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madera §) metal ‘con cuya méquma' se levs=+a?Mhcil-
‘mente (1 g1 ) el ¢mbolo ‘€n cada una de las bombas
‘con’ alternacion’, de modo que el un émbolo sube al
mismo tiempo que el otro baxa; algunos Fisicos pa-
ra dar salida al ayre interior de las bombas, colocan
una vilvula en el émbolo de ellas, que se abre quan-
do el mismo émbolo se baxa; y otros Fisicos usan de
distintos artificios con el propio ‘objeto: DD un tubo
abierto en ‘sus dos extremos. para conducir ‘€l ayre
del recipiente 4 12 caxa FF'; entra exadctamente di-
cho tubo por uno‘de sus extremos en la misina ca-
xa, y por el otro en la parte 'inférior de la cani-
1la M correspondiente 4 su- agugero £ el recipien-
te 6 campana de vidrio: LZ Ia pIaéma ‘GG un tubo de
vidrio abierto’ por ‘sus-extremos , 'de los quales el uno
pasa al otro lado de la platina, y ef otro estd su-
‘mergido en una taza H llena de mercurio; sobre Ia
superficie de este mercirio nada un pedaze'de cor-
cho con un 4gujero de parte 4 ‘parte én'su centro,
donde est4 puesta verticalmente una regla de made-
ra, la qual est{ dividida en pulgadas, lineas y quar-
‘tas de'litiea; @& Stlerte ‘que levantindose 6 baxdndo-
'se el tmerciitio €1 el ‘titbo /el eorcho 'y la fegla se
baxan 6 levantan al mismo tiempo: I,1,1,1, son
los apoyos y Ia tabla:'y K, K, K, K son los apoyos
de Ia'platina LZ. De-lo que sé ha “dicho’ anterior=
kk
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mente- paspecto.d la Mdquina Pneumdtica simple., fa~
cilmente,se evidencian la maniobra y los fundamén-
tos, por los que se logra el vacio en el recipiente 6
campana de vidrio colocada encima de Ia platina de
la misma mdquina compuesta.

e HSTOLTO. !

307. Notese que la referida campana 6 recipien-
te E de vidrio ( Fig. 154 y 159.) tiene en la parte
superior, una_.._pqqueﬂa_{ -abertura, circular guarnecida
de cueroy fieltro untados , euya' abertura queda cer-
rada exdctamente con..el grueso del cilindro ab de
cobre, de modo que este cilindro se pueda levantar
6 baxar libremente sin dar ‘paso. al ayre exterior. Al
extremo de dicho cilindro estd unido un garabatillo,
4 fin de que se puedan levantar 6 baxar, unir 6 des-

unir los cuerpos colocados en dicho recipiente; lo
que tiene su uso para.hacer en el vacio diferentes
experimentos ttiles: como por exemplo 1% si se co~
loca el barémetro baxo del recipiente de la méiqui-
.na pneumdtica ; se observard que 4 proporcion que
se extrae el ayre del recipiente, se va disminuyendo
la altura del"mercurio en dicho barémetro; lo qual
confirma el principio establecido anteriormente (295):
2°, si se extrae el ayre del recipiente; 4 proporcion
que este ayre se dilata, sube el mercurio en el tubo
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GG referido (306) en la mdquina’ pneumstica com-
puesta: 3°. si se pone qualquier animal baxo del reci-
piente ; extraido el ayre del mismo recipiente, perece
dicho animal: digase lo mismo respecto 4 los peces
existentes en nn vaso lleno de agua, que se coloque
dentro del recipiente, con la diferencia que estos pe-
. recen con mayor lentitud que aquellos; de donde re-
sulta ‘que la accion del ayre es necesaria 4 la con-
servacion de la vida de los animales : 4°. si se
pone una vela encendida baxo del recipiente; extrai-
do el ayre del mismo recipiente , dicha vela se apa-
ga, yel himo de ella baxa hicia la platma tam-
bien eXtramlo el ayre del recipiente, Ia pélvora que
entonces se encienda baxo del recipiente, se consume
sin' estréplto Yy, se exhala en un humo espeso en que
apenas se Permbe una pequena Tuz azulada de don-
de resulta que el ayre es necesano i la produccmn :
y conservacxon de Ia llama, Yy que el humo es tam-
blen pesado &c.

ESCOLIOIL

308. Tambien ndtese que si se comprime el ayre
en un vaso, 'y sucesivamente se hace un agujero en
qualqmera parte ‘del fondo, pared 6 tapa del mismo

vaso, saldr4 cierta porcion de ayre por dichos agu-
jeros. Por tanto la fuerza eldstica del ayre tiene su



(260
direccion hicia qualquiera parte, esto es, actlia de
arriba abaxo, de abaxo arriba, y lateralmente; y
ademds hace presion sobre qualquler punto de la ca-
paudad del ref‘e;;xdo vaso.

PROPOSICION X X.

~ 309. Determinar la gravedad “especifica del ayré
relativamente 4 la del agua de. Iluv1a supuesta igual
4 Ia unidad.

Tomese un vaso esférico de cobre que tenga un
cuello, 4 quien esté aplicada una llave para cerrar y
abrir la comunicacion del ayre exterior con el inte-
rior ; ponganse algunos pedézos de pfomo en dicho
vaso , para que sea de gravedad especifica mayor
que el agua de lluvia, y de este modo sumergido en
dlcha agua pésese por medio de, la balanza hldros—-
tética. Ahora extraido el ayre (306 ) de dicho vaso,
vuélyase 4 pesar de nuevo del mismo modo; y la di-
ferencia de dichos dos pesos dard ¢l del ayre que se
contenia en el vaso. Hecho esto, Ilénese perfecta-
mente dicho vaso-del agua en que estd sumergido, y
ciérrese despues con la llave; de este modo vuélvase
4 pesar en la misma agua por medio de la balanza,
y restando de este peso el segundo, se tendrd el pe-
so del agua de lluvia en un volumen igual al del ay-
re sacado del vaso: Iuego dividiendo (234) €l peso
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del ayre sacado del vaso por el pesodel agua de Huviaen
igual volumen , sé tendrd en el quociente la gravedad
especifica del ayre relativamente 4 la del agua de
lluvié,, supuesta igual 4 la unidad. Que es &c.

ESCOLIO L

_ g10. Con el referido método el Sefior Hauksbee,
ante la R. Sociedad de Londres, hizo ver que es la gra-
vedad especifica del ayre 4 la del agua de lluvia co=
mo 1 4 885 : y las repetidas experiencias de otros hd-
biles Fisicos demuestran claramente que siendo el ajr-
re de una mediana densidad y 4 cortas alturas sobre
el nivel del mar, puede fixarse su gravedad especi-

fica 4 % respecto 4 la del agua de Iluvia , supues-

ta igual 4 la unidad , de suerte que la gravedad espe-

cifica del ayre respecto 4 la del mercurio serf —

sox14 "
por ser la gravedad especifica del agua préxima-
mente la parte 114 de la del mercurio. Por tanto pe-
sando un pie ciibico de agua de lluvia setenta libras

de Paris, pesard —g%)- un pie cibico de ayre, esta es,

una onza y % de ella proximamente.
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ESCOLIOIL

311. Notese que por ser tan corta la “gravedad
especifica del ayre,' se podrd considerar sin error sen-
sible que el cuerpo que se sostiene sobre un fluido no tie-
ne sumergida en el ayre aquella parte del mismo cuer-
po que queda fuera de dicho fluido: y asi podrs ser-
vir el teorema establecido antes (275 ) para deter-
minar el volumen de la parte de dicho sélido su-
mergida en el fluido, sin hacer uso en la prictica
- del prmmpzo demostrado (204 ). s

~ PROPOSICION XXI

312 Determinar la presmn del ayre sobre la ba-
s¢ 4B horizontal, Fig. 16r. Rl
.- Tirense las verticales APy B O y-'—considé'reé:.é
1a coluﬁa ABOP del ayre dividida en las.-’pzur-tes
evanecentes ACDB, CDFE , &c. siendo (4 9
EF , &ec. horizontales. Nombrense qualquiera aItu—-
ra AL =4, -G la gravedad espt:t:lﬁca del ayre 2
dicha almura, y'el eleménto LN = d2 'y se'tendrd
que el peso d\,_qualqulcra coluna evanecente ZNOM
Serd igual 4 LMY LN G 6 bien 4 ABX de,
por consiguiente-el peso “dé todds Tas coluhaS evane-
centes ACDB, CEFD, &c, serd igual 4 AB X
S§.Gdw ; pero la presion del ayre sobre la base ho-
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rizontal A B es igual (250) al peso de dichas colu=
nas: luego la presion del ayre sobre la base horizon-
tal 4B serd igual 4 4B X S.Gd&. Que es &c.

COROLARIO.

~g13. Si se nombran, X la altura de la coluna del
mercurio equilibrado en el barémetro,a la base dedicha
coluna , y se supone la densidad del mercurio igual 4
la unidad; serd a X X =a X §.—Gdx, de donde
X = .= Gdx. Se usa del signo menos ; porque cre-
ciendo la altura « del ayre, se disminuye la altura
X del mercurio.

ESCOLIO.

314. Notese que la enorme presion del ayre so-
bre el cuerpo humano no le violenta en virtud de
la fuerza el4stica del ayre cerrado en la sangre, en
la carne, y en las cavidades del mismo cuerpo.

PROPOSICION XXIIL

313, Dadas, la gravedad especifica del ayre al
nivel del mar, y la altura del mercurio en el bar4=
metro colocado al mismo nivel ; determinar la altu-
ra X del mercurio en el barémetro colocado 4 qual-
quiera distancia & de dicho nivel.

Llimense, g la gravedad especifica del ayre al
nivel del mar, & la altura del mercurio al mismo ni-



(264)
vel, G 1a gravedad especifica del ayre 4 qualquiera
distanciz & de dicho nivel ; y expresando la densidad
del mercurio por la unidad, se tendrd (313) §.— Gdx
== X; pero siendo las densidades del ayre 6 sus gra-
vedades especxﬁcas proporcionales ( 297 ) con los pe-

sos que le comprimen, serd X': b= G g5 X_.%;:

G 5 5 i
luego §.=Gdx = — ; y diferenciando esta equacion,
" .

en que & y g se consideran constantes, -se tendrd

. ! d )
-—Gdy = -—gf ; por consiguiente % = — %i ¢ in-

tegrando seri L G = + L A. La canndad cons=

tante L..4 afiadida 4 la mtegral se determina, supq-
niendo x¥ =0, y G = g; por consiguiente serd ZL.g

e= Z..A: luego se tendrd L.G == — 'f’;f -+ L.g, de don-

de L.G—L.g= -.-é’-:, 4 bien L'E:-%xz.e,
suponiendo L.e = 1 (1L 341.): luego serd G = g%
é‘g: : pero X =8.—Gdx: luego se Ceadel X
...g)(e'—f,' ><1:17”1¢-=Zr><e-“"%ic (1L 108.); por con-

siguiente L. X = L.b = %:—‘,y por medio de esta equay
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cion se tendr la altura X del mercurio respecto 4

qualquiera altura # dada sobre el nivel del mar. Pa-
ra dar una expresion mas comoda 4 dicha equacion,

supéngase %E =L.m;y se tendrd L. X =71,0= L.n

b s z
== L,—, en que se podrin considerar los logaritmos
m

hiperboélicos como los ordinariosde las tablas. Que es 8tce

¢ COROLARIO 1,
gx
316. Por medio de la equacion G=gXe 5 de-

mostrada en la Proposicion antecedente , se determi-
nard la gravedad especifica del ayre 4 qualquiera al-
tura » dada sobre el nivel del mar. Ahora si se nom-
bra a 1a altura 4 que se elevaria la atmésfera, si su
peso conservdndose el mismo, tuviera siempre la mis-
ma gravedad especifica g que tiene al nivel del mar,
y si ademds se expresa la densidad del mercurio por
1a unidad’, serd 1 X &= g X a: luego substituyendo el
valor de 4 en la equacion antécedente, serd tambien

=gXe .
; COROLARIO IL:

317, Si se supone la’ gravedad especiﬁc:i del ayre
al nivel del mar, esto es, g== -g;-g respecto 4 1a del

u
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" agua-de lluvia, supuesta igual 4 la unidad; la alty=
ra b del mercurio 4 dicho: nivel corresponderd pré-
ximamente 4 la de 32 pies de agua, por ser la gra-
vedad especifica del mercurio casi catorce veces mas

que la del agua;

" pies, y « = 850 W 32 = 27200 pies: luego la grz.w'e’-:i
dad especifica G del ayre 4 qualquiera altura ¥ so-

X

bre el nivel del mar serd 1gual 4 g¥e 7200 pies,

yL.—-.-— x

g 27200 pies ©

ESCOLIO.

318. Adviértase que no se pueden considerar las
determinaciones antecedentes como exictas, y mucho
mas quando se trata de alturas considerables sobre
el nivel del mar: 1% porque la gravedad especifica g
del ayre es variable ; 2°. porque las variaciones que
suceden en el mercurio, pueden depender en parte
de la elasticidad del ayre condensado por el frio 6
rarefacto por el calor: 3°, porque el ayre no se com-
prime exdctamente 4 qualquiera distancia en razon
del peso: 4°. porque la gravedad disminuye 4 distan-
cias considerables: 5% y por los vapores y exhala-
ciones que se mezclan en el ayre, Véase la grande



(267)
obra de M. de Luc sobre losBarémetrosy Termémetros.

EXEMPLO L

319. Se pide hallar la altura del mercurio en el
barémetro colocado en la cima del Pico de Tenerife.

. Consta por las medidas tomadas y por las obser=
vaciones hechas que la altura de dicha montafia es
23148 pies 6 bien 157896 pulgadas, y que la altura
del mercurio al nivel del mar es 27 pulgadas y 10
lineas , esto es, & == 157896 pulgadas, y &= 27-—-
pulgadas: luego subst:tuyendo estos valores en la for-
mula Lm g_-; , se tendrd L m =8-—————"73‘_’_§ o

§OX14X27 -
= 0,47671 52, por ser 1a gravedad especifica del ayre g

-Gg?éﬁz préximamente respecto £ -la dclel me?cur.ie;
-y multiplicande dicho logaritmo hiperbélico por

0,434294s (1L 335.), se tendrd 0,2070347 por el lo-
garitmo ordinario de m ; por consiguiente serd L.X =

L-‘E= 1,2375306, cuyo valor corresponde en las

tablas ordinarias al nimero 17,28, esto es, la altu-
ra X del mercurio en la cima de dicha montafia de~
be ser igual por el célculo 4 17,28 pulgadas, 6 bien
4 17 pulgadas y 3% lineas, mientras por las obser-
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vaciones hechas en la misma cima se hallé ser 1y

pulgadas y 5 lineas.
EXEMPLO IL

320, Se pide hallar la gravedad especifica del aya
re 4 la altura de 1oco pies sobre el nivel del mar.

Hagos v

Subsﬁtﬁya;;-e en 1a‘f6rmula (31 7_) L. -g #— o

eI valor dado de x ; y se tendrd L ; =— ;?;: Iuego
multiplicandoeste logau tmo hiperbohco Poro,434294s,

se tendrd el 10gar1tm0 ordinario —o ,0159667 4 quien
corresponde préximamente el mimero 0,964 que se~

T4 igual 4 o ; por comsiguiente serd g:G = 1:0,964
g

‘== 1000 : 964 , €sto es, que 4 1000 pies de 'alrtira‘seﬂ-
bre el nivel del mar la gravedad especifica del ayre

se halla disminuida en — prénmamente.
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Del modo de elevar el agua con las- Bombas
atraente, impelente y compuesta , y de' las po=
tencias que se necesitan para. sostenerla en equi=

lzbrzo de Ia Bomba d fuego, ydela Magwraa
~¢6 1o ;11D & Q7 compre.szorz.

- "PROPOSICION XXIIL

.. 821.: | Manifestar el modo con: que se eleva el agua
por ‘medio de la Bomba atraente representada en la
Fig. 162, que consta ; del tubo vertical EF1 X que
se llama Cuerpo de la bomba; del €émbolo ACDRB
que llena exdctamente la concavidad de dicho tubo,
estando unido 4 dicho émbolo la barra IP para su-
birle y baxarle ; del tubo vertical NX Q0 , llamado
tubo atraente, que esti unido al cuerpo de la bom-
ba, y que entra en el agua, cuya superficie se su-
pone ser RS ; y de las vélvulas L y A, que tapan
los diafragmas del émbolo y de la base del cuerpo
de la bomba, y que se abren de abaxo arriba,
Sean; CG HD el espacio en que se mueve el ém-
bolo de abaxo arriba, y de arriba abaxo, por medio
de la potencia P aplicada 4 la referida barra IP;la
distancia, que hay entre las superficies horizontales
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GH y RS, igual 4 la altura de una coluna de agua
equivalente'al peso del ayre exterior ; las vélvulas Z
y M cerradas; y- el ayre contepido en los espacios
RNOS y ECDF de igual densidad con el exterior,
. cuya densidad se considera uniforme en toda la altu-
ra‘de la bomba. Esto supuesto, si con la potencia'P
se sube el émbolo ACD B desde C'D & GH; el ay-
re contenido en ECDF se dilatard , ocupando el es-
pacio EG HF': luego el ayre exterior ;;que insiste
sobre A4 B por ser mas denso tendrd cerrada la vél-
vula L yademés el ayre que se contiene en la. pdrte
N R S0 del tubo atraente, por su mayor densidad
abrird la vélvula Af; y por igual razon el ayre ex-~
terior , que actta sobre la superficie "R'S'" del fluido,
hard’ subir el ‘agua en el tubo atraente RVOS has=
ta cierta altura #s durante la referida subida del ém=
bolo 4 GH , en cuya posiciorj la vilvula ' Z se cer-
rard por si, puesque cesa la dilatacion del ayre in<
terior de Ia bomba. Ahera si se baxa el émbola des=
de GH 4§ CD ,’se comprimir§ el ayre conténido en
G EF H : luego este tendrd cerrada la vélvula M,y
abrirdla vélvula "L hasta equilibrarse con' el ayre
exterior ; en cuyo estado la misma vélvula se cérra-
r4 por si, halldndose en el espacio CEFD el ayre
de igual densidad con el exterior. Y repitiendo las
citadas operaciones de subir y baxar el émbolo; as-



(271)
cenderd cada vez el agua en el tubo NRSO 4 ma-
yor altura, entrard en €l ¢cuérpo de'la ‘bomba, ¥
iiltimamente llegard 4 tocad  la vdlvula Z en la su-
posicion de no quedar ayre entre la superficie CD y
la del agua, de modo que la fuerza el4stica del mis-
mo ayre, y el peso del agua introducida en el tubo
atraente , 6 en este y en el cuerpo'de la bomba, no
hagan equilibrio con la presion del ayre exterior so-
bre la superficie R.S del agua. Y en dicha suposicion,
& cada subida del émbolo desde CD 4 GH se for-
mar4 un pepfecto vacio en‘el espacio CGHD 3y la
presmn del ayre exterior har4 subir el agua hasta GH:
y'entonces 4 cada baxada del émbolo se abrird la
vélvula Z , por el diafragma (mientras que la super-
ficie G H vielve 4 CD) saldrd toda ‘el agua que se
contenia en CGHD ; y cerrdndose 1a vilvula Z, in-
sistird dicha agua sobre 4 B: en esta disposicion, su-
biendo el ¢mbolo, éste acompaiiard la misma agua en
su salida por 1a camal . Pero efl el caso del citado
equilibrio supéngase que el agua queda 4 la altura
T'Z,y que se sube el émbolo desde CD 4 G H.
Noémbrense , @ la altura VR del tubo atraente so-
bre la superficie RS del agua, & el radio del mismo
tubo, ¢ el radio del cuerpo de la bomba, EC==d,

C'G =e, RT— Xy la razon de la penf‘cna del
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circulo al digmetro, y f la altura de una coluna de
agua equivalente 4 la presion del ayre exterior; 6 41a
fuerza eldstica de €l que se contieneen TNECDFO2Z,
estando el émbolo en CD: y serdn, el cilindro T0

=22 X (4= ), el cilindro ED =2 x;»'-n;,el ci
lindro EH =2 X (d + e),el sélido TNECDFOZ

f.._ % (a....x) + PC y el sohdo TNEGHFOZ

p.s

(B 'Ahora s1endo

las fuerzas que comprimen el ayre en la razon in-
versa de los voliimenes (297.) en que el mismo ayre
queda cerrado, serd la fuerza eldstica del ayre en el
espacio TN E GHFOZ igual al peso de una coluna
TNECDFOZ sz
TNEGHE0Z > Y. 318r
diendo 4. dicha alrura la altura RT del agua conte=
mda en el ‘tubo atraente sobre la superficie RS , se
tendré, en el referido caso del equilibrio f = RT

TNECDFOZ
- f‘ X m 5 y substxtuyendo los valores de es=

de agua con la altura igual 4 f’ X

tascantidades, se tendré F=adFR e d’ﬁ?:_’;: dd-b P

de donde 5 & AEMHEL AV (@ ma(et ) 2—igmef] po

2
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ciendo §'= m. Con el mismo método se hallard que
el agua quedard equilibrada en el cuerpo de la bomba,

éntre EF y CD, siendo y=="FFdvllate+d)?~4ef)

Por tanto si el valor de x es real en uno 1 otro ca-
s0, €l agua se equilibrard en el tubo atraente 6 en
el cuerpo de la bomba entre los puntos £ y C: lue-
go para que dicha agua no se equilibre, y por con-
siguiente pueda subir 4 la altura GH , serd necesa-
rio que dichos valores sean imaginarios, esto es
(a+m¥(e4d))*><gmef,y (a+e—+d)* <4efiQue
es &c. : :

i ESCOLIO.

322. En la Proposicion antecedente se ha supues-
to ser la distancia que hay entre las superficies G H
y RS igual 4 la altura de una coluna de agua equi-
valente al peso del ayre exterior; por consiguiente
dicha distancia serd proximamente de 32 pies, si la
altura del mercurio en el barémetro colocado en el
mismo sitio de la bomba tiene 27% pulgadas: pe-
ro afin de que pueda llegar el agua 4§ GH aun en
las minimas, presiones del ayre exterior, se dismi-
nuird la dicha distancia de 32 pies en 14, 28,
42 ; &c. lineas, si la dicha altura del mercurio ba-
X1 de 1,2, 3, &c. lineas. Digase lo mismo pa~-

mm
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ra el aumento de los referidos 32 pies, si la altu-

ra fuese mayor de 27%L pulgadas en el mismo sitio
de la bomba. Adviértase que en la prictica la referi-
da distancia se hace menor que la que correspon-
de 4 la expresada altura, porque-no es posible eva-
cuar totalmente el ayre interior de la bomba, y que
por otra parte el peso de la vdlvula A es un obs-
ticulo para la expulsion del ayre y la subida del agua,
cuyo obstdculo no puede vencerse sino por la pre=-
sion del ayre exterior.

PROPO SICION XXIV.

323. Determinar la potencia P, que tiene en equi-
librio el émbolo sumergido en el agua introducida en
el cuerpo de la bomba atraente. Fig. 162.

Supéngase ; que la densidad del ayre es la misma
respecto 4 toda la altura de la bomba ; que estando
el agua en su mayor altura X'?', queda el émbolo
en su menor altura CD; y que la altura ab corres-
ponde 4 la altura vertical de una coluna de agua equi~
valente 4 la presion del ayre sobre las superficies RS
6 X7 del agua, siendo dé la distancia de las CD y
R S. Por tanto en virtud de la presion del ayre sobre
1a superficie RS' del agua actua el agua RNECDFOS
sobre CD con una fuerza igual (295) 4 CDXab;
pero por la gravedad de dicha agua se disminuye la
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misma fuerza en la cantidad CD X d&: luego CDRK*
ad serd la presion que actua de abaxo arriba sobre
la superficie CD. Ahora en virtud de la presion del
ayre sobre la superficie X" del agua actua sobre CD
de arriba abaxo una fuerza igual 4 CD X ab, 4 la
que afiadiendo CD X BY en virtud de la gravedad
del agua, se tendrd que la fuerza total que actua de
arriba abaxo sobre CD serd igual § CD X (BY +ab);
pero la presion que actua de abaxo arriba sobre C.D
es igual por lo demostrado 4 CD X ad : luego la fuer-
-za que actua sobre C D de arriba abaxo serd igual 4
CDX(BY+dk), esto es, igual al peso de una co-
luna de agua, que tiene su base igual 4 la del ém-
bolo, y la altura igual 4 la distancia de las superfi-
«cies horizontales X% y RS .del agua, disminuida di-
cha -distancia en la altura del émbolo ; por con-
siguiente, la potencia equilibrante P serd igual 4 di~-
<ho peso sumado con el correspondiente peso del ém-~
‘bolo. Digase lo mismo respecto 4 qualquiera otra po-
sicion del mismo émbolo sumergido en el agua. Que
es &ec.

: COROLARIO. .
.324.. Si el émbolo CA4BD no se halla su’nergp—
do en el agua, de suerte que ésta quede en el tubo
atraenté 6 en el cuerpo de la bomba hasta CD; con
el mismo método. se demostrard que, mientras el ém-
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* bolo pasa de CD 4 GH , 1a potencia equilibrante P
ser4 proporcional con el peso del émbolo aumentado
en el peso de una coluna de agua, que tiene CD por
base, y por altura la del agua introducida entonces
en la bomba sobre la superficie RS.

ESCOLIO. L4

325. Noétese que ordinariamente se aumenta Ia
potencia P hallada antes en la tercera parte de su
valor para poner la mdquina en movimiento, y' su-
‘perar la resistencia del rozamiento y las demas im=
perfecciones que pueda tener la misma m4quina.

PROPOSICION XXV.

" 326, Manifestar el modo, con que se eleva el agua
"4 qualquiera altura por medio de la bomba impelen~
te representada en la Fig. 163, que se compone ;del
tubo vertical XEFY, que se 'llama’ Cuerpo de la
‘bomba , y que entra en €l agua, cuyo nivel se su~
pone ser RS ; del émbolo ACD R, que llena exic~
tamente la concavidad de dicho tubo, estando unida
4 dicho émbolo 1a armazon If5aP para subirle y ba-
xarle ¢con'la potencia'P; del tubo NOQ K llamado
‘tubo ascendente , que est4 unido al cuerpo de la bom~
ba; y de las védlvulas L y M, que tapan los dia=-
fragmas del émbolo y de la base del cuerpo de la
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bomba , y que se abren de abaxo arriba.

Supébngase ser; 4G H B el espacio en que sé mue~
ve el émbolo de arriba abaxo y de abaxo arriba en
virtud de la potencia P; GH la primera posicion
del mismo émbolo baxo del nivel RS del agua; las
vélvulas L'y M cerradas en dicha posicion ; y el ay-
re contenido en GEF H de igual densidad con el
exterior,, cuya densidad se supone ser la misma en
toda la altura de la bomba. Esto supuesto , si pot
medio de la potencia P-se baxa el émbglo desde G H
4 CD, se dilatard el 'ayre contenido ‘en EGH F':
luego por la presion del ayre exterior NOQ X 'mas
denso’, quedard cerrada la vdlvula A; por'el peso
del agua , yla presion del ayre ‘exterior sobre el ni-
vel' RS del'agua, se abrird la védlvula Z j pasard el
agua en el cuerpo de la bomba hasta GH ; y enton-
ces se cerrard por sf la vélvula L por tener el ayre
contenidoren G E FH su primitiva densidad. Ahora
si se sube el émbolo desde C'D 4 -G H , este émbolo
hari subir el agua que habia entrado en el cuerpo de
la bombas; el ayre oprimido por dicha agua abrird la
vélvula; M ;)y-pasard agua en el tubo NOQ K, has-
ta que el'émbolo haya llegado 'd G H. En este estado
si se baxa el émbolo;la vilvula A se cerrard por si
en virtud del peso del agua y del ayre exterior; con
lo que se detendrd .en el 'tubo NO QK el agua que
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en ¢l se habia introducido, hasta que por otra ope-
racion semejante 4 la anterior se introduzca agua en
el mismo tubo; y asi continuando, se elevard el agua
hasta qualquiera altura KO donde se necesite. Que
es &c. :
PROPOSICION XXVIL
' 327.. Determinar la potencia P que tiene equili-
brado el émbolo 4CD B sumergido en el agua in-
troducida en el tubo ascendente NOQK hasta qual-
quiera altura. K Q. Fig. 163.° _'
Supéngase que la densidad del ayre es la misma
en todd la altura de la bomba, y que el émbolo
«ICD B esinfetior al nivel RS idel agua. Es evi-
dente qué en dichas ‘suposiciones la potencia P 'no
sostiene la presion del agua comprehendida entre la
base CD:del émbolo y el nivel RS, puesque dicha
presion estd equilibrada por'la del agua; que rodea la
bomba y ‘pasa- por la abertura L del émbolo« luego la
potencia P sostiene solamente: lacpresion ‘que exerce
el agua contenida entre las superficies RSy QX so-
bre la base CD del émbolo, cuya presion es:igual al
peso de und coluna de agua, que tienevC' I} por ba=
se, y por altura‘la distancid'entre dichas dos super=
ficies ; por consiguiente la potencia equilibrante P
serd igual 4 dicho peso aumentado en el correspon-
diente peso de la armazon fbaP. Si la bomba tiene
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su émbolo CABD superior al nivel del agua, que

sea por exemplo R'S", se demostrard con el mis-
mo método expuesto antes (323) que la potencia equi-
librante P es préoximamente igual al peso de una co-
luna de agua, que tiene CD por base, y por altura
la distancia entre las superficies £Q y R'S" del agua
y ademis al referido peso de la armazon. Que es &c.

PROPOSICION XXVIL

328. Manifestar el modo con que se eleva el agua
hasta qualquiera altura X" por medio de la Bomba
atraenfe ¢é impelente representada en la Fig. 164

Por medio de la potencia P aplicada al émbolo
ACDBRB se introduce el agua en el espacio RNOS EF
HGefde con'el mismo método que se ha manifes-
tado (321 ) en la ‘bomba atraente. En'esta disposi-
cion , si en virtud de la potencia P se baxa el ém-
bolo ACDRB desde GH 4 CDj; el agua no pudien-
do pasar por la vidlvula M que queda cerrada por
si, abre la vilvula L, y se introduce en el tubo
T3TX; y asi continuando , se elevard el agua 4
qualquiera altura X%, y por la canal 77 se condu-
cird adonde se necesite. Que es &c.

PROPOSICION XXVIIL,

320, Determinar la potencia P que tiene equili-
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brado el émbolo en-la bomba atraente ¢ impelente
Fig. 164+

Si se supone que, levantado el ¢mbolo ACDB,
el agua ha subido 4 GZ# en la bomba atraente; la
potencia equilibrante P serd igual (323 ) al peso de
una coluna de agua, que tiene 4B por base, y por
altura la distancia entre las superficies GH y R.S del
agua, disminuida la misma distancia en la altura del
émbolo, y ‘ademds al correspondlente peso del ém-
bolo. Y si se supone que, baxado el émbolo de GH
4 CD, el agua ha subido 4 X2 en el tubo ascenden—
te deJa bomba impelente; la potencia equilibrante
P serd igual al peso de una coluna de agua, que tie-
ne C'D por base, y por altura la distancia vertical
entre la misma base y la superficie X 2" del agua, dismi-
nuido dicho. peso en ¢l del émbolo. Digase lo mismo
respecto 4 qualquiera otra posicion del émbolo, asi
mientras sube el émbolo de CD 4 GH, como tam~
bien mientras baxa de G# 4 CD. Que es &c.

ESCOLIO.

. 330. Las tres especies de bombas descritas ante=
riormente ( 321, 320, 328.) son las fundamentales;
porque aunque se pueda variar la disposicion de sus
partes, no' formarén éstas sino combinaciones mas &
menos sencillas, que aquellas, y se fundardn sus efec-
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tos sobre 1os mismos principios; y asi la perfeecion
de estas 'mdquinas, consistird en la diminucion ; del
rozamiento., empleando; buenos émbolos y \Eélvu_ias
ficles. El detalle de la construccion y eleccion de las
'materias- propias para foi-ma;r las piezas de una bom-
ba se puede ver en la Arquitectura hidrdulica de M.
Belidor. Nétese que en las Figuras 162 'y 164 viene
représe‘ntada una imisma especie de védlvulas, y otra
en la Figura 163 por ‘ser las que generalmetit_e se
USA 5 o
‘ PROPOSICION XXIY % o
331. Manifestar eI Imodo’; €on que. e eleva ¢l
ragua por medio de la Boinba 4. fuego. representada
-en las Fig. :'1655 que se compone; de una-caldera .48
- que, estd cerrada’en forina de.alambique 5:9_1;1;52;_1 fpg..
-do convexd), tiene las tres quantas partes llenas de
‘agua, € insiste sebre el hornillo) C ;. del vaso. B
~con:su’llave H ,/de moda:que se abra la; comunica-
scion-del mismé: vaso con dicha | ealdera:, por m_ec}:io
del tubo A D, y alipropio tiempo qu;ed.etcerr_rad—a di-
-«cha comunicacion con €l tubo G-, & al contrario ;._‘,y
¢ de lacbomba, QT 1"Z, gié ‘comiiniea:.con ¢l vaso oy
-rpor-médio ~del tubor F Q. y-que tiene 4 los: dos, ém-
~.bolos"LN y P R:firmes-en:la misma Bomba:con‘ las
o'vélvulas ¥ y K que seabren de_abaxo -arriba, el
~itubo :atraente T'0 ,-y: el tubo gscendente ¥ Zy -,
nn
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Ciérrese con la llave A la comunicacion de Ia
caldera A B con el vaso EF'; enciéndase ¢l fuego en
el hornillo C; y quando se hayan producide muchos
vapdres en la caldera 4B, 4brase con la llave H
la comunicacion de dicha caldera con el vaso EF
por el tubo A D' con lo qual dichos vapores por sit
grande elasticidad s¢ introducirdn en el expresado va-
so, y. de éste al cuerpo de la bomba por el tubo #Q,
de modo que tendrdn cerrada la vilvula X, y abri-
rdn la védlvula ¥, por donde saldri el ayre coateni-
do en EFQ %K. En esta disposicion 4brase con la
‘llave H la comunicacion del tubo'G con el vaso EF,
y férmese en €l una copiosa aspersion -de agua fria
‘que“para este fin ‘se' hace" pasar’ por una ! especie

~de rallo: con o -qual  los referidos ‘vapores: se
'cordensardn’yy ‘suprimiendo su’ elasticidad ; se for-
"‘marf un vacfo, de suerte quese cerrard la vilvula ¥
~por 1a presion ‘del ‘ayre exterior;ly. se abrird:la v4l-
vula &', por donde $e introducird el agua que pasa
~por él tubo -atraente en el cuerpo de la bomba .y
“en €l vaso EF mediante 'la presion del ayre exte-
‘rior ‘sobre la superficie 77X del agua. ¥ repitiendo
“la citada operacion 'devabrir .con lallave la comu-
nicacion de la calderacon el vaso #F , se abri-
r4 la vélvula ¥, por donde pasard el agua al tubo
ascendente 2°Z , y descargard jen el vaso-M: .y en-
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- tonces repitiendo la otra operacion con la llave para

abrir la comunicacion del tubo G con el vaso EF,
y formar la aspersion del agua fria en el mismo vaso,
se introducird de nuevo el agua en la bomba, y des-
cargard en el vaso M con el método expresado an-
tes: y asi continuando con el vapor del agua hirvien-
te alternativamente dilatado y condensado en el va-
so EF, se elevard el agua desde 27X 4 la altura M.,

Que es &c.
ESCOLIO.

332. La accion del fuego sobre el agua hace ele-
var del cuerpo de la misma agua un fluido muy su-
til y eldstico, como consta por la experiencia, ha-
ciendo hervir agua en una olla sin cobertera, sin embar-
go de que el agua esté compuesta de partes sensible-
mente incomprimibles ; por consiguiente la fuerza
de dicho fluido es mayor que la de la coluna del ay-
re que insiste sobre la superficie de dicha agua. El -
Sefior Desaguliers por un gran niimero de observa-
ciones hechas en las miquinas 4 fuego ballé que di-
cho vapor en el estado de poder equilibrar la pre-
sion del ayre es 14000 veces menos denso que el
agua, y 16 6 17 veces menos denso que el ayre, y
que es préximamente la fuerza del vapor del agua 4
la presion del ayre como 39 4 32. Por tanto en las
bombas 4 fuego, que tienen los émbolos movibles, la
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fuerza del vapor los hard elevar; y condensando el '
mismo vapor conla aspersion dcl agua 'fria’, se for-
mard un'vacio en el espacio qué ocupaba dicho va- .
por, y el émbolo baxard en virtud'de la ‘presion del
ayre exterior. Las construcciones de diferentes bom->
bas 4 fuégo fundadas en los prificipios expuestos y!
combinddas de distintos:modos para’conseguir el mis=:
mo efecto,'se podrdn ver en el Tratado de Fisica de
M. Desaguliers, en la Arquitectura hidrdulica de M.’
Belidor , y en la Hidrodinimica de M. Bossut, que
describe la 'bomba 4 fuego construida en Fresne pa-
ra “sacar €l agua ‘de las minas de carbon de aquél 'pais.

PROPOSICION XXX,

353. Manifestar el modo ‘con que se comprime el
ayre por medio de la Mdquina de compresion repre=
sentada en la Figura 166, que se compone ; de.una
especie de cilindro vaelo 4 BC D hecho ‘de un cris=
tal muy fuerte , 'que esté cerrado herméticamente en
la parte superior; de la bomba atraente 7 Z', que
entra exictamente en el vaso XM de cobre perfec~
tamente cerrado, y' que tiene, lawvilvula en 'Z apo-
yada al resorte ' HZ para dar ‘paso’ al ayre de la
‘bomba en 'lo interior del vaso, el émbolo NO, y
un agujero () para dar paso al ayre exterior en
‘el cuerpo de la bomba; y del pequefio tubo EFG
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de cobre, que estd fixado en el mismo grueso'de la
tabla R X cubierta de cuero mojado, sobre que in-:
sisten’ exicta y sblidamente el referido  cilindro de
cristal , y el vaso K /7.

Bixese el.émbolo de 0 4 Z; y el ayre compri-
mido en la bomba abrir4 la vélvula Z , baxando el
resorte 4 ‘que ésta apoyada , 'y »se introducird .en-el
vaso KM y ‘en él cilindro 4B CD por el tubo EFG;
con lo qual el ayre de dicho cilindro quedard mas
denso, y halléndose ¢l émbolo en ' Z ; cerrard el re~
sorte la vélvula en Z. Ahora stibase el émbolo de Z,
4°0, y el ayre exterior se introducird en la bomba
O Z por el agujero Q : y repitiendo entonces la ope-
tacion anterior de baxar el émbolo de O 4 Z ., se
condensard mas el ‘ayre en el cilindro ABCD; y
asi sucesivamente se ird acumulando en lo interior
de dicho cilindro una gran cantidad de ayre conden-
sado que no pueda comunicarse con el, exterior. Que
es &ec. sea ahlsa o
' ESCOLIO.

334 Adviértase que el referido cilindro ZBCD
de cristal se guarnece con planchas de metal , segun
va- representado en la citada figura, para evitar los
funestos efectos que podian originarse por la rotura
del cristal ‘mediante la excesiva condensacion del ay-

re en la ‘capacidad de dicho cilindro. Adviértase tam-
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bien que 4 continuacion se afiade el modo de deter-
minar el espesor que se debe dar 4 los tubos para
que puedan sostener las presiones del agua 6 de qual-
quiera otro fluido incomprimible.

PROPOSICION XXXI.

335. Si los tubos cilindricos 4D y ad con bases
horizontales contienen fluidos de distintas gravedades
especificas, y si se supone que las resistencias que
oponen dichos tubos 4 su rotura en virtud de sus es-
pesores 4 B y ab son entre si en la razon compues-
ta de dichos espesores, y de las tenacidades de las
materias de que se componen ; determinar la razon
de dichos espesores para equilibrar las presiones que
sobre ellos exercen los expresados fluidos. Fig. 167.

Némbrense , G y g las gravedades especificas de
los fluidos contenidos en 4D y ad, A y a las al-
turas AE y ae de los mismos fluidos sobre sus ba-
ses horizontales, E y e los espesores 4B y ab de
los referidos tubos, T' y # sus tenacidades, D y d
los didmetros BG y &g, y finalmente R y r las re-
feridas resistencias de los tubos. Considérese que el
espacio ABMLCGN K se divide en elementos, y
que uno de ellos se representa por la circunferencia
- BMGN. Consta (249 ) que la presion del fluido so-
‘bre todos los elementos de la circunferencia BMGN
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es igual § BMGNY AXG; por consiguiente serd

BMGNKXAXG=R,y por igual razon bmgn}
a¥ g="r: luego se tendrd R:r=BIMGN X AX G:
bmgnXaXg=DXAXG:dXaXg;peroes Rir=
EXT:eXt (sup.): luego serd EXT:eXt=D X
ARG:d¥X aX g,y por consiguiente serd E e ==

DxAxG . dxaxg
T ;
bos en razon compuesta de la directa de los didme-
‘tros , de las alturas de los mismos-tubos ,- de las gra-
-vedades especificas de los-fluidos yy-«de la inversa de
as tenacidades de las materias: d¢ que: se compopen
los tubos. Que es &ec. _
COROLARIO._ y A ><‘_-‘

.\, o1 1

, esto es, los espesores de dichos tu-

336. 31 son G_g,y T==1estoes y8i: loaﬁuldos
-contenidosen los dos tubos son homogéneos, como
lgualmente las materias de que se componen los mis-
“mos tubos; serd Eie = DX A:d %X

ESCOLIO.

337. Es evidente que si por la experiencia se co-
nocen las tenacidades de las materias de que estdn
hechos los tubos, y el espesor que debe tener cierto
tubo para resistir al peso de un fluide dado; se de-
terminard por la Proposicion antecedente el espesor
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que ha de téner qualquier otro: tubo, cuyas dimen~
siones estén dadas.. Los Seiiores=Parente) Mariotte,
‘Nollet y ‘otros Fisicos, han hecho difererites experi=
mentos para probar las tenacidades de 1;1;] materias:
consta; por exemplo, que un tubo de plomo.de 12
pulgadas de-difmetro y de 60 pies de- élmra .estando
lleno de agua, debe tener seis lineas de espesor; y que
es proxummeute ‘1a tenacidad del plomo 41a del co-
bré como 't 4 283 &c:luego un tubo de;plomo de 8
pulgadas de. didmetro deberd tener (336 )8 lineas de
espesor pata ‘Sostener’la presion de una eoluna’ de
agua de 120’ piey de altura, mediarte que dicho es~
pesor es el quarto término proporcional ‘4. 12 X 60,
- 8% 120,76 lmea}s}y un tybo de co\bre de 10 pulgada
de didgmetro deberd tener ( 335) 2 % lineas de espesor
paralisestener da cpresion-de una -coluna -de mereurio
de 56, pies:decaltura;, por ser dicho espesor el quals-

12x60%1 mx;ﬁxrq,
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2 LIBRO TERCERO.  »
NOCIONES GENERALES.

338. Espacio corrido es la linea que describe: un
cuerpo con su movimiento, considerando que el mis=
mo cuerpo es infinitésimo, ¢ que tiene reunida la ma-

'sa en su centro de gravedad."
339. El movimiento de un cuerpo -que siempre

"anda espacios iguales en qualesquierd ti¢mpos igua-
les, se dice Movimiento uniforme. -

- COROLARIO:

340. Luego en el movimiento uniforme:de un
" cuerpo se multiplican igualmente los espacios corri-
dos como los tiempos ;. por con\s‘iguiente serdn los es-
pacios corridos proporcionales con los tiempos qlie
se han gastado para correr dichos espacios.

341.  Si dos cuerpos andan con movimiento uni=~
forme, y uno de ellos corre un espacio mayor que
el corrido por el otro cuerpo en igual tiempo, la ve-
locidad del primero se dird mayor que la del segundo.

342. Las velocidades son aquellas cantidades que
son proporcionales con los espacios corridos con mo-
vimiento uniforme en jgual tiempo.

00
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343, La cantidad del movimiento 'de un cuerpo
es proporcional con el producto de la masa del mis-
mo cuerpo por su velocidad,

COROLARIO 1.

- -344. Por tanto si se nombran Q y ¢ las respec-
tivas cantidades del movimiento de dos cuerpos, U
-y @ sus velocidades, y #/ y m las masas de dichos
cuerpos, serd Q:g=UXM:v X m: luego siendo -
O =g, se tendrd UYX M = v¥Xm; de donde resulta
ser U:v=m: M, esto es, las velocidades en la ra-
zon inversa de las masas.

COROLARIO IL

245. Siendo ,Q,:g=Ux M:o X m,serd OXv¥
m==gXUX M ; de donde resulta ser Uiv= 0 Xm:

Q'XM=1;%‘]% ,yM:m=Q,Xv:g)(U—%:-Z—.
346, EIl movimiento de un cuerpo que anda es-
- pacios desiguales en tiempos iguales, se dice Movi-
miento variable,
347. El movimiento variable de un cuerpo que
. anda sucesivamente espacios mayores en tiempos igua-~
les, se dice Movimiento acelerado; y se llama Mo~
- vimiento retardado, quando anda sucesivamente es-
pacios menores en tiempos iguales.
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248. El movimiento acelerado de un cuerpo se
dice Movimiento uniformemente acelerado, si se au-

menta la velocidad del cuerpo 4 proporcion del tiempo,
| COROLARIO.

840, Luego en el movimiento uniformemente- aces’
lerado serdn las velocidades proporcmnales con los:
tiempos en que se adquieren.

350. 'El movimiento retardado se dice MOVHTIIE!II-"
to uniformemente retardado, si se disminuye conti~
nuamente la velocidad 'del cuerpo 4/ proporcion del
tiempo. -

COROLARIO.

351, Luego en el movimiento uniformemente re-
tardado serdn las velocidades proporcionales con los
tiempos que ha de gastar el cuerpo para correr los
espacios residuos hasta la extincion de la velocidad
del mismo cuerpo,

352. Todo cuerpo, que por un solo impulso de
una potencia pasa desde el estado de quietud 4 €1 del
movimiento , se mueve con movimiento uniforme se-
gun la direccion de dicha potencia con una veloci-
dad proporcional con la misma potencia, y perseve~
ra en el estado de movimiento uniforme con la mis=

ma direccion, 4 no ser que le saque de él alguna
causa exterior,
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~ESCOLIO.

. 353. Entiéndase lo mismo respecto 4 las poten~
cias resultantes de las potencias conspirantes, opues-
tas, 6 de mediana conspiracion y oposicion , que ac~
tuan sobre un mismo cuerpo 4 un mismo tiempo (47,
48, 103) ooly

354. El movimiento producido en un cuerpo por
una 6 mas potencias que actuan sobre él por una
misma direccion , se dice Movimiento simple.

355. El movimiento producido en un cuerpo por
dos 6 mas potencias, que actuan sobre ¢l & un mis-
mo tiempo por direcciones obliqiias entre si, se di-
ce Movimiento compuesto.

356. Si el espacio corrido por un cuerpo es una.
linea recta con qualquiera direccion , el movimientq
del cuerpo se dird Movimiento rectilineo,

ESCOLIO.

n37. Adviértase que dicho movimiento rectilineo
puede ser simple 6 compuesto. Es evidente que el
movimiento simple es siempre rectilineo. Y en quan-
to al compuesto, se ha demostrado (102) que si las
potencias Q y R (Fig. 168.) expresadas por las res-
pectivas rectas A B y A D impelen 4 un mismo tiem-
po con un solo impulso al cuerpo .7, que estd en
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quietud , segun las direcciones 4B y A4 D ; comple-
to el paralelégramo BD vy 'tirada su diagonal AC)
dicho cuerpo estard movido por una potencia expre=
sada por AC ségun la direccion de la misma AC;
por consiguiente ‘el movimiento del cuerpo A se ha-
r4 por la -direccion AC, y serd rectilineo raunque
compuesto. Disctirrase del mismo modo en los demas
€asos. |

' '358. Si el espacio corrido por un cuerpo ‘es una
linea curva, el movimiento del cuerpo se dird Mo-

vimiento curyilineo, y dicha curva se llamard Tra-
yectoria,

ESCO LIO.

339. Adviértase que el movimiento curvilineo es
siempre compuesto : como por: exemplo, si el cuer-
po A (Fig. 169.) viene arrojado segun la direccion
AF, y la potencia P actua sobre el mismo cuerpo
segun la direccion A P ; expresadas las cantidades de
dichas. fuerzas por las respectivas rectas AF'y AE,
completo el paralelégramo EF', y tirada su diago-
nal 4D, se moverd el cuerpo por la direccion de
dicha diagonal, de modo que en un tiempo infinité-
simo andari una parte infinitésima 4G de la- AD.
Ahora si en; el punto. G viene solicitado el cuerpo
por la potencia P con la direccion GP paralela 4 la
<« P; en virtud de esta potencia, y de la que mue-
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_yve el cuerpo segun la direccion GD, seguird dicho
cuerpo la diagonal GI del paralelégramo, cuyos la=
dos tomados en las direcciones GP 'y GD expresen
las cantidades de dichas potencias, y en un tiempo
infinitésimo andar4 una parte infinitésima GH de dicha
diagonal.' Asimismo si en el punto H viene solicita=
do el cuerpo por la poténcia P con la direccion HP
paralela 4 las anteriores, en un tiempo infinitésimo
describird una parte infinitésima H X de la diagonal del
paralelégramo , cuyos lados tomados en las direccio-
nes I Iy HP expresen las respectivas cantidades
de las dos potencias que actuan sobre el cuerpo en
H: y asi sucesivamente describird el cuerpo las par-
tes evanecentes KM, MN , &c. de las diagonales
de los paralelégramos correspondientes: luego el cuer-
po A en virtud del movimiento compuesto describi-
r4 la curva A K O. Si se suponen las direcciones de
la potencia P verticales; esta potencia serd la gra-
vedad del cuerpo arrojado. De lo dicho se evi~
dencia que un cuerpo describird una curva en virtud
del movimiento compuesto, aunque la potencia que
le solicita se dirija siempre 4 un punto fixo.

. 860, ' Si'los impulsos de una potencia 6 fuerza,
que actua sobre un 'cuerpo en cada instante del tiem-
po de su movimiento, son iguales, se llamard dicha
Potencia constante: y si dichos impulsos son desigua~
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les , se Ilamar4 Potencia variable la que los produce.

361, Percusion 6 Chogue 'se. dice el impulso que
-exerce un cuerpo con el movimiento que tiene sobre
otro cuerpo que 'encuentra : se supone que dichos
cuerpos son esféricos y homogéneos, 4 menos que no
se exprese lo contrario.

362. El choque de dos cuerpos se dice Choque
directo, quando la recta 4B que junta los centros de
gravedad de los mismos cuerpos, es perpendicular
al plano D E que les es tangente en el punto ' don-
de 'se encuentran. Fig. r7o. Y si la referida recta
no es perpendicular 4 dicho plano, se dird Choque
obliqiio. Fig. 171. : _

263. Cuerpos perfectamente el4sticos son ague]loé,
cuyas partes se allegan en el choque, y despues del
choque vuelven 4 tomar su estado natural : Cuerpos
imperfectamente eldsticos son aquellos, cuyas partes
se allegan en el choque, y despues del choque no
vuelven enteramente 4 tomar su estado natural.

364. Cuerpos perfectamente duros son aquellos,
cuyas partes no se allegan en el choque: Cuerpos
perfectamente blandos son aquellos, cuyas partes se

- allegan solamente en el choque: Y por cuerpos im-
.perfectamente duros 4 blandos s¢ entienden los que
-mo se allegan sensiblemente , § no ser que reciban
_un fuerte choque,
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363. Péndulo simple es una pequefia esfera de un
‘metal pesado ( como?plomo , cobre , laton , &c.) que
‘estd sostenida por un hilo'muy sutil, y que puede
moverse libremente al rededor del otro extremo del
hilo, como centro. Se considera dicho hilo como una
recta inflexible, y la masa del L o reunida en ‘su
centro de’ graved':d. Fig. 172, .

366. Longitud del péndulo simple es la distancia
B(C, que hay del punto B de la suspension al cen-
tro C de la gravedad de la‘esfera  A. Fig. 172,

367. ‘Oscilacion 6 Vibtacion del péndulo’ es cada
arco D D descrito por el centro de gravedad de la
referida esfera. Fig, 172.

'368. 'S¢ llaman Péndulos isécronos los que’ hacen

‘sus v1brac1oues eén un’ mismo’ tiempo.
369- ‘Péadulo compuesto’ se dice la referida esfe-

“ra, ‘que est4 sostenida por varillas de distintos meta-
‘Ies (como de hierro y de cobre ) unidas sélidamente
entre ‘s, de modo que pueda oscilar librémente al re-
dedor de un punto -6 -de un ‘exe fixo.

ESCOLIO.

'370. “Todos 10s ‘cuerpos se dilatafi por el calor, y
se condénsan por el frio: y' asi un' péndulo, que tie-
ne una sola varilla de hierro, se alarga cerca de —gl-
de linea 4 los 30 grados del termdémetro, de'modo
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que estando arreglado dicho péndulo en verano, pue~
de adelantar en el invierno 20 segundos por dia. Pe-
ro dicha dilatacion, y por lo misme la condensacion;;
son ‘distintas en las diferentes especies de los/cuerpos;!
como por exemplo la dilatacion del cobrees casi'dus='
pla de la del hierro; y sobre dicha diferencia de di-
latacion se fundan las ingeniosas .invenciones de log)
péndulos compuestos, para qiie no varien sensibleinente’
sus longitudes, y denoten €l tiempo con toda la exdc~
titud posible.

371, Centro de oscilacion es aquel punto en don-)
de se reune la gravedad -del péndulo ‘compuesto, de
modo que las oscilaciones’ de 'dicho céntro seanigaa-
es 4 las de un péndulo simple que tenga su longitud
igual '4'la distancia del mismo centro’al puato de la
suspension, , ) BYISHT 08 Y

372. 'Fuerza' dé Proyeccion 6 ‘de Impulsion es
aquella con que viene arrojado un cuerpo A por una
direccion A4 B inclinada 4 la direccion 4P de la
potencia P que anima siempre al’ 'mismo cuerpo en
su movimiento curvilineo: dicho cuerpo se llama Pro-
yectil: el punto A4, de donde viene arrojado, se
dice Punto de Proyeccion: el 4ngulo B AP, que for-
ma la direccion de dicha fuerza con la direccion’ de
la potencia P, se dice Angulo de proyeccion : la ve-
locidad que €l cuerpo adquiere en el mismo momens

PP
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to de la impulsion, se dice Velocidad de proyeccion
é inicial: Linea de la velocidad se dice la vertical,
por la qual deberia baxar el cuerpo para tener la ve-
locidad de proyeccion : el 4ngulo B 4D, que forma
la direccion de la fuerza de proyeccion con la hori-
zontal E D tirada por el punto A4 de proyeccion, se
dice Angulo de elevacion 6 de depresion, segun dicha
direccion /4B se halla encima ( Fig. 173.) 6 baxo
la horizontal ED ( Fig. 174.): y si se prolonga la
horizontal 4D hasta encontrar en F la curva AGF
(Fig. 173.) descrita por el proyectil 4, se dice AF
Amplitud de la proyeccion. Fig. 173 y 174

- 373. Potencia 6 Fuerza centripeta es la potencia P
constante 6 variable, que anima siempre 4 un cuer-
po A en su movimiento, curvilineo, con direccion 4 un
punto fixo C: y por Fuerza centrifuga se entiende la po-
tencia:con que el mismo cuerpo se alejaria de dicho
punto C', si cesara la fuerza centripeta en qualquier
punto F de la curva 6 espacio corrido AF K, se-
gun la direccion de la tangente F'G tirada al mismo
punto de la curva. Fig. 175.y:176,.

374. Las potencias centripeta y centrifuga se lla-
man Potencias 6 Fuerzas centrales: el referido pun-
to, C se llama Centro de la potencia: la recta CF,
@e junta dicho centro C' con qualquier punto donde
se halla el cuerpo, se llama Radio vector: y si la
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potencia centripeta tiene siempre cierta razon con el
fadio vector ; se dice ‘que el centro atrae al;cuerpo,
6 le repele’ en la misma razon dada, segun dicha po=-
tencia actuare desde F hicia C ( Fig. 175.), 6 des-
de F' hicia la parte opuesta-ZL, Fig. 176. Las mis-
mas denominaciones valen en el movu'nxento rectili-
neo de un cuerpo A4 animado por una potencia P
constante ¢ variable dirigida siempre 4 un punto fi-
xo C, Fig. 177y 178,

375. ' Si.las abscisas .4 B expresan los espacios cor-
ridos por un cuerpo, y las correspondientes ordeng-
das BC expresan los referidos tiempos ; ¢ al contra-
rio: la linea CC, que pasa por los extremos de di~
‘chas'ordenadas , se dice Escala de los.tiempos 6 de
los espacios: Fig. 179: Entiéndasé lo mismo respecto
4 las Escalas de las velocidades 'y de las potencias.

376. Por resistencia del medio se entiende la re-
sistencia del fluido en que el sélido se mueve,

377. Dindmica es la ciencia que trata del movi-
miento de los sélidos.
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De los Movimientos de los cuerpos, uniforme,
acelerado y retardados y del Movimiento com-
puesto, uniforme y rectilineo.

PROPOSICION L

278. Si dos cuerpos A4 y D andan con movi-
miento uniforme los espacios iguales 4B y DC en
‘tiempos desiguales; determinar la rdzon 'de sus velo-
‘cidades. Fig. 180, L 0

Lldmense, 7 la velomdad del cuerpo A4, T el
tiempo en que el mismo cuerpo anda el espacio A4 B,
‘@ la velocidad del cuerpo D, y # el tiempo en que

~éste anda el espacio DC. Supdngase que el cuerpo D
anda el espacio DE en el mismo tiempo en que el
cuerpo -4 anda el espacio 4B ; y serd (342 ) la ve-
locidad del cuerpo A4 4 la del cuerpo D, estoes 27 4
» como AB 4 DE; pero es (340)AB 6 bien DC
4 DE como el tiempo en que el cuerpo D ha cor-
rido el espacio DC al tiempo en que el mismo cuerpo
ha corrido el espacio DE , esto es, como # 4 T'; lue~

g0 serd Vv =t#:T. Que es &c.
COROLARIO.

379. Se infiere que si dos cuerpos andan con mo=
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vimiento uniforthe espacios iguales en tiempos des-
iguales, estardn sus velocidades en razon reciproca
de los tiempos.

PROPOSICION IL

380. Si dos cuerpos Ay C andan con movimiefi«
to uniforme los espacios desiguales 4B y CD en
tiempos desiguales ; determinar la razon de sus velo-
cidades, Fig. 18r.

Lldmense, el espacio corrido 4B = §, ¥ la ve-
locidad del cuerpo A, T el tiempo en que dicho cuer~-
po anda el espacio AB, el espacio corrido CD=s,
v la velocidad del cuerpo C', y # el tiempo en que
dicho cuerpo anda el espacio C'D. Supdngase que el
cuerpo E anda con movimiento uniforme el espacio
EF=AB=S en el tiempo #, y lldmese ¥ la ve-
locidad del cuerpo E. Andando, pues, los cuerpos A4
y E los espacios 4B y EF iguales, serd (379) 7:
W:=t:T; pero (342) W:v=§:s5 por andar los
cuerpos E y C con movimiento uniforme los espacios
EF y CD en tiempos iguales: luego serd 7 § v en
razon compuesta de las razonesde §' 4 s y dez 4 T,

Que es &c.
: COROLARIO L

381, Se infiere que si dos cuerpos 4 y C andan
con movimiento uniforme espacios desiguales en tiem-
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pos desiguales, serd la velocidad del cuerpo 4 4 1a
del cuerpo: C' en razon compuesta de la directa ‘de
los espacios corridos, y de la inversa de los tiempos
en que se han andado con movimiento uniforme: lue-

go_seréV:v:S)(t:_.rxT_—_-'-gf:-E-

COROLARIO IL

382. Por ser V:v=8X#r:5sXT (381) serd
VXsXT=vXSXt, dé donde resulta ser §:s5=

VXT:v)(t, y T:t;S)(v:JXV-%—;:_._E,;-esL.

to es, serdn los espacios corridos con movimiento uni-
forme en razon compuesta de las razones de los tiem~
pos y de las velocidades, y serdn los tiempos en la .
razon compuesta de la directa de los espacios corri~
dos, y de la inversa de las velocidades.

PROPOSICION IIL

383. Si dos cuerpos andan con movimiento uni~
forme ; serdn las cantidades de dicho movimiento en
“la”razon compuesta de la directa de los espacios cor-
ridos, de la directa de las masas de dichos cuerpos,
y de la inversa de los tiempos en que han corrido
los referidos espacios.

Lidmense, @ y ¢ las respectivas cantidades del
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movimiento de dichos dos cuerpos, 27 y v sus velo-
cidades, y M y m las masas de los propios cuerpos;
y serd (344 ) Q:g=V X M:v X m; pero ( 381)
Vive=S8Xt:sXT: luego serd Q:ig =8 XtX
M:sXTXm, esto es, como la compuesta de las
razones &c. Que es &c.

COROLARIO L

38‘4. Sies O =g, se tendrd §' Xz X M=s R T m;
de donde resulta ser S:s =T Xm:t XM, T:t =
SXMisXmyy M:m=sXT:8 Xt

COROLARIO IL

383, Siendo Q:g=08 Xz X M:sXT X m,serd
tambien QX s X T Xm=g¢g X S XX M; de don-
de resulta ser S:s=QXTXmigXt X M, T:t =
SHKMAGg:sKmKQ,y M:m=mQXTKXs:gXt¥XSe

PROPOSICION 1IV.

386. Si el cuerpo 44 movido con un solo impul-~
so por la potencia P anda con movimiento uniforme -
el espacio 4B en el tiempo #, y si el mismo cuerpo
movido del mismo modo por la potencia @ anda el
espacio A4 C en el mismo tiempo, y se completa el
paralelégramo BC': digo que actuando 4 un mismo
tiempo las potencias P y Q, sobre el cuerpo 4, éste
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andard la diagonal 4D con movimiento uniforme en

el referido tiempo 7. Fig. 182,

Exprésense las cantidades de las potencias Py Q
por las respectivas rectas AP y A Q ; complétese el
paralelégramo QP ; y tirese la diagonal AR , que
serd (102) la potencia que impeleri al cuerpo 4 se-
gun la direccion AR , mientras las potencias Py Q
actuan 4 un mismo tiempo sobre dicho cuerpo. Ac-
tuando las potencias AP y A4 Q separadamente con
un solo impulso sobre el cuerpo A4, y corriendo és-
te los espacios 4B y AC con movimiento uniforme
en un mismo tiempo, serd (342 ) la velocidad del
cuerpo 4 segun la direccion 4B § la velocidad del
cuerpo 4 segun la direccion 40 como 4B 4 AC;
pero (352 ) dichas velocidades tienen la Tazon de las

potencias AP y AQ por actuar €stas con un solo
impulso sobre el cuerpo 4 segun las direcciones ex-

presadas: luego serd AP: AQ = AB:AC; por con-
siguiente la diagonal AR estar directamente con la
diagonal 4 D: luego el cuerpo A impelido 4 un tiem-
po por las potencias AP y AQ con un solo impul-
so seguir4 la direccion ZDE con movimiento uni-
forme. Némbrese « el espacio corrido en el referido
tiempo ¢ por el cuerpo A segun la direccion AE;y
serd la velocidad (342 ) del cuerpo A4 segun la di-
weccion 4B 4 la velocidad del mismo cuerpo segun
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la direccion A4 F como A B 4 x; pero dichas velo~

cidades ( 352 ) estdn en la razon de las potencias AP
y AR : luego se€rd AP: AR=ARB:x,y alternan-
do AP: AB = AR:x:y por la misma razon 40
AC=AR:x; perg es AP: AB=AR:4AD =
A0 :.AC: luego serd AR:_AD-__—._.-AR_:J;,_ Y por,
consiguiente 4D == x: luego el cuerpo .4 impelido
con un solo impulso 4 un mismo tiempo por las po-
tencias 4P y A4Q andard con movimiento uniforme
la diagonal 4D del paralelogramo BC en el mismo
tiempo en que dicho cterpo andaria los lados AR
y AC, actuando separadamente dichas potencias se~
gun las direcciones A4 B y AC, Que es &e.

COROLARIO g

387 Siendo la 'velocidad del cuerpo A’ segun Ia
direccion 4 D 4 la del mismo cuerpo segun la di-
reccion 4B 6 .AC como la diagonal 4D al lada
AB 6 .AC, serd la velocidad. d_gl guerpo A segun la
direccion 4D 4 la suma de las velocidades del mis-
mo cuerpo segun las direcciones 4B y AC como Iz
diagonal 4D 4 la suma de los lados 4B y AC; y
por ser 4D menor que la suma de los lados 4B y
BD 6 suigual AC, serd la velocidad del cuerpo 4
segun la direccion 4D menor que la suma de las ve-
locidades de¢l mismo cuerpo segun las direcéion_es AR

99
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y AC,si d.lchas velocxdades se toman separadamente.

COROLARIO IL

: 388.' Y por ser la diagonal A4 D tanto menor que
la suma de loslados 4B y AC, quanto mayor es
el dngulo’ BAC, y'de consiguiente meiior el dngulo
ABD , seri'la velocidad del cucrpo' A4 segun la di-
reccion 4D tanto menor, quanto mayor es el 4n=
gulo BAC, 6 bien quanto menor es el éngulo ABD.

COROLARIO 1L

389, Asimisimo siendo la potencia que impele al
cuerpo A segunla direccion 4D 4 la potencia que
le impele segun la direccion 4B 6 AC como AD

4 AB6 AC, serd la potencia segun la direccion A D
4’12 suma de'las potencias segun las direcciones 4B

y AC como AD 4 AB 4 AC; de donde se infie=
re con el mismo raciocinio expuesto  anteriormente
(387, 388) ‘que la 'potencia del cuerpo o4 'segun la
direccion de la diagonal 4D del paralelégramo BC
es menor que la suma de las potencias del mismo
cuerpo A segun las direcciones de los lados AB y
AC de dicho paralelégramo , si se toman separada-
mente, y que dicha potencia es tanto menor que la
suma de las otras dos, quanto mayor es el 4ngulo
BAC. '



(307-)
PROPOSICIONV

300 Sl 105 cuerpos A y D Igan amlado 163 egpé,}
cios AB=§, y DC=ys con movimiento acelera-
do 6'retarda'do en los 'résbec&VOS':t_iémpos; Ty £; se<
rén las velocidades 77 y v adqumdas al fin de dichos
éspacios en 1a 'razof comphesta“deVia-directa de Jas
diferenciales de los mismos espacios_corridos,y derla,
inversa de las diferenciales de los'tiempos en que se
han corrido dichos espacms 4 esto €3, ¥ 2 g d S >4
dt:ds R dT. Fig. pgEieTotoh Jiolup e s00F,

- ‘Prolénguense! Ias rectas « By <D - Qonsnderese
que los cuerpos A y D andan los espacws Bby Cc'
con movimiento uniforme'en los tiempos 1" y ¥', y
con lasirespectivas. velocidades #%-y. 5 y;iserd (381)
Vi =Bb Y1t :Ce X T3 perosuponiendo los espa-
cios B& 'y Ce infinitésimos;, esto es, Bb = d.5' y.Ce
==d ', dichos ‘cuerpos andan estos elementos con;ma-
vimiento- uniforme ‘en'los tiempos d7 y !d#, ¥ con
1as respectivas. velocidades Z7 y. v luego sg}i—_ ¥
=dS§Kdt:ds®XdT: Que es &c. -

— COROLARIO [ -7

1313

39t./ Siendo Vv =d§ X dtids X dT,serd tam-

bxenV'zJ oy d’

e vy VAT v X dt =d.§*: ds;
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luego si un cuerpo se mueve con movimiento aceles
rado 6 retardad.o, la velocidad 27 adquirida al fin del
espacio S corndo en el tlempo T seré. proporcmnal

con j—; ,-como tambien serd V Xd T pr0porcwnal con

d.S' En- Io sucesive se hard 7 = 7 para la como-

didad del ‘célculo.
ESCOLIO.

302. Sl se quxere determmar la razon de Z”con jl‘s:

se tendrd presente que en €l movimiento uniforme es
'(- ' ; nxS

luegb haciendo T'==# ; serd Z7=.S; por consiguiente
7 exptesard el espacio corrido’ con: movimiento uni-
forme en el tiempo constante n qué se establece igual
4 un segundo, sin embargo de que sea arbitrario el
tomar qualquiera otra parte del-tiempo; pero qual-
quiera movimientor aceleradoré’ retardado se - puede
considerar uniforme por el espacio @5 corrido en el

tiempo 4T : luego s¢ tendrd V= 2 2 ;S , €N cuya ex=

presion es 27 aquel espacio que andaria el cuerpo en
el tiempo 7, si cesdra su aceleracion 6 retardacion.
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PROPOSICION VL

393 . Si un é—tierp_.o se mueve con movimiento uni~
formemente acelerado, serdn los espacios corridos des-
de el priﬁcipio del movimiento. proporcionales con
los quadrados de los tiempos en que se han corrido
dichos - espacios , como tambien proporcionales 'con
los quadrados de las velocidades adquiridas al fin de
los mismos. espacios.

‘Supuesta 27 la velocidad del cuerpo al fin' del

espacm S corrido en el tiempo T, serd (391) Y ‘%

y por consiguiente 2% dT==d.5 ; pero en la hip6=
tesis del movimiento uniformemente acelerado es #7
proporcional con T (349 ): luego serd' TdT propor-
cional con di§ ; € integrando esta expresion, se ten~
drd § proporcional con £ T?: asimismo qualquiera
otro espacio s corrido en el tiempo # por dicho cuer-
po serd’ proporcional con 1z2. Por tanto se tendrf
Sis=1T2:4:?=T?:¢*, esto es, los espacios cor-
ridos' serdn proporcionales con los quadrados de los
tiempos en que se han corrido los mismos espacios.
‘Que €5 lo primero.

2° Siendo en el movimiento uniformemente ace-
lerado de un cuerpo F:v=T:¢,serd V?:9%=
T2 ::?; pero por lo demostrado en el caso anteriog
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es S:e=T2%1": luego serd §:s=2":02 esto
es, los espacids corridos serdn proporcionales con los
quadrados de las velocidades adquiridas al fin de los
mismos espacios« Que es &c,

De otro modo.

Expresen las abscisas 4B ( Fig. 184.) los tiem=
pos, y las ordenadas B C perpendiculares' 4 las 4B
expresen las correspondientes velocidades del cuerpo
A al fin de los respectivos espacios. corridos.con di-
cho movirrii_epto uniformemente acelerado; y la esca-
la AC de las velocidades serd recta por ser (349) las
velocidades proporcionales con los tiempos. Ahora
considerando ser B4 los elementos de los respectivos
tiempos , serdn ( 391 ) BC X B& proporcionales.con
los espacios infinitésimos corridos en los tiempos infi-
nitésimos B & ; por consiguiente los espacios corridos
en los tiempos .4 B serdn proporcionales con las areas
triangulares «4 BC'j; pero -estas areas son, como los
quadrados de las rectas A4 B 6 B(C: luego en dicho
movimiento uniformemente’ acelerado ; los: espacios
corridos serdn proporcionales con los quadrados de las.
velocidades , 6 de los tiempos en que los mismos; es~
pacios se- han corrido.Que es, &c.
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COROLARIO L A

394. ' Siendo en el movimiento uniformemente’ aces
lerado los espacios proporcionales con los quadrados
de 'los' respectivos tiempos, serdn los tiempos en la
razon subduplicada de los espacios corridos: por igual
razon serdn las velocidades en la razon subduplicada
de los espacios corridos : esto es, I':¢ = / .S':]/.r 5

yViv=pYS: V5
' . COROLARIO IL

205. Prolongadas las rectas C'B hasta E , de suer-
te que las BE sean proporcionales con los respecti-
vos espacios 4B C, serén las ordenadas B E propor=
cionales con los quadrados de las respectivas abscisas
AB; por consiguiente la escala de los espacios, que
pasa ‘por los puntos £, serd una Pardbola, en quien
las abscisas se teman en la tangente .4 F\

COROLARIO IIL

396. Si las abscisas 44 D, tomadas en la recta 4G
perpendicular 4 la A4 F expresan los espacios corri-
dos, y las ordinadas DE las correspondientes velo-
cidades adquiridas al fin de dichos espacios, serin
los espacios corridos 4D proporcionales con los qua-
drados de las respectivas velocidades D E; por consi-
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guiente la escala de las velocidades, que pasa por
los puntos E, serd una Pardbola referida al exe 4D,
Por la misma razon la escala AE de los tiempos
serd una Pardbola, si las coordenadas 4D y DE ex-
presan los espacios corridos y sus correspondientes
tiempos.

PROPOSICION VIL

397. Si un cuerpo se mueve con movimiento ace-
lerado, de suerte que los espacios corridos sean siem-
pre como los quadrados de los respectivos tiempos;
serdn las velocidades praporcionales con los corres-
pondientes tiempos , esto es, el movimiento de dicho
cuerpo serd uniformemente acelerado.

Lldmese Z7 la velocidad que tiene el euerpo al
fin del espacio § corrido en el tiempo T'; y serd (391)

as

¢ = -7; pero por ser § proporcional con T*, es

d§ proporcional con 2TdT: luego seri 27 propor-

2TdT

cional con - 0 bien con 27 : asimismo la veloci-

dad v adquirida al fin de otre espacio s corrido en
el tiempo # por dicho cuerpe serd proporcional con
27. Portanto"serd V :v=2T:2¢== I :¢; por con-
siguiente (349) el movimiento de dicho cuerpo serd
wniformemente acelerado, Que es &c.
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De otro modo.

Por ser los espacios proporcionales con los™ qua-
drados de 10s respectivos tiempos, se podrdn expresar
aquellos (Fig. 184.) por los tridngulos semejantes A BC,
y dichos tiempos por las correspondientes rectas .4.B:
y considerando B/ infinitésima y la recta b¢ paralela
4 la BC, serd el elemento BbcC proporcional con
el espacio corrido en el tiempo infinitésimo B&; pe=
ro por ser el movimiento uniforme en dicho tiempo
infinitésimo, es (382) el espacio proporcional con el
producto de la velocidad por el tiempo: luego la
recta BC expresard la velocidad, y por consiguien=-
te ésta serd proporcional con el tiempo. Que es &c,

PROPOSICION VIIL

398. Si un cuerpo se mueve con movimiento uni-
formemente acelerado ; serdn los espacios corridos
desde el principio del movimiento en los tiempos igua=~
les expresados por A2, BC, CD,; DE, &c. como
la serie de los niimeros naturales impares 1, 3 4
7, &c. Fig, 183,

Siendo ‘(sup.) el movimiento del cuerpo acelera=
do, de suerte’ que lasivelocidades sean'proporciona-
les con los tiempos, serdn (393) los espacios corri-
dos -por dicho cuerpo como los quadrados de los res~:

£r
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pectivos tiempos ; por consiguiente serd el espacio
corrido en el tiempo .4C al espacio corrido en el
tiempa AB como (AC)* 4 (AB)*; pero el qua-
drado de A C es quidruplo del quadrado de A B, por
ser AC duplo de A B: luego el espacio corrido en
el tiempo AC serd quédruplo del espacio corrido en
el tiempo 4 B ; por consiguiente el espacio corrido
en el tiempo C'B serd triplo del corrido en el tiem-
po A B. Con semejante raciocinio se demostrard que
el espacio corrido en el tiempo CD es quintuplo del
corrido en el tiempo 4B ; y asi siguiendo, se deter-
minard que los espacios corridos en los tiempos igua-
les 1°. 2° 3°. 4°. &c. estdn en la razon de los ni-
meros naturales impares 1, 3, §, 7, &c. Que es &c.

PROPOSICION IX.

300. Si un cuerpo anda en el primer tiempo infi-
nitésimo un espacio tambien infinitésimo, y en el se-
gundo tiempo infinitésimo anda un espacio duplo, y
en el tercero un espacio triplodel primero, y asi los
espacios infinitésimos corridos sucesivamente en igua-
les tiempos infinitésimos son como la serie de los ni-
meros naturales ; determinar la razon de los espacios
corridos sucesivamente en tiempos finitos € iguales.

Siendo (sup. ) los espacios infinitésimos corridos su=
cesivamente en tiempos infinitésimos € iguales ¢oe
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mo 1,2,9%,4,58,6,7,8,9,10, 11, 12, I3, 14,
&c. tomados de dos en dos dichos tiempos serdn los
espacios corridos como 3, 7, 11, 15, 19, 23, &c. y
tomados de tres en tres, serdn los espacios corridos
como 6, 15, 24, 33, &c. tomados de quatro en qua-
tro serdn los espacios corridos como 10, 26, 42, 58,
74, &c. y asi siguiendo se observari que siempre las
series resultantes son aritméticas cuyas diferencias son
como 1, 4, 9, 16, &c. esto es, como los quadrados
de los niimeros de la serie primera. Ahora redtizgan-

se dichas series de tal suerte que su primer término
en todas sea la unidad; por lo que se tendrdn las

series: diferencias.
8%, 3%, B, "R | ieiaideuilid 13
3 3
132‘3—,4" 5—6"7’ R N '["_:;—
6 8 4 6
I 2'-_' ® 8 8 80 0808 - I fotr =
’4 10’5 10’7 15
TO 10
1,2___‘4__.,6, 7_]:;, s 88 088 0 aa IT;
3 Ig « "8 88 & & e - IE
1,2 13“95 = 6_,'? . ax
&c. A\ &c.
Es evidente que la serie de las diferencias halladas
a 10 7§ d 5
E 6 e b &c. se reduce 4 la serie ¥, %,
3 4 5 & . n
—_ gy = =2 C. cuyo (6}
i L= yo término general es T o

quien supuesta 7 == ¢, serd % == 1. Por tanto ser4 2
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la diferencia de la serie aritmética que resultaria jun-

tando infinitos tiempos infinitésimos: y siendo 1 el
primer término de la misma serie, serd 3 el segundo,
g el tercero, 7 €l quarto, &c. luego los espacios cor-
ridos en iguales tiempos finitos serdn como 1, 3, 3,
7, 9, &c. segun la progresion de los niimeros natu-

rales impares. Que es &c.

PROPOSICION X.

400. Si los espacios corridos sucesivamente por un
cuerpo en iguales tiempos son como la serie de los
nimeros naturales impares; serdn las velocidades pro-
porcionales con los correspondientes tiempos, €sto es,
el movimiento de dicho cuerpo serd uniformemente
acelerado.

Por ser los espacios corridos por el cuerpo en tiem-
pos iguales como los niimeros naturales impares 1, 3,
g, 7, 9,11, 13, &c. serdn los espacios corridos su-
cesivamente en 1, 2, 3, 4, &c. tiempos iguales jun-
tos como 1,4, 9, 16, 25, 36, &c. pero estos nii-
meros son los quadrados de los respectivos tiempos:
luego los espacios corridos por el cuerpo desde el
principio de su movimienfq serdn como los quadra-
dos de los respectivos tiempos; por consiguiente (397)
las velocidades serdn proporcionales con los corres-

pondientes tiempos, Que es &c.
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PROPOSICION X1

46 r ‘El espacm corndo por un cuerpo en el tiem-
po AB con movimiento uniformemente acelerado es
mitad del que hubiera corrido el mismo cuerpo con
moyimiento uniforme, y. con, la velocidad BC: ad~
quirida al fin del espacio eprrido con dicho movis
miento uniformemente acelerado. Fig. 136.

Consta que ¢l espacio corrido por el cuerpo con
movimiento uniformemente acelerado estd represen-
tado (393) por_ el tridngulo rectdngulo A BC;y que
el espacio corrido con movimiento uniforme estd re-
presentado ( 382) por el rectdngulo BD; pero. el
tridgngulo 4 BC es mitad del rectdngulo BD: luego

&c. Que es &,
" PROPOSICION XIL

402. Si un cuerpo se mueve con movimiento uni-
formemente retardado; serdn los espacios corridos en
razon compuesta de los tiempos en que se corren
los mismos espacios, y de los tiempos que resultan,
restando aquellos del duplo del tiempo total que gas-
ta el cuerpo hasta la extincion de su movimientos
como tambien serdn los espacios corridos proporcio-
nales con las diferencias de los quadrados de la velo-
cidad con que empieza 4 moverse el cuerpo, y de la


http://acelerado.es
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que tiene al fin del espacio corrido.
1°. Lldmese 27 la velocidad que tiene el cuerpo
al fin del espacio S corrido en el tiempo T'; y serd

V= Z——; (391 ). Ahora si se nombra 7" el tiempo to-

tal del movimiento del cuerpo hasta que se extinga su
velocidad , serd (3351 ) # proporcional con I = T%

luego serd I''—T proporcional con g—f—:; por consiguien-

te I'dT —TdT proporcional con d§'; é integrando

setd T' KT == TT proporcional con &', 6 bien 277X

T — T'* proporcional con 2§ : asimismo nombran-
do s el espacio corrido en el tiempo #, serd 2 s pro-
porcional con 2T’ X#=—z2, Por tanto se tendrd 2.5:
2s=2T' X T—T2: 2T'Xt—r?, 6bien §: s=TK
(27'=T): tX(27'—r ). Que es lo primero.
2°. Nombradas, #'la velocidad con que empieza
& moverse el cuerpo con movimiento uniformemente
retardado, #7 la que tiene al fin del espacio S, y »
al fin del espacio s, se tendrdn 27’ proporcional con 7
(351), 7' = ¥ proporcionalcon T' (350), y #'—»
proporcional con #; pero por lo demostrado en el ca~
so anterior es S:s=TX (27'—T): ¢t X (2T' —12):
luego serd S:s= (V"' =V )X (V'4V): (V' =v)
RO ¥0) =V =V V'V =22 Que es &
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PROPOSICION XIIL

403. Los espacios corridos con movimiento uni-
formemente retardado en tiempos iguales son como
la serie decrecente de los niimeros naturales impares
M= T, 2Mem3, 2=, 2M==7, 2m=— g, &c,
en cuya expresion es m el nimero de los tiempos
iguales, en que se supone dividido el tiempo total del
movimiento del cuerpo.

Siendo el movimiento uniformemente acelerado,
serd (402) S:s=TX (2T'=T):t X (aT'—1¢); y
suponiendo el tiempo total 7’ dividido en qualquier
niimero m de partes iguales, y ademis el primer
tiempo T de dichas partes igual 4 la unidad, se ten-
drd §:s=2m—1:2 X(2m = 1¢). En esta expresion si
€s f==2,8erd S:s=2m = 1: 4m ==4; por consi-
guiente si 2m == I representa el espacio § corrido en
el primer tiempo, serd 4m = 4 €l espacio corrido en
los tiempos primero y segundo: luego el espacio cor-
rido en el segundo tiempo serd 2m — 3. Asimismo si
se hace t==3, serd S:s=2Mme=1:6m=—9; por
consiguiente el espacio corrido en los tres tiempos
primeros serd 6m = g pero el corrido en los tiem=
pos primero y segundo es 4m == 4: luego el espacio
corrido en el tercer tiempo serd 2m = 5. Con el mis-
mo raciocinio se demostrard que los espacios corri=
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dos sucesivamente en los tiempos 4°. §°. 6°. &ec. son
como 2m —17 , 2im—09, 2m — 11, &c. Por tanto los
~ espacios corridos con movimiento uniformemente ace-
lerado en los tiempos iguales 1°. 2°, 3°. 4°. 5°. 6°,
&c. hasta el nuimero m son como 2m— 1, 2m— 3,
QM5 ., 2=, 2/ =Q, 21— I1, &c. que es la
serie décrecente de los nimeros naturalés impares,

Que es &e,
EXPERIENCIA L

404. Si de lo alto de una torre se dexa caer un
cuerpo, y se notan los espacios corridos sucesiva-
mente por el mismo cuerpo en tiempos iguales; se
observard que son como la serie de los niimeros na-
turales impares.

De otro modo.

Para observar el referido fenémeno debe tener Ia
torre una altura moderada, y el cuerpo debe ser de
mucho peso y corto volumen, 4 fin de.que la resis-
tencia del ayre no produzga efecto sensible en el li-
bre descenso del mismo cuerpo. Pero siefido mucha
lIa velocidad de un ‘cﬁerp’o que se mueve ‘en direcs
cion vertical, y por consiguiente dificultoso de' notar:
los referidos tiempos , se'suele hacer el experimento
sobre un plane inclinado, en donde el cuerpo esté
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movido tambien por una potencia constante. Consta
pues por la teorfa del plano inclinado ( 132) que es
la longitud del plano 4 su altura como la potencia
que actiia sobre el cuerpo con direccion vertical , 6
bien la gravedad del mismo cuerpo, 4 la potencia
que ‘actia segun la direccion de dicho plano inclina-
do ; y siendo constantes los trés primeros términos
de esta proporcion, serd tambien constante el quar-
to, esto es la potencia que anima al cuerpo segun
la direccion del referido plano; y respecto de que la
longitud de éste es mayor que su altura, seré la -g—ra-;
vedad del cuerpo mayor que la potencia que hari
mover el cuerpo sobre dicho plano. Supuesto un pla-
no inclinado A0 (Fig. 187.) y en él una canal DE,
en que estén sefialados sucesivamente desde el pun-~
to D los espacios 1,3, 5, &c. de la referida serie,
se observari que dexando caer el cuerpo desde el
punto D por dicha canal, correrd los mismos espacios
1, 3,5, &c. en tiempos iguales,

COROLARIO.

403. Luego las leyes de los movimientos de los
cuerpos deducidas en la hipétesis, que los espacios
corridos sucesivamente en iguales tiempos son como
la serie de los niimeros naturales impares, pertene~
cen 4 una potencia constante; por consiguiente sien~

ss
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do 1a potencia constante, serdn las velocidades (400)
como los tiempos, y los espacios' corridos (393) co-
mo los quadrados de los tiempos.

EXPERIENCIA II

~ 406. El éspacio corrido por un cuerpo desde el
principio de su movimiento en las proximidades de
la Tierra segun la direccion vertical es préximamen-
te de 16 pies ingleses en un segundo, 6 bien 15 pies
y una pulgada de Paris, 6 con mas exdctitud 1gs,

0315 baxo el Equador.
COROLARIO L

407. Se infiere que la velocidad adquirida por di-
cho cuerpo al fin del referido segundo quedard ex-
presada por 32 pies ingleses , 6 bien por 30 pies y
dos pulgadas de Parfs, porque el cuerpo andaria es-
te espacio con movimiento uniforme en un segundo
(401) en virtud de dicha velocidad adquirida.

COROLARIO IL

408. Y siendo (405) las velocidades proporciona-
les con los tiempos, los espacios que andaria un cuer-
'po con movimiento uniforme en un segundo en vir-
tud de las velocidades adquiridas en su descenso por
1a vertical en dos, tres, &c. segundos, serdén duplos,
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triplos , &c. de 30 pies y dos pulgadas de Parls.

PROPOSICION XIV

409. En Ia suposicion del movimiento uniforme=
mente acelerado de un cuerpo determinar el espacio
que correrd el mismo cuerpo al fin de E;ualquier tiempo
dado desde ‘el principio de su'movimiento, como tam-
bien 1a velocidad que tendrd -al fin de dicho espacios

1°. Nombrense, S el espacio corrido por dicho
cuerpo, ¥ la velocidad que, tiene ‘al fin' del mismo es-
pacio, y T el tiempo que gasta para andarlo. Siendo,
por la suposicion del movimiento uniformemente ace-
T

lerado #~ proporcional con T', se supondré V= —;
= n
'y hecha T=gz, serd ¥ =1: luego I sers aque-
ta velocidad que tiche el cuerpo adquirida al fin del
tiempo 7 en dicha suposicion; pero en qualquiera mo-

vimiento acelerado es (392 ) /=" ddg luego serd

I s Qi iea ol TG el g onir
en el movimiento propuesto —= gy .,POI‘COI]SlglIlEIl"

te TdT = "”;ds » € integrando serd 7%= -2-’—?- XS,

de donde S T- Que es lo primero,

~2°% Sien la formula V= -d—ff- se substituye el
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valor de dT dado por 1a equacion 7= 2T diferen-

ciada , se hallard ser 27* =275, de donde resulty
Ve=}215. Que es &c. :

COROLARIO I

410, Si se supone n igual 4 un segundo) se téne
drin las equaciones Ve=p2is, yS§=%1IT?, de

v S g
donde §= —,y T'= 1’;7, en cuyas expresiones es

I igual 4 32 pies (407).
COROLARIO IL

4r1. Siendo por lo demostrado (409) #72 igual 4

2elS,y §= " de donde T* = ﬂi:-'xd', la escala

an®
delasvelocidades serd una Paribola Apoloniana que tie-
ne su pardmetro =2/, y la escala de los tiempos serd

una Pardbola que tiene su pardmetro = 2-?--
EXEMPLOL

" a12. 'Si se dexa caer libremente un cuerpo que
estd en quietud ; se pide determinar el espacio que
andarf en seis segundos.

En la formula §'== 3 /T* (410), héganse las subs-
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tituciones 7==132 pies, y =6 (sup.); y resultard
que el espacio que se busca, esto es, ' = 576 pies.

EXEMPLO IL

413. En la referida suposicion, se pide determi--
nar el tiempo que gastard un cuerpo para andar 400
pies.

En la formula (410) =22 héganse las subs-

tituciones /== 32 pies, y §' ==400; y resultari que
el tiempo que se busca, esto es, T == 5 segundos.

EXEMPLOIIL
414. En la referida suposicion, se pide determi-
nar el espacio que deberd correr un cuerpo, para que
tenga la velocidad dada de g6 pies, correspondiendo es-
te espacio al que correria el cuerpo con movimiento
uniforme en un segundo con dicha velocidad dada.

va '
En la formula:§'= — (410) higanse las substi-

tuciones Z”=96, /= 32; y resultar4 que el espacio
que se busca, esto es, § == r44 pies.
415. Se afiaden las dos tablas siguientes fundadas

en los principios expuestos (406. 405. 407.), por ser
utiles en la préictica.



TABLA I

| Té@;;a‘pmfﬂ: _:Tz'emp o E':pa:;r i Trempos Eqﬂac:’?
'}.‘“:f’:::;;z"? corridos. di;?;iadik corridos. dif:;jﬁ‘p corridos,
[.regwdw. pies.pulg: “ segundos.| pies.pulg. || segundos. pizs.pulg.
E = T &
SR SRR ¢ I| 21 -6651 gff 41 25335 I
s 2L 1E 60 4l 22" 7300 4l 42 26607 o
5 135 of 23 oo 1| 43 2788 x
4 241 4| 24 8683 off 44 29201 4
§ 377 1l 235 94271 - 45 39543 9
6 3543 of 26 10196 41 46 31916 4'
]
7 739 Ll 27 10995 9fl 47 33319 Ii
”' 8 Ho 8 \ 1
905 4 20 11823 4 48 34752 01
9 .1221 9|f 29 12683 1 ”- 4936215 1
1o 1508 41 30 13575 0ff 50 37708 4
IT “182s 7 3L 14495 1 50 39231 Q.
I2 2172 © 32 15445 4| 52 490785 4
13 2549 I 33 164235.9 53 42369 )
14 20956 4|l 34 17436 4| 54 43983 o
I- I5 3393 9| 35 18477 1| 55 45626 1
16 3861 4] 36 193548 o] 36 47301 4
7 4359 1) 37 20649 1l 57 49005 9
18 4887 oun 38 21780 4 58 go740 4
|19 5445 1| 39 22041 9| 59 52505 1
L‘ 20 6033 4| 40 24133 41l 60 54300 oﬂ




TABLA IL

F,Tx'empo: Espacios || T ie_mpo.r- WE.;EE;O-;F _Tt'_e:;‘;;;_—E.rpacias.?
que gastacorvidos uni- || que gasta|corridos uni- || que gastacorridos uni- |
un cuerpol formemente || un cueypol formemente || uncuerpo| formemente |
para ad-en unsegun- || para ad-jen unsegun- V| para ad-|en un .reg:mwl
quirir ca—ldo en virtud || quivir ca+do en virtud || quirir ca-|do en virtud |
dawveloci-lde la veloci~ || davelociHde la veloci- || daveloci-|de la veloci-

dad. |dad adquiri- dad. |dad adquiri- dad. \dad adquiri-
da. da. da.
L"Eg“”d"f! pies. pulg, l segundos| pies. pulg. |l segundos| pies. pulg.
I 30 -2 21 633 6 41 1536 to
2::160: 4 22 663 8 42 1267 ©
3 9 6|1 23 693 10 || 43 1297 2
4 120 8 24 724 _o' 44 1327 4
§ 150 10 || 25 754 2 45 1357 6
618t " o 26 - 784 4 46 1387 8
7 2t 2 || 27 814 6 47 1417 10
8 241 4 28 844 8 48 1448 o
9 271 6 ” 29 874 10 49 1478 2 |
10 30r 8 30 Qo3 © 50 1508 4 |}
IT 330 10 31 035 2 st 1538 6 ff
12 362 o 32 965 4 52 1568 8
13 392 2 || 33 995 O 53 1598 1o
T4 422 4 34 1025 8 54 1629 o |}
18 452 -6 h 35 1055 IO 55 1659 2
16 482 8 || 36 1086 o 56 1689 4
17 §I2 10 27 I116 - 2 57 ‘1719 6
18 543 b 38 1146 4 38 1749 8
19 573 2 | 39 1176 6 | 59 1779 10 ||
20._693 4 43_1206 8 6o 1810 © )

1
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Del Movimiento rectilineo de los cuerpos , 4
quienes estdn aplicadas potencias constantes.

PROPOSICION XV.

416. Si las velocidades adquiridas por los cuer=

pos B y A en iguales tiempos son entre si como -ﬁ-

o
-1 72 ©Sto es, en razon compuesta de la directa de

las potencias constantes p y P aplicadas 4 los mis-
mos cuerpos, y de la inversa de sus masas m y A4
serdn los espacios s y § corridos desde el principio
del movimiento en los tiempos # y T en razon com-
puesta de la directa de las potencias, de la directa
de los quadrados de los tiempos, y de la inversa de
las masas, y ademds serdn las velocidades v y 77 ad-
quiridas al fin de dichos espacios en razon éompues-
ta de la directa de las potencias, de la directa de
los tiempos, y de la inversa de las masas:, esto es,

spSe=t—r—,y v V-—-f-:— I'ig. 188,
m m
1°. Supodngase que los cuerpos B y 4 han cor-

rido los espacios Bv y <ZW en un mismo tiempo z;
y serd (sup.) la velocidad del cuerpo B en v 4 la

P
del cuerpo £ en W como —r% 4 37 3 pero por ser
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constante la potencia P aplicada al cuerpo A, es
(405) la velocidad de ¢l en W 4 la velocidad en 7
como ¢ 4 T': luego serd la velocidad del cuerpo B en
v 4 la del cuerpo 4 en 77 en la razon compuesta
de la directa de las potencias, de la directa de los
1iempos;, yde 1a inversa de las masas, esto es, %

( \PF
V = ;n—: 7 Que es lo segundo,

2". Se ha dicho antes que es la velocidad del
cuerpo B en v 4 la del cuerpo d en W como =~ L4t 55

pero Hamado el espacio corrido AW = §", son (391)

dichas velocxdades como s é e 6 como d.s‘ 8 ds":

ds
Tuego serd ds:dS'= ;PI ; por consiguiente s: S'
= ﬁ-:— ; pero (40 ¥ '=1":T7: luego serd

s 4 .8 en razon compuesta de la directa de las pe-
tencias, de la directa de los quadrados de los tiem~
pos, y de la inversa de las masas; esto es, s:8 =

P;. .32. Que es &c.
' COROLARfO 1.’

417.  Se infiere que si dos cuerpos som animados
-por potencias- constantes proporcionales con las ma-
(A
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sas de los mismos cuerpos; estos correrdn espacios
iguales en tiempos iguales: y al contrario,

COROLARIO 1L

418, Tambien se infiere que si dos cuerpos son
animados por potencias. constantes, y tienen las ma-
sas iguales ; dichos cuerpos correrdn espacios propor-
cionales con las mismas potencias en tiempos igua-
les: y al contrario.

EXPERIENCIA L

a19. Si en el Recipiente de la Méquina pneum4ti-
ca extraido el ayre se dexan caer desde una misma
altura qualesquiera cuerpos que tienen masas desigua-
les; se observard que llegan 4 la platina en un mis-

mo tiempo.
COROLARIO.

420. Se infiere que en todos los cuerpos'serdn las
gravedades proporcionales con las masas: luego sien-
do las potencias constantes como las masas:de los
cuerpos, ¢€stos correrdn espacios iguales en tlempos
iguales.

"EXPERIENCIA IL

421. Si en los planos inclinados 4B y DF (Fig.
-189) se toman los espacios 4N y DM proporcio-



(331)
nales con las potencias constantes que animan 4 los
cuerpos iguales 4 y D segun las direcciones de di-
chos planos, y se dexan caer libremente dichos cuer-
pos desde los puntos A y D ; se observard que cor—
ren los espacios AN y DM en iguales tiempos.

COROLARIO,

. 422. Se infiere que si dos cuerpos tienen masas
iguales, y estin animados por potencias constantes;
los espacios corridos por dichos cuerpos en tiempos
iguales serdn proporcionales con las mismas potencias.

PROPOSICION XVL

423. Silas.masasm y M de dos cuerpos son ani-
madas por las potencias constantes p y P; serdn los
espacios CD y A H corridos por los mismos cuerpos
: T‘
en los tiempos desiguales # y T’ como P——— é ~—,y ade-

‘mis serén las velocidades v y # adqmrldas al fin
e =

de dichos tiempos como % & - Fig. 190. 191,
1°. Nobmbrense los espacios CD=s,y AH=1_.
Supéngase que los cuerpos m y M han andado (Fig.
-190.) los espacios CD y 4B en un mismo tiempoz, y
que el cuerpo m'==m corre el espacio E I’ en ¢l tiem-
Po #, y estd animado con una potencia P/, de suer-
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te que sea P:P=m':M, 6 bien P'==2""1 por con-

siguiente (420) serd 4B = EF. Y porque los cuerpos
iguales m y m' corren en tiempos iguales los espacios
CDy EF,serd (422) p: P'=CD: EF 6 bien AB;

ﬂl

y substituyendo el valor de P, se tendrd p:—-=
' g B i
CD:AB, 6 bien }%:ﬁ ==s5:A4B; pero (405) £2:

*=AB: S luego serd (A) %:%:::& Que

es lo primero. :
2°, Describanse las Pardbolas CN'y AF (Fig. 191)
cerca de los exes CD y A H ; y representando CD
y A H los espacios corridos por los cuerpos m y M
con potencias constantes, expresardn (396) las _b.rde_-
nadas DN y H F Jos tiempos en que dichos espa-
cios se corrieron. Considérense las ordenadas dn y
4 f infinitamente proximas § las DN y HF ,y Nr
y Fo paralel'as 4 los respectivos exes de dichas Pa-
rdbolas; y serd (391) la velocidad del cuerpo m eh

"D 4 la del cuerpo A en H como T s = f s pero

'(I‘II. 25 ) la subtangente DX es igual 4 ..ZE"_’EPN Y

DK-JCDUHQQ)dummh:—gfﬁmM
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Fo. eA

la misma razon % = TFH luego serd 1a velocidad

del cuerpo m en D 4 la del cuerpo M en H como

CD AH
%ﬁ : QF 77 > pero se ha demostrado en el caso an~

terior C'D:AHs':E:: —%1;—,' ysonDN=t, HEF

i

=T luego serd la velocidad del cuerpo m en D é
la del cuerpo M en H, 6 bien (B) v} F_.ﬁ '1?1"

Que es &c. , : : .
. 'COROLARIO 1.

424. Siendov:V= fi- }T seré.?:-—_=f’_‘:;

PT? : + PT*
3 pero (423) s28.= fv:; =—§g‘= luego serd (C})

. mo? MV’

"'C'ORO‘LAR’IO"IL t
mo MV
l"T=;-: R

COROLARIO IIL
PT!

426. Tamb1en por ser (423) s:8 == i



(334)
ms MS :

thp:P=Fi7%, de donde resulta la razon que han

de tener entre si las potencias constantes aplica-
das 4 las masas de los cuerpos, para que anden es-
pacios dados en tiempos dados.

COROLARIO IV.

427. Siel cuerpo .4 movido por su gravedad g
- (Fig. 192.) corre el espacio vertical CD — s, y el
cuerpo B en virtud de su gravedad G corre la lon-
gitud EI— s de un plano inclinado cuya altura EF
— H ; en las férmulas anteriores 4, B, C, D serén,
Ia poténcia p — g, la potencia P (con que el cuer-
po B anda seguh la direccion del plano inclinado ET)

g HxG
quarta ‘proporcional de ', H y G, esto es, P ; »

y finalmente m : M = g : G : luego se tendrdn Jas pro-

T3
XH V— £ I']xT $4.9

i S ="
porciones, 518 = —

Ve, VxS
= v* :_Ts' y #:T=v:—35, de donde resuita ser

T =.r:§b—:, yv?*:V?=s:H,_
COROLARIO V.

428. Y si los cuerpos A4 y B animados por sus
respectivas gravedades g y G corren las longitudes
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(Fig. 193.) CD==s, y EI=S de los planos in-
clinados que tienen las alturas CK =4, y EF = H;

hechas las substituciones p = g}’f-"’ » P E:’;E y m: M

= g:G en las referidas férmulas Z4, B, C, D, se

: Lxi3
tendrdn las proporciones s:&§ = —x:;-: é‘g_’_ s vV
txh TxH o3 x5 V3A3xS . pxr VxS
=i, e b as ikl

de donde resulta ser £2:8?=5*: HT?, v v2;
,‘f/a =5 H. '
' ' COROLARIO VL

429. Luego si dos.qualesquiera planos inclinados
tienen iguales alturas, las velocidades finales de los
cuerpos 4y B .en'los puntos D y I.serdn iguales.
Siendo, pues, v*: ¥/ % —=b:H, y b— H (sup.), se-
14 v* = F7%,y por consiguiente se tendrd v— .

EXEMPLOL

430. Supdnganse, la altura vertical CD—300 pies,
y la longitud E I del plano inclinado igual 4 500 pies,
y su altura EF =250 pies; se pide determinar la
"razon del tiempo # que gasta un cuerpo para correr
‘dicha altura CD al tiempo T que gasta para correr
la longitud E T de dicho’ plano inclinado. Fig, 192

Siendo por lo demostrado (427) #%:T* —=ys: iy
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:snbstituyendo.s.er'é s T2 = 300 :_9'5;—--:'::33 =3: 103 por
consiguiente se t_eﬂdri- t:T = V3! 1(10. |
| _EXEMPLO IL

* 431, Supbnganse, la altura vertical CD z=1250
p;es, y la longitud EI del plano inclinado igual 4
500 pies; se. pide determmar la altura EF de diche
plano, para que un cuerpo corra en igual tiempo la
referida‘altura, y la longitud de dicho plano. Fig. 192.

En la proporgion demostrada (427 YT =

%; g héga'nse t=T, s==250, § = 5005y se tendrd

230 -_-;-15_‘;;_‘ ;-por consiguiente'serd H — 1000 pies.

TR SR EATPLO T :

. 432’. "Supéngase que dos planos inclinados tienen
iguales los 4ngulos de inclinacion CDK y EIF; se
pide determinar la razon de los tiempos que gastan
los cuerpos, A4 y B para correr las longitudes CD y
E I de dichos planos. Fig. 193.

_ Siendo pues el 4ngulo CDK = EIF,y el 4ngu-
10 K=F pm* réctos se t'efldré'C'K°C'D=EF:EI,
gsto es, b: J-—-—-H S pem £2 S=——: 71(428,):
luego serd st §e<s? T "'f:, por consiguiente #:T'== ]/.s Ay
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EXEMPLO IV.

433. Se pide hallar la razon de;los . tiempos que
gastard un cuerpo para correr qualesquiera cuerdas
AC y AD tiradas por el extremo 4 del didmetro
vertical 4B de un circulo. Fig. 194.

" Tirense las perpendiculares DF' y CE al didme-
tro A B del circulo propuesto; y serdn. AF y AK
las - alturas de dos planos inclinados que tienen las
longitudes 4D y AC. Némbrense AD=s, AC=1S,
AF —b, vy AE — H, Siendo pues AD*=BAdX
AF,y AC* — dedE, serd AD*: AC* —
BAX AF : BAYX AE—AF: AE , esto es, 5%
§*—=h:H; pero es (438) s2:8*=hs*: HT®:
Iuego serd b: H=5h1t* : HT *; por'consiguiente =P,
La’ misma propledzid se demostrard respecto 4 qua-
lesquxera cuerdas' BTy B K tiradas desde el otro ex-
tremo B'del referido didmetro vertical; de donde re-
sulta que ‘todas las cuerdas de ‘un'circulo tiradas des-
‘de los extremos de su didmetro’ vertical se cotrerdn
‘en tiempos iguales. Es evidente que el didmetro verti~
cal 4 B debe contarse en el nimero de dichas cuerdas.

PROPOSICION XVIL
434. Si los cuerpos M y m carren los espacios A B=S§

.Y @6 == en los respectivos tiempos I'y #, y. con-
vy i
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tinnando su movimiento corren los espacios BR=§"
y 6r—=s" en los tiempos T y #' proporcionales con
Jos! priteros ; hallar 1a tazon de los tiempos Ty #'
4 las velocidades 27 y o' adquiridas al fin de los es=
pacios BR y br, y la razon de estos espacxos é las
velocidades 27y v': Fig: 195. ! .
239" Ll4mense 7 'y las: ‘respectlvas velocidades
de las masas My m ‘en'los puntos By b. Consta

s e e e R

:.-:‘. ! '_- .-..-I : MV'_ # \r. i _.-l !vl 3 I.‘.' -.I.' -..' '-I-‘.’.
: :_1;'-"'-"-‘,_’;‘»;?_—; pero (_sluip.)\/T:;:Tf::;f, ¢ invir-

tlendo i T-—-t’ T’ luego serd t' T’ -——;- ;—Hgf.

Que es.; lp pnmero. L-.I, ¥
. Siendo (sup.). T’ t= T t., §eré tambleq a‘+t

t—-T+T' T, Y(f+f) 4 “‘(T—I-T’ : T, pero
(405) ar:ab=(t+1t' )‘l.t“,yAR AB=(T+T")*:T*:
Jluego se tendrd ar:ab=AR:AB, y ab: Ag
&= br:BR estoes, 5:8 = s'; S’,pero (424).s'+.r
mx@-!-v)’ Mle+V”‘" mo®

'6’—}-3’ - ¥ , ¥ tambien s: .S'-——F:
M].’-”!_ Y Ol mx!_'zm:’-l—r:'v’)_ﬂfxfaVV’+T}’r}’)
B ngoserd - 1o W) LT
Que es &ec.

- COROLARIO.

435. Luego en el movimiento de un cuerpo ani-
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mado por una potenc1a constante se tendrén, # pro-

: Lo foid
i:orcmnal con -;U}- vy PT'OPOI'CIOHE}.I con (ﬂt’ie}-vu)

y suponiendo ‘i'-n‘f'mit’ésimo estores 1§ ==ds; serdh

2mydy
>

d ¢ proporcional con =, y'ds proporuonal con

en cuyae exPresmnes se daré el 51gn0 p031t1v0 6 ne-

ganvo 4 la dv, segun_ sea._ el movumento acelerado
& retardado,

Del Movimiento de los caerpoy, @ qmenes es*tdn

: aplzcaaas potenc:as variables.
PROPOSICION XVIIIL

436 Si el cuerpo M. ammado por una potencm
\rarlable P corre el es pacio A B ; determinar en qual-
‘quiera punto Q-de dicho espacio. las razones, del es=
pacio A, 4 la velocidad que tiene el cuerpo al fin
del’ misto espacio, 'y, del tiempo en qué lo ‘corre &
la velocidad., Fig. 196.., | _

_ Noémbrense ,, el espaéld. A_Q, S T el txempo en
que el cuerpo I corre dicho espacio, y ¥ la velo-
cidad adquirida al fin ;del ymismo espacio. Conside-
rando Qg infinitésimo ,. serd constante: la potencia P
por dicho espacio ; por CODSlgmente serdn (435) 4 &'

~MVdV
‘proporcional con == —5—, y 4T proporcional com
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o2 fﬂ.‘c—' : luego serdn , == %}éﬁ pr oporciqnal con 7 5-

S.PaT

S proporcional con 2. Que‘es &c.

COROLARIO.

437. Se infiere que dado el valor de la potencia
varlable p por el espacm corrido ', la integral de
1a expresion Pd.S:2 MV d¥ dard tna ley del mo-
vimiento en el caso propuesto, y de ella se podrén
determinar geométricamente. ‘todas- las ‘demas. Digase
lo mismo respecto 4 la.expresion PdT : MdZ” en el
caso de estar dada la potencia P por el tiempo 7,
cuyo caso rara vez acontece. En lo sucesivo se es-~
cnblrén las referidas formulas con el signo de igual-
dad para comodidad del c4lculo, esto es, 2 MPdV

.,, SP(ZG' S.PdT
= PdS, MdP'= PdT, V> =208, p =51

y &=——

' co-

MSs
mo tambien V"‘-—-—- V==-—— P-—'Tz , Si se tra-

ta de potencias constantes. En el ca’so del movimien=
to retardado se dard el signo negativo 4 la d7 enm

dichas formulas. _
' ESCOLIO L

'438. Si ‘s quiere determinar la razon de Pds §
e MVAV , se usard del método siguiente. Supbngase
JPdS == M¥FJIV: luego en qualquiera otro sistema de
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potencias setd tambien /pds = mvdv. Asimismo su~
péngase que el sistema IPdS = MEdV es el en que
las potencns son 'proporcionales con 1as-masas, por

consngmente serd 1dS = Var ; pero (392) V= ,f

luego serd JdT =nd¥ , ¢ integrando se tendrd /T

= nV—a_d_;{. ; por consiguiente /TdT =n"d.S; é in-

tegrando serd /T2=—222§: luego supuesto T'=n
se tendrd /=28, Higase /—2k, y serd k el es-
pacio (4o1) que corre un cuerpo terrestre en el tiem-

po n que se establece ser un segundo. Por tanto en
qualquiera sistema de potencias serd 2kpds=muvdv,
si el movimiento del cuerpo es acelerado, y si es re-
tardado , se tendrd 2kpds = mvdv. Ahora si se

: d ’
substituye el valor de v =22 en las férmulas ante-

riores, se tendrdn las ekpdi=mndv,y 2kpdi ==
— mndv. En dichas formulas 2kpds=-muvdv, y
2kpdt =--mndv expresan, m el peso del cuerpo
‘terrestre que contiene la misma cantidad de materia
que se halla en el cuerpo movido, p el peso de un cuer-
“po terrestre que hace equilibrio con la potencia, &
‘el espacio que qualquiera peso p anda en el tiempo n
que se establece ser un segundo. Finalmente si se pi-
de determinar la férmula que compara el tiempo con
el espacio, intégrese la formula 2kpds —= mvdv;y
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so tendrd A S.pds= 0% Tuego p= 1Yol

i T
. 7 nds 2 [ kxSpds)
pero w—-— : luego serd - U= gn 3 de don-
nalinxds

de resulta ser d t=m. Sila potencia_ p es

napmxds
T
integral de esta expresion igual 4 cero,_ mientras que

Nafmxals
~kp

constante , se tendrd df = y suponiendo 12

sea s=0, se tendrf #= » de donde resulta

e L :

na kp ;
ESCOLTO 1L

439. Adviértase que las referidas férmulas 2kpds
e=muvdv, 2kpdt — mndv no tienén-lugar, siempre
que se trata del movimiento inicial del cuerpo. En
este caso se podrd considerar constante la potencia
finita por el espacio ds en el tiempo infinitésimo d#:
Iuego valdrdn las férmulas pertenecientes 4 la poten-
cia constante , esto es, 2kps=Lmv®, okpt =mnw,
con tal que en ellas se substituyam, ds en lugar de s,
dv en lugar de v, y d# en lugar de z; por consi-
guiente en el referido caso del movimiento _inicial
serdn 2kpds=ZLmdv®,y 2kpdi=mndu.
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PROPOSICION XIX.

440. Siiel centro C de la potencia atrae al cuerpo
M en la razon de su distancia 4 dicho centro; de-
terminar la razon del espacio corrido AQ 4 la Ve
locidad que el cuerpo tiene al fin del mismo espacio,
comio tambien la’ razon 'de ‘dicho espacmo al tlempo
que gasta el cuelpo’para andarlo. Fig. 'rg7.

1°. Lldmense , m la_masa del cuerpo M, A0 =7,
# el tiempo en que el cuerpo corre el espacio A0,
v la ‘velocidad el cuerpoien'Q, y Cd=—l4a; y serd
CQ 6 bien a#— s como! la ‘potencia p por ser ésta
proporcional con la distancia d‘e‘l 'centro C al cuerpo;

!1 pflr

‘pero ( 437) -v luego substituyendo el valor

S(affr—-"’f\

m

de p, serﬁ -u A mtegrando se tendri

: i !ﬂ.i‘-—-.i' : 27 fimm
vi= o de donde zr = ‘”Tﬂ) Ahora hamen-l-
: o B 15 | £ i i3 d Gaa9tl

do centro en. C con el intervalo C.4 descrlbase el se~
‘micirculo AN B, y en €l punto O levintese la per-
pendicular QN sobre el didmetro. 4.8 jlaque-serd
-proporcional’ con la velocidad del caerpo. en el.puns
to O, mientras el mismo cuerpo ha corrido el espas=
cio A4 Q. Que es lo primero. 2t

2°, Siendo v;——“:l—i? (391), serd d"'=g;{ ; pero
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g@P por lo demostrado en el ¢aso anterior:
am

luego serd dz=— Viamy ; ¢ integrando se

d(za: )

tendrd ¢ __Vzm)( §. ou de donde resulta que

4(2:::
el tiempo gastado por el cuerpo en correr el espa-
cio A0 serd proporcional con el dngulo ACN. Que
es &c.
COROLARIO L

441.- - Si el cuerpo M empieza su movimiento des-
de el punto @, y la potencia que le.anima es tam-
bien proporcional con la distancia del cuerpo al-cen-
tro C; descrito con el radio aC €l semicirculo anb,
serd la velocidad adquirida por el mismo cuerpo en
el punto Q proporcional con la ordenada On,y ade~
mis serd el tiempo que gasta el cuerpo M en cor-
Ter el espacio a O proporcional con el 4ngulo QCn
luego sers la velocidad adquirida al fin del espacio
A Q 4 la adquirida al fin del espacio ¢ 0, como ON
4 Qn, y ademds serd el tiempo que gasta el cuerpo
A en correr ‘el espacio A4 Q al tiempo que gasta en
correr el espacm a ,Q como el 4ngulo QC’N al dn-

gulo QCn. -
COROLARIO IL

. #442. - Luego el cuerpo /M llegard al centro C en
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igual tiempo, ya sea que empiece su movimiento des=

de el punto 4, 6 ya desde el punto a. .
ESCOLIO.

443. Si se 'quie'fe'h;.:l‘cer uso de la férmula okpds
=mvdv (438); se procederd: del modo siguiente,
Némbrense, C.A=a, y P la potencia que atrae al
Guerpo 4 1a distancia dada CE =04y serd P:p—b:
d=—5, y por -canéiguiente.p g %‘;::—)- : luego substi-

tuyendo el valor de.p en la referida formula, se ten-
dri L‘”ﬁ(‘%‘ﬂl — muvdv; € integrando en la supo-

sicion de ser s =0 quando v=o0, serd (A) 2kP %

2 kP
N X

1

(2a5=35%)=25 LY luego seri v —

]/(zas-— $*). Por tanto si es %kP:I/ém, la cir-
cunferencia 4N B serd la escala de las velocidades;
y si dichas cantidades son desiguale‘é , se tendrd que
la dicha escala serd 1a curvatura de una Elipse que tie-
ne sus semiexes en la razon de Fhm i V2kP. Sise
tiene otro cuerpo con su masa == M, que se mueva
con la dicha ley de las potehci;is, pero que 4 la dis-
tancia CE =254 la potencia P’ sea distinta de la re-
ferida potencia P; se tendrd 2kP'X(2as’ = s's')
=6Mv'v', cuya formula comparada con la A da-
XX
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r4 1a razon del movimiento del cuerpo m £ el del

., { 2 ) e P ! !
cuerpo M. Si‘es s —¢', serd i = jf;-?ﬂ——-”, , de donde

P, Jrv"”

resulta ser v: 2! == -J s Y si v=1', se tendrd

- e tm o M . (9 _

20‘.!’—.9 2[’!." --'J'J‘""'-*—:‘ i b
_ -

Pala Ia determmacxon de los nempos consta (392)

nd.
ser d == —; pero v = ~—-)<;/2a.r-—.r°) lue-

g0 serd dt == Lbiflds s ¢ “integraddo 'sérd

o 26Pxof 2usm—s?) ?

(III. 118) t_._ %%XU ; nombrando u el arco

.A' M cuyo seuo verso ==s. En el movumento de otro

cuerpo M, seif == a:;”f:, » Xu': luego seré ]

.J

o
= Xu: — K. Si es t=t' serd -—- U=
. LA . W >< & X

M :
::P, %', de donde resulta ser u: u'=

¥

P Pl Iy
mo mo Y
m JM

si se supone ve=d', serd ti = :P-: . Siendo

u%n

por lo demostrado # == ——- 5 X serd n 4 ¢ como

al/2kP 5 upbm , 6 bien en razon compuesta de
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VKP4 Fomy de a & u. Ahora si se supone que el

cuerpo m haya llegado al centro C, es evidente que
la razon de a'al quadrante serd la misma , qualquie-
ra que sea el radio C'A ,esto es, el espacio queha
corrido el cuerpo m desde el principio del movimien=
to: y en dicha suposicion si es 2k:&=m:P, 6 bien
okP—14bm, serd n 4 ¢+ como'el radio al quadrante;
por ‘consiguiente 'suponiendo -un mismo cuerpo’y’ una
misma escala de las potencias, dicho cuerpo llegard
al centro C en igual tiempo, qualquiera que sea el
punto A4, de donde empieza su movimientos -

Del Movimiento de los cuerpos, en los que ac~
tia la potencia de los elastros o muelles, que

median entre los mismos cuer pos.

P s |

444..: Se supone que en qualquiera serie 4 de elas-
tros son los mismos elastros RS, SD, DE, &c.
iguales entre si, ¢ inmateriales, .y que abriéndose &
cerrdndose los.'mismos elastros , los’ 4ngulos RS D,
DEF, &c. que resultan, son tambien iguales, aun-
que se coloque un apoyo en uno de los extremos R
de dicha serie. Fig. 198, = 2.

COROLARIO.

. 445, ~Luego si se dan dos series de elastros 4y B
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perfectamente iguales, pero compuestos de un mime=.
ro desigual de elastros, y si en el un extremo de di-,
chas series se colocan los apoyos I' y #; abriéndose
6 cerrdndose dichos elastros, serd el espacio R X al
espacio 7n como el nimero de los elastros de 1a se-
rie A 4 €l de la serie B, y la potencia de los elas-
tros en el extremo K serd igual 4 .la potencia de los
elastroscen el extremo n, de suerte que las masas M
y m aplicadas en dichos extremos serdn impelidas
por iguales potencias, sucediende lo mismo con las
potencias, que impelen las masas M y m aplicadas
en los extremos K y R de qualqulera serie C' de los
referidos elastros.

PROPOSICION XX.

446. Si se dan dos series de elastros A y B per-
fectamente iguales’, pero compuestos de un nimero
desigual de elastros, y sien el un extremo de di.chas
series se colocan los apoyos T y ¢, y en el otro extre-
mo las masas M y m3 abiertos los elastros A4 y By
determinar la razon de las velocidades de los cuer-
M y m, como tambien la de los tiempos en que di-
chos cuerpos corren los espacios LG y lg propor-
cionales con los mimeros N y # de los elastros A y
B. Fig. 199. R%

1°. Nombrense, 27 la velocidad del cuerpo /M,
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v la del cuerpo m, LG =15, y /g==1s. Siendo (445)
la potencia aplicada 4 la masa A/ igual 4§ la poten~
cia aplicada 4 la masa m, serd P =p en las formu-

las (437) SPAdS=MV*?,y S.pds=mo?; -1561'0

siendo (sup.) §':s = N:n, es d§ = _:;’ luego se

tendrin lég eqqaciories %—V X-_S'-.pd.f = MXrF*, Y
S.pds=muv*; por consiguiente serd M¥P %: mo?
= % )(S.pd.f: S§.pds, de donde resulta ser 7*3

ﬂ 12 ‘,\_’_IY_ ,Jn ’ - :
=ay Vip= T . Que es lo primero.

2%, Consta que es (391) FXdT:vXdr=dS:

ds Y por conmguxente 4aT: dt ';f

L1

Il

2 LNy
m-
ds' 13
<3 pero por

N
VI "

lo demostrado en el caso anterior es 7: v =

gE,Yd;‘S‘ Nd’ Iuego serf dT': dt = YN M:

Vam; pof cons1gu1ente sers T:p — V NIM: ]/;; e
Que es &c.

PROPOSICION XXL.

447. Sise dan dos series de'e‘l'astros Ay B faer—;
fectamente iguales, pero es la fuerza de-los elastros
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A 4 la de B como R 4 r,y sienelunextremo de

dichas series se colocan los apoyos T'y ¢, y en el otro
extremo las masas M 'y m; abiertos los elastros 2
y B, determinar la razon de las velocidades, y la
de los tiempos, en que las masas M y m corren
los espacios LGy 7g en ‘cuya posicion queden’ di-
chos elastros igualmente ablertos Fig. 200.

1°, Némbreiise, # 1a velocidad del cuerpo M |
v la del cuerpo m, LG=§', y lg = s. Siendo pues
la fuerza de los elastros A é la de los elastros B co-,
mo R 4 r, serdn Rp y rp 1as respectwas potencias
aplicadas 4 las masas .M y.m: luego se tendrdn las,
équaciones (437) RXS.pdS — MP'*, rXJ’.pd.r‘
== mv®.. Y .por ser los elastros A y B perfecta-
mente 1gua1es enlos puntos G y g, como tambien
en los puntos Ly 7, son’ CG—-——C'g-a y CL—-*"J Y
de consiguiente LG —= /g, 6 bien §' — s: luego se-
th MP*=RXS.pds, y mv>=1rxXS.pds; por
conmguzente My mY I__R)(S pd.r XS, pd:

—-R r, de donde resulta ser V v—- -‘—"3- : 'l’ff
M M g

Que es lo primero. :

2°, Consta que es (391) P XdT: vxdt-—-d.S’
ds; pero § = ¢ por lo_derostrado én el caso ante-
rior : luego. serd 2~ xd T =:vxdt, y por consiguien—

JR . ¥

Vi ' ‘” por 1o

tedT:dre= 5 : =3 pero Vive= 3o
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demostrado en dicho caso: luego seré dT: dt = i’,—ﬂ-f

; i 14 /4
-3;-: por consiguiente T': # == '—‘3,{ “"" . Que es &c.

PROPOSICION XXII

448, Si es el nimero de los elastros £ 4 el de B
como N 47, y si ademés es la fuerza de los elas-
tros A 4 la de los elastros B como R 4 r; abiertos
los elastros. 4 y B que tienen los apoyos en T' y ¢,
determinar-la razon de las velocidades, y la de los
tiempos, en _que los cuerpos M y m corren los espa-
cios LG y Ilg, en cuya posicion queden dichos elas-
tros _igualmén_te abiertos. Fig. 199.

1% Némbrense, 7 la velocidad del cuerpo M,
y v la del cuerpo m. Siendo pues la fuerza de los
elastros A4 4 la de B como R 4 r, serdn Rpyrp
las respectivas potencias aplicadas 4 las masas M y
m: y por ser el nimero de los elastros 4 4 él de los
elastros B como N 4 n, llamado NN s el espacio
LG sers ns el espacio /g : luego se tendrén las equa-
ciones (437) RN X S.pds=MV?,y rnXS.pds
= muv?; por consiguiente MV *:mv®* = NR X
S.pds:rn X S.pds= R N: rn, de donde resulta ser
V’:v’-—-Rg. = s Y 9= "ﬁf‘y.‘ :’;: Quees
lo primero.
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20, Consta que es (391) V' XdT: vXRdt=N¥
dsinXds=N:n, y por consiguiente serd dT': dr=a

N . . - e i
2 . 2; pero por. 1o 'demostrado eni ¢l caso anterior
b/l A\ 3. e

V-

s g XN J VNI ,
es/iv=— 7T : luego serd dT:dt — "JR"
Jim 12 3 Y. 2ontepls 2ol oh oratili : .)nm :
T por Iconsxgullent_e T. t= g o Que
es &c.

PROPOSICION XXIIL

449. Si al un extremo de una serie <7 de elastros
se aplica la masa M, y al otro extremo la masa m,
abiertos los elastros, determinar la razon de las ve-
locidades de los cuerpos M y'm al fin de los espa-
cios LG'y lg corridos en tiempos iguales, y la ra-
zon de los mismos espacios. Fig. 201.

1°, Consta que es (437) Md?Y — PdT, y mdov
= pdt; pero (sup.) T—1¢, y la potencia P aplica-
da 4 la masa M igual (445) 4 la potencia p aplicada 4 la
‘masa m : luego serd- Md¥V — pdt,y mdu=pdt; pot
consiguiente se tendrd MdFV =mdu,y MV —mv,

._de donde res'ulta ser Viv— — : L. Que es_l_d
: B T AL M
primero. - -

2°  Siendo por.lo demostrado (437) PdS=2.M¥

Vd.P" Yy pds=2mvdv, y ademds p-—-P por lo
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dicho en el caso anterior, serd dS§: ds= M}P d}V;

I ) §

modv; pero MdV =mdv, y ¥: v=—4.:—, por

lo demostrado en el caso anterior : luego serd d.S':

14 I e I 1
d::ﬁ:;;, por consiguiente §': 5= 77: . Que

es &c.
COROLARIO.

450. Se infiere que, dividido el espacio Z/ enla
razon inversa de las masas M y m, 6 bien hallado
el punto K centro de la gravedad de las mismas ma-
sas,, quedar4 dicho punto A en equilibrio, mientras
los elastfos se mueven de una y otra parte.

PROPOSICION XXIV.

451. Silas masas M y m van 4 cerrar la serie
de los elastros B 4 un mismo tiempo con las veloci-
dades reciprocamente proporcionales con dichas ma=-
sas ; determinar la razon de las velocidades, con que
se moverdn dichos cuerpos mientras cierran los mis-
mos elastros, y tambien la razon de los espacios cor-~
ridos en tiempos iguales. Fig. 202.

1°. Supéngase que loy spacios infinitésimos L A4
y Za se corren en igual tiempo. Llimense, LA =d .S,
la=ds, 7 la velocidad del cuerpo M, y v la de
m. Consta ser (437) MdV = PdT,y mdv = pdt; pe-

Yy
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%0 (sup.) 4T = 44,y (445) la potencia P aplicada 4 1a
masa 27 igual 4 la potencia p aplicada 4 la masa m:
iuego serd MdZ = mdv; por consiguiente d7:dv

I
= M , esto es, las velocidades, que pierden los

cuerpbs M y m en iguales tiempos infinitésimos , serdn
en la razon inversa de las masas de los mismos cuer-
pos: luego las velocidades residuas tendrin entre si
la misma razon. Con el mismo raciocinio se demostra=-
r4 que, corriendo los cuerpos A7 y m otros espacios
en iguales tiempos infinitésimos, estardn sus veloci-
dades residuas en la misma razon inversa de las ma-
sas: luego las velocidades, con que se moverdn los
cuerpos M y m para cerrar los elastros , tendrdn la
razon inversa de las masas de los mismos cuerpos.
Que es lo primero.

2°, Consta ser (437) PdS =2 MVdV ,y pds
=2mvdv:y siendo P=p, se tendrd dS:ds=MVdl

b 1
muvdv; pero Vv = 21° - por lo demostrado en el

caso anterior: luego seri d§:ds= ; por con-

al»«

I
M-

Que es &c.

o

S |

W : 1
siguiente §': 5 = 37 :
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COROLARIO.

45&. Si se divide el -espacio Llen K en la ra-

zon reciproca de las masas M y m; el punto K que-
dard en equilibrio.

PROPOSICION XXV.

* '483. Si los cuerpos A4 y B que tienen el centro
de la gravedad en C, cierran las series de los elas-
tros colocados en AF y- BFE con velocidades pro-
porcionales 4 las mismas rectas AFy BF, y sison
las fuerzas de los elastros como los lados FD y 'FE
del paralelégramo D E ; digo que colocada una serie
e elastros en F'C con la fuerza FC, y cerrada di-
cha serie por una masa C==.4 + B eon velocidad
‘proporcional con FC, perdersn los cuerpos A, C,B
en el mismo tiempo velocidades proporcionales con
AF, CF, BF, mientras corren espacios proporcios
nales con las mismas rectas AF, CF, BF. Fig. 203.

1%, Supéngase que los- elementos Ad, Cc, Bb
son proporcionales con las respectivas rectas AF,
CF, BF. Nombrense, # la velocidad de 1a masa 4,
v la dela masa B, y W la de la masa C; y se ten-

'drd (437) DFXA“_} ~ Vv ‘péro’ 4 como C’B Aa

DF AF AF 1
roporcional con 77 = —: luego serd —— pro-
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porcional con == d”Z, Con el mismo raciocinio se de-

FB
mostrard ser ——, proporcmnal con m=duv, y pro..

porcional- con —dJ¥ ; por consiguiente serén, AF
como —d? , BF como —dv,y CF como — dW;
luego las velocidades perdidas en los primeros elemen=
tos Aa, Bb,Cc serdn como las totales, y por con-
siguiente las residuas tendrdn la misma razon, Asimis=
mo se demostrard que las velocidades perdidas en
los segundos, terceros, &c. elementos son como las
totales velocidades: luego las velocidades perdidas por
los cuerpos .4, B, A+ B en qualesquiera espacios
proporcionales con AF, BF, CF serdn como las
velocidades totales, 6 bien como las mismas rectas
WA, BF, CF, : '
2°, Nombrense T it 51 T2 los tiempos en que los
cuerpds A, B C corren los respectwos elementos

Aa, Bb, Cc: luego serd (391) V— = ., y por con=
siguiente d T = =3 pero es Aa como A F & 'bien
como Z: luego sers dT como ;. Cor_l el mismo ra-
ciocinio se ;iemostraré ser df como —, y dT' co~

mo ;—;,’ luego serd dT=—=d¢==dT'; y lo mismo se









(357) |
demostrard ser en los segundos, terceros, &c. ele-
mentos. Por tanto son iguales los tiempos, que los
cuerpos 4, B, C gastan para correr espacios pro-
porcionales con AF, BF, CF. Que es &c.

COROLARIO.

454 Lixego las velocidades de los cuerpos A, B,
C se extinguen en F 4 un mismo tiempo, y 4 las
potencias de los elastros, que cierran los cuerpos A4
y B, equivale la potencia del elastro cerrado por el
cuerpo C=.4 -4 B.

PROPOSICION XXVL

433. Si se consideran en AF, BF, GF tres se~
ries de elastros, y prolongada la recta G F hasta en-
contrar la 4 Ben C'y formado el ‘paralelégramo
DE cerca de 1a |diagonal FC, son las fuerzas de
dichos elastros como DF, EF, CF, y si las masas
G, A, B, que tienen el centro de la gravedad en
F', se mueven con las respectivas velocidades GF,
AF, BF: digo que el punto F estar4 en equilibrio,
Fig. 204,

Siendo el punto F' centro de la gravedad de las
masas G, «, B, serd ‘el punto C centro de la gra-
vedad de las masas A4, B. Considérese colocada en
CF una serie de elastros, que tenga la fuerza CF, y
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esté cerrada por la masa C— A4 B con velocidad
proporcional con CF, y dicha fuerza seri equiva-
lente 4 las fuerzas de los elastros cerrados por las
masas A4 y B pero. la serie de los elastros colocada
en GF estd cerrada por la masa G con velocidad
proporcional con G E', siendo F'C la fuerza de los
mismos elastros (sup. ), y ademds CF: GF=G:C:
luego (450) el punto F' centro de gravedad delas
masas G y C estard en equilibrio; por consiguiente
siendo el punto F' centro de la gravedad de las ma-
sas G, A4, B, y moviéndose éstas- con-las respec>
tivas velocidades GF, AF, BF, estaré el punto F'
en equilibrio. Que es &c.

ESCOLIO.

Viddhid

456. La tedrica cIe Ios elastros expuesta antenor,-
mente suministra los principios ‘aptos para determi-
nar las leyes de la comunicacion: del movimiento en
el choque de los cuerpos, Pues  si; dos cuerpos van
4 cerrar una serie de elastros con, velocidades rect-
procamente proporcionales con las masas:de los mis-
mos cuerpos; €l centro de la gravedad de ellas que-
dard en equilibrio (452); y los cuerpos en tiempos
iguales perderdn sus velocidades en la ‘'misma razon
(451) Por tanto si los elastros no se restituyen 4 su
primer estado, quedardn equilibrados dichos cuerpos
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en el referido centro; lo qual conviene 4 los cuerpos
duros, y 4 los blandos, cuyas partes se allegan en el
choque sin volver 4 su primitivo estado. Y si los re=
feridos elastros se restituyen 4 su primer estado, vol-
verdn igualmente 4 adquirir los cuerpos sus corres-
pondientes velocidades (449) en direcciones contra-
rias; lo qual conviene 4 los cuerpos perfectamente
eldsticos,, cuyas partes se allegan en el choque, y

despues del choque vuelven 4 tomar su primitivo es-
tado. :

Del Movimientao de los cuerpos que. se chocan.

PROPOSICION XXVIL

437. Si los cuerpos A4 y B blandos 6 duros se
Mmueven con movimiento uniforme segun la misma di-
reccion 4D, siendo la velocidad del primer cuerpo
mayor que la del segundo, y si se dan las masas y
las velocidades de dichos cuerpos antes del choque
directo ; determinar la velocidad con que se moverdn
despues del choque. Fig. 20s.

Supbngase que los cuerpos A4 y B se encuentran
en D; y serdn , AD la velocidad del cuerpo A, y
BD la del cuerpo D. Exprésense las masas de los
cuerpos 4 y B por A y B} dividase la recta 4B,
de modo que sea A:B=RBC:CA; y considéresg
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que los cuerpos A y B andan sobre un plano con
direcciones opuestas’, y con velocidades reciproca-
mente proporcionales con sus'masas , 6 bien con las
velocidades 4C' y CB , mientras que dicho plano
anda desde A4 4 D con la velocidad CD. Es eviden-
te que los cuerpos .4 y B adquirirdn 1las velocidades
AD y BD, y que se chocardn luego que hayan 1le-
gado en D ; pero moviéndose los dichos cuerpos 4
y. B sobre el referido plano con velocidades recipro-
camente proporcionales con las masas de los propios
cuerpos, en el chogque quedan equilibrados (456): luego
dichos cuerpos se moverdn despues del choque con
la velocidad CD del referido plano., Némbrense , #7
la velocidad A D del cuerpo A4, vla velocidad BD
del cuerpo B, AC=u,y CB =y;y serd x:y=20B:A4:
de donde x+yy=B+A: 4, y x:x+y—2DB:
(V:{-j;z‘!} x__(fii-:)xB, por
consiguiente se tendrd CD = AD - AC = v

BxV'—v) _ AV 4 Bv
AT — 4§D .« Que es &c.

B 4 A: luego serdn y —

COROLARIO L

458. Siendo CD — -A_?_:_'g? , setd AV4By—=—

-

{A+B)XCD; por consiguiente la suma de las can-
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tidades del movimiento de los cuerpos £ y B antes
del choque directo seri igual 4'la cantidad del mo-
vimiento despues del choque. = -

"COROLARIO IL

439  Se ‘infiere que el.centro C'de la gravedad de
las masas A4 y B se mueve con la misma VEIOCI.dEd
antes:y despues del choque de dlchas masas.

COROLARIO III.

460. Si los cuerposi{ y B blandos 6 dhr@s ‘se’ mue-
ven en direcciones contrarias con dichas-velocidades 27
'y w3 se demostrard con el mismo raciocinio de la Pro-
posicion an'tecedente que 1a velocidad despues del cho—-

qué és igudl 4! %331, de modo “que en dxcho casu

tienen tambien: lugar los dos corolarios anteriores; to-
mando en el ptimero de ellos la diferencia de las can-

tidades del movxm,lgnto de 103 , CUepgs Ay B, segun
corresponde 4 las dlreccmnes contrarias que tlenen

PROPOSICION XXVIII.

461. Si los cuerpos Ay B perfectamente el4sti-

-€0s,se mueven.con movimiento uhifornre segun la mis-

ma direccion 4 D,siendo la velocidad del primer cuer-

‘PO mayor que la del segu'nd'o; y si se dan las masas
2z
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y velocidades de:dichos cuerpos antes del choque di-
_rectd ; deteriminarla velocidad con que se maverin
despues del choque. Fig. 20s. S )it

Supéngase que los cuerpos d y B perfectamen—

te eldsticos se encuentran en D ; yesupuestas tambien

Jas, denominaciones y preparacion de la Proposicion
jariterior, andardn los mismos cuerpos’ sbbre el citado
plano despues del choque (456) en direcciones con-
trarias con las velocidades C.4 y CB; por consi-
guiente ser§ CD — CA 1a velocidad del cuerpo A
-despues del'.choque ; 'y 'C D'+ C B serd lla’ velocidad
“del cuerpo :B: despnes -deli-mismo :€hoque; ‘pero rson

por Io’ dernostrado (457) C‘Jl)__"ﬂ"w"'i‘j o AFC—'

R E WA P
%ﬁz—?, y %B—”),. luegg'_seréicm.-ﬁ Az
(A—=B)x¥” + 2By o =f.P-—-A'};ﬂ!-T—.'2A'V. cinoid
_——,Tﬁ“—'cp"jcg, Seh
_&Cl__ LL.. ook ’ Faple % #hid

462. Se mﬁere que Ia canndad del movmnento

A* P—4B V+ 24 Bv
del cu..rpo .A s ——n

s Y que la del cuer=

B zr-—ABv—l—zABV
A+3B

“po' B es Iuego la'suma de las cai-

tidades del movimiento de los cuerpos A4 y B seré
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igual 4 A7+ Bu; por consiguiente la cantidad del
movimiento de Ios cuerpos A y B antes y despues
del choqﬂalaeri T2 ‘miSma; © co00om0

RTINS COROLARYO 1L
463 SlEﬂdO por lo demostrado (46 1) M&%‘:EB?.

hvelocidad' del cuerpo A4 ,Y CL‘-@.’%.E.{? la> dels

cuerpo B, la diferencia de las velocidades-de los cuer-.
pos A4 y B despues del choque serd v= Z: luego la

diferencia de-dichas yelocidades antes sy rdespues del
choque se conservari la misma.

COROLA,RIO III

464 Tambxeﬂ s¢ infiere dé Ia Pr0p051c10n ante-
cedente que el centro de la gravedad de Ias masas Z

y B se mueve con Ia misma velomdad antes y despucs'
del cthue. : '
E “COROLARIO IV.

; 4‘65-;' Asimismo la suma de los productos de cada
masa mulmphcada por el quadrado de su velomdad
antes del choque es igual 4 una semeJante suma des-

pues del mismo choque, esto es, AV 2 -+, Bv"' —-_
Ax(c'p—c,e)*_;-zzx(c'z) +CB)= |
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COROLARIO V. !
466. Sl los cuerpos A y:B perfectament& eléstl-
cos se mueven en direcciones opuestas con las velo-

cidades V' y v; se demostrard con el mlsmo racio-
cinio de la Proposicion antecedente que la velocidad

del cuerpo'j!"éé" %@, y que la del cuer~

(A—-B)xt:-l-zAV
AxB

~PROPOSICION XXIX.

po B es

467. Sn los cuerpos Ay B 1mperfectamente elds~
ticos se mueven con movimiento uniforme segun la
misma direccion. 4D , siendo la velocidad del -pri-
Isnero mayor que la del segundo, y si se dan las ma-
sas y velocidades de dichos cuerpos antes del choque
directo , y la razon de las mismas velocidades con
las que tienen despues del choque; determinar las ve-
locidades con que se moverdn despues del choque.
Fig. 205.

Supongase que en los cuerpos 4 y B imperfec-
t:amente eldsticos es Ia velocidad de cada uno de ellos
despues del choque en D 4 la antes del choque co-
mo m 4 n; y supuestas tambien las denominaciones
y preparacion de la Proposicion XXVI, andardn los
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mismos cuerpos sobre el citado plano en direcciones

4 i xCA CB
contrarias con las velocidades = =5 ¥ =2 despues

f

del choque; por consiguiente atendiendo al movimien-
to de dicho plano, la velocidad total del cuerpo A4
serd CD _r_’ff, y la del cuerpo B seréd C’D+m“0B

pero por 10 d‘emo_strado (437) CD =£§}"-‘§3 , AC

- B—jg—_;—) BC _‘%‘B—v) luego la velocidad

total del c_uerpo A despues del choque serd igual 4

!nA-'-—mB'z ;%’1 -I;(;')*' mxBv |y la velocidad del cuerpo B

: T (m3n)x AV 4 'nB—mA)xo
despues del mismo choque serd (a1 B)

Que es &c.
COROLARIO.

468. Se infiere que la cantidad del movimiento

2 ® m =AB .
(ot ke, g

del cuerpo A es

cantidad del movimiento del cuerpo B es igual 4§

(mn)xABV 4=nB?v——mABv ,
nx(A+4B)

dad del movimiento de los cuerpos 4 y B antes y
despues del choque serd 424 B,

3 por consiguiente la canti-
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PROPOSICION XXX

469. Si los cuerpos L, A4, B ya sean ‘blandos 6
duros, 6 ya perfectamente eldsticos, que tienen su cefi=>
tro de gravedad en F', se mueven segun las respectivas’
direcciones LH , AH , BH ; con movimiento uni-.
forme , y con las velocidades proporcionales con LH
AH, BH; determinar las velocidades., con que.se.
moverdn dichos cuerpos despues del choque obllquo.
Fig. 200, : - .

Tirense las rectas LF AF BF, y HF com-
plétense los paralelégramos HFLG, HFBK' y -
HFAI; y tirense las diagonales FIG, FK y FI.
Supéngase que los cuerpos Z, 4, B se hallan colo-
cados encima de un plano,.y que andan sobre el mis=
mo plano con’ ‘velocidades proporcxonales con LF,
AF, BF, mientras que el plano anda con Ia velo-
cidad F H ; por consiguiente (386) dichos cuerpos Z,
A, B'andardn"con las velbcidades’ ZH , ‘A H, BH;
pero siendo los cuerpos L, A, B’ blandos 6 duros,
se equil_ii)ran despues del choque en el punfo F de
dicho plano (456): luego se mover4n despues dél cho~’
que con la velocidad £ H del plano. Pero silos cuerpos.
L, A, B son perféctamente eldsticos, andardn despues
del choque (456) con las mismas ‘'velocidades' LE, AF}
BF, respecto al mtsmo plano luego considerado el
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movimiento. de este plano, andardn con las veloci-
dades G, FI, FK. Que es &c.

COROLARIO L

470. Se infiere que si los cuerpos L, A, B son
blandos 6 duros, su centro F de gravedad antes y
despues del choque andar4 con la ‘misma ‘velocidad
'IFH del plano. Tambien se ha demostrado antes que los
‘cuerpos L, A, Biperfectamente eldsticos andan despues
del ‘choque con las velocidades F'G, F'I, FK: lue-
-gorel: centro de 1a-gravedad F de dichos cuerpos an-
dar4. despues del ‘choque ‘con’la misma velocidad FH,
.con'que caminaba antes.

COROLARIO IL

471. Y si los referidos cuerpos 'son dos, como 2
y B que tienen ( Fig. 207.) su centro de gravedad en
-£'5 completos: los paralelégramos A FHI , HF BK,
y tiradas las diagonales #1 y' F K, se demostrard con
el mismo raciocinio que enel caso de sér dichos cuer-
pos blandos ¢ duros se moverdn despues del choque
-con la velocidad F'H ; que siendo los cuerpos 4 y- B
perfectamente elésticos , se move.:rén despues del cho-
.que con:las respectivas velocidades FI y-F XK', y que
en uno y otro caso el centro F' de gravedad antes y
despues del choque andar4 con la misma velocidad FH.
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PROPOSICION XXXL

472. Si los cuerpos A4, B, K imperfectamente
eldsticos que tienen su centro de gravedad en E, se
mueven' con movimiento uniforme segun las direccio-
nes AD, BD, KD,y con las velocidades 4D, BD,
KD, yse da la razon de dichas velocidades antes
del chogque con las que tienen los cuerpos despues del

choque ; determinar las velocidades con que dichos
| cuerpos se moverdn despues.del choque, £7g. 208..

Tirense las rectas 4K, BE, KE y DE ; com-
pléterse los paralelégramos ALDE, BNDE, y
K MDE:; y tirense las diagonales E L, EN, y EJ.
Ahora considérese que los cuerpos A, B, K estin co-
locados sobre un plano, y que se mueven sobre el
‘mismo plano con las velocidades A E, B E , K E; mien-
tras que el plano se mueve:con la velocidad E D;
por consiguiente dichos cuerpos en virtud del movi-
miento delplano andargn) (386) con-las:velocidades
AD, BD, KD. Suponiendo ahoraique 'son las: ve-
docidades de les cuerpos. 4, B, K imperfectamente
eldsticos despues del choque 4 'las velocidades antes
del choque comom 4 n, y haciendo DO: DL =m:n,
DO : DN=m'inyy Do: D M= m:n,serinlasve-
locidades de los mismos cuerpos despues del ‘choque
xespecto al citado plano proporcionales con DO, DO,
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Do: luego en virtud de la velocidad ED del plano

andarén los cuerpos A4, B, X con, las respectivas
ve10c1dades EO, EO'; Eo. Que es &c.

" COROLARIO.

- 473. Por ser iguales las razones DL & DO, DN
4§ DO,y DM 4 Do, y lasrectas. AL, BN, KM,
E D iguales y paralelas , serd el puato D centro de
la gravedad de las masas A4, B, K colocadas en O,
O’, o. Por tanto si dichas masas pasan desde los pun-
t0s-0;-0', 04 los P, P', p.con las.velocidades OF,
O'E , oE , el centro de dichas masas se moveri con
la velocidad DE ¢ luego si dichas masas. tienen las
mismas velocidades en direcciones contrarias, su cen-
tro de graveﬂzfgi se mover4 tambien con Ia velocidad
& D ‘en direccion’ contraria; pero se- ha demostrado
que despues del choque se mueven las masas A4, B,
K con las'velocidades EOQ, EQ', Eo: luego el cen-
tro E de‘gravedad de los cuerpos A, By K se mo-
‘verd despues del choque con la  misma: velbc_idaid con
que andaba antes.

PROPOSICION XXXIL Lzwa

474. Si el punto C es centro de la gravedad de

‘las masas A4, B, y se toma qualquiera punto D; ti~

rada la recta DC, serd A X (AD* e AC* = DC*?)
aaa



N . .

G4 PX(BD*~CD*—~BC*)=p. Fig. 209, : "

“Tirensé las' réctas' 4 F y BG perpendiculares: §
la recta DC" prolongadas Siendo' pues' el punto ¢
centro de la gravedad de las masas A4 y B, serd (59)
A:B—=BC:CA; pero por la semejanza de los
tridngulos BCG y ACFes BC3;iCA—=TG: oF.
liiego sctd A+ Be=0G : C'F; por. consiguiente 4%
CF=BXCG,y ARXCFX2DC=BYXCGX2DC;
pero CFR2DC—=AC* 4 CD*=AD*,y CGX
2DC=BD?*=DC*= BC?: luego serd- A¥
(A0 CD*~4AD% = BX (B D?=DC*—BC?);
por consigiicnte AR (AD?* = AC*=CD*)+BXK
(BD*=DC?=BC?)= 0. Quees &e. v 8

.,RPROPOSICION xxxm Lzma

/737 8i el punto'C es centro-de la gravedaei de
las masas A y B,y se toman dos qualesquiera pun-
‘tos D'y Ej'tiradas las rectas CD, CE, DE, BE, BD,
AEY AD;serd(A4+B) X (DC*=CE*—ED?)
=3 4K AD? -JE”F—DEﬁ)+B><(BD°—DE°
— B E*). Fig. 210,

Tirense las rectas. 4G, CF, BI perpendicula-
res 4 la recta DE prolongada Siendo pues el punto
%C ¢entro de la gravedad-de las masasiA4 y B serd
(59)' A:B=="BC:CA;y pero BC:CA=1F:FG:
luego serd A: B — IF:FG; por consiguiente .4 ¥
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FG=RYIF,6bien AX(EF —EG)= B¥X
(EI—EF),y (A4 B)XEF—=AXEG+EBXEI,
a¢é donde (A +B) X EEX2DE=AXEG X2DE
K BYREIX 2DE; pero EF X2DE—=DC?*=CE*
= DB, EGX2DE=AD*~<AE*~ED*, y
EIX2DE — BD?* =< DE? ~ER™: luego serf.
(A+B) X (DC?*—CE*— ED*)=A X (AD*—
AE*~D E*) 4 BX (BD*— Dzb_a}z‘i} Quees&c.

PROPOSICION xxxxv Lm,.. Ay

u476 Si el :;punto E es’ centro de gravedadx de lass
masas A4, K ; B, y se toma qualquiera punto D; ti-
radas las rectas AE,BE, KE, AD, BD, KD
y DE, serh A X (AD*—AE* = ED?) B 3¢
(BD?=DE*~DBE; “)-[-X X(DK2=DE?*~EE2) 0ol
Fig. 211,

Prolénguese 1a recta K B hasta encontrarla 4B
en C, y serd el punto C centro. de la gravedad de
las masas Ay Bj por consiguiente seré (475) (A-+2) X
(CD? —CE2 = DE?) = AX (AD?* - AE3E %)
+ BX(BD*— DE*— B E?); pero siendo el punto
E centro de la gravedad de las masas C= A+ B, y
K, es (474) (A+B)X(CD*~<CE* =D E*) 4K %
(DK? ~DE*—FEK*%)==o0: luego seré A X (AL?
—~AE3—~ED*)+BX(BD*=DE*~BE* 4+ KX
(DK% —DE*~EK®*)=0. Quees &c. | -

st
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y COROLARJO. ' .
477, Se mﬁere que siendo el punto E centro de
las masas A, K, B, serf tambien A X AD*+B X%
BD*+ KX KD*? —(A+B+K)xDE=+Ax,
AE“.;-B;(BE“.;-K)(KE@ -

PROPOSICION XXXV.

478. En los cuerpos blandos 6 duros la suma delos
productos de cada masa por el quadrado de su velo-
cidad -antes del choque es igual 4 la suma de las ma-
sas multiplicadas por €l quadrado ' de la comun ve=-
locidad que tienen despues del choque, y 4 la su-
ma de los productos de-cada masa por el quadra-
do de“su velocidad en el mismo momento del- cho-

que. Fig. 208. - .
Sean los tres cuerpos A4, B, K, que andan se-

gun las direcciones- 4D, BD, KD con las veloci-
dades proporcionales con dichas rectas. Consta (470)
que siendo E el centro ‘de la gravedad de los Trefe-~
ridos cuerpos, serd ED la comun velocidad que tie-
nen déspues-del choque, y que en el mismo momen-
to del-choque-tendrdn las velocidades proporcionales
con las respectivas rectas AE, BE, KE: luego
serd {477) AX AD* 4+ BXBD*+ KX DK* =
(A4+B+K)YX DE* 4+ AR AE* +B R BE* K X
K E* Que es &c.
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PROPOSICION XXXVI

479. En los cuerpos perfectamente eldsticos la su-
ma de los productos de cada masa por el quadrado
de 1a velocidad que tiene 'antes del choque es igual
4 la suma de los productos de cada masa por el qua~-
drado de Ia velocidad que’ txene despues del choque.
Fig. 208.

Sean los tres cuerpos A4, B, K, perfectamente
eldsticos, y anden estos segun las direcciones 4D,
BD, KD con las velocidades proporcionales con
dichas rectas; supbngase que el punto E es el cen-
tro de gravedad de los mismos cuerpos; constri-
yanse los paralelégramos Z#EDL, BEDN , EXMD;
y considerando los cuerpos 4, B, K en los puntos L,
&, M, estard su centréd de gravedad en D, Por tan-
to se tendrd (477) AXAD?* 4B X BD®* K X
KD* —=(A4+B+EK)XED*+ AR AE* 4+ B ¥
BE®* 4 KX KE*; pero por ser el punto D centro
de gravedad de los mismos cuerpos colocados en Z,
N, Mes (477) AXLE*4+BYX NE*4- KX ME*
s=(A4+B4K)XED*+ AX LD*4+BXND*4-K X
MD?: luego serd AKX AD* +BYXBD*4+KX DK™
2= AXLE*4+BYX NE*4-K X ME® ; pero AD,
DB, DK son las velocidades de los cuerpos A4, B
K antes del choque, y (469) LE, NE, ME son las
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velocidades que tienen los mismos cuer}%os despues

del choque: luego &c. Que es &c.
PROPOSICION XXxVIL. 7

480. Si los cuerpos 4, B, Koimperfectamente
el4sticos, que  tienen 'su <centra de -gravedad: en 'E;
corren-los ‘espacios 4Dy BD; KD convlas velocidas
des proporcionales con dichas rectas, y si construi=
dos los paralelogramos AEDL, EBND , EKMD, los
mismos cuerpos despues del choque andan con las ve=
locidades proporcionales con DO, DO, Do;. set§
AKX AD% = A XOE* 4= BXBD* = BXO'E2 4K %
KD? =K X0E* = A4 X AE*— A4 X OL* + B X BE*
B X O'D* 4 K W KE* = K X oD, Fig.208. -

Consta (477) que:es: AX:AD* 4-BX BL? 4 I X

D? = (A4 B~+K)XED* 44 X AE* + B X BE2
<+ KX KE*, y que por la misma razon es 4 X OE®*
G BXO'E?+ K X0E*==(Ad+BAK)X ED*+ A4 X
OD2+4 B ¥ O’Dg 4+ A X aD" luego restando esta se=

gunda equacion de la primera, se tendrd 4 X 4D
—AXOE* 4+ BXBD*~ BXOE*4 KXKD®
— K X0E* = AXAE* =~ AX0D* 4B X BE?
=B XO'D* 4 K X KE*—K X0D?, estoes, que
dirigiéndose los cuerpos 75 B K al puato D con
las expresadas direcciones y velocidades, la diferen=
cia que pasa entre la suma de los productos de cada
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masa-por €l quadrado de su velocidad antes del cho=-
que,; y la suma, de los productos de cada masa por el
quadrado de su- velocidad despues del choque, serd
igual 4 la diferencia que pasa entre unos productos
hechos del mismo modo, con tal que se considere que
los mismos cuerpos A4, B, K se dirigen al punto E
centro de gravedad de ellos con las velocidades pro-
porcionales con'las #E,"BE, KE antes del cho-
que, y despues del choque con las velocidades pro=
porcxonales con las 0D, 0D, oD. Que es &c.

L s ]

Dd M avimienta de los Pendulos.
PROPOSICION XXXVIIL

-0 481, <81 el cuerpo m animado. por una' potencia
constante g, que actua. en: direccion vertical, des
cribe qualquiera curba A B; determinar la'velocidad
que tendrd en qualqmer punto deI espacm corrido.
Fig. 212.°

-~ - Tirese-la horizontal .\ 4G,y béxese 4 ellala per-
pendicular BC que se prolongari. hasta que sea B.D
= g. Considérese que la recta BE gs tangente 4 la
curva en el punto. B, y por €ste tirese la perpendi-
cular DE 4'la recta BE , que serd la. potencia;con
que el cuerpo anda el elemento’ B 4. Lldmense, BG
=, y u la velocidad del cuerpo en-el punto B,y
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se tendrd (437) BE X Bb = amwdv. Tirense las
rectas b¢ y Bd respectivamente paralelas ‘4 las BC
y AC; y por la semejanza de los tridngulos B E D
Bbd, setE BD: BE =— Bb:bd, y por consiguiente
BEX Bb=DBDXbd=gdx: luego serd gdx =
emvdw; é integrando se tendrf g&¥ = mv?, de don-

de resulta ser v =l’ﬁ » Que es &c.
COROLARIO.
482. Si se supone g igual 4 m como sucede en
los cuerpos terrestres {420) serd dicha velocidad igual
s Vs, y por consiguiente (394) igual 4 la velocidad
que dicho cuerpo adquiriria en B, si corriera el es~
pacio CB. Baxada la perpendicular HHG==q 4 1a ho-
rizontal 4G, la velocidad del ‘cuerpo en el punto H
serd igual 4 Fa.
PROPOSICION XXXIX.

f Lol

483, ' Si los péndulos AKX 'y AL hacen sus osci-
laciones por arcos semejantes; determinar la razon
de los tiempos de dichas oscilaciones. Fig. 213.
Supéngase que dichos pénduloshan llegado 4 4B
y AC", §'bien que los cuerpos # y M han' corride
los arcos KB y LC semejantes; y exprésense las po-
tencias constantes, que actuan sobre dichos cuerpos,
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por las respectivas verticales BD y CQ. Tirense las
rectas DE y Q H perpendiculares 4 las tangentes BE
y CH; y lldmense dT y d¢ los; tiempos en que los
cuerpos M y m hancorridolos-arcos infinitésimos €¢ y
Bb .,V y vlas velocidades que dichos cuerpos tienen
enlos puntosC'y B, CQ—G, BD =g, AC=R,y

7 ; : ' Ny miv,
AB = r. Consta ser (436) dT:dt = —— 155 s pe-

ro por la semejanza de los tridngulos CHQ y BED.

es CH:BE—G:g:luegoserd dT:dt = .M_(j.y:'—"g-’.

Ahora si se prolongan las verticales QC y D B has-
ta encontrar las horizontales LI y KX F en O y N;

4 s = N'GxCO), ylgxBN) .
serd (48:1) Vv s e‘«;m ) pero por
la semejanza de los tridngulos LOCy K N B es CO:
BN—=—LC:KB=R:r:luegoserd ¥ :v = "5;4&:

.ﬁ:gxr) - a5 J'GxR Bl {

Y£X7). por consigniente dF:dy — YO*R) . ¥igxr).

Jm ? P gu 5 o T Jm Lpe

10 se ha demostrado ser dT:d? = ”%’—I-' : ey luego
T g

{ MxR f zaf [ 20715
serd dT:dz "_"i';}?}') : -"%’;_:‘i}. , ¥ porconsiguiente T':#

Jfoﬂ mxr)
= M0 Ty A
G i Que es &c.

bbb
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COROLARIO.

484. Inficrese ‘que siendo M=m, y G=g, 6
bien M:m=G:g, serd 'T:t=/R:]/;-: luego
conociendo €l tiempo de una oscilacion de un péndu-
lo simple de una longitud dada, se conocer4 el tiem-
po de una oscilacion de otro péndulo cuya longitud
sea dada, 6 la longitud de este péndulo, quando sea
dado el tiempo de una de sus oscilaciones. Consta
por las experiencias de M. Bouguer en Paris (hechas
las correcciones correspondientes relativamente al ca-
lor, 4 la resistencia del ayre, y 4 la altura sobre el
nivel del mar) que un péndulo simple, que tiene la
longitud igual 4 3 pies y 8 67 lineas, hace una -osci-
lacion en un segundo.

PROPOSICION X L.

48s. Si se suponen los péndulos AL y AKX igua-
les , .como tambien los arcos LI =KF ,y LC=
que andan los cuerpos M y m, y son desiguales las po-
tencias constantes que actuan sobre dichos cuerpos;
determinar la razon de los tiempos, en que correr4n
dichos arcos iguales, Fig. 214, </ . \
Supomendo la misma preparacion en la Fjgura quc
se ha expresado en la Proposicion antecedente, y las
mismas denominaciones dadas 4 las cantidades, serd
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(436) 4T cdt = ng{v ”;g’ s pero por la semejanza de
los tridngulos CHQ y BED es CH:BE =G :g:

luego serd dT':dt = ﬂ-—"gf:ﬂ Consta ser (481) Vv =

J(C'X('O) d(ngN)

i ; pero.las perpendiculares CO=BN:
luego seré Vio=73 M :}’g , ¥ por consiguiente 7"

dv= ::I—g jg y habléndose demostrado: antes dT :

MAYV mdo JM Jgm
dr_._c:. B se tendrd dT': df = -G ~—, de don-
SV Jn

ulta erT =2 ue es &c.
der(.es..s Ty . Que e

COROLARIO L

. 486.. Infiérese que si es,.M=vm, serd 7':z= J—G:J-i.g.

COROLARIOIL

487. En la hipotesis de: la. Proposicion anteceden-
te, serdn los nimeros de las: oscilaciones » que hagan
dichos. dos péndulos en un. tiempo. dado . en la razon
inversa de los tiempos en que hagan: dichas oscila-
ciones: pues siendo NV y #.los ntimeros de las osci--
laciones que hagan los péndulos. 4L y AK en un
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v
tiempo dado T, serdn T = 'Iv" sy t= -ﬂ; por con-
n

siguiente T:t:%:{-,\de donde T':¢=—=n:N, €
invirtiendo N:n —1¢:T.
COROLARIO IIL

488. Por tanto siendo (486) los tiempos en 1a razon
inversa subduplicada de las potencias, esto es, T : ¢

NG
nes en un tiempo dado de dos péndulos perfectamen-
te iguales que corren arcos iguales en la razon di-
recta subduplicada de dichas potencias, esto es, n:N'

=]/gl':VG; por consiguiente g:G =n?: N?.
PROPOSICION XLI

= "1‘-::,%’ serdn (48%) los ntimeros de las oscilacio-

489. Si los péndulos 4B y CD de una misma
longitud R hacen sus oscilaciones por los arcos igua-
les BE y DG en los tiempos desiguales T y ¢, cu-
ya razon es dada; determinar la longitud del péndu-
lo A F, que teniendo la masa y la potencia respectiva-
mente iguales 4 las del péndulo 4B, haga las osci-
laciones isocronas al péndulo CD por un arco F L se-
mejante al arco DG 6 BE. Fig. 215.

Porque los péndulos 4B y A F corren arcos se-
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mejantes, y tienen las masas y las potencias iguales,
serd (484) T:t = FR: I/AF; pero la razon de los
tiempos T 4 ¢, y R son dados por la suposicion: luego
se tendr4 la longitud del péndulo A F que se busca.
Que es &ec.
COROLARIO.

490. Si 4 los péndulos 4B y CD iguales estdn

aplicadas masas iguales animadas por las respectivas

potencias G y g; serd (486) T':t — ;. pero

T dg
es (489) T:t = J/AB: P AF: luego serd FAB:

K4F= ! dg’ y por consiguiente A4 B = CD:

AF =g:G: luego si dos péndulos des:guales AF
y CD que tienen masas iguales animadas por las po-
tencias constantes G y g hacen sus oscilaciones isé-
cronas por arcos semejantes, serdn las longitudes de
dichos péndulos como las potencxas aphcadas é sus

masas.
ESCOLIO.

491. De lo expuesto resultan dos métodos para
determinar la razon de la gravedad en distantes Re-
giones 4 'y B de la Tierra.

1%, Los Observadores en las regiones A4 y B pro-
veidos de péndulos perfectamente iguales en el tiem-

po de una revolucion de una Estrella fixa hagan os-
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cilar sus péndulos en arcos iguales, y noten el ni-
mero de las oscilaciones ; y serd, (488) la gravedad
en A 4 la en B en la razon duplicada del nimero de
las oscilaciones notadas en « 4 €l de las oscilaciones.
en B.

9%,

El Obgervador situado en .4 note el nimero
de las oscilaciones de su pendulo hechas en el tiem-
po de la revolucion de una Estrella fixa; y el otro
observador en B varie la longitud de su péndulo, 4
quien est4 aplicada una masa igual 4 la del primero,
hasta que-en el tiempo de dicha revolucion complete
el nimero de las oscilaciones que notd el Observador
en A3y serd (490) la gravedadenZ4laen B en la
razon -de Jas longitudes de los péndulos que tienen

los; Observadores en Ay B.
PROPOSICION XLIIL

. 492451 el ;péndulo; C D compuesto. de las dos ma~
sas M y m proporcionales. con sus: gravedades, oscila
por arcos semejantes F'B'y D A; determinar la lon-
gitud del péndulo simp]é KF movido por la masa M’
proporcional con su gravedad , de modo que oscile en
el mismo. tiempo por un arco EH semejante 4 di-
chos arcos.. £ig. 216.

Considérese que A4a, Bé&, Hb son los respectivos
t:_lgrgeqtos. de los arcos DA, FB, EH ; sean .Af,
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Be, Hg las verticales que pasan por los puntos A,
B, H, y desde estos puntos bixense 4 ellas las per-
pendiculares af, be, bg; y némbrense &7, v, W las
respectivas velocidades de las masas .4, B, H, en los
mismos puntos 4, B, H. Expresando la gravedad de
la masa M por la recta BO, y baxando desde el
punto O Ia perpendicular OV 4 la tangente BN se-
4 (437) BN X Bb == 2 MK vd9j pero por 1a'se
mejanza de los tridngulos Beb y BNO es BN : RO
= Be:Bb, de donde BN X Bb=BO X Be =
M ¥ Be Iuego seré M}(Eea: QMX'Ud'U Con
el mismo raciocinio se demostrard ser m X A e
em XAV ,y (C) M' X Hg = 2M' X WdW;_por
consiguiente serd (D) M X Be+mX Af =2 M X vdv
+2m X P dV . Por la semejanza de los tridngulos A}fz
y Hgh es Af ¢ Hg como Aa 4 Hb 6 bien como
AC 4 HK por la semejanza de los sectores AZCa

y HKb, y por consiguiente A f— g—f{'-x Hg: y
con el mismo raciocinio se demostrard ser Be —
5 X Hg. Y substituyendo los valores hallados de

Af'y Be'en'la equacion anterior D se tendrd (E)

M_ﬁ%%_”‘fxlfg=2lﬂ')(vdv+2mxi’d?' y

por estar carridos los elementos 4a y H A con movi=
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fniento uniforme en un mismo: tiempo con las velo-
cidades 77y W, serd V':-W=Aa:Hh—_AC:KH,
y dV:dWe=AC: KH, de donde VAV :Wdl ==
AC*:KH®, y VdV—-—;g,doW y con el

mismo raciocinio se demostrari pex vdv = jf [(;. x

Waw : luego substltuyendo los ‘valores hallados de

Vv y vdvenla equacioq E se tegdr_é E%ﬂx—m _X

Hg= Q_M&BCEEEWCA e WdW, pero por la equacion

_ it - __ MxCB* 3 mxCA*
.C' es Hg==2WdW luego serd KH — — o

_Que es &c.

COROLARIO L
. 493 Si en el péndulo compuesto C' 4 (Fig. 216.)
hay tres masas B, I ,.d , se hallard con el mismo
método la longitud del péndulo simple X H igual 4

: F 2 2 il ;! .
&gfm“;};gf :A‘iz,ﬁ” ; ¥ asi sucesivamente con el

mismo érden, de donde resulta que la longitud del
péndulo simple X' H es igual 4 la suma de los pro-~
ductos de cada masa multiplicada por el quadrado
de su distancia al centro C', partida dicha suma por
la suma de los productos de cada masa multiplicada
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imr su dxstancna al mismo centro C.

COROLARIO IL

5 494. “"Por ‘tanto si es 4B una barra inflextble
(Fig. 217.) colocada en la direccion del péndulo C B
se podr4 determinar por lo demostrado en el Coro-
lario antecedente la longitud del péndulo simple K H:
pues haciendo CI =z, y el elemento i =dz, se

]

Sdzxz®* 4+ M _ %274+ M 1
tEndré W= F o ek Para la deter

minacion de las constantes adviértase que las integra-
les §.dz X x* y §.dz X z son cero, quando sea' z=CB
que nombro ¢; por consiguiente serdn, M — w=3¢ 3,

23 —c3

y Ne=—%c?:luego sers KH =13 X 2=, =3%

z*'-];cijc": y siendo 2=CA=—a, se tendrd KH

F et )
=X —“—"ﬁt"—_-; y tomada CP — K H , serd (371)
el punto P centro. de oscilacion del péndulo propuesto;

PROPOSICION XLIIL

493 Si las masas 4 y B del péndulo compuesto
ACRHE se hallan enr el mismo plano en que oscila
dicho péndulo, pero no directamente con el pun=
to €',y si son dichas masas proporcionales con- sus:

cce
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gravedades ; determinar la longitud del péndulo sim-

ple CD que haga sus oscilaciones en el mismo tieme
po que el compuesto. Fig. 218, 210.

- Es evidente que el péndulo compuesto 4 C'_B ha-
brd hecho una semioscilacion, hallindose en la po+
sicion aC#% en que la linea vertical Cd pasa por el
punto.e centro de la gravedad de dichas masas: de
donde resulta que siendo, 4/C B la primera posicion
del péndulo compuesto, la posicion del péndulo sim-
ple que se busca se hallar4 en la direccion CD que
pasa por el centro de gravedad de las masas A y B,
6 bien en una linea paralela 4 dicha CD. Ahora su+
pbngase que el péndulo compuesto .4C B ha baxado
4 la posicion FCG, y el simple CD 4 la CH que
pasa por el centro A de las masas A4 y B existentes
en los puntos F' y G. Por los puntos £, H, G h§-
ganse pasar las verticales Mm, Pp, Nn, que en-
cuentran la horizontal CX en los puntos M, P, IV;
y desde los extremos de los arcos evanecentes y se=
mejantes Fa, Hb, Gb béixense las perpendiculares
am , bp, bn & dichas verticales: luego (492 ) se
tendrdn las equaciones (C) HX Hp=2HXWdW,
(D) AXFm +BXGn=—2AX VdV+ 2B Xvdv,
llamadas W, 77, v las velocidades de las masas :H, 4,
B en los puntos H, F,G.Y siendo Fm & Hp coma
la compuesta de las razones Fm 4 Fa, Fa 4 Hp,
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y Hb & Hp, 6 bien de las razones CM 4 CF por
la semejanza de los tridngulos Fma y FMC, CF
4 CH por la semejanza de los sectores CFa y
CHb, y CH 4 CP por la semejanza de los tridn-
gulos Hph y HPC, serd Fm 4 Hp como, CM 4

CP; por consiguiente F'm = X Hp: con el mis=

mo raciocinio se demostrar4 ser Gn =%¥ X Hp: lue-

go substituyendo los valores hallados de F'm y Gn

AxCM BxCN %

XHp+=5,

Hp—2 AR VIV +2BX vdv, pero son , 27 I/V_
CF"'CH;, AV :dW = CF:CH, VdV :WdW —

en la equacion D, se tendrd

CF° CH*?, de donde VdV_- L X WdW,y por

AxM

igual razon 'vdv._t.ﬂ, XW dW: luego serd

xCN AxCA? BxBC*
Hpq..B_tg, pr._QLH, )(WdW--{-zu1

wWdw pero por la equacion Ces Hp=—2WdW: lue-

g0 serd A”C‘?:PB SN -—A"CA‘CTB xB( 7 . Desde el cen-

tro-de gravedad & béxese la perpendicular KO 4 1a
horizontal C X ; y por la semejanza de los tridngulos
CHP y CKO serd CP:CH=C0:CK ,y porcon~
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a0+ CHxCO 4 AxCM4BxON _;
= 0 serf SX Tl
siguiente CP = luego serd oD

—~ 3 " )
KC-'_—'AXCAC;;BXBC’! $ Bien AxCﬂg-[-onCN X CK

o AxCA? g g *BC? . pero es (63, 54) AXCMHEBXCN

;'t (A4 B)XCO: Iuego' seri (A-I-B)égoxc[( _

AxCA? 4 BxBC?, b __AxCA* 1 BxBC*
oY por consiguiente CH AT BCE

Que es &c.
. COROLARIO L

496. Se infiere que siendo F'G perpendicular 4 CH,

y las masas 4 y B iguales, seré CH = %%‘:%; —

._BXCF’ : _ ¥
“BxCK_ " :
' COROLARIOIL

497. Luego si en el péndulo compuesto la barra
G queda dividida por medio én su centro ‘K de
gravedad , y es perpendicular 4§ CH, y se nombran
KR—ux, el elemento Rr—dx, y CK=a; serd
(496) la longitud del referido péndulo simple CH ==

2 =
S-(a’;_:_‘;: Yxdx sl 3@ 3—:— X . 5 wisbileddo s K=,

2 3
se tendrd CH ;—.-ﬁ?"‘;—z’m
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PROPOSICION XLIV.

498. . Si'las masas A y B del péndulo cornpuestq
,d C B no se hallan en el plato vertical que pasa por
el punto C; determifiar 1a longitud del péndulo sim~
ple CH, 'que haga sus oscﬂacmnes al mxsmo t.lempo
que el compuesto. Fzg. 236, 8 10T X AR R G
Supbngase que ‘el péndulo compuesto ha baxado é
ACB, y el simple 4§ CH: es evidente que la posi-
cion de dicho ‘péndulo simple debe quedar en la rec-
ta CH que'pasaipor el puntoiX centro dela gra=
vedad de las masas A4'y B. Firese ECF perpendicu-
lar al plano vertical que pasa por CH ; por la rec-
ta ECF hégase pasar el plano horizontal DEFG;
por los puntos A .y B bixense las. perpendicula-
res AR y BS 4 la recta RS’ por Tos puntos 4, H, B
hdganse pasar las verticales. «Am, Hp, Bn; que se
prolongardn hasta encontrar el referido plano hori-
zontal en~los putitos # ;P N ; tirense’las rectas
RM,CP,SN; y"ﬁnalmente'sobre dichas vertica=
les béxense las perpendlculares am, bp, bn, desde
Tos extremos de los arcos infinitésimos semejantes Aa,
Hb, Bb descritos por los radios R4, CH, SB: lue-
go se tendrin (492) las equaciones (C) H X Hp —
2HXWdIW, (D)Axdm+B)(Bn_2/1deV
2B X vdv Y siendo Am 4 Hp como la compues~

L
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ta de las razones Am 4 Aa, Aa 4 Hh, Hpb § Hp,
que son respectwamente 1gua1es 41as RM 4 R A,
R'A 4§ CHyCH & CP, por 1a sémiejanza de los trifn-
gulos Amay RAM,RAay CHb,HpH'y HPC',
sé tendré Am: Hp--RM CP, de donde Afm

)( Hp y' por xgual razon seri Bn E pr,

Iuego subsntuyendcr los valores hallados. de Amy Bn

en la equacxon D se tendré -_..__A”RM % HP+P:;N X

Hp— 24 ¥ VdV-_-l—- 2B X wdwv;peroson W =
RA:CH,dV: dW=RA:CH, VAV iWaiW =

doW, y pot

RA_’:CH de doude VdV—cﬂ,

M.
zguaI razon vdv__ CH, XWdW luego serﬁ u, e

X AxRA* qu i
HP+BWW>‘HP"- !cm XWdW"" i A
WdW ; pero por la equacion C s Hp = QWdW

. E a
Tuego serd /"Mg; BesH ) ﬂxRACEf’-‘BS 3 pero tlra-

da la perpendicular ff (o} 51a recta CP, es C'P :CH
("Hx

RM+ BxSN SISy

=C0:CK,y cp_. I

o) luego serd 2 S

CK= AxRA:':‘ﬂx.ﬂ'B : PO‘i‘ con51gmente Ax RM&B*SN
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C’K d:R4 C";IB"BS y por ser el punto K cen_trur
de las m?sas dy E cp (63, 54) r‘ngM'l‘B,xSM

&= (.A’-I-B)}{C'Oﬂ iuﬂgq se;é (d-‘-B}}qCKa

AxRA* + BExBS? 5 ¥ pori consiguiente CE{; igual, 4

CH
AxRA* 4 Bx BS* W T
G ket (T e
' COROLARIO. = -

499. Se infiere que, §1endo A=B, y AB per~
pendlcular i C'A serd AK =='”BK vy RA=CK

= BS§; por consrguxente C_'H = ”i"?ﬁ; _C'K es-

to es, serd el péndulo srmp‘lc CK }socr(mo al com=
puesto A4 C'B en dlchas suposiciones, - - = :

PROPOSICION XLV,

- goo. :Si el arco circular. 4D e mayor que el ar<
co BD del mismo mrculo serd el tiempo de la os~
cilacion por diche primer arco’ 'mayor que el tiempo.
de la oscilacion por el segundo, Fig. 221.

Supdngase que’ el péndulo ha ‘baxado de-C.A 5.
CB; y por los puntos A4 y G‘ﬁrcnse \l‘éc perpcndx-u
culares AE y GF al r4dio CD. Némbrense DE
&=?, r 1a longitud del péndulo C’IQ, el arco 4&

AN
/ \
- 4
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(39%)
=gl gravedad del cuerpo aplicado al péuclt:vloj
p la velocidad del cuerpo en G, dt’el tiempo infi~

TK T 2

m‘tés1mo Que gasta e péndnto para eorrer el elemen—
{6 dsdél 'arcd 4G | v “fiflalmerite D'F — #. Constd

. ds . e,
ser €391‘) 21=l“'i'; sy .por- consiguiente dt=_ % ; pera

rdx

Tora—we)* luegooséré dz &= T e k.

: 3
YA 2T Kem 5 )

ds=r=

Y por ser v = ‘ﬁ"‘-‘ﬂf:‘”-) (48x), se tendrd dt — =

P 5o 1 Sdws ™ o :
o7 )( ﬂ,,_x)w(zm_%a}. Ahora desde eT punror B

béxese la perpendlcular ij al r£d1o C' D hégase
FK:YD=EF: ED; enel punto K 1evﬁntese SO¥
bge €D la perpendiculax KK ; y némbrense, D
e=c, DK = «', di el tiempo infinitésimo que el pén~
dulo CB gasta para correr el elemento del arco B H :
y con el mismo raciocinio expuesto anteriormente se

s aac LA d«’
tendrd dt’ : e—xd( ,)’J(W __x,x,)., pem es
i filss 37
2% —é.c, de d.cmde x'= —-° luego serd dt’—* r:;:)é

J 1 UL

dx
¥ P@J.'O s N o—=x)ep)(2rx—2%)

P’é—x)x}(('zrx;— B 201 ok 10q w2
o },g.; . o g
I/(b-—.x)xy 105
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serd dt > d¢', y asi siempre : luego en los péndulos
iguales C4 y C' B, que hacen sus semioscilaciones por
los arcos AD y DB, serd el tiempo de la semios~
cilacion por el mayor arco 4D mayor que el tiem~
.po de la semioscilacion por el menor arco B D. Que

es &c.
ESCOLIO.

gor. La integral dela férmula — Q(b—x)x?(zrx:ﬁ?)'

depende de los arcos elipticos é hiperbdlicos: pues

S

E J z -
Jhaciendo ¥ = oS¢ transforma dicha formula en la

3 : ' dz
(M) FBrR— Joabr—aryediar®—7)» que se reduce 4

- N2r —dz M4r*—=2) dep(—2brya?) \
4ri—2br x M 2br—a®) + v—ar wz*) N

cuyas integrales se tienen por lo demostrado (I1I. 369).

“Adviértase que siendo los arcos 4D y BD muy pe-
quefios en comparacion de la circunferencia del cir-
culo, las semioscilaciones en dichos arcos se podrén.
tomar por isécronas.

" PROPOSICION XLVEL

s02. Determinar la curva ABC,en que el cuer-
po, que se dexe caer desde qualquiera punto B de
ella, llegue en igual tiempo 4 su punto inferior C.
£ig. 222.
ddd
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Tirese por el punto B la recta BG perpendicular

4 la vertical CF'; sea BE tangente 4§ dicha curva
en el punto B ; exprésese la gravedad del cuerpo por
1al'vertical BDj; vy tirada la récta ‘DE perpendicu-
lar 4 la BE, setd BE la potencia con que 'se mo-
verd el cuerpo por el elemento B4 de la referida cur-
va. Adem_ﬁ.s tirese e perpend:cular 4 la ordenada BG;
V. no:nbpgnse, CG=w,;BG=y/BC=s,BD=g,
Supongase la: potencia proporcional con el espacio que
ha de correr el cuerpo, esto es BE —n» X BC, pa-
Ta que el mismo cuerpo ande el espaclo B C en igual
tiempo , qualqunera que sea el punto B de la cur-
‘va de donde empieza 4 moverse. Ahora por la se-
mejanza de los tridngulos BED 'y Beb es Bb:be —
BD:BE, esto es, ds: d.x*'ﬂg : BE , y por consi-

_gmeute serd BE = ’edx ; pero BE =nX BC: luego

d .
.seréd ’er =nXs, de donde resulta ser gdox —n¥

dzgx

Y ds =2 f,;x%—-
pero (IIl. 219.) ds = de"-}-d_y"). luego serd
‘/(dxz-}-dyc')—'

sds, ger=aXEs?, 5=

g
yor e X , de donde resulta s_er

V(E—2) g
dy=_2"_ % dxequacion 4 la Cicloide, cuyo exe

Ve
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CF=£ (1IL 308.); y respecto de que » puede ser
' - 2n 5 7 .

qualquiera numero, tambien qualquiera Cicloide go-
zar4 de la propiedad que se pedia. Que es &c.

COROLARIO

503 Por tanto si se describen ( Fag 223.) las se-
micicloides iguales BOA y Bga cerca del exe co-
mun BH, y si se hace oscilar el péndulo BG en-
tre dichas dos semicicloides 3. las_ oscilaciones de él
serén isdcronas, ya describa el cuerpo mayores , ya
fenores arcos de la curva 4Ga, por ser (M.319)
las curvas de evolucion 4G y aG otras semicicloi=
des iguales 4 las BQA y Bga pero colocadas in=
versamentex

PROPOSICION XLVIL

go4. Determinar la razon del tiempo que gastz
un cuerpo, para, correr la semicicloide 4C, al tiem-
PO que gastaria el mismo cuerpo para andar el exe
F(C de la.misma. curva. Fig. 222.

Supéngase que el cuerpo empezando su movi-
miento desde ‘4 Ha corrido el espacio AB. Tirese la
qrdenada BG al exe:C F ;. por el punto & infinitamen-
te préximo 3l punto B béxese la perpendicular be 4
dicha ordenada ; sobre CF como didmetro describa~
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se el semicirculo C H F'; y finalmente tirense Ias cuer-
das CH y HF.Némbrense, /B=s,CG=2x,CF
=—ar, ¢ ¢l tiempo que emplea el cuerpo para cor-
rer el arco 4B, y v su velocidad en el punto B. Cons-

ta ser ds == mm —— dx"” (1L 308); pero (391) ”“g}i

6 bien dr = '%:— » Y v:{zlxl/w-—x) (410, 482):

luego serd df = — ._‘1&2.”_, ¢ integrando se ten—.
/2K Q) 2r—%*) _ ]

dri t_arcj, ‘?F, por consiguiente el tiempo de la

caida del cuerpo por la semicicloide A4C serd igual
4 la semicircunferencia FH C partida por Vr/; pero
(410) el tiempo de la caida del mismo cuerpo por
el didmetro FC— V(47):¥/: luego serd el tiempo
de la caida por la semicicloide A4C, 6 bien por qual-
quier arco BC (502), al tiempo de la caida por F'C’

. ey .- FHC .
como la semicircunferencia 4 Y/ 4r, 6 bien co-

mo la semicircunferencia FHC 4 2r. Que es &c.
PROPOSICION XLVIIL

5og. Determinar la Curva Isécrona BMN, en
fa que ande un cuerpo B movido por la fuerza de
la gravedad , de modo que en tiempos iguales se acer-
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que igualmente 4 la horizontal FN. Fig. 224.

Supéngase ser A4 F la altura, por la qual descen-
de el cuerpo 4 la horizontal F NN, Llimense, AP=ux,
P M =y, v la velocidad del cuerpo en M, Mm==ds,
y dt el tiempo en que anda el elemento Mm; y se

tendrd (391) ‘b‘= , de donde dt = ‘:.; — J(dx* + dy*)

v
(IIL 219.) ; pero (482) v=9 2,y dt=dx porque
las alturas verticales Pp son como los tiempos por

los arcos Mm: luego serd dx— —".@"_:-’tﬂ: de don-

de resulta ser, dx ¥V —V(dx*+dy*); quadrando
y trasponiendo, dy* — xdx®*—dx*; extrayendo la raiz
quadrada , dy —=dx¥ (¥ —1); integrando, y =% X
(.x—-:)g‘; quadrando 2 = ——)((x—- 1)3 —4 )(2:3,'
hecha ¥y —1—2; y ﬁnalmente z3==2 7 X y2 equa— .
cion 4 la Paribola. ctibica, que tiene Ia abscisa =z,
la ordenada =y, y el pardmetro = —‘;. Siendo » 1a

altura que anda el cuerpo, y & — 1 = 2, la parbo-
la ctibica B M N empezard desde el punto B, toma-

da AB=1;y sise llama p el pardmetro de la di-
cha curva, serd = 2 AB, de donde .AB::——p.

luego el cuerpo deberé correr la altura AR 1gu?al 4
| ‘; del pardmetro de la referida Paribola;, antes que

empiece su movimiento en la misma curva. Que es &c,
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PROPOSICION XLIX.

go6. Determinar la Curva Brachistécrona 4B,
por la qual un cuerpo .Z movido por la gravedad
descende desde un punto dado £ 4 otro dado B en
el minimo tiempo. Fig. 225. '

Tirense las ordenadas P A/, pm, On 4 la verti~
cal AZ, y considérense infinitamente préximas, de
modo que sea Pp=p 0 ; y bdxense las perpendicu.-
lares MR, mO, nS 4 dichas ordenadas; y serén,
MR=m0=—ns,y RS constante ‘fespecto al arco
Mn. Llémense, AP— x, PM—y,RS=dz,C
y ¢ las respectiva-s;-veluéidades constantes, con las
que el cuerpo anda los arcos evanecentes Mm y mn,
y- finalmente dz el tiemp_o__&el descenso por el arco,
M,—g; Y,SE{'éﬂ Pp:_prg:—_'MR :?IS :dx., miR
—dy,y mS =0n=—dz—dy; por consiguiente mn
e=V(da®+(dz—dp)?), vy Mm=Y(dx>+dy?).
Siendo (391) la velocidad C igual al espacio Mm par-
tLio por el trernpo en que el cuerpo anda el n‘usmu:

espacio, serd dicho tiempo- 1gua1 & .;__‘g-_dﬂ ;¥ por.

la misma razon el tlempo en que eI cuerpo anda eI

(“’” + (d"""iy )2) 1u_ego.- se-

elem-'—'nto ma.: seré ighal' &

r4 el tiempo dal descenso’ por ‘Mn, esto es, dz=
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Yl S ) )

; pero dr debe ser
muumo % dx y dz son constantes W dy var;a-—

dyd*y
: 0. dﬁerenmando se tendrd -~ —
ble lueg T dx +—dy_5- +
dyady—dud*y

p— N : -
mﬁ—dﬂ’ d t= o (III 281); de donde re

dy‘ 1 I. o 2 az—‘dy 3
SU].ta Ser C?"(ax +dya) cxv{dxx*«r_(dz_dyJ,) s 6 .bleﬂ

mR hSe Y
L (.'xil'lm'='f.xmu __cxmﬂ 7Pero (482) C‘—' "[AP, 6'-—-

' sl Togm UL ToogpsT 8l vt apin iy
4/Ap: luego serém Tl blen —

= iﬁgiﬂ’; por consiguiente el pr_oductc_)" de la 'Iz'é.i'z
~de la abscisa por €l elemento del arco correspondien-
te partido por la diferencial de la ordenada, serd
siempre igual 4 una cantidad constante que se supon-
dr4 igual 4 Va,dedonde Ya=Y2L ;‘{"J=*’ﬁﬂgﬂh
dy1’a=VxX‘V'(dx’+dy°) yady* =xdx*4+xdy?,

s ___ xdx®

dy? = —+ .4 y-:,———; equacion 4 la Cicloide

(111 308) que tiene el didmetro del circulo genera-
dor igual 4 . Por tanto la Cicloide es la curva de la
caida mas veloz. Que es &c.
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ESCOLIO.

goy. Para determinar con método mecdnico el
didmetro L2 ==a del circulo generador de la semi-
cicloide ABY ( Fig. 226.) que pasa por los puntos
dados 4 y B, béxese la perpendicular B/ § la ho-
rizontal AL, sobre A1 escribase ‘Ia semicicloide
Aby, que quedari cortada por la recta 45 en un pun-
‘to &, tirese la recta &1, por el punto B higase pa-
sar la recta BL paralela 4 dicha 4/, y proléngue-
“se hasta encontrar la horizontal 4L en L, y final-
mente. tirese la vertical L 2" igual 4 la quarta pro-
‘porcional de las rectas 47, AL y Iy; con lo qual
se tendr4 el difmetro del circulo generador de la se-
'm1c1c101de ABY. Flindase esta construccion en Ia
-semejanza de las Cicloides A%y, A B2, como fi~
cilmente se puede probar.

PROPOSICION L.

508. Si eI péadulo A D describe 1a superﬁo:e del
cono recto ABE; determinar la velocidad que tiene
en qualquier punto B del espacio corrido, y el tiem-
po que emplea para andar el mismo espacio. Fig,
-92%,

- Tirense las rectas £C y BC al centro C de la
base de dicho cono ; exprésese la gravedad del cuerpo
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D con la recta vertical BK ; y tirada la recta AN
paralela 4 la B4, seri BN la potencia del cuerpo
dirigida al centro C del circulo BD £. Némbrense,
BK=g,BC=r,AC=154,v la velocidad del cuer-
poen B,DB=ys,yt el tiempo que gasta el cuer~
po para correr el arco s. Y por la semejanza de los
tridngulos BAN y BAC es AC:BC=BK:BN,
esto es, b:r=g:BN; por consiguiente serd BN

o fgg ; pero la potencia BV constante dirigida al cen-

tro C del circulo y capaz de detenerle en la eircun-

ferencia del mismo circulo, es igual 4 = ""’ . por Io

que se demostrard 4 continuacion: Iuego serd % =

mop?

2 de donde resulta ser v = “"2 g . Y por ser (391)

- ds ds L Nhmxds .
V= 7 0 bien dt=-;, serd df = W,é nte=-
grando se tendrd 7= 2", Que es &c.

tay2kg

Del Movimiento libre curvilineo de los cuerpos.

PROPOSICION LI

§09. Si el cuerpe m cerre con movimiento uni-
eee
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forme la circunferencia del circulo #R.A4; determi-
nar la potencia con que se mueve en dicha circunfe-
rencia. Fig. 228.

Supéngase que el cuerpo m se halla en el punto
A del espacio corrido, y que tiene la velocidad da-
da v. Tirense, el difmetro ACE, la tangente AT
en el punto A, y las rectas RT y R B perpendicu-
lares 4 las respectivas rectas AT y AC: y consi-
dérese el arco 4R evanecente. Si dicho cuerpo no
estuviera animado por una potencia, seguiria su mo-
vimiento uniforme (352) segun la direccion de la tan-
gente AT , y en un tiempo infinitésimo d# andaria el
eleméito AT : y considerando que la potencia, que
actua en 4 sobre el cuerpo, le haria andar el espacio
A B con movimiento uniforme en el tiempo dz; dicho
cuerpo andaria (386) el arco evanecente 4R con mo-
vimiento uniforme en el mismo tiempo: y respecto de
que el cuerpo corre uniformemente la circunferencia
del circulo, y la variacion de su direccion es siem-
pre la misma , es evidente que en qualquiera punto A4
del espacio corrido estard animado el cuerpo por
una potencia centripeta constante dirigida hdcia el
-eentro C del circulo. Llimense, m la masa del cuer-
po m, el radio AC—=r, y fdicha po"tencia. centri-

peta. Consta ser (438) i:%, de donde g X E:'
o? ) i
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dti

= s: luego en el caso presente serd %’; X% ;;; =AR;

AR? AT?
pero AB—_—? =: luego seré X—

AT <——; pero siendo la velocidad v constante es (392) n: d#

=9: AT, yn*:d:>=2v": AT?: luego serd ki}(
- 15

AT* . AT? es E
57 = —3 por consiguiente se tendr f = i

2kr®
Que es &c.

COROLARIO.

g1o. Si el cuerpo m, que anda (Fig. 229.) por Ia
curva 4D, ha llegado 4 un punto B de ella, y con-
tinua su movimiento en el elemento BZ; la poten-
cia aplicada al cuerpo en la direccion BC perpendi-

cular 4 la curva en B serd igual 4 ’:;’R » 6 bien nom-

brada f dicha potencia como antes deber valer la
equacion 2kRf=mv?, en cuya expresion es R el
radio BC del ésculo.

PROPOSICION LIL

g11. Si el cuerpo m animado por una potencia
constante igual 4 la centripeta, que le detiene en 1a
eircunferencia 4 R4, anda el espacio rectilineo A4C;
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determinar el punto D, en donde tenga su velocidad
igual 4 la de rotacion, esto es, igual 4 la velocidad
con que se mueve €l cuerpo m en dicha circunferen-
cia. Fig. 228,
Lldmese « el espacio corrido #D que se busca,
y supénganse las denominaciones antecedentes. Sien-

do pues la potencia f constante, serd (438) 4kfx =

m‘UQ-',-PeI'O (509) f='£-f;_—, 6 bien 2krf=mv*:

luego serd 4kfx — 2krf; por consiguiente se ten-
dr4d x = Lr. Por tanto el cuerpo m animado por la
potencia constante, que le detiene en la circunferen-
cia del circulo, debe correr la mitad del radio del
mismo circulo, para que tenga una velocidad igual
4 la de rotacion. Que es &c.

PROPOSICION LIIL ‘

s12. Si dos cuerpos que tienen las masas respec-
tivamente iguales 4 /M y m, y éstas animadas por
las respectivas potencias centripetas F' y f dadas, an-
dan las circunferencias circulares C' y ¢, cuyos ra-
dios son R y r; determinar las velocidades 77 y w,
con que se moverdn en dichas circunferencias, y los
tiempos periédicos T' y # que empleardn para cor-
rerlas: y al contrario.

1°. Se ha demostrado (509) ser F=%. /=
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luego serd ' F': f — MV 2

el ——, de donde resul~

FR
ta ser ¥ 0% = Gy fr s ¥ por consiguiente Z7:»

= iF:,i“j;R s Mlr «m , esto es, serdn las velocidades que

se buscan en razon compuesta de la subduplicada de
las potencias, de la subduplicada de los radios, y de
la inversa subduplicada de las masas. Que es lo pri-
mero.

2%, Siendo uniforme el movimiento de los cuerpos M

ym,serd (382) T:2 = :?c; pero €8 Cio=—R:r;

Rooow
luego serd T':¢== > : 3 pero se ha demostrado

t : Jon R [ JBedr s
en el caso dnterior ser 27 o= ¥YEXIR IV 1o
. M um 7

1 JRM _grm . e =
R Tt = g estoes, los tiempos que em-

plean los cuerpos My m para correr las circunferen-
cias C'y ¢ estarén entre s enla razoﬁ_compu‘esta de la
directa subduplicada de los radios, de Ia directa sub-
duplicada de las masas, y de la inversa subduplica-
da de las potencias. Que es lo segundo,

3% Consta por lo demostrado anteriormente (2°. )

VRM RM
ser T':¢t = T:J;f luego serd T'?: F—-~F~.%fw
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RM »
por consiguiente F =7 -‘1-. Asimismo consta

(%) SRR f== i‘%? :—"1:-’-‘: luego serd 77 1% =

FR. f vFR', Jfr
73 3 por consiguiente iy = UM om Que-

es &c.
: COROLARIO.

813. Se infiere que si es F=f, seri T:t—
VRM: Frm. Tambien si es F:f=R:r,serd T¢

t=vM:Vm. A31m1smo si es F': '——I—:r—'.-,seri
T2:4>=R3M:r3m. '

PROPOSICION EIV.

. .814." Si'el cuerpo m sale desde el punto A segun
la direccion A4Z con la velocidad dada 27, y estan-
do animado por potencias perpendiculares al plano
B L describe la curva dada 4D ; determinar la ve-
Tocidad que tendrﬁ dicho cuerpo en qualqmera punto
C del espacio corrido, las potencias de que estar4
animado, y el tiempo que empleard para andar el
arco AC. Fig. 230. ,
Tirense las rectas #B, CL, DR perpendicula~
res al exe B R, como tambien las A7 y CQ perpen-
diculares 4 las respectivas tangentes 4 Z y C¥. Cér-
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tense las rectas AH=CK=b5, y tirense las per-
‘pendiculares HI y KM 4 las AT 'y CQ: Finalmen-
te llimense, AI=0,AB=a, F la fuerza que
‘anima al cuerpo en el punto A,CM=g,v la ve-
locidad del mismo cuerpo en C,f la potencm que
actéia en C segun la direccion CL, y que se expre~
sa_por CN, BL=uxy C'Lr..-.y, ,y el radlo del 08~

culo CQ = R; y se tendrdn (III 305) R —E s

bdx

=Tk N AT )

5 Tlrense las rectas IV S y NT perpendxculares
4 las respectivas rectas CQ y CZ?. Consta (438) ser
([) 2kfdy — — mvdv: pues siendo dy posm—
va, el aumento de la velocidad serd negativo , por-
'que: la potencia C2" equivalente 4 la GV segun la di-
reccion de la tangente actua sobre el cuerpo’en par-
te contraria 4 la direccion que sigue, y de consiguien-
te disminuye .su velocidad ; y locontrario. sucede, si
‘dy es negativa. Por la semejanza de: los “tridngulos
CEMy CNSesCK:CM=CN:CS,6bien big

I— i C‘S.__J; 5 pero es (§10) 'C§ = —IT{ * luego

-valdr4 la equacion (1 ﬁ:‘ﬁl’f_-—'—mdq.
valdrd Ia equacion (1I) v Por tan-

.to dividiendo la equacion primera por la segunda, se
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a d /|
tendrd la (III) f e ?”; ¢ integrando de modo

qﬁe siendo v=7/",sea Q =g, se q:%f,de don-
or

. de resulta Ia equacion (IV) v= T 6 bien Vv =

g:Q. Por tanto se determinard. por 'medio de esta
equacion la velocidad del cuerpo en una curva dada.

Q_'f__m'v"dgc TS
) == e, “wstitdyase

el valor hallado de v, y se tendré la equacxon (V)

2°. En la equacion (IF

ok fdy po ”’_Vf;(l_‘fi que se podré expresar muchas

‘veces con utilidad de este modo fdy -—f%gﬂﬂ » SU~

-puesto & aqluel espacio, al fin del qual el cuerpo m
-animado por la potencia constante G adquiere la ve-
-locidad &7, de modo que es (438) 4kGL=m¥ *:y
si. no es. F'== 04se supondrd & —F. Por tanto se
-determinard | por mediorde ld referida’'equacion la
poteacia que'anima al cuerpo en una curva dada.

nxds

_.3°%.. ‘Siendo- (392}521_,_5 —» 0 bien do=—

‘D""

y por do demostrado ‘en la ‘equacion (IV) 2 = —Q——

nhdx

serd dit = —QI;; pero. ¢ = —- : luego serd d¢ = o
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de*donde resulta Ia equacion (VI) — = -7. Por

tanto los tlempos, en que el cuerpo m corre los ar-

cos de qualquiera curva, estdn entre si como las abs-

cisas correspondientes 4 los mismos arcos. Ahora si
* P n . - 2

se suppne-.#"--__—-% 5-sienda ' §  €l. espacio,.A4 Z", que

es tangente 4 /la curva en .4, y T eltiempo que emr

plea para cerrer el mismo espacio ,se: Iﬁ;ndrﬁ EF W"

pero por Ia semejanza de los tridngulos AHIL y, AV z
es AH: AI—HAZ AV & bied b1 Q=S Ay

‘: .'(_)-__ X Iuego seré I_T 3 Y por conmgulen-fe
‘. t——Xbx. Que—es*&c. ‘_T:"" 21viugienoa 30q

'; _COROLARIO L, 8
515. Sxendo por 1._1_1 eqmcxon (IV) v..—.:%%, ¥

i %ﬁ—e ée tend.ré V;J o b 'de donde resultga E‘:-)'

“’ OLasID il o ok

< b - - —_— .
=y » QPP (s ) =4t g,
I Sup
y 027 %dy __-g,ﬂ ﬂdx ---F’O’dx2 luegose-

v Qd )
14 «@JWQ ;{,Q ) —dx, y por medlo de esta equa-

icion se hallard la, curva descmta por el cuerpo 2, S
ff
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estd dada su velocidad v por y.

COROLARIOIL

g16. Y siendo nkfdy:'-?%'—gﬁ por la equa-

mP 20 ml/
2
q 2

cion(V),setendts S2kfdy—— . Es-
ta integral es igual 4 cero, quando sea O ==¢;y por

ser g= %, serd tambien S.2kfdy—e=ml2Q* K

d}‘:jf + ™ | de donde resulta ser 25%dx? X
S.2 kfdy_.-—_-mV" Q2 da—ml Q2 dy e m 2 ™

S =33 OV ymxdy
por consiguiente dx— e T e la qual

~GLxQdy
.XF GL—4*xS fdy)
suponiendo 4kGL'=mP"*(514. 2°), y P® = 52=02,
y sino es F=o, se supondré G = F. Luego por
medio de la equacion hallada se determinar4 la cur-
va descrita por el cUeTpo, si estd dada la potencia f;

que le anima, por y.

se puede expresar de este modo dy =

ESCOLIO.

g17. Las férmulas halladas antes valen igualmen-
te en el caso de ser las potencias repelentes, con tal
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que en las mismas féormulas se mude el signo 4 las
cantidades F' y f. Se afiaden los exemplos siguientes
para exercicio de las formulas dadas anteriormente;
yse aplican las mismas férmulas al movimiento de
los Proyectiles , 6 cuerpos arrojados por morteros,
cafiones, &c. en las Proposiciones siguientes, con tal
que se prescinda de la resistencia del medio.

EXEMPLO L

518. Supbngase que la Trayectoria, que descri-
be el cuerpo m, es la Elipse dada ACE con la velo-
cidad inicial 77 en el punto A de proyeccion, y que
las direcciones de la potencia, que anima al mismo
cuerpo, son perpendiculares al exe PE de dicha cur-
va; se pide determinar la velocidad que tendrd dicho
cuerpo en qualquiera punto C" del espacm corrido,
y las potencias con que estaré animado en su movi-
miento. Fig. 231.

Némbrense, el semiexe FP—=¢, el pardmetra
=r, la abscisa F'L ==z, 1a ordenadd CL=y; y
supénganse las denominaciones y 1a construccion’ de
la figura expresadas antes (514). ,

1°. Por la propiedad de la Elipse es 20: 7 = ¢2

2% 9% l.uégo diferenciando seré 2¢ 17— ——2d2:

y;{np ___:E s TO—2y%
ydy, de donde resulta ser m=-L-2 > = —-—1@ XT):
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fcro es la subnormal (IIL 270) LW:_J—%X; Iuego

re——ay?

serd LW= ]/'(f}( A )i ¥ por ser LW”—I—ZC?

=CW?, se tendrd CW = {(ﬁ—”z:" . ; pero

es CW:CL—=CK:CM, é bien / (4c-—zri?a Lrre)

Y= bt C’M luego serd CJW—- by .
4(4«.—”)33; $rip

! . 4¢
Con semejante raciocinio se demostrard ser .dI —
ab - . e F .
(4e—2r)xa +r’c = luego serd CM 4§ .41, 6 bien
——————————
41:' .

o L ) (51T, ) = I
9 -Q 53 O THTRC) ,,k 4._;--"»-.-;'_-" fgc-—_—'zr)x_a"-+r"c ) pero

v v =
: 4¢ _ . 4¢
(exa.2%) g Q= V:v: luego serdn las velocidades
en, razon compuesta-de la directa de las nu;maleé,
y de‘la inversa de las ordenadas.

° - Por medio de los valores hallados de las can-

!

(44-....-.2r\.x (3kyds

tldades Q, y g se hallaré ser — Q‘ o -——-4;;;; =3

=#)s s,
? - (20=2) ::'x;ry"" . cuya expresion diferenciada d4

la equacmn —53— 207y3) pero (5 14:2 O)fdy— f.("‘_"'.‘Z:
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.Sd .
luego serd fdy=FLQ*% "2%,7;—’5; y por consiguien—

FL' 3.2
te f._.-—-?———,pero siendo f=1I, es y = AB==¢;-

luego seré LO*r* = 25%a3; por conmgmente

f._.-, . Y ‘por ser LQ2r? —2a3¢5'-‘, serd Lj=
L Bz : S * ;
a0 pero .Q‘ = f’” ::2::’ b,'“ luego se tendr4

Lr* _ (tc—2r)xa® 4 r3c
2b%a3 4cm‘6‘

,'de donde resulta ser Z =

(_4(:-—-2:‘):133-1-1' ac !
ar’c

EXEMPLO 1L

gr9. Silas direcciones de las potencias que ac-
tuan sobre un cuerpo son perpendlculares al‘exe de
la Trayectoria que describe, y si las velocidades del
mismo" cuerpo estdn como la inversa de las ordena-
das al mismo exe; se pide determinar la naturaleza
de dicha Trayectoria, 'y las potencias de que estard
animado el cuerpo en su mavimiento.

I T
o Il L toui
19 Sea Viv=—: 5 2.Y por cons'guiente serd

av . ;
e pero (g13) do = (b,j’gdg%q : luego se-
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tidy = a,pf/;’,gdy = QOydy
-2 Q"-'*)

Ty
tegrando se tendrd x = A"l‘V(Qa —%) ¥ (#=

gy i

a#bﬂ

A)H = =g —y %, equacion al circulo.

2°,  Siendo (sup.) V:v=-;- : ;—,YVW-_—'&':.Q
t, L,
a - b
a* dg ‘d')'
Q‘_‘)‘a - | "? — 93 .1'l

(514, 1°.) serd ¢:Q = ; por conmsiguiente se

&

pero

tendrdn, ¢ —

e

’tﬁ "‘n‘_'],..

(514. 2°.) fdy=2 ﬁ : luego serd fdy =

) b ' FL.
2 FLO%X 5‘35; ; por consiguiente f= "’_y___,_‘_‘_.; Sero

siendo f=F, es y=a: luego serd L= — por

- . 1 i ) g
consiguiente se tendrd f— —I;—‘}

EXEMPLO IIL
g20. Siendo las direecionies de las potencias que
actuan sobre el cuerpo m perpendiculares al exe de

la Trayectotia 4EG que describe, y las velocida-
des del mismo cuerpo como la inversa subduplica-
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da de las ordenadas al mismo exe, se pide determi-
nar la equacion 4 dicha curva, y las potencias de
las que estard animado el cuerpo en su movimiento.
Fig. 232.

ﬂV’ 2

e

1% Sea V:v=_: L: luego sers
Ja y

¥ Vod
pero (s15) do = *TU’T;’QT;TQ_‘-) luego serd dx =

awff Qdy ; por consiguiente dy — ,/J; X dy

( y —#720°%) VQJ —J)
equacion (IIL. 308) 4 la Cicloide ordinaria O EG que
tiene el exe EF = 7>, FX=AR=a,BL=u4,
CL=y.

2°. Siendo V:-u=~i : ~—:y (sup.), y PV :o=

o 4] - —"._.l.-'—t - .-
2:0 (514, 1°.),serd ¢: 0= va ' oy Ppor consi

Oy T 2dg
gmenteg=-;—§ -_::@: g =£; .g.,pero(514.2°)

fdJ’ — zf—g.(.)_i ]uego seri fdy—- FE,Q’ fdy » Y por

o % Fla J
consiguiente f— —y4 3 Pero siendo f—F,esy — a:

Geaa Fa*
luego serd L—ua; por consiguiente f— 7
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EXEMPLO IV.

g21. Siendo las direcciones de las potencias que
actuan sobre un cuerpo- perpendiculares al exe de la
Trayectoria que describe, y las velocidades del mis~
mo cuerpo como las ordenadas al mismo exe , se pi-
de determinar la equacion 4 dicha curva, y las po-
“tencias de que estard animado el cuerpo en su mo-
vimiento.

1% Sea F:iv—a:y, 'y por consiguiente =
% \

-_I.-;-”:, pero (315) dx :v—‘%% luego seré dg
: 5 X

e o I/-Qﬁ-y____ _dedonded-w—-—igx

1)

4y . equacion 4 la curva de los cosenos

h:perbéhcos L BRI " 0
 Siendo P :v=—a:y (sup), y' 7 v—g Q,
(514. 1)y seri g ,Q,_a;_y, por consxgulente g=

eQ . 5 qu g_v.»{
o TR T S e Pﬂm‘(sw %‘3_-)

fdJ_’ ﬂf—v— luegoseréfdy—FLan_g%}r’

zFI-u

por comsiguiente f—— — , €0 cuya expr‘.smn
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el signo negativo indica ser la potencia f repelente,

y el espacm L'es 1gual (e la a porque siendo f'

—F,esy—a.
. EXEMPLO V.

- §22. Siendo las direcciones de las potencias quc
actuan sobre un cuerpo perpendiculares al'exe de 1=
Trayectoria que describe, y las-velocidades del. mis-,
mo_cuerpo como, la Eyb,dughcada de las ordenadas
al mismo exe, se plde determinar 1a equacion 4 di-

cha curva’, y 148" potencias-de las que ‘estard anima-
do el cuerpa en ‘su’ movimiento.

L Sea. V v-—[’fz VJ": v oserd v= #““’ y

==\ pighbnss 92, cuaul sysnise ¥ T Od :

07 = T2 pero (srs) e s T&Lyi ue-
bz%__ Qg’”x‘""’- ;
v: y

AT N T )

go seré‘ d X ==

é. mtegranido se tendrd x.== A4 + y'(y_aQ ‘

2
de donde resulta ser & mm A — 2298 ,Q.m x[/(y_ )"
3 651 Tpel ;F (] ;9 57 ](_-’ §el

y (#— A)n 49 = X(J‘—-;—) equaczon ( la
Pardbola, ; C '

44



Gy
29, Siendo Ziv—="a:Vy (sup.) y Vive=g:Q
(514. 1 %).serd g: 0= 1"a 17,1!, por con51gu1ente g=

vaxQ Ly "‘fi e 2FLQ%dg
Vy "gr e@F s T aQ”pemfd'y—T

(514.2°): luego serd f‘dy=z.—-—a—g;—‘b' , de donde f=

-~ Eﬁ, esto es, la fuerza en dicha SUPOSICIOII serd
repelentc y ‘constante. A
| EX E M P LO VL'

& |
“ga3.’ Sedn’las potencias-en la razon dlrecta de las
ordenadas de la Trayectoria descrita por un cuerpo:
se pide determinar, la equacmn de dmcha curva. Fzg.
233, 234 )
Supéngase F__f—‘a B Iuego se tendrﬁn f‘_._
Fy? Fa

F
.._-'E’,fg"__y =f.ﬁ:‘2’,.$’fdy._ =Z-— —, en cuya ex-

(== o 10 i I (O S, ] " i Yo
presion es — —:— Fa el valor de la cantidad constan-
fe que se deve afadir 4 13 integral , porque siendo
,y.-. a, seri .S' fd 9= o Ahora sienla equacxon (516)

d*? e %Paf;f(f:fff 3 f 7 ) se substltuye e valor halla-
do de §.fdy, s¢ tendrd d.x = Q:I?gli Ky

bRH (5= +a*=9")

LQo
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vl 'I’EMP L+4’)Xdy
b‘(mP L+an) V(MP L—L'd aip )

aP*L

1% Sea ,Ql/iqL—Zw’(’ +a%):y En esta

suposicion (Fig. 233.) la eq_uacmn hallada anterior=
mente corresPOnderﬁ 4'la curva ACP de 'Tos senos
circulares, en qulen "las ‘abscisas O £ sofl’ ‘igudles 4
los respectivos..arcos- circulares , y las ordenadas ZC
=y 4 los correspondientes senos de los mismos ar-

£0S.-- Y mendq 0 Vs 2al =p Vi ame —i-;-tfg!__?-),,j ;;e;],hg,;

\
Har4 ser el espacxo Hisn W:-T} Adviértase ¢ que

siendo a=0, serd F ==0: en este caso hégasc G:

P o .’ it sk A N AR %
100 S5 |,J - _— :,)’\ 5 9%

=e: y, por consrgmente serin, f o fdy—-
i < ) puod b o LN

G Gy? .
’dy .5' fd — -'-.—- 'é qulen hoi'se anade constante,

g nbi 1 + ol
15 < LDE

Porque srem;lo .5‘ fdy—- o, seri,y:u a t luego en la

GLudy
equacion. (516) dx-— (P;Qc;;. ;,‘;_J %) % subsmun.

J

14 el valor, hallado de -S‘ fdy, Y. .se tendri dx-—

QVGLXdy .. ,Q‘t/zcl,)(dy
s{(Pi:G;LL-,-;‘E‘,EG—’— )i T N(”P 2 S
i DR P -
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2°. Sies OVsal 4 &[/-’—f——L +a“) en_una

razon dada’,%e hallats Ia quarta’ proporcienal 4 di-
chos dos términos, y al valor de la referida inte-
gral, con ‘lo” qie se podrd trazar la Curva que:se
busca., . :

solos.a i la canudad L es negatlva » ¥ por consi-
guiente son las f_u_eg.zas rcpele_x_ltes 5 lgi equacion 4 Ia

curva Serd da:—-—- . OVeaLxdy , donde con-
15, 20Meica M’(““’ i AP +,y’)

s .
viehe" distinguit ‘1os tres ‘casos qué son 2ot ’P —=ay

.; :
'i; Sua,'y ’i °L <a. Y- siendo* —"—ﬁ‘—-—a ‘dicha
equacmn vendrﬁ é ser dx_- _O"“L )( — que cor-

résponde- (Fxg 234) 1 la Logaritmlca AE s1endo
la velocidad , con .que wene arrojado el . ‘cuerpo’ por
la tangente t1rada al punto A lgual é la que ten-

&}

SR ;\-

cuerpo con ]a fuerza F. Y en eI segundo caso de

ser E—E;E' > a, se dlSpondré Ta e equacnon hallada dé esté

uP T

modo dx = .QVzaLx { —a")xdy
bf(““#-a’)xﬂ"’" L 4 y%)
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equacion que pertenece 4 la curva de los senos hi-

perbbhcos s:endo _Q,VzaL—Za'lf(’“P L...a_a)' en

ab?

cuyo caso es L= — v

s con la advertencia que

sxendo a=o0, para tener la equacion § la curva que
se busca se deverd seguir el método indicado en el
taso 1°, de esta Proposicion: pero si es QY2aL i

6 (u::“"‘b "'“Q) ‘en una razon dada, se describird

1a curva por medio de la de los senos hipérbélicos
con el método sefialado_en el caso 2°. Y ﬁnalmente

368 %_.L <a, la equacion 4 1a curva que se busca

coniesponderﬁ 4 la de los cosenos hiperbélicos, s1en-
2aP*L

. do,Q,I/zaL—-b)(/*———a’) y sies ,Q,{:zalr

é ;,1/("1’ L aﬁ) en una razon dada, por medlo

dé la curva de dichos cosenos se describird la que
sé busca , conforme se ha dicho en el referido ca=
so 2%
EXEMPLO VIL

s24. Sean las potencias en la razon inversa du-
plicada de las ordenadas de la-curva descrita por un
cuerpo: se pzde deterxmnar la equacion de dicha
curva,
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Sea F:fe= -f; : yi’; por consiguiente se 'tendrén,

Fe= —, ,f‘dy= —‘;——-, y Sfdy—--—— — —I—Pa,

en cuya exprcs;on_ es Fa el valor de Ia constan—
te que se deve afiadir 4 la integral , porque siendo
S.fdy—o, es y==a. Ahora si enla equzicion (5162

JFLxQdy
J(PPFL=b*S fdy) °

dy== se substituye el valor hallado

de S.fdy, se tendrd dor = VELXQdy
iled 2ons I’(pan.bLf‘_“__b“Fa)
' ! 3 “. 3 % 1|
6 blen da=— i (P?Lﬁ’:;x;i ) equgcmn_i la cur-
va que se busca. _

' 1° " Sea P“L =5%a: y en esta suposwlon se ten-
. J \

I - ;
dré dx— 'Q"'L"J' dy por cons:gmente — } QVL

.

— . o

a3
X 3° +A La constante A’ se debe determmar de

D20 201 L7 sl 96
modo que gupuest,a .g-,-a sea ¥ ==.D, pm: consjgu.geq.-
te se tendré A= 0 %Q,}/Lx——- luego serﬁ
o ! 3 v '!“.‘ 3" ns 3-‘_.'"1"' .'"'(,' P '".-.2 [}
x__.g ab x(y - < ) de: donde resulta seE

‘3 i . il f|

J’T=22#‘x( & 42N "Q""' ), equacmn il seg;mda
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iPardbola ciibica., % e )

2% Sea P*L<b%a; y en esta suposicion dis-
poéngase la equacion hallada de este modo dx =

L 2 dy
wf_fpﬁ—)— f: - — . Y siendo 'Q(L—_.—
“’\b*"a_' L) ia e b4

y%dy

Vips =)
equacion & la Cicloide ordinaria ACP (Fig. 235.)
siendo 14 velocidad ; eon que viene: arrqyado el cuerpo
por la tangente tirada al punto 4, igual 4 la qus

tendria al fin def eéspacio L == a, animado el mismo "
cuerpo con la fuerza F. Y sies QVL 4 ¥(6%a—P>L)
en una razon dada, la equacion 4 la curva‘que se
busca , corresponderd 4 las Cicloides prolongadas é

1-,(59.’-:!—'_15’1}), se tendri dx==

acortadas.
3% Sea P?*L>b5%a; y en esta suposicion dispénga~

se la equ_ac_;ion ﬁalla_da de este nli'odo, e P;QL'/_LP 2)
L 3
y2dy = QYL o 574y paciende

b’ 2
Vs ) |

8,2

P’”LF =¢ para facilitar el célculo Ahera supén=

ga e o bl de donde TR 5o Y diben.

viety) T
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2c¥zdy -

ciando se tcndré dy = gt : luego serd ds =

Ol 2c*z?dz OV
5 K=y é intégrando se tendrd x = _ﬁ

2 d _ > s
X (=S —8.-—=). Si las fuerzas som repe=

c+z

lentes, convendré mudar el s1gno 3 la L, y en este
caso la equacion 4 la curva, supuesta g 'f'“i_ib‘_

sers dy = 2L ‘”L & ¥ yady

,,\,_,,.), que se transformard _PPF

{ j IRNILAET &l _—
medio de la substltucwn 3@.;—5 =_enlady=

-9—:,’;5 — -Ef-ii—f)-z,—, que difiere solo de la anterior

en ¢l sigro.
PROPOSICION LII.

§25." Siel. .cuerpo m. viene, arro;ado desde A con
la velocidad dada v, y estando animado por poten-’
cias que actuan en direcciones _perpendieunlares 4 1&
horizontal B Z describe Ia curva parabéllca \AC; cu—-
yo exe T F; determinar la velocidad que tendr4’ di-
¢ha cuerpo’ en Ghalgiiera puiitoC del e&pauo cor-
rido, y las potencias con que estard animado en su
miovimiento. Fzg, ag6e, “haels sf :

Sean, F el focus, y 7 Q la dlrectnx de dxcha
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parébola. Desde el punto C tirense las perpendicula-
res, CE al exe ZF, CW 4 la tangente 2°D en el
punto C, FG 4 CW,y KCP y HAQ 4 la direc-
trix QV . Supénganse las denominaciones y la cons-
truccion como.en la Proposicion antecedente.

1°." Por la propiedad de la Pardbola es (I. 545.)
el d4ngulo KCT=FCD; por consigui;n_te el dngu-
lo MCK = GCF ; pero MCK = CWF, por ser
las rectas CX y EW paralelas: luego serd el 4ngu-
lo CWF=WCF; por consiguiente se tendri CF
=FW,y CG=GW. Ahora por la semejanza deé
los tridngulos CWE y GWF es CWWE=WF:WG,
y CW:2WE=WF:CW , de donde CW®*=12EW
KW F: luego serd FWE: V2 WF=WE :CW =
CM:CK ; y supuesto el pardmetro de la Parsbola -
igual 4 2a, serd (L 549) Va:V2WF — 4:5,6 bien
Va:¥Y2CP=gq: b, por set WF=FC=CP. Con
el mismo raciocinio se ‘demostrard ser Va: V2. 4Q
= Q: b: Tuego serd Q:g=VCP:VAQ; pero(314.1°)
es Vivo==gq:0: luego serd Viv = I/A’g:/’fﬁ'?&
Que es lo primero. :

2°, Llimense, CP=z,y 40 = Z. Consta pot
lo demostrado anteriormente ‘que son, F4:#% AQ
=0:5,y VaA/z0P — g:5: luego se tendrén las
equaciones ‘Q-I—,,——- —:;—',‘y -g—r, =f;;; y diferenciando

hhh
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d
esta segunda equacion, se tendrd — : = b‘ , 0 biel‘l
‘19 Ay _ dz =
PR por ser dz===dy; pero se ha demos-

A n-ﬁtg' 3 r

sFLO? xfy
foy = . Tabt L

——2 3y por con31gu1ente ==

Z . L
por ser Qi; = '_:P_ , serd tambien f— —%—_— » €sto es,

la potencia £ que-se busca 'serd constante , y el pa=
J Al ., hSRY R ualint aol
rdmetro 2a =~ iy mendo en el movumento de
los proyectiles 6 cuerpos arrOJados == F serd L= Z
=4 Q, Que:'es) &c. -

PROPOSICION LVI iEtet

526.; Si-en el movimiento de un -proy;cct;l 6’ci1e;_';—}
p6 arrojado. A segun la ‘direccion .4 Z inclinada 4 la
horizontal* AX, la potencia F que anhﬁa al Cl.Ierp.(‘)
en A es igual 4 la potencia £ que le anima en qual-
gmera punto C del espaclo corrldo ¥ si ademés son

Ja u;lsma, horlzontal AX : d_etermh}arllq I_'rayen.tor;g.
AT X Fig. 237. : ‘

- Tiresise las_verticales HAQ , LP., y OT ¥ por

I“:
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el punto O que divide por medio 4 la horizontal 4X;
cortense AH=104, y AQ = L, tirese la recta QPV pa-
ralela 4la AX; considérense A1 perpendicular 4,4.Z,
y HI perpendicular § A47; y némbrense AL = X,
LC=y, Al =Q,y HI==P segun las denomina-
ciones dadas (514 ). Si se substituye F en lugar de £

~FLxQdy

en la formula (516) dx = HP* FL—0"=57%)

se ten-

dri dx — -—-Q'l/ﬁ%m—; ¢ integrando serd x — B

5y'r73— —-3)
"Q"L )(1’ (—3;5 — %), de donde resulta la- equa-

cion (E) (B —x)* =2ZL (BL _ ), equacion 4

la Pardbola Apoloniana AT X. La constante B se de-
termina, suponiendo ¥=0 y »=o0, de lo qual resul-

" PAL - 2ODP
ta B-—: i%j_E X VT*_ = 3%—— Por tanto seri

(’QLP_x)? ‘"Q L x( ———y); de donde resul~

ta ser —-"’%fz’xx+x’ =— 4—2—1‘ A0 Y (F) = SV

Y= 4;‘:3[‘ X &=—«a2 Y si se llama el 4ngulo QA4 Z

=A,serd Sc.0AZ=8c. AHI=8¢. A4,y Ce.ZAQ
=Ce.AHI—=Cc.A4; por consiguiente serdn, 7:5¢.4
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=46:0 :6"‘?"’, ¥y 1:Co.d= 5;B=
substituyendo los valores hallados de P y Q en la
)4Lx(.5'r.' A)? Sw —4LxSc.AxCe.A

: r=

5”0‘:‘.4 5 1 ;
—= : luego

equacion F, se tendr (G

X ¥=x% Si en esta equacion se supone ¥ —o, serd

la amplitud A4 X de la proyeccion igual & ﬁ-’-‘—‘%’-‘,f"&‘-‘!‘.

Y si se diferzncia la dicha equacion, y se supone

o LxCe.AxSc. A

= ; y substitu-

dy—=o0, se hallar4 x—
yendo el valor de x'en la'equaeipn G . ,sé ‘tén'dxyﬁ

Y= rﬂf‘f;—d)-’— — OT. Por tanto el parﬁmetro de la

Parébola AT X seri igual 4 ‘O‘i"‘: -——-~-—A‘>: per-

10V T=00— OT:—"M-luego werﬁ FTla

quarta parte de dicho pardmetro, y por consrguxen—
te Q7 la directrix de la misma Parébola. Que es &c'

COROLARIO L

.527. . Se infiere que la linea L de la velocidad cor-
respondiente al punto 4 de proyeccion es igual 4 Ia
distancia ( Fig. 237) A Q del mismo punto é la di-
‘rectrix OV de la pardbola. ALV 2
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COROLARIO II

. 528. Siendo (I 588.) r X Sc.2ad=2Cc.4AX
Sec.A, serd (Fig. 237.) la amplitud AX 6 bien

8. 40 — A2 Se2 A 4o donde A0 = LECGRE e

or¥ -,

Sc.aA:r=A0: L. Por tanto en el movimient® de
los proyectiles 6 cuerpos arrojados se determinar4 pos
medio de la proporcion anterior lalinea de la velo-
cidad, 6 la mitad' 4O de la amplitud de la proyec=
cion 6 bien de la longitud horizontal del tiro, 6 el
dngulo QA4 Z , si se 'dan los demas términos de la
misma proporcion.

COROLARIO IIL

+" gag. . Sila longitud A4 X del tiro no es horizon-
tal ( Fig. 238.), tirense las rectas X2 y X1 res-
pectivamente paralelas 4 la vertical Q42" y 4 la tan-
‘gente AZ¥. Némbrense , AX =5, y los 4ngulos
AV —=A4,y VAX—=RB; y serén, §¢.Q. AV
= Sc.AVX=85¢cA, S¢.VAX =8¢c.B, y
SoXA= Sc.(A+B). En el tridngulo AV X es
Sc.A:Se. (A4 B)=">b: AV por consiguiente AP

b= ¢ T:lil‘.‘f%:c(‘;"' B): y en el mismio tridngulo es

Se.d:50.B=050:VX; p(.)r consiguiente ¥ X—AY
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e bxSc.B perO-(I- 552,) 4‘4‘Q WA =2 X?: lue~

Se.Ad )
0 AEExSe:B | bix(Se(A+B))?
go serd “—-sii_;— = ”(5(';.6( Ajt )2 . de donde resul-

taser 4L X Se.AX Se.B=5bX(Se.(4+B))*; v
SeAXSc.B:(§c.(A4 B))* =3AX:L, 6 bien
(L $06.) &7 X Coi(Ad—B)= 57 XCe( A+ B):
(Se.(A+B))* = t.AX: L. Por tanto se determinar4
por medio de una Ui otra de las proporciones halla-
das la linea de la velocidad Z, 6 la longitud A X
del tiro, 6 el 4ngulo Q. A4Z , dadas las demas can-
tidades de la misma - proporcion. Adviértase que en
el tercer caso por medio de la segunda de dichas pro-
porciones se determinard el 4ngulo A4 — B; y res-
pecto 4 que se’supone dado el 4ngulo A-+3B; se ha-
llardn los:dngulos A1y, B , estoes, QA y FAX.

COROLARIO 1IV. E

530, Si se diferencia la equacion (-Fig..lzgy.) AX
oy aLxSe.AxCe.A
fﬂ
riable, y su .diferencial se supone igual 4 cero, se
tendrd S'e. A X D.Cood +Ce.AXD.Sc.Ad=o0: y

en la suposicion del 4ngulo A va-

por ser (IIL 114.) D.:Ceed == S"'f”“, y D.Se.4

= Cc'fxdﬁ, serd = (§e.4)* 4 (Ce.d)> =0, de



(43v)
donde resulta ser Se.d = Cood, y el dngulo QA Z
= Z A X. Por tanto la méxima amplitud 4.X se ver
rifica, quando el dngulo QA Z ey semirecto ; luego

el valor de A X ser4 igual 4 ‘*—Iﬁ—"—'_zL; esto es,

la mixima amplitud serd dupla de la linea de 13 ve-
locidad. Asimismo si se diferencia (Fig. 238:) laiequay

cion AX = -‘%’ﬁ(;‘é“;; 2. enla’suposicion de los 4n-

gulos «f .y B variables, y..su, diferencial se supone
igual 4 CEIO!; ser ,ﬁendré 0B XD Seid A Sewd K

DS:: B_._a pero D Sc. _€ Cc'f,*M y D.Sc.B

Cc B"M Iuego serﬁ S’c,B xC"c A—]—-J’c.Ach Y s o
de ddnde i‘esul't'a ser gjj == ‘gfg 6 bien Te.A—

—Te. B, y.en conseqiiencia el 4ngulo Q AZ=2ZA4 X,
Por. tanto la méxima longitud A.X del tiro se. veri-
ﬁca,quando el dngulo Q4 Z es mitad del :’mgu{o QAX,

COROLARIO V.

5314 Si en el caso del tiro méximo AX horizon~
tal l obligiio al herizonte (Fzg 237, 238.) con el
radio 4 se describe el arco Q.0 que corta 4 la
recta 44X en O; serd el punto O focus de la pard-
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bola AT X, porque s(o"n,3 e‘g dngulo QAZ — Z A X,
y. AQ — A0: luego baxada la perpendicular X N
4 la directrix QN, serd X N ='X0. En general los
focus de las infinitas Parébolas, que tienen la comun
directrix Q NV, y que pasan por el punto 4, debe-
r4n quedar en la circunferencia del circulo descrito
con el referido radio. :

COROLARIO VI

§32. Si la longitud' AR del tiro ( Fig. 239.) ho=
rizontal 0 obliqiio al horizonte es menor que el tiro
méximo A X ; el proyectil con la misma linea A4 Q
de la velocidad podrd llegar desde 4 4 R por dos
distintas Paribolas A KR y AK'R, con tal que los
dos 4ngulos QAZ y QAZ', que forma la vertical
AQ con las direcciones AZ y AZ' de la’fuerza
de proyeccion correspondientes al tiro 4R, tengan
iguales diferencias con el dngulo Q4L que forma la
vertical 40, con la direccion AL de la fuerza de
proyeccion correspondiente al tiro méximo 4 X. Ti-
rense las rectas XN y RS perpendiculares 4 la di-
rectrix Q NV; y haciendo centro en A con el inter-
valo A Q describase el semicirculo QOT. Siendo pues
NX= X0 (531), serd RS> RO; por consiguien-
te la circunferencia del circulo descrito con el radio
RS cortard el arco QFF’ en dos puntos F' y F',
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que serén los focus de dichas Pardbolas. Ahora tiren~
se los radios AF y AF': y por ser los 4ngulos A0
= F' A0, serin iguales las diferencias, que pasan
entre los 4ngulos Q AF, QAF",y el angulo QA0,
y por consigﬁiente iguales las diferencias entre sus
mitades, esto es, entre los dngulos QAZ, QAZ',
y el dngulo QA4 L mitad del 4ngulo Q.AX.

PROPOSICION LVIL

§33. Si el cuerpo m sale del punto 4 segun Ia
direccion 4 Z , y atraido del centro F de la potencia
describe la Trayectoria dada -4 B; determinar la velo-
cidad que tendrd dicho cuerpo en qualquiera puato C
del espacio cerrido, las potencias de que estard ani-
mado, y el tiempo que empleard para andar el arco
AC. Fig, 240 , 241. '

Sean, la osdenada F'D infinitamente préxima 4
la FC, el arco CE evanecente descrito con el radio
FC, CG el radio R del ésculo correspondiente ak
punto C, CN la potencia en C dirigida al centro F,
NS y FO perpendiculares 4 CG, A1 perpendicu~
lar 4 la curva en el punto 4,y FI perpendicular 4
A1l Némbrense, CF=p, CO—=¢g, CN=Ff, A
=0, FI—=P,CD —ds elemento del arco .4
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d
pacm AC; y st CG=R= 1L g —~., siendo g==”d:‘

g 309)- -
1°. Por la semejanza de los tridngulos CFO y
CNS es CF:CO=CN:CS,estoes, y:q=f:CS

2

mvidq
“akydy *

fq
= 5 pero (g10) C'S._:_. '::R

luego serd
Jfg__ my?dg
Y T 2kydy.
10 (438) 2kfdy = = mvdv: luego serd =—mvdv

, Y por consiguiente fdy— —mi ; pe-

dg

27 i dv .
mv’d4  de donde resulta ser — — = ¢ inte-

grando se tendrd _,Q_z_t ._g, 'y por consiguiente la

equacion v L e 6 bien 7w = ¢ Q. Por tanto se

determinari por med.lo de dicha equacion la veloci-
dad del cuerpo en una curva dada. Dicha integral se
hace de modo que supuesta v =727, sea ¢ = Q.

mo'dg
2kg

- afy En la equacion hallada antes fdy =

substitiiyase g;—’- en Iugar de v y se tendr4 la equa-

cion fdy == 35-9-% — , que se- podr:i expresar muchas

2
veces con utilidad de este modo fdy =— ’—m‘&%ﬁ s SU~
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puesto Z aquel espacio , al fin del qual el cuerpo

animado por la potencia constante G adquiere la ve~
locidad 27, de modo que es (438) 4kGL—=mP?;
y si no es F'=o0, se supondrd G — F. Por tanto se
determinard por medio de dicha equacion la poten-
cia que anima al cuerpo en una curva dada.

o

3% Siendo (392) v = —

.,-y-

nxds
= .,6 bien dt = -

: v vd
por lo demostrado (1°.) v = %;— = %gx—{a se ten-

1dx il S.yd !
drd dt = "BV ; por. consiguiente # =E-X—QJ_,’,--°1 ; pero

(1L 215.) £ X S.yda = AFC: luego el tiempo que
emplea el cuerpo para correr el arco A4C serd propor-
cional con el area AFC, de'suerte que los tiempos
para andar. los espacios AC y A B tendrdn la razon
de las areas AFC y AFB descritas por el radio
vector, €sto es, por la recta que junta el centro de las
fuerzas con el punto que describe dichos espacios. Y

TxS.ydwe

x§. %
suporuenda V — X2 serd t*-—-—-gg-.—- 5 por consi=

=5 o3
gmente 1t T-- S_ydx S Que es &c.

COROLARIO L

v . X
_534. Por.ser =7 (5831%) y ¢= e
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tendrd %V— = yTr?;g , de donde resulta ser Q%272 v

Pt e B8 e V0dy
(ds® 4 ") Aoy o8y # y °Y
descrito el arco circular 7 Q ¢ con el radio FH = g,
y llamado el elemento Q¢ == du, se tendr4 (IIl. 217)
VQdy

dy — lucgo serg y Sy —V'Q’)’ por con-
o du_ VQdy .
siguiente —= = - Ty —gR) ¥ Por medio de esta

equacion se determinard la naturaleza de la Trayec-
toria que describe un cuerpo, si est4 dada su velocidad.

COROLARIO IL

‘8i la equacion hallada (533.2%) fdy=

535

2FLO"4 e integra, serd S.fdy == _-@-Q_ + 7L,
q -

El valor F'L de la constante afiadida 4 Ia integral re-

sulta de que siendo @ =g, serd §.fdy = o. Ahora

si en la referida equacioﬁ S.fdy = = F;‘?_’ +FL

se substituye %’i en lugar de ¢, se tendrd §.fdy =

- ff‘;gd‘ff + FL, de donde resulta ser d# =

O«/F Lxdy ydu
S xEL—FLQ*—y* S fay) sperody = i lyego se-
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pfes _ OJFLd
2 YV(y*FL—FLQ —y"S fay) "

ta equacion se determinard la curva que describe un

cuerpo atraido de un centro con una potencia dada.

ESCOLIO.

536. Adviértase que ( 333- 1°.)la equacion 2k X
fdy = = muvdv es la misma, asi respecto 4 la Fi-
gura 240,donde aumentédndose la y, se disminuye la ve-
locidad del cuerpo por ser la direccion de la potencia
C? contraria 4 dicha velocidad , como tambien res-
pecto 4 la Figura 241, donde disminuyéndose la or-
denada y, se aumenta la velocidad del cuerpo por
ser la direccion de la potencia C'?" conspirante con
la velocidad del propio cuerpo, y por consiguiente
= 2kfdy — mvdv. Se aiiaden los exemplos siguien-
tes para exercicio de las férmulas dadas anteriormen~
te, y en las Proposiciones siguientes se aplican las
mismas formulas al movimiento de los cuerpos en las

y por medio de es-

curvas conicas.

EXEMPLO L

g37. ‘Supbngase que el espacio corrido por el cuer-
po m sea la circunferencia circular 4CD,y que
el centro de la potencia que atrae al mismo cuer-
po sea el punto F colocado en dicha circunferen-
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cia; se pide determinar la velocidad que tendri di-

cho cuerpo en qualquier punto C del espacio corri-
do, y las potencias de que estard animado. Fig. 242.

1°. Tirese el radio CG, que seri el radio del 6s-
culo en el punto C; y 4 dicho radio b4xese la per-
pendicular F'O prolongada hasta eacontrar la cir-
cunferencia en P y finalmente tirense el didmetro
FGW y la cuerda CW. Némbrense, CG=r¢, AF
= b. Por la semejanza de los tridngulos rectingu-
los FOC y FCW son proporcionales FW : FC
= F(C:C0 6 bien 2¢:y = »:C0, y por consiguien-
te CO:Q;:- : luego serd ¢ =“T- a0 ,Q,:?:,_de don-

c 2¢ ¢ -

de resulta ser Q:g=5%:9%; pero (533.1%) O:q
=v:V: luego serd v: = 56:y*, 6 bien V:v=

LI
;‘ cly; -
2%, Siendo por lo demostrado en el caso anterior
y? dq 8c2d !
g =" » 58 = = 3—'; pero (533.2.°) fdy =

QFI;Q dg : luego serd fdy—zFL,Q“ e dy » ¥ por

16FL02>
J3 !

consiguiente f — ro O -._- — : luego
2¢

serd f= %FLL, pero siendo F'=f, es y=24: lue-
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Fr5

4 e
go serd L= :I-; por consiguiente se tendrd f— T

EXEMPLO 1L

538. Sean, el espacio corrido por el cuerpo m la
curva eliptica #PT, y el centro F' de la misma Elip-
se el centro de las potencias que atraen 4 dicho cuer-
po: se pide determinar la velocidad que tendrd el
propio cuerpo en qualquiera punto C del espacio cor-
rido, y las potencias de que estard animado. Fig. 243.

1°. Supdngase que FZ” es el semididmetro conju~
gado § AF, y que FT lo es de F (), tirense las per-
pendiculares A1 4 FV,y CO 4 FT'; y serdn A1
=0, CO=g. Nombrense, AF =54, FV —¢.
Consta ser (L 611 ) AF*+FV® = CF* 4 FT?;
por consiguiente serd FT* — AF* 4 FJ/*—CF®,
y ET=J(AF? 4 FV*—CF*)= (6> 4c*—p>);
pero (L. 608) FT X CO=F¥ X AI 6 bien F(b* 4>
—y?) xg——cxg luego serd Q:g= I/kb“ 42y
pero (533.1°%) Q:g=9:7": luegoserd V : v =¢:
p/(ba. o2 —y n).

°. Siendo por demostrado en el caso anterior Q:

2 -

b p? :!3 f‘i..._. 'dy

I
‘donde resulta ser & — e 2= ;?—Q,-; pero
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(333 2% ) fdy=w: luego serd fdy —
2 FLO* X —? , ¥ por consrgulentef'__ FL"'., pe-

c®

ro siendo f—F, es y = &: luego serd L = —-; por

o vl Fy 3
consiguiente se tendrd f= ';2. Adviértase que se ha-
llan las mismas propiedades en la Hipérbola con la
diferencia que su centro no atrae al cuerpo, sino le

repele.
EXEMPLO IIL

539. Sean las velocidades en la razon inversa de

las distancias del cuerpo al centro de la potencia ; se

pide determinar la equacion 4 la Trayectoria que des-
cribe, y las potencias que detienen en ella 4 diche

cuerpo.

1% Supbngase ser Z:v = ';—*: -;; 5 Y Ppor ser
(333 22} F:o—4¢:0, serd ¢: 0= ?:-:-;-; por

et Q q ydx
consiguiente — = 55 PETo & g=aae ¢ luego serd

dx . g 1
T,? = 4, equacion £ la Espiral logaritmica. Si es rec-

el 4ngulo de proyeccion, serd O == & ; por con-
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siguiente ds == dx, esto es, la curva que se busca serd
la circunferencia del circulo cuyo radio es 2.

2% Siendo por lo demostrado en el caso antetior

o e Loy 1B d

720=7 .y,serég_ 1 P iy ga— gy P

2FLO%dg
93

pero es (§33. 2°.) fdy = : luego serd fdy.

=2FLQO*¥X -5% » ¥ por consiguiente f=— i
pero siendo f= F,esy =5: luego serd L=3b,y

L Fb3
por consiguiente f== ik

EXEMPLO IV.

540. Supdnganse las velocidades en.la razon in-
versa de las distancias, elevadas 4 la potestad », del
cuerpo al centro £ de la potencia; se pide determi-
nar la equacion 4 la Trayectoria, y la potencia que
detiene en ella 4 dicho cuerpo. Fig. 244 , 245 , 246.

$ 1 1
1% Sea Vo= g ¥ POT ser (533.1%.) 772

: dx 0 d =
; pero q-_——yz;- : luego seré 5 .?%%_, de

donde resulta ser Q%p?7—2 X (dx*4-dy?) =
kkk

=

<l
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5andxg"ga‘yufz—n dy®=s 6*"dx? me Q2p2 1= 250

29 Dyt ydu
y d’" =g (bm ,Qi 3~ x) » pero dx="""" 1'-1‘330

S RYY . 2
Seré J(bAB ann s) — » ¥ (d = =
(53?_?’1_9_31"__.,. Ahora’en 1a equacion-hallada supén-

gase dy =o; y se tendrd 62"= 0%92*® =2 =y, de
: 1
bﬂ-—-l
donde resulta ser y = -
g'—n:T
nima ordenada de la curva expresada por dicha equa-

n
6 fi—1

: Tuego la méxima 6 mi-

cion serd (IIL.:281.) igual 4

, cuya cantidad

gﬁ—-l
se supone igual al radio 4, y por consiguiente ser4
53" = a%n-2 Q% y substituyendo el valor 27 ¢y
. ﬂ ﬂ-#d
la equacion A, se tendrf — = ——2 2 Qe
qu 2 8 -—-dl\“zma’_yda—‘.)-Hﬁ
B

-8

gase la substitucion # = zﬁ » con lo que resultarin

— adt _ — gdt
=Y =9 Y et

= du: luggo integrando la primera de dichas dos

las equaciones T
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equaciones en el caso de ser n>1 (Fig. 244.) , se ten-

drd que (n=—1)X (4 + A), 6 bien (n— 1) X 5,6s
igual al arco que tiene el radio a y el coseno £, esto
es, Ce.(n=—1) X s = ¢, en cuya expresion es por la

1

" " T K
substitucion # = de donde resulta ser y —¢

fi—2

aua?

F -

I :
Xa . Para determinar Ia constante A adviértase
que siendo #==o0, serd y =24, y por consiguiente
-3

b 5 P
¢ = —r—. Con el radio F'S—a describase el circu-

lo PS22"; cortese en qualquiera radio F B la parte

d.n'.l

dicho radio F'B; y haciendo MB: MK =n-—1:1,
se tendrd M K — A. Supbngase que el cuerpo m vie-
ne arrojado’desde 4 segun la direccion 4Z , y que
es n>2: y tomado el arco SP = MK, serd el ar-
co PV =u-+ A= s: luego tomado el arco PT —
(n=—1) X PY —=(n=—=1)X s, y tirada la perpendi-
cular T7 al radio FP, serd FU — t; por consi-
guiente en el punto P serd # = a, de donde resulta

FN="—_; levintese la perpendicular N/ sobre

b L Nl
ser y == ¢"—T X a"—*'=—=ua, de modo que por el punte
P pasard la Trayectoria que tendr4 la ordenada m4xi-

ma PF por ser en los demas puntos el coseno 7z < a:
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y si en el radio F' 2" se corta la parte FCe= Fr" 'y

fN—3 .

a” ", estard el punto C en la curva. Adviértase que
siendo (7= 1) ¥ P27 == P2T quadrante, serd =o,
y por consiguiente y =o0; y que siendo dy — —

Qy"* dy
o=ty
dy=o0:56", y por consiguiente la recta 22" Fk serd
tangente 4 la curva en F', de modo que llegando el
cuerpo al punto F seguird la direccion F'k por estar
su velocidad y la potencia en la misma recta; y fi-
nalmente que si se arroja el cuerpo por la direccion
contraria Az, describird la curva AP F, y el ramo
PcF serd igual y semejante al ramo PCF. Y en la
suposicion que sea » menor que 2, y mayor que I,
se tendr la equacion (n— 1) X (u+4A ) igual al ar-
co que tiene el radio 4, y el coseno t=a%>—" ¥ yn —1,

T
b e’ ]

=Ty en la suposicion de ¥ = o serd dx:

de donde y = : . Por tanto la construccion del

2=—n

Lt
a

presente caso difiere de la anterior, en que el arco PT'
(Fig. 245.) que se hace igual 4 (n—1)¥X P7, es
menor que P2°: luego la tangente F2% 41a curva
en F' cortard el arco P22 mayor que el quadrante
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P2T, de modo que el ramo ACF antes de llegar

al centro F da mas vuelta al rededor de él 4 pro-
porc¢ion que se disminuye el nimero n—1.Y finalmen-
te en la suposicion que sea n< 1, se tendrd la equa-
cion (1 =n) X (# 4 A) igual al arco que tiene el ra-

2=

1~—n

3 2-2
dio a, y el coseno #— EF‘ , de donde y=2

L=
z

en este caso se hallarid con el raciocinio expuesto en
los dos casos anteriores, que la curva PAC ( Fig. 246.)
tiene la minima ordenada F' P = a, de modo que que-
da toda fuera del circulo. Por lo demas, si es# — &
nimero entero y positivo, se determinard la equa-
cion 4 la curva PCF (Fig. 244.) del modo siguien~
te. Némbrense, F 2 — x, V’'C — =z, el arco PV ==,
FC=y=F(s>+2%),y tirese la perpendicular R
al radio PF. Consta (II. 584.) que es Ce.(n—1) X

P (Ceus = o =1 %x80,8)" " * 4 (Cous = o) = 1 x S5 )~ #

a2 H Pero

esy:¥x=a:FR,dedonde FR=Cl.s =%‘-, y YR

= Scs=p(a®— ";f’) = ;—z: luego Ce.(n—1) X s

== ;&%‘rX((x'{'zV— l)”—l+(x_z%-_1)u_1);
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i : luego (D)y2" 2

pero Co. (n e 1) X s =1t =

—La"—* X ((#+ =1 R2)™ T (r=V =1X2)"" )
equacion 4 la curva.Si es n=—2, ser4 »* 6 bien %4 2>
— ax equacion al circulo, en cuya periferia se halla el
centro F' de la potencia. Y si 7 es mimero entero y
negativo, se dispondrd la equacion D del modo siguien-

T 1 I T
te,y_";;r;,, _m'_*_”x((x_-[- J—1xz)"T" +(x_~f_lxzjﬁ{-|)_’

I
= X

2Xa

I
de donde resulta ser e =

(x—ur—71xz YHE 4 (o L —rxz)He
k-’i"l'z'dju-r.

y 9272 = (#% - 22)"+* : luego serd 2 X a"*?

=(s=F—1X2)" k(s F— 1 xz)""

Adem4s, si » es una fraccion positiva, se substituird

; perox? 4 22—y?,

7:— enlugar de n; y se tendrédn,el arco PT='—’—:—’-”>< B,

ettt

m
m % PT = (n=m) X PY, CaPT="——, §c.PT

2N—21M an-—2m m

m m a
1’(:1 — ;
= s : luego serd Ceom X PT—
m

a



(447)

22 1} 2 2 113

;;m-.-X((y -I-//—'-le/(a R ))ﬂ

=ittt

2= 2N 2113

+(J' = -1 X I/(a -_— )m)

Coo(n=m)X PY = E-y—“—-ﬂ)(((x +zV-—1)"""

-l-(x—-z]/—l ) "") ., pero Ce.m ¥ PT=Ct.(n==m)¥X

n—m

PY: luego serﬁ (E)y’i-mx((y Bt

2n—am an—=2am

g By iy +(y Ay

an—2Mm 2N——2m

e < TORBINIE. ))m):a“—mX((x-l-zK—I)”_m

-+ (x..-zV-z)”"'”')- Y si # es menor que m,

1a equacion E se dispondrd de este modo, ‘;;,,-'W %
i
I I I

((—{:,,+I/.. X))

m m
a - ¥

T T

( m ﬂ_ r_ z x V( 2m— 20 =1 2Mam2 ))m)
" |

y a
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1 I Y x
=z X (Lx Fzd—1) " +(x—z e ?donde

N — 2M=— 2 B M ——2 1
1 m m "
ysm-snX((a +1"—IX{(JV — " ) )
" 2m—21n 21— 12

#(e T Feokly T = 7)) )=

e m-n ; oy m-n
(S‘-—'Ed l’) -"r'JC-F'Z / ‘) ;peTo es xg+zg:‘y5:

(xJ. +%‘ )ﬁ'i—u
M —1 2 Mamml 11 fed i Lo v
m
luego serd (a m +]{-IX]/(J’ ner ))

21 =——2n DM O N
+( . P XV( m P " ) —
(2= 1)2 2 (2 —=1)™ " Con el mis-

mo método se hallard la equacion 4 la curva, si se
supone que el nimero z es fraccion negativa.

2% Siendo (sup.) V:v:-;,,‘— :—',;,'y (8384 1)

y
T T .
V:uv=y>0, 5e tendrf g: =%y > por consi-

. BT dq nl>"d
guiente g..._.-;;?— sl Wﬁ%’, ; pero (533.2°.)
nl **dy

fily = ””‘Q "9 . Juego serd fdp = 2FLQ> X — S
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‘ o 2PEL
y por consiguiente f— i;——f,,“ == ; pero 51endo f=i

es ¥ = &: luego serd L = -5-1; por consrgmente fi=

Fxpanes

EXEMPLO V.

541. Si el centro C atrae 4 un cuerpo en razon
directa de las distancias, y dicho cuerpo sale desde
<4 por qualquier direccion 4 Z obligiia al radio vec-
tor A4C con una velocidad dada; se plde determinar
la Trayectoria A4 LGE que describe dicho cuerpo.

Fig. 247.
. Feo
Sea F:f—=b:y,y por conmguxente f—--g,

54 Fb
Fdy =% . ¢ integrando senwfdy—ﬂ’-- =,

‘La cantidad — § F'Z es el valor de la constante que
se debe afiadir 4 la integral ; para que ésta se desva-
_nezca siendo y == 4. Ahora su’bstitﬁyase el valor de

dicha mtegral en la férmula general (535) —= e

Q‘,FL’“{? - [ i..-—o-
TFL —F LG —5 %5 T3} y se tendr4 Ia equacion —==

Q25 xdy o o) (87 .. -
FVOXGLrt) Ry =2 bLGP—y7) H_égase_ la substitucion

m
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V([ A+ By*)=yz, en quien Ay B son cantidades

b e cic MR
arbitrarias y constantes, y se transformarf en — —
a

.Qd(z&L)x_zd; : e
JEA(ILF D)% (2*—B) =2 LY <[ — B — %) Siendo A

cantidad arbitraria supéngase igual 4 25 LQ%, y
partiendo los dos términos del segundo miembro de

la equacion antecedente por Q #(25L) sers ‘%‘ =

—24% 1o
"‘"{é“(“L F0)x(%— B)—(2*—B)*—2bLQ") ~

: —zdz
4(5431, ¥ b)x2* + 2Bz —a*—=bBx(2L + §)—B*—abLQ?)"

‘Tambien por ser B cantidad arbitraria, supéngase

—bB K (2L+4b)— B*=25LQ%=0, y resuelta esta

—bx(2L4b) & o/ (hx( 2 L4-5)*—8LLQ*)
2

equacion serd S Aot
cuyo valer siempre es real, porque el seno Q no pue-
de ser mayor que el radio 4. Luego supuesta B igual al

—zdz
(Ox( 21.. +0b) x%* 4+ 2B2> ez )

valor hallado, serd — o

..-.dz

= JxGL+ 0 taBw) ' P

or consiguiente dy —

—adz

4(.41;;\21..-{-&)-!-.134;5
higase &4 = Vbx(2L+b)+2B)_.I/é5x

Como a es un radio qualquiera,
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' —ad"
(2L+5)*=85LQ"™), yserd du *ﬁ ; per
consiguiente z == Cc.(u 4 C), siendo C ‘la constan-
te que se debe afiadir 4 la integral. Por ser zy— .

((A + By*), serf 2= "(A; ) igual 4 la expresion

A(2PEQ*— (2L A 5‘—-«:’ )xIy?
J

J(2BLO* (2L ¥ b*—a? )xXy? ) ed Cré. (u o C). La
4

constante C se det_erminaré supo‘niendp u =0, quan~

) -:luegose tendrd la equa-

¢ion

do g — b&; por consiguiente Ce.C— {(aLQ; i

(20 L +5° — a®)). ‘Bsto ‘supuesto , higase cen~-
tro en C.'y con el intervalo C M ‘=t va describase

el semicirculo M Q_N ; témese CB = V('sz,Q* -
(256 L+ 0® —a%)); y tirada la perpendicular B H,
serd el ‘arco. MH = C. ‘Tomando 'ahora qualquier
otro arco Q H ==u, y baxando la perpendicular Q X
sobre CM , serd CK = Cec.(u =+ C)===z. Siendo z==

(20 LO*~ (26 L+ 5"—a®) X p?), serd y=

0v(2bL) ) L
V@ Ti(alL+ =)y > Por consiguiente prolongada

CQ de suerte que CL = JF i‘(Qz:L:-iL—) estard
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el punto L en la curva. Béxese la perpendicular LT
al radio CH prolongado por ambas partes ; y ll4men-
se la abscisa CT = p, la ordenada TL—g4. Por la
semejanza de los tridngulos CXQ, CT L son propor-
cionales las canndades CQ:Ck =CL: C'T esto es a:
J(m[rLQ’ l(g;rf.i-bi._a-')’?? ):J’ 1P de donde ap -~
nzéL'Q“—%(z5L+b"-—a")><.y°); pero es 2 =

2?4 4¢?: luego se tendrdi ¢2 — T“““—'—zbf ;_ :::;’ X

LQ* : ; i
(ﬁ’?%-_ar e p“) que pertenece 4 la Elipse, cuyos

: — __20J(3L) a0 WbL)
semiexes CD — TIL L £ )’ C iy
luego la curva descrita por el cuerpo es una Elipse
Apoloniana , qualquiera que sea el 4dngulo CAZ.

EXEMPLO VL

542. Sea la potencia en la razon inversa tri-
plicada de las distancias del cuerpo al centro de la
misma potencia; se pide determinar la Trayectoria
que describird dicho cuerpo. Fz’g. 248...251.

I

Supéngase F': f = 53 - luego se tendrdn las

: 3 |
equaciones f — % yJdy= F”%’ Y ,S'.fdy = ——p ﬂ
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-+ F;: esta integral se toma de modo que desvanezca

mientras sea y ==.5. Ahora substitiyase en la formu-

d“ -
la' === SI*FL fﬁ’fﬁ-fy—m‘) (s33) el valor halla-:

do de la §.fdy; 3 yse tendrd que la equacion 4 la cur-

du
va que se busca es —-= d(’i}f’_‘,’b)x d:; 2
T L

W+
Hégase dy=—o para determinar la m4xima 6 minima
ordenada y de dicha curva; con lo que se tendrd

2 b3—20°L  __ s 20*L—b%
substituyendo este valor en lugar de a, se tendrd que
042L

la equacion 4 dicha curva es du— —__—a\/(zl.—-b) X

ldy
sy Si las potencias son repelentes en I

misma razon, se tendrd la equacion 4 la curva mu=
dando el signo 4 la cantidad Z en la expresion an-

0y:L - a*dy .
a2 L# D) R 57—y
luego para el uno y el otro caso de las referidas po-

terior, de modo que serd du =

tencias valdrd la equacion (A) du = — axX f/){fi[:li:g,) X
a%dy _ 207 L=x b3
P adE) siendo 4 = ’/ 20 .
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1° Seab3<2Q*L,y &<2L en el caso de las

. : : 2773
potencias atraentes : y por ser @— B3 % L;:_; Z -
se tendrd que respecto 4 las porencias atraentes es
ax I/(QL —25)<QvV2L, y que respecto 4 las po-
tencias repelentes es a X i’( oL 4 év) > 0 v2 L. Cons-

ta que (1. 141.) la integral de —(—— @4y esun ar-
co de cireulo,que tiene la secante p, y €l radlo a: luego
OV2L
av(2L=-6)
el radio — a. Por tanto si con ‘el tadio FQ=ua se
describe (Fig. 248.) el circulo LPHR , y tomada
la secante FB =24 se tira la tangente BH 4 di-
cho circulo, y si se forma la proporcion ap/ (2L Fb):
]/L_ Hm:HDM ; serd el arco HM igual 4 la
constante C' que se debe anadir 4 la integral de la
equacion A4 advirtiendo que serd Hm < HM en,
el caso de las potencias atrdentes , y que en €l de
las repelentes se tendrd Hm > H M. Ahora si el cuer-
po viene arrojado desde 4 4 la distancia AF =4
del centro Fde la potencia, se tomardn los arcos
KL =HDM, se tirardn las rectas Pr y L¢ perpen-
diculates al radio LF, se tomard qualquier arco ZQ
= u -+ C, y se formar4 la proporcion HM: Hm =
LQ: Lg que serd menor que LQ en el caso de las

seri u+C= X 5, slendo Sec.s =y, y
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potencias atraentes, se tirard la secante F'gc del arco
Lg; y tirada entonces por'los puntos F y Q la rec-
ta FC'=— F¢, estar4 ¢l punto C en la curva quese
busca. Es evidente que. el punto 4 se halla en la
‘misma curva, porque son, LK=HM, y FA—5%
= F'B. Adviértase que si es HM:Hm=LR:Lr
‘quadrante ; la recta Fr ir4 al infinito por ser infini-
ta la secante de dicho quadrante ; y tiradas las rec-

tas, FT perpendicular 4 FR ¢ igual % f,_j’f[’,,),y

TS paralela § FR, serd (1L 296) TS la asintota
de dicha curva.

2°. En la suposicion de las potencias atraentes sea
63 =2Q*L (Fig.249.); y por ser Q2 <b?, serd

S
2L > b: luego la equacion general 4 la curva 7“ =

Oy2L dy - e de
m x o se convertird en la 7
A ror o

d(iﬂb) X J{ tomado el radio a==5; ¢ integran-

; bk bbb
do se tendrd v = J\QL-Z’) J(ZL—EJ) X de dOn—-

de resulta ser b7 b= (645 ._zn/(zL__-g.)) X
y haciendo ¥4 — u,/(zL—b) — V{(2L=5)¥% x,
se tendrd que la’ ‘equacion 4 la curva que se busca en
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la referida suposicion ¥y == —(Z’I’T“’?b— que correspon-

de 4 la Espiral Hiperbdlica. Con el radio FA =12
describase el circulo RQ 4 ; témese el arco AR =
«7&%3 ; y siendo 40 — u, serd RQ — «. Prolon-
guese el radio F O hasta C , de modo que sea FFIOCX
RO=FRXRA; y el punto C asi determinado
estar4d en dicha curva, como tambien el punto A de
proyeccion. Y levantada la perpendicular F H sobre
el radio F'R en el punto F, cortada FH= AR,y
tirada HK paralela 4 FR, serd HK asintota de la
misma curva (I 296).

3% En la referida suposicion de las potencias
atraentes sea 23 >202*L; lo qual puede suceder,
ya sea b—oL,yaseab>2L,6 ya b<2L.

Si es 6 =2L, la equacion general é‘lg‘ curva d-:—

— DOwusL

dy - E e
. % se convertird en la

/-
w2+ 557

d . ¥, - i
_:. :;ﬁﬂ; pero-es du a_"%‘r—x : luego serd dx

o d—“-%’_é’g—.) equacion 4 la Espiral i_ogaritmica.

Si es 6> 2L, la equacion general 4 la curva se
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1 d
dispondrd de este modo -f- i ".; bgffL) X
d,}’ ;- . . ; Q.‘L i 4
; y haciendo __.___.__. n
3‘3_10:[' = Yl ’I
‘y‘(( beal v )

oUsL- - o, U R abapicd
m m, se tendrd T(H——Y Ahora

3 2 y
hégase la substitucion # = ”_"(_"J:L). » de donde re-

niidt

sulta ser y___":’,—(;:'—_'H"Tjs dy = = e \Y.I
(s> 40°)2

nt .
yV(n2=p?)= 7 53 ¥ por medio de estas expre-
siones se transformard la equacion 4 la curva en la

du mdt
ik nx«(n* ¢1*) ?

md¢
— Hnr ¥

supuesto @ — n; é integrando se tendrf 4 —y —

6 bien du—

2 - . n :
: :%‘%J—); por consiguiente serd — X (A—u):

"m
» XS
n¥de
3 2af\#°1#7)
describanse el circulo BQ P y la hipérbola equild-
tera B M ; béxese la recta H M perpendicular al exe

de dicha hipérbola ; y nombrada HM =1z, sers el

==m:n. Con el radio F B —n (Fig.250.)

ntdt

sector BFM = ., W) (IIL 209, 2.°): luego
' mimg
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si se forma la proporcmn n:m= BFM BF Q, se-

14 BFQ = — x (A =u); y tirada la tangente ML

al punto M de dicha hipérbola, seri FlL= o +_),\

y cortada FC==FL, setd FC = Y, esto es, elipun-
to C estard enla curva que se busca. Es evidente que-
el radio F'B es la méxima ordenada de la misma cur-
va, y que ésta da infinitas vueltas al rededor del cen-
tro F. Téngase presente que la determinacion de Ia
constante A afiadida 4 la integral debe hacerse de
modo que siendo # = o0, sea y==5, y por consiguien~

te g PV =F2) 565 b<2L, enlaequacion 4 la
;2 q

! d! 5 _11 . =
curva—‘— .;gbe) X d;; oy g
— '—'22
WOt = T
Tl ebetitacianes PR E L o g
se las sulbft:,tucmnes _1.._'"5_ =" J—gy,

2
J(P—n*y
y por medio de dichas substltucmnes se lograr4 tener
la equacion 4 la curva,.cuya equacion reducida 4

yi= ﬂ—(%m de donde resulta ser y=

nide i,
-ad(t.'_”)_m.ﬂ.

proporcion dard 4— X(A=u):.
Por tanto con el -sexmdlémetro FB=n (Fig. 251.)

i
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“describanse €l circulo "B Q B'y'1a hipérbola equildteta
B 5 tirese la ‘ordenada M# cal ‘exe W™ de dicha
<hipérbola ; 'y mombrada FE =—¢,:serd (IIL’ 209 1")

el sector hiperbélico BFM S - _‘,(,Z_*j_’__w ; : luego

‘aciendo7n = BFEM:BEQ,serd BE Q;%x

(A —u); y tirada la tangente M T al punto M de
dicha hipérbola la recta FT perpendlcular i TH

por consrgmente cortadgg F" C'

_-seré _;gual é d{ﬁ_ ,).,

= FT, estari-el punto C-en'la curya,que tieng, por
asintota la recta # K paralela-al exe ' H con la dis-
‘tancia FH ='m , y-que da infinitas vueltas al rede-
“dor~delcentro. F' de’la peténcigy '

PROPOSICION LVITL™

847 'Supébngase que la seccion ‘cénica AC, ‘que
“tiene el wvértice. 27 'y el focus: I, es el espacio corri-
do por €l cuerpo m ,y-que dicho focus F es el cen-
" tro de la potencia que atrae al mismo cuerpo; se pi-
de determinar la ‘velocidad que tendri en qualquier
punto, Q del espacio corrido, y la potenc1a de que
* estard animado.”Fig. 232, :
1%, Sean; XW la directrix (548) de la referiia
seccion conica, C'X tangente 4 ella en ¢l punto C,
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€O perpendicular 4§ CX, CZ perpendicular al exe
FpP, FVPy CW perpendiculares 4 XIW, FO per-
pendicular 4 CO; y tirense las rectas FX y FW.
Némbrense , V=g, y VP —e. Por la propiedad
de dicha directrix es F'Z7: P = FC: CW, 6 bien

‘g:e—=—y:CW,de donde resulta ser CW — —34 = by,

baciendo i = b para facilitar el cilculo, FZ —g

+e—hy, FZQ.ZE’QJ’Q_Q'E’ X (g-!—e))(_y—l—(g-{-e)’,
Z(C® 6 bien PW2=p2 =192 425X (0 +2)X
y—(g+e)*, y FW=FV(9*=r* + 25X
(g 4¢) X»). Asimismo por otra propiedad de la
“referida’ directrix serd el 4ngulo XWF = XCF;
pero el 4ngulo. X¥CF==CFO : luego se tendrd
XW F=CFO, y por consiguiente los tridngulos
rectdngulos FPW y FOC serdn semejantes, y en
ellos sérd FW: FP = FC:CO0, 6 bien /(9> = h*y*

'-I-abx(g-l-e))(y) g-+e=y:q, de donde resul-

gxNg+e)xVy o5

Vig—e)x V(2 +;5)

-9 AVEV S OO [y
F(g—e)xV(o+25) Vo+:5)

tan las equacmnes g=
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vy 5 pero (533.1%.) es Q:g=v: V" lue-
ro+z5

Vb+ ""5) Vio+ =y

go serd Vi ve== B o . Sies

& —e, en cuyo caso la seccion cénica es una Pard-

bola, serf 7:v = » pues que las cantidades

df? «!y

&,y se desvanecen respecto 4 la cantidad é"—i‘%—- in-
finita, Si es g>e¢ , la seccion conica AC serd una

Hipérbola , cuyo exe igual 4 ?21—_%- ; por consiguiente

la recta tirada desde el otro focus al punto C serd
(1. 626) igual 4 y + % : luego en la hipérbola se-
rdn las velocidades en razon compuesta de la direc~
ta subduplicada de las ordenadas tiradas desde el otro
focus de la misma curva, y de la inversa subdupli-

cada de las ordenadas tiradas desde el focus que es
el centro de la potencia. Y finalmente si es g <e; se-

W) Ak

=g
Vo vy

8 Priv=. ,yporser

zgg__ el exe de la Ellpse, serd (I. 568) 5=y la or-
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denada nrada al punto C desde el otro focus «de la
“misma ‘curva : luego en la Elipse serdn las velocida- -
des en razon compuesta de la directa subduplicada
de las ordenadas tiradas desde el otro focus, y dela
inversa subduplicada de las ordenadas tiradas desde
‘el focus, que es el centro de la potencia.
2%, Siendo por lo demostrado en el caso antece-
X ! —e
dente ¢ = 43;(-‘-%% serd o - _E’_-_—g(,g'-m

2 49 __ ey 0\ £d
+gyx(g+g)‘ 7° T gy (g ¥ o)’ pero (533.2%) fdy

FLO?d - dy .
g 2_9_5'_‘?‘ : luego serd fdy=2FLQ* )(5,-:@%5,

2eFLO*

or consigui e
yp g ente f— gy,x,g+e),

pero si.endo =
€s y = &: luego serd L — -‘g%féﬁi'f)- s por consiguien-

:t:t_:. serd f = ﬁ;f—. Y por ser en la Elipse O —

VX V(g +e) =l ),
Haig (g M: serd Q%= 2,5_2;ie —g)”’
Plemg) XV (e —p).

Pero L — g“"(~5+f) Iuego SerE Lh 5 6% X ez-e-;g

Con el mismo mctodo se hallard queen la Hlpérbola es

L=pt+45" xg;'—; Que es &c.
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COROLARIO L

544+ Por tanto ser4 en la Elipse 42 X Egg= b ==L,

- ; 2¢e :
de donde resulta ser el exe de la misma curva -;;_%

2

= 53¢ y del mismo modo se hallard ser el exe de

la Hipérbola ;i% = Lb:b: luego dadas las canti-

dades & y Z se determinari el exe de la Elipse 6 él
de la Hipérbola. Ahora si el cuerpo sale desde el
punto C ( Fig. 253.) vértice del semiexe segundo CZ
de la Elipse, por ser FC igual al semiexe primero -

bb LL
se tendrd & = —%€_: luego Bl EF_ T2
e S T —

= b, de donde resulta ser L = L4. Pero si el cuer-
po sale desde el punto 2C que queda en la semielip-
se donde se halla el referido focus F', por ser FaC

<FC(Csetendrd b < E‘i‘z:f," y por consiguiente 25 < Z.

Y finalmente si el cuerpo sale desde el punto 3C,
que queda en la otra semielipse donde no se halla el
citado focus F', serd 14 > L. ;

COROLARIOIL
§43. Dadas, 1a direccion CX (Fig. 254.) por la
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qual se arroja el cuerpo, y la distancia al centro F
de la potencia, esto es CF — &, y supuesta la velo~
cidad de la proyeccion igual 4 la que en virtud de la
fuerza F adquiriria al fin del espacio CF'; se deter-
minard la curva parabdlica que describe el cuerpo del
modo siguiente. Sobre C'F en el punto F' levédntese
la perpendicular F X; sobre CX como difmetro des~
cribase el semicirculo XWC'; y en éste acomodada
la cuerda CW = CF, tirese la recta XW que ser
la directrix de la paribola. Ahora tirese F' P perpen-
dicular 4 XW prolongada ; dividase F'P por medio
en 77 que serd el vertice primario de la Pardbola, de
suerte que descrita ésta pasard por el punto C, y la
recta XCE le serd tangente en el mismo punto. Ad-
viértase que si el 4ngulo F'CX es recto, en este caso
el punto C serd el vértice primario de la Pardbola
que ficilmente se describe.

COROLARIO IIL

§46. En las mismas suposiciones del Corolario
antecedente se determinard tambien ( Fig. 255.) la
curva hiperbdlica que describe el cuerpo del modo
siguiente. Se ha demostrado (543) que en la Hipér-

bola es Q = E‘v/-’5>(1f(£+e)
V(g—e)X V(o4 ;2)

» ¥ por consi-
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guiente 0 o= LYXVER=) ; e (54 2
(g—e) X V(6 +25)

* eg i

#ﬁb-’ g—e =m:.heg° se tendrf Q ==
2 e 24 191 2Ri0!

s X]/(g"‘—.le ) , de donde resulta ser

2ex(L—5)xf(a+'-ﬁ)'- e

= o(g® —e?) a__ bix(g
g 294(L—&)x\fL ’g : 4e“Lx(L—b "‘Q‘ kaL—- 7

X % o e ‘1€ o2
g -y "Q’ +4Lx\1.—o) 4LX L-—b)'—g ’

‘bﬁ.

g:e.=é :
1{’(._& (L=P) +52)

% Sobre CF en el fo-

‘cus F levéntese la perpendicular FX; sobre CX co-
mo didmetro constriiyase el semicirculo CW X'; tdmese

la cuerda CW = A -5 y ‘tirada la

recta WX P, serd éstala directrix de la Hipérbola,

Ahora tirese la recta FP perpendicular 4 la WXP,

.y dividase en 7 de modo que sea F¥ : V' P = g:e;

-y el punto 2 serd vértice de la Hipérbola que pasa

pot el punto C, y,tiene la tangente CX en ¢l mis-
- nnn
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mo-punto. Si en el otro.semicirculd «C’FX se toma
Cw==CW, setd Cw<CF por ser e <. g, y ades
més serd wX la directrix de otra hlperbola que tie-
he en su segundo ramo el punto C. Adviértase que
esta determinacion tiene su uso en el caso de las po—
tencias repelentes.

COROLARIO1V.

547. En las mismas suposiciones del Corolario IL
se deterninar4 igualmente la Elipse descrita por el
cuerpo del modo siguiente, Consta (543) que en d.l-

cha curva'es U FASUCED)

V(e=g)xV(ZE =)
el método expuesto anteriormente ( 546) se hallar4
22

V(5% .Q’!‘.??_;L ".45)

3 y con

ser gre=b: . Sobre CKF

en el punto F levéntese la perpendicular FX (Fig.256);
sobre C X cortio didmetro describase el circulo CWX;

témese la cuerda CW = : 4 1 ¥ t-
{(5 Q_Q‘x(b--;L!x.q.L)

tada Ta recta WX'P, sers ésta Ta ‘directtix d¢ la Elip-

Se. Ahora tirese la recta FP perpendicular 4 1a W X;

Y dividase F'P en 7" de modo'que sea FZ : VP =
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gie; y serk el punto & vértice de la Elipse que par,
sa por el punto C, y tiene la tangente C.X en el misn,
mo punto. Y si en el otro semicireulo 'se| toma Cauy
= CW, y se tira la recta Xwp ; serd ésta la direc~
trix de otra Elipse. Es evidente que por quedar la
tangente CX entre las ordesadas CW y FPr4 la
directrix. WP/, el punto € del contacto; 'se; hallas
14 en aguella parte de:la semielipse que tiene ¢l fp=
cus F'; pero en este caso (544/) es 2L mayor. que
¢l semiexe de la. misma: curva: luego 1a directrix I B
servird-para descibir laelipse’ que -anda ‘et cuprpo;
quande- sea'.2 Z mayor que el semicxe’ de- la misma

Elipse. Asimismo: por quedar la tangente €.X supe-
rior 4 las ordenadas Cw y- Fp & la dizectrix Xp, gl
punto C del ‘contacte se' hallans en, aguella parte de
la semielipse que-natiene-el focus 6 eentro atraenmte F:
luego (544 ) la directrix Xwp.servird para descri-
bir la elipse que anda el cuerpo, quande sea 2 £ me-

nor que el semiexe de 1a\ misma El:pse‘ Adyviértase
que si el 4ngulo de proyeccion FCX es recto (F:g 2577,
en este caso el punto € serd el vértice de la Elipse,
y por consiguiente g =&, Q = b; pero es g:e =

i . % e ] ;

b: =Rl :luegoser§e=_zi_b.Pdt
1/(52 Q"qux{é’—L})
e e x| e

tanto dados, el focus F, el vértice C', y 1a posicion
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de 1a directrix se podré describir la Ehpse en la- su-

posicion del referido 4ngulo recto.. Digase lo mismo
respecto 4 la Hipérbola. ) -

ESCOLIO.

548. Adviértase que en la Elipse y en la Hipérbola
Ia distancia F P del focus F' ( Fig. 252.) 4 la directrix
PW esla tercera proporcienal 4 la distancia del mismo
focus al centro de 1a curva, y al semiexe transyverso de
la misma curva : comosi el punto E es el centro de la
Elipse 77C , y 'se nombran sus semiexes a y ¢, serd
EFEV =EV:EP,de donde VF:/P=EF?
EV = ﬂa“—c“): a. Esto supuesto se van 4 de-
mostrar las dos propiedades de la dicha directrix, que

se han sefialado en 1a Proposicion antecedente.
" 1.2 Siendo, pues, FZ e=EZ — EF, se tendr4

Fz::x-—,V(a —¢?), y por consiguiente FZ?
=ux -zx((a —¢?)4a?=c®:y porser CZ*

§=7 x(a -x"‘), serﬁ C'F’-'---J.’?'Z""-l--C'Z2

¥ —ra® fg(at=c? ) g (8P me? Y2 x* , ¥ por consiguiente CF

“2
o E:‘.L"ﬂ._.__m ; peto CW=PE—EZ = af:_c,

_-x_:——-_m-) luego sers CF: C’ W'_‘V' (a --c"‘) a

Vy#? —c*)
pero se ha demostrado anteriormente ser F¥: V' P
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=Y(a® =0¢?):a: luego serd FV +/ P = FC: CW.
Disciirrase del mismo modo respecto 4 la directrix
de la Hlpérbola. S
2°, Siendo por Ia propxedad de la subtangente
(ITL. 257.) la diferencial de la ordenada ZC' 4 la‘de'la
abscisa F'Z como CZ é Z M, se hallaré ser ZM =

(:—-b‘):;gZ(gq-e) Pelg FM-—- FZ—I-ZM Iuego subs-

tituyendo los valores de estas cantidades, se tendrd F/M

(I—b("gx;-: l:?g.,. o) Ypor ser MC’—I/ MZ’+ZC‘-‘-)
CEn (b Yey* + b b oy
serd MC_._. = xy+bx(g+e) ,por cons1—

i ; L SHIRT ey, A & y:.‘g‘ -
guiente CZ*—MZXZE = (TP ST EFey

Consta (II 734) que 8 Cve. FCM__ r x

MC'—MF* -I-CF‘ S ‘'~ MZ5ZF -
2MC<CF XW Iuego subst:tu—

yendo los valores de estas cantidades, se hallari ser.

i 3

- rxCZ el foW
CL‘ FCM_J*(I-—?)"):(‘}! +sz(g+e)xy) = Fw 0 P

10 Ce. FWP_I— FW : luegoserd el 4ngulo FCM

._.FWP 6 bien el 4ngulo FCX = FW X. Se in-
fiere que circunscrito al tridngulo XW F un circulo,
su circunferencia pasard por el punto C'; y por ser
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¢l 4ngulo XW € recto, serd. tambien. recto el- ﬁ.ngu..
b XFC&

_ __PBOPOSI,CIQN LIX.

- 849« Sea la potencia en la razen inversa duplica-
da-de la distancia de: su centro: atraeate; se pide de-
terminar la Trayectoria que describird el cuerpo ani-

mado ‘de''dicha potencia. Fig: 258, W posr
Supéngase F ;4 :—I— ; por consxguxente serd

f—-”’ , Fly = “;J” 3 5. fdy-'—'—--‘lif«'é
cuya mtegral se hace de modo que desvanezca mien-

trassea y =4 * luego si ent la eefudemn (535} = =

'OJFLxd_y i
v (FLy* —I'L.Q‘—J‘xbf@}

se substltuye el valor halla-

do de §. f'd y, se tendré que 13. equacxon que se bus—

1 d—ﬁ § B 2 28189 30 %10
ca €S, ';'= d"y

Ahora hégan—-
L=} '

J"[&Lg‘x 2+EE;-— )

= 2
se Ias substmtucmnes —g‘—- oot atetem) RO [ wun ml

P S b“'_' 2m

L . Tu
y dicha equacion se reducird & la expresion -f-: =
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dy

9 que; por medio

‘y{\n Ax ﬂ+m)x‘y +nx?:i m) )

ﬁxfn+m)

de la substitucion y — se transformari en la

du —— :,I;@f——)- hecha a= . Con el radxo FV:rz

describase el ‘quadrante 27 B; témese qualquiera abs—-
cisa FT— ¢; y tirada la ordenada T'Q, serd (Ill.117)
¥ Q = u. Prolénguese 'aho‘ra la recta F'Q, hasta que
sea FC = ’EL”:_._‘"'_}. — g3 desde el punto: C bfxese
la perpendicular CZ al radio F/”, y némbrese FZ==4.
Por la semejanza de los tridngulos FCZ y FQT es
FC:FQ—FZ:FT, 6 bien y: n— x:t; pero por

] . _
sery:ﬂ;—'#)-, es t=g++)“-—m: luego seri

yin'— & (”L’;)i‘»f —m , de donde resulta ser ngx

=n*dnm—my,y my—nX(n+m=—=x); por.
consiguiente 7 : m=—y : n 4 m — x. Prolénguese el ra~
dio F77, hasta que sea ¥ P =m;y completo el rec-
tingulo ZW, serd CW =rn- m—x: luego se ten-
dri F¥: VP = FC: CW, cuya propiedad pﬂ“ﬁ:ﬂ&-
ce (548) 4 las secciones cénicas. Que es &c.
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Del Mo'vzmzenta de Tos cuerpos en-un medio te=
1= szstente. "X A

PROPOSICION LX.

550. Si un cuerpo‘ tiene una velocidad dada en
el principio de su movimiento reculmeo en uii’ medio
resistente, y esta resistencia es la tnica fuerza que
actua en el mismo cuerpo; siendo la_ resistencia del
medio proporcional con la velocidad del cuerpo, de-
terminar las razones, de la velocidad al espacio cor-
rido, y del tiémpo 4 la velocidad. Fig. 259, 260:

Siendo la resistencia una potencia que hace dis-
mmuxr la_velocidad del cuerpo valdrén las férmu-
las (437) rd.r = —2mvdv, .y ra‘: = —mdy, con
tal que expresen, # la resistencia, s el espHClo cor-
rido en el medio resistente, # el tiempo en que se cor-
re, y v la velocidad adquirida por el cuerpo al fin
‘del 'mismoespacio. ¥ en la suposicion de la-Prapo~
sicion hdgase » = X v, llamada n la razon de la
_resistencia 4 la velocidad. Finalmente llémese 2 la ve-
Jocidad con que en]pleza el cuerpo su movmnento en
el medxo resistente. :

1°. En la férmula rd.r —2mvdy. subsmuyase
dicho valor de 7; y se tendrd nvds =—2movdo, de
donde nds = —2mdv, ¢ integrando se tendrd ns=
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- 2mv 4 A. La constante A se determina, suponien=
do s = 0, mientras que sea v — #7; por consiguien-
te serd A = 2m V. Por tanto se tendrd ns§ = =—2mv
Fom¥P =amX (V=) Enlarecta AD (Fig.259.)
cortese AB — am; sobre la misma 4 B en el punto
B levéntese la perpendicular BC = n; tirese la rec-
ta AC que se prolongard indefinidamente ; sobre la
recta A B en el punto A levéntese la perpendicular
AE = FV;y & la recta AD tirese la paralela EF;
que encontrari la AC prolongada en F. Némbrese
EG =7y, y tirese la recta GD:perpendicular 4 la
AD. Y por la semejanza de los tridngulos ZBC y
ADH serth AB: BC— AD:DH, 6 bien 2m:n
= s: D H, y por consiguiente ns=2m ¥ (DG—=GH)
=om X (¥ — GH);perons=2m X (¥ —v):lue<
go sérd G H =— v : de donde resulta que en el pun-
to I del espacio corrido EF habrd perdido el cuer-
po toda su velocidad. :

2° En la frmula rdf = —mdv, substltuyase

7% v en lugar de r; Y se tendré nvdr""—md'v,y

dv
por cmsxguleqte_ serd di = e '; KRoi¢ mtegraqdq,_
Aouizvg | {01600
se tendrd ¢z = L. o Supuesta la subtangente de la lo-
i 2 ‘- . . i m , i . »
garitmica igual § — . La constante 4 se determina

0Qo
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suponiendo #'== o, thientras que sea 2~ == 3 por con-

A
siguiente serd o— L. — , de donde resulta ser 4 =7,

Por tanto se tendrd # & L. ? — L.v. Sobre la recta
ED (Fig.260.) en el punto C levdntese la perpen-

dicular CA4 = Z7; y con la subtangente =— -E— des-

cribase la logaritmica A4 B, que pase por el punto A4,
y tenga CD por asintota : luego nombrada la orde-
nada BD — v, serd la abscisa CD = #, de donde
resulta que siendo v =0, serd = o0 . Que es &c.

COROLARIO.

g51. Se infiere que en la referida hipdtesis de las
resistencias necesita el cuerpo un tiempo infinito pa-
ra correr un espacio.finito: pues que se ha demos-
trado que siendo v = 0, ‘el espacio. corrido por el
cuerpo serd finito, y el-tiempo ser4 infinito.

PROPOSICION LXI.

552. Sien las referldas suposwlones (350) la re-
sistencia del medio, en guie se mueve ‘el cuerpo, €s
proporcmnal con el quadrado de la velocidad del mis-
mo ‘cuerpo ; determinar 1as tazones, de 1a’velocidad
al espacio corrido , y del tiempo 4 la velocidad. Fig.
260, 261.
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1%, Supdnganse las denominaciones dadas (530)5
y r = nv?, expresando » la razon de la resistencia
al quadrado de la velocidad : luego la férmula rds
= —2mvdv (437) se convertird en la no*ds==

e zm-vd v; por consxgu.lente se tendré. d S x

J-w— » ¢ integrando serf s — L. 4 — L.v. Para deter-

minar la constante 4 se debe suponer s—o, mien-
tras que sea v = /V/, de donde resulta A/ = /7. Por
tanto serd s==17.7 — L.v. Descrita como antes
(550. 2.2) (Fig. 260.) la logaritmica A4 B; y llama-
da CD — s, serd la ordenada DB = v: de donde_
resulta que en la referida hipdtesis de ].aSv_I'B._SlStL_IlC_IaS
perderd el cuerpo toda su velocidad al fin: de lin_- €s=-
pacio infinito que haya corrido. :

2°.  En la formula rd? = —mdv (437) substi-
tuyanse nv> en lugar de r; y se tendrd nv*dt =

el m do
—mdv; por consiguiente d# = — —= X=3, ¢ inte-

grando se tendri 7 —

. Para determinar la

constante 4 se debe suponer # =0, mientras que

sea v = FV": de donde resulta ser A = =—— V . Por

iz
tanto se tendrd 7z — — ﬁxV +— ==y —l—W:;;;“
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luego haciendo # + —F =7, serf xy—— equacmn
§la prérbola entre las asintotas. Ahora si con la po-
; m : : : .
tencia == — se describe ( Fig. 261.) la hipérbola A B

entre sus asintotas, y se nombra la ordenada DB — v,
ser4 ED = x; y tomada la ordenada C.A == 7, se-

14 CE = ;—%,—., y por consiguiente C'D &= ¢, de don-

de resulta que siendo v =0, serd #= o . Que es &c.
PROPOSICION LXII.

§33. Si en las referidas suposiciones (540) la re-
sistencia del medio, en que se mueve el cuerpo, es
proporcional con su velocidad elevada 4 la potestad
g ; determinar las razones, de la velocidad al espa-
cio, y del tiempo 4 la velocidad. Fig. 261, 262.

1°. Supébnganse las denominaciones dadas antes
(ss0), y r =nv?, en quien n expresa la razon de
la resistencia 4 la velocidad elevada 4 la potestad g¢;-
y substituyendo el valor de r en la férmula rds —

—2mvdv (437) se tendrd nvids — — amvduy; por

§iL s am d .
consiguiente d 5 = — — Xo_:"; ¢ integrando ser4

s=C+ ﬂx{q-—:)xv?" . La constante C se determi-

na, suponiendo s = ¢, mientras que sea v == ¥ por
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consiguiente serf C — _W’;')”W: luego serd

e 21 2m B
(A) s == E et oy e o 2 Ahora si es

am

q >2 » higase s 4= SR =+ luego la equa~

am

1 g - Hp—
cion A se transformard en la ¥v? % =— o) Por

tanto si se describe la Hipérbola FAB (Fig. 261.)
entre las asintotas correspondiente 4 la equacion

PRy S e nx(;:ﬂ , serdn la ordenada DB=wv,y la

abscisa D = «; y siendo la ordenada CA =77

2m

seri EC = W’ por consiguiente se ten«
dr8 CD == Y si es ¢ <2, en dicha equacion .4 h4-

aml/® -4
nx( 2=—g)

gase == § o} =& : luego la misma equacion

g 13w 34 g
se transformar4 en la x__mx v?*74, Por tan

to si se describe la paribola ED A (Fig. 262.) cor-
respondiente 4 dicha equacion transformada, y se to-
ma en el exe de la misma curva la abscisa EF
= x, serd la ordenada DF —v; y tomada la abs-

!ml"’"_q_‘ serd G F = 5. Finalménte el
ﬂxiz-—g)

¢aso de ser ¢ — 2 se ha exdminado antes (g52).

cisa EG =
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2% En la férmula rdt — == mdv (437) substi-

tiyase el referido valor de r; y se tendrd la equa-

- - - m
cion nvidt = = mdv; por consiguiente d¢=— ';X

-7 » ¢ integrando se tendrd ¢ =A- W 2

constante .4 se determina, suponiendo # =— 0, mientras

— i p " -
que sea v — 2: luego se tendrd A== PPy

por consiguiente serf # == -n?f— T 2 g__l)w; Y
equacion 4 las Hipérbolas referidas 4 sus asintotas,
siendo ¢>1, y si es g <1, la dicha equacion cor=
responderd 4 las Pardbolas. El caso de ser. ¢g==1, se
bha tratado antes (550). Que es &c.

PROPOSICION LXIII

454. Si el cuerpo m atraido de un centro- con poten-
cia constante anda en'un medio,; cuya resistencia es
proporcional con la velqcidad de dicho cuerpo; en la
suposicion del mowrmento rectlhneo determinar las
razones- de 12 veloczdad. al espacio, y del tiempo 4
la velocidad. Fzg. 263, 264

Sean, la resistencia r—n X v, y p la referida
potencia constante : luego valdrdn ( 437 ) las férmu-
las (p =7) X ds=e=2mvdv, (p=1) X dt = =mdv.
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~ 1%, Enlaférmula (p—r) X ds == 2mvdv subs-

titiyase nX v en lugar de r; y se tendr4 la equacion
(p = nv) X ds—=—2mvdv, de donde resulta ser ds=—

2mvdy amdv  amp ndv 2mv
B T B T aF Apgt DAMSEETIREEE
y serd (A) dz —— MPXP"_‘{; X s , & in=
— )

b

tegrando se tendrd z =4 - L.(-}-:;- - 7). La constan-

te A se debe determinar, de modo, que hecha s=o,

. 6% —2xmV
sea v — /7 por consiguiente se tendrin z — :m ’

L(E—v)=L (-7, yxé———”””—L (-——V)

—2ml”

Luego serd (4) 2=—— L. (—-—v) tomado el

b

protonimero = - == ¥, Para construir la equacion

A en la suposicion de ser %‘7 v, sobre la recta in-

definida BC (Fig.263.) en ¢l punto I levéntese la

perpendicular I X -=-%':, cortese en ésta la recta

KH =1V, y seri el protonimero IH = —z—-— 7y
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27 describase la logaritmica RHT,

n?

que pase por el punto X, y tenga la asintota CB; 4

con la subtangente

ésta tirense las paralelas, KD My EH =222, por

n

el punto E hégase pasar la recta D E A paralela 4 ]a

KL Y siendo N M = v, serdn BN=%-—-'U, IB =

L(E—o)aB=="" 4 1.(£-~v)=2yla PON =

n

2mu 3 .
z 4 -~ ==s: y desvaneci¢ndose P IV, se tendrd v=727,

Pero en la suposicion de ser —% <, la equacion A4
v, AT e emp dv .
se dispondr4 de este modo dz — 7= X P que

Vo =
n

tratada con el método anterior suministra la cons-
truccion expresada por la Figura 264, donde las rec-
tas tienen las denominaciones que antes se les han

dado. Y finalmente si es % = v, los puntos H y V.

coincidirdn con los" respectivos ‘puntos Iy B, y pot
consiguiente la logaritmica pasar4 4 ser la recta I 4B
en dicha suposicion : luego las velocidades:serdn cons~
tantes é iguales 4 77, como debe ser evidentemente
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en la hipdtesis de la resistencia igual 4 la potencia.
2°. Para determinar los tiempos .en la férmula
( p=—1r) X dt = — mdv substitiyase el referido valor’l
de r; y se tendrd (p—nv) X dt ——mdv, y por
—dy
7

—_— T}

n

consiguiente d# == % % . Sobre la recta inde-
finida CB en un punto I (Fig. 263, 264.) levante-
se la ‘perpendicular IK = %; témese KH =}";

con la éubta’ngente = % describase ‘la’ Iogaritm'fci
R HT, que pase por el punto H, y tenga la asinto-
ta CB; tirese la ordenada BN que se prolongard
hasta encontrar en M 4 la recta KM paralela 4 la
AB; y lNlamada NM = v, setd KM=t , de mo-
do que siendo z == 0, resultaser v == 2% Es eviden=
te que la primera de dichas ﬁguras;. tiene su uso en

el caso'de ser Jﬁ- > v, y la segunda quando sea '{; 4.::.
Que es &c.

PROPOSICION LXIV.

§53. Si un cuerpo  atraido de un centro con po—-
tencia constante anda en un medio, cuya resistencia
es proporcional con el quadrado de la velocidad de
dicho cuerpo; en la suposicion del movimiento rec-

pPPP
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txlmeo determmar las razones, de la velomdad al es-
pacio, y ‘del tiempo 4 la velocidad. Fig, 265 267,
‘ Supongase la resistencia 7 —nv?, expresando n
la razon de la resistencia al quadrado de la velocidad,
1°.  En la férmula (437) (p=7) X ds = — 2mvdy
substitiiyase dicho valor-de 7; y se tendrd (p —nv?) ¥

ds —=—=2muvdv, y por consiguiente serd ds — =
VL) i

2mvd ' SEnp Iy
"= . Hégase ahora la substitucion —=z; y se

p—nv*
?_rans_fo:maré la equacion hallada en la ds = l::—- %

=z , € integrando se tendrd s = L(:—% —2z)+ A4

e —

ﬂﬂ

, - - m
;;upuesta la subtangente de la logaritmica igual 4 .
La constante «f se debe determinar, de modo, que

hecha s = o, sea v =7%7; por consiguiente seri z ==

.r.i_f., y Ad==L. (n—{ *TY?)._ Luego se tendrd s =

e 4 s
-—L.(f;- —)+ZL.(,7==2), y tomado :-}—Z—

n
por protonumero de la logaritmica, serd s—Z.( %—z)
Sobre la recta indeﬁnida AB en el punto A (Fz‘g.265.)

levéntese 1a perpendicular AG = témese GF=
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-V— )y serd AF-—-~ — Z— ; con la subtangente ==

descrnbase la 10331’_1;1;11@ FC, que pase por el punto
F, y tenga la asintota 4B tirese la ordenada CB
que se prolongard hasta encontrar la recta GD pa-
ralela 4 A B en D; por el punto C hdgase pasar la
recta CEI paralela 4 la AB; y siendo CD — gz,

serd BC = ;f—); — 2%, y por consfguie‘nte AR 6 bien

CE—L. (ﬁ — z) = . Ahora con el parﬁmetro =n

cerca del exe G.A descrlbase la paribola Apolomana
GIK ; y siendo GE =z, serd EI——v. Por tanto
si es EC el espacio corrido por el cuerpo m, expre-

" sard la recta E I la velocidad que tiene al fin de di-
cho espacio. Quando sea el espacio EC — o0 en el

punto F, la velocidad HF del cuerpo serd igual 4

7 por ser G F::Z’:—- por la propiedad de la Par4-

bola ‘Apoleniana: Adviértase que si es’ f—’;{.z, con

el mismo método se hallard ser CE—=v, vy El=0n
en la figura 266, donde las rectas tienen las deno-~
minaciones que antes se les han dado. .

2°. Para determinar los tiempos en la equacion
(p — 7 ) X dt = —=mduv substitiyase el referido valor

de 7; y se tendrd (p—nv?) X dt = —mdv, de don~
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*E-Xa’v .
de resulta ser (A) dt = = =% ——?—— En la supo-
..._+av :
P Xdv
sicion de ser l <v? (Fig. 267.) serd §.———
P +.v'ﬂ

L Z_EIFI (TIL. 209. 4°.) siendo F'CH sector de la Hi-

pérbola equiiétera G F H, que tiene los semiexes CF'
y CB iguales 4 P las asintotas CR yCI, yla

cotangente B E = v, Ahora tirese la recta F'.A per-
pendicular 4 la CI; con la subtangente = CF' des-
cribase la logaritmica 4D que pase por el punto A4
y tenga la asintota CR; tirese la recta HID per-
pendicular 4 la CI; y se tendr tambien 7D — 1;%‘;
(IIL 208. 3°) en la suposicion de dicha logarftmica
descrita con la subtangente igual § CF, y con el
protontimero €A : luego serd + = A +'§ X 1D

La constante A se determina de modo que suponien-
do v =V, sea t == o: luego siendo la cotangente Be

, y tirando la recta C'he, y la bid perpendicu-
lar 4 CI, serf A = = ::— % #d. Por tanto se téndrd

f=T X (ID=id)= 2 X DL, tirada dL para-
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lelad CL Y en la suposicion de ser f—>v’, se dis-

pondré la equacion A de esta forma df = — 1:;- e

L ~Xdv -
P ~» cuya integral (IIL. 209.3°.) es igual 4 — — X
——?

n

chT':: » supuesta la tangente hiperbdlica Fk—=wv: y

siendo la tahgente F KX — 77, el valor de la constan-

te, que se debe afiadir 4 dicha integral, serd igual 4

:;" X FCH. Por tanto se tendrd t— _?5- pd FCH—FCh.

=%XDL.
PROPOSICION LXV.

gg6. Sila potencia, con que el ‘centro atrae al
cuerpo m, tiene la razon de la distancia de éste al
mismo centro, y si la resistencia del medio es pro-
porcional con la velocidad con que anda el cuerpo;
determinar las leyes del movimiento rectilineo de di-
cho cuerpo. Fig.268....273.
- Sean, s la distancia del cuerpo 3l centro, y la re-
sistencia r 4 la velocidad v como 24 4 1, y por con-
siguiente r == 24 : luego considerando el movimien=
to de un mismo cuerpo, valdrd (437) la equacion
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(s—26v) X ds — = vdv, de donde resulta ser (A)
—vdv 4+ 2bvds—sds= o, Y
1°. Sea 1 < 4. En la referida equacion 4 hégase

v=ns=2,en la que » es una cantidad que se de-
termina sucesivamente ; y se tendrd la equacion si-
guiente ( E):

—sds dnsdz—zdz

+2bnsds—2bzds — 9

2sds nzds

Ahora para que desvanezca la primera coluna de la
equacion transformada , supéngase =1~ 247 —n?

I I
&0, y por consiguiente serd 26 =n - -,y el va-

lor de # ser4 real en la suposicion de 1 <2, y ade-
més serd n* < 1. Por tanto la equacion E se reduce
dla (F)=n2sdz + 2ds = ~—nzdz ; y multiplica-

—n2 szt dn ¥ 2Vds

da' ésta POr z"‘ e S€ tendré‘ Py = —
" 1 GY Aann L6 om
—— AT cuya integral es ( ) 27 s —

np—i °
Para la determinacion de la constante .4 supéngase
v == 0, mientras que sea s =a; y por la substitucion

e
ve=ns—2z serd =na:luego serd A= v

AT E T 3
xn - }

y substituyendo el valor de 4 en la equacion G, se

s -nn mn
tendrd la (H)s==— —"— 4 pero por
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la substitucion es v=ns—2z: luego serd (I)v =

”“i "”xz

—— - -7+ » ‘Ahora héganse las subsntucm—-

'l me z”’l

&, Y o wss =J €0 la equacion H, y

nes ——
i

nat "xat
=L o) x’s BT ey _..,y ; ¥ se tendrin Ias

enla I—=
equaciones s =y =&, v =’ =~ &', La equacion y ==
n—;}'::_-_—:;;; pertenece (Fig. 270.) 4 las Pardbolas CB
referidas al exe CD, siendo CD=2z2y DF =y.
Tirese la recta CM de modo que sea CN: NM =
I=—nn:a;y por ser CD =z, serd DE = x: lue-
go serd EF —yp —x = s. Si con el mismo método
se construye la equacion » =»'— x' por medio de
las Paribolas Cmb , y de la recta Cm, se tendrd ef
—='= x' = v. Adviértase que si desde el punto =,
en que la-recta Ce corta la curva Cm? se tira la or-
denada mV, y se prolonga hasta encontrar la cur-
va CFBen L,serd ML — a, pues que siendo v==o,
debe ser s ==a. Se infiere que en el centro de la po-
tencia se extingue la velocidad del cuerpo : pues que
siendo EF = s — o0, serd ef=v=o. Para la deter-
minacion de los tiempos substitiiyanse en la formula

di = —‘-i—’ los valores de ds y v; y se hallard ser dé
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..-ﬂ. luego integrando se tendrd ¢ = L.z A4, su~

puesta la subtangente de la Logaritmica igual 4 n.
La constante 4 se determina suponiendo z =0, mien-
tras que sean s = a, v == 0, y de consiguiente x =na
por ser v =ns—z: luegoserd o=L. na4- A4,y
A —= = L.na=o, supuesto el protonimero de di-
cha logaritmica igual 4 naj por consiguiente serd
t — L. z. Se infiere que el cuerpo gastard un tiem-
po infinito para llegar al centro C de la potencia.
2% Supbngase 1 = 4. En la referida equacion 4
hégase v =5 — 2, con lo que se transformar4 en la
—2ds 4 s5dz— zdz—o, 6 bien 2ds — sdz = —zdz;

a2ds—rdz

2
y partiendo por 22, se tendré =

— =2 . lucgo
= —— : lueg
-mtegrando serd A. gﬁz — L. 2, La constante .4 se
determina suponiendo s = a, mientras que cea v==o,
de donde resulta z — a@: luego serd A —r— 1=L.a;

: £ s : :
por consiguiente se tendrd - =14 L. g~ L.z =

i:r — L. z suponiendo a el protohﬁmero de la logarit-
mica, y s =2=—2X L. 2; pero s —z— v por la
substitucion : luego serd v = = 2z X L. 2, siendo €l es-
pacio s =z —2z X L. 2. Describase (Fig. 269.) la
logaritmica DB, que tiene la subtangente — 1, el
protonumero CD =— a, y la asintota CA ; tirese la



(489) ,
ordenada B A 4 dicha asintota, & quien se tiraré la
pz{réiéia BE ; prolonguese éstahdsta’que'sea EG =
BE X EC; sobre la recta DC en el punto D levdn-
tese la perpendicular D F-=LDC tirése C'Fy'y
nombrada A8 ==, serén EG = v, GH = 5. Siendo
pues A B =z, set4 CA =& L'z por “consiguiente
EG=CEXEB=—2zXLz=—v; pero s =z =—
2L.%: luego serd s=CE+EG = EH+EG—*
GH. Adviértase que en el caso de la mixuna orde-
nada de la Escala CGD de las velocidades €s C 4
igual 4 la subtangente de la logaritmica , y: que la
velocidad del cuerpo se extmgue en el centro C, por-
que siendo s = 0, € v=o. Para la determinacion

de los tlempos subsutuyanse en la formula dt = d"

los valores hallados dc dJ‘ y v; y se tendré dt Z—i:-=
luego integrando serd ¢ == A4 - L.z. La constante .4
se determina--suponiendo ¢ == 0, Mmientras que seam
s —a,v=o0, Yy de consiguiente =5 = v=a: lue-
go serd o=A—L.a, y A= L.a—=o0, supues-
to el protonimero —a; por consiguiente serd 7 ==
= L. z. Se infiere que el cuerpo gastar4d un tiempo
infinito para llegar al centro C de la potencia.

3°; Finalmente supéngase 1>4.. En la equa-

cion- higase la substitucion v = 1:- » con la qual se

999
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>

: ] Jj- Y ;Jz’ ; G- B
transformaré en la == F =g que por la
w ot : ds ydy
substitucion ==& —y se reduce § = ——

s T ¥ 41—

oy s W
+m‘,0bl€ﬂ£la (E)— 7 _-y‘.].g‘ +y +“

hecha a"r::—&n; por consiguiente se tendrd — 3%
=7 X ok - T Xsa - : luego integrando en la su-

pos;mon » que los logantmos se toman en la logarit-
mica , , que tiene la subtangente —— Y el protoni-

mero =4, y que G expresa el arco de circulo que
tiene la tangente ==y, y €l radio = a, se teéndr4 la
equacion (C) A =G = ZL.s 4+ L. V(9 +a*). Su-
pbngase ahora que siendo §=a, sea v = o para la
determinacion de la constante 4y en virtud de las
referidas substituciones se tendrd y = —4, y el arco
G el que-tiene su tangente = — &, cuyo arco nombro
= B luego serf A B == L./(&’” + a?), de don~
d&e resulta ser la constante A=-—=DB -4 L.]/(b" +a*);
¥ substituyendo €l valor de .4 en la equacion C, se
tendrd —~B—G4 LYV (b¥+a*)=Ls+ L ¥F (y*+d°),
6 bith —G=B==Lis+ LF (9 Fa> =L V(6> ¥ a>):
luego haciéndo G-‘[—B 2=yl Y R e)

TOTe) =3
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serd w == ~—~L, # equacion 4 la. espiral logaritmica.
Con €l radio CB —a (Fig.270.) describase el cir-
culo BE K; tirese la tangente indefinida ABD al
punto B ; cortese B A —b; tirese C' que serd igual
158 #a>+47); témese. BD =y ;.tirese € D .que
serd igual 4 #(»*+ a®); por consiguiente serdn
los arcos BE—B,BF =G,y EF=B4+G= s
Ahora describase la espiral logaritmica £ HO con el
‘4ngulo constante igual al complemento del arco. BE
al quadrante; y serd la ordenada CH — x, toman-
do las ordenadas decrecientes por ser negativo el Z.x:
luego tirada la recta HG paralela 4 la DA, serd
CD:CA=CH:CG,esto es ¥ (a*+4yp?): ¥ (a*+5%)
=u«:CG, y por consiguiente CG = %ﬁ%}'—; 5
pero v es igual al producto de s por z partido por
la unidad lineal que se toma igual 4 ¥/(a®+42) por
;%i—’f—{_“—'g-, y por
consiguiente f(a’-l-— b%):is=y+b:v, 6 bien CA:
- CG=4D:v; pero por ser las rectas 4D y GH
paralelas es CA:CG —= AD:GH: luego setd GH
= 3 por consiguiente 4 los espacios corridos EG cor-
responden las velocidades G H paralelas 4 la tangen~
te AD. Se infiere que en el centro C' de la potencia
no se extingue la velocidad del cuerpo: y si el 4ngu~

ser 1 —56%=a%: luego serd v=
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lo CH N formado por la 'ordenada CH-y la tangen-
te H N en el punto 'V de la curva s igual al 4ngu-
lo ECF, la ordenada HG al difmetro E2E serd
méxima’, y/'por consiguiente la velocidad del cuerpo
desde E 4 G 'sé 'va“aumentando de modo-que en el
punto G es'la’ méxima, ¥ se va disminuyendo desde
G 4 2E, de modo que en 2 E se extingue. Disctirra-
se del mismo modo respecto 4 la velocidad del cuerpo
que’sucesivamente' corré ‘el espacio 2 E 3 E; 'y asf con
“el mismo érden sucesivo en los espacios 3 E 4 E, &c.

Considérese ahora lo que resulta de la distinta
magnitud del 4ngulo ECI complemento del 4ngulo
ECR al'recto ;6 bien igual al 4ngulo constante que
forma la tangente tirada 4 qualquiera punto de la
logaritmica eon la correspondiente ordenada, para
-exdminar la- relacion que tienen ‘entre si los movi-
mientos;de un cuerpo en distintos medios resisten-
tes. Lldmese dicho dngulo ECI —=C, y considére-
‘se’ que‘el mismo #ngulo se aumenta. En esta supo-
-sicion - teniendo ‘el punto E fixo;.y variable el pun-
to B, pasard el radio CB (Fig. 271.) 4 la posi-
‘cion Cé& -y la logaritmica E H.2 EO seri inte-
rior 4 la-logaritmica Eh2eo0; -por copsiguiente las
ordenadas G A en esta serdn mayores que las ordena-
das G H -en-aquella, con:tal que correspondan 4 una
comun abscisa z luego aumentdndose’ el dogulo C' se
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aumentan las velocidades del cuerpo; y siendo el 4n-
gulo C recto, y de consiguiente Ce.C = 0, la loga-
ritmica E HO se convertir4 en la circunferencia EF1,
y en este caso las ordenadas tiradas al didmetro ECR
del mismo circulo expresardn las velocidades del cuer~
po. Y al contrario, si el referido 4ngulo C se dismi~-
nuye, las velocidades del cuerpo ( Fig. 272.) se dis-
~minuirda ; y siendo Ce,C = a, esto es el 4ngulo C
== 0, la logaritmica se convertird en una linea recta.

' Para la determinacion de los tiempos - lldmense,
# el tiempo del descenso del cuerpo por el espacio
EG , v su velocidad en G (Fig. 273.) vy CG= s;

—ds e '
—— substitiiyase el va-

y en la formula (391) d# =

Lor hallado de v.Por tanto se tendré dr:_"%;

pero por la equacion B es — T 3 v

[a -I-b ) a*dy % 2
serd dt — X oy ; ¢ integrando serd r=

A+ -"i(“—;—;"il X BF (1L 137) supuesta la tangen-

te BD del arco BF igual 4 y: y. para que sea #=0,
quando es s = a y de consiguiente y = —6 =B A

tangente del arco BE, serf o= -‘-’—(-‘%{'—Pl X=—BE
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_'.}-d, de donde resulta ser .4 :*’—(‘3—;—1’-—5—3 % BE : lue=

go serd ¢ = ————-—J(“’:b’ ) X %E; por consiguiente sien-
do la recta CT perpendicular 4 la CB, el tiempo ¢
‘serd igual al producto de la cosecante del 4ngulo' ICE
por el dngulo E'CF partido por el radio CE =a. Y
Tespecto 4 los tiempos del descenso del cuerpo por
el espacio EC en distintos medios resistentes,.se'ha
dicho antes que si el 4ngulo ECTI se aumenta, los
radios CB y CF pasan 4 las respectivas posiciones
Ch y Cf, y la tangente BA en el punto B de la
circunferencia circular 4 la tangente Ba de Ta mis-
ma circunferencia en el punto 4; por consiguiente en
la suposicion de que el 4ngulo ECI se aumenta, la
cosecante CA4 y el 4ngulo ECF disminuyen, pues
vienen 4 ser Ca y ECf; pero el tiempo del descen~
so del cuerpo por el espacio. EG es igual al producto
de la cosecante CA por el 4ngulo ECF partido por
el radio BC—aen la suposicion del dngulo ECI
4 bien de la logaritmica EH2E : luego aumentén-
dose dicho 4ngulo ECI 6 bien en la suposicion de
1a logaritmica Eb2e, el tiempo del descenso del cuer-.
po por el espacio EG se disminuird, y por consi-
guiente el tiempo de la caida del cuerpo por el es-
pacio EC en la primera suposicion serd mayor que
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el tiempo de 1a caida del mismo cuerpo por dicho

espacio EC en la segunda suposicion. Es evidente que
sucederd lo contrario en la suposicion de que el 4n-
gulo ECI se disminuye.

ESCOLIO.

557. Adviértase que si en las referidas suposicio~
nes de la Proposicion antecedente se pide determi-
nar la velocidad del cuerpo m en un punto del es-
pacio corrido, se¢ deber4 suponer que en el mismo
punto la resistencia es igual 4 la potencia. Llimese &~
la velocidad delicuerpo en dicho punto. Consta (409)
que para tener'un cuerpo terrestre la velocidad Z7 al
fin ‘del ‘espacio “corrido 8, serd ¥ = V215 pero
(sup.) es la resistencia 4 la velocidad como 24 § 13
luego serd la resistencia igual 4 244278 ; por con~
siguiente la ‘potencia p en el referido punto'ser iguak
4 2042187 de donde resulta’ la' equacion (A)
S— "fs%"” en cuya expresion debe ser &< 1, pues
que se” ha''demostrado en dicha Proposicion que
si no es 4<'1,1a velocidad ‘del cuerpo se extingue
en ¢l eentro de 'la potencia, lo que ‘es contrario 4 la
experiencia de los péndulos que reciprocan sus osci-
laciones’ eh un -medio resistente. Por tanto determi=
nado el valor de la magnitud & segun corresponde,
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se hallars por la equacion . el espacio que debe an=
dar un cuérpo terrestre para adquirir la velocidad 2.
Asimismo adviértase en el movimiento de los: cuer-
pos animados por potencias en un. medio resistente,
que la velocidad de ellos se aumenta, si la poteﬂcia
es mayor que la resistencia ; y que siendo la poten-
cia menor que la resistencia, dicha velocidad se dis-
minuye. Por tanto en el primer caso valdrdn las for-
mulas P Xds— 2mvdv, y PXdt = mdv, yenel
segundo caso dichas formulas serdn PX ds=—===2mvdv,
y Pydt = = mdwv:y en los casos particulares se
substituird en ellas en'lugar de P la! diferencia que
pasa entre los valores dados de la potencia y de la
resistencia.. Y respecto deique en las Proposiciones
anteriores LXIII y LXIV , se ha considerado que el
cuerpe moyido- por - potencia constante empezaba su
movimiento'en-el medio resistente con una velocidad
dada , ésta debia disminuirse -endicho movimiento;
por ‘cons'i-gt_Jiente debian valer las referidas segundas
férmulas pero en la Proposicion LXV ‘con respecto
4 la suposicion de que el cuerpo empezaba' su mo-
vimiento desde el punto E sin ninguna: velocidad , y
en virtud de la potencia ( Fig. 270.) andaba el espacio
EG, siendo CG = s, debia valer la formula P %
- ds=2muvdv, 6 bien P ¥ ds =— = vdv, conside-
rando €l movimiento:de un mismo cuerpo.
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