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P R O L O G O 

Gon esta obra, creemos satisfacer una 
necesidad sentida por cuantos desean 
orientarse fundamentalmente en enseñanza 
tan diíícil como la Matemática, mucho más 
después de que, acertadísimamente, se trans­
formó la enseñanza de nuestras Normales, 
de puramente instructiva en obra de forma­
ción profesional. 

No se trata de una obra improvisada, 
sino que recoge el fruto de largos años de 
estudio y experiencia, transcurridos desde 
la publicación de nuestro Nuevo Tratado de 
Aritmética, escrito con arreglo a las más 
recientes orientaciones didácticas, que des­
pués han seguido otros autores. Recoge 
además, este libro, el fruto de un año de 
trabajar en la nueva asignatura de Metodo­
logía de las Matemáticas del grado profe­
sional, y la opinión dominante en el cursillo 
de Orientación Metodológica, últimamente 
celebrado, al que muchos compañeros apor-



V I PROLOGO 

taron interesantes datos y valiosas suges­
tiones. 

No hemos intentado hacer un recetario, 
que trate de cómo han de enseñarse en 
detalle cada uno de los puntos que abarca 
la Matemática Escolar, tarea imposible aquí, 
propia de libros escolares, y que sería una 
invitación a la rutina, cuando entre nues­
tros axiomas fiy ura el de la invención cons-
tante para adaptarse a las múltiples circuns­
tancias de plan, ambiente, conocimientos 
previos, características psicológicas, etc. He­
mos procurado, por el contrario, fundamen­
tar sólidamente las direcciones cardinales de 
la 'enseñanza, descendiendo a normas espe­
ciales sobre asuntos que lo requieren, y lle­
gando al detalle cuando lo aconsejan la di­
ficultad del caso el deseo de desterrar 
errores arraigados. 

Especial atención hemos dedicado a la 
Historia de j a Matemática por su valor 
educativo y didáctico y a los automatismos 
y los tests, base aquéllos del cálculo y ori­
gen éstos de lo más valioso y moderno en 
la didáctica experimental, 
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Apremios de tiempo han hecho que esta 
obra; pensada lentamente, se haya escrito y 
editado tal vez con excesiva premura; pero 
en los tiempos de intensa renovación que 
afortunadamente vivimos, hemos creído que 
debemos ofrecer a los demás e l fruto de 
nuestro esfuerzo para que sea cuanto antes 
superado. 

wm 





C A P I T U L O P R I M E R O 

O B J E T O D E L A M E T O D O L O G I A 

«Los mé todos son los 
maestros de los maestros.» 

T A Y I X E R A N D 

1 . D e f i o i c i ó n . — S i un maestro nove l t u v i e r a 
que organizar por sí mismo los estudios escolares, 
como u n R o b i n s ó n de l a e n s e ñ a n z a , s in l ibros n i 
programas en q u é inspirarse, seguramente las 
pr imeras cuestiones que se p l a n t e a r í a s e r í an las 
siguientes: ¿Qué debo enseña r? ¿Cómo debo ense­
ñ a r ? L a respuesta a estas preguntas comprende 
todo e l contenido o materia de l a e n s e ñ a n z a y el 
método o Isl forma á e realíza.úa.. 

Pero una r e f l ex ión m á s detenida le l l e v a r í a a 
considerar que, tanto lo que debe e n s e ñ a r s e como 
l a forma de hacerlo, der ivan a su vez de otra cues­
t i ó n m á s fundamental; que referida a nuestro 
estudio se e n u n c i a r í a así : ¿ P a r a q u é he de e n s e ñ a r 
m a t e m á t i c a s a los n iños? ¿Qué me propongo a l 
procurarles esta clase ' de conocimiento? S e g ú n 
que se proponga hacer de ellos s imples calcul is­
tas, contables, agrimensores, marinos ... • tanto el 
contenido de l a e n s e ñ a n z a c ó m o d o s m é t o d o s v a ­
r i a r á n considerablemente. Y como e l responder 
a estas preguntas es lo que se propone l a Metodo­
l o g í a de las M a t e m á t i c a s , podemos def in i r la d i ­
ciendo que tiene por objeto -determinar los fines de 

Metodología, 1 
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l a enseñanza de las Ma temáÜcas en l a Escue la P r i ­
m a r i a y fundamentar y describir los métodos m á s 
adecuados para lograrlo. 

Obse rvac ión .—Dec imos ftmdamentar, porque l a 
M e t o d o l o g í a no ha de ser un simple recetario; en 
p r imer lugar, porque e l maestro no s a b r á ap l icar 
b i en m é t o d o s cuyo fundamento y alcance no com­
prenda, y en segundo lugar, porque las i n f in i t a ­
mente var iables condiciones en que se desarrolla 
l a obra educa t iva obligan a l maestro a modif i­
car constantemente los procedimientos pa r a adap­
ta r los a l a real idad, y, finalmente, pa ra poder sa­
tisfacer l a cond i c ión esencial de los m é t o d o s , que 
s e g ú n Mmc. Necker de Saussure es l a de estar 
en continuo perfeccionamiento. 

2 . Los finos gonerá les . — Puesto que l a E s ­
cue la P r i m a r i a prepara para l a v i d a , h a de pro­
porcionar aquellos conocimientos que en l a v i d a 

• corriente son indispensables. E n t r e ellos encon­
tramos las operaciones de cá l cu lo , y e l s is tema de 
pesas y medidas, e n s e ñ a d o s desde los pr imeros 
tiempos de l a escuela por su valor uti l i tario. 

J u n t o a este f in , de i n t e r é s inmediato, exis te 
otro de mayor va lo r rea l y que consiste en procu­
ra r por medio de l a e n s e ñ a n z a e l desenvolvi ­
miento de las facultades p s í q u i c a s del n i ñ o , cons­
t i tuyendo su f ina l idad educativa, que no h a sido 
est imada t o d a v í a por padres y maestros en toda 
su trascendencia, por lo menos en lo que a las 
M a t e m á t i c a s se refiere, a pesar de que hombres 
c lar iv identes como T y n d a l l , h a y a n dicho: No 
quiero hacer de l a Geometría una asignatura m á s , 
sino un medio de educación ( i ) . 

(1) L a finalidad uti l i taria ha sido siempre l a predotni-



3. Los fines especiales.—Siendo el f i n u t i l i t a ­
r io y e l educativo comunes a todas las e n s e ñ a n z a s 
debemos s e ñ a l a r m á s concretamente los objeti­
vos que se propone en grandes l í n e a s l a e n s e ñ a n z a 
de las M a t e m á t i c a s . Podemos notar que su acc ión 
se reduce: 

1.0 A l a a d q u i s i c i ó n de conocimientos, tales, 
por ejemplo, como los que const i tuyen el siste­
m a m é t r i c o . 

2.0 Consecuc ión de ciertas destrezas o habili­
dades entre las que citaremos l a r á p i d e z y seguri­
dad en e l cá l cu lo , tanto mental como e s c i t o . 

3.0 L a f o r m a c i ó n de ciertos hábitos mentales 
entre los cuales citaremos l a p r e c i s i ó n y c la r idad , 
que puede referirse a los conceptos, a l razonamien­
to y a l a expresión. 

E s t o s t res fines e s t á n m u y lejos de ser alcanzados 
en las escuelas actuales; baste c i tar con r e l ac ión 
a l tercero y como ejemplo de i m p i e c i s i ó n y oscuri­
dad de concepto, que son muchos los aspirantes a 
ingreso en las antiguas Normales que daban como 
def in ic ión ún ica de l a m u l t i p l i c a c i ó n lo de hacer 
un n ú m e r o tantas veces mayor, etc., etc. Y como 
muestra de las mismas faltas en el razonamiento, 
recordemos l a d e m o s t r a c i ó n de que dos rectas 
perpendiculares a una tercera son paralelas, que 
suele hacerse diciendo que no se encuentran, por­
que s i se encontrasen no s e r í a n paralelas. . . 

nante, y por ello se ha dedicado más atención al cálculo que a 
la Geometr ía , a pesar de ser ésta m á s interesante para el niño 
y contrariar con ello la evolución histórica que dió formada 
la Geometría como tiencia con Euclides (300 a. de J . C.) con 
anterioridad a la Ari tmét ica . Ambos fines deben procurar­
se juntamente partiendo de los problemas útiles para pasar 
a los conceptos y propiedades y descender a las aplicaciones. 
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4. Importancia de esta M e t o d o l o g í a . — A pesar 
del largo t iempo que l a e n s e ñ a n z a de las Mate­
m á t i c a s y en especial del c á l c u l o l l e v a en las es­
cuelas y l a gran a t e n c i ó n , que siempre se le h a con­
cedido, su estudio h a pasado por ser siempre uno 
de los m á s á r i d o s y fastidiosos pa ra los n i ñ o s . 

L a causa de ello e s t á en que exigen e l .empleo 
constante de l a a t e n c i ó n , tanto in te rna como ex ­
terna, d é b i l y vaci lante en e l n i ñ o : manejan con­
ceptos generales y abstractos cuando e l n i ñ o 
v i v e sólo pa ra lo par t icu la r y concreto, y se forma 
mediante e l razonamiento puro que el n i ñ o es 
incapaz de seguir. Por el lo l a escuela "antigua se 
l i m i t ó a aprovechar l a fac i l idad de memoriza­
c ión del n i ñ o pa ra sust i tu i r los conceptos por 
palabras, y a u t i l i za r l a p las t ic idad cerebral del 
mismo para e n s e ñ a r l e m e c á n i c a m e n t e a calcular , 
o l v i d á n d o s e del p r inc ip io i m p o r t a n t í s i m o de que 
l a i n s t r u c c i ó n h a de ser rac ional . 

E n cambio, pa ra l a s escuelas modernas tenemos 
l a a f i r m a c i ó n del pedagogo a l e m á n L a y , de que 
h a y dos e n s e ñ a n z a s , l a del lenguaje y l a de las 
M a t e m á t i c a s , que han alcanzado su per fecc ión . 

E l d i f i c i l í s imo escollo que era preciso sa lvar , y 
e l acierto con que se h a conseguido hacerlo, revelan 
por sí solos l a t rascendencia de nuestro estudio. 

5. Fuentes para su estudio.—La M e t o d o l o g í a 
de l a s M a t e m á t i c a s depende como es na tu ra l de l a 
Metodología General de que es u n a rama; y de l a 
Lógica, ya que los m é t o d o s p e d a g ó g i c o s só lo son 
u n caso par t i cu la r de los m é t o d o s lógicos , y por 
ú l t i m o , t ratando de e n s e ñ a r l a s M a t e m á t i c a s a l 
n i ñ o , d e b e r á conocer las c a r a c t e r í s t i c a s p s i c o l ó g i ­
cas de este, dadas por l a P a i d o l o g í a ; y sobre todo 
la materia a enseñar, no só lo en su contenido, sino 
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fundamentalmerite, en sus cualidades esenciales. 
A l lado de estas fuentes de c a r á c t e r general, 

encontramos otras especializadas, como son los 
l ib ros que t ra tan especialmente cuestiones meto­
do lóg icas ; los l ibros y programas que se emplean en 
las escuelas. 

F ina lmente , podemos desenvolver nuestra ac t i ­
v i d a d por l a observación contemplando l a labor 
de buenos maestros; l a recopilación, de datos de 
i n t e r é s m e t o d o l ó g i c o , por ejemplo, juegos y can­
ciones del p a í s en que in tervenga el n ú m e r o o 
l a cant idad; y mediante l a exper imentac ión , no 
só lo en general, con l a p r á c t i c a de l a e n s e ñ a n z a , 
sino ensayando procedimientos especiales para 
determinar, por ejemplo, e l mejor modo de apren­
der l a t ab la de mul t ip l ica r , o los problemas que 
corresponden en l a s escuelas e s p a ñ o l a s s e g ú n 
los diferentes a ñ o s de escolaridad a trabajos y a 
hechos en escuelas de otros p a í s e s y especialmente 
por B i n e t y S i m ó n en F r a n c i a para su e x a ­
men p e d a g ó g i c o . (Véase Cap. I X , I ) . 

A l f ina l de este l ib ro h a l l a r á e l lector una su­
cinta , pero selecta y controlada Bib l iogra f í a . 

E J E R C I C I O 

Destacar de un programa o l ib ro escolar tres 
cuestiones de f inal idad u t i l i t a r ia , otras tres de 
valor educativo y otras tres que no sean ni lo uno 
ni lo otro. 

N O T A A L C A P I T U L O P R I M E R O 
Los fines de la enseñanza de l a M a t e m á t i c a 

L a f inal idad primera de l a e n s e ñ a n z a de l a 
M a t e m á t i c a debe ser el desenvolvimiento de l a 
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capacidad para comprender y analizar las re la­
ciones cuant i ta t ivas y espaciales necesarias para 
conocer y actuar sobre el mundo que nos rodea, 
y para l a a p r e c i a c i ó n del progreso humano en sus 
varios aspectos; y l a a d q u i s i c i ó n de aquellos 
h á b i t o s mentales y destrezas que h a r á n út i l esa 
capacidad en l a v i d a ordinar ia . 

«Repor t b y The National Committee on Ma-
themat ical R e q u e r í me nt under the auspices o í 
the Mathematical Associat ion of America .» 



C A P I T U L O I I 

V A L O R U T I L I T A R I O D E L A M A T E M A T I C A 

«Los números gobier­
nan a l mundo.» 

PlTAGORAS. 

6. Valor utilitario de las Matem á t i c a s . — L a frase 
t r ansc r i t a del sabio griego t e n í a seguramente cuan­
do fué expresada una s ign i f icac ión d is t in ta a l a 
que hoy le damos, por referirse, seguramente, en 
gran parte a supuestas influencias espiri tuales de 
los n ú m e r o s , ' a cier to poder misterioso que aun hoy 
se les a t r ibuye (por ejemplo, a l trece) por gentes 
superst iciosas. 

A u n descartado este aspecto, queda e l hecho de 
que e l conocimiento de l a Natura leza y de lo s 
medios de actuar sobre e l la , se consigue por el 
empleo de las M a t e m á t i c a s en sus diferentes 
ramas, y a medida que este conocimiento de l a 
Natura leza y esta acc ión del hombre sobre e l la v a n 
siendo m á s claros, precisos y s i s t e m á t i c o s , esto 
es, m á s c ient í f icos , mayor es l a u t i l i dad de los es­
tudios m a t e m á t i c o s por ser m á s ampliamente 
ut i l izados . 

a) E n l a vida ordinaria.—Gomo conocimientos 
en absoluto indispensables podemos seña l a r : 

L a l ec tu ra y escr i tura ele n ú m e r o s enteros y 
decimales. 

E l s is tema m é t r i c o . 
L a s cuatro operaciones fundamentales. 
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E l conocimiento de l a s f iguras g e o m é t r i c a s . 
L a s á r e a s y v o l ú m e n e s m á s sencillos. 
Como convenientes ind icaremos: 
L a s l l amadas reglas que t an ta ap l i c ac ión tie­

nen diariamente en los descuentos, tanto por cien­
to, los intereses, l a s mezclas en su fase moderna 
de d e t e r m i n a c i ó n , por ejemplo, de l a r a c i ó n a l i ­
ment ic ia o en su a p l i c a c i ó n a los abonos. Nociones 
de Contabi l idad. 

L a agr imensura . 
L a c u b i c a c i ó n de recipientes: aljibes, acequias, 

e t c é t e r a , etc. 
O b t e n c i ó n de planos y mapas y su empleo. 

L o s croquis a escala. R e l a c i ó n entre el t iempo 
loca l y l a s i t u a c i ó n geográf ica . 

E s t u d i o n u m é r i c o y gráf ico de l a r e l a c i ó n de 
magnitudes que con t an ta frecuencia se encuen­
t r a incluso en l a prensa d i a r i a como co t i zac ión de 
monedas, variaciones o relaciones de p r o d u c c i ó n , 
precios, temperaturas, etc., o en l a v i d a domés t i ca , 
como las variaciones de t a l l a y peso en los n i ñ o s 
y de l a de l a fiebre en u n enfermo. 

Jun to a esta e n u m e r a c i ó n que p o d r í a fáci l-
mene aumentarse, y e l t iempo acrecienta, se nota 
bajar en impor tanc ia algunas cuestiones, como el 
s is tema m é t r i c o loca l y los quebrados, cuyo uso 
d isminuye desde que se a d o p t ó e l sistema Mé­
t r i co D e c i m a l ; y en cambio aumenta e l i n t e r é s 
de las cuestiones sobre densidades, velocidades, 
¡seguros y otras muchas que e l progreso intro­
duce en l a v i d a ordinar ia . Citaremos como curio­
sos e l volumen del túho y e l del toro de determi­
n a c i ó n cada vez m á s frecuente, siendo ejem­
plo del ú l t i m o el del a ire contenido dentro de­
n e u m á t i c o . 
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b) E n las Artes.—Desde e l jardinero que t r a ­
za elipses y el decorador que dibuja espirales 
hasta e l m e c á n i c o que construye en meta l figu­
ras de t a l exac t i tud que no admiten un error 
de una d é c i m a de mil ímetro> todos los oficios 
en general recurren a las M a t e m á t i c a s , especial­
mente carpinteros, a l b a ñ i l e s , canteros, cuyos ar­
tes son t a n conocidos, y en algunas nuevos como 
e l del electr icista, e l uso de diagramas, logarit­
mos, etc., y e l empleo de l a regla de c á l c u l o y 
l a u t i l i z a c i ó n de f ó r m u l a s complicadas, demues­
t r a e l inf lujo creciente que antes s e ñ a l á b a m o s . 

c) E n las Ciencias.—Con una frase de K a n t 
p u d i é r a m o s haeer notar toda l a impor tancia que 
t ienen l a s M a t e m á t i c a s en l a ciencia: Todo estu­
dio de la Naturaleza tiene de ciencia lo que tiene 
de Matemá t i ca . L o cua l se jus t i f ica notando que 
e l idea l de las ciencias de l a Natura leza es l a ob­
t e n c i ó n de leyes cuantitativas que a l determinar 
exactamente l a r e l a c i ó n entre l a causa y el efecto, 
permiten preverle . Así hacen l a Mecán ica , F í s i ­
ca, Química y aun B io log í a . 

Modernamente l a mi sma Ps ico logía (Leyes de 
Weber y Fechner) y la Sociología, h an recurrido 
a las M a t e m á t i c a s , y f inalmente, donde su i m ­
portancia es decis iva es en l a s l l amadas ciencias 
aplicadas, como l a A s t r o n o m í a , l a I n g e n i e r í a , etc. 

7. Conocimientos de orden uti l i tario.—De los 
conocimientos que por su c a r á c t e r u t i l i t a r io ha­
y a n de adquirirse en l a E s c u e l a P r i m a r i a queda 
hecho un esquema ( 6 , o;) que es naturalmente v a ­
r iable s e g ú n las condiciones de l a E s c u e l a y el 
medio en que se desenvuelve, y a que de és te h a 
de extraer l as datos que emplee, y pa ra l a v i d a 
en él h a de preparar ' a los n iños , Así no ^erán 
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los mismos los conocimientos ú t i l e s en una escuela 
r u r a l que en otra de c iudad i ndus t r i a l o mercan­
t i l o en una ba r r i ada de pescadores. 

E n cada caso el cr i ter io de u t i l i d a d debe mar­
car no sólo l a selección sino hasta l a preferencia. 
Así se d a r á m á s impor tancia a l á r e a del t r i á n g u l o 
r e c t á n g u l o que a l a de cualquier otro t r i á n g u l o , 
y a l a del r e c t á n g u l o m á s que a cualquier para-
lelogramo, por ser é s t a s figuras l a s que m á s c o m ú n ­
mente se encuentran y a las que se reducen las 
d e m á s . 

E l f in u t i l i t a r io se a lcanza por los conoci­
mientos en sí, por l a forma de darlos o como ap l i ­
c a c i ó n de cuestiones t e ó r i c a s . 

a) Valor utilitario de los conocimientos por s í 
mismos.—Los n ú m e r o s que h a y a n de usarse s e r á n 
los usuales, de t i es a cuatro cifras, que son las 
p r á c t i c a m e n t e ú t i l e s (dejando de una vez para 
siempre las largas f i l a s de n ú m e r o s que n i dicen 
nada a l n i ñ o n i corresponden a l a real idad) , y 
referidos siempre a unidades t a m b i é n usuales, 
por ejemplo e l k m . , m . o cm. , en l a s medidas de 
longi tud . 

E l s istema m é t r i c o debe estudiarse p r a c t i c á n ­
dolo constantemente, ut i l izando las medidas reales. 
(50 m. ; 20 m.; 10 m. ; 1 m. pa r a l a s longitudes) . 

Por esta r a z ó n de u t i l i d a d deben estudiarse 
l a s medidas usuales en l a r e g i ó n , y su correspon­
dencia con e l sistema Mét r i co D e c i m a l . 

L a s operaciones n u m é r i c a s y los problemas 
deben hacerse sobre datos reales, exactos, toma­
dos de cuanto rodea a l n i ñ o : su propia t a l l a y 
peso, l a s dimensiones de l a escuela, l a c u b i c a c i ó n 
del brocal del pozo o del al j ibe, los precios co­
rr ientes en l a local idad; y sobre todo los que i n -
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teresen a l n i ñ o : los de los cuadernos, l á p i c e s , du l ­
ces, etc., los gastos y rentas de l a fami l ia , etc. 

E l estudio de las -formas se h a r á t a m b i é n por 
las que puedan observarse. E l tubo de chimenea 
da idea del ci l indro; su caperuza, del cono; una 
panta l la , del tronco de cono, etc. 

L o s repartos de contribuciones, las extensio­
nes de l a s fincas, e l plano de l a c iudad dan origen 
a mu l t i t ud de cuestiones de orden u t i l i t a r io y 
del mayor i n t e r é s . 

b) Por la forma.-—En l a e n s e ñ a n z a d e b e r á 
seguirse t a m b i é n l a forma que presente l a rea l i ­
dad. P a r a e n s e ñ a r a manejar el dinero se fabrica 
u n dinero escolar apropiado; un cuadrante de 
c a r t ó n con unas maneci l las es conveniente para 
e n s e ñ a r con el conocimiento de l a hora otras 
cuestiones. 

L o s datos para una suma se dan como los de 
u n a fac tura y conviene escribirlos en un impreso 
a p r o p ó s i t o . 

L a s nociones de Contabi l idad deben darse en 
l a forma p r á c t i c a usual , editando as í e l que como 
d e c í a un banquero de Londres sean preferidos 
pa ra contables los muchachos, que no t ienen ins­
t r u c c i ó n especial, por no tener que desarraigarles 
h á b i t o s , de fundamento t e ó r i c o pero s in va lor 
p r á c t i c o . 

E l t razado de paralelas d e b e r á n e n s e ñ a r s e pre­
ferentemente por e l procedimiento de uni r dos 
puntos situados a igual dis tancia de l a recta dada, 
que es e l que en l a p r á c t i c a se emplea m á s . 

Y as í p o d r í a m o s seguir citando, ejemplos, pero 
creemos basta con lo indicado. 

c) Como apl icación.—-Hemos dicho que los 
conocimientos puramente t e ó r i c o s debeji ap l i -
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carse a casos dé u t i l i dad . Así l a d i s t i nc ión entre 
n ú m e r o s primos y compuestos puede referirse 
a l a posibi l idad de agrupar en formas rectangu­
lares determinado n ú m e r o de objetos, l a posi­
b i l idad de t razar u n plano perpendicular a una 
recta en un punto se ap l ica a colocar una r inco­
nera en un punto dado de un r i n c ó n . L a media-
t r i z de un segmento s i rve pa ra determinar sobre 
un plano e l emplazamiento de un puente equi­
distante de dos puntos. 

L a def inción de r a í z cuadrada y c ú b i c a deben 
referirse a su va lor p r á c t i c o m á s inmediato: ha­
l l a r e l lado de un cuadrado c u y a á r e a se conoce 
o l a a r i s ta de un cubo de vo lumen dado. 

8. Des t rezas .—En l a v i d a corriente se pre­
senta cada d í a m á s e l uso de tablas: tar ifas , ba-
remos, etc.; pa ra cuyo empleo debe prepararse 
a l n i ñ o con e l manejo de las tablas de sumar 
y mul t ip l icar en forma adecuada, pero l a verda­
dera p r e p a r a c i ó n c o n s i s t i r á en que el. a lumno 
maneje las mismas tab las que suelen emplearse 
en l a v i d a u t i l i z á n d o l a s en sus ejercicios. L a inter­
po lac ión t an descuidada en nuestra e n s e ñ a n z a 
t iene a q u í u n lugai adecuado. L a construcción 
de algunas tab las d a r á l a mejor idea de ellas. 

L a s gráf icas , t an prodigadas en l a gran pren­
sa, tienen t a l impor tanc ia que el n i ñ o debe 
r á aprender: primero, a formarlas a base de 
las tablas, r e f i r i éndose principalmente a asun­
tos de i n t e r é s inmediato: su propia v a r i a c i ó n 
en peso y t a l l a ; l as variaciones de los precios 
en los a r t í c u l o s de p r imera necesidad; l a s de 
las producciones de l a local idad; l a s variaciones 
de temperatura de l l u v i a c a í d a en el t é r m i n o 
munic ipa l ; l a r e l a c i ó n entre el n ú m e r o de d í a s 
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de sol, nublados y l luviosos, etc. Y en segundo l u ­
gar a p r e n d e r á a interpretarlas. E l maestro e l eg i r á 
grá f icas que presenten a lguna par t icu la r idad no­
table; podemos ci tar : l a mor ta l idad en E s p a d a 
del a ñ o 1910 a l 1920 que presente u n m á x i m o 
m u y pronunciado en 1918, a ñ o de l a grippe; 
el comercio exter ior e s p a ñ o l en el mismo p e r í o d o 
mostrando e l incremento que l a guerra mundia l 
dio a l de e x p o r t a c i ó n ; y, finalmente, l a s f luctua­
ciones del cambio de 1929 has ta 1932. 

E l dibujo g e o m é t r i c o debe ser considerado como 
una destreza correspondiente a los corocimien-
tos m a t e m á t i c o s que prepara y c u y a a p l i c a c i ó n es, 
teniendo a d e m á s en cuenta que cuando sea po­
sible debe ser razonado. Pero a d e m á s de las cues­
tiones que corrientemente suelen considerarse, 
r e c o m e n d a r í a m o s l a c o n s t r u c c i ó n e interpreta­
c ión dé planos y mapas, incluso con l í n e a s de n i ­
v e l , de t a n grande a p l i c a c i ó n geográf ica y u t i l i ­
t a r i a y aun educat iva, y l a r e p r e s e n t a c i ó n de ob­
jetos por croquis en p lan ta y alzado de t a n gran­
de i n t e r é s en las artes y que puede aplicarse en 
l a mi sma escuela a los t rabajos manuales que 
debieran tener cada d í a mayor impor tancia . 

Pero l a destreza que m á s impor ta cu l t i va r 
desde nuestro punto de v i s t a es e l cálculo, tanto 
menta l como escrito, hasta conseguir l a mayor 
seguridad y r á p i d e z posibles. (Véase I X , 4) . 

9. Háb i tos mentales.—Destacaremos los m á s 
importantes entre aquellos que corresponden a 
los que debe tener todo hombre de negocios aun 
de l a m á s modesta esfera, o cualquier arte­
sano. 

Fami l ia r i za r se con el efecto de los p e q u e ñ o s 
errores cometidos en l a m e d i c i ó n , que en longi-



t u d v a r í a del m m . a l K m . s e g ú n las dimensiones. 
A p r e c i a c i ó n de los valores re lat ivos de los n ú ­

meros, lo cua l se consigue mediante su represen­
t a c i ó n espacial , en e l dibujo, o con l a i m a g i n a c i ó n , 
o mediante correlaciones de tiempo. 

E j e m p l o : P a r a expresar l a r e l a c i ó n entre el 
m i l l ó n y el b i l lón es interesante notar que si e l 

CALIDA' 

TAHA, 
LLEGADA 

miEVA YORK. 
roncia 

OTROj" 

F i g . l . — L a zona sombreada, indica l a parte de reparaciones 
que conservan los pa íses que las cobran. 

primero representa l a anchura de una calle, a l 
segundo le corresponde l a d is tancia de R o m a a 
San Francisco de Cal i fornia , o bien entre ellos 
exis te l a r e l a c i ó n que entre dos meses y 3.000 a ñ o s . 

T a m b i é n debe habituarse e l n i ñ o a apreciar con 
exac t i tud cantidades s in medir las , por ejemplo, 
l a longi tud de l a mesa, l a anchura de l a clase, 
l a dis tancia a su casa etc., o inversamente a 
ha l la r cantidades que correspondan a n ú m e r o s 
dadps. L o cua l se consigue practicando ejercicio 
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de e v a l u a c i ó n que d e s p u é s se comprueban con 
l a m e d i c i ó n directa. 

Debe habituarse a l n i ñ o a percibir l as relacio­
nes existentes entre los diversos factores que inter­
vienen en una cues t ión , recurriendo para ello a 
las relaciones gráf icas . Como ejemplo notable 
a c o m p a ñ a m o s el gráf ico adjunto que muestra l a 
c i r c u l a c i ó n del dinero en las reparaciones, conse­
cuencia de l a Guer ra Mundia l . 

E E U U 
r a n c i a 

Inqlai* y Dominio/* 
V l t a l i i 

^Bélgica 
pifo/ [xú/^/* 

F i g . 2. - E l verdadero beneficiario de los pagos 
del Reich. 

E s indispensable habituarse a ca lcular una so­
l u c i ó n ap rox imada de los c á l c u l o s y problemas 
que se presenten, lo cua l orienta en l a manera de 
resolver é s tos y ev i t a soluciones absurdas, que 
frecuentemente suelen darse; a s í cuando inter­
vengan decimales en u n a m u l t i p l i c a c i ó n o d i v i ­
s ión cabe u n tanteo sust i tuyendo e l decimal por 
su fraccionario aproximado. 

E j e m p l o : 

412 X 0,24 w 400 ; 4 100. 
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Comprobar todas las operaciones, lo cua l da 
seguridad, confianza en sí mismo, permite ver 
relaciones entre unas operaciones y otras, aumenta 
l a p r á c t i c a y sust i tuye a veces a l a d e m o s t r a c i ó n . 

H a de buscarse e l camino m á s breve y a l 
mismo tiempo m á s claro pa r a resolver los pro­
blemas, y se ha de procurar l a e x p o s i c i ó n c la ra , 
m e t ó d i c a y completa de l a s operaciones que 
es preciso hacer pa ra obtener e l resultado, de m a ­
nera que puedan f á c i l m e n t e seguirse por otra 
persona. 

Todas l a s operaciones deben just if icarse. P a r a 
ello es conveniente seguir durante a l g ú n t iempo 
e l método analí t ieo-sintét ico, has ta que l a s í n t e ­
sis o e x p o s i c i ó n pueda hacerse f á c i l m e n t e . 

E l aná l i s i s empieza con expresar l a misma can­
t i d a d que es objeto de l a pregunta del problema 
y cuyo va lor se determina en f u n c i ó n de cant i ­
dades, a lguna de las cuales no es conocida, l a 
que se halle en este caso se e x p r e s a á su vez en 
f u n c i ó n de las cantidades de que dependa y as í 
se c o n t i n ú a hasta que todas e s t é n di recta o i n ­
directamente expresadas en f u n c i ó n de los da­
tos. L a s ín tes i s sigue el camino opuesto y termina, 
por tanto, con l a respuesta a l problema. E l ejem­
plo siguiente a c l a r a r á lo anteriormente dicho. 

P R O B L E M A 

U n propietario quiere cercar un j a r d í n de 99 m. 
por 11 m. con una tapia que le cuesta a 9 ptas. 
metro. Permutando este j a r d í n por otro de igua l ex­
tensión, pero cuadrado, cuánto se ahorra en la cons­
trucción de la tapia. 
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Aná l i s i s 
Ahorro = Coste i.a t ap ia — Coste 2.a 
Coste i.a = P e r í m e t r o i.a X 9 ptas. 

» 2.a '= » 2.a X 9 » 
P e r í m e t r o i.a t ap ia = ( n - i - 99) X 2 

» 2.a » = lado X 4 ' -
Lado cuadrado = v'Area 
Area del j a r d í n = 99 x 11 

Síntesis . 
Area del jar d in = 11 X 9 9 = 1088 m2. 
Lado cuad. = ^ 1 0 8 9 = 33 m. 
P e r í m e t r o 2.a = 33 X 4 = 132 m. 

» i.a = (11 - j - 99) x 2 = 220 m. 
Coste 2.a tap ia = 132 X 9 = 1188 ptas. 

» i .a » = 220 9 = 1900 » 
Ahorro = 1980 — 1188= 792 ptas. 

Comprobación: 
Diferencia de long, de las tapias 220 — 132 = 88 m. 

» de coste 88 X 9 = 792 ptas. 

Construcción gráf ica 

L a ad junta f igura 3 hecha en escala de I/2 m m 
por 1 m, o sea 1 : 2000. 

Fig . 3. 

muestra l a equivalencia de ambas figuras, obte­
n ida f á c i l m e n t e por descompos ic ión . 

Respuesta: 792 pesetas 
M e t o d o l o g í a . 



— 1S -

E l anterior problema i n i c i a en l a t e o r í a de los 
m á x i m o s y m í n i m o s de l a s f iguras . y tiene ele­
gidos sus datos de modo que se pueda operar por 
c á l c u l o mental , excepto para l a r a í z cuadrada que 
debe obtenerser a l margen, o puede hallarse me­
diante u n a ' t a b l a de cuadrados. 



C A P I T U L O I I I 

E L V A L O R E D U C A T I V O D E L A M A T E M A T I C A 

1.—Opiniones de f i l ó s o f o s , m a t e m á t i c o s y 
pedagogos 

«Nadie entre sin saber 
Geometría.» 

PLATÓN. 

10 . Opiniones a í i r m a t i v a s . — P l a t ó n , como i n ­
dica l a cond ic ión que ex ig ía a los que p r e t e n d í a n 
asist ir a l a Academia, t e n í a de l a G e o m e t r í a el 
m á s alto concepto como ciencia cuyo estudio 
adiestraba a las inteligencias pa ra el estudio f i ­
losófico. T a l vez en ello entraba por mucho l a 
cons ide rac ión de que l a G e o m e t r í a presenta los 
arquetipos de las formas naturales, haciendo así 
sensibles l as ideas madres que fundamentaban su 
filosofía, pero en todo caso dec ía , las M a t e m á t i ­
cas despiertan y elevan el alma. Mucho antes 
So lón h a b í a dicho que eran út i les pa r a el recto 
pensar, y P i t á g o r a s h a b í a manifestado: 

L a Gimnasia , los números y l a M a t e m á t i c a cons­
tituyen los tres grados de l a Educac ión . L a pr imera 
hace fuerte a l alumno; l a segunda, lo purif ica, y l a 
tercera, le perfecciona y le hace apto p a r a alter­
nar con los dioses. 

E l Renacimiento v o l v i ó a conceder a l a Mate­
m á t i c a e l mismo valor educativo, y posteriormente 
pueden citarse las opiniones de algunos autores 
como Descartes que l a l l a m a fundamento de l a 
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Filosof ía ; Spinosa, que t r a t ó de construir su E t i c a 
a estilo g e o m é t r i c o ; Hobbes, que l l a m a a l a Geo­
m e t r í a fuente de toda cu l tu ra , y K a n t que dice 
textualmente: L a ciencia de las M a t e m á t i c a s pre­
senta el ejemplo m á s brillante de cómo l a razón 
puede ensanchar sus dominios victoriosamente s in 
auxi l io de l a experiencia. E l mismo Herbar t t r a ­
t ó de dar forma m a t e m á t i c a a sus estudios, psi­
co lógicos . 

Por otra parte. Pestalozzi h a c í a de e l número , 
l a forma y l a palabra, e l n ú c l e o de su e n s e ñ a n z a 
y Froebel y l a Montessori le dedican l a mayor 
parte de su m é t o d o , y e l pedagogo y m a t e m á t i c o 
norteamericano Smi th , dice lo siguiente: E l n i ñ o 
encuentra en l a matemát ica una verdad positiva, 
una ley inconmovible en ima época en que todo es 
dudoso pa r a él. No es seguro que toda f lor tenga 
péta los , n i ' que todo an imal necesite de oxigeno 
libre pa ra respirar, n i que «lo m á s desagradable» 
sea buena forma gramatical, n i que Colón sea el 
descubridor de Amér ica , pero, pase lo que pase en 
el mundo, siempre será 

{ a + &)2= o? + z a h - t If 

F ina lmente , l a e n s e ñ a n z a p r i m a r i a en casi 
todas partes e s t á fundamentada en e l estudio 
de l a Lengua y l a M a t e m á t i c a como elementos 
formativos. L a selección que se hace a. base de 
estudios m a t e m á t i c o s en Univers idades y E s ­
cuelas Especiales h a demostrado que propor­
ciona verdaderas élites o selecciones, e incluso 
parece que en algunas Univers idades i ta l ianas 
se l legó a inc lu i r estudios m a t e m á t i c o s en l a ca-
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r re ra de Derecho para adiestrar a los alumnos 
en e l razonamiento lógico . 

1 1 . L a c r í t i ca .—Hami l ton , filósofo escocés del 
segundo tercio del siglo pasado, a t a c ó v iolenta­
mente e l va lo r educativo de l a m a t e m á t i c a , d i ­
ciendo: S i consultamos l a razón, ta experiencia y 
el testimonio de todos los tiempos, llegaremos a 
concluir que n i n g ú n estudio cultiva menos facu l ­
tades y de manera m á s parc ia l que las Ma temá t i ca s , 
que funden y secan l a mente y son perniciosas 
como medio de educación intelectual. L o demues­
t r a a c o n t i n u a c i ó n con el hecho de que los que 
sólo estudian M a t e m á t i c a s son víct imas de l a m á s 
ciega credulidad o de un i r racional excepticismo; y 
con e l testimonio de m a t e m á t i c o s como D ' A l a m -
bert, Pasca l y Descartes. 

E n l a d i scus ión que se s iguió se puso en claro 
que h a b í a n sido citados e r r ó n e a m e n t e tales test i­
monios, especialmente el de Descartes, como hemos 
vis to , y se reconoc ió l a exac t i tud de l a pr imera 
parte, sacando como consecuencia que no hasta 
e l estudio de l a M a t e m á t i c a (como de ninguna 
ciencia ais lada, véase e l apartado siguiente) para 
l a e d u c a c i ó n intelectual . 

T a m b i é n Schopenhauer ce r ró contra l a Mate­
m á t i c a , especialmente contra e l m é t o d o de reduc­
ción a l absurdo que l l amaba de l a ratonera {Mause-
fallenheweise), pues se reduce a cerrar todas las 
puertas menos una. 

Por ú l t i m o , H u x l e y , en 1869 dec ía de las Ma­
t e m á t i c a s : iVo s^&ew nada de l a observación, nada 
de l a experimentación, nada de l a inducc ión n i de 
la causalidad. Puramente deductivas, parten de unas 
pocas proposiciones evidentes, y todo el resto del 
trabajo ponsiste en hacer de ellas sutiles deducciones. 
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E n respuesta a tales c r í t i cas , algunos mate­
m á t i c o s expusieron su o p i n i ó n que ex t rac ta ­
remos brevemente. 

Sy lves te r dec ía : Invoca el A n á l i s i s Matemát i co 
constantemente nuevos pr incipios , nuevas ideas y 
nuevos métodos.. . , apela constantemente, a las f a ­
cultades de observación y de comparación. . . , una 
de sus principales armas es l a inducción. . . , recu­
rre frecuentemente a l a exper imentac ión y l a com­
probación, y presenta u n campo ilimitado a l ejer­
cicio m á s intenso posible de l a imag inac ión y la 
invención. 

Lagrange pone de rel ieve l a gran importancia 
que para el cu l t ivo de l a M a t e m á t i c a tiene l a 
observación, y Gans l l a m a a l a G e o m e t r í a l a cien­
cia de l a vista y sostiene l a a p e l a c i ó n constante 
a l pr incipio de causalidad. 

Por nuestra parte creemos que las c r í t i ca s 
sólo son merecidas cuando se sigue un m é t o d o 
deficiente que ellas mismas definen, mientras las 
opiniones ci tadas de los grandes m a t e m á t i c o s 
prueban l a posibilidad y aun necesidad de un 
m é t o d o que sea al tamente educativo, y es el que 
debemos expl icar . 

2 . -Neces idad de l a M a t e m á t i c a para l a educa­
c i ó n integral de l a intel igencia 

«Los grandes pensado­
res suelen ser medianos 
observadores.» 

MEUMANN. 

12. E l anterior pensamiento del notable ps i ­
cólogo a l e m á n nos p lantea y resuelve en sentido 
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negativo e l problema de l a e d u c a c i ó n in te lectual 
formal , que podemos enunciar preguntando s i el 
cultivo de una clase de conocimientos desarrolla las 
facultades intelectuales habilitando p a r a toda clase 
de disciplinas. 

A l mismo resultado conduce el estudio de l a 
v i d a de los grandes hombres y l a o b s e r v a c i ó n 
vulgar : E x i s t e n hombres de una capacidad no­
table en ciertas esferas del conocimiento que son 
m e d i a n í a s y aun nulidades en otras esferas. E l 
estudio de las Ciencias Naturales desarrolla l a 
intel igencia pa ra l a mejor c o m p r e n s i ó n de los 
f e n ó m e n o s naturales, pero no l a prepara, por 
ejemplo, para el estudio de lenguaje. 

E n l a memoria se p r e s e n t ó el mismo problema, 
y s e g ú n parece, a juzgar por el mismo Meumann, 
ha sido resuelto en sentido af i rmat ivo, compro­
bando que el ejercitar l a memoria a ú n para re­
tener y leproducir palabras s in sentido desarro­
l l a t a m b i é n l a memoria de n ú m e r o s , l a v i s u a l , 
aud i t iva , etc. ( i ) . E n el caso de l a e d u c a c i ó n i n ­
telectual , e l problema se p l a n t e a r í a preguntando 
c u á l es e l m í n i m o de estudios que desarrolla l a 
intel igencia h a b i l i t á n d o l a para cualquier clase 
de estudios. Problema í n t i m a m e n t e relacionado 
con e l de c las i f icac ión de las Ciencias. 

L a s Ciencias pueden clasificarse por su objeto 
en Ciencias de l a Naturaleza, predominantemente 
objetivas, y Ciencias del E s p í r i t u (así l l amadas 
por los alemanes) o Ciencias Morales, o mejor 
Humanidades , que son predominantemente sub-

(1) A l mismo resultado llegó WiUlam James en 1890, 
como consecuencias de numerosas experiencias hechas CH 
l a Universidad de Harward . 
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je t ivas . E n las pr imeras i n c l u i r í a m o s l a M e c á n i ­
ca , F í s i ca , Q u í m i c a y B io log ía ; y entre l a s segun­
das, l a G r a m á t i c a . L a Ps ico log ía , l a E t i c a , l a H i s ­
tor ia , e t c é t e r a . E s como se ve en cier to modo l a 
t radic ional d iv i s ión en Ciencias y L e t r a s . 

Ahora , entre las Ciencias de l a Na tura leza y 
l a s Ciencias del E s p í r i t u exis ten, dice W u n d t , 
las leyes lóg icas y cuant i ta t ivas comunes a am­
bas y estudiadas por l a L ó g i c a y las M a t e m á t i ­
cas. 

L a s M a t e m á t i c a s toman escas í s imos elemen­
tos del mundo exter ior y sobre ellos edifican con 
un puro trabajo lóg ico toda l a ciencia que d e s p u é s 
se adapta maravil losamente a los f e n ó m e n o s de 
ese mismo mundo exter ior . 

A su vez l a s M a t e m á t i c a s , por e l grado de ob­
j e t i v a c i ó n que alcanzan, pueden clasificarse en 
sus ramas elementales en G e o m e t r í a , A r i t m é t i ­
c a y Algebra , pudiendo formar e l cuadro siguiente: 

G r a m á t i c a . Lógica . Mecán ica . 
Ps ico logía . M a t e m á t i c a s . F ís ica . 
E t i c a . A l g e b r a - A r i t m é t i c a - G e o - Qu ímica . 
His tor ia . [ m e t r í a . Bio logía . 

A h o r a podemos notar que e l estudio de las Ma­
t e m á t i c a s hab i l i t a a l entendimiento pa ra el es­
tudio de- las otras dos ramas, por su pos ic ión 
central , y as í vemos que grandes m a t e m á t i c o s 
como A r q u í m e d e s y Newton han sido grandes 
físicos. Otros como P l a t ó n y Descartes han sido 
filósofos cé lebres , y algunos como Pasca l han des­
collado en las tres ramas del saber humano. E n 
cambio, filósofos notables pero no m a t e m á t i c o s 
como Ar i s t ó t e l e s , eran mediocres cul t ivando las 
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Ciencias Natura les y Linneo, na tura l i s ta cé l eb re , 
no pudo aprender e l h o l a n d é s durante su larga 
estancia en los P a í s e s Ba jos ( i ) . 

T a m b i é n es notable s i consideramos las razas , 
que los arios, objetivos cult ivadores de las Cien­
cias h a y a n desenvuelto primeramente l a Geome­
t r í a (griegos), mientras los semitas, subjetivistas,, 
inventasen e l Algebra . 

De todo ello deducimos l a necesidad de cu l t iva r 
en l a E s c u e l a los Es tud ios M a t e m á t i c o s para una 
e d u c a c i ó n in tegral de l a inteligencia, que en ellas 
no puede hacerse a base de l a Lógica . 

3 . - C r i t e r i o l ó g i c o . 

«La Matemática es una 
Lógica en acción.» 

ARAGO. 

13 . L o s conceptos.—La M a t e m á t i c a forma f á ­
cilmente conceptos precisos universales e inmutables. 

L o s forma f á c i l m e n t e porque le basta tomar 
del mundo exter ior escaso n ú m e r o de elementos 
f á c i l m e n t e aprehensibles. Así , l a A r i t m é t i c a re­
posa sobre los conceptos de unidad y p lura l idad 
que bastan para construir sobre ellas todo el ad­
mirable edificio de esta qiencia, y como ejemplo 
curioso dentro de e l la citaremos el de l a inf ini tud 
del n ú m e r o , fundado sencillamente en l a posibi-

(1) Experimentos realizados en 1908 por la Universidad 
de Illinois, demuestran que el estudio de l a Matemática per­
fecciona para el de las Lenguas Extranjeras, Ciencias Natu­
rales y Derecho. 
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l i d a d de a ñ a d i r una un idad a cualquier n ú m e ­
ro dado. 

L a G e o m e t r í a puede l imi ta rse a considerar l as 
intuiciones del. punto y del segmento; en una p r i ­
mar i a a m p l i a c i ó n a d m i t i r í a m o s el movimiento y 
l a d i recc ión y l a magnitud, y con l a m á x i m a to­
lerancia a l a i n t u i c i ó n p u d i é r a m o s admi t i r l a de 
ciertas l íneas , superficies y cuerpos, para faci ­
l i t a r e l estudio de l a G e o m e t r í a , no para foi mar-
l a , pues sólo necesita l a s pr imeras intuiciones 
enunciadas, y aun se puede construir de un modo 
absolutamente lóg ico . (Véanse notas a l cap. I V ) . 

N ó t e s e , en cambio, l a d i f icu l tad existente pa ra 
formar los conceptos de N a c i ó n , Hombre, Atomo, 
necesitados de estudios, comparaciones, contro­
versias, observaciones y experimentos m ú l t i p l e s . 

F o r m a y maneja l a M a t e m á t i c a conceptos 
precisos, c o m p r o b á n d o s e esta p rec i s ión , porque 
l a def in ic ión dada de cada concepto permite 
determinar con toda exac t i t ud si un sér cua l ­
quiera e s t á incluido o excluido de l a def inic ión. 
Así nos sucede con el concepto de m ú l t i p l o de un 
n ú m e r o que nos permite clasif icar cualquier 
n ú m e r o dado entre los que son m ú l t i p l o s o los 
que no lo son; o, e l concepto de cuadrado permite 
decir con seguridad absoluta s i una figura los es 
o no lo es. 

Compárese con l a i m p r e c i s i ó n del concepto 
de N a c i ó n que impide .determinar si t a l o cual 
pueblo es una nacionalidad, o con conceptos ge­
nerales como los de an ima l y p lan ta que no per­
mite clasificar seguramente a muchos seres v i ­
vos n i en una ni en otra de tales agrupaciones. 

Sus conceptos son universales, v á l i d o s igua l ­
mente en todas las lat i tudes, y ejemplo curioso dp 
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el lo es que para hacer notar a los habitantes de 
Marte que en l a T i e r r a exis ten seres inteligentes, 
se propuso dibujar sobre l a superficie del Sahara 
con grandes proyectores e léc t r i cos l a figura c lá ­
s ica del Teorema de P i t á g o r a s . E n cambio, con­
ceptos como el de pa t r ia o moral idad, v a r í a n de 
unas a otras lat i tudes. 

L o s conceptos m a t e m á t i c o s son, f inalmente, 
inmutables; el mismo concepto tenemos hoy de 
l a circunferencia que en tiempo de Euc l ide s (300 
a ñ o s a. de J . C ) , y l a mi sma def in ic ión de n ú ­
mero pr imo se da hoy que en tiempo de E r a -
t ó s t e n e s . 

Por e l contrario, l a idea de l a pena en Derecho, 
o el concepto de l a propiedad, ha sufrido a l o largo 
de los tiempos numerosas variaciones. 

Por todo ello consti tuyen los conceptos mate­
m á t i c o s fundamentos f i rmís imos pa ra el razona­
miento, y a que como indicaba S ó c r a t e s , sólo cabe 
l a d i scus ión , esto es, l a d ispar idad de criterios, 
cuando se interpretan de diferente modo las pa­
labras, cosa imposible en M a t e m á t i c a s Son, pues, 
los conceptos m a t e m á t i c o s verdaderos modelos 
cuyas cualidades debe procurar e l pensador en 
todos los conceptos que maneje. Claro es que 
estas cualidades no pueden darse en los primeros 
a ñ o s de l a E s c u e l a P r i m a r i a , sino que son el ideal 
a que se ha de tender en los ú l t i m o s . 

14. L a c las i f i cac ión .—Aun cuando no tiene en 
M a t e m á t i c a s l a decisiva impor tancia que en Cien­
cias Naturales , es ú t i l í s i m a t a m b i é n l a clasifica­
ción, que en un sentido m á s amplio p u d i é r a m o s l l a ­
mar sis tematización. E l l a permite establecer las 
necesarias relaciones lóg icas entre l a muchedum-
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bre de los conocimientos, a y u d a a perc ib i r las 
y a recordarlos. 

Como ejemplo de ello citaremos en A r i t m é t i c a 
l a s operaciones clasificadas como muestra el 
cuadro adjunto: 

Grado Directas Inversas 

1.9 Suma Resta, 
2. ° Mul t ip l ícac ió i i D iv i s ión 
3. ° P o t e n c i a c i ó n ) R a c i ó n , 

I Logan tmac ion ( i ) 

R e c u é r d e s e que cada o p e r a c i ó n es un caso par­
t i cu l a r de l a de grado inferior inmediato, tanto 
en las directas como en las inversas, y l a r e l a c i ó n 
que exis te entre unas y otras. 

E n G e o m e t r í a podemos notar c ó m o se agrupan 
s i s t e m á t i c a m e n t e los conocimientos (véase nues­
tro «Nuevo Tra tado de Geometr ía») del modo s i ­
guiente: 1.° E l Punto.^—La l í n e a r e c t a . — E l á n ­
g u l o . — E l t r i á n g u l o . — E l c u a d r i l á t e r o . — L o s po l í ­
g o n o s . — 2 . ° L a circunferencia y las figuras an­
teriores, e t c é t e r a . 

E s posible incluso l a c las i f icación d i c o t ó m i c a 
que conduce a l a def in ic ión lógica . E j e m p l o : 

/ recta 
\ i rprmHí. I Plana- Circunferencia. 

L i W c u r v á cerrada ¡ E n el espacio. 
/ /ab ier ta ?Plana- E s p i r a l . 
1 \ i E n el espacio. Hé l i ce 

As í se obtiene l a def inic ión corriente de l a c i r ­
cunferencia como una l ínea curva, cerrada y p lana ... 
cuyos puntos equidistan de un punto interior. 

(1) Véase nuestro «Nuevo Tratado de Aritmética» o nuestra 
«Ari tmética Racional». 
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15. L o s m é t o d o s . — L a M a t e m á t i c a , a d e m á s de 
sus m é t o d o s especiales, emplea constantemente 
los m é t o d o s generales puramente lóg icos . 

a) L a a n a l o g í a . — A u n q u e rigurosamente no 
es un m é t o d o lógico , pues sus resultados necesitan 
d e m o s t r a c i ó n , es ú t i l í s i m o como gu ía del pen­
samiento en el descubrimiento de propiedades, 
y l a M a t e m á t i c a acude a él con frecuencia como 
muestran los ejemplos siguientes: 

De l a regla pa r a multiplicar una suma por u n 
número se obtiene por ana log ía l a regla p a r a d iv i ­
dir una diferencia por un número . De l a regla p a r a 
elevar u n producto a l cuadrado se obtiene l a regla 
p a r a elevarlo a l cubo o a cualquier potencia. 

De l a regla pa ra multiplicar un número abre­
viadamente por 9 se obtiene p a r a hacerlo por 99; 
999, etc. 

E l procedimiento seguido pa r a obtener l a fór­
mula del á rea del t r i ángu lo se aplica a l a obtención del 
volumen del prisma, recto triangular. 

Pero existe en el la un peligro que es preciso 
poner de relieve, y a que puede conducir a resul ta­
dos falsos. Así , por ejemplo, de las reglas anterior­
mente ci tadas para mul t ip l icar o d iv id i r una suma 
por un n ú m e r o , parece obtenerse que para m u l t i ­
p l icar o d i v i d i r un producto de varios factores 
por u n n ú m e r o se rá necesario mul t ip l icar o d i ­
v i d i r cada uno de los factores, y como en esp í ­
r i tus poco formados l ó g i c a m e n t e tiene m á s fuer­
za l a a n a l o g í a que el razonamiento, conviene en 
estos casos mostrar in tui t ivamente y por medio 
de ejemplos n u m é r i c o s repetidos c u á l es l a verda­
dera regla, y e l error cometido aplicando l a s im­
ple a n a l o g í a (véanse nuestras obras antes c i t a ­
das o nuestra «Ar i tmé t i ca In tu i t i va» ) , 



b) L a inducc ión .—Cons i s te , como es sabido, 
en el t r á n s i t o de las verdades par t iculares a las 
generales. Se ha. ut i l izado constantemente en l a 
f o r m a c i ó n de las M a t e m á t i c a s y puede ser venta­
josamente empleada en su e n s e ñ a n z a aplicando 
e l m é t o d o h i s tó r i co . Como ejemplo de ello, c i t a ­
remos el Teorema de Pitagoras y el valor de l a 
suma de los ángulos de un t r i ángu lo {véanse notas, 
c a p í t u l o I V ) , y como cues t i ón usual indicaremos 
l a m i sma suma de á n g u l o s , l l evada p r imera ­
mente a los c u a d r i l á t e r o s y finalmente a los p o l í ­
gonos. 

c) L a d e d u c c i ó n . — P r o p i a m e n t e dicha, consiste 
en el paso d é l a s verdades generales a l a s p a r t i c u - . 
lares en ellas comprendidas, y ejemplo t í p i c o 
de ello son los l lamados corolarios que en buena 
p e d a g o g í a no deben darse, sino que deben inven­
tarse por los alumnos, enunciando cuando m á s 
e l caso a r t icu lar a que se refieren. De este modo 
q u e d a r á n permanentemente grabados en l a me­
mor ia del n i ñ o en vez de ser d i f í c i lmen te recor­
dados, y su o b t e n c i ó n c o n s t i t u r á un ejercicio del 
m á s a l to va lor educativo. 

E j e m p l o : Demostrado que l a suma de los á n g u ­
los de u n t r i ángu lo vale dos rectos, se puede pregun­
ta r q u é ocurre: Cuándo un ángu lo es recto; cuándo 
es obtüso; cuándo siendo recto es isósceles; cuándo 
los tres ángu los sean iguales. Más adelante puede 
e l mismo alumno invest igar él mismo estos ca­
sos par t iculares . 

d) E l aná l i s i s .—Cons i s t e en l a descomposi­
ción de l a mater ia objeto de estudio pa ra conocer 
con mayor faci l idad cada una de sus partes. 
E j e m p l o de ello tenemos en A r i t m é t i c a en l a mis­
ma n u m e r a c i ó n que descompone a l n ú m e r o en 
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unidades de los diferentes ó rdenes , y en las ope­
raciones con n ú m e r o s de var ias cifras, que en 
def in i t iva se reducen a operar separadamente 
con las unidades de los diversos ó rdenes . Caso 
t í p i c o es t a m b i é n l a descompos ic ión en factores 
pr imos. 

E n G e o m e t r í a citaremos los procedimientos de 
o b t e n c i ó n de á r ea s , por ejemplo, para el trapecio, 
d e s c o m p o n i é n d o l o en dos t r i á n g u l o s por una dia­
gonal, o e l po l í gono regular d iv id ido en t r i á n g u l o s 
isósceles . E l recortado de figuras en. papel es en 
l a E s c u e l a P r i m a r i a u n aná l i s i s material izado. 

e) L a s ín t e s i s .— Consiste en l a composición 
de elementos conocidos para obtener e l conoci­
miento del conjunto, y a veces por e l de és te de­
ducir e l conocimiento de las partes. 

E j e m p l o de ello: tenemos en G e o m e t r í a en l a 
o b t e n c i ó n del á r e a del t r i á n g u l o componiendo 
un paralelogramo de c u y a á r e a se deduce l a de 
a q u é l . P a r a ha l la r l a suma de los á n g u l o s de u n 
t r i á n g u l o se componen los tres á n g u l o s en un 
mismo v é r t i c e trazando por él una para le la a l 
tercer lado. E l ensamblado del trabajo manua l 
es l a m a t e r i a l i z a c i ó n de este m é t o d o . 

E n rea l idad los dos m é t o d o s anteriores se u t i ­
l i z a n juntos formando el anali t ico-sintético, como 
en l a manera de obtener e l á r e a del t r i á n g u l o 
r e d u c i é n d o l o a un paralelogramo o un r e c t á n g u l o 
y .cuya m a t e r i a l i z a c i ó n tenemos en el plegado 
de los t rabajos manuales. 

16 . L a s proposiciones.—Las proposiciones l ó ­
gicas reciben en general en M a t e m á t i c a s e l nombre 
de teoremas y constan de una ve rdad que se ad­
mite (h ipótes is ) y de otra que se intenta demostrar 
(conc lus ión) . Admi t en a veces sus recíprocos. 
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en que se inv ie r ten los papeles de ambas verda­
des, y sus contrarios, en que negada l a h i p ó t e s i s 
se niega l a conc lus ión . Ta le s proposiciones son 
modelo de c la r idad y pueden expresarse fáci l ­
mente. As í tenemos las propiedades de l a b i ­
sectriz W de un á n g u l o fig. 4. 

^ A Teorema directo y recíproco 

\ M e s t á en W ^ " t : M N = M P 
— 

/ rJ eoremas contrarios 

P \ M no e s t á en W M N ± M P 
F i g . 4. 

1 7 . E l razonamiento. — E l razonamiento a l ­
canza en l a M a t e m á t i c a una p r e c i s i ó n admirable 
que hace de él un modelo para l a a r g u m e n t a c i ó n . 
E l encadenamiento es absolutamente riguroso, casi 
m e c á n i c o , e s t a b l e c i é n d o s e escalonadamente como 
muestra e l siguiente ejemplo, apl icado a demostrar 
l a p r o p o s i c i ó n enunciada en e l apartado anterior. 

S i M e s t á en W 5 ^ M O N - M O P 

S i M Ó N = M O P — * " - » ; M O N = M O P 

S i M O N - M O P — 5 ^ — M N = M P 

L a d e m o s t r a c i ó n del r e c í p r o c o e s t á dada por l a 
marcha rigurosamente inversa que indican las 
flechas. 
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U n ejemplo de este mismo encadenamiento en 
l a r e s o l u c i ó n de problemas fué indicado en el 
n ú m e r o 9. 

Natura lmente , este rigor lóg ico sólo puede a lcan­
zarse en una etapa elevada de los estudios, sust i ­
t u y é n d o s e en un pr incipio por las demostracio­
nes i n tu i t i va s y aun las simples comprobaciones, 
pero alcanzando en cada momento todo e l r igor 
lóg ico de que es susceptible l a inteligencia del 
a lumno, cuidando mucho de no sobrepasarlo. 
E l mismo P o i n c a r é reconoce és to , • aconsejando 
que no se enseñe con un rigor lógico c u y a necesi­
dad no sea sentida por e l alumno, so pena de dis­
gustarle de l a s M a t e m á t i c a s en las que v e r á u n 
s imple juego de sofistas. 

Tampoco es ef anterior e l estado f ina l de l a de­
m o s t r a c i ó n , pues l a agi l idad menta l del avezado 
a los estudios m a t e m á t i c o s permite dejar i m ­
p l í c i t o s muchos de los t é r m i n o s de encadena­
miento, con lo cua l e l r a z o n a m i e n í o gana en ele­
gancia y a t ract ivo-

E J E R C I G I O S 

2. Clasificar el cuadrado entre las figuras p la ­
nas. 

3. Expresa r l a h ipó te s i s y l a conc lus ión en 
las proposiciones siguientes: 

L a suma de los ángulos de un t r i ángu lo vale dos 
rectos. 

L a serie de los números p r i m ó o s es i l imitada. 

Metodología, 
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4 .—Cr i t e r i o p s i c o l ó g i c o . 

«Lq cualidad fundamen­
ta l del m a t e m á t i c o , como 
l a del poeta, es l a imagina­
ción creadora.» 

W E I E R S T R A S S . 

18. Educación sensorial.—Partiendo del p r in ­
cipio ps ico lóg ico de que se desarrol lan aquellas 
act ividades que se ejerci tan, tendremos que l a 
e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a en las Escue las P r i ­
mar ias educa el sentido de l a v i s t a e j e r c i t ándose en 
l a a p r e c i a c i ó n de conjuntos de objetos, de distan­
cias, superficies y v o l ú m e n e s , a s í como en las re­
laciones de forma, pos i c ión y magni tud de l í neas 
que emplea l a G e o m e t r í a ( i ) . 

19 . L a atención. — L a a t e n c i ó n ex terna se 
ejerci ta con l a continua c o n t e m p l a c i ó n y manejo 
de cifras, acentos, le t ras y l í n e a s en las que una 
e q u i v o c a c i ó n echa, a perder un cá l cu lo , un pro­
blema o una d e m o s t r a c i ó n . A esto podemos a ñ a ­
dir e l estudio a n a l í t i c o de las formas g e o m é t r i c a s . 

L a a t e n c i ó n in terna se e jerci ta con e l cá l cu lo 
mental de uso constante, p u d i é n d o s e notar en l a 
e x p r e s i ó n del n i ñ o el esfuerzo de r e í l é x i ó n que reali­
za . Por todo ello E b b i n h a u s e m p l e ó las operacio­
nes sencillas, por ejemplo, series de sumas, para 
determinar l a fatiga o grado de a t e n c i ó n de los 

(1) Los experimentos de Puigg en 1915, Universidad de 
Illinois, han patentizado que el estudio de la Geometría Des­
criptiva mejora el uso mental de los elementos espaciales. 
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sujetos, siendo a q u é l l a tanto mayor cuanto mayor 
era e l n ú m e r o de errores cometidos. 

Pero l a a t e n c i ó n es de dos clases, cent ra l y 
per i fé r ica , s e g ú n que una vez concentrada l a aten­
c ión só lo se perciba e l punto central o puedan 
percibirse s i m u l t á n e a m e n t e los puntos de l a pe­
r i fer ia . E s t o ú l t i m o , ú t i l í s i m o en las ciencias de 
o b s e r v a c i ó n , tiende a desviar l a a t e n c i ó n , i m p i ­
diendo su fijeza. L a M a t e m á t i c a desarrol la l a 
fi jeza de l a a t e n c i ó n por e l encadenamiento r i ­
guroso de sus operaciones mentales, por l a senci­
l l ez de los puntos en que l a a t e n c i ó n se f i j a , y pol­
l a r e n o v a c i ó n del i n t e r é s en e l casi i l imi tado desen­
vo lv imien to de que es susceptible e l pensamiento 
m a t e m á t i c o . De a q u í casos como el de Le ibn i t r , 
que no se l evan taba de l a mesa de trabajo n i 
pa ra dormir. 

L a a t e n c i ó n , e j e r c i t ándose deliberadamente so­
bre un objeto, constituye l á observación y é s t a 
puede ejercitarse continuamente en l a e n s e ñ a n z a 
de l a M a t e m á t i c a , en donde el encerado consti­
tuye fáci l campo de inagotable o b s e r v a c i ó n . 
P a r a ello toda cues t ión , toda operación indicada 
o toda h i p ó t e s i s puesta de manifiesto s i m b ó l i c a ­
mente, debe fi jar l a a t e n c i ó n del a lumno a t r a í d a 
sobre e l l a por l a pregunta ¿Qué tenemos aqui?, 
debiendo analizarse cuidadosamente l a e x p r e s i ó n 
en todos sus detalles. T a m b i é n en las f iguras geo­
métr icas d e b e r á preceder a l a d e m o s t r a c i ó n pro­
piamente d icha una detenida o b s e r v a c i ó n de l a s 
relaciones de magni tud y pos ic ión existentes entre 
los elementos de l a f igura ; as í se fac i l i t an demos­
traciones que parecen m u y complicadas, como 
la de la para le la media de un t r i á n g u l o . T a m b i é n 
las fórmulas deben observarse atentamente y 
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expresar en lenguaje ordinario su significado, 
constituyendo un ejercicio provechoso. 

20 . L a m e i a o r i a . — E l estudio de l a s M a t e m á ­
t icas desenvuelve desde luego l a Memoria de n ú ­
meros por e l empleo constante que de ellos hace, 
no só lo en l a s tablas de l a s operaciones que algu­
nos a m p l í a n hasta 20 X 20 en l a m u l t i p l i c a c i ó n , 
sino t a m b i é n con productos t í p i c o s como 
4 X 15 = 60; 12 X _ i 2 = 144; 15 X _ i S = 225: 

25 x 25 = 625; V 2 = 1,4142 . . . V 3 = 1,73 . • 
Desar ro l l a l a memoria de formas con l a s que estu­
d ia l a G e o m e t r í a , en las cuales ser ía conveniente 
l a i n t r o d u c c i ó n de l a elipse, p a r á b o l a e h i p é r b o l a , 
que t a n frecuentemente se encuentran has ta en 
l a s sombras de las pantal las sobre los muros. 

E j e r c i t a l a memoria verba l por e l aprendizaje 
de definiciones, reglas y propiedades que deben 
aprenderse de memoria para su r e t e n c i ó n , por e l 
desarrollo de l a memoria que procuran y por 
const i tuir modelos de lenguaje. 

U t i l i z a l a memoria v i s u a l cuando las demostra­
ciones y las propiedades se representan gráf ica­
mente o se esquematizan mediante s í m b o l o s . De 
a q u í l a conveniencia de acudir a unas y otros. 

Como ejemplo de ellos, citaremos e l teorema 
fundamental de las paralelas, que se expresa s im­
b ó l i c a m e n t e de este modo: 

7 i a \ \ o 
o I c j 

Si se conviene en que siempre l a s l e t i a s m i n ú s c u ­
l a s representen rectas y los signos J — y || l a 
propendicular idad y el paralel ismo. 
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L a conocida propiedad de l a serie de razones 
iguales puede expresarse s i m b ó l i c a m e n t e por 

a m p a -\- m -\- p 

b n q b -\- n -\- q 

y t a m b i é n por l a fig. 5. 
2 1 . L a i m a g i n a c i ó n . — L a r e l a t i va escasez de 

elementos que en M a t e m á t i c a s pueden servir 

F i g . 5. 

de base a l doble juego de descompos ic ión y recom­
pos ic ión en que consiste l a labor imagina t iva , 
e s t á desde luego compensada con l a gu ía segura 
que los m é t o d o s m a t e m á t i c o s ofrecen, con l a fa ­
c i l idad de laborar sobre los datos y expresar los 
resultados, reducidos a ut i l izar como dóci les ins­
trumentos el l á p i z y el papel , y finalmente, eí vas ­
t í s i m o campo de acc ión que tiene ante sí el mate­
m á t i c o , exp l ican e l asombroso desarrollo imagina­
t ivo que l a c r e a c i ó n de las m a t e m á t i c a s significa, 
obra de l a i m a g i n a c i ó n , que just i f ica l a frase de 
Weiers t rass que encabeza este ep ígrafe . L a s 
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creaciones de los m a t e m á t i c o s no só lo han supe­
rado a l a s f a n t a s í a s de los poetas, sino que a d e m á s 
han servido de base a interesantes f á b u l a s de los 
m á s renombrados novelistas, s i rviendo de excep­
cional ejemplo de ello el concepto del espacio 
de m á s de tres dimensiones. 

L a a cc ión imag ina t iva se pone de manifiesto 
en l a invención y é s t a se h a l l a d i r ig ida por los m é ­
todos lóg icos y a estudiados de l a a n a l o g í a , l a 
i n d u c c i ó n y l a d e d u c c i ó n . Cabe, a d e m á s , conside­
ra r a q u í l a E x p e r i m e n t a c i ó n , a l a que no son aje­
nas las M a t e m á t i c a s , y as í e l va lo r de l a suma de 
los á n g u l o s de un t r i á n g u l o puede ser hallado por 
simple a d i c i ó n antes de intentar una d e m o s t r a c i ó n 
cualquiera . 

Cabe inventar constantemente, incluso en l a 
Escue l a P r i m a r i a , desde las reglas de cá l cu lo r á ­
pido en que cada uno se fabr ica las m á s acordes con 
su temperamento, hasta los problemas en los cua­
les sobre unas d i rec t ivas dadas por e l Maestro, 
cada n i ñ o puede proponer los que m á s puedan i n ­
teresarle. 

Cabe, finalmente, dar la e n s e ñ a n z a , y esto es 
pa ra nosotros esencial, como s i se inventase, y a 
ello responden dos excelentes l ibros escolares: L a 
Ar i tmé t i ca Invent iva, de Nelson y L a Geometría 
Invent iva , de Sp^ncer. 

22- L a inteligencia.—En e l sentido moderno 
de esta palabra, como a d a p t a c i ó n p s í q u i c a a una 
s i tuac ión nueva, tiene su ejercicio m á s adecuado 
y su mejor medida con los problemas m a t e m á t i ­
cos, especialmente los de G e o m e t r í a , y a que las 
c a r a c t e r í s t i c a s de l a nueva s i t u a c i ó n quedan 
en ellos perfectamente definidos y los medios de 
a d a p t a c i ó n e s t á n dados por l a serie de conocí -
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mientos precedentes. Por esto l a se lecc ión de as­
pirantes se h a hecho frecuentemente y con é x i t o 
por medio de pruebas de examen consistentes en 
problemas n j a t e m á t i c o s . 

23. L a espiritualidad.—El empleo constante 
de l a a b s t r a c c i ó n y l a genera l i zac ión , e l hecho, de 
producir con un m í n i m o de elementos del mundo 
exter ior u n conjunto maravi l loso de verdades, y l a 
c o n s i d e r a c i ó n de que e l mundo mater ia l exter ior 
obedece fielmente a estas creaciones del e s p í r i t u 
humano, desenvuelve en el cul t ivador de l a Mate­
m á t i c a una a l t a espir i tual idad, de l a que son eiem-
plos notables Descartes, Pasca l y Le ibn i t z , y que 
se s intet iza en el deseo de Be rnou i l l i de que en su 
tumba se grabase l a espiral l o g a r í t m i c a con l a le ­
yenda: Eadeo Mutata Resurgo, es decir, después de 
l a t ransformación resurgo l a misma, bien porque l a 
espiral representa mejor que el c í r c u l o el c ic lo 
inacabable - de l a v i d a espir i tual , ya porque l a 
espiral l o g a r í t m i c a sometida a las transformaciones 
de que se suele hacer objeto a las curvas , se t rans­
forma en sí misma, pero indicando de todos mo­
dos l a a l t a espir i tual idad del cé lebre m a t e m á t i c o . 
E l gran m a t e m á t i c o f rancés P o i n c a r é dec ía que 
«el pensamiento es só lo un r e l á m p a g o entre dos 
eternidades, pero este r e l á m p a g o lo es todo». 
Conceptos como el del inf ini to y l a p lu ra l idad de 
dimensiones, son de l a m á s a l t a espir i tual idad, 
as í como e l ideal de per fecc ión que l a mi sma p io-
fesión de l a ciencia incu lca en quien le c u l t i v a , 

24. Peligros.—De todo lo que antecede se. 
deduce t a m b i é n l a exis tencia de graves peligros 
de orden educativo en ehaprendizaje de las Mate­
m á t i c a s . 

a) E je rc i t ando l a a t e n c i ó n de t ipo central , 
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l lega a producir el ensimismamiento de que h a y 
numerosos, ejemplos entre los m a t e m á t i c o s , y 
hace perder l a agi l idad menta l que necesita de 
l a a t e n c i ó n pe r i f é r i ca . E l remedio a esto se ha l l a 
en e l cu l t ivo de otros estudios, especialmente el 
de l a s ciencias de l a natura leza . 

b) L a d i f icu l tad de los n i ñ o s pa ra el razona­
miento abstracto, su doci l idad menta l y su fa­
c i l i dad pa r a los mecanismos, tienden a que l a ense­
ñ a n z a se haga en las Escue las puramente rut i ­
na r ia , s in i n t e r v e n c i ó n de l a r a z ó n , s in demostra­
c ión de ninguna clase. E s t o , desde el punto de v i s t a 
educativo es una a b e r r a c i ó n , contra l a que h a y 
que ponerse en guardia, y a que aun cuando B o u -
t r o u x reconoce que el cá l cu lo algebraico suele 
hacerse siempre y por todos s in i n t e r v e n c i ó n de 
l a intel igencia, toda t é c n i c a debe ser aprendida 
inteligentemente para que sea ú t i l a l a inteligen­
c ia , como asegura Dewey. 

c) Cabe t a m b i é n que aun razonando se siga 
con t a l rigor e l encadenamiento lóg ico que se 
convier ta en un puro mecanismo el razonar s i ­
guiendo l a e x p l i c a c i ó n del Maestro. E s t o es lo 
que ha permit ido a deficientes mentales hacer 
ciertos progresos en M a t e m á t i c a s in perder su 
deficiencia. P a r a evi tar lo, basta recurr i r constante­
mente a l a i n v e n c i ó n , como antes hemos indicado. 

d) E l mismo encadenamiento riguroso, de las 
M a t e m á t i c a s y su m ú l t i p l e t r a b a z ó n hace que en 
cada momento sea necesario el dominio perfecto 
de lo anteriormente aprendido. No basta, como, 
por ejemplo, en Hi s to r i a , conocer las l í n e a s gene­
ra les de los sucesos en un p e r í o d o pa ra poder es­
tud ia r los del siguiente, sino que es menester el 
conocimiento o mejor e l dominio detallado de todo 
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lo anterior. De a q u í lo peligroso que es en l a en­
s e ñ a n z a de las M a t e m á t i c a s el avance precipitando. 
P a r a ev i ta r lo es preciso asegurarse de que cada 
lecc ión e s t á bien sabida antes de pasar a l a s i ­
guiente y en cada una recordar previamente los 
antecedentes necesarios. E s t o se refiere igualmente 
a cada t é c n i c a en par t icular y con m á s motivo a l 
paso de un grado a l otro. E s evidente, por ejemplo, 
que no puede pasarse a mul t ip l icar sin saber sumar 
perfectamente los n ú m e r o s que se empleen; que 
antes de estudiar l a t ab la en cues t ión se ha de sa­
ber perfectamente sumar de dos en dos, tres en 
tres, lo cua l h a de recordarse antes de aprender 
l a m u l t i p l i c a c i ó n correspondiente, y que, el cono­
cimiento perfecto de l a m u l t i p l i c a c i ó n y d iv i s ión 
de concretos, debe preceder y repasarse antes de 
estudiar e l m é t o d o de r e d u c c i ó n a l a unidad. 

e) E l c a r á c t e r "abstracto de nuestros estudios 
suele tener como pr imera consecuencia el que l a s 
demostraciones no sean entendidas, lo cua l se re­
media ut i l izando todos los recursos para hacerlas 
in tu i t ivas ; y , por ot ra parte, se pierde f á c i l m e n t e 
el contacto con l a realidad, lo cua l se remedia 
partiendo constantemente de és t a y volviendo a 
ellas en las aplicaciones. E j e m p l o de ello es e l 
A l b u m de N ú m e r o s y el de Fo rmas que deben 
formar los n i ñ o s en l a Escue la , y como a p l i c a c i ó n 
curiosa de l a proporcionalidad, compleja citaremos 
l a p é r d i d a de peso que se experimenta a l elevarse 
sobre l a superficie terrestre. 

/ ) F ina lmente , l a misma a b s t r a c c i ó n es causa 
de l a fal ta de in terés por los estudios m a t e m á t i ­
cos, lo cua l exige e l echar mano de todas los re­
cursos del i n t e r é s indirecto en l a Escue la , y a que 
e l i n t e r é s directo de su propia belleza suele pasar 
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desapercibido para los n i ñ o s . A h o r a nos l i m i t a ­
remos, dentro de l a esfera estrictamente de con­
tenido, a l a forma de presentarlo. Por ejemplo, e l 
c á l c u l o puede hacerse entretenido cuando se ob­
tienen n ú m e r o s notables. (Véanse notas del 
cap. V I . ) L a i m a g i n a c i ó n espacial puede excitarse 
con preguntas como és t a : U n cubo de tres pu l ­
gadas de arista tiene sus caras pintadas de rojo. Se 
corta en cubitos de una pulgada de arista. ¿ Cuántos 
sa ldrán^ ¿Cuán tos cubitos t e n d r á n rojas tres caras} 
¿Dos caras? ¿ U n a cara} ¿ N i n g u n a ? Puede com­

plicarse e l ejercicio dividiendo el cubo en mayor 
n ú m e r o de cubitos. L a d e s c o m p o s i c i ó n de figuras 
puede presentarse como en el caso siguiente: 

Fig . 6. 

U n hombre p o s e í a una e x t e n s i ó n de t ier ra de 
forma igua l a l a del dibujo. Dec id ió d i v i d i r en 
lotes l a m i t ad y reservarse, i nd iv i sa , l a otra m i ­
tad . A d e m á s deseó que l a par te que se r e se rva r í a , 
fuera de forma regular y paralelos sus lados 
opuestos. Conocía e l largo de cada lado del cam­
po, pero no su á r e a to ta l . ¿ C u á l es l a manera 
m á s fácil de t razar l a parte con que deseaba que­
darse? 
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5 . — E l programa escolar desde el punto de vista 
educativo 

25. Conocimientos.—Como conocimientos que 
pueden inclui rse en un programa, escolar por su 
va lo r educativo, s e ñ a l a r e m o s los sistemas de nu­
m e r a c i ó n . E s algo realmente maravi l loso que con 
13 palabras se pueda dar nombre a un m i l l ó n de 
n ú m e r o s (exactamente 999 999) y que esto se 
haga dando a l mismo tiempo una idea exac t a de 
su compos i c ión . L a frase de A r q u í m e d e s Quiero 
formar un sistema con el que se pueda dar nombre 
a l n ú m e r o de granos de arena necesario p a r a llenar 
el Universo, refleja esta admirable cual idad; pero 
para que el conocimiento de los sistemas de nu­
m e r a c i ó n sea completo y educativo desde u n pun­
to de v i s t a humano, es necesario que se estudien 
los diferentes sistemas, sus evoluciones con los 
inconvenientes y ventajas qué presentan (numera­
c ión romana inc lus ive ) , para l legar a percibir l a 
l a rga e v o l u c i ó n del pensamiento humano hasta 
l a a d q u i s i c i ó n del ac tual y maravi l loso mecanis­
mo. 

Por a n á l o g a s razones d e b e r á estudiarse l a his­
to r ia del Sis tema Mét r ico y s e r á n altamente 
educat ivas sobre todo en el tercer grado en que 
aparecen los intereses sociales, l as a n é c d o t a s , re­
latos de episodios de c a r á c t e r m a t e m á t i c o , y aun 
l a b iogra f í a de sabios cul t ivadores de nuestra 
c iencia . 

L a c o r r e l a c i ó n entre las operaciones n u m é r i ­
cas exige el estudio completo en los n ú m e r o s en-
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teros en que se peicibe su g r a d a c i ó n , opinando nos­
otros que no se r í a excesivo int roducir l a logarit-
mac ión en e l tercer grado pa ra completar e l cuadro 
de las operaciones, y que en todos los grados se 
deben estudiar l as inversas como tales, lo cua l se 
hace sencillamente con ejercicios del t ipo de los 
siguientes: 5 + ? = I 5 ; 5 X ? = 15-

Y , finalmente, casi sólo por su va lor educativo 
pueden mantenerse los n ú m e r o s fraccionarios en un 
estudio elemental, siendo aun esto harto discutible. 

E n G e o m e t r í a es de gran va lo r e l estudio de los 
movimientos, que da a n i m a c i ó n y v i d a a u n a cien­
c i a demasiado e s t á t i c a , a s í como e l de l a Sime­
t r í a , que desenvuelve l a a t e n c i ó n , fac i l i ta el 
conocimiento de m ú l t i p l e s propiedades, fami l ia ­
r i z a con u n elemento es t é t i co , s iquiera sea elemen­
t a l , y prepara para e l estudio de las formas de l a 
Natura leza que son las que han de in ic ia r lo en 
los primeros grados: Mariposas, pa ra l a s i m e t r í a 
con r e l ac ión a u n eje; estrellas' de mar, para l a s i ­
m e t r í a con r e l ac ión a un punto, etc. 

L o s lugares geométricos son t a m b i é n para nos­
otros del m á s alto va lo r por l a c l a r idad con que 
determinan figuras mediante -elaciones de mag­
n i t u d y por i a faca idad con que per h i ten resol­
ver numerosos e interesantes problemas de Geo­
m e t r í a de indudable trascendencia p r á c t i c a . 

F inalmente , en ambas discipl inas si h a de alcan­
zarse el f in educativo propuesto, es indispensable 
e l conocimiento completo de l a s definiciones y 
propiedades, y el uso de demostraciones, adap­
tadas, claro es, a l grado de madurez lóg ica a lcan­
zado por el a lumno ( i ) . 

I 
(1) A s i , es indefendible que se conserve l a definición de la 
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26 . Destrezas, a) E s indispensable alcanzar una 
gran destreza en el manejo de n ú m e r o s y símbolos 
en que consiste en gran parte l a mayor d i f icul tad 
que las M a t e m á t i c a s presentan, y a que toda de­
ficiencia en ello suele entorpecer l a marcha del 
pensamiento, que se ha de apoyar constantemen­
te en transformaciones de cá l cu lo n u m é r i c o y l i ­
te ra l . 

A p l i c a c i ó n . — A f in de no uni r ambas d i f icu l ­
tades, l á m e c á n i c a y l a discurs iva, se rá conveniente 
en las demostraciones elegir n ú m e r o s o expresio­
nes l i terales de fácil manejo; as í , sí queremos 
llegar a enunciar l a regla para d i v i d i r un n ú m e r o 
de va r i a s cifras por otro de una sola, e l pr imer 
razonamiento lo haremos sóbre un n ú m e r o for­
mado de cifras pares d iv id ido por dos. U n segundo 
ejemplo en cuyo dividendo entre alguna cifra 
impar , s e rá suficiente para enunciar v á l i d a m e n t e 
l a regla. 

b) Debe procurarse adquir i r fac i l idad para ex­
presar simbóUcamente tanto los enunciados como las 
diferentes fases de una d e m o s t r a c i ó n . A los ejem­
plos antes citados podemos a ñ a d i r e l siguiente: 

consti tuyendo t a m b i é n una p r á c t i c a ú t i l í s i m a 
l a e n u n c i a c i ó n r á p i d a y correcta de expresiones de 
esta clase, y l a lec tura y a p l i c a c i ó n de f ó r m u l a s , 
que merece, s i es preciso, un ejercicio especial. 

c) E n G e o m e t r í a es indispensable construir con 

proporcionalidad directa como suele darse, diciendo que a 
más corresponde más, etc. 
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exactitud las figuras, con lo cual se perciben me­
jor l as relaciones de sus elementos, y marcar bien 
por los medios que da e l dibujo, l íneas de pun­
tos de trazo y punto, l lenas, finos y gruesos, 
marcas especiales y t izas de colores, etc., los 
elementos que se deban diferenciar o poner de 
rel ieve, procurando que a a n a l o g í a s en dichos ele­
mentos correspondan a n á l o g a s formas o marcas. 
E s t a s precauciones fac i l i tan grandemente las de­
mostraciones hasta hacerlas in tu i t ivas y aquella 
habi l idad e v i t a errores como el que muestra l a 
d e m o s t r a c i ó n e r r ó n e a de l a Nota 2. 

d) E n A r i t m é t i c a , a d e m á s de los signos usuales 
y de los propuestos por nosotros (Nota 4) es con­
veniente emplear siempre u, d, c, para representar 
unidades decenas y centenas; m, para m ú l t i p l o ; 
p , para n ú m e r o pr imo; d para divisor , y M y D 
para m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o y m á x i m o c o m ú n 
divisor , y en general l as in ic ia les de l a s magnitudes 
que se empleen, c = cant idad; p = precio, etc. 
E l signo ^ que se lee sigma ' ' letra griega, == S ) , 
s ignif ica suma de té rminos de l a forma ... y con 
su aux i l i o l a f ó r m u l a que da e l precio medio en l a 
regla de a l igac ión , puede escribirse brevemente, 

e) E n G e o m e t r í a deben seguirse los convenios 
c ien t í f icos de va lor un ive r sa l que no son menos 
ú t i l e s en las M a t e m á t i c a s elementales que en las 
superioresr as í una l e t r a m a y ú s c u l a A , B , ... re-
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p r e s e n t a r á siempre un punto, y una m i n ú s c u l a 
una l í n e a a, h, ... los signos — y A determinan 
un segmento o un á n g u l o ; as í A B se lee segmento 

A B y A signif ica á n g u l o A ; en u n t r i á n g u l o , cada 
lado se representa por l a l e t r a m i n ú s c u l a corres­
pondiente a l v é r t i c e opuesto, y en los po l ígonos , 
nombrados aquellos por las le t ras m a y ú s c u l a s 
en orden a l f abé t i co , se nombran los lados por las 
m i n ú s c u l a s en el mismo orden, a pa r t i r del mismo 
punto. 

L o s signos || y J _ representan e l paralel ismo y 
l a perpendicularidad; / \ t r i á n g u l o ; Q c í rcu lo . Con 
estos s í m b o l o s e l enunciado de u n problema se 
simplifica- extraordinar iamente . Así : T raza r una 
circunferencia que pase por tres puntos dados, se 
escribe Q "• A ' B ' C-

27. Hábitos mentales.—El cu l t i vo de l a Mate­
m á t i c a debe habi tuar a l l e v a r a todos los domi­
nios del conocimiento lo que es p r á c t i c a constante 
en e l nuestro. Por ejemplo: 

a) No emplear palabras cuyo concepto claro 
no se posea. 

No admi t i r p r o p o s i c i ó n n inguna que no e s t é 
c laramente enunciada, n i da r l a por c ie r ta s in 
d e s p u é s de detenido aná l i s i s , y s i es preciso t ras 
r igurosa d e m o s t r a c i ó n . 

E x p o n e r con l a mayor c l a r idad posible, d i v i ­
diendo y subdividiendo l a s cuestiones por su de­
pendencia lóg ica . 

Obtener l a l í n e a general de una e x p o s i c i ó n de 
ideas, prescindiendo de los detalles que en e l la 
in terv ienen. 

Descubrir por ana log ía , gene ra l i zac ión o dedue-
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c ión nuevas cuestiones relacionadas con las cono­
cidas. 

Sis tematizar un conjunto de conocimiento por 
medio de un resumen, cuadro s i n ó p t i c o , etc. 

b) A n a l i z a r u n a s i tuac ión compleja descom­
p o n i é n d o l a en partes, recogiendo l a s esenciales 
y desechando las accesorias. 

Reconocer las relaciones existentes entre ellas 
y expresar las en forma c l a r a y precisa . 

Gene ra l i z ac ión o descubrimiento de l a l e y ge­
nera l . 

O b t e n c i ó n de sus propiedades y aplicaciones. 
c) M a n t é n e r s e en u n a constante ac t i tud de 

invest igar . 
Deseo de comprender y de l legar a l fondo de 

l a c u e s t i ó n . 
H á b i t o de c o n c e n t r a c i ó n y pers i s tenc ias 
Amor por l a p rec i s ión , c l a r idad y exac t i tud 

y disgusto por l a vaguedad y lo incompleto. 
Deseo de una o r g a n i z a c i ó n ordenada y lóg ica 

que ayude a l a c o m p r e n s i ó n y l a memoria . 
Considerar l as cosas en e l sentido funcional o 

de relaciones. 

Sandfor ha demostrado exper imentalmente que 
siempre quedan y se t ransfieren los h á b i t o s y 
acti tudes mentales y l a tendencia a emplear los. 
m é t o d o s y procedimientos eficaces. 

Y , finalmente, Smi th , asegura que «la m i sma for­
m a lógica , l a m i sma a t e n c i ó n a l detalle, l a misma 
paciencia y e l mismo cuidado que ponga ahora 
e l n i ñ o en resolver u n problema, m o s t r a r á a ñ o s 
m á s t a r d é en el comercio, en l a banca etc. No 
h a b r á adquirido solamente conocimientos, sino 
capacidades')-. 
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E J E R C I C I O S 

4. Seña la r en cualquier texto de A r i t m é t i c a o 
G e o m e t r í a a l g ú n concepto no definido con pre­
c is ión . 

5. ¿ Q u é propiedad e s t á admit ida s in prueba 
de las que ent ran en l a d e m o s t r a c i ó n de que por 
un punto exterior sólo se pueda t razar una per­
pendicular a una recta? 

6. ¿ Q u é proposiciones se admiten s in prueba 
en el pr incipio de l a G a o m e t r í a ? 

7. Clasificar los t r i á n g u l o s . 
8. I d e m las posiciones re la t ivas de dos c i rcun­

ferencias. 
9. I d e m las propiedades del M de dos n ú m e r o s 

tomadas de cualquier t ex to de A r i t m é t i c a para l a 
e n s e ñ a n z a secundaria. 

10. Obtener l a marcha general de l a demos­
t r a c i ó n de l a d iv is ib i l idad de un n ú m e r o por 9. 

11. I d e m de l a d e m o s t r a c i ó n de las propie­
dades de l a paralela media en un t r i á n g u l o . 

12. ¿Cuál ser ía en G e o m e t r í a del Espacio el 
equivalente del teorema que da el valor de l a 
diagonal del cuadrado? 

13. ¿ Y de l a de l a del r e c t á n g u l o ? 
14. >Y de l a longi tud de un arco? 
15. Apl ica r l a f ó r m u l a 

^ p i p — a ) (p — b) (p — c) 

que da el á r e a de un t r i á n g u l o al caso en que é s t e 
sea e q u i l á t e r o , isósceles, r e c t á n g u l o y r e c t á n g u l o 
e isósceles . 

16. Formar un cuadro s i n ó p t i c o de los conoci­
mientos referentes a las cuatro operaciones fun­
damentales con n ú m e r o s enteros habituales en 
l a e n s e ñ a n z a secundaria. 

17. Idem de las propiedades de los t r i á n g u l o s 
en general. 

M e t o d o l o g í a . 4 
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18. Expresar abreviadamente 

ct + e'í' 4- c"í" 

D 

ct + c t + c"*" 
V = 

c + c + c 

C - (04-0 ' + c") + (c + c' + c") F 
V = — „ _ _ _ „ _ _ . 

siendo V^, = vencimiento medio. 
19. Enunciar en lenguaje corriente 

Area del A = V̂ p (p — a) (p — &) (p — c ) 

Area del paralelepípedo rectángulo = 
= 2 (a fe + a c - j - fe) 

N O T A S A L C A P I T U L O IIÍ 

1.— L a s demostraciones intuitivas 

Muy úti les en los primaros años d é l a enseñanza, 
deben proscribirse en cuanto l a mente del niño 
alcanza la madurez lóg ica suficiente; pero como 
siempre trataría de volver a ellas por ser la l ínea 
de menor resistencia, conviene hacerle ver cuán 
fác i lmente pueden inducir a error con demos­
traciones como la siguiente: 

Demostrar intuitivamente ¿ue 64 = 65 
Tomemos un cuadrado (fig. 7) de 8 unidades de 

lado, con lo cual obtenemos la representación grá­
fica de 82 = 64, comprobándose que efectivamente 
e s tá constituido por 64 cuadraditos; trácense las lí­
neas que muestra l a figura, recórtese por ellas 
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y ensamblando convenientemente los trozos, re­
sulta la fig. 8, un rectángulo que tiene de lado 
13 y 5 divisiones, y por tanto 13 x 5 = 65 cuadra-

Fig- 7. 

ditos. L a aparición del cuadradito misterioso es 
debido a la deficiente ensambladura de los tro-

F i g . 8. 

zos, difícil de percibir, y que puede ser atribuida 
a errores de construcción. 

2.— L a exactitud en el trazado de figuras 

Aunque la Geometría ha sido definida como el 
arte de razonar exactamente sobre figuras inexctc-
tas, conviene dibujar éstas con la mayor pre­
cis ión posible. Se evidencia esto tofa/ja. a^Sjfta 
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demostrac ión de que el ángulo recto es igual al 
obtuso. Para ello, t ó m e s e un segmento A B , (figu­
r a 9) y en sus extremos cons trúyanse un ángulo 
agudo y otro obtuso, tomando A C = B D . Unase 
C con D y trácense las mediatrices de A B y CD, 
las cuales se encontrarán en un punto 0. Uniendo 
0 con A, B, C y D, serán iguales los tr iángulos 
OAM y OBM, así como los O A C y O B D por 
tener sus lados respectivamente iguales por cons­
trucc ión o por oblicuas que se apartan igualmente 
del pie de la perpendicular, los ángulos 1 y 2 serán 

¥ig. 9. 

| A A 
iguales respectivamente a 3 y 4 y por suma A = B 
como se debía demostrar. 

E l error es tá en que si, efectivamente, las me­
diatrices se encuentran, como perpendiculares a 
rectas no paralelas, no lo bacen por l a parte infe­
rior de l a figura, como es fácil comprobar con una 
construcc ión más cuidada. 

3.— E l rigor lógico 

E l conocer perfectamente los hechos matemát icos 
en que se funda una demostrac ión y el hábi to 
de escalonar ésta sin una fa l la o so luc ión de con­
tinuidad, es tan esencial que prescindiendo de ello, 
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se llega a demostrar aparentemente verdaderos 
absurdos como éste, por ejemplo de que 5 = 7 . 

Supongamos que se verifique 

3 
a = —• h 

2 

multiplicando los dos miembros de la igualdad 
por 4, se obtiene 4 a = 6 &, o lo que es lo mismo 

14 a — 10 a = 21 h — 15 6 

y trasponiendo 

15 6 — 10 a = 21 ¿> — 14 a 

sacando factores comunes 

5 (3 & — 2 a) = 7 (3 & — 2 a) 

Suprimiendo el factor c o m ú n a los dos miem­
bros, queda 5 = 7 . como se quería demostrar. 

E l error cometido está en l a divis ión de los dos 
miembros de igualdad por 3 & —• 2 a que es cero, 
por ser a = — &. Este valor es el que iguala en­
tre sí los dos miembros de la igualdad, y no pue­
den dividirse por él sus dos miembros porque la 
div is ión por cero carece de sentido. 

Otra: 

Si a = b, a b = a2, ab — h'¿ — a2 — b*,, b (a — b) = 
— {a + b) {a — b) b = a -{• b, 1 = 2 

Otra: 

Si aq= & y a + & = 2 c, (a -|- ¿) (¿»— &) = 2 c [a — b), 
a2 — í»2 = 2 ac — 2 be, a2 — 2 ac = 62 — 2 6e, a2 — 2 ac + 

+ ^ = ^ — 2 &c + 82, (a — c)2 == {h — cY, a = h 
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4-—Los símbolos 

Como puede verse en el c a p í t u l o que t r a t a de 
l a e v o l u c i ó n de nuestra ciencia, el simbolismo ma­
t e m á t i c o , que es de l a m á s a l ta importancia por 
cuanto faci l i ta el pensar, no se ha completado 
hasta fines del siglo X V I I I y a ú n no se ha unifor­
mado totalmente. Y podemos a ñ a d i r que n i s i ­
quiera e s t á completo. L lamaremos l a a t e n c i ó n 
del lector sobre un. signo indispensable y l a mo­
dif icación que proponemos de otro. 

Creemos indispensable l a a d o p c i ó n y uso de 
un signo para aproximadamente igual, r e l ac ión 
que se presenta continuamente y nos e v i t a r í a 
escribir absurdos c ó m o 

46 : 9 = 5 o bienv ' 2 = 1,41 

A l g ú n autor e s p a ñ o l . R e y Pastor, u t i l i za el 
signo ~ pero puede confundirse con el de seme­
janza, y a d e m á s no tiene ana log ía ninguna con 
l a r e l a c i ó n que t r a t a de representar. Nosotros 
hemos propuesto y ut i l izado con éx i t o el signo 
^ i n c o n f u n d i b l e , y a n á l o g o a l de l a igualdad y 
relacionado, por tanto, con su s ignif icación. L a s 
relaciones anteriores se e s c r i b i r á n 

46 *. 9 — 5 Y V/ 2 — 1,41 

que se l e e r á n ' 46 dividido por 9, aproximadamente 
igual a j , y 2 aproximadamente igual a 1,41, 
con pleno rigor expresivo. 

E s t e s ímbo lo es susceptible de a m p l i a c i ó n s i 
consideramos l a a p r o x i m a c i ó n por defecto o 
por exceso escribiendo 

5 ^ 46 : 9 i , 4 i ^ V/ ? ^ 1,41 

representando ^ aproxirn(¡''dament& igual por de* 
feofo, s ímbo lo que ŝ e forma OOÍÍ los %wa? y mmor 
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sin confundirse con ellos, como ocurre a l a rela­
c ión que representa. Por el contrario, utilizando 
el s ímbolo para representar aproximadamente 
igual por exceso, tendr íamos escritas con todo 
rigor relaciones como 

6 ^. 46 : 9 y 1,42 

relaciones que pueden invertirse invirtiendo tam­
bién el signo. 

Si consideramos ahora la expres ión 

log& A = o ó log6 (A - f B) = n 

dotaremos que análogamente a lo que ocurrió en 
los primeros tiempos de l a Matemática, cuando 
se escribía, por ejemplo, raAix para l a raíz, se tra­
ta de una expres ión poco clara y elegante. Los 
alemanes escriben las expresiones anteriores 

/ A i - a / A B == n 

simplif icándolas notablemente y evitando el uso 
del paréntesis . Nosotros proponemos esquema­
tizar aún más empleando el signo de l a raíz y 
colocando e! indicador de l a base como el índice, 
en la forma siguiente: 

E s t a forma expresiva se ha deducido por un 
camino natural, es esquemat izac ión de las pre­
cedentes, como ha ocurrido con gran número 
de s ímbolos , y responde además a la íntima sig. 
nmcación «Ja l a logaritraación, hermana gemela 



— 56 — 

d é l a radicac ión como muestra el ejemplo adjunto: 

De c>3 = 125 se deducen )^12^ $ 

Esperemos que aun siendo úti les tales s ímbolos , 
tarden un par de siglos, como ha ocurrido otras 
veces, en ser generalmente usados, si es que lle­
gan a serlo. 



C A P I T U L O I V 

C A R A C T E R E S P R O P I O S D E L A S M A T E M A T I C A S 

«Le professeur ne sera ma i -
tre de son metier qu 'aprés 
l 'avoir v u de t rés haut.« 

MERAY 

1.—La M a t e m á t i c a como arte y como ciencia. 

28 . E n los c a p í t u l o s anteriores hemos estudia­
do forzosamente muchos de los caracteres pro^ 
pios de l a s M a t e m á t i c a s , pero siempre en r e l a c i ó n 
con el punto de v i s t a adoptado. A h o r a se t r a t a 
de a ñ a d i r a a q u é l l o s los que no han tenido expo­
s ic ión adecuada entonces. Tengamos en cuenta 
que l a s M a t e m á t i c a s t ienen por objeto e l estudio 
de l a cant idad, expresada por n ú m e r o s en l a A r i t ­
m é t i c a y manifestada en l a e x t e n s i ó n en Geome­
t r í a ; y que const i tuyen una ciencia por ser un con­
junto sistemático de verdades y un arte, porque dan 
reglas adecuadas pa r a l a ejecución de ciertas ope­
raciones o resolución de ciertos problemas. CSÍVÁC-
ter este ú l t i m o predominante en l a e n s e ñ a n z a 
elemental , y m á s en l a A r i t m é t i c a que en l a Geo­
m e t r í a , 

E n el pr imer aspecto, las M a t e m á t i c a s son un 
conjunto de conceptos, propiamente indefinibles 
unos, como e l de unidad, plural idad, punto, seg­
mento, rectil íneo, y definibles otros, esto es, reduc-
t ibles a conceptos m á s elementales. Constan, ade­
m á s , ú e proposiciones, esio es, de verdades relati-



- 58 — 

vas a propiedades de los seres que estudia hechas 
evidentes a nuestro espíritu por la demostración. 

Como Ar te e s t á n consti tuidas l a s M a t e m á t i c a s 
por u n conjunto de reglas que resuelven unas 
veces problemas puramente t e ó r i c o s , aunque de 
a p l i c a c i ó n p r á c t i c a , y otras veces se c i ñ e n por com­
pleto a l a r e so luc ión de las cuestiones que pre­
senta l a real idad. E j e m p l o de los primeros, tenemos 
sencillamente a l t ra tar de ha l l a r uno de los dos 
sumandos que const i tuyen una suma conocida, 
é s t a y e l otro sumando, y de los segundos es muestra 
l a regla de l a s mezclas. Claro es que el origen his­
t ó r i c o de l a s cuestiones es generalmente el segundo, 
y esto se h a de tener en cuenta en l a e n s e ñ a n z a 
e lemental pa ra proceder a n á l o g a m e n t e ; a s í , a l 
problema t e ó r i c o que consti tuye l a resta, debe pre­
ceder un problema de c a r á c t e r r ea l y concreto. 

E s t o mismo puede hacerse con l a s propiedades 
m á s abstractas, por ejemplo, l a propiedad d i s t r i ­
b u t i v a de l a m u l t i p l i c a c i ó n , como muest ra ei s i ­
guiente ejemplo: 

Punto de partida.—Problema: U n litro de aceite-
pesa goo g. E n una vasija tenemos 16 litros de 
aceite y en otra 9 litros. ¿ Cuánto pesa más el aceité 
de la primera que el de la segunda! 

E l problema puede resolverse de dos maneras: 

1 . aWPeso del aceite d é l a pr imera v a s i j a : 
QOO X 1 6 = 14400 g. 

Peso del aceite de l a segunda v a s i j a : 
900 X 9=-= 8100 

Diferencia: 14400 — 8100 == 6300 g. 

2. a Diferencia entre las dos vas i jas : 16 — 9 = 7 1 , 

Su peso; 900 X 7 — 6300 1, 
f ^ U ^ o ü e n c i a ; ( í ^ — 9 ) 9 0 0 = 16X 9°© ~" 9 X 
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Propiedad general.- {a — b) n = a . n - b . n 
A p l i c a c i ó n . - N . 9 = N (10 — 1) = N . 10 — N 

N . 19 = Ñ (20 - • i ) , N . 20 - .- N 

Como vemos, e l A r t e y l a Ciencia se mezclan 
í n t i m a m e n t e y en el m é t o d o p e d a g ó g i c o debe par­
tirse de l a cues t ión p r á c t i c a , resolver la , pasar, 
si es posible, a l a regla general o a l a propiedad 
abstracta , y descender de nuevo a l a s aplicaciones. 

Como Ciencia , l a M a t e m á t i c a ha exper imenta­
do una extensión y unif icación progresivas que 
pueden ponerse de manifiesto aun en' su parte 
más elemental. E l concepto, por ejemplo, de n ú ­
mero que e m p e z ó por referirse só lo a l n ú m e r o en­
tero, se extiende a l n ú m e r o fraccionario y con él 
ha de ampliarse t a m b i é n las definiciones, especial­
mente l a del mult ipl icador , que siendo entero, i nd i ­
ca e l n ú m e r o de veces que se toma como sumando el 
mul t ipl icando, sea é s t e e l que sea, pero que carece 
de s igni f icac ión para el mult ipl icador fracciona­
r i o ; resultando siempre el n ú m e r o entero u n caso 
par t i cu la r del fraccionario, como ambos lo son del 
n ú m e r o en general, definido por una cortadura, 
en e l campo de los n ú m e r o s reales, es decir, como 
e l elemento que separa a todos los n ú m e r o s rea­
les en á o s clases, siendo los n ú m e r o s de l a una me­
nores que los de l a otra, y pudiendo ser l a diferen­
c i a entre dos n ú m e r o s de una y otra t an p e q u e ñ a 
como se quiera. L a misma gene ra l i zac ión sufren 
las definiciones de las operaciones. A l propio t iem­
po l a A r i t m é t i c a se constituye solamente con ele­
mentos propios en un modelo de o rgan i zac ión 
lóg ica . 

E n l a G e o m e t r í a pueden notarse las mismas ten­
dencias. As í l a igmldad de figuras se inc luye en 
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l a semejanza., como u n caso par t icu lar , cuando 
su r a z ó n es igua l a uno. Y a su vez l a semejanza 
queda inc lu ida en l a homoteoia, l a cua l comprende 
t a m b i é n (cuando es inversa y su r a z ó n igua l a — i ) , 
e l caso de l a simetHa con r e l a c i ó n a un centro, 
y l a t ras lac ión paralela, suponiendo que el centro 
de homotecia directo se t ras lada a l inf ini to . 

F i g . 10 

Pero, a su vez, l a homotecia no es sino un caso 
par t icu lar de l a homología, r e l ac ión en l a cua l l a s 
figuras se corresponden punto a punto de manera 
que los puntos h o m ó l o g o s e s t á n sobre rectas que 
pasan por un mismo punto, centro de homología , 
y l a s rectas homologas se cortan en punto de una 
mi sma .recta l l amada eje de homología. L a fig. I Q 
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muestra dos t r i á n g u l o s homologicos. S i ahora stl-
ponemos que el eje se t ras lada a l inf ini to, etc., 
l a s rectas homologas son paralelas y l a homo­
log ía se convierte en homotecia. 

S i e l centro V se v a a l inf ini to en d i r ecc ión per­
pendicular a l eje, se obtiene l a s imet r ía con re la­
c ión a un eje. 

Claro es que el estudio de los caracteres c ién-
t í f icos de l a M a t e m á t i c a pudiera extenderse i n ­
definidamente, pero aparte d é l a s consideraciones 
hechas anteriormente y de las que expondremos 
en otros c a p í t u l o s , hemos c re ído que basta ind icar 
a q u í algunos de los caracteres que relacionan y 
a m p l í a n los conceptos elementales. Bas te a ñ a d i r 
que,-como dice A b e l R e y , l a M a t e m á t i c a const i tu­
ye el modelo de todas las ciencias. 

29 . L a c a r a c t e r í s t i c a de l a M a t e m á t i c a como 
arte e s t á de manera notable manifestada a l com­
p a r a r l a con una de l a s magn í f i ca s m á q u i n a s se­
gadoras-tril ladoras que e f e c t ú a n en pocas horas 
l a labor de semanas real izada por eHabrador con 
l a hoz y e l m a y a l . Todas l a s reglas que da l a a r i t ­
m é t i c a se pueden sust i tuir f ác i lmen te con u n a a p l i ­
cac ión perseverante de l a ope rac ión de contar. 

Sabido es que a esto se reduce l a suma, que 
l a m u l t i p l i c a c i ó n es una suma abreviada, como 
l a d i v i s i ó n puede reducirse a una resta, etc. 

P a r a dar una idea de esta s implif icación que 
permite real izar l a s operaciones con mayor rapidez 
y exactitud, ci taremos un ejemplo de cada una de 
l a s dos ramas principales de l a M a t e m á t i c a E l e ­
menta l . 

E n A r i t m é t i c a puede servir de ejemplo t í p i c o 
l a regla pa ra ca lcu lar el interés de varios capitales 
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a tln mismo rédito. L a f ó r m u l a correspondiente es 

:: + N3 + Na + ••• + Np 

D 

Uti l izando l a cual nos ahorramos p — i divis io­
nes a l no calcular directamente cada i n t e r é s 
por separado 

N , Na 
¿j, = —; ¿2 == — . . . siendo N 1 = Cx N2— c2 ís . . . 

D D 

A h o i a , a l u t i l izar l a fó rmula 

et crt 
i — •— en lugar de i -

D 36000 

ahorramos una m u l t i p l i c a c i ó n y d iv id imos por 
tm n ú m e r o m á s sencillo. 

Pero, a su vez, empleando l a f ó r m u l a del i n t e r é s 
en lugar de calcular é s t e por una regla de tres 
compuesta, ahorramos t iempo y esfuerzo, y m á s 
a ú n que empleando el m é t o d o de r e d u c c i ó n a l a 
un idad , que se descompone en operaciones r é -
ductibles a l a o p e r a c i ó n de contar. 

E n G e o m e t r í a cabe considerar l a diferencia entre 
los p r o c e d i m i a ú o s naturales de e v a l u a c i ó n de 
á r e a s y v o l ú m e n e s con l a sencillez, rapidez y 
exac t i t ud que introducen l a s f ó r m u l a s alge­
braicas. Como ejemplo a n á l o g o en- e l t razado de 
figuras notaremos l a mayor sencillez que supone 
el procedimiento del t razado de tangentes" desde 
u n punto a una circunferencia por e l procedimiento 
del á n g u l o inscr i to , en r e l a c i ó n con e l fundado 
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en l a propiedad de l a mediana del t r i á n g u l o 
isósceles . E s t o s i n considerar que s in el aux i l i o 
le los conocimientos .geomét r i cos son imposibles 

operaciones como las de ha l la r l a dis tancia entre 
puntos inaccesibles, l a longi tud de l a circunferen­
c i a , e l á r e a del c í r cu lo , etc. 

2 . —Los conceptos m a t e m á t i c o s 

30 . Origen do los coneeplos.—Estudiados en sus 
c a r a c t e r í s t i c a s , nos l imi taremos a q u í a exponer 
su origen. A pesar de hallarse consagrada por l a 
mayor pajrte de los ps icó logos l a frase esco lás t i ca 
de que nada hay en el entendimiento que antes no 
haya estado en los sentidos, e l c a r á c t e r puramente 
intel igible de los conceptos m a t e m á t i c o s que se 
desenvuelven por completo dentro del entendi­
miento y que parecen ser el ideal por que se r igen 
l a s leyes naturales y las formas del mundo exterior , 
h a hecho pensar a algunos filósofos ( P l a t ó n ) que 
los conceptos m a t e m á t i c o s fuesen formas preexis­
tentes en e l entendimiento humano. Otros, por 
el contrario, las han encontrado un origen exper i ­
mental , a n á l o g o a las verdades de las Ciencias de 
l a Na tu ra leza y de va lor h i p o t é t i c o como ellas 
(Po inca ré ) . 

L a s o l u c i ó n a l problema es como suele ocurrir , 
in termedia . L o s conceptos m a t e m á t i c o s tienen su 
origen en l a experiencia, pero l a sobrepasan i n ­
mediatamente. E l l a nos da cuando menos t i con­
cepto i r reduct ible de tmidad y plural idad y los 
de punto y segmento'recti l íneo, pero operando sobre 
ellos él entendimiento crea conceptos nuevos que 
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ejemplo, sucede con e l concepto de infini tud obte­
nido sencillamente por l a posibi l idad de agregar 
u n nuevo elemento a u n a p lu ra l idad . E l de d iv i ­
sibil idad, que en l a p r á c t i c a tiene u n l í m i t e dado 
por l a deficiencia de nuestros medios de observa­
c i ó n y que en t e o r í a no tiene l í m i t e ; baste recor­
dar l a a p r o x i m a c i ó n obtenida pa r a el n ú m e r o T I 
calculado por Shanks en 1873 con 707 decimales. 
U n sabio f rancés d e d i c ó diez a ñ o s de considera­
bles investigaciones a estudiar las propiedades del 
po l ígono regular de 65.537 lados que, seguramente, 
no se puede estudiar directamente, y los poliedros 
imaginados por los . g e ó m e t r a s no han sido agola­
dos n i siquiera por las v a r i a d í s i m a s formas de los 
cristales. 

Por otra parte, s i observamos l a forma a que 
ha llegado l a G e o m e t r í a d e s p u é s de los esfuerzos 
pa ra hacer de e l l a una pu ra c r e a c i ó n del e s p í r i t u , 
notaremos que aun el mismo H i l b . r t admite 
como fundamentales en sus Grundlagen der Geo-
metrie. (véase nota) los conceptos de punto, rec­
t a y plano, a los que a t r ibuye cualidades que con-
cuerdan con las que nos proporciona l a i n t u i ­
c ión . Y Th ieme , aun reduciendo los conceptos 
fundamentales a los de punto y segmento rec t i ­
l í n e o , los t oma de l a exper iencia , como proporcio­
nados por l a contemplación de una huella de l a punta 
de láp iz o un grano de arena imaginados in f in i t a ­
mente p e q u e ñ o s , o de la consideración de un hilo 
tirante libremente tenso, respectivamente. 

•Pero n i s iquiera se han formado los conceptos 
m a t e m á t i c o s en l a rea l idad por l a pu ra e l a b o r a c i ó n 
espir i tual que esto supone. L a His to r i a , por el 
contrario, nos muestra que durante mucho tiempo 
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el desenvolvimiento de l a s M a t e m á t i c a s s igu ió 
paso a paso el conocimiento de l a rea l idad cuant i ­
t a t i v a que iba adquiriendo el hombre impulsado 
por sus necesidades. Por ello nacieron las Mate­
m á t i c a s como Ar t e s destinadas a satisfacer las 
necesidades humanas. L a G e o m e t r í a , como una 
Agr imensura , o medida de l a tierra en E g i p t o , 

, donde las inundaciones del Ni lo borraban p e r i ó ­
dicamente los linderos, y l a A s t r o n o m í a en C a l ­
dea, por l a necesidad de orientarse y medir el t i em­
po. Y l a A r i t m é t i c a , por l a necesidad de contar y 
de operar con n ú m e r o s en lugar de hacerlo con las 
cantidades reales. Así t a m b i é n el signo — parece 
que separaba el n ú m e r o indicador del peso de una 
m e r c a n c í a del n ú m e r o que representaba su t a ra . 
E l signo x separa el peso de un saco del n ú m e r o 
de ellos. L o s n ú m e r o s decimales fueron usados 
antes que nadie por comerciantes, y mercaderes 
fueron t a m b i é n los inventores del ar t i f ic io de con­
tar por unidades colectivas, c o n s e r v á n d o s e a ú n 
las docenas y las gruesas y otras va r i a s . 

A p l i c a c i ó n . — E n casi toda l a e n s e ñ a n z a p r i ­
mar ia los conceptos deben formarse e x t r a y é n ­
dolos de l a experiencia, no c o n s t r u y é n d o l o s de un 
modo lógico , lo cua l sólo p o d r á hacerse en el ú l ­
timo grado. Así l a m u l t i p l i c a c i ó n s u r g i r á de un 
problema concreto en que los sumandos sean 
iguales, y l a circunferencia, de l a c o n s i d e r a c i ó n del 
aro, de l a t rayec tor ia de l a piedra en l a honda, 
de l a secc ión de una naranja, del estudio de- l a 
rueda de un carro, etc. 

M e t o d o l o g í a . 



5 .—Las de f in ic iones . 

3 1 . L a s definiciones.—Los entes o seres mate­
m á t i c o s suelen definirse de dos maneras. L a defi­
nic ión descriptiva enuncia las cualidades esenciales 
que permiten reconocerlos. E j e m p l o de el la , es l a 
def in ic ión dada en 14 de l a circunferencia. U n 
ejemplo a r i t m é t i c o ser ía l a def in ic ión de m ú l ­
t ip lo de un n ú m e r o diciendo que es aquel número 
que dividido por éste da cociente exacto. E n este caso 
se procede a n á l o g a m e n t e a l as ciencias naturales, 
y e l idea l de l a def in ic ión es, a q u í como al lá , l a 
que consta de género p róx imo y diferencia ú l t i m a ; 
a s í de f in i r í amos el rombo como un par alelo gramo 
de lados iguales, y el cuadrado como un rombo de 
ángu los rectos. 

Definiciones generativas son aquellas que como 
su nombre indica , expresan cómo se engendra lo 
definido. Así se define l a circunferencia como la 
l inea engendrada por el extremo de u n segmento 
que gira alrededor del otro extremo, y e l m ú l t i p l o 
de un n ú m e r o como el producto del número dado 
por un número cualquiera. 

Aplicación.-—De las dos clases de def inic iónes , l a 
m á s acorde con el sentido inventivo de l a ciencia, 
es l a generativa, siendo a d e m á s l a que da m á s 
a n i m a c i ó n y v i d a a l a e n s e ñ a n z a , debiendo ser por 
ello preferida. Así, por ejemplo, pa ra dar a conocer 
a l n i ñ o el n ú m e r o cuatro, se p r e s e n t a r á un grupo 
de tres cubos coloreados, y u n cubo suelto que se 
a g r u p a r á con los anteriores, formando un con­
junto a l que corresponde e l nombre de cuatro, 
de acuerdo con l a def in ic ión generat iva o serial 
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de este n ú m e r o que es 4 = 3 + i - (Véase nota, 
c a p í t u l o V . ) 

E s t o no quiere decir que deban proscribirse las 
definiciones descriptivas, antes a l contrario, pue­
den complementarse unas y otras. Así . por ejem­
plo, pa ra llegar a l a def inición de circunferencia 
puede part irse del estudio de una rueda midien­
do las distancias a l centro de los puntos de l a 
p grifer ía y d e s p u é s t razar l a circunferencia por 
medio de l a cuerda o del c o m p á s de carpintero 
para pasar a l a segunda def inición. L a observación, 
o l a construcción, o ambas operaciones, deben, pues, 
preceder a toda definición. 

4 .—Las proposiciones y sus clases. 

32. L a s proposiciones.—Las M a t e m á t i c a s to­
man a los seres o entes m a t e m á t i c o s previamente 
definidos, por ejemplo, el máx imo común divisor de 
dos números o el t r i ángu lo , y les van encont£a,ndo 
determinadas propiedades. Por ejemplo, a l m á x i m o 
c o m ú n divisor, l a de dar cocientes primos entre s i ; 
a l t r i á n g u l o , l a de que sus ángulos sumen dos rec­
tos. E s exactamente lo mismo que hace un q u í m i c o 
o un b i ó l o g o a l estudiar un cuerpo o un ser v i v o . 
E s t a s propiedades en M a t e m á t i c a s se demuestran 
és tos , su ve rdad se refiere a otra u otras anterior­
mente demostradas o admit idas como ciertas. 

Claro es que en el pr imer caso no se puede pro­
longar indefinidamente l a serie de verdades, y 
as í lo d e m o s t r ó Ar i s tó t e l e s . E s preciso, pues, q u é 
l a cadena de verdades principie en a l g ú n punto. 
Teniendo esto en cuenta, l as proposiciones mate-
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m á t i c a s se pueden clasif icar como ind ica e l cuadro 
adjunto: 

« • • ) Generales. 
Axiomas. ] Especiales. 

Proposiciones, 

spec 
í -i- I ^ J ^ (Esencia les . 
) P a u l a d o s . ] CirctingtanciaieS. 
( Teoremas. - Corolarios. 

Axiomas son aquellas proposiciones o verdades 
evidentes, fundamentales, es decir, no derivahles de 
otras y necesarias que sirven de pr incipio o punto de 
par t ida a una ciencia. 

Es to s ax iomas son generales cuando se apl ican 
a va r i a s ciencias, como e l conocido de que dos co­
sas iguales a m í a tercera son iguales entre s i . Y 
especiales, cuando son p r iva t i vos de una ciencia 
determinada, por ejemplo, de las ciencias de l a 
cant idad, es a x i o m a propio el de s i con cantidades 
iguales se realizan^ operaciones iguales, los resulta­
dos *deben ser iguales. 

Postulados son aquellas verdades no evidentes por 
sí mismas y no demostrables que se admiten como 
ciertas, y suelen intercalarse en cualquier punto de 
la serie ' E j e m p l o de ello es el de É u c l i d e s . Es te 
af i rma que por un punto exter ior a una recta 
sólo puede t r a z á r s e l e una paralela . Puede pies-
cindirse de él, y esto hizo Lobatchewski obte­
niendo con un* desarrollo perfectamente lógieo 
otra G e o m e t r í a . S i n embargo, consideramos esen­
ciales postulados como és t e cuando -su a d m i s i ó n 
o no a d m i s i ó n cambia por completo el desarrollo 
de l a ciencia. E n l a G e o m e t r í a corriente existe 
gran n ú m e r o de postulados puestos de manifiesto 



— S o ­

por l a c r í t i ca c o n t e m p o r á n e a , c u y a no a d m i s i ó n ha 

dado origen a distintas G e o m e t r í a s . 
E n cambio, desde el punto de vista pedagógico 

exclusivamente, l lamamos postulados circunstan­
ciales a aquellas verdades que pedimos (postulamos, 
de postulare = pedir) que se admitan como ciertas, 
aun cuando son susceptibles de demostración en un 
estudio m á s completo de l a ciencia, que corresponde 
a un adelanto en l a evo luc ión mental del alumno. 
Así como postulado ci rcunstancial puede incluirse 
en el estudio de los n ú m e r o s primos, l a propiedad 
de que un número compuesto no admita m á s que 
una sola forma factorial, y como t a l postulado 
debiera darse 'en todas las G e o m e t r í a s usuales l a 
propiedad de l a l ínea recta de ssr el camino m á s 
corto entre dos puntos, propiedad perfectamente 
demostrable, aun en una expos i c ión elemental . 

Opinamos que lo que no se demuestre siendo 
demostrable, debe ser indicado a l estudiante sin 
pasarlo como evidente, f u n d á n d o s e en su fa l ta de 
rigor lóg ico . 

D a los Teoremas y Corolarios hemos~ hablado 
y a anteriormente, considerando a é s t o s como un 
caso par t icular de l que t ra ta en general e l teorema. 

5 . — L a d e m o s t r a c i ó n , a n á l i s i s y s í n t e s i s 

35. L a d e m o s t r a c i ó n . — L a p r o p o s i c i ó n que se 
demuestra es generalmente una equivalencia. 
Por ejemplo, S i tres •ángulos es tán formando parte 
de un t r i ángu lo , esto equivale en magnihid a que su 
suma valga dos rectos. L a d e m o s t r a c i ó n consiste 
en una serie de equivalencias intermedias que re-
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cuerda l a regla de conjunta. (Véase n ú m . 17.) 
E s t a s equivalencias son proposiciones y a demos­
t radas anteriormente. 

A p l i c a c i ó n . — A n t e s de dar una d e m o s t r a c i ó n , 
conviene recordar aquellas propiedades en que se 
funde, estableciendo as í una especie de aper­
cepción m a t e m á t i c a ; y , a manera de resumen, es 
t a m b i é n conveniente anotar a l margen l a serie de 
proposiciones ut i l izadas. 

L o s m é t o d o s generales de d e m o s t r a c i ó n son como 
en L ó g i c a e l aná l i s i s y l a síntesis . 

34. E l a n á l i s i s . — E l aná l i s i s propiamente ma­
t e m á t i c o , fué uti l izado ampliamente por P l a t ó n : 

a) E n l a demostración de propiedades consis­
te en suponer c ier ta l a ve rdad que se t r a t a de de­
mostrar, y, s o m e t i é n d o l a a transformaciones l íc i ­
tas, l legar a una ve rdad evidente o demostrada. 

Ejemplo 1 ° Tra temos de demostrar l a verac i ­
dad de l a p r o p o s i c i ó n contenida en l a e x p r e s i ó n 
siguiente: 

a b 
[a b) : m = • 1 

m m 

mul t ip l icando los dos miembros de l a igualdad 
por m sale 

/ a b 
[{a + b) : m ] m - — + — 

m m 

por l a def in ic ión de d i v i s i ó n y l a reg la pa r a mul t i 
p l i ca r una suma por un n ú m e r o . s e obtiene: 

a b 
a -\- b = — m -̂j m 

m m 
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de donde .aplicando de nuevo l a def in ic ión del 
cociente 

a - j - & = a + b 

siendo esta igua ldad evidente t a m b i é n se rá cier ta 
l a p r imera de que hemos partido. 

Ejemplo ¿.0 Demostrar l a conocida propiedad 
de los lados de un t r i ángu lo 

a > h — c 

sumando c a los dos miembros de l a igualdad sale 

a -\- fí> h 

y como esta desigualdad es cier ta , t a m b i é n lo es 
l a p r imera . 

b) E n los problemas ari tméticos se u t i l i za e l a n á ­
l i s i s como hemos y a expuesto y de los g e o m é t r i c o s 
puede y serv i r como ejemplo el siguiente: T r a z a r 
por un punto O una recta que equidiste de dos pun­
tos dados A y B . 

Se empieza por construir l a figura trazando l a 
recta, tomando en e l la el punto O, y a un lado y 
otro de l a m i sma los puntos A y B , equidistantes 
de e l la , esto es, siguiendo una marcha en todo i n ­
versa a l a ind icada por el enunciado. 

Ahora , siendo 

N A = B P s e r á A M A N = A M B P 

Y siendo 

A M A N = M B P , se rá M A - M B 

De a q u í se deduce l a c o n s t r u c c i ó n ; U n i r el punto 
dado O con el punto medio M de A B . 
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35. E s t a misma marcha s i rve pa ra demostrar 
una p r o p o s i c i ó n haciendo ver que su contrar ia es 
falsa por llegarse, de admi t i r l a , a una p ropos i c ión 
no verdadera. E j e m p l o de ello es l a d e m o s t r a c i ó n 
en G e o m e t r í a de que dos rectas perpendiculares 
a una tercera son paralelas, con v a r i a s otras pro­
posiciones de l a mi sma t e o r í a , constituyendo 
este procedimiento el l lamado de reducción a l 
absurdo, y fué m u y empleado por Euc l i de s . E s de 
a d v e n i r que su elegancia es nu l a y su c l a r idad es­
casa para los principiantes, por lo que debe usarse 
lo menos positTe. 

36 . E l verdadero análisis , aplicado a los p r o t e ­
ínas consiste en descomponer l a cuestión dada en 
cuestiones m á s sencillas que se van resolviendo su­
cesivamente.—Así, para t razar una circunferencia 
que pase por tres puntos dados buscamos el centro 
de l a que pasa por dos de ellos y luego el centro 
de l a que pasa por uno de é s tos y e l tercer punto 
obteniendo l a so luc ión buscada. T a l vez podamos 
considerar a H i p ó c r a t e s de Chios como e l autor 
de este m é t o d o . 

3 7 . L a s í n t e s i s . — l a s demostraciones con­
siste en par t i r de una verdad conocida p a r a tle-
gar a l a que se quiere demostrar. Así, para demostrar 
l a regla de mul t ip l icar una suma por un n ú m e r o 

(a + ¿) X n 

apl icamos l a def inic ión de mul t ip l icar , obteniendo 

(n veces) 

apl icando ahora l a propiedad conmuta t iva de l a 
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suma sale 

a + a 4- a + ... {n veces) + fe + ¿ + ^ + 
+ b... — { n veces) 

que por l a propiedad asociat iva se convierte en 

(a + a + a + a + . . . ) + {b + b b + b + . . . ) 

de donde por l a def inic ión de m u l t i p l i c a c i ó n sale 

a X n b X n 

E n los problemas de A r i t m é t i c a se procede como 
y a se i n d i c ó y en cuanto a los de G e o m e t r í a i r a -

A 

P 

0 N 

F i g . 10. 

taremos como ejemplo el anteriormente propuesto 
(figura i o ) . 

Unase A con B t ó m e s e su punto medio del seg­
mento A B y u ñ a s e O con M . E n efecto, siendo 

M A = M B s e r á A M A N - ' A M B P 

y siendo 

A M A N - A M B P t a m b i é n A N - B P , 
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N o t á n d o s e t a m b i é n como en una marcha i n ­
versa a l a del a n á l i s i s . 

A h o r a el m é t o d o a n a l í t i c o es e l de i n v e n c i ó n , 
mientras que e l s i n t é t i c o es e l de expos i c ión de 
l a verdad . 

6. — L a i n d u c c i ó n completa. 

38 . L a i nducc ión en las Ciencias de l a Natu­
r a l e z a . — A r i s t ó t e l e s expone y discute y a el si lo­
gismo induct ivo aplicado a las Ciencias Naturales 
con el ejemplo siguiente: 

E l caballo, el mulo, el asno etc. viven mucho 
tiempo, pero el caballo, el mulo, el asno, etc. son 
animales s i n hiél, luego todos los animales s i n hiél 
viven mticho tiempo. 

A r i s t ó t e l e s hace notar que, pa ra que l a conclu­
sión fuese rigurosa, se r ía necesario que l a enumera­
c ión do los animales s in h i é l fuese completa. 

De l a m i sma manera cuando se establece l a 
l e y : todos- los cuerpos caen, se hace sencillamente 
ante l a cons ide rac ión de haber notado l a c a í d a 
de var ios cientos de cuerpos, s in que ninguno 
se h a y a l ibrado de ello, a no ser por causa jus t i ­
ficada, como el globo o el aeroplano que se elevan. 
Cuando se dice todos tos cuerpos caen con igual 
velocidad en el vacío, l a a f i rmac ión se hace general­
mente ante l a experiencia de unos pocos cuerpos 
que cumplen l a l ey . Por otra parte, nosotros po­
demos imaginar cuerpos no sometidos a l a grave­
dad sin inconveniente alguno. 

39 . L a inducc ión en l a M a t e m á t i c a . — H a sido 
siempre una gran p r e o c u p a c i ó n para- los , mate-
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m á t i c o s el encontrar una e x p r e s i ó n que proporcio­
nase n ú m e r o s primos, reducidos como e s t á n casi 
a l a cr iba de E r a t ó s t e n e s , y por ello ñ i é motivo de 
e x p e c t a c i ó n l a f ó r m u l a propuesta por Fermat 
2 2?* + 1 que daba n ú m e r o s primos p a r a los p r i ­
meros valores de i , 2, 3, 4. ¿Se p o d í a af irmar 
que cualquier va lor de n p r o p o r c i o n a r í a n ú m e r o s 
primos? E u l e r c o m p r o b ó que pa ra n = $ no 
e x i s t í a t a l propiedad. 

Otro ejemplo m á s sencillo tenemos en l a expre­
sión u t i l izada en l a A i i t m é t i c a elemental 

1 . 2 . 3 . 5 . 7 . n .... 1 p + J 

formada por el producto de los n ú m e r o s primos 
hasta p , aumentado en una unidad . P a r a valores 
de >̂ = 1, 2, 3, 5 e l valor de esta e x p r e s i ó n es un 
n ú m e r o pr imo; ¿lo será siempre? F á c i l m e n t e se 
comprueba que para p = 13 e l va lo r obtenido 
no es pr imo. L a i n d u c c i ó n incompleta no es, pues, 
v á l i d a en l a M a t e m á t i c a . 

Pero ocurre algo m á s notable. S i tomamos, por 
ejemplo, l a suces ión de los cuadrados de los n ú m e ­
ros enteros 

o2, i2, 4, 9, 16, 25, 36 ... 

y si restamos de cada uno de ellos e l anterior en­
contramos l a serie 

i . 3 . 5 , 7. 9 , Í I . . . 

de los n ú m e r o s impares. E s t a regla no sufre ex­
cepc ión por mucho que se prolongue el ensayo, 
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y , s in embargo, no le es licito a l matemát ico darla 
por valida s in ulterior demostración. 

40 . E l principio de l a i nducc ión completa.— 
P a r a tales casos existe e l l lamado principio de 
la inducción completa, ut i l izado primeramente por 
u n m a t e m á t i c o i tal iano del siglo X V I , Maurolyco; 
continuado por Pascal y aplicado a su famoso t r i á n ­
gulo a r i t m é t i c o , y desenvuelto por Jacques Ber-
nocl l i , y que dice: S i una propiedad referente a 
números erderos es cierta pa ra i , y siéndolo pa ra n 
lo es p a r a n + i , es siempre verdadera. 

P a r a aclarar lo lo aplicaremos a un ejemplo. S i 
observamos que l a suma de los 1, 2, 3, 4 n ú m e r o s 
impares consecutivos 1, 3, 5, 7 es: 1, 4, 9, 16 
podemos inducir que l a suma de los n primeros n ú ­
meros impares es n2, esto es, que 1 + 3 + 5 + ••• 
1 « = w2. 

P a r a demostrarlo observamos: 1.0, que se ve­
r i f i ca p a r a w = 1. 

2.0 Siendo 2 n — 1 el ^ siino n ú m e r o impar y 
1 + 3 + 5 + ••• + (2«0 — 1) = n , b a s t a r á demos­
t ra r que 

1 + 3 + 5 + ... (2n — 1) + (2n + 1) - { n + i)8 

y a que el n0 impar siguiente a. 2 n — 1 es 2 ^ + 1 
Y , en efecto, sustituyendo todos los sumandos 

menos e l ú l t i m o por su suma, sale 

1 + 3 + 5 + ... + ( 2 n i ) -f- ( 2 « + i ) = n 2 4 - 2 ^ 4 - 1 

que es el desarrollo de + i2) como es fácil 
comprobar. 

Según esto, como l a propiedad en cues t ión se. 
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ver i f ica pa ra n = i , se ve r i f i ca rá pa ra n = 2 , 
ve r i f i cándose pa ra % = 2, se ver i f ica rá para w = 3 ; 
ve r i f i cándose pa ra n — 3, se ver i f icará para w = 4, 
y as í indefinidamente. Con lo cual queda demos­
t rada su absoluta generalidad sin que quepa n i 
imaginar siquiera l a existencia de n ú m e r o s para 
los cuales no se verifique l a propiedad en cues­
t i ó n . 

E s t e pr incipio es aplicado con gran frecuencia 
en M a t e m á t i c a s , y de ello puede servir de ejemplo 
en l a parte elemental l a demos t r ac ión , de l a f ó r m u ­
l a del binomio de Newton, comprobada para el 
cuadrado y el cubo y demostrando que si es 
cier ta pa ra l a potencia n & lo es t a m b i é n para 
l a {n + 1)a . 

7. M é t o d o s part iculares de d e m o s t r a c i ó n de 
teoremas y de r e s o l u c i ó n de problemas 

-ve. 
4 1 . L a correlación.-—Con este nombrefdesigna 

l a acc ión de corresponder uno a uno los elementos 
de dos figuras, y constituye un m é t o d o importan­
t í s i m o , no sólo para establecer propiedades y 
demostrarlas por una ana log ía m á s o menos r i ­
gurosa, sino a d e m á s para sistematizar los conoci­
mientos a g r u p á n d o l o s en un sencillo paralelismo. 
S u impor tancia y ap l i cac ión es m^yor en Geo­
m e t r í a , y a esta ciencia nos hemos referido en l a 
def inic ión, y a el la nos seguiremos refiriendo en 
su estudio detallado 

a) Correlación en el p lano .—Al ptmto se le pue­
de hacer corresponder l a recta, y r e c í p r o c a m e n t e 
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o b t e n i é n d o s e proposiciones como las siguientes! 

Por un punto pasan 
infinitas rectas. 

Dos puntos determi­
nan 1.a posición de una 
recta. 

U n punto puede des­
plazarse sobre una recta 
en dos sentidos. 

E n una reata pueden 
tomarse infinitos pun­
tos. 

Dos rectas determi­
nan la posición de un 
punto. 

Una recta pueda gi­
rar alrededor de un pun­
to en dos sentidos. 

A l segm-ento corresponde el ángu lo , y las pro­
piedades de unos y otros pueden estudiarse co-
rrelativameivte. 

E x i s t e , sin embargo, u n a diferencia capi ta l y 
es l a existencia de una unidad absoluta pa ra los 
á n g u l o s que fa l ta en el segmento; en algunas Geo­
m e t r í a s modernas esta a n a l o g í a se completa con 
l a existencia de l a un idad absoluta de longitud, 
a n á l o g a a circunferencia m á x i m a en l a Geome­
t r í a esférica. 

b) Correlación en el espacio.—Al punto corres­
ponde el plano y a l a recta el la misma, ob t en i én ­
dose correlaciones del t ipo siguiente: 

Por un punto pasan 
infinitos planos no co-
lineales. 

Tres puntos determi­
nan la posición de un 
plano. 

Dos puntos en el es­
pacio determinan una 
recta. 

E n un plano pueden 
tomarse infinitos pun­
tos que no pasan por 
una recta. 

Tres planos determi­
nan la posición de un 
punto. 

Dos planos se cortan 
según una recta. 

c) Correlación del plano con el espacio.—Aun-
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que sin g a l i rigor lógico, con fines d idác t i co s 
puede establecerse una co r re l ac ión entre los 
á n g u l o s planos con los diedros, que simplif ica 
grandemente l a expos ic ión . 

d) L a forma plana, la rad iac ión y l a esfera.—Si 
una forma plana, es decir, una figura cualquiera 
s i tuada en un plano l a proyectamos desde u n 
punto exter ior a él {vértice), tendremos una ra ­
diación en l a cual , a puntos del plano correspon­
den rectas que pasan por el vé r t i ce , y a las rec­
tas corresponden planos que gozan de l a mis­
m a propiedad. S i l a r a d i a c i ó n l a cortamos por 
una superficie esfér ica que tenga como centro 
el vé r t i ce , obtenemos una figura- sobre l a super­
ficie en cues t ión , en l a cual a rectas de l a r a d i a c i ó n 
corresponden puntos y a los planos arcos de cir­
cunferencia m á x i m a . Pudiendo establecerse lo 
siguiente c o r r e l a c i ó n : 

F o r m a plana Radiac ión 

Punto Rec ta 
Rec ta Plano 
Segmento Angulo plano 
Angulo plano Angulo diedro 
T r i á n g u l o Tr iedro 
Po l ígono 

F o r m a esférica 

Punto 
Círculo m á x i m o 
Arco de c í rcu lo 
Angulo de arcos 
T r i á n g u l o esférico 

Angulo poliedro Po l ígono esférico 

L a s propiedades son unas veces i d é n t i c a s y 
otras simplemente aná logas , y lo mismo ocurre 
con las demostraciones. 

Así , por ejemplo, 

¡t r i á n g u l o plano ' l i a d o ] es menor que 
t r iedro \ u n í c a í a l a suma d é l o s 

t r i á n g u l o esfér ico/ / l a d o ) otros lados. 
y mayor que su diferencia. 
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L a suma de los tres á n g u l o s 

/ t r i á n g u l o plano es igual a dos rectos, 
d é u n ] t r iedro Jes mayor que dos réc tos 

' t r i á n g u l o esfér ico/ y menor que seis. 

T a l importancia tiene esta c o r r e l a c i ó n que a l ­
gunos autores estudian s i m u l t á n e a m e n t e las pro­
piedades que se corresponden, y son muchos lo 
que aconsejan efectuar en esta forma el repaso 
de las mismas. 

42. Métodos especiales en A r i t m é t i c a . — L o s m á s 
interesantes pa ra nosotros son aquellos que m á s 
se u t i l i zan en l a e n s e ñ a n z a secundaria y en l a 
p r i m a r i a sobre todo. E n l a d e m o s t r a c i ó n de pro­
piedades nos l imitaremos a l que p u d i é r a m o s l l a ­
mar m é t o d o intuitivo que presentaremos en sus 
tres var iantes . 

a) Método objetivo.—Consiste en l a represen­
t a c i ó n de los n ú m e r o s mediante objetos para 
operar con ellos. 

E j e m p l o 1.° L o s diferentes ó r d e n e s de un i ­
dades que forman un n ú m e r o se representan por 
hacer de pal i l los; mejor con tal los de asfódelos 
en las regiones en que se dan, por ser aque­
l los demasiado p e q u e ñ o s pa ra las manos de 
los n i ñ o s . Pa l i l los sueltos representan las un i ­
dades, haces de 10, atados con c o r d ó n rojo las 
decenas, y 10 haces de decenas atadas a su vez 
con hi lo verde o azu l dan las centenas. L a s ope­
raciones de suma o resta se hacen perfectamente 
con dos series de haces de pal i l los que se cuel­
gan de un t r a v e s a ñ o de madera a un lado y otro 
de su parte media, agrupados en tres porciones 
del t r a v e s a ñ o , diversamente colorí adas. 
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E j e m p l o 2.° Que e l orden 'de factores 'no altera 
el producto se demuestra cuando son dos los fac­
tores, formando, por ejemplo, con 12 discos o cua­
drados 3 fi las de a 4 ó 4 filas de a 3. P a r a cuando 
los factores son tres se procede a n á l o g a m e n t e 
con cubitos. 

E j e m p l o 3.0 S i cada cubito representa una 
unidad, y e s t á n coloreados diversamente en sus seis 

13 M 

o 

F i g . 11. 

caras, se colocan por ejemplo 25 cubitos [ n ) 
formando un cuadrado, de mcdo que e l uno. el 
que forma un vé r t i c e , presente un colqr determi­
nado, los tres adyacentes otro color, los c in­
co adyacentes a é s tos otro diferente. Así, se e v i ­
dencia que 

^ (an -f- i ) = n2 

O b s e r v a c i ó n ; Var i a s de estas operaciones puer 
don realizarse con dibujos, pero es preferible l ié-

Metodologia, g 
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var ias a cabo como indicamos por l a actividad 
que l l e v a consigo e l m é t o d o , l a compl i cac ión de 
sensaciones, etc. 

b) Método gráf ico .—Consis te en emplear l a 
r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica de los n ú m e r o s para es­
tudiar sus propiedades. 

E j e m p l o 1.° L a propiedad conmutat iva de l a 
mu l t i p l i cac ión se evidencia considerando en d i -

F i g , 12. 

ferentes porciones l a r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica de 
un producto de dos y de tres factores que mues­
t ran las figuras n y 12. 

E j e m p l o 2.° L a propiedad d is t r ibut iva de l a 
m u l t i p l i c a c i ó n se demuestra por l a cons ide rac ión 
de l a f igura 13. 

E jemplo 3.0 L a conocida propiedad 

(a + &) a = a2 - ] - 2 a& + /J2 

se evidencia con l a í ig . 14, 
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c) Método Nomo gráf ico.—Le damos este nom­
bre para distinguirlo del anterior, y por él t ra ta­
mos de hacer in tu i t ivas las relaciones entre mag­
nitudes. 

P a r a las magnitudes simplemente relacionadas 
se construyen las gráf icas tomando sobre un eje 

5+3 
Pig . 13. 

o recta horizontal los valores de una magnitud 
y sobre perpendiculares levantadas en cada pun-

^ J ; 5 

F i g . 14. 

to los valores correspondientes de l a otra magni­
tud. Uniendo mediante una l ínea los puntos ob­
tenidos aparece l a correspondiente gráf ica que 
da c la ra idea de las variaciones de u n a magnitud 
é n func ión de l a otra . 

P a r a las magnitudes directamente proporcio­
nales se obtiene en el caso anterior una l ínea 
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recta, mientras que en las inversamente propor­
cionales l a l í nea obtenida es una c u r v a l l amada 
hipérbola. Tales l íneas no solamente marcan l a 
r e l ac ión existente entre las magnitudes, sino que 
nos permiten f ác i lmen te ca lcular un va lor de una 
de ellas correspondiente a un va lor dado de l a 
otra. 

d) Método geomét r ico .—Está fundado en l a re­
p r e s e n t a c i ó n gráf ica de los n ú m e r o s no como con­
junto de unidades, sino como re l ac ión entre m a g ­
nitudes, y gracias a él se hacen in tu i t ivas relacio­
nes como la proporcionalidad compuesta y l a 
propiedad de l a suma de razones iguales (véase 
nuestra A r i t m é t i c a In tu i t i va ) l a medida ar i tmét ica 
y l a medida geométrica. 

43. Métodos especiales de resolución de pro­
blemas en Ar i tmét i ca .—La A r i t m é t i c a elemental 
en su segunda parte no es sino una colección de 
m é t o d o s especiales para resolver problemas: re­
ducción a l a unidad, regla de tres simple y com­
puesta, regla de f a l sa posic ión; y aun especian-
simos, clasificados por su asunto, como las reglas 
de tanto por ciento, de interés, descuento, al igación, 
repartimientos proporcionales y de conjunta. Claro 
es que algunas de' é s t a s d e b e r á n desaparecer por 
fal ta de i n t e r é s del tema que tratan, y alguna de 
a q u é l l a s como l a de falsa pos ic ión , d e b e r á ser 
susti tuida por las ecuaciones. E n t r e los métodos es­
peciales distinguiremos el de comparación con la 
unidad, el gráfico, e l geométrico, e l algebraico, que 
para mayor c la r idad aplicaremos a l a reso luc ión 
de una cues t ión t í p i ca , e l l lamado problema de 
los móviles. 

Dos automóviles parten a l mismo tiempo de dos 
puntos A y 3 distantes 300 K m . y marchan a 
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encontrarse llevando el de Á una velocidad de 30 K m . 
por hora y el de B , 45 ' K m . por hora. ¿A •qué dis­
tancia del punto A se encontrarán? 

a) Método de comparación con l a unidad.-—En 
una hora recorren 

30^ + 45 = 75 K m . 

de l a distancia que los separa. 
Pa ra recorrer los 300 K m . n e c e s i t a r á n tantas 

horas como veces 300 contenga a 75, esto es, 

300 
= 4 

75 
Dis tancia de A = 30 x 4 = 120 K m . 

Comprobación i.a 

Dis tancia recorrida por el i.0 30 X 4 — 120 K m . 
» » » 2.0 45 X 4 = ÍSO K m . 

To ta l 300 K m . 

Comprobación 2.a 
120 

Tiempo empleado por el móvi l i.0 — 4 h; 
30 

Tiempo empleado por el 2.0 300-120 180 

45 45 

b) Método gráfico. — Consideremos l a figu­
r a 15. E n e l la e s t á n representados horizontal-
mente los K m . y verticalmente . las horas. L a 
recta que representa el movimiento _del p r i ­
mer a u t o m ó v i l se 'ha obtenido uniendo el pun-



to de pa r t ida A con el punto M , que representa 
su p o s i c i ó n a l cabo de 2 horas en que e s t á a 
30 . 2 = 6 0 K m . del punto de par t ida . A n á l o g a ­
mente se ha obtenido l a recta que representa 
e l movimiento del m ó v i l B„ uniendo este punto 
con el N situado a las 2 horas a 45 . 2 = 90 K m . 
de B , esto es, a 300 — 90 = 210 K m . de A . E l 

50 ioo 150 ZOO Z$0 500*™ 

F i g . 15. 

punto P donde se encuentran las dos rectas nos 
da l a so luc ión del problema, d i c i é n d o n o s que los 
m ó v i l e s se encuentran a las 4 horas de marchar 
a 120 K m . del punto A . 

c) Método geométrico.—Si consideramos que 
l a dis tancia recorrida por cada m ó v i l hasta e l 
punto de encuentro es proporcional a su veloci -
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dad, nos b a s t a r á d i v i d i r esta distancia gráf ica­
mente (o n u m é r i c a m e n t e ) en partes proporcionales 
a dichas velocidades. Representando, pues, d icha 
dis tancia como muestra l a fig. 16 pero en escala 
de 1:300.000 ( i dm. por 300 K m . ) , y levantando 
en sus extremos A y B rectas perpendiculares 
dir igidas en sentido contrario, de longitudes pro­
porcionales a l as velocidades respectivas (doble 
escala de l a anterior) , obtenemos los puntos C y D . 
que unidos determinan e l punto M de encuentro 
de los móv i l e s . S u distancia a A es de 40 m m . que 

M 

F i g . 16. 

mul t ip l i cada por e l denominador de l a escala da 
120 K m . como so luc ión del problema. 

Observación.—-Con a n á l o g a sencillez se resuel­
v e n problemas t an curiosos como el c lás ico de 
las luces o el de hal lar l a po rc ión del punto d r l 
espacio fni que l a a t r a c c i ó n de l a t i e i r a y l a luna 
se equil ibran, o el m á s modesto de hal lar el punto 
de a p l i c a c i ó n de l a resultante de dos ín izas 
paralelas y del mismo sentido. 

d) Método algebraico.—Llamemos x a l a dis­
tancia , buscada, y siguiendo e l camino de l a 



2.a c o m p r o b a c i ó n expuesto en a ) , tendremos. 

Tiempo empleado por el móv i l i . " = x 

30 

l i empo empleado por el móvi l 2.0 = • ; 
45 

Y como dichos tiempos deben ser iguales, 

x 300 — x 

3o 45 

P a r a resolver esta ecuac ión , es conveniente 
aplicar l a propiedad, de l a serie de razones, de que 
l a suma de los numeradores par t ida por l a de los 
denominadores, es igual a cualquiera de las razo­
nes dadas, y obtenemos: 

300 X 30 + 300 
—•— = — • de donde x — • — — = 120 K m 

75 30 75 

44. Procedimientos especiales.—Con este nom­
bre indicamos var ios procedimientos ú t i l í s imos , 
casi indispensables s i no se estudian en l a Escue la 
P r i m a r i a las ecuaciones, y convenientes siempre, 
porque resuelven l a cues t i ón con m á s facilidad 
que el Algebra y consti tuyen a d e m á s una gimnasia 
intelectual excelente. Indicaremos e s q u e m á t i c a ­
mente su fundamento a l g o r í t m i c o dejando a l cu i ­
dado del lector el desarrollo de su signif icación en 
lenguaje vulgar, notando que n y b representan 
las cantidades desconocidas. 



a) Fundamento: 

( a - f h ) ± { a ~ - h ) = \ l l 

Ejemplo .—Dos peatones han partido de dos pun ­
tos A y B distantes 16 K m . , y el 2 ° ha hecho 
2 K m . m á s que el 1.0 hasta llegar a encontrarse. 
Cuánto ha recorrido cada uno. 

E s t á incluido en el esquema anterior, puesto 
que se conoce l a suma y l a diferencia de los es­
pacios recorridos. P a r a vu lgar izar l a ope rac i ó n 
a l g o r í t m i c a indicada, diremos: 

S i del to ta l se descuentan los 2 K m . que ha hecho 
más el 2.0, los recorridos son iguales, y como su­
man 16 — 2 = i4e l 2.0 h a b r á recorrido 1 4 : 2 = 7 k m . 
y el i.0, 7 4" 2 = 9 K m . C o m p r o b a c i ó n : 7 + 9 = 1 6 
k i l ó m e t r o s . U n a r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica faci l i ta l a 
c o m p r e n s i ó n . 

E l esquema sirve, a d e m á s de ac larar l a reso­
luc ión , para l a i n v e n c i ó n de problemas de este 
tipo. 

b) Fundamento: 

S a + & a S 
+ 1 = n - f x, = h a 

— = n 

E j e m p l o : U n oficial y un aprendiz, han cobrado 
48 ptas. por. una semana de trabajo. Sabiendo que 
el oficial cobra 3 veces m á s que el aprendiz, hallar 
la parte de cada uno. 
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E l esquema se traduce en lenguaje vulgar 
diciendo: 

Por una parte del aprendiz tiene 3 el oficial, y 
entre los dos 3 + 1 — 4 partes. Valor de una parte 
4 8 : 4 = 12 ptas. Valor de 3 partes 1 2 X 3 = 36 pe­
setas, que representan lo cobrado semanal mente 
por uno y otro. 

c) Fundamento: 

a a ~ b = = d l d a — h a d 

T " ~ n ' \ b ~ b b " ' n -x 

E j e m p l o : U n padre tiene 39 a ñ o s y su hijo 4. 
¿ C u á n d o l a edad del padre será seis veces mayor 
que l a del hijo? 

P a r a justif icar e l esquema razonaremos diciendo: 

Cuando esto ocurra, el padre s e g u i r á teniendo 
39 — 4 = 35 a ñ o s m á s que el hijo, y como el to­
t a l de su edad es 6 veces mayor, estos 35 a ñ o s 
representan 5 veces l a edad del hijo, que s e r á de 
35 : 5 = 7 años , y l a del padre 7 X 6 — 42 a ñ o s . 

Comprobación: Pa ra que el hijo tenga 7 a ñ o s 
han de t ranscurr i r 7 — 4 = 3 a ñ o s . 

P a r a que el padre tenga 42 años han de t rans­
curr i r 42 — 39 = 3 a ñ o s . 

d) Proporcionalidad de l a diferencia.—Ejemplo: 
U n litro de leche pesa 1,03 kg. , y una persona 
compra 15 litros y encuentra que pesan 15 ,39° kg. 
¿ C u á n t a agua hahia añad ido el lechero} 

Razonamiento: S i los 15 l i t ros hubieran sido leche 
pura h a b r í a n pesado . 1,03 X ^5 = i5>450 kg-
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L a diferencia 15,450 — 15,390 = 6 0 g. es de­
bida a la sustitución de la leche por agua. 

E n 1 litro de leche sustituido por agua la dife­
rencia es de 1,030 — 1—30 g. 

E l número de litros será 60 : 30 = 2. 
Comprobación: 

Número de litros de leche 15 — 2 = 1 3 . 
» » agua 3 

Su peso 1,03 X 13= 13.39 Kg. 

Total 15 litros con un peso de . . . . 15,39 » 

e) I g u a l a c i ó n . — E j e m p l o : U n individuo paga 
6,So ptds. por 8 kg . de pan y 4 l . de vino y después 
4,60 ptas. por 6 kg. de pan y 2 l . de vino a los mis­
mos precios; ¿cuáles eran éstos? 

Para mayor claridad escribiremos el esquema de 
la cuestión: 

8 Kg. de pan + 4 1. de.vino — 6,80 ptas; 
6 » » -f- 2 » » = 4,60 » 

Si las cantidades de una de las sustancias hu­
bieran sido iguales, la diferencia de coste depen­
dería de la diferencia de la otra, y podríamos ha­
llar su precio; pero para obtener esa igualdad con 
relación al vino, basta suponer duplicada l a se­
gunda compra, y obtenemos: 

8 Kg. de pan + 4 1- de vino = 6,60 pts, 
12 » » -(- 4 L » — 9,20 » 

y restando 4 » » = 2,6o » 
de donde i » » = 2 6 0 : 4 = 0 , 6 5 » 

Ahora el problema pudiera terminarse fácil­
mente, pero es más instructivo y tal vez más rá­
pido operar análogamente igualando las canti-
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dades de pan, para lo cual basta mul t ip l icar por 3 
l a pr imera compra y por 4 l a segunda, obteniendo: 

24 K g . de p a n + 12 1. de v ino = 19,80 pts. 
24 » » - j - ^ » » == 18,40 » 

restando 4» » — 1,40 » 
1 1. de vino = 1,40 : 4== 0,35 » 

Notaremos que este procedimiento es una 
ar i tmet ización del método de reducción de l . á lge­
bra a l cua l prepara, y a l cua l s in dif icul tad n in ­
guna sustituye. S u expos i c ión debe hacerse gra­
dualmente, empezando con un problema en el 
cua l las dos cantidades de una misma sustancia 
sean iguales, y pasando a otro en que esta igual ­
dad se obtenga como en e l primer, caso, considera­
do por nosotros por una simple m u l t i p l i c a c i ó n 
(o d iv i s ión) . 

Observación:—Son tan 'va r iados los procedi­
mientos de reso luc ión de problemas a r i t m é t i c o s 
que no creemos naturalmente haber agotado l a 
mater ia , y remit imos a l lector a las obras especia-
des que tratan el tema. 

45. Métodos especiales de demos t r ac ión en Geo­
metr ía .—Mientras en A r i t m é t i c a casi no se emplean 
m á s que los m é t o d o s generales debido a l a senci­
l lez de l a mater ia con que se opera (los n ú m e r o s ) , 
en cambio, las v a r i a d í s i m a s relaciones derivadas 
de l a forma, l a pos ic ión y l a e x t e n s i ó n en Geo­
m e t r í a , hacen que se ut i l icen numerosos m é t o d o s 
de d e m o s t r a c i ó n , l i m i t á n d o n o s , s in embargo, nos­
otros a considerar sumariamente aquellos que 
son m á s empleados en l a e n s e ñ a n z a elemental 
y p r i m a r i a . 

a) L a superposición.—Se emplea generalmente 
para demostrar l a igualdad de las figuras o de sus 
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elementos. E j e m p l o de ello tenemos en l a igual­
dad de los á n g u l o s opuestos por el vér t ice , de los 
á n g u l o s formados por dos paralelas cortados 
por una secante, de l a equidistancia entre para­
lelas, de los t r i á n g u l o s , etc. E s de notar que tales 
superposiciones deben hacerse realmente., con f i ­
guras construidas exprofeso, y aun puede u t i l i ­
zarse el Cinematógrafo Geométrico para ver c ó m o 
se ver i f ica l a supe rpos i c ión . Conviene, a d e m á s , 
graduar este m é t o d o , l i m i t á n d o s e a l a s imple per­
c e p c i ó n al pr incipio, pero llegando a l f ina l a ex­
pl icar e l p o r q u é de l a supe rpos ic ión de cada uno 
de los elementos que v a n coincidiendo. 

b) L a composición y descomposición.—Aná­
logo a l a s ín tes i s y el aná l i s i s de los m é t o d o s gene­
rales, difiere de ellos en que debe hacerse i n tu i ­
t ivamente. Así , tenemos como ejemplo interesante 
l a o b t e n c i ó n de las á r e a s de las figuras planas 
en las cuales un corte y un movimiento transfor­
man un paralelogramo en r e c t á n g u l o , un t r i á n ­
gulo^ en paralelogramo, un pol ígono regular en 
r e c t á n g u l o . L o mismo ocurre en los v o l ú m e n e s , 

c) L a s ime t r í a .—La c o n s i d e r a c i ó n de l a s i ­
m e t r í a fac i l i ta grandemente las demostraciones. 
Sean ejemplo de ello e l estudio de las propiedades 
del rombo y r e c t á n g u l o , y l a propiedad de las 
circunferencias tangentes de tener e l punto ún ico 
c o m ú n sobre l a línea, de los centros> eje de s i ­
m e t r í a . 

d) Los l ími tes .—El procedimiento del paso a l 
l í m i t e que pudiera parecer difícil, pierde toda di­
f icul tad desde el momento que l a especie de movi ­
miento que supone le hace interesante para el 
n iño . Citaremos como ejemplos lá propiedad de 
l a tangente, perpendicular a l radio, que se obtiene 
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a l considerar a aquella recta como l í m i t e de una 
secante y l a o b t e n c i ó n de l a longi tud de l a cir­
cunferencia, e l á r e a del c í r cu lo , y las á r e a s y 
v o l ú m e n e s de conos, y ci l indros por los corres­
pondientes l ími t e s . 

46. Métodos especiales de reso luc ión de pro­
blemas en G e o m e t r í a . — L a g r a n d í s i m a va r i edad 
de ellos que existe no nos deja sino l a d i f icul tad 
dv l a e lección, l i m i t á n d o n o s a los m á s usuales 

Fig. 17. 

dentro de los conocimientos elementales. Como ta­
les consideramos: 

a) Los lugares geométr icos .—Un p rob lema geo­
m é t r i c o se propone en ú l t i m o t é r m i n o l a determi­
n a c i ó n de un punto que satisfaga a cier tas condi­
ciones. A h o r a , tales puntos suelen estar sobre 
l í neas determinadas (lugares geomé t r i cos ) , c u y a 
i n t e r s e c c i ó n da e l punto buscado. E j emplos co­
rrientes son en G e o m e t r í a , e l ha l la r e l centro de 
l a circunferencia que pasa por t res puntos y 
construir un t r i á n g u l o , dados A , h y a. 

E j e m p l o . — T r a z a r una circunferencia de radio 
dado y que sea tangente a una circunferencia y a 
una recta dadas, ( F i g . 17). Sean r e l radio dado, 
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o l a circunferencia y a l a recta. P a r a t razar l a cir­
cunferencia pedida b a s t a r á determinar su centro. 
Es t e , por distar de l a recta a, l a longitud r e s t a r á 
sobre l a recta para le la a el la t razada a esa distan­
c i a (son dos las paralelas) , y por ser centro de l a 
circunferencia tangente a l a dada e s t a r á sobre una 
circunferencia concén t r i ca con e l la y t razada con 
un radio igua l a l a suma (o l a diferencia) de los 
radios. L a in t e r secc ión de ambas l í n e a s determi­
na e l centro buscado, pudiendo haber desde n in ­
guna hasta ocho so luc ión . 

Fisr. 18 

b) Método algebraico.—Consiste en determinar 
e l punto buscado mediante una r e l a c i ó n cuant i­
t a t i v a que, considerada como una i n c ó g n i t a , se 
obtiene mediante una ecuac ión . U n a vez hal lado 
su va lo r se construye g e o m é t r i c a m e n t e . 

E j e m p l o 1.0 Siendo C el punto medio de un 
segmento A B , se han trazado sobre A B , A C y 
C B como diámetro tres semicircunferencias. T r a ­
zar l a circunferencia tangente a ellas (fig. 18). 

E l centro del c í r c u l o que buscamos h a b r á de 
estar 'sobre e l eje de s i m e t r í a de l a f igura, que es 
C D _ L A B ; nos b a s t a r á , pues, determinar su dis­
tanc ia x a l punto D . L l a m a n d o r a l radio F C, los 
lados del ^ r e c t á n g u l o F E C son F G = y, 
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F E ^ r x, y C J i = 2 r —• x , y apl icando el 
teorema de P i t á g o r a s obtendremos {r + = 
= f2 + {2 r— -x )2 , y desarrollando los valores de 

los p a r é n t e s i s obtenemos r2 + ^ r x + x'¿ — r2 
+ 4y2 — ¿\rx-^-.x'2; suprimiendo los t é r m i n o s co­
munes a los dos miembros de l a igua ldad queda 
2rx = 4r2 — ^ r x . Simplif icando se obtiene x = 2r—• 

— 2x; de donde ^ x = 2r, y x — r, que nos per­

mite determinar f ác i lmen te el punto E . 

F i g . 20. 

c) Los movimientos.—La t ras lación paralela y el 
giro de elementos de una figura pueden ser m u y 
ú t i l es pa ra simplificar los problemas y por tanto 
resolverlos. 

E j e m p l o i.c—Sobre las orillas de u n canal rec-
tilineo hallar el emplazamiento de un pí tente que 
equidiste de dos puntos situados a distinto lado del 
mismo. 

Sean (fig. 19) A y B los puntos dados. Si supone­
mos el problema rfsuelto siendo M N el cmplaza-
miLnto, y acemos experimentar a l a parte su-



perior de l a figura una t r a s l a c i ó n para le la que 
l leve e l punto N en M, el punto A c a e r á en A ' y 
el punto M e q u i d i s t a r á de A ' y B . E s t a r á , por 
tanto, en l a media t r iz de B A ' , y €Íi su inter­
secc ión con L . 

E j e m p l o 2.0 Construir un 'A eqidlátero cuyos 
vértices estén sobre tres paralelas dadas. 

ANÁLISIS.—;Seaen l a fig. 20: l \ \ V \\ l " y A B C 
e l l \ pedido. 

Uno de los v é r t i c e s , B , puede ser elegido a rb i -

Fie-, 20 

t rar iamente . Ahora , s i hacemos girar 60o alre­
dedor de B e l lado B C y l a rec ta l " , e l lado B C 
c o i n c i d i r á con B A y l a recta l " p a s a r á por el 
punto A . 

Cons t rucc ión .—Hace r girar l a recta l " 60o a l ­
rededor de B ; el punto y , en que cor ta a l , es otro 
de los v é r t i c e s del A- Con radio B A y centro B 
se cor ta a V* en C, d á n d o n o s e l tercer v é r t i c e . 

U n a i n f o r m a c i ó n bastante completa se e n c o n t r a r á 
en e l l ibro de F . G . M. «Excrc ices et P r o b l é m e s 
de Geomet r i e» , y en un folleto de Patersen sobre 

M e t o d o l o g í a . / 7 
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el mismo asunto, y algunas indicaciones ú t i les en 
nuestro Nuevo tratado de Geometría. 

8 . — E v o l u c i ó n de l a M a t e m á t i c a . 

47.—Importancia de su conocimiento.—El es 
l udio h i s tó r i co de una ciencia que t an ta influencia 
ha ejercido en l a marcha de l a H u m a n i d a d y tanto 
h a contribuido a su e l e v a c i ó n espir i tual constituye 
una val iosa a p o r t a c i ó n a l a H i s to r i a de l a c i v i l i z a ­
c ión en general; despierta, como el la misma, un 
sentimiento de a d m i r a c i ó n por e l esfuerzo humano 
y de confianza en él , y m á s esencial es este estu­
dio, en l a M a t e m á t i c a , que pudiera parecer lóg ica 
e l u c u b r a c i ó n de un solo maestro. L l e v a a l cono­
cimiento y mueve a l respeto por los grandes hom­
bres, que a l cu l t iva r nuestra ciencia fueron t am­
b ién cumbres en e l horizonte humano y ejemplares 
de l a m á s a l t a espir i tual idad; ev i ta e l d e s á n i m o 
de los investigadores actuales, m o s t r á n d o l e s el 
t r iunfo de los antiguos t ras de una la rga prueba; 
provoca un repaso y s ín tes i s de los conocimien­
tos adquiridos s i t u á n d o l o s a lo largo de las v í a s 
naturales de l a e v o l u c i ó n cient í f ica , y mostrando 
l a complejidad creciente y e l progreso s in l ím i t e s 
de que es susceptible nuestra ciencia, est imula 
l a capacidad de i n v e n c i ó n y e v i t a l a r id icu la 
p e d a n t e r í a de los que creen saberlo todo, y es, 
sobre todo, base del m é t o d o l lamado h i s t ó r i c o , 
de considerable va lo r en l a e n s e ñ a n z a . 

A l aparecer en los ú l t i m o s a ñ o s de l a v i d a 
escolar los intereses sociales y especialmente el 
deseo de conocer e imi t a r a los grandes hombrer„ 
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l a h is tor ia de l a M a t e m á t i c a puede mos t rL i^ 
ejemplares humanos del m á s alto valor . 

L a eTolución de la ciencia en los diferentes 
pueblos 

A . L a E d a d Ant igua . E n la. E d a d Ant igua -po­
demos establecer una Unea que sigue de B a b i l o ­
n i a a Eg ip to , cu lmina en Grec ia y desciende y 
acaba en R o m a . 

48 . Los pueblos s a l v a j e s .—E s notable e l hecho 
de l a exis tencia en l a mayor parte de estos, pue­
blos de sistemas de n u m e r a c i ó n a base del 5, e l 10 
ó e l 20. U n personaje de Homero cuenta los re­
b a ñ o s de focas de 5 en 5. L o s esquimales, las 
t r ibus africanas, los salvajes de Ocean í a y los del 
A f r i c a del Sur empleaban y muchos siguen usan­
do e l sistema de base 5, mientras que los mayas 
y muchas t r ibus de N o r t e a m é r i c a emplean e l 
de base 20, de l a cua l quedan vestigios en E u r o p a 
en el quatre vingts f rancés y e l score ing lés . L a 
r e l a c i ó n evidente de estas bases con el n ú m e r o de 
dedos del hombre, y las ventajas que sobre e l 
sistema de base 10 tiene el de base 12, hacen de­
sear a algunos historiadores que el hombre de­
biera haber tenido seis dedos en cada mano. 

49 . Babilonia y As i r l a .—Var ios miles de a ñ o s 
antes de Jesucr is to alcanzaron un gran n i v e l 
cu l tu ra l los pueblos establecidos en l a s ori l las 
del Eufrates . Pose ían un curioso sis tema de nume­
r a c i ó n que empezaba por ser de base 10 pa r a con­
t inuar siendo de base 60, quedando de esto ú l t i ­
mo recuerdo en nuestra d iv i s i ón de grados y á n ­
gulos. L o s babilonios, grandes a s t r ó n o m o s , c a l -
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cularon primeramente el a ñ o de 360 d ía s , y l a 
í ác i l d iv i s i ón de l a (Circunferencia en 6 partes, les 
impuso e l sextante que d iv id ieron en 60 partes 
iguales, nuestros actuales gmdos. Sus fracciones 
eran de denominador 60, y consecuencia de ellas 
fué, miles de a ñ o s después , el va lor dado por 
Ptolomeo p a r a 

8 30 
, i = 3 + 1 

60 6o2 

P a r a combinar las diferentes unidades de su 
s is tema de n u m e r a c i ó n , empleaban l a suma y 
l a m u l t i p l i c a c i ó n , y as í siendo 

I = V y i o = < 100 era V < y 23 estaba repre* 

sentado por < < 

Conocieron e l va lo r re la t ivo de l a s cifras, y em­
pleaban e l cero como consecuencia, r e p r e s e n t á n ­
dolo por ^ 

Conocieron y u t i l izaron las cuatro operaciones 
fundamentales, incluso l a p o t e n c i a c i ó n , h a b i é n d o s e 
encontrado ladr i l los conteniendo tablas de m u l t i ­
p l icar , de cuadrados y cubos, as í como de opera­
ciones referentes a l a A r i t m é t i c a mercant i l . 

P o s e í a n u n sistema m é t r i c o bastante completo. 
L a un idad fundamental de longi tud e ra e l dedo = 
== 1,65 cm. , v sus m ú l t i p l e s el pie = 20 dedos; 
el codo = 30 dedos; l a percha = 12 codos; l a cue t áa 
de agrimensor = 120 codos, y l a legua = 180 
cuerdas. N ó t e s e e l uso de los m ú l t i p l e s y d iv iso­
res de 60 y l a clase de arte a que alude l a cuerda 
de agrimensor. 
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P a r a el peso t e n í a n e l grano = 4 6 mg.; e l s i ­
do = 8,416 g., y e l talento = 30,5 kg . , nombres 
que aplicados a l a moneda se siguieron uti l izando 
miles de a ñ o s d e s p u é s . 

E n cuanto a l a moneda emplearon . p r imera­
mente l a cebada, y 3.000 a ñ o s antes de Jesucr is to 
ut i l izaban barras de oro y p la ta siendo de 6 hasta 
12 a 1 l a r e l a c i ó n entre e l va lor de ambos metales, 
denotando una dep rec i ac ión del ú l t i m o , como 
ocurre en l a ac tual idad. 

50 . Los egipcios.—En este curioso pueblo se 
superponen realmente dos civilizaciones, l a sacer­
dotal, que aspiraba a mentenerse secreta, y l a de-
mótica o popular. Emplea ron l a n u m e r a c i ó n de­
c ima l , representando con signos especiales las d i ­
ferentes unidades que se r e p e t í a n a l expresar 
cada n ú m e r o , por lo cual su n u m e r a c i ó n era simple­
mente ad i t iva . No s a b í a n mult ipl icar , y esta ope­
r a c i ó n l a r e d u c í a n adcficplicaciones sucesivas com­
binadas con las sumas precisas, aunque esto 
creemos que sólo p o d r í a referirse a l a segunda 
de las civi l izaciones indicadas, pues los sacerdo­
tes debieron tener conocimientos aná logos a los 
nuestros, y a que según parece t e n í a n como unidad 
de longitud el codo; sagrado, ¡ i g u a l a l a diez m i ­
l l o n é s i m a parte del radio polar terrestre! S u siste­
m a m é t r i c o relacionaba, como e l nuestro el v o l u ­
men con el peso, siendo l a un idad ponderal e l peso 
de u n codo c ú b i c o de agua. 

Pero e l mayor mér i t o , de los egipcios es t á en 
haber inic iado e l impulso creador de nuestra 
G e o m e t r í a , obligados a medir sus campos por las 
inundaciones del Nilo , lo cual o r ig inó l a Agr imen­
sura. E l papiro de Ahm^s que refleja conocimien-
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tos anteriores en 4000 a ñ o s antes de Jesucr is to , 
aunque estuviese' escrito h a c í a e l 2000, da idea 
del estado de l a c iencia m a t e m á t i c a en aquella 
época , aunque sigamos opinando que só lo de l a 
popular. B a s t a notar que s e ñ a l a para á r e a del 

ah1 
t r i á n g u l o i sósceles l a f ó r m u l a — , es decir, e l se-

2 
miproducto de l a base por u n lado. 

Conocieron, s egún Ahmes, las fracciones reduci­
das a las m á s sencillas, y en general de numerador 
uno, r educ i éndose a é s t a s por suma las m á s compli­
cadas, así • • - = — - f - 3 - . E n cambio h a y s ínto-

12 3 12 J 
mas en el papiro de l a exis tencia de conocimientos 
superiores: progresiones, como muestra un problema 
m u y repetido d e s p u é s en el curso de los tiempos: 
7 personas t e n í a n cada una 7 gatos, cada uno de 
los cuales se comió 7 ratonas, cada uno de és tos 
se hubiese comido 7 granos de cebada, cada 
grano de cebada hubiese dado 7 medidas de trigo. 
E l c á l cu lo de l a cant idad de cebada sa lvada por el 
celo de los gatos, tiende a just i f icar el culto que 
se les t r ibutaba. T a m b i é n c o n o c í a n 3̂  u t i l izaban 
l a semejanza, como demuestra e l uso de l a cua­
d r í c u l a pa ra el t razado de los bajorrelieves y 
pinturas, uso conocido por haberse encontrado 
e ñ una de las p i r á m i d e s un trabajo preparado 
en esta forma. T e n í a n u n a ñ o de 360 d ías dividido 
en semanas de 10 d í a s . 

5 1 . G r e c i a . — E l gran m é r i t o de los egipcios 
cons i s t ió en haber s ido los maestros de los sabios 
griegos, en cuanto a l a G e o m e t r í a se refiere, y a 
que l a enorme diferencia con r e l a c i ó n a sus ade­
lantos en A r i t m é t i c a , pueda deberse a su genio 
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especial, pero t a m b i é n s in duda fué debida a 
las e n s e ñ a n z a s de los egipcios. 

E n l a n u m e r a c i ó n empezaron los griegos por de­
signar los n ú m e r o s con l a le t ra i n i c i a l de su nom­
bre, pero acabaron por representar los 10 primeros 
n ú m e r o s por las 10 pr imeras le tras de su alfabeto 
(intercalando una, c u y a forma presenta por cierto 
bastante a n a l o g í a con nuestra c i f ra 6 a l a que re­
presentaba). L a s letras siguientes representaban 
las decenas de 20 a 100, y las s ig i r entes, con una 
le t ra suplementaria las centenas. Así w = »oo. 
L o s mi l la res eran representados por las mismas 
letras con u n a coma delante: así> g - 2.000. 

A d e m á s era 10.000 - M y para 2.000 e s c r i b í a n M . 
e t c é t e r a . L a s fracciones eran representadas escri­
biendo el numerador, cuando era distinto de l a 
unidad, con un acento, y a c o n t i n u a c i ó n el deno­
minador con dos acentos, así : 

L = 8" ^4 = y' S" — - = p ' " = L' K a" 

Con t a l sistema de n u m e r a c i ó n , las operaciones 
les eran m u y difíciles . y debieron de emplear 
abacos con columnas para las unidades de los d i ­
ferentes ó r d e n e s en los que colocaban piedreci-
l l as . A ello alude este pensamiento de Solón: 
E n la amistad de un Urano, un hombre es como la 
piedrecilla de calcular, que tan pronto vale mucho 
como poco. 

T a l importancia tiene Grecia en l a evo luc ión de 
i a M a t e m á t i c a que no podemos por menos de enun­
ciar sus diferentes escuelas, tomando las fechas 
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correspondientes redondeadas .para maye r c l a r i ­
dad. 

a) Escuela J ó n i c a . — S u representante es Thales 
de Mileto (650-550 antes de Jesucr is to) . Uno 
de los Siete Sabios de Grecia , e s t u d i ó en Egip to , 
donde parece que m i d i ó l a a l t u r a de las p i r á m i d e s 
por su sombra. Se le a t r ibuye e l estudio del t r i á n ­
gulo isósceles , l as propiedades del d i á m e t r o ; 
e l pr imer caso de igualdad de t r i á n g u l o s que 
u t i l izaba para ha l la r l a d is tancia de un barco 
a l a or i l la , e l va lor del á n g u l o inscri to en una 
semicircunferencia, y e l teorema fundamental de 
los t r i á n g u l o s semejantes. 

Uno de sus d i sc ípu los , A n a x á g o r a s , e m p r e n d i ó 
e l c á l cu lo de 71. 

b) Escuela P i t a g ó r i c a — T o m h i é n a p r e n d i ó P i -
tdgoras en Eg ip to y hacia 5 5 0 ' f u n d ó su Escue la , 
que d u r ó siglos, influyendo incluso en el gobier­
no de los pueblos, pues t e n í a algo de orden mo­
n á s t i c a y de m a s o n e r í a . S u dis t in t ivo era el pen­
t á g o n o estrellado, y se refiere que un p i t a g ó r i c o 
pobre m u r i ó recogido en una humilde casa, de­
jando a sus car i ta t ivos moradores solamente su 
dist int ivo, que enca rgó colocaran en «itio vis ible . 
U n p i t agó r i co que conoc ió por e l dis t int ivo l a 
obra car i ta t iva , r e c o m p e n s ó a sus autores. 

L a fama de P i t á g o r a s se funda en su teorema, 
inspirado, a l parecer, por l a cuerda de nudos que los 
egipcios empleaban para el t razado de perpendicu­
lares, cuerda con l a que formaban un t r i á n g u l o 
r e c t á n g u l o cuyos lados m e d í a n 3, 4 y 5 unidades. 
P i t á g o r a s hal lo l a r e l ac ión 32 + 42 = 52, y como 
los griegos r e d u c í a n el cá l cu lo a figuras g e o m é t r i ­
cas, lo enunc ió como a ú n suele hacerse en nues­
tras G e o m e t r í a s . L o genera l i zó , adamas, para los 



^ 105 — 

n ú m e r o s comprendidos en l a forma 2 w + i , 
2 w2 + 2 2 + 2 w + i , donde n es un n ú m e r o 
entero cualquiera. L o genera l izó t a m b i é n para 
las á r ea s , aunque parece ser que sólo pa ra el caso 
del t r i á n g u l o r e c t á n g u l o isósceles en que l a demos­
t r a c i ó n es in tu i t i va . L a que suele darse, fué ob­
tenida por Euc l ide s m á s de dos siglos d e s p u é s . 

H a l l ó t a m b i é n P i t á g o r a s l a suma de los á n g u l o s 
de un t r i á n g u l o , dando l a d e m o s t r a c i ó n - a ú n co­
rriente y como ap l i c ac ión de su teorema a l c á l c u l o 
de l a diagonal del cuadrado se e n c o n t r ó con l a ] / 2 , 
que por carecer pa ra él de toda s ignif icación i n ­
t u i t i v a , fué desechado como n ú m e r o irracional , 
prohibiendo se hablase de tales n ú m e r o s . H a l l ó 
diversas á r e a s y e s t u d i ó los poliedros regulares 
ordinarios, que por ello reciben el nombre de só­
l idos p i t a g ó r i c o s . 

Uno de sus d i s c ípu lo s m á s notables fué A r c h i -
tas de Taranto, que e je rc i tó su ingenio en el pro­
blema de l a dup l i cac ión del cubo, cues t ión notable 
por su origen. Dícese que habiendo estallado una 
epidemia consultaron a l o r á c u l o de Apolo en 
D é l o s q u é d e b e r í a n hacer pa r a que cesase. E l 
dios p i d i ó u n a l ta r doble que el que t e n í a . E r a 
és te u n bloque cúb ico y pensaron satisfacerle 
colocando encima otro bloque igual . No cesó 
l a epidemia, y el o rácu lo , ante las reclamaciones, 
a r g ü y ó que e l a l tar no era y a cúb ico . Construye­
ron, parece, otro cubo de doble arista , y como 
no cesase l a epidemia, ante nuevas protestas, 
objeto el o r á c u l o que el pitar no era doble ^ino 8 ve­
ces mayor . Precisada as í l a cues t ión , el problema 
de construir un cubo doble que otro dado (tan 
fácil pa ra el cuadrado) ocupó a los principales 
sabios gnegos que emplearon ingen ios í s imos proce-
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dimier i tós , continuados por los sabios modernos, 
quienes han demostrado que no puede resolverse 
si se pone l a c o n d i c i ó n de hacerlo g rá f i camen te , 
uti l izando só lo l a regla y el c o m p á s . 

c) Escuela Sofíst ica. (450 A l mismo 
tiempo que los problemas filosóficos de imposible 
reso luc ión , plantearon los sofistas cuestiones mate­
m á t i c a s que tampoco l a tienen en las condiciones, 
ordinarias: L a cuadra tura del c í rcu lo , l a duplica­
c ión del cubo y l a t r i s ecc ión del á n g u l o , imposibles 
de real izar con só lo e l c o m p á s y l a regla. T r a b a ­
jando con i n t e n c i ó n de resolver e l p r imer pro­
blema, se f o r m ó e l m é t o d o de l a exaustación que 
procede por aproximaciones sucesivas, etc. H i p ó ­
crates cons igu ió u n t r i u n f ó resonante hallando 
para sus l ú n u l a s l a equivalencia de una figura 
rec t i l ínea . A l mismo tiempo Zenón, de E l e a , 
t ra taba de combatir l a d iv i s ib i l idad inf in i ta del 
espacio y e l t iempo con sus cé leb res paradojas 
especialmente l a de que Aqui les , e l de los pie 
ligeros, no p o d í a a lcanzar a una tortuga, pues 
cuando Aqui les hubiese recorrido l a distancia que 
los separaba, l a tor tuga h a b r í a recorrido a l g ú n 
espacio, y as í sucesivamente. 

d) Escuela P l a tón i ca (400 a. J . C. ) .—Fué P la tón 
el fundador de l a cé l eb re Academia , l l amada así por 
dar su e n s e ñ a n z a en los Ja rd ines de Academo, a 
c u y a entrada co locó l a cé lebre p r o h i b i c i ó n : Nadie 
entre s in saber Geometría. A u n cuando l a f igura de 
P l a t ó n descuella en l a Fi losof ía , c o n t r i b u y ó tam­
b i é n a l desarrollo de l a M a t e m á t i c a con su procedi­
miento de aná l i s i s (34) su estudio de las cóni ­
cas y sobre, todo aplicando de una manera r igu­
rosa l a L ó g i c a a los estudios m a t e m á t i c o s , for­
zado a ello t a l vez por los sofistas y preparando 
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as í l a raágiiífica obra de l a E s c u e l a siguiente. 
e) Escuela Alejandrina.—-En A l e j a n d r í a , fun­

dada hac í a poco por Alejandro, e l genio griego, ha ­
b í a reanimado l a v i e j a cu l tu ra egipcia, y e l m á s 
al to representante de esta E s c u e l a fue Euclides 
(300 a. J . C.) que p r e s e n t ó a l mundo, por vez 
p r imera un tratado completo de Geometría per­
fectamente estructurado, desde e l punto de v i s t a 
lóg ico , haciendo alcanzar así a l a antigua y mo­
desta Agrimensura , l a c a t e g o r í a de ciencia de­
f ini t ivamente formada. L a obra de Euc l ides no 
fué solamente l a m á s perfecta durante todo e l 
resto de l a c iv i l i zac ión greco-romana, sino que has­
t a nuestros d í a s ha sido e n s e ñ a d a en las escue­
las secundarias, principalmente en las inglesas, 
como modelo insuperable. A l mismo tiempo, e l 
propio Euc l ides inventaba el procedimiento de 
las divisiones sucesivas para ha l la r e l m. c. d. de 
dos n ú m e r o s , def in ía los n ú m e r o s primos y de­
mostraba su i l i m i t a c i ó n . Eratóstenes, f o r m ó su 
famosa c r iba y m i d i ó por un ingen ios í s imo proce­
dimiento el radio terrestie, determinando l a dife­
rencia de inc l inac ión de los rayos solares en el mis­
mo instante en dos pur^os situados sobre el mismo 
meridiano y cuyo distancia conoc ía . Arquimedes, 
en Siracusa ca lculaba el va lo r de u por el m é t o d o 
de los perímetro;-;, y determinaba l a r e l ac ión entre 
los v o l ú m e n e s del ci l indro, cono y esfera de d i á m e ­
tros y a l turas iguales, constituyendo una f igura 
que fué grabada sobre el monumento elevado a 
su memoria por Méte lo , el general romano que man­
daba a las tropas que le asesinaron en el asalto 
a l a c iudad ds S ic i l i a . 

U n segundo florecimiento tuvo l a E s c u e l a ale­
jandr ina . H a c í a 100 d. T. C , florecieron Menelao, 
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que e s t u d i ó principalmente l a G e o m e t r í a esférica, 
y e s t a b l e c i ó el teorema que l l e v a su nombre y 
Ptolomeo, autor del s is tema geográ f ico tantos 
siglos dominante, con fund i éndose y a cada vez 
m á s l a corriente griega con l a romana de que 
hablaremos a c o n t i n u a c i ó n , no s in c i tar antes 

•un caso curioso. J u n t o a esta br i l lante y admirable 
cul tura , e l Eg ip to oficial, que h a b í a hecho poco 
menos que sagrados sus cuestionarios y e x á m e n e s 
segu ía estancado en l a m o d e s t í s i m a ciencia l l ena 
de puerilidades y aun inexact i tudes que consti­
t u í a n e l papiro de Ahmes, 2500 a ñ o s antes. 

52. R o m a . — E l c a r á c t e r eminentemente p r á c ­
tico de los romanos hizo que en ellos l a M a t e m á t i c a 
quedase reducida a l o que tiene de arte, l a A r i t ­
m é t i c a a l c á l c u l o y l a G e o m e t r í a a l a agrimensura. 
S u sistema de n u m e r a c i ó n era, a juzgar por los 
nombres de los n ú m e r o s , e l decimal , pero por sus 
cifras era m i x t a como se sabe, y por no conocer 
e l valor relativo de las cifras, su c á l c u l o era m u y 
penoso y lo h a c í a n por medio de abacos. F i l a s 
de alambres representaban los diferentes ó r d e n e s 
de unidades, y ani l las engarzadas en ellos corres­
p o n d í a n a las unidades de cada orden (o series 
de ranuras y c l av i j a s ) ; pero a f in de no emplear 
9 c lav i jas o ani l las pa ra cada orden, d i v i d í a n és te 
en dos partes, el inferior con cuatro c lav i jas y el 
superior con una, que v a l í a por cinco, de a q u í t a l 
vez sus cifras que representan una y cinco unida­
des de los tres primeros ó r d e n e s . Empleaban las 
fracciones, pero solamente de denominador 12, 
o sus divisores, t a l vez debido a que eran 12 las 
onzas que c o n s t i t u í a n una l i b r a ( re lac ión conti­
nuada en los 12 chelines que forman una l i b r a 
esterlina), de ta l modo que en ' lugar de doceavos 
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dec í an onzas, como muestra e l siguiente curioso 
pasaie de Cicerón: Dime, hijo de Albano, s i de 5 on­
zas quitamos una, ¿que quedad—1/z—¿Y a ñ a d i m o s 
una onza? — I/2 — M u y bien, puedes administrar tu 
hacienda. Conocieron los repartimientos proporcio­
nales a p l i c á n d o l o s a l a p a r t i c i ó n de herencias. 

E n Agr imensura cometieron errores a n á l o g o s a 
los dé los egipcios. P a r a á r e a del t r i á n g u l o equi-
l á t e i o daban como f ó r m u l a s 

• 1 1 / \ 13 
— a2, , — a2 + a) y — aa 
2 2 \ / 30 

Sus t ra tadis tas entroncan I [con l a ¿ E s c u e l a de 
A l e i a n d r í a . Nicomaco (100 d. J . C.) esc r ib ió una 
Introductio Arithmeticae qae c o p i ó m á s tarde 
Boecio. Diofanto, c las icó por l a r e so luc ión en 
n ú m e r o s enteros de las ecuaciones de p r imer grado, 
nos d é j ó un cuadro bastante exacto de los cono­
cimientos de aquellos tiempos en que s i m u l t i ­
pl icaban, mediante los abacos, d i f í c i lmente , nadie 
s a b í a d i v i d i r , y a c u d í a n a l as restas sucesivas. 
L a especialidad de Diofanto fué l a r e so luc ión de 
ecuaciones, aun cuando a c u d í a a procedimientos 
casi infanti les, como series de sumas y restas 
pa r a ver i f icar l a t ransposición, y desechaba las 
soluciones negativas. 

F ina lmen te , un ' hi jo p ó s t u m o de l a c iv i l i zac ión 
romana, fué Boecio {500 d. J . C ) . Au to r de un 
t ratado filosófico t i tulado De consolacione, es­
c r i b i ó a d e m á s un tratado de e d u c a c i ó n adop­
tado por el rey b á r b a r o Teodorico, origen del 
T r i v i u m y el Cuadrivium que d o m i n ó durante 
toda l a E d a d Media, y en el cual aparecen por 
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pr imera vez en E u r o p a las cifras representativas 
de los 9 primeros n ú m e r o s {áp ice s de Boecio) , y 
que, aun cuando s in e l cero, hubieran podido 
hacer adelantar considerablemente el arte del 
c á l c u l o en E u r o p a . 

B . — E d a d Media 

53. Tres corrientes principales f luyen todo a 
lo largo de l a E d a d Media para reunirse en nues­
t r a E u r o p a occidental a principios de l a E d a d 
Moderna. E s t a s comentes son: l a de l a I n d i a , 
impulsada t a l vez desde A l e j a n d r í a ; l a c iv i l i za ­
ción á r a b e que l a recoge, y . los reinos cristianos 
medioevales que t ra tan penosamente de elevar­
se, con un e s p í r i t u nuevo, sobre las ruinas de 
R o m a . 

54. L a Ind ia .—Muy pronto d e b i ó alcanzar l a 
n u m e r a c i ó n en l a I n d i a un gran desenvolvimiento, 
puesto que sus l ibros sagrados emplean n ú m e r o s 
fabulosamente grandes. S in embargo, solamente 
entre e l siglo V a V I (d. de J . C.) aparece formada 
su n u m e r a c i ó n decimal , ut i l izando el va lo r re­
l a t i vo de las cifras, lo cua l les p e r m i t í a real izar 
todas las operaciones s in necesidad de á b a c o s . 
L a fecha en que aparecen las cifras y el hecho de 
que Boecio las conociese, aun cuando t a l vez con 
otras formas, permiten suponer que fueron impor­
tadas de A l e j a n d r í a . E l mismo Ptolomeo y a c i ­
tado, parece que u t i l i zó l a l e t ra griega 0 = o 
micrón para representar e l cero que los indios 
ut i l izaron amp l i a y s i s t e m á t i c a m e n t e realizando 
como dice un . autor el descubrimiento ma iemá-
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tico que m á s ha contribuido a l progreso de l a i n ­
teligencia, descubrimiento que no l legó a E u r o p a 
hasta seis siglas después , y gracias a los á r a b e s . 
L a s cifras, pues, debieran l lamarse í n d i c a s en 
lugar de a r á b i g a s . E l p r inc ipa l m a t e m á t i c o indio, 
fue B h a s k a r a {1.200 de J . C ) , c u y a r e so luc ión de 
l a ecuac ión de segundo grado es t o d a v í a u t i l i ­
zada, y d e m o s t r ó por semejanza e l teorema de 
P i t á g o r a s . Aceptaban las soluciones negativas-como 
v á l i d a s y d i s t i n g u í a n las diferentes i n c ó g n i t a s 
de un mismo problema, r e p r e s e n t á n d o l a s con los 
nombres de los colores. 

A d m i t í a n y manejaban corrientemente los n ú m e ­
ros enteros, fraccionarios e inconmensurables con 
los que efectuaban toda clase de operaciones en 
tablas "blancas cubiertas de ha r ina roja, lo cual 
les p e r m i t í a borrar los n ú m e r o s intermedios, pol­
lo que h a c í a n desaparecer inmediatamente ciertas 
operaciones que nosotros dejamos escritas, como 
los productos parciales de l a m u l t i p l i c a c i ó n , y por 
este motivo no pudiendo repasar l as operaciones 
a c u d í a n constantemente a l a prueba por nueve. 

E n cambio, no era m u y grande l a p rec i s ión de 
sus conceptos, como en el de proporcionalidad. 
Así, r e s o l v í a n por regla de tres e l problema s i ­
guiente: U n a esclava de dieciséis años cuesta 32 
niskas; ¿cuánto vale una de veinte años? 

55. Europa c r i s t i ana .—La escasa cu l tu ra ma­
t e m á t i c a de los romanos, estuvo a punto de des­
aparecer por completo bajo los b á r b a r o s . L a 
Ig les ia y Carlomagno intentaron renovar l a ins­
t r u c c i ó n y aun el Emperador franco en su ef íme­
ra tenta t iva , hubo de servirse de monjes, que 
continuaron por todas partes l a obra de l a c u l ­
tu ra , aunque principalmente en su aspecto mo-
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n á s t i c o . Apenas s i en l a E u r o p a propiamente 
medieva l se pueden presentar unos cuantos 
nombres de c o n s i d e r a c i ó n . E s e l pr imero San I s i ­
doro, de S e v i l l a (óoo), quien en su E t imolog ías 
expone las referentes a l a M a t e m á t i c a , que le l l e v a 
en su entusiasmo a exc lamar : s i se suprimen los 
números , todo se destruye. E l venerable Veda esta­
b lec ió , bajo los auspicios de Carlomagno, escuelas 
en que se pract icaba e l c á l c u l o , a u x i l i á n d o s e es­
pecialmente de los dedos, con recursos m u y inge­
niosos. Y el monje Alcu ino (hacia e l a ñ o i.ooo) 
esc r ib ió una co lecc ión de problemas «pa ra a v i v a r l a 
mente» , en e l que se encuentran los c lás icos del gal­
go y l a l iebre, l a herencia y los gemelos, l a cabra, 
e l lobo y l a cesta. Por e l mismo tiempo ex i s ­
t í a en V i c h una cé l eb re E s c u e l a de M a t e m á t i c a s , 
de l a que sal ió e l cé l eb re Gerber t , m á s tarde Papa . 
Posteriormente, se fué dejando sentir l a influen­
c ia á r a b e sobre todo a t r a v é s de E s p a ñ a , genera­
l i z á n d o s e las cifras indias , aun en forma incier ta , 
por lo que casi en e l siglo X I V se p r o h i b i ó a los 
comerciantes florentinos e l uso de tales cifras 
en . T e n e d u r í a , debiendo emplear l a s ' romanas o 
escribir los n ú m e r o s en letras , ( i ) Y con esto se 
l lega a l verdadero pr inc ip io de l a E d a d Moderna 
en el terreno cu l tu ra l . 

56 . L o s á r a b e s . E s marav i l losa l a h is tor ia de 
este pueblo, que en u n siglo p a s ó de ser un con­
glomerado de t r ibus miserables e ignorantes a 
consti tuir u n gran emporio de c iv i l i zac ión y de 
cu l tura , reuniendo l a greco-romana, egipcia e ín­
dica para t rasmi t i r l a s a l a E u r o p a moderna. Y a 
en el a ñ o 813, Alchwar i zmi d ió origen a l Alge-

(1) Non per cijras sed per Hieras claras. 
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bra, con su tratado de Aldschebr Walmukahalah 
( t r a n s p o s i c i ó n y r educc ión ) , en l a que se h a b í a 
perdido el simbolismo indio, pero que t ra taba 
completamente l a s cuestiones. Calculaba s in á b a -
cos, gracias a las cifras indias, y estudiaba l a 
A s t r o n o m í a (de él der ivan dos nombres: A lgor i t ­
mo y Algebra ) . 

E n e l general florecimiento descollaron los 
á r a b e s e s p a ñ o l e s , y en 1150 Dschabir i bn A f l a h , 
de S e v i l l a , e sc r ib ió un tratado de pura trigono­
m e t r í a y A l k a l s a d i , de Granada, en 1482, un t r a ­
tado de Algebra , superior a l de A l c h w a r i z m i , 
por conservar e l simbolismo a lgébr i co , y que fué 
seguido d e s p u é s por toda E u r o p a . A l g ú n t iempo 
antes, J u a n de S e v i l l a h a b í a traducido del á r a b e 
u n L i h e r Alghoarizmo que a l c a n z ó gran inf luencia 
en l a c u l t u r a occidental . 

57 . L a Edad Moderna.—Puede decirse, que en 
esta época l a cu l tu ra es exclusivamente europea. 
E n e l siglo X I V , los i tal ianos debieron l legar a te­
ner que contar grandes cantidades, y del aumenta­
t i vo de l a pa labra m i l hicieron e l millón. A prin­
cipios del X V I , e l entusiasmo por las cuestiones 
m a t e m á t i c a s era enorme en I t a l i a , c o n c e d i é n d o s e 
toda clase de honores y recompensas a sus c u l t i v a 
dores, y ver i f i cándose los cé lebres ¿órneos mate--
máticos , en los cuales dos hombres de ciencia se 
desafiaban a resolver un cierto n ú m e r o de pro­
blemas, d i s p u t á n d o s e las soluciones solemnemen­
te ante, testigos de los dos bandos, generalmente 
en una iglesia, y quien pose ía una f ó r m u l a (p. c. 
de l a e c u a c i ó n de segundo o tercer grado) t e n í a 
gran ven ta ja sobre su r i v a l ; d e ' a q u í que se mantu­
v i e r an secretas y aun procurasen a p r o p i á r s e l a s 
de unos a otros (caso de T a r t a g l i a y Car d a ñ o ) . 

Metodología. g 
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L o s ar t is tas t a m b i é n tomaban parte en estas 
cuestiones. Leonardo de V i n c i c o n s t r u y ó un apa­
rato para l a cuadra tura del c í rcu lo , consistente 
en un c i l indro de a l t u r a igua l a l a m i t a d del r a ­
dio, en el cua l el desarrollo del á r e a la teral es igual 
a l a del c í r cu lo de l a base. Y Alber to Durero, que 
transformaba los c í r cu lo s en elipses acortando 
proporcionalmente l a s ordenadas, o b t e n í a e l des­
arrol lo de los poliedros regulares y semireguiares. 

E n 1600, S tev in , de Bru j a s , expone su i n v e n c i ó n 
de los n ú m e r o s decimales en un folletito de siete 
p á g i n a s (uno de los m á s trascendentes de l a his­
tor ia ) con l a n o t a c i ó n ° ^ = 5,93i> en donde 
propugnaba el s istema m é t r i c o decimal y pre­
dec í a su t r iunfo. Poco d e s p u é s Neper y Briggs 
inventaron sus logari tmos que duplicaron l a vida 
del astrónomo, s egún L a p l a c e , pero que tardaron 
m á s de siglo y medio en ser e n s e ñ a d o s en las E s ­
cuelas Superiores. H a c i a l a m i s m a fecha, se v u l ­
gariza el m é t o d o i ta l iano de d iv id i r , que actual­
mente usamos; Pasca l , escribe a los dieciséis a ñ o s 
un tratado sobre las cón icas , y antes, aun despro­
v i s to de l ibros por orden paterna, su genio le l l e v a 
a inventar gran parte de l a G e o m e t r í a . Cava l l i e r i , 
con su famoso pr inc ip io (véase nuestro Nuevo 
tratado de G e o m e t r í a ) , s ienta las bases del c á l c u l o 
integral de á r e a s y v o l ú m e n e s ; E u l e r , y a en el s i ­
glo X V H I , e s t u d í a l o s poliedros y enuncia su teore­
ma , a l mismo tiempo que K r a m e r , i n t r o d u c í a en 
e l Algebra l a s determinantes. 

I b a a todo esto, p r e c i s á n d o s e e l simbolismo ma­
t e m á t i c o , siendo de los ú l t i m o s signos adoptados 
e l : debido a Le ibn izb , s in que t o d a v í a se h a y a 
llegado a l a un i f icac ión , pues los ingleses siguen 
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usando -f pa ra d iv id i r , y el punto, sin cero de­
lante, en lugar de l a coma pa ra los decimales. 
L a d i scus ión del postulado de Euc l ides , con l a 
c r e a c i ó n de las G e o m e t r í a s no euclidianas de 
LowalcheWski (1829), B o l y a i (1800) y R iemann , 
y l a G e o m e t r í a a x i o m á t i c a de H i lbe r t , Peano, etc. 
marcan el l í m i t e ac tua l de l a e v o l u c i ó n de las 
M a t e m á t i c a s elementales, mientras e l coniunto 
de l a M a t e m á t i c a sigue su e v o l u c i ó n admirable 
extendiendo su campo de acc ión cada d í a y c u l ­
t ivando con m á s esmero el que de antiguo tiene 
conquistado. 

Líneas generales de su evolución 

58. Como se ha v is to por l a e x p o s i c i ó n ante­
r ior de los hachos h i s tó r icos , no cabe sintetizar en 
una l í nea ascendiente l a e v o l u c i ó n de l a M a t e m á ­
t ica : é s t a se e leva o desciende con el oleaje his­
t ó r i c o . 

E n r e l ac ión con esto encontramos l a t e o r í a de 
Spengler de las cul turas que evolucionan según 
las mismas leyes en p e r í o d o s a n á l o g o s , l e y fá­
c i l de comprobar en l a his tor ia de l a M a t e m á t i c a . 
H a de pasar és ta , s egún l a conocida t e o r í a de 
Augusto Compte, por una fase m á g i c a o t e o l ó ­
gica, que, en efecto, parece se d ió en A s i a y E g i p ­
to, y que a l c a n z ó gran desarrollo en Grecia con 
P i t á g o r a s . P a r a éste , los n ú m e r o s t e n í a n una 
s ignif icación: e l 4, era un n ú m e r o perfecto (4 — 
=s 2 + 2 ^=2 X 2), representaba a l a l m a hu­
mana; el 5, era l a causa del calor; e l 6, l a del frío; 
e l 7, l a del pensamiento, l a sa lud y ' l a luz ; e l 8, l a 
del amor y l a amistad. E n los só l idos p i t a g ó r i ­
cos el tetraedro t e n í a una misteriosa r e l ac ión con 



- 116 -

e l fuego; e l octaedro, con e l aire; e l cubo, con l a 
t ier ra ; e l icosaedro, con e l agua, y el dodecae­
dro, con e l Universo . E l p e n t á g o n o estrellado era 
un mensajero o portador de fel ic idad. 

Var ios cientos de a ñ o s d e s p u é s , en l a cu l tu ra oc­
cidental , e l monje Alcuino consideraba a l 6 e l n ú ­
mero perfecto, igua l a l a suma de.sus divisores, y 
por eso l a c reac ión se h a b í a desarrollado en seis 
d ías . E l 8, es defectivo, por no igualar le l a suma de 
sus divisores, y por ello, corresponde con el n ú m e r o 
de a lmas humanas encerradas en el a rca de N o é . 
E l p e n t á g o n o estrellado, v o l v i ó a ser considerado 
en l a E d a d Media provis to de v i r tudes m á g i c a s , 
y se le l l amaba c u ñ o , marca o pie de hechiceros. 

N ó t e s e t a m b i é n , c ó m o se reproducen los pro­
blemas c lás icos con fines i d é n t i c o s y c ó m o el radio 
terrestre h a sido determinado originalmente cada 
vez por egipcios, griegos y europeos. 

59. L a def in ic ión de l a e v o l u c i ó n en general 
dada por Spencer, puede aplicarse a l a M a t e m á ­
t i ca : E l t ráns i to de una homogeneidad incoherente 
e indefinida a una heterogeneidad coherente y de­
f i n i d a . 

N ó t e s e c ó m o entre los mismos griegos, l a A r i t ­
m é t i c a y l a G e o m e t r í a se' c o n f u n d í a n a menudo, 
haciendo e l c á l c u l o pr incipalmente por medios 
gráf icos , y aun en nuestros d í a s es corriente i n ­
c lu i r en e l Algebra cuestiones puramente ar i t ­
m é t i c a s como el c á l c u l o con los n ú m e r o s negativos 
y l a s progresiones. 

Pero el progreso se real iza , s e g ú n Spencer, por 
un proceso s i m u l t á n e o de d i f e renc iac ión e inte­
g rac ión progresivas. L a p r i m i t i v a M a t e m á t i c a i n -
diferenciada,- se resuelve en G e o m e t r í a , A r i t m é ­
t i ca y Algebra , y para seguir e l curso de una sola 
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de ellas, pronto l a G e o m e t r í a se diversif ica en 
M é t r i c a (que p u d i é r a m o s definir como l a Geome­
t r í a que estudia las transformaciones de figuras 
que dejan invar iable l a r a z ó n de dos segmentos), 
Proyect iva (que considera las que dejan i n v a r i a ­
b l e l á r a z ó n doble) y Descriptiva que rea l iza en 
e l plano el estudio de las relaciones espaciales. 
A l mismo tiempo, se ver i f ica una i n t e g r a c i ó n de 
que son ejemplo el Aná l i s i s M a t e m á t i c o , en que 
los conceptos n u m é r i c o s y espaciales se conside­
ran s i m u l t á n e a m e n t e , y l a G e o m e t r í a A n a l í ­
t i ca fundada por Descartes, en l a que se hace el 
estudio de las formas g e o m é t r i c a s por medio de 
las funciones algebraicas. 

60. O t r a de las c a r a c t e r í s t i c a s del progreso, 
s egún Pel le tan, consiste en l a e sp i r i t ua l i zac ión , 
que en nuestro caso cons is t i r í a en l a abstracción pro­
gresiva f á c i l m e n t e comprobable con los hechos 
siguientes: l a G e o m e t r í a q u e d ó formada el a ñ o 300 
(a. de J . C ) ; l a A r i t m é t i c a , de 1100 a 1200, y 
e l Algebra , h a c í a 1.600 con Vie te . 

E x i s t e n las excepciones de Diofanto, siglo V , 
y A l k w a r i s m i , siglo I X ; que t ra taron de cuestiones 
algebraicas; pero n ó t e s e que se refirieron p r inc i ­
palmente a l problema concreto y p r á c t i c o de l a 
r e s o l u c i ó n de ecuaciones. 

A l mismo tiempo y como consecuencia na tu ra l 
de l a a b s t r a c c i ó n , se intensifica el rigor lógico, 
tanto m á s necesario, cuanto m á s lejos se h a l l a 
e l investigador del soporte in tu i t ivo , l l e g á n d o s e 
por el lo en l a s M a t e m á t i c a s elementales, a cons­
t ru i r l ó g i c a m e n t e l a A r i t m é t i c a , (pudiendo ser­
v i r de ejemplo de rigor lóg ico e l teorema de l a 
igualdad de conjuntos que se ver i f ica cualquiera 
que sea el orden en que se coordinen) y a l a í o r -
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m a c i ó n de las diferentes g e o m e t r í a s rigurosamente 
desarrolladas que han l levado a conceptos t a n 
trascendentales como los espacios de n dimensio­
nes. 

Ot ra consecuencia de l a a b s t r a c c i ó n , es l a gene­
ral ización patente, por ejemplo, en l a sucesiva ad­
mis ión de las diferentes clases de n ú m e r o s en­
teros, fraccionarios, inconmensurables e imagina­
rios, como susceptibles de ser sometidos a las 
mismas definiciones y a las mismas leyes del cá lcu ­
lo convenientemente generalizadas. 

F ina lmente , hemos de s e ñ a l a r l a apl icación cre­
ciente de l a M a t e m á t i c a a l a v i d a ordinar ia , a 
las artes, y sobre todo, a l as ciencias, siendo y a 
l a Mecán i ca y A s t r o n o m í a casi puramente mate­
m á t i c a s ; en gran p r o p o r c i ó n lo es l a F ís ica , y s i ­
gue de cerca l a Q u í m i c a , y aun l a B io log ía se trans­
forma en este sentido, alcanzando con ello l a cate­
gor ía de ciencias, y a que s e g ú n l a frase de K a n t , 
todo estudio de l a Naturaleza, tiene de Ciencia lo que 
tenga de M a t e m á t i c a . 

L a enseñanza 

6 1 . L a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a s iguió , 
como es na tura l , l as v ic is i tudes de l a ciencia cons­
t i tuyendo en Grec ia una especie deseminario o de 
laboratorio, en donde los nuevos m a t e m á t i c o s se 
formaban junto almaestro, d e d i c á n d o s e todos a 
l a i n v e s t i g a c i ó n . 

62, E n l a E d a d Media, o c u p ó un lugar l a ense-
ñ a n z a de l a A r i t m é t i c a h G e o m e t r í a y Astrono­
mía., que con l a Mús ica , formaban el Cmdrivium 
en las Escuelas Monacales.. . , debido principal^ 
rfteri+P a Va nprpdrlqd de r a l r u l a r l a fecha de l a 
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Pascua de R e s u r r e c i ó n . A d e m á s , l a costumbre y 
deseo de ergotizar, l l evaba a t ra ta r problemas ar­
tificiosos como del que es t ipo el d e / í k he re nc ia de-
j ada a una v i u d a con l a c o n d i c i ó n de hacer u n 
reparto entre és t a y el hijo 'poKupno sisara v a r ó n , 
y otro reparto distinto siendo hembra, resultando 
dos gemelos, uno de cada sexo; ¿cómo d e b í a 
repartirse l a herencia? 

O t r a o r g a n i z a c i ó n de l a e n s e ñ a n z a de l a Mate­
m á t i c a durante l a E d a d Media, fué l a l l evada a 
cabo por l a L i g a H a n s e á t i c a de Ciudades L i b r e s 
alemanas, eminentemente mercan t i l , y que a fin 
de asegurar l a exis tencia de los conocimientos 
indispensables en l a s pr incipales plazas comer­
ciales, i n s t i t u y ó en ellas los Rechenmeister o Maes­
tros de cá l cu lo , cuya exis tencia se p r o l o n g ó hasta 
é p o c a relat ivamente reciente, y c u y a influencia se 
manifiesta en l a impor tancia concedida a l a A r i t ­
m é t i c a mercant i l y es causa de que en nuestros 
l ibros aparezcan t o d a v í a cuestiones como l a R e g l a 
de c o m p a ñ í a , los arbitrajes, o l a de conjunta, 
m u y importantes pa ra un Rechenmeister, pero sin 
i n t e r é s para nuestros escolares. 

63. H a s t a e l siglo X V I , se e n s e ñ a b a a contar 
con objetos, p a s á n d o s e poco a poco a utiliza.r l a s 
cifras, para cuyo uso se daban gran n ú m e r o de re­
glas, muchas de ellas en verso para mejor asidero 
de l a memoria. E l impulso dado por l a Reforma a 
l a e n s e ñ a n z a , hizo que fuese i neo • p o r á n d o s e l a 
de l a s M a t e m á t i c a s , pero con gran le n t i tud. En l a 
I n s t i t u c i ó n de F r a n k e en Ha l l e a principios del 
X V I I I , se considera esencia), aprender pr imera-
mente fileer y escribir, -y Ui enseñanza del cálcu­
lo ge hacía mediante lectura de l a s reglas he* 
Pílft por fJ niño ^yvklado d[ej tnaestro. v bot 
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problemas que cada n i ñ o copiaba de u n mismo 
l ib ro y r e so lv í a por escrito. 

Casi a fines del mismo siglo, en el F i l an t rop ium 
de Dessau, se a p r e n d í a , p r imero a leer y escribir 
n ú m e r o s hasta los t r i l lones, d e s p u é s largas sumas, 
m á s tarde restas interminables , etc...., como he­
mos podido ve r a ú n en algunas de nuestras es­
cuelas. T r a p p hizo m á s p e d a g ó g i c a l a e n s e ñ a n z a 
hac ia 1777, empleando objetos pa ra contar y blo­
ques para mostrar l a r e l a c i ó n entre l a s unidades 
decimales, y nueve a ñ o s m á s tarde u t i l i zó l a repre­
s e n t a c i ó n gráf ica de los n ú m e r o s p e q u e ñ o s , l a de­
cena y l a centena por puntos como los del d o m i n ó . 

64. E l gran renovador de l a e n s e ñ a n z a fué 
t a m b i é n en nuestros estudios Pestalozzi , que ap l i ­
có su sistema de l a e n s e ñ a n z a elemental y de l a 
in tu ic ión . U t i l i z aba l a t a b l a de unidades, gran 
cuadro dividido en 100 cuadraditos, en los cuales 
estaban representados por puntos o r ay i t a s los, 
diez primeros n ú m e r o s repetidos diez veces cada 
uno. L a t a b l a de quebrados, presentaba a n á l o g a ­
mente las diez pr imeras unidades fraccionarias 
por de scompos i c ión en partes iguales de un cua­
drado. E n s e ñ a b a in tu i t ivamente los n ú m e r o s , les 
daba nombre y efectuaba mentalmente con ellos 
todas las operaciones antes de escribir una sola 
cifra. A n á l o g a m e n t e p r o c e d í a con los quebrados 
obteniendo con ello grandes ca lcul is tas que asom­
braron a l ú l t i m o de los Rechemneisier que a c u d i ó 
a contemplarlos. E s decir, que por su concepto 
de l a i n t u i c i ó n como v i s i ó n in te rna (y a q u í cree­
mos que se pone de manifiesto claramente su dis­
crepancia con e l concepto corriente) , a b a n d o n ó en 
e l c á l c u l o las cifras, como antes se h a b í a abando­
nado el á b a c o . 
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H a c i a 1806, T i l l i c h estudiaba los n ú m e r o s en 
e n s e ñ a n z a gradual de 1 a.10 y de 10 a 100, con­
siderando a és tos como formados por las decenas 
m á s l a s unidades, y a f in de hacer i n t u i t i v a esta 
r e l a c i ó n empleaba una caja con diez ejemplares de 
cada uno de los p a r a l e l e p í p e d o s r e c t á n g u l o s de 
base cuadrada de una pulgada de lado y de 1,2 ... 
hasra 10 pulgadas de a l tura . L a s operaciones 
se estudiaban en cada grado. Nos encontramos y a , 
como puede notarse, en los umbrales de l a ense­
ñ a n z a c o n t e m p o r á n e a . 

9 . — A p l i c a c i ó n del M é t o d o H i s t ó r i c o a l a 
e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a 

65. Su í i m d a m e n t o . — E s o p i n i ó n c o m ú n entre 
ps icólogos , filósofos y educadores que l a evo luc ión 
p s í q u i c a del individuo, es una r e p r o d u c c i ó n abre­
v i a d a de l a evo luc ión de l a raza, mejor d i r í a m o s de 
l a cu l tu ra , en e l sentido de Spengler. E n par t icular 
esto h a sido admitido para l a e v o l u c i ó n del cono­
cimiento por filósofos como Compte y educadores 
como Pestalozzi y Froebel . Indudablemente, e l 
orden y l a forma en que l a H u m a n i d a d ha ido 
elaborando una ciencia por a d e c u a c i ó n entre las 
facultades p s í q u i c a s del hombre y las caracte­
r í s t i c a s de l a ciencia en cues t ión , son, a ú n in f lu i ­
das por las circunstancias, una i n d i c a c i ó n va l i o ­
s í s i m a acerca del orden y l a forma en que e l 
hombre ind iv idua l puede adquir i r ese mismo co­
nocimiento. Claro es, , que ello no es un cr i ter io 
absoluto, y que a d e m á s es evidentemente preciso 
abreviar las etapas de l a i n s t rucc ión . Y en apoyo 
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de l a p r imera parte, ci taremos e l error p e d a g ó ­
gico del propio Pestalozzi , haciendo operar a 
sus alumnos s in conocer l a s cifras, p r imord ia l -
mente por l a r a z ó n de que as í h a b í a n procedido 
los hombres en un pr inc ip io , m é t o d o que fué 
calificado por uno de sus vis i tantes , como lo 
m á s monstruoso, curioso y b izar ro que h a y a 
aparecido en l a e n s e ñ a n z a . 

E l m é t o d o h i s tó r i co , tiene, pues, un va lo r re la­
t ivo que necesita del a v a l del m é t o d o ps ico lógico 
y de l a c o m p r o b a c i ó n p r á c t i c a . 

66. Aplicaciones.—Si examinamos los hechos 
h i s t ó r i c o s expuestos en e l apartado anterior y 
los aplicamos a l orden y forma de l a e n s e ñ a n z a , 
nos encontraremos con una gran cant idad de re­
glas ú t i l e s para , l a e n s e ñ a n z a que expondremos 
brevemente, pa ra faci l i tar l a t a rea del lector. 

L a n u m e r a c i ó n d e b e r á aprenderse contando ob­
jetos, y en su parte s i s t e m á t i c a , por medio de los 
á b a c o s (no e l romano que introduce l a complica­
c ión de los cincos), siguiendo l a marcha indicada 
y d e b e r á n realizarse las , operaciones con j i ú m e -
ros p e q u e ñ o s usuales ( recuérdese l a época en que 
fué inventada l a pa labra mil lón) . 

L o s n ú m e r o s fraccionarios sencillos, pueden 
darse desde los primeros tiempos de l a e n s e ñ a n z a , 
prefiriendo los de numerador uno, y obteniendo las 
sumas de fracciones sencillas (papiro de Alunes) . 

A n á l o g a m e n t e a como los romanos empichan 
en e l c á l c u l o sus doceavos, por ser l a e x p r e s i ó n de 
los divisores de su moneda, puede introducirse 
desde el pr incipio el uso de los céntimos' aun antes 
ele hablar de los números decimales de uh modo 
sistemático, E n cambio, los n ú m e r o s irracionales 
v negativos, deben aplñí'arse basta que el alurnno 
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es t é en condiciones de utilizarlos, y aun los p r i ­
meros sólo como susceptibles de a p r o x i m a c i ó n 
indefinida, s in concepto preciso, difícil de ad­
qui r i r . 

L a s operaciones d e b e r á n realizarse primeramente 
con los á b a c o s , aun cuando só lo fuese las de su­
mar y para adquir i r una idea i n t u i t i v a de l a sig­
ni f icación del va lo r re la t ivo . 

E l c á l c u l o mental , s in l a e x a g e r a c i ó n pestaloz-
ziana, debe ser impulsado, como lo fué en los p r i ­
meros tiempos de l a s escuelas monacales, y has ta 
l a genera l i zac ión de las cifras á r a b e s d e s p u é s 
del 1500. 

A l sistema m é t r i c o decimal, d e b e r í a preceder 
una época, en que se empleen unidades naturales 
como l ian hecho todos los pueblos desde los asi­
rlos, hasta los medievales. Así l o hace moderna­
mente D e c r o l y en e l pr imer grado de su e n s e ñ a n z a . 

L a G e o m e t r í a d e b e r á enseña r se í n t i m a U e n t e un i ­
da a l a A r i t m é t i c a , como lo estuvo en su génesis , y 
orientada principalmente a l a Agr imensura . E l 
mismo ejemplo de los errores cometidos por egip­
cios y romanos, s i rve pa ra demostrar l a necesi­
dad de l a c o m p r o b a c i ó n primero, y demostra­
c ión d e s p u é s de las f ó r m u l a s que se emplean. 
L a r e l a c i ó n de l a G e o m e t r í a del Espac io con l a 
Geograf ía , nos l l e v a r á a dar impor tanc ia a l a Geo­
m e t r í a de l a esfera. 

D e l Algebra pudiera enseña r se l a r e s o l u c i ó n de 
ecuaciones resultantes de problemas concretos, 
s e g ú n l a o b s e r v a c i ó n hecha en el apartado ante­
r ior , y en cuanto a los problemas en general, e l 
Garácter de los expuestos de Alcuino, r epe t i c ión 
de indios, egipcios y griegos, nos muestra e l carác* 
t í r c|e entretenimiento V de apelfición a l ingenio 
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que d e b e r á n tener los problemas que se propongan 
en las escuelas. 

E n cambio, d e b e r á n desaparecer del programa 
escolar, aquel las cuestiones que en l a marcha 
h i s t ó r i c a t ienen solamente un va lo r c ircunstan­
c i a l como e l estudio detenido de los quebrados, 
debido a l a a rb i t r a r i a d i v i s i ó n de las unidades 
de los sistemas m é t r i c o s antiguos, con sus secue­
las del m á x i m o c o m ú n div isor y m í n i m o c o m ú n 
m ú l t i p l o que se necesitaban pa ra simplif icarlos 
y reducirlos a un c o m ú n denominador; as í como 
t a m b i é n es merecedora de un examen expurgatorio 
l a l l amada A r i t m é t i c a Mercant i l , herencia de los 
Rechenmeister; y de desear l a d e s a p a r i c i ó n abso­
l u t a de l a regla de fa lsa pos ic ión , sólo sustentable 
ante e l desconocimiento de las ' ecuaciones. 

L a s leyes que hemos indicado resumiendo l a 
e v o l u c i ó n de l a M a t e m á t i c a , su a b s t r a c c i ó n pro­
gresiva y e l aumento de su v igor lóg ico nos ind i ­
can l a s c a r a c t e r í s t i c a s del m é t o d o en l a e n s e ñ a n z a , 
pero hemos de hacer notar, que así x o m o estas 
cualidades se manifiestan e n l a M a t e m á t i c a cuan­
do los m a t e m á t i c o s sienten e s p o n t á n e a m e n t e lo 
defectuoso de l a a b s t r a c c i ó n y vigor lóg ico ante­
riores, t a m b i é n en l a e n s e ñ a n z a se p a s a r á a defi­
niciones y demostraciones m á s abstractas y lóg icas 
solamente cuando l a mente del alumno es t é capa­
c i tada para sentir su necesidad, s in lo cua l se dis­
g u s t a r í a de l a M a t e m á t i c a , por parecerle, como 
dice P o i n c a r é , un s imple juego de sofistas. 

F ina lmente , l a tendencia de l a M a t e m á t i c a a 
traducirse en a p l i c a c i ó n a l a v i d a ordinaria , ^a 
l a s Ar tes y las Ciencias, jus t i f ica h i s t ó r i c a m e n t e 
una vez m á s qile en l a escuela se haga ampl ia ­
mente esta a p l i c a c i ó n . 
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N O T A S A L C A P I T U L O I V 

i . — Los fundamentos. 

Legendre, notable m a t e m á t i c o francés, t r a t ó de 
modificar l a t radicional G e o m e t r í a de Euclides. 
He a q u í los fundamentos lógicos de uno y otro 
autor: 

Postulados de Euclides. 

a -A- m = h -\- n 
v m = n I 

3.0 S i a = b 

7.0 S i a 

8.° Dos figuras son iguales s i superpuestas 
coinciden. 

9.0 E l todo es mayor que l a parte. 
10.0 Dos rectas no cierran espacio. 
11.0 Todos los ángu los rectos son iguales. 
12.0 S i dos rectas forman con una tercera ángu-
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los interiores c u y a suma es menor de dos rectas, 
las rectas se encuentran hacia el lado en que esta 
suma es menor. 

Axiomas de Legendre. 

i.o S i a = & J 
> a — c 

y h ==• 0 ) 
2.0 E l todo es mayor que l a parte. 
3.0 E l todo es igual a l a suma de las partes. 
4.0 Dos puntos determinan l a posición de 

una recta . 
5.0 Dos figuras son iguales s i superpuestas 

coinciden. 

2. —• Los conceptos primarios. 

Hemos dicho, que los conceptos primarios en 
G e o m e t r í a son indefinibles: de a q u í el variado 
n ú m e r o de definiciones que se han dado de ellos. 
Como ejemplo, citamos a c o n t i n u a c i ó n algunas 
definiciones de l a l í nea recta, que l a earacterizan: 

•La l ínea cuyos extremos ocultan los puntos 
intermedios. 

PLATÓN. 
L a l í nea que e s t á igualmente colocada con rela­

c ión a los puntos que l a forman. 
EUCLIDES. 

U n a l ínea ta l , que inmovil izando dos de sus pun­
tos todos los d e m á s quedan inmóv i l e s 

LEIBNITZ. 

E l camino más corto entre dos puntos. 
LEGENDRE (1794). 

Una l ínea determinada por dos puntos. 
DUHAMEL. 
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L a que en una r o t a c i ó n no engendra superficie 
n i volumen. 

L a que puede coincidir consigo misma en una 
t r a s l a c i ó n . 

L a l í nea de una figura que puede permanecer 
inalterable cuando todas las d e m á s se mueven. 

N ó t e n s e las aplicaciones de cada uno de estos 
caracteres al jalonamiento, l a c o m p r o b a c i ó n de l a 
regla, los ejes de las máqu inas , las var i l las de los 
émbolos , etc. 

3. - Definiciones de rectas paralelas. 

Las que situadas en un mismo plano no se en­
cuentran por m á s que se prolonguen. 

EUCLIDES (300 a. de J . C.) 

L a s que equidistan en toda su e x t e n s i ó n . 
ALBERTO DURERO (1525). 

L a s que forman el mismo á n g u l o con una tercera. 
VARIGNON et BESOUT (1750). 

L a s perpendiculares a una tercera. 
LACROIX (1805). 

L a s que t ienen l a misma di rección. 
L a s que t ienen c o m ú n el punto del infini to. 

DESARGUES (1639). 

L a recta m á s larga que puede trazarse desde un 
punto a una recta. 

STONE. 
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4. — Formas diversas del postulado de Éuctidés, 

Dado un t r i á n g u l o cualquiera puede siempre 
construirse otro semejante a él t a n grande como 
se quiera. 

WALLIS (1663). 

E x i s t e el r e c t á n g u l o . 
CLAIRAIÍT (1750). 

Por tres puntos dados no en l ínea recta pasa 
siempre una circunferencia. 

BOLYAI (1800). 

L a suma de los tres ángu los de un t r i á n g u l o 
vale dos ángu los rectos. 

LEGENDRE (1794). 
Por un punto del interior de un ángu lo se puede 

trazar una recta que corte a los dos lados. 
LOKENZ (1791). 

Dos rectas que se cortan no pueden ser parale­
las a una tercera. 

PLAYFAIR 

5. —• Geometrías no euclideas. 

L a G e o m e t r í a de Eucl ides tiene como fundamento 
el conocido postulado, que n i es evidente, n i ha podi­
do n i puede demostrarse a base de las proposicio­
nes anteriores a él, y a que negándo le se construye 
una G e o m e t r í a perfectamente lógica s in contra­
dicc ión con dichas proposiciones previas. 

En t r e las var ias G e o m e t r í a s que l a negac ión de 
éste , u otros postulados (el de Arqu ímedes , por 
ejemplo,) determinan, son las más importantes las 
de Lobatchewski y R iemann . 
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Lobtchewski parte de l a definición de rectas 
para elas Sea una recta (fig. 2x) y un punto fuera 
de ella. S i por este punto trazamos una perpen-
dicu ar MO y suponemos ahora que el punto o se 
desplace indefinidamente hacia l a derecha l a se­
cante asi determinada tiene un límite que es l a 
paralela t razada por M a l a recta. Claro es que 
por l a izquierda pueda hallarse otra pos ic ión l í m i t e 
d is t in ta de l a anterior, y t e n d r í a m o s dos paralelas 
a una misma recta por un mismo punto. E n el inte­
rior del á n g u l o formado por ellas q u e d a r í a n inc lu i ­
das infini tas rectas;|no secantes, es decir qué no 

F i g . 21. 

serian paralelas ni c o r t a r í a n a l a r ec ta dada 
T i r & T m 0 S ^ f l a recta " m i t e es perpendicular, 
L V i'-/103 5;allamos de nuevo en l a G e o m e t r í a 
f o r r ^ i • consecuencia de esta nueva 
forma del paralelismo de dos rectas, resul ta que LlUm*l 5 angulos de nn t r i á n g u l o es inferior a 
aos rectos, y su área proporcional a esta diferencia 

;Hacia mediados del siglo pasado, el a l e m á n 
K iemann publico los fundamentos de una nueva 
G e o m e t r í a en l a que cons idera ,e l espacio como 
K f c r S q.Ue f1 Plan0 es COmo una superficie 
esférica, siendo l a rec ta equivalente al arco de 
circulo m á x i m o , y por tanto, dos puntos no deter-
m m a n l a pos ic ión de una recta, y en particular 
por dos puntos pueden pasar infini tas rectas- dos 
^.0T T encuentran siempre, y por tanto, no 
puede trazársele ninguna paralela por un punto 

Metodología. 
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exterior; y l a suma de los á n g u l o s de un t r i á n g u l o 
es mayor de dos rectos. 

Tanto una G e o m e t r í a como otra, determinan 
u n espacio distinto del euclidiano, que d e s e m p e ñ a 
un papel i m p o r t a n t í s i m o en l a moderna t e o r í a 
de l a re la t iv idad . 

E l espacio euc l ídeo ser ía el que se presenta a 
nuestros sentidos en p e q u e ñ a s distancias, pero no 
en las grandes, ..y por esO, l a d e t e r m i n a c i ó n de l a 
suma de los ángu los de t r i á n g u l o s a s t ronómicos 
pudiera decidir experimental mente del valor real 
de las tres G e o m e t r í a s indicadas, no del lógico, en 
el cual cada una de las tres parece igualmente 
cierta. 

6. — L a Geometría moderna 

( D i e Geometrie, de Thieme.) 

POSTULADOS DE LA RECTA—i.0 Dos puntos A 
y B determinan un conjunto de infinitos puntos, 
al cual pertenecen A y B y forman el segmento A B . 

2.0 t l n segmento A B determina dos series de 
puntos que son sus prolongaciones. N 

3.0 S i C es un punto de A B , l a p ro longac ión 
de C B más a l lá de B coincide con l a de A B m á s 
a l lá de B , y l a p r o l o n g a c i ó n de A C más al lá de C 
coincide con C B y con l a p r o l o n g a c i ó n de A B m á s 
a l lá de D . 

4.0 No existe n i n g ú n punto c o m ú n a las dos 
prolongaciones (Geome t r í a no e l íp t ica) . 

Def in i c ión .—Bec ta es el conjunto formado por 
un segmento y sus prolongaciones. 

7. - - Geometría ax iomát ica . 

(Grundlagen der Geometrie, de Hilber t . ) 

CONCEPTOS FUNDAMENTALES. — E x i s t e n e/zíes l l a ­
mados: puntos, que se representan por A, B , C. 
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rectas, a, h, c, y planos, a, p, y, y conceptos: 
esta, entre, paralelo, congruente, continuo. 

POSTULADOS. — I . £)e conexión. — i . Dos pun­
tos distintos determinan una l ínea recta: A B = a-
B A = a. 

2. Dos puntos cualesquiera de u n a l í n e a r e c t a l a 
determinan ¡ I B C = a 

3. Tres puntos no colineales determinan un 
plano. A, B , C = a. ' 

4. Tres puntos no colineales de un plano lo 
determinan. 

5. S i dos puntos A y B de una recta a e s t á n en a, 
todo punto de a e s t á en a. 

6. S i dos planos a y p t ienen un punto c o m ú n A , 
t ienen por lo menos otro punto c o m ú n B . 

7. E n toda recta hay por lo menos dos puntos, 
en todo plano tres no colineales y en el espacio 
cuatro no coplanarios. 
^ , 1 1 . De ordenación. — 1. S i A, B , C son tres 
puntos colineales y B e s t á entre A y C, B e s t á 
t a m b i é n entre C y A . 

2. S i A y C son dos puntos colineales, hay por 
lo menos un punto B entre ellos, y a l menos un 
punto D t a l que G e s t á entre A y D. 

3. De tres puntos colineales hay una solo que 
e s t á situado entre los otros dos. 

i4- Cuatro puntos colineales A , B , C, D pueden 
ordenarse de modo que B quede entre A y C y 
t a m b i é n entre A y D, y que C quede entre A y D 
y t a m b i é n entre B y 1). 

5. S i A , B , C son tres puntos no colineales y 
a es una recta del plano A B C que no contenga a n in­
guno de ellos, si l a rec ta a pasa por un punto del 
segmento A B ; debe pasar t a m b i é n por un punto 
del segmento B C o del A C . 

I I I . De paralelismo.—Por un punto A no s i ­
tuado en una recta a pasa una sola rec ta parale­
l a a, a. 

I V . De congruencia. — i.0 S i A y B son dos 
puntos de a y A ' es un punto de l a misma o de 
otra recta a', es posible encontrar en a' a un lado 
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dado de A ' un punto ún ico B ' t a l que el segmen­
to A B (o B A ) es congruente con A B ' . 

2.0 S i A B es congruente con A ' B ' y con A " B " , 
estos segmentos son congruentes entre sí. 

3.0 S i A B y B C son dos segmentos de a s i n 
puntos comunes, y A ' B ' y B ' C son dos segmentos 
aná logos de a', s i A B es congruente con A ' B ' 
y B C con B ' C , A C se rá congruente con A ' C . 

4-° Y 5-° Los mismos anteriores para los ángu los 
6.° S i para dos t r i á n g u l o s A B C y A B ' C se' 

verif ica A B = A ' B ' , A C = A C y < B A C = 
= < B ' A ' C , se ver i f ica rá t a m b i é n < C B A = 
= < C B ' A ' , < A C B = A ' C B ' . 

V . De continuidad. — S i k.^ es un punto de a 
entre A y B y se t oman Aa, A3 de modo que k.x 
es t é entre A y B , A2 entre A ^ y Bg y los segmen­
tos A i , A2 A3 ... son iguales, h a b r á un punto Aw 
t a l que B e s t a r á entre A y AM (Arqu ímedes ) . 

8. — E l teorema de P i t ágo ras . 

1. Los números pitagóricos. — Este conocido y 
u t i l i zad í s imo teorema es uno de los más t í p i c o s 
ejemplos del desarrollo alcanzado por una idea 
a partir de un hecho puramente empí r ico , mos­
trando cómo l a ciencia surge del arte y cómo se 
desenvuelve indefinidamente. 

Expues ta en l a ojeada h i s tó r i ca l a in ic iac ión de 
esta idea en l a mente del sabio griego por l a consi­
de rac ión de l a famosa cuerda de nudos (600 años 
antes de J . C.) y su i n t e r p r e t a c i ó n , notaremos l a 
sencillez con que se demuestra l a r e l ac ión 
a2 ~ b2 -\- c2 para los n ú m e r o s 5, 4 y 3, constru­
yendo los cuadrados correspondientes y d iv id i én ­
dolos por los puntos de d iv i s ión de los lados en 
cuadraditos que son en n ú m e r o de 25 para l a 
hipotenusa, 16 para el lado & y 9 para el lado c. 
Demos t r ac ión , m á s bien c o m p r o b a c i ó n , de c a r á c ­
ter particular y concreto, por versar sobre n ú m e r o s 
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o dimensiones particulares y por uti l izar las áreas , 
e x p r e s i ó n concreta del cuadrado. 

Las fórmulas dadas por P i t á g o r a s para obtener 
n ú m e r o s enteros que satisfagan su re l ac ión y que 
han sido citadas en el texto, dan para los valores 
n ú m e r o s de 2, 3, los comprendidos en 
el siguiente cuadro, que se suelen l lamar n ú m e r o s 
p i t agór icos y que se corresponden verticalmente 
para formar los lados de un t r i á n g u l o r e c t á n g u l o : 

n = 1 2 3 4 5 6 .7 8 ... 
c = 3 5_ 7 9 11 13 15 i ? ••• 8 20 12 28 
b = 4 12 24 40 60 84 112 144 ... 15 21 35 45 
a = 5 13 25 41 61 85 113 145 ... 17 29 37 53 

Los n ú m e r o s a ñ a d i d o s s in referencia a n son 
t a m b i é n n ú m e r o s p i t agór icos como es fácil com­
probar, y estos n ú m e r o s multiplicados por un nú­
mero entero siguen dando n ú m e r o s p i t agór icos . 

L a t ab la anterior permite resolver el siguiente 
curioso problema propuesto por el chino K r u c 
Tshan (2600 años a. de J . C.) . 

E n el centro de un estanque cuadrado de 10 pies 
de lado crece una caña de bambú que emerge una 
longitud de 1 pie sobre el agua, y que inclinada 
hasta tocar el punto medio de un lado, llega iusta-
mente a él. ; Cuá l es l a profundidad del estanque? 

E n l a posic ión inclinada forma l a c a ñ a l a hipo­
tenusa de un t r i á n g u l o r e c t á n g u l o , uno de cuyos 
catetos mide 5 pies, siendo el otro l a a l tura bus­
cada; pero l a diferencia entre l a hipotenusa y el 
cateto es de r pie, correspondiendo a l a segunda 
columna de l a tab la donde se encuentra 12 pies 
para profundidad del estanque y 13 para longitud 
de l a caña . 

2. L a demostración.—El mismo P i t á g o r a s parece 
que d e m o s t r ó su teorema para el t r i á n g u l o isósce-
les con l a figura 22, que no necesita expl icac ión . 
Euclides, 300 años después , d ió su d e m o s t r a c i ó n 
general, para cualquier t r i á n g u l o r ec t ángu lo , pero 
t o d a v í a de ca rác t e r concreto por referirse a áreas . 
Casi catorce siglos después , Bashka ra dió una de­
m o s t r a c i ó n independiente de las á reas fundándose 
en l a semejanza de t r i á n g u l o s ; modernamente, y 



- 134 -

fundándose en l a t e o r í a de las antiparalelas, se ha 
dado otra demos t r ac ión , que puede verse; como l a 
de Euclides, en nuestro Nuevo Tratado de Geo­
met r í a . Además , gran n ú m e r o de ingenios se han 
esforzado en demostrar este famoso teorema de 
un modo original, bastando para evidenciarlo ci tar 
los nombres de Terquam, Sonndorfer, L a Campa 
(español) , Yoshinosi ( japonés, 1634), Volkow (ruso, 
1867) y l a de Leer, que nosotros hemos realizado 
en madera, haciendo i n t u i t i v a m e c á n i c a m e n t e l a 
superpos ic ión de superficies. Pa ra construirla (figu­
r a 23) t ó m e s e el centro del cuadrado construido 

Fíg . 22 

sobre el cateto mayor, y t r á c e n s e por él una per­
pendicular y una paralela a l a hipotenusa. T ó m e n ­
se los puntos medios de los lados del cuadrado 
construido sobre l a hipotenusa y t r á c e n s e paralelas 
a los catetos como muestra l a figura. 

Ampl iac ión . — Siguiendo l a tendencia a l a gene­
ra l i zac ión propia de l a Ciencia, se ha ampliado el 
teorema en dos direcciones. L a primera, ap l i cán­
dolo a un t r i á n g u l o cualquiera obtiene los teoremas 
referentes al cuadrado del á n g u l o opuesto a un 
á n g u l o agudo u obtuso, que figuran en casi todas 
las G e o m e t r í a s . L a segunda sust i tuye los cuadra­
dos por paralelogramos en el l l á m a d o teorema de 
Pappus (600 d. de J . C ) , que dice: S i sobre dos 
lados de un t r iángulo se construyen sendos parale­
logramos, se une el vértice común con el punto de 
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intersección de las prolongaciones de los lados exte­
riores de los paralelo gramos, y sobre el tercer lado se 
construye el paralelogramo cuyos lados sean parale­
los e iguales a l segmento anterior; este paralelo-
gramo equivale a la suma de los otros dos. 

3. Aplicaciones.—^ Const i tuye un buen ejerci­
cio para los alumnos l a d e t e r m i n a c i ó n de aquellos 

F i g . 23. 

problemas o teoremas en que se u t i l i za este impor­
t a n t í s i m o teorema. 

9. — Los números de Heron. 

Es te sabio, que v iv ió en A l e j a n d r í a un siglo 
antes de l a E r a Cristiana, es l lamado el padre de l a 
Agrimensura, y dió entre otras fó rmulas notables. 
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l a que proporciona el á rea de un t r i á n g u l o c o n o c í 
dos sus lados, que p r o p a g ó siete siglos más tarde 
otro Heron, de Constantinopla, f ó rmu la t a l vez 
penosa, pero cuyos datos se obtienen f ác i lmen te 
en el terreno s in m á s aparato qué l a c inta m é t r i c a 
o l a cadena de agrimensor. 

S i l lamamos a. h, c a los lados de un t r i á n g u l o , 
p a su, s e m i p e r í m e t r o y S a su área, l a fó rmula en 
cues t i ón da 

S = v/p (p — a) {p — b) {p —'c) 

Ahora, a n á l o g a m e n t e a lo indicado para los nú­
meros p i t agór icos , se plantea el problema. ¿Qué 
valor en n ú m e r o s enteros deben tener los lados de 
un t r i á n g u l o para que su á rea sea t a m b i é n u n 
n ú m e r o entero.-' 

Pa ra resolver esta cues t ión , b a s t a r á notar que 
si l a a l tu ra del t r i á n g u l o v iéne expresada en ente­
ros, y el la (o l a base) es par, el á rea se rá un n ú m e r o 
entero, bastando, por tanto, juntar por un cateto 
igual dos t r i á n g u l o s r ec t ángu los , obteniendo los 
n ú m e r o s 

a = 6 8 40 25 14 
b = 5 5 13 13 13 
7C = 5 5 37 37 15 

4 3 12 12 12 

que p u d i é r a m o s l lamar beronianos, ú t i l í s imos para 
obtener no solamente á reas en n ú m e r o s enteros, 
sino resultados del mismo género en l a determina­
ción de sus elementos, tales como alturas y pro­
yecciones. 

E J E R C I C I O S 

20 Señalar en los postulados de Euclides y en 
los axiomas de Legendre cuáles son axiomas, cuá ­
les postulados y cuáles verdaderos teoremas. 

21 E l que sea a > /; quiere decir que a = h + 
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+ d, siendo de una cantidad posit iva cualquiera. 
Demostrar, s egún esto, el postulado 4.0 de Euclides. 

22 Obtener l a gráf ica de l a r e l ac ión entre grados 
cent igra dosjFahrenheit y u t i l izar la para l a conver­
s ión de temperaturas. 

23 Idem entre el volumen y l a p res ión de un 
gas, suponiendo que una p r e s i ó n de 8 kg. corres­
ponde a un volumen de 90 c. 

24 Demostrar in tui t ivamente que l a media ari t ­
mé t i ca de dos cantidades es mayor que l a media 
geomé t r i ca . 

25 Demostrar por el m é t o d o de l a inducc ión 
completa que l a suma de los n primeros n ú m e r o s 
pares es igual a n (n + 1). 

26 Idem, que l a suma de los n primeros nú-
n (n + 1) 

meros enteros es 
2 

27 Idem, que (1 + a)« > 1 - f na. 
28 Idem, que el n ú m e r o de vér t ices de una l í ­

nea abierta de n lados es n + 1 
29 Ide m, que en una l ínea cerrada es n. 
30 Idem, que l a suma de los ángu los de un 

pol ígono de n lados vale {2n — 4) R . 
31 Idem, que l a suma de los cuadrados de los n 

n { n 1) {2n + 1) 
primeros n ú m e r o s es 

6 
32 Demostrar por r e d u c c i ó n al absurdo que 

es un n ú m e r o inconmensurable (esto es, que no 
puede ser entero n i fraccionario). 

33 Obtener dos ejemplos de A r i t m é t i c a y tres 
de G e o m e t r í a elementales en que se utilice l a re­
ducc ión al absurdo. 

34 Escr ib i r en caracteres asirlos 34, 22, 200. 
35 Hal la r l a equivalencia en el sistema mét r i co 

decimal de las unidades asirlas de longitud. 
36 Idem, de las de peso entre sí. 
37 Obtener 1 6 4 x 8 y 1 6 4 X 1 5 con el pro­

cedimiento egipcio. 
38 Esc r ib i r con caracteres griegos 35, 44, 78 

845, V* 4/5. 3> / , 
39 Hal lar un l í m i t e de error para l a fó rmula 

egipcia del á rea del t r i á n g u l o isósceles, 
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40 Comprobar, c o m p a r á n d o l a s con l a verdadera, 
las fó rmulas romanas del á r ea del t r i á n g u l o equi-' 
l á t e r o . 

41 Hallar para q u é c u a d r i l á t e r o s es exacta l a íor-
a + c b d 

m u í a egipcia del á r ea X , y determinar 
2 2 

el error en a l g ú n ejemplo para los que no lo es. 
42 Demostrar l a exac t i tud de l a cuadratura 

del c í rcu lo de Leonardo de V i n c i . 
43 Dibujar una elipse por el procedimiento de 

Alberto Durero y obtener sus focos, comprobando 
el t razado. 



C A P I T U L O V 

L A P S I C O L O G I A D E L NIÑO Y L A ENSEÑANZA 
D E L A M A T E M A T I C A 

E l rigor lógico no es el 
punto de partida de la evolu­
ción mental, sino su té rmino . 

D E W E Y , 

1,—Las ac t i v idades p s i c o l ó g i c a s d e l n i ñ o en r e ­
l a c i ó n c o n e l es tudio de l a M a t e m á t i c a 

65. H a s t a ahora, hemos estudiado pr inc ipa l ­
mente l a mater ia a enseña r , obteniendo por ello 
q u é cosas d e b e r í a m o s e n s e ñ a r a l n iño ; ahora em­
prendemos brevemente e l estudio de c ó m o es 
e l n i ñ o para deducir c ó m o y c u á n d o hemos de 
ut i l izar y desenvolver sus cualidades para conse­
guir adecuadamente l a i n s t r u c c i ó n m a t e m á t i c a 
y l a e d u c a c i ó n intelectual que nos proponemos en 
nuestra e n s e ñ a n z a . 

Podemos observar que e l n i ñ o posee todas las 
act ividades ps ico lóg icas del hombre, aunque en 
menor grado de conscicncia y operando de manera 
concreta y sensible sobre un á r e a menor. 

66. l a a t e n c i ó n voluntaria. Apenas si existe en 
un principio, de sa r ro l l ándose m á s tarde y estando 
dominada por el i n t e r é s como l a invo lun ta r ia . Cuan 
do és te no es m u y intenso son ambas clases de 
a t e n c i ó n poco intensas, escasamente sostenidas 5̂  
grandemente ^m/mcas 'p redominando l a a t e n c i ó n 
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sensorial externa sobre l a in terna o reflexión. 
Todo ello es harto lamentable para el cu l t ivo de l a 
M a t e m á t i c a que exige precisamente todo lo con­
trar io , de a q u í l a necesidad de recurr i r a l i n t e r é s 
indirecto, hacer breves y var iadas las lecciones y 
ut i l izar por todos los medios l a intuición sensorial 
y l a acción, ú n i c a s capaces de fijar y retener l a 
a t e n c i ó n infant i l . 

L a percepción, incluso l a sensorial, es dificiente, 
tanto, que l a suges t i ón l a enmascara con fac i l i ­
dad y las relaciones cuant i ta t ivas de l a e x t e n s i ó n 
y l a pos ic ión r e l a t i va se perciben mal , aun cuando 
ocurra todo lo contrario en l a pe r cepc ión simple. 
Wolfe, sostuvo que los n i ñ o s aprecian longitudes 
cortas y á r e a s de c í r cu los mejor que los univers i ­
tarios. Pero esta p e r c e p c i ó n es parc ia l , no sin­
t é t i c a , cuando el cu l t ivo de l a G e o m e t r í a necesita 
todo lo contrario; de aqi i í l a p rec i s ión de recurr i r 
a l a medida, a l dibujo exacto, l a c o m p r o b a c i ó n 
de relaciones y l a supe rpos i c ión lo m á s inmediata 
posible. E n el caso de l a suma de los á n g u l o s de 
un t r i á n g u l o , por ejemplo, l a d e m o s t r a c i ó n ordi­
nar ia casi no dice nada a los n iños , aun cuando 
comprendan cada uno de sus eslabones; l a com­
p r o b a c i ó n n u m é r i c a dice m á s , y m á s a ú n de l a su­
pe rpos i c ión de los tres á n g u l o s (en el punto de l a 
base s i m é t r i c o del vé r t i c e con re lac ión a l a l í nea 
media) sobre todo, si se dibujan en este punto los 
dos á n g u l o s rectos. 

67. L a c o m p r e n s i ó n ve rba l .—Es t a m b i é n defi­
ciente teniendo el n i ñ o el h á b i t o de interpretar a su 
gusto las palabras cuyo significado conoce a me­
dias, o cree conocer, y e l de prescindir de las 
que no conoce, sin darse, por tanto, c l a ra cuenta 
del significado to ta l de l a frase que interpreta 
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muchas veces e r r ó n e a m e n t e con l a mayor t ran­
qui l idad. 

E s t o es un grave inconveniente para l a Mate­
m á t i c a que descansa precisamente en l a preci­
s ión de los conceptos, y por esto es preciso consi­
derar este estudio como una enseñanza de lenguaje, 
ce r c io r ándose el maestro en cada caso de que el 
n i ñ o tiene el concepto claro, i n tu i t ivo o por defi­
n ic ión , de las palabras que emplea, no só lo refe­
rentes a l l éx i co propiamente m a t e m á t i c o , sino 
aqu i l l a s otras que parecen propias só lo del v u l ­
gar, como reunir, repartir, ganancia, precio, etc. 

68. L a memoria.—Contra lo que se supone, es 
inferior en el n i ñ o a l adulto; pero ello claro que 
es debido a l a deficiencia de l a memoria juicio­
sa y a l menor número de enlaces que el n i ñ o 
posee. E n cambio, lo que p u d i é r a m o s l l amar me­
moria muscular y sensible y como consecuencia 
de ello l a verba l es grande en el n iño , porque 
e s t á en l a época de formar los mecanismos psi­
cológicos que tienen por base tanto una como otra. 

L a consecuencia es inmediata : uti l izar ampl ia­
mente estas clases de memoria a f in de formar los 
mecanismos del c á l c u l o que son fundamentales 
en nuestra e n s e ñ a n z a , y fi jar aquellos conocimien­
tos indispensables para l a v i d a que da l a Mate­
m á t i c a ; y cultivar l a memoria ju ic iosa a que tan­
to se presta nuestro estudio por a c o m p a ñ a r el 
pensamiento lógico a las definiciones, propiedades, 
reglas y clasificaciones que h a y a n de aprenderse. 
Teniendo en cuenta que l a memoria m e c á n i c a 
a lcanza su m á x i m o hac ia los diez años , cuando 
e l l a decrece es ocas ión de c u l t i v a r l a ot ra memo­
r i a ju ic iosa o lóg ica . 

69. L a i m a g i n a c i ó n .—N o es e l n i ñ o , contra IQ 
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que suele creerse un ser r ico en i m a g i n a c i ó n , pol­
l a r a z ó n senci l la de que es pobre en elementos 
que combinar y poco apto en establecer las re­
laciones combinatorias; en cambio, sí tiene e l n i ñ o 
una gran v i v e z a de i m á g e n e s y u n placer indu­
dable en ejercitar su f a n t a s í a , cuyas i m á g e n e s 
casi confunde con las percepciones reales. Como 
consecuencia no podremos ut i l izar directamente 
esta ac t iv idad ps i co lóg ica y menos a ú n en l a for­
m a fría y escueta que presenta ordinariamente 
nuestra ciencia. Cabe sí emplear la indirectamente 
y cult ivarla ú t i l m e n t e por e l placer que su eierci-
cio l l e v a consigo: 
f a) E x c i t á n d o l a con a n é c d o t a s y narraciones 
de todo género relacionadas con nuestro estudio. 
E n toda lecc ión debiera darse una de estas a n é c ­
dotas, y e l l ib ro de M a t e m á t i c a debiera tener 
narraciones referentes a e l la . 

h) Presentando las cuestiones de modo q ü e 
hieran l a i m a g i n a c i ó n . Así , por ejemplo, e l proble­
m a de l a d u p l i c a c i ó n del cuadrado puede exp la ­
narse diciendo: 

U n propietario tenía un estanque cuadrado en 
cuyos vértices h a b í a cuatro árboles magníf icos , y 
quer ía duplicar l a extensión del estanque que le resul­
taba pequeño, conservándole l a forma de cuadrado..., 
y respetando los árboles. ¿Cómo se las a r reg la r ía? 

c) Inci tando a l n i ñ o a que emplee su capaci­
dad imag ina t iva en l a i n v e n c i ó n . Claro es, que esto 
se consigue en los problemas y presentando como 
t a l toda cues t ión , pero en todo ello e l n i ñ o v a guia­
do por el maestro. U n ejercicio l ibre puede encon­
trarse, y es mucho m á s grato, en l a i n v e n c i ó n de 
reglas propias pa ra e l c á l c u l o menta l ; en l a inven­
c ión de problemas sobre ciertos datos o gu ías ; 
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en e l dibuio, en cada lecc ión de G e o m e t r í a , de f r i ­
sos, ut i l izando l a f igura estudiada, y finalmente 
en l a confección de proyectos de t ipo m a t e m á t i c o 
en que puede intervenir l a clase colectivamente. 

70. E i razonamiento.—He a q u í o t ra a c t i v i ­
dad d i f í c i lmen te uti l izable para nuestra e n s e ñ a n z a 
que es l a ciencia racional por excelencia. E l n i ñ o 
carece de e s p í r i t u c r í t i co desde el punto de v i s t a 
lóg ico . Todo n i ñ o e s t á como el p r í n c i p e f rancés 
dispuesto a creer l a verdad de una p r o p o s i c i ó n 
m a t e m á t i c a que su Profesor t r a t a de demostrarle: 
parceque vous éter u n honnéte homme. J u z g a bien, 
pero es d i f í c i lmente capaz de seguir una serie de 
tres juicios . L a s mismas demostraciones m a t e m á t i ­
cas de t ipo geomé t r i co indicadas en 17 puede se­
guirlas, comprende cada . uno de sus eslabones, 
pero no percibe el conjunto, e l encadenamiento no 
es pa ra él sino una ayuda m n e m o t é c n i c a . Claro 
es que h a y n i ñ o s especialmente dotados (caso 
extraordinar io es el de Pasca l ) , y que este s o m b r í o 
cuadro ac la ra sus t intas hac ia los ú l t i m o s a ñ o s 
de l a edad escolar. L a repugnancia se conserva, 
s in embargo, hasta m á s tarde por dos clases de 
proposiciones y razonamientos: los contrarios, que 
exigen una v io len ta vue l t a . del razonamiento 
sobre sí mismo (y tienen un desagradable c a r á c ­
ter negativo), y e l método de reducción a l absurdo, 
t an cri t icado por Schopenhauer, que se h a l l a en 
el mismo caso. Y cerca de ellos podemos colocar 
los recíprocos desagradables, porque parecen i n ­
ú t i l e s t ras e l directo. Sólo una cuidadosa i n c u l ­
cac ión de su necesidad, evidenciando que exis ten 
r ec íp rocos no ciertos, puede sa lvar este desagrado. 
L a ©onsecuencia es inmediata: Supr imi r en l a en­
s e ñ a n z a esta ú l t i m a clase de proposiciones y razo-
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namientos, dejar pa r a l o m á s tarde posible, l as 
demostraciones que e x i j a n m á s de dos juicios con­
secutivos, estableciendo antes las propiedades 
correspondientes como postulados de c a r á c t e r pe­
dagóg ico , y unir , en cuanto sea posible, a l razo­
namiento alguna o p e r a c i ó n n u m é r i c a en A r i t m é ­
t ica y de movimiento en G e o m e t r í a , dividiendo en 
cuanto sea posible y escalonando las dificultades. 

Así, por ejemplo, podemos razonar l a regla del 
tercer caso d é l a d i v i s i ó n empezando con un ejem­
plo, como 648 : 2, siguiendo con 658 : 2, m á s ade­
lante 647 : 2, luego 657 : 2 y finalmente pasando 
a un d iv isor de v a r i a s cifras que sea el m á s sen­
ci l lo posible, 11 , conservando de tres cifras el d i ­
videndo. 

Así para 568 : 1 1 diremos l a onceava parte 
de 56 decenas son 5 decenas y sobra i , que con 
las 8 unidades sobrantes son 18. L a onceava 
parte de 18 unidades es 1 unidad. Con lo cual , 
y escribiendo los restos correspondientes, tenemos 
razonada l a difícil regla . 

Téngase siempre en cuenta que según L i n d l e y 
y Bernes l a capacidad para l a c r í t i ca y el razona­
miento no aparece has ta los doce años (en n i ñ o s 
norteamericanos) y que l a escuela puede perju­
dicar a ú n esta a p a r i c i ó n , pasando demasiado de­
pr isa del razonamiento inconsciente, basado en 
l a sensac ión y l a acc ión , a l a fase del razonamiento 
abstracto, a n a l í t i c o y general. U n a fase interesante 
es aquella en que el razonamiento se hace cons­
ciente, versando sobre lo concreto como indica­
mos, y ayudado por l a i m a g i n a c i ó n , fase é s t a que 
probablemente no debe ser rebasada en l a escuela 
si no extiende é s t a sú acc ión hasta los catorce 
a ñ o s de un modo efectivo. 
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71. L a capacidad de anális is .—Queda casi re­
ducida a l elemental y aun és te a l a forma sen­
sor ia l de considerar sucesivamente las partes 
de un todo. A c o n t i n u a c i ó n se desenvuelve el 
aná l i s i s causal, cuyo i n t e r é s patent iza el n i ñ o en 
sus constantes por que, y que aparecen y a a los 
cuatro años , si bien con una fac i l idad tan grande 
para satisfacerse con cualquier respuesta que mues­
t r an lo superficial de l a tendencia. E l aná l i s i s 
lógico solamente a l f ina l de l a edad escolar se des­
ar ro l la , y sólo entonces puede ser cultivado con 
é x i t o en l a clasificación de figuras, fo rmac ión de 
cuadros s inóp t icos , deducc ión de corolarios, et­
c é t e r a . 

E l aná l i s i s elemental puede ser uti l izado en el 
estudio de las figuras y en l a descompos ic ión 
de un n ú m e r o en sus ó r d e n e s de unidades, con 
todas sus consecuencias (procedimientos operato­
rios) y a l a descompos ic ión en partes de una f i ­
gura g e o m é t r i c a . L a simple c o n s i d e r a c i ó n de ser 
9 = 10 — - 1 , ú t i l para el c á l c u l o r á p i d o , es una 
ap l i c ac ión del aná l i s i s . 

73. La' capacidad de síntesis .—Se desarrolla len­
tamente. R e c u é r d e s e e l caso de l a n i ñ a incapaz 
de reunir en un concepto los dos pares de cerezas 
de que habla Duro ly . E n algunos casos se han 
manifestado los n iños inferiores a los c h i m p a n c é s 
en real izar l a s ín tes i s de act ividades puramente 
m e c á n i c a s . S in embargo, el n i ñ o u t i l i za cons­
tantemente esta ac t iv idad en formas accesibles 
a e l . L a s operaciones l lamadas de composición 
son una prueba de ello y en los procedimientos 
de c á l c u l o , sumas de sumas, sumas de productos 
parciales, se operan continuas - s ín tes i s elemen­
tales. Y el m é t o d o anaUticc-sintéHco es uti l izado 

Metodología. 
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en esas mismas cuestiones en l a o b t e n c i ó n de á r e a s 
y v o l ú m e n e s etc. 

73. L a capacidad de abstrac ión.—Tanto ais la­
dora como generalizadora, es manifestada m u y 
pronto por el n i ñ o que se f i j a en detalles que a 
veces escapan a l adulto y que l l a m a , por ejemplo, 
p a p á s a todos los s eño re s de edad; pero t a l a c t i v i ­
dad só lo se manifiesta en l a infancia en el terreno 
propio, que es e l sensorial, y no con re l ac ión a 
los conceptos abstractos manejados en l a Mate­
m á t i c a , y só lo en l a G e o m e t r í a puede util izarse 
aquel c a r á c t e r , mientras pueda i r soportado por 
a lguna i n t u i c i ó n sensible. 

2 . — L a i m i t a c i ó n , e l juego y los intereses 

74. Las formas permanentes.—Existen formas, 
permanentes de la. a c t i v idad p s í q u i c a del n i ñ o s 
que ponen en juego cierto n ú m e r o de sus facul ­
tades, "siendo, por ello, un elemento indispen­
sables en l a educac ión , puesto que se pueden ut i­
l izar pa ra l a i n s t r u c c i ó n y desenvuelven aquellas 
facultades que ejercitan; son a l mismo tiempo, 
una g a r a n t í a de que l a e d u c a c i ó n se rá grata y 
un medio seguro de c o n d u c c i ó n o gu ía del n i ñ o . 
Se observa en los autores a lguna discrepancia res­
pecto a l a c las i f icac ión de estas formas perma­
nentes, habiendo sido l l amadas por algunos ( K i r -
pa t r ik ) instintos y por otros intereses (C lapa réde ) , 
exist iendo formas comunes en ambas nomencla­
turas . Nosotros las dist inguiremos unas de otras 
por caracterizar a los pr imeros tendencias genera­
les a l a acc ión , y en los segundos, e l predominio 
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de a lguna cual idad o ac t iv idad psíquicaSj siendo 
a d e m á s a q u é l l o s permanentes, mientras que és­
tos cambian con l a edad. 

75. Los instintos adaptati > os.—Son aquellas 
disposiciones permanentes del hombre que tie­
nen por objeto adaptar a l hombre a l m e d i ó , y 
entre ellos tenemos: l a imitación, que tiende a l a 
r e p r o d u c c i ó n de sonidos y movimientos, y puede 
ser refleja, espontánea, voluntaria, d r amá t i ca e 
idealizada; e l juego, en cuya def in ic ión no hemos 
de entrar por ser sobrado conocidas l a s t e o r í a s 
que lo expl ican , de las que sólo destacaremos 
l a de Groos, que le asigna l a f inal idad de prepa­
rar p a r a l a vida; l a curiosidad o tendencia a reno­
v a r l as sensaciones, y con ellas los conocimientos, 
base, por tanto, de l a i n s t rucc ión ; y finalmente, 
l a lucha, o tendencia a demostrar su superiori­
dad sobre los d e m á s , base de l a emulación, y que 
puede hacerse refleja c o n v i r t i é n d o l a en emu­
l a c i ó n consigo mismo (Rousseau), o en deseo de 
vencer dificultades por e l gusto de hacerlo. E n t r e 
los instintos individuales nos interesa s e ñ a l a r 
solamente e l de expresión, m á s fuerte en e l n i ñ o 
que en el hombre por el menor desarrollo de los 
mecanismos inhibi tor ios y por l a necesidad de 
s i m p a t í a y de a p r o b a c i ó n que exper imenta el n i ñ o . 

76. L a im i tac ión .—Es ta tendencia se refuer­
za, s e g ú n es sabido, por el prestigio personal, por 
e l número de los que ejecuten l a acc ión (caso de 
los Internados, Colegios, Moda, etc.), llegando a 
consti tuir una verdadera suges t ión . E s por ello 
un a u x i l i a r inapreciable para l a f o r m a c i ó n de los 
automatismos. 

E l n i ñ o i m i t a r á los n ú m e r o s y las figuras que 
e l maestro trace en l a p izar ra , l a d i spos ic ión de 
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los cá l cu los , l a o r d e n a c i ó n de las demostraciones 
y e l razonamiento de los problemas. L a s definicio­
nes y reglas, o las operaciones n u m é r i c a s repeti­
das en coro como se acostumbra en muchas es­
cuelas francesas, se graban sin esfuerzo indeleble­
mente en l a memoria por esta i m i t a c i ó n espon­
t á n e a . 

L a i m i t a c i ó n d r a m á t i c a se traduce pr incipal ­
mente en el juego, de que luego hablaremos, y l a 
idealista, que a lcanza y a intensidad grande a par­
t i r de los diez años , hace nacer e l culto a los h é ­
roes y el gusto por las acciones destacadas, y da 
ocas ión de exponer l a h is tor ia de l a M a t e m á t i c a 
y sus hombres m á s representativos. 

7 7 . E l juego.—Hasta los siete a ñ o s parece que 
él c a r á c t e r predominante del juego es el movi­
miento (tipo animal) ; has ta los nueve los de tipo 
salvaje, l a caza, el tiro, el escondite; hasta, los diez, 
los de r ival idad y destreza, propios a lo sumo del 
n ó m a d a ; hasta los once, los de colección y j a r d i ­
ne r í a (pastor y agricul tor) , y , finalmente, los jue­
gos de construcción, mecanismos de t ipo moderno. 
U n a clasif icación m á s sencil la es l a siguiente: 
H a s t a siete a ñ o s , juegos de movimiento; siete-
ocho, de pensar acertijos, adivinaciones; ocho-diez, 
bat ir records o superar marcas; y de diez en ade­
lante de cooperación. 

' E s preciso tener t a m b i é n en cuenta, que las 
reglas del juego deben ser simplemente imi t a t ivas 
para los n i ñ o s p e q u e ñ o s ; d e s p u é s m u y sencillas, 
y aun preferible e l que no sean impuestas, sino 
vis tas realizar, a d m i t i é n d o s e , y deseándose l a 
compl i cac ión de las reglas con el aumento de l a . 
edad, de t a l modo, que d e s p u é s de los doce 
a ñ o s sólo se admiten los deportes. 
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De acuerdo con lo que antecede, indicaremos 
algunos de los juegos que pueden uti l izarse para 
hacer grata y ac t i va l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á ­
t ica , dejando aV cuidado del lector su c las i f icación 
a d a p t a c i ó n a las diferentes edades, s egún una u 
otra de las normas dadas, por no considerarlas 
perfectas n i definidas. Notaremos, por otra parte, 
l a conveniencia, de recoger los juegos regionales 
de c a r á c t e r m a t e m á t i c o que son los m á s adapta­
dos y gratos para los n i ñ o s de cada local idad. 
A d e m á s de los juegos que indicamos a continua­
ción, algunos pueden util izarse de dist intas ma­
neras, s egún se hagan individuales o colectivos 
en l a a p r e c i a c i ó n de los resultados. 

Juego del columpio.—Contar las mecidas, con 
bolas, con rayas , con cifras 

Pares o nones. 
E l coto.—Cilindro aguzado por los extremos 

que se hace saltar y se golpea con una pala . Me­
dir l a dis tancia alcanzada con pies o pasos. 

E l ¿é^o.—Dibújese una forma de aeroplano d i ­
v i d i d a l a c e i a en segmentos numerados y las 
alas en dos. Láncese el tejo y e m p ú j e s e con un 
pie teniendo el otro en el aire. E n t r a r y salir del 
aeroplano procurando pasar por todas l a s casi l las. 
E l n ú m e r o de recorridos se suma. E l quedar e l 
tejo en una l í n e a hace perder. 

L o s bolos. 
L a s an i l l a s .—Si f i j a un v á s t a g o o v a r i l l a de 

hierro en el suelo, a su alrededor se t raza una 
circunferencia. Desde el la t i r an los n i ñ o s ani l las 
que ensartan er e l v á s t a g o . L a s ani l las pueden ser 
de tres t a m a ñ o s para contar unidades decenas 
y centenas. 

Los • discos.—Und, t ab la con tres agujeros c i r -
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calares de dist into d i á m e t r o ; boca de sendas 
bolsas se coloca inc l inada mediante un caballete. 
L o s n i ñ o s t i r an discos desde cier ta distancia, cada 
agujero tiene un coeficiente n u m é r i c o para c a l ­
cular e l n ú m e r o de puntos. 

E l t r anv í a .—Se marca un i t inerar io en el suelo. 
U n n i ñ o hace de conductor y otro de cobrador. 
L o s d e m á s de pasajeros que abonan sus billetes. 
E l cobrador l l e v a l a cuenta y los n i ñ o s tu rnan 
en esta faena. 

E l -papel doblado.—Una t i r a de 20 X 3 cen­
t í m e t r o s , plegada en 8 trozos. Contar l a s 7 divis io­
nes. E n l a p i za r ra l a m i sma figura. E s c r i b i r l a 
serie de los n ú m e r o s a par t i r de uno dado. Cada 
n i ñ o tiene su t i r a de papel doblado. Se les inc i t a a 
ad iv inar e l n ú m e r o escrito en l a 3.a, 4.a casi l la , 
e t c é t e r a , comprobar. 

A d i v i n a r una cifra ho r r ada .—Esc r íba se un n ú 
mero de 4 cifras. S i imar las . Res tar del n ú m e r o 
este resultado. T a c h a r una c i f ra . Decir l a suma de 
las restantes. L a diferencia a 9 ó a 18 es l a c ifra 
tachada. 

A d i v i n a r una suma.—-Escr íbase por un n i ñ o 
un n ú m e r o de 4 cifras. 

Debajo coloca el maestro el complemento a 
9 de cada cifra. Otro n i ñ o dicta otro n ú m e r o 
y e l maestro repite l a o p e r a c i ó n . Todos hacen 
l a suma y el maestro anuncia el resultado. E s t e 
es 9999 X 2 en este caso. Genera l í cese . 

A d i v i n a r l a edad .—Piénsese el n ú m e r o del mes 
en que se h a nacido. M u l t i p l i q ú e s e por 2. A ñ á ­
dase 5. M u l t i p l i q ú e s e por 50. A ñ á d a s e l a edad. 
Rés t e se 300. D í g a s e el resultado. S u m á n d o l e 
50, en el. n ú m e r o obtenido, l a pr imera o pr ime» 
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ras cifras corresponde a l mes y e l n ú m e r o forma­
do por las dos segundas a l a edad. 

Demost rac ión .—Sea m e l indicador del mes 
y a e l n ú m e r o de a ñ o s . L o hecho equivale a 

(w X 2 + 5) X 50 + « — 300 + 50 = w . 100 + 
' + 250 •+- a —• 250 = 100 m + . a 

A d i v i n a r un número p e n s a d o . — M u l t i p l i q ú e s e por 
3, d i v í d a s e por 2, m u l t i p l i q ú e s e por 3 de nuevo, 
y d i v í d a s e por 9. D ígase e l resultado. S i és te es n I 
e l n ú m e r o pensado es 2 n . 

A d i v i n a r una d i f e renc ia .—Escr íhase u n n ú m e ­
ro de tres cifras. I n v i é r t a s e . R é s t e n s e . Dígase 
l a ú l t i m a cifra del resto. Sea n . L a anterior es 
9. L a p r imera es 9 — -n . 

A d i v i n a r un -mi to .—Pónganse dos fi las de obje­
tos habiendo 1 m á s en l a superior. Qu í t ense de 
é s t a n objetos, q u í t e n s e de l a de abajo tantos 
objetos como quedan ar r iba . Q u í t e n s e los de a r r i ­
ba. Quedan n — 1. 

D e m o s t r a c i ó n 

A A — n o 
A — 1 (A — 1) — (A — n) = n — 1 

A d i v i n a r una hora p e n s a d a . — S e ñ á l e s e sobre el 
reloj una hora a y d ígase a l sujeto que a par t i r 
de l a hora pensada por él n v a y a contando hasta 
a + 12 a cada hora que seña le e l operador sobre 
e l reloj , l o cua l h a r á sucesivamente en sentido 
inverso a l del movimiento de l a s sacias. 
' Cuando e l sujeto llegue a a + 12, e l operador 

s e ñ a l a r á l a hora pensada. 
E n efecto, e l n ú m e r o de ho.as qüc se lia retro 
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cedido es a + 12 — n y nos encontraremos sobre 
l a Hora a — [ a + 1 2 — n) n —• 12; pero como 
e l 12 no inf luye en el re loj , porque 12^ avances o 
retrocesos l l e v a n a l a misma hora, nos hallaremos 
sobre n. 

A d i v i n a r un número pensado por medio de ta-
M a s . ~ E l maestro puede disponer de tablas como 
las adjuntas. U n n i ñ o piensa un n ú m e r o , y se-

1 
3 
5 
7 
9 

(1 
'3 
i S 
i ? 
19 
21 

23 
25 
27 
29 
3i 

2 
3 
6 
7 

10 
11 
•4 
'5 
18 
19 
22 
23 
26 
27 
30 
3 i 

4 
5 
6 
7 

12 
13 
14 
•5 
20 
2 1 
22 
2.Í 
28 
29 
30 
31 

9 
IO 

13 
M 
1.5 
24 

25 
26 
27 
28 
¿9 
30 
31 

16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
3 ' 

D 

fíala en q u é tablas se encuentra. L a suma de 
los n ú m e r o s que las encabezan, da el n ú m e r o 
pensado. 

P a r a construir estas tablas se expresan los 31 
primeros n ú m e r o s en el s istema de base 2, lo cual 
puede hacerse a pa r t i r de 1 por a d i c i ó n , y se co^ 
locan en l a i > , 2.a y .>,-... t ab las los n ú m e r o s que 
tengan un 1 en l a 2 a y 3.a c i f ra de su exp re s ión 
«m el sistema de base 2. 
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F á c i l m e n t e se obtiene una t ab la m á s , extendien­
do l a o p e r a c i ó n hasta 63. 

Transformar un cuadrado en u n t r i ángu lo de 
igual base y doble altura,. 

F i g . 24. F i g . 25. 

Convertir en cuadrados las f iguras siguientes 
(las l í n e a s interiores indican por donde dar los 
cortes que es preciso). 

F i g . 26. Fiar. 27. 

F i g . 28.. Fisf. 29. 

Recortar l a s adjuntas figuras como se ind ica , 
inv i tando a l alumno a reconstruir un cuadrado 
o l a cruz, s egún los casos. 

Los dados, uno sólo para contar, dos para com­
binar por suma y m u l t i p l i c a c i ó n . 
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E l Domñtó . 
T i r o a l blanco. 
L a lotería ordinar ia .—Para el pr imer grado 

puede no ser de cifras, sino de puntos. 
Loter ía de sumas, restas, productos y cocientes.—Se 

cantan los datos y los jugadores reclaman por 
los resultados. L o s datos e s t á n sobre cartoncitos 
que completan los dibujos de los cartones de los 
jugadores. 

Construcción de figuras imi ta t ivas , g e o m é t r i c a s 
o a r t í s t i c a s con l a s va r i l l a s , cubos y p a r a l e l e p í p e ­
dos de los dones de Froebel , 

© © ® ® (jo) 

® © ® ® (•']} 
Fig . 30. 

E l vendedor.—Venta de m e r c a n c í a s con entrega 
de facturas. E m p l é e s e e l dinero escolar. 

E l proyecto.—De e x c u r s i ó n , de comida, de equi­
po de m u ñ e c a s , averiguando el coste. 

Sub i r l a escalera.-—Los n i ñ o s se d iv iden en dos 
bandos. Sobre l a p i za r r a se dibuja una doble 
escalera, una para cada bando. E n cada esca lón 
se indica una o p e r a c i ó n de dif icul tad creciente. 
Se supone que un bando sube un esca lón cuan­
do encuentra l a so luc ión exac ta . Se t r a t a de alcan­
zar l a c ú s p i d e antes que el otro bando. 

Los naipes.—Son parejas de naipes, de los cua­
les, una tiene ind icada una o p e r a c i ó n y su pareja 
e l resultado. Se d is t r ibuyen entre los dos bandos. 
Echando al ternat ivamente el naipe con los da-
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tos, e l bando contrario debe hacer baza con el 
resultado exacto. E n caso contrario, pierde l a 
baza. 

L a mul t ip l i cac ión .—Tiene por objeto, ejercitar 
gratamente en l a m u l t i p l i c a c i ó n de los n ú m e r o s 
de 6 a 10 que son los m á s difíci les. Dos bandos de 
n i ñ o s l l evan l a s cifras de 6 a i o y se colocan como 
ind ica l a f igura 30. 
i l f P a r a mul t ip l icar , por ejemplo, 6 x 8 se adelanta 
una f i l a y retrocede l a otra has ta que los n i ñ o s 
que-l levan estos n ú m e r o s , queden frente a frente, 
como muestra l a f igura 31 . 

® 
0 ® ® 

® ® ® ® 
® ® 

Pig. 31. 

L a suma de los n i ñ o s que quedan a l a izquierda 
de l a r a y a , dan l a s docenas del producto que deben 
i r incrementadas por e l producto de los n ú m e r o s 
indicados por los n i ñ o s que quedan a l a derecha. 
Así en nuestro caso, e l producto es: 3 + 1 = 4 de­
cenas y 4 X 2 = 8 unidades. 

L a mul t ip l icac ión manual .—Pueden sustituirse 
l a s fi las de n i ñ o s del caso anterior por los dedos de 
ambas manos y proceder en igua l forma. E s m á s 
sencillo numerar los dedos de 5 a 9 tomando l a 
d iv i so r ia antes de l a coincidencia, en vez de ha ­
cerlo d e s p u é s , y aun es preferible e l procedimiento 
siguiente: l evanta r en cada mano tantofe dedos 
como representa el exceso sobre 5 de cada uno 
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de los factores.- S u suma representa decenas del 
producto a las que h a y que agregar e l producto 
de los n ú m e r o s representados por los dedos sin 
a lzar de cada mano. Así , pa ra 7 x 9 = (5 + 2) >< 
X (5 + 4). levantaremos 2 dedos de una mano y 
4 de l a otra, obteniendo 2 + 4 = 6 decenas 60. 
L o s dedos no alzados son respectivamente 3 y i , 
cuyo producto es 3, y e l to ta l 60 + 3 = 63. (1) 

E l fundamento de ello e s t á dado por l a igual­
dad siguiente: 

(5 + a) (5 + b) - (5 — a) (5 — 6> f + 10 b) 

Llegar a 100.—Dos n i ñ o s se desa f ían a ver 
quien l lega antes a 100 por sumas a l ternat ivas 
y sucesivas, a ñ a d i e n d o cada n i ñ o a l a suma a l ­
canzada por el anterior un n ú m e r o menor que 11 . 

L a serie a formar es: 

12 23 — 34 — 45 — 56 — 67 — 78 — 89. 

Agotar la baraja, sacando a lo m á s seis cartas 
cada vez. Serie 6 — 13-—20 — 27 — 34 — 41-

O b e r v a c i ó n : No detallamos l a manera de r e a l f 
zar estos juegos, porque es fácil de obtener y por­
que el maestro puede introducir en e l la cuantas 
var iantes le sugiera su ingenio. Tampoco agota­
mos con l a e n u m e r a c i ó n anterior e l n ú m e r o de 
juegos posibles que se rá preferible inventar , pu-
diendo hallarse algunos m á s en nuestra A r i t m é ­
t ica I n t u i t i v a . 
del modo siguiente: Has ta los doce a ñ o s predominan 

(1) Procedimiento muy usado en la Edad Media y prija-
c:pio de-la Moderna por simpliíicar la Tabla de Multiplicar, 
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78. Los intereses.—a) C l a p á r e d e los clasif ica 
los de t ipo adquisitivo; desde doce a dieciocho, los 
de organizac ión y m á s adelante, los de producción. 
E s t o s tres tipos parecen corresponder a las tres 
clases de e n s e ñ a n z a ; l a p r imar ia , fundada en l a 
observación; l a secundaria, en l a experimentación; 
y l a universitaria, que tiende a l a invest igación. 
Según ello, sólo sería posible en l a E s c u e l a p r ima­
r i a l a adqu i s i c ión de conocimientos, s in su organi­
zac ión o s i s t ema t i zac ión , que es uno de los p r i n ­
cipales fines de l a M a t e m á t i c a en su aspecto edu­
cat ivo. Cabr í a sólo preparar esta s i s t e m a t i z a c i ó n 
en los ú l t i m o s a ñ o s y hacer la efectiva de los doce 
hasta los catorce a ñ o s . 

U n aná l i s i s m á s detallado l l e v a a l Profesor 
suizo a considerar dentro de l a edad escolar los 
intereses glósico o del lenguaie, que aparece p r i ­
meramente; después , hasta los siete a ñ o s , viene l a 
fase interrogativa con intereses generales; hac ia los 
diez se desarrolla ampliamente el sentido colec­
cionador, y , finalmente, hasta los doce predominan 
los especiales por l a casa, e l pastoreo, l a agr icul ­
tura , e l comercio, y aparecen los sociales, que se 
desenvuelven durante l a pubertad. 

De todo ello, apenas si podemos sacar otra 
consecuencia que l a fa l ta de un i n t e r é s directo 
por las cuestiones cuanti tat ivas, y su necesaria 
i n c o r p o r a c i ó n a m é t o d o s que ut i l icen dichos i n ­
tereses. T a n sólo l a p rox imidad a l a época del i n ­
t e r é s glósico de los primeros a ñ o s escolares, nos 
permite dar entonces gran parte del vocabula­
rio m a t e m á t i c o en u n i ó n de l a s formas in tu i t ivas 
a qUe corresponde,' y esto hallaremos en el m é t o d o 
Montesori. Nuestra propia experiencia nos ha 
mostrado l a faci l idad con que n iños p e q u e ñ o s se 
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as imi lan y emplean palabras como ver t ica l , ho­
rizontal , p a r a l e l e p í p e d o , etc., que suelen parecer 
e x t r a ñ a s a personas mayores. 

b) L u c k e y , agrupa los intereses en tres gran­
des épocas de l a v i d a , que se repiten paralela­
mente d e s p u é s de l a pubertad. Así tenemos, 
hasta los tres a ñ o s y has ta los dieciséis , e l p e r í o d o 
afectivo sensorial; has ta los ocho y los dieciocho, e l 
volitivo, en que predomina l a ac t iv idad de tipo 
muscular; y hasta los doce y veinticinco, el inte­
lectual, constructivo, en que puede hacerse un t r a ­
bajo serio. 

E s t o nos l l e v a r í a a . d is t r ibuir l a e n s e ñ a n z a de 
l a M a t e m á t i c a dentro de l a edad escolar en un 
pr imer p e r í o d o ocasional, de juego, y un segundo 
p e r í o d o activo y un tercero sistemático (véase Ca ­
p í t u l o vn-3). 

c) E n cuanto a l a forma como evolucionan los 
intereses, nos interesa solamente recoger las s i ­
guientes fases: 

E l paso de lo s imple a lo complejo, nos l l e v a 
a graduar l a A r i t m é t i c a por l a c u a n t í a de los 
n ú m e r o s , y a p r inc ip ia r l a G e o m e t r í a por l a l í ­
nea recta. 

E l t r á n s i t o de lo concreto a lo abstracto, nos 
l l e v a a manejar sucesivamente objetos, i m á g e n e s 
y s í m b o l o s . 

E l n i ñ o es pasivo en sus primeros tiempos, 
para volverse ac t ivo poco a poco, por l o cual he­
mos de procurafle un mater ia l que le incite a l 
trabajo (véase Cap. V I I - 6 ) . 

L a e v o l u c i ó n de l a ind i fe renc iac ión a l a especia-
l ización, nos conduce a hacer una e n s e ñ a n z a s i ­
m u l t á n e a en los pr imeros grados, mientras que en 
los ú l t imos , se puede dejar a los alumnos l a selec-
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ción i nd iv idua l de l a clase de problemas cuanti­
ta t ivos en que desee trabajar, p r e s t á n d o s e admi­
rablemente a eso nuestra e n s e ñ a n z a . 

F ina lmente , el paso del i n t e r é s por lo inmediato, 
a l gusto por lo lejano, nos ind ica sobre q u é clase 
de materias han de versar los ejemplos, l a s anéc ­
dotas y . los problemas, empezando por cuestio­
nes referentes a l mismo n i ñ o (su mejor contador 
son sus dedos), siguiendo por l a escuela, l a casa, 
e l pueblo, l a nac ión etc., hasta los datos e s t ad í s -
t i l o s que abracen el mundo y l a humanidad. 

79. E n resumen, podemos decir, que pocas son 
las actividades ps ico lóg icas del n i ñ o que pueden 
ser utilizadas para e l estudio racional de l a Mate­
m á t i c a , justificando así en cierto modo el apren­
dizaje rut inar io que durante tantos siglos se ha 
hecho, y que las capacidades que podamos des­
envolver con el mismo estudio, han de serlo con 
una gran prudencia hac ia e l f ina l de nuestros 
estudios. E s t o patentiza, por o t ra parte, l a necesi­
dad de recurr i r a los medios p e d a g ó g i c o s que hagan 
esta e n s e ñ a n z a grata y educativa, con el mayor 
cuidado y el m á x i m o in t e r é s , siendo, por lo tanto, 
e l estudio de estos medios p e d a g ó g i c o s de l a m á s 
a l t a importancia , mucho mayor que aquellas 
otras disciplinas como l a Geogra f ía y l a Hi s to r i a 
o las Ciencias Naturales que tienen para el n i ñ o 
mayor atract ivo, u t i l izan mayor n ú m e r o de act i ­
vidades y desenvuelven facultades que aparecen 
dentro de l a edad escolar. 

Y a pesar de todo ello aseguraba Pestalozzi 
que los n iños tienen más gusto por los números 
que por las letras ( i ) . E s t o p o d r á ser consecuencia 

(1) Sobre la afirmación de Pestalozzi tenemos las conclu-
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de su manera especial de e n s e ñ a r unos y otras, 
pero existe un inst into humano, que de intento 
hemos dejado para el f ina l , que just i f ica el i n ­
t e r é s y aun el apasionamiento por l a M a t e m á t i c a . 
E s e l inst i tuto de lucha , que despierta ese i n t e r é s 
si se le sabe comunicar un aspecto deportivo. 
P a r a el lo el n i ñ o se encuentra con unos elementos 
dóci les , n ú m e r o s , instrumentos de dibujo geo­
m é t r i c o , que puede manejar l ibremente para sa l ­
v a r dificultades crecientes e i l imi tadas que pue­
de terminar con l a certeza de su v ic to r i a . E s t o 
exige, pa ra que ex i s t a e l esfuerzo ú t i l , que las 
cuestiones' sean adecuadas a su entrenamiento, 
que es t é f i jada l a marca que es preciso superar 
(operac ión nueva, mayor rapidez o exac t i tud que 
en las antiguas, problema de so luc ión desconoci­
da, etc.) y que se tenga l a seguridad de haber 
alcanzado l a meta, para lo cua l es preciso que el 
maestro d é l a so luc ión de las problemas o que el 
mismo alumno pueda comprobarlos (prueba por 9 
en l a ope rac ión , c o m p r o b a c i ó n en los problemas nu­
mér i cos o geomét r i cos ) y aun muchas veces que 
el a lumno conozca de antemano l a so luc ión que 

siones de los experimentadores. Lobsien en K i e l halló que 
las preferencias de los n iños , seguían este orden: Dibujo, Gim­
nasia, Aritmética ... y las de las niñas : trabajo manual y arit-
mética... 

Stern obtuvo análoga conclusión. Mac Knight , en Norte­
américa , halló para la Ari tmética el primer lugar por 327 vo­
tantes, mientras que la historia sólo tuvo 164. Lewis, en Ingla­
terra, encontró que clasificaban la Matemática en el primer 
tercio de sus preferencias 16 niños; en el segundo, 53; y en el 
tercero, 31 , Y Brandell , en Suecia, halló análogo resultado, 
aventajada en preferencia por el trabajo manual la enseñanza 
Menagere y el Comercio, pero preferida a la Historia, las Cien­
cias Naturales y la Gramát ica . 
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t r a t a de alcanzar, en l a seguridad de que el f a i r 
p lay (juego l impio) , le l l e v a r a a no enmascarar 
pa ra ello los resultados intermedios. V é a n s e entre 
otros los productos curiosos del Cap. V I I — 3 . 

E l idea l e s t a r á , pues, en hacer de toda l a ense­
ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a un campeonato continuo 
en que l a rapidez, l a exact i tud, l a faci l idad, l a 
p r ec i s ión y el rigor lógico, l a perfección, en una 
pa labra , v a y a n aumentando sucesivamente de 
acuerdo con las c a r a c t e r í s t i c a s que como arte y 
como ciencia le hemos asignado. 

3 . - G é n e s i s del concepto de n ú m e r o y de l a 
e x t e n s i ó n 

80. E n A r i t m é t i c a se considera u n c u á d r u p l e 
concepto del n ú m e r o entero: 

a) Como colección de unidades percibidas s i­
m u l t á n e a m e n t e , corresponde a l n ú m e r o l lamado 
cardinal y le origina l a p e r c e p c i ó n directa en los 
n ú m e r o s p e q u e ñ o s , y en los grandes, su a g r u p a c i ó n 
en conjuntos discernibles (Eucl ides ) . 

b) Como un elemento de l a serie natural o con­
cepto serial, en v i r t u d del c u á l un n ú m e r o sigue a 
otro. S e g ú n esto, 25 es e l n ú m e r o siguiente a 24, 
obtenido , a g r e g á n d o l e una unidad. Se origina 
en l a o p e r a c i ó n de contar sucesivamente y corres­
ponde a l l lamado n ú m e r o ordinal. Hemhol tz con­
sideraba este concepto como e l fundamental . 

c) Como relación entre l a cantidad y l a unidad, 
se or igina en l a o p e r a c i ó n de medir y convierte 
en cierto modo las cantidades continuas en dis­
cretas. NeWton, cons ide ró a su vez fundamental 

Metodología. 11 
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este concepto y T i i ü c h , lo l l evo a l a e n s e ñ a n z a . 
d) Como relación de números .—Asi e l 6, . no 

se r ía solamente lo anteriormente expuesto, sino 
que h a b r í a de ser considerado en todas las formas 
que lo originan, por ejemplo: 4 + 2 y 2 x 3 . 

8 1 . D a estos cuatro conceptos, e l que p r i ­
mero se forma en e l n i ñ o y parece ha formado 
l a humanidad, es e l card ina l pero aplicado a los 
n ú m e r o s p e q u e ñ o s . L a p r imera d i s t inc ión pacerce 
ser l a de uno y varios. Se dice que algunas t r ibus 
de indios bol ivianos l lamados los chiquitos, no han 
pasado t o d a v í a de es ta noc ión . E l segundo paso 
parece que debe ser l a c o n s i d e r a c i ó n del n ú m e r o 
dos, debido a l a presencia constante ante l a mi ra ­
da del hombre de las dos manos, los dos pies, etc.; en 
r e l ac ión con esto se encuentran en algunas len­
guas, entre ellas e l griego, e l n ú m e r o dual, a d e m á s 
del singular y el p l u r a l . 

Pronto, s in embargo, se aprecian conjuntos 
mayores, algunas aves notan l a fal ta de un hue­
vo de tres y aun cuatro, y e l c h i m p a n c é parece 
poder apreciar has ta cinco; s egún las experien­
cias de Mme. Descoendres, los n iños no adquie­
ren esta hab i l idad has ta los seis años . 

Siendo e l concepto del n ú m e r o una s ín tes is de 
l a unidad y l a p lura l idad , cabe preguntar c ó m o se 
percibe esta, ú l t i m a y q u é es lo que mueve a s in­
tet izar una y otra. L a p lu ra l idad puede percibir­
se por l a v i s t a , manchas luminosas a n á l o g a s so­
bre un fondo c o m ú n ; por e l o ído , intervalos de 
sonido y silencio, y por e l tacto, elevaciones y 
depresiones. L a sensibi l idad interna, según W i -
U i a m J a m e s ser ía , s in embargo, l a determinante, 
a l percibir los p e r í o d o s al ternativos de a t e n c i ó n 
e i n a t e n c i ó n . 
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Como causa de l a s ín tes is , podemos s e ñ a l a r l a 
tendencia a l a un i f icac ión c a r a c t e r í s t i c a del es­
p í r i t u humano (Abel R e y , Ps ico log ía ) , y en cuanto 
se refiere a l sentido de l a v i s t a , l a e x t e n s i ó n en 
que aparecen los objetos. A este respecto, son i n ­
teresantes las experiencias de B ine t , s egún l a -
cuales, una n i ñ a apreciaba como mayor l a pluras 
l i d a d que por tener mayores sus objetos ocupaba 
m á s espacio ( i ) . 

De todos modos, el origen concreto del n ú m e r o 
es evidente y así lo demuestra e l nombre p r i m i t i ­
vo de muchos n ú m e r o s (dos dedos de avestruz, 
cinco == mano; siete hoja de c a s t a ñ o de I n ­
dias), y aun l a r e p r e s e n t a c i ó n de los n ú m e r o s en­
tre los pueblos antiguos, por ejemplo, los egipcios, 
para los n ú m e r o s p e q u e ñ o s empleaban tantas 
r ay i t a s como unidades, y algo a n á l o g o ocurre 
en l a n u m e r a c i ó n romana. 

L a r e l a c i ó n estrecha que guarda e l n ú m e r o 
con l a e x t e n s i ó n puesta de rel ieve en l a experien­
c ia de Bine t , e s t á confirmada h i s t ó r i c a m e n t e por 
e l hecho de que los griegos estudiasen l a s relacio­
nes cuant i ta t ivas en forma g e o m é t r i c a . 

E l uso de piedrecil las (calcul i ) , por los romanos 
pa ra calcular , y e l empleo de los á b a c o s por los 
diferentes pueblos, prolongado has ta e l siglo X V I I I 
en l a A d m i n i s t r a c i ó n francesa, i nd ica l o difícil 
que les h a sido a los hombres concebir de u n modo 
abstracto los n ú m e r o s y operar con ellos. 

83 . E l concepto ser ia l del n ú m e r o , s e g ú n el 
cua l , cada n ú m e r o resu l ta de a ñ a d i r una un idad 

( ! ) • E s t ambién decisivo el caso citado por Decroly y De-
gand de la n iña que teniendo un par de cerezas en cada oreja 
no sabía decir, que tenía en total 4 cerezas, sino dos v dos. 
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a l anterior es de una t rascendencia ex t raord inar ia 
pa r a e l desenvolvimiento de l a A r i t m é t i c a , puesto 
que hace posible l a suma a l agregar a u n suman­
do una a ú n a l a s unidades, contenidas en l a s d e m á s 
y con e l l a todas l a s operaciones. A él parece haber 
conducido l a o p e r a c i ó n de contar ordinalmente, 
indispensable en cuanto los conjuntos son algo 
numerosos, y esto se re laciona con l a interesan­
t í s i m a c u e s t i ó n de s i se i nven ta ron pr imeramente 
los n ú m e r o s ordinales o los cardinales , habiendo 
opiniones para defender u n a y o t ra tesis. E l hecho 
patentizado por Ml le . Descoedres, de que los n i ­
ñ o s ident if ican mejor u n conjunto aun p e q u e ñ o , 
contando que a p r e c i á n d o l o , da un argumento en 
favor de l a p r io r idad de los ordinales. S e g ú n sus 
experiencias , a los seis a ñ o s u n n i ñ o só lo deter­
m i n a cuántos objetos h a y en u n conjunto has ta 
cuatro objetos,- mientras que contando l lega has­
t a cinco a los dos a ñ o s y medio. L a n i ñ a de S te rn 
so l í a contar serialmente los dedos de l a mano, 
pero no decir c u á n t o s t e n í a . 

Aplicaciones.—1.a Duran te mucho tiempo, e l 
n i ñ o h a de adqui r i r e l concepto del n ú m e r o de u n 
modo in tu i t i vo , pr imero con objetos coloreados 
que v e a y toque pa ra contar, luego con i m á g e n e s 
y d e s p u é s con s í m b o l o s que recuerden los objetos 
concretos. 

Desde este punto de v i s t a , es a l tamente reco­
mendable e l á l b u m numér ico , donde e l n i ñ o co­
lecciona clasif icadas i m á g e n e s de diferentes con­
juntos . L a i n t u i c i ó n debe hacerse ex tens iva a 
l a s unidades de cada orden, por haces de p a l i ­
l los , por ejemplo, y esta i n t u i c i ó n puede hacerse 
s i m b ó l i c a , representando con I l a s unidades, 
H l a s decenas y H l a s centenas. 
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2. a L a estrecha u n i ó n existente entre e l n ú ­
mero y l a e x t e n s i ó n ius t i f i ca una vez m á s que 
se acuda a l a r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica de los n ú m e ­
ros, pa ra estudiar sus propiedades, y que l a me­
d i c i ó n a c o m p a ñ e e l estudio de los n ú m e r o s , y 
sus resultados s i rvan de base p a r a l a s operaciones. 

3. a É s conveniente pa ra fac i l i ta r l a tendencia 
a l a s ín t e s i s antes indicada, agrupar los objetos 
que forman e l n ú m e r o para dar l a s e n s a c i ó n del 
conjunto; por ejemplo, que los cuatro cubitos que 
hacen i n tu i t i vo el n ú m e r o 4, presenten un cua­
drado a los ojos del n i ñ o , y en ú l t i m o t é r m i n o , 
encerrarlos dentro de un contorno, c i rcular , cua­
drado, etc. 

83 . E l n ú m e r o como r e l a c i ó n , t iene toda l a 
impor tanc ia que le da su gran generalidad y e l 
ser l a base de l a c o m p a r a c i ó n de cantidades. Cla ro 
es, que surge con toda p rec i s ión de l a medida, 
pero mucho antes que el n i ñ o llegue a e l la , compara 
cantidades aproximadamente y a ello puede 
i n c i t á r s e l e en conversaciones; lo ap l i ca en e l d i ­
bujo, y s i s t e m á t i c a m e n t e se desarrolla con ejer­
cicios como los de comparar casas de diversas 
a l turas ; determinar e l n ú m e r o de vasos que pue­
den l lenarse con botellas de diferentes t a m a ñ o s ; 
y algunos otros juegos uti l izados en l a s escuelas 
francesas (véase nuestra Memoria) . 

L o s quebrados sencillos surgen inmedia tamen­
te con este concepto y deben emplearse desde 
e l p r inc ip io en l a escuela. 

84. E l concepto a n a l í t i c o del n ú m e r o , no se 
obtiene sino como consecuencia de l a e n s e ñ a n z a 
y puede ser ú t i l y debe efectuarse a p l i c á n d o l o a 
los n ú m e r o s has ta e l 10 y aun a l 12, compo- . 
n i é n d o l o s y d e s c o m p o n i é n d o l o s de todas las ma-
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ñ e r a s posibles, es decir, haciendo de ellos u n 
verdadero estudio m o n o g r á f i c o . 

E n general, debe l imi ta r se en los n ú m e r o s m a ­
yores a considerar su forma en el sistema decimal; 
as í , 26 no es 25 + 1 sino 20 + 6, y en par t i cu la r 
deben ponerse de manifiesto aquellas estructuras 
ú t i l e s en el c á l c u l o , como por ejemplo: 

g = 10 — 1; 1 1 = 10 + 1; 4 9 = 50 — 1; 9 9 = 100 — 1 

i , 5 = 1 + 7*; I . 2 5 = 1 + 7+ 

que nos proporcionan una gran s impl i f icación en 
l a s operaciones, en e l caso de que entren estos n ú ­
meros, como mul t ip l icadores de n ú m e r o s enteros 
o decimales. 

85 . Génesis del concepto de l a ex tens ión .—El 
concepto de espacio, como e l de tiempo, Cs pa ra 
muchos como u n a idea inna ta . T a l vez aquel 
nazca de l a p e r c e p c i ó n del conjunto de sensa­
ciones internas pr imero y externas d e s p u é s , que 
referidas a l ext remo pe r i f é r i co de los nervios 
correspondientes crean l a s ensac ión confusa de 
l a ex is tenc ia de un no yo extenso a l que se l l a m a 
espacio. 

Pero l a c u e s t i ó n m á s importante pa ra nosotros, 
es l a de c ó m o a l concepto de este espacio se le 
a ñ a d e l a r e l a c i ó n de can t idad y las de d i m e n s i ó n . 
T a l vez por l a p rop ia ve r t i ca l idad del hombre 
y por l a hor izonta l idad con que e s t á n colocados 
los ojos, e l hombre distingue f á c i l m e n t e estas dos 
dimensiones, direcciones, de l a s restantes y un 
lento ju ic io compara t ivo de l a s distancias le v a 
dando el concepto correspondiente de cant idad. 
E n ello h a de i n f l u i r e l sentido muscular por l a 
sensac ión de esfuerzo requerida por e l movimiento 
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de los ojos a l seguir l a l í n e a c u y a longi tud se t r a ­
t a de apreciar; por esto l a a p r e c i a c i ó n es m á s 
exac ta pa ra las l í n e a s horizontales, menos para 
las ver t ica les y menos a ú n pa r a las incl inadas . 
Y l a a p r e c i a c i ó n v i s u a l -de l a e x t e n s i ó n super­
f i c i a l , permanece siempre de f i c i en t í s ima , como 
resultado que es de los anteriores. Solamente 
cuando el ojo puede seguir f á c i l m e n t e el con­
torno de l a superficie, a l medi r en cierto modo 
a q u é l , aprecia é s t a con mayor exac t i tud . S e r í a n 
convenientes experimentos en este sentido. Claro 
es, que l a s sensaciones c ine s t é s i ca s determinadas 
por e l movimiento de otros ó r g a n o s contr ibuyen 
t a m b i é n a dar l a s ensac ión de cant idad espacial; 
n ó t e s e e l movimiento de los brazos cuando que­
remos expresar un gran volume n. 

86 . De a d q u i s i c i ó n m á s len ta es l a percep­
c ión de l a tercera d i m e n s i ó n . L o s n i ñ o s se equivo­
can grandemente a l apreciar dis tancias en el sen­
tido del alejamiento. L o s ciegos operados, parece 
que ven todos los cuerpos como situados en un 
mismo plano. L o s pintores p r imi t ivos carecen 
de perspect iva y lo mismo les ocurre a los n i ñ o s 
en sus primeros dibujos. 

T a m b i é n a q u í l a s sensaciones c ines t é s i ca s des­
e m p e ñ a n un gran papel . E l l a s nos dicen e l mayor 
o menor esfuerzo que hemos de hacer pa r a a lcan­
zar con l a mano un objeto p r ó x i m o o cuánto he­
mos de caminar has ta l legar a un objeto lejano. 
Con esto se relaciona pronto el esfuerzo necesa­
r io para converger los ejes oculares en eL punto 
en cues t i ón . Más tarde se re laciona t a m b i é n con 
el t a m a ñ o aparente de los objetos, con l a dife­
rencia de detalles debida a l diferente punto de 
v i s t a con cada ojo, aun cuando se furc l rn L , s ¿ o s 
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i m á g e n e s en una , y f inalmente con l a diferencia 
de i l u m i n a c i ó n que presentan los objetos y e l ag r i -
samiento progresivo que l a i n t e r p o s i c i ó n del aire 
determina, mot ivo por e l cua l los colores cálidos, 
rojo, amar i l lo , etc., nos parecen m á s cercanos 
que los f r ío s . 

87 . E l concepto de l a e x t e n s i ó n se precisa con 
l a a p r e c i a c i ó n de dis tancias hechas por l a v i s t a 
o el movimiento de l a s manos comprobadas con 
l a medida; a p r e c i a c i ó n de incl inaciones, compro­
badas con el s e m i c í r c u l o graduado, y sobre todo, 
e l dibujo como medio de e x p r e s i ó n de l a percep­
c ión especial . 

E s p e c i a l impor tanc ia tiene e l saber ver en el 
espacio, esto es, e l dominio de l a tercera dimen­
s ión . A esto se acude con los modelos realizados 
en el espacio, de los cuales, e l m á s sencillo y edu­
cador es e l cubo, por ser como e l esquema de l a s 
tres dimensiones, modelos que no só lo deben ser 
presentados sino ejecutados por los n i ñ o s . L a 
v i s ión e s t e r eoscóp ica , es recomendable a s í como 
e l uso de l a s a n a g l i f á s que despiertan l a cur io­
s idad del n i ñ o a l ver c ó m o se incorporan l a s l í n e a s 
rojas o verdes t razadas en u n papel miradas con 
anteojos de los mismos colores. E l empleo cons­
tante de l a perspect iva en e l dibujo y l a p in ­
t u r a correctamente e n s e ñ a d a s , ayudan a este 
f in y aun a ñ a d i r í a m o s unas nociones de dibujo de 
objetos en p lan ta , alzado, y aun secc ión t rans­
versa l , ú t i l í s i m o para oficios como el de carpin­
tero, a l b a ñ i l , etc., y que c o n t r i b u i r í a n en l a escuela 
a manejar mejor los conceptos espaciales; como 
se ha demostrado exper imentalmente que con­
t r ibuye a ello e l estudio de l a Desc r ip t iva . 

3$ , E n relación con el concepto de e x t e n s i ó n 
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se h a l l a e l de l a forma, cua l idad apreciada d e s d é 
los pr imeros grados de l a e v o l u c i ó n ps icológica 
independientemente de l a e x t e n s i ó n . L o s ch im­
p a n c é s estudiados por K o h l e r r e c o n o c í a n c l a r a ­
mente sus retratos, y los objetos fotografiados. 
S e g ú n los experimentos de Miss S h i r m , una n i ñ a 
menor de un a ñ o t e n í a miedo del retrato de un 
gato. A los v e i n t i ú n meses, l l amaba t r i á n g u l o a 
l a correspondiente p o r c i ó n de un cuello de pa­
j a r i t a . A los v e i n t i d ó s meses, l l a m a b a cuadrado 
a l cubo, pero .no lo c o n f u n d í a con l a esfera. E l 
n i ñ o de Stern q u e r í a u t i l izar un b i b e r ó n de j u ­
guete 15 veces menor que el suyo. De todos 
modos l a s formas interesantes aunque compl ica­
das, son reconocidas antes que l a s formas geo­
m é t r i c a s m á s sencillas. 

8 9 . O t ra cual idad in fan t i l notable, es l a i n ­
dependencia de la. forma con r e l a c i ó n a l a pos ic ión 
siendo los n i ñ o s capaces de leer con el l ib ro i n ­
ver t ido o en un espejo, y sabido es, que no le dan 
impor tanc ia a tener a l r e v é s u n l ib ro de estampas. 
S e g ú n experimentos concluyentes, l o mismo les su­
cede a los negros ban tús . A l hombre, por e l con­
t rar io , le es esencial l a pos ic ión de l a forma pa ra 
su reconocimiento, y aun se dan paradojas acerca 
de ello, como e l hecho de que parezca mayor un 
cuadrado colocado de punta , que situado hor i -
zontalmente. 

9 0 . • U n a ú l t i m a l e y ps ico lóg ica notable he­
mos de hacer constar: L a tendencia a referir for­
mas y magnitudes a su verdadero ser, indepen­
dientemente de l a pos ic ión y l a d is tancia . As í 
cuando vemos a c ier ta dis tancia un hombre o 
u n a casa, no lo creemos n i del t a m a ñ o de un 
n i ñ o de una casa de juguete, sino que los referimos 
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a sus verdaderas magnitudes. Koh le r , r ea l i zó so­
bre esto, un experimento verdaderamente conclu-
yente con un c h i m p a n c é de cinco a ñ o s . L e hab i ­
t u ó a s e ñ a l a r de dos cajas l a que presentaba m a ­
yor superficie f ronta l , y , conseguido esto, s i n 
titubeo, a l e jó l a ca ja mayor hasta que su t a m a ñ o 
aparente fuese menor que el de l a otra, a pesar 
de lo cua l , e l c h i m p a n c é s igu ió s e ñ a l á n d o l a como 
l a mayor . Creemos, s in embargo, que és to sea 
una l e y l im i t ada , pues todos recordamos l a i m ­
p r e s i ó n de p e q u e ñ e z que nos han dado hombres 
y casas vis tos desde una a l t u r a considerable. 

A n á l o g a m e n t e sucede con l a s formas: cuando 
vemos en escorzo un cuadrado, y se nos aparece 
como un t r i á n g u l o , sabemos, s in embargo, c u á l es 
su verdadera forma, y reconocemos en el á n g u l o 
agudo e l recto. E s t a preferencia por las formas 
o r t o s c ó p i c a s , es exp l i cada por una tendencia 
a l as formas regulares que se nota en n i ñ o s y adu l ­
tos, y a s í no es que percibamos como rectos los á n ­
gulos agudos, dice K o f k a , porque veamos constan­
temente á n g u l o s rectos, y vayamos mentalmente 
a lo conocido, sino que en l a rea l idad vemos los 
tales á n g u l o s agudos y nuestra preferencia por l a 
forma regular hace que los consideremos rectos. 

E s t a constancia de formas y magnitudes que es 
de l a mayor impor tanc ia pa ra el conocimiento 
real del mundo a pesar de su aspecto fict icio, 
tiene, s in embargo, inconvenientes para él dibujo 
por l a tendencia a reproducir no como vemos, 
sino como pensamos, y es cond i c ión que el maes­
tro debe tener m u y en cuenta para e n s e ñ a r a ve r 
y a reproducir en e l dibujo donde es necesaria 
l a cor recc ión , mientras no lo es en el modelado, que 
desde este punto de v i s t a se p r e s t a r í a mejor 
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a que el n i ñ o diese una i n t e r p r e t a c i ó n de su per­
cepc ión de formas y magnitudes. 

NOTAS A L C A P I T U L O V 

' i ,—Génes is del número según Deeroly 

Decrol y, distingue en la génesis del concepto 
del número, las fases siguientes que cultiva en 
su método: 

i.o Noción de la presencia y ausencia. 
2.0 Facultad de diferenciar e identificar. 
3.0 Estado de repetición. 
4.0 Noción de unidad y pluralidad, Moción 

del 2. 
5,0 Noción del 3. 
6.° Facultad "de comparar los tamaños. 
7.0 Noción del 4. Análisis y síntesis. 
8.0 Noción del 5. Primera noción de la fracción. 
Estas fases, que tan fino análisis suponen, 

son de utilidad a nuestro juicio eñ la enseñanza 
para anormales en que la evolución se realiza 
con un ritmo más lento, pero no tienen gran va­
lor práctico para la educación del niño normal. 

2.—Los est ímulos 

Algunos psicólogos americanos, han establecido 
listas de estímulos utilizables en toda enseñanza, 
y más necesarios que en ninguna otra en el estu­
dio de la Matemática. A continuación damos dos 
de estas listas, debida una de ellas a un fecundo 
cultivador de nuestra Metodología. E l lector 
podrá buscar en ellas la explicación de procedi­
mientos quê  proponemos y hallar sugestiones 
para otros nuevos. 
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Parker Thorndike 

1. In te rés en aventuras. 
2. Idem en acciones de 

personas y animales. 
3. Deseo de a p r o b a c i ó n . 
4. Canto, sonido y r i t ­

mo. 
5. Curiosidad por lo ma­

ravi l loso o complicado. 
6. Deseo de comunicar­

se con los d e m á s . 
7. A c t i v i d a d física. 
8. Coleccionar. 
9- I m i t a c i ó n . 
10. Juego en grupos. 

1. Ac t i v idad física. 

2. Acert i jo . 
3. Amor propio. 

4. Novedad. 

5. Uso p r á c t i c o . 

6. L o que otros hacen. 
7. Sociabil idad. 
8. R i v a l i d a d ind iv idua l . 
9. Idem colect iva. 
10. I n v e n c i ó n . 

3. Los números pequeños y los grandes números 

E s t á claramente reconocido como perniciosa 
l a antigua costumbre de hacer escribir y manejar 
a los n iños grandes n ú m e r o s , superiores siempre a 
los que pueden concebir y a los que caen dentro 
de su ó r b i t a "de i n t e r é s . 

Y a hemos mencionado la. l i m i t a c i ó n del n ú m e r o 
que t ienen los n iños p e q u e ñ o s , s e g ú n las experien­
cias de MHe. Descoedres, y los de algunos sa lva­
jes. Los B a k a r i que v i v e n en un afluente del 
Amazonas, dan nombre a los n ú m e r o s hasta 6, 
y para indicar n ú m e r o s mayores, cogen un m e c h ó n 
de sus propios cabellos. Los hotokudos, como los 
chiquitos citados, no dist inguen y a entre 2 v S 
al menos por el lenguaje. 

E l hecho de que hasta mi l h a y a cierto paren­
tesco entre las palabras que expresan los números , 
parece indicar que los hombres pr imit ivos no 
alcanzaron esa cant idad hasta después de su 
sepa rac ión , esto es, m u y avanzada l a c ivi l ización. 

L a palabra millón no aparece hasta 1362, lo 
cual indica, que antes no fué echada de menos, 
y l a palabra millard — m i l millones, no se em-
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p leó hasta el siglo X I X y paraf cuebtioncs l i n a n 
cieras. 

L a A s t r o n o m í a es l a ciencia que necesita e m ­
plear n ú m e r o s mayores, y l a sigue l a F í s i co -Qu í ­
mica ; por ejemplo, las distancias a las estrellas 
se cuentan por billones de k m . y el n ú m e r o de 
m o l é c u l a s de 15,5 1. de un gas es de 24 avo or^ 
den. Luego vienen las finanzas, y en l a v ida or­
dinar ia , los n ú m e r o s suelen ser de 5 cifras . 

Como medio de dictar n ú m e r o s de muchas c i ­
fras, todas significativas (en las ciencias, por el 
valor aproximado de sus n ú m e r o s , son ceros las 
ú l t i m a s ) , citaremos el de Sessa, n ú m e r o de gra­
nos de trigo pedidos por el inventor del ajedrez. 

183 446 7442 073 709! 551 615 
U n c é n t i m o colocado a l 4 por 100 de i n t e r é s 

compuesto, hace 1875 a ñ o s se h a b r í a convert ido en 

865 4864 626 4763 236 5082 270 1561 786 660 pts. 

Quince personas se pueden poner en f i l a de 

12 307 6741. 638000 

maneras dist intas. 
P a r a hacerse idea de este n ú m e r o diremos se 

n e c e s i t a r í a n 41.000 años , aun cuando sólo em­
pleasen u n segundo para cambiar el orden de l a 
f i l a . 

F inalmente , el n ú m e r o m á s grande que puede 
escribirse con tres cifras es 9n9-

P a r a escribirlo, se n e c e s i t a r í a n 28 a ñ o s y 48 d ías 
t rabajando 10 horas diarias y anotando una c i ­
fra cada segundo, y s i cada c i f ra ocupaba 4 mm., se 
n e c e s i t a r í a una banda de papel de I.478 km. , 
772 m., 40 cm. , casi igual a toda l a costa e s p a ñ o l a 
del A t l á n t i c o (1.481 k . ) . 

4,—Psicología de las razas. 

Creemos interesante l a siguiente i n f o r m a c i ó n 
sobre las cualidades m a t e m á t i c a s de l a r aza ne-
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gra africana en estado salvaje, por lo que pueda 
representar de infantilismo, aplicable por lo tan­
to a los niños pequeños. 

^ «Lo más chocante es que el negro aprende muy 
fácilmente un idioma, pero encuentra las mayores 
dificultades para asimilarse las nociones de cálcu­
lo. Para ellos, la noción del tiempo, es tan poco 
precisa que casi no existe. Es por lo tanto inútil 
calcular el tiempo. Ninguno es capaz de decir su 
edad. Saben únicamente que su nacimiento coin­
cidió con un acontecimiento notable que todos 
recuerdan. 

No tienen tampoco idea de la medida. Salen del 
paso con lo que tengan a mano. Lo mismo si se 
trata de longitudes que de superficies o volúmenes, 
una caja de hoja de lata es para ellos la unidad 
de medida. 

Pueden contar hasta mil, pero sin noción clara. 
Si un indígena dice que ha visto muchos ant í ­
lopes y para precisar se le pregun+a, ¿cuántos} , 
responderá que tres o cuatro. 

La idea de fracción, es inabordable para los ne­
gros. Les es tan extraña que no han experimentado 
nunca, la necesidad de una palabra que la exprese. 
E n su lengua, se encuentra la voz parte, pero nada 
que signifique mitad, ni mucho menos partes 
iguales. 

La solución de un problema, es para ellos 
cuestión de memoria, utilizando una cuestión 
análoga que se les haya presentado por casuali­
dad en el curso de su vida. E n caso contrario, 
no hacen ningún esfuerzo, y a la pregunta del 
Maestro responden: Tú eres quien me lo ha de 
decir. Para un negro, un problema es una histo­
ria en que entran dos números. Lo más claro 
es que les digan: Haz una suma o una resta.» 

(De L!Educat ion Enfantine.) 1 

5-—Dos y dos son cuatro 

E n esta frase, tan utilizada por el vulgo para 
oxpresar una verdad evidentísima, ven algunos 
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intelectuales una simple tautología , esto es, que 
se expresa l a misma idea con diferentes palabras 
(decir dos y dos, es lo mismo que decir cuatro) 
y que, por lo tanto, no se dice nada; pero lo mismo 
ser ía decir que 25 y 17 son 42, lo cual no es t a n 
evidente. 

L a evidencia de esta a f i r m a c i ó n , reposa en el 
concepto in tu i t ivo del n ú m e r o combinado con 
l a c la r idad de l a o p e r a c i ó n de sumar, represen­
t ada por l a con junc ión , y g r á f i c a m e n t e p o d r í a m o s 
expresar l a p r o p o s i c i ó n anterior. 

! 1 + 1 I = 1 I 1 I 

Si suponemos desaparecido el signo + , in tu i ­
t ivamente son iguales ambos miembros de l a ex­
p r e s i ó n , y a esto es a lo que alude el vulgo como 
m á x i m o ejemplo de evidencia, que no percibe 
en 25 -|- 17 = 42 por carecer del concepto in tu i ­
t i vo de estos n ú m e r o s . 

Es t e concepto es difícil de adquir i r en cuanto 
los n ú m e r o s son un poco grandes y a causa de ello 
se sust i tuye por el concepto s e r i a l en el cua l cada 
n ú m e r o e s t á formado agregando una unidad a l 
anterior. As í mientras el concepto in tu i t ivo de 
4 e s t á proporcionado por ! ! 1 ! u otro conjunto 
aná logo , su concepto serial es 4 = 3 + 1 ••• y 
ahora y a no es evidente l a p r o p o s i c i ó n que enca­
beza esta nota. 

P a r a demostrarla partiremos de l a pr imera ex­
p r e s i ó n 

y como 2 

2 + 2 

2 = 1 + 1 

sustituyendo tendremos 

2 + 2 = 2 + I + I 

pero como 

2 4 - 1 = 3 
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susti tuyendo de nuevo 

2 + 2 = 3 + 1 

y por def in ic ión del 4 

2 + 2 = 4 

como se q u e r í a demostrar. 
D e m o s t r a c i ó n en que hemos debido admit i r 

que un sumando piiede des componersz en suma de 
otros y que los dos primeros sumandos puedan 
sustituirse por su suma efectuada. 

L a c u e s t i ó n planteada pudiera parecer m i ­
núscu la , pero responde a una p r e o c u p a c i ó n po­
pular, compara conceptos de n ú m e r o s , precisa 
el mecanismo d é l a d e m o s t r a c i ó n . . . y merec ió que 
L e i n i z se ocupase de el la. 



C A P I T U L O V í 

C A R A C T E R E S G E N E R A L E S D E L A ENSEÑANZA 
D E L A M A T E M A T I C A 

1. — L a g r a d u a c i ó n 

91. Su necesidad.—La d i spos ic ión en grados 
de l a e n s e ñ a n z a fundada en general en l a debi l i ­
dad i n i c i a l de las facultades p s í q u i c a s que le i m ­
pide adquir i r en una pr imera etapa los conoci­
mientos referentes a cualquier discipl ina, y en 
el progresivo desenvolvimiento de esas mismas 
facultades que le permiten vencer sucesivamente 
las dificultades, e s t á m á s imperiosamente jus t i f i ­
cada en lo que se refiere a l a e n s e ñ a n z a de l a Ma­
t e m á t i c a , por l a mayor dif icul tad de esta e n s e ñ a n -
za,(como hemos s e ñ a l a d o en c a p í t u l o s anteriores, 
y _ a d e m á s , ^porque en M a t e m á t i c a s e l encadena­
miento lógico, exige no sólo el conocimiento, sino 
el dominio completo de una etapa antes de pasar 
por ejemplo, l a simple p r á c t i c a de l a d iv i s ión 
a l a siguiente; as í , exige el dominio de las tres 
operaciones anteriores, e l estudio de las propie­
dades de un r e c t á n g u l o requiere el conocimien­
to de las propiedades de los segmentos, á n g u l o s , 
para le l i smo y perpendicularidad. 

_ 92. Sus caracteres.—Existe una g r a d u c i ó n pro­
p ia de l a M a t e m á t i c a , seguida ciegamente hasta 
no hace mucho en nuestras escuelas: l a que estu­
d ia los enteros antes de los quebrados, y las d i -

M e t o d o l o g í a . 22 
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versas operaciones en su orden lógico de suces ión . 
Como en G e o m e t r í a estudia l a P l a n a antes de l a 
del Espac io , y dentro de é s t a s , las figuras g e o m é ­
t r icas en orden de c o m p l i c a c i ó n creciente: rec­
tas, á n g u l o s , po l í gonos , circunferencia, etc. (Véa­
se el í nd i ce de nuestro Nuevo Tratado de Geome­
t r ía ) . 

Pero esta g r a d a c i ó n que en l í n e a s generales 
es indispensable por ser g e n é t i c a , esto es, porque 

. cada elemento engendra e l siguiente, se ap l ica en 
cada grado de l a e n s e ñ a n z a , pero cada grado a su 
vez se determina, en A r i t m é t i c a , por l a c u a n t í a de 
los n ú m ros que se emplean. Así, en g r a d a c i ó n 
sucesiva se estudian las operaciones n u m é r i ­
cas y aun se i n i c i a n las propiedades (descomposi­
c ión en factores) con los 10 primeros n ú m e r o s ; 
d e s p u é s con los n ú m e r o s hasta 20; m á s tarde 
hasta 100, y d e s p u é s has ta 1.000; 100.000, e 
indefinidamente. Se consigue así l i m i t a r él cam­
po de acc ión a n ú m e r o s que e l n i ñ o concibe y por 
los que se interesa, y a l s implif icar l as operacio­
nes ponerlas a l alcance de sus escasas capacida­
des, sobre todo de su déb i l capacidad de a t e n c i ó n 
sostenida. E n e l S is tema Mét r i co l a g r a d a c i ó n es­
t a r á determinado por l a s unidades que el n i ñ o 
pueda u t i l i zar y concebir, a s í s e r á n l a s pr imeras 
e l dm., cm. y m m . , y el kg . , g. y 1., aun contra 
lo que suele hacerse. 

E n G e o m e t r í a cabe discrepancia en el punto 
de par t ida , s i és te ha de ser; de l o real, esto es, 
de los só l idos en e l espacio,ypara descender a los 
elementos planos, o ha de partirse de lo sencillo, 
que es e l punto y l a recta, pa ra i r a lo complejo. 
U n cr i ter io a r m ó n i c o es e l mejor, empezando, en 
efecto, por e l conocimiento de los sól idos : esfera. 



— 179 -

ci l indro y cubo, como q u e r í a Froebe l pa ra pasar 
en seguida a l plano y continuar en él , s i bien no 
con el rigor c lás ico, sino que en cada grado puede 
estudiarse l a parte p lana y l a parte espacial; así, 
por ejemplo, e l estudio del cubo, con sus conse­
cuencias de volumen, perpendicularidad en el es­
pacio, á n g u l o s triedros, etc., puede hacerse i n ­
cluso a l f inal del pr imer grado, antes que los po­
l ígonos en general. 

L a preferencia' por l a G e o m e t r í a P l a n a e s t á 
determinada con seguridad completa por l a ma­
yor sencillez de sus figuras y sobre todo por l a 
mayor fac i l idad que tiene e l n i ñ o pa ra operar 
en el plano. B a s t a c i tar como ejemplos l a fac i l i ­
dad con que e l n i ñ o percibe e l á r e a de una figura 
por e l procedimiento na tura l (descompos ic ión en 
cuadrados iguales a l a unidad) , con l a di f icul tad 
que presenta para a n á l o g a p e r c e p c i ó n en los 
v o l ú m e n e s , y l a enorme diferencia existente en­
tre e l trazado de l a perpendicular a u n a recta o 
a un plano(de que y a nos ocuparemos.] 

E n def ini t iva propugnamos u n a g r a d u a c i ó n del 
contenido de l a M a t e m á t i c a predominantemente 
ps ico lógica para formar los grados, por l a compli­
cac ión r e l a t i va de n ú m e r o s o formas, pero una 
g r a d u a c i ó n gené t i ca , esto es, l a propia de l a cien­
c ia dentro de cada grado. 

93 . L a g radac ión en las definiciones.-—Dentro 
de cada grado l a e n s e ñ a n z a debe adaptarse a 
l a capacidad del n i ñ o ; ser ía absurdo definir a 
un p á r v u l o l a esfera, e l c i l indro y el cubo que dis­
tingue perfectamente. E n e l concepto que tene­
mos de los seres suelen considerarse tres etapas: en 
l a pr imera , e l objeto es claramente percibido y con 
esto nos contentamos; este es e l concepto que todo 
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e l mundo tiene, por e jemplo: del caballo; en l a se­
gunda, formada generalmente por l a necesidad de 
e x p r e s i ó n , definimos el objeto por algunas de sus 
cualidades que bastan pa ra darlo a conocer. E n 
el tercer momento definimos e l objeto plenamente 
por sus cualidades esenciales. E s t a s mismas fa­
ses debe seguir l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a . 
E n l a pr imera se dice: esto es tal cosa. Se t raza una 
circunferencia y se dice: esto es una circunferen-

, c ia . E l n i ñ o p e q u e ñ o no siente necesidad de m á s 
explicaciones. Se escribe, en el segundo grado 
un n ú m e r o m i x t o , por ejemplo 2 y se dice esto 
es un n ú m e r o m i x t o . Se pone un ejemplo de i n ­
t e r é s , s in necesidad de definir lo. Más tarde ven­
d r á n l a s definiciones imperfectas: una l í nea re­
donda es l a circunferencia, como un cuerpo re­
dondo es l a esfera; e l i n t e r é s es l a ganancia, etc. 

A l f ina l se d a r á n las definiciones correctas 
de todos conocidas. A n á l o g a m e n t e , 1 kg . es p r i ­
mero una pesa, d e s p u é s e l peso de 1 1. de agua, 
m á s tarde el de 1 dm3, en l a s condiciones sabidas. 
H a s t a e l cuarto a ñ o no dan los l ibros alemanes l a 
def in ic ión de suma. 

Observación.—Claro es que l a s definiciones inter­
medias no deben ser aprendidas de memoria. 
X 94. L a g r adac ión en las demostraciones.—El 
n i ñ o p e q u e ñ o se conforma con u n a simple com­
probación; a esto puede reducirse en un pr inc i ­
pio l a propiedad conmuta t iva de l a mul t ip l i ca ­
ción, y e l va lo r de l a suma de los á n g u l o s de un . 
t r i á n g u l o , y e l teorema de P i t á g o r a s , cuando los 
lados va len 3, 4 Y 5> Y el á r e a de un t r i á n g u l o . 

Más tarde viene l a d e m o s t r a c i ó n in tui t iva: 
E n l a f o r m a c i ó n de discos que representa un pro-
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ducto, o en su r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica , o en l a t ab l a 
Montessori, pueden cambiarse las f i las en colum­
nas, lo cua l equivale a inver t i r e l orden de los 
factores; en l a suma de los á n g u l o s de un t r i á n ­
gulo se r e ú n e n los tres v é r t i c e s por un doblez en 
e l punto de l a base s i m é t r i c o del v é r t i c e con re­
l a c i ó n a l a l í nea media; el teorema de P i t á g o r a s 
se evidencia con l a supe rpos i c ión s e ñ a l a d a en l a 
nota a l c a p í t u l o anterior. 

F i g . 32. F i g . 33. 

F i g . 34. 

Pero cabe t a m b i é n una g r a d a c i ó n aun m á s 
f ina" dentro de cada grado para aquellas propie­
dades difíciles de percibir.- T a l es, por ejemplo, 
e l á r e a de un t r i á n g u l o , f igura en l a cual se sa l ta 
del procedimiento na tura l , in tu i t ivo antes seña ­
lado a l de equivalencia de superficies, y creemos 
conveniente evidenciar l a equivalencia de uno y 
otro procedimiento just i f icada en l legar a l mismo 
resultado. L a s adjuntas figuras muestran l a mar­
cha de l a d e m o s t r a c i ó n , haciendo notar l a equi­
va lenc ia de los trozos sombreados ü a r a oue efec-
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t ivamente e l n ú m e r o de unidades de superficie 
(cuadraditos) sea e l indicado por l a m i t a d del pro­
ducto de l a base por l a a l tu ra . L a tercera f igura, 
que es e l caso general, se reduce como puede 
verse, t razando su a l t u r a a l anterior. L a p r imera 
figura, caso par t i cu la r del t r i á n g u l o r e c t á n g u l o 
isósceles , no tiene otro objeto que hacer ve r m á s 
c l a ra l a equivalencia por ser iguales todos los ele­
mentos a una parte y otra del lado, mientras 
que en l a segunda s ó l o son iguales dos a dos. 

95. L a g r a d u a c i ó n en el cá lcu lo .— Indepen­
dientemente de l a c o n s i d e r a c i ó n de los automa­
tismos, l a g r a d u a c i ó n en e l c á l c u l o exige e l escalo-
namiento de l a s dificultades. E l maestro debe 
preverlas , y en todo caso observarlas en su p r á c ­
t ica , y con arreglo a el las ordenar sus ejercicios. 
Como ejemplo ci taremos l a g r a d u a c i ó n en l a 
m u l t i p l i c a c i ó n . 

L a g r a d u a c i ó n g e n é t i c a exige empezar por m u l ­
t ip l icar : 1.°, n ú m e r o s de una sola c i f ra ; 2.°, n ú ­
meros de v a r i a s cifras por otro de una, y 3.0, dos 
n ú m e r o s de v a r i a s cifras. 

Es to s tres grados naturales se descomponen a 
su vez en l a forma siguiente: 

i .0 Mul t ip l i ca r d í g i t o s : 
a) Productos has ta 10. In tu i t ivos , correspon­

d iéndose con e l p r imer grado elemental de que 
hemos hablado. 

b) Productos has ta 20, c o r r e s p o n d i é n d o s e con 
el segundo. 

c) Productos de los 10 primeros n ú m e r o s por 
1, 2, 3. 4 y 5- , 

d) Cuadrados de los 10 primeros n ú m e r o s . 
e) Productos por 6, 7, 8 y 9. 
2.° Mul t ip l icar por un d í g i t o : 
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a) Mul t ip l icar por 2, 3 y 4 s in llevar, 
h) Mul t ip l icar por 5 siendo pares las cifras 

del mul t ipl icando. 
c) Mul t ip l icar por 2, 3, 4, 5, llevando. 
d) Mult ipl icador, cualquier d íg i to . 
e) Ceros en el mul t ip l icando. 
3.0 Mul t ip l icar n ú m e r o s de v a r í a s c i f ras : 
a) Mul t ip l icar por 10, 100, 1.000. 
b) E l mul t ip l icador tiene só lo dos cifras. 
c) Tiene dos cifras y t e rmina en un cero. 
d) Mult ipl icador de tres cifras. 
e) I d e m siendo cero l a in termedia . 
D e s p u é s de lo c u a l y a puede pasarse a l caso 

general, s in necesidad de considerar casos de 
var ios ceros intercalados o terminales, porque 
estos casos deben ser resueltos por ana log í a , y a 
que una g r a d a c i ó n t a n delicada y sut i l que supr i ­
miese todas las dificultades no d e s a r r o l l a r í a l a s 
apti tudes y e s t a r í a en c o n t r a d i c c i ó n con e l sen­
tido deportivo, de vencimiento de dificultades, 
en que hemos indicado se h a l l a e l p r inc ipa l atrac­
t ivo de l a M a t e m á t i c a . 

2. — E l p l a n 

96 . Dis t r ibuc ión genera l .—La e n s e ñ a n z a de 
l a M a t e m á t i c a se dis t r ibuye en general en tres 
grados, cada uno de los cuales se desdobla en dos, 
cubriendo as í el t iempo to ta l de e n s e ñ a n z a desde 
los seis a los doce a ñ o s . Cabe, sin embargo, con­
siderar antes de los seis a ñ o s un nuevo grado, de 
p á r v u l o s o de Kindergarten, y d e s p u é s de los doce 
una a m p l i a c i ó n hasta los catorce, que en nues­
tro pa í s son hasta ahora m á s t e ó r i c o s que reales. 
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a) L a p r imera parte de nues t ra e n s e ñ a n z a , en 
donde se da formando parte del p l an de conjunto, 
e s t á claramente definida, y se l i m i t a a l conocimien­
to de las formas g e o m é t r i c a s y a l c á l c u l o con obje­
tos e i m á g e n e s generalmente has ta 20, pero l l e ­
gando a 100 cuando l a e n s e ñ a n z a en cues t i ón abarca 
dos o tres años ; c laro es que ta les n i ñ o s l l e v a n a l 
grado elemental de las escuelas pr imar ias una 
va l iosa p r e p a r a c i ó n que' los hace destacarse de? 
los d e m á s . 

b) E n l a segunda parte, E s c u e l a p r i m a r i a co­
rriente, nos encontramos con e l p l an f rancés ex­
cesivamente intelectual is ta que desde el primer 
grado emplea definiciones y reglas que aprender 
de memoria, grado excesivamente nutr ido del que 
apenas son r epe t i c ión y a m p l i a c i ó n los siguientes. 
L o s l ibros escolares alemanes, menos recargados de 
mater ia , pesan en cambio por e l exceso de meca­
nismo calculatorio y l a ausencia de procedimien­
tos que hagan grato e l aprendizaje, siguiendo 
siempre l a g r a d a c i ó n ind icada por l a complejidad 
de n ú m e r o s y formas. 

c) Por otro lado nos encontramos con una 
d i s t r i b u c i ó n m á s rac ional de l a e n s e ñ a n z a en tres 
etapas, propuestas por Thornd ike y seguida en 
muchas escuelas de A m é r i c a . L a pr imera , l l ama­
d a preparatoria, comprende tres a ñ o s a par t i r de 
los seis, y en e l l a se tiende a que el n i ñ o se fami­
l ia r ice con los hechos m a t e m á t i c o s , a n á l o g a m e n t e 
a como antes de aprender g r a m á t i c a se famil ia­
r i z a con e l lenguaje. L a e n s e ñ a n z a comprende el 
concepto escri tura y manejo de n ú m e r o s p e q u e ñ o s 
de una y hasta t res cifras a lo smno, y de algunos 
n ú m e r o s fraccionarios sencillos, as í como de los 
decimales de dos cifras; el conocimiento y manejo 
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de l a s monedas y medidas m á s sencillas y usua­
les y e l uso aceptable de muchos vocablos propios 
de l a a r i t m é r i c a . Se toma el juego como pr inc ipa l 
e s t í m u l o pa ra l a acc ión y se procura colocar a l 
n i ñ o en situaciones en que tenga que u t i l i za r 
l a s operaciones fundamentales, hallando él mismo 
en cuanto sea posible las reglas pa ra operar. 
Se recurre t a m b i é n a los trabajos manuales como 
base pa r a obtener problemas, y a los acertijos y 
problemas curiosos. E n ' G e o m e t r í a se estudian 
i r í c i d e n t a l m e n t e l as formas. 

L o s tres a ñ o s siguientes, tienen como base de 
ac t iv idad el trabajo, l levando cuentas de gastos 
e ingresos, levantando planos, construyendo cuer­
pos g e o m é t r i c o s y de l a v i d a real , y recurriendo 
en menor escala a juegos, acertijos, dramat iza-
c ión , etc. 

Se estudian los n ú m e r o s hasta 1.000.000 en ope­
raciones fundamentales con enteros, quebrados 
y decimales, l a conve r s ión de unos en otros, l a 
s impl i f i cac ión de fracciones. E l sistema m é t r i c o 
completo; l as abreviaciones ú t i l es . E l tanto por 
ciento, e l i n t e r é s y e l descuento. P e r í m e t r o y á r e a 
de cuadrados y r e c t á n g u l o s y el vo lumen de los 
p a r a l e l e p í p e d o s . L a base del m é t o d o es encontrar 
por sí mismo las reglas apelando a l a i n t u i c i ó n . 

F ina lmente , desde los doce a los quince a ñ o s , 
y de acuerdo con lo dicho en e l c a p í t u l o V , tiene 
lugar l a e n s e ñ a n z a s i s t e m á t i c a y racional , am-
p l i á n d o s e e l contenido anterior con e l estudio 
sencillo de las fracciones pe r iód icas , e l empleo dei 
á l g e b r a en l a r e so luc ión de problemas, mayor 
estudio de las operaciones con complejos, y cues­
tiones de p o r c e n t a j e , ' m e n s u r a c i ó n y contabil idad. 
Comprendiendo l a m e n s u r a c i ó n l a longi tud de 
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l a circunferencia, l a s á r e a s en general y los v o l ú ­
menes de p r imas regulares, c i l indro y cono de 
r e v o l u c i ó n y esfera. A ú n se usa l a dramat izac ión , 
por ejemplo, pa ra l a contabilidad, y se extiende 
l a ap l i cac ión de los proyectos ( i ) , 

97. Adaptación.—Considerando el ún ico acor­
de con l a ps i co log ía infant i l e l p lan americano, 
pudiera adaptarse a nuestras circunstancias re­
duciendo a dos a ñ o s l a d u r a c i ó n de cada etapa 
para inc lu i r lo dentro de nuestros l í m i t e s escola­
res. Y t a l vez c o n v e n d r í a densificar un poco los 
primeros grados tomando algo del conceptualis­
mo y l a o r d e n a c i ó n m e t ó d i c a de t ipo f rancés y 
l a ac t iv idad ca lcu la to r ia de los Rechenbuch ale­
manes y a que es preciso no desentonar del con­
junto de l a e n s e ñ a n z a y se satisface l a tenden­
cia a l c á l c u l o m e c á n i c o que hemos s e ñ a l a d o en 
l a parte ps ico lóg ica . 

98 . L a i n t e r p o l a c i ó n .—U n a parte c o m ú n a 
todos los planes que se consideren es l a de no dar 
serialmente l a A r i t m é t i c a y l a G e o m e t r í a , s egún 
l a forma en que usualmente se presentan. Por e l 
contrario, en l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a han 
de l levarse de frente los siguientes aspectos: 
Operaciones y propiedades de los números.-—Cálcu­
lo mental y escrito.—-Sistema métrico decimal.— 
Ejerc ic ios y problemas .—Geometr ía , a p o y á n d o s e 
unos conocimientos en los otros. 

Así , por ejemplo, a l estudiar las unidades, dece­
nas y centenas en l a n u m e r a c i ó n se consideran 
s i m u l t á n e a m e n t e e l m. D m . y H m . L a suma y 

(1) Este plan es perfectamente adaptable a las nuevas 
Bases, recién presentadas a las Cortes y que comprenden la 
enseñanza de 5 a 14 años . 
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y resta de enteros se hace coincidir con l a de seg­
mentos y á n g u l o s . L a m u l t i p l i c a c i ó n de enteros, 
con l a o b t e n c i ó n del á r e a del r e c t á n g u l o , y con las 
medidas de superficie. E l c á l c u l o v a dando el 
a r m a z ó n m e c á n i c o en que reposa todo ello y los 
ejercicios y problemas s i rven de rev i s ión , comple­
mento y a c l a r a c i ó n de cuanto se expone, hasta ta l 
punto que casi a estas dos ú l t i m a s cuestiones 
pudie ra reducirse toda l a e n s e ñ a n z a s in . m á s 
que intercalar las definiciones, i n tu i t i vas o ver­
bales, que sean precisas. 

5. — Condiciones del m é t o d o para hacer lo 
asociativo y razonado 

99 . Necesidad.—La lec tu ra del p l a n esbozado 
en e l apartado anterior muestra una vez m á s que 
l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a en l a E s c u e l a 
p r i m a r i a h a de hacerse en general ocasionalmente 
y prescindiendo del ñ g o r l óg i co . E s t o le h a r í a 
perder sus cualidades m á s bel las y educativas, 
el maravi l loso enlace de sus verdades y e l ser 
fruto del uso casi exc lus ivo de nuestra r a z ó n . 
Ser ía i r contra el precepto fundamental de que h a 
de verificarse l a e n s e ñ a n z a y que h a de ser racio­
nal . Por otra parte, como dice Grosgurin, «compren­
der no es confiar a l a memoria l a muchedumbre 
de los procedimientos, sino que es aproximar 
hechos y establecer entre ellos relaciones que res­
pondan a l esfuerzo constante del e s p í r i t u hacia 
l a c o o r d i n a c i ó n y l a u n i d a d » . Y por l o que respecta 
a l a segunda de l a s condiciones, dice La i san t : 
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«No es l o esencial i m p r i m i r en l a memoria i m á g e ­
nes, figuras y f ó r m u l a s , sino desenvolver l a facul­
t a d de r azona r .» 

100 . L a asoc iac ión en A r i t m é t i c a . — L a grada­
c ión gené t i ca que necesariamente ha de tener 
l a e n s e ñ a n z a de esta ciencia l a pone a salvo del 
peligro de disociaciones, pero es preciso que el 
m é t o d o de e n s e ñ a n z a recalque los enlaces de 
sus diferentes partes. Así , por ejemplo, como l a 
suma es una manera de hacer m á s breve l a ope­
r a c i ó n de contar en sentido progresivo, l as p r i ­
meras sumas se h a r á n constando en esta forma, 
y ello s e r v i r á de medio para formar por e l propio 
a lumno l a t ab la correspondiente. 

L a s u s t r a c c i ó n a n á l o g a m e n t e u t i l i za e l contar 
regresivo y puede hacerse l a m i sma obse rvac ión , 
pero a d e m á s es l a o p e r a c i ó n inversa de l a suma ' 
y esto se evidencia resolviendo durante a l g ú n 
t iempo t ras de cada ejemplo, concreto o abs­
tracto de suma, los dos de res ta correspondientes, 
l o cual a d e m á s es grato a los alumnos porque l e s ' 
da normas para inventar ejercicios c u y a solu" 
c ión conocen. 

L o dicho de l a a d i c i ó n podemos repetir lo de l a 
m u l t i p l i c a c i ó n como suma abreviada, y en cuan- • 
to a l a d iv i s ión , su doble aspecto de resta abre­
v i a d a t a m b i é n y de o p e r a c i ó n inversa , nos inc i t a 
a repetir lo dicho para l a s u s t r a c c i ó n . 

. E n \os decimales puede ponerse de relieve su 
s i m e t r í a con r e l a c i ó n a los enteros, y t a m b i é n 
e l hecho de ser caso par t icu la r de los quebra­
dos. 

L a gene ra l i zac ión sucesiva de las definiciones 
hasta quedar solamente los de c a r á c t e r absoluto, 
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es otro modo de asociar l as ideas. As í eí número 

abstracto \ / abstractas 
entero J l enteras 
fraccionario > es un conjunto de unidades < fraccionarias 
decimal \ I decimales 
concreto / \ concretas 

Y en las definiciones de las operaciones puede 
ponerse de manifiesto su g r a d a c i ó n , desde l a de 
tomar un n ú m e r o por sumando etc., o determinar 
c u á n t a s veces u n n ú m e r o contiene a otro, a p l i ­
cables sólo a n ú m e r o s enteros, hasta las de c a r á c ­
ter general de todos conocidas. 

U n excelente medio es, a l f ina l de los estudios, 
l a e x p o s i c i ó n en cuadros s inóp t i cos del contenido 
de l a A r i t m é t i c a y l a c o m p a r a c i ó n de detalles en 
que puede percibirse su admirable s i m e t r í a . 
Así, por ejemplo, los casos de l a 

suma } , . , , í resta 
„ • v los de la < .. . . , 

mul t ip l icac ión ) J [ d iv i s ión 

1 0 1 . L a asoc iac ión en G e o m e t r í a — M á s d i ­
fícil de conseguir que l a anterior, son, s in em­
bargo, v á l i d a s para ellas algunas de las reglas da­
das, y como elementos que tienden a l a un i f icac ión 
introduciremos en l a e n s e ñ a n z a los movimientos: 
t raslacióa f á r d e l a , giro, rebatimiento, ^ que a l a 
vez que unif ican dan v i d a y a n i m a c i ó n a l a en­
s e ñ a n z a ; las s imetr ías , con re l ac ión a un punto, 
un eje y un plano; y los lugares geométricos, ú t i l e s , 
a d e m á s para l a r e so luc ión de problemas. 

Conviene a d e m á s poner de manifiesto relacio­
nes que suelen pasar desapercibidas; por ejemplo. 
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l a l l a m a d a distancia, tiene las c a r a c t e r í s t i c a s de 
ser una, y ser l a menor. Así , l a dis tancia entre 
dos puntos, de un punto a una recta y a un plano, 
o l a l í n e a de m á x i m a pendiente,, o entre dos pun­
tos de una superficie esférica. L a s formas paralelo-
g r á m i c a s t ienen por á r e a e l producto de su base 
por su a l tura , y las t r iangulares l a mitad; l a s 
p r i s m á t i c a s t ienen por ' v o l u m e n el producto 
de su base por su a l tu ra , y las p i r á m i d a l e s e l 
tercio. Y finalmente a s o c i a r á grandemente pro­
piedades y operaciones l a a p e l a c i ó n constante a 
l a correlación. 

102. E l aspecto cuant i ta t ivo.—Existe una aso­
ciac ión de l a M a t e m á t i c a con el mundo material 
que es de l a m á s a l t a importancia , es l a que puede 
dar v i d a y a n i m a c i ó n a su e n s e ñ a n z a , l a que 
muestra su u t i l i d á d y responde en l a A r i t m é t i c a 
a l cr i terio de K a n t de que el n ú m e r o era el inter­
mediario entre el e s p í r i t u y e l mundo exterior, 
y en l a G e o m e t r í a a l pensamiento de P l a t ó n de 
ser las formas g e o m é t r i c a s los modelos de los cuer­
pos. Y no es difícil asociar nuestra e n s e ñ a n z a con 
l a v i d a en general. Se i n i c i a con l a fo rmac ión del 
A l b u m de N ú m e r o s y el de F o r m a s que responde 
a l intento coleccionador del n i ñ o y le hace bus-, 
car por todas partes estas relaciones. Se c o n t i n ú a 
con l a r e p r e s e n t a c i ó n cuan t i t a t iva y gráf ica de 
cuantos f e n ó m e n o s en l a ' v i d a o en l a sociedad 
son susceptibles de ello, por ejemplo, l as v a r i a ­
ciones en peso y t a l l a del n i ñ o durante el creci­
miento, l a s de l a temperatura de un enfermo, 
los precios de las m e r c a n c í a s , las produccio­
nes, é t c . 

Finalmente , los problemas v iv i f i can todos los 
datos recogidos, y muestran a l n i ñ o a l a real i -
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dad p l e g á n d o s e d ó c i l m e n t e a l a s combinaciones 
n u m é r i c a s . 

Claro es que todo esto a lcanza su m á x i m a i m ­
portancia en re lac ión con l a s otras ciencias, y 
los t rabajos manuales de que hablaremos m á s 
adelante. 

103 . E l r azonamien to—Hay reglas y propie­
dades que no pueden ser demostradas racional­
mente en l a E s c u e l a . U n a s veces por su propia 
dif icul tad, por ejemplo, l a regla pa ra l a o b t e n c i ó n 
dé l a r a í z cuadrada ( l a d e m o s t r a c i ó n i n t u i t i v a que 
suele darse no nos satisface), y otras porque e x i ­
j a n conocimientos previos, como ocurre con las 
propiedades de los n ú m e r o s pr imos que necesi­
t an como antecedente las del m á x i m o c o m ú n 
divisor . 

E n general, en A r i t m é t i c a e l m é t o d o que con­
siste en obtener por sí mismo l a s reglas y las 
propiedades hace que se razonen, no con el razo­
namiento exp l í c i to , difícil a l n i ñ o y desagradable, 
sino con un razonamiento p r á c t i c o e i m p l í c i t o 
que es diferente. Así pa ra obtener l a regla de m u l ­
t ip l i ca r u n n ú m e r o de va r i a s cifras por otro de 
una sola, el m é t o d o en cues t i ón l l e v a a propo­
ner a l a lumno ejercicios como: H a l l a r cuánto 
valen 3 veces 412. H a l l a r cuán to valen 3 veces, 
521 , etc. A pocos ejemplos c o m p r e n d e r á que es 
m á s sencillo mul t ip l icar por 3 cada cifra que su­
m a r l a 3 veces, siendo el mismo e l resultado. L o 
que no s a b r á e l alumno t a l vez es expresar este 
hecho con l a cor recc ión con que lo hacen los l ibros. 

E n G e o m e t r í a los procedimientos de superpo­
sic ión a que se acude en los pr imeros grados, son 
de menos va lor porque en ellos el razonamiento 
e s t á demasiado i m p l í c i t o . Así , por ejemplo, a l 
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transformar el t r i á n g u l o A B C en paralelogramo 
l a figura obtenida es evidentemente t a l , pero si 
puede admitirse que en l a c o n t e m p l a c i ó n del mo­
vimiento es té í m p l i c i t o que B cae en C. por ser 
N B = N Q seguramente no lo e s t á e l que M N 
en l a nueva pos i c ión sea pa ra le l a a A C v M B 
a A M . . 

Por ello es precirso i r habituando a l alumno a 

F i g . 85 

precisar racionalmente el resultado de los mov i ­
mientos y a convencerle de que las apariencias 
e n g a ñ a n con l a demostración antes expuesta de 
64 = 65. f 

T a m b i é n exis ten en G e o m e t r í a verdades de i m ­
posible d e m o s t r a c i ó n en l a E s c u e l a p r imar i a como 
ocurre, por ejemplo, con l a f ó r m u l a del á r e a de 
l a superficie esférica, y en tales casos basta l a com­
p r o b a c i ó n in tu i t i va , pero advir t iendo siempre 
a l alumno del escaso va lo r de t a l procedimiento, 
m o s t r á n d o l e as í l a modestia de sus medios y l a 
posibi l idad de, superarlos. 
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4. — Procedimientos que hacen la e n s e ñ a u a a 
agradable, act iva e intuit iva 

104. L a e n s e ñ a n z a g r a t a .—E l agrado de l á 
e n s e ñ a n z a es en rea l idad una consecuencia de su 
a d e c u a c i ó n a l a capacidad, e s t í m u l o s y d e m á s 
cualidades del alumno, y por tanto de que esta 
e n s e ñ a n z a sea activa, intui t iva graduada, etc. 
Pero exis ten procedimientos que se dirigen di­
rectamente a hacer grata l a e n s e ñ a n z a , unos de 
c a r á c t e r general y otros especiales de l a . Mate­
m á t i c a ; para deducir unos y otros, remit imos a l 
lector a nuestro c a p í t u l o sobre ps ico log ía in fan t i l , 
especialmente a l a parte que se refiere a l c a r á c ­
ter deportivo de nuestra e n s e ñ a n z a , (que es l a nota 
m á s nueva y transcendente que podemos seña l a r ) 
y a los e s t í m u l o s que figuran en las Notas. A con­
t i n u a c i ó n damos un ejemplo de cada u n a de las 
clases citadas. 

Apelac ión a l a imag inac ión i n f an t i l .—Las a n é c ­
dotas y las lecturas. 

a) Como ejemplo de a n é c d o t a s de c a r á c t e r 
m a t e m á t i c o , citaremos l a siguiente que en su 
fondo es rigurosamente h i s t ó r i ca . 

E n un pueblo de A r a g ó n se presentaron cier­
to d í a dos labradores a l maestro. Se l l amaban 
Antonio (A) y Bas i l io ( B ) , exponiendo su caso. 
Cada uno t e n í a un solar junto a l a casa del otro 
y q u e r í a n naturalmente cambiarlos; les p a r e c í a n 
de casi igual e x t e n s i ó n y los gastos de escri tura 
d e b e r í a pagarlos el que tuviese el solar m á s pe­
q u e ñ o , pues era el que sa l í a ganando. E l solar 
de A e ra ' cuadrado y el de B r e c t á n g u l a r , m á s 

Metodología. 
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estrecho, pero m á s largo. Preguntaron los l ab ra ­
dores c ó m o se median exactamente los solares, 
pues só lo conoc ían l a medida de los campos por 
l a cant idad de semil la que p o d í a n recibir . E l maes­
tro les m o s t r ó e l m2 d i c i é n d o l e s que esa era l a un i ­
dad y que midiesen lo largo y lo ancho de los sola­
res y volviesen a el que les d i r í a exactamente c u á l 
era e l mayor . Vo lv i e ron , en efecto, los labradores, 
pero fué para decir a l maestro que y a no le necesi­
taban. L o s solares median 6 m. de lado el cuadra­
do y 5 X 7 e l otro; con un metro, una cuerda y 
un pico h a b í a n t razado en e l terreno dos series 
de l í n e a s perpendiculares entre sí ( t rácese l a f i ­
gura), con lo que h a b í a n quedado los solares d i ­
vididos en m2, y no h a b í a n tenido m á s que hacer 
que contarlos pasando por todos ellos para no 
equivocarse, resul tando tener e l cuadrado 36 m2 
y e l rectangular 35 m2. 

Como puede notarse aparece a q u í dramatizado 
en l a n a r r a c i ó n (puede dramatizarse en l a acc ión 
haciendo dos n i ñ o s de labradores, marcando los 
solares, etc.) e l procedimiento natural para l a ob­
t e n c i ó n de á r e a s , punto de par t ida de los que 
e n s e ñ a l a G e o m e t r í a . 

b) O t r a a n é c d o t a interesante, é s t a de c a r á c t e r 
h i s tó r i co , es l a referente a l a v a r a americana to­
mada sobre un p a t r ó n enviado de Cas t i l la , pero a l 
deshacer e l e n v í o ha l laron los colonos e s p a ñ o l e s 
una hermosa v a r a de bronce con marcas diviso­
r ias que tomaron como modelo. A l g ú n tiempo 
d e s p u é s se d e s p r e n d i ó una ca ra de un extremo y 
a p a r e c i ó dentro l a verdadera vara de Cas t i l la que 
se enviaba con toda clase de precauciones. Por 
eso l a v a r a ams r i cana es mayor que l a enviada . 
(Como tipo de l ec tu ra v é a s e l a Nota de este c a p í -
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tu lo , y como l ibro adecuado recomendamos, A r i t h -
metiquc dti G r á n d P a p á de J . Macé. ) 

105 . Con el fin de hacer ameno el c á l c u l o pue­
den proponerse los ejercicios siguientes: 

a) Los cuadrados mágicos , t ienen l a propie­
dad de que sus n ú m e r o s sumados horizontal , ve r t i ­
c a l y diagonalmente dan el mismo resultado. 

E jemplos : 

'5 

13 ' 7 

2 5 

( 4 

24 
13 

16 2 3 

29 

E x i s t e n t a m b i é n t r i á n g u l o s m á g i c o s cuyos l a ­
dos dan l a misma suma. E j e m p l o : 

1 2 2 
9 8 1 4 3 . 

9 4 6 9 9 7 

^ . 5 7 3 3 4 5 7 5 6 1 8 

P a r a l a m u l t i p l i c a c i ó n exis ten t a m b i é n cuadra­
dos mág icos , dando producto, constante pero l a 
exces iva magni tud de los resultados hace que nos 
l imi temos a proponer el siguiente: 

64 

32 

5 S12 16 

256 

Pueden formarse t a m b i é n c í r cu lo s y po l ígonos 
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y hasta cubos m á g i c o s , pero creemos basta con lo 
expuesto. 

b) Productos notables. 
1.° S i mul t ip l icamos por 7 los n ú m e r o s s i ­

guientes en p r o g r e s i ó n a r i t m é t i c a 

^ S T a ; 3 1 7 4 6 ; 4 7 6 1 9 ; 6 3 4 9 2 ; 7 9 3 6 5 ; 9 5 2 3 8 ; n i m ; 

1 2 6 9 8 4 ; 1 4 2 8 5 7 

obtenemos 

111 111; 222 232; 333 3 3 3 ; 444 444, 555 S S S ; 666 666; 
777 777; 888 888; 9 9 9 9 9 9 

Los n i ñ o s inducen pronto estos resultados, pero 
creemos esto una ven ta ja en lugar de un incon­
veniente. 

2.0 

9 \ / 111 111 111 
18 J l 222 222 222 

12 345 679 x i 2 7 ! " = •! 333 333 333 

999 999 999 

3.0 S i mul t ip l icamos por 37 los n ú m e r o s en 
p r o g r e s i ó n a r i t m é t i c a 

3; 6; 9; 12; 15; 18; 2 1 ; 24; 27 

obtenemos 

111; 222; 333; 444; 555; 666; 777; 888; 999 

c) Producto de varios factores 
^ 7 X 11 X 13 por un n ú m e r o cualquiera de tres 

cifras abe da como producto abe abe, debido a 
que 7 x 11 X 13 = 1001. 
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d) Potencias curiosas: 

i2 = i g2 = 81 
i T2 = 121 gg2 = g 8 o i 

n i 2 = 1 2 3 2 1 9992 = 998001 
11112 = 1 2 3 4 3 2 1 99992 = 99980001 

E s t a s potencias son interesantes, porque se 
prestan a una general ización determinando l a 
forma de las potencias sucesivas, y fueron expues­
t a s en el siglo I X por I b n el B a n n a , m a t e m á t i c o 
m a r r o q u í . D e l mismo autor son los productos 
siguientes que se prestan a l a misma i n d u c c i ó n : 

999 X 222 = 22 17 78; 999 X 666 — 66 53 34 

E l pr imer grupo del producto es e l mul t ip l icador 
con una ci f ra menos, e l segundo e l producto 
de 9 por l a cifra del mul t ip l icador menos 1, y el 
tercero se forma con l a cifra ú l t i m a del anterior 
y é s t a + 1. 

e) Productos y sumas. 

1 X 9 + 2 = 11 
• 2 X 9 + 3 = i ' i 

123 X 9 + 4 = 1 U 1 

123456789 X 9 +" 10 = t > 11 n i I I I 

9 X 9 7 = 
98 X 9 + 6 = 

987 X 9 + S = 

987654321 X 9 + 0 = 888 888 888 

Otras muchas curiosidades del mismo géne ro 
pueden tomarse de -los l ibros que recomendamos 
en nuestra Bib l iogra f ía . 
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106 . L a e n s e ñ a n z a a c t i v a . — L a ac t iv idad en 
l a e n s e ñ a n z a se consigue por los procedimientos 
siguientes: 

a) E l juego, y a expl icado en un c a p í t u l o an­
terior, y sobre el que insistiremos brevemente, 
notando c ó m o se confunde con l a e n s e ñ a n z a i n ­
t u i t i v a cuanto m á s nos aproximamos a l a parte 
puramente m a t e m á t i c a . 

E j e m p l o 1.0 E l escaparate del panadero.—Es 

Fíg . 36 

un gran marco coloreado de azu l que representa el 
escaparate del panadero. Se colocan los panes (de 
c a r t ó n o madera, amari l lo-rojizos) en grupos 
iguales. Otros n i ñ o s colocan en tarjetas a los lados 
e l producto que cada a g r u p a c i ó n representa. F i g u ­
r a 36. 

E j e m p l o 2.0 L a casa de m u ñ e c a s . — U n a casa 
con un cierto n ú m e r o de balcones practicables. 
Se entregan a l n i ñ o un cierto n ú m e r o de m u ñ e -
quitos en ca r tu l i na y ha de colocar en cada b a l c ó n 
igua l n ú m e r o de ellos. 

E s t o representa l a d i v i s i ó n , en nuestro caso 
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(figura 37) por 5. E l resto se coloca en l a parte 
inferior, siendo preferible, a nuestro ju ic io , que l a 
casa careciese de ventanas y e l resto hubiese de 
colocarse en l a puerta de entrada. 

b) L a d ramat izac ión .—Cons i s t e en representar 
a l g ú n paso de comedia relacionado con l a ense­
ñ a n z a . E l contenido en l a a n é c d o t a inser ta en el 

1 

mMm 

... .p rArm m m i 

f5% mrn 

F i g . 37 

p á r r a f o anterior, o en otras obras como L a A r i t ­
m é t i c a I n v e n t i v a de Nelson, pudiera servir de 
ejemplo. 

T a m b i é n l a d r a m a t i z a c i ó n ' inte rfiere con el 
juego, y de ello se r ían ejemplos: L a tienda, juego 
interesante en que se compra, se vende, se. dan 
facturas, etc. y E l Banco, en que se hacen d s-
cnentos y se devengan intereses, y L i Casa en 
que se l l e v a una 'modesta contabil idad \y.o\ ia de 
l a Economía Domést ica. 
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c) Los proyectos—Este m é t o d o puede ap l i ­
carse con gran provecho a l a e n s e ñ a n z a ac t iva de 
l a M a t e m á t i c a . L a construcción de una casa con 
sus muebles da lugar a in f in idad de problemas en 
que interviene l a A r i t m é t i c a y sobre todo l a Geo­
m e t r í a , desde e l levantamiento del plano del te ­
rreno, l a confección del plano del edificio, cá l cu lo 
de espesores, á r ea s , d i s t r i b u c i ó n , dibujo de puertas 
y ventanas, e l embaldosado, en r e l ac ión con los 
p o l í g o n o s regulares, etc. U n a explotación de un 
campo para el cu l t ivo de l a patata , con el aspecto 
económico de l a empresa, da lugar a numerosos 
problemas, y lo mismo ocurre con el proyecto 
de una granja avícola, , e l de u n canal de regadío , 
e t c é t e r a . 

d) L a actividad manual .—Comprendida entre 
e l juego y el trabajo manua l , a e l l a podemos adscri­
b i r ejercicios como - los siguientes: 

E n A r i t m é t i c a l a f o r m a c i ó n de haces de pa l i ­
l los , de grupos de cubos o de discos puede u t i l i ­
zarse para estudiar las propiedades de los n ú m e r o s 
y las reglas operatorias. L a f o r m a c i ó n de una es­
calera con dados da incluso una idea de las pro­
gresiones a r i t m é t i c a s . L a ac t iv idad manual es 
necesaria pa ra muchos ejercicios de l a e n s e ñ a n z a 
i n t u i t i v a que luego veremos. 

E n G e o m e t r í a con a n á l o g o s elementos pueden 
construirse las figuras g e o m é t r i c a s . Citaremos 
cpmo ejemplo el empleo de los pali l los, que de­
bieran ser un poco mayores que los ordinarios 
y con los cuales se pueden formar l í n e a s rectas y 
quebradas. U n segmento n veces mayor que otro. 
Comparar segmentos, incluso hallando l a re lac ión 
entre dos de ellos. Angulos rectos, paralelas y 
perpendiculares, todos los c u a d r i l á t e r o s , y sobiv 
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todo los po l ígonos regulares, t r i á n g u l o e q u i l á ­
tero, cuadrado, e x á g o n o , (obtenido por l a agrupa­
c ión de 6 t r i á n g u l o s equ i l á t e ros ) p e n t á g o n o re­
gular, etc. Con ayuda de unas bol i tas de cera o 
enebro pueden construirse t a m b i é n l a s figuras 
del espacio. 

Algunos ejemplos m á s indicaremos a l hablar del 
m é t o d o de Froebel . 

e) L a invención.—-La ac t iv idad puramente i n ­
te lectual se pone de manifiesto en l a i n v e n c i ó n . 
Respecto a ello el gran pedagogo T i l l i c h , decía : 
«Es t an a n t i p s i c o l ó g i c a y t an sin sentido empezar 
l a e n s e ñ a n z a de l a A r i t m é t i c a por una masa de 
reglas heredadas como e n s e ñ a r a hablar a un n i ñ o 
por medio de reglas gramaticales. Mientras l a s 
reglas no sean obtenidas por e l mismo n i ñ o , l a en­
s e ñ a n z a s e r á un simple mecan i smo.» P a r a mostrar 
c ó m o las reglas m á s difíciles pueden ser obtenidas, 
indicaremos l a serie de ejercicios que conducen 
a l a o b t e n c i ó n de l a regla para mul t ip l icar n ú m e r o s 
de va r i a s cifras. 

E je rc ic ios : ¿ C u á n t o va len 10 l ibros a 5 pesetas 
cada uno? ¿Y 10 sombreros a 15 pesetas? ¿Cómo 
se mul t ip l i ca un n ú m e r o por 10? ¿Cómo se m u l t i ­
p l i c a r á un n ú m e r o por 100? 

Efec tua r 345 X 20, 346 x 200, 164 X 30, 164 X 
X 300 
. E fec tua r 249 X 5 y 247 X ' 3 0 . Obtener 247 x 
X 35 Aitilizando los productos anteriores. 

Efec tua r 246 x 4; 246 x 30; 246 X 2. Obtener 
246 X 234 .uti l izando los productos anteriores. 

Preparado así e l e s p í r i t u del n i ñ o (puede pres-, 
cindirse del ú l t i m o esca lón) , e s t á en condiciones 
de conocer l a s impl i f icación que intr^duro en sus 
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m é t o d o s l a regla general a que se le e n v í a a con­
t i n u a c i ó n . 

E n G e o m e t r í a l a s á r e a s pueden estudiarse por 
el recortado de papel , invi tando a l n i ñ o a conver­
t i r un t r i á n g u l o y un trapecio en r e c t á n g u l o , 
as í como un p o l í g o n o regular (aquí con una l i ­
gera suges t i ón referente a su descompos ic ión 
en t r i á n g u l o s ) , y p o r ' a n a l o g í a puede transformar 
en un r e c t á n g u l o m i x t i l í n e o un c í rcu lo . L a ana­
log ía le s u g e r i r á m é t o d o s a n á l o g o s para ' los vo­
l ú m e n e s . 

L a s i m e t r í a con r e l a c i ó n a un eje puede obte­
nerse t razando una f igura con t in ta , y doblando e l 
papel cuando a q u é l l a esta fresca. Mejor a ú n pue­
de hacerse dibujando l a f igura a un lado de una 
recta en papel transparente, doblando por l a recta 
y calcando l a f igura en el otro lado. A n á l o g a ­
mente puede procederse con r e l a c i ó n a un pun­
to mediante dos dobleces perpendiculares. 

E l uso del papel transparente y el de calco 
permite real izar en G e o m e t r í a numerosas opera­
ciones de c o m p r o b a c i ó n de propiedades, r e u n i ó n 
de elementos, s u p e r p o s i c i ó n , etc. 

107. L a e n s e ñ a n z a in tu i t iva .—Los procedi­
mientos para hacer i n t u i t i v a l a e n s e ñ a n z a de l a 
M a t e m á t i c a se reducen en ú l t i m o t é r m i n o a mate­
r ia l izar los n ú m e r o s de modo que puedan aparecer 
sus relaciones y propiedades, y a comprobar l a s 
relaciones existentes entre l a s figuras g e o m é t r i ­
cas, realizando efectivamente cada ope rac ión 
que se ind ica . 

L a i n t u i c i ó n tiene diferentes gradaciones eegún 
que se empleen objetos, de preferencia coloreados, 
i m á g e n e s o s ímbo los , pero n ó t e s e que esta grada­
ción sucesiva ha de seguirse en l a e n s e ñ a n z a hasta 
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hacer innecesario todo el andamiaje in tu i t ivo 
de sus primeros grados. 

A f in de dar alguna idea de los procedimientos 
in tu i t ivos expondremos algunos ejemplos. 

a) Los n ú m e r o s . — L o s n ú m e r o s p e q u e ñ o s se 
hacen in tu i t ivos con objetos convenientemente 
agrupados. Preferimos los cubos y los discos colo­
reados porque pueden agruparse mejor. E n i m á g e ­
nes pueden hacerse mediante r e p r e s e n t a c i ó n de 
objetos o por puntos. L a a g r u p a c i ó n en este caso 
es esencial si se quiere que sean percibidos como 
un conjunto, habiendo resultado preferibles las 
agrupaciones s i m é t r i c a s y aquellas en que predo­
m i n a l a d i m e n s i ó n horizontal . P a r a los n ú m e r o s 
grandes es preciso emplear haces de pal i l los 
como y a se i nd i có . U n a r e p r e s e n t a c i ó n s imból i ca 
pa ra grandes n ú m e r o s se obtiene f á c i l m e n t e 
tomando I para las unidades H para l a s decenas 
y |=| pa ra l a s centenas. 

b) L a s operaciones.—El manejo mismo de 
los objetos y de los haces de pal i l los hacen in tu i ­
t ivo e l mecanismo operatorio. L a s i m á g e n e s en 
que se pueden contar los objetos y una his torieta 
que desarrolla l a acc ión (ésta puede dramatizarse) 
dan los dos primeros grados de l a i n t u i c i ó n . P a r a 
el segundo tiene una excelente co lecc ión de i m á ­
genes 1 Nathan de P a r í s . U n tercer grado 
con l a r e p r e s e n t a c i ó n s imbó l i ca e s t a r í a dado por 
las figuras adjuntas que representan simples 
adiciones, l a p r imera s in llevar y l a segunda l l e ­
vando. (Véanse las figuras 38 y 39 en l a p á g i ­
na siguiente). 

Creemos, s in embargo, que e l gusto que mani ­
fiesta e l n i ñ o por e l c á l c u l o y su nu la necesidad 
de exp l i c ac ión , hacen innecesarios algunos de es-
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tos grados en l a escuela p r i m a r i a pa ra los n i ñ o s 
p e q u e ñ o s , e i nú t i l e s , pa ra los mayores, convenien­
tes s i acaso como i l u s t r a c i ó n . 

c) L a s propiedades.—Uno de los medios de 

H 

HHH 

H 
HHH 

H 
HHHH 

H 
F i g . 38 

H 
HH 
" H 

HHHH 

H H H 
H H H 

H H H H 
^ H 

Fig-. 39 

7 

2 

hacer i n t u i t i v a l a suma y l a resta de n ú m e r o s 
p e q u e ñ o s es formar una f i l a de cubos o discos de 
dos colores, por ejemplo: 5 rojos y 3 azules, l a cual 
representa primeramente 5 - f 3 y d e s p u é s 8 — 5 
y 8 -—; 3; pues bien, si a esta f i l a superponemos 
otras tres iguales, habremos tomado 4 veces las 
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expresiones anteriores obteniendo as í i n t u i t i v a ­
mente 

(5 + 3 ) X 4 = S X . 4 + 3 X 4 

y t a m b i é n 

( 8 - 5 ) X 8 - 4 - 5 - 4 y ( 8 - 3 ) X 4 = 8 - 4 - S - 4 

s in m á s que considerar las partes en que e s t á des­
compuesto e l todo. 

Por medio de i m á g e n e s , con l a r e p r e s e n t a c i ó n 
g rá f i ca de los n ú m e r o s , puede hacerse como se 
i n d i c a en nuestra A r i t m é t i c a I n t u i t i v a . 

d) L a s propiedades geomé t r i ca s .—Tra t emos de 
hacer i n tu i t i vas las propiedades del cuadrado. 
Dibujaremos un cuadrado en el cua l cada lado 
y l a s diagonales sean de colores distintos. Compro­
baremos con l a escuadra que todos sus á n g u l o s 
son rectos, así como los formados por l a s diago­
nales. Con papel transparente le calcaremos con 
iguales colores y sujetando las dos figuras median­
te un alf i ler c lavado en su centro, giraremos l a 
superior pa ra ver como coinciden los lados, l a s 
diagonales y l a s semidiagonales. L a igualdad de 
los á n g u l o s determinados por cada diagonal se 
comprueba mejor por doblamiento. 

e) E n l a obtención de fórmulas . -—En 94 he­
mos dado una d e m o s t r a c i ó n puramente i n t u i t i v a 
y graduada aplicable a los t r i á n g u l o s ; indicaremos 
ahora algunas que refuerzan l a o b t e n c i ó n t eó r i ca , 
poco convincente para el n i ñ o y otras que sus­
t i t u y a n a demostraciones imposibles en l a E s ­
cuela P r i m a r i a . E n t r e l a s pr imeras tenemos e l 
vo lumen del cono y de l a esfera. Obtenido con 
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cier ta fac i l idad e l del c i l indro, por a n a l o g í a con 
las formas p r i s m á t i c a s , basta tomar un ci l indro 
hueco de a l t u r a igua l a l d i á m e t r o en cuyo • i n ­
terior dos circunferencias marquen l a d iv i s ión de 
su a l t u r a en tres partes iguales. A h o r a un cono 
hueco de igua l base y a l t u r a lleno de agua o 
arena no a lcanza a l lenar sino el tercio del c i l i n ­
dro, y una esfera de d i á m e t r o igual l l e n a r á los 
dos tercios. 

E n t r e l as f ó r m u l a s imposibles de obtener con­
taremos e l va lo r de TI .y e l á r e a de l a superficie 
esfér ica . 

P a r a ha l l a r l a p r imera se toma una caja c i rcular 
o una rueda p e q u e ñ a y se miden su d i á m e t r o 
y su contorno arrol lando una cuerda, y dividiendo 
éste por aq t ié l obtenemos 3,14. Se repite l a expe­
r iencia con cajas circulares o ruedas de t a m a ñ o s 
m u y diferentes pa ra hacer notar que el va lo r 
es siempre el mismo. 

Puede hacerse t a m b i é n l a o p e r a c i ó n dibujando 
una circunferencia sobre l a p i za r ra o en una tab la , 
y c lavando alfi leres en buen n ú m e r o en su con­
torno, pasar por estos una cuerda pa ra medir e l 
contorno, continuando como anteriormente. 

P a r a ha l la r el á r e a de l a superficie esférica dis­
ponemos del c i l indro y l a esfera citados anterior­
mente. U n a cuerda gruesa se a r ro l la lateralmente 
a l c i l indro hasta que cubra toda su superficie, 
y veremos que l a misma longi tud de cuerda 
cubre l a esfera. E l á r e a del ci l indro era 2 n r X 
X 2 r = 4 n r 2 , y esta misma e x p r e s i ó n nos d a r á 

el á r e a de l a superficie esfér ica . 
Nosotros hemos relacionado l a manera anterior 

de ha l la r los v o l ú m e n e s de los cuerpos redondos 
con este procedimiento para obtener e l á r e a de 
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l a esfera en un aparat i to que hemos bautizado 
con el nombre de «Arquímedes» en memoria del 
sabio griego que e s t u d i ó c i e n t í f i c a m e n t e los vo­
l ú m e n e s de los cuerpos redondos ( i ) . 

5 . — E l automatismo en l a e n s e ñ a n z a 

208 . S u pape l .—El automatismo en el cul t ivo 
de l a M a t e m á t i c a tiene una ampl ia esfera en 
cuanto se refiere sobre todo a los procedimientos 
de c á l c u l o , y en efecto el arte de ca lcu lar ha de 
ser un puro automatismo pa ra que l a a t e n c i ó n 
pueda quedar l ibre en l a p e r s e c u c i ó n de l a so luc ión 
del problema planteado, y sobre todo para que 
l a s operaciones se real icen con l a rapidez y l a exac­
t i t u d que requieren, con l a mi sma rapidez y exac­
t i t u d que lo h a r í a una m á q u i n a de ca lcular . 

S u importancia es ex t raord inar ia no sólo por 
l a que tiene l a a d q u i s i c i ó n de tales cualidades, 
sino a d e m á s porque es preciso adquir i r las plena­
mente con e l m í n i m o de esfuerzo. J u n t o a esto 
apenas si tiene relieve el aprendizaje de defini­
ciones, reglas y f ó r m u l a s . 

209 . Realas del automatismo.—i.0 L o s auto­
matismos se forman m á s f á c i l m e n t e en l a infan­
c ia y por ello es adecuada l a edad escolar para 
l a a d q u i s i c i ó n del mecanismo, del c á l c u l o . 

2.° Todo estado de suges t ión fac i l i ta l a adquisi­
c ión del. automatismo, bien provenga del prestigio 
personal, del n ú m e r o o del r i tmo. Por esto las ope­
raciones que e l n i ñ o ve y oye real izar a l maestro se 

(1) Véanse las láminas del material E Y A al final. 
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le graban m á s profundamente, así como aquellas 
que real iza en coro con los d e m á s alumnos, y por 
esto se ha aprendido con una envidiable faci l idad 
l a regla de mul t ip l ica r cantando durante muchos 
a ñ o s . 

3.0 E s esencial el deseo de adquir i r el automa­
tismo y el interés poi ha l la r e l resultado. B i e n 
conocido es e l caso del sujeto de Ps ico log ía ex-
p e r i m e n t á l que d e s p u é s de var ios cientos de repe­
ticiones de un test de pa labras s in sentido no se 
h a b í a aprendido ninguna, porque en las instruc­
ciones que le dieron no f iguraba el que h a b í a 
de aprenderlas de memoria . E s t o nos pone en guar­
d ia contra l a confianza del n i ñ o en el uso de l a 
tab la . Debe persuadirse de que ha de prescindir 
de e l l a cuanto antes. 
| 4.0 Cuando un automatismo es compuesto se 
necesita e l pleno dominio de los automatismos 
elementales de que se compone. Por esto es de una 
gran importancia el determinar c u á l e s son en el 
c á l c u l o los automatismos fundamentales, que no 
e s t á n reducidos a l a s tab las de las cuatro opera­
ciones fundamentales, sino que, por e l contrario, 
han demostrado los tests manejados p r inc ipa l ­
mente por p s i có logos norteamericanos que son 
m á s numerosos y que abarcan una gran e x t e n s i ó n 
de n ú m e r o s . Así en l a suma es preciso considerar 
l a a d i c i ó n de n ú m e r o s de dos cifras con otro de 
una sola, y .en l a d iv i s ión , l a i nexac ta con l a con" 
s i de r ac ión del resto. L a t a b l a adjunta que tomamos 
de Thornd ike resume lo expuesto. E l va lor de 
dominar los automatismos fundamentales e s t á de­
mostrado con los siguientes datos: E n un test de 
sumas de v a r i a s cifras, s i en l a s sumas elementales 
se h a b í a alcanzado un 960 por m i l de exac t i tud 
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LOS AUTOMATISMOS FUNDAMENTALES 

Suma 

I + i 
i + 2 

1 + 3 

i + 9 

I I (21 - 31 

i i 
2 + 1 
2 - j - 2 

2 + 9 

12 (22 
12 

32 

9 + 1 

9 + 9 
19 (29 — 39 • 

19 

• ) + * 
+ 2 
+ 3 

+ 9 

+ ' 
+ 2 

+ 9 

) + 1 

" + 9 

Resta 

5 - 4 
5 - 5 

9 - 1 

18 — 1 

18 — 9 

Multiplica­
ción 

1 X 1 
2 X I 

3 X 1 

V x I 

1 X 2 

2 X 2 
3 X 2 

9 X 2 

I X 3 
2 X 3 

3 X 3 

9 X 3 

i X 9 

2 X 9 
3 X 9 

9 X 9 

División 

2 : i 
2 : 2 

3 : 1 
3 : 2 
3 : 3 
4 : 1 

5 : 5 

9 : 1 

9 : 2 

9 : 9 

10 : 2 

10 : 9 

eran necesarias 4.500, repit icienes en 1.000 su­
mas para obtener dos resultados concordantes. 
E n cambio, habiendo alcanzado en aquellas 999 

M e t o d o l o g í a . 14 
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por m i l de exac t i t ud^ sólo fueron necesarias 40 re­
peticiones. 

5.0 E l automatismo se obtiene a costa de re­
peticiones del acto. Determinar c u á n t a s repeti­
ciones- son necesarias y suficientes pa ra fijar un 
automatismo es, d e s p u é s de l a anterior, l a cues t ión 
m á s importante. E s t o parecen no haberlo tenido 
en cuenta los autores de los ejercicios de c á l c u l o . 
H a y automatismos fundamentales que se ejer­
c i tan en n ú m e r o que v a r í a desdé 25 a 10.000 ve ­
ces s egún los autores. U n ejemplo notable es el 
de un autor que empleaba 110 veces el producto 
9 X 9 y nada menos que 265 el de 4 x 5 , que 
es m u c h í s i m o m á s fáci l . 

Claro que el n ú m e r o de repeticiones necesarias 
v a r í a con cada n i ñ o y con las formas de cá lcu lo ; 
(así, 5 + 4 es m á s fácil que 8 + 7) y que algunas 
de é s t a s son preparadas por otras; as í , por ejem­
plo: saber que 7 + 7 —14 faci l i ta e l aprender 
8 + 7 = 15-

L a s repeticiones en to ta l no deben ser conse­
cut ivas , sino que t ras de un p e r í o d o de aprendizaje 
debe veni r otro de recuerdo y un tercero de afir­
mac ión! E l n ú m e r o de repeticiones propuesto 
por Thornd ike y que tiene en cuenta todo lo d i ­
cho anteriormente, se resume en los siguientes 
cuadros: 

AUTOMATISMOS FACILES 

Ejemplo: 4 + 3', 5 X 4; 12 : 6 

Alumno medio Idem bueno Idem malo 

12 veces la i.a semana 6 30 
25 » los dos meses siguientes 12 50 
30 > el resto del t i e m p o . . . . 15 100 
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AUTOMATISMOS ORDINARIOS PREPARADOS 

E j e m p l o : 11 - 3 ; 4 X 7; 48 : 8 

Alumno medio Idem bueno Idem malo 

20 veces l a i .a semana 12 20 
30 » los dos meses siguientes 15 80 
50 » e l resto del t i e m p o . . . . 20 200 

AUTOMATISMOS ORDINARIOS NO PREPARADOS 

E j e m p l o : 13 - 9; 8 X 7; - | - de 4S 

Alumno medio Idem bueno Idem malo 

40 veces l a i .a semana 24 4 0 
60 » los dos meses siguientes 30 140 
10 » e l resto de l t i e m p o . . . . 40 400 

210. Las dificultades de cada operación.—Un 
aná l i s i s detenido de una o p e r a c i ó n cualquiera nos 
m o s t r a r á que en e l la se dan u n a serie de ac t i v i ­
dades ps icológicas , cada una de l a s cuales presen­
t a una p e q u e ñ a dif icul tad, que es preciso tener 
en cuenta para i r l as escalonando en l a serie de 
ejercicios que se propongan. 

Así , en l a mul t ip l icac ión de u n número de varias 
cifras por otro de una so¿a, podemos notar los ac­
tos siguientes: i .0 E l e g i r l a c i f ra del mu l t i p l i ­
cando. 2.0 Efec tuar sus productos por l a del m u l ­
t ipl icador. 3.0 Recordar lo que se l l e v a del pro­
ducto anterior. 4.0 Sumar lo a l producto obtenido. 
5.0 Separar las unidades. 6.° E s c r i b i r l a s en su s i ­
tio. 7.0 Convert i r las decenas en unidades. 8.° R e ­
servar las para a ñ a d i r l a s a l producto siguientei 
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Cuando este automatismo se ha producido 
como una serie o cadena bien soldada, l a presen­
c ia de un cero en el mul t ip l icando supone una cier­
t a sorpresa, pues suprime de golpe algunos esla­
bones y crea por ello a lguna dif icul tad, l a c u a l . 
es mucho mayor naturalmente cuando e l cero apa­
rece en el mul t ip l icador . 

Observac ión .—Nótese que t a l encadenamiento 
se forma y fort if ica mejor con operaciones en que 
los datos tienen muchas cifras, en lugar de las 3 
usuales en los grados en que esto se aprende, 
lo cua l jus t i f ica l a costumbre de operar en es ta for­
ma en las escuelas antiguas. 

2 1 1 . Automatismos perjudiciales.—Todas aque­
l l a s p r á c t i c a s que no deben subsistir deben su­
primirse, y s i son esenciales en cualquier etapa, 
debe prescindirse de el las en cuanto sea posible. 
A s i , por ejemplo, una vez que los n i ñ o s han for­
mado contando l a t ab l a de sumar y sumando l a 
de mul t ip l icar , debe prescribirse en absoluto l a 
costumbre que tienen de real izar l a suma de dos 
d íg i to s a ñ a d i e n d o a l pr imero l a s unidades del 
segundo a y u d á n d o s e del punteo sobre l a c i f ra 
que lo representa. Como se e v i t a r á que sumen de 
2 en 2, de 3 en 3, etc., pa ra mul t ip l icar , ejercicio 
preparatorio de u t i l idad discutible. 

L o s resultados e r r ó n e o s deben evitarse sobre 
todo a l pr incipio, y a que tienden a perpetuarse-
como los exactos, por eso a l pr inc ip io el n i ñ o debe 
ser guiado en l a o p e r a c i ó n por e l maestro, por los 
d e m á s n i ñ o s o por e l uso constante de l a t ab la . 
Y por l a misma r a z ó n no es conveniente que los 
n iños corr i jan a l pr incipio l a s faltas de los compa­
ñe ros , pues e l resultado inexacto que ven escrito 
deja huel la en su memoria. Por l a r a z ó n opuesta 
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es ú t i l conocer los resultados exactos, como d i j i ­
mos anteriormente. 

212. L a g r a d a c i ó n . — L a di f icul tad operatoria 
supone alteraciones en l a marcha gené t i ca antes 
ind icada y l a i n t r o d u c c i ó n de escalones interme­
dios, a f in de no acumular dos dificultades nuevas. 
E j e m p l o de lo primero es l a conveniencia de efec­
tuar productos de n ú m e r o s de va r i a s cifras por 
otros de una sola cuando é s t a es 5̂  2> 3 ó 4, 
por este orden, antes de emplear las restantes c i ­
fras. L a venta ja del 5 se encuentra en que sus 
productos son decenas completas o t ienen 5 un i ­
dades, lo cua l faci l i ta e l llevar y el sumar lo llevado. 

E j e m p l o de lo segundo es l a conveniencia de 
efectuar ejercicios de l a forma 4 x 6 + 2 an­
tes de proponer ejemplos de multiplicaciones en 
que se lleve. 

213. L a s dificultades del simbolismo.—Apare­
cen en l a s u s t i t u c i ó n de las palabras usuales pol­
los s ímbo los , e incluso en l a c o l o c a c i ó n de los 
datos, y en el t r á n s i t o a las operaciones inversas . 
P a r a abarcar con el menor n ú m e r o de ejemplos 
todo ello nos l imi tamos a los siguientes, que i nd i ­
can suficientemente l a manera gradual de presen­
t a r gradualmente las dificultades. 

3 y 
3 y 

PARA LA RESTA 

son 5 
son 9 

1 + 
2 + 

son 3 
son 7 

3 + = 71 
8 + • = 13I 

PARA LA DIVISION 

5 veces =? 15 
5 » — 40 

4 0 = s X 
30 ~ 5 X 
1 5 = 5 X 

20 ptas. daros PorseU. compras 1 pastilla 
» 10 > 3 » 
» 15 * » % 
» | 9 » £ I 
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Es te ú l t i m o ejemplo muestra l a in ic iac ión a l a 
d iv i s ión de concretos m á s difícil que l a de abstrac­
tos y que por eso viene d e s p u é s . 

214. E n los (juebrados.—Pueden reconocerse en 
el cá l cu lo de los quebrados a n á l o g a s dificultades 
que en los enteros y es v á l i d a l a regla de vencerlas 
aisladamente. E s t o se relaciona a d e m á s con l a 
gran d i f icul tad que supone el reducir tales n ú m e ­
ros, por ejemplo, a un c o m ú n denominador, el me­
nor posible, s in conocer l a t e o r í a de M que cae 
fuera de l a E s c u e l a P r i m a r i a . E s t o se prepara 
con ejercicios como los siguientes: 

E x p r e s a r en sextos I/2. *f2 

I d e m en doceavos I/3 l / \ í /6 : 

I d e m en octavos 1J2 J/4. 

A c o n t i n u a c i ó n viene el expresar a n á l o g a m e n t e 
quebrados de numerador distinto de l a unidad, 
y finalmente l a elección del denominador c o m ú n 
que ha de ser un m ú l t i p l o de los denominadores. 

Observación.—Con lo dicho creemos haber i n ­
dicado lo suficiente para dar a l lector una idea 
sobre l a manera de formar los automatismos del 
c á l c u l o t an estudiada poi ios ps icó logos norteameri­
canos, a cuyas obras, especialmente a las de T h o r n -
dike remitimos a l lector. L a importancia de l a 
cues t ión es considerable. E n N o r t e a m é r i c a se ha 
encontrado que los n i ñ o s de once años solo h a b í a n 
alcanzado un 8o por loo de exac t i tud en los c á l c u ­
los, tanto por ciento incompatible con l a profes ión 
de contable. E n E s p a ñ a hemos conocido alumnos 
de e n s e ñ a n z a secundaria que no s a b í a n con seguri-
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dad l a t ab la de mul t ip l icar . E n todo caso l a es­
cuela debe excederse si es preciso en los ejerci­
cios de c á l c u l o , buscando preferentemente ] a exac­
titud, y a que l a rapidez se adquk re por sí sola. 

6 . — E l m a t e r i a l de e n s e ñ a n z a . 

•215. Sus condieiones.—Para hacer a c t i va e 
i n t u i t i v a l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a se ne­
cesita disponer de una gran cant idad de mater ia l , 
afortunadamente de poco coste y que puede ser 
f ác i lmen te construido en l a m i sma escuela. 

E s t e mater ia l ha de reunir ciertas condiciones, 
como son l a de ser sól ido, porque los n i ñ o s lo 
destrozan fác i lmen te ; agradable, por su colorido 
y acabamiento, y a que es preciso inculcar e l afec­
to por lo bello y perfecto; de regular t a m a ñ o , con­
t r a l a creencia de que el n i ñ o por ser p e q u e ñ o 
prefiere las cosas p e q u e ñ a s ; y p r e s t á n d o s e a ejer­
c i tar todos lo& sentidos incluso el muscular , por 
l a acc ión , contra l a tendencia a l a simple v i sua -
l i zac ión . 

Pero a d e m á s debe reunir el mater ia l l a condi­
c ión i n t r í n s e c a de ser en l a medida de lo posible 
auto-instructivo y auto-correctivo^ es decir, que 
permita a l n i ñ o instruirse y corregirse por sí 
mismo. 

216. E l ma te r i a l .—En l a i n d i c a c i ó n que a con­
t i n u a c i ó n hacemos excluimos el mater ia l circuns­
cr i to a un m é t o d o especial, que estudiaremos en 
el lugar correspondiente. 

L a clasif icación que presentamos no es tampoco 
rigurosa, puesto que un mismo mater ia l puede ser 
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uti l izado para diferentes cuestiones, y las indica­
ciones que hacemos acerca de su va lo r y empleo 
son deliberadamente sucintas, y a que a q u é l de­
pende de és te y el uso puede ser ampliado y mo­
dificado por e l ingenio del maestro y según las 
necesidades de l a clase. 

a) NUMERACIÓN. — Objetos naturales.—Piedre-
ci tas, discos, conchas, j u d í a s . 

Objetos artificiales de madera.—Discos peque­
ños , Discos grandes de 5 cm. de d i á m e t r o por 
1 cm. de gracso, pintados de colores variados. 
Cubos p e q u e ñ o s de cmz. Cubos grandes de 5 cm. 

F i g . 40. 

de a r i s ta con un color diferente en cada cara. P a ­
l i l lo s ordinarios. Pa l i l lo s gruesos de 10 cm. de l a r ­
go. Discos blancos de 5 cm. de d i á m e t r o , l lenando 
puntos en rojo desde 1 has ta 9. Otros discos igua­
les, pero con cifras. Margari tas con p é t a l o s sepa­
rables. 

De c a r h ü i n a o cartón.—Lotexísi de puntos y de 
cifras, tarjetas con cifras sueltas. Dos bandas de 
ca r tu l ina unidas (fig. 40) con los n ú m e r o s de 1 a 9 
representados por grupos de objetos (cerezas, 
por ejemplo) en una b a r d a . E n l a otra se colocan 
tarjetas que contienen representados: i .0 E l 
mismo n ú m e r o de los mismos objetos, 2 ° E l mismo 
Húmero de discos, 3.0 E l mismo número en cifras. 
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Mecanismos.—Tiras de bolas conteniendo de i 
a 9. Car tu l inas con las cifras y una p iza r ra con 
orificios en donde se ensartan las t i ras , colocando 
sobre ellas l a cifra correspondiente que en un grado 
superior se escribe. 

E l cinematógrafo numérico.—-Cuadro, fig. 4 1 , 
por c u y a parte t r iangular desfilan las unidades 
insertas en' un disco que se mueve mediante un 
manubrio . L a s decenas se colocan a l a derecha. 

> o «e « 

F i g . 41 

b) A n á l i s i s del número — U n a s tab l i tas de ma­
dera delgada, pintadas de amar i l lo ro­
j izo l l evan , como muestra l a fig. 42 
puntos indicadores de un n ú m e r o . U n a 
goma que envuelve l a t ab l i l l a y puede 
deslizarse a lo largo de . e l la muestra l a 
s e p a r a c i ó n del n ú m e r o . 

U n aná l i s i s completo presenta l a figu­
r a 43, siendo de notar que los puntos es 
t á n sobre tabl i tas movibles que se incrustan en 
el cuadro. 

Fisr- 42, 
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Otro procedimiento es el indicado en l a fig. 44 
en l a cua l los cuadraditos son independientes 
y pueden ensamblarse unos con otros. 

4 

BHB® 
a BU a 

• # • 
• • • • 

F i g . 43. 

E l ma te r ia l Harb imere-Leber t consta de t a ­
b l i l las como l a de l a fig. 43 con orificios en los 

F i g . u . 

que se introducen discos de 1 cm. de d i á m e t r o , 
azules por un extremo y rojos por el otro. Colo­
cando para el 6, por ejemplo, 3 rojos y 3 azu­
les, queda expresado 

3 + 2 x 3 
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c) Relaciones entre magnitudes y de éstas con 
los números.-—-Casas como l a s representadas en 
l a fig. 45 para compararlas con l a p rec i s ión que 
pueda hacerse. Calderos de distintos t a m a ñ o s 
y conejos t a m b i é n de dist into grandor para de­
te rminar c u á l debe echarse en cada uno. 

Bote l las l lenas de v ino has ta diferentes a l tu ­
ras y fichas con diferente n ú m e r o de vasos iguales 

m n m 

Fig. 45. 

para que el n i ñ o indique l a correspondiente que 
contenga los vasos que se l l e n a r í a n con e l l í q u i d o . 
Manzanos o naranjos de diferentes t a m a ñ o s y 
fichas con naranjas o manzanas que hacerles 
corresponder. Cuando un mismo n i ñ o dispone de 
toda l a serie, eh mismo corrige sus primeros erro­
res. E n esta misma forma puede uti l izarse el p r i ­
mer mater ia l indicado, haciendo fichas o tarje­
tas con un n ú m e r o var iable de conejos. 

d) L a s operaciones.—Tiras de c a r t ó n con peque­
ñ o s discos de l mismo color o de diferentes colores 
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fig. 46. Cordones que l l e v a n ensartadas bolitas de 
dos colores. O t i ras de te la con botones. E l n i ñ o 
las toma libremente y escribe en su p iza r ra l a 
o p e r a c i ó n que representan. A ú n m á s sencillamente 
puede hacerse dando a l n i ñ o tar jetas que conten-

• • • • 0 0 0 

F i g . 46. 

gan y a escritas estas operaciones para que e l i ja 
l a que corresponda. 

T i r a s de te la con botones y otras con ojales que 
han de cubrir exactamente una de a q u é l l a s . 

F i g . 47. 

Tarjetones como el representado en l a í ig, 47, 
a l pie del cual el n i ñ o ha de colocar l a tar jeta 
correspondiente, 

E l l i s tón separado en dos partes, cada una d i ­
vidida en tres porciones, de ¿onde penden los fta,-? 
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ees de pal i l los que representan unidades, decenas 
y centenas. 

L o s dados. 
L o s naipes n u m é r i c o s . 
E l d o m i n ó , que conviene sea mayor que e l or­

dinario. Nuestros alumnos construyeron uno de 
10 X 5 X i cm. ut i l izado con buen é x i t o . 

Cuadros con operaciones indicadas en donde 
fa l t a un dato o un resultado que el n i ñ o com­
ple ta mediante tarjetas. 

E l escaparate del panadero. 
L a l o t e r í a mult ipl icadora. 
Caji tas con 2, 3, 4 compartimientos iguales en 

tres series y uno menor adjunto, pa ra dis t r ibuir 
u n n ú m e r o dado de p e q u e ñ o s discos colocando 
encima l a tar jeta de l a m u l t i p l i c a c i ó n (a veces 
con suma) y de l a d iv i s ión exac ta o inexac ta que 
representa. 

Juego de lanzamiento de discos por aberturas 
circulares. 

e) L a tabla de mul t ip l i ca r .—La de P i t á g o r a s . 
Debe haber una de gran t a m a ñ o colocada en sitio 
v i s ib le para que pueda servir de ayuda constante 
a los n iños . P a r a e n s e ñ a r a usar la d e b e r í a e l maes­
tro emplear dos reglas formando escuadra que 
indicasen el camino. U n c o m p á s de madera abier­
to en á n g u l o recto puede servir . 

L a tabla ciega.—Encerrada en un marco de ma­
dera l l e v a delante unas ventanas obturadas por 
tab l i l l as que es preciso separar t i rando. Presenta 
s ó l o e l n ú m e r o buscado y da pretexto a l a acc ión . 

L a tabla en espiral .—Un c í rcu lo giratorio d i v i ­
dido en 8 sectores con un n ú m e r o en l a parte ex­
ter ior de cada uno y una serie de ventani tas en 
espiral . U n p e q u e ñ o disco fijo concén t r i co con el 
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c í rcu lo anterior e s t á t a m b i é n dividido en 8 sec­
tores con 8 cifras. Por cada ventani ta se ve, e l 
producto de los n ú m e r o s correspondientes a los 
sectores que coinciden. 

L a tabla giratoria.—Construida por nuestros 
alumnos v a a r ro l l ada en un ci l indro, colocado 
dentro de una caj i ta , y puede girar por medio de 
un manubrio . Diez v e n t á n i t a s numeradas per­
miten v e r l o s productos correspondientes a l n ú m e r o 
que aparece bajo l a ventan i ta del n ú m e r o i . 

Tab l a g r á f i c a . — L a fig. 48 muestra un fragmento 

F i g . 48. 

de e l la . P a r a cada n ú m e r o se emplea un objeto 
na tura l o a r t i f ic ia l que lo presente, por ejemplo, 
una hoja de t r é b o l pa ra e l 3, una rosa para el 5, 
una hoja de c a s t a ñ o pa r a el 7, etc. 

Tab la m o n o g r á f i c a . — C a d a n ú m e r o viene dado 
horizontal y vert icalmente por su r e p r e s e n t a c i ó n 
gráfica, f o r m á n d o s e naturalmente en el cruce l a 
r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica del producto correspon­
diente. Tiene l a ven ta ja de que da en cada caso 
l a i n t u i c i ó n del va lo r del producto. 

f) Los quebrados.—La mejor r e p r e s e n t a c i ó n 
gráf ica de un quebrado es un sector, y a que un 
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trozo, banda o tina p o r c i ó n de segmento puede re­
presentar un va lo r entero. Por ello d e b e r á n f i ­
gurar en las escuelas c í rcu los de 5 cm. de radio 
divididos en 2, 4, 8, 3, 6, 12, 5, 10 sectores diferen­
temente coloreados. 

g) E l R e l o j . — A l mismo tiempo que se aprende a 
distinguir las horas se presta a l a e n s e ñ a n z a de 
las fracciones, por lo que d e b e r á poseerse una esfe­
ra con manecillas. Puede servir , a d e m á s , para en­
señar , s e ñ a l á n d o l o s , los enteros, promoviendo un 
record de velocidad de pe rcepc ión . Pueden em­
plearse a d e m á s tarjetas con datos y resultados 
operativos como para los enteros y decimales. 

h) E l sistema m é t r i c o . — A d e m á s del Compen-
dium que existe por regla general en toda escuela, 
debe poseerse un w2 dividido en dm* y uno de 
és tos en crn y un dm* pract icable para hal lar 
experimentalmente su r e l a c i ó n con el 1. y e l kg. 
as í como t a m b i é n un cm3 de hoja de l a t a pa ra jus­
t i f icar l a definición del gramo. Unas va r i l l a s de 
madera de 1 m. de longi tud p e r m i t i r á n s e ñ a l a r . 
l a e x t e n s i ó n de 1 m3. 

i ) E l dinero escolar.—En G e o m e t r í a es indis­
pensable l a plomada, e l n i v e l , una escuadra en 
e l espacio, es decir, tres va r i l l a s perpendiculares 
entre sí. E l loto de formas. L a falsa escuadra. L a 
falsa escuadra con agujeros equidistantes por los 
que pasa un hi lo pa ra relaciones entre lados y 
á n g u l o s . U n a regla y una escuadra inexactas . 

U n c í r cu lo dividido en 3. 6, 4, 8, 5, IÜ partes 
iguales. 

Paralelogramo transformable en r e c t á n g u l o . 
T r i á n g u l o transformable en paralelogramo. 
Trapecio transformable en t r i á n g u l o o r e c t á n -
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guio. Po l ígono regular transformable en r e c t á n ­
gulo. 

Cí rcu lo transformable en r e c t á n g u l o aproxi ­
madamente. 

•Sólidos g e o m é t r i c o s desarrollables. 
Cubo y ortoedro descompuesto en cubos. 
P a r a l e l e p í p e d o recto transformable en paralele­

p í p e d o r e c t á n g u l o . 
P r i s m a t r iangular recto transformable en para­

l e l e p í p e d o r e c t á n g u l o . 
P r i s m a recto descomponible en pr ismas t r i á n -

gulares. 
P i r á m i d e y p r i sma huecos de igual base y a l -

turaj estando l a de és te d i v i d i d a en tres partes 
iguales. 

L a c i i i t a p a n t ó g r a f o . 
Apara to »Arquímedes». 
Teorema de P i t á g o r a s con lados 3, 4 y 5. 
Teorema de P i t á g o r a s de supe rpos i c ión directa. 
Cadena de agrimensor. C in ta m é t r i c a . V a r i l l a s 

de hierro marcadoras. Ja lones . G r a f ó m e t r o cons­
truido por los alumnos. 

Reg la para l a suma y resta por e l sistema de 
las de c á l c u l o . 

Reg la de c á l c u l o s implif icada. 
A lbum de F r ú m e r o s . — C o m p r e n d i e n d o l a colec­

ción de toda clase de i m á g e n e s de va lor cuan­
t i ta t ivo convenientemente clasificadas, y formado 
por los n iños . 

A l b u m de formas.—Con l a s formas g e ó m é t r i c a s 
notableSj v is tas en objetos naturales o ar t i f ic ia­
les igualmente catalogadas. 

Observación.-—Esta e n u m e r a c i ó n es na tura l ­
mente incompleta, pero a ú n hemos de hacer notar 
que como dice L i p m a n , no deben mantenerse 
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demasiado tiempo las representaciones senso­
riales unidas a las verbales, cuando é s t a s deban 
uti l izarse para e l pensar lóg ico . E s decir, que de­
bemos guardarnos de un exceso de intuit ivismo. 

Nota.—Aunque e l mater ia l anteriormente ex­
puesto; o e s t á confeccionado o es fácil de hacer, 
c o n v e n d r í a preocuparse de obtener de l a indus­
t r i a otros modelos como los siguientes: U n a es­
fera en l a que hubiese inserto un cono cuyo v é r ­
tice coincidiese con e l centro y su base con l a 
superficie esférica, ut i l izable para evidenciar que 
e h vo lumen de l a esfera es a n á l o g a m e n t e a l del 
cono a l tercio de su superficie por e l rad io . 
U n prismatoide descompuesto en p i r á m i d e s ha ­
r í a i n t u i t i v a l a f ó r m u l a de su volumen, t an inte­
resante desde e l punto de v i s t a p r á c t i c o . 

7 . — E l contenido: su j u s t i f i c a c i ó n . 

217 . O b j e t o — E n los c a p í t u l o s I I y I I I he­
mos expuesto los conocimientos, destrezas y h á ­
bitos mentales que deben o pueden figurar en un 
programa de e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a que 
desarrol lar en l a E s c u e l a P r i m a r i a , j u s t i f i c á n d o ­
los por su va l o r p r á c t i c o o por su impor tanc ia 
educat iva . A q u í nos l imi taremos a precisar m á s 
e l contenido, r e f i r i éndonos a los conocimientos 
que deben consti tuir un programa escolar. 

218 . Conocimientos indispensables.~Por su em­
pico constante en l a v i d a deben e n s e ñ a r s e en l a 
E s c u e l a los n ú m e r o s enteros y decimales y las 
operaciones que con ellos se e f ec túan , reduci­
das a l a s cuatro fundamentales. E l sistema m é -

Metodologla. 15 
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t r ico y los n ú m e r o s concretos. U n a noc ión sumar ia 
de l a proporcionalidad p e r m i t i r á resolver con só lo 
lo que antecede las problemas de tanto por cien­
to, cambio e i n t e r é s , que puedan presentarse en 
l a v i d a corriente, teniendo con ello un contenido 
m í n i m o de l a A r i t m é t i c a . L a s pruebas por 9, aun 
desechadas por muchos, opinamos que deben 
conservarse, porque, siendo sencillas, son ú t i l e s 
pa ra l a e x p l o r a c i ó n de l a exac t i tud de una opera­
c ión . E n G e o m e t r í a d e b e r í a ampliarse el progra­
m a corriente. E s preciso conocer las formas y 
las relaciones de pos i c ión que se encuentran a 
nuestro alrededor, e indispensable obtener m u ­
chas de ellas. Así l a l í n e a recta y su medida en e l 
plano y en el terreno. L o s ángu los , su valor , su 
trazado y especialmente l a perpendicularidad, no 
só lo en el plano y en el terreno, sino. en el es­
pacio, y a que las rectas perpendiculares a planos 
y los planos perpendiculares entre sí se dan con­
tinuamente, aun cuando pueda simplificarse su 
estudio r e f i r i éndo lo a l a horizontal idad y ver t i ca ­
l idad , pero es absurdo que los alumnos carezcan 
de estas nociones. Como ejemplo, t a m b i é n lo es 
el que no se aprenda a mantener ver t icalmente 
un poste mediante cuerdas t irantes. 

A n á l o g a m e n t e a l paralel ismo del plano debe 
a c o m p a ñ a r e l del espacio y los á n g u l o s diedros 
y triedros, por lo menos los t r i r e c t á n g u l o s t an 
comunes en las construcciones. Claro es que todo 
ello en l a ocas ión y m é t o d o oportuno, pues no o l ­
videmos l a d i f icu l tad de ver en el espacio, que ha ­
cía enrojecer a l mismo P l a t ó n . 

L o s po l ígonos ordinarios y estrellados, t an usa­
dos en adornos y pavimentos . L a circunferencia, 
su longi tud y l a s l í n e a s pr incipales que en el la 
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se consideran, especialmente l a s tangentes, u t i l i -
zables pa ra e l enlace de l í neas y l a o b t e n c i ó n de 
sombras, y aunque parezca e x t r a ñ o , l a elipse 
y l a p a r á b o l a t an interesantes, t a n fáci les de cons­
t ru i r , indispensable l a p r imera para conocer algo 
t an importante como las ó r b i t a s planetarias, base 
de antiguos y modernos Stadiums, y de b ó v e d a s 
del secreto; presente l a segunda cada d í a en l a 
c a í d a obl icua de los cuerpos y u t i l i zada en teles­
copios y reflectores. Claro es que esto l l e v a a l a 
c o n s i d e r a c i ó n de los elipsoides y paraboloides 
de r e v o l u c i ó n no m á s difíciles de ser percibidos 
que l a m i s m a esfera. 

S u belleza y l a frecuencia de su p r e s e n t a c i ó n 
exigen e l estudio de las s i m e t r í a s . E l manejo 
constante de planos y mapas exige el conocimien­
to de las escalas y de su uso, y l a manera de l evan­
ta r un plano sencillo. 

F ina lmente , las á r e a s de uso corriente en l a v i d a 
pueden l imi tarse a las del cuadrado, r e c t á n g u l o 
y t r i á n g u l o , a las que se reducen todas l a s d e m á s , 
y a l a de l . c í r cu lo . L o s v o l ú m e n e s c o m p r e n d e r á n las 
formas p r i s m á t i c a s y pi ramidales y l a ésfera, 
incluyendo en las pr imeras e l c i l indro e l cono, 
y tronco de cono, y a que muchos recipientes mo­
dernos tienen estas formas o sus combinaciones. 

219. Conocimientos de a m p l i a c i ó n . — E l cono­
cimiento de los sistemas de n u m e r a c i ó n tiene un 
al to va lo r educativo, tanto desde e l punto de v i s t a 
h i s t ó r i c o como del m a t e m á t i c o . L a s propieda­
des de las operaciones, que permiten simplif icar­
las , tienen va lor p r á c t i c o y educativo, y especial­
mente l a divisibilidad, t e o r í a interesante, u t i l i za -
ble para simplificar l a d iv i s i ón y ulteriormente 
las fracciones. De és t a s t rataremos en c a p í t u l o 
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aparte. L a e x t r a c c i ó n de l a r a í z cuadrada puede 
darse reducida a l a regla, y unas tablas de cua­
drados y cubos, f a c i l i t a r á n e l uso de esta regla 
y r e e m p l a z a r á n a l de l a c ú b i c a . E l conocimiento 
de las magnitudes relacionadas, e l t razado de g r á ­
ficas y cartogramas t ienen igualmente va lor en l a 
v i d a corriente, donde se presentan habitualmente 
y son como indicamos del m á s a l to va lo r educa­
t ivo . T a m b i é n l o es e l conocimiento y ap l i c ac ión 
de l a proporcionalidad, con su regla de tres s im­
ple y compuesta el tanto por ciento, e l i n t e r é s y 
e l descuento, que con frecuencia se presentan, pero 
reducidos a los l í m i t e s p r á c t i c o s y no tratando, por 
ejemplo, del i n t e r é s s imple por a ñ o s que no suele 
darse y en todo caso es un m ú l t i p l o de l a renta; 
en cambio, debe hablarse del ahorro, y los seguros 
y dar unas nociones de Contabi l idad. 

L a r e so luc ión de ecuaciones f a c i l i t a r á l a de los 
problemas, renunciando a los artificiosos proce­
dimientos de l a A r i t m é t i c a . 

U n estudio m á s ampl io de l a forma que el ind ica­
do en e l p á r r a f o anterior ser ía deseable, tanto des­
de e l punto de v i s t a p r á c t i c o como del educativo. 
A los c u a d r i l á t e r o s corrientes puede a ñ a d i r s e e l 
trapezoide con un eje de s i m e t r í a a l que l lamare­
mos para abrev ia r «la cometa» , mereciendo es­
pec ia l c o n s i d e r a c i ó n el rombo y e l trapecio rec­
t á n g u l o y e l i sósce les ( t éngase en cuenta que en l a 
se lecc ión de formas deben preferirse las m á s 
regulares). 

L a s á r e a s pueden ser incrementadas con l a s 
del paralelogramo, trapecio, p o l í g o n o regular, f i ­
gura cualquiera , sectores y segmentos y coronas 
c i rculares . Y los v o l ú m e n e s con e l del tubo o 
manguito, y nos a t r e v e r í a m o s a proponer, con e l 
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del prismatoide (véase nuestro Nuevo tratado de 
Geometr ía) , de ap l i cac ión a l a esfera, elipsoides, 
terraplenes, obeliscos, cufias, montones de grava, 
y en general, aproximadamente, a todas las figu­
ras que den cualquier sección cortable por una 
recta só lo en dos puntos, as í pueden cubicarse a l j i ­
bes, toneles, etc. 

Por su al to va lo r educativo y por el enlace 
que proporcionan a los conocimientos g e o m é t r i c o s , 
deben inclui rse los movimientos: t r a s l a c i ó n , giro 
y doblamiento, así como el estudio y ap l i cac ión de 
los lugares geomét r i cos . 

L a p l an ta y el alzado de una figura, con todas 
las t é c n i c a s del dibujo g e o m é t r i c o deben l levarse 
a l m á x i m o posible. 

220 . Conocimientos exclu idos .—Habrá notado 
e l lector l a e l i m i n a c i ó n de cuestiones como el 
D . y e l M. ( m á x i m o c o m ú n d iv isor y m í n i m o co­
m ú n m ú l t i p l o ) y los n ú m e r o s primos, de los cuales 
suele darse por lo menos ind icac ión . Creemos que 
carecen de va lo r p r á c t i c o , y a que es preciso i n ­
ventar problemas en que sean de a p l i c a c i ó n , y 
que pueden resolverse por tanteos, (ejemplo: los 
barcos que salen cada tanto tiempo de un puerto, 
una vez salen juntos; ¡ cuándo v o l v e r á a ocurr i r ! ) 
y su va lo r m a t e m á t i c o sólo puede apreciarse en 
ul ter iores estudios. 

L a l l amada A r i t m é t i c a Mercanti l queda supr i ­
mida casi en absoluto, e x p l i c á n d o s e su presencia, 
como residuo permanente de los Rechenmeister 
que, por su especialidad mercant i l , precisamente 
l a enseriaban. E l descuento rac ional no se ap l ica 
nunca o es un caso par t icular del tanto por cien­
to interno; los repartimientos proporcionales sola­
mente suelen presentarse simples y directos y 
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se dan en func ión de un coeficiente (por ejemplo, 
tanto por ciento en contribuciones). L a regla de 
c o m p a ñ í a suele presentarse só lo a los profesiona­
les, y lo mismo decimos de l a regla de las mezclas 
inversas. L a di rec ta es un problema s in d i f icul ­
t a d ninguna, y en l a de a l igac ión só lo interesa l a 
d e t e r m i n a c i ó n del meta l fino contenido en una 
a l eac ión c u y a l e y se conoce, problema t a m b i é n 
reducido a una simple m u l t i p l i c a c i ó n una vez 
definidos los t é r m i n o s . 

Observación .—Lo que antecede no aspira a ser 
una expos i c ión detal lada y completa del conte­
nido, que e x i g i r í a demasiado espacio y que a d e m á s 
ha de va r i a r con las circunstancias locales, nece­
sidades e intereses de los alumnos. 

8 —Relaciones de l a A r i t m é t i c a con la Geome­
tría, de ambas con las d e m á s ciencias, y es­
pecialmente con el Dibujo y los Trabajos Ma­
nuales. 

2 2 1 . L a A r i t m é t i c a y l a G e o m e t r í a deben i r 
í n t i m a m e n t e unidas en l a e n s e ñ a n z a p r imar i a , 
con m á s mot ivo a ú n que en l a secundaria, moda­
l idad in i c i ada por m a t e m á t i c o s tan notables como 
el i ta l iano E n r í q u e z , y algo de esto hemos i n ­
dicado en este mismo c a p í t u l o . 

L a G e o m e t r í a puede hacer p r á c t i c a s e i n tu i t i ­
vas propiedades y operaciones a r i t m é t i c a s . A l es­
tudio de l a n u m e r a c i ó n debe a c o m p a ñ a r l a me­
dida de segmentos, a l concepto de las operaciones 
l a suma, resta, mult ipl icaciones y d iv i s ión de un 
segmento por un n ú m e r o entero (o fraccionario) 
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y l a r a z ó n de dos segmentos. (Véase nuestra A r i t ­
m é t i c a In tu i t i va . ) 

L o s segmentos de paralelas comprendidas en­
tre concurrentes dan l a mejor idea de l a propor­
cionalidad, y las porciones de planos paralelos 
comprendidos entre planos concurrentes (seccio­
nes en l a s p i r á m i d e s ) evidencian (juntamente con 
l a r e l a c i ó n entre lados y á reas ) l a proporcionalidad 
compleja (entre n ú m e r o s y cuadrados) indis ­
pensable para entender cosas t an corrientes como 
las leyes de l a a t r a c c i ó n o l a s que rigen l a intensi­
dad de i l u m i n a c i ó n . 

L a G e o m e t r í a proporciona a l a A r i t m é t i c a , con 
sus cá l cu lo s sobre longitudes, á n g u l o s , p e r í m e t r o s , 
á r e a s , v o l ú m e n e s y elementos proporcionales, gran 
cant idad de mater ia l documentalmente valioso 
para sus ejercicios. Todo ello s in perjuicio de l a s 
representaciones gráf icas de que hemos hablado 
insistentemente. 

L a G e o m e t r í a , formada antes que l a A r i t m é t i c a , 
m á s i n t u i t i v a que e l la , m á s va r i ada y p r á c t i c a , 
p r e s t á n d o s e m á s a todas l a s modalidades del razo­
namiento y de l a r e s o l u c i ó n de problemas, dando a 
conocer relaciones t a n importantes como las es­
paciales, d e b í a ser cu l t ivada en l a E s c u a l a P r i m a ­
r i a por l o menos en pie de igua ldad con l a A r i t ­
m é t i c a . 

222. Relaciones con l a F í s i c a . — L a F í s i ca como 
las d e m á s ciencias, u t i l i za a l a M a t e m á t i c a para 
sus fines propios, pero a su vez l a presta gran can­
t idad de mater ia l pa ra sus ejercicios y problemas, 
y en l a E s c u e l a P r i m a r i a esta r e l a c i ó n debe estre­
charse has ta el punto de que se formase un todo 
a r m ó n i c o entre estudios experimentales y apl ica­
ciones cuant i ta t ivas con l a M a t e m á t i c a . 
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Como ejemplos de esta r e l a c i ó n citaremos: 
L a l ec tu ra de temperaturas y presiones, ha l la r 
sus diferencias y sus medias, y representar gráf i ­
camente sus variaciones. 

L a densidad de los cuerpos, l a c o n c e n t r a c i ó n de 
l a s disoluciones, l a d i l a t a c i ó n , l a c a í d a de los cuer­
pos, son base de problemas del mayor i n t e r é s . 

L a s leyes de l a p r o p a g a c i ó n del sonido y de l a 
l uz e s t á n en e l mismo caso, y especialmente en el 
campo g e o m é t r i c o , se u t i l i za en propiedades t an 
curiosas como son el demostrar que el camino m á s 
corto de un punto a otro tocando en una recta 
es aquel en que los á n g u l o s de incidencia y de re­
f l ex ión son iguales. (Pa ra demostrarlo s u s t i t ú y a s e -
uno de los puntos por su s i m é t r i c o , con lo cua l 
e l recorrido to ta l no v a n a . ) 

A l a a p l i c a c i ó n hecha por T h a l e s del parale­
l ismo de los rayos solares pa ra ha l la r l a a l tu ra de , 
un edificio (las p i r á m i d e s de E g i p t o en su caso) 
se puede agregar l a r e so luc ión del mismo problema 
colocando horizontalmente un espejo y s i t u á n ­
dose el observador de modo que vea l a imagen 
del tejado o p u n t ó m á s alto: los t r i á n g u l o s semejan­
tes que se forman, mediante l a m e d i c i ó n de dos 
distancias y una a l tura , dan l a buscada. 

L a fo rmac ión de i m á g e n e s en los espejos planos 
as í como l a marcha de los rayos en los e l íp t i cos 
y p a r a b ó l i c o s , son t a m b i é n ejercicios excelentes. 

Y de antiguo e s t á admit ido en los tratados de 
A r i t m é t i c a s francesas y en sus programas lo re­
ferente a velocidad, espacio y t iempo en e l ' m o v i ­
miento uniforme. 

223. Relaciones con la G e o g r a f í a . — E l pr imer 
motivo para t razar sobre e l terreno dos rectas 
perpendiculares e s t á ofrecido por l a necesidad de 
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marcar los puntos cardinales en el patio de l a E s ­
cuela . U n a rosa de los vientos debe dibujarse 
como ap l i cac ión de los po l ígonos estrellados. 

L a s longitudes de los r íos, l a a l tu ra de las mon­
t a ñ a s , l a superficie de las naciones, e l desarrollo 
de los ferrocarriles y carreteras, e l volumen del 
comercio, l a densidad de pob l ac ión , l a var iedad de 
los cul t ivos , los d ía s nublados o de sol en un l u ­
gar, l a cant idad de l l u v i a , etc., son otros tantos 
motivos para representaciones gráf icas . Nuestros 
alumnos han dibujado en gran t a m a ñ o l a corres­
pondiente a los cul t ivos e s p a ñ o l e s y creemos 
que esta r e p r e s e n t a c i ó n debiera fugurar en todas 
l a s escuelas e s p a ñ o l a s . 

L a s longitudes y lat i tudes geográf icas son base 
del estudio en l a superficie esférica y con e l la se 
relaciona l a i n t e r e s a n t í s i m a cues t ión de los h u ­
sos horarios para l a d e t e r m i n a c i ó n de l a hora 
oficial que no debiera ser desconocida por nadie. 

F ina lmente , l a d e t e r m i n a c i ó n del radio terrestre, 
y de las distancias entre puntos de nuestra esfera 
son t a m b i é n base de curiosos problemas. 

224. Relaciones con l a H i s t o r i a .—L a loca l iza­
c ión de fechas, l a d u r a c i ó n de p e r í o d o s determi­
nados, l a de l a v i d a de los grandes hombres, los 
hechos h i s tó r i cos de aspecto cual i ta t ivo y de v a ­
lor educativo, como • l a r e l ac ión entre e l j o rna l 
de u n obrero en las diferentes épocas h i s t ó r i c a s , 
l a e x t e n s i ó n r e l a t i va de los imperios, e l va lo r 
sucesivo de l a moneda y el coste de l a v i d a , e l 
vo lumen de l a s contribuciones y del ahorro... 
pueden ser motivo de ejercicios interesantes. 
Como uno de ellos citaremos l a r e p r e s e n t a c i ó n 
gráf ica de l a r e l ac ión entre l a e x t e n s i ó n de E s p a ñ a 
y de las t ierras colonizadas por el la , que muestra 
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el prodigioso esfuerzo hecho por nuestra nac ión . 
Especialmente l a H i s t o r i a de l a M a t e m á t i c a , l a 

b ib l iog ra f í a de sus, sabios y las a n é c d o t a s a ellos 
referentes son del m á s al to va lor educativo en 
los ú l t i m o s a ñ o s de l a Escue l a . 

225. Relaciones con el Dibujo .—Aun el dibujo 
no g e o m é t r i c o que atiende a l a forma, a l a exten­
sión, a l a pos i c ión r e l a t iva , a l a p e r c e p c i ó n de 
l a perspectiva, e s t á í n t i m a m e n t e ligado a l a Geo­
m e t r í a que t r a t a de las mismas cuestiones, aun 
cuando sin el mat iz a r t í s t i c o aquí , predominante. 

E l dibujo g e o m é t r i c o es una de l a s ' t r e s partes 
(estudio de las formas, su r e p r o d u c c i ó n , y l a medi­
da) que pueden consti tuir l a G e o m e t r í a elemen­
ta l y se identif ica con e l la . 

E l dibujo consti tuye l a exp re s ión de lo perci­
bido y asimilado, e incorpora a r t í s t i c a m e n t e l o s f 
elementos geomé t r i cos , demasiado fríos, que se^ 
transforman en val lados, casas, utensilios y m á ­
quinas, monumentos a r q u i t é c t o n i c o s de diferen­
tes estilos; o bien planos, mapas, y d e t e r m i n a c i ó n 
precisa de objetos en un plano por su p lanta y 
alzado, susceptibles de ser estudiados y c o n s t r u í -
dos por sus indicaciones. 

226. Relaciones con el trabajo m a n u a l .—T a l 
vez l a o r i e n t a c i ó n de l a E s c u e l a P r i m a r i a sea l a 
de convertirse en una E s c u e l a del Trabajo , y por 
tanto l a r e l ac ión de l a M a t e m á t i c a con el Traba jo 
Manual , en su m á s ampl ia acepc ión , ser ía l a de 
s u b o r d i n a c i ó n , e n s e ñ a n d o a l n iño todo aquello 
que hubiera de necesitar en sus trabajos. No se 
crea que por eso desminuyese el i n t e r é s por l a 
M a t e m á t i c a n i en gran parte su va lo r educativo. 
L a experiencia de los cursos franceses para re t ra­
sados en que el trabajo manual es l a base de 
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l a e n s e ñ a n z a , muestra que estos alumnos deficien­
tes concluyen por alcanzar en M a t e m á t i c a s e l 
n i v e l normal . Por otra parte, el n ive l de l a ense­
ñ a n z a no se r eba j a r í a , sino que s u c e d e r í a todo lo 
contrario: l a simple confección de una panta l la 
de forma t ronco -cón i ca exige poseer con toda pre­
cis ión conocimientos que no suelen pedirse en l a 
e n s e ñ a n z a p r i m a r i a n i aun en l a secundariav y l a 
G e o m e t r í a Descr ip t iva se h a r í a bien pronto ne­
cesaria. 

Pero por hoy hemos de l imi ta rnos a las posibi­
l idades de nuestras Escuelas , y en ellas apenas 
si podemos considerar que sea una real idad el 
empleo de materiales como l a p las t i l ina , el a lam­
bre, e l papel y l a car tu l ina . No podemos dar n i 
una l i s t a completa n i el detalle de los ejercicios 
de c a r á c t e r m a t e m á t i c o que con tales medios pue­
den realizarse, y nos remitimos a los tratados es­
peciales. 

Con p las t i l ina el n i ñ o , a ú n bastante p e q u e ñ o , 
puede modelar los cuerpos g e o m é t r i c o s m á s usua­
les; p las t i l ina que puede sustituirse con cera 
para los cuerpos redondos y con una vulgar pa­
ta ta para los terminados por caras planas. 

Con alambre pueden formarse á n g u l o s y contor­
nos poligonales, l í nea s curvas; circunferencias, 
elipses, espirales, etc. 

E l mater ia l que se presta m á s al trabajo manual 
de tipo geomét r i co es el papel , que debiera ser 
grueso y fuertemente coloreado. 

Indicaremos algunos de los ejercicios que pue­
den realizarse: 

i . E l doblez de un papel es una l í nea recta, 
y d o b l á n d o l o en 2, 3, 4 partes iguales, podemos 
d i v i d i r un segmento a n á l o g a m e n t e . 
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2. Doblando és te por un punto de modo que 
coincidan sus dos partes, e l nuevo doblez es una 
recta perpendicular a l a p r imera . 

3. Doblando un papel en á n g u l o de modo 
que sus dos lados coincidan, se obtiene su bisec­
t r iz . Part iendo del á n g u l o recto se • obtienen su­
cesivamente á n g u l o s de 45o y 22o, 30o. 

4. Puede doblarse un papel que tenga un borde 
recto en tres dobleces superpuestos exactamente 
formando tres á n g u l o s de 60o alrededor de un vér ­
tice de dicho borde. 

5. L a s mitades de estos á n g u l o s dan sucesiva­
mente los de 30o y 15o. -

6. Por un punto marcado fuera de una recta 
puede t r a z á r s e l e una perpendicular , doblando el 
papel por l a recta, marcando l a pos ic ión del pun­
to en l a otra parte y uniendo estos dos puntos 
por un doblez. 

7. Dos perpendiculares a una recta dan dos 
paralelas. 

8. U n a hoja de papel es ordinariamente un 
r e c t á n g u l o , cuyas diagonales y centro pueden ob­
tenerse por doblamiento y comprobar l a igualdad 
de lados y á n g u l o s . 

9. De u n r e c t á n g u l o sale f á c i l m e n t e un cua­
drado, l levando a coincidir dos lados contiguos y 
separando l a parte no superpuesta. 

10. Doblando un r e c t á n g u l o por un eje de s i ­
m e t r í a y trazando un doblez del eje a l a base y 
cortando sale un t r i á n g u l o i sósceles de base y 
a l tu ra determinadas. 

11 . S i en dos v é r t i c e s del lado menor de un rec­
t á n g u l o se dobla el á n g u l o recto en tres super­
puestos, y se cor ta por los pliegues que forman 
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con l a base á n g u l o s de 60o, se obtiene un 
t r i á n g u l o e q u i l á t e r o . 

12. Doblando un papel por l a mi tad , ve r i f i ­
cando los dobleces indicados en 4, ' marcando 
sobre los lados longitudes iguales, y cortando 
por l a recta que une los puntos de d iv i s ión , y 
desplegando, se obtiene un e x á g o n o regular. 

12. vSi doblado el papel como antes se superpo­
nen n pliegues iguales y se corta como antes, se 
obtiene e l po l ígono regular de 2n lados. Como 
l í m i t e , e l c í r cu lo . 

13. S i en el caso anterior el corte no es s imé­
tr ico, se obtienen po l ígonos estrellados. 

14. Cortando un papel por dos l í n e a s paralelas, 
se obtiene una banda. 

15. U n a banda cruzada con otra de diferente 
anchura oblicuamente, da un romboide; si l a an­
chura es igual , un rombo; si se cruzan perpendi-
cularmente, dan un r e c t á n g u l o y un cuadrado, 
respectivamente. 

16. E l nudo de l a corbata hecho con una banda 
de papel da el p e n t á g o n o regular. 

17. Conocidos son «la pa ja r i t a» , el barco de 
ve l a , «el mol ini l lo», el ca jón, el gorro de solda­
do, etc., en todos los cuales h a y formas g e o m é ­
t r icas que considerar. L o mismo ocurre a l «gorro 
de mago» menos conocido y a l gorro frigio que en 
r ea l i dad es de forma c ú b i c a y puede uti l izarse 
pa r a estudiar esta f igu ía . 

18. E l doblez sencillo del papel da las figu­
ras s i m é t r i c a s con r e l ac ión a un eje y un segun­
do doblez perpendicular a l primero,; proporcio­
n a l a s s i m e t r í a s con r e l a c i ó n a u n punto. 

L a estrecha r e l ac ión del trabajo manua l con el 
dibujo aconseja que a q u é l se termine con un 
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ejercicio de é s t e . (Véanse en las tres figuras ad­
juntas l a manera de doblar e l papel, e l resultado 
obtenido y el dibujo de ap l icac ión . ) 

Con ca r tu l ina pueden construirse carteras, ca ­
jas p r i s m á t i c a s y c i l ind r i cas , que ut i l izan las for­
mas g e o m é t r i c a s , y estas mismas formas directa­
mente. 

Sobre todo esto puede construirse el mater ia l 
indicado en e l p á r r a f o 6 y dedicar a d e m á s l a ac t i ­
v i d a d ocasionalmente a objetos pa ra juegos, 

,5 

Fig. 49. Fig-. 50. F i g . 51. 

como l a cometa, ( trapezoidal , exagonal, etc.) ca­
sitas de car tu l ina , y d e m á s que presenten formas 
g e o m é t r i c a s . 

NOTAS A L C A P I T U L O V I 
Lecturas 

E L REBAÑO DE JUANILLO 

I 
Juan i l lo era un mozo de unos dieciséis años , pe­

que ñ i to , nervioso, inquieto, con fama de ser m u y 
l is to y avispado y con muchos deseos de que as í 
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lo creyesen los demás. Había entrado, no hacía 
mucho, a desempeñar el oficio de pastor en casa 
de un ganadero de Extremadura, dueño de nume­
rosos rebaños, y como Juanillo quisiera antes 
ser cabeza . de ra tón que cola de león, hubo que 
confiarle a él solo la guarda de un rebaño, no muy 
grande para lo que allí es costumbre. 

E l amo de Juanillo, D. Juan, encantado con la 
viveza y deseo de bastarse a sí mismo que mos­
traba, le presentaba con frecuencia pequeñas 
dificultades por tener el gusto de ver cómo el 
muchacho salía de ellas a fuerza de ingenio. Y así, 
la noche antes de encargarle el cuidado de un re­
baño para él solo, le llevó a un corral donde se 
apiñaban buen número de ovejas, y le dijo: M i r a , 
Juani l lo , m a ñ a n a con el alba l levarás a pastar 
todas estas ovejas ayudado por Pedrito el zaga l ín 
y estos dos mastines. Pero has de tener cuidado de 
que a l a noche vuelvan tantas como te lleves s i n faltar 
una, y y a sabes lo fácil que es que se alejen y no 
vuelvan cuando pastan. Pues bueno, tú las contarás 
a l salir , y a l volver, y me di rás s i hay las mismas. 

Una buena media hora pasó el. muchacho 
ensimismado y pensativo, y de pronto se dió 
un golpe en la frente y corrió como una centella 
hasta la orilla de un riachuelo cercano, cuya r i ­
bera estaba cubierta de menudas piedrezuelas; 
llenó de ellas su zurrón y volvió satisfecho y con­
tento a dormir sobre el heno. 

Al día siguiente, antes del alba ya estaba Jua­
nillo junto a la puerta de salida del aprisco, te­
niendo en las manos su zurrón vacío y junto a él 
el famoso montón de piedrezuelas. E l zagalín, 
siguiendo sus órdenes, hi^o pasar ante él las ove­
jas una a una, y por cada oveja que pasaba ha­
cía Juanillo caer en el zurrón una piedrezuela. 
Cuando todas las ovejas hubieron pasado cerró 
cuidadosamente el zurrón y emprendió alegre­
mente el camino del monte. 

A la noche, cuando las ovejas entraron en el 
aprisco, volvió a repetirse la misma escena, sólo 
que en orden inverso: por cada oveja que entraba,, 
sacaba Juanillo una piedrezuela del zurrón, y 
cuando vió que al entrar la última oveja sacó la 



ú l t i m a piedrecita. co r r ió hacia D . J u a n para de­
cirle, J l e no de orgullo y sa t i s facc ión : M¿ amo, 
todas han vuelto. 

I I 

Dichoso con su invento r e p i t i ó Juani l lo l a ope­
r a c i ó n en días sucesivos, pero fué notando que 
el morral lleno de piedrecitas le pesaba mucho, 
sus ovejas eran muchas t a m b i é n , y cuando el amo, 
ganoso de probarle le dijo un día : Juani l lo , con 
diez veces menos peso pudieras arreglarte. 

—¿Qué es diez} — p r e g u n t ó el muchacho. 
— M i r a , le c o n t e s t ó su amo satisfecho de en­

señar le , y fué p r e s e n t á n d o l e sucesivamente uno, 
dos, tres... dedos y d á n d o l e los nombres correspon­
dientes. 

—Gracias, mi amo, y a verá usted m a ñ a n a , dijo 
el muchacho lleno de g ra t i tud y confianza. 

Se le v i ó bajar otra vez a l a or i l la del r ío y al 
día siguiente, antes del a lba t e n í a junto a sí dos 
montoncitos, uno de piedras como huevos de pa­
loma y otro de las acostumbradas piedrezuelas. 
Y cuando pasaban las ovejas, iba contando con 
los dedos, y a l llegar a diez dejaba caer una pie­
dra en el zu r rón , y cuando a l f inal no l legaran 
a diez, puso unas piedrezuelas. 

Rabiando estuvo todo el d ía por volver a ver 
a su amo, y hasta a p r e s u r ó un tanto l a hora del 
retorno, y en cuanto v ió de lejos a D. J u a n co­
r r i ó a él para decirle: M i amo, ocho dieces y siete 
ovejas llevamos. 

I I I 

P a s ó tiempo, y cada día daba cuenta Juani l lo 
a su amo del n ú m e r o de ovejas confiadas a su cu i ­
dado y cada día el amo le e n s e ñ a b a algo nuevo que 
no dejaba m u y satisfecho a Juani l lo , porque todo 
se r e d u c í a a decirle: No se dice siete dieces, sino 
setenta, y cosas a n á l o g a s ; no se dice un diez y 
cinco, sino quince. No c o m p r e n d í a Juani l lo el 
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p o r q u é de estas rarezas, pero como finalmente 
s impli f icaba l a expres ión , y su amo las decía , 
se las a p r e n d i ó , y las usaba. 

Pero un día su amo le dijo: Y a has cumplido 
diecinueve años. Desde m a ñ a n a l levarás un zagal 
más, y todo el rebaño de Antón. Me parece que tus 
dieces no van a servirte de mucho, porque va a 
haber más de diez dieces. 

— ¿ Y cómo se l laman diez dieces, mi amo? 
—Diez dieces se l laman ciento. 
A l día siguiente al salir las ovejas del aprisco 

eran tres los montoncitos de piedras que J u a ­
nil lo t e n í a a su l a d . , y en vez de echar los dieces 
en el z u r r ó n los iba colocando delante de él . 
Llegaron, en efecto, a alinearse diez dieces, 
esto es, diez piedras como huevos de paloma, y 
entonces las vo lv ió al m o n t ó n , y e c h ó en su zu­
r r ó n una piedra del t a m a ñ o de un huevo de ga­
l l i n a . Así c o n t i n u ó su ope rac ión . Y cuando v o l ­
v ió , l levando sólo nueve piedras en su zu r rón , 
le dijo, radiante de sat isfacción a su amo: tene­
mos dos cientos, cuatro dieces y tres ovejas. 

¿ C ó m o ? — p r e g u n t ó el amo, hac iéndose el ex t ra ­
ñado? 

Y Juani l lo , cazando al vuelo l a cor recc ión , rec­
t i f i có enseguida: doscientas cuarenta y tres ovejas. 
¡ E r a l is to Juani l lo! 

I V 

Otra m a ñ a n a , al hacer su acostumbrado re­
cuento, estaba Juani l lo u n tanto preocupado, 
y al mismo tiempo que contaba, por los dedos, 
o colocaba sus piedrecitas, iba contando maqui-
nalmente; uno, dos, tres... once, doce, trece... 
ochenta y uno, ochenta y dos..., doscientos uno, 
doscientos dos. Cuando al llegar al fmal, v o l v i ó 
en sí s ú b i t a m e n t e , y se e n c o n t r ó con que estaba 
murmurando: doscientos cuarenta y tres, y con 
que t e n í a ante sus ojos dos piedras gruesas, y 
cuatro medianas, y separaba tres dedos de i a 
mano izquierda. U n a idea c lara como un r e l á m ­
pago c r u z ó por su cerebro. ¿A qué separar dedos 

Metodología. 16 
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ni poner piedrecillas, si el número que indican 
es el mismo que yo voy diciendo? ¡Al diablo las 
piedras! 

Y aunque recogió algunas para poner en su 
zurrón, dos piedras grandes, cuatro medianas y 
tres piedrecillas, se fué muy ufano y ligero al 
cuidado del rebaño, y en adelante ya no usó más 
dedos ni piedras para contar, sino que se l i ­
mitó, como había pensado, a cantar sus números 
cuando pasaban sus ovejas. 



C A P I T U L O V I I 

METODOS E S P E C I A L E S 

1.—Enseñanza de l a M a t e m á t i c a en e l M é t o d o 
Froebe l 

237. Los pr inc ip ios .—El m é t o d o de Froebel 
tiene, para l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a , una 
importancia g r a n d í s i m a porque gracias a él se 
aplicaron a los n iños m u y p e q u e ñ o s y por vez 
pr imera los principios de autodeterminación, de 
experiencia personal y de actividad libre, suscita­
da por el ambiente, que h a b í a n de tener amplio 
desarrollo en Montessori, Dec ro ly y D o w e y y 
todo el moderno desenvolvimiento pedagóg i co . 

P a r a Froebel , a d e m á s , determinaba su m é t o d o 
un desenvolvimiento ordenado, pasando de lo 
sencillo a lo compuesto propio a l mismo tiempo 
de las formas g e o m é t r i c a s y de • l a inteligencia 
infant i l . S u f in era doble: E j e r c i t a r a esta in te l i ­
gencia en l a observación, . aná l i s i s y comparación, 
y real izar las formas, bien copiando, bien inven­
tando formas tomadas del mundo ambiente, 
de c a r á c t e r a r t í s t i c o o m a t e m á t i c o . 

L a consecuencia de esto es que se adquieran 
conocimientos y destrezas de tipo g e o m é t r i c o , 

.pero que trascienden grandemente del campo 
propio de los p á r v u l o s , creando procedimientos 
adecuados para informar y aun para ser u t i l iza­
dos en edades m á s adelantadas. 
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Muchos maestros sucesores de Froebel quitaron 
a l m é t o d o una de sus m á s importantes cual ida­
des: l a de servir a l a espontaneidad infant i l , t rans­
f o r m á n d o l o en una serie de ejercicios en que e l 
n i ñ o se l imi t aba a seguir, con m á s o menos agrado, 
a l maestro, consecuencia na tu ra l si se tiene en 
cuenta l a pas iv idad inte lectual del n i ñ o y el deseo 
del mismo Froebel de real izar ejercicios dé a n á ­
l i s i s y c o m p a r a c i ó n que no era fácil resignarse 
a dejar i m p l í c i t o s . 

De todos modos, los n i ñ o s educados en e l K i n ­
dergarten, aun s in los ejercicios un poco forzados 
a que aludimos, muestran una gran superioridad 
sobre sus. c o m p a ñ e r o s en cuanto se refiere a l 
aprendizaje de l a M a t e m á t i c a . 

228. Los dones y su empleo.—1.0 E l p r i ­
mer don consta de 6 pelotas . de diferentes co­
lores distintos; h a b í a n de dar a l n i ñ o la. noc ión 
de un idad y de movimiento y estaban en unas 
bolsitas con un c o r d ó n . E l maestro mostraba las 
esferitas, las nombraba, las d i s t r i b u í a y h a c í a no­
tar su forma, y las posiciones que p o d í a n adoptar 
con re l ac ión a l n i ñ o o l a ca j i ta en que se guar­
daban. E l c o r d ó n daba l a i n t u i c i ó n de l a l í nea 
en sus diferentes clases y posiciones. 

2.0 E l segundo don consiste en una esfera, un 
ci l indro y un cubo de igua l a l t u r a con ani l las en 
puntos diferentes y un c o r d ó n capaz de pasar 
por ellas. 

Se compara l a esfera con l a pelota, e l cubo con 
l a esfera, y e l c i l indro con ambos. Se pregunta 
por objetos a n á l o g o s . S u s p e n d i é n d o l o s por el 
c o r d ó n , se les hace girar r á p i d a m e n t e pa ra ver 
c u á l e s y c ó m o engendran figuras, iguales a sí 
mismas o distintas. 
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3.0 E l tercer don e s t á formado por 8 cubos 
coloreados dentro de una caja t a m b i é n c ú b i c a . 
Permi te hacer él repaso de esta forma; alguna 
c o n s t r u c c i ó n sencil la; dar una n o c i ó n de n ú m e r o s 

enteros y fraccionarios | ^ ^ y comparar 

las dimensiones con l a superficie y e l vo lumen 
(2 : 4; 2 : 8). 

4 ° E l cuarto don lo const i tuyen 8 octoedros 
cuyas ar is tas e s t á n en l a r e l a c i ó n 1 : 2 : 3 . Se 
u t i l i za pa ra compararlos con las formas anteriores, 
ana l izar é s tas , y reafirmar l a n o c i ó n de entero 
y quebrado intui t ivamente e independiente de 
l a forma c ú b i c a anterior. Se prestan m á s a l a 
o b t e n c i ó n de formas combinadas. 

5.0 L a s cajas de arqui tectura formadas por 
27 cubos, unos enteros y otros d ivididos según 
las diagonales del cuadrado en dos y en cuatro 
partes. C o n t i n ú a e l aná l i s i s y l a c o m p a r a c i ó n . 
Se adquiere l a noc ión de todo y parte m á s c ia ra -
mente que antes por l a d ispar idad de forma entre 
las partes y e l todo. Se percibe l a s i m e t r í a y se 
prac t ica el ensamblado. L a s figuras que pueden 
construirse son cada vez m á s numerosas y v a r i a ­
das y m á s a ú n con el don 6.° formado por 27 ortoe-
dros divididos en partes, unos según un plano de 
s i m e t r í a transverso y otros longitudinalmente. 
Con esto se c ierra l a serie de los dones destinadas 
a l conocimiento de los sól idos . 

6.° L o s dones 7; 8 y 9 e s t á n dedicados a las 
superficies. Constan de cuadrados enteros y 
divididos paralelamente a los lados de 2 a 10 par­
tes, de t r i á n g u l o s r e c t á n g u l o s isósceles, de t r i á n ­
gulos r e c t á n g u l o s y o b t u s á n g u l o s obtenidos por 
l a d iv i s i ón de un rombo, uno de cuyos á n g u l o ? 
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valiese 60o. Todos bri l lantemente colorecados, y 
con ellos se rea l izan las mismas operaciones de 
obse rvac ión , aná l i s i s , c o m p a r a c i ó n y c o n s t r u c c i ó n 
de formas. 

7.0 L o s dones del 10 a l 12 e s t á n dedicados a 
estudio de las l í n e a s y se ha l l an constituidos por 
l istoncitos de 25 cm. de largo,, pali tos de 10 c m . 

F i g . 52. 

¡ i 

Fig . 53. F ig . 54. 

y ani l los de c a r t ó n , enteros unos y divididos 

otros en — y . — - Con ellos pueden realizarse to-2 4 
das las posiciones de las l í nea s , adiestrarse en 
contar y obtener formas v a r i a d í s i m a s . 

8.° L o s dones siguientes 13 y 14 e s t á n reduci­
dos a trocitos de corcho o guisantes remojados 
que, con palillos sirven para componer los sól idos 
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g e o m é t r i c o s y las posiciones de rectas en e l espa­
cio; y de una substancia pa ra mod lar que puede 
dar dichos só l idos con mayor f idel idad o b t e n i é n ­
dose f á c i l m e n t e las pr incipales fo rmis cris talo­
gráf icas , y esto por los procedimientos de b iss la-
miento y t runcadura p r á c t i c a s que t e ó r i c a m e n t e 
forman los cristales d e r i v á n d o l o s de l a s formas 
fundamentales. 

L a s adjuntas figuras fueron inventadas por uno 
de nuestros alumnos y pueden servir pa ra dar 
una idea de lo que puede hacerse con los dones de 
Froebel , y pa ra ser imitadas por los n i ñ o s . 

239. ' Opinión. L o anteriormente expuesto ha­
b r á hecho ve r claramente l a preponderancia de 
l a M a t e m á t i c a en e l m é t o d o Froebeliano. Nada 
hemos de objetar a su empleo juicioso y solamente 
lo t r a n s f o r m a r í a m o s un poco p o n i é n d o l e en re la­
c ión con el sistema m é t r i c o decimal e introducien­
do algunas piezas nuevas como arcos y semiarcos 
de puente, p i r á m i d e s , ci l indros y conos que lo 
aproximasen a los arquitectos o cajas de construc­
c ión que tanto agradan a los n iños , a l mismo 
tiempo que completan las formas g e o m é t r i c a s . 

Claro es que Froebel no a g o t ó con sus dones 
e l mate r ia l de e n s e ñ a n z a , n i con sus principios 
y procedimientos los que deben servir pa r a l a ins 
t r a c c i ó n infant i l , pero es de notar que fué precise 
un siglo entero para real izar a l g ú n progreso seno 
en esta d i recc ión . 

2 . - E l M é t o d o Mon te s so r i . 

230. Fundamentos.—La doctora Montessori am­
plió considerablemente l a idea FrQebeliana. Como 

o 
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él empieza con una e d u c a c i ó n sensorial, pero e l l a 
l a extiende s i s t e m á t i c a m e n t e a l a parte motr iz y 
t á c t i l fundamental en e l n i ñ o . B u s c a t a m b i é n 
su espontaneidad pero la, l l e v a hasta l a auto­
d e t e r m i n a c i ó n y l a a u t o c o r r e c c i ó n . Completa el 
mater ia l de Froebel , suprime una parte y ev i t a 
fatigar a l n i ñ o con los aná l i s i s y las comparaciones 
forzadas que el n i ñ o p r á c t i c a m e n t e percibe y 
con las cuales tiene suficiente. Pero t a m b i é n como 
Froebel , a l introducir a l n i ñ o en el mundo de las 
formas concede un gran espacio en su m é t o d o a la 
Geometr ía .^ S u mater ia l , por o t ra parte, a l apelar 
a l a motr ic idad se renueva en una d i recc ión 
part icularmente fecunda. B a s t a r á indicar lo para 
comprender, su manejo e i m p o i t a n d a , que por otra 
parte pueden estudiarse de un modo especial. 

2 3 1 . E l material para l a educac ión sensorial. 
a) Tres colecciones de ajustes de só l idos . E n una los 
ci l indros son todos de igua l a l tu ra , pero distinto 
d i á m e t r o ; en l a segunda v a r í a n d i á m e t r o y a l tu ra 
y en l a tercera só lo l a a l tu ra . E l n i ñ o ha de inser­
tar los en el hueco correspondiente. S i se equivoca 
l l e g a r á un momento en que un c i l indro no c a b r á 
en ninguno de los huecos l ibres . 

b) Cubos color de rosa, son 10, desde i dm. 
de ar is ta hasta i cm. H a n de colocarse formando 
torre por t a m a ñ o decreciente. U n a equ ivocac ión 
supone l a inestabi l idad del edificio. 

c) Pr i smas de color c a s t a ñ o oscuro. Son 10 
pr ismas de 20 cm. de longi tud y de sección 
cuadrada que disminuye desde 10 cm. a 1 cm. 
Se usa formando una escalera. 

d) Lis tones de madera, de sección cuadrada 
de 4 cm. de lado. Son 10 y su longitud v a r í a desde 
10 cm. a 1 m . l levando coloreados a l ternat ivamen-



- 249 -

te de rojo y azu l los d e c í m e t r o s . Se usa como los 
anteriores, pero s i rven a d e m á s pa ra contar, su­
mar y restar, y dan una i n t u i c i ó n c l a r a de l a re­
l a c i ó n entre l a cant idad y el n ú m e r o . 

e) Var ios só l idos geomé t r i cos , prismas, p i r á 
mides, ci l indros, cono y esfera, que los n i ñ o s re 
conocen por e l tacto (sentido s te reognós t i co) y 
c u y a mov i l i dad y equil ibrio estudian. 

/ ) Tab l i t a s rectangulares con superficies l isas 
y á s p e r a s . Reconocidas a l tacto contr ibuyen a 
dar por este sentido l a noc ión de forma y exten­
s ión . 

g) Tab l i t a s de madera de pesos diferentes. 
A l apreciarlos se tiene l a sensac ión directa del 
mayor, igua l y menor, mediante el sentido b á s i c o . 

232. Las formas geométricas. Presenta cuadros 
que contienen seis cuadritos, en cada uno de los 
cuales v a encajada una f igura g e o m é t r i c a que se 
re t i r a y se encaja d e s p u é s s e l e c c i o n á n d o l a de 
las seis que entran en e l cuadro. E n uno de és tos , 
las figuras son c í rcu los de distinto d i á m e t r o ; en 
otro, r e c t á n g u l o s de dis t inta base e igua l a l tu ra ; 
en otro, diversas clases de t r i á n g u l o s ; en otro, seis 
p o l í g o n o s regulares a par t i r del p e n t á g o n o ; en 
otro, u n rombo, un romboide, un trapecio r e c t á n ­
gulo, uno isósceles, una elipse y un ó v a l o , y en el 
ú l t i m o dos figuras irregulares y cuatro en blanco. 
(Creemos esto f á c i l m e n t e mejorable dejando en 
el p e n ú l t i m o solamente c u a d r i l á t e r o s , p o d í a a ñ a ­
dirse e l trapezoide general y l a cometa, incremen­
tando el ú l t i m o con las dos figuras sobrantes del 
anterior m á s e l t r i á n g u l o de lados curvos entran­
tes y e l ovoide). L o s seis cuadros no son fijos en 
cada tablero, sino que pueden cambiarse para 
graduar las dificultades, pudiendo hacerse el re-
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conocimiento por l a v i s t a o e l tacto con los ojos 
tapados. 

L a s mismas figuras g e o m é t r i c a s y de igua l 
t a m a ñ o se ha l l a n reproducidas en tres series de 
tarjetas: en l a p r imera , l a forma l lena, recortada 
en papel azu l y pegada; en l a segunda h a y só lo 
un contorno de l a f igura, pero de medio c e n t í ­
metro de ancho en papel azu l ; en l a tercera serie, 
l a f igura e s t á t r azada mediante su contorno con 
una l í nea corriente en t in ta . 

P a r a usar este mater ia l , evidentemente m u y gra­
duado, coloca e l n i ñ o l a forma g e o m é t r i c a de m a ­
dera sobre l a correspondiente tarjeta. Claro es que 
se dan los nombres de todas las formas, que los 
n i ñ o s as imi lan f á c i l m e n t e . 

233. E l mater ia l d idáct ico para l a A r i t m é t i c a . — 
a) Series de tar jetas en que e s t á n pegados n ú m e ­
ros de papel de l i j a . 

b) Grandes cartones con las mismas figuras en 
papel l iso pa ra l a n u m e r a c i ó n de 10 en adelante. 

c) Dos cajas con pa l i l los en forma de huso 
para contar. 

d) L a T a b l a de mul t ip l ica r formada por c l a ­
vos de cabeza br i l lan te formando un cuadro l leno 
de 10 c lavos por lado. Con un c o r d ó n verde se en­
vuelve el r e c t á n g u l o que corresponde a l producto. 

e) L a T a b l a de mul t ip l ica r formada por un 
cuadro de orificios a los que se ajustan c lav i jas 
que formen e l r e c t á n g u l o representativo del pro­
ducto. 

234. O p i n i ó n , — E l m é t o d o Montessori es apro­
piado para p á r v u l o s solamente (por eso damos só lo 
el ma te r ia l pa ra este grado, y las tablas de m u l t i ­
p l i cac ión por su impor tanc ia) , Y aun en las escue­
las fr^ncesa.s hemos podicio recoger l a certera 
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de que los mismos p á r v u l o s se cansan pronto del 
mater ia l Montessori que dominan r á p i d a m e n t e . 

L o valioso del m é t o d o es su o r i e n t a c i ó n , que debe 
revolucionar l a e n s e ñ a n z a y l a e d u c a c i ó n por 
completo. 

E l aspecto excesivamente g e o m é t r i c o de l a edu­
cac ión sensorial en lo referente a formas h a sido 
cri t icado por Biciulesco, quien en s u s t i t u c i ó n del 
mate r ia l Montessori propone objetos de l a v i d a 
rea l : ventanas con cristales desmontables, armarios 
con puertas que se separan y se encajan, mesas 
con cajones de dimensiones diversas; vasos que 
v a r í a n como los ci l indros de que antes se h a b l ó , 
platos, marcos de cuadro. L o s cubos y pr ismas 
se sust i tuyen por b a ú l e s , t a r ros de confitura, 
toneles ... L a s siluetas de formas g e o m é t r i c a s , por 
otras siluetas de objetos o seres vivientes , etc. 

L a manera de operar es l a m i s m a y seguramente 
este mater ia l r e s u l t a r á m á s a t rac t ivo en p r inc i ­
pio que e l de l a Montessori; dudamos, s in embargo, 
de que sea. t a n educativo como a q u é l y aunque 
e l i n t e r é s que l l e v a consigo lo que el objeto repre­
senta no perturbe l a i n t u i c i ó n de l a forma. Se 
e s t á un poco de v u e l t a contra e l exceso de fací- , 
l i d a d y de intereses mediatos, y l a c u e s t i ó n es s i 
l a forma g e o m é t r i c a tiene bastante a t rac t ivo por 
sí misma pa ra que e l a lumno trabaje. 

3 . - E 1 M é t o d o D e c r o l y . 

235, Sus iimdamentos.—Para nosotros tieno 
especial impor tancia l a c o n s i d e r a c i ó n nde . este 
método porque representa algo i n t e r m e d i v ^ ^ v e ^ 
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una so luc ión a r m ó n i c a , entre l a e n s e ñ a n z a c lás ica 
por materias separadas, que es l a m á s adecuada 
para l a M a t e m á t i c a por sí misma, y l a e n s e ñ a n z a 
puramente ocasional a que t ienden las escuelas 
nuevas. E n efecto, dice D e c r o l y que <'es preciso 
cuidar de que l a e n s e ñ a n z a e s t é dominada por cier­
tas ideas generales pa ra que no se convier ta en 
una co lecc ión de detalles a i s lados» . 

Como consecuencia de esto, D e c r o l y agrupa l a 
mater ia de l a e n s e ñ a n z a en sus conocidos Centros 
de I n t e r é s , y l as act iv idades , en ejercicios de 
observación, de asociación y de expresión; y como 
medio indirecto de aprendizaje, predominante casi 
en los primeros grados, el juego, construvendo los 
mismos n iños gran cant idad del mater ia l que 
se emplea, formado en gran parte por cartones 
con i m á g e n e s . 

236. L a ap l i cac ión .—Los n i ñ o s adquieren el 
concepto de n ú m e r o contando los objetos que 
los rodean, d á n d o l e s nombre, los relacionan t a m b i é n 
con las cifras, s in escribir las ellos, mediante l a 
p r e s e n t a c i ó n de tarjetas, y reconocen t a m b i é n 
los n ú m e r o s en las i m á g e n e s , así , por ejemplo, en 
un paisaje reconocen los á r b o l e s , las casas, los an i -
males que aparecen, y colocan en e l friso que l l e ­
v a e l cuadro otras tar jet i tas con las i m á g e n e s co­
rrespondientes sueltas. Más tarde colocan las c i ­
fras, y solamente d e s p u é s aprenden a escribirlas. 

L a s operaciones se aprenden de l a misma ma­
nera, bien contando y agrupando objetos, bien me­
diante cuadros en que exis ten grupos dé objetos 
interesantes: cerezas, golondrinas, etc., e l n i ñ o 
coloca frente a cada grupo l a tar je ta con el n ú m e r o 
que le corresponde, otra con el signo de l a opera­
ción, y debajo otra con el resultado. 
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A l sistema m é t r i c o dedica Decro ly mucho t iem­
po, t a l vez demasiado, pero h a y que tener en cuen­
t a que las medidas son base de muchos c á l c u l o s 
y conviene dar l a noc ión exac ta . Siguiendo el m é ­
todo h i s t ó r i c o , empieza por formar un sistema de 
medidas naturales como son: pa ra pesos, casta­
ñ a s ; pa ra v o l ú m e n e s , el dedal, l a t aza y l a j a r r a ; 
pa ra superficie, e l p a ñ u e l o , e l corra l ; para^ longi­
tud , e l dedo, e l palmo, l a braza. . . Só lo m á s ade­
lante pasa a l S. M . D . 

E l t iempo da t a m b i é n motivo a ejercicios ú t i ­
les. E l p é n d u l o sirve para contar, y cuando se le 
hace bat i r segundos su longi tud se toma pa ra el 
metro del que realmente difiere m u y poco. E l reloj 
y e l calendario son uti l izados pa ra l a r ea l i zac ión 
de ejercicios y los mismos n i ñ o s forman un gran 
calendario para todo e l a ñ o que l l e v a en e l centro 
un reloj , a c o n t i n u a c i ó n p e r i f é r i c a m e n t e las cuatro 
estaciones con sus tres meses cada una como t r a ­
pecios poligonales, y dentro de cada uno de és tos 
separados"los d í a s , con ind icac ión en cada uno me­
diante un dibujo, un grabado recortado y pegado, 
una nota de a l g ú n suceso de trascendencia que 
ocurra e l d í a en cues t ión . 

L a G e o m e t r í a se estudia con ocas ión de las me­
didas y croquis que exige e l trabajo manua l . 

237. O p i n i ó n . — L a expos i c ión que antecede, 
l i m i t a d a por l a escasez de espacio, puede dar una 
idea de lo que es e l m é t o d o D e c r o l y en lo que se 
re laciona con l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a . 
Opinamos que se pasa demasiado tiempo con ejer­
cicios como las medidas naturales, y a que basta 
generalmente que en una sola clase los n i ñ o s 
midan a palmos una cier ta e x t e n s i ó n para conven-
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ceiies de l a na tura l idad, pero arbi t rar iedad e 
inconvenientes de tales medidas. 

H a s t a el uso con p ro fus ión de cuadros y tar­
jetas e s t á siendo cri t icado y considerado como 
algo anticuado y excesivo por los ps icó logos y 
pedagogos norteamericanos. D e l m é t o d o en cues­
t i ó n conviene tomar algunos procedimientos y 
sugestiones, pero... su pr inc ipa l m é r i t o no reside 
en el aspecto pa rc i a l de l a e n s e ñ a n z a de l a Mate­
m á t i c a . 

4 . — L a M a t e m á t i c a en las E s c u e l a s Nuevas, 

238. Su carác ter . -—La e n s e ñ a n z a m e t ó d i c a que 
l a M a t e m á t i c a requiere no se compagina m u y 
bien con el c a r á c t e r de estas escuelas en que el 
respeto a l a personalidad ind iv idua l se traduce 
en una a u t o n o m í a que l lega en algunos casos a 
verdadera a n a r q u í a recordando l a Escue l a de 
Tols to i . Otros de sus caracteres, l a a p e l a c i ó n a l a 
experiencia ind iv idua l y l a r e l a c i ó n í n t i m a con 
l a soaei¿íí¿, pueden ser ocas ión de m é t o d o s y pro­
cedimientos que no v a r i a r á n gran cosa los expues­
tos por nosotros, así , por ejemplo, f u n d á n d o s e en 
l a ú l t i m a tendencia, los alumnos de ciertas es­
cuelas toman como base pa r a sus problemas los 
precios locales, m á s tarde el desarrollo de las i n ­
dustrias y el comercio regionales, y finalmente l a s 
industr ias y el comercio mundia l . L o s problemas 
de tanto por ciento surgen, por ejemplo, como re­
sultado de una encuesta sobre l a mor ta l idad . 

E l t rabajo m a n u a l es en muchas de e l las e l eje 
de l a labor escolar, y los problemas que de él 
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surgen, son, en su aspecto m a t e m á t i c o , los que 
determinan e l contenido en nuestro asignatura. 

E n algunas como las de F a i r Hope el respeto a l a 
i n i c i a t i va del n i ñ o l lega a abolir toda e n s e ñ a n z a 
s i s t e m á t i c a , y a l detalle de que se estudien los n ú ­
meros por contar objetos, y que se opere con ellos 
ocasionalmente s in escribir cifras hasta los nueve 
a ñ o s , como en l a escuela de Pesta lozzi . E n cambio, 
en otras escuelas l a e n s e ñ a n z a del cá l cu lo se hace 
s i s t e m á t i c a m e n t e , e s t a b l e c i é n d o s e de una parte 
comunidades l ibres de trabajo y de otras cursos 
m e t ó d i c o s , dedicando p r á c t i c a s especiales a l cá lcu ­
lo, como a l a l ec tura y l a escr i tura . 

E l pr incipio de l a experiencia personal como 
base de e d u c a c i ó n ha dado como consecuencia 
e l que se h a y a ideado mate r i a l como el Mac K i n ­
der con el cua l el n i ñ o puede aprender solo. E n 
esencia e s t á reducido a l ma te ra l recomendado 
por nosotros aumentado con sus soluciones. Así, 
por ejemplo, nosotros proponemos t i ras de bolas 
o de botones que se hacen corresponder con c i ­
fras escritas en tarjetas, y Mac K i n d e r presenta 
a d e m á s cuadros con l a s soluciones, y otras ve­
ces apela a l a o b t e n c i ó n directa del resultado 
mediante l a m a n i p u l a c i ó n de objetos. A n á l o g o a 
él es e l m é t o d o Winne tka . 

U n a a m p l i a c i ó n de esto es e l mate r ia l de cá lcu­
lo ut i l izado en algunas escuelas nuevas america­
nas, en el cua l e l a lumno encuentra una serie de 
ejercicios graduados para su r e so luc ión , con re­
ferencia a soluciones a l f ina l de los mismos y 
con indicaciones de l a manera de vencer las di f i ­
cultades que puede encontrar en e l camino. Es t e 
procedimiento robinsoniano no tiene m á s incon­
veniente que lo excesivamente largo que resulta. 
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Precisamente l a a y u d a del maestro sirve para 
abreviar e l camino siempre, largo y penoso de 
l a propia experiencia, y no creemos que se gane 
gran cosa aislando excesivamente a l maestro 
del a lumno y sust i tuyendo l a a c c i ó n consciente 
y adaptada de é s t e por l a m e c á n i c a de un l ib ro 
de tets por m u y bien hechos que e s t é n . L a orien­
t a c i ó n es excelente, pero creemos que ha sido l l e ­
v a d a a l a e x a g e r a c i ó n . 

Algo a n á l o g o decimos respecto a l M é t o d o de 
Proyectos en r e l a c i ó n con l a e n s e ñ a n z a de l a A r i t ­
m é t i c a ; puede ser considerado como una parte 
importante de l a e n s e ñ a n z a , incluso como l a base 
de l a misma, lo que no puede hacer es sust i tu i r 
a l a e n s e ñ a n z a m e t ó d i c a del c á l c u l o (véase cap. V I , 
5) n i a l a parte s i s t e m á t i c a de nuestra ciencia que 
le da l a mayor parte de su va lo r educativo, a no 
ser que entre los proyectos entre e l de dominar e l 
cá l cu lo o el de sistematizar los conocimientos. 



CAPITULO vnr 
E L ¿PROGRAMA 

1.—Estudio c r í t i c o de los programas extranje­
ros m á s notables 

239. Objeto.—La f ina l idad de esta exposi­
c ión c r í t i c a es mostrar con los mejores ejemplos 
c ó m o h a sido resuelto el difícil problema de l a 
confecc ión de un programa escolar pa ra l a ense­
ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a , juzgado con arreglo a 
los principios antes esteblecidos, exponiendo a l 
mismo tiempo el n i v e l alcanzado por esta ense­
ñ a n z a en los diferentes pa íses , y sus c a r a c t e r í s ­
t icas especiales, todo lo cual puede consti tuir base 
de ju ic io , t é r m i n o de c o m p a r a c i ó n , y sobre todo, 
dada nuestra s i t uac ión en l a e n s e ñ a n z a , conside­
rable e s t í m u l o . 

Seremos parcos en el comentario c r í t i co porque 
creemos que es e l lector quien ha de hacerlo como 
provechoso ejercicio de ap l i cac ión de lo expuesto 
has ta ahora. 

F R A N C I A 

SECCION PREPARATORIA 
(6-7 años) 

240, Cálculo.—Primeros elementos de l a nu­
m e r a c i ó n . Contar objetos, escribir los n ú m e r o s 
correspondientes hasta 10 y luego hasta 100. 

M e t o d o l o g í a . 17 
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P e q u e ñ o s ejercicios de calculo oral o escrito 
.sin pasar de 1 0 0 ) , sumar y restar grupos de ob­
jetos! sumar y restar los n ú m e r o s correspon­
dientes. A/T„1+i 

Contar de 2 en 2 , de 3 en 3 Y de 4 en 4. Mul t i ­
plicar por 2, 3 y 4. _ 

D i v i d i r grupos de objetos en 2 , 3 y 4 partes 
iguales. . •'. . , , • . 

DifeM/o.—Agrupación y d i spos i c ión de objetos 
(cubos palitos) fichas) en forma de siluetas. 

Copia en negro, mejor en color, de estas combi­
naciones. , . 

P e q u e ñ o s dibujos g e o m é t r i c o s . 
Modelado. 
Trabajo manual. —Recorte de «confetti» agru­

pando los discos de modo que representen nú ­
meros o formen motivos decorativos. 

P e q u e ñ o s ejercicios de trenzado, plegado y 
tejido. 

(;Cree el lector suficiente el conocimiento de 
las formas que h a b r á adquirido el n i ñ o en r e l a c i ó n 
con lo propuesto sobre todo por Froebel y l a 
Montessori?) 

CURSO ELEMENTAL 
(7-9 años) 

N u -241 Cálculo, Aritmética, Geometría.—1. 
meración decimal el m. g. I . y sus m ú l t i p l e s 

Cálculo o r a i . - T a b l a s de sumar y mul t ipl icar . 
Apl i cac ión de las cuatro reglas a , n ú m e r o s mfeno-

^ C ^ e S o ^ e r r i o . - A p l i c a c i ó n de las cuatro reglas 
a p e q u e ñ a s cantidades ( l i m i t á n d o s e para l a d i ­
v i s ión a un divisor de dos cifras) . 

Pequeños i problemas orales o escritos sobre 
temas usuales. , . &«1ri1 

Primeros ejercicios de cá l cu lo r á p i d o y de calcu-

10 2meGeo1meíría. —Medida de longitudes. Aprecia-
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c ión de dis tancia a simple v i s t a y su comproba­
c ión por l a medida d i r ec t á . 

Dibujar y reconocer las figuras m á s elementales; 
t r i á n g u l o , r e c t á n g u l o , cuadrado, c í r cu lo . Noción 
del á n g u l o . 

Idea de l a medida de superficies rectangulares 
mediante l a c u a d r í c u l a . 

Nociones sobre los cuerpos sól idos util izando 
modelos en rel ieve. 

Trabajo warn^a í .—Ejerc ic ios relacionados con 
l a e n s e ñ a n z a de l a A r i t m é t i c a , G e o m e t r í a y D i ­
bujo. 
Representaciones geomét r i cas , s i rv i éndose de t i ­
ras de papeles de colores. 

C o m p r o b a c i ó n de las propiedades de las figu­
ras g e o m é t r i c a s mediante el estudio comparativo 
de estas figuras o de sus elementos. 

(Nótese con elogio l a o r i e n t a c i ó n del t rabajo 
manual para nuestra e n s e ñ a n z a . ¿ E s razonable l le ­
gar a los nueve años si n estudiar l a peseta y el cén­
t imo? ¿S in emplear pesetas y c é n t i m o s en el cá lcu­
lo y por lo tanto s in uti l izar los n ú m e r o s decima­
les? ¿ S i n noc ión de las formas espaciales, por 
breve que sea, ha de iniciarse l a G e o m e t r í a ? S i n 
haber hablado de las unidades de superficie ¿con 
q u é clase de unidad se miden las formas rectan­
gulares? ¿ B a s t a r á con las formas estudiadas 
para hacer variado el trabajo manual? ¿No sur­
gen paralelas y perpendiculares de las mismas f i ­
guras recomendadas y de las tiras utilizadas?) 

C U R S O M E D I O 
(9-11 años) 

242. 1. Cálculo y Ari tmét ica .—Aplicac ión de 
las cuatro reglas a n ú m e r o s mayores que en el 
curso elemental. 

N ú m e r o s complejos: el t iempo (horas, minutos, 
segundos), cá lcu lo de l a longitud dé l a circunferen­
c ia . 



— •260 — 

Sis tema de medidas legales a base de 10, 100 
y i.ooo. 

Múl t i p lo s y s u b m ú l t i p l o s . 
Cálculo de superficies: r e c t á n g u l o , cuadrado, 

t r i á n g u l o , c í r cu lo . 
Cálcu lo de v o l ú m e n e s : pr isma recto de base rec­

tangular, cubo, c i l indro. 
N ú m e r o s decimales y fracciones decimales. Idea 

general de las fracciones ordinarias. P r á c t i c a de 
las cuatro operaciones con fracciones ordinarias 
en ejercicios m u y sencillos n u m é r i c a m e n t e . 

Problemas acerca- de temas de uso corriente. 
: Regla de tres s imple y de i n t e r é s simple. 

C o n t i n u a c i ó n y a m p l i a c i ó n de los ejercicios de 
cá lcu lo r á p i d o y mental . 

2. Geometría .—Estudio in tu i t ivo y represen­
t a c i ó n mediante el dibujo de las figuras de l a Geo­
m e t r í a p lana . 

Nociones sumarias acerca de l a r e p r e s e n t a c i ó n 
de longitudes y sobre planos y mapas a una es­
cala dada. 

Nociones p r á c t i c a s acerca de los sól idos geo­
m é t r i c o s simples (cubo, pr i sma recto). Nociones 
sumarias sobre su r e p r e s e n t a c i ó n g e o m é t r i c a (cro­
quis acotado). 

Cí rcu lo .—Su d i v i s i ó n en grados. 
Cuadrado, e x á g o n o regular, t r i á n g u l o equi­

l á t e r o insc r i tos ' en el c í r cu lo . 
Dibujo .—Dibujo geomét r i co , croquis acotado. 
Trabajo manwaZ.—Ejercicios sobre las formas 

geomé t r i c a s planas. Descompos ic ión de estas f i ­
guras. R e l a c i ó n entre sus elementos. 

R e p r e s e n t a c i ó n y e jecuc ión en c a r t ó n de los 
sól idos geomé t r i cos . Su desarrollo. -

(¿ No ser ía preferible estudiar el á r e a del c í rcu­
lo de spués de l a del po l ígono regular? 

¿ No c o n v e n d r í a estudiar antes l a del cuadrado 
que l a del r e s t á n g u l o y el volumen del cubo antes 
que e f del ortoedro? 

¿ N o se presta a confus ión colocar l a longi tud 
de l a circunferencia antes de los n ú m e r o s decima­
les, habiendo de ut i l izar ir? 
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i No debiera precisarse más el alcance de los 
números empleados y el de la regla de interés?) 

CURSO SUPERIOR 
(11-13 años) 

243, 1. Cálculo y Aritmética.—-Operaciones de 
cálculo acerca de los números enteros decimales, 
fraccionarios y complejos. 

Cálculo de algunas superficies (par al el o gramo, 
trapecio, polígono, sector de círculo, superficie 
lateral del cilindro y cono). Cálculo dé la superfi­
cie de l a esfera. 

Cálculo de ciertos vo lúmenes (prisma recto de 
base poligonal, cono, esfera). 

Problemas.—Solución razonada de problemas de 
interés, descuento, repartimientos proporcionales 
y densidades. Empleo progresivo de letras, re­
presentaciones gráficas y 'soluciones algebraicas 
de primer grado. 

Continuación y ampl iac ión de los ejercicios de 
cálculo mental y rápido. 

2, Geometría.—Nociones muy sumarias de Geo­
metría plana. 

Circunferencia, su div is ión en grados. 
Operaciones muy sencillas de agrimensura. 
Nociones muy elementales relacionadas con los 

ejercicios de dibujo geométrico. 
Dibufo.—Dibujo geométrico, croquis acotado. 

(Señálese la graduación en el conjunto del pro­
grama. Idem la separación del cálculo geométrico 
de la Geometría. ¿ No es retrasar demasiado es­
tudiar ahora la d iv is ión en grados de la circunfe­
rencia? ¿ No falta el volumen de las pirámides antes 
que el del cono, o con él? Nótese la transacc ión que 
supone el estudiar los repartimientos proporcio­
nales como simples problemas. Nótense las reglas 
suprimidas. ¿Conviene que desaparezca la regla 
de tres compuesta? ¿Cómo puede ser sustituida?) 
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I T A L I A 

CLASE 1.a ELEMENTAL 

338. N ú m e r o s hasta 5 (un bimestre) con pe­
queños dibujos geomé t r i cos correlativos. 

Desde 5 a 10 (otro bimestre). i a i 5 — 1 1 2 0 
con sus operaciones. 

CLASE 2.a ELEMENTAL 

1. E s c r i t u r a y lec tura de n ú m e r o s hasta 100. 
2. Ejercicios orales acerca de las cuatro ope­

raciones con tales n ú m e r o s aplicados a so luc ión 
de problemas fáciles. T a b l a p i t a g ó r i c a preparada 
con ejercicios de contar de 2 en 2, etc. Seguridad 
y rapidez. 

3. Monedas, medidas lineales, pesos, medidas 
comprendidas entre 1 y 100. 

4. Dibujo de figuras g e o m é t r i c a s regulares 
y conocimientos de sus c a r a c t e r í s t i c a s . 

Nomenclatura de los cuerpos geomét r i cos (cubo, 
esfera, c i l indro) . 

CLASE 3.a ELEMENTAL 

345. 1. Repaso de l a t a b l a p i t a g ó r i c a y 
ejercicios correspondientes. 

2. Ejercicios graduados y preferentemente men­
tales sobre las cuatro operaciones de 1 a 1.000 
(multiplicadores y divisores con una o dos cifras). 

3. Problemas orales y escritos encaminados 
a explicar los conceptos de ganancia, p é r d i d a , 
d i s t r i b u c i ó n . 

4. Pesos, medidas y monedas. (Ejercicios opor­
tunos para l a c o m p o s i c i ó n y descompos ic ión de 
los n ú m e r o s ) . 

5. Primeros ejercicios acerca de los decimales. 
6. Dibujo g e o m é t r i c o . 
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Se i n v i t a r á al alumno a expl icar como ha ob­
tenido los resultados. 

CLASE 4.a ELEMENTAL 

246. i . Ejercicios de repaso acerca de las 
reglas estudiadas en clases anteriores. 

2. E x t e n s i ó n del pe r íodo numeral hasta un 
mi l l ón y operaciones a r i t m é t i c a s s in l a l i m i t a c i ó n 
precedente. 

3. Nociones m e t ó d i c a s d ú sistema mé t r i co 
decimal. Medidas de superficie. 

4. L a s cuatro operaciones con n ú m e r o s deci­
males. ( E n l a d iv i s ión se e m p l e a r á como divisor 
un n ú m e r o entero por lo menos durante dos meses 
antes de pasar a l divisor decimal). 

5. Dibujo geomét r ico . Medición de superficies. 

CLASE 5.a ELEMENTAL 
247. 1. Ejercicios, siempre que sea posible 

s in auxi l io , acerca de las reglas aprendidas en las 
clases anteriores. 

2. E x t e n s i ó n del periodo numeral por encima 
del mil lón, y operaciones a r i t m é t i c a s . 

3. Elementos de a r i t m é t i c a razonada dentro 
del l í m i t e de las clases precedentes. 

4. R e p e t i c i ó n y nuevas aplicaciones de las 
nociones acerca del S. M. D . medidas de volumsn. 

5. Fracciones. Operaciones re la t ivas . 
6. Proporciones y regla de tres simple (con 

numerosos problemas, que h a b r á n de ser resuel­
tos con preferencia mentalmente, ba&ados en l a 
v ida p r á c t i c a ) . Regla de i n t e r é s . 

7. Dibujo geomét r i co . 
8. Cons t rucc ión de cuerpos sól idos. 
9. Nociones de Contabilidad. 

(¿ Hace falta tanto tiempo para los n ú m e ­
ros hasta 5? ¿ E s t á justificado el e sca lón del 15° 
¿ N o es demasiado bajo el del 20? Nótese l a tem­
prana apa r i c ión de las monedas, l a cons ide rac ión 
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de l a e n s e ñ a n z a como una forma de lenguaje, 
l a importancia dada a, l a t a b l a de mult ipl icar y 
las indicaciones acerca del m é t o d o . ¿ N o se habla, 
de haber dado reglas demasiado pronto? ¿ E s t á 
en su sit io el c á l c u l o con decimales? ¿ N o falta re­
lac ión con el t rabajo manual y cuestiones de v a ­
lor p r á c t i c o como los v o l ú m e n e s , l a agrimensura y 
el croquis acotado?) 

S U I Z A 

[Cantón de Ginebra) 

Aritmét ica 

PRIMER AÑO 
(Niños, 3 horas semanales; n iñas , 4 horas) 

248. E l estudio de los 20 primeros n ú m e r o s se 
hace en lecciones sucesivas por medio de objetos 
y figuras n u m é r i c a s . De este modo se llega experi­
mental mente a l a ad ic ión , c o n s t r u c c i ó n progresiva 
de l a t a b l a de sumar por el alumno, sus t r acc ión , 
y algunos casos inmediatos, s i n n o t a c i ó n escrita, 
de l a m u l t i p l i c a c i ó n y d iv i s ión . 

SEGUNDO AÑO 

(Idem) 

249. Desarrollo de l a p r á c t i c a de l a a d i c i ó n y 
l a s u s t r a c c i ó n . L a m u l t i p l i c a c i ó n en su sentido 
concreto y en su mecanismo, referida a l a ad i ­
c ión . 

Cons t rucc ión experimental por el alumno de 
l a t a b l a de mult ipl icar en sesiones sucesivas; ap l i ­
caciones graduales de multiplicaciones escritas. 

Numerac ión hablada y escri ta hasta 1.200. E s ­
tudio part icular de l a centena. 

Cálculo oral. — T a b l a de mult ipl icar (su empleo 
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para l a d iv is ión) , ad ic ión , s u s t r a c c i ó n ( l ími te 120). 
Nociones acerca de l a m i t a d / e l cuarto, el tercio 

y el sexto (en los l í m i t e s de l a t a b l a de mul t i ­
p l i ca r ) . 

Cálculo escr i to .—Adición y s u s t r a c c i ó n ( l ímite 
1.200). 

Mul t ip l i c ac ión con una y d e s p u é s con dos c i ­
fras en el multiplicador ^límite del producto 1.200). 

Sistema métrico. —Nociones elementales mediante 
l a ac t iv idad concreta acerca del cm., dm., m., 1., 
kg. , fr. y c é n t i m o . 

P r o b l e m a s . — P e q u e ñ o s problemas realizados por 
los alumnos. 

TERCER ANO 

(4 horas) 

250. Recordar a l n iño con frecuencia y experi-
mentalmente el sentido de las cuatro operaciones. 
E l estudio de l a d iv i s ión distingue el caso de l a 
correspondencia to ta l o parcial entre sus t é r m i n o s . 
L a s lecciones acerca del S. M. D . no se proponen 
a ú n comunicar noc ión alguna de conjunto, por 
lo cual se difiere toda e x p l i c a c i ó n sobre el sen­
tido de los prefijos. 

Numeración.—-has dos primeras clases. (L ími te 
ordinario 200.000). 

Cálculo oral. —Rev i s ión de las tablas de sumar y 
mult ipl icar para que el alumno llegue a dominar­
las . L a s cuatro operaciones, l a mitad, el cuarto, 
el octavo, el tercio y el sexto. 

Cálculo escrito.—has cuatro operaciones. D i v i ­
s ión con una, y d e s p u é s con dos cifras en el d i ­
visor. 

Sistema métrico. — E x p e r i m e n t a c i ó n acerca, del 
cm., dm., m.. 1„ di . , kg., Hg. , fr. y cén t imos . 

Problemas sencillos que no comprenden mas de 
dos operaciones diferentes y tres operaciones en 
tota l . 
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CUARTO AÑO 

(Niños, 4 horas; n iñas , 3 horas) 

261 . Es tud io exper imenta l de las fracciones, 
aplicado especialmente a l a 0 ,1 ; 0,01 y 0,001. 

Se introduce y exp l i ca cada una de las cuatro 
operaciones con fracciones decimales, por medio 
de cantidades concretas. L a r e s o l u c i ó n de proble­
mas del sistema m é t r i c o i n s i s t i r á en l a noc ión de 
f racc ión decimal, de modo que esta noc ión no~ re­
sulte borrosa por el empleo de l a coma. Se intro­
duce gradualmente l a idea de l í m i t e en l a aprecia­
c ión previa del resultado de una ope rac ión . 

N u m e r a c i ó n . — S u s tres primeras clases. Nume­
r a c i ó n hablada y escrita de n ú m e r o s decimales 
( l ímite , 4 decimales). 

Cálculo ora?.—Ejercicios sobre los n ú m e r o s en­
teros; procedimientos particulares. 

Empleo elemental de l a noc ión de fracción. 
Cálculo escrito.—-Repaso razonado de las cua­

tro operaciones con n ú m e r o s enteros. Las cuatro 
operaciones con n ú m e r o s decimales. 

Sistema m é t r i c o . — U n i d a d e s de longitud, capa­
cidad, superficie y agrarias. Cambio de unidad 
en casos ú t i l e s . 

Problemas. —-Con n ú m e r o s enteros y decimales 
que no ofrezcan m á s de un cambio de unidad y 
de tres operaciones. 

QUINTO AÑO 

(Idem) 

252. Las operaciones sobre las fracciones or­
dinarias no h a b r á n de apoyarse en regla n i fór­
mula general alguna que no sea el fruto de una 
a b s t r a c c i ó n progresiva hecha por el alumno so­
bre magnitudes concretas y variadas. E n su par­
te esencial el campo de estudios comprende l a 
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m u l t i p l i c a c i ó n y d iv i s ión de una f racc ión ordinaria 
por un n ú m e r o entero. E n cuanto a los problemas 
sencillos de m u l t i p l i c a c i ó n y d iv i s i ón por una 
f racc ión se r e f e r i r á n a n a l í t i c a m e n t e a l as ope­
raciones conocidas. 

E n l a c o n t i n u a c i ó n del S. M. D. se i n s i s t i r á en 
l a n o c i ó n de f racción decimal. 

Cálculo o ra l—Eje rc ic ios acerca, de los n ú m e r o s 
enteros, las fracciones ordinarias y los decimales. 

Cálculo escr i to .—Revis ión de las cuatro opera­
ciones sobre, n ú m e r o s decimales, idea del l í m i t e 
( a p r o x i m a c i ó n ? ) . 

Fracciones ordinarias; s impl i f icación; cociente 
exacto. 

E s c r i t u r a de fracciones decimales bajo l a forma 
de ordinarias, casos sencillos de c o n v e r s i ó n 

' contrar ia . 
Adic ión y sus t r acc ión . Mul t i p l i cac ión y d iv i s ión 

de una f racc ión por un n ú m e r o entero. Casos m u y 
SGUCÍl lOS. 

Sistema métrico. —Unidades de longi tud y uni ­
dades de capacidad (revis ión) . Unidades de peso. 
Unidades de superficie (revisión) y unidades de 
vo lumen. 

.ProMemas.—Problemas simples de p r o p o r c i ó n 
directa (por r e d u c c i ó n a l a unidad). P e q u e ñ a s 
facturas; compras diversas. 

SEXTO AÑO 

(Varones, cuatro horas; n iños , tres horas) 

253. L a s lecciones de repaso se proponen como 
f in : a), dar a l alumno nociones p r á c t i c a s aplicadas 
al comercio, al ahorro o l a v i d a corriente; dejarle 
un conocimiento bien coordenado del sistena mé­
tr ico; h), precisar sus ideas sobre el sentido de las 
operaciones y algunas de sus propiedades út i les , 
habituarle a pensar con clar idad, gracias a los 
trabajos reflexionados y bien ordenados. Es tos ob­
jet ivos no pueden alcanzarse completamente por 
l a simple r e so luc ión de los problemas. 



— 268 — 

Cálculo oral. —Ejercicios sobre el n ú m e r o entero 
y los n ú m e r o s decimales; procedimientos part icu­
lares. Reso luc ión de casos m u y simples de porcen­
taje, de i n t e r é s y de descuento. Noción de r a í z . 

Cálculo esc r i to .—Revis ión de las cuatro opera­
ciones sobre n ú m e r o s enteros, n ú m e r o s decima­
les, fracciones ordinarias (en el sentido indicado 
en 5.0). Idea de l í m i t e . . 

Sistema mét r ico .—Revis ión completa: longitud 
superficie/ volumen, capacidad, peso, moneda. 
Correspondencia entre unidades. Experiencias so­
bre l a n o c i ó n de densidad. 

Números complejos.—Medidas del t iempo^y de 
ángu los (casos s imples) . 

Problemas.—Problemas sobre el sistema mé­
trico. Problemas sencillos de proporciones d i ­
rectas (por r e d u c c i ó n a l a unidad). Porcentaje, 
in te rés , descuento, calculado sobre billetes y ex­
tracciones establecidos previamente. Constitu­
c ión de una ca r t i l l a de ahorros, Facturas, contabi­
l idad de cajas sencillas. 

SEPTIMO ANO 
(4 horas) 

254. Cálculo oral, cá l cu lo escrito, cá lcu lo r á ­
pido. 

Contabilidad. —Se trata , sobre todo, de conta­
bil idad familiar, contabil idad de compras y ventas, 
contabil idad mutua, contabil idad domés t i ca y 
de presupuestos; diferentes modos de pagos, fac­
turas, recibos, efectos comerciales, cheques y 
bonos de correos. Nociones elementales sobre el 
cambio ( l ibra esterlina, marco, problemas m u y 
sencillos). 

E l comercio, los comerciantes. Cálculo del precio 
l íqu ido . I n t e r é s y descuento. Carti l las de ahorro. 

Geometría. 

255. De^ un c a r á c t e r netamente experimen­
ta l , l a e n s e ñ a n z a se basa sobre l a obse rvac ión d i -
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recta de los cuerpos y de las figuras geomét r i cas , 
sobre su cons t rucc ión por cada alumno (ac t iv idad 
manual) v sobre el empleo de los instrumentos 
(doble dec íme t ro , compás , escuadra y trasporta-
dor). No u t i l i za rá ninguna regla o def in ic ión que 
no sea el fruto de una a b s t r a c c i ó n progresiva 
hecha oor el alumno sobre magnitudes concretas. 

CUARTO ANO 
(2 horas) 

256. Obse rvac ión directa sobre elementos fun­
damentales;, l íneas , puntos, ángu los ; distancias 
de un punto a una recta; rectas paralelas. 

Cons t rucc ión de c u a d r i l á t e r o s , r e c t á n g u l o s , cua­
drados, paralelogramos, rombos; o b s e r v a c i ó n de 
sus propiedades. Cons t rucc ión de t r i á n g u l o s . T r a ­
zados de a l tura . 

Uso del croquis a escala. 
Medidas de longitud, c á l c u l o de p e r í m e t r o s en 

figuras construidas. Empleo de escalas. 
Area de r e c t á n g u l o s y de cuadrados. 
Apl icac ión a objetos por medida directa. 

QUINTO ANO 
(2 horas) 

257. Repaso de las construcciones dei campo 
precedente y de cá lcu los de á r ea s que se relacionen 
con él Areas de t r i á n g u l o s por el r e c t á n g u l o equi­
valente. Cons t rucc ión de trapecios (el á rea del 
paralelogramo y del trapecio se ca lculara prefe­
rentemente por d e s c o m p o s i c i ó n en t r i á n g u l o s ) . 

E l c í r cu lo ; su circunferencia; d e t e r m i n a c i ó n ex­
perimental. Area del c í rcu lo ; d e t e r m i n a c i ó n direc­
t a v después uti l izando TI (p i ) . 

Cons t rucc ión de algunos pol ígonos regulares 
inscritos. Primeras nociones sobre v o l ú m e n e s . 
Pa ra l e l ep ípedos : desarrollo, volumen, superficie. 
Ap l i cac ión por medida directa de objeto. 
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A l aire l ibre : operaciones sencillas sobre el te­
rreno; medida de una long i tud ; de un ángu lo , 
de los elementos necesarios para levantar el p la­
no de u n t r i á n g u l o . 

SEXTO ANO 
(2 horas) 

258. Rev i s ión de las construcciones preceden­
tes. Problemas sencillos de construcciones re la t i ­
vas a dos puntos situados (lugares geomé t r i cos ) . 

A r e a s . — R e v i s i ó n de los cá lcu los de á reas del 
programa precedente. 

Volúmenes. — C o n s t r u c c i ó n por el modelado de 
pa ra le l ep ípedos , cubos, prismas, cil indros. 

Desarrollo y cortes del p a r a l e l e p í p e d o y del 
ci l indro; cá l cu lo de su volumen, de su superficie; 
ap l i cac ión a objetos usuales por su medida d i ­
recta . 

SEPTIMO AÑO 
(Solamente los varones, una hora) 

259. L a p i r á m i d e , el cono. Cons t rucc ión por 
el modelado y el c a r t ó n , cortes, cá l cu lo del volu­
men. 

Medida directa de v o l ú m e n e s usuales con ap l i ­
cac ión a los problemas sencillos: montones de 
arena, madera en troncos, madera en tablas. 

Teorema de P i t á g o r a s . E x t r a c c i ó n de l a r a í z 
cuadrada (sin t e o r í a ) . 

(Nótese l a e l evac ión del l í m i t e a 1.200 que 
permite emplear sumandos de tres cifras, l a i n ­
t r o d u c c i ó n de fracciones p e q u e ñ a s , el detalle y 
las acertadas indicaciones sobre el m é t o d o ; l a 
importancia concedida a las tablas; l a grada 
c ión en los problemas; l a r e l a c i ó n entre los n ú ­
meros y el S. M. D. ; l a insis tencia sobre el sen­
tido de las operaciones y su repaso razonado; 
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xa a r m o n í a entre el cá lcu lo oral y escrito; l a intro­
d u c c i ó n de l a r a í z cuadrada y el teorema de P i -
t á g o r a s , y el c a r á c t e r p r á c t i c o de l a e n s e ñ a n z a en 
los ú l t i m o s años.) 

(En-cambio , ¿por q u é omit i r l a s ignif icación de 
los prefijos en el S. M. D.? ¿Por q u é extender a 
4 las cifras decimales, e int roducir t a n tarde 
(4.0 año) el estudio de las formas?) 

B E L G I C A 

Cálculo y sistema métrico 

260. 1. L a e n s e ñ a n z a in tu i twa del cá lcu lo no 
quiere decir, simplemente, mostrar a los alumnos 
los objetos, sino, sobre todo, hacérse los manejar 
de manera que entren t a m b i é n en ac t iv idad sus 
sentidos t á c t i l y muscular. 

2. L a s ocupaciones manuales const i tuyen un 
excelente medio de adqu is ic ión , de ap l i cac ión y 
de c o m p r o b a c i ó n de los conocimientos en el sis­
tema m é t r i c o . 

3. Los problemas s e r á n tomados de l a v ida 
real y c o n t e n d r á n ú n i c a m e n t e datos verdaderos. 

A este respecto, las operaciones realizadas en 
el curso de trabajo manual pueden dar lugar a 
i n t e r e s a n t í s i m a s aplicaciones de cá lculo , a n á l o ­
gas a las que se resuelven todos los días en el ejer­
cicio de las profesiones: cá l cu lo de dimensiones, 
de superficies, de v o l ú m e n e s , va lo rac ión de can­
tidades y de precios de las materias primas nece­
sarias, etc. 

4. Los ejercicios y los problemas s e r á n re­
sueltos por cá l cu lo mental, siempre que las com­
binaciones de los datos n u m é r i c o s permitan el 
empleo de procedimientos abreviados, basados en 
los principios establecidos; se e scoge rán los datos 
de modo que estos casos sean frecuentes. 

5. Pa ra que l a e n s e ñ a n z a del cá l cu lo ejerza 
toda su influencia sobre l a e d u c a c i ó n intelectual 
del n iño, no son suficientes las observaciones in tu i -
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t i vas y las comprobaciones: se debe acudir t am­
b i é n al razonamiento, pero s i n exceso ( J ) . 

E l maestro r e l ac iona rá , pues, rigurosamente to­
das las nociones de c á l c u l o e n s e ñ a d a s . Es forzán­
dose, por otra parte, en habi tuar a los alumnos al 
uso del t é r m i n o propio, del lenguaje m a t e m á t i c o . 

ó. L a s definiciones y las reglas s e r á n siempre 
exactas, y se las r e d u c i r á a l m í n i m o absolutamente 
indispensable para l a c o m p r e n s i ó n del curso de 
m a t e m á t i c a s . 

P R O G R A M A 

PRIMER AÑO 

k . —Cálculo mental 

2 6 1 . i . F o r m a c i ó n , .nomenclatura y represen­
t a c i ó n i n t u i t i v a y por medio de cifras de los n ú ­
meros de i a 20. Las cuatro operaciones combinadas 
con estos n ú m e r o s . 

2. Ejercicios y problemas de ap l i cac ión , unas 
veces propuestos por el maestro y otras plantea­
dos por los alumnos. 

Observaciones.—1. E l conocimiento perfecto de 
los primeros n ú m e r o s , es decir, el conocimiento de 
las diversas maneras de formarlos y de descompo­
nerlos, es el fundamento indispensable de todo cur­
so de cá l cu lo . 

Pa ra que el alumno lo adquiera, es preciso: 
que el maestro v a y a m u y lentamente al pr in­
cipio del curso, que el d i s c ípu lo fije en su e s p í r i t u 
l a imagen de cada f o r m a c i ó n por el manejo de 
los objetos o por el dibujo de las formas que dis­
pone de diversas maneras (1), y que se use l a 

(1) Así, es abusivo enseñar en l a escuela primaria la de­
mostración de las operaciones fundamentales y l a de los carac­
teres de divisibilidad; en el primer caso, l a pretendida demos­
tración no es a menudo más que una paráfrasis de la regla; 
en el segundo caso, .sobrepasa el nivel intelectual del n iño. 

- (2) Las disposiciones en grupos s imétr icos , de preferencia 
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noc ión nuevamente adquirida en muy numerosos 
ejercicios orales y gráficos de a p l i c a c i ó n ( i ) . 

2. De l a misma manera que el n i ñ o sabe leer 
cuando descifra las palabras de golpe, s in necesi­
dad de deletrear, sabe calcular cuando puede dar 
inmediatamente el resultado de una o p e r a c i ó n s in 
detenerse en las descomposiciones mentales pre­
vias . E l maestro e v i t a r á , pues, que los alumnos 
copien largas y fastidiosas series de operaciones, 
dando l a preferencia a los ejercicios orales, que 
permiten un vivo tiroteo de respuestas. L a rapidez 
es l a medida del saber en cá lcu lo mental 

E n tercero y cuarto grado se recomienda el 
recurr ir a l a previa e s t imac ión global del resultado 
y el uso del m é t o d o ana l í t i co en l a r e so luc ión de 
problemas. 

3. Conviene acostumbrar a los alumnos a 
discurrir y a resolver p e q u e ñ o s problemas de una 
sola ope rac ión : a), materializada; b), representa­
da en croquis; c), simplemente enunciada. 

13. S i s t e m a legal de pesas y medidas 

262. Conocimiento in tu i t ivo y p r á c t i c o del 
metro, del l i tro, del kilogramo y del franco. H a ­
cer medir, contar, efectuar pagos ficticios. 

SEGUNDO ANO 
A.—Cálcu lo mental 

263. 1. E l mismo estudio que en el primer 
año , con los n ú m e r o s de 20 a 100. 

2. Es tud io s i s t e m á t i c o de l a t ab l a de mul t i ­
pl icar y de sus aplicaciones a l a d i v i s i ó n de n ú m e -

cuadr angular es, se retienen mucho mejor que las disposicio­
nes lineales. 

(1) Ejemplos: cálculos con cifras, dibujitos en negro y 
colores, recortado y pegado de papeles de color, de viñetas , 
de sellos, etc. Dictado de operaciones. 

M e t o d o l o g í a . 18 
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ros comprendidos entre 10 y 100 por los diez 
primeros. 

3. Ejercicios y problemas de ap l icac ión , unas 
veces propuestos por el maestro y otras sugeri­
dos por los alumnos. 

B . —Sistema legal de pesas y medidas 

264. 1. Conocimiento in tu i t ivo y p r á c t i c o : 
a) Del d e c á m e t r o , del d e c í m e t r o ; del decalitro, 

del decilitro; del decagramo, del hectogramo. 
h) Del medio l i t ro y del medio kilogramo, 
c) Dé las monedas de 1, 2, 5, 10 y 50 c é n t i m o s . 
Hacer medir, pesar y efectuar pagos ficticios. 
Ejercicios y problemas. 
Observación.—-La r e p r e s e n t a c i ó n escrita de las 

mitades y de los divisores se t r a s l a d a r á a l segundo 
grado. 

TERCER ANO 
A . —Cálculo mental y cálculo escrito 

265. 1. Repaso del curso anterior. 
2. F o r m a c i ó n , nomenclatura y escri tura: a), de 

los n ú m e r o s de 100 a 1.000; h), de l a déc ima par­
te, l a c e n t é s i m a parte, l a m i l é s i m a parte. 

3. L a s cuatro operaciones fundamentales efec­
tuadas con estos n ú m e r o s (cá lculo mental y es­
cri to) . E x p l i c a c i ó n elemental del objeto y de los 
usos de cada una de ellas. Mul t ip l i cac ión de estos 
n ú m e r o s : a), por un n ú m e r o d íg i to ; h), por 10; 
c), por un n ú m e r o exacto de decenas; d), por un 
n ú m e r o de dos cifras. D iv i s ión de estos n ú m e r o s : 
a), por un n ú m e r o d íg i to ; h), por 10. 

4. F o r m a c i ó n material , nomenclatura y escri­
t u r a de fracciones ordinarias cuyo denominador 
no pase de 10. Hal la r Va, Va, V i , ' /a , 'A, Vs, etc., 
de un n ú m e r o entero (el denominador no p a s a r á 
de 10). 

Empleo de ilustraciones gráficas para dedu­
cir las reglas. 

5. Numerosos ejercicios y problemas tomados 
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de l a v ida diaria, de los oficios, de l a agricultura, 
e t c é t e r a . 

^ Observación.—Se es tud ia rán , paralelamente el 
cá l cu lo mental y el escrito, da manera que el p r i ­
mero proporcione l a base y l a exp l i cac ión de las 
operaciones del segundo. 

B.—Sistema legal de pesas y medidas 

266. i . Conocimiento in tu i t ivo y p r á c t i c o de 
las medidas de longitud, capacidad y peso. Re la ­
ciones entre l a unidad principal , los m ú l t i p l e s y 
los divisores decimales, dentro de los l í m i t e s de l a 
n u m e r a c i ó n estudiada. Ejercicios de medir y de 
pesar. 

2. Las monedas legales. Pagos ficticios. 
3. Conocimiento in tu i t ivo del metro cuadra­

do, del d e c í m e t r o cuadrado, del c e n t í m e t r o cua­
drado, del área y de l a c e n t i á r e a . Comparaciones. 

4. Conocimiento in tu i t ivo del metro, del decí­
metro y del c e n t í m e t r o cúb icos . 

5. Ejercicios y problemas usuales, sirviendo 
de ap l i c ac ión al sistema m é t r i c o con operaciones 
que deban resolverse unas veces por cá l cu lo men­
ta l r á p i d o y otras por escrito. 

CUARTO AÑO 
A . —Cálculo mental, cálculo escrito 

267. i - Repaso del curso anterior. 
2. Conocimiento p r á c t i c o de l a n u m e r a c i ó n 

hablada y de l a n u m e r a c i ó n escrita, de los n ú m e r o s 
enteros y de los decimales. 

3. Las cuatro operaciones fundamentales ap l i ­
cables a estos n ú m e r o s en un orden progresivo 
(cálculo mental, cá lcu lo escrito). Mul t ip l icac ión : 
i.0, por un n ú m e r o d íg i to ; 2.0, por 10, 100, 1.000; 
3.0, por un n ú m e r o exacto de decenas, de centenas 
o de millares; 4.0, por un n ú m e r o formado por de­
cenas, centenas y unidades. Divis ión: r.0, por un 
n ú m e r o d íg i to ; 2.0, por 10, 100, i.ooo; 3.0, por un 
n ú m e r o compuesto de decenas y unidades. Casos 
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de m u l t i p l i c a c i ó n r á p i d a por 5, 9, 11, 15, 19, 
25' 50> 75> I00' casos de d i v i s i ó n r á p i d a por 5, 
25 y 15-

4. Numerosos ejercicios y problemas toma­
dos de l a v i d a corriente, de los oficios, de l a agri­
cu l tu ra y de l a industr ia , etc. Algunas cuestio­
nes fáciles sobre repartos desiguales. 

Ejercicios y problemas inventados por los 
alumnos. 

5. Fracciones ordinarias: a), fo rmac ión , nomen­
c la tura y escri tura de fracciones ordinarias cuyo 
denominador no pase de 20; b), suma y res ta de 
fracciones con igual denominador; c), t ransforma­
c ión de n ú m e r o s enteros y de n ú m e r o s fracciona­
rios en expresiones fraccionarias equivalentes y 
viceversa; d), m u l t i p l i c a c i ó n y d iv i s i ón de fraccio­
nes por un n ú m e r o entero inferior a 10. Los pro­
cedimientos s e r á n deducidos, siempre que sea 
posible, por construcciones gráf icas . 

Observación. —Se l l e v a r á n paralelamente el cá lcu­
lo mental y el escrito, de manera que a q u é l pro­
porcione l a base, l a e x p l i c a c i ó n y el razonamiento 
de és te . 

Y$ —Sistema legal de pesas y medidas 

268. 1. E x p o s i c i ó n i n tu i t i va , p r á c t i c a y r a ­
zonada del sistema legal de pesas y medidas. 

2: Relaciones entre las medidas. 
3. Area del cuadrado y del r e c t á n g u l o . Vo lu ­

men del cubo y del p a r a l e l e p í p e d o r e c t á n g u l o . 
4. Ejercicios y problemas usuales con ap l i ­

caciones del sistema m é t r i c o y operaciones que 
puedan resolverse unas veces por cá l cu lo mental 
r á p i d o y otras por escrito. 

QUINTO ANO 
A.—Aritmét ica , y cálculo mental 

269 . 1. Es tud io razonado y m u y elemental de 
l a n u m e r a c i ó n de los n ú m e r o s enteros y de los 
n ú m e r o s decimales. 

2. Teor ía muy elemental de las cuatro ope-



— 277 -

raciones fundamentales, con n ú m e r o s enteros y de­
cimales. Prueba de estas operaciones. Hal lar el 
cociente con un ertor menor de o , i ; de 0,01; 
de 0,001. Exp l i cac ión de los teoremas que s i rven 
de base a las simplificaciones usadas, especial­
mente en el cá lcu lo mental r á p i d o . 

3. Caracteres de d iv is ib i l idad por 2 y por 5; 
por 4 y 25; por 8 y 125; por 9 y 3 ( enseñados por 
l a o b s e r v a c i ó n de numerosos m ú l t i p l o s ) . 

4. Teor ía m u y elemental de las fracciones or­
dinarias: origen y definición; n u m e r a c i ó n ; propie­
dades fundamentales; s impl i f icac ión; r e d u c c i ó n 
de fracciones a un c o m ú n denominador: el denomi­
nador c o m ú n es uno de los denominadores o el 
producto de ellos; a d i c i ó n y s u s t r a c c i ó n de las frac­
ciones ordinarias y de los n ú m e r o s fraccionarios. 
Mul t ip l i cac ión y d iv i s ión de las fracciones ordina­
r ias por un n ú m e r o entero. T r a n s f o r m a c i ó n de las 
fracciones ó r d i n a r i a s en fracciones decimales equi­
valentes, y r e c í p r o c a m e n t e . 

5. Mé todo de r e d u c c i ó n a l a unidad, aplicado 
a las siguientes cuestiones: regla de tres (simple) — 
ganancia y p é r d i d a evaluadas en tanto por ciento 
(casos m u y sencillos) —, i n t e r é s simple. 

6. Reso luc ión de problemas referentes a l a vida 
diaria, a los oficios, a l a e c o n o m í a domés t i ca , a 
l a agricultura, etc. Ejercicios de i n v e n c i ó n y pro­
blemas discurridos por los d i sc ípu los . 

B . —Sistema legal de pesas y medidas. 

270. 1. Repaso general y m e t ó d i c o del sis­
t ema m é t r i c o . 

2. Ap l i cac ión de las medidas de superficie al 
cá l cu lo del á rea de un r e c t á n g u l o , de un paralelo-
gramo, de un t r i á n g u l o , del rombo. 

3. Numerosos ejercicios y problemas de ap l i ­
cac ión . 

SEXTO AÑO 
A.—Ari tmét ica y cálculo mental 

2 7 1 . 1. Repaso m e t ó d i c o del curso prece­
dente. 
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2. Mul t i p l i cac ión y d iv i s ión de las fracciones. 
3. M é t o d o de r e d u c c i ó n a l a unidad aplicado 

a las cuestiones siguientes: regla de tres, ganancia 
y p é r d i d a evaluadas en tanto ppr ciento, i n t e r é s 
simple, descuento, reparto en partes directamente 
proporcionales a n ú m e r o s dados; cá l cu lo de- pro^ 
medios. L a caja de ahorros y de pensiones para 
l a vejez. 

4. Problemas relacionados con l a v i d a usual, 
con los oficios, con l a e c o n o m í a domés t i ca , l a agri­
cul tura , e t c é t e r a . Ejerc ic ios de i n v e n c i ó n y pro­
blemas propuestos por los alumnos. 

B.—Sis tema legal de pesas y medidas 

272. 1. Repaso general del sistema mé t r i co . 
2. Ap l i cac ión de las medidas de superficie al 

cá l cu lo del á rea del trapecio, de los pol ígonos y 
del c í r cu lo . 

3. Ap l i cac ión de las medidas m é t r i c a s al cá lcu­
lo del vo lumen del pr isma, del cil indro, de l a p i ­
r á m i d e , del cono y de l a esfera. 

4. Relaciones entre los pesos y las medidas de 
volumen y de capacidad. 

5. Numerosos ejercicios y problemas de ap l i ­
cac ión . 

SEPTIMO Y OCTAVO ANOS 
A.—Ar i tmé t i ca s i n adaptac ión a l á lgebra 

373. 1. Idea de l a n u m e r a c i ó n r o m a n á . 
2. Def in ic ión de n ú m e r o pr imo y de n ú m e r o s 

primos entre sí. R e p e t i c i ó n de los caracteres de 
d iv is ib i l idad . Pruebas de las operaciones. A p l i ­
c ac ión a l a d iv i s i ón por 6, 12, 15, 18, 21..., 35... 
del pr incipio siguiente (sin d e m o s t r a c i ó n ) : S i un 
n ú m e r o es divis ible por otros dos primos entre sí, 
es d ivis ib le por su producto. ^ 

iV. 5 . — F i j a r s e ú n i c a m e n t e en l a exac t i tud de 
l'A, ope rac ión y l a rapidez del cá l cu lo , 
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3. Convers ión de las fracciones ordinarias 
en decimales, y r e c í p r o c a m e n t e . 

4. Cuadrado y cubo de u n n ú m e r o . E x t r a c c i ó n 
de l a r a í z cuadrada y de l a r a í z cúb i ca de un nú­
mero. 

B.—Aritmética con adaptación a l álgebra 

I 

274. Aritmética 

1. Numerac ión . 
2. Parén tes i s : su uso 

y supres ión . 

3. Cantidades homo­
géneas. Adic ión ysust rac­
ción. 

4. F u n c i ó n del mult i ­
plicador. 

5. Func ión del expo­
nente. 

6. División. 

7. Fracciones a r i t m é ­
ticas (simplificadas). 

8. Buscar el mínimo-
c o m ú n m ú l t i p l o . 

9. I n t e r é s simple, des­
cuento, superficies, volú­
menes. 

275. Algebra 

Numerac ión . E l signo. 
Paréntes i s , corchetes, 

l laves: uso y supres ión de 
los mismos. 

Té rminos semejantes. 
Reducc ión de t é r m i n o s 
semejantes. Adic ión y 
sus t racc ión . 

F u n c i ó n del coeficien­
te. 

F u n c i ó n del exponen­
te. 

Divis ión: fijarse, sobre 
todo, en que resulte ev i ­
dente. 

Fracciones generaliza­
das (simplificadas) (1). 

Fracciones algebraicas 
simplificadas. 

E l mín imo c o m ú n mú l ­
t iplo. 

T r a d u c c i ó n en fórmu­
las de las mismas nocio­
nes. 

(1") Los términos de la fracción generalizada no son sola­
mente números enteros, como en l a fracción ,/4 . sino números 
cualesquiera, fraccionarios o decimales. Ejemplos: 7 3li , 92/5 • 

L a fracción generalizada es la intermedia lógica entre 1^ 
8C5i6u ar i tmét ica ordiRaria y la fracción algebrajga, 
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IO. Método de reduc- T r a d u c c i ó n en fórmu-
c ión a l a unidad. las . 

t i : L a s igualdades. Ecuaciones con una y 
con dos incógn i t a s (pero 
con coeficientes n u m é ­
ricos) motivadas por los 
problemas. 

12. Proporciones: pro- Proporciones: propie-
piedades principales. dades principales. 

276. Sistema métrico.—Hacer conocer las pr in­
cipales medidas antiguas a ú n en uso en l a local i ­
dad o en l a r e g i ó n . 

Dar a conocer las principales medidas ex t ran­
jeras de uso frecuente en l a p r á c t i c a de los dife­
rentes oficios. 

Formas geométricas y dibujo geométrico 

277. I . L a e n s e ñ a n z a de las formas g e o m é t r i ­
cas debe estar í n t i m a m e n t e relacionada con l a 
del dibujo geomé t r i co y l a de los trabajos manuales. 

2. L a s nociones t eó r i ca s , siempre sencillas, 
aunque de una exac t i tud absoluta, se e n s e ñ a r á n 
mediante l a o b s e r v a c i ó n y l a e x p e r i m e n t a c i ó n 
( m é t o d o s act ivos) : aná l i s i s de formas concretas, 
plegado de papel, trazado, medida, c o n s t r u c c i ó n y 
supe rpos i c ión de figuras, e t c é t e r a . Se l i m i t a r á n , 
por otra parte, ú n i c a m e n t e a lo que es indispensa­
ble: a), para el estudio del sistema m é t r i c o : h), para 
l a c o m p r e n s i ó n y l a ju s t i f i cac ión de los planos en 
estudio; c), para el conocimiento de út i les , de ins­
trumentos y de operaciones que se emplean en 
l a v ida p r á c t i c a o en las ocupaciones manuales. 

3. H a y que ser m u y sobrio en las definiciones. 
4. Lo? planos s e r á n siempre claros, precisos, 

empleando para hacerlos en l impio buenos ins t ru­
mentos, seriamente comprobados, y e j e c u t á n d o l o s 
con l a mayor exac t i tud posible. 

5. L a e n s e ñ a n z a de las proyecciones, t a l como 
se prac t ica habitualmente en las escuelas superio­
res (p royecc ión del punto, de l a recta, de los p í a -
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nos, etc.), no es adecuada p a r a l a escuela pr ima-r ia . 
6. Los pocos principios que deben servir de 

base a l curso de proyecciones, en cuarto grado, 
s e r á n deducidos de l a e x p e r i m e n t a c i ó n , y dimana­
r á n , por ejemplo, de l a r e p r e s e n t a c i ó n de un sól i­
do. Se les a p l i c a r á al trazado de proyecciones de 
cuerpos geomét r i cos y de objetos usuales coloca­
dos, cuando l a cosa es posible, entre los planos de 
un p r o y e c t ó g r a f o . E l dibujo en p r o y e c c i ó n se com­
b i n a r á í n t i m a m e n t e con l a c o n s t r u c c i ó n de los 
sól idos considerados, l a e v a l u a c i ó n de su super­
ficie y de su volumen. 

PRIMER GRADO 
( N i ñ o s y n i ñ a s ) 

278 . Observac ión .—En el primer grado, las 
nociones geomé t r i ca s preliminares s e r á n suminis­
t radas con motivo de las lecciones de dibujo y de 
los ejercicios manuales (donde exis tan) . 

Nociones in tu i t ivas , p r á c t i c a s y s in definiciones, 
sobre las materias siguientes: 

1. E l cubo y l a bola (esfera). Compararlos. 
2. E l cubo y el ladr i l lo . Analizarlos somera­

mente: caras, aristas, vé r t i ce s . 
N . B . — P a r a los n ú m e r o s i y 2, empezar por 

l a o b s e r v a c i ó n de objetos usuales que presenten 
estas formas, para llegar gradualmente a las for­
mas puras. 

3. Noc ión del cuadrado y del r e c t á n g u l o ; 
compararlos. L a s medianas y las diagonales. 

4. Los t r i á n g u l o s . 
5. E l c í r cu lo . 
6. L a s l í neas : verticales, horizontales, oblicuas, 

paralelas, perpendiculares. 
7. Los á n g u l o s : recto, agudo, obtuso. 

SEGUNDO GRADO 
( N i ñ o s y n i ñ a s ) 

279 . 1. E l cubo y el p a r a l e l e p í p e d o r e c t á n ­
gulo. Anál is is más detallado (ver grado inferior) . 
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'2. Los prismas. 
E l t r i á n g u l o , el par al el ogr amo y el rombo. 
3. E l c i l indro y l a esfera. 
E l c í r cu lo y l a circunferencia. Centro, radio, 

d i á m e t r o , etc. 
4. Dibujo con instrumentos (regla, doble de­

c íme t ro , escuadra, c o m p á s ) . Trazado d é l a s figuras 
estudiadas. 

Desarrollo de prismas rectos de base regular: 
croquis tomados a pulso y puestos en l impio con 
l á p i z y con ayuda de instrumentos. 

TERCER GRADO 
( N i ñ o s y n i ñ a s ) 

280. 1. Los só l idos : cubo, prismas, cilindro, 
p i r á m i d e s , cono, esfera. Desarrollo de estos sóli­
dos. 

2. E l c í rcu lo , l a circunferencia. Re lac ión de 
l a circunferencia al d i á m e t r o ; c o m p r o b a c i ó n ex­
perimental . 

D iv i s ión de l a circunferencia en partes iguales: 
po l ígonos . 

Div i s ión de l a circunferencia en grados. E l t rans­
portador. Medida de los arcos y de los ángu los en 
el centro. 

3. Croquis acotados (p royecc ión vert ical y 
horizontal, perfil, corte) de algunos sól idos ele­
gidos entre los estudiados. 

4. Croquis acotados (p royecc ión vertical) y 
horizontal, perfil , corte) de objetos usuales y sen­
cillos, derivados de los sól idos geomét r icos , o de 
modelos que deban construirse e n l a clase de t r a ­
bajos manuales. Poner en l impio, a escala, algu­
nos de estos croquis ( láp iz negro). 

5. Curvas usuales: huevo, óvalo, elipse,, espi­
r a l . 

N . B . — L a s lecciones de formas g e o m é t r i c a s 
deben estar asociadas a las d,e pisterna mé t r i co , 
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CUARTO GRADO 

Escuelas de niños) 

Geometría 

2 8 1 . A . Pruebas 282. ^ . Aplicaciones 

i . E n un punto de 
una recta... 

3-

E l ángulo cualquie-

L a bisectriz. 

4. L a mediatriz. 

5. L a s paralelas. 

6. E l t r i ángu lo . Con­
diciones de existencia. 
Suma de los ángulos . 

7. E l t r i ángu lo isós­
celes y el t r i ángu lo equi­
l á t e ro . 

8. Los t r i ángu los se­
mejantes; agrandar y dis-
minuir un t r i á n g u l o s in 
variar el valor de los án­
gulos, multiplicando el de 
los lados por un n ú m e r o 
entero y por una fracción. 

9. Rectas y curvas 
tangentes a l a circunfe­
rencia, 

Comprobar una escua­
dra. Efectuarlo con el 
c o m p á s . 

L a falsa escuadra, el 
transportador: uso. 

Cons t rucc ión de l a b i ­
sectriz, siendo el vér t ice : 
a), conocido; h), desco­
nocido. 

Cons t rucc ión de l a me­
diatriz. 

Trazado de las para­
lelas. 

Construir un t r i ángu lo 
conociendo tres lados. 

Determinar el tercer 
ángu lo conociendo los 
otros dos. 

Cons t rucc ión de estos 
t r i á n g u l o s . 

Noción de las escalas. 
Dibujos y otros traba­
jos a escala. 

Los enlaces, las mol­
duras, 
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io . E l cuadrado de l a 
hipotenusa. 

11. Las superficies y 
los vo lúmenes , pruebas o 
demostracionesrelaciona-
das con el cá lculo a r i t m é ­
t ico y a lgébr ico (ver pro­
grama de a r i tmé t i ca -á lge ­
bra). 

12. Ejercicios muy 
sencillos de agrimensura. 

13. Estudio experi­
mental y muy elemental 
de las proyecciones orto­
gonales. (Empezar por a l ­
gunas nociones de pers­
pectiva caballera: volú­
menes y objetos sencillos) 

Trazar una perpendi­
cular, s in servirse de l a 
escuadra n i del compás (1) 
escuadra n i del compás 
escuadra ni del com­
pás (1). Cuadrado mitad 
y doble que otro. 

Trazados de agrimen­
sura. 

Apl icac ión al dibujo de 
sólidos, de objetos usua­
les, de út i les , etc. 

Ejercicios de lectura de 
planos m u y sencillos. 

Croquis a pulso, y a 
veces ponerlos en l impio 
con arreglo a escala y 
usando instrumentos. 

P royecc ión vert ical y 
horizontal, perfil y sec­
ción de objetos que se 
construyen en l a clase de 
trabajo manual. ' 

(Escuelas de n iñas ) 

L a s nociones de g e o m e t r í a y los ejercicios de 
dibujo geometral se e s c o g e r á n en c o r r e l a c i ó n con 
los trabajos manuales femeninos. 

( L o m á s notable de estos admirables progra­
mas es su e x t e n s i ó n . A lguna vez parecen prema-

(1) Por medio del t r i ángulo cuyos lados estáu en la rela­
ción de 3, 4, 5. Sobre el terreno se la puede trazar mediante la 
cadena de agrimensor* 
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tufos ciertos conocimientos como l a considera­
c i ó n de las medianas en el primer grado y el des­
arrollo de primas regulares del segundo. Pero son 
p e q u e ñ o s reparos que no obscurecen l a per fecc ión 
del conjunto). 

283 . Creemos suficiente lo anteriormente ex­
puesto para que el lector se haga una idea del 
contenido y l a estructura de los programas ex t r an ­
jeros. E n l a imposibil idad de trasladarlos todos 
hemos seleccionado los que anteceden por las 
razones siguientes: F ranc ia , -por alcanzar en e l la 
l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a su m á s alto n i v e l 
intelectual is ta; I t a l i a , por lo reciente de su refor­
m a y l a a n a l o g í a con nuestro pa ís , y Bé lg ica y 
Suiza , por ser los pa í s e s c lás icos de l a P e d a g o g í a , 
adelanto reflejado t a m b i é n en los programas que 
transcribimos. E n Alemania , Ingla ter ra y Es tados 
Unidos existe una var iedad grande de programas 
y no creemos que su conocimiento a ñ a d i e r a gran 
cosa de l a u t i l idad que puede extraer e l lector de 
lo que l levamos expuesto. 

2.—Estudio de los programas de obras e Inst i tu­
ciones e s p a ñ o l a s m á s notables. 

284. . lustifieaciones.—El lector neces i t a r í a co­
nocer un programa m á s adaptado que los ante­
riores a l c a r á c t e r e spaño l , a l a o rgan i zac ión de 
nuestra e n s e ñ a n z a y a l n i v e l y necesidades cu l ­
turales de nuestro pueblo, pero no existe el pro­
grama oficial que pudiera servir de g u í a y por ello 
es necesario acudir a las fuentes de i n f o r m a c i ó n 
a r r i ba indicadas. 
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Ser ía innecesario ^ aun contraproducente hacer 
a q u í e l ext rac to de u n l ibro escolar e s p a ñ o l , para 
presentar e l programa; es preferible que el lector 
revise el l ibro por sí mismo, y haga él mismo el 
extracto, con lo cua l se d a r á cuenta del m é t o d o y 
los procedimientos seguidos por e l autor pa ra des­
arrol lar ese programa* E s t o puede hacerlo con cual­
quiera de las obras escolares que, por ser de uso 
m á s corriente, representan l a t ó n i c a media espa­
ño la . Nosotros e x c l u i r í a m o s , s in embargo, las pe­
q u e ñ a s enciclopedias escolares, prefiriendo l a 
obra del especialista, y entre el las recomendamos 
especialmente l a colecc ión de P a l a u Vera publicada 
por l a casa Se ix y B a r r a l , que sabemos pract icada 
con buen é x i t o en l a e n s e ñ a n z a e s p a ñ o l a , aun 
a despecho de excesos y faltas, sobre todo en su 
G e o m e t r í a . 

385. E l programa del Instituto. Escuela de Ma­
drid.-—Entre las insti tuciones docentes e s p a ñ o l a s 
es seguramente é s t a l a que ha realizado sus prue­
bas con m á s br i l lan tez y reconocido é x i t o . Por eso 
creemos conveniente l a t r a n s c r i p c i ó n de su pro­
grama de estudios en lo que se refiere a nuestra 
e n s e ñ a n z a en l a par te escolar. 

I,-—Nota p re l iminar 

286 . L a e n s e ñ a n z a tiende a ser i n tu i t i va , y 
graduada en tres ciclos, que pueden clasificarse 
a grandes rasgos de este modo: 

1. ° Conocimientos adquiridos por l a observa­
ción de l a n u m e r a c i ó n , suma, resta, unidades de 
longi tud y figuras g e o m é t r i c a s . 

2. ° Mecán i ca de l a s operaciones a r i t m é t i c a s 
con n ú m e r o s enteros. Unidades de peso y capacidad. 
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Algunas propiedades de las figuras g e o m é t r i c a s 
en e l plano. 

3.0 Nociones de números fraccionarios.—Ope­
raciones con n ú m e r o s enteros y fraccionarios ap l i ­
cados a n ú m e r o s concretos. F i g u r a s g e o m é t r i c a s 
en e l p lano y en e l espacio. 

Se desea que los alumnos a l pasar a l grado se­
cundario dominen l a p r á c t i c a de las cuatro ope­
raciones fundamentales con n ú m e r o s enteros y 
conozcan perfectamente los nombres de las f i ­
guras g e o m é t r i c a s y e l de sus elementos y algunas 
propiedades en el aspecto m é t r i c o dé l a G e o m e t r í a . 

E l empleo de var i l l a s , recortes de car tu l ina , etc., 
es necesario en el comienzo de l a e n s e ñ a n z a de las 
M a t e m á t i c a s ; as í como l a costumbre de dedicar 
un corto espacio de tiempo a l c á l c u l o menta l fa­
c i l i t a e l dominio de l a p r á c t i c a en las operaciones. 

Todo maestro sabe que l a menta l idad media de 
los grupos v a r í a cada a ñ o lo suficiente pa ra no pro­
poner una serie de ejercicios; pero en e l tercer 
ciclo, con m á s o menos intensidad, se pueden intro­
ducir cuestiones de proporcionalidad y reso luc ión 
de sencillos problemas gráf icos , que v a n adiestran­
do a los alumnos en e l manejo de los instrumentos 
de Dibujo g e o m é t r i c o . 

2 . — E l P rograma (1) 

CLASE INFANTIL (n iños menores de ocho años ) . 

287 . E l mate r ia l de e n s e ñ a n z a consiste en: 
U n a ca ja que contiene de 500 a 1.000 conchas 

de mar . 

(1) Elaborado por el Catedrá t ico del Instituto señor Sán­
chez Pérez. 
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U n a caja con 500 a 1.000 piedrecitas de r ío . 
U n a caja con semillas duras: j u d í a s , algarrobas, 

guijas, habas, etc. 
M i l c e n t í m e t r o s cúb icos sueltos, de madera, en 

una caja cúb ica . 
U n a colección de v a r i l l a s de hierro de tres 

t a m a ñ o s distintos, 100 de cada uno. 
U n a colecc ión de figuras recortadas de madera 
U n a colección de soldaditos de plomo. 
U n a colección de monedas. 
T r e i n t a tableros con orificios a un c e n t í m e t r o 

de distancia. 
Dos metros graduados en c e n t í m e t r o s : uno r í ­

gido y otro plegable. 
U n l i t ro . 
U n decili tro. 

Programa de Ar i tmé t i ca 

288. E n s e ñ a r a los n i ñ o s objetos de diferentes 
t a m a ñ o s . 

Hacer los dist inguir los mayores de los menores. 
F o r m a r grupos de objetos donde h a y a m á s o 

menos, mayor o menor n ú m e r o de ellos. 
Objetos iguales y grupos de igua l n ú m e r o de 

objetos. 
Se provee a cada n i ñ o de va r i a s conchas, pie­

dras, semillas, va r i l l a s desiguales y figuras. Se 
da a todos l a orden de colocar delante de sí tres 
objetos distintos; re t i rar e l de mayor t a m a ñ o de 
los tres; re t i rar e l menor de los dos que quedaban; 
buscar var ios objetos iguales a l que h a quedado 
solo; hacer dos grupos con todos és tos ; indicar en 
q u é a g r u p a c i ó n h a y m á s objetos y en cuá l h a y 
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menos; re t i rar objetos del grupo mayor hasta que 
queden iguales; formar un grupo con objetos dis­
tintos, pero con igual n ú m e r o de objetos. Todas 
estas operaciones han debido hacerse por corres­
pondencia entre los objetos de uno en uno. 

jontar de i a 10, y de 10 a i . 
L a Profesora cuenta una vez desde uno hasta 

diez, diciendo que esas palabras representan gru­
pos de objetos. L o s n i ñ o s deben escribir en el cua­
derno las palabras uno, dos, tres..., diez; repetir 
las palabras de memoria; decir c u á n t a s le t ras t ie­
nen las palabras dos, tres, cuatro, cinco, seis y 
siete; decir palabras c[ue tengan una, dos, tres 
nueve, diez letras. L o s n iños , y a solos, p o d r á n 
contar de diez a uno. 

E s c r i b i r los n ú m e r o s i , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 
Contar de 10 a 20 y de 20 a 10. 
Contar de dos en dos y de tres en tres desde 

uno a diez y ocho, y v iceversa . 
Significado de cero. 
Hacer observar a l n i ñ o que contando hacia a t r á s 

l lega un momento en que se te rminan los obje­
tos, y que ninguno, nada y cero son palabras de 
a n á l o g o significado. L o s n i ñ o s escriben en el cua­
derno l a pa labra cero y el signo que lo representa. 

Contar de 1 a 100 y de 100 a 1. 
Contar de dos en dos, de tres en tres, de cuatro 

en cuatro y de cinco en cinco. 
E je rc ic ios de contar y descontar ut i l izando el 

mate r ia l de que se dispone. L o s n i ñ o s e s c r i b i r á n 
en el cuaderno las palabras veinte, t re inta , cuaren­
t a ciento. 

E s c r i t u r a de los cien pr imeros n ú m e r o s . 
Se h a r á ver l a correspondencia entre l a repre­

s e n t a c i ó n y las agrupaciones de objetos. Así , 
Metodología. 19 
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por ejemplo: un n i ñ o que tiene dos montones de 
diez objetos y cuatro objetos m á s , r e ú n e ve in t i ­
cuatro objeios; r ] dos ind ica los montones de diez, 
y el cuatro los objetos que no llegan a diez. E j e r ­
cicios en él cuaderno. 

¿ P a r a q u é sirve; e l metro?—Medir en l a clase 
var ios o b j e t o s . — ¿ Q u é representan las d iv is io­
nes del metro? 

Se entrega a cada n i ñ o u n metro, sin m á s 
def in ic ión que decir: esto es un metro. Se les dice 
que sirvo para medir; lo que representan las dis­
t intas divisiones y numeraciones; se hacen ejer­
cicios de lec tura en el metro; se miden longitudes 
de un númer í ) exacto de metros, de un n ú m e r o 
exacto de d e c í m e t r o s y de un n ú m e r o exacto de 
c e n t í m e t r o s , y se consignan en los cuadernos los 
resultados de los ejercicios de medida. 

¿ P a r a q u é s i rven l a s monedas?—Clases y nom­
bres de algunas monedas. 

Presentar las monedas corrientes de p la ta y 
bronce. Ind i ca r l a equivalencia . En t regar a los 
n iños p u ñ a d o s de monedas pa ra que las cuenten y 
hagan cartuchos de a 25 monedas. A l entregar, 
por ejemplo, 150 perras chicas, 150 perras gran­
des y 150 pesetas, es difícil que, repart idas a 
p u ñ a d o s , correspondan a 25 ó 50 a cada n iño , 
y, por consiguiente, h a b r á var ios restos. L a re­
u n i ó n de estos restos sirve de c o m p r o b a c i ó n para 
los cartuchos, y se puede u t i l i zar a d e m á s para 
in ic iar l a e x p l i c a c i ó n de l a suma. 

Sumar o b j e t o s . — E x p r e s i ó n de l a suma de dos 
o m á s n ú m e r o s . — S u m a r n ú m e r o s de una cifra.—• 
Sumar un n ú m e r o de dos cifras con otro de una.—• 
Suniar dos n ú m e r o s de dos c i f ras .—Ejefc ic ios de 
sumar objetos, longitudes y monedas. 
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L o s objetos que los n i ñ o s tienen en varios gru­
pos son las unidades; los grupos son los sumandos; 
l a r e u n i ó n de los grupos ha de dar l a suma. Des­
p u é s de realizar cada ejercicio, se escribe en el cua­
derno l a o p e r a c i ó n . (Este paso a l cuaderno se 
h a r á siempre desde a q u í en adelante.) 

Cá l cu lo mental en los tres casos anteriores y 
ejercicios mentales referidos a objetos, longitu­
des y monedas. 

E s m u y conveniente que e l maestro l leve a l a 
clase una colección de ejercicios preparados que 
tengan una creciente dif icul tad. L o s ejercicios men­
tales fatigan mucho a los n i ñ o s y resul ta contra­
producente dedicar a a q u é l l o s mucho tiempo se­
guido. 

Res ta r o b j e t o s . — E x p r e s i ó n de l a resta de dos 
n ú m e r o s : Suma del n ú m e r o que se resta y e l n ú ­
mero que resulta.—'Ejercicios con longitudes y 
objetos con n ú m e r o s de una o dos cifras. 

Cada n i ñ o dispone de un n ú m e r o de objetos y 
ha de separar var ios de ellos; saber c u á n t o s que­
dan es restar. L o s primeros ejercicios, deben efec­
tuarse contando o descontando. U n a vez hecha 
l a o b s e r v a c i ó n de que es u n a o p e r a c i ó n inversa , 
h a r á n los ejercicios buscando el sumando desco­
nocido. 

Cá lcu lo mental y escrito. 
Resul tado obtenido a l restar n ú m e r o s iguales. 
Long i tud doble, t r ip le y c u á d r u p l e de otra .— 

Duplo , t r ip lo y c u á d r u p l e de un n ú m e r o . . — E x ­
p r e s i ó n del producto de un n ú m e r o por dos, por 
tres y por cuatro.—Aprender de memoria los pro­
ductos por dos, tr t s y cuatro de los doce primeros 
n ú m e r o s . — D o b l e , t r ip le y c u á d r u p l e de cero.— 
Eje rc ic ios . 



— 292 — 

Long i tud mi tad , tercera y cuar ta parte de 
otra .—Mitad, tercera y cua r t a parte de un n ú m e ­
ro previamente escogido pa r a que tenga o no m i ­
tad , tercera y cuar ta parte exacta.—Modo de ex­
presar e l cociente.—Ejercicios con objetos y . me­
didas. 

Programa de Geometr ía 

289. O b s e r v a c i ó n de objetos que den idea de 
una l í n e a recta, una l í n e a c u r v a y una l ínea 
m i x t a . 

L a o r i e n t a c i ó n i n t u i t i v a del programa y l a re­
d a c c i ó n del mismo no hacen precisas nuevas 9b-
servaciones. L o s alumnos deben proveerse, a 
medida que lo v a y a n necesitando, de un doble 
d e c í m e t r o , un c o m p á s , car tu l ina , l á p i c e s de co­
lores y t i jeras. L a clase de G e o m e t r í a debe dar l a 
i m p r e s i ó n de que los n i ñ o s hacen juegos o t raba­
jos manuales g e o m é t r i c o s , Cuando e l maestro 
presenta alguna f igura g e o m é t r i c a , no d a r á defi­
n i c ión alguna; basta que diga: « E s t a figura se 
l l ama . . .» 

Colocación de objetos (piedras, conchas, sol­
dados) en l í n e a recta, c u r v a y m i x t a . 

Trazado de estas l í n e a s en un papel , en l a p i ­
z a r r a o en e l suelo. 

Rec tas para le las .—Su trazado a pulso. 
Angulo de dos rec tas .—Dibujar u n á n g u l o agu­

do, otro recto y otro obtuso.—Nombre que rec i ­
ben las dos rectas y e l punto en que se cortan. 

Ci rcunferenc ia—Trazado de circunferencia en 
l a p izar ra , en e l papel y en el suelo. Dibujar una 
circunferencia con un radio y un d i á m e t r o , po­
niendo estos nombres en e l lugar correspondiente 
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del dibujo.—Medir e l radio y el d iámet ro .—-Con­
secuencia de esta medida. 

T r i á n g u l o s . — D i b u j a r un t r i á n g u l o e q u i l á t e r o , 
otro isósceles y otro escaleno.—Lados, á n g u l o s 
y vért ices .—^Ejercicios de medida en los lados.— 
Comparaciones.—Dibujar en papel o ca r tu l ina 
un t r i á n g u l o ; recortarlo; u t i l izar lo como p lan t i l l a 
y dibujar dos o tres t r i á n g u l o s . — O b s e r v a r que 
resul tan iguales. - F o r m a c i ó n de mosaicos y f i ­
guras caprichosas compuestas de t r i á n g u l o s re­
cortados. 

Con este ejercicio puede el maestro observar y 
fomentar e l ingenio de los n iños , h a c i é n d o l e s for­
mar estrellas, pajari tas , mosaicos, etc. 

C u a d r a d o . — N ú m e r o de lados, v é r t i c e s y á n g u ­
los .—Par t i cu la r idad que presentan los lados.— 
Par t i cu la r idad que presentan los á n g u l o s . 

Dibu ja r un mosaico de cuadrados. 
Dibu ja r y dar colores en una cenefa cuadrada 

de cuadrados. 
Combinaciones de t r i á n g u l o s y cuadrados en di­

bujo l ibre . 

PRIMER GRADO ( n i ñ o s - d e ocho años) 

290. E l mater ia l de e n s e ñ a n z a para cada 
grupo de t re in ta alumnos consiste: 

Seis metros de cinta , de los de sastre. 
Seis metros articulados, de los de carpintero. 
U n a colecc ión de monedas. 
U n a balanza. 
U n a caja de pesas. 
U n l i t ro , un decil i tro y un centi l i t ro, 
U n n ive l de burbuja. 
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U n c a j ó n con arena f ina l a v a d a . 
U n p e q u e ñ o d e p ó s i t o con agua. 

Programa de Ar i tmé t i ca 

291. N u m e r a c i ó n hablada hasta m i l . — E j e r ­
cicios de contar hac ia adelante y hac ia a t r á s de 
uno en uno, de dos en dos, de tres en tres, de cuatro 
en cuatro y de cinco en cinco. 

Va lo r absoluto y re la t ivo de las c i f ras .—Nu­
m e r a c i ó n escr i ta hasta m i l . 

Metro, l i t ro y gramo.—Ejerc ic ios de medidas y 
peso uti l izando metros, reglas graduadas, vas i ­
jas cal ibradas y l a balanza. 

M ú l t i p l o s y divisores, de uso muy frecuente.— 
C o m p r o b a c i ó n exper imenta l de l a re lac ión entre 
los m ú l t i p l o s y divisores con l a unidad principal.—• 
Eje rc ic ios enlazados de n u m e r a c i ó n , medida y 
peso. 

Monedas.—Reconocimiento de las de bronce, 
p la ta y a lguna de oro .—Ejerc ic ios de contar y 
cambiar monedas. 

V a l o r de las le t ras en l a n u m e r a c i ó n romana y 
a p l i c a c i ó n de los n ú m e r o s en l a esfera de un re-
l o j . 

Sumar . —Sumandos. — S u m a . —Signo, 
C á l c u l o menta l .—Dos sumandos de una cifra; 

un sumando de dos o tres cifras y otro de una; 
dos sumandos de dos cifras; var ios sumandos de 
una o dos c i f r a s . — R e p e t i c i ó n de los ejercicios a l ­
terando el orden de los sumandos. 

Cá lcu lo escri to.—Sumar var ios n ú m e r o s de dos o 
tres c i f ras .—Reglas pa ra sumar,—Prueba de l a 
suma. 
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Problemas sencillos de sumas con n ú m e r o s con­
cretos, c o m p r o b á n d o l o s con e l mater ia l de pesas 
y medidas. 

Restar .—Minuendo.—Sustraendo.— Diferencia. 
Signo. 

Cá lcu lo mental : Res tar dos n ú m e r o s de una c i ­
fra; restar un n ú m e r o de u n a c i f ra de otro de dos 
cifras; restar n ú m e r o s de dos cifras; sumas y restas 
combinadas con n ú m e r o s de una cifra . 

Cá lcu lo escrito: Res ta r n ú m e r o s de dos o tres 
c i f ras .— Reglas para restar .—Prueba de l a resta.—• 
Va lo r del resto cuando son iguales minuendo y 
sustraendo. 

Problemas sencillos de restar, o de suma y res­
t a con n ú m e r o s concretos ut i l izando las pesas y 
medidas. 

Mult ipl icar . — Mult ipl icando.—Mult ipl icador .— 
Producto. —• Signo. — Producto de los doce p r i ­
meros n ú m e r o s por i , 2, 3, 4 y 5. 

Problemas con n ú m e r o s conc etos, que se re­
suelven mediante los productos anteriores. 

E l maestro puede fomentar l a rapidez en los 
cá l cu los uti l izando a l g ú n e s t í m u l o ; por ejemplo, 
distr ibuyendo por sexos o por suerte a los n iños 
de l a clase en dos grupos, y estableciendo l a com­
petencia entre los dos bandos. E s preciso ten r 
m u y en cuenta que el entusiasmo y e l amor 
propio es tan extraordinar io en algunos n iños , que 
su e s t í m u l o puede producir resultado contrario 
a l que se busca. L a prudencia y l a v ig i lanc ia del 
maestro le a c o n s e j a r á n o no el empleo de medios 
para conseguir l a mayor ac t iv idad en los a lum­
nos, . 
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Programa de Geometr ía 

393. Cada a lumno debe proveerse de una regla 
graduada, una escuadra y u n c o m p á s . S u cuader­
no ds G e o m e t r í a debe ser un á l b u m de dibujo 
g e o m é t r i c o en e l que cada f igura dibujada l leve 
su d e n o m i n a c i ó n . L a persona encargada de l a 
clase, tanto en este curso como en los siguientes, 
t e n d r á pre texto pa ra i r e n s e ñ a n d o a hacer ro tu­
laciones con diversos caracteres de le t ra . 

Uso de l a regla 

293. L í n e a recta.-^-Segmento r ec t i l í neo .—Med i ­
da de u n segmento. 

L í n e a s quebradas: abierta , cerrada, que se cor­
te a sí misma y que no se corte a sí misma. 

A n g u l o . — L a d ^ s . — - V é r t i c e . 
T r i á n g u l o . — T r i á n g u l o i s ó s c e l e s . — L a d o s . — V é r ­

tices. 
- C u a d r i l á t e r o s . — L a d o s . — V é r t i c e s . — Diagonales. 

Uso de l a escuadra 

294. Angulo recto.—Angulo agudo.—Angulo 
obtuso. 

Rectas perpendiculares.—Rectas horizontales.— 
E m p l e o del n ive l .—Rectas ver t icales .—Plomada. 

A l t u r a de un t r i á n g u l o . - T r i á n g u l o r e c t á n g u l o , 
a c u t á n g u l o y o b t u s á n g u l o . 

Rec tas paralelas.—-Distancia entre paralelas. 
Pa ra l el ogramos. 
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Uso del compás 

295. C i r c u n f e r e n c i a . — C e n t r o . — R a d i o . — D i á -
met ro.—Cnerda. —Secante. —Tangente. — A r c o . 

H e x á g o n o regular. 
T r i á n g u l o e q u i l á t e r o . 
Mosaico de t r i á n g u l o s . — M o s a i c o de h e x á g o n o s . 

Mosaicos compuestos de h e x á g o n o s y t r i á n g u l o s . — 
Mosaicos formados con figuras g e o m é t r i c a s dibu­
jadas o recortadas. 

SEGUNDO GRADO (niños de nueve años ) 

296. E l mater ia l de e n s e ñ a n z a consiste en 
una colecc ión completa de medidas del sistema 
m é t r i c o decimal y una colecc ión de sól idos geo­
m é t r i c o s de madera. 

E l mater ia l que se ind ica en cada programa es 
pa ra u t i l izar lo conr l a mayor frecuencia, incluso 
comprobando experimentalmente algunos ejer­
cicios y problemas. 

Programa de Ar i tmét iea 

297. N u m e r a c i ó n hablada y escri ta 'en el siste­
m a decimal . 

r.0 Has t a unidades de mi l l a r .—Eje rc i c ios con 
n ú m e r o s concretos. 

2.° H a s t a unidades de m i l l ó n . — E j e r c i c i o s con 
n ú m e r o s concretos. 

3.0 Has t a unidades de mi l la r de millón.—-
Eje rc ic ios , 
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Relac ión que existe entre las unidades de diversos 
ó r d e n e s . 

N u m e r a c i ó n romana. —Document os. — L á p i d a s . 
Inscripciones. 

Resu l t a de gran, i i t i l idad presentar a los a lum­
nos, mediante fo togra f ías o dibujos, algunas lá ­
pidas o inscripciones que conmemoren hechos glo­
riosos de l a H i s t o r i a o que e s t á n instalados en edi­
ficios notables. 

Partes iguales de un todo.—Unidades fraccio­
nar ias .—Su ap l i cac ión a los n ú m e r o s concretos.— 
D é c i m a parte del metro y de l a pese ta .—Escr i ­
t u r a de las d é c i m a s . — C e n t é s i m a parte del metro 
y de l a pese ta .—Escr i tura de un n ú m e r o con parte 
entera, d é c i m a s y c e n t é s i m a s . — M i l é s i m a s . — E s ­
c r i t u r a de-un n ú m e r o que exprese m i l é s i m a s . 

Metro l ineal .—Metro cuadrado.-—Metro cú­
bico. 

M ú l t i p l o s y divisores. 
L i t r o . — M ú l t i p l o s y s u b m ú l t i p l o s . 
Gramo. -—Múl t ip los . -—Submúl t ip los . 
E je rc i c ios de medida y peso. 
Monedas de cobre, p la ta y oro.—Papel moneda. 
Eje rc ic ios de cuenta y cambio.—Problemas sen­

ci l los uti l izando el c á l c u l o mental . 
Suma de enteros y decimales.—Problemas con 

datos comprendidos entre 1.000 y o.ooi. 
Res t a de enteros y decimales.—Problemas de 

í d e m í d e m . ^ 
Mul t ip l i cac ión de enteros .—Tabla de mul t i ­

p l icar hasta 12 X 12. 
Mult ip l icar por l a unidad seguida de c e r o s -

Mul t ip l icar por una cifra s ignif icat iva seguida 
de ceros.—Ejercicios mentales. 

Mul t ip l icar dos n ú m e r o s de var ias cifras,— 
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Comprobar que el orden de factores no a l tera el 
producto.—Prueba de l a mul t ip i c a c i ó n , — M u l ­
t ip l i ca r un decimal por un entero y un entero por 
un decimal .—Ejercic ios mentales.— Mult ip l icar 
un decimal por otro. 

(Los factores empleados en l a exp l i cac ión , 
ejemplos, ejercicios y problemas, deben ser me­
nores que diez m i l y no tener m á s que una o dos 
cifras decimales.) 

Problemas concretos que se resuelven con m u l ­
t iplicaciones. 

D i v i s i ó n , — D i v i d e n d o . - D i v i s o r . - C o c i e n t e . — D i ­
v i s ión e x a c t a . — D i v i s i ó n i nexac t a .—Res to .—Div i ­
siones mentales.—Divisiones en que el cociente 
tiene una c i f r a .—Div id i r un n ú m e r o de va r i a s c i ­
fras por otro que tenga una, dos o tres .—Prueba 
de l a d iv i s ión . 

E je rc ic ios y problemas concretos m u y sencillos. 

Programa de Geometría 

298. Cuerpos g e o m é t r i c o s . — C u b o . 
L a colección de só l idos se u t i l i z a r á todo lo po­

sible, m u y especialmente en todo lo que supone 
rev i s ión del curso anterior. 

Uso de la regla y escuadra 

299. L í n e a recta ( r e v i s i ó n ) . — T r a z a d o de rec­
tas a pulso.—Medir un segmento a ojo y d e s p u é s 
con el doble d e c í m e t r o . — S u m a y resta de seg­
mentos. 

Angulos ( revis ión) ' .—Rectas perpendiculares, 



Dibujos ornamentales con elementos g e o m é t r i ­
cos r ec t i l í neos . 

T r a s l a c i ó n para le la .—Rectas parale las .—Para­
d a s cortadas por paralelas.—Paralelogramos.— 
D i a g o n a l e s . — P o s i c i ó n y magni tud de- las diago­
nales en cada paralelogramo. 

T r i á n g u l o s ( revis ión) . 
Po l í gonos en g e n e r a l . — C u a d r i l á t e r o s . — T r a p e ­

c i o . — P o l í g o n o s de cinco, seis, ocho y diez lados.—• 
Trazado de las diagonales. 

Uso del compás 

300. C i r c u n f e r e n c i a . — L í n e a s de l a circunfe­
rencia. 

Posiciones de un punto y una circunferencia. 
Posiciones de una recta y una circunferencia. 
Posiciones de dos circunferencias. 
A r c o . — M e d i d a . — S e m i c í r c u l o graduado.—Su em­

pleo.—Suma y resta de arcos.—Arco mi tad de 
o t ro .—Div id i r un segmento o un arco en dos partes 
iguales. 

Po l ígonos regulares. 
D iv i s ión de u n a circunferencia en seis partes 

i g u a l e s . — H e x á g o n o r e g u l a r . — T r i á n g u l o regular. 
D iv i s ión de una circunferencia en cuatro par­

tes i g u a l e s . — C u a d r a d o . — O c t ó g o n o . 
Mosaicos y redes de t r i á n g u l o s con h e x á g o n o s ; 

de cuadrados y o c t ó g o n o s ; de semicircunferencias. 
D ibu io de los cuerpos g e o m é t r i c o s siguientes: 
C u b o . — P a r a l e l e p í p e d o . — P r i s m a t r iangular .— 

Pr i sma h e x a g o n a l . — P i r á m i d e t r i angu la r .—-Pi rá ­
mide hexagonal.—Troncos de é s t a s . — C i l i n d r o . — 
Cono,—Tronco de cono.—Esfera, 
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TERCER GRADO (niños de diez años ) 

301. E l mater ia l de e n s e ñ a n z a consiste en: 
U n a colección de pesas y medidas del sistema 

m é t r i c o decimal . 
U n vaso grande de c r i s t a l con g r a d u a c i ó n en 

c e n t í m e t r o s cúb icos . 
U n a balanza. 
U n a colección de só l idos g e o m é t r i c o s , de ma­

dera. 
U n a p iza r ra esfér ica de un metro de d i á m e t r o . . 
U n c i l indro de madera de 20 cm. de a l tura . 
Dos tableros de corcho, t a m a ñ o 25 por 35 cm. , 

unidos por un lado con una v isagra . 
Cada alumno se p r o v e e r á de una caja de com­

pases, hojas de car tu l ina , t i jeras y goma de pe­
gar. 

Programa de Ar i tmé t i ca 

302. N u m e r a c i ó n de enteros (revis ión r á p i d a 
del ciclo s egundo) . - -Con t inuac ión hasta tr i l lones.— 
Eje rc ic ios . 

N u m e r a c i ó n de decimales ( rev is ión) .—Cont i ­
n u a c i ó n hasta mi l lonés imas .—^Alterac iones de un 
decimal a l correr l a coma.—^Ejercicios. 

S u m a y resta de enteros y decimales ( rev i ­
s ión ) .—Eje rc i c io s mentales.—Problemas. 

Mul t ip l i cac ión de enteros (revisión) . — E j e r c i ­
cios de cá l cu lo mental.—Caso general con factores 
de cualquier n ú m e r o de cifras.—Casos par t icu­
lares.—Problemas senc i l los .—Mul t ip l i cac ión de de ­
cimales.—Problemas. _ 



Divis ión de enteros ( rev i s ión) .—Ejerc ic ios menta­
les.—Caso general de l a d i v i s i ó n . — P r o b l e m a s sen­
c i l los .—Div is ión de decimales; d i v i d i r un decimal 
por un entero; d i v i d i r un entero por un decimal; 
d i v i d i r un decimal por o t ro .—Aproximar un co­
ciente por decimales. 

Sis tema m é t r i c o decimal ( rev is ión) . 
T r a n s f o r m a c i ó n de concretos en un mismo sis­

tema.—Problemas. 
Idea de los n ú m e r o s fraccionarios.—Concepto 

deducido de un ejemplo de medida.-—Quebrado 
propio e impropio .—Reduci r u n n ú m e r o m i x t o 
a quebrado.—Reducir un entero a quebrado.— 
Reduc i r quebrados a c o m ú n denominador. 

Operaciones con quebrados, haciendo apl ica­
c ión a problemas con datos m u y sencillos. 

Convers ión de fracciones ordinarias en decima­
les en l a s casos 1 ¡2 , 74 , 7 5 , 78 , 2/. , 3/4 y 3/5 

Problemas concretos con n ú m e r o s fraccionarios. 
Problemas de regla de tres s imple por r educc ión 

a l a unidad. 

Programa de Geometr ía 

Uso de l a regla y escuadra ( revis ión r á p i d a ) 

303. F igu ras iguales.—Construir un segmento 
igual a otro.—Construir un á n g u l o igual a otro.— 
Operaciones con segmentos y ángulos .—-Ejerc i ­
cios.—Construcciones. 

T r a s l a c i ó n paralela .—Angulos formados por dos 
para le las y una secante. 

Paralelogramos.—Propiedades de los ángulos.-— 
Propiedades de los lados.—Propiedades de las 
diagonales. 
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C u a d r a d o — R e c t á n g u l o . — R o m b o . — R o m b o i d e . 
E s t u d i o exper imental de sus á reas . 

P lguras equivalentes.—Paralelogramos equiva­
lentes. 

T r i á n g u l o s . — R e l a c i ó n entre los l ados .—Rela ­
c ión entre los á n g u l o s . — A r e a del t r i á n g u l o . 

Trapecios .—Trapecio r e c t á n g u l o y trapecio isós­
ce les .—Area del trapecio. 

P o l í g o n o s . — S u s elementos.—Nombres s egún el 
n ú m e r o de l a d o s . — D e t e r m i n a c i ó n del á r e a de un 
p o l í g o n o cualquiera. . 

Uso del compás (revis ión r á p i d a ) 

' 304. Po l í gonos regulares, convexos y estre­
l lados. 

Modo de dibujarlos. 

Geometría del espacio 

305. Superficie plana.—Angulo diedro.—An­
gulo pol iedro.^—Construcción de é s tos en papel o 
ca r tu l ina . 

E s t u d i o elemental del cubo. 
Planos perpendiculares.—Planos paralelos. 
Medida de v o l ú m e n e s . — C o m p r o b a c i ó n exper i ­

menta l en cada caso.—Volumen del cubo.—Cons­
t r u c c i ó n del cubo en c a r t u l i n a . — R e l a c i ó n entre 
l a capacidad y el volumen. 

Desarrollo y cons t rucc ión en car tu l ina d. I para­
l e l e p í p e d o : S u volumen. 

I d e m pr i sma t r iangular : S u volumen. 
I d e m pr i sma cualquiera: S u volumen. 
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I d e m p i r á m i d e t r iangular : S u volumen. 
I d e m p i r á m i d e cualquiera: S u volumen. 
I d e m troncos de p i r á m i d e . 
I d e m poliedros regulares convexos. 
I d e m c i l indro y cono. 
E s f e r a . — L í n e a s de l a esfera.—Propiedades de 

algunas de e l las .—Longi tud y l a t i tud geográf icas . 
Problemas y ejercicios diversos. 
306. Opinión.—Nuestra c r í t i ca no afecta en 

nada a l va lo r de este programa dado su f in esen­
c i a l : preparar pa ra l a e n s e ñ a n z a secundaria. F o r ­
m a parte de un todo y no debe ser juzgado ais la­
damente, y que cumple l a función pa r a que fué 
elaborado lo demuestran los bri l lantes resultados 
alcanzados en M a t e m á t i c a s por los alumnos que 
terminaron sus estudios en este Centro. 

Ahora , pa ra una escuela p r i m a r i a cuyos estu­
dios forman un c ic lo completo nos p a r e c e r í a de­
ficiente en extremo. N ó t e s e que se l lega a los ocho 
a ñ o s s in n o c i ó n de las mult ipl icaciones m á s sen­
ci l las , a los nueve s in saber mul t ip l icar m á s que 
por seis, y a los diez s in conocer e l volumen del 
cubo, aun cuando se h a y a n estudiado y a las un i ­
dades correspondientes y que no se habla para 
nada de longi tud de l a circunferencia, á r e a del 
c í rcu lo n i volumen de los cuerpos redondos. E n 
cambio s o b r a r í a n detalles como los de l a l ínea 
que se cor ta a sí misma, las paralelas cortadas 
por una secante, l as cortadas por paralelas, etc. 
Encont ramos un acierto en clasificar l a Geome­
t r í a por e l instrumento que se maneja l a regla-
l a escuadra, e l c o m p á s y l a i n t r o d u c c i ó n de l a tras­
l a c i ó n para le la . Repi t iendo empero que se t r a t a 
de nuestro punto de v i s t a puramente escolar 
en e l cua l hemos dicho que es esencial l a r e l ac ión 
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con el trabajo manual , que a q u í fa l ta , y donde 
es preciso t ransmit i r una serie de conocimientos 
e inculcar una serie de h á b i t o s mentales que 
en unas clases preparatorias como é s t a s pueden 
tener m á s adecuado lugar en l a e n s e ñ a n z a del 
Ins t i tu to . 

5. — Formación de un programa propio 

307. No nos a t r e v e r í a m o s a dar por nuestra 
cuenta ni aun un programa previo pa ra ser en­
sayado, que pudiera desnaturalizar l a in ic i a t iva 
del lector. E l programa, dentro de las l í neas ge­
nerales a q u í determinadas j es algo re la t ivo a las 
circunstancias de o r g a n i z a c i ó n general, ambiente, 
d i spos ic ión e intereses de los alumnos, etc., m á s 
a ú n en las condiciones de r e n o v a c i ó n cu l tu ra l 
en que se encuentra E s p a ñ a . E l lector debe i n ­
tentarlo por propia cuenta, lo cua l c o n s t i t u i r á 
un excelente y provechoso ejercicio, 
^ Sí hemos de recomendar que el contenido se 
d i s t r ibuya con arreglo a l p l a n expuesto en el cap í ­
tulo V I - i y 2, prefiriendo que se adopte un grado 
de p á r v u l o s y seis de e n s e ñ a n z a p r imar ia . E l pro­
grama d e b e r á ser d iv id ido en lecciones que com­
prendan e l trabajo posible de cada d ía , interca­
lando las que se refieren a las diferentes partes 
de l a M a t e m á t i c a que hemos indicado deben l l e ­
varse de frente durante e l curso, y en l a parte 
de cá lcu lo , ejercicios y problemas, deben cuidarse 
los temas y l a clase de n ú m e r o s y operaciones que 
ut i l izan . Indicaremos t a m b i é n l a conveniencia de 

M e t o d o l o g í a . 20 
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consignar p e r í o d o s mensuales, t r imestrales y anua 
les de repaso de lo estudiado anteriormente. 
Véase a d e m á s (cap. I X - 2 ) lo que indicamos acer­
ca de las clases de l ecc ión . 



C A P I T U L O I X 

D E S A R R O L L O D E L PROGRAMA 

1.—Los «tests» como elemento de valoración 

308. 8u aplicación en la Enseñanza de la Mate­
mática.—Los tests, o pruebas mentales, t an u t i l i ­
zados hoy, sobre todo en N o r t e a m é r i c a , son estu­
diados en cuanto a su concepto, fines, caracte­
res y va lo r p r á c t i c o por l a P e d a g o g í a general. 
A q u í hemos de poner de manifiesto los caracteres 
siguientes que principalmente nos interesan: 

a) E n los tests de c a r á c t e r general, destinados 
a determinar l a edad ps ico lógica del educando, 
h a y una gran parte de c a r á c t e r m a t e m á t i c o de­
b ida a l a gran influencia que las aptitudes y cu l ­
t i vo de este género tienen para el desenvolvimiento 
general, y a l a faci l idad con que, en este terreno, 
pueden practicarse las pruebas mentales; por ello 
haremos algunas indicaciones que creemos ú t i les . 

h) E n los tests puramente p e d a g ó g i c o s destina­
dos a determinar los frutos obtenidos por l a en­
s e ñ a n z a existe gran variedad, habiendo alcanza 
do mayor p rec i s ión los propios de l a M a t e m á t i c a 
que los referentes a otras ramas de l a e n s e ñ a n z a , 
y su conocimiento es esencial cuando el a lum­
no ingresa en l a Escue l a para clasif icarlo en el 
grado correspondiente; ul teriormente, para deter­
minar e l avance realizado en l a e n s e ñ a n z a y a 
f in de poder pasar a los alumnos a los grados 
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sucesivos una vez alcanzado el dominio de los co­
nocimientos, destrezas y h á b i t o s mentales que cons-^ 
t i tuyen cada grado de l a e n s e ñ a n z a , cond ic ión 
é s t a esencial en nuestros estudios. 

c) Se h a llegado en nuestro terreno a formular 
tests de d i a g n ó s t i c o , esto que permiten deter­
minar l a apt i tud m a t e m á t i c a de los alumnos con 
independencia r e l a t i va de su grado de ins t rucc ión* 

d) L o s autores norteamericanos principalmente 
han establecido tests ana l í t i cos , que permiten 
determinar las diferentes fases, en que se descom­
pone un proceso m a t e m á t i c o y su di f icul tad re­
l a t i v a , cues t i ón de l a m á s a l t a impor tancia pa ra 
l a f o r m a c i ó n adecuada, sin fal tas, que se r í an per­
niciosas, n i excesos que s e r í an lamentables, del 
indispensable automatismo del c á l c u l o . 

De todo ello damos a c o n t i n u a c i ó n i n f o r m a c i ó n 
ampl ia , pero no completa, en parte por su exce­
s iva e x t e n s i ó n , y principalmente porque no puede 
darse nada como definit ivo, en a t e n c i ó n a que 
las pruebas mentales han de adaptarse a l a id io­
sincrasia de cada pueblo y a l estado de su ense­
ñ a n z a , labor a real izar , altamente recomendable 
para los laboratorios de nuestras Escue las Nor­
males. 

309. Los «tests» de Terman.—Entre las pruebas 
mentales de c a r á c t e r general creemos deber c i r ­
cunscribirnos a l as del autor indicado, que selec­
ciona y engloba l a mayor parte de las propuestas 
hasta ahora por los autores m á s distinguidos, i n ­
cluso Alfredo B ine t , su iniciador. E x i s t e un estu­
dio de dichos tests y un ensayo de a d a p t a c i ó n a 
los n i ñ o s e s p a ñ o l e s recomendado en nuestra B i ­
bl iograf ía . De las diferentes pruebas indicaremos 
con a l g ú n comentario ú n i c a m e n t e las directamen-
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te relacionadas con nuestro estudio, y a que i n ­
directamente lo e s t á n casi todas, incluso l a de 
describir u n grabado (observación) ' y l a de defi­
n i r concentos, cua l idad t a n esencial para e l c u l ­
t ivo rac ional de l a M a t e m á t i c a . 

PARA 3 AÑOS 

S e ñ a l a r l a n a r i z . — ( R e l a c i ó n espacial enlazada 
con e l sentido muscular) . 

Repetir tres cifras. 

PARA 4 ANOS 

Comparar dos líneas.••—(Noción de mayor y 
menor). 

Dis t inc ión de /o^was.-—(Indudablemente del m á s 
alto va lo r para nosotros). 

Contar cuatro monedas.—(En su sencillez es 
m á s de conocimiento que de apt i tud) . 

D ibu ja r un cuadrado.—(Es esencial l a conser­
v a c i ó n ap rox imada d é l o s á n g u l o s , dicen las ins­
trucciones. ¿Y por q u é no l a de los lados?) 

Repetir tres cifras. 

PARA 5 AÑOS 

Comparac ión de pesos.—3 g. y 15 g- (Mayor y 
menor). 

Juego de paciencia: U n a tarjeta entera y otra d i ­
vidida en dos trozos por l a diagonal. Con éstos re­
construir aquélla, '—{En su sencillez es admirable 



- 310 

para discernir l a capacidad de s ín tes i s de formas). 
Dis t ingui r l a mano derecha de l a izquierda. 

(Re lac ión espacial interesante y no simple nomi­
nalismo como pudiera parecer). 

PARA 6 AÑOS 

Contar 13 woweias.---(Depende puramente de 
l a i n s t r u c c i ó n ) . 

Nombrar cuatro monedas.—(Las propuestas son 
de 5 cts.-, 25 cts., 50 cts. y 2 ptas.; opinamos que 
por su rareza l a tercera, y por su semejanza con 
l a peseta l a segunda no e s t á n adecuadamente ele­
gidas). 

PARA 7 AÑOS 

[ Cuán tos dedos tenemos en cada m a n o } — ( A pesar 
de l a d i s t inc ión que supone el cada, opinamos que 
es demasiado sencillo para esta edad, sobre todo 
porque a l hablar ordinariamente del n ú m e r o de 
dedos de l a mano suele referirse a una sola, con 
lo cual queda inva l idada l a d i f icul tad . 

Repetir cinco cifras. — (Haremos notar que el 
uso de las cifras pa ra medir l a memoria, o mejor 
l a retent iva, en estos casos, se funda en que no sue­
le a c o m p a ñ a r l a s el tono afectivo que a las palabras 
corrientes; por ejemplo: m a m á , casa, etc. S in em­
bargo, algunas cifras como 1 y 5 pueden determi­
nar asociaciones visuales: e l dedo, l a mano abier­
ta , que facil i ten su r e t e n c i ó n sobre las d e m á s ) . 

Copiar un rombo.—(Los á n g u l o s , va lo r aprecia­
do, presentan gran dif icul tad sobre todo si no se 
coloca el rombo con un eje ver t i ca l ) . 
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Repetir tres cifras en orden inverso—i\Jndi 
buena apt i tud para esta prueba fac i l i t a r í a l a de 
contar en sentido inverso, conveniente para l a 
resta, y p r e d i s p o n d r í a a conrmitar los datos en 
l a suma y l a m u l t i p l i c a c i ó n , simplificando grande­
mente el aprendizaje de las tablas respectivas). 

PARA 8 AÑOS 

I n d i c a r cómo se procederia p a r a hallar una pelo­
ta perdida en un campo de forma circular con una 
sola entrada.—(Prueba de gran va lor ps icológico 
de s ín tes i s espacial, y a que se h a de determinar l a 
d i recc ión y el sentido de l íneas que han de cu­
br i r una superficie con l a menor longi tud posi­
ble y el m í n i m o cambio de d i recc ión . Por ello l a 
espiral creemos que es l a mejor de las solucio­
nes). 

Contar de 20 a i . 
Nombrar 6 monedas.—(Las de 6 a ñ o s m á s 

l a peseta y el duro). 
Deci r l a fecha del dia .—(Importante pOr su ca­

r á c t e r n u m é r i c o serial y por l a n o c i ó n de tiempo 
que impl ica ) . 

PARA 9 ANOS 

Comparar cinco pesos de 3, 6, 9, 12 y 15 g.—(No 
sólo tiene importancia por l a barestesia que supo­
ne, sino porque conduce a l a fo rmac ión de una se­
rie de desigualdades). 

S i compro 4 pts. de caramelos y le doy 10. a l co­
merciante, ¿cuánto me ha de devolver? — (A n ú e s -
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tro ju ic io , es lamentable este problema para los 
n i ñ o s e s p a ñ o l e s , porque no c i rcu la moneda de 
10 pts. S i e l n i ñ o piensa, puede decir que basta 
entregar 5 pts .) . 

S i compro 12 pts. de bombones y le doy 15 pts. a l 
vendedor, ¿cuánto me devolverá?—(PsiTa. l a gene­
ra l idad de nuestros n i ñ o s son demasiadas pese­
tas y el asombro de l n i ñ o per turba l a buena: 
marcha de l a prueba) . 

S i compro 4 pts. de mercanc ía y le doy 25 pts. a l 
vendedor, ¿cuánto me ha de devolver?—(La pala­
bra abstracta mercanc í a sospechamos que intro­
d u c i r á en el pensamiento del n iño una laguna 
que no debiera ex i s t i r ) ; t iempo para cada tino, 
IO-I55. 

Repetir cuatro cifras en orden inverso. 
H a l l a r el valor de 6 sellos de correos, 3 de $ cts. y 

3 de 10 cts. que se presentan a l n i ñ o en u n car tón .— 
Tiempo i s3 (Exce len te prueba de suma compues­
ta, o de m u l t i p l i c a c i ó n y suma, cuyo soporte con­
creto permite que se resuelva con l a menor can­
t idad posible de i n t e r p r e t a c i ó n del lenguaje y 
entrenamiento para el cá l cu lo ) . 

PARA 10 ANOS 

Reproducir dibujos de memoria.-—(Gran impor­
tancia pa r a l a Geom t r í a por Jo que supone l a 
capacidad de observar y memoria de formas. 
B i e n elegidos los dibujos por su regularidad). 

Repetir seis cifras. 
Rompecabezas.—Puzzle (Demostrat ivo de l a ca­

pacidad de s í u ü s i s de ÍOrmái V.-diosoY. 
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PARA 12^AÑOS 

Repetir 5 cifras en orden inverso. 

PARA 14 AÑOS 

Prueba de i nducc ión .—Dobla r un papel y hacer 
una ventana en el doblez. Observar que aparece tma 
sola ventana a l desdoblar. Redoblar el papel, re­
petir l a operación, salen dos ventanas. Generalizar. 
(Valor de i n d u c c i ó n como su nombre indica , 
aun cuando parece excesivamente sencil la) . 

U n hombre gana 20 pts. semanales y gasta 14 pe­
setas t a m b i é n cada semana; ¿cuánto tiempo tarda 
en ahorrar 300 pts.? 

Dos lápices valen 50 cts.; ¿cuántos lápices pueden 
comprarse con 5 pts.? 

A 60 pts. l a docena, ¿cuánto valen 50 lapiceros? 
(Creemos excesivo el precio, sobre todo d e s p u é s 
del problema anterior. S i se tomasen 60 cts. re­
s u l t a r í a , a n á l o g a m e n t e , demasiado p e q u e ñ o ) . 

Inver t i r las manecillas de u n reloj.-—Imaginada 
•una hora por l a pos ic ión de las saetas se imagina 
que se coloca el minutero en l a pos ic ión del horario, 
y viceversa. Aver iguar l a hora que marca. ( E x c e ­
lente ejercicio de i m a g i n a c i ó n espacial uti l izando 
á n g u l o s y relaciones temporales). 

Repetir siete cifras. 

ADULTOS MEDIOS 

L a s cajas cerradas.—Una caja, q u e j e presenta, 
tiene dentro dos cá j i t a s y cada una de éstas tiene 
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una ; ¿cuántas cajas hay en total? 'Medio minuto. 
E l mismo problema s i cada caj i ta contiene dos.— 

E l mismo, conteniendo l a caja 3 cajitas y cada una 
de éstas, tres. E l mismo problema siendo 4 las ca j i ­
tas y 4 las que contiene cada una. 

Repetir seis cifras en orden inverso. 
L a s c laves .—Nótese l a d i spos ic ión de las rectas, 

paralelas cortadas rectangularmente por parale-

B 

D 

H 

J . 

K . 

l as en los dos primeros casos, y los á n g u l o s en los 
ú l t i m o s . Véase t a m b i é n el orden en que aparecen 
agrupadas las letras por orden a l fabé t i co , ve r t i ­
ca l en las dos primeras, y sentido contrario a l 
giro de las agujas del reloj , en las segundas. N ó t e ­
se t a m b i é n l a e x t e n s i ó n que fac i l i ta l a simple agre­
gac ión de un punto. Pura representar una le t ra 
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se dibujan las l í n e a s que l a comprenden: así P A Z 

se escribe | * | ^ 

F u é usada en l a Guer ra de Seces ión de los E s ­
tados Unidos. (Aun cuando estas pruebas menta­
les y las siguientes excedan a l campo de acc ión 
de l a E s c u e l a p r imar ia , pueden tener cabida en 
l a Norma l , aplicadas a sus propios alumnos para 
que se percaten del va lo r de los tests. A d e m á s l a 
anterior prueba es i n t e r e s a n t í s i m a como caso 
concreto de ap l i cac ión del simbolismo, t an u t i l i ­
zado en M a t e m á t i c a s ) . 

ADULTOS SUPERIORES 

Prueba del papel cortado.—Dóblese un cuadrado 
por un eje de simetria. Dóblese aná logamen te l a f i ­
gura resultante. H á g a s e una ventana en el borde 
que presenta un doblez único . L a prtieha consiste 
en dibujar l a f i g u r a que resu l ta rá a l desdoblar com­
pletamente el papel. 

(Excelente prueba en que interviene e l conocí : 
miento de formas g e o m é t r i c a s combinado i n ­
geniosamente con l a i m a g i n a c i ó n espacial . V a ­
riando el eje de s i m e t r í a que se tome como pun­
to de par t ida se dupl ica l a prueba).. 

Repetir ocho cifras. 
Repetir siete cifras en orden inverso. 
U n a mujer envía a su h i j a a l r ío con un cubo de 

3 /. V otro de 5 l . pa ra que traiga exactamente 7 l . 
de agua. ¿Qué ha de hacer? 

E l mismo problema, siendo. 5 l . y 7 /. l a capaci­
dad de los cubos y .8 /. l a cantidad pedida. 
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E l mismo problema siendo 4 V., 9 ¿. y 7 /. las 
cantidades respectivas. 

(Problemas m u y ingeniosos y llenos de i n t e r é s , 
exigiendo escas í s imos conocimientos, y determi­
nando l a ap t i tud pa r a encontrar un n ú m e r o por 
el menor juego posible de sumas y restas). 

310. Los «tests» pedagógicos .-Empezaremos por 
clasificarlos s egún que midan el estado del a lum­
no en e l mecanismo del c á l c u l o exclusivamente, 
o s egún que, determinen l a capacidad para l a 
r e so luc ión de problemas, por medio de un razona­
miento correcto, l i m i t á n d o n o s a exponer una 
muestra de las pr incipales formas en que se rea l i ­
zan estas pruebas. 

a) L o s «tests» de Curt is .—Miden el adelanto del 
alumno en el c á l c u l o por e l n ú m e r o de ejercicios, 
de igua l d i f icu l tad que ejecuta en un tiempo 
determinado. L a s tablas adjuntas son las u t i l i ­
zadas, p u d i é n d o s e notar que se refieren ú n i c a m e n t e 
a n ú m e r o s enteros y a mult ipl icaciones y d iv is io­
nes breves. A d e m á s de las instrucciones conteni­
das en las mismas hojas, recomienda Curt is las 
siguientes: E l d í a anterior debe explicarse el a l ­
cance de l a prueba, que se ha de presentar en cuan­
to sea posible como un ejercicio normal, evitando 
el nerviosismo y procurando una placentera es­
pontaneidad. Sacando una hoja del m o n t ó n de 
ellas, e l maestro dice a los n i ñ o s que v a n a hacer 
una especie de juego que les g u s t a r á . E n muchas 
otras escuelas se ha hecho y espera que lo hagan -
lo mejor posible p a r a que l a suya quede bien. 
Se recomienda dejar l ibres los pupitres y tener 
dispuestos los l áp ices , y que a l recibir cada hoja 
se ponga boca abajo la p á g i n a escr i ta . 

Se hace l a d i s t r i b u c i ó n ordenada. Cada alumno 
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lee en su hoja las instrucciones y el maestro las 
ac la ra hasta que las comprenden todos, y las 
v u e l v e n boca abajo una vez l e ída s . Cuando e l 
maestro pregunta: ¿Listos? L o s n i ñ o s levantan l a 
mano en que l l e v a n el l á p i z , y cuando dice «ahora», 
vue lven las hojas y empiezan su trabajo, has ta que, 
agotado e l tiempo concedido, dice e l maestro: 
Bas ta , levantad el lápiz . S i l a p u n t u a c i ó n han de 
hacer la los mismos n iños , dice a c o n t i n u a c i ó n . 
Cambiad los papeles, acc ión que ejecutan en l a 
forma que acostumbren. Todo ello tiene por ob­
jeto asegurar l a s imul taneidad en e l trabajo 
dentro del tiempo fijado. 

Conviene anotar l a marca de cada alumno = 
números de ejercicios bien resueltos; y t a m b i é n l a 
marca de l a clase, bien por l a media = suma de 
las marcas: número de alumnos; o bien por l a me­
diana = marca del alumno que ocupa el té rmino 
medio de l a clase, ordenada por marcas. 

L a s hojas d e b e r í a n l l eva r l as instrucciones a l 
dorso, as í como los datos personales, fecha, etc. 
Pero e l inconveniente p r inc ipa l de tales pruebas 
lo encontramos, aparte de su propia l i m i t a c i ó n , 
en que sólo s i rven pa ra n i ñ o s del segundo grado 
en adelante, p e r d i é n d o s e l a f ina g r a d a c i ó n que ca­
racter iza los automatismos del c á l c u l o . A pesar 
de ello se han consumido m á s de seis millones 
de tests en solo seis a ñ o s . 
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T E S T S D E C U R T I S 

NUM. I.—ADICION 

Operaciones hechas:... Operaciones exactas:... 

Tienes ocho minutos pa ra hacer tantas sumas 
de és tas como puedas. Esc r ibe el resultado debajo 
de cada ejemplo. No es preciso hacerlos todos. 
Se t e n d r á en cuenta l a rapidez y l a exact i tud, 
pero vale m á s hacer bien las sumas que hacer 
muchas. 



927 
3 7 9 
756 
837 
924 
n o 
854 
965 
344 

297 
925 
473 
983 
315 
6 6 1 
794 
177 
124 

136 
340 
988 
386 
353 
904 
5 4 7 
192 
4 3 9 

4 8 6 
7 6 5 
524 
140 
812 
4 6 6 
355 
834 
567 

384 
4 7 7 
8 8 1 
266 
6 7 9 
2 4 1 
796 
850 
733 

176 
783 
6 9 7 
200 
3 6 6 
8 5 1 
535 
323 
2 2 9 

277 
445 
682 
594 
4 8 1 
778 
849 
157 
953 

837 
882 
959 
603 
118 
7 8 1 
756 
222 
525 

537 
695 
4 7 i 
913 
568 
932 
559 
106 

6 6 4 
278 
345 
9 2 1 
787 
645 
433 
464 
449 

634 
168 
717 
142 
449 
453 
924 
659 
432 

572 
253 
948 
529 
936 
223 
358 
675 

3 
226 
880 
663 
318 
779 
123 
338 
996 
303 

3 5 i 
788 
705 
174 
426 
649 
755 
140 
246 

428 
975 
4 5 ° 
194 
666 
742 
295 
189 
2 8 1 

862 
159 
383 
4 5 i 
934 
433 
599 
172 
152 

677 
464 
234 
718 
838 
293 
423 
955 
519 

223 
874 
682 
3 9 9 
904 
353 
4 1 9 
756 
384 

186 
474 
9 2 7 
5 i 6 
923 
553 
215 
669 
4 0 9 

275 
5 2 1 
454 
9 3 9 
582 
566 
936 
472 
264 

432 
875 
5 7 i 
9 1 7 
789 
895 
250 
833 
3 i 8 

634 
327 
327 
394 
807 
169 
4 9 1 
885 
403 

547 
197 
685 
678 
456 
393 
525 
240 
152 

5 » » 
256 
719 
524 
969 
761 
113 
4 4 9 
f 2 2 
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T E S T S D E C U R T I S 

NUM. 2.—SUSTRACCION 

Operaciones hechas:... Resultados exactos'.... 

Tienes cuatro minutos p a r a hacer tantas res­
tas como puedas. Esc r ibe los resultados debajo 
de los ejemplos. No es preciso resolverlos todos. 
Se tiene en cuenta l a rapidez y l a exact i tud, pero 
vale m á s hacer bien las restas que hacer mucha? 



9 4 0 9 
§ - 5 9 3 8 

^ 7 5 0 8 8 8 2 4 
- — 5 7 4 0 6 8 9 4 
a 

6 0 4 7 
-5019 

I I9« 
— 3 4 3 

9 1 5 0 0 0 5 3 
— 1 9 9 0 1 5 6 3 

— 7 0 I 
I446 

- 7 4 1 
8083 

— 4 9 1 7 

8 7 9 3 9 9 8 3 
-72207316 

I 0 7 7 9 5 4 9 i 
— 7 7 1 9 7 0 2 9 

1 6 0 6 2 0 9 7 1 
— 8 0 3 6 1 8 3 7 

5 1 2 7 4 3 8 7 
-25842708 

1 1 7 3 5 9 2 0 8 
- 3 6 9 5 5 5 2 3 

2 7 2 2 2 9 7 0 
— 1 7 5 0 4 9 4 3 

1 1 5 3 6 4 7 4 1 
—40195261 

8 7 2 9 8 1 2 5 
-29346861 

9 2 0 5 7 3 5 2 
- 4 2 6 8 9 0 3 7 

1 1 3 3 8 0 9 3 6 
- 4 2 5 5 6 8 4 0 

6 4 5 4 7 3 2 9 
— 4 8 8 1 3 1 3 9 -

1 2 1 9 6 1 7 2 3 
— 9 0 4 9 2 7 2 6 

1 0 9 5 1 4 6 3 2 
— 8 1 2 6 8 6 1 5 

1 2 5 7 7 8 9 7 2 
— 3 0 3 9 4 0 6 o 

2 9 2 9 7 1 9 0 0 
—62207032 

1 2 1 9 6 1 7 2 3 
—90492726 

1 0 9 5 1 4 6 3 2 
— 8 1 2 6 8 6 1 5 

125778972 
- 3 0 3 9 4 0 6 0 

2 9 2 9 7 1 9 0 0 
—62207032 

I 0 4 3 3 9 4 0 9 
- 7 4 8 3 5 9 3 8 
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T E S T S D E C U R T I S 

NUM. 3.—MULTIPLICACION 

Operaciones hechas:... Resultados exactos:... 

Tienes seis minutos pa ra hacer e l mayor n ú m e r o 
posible de estas mult ipl icaciones. Esc r ibe el pro­
ducto debajo de cada ejemplo. No es preciso re­
solverlos todos. Se t e n d r á en cuenta l a rapidez 
y l a exact i tud, pero va le m á s hacer hiendas m u l ­
t ipl icaciones que hacer muchas. 

4 9 5 2 . 3 8 7 6 9 2 4 5 7 3 6 8 2 5 9 4 6 4 9 5 
X 7 X 9 X 6; X 4 X 5 X 3 

8 2 4 6 3 5 9 7 5 7 3 9 2 6 4 8 9 5 3 7 4 2 6 8 
X 2 9 X 7 3 X 8 5 X 4 6 X 9 2 X 3 7 

7593 6 4 2 8 8 5 6 3 2 9 4 7 5 3 6 8 4 7 9 2 
X 6 4 0 X 5 8 X 2 0 7 X 6 3 X 9 5 X 8 4 

3 5 8 6 9 7 4 2 8 7 3 6 5 9 4 2 6 8 3 7 
X 3 6 X 5 9 X 5 0 2 X 3 9 X 6 8 0 
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T E S T S D E C U R T I S 

NUM. 4.—DIVISION 

Operaciones hechas:... Resultados exactos:... 

Tienes ocho minutos para hacer tantas d iv i s io ­
nes de estas como puedas. E s c r i b e e l resultado 
debajo de los ejemplos. No es preciso resolverlos 
todos. Se t e n d r á en cuenta l a rapidez y .la exac t i ­
tud , pero va le m á s hacer las divisiones bien que 
hacer muchas. 

6 3 7 5 |_3^ 6 8 4 2 \J>_ 5 3 7 6 | J L 9 8 8 4 | j 7 _ 

7 8 4 5 |_3_ 9 9 6 o 6 7 7 5 |_25 8 5 3 5 2 | _ 9 £ 

9 9 9 0 _ 3 7 8 0 0 6 6 ^ 8 6 5 8 7 6 5 I J 7 3 3 I 4 0 9 l_49_ 

4 3 5 2 0 68 9 7 5 0 I 25 3 9 5 0 8 68 2 8 4 2 0 | 4 9 

2 1 1 1 2 1_52 3 3 6 5 3 ;_73 2 3 5 4 8 ^ 8 4 8 7 0 8 | 54 

b) Los «tests» de Woody.—Eormados por series 
de ejercicios de di f icul tad creciente miden el 
adelanto por e l mayor n ú m e r o de cada serie que 
es resuelto correctamente en diez minutos. Su 
t é c n i c a es a n á l o g a a l a de Curt is , su e x t e n s i ó n 
es completa para el cá l cu lo , pues comprenden las 
operaciones con enteros, fraccionarios, decimales 
y concretos, y su inconveniente p r inc ipa l estr iba 
en no presentar m á s que un ejemplo de cada una 
de las dif icultades que el c á l c u l o presenta, con 
lo cua l el acierto o error en l a s o l u c i ó n tiene mucho 
de azar. Por este motivo, y porque l a parte re-
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ferente a los n ú m e r o s concretos no tiene en ge­
neral u t i l idad para nuestras escuelas, por estar 
expresados en unidades inglesas, nos l imi tamos 
a dar las adjuntas tablas (que son a su vez ú n ex ­
tracto de otras del mismo escritor) en que los n ú ­
meros entre p a r é n t e s i s ind ican el orden en que han 
de hacerse las operaciones, siempre sobre l a misma 
hoja que se entrega, pa ra evi tar l as molestias y 
los errores en las copias y l a ma la co locac ión o 
fa l ta de c l a r idad en las cifras. Unas tablas espa­
ñ o l a s construidas sobre este modelo y con tres 
ejercicios de cada clase nos parecen deseables, 
siendo de notar que pa r a obtener sus Esca l a s 
Woody e x p e r i m e n t ó sobre 20.000 n iños , reputando 
problema m á s fácil e l que era resuelto por mayor 
n ú m e r o de ellos. 

T E S T S D E W O O D Y 

ESCALA DE LA MULTIPLICACION 

(I) (3) (4 ) (5) (8) (9) 
3 X 7 = 2 X 3 = 4 X 8 = 23 50 2 5 4 

X 3 X 3 X 6 

(11) ( 1 2 ) ( 13 ) (16) (20 ) 
1036 5 0 9 6 8 7 5 4 24 2 8 7 
X 8 X 6 X 8 X 2 3 4 X o ^ 

(24) ( 26 ) (27) (27) (33 ) 
16 9 7 5 2 6 ,25 i / 8 X 2 = 2 72 X 3 = 

X 2 5/8 X 5 9 X 3 . 2 

(35 ) ( 37 ) ( 3 8 
9 8 7 8/4 2 7 4 X 4 V i x i 7 2 = 0 , 9 6 3 Vs 

X 2 5 X o, 84 
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T E S T S D E W O O D Y 

ESCALA DE LA DIVISION 

( I ) . (2) (7) (8) ( I I ) (14) 
6 : 3 2 7 : 9 4 : 2 = i o J _ 9 1 3 . .2 5 8 5 6 8 

( 1 5 ) ' ( i ? ) . (19 ) (23) 
de 1 2 8 = 5 0 : 7 = 2 4 8 : 7 = 4 6 9 I 23 

(27) ( 28 ) (30) (34 ) 
78 de 6 2 4 = 0 , 0 9 3 6 | 0 , 0 0 3 3/4 : 5 = 6 2 , 5 0 : 1 l ¡ i = 

(36) 
6 9 I b s . 9 ^_9 

c) E x a m e n pedagógico, s egún Binet .—Adaptado 
pa ra determinar e l adelanto escolar de los n i ñ o s 
franceses, suele i r englobado con los de lec tura 
y o r togra f í a , y aunque realmente incompleto, 
puede servi r de o r i e n t a c i ó n para real izar a n á l o g o 
trabajo en nuestras escuelas. L a s pruebas que es 
preciso vencer en cada edad, son las siguientes: 

DE 6-7 AÑOS.—Restar de u n número de dos cifras 
inferior a 20 un número de una sola c i f ra . Se dan 
tres problemas de . los que es preciso resolver dos, 
todos ellos concretos. 

DE 7-8 AÑOS.—Sustracción escrita de dos núme­
ros inferiores a 1 0 0 . — A n á l o g a o b s e r v a c i ó n . 

DE 8-9 AÑOS.—Idem de números menores que 
mi l . E j e m p l o : U n a caja de naranjas contiene 
604 naranjas, se venden 62. ¿ C u á n t a s quedan? 

DE 9-10 AÑOS.—Tres problemas de dividir por 
tm dígito. E j e m p l o : un individuo compra ocho l i -
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bros que le cuestan?)^ pesetas, i Cuanto cuesta cada 
libro? 

DE I O - I I AÑOS.—Tres problemas combinando las 
operaciones inversas fundamentales. E j e m p l o : S i 
un minero gana a l mes 228 ptas. y economiza 75 pts., 
¿cuánto gasta a l dia? 

Obsé rvese que só lo se ha t ratado de operaciones 
inversas cuyo conocimiento supone el de las d i ­
rectas. L o s dos ú l t i m o s problemas, ex igen e l em­
pleo de los decimales y parecen de m u y desigual 
d i f icul tad . 

311. Examen de la aptitud para la Matemática. 
E l norteamericano Rogers h a tratado de resolver 
este problema adoptando pa ra ello pruebas que 
ex i j an aptitudes de í n d o l e m a t e m á t i c a s in nece­
si tar pa ra l l eva r l a s a cabo de conocimientos pre­
vios que las hagan ineficaces de no ex i s t i r , o que 
las simulasen cuando exis ten. E s t a s pruebas se 
agrupan de l a manera siguiente: 

1. Cálculo a lgébr ico .—Dos p á g i n a s de ejem­
plos referentes a l a e v a l u a c i ó n de expresiones 
a lgébr i cas , suma de t é r m i n o s semejantes, solu­
ción de ecuaciones sencillas, de algunas con coe­
ficientes fraccionarios y de dos ecuaciones con dos 
i n c ó g n i t a s , todo ello en 10 m . 

O b s e r v a c i ó n . — L a complej idad de esta serie y 
los conocimientos que presupone creemos que se 
apar tan del p r o p ó s i t o del autor y queda m u y a l 
margen de las pruebas siguientes que creemos 
plenamente adecuadas. 

2. I n t e r p o l a c i ó n . — O c u p a esta prueba dos p á ­
ginas, de las cuales una se reproduce a continua­
ción. Con a y u d a del maestro se resuelven l a -
5 primeras series hal lando e l n ú m e r o que es pres 
ciso a ñ a d i r a cada t é r m i n o pa r a obtener el siguien-
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te. Todo ello en 5 m. y los alumnos, en 13 m. , de­
ben ocupar los huecos con los n ú m e r o s correspon­
dientes en las series restantes. 

T E S T S D E R O G E R S 

INTERPOLACION 

A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 
H 
I 
J 
K 
L 
M 
N 
O 
P 
R 
S 
T 

7 
10 
10 

20 

15 
11 
16 
14 
3 i 

17 2 9 
17 26 

. 16 
13 
16 

1.3 
16 

15 
22 

7 
3 1 

22 
53 64 
53 65 
44 53 
32 
19 
3 ° 

27 
57 

47 

43 5o 
27 3 1 

36 
23 
34 4 ° 46 
2 6 30 

75 
77 
48 
25 
44 
13 
58 

29 
44 

72 
83 

. 64 7 1 
• 3 9 43 
• 58 64 

38 42 36 
97 108 119 

101 113 125 
8 0 8 9 98 

80 
37 
72 
2 1 
94 

3 i 
58 

47 
105 

45 
72 
92 

116 
^ 5 

3. Geometr ía .—Se dan cinco hichos geomé t r i cos 
que han de servir de datos para resolver las d i ­
ferentes cuestiones. L o s hechos g omé t r i cos , acom­
p a ñ a d o s de las correspondientes figuras son los 
siguientes: 

1.° U n ángulo recto tiene 90 grados. 
2.0 Todos los ángulos de un t r i á n g u l o valen 

180 grados. 
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3.0 S i dos t r i á n g u l o s tienen dos iados respectiva­
mente iguales e i g u a l el á n g u l o comprendido, son 
iguales. 

4.0 U n t r i á n g u l o isósceles tiene dos lados igua­
les, y los ángu los opuestos t a m b i é n iguales. 

5.0 E n un cuadrado los lados son iguales, y 
los ángulos , rectos. 

L a s propiedades que es preciso demostrar son 
del tipo siguiente: 

U n t r i á n g u l o dado es isósceles, y el á n g u l o B de 
l a base mide 60o; ¿cuánto vale el otro á n g u l o C de 
la base} 

Dado u n ángu lo recto dividido en dos partes m 
y n por una recta, el ángu lo m vale 30o, ¿cuánto 
vale n? 

Dado u n t r i ángu lo rec tángulo en A , B vale 30 o, 
¿cuánto vale C? 

Todas las notas se dan construidas y el exami ­
nador resuelve una de el las por escrito, razonan­
do con r e l ac ión a los datos del problema y a los 
hechos que s i rven de base. 

4. S u p e r p o s i c i ó n . — E l mater ia l para l a prueba 
consta de dos p á g i n a s , como l a reproducida en l a 
fig. 50. E l maestro dibuja en l a p izar ra l a pos ic ión 
de los rombos ind icada sobre l a l í nea gruesa, en 
gran t a m a ñ o , 10 pulgadas de lado, y dispone de 
tres rombos en ca r tu l ina como los que aparecen 
en las t res pr imeras series de la - f igura ; tratando 
una t ras otras las posiciones, expl ica que es pre­
ciso colocar l a f igura que l l e v a el c í r cu lo sobre 
sus iguales colocadas en l a l í n e a gruesa de modo 
que sobre és t a coincida e l borde en negro del 
rombo movible . Se t r a t a de dibujar e l c í r cu lo 
que distingue a é s t e en el v é r t i c e que le correspon-
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da. Se emplean cinco minutos pa ra l a expl ica­
c ión y dos minutos pa ra l a prueba. 

5. Relaciones.—Se t r a t a de determinar e l 
cuarto elemento de una especie de p r o p o r c i ó n , 

v\ /7 V\ 
/7V\ 

r7 n v \ 

0 n vx 

n/ n ^ 

/7 V\ 
A7 V\ 

F i g . 55. 

de t a l modo que el nuevo elemento es té con e 
tercero en l a m i sma r e l a c i ó n que el segundo e s t á 
con e l primero. E l maestro resuelve las tres p r i ­
meras proporciones. E s t a s son: 
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Color-rojo, nombre—X. X = J u a n , porque el 
ro'jo es un color y J u a n es un nombre. 

Hoja-libro, mango — X . X = cuchillo, porque 
l a hoja es parte de un l ibro y el mango es par­
te de un cuchi l lo . 

Fuego-quema, soldados — X . X = luchan. 
E n t r e las restantes proporciones figuran las 

siguientes: 

1 . O j o-ve oído. 
2. Lunes-Martes A b r i l . 
3. Hago-hice veo. 
4. P á j a r o - c a n t a perro. 
5. Hora-minuto minuto. 
6. Paja-sombrero cuero. 
7. Nube- l luvia Sol . 
8. T ío - t í a hermano. 
9. Poco-menos mucho. 

10. Casa-cuarto libro. 
1 1 . Cielo-azul hierba. 
12. Nadar-agua volar. 
13. Gato-piel ave. 
14. Comprar-vender venir. 
15 . Ostra-concha p l á t a n o . 
16. Pasado-presente presente. 
17. Norte-Sur lejos. 
18. Profundo-valle alto. 
19. Alto-bajo a r r iba . 
20 . Londres-Inglaterra P a r í s . 

6. Completar frases.—Consiste esta prueba en 
l lenar los huecos de frases incompletas que por 
perder casi todo su va lo r a l ser t raducidas no 
transcribimos. 

312. «Tests» analíticos.—Tienen por objeto de­
terminar cuales son las destrezas, conocimientos o 
h á b i t o s mentales que fal tan a l a lumno o que 
és te no domina por completo. Pueden ser de ca­
r á c t e r general o particulares. E n t r e los primeros 
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encontramos Cur t í s Standard Pract ica tests que 
comprenden en 48 p á g i n a s todos los automatis­
mos del c á l c u l o con el n ú m e r o de ejercicios que el 
autor cree suficientes pa ra su dominio. Así , en l a 
a d i c i ó n una p á g i n a e s t á dedicada a simples sumas 
de unidades con ceros intercalados; l a segunda 
contiene decenas, l a tercera e s t á dedicada a l ad­
qui r i r l a costumbre de «llevar», etc. ; tres p á g i n a s 
e s t á n dedicadas especialmente a tests resumiendo 
l a labor de las anteriores. E l a lumno no escribe 
directamente en l a p á g i n a sino que coloca spbre 
e l l a u n papel transparente y escribe en él bajo l a 
columna de n ú m e r o s del test. A l dorso se ha l l an 
las soluciones, pa ra que el a lumno pueda corre­
girse. Se empieza por proponer a l a lumno l a re­
so luc ión de las p á g i n a s tests y los errores que en 
e l l a cometa indican a l maestro a c u á l de las p á ­
ginas anteriores ha de recur r i r pa ra nuevo a n á ­
l i s i s y p r á c t i c a . No comprenden m á s que las ope­
raciones con n ú m e r o s enteros. L o s tests par t icu la­
res destinados a l aná l i s i s de una cues t i ón determi­
nada, se reducen a ejercicios en que se trate esta 
cues t ión con todas las variantes posibles, agru­
pando s i s t e m á t i c a m e n t e los resultados obtenidos. 
Puede servir de t ipo el estudio del aprendizaje de 
l a t ab l a de mul t ip l icar hecho por Cleene. 

Dando, por ejemplo, a un mismo grupo de a lum­
nos gran n ú m e r o de productos que verif icar , se 
forma una t ab la con los diferentes productos en­
sayados y el n ú m e r o de errores cometidos, re­
ducido a % si el to ta l de ejercicios no era el mismo 
para cada dos factores. Así puede comprobarse 
el menor error en los productos que son cuadrados 
( 5 X 5 ) , e l aumento en los correspondientes a l a 
segunda parte de l a tabla, e incluso l a diferencia 
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entre productos de factores iguales, según el orden 
en que se tomen, lo cual indica que se trata de 
automatismos diferentes. 

2.— L a lección. Sus clases y normas para su 
desarrollo 

313. Clasificación.—La materia y la forma 
de una lección varían considerablemente según 
la clase de niños a quien se dirija y la finalidad 
que con ella ss proponga el maestro. Distinguiremos 
dos clases de lección, según que consideremos la 
enseñanza de la Matemática en su período pre­
paratorio u ocasional, o bien en el sistemático. 
E l grado intermedio tendrá como es natural un 
carácter mi xto. 

Por la finalidad propuesta las lecciones pueden 
ser: de elaboración, que tienen por objeto adquirir 
algún conocimiento nuevo; de repaso, que se pro­
ponen aplicar inmediatamente lo aprendido o 
reiterar su expresión; y de recapiUilación o gene­
ra l izac ión , cuando se trata de efectuar una sín­
tesis de conocimientos 3̂ a elaborados. 

Algunos autores consideran además las leccio­
nes de ap l icación, que nosotros incluímos en los 
problemas, y las de ejercitación que tienen su lugar 
en los ejercicios. 

Caracteres de l a lección.—Djben ser los propios 
de toda la enseñanza (véase, cap. V I ) , entre los 
cuales hemos de hacer resaltar el interés d:l tuna 
que algunos autores llaman la motivación, y tiene 
por objeto despertar la atención del alumno.. 
Los herbartianos indican que basta la enunciación 
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del f in de l a lecc ión que por sí mismo ha de des­
per tar t a l i n t e ré s . No creemos que baste. T a l se­
r í a e l i n t e r é s inmediato, pero en M a t e m á t i c a s es 
preciso recurr i r a l i n t e r é s mediato y para ello 
hemos dado l a l i s t a de los e s t í m u l o s de Pa rke r y 
de Thornd ike (cap. V , nota) . 

L a amenidad del lenguaje, l a i nc lu s ión de a n é c ­
dotas, l a r e l ac ión con l a v i d a corriente, l a apela­
ción a l a ac t i v idad del alumno, y en los primeros 
grados e l juego, l a d r a m a t i z a c i ó n , etc., son cua­
l idades que debe reunir toda lecc ión . 

L a de M a t e m á t i c a especialmente, requiere por, 
parte del alumno l a c o n c e n t r a c i ó n de l a a t e n c i ó n 
y ausencia de fatiga. Por el lo l a l ecc ión d e b e r á 
darse en e l centro de l a ses ión de l a m a ñ a n a y 
no exceder de quince a veinte minutos en el gra­
do preparatorio n i de t re in ta a cuarenta y cinco 
en e l s i s t e m á t i c o , teniendo en cuenta para los m í ­
nimos y m á x i m o s el m é t o d o que se emplee. 

314. Las fases didácticas.—En e l grado pre­
paratorio no caben sino lecciones de e l a b o r a c i ó n 
reducidas a los juegos, seguidas de ejercicios y 
problemas sobre los mismos, d i s t i ngu iéndose sola­
mente dos fases: i . a Sugerir l a ac t iv idad . 2.a E j e r ­
c i t a r l a . 

L a suges t ión debe ser breve, concreta y c la ra . 
A veces b a s t a r á con unas preguntas, l a presen­
t a c i ó n del mate r ia l empleado, un cuento, una 
i n v i t a c i ó n : vamos a jugar.. . 

E l juego en que l a ac t i v idad se desarrolle pue­
de tener e l inconveniente de borrar, por su mayor 
i n t e r é s , l a parte de aprendizaje m a t e m á t i c o que 
contiene, y esto h a b r á de tenerlo en cuenta el 
maestro p a í a evi tar lo . 

E s t o seguramente p a r e c e r á a muchos maestros 
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inadecuado a l estado ac tua l de nuestra e n s e ñ a n z a 
y chocando no só lo con las costumbres, sino con 
las c i rcunstancias , n ú m e r o de alumnos, fa l ta 
de loca l , deficiencia del ma te r i a l , necesidad de 
atender a otros grados, etc. ; en t a l caso el maestro 
no tiene sino der iva r h a c í a l a s fases de l a e lección 
s i s t e m á t i c a . 

315. E n l a parte s i s t e m á t i c a l a l ecc ión de 
e l a b o r a c i ó n c o n s t a r á de l a s siguientes partes: 

i . a Planteo de un problema numér ico , g rá f ico , 
manual , o b s e r v a c i ó n de figuras, c o n s i d e r a c i ó n 
de algunos ejemplos n u m é r i c o s etc., que t iendan 
a l f in s e ñ a l a d o por l a l e cc ión . 

E l problema que se plantee h a de ser interesan­
te por sí mismo o por l a manera que se presente; 
a s í , por ejemplo, l a igua ldad de t r i á n g u l o s se 
funda en l a c o n s t r u c c i ó n de u n t r i á n g u l o igual a 
otro, de mayor i n t e r é s y va lo r p r á c t i c o , pero 
és t e a su vez puede presentarse como lo h a c í a 
Tha les de Mileto: Manera de aver iguar l a dis tan­
c i a a l a o r i l l a de un buque anclado en e l puerto. 

L a s figuras que se observen deben destacarse 
de objetos que se presenten a los a lumnos y re­
lac ionar las con las que vean o recuerden de l a na­
tura leza y del arte; o ser construidas mediante el 
dibujo y el t rabajo manua l ; o mejor procediendo 
de l a p r e s e n t a c i ó n y l a c o n s t r u c c i ó n . 

L o s ejercicios, han de ser var iados , pa ra ev i ta r 
l a m o n o t o n í a ; suficientes, pa ra no abusar de l a dis­
pos i c ión del n i ñ o a una g e n e r a l i z a c i ó n prematu­
ra ; t í p i c o s , por hu i r de lo ar t i f ic ioso, y gradua­
dos s i s t e m á t i c a m e n t e pa ra vencer una t ras otras 
l a s dificultades. As í , por e jemplo, pa ra obtener 
l a regla de mul t ip l i ca r un n ú m e r o de va r i a s c i ­
fras por otro de una sola , par t i remos de un ejem-
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p í o concreto que e x i j a esta o p e r a c i ó n , tomando 
2 como mult ip l icador , propondremos a continua­
c ión un ejemplo n u m é r i c o con 3 por mul t ip l i ca ­
dor, etc, resolviendo por suma los ejemplos pre­
sentados. 

2. a Paso a l a obtención de reglas o expres ión 
de propiedades. U n a labor de c o m p a r a c i ó n , de 
a b s t r a c c i ó n , de s ín tes is , de g e n e r a l i z a c i ó n rea l i ­
zada mediante u n d i á l o g o con e l mayor n ú m e r o 
posible de alumnos, c o n d u c i r á a l f in obtenido 
que debe ser esencialmente ú n i c o , esto es, que 
cada lección .comporte, como regla general, l a ad­
quis ic ión de un solo conocimiento fundamental. 

3. a Ejerc ic ios de comprens ión que afiancen lo 
expuesto y permi tan a l maestro asegurarse de 
que ha sido comprendido por todos. A l mismo 
tiempo presentan ocas ión para gran n ú m e r o de 
ejercicios de c á l c u l o mental . L o mismo decimos 
de l a s construcciones g e o m é t r i c a s sencillas. 

4. a Ejerc ic ios de a m p l i a c i ó n . — Q u e permiten 
ejerci tar l a i n v e n t i v a del a lumno y orientarle 
acerca de nuevos desenvolvimientos, preparando 
a d e m á s l a e l a b o r a c i ó n de los futuros conocimien­
tos. 

L a s reglas y propiedades obtenidas d e b e r á n 
ser escri tas cuidadosamente y memorizadas las 
que h a y a n de quedar defini t ivamente. E n Geo­
m e t r í a puede terminarse l a l e cc ión con una f i ­
gura decora t iva hecha a base de los elementos 
g e o m é t r i c o s estudiados. 

316. La lección de repaso.—Puede revest i r d i ­
ferentes formas, siendo l a m á s senci l la l a de una 
l ecc ión de e l a b o r a c i ó n abreviada, en que los dos 
pr imeros momentos, especialmente el segundo. 
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se reducen a l m í n i m o y en cambio se aumente 
el tercero. 

U n a r e p e t i c i ó n de lo aprendido anteriormente 
suele resul tar excesivamente m o n ó t o n a , y por 
ello "se aconseja ameniza r l a con l a e m u l a c i ó n 
entre dos bandos, a cada uno de los cuales se le 
l l e v a cuenta de l a s ganancias y p é r d i d a s . 

Y cabe, f inalmente , un t é r m i n o intermedio en 
el cua l los a lumnos resuelven problemas o res­
ponden a cuestiones fáci les referentes a enuncia­
c ión de reglas y e x p o s i c i ó n de propiedades, que 
const i tuyen p e q u e ñ o s e x á m e n e s preparados. E s t a 
clase de repasos se refieren a m á s de una l ecc ión 
y deben hacerse antes de pasar a t e o r í a s que 
necesiten el. conocimiento previo de otra anterior, 
de cuyo conocimiento siempre debe asegurarse 
el maestro. 

317. L a lección de recapitulación.—-Propia del 
ú l t i m o grado de l a e n s e ñ a n z a es t a n ú t i l como 
poco frecuente y tiene por objeto s is tematizar 
los conocimientos con l a consiguiente d i s m i n u c i ó n 
de esfuerzo men ta l , f ac i l i t ac ión de l a memoria, 
y beneficio de l a e d u c a c i ó n in te lectual . 

E n e l la e l p r imer t iempo debe consist ir en l a 
e v o c a c i ó n de los conocimientos que hayan de 
ser relacionados. E l segundo, en el establecimiento 
de esta" c o n e x i ó n en que cabe l a e x p o s i c i ó n por 
el maestro. Y el tercer t iempo se r e f e r i r á a ejer­
cicios que mues t ran las venta jas de l a sistema­
t i z a c i ó n efectuada. 

Claro es que los cuadros s i n ó p t i c o s o los r e s ú ­
menes han de ser u t i l izados ampliamente. 

As í , por ejemplo, podemos t ra ta r de establecer 
el cuadro de las operaciones- a r i t m é t i c a s directas 



e inversas y de los casos que en el las se consideran 
en l a forma siguiente: 

i .0 
2 . ° 

SUMA 
a + 5 = S 

Casos 

5 + 9 = 
35 + 27 = 

14 
52 

1.° 
2.0 

S-0 

MULTIPLICACIÓN 
a X & = P 

Casos 

5 X 9 = 4 5 
35 X 8 = 2 8 0 
35 X 11 = 3 8 5 

RESTA 
S — a = 6 
S — b = a 

Casos 
1 4 — 9 = 5 

• 62 — 2 7 = 35 

DIVISIÓN 
F : a = b 
P : = a 

Casos 

4 5 : 9 = 5 
2 8 0 : 8 = 3 5 
2 8 0 : 35 = 8 
3 8 5 : 11 = 55 

Caben preguntas como l a s siguientes: ¿ C u á l 
( resta ) 

deber ía ser, a l parecer, en l a } . . . , \ el caso co~ 
[ d i v i s i ó n ) 

. • . ( suma ) 
r r e l ahvó del pnmero de l a l . . . 1 ? ¿Cud-

[mul t ip l icac ión) 
les ser ian en l a d iv is ión los casos correlativos 
de mult ipl icar por l a tmidad seguida de ceros, 
y por u n a cifra s igni f ica t iva seguida de ceros 
y cómo se r e so lve r í an ! ¿ P o r qué a cada casó 

í suma ) 
de l a l , . , . . \ no corresponde m á s que un 

{mul t tphcac tón) 

Í resta ) 
\ i Cómo aparece esta corre-

divis ión} ) 
¿ación en los números concretos} 

Metodología. 22 
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Otro ejemplo: Hecha l a c las i f icación de los p a r á -
lelogramos, pueden proponerse las ctíestiones s i ­
guientes: ¿Cómo se define el cuadrado a pa r t i r 
del rombo? ¿A par t i r del rec tángulo? ¿Qué propie-

Í rombo ) 
\ por ser paralelogra-

rec tángu lo ) 
mos? ¿Qué propiedades tiene el cuadrado por 

!

rombo ) 
• \? • -

rec tángulo) 

3.—Didáctica de la Aritmética y la Geometría 

Ari tmé t i ca 

318. Preliminares.—El estudio que l levamos 
hecho marcando l a s normas generales de l a ense-
ñ a n z a , y e l estudio especial de determinados as­
pectos de l a mi sma que hemos de hacer d e s p u é s , 
nos re levan de hacer u n estudio detallado de 
todos los momentos de l a e n s e ñ a n z a , labor impo­
sible y poco deseable, pudiendo l imi ta rnos a 
indicar l a manera de adqui r i r los conceptos re­
ferentes a l a s definiciones de l a s operaciones, a 
su mecanismo, a sus propiedades, y a algunas 
cuestiones especiales como l a d i d á c t i c a del S. M. D . 
y de l a A r i t m é t i c a ap l icada , por lo que a esta 
c iencia se refiere. 

Habremos de mantenernos en un terreno ec léc ­
t ico entre l a D i d á c t i c a amer icana y l a corriente. 
A q u s l l a , m á s moderna, tiende a dar mediante el 
juego los conceptos de l a s operaciones, y n u m é r i c a -
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mente, l a jus t i f i cac ión de su mecanismo, y a que 
l a tendencia dominante parece ser que l a s ope­
raciones n u m é r i c a s par ten de hechos que tienen 
s igni f icación, y t a m b i é n se interpretan sus resu l ­
tados, pero sin que l a o p e r a c i ó n en sí l a tenga. 
P o r ejemplo: S i un pastor dice que tiene 4 ove­
jas por una cabra, y que tiene 32 cabras. E l n ú ­
mero de ovejas viene dado por el producto 32 x A> 
sin que h a y a n de ser el mul t ip l icando y e l pro­
ducto de l a misma especie como suele decirse. 
L a D i d á c t i c a europea, por e l contrar io , se a terra 
en cuanto puede a l concepto concreto de los n ú ­
meros, y a base de ellos estudia las definiciones y 
jus t i f i ca los mecanismos. 

319. La numeración.—Para los n ú m e r o s pe­
q u e ñ o s se emplean colecciones de objetos e i m á ­
genes, se acude a l a r e p r e s e n t a c i ó n g rá f i ca y a l a 
medida directa , estudiando unos hasta 10 y otros 
has ta 20, su c o m p o s i c i ó n y d e s c o m p o s i c i ó n . 

E l concepto de los n ú m e r o s grandes y de los 
diferentes ó r d e n e s de unidades se obtiene con 
rosarios n u m é r i c o s y pi las de discos que forman 
decenas. Haces de pa l i l los y t i r a s de botones 
que l legan a formar centenas. T i r a s y cuadrados 
de cuadradi tos que forman t a m b i é n centenas, i m á ­
genes como los H y |=| recomendadasg L o s á b a c o s , 
y las unidades y medidas del s is tema m é t r i c o , y a 
que, por ejemplo, s i 1 m m . r e p r e s é n t a l a unidad, 
los cm. , dm. y m. , representan l a s unidades de 
los diferentes ó r d e n e s . 

320. La suma.—Concretamente se define for­
mando un conjunto con otros va r ios , h a c i é n ­
dose i n t u i t i v a con los mismos elementos que los 
n ú m e r o s correspondientes. 

E n abstracto, por l a a d i c i ó n sucesiva de l a 
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Unidad. L o s mismos n i ñ o s i nven tan formas 
como / / / / / / / / p a r a obtener 5 + 3 = 8. 

L a propiedad conmuta t i va se evidencia fác i l ­
mente al terando e l orden de los dos grupos (cu­
bos, discos) que representan los sumandos, i n s ­
tando a l n i ñ o a escr ibir en las dos formas l a 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2 3 4 S 6 7 8 9 10 

4 5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

9 10 11 12 13 

10 11 12 13 14 

12 13 14 15 

14 15 16 

16 17 

operacic5n. Consecuencia de ello es l a s impl i f i ­
c a c i ó n que introduce en l a t ab l a de sumar que 
puede reducirse a l a siguiente, en l a cua l no se 
suma nunca el menor n ú m e r o con e l mayor; a s í 
no se dice 5 y 7 = 12, sino 7 y 5 = 12, como 
no se dice 5 + 20, sino 20 - f 5, siendo esta i n ­
v e r s i ó n del orden un automatismo, u t i l izable 
t a m b i é n en l a m u l t i p l i c a c i ó n que suprime 36 
automatismos par t icu lares . 
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Se forma esta t a b l a como la o rd inar ia d e t e n i é n ­
dose al l legar en cada co lumna a l duplo del n ú m e ­
ro que l a encabeza, y se emplea lo mismo que e l l a , 
vSin m á s que tomar e l mayor de los n ú m e r o s da­
dos en l a p r imera f i l a y e l segundo en l a diagonal. 

321. L a resta.—Concepto concreto.—Separar de 
un conjunto un cierto n ú m e r o de unidades. Se 
ve r i f i ca in tu i t ivamente tanto para los n ú m e r o s 
p e q u e ñ o s como p a r a los grandes, u t i l izando las 
representaciones n u m é r i c a s concretas, pero fa l l a 
en seguida el c a r á c t e r del sustraendo de no pre­
sentar l a c u e s t i ó n en esta forma. i E n cuánto ex­
cede este conjunto a este otro? ¿ Cuán to s discos 
hay a q u í m á s que a l l i l No creemos que va lga l a 
pena de ins is t i r en el mecanismo concreto, sino 
pa ra n ú m e r o s menores que 20; considerando el 
caso en que las decenas y unidades del minuen­
do son m á s que l a s del sustraendo, y en el caso en 
que esto no ocurra , es preciso deshacer una p i l a 
de IO discos del minuendo pa ra a ñ a d i r l a a l as 
unidades; y aun esto, como base de u n automatis­
mo transitorio, ( l a regla general es l levar) , no t ie­
ne gran va lo r . 

Concepto abstracto.-—-Como o p e r a c i ó n inversa de 
l a a d i c i ó n se obtiene f á c i l m e n t e a base de ejer­
cicios como: ¿ C u á n t a s bolas v , 8 bolas son 12 bo-
las? 8 y son 12 ; 8 + son 12 8 - f = 12. 

E s t a es a d e m á s l a p r e p a r a c i ó n m á s adecuada 
para e l método l l amado aus t r í aco y que opera 
así . Sea por ejemplo: 

834 Se dice: 5 + (9) = 14 ,, l l evo 1 ,, 6 + 1 = 
~ 2 6 5 = 7 „ 7 + (6) = 1 3 ; l levo 1 . 2 + 1 = 3 , , 

3 + (5) = 8 

es decir, que se rea l i za l a res ta buscando el n ú m e -
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ro que, sumado con l a c i f ra del sustraendo, da l a 
del minuendo o é s t a aumentada en 10. 

L a no v a r i a c i ó n del resto por aumento (o dis­
m i n u c i ó n ) de sus dos t é r m i n o s se hace i n t u i t i v a 
con dos series de cubos del mismo color que se 
correspondan, incrementados a l a izquierda con 
igua l n ú m e r o de cubos de color diferente. T a m ­
b i é n puede hacerse por l a r e p r e s e n t a c i ó n g r á ­
f ica como puede verse en nuest ra A r i t m é t i c a I n ­
t u i t i v a . 

322. La multiplicación. — Ca rác te r concreto. — 
E l concepto de l a o p e r a c i ó n ind icada 2 X 3 se 
adquiere formando 2 grupos de 3 cubitos. E s t e 
equivale a enunciar 2 X 3 en l a forma 2 veces 3, 
lo cua l e s t á en c o n t r a d i c c i ó n con e l c a r á c t e r que 
suele darse a l mul t ip l i cando: enunciado primero y 
concreto; y el mul t ip l i cador : enunciado d e s p u é s , 
y abstracto. A pesar de ello creemos que conviene 
hacerlo as í , por ser mucho m á s c laro que enunciar 
2 x 3 como 2, t res veces. E l l o se pres ta a l a r t i ­
ficio de mostrar a los n i ñ o s e l signo x con dos 
V juntas, indicadoras abreviadamente del veces. 

Concepto abs t r ac to .—Según él , 2 x 3 equivale 
a 3 -i- 3- Concepto har to m á s fecundo que e l an­
ter ior que no ha de ser sino su p r e p a r a c i ó n . 

L a propiedad conmutativa. E s fácil de demostrar 
con el concepto i n tu i t i vo . B a s t a pa ra ello repre­
sentar e l producto 3 x 4 con 3 fi las de a 4 discos 
que se convier ten f á c i l m e n t e en 4 p i l a s de 3 dis­
cos. Puede hacerse, con formaciones de n i ñ o s y 
t a m b i é n mediante l a r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica del 
producto. 
, L a trascendencia de esta propiedad es grande, 
tanto para el concepto i n t u i t i v o como para el 
aprendizaje de productos. 
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E n el pr imer caso reduce productos como 
4 X i a 1 x 4 ; este es, 4 veces 1, difícil de ver , 
a 1 vez 4 m á s fácil de ver y de obtener. Y 
con su aux i l i o podemos reducir a l a m i t a d l a 
t ab l a de mul t ip l ica r (ya fué propuesto por W i d -
mann) , tomando como pr imer factor e l menor 
de ambos. E l n i ñ o tiende siempre a decir 5 x 8 = 
= 40 mejor que 8 X 5. Y esto se pa tent iza m á s 
en el caso de 2 veces 10 = 20, preferible con 
mucho a l de 10 veces 2 que es casi inintel igible . 

E l mecanismo general de l a i n v e r s i ó n sust i­
t u i r á a q u í como en l a suma a 36 automatismos 
par t iculares . 

L a t ab la de mul t ip l i ca r se p r e s e n t a r í a en l a 
forma siguiente: 

4 5 8 

2 j - 4 6 8 10 12 14 16 18 

" ^ j 9 12 15 18 21 24 27 

"^"j 16 20 24 28 32 36 

"ITj 2S 30 35 40 45 

6 | 36 42 48 54 

T | 49 56 63 

8 | 64 72 

E s t a t ab la se construye como l a ordinar ia , 
d e t e n i é n d o s e a l l legar en cada columna a l cua-
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drado del n ú m e r o que l a encabeza, y se usa como 
l a o t ra s i n m á s que tomar e l n ú m e r o menor en 
l a diagonal y el ' m a y o r en l a p r i m e r a f i l a . 

L o s mecanismos, en su fo rma abs t rac ta , han 
sido expl icados en (95) y (106, e). E n su forma 
concreta, apenas s i cabe l a m u l t i p l i c a c i ó n de un 
n ú m e r o de dos cifras, representado mediante, 
discos, por 2 y aun 3, pr imeramente s in llevar 
y d e s p u é s l l evando . 

823. L a división.—Los conceptos.—a) L a no­
c ión de conceptos, como c u á n t a s veces un n ú m e r o 
contiene a otro, se hace i n t u i t i v a , o concreta, pre­
sentando u n conjunto de objetos, cubos y pre­
guntando: ¿ C u á n t a s veces estos 12 cubos contienen 
a 3 cu los} B a s t a separar los cubos de 3 en 3 y 
contar los- grupos formados. 

E l concepto abstracto se obtiene a n á l o g a m e n t e : 

¿ C u á n t a s veces 3 son 12? 

y en o t ra forma m á s abs t rac ta t o d a v í a 

? X 3 = 12 

b) L a segunda s ign i f icac ión de l a o p e r a c i ó n 
como divid i r en partes iguales o repar t i r entre, se 
adquiere en forma concreta inv i tando a l alumno 
a repar t i r 12 cubitos p e q u e ñ o s en 3 caji tas. 

E l concepto abstracto se obtiene pidiendo a l 
n i ñ o que complete l a s expresiones 

4 veces bolas son 12 bolas 
4 X ? = 12 

Observaciones; i .a : Claro es que l a d iv i s ión exac ta 
debe preceder a l a inexac ta . 2.a L a r e d u c c i ó n del 
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concepto segundo á l pr imero puede hacerse obser­
vando que para hacer l a d i s t r i b u c i ó n se v a colo­
cando un cubito en cada caja , y se necesitan 3 
pa ra poner i , luego p o d r á n ponerse tantos como 
veces contenga 12 a 3. 3.a E n lugar de l a expre­
sión entre, puede ut i l izarse con gran ven ta ja l a 
pa r t i t i va : as í d i v i d i r una can t idad entre 2 se hace 
tomando su mitad; a n á l o g a m e n t e pasa con el ter­
cio, cuarto, *etc. no teniendo ot ra d i f icu l tad que 
l a d i v i s i ó n inexac ta . 

324. Los mecanismos.—a) In tu i t ivamente , y 
mejor d e s p u é s por l a m u l t i p l i c a c i ó n , han de ad­
quirirse los automatismos indicados en V I - 5 . Pue­
de emplearse t a m b i é n l a r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica . 
E j e m p l o : i cón 49 cuadritos c u á n t a s p i l as de a 5 
pueden hacerse} ¿ Cuán tos sobran? 

h) L a d iv i s i ón de un n ú m e r o de va r i a s cifras 
por otro de una sola no ofrece di f icul tad , consi­
derando pr imero e l caso de que todas l a s cifras sean 
divis ibles y d e s p u é s que a lguna no lo sea. No 
creemos n i s iquiera preciso recurr i r a l procedi­
miento in tu i t ivo , n i aun a considerar e l d iv iden­
do formado por un n ú m e r o , m é t r i c o , que s e r í a n 
los dos grados anteriores a l problema simplemen­
te n u m é r i c o . Así pa ra obtener 85 : 2 = 427, se 
dice: D i v i d i r un n ú m e r o por 2 es ha l la r su mi tad; 
l a m i t a d de 8 centenas son 4 centenas; l a m i t a d 
de 5 decenas son 2 decenas y sobra una; una dece­
na son 10 unidades, que con l a s 4 siguientes hacen 
14; l a mi t ad de 14 unidades son 7 unidades. 

Solamente pa r a n i ñ o s deficientes c a b r í a que e l 
dividendo fuese, por ejemplo, metros, sust i tu­
yendo en el razonamiento las palabras centena 
y decena por H m . y D m . 

c) L a d iv i s ión por u n n ú m e r o de var ias c i -
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fras se hace a n á l o g a m e n t e , j u s t i f i c á n d o l a con un 
ejemplo sencillo, d iv isor u , como se ind ica en (70). 

d) L a d i v i s i ó n por 10, 100, 1.000 se jus t i f ica 
por l a i .a def in ic ión con ejemplos como los siguien­
tes: 40 : 10 ¿ C u á n t a s decenas hay en 40 unidades!, 
46 : 10 ¿ C u á n t a s decenas hay en 46 unidadesl 
¿ C u á n t a s sobran} 

e) L a a l t e r a c i ó n del cociente cuando se m u l ­
t ip l i can los dos t é r m i n o s de l a d i v i s i ó n por un 
mismo n ú m e r o s3 hace i n t u i t i v a , efectuando en 
esta forma una d iv i s ión (repaito) y tomando a 
c o n t i n u a c i ó n doble n ú m e r o de cubitos y de cajas. 
L o s n i ñ o s en seguida se dan cuenta de que corres­
p o n d e r á el mismo n ú m e r o a cada caja . E j e m p l o s 
t e ó r i c o s lo a f i a n z a r á n , como reparto de un cierto 
n ú m e r o de.caramelos entre los n i ñ o s de una clase, 
y de doble n ú m e r o entre los de dos clases. A con­
t i n u a c i ó n debe veni r l a a p l i c a c i ó n : s u p r e s i ó n de 
ceros y factores comunes que s implif iquen de un 
modo l l a m a t i v o l a d i v i s i ó n . 

Los números decimales 

825. La numeración.—El sis tema m é t r i c o pro­
porciona f á c i l m e n t e l a n o c i ó n de n ú m e r o decimal, 
su r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica , e l va lo r re la t ivo de las 
unidades, y el va lo r , re la t ivo t a m b i é n , de l a posi­
c ión de l a coma, creyendo nosotros que debe re­
nunciarse a considerar los n ú m e r o s decimales co­
mo caso par t icu lar de las fracciones. L o s n i ñ o s 
comprenden perfectamente expresiones c ó m o 
2,25 ptas., son capaces de sumarlas, restarlas y 
mul t ip l i ca r las o d iv id i r l a s por n ú m e r o s enteros. 

L a r e p r e s e n t a c i ó n i n t u i t i v a e s t á dada por el 
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cm. en r e l a c i ó n con el dm. independientemente de 
sus nombres pa r a 0 ,1 , por e l d m ' en r e l a c i ó n 
con e l m.2 pa ra o , o í y con las unidades c ú b i c a s 
correspondientes pa ra 0,001. E l m. y sus d iv iso­
res comple tan l a noc ión . L a s igni f icac ión de l a 
coma se entiende f á c i l m e n t e por las t ransforma­
ciones de los n ú m e r o s m é t r i c o s , tales como l a 
igua ldad 3,578 m. — 357,8 cm. determinada por 
constar ambas cantidades de igua l n ú m e r o de 
m,. dm,, cm y mm. 

L a s d é c i m a s y las c e n t é s i m a s , se e n s e ñ a n a con­
t i n u a c i ó n de las decenas y centenas en e l pr imer 
grado. U n a a p e l a c i ó n a l a i n t u i c i ó n basta: l a 
t a b l i t a de chocolate que se d iv ide en 10 partes 
pr imero , y d e s p u é s cada una de é s t a s en 10, y 
l a s igni f icac ión de l a coma para separar l a s unida­
des de las d é c i m a s , es suficiente. Inmediatamente , 
l a a p e l a c i ó n a ejemplos del s is tema m é t r i c o de­
c i m a l a f i a n z a r á estas nociones. 

Algo m á s difícil es l a lec tura y escr i tura de deci­
males. P a r a hacer la i n t u i t i v a puede ut i l izarse un 
tablero contador v e r t i c a l con una coma mov i ­
ble y t a m b i é n una ba r ra con divisiones para l as 
dis t in tas unidades donde se coloquen tar jetas 
con cifras y l a coma sea t a m b i é n movible; pueden 
ut i l izarse pa ra leer los n ú m e r o s representados 
y pa ra expresar los n ú m e r o s dictados, cabiendo 
incluso l a competencia por bandos. Más tarde se 
u t i l i za e l m é t o d o Tabereau. 

L a g r a d u a c i ó n para ambas operaciones puede 
ser l a siguiente: 

a) E x p r e s i o n e s dec i ­
males puras con 
todas sus cifras 
s ign i f i ca t ivas . . . . E j e m p l o : 0.6; 0,32; 0,428 
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b) E x p r e s i o n e s dec i ­
males pu ras con 
alguna c i f r a no 
signif icat ivas . . , E j e m p l o : 0,06; 0,004; 0,038 

c) E x p r e s i o n e s m i x -
tas en los dos ca­
cos anter iores . E j e m p l o : 1,6; 1,06; 5,004 

d) E x p r e s i o n e s m i x - ' 
tas exp resadas 
en forma entera . E j e m p l o : 16 d é c i m a s 106 

c e n t é s i m a s . 

Observación: J u s t i f i q ú e s e l a aparente incon­
gruencia de escribir 3,50 ptas. ó 3,50 m . por l a 
s igni f icac ión de las unidades principales del sis­
tema m é t r i c o . 

326. - Transformaciones.—^Añadiendo a l a idea 
fundamental , l a r e l a c i ó n con el S. M. D . es fácil 
hacer ve r por ejemplo: que 3,842 m. x 100 = 
= 384,2 m., puesto que cada c i f ra representa un i ­
dades concretas 100 veces mayores. De a q u í pue­
de pasarse f á c i l m e n t e a l as unidades abstrac­
tas. 

A n á l o g a m e n t e se demuestra l a posibi l idad de 
agregar o supr imi r ceros a l a derecha. 

327. Suma, y resta.—Son completamente i d é n ­
t icas a l a s operaciones correspondientes hechas 
con enteros s in m á s c o m p l i c a c i ó n que l a fa l ta de 
unidades de u n orden que pueden suplirse en un 
pr incipio con ceros. P o r ejemplo: 3,14 — 5,2867 
se e s c r i b i r á en u n p r inc ip io 3,1400—^5,2867. 

328. Multiplicación.—El mult ipl icador entero 
no ofrece d i f icu l tad ninguna, y para el mul t ip l i ­
cador decimal l a regla se jus t i f i ca f á c i l m e n t e con 
un ejemplo de l a mane ra siguiente; 
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Ü n metro de tela cuesta 2,8o ptas. ¿ C u á n t o cues­
tan 0,75 w ? 

Razonamiento: S i se t ra tase de 75 m. el coste 
ser ía 2 , 80 X 75 = 2 1 0 ptas. ; como se t r a t a de 
una cant idad 1 0 0 veces menor, el resultado 
se rá t a m b i é n 100 veces menor, esto es: 2 ,10 ptas . 

Observación: L a regla p r i m e r a que se obtiene 
s e g ú n esto, es l a de mul t ip l icar como s i fuese en­
tero el multiplicador y correr después l a coma en 
el producto tantos lugares como cifras decimales 
tiene dicho multiplicador, pero es y a fácil pasar a 
l a ordinar ia . 

329. División.—Sólo presenta a n á l o g a m e n t e 
d i f icul tad el caso del d iv i sor decimal . 

E j e m p l o : Se han pagado 2,10 ptas. por 0,75 m. 
de tela; ¿cuál es el precio de i ? 

Razonamiento: P a r a hacer entero el divisor, d i ­
remos: S i hubiese comprado 100 veces m á s tela, 
el costo hubiese sido 100 veces mayor, esto es, que 
75 m. hubiesen costado 2 1 0 ptas. Ahora, precio 
de 1 m. = 2 1 0 : 75 = 2 , 8 0 ptas. 

De aqui l a regla, ú n i c a buena, de hacer el divisor 
entero multiplicando los dos té rminos por el n ú m e ­
ro conveniente 10, 100, 1.000... 

Observación 1.a: Sobre todo en los decimales 
conviene obtener previamente un resultado apro­
ximado; as í , en e l pr imer ejemplo, diremos: 0,75 m. 
es menos de 1 m. y m á s de I l 2 m . , luego el coste es­
t a r á comprendido entre 2,80 y 1,20, como ha ocu­
r r ido . 

E n e l segundo caso, a n á l o g a m e n t e , e l precio es­
t a r á comprendido entre 2,10 ptas. y su duplo 
esto es, 4,20 ptas. 
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Observación 2.a: Conviene habi tuar a l alumno 
a ca lcular l a a p r o x i m a c i ó n efect iva de los pro­
ductos desechando las cifras innecesarias. As í , 
por ejemplo, en coste se desprecia l a cifra que 
sigue a los c é n t i m o s , aumentando una un idad 
si vale m á s de medio c é n t i m o l a cant idad de que 
se prescinde. 

Observación 3.a: E s conveniente pract icar l a 
a p r o x i m a c i ó n del cociente en menos de una un i ­
dad decimal , dada, lo que no ofrece d i f icul tad 
alguna. 

E l sistema métr ico 

330. Caracteres de su enseñanza.—Ninguna 
otra parte de l a a r i t m é t i c a se presta mejor a hacer 
l a e n s e ñ a n z a a c t i v a e i n t u i t i v a ; ocasional en un 
pr inc ip io , y solamente s i s t e m á t i c a a l f ina l . 

R á p i d a m e n t e ss p a s a r á por l a s unidades natura­
les, y a d e m á s de las diferencias obtenidas m i ­
diendo con ellas una mi sma cant idad (por ejem­
plo, con palmos l a longi tud de l a clase), se p o d r á 
acudir a historietas entretenidas como l a de l a 
v a r a e s p a ñ o l a en A m é r i c a o e l origen de l a ya rda 
inglesa = longi tud del brazo de En r ique V I I , 
dada para ev i t a r disensiones entre sus s ú b d i t o s 
que t e n í a n siempre dos medidas, una pa r a com­
prar y otra pa r a vender. 

L o s mismos alumnos c o n s t r u i r á n las unidades 
que son susceptibles de ello: e l m. con una cinta , 
por c o m p a r a c i ó n , y sus divisores por doblamiento; 
e l dm.2 y luego el w.2 mediante el dibujo, el dm? 
en ca r tu l ina o papel . 

L a e v a l u a c i ó n d i rec ta de cantidades o b l i g a r á 
a usar l a un idad proporcionada; e l m. pa ra l a Ion-
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gi tud de l a clase y el mm. para el grueso de una 
madera, h a c i é n d o s e l a doble labor de calcular a 
ojo l a e x t e n s i ó n de una can t idad dada, y l a de de­
terminar l a e x t e n s i ó n correspondiente a un n ú m e ­
ro dado de unidades, todo ello referido a lo que 
m á s pueda interesar a l n i ñ o : su propia a l t u r a 
y peso, l a a l tu ra del asiento y l a del respaldo, 
l a superficie de l a ventana , l a c u b i c a c i ó n de l a 
clase. 

E s t a e v a l u a c i ó n S3 hace ex tens iva a cuestiones 
de H i s t o r i a Na tu ra l , Geogra f í a , E s t a d í s t i c a , etc. 
Por ejemplo: a l tu ra de algunas especies a r b ó ­
reas; longi tud de algunos r íos; anchura de algunos 
pasos m a r í t i m o s y canales, r íos , etc.; a l t u r a de 
algunos monumentos, peso de obeliscos, de anima­
les de cebo; precios mundiales de diferentes mer­
canc ía s , etc. L a c o m p a r a c i ó n de magnitudes 
obliga a l cambio de unidad; y l a a p r e c i a c i ó n del 
resultado de un pioblema, a l a s e p a r a c i ó n de sus 
unidades de diferentes ó r d e n e s . 

L a r e l a c i ó n entre las diferentes unidades m é t r i ­
cas s e r v i r á para determinar capacidades mediante 
e l peso en agua, l a densidad de un cuerpo exper i -
mentalmente, y con ello l a o b t e n c i ó n de p.sos por 
e l v o l u m : n (peso del tablero de una mesa de m á r ­
mol) , y de v o l ú m e n e s por peso (peso de una l l a v e ) . 

Gon todo ello se p r o c u r a r á que el a lumno ad­
quiera un conocimiento in tu i t i vo de las exten­
siones, empezando por las que expresan unidades, 
como, por ejemplo: l a anchura de l a mesa, es un 
metro; e l patio de l a escuela, es un Dm.2\ l a capaci­
dad de una carreta , es un m.3; y siguiendo por las 
d e m á s , por ejemplo, relacionar los t a m a ñ o s de 
las botellas con su capacidad respectiva, el. peso 
de un bloque de piedra o de un l ad r i l lo , etc. 
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Pocas dif icultades presenta e l S. M. D . como 
no sea e l crecimiento de l a s unidades de super­
ficie de IOO en 100 y las de volumen de 1.000 en 
i.ooo cont ra lo que parece indicar su nombre. 
L a o b t e n c i ó n de l a r e l a c i ó n entre tales extensiones 
y una d i m e n s i ó n hecha agrupando 4, g, 16 cua­
drados y 8, 27, 64 cubitos, empieza a dar u n a 
idea c l a ra ; sigue l a c o n s t r u c c i ó n de tales unida­
des y l a c o m p r o b a c i ó n de cuantas subunidades 
comprenden; y se t e rmina con ejercicios que d i - . 
ferencien l a nomencla tura formando, por ejemplo: 
6 dm.2 y 10 dm.2 p a r a dis t inguir este ú l t i m o del m.2 

331. Las unidades de tiempo.—Debe darse 
idea de l a d e t e r m i n a c i ó n del d í a por e l t iempo 
t ranscurr ido entre dos pasos consecutivos de l 
Sol por e l meridiano, apreciados por ser m í n i m a 
l a sombra de una v a r i l l a ve r t i c a l . A n á l o g a m e n t e 
se e x p l i c a l a d u r a c i ó n del a ñ o , y l a del segundo 
se obtiene exper imenta lmente por e l t iempo que 
dura l a osc i l ac ión de un p é n d u l o formado por u n a 
cuerda de 1 m . de largo suspendida por un extremo 
y con u n plomo en e l otro. U n reloj construido 
por los mismos alumnos con un c a r t ó n y mane­
ci l las movibles p e r m i t i r á e n s e ñ a r a reconocer l a 
hora y s e r v i r á pa r a p e q u e ñ o s problemas de cá l cu ­
lo y aun pa ra reconocimiento de á n g u l o s . 

L a s transformaciones de los l lamados n ú m e r o s 
complejos, desprovistos de su e x t r a ñ a nomencla­
tu ra , son simples aplicaciones de l a mul t ip l i ca ­
c ión y d i v i s i ó n , indispensables en algunos pro­
blemas concretos, o pa ra formarse idea m á s c l a r a 
de l a can t idad que tales n ú m e r o s representan, y su 
e n s e ñ a n z a , que h a de ser t a m b i é n ocasional, como 
base de problemas, o como a p l i c a c i ó n de ope­
raciones, no ofrece d i f i cu l t ad alguna. 



Complementos 

332. Las propiedades de las operaciones.—He­
mos indicado algunas de e l las en (42) y (107, c) 
el mismo camino puede seguirse pa ra las restan­
tes que se crean de i n t e r é s . Así pueden verse 
en nuestra A r i t m é t i c a I n t u i t i v a . 

L a ra íz cuadrada puede demostrarse i n t u i t i v a ­
mente, pero no creemos en l a c l a r idad de l a de­
m o s t r a c i ó n que suele darse y preferimos el empleo 
de tablas, o dar l a regla s in d e m o s t r a c i ó n . A n á ­
logamente ocurre con l a r a í z c ú b i c a . 

333. La divisibilidad.—Apenas ú t i l pa ra l a s im­
pl i f icac ión de l a d iv i s ión , y por tanto de las frac­
ciones, pueden obtenerse los caracteres de d i v i s i ­
b i l idad , s in que s i r v a de gran cosa l a a p e l a c i ó n a 
l a i n t u i c i ó n , pues esta f a l l a pa ra los grandes n ú ­
meros. 

Así, pa ra l a d iv i s ib i l i dad por 9 podemos seguir 
e l camino siguiente: 

1.0 10, 100, 1.000... forman un m ú l t i p l o de 
9 m á s i , puesto que son 9 + 1, 99 + 1, 999 + 1, 
esto es, 10, 100, 1.000 discos pueden ponerse en 
fi las de 9 y s o b r a r á 1 pa r a cada uno. 

2.0 U n n ú m e r o t a l c ó m o 200 = 2 veces 100 
se d i s c o m p o n d r á en f i las de 9 y s o b r a r á n 2. 

3.0 U n n ú m e r o t a l como 235 = 200 + 30 + 5 
se d e s c o m p o n d r á en fi las de 9 y s o b r a r á n 2 + 3 + 5; 
con é s t a s se puede formar o t ra f i la de 9 sobrando 1 . 

E s t e es el resto que da u n n ú m e r o a l d iv id i r lo 
por 9, y que es e l mismo que da l a suma de sus 
cifras. 

334. La prueba por 9.— Conveniente, sobre 
M e t o d o l o g í a . 23 
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todo pa ra los n i ñ o s , a quienes gusta estar seguros 
de l a exac t i tud de l a o p e r a c i ó n que han efectuado, 
puede darse l a prueba por 9 s in jus t i f i cac ión , o 
apelar sencillamente pa ra ello, en pr imer lugar, a 
que l a o p e r a c i ó n bien hecha d é l a prueba, y en 
el segundo lugar a l a d e m o s t r a c i ó n que damos en 
nuestra Ar i tmé t i ca I n t u i t i v a . 

L a Ar i tmé t i ca mercanti l 

335. E l tanto por ciento.—a) Siguiendo l a 
regla de hacer in tu i t ivos los conceptos r e l a c i o n á n ­
dolos con el s is tema m é t r i c o , l as pr imeras ense­
ñ a n z a s se r e f e r i r án a determinar e l 1, 2, 3 por ciento 
de 1 pta. , 1 m., 1 1., 1 m.2, etc. 

b) De los tres problemas que p lantea el tanto 
por ciento, el m á s sencillo es l a d e t e r m i n a c i ó n del 
tanto por ciento de una cant idad; e l siguiente q u é 
tanto por ciento de una can t idad es otra, y e l 
m á s difícil el de ha l l a r una cant idad dado su 
tanto por ciento. 

c) E n é s t a como en las reglas siguientes d e b e r á 
practicarse previamente el c á l c u l o menta l con 
a y u d a de artificios, el escrito con ellos, y l a re­
s o l u c i ó n general escri ta . 

d) E s pYeferible en general reducir el tanto por 
ciento a f racc ión ord inar ia de l a cant idad o decimal 
de l a unidad. As í , el 5 por 100 = ^ - de l a cant i ­
dad o 0,05 de l a m i sma por un idad . 

E j e m p l o : Calcular el 4 y medio por ciento de 72 
pesetas. 

Cálculo con artificios. 
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E l 4 por 100 equivale a 
0 , 0 4 cts . por cada peseta. 
Por 72 se rá o, 04 x 72 = 2 ,88 ptas. 

H a y que agregar el me­
dio por ciento que es u n 
octavo del anterior 2 ,88 : 8 = 0 ,36 

Total 3 ,24 pts . 

. Observación: S i los n ú m e r o s anteriores hubieran 
sido m á s sencillos pudiera haberse resuelto men­
talmente. 

Cálculo general. 

P r i m e r a forma: 1 0I0 de 72 pts. = 0 ,72 

X 4,5 

4.5 » » » : 3 .24 

Segunda forma: 0 , 0 4 5 de 72 = 0 , 0 4 5 X 72 = 3 ,24 

336. E l interés.—a) Puede considerarse como 
un caso par t icu lar de l a regla de tanto por cien­
to suponiendo a d e m á s l a ganancia proporcional 
a l t iempo. 

b) De los var ios problemas que plantea, los 
m á s interesantes son el c á l c u l o del i n t e r é s y el 
del cap i ta l , por ser los m á s usuales, siendo el 
pr imero e l m á s sencillo de todos. No d e b e r á 
practicarse el c á l c u l o del i n t e r é s por var ios a ñ o s 
por ser caso i r r ea l . 

c) E n el c á l c u l o del i n t e r é s empieza por ha­
l larse e l tanto por ciento del cap i ta l como ante­
riormente, obteniendo así l a renta . L a d iv i s ión 
por 12 (360) d a r á el i n t e r é s mensual (diario) y 
l a m u l t i p l i c a c i ó n por el n ú m e r o de meses (días) 
t e rmina el problema. 
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d) E l c á l c u l o menta l se presta a interesantes 
art if icios que refuerzan l a p e r c e p c i ó n de las tres 
magnitudes, cap i t a l , t iempo y ganancia, que 
intervienen. 

E j e m p l o : ¿Qué capital produce 12 ptas. a l a ñ o 
a l 5 %? 

1 p t a . es producida por 20 , 
12 ptas . son producidas por 2 0 X 12 = 2 4 0 ptas. 

¿Qué capital produce 14 ptas. en un a ñ o a l 4 % ? 

4 ptas . son producidas por 100 ptas. 
14 es 3 Va veces 4, luego el cap i t a l s e r á 3 X loo - j -

-f- — 100 = 3 5 0 ptas. 

Cuando el t iempo no es un a ñ o , sino meses 
o d í a s , se aver igua e l i n t e r é s de una peseta duran­
te un mes (d ía) , d e s p u é s durante el a ñ o , y el ca­
p i t a l buscado es l a r e l a c i ó n entre lo realmente 
producido y esto. 

337. La contabilidad.—Una senci l la contabi­
l i d a d d o m é s t i c a , y aun mercant i l , puede ser ense­
ñ a d a en l a escuela p r i m a r i a por su indudable v a ­
lor p r á c t i c o y por su al to va lo r educativo, a l ha ­
bituar a l aná l i s i s de los hechos e c o n ó m i c o s y 
a establecer e l orden, l a c o r r e l a c i ó n y l a c l a r idad 
entre los hechos contables. L o s alumnos t ienen 
un gusto especial-por esta e n s e ñ a n z a , sobre todo 
si se dramatiza, esto es, se fingen compras y ven ­
tas, se maneja el dinero escolar, incluso los pa­
garés y los d e p ó s i t o s , e s t a b l e c i é n d o s e en l a escuela 
una serie de p e q u e ñ o s establecimientos que com­
prendan desde l a casa pa r t i cu la r y l a t ienda, has . 
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t a ú n modesto establecimiento bancario, l l e v á n ­
dose los l ibros correspondientes y e x p i d i é n d o s e 
los documentos necesarios. 

L a Geometr ía 

338. Preliminar.—La d i d á c t i v a de l a Geome­
t r í a presenta muchas menos dificultades que l a 
de l a A r i t m é t i c a , por prestarse m á s a apl icar sin 
art if icio alguno l a s normas generales de l a ense­
ñ a n z a que venimos expl icando; por , esto nos 
l imi taremos a precisar pa ra algunos puntos de­
tal les que puedan tener a lguna importancia . 

Realmente l a G e o m e t r í a en l a E s c u e l a P r i m a ­
r i a no puede pasar de las fases de observación y 
exper imentación que son su pr incipio , dejando l a 
f o r m a c i ó n lóg ica pa ra l a e n s e ñ a n z a secundaria. 
S in embargo, no deben prolongarse aquellos pe­
r íodos y en todo momento debe hacerse l a apela­
ción posible a l aspecto l ó g i c o , si se quiere que 
esta e n s e ñ a n z a no pierda uno de sus pr inc ipa les 
medios de e d u c a c i ó n in te lec tua l . 

339. E l periodo de observación.—Se caracte­
r i z a por e l estudio i n tu i t i vo de l a forma, l a posi­
ción y el movimiento. 

Puede emplearse el mate r ia l Froebel , e l Mon-
tessori y las formas g e o m é t r i c a s coloreadas de 
Mlle. Andemars, con las que se forman casitas, 
verjas, incluso siluetas de animales. T a m b i é n es 
recomendable l a l o t e r í a de formas que contiene 
las fundamentales y con l a que se juega como con 
l a ordinar ia . 

E l conocimiento de las formas espaciales, super­
ficiales o l ineales v a unido a l aprendizaje del nom-
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bre correspondiente (lo mismo decimos de las 
posiciones), por lo cua l es preciso dar nombre a 
una f igura cualquiera y seleccionar una figura 
por su nombre, y esto h a de hacerse tanto por 
l a v i s t a como a l tacto. Queda por f in reproducir 
l a forma, bien por el modelado, e l plegado, re­
cortado, etc. 

E l aná l i s i s y l a s ín tes i s de las figuras l l e v a a 
descomponerlas y recomponerlas cortadas por 
sus l í n e a s y planos principales, l indando con los 
puzzles g e o m é t r i c o s . L a c o m b i n a c i ó n de elemen­
tos de figuras pa ra obtener otras s i m é t r i c a s con 
r e l a c i ó n a un eje o a un centro, producto de una 
t r a s l a c i ó n pa ra le la (por ejemplo, var ios l \ igua­
les colocados formando un piso) , da idea de l a 
pos i c ión y el movimiento . . 

340. E l período experimental.—En él l as pro­
piedades de las figuras se estudian exper imenta l -
mente, comprobando, por ejemplo, que l a l í nea 
recta entre dos puntos es m á s cor ta que una que­
brada o c u r v a de los mismos extremos, y hasta 
c u á n t o m á s cor ta es. L o mismo se hace comparando 
l a perpendicular y l a oblicua, evidenciando ade­
m á s que sin grandes desviaciones del pie l a dife­
rencia no es m u y grande, lo cua l permite apre­
ciar los errores que puedan cometerse en agr i ­
mensura, cuando l a perpendicular a una base 
puede sufrir desv iac ión . 

Pueden uti l izarse figuras con movimiento como 
los paralelogramos ar t iculados, y , pa ra c i tar un 
ejemplo, l a mediatr iz de un segmento se obtiene 
experimenta]mente fi jando en sus extremos los 
de una goma y di latando é s t a por un l á p i z fijo 
en su punto medio. 

L o s á n g u l o s se de f in i r án por e l giro, con auxi l io 
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de las manecil las de un reloj , a par t i r del á n g u l o 
l l ano y l a perpendicular idad e s t a r á dada pol­
los á n g u l o s adyacentes iguales, desterrando para 
siempre lo de no incl inarse m á s a un lado que 
a otro. L a p r imera def in ic ión de parale las puede 
darse por l a equidistancia. 

L a s á r e a s y v o l ú m e n e s se empiezan a estudiar 
por e l procedimiento na tu ra l de d e s c o m p o s i c i ó n en 
unidades de superficie o volumen, apelando des­
p u é s a l a equivalencia o a l a c o m p r o b a c i ó n ex­
per imental , pa ra lo cual es ú t i l el mate r ia l indica­
do en 216. 

4.—El cálculo ordinario y el cálculo rápido 

341. Diíerenciación.—Existe una p e q u e ñ a con­
fusión acerca de las formas en que se desarrol la 
l a ac t iv idad calculator ia . P a r a ev i t a r l a , nosotros 
consideraremos cálculo ordinario a l que se real i ­
za s egún las reglas ordinarias, oralmente para los 
n ú m e r o s comprendidos en las tablas y por es­
cr i to pa ra los d e m á s . Por cálculo r á p i d o enten­
deremos el realizado bajo reglas que abrevian el 
procedimiento ordinario, pero en e l cua l es pre­
ciso escribir pa ra obtener el resultado. Cálculo 
mental es aquel en que percibidos los datos, v i ­
sual o audi t ivamente, puede enunciarse el resul­
tado sin necesidad de recurr i r a l a escri tura. 
As í , por ejemplo, el producto de un n ú m e r o por 
9 hecho por las reglas ordinarias , es c á l c u l o ordi­
nario: verif icado cuando el n ú m e r o es largo por 
l a regla de restar cada cifra de l a siguiente, lo 
cua l exige escribir las s u c e s i v á m e n t e , es cá l cu lo 
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r á p i d o ; y l a m u l t i p l i c a c i ó n por g de un n ú m e r o 
de dos cifras m u l t i p l i c á n d o l o por 10 y restando 
el mismo n ú m e r o , todo lo cua l se hace mentalmen­
te, es c á l c u l o menta l . 

342. Justiíicación.—El c á l c u l o no tiene sola­
mente el va l o r p r á c t i c o f á c i l m e n t e recognos­
cible, sino a d e m á s un al to v a l o r educativo, y a 
que h a b i t ú a a ser preciso, a t rabajar con orden, 
a u t i l i zar m e t ó d i c a m e n t e los conocimientos ad­
quiridos, a desenvolver e l poder de a t e n c i ó n y 
de re f l ex ión . Obl iga a l aná l i s i s de los n ú m e r o s y 
prepara e l razonamiento deductivo. Claro es que 
todo ello se desvanece casi a l aparecer los auto-
.matismos del c á l c u l o , pero es preciso que és tos se 
adquieran racionalmente por una parte, y por 
otra e l c á l c u l o r á p i d o y el c á l c u l o mental renuevan 
constantemente esas cualidades, sobre todo cuan­
do se impulsa a l n i ñ o a buscar proeedimientos pro­
pios, que a d e m á s s e r á n los m á s adecuados para 
sus condiciones ps i co lóg icas . Son a d e m á s los ejer­
cicios n u m é r i c o s un complemento na tu ra l de las 
lecciones de e l a b o r a c i ó n , y a que los conocimientos 
adquiridos en ellas t ienden a aplicarse inmediata­
mente por una e x p a n s i ó n ps ico lóg ica na tura l . 

343. Caracteres generales.—Los ejercicios de 
c á l c u l o , no deben hacerse rut inar iamente n i aun 
confiando en el gusto del n i ñ o por l a a d q u i s i c i ó n 
de automatismos. E s preciso que rev is tan a l g ú n 
i n t e r é s , y pa ra ello bas ta en general referirse, a l 
proponerlos, a los mot ivos de l a lecc ión de elabo­
r a c i ó n de que dependen. Claro es que cuanto mayor 
sea e l n i ñ o m á s se puede acudir a su gusto por. l a 
exac t i tud ; a l a e m u l a c i ó n i n d i v i d u a l o por gru­
pos, y en una p a l a b r a a l carácter deportivo de l a 
M a t e m á t i c a . 
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L o s n ú m e r o s que han de emplearse en los cá l cu ­
los son, como regla general, los correspondientes 
a l grado de que se t rate , y los usuales en l a v ida . 
S e g ú n W i l s o n , de los n ú m e r o s empleados en l a 
v i d a corriente 7/8 no t ienen m á s de 5 cifras; 
l a m i t a d de los mul t ip l icadores son de una cifra, 
y los 3/4 de l a s operaciones son las fundamentales 
entre n ú m e r o s que representan numerar io : pe­
setas y c é n t i m o s . 

E l c á l c u l o ora l es preferible a l escrito por l a 
fatiga y d e s v i a c i ó n de l a a t e n c i ó n que és te su­
pone. L o s ejemplos son mejor cortos que largos, 
y su co r r ecc ión puede hacerse por los alumnos me­
jores. 

344. La iniciación al cálculo.—Es de especial 
impor tancia , porque en e l la se obtienen i n t u i t i v a ­
mente los conceptos de n ú m e r o s y operaciones y 
se forman los primeros automatismos n u m é r i c o s ; 
en e l l a se emplea generalmente (hay excepciones 
provinientes y a de Pes ta lozz i ) , tanto el ca lculo 
ora l , que no l lega a menta l por operarse mater ia l ­
mente, como el escrito. Se rea l iza con los p á r ­
vu los de cuatro a seis a ñ o s , o en el p r imer grado 
escolar, de seis a siete a ñ o s , d e d i c á n d o l e un cuar­
to de hora cada d í a , que puede aumentarse si no 
se fatigan los p e q u e ñ o s alumnos. Se puede con­
siderar este p e r í o d o d iv id ido en dos, e s t u d i á n d o ­
se en e l 1.0 los n ú m e r o s y sus operaciones has ta 
10, y en e l 2.° has ta 20, en l a forma siguiente: 

1.0 Es tud io m o n o g r á f i c o de los 9 primeros n ú ­
m e r o s . — O b t e n c i ó n nombre y s igno.—Su obten­
ción por suma y m u l t i p l i c a c i ó n de todas las man i ­
r á s posibles.—Restarle todos los n ú m e r o s ante­
riores (según nuestra exper iencia personal esto 
suel<; recargar demasiado l a lección) .—-La mi tad , 
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el tercio y el c u a r t o . — D i v i s i ó n por 2, 3 y 4. 
2.0 L a decena, de 10 a 20. Sumas de t ipo: 

a) 11 4- 3 = 14; b) 7 - f 5 = 12.—Restas de t ipo : 
a) 14 — 3 = 11 ; b) 12 —• 5 — 7 . — M u l t i p l i c a c i ó n 
hasta 18. O p e r a c i ó n inversa . 

E l mater ia l empleado y los procedimientos pue­
den f á c i l m e n t e verse en los c a p í t u l o s V I y V I L Se 
opera sucesivamente con objetos, con i m á g e n e s y 
con n ú m e r o s , oralmente y por escri to. 

Así , por ejemplo, pa ra el n ú m . 4 d i s p o n d r í a m o s 
de cuatro cubos coloreados como mater ia l funda­
mental y todo aquel del propuesto que se refiera 
a este n ú m e r o . L o s n i ñ o s d e b e r í a n tener t a m b i é n 
sus cuatro cubitos, aunque esto no es siempre po­
sible; pero todos han de tener su cuaderno de pa­
pel cuadriculado, l á p i z negro .y de colores. 

Se presenta un grupo de t res cubitos, se pre­
gunta c u á n t o s hay . Se pone jun to a ellos otro 
cubito, y se pregunta: ¿y ahora? Se forma con los 
cuatro cubitos un grupo, y se dice ahora h a y 
cuatro, y se escribe 4, y t a m b i é n cuatro. A conti­
n u a c i ó n , agrupando convenientemente los cubos, 
se obtienen las sumas 3 + 1 = 4 , 2 + 2 = 4, 
1 + 3 = 4, a d e m á s 2 veces 2 = 4, y separando 
cubos 4 — i = 3 , 4 — 2 = 2, 4 — 1 = 3 y 4 — 
— 4 = 0. 

D i b ú j a s e finalmente un cuadrado, cuyos lados 
se cuentan y se escribe su nombre. 

E l uso del resto del mater ia l , las historietas, 
los ejercicios de c o m p r e n s i ó n , completan l a lec­
c ión o l a repiten a m p l i á n d o l a a l d í a siguiente. 

L o s procedimientos Mac K i n d e r Winecke ta y 
a n á l o g o s son al tamente recomendables en este 
p e r í o d o y casi só lo pa ra él . 

345. La escritura de los números.—Condición 
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fundamental pa ra l a exac t i tud , r á p i d e z y fines 
del c á l c u l o , es una correcta escr i tura de los mis­
mos: e l perfecto trazado de las cifras (teniendo 
en cuenta posibles confusiones como el 3 y 5, 
e l 6 e l o y el 8), su adecuada s e p a r a c i ó n y su colo­
cac ión en columna, para lo cua l es ú t i l í s i m o el 
empleo del papel cuadriculado. A u n as í l as con­
fusiones son m u y grandes y l a fat iga que l a escri­
t u r a supone considerable para el n i ñ o , por lo cual 
es conveniente el uso de cuadernos que tengan 
impresos los datos, u obtenidos cuando menos 
en un mul t icopis ta . 

346. Normas para el cálculo .—El maestro ha 
de observar a sus alumnos y anal izar cada una de 
l a s operaciones parciales en que una o p e r a c i ó n de 
c á l c u l o se descompone, y proponer a los alumnos 
e l n ú m e r o de ejercicios necesarios y suficientes para 
dominar progresivamente todas ]as operaciones. 

E n l a imposibi l idad de dar a q u í el aná l i s i s de 
todas las operaciones y l a serie de ejercicios ne­
cesarios, cosa propia de un l ibro especial, nos l i ­
mitaremos a hacer tales indicaciones pa ra l a 
suma por considerar la l a o p e r a c i ó n fundamental . 

i . Momentos psicológicos de l a ad ic ión en co­
lumna, s e g ú n T h o m d i c k e : 

1.0 Mantener l a a t e n c i ó n en l,a co lumna co­
rrespondiente. 

2.0 Conservar en l a mente el resultado de 
cada a d i c i ó n hasta l a siguiente. 

3.0 Sumar un n ú m e r o visto con otro pensado. 
4.0 Prescindir de los espacios vac ío s . 
5.0 Presc indi r de los ceros. 
6.° Sumar unidades con n ú m e r o s mayores 

que 10. 
7.0 E s c r i b i r l as unidades en vez de l a suma to ta l . 
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8.° L l e v a r , es decir, descomponer un n ú m e r o 
mayor que' 10 en unidades y decenas y reducir 
é s t a s a unidades. 

L a co locac ión de los datos inf luye en l a d i f icul ­
t ad , as í t res cifras en co lumna son sumadas co­
rrectamente por e l 95 por ciento de los a lum­
nos de pr imer grado, mientras que en f i l a sólo lo 
son por e l 77 por ciento (Wi lson) . 

2. L a g radac ión en l a s u m a . — L a d i f icu l tad de 
efectuar una suma aumenta con el n ú m e r o de 
cifras en cada columna m á s que con el n ú m e ­
ro de cifras en cada f i la , y es m á s grande su­
mando de menor a mayor que a l contrario, y lo 
es t a m b i é n a l pasar de 9 el resultado. 

Cuando se forman decenas se di f icul ta m á s l a 
o p e r a c i ó n cuanto m á s a le jada del f ina l de l a co­
l u m n a aparecen, siendo lo m á s en columna inter­
media que en l a ú l t i m a ; ' f inalmente, el n ú m e r o 
de veces que es preciso l l e v a r acrecienta l a d i ­
f icul tad. Con arreglo a todo ello podemos propo­
ner los siguientes ejercicios graduados, tomados 
de Grosgurin. 

a) S i n llevar: 

M 3 

2 14 

14 1 0 1 4 32 

10 18I 13 56 

86 43 

42 85 

231 243 

42 36 

254 243 

123 654 

4 6 6 

2 0 2 

3 «2 

6 42 

5 8 13 

30 1241 

12 232 

17 16 

3220 3694 

62!, IO36 

42 4205 
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b) Llevando. 

4 4 

2 2 

3 8 

6 3 

7 4 

4 5 

3 6 

5 8 

19 37 

4 9 

127 '35 

19 46 

30 10 

235 519 

146 138 

276 292 

Observación: E n u n pr inc ip io en é s t a como en 
las restantes operaciones se debe expresar el 
orden de unidades con que se opera y l a forma 
de hacer l a d e s c o m p o s i c i ó n para l l evar ; m á s ade­
lante debe tenderse a emplear,, por el contrario, 
el m í n i m o de palabras. 

3 . L a g r a d u a c i ó n en l a res ta no ofrece d i f i -
cu i tad . E n l a m u l t i p l i c a c i ó n , r e d u c i é n d o l a a un 
ejemplo de cada clase, expondremos los t ipos 
siguientes: 

143 
X 2 

129 
X 2 

345 
X 3 

3 0 5 6 
X 4 

E n e l pr imer producto no se l l e v a ; en el se­
gundo se l l e v a só lo en l a s unidades; en el tercero 
en las unidades y en l a s decenas; en el cuar to 
h a y u n cero intercalado, etc. E n todos ellos los 
mult ipl icadores son 2 a 5, que son los m á s fáci ­
les, especialmente este ú l t i m o . L o s ejercicios 
siguientes s e r án a n á l o g o s , pero en los primeros, 
mientras e l mul t ip l icador es mayor que 5, l as 
cifras del mul t ip l icando son menores que 6. 

Seguidamente se pasa a m u l t i p l i c a r por l a un i ­
dad seguida de ceros y por ü n a c i f ra s igni f ica t iva 
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seguida de cero^ s in concederles gran impor tan­
c i a , y finalmente se proponen ejercicios de d i ­
f icu l tad creciente como los que siguen: 

«) 12 3 7 b) 2 3 8 9 4 8 2 9 c), 1 2 1 0 1 1 5 4 8 3 
X 1 2 X u X 1 5 X 1 6 x i 8 X 1 9 

ch) 3 8 3 1 2 8 9 d) 1 3 0 0 5 3 2 8 9 é)3 2 8 3 1508 
X 3 1 X 4 1 X 1 2 2 X 3 0 1 X 3 6 X 4 7 

/ ) 3 2 8 4 2 5 4 2 8 7 g) 9 6 9 8 8 7 6 8 
X 1 0 9 X 9 8 X 6 7 8 X 6 9 7 

4. L o s momentos que considerar en l a d iv i s ión 
son, en p r imer lugar , los fundamentales s e ñ a l a ­
dos en 209-4 empezando por los cocientes exac­
tos; d e s p u é s puede precederse en l a siguiente 
forma: > 

a) D iv i so r de una c i f ra .—1.-Cocientes exactos: 

a) 81 : 3 90 : 2 56 : 4 75 : 5 84 : 6 96 : 8. 
b) 128 : 2 219 : 3 560 : 4 1323 : 3 455 : 7 

829 : 9. 

c) 2824 : 4 2030 : 5 1824 : 6 4235 : 7. 

2.—Cocientes inexactos : 
a) 7 7 : 2 9 5 : 6 4 9 : 4 7 2 : 5 . 
b) 399 • 2 512 : 6 126 : 7 450 : 8. 
c) 3571 : 2 4151 : 3 1085 : 7 5020 : 8. 
d) 1 . 0 0 0 : 9 3 0 . 0 2 5 : 6 8 0 . 0 7 1 : 7 2 0 . 5 0 1 : 6 . 

D iv i so r de var ias cifras .—Se e m p e z a r á por 
tomar como div isor una c i f ra s igni f ica t iva se­
guida de uno o m á s ceros; y se c o n t i n u a r á con 
n ú m e r o s de dos cifras cuyas unidades sean meno-
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res que 5, pa ra t e rminar con los n ú m e r o s que 
l a s tengan mayores; claro es que en cada caso 
debe comenzarse porque el cociente tenga u n a 
sola c i f ra . 

347. Los números decimales.—Desde e l punto 
de v i s t a del cá l cu lo no ofrecen d i f icu l tad alguna, 
y a que sus reglas se reducen a l a s de los enteros. 
E s esencial e l comprender l a t rascendencia de 
l a s u p r e s i ó n de las comas y hacer un tanteo 
antes de colocar la defini t ivamente en e l resul ­
tado, sobre todo en l a d iv i s i ón ; así , por ejemplo, 
s i en los datos l a p r imera c i f ra s ign i f ica t iva del 
dividendo son unidades y l a del d ivisor c e n t é s i ­
mas, hemos de pensar que el cociente s e r á 1 X 
X 100 = centenas aproximadamente , y a que d i ­
v i d i r por 0,01 equivale a m u l t i p l i c a r por 100. 

348. E l . cálculo rápido.—Interesante por l a dis­
m i n u c i ó n de esfuerzo que supone, lo es a ú n m á s 
por mostrar l a a p l i c a c i ó n de l a s t e o r í a s m a t e m á ­
t icas a l c a r á c t e r de arte que hemos s e ñ a l a d o a 
esta ciencia, y por prestarse a l a i n v e n c i ó n por 
parte del a lumno, neutral izando l ó s efectos del 
automatismo. 

No necesita e l c á l c u l o r á p i d o de procedimientos 
especiales pa ra su e n s e ñ a n z a , y en cuanto a los 
ejercicios a que se presta remi t imos en general 
a l lector a nuestra Ar i tmé t i ca I n t u i t i v a . S i n embar­
go, hacemos a c o n t i n u a c i ó n algunas indicacio­
nes. 

5 w w a . — P a r a obtener 8 + 5 + 7, d ígase sucesi­
vamente 8 — 13 — 20. 

B ú s q u e n s e los sumandos que dan 10 o dece­
nas justas . Así 3 + 8 + 7 + 9 + 1 + 2 = 10 + 
+ 10 + 10 = 30. 



— 368 — 

B ú s q u e n s e los sumandos iguales para proceder 
por m u l t i p l i c a c i ó n . 

Resta.—No se presta a m á s abreviaciones que 
a l as resal tantes de emplear e l complemento ar i t ­
m é t i c o del sustraendo, s u m á n d o l o y restando una 
un idad de orden superior: a s í 1436 — 542 = 
= 1436 + 458 — 1000. t r a n s f o r m a c i ó n realmen­
te ú t i l cuando son v a r i a s l as cantidades que res­
tar . 

Mul t i p l i cac ión . -—Mul t ip l i ca r por 5, 50, 500; por 
15 y 150; por 25 y 250. (Véase A r i t m é t i c a I n t u i ­
t i v a . 

T I X T TVT N 100 Por 75 y 125. — N x 75 = N . 100— • 
4 

N . 100 
N . 125 == N . 100 H ; — 

4 ' 
P o r 11 , m , m i , 9, 99, 999.—-Supóngase uno, 

dos, t res ceros delante y detras y I S^ eSe | cada 
| r é s t e se j 

c ifra | c^n { l a siguiente: 
| de ) 

P o r 12, 13, 14, 1 9 . — S u p ó n g a s e u n cero de­
lante y otro d e t r á s , m u l t i p l i q ú e s e cada cifra por 
las unidades del mul t ip l i cador y s ú m e s e con l a 
c i f ra siguiente. 

Productos de n ú m e r o s de dos cifras: 

3 4 í 28 \ 
1 X 1 | 2 1 ^ L0s productos parciales y las su-

. 7 l 32 ( mas se hacen mentalmente. 
| _ 2 4 _ 

2 9 5 8 

P o r 279, 357, 549, etc.—Caso en que l a s decenas 
son un m ú l t i p l o d í g i t o de l a s unidades. Se efec_ 
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t ú a e l producto por é s t a s , y e l producto pa rc ia l 
se m u l t i p l i c a por e l factor d í g i t o . 

A s i 5 8 2 3 
X 2 7 9 

5 2 4 0 7 Producto de 5 8 2 3 por 9 
1 5 7 2 2 1 » » 5 2 4 0 7 » 3 

1 6 2 4 6 1 7 

Por 1 y¡2.. 2 1 / , , 3 ^ 2 - 2 7 . - 3 7 * . . . — E f e c ­
tuando l a m u l t i p l i c a c i ó n por e l entero y suman­
do l a mi t ad , cuar ta parte del mul t ip l icando. 

Por 3/4 — + 7 4 — C ó m o ind ica l a equivalen­
cia , sumando su m i t a d con l a m i t ad del resultado. 

POTAIS = 4 / 8 + 7 8 + I / 8 = I / 2 + 7 4 + 7 8 . -
Cómo ind ica l a igua ldad tomando mitades suce­
s ivas . 

Por 33, 55, 36, e t c . — N ú m e r o s descomponibles en 
factores fáciles, h a c i é n d o l o por cada factor suce­
sivamente. 

P o r 0,50; 0,25; 0,125. P o r 0,75 = 1 — 74 . 
P o r 1,25 = 1 + 74-—Como ind i ca l a equivalencia . 

D i v i s i ó n . — L a s impl i f i cac ión preferible es l a de 
supr imir los factores comunes a l dividendo y 
divisor . L o s ceros en el d iv isor deben suprimirse 
separando en e l d ividendo otras tantas cifras. 

D i v i s i ó n por 0,5; 5,50. P o r 0,25; 2,5; 25. Por 
0,125; 1,25; 12,5; 125. Como corresponde a l p r i ­
mer n ú m e r o transformado en f racc ión , d ividien­
do d e s p u é s por 10, 100 y 1.000. 

P o r 75 = 25 . 3; 375 = I 2 5 . 3, ^ c — C o m o i n ­
dica l a d e s c o m p o s i c i ó n en factores, sucesiva­
mente. 

M e t o d o l o g í a . 24 
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5. —al cálculo mental 

349. Justiíicación.—El va lo r p r á c t i c o del cá l cu ­
lo menta l se encuentra en l a e n s e ñ a n z a , por lo 
que fac i l i t a é s t a con su rapidez y a n i m a c i ó n ; y 
en l a v i d a , por ser impresc indib le constante­
mente. S u gran va lo r educat ivo ha sido y a seña­
lado como base del c á l c u l o pensado; de l a r eacc ión 
contra el automatismo; del ejercicio de l a aten­
ción, convert ida en re f lex ión , difícil de lograr en 
el n i ñ o s in soporte in tu i t ivo , y de l a invención, y a 
que el n i ñ o ha de ingeniarse con reglas propias 
pa ra responder con rapidez y exac t i tud . E s ade­
m á s el que se presta a establecer m á s inmedia ta­
mente el pugilato entre los a lumnos por las res­
puestas r á p i d a s y exactas, y y a hemos indicado 
que los ejercicios de c o m p r e n s i ó n que deben ha­
cerse en cada una de las lecciones son, en su par­
te n u m é r i c a , ejercicios de c á l c u l o mental . 

'350. Los procedimientos.—El i n t e r é s que des­
p ie r ta el c á l c u l o menta l por sí mismo hace casi 
innecesarios los procedimientos ar t i f ic iales . Con­
viene, s in embargo, que los ejercicios tengan en 
un pr incipio base concreta de objetos. Por ejem­
plo: grupos de cubos; i m á g e n e s , as í , cuadros 
donde aparezcan tres vasos y el precio de uno, 
75 cts., pa ra preguntar e l va lo r de los tres; ejem­
plos concretos s in i m á g e n e s , y f inalmente los ejer­
cicios n u m é r i c o s , con l a g r a d a c i ó n de escribir 
pr imeramente los n ú m e r o s en l a p izar ra , y de 
supr imir los s i su sencillez lo permite. 

Como procedimiento de a p l i c a c i ó n citaremos 
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el de Tabereau, de l a Martiniere. L o s alumnos 
e s t á n provistos de pizarras . E l maestro pre­
senta el ejercicio, y concede un poco de t iempo 
p a r a obtener el resultado. A una pa lmada los 
n i ñ o s l o escriben en l a p iza r ra y v u e l v e n lo es­
cr i to sobre l a mesa. Ot ra pa lmada , y todos los 
n i ñ o s l evan tan l a p izar ra v o l v i é n d o l a h a c í a el 
maestro. Ventajas: s imul taneidad y orden en el 
t rabajo; imposibi l idad de copiarse unos a otros; 
rapidez en los ejercicios y en l a p e r c e p c i ó n del 
resultado; posibi l idad de l a co r r ecc ión como si 
fuese i nd iv idua l ; conocimiento inmediato por los 
mismos alumnos de quienes lo han hecho bien y 
quienes ma l ; r e g u l a c i ó n del t iempo dedicado 
a cada ejercicio, pudiendo acelerarse progresiva­
mente. 

351. E l programa.—Los ejercicios indicados 
pa ra el c á l c u l o r á p i d o s i rven en general pa ra el 
c á l c u l o menta l cuando se opera con n ú m e r o s pe­
q u e ñ o s , pero, estando esta interesante p r á c t i c a 
m u y descuidada en E s p a ñ a , vamos a dar un pro­
grama detallado seguido con é x i t o , en unas escue­
la s de P a r í s , no s in hacer notar quedos ejercicios 
siguen, como es na tu ra l , ' a l as lecciones de elabo­
r a c i ó n de que proceden. 

P r i m e r grado.—Sumar y restar 2, 3, 4 ... 9. 
Sumas de t ipo: 30 + 50; 20 + 27; 45 + 30; 23 + 
+ 42. N ú n e r o s d é c i m a l e s a n á l o g o s . S u s t r a c c i ó n 
de t ipo: 50 — 20; 65 — 40; 48 — 24; 40 — 36; 
42 — 37; Complemento a una peseta de un cierto 
n ú m e r o de c é n t i m o s . N ú m e r o s decimales. 

M u l t i p l i c a c i ó n por 2, 3, 4, 6, 7 y 8. Mul t ip l i ca ­
ciones de t i po : 40 x 7; 6 X 40. 

T o m a r l a mi tad , mul t ip l i ca r por 0,50 y 5. Com­
plementos a 2 pes: tas. Mul t ip l icar por 1,50. 
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T o m a r e l tercio y e l cuar to . Mul t ip l i ca r poi" 
0,25 y 25. Mul t i p l i ca r por g, 11 y 15. 

Segundo grado.—Repaso del anterior. Efec tuar 
sumas como 345 + 231 = 345 + 100 + 30 + . 1. 

I d e m 345 + 576 = 345 + 500 + 70 + 6 (l le­
vando). N ú m e r o s decimales. E fec tua r restas como 
746 — 235 == 746 — 200 — 30 — 5. I d e m 746 — 
— 278 = 746 — 200 — 70 — 8 ( l levando) . 

Mult ipl icaciones de t ipo: 63 x 4 = 60 . 4 + 
+ 3 . 4 . I d e m 63 x 40 = 63 . 4 . 10. I d e m por 
I I , 21 , 31 ... 9, 19, 2 9 . . . I d e m por 12, (docena). 
Decimales. D iv i s ión . Repaso del anterior. D i v i ­
dir por 20, 200, 30, 300. I d e m por 0 , 1 ; o,2; 0,3; 
0,4; 0 ,01; 0,02; 0,03; 0,04. I d e m por 6, 8, 9, por 
divisiones sucesivas. I d e m por 12, 15, 16, 18. 

Mul t i p l i c ad ión y d i v i s i ó n . — M u l t i p l i c a r y d iv id i r 
por 0,50; 5; 50; 0,5; 0,25; 2,5; 25; 250. I d e m por 
0.75; 7,5; 75; 0,125; 1,25; 12,5; 125; 1,5 y 15. 

Coste de una can t idad pesada a tanto el k i logra­
mo. E je rc i c ios de a p l i c a c i ó n con modi f i cac ión de 
los datos para u t i l i za r e l c á l c u l o mental . (E jemplo : 
un obrero gana 47 p í a s , semanales: ¿cuánto gana 
a l año? 47 x 52 = 47 X 50 + 47 . 2). M u l t i p l i ­
car por un n ú m e r o que tiene por parte decimal 
o,5; 0,75; 0,75. A p l i c a c i ó n de los procedimientos 
estudiados a ejercicios sobre el i n t e r é s , descuento, 
e tcé te ra . . As í 5 % = 7 20) 20 % = 1/s, e t c é t e r a ; 

Tercer g r a d ó . — S u m a . Procedimientos fundados 
en l a d e s c o m p o s i c i ó n de un n ú m e r o en sus diferen­
tes ó r d e n e s de unidades, en los n ú m e r o s redondos, 
y en l a c o m p e n s a c i ó n . I d e m pa ra l a s u s t r a c c i ó n . 
I d e m en l a m u l t i p l i c a c i ó n (ejemplo: 47 x 8 = 
= 40 . 8 + 7 . 8; 68 x 3 = (70 — 2) 3 = 70 . 3. — 
— 2 . 3 ) . A m p l i a c i ó n del grado anterior. 

Obse rvac ión .—El programa anterior es t a l vez 
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excesivamente s i s t e m á t i c o e in te lec tua l i s ta y 
recargado. E l p e r í o d o p r i m a r i o de l a e n s e ñ a n z a 
p r o p o r c i o n a r á m ú l t i p l e s ocasiones de ejercitar 
e l c á l c u l o menta l y en el p e r í o d o siguiente han de 
estudiarse los procedimientos aplicables a com­
pras y ventas y referentes a l a s unidades deLpeso, 
capacidad, longi tud y t iempo. L a c o n v e r s i ó n de 
unas unidades monetarias en otras, inc luyendo e l 
real, e l duro y e l décimo y los bi l letes fac i l i ta l a 
c o m p r e n s i ó n de muchos art i f icios. A s í , p o r ejemplo: 
m u l t i p l i c a r por 1,25 se reduce a l a a d q u i s i c i ó n 
de objetos que v a l e n pr imeramente n ptas y n rea­
les y a convert i r é s t o s en pesetas dividiendo por 4.. 
R e c í p r o c a m e n t e a esta clase de operaciones debe 
aplicarse con preferencia e l c á l c u l o mental , ense­
ñ a n d o a contar los bi l letes de 25, los duros y l a s 
monedas de 0,05 de 2 en 2; a devolver e l cambio, 
y a obtener e l precio de diferentes objetos em­
pleando para ello en un pr inc ip io el dinero escolar. 

6 . -Los ejercicios y problemas 

353. Su diferenciación.—Por ejercicio entende­
mos l a simple a p l i c a c i ó n de una regla dada, e s t é o 
no es t é e x p l í c i t a . As í , son ejercicios dividi r 345 
por 5, y averiguar cuántos duros son 345 ptas. L o 
es t a m b i é n ha l l a r el vo lumen de u n ortcedro, 
no obstante necesitarse dos operaciones, y t razar 
una tangente a una circunferencia, no obstante su 
compl i cac ión . Por problema entendemos toda 
c u e s t i ó n que exige l a c o m b i n a c i ó n de dos o m á s 
reglas conocidas. E n esta C o m b i n a c i ó n , que supone 
un a n á l i s i s y u n a s ín tes i s por breves que sean, r a -
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dica l a esencia del problema. Así , ca lcu lar e l peso 
de una ba r r a de t i z a de i dm. de la rga , i cm. de 
ancha, i cm. de gruesa y 2 de densidad, es y a 
un problema, no obstante su sencillez. 

De los ejercicios hemos y a hablado en el c a p í ­
tu lo dedicado a l a lecc ión , cuanto expongamos a 
c o n t i n u a c i ó n , aun re f i r i éndose concretamente a 
los problemas, tiene una parte ex t ens iva a los 
ejercicios, fácil de apreciar. 

353. Su importancia.--Hemos dicho que el ideal 
de l a e n s e ñ a n z a de l a M a t e m á t i c a en l a E . P . ser ía 
convertirse en una s m e de ejercicios y problemas, 
con lo cua l se a s e g u r a r í a n todas l a s cualidades que 
debe tener l a e n s e ñ a n z a , pues se r ía eminentemente 
activa y placentera por l a cont inua i n v e n c i ó n , y 
necesariamente adaptada a l a s cualidades del 
n i ñ o , s in lo cua l no p o d r í a adelantar un paso, 
lo cua l le h a r í a ser interesante, graduada, etc. 

Y si nos resignamos a que en nuest ra e n s e ñ a n z a 
h a ^ , una parte expos i t iva , é s t a debe i r preparada, 
seguida y afianzada por los ejercicios y problemas. 
E l l o s t ienen el m á s al to va lo r p r á c t i c o , pues pre­
paran directamente pa ra resolver problemas a n á ­
logos en l a v i d a (real idad) y a l mismo tiempo son 
eminentemente educativos, puesto que ejerci tan 
l a s facultades de aná l i s i s y s ín t e s i s , llegando a l a 
i n v e n c i ó n y ejerci tan l a e x p r e s i ó n correcta. 

A esta segunda parte se t e n d í a antes, p r inc ipa l ­
mente, y a que el resolver un problema es l a mejor 
prueba de intel igencia, descuidando no sólo e l 
aspecto p r á c t i c o de l a rea l idad , sino t a m b i é n 
l a s condiciones ps i co lóg icas y d i d á c t i c a s del pro­
blema. 

354. Asuntos de los problemas.—Beben tomar­
se de l a v i d a rea l en orden c o n c é n t r i c o . P r imera -
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mente lo que se refiere a los mismos n iños , su 
t a l l a , su peso, los objetos con que juegan, e l cos­
te de sus dulces, sus notas de clase, etc. D e s p u é s 
v ienen los referentes a l a escuela y a l a casa: l a s 
dimensiones de l a sa la de clase, l a anchura del 
pas i l lo , e l n ú m e r o de baldosas, e l coste de los cua­
dernos ... M á s tarde, cuanto se refiere a l a c iudad: 
su comercio, su indust r ia , e l correo, e l t r en ... 
L l e g a un momento en que el n i ñ o percibe el 
va lo r de l a ac tua l idad y entonces los datos del 
p e r i ó d i c o son los m á s interesantes; le interesan 
los deportes, y los problemas sobre records ó 
marcas le apasionan. F ina lmen te , su i n t e r é s abar­
ca e l mundo entero, y entonces es ocas ión de 
tomar datos de l a Geogra f í a , l a H i s t o r i a , l a s 
Ciencias, l a E s t a d í s t i c a , e l Comercio y l a I n ­
dus t r ia mundiales, presentando como dice S m i t ñ 
el aspecto cuantitativo de la vida. Mucho pueden 
hacer los temas elegidos para el va lo r educativo de 
un problema, por ejemplo, l a cant idad de H l . de 
tr igo que da una H a . en los diferentes pa í ses ; l a 
p roduc t iv idad de l a t i e r r a de secano o r e g a d í o ; 
l a mor ta l idad en las diferentes naciones; l a c r imina­
l i d a d y su descenso progresivo; e l tanto por cien­
to de muertes prematuras, c r í m e n e s , l ocu ra en-

- t r e los a l cohó l i cos , etc. 
355. Las condiciones.—Los problemas deben 

ser:. 
a) Comprensibles, esto es, que n i en su redac­

c ión tengan nada oscuro o que despiste a l a lum­
no, n i en sus palabras ha l l a n inguna ele significa­
c ión ambigua o desconocida. 

b) Interesantes.—'Lo cual se consigue, pr inc i ­
palmente, con l a e lecc ión del t ema y l a f inal idad 
del problema. L o s est ímulos anteriormente iuelica-
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dos y los intereses son g u í a s seguros. Y con re la ­
c ión a su origen tengamos en cuenta que los m á s 
interesantes son los presentados por l a realidad 

' (el re lo j , l a s formaciones de los n i ñ o s , l a s i t u a c i ó n 
de las mesas, los t razados necesarios pa ra los jue­
gos, e t c é t e r a ) luego v ienen los imaginados (v i a ­
je en un auto, adquisiciones en l a feria, e l ven­
dedor de p e r i ó d i c o s , e tc) . Y finalmente vienen 
los propuestos por e l maestro. 

c) Reales, en e l sentido de que se presenten 
como en l a v i d a rea l , p a r a l a que preparan. E s t a 
realidad h a de manifestarse no só lo en el tema, sino 
en l a forma del enunciado, que no ha de ser n i 
m á s difícil n i m á s e x p l í c i t o que en l a v i d a real ; 
en los datos, que han de ser no só lo verdaderos, 
sino los mismos que suelen darse en l a v i d a . ' A s í , 
p a r a determinar e l coste de u n viaje por ferro­
c a r r i l no se dan estr ictamente l a s distancias a re­
correr sino u n a g u í a ; p a r a formar una fac tura se 
da l a l i s t a de precios que le s i rve de base, etc. 
H a n de ser incluso reales en l a manera de resol­
verse, as í en e l ú l t i m o caso ci tado se e x t e n d e r á 
l a fac tura en forma a n á l o g a a como lo hace el 
comerciante, y si se t r a t a del i n t e r é s de una l i ­
breta de l a ca ja de ahorros se c a l c u l a r á por quin­
cenas como en ellas se hace. 

d) Graduados.—Los primeros problemas se r án 
in tu i t ivos : U n n i ñ o tiene 7 bolitas, y pierde 4; 
¿ C u á n t a s le quedan} E l n i ñ o t o m a r á 7 discos, se­
p a r a r á 4 y c o n t a r á los restantes. 

L a g r a d u a c i ó n d e s p u é s suele hacerse por las 
operaciones y el n ú m e r o de ellas que in te rv ienen: 
dos sumas, u n a suma y una resta , una mul t ip l i ­
cac ión y una suma, etc. Teniendo en cuenta que 
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las operaciones inversas suponen mayor di f icul tad 
que l a s directas. 

e) Seriados.—Los problemas deben darse en 
series no m u y extensas pa r a que no lleguen n i a 
l a m e c a n i z a c i ó n n i a l aburr imiento. E s t a seria-
c ión puede hacerse: 

i .0 Por el ar t i f icio empleado para resolver el 
problema. (Véase 44). 

2.0 Por el asunt o general: P é r d i d a s y ganancias, 
densidades, pesos, etc. 

3.0 Por el t ema concreto que s i rve de punto de 
par t ida . As í de l a imaginada e x c u r s i ó n en a u t o m ó ­
v i l , surgen problemas referentes a l tiempo, veloci­
dad, recorrido to ta l , coste de accesorios para el co­
che, gastos personales de sus ocupantes, y d e m á s . 

E s t a s series deben graduarse en c o m p l i c a c i ó n 
creciente para cada a ñ o escolar aun cuando v a ­
rios cursos t rabajen sobre u n mismo tema. 

356. La invención de problemas.—Despierta e l 
i n t e r é s del a lumno, ejerci ta sus cualidades y las 
manifiesta claramente. E s t a i n v e n c i ó n puede pro­
ponerse gradualmente: 

a) E x p r e s a r l a pregunta que const i tuye el 
problema d e s p u é s de l a e x p o s i c i ó n de los datos. 
E j e m p l o : U n pastor tiene 12 ovejas, y vende 4. 
E l problema puede consistir en preguntar ¿cuán­
tas le quedan? o bien ¿qué parte del total vendió? 

h) I nven t a r sobre un esquema. Por ejemplo: E l 
maestro escribe en l a p i za r r a . , ^ 

P C T = P V T — G 

que significa: Precio de compra total = Precio de 
venta to ta l—gananc ia . 

Se t r a t a , pues, de determinar e l ̂ r m o de venta 
ottal de una m e r c a n c í a en func ión de las otras 
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dos cantidades que pueden ser e x p l í c i t a s o i m p l í ­
ci tas . Los alumnos inven tan a su capricho las 
condiciones par t iculares . 

c) Problemas sin mas i n d i c a c i ó n que l a serie 
de operaciones que han de ex ig i r . Cabe desde 
pedir una simple suma has ta combinar las cuatro 
operaciones. 

357. La solución del problema.—Pueden con­
siderarse en e l l a t res momentos: 

a) L a comprens ión del enunciado, separando 
los datos de las i n c ó g n i t a s y estableciendo las re­
laciones entre unos y otras, y vitalizando el tema 
como si el a lumno fuese, si ha lugar, e l protago­
nis ta . 

b) L a reso luc ión .—Acerca de e l l a hemos dicho 
lo suficiente en 9 y 43. A q u í nos concretare­
mos a dar algunos consejos pa r a l a mejor expo­
sic ión: i .0 S i e l problema es algo complicado de­
ben hacerse una s e p a r a c i ó n por una l í n e a ve r t i ­
ca l entre las operaciones mater iales y las opera­
ciones indicadas, que ind ican l a marcha del pro­
blema. 2 ° E s t a marcha se e x p o n d r á s i s t e m á t i c a ­
mente just if icando cada o p e r a c i ó n que se realice 
como se i n d i c ó en l a s ín tes is en 9. E s t o ú l t i m o 
es apl icable hasta a los casos m á s sencillos. 

E j e m p l o : A n d r é s ten ía 16 bolitas y jugando con 
B a s i l i o pe rd ió 4 ;pero jugando con Carlos ganó 7. 
C u á n t a s bolas t e n í a a l f i n a l ? 

Resolución: D e s p u é s de jugar con Bas i l io le 
quedaron 

16 — 4 = 12 bolas 
D e s p u é s de jugar con Carlos t e n í a 

12 - ] - 7 = 1 9 bolas 

Respuesta'. 19 bolas. . 
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c) L a comprobac ión .—Cons i s t e en rehacer el 
problema tomando como dato l a i n c ó g n i t a ante­
r ior , pero no siempre es fácil encontrar una com­
p r o b a c i ó n . Cabe en cambio siempre, y siempre debe 
realizarse, una comprobación aproximada, que dé 
un va lo r l í m i t e pa ra l a cant idad buscada. Así , por 
ejemplo, si se nos pide averiguar la capacidad de 
u n depósito cilindrico de 4,60 m de radio y 8,50 w 
de a l tu ra . Susti tuiremos el c í rcu lo por un cuadrado 
de 9 w de lado y obtendremos como volumen 
aproximado 92x8 ,5o = 81 X 8,50 ^ 688 m3. U n a 
cant idad que difiera considerablemente de esa 
no puede ser so luc ión . 

358. Calificación de los problemas.—El f in 
perseguido en l a r e so luc ión de un problema es 
l a exac t i tud , pero é s t a puede perderse por defec­
tos en el razonamiento, deficiencia en los conoci­
mientos aplicados, o error de c á l c u l o . Nosotros 
c l a s i f i ca r í amos así , por este orden, l a impor tanc ia 
de las fal tas cometidas. L a c l a r idad y pu lc r i tud 
en l a p r e s e n t a c i ó n son cualidades accesorias, pero 
dignas de aprecio y cu l t ivo . 

Cuando los problemas se empleen como medio 
de examen deben darse dos por lo menos, uno 
fácil {a) y otro m á s difícil [h] con lo cua l se obtie­
nen cuatro grados: n i n g ú n problema bien; a; b; 
a + b. 

7.—Cuestiones especiales 

A . L a enseñanza de los números fraccionarios. 

359. Sus detractores.^-Es un hecho l a dismi­
n u c i ó n constante de l a a t e n c i ó n dedicada a los 
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n ú m e r o s fraccionarios en los programas escolares 
de todo e l mundo, excepto F r a n c i a . E n Norte­
a m é r i c a no se e n s e ñ a n sino en su forma m á s sen­
c i l l a ! Y en F r a n c i a m i s m a se h a inic iado una cam­
p a ñ a contra ellos por l a parte m á s renovadora del 
Magisterio. L a s razones que aducen son, entre 
otras, l as siguientes: 

a) L a d e s a p a r i c i ó n del s is tema m é t r i c o ant i ­
guo con su d i v i s i ó n en partes a l í c u o t a s var iables , 
y su s u s t i t u c i ó n por e l s is tema m é t r i c o decimal , 
tiene como consecuencia l a s u s t i t u c i ó n de los 
quebrados ordinarios por los decimales. 

b) No se presentan casi nunca en l a v i d a co­
rriente. 

c) L a r e d u c c i ó n de l a s fracciones ordinar ias a 
decimales permite operar con é s t a s en sust i tu­
c ión de a q u é l l a s con toda l a a p r o x i m a c i ó n que 
se desee. 

d) S u va lo r educat ivo es discutible, e incluso 
se prestan a in t roduci r confusiones en l a mente 
in fan t i l . Bas t e ind ica r l a tendencia a obtener su-

2 í í 
mas como — + —r- — 

S 8 13 
e) L o s problemas que se proponen, son por 

regla general, artificiosos y a d e m á s pueden resol­
verse por procedimientos ordinarios que no e x i ­
gen c á l c u l o de fracciones. 

E j e m p l o i . 0 .—Calcu l a r el tiempo que necesita 
u n p e a t ó n p a r a caminar i — kms. a razón de 4 

3 
kms. por hora. 

E l procedimiento ordinar io consiste en decir: 
2 

Tantas horas como veces contiene 4 a 1 •—, y 
3 J 

J leva consigo una d i v i s i ó n por u n n ú m e r o mix to . 
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É l procedimiento na tu ra l es e l siguiente: 

Parar recorrer i k m emplea — -̂ ho-1 

r a = 15 m I 
Para recorrer — k m . emplea 15 :' T o t a l 15 + 

3 / _L I o = 2 5 -
: 3 = 5 m 

2 
Para recorrer — emplea 5 X 2 = 

3 
= IO m 

E j e m p l o 2.0—De un depósito de agua se sacan 
los 3 ¡y y después los 5 ¡g del resto, quedando 960 /. 
¿ C u á l es l a capacidad del depós i to! 

Resolución: 

Supongamos l a a l tu ra de 9 X 7 = 63 dm. 
1 63 

Sacando , su a l t u r a r e b a j a r í a en = 9 dm. 
7 7 

y por en 9 X 3 = 2 7 dm. quedando 63 — 2 7 = 

= 36 dm. 
1 . , 36 - , 

Sacando , su a l t u r a r e b a j a r í a en — = 4 dm 
9 9 

y por — en 4 X 5 = 2 0 dm. quedando 36 — 20 
9 

= 16 dm. 
Ahora 16 dm. suponen una 

capacidad de . . 9 6 0 1. 
1 dm. supone una 

capacidad de . . 9 6 0 : 16 = 6 0 I . 
6 3 dm. suponen una 

capacidad de . . 60 X 63 = 3780 1. 

360. Los defensores.—Los defensores de l a 
c o n t i n u a c i ó n de l a e n s e ñ a n z a de los quebrados 
en l a escuela p r i m a r i a alegan por su parte. 

a) Que no han desaparecido del sistema m é t r i -
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co los divisores no decimales. (Tiempo, circunfe­
rencia, papel) . 

b) Que en l a v i d a corriente se presenta el he­
cho de tomar partes a l í c u o t a s de una cant idad. 
E j e m p l o : | de 1. 

c) Que sólo son reducibles exactamente a 
decimales m u y pocas fracciones (las de denomi­
nador cuyos factores pr imos son 2 y 5) y que aun 
en este caso, y en todas los d e m á s es • preferible 
por l a rapidez y exac t i tud operar con las fraccio­
nes, a s í — - es m á s sencillo que 0,125 V — m á s 
sencillo y exacto que 0,3333... 

d) S u .valor educativo es notable, como que 
presentan un caso que comprende l a mayor parte 
de los n ú m e r o s reales y generaliza las operaciones 
que con ellos pueden efectuarse. 

e) E n los problemas t ra tados s in l a s reglas 
operatorias propias de las fracciones, no se hace 
m á s que operar como ellas ind ican , con art i f icio 
y premiosidad. 

361. Nuestra opinión.—Siendo atendibles unas 
y otras razones opinamos que n i e l v a l o r p r á c t i c o 
n i el educativo compensan los esfuerzos que es 
preciso hacer pa ra su e n s e ñ a n z a . U n a pos i c ión 
ec léc t i ca , m á s necesaria c i rcunstancialmente como 
t r a n s i c i ó n , nos l l e v a r í a a es tudiar l a s fracciones 
sencillas, que son l a s que aparecen en l a v i d a : 

I I I 
~ y ~ son mas sencillos que 0,1 y pueden en­

s e ñ a r s e incluso a los p á r v u l o s . S e g ú n W i l s o n el 
95 por i c o de las fracciones que se presentan en l a 
v i d a corriente son 

_ J ] 3 1 2 i _ j i 2_ 4 
2 4 4 3 3 8 8 5 5 X 
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y esto en N o r t e a m é r i c a , que conserva el antiguo 
s is tema de pesas y medidas. 

E s t a s impl i f icac ión del va lor de l a s fracciones y 
el considerarlas como cocientes indicados de una 
cant idad con las mismas propiedades que l a d i v i ­
s ión fac i l i ta ext raordinar iamente su estudio. 

362. Didáctica de los números fraccionarios.— 
a) E l concepto de f racc ión se adquiere por l a d i ­
v i s i ó n en partes de un objeto: naranja,, manzana, 
t a r ta , t o r t a de madera preparada; y por l a con­
t e m p l a c i ó n de i m á g e n e s , de preferencia el c í rcu lo 
d iv id ido en sectores. 

D e s p u é s viene l a c o n s i d e r a c i ó n de fracciones de 

magnitudes. Por ejemplo: - i - - i - ^ - de l i t ro mar­

cado en botellas; y finalmente una f racc ión de 

cantidades concretas y de n ú m e r o s . 
Natura lmente se empieza por las fracciones de 

numerador i pa r a pasar d e s p u é s a l conjunto de 
unidades fraccionarias. L a r e p r e s e n t a c i ó n por 
segmentos o bandas viene m á s tarde. Puede ha­
cerse i n t u i t i v a l a c o m p a r a c i ó n de quebrados, pero 
sobre todo es interesante notar su r e l a c i ó n con 
l a unidad , y su complemento a e l la . 

E l concepto del quebrado como cociente se 
obtiene sencillamente con ejemplos. 

3 . 

3 naranjas entre 4 n iños ==3 : 4 — de naranja 

5 manzanas » » = 5 : 4 = 1 de manzana 

b) E n l a suma y l a resta, pa ra ev i t a r l a confu-
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s íón de que antes hablamos los ejemplos se grá-
d u a r á n . As í : 

3 cuartos + 2 cuartos == 5 cuartos = 1 y u n cuar to 

= 5 = 1 
4 1 4 

•5 •-
4 4 

c) L a c o n v e r s i ó n de quebrados a igual denomi­
nador se p r e p a r a r á mostrando l a equivalencia de 
fracciones, por l a pos ib i l idad de mul t ip l i ca r el 
numerador y denominador por un mismo n ú m e r o , 
pudiendo hacerse in tu i t ivamente . Así l a figura 
adjunta 

Va 78 Va 

muest ra como 

2 4 

L a r e d u c c i ó n se h a r á con fracciones sencillas, 
buscando el denominador conveniente, empezando 
por ind icar lo . Así , l a p r imera forma de l a suma 

' 1 1 1 
a I T " ^ T = 12 l n v i f a a representar en 

12 avos el denominador. 
d) L a m u l t i p l i c a c i ó n por una f racc ión se 

descompone en u n a d i v i s i ó n y una m u l t i p l i ­
cac ión , y a preparada por tomar los ~ - de una 
cant idad, y l a r e p r e s e n t a c i ó n g rá f i ca hace perfec­
tamente intel igibles los resultados. (Véase nuestra 
A r i t m é t i c a I n t u i t i v a ) . 
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e) E l divisor fraccionario es realmente difícil 
de comprender. Puede prepararse induc t iva ­
mente con ejemplos parale los como estos: 

6o : 12 = 5 en donde se observa que a 
6o : 6 = i o medida que e l d iv i sor . se hace 
6o : 4 = 1 5 dos, ¿res, cuatro veces menor, 
6o : 3 = 20 e l cociente se hace dos, t res , 

cuatro veces mayor. 

A h o r a podemos obtener los cocientes siguientes: 

12 : i = 12 , 
2 \ notando que 

12 ; 3 ~~ r 1 e l d iv isor es 
f _ . , i f ahora d o s , >y finalmente^ } . . s v ' 

12 : — = ? 
2 

12 : = } \ 1 3 
3 

12 : = ? 

t r é s veces 
— = r l f ^ • J L = ? l m a y o r q u e 

antes. 

T a m b i é n p o d r í a operarse con un problema con­
creto: 

U n a m á q u i n a teje —p de braza ' en una hora 

3 
V C u á n t o teje en — - de hora? 

4 
Solución: \ 

Resumen: 
2 i • • -.•<:;.•'; 

En 1 hora teje y de braza. / o 3 

1 1 _ 1 _ 1 S ^ _ > < ~ = 

/ ) Mayor d i f i cu l t ad presenta el caso, de l a 
f racc ión divisor, pudiendo operarse por i n v e r s i ó n 
del ejemplo anterior. 

Metodología. . 25 
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S i una m á q u i n a teje de braza en una hora, 

¿que tiempo necesita p a r a tejer —— brazal 

Solución: 

t an tas horas como —í— contenga a = —̂— : — 
- 2 0 3 2 3 

R e d u c i é n d o l o s a un c o m ú n denominador, re-
J X 3 2 X 2 ^ . 3 , su l t a — - — y — - — — 3 : 4 = de hora. 

de donde sale l a regla ord inar ia . 
T a m b i é n p o d r í a aceptarse l a simple comproba­

c ión , como o p e r a c i ó n n u m é r i c a inversa de l a m u l ­
t i p l i c a c i ó n . 

Obse rvac ión .—Todo esto ev idencia l a d i f icul ­
t a d de e n s e ñ a r racionalmente las fracciones y 
nos inc l ina a su l i m i t a c i ó n en l a e n s e ñ a n z a p r i ­
mar i a . 

B . — L a proporcionalidad 

363. La razón de dos cantidades.—Es un con­
cepto que a pesar de su aparente sencillez no per­
cibe claramente el n i ñ o , como no se t rate de una 
r a z ó n entera, y que, en general, carece de i n t e r é s 
pa ra él en un p i inc ip io . P o r el lo opinamos que 
no debe darse de p r imera i n t e n c i ó n sino que puede 
precederse en las siguientes etapas: 

a) Se da un segmento, se dice a l a lumno que 
representa 1 w y se le pide que dibuje una casa 
de 6 m de a l t a por 8 de larga , con u n a puer ta que 
mida 2 m |- de a l t a por i | w de ancha, etc. 

b) Se - p r r s í n l a r n plano del pueble en el qu 
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i cm. representa, por ejemplo, 100 m . y se le 
pide a l alumno que determine distancias de i n ­
t e r é s : De l a escuela a su casa, etc. 

c) Se da un cuadrado y se pide dibujar otro 
cuyos lados sean 2 veces, 2 veces y media, etc., 
los del dado. Se puede operar con r e c t á n g u l o s 
y t r i á n g u l o s . 

d) Así preparada puede definirse l a r e l ac ión 
de dos segmentos, d e s p u é s l a de dos cantidades 
cualesquiera, para descender en seguida a l a re­
p r e s e n t a c i ó n gráf ica de esta r e l a c i ó n . (Véase 
nuestro «Nuevo Tra t ado de A r i t m é t i c a » ) . 

364. La proporcionalidad.—Opinamos que no 
se debe hablar a l a lumno de l a proporcionalidad 
n u m é r i c a n i de su ap l i c ac ión inmediata , l a regla 
de tres como suele darse. Con ello se le descarga 
de un bagaje no sólo i n ú t i l sino per judic ia l . I n ú t i l 
desde el punto de v i s t a p r á c t i c o , porque el medio 
verdadero de resolver los problemas de reglas de 
tres es el empleo del coeficiente. (Velocidad, en el 
movimiento uniforme; precio en los valores, den­
s idad en los pesos, etc.). Pe r jud ic i a l , porque con­
duce l a ru t ina de las reglas de t res , sacadas ma-
quinalmente con perjuicio de l a e d u c a c i ó n i n ­
te lec tual . 

E n cambio, opinamos que debe darse c laramen­
te, con m u l t i t u d de ejemplos, el concepto de pro­
porcionalidad, determinando las magnitudes que 
no son proporcionales (edad y t a l l a , arcos y cuer­
das); las que lo son entre ciertos l í m i t e s ( n ú m e r o 
de obreros y t iempo que emplean), y las que lo son 
completamente. Y en estas creemos que debe dar­
se l a proporcionalidad simple, que es l a hab i tua l , 
l a compleja (proporcionalidad a cuadrados, etc.) 
y l a compuesta. No h a y derecho a no interpretar 
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con p rec i s ión las leyes de l a p r o p a g a c i ó n de l a 
luz , o del sonido, o de l a g r a v i t a c i ó n un iversa l ; 
n i a desconocer que e l á r e a de un r e c t á n g u l o de­
pende de sus dos dimensiones; l a ganancia, del 
cap i ta l , y del t iempo; y el coste del transporte de 
l a longi tud y del peso. 

P a r a a lcanzar estos conceptos debe empezarse 
por las representaciones g e o m é t r i c a s . Dado un 
á n g u l o se t r azan perpendiculares a un lado, a dis­
tancias crecientes del v é r t i c e , y se percibe primero 
y se ca lcula d e s p u é s su longi tud. L a s á i e a s de las 
secciones pi ramidales (p royecc ión del haz de ra ­
yos del cine en panta l las a distancias dist intas) 
dan l a proporcional idad compleja, y e l á r e a de 
dos r e c t á n g u l o s l a compuesta. 

Inmediatamente deben ven i r las aplicaciones 
de c a r á c t e r g rá f ico , ta les como determinar distan­
cias, a l turas de edificios, etc. (véase nuestro Nue­
vo T ra t ado de G e o m e t r í a ) y posteriormente l a s 
n u m é r i c a s siempre a base del coeficiente. Y a he­
mos indicado algunos de é s to s (valor que corres­
ponde a l a un idad de los d e m á s ) y notaremos, 
pa ra te rminar , que e l coeficiente en el caso de l a 
l u z es su in tens idad de i l u m i n a c i ó n normal a i m. 
de dis tancia , bastando d iv id i r por e l cuadrado 
de é s t a , en metros, pa r a ha l l a r l a i l u m i n a c i ó n a 
cualquier dis tancia . A n á l o g a m e n t e e l coeficiente en 
el t ransporte, es el costo de u n a tonelada á i k m . 
de distancia, y en e l i n t e r é s d e b e r í a ser l a ganan­
c i a de una peseta en un a ñ o . Con ello los pro-
pie mas de regla de tres v ienen a resolverse por 
reducción a l a unidad, con l a venta ja de que 
una vez determinado el coeficiente, pueden re­
solverse m á s sencillamente los problemas a n á ­
logos y se pres ta a l a o b t e n c i ó n de f ó r m u l a s 



generales C — c X p X d pa ra el transporte e 

i = — X c X t pa r a el i n t e r é s , 
i c o 1 

C . — L a Agr imensura 

365. Su utilidad.—ia agr imensura debe ense­
ña r se en l a s escuelas rurales , pr incipalmente , por 
su va lo r p r á c t i c o , pero tiene a d e m á s un gran 
va lo r educativo por obligar a los alumnos a 
t rabajar en equipos, ponerles en contacto con l a 
real idad, y , por tanto, con dificultades mayores 
que las presentadas por e l papel o l a p izar ra , 

• y finalmente les proporciona una e levada idea 
de l a ap l i cac ión de l a M a t e m á t i c a . S u implan ta ­
ción exige las p r á c t i c a s que pueden verse en 
cualquier manua l , algunas ampliaciones de ma­
te r i a l , y o r i e n t a c i ó n especial en l a e n s e ñ a n z a . 

366. E l material.—Para l a s alineaciones son 
menester piquetes o jalones que pueden ser sus­
t i tuidos con simples c a ñ a s a las que se adhiere 
un papel para que puedan ser v i s t a s de lejos. 
L a cadena de agrimensor o l a c in ta m é t r i c a son 
en cambio indispensables. 

C o n v e n d r í a poseer un g r a f ó m e t r o , o escuadra 
de agrimensor, pero pueden sustituirse s in gran­
des errores por un bloque de madera en el que 
se han trazado con una s ie r ra dos cortes perpen­
diculares entre sí y si se quiere sus bisectrices. U n 
c í r cu lo graduado con un travesero giratorio qae 
l l e v a dos r e c t á n g u l o s ver t ica les con un hi lo en 
cada ú n o en su eje v e r t i c a l sust i tuye a l g ra fó ­
metro. Uno y otro han de colocarse sobre v á s -
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tagos con l a pun ta cubier ta de hojadela ta y 
que l l even un hueco con una p lomadi ta . 

367. Orientación de los conocimientos.—Todas 
aquellas operaciones g e o m é t r i c a s que sean sus­
ceptibles de realizarse en e l p lano y en el terre­
no deben estudiarse en ambos dominios, dando 
a conocer los procedimientos especiales ap l i ­
cables a és te . Po r ser m u y ingeniosos y poco 
conocidos indicaremos los procedimientos s i ­
guientes. 

a) Por un punto dado trazar una perpendicu­
lar a una a l ineación (digase, por ejemplo, de una 
fuente a una t u b e r í a ) . — T ó m e s e una cuerda en 
l a que se marca el punto medio M. U n extremo 
A se coloca en el punto y el otro B en uno cual ­
quiera de l a a l i n e a c i ó n con t a l que l a cuerda 
quede t i rante . Fi jando el punto M y fijo el B , 
se l l e v a el A a l a a l ineac ión , o b t e n i é n d o s e el pie 
de l a perpendicular. 

b) E n un punto de una a l ineac ión levantarle 
una p e r p e n d i c u l a r . — F í j e s e un ex t remo A de l a 
cuerda en el punto, y el otro ex t remo B en cua l ­
quier otro punto de l a a l i n e a c i ó n . P ó n g a s e l a 
cuerda t i rante por M, y fi jando M , y l levando A 
hasta que l a cuerda forme una l í n e a recta, l a 
pos i c ión de A es otro punto de l a perpendicular. 

Uno y otro procedimiento e s t á n fundados en 
las propiedades de las diagonales del r e c t á n ­
gulo. 

T a m b i é n se rá conveniente manejar l a f ó r m u l a 
de Heron pa ra el á r e a del t r i á n g u l o dada en 
( I V , No ta 9) y a que en ú l t i m o t é r m i n o cualquier 
f igura del terreno puede determinarse por des­
c o m p o s i c i ó n en t r i á n g u l o s , c u y a d e t e r m i n a c i ó n 
no exige m á s empleo que el de l a c in ta m é t r i c a . 
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368. Ejercicios.—Los ejercicios que se real i ­
cen en el campo no deben ser solamente los de 
levantamiento de planos, sino aquellos otros ca­
paces de despertar l a cur ios idad del a lumno, 
como ha l l a r l a anchura de un r ío , l a dis tancia 
de dos puntos inaccesibles, etc. Y deben te rmi­
nar con el t razado de los planos a escala y l a 
e v a l u a c i ó n de á r e a s . 

D . — P l a n o s y mapas 

369. Justificación.—La e n s e ñ a n z a de los p la ­
nos y mapas en l a escuela tiene evidentemente 
un valor p rác t i co , puesto que l l e v a a l conocimiento 
precioso de cuestiones que se presentan cons­
tantemente en l a v i d a corriente; va lor de rela­
ción, puesto que es indispensable para l a ense­
ñ a n z a de l a Geograf ía ; y valor educativo, porque 
pone en p r á c t i c a las t e o r í a s m á s elevadas de 
l a A r i t m é t i c a y G e o m e t r í a , mostrando su enorme 
ut i l idad , y l a sencillez de medios con que. se 
amp l i a e l conocimiento humano, y a que sobre 
un simple plano o mapa se pueden resolver m ú l ­
t iples cuestiones que t ra tadas en l a rea l idad su­
p o n d r í a n esfuerzos p.mosos y considerables. 

370. Su utilización.—Contra lo que general­
mente suele hacerse en tales casos, opinamos que 
debe preceder l a u t i l i z ac ión de los planos y ma­
pas a su c o n s t r u c c i ó n , en p r imer lugar , porque 
es m á s sencil la, y en segundo, porque presenta^ 
desde luego un i n t e r é s pa ra el a lumno que l a 
c o n s t r u c c i ó n no tiene, pero que sí encuentra pre­
parada por l a u t i l i zac ión . 

Claro es que en és t a d e b e r á seguirse el orden 
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de lo inmediato a lo remoto, presentando el 
plano de l a clase, e l de l a escuela, el del pueblo, 
(1 mapa de l a p rov inc ia , etc., teniendo, a d e m á s , 
los primeros l a ven ta ja de que son inmediatamen­
te comprobables los resultados que se obtengan. 
T a m b i é n debe procurarse esa c o m p r o b a c i ó n en 
los d e m á s casos, cuando sea posible, por ejemplo, 
con las gu í a s de ferrocarriles y carreteras y los 
i t inerarios de vapores. 

L a s . cuestiones que presenta l a u t i l i z ac ión de 
mapas y planos se refieren, en pr imer lugar , a 
l a d e t e r m i n a c i ó n de distancias, que ha de hacerse 
< ntre lugares interesantes, s i r v i é n d o s e primero 
de l a escala n u m é r i c a , - que es l a m á s c la ra , y 
después ' de l a g rá f i ca por l a s impl i f i cac ión que 
supone. 

É n segundo lugar , v ienen los problemas i n ­
versos que t ienen por Objeto determinar sobre 
(1 mapa puntos que e s t é n situados a distancias 
dadas de puntos fijos, y pueden relacionarse con 
los lugares g e o m é t r i c o s . Por ejemplo, ha l la r el 
emplazamiento de una casa s i tuada a t a l distan­
c ia de una A y a t a l dis tancia de otra B . Deter­
minar el t razado de una calle parale la a otra y 
a una distancia determinada, etc. 

L a cons t rucc ión .—Siendo un mapa una figu­
r a s i tuada en un plano y semejante a o t ra figu­
r a del terreno, el m é t o d o na tu ra l aconseja em-
p; zar su estudio por l a c o n s t r u c c i ó n de figu­
ras semejantes m á s sencil las. E n el p á r r a f o 358 
s : i n d i c ó l a c o n s t r u c c i ó n de las m á s simples, 
el las s i rven de p r e p a r a c i ó n a l as que han de se­
guirles, como por ejemplo, obtener el plano de 
l a superficie de una mesa, de l a superficie d d 
aula , del pa l io de juego si es rectangular, o por 
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d e s c o m p o s i c i ó n en t r i á n g u l o s en todo caso, etc. 
P a r a obtener e l concepto general de f igura se 

majante puede emplearse l a r e d u c c i ó n o amplia­
ción de un dibujo por él procedimiento de l a cua­
d r í c u l a y mejor aun partiendo del ejercicio del 
p á r r a f o 359. E n lugar de t razar dos rectas que 
par tan de un v é r t i c e se t r a z a n var ias , construyen­
do dos o m á s figuras que por ser homotéiieas 
s r á n semejantes. Puede comprobarse en el las 
l a igualdad de á n g u l o s y l a proporcionalidad de 
los lados en r a z ó n constante, igual a l a de seme­
janza o escala. E s t o prepara a d e m á s l a o b t e n c i ó n 
de figuras semejantes por e l pan tóg ra fo corrien­
te, y n r j o r aun por el construido sencillamente 
con una c in ta de goma, en uno de cuyos extremos 
se p rac t i ca un orificio. E n e l punto medio y en 

puntos que disten r^- y — del origen se colocan 

simples botones a u t o m á t i c o s , o cualquier ot ra 
seña l . P a r a u t i l i za r lo se f i j a en un punto conve­
niente el extremo no perforado y manteniendo 
t i rante l a c in ta con un l á p i z introducido en el 
orificio del otro extremo se marca l a figura am­
p l i a c i ó n de l a dada, sin m á s que moverlo de modo 
que l a marca correspondiente recorra el contorno 
de és ta . E l levantamiento del plano de l a escuela 
y de sus alrededores y los trabajos de Agr imen­
sura d a r á n lugar a l t razado de planos, con lo que 
se t e rmina esta e n s e ñ a n z a que se puede in ic i a r en 
el segundo grado, pero que só lo puede desenvol­
verse en el tercero, lo cua l permite un desarrollo 
s i s t e m á t i c o . 

O b s e r v a c i ó n . — P a r a todo lo que antecede re­
mi t imos una vez m á s . a l lector a n tus t ro N u : vo 
Tra t ado de G e o m e t r í a , 
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8. Utilización del Algebra y la Trigonometría 
en la Escnela Primaria 

371. Justificación.—Como puede verse en los 
programas del cap. V I I son var ios l a s naciones que 
han introducido l a e n s e ñ a n z a del A lgeb ra y 
l a T r i g o n o m e t r í a en l a E s c u e l a P r i m a r i a . L o s 
Es t ados Unidos desarrol lan un programa bas­
tante serio que comprende el estudio de l a fór­
mula , l a r e p r e s e n t a c i ó n g rá f i ca de funciones, 
los n ú m e r o s posi t ivos y negativos, las ecua­
ciones, incluso l a de segundo grado, l a t é c n i c a 
algebraica, incluso con radicales sencillos; y una 
T r i g o n o m e t r í a m u y sucin ta reducida a l c á l c u l o 
de los elementos de un t r i á n g u l o r e c t á n g u l o . 
E n algunas escuelas e s p a ñ o l a s se u t i l i za e l A l ­
gebra en l a r e so luc ión de ecuaciones con excelen­
te resultado. 

Desde luego l a i n t r o d u c c i ó n de estas e n s e ñ a n ­
zas tiene un gran v a l o r p r á c t i c o , y a que las ecua­
ciones s implif ican l a r e s o l u c i ó n de problemas su­
primiendo los ar t i f icios, y l a T r i g o n o m e t r í a re­
suelve m ú l t i p l e s , problemas con gran elegancia 
y sencillez. S u va lo r educat ivo estr iba en l a ge­
n e r a l i z a c i ó n que con r e l a c i ó n a l a A r i t m é t i c a y 
G e o m e t r í a representan. 

372. E l contenido del Algebra.—Existe un 
punto de capi ta l impor tanc ia pa ra l a determi­
n a c i ó n del contenido: l a a d o p c i ó n o e xc lu ­
s ión de los n ú m e r o s negativos. R e d u c i d a l a ap l i ­
c ac ión algebraica a l a r e s o l u c i ó n de problemas 
por medio de ecuaciones de pr imer grado, aun 
inc luvendo los sistemas de dos ecuaciones con dos 
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i n c ó g n i t a s , es de suponer que las soluciones ne­
gat ivas queden exc lu idas , y todo se reduce a 
e n s e ñ a r l a p r e p a r a c i ó n de l a ecuaciones efectuan­
do las operaciones indicadas, reduciendo sus 
t é r m i n o s a c o m ú n denominador y suprimiendo 
és t e , verif icando l a t r a n s p o s i c i ó n y reduciendo 
los t é r m i n o s semejantes, operaciones todas sen­
c i l l í s imas y preparadas suficientemente pa ra los 
alumnos del ú l t i m o a ñ o a los que esta e n s e ñ a n z a 
se dirige. L a re so luc ión para le la de problemas por 
art if icios a r i t m é r i c o s y por procedimientos alge­
braicos e v i d e n c i a r á las venta jas de estos ú l t i ­
mos. 

L o s sistemas de dos ecuaciones con dos i n ­
c ó g n i t a s ss preparan como se m o s t r ó en (44, e). 

L a i n t r o d u c c i ó n de los n ú m e r o s negativos com­
p l i c a de t a l manera el contenido de l a e n s e ñ a n z a , 
si se quiere que esa i n t r o d u c c i ó n se ut i l ice , que 
l a creemos inadecuada para l a E s c u e l a P r i m a r i a 
e s p a ñ o l a en su estado ac tua l . 

373. Contenido de la Trigonometría.—Tam­
b i é n a q u í l a i n t r o d u c c i ó n de los n ú m e r o s nega­
t ivos es un factor i m p o r t a n t í s i m o . E l l a permite 
extender las l í n e a s t r i g o n o m é t r i c a s has ta los 
á n g u l o s mayores de 90o, y a que su coseno y tan­
gente son negativas. A l contrar io su exc lu s ión 
l i m i t a l as aplicaciones t r i g o n o m é t r i c a s a los á n ­
gulos menores de 90o, y , por tanto , l a r e so luc ión 
de t r i á n g u j o s a los r e c t á n g u l o s . 

A pesar de l a l i m i t a c i ó n que esto supone, y con 
el a v a l de los programas norteamericanos, cree­
mos que efectivamente deben ser excluidos los 
n ú m e r o s negativos t a m b i é n en T r i g o n o m e t r í a . 

E l programa de esta ciencia e s t a r í a reducido 
a definir el sen, eos. y tg. como razones trigono-
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m é t r i c a s , ú n i c o modo de concebir que son n ú m e ­
ros, determinando por mediciones directas y co­
cientes valores t í p i c o s , sen. 30o, sen. 45o, tq. 45o, 
y otros no t í p i c o s , pa r a comprobarlos por las 
tablas de 3 ó 4 decimales que deben usarse, pa­
sando en seguida a l a s relaciones entre los ele­
mentos del t r i á n g u l o r e c t á n g u l o que permiten 
determinarlo, pa ra descender en seguida a las 
aplicaciones, que deben ser curiosas y p r á c t i c a s : 
D e t e r m i n a c i ó n de l a a l t u r a del So l por su som­
bra, c á l c u l o de l a a l t u r a de una casa, de l a an­
chura de un r ío , etc., aplicaciones que compara­
das con los procedimientos g e o m é t r i c o s m o s t r a r á n 
su superioridad. 

E l c á l c u l o de l a a l t u r a de un t r i á n g u l o cual ­
quiera permite determinar t r i g o n o m é t r i c a m e n t e 
su á r e a , de un t r i á n g u l o y con el lo resolver pro­
blemas de á r e a s de sectores y segmentos y po l í ­
gonos regulares con gran sencillez, cuando se 
conozca el radio del c í r c u l o en que e s t á n inscri tos. 
As í el á r e a del o c t ó g o n o regular tiene por fór-

1 0 1 2 360o 2 
m u í a 8 x ~ r sen. -^-g— = 4 r sen. 45o. 

L a pos ib i l idad de una e n s e ñ a n z a s i s t e m á t i c a 
en este grado, y l a escasa monta del contenido, 
ndicado, ex imen de una e x p o s i c i ó n d i d á c t i c a del 
tema. 

N O T A 

Consejos acerca de u n a lección de M a t e m á t i c a 

L a s observaciones que siguen e s t á n ex t r ac t a ­
das de l a d i s c u s i ó n que s igu ió durante el curso 
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i g ^ i - ¿ 2 a las lecciones exp l icadas por los a l u m ­
nos del grado profesional de l a N o r m a l de B a ­
leares a los n i ñ o s de l a graduada de l a misma. Son, 
pues, observaciones i n vivo que t ienden a re­
mediar los defectos m á s comunes entre los maes­
tros que empiezan sus p r á c t i c a s , y por eso las 
creemos de i n t e r é s . 

1.0 Preparar y ordenar cuidadosamente todo 
el mate r ia l necesario, y mantenerlo oculto por 
e l i n t e r é s que provoca l a novedad. (Así en el 
aparato A r q u í m e d e s se tiene l a cuerda ar ro l la ­
da a l a esfera porque es m á s fácil ap l ica r la des­
p u é s a l c i l indro) . 

2.° Interrogar; 1.° Colect ivamente ¿quién sa­
be? ( E m u l a c i ó n ) ; 2 . ° Ind iv idua lmente a var ios , 
( e s t ímu lo ) . 

3.0 E s c r i b i r y dibujar con l a mayor c la r idad 
posible. 

4.0 E s c r i b i r l a s palabras nuevas y expl icar 
su s ignif icación p r i m i t i v a . E j e m p l o : arco; cuerda; 
á r e a ; esfera = pelota ; i sósce les = piernas igua­
les; escaleno = cojo; d i á m e t r o = medida a t r a ­
vés . 

5.0 Dominar l a clase. Cortar distracciones o 
fal tas a l in ic iarse . 

6.° U n a l ecc ión = una idea. 
7.0 Operar antes de definir. (E jemplo clases de 

t r i á n g u l o s ) o de enunciar . (E jemplo : A + B + 
+ C - 2 R ) . 

8.° E l ejemplo antes q ü e l a regla.-
9.0 Interrogar a los m á s torpes y d i s t r a í d o s . 
10. A d a p t a r s e ' a los n i ñ o s var iando e l • p l an 

dispuesto. ( L a o b t e n c i ó n del t r i á n g u l o e q u i l á ­
tero l levando l a base sobre el eje del r e c t á n g u l o 
hubo de ser sus t i tu ida por l a dada en 226 — 11. 
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1 1 . Relac ionar con l a v i d a . E j e m p l o : for­
mas / \ ; esfera = bolas de rozamiento; T r n . = 
= carga carro, c a m i ó n ; peso, con monedas; em­
pleo de l a l i b r a en donde es usada) . 

12. Clasif icar en cuanto sea posible. 
13. E m p l e a r notaciones correctas y univer­

sales. E j e m p l o : L a coma en los decimales en l a 
parte inferior, los lados de un / \ , a, b, c, sus 
v é r t i c e s A , B , C. 

14. Motivar . E j e m p l o : E m p e z a r por l a pelota 
pa ra t r a t a r de l a esfera. 

15. Tener ocupados a los n i ñ o s . Dibujo , cá l cu ­
lo, t rabajo manua l . 

16. Comprobar las reglas. L a a b r e v i a c i ó n por l a 
o p e r a c i ó n directa. L a s constnicciones por l a me­
dida . 

17. Tener preparada l a p iza r ra , en e l la una 
c u a d r í c u l a de 5 c m de lado; los a lumnos con 
papel cuadriculado t a m b i é n . 

18. Resumi r lo aprendido que deba quedar. 
(Modelo de e x p r e s i ó n , ejercicio de l a memoria, 
a y u d a a l saber). 

19. Hacer notar las ventajas de lo aprendido 

E j e m p l o : t ransformar escala de - — en — 
100 2 0 

20. Tener preparados los datos pa ra que no 
resul ten n ú m e r o s raros. 

2 1 . E m p l e a r un lenguaje preciso y claro para 
no originar confusiones a l n i ñ o . 

22. Def in i r por a f i r m a c i ó n y n e g a c i ó n y com­
probar por reconocimiento. E j e m p l o el d i á m e t r o . 

23. L o que se emplee para agradar sea ade­
cuado. E j e m p l o : No monigotes pa ra n i ñ o s de 
12 a ñ o s . 

24. A p l i c a r los conocimientos a l as d e m á s cien-



cias. E j emplo : esfera, planetas; elipse, ó r b i t a s . 
25. U n a a n é c d o t a o his tor ieta en cada lec­

c ión . 
26. Lenguaje ameno (a l determinar l a a l tu ra 

de una torre se evoca el escalatorres) . 
27. P rocura r l a ayuda mutua de los n i ñ o s . 

Mediciones, comprobaciones. 

28. E m p l e a r n ú m e r o s sencillos y reales cuan­

do se exp l i ca . No escala 
29. E s preferible hacer los dibujos en l a p i ­

za r ra a tenerlos preparados ( in te rés del mov i ­
miento) los alumnos, convenientemente dir igi­
dos, y actuando despacio, v a n copiando. 

30. No mezclar cosas, y menos, cuanto m á s 
afines. 

3 1 . L o s productos del t rabajo de l a clase 
deben quedar para los n i ñ o s (adquis i t iv idad) el 
metro confeccionado en c inta , e l dm3 en papel. 

32. No in ic ia r nada que no se complete. 
33. Relac ionar con el mismo n i ñ o . Metro, 

braza; dm, palmo; cm, dedo. 
34. Deja r a l n i ñ o sentir l a d i f icu l tad antes de 

ayudar le a resolver la . 
35. E m p l e a r f ó r m u l a s adecuadas: c = u d 

es preferible a 2 TC y; E = % d ' lo es a. 4 i c V . 
36. L a s definiciones deben ser adecuadas. 

K g = peso, l = vaso. L a s unidades espaciales 
t a rdan a verlas. . 

37. E d u c a c i ó n sensorial. Medidas, pesadas, 
e v a l u a c i ó n a sentimiento. 

38. Organizar e l t rabajo como pa ra 40 n iños . 
E j e m p l o : medir a l t u r a de l a s i l l a , anchura de 
los barrotes ... de cada uno. 
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39- E x p e r i m e n t a r en cuanto sea posible 
Dm3 = / = K g . 

40. Repasar l a s nociones que se v a n a u t i l i ­
zar ( apercepc ión) . 

4 1 . M á x i m a p r e c i s i ó n en ó r d e n e s . S in el las es 
difícil construir has ta un r e c t á n g u l o de 5 x 7 . 

42. Comprender y u t i l i za r l as nuevas nocio­
nes antes de pasar a otras. E j e m p l o : d e s p u é s de 
definida l a escala e m p l é e s e reiteradamente. 

43. Deja r pasar a l g ú n t iempo antes de u t i l i ­
zar un conocimineto como base de otro, m á s aun 
en los inversos. ( C á l c u l o de una d i m e n s i ó n cono­
c ida el á r e a y el volumen) . 

44. E m p l e a r formas de e x p r e s i ó n adaptadas 
E j e m p l o : E s c a l a 1 cm. por 20 m. m á s claro 
que 1/2.000. 

45. Preparar a l menos tres ejercicios de cada 
clase. 

46. Problemas reales e interesantes. No lo 
es ca lcu lar l a long i tud de una ar i s ta medible. 

47. D a r forma sugest iva y aun misteriosa a 
los problemas. 

48. Ac tua l i za r (Deportes, noticias, prensa). 
49. E n u n c i a r despacio pa r a copiar, mi ran­

do a l m á s torpe. 
50. Operar s i m u l t á n e a m e n t e con los alumnos, 

"•^•rtúa y c o m p r o b a c i ó n ) . 
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