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PRO LOIGO

Con esta obra, creemos satisfacer una
necesidad sentida por cuantos desean
orientarse fundamentalmente en ensenanza
tan diticil como la Matematica, mucho mas
después de que, acertadisimamente, se trans-
formé la ensefianza de nuestras Normales,
de puramente instructiva en obra de forma-
cion profesional.

No se trata de una obra improvisada,
sino que recoge el fruto de largos afios de
estudio y experiencia, transcurridos desde
la publicacién de nuestro Nuevo Tratado de
Aritmética, escrito con arreglo a las mds
recientes orientaciones didacticas, que des-
pués han seguido otros autores. Recoge
ademas, este libro, el fruto de un ano de
trabajar en la nueva asignatura de Metodo-
logia de las Matematicas del grado profe-
sional, y la opinién dominante en glcutsillo.
de Orientacién Metodolégica, ultlmamente
celebrado, al que muchos companeros: @ppr-'
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taron interesantes datos y valiosas suges-
tiones.

No hemos intentado hacer un recetario,
que trate de como han de ensenarse en
detalle cada uno de los puntos que abarca
la Matematica Escolar, tarea imposible aqui,
propia de libros escolares, y que seria una
invitacién a la rutina, cuando entre nues-
tros axiomas figura el de la invencién cons-
tante para adaptarse a las miltiples circuns-
tancias de plan, ambiente, conocimientos
previos, caracteristicas psicolégicas, etc. He-
mos procurado, por el contrario, fundamen-
tar s6lidamente las direcciones cardinales de
la ensenanza, descendiendo a normas espe-
ciales sobre asuntos que lo requieren, y lle-
gando al detalle cuando lo aconsejan la di-
ficultad del caso el deseo de desterrar
errores arraigados.

Especial atencién hemos dedicado a la
Historia de la Matemdtica por su valor
educativo y didactico y a los aulomatisinos
y los fests, base aquéllos del calculo y ori-
gen éstos de lo mas valioso y moderno en
Ja didactica experimental,
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Apremios de tiempo han hecho que esta
obra, pensada lentamente, se haya escrito y
editado tal vez con excesiva premura; pero
en los tiempos de intensa renovacién que
afortunadamente vivimos, hemos creido que
debemos ofrecer a los demds el fruto de
nuestro esfuerzo para que sea cuanto antes
superado.
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CAPITULO PRIMERO

OBJETO DE LA METODOLOGIA

il.os métodos son los
muestros de los maestros.e

TAYLLERAND

1. Definieion.—Si un maestro novel tuviera
que organizar por si mismo los estudios escolares,
como un Robinson de la ensefianza, sin libros ni
programas en qué inspirarse, seguramente las
primeras cuestiones que se plantearfa serfan las
siguientes: ¢0ué debo ensefiar? ¢Como debo ense-
far? La respuesta a estas preguntas comprende
todo el contenido o materia de la ensenanza y el
método o la forma de realizarla.

Pero una reflexidon mds detenida le levaria a
considerar que, tanto lo que debe ensefarse como
la forma de hacerlo, derivan a su vez de otra cues-
tidn mds fundamental, que referida a nuestro
estudio se enunciarfa asf: ¢Para qué he de ensefiar
matemdticas a los nifios? ¢Oué me propongo al
procurailes esta clase  de conecimirnto? Segin
que se proponga hacer de ellog simples calculis-
tas, contables, agrimensores, marinos ... tanto el
contenido de la ensefianza como los métodos va-
riardn considerablemente. Y como el responder
a estas preguntas es lo que se propone la Metodo-
logia de las Matematicas, podemos definirla di-
ciendo que tene por objeto determinar los fines, de

Metodologia, 1
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la enseranza de las Matematicas en la Escuela Pri-
maria v fundamentar v describir los métodos mds
adecuados para logrario.

Observaeion.—Decimos fundameniar, porque la
Metodologia no ha de ser un simple recetario; en
primer lugar, perque el maestro no sabrd aplicar
bien métados cuyo fundamento y aleance no com-
prenda, y en segundo lugar, porque las infinita-
mente variables condiciones en que se desarrolla
la. obra educativa obligan al maestro a modifi-
car constantemente los procedimientos para adap-
tarlos a la realidad, v, finalmente, para poder sa-
tisfacer la condicidén esencial de los métodos, que
segin Mme. Necker de Saussure es la de estar
en continuo perfeccionamiento.

2. Los fines generales. — Puesto que la Es-
cuela Primaria prepara para la vida, ha de pro-
porcionar aquellos conocimientos que en la vida
corriente son indispensables. Entre ellos encon-
tramos las operaciones de cdlculo, y el sistema de
pesas y meédidas, ensefiados desde los primeros
tiempos de la escuela por su valor ulilitario.

Junto a este fin, de interés inmediato, existe
otro de mayor valor real ¥ que consiste en procu-
rar por medio de la ensefianza €l desenvolvi-
miento de las facultades psiquicas del nifio, cons-
tituyendo su finalidad edwcativa, que no ha sido
estimada todavia por padres y maestros en toda
su trascendencia,. por lo meénos en lo que a las
Matemdticas se refiere, a pesar de que hombres
clarividentes como Tyndall, hayan dicho: No
quiero hacer de la Geometria wuna asignatura mds,
stno un medio de educacion ().

(1) La finalidad utilitaria ha sido siémpre la: predomi-
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3. Los fines especiales.—Siendo el fin utilita-
rio v el educativo comunes a todas las enseianzas
debemos sefialar mds concretamente los objeti-
vos que se propone en grandes lineas la ensefianza
de las Matemadticas. Podemos notar que su accién
s¢ reduce:

1.° A la adquisicidn de conocimientos, tales,
por ejemplo, como los que constituyen el siste-
ma métrico.

2.7 Consecucién de ciertas destrezas o habili-
dades entre las que citaremos la rdpidez y seguri-
dad en el cdleulo, tanto mental como esc.ito,

3.° La formacién de ciertos hdbitos mentales
enitre los cuales citaremos la precisién y claridad,
que puede referivse a los ‘conceptos, al razonamien-
to v a la expresion.

Estos tres fines estdn muylejos de ser alcanzados
en las escuelas actuales; baste citar con relacién
al tercero y como ejemplo de imprecigion y oscuri-
dad de concepto, que son muchos los aspirantes a
ingreso en las antiguas Normales que daban como
definicién #nica de la multiplicacion lo de hacer
un nimero tantas veces mayor, ete., ete. ¥ como
muestra de las mismas faltasen el razonamiento,
recordemos la demostracidn de que dos rectas
perpendiculares a una tercera son paralelas, que
suele hacerse diciendo que no se encuertran, por-
que si se encontrasen no serian paralelas...

nante, y por ello se ha dedicado méas atencién al edleulo quea
la Geometria, a pesar de ser ésta mas interesante para el nifio
y contrariar com ello la evolucién histérica que did formada
la Geometrin como biencia con Euclides (300 a. de J. €.) con
anterioridad a la Aritmética. Ambos fines deben proeurar-
se juntamente partiendo de los problemas ttiles para pasar
a'los conceptos y propiedades y descender a las aplicaciones,
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4. Importancia de esta Metodologia.—A pesar
del largo tiempo que la ensefianza de las Mate-
maticas y en especial del cdlculo lleva en las es-
cuelas y la gran atencidn, que siempre se le ha con-
cedido, su estudio ha pasado por ser siempre uno
de los mds dridos y fastidiosos para los nifios.

La causa de ello estd en que exigen el empleo
constante de la atencidn, tanto interna come e€x-
terna, débil y vacilante en el nifio: manejan con-
ceptos generales y abstractos cuando el nifo
vive sélo para lo particular y concreto, y se forma
mediante el razonamiento puro que el nifio €s
incapaz de seguir. Por ello la escuela antigua se
limité a aprovechar la facilidad de memoriza-
cién del nifio para sustituir los conceptos por
palabras, y a utilizar la plasticidad cerebral del
mismo para ensefiarle mecdnicamente a calcular,
olvidandose del principio importantisimo de que
la instruceidn ha de ser racional.

En cambio, para las escuelas modernas tenemos
la afirmacién del pedagogo alemdn Lay, de que
hay dos ensefianzas, la del lengunaje y la de las
Matemdticas, que han alcanzado su perfeccion.

El dificilisimo escollo que era preciso salvar, ¥
el acierto con que se ha conseguido hacerlo, revelan
por si solos la trascendencia de nuestro estudio.

5. Fuentes para su estudio.—La Metodologia
de las Matemdticas depende como es natural de la
Metodologia Gemeral de que es una rama; y de la
Ldgica, ya que los métodos pedagdgicos solo son
un caso particular de los métodos ldgicos, y por
tltimo, tratando de ensenar las Matemdticas al

nifio, deberd conocer las caracterfsticas psicolégi~

cas de este, dadas por la Paidologia; y sobre todo
la materia a enséiiar, no s6lo en su contenido, sino

*r
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fundamentalmente, en sus cualidades esenciales.

Al lado de estas fuentes de cardcter general,
encontramos otras especializadas, como son log
libros que tratan especialmente cuestiones meto-
doldgicas; loslibros y programas que se emplean en
las escuelas.

Finalmente, podemos desenvolver nuestra acti-
vidad por la observacidn contemplando la labor
de buenos maestros; la recopilacidn, de datos de
interés metodoldgico, por ejemplo, juegos y can-
ciones del pals en gue intervenga el niimero o
la cantidad; y mediante la experimentacion, no
sdlo en general, con la prdctica de la ensefianza,
sino ensayando procedimientos especiales para
determinar, por ejemplo, el mejor modo de apren-
der la tabla de multiplicar, o los problemas que
corresponden en las escuelas espafiolas segiin
los diferentes afios de escolaridad a trabajos ya
hechos en escuelas de otros paises y especialmente
por Binet y Simdn en Francia para su exa-
men pedagdgico. (Véase Cap. IX, I).

Al final de este libro hallard el lector una su-
cinta, pero selecta y controlada Bibliografia.

EJERCICIO

Destacar de un programa o libro escolar tres
cuestiones de finalidad utilitaria, otras tres de
valor educativo y otras tres que no seap ni lo uno
ni lo ofro.

NOTA AL CAPITULO PRIMERO

Los fines de la ensefianza de la Matemdtica

La finalidad primera de la ensefianza de la
Matemética debe ser el desenvolvimientc de la
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capacidad para comprender y analizar las rela-
ciones cuantitativas y espaciales necesarias para
conocer y actuar sobre el mundo que nos rodea,
y para la apreciacién del progreso humano en sus
varios aspectos; y la adquisicién de aquellos
habitos mentales y destrezas que haran 1til esa
capacidad en la vida ordinaria.

«Report by The National Committee on Ma-
thematical Requeriment under the auspices of
the Mathematical Association of American

r
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CAPITULO II

VALOR UTILITARIO DE LA MATEMATICA

¢(Los miumeros gobier-
nan al muando.s

PITAGORAS,

6. Valor ufilitario de las Matem atieas.—La frasc
transerita del sabio griego tenia seguramente cuan-
do fué expresada una significacion distinta a la
que hoy le damos, por referirse, seguramente, en
gran parte a supuestas influencias espirituales de
los niimeros, a cierto poder misterioso que aun hoy
se les atribuye (por ejemplo, al #rece) por gentes
supersticiosas.

Aun descartado este aspecto, queda el hecho de
que el conocimiento de la Naturaleza y de los
medios de actuar sobre ella, se consigue por ¢l
empleo de las Matemiticas en sus diferentes
ramas, y a medida que este conocimiento de la
Naturaleza y esta accién del hombre sobre ella van
siendo. mds claros, precisos y sistemiticos, esto
es, mids cientificos, mayor esla utilidad de los ¢s-
tudios matemdticos por ser méds ampliamente
utilizados.

a) Ewn la vida ordinaria.—Como conocimientos
en absoluto indispensables podemos sefialar:

La lectura y' escritura de niimeros enteros v
decimales.

El sistema métrico.

Las cuatro operaciones fundamentales.
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El conocimiento de las figuras geométricas.

Las dreas y voliimenes mds sencillos.

Como convenientes indicaremos:

Las llamadas reéglas que tanta aplicacidn tie-
nent diariamente en los descuentos, tanto por cien-
to, los intereses, las mezclas en su fase moderna
de determinacién, por ejemplo, de la racion ali-
menticia o en su aplicacidn a los abonos, Nociones
de Contabilidad.

La agrimensura.

La cubicacidn de recipientes: aljibes, acequias,
etcétera, ete.

Obtencion de planos ¥ mapas y su empleo.
Los croquis: a escala; Relacién entre el tiempo
local v la situacién geografica.

Tstudio mumérico y grafico ‘de la relacidn de
magnitudes que con tanta frecuencia se encuen-
tra incluso en la prensa diaria como cotizacidn de
monedas, variaciones o relaciones de produccion,
precios, temperaturas, ete., o enla vida doméstica,
come las variaciones de talla y peso en los nifios
yude la de la fiebre en un enfermo,

Junto a esta enumeracidn que podria fécil-
mene aumentarse, y el tiempo acrecienta, se nota
bajar en importaneia algunas cuestiones, como el
sistema métrico local y los quebrados, cuyo uso
disminuye desde que se adoptd el sistema Mé-
trico Decimal: v en cambio aumeénta el inferés
de las cuestiones sobre densidades, velocidades,
geguros yo otras muchas que el progreso intro-
duce en la vida ordinaria. Citaremos como curio-
sos el volumen del fubo y el del foro de determi-
nacifn cada vez mds frecuente, siende ‘ejem-
plo del qiltimo el del aire contenido dentro de
neumitico,
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b) En las Artes—Desde el jardinero que tra-
za elipses vy el decorador que dibuja espirales
hasta el mecdnico que construye en metal figu-
rag de tal exactitud que no admiten un error
de una décima de milimetro; todos los oficios
en general recurren a las Matemadticas, especial-
mente ecarpinteros, albaiiles, ‘canteros, cuyos ar-
tes son tan conocides, y en algunas nuevos como
el del electricista, el uso de diagramas, logarit-
mos, etc., v el empléo de la regla de céleulo y
la utilizacién de fdrmulas complicadas, demues-
tra el influjo creciente que antes senalibamos,

¢) En las Ciencias.—Con una frase de Kant
pudiéramos haeer notar toda la importancia que
ticnen las Matematicas en la eiencia: Todo éstu-
dio de la Naturaleza tiene de ciencia lo que tiene
de Matemdtica, Lo cual se justifica notando que
el ideal de las ciencias de la Naturaleza es la ob-
tencidn de leyes cwantifativas que al determinar
exactamente la relacion entre la causa y el efecto,
permiten preverle. Asi hacen la Mecédnica, Fisi-
ca, Quimica y aun Biologia.

Modernamente la misma Psicologla (Leyes de
Weber y Fechner) y la Sociologia, han recurrido
a las Matemdticas, y finalmente, donde su im-
portancia es decisiva es en las llamadas ciencias
aplicadas, como la Astronomfa, la Ingenierfa, etc.

7. Conocimientos de orden ufilifario.—De los
conocimientos que por su cardcter utilitario ha-
yan de adquirirse en la Escuela Primaria queda
hecho un egquema (6, @) que es naturalmente va-
riable segin las. condiciones de la Escuela y el
medio en que se desenvuelve, ya que de éste ha
de extraer las datos que emplee, y para la vida
en 6l ha de preparar-a los nifios, As{ no serdn
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los mismos los conocimientos ttiles en una escucla
rusal que en otra de ciudad industrial o mercan-
til o en una barriada de pescadores.

En cada caso ¢l eriterio de utilidad debe mar-
car no solo la seleccion sino hasta la preferencia.
Asi se dard mds importancia al drea del tridgngulo
rectdngulo que a la de cualquier otro tridngulo,
y-a la del rectdngulo mds que a cualquier para-
lelogramo, por ser éstas figuras las que mas comiin-
mente se encuentran v a las que se reduncen las
demas.

El fin utilitario se alcanza por los conoci-
mientos en si, por la forma de darlos o como apli-
cacion. de cuestiones tedricas.

a) Valor whilitario de los conocimientos por st
mismos.—Los niimeros que hayan de usarse serdn
los usuales, de ties a cuatro cifras, que son las
practicamente itiles (dejando de una vez para
siempre las largas filas de niimeros que ni dicen
nada al mifio ni corresponden a la realidad), y
referidos siempre a unidades también wusunales,
por ejemplo el km., m. o cm,, en las medidas de
longitud.

El sistema métrico debe estudiarse practicdn-
delo constantemente, utilizando las medidas reales.
(50 m; 20 m.; T0 m.; T m. para las longitudes),

Por esta razdn de utilidad deben estudiarse
las medidas usnales en la regidn, y su correspon-
dencia con el sistema Métrico Decimal.

Las operaciones numéricas y los problemas
deben hacerse sobre datos reales, exactos, toma-
dos de cuanto rodea al nifio: su propia talla y
peso, las dimensiones de la escuela, la cubicacién
del brocal del pozo o del aljibe, los precios co-
rrientes en la localidad; y sobre todo los que in-
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teresen al mifio: los de los cuadernos, ldpices, dul-
ces, etc., los gastos v rentas de la familia, ete.

El estudio de las formas se hard también por
las que puedan observarse. El tubo de ehimenea
da idea del cilindro; su caperuza, del cone; una
pantalla, del tronco de cono, etc.

Los repartos de contribuciones, las extensio-
nes de las fincas, el plano de la ciudad dan origen
a multitud de cuestiones de orden utilitario y
del mayor interés,

b) Por la forma.—En la ensefianza deberd
seguirse también la forma que presente la reali-
dad. Para ensefiar a manejar el dinero se fabrica
un dinero. escolar apropiado; un cuadrante de
cartén con unas manecillas es conveniente para
ensefiar con el conocimiento de la hora otras
cuestiones.

Los datos para una suma se dan como los de
una factura y conviene eseribirlos en un impreso
a propdsito.

Las nociones de' Contabilidad deben darse en
la forma préctica usnal, evitando asi el que como
decia un banguero de lLondres sean preferidos
para contables los muchaches que no tienen ins-
truccidn especial, por no tener que desarraigarles
habites de fundamento tedmeco pero sin valor
practico.

El trazado de paralelas deberdn ensenarse pre-
ferentemente por el procedimiento de unir dos
puntos situados.a igual distancia de la recta dada,
que es el que en la prictica se emplea mds.

Y asi podriamos seguir citando ejemplos, pero
creemos basta con lo indicado.

¢) Como  aplicacion—Hemos dicho que los
conocimientos puramente tedricos deben aphi-




carse a casos de utilidad. ‘Asf la distincién entre
nimeros primos y compuestos puede referirse
a la posibilidad de agrupar en formas rectangu-
lares determinado muimero de objetos, la posi-
bilidad de trazar un plano perpendicular a una
recta en un punto se aplica a colocar una rinco-
nera eén un punto dado de un rincén. La media-
triz de un segmento sirve para determinar sobre
un plano el emplazamiento de un puente equi-
distante de dos puntos.

La defincidn de raiz cuadrada y cibica deben
referirse a su valor préctico mds inmediato: ha-
llar el lado de un cuadrado cuya drea se conoce
o la arista de un cubo de volumen dado,

8. Destrezas.—En la wvida corriente se pre-
senta cada dia mds el uso de fablas: tarifas, ba-
remos, ete.; para cuyo empleo debe prepararse
al nifio con el manejo de las tablas de sumar
y multiplicar en forma adecnada, pero la verda-
dera preparacién consistird en que el alumno
maneje las mismas tablas que suelen emplearse
enla vida ntilizdndolas en sus ejercicios. La infer-
polacidn tan descuidada en nuestra ensefanza
tiene aqui un lugar adecuado. La construccion
de algunas tablas dard la mejor idea de ellas,

Las graficas, tan prodigadas en la gran pren-
sa, tienen tal impertancia que el nifio debe
rd aprender: primero, a formarlas a base de
las tablas, refiriéndose principalmente a asun-
tos de interés inmediato: su propia variacion
en peso vy talla; las variaciones de los precios
en los articulos de primera necesidad: las de
las producciones de la-localidad; las variaciones
de temperatura de luvia caida en ¢l término
municipal; la relacidn entre ¢l numero de dias




de sol, nublados ylluviosos, etc. ¥ en segundo lu-
gar aprenderd a nierpretarias. El maestro elegird
graficas que presenten alguna particularidad no-
table; podemos citar: la mortalidad en Espada
del ano Igr0 al 1920 que presente un maximo
muy pronunciado en 1918, afio de la grippe;
el comercio exterior espafiol en el mismo pericdo
mostrando el incremento que la guerra mundial
dio al de exportacidn; y, finalmente, las fluctua-
ciones del cambio de Tg2g hasta 1932.

El dibujo geométrico debe ser considerado como
una destreza correspondiente a los conocimien-
tos matemdticos que prepara y cuya aplicacidn es,
teniendo ademds en cuenta que cuando sea po-
sible debe ser razomada. Pero ademds de las cues-
tiones que corrientemente suelen considerarse,
recomendariamos la construccidn e interpreta-
cién de planos y mapas, incluso con lineas de ni-
vel, de tan grande aplicacidn geogrdfica y utili-
taria y aun educativa, y la reépresentacion de ob-
jetos por croquis en planta ¥ alzado de tan gran-
de interés en las artes y que puede aplicarse en
la misma escuela a los trabajos manuales que
debieran tener cada dia mayor importancia.

Pero la destreza que mds importa cultivar
desde nuestro punto de vista es el ¢dlewlo, tanto
mental como escrito, hasta conseguir la mayor
seguridad y rdpidez posibles. (Véase IX, 4).

9. Habitos mentales—Destacaremos los mads
importantes entre aquellos que corresponden a
los que debe tener todo hombre de negocios aun
de la mds modesta esfera, o cualquier arte-
sano.

Familiarizarse con el efecto de los pequefios
errores cometidos en la medicién, que en longi-
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tud wvaria del mm. al Km, segin las dimensiones.
Apreciacion de los valores relativos de les ni-
meros, lo cual se consigue mediante su represen-
tacidn espacial, en €l dibujo, o con la imaginacidn,
o medidnte correlaciones de tiempo,
Ejemplo: Para expresar la relacion entre el
millén y el billén es interesante notar que si el

LLEGADA:

KUEVA YORK

Fig. 1.—La zona sombreada, indica la parte de repavaciones
que conservan los paises qne las coliran.

primero representa la anchura de una calle, al
segundo le corresponde la distancia de Roma a
San Francisco de California, o bien entre ellos
existe la relacidn que entre dos meses y 3.000 afnos.

También debe habituarse 2] nifio a apreciar ¢on
exactitud cantidades sin medirlas, por ejemplo,
la longitud de la mesa, la anchura de la clase,
la distancia a su casa etc, o0 inversamente a
hallar cantidades que correspondan a nudmeros
dados. Lo cual se consigue practicando ejercicio
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de evaloacion que después se comprueban con
la medicién directa.

Debe habituarse al nifio a percibir las relacio-
nes existentes entre los diversos factores queé inter-
vienen en una cuestion, recurriendo para ello a
las relaciones grdficas. Como ¢jemplo notable
acompafamos el grifico adjunto que muestra la
circulacién del dinero en las reparaciones,; conse-
cuencia, de la ‘Guerra Mundial.

Fig, 2. ~El verdadero benefiefario de los pagos
del Reich.

Es indispensable habituarse a caleular una so-
lucidn aproximada de los cdlculos y problemas
que se presenten, lo cual orienta enla manera de
resolver éstos y evita soluciones absurdas, que
frecuentemente suelen darse; asi cuando inter-
vengan decimales en una multiplicacién o divi-
si6n cabe un tanteo sustituyendo el decimal por
su fraccionario aproximado,

Ejemplo:

412 3< 0,24 ~ 400 | 4 = T100.




Comprobar todas las operaciones, lo cual da
seguridad, confianza en si mismo, permite ver
relaciones entre unas operaciones y otras, aumenta
la prdctica y sustituye a veces a la demostracion,

Ha de buscarse €l camino mds breve y al
mismo tiempo mads claro para resolver los pro-
blemas, y se ha de procurar la exposicion clara,
metodica y completa de las operacioneés que
es preciso hacer para obtener el resultado, de ma-
nera que puedan fdcilmente seguirse por otra
persona.

Todas las operaciones deben justificarse. Para
ello es conveniente seguir durante algin fiempo
el méfodo analitieo-sintético, hasta que la sinte-
sis o exposicidn pueda hacerse facilmente.

El andlisis empieza con expresar la misma can-
tidad que es objeto de la pregunta del problema
y cuyo valor se determina en funcidn de canti-
dades, alguna de las cuales no es conocida, la
que se halle en este caso se éxpresa a su vez en
funcién de las cantidades de que dependa y asi
se contintda hasta que todas estén directa o in-
directamente expresadas en funcién de los da-
tos. La sintesis sigue el ecamino opuesto y termina,
por tanto, con la respuesta al problema. El e¢jem-
plo siguiente aclarard lo anteriormente dicho.

PROBLEMA

Un propictario quiere cercar un jardin de 99 m.
por 1T m. con una tapia que le cuesta a 9 plas.
metro, Permudando este javdin por otro de igual ex-
tensidn, pero cuadrado, cudnto se ahorra en la cons-
truccidn de la tapia,
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Andlisis

Ahorro = (oste 1.* tapia — (oste 21
Cooste 1.7 = Perimetro 1.% X 9 ptas.

L = s 2 Gl
Perimetro 1.® tapia = (11 4 90) X 2
D 2z, c=lade X

Lado cuadrado—= ¥ Area
Area del jardin= gg X 11
Stntesis.
Area del jardin= 11 X gg= 1088 m?

Lado cuad.= V1089= 33 m.
Perimetro 2.9 = 33 X 4= 132 m.

B 1.0 = |"1_| '[— 99) X 2= 220 m.
Coste z.% tapia= 132 X g= 1183 ptas.
TR i b =220 Q= 1900 W

Ahorro = 1g8p — 1188= 702 ptas.

Comprobacion:
Diferencia de long, de las tapias 220 — 132 = 88'm,

B de coste 88 X g= yoz ptas.
Construccion grifica

La adjunta figura 3 hecha en escala de */; mm
por T m, 0 sea T :2000.

Fig. 8.

muestra la equivalencia de ambas figuras, obte-
nida facilmente por descomposicidn,
Respuesta: 702 pesetas
Metodologia. 2
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El anterior problema inicia en la teorfa de los
mdximos y minimos de las figuras y tiene ele-
gidos sus datos de modo que se pueda operar por
cédlculo mental, excepto para la rafz cuadrada que
debe obtenerser al margen, o puede hallarse me-
diante una tabla de cuadrados.




CAPITULO: ITI

EL VALOR EDUCATIVO DE LA MATEMATICA

1.—Opiniones de filésofos, matemadticos y
pedagogos

iNadije entre sin saber
Geometria,»
PrATON,

10. Opiniones afirmativas.—Platén, como in-
dica la condicion que exigia a los que pretendian
asistit a la Academia, tenfa de la Geometria el
més alto concepto como ciencia cuyo estudio
adiestraba a las inteligencias para el estudio fi-
losttico, Tal vez en ello entraba por mucho la
consideracion de que la Geometria presenta los
arquetipos de las formas naturales, haciendo asi
sensibles las ideas madres que fundamentaban su
filosofia, pero en todo caso decia, las Matemdti-
cas despiertan vy elevan el abma. Mucho antes
Solén habia dicho que eran ifiles para el recto
pensar, y Pitdgoras habia manifestado:

La Gimnasia, los nibtmeros v la Malemdtica cons-
Utwven los tres grados de la Educacion. La primera
hace fuerte al' alumno; la segunda, lo purifica, v la
tercera, le perfecciona vy le hace aplo para aller-
nar con los dioses.

El Renacimiento volvid a conceder a la Mate-
matica el mismo valor educativo, y posteriormente
pueden citarse las opiniones de algunos autores
como Déscartes que la llama fundamento de la
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Filosofia; Spinosa, que traté de construir su Etica
a cstilo geométrico; Hobbes, que llama a la Geo-
metria fuente de toda cultura, y Kant que dice
textualmente: La ciencia de las Matemdticas pre-
senta el ejemplo mdas brillante de cémo la razon
puede ensanchay sus dominios victoriosamentc sin
auxitio de la experiencia. El mismo Herbart tra-
té de dar forma matematica a sus estudios. psi-
coldgicos.

Por otra parte, Pestalozzi hacia de el mimero,
la forma y la palabra, el nicleo de su ensefianza
v Froebel g la Montessori le dedican la mayor
parte de su método, y el pedagogo y matemadtico
norteamericano Smith, dice lo siguiente: El nisio
encuentra en la malemdlica una verdad positiva,
una ley inconmovible en una época en que todo es
dudoso para él. No es seguro que toda flor fenga
pétalos, ni que todo awimal necesite de oxigeno
libre para respivar, wi que «lo mds desagradabley
sea buena forma gramatical, ni que Coldn sea el
descubridor de Awérica, pero, pase (o que pase en
el mundo, siempre sevd

(@4 b= a® + 2 ab - b

Finalmente, la e¢nsefianza primaria en casi
todas partes estd fundamentada en el estudio
de la Lenguna y la Matematica como elementos
formativos. La seleccidn que se hace a base de
estudios matemdticos en Universidades y Es-
cuelas Especiales ha demostrado que propor-
ciona verdaderas élites o selecciones, e incluso
parece que en algunas Universidades italianas
se llegd a incluir estudios matemdticos en la ca-
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rrera de Derecho para adiestrar a los alumnos
en el razonamiento légico.

11. La eritica.—Hamilton, fildsofo escocés del
segundo tercio del siglo pasado, atacd violenta-
mente el walor educative de la matemdtica, di-
ciendo: St consultamos la razon, la experiencia y
el dtestimonio de todos los tiempos, llegaremos a
concluir que ningin estudio cultiva menos facul-
tades v de manera mds parcial gue las Matemdticas,
que funden y secan la mente y son perniciosas
como medio de educacién intelectual. Lo demues-
tra a continuacion con el hecho de que los que
sdlo estudian Matewmdticas son victimas de la mds
ciega credulidad o deun irvacional excepticismo; v
con el testimonio de matemdticos como D’Alam-
bert, Pascal y Descartes,

En la discusién que se siguié se puso en claro
que habian sido citados errdneamente tales testi-
monios, especialmente el de Descartes, como hemos
visto, y se reconocid la exactitud de la primera
parte, sacando como consecuencia que no basia
¢l estudio de la Matemadtica (como de ninguna
ciencia aislada, véase ¢l apartado siguiente) para
la educacién intelectual.

También Schopenhauer cerré contra la Mate-
mdtica, especialmente contra el método de reduc-
cidn al absurdo que lamaba de la ratonera (Mause-
Jallenbewetse), pues se¢ reduce a cerrar todas Iag
puertas menos una.

Por tltimo, Huxley, en 1869 decia de las Ma-
temdticas: No saben nada de la observacion, nada
de la experimentacion, nada de la tnduccidn ni de
la causalidad. Puramente deductivas, parien de ungs
poeas proposiciones evidentes, v todo: el resto. del
irabajo consiste en hacer deellas sutiles deducciones.
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En respuesta a tales crilicas, algunos mate-
mdticos expusieron su opinion que extracta-
remos brevemente.

Sylvester decia: Inwvoca el Andlisis Matemdtico
constantemente nuevos principios, nuevas ideas y
nuevos miétodos..., .apela constantemente a las fa-
cultades de observacidn v de comparacion..., una
de sus princtpales avmas es la induccion..., recu-
rre frecuentemente a la experimentacion v la com-
prabacidn, v presenta un campo ilimitado al ejer-
cicio mds intenso posible de la imaginacion y la
THvencion, |

Lagrange pone de relieve la gran importancia
que para el cultivo de la Matemdtica tiene la
observacion, v Gans llama a la Geometria la cien-
cia de la wista y sostiene la apelacidn constante
al principio de causalidad.

Por nuestra parte creemps que las criticas
sélo son merecidas cuando se sigue un métode
deficiente que: ellas mismas definen, mientras las
opiniones citadas de los grandes mateméticos
prueban la posibilidad y aun mecesidad de un
método que sea altamente educativo, y €8 el que
debemos explicar.

2.— Necesidad de la Matemética para la educa~-
cién integral de la inteligencia

sLos grandes pensado-
res snelen ser medianos
observadores.»

MEUMANN,
12. El anterior pensamiento del notable psi-
gologo alemdn nos plantea y resuelve en sentido
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negativo el problema de la educacidn intelectual
formal, que podemos enunciar preguntando si el
cultivo de una clase de comocimientos desarrolla las
facultades intelectunles habilitando para loda clase
de disciplings.

Al mismo resultado conduce el estudio de la
vida de los grandes hombres y la observacion
vulgar: Existen hombres de una  capacidad no-
table en ciertas esferas del conocimiento que son
medianias y aun nulidades en otras esferas. El
estudio de las Ciencias Naturales desarrolla la
inteligencia para la mejor comprensién de los
fendmenos naturales, pere no la prepara, por
ejemplo, para el estudio de lenguaje.

En la memoria se presentd el mismo problema,
y segiin parece, a juzgar por el mismo Meumann,
ha sido resuelto en sentido afirmativo, eompro-
bando que el ejercitar la memoria atin para re-
tener y 1eproducir palabras sin sentido desarro-
lla también la memoria de nimeros, la wvisual,
auditiva, ete. (1). En el caso de la educacidn in-
telectual, el problema se plantearia preguntando
cudl es el minimo de estudios que desarrolla la
inteligencia habilitdndola para cualguier clase
de estudios. Problema imtimamente relacionado
con el de clasificacién de las Ciencias.

Las Ciencias pueden clasilicarse por su objeto
en Ciencias de la Naturaleza, predominantemente
objetivas, y Ciencias del Espivitu (asi llamadas
por los alemanes) o Ciencias Moiales, o mejor
Humanidades, que son predominantemente sub-

(1) Al mismo resultado |legd Willlam James en 1890,
comp consecuencias de numerosas experiencias hechas en
la Universidad de Harward.
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jetivas. En las primeras incluirfamos la Mecani-
ca, Fisica, Quimica y Biologia; y entre las segun-
das, la Gramitica. La Psicologia, 1a Etica, la. His-
toria, etcétera. Es como se ve en cierto modo la
tradicional divisién en Ciencias y Letras.

Ahora, entre las Ciencias de la Naturaleza y
las Ciencias del Espiritu existen, dice Wundf,
las leyes légicas y cuantitativas comunes a am-
bas y estudiadas por la Légica y las Mateméti-
cas.

Las Matemiticas toman escasisimos elemen-
tos del mundo exterior y sobre ellos edifican con
un puro trabajo ldgico toda la ciencia que después
s¢ adapta maravillosamente a los fendmenos de
ese mismo mundo exterior,

A su vez las Matemdticas, por el grado de ob-
jetivacion que alcanzan, pueden clasificarse en
sus ramas elementales en Geometria, Aritméti-
ca y Algebra, pudiendo formar el cuadro siguiente:

Gramética. Légica. Mecéanica,
Psicologfa. Matematicas. Fisica.

Btica. Algebra-Aritmética-Geo- Quimica,
Historia. [metria. Biologfa.

Ahora podemos notar que el estudio de las Ma-
temiticas habilita al entendimiento para el ¢s-
tudio de las otras dos ramas, por su posicion
central, vy asi vemos que grandes matemdaticos
como, Arquimedes y Newton han side grandes
fisicos. Ofros come Platén y Descartes han side
fildsofos célebres, v algunos como Pascal han des-
collado en las tres ramas del saber humano. En
cambio, fildsofos notables pero no mateméticos
como Aristdteles, eran mediocres cultivando las

i
|

e
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Ciencias Naturales y Linneo, naturalista célebre,
no pudo aprender el holandés durante su larga
estancia en los Pafses Bajos (1).

También es notable si consideramos las razas,
que los arios, objetivos cultivadores de las Cien-
cias hayan desenvuelto primeramente la Geome-
tria (griegos), mientras los semitas, subjetivistas,
inventasen el Algebra.

De todo ello deducimos la necesidad de cultivar
en la Escuela los Estudios Matematicos para una
educacién integral de la inteligencia, que en ellas
no puede hacerse a base de la Ldgica.

3.— Criterio légico.

1La Matematica es una
Légica en aceion.r

ARAGO.

13. Los conceplos.—La Mdlemdtica forma {d-
cilmente conceplos precisos universales e inmutables.

Los forma facilmente porque le basta tomar
del mundo exterior escaso nimero de elementos
ficilmente aprehensibles. Asi, la Aritmética re-
posa sobre los conceptos de wnidad y pluralidad
que bastan para construir sobre ellas todo el ad-
mirable edificio de esta giencia, y como ejemplo
curioso dentro de ella citaremoas el de la infiniiud
del ntimero, fundado sencillamente en la posibi-

(1) Experimentos realizados en 1908 por la Universidad
de Illinois, demuestran que ¢l estudio de la Matematica per-
feccionn para el de las Lenguas FExtranjeras, Ciencias Naty-
rales y Derecho,




=T

lidad de afiadir una unidad a cualquier niime=
ro dado.

La Geometria puede limitarse a considerar las
intuiciones del punto y del segmento; en una pri-
maria ampliacion admitirfamos el movimiento y
la direccién y la magnitud, y con la miaxima to-
lerancia a la intuicidn pudiéramos admitir la de
ciertas lineas, superficies y cuerpos, para faci-
litar el estudio de la Geometria, no para formar-
la, pues sélo necesita las primeras intuiciones
enunciadas, y aun se puede construir de un modo
absolutamente légico. (Véanse notas al eap. IV).

Nétese, en cambio, la dificultad existente para
formar los conceptos de Nacidén, Hombre, Atomo,
necesitados de estudios, comparaciones, contro-
versias, observaciones y experimentos muiltiples,

Forma y maneja la Matemdtica conceptos
precisos, comprobdndose esta precision, porque
la definicién dada de cada concepto permite
determinar con toda exactitud si un sér cual-
quiera estd incluide o excluido de la definicidn.
Asf nos sucede con el concepto de multiplo de un
nimero que nos permite clasificar cualquier
nimero dado entre los que son miltiplos o los
que nolo son; o, ¢l concepto de cuadrado permite
decir con seguridad absoluta si una figura los es
o no lo es. ,

Compdrese con la imprecision del concepto
de Nacién que impide determinar si tal o cual
pueblo es una nacionalidad, o con conceptes ge-
nerales como los de animal yplanta que no per-
mite clasificar seguramente a muchos seres vi-
Vos i en una ni en otra de tales agrupaciones,

Sus conceptos son wmiversales, validos igual-
mente en todas las latitudes, y ejemplo curioso de
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ello es que para hacer notar a los habitantes de
Marte que en la Tierra existen seres inteligentes,
se propuso dibujar sobre la superficie del Sahara
con grandes proyectores eléctricos la figura cla-
sica del Teorema de Pitdgoras. En cambio, con-
ceptos como el de patria o moralidad, varfan de
unas a otras latitudes.

Los conceptos matemiticos son, finalmente,
tmutables; el mismo concepto tenemos hoy de
la circunferencia que en tiempo de Euclides (300
afos a. de J. €C), v la misma definicion de ni-
mero primo se da hoy que en tiempo de Era-
tdstenes.

Por el contratio, la idea de la pena en Derecho,
o el concepto de la propiedad, ha sufrido alo largo
de los tiempos numerosas variaciones.

Por todo ello constituyen los conceptos mate-
maticos fundamentos firmisimos para el razona-
miento, ya que como indicaba Séecrates, s6lo cabe
la discusién, esto ¢s, la disparidad de criterios,
cuando se interpretan de diferente modo las pa-
labras, cosa imposible en Matemdticas Son, pues,
los conceptos matemdticos verdaderos modelos
cuyas cualidades debe procurar el pensador en
todos los conceptos que maneje. Claro es que
estas cualidades no pueden darse en los primeros
afios de la Escuela Primaria, sino que son elideal
a que se ha de tender en los riltimos.

14. La clasitieacion.—Aun cuando no tiene en
Matematicas la decisiva importancia que en Cien-
cias Naturales, es utilisima también la clasifica-
ciom, que en un sentido mas amplio pudiéramos lla-
mar  sistematizacion. Ella permite establecer las
necesarias relaciones logicas entre la muchedum-
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bre de los conocimientos, ayuda a percibirlas
y a recordarlos.

Como ejemplo de ello citaremos en Aritmética
las operaciones clasificadas como muestra ¢l
cuadro adjunto:

Grado Directas Inyersas
O BRIMA GG i e IRests
2.9 Multiplicacitu ... .. Division

3.9 Potenciacibn ;... . :ESSE&I;:;“UH (1)

Recuérdese que cada operacidn es un caso par-
ficular de la de grado inferior inmediato, tanto
en las directas como en las inversas, yla relacién
que existe entre unas y otras.

En Geometria podemos notar cdmo se agrupan
sistemdticamente los conocimientos (véase nues-
tro «Nuevo Tratado de Geometriay) del modo si-
guiente: 1.° El Punto.—La linea recta.—El dn-
gulo—FEl tridngulo.—El cuadrildtero.—Los poli-
gonos.—=2.° La circunferencia y las figuras an-
teriores, otcétera.

Es posible incluso la clasificacion dicotomica
que conduce a la definicion ldgica, Ejemplo:

(recta
) Plana. Circunferencia.
fs ! Errd - £
Linea cur\«"l\'c Tada | En el espacio.
2 4
(abien.a y Plana, spiral.

| En el espacio. Hélice

Asi se obtiene la definicidn corriente de la cir-
cunferencia como una linea curva, cerrada v plana ...
cuyos puntos equidistan de un punio tnierior.

(1) Veéase nuestro «eNuevo Tratado de Aritméticas o nuestra
sAritmetica Racionals,
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15. Los métodos.—La Matemdtica, ademds de
sus métodos especiales, emplea constantemente
los métodos generales puramente ldgicos.

a) La analogla—Aunque rigurosamente no
es un metode logico, pues sus resultados necesitan
demostracion, es utilisimo come gufa del pen-
samiento en el descubrimiento de propiedades,
y la Matemitica acude a él .con frecuencia come
muestran los ejemplos siguientes:

De la regla para multiplicar una suma por un
niimero se obtiene por analogia la regla para divi-
dir una diferencia por un wimero. De la regla para
elevar un producto al cuadrado se obtiene la regla
para elevarlo al cubo o a cualguier potencia,

- De la regla para mulliplicar un mimero abre-
viadamente por o se obtiene parva hacerlo por qu;
999, etc.

El procedimiento seguido para oblener la for-
mula del drea del tridngiulo se aplica a la obtencidn del
voluwmen del prisma recto triangular,

Pero existe en ella un peligro que es preciso
poner de relieve, ya que puede conducir a resulta-
dos falsos. Asi, por ¢jemplo, de las reglas anterior-
mente citadas para multiplicar o dividir una suma
por un nuimero, parece obtenerse que para multi-
plicar o dividir un producto de varios factores
por un nimero serd necesario multiplicar o di-
vidir cada uno de los factores, y como en espi-
ritus poco formados ldgicamente tiene mds fuer-
za la analogia que el razonamiento, conviene en
estos casos mostrar intuitivamente y por medio
de ejemplos numéricos repetidos cudl es la verda-
dera regla, y el error cometido aplicando la sim-
ple analogfa (véanse nuestras obras antes cita-
das o nuestra 4Aritmética Intuitivas),




b)  La snduccidn.—Consiste, como es sabido,
en el transito de las verdades particulares a las
generales, Se ha utilizado constantemente en la
formacidn de las Matemiticas y puede ser venta-
josamente empleada en su ensefianza aplicando
el método histérico. Como ejemplo de ello, cita-
remos el Teorema de Pitagoras vy el valor' de la
suma de los dngulos de un tridngulo (véanse notas,
capitulo IV), y como cuestién usual indicaremos
la misma suma de dngulos, llevada primera-
mente a los cuadrildteros y finalmente a los poli-
gomnos. :

¢) La deduccidn.—Propiamente dicha, consiste
en el paso de las verdades generales a las particu-
lares en ellas comprendidas, y ejemplo tipico
de ello son leos llamados eorolarios que en buena
pedagogia no deben darse, sino que deben fnven-
tarse por los alumnos, enunciando cuando maés
el caso articular a' que se refieren. De este modo
quedaran permanentemente grabados en la me-
moria del nifio en vez de ser dificilmente recor-
dados, y su obtencidn constiturd un ejercicio del
més alto valor educativo.

Ejemplo: Demostrado que la suma de los dngu-
Los de un tridngulo vale dos vectos, se puede pregun-
tar qué ocurre: Cudndo un dngulo es vecto; cudndo
es obttso; cudndo siendo veclo es isdsceles; cudndo
los tres dngulos sean 1guales. Mas adelante puede
el mismo alumno investigar €l mismo estos ca-
sos particulares.

d)" El andlists—Consiste en la descomposi-
cidn de la materia objeto dé estudio para conocer
con mayor facilidad cada una de sus partes.
Ejemple de ello tenemos en Aritmética en la mis-
ma numeracion que descompone al niimero en
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unidades de los diferentes drdenes, y en las ope-
raciones con nameros de varias cifras, que en
definitiva se reducen a operar separadamente
con las unidades de los diversos érdenes. Caso
tipico es también la descomposicidn en factores
Primos.

“n Geometria citaremos los procedimientos de
obtencidn de dreas, por ejemplo, para el trapecio,
descomponiéndolo en dos tridngulos por una dia-
gonal, o el poligono regular dividido en tridngulos
isdsceles. El yecorfado de figuras en. papel es en
la Escuela Primaria un andlisis materializado.

€) La stnfesis— Consiste en la composicidn
de elementos conocidos para obtener el conoci-
miento del eonjunto, y a veces por el de éste de-
ducir el conocimiento de las partes.

Ejemplo de ello: tenemos en Geometria en la
obtencién del drea del tridngulo componiendo
un paralelogramo de cuya drea se deduce la de
aquél. Para hallar la suma de los dngulos de un
tridngulo se componen los tres dngulos en un
mismo vértice trazando por él una paralela al
tercer lado. El ensamblado del trabajo manual
es la materializacidn de este método.

En realidad los dos métodos anteriores se uti-
lizan juntos formando el analitico-sintético, como
en la manera de obtener el drea del tridngulo
reduciéndolo a un paralelogramo o un rectangulo
y cuya materializacion tenemos en el plegado
de los trabajos manuales.

16. Las proposiciones.—Las proposiciones 16-
gicas reciben en general en Matemdticas el nombre
de Zeoremas y constan de una verdad que se ad-
mite (hipdtesis) y de otra que se intenta demostrar
(conclusién), Admiten a veces sus reciprocos,
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en que se invierten los papeles de ambas verda-
des, y sus contrarios, en que negada la hipdtesis
se niega la conclusién. Tales proposiciones son
modelo de claridad y pueden expresarse fécil-
mente, Asi fenemos las propiedades de la bi-
sectriz W de un dngulo fig. 4.

A T'eorema direeto y reciproco

Mesti en W :HE .E. MN= MP

Teoremas contrarios

M noestda en W :!EI > , MN = MP

Fig. 4.

17. El razonamiento. — El razonamiento al-
canza en la Matemitica una precisién admirable
que hace de ¢l un modelo para la argumentacién.
El encadenamiento ¢s absolutamente riguroso, casi
mecanico, estableciéndose escalonadamente como
muestra el siguiente ejemplo, aplicado a demostrar
la proposicién enunciada en el apartado anterior.

Si M estd en W2 MON = MOP

N / FAN £
Si MON= MC;P— < ;. MON = MOP

- ."l —.r.:;-‘_.wi’_).‘_. IR
51 MON = MO! —w — MN=MP
La demostracidn del reciproco estd dada por la
marcha rigurosamente inversa que indican las
flechas.
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Un e¢jemplo de este mismo encadenamiento en
la resolucién de problemas fué indicado en el
nimero Q.

Naturalmente, este rigor logico sdlo puede alcan-
zarse en una etapa elevada de los estudios, susti-
tuyéndose en un principio por las demostracio-
nes intuitivas v dun las simples comprobaciones,
pero alcanzando en cada momento todo el rigor
légico de que es susceptible la inteligencia del
alumno, cuidando mucho de no sobrepasarlo.
El mismo 'Poincaré reconoce ésto, acoisejando
que no seensefie con un-rigor 1dgico cuya mecesi-
dad no sea sentida per el alumno, so pena de dis-
gustarle de las Matematicas en las que verd un
simple juego de sofistas.

Tampoco es el anterior el estado final de la de-
mostracidn, pues la agilidad mental del ‘avezado
a los estudiog matemdticos permite dejar im-
plicitos muchos de los términos de  encadena-
miento; con lo ¢ual el razonamiénio gana en‘ele-
gancia, y atractivo

EJERCICIOS

2. (lasificar el cuadrado entre las figuras pla-
nas. .

3. Expresar la 'hip6tesis y la conclusién en
las proposiciones siguientes: _

La suma de los dngulos de un tridngulo vale dos
rectos.

La serie de {os nimeros primgkos es tlimitada.

Metodologia, 8




4 —Criterio psicologico.

«La cualidad fundamen-
tal del matematico, como
12 del poeta, es la imagina-
cidn creadora.»

WEIERSTIIASS,

18. Edueaeién sensorial.—Partiendo del prin-
cipio psicolégico de que se desarrollan aquellas
actividades que sé ejercitan, tendremos que la
ensefianza ‘de la Matematica en las Escuelas Pri-
marias educa el sentido de la vista ejercitandose en
la apreciacion de conjuntos de objetos, de distan-
cias, superficies v volimenes, asi como en las re-
laciones de fooma, posicién y magnitud de lineas
que emplea la Geometria (1),

19. La alencién.—La atencidn externa se
ejercita con la continua contemplacién y manejo
de cifras, acentos, letras y lineas en las gue una
equivocacion echa a perder un calculo, un pro-
blema o una demostracion. A csto podemos ana-
dir el estudio analitico de las formas geométricas.

La atencidn interna se ejercita con el cdlculo
mental de uso constante, pudiéndose notar en la
expresion del nifio el esfuerzo de reflexion que reali-
za. Por todo éllo Ebbinhaus empled las operacio-
nes sencillas, por ejemplo, scries de sumas, para
determinar la fatiga o grado de atencién de los

(1) Los experimentos de Puigg en 1915, Universidad de
lllinois, han patentizado que ¢l estudio de la Geometria Des~
eriptiva mejora el uso mental de log elemenior espaciales,
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sujetos, siende aquélla tanto mayor cuanto mayor
era el nimero de errores cometidos.

Pero la atencion es de dos clages, central y
periférica, segiin que una vez concentrada la aten-
cion sdlo se perciba el punto central o puedan
percibirse simultineamente los puntos de la pe-
riferia. Esto ultimo, ufilisimo en las ciencias de
observacion, tiende a desviar la atencién, impi-
diendo su fijeza. La Matemdtica desarrolla la
fijeza de la atencién por el encadenamiento ri-
guroso de sus operaciones mentales, por la senci-
llez de los puntos en que la atencidn se fija, y por
la renovacion del interés en el casi ilimitado desen-
volvimiento de que es susceptible el pensamiento
matemdtico. De aqui casos como ¢l de Leibnitr,
que no se levantaba de la mesa de ftrabajo ni
para dormir.

La atencién, ejercitindose deliberadamente so-
bre un objeto, constituye la observacidn y ésta
puede ejercitarse continuamente en la ensefianza
de la Matemadtica, en donde el encerado consti-
tuye fdcil campo de inagotable observacion.
Para ello toda cuestidn, toda operacidn indicada
o toda hipdtesis puesta de manifiesto simbolica-
mente, debe fijar la atencidn del alumno atraida
sobre ella por la pregunta :Qué fenemos agui?,
debiendo analizarse cuidadosamente la expresion
en todos sus detalles. También en las fipwras geo-
métricas deberd preceder a la demostracion pro-
piamente dicha una detenida observacién de las
relaciones de'magnitud y posicién existentes entre
los elementos de la figura; asi se facilitan demos-
traciones que parecen muy complicadas, como
la de la paralela media de un tridngulo. También
las formulas deben observarse atentamente ¥
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expresar en lenguaje ordinario su significado,
constituyendo un ejercicio provechoso.

20. La memoria.—El estudio de las Matema-
ticas desenvuelve desde luego la Memoria de nu-
meros por el empleo constante que'de ellos hace,
no sélo en las tablas de las operaciones que algu-
nos amplian hasta 20 20 en la multiplicacidn,
sino también con productos tipicos como
XI5 =060; | T2 XX2 = 144; T5K 15 = 225
25 X% 25 =025 V2= T.4142... ) 3 =143."
Desarrolla la memoria de formas con las que estu-
dia la Geometria, en las cuales seria conveniente
la introduccion de la elipse, pardbola e hipérbola,
que tan frecuentemente se encuentran hasta en
las sombras de las pantallas sobre los muros,

Ejercita la memoria verbal por el aprendizaje
de definiciones, reglas ¥ propiedades que deben
aprenderse de memoria para su retencion, por el
desarrollo de la mempria que procuran y por
constituir modelos de lenguaje,

Utiliza la memoria visual cuando las demostra-
ciones y las propiedades se representan gréafica-
mente o se esquematizan mediante simbolos. De
aqui la conveniencia de acudir a unas y oLros.

Como ecjemplo de ellos, citaremos el teorema
fundamental de las paralelas. que se expresa sim-
bdlicamente de este modo: '

(s
r; I"C‘"allb

Si se conviene en que siempre las letias mintiscu-
las representen rectas y los signos Ly H la
propendicularidad y el ‘paralelismo.
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La conocida propiedad de la serie de razones
iguales puede expresarse simbdlicamente por

| a m P at+m--4p

b n q b+ n+gq

y también por la fig. 5.
21. La imaginacién.—La relativa cscasez de
elementos que en Matemadticas pueden servir

A7 //4 \c ' \\D '

Fig. 4.

de base al doble juego de descomposicién y recom-
posicion en que, consiste la labor imaginativa,
estd desde luego compensada con la guia segura
que los métodos matematicos ofrecen, con la fa-
cilidad de laborar sobre los datos y expresar los
resultados, reducidos a utilizar como doéciles ins-
trumentos el ldpiz v el papel, y finalmente. el vas-
tisimo campo de accidn que tiene ante si el mate-
matico, explican el asombroso desarrollo imagina-
tivo que la creacion de las matematicas significa,
obra de la imaginacidn, que justifica la frase de
Weierstrass que encabeza este epigrale. Las
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creaciones de los matemdticos no sélo han supe-
rado a las fantasfas de los poetas, sino que ademas
han servido de base a interesantes fabulas de los
mas renombrados novelistas, sirviendo de excep-
cional ejemplo de ello el concepto del espacio
de mds de tres dimensiones,

La accidn imaginativa se pone de manifiesto
en la mwencion y €sta se halla dirigida por los mé-
todos logicos ya estudiados de la analogia, la
induceidn y la deduccién. Cabe, ademds, conside-
rar aqui la Experimentacion, a la que no son aje-
nas las Matematicas, y asie¢l valor de la suma de
los angulos de un tridngulo puede ser hallado por
simple adicién antes de intentar una demostracion
cualquiera. \

Cabe inventar constantemente, incluso ¢n la
Escuela Primaria, desde las reglas de cdlculo rd-
pido en que eada uno se fabrica las mds acordes con
su temperamento, hasta los problemas en los cua-
les sobre unas directivas dadas por el Maestro,
cada nifio puede proponer los que mis puedan in-
teresarle.

Cabe, finalmente, dar la ensefianza, y esto es
para nosotros esencial, comio st se inventase, v a
ello responden dos excelentes libros escolares: La
Avitmética Invemtiva, de Nelson y La Geometria
Inventiva, de Sponeer.

22. La inteligeneia.—En ¢l sentide moderno
de esta palabra, como adaptacidn psiguica a una
situacion nweva, tiene su ejercicio mas adecuado
y su mejor medida con los preblemas matemdii-
cos, especialments los de Geometria, ya que las
caracteristicas de la nueva situacidén quedan
en ellos perfectamente definidos y los medios de
adaptacion estdn dados por la serie de conoci-
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mientos precedentes, Por esto la seleceidn de as-
pirantes se ha hecho frecuentemente y con éxito
por medio de pruebas de examen consistentes en
problemas matemarticos.

23. 'La espiritualidad.—El1 empleo constante
de la abstraccion y la generalizacion, el hecho de
producir con un minimo de elementos del mundo
exterior un conjunto maravilloso de verdades, y la
consideracion ‘dé que el mundo material exterior
obedece fielmente a estas creaciones del espiritu
humano, desenvuelve en el cultivador de la Mate-
mética una alta espiritualidad, dela que son ejem-
plos notables Descartes, Pascal y Leibnitz, y que
se sintetiza en el deseo de Bernouilli de que en su
tumba se grabase la espiral logaritmica con la le-
venda: Eadeo Mutata Resurgo, es decir, después de
la transformacidn vesurgo la misma; bien porque la
espiral representa mejor que el circulo el ciclo
inacabable - de la vida espiritual, ya porque la
espiral logaritmica sometida a las transformaciones
de que se suele hacer objeto a las curvas, se trans-
forma ¢én si misma, pero indicando de todos mo-
dos la alta espiritualidad del célebre matemadtico.
El gran matemdtico francés Poincaré decfa que
«el pénsamiento es solo’ un relampago entre dos
eternidades, pero este reldampago lo es todop.
Conceptos como el del infinito y la pluralidad de
dimensiones, son de la mds alta espiritualidad,
asi como el ideal de perfeccidn que la misma pro-
fesion de la ciencia inculea en quien le cultiva.

24. Peligros.—De todo lo que antecede se
deduce también la existencia de graves peligros
de orden educativo en el aprendizaje de las Mat( -
miticas.

a) Ejercitando la atencidn de tipo central,
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llega a producir el ensumismamienio de que hay
numerosos. cjemplos entre los matemdticos, y
hace perder la agilidad mental que necesita de
la atencién periférica. El remedio a csto se halla
en el cnltivo de otras estudios, especialmente el
de las ciencias de la naturaleza.

b) La dificultad de los nifios para el razona-
miento abstracto, su docilidad mental y su fa-
cilidad para los mecanismos, tienden a quela ense-
nanza se haga en las Escuelas puramente rufi-
narta, sin intervencion de la razdn, sin demostra-
cion de ninguna clase. Esto, desde el punto de vista
educativo es una aberracidn, contra la que hay
gite ponerse en guardia, va que ann cuando Bou-
troux reconoce que el cdlculo algebraico suele
hacerse siempre’ y por todos sin intervencion de
la inteligencia, toda técnica debe ser aprendida
inteligentemente para que sea dtil a la inteligen-
cia, como asegura Dewey.

¢) Cabe también que aun razonando se siga
con tal rigor el encadenamiento ldgico que se
convierta en un puro mecamismo €l razonar si-
guiendo la explicacidn del Maestro. Esto es lo
que ha permitido a deficientes mentales hacer
ciertos progresos en Matemdtica sin perder su
deficiencia, Para evitarlo, basta recurrir constante-
mente a la invencidn, como antes hemos indicado.

4) El mismo encadenamiento riguroso de las
Matemdticas y su muiltiple trabazon hace que en
cada momento sea necesario el dominio perfecto
de lo anteriormente aprendide. No basta, cemo,
por ejemplo, en Historia, conocer las lineas gene-
rales de los sucesos en un periodo para poder es-
tudiar los del signiente, sino gque es menester el
conocimiento o mejor el dominio detallado de todo
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lo anterior. De aqui lo peligroso que es en la, en-
seflanza de las Matemdticas el avgnce precipitado
Para evitarlo, es preciso asegurarse d¢ que cada
leccion estd bien sabida antes de pasar a la si-
guiente v en cada una recordar previamente los
antecedentes necesarios. Esto se refiere ignalmente
a cada técnica en particular y con mds motivo, al
paso.de un grado al otro. Es evidente; por ¢jemplo,
que no puede pasarse a. multiplicar sin,saber sumar
perfectamente los nimeros que. se empleen; que
antes de estudiar la tabla en cuestién se ha de sa-
ber perfectamente sumar de dos en dos, tres en
tres, lo cual ha de recordarse antes de aprender
la multiplicacidn correspondiente, y que, ¢l cono-
cimiento perfecto de la multiplicacidn y division
de coneretos, debe preceder y repasarse antes de
estudiar el método de reduccidn a la unidad.

e) El cardcter abstracto de nuestros estudios
suele tener como primera consecuencia el que las
demostraciones #o sean entendidas, lo cual se re-
media utilizando todos los recursos para hacerlas
intuitivas; y, por otra parte, sepierde facilmente
el contacto com la realidad, lo cual se remedia
partiendo constantemente de ésta v volviendo a
ellas en las aplicaciones. Ejemplo de ello es ¢l
Album de Nimeros y ¢l de Formas que deben
formar los nifios en la Escuela, v como, aplicacion
curiosa de la proppreionalidad compleja citaremos
la pérdida de peso que se experimenta al elevarse
sobre la superficie: terrestre,

f) Finalmente, la misma abstraccién es causa
de la falia de inferés por los estudios matemati-
¢os, lo cual exige el echar mano de todas los res
cursos del interés indireclo. en la Escuela, ya que
¢l interés directo de su propia belleza suele. pasar
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desapercibido para los nifies. Ahora nos limita-
remos, dentro de la esfera estrictamente de con-
tenido, a la forma de presentarlo. Por ejemplo, el
calculo puede hacerse entretenido cuando se ob-
tienen niimeros notables. (Véanse notas del
cap. VL) La imaginacion espacial puede excitarse
con preguntas como ésta: Un cubo de tres pul-
cadas de arista tiewe sus caras pintadas de rojo. Se
corta en cubitos de una pulgada de arista. ; Cuantos
saldvan? ¢ Cudntos cubitos tendvdn rojas tres caras?
¢Dos cavas? :Una cara? ¢Ninguna? Puede com-
plicarse el ejercicio 'dividiéndo el cubo’en magor
niimero de cubitos. La descomposicién de figuras
puede presentarse como en el caso siguiente:

Fig. 6.

Un hombre posefa una extensidn de tierra de
forma igual a la del ‘dibujo. Decidio dividir en
lotes la mitad y reservarse, indivisa, la otra mi-
tad. Ademas desed que la parte que se reservaria,
fuera de forma regular v paralelos sus lados
opuestos. Conocfa el largo de cada lado del cam-
PO, pero no su drea total. ¢Cudl es la manera
mds facil de trazar la parte con que deseaba que-
darse?
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5.—El programa escolar desde el punto de vista
educativo

256. Conocimientos.—Como conocimientos que
pueden incluirse en un programa escolar por su
ralor educativo, sefialaremos los sistemas de nu-
meracion. Es algo realmente maravilloso que con
13 palabras se pueda dar nombre a un millén de
nimeros (exactamente gag ggg) y que esto se
haga dando al mismo tiempo una idea exacta de
su composicién, La frase de Arguimedes Quiero
Sormar un sistema con el que se pueda dar nombre
al nimero de granos de arena necesavio para llenar
el Universo, refleja esta admirable cualidad; pero
para que ¢l conocimiente de los sistemas de nu-
meracién sea completo y educativo desde un pun-
to de vista humano, es necesario que se estudien
los diferentes sistemas, sus evoluciones con los
inconvenientes y ventajas que presentan (numera-
cion romana inclusive), para llegar a percibir la
larga evolucidon del pensamiento humano hasta
la adquisicidn del actual y maravilloso mecanis-
mo. y

Por andlogas razones debera estudiarse Ia his-
toria del Sistema Métrico y seran altamente
educativas sobre todo en el tercer grado en que
daparecen los intereses soeciales, las anécdotas, re-
latos de episodios de cardcter matemidtico, y aun
la ‘biografia de sabios cultivadores de nuestra
clencia,

La correlacion entre las operaciones numéri-
cas exigr el estudio completo en los nimeros en-




teros en que se percibe su gradacién, opinando nos-
otros que no serfa excesivo introducir la logarit-
macidn en el tercer grado para completar el cuadro
de las operaciones, y que en todos los grados se
deben estudiar las inversas como tales, lo cual se
hace sencillamente con ejercicios del tipo de los
siguientes: 5-- ? = 15; 5 X ? =15.

Y. finalmente, casi sélo por su valor educatiyo
pueden mantenerse los niimeros fraccionarios en un
estudio elemental, siendo aun esto harto discutible.

En Geometria es de gran valor el estudio de los
movimientos, que da animacion y vida a una cien-
cia demasiado estatica, asi como el de la Stme-
iria, que desenvuelye la atencidn, facilita el
conocimiento, de muiltiples propiedades, familia-
riza con un elemento estético, siquiera sea elemen-
tal, y prepara para el estudio de las formas de la
Naturaleza que son las que han de iniciarlo en
los primeros grados: Mariposas, para la simefria
con relacion a un eje; estrellas de mar, para la si-
metria con relacién a un punto, ete.

Los lugares geomélyicos son también para nos-
otros del mis alto valor por la claridad con gque
determinan figuras mediante ~elaciones de mag-
nitud y por la factidad con que per niten resol-
ver numerosos e interesantes problemas de Geo-
metria de indudable trascendencia préctica.

Finalmente, en ambas disciplinas si ha de alcan-
zarse el fin educativo propuesto, es indispensable
el conocimicnto completo de las definiciones y
propiedades, y el uso de demostraciones, adap-
tadas, claro es, al grado de madurez ldgica alcan-
zado por el alumno (1).

(1) Asi, es indefendible que se conserve la definicidn de la



26. Destresas. a) Es indispensablealearizar una
gran déstreza ‘en el manejo de ngmeros y stmbolos
en que consiste en gran parte la mayor dificultad
que las Matematicas presentan, ya que toda de-
ficiencia en ello suele entorpecer 1a marcha del
pensamicnto, que s¢ ha de apoyar constantemen-
te en transformaciones de cdleulo numérico y li-
teral,

Aplicacion.—A fin de no unir ambas dificul-
tades, la mecdnica v la discursiva, sera conveniente
en las demostraciones elegir nimeros o expresio-
nes literales de fdcil manejo; asi, si queremos
Wegar a enunciar la regla para dividir un nmimero
de varias cifras por otro de una sola, el primer
razonamiento lo haremos sobre un numero for-
mado de cifras pares dividido por dos. Un segundo
ejemplo en cuyo dividendo entre alguna cifra
impar, serd suficiente pard enunciar vdlidamente
la regla, :

b) Debe procurarse adquiriv facilidad para ex-
presar siimbolieameénte tanto los entinciados como las
diferentes fases de una demostracion. A los ejem-
plos antes citados podemos afiadii el siguiente:

constituyendo: también wuna préctica utilisima
la enunciacion rdpida y correcta de expresiones de
esta clase, y la lectura y aplicacién de férmulas,
que merece, sl es preciso, un ejercicio especial.
¢) En Geometria es indispensable construtr con

proporcionalidad directa como suele darse, diciendo que a
mds corresponde mds, etc. -




A —

exuctitud las figuras, con lo cual se perciben me-
jor las relaciones de sus elementos, y marcar bien
por los medios que da el dibujo, lineas de pun-
tos de trazo y punto, llenas, finos y gruesos,
marcas especiales y tizas de colores, ete., los
elementos que se deban diferenciar o poner de
relieve, procurando que a analogias en dichos ele-
mentos correspondan analogas formas o marcas.
Estas precauciones facilitan grandemente las de-
mostraciones hasta hacerlas intuitivas y aquella
habilidad evita errores como el que muestra la
demostracidn errdnea de la Nota 2.

d) En Aritmética, ademas de los signos usuales
y de los propuestos por nosotros (Nota 4) es con-
veniente emplear siempre w, d, ¢, para representar
unidades decenas y centenas; ms, para multiplo;
P, para numero primo; ¢ para divisor, y M y D
para minimo comiin miiltiplo y maximo comiin
divisor. v en genérallasiniciales de las magnitudes
que se empleen, ¢ = cantidad; p = precio, ttc.
El signo = que se lee sigma (letra griega = S),
significa swna de términos de la forma ... y con
su auxilio la férmula que da cl precio medio en la
regla de aligacion, puede escribirse brevemente,

¢) En Geometria deben seguirse los convenios
cientificos de valor universal que no son menos
ttiles en las Matemdticas elementales que en las
saperiores; asf una letra mayuscula A, B, .., re-
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presentard siempre un punto, y una mintscula
una linea a, b, ... los signos — y /\ determinan
un segmento o un angulo; asi AB se lee segmento
ABy R_ significa dngulo A; en un tridngulo, cada
lado se representa por la letra minuscula corres-
pondiente al vértice opuesto, y en los poligonos,
nombrados aquellos por las letras maytisculas
en orden alfabético, se nombran los lados por las
mintsculas en el misme orden, a partir del mismo
punto.

Los signos || ¥ L representan el paralelismo y
la perpendicularidad; /\ tridngulo; O circulo. Con
estos simbolos el enunciado de un problema se
simplifica extraordinariamente. Ast: Trazar wuna
circunferencia que ;‘mw por tres puntos dados, se
escribe O : A, B,

27. Habitos mentah.,s.—El cultivo de la Mate-
matica debe habituar a llevar a todos los domi-
nios del conocimiento lo que es practica constante
en el nuestro, Por ejemplo:

a) No emplear palabras cuyo concepto claro
no se posea.

No admitir proposicién ninguna que no esté
claramente enunciada, ni darla por cierta sin
después de detenido andlisis, y si es preciso tras
rigurosa demostraeion.

Exponéer con la mayor claridad posible, divi-
diendo y subdividiendo las cuestiones por su de-
pendencia logica.

Obtener la linea general de una exposicién de
ideas, prescindiendo de los detalles que en ella
intervienen,

Descubrir por analogfa, generalizacidn o deduc-




cidn nuevas cuestioties relacionadas con Tas cono-
cidas.

‘Sistematizar un conjunto de conocimiento por
medio de un resumen, cuadro sinoptico, ete.

b) Analizar una sifwactdn compleja descom-
poniéndola _en partes, recogiendo las esenciales
y desechando las accesorias.

Reconocer las relaciones existentes entre ellas
y expresarlas en forma clara y precisa,

Generalizacién o descubrimiento de la ley ge-
neral,

Obténcion de sus propiedades y aplicaciones.

¢) Mantenerse én una constante actitud de
investigar.

Deseo de comprender y de llegar al fondo ‘de
la cuestidn,

Habito de concentracién y persistenciac—

Amor por la précision, claridad y exactitud
y 'disgusto por la vaguedad y lo incompléto.

Deseo de una organizacion ordehada y ldgica
que ayude a la comprension y la memoria.

Considerar las cosas en ¢l sentido funr:onal 0
de relaciones.

_‘Sandfor ha demostrado experimentalmente que
siempre quedan .y se transfieren los hédbites y
actitudes mentales y la tendencia a emplear los
métodos y procedimientos eficaces.

Y, finalmente, Smith, asegura que ¢la misma for-
ma ldgica, la misma atencion al detalle, la misma
paciencia y el mismo cuidado que ponga ahora
el nifio én ‘resolver un problema, mostrard afios
mas tarde en el comeércio, en la banca ctc. No

habm adquiride solamente Lunoumuntm Slo

capacidadesy.

1]
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EJERCICIOS

4. Sefialar en cunalquier texto de Aritmética o
Geometrfa algin concepto no definido con pre-
C1810711,

5. ¢Qué propiedad estd admitida sin prueba
de las que entran en la demostracién de que por
un punto exterior sélo se pueda trazar una per-
pendicular a una recta?

6. :Qué proposiciones se admiten sin prueba
en el principio de la '‘Gaometrfa?

7. Clasificar los tridngulos.

8. Idem las posiciones relativas de dos circun-
ferencias. '

9. Idemlas propiedades del M de dos ntmeros
tomadas de cua.llil_quier texto de Aritmética para la
enseflanza secundaria.

10. Obtener la marcha general de la demos-
tracién de la divisibilidad de un nimero por o.

11. Idem de la demostracién de las propie-
dades de la paralela media en un tridngulo.

12. ;Cudl serfa en Geometria del Espacio el
equivalente del teorema que da el valor de la
diagonal del cuadrado?

13, ¢Y de la de la del rectidngulo?

t4. .Y de la longitud de un arco?

15. Aplicar la férmula

Vplp—a) (p=8 (p—09

que da €l area de un tridngulo al caso en que aste
sea equilatero, is6sceles, rectansulo vy rectangulo
e isdsceles, f

16., Formar wn cuadro sinéptico de los conoci-
miientos referentes a las cuatfo operaciones fun-
damentalés con nfimeros enteros habitnales en
la ensefianza secundaria, -

17. Tdem de las propiedades de los tridngulos
€n general,

Metodologia, 4
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18. Expresar abreviadamente
of 4 &'t - 't
b= 5——-—--—-
ct + 't + ¢'t’
g Crletdddiboteterr

T
C

siendo V,, = vencimiento medio.
19. Enunciar en lenguaje corriente

Area del /\ = W —h) ['P_T}

Area del paralelepipedo rectingulo =
=2(ab-+ac+ b

—

it

"

NOTAS AL CAPITULQO ITI

t.— Las demostraciones infuilivas

Muy titiles en los primuros afios dela ensciianza,
deben proscribirse en cuanto la mente del nifio
alcanza la madurez logica suficiente; pero como
siempre tratarfa de volver a ellas por ser la linea
de menor resistencia, conviene hacerle ver cuén
ficilmente pueden induncir a error con demos-
traciones como la siguiente: -

Demostrar intuitivamente yue 64 = 65

Tomemos un cuadrado (fig. 7) de 8 unidades de
lado, conlo cual obtunemos la representacion gra-
fica de 8* = 64, comprobandose que efectivamente
estd constitufdo por 64 cuadraditos; tracense lasli-
neas gque muestra la figura, recortese por ellas
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y ensamblando convenientemente los trozos, re-
sulta la fig. 8, un rectingulo que tieme de lado
I3 y 5 divisiones, y por tanto 13 X 5 = 65 cuadra-~

N

P

|
|
P, |
|

=13 pabere

8

Fig. 7

ditos. La aparicién del cuadradito misterioso es
debido a la deficiente ensambladura de los tro-

18
Fig. 8,

zos, diffcil de percibir, y que puede ser atribufda
a errores de construcci6n.

2.— La exactitud en el trazado de figiiras

Aungue la Geometria ha sido sleﬁrﬁ'da.cgmn el
arte de razonar exactamente sobre~figuras ine®ic-
tas, conviene dibujar éstas con\la, mayor Pre-
cisién posible, Se evidencia esto ogn g asﬁnyta

< THI8

.’I
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demostracién de que el 4ngulo recto es igual al
obtuso. Para ello, témese un segmento AB, (fign-
ra 9) y €n sus extremos constriivanse un angulo
agudo y otro obtuso, tomando AC = BD. Unase
C con D) y trdcense las mediatrices de AB y CD,
las cuales se encontraran-en un punto (. Uniendo
Q con A, B, C y D, serdn ignzﬁ'es los tridngulos
OAM y OBM, asi como los DAC y OBD por
tener sus lados respectivamente iguales por cons-
truccién o por oblicuas que se apartan igualmente
del pie de la perpendicular, los 4ngulos 1 y 2 serdn

A Vird B
2 | 4 ‘s
1\\ | /
\ . /
c 3 \\ A y //D
B 07 | 4
NA TR gap aglings]
e | P
~A /}
Vo
Fig. 9.

N
iguales respectivamente a 3 y 4 y persuma A =B
como se debfa demostrar.

El error estd en que si, efectivamente, las me-
diatrices se encuentran, como perpendiculares a
rectas no paralelas, no lo hacen por la parte infe-
rior de la figura, como es facil comprobar con una
construccion més cuidada.

3.— El rigor ldgico

[l conoeer perfectamente los hechos matematicos
en que se funda una demostracién y el habito
de ‘escalonar ésta sin una. falla o selucién de con-
tinuidad, es tan esencial gue prescindiendo de ello,

EES ST TR
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se llega a demostrar aparentemente verdaderos
absurdos como éste, por ¢iemplo de que 5 = 7.
Supongamos que se verifique

multiplicandoe los dos miembros de la igualdad
por 4, se obtiene 4a = 6 b, olo que eslo mismo

I4a— 10a =21 b— 15h

y trasponiendo

I5b— 100 =21 b — 144

sacando factores comunnes

5(3b—2a) =7(3b—2a)

Suprimiendo €l factor comin a los dos miem-
bros, queda 5 = 7. como se querfa demostrar,

El error cometido estd en la divisién de los dos
miembros de igualdad por 3 b-—2a que es cerg,

por ser a = % b. Este valor es el que iguala en-

tre sf los dos miembros de la ignaldad, y no pue-
den dividirse por €l sus dos miembros porque la
divisién por cero carece de sentido.

Otra:
Si a=Dhb ab=a* ab—b=a>— 8, bla— b=
~(at+bla—0b, b=at+b 1=2
Otra:

Siaxbyvatb=z¢ (a4 b (a—b=2¢ (a—b),
a—b=2ac—2be, a° —zac=b'"—2 bo, a"—2 ac -}
o=k —2bet+¢ (a—a'=0—0oa=b




S, e

4.—Los simbolos

Como puede verse en el capitulo que trata de
la evolucién de nuestra ciencia, el simbolismo ma-
tematico, que es de la mas alta importancia por
cuanto facilita el pensar, no se ha completado
hasta fines del siglo XVIII v atin no se ha unifor-
mado totalmente. Y podemos afadir que ni si-
quiera esti completo. Llamaremos la atencion
del lector sobre un signo indispensable y la mo-
dificacion que proponemos de otro.

Creemos indispensable la adopcién y uso de
un signo para aprosimadamente igual, relacion
que se presenta coutinuamente y nos evitarfa
escribir absurdos como

46 a=5C bienV 2= 1,41

Algun autor espaiiol, Rey Pastor, utiliza el
signo ~ pero pucde confundirse con el de seme-
janza, y ademis mo tfienc analogfa minguna con
la relacién que trata de representar. Nosotros
hemos propuesto y utilizade con eéxito el signo
— inconfundible, y andlogo al de la igualdad ¥
relacionado, por tanto, con su significacién. Las
relaciones anteriores se escribiran

4619=5 g V2 =141

que se leeran® 46 dividido por o, apromimadamerile
igual a 5, y V2 aprozimadamente igual a 1,41,
con pleno rigor expresivo,

Este sfmbolo es susceptible de ampliacién si
consideramos la aproximacién por defecto o
por exceso escribiendo

5% 4619 L4l V.2 < T4

representando =< aprozimademente igual. por de-
f‘scto, simbolo que se forma con los igual y menor
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sin confundirse con ellos, como ocurre a Ia rela-
cién que representa. Por el contrario, wutilizando
el sfmbolo S para representar aproximadamente
igual por exceso, tendrfamos escritas con todo
rigor relaciones como

6> 46:9 y 142NV 2

telaciones que pueden invertirse invirtiendo tam-
bién el signo.
Si consideramos ahora la expresién

log, A=a 6 log, (A B)=n

dotaremos que andlogamente a 1o que ocurrié en
los primeros tiempos de la MatemAtica, cuando
se escribfa, por ejemplo, radiz para la rafz, se tra-
ta de una expresién poco clara vy elegantc. Los
alemanes escriben las expresiones anteriores

[Al=a (A¥B=n
b

[/

simplificindolas notablemente y evitando el uso
del paréntesis. Nosotros proponemos esquema-
tizar adn més empleando el signo de la rafz y
colocando el indicador de la base como el fndice,
en la forma siguiente:

A=a AJ+B="n
fA=o ghin

0

Fsta forma expresiva se ha deducido por un
rfamino natural, es esquematizacién de las pre-
cedentes, como ha ocurrido con gran nadmero
de sfmbolos, y responde ademés a la fntima sige
nificacién de la logaritmacién, hermana gemela
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de la radicacion como muestra el ejemplo adjunto:

If

s o =
3=

De 5% = 125 se deducen

Esperemos que aun siendo titiles tales sfmbolos,
tarden un par de siglos, como ha ocurrido otras
veces, en ser generalmente usados, si es que lle-
gan a serlo,



CAPITULO IV
CARACTERES PROPIOS DE LAS MATEMATICAS

sle professeur ne sera maj-
tre de son metier qu'aprés
V'avoir vu de trés haut.s

MERAY

1,—La Matemdtica como arte y como ciencia,

28. En los capitulos anteriores hemos estudia-
do forzosamente muchos de los caracteres pro-
pios de las Matematicas, pero siempre en relacidn
con el punto de vista adoptado. Ahora se trata
de afiadir a aquéllos los que no han tenide expo-
sicidn adecuada entonces. Tengamos en cuenta
que las Matemdticas tienen por objeto el estudio
de la cantidad, expresada por nimeros en la. Arit-
mética y manifestada en la extensidén en Geome-
tria; y que constituyen una ciencia por ser. un con-
Junto sistemdtico de verdades vy un.arte, porque dan
reglas adecuadas para la ejecucidn de cierias ope-
raciones o0 resolucidn de ciertos problemas. Carde-
ter este tltimo predominante en la ensefianza
elemental, y mds en la, Aritmética que en la Geo-
metria.

En el primer aspecto, las Matemdticas son un
conjunto de conceptos, propiamente indefinibles
unos, como el de wnidad, pluralidad, punto, seg-
mento, rectilineo, v definibles otros, esto es, reduc-
tibles a conceptos mas clementales. Constan, ade-
mis, de proposiciones, esto es, de wverdades relati-
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vas a propiedades de los seres que estudia hechas
evidentes a nuestro esplvitu por la demostracion.

Como Arte estdn constituidas las Matemadticas
por un conjunto de reglas que resuelven unas
veces problemas puramente fedricos, aunque de
aplicacién préctica, v otras veces se cifien por com-
pleto a la resolucion de las cuestiones que pre-
senta la realidad. Ejemplo de los primeros, tenemos
sencillamente al tratar de hallar uno de los dos
sumandos que constituyen una suma conocida,
ésta y el otro sumando, y delos segundos es muestra
la regla de las mezclas: Claro es que el origen his-
térico de las cuestiones es generalmente €l segundo,
y esto se ha de tener en cuenta en la ensefianza
elemental para proceder andlogamente; asi, al
problema tedrico que constituye la resta, debe pre-
ceder un problema de cardcter real y concreto.

Esto mismo puede hacerse con las propiedades
més abstractas, por ejemplo, la propiedad distri-
butiva de la multiplicacién, como muestra el si-
guiente ejemplo:

Punto de partida—Problema: Un litro de aceite
pesa qoo g. En una vasija tememos 16 litros de
aceite v en ofra § litros. :Cudnto pesa mds el aceite
de la primera que el de la segunda?

El problema puede resolverse de dos maneras:

1.8 Peso del aceite de la primera vasija:
Q00 X 6= 14400 E.
Peso del aceite de la segunda vasija:
Qoo X 9= 8100
Diferencia: 14400 — 8100 = 6300 g,
2. Diferencia entre 1as dos vasiias: 16 —9g=71,
Su peso: goo X 7 = 63c0 L

{onsecuencia; (16 — g) geo= 16X 900 — 9 X 909




Propiedad general.- (a — D)n=a.n- b. n
Aplicacion.— N . 9 =N (10— 1) =N.10o — N
N.1g9=N{(20—1), N.zo—T

Como vemos, ¢l Arte y la Ciencia se mezclan
intimamente y en el método pedagdgico debe par-
tirse de la cuestién prdctica, resolverla, pasar,
si es posible, a la regla general o a la propiedad
abstracta. y descender de nuevo a las aplicaciones.

Como Ciencia, la Matematica ha experimenta-
do una exfensidn ¥ wnificacion progresivas que
pueden ponerse de manifiesto aun en' su parte
mds elemental. El concepto, por ejemplo, de ni-
mero que empezo por referirse sélo al niimero en-
tero, se extiende al nimero fraccionario y con él
ha de ampliarse también las definiciones, especial-
mente la del multiplicador, que siendo entero, indi-
ca el niimero de veces que se toma como sumando el
multiplicando, sea éste el que sea, pero que carece
de significacion para el multiplicador fraceciona-
rio; resultando siempre el nimero entero un caso
particular del fraccionario, como ambos lo son del
niimero en general, definide por una corfadwra,
en ¢l campo de los mimeros reales, es decir, como
el elemento que separa a todos los niimeros rea-
les en dos clases, siendo los ntimeros de la una me-
nores que los de la otra, y pudiendo ser la diferen-
cia entre dos nimeros de una y otra tan pequefia
como se quiera. La misma generalizacion sufren
las definiciones de las operaciones. Al propio tiem-
po la Aritmética se constituye solamente con ele-
mentos propios en un modelo de orgenizacién
ldgiea.

En la Geometria pueden notarse lag mismas ten-
dencias, Asi la i{gualdad de figuras se incluye en
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la semejanza, como un caso particular, cuando
su razon es igual a wno. Y a su vez la semejanza
queda incluida en la homofecia, la cual comprende
también (cuando esinversa y su razon iguala —1),
el caso de la simetria con relacidn a un centro,
v la traslacidn paralcla, suponiendo que el centro
de homotecia divecto se traslada al infinito.

Fig. 10

Pere, a su vez, la homotecia no essino un caso
particular de la homologia, relacion en la cual las
fignras se corre¢sponden punto a punto de manera
que los puntos homdlogos estan sobre rectas que
pasan por un mismo punto, centro de homologia,
v las rectas homdlogas se cortan en punte de una
misma tecta lamada eje de homologia. La fig. 10
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muestra dos tridngulos homoldgicos, Si ahora su-
ponemos que el eje se traslada al infinito, efc.,
las rectas homodlogas son paralelas y la homo-
logia se convierte en homotecia.

Si el centro V se va al infinito en direccidn per-
pendicular al eje, se obtiene la simefria con rola-
cidn a un eje.

Claro es que el estudio de los caracteres cién-
tificos de la Matematica pudiera extenderse in-
definidamente, pero aparte delas consideraciones
hechas anteriormente y de las que expondremos
en otros capitules, hemos creido que basta indicar
aqui algunos de los caracteres que relacionan v
amplfan los conceptos elementales. Baste anadir
que, como dice Abel Rey, la Matemdtica constitu-
ve el modelo de todas las ciencias.

29. La caracteristica de la Matematica como
arte estd de manera notable manifestada al com-
pararla con una de las magnificas mdquinas se-
gadoras-trilladoras que efectiian en pocas horas
la. labor de semanas realizada por €l labrador con
la hoz y el mayal. Todas las reglas que da la arit-
mética se pueden sustituir facilmente con una apli-
cacién perseverante de la operacion de contar.

Sabido es que a esto se reduce la suma,; que
la multiplicacién es unma suma abreviada, como
la divisidn puede reducirse a una resta, etc,

Para dar una idea de esta simplificacidn que
permite realizar las operaciones con mayor rapidez
y exactitud, citaremos un ejemplo de cada una de
las dos ramas principales de la Matemdtica Ele-
mental.

En Aritmética puede servir de ejemplo tipico
la regla para calcular el inferés de varios capitales
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a un mismo rédito, La fdrmula correspondiente es

Noo Na £ N 4o Np

D

Utilizando la cual nos ahorramos p—1 divisio-
nes al no caleular directamente cada interés
por separado

N, Ny

Iy = — iy = — . siendo Ni= ey 8y No=ca by
D

Ahoia, al utilizar la férmula

et ) cri
i=— en lugar de 1= ———
D 36000

ahorramos una multiplicacién y dividimos por
un mimero mds sencillo.

Pero, a su vez, empleando la férmula del interés
en lugar de caleular éste por una regla de tres
compuesta, ahorramos tiempo y esfuerzo, y mds
afin que empleando el método de reduccién a la
unidad, que se descompone en operaciones re-
ductibles a la operacidn de contar.

En Geometria cabe considerar la diferencia entre
los procedimieritos naturales de evaluacion de
dreas v volumenes con la sencillez, rapidez y
exactitud que introducen las férmulas alge-
braicas. Como ejemplo andlogo en el trazado de
figuras notaremos la mayor sencillez que supone
el procedimiento del trazado de tangentes'desde
un punto a una circunferencia por el procedimiento
del dngulo inscrito, en relacién con €l fundado




en la propiedad de la mediana del trianginlo
isosceles. Esto sin. considerar que sin el auxilio
le los conocimientos geométricos son imposibles
operaciones como las de hallar la distancia entre
puntos inaccesibles, la longitud de la cirecunferen-
cia, el drca del cireulo, ete.

2, —Los conceptos matematicos

80. Origen de los eonceptos.—Estudiados en sus
caracteristicas, nos limitaremos aqui a exponer
su origen. A pesar de hallarse consagrada por la
mayor parte de los psicdlogos la frase escoldstica
de que nada hay en el entendimiento que antes no
haya estado en los sentidos, ¢l cardeter puramente
inteligible de los conceplos matemdticos que se
desenvuelven por completo dentro del entendi-
miento y que parecen ser el ideal por que se rigen
las leyes naturales y las formas del mundo exterior,
ha hecho pensar a algunos fildsefos (Platon) que
los conceptos matemdaticos fuesen formas preexis-
tentes en el entendimiento humano, Otros, por
el contrario, las han encontrado un origen experi-
mental, andlogo a las verdades de las Ciencias de
la Naturaleza y de valor hipetético como ellas
(Poincaré).

La solucion al problema es como sucle ocurrir,
intermedia. Los conceptos matemiticos tienen su
origen en la expcriencia, pero la sobrepasan in-
mediatamente. Ella nos da cuando menoes ¢l con-
cepto irreductible de wumidad y pluralidad y los
de punto v segmento rectilineo, piro operando sobre
ellos el entendimiento crea conceptos nuevos que
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exceden a la realidad experimentable. Asi, pot
ejemplo, sucede con el concepto de snfinitud obte-
nido sencillamente por la posibilidad de agregar
un nuevo elemento a una pluralidad. El de divi-
sibilidad, que en'la prdctica tiene un limite dado
por la deficiencia de nuestros medios de observa-
cién y que en teorfa no tiene limite; baste recor-
dar la aproximacién obtenida para el nmimero w
calculado por Shanks en 1873 con 707 decimales.
Un sabio francés dedicd diez anos de considera-
bles investigaciones a estudiar las propicdades del
poligono regular de 65.537 lados qte, seguramente,
Ho se ‘puede estudiar directamente, y'los poliedros
imaginados por los gedmetras no han sidodgota-
dos ni siquiera por las variadisimas formas de los
cristales,

Por otra parte, si observamos la forma a que
ha llegado la Geometrfa después de los esfuerzos
para hacer de ella una pura creacion del espiritu,
notaremos que aun el mismo Hilb.st admite
como fundamentales eén sus Grundlagen der Geo-
metrie, (véase nota) los conceptos de punto, rec-
ta y plano, a los ‘que atribuye cualidades que con-
cuerdan con las que nos proporciona la intui-
cién. Y Thieme, aun reduciendo los conceptos
fundamentales a los de punto y segmento recti-
lineo, los toma 'de la experiencia, como proporcio-
nados por la contemplacion de una huella de'la punia
de ldpiz o un grano de arveng imaginados infimta-
mente pequefios, ‘o de la consideracion de wn hilo
tirante libremente femso, respectivamente.

Pero mi siquiera se han formado los conceptos
matematicos en la realidad por la pura elaboracitn
espiritual que esto supone. La Historia, por el
contrario, nos muestra que durante mucho tiempo
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¢l desenvolvimiento de las Matematicas siguic
paso a paso el conocimiento de la realidad cuanti-
tativa que iba adquiriendo €l hombre impulsado
pot sus necesidades. Por ello nacieron las Mate-
mdticas como Artes destinadas a safisfacer las
necesidades humanas. La Geemetria, como una
Agrimensura, o medida de la tierra ¢n Egipto,
donde las inundaciones del Nilo borraban perié-
dicamente los linderos, v la Astronomia en Cal-
dea, por la niecesidad de orientarse v medir el tiem-
po. Y la Aritmética, por la necesidad de contar y
de operar con nimeros en lugar de hacerlo con las
cantidades reales. Asi tambien el signo — parece
que separaba el niimero indieador del peso de una
mercancia del mimero que representaba su tara.
El signo < separa el peso de un saco del ntimero
de ellos. Los mimeros decimales fueron usados
antes que nadie por comerciantes, y mercaderes
fueron también losinventores del artificio de con-
tar por unidades colectivas, conservandese atin
las docenas ylas gruesas y otras varias.

Aplicacion.—En casi toda la ensefianza pri-
maria los conceptos deben formarse extrayvén-
dolos de la experiencia, no construyéndolos de un
modo légico, lo cual sélo podra hacerse en el til-
timo grado. Asi la multiplicacion surgird de un
problema concreto en que los sumandos sean
iguales, yla circunferencia, de la consideracidn del
aro, de la trayectoria de la piedra en la honda,
de la seccibn de una naranja, del estudio dv ia
rueda de un carro, etc.

&

Metodologla,




3.—Las definiciones,

3l. Las definiciones.—Los cntes o seres mate-
maticos suelen definirse de dos maneras. La defi-
nicidn descriptiva enuncia las cualidades esenciales
que permiten reconocerios. Ejemplo de ella, es la
definicién dada en 14 de la circunferencia. Un
ejemplo. aritmético serfa la definicién de mil-
tiplo de un mimero diciendo que es aguel niimero
quee dividido poy éste'da cociente exacto. En este caso
se procede andlogamente a las ciencias naturales.
v el ideal de la definicidn es, aqui como alld, la
que consta de género proximo v diferencia wiltima;
asi definirfamos el rombo como un paralelogramo
de lados iguales, v ¢l cuadrado como un rombo de
dngulos reclos.

Definiciones generativas son aguellas que como
su nombre indica, expresan como se engendra lo
definido. Asi se define la circunferencia como la
linea engendrada por el extremo de wun segmenlo
gue gira alrededor del otro extremo, y el miltiplo
de un nimero como el producio del mimero dado
por un nimero cualguiera.

Aplicacion.—De las dos clases de definiciones, la
mds acorde con el sentido snwventivo de la ciencia,
es la generativa, siendo ademds la que da mas
animacién y vida a la ensefianza, debiendo ser por
ello preferida. Asi, por ejemplo, para dar a conocer
al nifio el numero cuatro, se presentard un grupo
de fres cubos coloreados, y un cubo suelto que se
agrupard con los anteriores, formando un con-
junto al que corresponde el nombre de cuatip,
de acuerdo con la definicidén gencrativa o serial
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de este nimero que es 4 =3 + 11 (Véase nota,
capitulo V.)

Esto no quiere decir que deban proscribirse las
definiciones desecriptivas, antes al contrario, pue-
den complementarse unas y otras. Asi, por ejem-
plo, para llegar a la definicion de circunferencia
puede partirse ‘del estudio de una roeda midien-
do las distancias al centro de los puntos de la
pariferia v después trazar la circunferencia por
medio de la cuerda o del compds de carpintero
para pasar a la segunda definicidn, La observacion,
o la construccion, o ambas operaciones, deben, pues,
preceder a toda defirnieidn.

4 —Las proposiciones y sus clases.

32. Las proposiciones.—las Matematicas to-
man a los seres o entes matemdticos previamente
definidos. per ejemplo, el mdxino conin divisor de
dos nibmeros o el tridngulo, v les van encontfando
determinadas propiedades. Por ejemplo; al méximo
comiin divisor, la de dar cocientes primos entre si,
al tridngulo, la de que sus dngulos swmen dos rec-
fos. Es exactamente lo mismo gue hace un quimico
o un bidlogo al estudiar un cuerpo o un ser vivo.
Estas propiedades en Matemdticas se demuestran
éstos, su verdad se refiere a ofra u otras anterior-
mente demostradas o admitidas come ciertas.

Claro es que en el primer caso no se puede pro-
longar indefinidamente la serie de verdades, y
asi lo demostrd Aristételes, Es precigo, pues, que
la cadena de verdades principie en algin punto.
Teniendo esto en cuenta, las proposiciones mate-
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mdticas se pueden clasificar como indica ¢l cuadro
adjunto:

(senerales,

Axiomas.{ o ;
Especiales,

R Postulados. ) Esenciales.

Proposiciones, | Circunstanciales.

Teoremas, — Corolarios.

Axiomas son aquellas proposiciones o verdades
evidentes, fundamentales, es deciv, no derivables de
otras y necesarias que sirven de principio o punio de
partida a una clencia.

Estos axiomas son generales cuando se aplican
a varias ciencias, como el conocido de que dos co-
sas igiales @ una fercera som iguales entre si. Y
especiales, cuando son privativos de una ciencia
determinada. por ejemplo, de las ciencias de la
cantidad, es axioma propio el de si con canfidades
iguales se realizan, operaciones iguales, los resulla-
dos «deben ser iguales.

Postulados son aguellas veydades no evidentes por
st miismas v no demostrables que se admiten conio
ciertas, v suelen intercalarse en cualawicr. punto de
la serie. Ejemplo de ello'es ¢l de Euclides. Este
afitma que por un punto exterior a una reeta
s6lo puede trazdrsele nna paraldda. Puede pros-
cindirse - de &1, v esto hizo Lobatchewski obte-
niendo con' un' desarrollo perfectamente 1dgico
otra Geometria. Sin embargo, consideramos esen-
ciales postulados como éste cuando su - admision
o no admisién cambia por completo el desarrollo
die la ciencia. En la Geometria corriente existe
gran nimero de postulados puestos de manifiesto
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por la eritica contempordnea, cuya no admisién ha
dado origen a distintas Geometrias.

En cambio, desde el punto de wvista pedagigico
evelusivamente, Namamos postulados circunstan-
ciales a. aquellas verdades que pedimos (postulamos,
de postulare — pedir) que se admitan como clertas,
aun cuando son susceptibles de demostracion en un
estudio mds completo de la ciencia, que corresponde
a un adelanto en la evolucidn mental del alumno.
Asl como postulade circunstancial puede incluirse
en el estudio de los niimeros primos, la propiedad
de que wn nitmero compuesto no edmita mds que
una sola forma factorial, v como tal postulado
debiera. darse ‘en todas las Geometrias usuales la
propiedad de la linea recta de ser el camino mds
corto entre dos puntos, propiedad perfectamente
demostrable, aun en una exposicién elemental,

Opinamos que lo que ne se demuestre siendo
demostrable, debe ser indicado al estudiante sin
pasarlo como evidente, fundindose en su falta de
rigor ldgico.

De los Teoremas v Corolarios hemos hablado
ya anteriormente, considerando a éstos como un
caso particular del que trata en general el teorema,

5.—La demostracion, analisis y sintesis

35. La demostracion.—La proposicion que se
demuestra es generalmente una equivalencia.
Por ejemplo, St tres dngulos estin formando parte
de un tridngulo, esto equivale en magnitud a que su
swma valga dos. veclos. La demostracidn consiste
encuna serie de equivalencias intermedias que re-
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cuerda la regla de conjunta. (Véase ntm. 17.)
Estas equivalencias son proposiciones ya demos-
tradas anteriormente.

Aplicacion.—Antes de dar una demostracion,
conviene recordar aquellas propiedades en que se
funde, estableciendo asi una especie de aper-
cepeign matematica; y, 4 manera de resumen, €s
también conveniente anotar al margen la serie de
proposiciones utilizadas.

Los métodos generales de demostracion son como
en Ldgica el andlisis y la sintesis.

34. El anilisis.—El analisis propiamente ma-
temdtico, fué utilizado ampliamente por Platdn:
a) En la demostracicn de propiedades consis-
te en suponer cierta la verdad que se trata de de-
mostrar, y, sometiéndola a transformaciones lici-
tas, llegar a una verdad evidente o demostrada.

Ejemplo 1.° Tratemos de demostrar la veraci-
dad de la provosicién contenida en la expresion
sigulente!

t b

(@b vmi = — - —

Tt m

multiplicando los dos miembros de la igualdad
por m sale
a b
[la+ b imIm=|—4+—|m
n m

por la definicion de division y la regla para multi
plicar una suma por un nimero se obtiene:

a ]
a+b=—m-+-—m

m m
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de donde aplicando dé nuevo la definicion del
cociente

at+b=a+tb

siendo esta igualdad evidente también serd cierta
la primera de que hemos partido.

Ejemplo 2.° Demostrar la conocida propiedad
de los lados de un tridngulo

a>b—a¢
sumando ¢ a log dos miembros de la igualdad sale
g+ e>b

v como esta desigualdad es Lmta también lo es
la primera.

b) En los problemas avitméticos se utiliza el and-
lisis como hemos ya expuesto y de los geométricos
puede y servir como ejemplo el siguiente: Trazar
por wun punto O una recta que equidiste de dos pui-
tos dados Ay B.

Se empieza por construir la figura trazando la
recta, tomando en ella ¢l punto O, y a un lado y
otro de la misma los puntos A y B, equidistantes
de ella, esto es, siguiendo una marcha en todo in-
versa a la indicada por el enunciado,

Ahora, siendo

NA = BP serda AMAN= /\ MBP
\ ?ﬁil'ﬂll”

"\ MAN = MBP, serA MA = MB

De aqui s deduce la construgeion: Unir el punto
dado O con el punto medio M de AB.
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35. Esta misma marcha sirve para demostrar
una proposicién haciendo ver que su contraria es
falsa por llegarse, de admitirla, a una proposicion
no verdadera. Ejemplo dé ello es la demostracidn
en Geometria de que dos rectas perpendiculares
a una tercera som paralelas, con varias ofras pro-
posiciones de la misma teoria, constituyendo
este procedimiento ¢l llamado de reduceidn al
absurdo, y fué muy empleado por Euclides. Es de
advertir qus su elegancia es nula ysu claridad es-
casa para los principiantes. por lo que debe usarse
lo: menos posibe.

36. El verdadero andlisis aplicado a los proble-
Mas consiste en descomponer la cuestion deda cn
cuestiones mids sencillas que se van resolyiendo su-
cestvamente.—Asi, para trazar una circunferencia
que pase por tres puntos dados buscamos el centro
de la que pasa por dos de ellos v luego el centro
de la que pasa por uno de éstos y ¢l tercer punto,
obteniendo la solucién buscada. Tal vez podamos
considerar a Hipdcrates de Chios como el autor
de este método,

37. La sintesis.—FEn [las demostraciones con-
siste en partir de wna verdad comocida para ile
gar w la que se quiere demostrar. Asi, para demostrar
la regla de multiplicar una sama por un ntimero

(@ - B) Xn
aplicamos la definicidn de multiplicar, obteniendo

(64 8) +-{a+ b +(adb) ... (n veces)

aplicando ahora la propiedad conmutativa de la

——
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suma sale

’I atatad...(n veces) + b+ b+ b+

<+ b...= (n veces)
que por la propiedad asociativa se convierte en
la+atatat .) + BFb4b+ b4 )
de donde por la definicién de multiplicacion sale

a Xn+b Xn

En los problemas de Aritmética se procede como
va se indicd y en cuanto a losde Geometria tra-

(== 3
Z
‘
/
/
'

Figr. 10.

taremos como ejemplo el anteriormente propuesto

; (figura 10).
Unase A con B tomese su punto medio del seg-
mento A B y unase O con M. En efecto, siendo

v siendo

A\ MAN= /\ MBP también AN = BP
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Notdndose también como en una marcha in-
versa a la del analisis.

Ahora ¢l método analitico es el de invencion,
mientras que el sintético es el de exposicion de
la verdad.

6.—La induccién completa,

38. La indueceién en las Ciencias de la Natu-
raleza.—Aristdételes expone y discute ya el silo-
gismo inductivo aplicado a las Ciencias Naturales
con €l ejemplo siguiente:

El caballo, el mudo, el asno ele. ..., viven mucho
tiemipo, pero el caballo, el mulo, el asno, etc. ..., Son
animales sin hiel, luego todos los animales sin htel
viven mucho tiempo.

Aristételes hace notar que, para que la conclu-
sion fuese rigurosa, serfa necesario que la enumera-
cién dz los animales sin hiel fuese completa.

De la misma manera cuando se establece la
ley: fodos los cuerpos caen, se hace sencillamente
ante la consideracion de haber notado la caida
de varios cientes de cuerpos, sin que ninguno
se haya librado de ello, a no ser por causa justi-
ficada, como ¢l globo o ¢l agroplano que se elevan,
Cuando se dice fodos los cuerpos caen con igual
velocidad ex el vacto, la afirmacion se hace general-
mente ante la experiencia de unos pocos cuerpos
que cumplen la ley. Por otra parte, nosotros po-
demos imaginar cuerpos no sometidos a la grave-
dad sin inconveniente alguno.

39. La induceitn e¢n la Matemética.—Ha sido
siempre una gran preocupacion para los. mate-




maticos el encontrar una expresion que proporcio-
nase nuameros primos, reducidos come estan casi
a la criba de Eratdstenes, y por ello fué metivo de
expectacion la fdrmula propuesta por Fermal
224 4 1 que daba nmimeros primes para los pri-
meros valores de w:iI, 2, 3, 4. :Se podia afirmar
que cualguier valor de n proporcionaria nimeros
primos?.  Euler comprobd que para # =5 1o
existia tal propiedad.

Otro ejemplo mds sencillo tenemos en la expre-
sion utilizada en la Aritmética elemental

e N C O o OO T

tormada por ¢l producto de los nlimeros primos
hasta p, aumentado en una unidad. Para yvalores
de p =1, 2, 3, 5 el valor de esta expresion es un
nimero primo; (o serd siempre? Fdcilmente se
comprueba que para p = 13 el valor obtenido
1o es primo. La induccidn incompleta no es, pues,
valida en la Matemadtica.

Pero ocurre algo mds notable. Si tomamaos, por
ejemplo, la sucesion de los cuadrados de los niime-
T0S enteros '

0% % 459, I6, 25,36 ..

v sl restamos de cada uno de ellos el anterior en-
contramos la serie

de los ndmeros impares. Esta regla no sufre ex-
cepeidn por muche que se prolongue el ensayo,
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v, sin embargo, no le es licito al matemitico darla
por walida sin wlierior demostracidn.

40. El prineipio de la indueeién eompleta.—
Para tales casos existe ¢l llamado principio de
la induceidn completa, utilizado primeramente por
un matematico italiano del siglo XVI, Maurolyco;
continuado por Pascal v aplicado a su famoso tridn-
gulo aritmético, v desenvuelto por Jacques Ber
noclli, y que dice: Si una propiedad referente a
niimeros exleros es cierta para 1, v Siéndolo parva n
lo es para n + 1, es siempre verdadera.

Para aclararle lo aplicaremos a un ejemplo. Si
observamos que la suma de los 1, 2, 3, 4 nimeros
impares consecutivos I, 3, 5, 7 .., €s: 1, 4,9, 16 ...,
podemos inducir que la swma de los n primeros nit-
nweros impares es n®, csto eés, que I 43 4+ 5+ ..
= ¢

Para demostrarlo observamos: 1.°, que s¢ ve-
rifica pata n =L

2.° Siendo 2 #—71 el #S™° nimero impar y
I+3+54.. 4 (2n°—1)=n, bastard demos-
trar que

I+3-i“5+~-(2?1—1]+{25-{—1}={n+1}‘

ya que ¢l n® impar signiente a 22— 1 es 21 - 1
Y, en efecto, sustituyendo todos los sumandos
menos el 1ltimo por su suma, sale

IY+34+5+..+(2n1)+ (2nt 1)=n+2n+1
que es el desarrollo de (n -+ 1%) como es fdcil
comprobar,

Segun esto, como Ja propiedad en cuestion se




verifica para n =1, se wverificard para g = 2,
verificdndose para » = 2, se verificard para # — 3;
verificindose paran — 3, se verificard para # — 4,
y ast indefinidamente. Con lo cual queda demos-
trada su absoluta generalidad sin que queépa ni
imaginar siquicra la existencia de mimeros para
los cuales no se verifique la propiedad en cues-
tion.

Este principio es dplicado con gran frecuencia
en Matemdticas, y de ello puede servir de ejemplo
en la parte elemental la demostracion de la férmu-
la del binomio de Newton, comprobada para ¢l
cuadrado y el cubo y demostrando que si es
cierta para la potencia # & lo es también para

la (n - 1)™

7,- Métodos particulares de demostracién de
teoremas y de resolucién de problemas

®=
41. La correlacion.—Con este nombrelfdesigna
la accidn de corresponder uno a uno los elementos
de dos figuras, y constituye un método importan-
tisimo, no solo para establecer propiedades y
demostrarlas por una analogia mis o menos ri-
gurosa, sino ademads para sistematizar los conoci-
mientos agrupdndolos en un sencillo paralelismo,
Su importancia y aplicacién es mayor en Geo-
metrfa, y a esta ciencia nos hemos referido en la
definicidn, y a ella nos seguiremos refiriendo en
su estudio detallado
a)  Correlacion enel plano—Al punto se le pue-
de hacer corresponder la yecta, y reciprocamente
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obteniendose proposiciones como las  siguientes:

Por un punio pasan
infinitas reclas.

Daos puntos determi-
nan la posicién de tina
recha.

Un punto puede des-
plazarse sobre una recta

[in wna recie pueden
tomarse infinitos pun-
tos.

Dos  rectas  determi-
nan la posicion de un
Pt

Una recta pueda gi-
rar alrededor de nun pun-

en dos sentidos. to en dos sentidos.

Al segmento corresponde el dngulo, v las pro-
piedades de unos v otros pueden estudiarse co-
rrelativamente.

Existe, sin embargo, una diferencia capital v
es la existencia de una mmidad absoluta para los
angulos que falta en el segmento; en algunas Geo-
metrias modernas esta analogia se completa con
la existencia de la unidad absoluta de longitud,
andloga a circunferencia maxima en la Geome-
tria esiérica.

b)  Correlacion en ¢l espacio—Al punlo corres-
ponde el plano y a la recta ella misma, obtenién-

dose correlaciones del tipo signiente:

Por un punto pasan
infinitos planos no co-
lineales.

Tres puntos determi-
nan la posiciéon de un
plano. B

Dos puntos en el es-
pacio determinan una
recta.

En un plano pueden
tomarse infinitos pun-
tos que no pasan por
una recta.

Tres planos determi-
nan la posicidn de un
punto.

Dos planos se cortan
segin una recta.

c) Correlacion del plano con el espacio.—Aun-
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que sin g an rigor légico, con fines didacticos
puede cstablecerse una  correlacidn  entre los
angulos planos con los diedros, que simplifica
grandemente la exposicidn.

d) La forma plana, la radiacion v 'la esfera—Si
una forma plana, ¢s decir, una figura cualquiera
situada en un plano la proyectamos desde un
punto exterior a él (vértice), tendremos una ra-
diacion en la cual, a puntos del plano correspon-
den rectas que pasan por el vértice, y a las ree-
tas corresponden planos que gozan de la mis-
ma propiedad. Si la radiacién la cortamos poer
una superficie esférica que tenga como centro
el vértice, ebtenemos una figura- sobre la super-
ficie en cuestion, en la cual a reclas de la radiacion
corresponden puntos y a los planos arcos de cir-
cwnferencia mdxima. Pudiendo establecerse la
siguiente correlacidn:

Forma plana Radiacién Farma esfz*r:m
Punto Recta Punto

Recta Plano Circulo maximo
Segmento Angulo plano Arco de eirculo
Angulo plano  Angulo diedro = Angulo de arcos
Triangulo Triedro Triangulo esférico
Poligono Angulo poliedro Polfgono esférico

Las propiedades son unas veces idénticas y
otras simplemente andlogas, v lo mismo ocurre
con las demostraciones.

Asi, por ejemplo,

friangulo plano [ | {lado) jés menor que
én ung triedro 111! caa 1"1 suma de los
tridngulo esférico! ! Iddo_‘ otros lados.

¥ mayor que su dilerencia,
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La suma de los tres dngulos

‘triéugulo plano es igual a dos rectos.

dé unjtriedro e mayor que dos réctos

Jek ol ¥ :
tridngulo esférico) y menor que seis.

Tal importancia tiene esta correlacién que al-
gunos aptores estudian simultdneamente las pro-
piedades que se corresponden, y son muchos lo
que aconseian efectuar en esta forma el repaso
de las mismas.

42. Métodos espeeiales en Aritmética.—TLos mas
infeéresantes para nosotios son aquellos que mas
se utilizan en la ensenanza secundaria ¥ en la
primaria sobre todo. En la demostracidn de pro-
piedades nos limitaremos al que pudiéramos Ua-
mar método fntuitive que presenfaremes en sus
fres variantes.

a) Miétodo objetivo.—Consiste en la represon-
tacidon de  los mimeros mediante objetos para
operar con ellos. :

Ejemplo 1.° Los diferentes drdenes de uni-
dades que forman un ndmero se representan por
hacer de palillos; mejor con tallos de asfodelos
en las regiones en que seé dan, por Ser ague-
llos demasiado pequefios  para las manos de
los nifies. Palillos sueltos representan las uni-
dades, haces de 10, atados con corddn rojo las
decenas, y 10 haces de decenas:atadas a su vez
con hilo verde o azul dan las centenas, Las ope-
raciones de suma o resta se hacen perfectamente
con dos series de haces de palillos que se cuel-
gan de un travesano de madera a un lado y otro
de su parte media, agrupados en tres por
del travesano, diversamente colorecadas.




Ejemplo 2.7 Oue el drden de factores no wlleia
el producto se demuestra cuando son dos'los fac-
tores, formando, porejemplo, con 12 discos o cua-
drados 3 filas de a 4 6 4 filas.de a 3. Para cuando
los factores son tres se procede ‘andlogamente
con cubitos.

Ejemplo 3.° 8i cada cubito representa una
unidad, y ¢stdn coloreados diversamente en sus seis

Filg, 11.

caras, se colocan por ejemplo 25 cubitos (n)
formando un cuadrade, de medo que el wno, el
qu forma un vértice, presente un color determi-
nado, los fres adyacentes otro celor, los ein-
co adyacentes a éstos otro diferente. Asi, se evi-
deneia que

S lan 4 1) = nt
Obsgrvacion: Varias de estas operaciones puer
den realizarse con dibujes, pero es preferible 1le-
Melodolagia, é




varlas a cabo como indicamos por la aclividad
que lleva consigo el método, la complicacién de
sensaciones, etc. :

b) Método grifico—Consiste en emplear la
representacion grafica de los mineros para es-
tudiar sus propiedades.

Ejemplo 1.7 La propiedad conmutativa de la
multiplicacién se evidencia considerando en di-

(g}

\

\

[
1

Fig. 12:

ferentes porciones la representacion grafica de
un producto de dos y de tres factores que mues-
tran las figuras 11 y 12.

Ejemplo 2.° La propiedad distributiva de la
multiplicacion se demuestra por la consideracion
de la figura 13.

Ejemplo 3.7 La conocida propiedad

@+ B* = at + 2.ab +

se evidencia con la fig, 14,




c) -Método Nomogrifico—Le damos este nom-
bre para distinguirlo del anterior, y por él trata-
mos de hacer intuitivas las relaciones entre mag-
nitudes,

Para las magnitudes simplemente relacionadas
se construyen las grificas tomando sobre un eje

R e
| e

o recta horizontal los valores de una magnitud
y sobre perpendiculares levantadas en cada pun-

4% 3 33

Fig. 14.

to los valores correspondientes de la otra magni-
tud. Uniendo mediante una linea los puntos ob-
tenidos aparece la correspondiente grafica que
da clara idea de las variaciones de una magnifud
en funcidn de la otra.

Para las magnitudes directamente proporcio-
nales se obtiene en el ‘caso anterior una linea
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recta, mientras que en las inversamenté propor-
cionales la linea obtenida es una curva llamada
hipérbola. Tales lincas no solamente marcan la
relacion existente entre las magnitudes, sino que
nos permiten facilmente caleular un valor de una
de ellas correspondiente a un valor dado de la
otra.

d) Mélodo geométrico—Esta fundade en la re-
presentacion grafica de los niimeros no como con-
junto de unidades, sino como relacién entre mag-
nitudes, y gracias a €l se hacen intnitivas relacio-
nes como la proporcionabidad compuesta y la
propiedad de la suma de razomes iguales (véase
nuestra Aritmeética Intuitiva) la medida aritiméitica
y la medida geoméirica.

43. Métodos especiales de resolueidon de pro-
blemas en Aritmética.—Ia Aritmética elemental
en su segunda parle no es sino una colegcidn de
métodos especiales para resolver problemas: re-
duccion a la unidad, regla de tres simple y com-
puesta, regla de falsa posicidn; y aun especiaif-
simos, clasificados por su asunto, come las reglas
de lanio por ciento, de interés, descuento, aligacion,
repartimientos proporcionales y de conjunta. Claro
es que algunas de éstas deberdn desaparecer por
falta de interés dcl tema quc tratan, v alguna de
aquéllas como la de falsa posicidn, deberd ser
sustituida por las ecuaciones. Entre los métodos es-
peciales distinguiremos el de comparacidn con la
unidad, el grdfico, ¢l geoméirieo, el algebraico, que
para. mayor claridad aplicaremos a la resolucidn
de una cuestion tipica, ¢l llamado problema de
los maviles.

Dos awdombuiles parten al mismo liempo de dos
puntos A y B distanles 300 Km. v marchan a
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encantrarse levando él de A wna velocidad de 30 Km.
por hora y el de B, 45 Km. por hora. ¢4 qué dis-
tancia del punto A se encontrardn?

a) Miétodo de comparacién con la wnidad.—En
una hora recorren

30 4~ 45 =75 Km,

de la distancia que los separa.
Para recorrer los 3co Km. necesitaridn tantas
horas como veces 300 contenga a 75, esto es,
300
— =N
72
Distancia de A = 30 % 4 = 120 Km.

Comprobacién 1.

Distancia recorrida por el 1.9 30 % ¢4 = 120 Km.
" » b 2.9 d5 X 4= 18e Km,

Total ...... 300 Km.

Comprobacidn 2.9

120
Tiempo empleado por el mévil 1.0 —— = 4 h,
30
Tiempo empleado por el 2.2 300-120 180
X = = i
45 45

b) Mélodo grifico.— Consideremos la  figu-
ra 15. En ella estdin representados liorizontal-
mente los Km. y wverticalmente  las horas. La
recta que rvepresenta el movimiento del pri-
mer antomovil se ha obtenido uniendo el pun-
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to de partida A con el punto M, que representa
st posicidén al cabo de 2 horas en que estd a
30.2 = 60 Km. del punto de partida. Analoga-
mente se ha obtenide la recta que representa
el movimiento del mdvil B, uniendo este punto
con el N situado a las 2 horas a 45 .2 = go Km.
de B, esto es, a 300— g0 = 210 Km, de A. El

i Horas.

=

| H
: i
: |
4 (]
0 ,r: . :r
A 50 100 150 207 250 3oaKm

Fig. 15:

punto P donde se encuentran las dos rectas nos
da la solucidn del problema, diciéndonos que los
méviles se encuentran a las 4 horas de marchar
a 120 Km. del punto A.

¢) Métodn geomélrico.—S1 consideramos que
la distancia rvecorrida por cada mdvil hasta el
punto de encuentro es proporcional a su veloci-
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dad, nos bastard dividir esta distancia grafica-
mente (o numéricamente) en partes proporcionales
a dichas velocidades. Representando, pues, dicha
distancia como muestra la fig. 16 pero en escala
de 1:300.000 (r dm.por 300 Km.), v levantando
en sus extremos A y B rectas perpendiculares
dirigidas en sentido contrario; de longitudes pro-
porcionales a las velocidades respectivas (doble
escala de la anterior), obtenemos los puntos C y D,
que unidos determinan el punto M de encuentro
de los moviles. Su distancia a A es de 40 mm. que

C |~

Fig. 16.

multiplicada por el denominador de la escala da
1200 Km, como solucién del problema.

Observacion.—Con andloga sencillez sé resusl-
ven problemas tan curiosos como el clasico de
las luces o ¢l de hallar la porcidn del punto d-l
espacio en que la atraccidn de la tierra y la luna
se equilibran, o el mds modesto de hallar ¢l punto
de aplicacion de la resultante de dos In-izas
paralelas y del mismo sentido.

d) Método algebraico—Llamemos x a la dis-
tancia buscada, y siguiendo el céamino de la
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2.% comprobacién expuesto en a), tendremos,

o
Tiempo. empleado por el movil 1.0 = -
30
300 — @ -4
Tiempo empleado por el moéwil 20° — .
45

Y como dichos tiempos deben ser iguales,

@ 300 — a

30 45

Para resolver esta ecuacidn, es conveniente
aplicar la propiedad, de la serie dé razones. de que
la suma de los numeradores partida por la de los
denominadores, es igual a cualquiera de las razo-
nes dadas, v obtenemos:

fesoe ) + de donde 3 —=——— — 550 Km,
75 30 75

44. Procedimicnlos especiales.—Con este nom-
bre indicamos varios procedimientos utilisimos,
casi indispensables si no se estudian en la Escuela L3
Primaria las ccuaciones, y convenientes siempre,
porque. résuclven la cuesltidon con mas facilidad
que el Algebra y constituyen ademés una gimmasia
intelectual  excelente. Indicaremos esguematica-
mente su fundamento algoritmico dejando al cui-
dado del lector el desarrollo de su significacién en
lenguaje vulgar, notando que a v b representan
las cantidades desconocidas.
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a) Fundamenio;

(a4 b) + (a— b) =

oW
o

Ejemplo.—Dos peatones han partido de dos pun-
tos A y B distantes 160 Km., v el 2.° ha hecho
2z Km. s que el 1.5 hasta Hr’cmr a encontrarse.
Cudnto ha recorrido cada wuno.

Estd incluido en el esquema anterior, puesto
que se conoce la suma y la diferencia de los es-
pacios recorridos. Para vulgarizar la operacidn
algoritmica indicada, diremos:

Si del total se descuentan los 2 Km. que ha hecho
mas el z. , los recorridos son iguales, YL.UI‘L‘].O Sli=
man 16 — 2= 14e¢l 2.0 habrdrecorridot4 ; 2= 7 km.
oL TR 7 -|~ 2 = g Km. Comprobacién: 'y +
kilémetros, Una representacion gréafica facilita la
comprension.

El esquema sirve, ademas de aclarar la reso-
lucion, para la invencién de problemas de este
tipo.

b)  Fundamento:

6+ b=35 ,5 at+b a 5
a_ (- -——i—l'—n—{—t ——=}
T 45 \b b n-t+ 1

|
|
||

Ejemplo: Un oficial v un aprendiz han cobrado
48 plas. por wna semana de trabago. Sabiendo que
el oficial eobra 3 wveces mds quee el aprendiz, hallay
la parte de cada uno,
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El esquema s& traduce en lenguaje vulgar
diciendo:

Por una parte del aprendiz tienc 3 el oficial, y
entre los dos 3 - 1 = 4 partes. Valor de una parte
48: 4= 12 ptas. Valor de 3 partes 12X 3 = 36 pe-
setas, que representan lo cobrado semanalmente
por uno y otro.

c) Fundamenio:

* __b;:d? d a— b o d
i Wl el s 6 ergrrn By
T b b ridl

Ejemplo: Un padre tiene 39 adios y su hijo 4.
{Cudndo la edad del padre serd seis veces mayor
que la del hijo?

Para justificar ¢l esquema razonaremos diciendo:

Cuando esto ocurra, el padre seguird teniendo
3 — 4 = 35 afios més que el hijo, y como el to-
tal de su edad es 6 veces mayor, estos 35 afios
representan 5 veces la edad del hijo, que serd de
35 : 5 = 7 afios, yla del padre 7 X 6 = 42 afios.

Comprobacién: Para que ¢l hijo tenga 7 afios
han de transcurrir 7 — 4 = 3 anos,

Para que el padre tenga 42 afios han de trans-
CUrrir 4z — 30 = 3 afios.

d) Proporcionalidad de la diferencia —Ejemplo:
Un lilre de leche pesa 1,03 Kg., v una persona
compra 15 hitros y encuentra que pesan 15,390 Kg.
@ Cudnta acua habia aiiadido el lechero?

Razonamiento: 5i 1os 15 litros liubieran sido leche
pura habrfan pesado 1,03 X 15 = 15450 kg.

A
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T.a diferencia 175,450 — 15300 = 60 g. €5 de-
bida a la sustitucién de la leche por agua.
En 1 litro de leche sustituido por agua la dife-

rencia es de 1,030 P gy o]
El nimero de litros serd 6o : 30 = 2.

Comprobacion:

Ntmero de litros de leche 15-—2 = 13,
() /) agua 2
Su peso. 1,03 X 13= 13,39 Kg.
%= b 2 )
Total 15 litros con un peso de ... 1539 »

e) Igualacion.—Ejemplo: Un individuo paga
6,80 ptas. por 8 kg. de pan y 4 I. de vino v r'lc’.,s';f:l-rr-_és
4,60 plas. por 6 kg, de pan v 2 1. de vino a los mis-
mos precios; icudles eran éstos?

Para mayor claridad escribiremos el esquema de
la cuestion:

8 Kg. de pan + 4 1. de vino = 6,80 ptas:
6 B » L o2y y = 4,60 B

Si las cantidades de una de las sustancias hu-
bieran sido iguales, la diferencia de coste depen:
deria de la diferéncia de la otra, y podrfamos ha-
llar su precio; pero para obtener esa igualdad con
relacién al vino, basta suponer duplicada la se-
gunda compra, y obtenemos:

8 Kg. de pan + 4 1. de vino = 6,60 pts,
1z T o G B =020 )
yrestando 4 9 ) = 2,60 ¥
de donde 1 % i = 2604 4=10,65  »

Ahora el problemy pudiera terminarse facil-
mente, pero es mas instructivo y tal vez mds ra-
pido operar andlogamente igualando las canti-
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dades de pan, para lo cual basta multiplicar por 3
la primera compra y por 4 lasegunda, obteniendo:

24 Kg. de pan- 12 1. de vino = 19,80 pts.
24 ) b= By 9 =aB40
restando 40 o= 40 )
T 1o de vino= 1,40 4= ‘0,35 %

Notaremos que este procedimiento es una
aritmetizacion del método de reduccidn del dlge-
bra al cual prepara, v al cual sin dificultad nin-
guna sustituye. Su exposicion. debe hacerse gra-
dualmente, empezando con un problema en el
cual las dos cantidades de una misma sustancia
sean iguales, v pasando a otro en que esta igual-
dad se pbtenga como en el primer. caso, considera-
do por nosotros por una simple multiplicacidn
(o division).

Observacion-—Son tan “variados los procedi-
mientos de resolucion de problemas aritméticos
que no creemos naturalmente haber agotado la
materia, v remitimos al lector a las obras especia-
es que tratan el tema,

45. Métodos espeeiales de demosteacion en Geo-
metria.—Mientras en Aritmética casi no se emplean
mas que los métodos generales debido a la senci-
lez de Ja materia con que se opera (los mimeros),
en cambio, las variadisimas relaciones derivadas
de la forma, la posicion v la extensidn en Geo-
metria, hacen que se utilicen numerosos métodos
de demostracion, limitandonos, sin embargo, nos-
otros a considerar sumariamente aquellos que
son mds empleados en la ensefianza elemental
y primaria.

a) La superposicidi.—Se emplea generalmente
para demostrar ia igualdad de las figuras o de sus

= =t

e

-
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elementos. Ejemplo de ello tenemos en la igtial-
dad de los dngulos opuestos por ¢l vértice, de los
angulos formados por “dos paralelas cortados
por una seeante, de la equidistancia entre para-
lelas, de los tridngulos, etc. Es de notar que tales
superposiciones deben hacerse realmente. con fi-
guras construidas exprofeso; y aun puede utili-
zarse el Cimemaldgrafo Geoméirico para ver cémo
se verifica la superposicidn. Conviene, ademds,
graduar este método, limitdndose a la simpie per-
cepeidn al prineipio, pero llegando al final a ex-
plicar el porqué de la superposicién de cada uno
de los elementos que van coincidiendo.

b)  La composicion y descomposicitn.—And-
logo a la sintesis y ¢l analisis de los métodos gene-
rales, difiere de ellos en que debe hacerse intui-
tivamente. Asi, tenemos como ejemplo interesante
la obtencién de las dreas de las figuras planas
en las cuales un corte y un movimiento transfor-
man un paralelogramo en rectdngulo, un tridn-
gulo en paralelogramo, un poligono regular en
rectdangulo. Lo mismo ocurre en los volimenes.

¢) La simetria—La consideracién de la si-
metria facilita grandemente las demostraciones,
Sean ejemplo de ello el estudio de las propiedades
del rombo y rectdngulo, y la propiedad de las
circunferencias tangentes de tener el punto tinico
comun sobre la linea de los centros, cje de si-
metria,

d) Los limites.—El procedimiento del paso al
limite que pudiera parccer dificil, pierde toda di-
ficultad desde el momento que la especie de¢ movi-
miento que supone le hace interesante para’ el
nifio.  Citaremos como ejemplos la propiedad de
la tangente, perpendicular al radio, que se obtiene
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al considerar a aquella reeta como limite de una
secante y la obtencion de la longitud de la cir-
cunferencia, el drca del circulo, y las dreas y
volimenes de¢ conos v cilindros por los corres-
pondientes limites,

46. Mdétodos espeeciales de vesolucidon de pro-
blemas en Geomefria.—La grandisima variedad
de ellos que existe no nos deja sino la dificultad
d+ la eleccidn, limitdndonos a los mdg uguales

dentro de los conocimientos elementales. Como ta-
les consideramos:

a) Los lugares geométricos—Un problema geo-
métrico se propone en tltimo término la determi-
nacion de un punto que satisfaga a ciertas condi-
ciones, Ahora, tales puntos suelen estar sobre
lineas determinadas (lugares geométricos), cuya
interseccién da el punto buscado. Ejemplos co-
rrientes son en Geometria, el hallar el centro de
la circunferencia que pasa por tres puntos y
construir un triangulo, dados A, & vy a.

Ejemplo.—Trazar una circunferencia de radio
dado y que sea tangente a una cirounferencia y a
una recta dadas. (Fig. 17), Sean 7 ¢l radio dado,

Rl
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o la circunferencia v @ la recta. Para trazar la cir-
cunfercncia pedida bastard determinar su centro,
Este, por distar de la recta @, la longitud » estara
sobre la recta paralela a ella trazada a esa distan-
cia (son dos las paralelas), v por ser centro de la
circunferencia tangente a la dada estard sobre una
circunferencia concéntrica con ella v trazada con
un radio igual a la suma (o la diferencia) de los
radios. La interseccidon de ambas lineas determi-
na el centro buscade, pudiendo haber desde nin-
guna hasta ocho solucidn.

Fig. 15.

b) Método algelraico—Consiste en determinar
el punto buscado mediante una relacién cuanti-
tativa gue, considerada como una incognita, se
obtiene mediante una ecuacién. Una vez hallado
su valor se construye geométricamente.

Ejemplo 1.° Siendo C el pumto medio de un
segmento A B, se han trazado sobre A B, AC y
CB como didmetro tres semicireunferencias. Tra-
zar la circunferencia tangente a ellas (fig. 18).

El centro del circulo que buscamos habra de
estar ‘sobre el eje de simetria de la figura, que es
CD L A B; nos bastard, pues, determinar su dis-
tancia x al punto D. Llamando » al radio F C, los
lades del A\ rectingulo. FEC son FC =v,
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EE =#x 5y CE =z2yr—zx%, y apleando el
teorema  de  Pitdgoras obtendremos (v - x)® =
= y* L (2r—x)*, v desarrollando los valores de
los paréntesis obtenemos #* + zpx - a* =t
+ 4r*—4rx - x% suprimiendo los términos co-
munes a los dos miembros de la ignaldad queda
2ry = 4r* — grx. Simplificando se obtiene ¥ = 2r—

2

— 2%, de donde 3% =2y, ¥ £—¢, (ue nos per-

mite determinar facilmente ¢l punto E.

A
S
ﬂ‘

L‘ N

9«
L M
B
Fig. 20,

¢) Los movimentos—La traslacidn paralela v el
give de elementos de una figura pueden ser muy
ttiles para simplificar los problemas y por tanto
resolverlos.

Ejemplo 1.°—Suolwve las ovillas de un canal rec-
trlineo hallay el emplasamiento de wn puente gue
equidiste de dos puntos situados a distinto lado del
MASIL0,

Sean (fig. 19)'A v B'los puntos dados. Si supone-
mos ¢l problema resuclto siendo MN ¢l cmplaza-
micnte, y acemos experimentar a la parte su-
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perior de la figura una traslacion paralela que
lleve el punto N en M, ¢l punto A caerd en A' y
el punto M equidistard de A' y B, Estard, por
tanto, en la mediatriz de BA', y ¢h su inter-
seccién con L.

Ejemplo 2.7 Construir un /N equelafero cuyos
vértices estén sobre tres parvalelas dadas,

Anavisis—Seaen la fig. 2zo; LIL2 | /7 v ABC
el /\ pedido.

Uno de los vértices, B, puede ser elegido arbi-

Fie, 200

trariamente. Ahora, si hacemos girar 60° alre-
dedor de B el lado ]5( v la recta ¢, ¢l lado B C
coincidird con BA ¥ la recta (" pasara por el
punto A.

Gonstruccidn.—Hacer girar la recta ' 60° al-
rededor de B; el punto i, en que corta a I, es otro
de los wértices del A. Con radio B A y centro B
se corta a [’ en C, dindonos el tercer vertice.

Una informacién bastante completa se encontrard
en el libro de E. G, M. ¢Exercices et Problémes
de Geometriey, v en un folleto de Patersen sobre

Metodologia, T
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¢l mismo asunto, y algunas indicaciones ttiles en
nuestro Nuevo tralado de Geomelria.

8.—Evolucion de la Matematica.

47.—Importaneia de su conocimiento.—El es
{udio histérico de una ciencia que tanta influencia
ha ejercido enla marcha de la Humanidad y tanto
ha contribuido a su elevacion espiritual constituye
una valiosa aportacién a la Historia de la civiliza-
cién en general; despierta, como ella misma, un
sentimiento de admiracion por el esfuerzo humano
y de confianza en €l, y mas esencial es este estu-
dio, en la Matematica, que pudiera parecer logica
elucubracién de un solo maestro. Lleva al cono-
cimiento y mueve al respeto por los grandes homi-
bres, que al cultivar nuestra ciencia fueron tam-
bién cumbres en €l horizonte humano y ejemplares
de la mas alta espiritualidad; evita el desdnimo
de los investigadores actuales, mostrandoles el
triunfo de los antiguos tras de una larga prueba;
proyoca un repaso y sintesis de los conocimien-
tos adquiridos situdndolos a lo largo de las vias

naturales de la evolucién cientffica, y mostrando

Ja complejidad creciente y el progreso sin Jimites
de que es susceptible nuestra ciencia, estimila
la capacidad de invencidn v evita la ndicula
pedanteria de los que creen saberlo todo, y es,
sobre todo, base del método Namado histérico,
de considerable valor en la ensefianza.

Al aparecer en los iltimes afios de la vida
escolar los intercses sociales y especialmente el
deseo de conocer e imitar a los grandes hombreg,
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la historia ‘de la Matemdtica puede mostré{ﬁ
\
b

ejetiplares humanos del mds alto valor.

La evolucion de la eiencia en log diferentes
pueblos

A. La Edad Anligua. Enla Edad Antigua po-
demos establecer una 'inea que sigue de Babilo-
nia a Egipto, culmina en Grecia y desciende y .
acaba en Roma, !
48. Los pueblos salvajes.—Es notable el hecho |
de la exisfencia en la mayor parte de estos pue-
blos de sistemas de numeracion a base del 5, el 10
6 el 20. Un personaje de Homero cuenta los re-
banos de focas de 5 en 5. Los esquimales, las |
tribus africanas, los salvajes de Oceanfa ylos del
Africa del Sur empleaban y muchos siguen usan-
do el sistema de¢ base 5, mientras que los mayas
y muchas tribus de Norteamérica emplean ¢l
de base 20, de la cual quedan vestigios en Europa
| en el qualre vingts francés y el score inglés. La
| relacion evidente de estas bases con el niimero de
! dedos del hombre, y las ventajas que sobre el
sistema de base 1o tiene el de base 12, hacen de-
sear a algunos historiadores que el hombre de-
biera haber tenido seis dedos en cada mano.

49. Babilonia y Asivia.—Varios miles de afios
antes: de Jesucristo alcanzaron un gran nivel
cultural los pueblos establecidos en las orillas
del Eifrates. Posefan un euricso sistema de nume-

i racion queempezaba por ser de bas¢ 10 para con-
tinuar siendo de base 60, quedando deé esto lti-
mo recuerdo en nuestra division de grados y dn-
gulos. Los babilonios, grandes astrénomos, cal-
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cularon primeramente el ano de 360 dias, y la
tacil divisisn de la circunferencia en 6 partes, les
impuso el sextanfe que dividieron' en 60 partes
ignales, nuestros actuales grados. Sus fracciones
eran de denominador 60, y consecuencia de ellas
fué, miles de afios después, el valor dado por
Ptolomeo para

o) 30

B=a i
60 6

D!
Para combinar las diferentes unidades de su
sisterna de numeracién, empleaban la suma 'y

la multiplicacién, y asi siendo

1=\ yio=< I00 €ra \( < ¥y 23 estaba repre-

sentado por << \’v\’

Conocieron el valor relativo de las cifras, y em-
pleaban el cero como consecuencia, representdn-

dolo por _'é

Conocieron y utilizaron las cuatro operaciones
fundamentales; incluso la potenciacidn, habiéndose
encontrado ladrillos conteniendo tablas de multi-
plicar, de cuadrados ¥ cnbos, asi como de opera-
ciones referentes a la Aritmética mercantil.

Posefan un sistema métrico bastante ‘completo.
La unidad fundamental de longitud era ‘el dedo =
— 1,65 cm., y sus miultiples el pre = 20 dedos;
¢l codo = 30 dedos; la percha = 12 codos; la cuerda
de agrimensor = 120 codos, ¥ la legna = 180
cuerdas. Nétese el uso de los multiples y diviso-
res de 60 y la clase de arte a que alude la cuerda
de¢ agrimensor,
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Para el peso tenian el grano = 46 mg; el si-
clo = 8,416 g., vy ¢l falento = 30,5 kg., nombres
que aplicados a la moneda se siguieron utilizando
miles de afios despues.

En cuanto a la moneda emplearon primera-
mente la cebada, v 3.000 afios antes de Jesucristo
utilizaban barras de oro y plata siendo de 6 hasta
12 a T la relacidn entre el valor de ambos metales,
denotando una depreciacidn del iltimo, como
oeurre en la actualidad.

50. Los egipeios——En este curioso pueblo se
superponen realmente dos civilizaciones, la sacer-
dotal, que aspiraba a mentenerse secreta, y la de-
motica o popular. Emplearon la numeracion de-
cimal, representando con signos especiales las di-
ferentes unidades que se repetian al expresar
cada nimero, por lo eual su numeracion era simple-
mente aditiva, No sabian multiplicar, y esta ope-
racion la reducfan adigplicaciones sucesivas com-
binadas con las sumas precisas, aunque esto
creemos que sélo podria referirse a la  segunda
de las civilizaciones indicadas, pues los sacerdo-
tes ‘debieron tener conocimientos andlogos a los
nuestros, va que segin parece tenian como unidad
de longitud el codo; sagrado, jigual a la diez mi-
llonésima. parte del radio polar terrestre! Su siste-
ma métrico relacionaba, como el nuestro el volu-
men con el peso, siendo la unidad ponderal el peso
de un codo ciibico de agua.

Pero el mayor mérito de los egipcios estda en
haber iniciado el impulso creador de nuestra
Geometria, obligidos a medir sns campos por las
inundaciones del Nilo, Io cual origing la Agrimen-
snra, El papiro de Ahmes que refleja conocimien-
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tos anteriores en 4000 afios antes de Jesucristo,
aunque estuviese escrito hacia el 2000, da idea
del estado de la ciencia matemdtica en aquella
¢poca, aunque sigamos opinando que sélo de la
popular. Basta notar que sefiala para drea del

Sbradacd ey ! ab ’
tridngulo isdsceles la fdrmula 25 decir, el se-

miproducto de la base por un lado.

Conocieron, segiin Ahmes, las fracciones reduci-
das a las mds sencillas, y en general de numerador
uno, reduciéndose a éstas por suma las mas compli-

s L I : :
cadas, asi — =—+ —. En cambio hay sinto-

12 5 12
mas en el papiro de la existencia de conocimientos
superiores: progresiofies, como muestra un problema
muy repetido después en el curso de los tiempos:
7 personas tenfan cada una 7 gatos, cada uno de
los cuales se comid 7 ratonrs, cada uno de éstos
se hubiese comido 7 granos de cebada, ey cada
grano de cebada hubiese dado 7 medidas dé trigo.
El cilculo de la cantidad de cebada salvada por el
celo de los gatos, tiende a justificar el culto que
se les tributaba. También conoclan y utilizaban
la semejanza, como demuestra ¢l uso de la cua-
dricula para el trazado de los bajorrelieves y
pinturas, uso conocido por haberse encontrado
en una de las pirdmides un trabajo preparado
en esta forma. Tenfan un afio de 360 dias dividido
en semanas de 10 dias.

51. Greein.—El gran mérito de los egipcios
consistié en haber sido los maestros de los sabios
griegos, en cuanto a la Geometria sé refiere, va
que la enorme diferencia con relacién a sus ade-
lantos en Aritmética, puada deberse a su genio
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especial, pero también sin duda fué debida a
las ensefianzas de los egipcios.

En la numeracign empezaron 1os griegos por de-
signar los nimeros con la letra inicial de su nomi-
bre, pero acabaron por representar los 10 primeros
niimeros por las 1o primeras letras de su alfabeto
(intercalando una, cuya forma presenta por cierto
bastante analogfa con nuestra cifra 6 a la que re-
presentaba). Las letras siguientes representaban
las decenas de 20 a 100, y las siguientes, con una
letra suplementaria las ccntenas. Asi w = 8o0.
Los millares eran representados por las mismas
letras con una coma delante: asi; § = 2.000.

Ademas éra 10.000'= M y para 2.000 eseribian M.
eteétera, Las fracciones eran representadas escri-
biendo el numerador, cuande era distinto de la
unidad, con un acento, y a continuacion el deno-
minador con dos acentos, asi:

1 L7
— =pt ?;” —= |f 0% a
12 21

Con tal sistema de numeracidn, las operaciones
les eran muy dificiles vy debieron de emplear
abacos con columnas para las unidades de los di-
ferentes Ordenes en los que colocaban piedreci-
llas. A ello aludé este pensamiento de Salén:
En la amistad de wn tivano, un hombre es como la
piedrecilla de caleular, que lan pronto vale mucho
como  poco,

Tal importancia tiene Grecia en la « volucidn de
12 Matematica que no pedemos por MEenos de enun-
ciar sus diferentes escuelas, tomando las fechas
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correspondientes redondeadas para mayci clari-
dad.

a) Escuela Jénica—Su representante es Thales
de Milelo (650-550 antes de  Jesueristo). Une
de los Siete Sabios de Grecia, estudié en Egipto,
donde parece que midid la altura de las piramides
por su sombra. Se le atribuye el estudio del tridn-
gulo’ isdsceles, las propiedades del didmetro;
el primer caso de igualdad de triangulos que
utilizaba para hallar la distancia de un barco
a la orilla, el valor del 4ngulo inscrito en una
semieircunfirencia, v el teorema fundamental de
los tridngulos semejantes.

Une de sus discipulos, Anaxégoras, ¢mp1tnd_10
el cileulo de w.

b) Escuwela Pitagdrica—También aprendié Pi-
ldgoras en Egipto v hacia 550 fundd su Escuela,
que duré siglos, influyendo incluso en el gobier-
no de los pueblos, pues te nfa algo de orden mo-
nastica y de masoneria. Su distintivo era el pen-
tdgono estrellado, v se refiere que un pitagdrico
pobre murié recogido en una humilde casa, de-
jandp a sus caritativos moradores solamente su
distintive, que encargd colocaran en sitio visible.
Un pitagdrico que conoeidé por el distintivo la
obra caritativa, recompensé a sus autores:

La fama de Pitdgoras se funda en su teorema,
inspirado, al parceer, porla. cuerda de nudos que los
egipcios cn'lp.lr:-a}";;:.n pira el trazado de perpendicn-
lares, cuerda con la que formaban un tridngulo
rectangulo cuyos lados mf-drm 3, 4 v 5 unidades.
Pitdgoras hallo 1a relacién 3° -+ 4" = 5",y como
los gricgos reducian el cdleulo a figuras geométri-
cas, lo enuncid como zun suele hacerse en nues-
tras Geometrias. Lo gencralizd, ademas, para los
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nimeros comprendidos en la forma 2# -1 1,
2w 420, 29 4 2n -1, donde nes un nimero
entero. cualquiera. Lo generalizd también para
las dreas, aunque parece ser que sélo para el caso
del tridngulo rectangulo isdsceles en que la demos-
tracidn es intuitiva. La que suele darse, fué ob-
tenida por Euclides mds de dos siglos después.

Hallé también Pitdgoras la suma de los dngulos
de un friangulo, dande la demostracidén.atin co-
rriente y como aplicacién de su teorema al cdleulo
dela diagonal del cuadrado se encontrd con la |/ 2,
que por carecer para €l de toda significacién in-
tuitiva, fué desechado como numero drracional,
prohibiendo se hablase de tales mimeros. Hallé
diversas areas y estudid los poliedros regulares
ordinarios, que por ello reciben el nombre de s6-
lidos pitagdricos.

Uno de sus discipulos mds notables fué Aychi-
tas de Tarento, que ejercité su ingenio en el pro-
blema de la duplicacién del cubo, cuestidn notable
por su origen. Dicese que habiendo estallado una
epidemia consultaron al ordculo de Apolo en
Delos qué deberfan hacer para que cesase. El
dios pidid un altar doble que el que tenia. Era
éste un bloque ciibico y pensaron satisfacerle
colocando encima otro blogue igual. Ne cesd
la epidemia, v el ordcule, ante las reclamaciones,
arguyd que el altar no era ya ciibico. Construye-
ron, parece, ofro cubo de doeble arista, v como
no cesase la epidemia. ante nuevas protestas,
obj=td el ordcule que el altar no era dable sino 8 ve-
ces mayor. Precisada asi la cuestidn, el problema
de construir un cubo doble que otro dado (tan
tdcil para el cuadrade) ocupd a les principales
sabios griegos qiie emplearon ingeniosisimos proce-
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dimientos, continuados por los sabios modernos,
quienes han demostrado que no puede resolverse
si se pone la condicidn de hacerlo grdficamente,
utilizando sélo la regla y el compas.

) Escuela Soffstica. (430 wp—»).—Al mismo
tiempo que los problemas filosdficos de imposible
resolucién, plantearon los sofistas cuestiones mate-
maticas que tampoca la tienen en las condiciones,
ordinarias: La cuadratura del circulo, la duplica-
cién del eubo v la triseccion del dngulo, imposibles
de realizar con sélo el compds v la regla. Traba-
jando con intencién de resolver el primer pro-
blema, se formd el método de la examstacidn que
procede por aproximaciones sucesivas, etc. Hipd-
¢rates consignié un triunfo resonante hallando
para sus limulas la equivalencia de una figura
rectilinea. Al mismo tiempo Zendn, de Elea,
trataba de combatir la divisibilidad infinita del
espacio y el tiempo con sus célebres paradojas
especialmente la de que Aquiles, ¢l de los pie
ligeros, no podia aleanzar a una tortuga, pues
cuando Aquiles hubiese recorrido la distancia que

los separaba, la tortuga habrfa recorrido algun -

espacio, vy asi sucesivamente.

d) Escuela Platonica (400 a. J. C.).—Fué Platin
ol fundador dela célebre Academia, llamada asf por
dar su ensefianza en los Jardines de Academo, a
cuya entrada colocd la célebre prohibicion: Nadie
entre sin saber Geometriq. Aun cuando la figura de
Platén descuella en la Filosofia, contribuyé tam-
bién al desarrollo de la Matemdtica con su procedi-
miento de andlisis (34) su estudio de las céni-
cas y sobre todo aplicando de una manera rigt-
rosa la Logica a los estudios matematicos, for-
zadoaello tal vez por los sofistas y preparando

bt ——
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asf la magnifica obra de la PBscuela siguiente.

e) Escuela Algjandrina.—En Alejandria, fun-
dada hacia poco por Alejandro, el genio griego, ha-
bia reanimado la vieja cultura egipcia, v el mds
alto representante de esta Escuela fue Ewelides
(300 a. J. C.) que presenté al mundo, por vez
primera un tratade completo de Geometria per-
fectamente estructurado, desde el punto de vista
légico, haciendo alcanzar asi a la antigna y mo-
desta Agrimensura, la categoria de ciencia de-
finitivamente formada. La obra de Euclides no
fué solamente la mas perfecta durante todo el
resto dela civilizacidn greco-romana, sino que has-
ta nuestros dias ha sido ensefiada en las escue-
las secundarias, principalmente en las inglesas,
como modelo insuperable. Al mismo tiempo, el
propio Euclides inventaba el procedimiento de
las divisiones sucesivas para Hallar el m. ¢. d. de
dos nimeros, definfa los nimeros primos y de-
mostraba su ilimitacion. Erafdstenes, formd su
famesa eriba v midié por un ingeniosisimo proce-
dimiento el radio terrestie, determinando la dife-
rencia de inclinacidn de los ravos solares en el mis-
mo instante en dos punros situados sobre el mismo
meridiano v cuyo distancia ‘conocla. Arguinedes,
en Siracusa calenlaba el valor de = por el método
de los perimetros, y determinaba la relacidn entre
los voltimenes del cilindro, cono v esfera de diame-
tros y alturas iguales, constituyendo una figura
que fué grabada sebre el monumento elevado a
su memoria por Metelo, el general romano que man-
daba a las tropus que le asesinaron en el asalto
a la cindad de Sicilia.

Un segundo florecimiento tuvo la Escuela ale-
jandrina. Hacfa 100 . J. C., florecieron Menelao,
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" que estudié principalmente la Geometria esférica,
v establecié el teorema que lleva su nombre y
Prtolomeo, autor del sistema geografico tantos
siglos dominante, confundiéndese ya cada vez
mis la corriente griega con la romana de que
hablaremos a continuacion, no sin citar antes
un caso curioso. Junto a esta brillante y admirable
cultura, el Egipto oficial, que habia hecho poco
menos que sagrados sus cuestionarios y examenes
seguia estancado en-la modestisima ciencia llena
de puerilidades y aun inexactitudes que consti-
tuian el papiro de Ahmes, 2500 afios antes,

52. Roma.—El cardcter eminentemente prdc-
tico de los romanos hizo que cnellos la Matematica
quedase reducida a lo que tiene de arte, la Arit-
mética al cdleulo y la Geometria a la agrimensura,
Su sistema de numeracidn era, a juzgar por los
nombres de los ntimeros, ¢l decimal, pero por sus
cifrag era mixta como se¢ sabe, y por no, conocer
¢l walor relativo, de las cifras, su cdleulo era muy
penoso y lo hacian por medio de abacos, Filas
de alambres representaban los diferentes érdenes
de unidades, y anillas eéngarzadas en ellos corres-
pondian a las unidades de cada orden (o series
de ranuras y clavijas); pero a fin de no emplear
g clavijas o aniilas para cada orden, aiyidian éste
en dos partes, el inferior con cuatre ¢lavijas y el
superior con ina, que valia por cinco, de aqui tal
vez sus cliras que representan una y cinco unida-
des de los tres primeros ordencs, Empleaban las
fracciones, pero selamente de denominador 12,
o sus divisores, tal vez debido a que eran 12 las
onzas que constitufan una libra (relacién conti-
nuada en los 12 chelines que forman una libra
esterlina). de tal modo que ¢nlugar de doceavoes
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defan onzas, como muestra el siguiente eurioso
pasaje de Cicerdn: Dime, hijo de Albano, si de 5 on-
2as quitamos wna, :que quedal—'[—:Y si afiadimos
wna onza? — [, — Muy bien, puedes adnanistyar tu
hactenda. Conocieron los repartimientos proporcio-
nales aplicdndolos a la particidn de herencias.

En Agrimensura cometieron errores andlogos a
los de los egipcios, Para drea del tridngulo equi-
litero daban como férmulas

I I 13
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Sus tratadistas entroncan ijcon laTEscuela de
Alejandria. Nicomaco (roo d. J. C.) escribio una
Introductio  Awithmelicae que copid mds farde
Boecio. Diofanto, clasicé por la resolucion en
niimeros enteros de las ecuaciones de primer grado,
nos déjé un cuadro bastante exacto de los cono-
cimientos de aquellos tiempos en que si mulfi-
plicaban, mediante los abacos, dificilmente, nadie
sabfa dividir, y acudfan a las restas sucesivas.
La especialidad de Diofanto fué la resolucion de
pcuaciones, aun cuando acudia a procedimientos
¢asi infantiles, como series de sumas y restas
para verificar la fransposicidn, y desechaba las
soluciones megativas,

Finalmente, un' hijo péstumo de la civilizacion
romana, fué Boecio (500 d. J. C.). Autor de un
tratado filosdfico titulado De consolacione, es-
cribié ademds un tratado de educacidén adop-
tado por el rey bérbaro Teodorico, origen del
Trivium y el Cuadrviviwm que dominé durante
toda la Edad Media, v en ¢l cual aparecen por
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primera vez en Europa las cifras representativas
de los g primeros mimeros (dpices de Boecio), y
que, aun cuando sin el cero, hubieran podido
hacer adelantar considerablemente el arte del
cilculo en Europa.

B—1La Edad Media

83. Tres corrientes principales fluyen todo a
lo largo de la Edad Media para reunirse en nues-
tra Europa occidental a principios de la Edad
Moderna. Estas corrientes son: la de la India,
impulsada tal vez desde Alejandria; la civiliza-
etom arabe que la recoge, v los reinos cristignos
medioevales que tratan penosamente de elevar-
se, con un espiritu mueveo, seobre las ruinas de
Roma.

4. La India.—Muy pronto debié alcanzar la
numeracion en la India un gran desenvolvimiento,
puesto que sus libros sagrados emplean niimeros
fabulosamente grandes. Sin embargo, solamente
entre el siglo V a VI (d. de J. C.) aparece formada
su numeragion decimal, wutilizando el wvalor re-
lativo de las ecifras; lo cual les permitia realizar
todas las operaciones sin necesidad de dbacos.
La fecha en que aparecen las cifras y el hecho de
que Boecio las conociese, aun cuando tal vez con
otras formas, permiten suponer que fueron impor-
tadas de Alejandria. El mismo Ptolomto ya ci-
tado, parece «ue utilizé la letra griega O = o
micron para representar el cero que los indios
utilizaron amplia y sistemdticamente realizando
como dice un autor el descubvimiento matemd-
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tico que mds i contribufdo al progreso de la -
teligencia, descubrimiento que no llego a Europa
hasta seis siglos: después, y gracias a los drabes.
Las cifras, pues, debieran llamarse indicas en
lugar de arabigas. El principal matematico indio,
fue Bhaskara (1.200 de J. C.), cuya resolucion de
la ecuacidn de segundo grado es todavia utili-
zada, y demostrd por semejanza el teorema de
Pitdagoras. Aceptaban las soluciones negativascomo
validas y distinguian las diferentes incognitas
de un mismo problema, representdandolas con los
nombres da los colores.

Admitian v manejaban corrientemente los niime-
ros enferos, fraceionarios e inconmensurables con
los que efectuaban toda clase de operaciones en
tablas Dblancas cubiertas de harina roja; lo cual
les permitia borrar los mimeros intermedios, por
lo que hacian desaparecer inmediatamente ciertas
operaciones que nosotros dejamos ‘escritas, como
los productos parciales de la multiplicacidn, y por
este motivo no pudiendo repasar las operaciones
acudian constantemente a la prueba por nueue.

En cambio, no era muy grande la precisidn de
sus conceptos, como en el de proporcionalidad.
Asf, resolvian por regla de tres el problema si-
guiente: Una esclava de dieciséis anos cuesta 32
wiskas, icudnto vale wna de veinte anos?

55. Furopa eristiana.—la escasa cultura ma-
temdtica de los romanos, estuvo a punto de.des-
aparecer por completo bajo los bdrbares. la
Iglesia y Carlomagno intentaron renovar la ins-
truceién y aun el Emperador franco en su elime-
ra tentativa, hubo de servirse de monjes, que
continuaron por todas partes la obra de la cul-
tura, aunque principalmente en su aspecto mo-
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nastico. Apenas si en la Europa propiamente
medieval se pueden  presentar unos  cuantos
nombres de consideracién. Es el primero San lsi-
doro, de Sevilla (6oo0), quien en su Elimologias
expone las referentes a la Matematica, que lelleva
en su entusiasmo a exclamar: si se suprimen los
niimeros, todo se destruye. El venerable Veda esta-
bleci6, bajo los auspicios de Carlomagno, escuelas
én que se practicaba el calculo, anxiliandose es-
pecialmente de'los dedos, con recurses muy inge-
niosos. Y el monje Alcuino (hacia el afio 1.000)
escribid una coleccién de problemas ¢para avivar la
menten, en €l que se encuentran los cldsicos del gal-
go y la liebre, la herencia y los gemelos, la cabra,
el lobo y la cesta. Por el mismo tiempo exis-
tia-en Vich una célebre Escuela de Mateméticas,
de la que salié el célebre Gerbert, mds tarde Papa.
Posteriormente, se fué dejando sentir la influen-
cia drabe sobre todo a través de Espana, genera-
lizindose las cifras indias, aun en forma incierta,
por lo que casi en el siglo XIV se prohibid a los
comerciantes florentinos el uso de tales cifras
en. Teneduria, debiendo emplear las’ romanas o
eseribir los nimeros en letras. (1) Y con esto se
lega al’ verdadero principio de la Edad Moderna
en el terreno cultural.

56. Los drabes. Es maravillosa la historia de
este pueblo, que en un siglo pagd de ser un con-
glomerado de tribus miserables e ignorantes a
constituir un gran emporio de eivilizacion y de
cultura, reuniendo la greco-romana, egipeiae in-
dica para trasmitirlas a la Europa moderna. Ya
en el afo 813, Alchwarizmi dié origen al Alge-

(1) Non per ecifras sed per lileras claras.
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bra, con su {ratado de Aldschebr Walmathabalah
(transposicidn y reduccidn), en la que se habfa
perdido el simbolismo indio; pero que trataba
completamente las cuestiones, Caleulaba sin éba-
cos, gracias a las cifras indias, y estudiaba la
Astronomfa (de él derivan dos nombres: Algorit-
mo y Algebra).

En el general florecimiento descollaron los
drabes espafioles, y en 1150 Dschabir ibn: Aflah
de Sevilla, eseribié wn tratado de pura trigono-
metria v Alkalsadi, de Granada, en 1482, nn tra-
tado de Algebra, superior al de Alchwarizmi,
por conservar el simbolismo algebrico, v que fué
seguido después por toda Europa. Algin tiempo
antes, Juan de Sevilla habia traducido del drabe
un Liber Alghearizmo que alcanzd gra.n influencia
i en la cultura ocecidental,

57. La Edad Moderna.—Puede decirse, que en
esta época la cultura es exclusivamente europea.
En el siglo X1V, los italianos debieron llegar a te-
ner que contar grandes cantidades, v del aumenta-
tivo de la palabra mil hicieron el millon. A prin-
cipios del XVI, el entusiasmo por las cuestiones
matemditicas era enorme en Italia, concediéndose
toda clase de honores y recompensas a sus cultiva
dores; y verificdndose los célebres tormeos anate-
mdticos, en los cuales dos hombres de ciencia se
desafiaban a resolver un cierto mimero de pro-
blemas, disputdndose las soluciones solemnemen-
te ante testigos de los dos bandos, generalmente
en una iglesia, v quien posefa una férmula (p. c.
de a ecuacién de segundo o tercer grado) tenia
gran ventaja sobre surival; de'aqui que se mantu-
vieran secretas y aun procurasen apropidrselas
de mnos a otros (caso de Tartaglia y Cardano).
Melodologia. 8
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Los artistas también temaban parte en estas
cuestiones. Leonardo de Vinel construyo un apa-
rato para la coadratura del circulo, consistente
¢n un cilindro de altura igual a la mitad del ra-
dio, en el cual el desarvollo del drea lateral es ignal
a la del circulo de la base: Y Alberto Durero, que
transformaba log cirenlos en elipses acortando
proporcionalmente las ordenadas, obtenia el des-
arrollo de los poliedros regulares y semiregulares.

En 1600, Stevin, de Brujas, expone su invencion
de los nimeros decimales en un folletito de siete
paginas (uno de los mids trascendentes de la his-
g ;;? = 5,031, en donde
propugnaba el sistema métrico decimal y pre-
decia su triunfo. Poco después Neper y Briggs
inventaron sus logaritmos que duplicaron la vida
del astrdnomo, segiin Laplace, pero, que tardaron
més de siglo y medio en ser ensefiados en las Es-
cuelas Superiores. Hacia la misma fecha, se vul-
gariza ¢l método italiano de dividir, que actual-
mente usamos; Pascal, eseribe a log dieciséis anos
un tratado sobre las cénicas, y antes, aun despro-
visto de libros por orden paterna, su genio le lleva
a inuentar gran parte de la Geometria, Cavallieri,
con su famose principio (véase nuestro Nuevo
tratado de Geometria), sienta las bases del calculo
integral de dreas y vohimenes; Euler, ya en el si-
glo XVIII, estudia los poliedros y enuncia su teore-
ma, al mismo tiempo que Kramer, introducia en
el Algebra las determinantes.

Iba a todo esto, precisandose el simbolismo ma-
temdtico, siendo de los tltimos signos adoptados
el : debido a Leibnizb, sin que todavia se haya
llegado a la unificacion, pues los ingleses siguen

toria) con la notacion

e —
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usando + para dividir, ¥ el punto, sin cero de-
lante, en lugar de la coma para los decimales.
La discusion del postulado de Euclides, con la
creacion de las Geometrias no euclidianas de
Lowalchewski (182q), Bolyai (18c0) y Riemann,
v la Geometria axiomatica de Hilbert, Peano, ete.
marcan el limite actnal de la evolucidn de las
Matemaiticas elementales, mientras el conjunto
de la Matemitica sigue su evolucion admirable
extendiendo su campo de aceién cada dia y cul-
tivando con mids esmero el que de antiguo tiene
conguistado.

Lineas generales de su evolueién

58. Como se ba visto por la exposicidn ante-
rior de los hachos histdricos, no cabe sintetizar en
una linea ascendiente la evolucién de la Matema-
tica: ésta se eleva o desciende con el oleaje his-
térico.

En relacidn con esto encontramos la teoria de
Spengh‘r de las culturas gue evelucionan segin
las mismas leyes en periodos andlogos, ley fa-
cil de compr obar ¢én la historia de la Matematica.
Ha de pasar €sta, segiin la conocida teoria de
Augusto Compte, por una fase magica o teolds-
gica, que, en efecto, parece se dié en Asia y Egip-
to, y que alcanzd gran desarrollo en Grecia con
Pitdgoras. Para éste, los nimeros tenfan una
significacion: el 4, era un nimero perfecto (4 =

2 = 2 X 2), representaba al alma hu-
mana; ¢l 5, era la causa del calor; el 6, la del frio;
el 7,1a del pensamiento, la salud vla luz; ¢l 8, la
del amor y la amistad. En los s6lidos pitagori-
cos el tetraedro tenia upa misteriosa relacidn con

= 2
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¢l fuego; el octacdro, con ¢l aire; el cubo, con la

tierra; ¢l icosaedro, con ¢l agua, v el dodecae-
dro, con ¢l Universo, El pentdgono estrellado era
un mensajero o portador de felicidad.

Varios cientos de atios después, en la culfura oc-
cidental, el monje Aleiino consideraba-al 6 el nii-
mero perfecto, igual a la suma de sus divisores; y
por eso la creacidn se habia desarrollado en seis
dias. El &8, es defectivo, por noigualarle Ia suma de
sus divisores, v por ello, corresponde con el nimero
de almas humanas encerradas en el arca de Noé€.
El pentdgono estrellado, volvié a ser considerado
en la Edad Media provisto de virtudes mdgicas,
y s¢ le llamaba cufio, marca o pie de hechiceros.

Notese también, cdmo se reproducen los pro-
blemas cldsicos con fines idénticos y cémo ¢l radio
terrestre ha sido determinado originalmente cada
vez por egipcios, gricgos v europeos.

59. La definicién de la evolucidn en general
dada por Spencer, pucde aplicarse a la Matemd-
tica: El trdusito de una homogenweidad incoherente
¢ indefinida a una heterogeneidad coherente y de-
Jinada.

Nétese como entre los mismos griegos, la Arit-
mética y la Geometria se confundian a menudo,
haciendo el cdleulo principalmente por medios
graficos, y aun en nuestros dias €s corriente in-
cluir en ¢l Algebra cuestiones puramente arit-
méticas como el cdlenlo con los niimeros negativos
y las progresiones,

Pero el progreso se realiza, segin Spencer, por
un proceso simultdneo de diferenciacion e inte-
gracign progresivas. La primitiva Matematica in-
diferenciada, se resuelve en Geometrfa, Aritmé-
tica y Algebra, y para seguir el curso de una sola
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de ellas, pronto la Geomefria se diversifica en
Métrica (que pudiéramos definir como la Geome-
tria que estudia las transformaciones de figuras
que dejan invariable la razdn de dos segmentos),
Proyectiva (que considera las qué dejan invaria-
ble la razén doble) y Descriptiva que realiza en
el plano el estudio de las relaciones espaciales.
Al mismo tiempo, se verifica una integracion de
que son ejemplo el Andlisis Matematico, en que
los conceptos numéricos v espaciales se conside-
ran simultdneamente, y la Geometria Anali-
tica fundada por Descartes, en la que se hace el
estudio de las formas geoméiricas por medio de
las funciones algebraicas.

60. Otra de las earacterfsticas del progreso,
segiin Pelletan, consiste en la espiritualizacidn,
que en nuestro caso consistivia en la abstraccidn pro-
gresiva ficilmente comprobable con log hechos
siguientes: la Geomstrfa quedd formada el afio 300
(a: de J. C); la Aritmética, de 1100 a 1200, y
el Algebra, hacfa 1.600 con Viete.

Existen las excepciones de Diofanto, siglo V,
v Alkwarismi, siglo IX; que tratavon de cuestiones
algebraicas; pero ndtese que se refirieron prinei-
palmente al problema concreto y prictico de la
resolucion’ de ecuaciones,

Al mismo tiempo y como consecnencia natural
de la abstraceidn, se intensifica el rigor ldgico,
tanto mds necesario, cuanto maslejos se  halla
€l investigador del soporte intuitivo, Hegdndose
por ello ¢n las Matemiticas eléementales, a cons-
truir ldgicamente la. Aritmética, (pudiendo ser-
vir de ejemplo de rigor 1égico ¢l tearema de la
ignaldad de conjuntos que se verifica cualquiera
que sea. el orden en que s¢ coordinen) v a la for-
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macion de las diferentes geometrias rigurosamente
desarrolladas que han levadeo a conceptos fan
trascendentales como los espacios de p dime 1sio-
nes.

Otra consecuencia de la abstraccion, es la gene-
ralizacidn patente, por ejemplo, en la sucesiva ad-
misidn de las diferentes clases de mimeros en-
toros, fraceioparios, inconmensurables e imagina-
rios, como ~‘-11~‘-(‘I"]|1H'}]:'< de ser sometidos a las
mismas definiciones v a las mismuas leyes del calen-
lo mnv'\-mr.wzt:-nuu1. generalizadas,

l"'ilmhllrul“v hemos de sefialar la aplicacion cre-
ciente de la Matemdtica a la vida ordinaria,-a
las artes, v sobre todo, a las ecie neias, siendo va
la Mecanica y Astronomia casi puramente mate-
méticas; en gran propotcidn lo es la Fisica, y si-
gue de cerca la Quimica, y aun la Biologia se trans-
forma en este se ntide, alcanzando con cllo la cate-
goria de ciencias, va que segiin la frase de Kant,
todo estudio de la Natwraleza tene de Crencia lo que
tenga de Matemdlica.

La ensenanza

6l. La ensefianza de la Matemdtica siguio,
como es natural, las vicisitudes de la ciencia cons-
tituyendo en (Grecia una especie dese minario o de
laboratorio, en donde los nuevos matemaiticos se
formaban junto almaestro, dedicandose todos a
la investigacion.

62. Enla Edad Media, ocupd un lugar la ense-
fianza de lg Aritmética,; Geometrip y Astrono-
mia, que con la Musica, formaban el Cuadrivinm
en las Escuelas Monacales...,, debido principals
mente a la necesidad de ealenlar la fecha de Ia
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Pascua de Resurrecion. Ademds, la costumbre y
deseo de ergotizar, llevaba a tratar pml)l('-nm-; ar-
tificiosos como del que es tipo el de rencia de-
jada a una viuda con la cg chcmn\ hacer un
reparto entre ésta y el hijo poMumoe si'era vardn,
y otro reparto distinto siendo hembra, resultando
dos gemelos, uno de cada sexo; jcédmo debia
repartirse la herencia? |

Otra organizacion de la ensefianza de la Mate-

mdtica durante la Edad Media, fué la Ilevada a
cabo por la Liga Hansedtica de Ciudades Libres
alemanas, eminentemente mercantil, y que a fin
de asegurar la existencia de los conocimientos
indispensables en las principales plazas comer-
ciales, instituyo en ellas los Rechenmerster o Maes-
tros de cdleulo, cuya existencia se prolongé hasta
época relativamente reciente, y cuya influencia se
manifiesta en la importancia concedida a la Arit-
mética mercantil y es causa de que en nuestros
libros aparezcan todavia cuestiones como la Regla
de ¢ *(:mpanm los arbitrajes, o la de conjunta,
muy importantes para un Rechenmeister, pero sin
interés para nuestros escolares.

63. Hasta el siglo XVI, se ensefiaba a contar
con objetos, pasdndose poco a poco a utilizar las
cifras, para cuyo uso se daban gran ntimero de re-
glas, muchas de ellas en verso para mejor asidero
de la memoria. El impulso dado por la Reforma a
la ensefianza, hizo que fuese inco:pordandose la
de las Matemdticas, pero con gran lentitud. En la
Institucion de Franke en Halle a principios del
XVIIT, se considera esencial aprender primera-
mente a leer y escribir, v la ensefianza del cdlens
lo ge hacla mediante lectura de las wgha he«
cha por <l nifio ayudado del maestro, y pot
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problemas que cada nific copiaba de un mismo
libro y resolvia per escrito.

Casi a fines del mismo siglo, en el Filantropium
de Dessau, se aprendia, primero a leer y escribir
ntimeros hasta los trillones, después largas sumas,
mas tarde restas interminables, etc...., como he-
mos podido ver atin en algunas de nuestras es-
cuelas. Trapp hizo mis pedagdgica la ensefianza
hacia 1774, empleando objetos para contar y blo-
ques para mostrar la relacion entre las unidades
decimales, y nueve afios mas tarde utilizo la repre-
sentacion grafica de los mimeros pequefios, la de-
ceéna yla centena por puntos comolos del domind.

64. Fl gran renovador de la ensenanza fué
también en nuestros estudios Pestalozzi, que apli-
cd su sistema de la ensefianza clemental y de la
intuicson. Utilizaba la tabla de unidadces, gran
cuadro dividide en Too cuadradites, en los cuales
estaban representados por puntos o rayitas los,
diez primeros mimeros repetidos diez veces cada
uno. La tabla de quebrados, presentaba andloga-
mente las diez primeras unidades fraccionarias
por descomposicion en partes ignales de un cua-
drado. Ensefiaba intuitivamente los nimeros, les
daba nombre v cfectuaba mentalmente con ellos
todas las operaciones antes de escribir una sola
cifra. Andlogamente procedia con los quebrados
obteniendo con ello grandes calculistas que asom-
braron al tltimo de los Rechemmetster que acudio
a contemplarlos. Es decir, que por su concepto
de la intuicidn como vision interna (y aqui crec-
mos que se pone de manifiesto claramente su dis-
crepancia con el concey to corriente), abandond cn
el cdlenlo las eifras, como antes se habia abando-
l'['.ILll.‘ vl abaco.
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Hacia 1806, Tillich estudiaba los niimeros en
ensefianza gradual de T a.J0y de Te a 100, con-
siderando a éstos como formades por las decenas
mis las unidades, y a fin de hacer intuitiva esta
relacidn empleaba una caja con diez ejemplares de
cada uno de los paralelepipedos rectangulos de
base cuadrada de una pulgada delado v de 1,2 ...
hasra To pulgadas de altura. Las operaciones
se estudiaban en cada grado. Nos encontramos ya,
como puede notarse, en los umbrales de la ense-
fanza contempordnea.

9.—Aplicacion del Método Histérico a la
ensefianza de la Matematica

65. Su fundamento.—Es opinidn comin entre
psicélogos, fildsofos y educadores que la evolucidn
psiquica del individuo, es una reproduccién abre-
viada de la evolucion de la raza, mejor dirfamos de
la cultura, en el sentido de Spengler. En particular
esto ha side admitido para la evelucién del cono-
cimiento por fildsofos como Compte v educadores
como Pestalozzi y Froebel. Indudablemente, el
orden v la forma en que la Humanidad ha ido
elaborando una ciencia por adecuacion entre las
facultades psiquicas del hombre y las caracte-
tisticas de la ciencia en cuestion, son, atn influi-
das por las circunstancias, una indicacién valie-
sisima acerca del orden y la forma en que el
hombre individual puede adquirir ese mismo co~
nocimiento. Claro es, que ello no es un criterio
absoluto, v que ademas esevidentemente preciso
abreviar las etapas de la instruceidn, Y en apoyo
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de la primera parte, citaremos ¢l error pedagd-
gico del propio Pestalozzi, haciendo operar a
sus alumnos sin conocer las cifras, primordial-
mente por la razén de que asi habfan procedido
los hombres en un principio. método que fué
calificado por uno de sus visitantes, como lo
mds monstruesp, curioso: y bizarro que haya
aparecido en la ensefianza.

El método histdrico, tiene, pues, un valor rela-
tivo que necesita del aval del método psicoldgico
v de la comprobacién practica.

86. Aplicaciones.—Si examinamos los hechos
historicos expuestos en el apartado anterior y
los aplicamos al orden y forma de la ensefianza,
nos enconfraremos con una gran cantidad de re-
glas dtiles para.la ensefianza que expondremos
brevemente, para facilitar la tarea del lector,

La numeracidn deberd aprenderse contando ob-
jetos, v en su parte sistematica, por medio de log
dbacos (ne ¢l romano que introduce la: complica-
cion de los cincos), siguiendo la marcha indicada
v deberdn realizarse las. operaciones con ntime-
ros pequeiios usuales (recuérdese la época en que
fué inventada la palabra nulldn).

Los ntmeros fraccionarios sencillos, pueden
darse desde los primeros tiempos de la ensefianza,
prefiriendo los de numerador #no, v obteniendolas
sumas de fracciones sencillas (papiro de Ahmes),

Andlogamente a como los romanos empleban
en el caleulo sus dogeavos, por serla expresion de
los divisores de su moneda, puede intreducirse
desde ¢l principio el uso de los eénfimos aun antes
de hablar de los nimeros decimales deun modo
sistemdtico, En cambio, los mimeros irracionales
y negatives, deben aplazirse hasta que el alumno
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esté en condiciones de wlilizarlos, y aun los pri-
meros solo como suscepfibles de aproximacién
indefinida, sin concepto preciso, dificil de ad-
quirir.

Las operaciones deberdn realizarse primeramente
con los dbaces, aun cuando sélo fuese las de su-
mar v para adquirir una idea intuitiva de la sig-
nificacion del valor relativo.

El cdlculo mental, sin la exageracidn pestaloz-
ziana, debe ser impulsado, como lo fué en los pri-
meros tiempos de las escuelas monacales; v hasta
la generalizacién de las cifras drabes después
del 1500.

Al sistema métrico decimal, deberia preceder
una época en que se empleen unidades naturales
como han hecho todos los pueblos desde los asi-
rios, hasta los medievales. Asi lo hace moderna-
mente Decroly en el primer grado de su ensefianza.

La Geometria deberd ensefiarse intimanente uni-
da a la Aritmética, como lo estuvo en su geénesis, v
orientada principalmente a la Agrimensura. El
mismo ejemplo de los errores cometides por egip-
cios y romanos, sirve para demostrar la necesi-
dad de la comprobacién primero, v demostra-
cidn  después de las fdrmulas que se emplean.
La relacidn de la Geometrin del Espacio conla
Geografia, nos llevard a dar importancia a la Geo-
metria de la esfera.

Dal Algebra pudiera énsefiarse la resolucidn de
ecuaciones resultantes de problemas concretos,
segin la observacidn hecha en el apartado ante-
rior, ¥ en cuanto a los problemas ¢n general, el
cardoter de los expuestos de Aleuino, repeticion
de indios, egipcios v griegos, nos muestia el carde«
tor de entretenimiento v de apelacion al ingenig
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que deberdn tener los problemas que s¢ propongan
en las escuelas,

En cambio, deberan desaparecer del programa
escolar, aquellas cuestiones que en la marcha
histdrica tienen solamente un valor circunstan-
cial como el estudio detenido de los quebrados,
debido a la arbitraria divisién de las unidades
de los sistemas métricos antiguos, con sus sccue-
las del miximo comiin divisor y minimo, comiin
miltiplo que se necesitaban para simplificarlos
y reducirlos a un comiin denominador; asi como
también es merecedora de un examen expurgatorio
la llamada Aritmética Mercantil, herencia de los
Rechenmeister; y de desear la desaparicidn abso-
luta de la regla de falsa posicion, solo sustentable
ante el desconocimiento de las ecuaciones.

Las leyes que hemos indicado resumiendo la
evolucién de la Matemadtica, su abstraccidén pro-
gresiva y el aumento de su vigor 16gico nos indi-
can las caracterfsticas del método enla ensefianza,
pero hemos de hacer notar, que asi como estas
cualidades se manifiestan en la Matematica cuan-
do los matemiticos sienten espontdneamente lo
defectuoso de la abstraccién v vigor ldgico ante-
riores, también en la ensefianza se ra a-defi-
niciones y demostraciones mids abstractas y ldgicas
solamente cuando la mente del alumno esté capa-
citada para sentir su necesidad, sin lo cual se dis-
gustarfa de la Matemdtica, por parccerle, como
dice Poincaré, un simple juego de sofistas,

Finalmente, la tendencia de la, Maiéemitica a
traducirse en aplicacidn a la wvida ordinaria, a
las Artes y las Ciencias, justifica histdricamente
una yez mas que en la escuela se haga amplia-

B

mente esta aplicacidn.
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NOTAS AL CAPITULO IV

t.— Los fundamentos,

Legendre, notable matemético francés, tratéd de
modificar la tradicional Geometrin de FEuclides.
He aqui los fundamentos légicos de uno y otro
autor:

Postulados de Euelides.

"" a4 = b
"rr il
¥ L (¥ \
e e
( da-t+m=2=b-+n
\ nE: = N !

3.7 Sia — b |
[ e e— Irf It
M =n

a+m=>b-+Fn

(e m= b I
m=n ’
6.9 Sig e —ah
@ l
a:_-_-] Siag — b T —
2 2

8.2 Dos figuras son iguales si superpuestas
coinciden.
0.2 EI todo es mayor que la parte.
10.2 Dos rectas no cierran espacio,
11.° Todos los aAngulos rectos son iguales.
12.2 B5i dos rectas forman con una tercera angu-
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105 interiores cuya suma es menor de dos rectas,
las rectas se encuentran hacia el Iado en que u:»td
SUMmM: €5 menor.

Axiomas de Legendre.

‘IL:U

20 IL[ todo es mayor que la parte.

3.0 El todo es igual a la suma de las partes,

4. Dos puntos determinan la posicidn de
una recta.

5.9 Dos figuras son iguales si superpuestas
coinciden.

z. — Los conceptos primarios.

Hemos dicho, que los conceptos primarios en
Geometria son indefinibles: de aquf el wvariado
ntimero de definiciones que se han dado de ellos.

{jomo ejemplo, citamos a continuacién algunas l
definiciones de la linea recta, que la f.'ar:uterrmn

La linea cuyos extremos ocultan los puntos
intermedios.
PLATéN.

lia linea que estd igualmente colocada con rela-
cién a los puntos que la formamn,
[EUCLIDES.

Una linea tal, que inmovilizande dos de sus pun-
tos todos los demis quedan inmdviles

LETBNITZ,

El camino més corte entre dos puntos.
LEGENDRE (1704).

Una linea determinada por dos puntos.
DUBHAMEL,
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La que en una rotacidén no engendra superficie
ni volumen,

La que puede coincidir consigo misma en una
traslacion.

La linea de una figura que puede permanecer
inalterable cuando todas las demfs se mueven.

Notense las aplicaciones de cada uno de estos
caracteres al jalonamiento, la comprobacion de la
regla, los ejes de las maquinas, las varillas de los
émbolos, ete.

3. — Definiciones de rectas paralelas:

Las que situadas en un mismo plano no se en-
cuentran por mas que se prolonguen.

HucLipes (3ooa, de J, (.)
Las que equidistan en toda su extensién.
ALBERTO DURERO (1525).
Lias gque forman el mismo dngulo con una tercera.
Varienon et BEsovt (1750).
Las perpendicunlares a una tercera.
Lacrorx (1803).
Las que tienen la misma direccion.
lLas gue tienen comin el punto del infinito.
DEsSARGUES (1639).
La recta mds larga due puede trazarse desde un

punto a una recta,
SToNE.




4. — Formas diversas del postulndo de Buclides,

Dado un tridngulo cualquiera puede siempre
consiruirse ofro semejante a él fan grande como
se quiera, .

WarLis (1663).

lixiste el rectangulo.
CLATRANT (1750).

Por tres puntos dados no en linea recta pasa
siempre unpa circunferencia, ’
Borval (1800).

lia suma de los tres angulos de un triangulo
vale dos dngulos rectos.

LEGENDRE (1794).

Por un punto del interior de un dngulo se puede
trazar una recta que corte a los dos lados.

LorENZ (1701).

Dos rectas que se cortan no pueden ser parale-
las a una tercera,
PLAYFATR

5. — Geometrias no euclideas.

La Geometria de Buclides tiene como fundamento
el conocido postulado, que ni es evidente, ni ha podi-
do ni puede demostrarse a base de las proposicio-
nes anteriores a él, ya que negandole se construye
una Geometria perfectamente légica sin contra-
diccion con dichas proposiciones previas.

Entre las varias Geometrias que la negacién de
éste, u otros postulados (el de Arquimedes, por
ejemplo,) determinan, son las mas importantes las
de Lobatchewski y Riemann.
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Lobtchewski parte de la definicion de rectas
paralelas. Sea una recta (fig. 21) ¥ un-punto fuera
deella. Si por este punto trazamos una perpen-
dicular mo, y suponemos ahora que el ‘putito y se
desplace indefinidamente hacid 14 derecha; la se-
cante asi determinada tiene un [imite que es la
paralela trazada por M a la recta, Claro es, que
por la izquierda pued = hallarse otra posicitn limite
distinta de la anterior, v tendriamos dis paralelas
& und misma rvecta por nn mismo punto. En el inte-
rior del dngulo formado por ellas quedarfan ineluf-
das infinitas rectas¥no secantes, es deeir, gue 1o

Tig. 21.

serfan paralelas ni cortarfan a la recta dada
81 suponemos que la recta limite es perpendicular
ala MO, nos hallamos de nuevo en la Geometria
de Duclides. Gomo. consecuencia de esta nueya
forma del paralelismo de dos 1 etas, resulta que
la suma de los angulos de un tridngulo es inferior ia
dos rectos, ¥ su area proporcional aesta diferencia,

Hacia meédiados del siglo pasado, el aleman
Riemann publicé los fundamentos de Una nuewvi
Geometria en la que considera .el espacio como
esférico, en que el plano es como una superficie
esférica, siendo la recta equivalente al arco de
cireulo méximo, y por tanto, dos puntos no deter-
minan la poesicién de una recta, Vv en particular,
Por dos puntos pueden pasar infinitas rectas; dos
rectas se encuentran siempre, v por fanto; ho
puede trazdrsele ninguna paralele por un punto

Metodologia, 9
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exlerior; y la suma de los angulos de un tridngulo
es mayor de dos rectos.

Tanto una Geometria como otra, determinan
un espacio distinto del euclidiano, que desemperia
un papel importantfsimo en la moderna teoria
de la relatividad.

Iil espacio euclideo seria el que se presenta a
nuestros sentidos en pequenas distancias, pero no
en las grandes, y por eso, la determinacion de la
suma de los angulos de triangulos astronémicos
pudicra decidir experimentalmente del valor real
de las tres Geometrfas indicadas, no del légico, en
el cual cada una de las tres parece igualmente
cierta.

6. — La Geometric moderna

(Die Geometrie, de Thieme.)

PosTtuLapos DE LA REcTa —1,7 Dos puntos A
y B determinan un conjunto de infinitos puntos,
al cual pertenecen A y B y forman el segmento AB.

2. Un segmento AP determina dos serties de
puntos que son sus prolongaciones,

.2 8i C es un punto de AB, la prolengacién
de (B mas alld de B coincide con la de AB mis
alla de B, y la prolongacion de AC mas alld de C
coincide con (B v con la prolongacion de AB mis
alli de D.

4.2 No existe ningiin punto comin a las dos
prolongaciones (Geometria no eliptica).

Definicion.——Recta es el conjunto formado por
un segmento v sus prolongaciones.

7 (Greamelria axziomdticad,

(Grundlagen der (Geometrie, de [lilbert.)

(ONCEPTOS FUNDAMENTALES. — [ixisten entes lla-
mados: punlos, que se representan por A; B, € ...}
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reclas, a, b, ¢, ..., y planos, o, p, 9, .., v conceplos:
esta, endre, paralelo, congruents, continuo,

Posrurapos; - L. De conexion, — 1.  Dos pun-
tﬁ}s\ distintos determinan una linea recta: AB = 4;

4 = 4.

2. Des pun{,u.-_a Cualesquiera de unalinea rectala

2 & £ T G s s
determinan AG—= g BC=u

3. [lres puntos no colineales determinan un
plano. A, B, C = a.

4. Tres puntes no colineales de un plano lo
determinan.

5. ‘Sidospuntos A y B de unarecta ¢estédn en @,
todo punto de « estd en =,

6. 5idos planos a y §§ tienen un punto comdn A,
tienen por lo menos otro punto comin B,

7- En toda recta hay por lo menos dos puntos,
en todo plano tres no colineales y en el espacio
cuatro no coplanarios,

g 1L De ordenacidn. — 1. 5i A, B, ( son ires
puntos colineales y B estd entre A y (, B esta
también entre ( v A.

2. Bt A y Cson dos puntos colineales, hay por
lo menos un punto B entre ellos, y al menos un
punto D tal que C estd entre A y D.

3. De tres puntos colineales hay una solo que
esta situado entre los otros dos,

/4. Cuatro puntos colineales A, B, ¢, D pieden
ordenarse de modo que B quede entre Ay C y
también entre A y D, y que C quede entre A y D
y también entre B y .

5. Bi A, B, C son tres puntos no colineales ¥
aestnarecta del plano ABC que no contenga a nin-
guno de ellos, sila recta @ pasa por un punto del
segmento AB, debe pasar también por un punto
del segmento BC o del AC,

LI De paralelismo.—Por un punto A no si-
tuado en una recta a pasa una sola recta parale-
la a, a.

IV. De congruencia. — 1.0 Si A y B son dos
puntos de a y A’ es un puito de la misma o de
otra recta g/, es posible encontrar en o' a un lado
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dado de A’ un punto tdnico B’ tal que el segmen-
to AB (o BA) es congruente con A B’

2.9 B5i AB es congruente con A'B’ v con A BY,
estos segmentos son congruentes entre si.

3.2 Bi AB y BCU son dos segmentos de a sin
puntos comunes, vy A'B’ y B'C son dos segmentos
andlogos de &/, si AB es congruente con A'B’
v B(C con B’'C, AC sera congruente con A/'(L

4.2y 5.2 Los mismos anteriores para los dngulos

6.2 Si para dos tridngulos ABC y A'B'( se’
verifica: AB — A'BL AG =A0 y == BAG=
= | < BIAYY, se verificard también = (BA =
= =GB = 0B = ACTB

N. De continuidad. — 51 A; es un punto de a
entre A y B y se toman A,, A, ..., de modo que A,
esté entre A v B, A, entre A, y B, y los segmen-
tos Ay, Ay Ay ... son iguales, habrd un punto A
tal que B estard entre A y A, [Arquimedes).

8. — Bl teorema de Pitdgoras.

1. Los nameros pitagéricos. — [iste conocido y
utilizadisimo teorema es uno de los mas tipicos
ejemplos del desarrollo aleanzado por una, idea
a partir de un hecho puramente empirico, mos-
trando c6mo la ciencia surge del arte y como: se
desenvuelve indefinidamente.

Expuesta en la ojeada histérica la iniciacion de
esta idea en la mente del sabio griego por la consi-
deracion de la famosa cuerda de nudos (600 afios
antes de J. C.) ¥ su interpretacion, notaremos la
sencillez con que se  demuestra la relacion
a® = b* - ¢* para los numeros 5, 4 y 3, constru-
yvendo los cuadrados correspondientes v dividién-
dolos por los puntos de division de los lados en
cuadraditos que son en nihmero de 25 para la
hipotenusa, 16 para el lado b y g para él lado e.
Demostracién, mas bien comprobacién, de cardc-
ter particular y conereto, por versar sobre nlimeros
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o dimensiones particulares y por utilizar las dreas,
expresion concreia del cuadrado.

Las formulas dadas por PitAdgoras para obtener
nimeros enteros que satisfagan su relacion ¥ que
han sido citadas en el texto, dan para los valores
nfimeros de n=1, 2, 3, ., los comprendidos en
el siguiente cuadro, que se suelen llamar nameros
pitagéricos y que se corresponden verticalmente
para formar los lados de un tridngulo recténgulo:

e R R R e il

€= 3 5 7 9IX i3 'T5 I . 8 20 12028
b = 4 12 24 40 60 84 112 144 .. 15 21 35 45
@4 = "5 I3 25 4T 6T B5 I13 T45 .. 17 29 37 53

Los miimeros afiadidos sin referencia a n son
también numeros pitagéricos como es facil com-
probar, v estos nimercs multiplicados por un nfi-
mero entero siguen dando nimeros pitagdricos.

La tabla anterior permite resolver el siguiemnte
curioso problema propuesto por el chino Kruc
Tshan (2600 afios a. de J. (),

En el centro de un estanque cuadrado de 10 pies
de lado rrece una cafia de bambi que emerge una
longitud de 1 pie sobre el agua, y que inclinada
hasta tocar el punto medio de un lado, llega justa-
mente a él. : Cudl es la profundidad del estangue?

in la posici6én inclinada forma la cafia 1a hipo-
tenusa de un tridngnle rectdngulo, wno de YOS
catetos mide 5 pies, siendo el otro la altura bus-
cada; pero la diferencia entre la hipotenusa y el
sateto es de T pie, correspondiendo a la seginda
columna de la tabla donde se encuentra 12 pies
para. profundidad del estanque y 13 para longitud
de la _cafia.

2. La demostracién.— El mismo Pit4goras parece
que demostré su teorema para el tridngulo isésce-
les con la figura 22, que no necesita, explicacién.
Euclides, 300 afios después, dié 5u demostracién
general, para cualquier tridngule rectingulo, pero
todayia de cardcter concreto por referirse a areas,
(lasi catorce siglos despuds, DBashkara di6 nna de-
mostracion independiente de las Areas fundandose
en la semejanza de tridngulos; modernamente, 4
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fundandose en la teoria de las antiparalelas, se ha
dado otra demostracién, que puede verse, como la
de Euclides, en numestro Nuevo Tratado de Geo-
metria. Ademds, gran ntmero de ingenios se han
esforzado en demostrar este famoso teorema de
un modo original, bastando para evidenciarlo citar
los nombres de Terquam, Sonndoerfer, La Campa
(espaniol), Yoshinosi (japonés, 1634), Volkow (ruso,
1867) y la de leer, que nosotros hemos realizado
en madera, haciendo intuitiva mecanicamente la
superposicion de superficies. Para construirla (figu-
ra 23) tomese el centro del cuadrado construldo

sobre el cateto mayor, vtracense por €l una per-
pendicular ¥ una paralela a la hipotenusa, Tomen-
se los puntos medios de los lados del cuadrado
construido sobre la hipotenusa y tracense paralelas
a los catetos como muestra la figura,

Ampliacion. Siguiendo la tendencia a la gene-
ralizacién propia de la Ciencia, se¢ ha ampliado el
teorema en dos direcciones. La primera, aplicidn-
dolo a un tridngnlo cualquiera obtiené los tearemas
referentes al cuadrado del dngulo opuesto a un
angulo agudo u obtuso, que figuran en casi todas
las Geometrias, la segunda sustituye los cuadra-
dos por paralelogramos en el lldmado teorema de
Pappus (600 d. de J. (), que dice: Si sobre das
lados de un tridngulo se construyen sendos parale-
logramos; se une el vértice comtin con el punto de




interseccidn de las prolongaciones de los lados eate-
riores de los paralelogramos, y sobre el tercer lado se
construye el paralelogramo cuyos lados sean parale-
los e iguales al segmento anierior; este paralelo-
gramo equivale a la suma de los otros dos.

3. Aplicaciones. — Constituye un buen ejerci-
cio para log alumnos la determinacién de aquellos

.

Fig. 23.

\
2

problemas o teoremas en que se utiliza este impor-
tant{simo teorema;

ao. — Los nuumeros de Heron.

Liste sabio, que vivié en Alejandria un siglo
antes de la Era Cristiana, es llamado el padre de la
Agrimensura, y dié entre otras férmulas notables,
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la que proporciona el dreda de un tridngulo conocis
dos sus lados, que propagd sicte siglos méas tarde
otro Heron, de (omnstantinopla; férmula tal vez
penosa, pero cuyos datos se’ obtienen facilmente
en el terreno sin mas aparato que la cinta métrica
o la cadena de agrimensor,

Si llamamos a. b, ¢ a los lades de un tridngulo,
p @ su semiperfmetro v S a su drea, la formula en
cuestién da

5= \"F (p—a) (p—b)(p—20)

Ahora, andlogamente a lo indicado para los na-
meros pitagéricos, se plantea el problema. ;Qué
valor en numeros enteros deben tener los lados de
un tridngulo para que su édrea sea también un
niimero entero -

Para resolver esta cuestidn, bastard notar que
si la altura del tridngulo viéne expresada en ente-
10s, y ella (o la base) es par, el drea serd un niamero
entero, bastando, por tanto, juntar por un cateto
igual dos tridngulos rectdngulos, obteniendo los
NUAMET0S

a ; 40 25 T4
b : 13 I3 13
¢ £ 37 = 5
h, T2 12 12

que pudiéramos llamar heronianos, utilfsimos para
obtener no solamente Areas en nnimeros enteros,
sino’ resultados del mismo género en la determina-
cién de sus elementos, tales como alturas y pro-
yecciones.

EJERCICIOS

20 Senalar en los postulados de Euclides v en
los axiomas de legendre cudles son axiomas, cua-
les postulados y cudiles verdaderos teoremas.

2t El que sea g = b quiere decir que g = b
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-} d, siendo de una cantidad positiva cualquiera.
Demostrar, segin esto, el postulado 4.9 de Euclides.

22 Obtener la gréfica de la relacién entre grados
centfgradosylFahrenheit y utilizarla para la conver-
sion de temperaturas.

23 Idem entre el volumen y la presion de un
gas, suponiendo que una presion de B kg, corres-
ponde a un volumen de 9o c,

24 Demostrar intunitivamente que la media arit-
mética de dos cantidades es mayor que la media
geométrica,

25 Demostrar por el método de la induccién
completa que la suma de los n primeros ntimeros
pares es igual a n (n - 1).

26 Idem, que la suma de los n primeros nii-

nin -+ 1)

meros enteros es ———

2

27 ldem, que (1 ++ a)* > 1 + nu.

28 Tdem, que el niimero de vértices de una li-
nea abierta de n lados es n -+ 1.

29 Idem, que en una linea cerrada es n,

30 lIdem, gue la suma de los angulos de un
poligono de n lados vale (z2n-—4) R,

31 ldem, que la suma de los cuadrados de los n

. n(n - 1) (2n -+ 1)
primeros nyimeros g5 — - -
(5]

32 Demostrar por reduccién al absurdo quey/ 5
es ‘un numero inconmensurable (esto es, que no
puede ser entero ni {raccionario).

33 Obtener dos ejemplos de Aritmética v tres
de Geometria elementales en que se utilice ia re-
duccidn al absurdo,

34 Escribir en caracteres asirios 34, 22, zoo.

35 Hallar la equivalencia en el sistema métrico
decimal de las unidades asirias de longitud.

36 Idem, de las de peso entre sf.

37 Obtener 164 X 8 y 164 X 15 con el pro-
cedimiento egipcio.

38 Escribir con caracteres griegos 35, 44, 78,
845, s .

30 Hallar un limite de error para la férmula
egipcia del drea del tridngulo isdsceles.
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40 Comprobar, comparandolas con la verdadera,
las férmulas romanas del area del tridngulo equi-
latero.

41 Hallar para gué cuadrilateros es exactala for-

a-+e¢ b+ d
mula egipcia del area ——-— X —-—, y determinar
2 2
el error en algtn ejemplo para los que no lo es,

42 Demostrar la exactitud de la cuadratura
del ¢frculo de Leonardo de Vinei

43 Dibujar una elipse por el procedimiento de
Alberto Durero vy obtener sus focoes, comprobando
el trazado.




CAPITULO V.

LA PSICOLOGIA DEL NINO Y LA ENSENANZA
DE LA MATEMATICA

El rigor logico 1o es el
punto de partida de la evolu-
cién mental, sino su término,

DeEwEY,

1.,—Las actividades psicoldgicas del nifio en re-
lacién con el estudio de la Matematica

65. Hasta ahora, hemos estudiado principal-
mente la materia a ensefiar, obteniendo por ello
qué cosas deberfamos ensenar al nifio; ahora em-
prendemos brevemente el estudio de como es
¢l nifio para deducir cémo y cuando hemos de
atilizar v desenvolver sus cualidades para conse-
guir adecuadamente la instruceion matemdtica
v la educacion intelectual que nos proponemos en
nuestra ensenanza.

Podemos obscrvar que el mifio posee todas las
actividades psicoldgicas del hombre, aunque en
menor grado de consciencia y operando de manera
concreta v sensible sobre un area menor.

66. La atencién voluntaria. Apenas si existe en
un principio, desarrolldndose mds tarde y estando
dominada por el inferés como la involuntaria. Cuan
do éste no ez muy intenso son ambas clases de
atencion poco intensas, escasamente sostenidas v
grandemente periféricas’predominando la atencion
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sensorial externa sobre la interna o weflexidn.
Todo ello es hartolamentable para ¢l cultivo de la
Matemdtica que exige precisamente todo lo con-
trario, de aqui la necesidad de recurrir al interés
indirecto, hacer breves v variadaslas lecciones v
utilizar por todos los medios la #ntuicidn sensorial
y la accidn, vinicas capaces de fijar v retener la
atencidn infantil.

La percepeidn, incluso la sensorial, es dificiente,
tanto, que la sugestién la enmascara con faeili-
dad y las relaciones cuantitativas de la extensién
v la posicion relativa se perciben mal, aun cuando
ocurra todo lo contrario ¢nla percepeién simple.
Wolfe, sostuvo que los nifios aprecian longitudes
cortas v dreas de circulos mejor que los universi-
tarios. Pero esta percepeién es parcial, no sin-
tética, cuando el cultivo de 1a Geometria fiecesita
todo lo contrario; de aquila precisién de recurrir
a la medida, al dibujo exacto, la coruprob'lcif‘m
de relaciones y la superposicidn lo mds inmediat
posible., En ¢l caso de la suma de los dngulos de
un tridngulo, por ejemplo, la demostracién ordi-
naria casi no dice nada a los ninos, aun cuande
comprendan cada uno de sus eslabones; la com-
probacion numeérica dice mds, v mds aun de la su-
perposicion de los tres angulos (en el punto de la
base simétrico del wértice con relacién a la linea
media) sobre todo, si se dibujan en este punto los
dos angulos rectos,

67, La comprension verbal.—Es tambjén  defi-
ciente teniendo el nino el habito de interpretar a su
gusto las palabras cuyo significado conoce a me-
diag, 0 eree conocer, y el de prescindir de las
que no conoce, sin darse, por tanto, clara euenta
del significado total de la frase que interpreta
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muchas veces errdneamente con la mayor {ran-
quilidad.

Esto es un grave inconveniente pata la Mate-
mdtica que descansa precisamente en ld prv-ci—
sidn de los conceptos. v por esto es preciso consi-
derar-este estudio comio una ensefianza de lenguaje,
cerciordndose el maestro en cada caso de que el
nifio tiene el concepto claro, intuitive o por defi-
nicion, de las palabras que empleéa, no sélo refe-
rentes al léxico propiamente matemético, sino
aqu-llas otras qae parecen propias solo del vul-
gar, como reuniy, reparliy, ganancia, precio, ete.

68. La memoria.—Contra lo que se supone, es
mle rior en el nifio al adulte; pero ello ¢laro que

s debido a la deficiencia de la memoria juicio-
sa 'y al menor mimero de enlaces que el nifio
posee. En cambio, 1o que pudiéramos llamar me-
moria muscular y sensible y como consecuencia
de ello la verbal es grande en el nifio, porque
estd en la época de formar los mecanismos psi-
coldgicos que tienen por base tanto una como otra.

La consecuencia es inmediata: wtilizar amplia-
mente estas clases de memoria a fin de formarlos
mecanismos del cdleulo que son fundamentales
en nuestra ensenanza, v fijar aquellos conocimien-
tos indispensables para la vida que da la Mate-
mitica; v cultivar la memoria juiciosa a que fan-
to se presta nuestro estudio’ por acompafiar el
pensamiento 6gico a las definiciones, propiedades,
reglas y clasificaciones que hayan de aprenderse.
Teniendo en cuenta que la memoria mecdnica
alcanza su mdxime hacia los diez afios, cuando
ella deerece es ocasion de cultivar la otra memo-
ria juiciosa o légica.

69, La imaginaeion.—No es el nifio, contra lg
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que suele creerse un ser rico en imaginacidn, por
la razén sencilla de que es pobre en elementos
que combinar y poco apto en establecer las re-
laciones combinatorias; en cambio, si tiene el nifio
una gran viveza de imdgenes y un placer indu-
dable en ejercitar su fantasia, cuyas imdgenes
casi confunde con las percepciones reales. Como
consecuencia no podremos wufilizay directamente
esta actividad psicolégica v menos atn en la for-
ma fria y escueta gue presenta ordinariamente
nuestra ciencia. Cabe si emplearla indirectamerite
v cultivarla dtilmente por el placer que su ejerci-
cio lleva  consigo:

¥ a) Excitdndola con anécdotas y marraciones
de todo género relacionadas con nuestro estudio.
En toda leccién debiera darse una de estas anéc-
dotas, y el libro de Matematica debiera tener
narraciones referentes a ella, _

h) Presentando las cuestiones de modo que
hieran la imaginacién. Asf, por ejemplo, el proble-
ma de la duplicacién del cuadrado puede expla-
narse diciendo: :

Un propietario temia un. estangue cuadrado en
cuyos: vértices habia cuatro drboles magnificos, y
querta duplicar la extension det estanque que le resul-
taba pequeno, conservindole la forma de cuadrado...,
v respetando los drboles. ;Como se las arveglaria?

¢) Incitando al nifio a gue emplee su capaci-
dad imaginativa en la invencidn. Claro es, que esto
se consigue en los problemas y presentando como
tal toda cuestion, pero en todo ello el nifio va guia-
do por el maestro. Un ejercicio libre puede encon-
trarse, ¥ es mucho mas grato, en la invencién de
reglas propias para el célculo mental; en la inven-
cién de problemas sobre ciertos dates o guias;
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en el dibujo, en cada leccidn de Geometria, de fri-
sos, utilizando la figura estudiada, y finalmente
en la confeccién de proveclos de tipo matemditico
en que puede intervenir la clase colectivamente.

70. Ei razonamienfo.—He aqui ofra activi-
dad dificilmente utilizable para nuestra ensenanza
que es la ciencia racional por excelencia, El nifio
carece de espiritu critico desde el punto de vista
ldgico. Todo nifio estd como el principe francés
dispuesto a creer la verdad de una proposicion
matematica que su Profesor trata de demostrarle:
parceque vous éter un honnéic homme. Juzga bien,
pero es dificilmente capaz de segnir una serie de
tres juicios. Las mismas demostraciones matemati-
cas de tipo geométrico indicadas en 17 puede se-
guirlas, comprende cada uno. de sus eslabones,
pero no percibe el conjunto, el encadenamiento no
es para él sino una ayuda mnemotécnica. Claro
es que hay niflos especialmente dotados (caso
extraordinario es el de Pascal), v que este sombrio
cuadro aclara sus tintas hacia log tltimos afios
de la edad escolar. La repugnancia se conserva,
sin embargo, hasta mas tarde por dos clases de
proposiciones y razonamientos: los contrarios, que
exigen una violenta wvuelta del razonamiento
sobre sf mismo (y tienen un desagradable cardc-
ter negativo), y el método de reduccion al absurdo,
tan criticado por Schopenhauer, que se halla en
el mismo caso. Y cerca de ellos podemos coloear
los reciprocos desagradables, porque parecen in-
utiles tras el directo, Sdlo una cuidadesa incul-
cacion de su necesidad, evidenciando que existen
reciprocos no ciertos, puede salvar este desagrado.
La eonsecuencia es inmediata: Suprimir en la en-
sefianza esta 1iltima clase de proposiciones y. razo-
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namientos, dejar para lo mds tarde posible, las
demostraciones que exijan mds de dos juicios con-
secutivos, estableciendo antes las propiedades
correspondientes como postulados de cardeter pe-
dagogico, y unir, en cuanto sea posible; al razo-
namiento alguna operacién numérica en Aritmé-
tica y de movimiento en Geometria, dividiendo en
cuanto sea posible v escalonando las dificultades.

Asf, por ejemplo, podemos razonar la regla del
tercer caso dela divisién empezando con un ejem-
plo, como 648 : 2, sigtiendo con 658 : 2, més ade-
lante 647 : 2, luego 657 : 2 y finalmente pasando
a un divisor de varias cifras que sea el mds sen-
cillo posible, 11, conservando de tres cifras el di-
videndo.

Asi para 568: 11 diremos la onceava parte
de 56 decenas son 5 decenas y sobra 1, que con
las 8 unidades sobrantes son 18. La onceava
parte de 18 unidades es 1 unidad. Con lo cual,
y eseribiendo los restos correspondientes, tenemos
razonada la dificil regla.

Téngase siempre en cuenta que segiin Lindley
v Bernes la capacidad para la critica y el razona-
miento no aparece hasta los doce anos (en nifios
norteamericanos) y que la escueld puede perju-
dicar ain esta aparicién, pasando demasiado de-
prisa del razonamiento inconsciente, basado en
la sensacion v la aceidn, a la fase del razonamiento
abstracto, analitico v general. Una fase intéresante
es‘aquella en que el razonamiento' se hace cons-
ciente, versando sobre lo concreto como indica-
mos, ¥ ayudado por la imaginacidn, fase ésta que
probablemente no'debe seér rebasada en'la esctiela
si no extiende ésta” su accidn hasta los catorce
afios de un modo cfectivo,
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71. La capacidad de analisis —Queda casi re-
ducida al elemental y aun éste a la forma sen-
sorial de considerar sucesivamente las partes
de un todo. A continuacidn se desenvuelve el
analisis causal, cuvo interés patentiza el nifio en
sus constantes porgud, y que aparecen ya a los
cuatro anos, si bien con una facilidad tan grande
para satisfaccrse con cualquier respuesta que mues-
tran lo superficial de la tendencia. El andlisis
ldgico solamente al final de la edad escolar se des-
arrolla, y sélo entonces puede ser cullivado con
éxito en la clasificacion de figuras, formacidn de
cuadros sindpticos, deduccidn de corolarios, et-
cétera,

El andlisis elemental puede ser utilizado en el
estucdio de las figuras v en la - deséomposicién
de un nimero en sus 6rdenes de unidades, con
tadas sus consecuencias (procedimientos operato-
1i0s) ¥ a la descomposicién en partes de una fi-
gura geomeétrica. La simple consideracidn de ser
9 = 10 —1, util para el cilenlo ripido, es una
aplicacién del andlisis,

72. La capaeidad de sintesis.—Se desarrolla len-
tamente. Recuérdese el caso de la nifa incapaz
de rennir en un concepto los dos pares de cerezas
de que habla Duroly. En algunos casos se han
manifestado los nifos inferiores a los chimpancés
en realizar la sintesis de actividades puramente
mecdnicas. Sin embargo, el nifio wutiliza cons-
tantemente, esta actividad en formas accesibles
a €l Las operaciones llamadas de combosicidn
son mna prueba de ello y en los procedimientos
de calculo, sumas de sumas, sumas de producfos
parciales, se operan continuas .sintesis. elemen-
tales. Y el método analitice-sintético es utilizado

Metodologia, 10




= 6 —

en esas mismas cuestiones en la obtencion de dreas
v volimenes ete.

78. La capacidad de abstracién.—Tanto aisla-
dora como generalizadora, es manifestada muy
pronto por el nifio que se fija en detalles que a
veces escapan al adulto y que llama, por ejemplo,
papas a todes los sefiores de edad; pero tal activi-
dad sélo se manifiesta en la infancia en el terreno
propio, que es el sensorial, y no con relacion a
los conceptos abstractos manejados en la Mate-
matica, v solo en la Geometria puede utilizarse
aquel cardcter, mientras pueda ir soportado por
alguna intuicidn sensible.

2,—La imitacién, el juego y los intereses

74. Las formas permanentes.—Existen formas,
permanentes de la actividad psiquica del nifios
que ponen en juego clerto nimero de sus facul-
tades, siendo, por ello, un elemento indispen-
sables en la educacitn, puesto que se pueden uli-
lizar para la instruccitn v desenvuelven aquellas
facultades que ejercitan: son al mismo tiempo,
una garantia de que la educacion serd grata y
un medio seguro de conduccion o guia® del nifio.
Se observa en los aufores alguna discrepancia res-
pecto a la clasificacién de estas formas perma-
nentes, habiendo sido llamadas por algunos (Kir-
patrik) énstintos v por otros intereses (Claparéde),
existiendo formas comunes ¢n ambas nomencla-
turas. Nosotros las distinguiremos unas de ofras
por caracterizar a los primeros tendencias genera-
les a la accién, y en los segundos, el predominio
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de alguna cualidad o actividad psiquicas, siendo
ademds aquéllos permanentes, mieniras que €s-
tos cambian con la edad.

75. Los inslinos adaptativos.—Son aquellas
dispoesiciones permanentes del hombre que tie-
nen por objeto adaptar al hombre al medio, y
entre ellos tenemos: la tmitacion, que tiende a la
reproduccion de sonidos y movimientos, y puede
ser refleja, espontdnea, wvoluntaria, dramdiica e
idealizada; el juego, en cuya definicion no hemos
de entrar por ser sobrado conocidas las teorfas
que lo explican, de las que solo destacaremos
la de Groos, que le asigna la finalidad de prepo-
rar para la vida; la curiosidad o tendencia a reno-
var las sensaciones, v con ellas los conocimientos,
base, por tanto, de la instruccidn; y finalmente,
la. lucha, o tendencia a demostrar su superiori-
dad sobre los demds, base de la emudacidn, y que
puede haeerse refleja convirtiéndola en emu-
lacion consigo mismo (Rousseau), o en deseo de
vencer dificultades por el gusto de hacerla. Entre
los instintos individuales nos inferesa  sefalar
solamente el de expresign, mas fuerte en el nifio
que en el hombre por el menor desarrollo de los
mecanismos inhibitorios v por la necesidad de
simpatia v de aprobacién que experimenta el nifio.

76. La imitaciéon.—Esta tendencia se refuer-
za, segun es sabido, por el prestigio personal, por
el mimero de los que ejecuten la accidn (caso de
los Internados, Colegios, Moda, etc.), llegando a
constituir una verdadera sugestién. Es por ello
un auxiliar inapreciable para la formacién de los
awtomatismos.

El nino imatard los nimeros y las fignras que
el maestro trace en la pizarra, la disposicion de
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los cédlenlos, la ordenacidn de las demostraciones

v el razonamiento de los problemas. Las definicio-
nes y reglas, o las operaciones numéridas repeti-
das en coro como se¢ acostumbra en muchas es-
cnelas francesas, se graban sin estuerzo indeleble-
mente en la memoria por esta imitacién espon-
tanea.

La imitacidén dramdtica se traduce principal-
mente en el juego, de que luego hablaremes, y la
tdealista, que aleanza ya intensidad grande a par-
tir de los diez anos, hace nacer el culto a los hé-
roes y el gusto por las acciones cestacadas, v da
ocasion de exponer la historia de la Matemdtica
v sus hombres mds representativos.

7. El juego.—Hasta los sicte afios parece que
el cardeter predeminante del juego ¢s el mowi-
mitesito (tipo animal); hasta los nueve los de tipo
salvaje, Ia caza, el tiro, el escondite; hasta los diez,
los de rivalidad y destreza, propios a lo sumo del
ndmada; hasta los once, los de colecoidn v jardi-
neria (paster v agriculfor), y, finalmente, los jue-
gos de construccidn, mecanismos de tipo moderno.
Una clasificacion mids sencilla es la siguiente:
Hasta siete afios, jucgos de movimiento; siete-
ocho, de pensar acertijos, adivinaciones; ocho-diez,
batir records o superdar marcas; y de diez en ade-
lante de cooperacion.

“Es preciso tener también en cuenta, que las
reglas del juego deben ser simplemente imitativas
para los nines. pequenos; después muy sencillas;
v aun preferible el que no sean impuestas, sino
vistas realizar, admitiéndose, v desedndose la
complicacidn de las reglas con el aumento de la
edad, de tal modo, que después de los doce
afios s6lo se admiten los deportes.
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De acuerde con lo que antecede, indicaremos
algunos de los juegos que pueden utilizarse para
hacer grata y activa la ensenanza de la Matema-
tica, dejando al cuidado del lector su clasificacion
adaptacion a las diferentes edades, segiin una u
otra de las normas dadas, por no considerarlas
perfectas ni definidas. Notaremos, por otra parte,
la conveniencia de recoger los juegos regionales
de cardcter matemdtico que son los mds adapta-
dos y gratos para los nifios de cada localidad.
Ademds de los juegos que indicamos a continua-
cidn, algunos pueden utilizarse de distintas ma-
nerag, segin se hagan individuales o colectivos
en la apreciacion de los resultados.

Juego del columpio—Contar las mecidas, con
bolas, con rayas, con cifras

Pares o nones.

Ei coto.—Cilindro aguzado por les extremos
que se hace saltar y se golpea con una pala. Me-
dir la distancia alcanzada con pies o pasos.

El l¢jo.—Dibtijese una forma de aeroplano di-
vidida la cgta en segmentos numerados y las
alag en dos. Ldncese el tejo y empiijese con tn
pie teniendo ¢l otro en el aive. Entrar y salir del
aeroplano procurando pasar por todas las casillas.
El ntimero de recorridos se suma. El quedar el
tejo en una linea hace perder,

Los bholos. 1

Las anillas.—Si fija un vdstago o varilla de
hierro en €l snelo, a su alrededor se traza una
circunferencia. Desde ella tiran los nifies anillas
que ensartan ep el vistago! Las anillas pueden ser
de tres tamanos para contar unidades decenas
v centenas.

Los: discos—Una tabla con tres agujeros cire
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culares de distinto didmetro; boca de sendas
bolsas s¢ coloca inclinada madiante un caballete.
Los nifios tiran discos desde cierfa distancia, cada
agujero tieme un coeficiente numérico para cal-
cular el mimero de puntos.

El tranovia.—Se marca un itinerario en el suelo.
Un nifio hace de conductor v otro de cobrador.
Los demés de pasajeros que abonan sus billetes,
El cobrador lleva la cuenta y los nifios turnan
en esta faena.

El papel doblado—Una tira de 20 X 3 cen-
timetros, plegada en 8 trozos, Contar las 7 divisio-
nes: En la pizarra la misma figura. Escribir la
serie de los niimeros a partir de uno dado. Cada
nifio tiene su tira de papel doblado. Se les incita a
adivinar el niimero escrito en la 3.7 4.® casilla,
etcétera, comprobar.

Adivinar una cifra borrada—Escribase un nu
mero de 4 cifras. Sumarlas. Restar del nimero
este resultado. Tachar una cifra. Decir la suma de
las restantes. La diferencia a g d a 18 esla cifra
tachada.

Adivinar una swna—Escribase por un ninge
un numero de 4 cifras.

Debajo coloca ¢l maestro ¢l complemento a
a de cada ecifra, Otro nifio dicta otro niimero
v el maestro repite la operacién. Todos hacen
la suma y el maestro anuncia el resultado. Este
€5 0999 X 2 en este easo. Generalicese.

Adivinar la edad.—Piénsese el mimero del mes
en que s2 ha nacido. Multipliquese por 2. Afd-
dase 5. Multipliguese por 50. Afiddase la edad.
Réstese 300. Digase el resultado. Suméndole
50, en el mimero obfonido; la primera o prite-
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ras cifras corresponde al mes y el niimero forma-
do por las dos segundas a la edad.

Demostracion—Sea #t el indicador del mes
v @ el nimero de afos. Lo hecho equivale a

(m X 2 + 5§) X 50+ 4— 300 L 50 =m. 100 +
" 280 + a—250 = 100 M+ . @

Adivinay un wismero pensado—Multipliquese por
3, dividase por z, multipliquese por 3 de nuevo,
y dividase por g. Digase el resultado, Si éste es u,
el mimero pensado es 2 #.

Adivinar una diferenciq.—Escribase un nume-
o de tres cifras. Inviértase. Réstense. Digase
la dltima cifra del resto. Sea m. La anterior es
g. La primera es g — .

Adivinar un resto.—Ponganse dos filas de obje-
tos habiendo T mds en la superior. Quitense de
ésta n objetos, quitense de la de abajo tantos
objetos como quedan arriba. Quitense los de arri-
ba. Quedan #n— I.

Demostracion

A A—n 0
A3 (A—1)—(A—n)=n—1

Adivinar una hora pensada.—Senalese sobre el
reloj una hora a y digase al sujeto que a partir
de la hora pensada por €l n vaya contando hasta
@ 4 12 a cada hora que sefale el operador sobre
el reloj, lo cual hard sun-sivamcmlf;',;_;pn._mmtidu
inverso al del movimiento de las’sablasie.

Cuando el sujeto legue a a --¥2, € operador
sefialard la hora pensada. A~ /

getyo

En efecto, ¢l nimero do ho.as qbg se ha
B\"‘*—;M




— 152 —

cedido es @ + 12— v nos encontraremos sobre
la hora a— (a4 12— n) = n— I2; Dero como
el 12 no influye en el reloj, porque 12 avances o
retrocesos llevan a la misma hora, nos hallaremos
sobre #.

Adivinar un mimero pensado por medio de ta-
blas.—El maestro puede disponer de tablas como
las adjuntas. Un nifio piensa un mimero, v se-

1 2 4 5 16
3 3 5 9 17
5 6 6 10 18
7 7 7 L1 19
9 10 t2 12 20
o1 1 15 13 21
13 14 14 14 ad
15 15 15 g 23
17 18 20 2 24
15 19 21 25 2
21 1 22 22 26 26
23 23 23 27 27
a: 26 2 28 28
27 27 2 z9 29
29 30 30 30 3o
31 31 31 31 31
A B C D E

fiala en qué tablas se encuentra. La suma de
los niimeros que las encabezan, da el numero
pensado,

Para construir estas tablas se expresan los 31
primeros nitmeros en el sistema de base 2, 1o cual
puede hacerse a partir de 1 por adicidn, ¥ se co-
locan en la 10, 29 y 3¢ . tablas los ntmeros que
tengan un 1 enla 1.9 20 v 38 cifra e su eXPIesIOn
w11 el sistema de base 2,
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Fécilmente se obtiens una tabla més, extendien-
do la operacion hasta 63.

Transformar wun cuadrado en un tridnowlo de
igual base y doble alturq. '

Fig 24. Fig. 25.

Convertir en. cuadrados las figuras siguientes
(las lineas interiores indican por donde dar los
cortes que es preciso).

Fig. 25. Fie. 27.
=
1]

Figlo8, Fig. 29,

Recortar las adjunfas figuras como se indica,
invitando' al alumno a reconstruir un cuadrado
o la eruz, seeiin los casos,

Los dados, uno s6lo para contar, dos para com-
binar por suma y mulfiplicacidn,




El Domaing.
Tivo al blanco.

La loteria ovdiparia.—Para el primer grado
puede no ser de cifras, sino de puntos.

Loteria de sumas, vestas, productos y coctentes.—Se
cantan los datos y los jugadores reclaman por
los resultados. Los datos estdan sobre cartoncitos
que completan los dibujos de los cartones de los
jugadores,

Construccion de figuras imitativas, geométricas
0 artisticas con las varillas, cubos y paralelepipe-
dos de los dones de Froebel.

GROROXORO
OXORONORD)

Fig. 30,

El vendedor—Venta de mercancias con entrega
de facturas. Empléese el dinero escolar.

El provecto.—De excursidn, de comida, de equi-
po de muiiecas, averiguando el coste.

Subir la escalera.—los ninos se dividen en dos
bandos. Sobre la pizarra se dibuja una doble
escalera, una para cada bando. En cada escaldn
se indica una operacién de¢ -dificultad creciente.
Se supone que un bando sube un escaldn cuan-
do encuentra la solucion exacta. Se trata de alcan-
zar la ciispide antes que el otro bando.

Los natpes.—Son parejas de naipes, de los cna-
les, una tiene indicada una operacién y su pareja
el resultado. Se distribuyen entre los dos bandos.
Echando alternativamente ¢l naipe con los da-
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tos, el bando contrario debe hacer baza con ¢l
resultado exacto. En caso confrario, pierde la
baza.

La multiplicacion.—Tiene por objeto, cjercitar
gratamente en la multiplicacién de los niimeros
de 6 a 10 que son los mas dificiles. Dos bandos de
nifios llevan las cifras de 6 a 10 y se colocan como
indica la figura 30.
i¥Para multiplicar, por ejemplo, 68 se adelanta
una fila v retrocede la otra hasta que los nifios
que-llevan estos nimeros, queden frente a frente.
como muestra la figura 371,

Ol{OROCRORO
OXONOJ[ORO),

Fig. 31

La suma de los nifios que quedan a la izquierda
" de la raya, dan las docenas del producto que deben
ir incrementadas por el producto de los nimeros
indicados por los nifios que quedan a 1a derecha.
Asf en nuestro caso, el producto es: 3 + 1 = 4 de-
cenas v 4 X 2 =8 unidades.

La madtiplicacion manual—Pueden sustituirse
las filas de nifios del caso anterior porlos dedos de
ambas manos y proceder en igual forma. Es més
sencillo numerar los dedos dé 5 a g tomando la
divisoria antes de la coincidencia, en vez de ha-
cerlo después, y aun es preferible el procedimiento
siguiente: levantar en cada mano tantos dedos
como representa el exceso sobre § de cada uno
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de los factores.- Su suma representa decenas del
producto a las que hay que agregar el producto
de los nimeros representados por los dedos sin
alzar de cada mano. Asf, para 7 X g = (5 + )|
X (5 + 4), levantaremos 2 dedos de una mano y
4 de la otra, obteniendo 2 - 4 — 6 decenas — 60.
Losdedos no alzados son respectivamente 3 VL,
cuyo praducto es 3, v el total 6o -+ 3 = 63. (1)

El fundamento de ello estd dado por la igual-
dad siguicnte:

(5-+4a) 5+ 8) = (5-—a) (5— b) B+ 10 (a:+0)

Llegar a 100.—Dos nifios se desaffan a ver
quien llega antes a Too por sumas alternativas
y sucesivas, afiadiendo cada nifio a la suma al-
canzada por el anterior un mimero menor que 11,

La serie a formar es:

t=—d12 —23 —34— 45 56— 6y — 78 — 8o,

Agotar la baraja, sacando a lo mds scis cartas
cada vez. Serie 6 — 13— 20— 27 —34 —4T.

Obervacidn: No detallamos la manera de reali
za1:¢stos Juegos, porque es facil de obtener V por-
que el maestro puede introducir en ella cuantas
variantes le sugiera su ingenio. Tampaco agota-
mos con la enumeracion anterior el ndmero de
jucgos posibles que serd preferible inventar, pu-
diendo hallarse algunos més en nuestra Aritmé-
tica Intuitiva,
del mado signicnte: Hasta los doce afios predominan

(1) | Procedimiento muy usado en la Edad Media ¥ prin-
¢ipld de la Moderna por simplificar la Tabla de Multiplieny,
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78. TLos infereses.—q) Clapirede los clasifica
los de tipo adquisitive; desde doce a'diecincho, los
de orgamizacion v mas adelante, los de produceidn.
Estos tres tipos parccen corresponder a las tres
clases de ensefianza; la privharia, fundada en la
observacion; la secundaria, en la experimentacion;
v la wniversitaria, que tiende a la investigacion.
Segun ello, sélo serfa posible en la Esencla prima-
tia la adquisicion de conocimientos, sin su organi-
zacion o sistematizacidn, que es uno de 1os prin-
cipales fines de la Matemdtica en su aspecto’edu-
cativo. Cabria sélo preparar esta sistematizacidn
en los ultimos anos y hacerla efectiva de los doce
hasta los catorce afios.

Un andlisis mds detallade lleva al Profesor
suizo a considerar dentro de la edad escolar los
intereses gldsico o del lenguaje, que aparece pri-
meramente; después, hasta'los siete afios, viene la
fase inlerrogativa con interescs generales; hacia los
diez se desarrolla ampliamente el sentido colec-
cionador, v, finalmente, hasta los doce predominan
los especiales por la casa, el pastoreo, la agricul-
tura, el comercio, y aparecen los sogiales, que se
nvuelven durante la pubertad,

De todo ello, apenas s podemos sacar otra
consecuencia que la falta de un interés directo
por las cuestiones cuantitativas, y su necesaria
incorporacion a meétodos que utilicen dichos in-
tereses. Tan sélo la proximidad a la época del in-
terés gldsico de los primeéros anos escolares, nos
permite dar entonces gran parte del vocabula-
rio- matemdtico en unién de las formas intuitivas
a que corresponde, v esto hallaremos en el métoado
Montesori. Nuestra propia experiencia nos ha
mostrade la facilidad con que nifios pequenos se

de
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agimilan y emplean palabras como vertical, ho-
rizontal, paralelepipedo, cfe., que snelen parccer
exiranas 4 personas mayores.

p)  Luckey, agrupa los intereses en tres gran-
des épocas de la vida, que se repiten paralela-
mente después de la pubertad. Asl tenemos,
hasta los tres afos y hasta los dieciseis, el periodo
afectivo sensorial; hasta los acho v los dieciocho, el
volitivo, en que predomina la actividad 'de tipo
muscular; y hasta los doce vy veinticinco, ¢l dnfe-
lectual, constructive, en que puede hacerse un tra-
bajo serio, ;

Esto nos levaria a distribuir la ensefanza de
la Matemdtica dentro de la edad escolar en un
primer perfodo ocasional, de juego, y un segundo
periodo active y un tercero sistemdtico (véase Ca-
pitulo VII-3).

¢) En cuanto a la forma como evolucionan los
intereses, nos interesa solamente recoger las si-
guientes fases:

El paso de lo simple a lo complejo, nos lleva
a graduar la Aritmética por la cuantia de los
nimeros, y a principiar la Geometria por la li-
nea. recta.

El transito de lo concreto a lo abstracto, nos
lleva a manejar sucesivamente objetos, imigenes
vy simbolos.

El nifo es pasivo ¢n sus primeros tiempos,
para volverse activo poco a poco, por lo cual he-
mos de procurafle un material que le incite al
trabajo (véase Cap. VII-6).

La evolucién de la indiferenciacidn a la especia-
lizacidn, nos conduce a hacer una ensefanza si-
multanea en los primeros grados, micntras que ¢n
los ultimos se puede dejar a los alumnes la selec-
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cidn individual de la clase de problemas cuanti-
tativos en que desce trabajar, prestindose admi-
rablemente a eso nuestra ensenanza.

Finalmente, el paso del interés por lo inmediato,
al gusto por lo lejano, nos indica sobre qué clase
de materias han de versar los ejemplos, las anée-
dotas y los problemas, empezando por cuestio-
nes referentes al mismo nifo (su mejor contador
son sus dedos), ‘!lt{ultlldo por la escuela, la casa,
el pueblo, la nacién ete., hasta los dafos estadis-
tilos que abracen el mundo y la humanidad.

79. En resumen, podemos decir, que pocas son
las actividades psicoldgicas del nifio que pueden
ser utilizadas para el estudio racional de la Mate-
matica, justificando asi en cierto ‘modo el apren-
dizaje I‘thlDd.l'IO que durante tantos siglos se ha
hecho, v que las capacidades que podamos des-
envolver con el mismo estudio, han de serlo con
una gran prudencia hacia el final de nuestros
estudios. Esto patentiza, por otra parte, la necesi-
dad de recurrir a los medios pedagogicos que hagan
esta ensefianza grata vy educativa, con el mayor
cuidado y el maximo interés, siendo, por lo tanto,
el estudio de estos medios pedagdgicos de la mas
alta importancia, mucho mayor que aquellas
otras disciplinas como la Ge .ografia y la Historia
o las Ciencias Naturales que tienen para el nino
mayor atractivo, utilizan mayor nimero de acti-
vidades y desenvuelven facultades que aparecen
dentro de la edad escolar.

Y a pesar de todo ello aseguraba Pestalozzi
que los nifios tienen wmds gusto por los natmeros
que por las letras (1). Esto podra Ser consecuencia

(1) Sobre la afirmacion de Pestalozzi tenemos lus conelu-
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de su manera especial de ensefiar unos y otras,
pero existe un instinto humano, que de intento
hemos dejado para el final, que justifica el in-
terés y aun el apasionamiento por la Matematica.
Es el instituto de lucha, que despierta ese interés
sl se le sabe comunicar un . aspecto deportivo.
Para ello el nifio se encuentra con unos elementos
ddciles, ntimeros, instrumentos de dibujo geo-
métrico, que puede manejar libremente para sal-
var dificultades crecientes e ilimitadas que pue-
de terminar con la certeza de su wvictoria, Esto
exige, para que exista el esfuerzo til, que las
cuestiones sean adecuadas a su entrenamiento,
que esté fijada la marca que es preciso superar
(operacion nueva, mayor rapidez o exactitud que
en las antiguas, problema de solucién desconoci-
da, etc.) y que se tenga la seguridad de haber
alcanzado la meta, para lo cual es preciso que el
maestro de la solucién de las problemas o que el
mismo alumno pueda comprobarlos (prueba por g
c¢n la operacion, comprobacidn en los problemas nu-
méricos o geométricos) y aun muchas veces que
el alumno conozea de antemano la solucidn que

siones de 1o experimentadords. Lobsien en IKiel hallé que
las preferencias de los nifios, segufan este orden: Dibufo, Gim-
nasia, Aritmélica ... y las de las nifias: trabajo manuval y aril-
mética., ..

Stern obtuvo anjloga ¢onclugitn, Mac Hnight, en Norte-
america, halld para la Aritmética el primet lugar por 327 vo-
Lantes, mientras que la historia s6lo tuvo 164, Lewis, en Ingln-
terra, encontré que clasificaban la Matematica en el primer
téreio de sus preferencias 16 nifios; en él segundo, 53; v en el
tercero, 31 'Y Brandell, en Suecia, hallb analogo resultado,
aventajadn en preferencia por el trabajo manual la ensefinnza
Menagere ¥ ¢l Comercio, pero preferida wla Historia, las Cien-
elas Naturales y la Gramatica.
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trata de alcanzar, en la seguridad de que el famr
play (juego limpio), le llevara a no enmascarar
para ello los resultados intermedios. Véanse entre
otros los productos curiosos del Cap. VII—3,

El ideal estard, pues, en hacer de toda la ense-
fianza de la Matemdtica un campeonato continuo
en que la rapidez, la exactitud, la facilidad, la
precision v el rigor 1dgico, la perfeccion, en una
palabra, vayan aumentando sucesivamente de
acuerdo con las caracteristicas que como arte y
como ciencia le hemos asignado.

3.—Génesis del concepto de nimero y de la
extension

80. En Aritmética se considera un cuddruple
concepto del nimero entero;

a) Como coleccidn de unidades percibidas si-
multdneamente, corresponde al mimero llamado
cardinal v le origina la percepcion directa en los
nimeros pequeiios, y en los grandes, su agrupacidn
en conjuntos discernibles (Euclides).

b) Como un elemento de la serie natural o con-
cepto serial, en virtud del cudl un niimero sigue a
otro. Segiin esto, 25 es ¢l numerosiguiente a 24,
obtenido . agregiandole una unidad. Se origina
en la operacién de contar sucesivamente y corres-
ponde al llamado niimero ordinal. Hemholtz con-
sideraba este concepto como el fundamental.

c) Como relacidon enlre la cantidad vy la wnmidad,
se origina en la operacién de medir y convierte
en cierto modo las cantidades confinuas en dis-
crebas. Newton, consideré a su vez fundamental

Melodologia, 11
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este concepio y Tillich, lo/lleve a la ensenanza.

d) Como relacion de mimeros.—Asl el 6, . no
serfa splamente lo anteriormente expuesto. sino
que habria de ser considerado en todas las formas
que lo originan, por ejemplo: 4-+2 y 2 X 3.

8l. D=z estos cuatro conceptos, ¢l que pri-
mero se forma en el nifio ¥ parece ha formado
la humanidad, es el cardinal pero aplicado a los
ntimeros pequenos. La primera distineidn pacerce
ser la de wmno y varios. Se dice que algunas tribus
de indios bolivianos Hlamados los ehiguitos, no han
pasado todavia de esta nocidn. El segundo paso
parece que debe ser la consideracidn del mimero
dos, debido a la presencia constante ante la mira-
da del hombre de las dos manos, los dos pies, ete.; en
relacidn com esto se encuentran en algunas len-
guas, entre ellas el griego, el niimero dual, ademas
del singular y el plural.

Pronto, sin embargo, se aprecian conjuntos
mayores, algunas aves notan la falta de un hue-
vo de fres v aun ewatro, v ¢l chimpapcé parece
poder apreciar hasta cinco; seglin las experien-
cias de Mme. Descoendres, los nifios no adquie-
ren esta habilidad hasta los seis afios.

Siendo el concepto del nimero una sinfesis de
la unidad y la pluralidad, cabe preguntar cémo se
percibe esta illima v qué es lo que mueve a sin-
tetizar una y otra. La pluralidad puede percibir-
se por la vista, manchas luminosas analogas so-
bre un fonde comin; por el oido, intervalos de
sonido y silencio, v por el tacto, elevaciones y
depresiones. La sensibilidad interna, segiin Wi-
lliam Jamess seria, sin embargo, la determinante,
al percibir los perfodos alternativos de atencidn
e inatencidn,
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Como causa de la sintesis, podemos sefialar la
tendencia a la unificacidn caracteristica del es-
piritu humano (Abel Rey, Psicologia), v en cuanto
se refiere al sentido de la vista, la extensidn en
que aparecen los objetos. A este respecto, son in-
teresantes las experiencias de Binet, segiin la-
cuales, una nifa apreciaba como mayor la pluras
lidad que por tener mayores sus objetos ocupaba
mas espacio (z).

De todos modos, el origen concreto del ntimero
es evidente y asi lo demuestra el nombre primiti-
vo de muchos nimeros (dos = dedos de avestruz,
cineo — mano; siete = hoja de castafio de In-
dias), y aun la representacion de los nimeros en-
tre los pueblos antiguos, por ejemplo, los egipeios,
para los niimeros pequefios empleaban tantas
rayitas como unidades, y algo andlogo ocurre
en la numeracion romana,

La relacidn estrecha que guarda el nimero
con la extensidn puesta de relieve en la experien-
cia de Binet, estd confirmada histéricamente por
el hecho de que los griegos estudiasen las relacio-
nes cuantitativas en forma geométrica,

El uso de piedrecillas (calculi), por los romanos
para calcular, y el empleo de los dbacos por los
diferentes pueblos, prolongado hasta el siglo X VIIT
en la Administracidn francesa, indica lo diffcil
que les ha sido a los hombres concebir de un modo
abstracto los nitmeros y operar con ellos,

82. El concepto serial del nimero, segin el
cual, cada numero resulta de afadir una unidad

(1) Es tambien decisivo el caso citado por Deeroly v De-
gand de la nifia que teniendo un par de cerezas en cada orcja
no sabia decir, que tenfa en total 4 cerezas, sino dos v dos,
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al anterior es de una trascendencia extraordinaria
. para el desenvolvimiento de la Aritmética, puesto
que hace posible la suma al agregar a un suman-
do una a una las unidades, contenidas en las demds
y con ella todas las operaciones. A €l parece haber
conducido la operacién de contar ordinalmente,
indispensable en cuanto los conjuntos son algo
numerosos, y esto se relaciona con la interesan-
tisima cuestion de si se inventaron primeramente
los niimeros ordinales o los cardinales, habiendo
opiniones para defender una y otra tesis. El hecho
patentizado por Mlle. Descoedres, de que los ni-
fios identifican mejor un conjunto aun pequeiio,
contando que aprecidndolo, da un argnmento en
favor de la prioridad de los ordinales. Segtn sus
experiencias, a los seis afios un nifio s6lo deter-
mina cudnios objetos hay en un conjunto hasta
cuatro objetos, mientras que contando liega has-
ta cinco a los dos afios y medio. La nifia de Stern
solfa contar serialmente los dedos de la mano,
pero no decir cudntos tenia,

Aplicaciones—1.8 Durante mucho tiempo, el
nifio ha de adquirir el concepto del mimero de un
modo intuitivo, primero con objetos coloreados
que vea y toque para contar, luego con imagenes
y después con simbolos que recuerden los objetos
concretos,

Desde este punto de vista, es altamente reco-
mendable el dlbum numérico, donde el nifo co-
lecciona clasificadas imdgenes de diferentes con-
juntos. La intuicién debe hacerse extensiva a
las unidades de cada orden, por haces de pali-
llos, por ejemplo, y esta intuicién puede hacerse

simbélica, representando con I las unidades,
H las decenas y [=| las centenas,
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28 La estrecha unidn existente entre el ni-
mero v la extensién justifica una vez mds que
se acuda a la representacién grifica de los niime-
ros, para estudiar sus propiedades, y que la me-
dicién acompafie el estudio de los niimeros, ¥
sus resultados sirvan de base paralas operaciones.

3.2 Es conveniente para facilitar la tendencia
a la sintesis antes indicada, agrupar los objetos
que forman el nimero para dar la sensacién del
conjunto; por ejemplo, que los cuatro cubitos que
hacen intuitivo el niimero 4, presenten un cua-
drado a los ojos del nifio, y en 1ltimo término,
encerrarlos dentro de un contorno, circular, cua-
drado, etec.

83. El nimero como relacidn, tiene toda la
importancia que le da st gran generalidad y el
ser la base de la comparacidn de cantidades. Claro
es, que surge con toda precisiédn de la medida,
pere mucho antes que el nifio llegue a ella, compara
cantidades aproximadamente y a ello puede
incitdrsele en conversaciones; lo aplica en el di-
bujo, y sistemdticamente se desarrolla con ejer-
cicios como los de comparar casas de diversas
alturas; determinar ¢l niimero de vasos que pue-
den lenarse con botellas de diferentes tamafios;
v algunos otros juegos utilizados en las escuelas
francesas (véase nuestra Memoria).

Los quebrados sencillos surgen inmediatamen-
te con este concepto y deben emplearse desde
¢l principio en la escuela,

84. El concepto analitico del ntimero, no se
obtiene sino como consecuencia de la ensefianza
¥ puede ser iitil y debe efectuarse aplicdndolo a
Jos mimeros hasta el 10 y aun al 12, compo-
niéndolos v descomponiéndolos de todas las ma-
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neras posibles, es decir, haciendo ‘de ellos un
verdadero estudio monografico.

En general, debe limitarse en los niimeros ma-
vores a congiderar su forma en el sistema decimal;
asf, 26 no es 25 -+ 1 sino 20 -+ 6, y en particular
deben ponerse de manifiesto aquellas estructuras -
ttiles en el cdleulo, como por ejemplo:

9=1I0—T; IT= 10 -+ I; 49= 30—1; 9= 100—1I
T5=1-+ i T25=14"/,

que nos proporcionan una gran simplificacidn en
las operaciones, en el caso de que entren estos ni-
meros, como multiplicadores de nimeros enteros
0 decimales.

8b. Génesis del' concepto de la extensidn.—E1
concepto de espacio, como el de tiempo, es para
muchos como una idea innata. Tal vez aquel
nazea de la percepeidn del conjunto de sensa-
ciones internas primero y externas después, gue
referidas al extremo periférico de los nervios
cotrespondientes erean la sensaecitn confusa de
la existencia de un #e yo extenso al que se llama
espacio,

Pero la cuestidn mds importante para nosotros,
es la de edmo al coneepto de este espacio se le
afade la relacién de cantidad y las de dimension.
Tal vez por la propia verticalidad del hombre
y por la horizontalidad con que estdn colocados
los ojos, el hombre distingne facilmente estas dos
dimensiones, direcciones, de las restantes y un
lento juicio comparativo de las distancias le va
dando el concepto correspondiente de cantidad.
En ello ha de influir el sentido muscular por la
sensacion de esfuerzo requerida por el movimiento




— 167 —

de los ojos al seguir la linea cuya longitud se tra-
ta de apreciar; por esto la apreciacion es mads
exacta para las lineas horizontales, menos para
las verticales y menos atin para las inclinadas.
Y la apreciacidn visnal .de la extensidon super-
ficial, permarece siempre deficientisima, como
resultado que es de los anteriores. Selamente
cuando el ojo puede seguir facilmente el con-
torno de la superficie, al medir én clerto modo
aquél, aprecia ésta con mayor exactitud. Serfan
convenientes experimentos en este sentido. Claro
es, que las sensaciones cinestésicas determinadas
por el movimiento de otros drganos contribuyen
también a dar la sensacidn deé cantidad espacial:
notese el movimiento de los brazos cuando que-
remos expresar un gran volumen.

86. De adquisicién mds lenta es la percep-
cién de la tercera dimension. Los ninos se equivo-
can grandemente al apreciar distancias en el sen-
tido del alejamiento. Los ciegos operados, parcce
que ven todos los cuerpos como situados en un
mismo plano. Los pintores primitivos carccen
de perspectiva v lo mismo les ocurre a los ninos
en sus primeros dibujos.

También aqui las sensaciones cinestésicas des-
empenian un gran papel. Ellas nos dicen el prayvor
o menor estuerzo que hemos de hacer para alcan-
zar con la mano un objeto proximo o cudnto he-
mos de caminar hasta llegar a un objeto lejano.
Con esto se relaciona pronto el esfuerzo necesa-
rio para converger los ejes oculares en el punto
en cuestion. Mas tarde se rclaciona también con
el tamafnio aparente .de los objetos, con la dife-
rencia de detalles debida al diferente punto de
vista con cada ojo, aun cuando'se fuzdin 1.5 des
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imdgenes en una, y finalmente con la diferencia
de iluminacién que presentan los objetos y el agri-
samiento progresivo queé la interposicidn del aire
determina, motivo per el cual los colores cdlidos,
rojo, amarillo, etc., nos parecen mds cercanos
que los frios.

87. El concepto de la extensidn se precisa con
la apreciacidn de distancias hechas por la vista
o el movimiento de las manos comprobadas con
la medida; apreciacién de inclinaciones, compro-
badas con el semicirculo graduado, y sobre todo,
el dibujo como medio de expresién de la percep-
cion especial.

Especial importancia tiene el saber ver en el
espacio, esto es, ¢l dominio de la tercera dimen-
sion. A esto se acude con los modelos realizados
en el espacio, de los cuales, el més sencillo y edu-
cador es el cubo, por ser como el esquema de las
tres dimensiones, modelos que no sclo deben ser
presentados sine ejecutados por los nifios. La
vision estereoscopica, es recomendable asi como
el uso de las anaglifas que despiertan la curio-
sidad del nifio al ver cdme se fncorporan las lineas
rojas o verdes trazadas en un papel miradas con
anteojos de los mismos colores. El empleo cons-
tante de la perspectiva en el dibujo v la pin-
tura correctamente ensefiadas, ayudan a este
fin v aun afadirfamos nnas nociones de dibujo de
objetos en planta, alzado, y aun seccidn trans-
versal, utilicimo para oficios como ¢l de carpin-
tero, albafil, etc., v que contribuirian enla escuela
a manejar mejor los conceptos espaciales; como
se ha demostrado experimentalmente que con-
tribuye a ello el estudio de la Descriptiva.

88. En relacién con el concepto de extension
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se halla el de la forma, cualidad apreciada desde
los primeros grados de la evolucidn psicoldgica
independientemente de la extensién. Los chim-
pancés estudiados por KOhler reconocian clara-
mente sus retratos, y los objetos fotografiados.
Segiin los experimentos de Miss Shirm, una nina
menor de un afio tenfa miedo del retrato de un
gato. A los veintitin meses, llamaba #ridngulo a
la correspondiente porcién de un cuello de pa-
jarita. A los veintidds meses, llamaba cuadrado
al cubo, pero no lo confundia con la esfera. El
nino de Stern queria utilizar un biberdn de ju-
guete 13 veces menor que el suyo. De todos
modos las formas interesantes aunque complica-
das, son reconocidas antes que las formas geo-
métricas mads sencillas,

89. Otra cualidad infantil notable; es la in-
dependencia de la forma con relacidn a la posicidn
siendo los nifios capaces de leer con el libro in-
vertido o en un espejo, v sabido es, que no le dan
importancia a tener al revés un libro de estampas.
Segtin experimentos concluyentes, lo mismo les su-
cede a los negros bantis. Al hombre, por el con-
trario, le es esencial la posicién de la forma para
su reconocimiente, y aun se dan paradojas acerca
de ello, como el hecho de que parezea mayor un
cuadrado colocado de punta, que situado hori-
zontalmente, :

90. Una dltima ley psicoldgica notable he-
mos de hacer constar: La tendencia a referir for-
mas y magnitudes a su verdadero ser, indepen-
dientemente de la posicién y la distancia. Asi
cuando vemos a cierta distancia un hombre o
una casa, no lo creemos ni del tamano de un
nifio de una casa de juguete, sino que los referimos
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a sus verdaderas magnitudes. Kohler, realizd so-
bre esto, un experimento verdaderamente conclii-
yente con un chimpancé de cinco afios. Le habi-
tud a sefialar de dos cajas la que presentaba ma-
yor superficie frontal, y, consegnido esto, sin
titubeo, alejd la caja mayer hasta que su tamaifio
aparente fuese menor que el de Ja otra, a pesar
de lo cual, el chimpancé siguid sefialandola como
la mayor. Creemos, sin embargo, que ésto sea
una ley limitada, pues todos recordamos la im-
presion de pequenez que nos han dado hombres
y casas vistos desde una altura considerable.
Andlogamente sucede con las formas: cuando
Vemos en escorzo un cuadrado y se nos aparece
como un triangulo, sabemos, sin embargo, cudl es
su verdadera forma, y reconocemos en el angulo
agudo el recto. Esta preferencia por las formas
ortoscopicas, es explicada por una tendencia
a las formas regulares que se nota en nifios y adul- -
tos, y asino es que percibamos como rectos los an-
gulos agudos, dice Kofka, porque veamos constan-
temente dngulos rectos, y vayamos mentalmente
a lo conocido, sino que en la realidad vemos los
tales dngulos agudos y nuestra preferencia por la
forma regular hace que los consideremos rectos.
Esta constancia de formas v magnitudes que es
de la mayor importancia para el conocimiento
real del mundo a pesar de su aspecto ficticio,
tiene, sin embargo, inconvenientes para ¢l dibujo
por la tendencia a reproducir no como VEmos,
sino como pensamos, y cs condicién que ¢l maes-
tro debe tener muy en cuenta para ensefiar a ver
y a reproducir en el dibujo donde es necesaria
la correccidn, mientrasno lo es en el modelado, que
desde este punto de wvista se prestaria mejor
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a que el nifig diese una interpretacidn de su per-
cepcidn de formas y magnitudes.

NOTAS AL CAPITULO V
1. —Génesis del numero segin Decroly

Decroly, distingue en la génesis del concepto
del ntmero, las fases siguientes que cultiva en
su método:

1,2 Nocién de la presencia y ausencid.

20 Facultad de diferenciar e identificar.

3,0 [stado de repeticidn.

-14.0 Nocién de unidad y pluralidad, Nocién

5.9 Nocién del 3.

6.0 Facultad de comparar los tamarnos.

7.0 Nogi6n del 4. Analisis y sintesis.

8.0 Noecién del 5. Primera nocidn de la fraccidn.

[istas fases, gue tan fino analisis suponen,
son de utilidad a nuestro juicio e la ensehanza
para anormales en que la evolucion se realiza
con un ritmo mas lento, pero no tienen gran va-
lor préctico para la educacion del nifio normal.

2. —Los estimulos

Algunos psicGlogos americanos, han establecido
listas de estimulos utilizables en toda ensefianza,

mas necesarios que en ninguna otra en el estu-
dio de la Matemética. A continuacién damos dos
de cstas listas, debida una de ellas a un fecundo
cultivador de nuestra Metodoloafa. [l lector
podra huscar en ellas la explicacion de procedi-
mientés que proponemos y hallar  su sestiones
para otros nuevos.




Parkcer Thorndike
1. Interésen aventuras. 1. Actividag fisica,
2. Idem en acciones de

personas y animales. 2. Acertijo.

" 3. Deseo de aprobacién. 3. Amor propio.

4. Canto, sonido ¥ rit-
mo. 4. Novedad.
5. Curiosidad por lo ma-

ravilloso o complicado. 5. Uso practico.
6. Deseo de comunicar-

se con los demds. 6. Lo que otros hacen.
7. Actividad fisica. 7. Sociabilidad.
8. (oleccionar. 8. Rivalidad individual.
0. Imitacién. 9. Idem colectiva.
10, Juego en grupos. ro. Invencién.

3. Los niumeros pequefios y los grandes ntimeros

Estd claramente reconocido como perniciosa,
la antigua costumbre de hacer escribir y manejar
a los nifios grandes nimeros, superiores siempre a
los que pueden concebir v a los que caen dentro
de su 6rbita”de interés.

Ya hemos mencionado la limitacién del nimero
que tienen los nifios pequefios, segiin las experien-
cias de Mlle. Descoedres, y los de alpunos salva-
jes. Los Bakari que vivén en un afluente del
Amazonas, dan nombre a los ntimeros hasta 6,
Y para indicar niimeros mayores, cogen un mechén
de sus propios cabellos. T.os hotokudos, como los
chiquitos citados, no distinguen ya entre 2 33
al menos por el lenguaje.

El hecho de que hasta mil haya cierto paren-
tesco entre las palabras que expresanlos nimeros,
parece indicar que los hembres primitivos no
alcanzaron esa cantidad hasta después de su
separacion, esto es, muy avanzada la civilizacién.

a palabra millén no aparece hasta 1362, lo
cual indica, que antes no fué echada de menos,
y la palabra millard = mil millones, no se em-
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pleé hasta el siglo XIX y paraf cuestiones linan
cieras,

La Astronomia es la ciencia que necesita em-
plear nfimeros mayores, y la sigue la Fisico-Qui-
mica; por ejemplo, las distancias a las estreilas
se cuentan por billones de km. y el ntimero de
moléculas de 155 1. de un gas es de 24 avo Or-
den. Luego vienen las finanzas, y en la vida or-
dinaria, los numeros suelen ser de 5 cifras.

(Como medio de dictar ntimeros de muchas ci-
fras, todas significativas (en las ciencias, por el
valor aproximado de sus nimeros, son ceros las
tltimas), citaremos el de Sessa, nfimero de gra-
nos de trigo pedidos por el inventor del ajedrez.

185 446 744 073 7991 55T OI5

Un céntimo colocado al 4 por 100 de interés
compuesto; hace 1875 afios se habria convertido en

865 486, 626 4764 236 508: 270 1564 786 660 pts.
(uince personas se pueden poner en fila de
Iy 307 674, 638000

maneras distintas.

Para hacerse idea de este mimero diremos se
necesitarian 41.000 afios, aun cuando solo em-
pleasen un segundo para cambiar el orden dela
fila.

Finalmente, el nimero mas grande que puede
escribirse con fres cifras es o'

Para escribirlo, se necesitarfan 28 afios y 48 dias
trabajando 1o horas diarias y anotando una ci-
fra cada segundo, y si cada cifra ocupaba 4 mm., se
necesitarfa upa banda de papel de I.478 km,,
772 m,, 40 cm., casi igual a toda la costa espanola
del Atléntico (1.481 k.).

4.—Psicologia de las razas.

Creemos interesante la siguiente informacion
sobre las cualidades mateméticas de la raza ne-
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gra africana cn estado salvaje, por lo que pueda
representar de infantilismo, aplicable por lo tan-
to a los nifos pequefios,

«Lo mas chocante es que el negro aprende muy
facilmente un idioma, pero encuentra las mayores
dificultades para asimilarse las nociones de calcu-
0. Para ellos, la nocién del Hempo, es tan poco
precisa que casi no existe, s por lo tanto inutil
caleular el tiempo. Ninguno es capaz de decir su
edad. Saben anitamente que su nacimiento coin-
cidi¢ con un acontecimiento notable que todos
recuerdan.

No tienen tampoco idea de la medida. Salen del

paso.con lo que tengan a man). Lo mismo si se
trata de longitudes que de superficies 0 voltimenes,
una eaja de hoja de lata es para ellos la unidad
de medida.
, Pueden contar hasta mil, pero sin noci6én clara,
5i un indigena dice que ha wvisto muchos anti-
lopes y para precisar se le pregunta, ;i eudnios?s,
Tespondera gue tres o cuatro,

La idea de fraccion, es tnabordable para los ne-
gros. Les es tan extrana que no han experimentado
nunca la necesidad de una palabra que la exprese.
lin'su lengua, se encuentra la voz parte, pero nada
que signifique mitad, ni mucho menos partes
iguales,

La solucidon de un problema, es para ellos
cuestion de memoria, utilizando una cuestion
apaloga que se les haya presentado por casuali
dad en el curso de su wida. En caso contrario,
no hacen ningun esfuerzo, y a la pregunta del
Maestro responden: Ti eres quien me 10 ha de
decir, Para un negro, un problema es una histo-
Tiz en yue eniran dos nimeros. Lo mas claro
es que les digan: Haz una suma o una restas

(De L'Education Enfuntine.)
5.—Dos y dos son cuairo

En esta frase, tan utilizada por el vulgo para
oxpresar una verdad evidentisima, ven algunos
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intelectuales una simple tautologia, esto es; que
Se expresa la misma idea con diferentes palabras
(decit dos y dos, es lo mismo que decir euatro)
v que, por lo tanto, no se dice nada; pero 1o mismo
seria decir que 25 y 17 son 42, lo cual no es tan
evidente.

La evidencia de esta afirmacion, reposa en el
concepto intuitivo del namero combinado con
la claridad de la operacion de sumar, represen-
tada por la conjuncion, y graficamente podriamos
expresar la proposicién anterior.

ST

Si suponemos desaparecido el signo -, intui-
tivamente son ighales ambos miembros de la ex-
presi6n, y a esto es a lo gue alude ¢l vulgo como
maximo ejemplo de evidencia, que no percibe
en 25 - 17 = 42 por carecer del comcepto intui-
tivo de estos nimeros.

Tiste conceplo es diffeil de adquirir en cuanto
los niimeros son un poco grandes y a causa de ello
se sustituye por el concepto serial en el cual cada
ninero estd formado agregando una unidad al
anterior. Asf mientras el concepto intuitivo de
4 esti proporcionado por 111! u otro conjunto
andlogo, su concepto serial es 4 =34 1. ¥
ahora ya no es evidente la proposicion que enca-
beza esta nota,

Para demostrarla partiremos de la primera ex-
presion

y como 2
Z — 0
sustituyendo tendremos

22 —=2-+71-}+71

pero como
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sustituyendo de nuevo

2 4+ 2.=3 1
¥ por definicién del 4
2 —|— 2 =4

como se queria demostrar.

Demostracién en gue hemos debide admitir
que un sumando puede descomponersz en suma de
otros y que los dos primeros sumandos puedan
sustituirse por su suma efectuada.

La cuestion planteada pudiera parecer mi-
niscula, pero responde a una preocupacion po-
pular, compara conceptos de nfimeros, precisa
el mecanismo de la demostracidn.., y merecié que
Leiniz se ocupase de ella.




CAPITULO VI

CARACTERES GENERALES DE LA ENSENANZA
DE LA MATEMATICA

1, —La graduacién

91. Su necesidad.—La disposiciin en grados
de la ensefianza fundada en general en la debili-
dad inicial de las facultades psiquicas que le im-
pide adquirir en una primera ctapa los conoci-
mientos referentes a cualquier disciplina, vV en
¢l progresivo desenvolvimientor de esas mismas
facultades que le permiten vencer sucesivamente
las dificultades, estd mds imperiosamente justifi-
cada enlo que se refiere a la ensefianza de la Ma-
temdtica, por la mayor dificultad de esta ensefian-
za,fcomo hemos sefialado en capitulos anteriores,
¥ ‘ademds, Yporque en Matemdticas el eéncadena-
miento ldgico, exige no sélo ¢l conocimiento, sino
¢l dominio completo de una etapa antes de pasar
por ejemplo, la simple prictica de la division
a la siguiente; asf, exige ¢1 dominio de las tres
operaciones anteriores, el estudio de las propie-
dades de 1n rectdngulo requiere el conocimien-
to de las propiedades de los segmentos, angulos,
paralelismo y perpendicularidad.

92. RBus earacteres—Existe una graducién pro-
pia ‘de la Matemdtica, seguida ciegamente hasta
no hace mucho en nuestras escuelas: la que estu-
dia los enteros antes de los quebrados, y las di-

Metodologia. 12
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versas operaciones en su orden ldgico de sucesion.
Como ‘en Geometria estudia la Plana antes de la
del Espacio, y dentro de éstas, las figuras geomeé-
tricas en orden de complicacidn creciente: rec-
tas, angulos, poligonos, circunferencia, etc. (Véa-
se el indice de nuestro Nwevo Tratado de Geome-
tria).

Pero esta gradacién que en lineas generales
es indispensable por ser genética, esto es, porque

cada elemento engendra el signiente, se aplica en

cada grado de la ensefianza, pero cada grado a su
vez se determina, en Aritmética, porla cuantia de
los nim:.ros que se emplean. Asi, en gradacion
sucesiva se estudian las operaciones numéri-
cas y aun se inician las propiedades (descomposi-
cidn en factores) con los I0 primeros nimeros;
después con los numeros hasta 20; mds tarde
hasta 100, y después hasta 1.000; T00.000, €
indefinidamente. Se consigue asi limitar ¢l cam-
po de aceidn a mimeros que el nifio concibe y por
los que se interesa, y al simplificar las operacio-
nes ponerlas al alcance de sus escasas capacida-
des, sobre todo de su débil capacidad de atencidn
sostenida. En el Sistema Métrico la gradacion es-
tard determinado por las unidades que el nifio
pueda utilizar y concebir, asi serdn las primeras
el dm., em. y mm., y el kg, g y 1., aun contra
lo que suele hacerse.

En Geometrfa cabe discrepancia en el punto
de partida, si éste ha de ser de lo real, esto es,
de los sélidos en el espacio,/para descender a los
elementos planos, o ha de partirse de lo sencillo,
que es el punto y la recta, para ir a lo complejo.
Un criterio armdnico es el mejor, empezando, en
efecto, por el conocimiento de los sélidos: esfera,
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cilindro y cubo, como queria Froebel para pasar
en seguida al plano y continuar en él, si bien no
con el rigor cldsico, sino que en cada grado puede
estudiarse la parte plana y la parte espacial; asi;
porejemplo, el estudio 'del cubo, con sus conse-
cuencias de volumen, perpendicularidad en el es-
pacio, dngulos {riedros, etc., puede hacerse in-
cluso al final del primer grado, antes que los po-
ligonos en general.

La preferencia” por la Geometria Plana estd
determinada con seguridad completa por la ma-
yor sencillez de sus figuras y sobre todo por la
mayor facilidad que tiene el nifio para operar
en el plano. Basta citar como ejemplos la facili-
dad con que el nifio percibe el drea de una figura
por el procedimiento natural (descomposicidn en
cuadrados iguales a la unidad), con la dificultad
que presenta para andloga percepeion en los
voliimenes; y la enorme diferencia existente en-
tre el trazado de la perpendicular a una recta o
a un plano(de que ya nos ocuparemos.

En definitiva propugnamos una graduacidn: del
cantenido de la Matemdtica predominantemente
psicoldgica para formar los grados, por la compli-
cacién relativa de ntimeros o' formas, pero una
graduacion genética, esto s, la propia de la cien-
cia/ dentro de cada grado,

93. La gradacién en lag deliniciones.—Dentro
de cada grado la ensefianza debe adaptarse a
la capacidad del nifio; seria absurde definir a
un parvulo la esfera, el cilindro y el cubo gue dis-
tingue perfectamente. En el concepto que tene-
mos de los seres'suelen considerarse tres etapas: en
la primera, el objeto es claramente percibido y con
esto nos contentamos; este esel concepto que todo
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¢l mundo tiene, por ejemplo: del caballo; en la se-
" gunda, formada generalmente por la necesidad de
expresion, definimos el objeto por algunas de sus
cualidades que bastan para darlo a conocer. En
ol tercer momento definimos ¢l objeto plenamente
por sus cualidades esenciales. Estas mismas fa-
ses debe seguir la ensenanza de la Matematica.
En la primera se dice: esfo es fal cosa. Sc traza una
circunferencia y se dice: esid es una cireunferen-
cia. El nifio pequefio no siente necesidad de mas
explicaciones, Se escribe, en ¢l segundo grado
wn ndmero mixto, por ejemplo 2 : v se dice esto
es Un nimero mixto. Se pone un ejemplo de in-
terés sin necesidad de definirlo. Mds tarde ven-
dran las definiciones imperfectas: una linea re-
donda es la circunferencia, como un cuerpo re-
dondo es 1a esfera: el interéds es la ganancia, ete.

Al final se daran las definiciones correctas
de ‘todos conocidas. Andlogamente, 't kg. es pri-
mero tna pesa, después el peso de T 1. de agua,
mis tarde el de T dm?, en las condiciones sabidas.
Hasta el cuarto afio no dan los libros alemanes la
definicidn de suma.

Observacién.—Claro es que las definiciones inter-
medias no deben ser aprendidas de memoria.
K94 la gradaeién ‘en las demosiraciones. El
nifio pequefio’ se conforma con una simple com-
probacion; a esto puede reducirse en un princi-
pio la propiedad conmutativa de la multiplica-
cidn, y'el valor de la suma de los angulos de un
tridngulo, y ¢l teorema de Pitagoras, cuando los
lados valen 3, 4 ¥ 5, y el drea/de un triangulo.

Mis tarde viene la demostracion dntustiva:
¥n la formacién de discos que representa un pro-




— 181 —

ducto, o en su representacidn grafica, o enla tabla
Montessori, pueden cambiarse las filas en colum-
nas, lo cual equivale a invertir el orden de los
factores; en la suma de los dngulos de un trian-
gulo se retinen los tres vértices por un doblez en
el punto de la base simétrico del vértice con re-
lacion a la linea media; el teorema de Pitdgoras
se evidencia con la superposicidn senalada en la
nota al eapitulo anterior,

Fig, 33.

Fig. 84.

Pero cabe también una gradacidon aun rds
fina 'dentro de cada grado.para aquellas propie-
dades dificiles de pereibir. Tal es, por ejemplo,
el drea de un tridngulo, figura enla cual se salta
del procedimiento natural, intuitivo antes sefia-
lado al de equivalencia de superficies, y creemos
conveniente evidenciar la equivalencia de uno vy
otro procedimiento justificada en llegar al mismo
resultado. Las adjuntas figuras muestran la mar-
cha de la demostracion, haciendo notar la equi-
valencia de los trozos sombreados para que efec-
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tivamente el niimero de unidades de superficie
(cuadraditos) sea el indicado por la mitad del pro-
ducto de la base por la altura. La tercera figura,
que es el caso general, se reduce como puede
verse, trazando su altura al anterior. La primera
figura, caso particular del tridngulo rectdngulo
jsésceles, no tiene otro objeto gue hacer ver maés
clara la equivalencia por ser iguales todos los ele-
mentos a una parte y otra del lade, mientras
que en la segunda sélo son iguales dos a dos.

95. La graduaeion en el ecileulo.—Indepen-
dientemente de la consideracién de los automa-
tismos, la graduacion en el cdleulo exige el escalo-
namiento de las dificultades. El maestro debe
preverlas, v en todo caso observarlas en su prac-
tica, y con arreglo a ellas ordenar sus ejercicios.
Como ejemplo citaremos la graduacién en la
multiplicacién.

La graduacidn genética exige empezar por mul-
tiplicar: 1.°, mimeros de una sola cifra; 2.% ni-
meros de varias cifras por otfro de una, y 3.%, dos
nimeros de varias cifras.

Estos tres grados naturales se descomponen a
su vez en la forma siguiente:

1.° Maultiplicar digitos:

a) Productos hasta To. Intuitivos, correspon-
diéndose con el primer grado elemental de que
hemos hablado.

b) Productos hasta 2o, correspondiéndose con
el segundo.

¢) Productos de los 10 primeros nimeros por
I, 2,3, 4V¥5

d) Cuadrados de los To primeros nimeros.

¢) Productos por 6, 7, 8 v 9.

2.° Multiplicar pot un digito:
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@) Multiplicar por 2, 3 ¥ 4 sin levar.

b) Multiplicar por 5 siendo parcs las cifras
del multiplicando.

¢) Multiplicar por 2, 3, 4, 5, levando.

d) Multiplicador, cualquier digito.

e) Ceros en el multiplicando.

3.7 Multiplicar niimeros de varias cifras:

a) Multiplicar por 10, T00, I.000.

b) El multiplicador tiene sdlo dos cifras.

¢) Tiene dos cifras y termina en un cero.

d) Maultiplicador de tres cifras,

¢) Idem siendo cero la intermedia.

Después de lo cual ya puede pasarse al caso
general, sin necesidad de considerar casos de
varios ceros intercalados o terminales, porque
estos casos deben ser resueltos por analogia, ya
que una gradacidn tan delicada y sutil que supri-
miese todas las dificultades no desarrollaria las
aptitudes y estarfa en contradiccidn con el sen-
tido deportivo, de vencimiento de dificultades,
ent que hemos indicado se halla el principal atrac-
fivo de la Matemdtica.

2. — El plan

96. Distribucion general.—La ensefianza de
la Matematica se distribuye en general en tres
grados, cada uno de los cuales se desdobla en dos,
cubriendo asi el tiempo total de ensenanza desde
los seis a los doce anes. Cabe, sin embargo, con-
siderar antes de los seis afios un nuevo grado, de
parvulos o de Kindergarien, v después de los doce
una ampliacion hasta log catorce, que en nues-
tro pais son hasta ahora mds tedricos que reales.




a) La primera parte de nuestra ensefianza, en
donde se da formando parte del plan de conjunto,
estd claramente definida, v se limita al conocimien-
to de las formas geométricas y al cdlculo con obje-
tos e imdgenes generalmente hasta 20, pero lle-
gando a 100 cuandola ensefianza en cuestidn abarca
dos o tres afios; claro es que tales ninos llevan al
grado elemental de las escuelas primarias una
valiosa preparacién que’ los hace destacarse de
los demds.

) En la segunda parte, Escuela primaria co-
iriente, nos encenframos con el plan francés ex-
cesivamente intelectualista que desde ¢l primer
grado emplea definiciones v reglas que aprender
de memoria, grado excesivamente nutrido del que
apenas son' repeticion y ampliacidn los siguientes.
Los libros escolares alemanes, menos recargados de
materia, pesan en cambio por el exceso de meca-
nismo caleulatorio y la ausencia de procedimien-
tos' que hagan grato el aprendizaje, signiendo
siempre la gradacién indicada por la complejidad
de ntimeros v formas.

¢) Por otro lado nos encontramos con una
distribucion mas racional de la ensefanza en tres
etapas, propuestas por Thorndike v seguida en
muchas escuelas de América. La primera, llama-
da preparatvria, comprende tres afos a partir de
los seis, ¥ en ella se tiende a queé el nifio se fami-
liarice con los hechos matematicos, andlogamente
a como antes de aprender gramitica se familia-
riza con el lenguaje. La ensefianza comprende el
concepto escritura y mancjo de niimeros pequetios
de'una y hasta tres cifras a lo' sumo; v de algumos
niimeros fraccionarios sencillos, asf como de los
decimales de dos cifras; el conocimiento v manejo
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de las monedas y medidas mis sencillas vy usua-
les y el uso aceptable de muchos vocablos propios
de la aritmérica. Se toma el juego como principal
estimulo para la accidn y se procura . colocar al
nifio en situaciones en que tenga que utilizar
las operaciones fundamentales; hallando ¢l mismo
en cuanto sea posible las reglas para operar.
Se recurre también a los trabajos manuales como
base para: obtener problemas, y a los acertijos y
problemas curiosos. En "Geometria se estudian
incidentalmente las formas.

Los tres afios siguientes, tienen ‘como base de
actividad el trabajo, llevando cuentas de gastos
e ingresos, levantando planos, construyendo cuer-
pos geométricos v deé la vida real, y recurriendo
en menor escala a juegos, acertijos, dramatiza-
cidn, ete,

Se estudian los mimeros hasta 1.000.000 en ope-
raciones fundamentales con enteros, quebrados
v decimales, la conversidn de unos en otros, la
simplificacion de fracciones, El sistema métrico
completo; las abreviaciones qtiles. EI tanto por
ciento, €l interés y el descuento. Perimetro v drea
de cuadrados y rectangnlos y el volumen de los
p:u'zlh"lrpl’]'wrjoﬁ La base del método es encontrar
por sf mismo las reglas apelando a la intuicion.

Finalmente, desde los doce a los quince afos,
y de acuerdo con lo dicho en el capitule V, tiene
lugar la ensefianza sistemdlica ¥ racional, am-
plidndose ¢l contenido anterior con el estudio
sencillo de las fracciones periddicas, el empleo del
algebra en la resolucidn de problemas, mayor
estudio de las operaciones con complejos, ¥ cues-
tiones de porcentaje, mensuracién y contabilidad.
Comprendiendo la mensuracidn la longitud de
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la circunferencia, las dreas en general y log voli-
menes de primas regulares, cilindro y cono de
revolucion y esfera. Ain se usa la dramatizacion,
por ejemplo, para la contabilidad, y se extiende
la aplicacién de los proyectos (z).

9%7. Adaptacién.—Considerando el tinico. acor-
de con la psicologia infantii el plan americano,
pudiera adaptarse a nuestras circunstancias re-
duciendo a dos afios la duracién de cada etapa
para incluirlo dentro de nuestros limites escola-
res. Y tal vez convendria densificar un poco los
primeros grados tomando algo del conceptualis-
mo y la ordenacién metédica de tipo francés y
la actividad calculatoria de los Rechenbuch ale-
manes ya que es preciso no desentonar del con-
junto de la ensefanza y se satisface la tenden-
cia al cdlculo mecanico que hemos sefialado en
la parte psicoidgica.

98. La interpolaciéon.—Una parte comin a
todos los planes que se consideren es la de no dar
serialmente la Aritmética y la Geometria, segin
la forma en que usualmente se presentan, Por el
contrario, en la ensefianza de la Matemdtica han
de llevarse de frente los siguientes aspectos:
Operaciomes y propiedades de los nilaneros.—Cdlou-
lo mental y escrito.—Sistema mélrico decsmal.—
Ejercicios y problemas.—Geometria, apoyindose
unos conocimientos en los otros.

Asi, por ejemplo, al estudiar las unidades, dece-
nas y centenas en la numeracidn se consideran
simultaneamente el m. Dm. v Hm. La suma y

(1) Este plan es perfectamente adaptable a las nuevas
Bases, recién presentadas a las Cortes y que comprenden la
ensefianza de 5 a 14 afios.
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y resta de enteros se hace coincidir con la de seg-
mentos y angulos. La multiplicacién de enteros
con la obtencién del drea del rectangnlo, y con las
medidas de superficie. El cdlculo va dando el
armazén mecanico en que reposa todo ello y los
ejercicios y problemas sirven de revisién, comple-
mento y aclaracion de cuanto se expone, hasta tal
punto que casi a estas dos iltimas cuestiones
pudiera reducirse toda la ensefianza sin. mds
que intercalar las definiciones, intuitivas o ver-
bales, que sean precisas.

5. — Condiciones del método para hacerlo
asociativo y razonado

99. Necesidad.—La lectura del plan esbozado
en ¢l apartado anterior muestra una vez mas que
la ensefianza de la Matemdtica en la Escuela
primaria ha de hacerse e¢n general ocasionalmente
y prescindiendo del ~igor ldgico. Esto le haria
perder sus cualidades mds bellas y educativas,
ol maravilloso enlace de sus verdades y el ser
fruto del uso casi exclusivo de nuestra razoi.
Serfa ir contra el precepto fundamental de que ha
de verificarse la ensefianza y que ha de ser racio-
nal, Por otra parte, como dice Grosgurin, (compren-
der no es confiar a la memoria la muchedumbre
de los procedimientos, sino que es aproximar
hechos v establecer entre ellos rel aciones cue res-
pondan al esfuerzo constante del espiritu hacia
ja coordinacién yla unidady. Y porlo que respecta
a la segunda de las condiciones, dice Laisant:
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@No ©s lo esencial imprimir en la memoria image-
nes, figuras y férmulas, sino desenvelver la facul-
tad de razonar:» X

100. La asociacién en Aritmética.—Ia grada-
cidn genética que necesariamente ha de tener
la ensefanza de esta ciencia la pone a salvo del
peligro de disociaciones, pero es preciso que el
método de ensefianza recalque los enlaces de
sus diferentes partes. Asi, por ¢jemplo, como la
Suma es una manera de hacer mas breve la ope-
racion de contar en sentido progresivo, las pri-
meras sumas se hardn constando en esta forma;
y ello servird de medio para formar por el propio
alumno la tabla correspondiente,

La sustraccién andlogamente utiliza el contar
regresivo y puede hacerse la misma observacidn,
pero ademds ¢s la operacidn inversa de la suma,
y esto se evidencia resolviendo durante algiin
tiempo tras de cada ejemplo, concreto o abs-
tracto de suma, los dos de resta correspondientes,
lo cual ademds es grato a los alumnos porque les
da normas para inventar ejercicios cuya solu”
cion  conocen,

Lo dicho de la adicién podemos repetirlo de la
multiplicacidn como suma abreviada, y €1 cuan-
to a la divisién, su doble aspecto de resta abre-
viada también' y de operacién inversa, nos incita
a repetir lo, dicho para la sustraccidn.

En los decimales puede ponerse de relieve su
simetria con relacién a los enteros, y también
€l hecho de ser caso particular de los quebra-
dos.

La generalizacidon sucesiva de las definiciones
hasta’ quedar solamente los de cardcter absoluto,
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e otro modo de asociar las ideas. Asi el numero

abstracto [ abstractas
entero enteras
decimal decimales

fraccionario »es un conjunto de unidades ( fraccionarias
concreto / \ concretas

Y en las definiciones de las operaciones puede
ponerse de manifiesto su gradacion, desde la de
tomar un nimero por sumando etc.; o determinar
cudntas veces un numero contiene a ofro, apli-
cables sélo a mimeros enteros, hasta las de cardc-
ter general de todos conocidas.

Un excelente medio es, al final de los estudios,
la exposicién en cuadros sindpticos del contenido
de la Aritmética y la comparacién de detalles en
que puede percibirse su admirable simetria.
Asi, por ejemplo, los casos de la

suma

! .
multiplicacién ¥ losdle. g

resta
{divisién

101. La asoeiacién en Geometria.—Mas di-
ficil de conseguir que la anterior, som, sin em-
bargo, vélidas para ellas algunas de las reglas da-
das, y como elementos que tienden a la unificacion
introduciremos. en la ensefianza los movimientos:
traslacida paralela, giro, rebatimsenmio, que a la
vez que unifican dan vida y animacion a la en-
sefianza; las Stmelrias, con relaciton a un punto,
un eje v un plano; v los lugares geomélricos, nitiles,
ademds para la resolucién de problemas.

Conviene ademds poner de manifiesto relacio-
nes que suelen pasar desapercibidas; por ejemplo,
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la Tlamada disiancia, tiene las caracteristicas de
ser una, y ser la menor. Asi, la distancia entre
dos puntos, de un punto a una recta y a un plano,
o la linea de méxima pendiente, o entre dos pun-
tos de una superficie esférica, Las formas paralelo-
gramicas tienen por drea el producto de su base
por su altura, y las triangulares la mitad; las
prismaticas tiemen por “wvolumen el producto
de su base por su altura, y las pirdmidales el
tercio. Y finalmente asociard grandemente pro-
piedades y operaciones la apelacién constante a
la correlacion.

102. El aspeeto cuantitativo.—FExiste una aso-
ciacién de la Matemadtica con el mundo material
que es de la mds alta importancia, es la que puede
dar vida y animacién a su ensefianza, la que
muestra su utilidad y responde en la Aritmética
al eriterio de Kant de que el niimero era el inter-
mediario entre €l espiritu y el mundo exterior,
y en la Geometrfa al pensamiento de Platén de
ser las formas geométricas los modelos de los cuer-
pos. Y no es dificil asociar nuestra ensefianza con
la vida en general. Se inicia con la formacién del
Album de Niimeros y el de Formas que responde
al intento coleccionador del nifio y le hace bus-
car por todas partes estas relaciones. Se contintia
con la representacién cuantitativa y grafica de
cuantos fendmenos en la vida o en la sociedad
son susceptibles de ello, por ejemplo, las varia-
ciones en peso y talla del nifio durante el creci-
miento, las de la temperatura de un enfermo,
los ‘precios de las mercancias, las produccio-
nes, etc,

Finalmente, los problemas vivifican todos los
datos recogidos, y muestran al nifio a la reali-
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dad plegandose ddcilmente a las combinaciones
NUIMETICas.
Claro es que todo esto alcanza su maxima im-
portancia en relacidn con las otras ciencias. y
los trabajos manuales de que hablaremos mas
adelante.

103. FEl razonamiento.—Hay reglas y propie-
dades que no pueden ser demostradas racional-
mente en la Escuela. Unas veces por su propia
dificultad, por ejemplo, la regla para la obtencién
de la raiz cnadrada (la demostracion intuitiva que
suele darse no nos satisface), y otras porque exi-

_jan conocimientos previos, comio ocurre con las
propiedades de los niimeros primos que necesi-
tan como antecedente las del mdximo comiin
divisor.

En general, en Aritmética el método que con-
siste en obtener por si mismo las reglas y las
propiedades hace que se razonen, no con ¢l razo-
namiento explicito, dificil al nino y desagradable,
sino con un razonamiento préactico e implicito
que es diferente. Asi para obtener la 1'-3{-.;1& de mul-
tiplicar up numero de varias cifras por otro de
una sola, el método en cuestién lleva a propo-
ner al alumno ejercicios como: Hallar cudnto
valen 3 wveces 412. Hallar cudnto valen 3 veces,
321, etc. A pocos ejemplos comprenderd que es
mds sencillo multiplicar por 3 cada cifra que su-
marla 3 veces, siendo el mismo el resultado. Lo

que no sabrd el alumno tal vez es expresar este
hecho con la correccion con que lo hacen los libros.

En Geometria los procedimientos de superpo-
sicidn a que se¢ acude en los primeros grados, son
de menos valor porque en ellos el razonamiento

estd demasiado implicito. Asi, por ejemplo, al
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transformar el tridngulo A B C en paralelograma
la figura obtenida es evidentemente tal, pero si
puede admitirse que en la contemplacidn del mo-
vimiento esté implicito que B cae en C por ser
N B = NC, seguramente no lo estd el que M N
en la nueva posicidn sea paralela a A C vy MB
a ADM

Por ello es precirso ir habituando al alumno a

precisar racionalmente el resultado de los moyi-
mientos y a convencerle de que las apariencias
engafian con la demostracidn antes expuesta de
b4 = 65.

También existen en Geometria verdades de im-
posible demostracion en la Eseuela primaria como
ocurre, por ejemplo, con la fédrmula del drea de
la superficie esférica, y en tales casos basta la com-
probacion intuitiva, pero advirtiendo siempre
al alumno del escaso valor de tal procedimiento,
mostréndole asfla modestia de sus medios yla
posibilidad de superarlos,
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4. — Procedimientos que hacen la ensefianaa
agradable, activa e intuitiva

104. La ensefianza grata.—El agrado de la
ensefianza es en realidad una consecuencia de su
adecuacion a la capacidad, eéstimulos y demds
cualidades del alumno, y por tanto de que esta
ensefianza sea achiva, iutuiliva gracwada, cte.
Pero existen procedimientos que se dirigen di-
rectamente a hacer grata la ensefanza, unos de
cardcter general y otros especiales «de la Mate-
matica; para deducir unos y otros, remitimos al
lector a nuestro capitulo sobre psicologfa infantil,
especialmente a la parte que se refiere al earde-
ter deportivo de nuestra ensefianza, (que es la nota
mds nueva y transcendente que podemos sefialar)
y a los estimulos que figuran en las Notas, A con-
tinuacién damos un ejemplo de cada una de las
clases citadas.

Apelacidn a la imaginacion infantil —1.as anée=
dotas y las lecturas.

a) Como ejemplo de anéedotas de cardcter
matemdtico, eitaremos la siguiente qué en su
fondo es rigurosamente histérica.

“n un pueblo de Aragén se presentaron cier=
to dia dos labraderes al maestro. Se Ilamaban
Antonio (A) y Basilio (B), exponiendo su caso,
Cada uno tenia un solar junto a la casa del otro
¥ querfan naturalmente cambiarlos; les parecian
de casi igual extensién y-los gastos de escritura
deberfa pagarlos ¢l que tuviese el solar mas pe-
queio, pues era el que salia ganando. El solar
de A era cuadrado y ¢l de B rectdngular, mas

Metodologta, 13
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estrecho, pero mas largo. Preguntaron los labra-
dorés como se median exactamente los solares,
pues solo conocian la medida de los campos por
la cantidad de semiila que podian recibir. E1 maes-
tro les mostrd el m” diciéndoles que esa era la uni-
dad y que midiesen lolargo v lo ancho de los sola-
res y volviesen a ¢l que les dirfa exactamente cual
era ¢l mayor. Volvieron, en efecto, los labradores,
pero fué para decir al maestro que ya no le necesi-
taban. Log solares median 6:m. de lado el cuadra-
do v 5 x 7 ¢l otro; con un metro, una cuerda y
un pico habfan trazado en el terreno deos series
de lineas perpendiculares entre sf (tracese la fi-
gura), con lo que habian quedado los solares di-
vididos en m”, v 1o habian tenido mas que hacer
que contarlos pasando por todes ellos para no
equivocarse, resultando tener el cuadrado 36 m®

el rectangular 33 m'.

Como puede notarse aparece aqui dramatizado
en la narracidn (puede dramatizarse en la accidn
haciendo dos nifies de labradores, marcando los
solares, ete.) el procedimiento natural para la ob-
tencidn de areas, punto de partida de los que
ensefia la Geometria.

b) Otra anécdota interesante, ésta de cardcter
histdrico, es la referente a la vara americana to-
mada sobre un patron enviado de Castilla, pero al
d>shacer el envio hallaron los colonos espaiioles
una hermosa vara de bronce con marcas diviso-
rias que tomaron como modelo, Algin tiempo
después se desprendid upna cara de un extremo y
aparecié dentro la v.rdadera vara de Castilla que
se enviaba con toda clase de precauciones. Por
eso la vara am:zricana es mayor qu= la enviada.
(Como tipo de lectura véase la Nota de cste capi-
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tulo, v ecomo libro adectuiado recomendamos, Arith-
metique du Grand Papd de ]. Macé.)
105. Con ¢l fin de hacer ameno el cileulo pue-
den proponerse los ejercicios siguientes:
a) Los curadrados mdgicos, tienen la propie-
dad de que sus numeros sumados horizontal, verti-
cal v diagonalmente dan el mismo resultado.

Ejemplos:

f_ri[ 8 163!:13 1724 8!||5
e [ [
= =TT 4 I|;I|4I I '-I-!_IE!E_'I,i_TI -

B2 7 159 [l

Existen también tridngulos magicos cuyos la-
dos dan la misma suma, Ejemplo:
1 2 2
5 9 8 1 4
9 4 9 9
<A 3,4 810 8 6 b 8
Para la multipiieacién cxisten también cuadra-
dos magicos, dando producto, constante pero la
excesiva magnitud de los resultados hace que nos
limitemos a proponer ¢l siguiente:

s

Pueden formarse también circulos y poligonos
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¥ hasta cubos mdgicos, pero ereemos basta con lo
expuesto.

b) Productos notables.

1.° Si multiplicamos por 7 los niimeros si-
guientes en progresion aritmética

15873; 31746; 47619; 63.402; 79 365; 95238 111 111}
126 984; 142857

obtrnemos

LUN 11 222 232; 333 333; 444 444, 555 555; 666 666;
777777 888 888; 999 gag

Los nifios inducen pronto estos resultados, pero
creemos esto una venfaja en lugar de un incon-
veniente,

2 o

g [ TI1 1L 11t
:5) gzze 222 222
2

s or93x )71 =933 333 33
81 | 999 999 999

3.° Si multiplicamos por 37 los nimeros en
progresion aritmética

3; 6; 9; 12; 15; 18; 213 243 27
obtenemos
II1] 222; 333; 444; 555; 666; 777; 888; 999

¢) Producto de varios faclores

7 X II X 13 por un numero cualquiera de tres
cifras abe da como producto abe abe, debido a
que 7 X II X I3 = I00T,
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d)  Polencias curiosas:

1*=1 9! =81
FE =12} 9g9* = g8o1
I =—12321 909* = ggBeoni

LLEI? = 1234321 9995* — gga8oooi

TR L YR A IO R Sadarsaan Wiseens

Estas potencias son interesantes, porque se
prestan a una  generalizacidn, delerminando la
forma de las potencias sucesivas, y fueron expues-
tas en el siglo IX por Ibn el Banna, matemdtico
marroqui. Del mismo autor son los productos
siguientes que se prestan a la misma induccion:

999 X 222 = 22 17 78; 999 X 666 = 66 53 34

El primer grupo del producto es el multiplicador
con una cifra menos, el segundo el producto
de g por la cifra del multiplicador menos 1, y el
tercero se forma con la cifra dltima del anterior
y ésta -+ 1. .

e) Produclos 4 sumas.

1 X94t2=1l
123X 043 =111
123 X o 4=11}1

R .4 saien

123450780 3 0 4~ o= tiL1 111 111

93X g+ 7=288
o8 X g+ 6 =88
987 > g -+ 5 =88

987654321 > G- 0o =888 888 888

5
88

Otras muchas curiosidades del mismo género
pueden tomarse de-los libros que recomendamos
en nuestra Bibliografia.
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106. La ensefianza aetiva.—La actividad en
la ensefianza se consigue por los procedimientos
sigunientes:

a) El juego, ya explicado en un capitulo an-
terior, y sobre el que insistiremos brevemente,
notando como se confunde con la ensefianza in-
tuitiva cuanto mads nos aproximamos a la parte
puramente matematica.

Ejemplo 1.° El escaparate del panadero.—Es

Fig. 36

un gran marco coloreado de azul que representa el
escaparate del panadero. Se coloean los panes (de
cartén o madera, amarillo-rojizos) en grupos
iguales. Otros nifios colocan en tarjetas a los lados
¢l producto que cada agrupacidn representa, Figu-
ra 36.

Ejemplo 2.9 La casa de musiccas.—Una casa
con un ecierto nimero de balcones practicables.
Se entregan al nifio un cierfo nimero de mufie-
quitos en cartulina v ha de colocar en cada baledn
igual nimero de ellos.

Esto representa la division, en nuesiro caso
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(figura 37) por 5. El resto se coloca en la parte
inferior, siendo preferible, a nuestro juicio, que la
casa careciese de ventanas y el resto hubiese de
colocarse en la puerta de entrada.

b) La dramatizacidn.—Consiste en representar
algiin paso de comedia relacionado con la ense-
fianza. El contenido en la anéedota inserta en el

ﬂ!]]

Fig. 31

parrafo anterior, o en otras obras como La Arit-
mética Inventiva de Nelson, pudiera servir e
ejemplo,

También la dramatizacidn ' interfiere con el
juego, v de ello serfan ejemplos: La tienda, juego
interesanté en que se compra, se vende, se dan
facturas; ete. v El Banco, en que s¢ hagen d s
cuentos v se devengan intereses; v Ly Casa 1
que seé lleva unas modesta contabilidad p.ojia de
la. Economia Doméstica.
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¢} Los proyecios.—Este método puede apli-
carse con gran provecho a la ensenanza activa de
la Matemdtica. La construceidn de una casa con
sus muebles da lugar a infinidad de preblemas en
que interviene la Aritmética v sobre todo la Geo-
metria, desde el levantamiento del plano del te-
rreno, la confeccion del plana del edificio, caleulo
de espesores, dreas, distribucidn, dibujo de puertas
v ventanas, ¢l embaldosado, en relacién con los
poligonos regulares, etc. Una explotacion de un
campo para ¢l cultivo dela patata, con el aspecto
econémico de la empresa, da lugar a numerosos
problemas, vy lo mismo ocurre con el proyecto
de una granja avicola, el de wn canal de vegadio,
etcétera.

d) La actividad manuwal.—Comprendida entre
el juego yel trabajomanual, a ella podemos adscri-
bir ejercicios como- los siguientes:

En Aritmeética la formacion de haces de pali-
llos, de grupes de'cubos o de discos puede utili-
zarse para estudiar las propiedades de los niimeros
v las reglas operatorias. La formacidn de una es-
calera con dados da incluso una idea de las pro-
gresiones aritméticas, La actividad manual es
necesaria para muchos ejercicios de la ensehanza
intuitiva. que luégo veremos.

En Geometrin con andlegos clementos pueden
construirse las figuras geométricas, Citaremos
como. ejemplo ¢l empleo de los palillos, que de-
bieran ser un poco mayores que los ordinarios
y-con los cuales se pueden formar lineas rectas y
quebradas. Un segmento n veces mayor que otro.
Comparar segmentos, incluso hallando la relacién
entre dos de ellos. Angules rectos, paralelas y
perpendiculares, todos los enadrildteros, v sobre
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todo los poligonos regulares, triangulo equild-
tero, cuadrado, exdgono, (obtenido por la agrupa-
cidn de 6 tridngulos equildteros) pentdgono re-
gular, etc. Con ayuda de unas bolitas de cera o
enebro pueden construirse también las figuras
del espacio.

Algunos ejemplos mis indicaremos al hablar del
método de Froebel. :

¢) La tnvencion.—La actividad puramente in-
telectual se pone de manificsto ¢n la invencidn,
Respecto a ello el gran pedagogo Tillich, decfa:
¢Es tan antipsicoldgica y tan sin sentido empezar
la ensefianza de la Aritmética por una masa de
reglas heredadas como ensefiar a hablar a un nifio
por medio de reglas gramaticales. Mientras las
reglas no sean oblenidas por el mismo nifio, la en-
seflanza serd un simple mecanismo.» Para mostrar
como las reglas mas dificiles pucdt--n ser abtenidas,
indicaremos la serie de ejercicios que conducen
a la obtencidn de la regla para mulfiplicar ntmeros
de wvarias cifras.

Ejercicios: ¢Cuanto valen rolibros a 5 pesetas
cada uno? ;Y 10 sombreros a 15 pesetas? (Cémo
se multiplica un mimero por 1o (Como se multi-
plicard un mimero por 1007

Efectuar 345 x 20, 346 X 200, 164 X 30, 164 X
X 300

Efectuar 249 X 5 v 247 »% 30. Obfener 247 %
% 35 utilizando los productos anteriores.

Efectuar 246 < 4; 246 % 30; 246 2. Obtener
246 x 234 utilizando los productos anferiores:

Preparado asi el espiritu del nifio (phed@yires<
cindirse del iltimo escaldn), estd en -{}Unﬂ.lcltlm‘w
de conocer la simplificacidn que mhf{tm( Ger su§s
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métodos la regla general a que se le envia a con:
tinuacion.

En Geometria las dreas pueden estudiarse por
¢l recortado de papel, invitando al nifio a conver-
tir un tridngulo y un trapecio en rectangulo,
asi como un poligono regular (aqui con una li-
gera sugestion referente a su  descomposicion
en tridngulos), v por analogia puede transformar
en un rectangulo mixtilineo un cireulo. La ana-
logia le sugerird métodos andlogos para los vo-
limenes,

La simetria con relacidén a un eje puede obte-
nerse trazando una figura con tinta, y doblando el
papel cuando aquélla esta fresca. Mejor avin pue-
de hacerse dibujando la figura a un lado de una
recta en papel transparente, doblando por la recta
v caleando la tigura en el otro lado. Andloga-
mente puede procederse con relacion a un pun-
to mediante dos dobleces perpendiculares,

El uso del papel transparente y el de calco
permite realizar en Geometria numerosas opera-
ciones de comprobacién de propiedades, reunion
de elementos, superposicidn, ete.

107. La enseiianza infuitiva.—Los procedi-
mientos para hacer intuitiva la ensefianza de la
Matemdtica se reducen en ultimo término a mate-
rializar los nimeros de modo que puedan aparecer
sus relaciones y propiedades, y a comprobar las
relaciones existentes entre las figuras geométri-
cas, realizando cofectivamente cada operacidn
que se indica,

La intuicidn tiene diferentes gradaciones eegin
que se empleen objetos, de preferencia coloreados,
mmagenes o simbolos, pero ndtese que esta grada-
cion sucesiva ha de seguirse en la ensefianza hasta
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hacer innecesario todo el andamiaje intuitivo
de sus primeros grados.

A fin de dar alguna idea de los procedimientos
intuitivos expondremos algunos ejemplos,

a) Los wmimeros—Los niimeros pequefios se
hacen intuitives cen objetos convenientemente
agrupados. Preferimos los cubos y los discos colo-
reados porque pueden agruparse mejor. En imdge-
nes pueden hacerse mediante representacion de
objetos o por puntos. La agrupacion en este caso
es esencial si se quiere que sean pereibidos como
un conjunto, habiendo resultado preferibles las
agrupaciones simétricas y aquellas en que predo-
mina la dimensién horizontal. Para los mimeros
grandes es preciso emplear haces de palillos
como ya se indicé. Una representacion simbolica
para grandes nimeros se obtiene facilmente
tomando I para las unidades H para las decenas
v |=| para las centenas.

b) Las operaciones.—El manejo mismo de
los objetos vy de los haces de palillos hacen intui-
tivo el mecanismo operatorio. Las imagenes en
que se pueden contar los objetos y una historieta
que desarrolla la accion (ésta puede dramatizarse)
dan los des primeros grados de laintuicion. Para
el segundo tiene una excelente coleceion de imd-
genes la casa Nathan de Paris. Un tercer grado
con la representacion simbdlica estarfa dado por
las figuras adjuntas que representan simples
adiciones, la primera sin levar y la segunda lle-
vando. (Véanse las figuras 38 ¥ 39 en la pagi-
na siguiente).

Creemos, sin embargo, que ¢l gusto que mani-
fiesta el nife por el cdleulo y su nula necesidad
de explicacién, hacen: innecesarios algunos de es-
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tos grados en la escuela primaria para los nifios
peqmnos e imitiles, paralos mayores, convenien-
tes si acaso como ilustracién.

¢) Las propiedades—Uno de los medios de

ey il o e ]l o il e
_litiEl b bl el ol ool @il Fog
H T /]2
HHHE (HHHH| T Fild | 7
H
D . Cee ) el dd|
oo R HEHY T ()35
..... HHI - HHH [ 2|3 (45|
Hil HHHH I 402
HHHHNe HiN I 44| 2

Fig. 39

hacer intuitiva la suma vy la résta de miimeros
pequefios es formar una fila de cubos o discos de
dos colores, por ejemplo: 5 rojos v 3 azules, la cual
representa primeramente 5 4 3 y después 8 — 5
y 8 —3; pues bien, si a esta fila superponemos
ofras tres iguales, habremos tomadeo 4 veces las
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expresiones anteriores obteniendo asi intuitiva-
mente

(5+3) Xa=5Xa4-+3Xa

y también
(S XS4 =5 4y B=3) X p=8=a—5=4

sin mds que considerar las partes en que esta des-
compuesto el todo.

Por medio de imdgenes, con la representacion
grafica de los numeros, puede hacerse como se
indica en nuestra Aritmética Intuitiva.

d) Las propiedades geométricas.—Tratemos de
hacer intuitivas las propiedades del cuadrado.
Dibujaremos un cuadrado en el cual cada lado
v las diagonales sean de colores distintos, Compro-
baremos con la escuadra que todos sus angulos
son rectos, asi como los formados por las diago-
nales. Con papel transparente le calcaremos con
iguales colores y sujetando las dos figuras median-
te un alfiler clavado en su centro, giraremos la
superior para wver como coinciden los lados, las
diagonales y las semidiagonales. La igualdad de
los dngulos determinados por cada diagonal se
comprueba mejor por doblamiento.

e) En la oblencion de formulas-—En g4 he-
mos dado una demostracién puramente intuitiva
y graduada aplicable a los tridngulos; indicaremos
ahora algunas que refuerzan la obtencidn tedrica,
poco convincente para el nifio y otras que sus-
tituyan a demostraciones imposibles en la Es-
cuela Primaria, Enfre las primeras tenemos el
volumen del cono y de la esfera., Obtenido con




clerta facilidad el del cilindro, por analogia con
las formas prismaticas, basta tomar un cilindro
hueco de altura igual al diametro en cuyo «in-
terior dos circunferencias marquen la divisidn de
su altura en tres partes iguales. Ahora un cono
hueco de igual base y altura lleno de agua o
arena no alcanza a llenar sino el tercio del ecilin-
dro, ¥ una esfera de didmetro igual lenard los
dos tercios.

Entre las férmulas imposibles de obtener con-
taremos ¢l valor de = v ¢l area de la superficie
esférica,

Para hallar la primera se toma una caja circular
0 una rueda pequefa y se miden su didmetro
¥ su contorno arrollando una cuerda, y dividiendo
éste por aquél obtenemos 3,14. Se repite la expe-
riencia con cajas circulares o ruedas de tamafios
muy diferentes para hacer notar que el valor
es siempre ¢l mismo,

Puede hacerse también la operacién dibujando
una circunferencia sobre la pizarra o en una tabla,
y clavando alfileres en buen nidmero en su con-
torno, pasar por ¢stos una cuerda para medir el
contorno, continuando como anteriormente.

Para hallar €] drea de la superficie esférica dis-
ponemos del cilindro y la esfera citados anterior-
mente. Una cuerda gruesa se arrolla lateralmente
al cilindro hasta que cubra teda su superficie,
v veremos que la misma longitud de cuerda
cubre la esfera. El drea del cilindro era 2m? X
X2y = Amt’, v esta misma expresion nos dard
el drea de la superficie esférica.

Nosotros hemos relacionado la manera anterior
de hallar los volhimenes de los cuerpos redondos
con este procedimiento para obtener el drea de
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la esfera en un aparatifo que hemos bautizado
con el nombre de «Arquimedesy en memoria del
sabio griego que estudié cientificamente los vo-
limenes de los cuerpos redondos (r).

5. — El antomatismo en la ensefianza

208. Su papel.—El automatismo en el enltivo
de la Matematica tiene una amplia esfera en
cuanto se refiere sobre todo a los procedimientos
de cédlculo, ¥ en efecto el arte de calcular ha de
ser un puro automatismo para que la atencion
pueda quedar libre en la persecucion de la solucidn
del problema planteado, v sobre tode para que
las operaciones se realicen conla rapidez yla exac-
titud que requieren, con la misma rapidez y exac-
titud que lo haria una méiquina de calcular.

Su importancia es extraordinaria no sélo por
la que tiene la adquisicién de tales cualidades,
sino ademds porque es preciso adquirirlas plena-
mente con ¢l minimo de esfuerzo. Junto a esto
apenas si tiene rclieve el aprendizaje de defini-
ciones, reglas y férmulas.

209. Reglas del antomatismo,—1.” Los auto-
matismos se forman mas fdcilmente en la infan-
cia y por ello es adecuada la edad escolar para
la adquisicidn del mecanismo: del cdleulo.

2.% Todo estado de sugestion facilita la adquisi-
cién del automatismo, bien provenga del prestigio
personal, del numero o del ritmo. Por esto las ope-
raciones que &l nifio ve y oye realizar al maestro se

(1) Véanse las laminas del material EYA al final,
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le graban mas profundamente, asi como aquellas
que realiza en coro con los demds alumnos, y por
esto se ha aprendido con una envidiable facilidad
la regla de multiplicar cantando durante muchos
afios.

3.° Es esencial el deseo de adquirir el automa-
tismo y el inferés por hallar el resultado. Bien
conocido es el caso del sujeto de Psicologia ex-
perimental que después de varios cientos de repe-
ticiones de un fest de palabras sin sentido no se
habfa aprendido minguna, porque en las instruc-
ciones que le dieron mo figuraba el que habia
de aprenderlas de memoria. Esto nos pone en guar-
dia contra la confianza del nifio en ¢l uso de la
tabla. Debe persuadirse de que ha de prescindir
de ella cuanto antes.
4 4. Cuando un automatismo cs compuesto se
necesita el pleno dominio de los automatismos
elementales de que se compone. Por esto es de una
gran importancia ¢l determinar cudles son en el
caleulo los automatismos fundamentales, que no
estdn reducidos a las tablas de las cuatro opera-
ciones fundamentales, sino que, por el contrario,
han demostrade los fests manejados principal-
mente por psicologos norteamericanos que son
mds numerosos y que abarcan una, gran extensidn
de nimeros. Asi en'la suma es preciso considerar
la adicién de nimeros de dos cifras con otro de
una sola, y en la divisidn, la inexacta con la con-
sideracidn del resto. La tabla adjimta que tomamos
de Thorndike resume lo expuesto. El valor de
dominar los automatismos fundamentales estd de-
mostrado con los siguientes datos: En un fest de
sumas de varias cifras, i en las sumas elementales
se habia alcanzado un g60 por mil de exactitud
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LOS AUTOMATISMOS FUNDAMENTALES

Suma Resta I Mlﬂé:gﬁ"‘a' Divisldn
141 2 — 15 1 2
1 -2 2 lr-2. 31 g
I3 | 3 X1
..... — 1
149 =57 g X 51
=3 352
1 (21 — 31 Yy X2 |8y
[ » + 2z 44— I Zixion £1T
i » +.3 4— 2 3 X2
Y et el WAL RIS r o AR S P e A g, o
[ dkistes 413
11 > -9 41— 4 92X 2 4.1
21
24 2 5—1 13X 3 53t
5 W B ] §:2
2+4-9 5—3 3 X3 5:5
12 (22 — 32 )=t 5— 4 o=y
12 3 +2 | 7508 02
12 » +9 l 9X3 9:9
| SRl s] et s 10 2 5
| [EnYSes i s e o6
g -1 9 -1 | £X9 10:9
i e i Bt Sl e TSR 5 5 I (o e -
19(20 — 39 ... )+ 1 |18 —1 !3><9 8:9
19 ehs +9 [18—5 | 9Xo | 8o:9

¢ran necesarias 4.500, repiticiones en I.000 su-
mas para obtener dos resultados concordantes.
En cambio, habiendo alcanzado en aguellas gag

Metodologia. 14
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por mil de exactitud, sélo fueron necesarias 4o re-
peticiones.

5.7 El automatismo se obtiene a costa de re-
peticiones del acto. Determinar cudntas repeti-
ciones” son necesarias v suficientes para fijar un
automatismo es, después de la anterior, la cuestién
mds importante. Esto parecen no haberlo tenido
en cuenta los autores de los ejercicios. de caleulo.
Hay autogatismos fundamentales que se ejer-
citan en nimero que varia desde 25 a 10.000 ve-
ces segiin los autores. Un ejemplo notable es ¢l
de un autor que empleaba 110 veeces el producto
9 % g v nada menos que 265 el de 4 x 5, que
es muchisimo mas fdcil,

Claro que el nimero de repeticiones necesarias
varia con cada nino y con las formas de calculo;
(asi, 5 + 4 es mds fdcil que 8 + %) y que algunas
de éstas son preparadas por otras; asi, por ejem-
plo: saber que 7 -7 = 14 facilita el aprender
807 —"1s

Las repeticiones en total no deben ser conse-
cutivas, sino que tras de un periode de aprendizaje
debe venir otro de recuerdo y un tercero de afir-
macidn. El mimero de repeticiones propuesto
por Thorndike y que tiene en cuenta todo lo di-
cho anteriormente, se resume en los siguientes
cuadros:

AUTOMATISMOS FACILES
Ejemplo: 4 4 375 X 4; 12 : 6

Alumno medio Idem bueno Idem malo
1z yeces la 1," Semana, ... -ss00 6 30
25 » losdos meses siguientes 12 50

30 » el resto del tiempo.... 15 100
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AUTOMATISMOS ORDINARIOS PREFARADDS

Ejemplo: 1y — 354 X 7; 48:8

Alumne medlo Idem bueno Idem malo
zo veces la 1:® semana......... 12 20
30 > losdos meses siguientes g 8o
so » el resto del tiempo.... 20 200

AUTOMATISMGS ORDINARIOS NO PREPARADOS

Ejemplo: 13 — 9; 8 > 7, % de 45

Alumno medio Tdem buene Idem malo
40 veces la1."semana. .. ....... 24 40
60 » los dos mesessiguientes 30 140
10 » elresto del tiempo.... 40 400

9210. Las dificullades de eada operacion.—Un
andlisis detenido de una operacion cualquiera nos
mostrard que en ella se dan una serie de activi-
dades psicoldgicas, cada una de las cuales presen-
ta una pequena dificultad, que'es preciso tener
en cuenta para irlas escalonando en la serie de
ejercicios que se propongan.

Asf, en la multiplicacidn de un nitmero de varias
cifras por otro de una sola, podemos notar los ac-
tos siguientes: 1.° Elegir la cifra del multipli-
cande, 2.° Efectuar sus productos por la del mul-
tiplicador. 3.° Recordar lo que s¢ Heva del pro-
ducte anterior. 4.7 Sumarlo al producto obtenido.
5.7 Separar las unidades. 6.° Eseribirlas en su si-
tio. 7.” Convertir las decenas en unidades. 8.° Re-
servar las para anadirlas al producto siguiente,




e

Cuando este antomatismo se ha producido
como una serie o cadena bien soldada, la presen-
cia de un cero en el multiplicando supone tna cier-
ta sorpresa, pues suprime de golpe algunos esla-
bones v crea por ello alguna dificultad, la cual
es mucho mayer naturalmente cuando el cero apa-
rece en el multiplicador.

Observacidn—Notese que tal encadenamiento
se forma y fortifica mejor con operaciones en que
los datos tienen muchas cifras, en lugar de las 3
usuales en los grades en que esto se aprende,
loeunal justifica la costumbre de operar en esta for-
ma en las escuelas antiguas.

211. Automatismos perjudiciales.—Todas aque-
llas précticas que no deben subsistir deben su-
primirse, v si son esenciales en cualquier etapa,
debe. prescindirse de ellas en cuanto sea posible,
Asi, por ejemplo, una vez gue los nifies han for-
mado contando la tabla de sumar y sumande la
de multiplicar, debe prescribirse en absoluto la
costumbre que tienen de realizar la suma de dos
digitos afiadiendo al primero las unidades del
segundo ayudindose del punteo sobre la cifra
que lo representa, Come se evitard que sumen de
2.en 2, de 3 en 3; etc., para multiplicar, ejercicio
preparatorio de utilidad discutible, ;

Los resultados errdneos deben evitarse sobre
todo al principio, ya que tienden a perpetuarse
como les exactos, por eso al prineipio el nifio debe
ser guiado en la operacion por el maestro, por los
demas nifivs o por el uso constante de la tabla,
Y por la misma razon no es conveniente que los
nifios corrijan al principio las faltas de los compa-
fieros, pues el resultado inexacto que ven escrito
deja huella en sp memoria. Por la razon opuesta
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es 1til conocer los resultados exactos, como diji-
mos gnteriormente.

212. La gradacion.—La dificultad operatoria
supone alteraciones en la marcha genética antes
indicada y la introduccién de escalones intermie-
dios, a fin de no acumular dos dificultades nuevas.
Ejemplo de 16 primero es la conveniencia de efee-
tuar productos de numeros de varias cifras por
otros de una sola cuando €sta es 5, 2, 3 0 4,
por este orden, antes de emplear las restantes ci-
fras. La ventaja del 5 se encuentra en que sus
productos son decenas completas o tienen 5 uni-
dades, lo cual facilita el levar y ¢l sumar lo llevado.

Ejemplo de lo segundo es la conveniencia de
efectuar ejercicios de la forma 4 x 6 4+ 2 an-
tes de proponer ejemplos de multiplicaciones en
que se lleve.

213. Las difieultades del simbolismo.—Apare-
cen en la sustitucion de lag palabras usuales por
los simbolos, e incluso en la colocacion de los
datos, y en el transito a las operaciones inversas.
Para abarcar con el mener nimero de ejemplos
todo ello nos limitamos a los siguientes, que indi-
can suficientemente la manera gradual de presen-
tar gradualmente las dificultades.

PARA LA REESTA

3y.. sonslt+ sonj3lz4+ = 7 7|7 —3=
3.Y ... Song|a-} son78 4 =13 —3 |11 —8=

PARA LA DIVISION
5 yeces = 1540 = 5 X(|20 plsg. = duros|Por 5 ola. ompras 1 pusiilly
§ % ==40[30=F§ X|I5 » = » [»10: Rk T
el ma%SilS:E,YilS PNSES D SR AR ?

prvvseeines] i*aﬂ» » :
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Este ailtimo ¢jemplo muestra la iniciacidn a la
division de concretos mds dificil que la de abstrac-
tos y que por eso viene después.

214. En los guebrados.—Pueden reconocerse en
el caleulo de los quebrados andlogas dificultades
que en los enteros v es vilida la regla de vencerlas
aisladamente. Esto se relaciona ademds con la
gran dificultad que supone el reducir tales niime-
ros, por ejemplo, a un comun denominador, el me-
nor posible, sin conocer la teorfa de M que cae
fuera de la Escuela Primaria. Esto se prepara
con ejercicios como los signientes:

I
Expresar en sextos [y '/,
S e T S i
Idemy cn doceavos 'f, */, */s:

Idem en oetavos /. 5

A continuacidn viene ¢l expresar analogamente
quebrados de numerador distinto de la unidad,

finalmente la eleceidn del denominador comiin
que ha de ser un miltiplo de los denominadores.

Ohservacidon—LCon lo dicho ecreemos haber in-
dicado lo suficiente para dar al lector una idea
sobre la manera de formar los automatismos del
cdlenlo tan estudiada porlos psicélogos norteameri-
canos, a cuyas obras, espeeialmente a las de Thorn-
dike remitimos al lector. La importaneia de la
cuestitn es considerable. En Norteamérica se ha
encontrade gque los nifios de once anos solo habian
alcanzado un 8o por 100 de exactitud en los calen-
los, tante por ciento incompatible con la profesidh
de contable. En Espafa hemos conocido alumnog
de ensefianza secundaria que no sabian con seguri-
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dad la tabla de multiplicar: En todo caso la es-
cuela debe excederse si es preciso cn los ejerci-
cios de cdlenlo, buscando preferentcmente Ja exac-
litud, va que la rapidez se adquitre por si sola.

6.—El material de ensenanza.

:915. Sus condiciones.—Para hacer activa ¢
intuitiva la ensefanza de la Matemdtica se ne-
cesita disponer de una gran cantidad de material,
afortunadamente de poco coste y que puede ser
facilmente construido en la misma escuela.

Este material ha de reunir ciertas condiciones,
como son la de ser sélido, porque los nifios lo
destrozan facilmente; agradable, por su colorido
y acabamiento, ya que es preciso inculcar el afec-
to por lo bello y perfecto; de regular tamaftio, con-
tra la creencia de que el nifio por ser poqu(’no
prefiere las cosas pequefias; y prestandose a ejer-
citar todos los sentides incluso el muscular, por
la accidn, contra la tendencia a la simple wisua-
lizacion.

Pero ademds debe reunir ¢l material la condi-
cién intrinseca de ser en la medida de lo posible
auto-instructivo vy auto-coprective, es decir, que
permita al nifio instruirse y corregirse por si
mismo,

216. El material.— En la indicacion que a con-
tinuacidn hacemos excluimos el material cirenns-
crito a un método especial. gue estudiaremos en
el lugar correspondiente.

La clasificacidn que pres:ntamos no es tampoco
rigurosa, puesto que pn mismo material puede ser
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utilizado para diferentes cuestiones, y las indica-
ciones que hacemos acerca de sn valor y empleo
son  deliberadamente sucintas, va que aquél de-
pende de éste y el mso puede ser ampliado y mo-
dificado por el ingenio del maestro y segin las
necesidades de la clase.

a) NUMERACION. — Objetos naturales—Piedre-
citas, discos, conchas, judias.

Objetos artaficiales de madera.—Discos peque-
fios, Discos grandes de 5 cm. de didmetro por
I cm, de grucso, pintados de colores variados.
Cubos pequefios de em’. Cabos grandes de 5 cm.

[« [oe]earied]
NI RG

Fig. 40.

de arista con un colér diferente en cada cara, Pa-
lillos ordinarios. Palillos gruesos de 10 cm. de lar-
go. Discos blancos de 5 em..de didgmetro, llenando
puntos en rojo desde T hasta g. Otros discos igua-
les, pero con cifras; Margaritas con pétalas sepa-
rables: :

De cartulina o cartén—Loteria de puntos v de
cifras, tarjetas con cifras sueltas. Dos bandas de
cartulina unidas (fig. 40) con los niimeros de T4 g
representados: por grupos de objetos (cerezas,
por ejemplo) en una bar da. En la otra se colocan
tarjefas que contienen representados: 1.° El
mismo niimero de los mismos objetos. 2.2 El mismo
pumero de discos; 3.° E1 mismo niimero en cifras




— 217 —

Mecanismos.—Tiras de bolas conteniendo de 1
a g. Cartulinas con las cifras y una pizarra con
orificios en' donde se ensartan las tiras, colocando
sobre ellasla cifra correspondiente que en un grado
superior se escribe.

El cinematdgrafo nuwmérico—Cuadro, fig. 41,
por cuya parte triangular desfilan las unidades
insertas en un disco que se mueve mediante un
manubrio. Las decenas se colocan a la derecha.

“God e

toens
LT
AL

Qjﬁemﬂ?o;g)dfo

Fig. 41

b)  Andlisis del mibmero.—Unas tablitas de ma-
dera delgada, pintadas de amarillo ro-
jizo llevan, como muestra la fig. 42
puntos indicadores de un ndmero. Una
goma que envuelve la tablilla y puede
deslizarse a lo largo de ella muestra la
separacion del nimero.

Un andlisis completo presenta la figu-
ra 43. siendo de notar quelos puntos es-
tdn sobre tablitas movibles gque se incrustan en
¢l cuadro
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Otro procedimiento es el indicado en la fig. 44
en la cunal los cuadraditos son independientes
v pueden ensamblarse unos con otros.

Fig. 43,

El material Harbimere-Lebert consta de ta-
blillas como la de la fig. 43 con orificios en los

ojee]

ele o]

=000

=I00C

Fig. 44.

que se introducen discos de T c¢m. de didmetro,
azules por un extremo y rojos por ¢l otro. Colo-
cando para ¢l 6, por cjemplo, 3 rojos y 3 azu-
les, queda expresado
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¢) Relaciones entre magnitudes y de éstas con
los mimeros.—Casas como las representadas en
la fig, 45 para compararlas con la precisién que
pucda hacerse. Calderos, de distintos tamaros
y conejos también de distinto grandor para de-
terminar cual debe echarse en cada uno.

Botellas llenas de vino hasta diferentes altu-
ras y fichas con diferente niimero de vasos iguales

mym

Fig. 45,

para que el nifio indique la correspondiente que
contenga los vasos que se llenarfan con el liquido.
Manzanos o naranjos <de diferentes tamafios y
fichas con mnaranjas o manzanas que hacerles
corresponder. Cuando un mismo nifio dispone de
toda la serie, ¢l mismo corrige sus primeros erro-
res. En esta misma forma puede utilizarse el pri-
mer material indicado, haciendo fichas o farje-
tas con un ndmero variable de concjos.

d)  Las operaciones.—Tiras de carton con peque-
fios discos del mismo color o de diferentes colores
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fig. 46. Cordones que llevan ensartadas bolitas de
dos colores. O tiras de tela con botones. El nifio
las toma libremente y escribe en su pizarra la
opéracidn que representan. Atdn més seneillamente
puede hacerse dando al nifio tarjetas que conten-

Lt...-l-liﬂ—l F.'..OOO

Fig. 48.

gan ya escritas estas operaciones para que elija
la que corresponda.

Tiras de tela con botones vy otras con ojales que
han de cubrir exactamente una de aquéllas.

EEE]
e
o

4+5e 7 |

Fig. 47.

Tarjetones como ¢l representado en la tig, 47,
al pie del cual ¢l nifio ha de colocar la tarjeta
correspondiente,

El liston separado en dos partes, cada una di-
vidida en tres porciones, de donde penden los ha-
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ces de palillos que representan unidades, decenas
y centenas.

Los dados.

Los naipes numéricos.

El doming, que conviene sea mayor gue el or-
dinario. Nuestros alumnos construyeron uno de
10 ¥ 5 % 1 cm. utilizado con buen exito.

Cuadros con operaciones indicadas en donde
falta un dato o un resultado que el nifio com-
pleta mediante tarjetas.

El escaparate del panadero.

La loteria multiplicadora.

Cajitas con 2, 3, 4 compartimientos iguales en
fres series v uno menor adjunto, para distribuir
un ntimero dado de pequefios discos colocando
encima la tarjeta de la multiplicacion (a veces
con suma) v de la division exacta o inexacta que
representa.

Juego de lanzamiento, de discos por aberturas
circulares,

e) La tabla de multiplicar.—La de Pildgoras.
Debe haber una de gran tamafio colocada en sitio
visible para que pueda servir de ayuda constante
a los nifios, Para ensefiar a usarla deberia el maes-
tro emplear dos reglas formando escuadra que
indicasen el camine. Un compds de madera abier-
to en angulo recto puede servir.

La tabla ciega—Encerrada en un marco de ma-
dera Heva delante unas ventanas obturadas por
tablillas que es preciso separar tirando. Presenta
s6lo el mimero buscado v da pretexto a la accidn,

La tabla en espiral—Un circulo giratorio divi-
dido en 8 sectores con un numero en la parte ex-
terior de cada ung y una serie de yentanitas en
espiral. Un pequefio disco fijo concéntrico con el
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¢irculo anterior estd también dividido en 8 sec-
tores con 8 cifras. Por cada ventanita se ve el
producto de los mimeros correspondientes a los
sectores que coinciden.

La tabla giratoria.—Construida per nuestros
alumnos wva arrollada en un cilindro, colocado
dentro de una cajita, y puede girar por medio de
un manubrio. Diez ventanitas numeradas per-
miten ver los productos correspondientes al niimero
que aparece bajo la ventanita del nimero 1.

Tabla grafica.—1La fig. 48 muestra un fragmento

ad =4
g

Fig. 48,

de ella. Para cada ntimero se emplea un objeto
natural o artificial que lo presente, por ejemplo,
una hoja de trébol para el 3, una rosa para el 5,
una hoja de castafi¢ para el 7, ete.

Tabla monogrdfica—Cada nimero viene dadoe
horizontal y verticalmente por su representacion
grafica, forméndose naturalmenté en el cruce la
representacion grafica del producto correspon-
diente, Tiene la ventaja de que da en cada casp
la intuicién del valor del producto.

f) Los gquebrados.—Ia mejor representacion
grafica de un quebrado es un sector, ya que un




trozo, banda o una poreidn de segmento puede re-
presentar un valor entero. Por ello deberdn fi-
gurar en las escuelas circulos de 5 em. de radio
divididos en 2, 4, 8, 3, 6, 12, 5, 10 sectores diferen-
temente coloreados,

g) El Reloj —Al mismo tiempo que se aprende a
distinguir las horas se presta a la ensefianza de
las fracciones, por lo que debera poseerse una esfe-
ra con manecillas. Puede servir, ademds, para en-
sefiar, sefialandolos, los enteros, promoviendo un
vecord de velocidad de percepeidn. Pueden em-
plearse ademas tarjetas con datos y resultados
operativos como para los enteros v decimales.

h) El sistema métrico—Ademas del Compen-
diom que existe por regla general en toda escuela,
debe poseerse un m” dividide en dm® v uno de
dstos en em” y un dm’® practicable para hallar
experimentalmente su relacion con el 1. y el kg
asi como también un cm® de hoja de lata para jus-
tificar la definicidn del gramo. Unas varillas de
madera de T m. de longitud permitirdn sefialar
la extensién de 1 m’,

1) El dinero escolar.—En Geometria es indis-
pensable la plomada, el nivel, una escuadra en
el espacio, es decir, tres varillas perpendiculares
entre si. El lofo de formas. La falsa escuadra. La
falsa escuadra con agujeros equidistantes por los
que pasa un hilo para relaciodes entre lados y
dngulos. Una regla v una escuadra inexactas.

Un circulo dividido en 3. 6, 4, 8, 5, 10 partes
iguales.

Paralelogramo transformable en rectangulo.

Tridngulo transformable en paralelogramo.

Trapecio transformable en tridngulo o rectan-
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gulo. Poligono regular transformable en rectin-
gulo.

Circulo transformable en rectdngulo aproxi-
madamente.

Sdlidos geométricos desarrollables,

Cubo y ortoedro descompuesto en cubos.

Paralelepipedo recto transformable en paralele-
pipedo reetangulo.

Prisma triangular recto transformable en para-
lelepipedo rectangulo.

Prisma recto descomponible en prismas tridn-
gulares.

Piramide y prisma huecos de igual base y al-
tura, estando la de éste dividida en tres partes
iguales,

La cinta pantdgrafo.

Aparato sArquimedesy.

Teorema de Pitdgoras con lados 3, 4 v 3.

Teorema de Pitagoras de superposicién directa.

Cadena de agrimensor. Cinta métrica. Varillas
de hierro marcadoras, Jalones. Grafémetro cons-
truido por los alummos.

Regla para la suma y resta por el sistema de
las de cileulo.

Regla de céalculo simplificada.

Altisom de Friomeros.—Comprendiendo la colec-
cion de toda clase de imdgenes de wvalor cuan-
titativo convenientemente clasificadas, y formado
por los nifios.

Albwm de formas.—Con las formas geométricas
notables, vistas en objetos naturales o artificia-
les ignalmente catalogadas.

Observacion.—Esta  enumeracién es natural-
mente incompleta, pero atin hemos de hacer notar
que como dice Lipman, mo deben mantenerse
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demasiado tiempo las representaciones Sense-
riales unidas a las verbales, cuando éstas deban
utilizatse para el pensar légico. Es decir, que de-
bemos guardarnos de un exceso de imtuitivismo.

Nota—Aunque el material anteriormente ex-
puesto, o estd confeccionado o es fdcil de hacer,
convendria preocuparse de obtener de la indus-
tria otros modelos como los siguientes: Una es-
fera en la que hubiese inserto un cono cuyo veér-
tice coincidiese con el centro y su basc con la
superficie esférica, utilizable para evideneciar que
el volumen de la esfera es andlogamente al del
cono al tercio de su superficie por el radio.
Un prismatoide descompuesto en pirdamides ha-
ria intuitiva la férmula de su volumen, tan inte-
resante desde el punto de vista prdctico.

7.—El contenido: su justificacidén,

217. Objeto.—En los capitulos II y III he-
mos expuesto los conocimientos, destrezas y ha-
bitos mentales que deben o pueden figurar en un
programa de ensefianza de la Matemdtica que
desarrollar en la Escuela Primaria, justificando-
los por su valor prédctico o por su importancia
educativa. Aqui nos limitaremos a precisar mds
el contenido, refiriéndonos a los conocimientos
que deben constituir un programa escolar.

218. Conoeimientos indispensables.—-Por suem-
pleco constante «n la vida deben ensefiarse en la
Escuela los niimeros enteros y decimales y las
operaciones que con ellos se efectdian, reduci-
das a las cuatro fundamentales. El sistema mé-

Metodologia, 15
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trico y los numeros concretos. Una nocidn sumaria
de la proporcionalidad permitird resolver con sdle
lo gue antecede las problemas de tanto por cien-
to, cambio e interés, que puedan presentarse en
la vida corriente, teniendo con ello un contenido
minimo de la. Aritmética. Las pruebas por 9, aun
desechadas por muchos, opinamos que deben
conservarse, porque, siendo sencillas, son ntiles
para la exploracion de la exactitud de una opera-
cidn. En Geometria deberfa ampliarse el progra-
ma corriente. Es preciso conocer lag formas 'y
las relaciones de posicion que se encuentran -a
nuestro alrededor, e indispensable obtener mu-
chas de ellas. Asf la linea recta y su medida en el
plano v en el terreno. Los dngulos, su valor, su
trazado y especialmente la perpendicularidad, no
solo en el plano y en el terreno, sino. en el es-
pacio, ya que las rectas perpendiculares a planos
y los planos perpendiculares entre si se dan con-
tinuamente, aun cuando pueda simplificarse su
estudio refiriéndolo a la horizontalidad y vertica-
lidad, pero es absurdo que los alumnos carezcan
de estas nociones. Como ejemplo, también lo es
el que no se aprenda a mantener verticalmente
un poste mediante cuerdas tirantes.

Analogamente al paralelismo del plano debe
acompanar el del espacio y los dngulos diedros
y triedros, por lo menos los trirectdngulos tan
comunes en las construcciones, Claro es que todo
ello en la ocasidn y método oportuno, pues no ol-
videmos la dificultad de ver en el espacio, que ha-
cia enrojecer al mismo Platon.

Los poligonos ordinarios y estrellados, tan usa-
dos en adornos y pavimentos, La circunferencia,
su longitud y las lineas principales que en ella




se consideran, especialmente las tangentes, utili-
zables pata el enlace de lineas v la obtencidn de
sombras, y aunque parezca extrafio, la elipse
y la pardbola tan interesantes, tan faciles de cons-
truir, indispensable la primera para conoeer algo
fan importante como las drbitas planetarias, base
de antigues y modernos Sladiioms, y de bévedas
del secrelo; presente la segunda cada dia en la
cafda oblicua de los cuerpos v utilizada en teles-
copios y reflectores. Claro es que esto lleva a la
consideracion de los elipsoides y paraboleides
de revolucion no mas dificiles de ser percibidos
que la misma esfera.

Su belleza y la frecuencia de su presentacion
exigen el estudio de las simetrias, El manejo
constante de planos y mapas exige el conocimien-
to de las escalas y de su uso, v la manera de levan-
tar un plano sencillo.

Finalmente, las dreas de uso corriente en la vida
pueden limitarse a las del cuadrado, rectdngulo
v tridngulo, a las que se reducen todas las demas,
yala del circulo. Los volimenes comprenderdn las
formas prismdticas y piramidales y la ésfera,
incluyendo en las primeras ¢l cilindro el cono,
v tronco de cono, ya que muchos recipientes mo-
dernos tienen estas formas o sus combinaciones.

219. Conoecimientos de ampliacion.—E]l cono-
cimiento de los sistemas de numeracidn tiene un
alto valor educativo, tanto desde el punto de vista
histérico como ‘del matemdtico. Las propieda-
des de las operaciones, que permiten simplificar-
las, tienen valor préactico y educativo, y e¢special-
mente la divisibilidad, teoria interesante, utiliza-
ble para simplificar la division y ulteriormente
las fracciones, De éstas trataremos en capitulo
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aparte, La extraccidn de la raiz cuadrada puede
darse reducida a la regla, y unas tablas de ena-
drados y cubos; facilitardn el uso de esta regla
y reemplazardn al de la cibica. E] conocimiento
de las magnitudes relacionadas, el trazado de gra-
ficas y cartogramas tienen igualmente valor en la
vida corriente, donde se presentan habitualmente
¥y son como indicamos del mdis alto valor educa-
tivo. También lo ‘es el conocimierto y aplicacién
de la proporcionalidad, con su regla de tres sim-
ple y compuesta el tanto por ciento, el interés y
el desenento, que con frecuencia se presentan, pero
reducidos a los limites prcticos y no tratando, por
ejemplo, del interés simple por afios que no suele
darse y en todo caso es un mmiltiplo de la renta;
en cambio, debe hablarse del ahorro, ylos seguros
y dar unas nociones de Contabilidad.

La resolucion de ecuaciones facilitard la de los
problemas, renunciando a los artificiosos proce-
dimientos de la Aritmética.

Un estudio mas amplio de la forma que el indica-
do en el parrafo anterior seria deseable, tanto des-
de el punto de vista prictico como del educativo,
A los cuadrildteros corrientes puede anadirse el
trapezoide con un eje de simetria al que llamare-
mos para abreviar ¢la cometas, mereciendo es-
pecial consideracién el rombo y el trapecio rec-
tangulo y el isdsceles (téngase en cuenta que en la
seleccion de formas deben preferirse las mas
regulares),

Las dreas pueden ser incrementadas con las
del paralelogramo, trapecio, poligono regular, fi-
gura cualquiera, sectores y segmentos y coronas
circulares. Y los volumenes con el del tubo o
manguito, y nos atreverfamos a proponer, con el
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del prismateide (véase nuestro Nwevo tratade de
Geometria), de aplicacion a la esfera, elipsoides,
terraplenes, obeliscos, cufias, montones de grava,
y en general, aproximadamente, a todaslas figu-
ras que den cualquier seccidn cortable por una
recta sélo en dos puntos, asi pueden cubicarse alji-
bes, toneles, ete.

Por su alto valor educativo y por el enlace
que proporcionan a los conocimientos geometricos,
deben ineluirse los movimientos: traslacion, giro
v doblamiento, asi como el estudio y aplicacion de
los lugareés geométricos,

La planta y el alzado de una figura, con todas
las técnicas del dibujo geométrico deben llevarse
al maximo posible.

220. Conocimientos excluidos.—Habrd notado
el lector la eliminacidn de cuestiones como el
D. y el M. (maximo comun divisor y minimo co-
min multiplo) v los niimeros primos, de los cuales
suele darse por lo menos indicacién. Creemos que
carecen de valor practico, ya que es preciso -
ventar problemas en que sean de aplicacidn, y
que pueden resolverse por tanteos. (¢jemplo: los
barcos que salen cada tanto tiempo de un puerto,
una vez salen juntos; jeuando volverd a ocurrirl)
v su valor matemdtico sélo puede apreciarse en
ulteriores estudios,

La Hamada Aritmética Mercantil queda supri-
mida casi en absoluto, explicandose su présencia,
como residuo permanente de los Rechenmeister
que, por su, especialidad mercantil, precisamente
la ensefiaban. El descuento racional no se aplica
nunca o es un caso particular del tanto por cien-
to interno; los repartimientos proporcionales sola-
mente suclen presentarse simples y directos y
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se dan en funcién de un coeficiente (por ejemplo,
tanto! por ciento en contribuciones). La regla de
compania suele presentarse solo a los profesiona-
les, v 1o mismo decimos de la regla de las mezclas
inversas. 1a directa es un problema sin dificul-
tad ninguna, v en la de aligacidn sélo interesa la
determinacidn del metal f{ine contenido en una
aleacién cuya ley se conoce, problema también
reducido a una simple multiplicacién una vez
definidos los términos.

Observacidn.—Lo que antecede no aspira a ser
una exposicion detallada y completa del conte-
nido, que exigirfa demasiado espacio y que ademas
ha de variar con las circunstancias lecales, nece-
sidades e intereses de los alumnos.

8 —Relaciones de la Aritmética con la Geomie-
tria, de ambas con las demadas ciencias, y es-
pecialmente con el Dibujo y los Trabajos Ma-
nuales,

221. La Aritmética y la Geometria deben ir
intimamente unidas en la - ensefianza primaria)
con mds motivo atin que e¢n la secundaria, moda-
lidad iniciada por matemdticos tan notables como
el italiano Enriquez, y algo de esto hemos in-
dicado en este mismo capitulo:

La Geometria puede hacer practicas e intuiti-
vas propiedades v operaciones aritmgticas. Al es-
tudio de la numeracién debe acompanar la 1ne-
dida de segmentos, al concepto de las eperaciones
la suma, resta, multiplicaciones y divisién de un
segmento por un nimero: entero (o fraccionario)
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vla razén de dos segmentos, (Vease nuestra Arit-
mética Intuitiva.)

Los segmentos de paralelas comprendidas en-
tre concurrentes dan la mejor idea de la propor-
cionalidad, y las porciones de planos paralelos
comprendidos entre planos concurrentes (seccio-
nes en las pirdmides) evidencian (juntamente con
la relacién entre lados y dreas) la proporcionalidad
compleja (entre numeros y cuadrados) indis-
pensable para entender cosas tan carrientes como
las leyes de la atraccidn o las que rigen la intensi-
dad de iluminacion,

La Geometria proporciona a la Aritmética, con
sus caleulos sobre longitudes, dngulos, perfmetros,
4reas, volimenes y elementos proporcionales, gran
cantidad de material documentalmente valioso
para sus ejercicios. Todo ello sin perjuicio de las
representaciones graficas de que hemos hablado
insistentemente.

La Geometria, formada antes que la Aritmética,
més intuitiva que ella, mds variada y préctica,
prestdndose més a todas las modalidades del razo-
namiento y de la resolucion de problemas, dando a
conocer relaciones tan importantes como las es-
paciales, debfa ser cultivada en la Escuala Prima-
ria por lo menos en pie de igualdad con la Arit-
meética.

999, Relaciones con la Fisiea.—T.a Fisica como
las demés ciencias, utiliza a la Matematica para
sus fines propios, pero a su vez la presta gran can-
tidad de material para sus ejercicios y problemas,
y en la Escuela Primaria esta relacidn debe estre-
charse hasta el punto de que se formase un todo
arménico entre estudios experimentales v aplica-
ciones cuantitativas con la Matemética.
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Como ejemplos de esta relacidn citaremos;
La lectura de temperaturas y presiones, hallar
sus diferencias y sus medias, y representar grafi-
camente sus variaciones.

La densidad de los cuerpos, 1a concentracidn de
las disoluciones, la dilatacidn, 1a cafda de los cuer-
Pos, son base de problemas del mayor interés,

Las leyes de la propagacién del sonido y de la
luz estdn en el mismo caso, y especialmente en el
campo geométrico, se utlhza. en propiedades tan
curiosas como son el demostrar que el camino mas
corto de un punto a otro tocandec en una recta
es aquel ¢n que los dngulos de incidencia y de re-
flexidn son iguales. (Para demostrarlo suc’utuyaae-
uno de los puntos por su slmetuco con lo cual
el recorrido total no varia,)

A la aplicacion hecha por Thales del parale-
lismo de los rayos solares para hallar la altura de
wn cdificio (las pirdmides de Egipto en su caso)
se puede agregar la resolucién del mismo problema
colocando horizontalmente un espejo y situdn-
dose ¢l observador de modo que vea la imagen
del tejado o punto més alto: los tridngulos semejan-
tes que se forman, mediante la medicién de dos
distancias y una altura, dan la buscada.

La formacién de imdgenes en los espejos planos
asf como la marcha de los rayos en los elipticos
v parabdlicos, son también ejercicios excelentes.

Y de antiguo esta admitido en los tratados de
Aritméticas francesas y en sus programas lo re-
ferente a velocidad, espacio y tiempo en el movi-
miento uniforme,

223. Relaeiones con la Geografia —FE]l primer
motivo para trazar sobre ¢l terreno dos rectas
perpendiculares estd ofrecido por la necesidad de
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marcar los puntes cardinales en el patio de la Es-
cuela, Una rosa de los yientos debe dibujarse
como aplicacion de los poligonos estrellados,

Las longitudes de los rios, la altura de las mon-
tanias, la superficie de las naciones, el desarrello
de los ferrocarriles y carreteras, el volumen del
comercio, la densidad de poblacidn, la variedad de
los cultivos, los dias nublados o de sol en un lu-
gar, la cantidad de luvia, etc., son otros tantos
motivos para representaciones graficas. Nuestros
alumnos han dibujado en gran tamafio la eprres-
pondiente -a los cultivos espafioles y ereemos
que esta representacion debiera fugurar en todas
las escuelas espanolas.

Las longitudes y latitudes geogrificas son base
del estudio en la superficie estérica v con ella se
relaciona la interesantisima cuestidon de les hu-
sos horarios para la determinacidn de la hora
oficial que no debiera ser desconocida por nadie.

Finalmente, la determinacidn del radio terrestre,
y de las distancias entre puntos de nuestra esfera
son también base de curiosos problemas.

224. Relaciones eon la Historia,—La localiza-
cion de fechas, la duracion de periodos determi-
nados, la de la vida de los grandes hombres, los
hechos histdricos de aspecto cualitative v de va-
lor educativo, como . la relacién entre el jornal
de un obrero en las diferentes épocas histdricas,
la extensidn relativa de los imperios, el valor
sucesivo de la moneda y ¢l coste de la vida, €l
volumen de las contribuciones v del ahorro...
pueden ser motivo de ejercicios interesantes,
Como uno de ellos citaremos la répresentacidn
grafica de la relacion entre la extensidn de Espafia
y de las tierras colonizadas por ella, que muestra
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el prodigioso esfuerzo hecho por nuestra nacidn.

Especialmente la Historia de la Matemdtica, la
bibliografia de sus, sabios y las anéedotas a ellos
referentes son del mds alto valor educative en
los 1dltimos afios de la Escuela.

225. Relaciones con el Dibujo.—Aun ¢l dibujo
no geométrico que atiende a la forma, a la exten-
sidn, a la posicién relativa, a la pereépeion de
la perspectiva, estd fntimamente ligado a la Geo-
metrfa que trata de las mismas cuestiones, aun
cuando sin el matiz artistico aqui predominante.

El dibujo geométrico es una de lag tres partes
(estudio de las formas, su reproduccidn, v la medi-
da) que pueden constituir la Geometria elemen-
tal v se identifica con ella,

El dibujo constituye la expresién de lo perci-
bido v asimilado, e incorpora artisticamente los

elementos geométricos, demasiado frios, que se

transforman en vallados, casas, utensilios y md-
quinas, monumentos arquitéctonicos de diferen-
tes estilos; o bien planos, mapas, v déterminacion
precisa de objetos én un plano por su planta y
alzado, susceptibles de ser estudiados y construi-
dos por sus indicaciones,

226. Relaeiones con el {rabajo manual.—Tal
vez la orientacidn de la Escuela Primaria sea la
de convertirse en una Escuela del Trabajo, v por
tanto la relacidn de la Matemdtica con ¢l Trabajo
Marnunal, en su més amplia acepeidn, serfa la de
subordinacién, eénsefiando al nifo todo aquello
que hubiera de necesitar en sus trabajos. No se
Crea que por eso desminuyese el interés por la
Matemdtica ni ¢n gran parte su valor educativo,
La experiencia de los cursos franceses para retra-
sados en que el trabajo manual es la base de
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la ensefianza, muestra que estos alumnos deficien-
tes concluyen por alcanzar en Matemdticas ¢l
nivel normal. Por otra parte, el nivel de la ense-
fianza no se rebajaria, sino que sucederfa todo lo
contrario: la simple confeccién de una pantalla
de forma fronco-cénica exige poseer con toda pre-
cisién conocimientos que no suelen pedirse en la
ensefianza primaria ni aun en la secundaria, v la
Geometria Descriptiva se harfa bien pronto ne-
cesaria.

Pero por hoy hemos de limitarnos a las posibi-
lidades de nuestras Escuelas, y en ellas apenas
si podemos considerar que sea una realidad el
empleo de materiales como la plastilina, el alam-
bre, ¢l papel y la cartulina, No podemos dar ni
ura lista completa ni el detalle de los ejercicios
de cardcter matemdtico que con tales medios pue-
den realizarse, v nos remitimos a los tratados es-
peciales.

Corn plastilina el nifio, atin bastante pequefio,
puede modelar los cuerpos geométricos mas usua-
les; plastilina que puede sustituirse con eera
para los cucrpos redondos y con una yulgar pa-
tata para los terminados por caras planas.

Con alambre pueden formarse Aangulos v contor-
nos poligonales, lineas curvas, circunferencias,
¢lipses, espirales, ete.

El material que se presta mis al trabajo manual
de tipo geométrico es el papel, que debiera ser
grueso v fuertemente coloreado.

Indicaremos algunos de los ejereicios que pue-
den  realizarse:

1. El doblez de un papel és una'linea recta,
v dobldndolo en 2, 3, 4 partes iguales, podemos
dividir un seégmento analogamente.
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2. Doblando éste por un punto de modo que
coincidan sus dos partes, el nuevo doblez es una
recta perpendicular a la primera.

3. Doblando un papel en dngulo de modo
que sus dos lados coincidan, se obtiene su bisec-
triz. Partiendo del dngulo recto se obtienen su-
cesivamente dngulos de 45° v 22°, 36°

4. Puede doblarse un papel que tenga un borde
recto en tres dobleces superpuestos exactamente
formando tres dngulos de 60° alrededor de un vér-
tice de dicho borde.

5. las mitades de estos dngulos ddl‘l sucesiva-
mente los de 30° y 15%

6. Por un punto marcado fuera de una recta
puede trazdrsele una perpendicular, doblando el
papel por la recta, marcando la posicién del pun-
to en la otra parte y uniendo estos dos puntos
por un doblez,

7. Dos perpendiculares a una recta dan dos
paralelas,

8. Una hoja de papel es ordinariameénte un
rectangulo, cuyas diagonales y centro pueden ob-
tenerse por dObldil’ll(I]tO y comprobar la igualdad
de lados y 4dngulos.

9. De un rectdngulo sale fdcilmente un cua-
drado, llevando a coincidir dos lados contiguos y
separando la parte no superpuesta.

10. Doblando un rectdngulo por un eje de si-
metria y trazando un doblez del eje a la base y
cortando sale un tridingulo isdsceles de base y
altura determinadas.

11. Sien dos vértices del lado menor de un rec-
tdngulo se dobla el éngulo recto en tres super-
puestos, y se corta por los pliegues que forman
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con la base dngulos de 60° se obtiene un
triangulo equildtero.

12. Doblando un papel por la mitad, wverifi-
cando los dobleces indicados en 4, marcando
sobre los lados longitudes iguales, y cortando
por la recta gue une los puntos de divisidn, y
desplegando, se obtiene un exdgono regular.

12. Si doblado el papel como antes se superpo-
nen n pliegues ignales y se corta como antes, se
obtiene el poligono regular de 2za lados. Como
limite, el circulo.

13. Sien el caso anterior ¢l corte no es simé-
trico, se obtienen poligonos estrellades.

14, Cortando un papel por dos lineas paralelas,
se obtiene una banda.

15. Una banda cruzada con otra de diferente
anchura oblicuamente, da un romboide; si la an-
chura es igual, un rombo; si se cruzan perpendi-
cularmente, dan un rectdngulo y un cuadrado,
respectivamente,

16. El nudo de la corbata hecho con una banda
de papel da el pentagono regular,

17. Conocidos son «la pajaritay, el barco de
vela, «el molinilloy, el cajén, ¢l gorro de solda-
do, etc., en todos los cuales hay formas geomé-
tricas que considerar. Lo mismo ocurre al «gorro
de mago» menos conocido y al gorro frigio que en
realidad es de forma cibica y puede utilizarse
para estudiar esta figura.

18. El doblez sencillo del papel da las figu-
ras simétricas con relacidn 4 un eje y un segun-
do doblez perpendicular al primero, proporcio-
na las simetrias con relacion a un punto.

La estrecha relacion del trabajo manual con el
dibujo aconseja que aquél se fermine con un
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gjercicio de éste. (Véanse en las tres figuras ad-
juntas la manera de doblar el papel, el resultado
obtenido y el dibujo de aplicacidn.)

Con cartulina pueden construirse carteras, ca-
jas prismaticas y cilindricas, que utilizan las for-
mas geométricas, v estas mismas formas. directa-
mente.

Sobre todo esto puede construirse el material
indicado en ¢l parrafo 6 y dedicar ademas la acti-

vidad ocasionalmente a objetos para juegos,

Fig. 49. Fig. 50. Fig. b1.

como la cometa, (trapezoidal, exagonal, etc)) ca-
sitas de cartulina, y demas gue presenten formasg
geométricas:

NOTAS AL CAPITULO VI

Lecturas

[ ResaNe DE JuANILLo
I
Juanillo era un mozo de unos dieciséls afos, pe-

quednito, nervioso, inguieto, con fama de ser muy
listo ¥ avispado y con muchos deseos de que asi




— 238 —

lo ereyesen los demds. [abia entrado, no hacia
mucho, a desempenar ¢l oficio de pastor en casa
de un ganadero de Extremadura, dueno de nume-
rosos rebafios, y como Juanillo quisiera antes
ser cabeza de ratdn que cola de ledn, hubo gue
confiarle a él solo la guarda de un rebano, no may
grande para lo que alli es costumbre.

El amo de Juanillo, ). Juan, encantado con la
viveza y deseo de bastarse a si mismo gue mos-
traba, le ]_‘J‘l‘{‘r\L'ﬂtil.]ril con [frecunencia peguenas
dificultades por temer el gnsto de ver cémo el
muchacho salia de cllas a fuerza de ingenio. Y asi,
Ia noele antes de encargarle el cuidado de an.re-
bafo para €l solo, le llevé a un corral donde se
apinaban buen nimero de ovejas, yle dijo: Mira,
Juanillo, maiana con el alba Uevards o pagtar
tadus estas opejas ayudado por Pedrito el zagulin
Yy estos dos mustines. Pero s de: tener cuidado de
que a la noche puelvan tantas como te leves sin faltar
wna, 1y ya sabes (o faeil que es que se alejen i no
prelvan cuando pastan. Pues ueno, G las conturds
al salir, y al volver, y me dirds st hagy las mismas.

Una buena media hora pasd el muchacho
ensimismado y pensativo, v de pronto se dio
un golpe en'la frente y cortié como una centella
hasta la orilla de un riachuelo cercano, ciiya ri-
bera estaba cubierta de menudas piedrezuel
llend de ellas su zurrdn v volvid satisfecho y eon-
tento a dormir sobre ¢l heno.

Al dia siguiente, antes del alba ya estaba Jua-
nillo junte a la puerta de salida del aprisco, te-
niendo en las manos su zurron vacio y junto a €l
el famose monton de piedrezuelas. El zagalin,
siguiendo sus Ordenes, hizo pasar ante ¢l las ove-
jas una a una, y por cada oveja (ue pasaba ha-
cia Juanillo caer en el zurrdn una piedrezueia.
Cuando todas las ovejas hubieron pasado cerrd
cuidadosamente ¢l zurrdn vy emprendid alegre-
mente el camino del monte.

A la noche, cuando las ovejas entraron en ol
aprisco, wolvid a repetirse la misma escena, solo
gue en orden inverso: por cada oveja que entvaba,
sacaba Juanillo una piedrezuela del zurrom, ¥
cuando vié que al entrar la tltima oveja sacé la
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ultima piedrecita. corri6 hacia 1). Juan para de-
cirle, leno de orgullo y satisfaccién: Mi amo,
todas han vuelto.

11

Dichoso con su invento repitié Juanillo la ope-
racién en dias sucesivos, pero fué notando que
el morral lleno de piedrecitas le pesaba mucho,
sus ovejas eran muchas también, y cuando el amo,
ganoso de probarle le dijo un dia: Juanillo, con
diez veces menos peso pudieras urreglarte.

—¢ue es diez? —pregunto el muchacho.

—Mira, le contest6 su amo satistecho de en-
seflarle, y fué presentdndole sucesivamente wno
dos, tres... dedos v dandole los nombres COTTES PO -
dientes.

~Gracias, me amo, ya verd usted mavana, dijo
el muehacho Heno de gratitud y confianza.,

Se le vid bajar otra vez a la orilla del rfo y al
dia signiente, antes del alba tenfa junto a si dos
montoncitos, uno de pledras como huevos de Pa-
loma 'y ofro de las acostumbradas piedrezuelas.
Y cuando pasaban las ovejas, iba coutando con
los dedos, y al llegar a diez dejaba caer una pie-
dra en el zurrdn, y cuando al final no llegaron
a diez, puso unas piedrczuelas,

Rabiando estuvo tedo el dia por volver a ver
a su amo, y hasta apresurd un tanto la hora del
retorno, y en cuanto vid de lejos a 1). Juan co-
1116 a €l para decirle: Mi amo, ocho dieces y siete
overas lleeamos,

L1l

‘asd tiempo, y cada dia daba cuenta Juanillo
a su amo del nimero de ovejas confiadas a su cui-
dado ycada dia el amo le ensefiaba algo nuevo que
no' dejaba muy satistecho a Juanillo, porgue todo
se reducia a decitle: No se dice siete dieces, sino
sefenla, ¥y cosas ani i, o se dice un diez y
cinco, sino guince. No comprendfa Juanillo el
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porqué de cstas rarezas, pera como finalmente
gimplificaba la expresién, y su amo las decia,
se las aprendid, vy las usaba.

Pero un dia su amo le dijoi Ya has cumplido
diecinueve aitos. Desde manana levards wn zagal
mds, y todo el rebafio de Antén. Me parece que tus
dieces no van a servirte de mucho, porque va a
haber mds de dies dieves.

Y como se Uaman diez dieces, mi amo?

—Diez dieces se llaman ciento.

Al dfa siguiente al salir las ovejas del aprisco
erdan tres los montoncitos 'de piedras que Jua-
nillo tenfa a su lad., y en vez de echar los dieces
en ol zurc6n los iba coloeando delante de €l
Llegaron, en efecto, a alinearse diez dieces,
esto es, diez piedras como huevos de paloma, vy
entonces las volvid al montén, y echd en su zu-
rrén una piedra del tamafio de un buevo de ga-
Hina, Asfi centinud su operacién. Y cuando vol-
vi6d, llevando solo nueve piedras en su zurron,
le dijo, radiante de satisfaceién a sm amo: tene-
mos dos cientos, cuatro dieces vy ires ovejas.

:C6mo? —pregunt6 el amo, haciéndose el extra-
nado

Y Juanillo, cazando al vuelo la correccion, rec-
tificé en seguida: doscientas cuarenta ¥y (res ovejas.
{Era liste Juanillol

v

Otra mafiana, al hacer su acostumbrado re-
cuciito, estaba Juanillo un tanto preocupado,
v al mismo tiempe que contaba por los dedos,
0 colocaba sus piedrecitas, iba contando maqui-
nalmente: uno, dos, (tres... once, .doce, [Irece...
ochenta y uno, ochenta y dos.., doscientos uno,
doscientos dos. Cuando al llegar al final, volvio
en si subitamente; y se encontrd con que estaba
murmurando: doscientos cuarenta Yy fres, 'y con
que tenia ante sus 0jos dos piedras gruesas, ¥
cuatro medianas, y separaba tres dedos de la
mano izquierda. Una idea clara como un relam-
pago cruzd por su cerebro. (A qué separar dedos

Metodolog!ta. 16
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1l poner piedrecillas, si el ntmero que indican
es el mismo que yo voy diciendo? (Al ‘diablo las

piedras!

aungue recogié algunas para poner en su
zurron, dos piedras grandes. cuatro medianas ¥
ires. piedrecillas, se fué muy ufano vy ligero al
cuidado del rebafio, yen adelante ya no usd mis
dedos ni piedras para contar, sino que se li-
mits, ‘'como habfa pensade, a cantar sus nimeros

cuando pasaban sus ovejas.




CAPITULO VII

METODOS ESPECIALES

1.—Ensefianza de la Matematica en el Método
Froebel

297. Los prinecipios.—El método de Froebel
tiene, para la ensefianza de la Matematica, una
importancia grandisima porque gracias a €l se
aplicaron a los nifos muy pequenos y por Vez
primera los principios de autodeterminacion, de
exheriencia personal y de actividad libre, suscita-
da por ¢l ambiente, que habian de tener amplio
desarrollo’ en. Montessori, Decroly vy Dowey ¥y
todo el moderno desenvolvimiento pedagdgico.

Para Froebel. ademds, determinaba su método
un desenvolvimiento ordenado, pasando de lo
sencillo a lo compuesto propio al mismo tiempo
de las formas geométricas y de-la inteligencia
infantil. Su fin era doble: Ejercitar a esta inteli-
gencia en la observacidn, andlisis v comparacion,
v tealizar las formas, bien copiando, bien inven-
tando formas tomadas del mundo ambiente,
de cardcter artistico o matemdtico. »

La consecuencia de esto es que se adguieran
conocimientos y destrezas de tipo geométrico,
pero que trascienden grandemente del campo
propio de los pdrvulos, ereando procedimientos
adecuados para informar y aun para ser utiliza-
dos en edades mas adelantadas.
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Muchos maestros sucesores de Froebel quitaron
al método una de sus mdis importantes cualida-
des: la de servir a la espontaneidad infantil, trans-
formandolo en una serie de ejercicios en que el
nino se limitaba a seguir, con mds o menos agrado,
al maestro, consecuencia natural si se tiene en
cuenta la pasividad intelectual del nifio y el deseo
del mismo Froebel de realizar ejercicios de and-
lisis y comparacién que no era ficil resignarse
a dejar implicitos.

De todos modos, los nifios educados en el Kin-
dergarten, aun sin los ejércicios un poco forzados
a que aludimos, muestran una gran superioridad
sobre sus compafieros en cuanto se refiere al |
aprendizaje de la Matemdtica. |

228. Los dones y su empleo. —1.° El pri-
mer don consta de 6 pelotas de diferentes co-
lores distintos; habifan de dar al nifio la nocidn
de unidad y de movimiento y estaban en unas
bolsitas con un cordén. El maestro mostraba las
esferitas, las nombraba, las distribuia y hacia no-
tar su forma, y las posiciones que podian adoptar
con relacion al nifio o la cajita en que se guar-
daban, El corddn daba la intuicidn de la linea
en sus diferentes clases y posiciones.

2.° El segundo don consiste en una esfera, un
cilindro y un cubo de igunal altura con anillas en
puntos diferentes y un corddén capaz de pasar
por ellas,

Se compara la esfera con la pelota, el cubo con
la esfera, y el cilindro con ambos. Se pregunta
por objetos andlogos. Suspendiéndolos por el
corddn, se les hace girar rdpidamente para ver
cudles y como engendran figuras, iguales a sf
mismas o distintas,
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3.° El tercer don estd formado por 8 cubos
coloreados dentro de una caja también cibica.
Permite hacer el repaso de esta forma; alguna
construceidn sencilla; dar una nocién de numeros
enteros v fraccionarios (% ;— %) Y comparar
las dimensiones con la superficie y el volumen
(2.1 4; 2:8).

4.° El cuarto don lo constituyen 8 octoedros
cuyas aristas estdn en la relacion 1:2:3. Se
ntiliza para compararlos con las formas anteriores,
analizar éstas, v reafirmar la nocion de entero
y quebrado intuitivamente e independiente de
la forma clibica anterior. Se prestan mds a la
obtencién de formas combinadas.

5.° Las cajas de arquitectura formadas por
27 cubos, unos enteros y otros divididos segin
las diagonales del cuadrado en dos y en cuatro
partes. Contintia el andlisis y la comparacion.
Se adquiere la nocién de todo y parte mds clara-
mente que antes por la disparidad de forma entre
las partes y el todo. Se percibe la simetria y se
practica el ensamblado. Las figuras que pueden
construirse son cada vez mds numerosas y varia-
das y més atin con el don 6.° formado por 27 ortoe-
dros divididos en partes, unos segiin tun plano de
simetria transverso y otros longitudinalmente.
Con esto se cierra la série de los dones destinadas
al conocimiento de los sélidos.

6.° TLos dones 7. 8 v g estin dedicados a las
snperficies. Constan de cuadrados enteros y
divididos paralelamente a los lados de 2 a 10 par-
tes, de tridngulos rectdngulos isGsceles, de tridn-
gulos rectangulos y obtusdngulos obtenides por
la divisién de un rombo, uno de cuyos dngulos
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valiese 60°. Todos brillantemente colorecados, y
con ellos se realizan las mismas eperaciones de
observacion, analisis; comparacidn y construceicn
de formas.

7.° Los dones del 1o al 12 estan dedicados a
estudio de las lineas y se hallan constituidos por
listoncitos de 25 cm. de largo, palitos de 10 cm.

Fig, 53. Fig. bi.

y anillos de carton, enteros unos y divididos
3 I — ‘

otros en — ¥, R Con ellos pueden realizarse to-
das las posiciones de las lineas, adiestrarse en
contar y abtener formas variadisimas.

8.7 Los dones siguientes 13 vy T4 estdn reduci-
dos a frocitos de cercho o guisantes remojados
que, con palillos sirven para componer los solidos
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geométricos y las posiciones de rectas en ¢l espa-
cio; v de una substancia para mod lar que puede
dar dichos sélidos con mayor fidelidad obtenién-
dose ficilmente las principales formus cristalo-
graficas, y esto por los procedimientos de biszla-
miento y truncadura practicas que tedricamente
forman los cristales derivandolos de las formas
fundamentales,

Las adjuntas figuras fueron invenfadas por uno
de nuestros alumnos y pueden servir para dar
una idea de lo que puede hacerse con los dones de
Froebel, v para ser smitadas por los nifios.

999, Opinién. Lo anteriormente expuesto ha-
bra hecho ver claramente la preponderancia de
la Matemdtica en el método Froebeliano. Nada
hemos de objetar a su empleo juicioso y solamente
lo transformariamos un poco poniéndole en rela-
cidn con el sistema métrico decimal e introducien-
doalgunas piezas nuevas como arcos y Semiarcos
de puente, piramides, cilindros' y conos que lo
aproximasen a los arguifectos o cajas de construc-
cién que tanto agradan a los nifios, al mismo
tiempo que completan las formas geométricas.

Claro es que Froebel no agotd con sus dones
ol material de ensefianza, ni con sus principios
v progedimientos los que d: ben servir para la ins-
fruccion infantil, pero es de notar que fué preciso
un siglo entero para yealizar algun progreso serio
en esta direccidn.

2, —El Método Montessori,

230. Fundamentos,—La doctora Montessori am-
pli¢ considerablemente la idea Froebeliana. Comg
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€l empieza con una educacidn sensorial, pero ella
la extiende sistematicamente a la parte motriz y
tactil fundamental en el nifio, Busca también
su espontaneidad pero la lleva hasta la auto-
Jeterminacidn y la autocorreccién, Completa el
material de Froebel, suprime una parte yevita
fatigar al nifio con los analisis v las comparaciones
forzadas que el nifio prcticamente percibe’ v
con las cuales tience suficiente; Pero también como
Froebel, al introducir al nifio en el mundo de las
formas conce e un gran espacio en su método a la
Geometria. Su material, por otra parte, al apelar
a la motricidad se renneva en una direcoidn
particularmente fecunda. Bastard indicarlo para
comprender. su manejo e importancia, que porotra
parte pueden estudiarse de un modo especial,

231. El material para la edueacitn sengorial.—
a) Tres colecciones de ajustes de s¢lidos. En una los
cilindros son todos de igual altura, pero distinto
didmetro; en la segunda varfan didmetro y altura,
y enla tercera sélo la altura. El nifio ha de inser-
tarlos en el hueco correspondiente. Si se equivoeca
llegard un momento en que un cilindro no cabré
en ninguno de los huecos libres.

b) Cubos color de rosa, son 10, desde T dm,
de arista hasta 1 cm, Han de colocarse formando
torre por tamafio decreciente, Una equivocacidn
supone la inestabilidad del edificio,

¢) Prismas de color castafio oscuro. Son 10
prismas de zo cm. de longitud Vv de seccidn
cuadrada que disminuve desde 10 cm. a 1 em,
Se usa formando una escalera.

d) Listones de madera, de seccidn cuadrada
de 4 cm. de lado. Son 10 y su longitnd varfa desde
$o cm. a Tm, Hevando coloreados alternativamen-
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te de rojo y azul los decimetros. Se usa como los
anteriores, pero sirven ademds para contar, su-
mar y restar, y dan una intuicién clara de la re-
lacién entre la cantidad y el niimero:

e) Varios sélidos geométricos, prismas, pird
mides, cilindros, cono y esfera, que los nifios re
conocen por el tacto (sentido stercogndstico) y
caya movilidad y equilibrio estudian.

f) Tablitas rectangulares con superficies lisas
y 4speras. Reconocidas al tacto contribuyen a
dar por este sentido la nocién de forma y exten-
sion.

g) Tablitas de madera de pesos diferentes,
Al apreciarlos se tiene la sensacidn directa del
mayor, igual y menor, mediante el sentido basico.

232. ILas formas geoméiricas. Presenta cuadros
que contienen seis cuadritos, en cada uno de los
cualés va encajada una figura geométrica que se
retira y se encaja después selecciondndola de
las seis que entran en el cuadro. En uno de éstos,
las figuras son circulos de distinto didmetro; en
otro, rectdngulos de distinta base e igual altura;
en otro, diversas clases de tridngulos; en otro, seis
poligonos regulares a partir del pentagono; en
otro, un rombo, un romboide, un trapecio rectan-
gulo, uno isdsceles, una elipse y un évalo, y en el
iltimo dos figuras irregulares y cuatro en blanco.
(Creemos esto facilmente mejorable dejando en
el pentltimo solamente cuadrildteros, podia afia-
dirse el trapezoide general y la cometq, incremen-
tando el dltimo con las dos figuras sobrantes del
anterior mas el tridngulo de lados curvos entran-
tes v el ovoide). Los seis cuadros no son fijos en
cada tablero, sino que pueden cambiarse para
graduar las dificultades, pudiendo hacerse el re-
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conocimiento por la vista o el tacto con los ojos
tapados,

Las mismas figuras geométricas vy de igual
tamano se hallan reproducidas en tres series de
tarjetas: en la primera, la forma llena, recortada
en papel azul y pegada; en la segunda hay sélo
un contorno de la figura, pero de medio centi-
metro de anche en papel azul;en la tercera serie,
la figura estd trazada mediante su contorno con
una linea corriente en tinta.

Para usar este material, evidentemente mu y gra-
duado, coloca ¢l nifio la forma geométrica de ma-
dera sobre la correspondiente tarjeta. Claro es que
se dan los nombres de todas las formas, que los
nifios asimilan ficilmente.

233. El material didietico para la Aritmética.—
a) Series de tarjetas en que estdn pegados niime-
ros de papel de lija.

b) Grandes cartones con las mismas figuras en
papel liso para la numeracidn de 1o en adelante.

¢) Dos: cajas con: palillos' en forma de huso
para contar.

d) La Tabla de multiplicar formada por cla-
vos de cabeza brillante formandoe un cuadro Ueno
de 10 clavos por lado, Con un cordén verde se en-
vuelve el rectdngulo que corresponde al producto.

¢) la Tabla de multiplicar formada por un
cuadro de orificios a los que s¢ ajustan clavijas
que formen el rectdngulo representativo del pro-
ducto,

234. Opinién,—El método Montessori es apro-
piado para parvulos solamente (por eso damos sélo
el material para este grado, y las tablas de multi-
plicacidn por su importancia), Y aun en las escue-
las francesas hemos podido recoger la certeza
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de que los mismos parvulos se cansan pronto del
material Montessori que dominan rdpidamente.

Lo valioso del método es su orientacion, que debe
revolucionar la ensefianza y la educacién por
completo.

El aspecto excesivamente geométrico de la edu-
cacidn sensorial en lo referente a formas ha sido
criticado por Biciulesco, quien en sustitucién det
material Montessori propone objetos de la vida
real: ventanas con cristales desmontables, armarios
con puertas que se se¢paran y S€ encajan, mesas
con cajones de dimensiones diversas; vasos que
varfan como los cilindros de que antes se habld,
platos, marcos de cuadro. Los cubos y prismas
se sustituyen por batiles, tarros de confitura,
toneles ... Las siluetas de formas geométricas, por
otras siluetas de objetos o seres vivientes, etc.

La manera de operar ‘es la misma ¥ seguramente
este material resultard mas atractivo en princi-
pio que el de la Montessori; dudamos, sin embargo
de que sea tan educative como aquél y aunque
el interés que lleva consigo lo que el objeto repre-
senta no perturbe la intuicién de la forma. Se
estd un poco de vuelta contra el exceso de faci-
lidad y de intereses mediatos, y la cuestion es &l
la forma geométrica tiene bastante atractive por
si misma para que el alumno trabaje,

3.—El1 Método Decroly,

935, Sus fundamentos.—Para nosotpos” tieme.

especial importancia la consider aci6n | wde giste
método porque representa algo intermedi
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una solucién arménica, entre la ensefianza cldsica
por materias separadas, que es la mds adecuada
para la Matemdtica por si misma, y la ensefianza
puramente ocasional a que tienden las escuelas
nucvas, En efecto, dice Decroly que ces preciso
cuidar de que la ensefianza esté dominada por cier-
tas ideas generales para que no sé convierta en
una coleccién de detalles aisladoss,

Como consecuencia de esto, Decroly agrupa la
materia de la ensefianza en sus conocidos Centros
de Tnterés, y las actividades, en ejercicios de
observacion, de asociacidn y de expresion; v como
medio indirecto de aprendizaje, predominante casi
en los primeros grados, el juego, construyendo los
mismos mnifios gran cantidad del material que
se emplea, formado en gran parte por cartones
con imagenes.

236. La aplieacién.—Los nifios adquieren el
concepto de mimero contando los objetos que
losrodean, dindoles nombre, los relacionan también
con las cifras, sin eseribirlas ellos, mediante la
presentacion de tarjetas, v reconocen también
los mimeros en las imdgenes, asi, por ¢jemplo, en
un paisaje reconocen los arboles, las casas los ani-
males que aparecen, y colocan en el friso que lle-
va ¢l cuadro otras tarjetitas con las imdgenes co-
rrespondientes sueltas, Mds tarde colocan las ci-
fras, y solamente después aprenden a escribirlas,

Las operaciones se aprenden de la misma ma-
nera, bien contando y agrupando objetos, bien me-
diante cuadros en que existen grupos de objetos
interesantes: cerezas, golondrinas, ctc.. ¢l nifio
coloca frente a cada grupo la tarjefa con el niimero
que le corresponde, otra con el signo de la opera-
idn, y debajo otra con el resultado.
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Al sistema métrico dedica Decroly mucho tiem-
po, tal vez demasiado, pero hay que tener en cuen-
ta que las medidas son base de muchos cdlculos
y conviene dar la nocién exacta. Siguiendo el mé-
todo histérico, empieza por formar un sistema de
medidas naturales como son: para pesos, casta-
fias; para volimenes, el dedal, la taza y la jarra;
para superficie, el pafiuelo, el corral; para longi-
tud, el dedo, el palmo, la braza... Sélo mas ade-
lante pasa al S. M. D.

El tiempo da también motivo a ejercicios uti-
les. El péndulo sirve para contar, y cuando se le
hace batir segundos su longitud se toma para el
metro del que realmente difiere muy poco. El reloj
y ¢l calendario son utilizados para la realizacion
de ejercicios v los mismos nifios forman un gran
calendario para todo el afio que lleva en el centro
un reloj, a continuacién periféricamente las cuatro
estaciones con sus fres meses cada una como tra-
pecios poligonales, y dentro de cada uno de éstos
separados los dias, con indicacion en cada uno me-
diante un dibujo, un grabado recortado y pegado,
una nota de algun suceso de trascendencia que
ocurra el dia en cuestidn.

Ta Geometrfa se estudia con ocasidn de las me-
didas y croquis que exige el trabajo manual.

287, Opinion.—La exposicién que antecede:
limitada por la escasez de espacio, puede dar una
idea de lo que es el método Decroly en lo que se
reélaciona con la ensefianza de la Matematica.
Opinamos que se pasa demasiado tiempo con ejer-
cicios como las medidas naturales, ya que basta
generalmente que en una sola clase los nifios
midan 4 palmos una cierta extensién para conven-




cerles de la natwralidad, pero arbitrariedad e
imconvenientes de tales medidas.

Hasta el uso con profusién de cuadros y tar-
jetas estd siendo criticade y considerado como
algo anticuado y excesivo por los psicélogos y
pedagogos norteamericanos. Del método en cues-
tién conviene tomar algunos procedimientos y
sugestiones, pero... su principal mérito no reside
en el aspeeto parcial de la ensefianza de la Mate-
matica.

4 —La Matematica en las Escuelas Nuevas,

238. Bu eardefer.—lLa enschanza metddica que
la Matemdtica requiere no se compagina muy
bien con el cardcter de estas escuelas en que el
respeto a la personalidad individual se traduce
en una autenomia que llega en algunes casos a
verdadera anarquia recordando la Escuela de
Tolstoi. Otros de sus caracteres, la apelacién a la
experiencia individual y la relacién intima con
la sociedad, pueden ser ocasién de métodos y pro-
cedimientos que no variardn gran cosa los expues-
tos por nosotros, asi, por ejemplo, fundandose en
la 1iltima, tendencia, los alumnos de ciertas es-
cuelas toman como base para sus problemas los
precios locales; mds tarde el desarrollo de las in-
dustrias y el comercio regionales, v finalmente las
industrias y el comercio mundial. Los problemas
de tanto por ciento surgen, por ejemplo, como re-
sultado de una encuesta sobre la mortalidad.

El trabajo manual es en muchas de ellas el eje
de la labor escolar, y los problemas que de €l




surgen, son, en su dspecto matematico, los que
determinan el contenido en nuestro asignatura.

En algunas como las de Fair Hope el respeto a la
iniciativa del nino llega a abolir toda ensefanza
sistemadtica, y al detalle de que se estudien los nti-
meros por contar objetos, y que se opere con'ellos
ocasionalmente sin escribir cifras hasta los nueve
afios, como en la escuela de Pestalozzi. En cambia,
en ofras escuelasla ensefianza del cdleulo se hace
sistemdticamente, sstableciéndose de una parte
comunidades libres de trabajo y de otras cursos
metddicos, dedicando prdcticas especiales al caleu-
lo, como a la lectura v la eseritura.

El principio de la experiencia personal como
base de educacidn ha dado como consecuencia
el que se haya ideado material como el Mae Kin-
der con el cual el nifio puede aprender solo. En
esencia estd reducido al materal recomendado
por nosotros aumentado con sus soluciones. Asi,
por ejemplo, nosotres proponemos tiras de bolas
o de botones que se hacen corresponder cop ci-
fras escritas en tarjetas, y Mac Kinder presenta
ademds cuadros con las soluciones, v otras we-
ces apela a la obtencidn directa del resultado
mediante la manipulacidén de objetos. Andlogo a
él es el método Winnetka. '

Una ampliacién de esto es el material de caleu-
lo utilizado en algunas escuelas nuevas america-
nas, en el cual el alumno encuentra una serie de
ejercicios gradunados para su resolucidn, con re-
ferencia a soluciones al final de los mismos y
con indicaciones de la manera de vencer las difi-
cultades que puede enconfrar en el camino. Este
procedimiento robinsoniano ne tiene mds incon-
veniente que lo excesivamente largo que resulta,
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Precisamente la ayuda del maestro sirve para
abreviar el camino siempre largo y penoso de
la propia experiencia, y no Creemos que se gane
gran cosa aislando éxcesivamente al maestro
del alumno y sustituyendo la accién consciente
y adaptada de éste por la mecdnica de un libro
de tets por muy bien hechos que estén. La orien-
tacién es excelente, pero creemos que ha sido lle-
vada a la exageracidn.

Algo andlogo decimos respecto al Método de
Proyectos en relacién con la ensenanza de la Arit-
mética; puede ser considerado como una parte
importante de la ensefianza, incluso como la base
de la misma, lo que no puede hacer es sustituir
a la ensefianza metddica del cdleulo (véase cap. VI,
5) ni a la parte sistemitica de nuestra ciencia que
le da la mayor parte de su valor educativo, a no
ser que entre los proyectos entre el de dominar el
cilculo o el de sistematizar los conocimientos,




CAPITULO VIII"

EL PROGRAMA

1,—Estudio critico de los programas exiranje-
ros mas notables

239. Objeto.—La finalidad de esta exposi-
cién critica es mostrar con los mejores ejemplos
como ha sido resuelto el dificil problema de Ia
confeccion de un programa escolar para la ense-
nanza de la Matemdtica, juzgado con arreglo a
los principios antes esteblecidos, exponiendo al
mismo tiempo el nivel alcanzado por esta ense-
flanza en los diferentes paises, y sus caracteris-
ticas especiales, todo lo cual puede constituir base
de juicio, término de comparacién, y sobre todo,
dada nuestra situacidén en la ensefianza, conside-
rable estimulo.

Seremos parcos en el comentario eritico porque
creemos que es el lector quien ha de hacerlo como
provechoso ejercicio de aplicacién de lo expuesto
hasta ahora.

FRANCIA

SECCION PREPARATORIA
(6-7 aiios)
240. Calculo.—Primeros elementos de la nu-

meracion. (ontar objetos, escribir los ntmeros
correspondientes hasta 10 y luego hasta rtoo.

Metadologiua, 17
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Pequenos cjercicios de calculo oral o eserito
isin pasar de 100), sumar y restar grupos de ob-
jetos: sumar y restar los nfimeros coOrrespon-
dientes.

Contar de z en 2, de 3 en 3 y de 4en 4. Multi-

plicar por 2, 3 ¥ 4.
Dividir grupos deé objetos en 2, 3 ¥ 4 partes

1guales.

Dibujo.—Agrupacién y disposicién de objetos
(cubos, palitos, fichas) en forma de siluetas.

(Copia en negro, mejor en color, de estas combi-
naciones.

Pequeiios dibujos geométricos.

Modelado.

Trabajo mariwal. —BRecorte de- ¢confettiy agru-
pando. los discos  de modo que representen ni-
meros o formen motivos decorativos.

Pequetios ejercicios de trenzado, plegado ¥
teido.

(¢ Cree el lector suficiente el copocimiento de
las formas gue habré adquirido el nifio en relacion
con lo propuesto sobre todo por Froebel y la

‘Montessori?)

CURSO ELEMENTAL
{7-9 afios)

041. Calculo, Aritmética, Geometrfa. —r. Nu-
meracion decimal: €l m. g. L. y sus miiltiples.

Caleulo oral.—Tablas de sumar y multiplicar.
Aplicacion de las cuatro reglas a mumeros inferio-
res a Io0.

Caleulo eserito.—Aplicacién de las cuatro reglas
a pequefias cantidades (limitdndose para la di-
vision a un divisor de dos cifras).

Pequerios problemas orales ‘0 escritos sobre
temas usuales.

Primeros cjercicios de céaleulo Tapido y
lo mental,
Geametria.

de'célcu-

Medida de longitudes. Aprecia-
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cion de distancia a simple vista y su comproba-
cibn por la medida directa.

Dibujar y reconocer las figuras mas elementales:
tridngulo, rectimgulo, cuadrado, cireulo. Nocidn
del angulo.

Idea de la medida de superficies rectangulares
mediante la cuadricula.

Nociones sobre los cuerpos sélidos utilizando
modelos en relieve,

Trabajo manual. —Fjercicios relacionados con
la ensefianza de la Aritmética, Geometria y Di-
bujo.

Representaciones geométricas, sirviéndose de ti-
ras de papeles de colores.

Comprobacion de las propiedades de las figu-
ras.geomefricas mediante ¢l estudio comparativo
de estas figuras o de sus elementos.

(Notese con elogio la orientacién del trabajo
manual para nuestra ensefianza. ¢ Iis razonable lle-
gar a los nueve anossin estudiar la peseta y el cén-
timo? j5in emplear pesetas ycéntimos en el célcu-
lo y por lo tanto sin utilizar los niimeros decima-
les? :8Sin nmocidn de las formas espaciales, por
breve que sea, ha de iniciarse la Geometria? Sin
haber hablado de las unidades de superficie ;con
qué clase de unidad se miden las formas rectan-
gulares? ;Bastard com las formas estudiadas
para hacer variado el trabajo manual? :No sur-
gen paralelas y perpendiculares de las mismas fi-
guras recomendadas y de las twras utilizadas?)

CUOURS0 MEDIO

(0-11 arfios)

242. 1. Calculo y Aritmétiea,—Aplicacién de
las cuatro reglas a’ ndmeros mayores que en el
curso elemental.

Niameros complejos: el tiempo (horas, minutos,
segundos), edlcnlo de la longitud de la circunferen-
cia.
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Sistema de medidas legales a base de 10, 100

£.000.

Multiplos y submiltiplos.

Calculo de superficies: rectangulo, cuadrado,
tridngulo, circulo.

Calculo de voldimenes: prisma recto de base rec-
tangular, cubo, cilindro.

Niimeros decimales y fracciones decimales. ldea
general de las fracciones ordinarias, Préctica de
fas cuatro operaciones con fracciones ordinarias
en ejercicios muy sencillos numéricamente.

Problemas acerca: de temas de uso corriente.

Regla de tres simple y de interés simple.

(ontinuacién y ampliacién de los ejercicios de
céleculo rdpido y mental.

z. Geometria, —studio intuitivo y represen-
taci6n mediante el dibujo de las figuras de la Geo-
metria plana.

Nociones sumarias acerca de-la representacion
de longitudes y sobre planos y mapas a una es-
cala dada.

Nociones practicas acerca de los sélides geo-
métricos simples (cubo, prisma recto). Nociones
sumarias sobre su representacién geométrica (cro-
quis acotado).

Cireulo.—Su divisién en grados.

Cuadrado, exdgono regular, tridngulo equi-
latero inseritos'en el circulo,

Dibujo.—Dibujo geométrico, croquis acotado.

Trabajo manual. —Ejercicios sobre las formas
geométricas planas. Descomposicién de estas fi-
curas. Relacién entre sus elementos.

Representacién y ejecucion en cartén de los
s6lidos geométricos, Su desarrollo.

{: No seria preferible estudiar el area del circu-
lo después de la del poligono regular?

i No convendria estudiar antes la del cuadrado
que la del restdngulo y el volumen del cubo antes
que el del ortoedro?

¢ No se presta a confusién colocar la longitud
de la circunferencia antes delos nfimeros decima-
les, habiendo de utilizar m?
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¢ No debiera precisarse méis el alcance de los
numeros empleados y el de la regla de interés?)

CURS0 SUPERIOR

(r1-13 afios)

243, 1. Célculo y Aritmética. —Operaciones de
calculo acerca de los niimeros enteros decimales,
fraccionarios y complejos.

(dlculo de algunas superficies (paralelogramo,
trapecio, poligono, sector de circulo, superficie
lateral del cilindro y cono), Célculo de la superfi-
cie de la esfera.

Caleulo de ciertos voltimenes (prisma recto de
base poligonal, cono, esfera).

Prohlemas. —Solucitn razonada de problemas de
interés, descuento, repartimientos proporcionales
y densidades. Empleo progresivo de letras, re-
presentaciones graficas y soluciones algebraicas
de primer grado.

Continuacién y ampliacién de los ejercicios de
calcule mental y rdpido.

2, (Geometria, —Nociones muy sumarias de Geo-
metria plana.

Cirecunferencia, su divisién en grados.

Operaciones muy sencillas de agrimensura,

Nociones muy elementales relacionadas con los
ejercicios de dibujo geométrico,

Dibujo.—Dibujo geométrico, croquis acotado.

(Sefidlese la graduacién en el conjunto del pro-
grama. Idem la separacién del ealeulo geométrico
de la Geometrfa, ;No es retrasar demasiado es-
tudiar ahora la divisidn en grados de la circunfe-
rencia? : No falta el volumen de las pirdmides antes
que el del cono, o con é17 Nétese la transaccién que
supone el estudiar los repartimientos proporcio-
nales como simples problemas. Nétense las reglas
suprimidas. :Conyviene que desaparezca la regla
de tres compuesta? ;Cémo puede ser sustituida?)
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ITALIA

CLASE 1. ELEMENTAL

238. Numeros hasta 5 (un bimestre) con pe-
quefios dibujos geoméfricos correlativos.

Desde 5 a 10 (otro bimestre). T a 15 — I 2 20
con sus operaciones.

CLASE 2.* ELEMENTAL

r. FHscritura ylectura de naumeros hasta roo.

2. Ejercicios orales acerca de las cuatro ope-
raciones con tales ntmeros aplicados a solucidn
de problemas: faciles. Tabla pitagérica preparada
con ejercicios de contar de 2 en 2, ete. Seguridad
y rapidez.

3. Monedas, medidas lipeales, pesos, medidas
comprendidas entre T ¥ 100.

4. Dibujo de figuras geométricas regulares
v condeimientos de sus caracteristicas.

Nomenclatura de los cuerpos geometricos (cubo,
esfera, cilindro).

CLASE 3" ELEMENTAL

245, 1. Repaso de la tabla pitagérica y
ejercicios correspondientes.

2. Ejercicios graduados y preferentemente men-
tales sobre las cuatro operaciones de T a I.000
(multiplicadores v divisores con una o dos cifras).

3, Problemas orales y escritos encaminados
a explicar los ‘coneceptos de ganancia, pérdida,
distribucién.

4. Pesos, medidas y monedas. (Ejercicios opor-
tunos para la compoesicién y descomposicién de
Ilps ntimeros),

5. Primeros ejercicios acerca de los decimales.
6. Dibujo geométrico.
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Se invitard al alumno a explicar como ha ob-
tenido los resultados.

CLASE. 4. ELEMENTAL

246, 1. Ejercicios de repaso acerca de las
reglas estudiadas en clases anteriores.

2, Extensién del perfodo numeral hasta un
millén y operaciones aritméticas sin la limitacién
precedente,

3. Nociongs metédicas d:1 sistema métrico
decimal. Medidas de superficie.

4. Las cuatro operaciones con niimeros deci-
males. (En la divisién se empleara como divisor
un niimero entero por lo menos durante dos meses
antes de pasar al divisor decimal).

5. Dibujo geométrico. Medicidn de superficies

CLASE {," ELEMENTAL

247, 1. [Ejercicios, siempre gque sea posible
sin auxilio, acerca de las reglas aprendidas en las
clases anteriores.

2. Bxtensién del perfodo numeral por encimi
del millén, v operaciones aritméticas.

3. [lementos de aritmeética razonada dentro
del limite de las clases precedentes.

4. Repeticién y nuevas aplicaciones de las
nociones acerca del 8. M. D. medidas de volumon.

5. [Iracciones, Operaciones relativas.

6. Proporciones y regla de fres simple (con
numerosos problemas, gue habrin de ser resuel-
tos con preferencia mentalmente, basados en la
vida practica). Regla de intecés.

7, Dibujo geomeétrico.

8. (Construccidn de cuerpos solidos.

9. Nociones de Contabilidad.

(¢ Hace falta tanto tiempo para los name-
ros hasta 57 2 Estd justificado el escalén del 157
: No es demasiado bajo ¢l del 207 Nétese la tem-
prana aparicién de las monedas, la consideracion
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de la ensefianza como una forma de lenguaje,
la importancia dada a la tabla de multiplicar v
las indicaciones acerca del método. ¢ No se habla
de haber dado reglas demasiado pronto? ¢ Esta
en su sitio el célculo con decimales? ; No falta re-
lacién con el trabajo manual y cuestiones de va-
lor préctico como los volumenes, la agrimensura y
el croquis acotado?)

SUIZA
(Cantén de Ginebra)

Aritmética

PRIMER ANo0
Nifios horas semanales; nifas, horas
s 4

248. El estudio de los 20 primeros niimeros se
hace en lecciones sucesivas por medio de objetos
y figuras numéricas. De este modo se llega experi-
mental mente a la adicién, construecion progresiva
de la tabla de sumar por el alumno, sustraccion,
v algunos casos inmediatos, sin notacién escrita,
de la multiplicacién y division,

SEGUNDO ANO
(Idem)

249, Desarrollo de la préactica de la adicién y
la sustraccién. La multiplicacién en su sentido
concreto vy en su mecanismo, referida a la adi-
cién,

Construccién experimental por el alumno de
la tabla de multiplicar ¢n sesiones sucesivas; apli-
caciones graduales de multiplicaciones escritas.

Numeracidn hablada y escrita hasta 1.200. Es-
tudio particular de la centena.

Cidleulo oral.—Tabla de multiplicar (su emplea
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para la divisién), adicién, sustraccién (limlte 120).

Nociones acerca de la mitad,”el cuarto, el tercio
v el sexto (en los lfmites de la tabla de multi-
plicar).

Calculo escrito.—Adicién y sustraccién (Ifmite
1.200).

Multiplicacién con una y después con dos ci-
fras en el multiplicador (lfmite del producto 1.200),

Sistema méirico.—Nociones elementales mediante
la actividad concreta acerca del ¢m., dm, m, L,
kg., fr. y céntimo,

Problemas. —Pequefios problemas realizados por
los alumnos,

TERCER ANO

(4 horas)

950. Recordar al nifio con frecuencia y experi-
mentalmente el sentido de las cuatro operaciones.
Fl estudio de la divisién distingue el caso de la
correspondencia total o parcial entre sus térmings.
Las lecciones acerca del 5. M. D. no se proponen
a6n comunicar nocién alguna de conjunto, por
lo cual se difiere toda explicacién sobre el sen-
tido de los prefijos.

Numeracién.—lLas dos primeras clases. (Limite
ordinario 200.000).

Cdloulo oral. —Revisién de las tablas de sumar y
multiplicar para que el alumno llegue a dominar-
las. lias cuatro operaciones, la mitad, el cuarto,
el octavo, el tercio y el sexto.

Caleulo escrito.—Las cuatro operaciones. Divi-
sién con una, y después con dos cifras en el di-
Visor,

Sistema métrico. —Experimentacién acerca del
cm., dam, m. 1, dl;, kg, Hg, f. ¥ céntimos.

Problemas sencillos que no comprenden més de
dos operdciones diferentes y tres operaciones en
total.




CUARTO ANO

(Nifios, 4 horas; nifias. 3 horas)

251. [listudio experimental de las fracciones,
aplicado especialmente a la 6,1; 0,01 y 0,001,

Se introduce y explica cada una de las cuatro
operacionés con fracciones decimales, por medio
de cantidades conerefas. La resolucién de proble-
mas del sistema meétrico insistird en Ia nocién de
fraccibn decimal, de modo que esta nociom no re-
sulte borrosa por el empleo de la coma. Se intro-
duce gradualmente la idea de limite en la aprecia-
cién previa del resultado de una operacion,

Numeracion. —Sus tres primeras clases. Nume-
racion hablada y escrita de mndmeros decimales
(lYmite, 4 decimales). '

Cilculo oral.—Ejercicios sobre los ntimeros en-
teros; procedimientos particulares.

Empleo elemental de la nocidon de fraceiém.

Cialeulo escrito.—Repaso razonade de las cua-
tro operdciones con ndmeros enteros. Las cuatro
operaciones con numeros decimales.

Sistema, métrico.—Unidades de longitud, ecapa-
cidad, superficie y agrarias, Cambio de unidad
en casos ntiles,

Problemnas. —Con ntimeros énteros y decimales
que mo ofrezean mas de un cambio de umidad y
de tres operaciones.

QUINTO A NO

(Idem)

252. las operaciones sobre las fracciones or-
dinarias no habrdn de apovarse en regla ni for-
mula general alguna que no sea el frute de una
abstraccién progresiva hecha por el alnmno so-
bre maygnitudes concretas v variadas. En su par-
te esencial el campo de estudios comprende la
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multiplicacién v divisién de una fraccién ordinaria
por un ntmero entero. En ewanto a los problemas
sencillos de multiplicacién, y divisibn per una
fracci6n se referirdn analiticamente a las ope-
raciones conocidas.

Fn la continnacidn del 8. Mi D: se insistird en
la npeién de fraccién decimal.

Cileulo oral. —Ljercicios acerca de los numeros
enteros, las fracciones ordinarias y los decimales.

Caloulo eserito. —Revisién de las .cnatro opera-
ciones sobre mnfimeros decimales, idea del limite
(aproximacién?).

Fracciones ordinarias; simplificacién; coeiente
exacto.

Escritura de fracciones decimales bajo la: forma
de ordinarias, casos seneillos de conversion

" contraria.

Adicién v sustraceion. Multiplicacién y division
de tina fraccién por un mimero entero. Casos muy
sencillos.

Sisterna métrico,—Unidades de longitud y uni-
dades de capacidad (revision). Unidades de peso.
Unidades de superficie (revision) y unidades de
volumen.

Problemus. —Problemas simples de propercion
directa (por teduccién a la unidad). Pequefas
facturas; compras diversas.

SEXTO ANO

(Varones, cuatro horas; nifios, tres horas)

953, Ias lecciones de repaso s¢ proponen como
fin: @), dar al alumno nociones practicas aplicadas
al comercio, al ahorro o la vida corriente; dejarle
wn conocimiento bien coordenado del sistena mé-
trico; b), precisar susideas sobre el sentido de las
operaciones y algunas de sus propiedades htiles,
habituarle a pensar con claridad, gracias a los
trabajos reflexionados y bien ordenados. Estos ob-
jetivos mo pueden aleanzdrse completamente por
la simple resolucién de los problemas,
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Cdlculo oral.—Ejercicios sobre el namero entero
y los nfimeros decimales; procedimientos particu-
lares. Resolucién de casos muy simples de porcen-
taje, de interés v de descuento. Nocién de rafz.

Cdleulo escrito.—Revisién de las cuatro opera-
ciones sobre numeros enteros, nimeros decima-
les, fracciones ordinarias (en el sentido indicado
en 5.9. Idea de l{mite,

istema méirico.—Revision completa: longitud
superficie,: volumen, capacidad, peso, moneda.
Correspondencia entre unidades. Experiencias so-
bre la nocién de densidad.

Nimeros complejos.—Medidas del tiempo y de
angulos (casos simples).

Problemas.—Problemas sobre el sistema mé-
trico, Problemas sencillos de proporciones di-
rectas (por reduccidén a la unidad). Porcentaje,
interés, descuento, calculado sobre billetes y ex-
tracciones establecidos previamente. Constitu-
cién de mna cartilla de ahorros, Facturas, contabi-
lidad de cajas sencillas.

SEPTIMO ANO
(4 horas)

264. Cdlculo oral, cllculo escrito, caleulo ra-
hido.
i Contabilidad. —Se trata, sobre todo, de conta-
bilidad familiar, contabilidad de compras y ventas,
contabilidad mutua, contabilidad doméstica vy
de presupuestos; diferentes modos de pagos, fac-
turas, recibos, efectos comerciales, cheques v
bonos de correos. Nociones elementales sobre ol
* cambio (libra esterlina, marco, problemas muy
sencillos).

El comercio, los comerciantes. Caleulo del precio
liguido. Tnterés y descuento. Cartillas de ahorro.

Geometria.

255. IDle un cardcter netamente experimen-
tal, la ensefianza se basa sobre la observaciéon di-
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recta de los cuerpos y de las figuras geomeétricas,
sobre su construceién por cada alumno (actividad
manpal) v sobre el empleo de los instrumentos
(doble décimetro, compas, eseuadra y trasporta-
dor). No ntilizard ninguna regla o definicidén gque
no sea el fruto de mna abstraccién progresiva
hecha por el alumno sobre magnitudes concretas.

CUARTO ANO
(z horas)

956. (Observacién directa sobre elementos fun-
damentales; lineas, puntos, dngulos; distancias
de un punto a una recta; rectas paralelas. .

Construceién de cuadrildteros, rectangulos, cua-
drados, paralelogramos, rombos; observaciéon de
sus propiedades. Construccién de tridngulos. Tra-
zados de altura,

Uso del croquis a gscala.

Medidas de longitud, cdlculo de perfmetros en
figuras construidas. Empleo de escalas.

Area de rectangulos y de eunadrados.

Aplicacién a objetos por medida directa.

QUINTO ANO
(2 horasg)

95%. Repaso de las construcciones del ¢ampo
precedente y de calculos de dreas que se relacionen
con 6. Areas de triangulos por el rectangulo equi-
valente, Construccién de trapecios (el érea del
paralelogramo y del frapecio, se calculard prefe-
rentemente por descomposicién en tridngulos).

[il circulo; su circunferencia; determinacién ex-
perimental. Area del circulo; determinacién direc-
ta y después utilizando = (pi).

(onstrucei6én de algunos poligonos regulares
inscritos, Primeras nociones sobre volimenes.
Paralelepipedos: desarrollo, wolumen, superficie,
Aplicacién por medida directa de objeto.




- 20—

Al aire libre: operaciones sencillas sobre el te-
rreno; medida de una longitud, 'de un anagulo,
de los elementos necesarios para levantar el pla-
no de un tridngulo.

SEXTO ANo
(2 horas)

258. Revisién de las construcciones preceden-
tes. Problemas sencillos de construcciones relati-
as a dos puntos situados (lugares geométricos).

Areas. —Revision de los calenlos de areas del
programa precedente.

‘olitmenes. —(lonstruccién por el modelado de
paralelepipedos, ‘cubos, prismas, cilindros.

Pesarrollo’ y cortes del paralelepipedo 'y del
cilindro; ealculo de su volumen, de su superficie;
aplicacion a objetos unsuales por su medida di-
recta.

SEPTIMD ANO
(Solamente los varones, una hora)

269, La piramide, el cono. Construceién por
el modelado y el cartdn, cortes, cdlculo del volu-
men.

Medida directa de voltimenes usuales con apli-
cacibn a los problemas sencillos: montones de
arena, madera ‘en troncos, madera en tablas

Teorema de Pitdgoras., Extraccién de la raiz
cuadrada (sin teoria),

(Notese la clevacién del limite a 1.200 que
permite emplear sumandos de tres cifras, la in-
troduccion de fracciones pequefias, el detalle y
las acertadas indicaciones sobre el método; la
importancia concedida a las tablas; la . grada
cion en los problemas; la relacién entre los mi-
meros el 8. M. D),; la insistencia sobre’ el sen-
tido de las operaciones y su repaso razonado;

_.,w:t ¥ T
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1a armonda entre el cilculo oral vy escrito; la intro-
duecion de i rafz cuadrada v el teorema de Pi-
tagoras, y el cardeter practico de la ensefianza en
los tltimos afios:)

{(En-cambio, Jpor qué omitir la significacién de
los prefijos en €l B M. D.? Por gué extender a
4 las cifras decimales, e introducir tan tarde
(4.9 atio) el estudio de las formas?)

BELGICA

Calculo y sistema métrico

260. 1. La enseflanga wntuiiiva del calculo no
quiere deeir, simplemente, mostrar a los alumnos
los objetos, sino, sobre todo, hacérselos manejar
de manera gue entren también en actividad sus
sentidos tactil y muscular.

2. Las oveupaciones manuales constituyen un
excelente medio de adquisicion, de aplicaciom y
de comprobacion de 1os congeimientos en el sig-
tema metrico,

3. Los problemas serin tomados de da wvida
real y contendrfiin dnicamente dates werdaderos.

A este respecto, las operaciones realizadas en
el curso de trabajo manual pueden dar lugar a
interosantisimas aplicaciones e cdlenlo, anélo-
gas a lag que se resuelven todos los dias en el ejer-
cicio’ de' las profesiones: célculo de dimensiones,
de superficies, de volimenes, valoracién de can-
*fidades y de precios de las materias primas nece-
sarigs, ‘ete.

4. Los ejercicios y los problemas serdn ve-
sueltos por cilculo mental, ssiempre: que las com-
binaciones de los datos numéricos permitan el
empleo de procedimientos abregiados, basados en
los: principios establecidos; se escogeran los datos
de modo que estos casos sean [recuientes:

5. Para que la ensefianza del cdleulo ejerza
toda su influencia sebre la educacién intelectual
del mifio, no son suficientes las obseryaciones intui-
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tivas F las comprobaciones: se debe acudir tam-
bién al razonamienio, pero sin exceso (I).

[{1 maestro relacionard, pues, rigurosamente to-
das las nociones de cdlculo ensefiadas. Isforzan-
dose, por otra parte, en habituar a los alumnos al
use del términoe propio, del lenguaje matematico,
' 6. Las deliniciones y las reglas seran siempre
exactas, yselas reducira al minimo absolutamente
indispensable para la comprensién del curso de
matematicas.

PROGRAMA

PRIMER ANO

b —Cdleulo mental

261. 1. Pormacién, nomenclatura y represen-
tacion intuitiva y por medio de cifras de los nu-
meros de 1 a 2o, Lias cuatro operaciones combinadas
con estos numeros.

2. FHjercicios y problemas de aplicacitn, unas
veces propuestos por el maestro y otras plantea-
dos por los alumnos.

Obserpaciones.—1. El conocimiento perfecto de
los primeros niimeros, es decir, el conocimiento de
las diversas maneras de formarlos y de descompo-
nerlos, es el fundamento indispensable de todo cur-
so de cdlculo.

Para que el alumno lo adquiera, es preciso:
que el maestro vaya muy lentamente al prin-
cipio del curso, que el discipulo fije en su espiritu
la imagen de cada formacién por el manejo de
los objetos o por el dibujo de las formas que dis-
pone de diversas maneras (1), y que se use la

(1) Asf, es abusivo ensefinr en la escuela primaria la de-
mopstracién de las operaciones fundamentales ¥ la de los carac-
teres de divisibilidad; en @l primer caso, Ia pretendida demos-
tracién ‘no s a menudo mas que una parafrasis de la reglag
en €l segundo caso, 2abrepasa el nivel intelectual del nifio.

* (2) Las disposiviones en grupos simétricos, de preferencia

)
)

el
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nocién nuevamente adquirida en muy numerosos
ejercicios orales y graficos de aplicacién (1).

2. De la misma manera que el nifio sabe leer
cuando descifra las palabras de golpe, sin necesi-
dad de deletrear, sabe calcular cuando puede dar
inmediatamente el resultado de una operacion sin
detenerse en las descomposiciones mentales pre-
vias, El maestro evitard, pues, que los alumnos
copien largas y fastidiosas series de operaciones,
dando la preferencia a los ejercicios orales, que
permiten un pive tiroteo de respuestas. La rapidez
cs la medida del saber en cédloulo mental

En tercero 'y cunarto grado se recomienda el
recwrtir a la previa estimacién global del resultado
y el uso del método analftico en la resolucidn de
problemas.

3. Conwviene acostumbrar a los alumnos a
discurrir y a resolver pequefios problemas de una
sola operacion: @), materializada; b), representa-
da en croquis; ¢), simplemente enunciada.

B. —Sistemea legal de pesas y medidas

262. C(Conocimiento intuitivo y prédctice del
metro, del litro, del kilogramo y del franco. Ha-
cer medir, contar, efectuar pagos ficticios.

SEGUNDO ANO
A.—Cdlculo mental

263. 1. FEl mismo estudio que en el primer
afio, con los niimeros de 20 a 100,
2. [Estudio sistemético de la tabla de multi-

plicar v de sus aplicaciones a la divisién de ntme-

cuadrangulares, se retienen mucho méjor que las disposicio-
nes lineales,

(1) Ejemplos: caleulos con cifras, dibujitos en negro v
colores, recortado: y pegado de papeles de color, de vifielas,
de sellos, etc, Dictado de operaciones.

Metodologia. 18
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ros comprendidos entre 10 y 100 por los  diez
Primeros,

3. [Ejercicios y problemas de aplicacion, unas
vetes propuestos por el maestro y otras sugeri-
dos por les alummos.

B. —Sistema legal de pesas y medidas

264. 1. Conocimiento intnitive y practicu:

a)  Del decametro, del decimetro; del decalitro,
del decilitro; del decagramo, del hectogramo.

b)  Del medio litro y del medio kilogramo,

¢)  Delas monedas de I, 2, 5, T0 y 50 céntimos.

Hacer medir, pesar y efectuar pagos ficticios.
Bjerci.ios y problemas.

Obserpacion.—la representacién escrita de las
mitades y dz los divisores se trasladard al segundo
grado.

TERCER ANO

A. —Cdlculo mental y cdloulo eserito

265. 1. Repaso del curso anterior,

2, Bormacidén, nomenclatura y escritura: a), de
los mimeros de 100 a 1.000; b), de la décima par-
te, la centésima parte, la milesima parte.

3. Las cuatro operaciones fundamentales efec-
tuadas con estos nameros (calculo mental y es-
crito). Explicacién elemental del objeto y de los
nsos de cada una de ellas. Multiplicacion de estos
nimeros: «), por un ndmero digito; b), por Io;
¢), por un nimero exacto de decenas; d), por un
numero de dos cifras. Divisién de estos nimeros:
@), por un nimero digito; b), por 1o.

4. Formacién material, nomenclatura y escri-
tura de fracciones ordinarias cuyo denominader
no pase de ro. Hallar 'fy, /s, Yo, *[u, °fs. *[5, etc.,
de un numero entero (el denominador no pasara
de 10).

Empleo de ilustraciones gréfieas para dedu-
cir las reglas.

5, Numerosos ejercicios y problemas tomados

e
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de la vida diaria, de los oficios, dela agricultura,
etedtery,

Observacion. —Se  estudiardn paralelamente el
céleulo mental y el eserito, da maneta que el pri-
mero proporeione la base y la explicacion de las
operaciones del segundo.

B.—Sustema legal de pesas y medidas

266. 1. Comocimiento intunitivo: y practico de
las medidas de longitud, eapacidad y peso. Rela-
ciones entre la. unidad principal, los multiples Y
los. divisores decimales, dentro. de los limites de la
numeracion estudiada. Ejercicios de medir y de
pesar.

2., Las monedas legales. Pagos ficticios.

3. Conocimiento intuitivo del metro cuadra-
do, del decimetro cuadrado, del centimetro cua-
dradoe, del area y de la centidrea: (omparaciomnes.

4. UConocimiento intmitivo del metro, del deci-
metro v del centimetro ciibicos.

5. lijercicios y problemas usuales, sirviendo
de aplicacién al sistema métrico con operaciones
que deban resolverse unas veces por ealeulo men-
tal rapido v otras por escrito.

CUARTO ANO

A. —Cdleulo mental, cdleulo eserito

267. 1. Repaso del curso anterior.

2. Conocimiento préctico de la numeracién
hablada y de la numeracion escrita, de los nimeros
enteros y de los decimales.

3. Las cuatro operaciones fundamentales apli-
cables a estos miimeros en un orden progresivo
(caleulo mental, céleulo escrito). Multiplicacién:
1.9 por um mimero digito; 2.9, por 10, 100, 1.000;
3.", por un numero exacto de decenas, de centenas
o de millares; 4.9 por un nimero formado por de-
cenas, centenas'y unidades. Division: 1.9, por un
numero digito; 2.9 por 1o, 100, 1.066; 3.9 por’ un
numero compuesto de decenas y unidades. Casos
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de multiplicacién rapida por 5, 9, 11, I5 I9,
25, '50, 75, 100; casos de division rapida por s,
25 y 15:

4. Numerosos ejercicios y problemas toma-
dos de la vida corriente, de los oficios, de la agri-
cultura y de la industria, ete, Algnnas cuestio-
nes féciles sobre repartos (1L.z.wudlu=.

[Ejercicios y problemas inventados por los
alumnos.

5. Fracciones ordinarias: a), formacién; nomen-
clatura y escritura de fracciones ordinarias cuyo
denominador no pase de 20; ), suma y resta de
fracciones con igual denominador; ¢), transforma-
cion de numeros enteros y de numeros fraeciona-
rios en expresiones fraccionarias equivalentes y
viceversa; ), multiplicacién y division de fraceio-
nes por un nimero enfero inferior a 1o, Los pro-
cedimientos serdin deducidos, siempre que sed
posible, por construcciones graficas.

Observacion. —Sellevaran paralelamenteel caleu-
la mental y el escrito, de manera que aguél pro-
porcione la base, la explicacion y el razonamiento
de éste.

B. —Sistema legal de pesas y medidas

268. 1. ILixposicién inbuitiva, prictica y ra-
zonada del sistema legal de pesas y medidas.

2: Relaciones entre las medidas.

3. Area del cuadrado y del rectangulo. Volu-
men del cubo y del paralelepipedo rectangulo.

4. [Ejercicios y problemas usuales con apli-
caciones del sistema meétrico y operaciones que
puedan resolverse unas veces por célculo mental
rapido v otras por escrito.

QUINTO ANO
A.—Aritmética y cdleulo mental

269. 1. FEstudiorazonado y muy elemental de
la numeracién de los nameros enteros y de los
ntimeros decimales,

2. Teorfa muy elemental de las cuatro ope-

-
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raciones fundamentales, con nimeros enteros y de-
cimales. Prueba de estas operaciones. Hallar el
cociente con un error menor de o,1; de 0,01;
de 0,001. Lxplicacion de los teorcmas que sirven
de base a las simplificaciones usadas, especial-
mente en el caleulo mental rapido.

3. (laracteres de divisibilidad por 2 y por 5;
por 4 y 25; por 8 y 125; por g v 3 (ensenados por
la observacion de numerosos multiplos).

4. Teorfa muy elemental de las fracciones or-
dinarias: origen y definicién; numeracién; propie-
dades fundamentales; simplificacién; reduccidén
de fracciones a un comiin denominador: ¢l denomi-
nador comin e¢s uno de los denominadores o el
producto de ellos; adicion y sustraceidn de las frac-
ciones ordinarias y de los niimeros fraccionarios,
Multiplicacién y divisidn de las fracciones ordina-
rias por un ntmero entero. Transformacién de las
fraceiones ordinarias en fracciones decimales equi=
valentes, v reciprocamente.

5. Método de reduceidn a la nnidad, aplicado
a las siguientes cuestiones: regla de tres (simple) —
ganancia y peérdida evalnadas en tanto por ciento
(casos muy sencillos) —, interés simple.

6. Resolucién de problemas referentes a la vida
diaria, a los oficios, a la economia domeéstica, a
la agricultura, etec. [jercicios de invencién y pro-
blemas discurridos por los discipulos.

B.—Sistema legal de pesas y medidas.

270. 1. Repaso general y metddico del sis-
tema métrico.

2. Aplicacion de las medidas de superficie al
cdlculo del area de un rectingulo, de un paralelo-
gramo, de un tridngulo, del rombo.

3. Numerosos ejercicios y problemas de apli-
cacion.

SEXTo ANo
A.—Aritmética y cdleulo mental

271. 1. Repaso metédico del curso prece-
dente.
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2. Multiplicacién y division de las fracciones.

3. Meétodo de reduccién a la unidad aplicado
a las cuestiones signientes: vegla de tres, ganancia
v pérdida evaluadas en tanto por ciento, interés
simple, descuento, reparto en partes directamente
proporcionales a nameros dados; caleulo de pro-
medios. L.a caja de ahorros y de pemsiones para !
la vejez. b

4. Problemas relacionados con la wvida usual,
con los oficios, con la economfa domestica, la agri-
cultura, etcétera. Ejercicios de invencién y pro-
blemas propuestos por los alumnc:jﬁ

B. —Sistema legal de pesas y medidas

£272. 1. Repaso general del sistema métrico,

z. Aplicacién de las medidas de superficie al
céileulo del 4rea del trapecio, de los poligonos v
del circulo.

3. -Aplicacién delas medidas métricas al calcu-
lo del volumen del prisma, del cilindro, de la pi-
ramide, del cono y de la esfera.

4. Relaciones entre los pesos y las medidas de
volumen y de capacidad.

5. Numerosos ejercicios y problemas de apli-

cacién,
% SEPTIMO ¥ OCTAVO ANOS
- A.—Aritmética sin adaptacion al dlgebra

2%8. 1. Tdea de la numeracién romana,

2. Definicién de ndmero primo y de niimeros
primos entre sf. Repeticién de los caracteres de
divisibilidad. Pruebas de las operaciones. Apli-

: cacién a la divisiébn por 6, 12, 15, 18, 21.., 35..
del principio signiente (sin demostracién): Si un
nfimero es divisible por otras dos primos entre sf,

| es divisible por su producto. -
| . B.—Fijarse finicamente en la exactitnd de
la operacién yla rapidez del célculo,

:_,___
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3. Conversién de las

fraceiones ordinarias

en decimales, y reciprocamente, :
4. Cuadrado y cubo de un nfimero. lixtraccién
de la rafz cuadrada v de la rafz cdbica de un nii-

mMeroe.

B. —Aritmética con adaptacion al dlgebra

ava. Aritmética

1. Numeraecion.
2. Paréntesis: su uso
ysupresion.

3. (Jantidades homo-
géneas. Adicion ysustrac-
cifin.

4. Funcién del multi-
plicador.

5. FPFuncién del expo-
nente.

6. Division.

7. Fracciones aritmé-
ticas (simplificadas).

8. Buscar ¢l minimo-
comiin miltiplo.

9. Interéssimple, des-
cuento, superficies, voli-
menes.

275. Algebra

Numeracion, El signo.

Paréntesis, corchetes,
llaves: uso y supresion de
los mismos.

Términos semejantes.
Reduccién de términos
semejantes. Adicidon ¥
sustraceidn.

Funcién del coeficien-
te.

Funcién del exponen-
te.

Divisién: fijarse, sobre
todo, en que resulte evi-
dente.

TFracciones generaliza-
das (simplificadas) (1).

Fracciones algebraicas
sl m_p] ificadas.

] minimo comiin mul-
tiplo.

Traduccion en fé6rmu-
las (e las mismas nocio-
nes,

{1} Los términos de la fraceidn generalizadn no son sols-
mente niimeros enteros, como en la fraceién *[y , sino niimeros
cualesquiera, fraccionarios o decimales. Ejemplos: 7 7, 9%, ,

L fraccién generalizada es lo intermedia lbgicn entre Ig

gecltn atitmética ordinaria v la fraccidn algebrajen,




10. Método de redunc- Traduccién en férmu-

cion a la unidad. las.

11, lLas igualdades. Ecuaciones eon una y
con dos incognitas (pero
con coeficientes numé-
ricos) motivadas por los

problemas.
12,  Proporciones: pro- Proporciones: ' propie-
piedades principales. dades -principales.

276. Sistema métrico. —Hacer conocer las prin-
cipales medidas antiguas atin en uso en la locali-
dad o en la regibn.

Dar a conocer las principales medidas extran-
jeras de uso frecuente en la préctica de los dife-
rentes oficios,

Formas geométricas y dibujo ceométrico

27%7. 1. lLa ensenanza de las formas geométri-
cas debe estar intimamente relacionada con la
del dibujo geométrico yla de los trabajos manuales,

2. Las nociones fedricas, siempre sencillas,
aunque de una exactitud absoluta, se ensefiarin
mediante la observacién y la experimentacién
{métodos activos): andlisis de formas concretas,
plegado de papel, trazado, medida, construccién vy
superposicion de figuras, etcétera, Se limitaran,
por otra parte, dnicamente a lo que es indispensa-
ble: q), para el estudia del sistema métrico: b), pATa
la comprensién y la justificacién de los planos en
estudio; ¢), para ¢l conocimiento de ftiles, de ins-
trumentos y de operaciones que se emplean en
la vida prictica o en las ocupaciones manuales.

3. Hay que ser muy sobrio en las definiciones!

4. Log planos serdn siempre claros, precisos,
empleando para hacerlos en limpio buenos instru-
mentos, seriamente comprobados, y ejecutdndolos
con la mayor exactitvg posible.

5. La ensefianza de las proyecciones, tal como
se practica habitualmente en las escuelas superio-
res (proyeceién del punto, de la recta, de los pla-
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nos, etc.), no es adecuada parala sscuela prima-ria.

6, Los pocos principios que deben servir de
base al curso de proyecciones, en cuarto grado,
seran deducidos de la experimentacion, v dimana-
ran, por ejemplo; de la representacién de un soli-
do. Se les aplicard al trazado de proyecciones de
cuerpos geométricos y de objetos usuales coloca-
dos, cunando la cosa es posible, entre los planos de
un proyectégrafo. Kl dibujo en proyeceidn se com-
binard intimamente con la construccitn de los
solidos considerados, la evaluacién de su super-
ficie y de su volumen.

PRIMER GRADO
(Nifios y nifias)

278. Observacion. —En el primer grado, las
nociones geomeétricas preliminares seran spminis-
tradas con motivo de las lecciones de dibujo y de
los ejercicios manuales (donde existan).

Nociones intuitivas, practicas v sin definiciones,
sobre las materias siguientes: ~

i. FEl cubo v la bola (esfera). Compararlos.

2. FEl cubo y el ladrillo. Analizarlos somera-
mente: caras, aristas, vértices.

N. B.—Para los ntfimeros 1 y 2, empezar por
la observacién de objetos usuales que presenten
estas formas, para llegar gradualmente a las for-
mas puras,

3. Nocion del cuadrado: y del rectangulo;
compararlos. Las medianas y las diagonales.

4. lLos tridngulos.

5. FHl circulo.

6. Las lineas: verticales, horizontales, oblicuas,
paralelas, perpendiculares.

7. Los dngulos: recto, agudo, obtuso.

SEGUNDO GRADO
(Nifios y nifias)

279. 1. Fl cube y el paralelepfpedo rectéan-
gulo. Analisis mis detallado (ver grado inferior).
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2. lLos prismas,

[l tridngulo, el paralelogramo y el rambo.

3. [l cilindro y la esfera.

El circulo y la eircunferencia. Centro, radio,
diametro, etc.

4. Dibujo con instrumentos (regla, doble de-
¢cimetro, escuadra, compas). Trazado de las figuras
estudiadas.

Desarrollo de prismas rectos de base regular:
croquis tomados a pulso y puestos en limpio con
lapiz y con ayuda de instrumentos,

TERCER GRADO

(Nifiosy nifias)

280. 1. Los s6lidos: cubo, prismas, cilindro,
pirdmides, cono, esfera. Desarrollo de estes s6li-
dos.

2. Kl eirculo, la circunferencia. Relacién de
la circunferencia al diametro; comprobacién ex-
perimental.

Divisién de la circunferencia en partes iguales:
poligonos.

Divisi6n de la circunferencia en grados. Eltrans-
portador. Medida de los arcos y de 1os 4dngulos en
el centro,

3. (Croquis acotados (proyeccién vyertical y
horizontal, perfil, corte] de algunos sélidos ele-
gidos entre los estudiados.

4. (Crogunis acotados (proyeccién vertical) y
horizontal, perfil, corte) de objetos usuales y sen-
cillos, derivados de los sélidos geométricos, o de
modelos que deban construirse enla clase de tra-
bajos manuales. Poner en limpio, a escala, algu-
nos de estos croguis (ldpiz negro).

5. Curvas usuales: huevo, dvalo, elipse, espi-
ral,

N. B.—l.as lecciones de formas geométricas
(ehen estar asociadas a las de sistema métricn,

P ———
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CIARTO

GRADO

(Hscuelas de nifios)

Geomelria

281. A. Pruebas

1. En un punto de
unarecta...

(]

[0l angulo cualguie-

3. La bisectriz.

4. La mediatriz,
5. IDmas paralelas.

6, Il tridngunlo. Con-
diciones de existencia,
Suma de los angnlos.

7. El tridngulo is6s-
celes y el triangulo equi-
latero.

8. [Los triangulos se-
mejantes; agrandar y dis-
minuir un tridngulo sin
variar el valor de los dn-
gulos, multiplicando el de
los lados por un nimero
entero y por una fraccion.

0. Rectas y curvas
tangentes a la circunfe-
rencia,

282. B. Aplicaciones

Comprobar una escud-
dra. FEfectuarlo con el
compas.

Lia falsa escuadra, el
transportador: uso,

(lonstruccion de la bi-
sectriz, siendo el vértice:
@), conocido; ), desco-
nocido.

Construccidn de la me-
diatriz.

Trazado de las para-
lelas.

Construir un triangulo
conociendo tres lados.

Determinar el tercer
dngulo  conociendo los
otros dos.

Construceion de estos
triangnlos.

Nocién de las escalas.
Dibujos v otros traba-
jos a escala.

Lios enldces, las mol-
duras,




_1o. [Elcnadrado de la
hipotenusa.

1i. Las superficies y
los voltimenes, pruebas o
demostracionesrelaciona-
das con ¢l calculo aritmeé-
tico y algébrico (ver pro-
grama de aritmeética-alge-
bra).

12, Fjercicios muy
sencillos de agrimensura.

13. FEstudio experi-
mental y muy elemental
de las proyecciones orto-
gonales. (Empezar poral-
gunds nociones de pers-
pectiva caballera: wvoli-
menes y objetos sencill os)
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Trazar una perpendi-
cular, sin servirse de la
escuadrani del compds (1)
escuadra ni del compdas
escuadra ni del com-
pas (1). Cuadrado mitad
y doble que otro.

Trazados de agrimen-
sura,

Aplicacién al dibujo de
solidos, de objetos usna-
les, de utiles, etc.

Ejercicios delectura de
planos muy sencillos.

Croguis a pulso, y a
veces ponerlos en limpio
con grreglo a escala y
usando instrumentos.

Proyeceién vertical y
horizontal, perfil y sec-
cion de objetos que se
construyen en la clase de
trabajo manual.

(Escuelas de mifas)

Las nociones de geometria y los ejercicios de
dibuje geometral se escogerdn en correlacidén con
los trabajos manuales femeninos.

(Lo méis notable de estos admirables progra-
mas es su extensidn. Alguna vez parecen prema-

(1} Por medio del tridugulo cuyos lados estan’ en la rela-
cion de 3, 4, 5. Sobre el terreno se Ia puede trazar mediante la

cadena de agrimensor,
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turos ciertos conocimientos como la considera-
cién de las medianas en el primer grado yel des-
arrollo de primas regulares del segundo. Pero son
peéquernos reparos que no obseurecen la perfeccidn
del conjunto).

283. Creemos suficiente lo, anteriormente ex-
puesto para que el lector se haga una idea del
contenido y la estructura de los programas extran-
jeros. En la imposibilidad de trasladarlos todos
hemos seleccionado los que anteceden por las
razones siguientes: Franeia, por aleanzar en ella
la ensenanza de la Matematica su mds alto nivel
intelectualista; Ttalia, por lo reciente de su refor-
ma y la analogia con nuestro pafs, y Bélgica y
Suiza, por ser los paises clisicos de la Pedagogia,
adelanto reflejado también en los programas que
transcribimos, En Alemania, Inglaterra y Estados
Unidos existe una variedad grande de programas
y no creemos que su conocimiento anadiera gran
cosa de la utilidad que puede extracr el lector de
lo que llevamos expuesto.

2.—Estudio de los programas de obras e Institu-
ciones espafiolas mas notables.

284. Justificaciones.—El lector necesitaria co-
nocer un programa mds adaptado gue los ante-
riores al cardcter espaifiol, a la organizacion de
nuestra ensefianza y al nivel y necesidades cul-
turales de nuestro pueblo, pero no existe el pro-
grama oficial gque pudiera servir de guia y por ello
es mecesario acudir a las fuentes de informacidn
arriba indicadas,




Seria’inmecesario y aun contraproducente hacer
aqui el extracto de un libro escolar espafiol, para
presentar el programa; es preferible que el lector
revise el libro por si mismo, y haga ¢l mismo el
extracto, con lo cual se dard cuenta del método y
los procedimientos seguidos por el autor para des-
arrollar ese programa, Esto puede hacerlo con cual-
quiera de las obras escolares que, por ser de uso
mdas corriente, representan la tdnica media espa-
fiola. Nosotros excluirfamos, sin embargo, las pe-
quefias enciclopedias ¢scolares, prefiriendo la
obra del especialista, y entre ellas recomendamos
especialmente la coleccion de Palau Vera publicada
por la casa Seix y Barral, que sabembos practicada
con buen éxito en la ensefianza espafiola, dun
a despecho de excesos y faltas, sobre todo en su
Geometria,

285. FEl programa del instituto. Escuela de Ma-
drid,—Entre las instituciones docentes espafiolas
es seguramente ésta la que ha realizado sus prue-
bas con mas brillantez y reconocido éxito. Por eso
creemos conveniente la transcripeidn de su pro-
grama de estudios en lo que se refiere a nuestra
ensefianza en la parte escolar.

1.—Nota preliminar

286. La enseflanza tiende a ser intuitiva, y
graduada en tres ciclos, que pueden clasificarse
a grandes rasgos de-este modo:

1.° Conocimientos adquiridos por la observa-
cién de la numeracidn, swma, resta. unidades de
longitud y figuras geométricas:

2.9 Mecdnica de las operaciones aritméticas
con nimeros enteros. Unidades de peso y capacidad.
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Algunas propiedades de’ las figuras geometricas
en el plano.

3. Nociones de nimeros fraccionarios.—Ope-
raciones con numeros enteros y fraccionarios apli-
cados a nimeros concretos. Figuras geométricas
en el plano y en el espacio.

Se desea que los alumnos al pasar al grado se-
cundario dominen la prictica de las cuatro ope-
raciones fundamentales con nimeros enteros ¥y
conozecan perfectamente los nombres de las fi-
guras geométricas y el de sus elementos y algunas
propiedades en el aspecto métrico de la Geometria.

El empleo de varillas, recortes de cartulina, ete.,
es necesario en el comienzo de la ensefianza de las
Matematicas; asi como la costumbre de dedicar
un corto espacio de tiempo al cdleulo mental fa-
cilita el dominio de la practica en las operaciones.

Todo maestro sabe que la mentalidad media de
los grupos varia cada afiolo suficiente para no pro-
poner una serie de ejercicios; pero en el fercer
ciclo; con més o menos intensidad, se pueden intro-
dueir cuestiones de proporcionalidad y resolueion
de sencillos problemas graficos, que van adiestran-
do alos alumnos en el manejo de los instrumentos
de Dibujo geomeétrico.

2.—El Programa (1)

CLASE INFANTIL (nifios menores de ocho afios).

928%7. El material de ensefianza consiste en;
Una caja que contiene de 500 a I.000 conchas
de mar.

{1) Elaborado por el Catedratico del Instituto sefior San-
chez Pérez,
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Una caja con 500 a 1.000 piedrecitas de rio.

Una caja con semillas duras: judias, algarrobas,
guijas, habas, ete.

Mil centimetros ciibicos sueltos, de madera, ¢n
una caja crbica.

Una coleccidn: de varillas de hierro de tres
tamafios distintos, Too de cada uno.

Una coleccién de figuras recortadas de madera

Una coleccién de soldaditos de plomo.

Una coleccidn de monedas.

Treinta tableros con orificios a un centimetro
de distancia.

Dos metros graduados en centimetrost uno ri-
gido y otro plegable,

Un litro.

Un decilitro.

Programa de Avitmélica

988. Ensefiar a los nifios objetos de diferentes
tamafnos.

Hacerlos distinguir los mayores de los menores.

Formar grupos de objetos donde haya mds o
menos, mayor o menor niimero de ellos.

Objetos iguales y grupos de igual mimero de
objetos.
 Se provee a cada nifio de varias conchas, pie-
dras, semillas, varillas desiguales y figuras. Se
da a todos la orden de colocar delante de sf tres
objetos distintos; retirar el de mayor tamafio de
los tres; retirar el menor de los dos que quedaban;
buscar varios objetos iguales al que ha quedado
solo; hacer dos grupos con todos €stos; indicar en
qué agrupacién hay mds objetos y en cnal has




menos; retivar objetos del grupo mayor hasta que

queden iguales; formar un grupo con objetos dis-

tintos, pero con igual nimero de objetos. Tadas

estas operaciones han debido hacerse por corres-

pondencia entre los objetos de uno en uno.
contar de T a 10, yde 10 a5

La Profesora cuenta una vez desde uno hasta
diez; diciendo que esas palabras representan gru-
pos de objetos. Los nifios deben escribir en ¢l cua-
derno las palabras mno, dos, fres..., dicz repetir
las palabras de memoria; decir cudntas letras tie-
nen las palabras dos, tres, cuatro, cinco, seis y
siete; decir palabras que tengan una. dos, tres ..,
nueve, diez letras. Los mifios, ya soles, podran
contar de diez a uno.

Escribir los mimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10,

Contar de 10 a 20 y de 20 a 10,

Contar de dos en dos y de tres en tres desde
uno a diez v ocho, v viceversa.

Significado de cero.

Hacer observar al nino que contando ]mLm atras
lega un momento en gue se terminan los obje-
tos, v que ninguno, nada v cero son palabras de
andlogo significado. Los nifos ¢scriben en el cua-
derno la palabra cero y el signo que lo representa.

Contar de T a 100 v de 100 a I,

Contar de dos en dos, de tres en tres, de cuatro
en cuatro y de cinco en cinco.

Ejercicios de contar y descontar utilizando el
material de gue se dispone. Los nifios escribirdn
en el cuaderno las palabras veinte, treinta, cuaren-
ta ..., ciento.

Escritura de los cien primeros nimeros,

Se hard ver la correspondencia entre la repres
sentacidon y las agrupaciones de objetos, Asi,

Melodologia. 18
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por ejemiplol wn nifo que tiene dos montones de
diez objetos v cuatro objetos mas, retine veinti-
cuatro objetos: o1 dos indica los montones de diez,
v el cuatro los objetos que wo legan a diez. Ejer-
cicios en el enaderno.

¢Para qué sirve el metro?—Medir en la clase
varios objctos.—:0ué representan las divisio-
nes del metro?

S¢ entrega a4 cada nifo und metro, sin® mds
definicion que decir: esfo es un metro. Se les dice
que sirve para medir; lo que representan las dis-
tintas divisiones v numeraciones; 4 hacen ejer-
cicios de lictura en el metro; se miden longitudes
de un mimerp exacto de metros, de un mimero
exacto de deeimetros v de un nimero exacto de
centimetros, v se consignan en los cuadernos los
resultados de los ejercicios de medida.

;Para qué sirven las monedas?—Clases y nom-
bres de algunas monedas.

Presentar las monedas corrientes de plata y
bronee. Indicar la equivalencia. Entregar a los
nifios pufiados de monedas para que las cuenten y
hagan cartuchos de a 25 monedas. Al entregar,
por ejemplo, 150 perras chicas, 150 perras gran-
des 'y 150 pesstas, es diffcil que, repartidas a
punados, correspondan a 25 © 50 a cada nino,
¥, por consiguiente, habrd varios restos. La re-
union de estos restos sirve de comprobacién para
los cartuches, v se puede utilizar ademds para
iniciar la explicacion de la suma.

Sumar objetos,—Expresidn de la suma de dos
0 mas nimeros.—Sumar nimeros de una cifra.—
Sumar v nimero de'dos cifras con ofro de una.—
Sumar dos niimeros de dos cifras.—FEjcreicios de
sumar objetos, lengitudes ¥ monedas.
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Los objetos que los nifios tienen en varios gru-
pos son las unidades; los grupos son los sumandos;
la reunién de los grupos ha de dar la suma. Des-
pués de realizar cada ejercieio, se escribe en el cua-
derno la operacion. (Este paso al cuaderno se
hard siempre desde aqui en adelante.)

Célculo mental en los tres casos anteriores y
ejercicios mentales referidos a objetos, longitu-
des y monedas.

Es muy conveniente que el maestro lleve a la
clase una coleceion de ejercicios preparados que
tengan una creciente dificultad. Los ejercicios men-
tales fatigan mucho a los nifios y resulta contra-
producente dedicar a aquéllos mucho tiempo se-
guido,

Restar objetos.—Expresion de la resta de dos
nimeros: Suma del nimero que se resta y el ni-
mero que resulta.—Ejercicios con longitudes y
objetos con miimeros de una o dos cifras.

Cada nifio dispone de un nimero de objetos y
ha de separar varios de ellos; saber cudntos que-
dan es restar. Los primeros ejercicios. deben efec-
tuarse contando o descontando. Una vez hecha
la observacién de que es una operacidn inversa,
hardn los ejercicios buscando el sumando desco-
nocido.

Célculo mental y escrito,

Resultado obtenido al restar mimeros iguales.

Longitud doble, triple y cuadruple de otra.—
Duplo, triplo y cuddruplo de un mimero.—Ex-
presion del producto de un mimero por dos, por
tres y por cuatro.—Apreénder de memoria los pro-
ductos por dos, tres v cuatro de los doce primeros
numeros.—Doble, triple y cuddruple de cero.—
Ejercicios,
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Longitud mitad, tercera y cuarta parte de
otra.—Mitad, tercera y cuarta parte de un nume-
ro previamente escogido para que tenga o no mi-
tad, tercera y cuarta parte exacta.—Modo de ex-
presar el cociente.—Ejercicios con objetos y me-
didas.

Programa de Geometria

989, Observacion de objetos que den idea de
una linea recta, una linea curva y una linea
mixta.

La orientacién intuitiva del programa y la re-
daccién del mismo no hacen precisas nuevas ob-
servaciones. Los alumnos deben proveerse, a
medida que lo vayan necesitando, de un doble
decimetro, un compds, cartulina, ldpices de co-
lores v tijeras. La clase de Geometria debe darla
impresion de que los ninos hacen juegos o traba-
jos manuales geométricos, Cuando el maestro
presenta alguna figura geométrica no dard defi-
nicién alguna; basta que diga: «Esta figura se
lHama...»

Colocacién de objetos (piedras, conchas, sol-
dados) en linea recta, curva y mixta.

Trazado de estas lineas en un papel, en la pi-
zarra o en el suelo.

Rectas paralelas.—Su trazado a pulso.

Angulo de dos rectas.—Dibujar un angulo agu-
do, otro recto y otro obtuso.—Nombre que reci-
ben las dos rectas y el punto en que se cortan.

Circunferencia.—Trazado de circunferencia en
la pizarra, en el papel y en el suelo. Dibujar una
circunferencia con un radio y un diametro, po-
niendo estos nombres en el lugar correspondiente
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del dibujo.—Medir el radio y el didmetro.—Con-
secuencia de esta medida.

Tridngulos.—Dibujar un tridngulo equildtero,
otro isdsceles y otro escaleno.—Lados, dngnlos
v vértices,—Ejercicios de medida en los lados.—
Comparaciones.—Dibujar en papel o cartulina
un tridngulo; recortarlo; utilizarlo como plantilla
v dibujar dos o tres tridngulos.—Observar que
resultan iguales. ~Formacién de mosaicos y fi-
guras caprichosas compuestas de tridngulos re-
cortados.

Con este ejercicio puede el maestro observar y
fomentar el ingenio de los nifios, haciéndoles for-
mar estrellas, pajaritas, mosaicos, ete.

Cuadrado.—Niimero de lados, vértices y dngu-
los.—Particularidad que presentan los lados.—
Particularidad que presentan los dngulos.

Dibujar un mosaico de cuadrados.

Dibujar y dar colores en una cenefa cuadrada
de cuadrados. _
Combinaciones de tridngulos y cuadrados en di-

bujo libre.

PRIMER GRADO (nifios"de ocho afios)

290. E@ material de ensefianza para cada
grupo de treinta alumnos consiste:

Seis metros de cinta, de los de sastre.

Seis metros articulados, de los de carpintero.

Una coleccion de monedas.

Una balanza.

Una caja de pesas.

Un litro, an decilitro y un centilitro,

Un nivel de burbuja,
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Un cajon con arena fina lavada.
Un pequefio depdsito con agua.

Programa de Aritinética

291. Numeracién hablada hasta mil.—Ejer-
cicios de contar hacia adelante y bacia atrds de
uno en uno, de dos en dos, de tres en tres, de cuatro
en euatro y de cinco en cinco. :

Valor absoluto y relative de las cifras.—Nu-
meracion  escrita hasta mil,

Metro, litro y gramo.—Ejercicios de medidas y
peso utilizando metros, reglas graduadas, vasi-
jas calibradas y la balanza.

Miltiplos y divisores, de use muy frecuente.—
Comprobaecién experimental de la relacidn entre
los muiltiplos vy divisores con la unidad principal.—
Ejercicios enlazades de numeracidn, medida vy
peso.

Monedas.—Reconocimiento de las de bronce,
plata y alguna de oro—Ejercicios de contar y
cambiar monedas.

Valor de las letras en la numeracién romana y
aplicacién de los mimeros en la esfera de un re-
loj.

Sumar.—Sumandoes.—Suma.—S3igno.

Calculo mental.—Dos sumandes de una cifra;
un sumande de dos o tres cifras y etre de una;
dos sumandos de dos cifras; varios sumandos de
una o dos cifras.—Repeticidén de los ejercicios al-
terando el orden de los sumandos.

Caleulo escrito.—Sumar varios nimeros de dos o
tres cifras.—Reglas para sumar,—Prueba de la
suma,
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Problemas sencillos de sumas con nimeros con-
cretos, comprobdndolos con el material de pesas
y medidas.

Restar.—Minuendo.—Sustraendo. — Diferencia,
Signo.

Galculo mental: Restar dos nimeros de una ci-
fra; restar un mimero de una cifra de otro de dos
cifras; restar nimeros de dos eifras; sumas y restas
combinadas con nimeros de una cifra,

Calculo escrito: Restar numeros de dos o tres
cifras.— Reglas para restar.—Prueba de 1a resta.—
Valor del resto cuando son iguales minuendo v
sustraendo.

Problemas sencillos de restar, o de suma v res-
ta con numeros concretos utilizando las pesas y
medidas.

Multiplicar. — Multiplicando—Multiplicador.—
Producto. — Signo. — Producte de los doce pri-
MErgs numeros por 1, 2, 3,4 v 5

Problemas con numeros conc etos, qus s¢ ri-
suelven mediante los productos anteriores,

El maestro puede fomentar la rapidez en los
calculos utilizando algin estimulo; por ejemplo,
distribuyendo por sexos o por sucrte a los nifios
de la clase en dos grupos, v estableciendo la com-
petencia entre los dos bandos. Es preciso ten r
muy ‘en cuenta que el entusiasmo y el amor
propio es tan extraordinario en algunos ninos, que
su estimulo puede producir resultado contrario
al que se busca. La prudencia y la vigilancia d:l
maestro le aconsejardn o no ¢l empleo de medios
para conseguir la mayor actividad en los alpm-

Nnos,
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Programa de Geometria

292. Cada alumno debe proveerse de una regla
graduada, una escuadra y un compds. Su cuader-
no d& Geometria debe ser un album de dibujo
geométrico en el que cada figura' dibujada lleve
su denominacién. La' persona encargada de la
clase, tanto en este curso come en los siguientes,
tendra pretexto para ir ensefiando a hacer rotu-
laciones con diversos caracteres de letra.

Uso de la vegla

293. Linearecta.—Segmento reetilineo.—Medi-
da de un segmento.
Lineas quebradas: abierta, cerrada, que se cor-
te a sl misma y que no se corte a si misma,
Angulo.—Lad»s.—Vértice.
Tridngulo.—Tridngulo isdsceles.—ILados.—Vér-
tices.
- Cuadrildteros.—Lados.—Vértices,— Diagonales,

Uso de la escuadra

294. Angulo recto.—Angulo agudo.—Angulo
obtuso.

Rectas perpendiculares.—Rectas horizontales.—
Empleo del nivel —Rectas verticales.—Plomada.

Altura de un tridngulo. -Tridngulo rectdngulo,
acutdngulo v obtusingulo.
Rectas paralelas.—Distancia entre paralelas.
Paralelogramos,
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Use del compds

295. Circunferencia.—Centro.—Radio.—Did-
metro.—Cuerda.—Secante,—Tangente.—Arco.

Hexdgono regular.

Tridngulo equildtero.

Mosaico de tridngulos—DMosaico de hexdgonos.
Mosaicos compuestos de hexdgonos y tridangulos.—
Mosaicos formados con figuras geométricas dibu-
jadas o recortadas,

SEGUNDO GRADO (nifios de nueve anos)

296. E! material de enseflanza consistdl en
una coleccién completa de medidas del sistema
métrico decimal y una coleccion de sdlidos geo-
métricos de madera.

El material que se indica en cada programa es
para utilizarlo con la mayor frecuencia, incluso
comprobando experimentalmente algunos ejer-
cicios y problemas.

Programa de Avitmétiea

297. Numeracidn hablada y escrita’en el siste-
ma_decimal. -

1.° Hasta unidades de millar.—Ejercicios con
nimeros coneretos,

2.9 Hasta unidades de millén.—Ejercicios con
nimeros concretos.

3.2 Hasta unidades de millar de millon.—
Ejercicios,




Relacidn que existe entre las unidades de diversos
ordenes.

Numeracion romana.—Documentos.—Léapidas.
Inseripciones.

Resulta de gran utilidad presentar a los alum- *
nos, mediante fotografias o dibujos, algunas lé-
pidas o inscripciones que conmemoren hechos glo-
riosos de la Historia o que estdn instalados en edi-
ficios notables.

Partes iguales de un todo.—Unidades fraccio-
narias.—Su aplicacion a los niimeros concretos.—
Décima parte del metro y de la peseta.—Escri-
tura de las décimas—Centésima parte del metro
v de la peseta,—Escritura de un nimero con parte
entera, décimas v centésimas,—Milésimas—Es-
critura de-un nimero que exprese milésimas,

Metro  lineal.—Metro cuadrado.—Metro cu-
bico.

Miultiplos y divisores,

Litro.—Miiltiplos y submniltiples,

Gramo —Miiltiplos.—Submultiplos.

Ejercicios de medida y peso.

Monedas de cobre, plata v oro.—Papel moneda.

Ejercicios de cuenta v cambio,—Problemas sen-
cillos utilizando ¢l cdlculo mental.

Suma de enteros v decimales.—Problemas con
datos comprendidos entre 1.000 y 0.001.

Resta de enteros y decimales—Problemas de
idem fdem. )

Multiplicacion de enteros.—Tabla de multi-
plicar hasta 12 » 12,

Multiplicar por la unidad seguida de ceros.—
Multiplicar por una cifra significativa seguida
de ceros.—Ejercicios mentales,

Multiplicar dos nimeros de varias cifras,—
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Comprobar que el orden de factores no altera el
producto.—Prueba de la multip icacién,—Mul-
tiplicar un decimal por un entero y un entero por
un decimal.—Ejercicios mentales.— Multiplicar
un decimal por otro.

(Los factores empleados en la explicacion,
ejemplos, ejercicios y problemas, deben ser me-
nores que diez mil v no tener mas que una o dos
cifras decimales.)

Problemas concretos que se resuelven con mul-
tiplicaciones.

Divisién,—Dividendo.--Divisor.—-Cociente.—Di-
visién exacta.—Divisién inexacta.—Resto.—Divi-
siones mentales,—Divisiones en que el cociente
tiene una cifra.—Dividir un nimero de varias ci-
fras por otro que tenga una, dos o tres.—Prueba
de la divisidn.

Ejercicios y problemas concretos muy sencillos.

Programa de Geometria

298. Cuerpos geométricos.—Cubo.

La coleccidn de sélidos se utilizard tode lo po-
sible, muy especialmente en todo lo que supone
revision del curso anterior.

Uso de la regla y escuadra

209. [inea recta (revision).—Trazado de rec-
tas a pulso.—Medir un segmento a 0jo v después
con ¢l deble decimetro—Suma y resta de scg-
mentos.

Angulos (revisién).—Rectas perpendiculares,
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Dibujos ornamentales con elementos geométri-
cos rectilineos.

Traslacion paralela.—Rectas paralelas-—Para-
elas cortadas por paralelas.—Paralelogramos.—
Diagonales —Posicidén ¥ magnitud de-las diago-
nales en cada paralelogramo.

Tridngulos (revision). y

Poligonos en general.—Cuadrildteros—Trape-
cio.—Poligonos de cinco, seis, ocho v diez lados.—
Trazado de las diagonales.

Uso del compas

800. Circunferencia.—Iineas de la circunfe-
rencia.

Posiciones de un punto v una circunferencia.

Posiciones deé una recta y una circunferencia.

Posiciones de dos circunferencias.

Arco.—Medida.—Semicirculo graduado.—Su em-
pleo.—Suma y resta de arcos.—Arco mitad de
otro.—Dividir un segmento o un arco en dos partes
ignales.

Poligonos regulares.

Division de una circunferencia en seis partes
iguales. —Hcexdgono regular.—Tridngulo regular.

Division de una cireunferencia en cuatro par-
tes iguales—Cuadrado.—Octogono.

Mosaicos y redes de tridngulos con hexdgonos;
de cuadrados v octdgonos; de semicircunferencias.

Dibujo de los cuerpos geométricos siguientes:

Cubo. — Paralelepipedo.—Prisma triangular.—
Prisma hexagonal —Pirdmide triangular.—Pird-
mide hexagonal.—Troncos de éstas.—Cilindro,—
Cono,—Tronco de cono.—Esfera,
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TERCER GRADO (nifios de diez afnios)

801. El material de ensefianza consiste en:

Una coleccidn de pesas y medidas del sistema
métrico decimal.

Un vaso grande de cristal con graduacion en
centimetros cibicos.

Una balanza.

Una coleccion de sélidos geométricos, de ma-
dera.

Una pizarra esférica de un metro de didametro.

Un cilindro de madera de 20 em. de altura.

Dos tableros de corcho, tamano 25 por 35 ¢m,,
unidos por un lado con una yisagra.

Cada alumno se proveerd de una caja de com-
pases, hojas de cartulina, tijeras y goma de pe-
gar.

Programa de Avitmélica

802. Numeracion de enteros (revision rdpida
del ciclo segundo).—-Continuacién hasta trillones.—
Ejercicios.

Numeracién de decimales (revision).—Conti-
nuacién hasta millonésimas.—Alteraciones de un
deecimal al correrla coma.—Ejercicios.

Suma y resta de enteros y decimales (revi-
sion).—Ejercicios mentales.—Problemas.

Multiplicacién  de enteros. (revision).—Ejerci-
cios de cdleulo mental.—Caso general con factores
de cualquier numero de cifras.—Casos particu-
lares.—Problemas sencillos.—Multiplicacion de de=
cimales,—Problemas,
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Division de enteros (revisidn).—Ejercicios mentas
les.—Caso general de la division,—Problemas sen-
cillos.—Division de decimales; dividir un decimal
por un entero; dividir un entero por un decimal;
dividir un decimal por otro. imar un co-
ciente por decimales,

Sistema métrico decimal (revision).

Transformacidn de concretos en un mismo sis-
tema.—Problemas,

Idea de los niimeros l'racc.ionarios.—-Cunl:epto
deducido de un ejemplo de medida.—Quebrado
propio e impropio.—Reducir un nimero mixte
a quebrado.—Reducir un entero a quebrado.—
Reducir quebrados a comnin ‘denominador,

Operaciones con quebrados, haciendo aplica-
cidn a problemas con datos muy sencillos.

Conversién de fracciones ordinarias en decima-
lesienVlastcases. S o Loy S ST LN e

Problemas concretos con niimeros fraccionarios.

Problemas de regla de tres simple por reduccién
a la unidad.

Programa de Geometria

Uso de la regla y escuadra (revision rapida)

803. Figuras iguales.—Construir un segmento
igual a otro.—Construir un dngulo igual a otro.—
Operaciones con segmentos v dngulos.—Ejerci-
cios.—Construcciones.

Traslacion paralela.—Angulos formades por dos
paralelas y una secante.

Paralelogramos.—Propiedades de los 4ngulos.—
Propiedades de los lados.—Propiedades de las
diagonales.
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Cuadrado,—Rectangulo.—Rombo.—Romboide,
Estudio experimental de sus dreas.

Figuras equivalentes.—Paralelogramos eguiva-
lentes.

Tridngulos.—Relacién entre los lados.—Rela-
cion entre los dngulos. — Area del tridngulo.

Trapecios.—Trapecio rectangulo y trapecio 150s-
celes.—Area del trapecio.

Poligonos.—Sus elementos.—Nombres segtin el
atimero de lados—Determinacion del drea de un
poligono cualquiera.

Uso del compds (revision rapida)

*804. Poligonos regulares, convexos y estre-
llados.
Mode de dibujarlos.

3

Geomelria del espacio

305. Superficie plana.—Angulo diedro.—An-
gulo poliedro.—Construceion de éstos en papel o
cartulina.

Estudio elemental del cubo.

Planos perpendiculares.—Planos paralelos.

Medida de voldmenes—Comprobacion experi-
tental en cada caso.— Volumen del cubo.—Cons-
truccion del cubo en cartulina.—Relacion entre
la capacidad v el volumen,

Desarrollo y construccién eén cartulina del para-
lelepipedo: Su volumen.

Idem prisma triangular: Su volumen.

Idem prisma cualquiera: Su volumen.
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Idem pirdmide triangular: Su volumen.
Idem pirdmide cualquiera: Su volumen,
Ldem troncos de piramide.

Idem policdros regulares convexos.

Idem cilindro y cono.

Esfera.—Lineas de la esfera.—Propiedades de
algunas de ellas.—Longitud y latitud geogrificas.

Problemas y ejercicios diversos.

306. Opinibn.—Nuecstra eritica no afecta en
nada al valor de este programa dado su fin esen-
cial: preparar para la ensefianza secundaria. For-
ma parte de un todo y no debe ser juzgado aisla-
damente, y que cumple la funcidn para que fué
elaborado lo demuestran los brillantes resultados
aleanzados en Matemdticas por los alumnos que
terminaron sus estudios en este Centro.

Ahora, para una escuela primaria cuyos estu-
dios forman un ciclo completo nos parécerfa ¢de-
ficiente en extremo. Nétese que se llega a los ocho
afos sin nocidn de las multiplicaciones mas sen-
cillas, a los nueve sin saber multiplicar méds que
por seis, y a los diez sin conocer el volumen del
cubo, aun cuando se hayan estudiado ya las uni-
dades correspondientes ¥ que no se habla para
nada de longitud de la circunferencia, drea del
circulo ni volumen de los cuerpos redondos. En
cambio sobrarian detalles como los de la linea
que se corta a si misma, las paralelas cortadas
por una secante, las cortadas por paralelas, ete.
Encontramos un acierto en clasificar la Geome-
tria por el instrumento que sec maneja la regla-
la escuadra, el compas y la introduccidn de la tras-
lacién paralela. Repitiendo empero que se trata &
de nuestro punto de wvista puramente escolar
en el cual hemos dicho que es esencial la relacion
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con el trabajo manual, que aqui falta, y donde
s precise transmitir una serie de conocimientos
¢ inculcar una serie de hdbitos mentales que
en unas clases preparatorias como éstas pueden
tener mas adecuado lugar en la ensefanza del
Instituto.

5. — Formacién de un programa propio

807. No nos atreveriamos a dar por nuestra
cuenta ni aun un Programa- pHrevio para ser en-
sayado, que pudiera desnaturalizar la iniciativa
del lector. El programa, dentro de las lineas ge-
nerales aqui determinadas, es algo relativo a las
circunstancias de organizacidén general, ambiente,
disposicién e intereses de los alummnos, etc., mds
atin en las condiciones de renovacién cultural
en que se encuentra Espana. El lector debe in-
tentarlo por propia cuenta, lo cual constituird
un excelente y provechoso ejercicio.

# S{ hemos de recomendar que el contenido se
distribuya con arreglo al plan expuesto en el capi-
tulo VI-1 y 2, prefiriendo que se adopte un grado
de parvulos y seis de ensefanza primaria. El pro-
grama deberd ser dividido en lecciones que com-
prendan el trabajo pesible de cada dia, interca-
lando las que se refieren a las diferentes partes
de la Matemética que hemos indicado deben lle-
varse de frente durante el curso, y en la parte
de caleulo, ejercicios v problemas, deben cuidarse
los temas y la clase de nimeros y operaciones que
utilizan. Indicaremos también la conveniencia de
Metlodologia., 20
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consignar periodos mensuales, trimestrales y anua
les de repaso de lo estudiado anteriormente,
Véase ademas (cap. IX-2) lo que indicamos acer-
ca de las clases de leceion.




CAPITULO IX

DESARROLLO DEL PROGRAMA

1.—Los <tests> como elemento de valoracidn

308. Su aplicacion en la Ensefianza de la Mate-
mitiea.—Los fests, o pruebas mentales, tan utili-
zados hoy, sobre todo en Norteamérica, son estu-
diados en cuanto a su concepto, fines, caracte-
res v valor prictico por la Pedagogia general.
Aqui hemos de poner de manifiesto los caracteres
siguientes que principalmente nos interesan:

a) En los fests de cardcter general, destinados
4 determinar la edad psicoldgica del educando,
hay una gran parte de cardcter matemdtico de-
bida a la gran influencia que las aptitudes y cul-
tivo de este género tienen para el desenvolvimiento
general, y a la facilidad con que, en este terreno,
pueden practicarse las pruebas mentales; por ello
haremos algunas indicaciones que creemos ttiles.

#)  En los fests puramente pedagdgicos destina-
dos a determinar los frutos obtenidos por/la en-
seflanza existe gran variedad, habiendo alcanza
do mayor precision los propios de la Matemédtica
que los referentes a otras ramas de la ensefianza,
y su cenocimiento es esencial cnando el alum-
no ingresa en la Escuela para clasificarlo en el
grado correspondiente; ulteriormente, para deter-
minar ¢l avance realizado en la ensefianza y a
fin de poder pasar a les alumnos a los grados
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sucesives ung vez aleanzado el dominio de los co-
nocimientos, destrezas y habitos mentales que cons-
tituyven cada grado de la ensefianza, condicidn
ésta esencial en nuestros estudios.

¢). Se ha llegado en nuestro terréno a formulat
tests de diggnodstico, esto que permiten deter=
minar la aptitud matemdtica de los alumnos con
independencia relativa de su grado de instruccidn,

d) Los autores norteamericanos principalmente
han establecido fesfs analiticos, gue permiten
determinar las diferentes fases ¢n que se descom-
pone un proceso matemdtico y su dificultad re-
lativa, cuestion de la’ mas alta importancia para
la formacion adecuada, sin faltas, que serian per-
niciosas, ni excesos que serian lamentables, del
indispensable automatismo del calculo.

De todo ello dames a continuacion informacion
amplia, pero no completa, en parté por su exce-
siva extension, y principalmente porque no puede
darse nada como definitivo, en atencion a que
las pruebas mentales han de adaptarse a la idio-
sincrasia de cada pueblo y al estado de su ense-
fianza, labor a realizar, altamente recomendable
para los laboratorios de muestras Escuelas Nor-
males.

309. Los «testsy de Terman.—Entre las pruebas
mentales de cardcter general creemos deber cir-
cunscribirnos a las del autor indicado, que selec-
ciona y engloba la mayer parte de las propuestas
hasta ahora por los autores mds distinguidos, in-~
cluso Alfredo Binet, su iniciador. Existe un estu-
dio de dichos fesfs v un ensayo de adaptacidn a
los mifios espafioles recomendado en nuestra Bi- =
bliografia. De las diferentes pruebas indicaremos
con algun comentario Unicamente las directamen-
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te relacionadas con nuestro estudio, ya que in-
diréctamente lo estdn casi todas, incluso la de
describir um grabado (observacién) y la de defs-
ndr comceptos, cualidad tan esencial para el cul-
tivo racional de la Matematica.

PARA 3 ANOS

Senalar la narviz—(Relacion espacial enlazada
con el sentide muscular),
Repetir tres cifras.

PARA 4 ANOS

Comparar dos lineas—(Nocién de mayor ¥
menor). :

Distincion de formas.—(Indudablemente del mas
alto valor para nosotros).

Contar cuatro monedas—(En su sencillez es
mds de conocimiento que de aptitud).

Dibujar wn cuadrado—(Es esencial la conser-
vacién aproximada delos angulos, dicen las ins-
trucciones, ;Y por qué no la de los lados?)

Repetir tres cifras.

PARA 5 AROS

Comparacion de pesos—3 g. y 15 g (Mayor y
menor).

Jutego de paciencia: Una tarjeta entera y otra di-
vidida en dos trozos por la diagonal. Con éstos re-
construir aguélla—(En su sencillez e5 admirable
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para discernirla capacidad de sintesis de formas).

Distinguir la mano derecha de la isquierda.
(Relacidn espacial interesante y ne simple nomi-
nalismo como pudiera parecer).

PARA 6 ANOS

Contar 13 monedas.—~(Depende puramente de
la instruccion).

Nombrar cuatro monedas.—(Las propuestas son
de 5 cts., 25 cts,, 50 cts. y 2 ptas,; opinamos que
por su rareza la tercera, y por su semejanza con
la peseta la segunda no estin adecuadamente ele-
gidas).

PARA 7 AN@

7]

¢Cudnlos dedos tenemos en cada mano?—I(A pesar
de la distincién que supone ¢l cada, opinamos que
es demasiado sencillo para esta edad, sebre todo
porque al hablar ordinariamente del nimero de
dedos de la mano suele referirse a una sola, con
lo cual queda invalidada la dificultad.

Repetir cinco cifras. — (Haremos notar que el
uso de las cifras para medir la memoria, o mejor
la retentiva, ¢n estos casos, se funda en (ue no sue-
le acompanarlas el tono afectivo que a las palabras
corrientes; por ejemplo: mamd, casa, ete. Sin em-
bargo, algunas cifras como 1 v 5 pueden determi-
nar asoelaciones visnales: el dedo, la mano abier-
ta, que faciliten su retencion sobre las demds).

Coptar un rombo—(Los dngulos, valor aprecia-
do, presentan gran dificultad sebre todo si no se
coloca el rombo con un eje vertical)
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Repetir. tres cifras en  orden dnverso.—(Una
buena aptitud para esta prucba facilitaria la de
contar en sentide inverso, conveniente para la
resta, y predispondria a commdar los datos en
la suma y la multiplicacidn, simplificando grande-
mente el aprendizaje de las tablas respectivas).

PARA 8§ ANOS

Indicar cémo se procederia para hallar una pelo-
la perdida en un campo de forma circular con una
sola entrada—(Prueba de gran valor psicoldgico
de sintesis espacial, va que se ha de determinar la
direccién y el sentido de lineas que han de cu-
brir una superficie con la menor longitud posi-
ble y el minimo cambio de direccion. Por ello la
espiral creemos que es la mejor de las solucio-
nes).

Contar de 20 a I.

Nombrar 6 monedas.—(Las de 6 afios mas
la peseta y el duro).

Decir la fecha del dia—(Importante por su ca-
récter numérico serial y por la nocién de tiempo
que implica).

PARA ( ANOS

Comparar cinco pesos de 3, 6, 9, 12 v 15 £—(No
solo tiene importancia por la barestesia que supo-
ne, sino porque conduee a la formacidn de mma se-
rie de desigualdades).

Si compro 4 pis. de caramelos v le doy 10 al. co-
merciante, iewdnio me ha de devolver? — (A nues-
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tro juicio, es lamentable este problema para los
nifios espafioles, porque no circula moneda de
10 pts. Si el nifio piensa, puede decir que basta
entregar 5 pts.).

Si compro 12 pis. de bombones v le doy 15 pis. al
vendedor, :cudnto me dwohrt’?’d?—-—(Paia la gene-
ralidad de nuestros nifios son demasiadas pese-
tas y ¢l asombro del nifio perturba la buena
marcha de la prueba).

St compro 4 pts. de mercancia v le doy 25 pts. al
vendedor, icuduto me ha de devolver?—(La pala-
bra abstracta mercancia sospechamos que intro-
ducird en el pensamiento del nifio una laguna
que no debiera existir); tiempo para cada uno,
10-15°.

Repetir cuatro cifras en orden inverso.

Hallar ¢l valor de 6 sellos de correos, 3 de 5 cls. y
3 de 10 cls. que se presentan al wifio en un cartdn.—
Tiempo 15° (Excelente prueba de suma compues-
ta, o de multiplicacién y suma, cuyo soporte con-
creto permite que se resuelva con la menor can-
tidad posible de interpretacién del lengunaje v
entrenamiento para el cédlculo).

PARA IO ANOS

Reproducir dibujos de memoria.—(Gran impoi-
tancia para la Geom tria por lo que supone la
capacidad de observar y memoria de formas.
Bien 'elegidos los dibujos por su regularidad).

Repelir seis cifras.

Rompecabezas—Puzzle (Demostrativo de la ca-
pacidad de sfitesis de forma. Valioso).
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PARA Iz ANOS

Repetiv 5 cifras en orden tnverso.

PARA T4 ANOS

Prueba de induccion.—Doblar un papel y hacer
wna ventana ew el doblez. Observar que aparece una
sola ventana al desdoblar. Redoblar el papel, ve-
petir la operacion, salen dos ventanas. Generalizar.
(Valor de induccién como su nombre indica,
aun cuando parece excesivamente sencilla).

Un hombre gana 20 pts. semanales y gasta 14 pe-
setas también cada semana; icudnlo tiempo tarda
en ahorrar 300 pits.?

Dos ldpices valen 50 cfs.; :cudmntos lapices pueden
comprarse con 5 pis.?

A 60 pis. la docena, :cudnlo valew 50 lapiceros?
(Creemos excesivo el precio, sobre todo después
del problema anterior. Si se tomasen 60 cts. re-
sultaria. andlogamente, demasiado pequefio).

Tnvertiv las manecillas de uw reloj.—Imaginada
una hora por la posicidn de las sactas se imaging
que se coloca el minulero en la posicion del horario,
v viceversa. Averiguar la hova que marca. (Exce-
lente ejercicio de imaginacidn espacial utilizando
angulos v relaciones temporales).

Repetir siete cifras.

ADULTOS MEDIOS

Las cajas cevvadas—Una caja, que se presenta,
tiene dentro dos cajilas v cada wna de éstas ticne
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una; ccudntas cajas hay en total? Medio minuto,

El mismo problema st cada cajita contiene dos.—
EL mismo, conteniendo la caja 3 cajitas vy cada una
de éstas, tres. El miismo problema siendo 4 las o~
tas v 4 las que contiene cada una.

Repetir seis cifras en orden inverso.

Las claves—Nodtese la disposicién de las rectas,
paralelas cortadas rectangularmente por parale-

Al D |a T B 5 e
o e A Koy et
- F I LoD s

las en los dos primeros casos, y los dngulos én los
iltimos. Véase también el orden en que aparecen
agrupadas las letras por orden alfabético, verti-
cal en las dos primeras, y sentido contrario al
giro de las agujas del reloj, en las segundas. Note-
se también la extensién que facilita la simple agre-
gacion de un punto. Para representar una letra




— 3ib —

se dibujan las lineas gue la comprenden: asf PAZ

se eseribe Io I é

Fué usada en la Guerra de Secesion de los Es-
tados Unidos. (Aun cuando estas pruebas menta-
les y las siguientes excedan al campo de aceidn
de la Escuela primaria, pueden tener cabida en
la Normal, aplicadas a sus propios alumnos para
que se percaten del valor de los fests. Ademas la
anterior prueba es interesantisima como caso
concreto de aplicacién del simbolismo, tan utili-
zado en Matemdticas).

ADULTOS SUPERIORES

Prueba del papel cortado.—Ddblese un cuadrado
por un eje de simetria. Déblese andlogamente la [i-
gura resultante. Hdgase una véntana en el borde
que presenta un doblez wnico. La prucba consiste
en dibujar la figura que rvesultara al desdoblar com-
pletamente €l papel.

(Excelente prueba en que interviene el conoci;
miento de formas geométricas combinado in-
geniosamente con la imaginacion espacial. Va-
rinndo el eje de simetria que se tome como, pun-
to de partida se duplica la prueba),

Repetir ocho cifras.

Repetir siele cifras en orden inverso.

Una mwjer envia a su hija al vio con un cubo de
3 Ly otro de 5 L. para que fratge exqclamente 7 L
de agua. Qué ha de hacer?

El mismo problema, siendo s l. v 7 1. la capaci-
dad de los cubos v 8 1. la cantidad pedida.
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El mismo problema siendo 4 1., 9 I. vy 7 L las
cantidades respectivas.

(Problemas muy ingeniosos y llenos de interés,
exigiendo escasisimos conocimientos, y determi-
nando la aptitud para encontrar un ndmero por
el menor juego posible de sumas y restas).

310. Los «tests) pedagogicos.--Empezaremos por
clasificarlos segiin que midan el estado del alum-
no en el mecanismo del célculo exclusivamente,
0 segiin que, determinen la capacidad para la
resolucién de problemas, por medio de un razona-
miento correcto, limitdndonos a exponer una
muestra de las principales formas en que se reali-
zan estas pruebas.

@) Los stestsy de Curtis.—Miden el adelanto del
alumno en el edleulo por el mimero de ejercicios,
de igual dificultad que ejecuta en un tiempo
determinado. Las tablas adjuntas son las utili-
zadas, pudiéndose notar que se refieren 1inicamente
a nimeros enteros y a multiplicaciones v divisio-
nes breves. Ademis de las instruccionés conteni-
das en las mismas hojas, recomienda Curtis las
siguientes: El dia anterior debe explicarse el al-
cance de la prueba, queé se ha deé presentar én cnan-
to sea posible como un ejercicio normal, evitando
el nerviosismo 'y procurando una plicentera es-
pontaneidad. Sacando una ' hbja del montén''de
ellas, el maestro dice a los nifios que van a hacer
una especie de juego que les gustard. En ‘muchas
otras escuelas se ha hecho''y espera que lo hagan
lo mejor posible para que la suya quede bien.
Se: recomienda dejar libres 1os pupitres 'y tener
dispuestos los ldpices, y queal récibir cada hoja
s ponga boea abajo la pagina escrita,

Se hace la distribucidn ordenada. Cada alumno
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lee en su hoja las instrucciones y el maestro las
aclara hasta que las comprenden todos, y las
vuelven boca abajo mna vez leidas. Cuando el
maestro pregunta: ¢Listos? Los ninos levantan la
mano en que llevan el lapiz, y cuando dice wahioray,
vuelven las hojas y empiezan su trabajo, hasta que,
agotado el tiempo concedido, dice el maestro:
Buasta, levantad el lipiz. Si la puntuacion han de
hacerla los mismos nifios, dice a continuacioén.
Cambiad los papeles, accién que ejecutan en la
forma que acostumbren. Todo ello tiene por ob-
jeto asegurar la simultaneidad en el trabajo
dentro del tiempo fijado.

Conviene anotar la marca de cada alumno—
wimeros de ejercicios biew vesuellos; y también la
marca de la clase, bien por la media = swma de
las marcas: wimero de alummnos; o bien por la me-
diana — marea del alwmno que ocupa €l término
medio de la clase, ordenada por marcas.

Las hojas deberfan llevar las instrucciones al
dorso, asi como los datos personales, fecha, ete.
Pero el inconveniente principal de tales pruebas
lo encontramos, aparte de su propia limitacidn,
en que sélo sirven para ninos del segundo grado
en adelante, perdiéndose la fina gradacion que ca-
racteriza los automatismos del cdlculo. A pesar
de ello se han consumido mds de seis millones
de fests en solo seis afios.




TESTS DE CURTIS

NI, 1,—ADICION

Operaciones hechas:... Operaciones exactas:...

Tienes ocho minutos para hacer tantas sumas
de éstas como puedas. Escribe el resultado debajo
de cada ejemplo. No es preciso hacerlos todos.
Se tendrd en cuenta la rapidez y la exactitud,
pero vale mds hacer bien las sumas que hacer
muchas.




gz7 297 136, 486 384 176 297 837 537 664 634 572
379 925 340 765 477 783 445 8§82 695 278 168 253
756 473 988 524 881 bay 682 950 471 345 FLT 948
837 aB83 386 140 266 200 504 6o3 Q13 021 142 529
924 315 353 812 670 366 481 118 568 87 440 936
110 661 004 4606 241 851 798 781 032 645 453 223
854 794 547 355 996 535 849 7560 550 , 433 924 358
965 177 192 834 850 323 157 222 106 164 Hb50 b75
344 24 438 507 (@33, 220 053  §R5k 29SS 440 | 4e CTaz
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=
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226 351 428 862 677 22 186 275 432 634 547 588 |
880 788 975 159 464 874 474 521 875 327 197 236
663 705 450 383 234 682 927 454 571 327 685 719
318 174 194 45¢ ‘738 309/ 516 939" ofy 394 673 524
779 426 666 934 838 G04 023 582 780 07 456 969
123 649 742 433 293 353 553 506 :895. 169 393 761
338 755 295 599 423 419 215 936 250 491 525 113
996 140 189 172 955 <736 669 472 833 885 240 140
303 246 281 152 519 384 409 204 318 403 152 122




TESTS DE CURTIS

NUM.« 2. —SUSTRACCION

Dperaciones héchas:... Resultados exactos:...

Tienes cuatro minutos para hacer tantas res-
tas como puedas. Eseribe los resultados debajo
de los ejemplos. No es preciso resolverlos todos,
Se tiene en cuenta la rapidez yla exactitud, pero
vale mds hacer bien las restas que hacer muchas




0409 Gogy T198 1377 1446 3083 107795401

S —5938 —5019 —343 —70r1 —741 4917 _—77197029
3
5 75088824 91500053 87930983 160620971
S 57496894 _—19901563 —72207316 —80361837
51274387 117359208 27222970 115304741
—25842708 —36955523 — 17504943 —40195261
|
87208125 92057352 113380036 64547329 @
29346861 _—42689037 —42556840 —48813139 —
= = O T~ )
121961723 100514632 125778972 292971900
—00492720 —81268615 _—30394060 —62207032
121061523 109514632 125778972 202071900
—00492726 —81268615 _—30394060 —62207032
1 104339409

—74835938




EBSTS DE-CURTIS

NUM. 3.—MULTIPLICACION

Operaciones hechas:... Resultados exaclos:...

Tienes seis minutos para hacer el mayor niimero
posible de estas multiplicaciones. Escribe el pro-
ducto debajo de cada cjemplo. No es preciso re-
solverlos todos. Se tendra en cuenta la rapidez
v la exactitud, pero vale mas hacer bien las mul-
tiplicacioncs que hacer muchas.

4952 . 3876 9245 7368 2594 6495
X X 9 X 6 X 4 X5 X 3

9 2648 9537 4268
IR e R

7593 6428 8563 2947 5368 4792
X640 X358 X207 X63 X95 X84

3586 9742 8736 5942 6837
X 36 X500, X502 %39 X680 |
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TESTS DE CURTIS

NUM. 4.—DIVISION

Operaciones hechas:... Resultados exactos:...

Tienes ocho minutos para hacer tantas divisio-
nes de estas como puedas. Escribe el resultado
debajo de los ejemplos. No es preciso resolverlos
todos. Se tendra en cuenta la rapidez y la exacti-
tud, pero vale mas hacer las divisiones bien que
hacer muchas.

637513 684216 53761 4 0884 | 7
7845|3 9960l 8 6775 | 25 85352 | 94

aggo 37 80066 | 86 58765| 73 314090 | 49
43520 68 9750125 39508 68 . 28420] 49
52 33653 ' 73 23548 28 48708 54

2I112

b) Los festsy de Woody—Formados por series
de ejercicios de dificultad creciente miden el
adelanto por el mayor mimero de cada serie que
es resuelto correctamente en diez minutos. Su
téenica es andloga a la de Curtis, su extension
es completa para el cdlculo, pues comprenden las
operaciones con enteros, fraccionarios, decimales
y concretos, y su inconveniente principal estriba
en no presentar mas que un ejemplo de cada una
de las dificultades que el cdlculo presenta. con
lo cual el acierto o error en la solucidn tiene mucho
de azar. Por este motive, y porque la parte re-

L
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ferente a los numeros concretos no tiene en ge-
neral utilidad para nuestras escuelas, por estar
expresados en unidades inglesas, nos limitamos
a dar las adjuntas tablas (que son a su vez un ex-
tracto de otras del mismo eseritor) en que los ni-
meros entre paréntesis indican el orden en que han
de hacerse las operaciones, siempre sobre la misma
hoja que se entrega, para evitar las molestias vy
los errores en las copias y la mala colocacidén o
falta de claridad en las cifras, Unas tablas espa-
fiolas construidas sobre este modelo y con tres
ejercicios de cada clase nos parecen deseables,
siendo de notar que para obtener sus Escalas
Woody experimentd sobre 20,000 nifios, reputando
problema mas facil el que era resuelto por mayor
numero de ellos.

TESTS DE WOODY

ESCALA DE LA MULTIPLICACION

(1) (3) (4) (5) (8) (9)

IXT= 2X3= 4X8= 23 50 254
X3 X3 X6
(11) (r2) (13) (16) (20)
1036 5006 8754 24 287
X8 L2 X3 X234 Xo,5
(24) (26) (27) (27) (33)
16, 9752 6,25 HaiXz= =z2lYix3i=
X2%s X59  X3.2
(35) (37) (38
987 *fs 2 e X4 e X1 a= 0,963 'y

X 25 X 0,84
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TESTS DE WOODY

ESCALA DE LA DIVISION

(1) (2) (7) (8) (1) {14)
6:3,27:9 4:2= 10|9 13, 2 5856 8
(15) (x7) (xg) (23)
Uyde 128 = 5O — 248 — 469 | 23
(27) (28) (30) (34)
7ls de 624 — 0,0036 | 0,003 ¥y : 5 = 62,50 : 1'i=

(36)

6g1bs. 9 '9g

c) Examen pedagogico, segun Binel—Adaptado
para determinar el adelanto escolar de los nifios
franceses, suele ir englobado. con los de lectura
y ortograffa, y aunque realmente incompleto,
puede servir de orientacién para realizar analogo
trabajo en nuestras escuelas. Las pruebas que es
preciso vencer en cada edad, son las siguientes:

DE 6-7 ANos,—Restar de un mibmero de dos cifras
inferior a 20 un nimero de una sola cifra. Se dan
tres problemas de. los que es preciso resolver dos,
todos ellos concretos.

De 7-8 ARos—Swustraccion escrita de dos niime-
yos inferiores a Too.—Andloga observacion.

DE 8-9 aNos.—Idem de niimeros menores que
mil. Ejemplo: Una caja de naranjas conticne
604 naranjas, se venden 62. ;Cudntas quedan?

Di g-10 ANOs.—Tres problemas de dividir por
un-digito. Ejemplo: un tndividuo compra ocho li-




bros que le cuestan 84 pesetas. ¢ Cuanto cuesta cada
libro?

De 10-11 ANOS.—Tres problemas combinando las
operaciones inversas [undamentales. Ejemplo: Si
e minero gana al mes 228 plas. y economiza 75 pis.,
icudnto gasta al dfa?

Obsérvese que solo se ha tratado de operaciones
inversas cuyo conocimiento supone el de las di-
rectas. Los dos iiltimos problemas exigen el em-
pleo de los decimales y parecen de muy desigual
dificultad.

311. Examen de la aptitud para la Matemitica.
El norteamericano Rogers ha tratado de resolver
este problema adoptando para ello pruebas que
exijan aptitudes de indole matemadtica sin nece-
sitar para llevarlas a cabo de conocimientos pre-
vios que las hagan ineficaces de noexistir, o que
las simulasen euando existen: Estas pruebas se
agrupan de la manera siguiente:

1. Caleulo algébrico—Dos péginas de ¢jem-
plos referentes a la evaluacién de expresiones
algébricas, suma de términos semejantes, solu-
¢ién de ecuaciones sencillas, de algunas con coe-
ficientes fraccionarios y de dos ecuaciones con dos
incognitas, todo ello en 10 m.

Observacidn.—La complejidad de esta serie y
los conocimientos’ que presupone creemos que se
apartan del propdsito del autor y queda muy al
margen de las pruebas siguientes que creemos
plenamente adecuadas.

2. Tuterpolacidn.—Ocupa esta prueba dos pa-
ginas, de las cuales una se reproduce a continua-
cién. Con ayuda del maestro se resuelven la-
5 primeras series hallando el nimero que es pres
ciso afiadir a cada término para obtener el siguien-
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te. Todo ello en 5 m. y los alumnos, en 13 m., de-

ben ocupar los huecos con los nimeros correspot=
dientes en las series restantes,

TESTS DE ROGERS

INTERPOLACION

A 8 15 22 36 43 50 R EE
B. 3 A o G - 23 27 31 . 39 43
G4 tor 16 22 34 40 46 . 58 64

)y 67 1ot T4 22 %6 30 - ¢ 30 42 3b
B =20 3l St o B e . 97 108 119
53

B e o 29 i, 65 77 POl o h i 5 e 1 £ 1
G B a7 s2h 44 53 . 7r 8o B8g g8
5 s it T S S e 64 . 8o
T T HEE s R ST S i
Jiir L6 Rl rerted O il A Srinir e v 2
K 31 : 7 e T : : Lo
L 4 31 58 . 94
M7 27 . 47 :
N ‘o B Bt . ; . IDj -
G) e 13 20 45
P 16 44 72

116
135

.
=)
[ o lpeet |
W

3. Geometria,—S= dan cinco hzchos geometricos
que han de servir de datos para resolver las di-
ferentes cuestiones. Los hechos g ométricos, acom-
pafiados de las correspondientes figuias son los
siguientes:

1.9 U dngulo recto. tiewe g0 grados.

2.° Todos los dngulos de wun tridngulo valen

180, grados.
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3.° St dos tridnguwlos tienen dos-lados respectiva-
mente iguales e tgual el dngulo comprendido, son
iguales,

o

4.° Un tridngulo isosceles tiene dos lados igua-
les, v los dngulos opuestos también iguales.

5.° En un cuadrado los lados son iguales, y
los dangulos, recitos.

Las propiedades que es preciso demostrar son
del tipo siguiente:

Un tridngulo dado es isdsceles, v el dngulo B de
la base mide 60%; ieudnto vale el otro dngulo C de
la  base?

. Dado un dngulo recto dividido en dos parfes m
Y1 por una recta, el dngulo m wale 30°, roudnto
vale n?

Dado un triangulo rectangulo en A, B vale 30°,
ceudnto vale C?

Todas las notas se dan construidas yel exami-
nador resuelve una de ellas por escrito, razonan-
do con relacion a los dafos del problema y a los
hechos que sirven de base,

4. Superposicion.—E] material para la prueba
consta de dos pdginas, como la reproducida en la
fig. 50. El maestro dibuja en la pizarra la posicidn
de los rombos indicada sobre la linea gruesa, en
gran tamano, 1o pulgadas de lado, y dispone de
tres rombos en eartulina como los que aparecen
en las tres primeras series de la‘figura; tratando
una tras otras las posiciones, explica que es pre-
ciso colocar la figura que lleva el circulo sobre
sus iguales colocadas en la linea gruesa de modo
que sobre ésta coincida el borde en megro del
rombo movible. Se trata de dibujar el cfrculo
que distingue a éste en el vértice que le correspon-
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da. Se emplean cinco minutos para la explica-
cién y dos minutos para la prueba.

5. Relaciones.—Se trata de determinar el
cuarto elemento de una especie de proporcion,

Fig. 55,

de tal modo que el nuevo elemento esté con e
tercero en la misma relacidn que el segundo estd
con el primero. El maestro resuelve las tres pri-
meras proporciones. Estas son:
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Color-rojo, nombre—X. /\ = Juan, porque el
rojo es un color ¥y Juan es un nombn

Hoja-libro, mango — X. X cuchillo, porque
la hoja es parte dé un libro v el mango es par-
te de un cuchillo,

Fuego-quema, soldados — X, X = fucfnm

Entre las restantes pwpmc‘mms figuran las
siguientes:

Ojo-ve oido,
Lunes-Martes Abril.
Hago-hwe veo,
Pdjaro-canta perro.
Hora-minuto  minuto.
Paja-sombrero  cuero.
Nube-lluvia Sol.

Tio-tie  hermano.
Poco-menos  mucho.

10. Casa-cuarto libro.

11. Cielo-azul hierba.

12, Nadar-agua  volar.

13. Gato-piel ave. :
14,  Comprar-vender venir.
15. Ostra-concha pldtano.

16,  Pasado-presente  presente.
17. Norte<Sur lejos.

18, Profundo- i'HH{' alto,

ro. Alto-bajo  arriba.

20. Londres-Tnglaterra Paris.

0 N OB W W

6. Completar frases—Consiste esta prueba en
llenar los huecos de frases incompletas que por
perder casi todo su valor al ser traducidas no
transeribimos.

312. «Testsy analificos—Tienen por objeto de-
terminar cuales son las destrezas, conocimientos o
habitos mentales que faltan al alumno o que
éste no domina por completo, Pueden ser de ca-
racter gemeral o particulares. Entre los primeros
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encontramos Curtis Standard Practice fests que
comprenden en 48 pdginas todos los automatis-
mos del calculo con el niimero de ejercicios que el
autor cree suficientes para su dominio. Asi, en la
adicién una pagina estd dedicada a simples sumas
de unidades con ceros intercalados; la segunda
contiene decenas, la tercera estd dedicada al ad-
quirir la costumbre de dlevar, etc.; tres paginas
estan dedicadas especialmente a fests resumiendo
la labor de las anteriores. El alumno no eseribe
directamente en la pagina sino que coloca sebre
ella un papel transparente y escribe en €l bajo la
columna de ntimeros del fest.- Al dorso se hallan
las soluciones, para que el alumno pueda corre-
girse. Se empieza por proponer al alumno la re-
solncidn de las pdginas fests y los errores que en
ella cometa indican al maestro a cudl de las pa-
ginas anteriores ha de recurrir para nuevo ana-
lisis v préactica. No comprenden mis que las ope-
raciones con niimeros enteros. Los fests particula-
res destinados al andlisis de una cuestién determi-
nada, se reducen a ejercicios en que se trate esta
ciiestion con todas las variantes posibles, agru-
pando sistematicamente los resultados obtenidos.
Puede servir de tipo el estudio del aprendizaje de
la tabla de multiplicar hecho por Cleene.
Dando, por ejemplo, a un mismo grupo de alum-
nos gran ntimero de productos que verificar, se
forma una tabla con los diferentes productos en-
sayados y el nimero de errores cometidos, re-
ducido a %, si el total de ¢jercicios no era el mismo
para cada dos factores Asf puede comprobarse
¢l menor error en los productos gque son cuadrados
(5 % 5), el aumento en los correspondientes a la
segunda parte de la tabla, ¢ incluso la diferencia
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entre productos de factores iguales, segiin el orden
en que se tomen; lo cual indica que se trata de
automatismos diferentes,

2.— La leccién. Sus clases y normas para su
desarrollo

313. (lasificacion—La materia y la forma
de una leccién varfan considerablemente segin
la clase de nifies a quien se dirija v la finalidad
que con ella sz proponga el maestro. Distinguire mos
dos clases de leccion, segiin que’ consideremos la
ensefianza de la Matemdtica en su periodo pre-
paratorio- w ocasional, o bien en el sistemdtico.
El grado intermedio tendrd como es natural un
caracter mixto.

Por la finalidad propuesta las lecciones pueden
ser: de elaboracidn, que tienen por objeto adquirir
algun conocimiento nuevo; de repaso, que se pro-
ponen aplicar inmediatamente lo aprendido o
reiterar su expresion; y de recapitulacion o gene-
ralizacion, cuando sz trata de efectuar una sin-
tesis de conocimientos ya elaborados.

Algunos autores consideran ademéas las leccio-
nes de aplicacidn, que nosotros incluimos en los
problemas, vlas de ejercitacion que tienen su lugar
en los ejercieios.

Caracteres de la leceivn.—Doben ser los propios
de toda la ensenanza (véass, cap. V1), entre los
cuales hemos de hacer resaltar ¢l dnterés d 1 tema
que algunos autores laman la motivacion, y tiene
por objeto despertar la atencidn del alumno.
Los herbartianos indican que basta la rnuneiacidn
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del fin ‘de la leccién que por si mismo ha de des-
pertar tal interés. No creemos que baste. Tal se-
ria el interés inmediato, pero en Matemdticas es
preciso recurrir al interés mediato y para ello
hemos dado la lista de los estimulos de Parker y
de Thorndike (cap. V, nota).

La amenidad del lenguaje, la inclusién de anée-
dotas, la relacidn con la vida corriente, la apela-
ci6n a la actividad del alumno, yen los primeros
grados el juego, la dramatizacion, ete., son cua-
lidades que debe reunir toda leccion.

La de Matemética especialmente, requiere por
parte del alumno la concentracion de la atencion
y ausencia de fatiga. Por ello la leccion debera
darse en el centro de la sesién de la manana ¥
no exceder de quince a veinte minutos en el gra-
do preparatorio ni de treinta a cuarenta y cinco
en el sistemético; teniendo ‘en cuenta para los mi-
nimos y méximos el método que se emplee.

814. Las fases didacticas.—En el grado pre-
pavatorio no caben sino lecciones de elaboracidn
reducidas a los juegos, seguidas de ejercicios y
problemas sobre los mismos, distinguiéndose sola-
mente ‘dos fases: T.% Sugerir la actividad. 2.* Ejer-
citarla.

La sugestion debe ser breve, concreta y clara,
A veces bastard con unas preguntas, la presen-
tacion del material empleado, un cuento, una
invitacidn: vamos a jugar...

El juego en que la actividad se desarrolle pue-
de tener el inconveniente de borrar, por su mayor
interés, la parte de aprendizaje matemdtico que
contiene, y esto habra de ftenerlo en cuenta el
maestro para evitarlo.

Esto-seguramente parecerd a muchos maestros
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inadecuado al estado actual de nuestra ensefianza
y chocando no sdlo con las costumbres, sino-con
las circunstancias, mimero de alumnos, falta
de local, deficiencia del material, necesidad de
atender a otros grados, etc.; en tal caso el maestro
no tiene sino derivar hacia las fases de la eleccion
sistemitica.

815. En la parte sistemdtica la leccion de
elaboracidn constard de las siguientes partes:

1.2 Planteo de un problema nwmérico, grafico,
manual, observacion de figuras, -consideracion
de algunos ejemplos numéricos ete., que tiendan
al fin senalado por la leccidn.

El problema gue se plantee ha de ser interesan-
te por si mismo o por la manera que se presente;
asi, por ejemplo, la igualdad de tridngulos se
funda en la construccién de un tridngulo igual a
otro, de mayer interés y wvalor practico, pero
éste a su vez puede presentarse como lo hacia
Thales de Mileto: Manera de averiguar la distan-
cia a la orilla de un buque anclado en el puerto.

Las figuras que se observen deben destacarse
de objetos que se presenten a los alumnos y re-
lacionarlas con las que vean o recuerden de la na-
turaleza y del arte; o ser construidas mediante el
dibujo y el trabajo manual; o mejor procediendo
de la presentacion y la construccidn,

Los ejercicios, han de ser variados, para evitar
la monotonia; suficientes, para no abusar de la dis-
posicién del nifio a una generalizacién prematu-
ra; tipices, por huir de lo artificioso, y gradua-
dos sistemdticamente para wvencer una tras otras
las dificultades. Asi, por ejemplo, para obtener
la regla de multiplicar un nimero de varias ci-
fras por otro de una sola, partiremos de un ejem-
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plo concreto que exija esta operacion, tomando
2 como multiplicador, propondremos a continna-
cién un ejemplo numérico con 3 por multiplica-
dor, ete, resolviendo por suma los ejemplos pre-
sentados.

2.8 Paso a la oblencion de reglas o expresion
de propiedades. Una labor de comparacidn, de
abstraccién, de sintesis, de generalizacion reali-
zada mediante un didlogo con el mavor niimero
posible de alumnos, conducird al fin obtenido
que debe ser esencialmente unico, esto es, que
cada leceidn .comporte, como regla general, la ad-
quisicion de un solo conocimiento fundamental,

3.& Ejercicios de comprension que afiancen lo
expuesto y permitan al maestro asegurarse de
que ha sido comprendido por todos. Al mismo
tiempo presentan ocasién para gran numero de
ejercicios de cdlculo mental. Lo mismo decimos
de las construcciones geomeétricas sencillas.

4.8 Ejercicios de ampliacion.—Que permiten
ejercitar la inventiva del alumno y orientarle
acerca de nuevos desenvolvimientos, preparando
ademads la elaboracién de los futuros conocimien-
tos.

Las reglas y propiedades obtenidas deberdn
ser escritas cuidadosamente y memorizadas las
que hayan de quedar definitivamente. En Geo-
metria puede terminarse la leccidn con una fi-
gura decorativa hecha a base de los elementos
geométricos estudiados.

816. La leecion de repaso.—Puede revestir di-
ferentes formas, siendo la mas sencilla la de una
leccién de elaboracidn abreviada, en que los dos
primeros momentos, especialmente el segundo,
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se reducen al minimo y en eambio se aumente
el ‘tercero.

Una repeticién de lo aprendido anteriormente
suele resultar excesivamente mondtona, y por
ello ‘se aconseja amenizarla con la emulacidn
entre dos bandos, a cada uno de los cuales se le
lleva cuenta de las ganancias y pérdidas.

Y cabe, finalmente, un término intermedio en
el cual los alumnos resuelven problemas o res-
ponden a cuestiones faciles referentes a enuncia-
cion de reglas y exposicién de propiedades, que
constituyen pequefios exdmenes preparados. Esta
clase de repasos se refieren a mds de una leceidn
y deben hacerse antes de pasar a teorfas que
necesiten el conocimiento previo de otra anterior,
de cuyo conocimiento siempre debe asegurarse
el maestro.

317. La leceion de recapitulacion.—Propia del
ultimo grado de la ensefianza es tan 1til como
poco frecuente y tiene por objeto sistematizar
los conocimientos con la consiguiente disminueién
de esfuerzo mental, facilitacién de la memoria,
v beneficio de la educacidn intelectual,

En ella el primer tiempo debe consistir en la
evocacion de los conocimientos que hayan de
ser relacionados. El segundo, én'el establecimiento
de esta conexidn en que cabe la exposicion por
el maestro. Y el tercer tiempo se referird a ejer-
cicios que muestran las ventajas de la sistema-
tizacidn efectuada.

Claro es que los cuadros sindpticos o los resi-
menes han de ser utilizados ampliamente.

Asi, por ejemplo; podemos tratar de establecer
el cuadro de las operaciones aritméticas directas
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e inversas y de los casos que en ellas se consideran
en la forma siguiente:

Suma Resta
a+b=5 S—a=253
S—b=a
Casos Casos
e 5-+9 =14 T4i—0 =75
2. 35 27 =062 62 — 29 —= 35
MurTiPLICACTION DivisioN
aX b=P Py —
2R —
Cuasos Cusos
b ) 5)(5‘.:_1_5 45:9 =5
2.0 35 X 8 =280 280.:8 — 35
3.9 35 X 11 = 385 280: 35 = 8
385 111 = 55

Caben preguntas como las siguientes: :Cudl

: resta
deberia ser, al parecer, enla ]
divisidn

SUMA

; el caso co-

rrelativo del primero de l.at e e (? ¢ Cud-
matltiplicacidn

les  sertam en la division los casos correlativos

de multiplicar por la unidad seguida de ceros,

Yy por una cifra significativa seguida de ceros

Y cdmo se resolverian? ;Por qué a cada caso

( suma )

la . Ymo corvesponde mds que un
tJrrfrltt-j)d.’t-ms-wn’
( resta 1
caso‘de lad = iCoémo  aparece esta corve-
{ divisidn?

lacidn en los mibmeros concretos?
Metodologia. 22
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Otro ejemplo: Hecha la clasificacidn de los pard-
lelogramos, pueden proponerse las cuestiones si-
gutentes: ¢Cdmo se define el cuadrado a partir
del rombo? ;A partiv del rectdngulo? ;Qué propie-

rombo 3

dades tienen el ‘ por ser paralelogra-

rectdangulo
mos? :Qué propiedades liene el ouadrado por

rombo ).
Ser 2
¥

rectangulo

3,—Didactica de la Aritmética y 1a Geometria

Aritmética

318. Preliminares.—El estudio gque llevamos
hecho marcande las normas generales de la ense-
fianza, v el estudio especial de determinados as-
pectos de la misma que hemos de hacer después,
nos relevan de hacer un estudio detallado de
todos los momentos de la ensefianza, labor impo-
sible y poco deseable, pudiendo limitarnos a
indicar la manera de adquirir los conceptos re-
ferentes a las definiciones de las operaciones, a
si mecanismo, a sus propiedades, y a algunas
cuestiones especiales como la diddctica del S. M. D.
y de la Aritmética aplicada, per lo que a esta
ciencia se refiere.

Habremos de mantenernos en un terreno ecléc-
tico entre la Didéctica americana y la corriente.
Aquzlla, mas moderna, tiende a dar mediante el
juego los conceptos delas operaciones, y numeériea-




_

339 —

mente, la justificacidon de su mecanismo, ya que
la tendencia dominante parece ser que las ope-
raciones numéricas parten de hechos que tienen
sigwificacion, v también se {wlerprelan sus resul-
tados, pero sin que la operacidn en si la tenga.
Por ejemplo: Si un pastor dice que tiene 4 ove-
jas por una cabra, v que tiene 32 cabras. El ni-
mero de ovejas viene dado por el producto 32 x 4,
sin que hayan de ser el multiplicande y el pro-
ducto de la misma especie como suele decirse,
La Diddctica europea. por el contrario, se aferra
en cuanto puede al concepto concreto de los nii-
meros, ¥ a base de ellos estudia las definiciones y
justifica los mecanismos.

319. La numeraeién.—Para los ntmeros pe-
quenos se emplean colecciones de objetos e ima-
genes, se acude a la representacion grafica y a la
medida directa, estudiando unos hasta 10 yotros
hasta 20, su composicion y descomposicidn.

El concepto de los niimeros grandes y de los
diferentes ordenes de unidades se obtiene con
rosarios numeéricos y pilas de discos que forman
decenas. Haces de palillos y tiras de botones
que llegan a formar centenas. Tiras y cuadrados
de cuadraditos que forman también centenas, ima-
genes como los H v [=| recomendadass Los dbacos,
vlas unidades y medidas del sistema métrico, ya
que, por ejemplo, si T mm. representa la unidad,
los cm., dm. y m., representan las unidades de
los diferentes drdénes.

320.° La suma.—Concretaments se define for-
mando un conjunto con ofros varios, hacién-
dose intuitiva con los-mismoes elementos que los
nimeros correspondientes.

En abstracto, por la adicidn sucesiva  de la
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tinidad. Los mismos nifios inventan formas
como: [[[{] *[[/] para obtener 5 3 = 8.

La propiedad conmutativa se evidencia facil-
mente alterando €l orden de los dos grupos (cu-
bos, discos) que representan los sumandos, ins-
tando al nifio a escribir en las dos formas la

AN 18 ES TR 1 Y G |4i
6 |12z 13 14 |5I
T‘ 14 15 16

?' 16 15

operacién. Consecuencia de ello es la simplifi-
cacién que introduce en la tabla de sumar que
puede reducirse a la siguiente, en la cual no se
suma nunea el menor nimero con el mayor; asi
no se dice 5 y 7 = 12, sino 7 y 5 = I2; como
no se dice 5 - 20, sino 20 -+ 5, siendo esta in-
versivn del orden un automatismo, utilizable
también en la multiplicacién que suprime 36
automatismos particulares.
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Se forma esta tabla como la ordinaria deténién-
dose al llegar en cada columna al duplo del niime-
ro que la encabeza, y se emplea lo mismo que ella,
sin mds que tomar el mayor de los mimeros da-
dos en la primera fila v el segundo en la diagonal.

821. La resta.—Concepio concreto.—Separar de
un conjunto un cierte nimero de unidades. Se
verifica intuitivamente tanto para los nimeros
pequefios como para los grandes, utilizando las
representaciones numeéricas coneretas, pero falla
en seguida el cardcter del sustraendo de no pre-
sentar la cuestion en esta forma. (En cudnto ex-
cede este comjunto a este otro? :Cudntos discos
hay agui mds gue alli? No crecmos que valga la
pena de insistir en el mecanismo concreto, sino
para nimeros menores que 20; considerando el
caso en que las decenas y unidades del minuen-
do son mas que las del sustraendo, v en el caso en
que esto no ocurra, es preciso deshacer una pila
de 10 discos del minuendo para afiadirla a las
unidades; y aun esto, como base de un antomatis-
mo transitorio. (Ia regla general es llevar), no tie-
ne gran valor.

Concepto abstracto.—Como operacién inversa de
la adicidn se obtiene facilmente a base de ejer-
cicios como: (Cudntas bolas v, 8 bolas son 12 bo-
las? 8y som12 ;84 somxz 8 4 — 1o,

Esta es ademds la preparacién mas adecuada
para el méfodo llamado awusfriaco y que opera
asi. Sea por ejemplo:

__fgg Se dice: 5 -+ (9) =14,,lleyvo1,, 6 + 1 =
~ =7,,7-—]—-[6}:13,|19V01.'.'.TI=3,,

es decir, que se realiza la resta buscando el niime-
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ro que, sumado con la cifra del sustraendo, da la
del minuendo o ésta aumentada en xo.

La no variacidn del resto por aumento (o dis-
minucidn) de sus dos términos se hace intuitiva
con dos series da cubos del mismo color que se
correspondan, incrementados a la izquierda con
igual mimero de cubos de color diferente, Tam-
bién puede hacerse por la representacion grd-
fica como puede verse en nuestra Aritmética In-
tuitiva.

322. - La multiplicacion. — Cardcter concretn, —
El coneepto de la operacidén indicada 2z X 3 se
adquiere formando 2z grupos de 3 cubitos. Este
equivale a enunciar 2 X 3 en la forma 2 veces 3,
lo cual esta en contradiccion con el caracter que
suele darse al multiplicando: enunciado primero y
concreto; y el multiplicador: enunciado despuges,
y abstracto. A pesar de ello creemos que conviene
hacerlo asf, por ser mucho mds claro que enunciar
2 X 3 como z, tres veces. Ello se presta al arti-
ficio de mostrar a los ninos el signo X con dos
V' juntas, indicadoras abreviadamente del veces.

Concepto  abstracto.—Segin €él, 2 X 3 equivale
a 3 + 3. Concepto harto mas fecundo que el an-
terior que no ha de ser sino su preparacion.

La propiedad commugativa, ¥s facil de demostrar
con el coneepto intuitivo. Basta para ello repre-
sentar el producto 3% 4 con 3 filas de a 4 discos
que se convierten fdcilmente en 4 pilas de 3 dis-
cos. Puede hacerse con formaciones de ninos y
también mediante la representacidén grdfica del
producto,

La trascendencia de esta propiedad es grande,
tanto para el concepto intuitivo como para el
aprendizaje de productos,
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En el primer caso reduce productos como
4% T a IX 4; este es, 4 veces I, dificil de wer,
a T vez 4 mas facil de ver y de obtener. Y
con su auxilio podemos reducir a la mitad la
tabla de multiplicar (ya fué propuesto per Wid-
mann). tomando como primer factor el menor
de ambos. El nifio tiende siempre a decir 5 X 8 =
— 40 mejor que 8§ X 5. Y esto se patentiza mas
en el caso de 2 veces 10 = 20, preferible con
mucho al de 10 veces 2 que es casi ininteligible.

El mecanismo general de la inversion susti-
tuird aqui como en la suma a 36 automatismos
particulares. ;

La tabla de multiplicar se presentarfa en la
forma siguiente:

_3 i| a 12 15 18 21 24 27
T\ 16 20 24 28 32 36
5|25 30 35 49 45

T‘ 36 .42 48 54

7 '4@ 56 63

8 ‘04 72

?' Bi
|

Esta tabla se construye como la ordinaria,
deteniéndose al llegar en cada columna al cua-
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drado del niimero que la encabeza, y se usa como
la otra sin méds que tomar el mimero menor en
la diagonal y el mayor en la primera fila.

Los mecanismos, en su forma abstracta, han
sido explicados en (95) y (106, €). En su forma
concreta, apenas si cabe la multiplicacidn de un
nimero de dos cifras, representado mediante
discos, por 2 y aun 3, primeramente sin Hevay
y después llevando.

323. La divisién.—Los conceptos.—a) La no-
cidn de conceptos, como cudntas veces un nimero
contiene a otro, se hace intuitiva, o concreta, pre-
sentando un conjunto de objetos, cubos y pre-
guntando: ;Cudnfas veces estos 12 cubos contienen
@ 3 cubos? Basta separar los cubos de 3 en 3 v
contar los grupos formados,

El concepto abstracto se obtiene andlogamente:

¢Cudntas veces 3 sow 127

¥y en otra forma mads abstracta todavia
? X 3=12

b) La segunda significacién de la operacién
como dividir en paries iguales o repartir entre, se
adquiere en forma concreta invitando al alumno
a repartir 12 cubitos pequefios en 3 cajitas.

El concepto abstracto se obtiene pidiendo al
nifio que complete las expresiones

4 veces bolas son 12 bolas
4 T =izo

Observaciones; 1.2 Claro es que la divisién exacta
debe preceder a la inexacta, 2.8 La reduccion del
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concepto segundo al primero puede hacerse obser-
vando que para hacer la distribucién se va colo-
cando un cubito en cada caja, vy se necesitan 3
para poner I, luego podrdn ponerse tantos como
veces contenga T2 a 3. 3.* En lugar de la expre-
sién entre, puede utilizarse con gran ventaja la
partitiva: asi dividir una cantidad enfre 2 se hace
tomando su mitad; andlogamente pasa con el ter-
cio, cuarto, ‘etc. no teniendo otra dificultad que
la divisién inexacta.

324. Los mecanismos.—a) Intuitivamente, y
mejor después por la multiplicacidn, han de ad-
quirirse los automatismos indicados en VI-5. Pue-
de emplearse también la representacidn grafica.
Ejemplo: gcon 49 cuadritos cudnlas pilas de a 3
pueden hacerse? i Cuantos sobran?

b) La division de un nimero de varias cifras
por otro de una sola no ofrece dificultad, consi-
derando primero el caso de que todas las cifras sean
divisibles y después que alguna no lo sea, No
creemos ni siquiera preeiso recurrir al procedi-
miento intunitivo, ni aun a considerar el dividen-
do formado por un nmimero, métrico, que serian
los dos grados anteriores al problema simplemen-
te numérico. Asi para obtener 85:2 = 427, se
dice: Dividir un numero por 2 es hallar su mitad;
la mitad de 8 centenas son 4 centenas; la mitad
de 5 decenas son 2 decenas y sobra una; una dece-
na son 10 unidades, que con las 4 signientes hacen
14; la mitad de 14 unidades son 7 unidades.

Solamente para nifios deficientes cabria que el
dividendo fuese, por ejemplo, metros, sustitu-
yvende en el razonamiento las palabras centena
y decena .por Hm. y Dm.

¢) La divisién por un nimero de varias ci-
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fras se hace andlogamente, justificindola con un
ejemplo sencillo, divisor 11, como se indica en (70).

d) La divisidn por 10, 100, 1,000 se justifica
por la 1.2 definicion con ejemplos como los siguien-
tes: 40 : 10 Cudnlas decenas hay ew 40 unidades?,
46 : 10 ¢ Cudnias decenas hay ew 46 unidades?
i Cudntas sobran?

e} La alteracion del cociente cuando se mul-
tiplican los dos términos de la division por un
mismo nuimero s: hace intuitiva, efectuando en
esta forma una divisién (repa:ito) v tomando a
continuacion doble numero de cubitos y de cajas.
Los nifios en seguida se dan cuenta de que corres-
pondera el mismo numero a cada caja. Ejemplos
tedricos lo afianzardn, como reparto de un cierto
numero de. caramelos entre los nifios de una clase,
v .de doble mimero entre los de dos clases, A con-
tinuacion debe venir la aplicacion: supresion de
ceros y factores comunes que simplifiquen de un
modo llamative la division,

Los miimeros decimales

825. La numeraeion.—El sistema métrico pro-
porciona facilmente la nocion de nimero decimal,
su representacion grafica, el valor relativo de las
unidades, y el valor, relativo también, de la posi-
cidn de la coma, creyendo nosotros que debe re-
nunciarge a considerar los nimeros decimales co-
mo caso particular de las fracciones. Los nifos
comprenden  perfectamente  expresiones.  como
2,25 ptas,, son capaces de sumarlas, restarlas y
multiplicarlas o dividirlas por mimeros: enteros,
La representacion intuitiva estd dada por el

==
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ent. en relacién con el dm. independientemente de
sus nombres para 0,1, por el dm.” en relacién
con el m.* para 0,01 y conlas unidades cibicas
correspondientes para 0,00r. El'm. v sus diviso-
res completan la nocién. La significacion de la
coma se entiende facilmente por las transforma-
ciones de los ntimeros métricos, tales como la
igualdad 3,578 m. = 357.8 o determinada por
constar ambas cantidades de igual ndmero de
M. dnt,, e N i,

Las décimas y las centésimas, se enseflan a con-
tinuacién de las decenas y centenas en el primer
grado. Una apelacién a la intuicion basta: la
tablita de chocolate que se divide en 1o partes
primero, y después cada una de éstas en 10, ¥
la significacién de la coma para separar las unida-
des de las décimas, es suficiente. Inmediatamente,
la apelacién a ejemplos del sistema métrico de-
cimal afianzard estas nociones.

Algo mds dificil es la lectura y escritura de deci-
males, Para hacerla intuitiva puede utilizarse un
tablero contador vertical con una coma moOVvi-
ble y también una barra con divisiones para las
distintas unidades donde se coloquen’ tarjetas
con cifras y la coma sea también movible; pueden
utilizarse para leer los mimeros representados
y para expresar los numeros dictados, cabiendo
incluso la competencia por bandos. Mds tarde se
utiliza el método Tabereau.

La graduacién para ambas operaciones puede
ser la siguiente:

a) Expresiones deci.
maleg puras con
todas sus cifras
significativas..., Ejemplo: 0.6; 0,32; 0,428
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&) Expresiones deci-

males puras con

alguna cifra no

significativas ... Ejemplo: '0,06; 0,004; 0,038
¢) Expresiones mix- s

tas en los dosca-

cos anteriores . Ejemplo: 1,6; 1,06; 5,004

d) Expresiones mix-
tas expresadas
en forma entera:. Ejemplo: 16 décimas 106
centésimas.

Observaciow; Justitiquese la aparente incon-
gruencia de escribir 3,50 ptas, ¢ 3,50 m. por la
significacidon de las unidades principales del sis-
tema 1étrico,

326. Transformaeciones.—Anadiendo a la idea
fundamental, la relacidn con el S. M. D. es fdcil
hacer ver por ejemplo: que 3,842 #. X 100 =
= 384,2 m., puesto que cada cifra representa uni-
dades concretas 100 veces mayores, De aqui pue-
de pasarse facilmente a las unidades abstrac-
tas.

Andlpgamente se demuestra la posibilidad de
agregar o suprimir ceros a la derecha,

827. Suma, y resta.—Son completamente idén-
ticas a las operaciones correspondientes hechas
con enteros sin mds complicacidn que la falta de
unidades de un orden que pueden suplirse en un
pringipio con ceros. Por ejemplo: 3,14 — 35,2867
se escribira en un principio 3,1400 — 5,2867.

328. Multiplicacion.—El multiplicador entero
no ofrece dificultad ninguna, y para el multipli-
cador decimal la regla se justifica ficilmente con
un ejemplo de la manera siguiente;

-t
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Un metro. de tela cuesta 2,80 plas. ¢ Cudnto cues-
lan 0,75 m?

Razonamiento: Si se tratase de 75 m. el coste
serfa 2,80 X 75 = 210 ptas.; como se trata de
una cantidad T 00 wveces menor, el resultado
sera también 1oo veces menor, esto es: 2,10 ptas.

Observacion: La tegla primera que se obtiene
seglin esto, es la de mudtiplicar como st fuese en-
tero el multiplicador v correr después la coma en
el producto lantos lugares como cifras decimales
tiene dicho multiplicador, pero es ya fécil pasara
la ordinaria.

329. Division.—Sdlo presenta andlogamente
dificultad el caso del divisor decimal.

Ejemplo: Se han pagado 2,10 ptas. por 0,75 .
de tela: icudl es el precio de T 7

Razonamiento; Para hacer entero el diviser, di-
remos: Si hubiese comprado oo veces mas tela,
el costo hubiese sido roo veces mayor, esto es, que
75 m. hubiesen costado 210 ptas. Ahora, precio
de 1 m.=210: 75 = 2,80 ptas.

De agui la regla, vinica buena, de hacer el divisor
entero multiplicando los dos téyminos por el mime-
ro conveniente 1O, 100, I.000,..

Observacidn 1.% Sobre todo en los decimales
conviene obtener previamente un resultado apro-
ximado; asf, en el primer ejemplo, diremos: 0,75 7.
es menos de T m. y mds de *[ . m., luego el coste es-
tavd comprendido entre 2,80 y 1,20, como ha ocu-
rrido.

En el segundo caso, andlogamente, el precio es-
tard comprendido entre 2,T0 ptas, y su duplo
esto es, 4,20 ptas. 2370




Observacidn 2.4 Conviene habituar al alumno
a calcular la aproximacion efectiva de los pro-
ductos desechando las cifras innecesarias, Asi,
por ejemplo, en coste se desprecia la cifra que
sigue a los céntimos, aumentando una unidad
si vale mds de modio céntimo la cantidad de que
se prescinde.

Observacidn 3.2 Es conveniente practicar la
aproximacién del cociente en menos de una uni-
dad decimal, dada, lo gque no ofrece dificultad
alguna.

Ll sistema métrico

330. Caraeteres de su ensefanzu.—Ninguna
otra parte de la aritmética se presta mejor a hacer
14 ensefianza activa e intuitiva; oeasional' en un
principio, v solamente sistematica al final.

Répidamente sz pasard por las unidades natura-
les, v ademds de las diferencias obtenidas mi-
diendo con ellas una misma cantidad (por ejem-
plo, con palmos la longitud delaclase); se podrd
acudir a historietas entretenidas como la de la
vara espafiola en América o el origen de la yarda
inglesa = longitud del braze de Enrique VII,
dada para evitar disensiones entre sus stbditos
que tenian siempre dos medidas, una para com-
prar y otra para vender.

Los mismos alumnos construirdn las unidades
que son susceptibles de ello: el m. con una cinta,
por comparacidn, v sus divisores por doblamiento;
el dm.” y luego el m.” mediante el dibujo, el dm.’
en cartulina o papel.

La evaluacidn directa de cantidades obligara
a usar la unidad proporcionada; el m. para la lon-
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gitud de la clase v el mun. para el grucso de una
madera, haciéndose la deble labor de calcular a
ojola extension de una cantidad dada, yla de de-
terminar la extensidn correspondiente a un nime-
ro dado de unidades, todo ello referido a lo que
mas pueda intercsar al nifio: su propia altura
y peso, la altura del asiento y la del respaldo,
la superficie de la ventana, la cubicacién de la
clase.

Esta evaluacion s: hace extensiva a cuestiones
de Historia Natural, Geografia, Estadistica, etc.
Por ejemplo: altura de algunas especies arbo-
reas; longitud de algunos rios; anchura de algunos
pasos maritimos y canales, rios, ete.; altura de
algunos monumentos, peso de obeliscos, de anima-
les/de cebo; precios mundiales de diférentes mer-
cancias, etc. La comparacion de magnitudes
obliga al cambio de unidad; y la apreciacion del
resultado de un p:oblema, a la separacion de sns
unidades de diferentes drdenes.

La relacion entre las diferentes unidades métri-
cas servird para dcterminar eapacidades madiante
el peso en agua, la densidad de un cuerpo experi-
mentalmente, v con ello la obtencion de p.ses por
el volum:=n (peso del tablero de una mesa de mdr-
mol), y de volimenes por peso (peso de una llave).

Con todo ello se procurard que el alumno ad-
quiera un conocimiento intuitivo de las exten-
siones, empezando por las que expresan unidades,
como, por ejemplo: la anchura de la mesa, es un
metro; el patio de la escuela, es un Dm.”; la eapaci-
dad de una carreta, es un m.*; y siguigfido porlas
demds, por ejemplo, relacionar los madios - de
las botellas con su capacidad respeetivd; ¢l feso
de un bloque de piedra o de un d”_c'lcli*i_lh},;?‘éls.

s
0
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Pocas dificultades presenta el S. M. D. como
no sea el crecimiento de las unidades de super-
ficie de 100 en 100 y las de volumen de 1.000 en
1.000 contra lo que parece indicar su nombre.
La obfencién de la relacidn entre tales extensiones
y una dimensién hecha agrupando 4, 9, 16 cua-
drados y 8, 27, 64 cubitos, empieza a dar una
idea clara; sigue la construccidn de tales unida-
des y la comprobacion de cuantas subunidades
comprenden; y se termina con ejereicios que di-.
ferencien la nomenclatura formando, por ejemplo:
6 dm.” y o dm.” para distinguir este 1iltimo del m.”

331. Las unidades de fiempo.—Debe darse
idea de la determinacidn del dia por el tiempo
transcurrido entre dos pasos consecutivos del
Sol por el meridiano, apreciados por ser mfnima
la sombra de una varilla vertical. Andlogamente
se explicd la duracidn del afo, y la del segundo
se obtiene experimentalmente por el tiempo que
dura la oscilacién de un péndulo formado por una
cuerda de 1 m. delargo suspendida por un extremo
y con un plomo en el otro. Un reloj construido
por los mismos alumnos con un cartén y mane-
cillas moyibles permitird ensefiar a reconocer la
hora y servird para pequefios problemas de cdlcu-
lo y aun para reconocimiento de dngulos.

Las transformaciones de los llamados niimeros
complejos, desprovistos de su extrafia nomencla-
tura, son simples aplicaciones de la multiplica-
cidn y division, indispensables en algunos pro-
blemas concretos, o para formarse idea mds clara
dela cantidad que tales niimeros representan, y su
ensefianza, que ha de ser también ocasional, como
base de problemas, o como aplicacidn de ope-
raciones, no ofrece dificultad alguna.
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Camplementos

332. Las propiedades de las operaciones,—FHe-
mos indicado algunas de ellasen (42) v (107, €)
el mismo camino puede seguirse para las restan-
tes que se crean de interés. Asi pueden verse
en nuestra Avitmética Intuitiva.

La raiz cuadrada puede demostrarse intuitiva-
mente, pero no creemos en la claridad de la de-
mostracion que sucle darse y preferimos el empleo
de tablas, o dar la regla sin demostracidn, Ani-
logamente ocurre con la rafz ctibica.

383. La divisibilidad.—Apenas 1til para la sim-
plificacion de la divisidn, y por tanto de las frac-
ciones, pueden obtenerse los caracteres de divisi-
bilidad, sin que sirva de gran cosa la apelacién a
la intuicidn, pues esta falla para los grandes nii-
mMeros,

Asi, para la diyvisibilidad por 9 podemos segnir
el eaniino siguiente:

1.° 10, 100, 1.000.. forman un mmiltiplo de
g mAas I, puesto que son g + I, g9 -+ 1, 999 + 1,
esto es, 10, 100, 1.000 discos pueden ponerse en
filas de g y sobrara T para cada uno.

2.° Un numero tal ¢omo 200 =2 veces 100
se discompondra en filas de g y sobrardn 2.

3.° Un nimero tal como 235 = 200 + 30 + 5
se descompondrd en filas de g v sobrardan z -+ 3 | 5;
con éstas se puede formar otra fila de g sobrando T.

Este es el 1esto que da un niimero al dividirlo
por 9, ¥ que e¢s el mismo que da la suma de sus
cifras.

334. La prueba por 9.— Conveniente, sobre

Metodologia. 23




= 1 e

todo para los niflos, a quienes gusta estar seguros
de la exactitud de la operacion que han efectuado,
puede darse la prueba por g sin justificacion, o

_apelar sencillamente para ello, en primer lugar, a
que la operacién bien hecha dé la prueba, y en
el segundo lugar a la deniostracién que damos en
nuestra Aritmética Imtuitiva.

La Aritnética mevcantil

235. Fl tanfo por eiento.—a) Siguiendo la
regla de hacer intuitivos los conceptos relacionan-
dolos con el sistema métrico, las primeras ense-
fianzas se referiran a determinar el 1, 2, 3 por ciento
de rpta, Tm., 11,1 m.”, ete.

b) De los tres problemas que plantea el tanto
por ciento, el mds sencillo esla determinacidn del
tanto por ciento de una cantidad; el siguiente qué
tanto por ciento de una cantidad es otra, y el
méas diffeil €l de hallar una cantidad dado su
tanto por ciento.

¢) En ésta como en las reglas siguientes deberd
practicarse previamente el calculo mental con
ayuda de artificios, el escrito con ellos, y la re-
solucién general escrita.

d) Es preferible en general reducir el tanto por
ciento a fraceion ordinaria de la cantidad o decimal
de la unidad. Asi, el 5 por 1op = % de la canti-
dad o 0,05 de la misma por unidad.

Ejemplo: Caleular ¢l 4 y medio fpor ciento de 72

pesetas.
Cdleulo con artificios.
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El 4 por 1oo equivale a
0,04 cts. por cada peseta.
Por R T, e et W 0,04-X 72 = 2,88 ptas.

Hay que agregar el me-
dio por ciento que es un
octavo del anterior ..... 2,88 8 —o

Observacion: Si los niimeros anteriores hubieran
sido mds sencillos pudiera haberse resuelto men-
talmente.

Cdleulo general.

Primera forma: 1,/° de 7z pts, = 0,72
X 4,5
4,5 B w9 3,24

Segunda forma: 0,045 de 72 = 0,045 X 72 = 3,24

886. Elinterés.—a) Puede considerarse como
un caso particular de la regla de tanto por cien-
to suponiendo ademds la ganancia proporcional
al tiempo.

b) De los varios pmh.lemas que plantea, los
mds interesantes son el cdleulo del interés y el
del capital, por ser los mis usuales, siendo el
primero el mds sencillo’ de todos. No deberd
practicarse el cdlculo del interés por varios afios
por ser caso irreal,

¢) En el cileulo del interés empieza por ha-
larse el tanto por ciento del capital como ante-
riormente, obteniendo asi la renta. La divisidn
por 12 (360) dard ¢l interés mensual (diario) y
la multjplicacion por el niimero de meses (dias)
termina el problema,
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d) El calculo mental se presta a interesantes
artificios que refuerzan la percepeion de las tres
magnitudes, capital, tiempo y ‘ganancia, que
intervienen.

Ejemplo: ¢Qué capital prodwce 12 Hlas, ‘al afio
al 5 %"

1 pta. es producida por 2o,
12 ptas, son producidas por 20 X I12'= 240 ptas.

:Qué capital produce 14 ptas. en wn afo al 45,7

4 ptas. son producidas por oo ptas.
14 es 3 '/: veces 4, luego el capital serd 3 X 100 +

e _21_ 100 = 350 ptas.

Cnando el tiempo no es un aflo, SiNo MESEs
o dias, se averigua ¢l interés de una peseta duran-
te un mes (dia), despuésidurante el afio, y el ca-
pital buscado es la relacidn entre lo realmente
producido y esto.

337. La contabilidad.—Una sencilla contabi-
lidad doméstica, y aun mercantil, puede ser ense-
fiada en la escuela primaria por suindudable va-
lor prictico y por su alto valor educativo, al ha-
bituar al andlisis de los hechos reconémicos ¥
a establecer el orden, la correlacién 'y la claridad
entre los hechos contables. Los alumnos tienen
un' gusto especial por esta ensenanza, sobre todo
si se dramatiza, esto es, se fingen compras y ven-
tas, se maneja el dinero escolar, incluso los pa-
garés ylos depdsitos, estableciéndose en la escuela
ung serie de pequenios establecimientos que com-
prendan desde la casa particular y/la tienda, has.
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ta un modesto establecimiento banecario, llevan-
dose las libres correspondientes y expidiéndose
los documentos necesarios.

La Geometria

338. Preliminar.—La didictiva de la Geome-
tria presenta muchas menos dificultades que la
de la Aritmética, por prestarse mds a aplicar sin
artificio alguno las normas generales de la enss-
fanza que venimos explicando; por esto nos
limitaremos a precisar para algunos puntos de-
talles que puedan tener alguna importancia.

Realmente la Geometria en la Escuela Prima-
ria no puede pasar de las fases de obsérvacion y
experimentacion que son su principio, dejando la
formacién légica para la ensefianza secundaria,
Sin embargo, no deben prolongarse aquellos pe-
riodos v en todo momento debe hacerse la apela-
cidn posible al aspecto ldgico, si se quiere que
esta ensefianza: no pierda uno de sus principales
medios de educacion intelectual.

339. El periedo de observaeion.—Se caracte-
riza por el estudio intuitivo de la forma, la posi-
cidn v el movimiento.

Puede emplearse el material Froebel, el Mon-
tessori v las formas geométricas coloreadas de
Mlle. Andemars, con las que se forman casitas,
verjas, incluso siluetas de animales. También es
recomendable la loferia de formas que contiene
las fundamentales v con la que s¢ juega como con
la. ordinaria.

El conocimiento de las formas espaciales, super-
ficiales o lineales va unido al aprendizaje del noni-
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bre correspondiente (lo mismo - decimos de las
posiciones), por lo cual es preciso dar nombre a
una figura cualquiera y seleccionar una figura
por su nombre, y esto ha de hacerse tanto por
la vista como al tacto. Queda por fin reproducir
la forma, bien por el modelado, el plegado, re-
cortado, etc.

El andlisis y la sintesis de las figuras lleva a
descomponerlas y recomponerlas cortadas por
sus lineas y planos principales, lindando con los
puzzles' geométricos, La combinacidn de elemen-
tos de figuras para obtener otras simétricas con
relacidn a un eje o a un centro, producto de una
traslacién paralela (por ejemplo, varios /\ igua-
les colocados formando un piso), da idea de la
posicidn ¥ el movimiento.

340. El periodo experimental.—En él las pro-
piedades de las figuras se estudian experimental-
mente, comprobando, por ejemplo, que la linea
recta entre dos puntos es mas corta que una que-
brada o curva de los mismos extremos, ¥ hasta
cudnto mas corta es: Lo mismo se hace comparando
la perpendicular y la oblicua, evidenciando ade-
mds que sin grandes desviaciones del pie la dife-
rencia no es muy grande, lo cual permite apre-
ciar los errores que puedan cometerse en agri-
mensura, cuando la perpendicular a una base
puede sufrir desviacién.

Pueden utilizarse figuras con movimiento como
los paralelogramos articulados, y, para citar un
ejemplo, la mediatriz de un segmento se obtiene
experimentalmente fijando en sus extremos los
de una goma y dilatando ésta por un lipiz fijo
en su punto medio.

Los dngulos se definirdn por el giro, con auxilio
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de las manecillas de un reloj, a partir del dngulo
llano y la perpendicularidad estard dada por
los dngulos adyacentes iguales, desterrando para
siempre lo de no inclinarse mds a un lado que
a otro. La primera definicién de paralelas puede
darse por la equidistancia.

Las dreas y volimenes se empiezan a estudiar
por el procedimiento natural de descomposicion en
unidades de superficie o volumen, apelando des-
pués a la equivalencia o a la comprobacidn. ex-
perimental, para lo cual es 1til el material indica-

do en 216.

4.—El cdlculo ordinario y el calculo rdpido

341. Diterenciacion.—Existe una pequeiia con-
fusion acerca de las formas en que se desarrolla
la actividad calculatoria. Para cvitarla, nosotros
consideraremos cdlculo ordinario al que se reali-
za segin las reglas ordinarias, oralmente para los
nameros comprendidos en las tablas y por es-
crito para los demas. Por cdleulo rdpido enten-
deremos ¢l realizado bajo reglas que abrevian el
procedimiento ordinario, pero en el cual es pre-
ciso eseribir para obtener el resultado. Cdlenlo
mental es aquel en que percibidos los datos, vi-
sual o auditivamente, puede enunciarse el resul-
tado sin neeesidad de reeurrir a la escritura,
Asf, por cjemplo, ¢l producte de un nimero por
g hecho por las reglas ordinarias, es caleulo ordi-
nario; verificado cuando ¢l niumero ¢s largo por
la regla de restar cada cifra de la siguiente, lo
cual exige escribirlas sucesivamente, es calcule




= 3B —

rdpido; y la multiplicacién por g de un ntmero
de dos cifras multipli¢indolo por 10 v restando
el mismo niimero, todolo cual se hace mentalmen-
te, es caleulo mental.

342. Justificacion.—El cdleulo no tiene sola-
mente el valor préctico facilmente recognos-
cible, sino ademds un alto valor educativo, ya
que habitda a ser preciso, a trabajar ‘con order,
a utilizar metddicamente los conocimientos ad-
quiridos, a desenvolver el poder de atencidn y
de reflexion. Obliga al andlisis de los nimeros y
prepara el razonamiento deductivo. Claro es que
todo ello se desvanece casi al aparecer los auto-
matismos del cdlculo. pero es preciso que ¢éstos se
adquieran racionalmente por una parte, .y por
otra el caleulo rdpido y el cdleulo mental renuevan
constantemente esas cualidades; sobre todo cuan-
do se impulsa al nifio a buscar procedimientos pro-
pios, que ademds serdn los mds adecuades para
sus condiciones psicoldgicas. Son ademds los ejer-
cicios numéricos un complemento natural de lag
lecciones de elaboracion, ya que los conocimientos
adquiridos en ellas tienden a aplicarse inmediata-
mente por una expansidn psicoldgica mnatural,

343. (Caracteres generales.—Los ejercicios de
cdlculo, no deben hacerse rutinariamente ni aun
confiando en el gusto del nifio por la adquisicién
de automatismos. Es preciso que revistan algiin
interés, y para ello basta en general referirse, al
proponerlos, a los motivos de la leccidn de elabo-
racion de que dependen. Claro es que cuanto mayor
sea el nifio mas se puede acudir a su gusto por la
exactitud, a la emulacién individual o por gru-
Pos, y en una palabra al eardcter deportivo de la
Matemadtica,
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Los nimeros que han de emplearse en los cdlcu-
los son, como regla general, los correspondientes
al grado de que se trate; y los usuales en la vida.
Segin Wilson, de los niimeros empleados en la
vida corriente ’/s no tienen mds de 35 cifras;
la mitad de los multiplicadores son de una cifra,
y los 3/, delas operaciones son las fundamentales
entre mimeros que representan numerario: pe-
setas y céntimos,

El cédleulo oral es preferible al escrito: por la
fatiga’ y desviacidn de la atencién que éste su-
pone. Los ejemplos son mejor cortos que largos,
v sti correccion puede hacerse por los alumnos me-
jores,

344. La iniciacion al ealeulo.—Es de especial
importancia, porque en ella se obtienen intuitiva-
mente los coneeptos de nimeros y operaciones v
se forman los primeros automatismos numéricos;
en ella se empleda generalmente (hay excepciones
provinientes ya de Pestalozzi), tanto el calculo
oral, que no llega a mental por operarse material-
mente, como el escrito. Se realiza con los par-
vulos de cuatro a seis afios, o en el primer grado
escolar, de seis a siete afios, dedicandole un cuar-
to de hora cada dia, que puede aumentarse si no
se fatigan los pequefios alumnos. Se puede con-
siderar este periodo dividido en dos, estudidndo-
se en el 1.° los niimeros y sus operaciones hasta
10, y en el 2.° hasta 20, en la forma siguiente:

1.° Estudio monografico de los g primeros ni-
meros.—Obtencién nombre y signo.—Su obten-
cidn por suma y multiplicacién de todas las mane-
ras posibles—Restarle todes los numeros ante-
riores (segun nuestra experiencia personal esto
suele recargar demasiado la leccidn).—La mitad,
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el tercio y el cuarto.— Divisién —por 2, 3 v 4.

2. La decena, de 10 a 20. Sumas de tipo:
a) IT - 3 = 14; b) 7 + 5 = 12.—Restas de tipo:
@) 14— 3 =11} b) 12— 5 = 7.—Multiplicacién
hasta 18. Operacién inversa.

El material empleado y los procedimientos pue-
den fdcilmiente verse en los capitulos VI v VII. Se
opera sucesivamente con objetos, con imagenes y
con numeros, oralmente v por escrito.

Asi, por ejemplo, para el niim, 4 dispondriamos
de cuatro cubos coloreados comao material funda-
mental y todo aquel del propuesto qué se refiera
a este nimero, Los nines deberian fener también
sus cuatro cubitos, aunque esto no es siempre po-
sible; pero todos han de tener su cuaderno de pa-
pel enadriculado, lapiz negro v de colores.

Se presenta un grupo de tres cubitos, se pres
gunta cuantos hay. Se pone junto a ellos otro
cubito, y se pregunta: ;v ahora? Se forma con los
cuatro cubitos un grupo, y se dice ahora hay
enatye, 'y se escribe 4, vy también cuwatro. A conti-
nuacion, agrupando convenientemente los cubos,
se obtienen las sumas 3 41 =4, 2+ 2 =4,
I 4 3= 4, ademds 2 veces 2 = 4, y separando
cubos 4 —1 =3, 4—2=2, 4 —I =3 § 4—
— g = 0.

Dibrijase finalmente un cuadrado, cuyos lados
se cuentam y se escribe su nombre.

El uso del resto del material, las historietas,
los ejercicios de comprension, completan la lec-
cidn o la repiten ampliandola al dia signiente.

Los procedimientos Mac Kinder Winecketa y
analogos son altamente recomendables en este
periodo y casi sélo para €l.

345. La eseritura de los nameros.—Condicicn




— 363 —

fundamental para la exactitud, rdpidez y fines
del cdleulo, es una correcta escritura de los mis-
mos: el perfecto trazado de las cifras (teniendo
en cuenta posibles confusiones como el 3 y 5,
el 6 el o yel 8), suadecuada separacion y su colo-
cacién en columna, para lo cual es utilisimo el
empleo del papel cuadriculado. Aun asi las con-
fusiones sen muy grandes y la fatiga que la escri-
tura supone considerable para el nifio, por lo cual
es conveniente el uso de cuadernos que tengan
impresos los datos, u obtenidos cunando menos
en un multicopista.

346. Normas para el edleulo.—El maestro ha
de observar a sus alumnos y analizar cada una de
las operaciones parciales en que una operacion de
cilcule se descompone, ¥ proponer a los alumnos
el mimere de ejercicios necesarios y suficientes para
dominar progresivamente todas Jas operaciones.

En la imposibilidad de dar aqui el analisis de
todas las opsraciones y la serie de ejercicios ne-
cesarios, cosa propia de un libro cspecial, nos li-
mitaremos a hacer tales indicaciones para la
suma por considerarla la operacién fundamental.

1. Momentos psicoldgicos de la adicion en co-
lwmna, segin Thomdicke :

1.° Mantener la atencidn en la columna co-
rrespondiente..

2.° Conservar en la mente el resultado de
cada adicidén hasta la siguiente.

3. Sumar un ntimero visto con otro pensado.

4.° Prescindir de los espacios vacios.

5.7 Prescindir de los ceros.

6.7 Sumar unidades con nimeros Mmayorcs
que 10,

7.° Escribir las unidades en vez de la suma total.
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8% Llevar, es decir, descomponer in niimero
mayor que 10 ¢én unidades y deecenas y reducir
¢stas a unidades,

La colocacion de los datos influye en 1a dificul-
tad, asi tres cifras en columna son sumadas co-
rrectamente por el g5 por ciento de los alum-
nos de primer grado, micntras que cn fila sdlo lo
son por el 77 por ciinto (Wilson).

2. La gradacion en la suma.—La dificultad de
efectuar una suma dumenta con ¢l ntimero de
cifras en cada columna mds que con ¢l nime-
ro de cifras en cada fila, y e€s mds grande su-
mando de menor a mayor que al contrario, vy lo
£s también al pasar de ¢ ¢l resultado.

Cuando se forman decénas se dificulta mds Ta
operacion cuanto mds alejada del final de la co-
lumna aparecen, siendo lo mds en columna inter-
media que en la @ltima; ‘finalmente, el nimero
de veces que es preciso llevar acrecienta la di-
ficultad. Con arreglo a todo ello podemos prope-
ner los signientes ejercicios graduados, tomados
de Grosgurin.

a)  Sin levar:

254 243‘ 4 . 66 ‘ A |3u 1241 3220 3604
123 654 2 o 206 Cgaii e 232 621 1036

42 4205
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b) Llevando.

4 4 7 4 4 4 |09 37127 135235 519

2 2 4 5 8 8! 4 g| 19 46/146 138

60 3l TelBe TS

3 8 3 6 4 9 ! 30 10/276 =292
1'

Obserpacion: En un principio en ésta como en
las restantes operaciones se debe expresar el
orden de unidades con que se opera y la forma
de hacer la descomposicidn para llevar; mis ade-
lante debe tenderse a emplear, por el contrario,
el minimo de palabras. :

3. La graduacion en la resta no ofrece difi-
cultad. En la multiplicacidn, reduciéndola a un
cjemplo de cada clase, expondremos los tipos
siguientes:

143 129 345 3056
X2 X2 R X4

(%]

En el primer producto no se lleva; en el se-
gundo se lleva sélo en las unidades; en el tercero
en las unidades y en las decenas; en el cuarto
hay un cero intercalado, ete. En todos ellos los
multiplicadores son 2 a 5, que son los mas fdei-
les, especialmente este dltimo. Los ejercicios
siguientes serdn andlogos, pero en los primeros,
mientras el multiplicador es mayor que 35, las
cifras del multiplicando son menores que 6.

Seguidamente se pasa a multiplicar por la uni-
dad seguida de ceros y por una cifra significativa
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seguida de ceros sin concederles gran importan-
cia, y finalmente se proponen ejercicios de di-
ficultad’ creciente como los que siguen:

a) 1z 37 b) 2380 4829 €). 12101 15483
XK1z XII XI5  XI6 X18 X I19

ch) 383 1289 'd) 13005 3289 e)3 283 1508

PAT L DC4T XIz2 X301 X30" X475
) 32842 54287 g 9698 8768
X 109 X g8 X 678 % 697

4. Los momentos que considerar en la divisidn
son, en primer lugar, los fundamentales seriala-
dos en 209-4 empezando por los cocientes exac-
tos; después puede procederse en la siguiente
forma: -

a) Divisor de una cifra—1.~-Cocientes exactos:

a) 81:3 90:2 56:4 75:5 84:6 g6 : 8.

b) z28:2 2ig:3 &560: . 1323 i3 45557
829 : g.

¢) 2824:4 2030:5 1824:6 4235: o

2.—Cocientes inexactos:

a) 972 95:0 40:4 %2:5. :

b) 399:2 5I2:6 1269 450 :8.

€) 3571:2 4151:3 1085:% 5020:8.

d) 1.000:9 30.025:6 80.071:7 20.501 : 6,

~J

) Divisor de varias cifras—Se empezara por
tomar como divisor una cifra significativa se-
guida de uno o mds ceros; y se continuard con
nimeros de dos ecifras cuyas unidades sean meno-

T ———
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res que 5, para terminar con los ntmeros que
las tengan mayores; claro es que en cada caso
debe comenzarse porque el cociente tenga una
sola cifra.

34%. Tos nameros deeimales.—Desde el punto
de vista del caleulo no ofrecen dificultad alguna,
ya que sus reglas se reducen a las de los enteros.
s esencial el comprender la trascendencia de
la supresién de las comas y hacer un tanteo
antes de colocarla definitivamente en el resul-
tado, sobre todo enla division; asi, por ejemplo,
si en los datos la primera cifra significativa del
dividendo son unidades y la del diviser centési-
mas, hemos de pensar que el cociento serd I X
% 100 = centenas aproximadamente, ya que di-
vidir por 0,01 equivale a multiplicar por 100.

348. Bl edleulo rapido,—Interesante por la dis-
minueitn de esfuerzo que supone, lo ¢s atn mas
por mostrar la aplicacién de las teorfas matema-
ticas al cardcter de arfe que hemos sefalado a
esta ciencia, v por prestarse a la invencién por
parte del alumno, neutralizando lds efectos del
automatismo.

No necesita el cileulo rdpido de procedimientos
especiales para su ensefianza, y €n cuanto a los
ejercicios a que se presta remitimos en general
al lector a nuestra Aritmética Intuitiva. Sin embar-
go, hacemos a continuacion algunas indicacio-
nes.

Suma.—Para obtener 8 + 5 4 7, digase sucesi-
vamente 8 — 13— 20.

Bisquense los sumandos que dan I0 0 dece-
nas justas. Ast 3+8+4+74+9+ T+ 2=10 -}
30 4 TO=—==3Di '




Blisquense los sumandos iguales para proceder
por multiplicacidn.

Resta—No se presta a mds abreviaciones que
a las resultantes de emplear el complemento arit-
mético del sustraendo, sumandole v restando una
unidad de orden superior: asi 1436 — 542 =
= 1436 4 458 — rooo0. fransformacion realmen-
te 1til cuando son varias las cantidades que res-
tar.

Multiplicacion—Multiplicar por 5, 50, 500; por
15 y 150; por 25 v 250. (Véase Aritmética Intui-
tiva.

\ I00

Por 75 3 125.— N 75 = N [ 100— ;

N . 100 =
_._1_
Por 11, I11, 1111, g, 99, 999.—Supdngase uno,
sumese
t ada

N. 125 = N. 100

dos, tres ceros delante y detras y

restese
| con
| de

Por 12, 13, 14, I9—Supongase un cero de-
lante y otro detrds, multipliquese cada cifra por
las unidades del multiplicador y stumese con la
cifra siguiente.

Productos de witmeros de dos cifras:

cifra la siguiente:

S )
IX1 |' =3 Los productos parciales vy las su-
& 7 | 32 mas se hacen mentalmente,

24

2058

Por 279, 357, 549, etc.—Caso en que las decenas
son un muiltiplo digito de las unidades. Se efec.
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tia el producto por éstas, y el producto parcial
se multiplica por el factor digito.

Asi 5823

X 279
52407 Producto de 5823 por g
157221 » » 52407 » 3

1624617

1 I 1 >3 -
Por 1 t)s 2 /s 3 [y - 2 O e e
tuando la multiplicacién por el entéro y suman-
do la mitad, cuarta parte del multiplicando.

Por 3], = "], + *| ,—Cdmo indica la equivalen-
cia, sumando su mitad con la mitad del resnltado.

N 7 2 1 |

Porlls =Y+ L+ fs="h + e+ e—
Cémo indica la ignaldad tomando mitades suce-
sivas.

Por 33, 55, 36, efc.—Numeros descomponibles en
factores fdciles, haciéndolo por cada factor suce-
sivamente.

Por. .0,50; 0,25 0,125. Por 0,75 =1 —/,.
Por 1,25 =1 + ‘[ ,.—Como indica la equivalencia.

Divisidn.—La simplificacién preferible es la de
suprimir los factores comunes al dividendo y
divisor. Los ceros en el divisor deben suprimirse
separando en el dividendo otras tantas. cifras.

Divisién por 0,5; 5,50. Por 0,25; 2,5; 25. Por
0,125; 1,25; 12,5; 125. Como corresponde al pri-
mer numero transformado en fraccidn, dividien-
do después por 10, 100 ¥ I.000.

Por 75 = 25. 3, 375 = 125 . 3, etc.—Como in-
dica la descomposicién en factores, sucesiva-
mente.

Metodologia. 24




5.—El calculo mental

349. Justifieacion.—El valor practico del cdlen-
lo mental se encuentra en la ensefianza, por lo
que facilita ésta con su rapidez y animacidn; v
en la wvida, por ser imprescindible constante-
mente. Su gran valor educativo ha sido ya sefia-
lado como base del cdlculo pensado: de la reaccidn
contra el automatismo; del ejercicio de la aten-
cidn, convertida en reflexidn, dificil de lograr eén
el nifo sin soporte intuitivo, v de la invencidn, ya
que el nifio ha de ingeniarsz con reglas propias
pdra responder con rapidez y exactitud. Es ade-
mas el que se presta a establecer mas inmeadiata-
mente el pugilato entre los alumnos por las res-
puestas rapidas v exactas, v va hemos indicado
que los ejercicios de comprension que deben ha-
cerse en cada una delas leceiones son, en su par-
te numérica, ejercicios de cdleulo mental,

350. Los procedimienfos.—E] interés que des-
pierta el edlculo mental por si mismo hace casi
innecesarios los procedimientos artificiales. Con-
viene, sin embargo, que los €jercicios tengan en
un principio base concreta de objetos. Por ejem-
plo: grupos de cubos; imdgenes, asi, cuadros
donde aparezcan tres vasos y el precio de uno,
75 cts,, para preguntar el valor de los tres; ejem-
plos concretos sin imagenes, v finalmente los ejer-
cicios numéricos, con la gradacidn de escribir
primeramente los mimeros en la pizarra, y de
suprimirlos si su sencillez lo permite.

Como procedimiento de aplicacidn citaremos
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el de Tabereau, de la Martiniere, Los alumnos
estdn provistos de pizarras. El maestro pre-
senta el ejercicio, y concede un poco de tiempo
para obtener el resultado. A una palmada los
nifios lo escriben en la pizarra y vuelven lo es-
crito sobre la mesa. Otra palmada, y todos los
nifes levantan la pizarra volviéndola hacia el
maestro. Ventajas: simultancidad y orden en el
trabajo; imposibilidad de copiarse unos a otros;
rapidez en los cjercicios y en la percepcidn del
resultado; posibilidad de la correccidén como si
fuese individual; conocimiento inmediato por los
mismos alummnos de quienes lo han hecho bien y
quienes mal; regulacion del tiempo dedicado
a cada ejercicio, pudiendo acelerarse progresiva-
mente.

351, Bl programa.—los ejercicios indicados
para el cdleulo rdpido sirven en general para el
caleulo mental cuando se opera ¢con nimeros pe-
quefios, pero, estando esta interesante practica
muy descuidada en Espafa, vamos a dar un pro-
grama detallado segnido con éxito, en unas escue-
las de Paris, no sin hacer notar que los ejercicios
siguen, como es natural,’a las lecciones de elabo-
racion de que proceden.

Primer grado—Sumar y restar 2; 3, 4 ... 0.
Sumas de tipo: 30 - 50; 20 + 27;45 -+ 30; 23 +
+ 42. Ntneros décimales andlogos. Sustrageion
de tipo: 50 —20; 65 —40; 48 —24; 40— 306;
42 — 37; Complemento a una peseta de un cierto
niimero de céntimos. Numeros decimales.

Multiplicacién por 2, 3, 4, 6, 7 y 8. Multiplica-
ciones de tipo: 40 % 7 6 X 40,

Tomar la mitad, multiplicar por 0,50 y 5. Com-
plementos a 2 pes:tas. Multiplicar por 1.50.
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Tomar el tercio y el cuarto. Multiplicar por
0,25 v 25. Multiplicar por ¢, 11 ¥y 15,
Segundo grado.—Repaso del anterior. Efectuar
sSUMas como 345 - 23T == 345 -+ 100 +'30 4= 1.
Idem 345 - 576 = 345 + 500 + 70 46 (le-
vando), Nimeros decimales. Efectuar restas como
746 — 235 = 746 — 200 — 30 — 5. Idem 746 —
— 278 = 446 — 200 — 70 — 8 (llevando).
Multiplicaciones de tipo: 63 X 4 = 60. 4 -+
“+3.4. Idem 63 X 40=—063. 4. r0. Idem por
II, 2T, 3T ....9, ¥9, 29.. Idem por 12, (docena).
Decimales. Divisidn. Repaso del anterior, Divi-
dir por 20, 200, 30, 300. Idem por 0,1; 0,2; 0,3;
0,4; 0,0I; 0,02; 0,03; 0,04, Idem por 6, 8, g, par
divisiones sucesivas. Idem por 12, 15, 16, I18.
Multiplicacion y division.—DMultiplicar y dividir
por 0,50; 5; 50; 0,5; 0,25; 2,5; 25; 250. ldem por
01755 7,55 75: 0125; T,25) 12,5; 128 1,5y 15
Coste de una cantidad pesada a tanto el kilogra-
mo. Ejercicios de aplicacién con modificacién de
los datos para utilizar el calculo mental. (Ejemplo:
un obrero gana 457 plas. semanales: icudnio gana
al afio? 47 X §2 = 47 X 50 + 47 . 2). Multipli-
car por un numero que tiene por parte decimal
0,5; 0,75; 0,75. Aplicaciéon de los procedimientos
estudiados a ejercicios sobre el interés, descuento,
etcétera. Asf 59 =7f..1 20 9% = t};, ‘etcétera.
Tercer prado—Suma. Procedimientos fundades
en la descomposicidn de un nuimero en sus diferen-
tes ordenes de unidades, en los mimeros redondos,
y en la compensacidn. Idem para la sustraccidn.
Idem en la multiplicacion (ejemplo: 47 x 8 =
—40.8 7. 868X 3-— (70 —+2)3F= 70. 3 —
-—2. 3). Ampliacidn del grado anterior.
Observacidn.—E]l programa anterior es tal vez
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excesivamente sistemdtico e intelectualista ¥
recargado. El perfodo primario de la enseflanza
proporcionard multiples ocasiones de ejercitar
ol caleulo mental v en el perfodo siguiente han de
estudiarse los procedimientos aplicables a com-
pras y ventas y referentes a las unidades del peso,
capacidad, longitud y tiempo. La conversién de
unas unidades monetarias en otras, incluyendo el
real, el duro y el décimo y los billetes facilita la
comprensién de muchos artificios. Asi, por ejemplo:
multiplicar por 1,25 se reduce a la adquisicion
de objetos que valen primeramente » ptas y # rea-
lesy a convertir éstos en pesetas dividiendo por 4..
Reciprocamente a esta clase de operaciones debe
aplicarse con preferencia el cdleulo mental, ense-
fando a contar los billetes de 23, los duros y las
monedas de 0,05 de 2 en 2; a devolver el cambio,
y a abtener el precio de diferentes objetos em-
pleando para ello en un principio el dinere escolar.

6.—Los ejercicios y problemas

352. Su diferenciacion.—Por ejercicio entende-
mos la simple aplicacién de una regla dada, esté o
no esté explicita, Asi, son ejerciclos dividir 345
por 5, y averiguar cudntos duros son 345 ptas, Lo
es también hallar el volumen de un ortosdro,
no obstante necesitarse dos operaciones, y trazar
una tangente a una circunferencia, no obstante su
complicaciéy, Por problema entendemos toda
cuestién que exige la combinacién de dos o mas
reglas conocidas. En esta combinaecién, que supone
un andlisis y una sintesis por breves'que sean, ra-
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dica la esencia del problema, Asi, calcular el peso
de una barra de tiza de 1 dm. de larga, 1 om. de
ancha, 1 cm. de gruesa y 2 de densidad, es }a
un prnblema no obstante su sencillez,

De los ejercicios hemos ya hablado en el capi-
tulo dedicado a la leccidn, cuanto expongamos a
continuacion, aun refiriéndose concretamente a
los problemas, tiene una parte extensiva a los
ejercicios, fdcil de apreciar.

353. Su importaneia.--Hemos dicho que el ideal
dela ensefianza de la Matemdtica enla E. P. serfq
convertirse en una scrie de ejercicios y problemas,
con lo cual se asegurarfan todas las cualidades que
debe tener la ensefignza, pues serfa eminentemente
activa y placentera por la continua invencidn, y
necesariamente adaptada a las cualidades del
nifio, sin lo cual no podria adelantar un paso,
lo' cual le haria ser inferesante, graduada, etc.

Y si nos resignamos a que en nuestra ensefianza
hwyna parte expositiva, ésta debe ir preparada,
seguida y afianzada porlos ejercicios y problemas.
Ellos tienen el mas alto valor prictico, pues pre-
paran directamente para resolyer problemas and-
logos en la vida (realidad) yal mismo tiempo son
emineritemente educativos, puesto que e¢jercitan
las facultades de andlisis y sintesis, llegando a la
invencidn y ejercitan la expresidn correcta.

A esta segunda parte se tendia antes, principal-
mente, ya que el resolver un problema es la mejor
prueba de inteligencia, descuidando no sélo el
aspecto practico de la realidad, sino también
las condiciones psicoldgicas v didacticas del pro-

-blema.

354. Asuntos de los problemas.—Deben tomar-
s¢ de la vida real en orden concéntrico. Primera-
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mente lo que se refiere a los mismos nines, sua
talla, su peso, los objetos con que juegan, el cos-
te de sus dulees, sus notas de clase, etc. Después
vienen los referentes a la escuela y a la casa: las
dimensiones ‘de la sala de clase, la anchura del
pasillo, el mimero de baldosas, el coste de los cua-
dernos ... Més tarde, cuanto se refiere a la ciudad:
su comercio, su industria, el correo, el tren ...
Llega un momento en que el nifno percibe el
valor de la actualidad y entonces los datos del
periddico son los mds interesantes; le interesan
los deportes, y los problemas sobre records O
marcas le apasionan. Finalmente, su interés abar-
ca el mundo entero, v entonces es ocasion de
tomar datos de la Geografia, la Historia, las
Ciencias, la Estadistica, el Comercio y la In-
dustria mundiales, presentando como dice Smith
el aspecto cuantitalivo de la vida. Mucho pueden
hacer los temas elegidos para el valor educativo de
un problema, por ejemplo, la cantidad de Hl, dé
trigo que da una Ha. en los diferentes pafses; la
productividad de la tierra de secano o regadio;
la mortalidad enlas diferentes naciones; la crimina-
lidad y su descenso progresivo; el tanto por cien-
to de muertes prematuras, crimenes, locura en-
—tre los alcoholicos, ete.

355. Las eondiciones.—Los problemas deben
ser:.

a) Comprensibles, estoes, que ni en su redac-
cién tengan nada oscuro 0 que despiste al alum-
no, ni en sus palabras halla ninguna de significa-
cidn ambigua o desconocida.

b) Interesantes—Lo cual se consigue, prinei-
palmente, con la eleccién del tema y la finalidad
del problema. Los estimulos anteriormente indica
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dos y los imfereses son gufas seguros. Y con rela-
cién a su origen tengamos en cuenta que los méds
interesantes son los presemiados por la realidad
" (el reloj, las formaciones de los nifios, la situacidn
de las mesas, los trazados necesarios para los jue-
gos, etcétera) luego vienen los imaginados (via-
je en un auto, adquisiciones en la feria, el ven-
dedor de periddicos, etc). Y finalmente vienen
los propuestos por el maestro.

¢) Reales, en el sentido de que se presenten
como en la vida real, parala que preparan, Esta
realidad ha de manifestarse no sélo en el tema, sino
en la forma del enunciado, que no ha de ser ni
mids diffcil ni mds explicito que en la vida real:
en los datos, que han de ser no sélo verdaderos,
sino los mismos que suelen darse en la vida. Asi,
para determinar el coste de un viaje por ferro-
carril no se dan estrictamente las distancias a re-
correr sino una guia; para formar una factura se
da la lista de precios que le sirve de base, ete.
Han de ser incluso 7eales en la manera de resol-
verse, asi en el 1ltimo caso citado se extenderd
la factura en forma andloga a como lo hace el
comerciante, y si se trata del interés de una li-
breta de la caja de ahorros se calculara por quin-
cenas como en ellas se hace.

d) Graduados.—Los primeros problemas serdn
intuitivos: Un wijio tiene 5 bolitas, y pierde 4;
¢ Cudntas le quedan? El nifio tomard 7 discos, se-
parard 4 y contard los restantes,

La graduacién después suele hacerse por las
operaciones y el niimero de ellas que intervienen:
dos sumas, una suma y una resta, una multipli-
cacion y una suma, etc. Teniendo en cuenta que



las operaciones inversas suponen mayor dificultad
que las directas.

e) Seriados—Los problemas deben darse en
series no muy extensas para que no lleguen nia
la mecanizacién ni al aburrimiento. Esta seria-
cidn puede hacerse:

1.° Por el artificio empleado para resolver el
problema. (Véase 44).

2.? Porel asunto general: Pérdidas v ganancias,
densidades, pesos, etc.

3.% Por el tema concreto que sirve de punto de
partida. Asfde la imaginada excursién en automo-
vil, surgen problemas referentes al tiempeo, veloci-
dad, recorrido total, coste de accesorios para el co-
che, gastos personales de sus ocupantes, y demads.

Estas series deben graduarse en complicacidn
creciente para cada afio escolar aun cuando va-
rios cursos trabajen sobre un mismo tema.

356. La inveneion de problemas.—Despierta el
interés del alumno, ejercita sus cualidades y las
manifiesta claramente. Esta invencion puede pro-
ponerse gradualmente:

@) Expresar la pregunta que constituye el
problema después de la exposicion de los datos.
Ejemplo: Un pastor tiene 12 ovejas, v vende 4.
El problema puede consistir en preguntar (cudn-
tas le quedan? o bien :qué parte del total vendid?

b) Inventar sobre un esquemd. Por ejemplo: El
maestro escribe en la pizarra

PCT=PVTI—G
que significa: Precio de compra total = Precio de
vepta tofal — ganancia,

Se trata, pues, de determinar el precio de venia
ottal de una mercancia en funcidn de las otras
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dos cartidades que pueden serrexplicitas o impli-
citas. Los alumnos inventan a su caplltho las
condiciones partwulawq

¢) Problemas sin mas indicacidn que la serie
de operaciones que han de exigir, Cabe desde
pedir una simple suma hasta combinar las cuatro
operaciones.

857. La solueién del problema.—Pueden con-
siderarse ¢n ella tres momentos:

a) La comprension del enunciado, separando
los datos de las incdgnitas y estableciende las re-
laciones entre unos v otras, y vitalizando ¢l tema
como si el alumno fuese, si ha lugar, el protago-
nista,

b) La resolucion.—Acerca de ella hemos dicho
lo suficiente en g v 43. Aqui nos concretare-
mos a dar algunos consejos para la mejor expo-
sicidén: 1.7 Si el problema es algo complicado de-
ben hacerse una separacién por una linea verti-
cal entre las operaciones materiales v las opera-
ciones indicadas, que indican la marcha del pro-
blema, 2.7 Esta marcha s¢ expondrd sistematica-
mente justificando cada operacién que se’ realice
como se indicd en la sinfesis en g. Esto iltimo
es aplicable hasta a los casos mds sencillos.

Ejemplo: Andrés tenfa 16 bolitas y jugando con
Bastlio perdid 4 :pervo jugando con Carlos gand 7.
Cudntas bolas tenia al hnm'?

Resolucion: Después de jugar con Basilio le
quedaron
16 — 4 — 12 holas
Después de jugar con (Carlos tenia
12 + 7 = 19 bolas

Respuesta; 19 bolas.

e
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¢) La comprobacion.—Consiste en rehacer el
problema tomande cemo dato la incognita ante-
rior, pero no siempre es fdcil encontrar una com-
probacidn. Cabe en cambio siempre, v siempre debe
realizarse, una comprobacion eproximada, que dé
un valor limite para la cantidad buscada. Asi, por
ejemplo, si se nos pide averiguar la capacidad de
wn depdsito cilindrico de 4,60 m de radio y 8,50 m
de altura. Sustituiremos ¢l circulo poer un cuadrado
de 9 m de lado y obtendremos como volumen
aproximado g % 8;50 = 81 x 8,50~ 688 m’. Una
cantidad que difiera considerablemente de esa
no puede ser solucion.

358. Caliticacion de los problemas.—El fin
perseguido en la resolucidn de un problema es
la exactitud, pero ésta puede perderse por defec-
tos en el razonamiento, deficiencia en los conoci-
mientos aplicados, o error de cdlculo. Nosotros
clasificariamos asf, por este orden, la importancia
de las faltas cometidas. La claridad y puleritud
en la presentacién son cualidades accesorias, pero
dignas de aprecio y cultivo.

Cuando los problemas se empleen como medio
de examen deben darse dos por leo menes, 1ino
facil (a) y otro mas dificil () con lo cual se obtie-
nen euatro grados: mingiim problema bien; a; b
a -+ b

7.—Cuestiones especiales
A. La enseiianza de los mibmeros fraccionarios.

359. Sus detractores.—Es un hecho la dismi-
nucién constante de la atencion dedicada a los




ntimeros fraccionarios en los programas escolares
de todo el mundo, excepto Francia. En Norte-
américa no se ensefian sino en su forma mas sen-
cilla. Y en Francia misma se ha iniciado una cam-
pafia contra ellos por la parte mds renovadora del
Magisterio. Las razones que aducen son, entre
otras, las siguientes:

@) La desaparicion del sistema métrico anti-
guo con su divisién en partes alicuotas variables,
y su sustitucidn por el sistema métrico decimal,
tiene como consecuencia la sustitucion de los
quebrados ordinarios por los decimales.

b) No se presentan casi nunca en la vida co-

rriente.

¢) La reduccidn de las fracciones ordinarias a
decimales permite operar con éstas en sustitu-
cién de agquéllas con toda la aproximacidn que
se desee.

d) Su valor educativo es discutible, e incluso
se prestan a introducir confusiones en la mente
infantil. Baste indicar la tendencia a obtener su-

mas como — T s N
5 8 13
¢) Los problemas que se proponen, son por
regla general, artificiosos y ademas pueden resol-
verse por procedimientos ordinarios que no exi-
gen caleulo de fracciones.
Ejemplo 1.°.—Calciudar el fiempo que necesita

; . 2 ;
un peaton para caminar 1 == kms. a razon de 4

kms. por hora.
El procedimiento ordinario consiste en decir;

2
a=s
. o 3
lleva consigo una divisién por un nimero mixto,

Tantas horas como veces contiene 4 a 1

= e
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El procedimiento natural es el siguiente:

1
Parar tfecorrer r km emplea = ho- |

ra — 15m

1
Para recorrer — kkm. emplea 15 :! Total 15 -
B — 2rm
{3='5m + 10 = 25
2
Para recorrer - emplea 5 X 2 =

— T0 M

Ejemplo 2.°—De un depdsito de agua se sacan
los 37 v después los 5]9 del resto, quedando gbo L.
2 Cudl es la capacidad del deposito?

Resolucion:

Supongamos la altura de g X 7= 63 dm.

Sacando -%— su altura rebajarfa en 673 =g dm.

¥ por —g— en g X 3 = 27 dm. guedando 63 —27 =
— 36 g

: 1 AT 36 .
Sacando —; su altura rebajarfa en % — 4 dm

y por --g— en 4 X 5= 20 dm. quedando 36 — 20

= 16 dm.
Ahora 16 dm. suponen una
capacidad de .. o6o I
I dm. supone una
capacidad de .. gbo : 16 = 6ol.
63 dm. suponen una
capacidad de .. 60 X 63 = 3780 1.

860. Los defensores.—Los defensores de la
continuacién de la ensenanza de los quebrados
en la escuela primaria alegan por su parte.

a) Que no han desaparecido del sistema métri-




co los divisores no decimales. (Tiempo, circunfe-
rencia, papel). ;

b) Que en la vida corriente se presenta el he-
cho de tomar partes alicuotas de una cantidad.
Ejemplo: 4 de 1.

¢) Oue sélo son reducibles exactamente a
decimales muy pocas fracciones (las de denomi-
nador cuyos factores primos son 2 ¥ 5) ¥ que aun
€n este caso, y en todds los demds es . preferible
por la rapidez y exactitud operar con las fraceio-

mas

ol ; g
nes, asi—— es mas sencillo que 0,125 y

sencillo y exacto que ©0,3333...

d) Su wvalor educativo es notable, como que
presentan un caso que comprende la mayor parte
de los ntimeros reales y generaliza las operaciones
que con ellos pueden efectuarse.

e) En los problemas tratados sin las reglas
operatorias propias de las fracciones, no se hace
mds que operar como ellas indican, con artificio
Vv premiosidad.

361l. Nuestra opinién.—Siendo atendibles anas
¥ otras razones opinamos que ni el valor practico
ni el educativo compensan los esfuerzos que es
preciso hacer para su ensefianza. Una posicion
ecléctica, mas necesaria circunstancialmente como
transicién, nos llevaria a estudiar las fracciones

sencillas, que son las que aparecen en la vida:
I | I ¢ .

2 3 4 Sonmas sencillos que 0,1 y pueden en-
senarse incluso a los péarvulos. Segiin Wilson el
95 por 100 de las fracciones que se presentan en la

vida corriente son

UERIIR 239 ~rEing; Fr Sy ks Lanilsi
= R
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v esto en Norteamérica, que conserva ¢l antiguo
sistema de pesas y medidas.

Esta simplificacion del valor de las fracciones y
el considerarlas como cocientes indicados de una
cantidad con las mismas propiedades que la divi-
sién facilita extraordinariamente su estudio.

362, Didactiea de los nameros fraecionarios.—
a) El concepto de fraccién se adquiere por la di-
visién en partes de un objeto: naranja, manzana,
tarta ‘torta de madera preparada; y por la con-
templacién de imdgenes, de preferencia ¢l eirculo
dividido en sgctores,

Después viene la consideracion de fracciones de
magnitudes. Por ejemplo: % —;—~ IT dé litro mar-
cado en botellas; y Tinalmente una fraccion de
cantidades concretas y de nimsros.

Naturalmente se empicza por las fracciones de
numerador T para pasar después al conjunto de
unidades fraccionarias. La representacién por
segmentos o bandas viene mds tarde. Puede ha-
cerse intuitiva la comparacién de quebrados, pero
sobre todo es interesante notar su relacidn con
la unidad, y su complemento a ella.

El concepto del quebrado como cociente se
obtiene sencillamente con ejemplos.

3 naranjas entre 4 nifios = 3 : 4 = —%- de naranja
I
5 manzanas % p) — 5i4—T1 5 de manzana

b) Enla suma y la resta, para evitar la confu-
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sién de que antes hablamos los ejemplos se gra-
duaran. Asi:

3 cuartos 4 2z cuartos = 5cuartos = 1 y un cuarto

4 4 LEl 4 4

¢) La conversidn de quebrados a i gual denomi-
nador se preparard mostrando la equivalencia de
fracciones, por la posibilidad de multiplicar el
numerador v denominador por un mismo niimero,
pudiendo hacerse intuitivamente. Asi la figura
adjunta

L fie 7

= muestra como

‘ s ‘ Yy ‘ g A o 2l = 4y ] %
e 2 4

s e | Vs || e 1,"5! o [ s | Ys

La reduccidn se hard con fracciones sencillas,
buscando el denominador conveniente, empezando
por indicarlo. Asi, la primera forma de la suma

el 1 ol
sera g - e 12 que mnvita a representar en
I2 avos el demominador.

d) La multiplicacién por una fraccidn se
descompone en una divisién y una multipli-
cacion, ya preparada por tomar los 2’ de una
cantidad, y la representacion grafica hace perfee-
tamente inteligibles los resultados. (Véase nuestra
Aritmética Intuitiva)

B

S — e —
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¢) El divisor fraccionario ¢s realmente dificil
de comprender. Puede prepararse inductiva-
mente con ejemplos paralelos como estos:

60:12—=F§ en donde se observa que a
6o: 6=10 medida que el divisor se hace
6o: 4=18§ dos, Ires, cuatre VeCces menar,
601 F=20 el cociente se hace dos, tres,

cuatro veces mavor.

Ahora podemos obtcner los cotientes siguientes:

1
2 .\ notando  que
1 12— =17 1 i :
=t =g 3 el divisor es
- vy finalmente ahora dos,
350 factyl Baes tres veces
e ==t t2:. 2 _ p|mayor que
1 \ 4 antes,
2:— = ¢
4

También podria operarse con un problema con-
creto:
b1y a7 .
Una mdguina teje = de braza en una hora

¢ Cudnto feje en —":— de hora?

Solocidn:
Resumen:

o
En 1 hora teje i de braza.

|

e —
s
=5}
|

l 2 |_E_. 3 4
» 1 » > T =T 9% s p 1
i _I. 3'—5—--!—d bri z | 3.a 12 2
At » ")( S € bri za,

f)  Mayor dificultad presenta el caso. de la
fraccién divisor, pudiendo operarse por inversion
del ejemplo anterior,

Metodologta. 25
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34 ' ¥ . 2
Si una mdquina te}eT de braza en una hora,

. . . I
iqite trempo necesita para tejer - braza?

Solucién:
1 2 1 2
tantashoras como — conteéengaa —=—: —
- 2 3 2 3
Reduciéndolos a un comin denominador, re-
1X3 23X 2 3
sulta. ——=—— y ——=—— =3 4= — de hora.
6 ¥ 6 5 4

de donde sale la regla ordinaria,

También podria aceptarse la simple comproba-
cidn, como operacidn numérica inversa de la mul-
tiplicacion.

Observacion.—Todo esto evidencia la dificul-
tad de ensefar racipnalmente las fracciomes y
nos inclina a su limitacidn en la ensefianza pri-
maria.

B—La praporcionalidad

363. La razén de dos eantidades.—Es un con-
cepto que a pesar de su aparente sencillez no per-
cibe claramente ¢l nifno, como no se trate de una
razén entera, y que, en general, carece de interés
para él en un principio. Por cllo opinamos que
no debe darse de primera intencidn sino que puede
procederse en las siguientes etapas:

@) Se da un segmento, se dice al alumno que
representa I m y se le pide que dibuje una casa
de 6 m dealta por 8 de larga, con una puérta que
mida 2 m ¥ de alta por 14 m de ancha, ete.

b) Se prescnta vn plano del pucble ¢n ¢l qu
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I cm. representa, por ejemplo, o0 m. y se le
pide al alummno que determine distancias de in-
terés: De la escuela a su casa, etc.

¢) Se da un cuadrado y se pide dibujar otro
cuyos lados sean 2 yeces, 2 veces y media, ete.,
los del dado, Se puede operar con rectangulos
y triangulos.

d) Asi preparada puede definirse la relacidn
de dos segmentos, después la de dos cantidades
cualesquicra, para descender en seguida a la re-
presentacion grafica de esta rvelacion. (Vease
nuestro «Nuevo Tratado de Aritméticay).

364. La proporcionalidad.—Opinamos que no
se debe hablar al alumno de la proporcionalidad
numérica ni de su aplicacién inmediata, la regla
de tres como suele darse. Con ello se le descarga
de un bagaje no solo imitil sino perjudicial. Initil
desde el punto de vista practico, porque el medio
verdadero de resolver los problemas de reglas de
tres es el empleo del cogficiente. (Velocidad, en el
movimiento uniforme; pI'(_CiU en los valores, den-
sidad en los pesos, etc.). Perjudicial, porque con-
duce la rutina de las 1cg].a:> de tres, sacadas ma-
quinalmente con perjuicio: de la educacién in-
telectual.

En cambio, opinamos que debe darse claramen-
te, con multitud de ejemplos, ¢l concepto de pro-
porcienalidad, determinando las magnitudes que
no son proporcionales (edad y talla, arcos y cuer-
das); las que lo son entre ciertos limites. (mimero
de obreros y tiempo que emplean), y las que lo son
completamente: Y en estas creemos que debe dar-
se la proporcionalidad simple, que es la habitual,
la compleja (proporcionalidad a cuadrados, ete.)
v la compuesta. No hay derecho a no interpretar
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coti preecision las leyes de la propagacion de la
luz, o del sonido, 0 de la gravitacién universal;
ni a desconocer que el drea de un rectingulo de-
pende de sus dos dimensiones; la ganancia, del
capital, y del tiempo; y el coste del transporte de
la longitud y del peso.

Para alcanzar estos conceptos debe empezarse
por las representaciones geométricas. Dado un
dangulo se trazan perpendiculares a un lado, a dis-
tancias crecientes del vértice, y se percibe primero
y se'calcula después su longitud. Las areas de las
secciones piramidales (proyeccicn deél haz de ra-
yos del cine en pantallas a distancias distintas)
dan la proporcionalidad compleja, y'el drea de
dos rectdngulos la compuesta.

Inmediatamente deben wvenir las aplicaciones
de cardcter grifico, tales como determinar distan-
ciag, alturas de edificios, ete. (véase nuestro Nue-
vo Tratado de Geometria) y posteriormente las
numeéricas siempre a base del coeficiente. Ya he-
mos indicado algunos de éstos (valor que corres-
ponde a la unidad de los demds) y notaremos,
para terminar, que el coeficiente enel caso de'la
luz es su intensidad de iluminacidn normal a 1 m,
de distancia, bastando dividir por el cuadrado
de ésta, en metros, para hallar la iluminacién a
cualquier distancia. Analogamente el coeficiente én
el transporte, es el costo de una tonelada a 1 km,
de distancia, y en el interés deberia ser la ganan-
cid de una peseta en un afno. Con ello los pro-
plemas de regla de tres vienen a resolverse por
reduccion a la unidad, con la ventaja de que
una vez determinado el coeficiente, pueden re-
solverse mds sencillamente los problemas and-
logos y se presta a la obtencion de férmulas

&
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generales C=¢ X p X d para el transporte e
. r . o
1= —— X ¢ X t para el interés.

100

C.—La Agrimensura

365. Su utilidad.—La agrimensura debe ense-
narse en las escuelas rurales, principalmente, por
su valor prdctico, pero tiene ademds un gran
valor educativo por obligar a los alumnos a
trabajar en equipos, ponerles en contacto con la
realidad, y. por tanto, con dificultades mayores
que las presentadas por el papel o la pizarra,
y finalmente les proporciona una elevada idea
de la aplicacién de la Matemdtica. Su implanta-
cidén exige las prdcticas que pueden verse en
cualquier manual, algunas ampliaciones de ma-
terial, y orientacidn especial en la ensefianza,

366. El material.—Para las alineaciones son
menester piquetes o jalones que pueden ser sus-
tituidos con simples cafias a las que se adhiere
un papel para que puedan ser vistas de lejos.
La cadena de agrimensor o la cinta métrica son
en cambio indispensables.

Convendria poszeér un grafémetro, o cacuadm
de agrimensor, pero pueden sustituirse sin gran-
des errores por un bloque de madera en el que
se han trazado con una sierra dos cortes perpen-
diculares entre si y si sz guiere sus bisectrices. Un
cirenlo graduado con un travesero giratorio que
lleva dos rectangulos verticales con un hile en
cada uno en su eje vertical snstituye al grafd-
metro. Uno y otro han de colocarse sobre vas-
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tagos con la punta cubierta de hojadelata v
que lleven un hueco con una plomadita.

86%7. Orientacion de los conoeimientos.—Todas
aquellas operaciones geométricas que sean Sus-
ceptibles de realizarse en el plano y en el terre-
no deben estudiarse en ambos deminios, dando
a conocer los procedimientos especiales apli-
cables a éste. Por ser muy ingeniosos y poco
conocidos indicarcmos los procedimientos si-
guientes;

a) Por un punto duade trazar una perpendieu-
lar o una alineacién (digase, por ejemplo, de una
fuente a una tuberfa). —Tdmese una cuerda en
la ‘que se marca el punto medic M. Un extremo
A se eoloca en el punto y el otro B en uno cual-
quiera de la alineacién con tal que la cuerda
quede tirante. Fijando el punto M y fijo el B,
se lleva el A a la alineacién, obteni¢éndose €l pie
de la perpendicular.

by En un punto de una alineacion levantarle
wna  perpendicular.—Fijese un extremo A de la
cuerda en el punto, y el otro extremo B en cual-
quier otro punto de la alineacidn. Pdéngase la
cuerda tirante por M, v fijando M, y llevando A
hasta que la cuerda forme una linea recta, la
posicion de A es otro punto de la perpendicular.

Uno y otro: procedimiento: estan fundados en
las propiedades de las diagonales del rectan-
gulo.

También serd conveniente manejar la formula
de Heron' paral ¢l drea del tridngulo dada en
(IV, Nota o) va que en tultimo término cualquier
figura del fterreno puede determinarse por des-
composicion en tridngules, cuya determinacion
no exign mas emplee que el de la einta métrica,
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368. Ejercicios.—Los ejercicios que se reali-
cen en el campo no deben ser sdlamente los de
levantamiento de planos, sino aquellos otros ca-
paces de despertar la curiosidad del alumno,
como hallar la  anchura de un rio, la distancia
de dos puntos inaccesibles, etc. Y deben termi-
nar con €l trazado de los planos a escala y la
evaluacion de dreas.

D —Planos v mapas

369. Juslifieacion.—La ensenanza de los pla-
nos y mapas en la escuela tiene evidentemente
un walor prdctico, puesto que lleva al conocimiento
precioso de cuestiones que se presentan cons-
tantemente en la vida corriente; valor de rela-
cidn, puesto que es indispensable para la ense-
nanza de la Geografia; v valor educativo, porque
pone en practica las teorfas mds elevadas  de
la Aritmética y Geometria, mostrando su enorme
utilidad, ¥ la sencillez de medios con. que. se
amplia el conocimiento humano, ya que sobre
un simple plano o mapa se pueden resolyer miil-
tiples cuestiones que tratadas en la realidad su-
pondrian esfuerzos prnosos y considerables,

370. Su utilizacion.—Contra lo que general-
mente suele hacerse en tales casos, opinamos que
debe preceder la utilizacidn de los planos y ma-
pas a su construecién, en primer lugar, porque
cs mas sencilla, v eén segundo, porque presenta,
desde luego un interés para ¢l alumno que la
construceidn no tiene, pero que siencuentra pre-
parada por la utilizacion.

Claro es que en ¢ésta deberd seguirse el orden
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de lo inmediato a lo remoto, presentando el
plano de la clase, el de la escuela, el del pueblo,
ol mapa de la provincia, etc., temiendo, ademds,
lo§ primeros la ventaja de que son inmediatamen-
te comprobables los resultados que se obtengan.
También debe procurarse esa comprobacidn en
los demds casos, cuando sea posible, por c¢jemplo,
con las guias de ferrocarriles y carrcteras y los
ilinerarios de vapores,

Las cuestiones que presenta la utilizacion de
mapas y planos se refieren, en primer lugar, a
la determinacion de distancias, que ha de hacerse
entre lugares interesantes, sirviéndose primero
de la escala numeérica, que es la mds elara, y
después ‘de la gréifica por la simplificacion que
supone.

En ségundo lugar, vienen los problemas in-
versos que tienen por objeto  determinar sobre
¢l mapa puntos que estén situados a distancias
dadds de puntos fijos, v pueden relacionarse con
los "lugares 'geométricos. Por ejemplo, hallar el
emplazamicnto de una casa situada a tal distan-
ca 'de una A y a tal distancia de otra B, D:ter-
minar el trazado de una calle paralela a otra y
a una distancfa determinada, etc.

La construccidn.—Siendo un mapa una figu-
ra situada en un plano y semejante a otra fign-
ra del terreno, €l método natural acons:ja em-
pizar su estudio por la construccidn de figu-
ras semejantes mds sencillas, En ¢l parrafo 258
g2 indicé la construccidn de las mds simples,
ellas sirven de preparacién a las que han de se-
guirles, .como por €jemplo, obtener el plano de
la superficie de una mesa, de la superficie dcl
aula, del patio de jucgo si cs rectargular, o por

P
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descomposicidn en tridngulos en todo caso, etc.

Para obtener el concepto general de figura se
m=jante puede emplearse la reduccion o amplia
cidn de un dibujo por el procedimiento de la cua-
dricula v mejor aun partiendo del ejercicio del
parrafo 359. En lugar' de trazar dos rectas que
partan de un vértice se trazan varias, construyci-
do dos o mds figuras que por ser homotéticas
s-rdn semejantes. Puede comprobarse en' ellas
la igualdad de dngulos y la proporcionalidad de
los lados en razdn constante. igual a la de seme-
janza o escala. Esto prepara ademds la obtencidn
de figuras semejantes por ¢l panfdgrafo corrien-
te, ¥ m-jor aun por el construido sencillamente
con una cinta de goma, en uno de cuyos extremos
se practica un orificio. En ¢l punto medio y en

R I 2 .
yuntos que disten — y — del origen se colocan
I q =Y g

simples botones automaticos, o cunalquier otra
sefial. Para utilizarle se fija en un punto conve-
niente el extremo no perforado y manteniendo
tirante la cinta con un ldpiz introducide en el
orificio’ del otro extremo se marca la figura am-
pliacién de la dada, sin mas que moverlo de modo
que la marca correspondiente recorra el contorno
de ésta. El levantamiento del plano de la escuela
v de sus alrededores y los trabajos de Agrimen-
sura dardn lugar al trazado de planos, con lo gue
se termina esta'ensenanza que se puede iniciaren
el segundo grado, pero que solo puede desenvol-
verse en el tercero, lo cual permite un desarrollo
sistematico.

Observacidn.—Para todo lo que antecede re-
mitimos una vez mds.al leetor a nncstro Nuivo
Tratado de Geom. tria,




8. Utilizacién del Algebra y la Trigonometria
en Ia Escuela Primaria

371. Justificacion.—Como puede verse en los
programas del cap. VII son varioslas naciones que
han introducide la ensefanza, del Algebra y
la Trigonometria en la Escuela Primaria. Los
Estados Unidos desarrollan un programa bas-
tante serio que comprende el estudio de la for-
mula, la representacién grafica de funciones,
los numereps positivos y mnegativos, las ecua-
ciones, incluso la de segundo grado, la técnica
algebraica, incluso con radicales sencillos; y una
Trigoniometria muy sucinta reducida al caleulo
de los elementos de un tridngulo rectingulo.
En algunas escuelas espanolas se utiliza el Al-
gebra en la resolucién de ecuaciones con excelen-
te resultado,

Desde luego la introduccidn de estas ensenan-
zas tiene un gran valor préctico, ya gue las ecua-
cioneg simplifican la resolucidn de problemas su-
primiendo los artificios, v la Trigonometria re-
suslve miltiples problemas con gran elegancia
y sencillez: Su valor educativo estriba en la ge-
neralizacion que con relacidon a la Aritmética y
Geometria representan.

372. El contenido del Algebra.—Existe un
punto de capital importancia para la determi-
nacion del contenido: la adopcidn o exclu-
sidn de los mimeros negativos. Reducida la apli-
‘acién algebraica a la resolucidn de problemas
por medio de ecuaciones de primer grado, aun
incluyvendo los sistemas de dos ecuaciones con dos
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incdgnitas, es de suponer que las soluciones ne-
gativas queden eéxcluidas, y todo se reduce a
ensefiar la preparacién de la ecuaciones efectuan-
do las operacionés indicadas, reduciendo sus
términos a comiin denominador y suprimiendo
éste, verificando la transposicién y vteduciendo
los términos semejantes, operaciones todas sen-
cillfsimas y preparadas suficientemente para los
alumnos del 1ltimo afio a los que esta ensefianza
se dirige. La resolucidn paralela de problemas por
artificios aritméricos y por procedimientos alge-
braicos evidenciard las ventajas de estos nilti-
mos.

Los sistemas de dos ecuaciones con dos in-
cégnitas so preparan como se mostrd en (44, €).

[a introduceidn de los nimeros negativos com-
plica de tal manera el contenido de la ensefanza,
si se quiere que esa introduccion se utilice, que
la creemos inadecuada para la Escuela Primaria
espafiola en su estado actual.

373. Contenido de la Trigonometria.
bién aqui la introduccién de los nimeros nega-
tivos es un factor importantisimo. Ella permite
extender las lineas trigonométricas hasta los
angulos mayores de go°, ya que su coseno ytan-
gente son negativas. Al contrario su exclusién
hmlta. las qp]lcaru)m trigonométricas a los dn-
gulos menores de go°, y, por tanto, la resolucion
de triangulos a los rectangulos.

A pesar de la limitacion que esto supone, y con
el aval de los programas norteamericanos, cree-
mos que efectivamente deben ser excluidos los
ntmeros negativos también en Trigonometria,

El programa de esta ciencia estarfa reducido
a definir el sen. cos. v 1g. como razenes irigono-
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métricas, unico modo de concebir que son nime-

ros, determinando por mediciones directas y co~

cientes valores tipicos, sen: 307, sem. 45°, tg. 45°,
v otres no tipicos, para comprobarlos por las
tablas de 3 ¢ 4 decimales que deben nsarse, pa-
sando en seguida a las relaciones entre los ele-
mentos del tridngulo rectingulo que permiten
determinarlo, para descender en seguida a las
aplicaciones, que deben ser curiosas y practicas:
Determinacion de la altura del Sol por su som-
bra, cdleulo de la altura de una casa, dela an-
chura de un rio, ¢te,, aplicaciones que compara-
das con los procedimientos geométricos mostrardan
s superioridad,

El cédleulo de la altura de un triangulo cual-
quiera permite determinar trigonométricamente
s drea: de un tridngulo ycon elle resolver pro-
blemas de dreas de sectores y segmentos y poli-
gonos regulares con gran sencillez, cuando se
conozca el radio del circulo en que estdn inscritos,
Asi el drea del octégonon regular tiene por for-

3 1 2 ;
muld 8 X — rsen. =47 sen: 45>
La posibilidad de una cnsefanza sistemdtica
en este grado, y la escasa monta del contenido,
ndicado, eximen de una exposicién diddctica del
tema.

NOTA
Consejos acerca de una leccion de Matemdtica

Las observaciones que siguen estdn extracta-
das de la discusidn que siguidé durante €l curso

!
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1931-32 a las lecciones explicadas por los alum-
nos del grado profesional de la Normal de Ba-
leares a los nifios de la graduada de la misma. Son,
pues, observaciones in vivo que tienden a re-
mediar los defectos mas comunes entre los maes-
tros que empiezan sus practicas, v por e¢so las
creemos de interés.

1.° Preparar y ordenar cuidadosamente todo
el material necesario, y mantenerlo oculto por
el interés que provoca la novedad. (Asi en el
aparato Arquimedes se tiene la cuerda arrolla-
da a la esfera porque cs mds facil aplicarla des-
pués al cilindro).

2.° Interrogar; 1.° Colectivamente ¢quién sa-
be? (Emulacién); 2.° Individualmente a varios.
(estimulo).

3.° Escribir y dibujar con la mayor claridad
posible.

4.% Escribir las palabras nuevas y explicar
su significacidn primitiva. Ejemplo: arco; cuerda;
area; esfera = pelota; isdsceles = piernas igua-
les; escaleno = cojo; didametro — medida a tra-
Ves, :

5.2 Dominar la clase. Cortar distraceciones o
faltas al iniciarse.

6. Una leccidon = una idea.

7.% Operar antes de definir. (Ejemplo clases de
tridngulos) o de enunciar . (Ejemplo: A - B
~C == 2R).

8.7 El ejemplo antes que la regla.

9.° Interrogar a los mas torpes y distraidos.

10, Adaptarse a los nifios variando el plan
dispuesto, (La obtencidn del tridngulo equild-
tero llevande la base sobre el eje del rectangulo
hubo de ser sustituida por la dada en 226 — 1L
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1. Relacionar con la vida. Ejemplo: for-

mas /\; esfera = bolas de rozamiento; Tm, — |
= carga carro, camion; pese, con monedas; ¢m- i
pleo de la libra en donde es usada). 7

r2. Clasificar en cuanto sea posible. !

13. Emplear notaciones correctas y univer-
sales. Ejemplo: La coma en los decimales en la
parte inferior, los lados de un A\, @, &, ¢, sus
vértices A, B, C.

14. Motivar. Ejemplo: Empezar por la pelota
para tratar de la esfera,

15. Tener ocupados a los nifios. Dibujo, cdleu- :
lo, trabajo manual.

16. Comprobar las reglas. La abreviacidn porla
operacion directa. Las construcciones por la me-
dida.

17. Tener preparada la pizarra, en ella una
cuadricula de 5 em de lado; los alumnos con
papel cuadriculado también.

18. Resumir lo aprendido que deba quedar.
(Modelo de expresidn, ejercicio de la memoria,
ayuda al saber).

19. Hacer notar las ventajas de lo aprendido

e

S i
Ejemplo: transformar escala de —— en ——
100 20

20. Tener preparados los datos para que no
resulten numeros raros,

21. Emplear un lenguaje preciso y claro para
no originar confusiones al nino.

22. Definir por afirmacidn y negacion y com-
probar per reconocimiento. Ejemplo el didmetro.

23. Lo que se emplece para agradar sea ade-
cuado. Ejemplo: No monigotes para nifios de
I2 anos. ;
24. Aplicar los conocimientos a las demads cien-




v

b
j

— 359 —

cias. Ejemplo: esfera, planetas; elipse, drbitas.

25. Una anécdota o historieta en cada lec-
cion,

26. Lenguaje ameno (al determinar la altura
de una torre se evoca el escalatorres).

27. Procurar la ayuda mutua de los nifios.
Mediciones, comprobaciones.

28, Emplear mimeros sencillos y reales cuan-

do se explica, No escala

29, Es preferible hacer los dibujos en la pi-
zarra a tenerlos preparados (interés del movi-
miento) los alumnos, convenientemente dirigi-
dos, vy actuando despacio, van copiando.

30. No mezelar cosas, y menos, cuanto mas
afines.

31. Los productos del trabajo de la clase
deben quedar para los nifios (adquisitividad) el
metro confeccionado en cinta, el dm’ en papel.

32. No iniciar nada que no se complete.

33. Relacionar con el mismo nifio. Metro,
braza; dm, palmo; em, dedo.

34. Dejar al nifio sentir la dificultad antes de
ayudarle a resolverla.

35. Emplear fdrmulas adecuadas: ¢ = md
es preferible a2n v E=mxnd" lo es a 4mr’.

36. Las definiciones deben ser adecuadas.
Kg = peso, [ = vaso. Las unidades espaciales
tardan a werlas.

37. Educacion sensorial. Medidas, pesadas,
evaluacidn a sentimiento.

38. Organizar el trabajo como para 40 ninos.
Ejemplo: medir altura de la silla, anchura de
los barrotes ... de cada uno.
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39. Experimentar en cuanto sea posible
s — e
40, Repasar las nociones que se van a utili-
zar (eperccpeion).
41. Mixima precision en ordenes. Sin ellas es
diffcil construir hasta un rectdngulo de 5 % 7.
42. Comprender y utilizar las nuevas nocio- {
nes-antes de pasar a otras. Ejemplo: después de -,ﬂ
¥
|
|

definida la escale empleese reiteradamente.

43. Dejar pasar algiin tiempo antes de utili-
zar un conocimineto como base de otro, mas aun
en los inversos. (Caleulo de una dimensidn cone-
cida el drea y el volumen).

44. Emplear formas de expresion adaptadas
Ejemplo: Escala r em. por 2o m. mds claro %)
que I[2.000.

45. Preparar al menos tres ejercicios de cada
clase.

46, Problemas reales e intercsantes. No lo
es calcular la longitud de una arista medible.

47, Dar forma sugestiva y aun misteriosa a
los problemas.

48. Actualizar (Deportes, noticias, prensa). b

49. Enunciar despacio para copiar, miran-
do al mds torpe.

50. Operar simultaneamente con los alumnos.

_{(:1“\- c()m[)rﬂbaCi!iﬂ}-
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Figuras EYA para las dreas

Rectangulo.
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Disco EY A para la division de la eircunferencia en 4, 8, 8, 8, 5 ¥ 10 partes
iguales y obtencion de los correspondientes polfgonos regulares
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Regla EYA ntim, 2 para la adicién y sustraccion intuitiva y numérica hasta 20
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Regla EY A ntim, 3. Realiza mecénicamente las cuatro operaciones y la obtencién de logaritmos
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