








C U R S O 
D E 

A R I T M É T I C A 



T 

i 



C U R S O 

D E 

ARITMÉTICA 
POIÍ 

E U S E B I O SÁNCHEZ RAMOS 

T E O D O R O SABRÁS CAUSARÉ 
CATEDRÁTICOS NUMERARIOS 

DE LOS INSTITUTOS DE SEVILLA Y GRANADA 

6 . ' E D I C I O N C O R R E G I D A \ A U M E N T A D A 

S-P. BURGOS 

G R A N A D A 

Imprenta de V á z q u e z y Prieto 

C a l l e del S e ñ o r . 15 

1917 



T 

41* 

E s propiedad de los autores. Queda 
hecho el depósito que marca la ley. 

Todos los ejemplares legítimos van 
firmados o sellados por los autores. 

4 r 



Prólogo de la tercera edición 

« P o c a s son las re formas que hemos introducido en esta edi
c ión . Atendiendo a indicaciones m u y atinadas de a l g ú n compa
ñ e r o nuestro, i n c l u í m o s l a t e o r í a del m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o , 
fundado en e l m á x i m o c o m ú n d iv isor , y a que por descomposi
c ión de los n ú m e r o s en factores s imples no es posible fo rmar le 
s in g ran trabajo, cuando los factores pr imos no son n ú m e r o s 
m u y p e q u e ñ o s . T a m b i é n hemos completado las demostraciones 
de las reg las de las r a í c e s cuadrada y c ú b i c a suponiendo e l n ú 
mero determinado, con lo cua l e l profesor p o d r á e leg i r de l a s 
dos demostraciones l a que le pa rezca m á s conveniente. H e m o s 
quitado todos los ejemplos de operaciones de n ú m e r o s concretos 
del antiguo s i s tema de pesas, medidas y monedas de C a s t i l l a , 
que es y a hora de que pasen a l a H i s to r i a , y en cambio hemos 
ampliado e l c a p í t u l o que t ra ta del s i s tema m é t r i c o dec imal , i n 
cluyendo muchas not ic ias h i s t ó r i c a s de s u a d o p c i ó n y dando l a 
n u e v a def in ic ión del l i t ro , adoptada por l a C o m i s i ó n in te rnac io
na l de pesas y medidas . E s c la ro que los alumnos no t e n d r á n 
necesidad de aprender p a r a dec i r l as en el e x a m e n las noticias a 
que nos refer imos; pero l e y é n d o l a s se f o r m a r á n una idea de l a 
impor tanc ia que tiene e l s i s t ema m é t r i c o y de los delicados t r a 
bajos c ien t í f i cos que se han l l evado y se e s t á n l levando a cabo 
p a r a perfeccionar le . H e m o s agregado t a m b i é n en esta e d i c i ó n 
algunas cuestiones r e l a t i v a s a fondos p ú b l i c o s y l a r e g l a de a l i 
g a c i ó n , que h a b í a m o s supr imido en l a segunda ed i c ión» . 

E n esta s e x t a e d i c i ó n conse rvamos todo lo dicho en l a c u a r t a » 
con tan insignif icantes v a r i a c i o n e s , que no tenemos necesidad 
de e n u m e r a r l a s . 
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NOMENCLATURA E S C O L A S T I C A 

DE LAS 

P R O P O S I C I O N E S M A T E M Á T I C A S 

AXIOMA es una p r o p o s i c i ó n evidente por s í misma, y que, por 
consiguiente, no necesi ta d e m o s t r a c i ó n . 

TEOREMA es una ve rdad demostrable . E l teorema consta de un 
e n u n c i a d o y una d e m o s t r a c i ó n . E l ENUNCIADO es l a proposi
c ión que se anuncia como ve rdade ra ; tiene dos par tes: una 
h i p ó t e s i s o s u p o s i c i ó n , que af i rma lo que se supone cierto; y 
una tes is o c o n c l u s i ó n , c u y a ve rdad se ha de probar . L a DE
MOSTRACIÓN es e l rac ioc in io que se hace pa r a patent izar l a ve r 
dad de l a tesis . 

U n teorema es RECÍPROCO de otro, cuando tiene por h i p ó t e s i s 
l a c o n c l u s i ó n , por c o n c l u s i ó n l a h i p ó t e s i s de este otro; y CON
TRARIO cuando tiene u n a h i p ó t e s i s y una c o n c l u s i ó n con t ra r ia a 
las de este otro. 

LEMA es un teorema de poca impor tanc ia por sí mismo, pero 
necesar io pa ra demost rar otros m á s importantes . 

COROLARIO es un teorema c u y a ve rdad se deduce inmediata
mente de un teorema conocido. 

POSTULADO es un teorema que no se puede demostrar , y que por 
tanto debe admit i rse como a x i o m a en l a f o r m a c i ó n de l a C i e n c i a . 

E s c o L i o . e s una adver t enc ia o nota que se hace sobre uno o 
muchos teoremas re la t ivos a l mismo asunto, o que forman una 
t e o r í a . 

PROBLEMA es una c u e s t i ó n en que nos proponemos determinar 
una o muchas cosas desconocidas o i n c ó g n i t a s , por medio de 
otras conocidas o d a t o § . 
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L a p r o p o s i c i ó n en que se dec l a ra e l objeto del problema se 
l l a m a e n u n c i a d o : e l procedimiento pa ra de terminar las i n c ó g n i 
tas de modo que sa t i s fagan a l enunciado, se l l a m a r e s o l u c i ó n : 
e l resultado obtenido d e s p u é s de r e so lve r l e , se l l a m a s o l u c i ó n . 

A L F A B E T O G R I E G O 

Figura. 

A a 

Z C 
H-r, 

Nombre 

Alfa. 
Beta. 
Gamma. 
Delta. 
Epsilon. 
Deseta. 
Eta. 
Theta. 

Figura. 

] t 
K x 
A l 
M u 
N v 
S c 
O o 
n u 
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Iota. 
Kappa. 
Lambda. 
Mu. 
Nu. 
Xi . 
Omicron. 
Pi. 

Figura. 
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T » 
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Nombre 

Rho. 
Sigma. 
Tau. 
Uftsilon. 
Phi. 
Ji (chi) 
Psi. 
O mesa. 



P R E L I M I N A R E S 

1. V a r i a s cosas que tienen uno o muchos carac te res comu
nes, se dicen h o m o g é n e a s por r e l a c i ó n a dichos ca rac te res co
munes, 3̂  s i t ienen otros carac te res diferentes, h e t e r e o g é n e a s 
por r e l a c i ó n a é s t o s . 

D o s dados, uno de plomo y otro de marf i l , son h o m o g é n e o s 
por r e l a c i ó n a s u figura, y h e t e r e o g é n e o s por l a mate r ia de que 
e s t á n construidos. Pueden , a d e m á s , ser iguales o distintos, e l 
peso o el t a m a ñ o , por ejemplo. 

S i v a r i a s cosas t ienen todos sus carac te res comunes, se dicen 
i d é n t i c a s . 

2. V a r i a s cosas, por r e l a c i ó n a sus carac te res comunes, o en 
cuanto son h o m o g é n e a s , forman un conjnnto que se puede con
s ide ra r obtenido por l a r e p e t i c i ó n de cua lqu ie ra de e l las . L a 
cosa repet ida se l l a m a u n i d a d , e l conjunto formado por l a repe
t i c ión de l a unidad const i tuye una p l u r a l i d a d . L a e x p r e s i ó n de
te rminada de c u a n t a s veces se ha repetido l a u n i d a d se l l a m a 
n ú m e r o . 

j E l n ú m e r o íes, p u e s ) u n a p l u r a l i d a d d e t e r m i n a d a de cosas 
u objetos h o m o g é n e o s ^ c u a l q u i e r a de l a s cosas u objetos, es 
l a u n i d a d . 

3. Como l a unidad genera t r i z del n ú m e r o puede ser un obje
to cua lqu ie ra , podemos hacer a b s t r a c c i ó n de l a na tu ra leza de l a 
unidad y e x p r e s a r solamente c u a n t a s veces e s t á repet ida p a r a 
formar el n ú m e r o . 
f E l n ú m e r o que e x p r e s a l a na tu ra leza de l a unidad genera t r i z 
se l l ama concre to , y e l que no l a e x p r e s a abs t r ac to j 

4. P o r lo que has ta ahora l l evamos dicho, se comprend^ que 
e l n ú m e r o es un conjunto de par tes separables unas de otras, o 
disgregables , es decir , que e l n ú m e r o es d i sc re to . 

5. L a unidad puede ser un todo formando un indiv iduo que 
no se puede descomponer en partes s i n des t ru i r le ; esto sucede 
Si , por ejemplo, l a unidad es un hombre, un á r b o l , etc. P e r o 



t a m b i é n puede ser una cosa descomponible en par tes igua les y 
h o m o g é n e a s : esto s u c e d e r á s i l a unidad es una dis tancia , un 
peso, e t c é t e r a . 

E n e l p r imer caso, l a unidad se impone en l a f o r m a c i ó n del 
n ú m e r o : a s í , p a r a n u m e r a r un conjunto de á r b o l e s , tomamos 
por unidad un á r b o l . L o que podremos hacer , s i l a d i s t r i b u c i ó n 
de los á r b o l e s lo permite, es tomar por unidad una co l ecc ión de 
á r b o l e s , una fila, por ejemplo, s i e s t á n dis t r ibuidos en filas. 

L a unidad compuesta de v a r i a s unidades, se l l ama unidad 
compuesta, o co lec t iva . / 

E n e l segundo caso, es decir , cuando l a unidad se puede des
componer en par tes h o m o g é n e a s , queda completamente l ibre l a , 
e l e c c i ó n de s u t a m a ñ o , resul tando tanto maj^or el n ú m e r o , cuan
to menor es l a unidad elegida. 

6. E l concepto de t a m a ñ o , o l i m i t a c i ó n de los seres finitos, 
const i tuye su m a g n i t u d ; e l c a r á c t e r e senc ia l de l a magni tud es 
s e r susceptible de aumento y d i s m i n u c i ó n . L a s palabras m a g n i 
t u d y c a n t i d a d se suelen emplear como s i n ó n i m a s ; pero es mejor 
ap l i ca r e l nombre de cant idad solamente a las magnitudes deter-
minables , o numerables por medio de una unidad de s u m i s m a 
na tu ra l eza y e x c l u i r l as magnitudes que no sean determinables, 
como, por ejemplo, las facultades in te lec tua les , afectos, etc. 

7. L a cantidad es c o n t i n u a , es decir , que se puede descom
poner en partes h o m o g é n e a s , tan p e q u e ñ a s como se quiera , e 
inve r samente se puede formar u n a cant idad por l a r e p e t i c i ó n 
s u c e s i v a de una parte cua lqu ie ra . D e un modo m á s genera l , l a 
cant idad puede aumentar o d i sminu i r por grados insensibles. 

8. Cuando se d e t e r m i n a o m i d e una cant idad fija, o co»*« 
suete-Uamarse constanjt&jjpor medio de una un idad/ de s u m i s m a 
n a t u r a l e z a T c o ^ s t o T í ^ t a m b i é n , puede suceder: 1.0/Que l a canti
dad contenga un n ú m e r o exacto de veces a l a unidad, y enton
ces se o r ig ina un n ú m e r o formado por una p lura l idad de unida
des y se l l a m a n ú m e r o entero. 2.° Que l a cant idad no contenga 
exactamente a l a unidad, pero s í a una de las p a r t e s a l í c u o t a s 
que r e su l t an de d i v i d i r l a en c ier to n ú m e r o de partes iguales , y 
entonces se o r ig ina u n n ú m e r o que se l l a m a f r a c c i o n a r i o . 
3.° Que l a cant idad no contenga exac tamente a l a unidad n i a 
n inguna de sus partes a l í c u o t a s , y entonces se or ig ina el n ú m e 
r o i n c o n m e n s u r a b l e ] 

E n los dos p r imeros casos, l a unidad y l a cant idad son con
m e n s u r a b l e s entre s í , o t ienen u n a m e d i d a c o j m l n , que es, o l a 
unidad misma , o una de sus par tes a l í c u o t a s : los n ú m e r o s que 
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exp re san l a r e l a c i ó n de l a cant idad a l a unidad, o sea l a medida 
de l a cantidad, son conmensurables . E n el te rcer caso l a unidad 
y l a cantidad, son i n c o n m e n s u r a b l e s entre s í , puesto que ningu
na par te a l í c u o t a de l a unidad e s t á exactamente contenida en l a 
cantidad, M á s adelante encontraremos ejemplos de n ú m e r o s in 
conmensurables , y ve remos que no se pueden expresa r exacta
mente, pero s í con toda l a a p r o x i m a c i ó n que se quiera . 

9. No se deben confundir l as cantidades inconmensurables 
con las inmensurables , pues las p r imera s no se pueden medir 
con l a unidad elegida, pero se pueden medir con otras unidades, 
y las inmensurables no se pueden medi r con ninguna unidad. 

10. L a c i e n c i a de l a c a n t i d a d en g e n e r a l se l l a m a M a 
t e m á t i c a . 

L a c i e n c i a de los n ú m e r o s en g e n e r a l h a recibido d i s t i n t o s 
nombres , A r i t m o l o g í a y A l g o r i t m i a . L a p a r t e e l e m e n t a l en 
que nos ocupa remos noso t ros , se l l a m a A r i t m é t i c a . 

/ I I . S e l l a m a i g u a l d a d l a r e l a c i ó n que exis te entre dos canti
d a d e s h o m o g é n e a s i d é n t i c a s , o entre los n ú m e r o s que las miden. 

L a igualdad se exp re sa colocando el ¿s igno = , que se lee 
i g u a l a , entre las cantidades o n ú m e r o s iguales . 

A s í , s i las cantidades representadas por los s í m b o l o s , A y B , 
son iguales , escr ib i remos , A = B , y leeremos A , i g u a l a B . 

Todo lo que antecede a l s igno = se l l a m a p r i m e r miembro de 
l a igualdad, y lo que le s igue, s e g u n d o miembro , 
¡ S e l l a m a d e s i g u a l d a d l a r e l a c i ó n que exis te entre dos cant i 

dades h o m o g é n e a s , tales que una de e l las es m a y o r que l a o t ra , 
o entre los n ú m e r o s que las m i d e n i 

P a r a e x p r e s a r l a desigualdad, se emplea uno de los s ignos 
> y < , que se leen repec t ivamente , m a y o r que y m e n o r que, 
colocados entre las cantidades que se comparan . 

A s í , s i las cantidades, A y B , que se comparan, son tales que 
A , es m a y o r que B , escr ib i remos , A > B , y leeremos, A m a y o r 
que B S i A , fuese menor que B , l a desigualdad s e r i a , A < B . 

L o mismo que en las igualdades, todo lo que hay escri to antes 
del signo > o < , se l l a m a p r i m e r m i e m b r o , y todo lo que h a y 
d e s p u é s s e g u n d o m i e m b r o de l a desigualdad. 

E s evidente que en u n a igua ldad se puede cambia r el orden 
de los miembros ; as i se tiene, A = B , t a m b i é n es c ier to 
que, B = A . 

E n una desigualdad se puede cambia r el orden de los miem
bros, pero cambiando e l s igno de l a deisgualdad: a s í , s i A > B , 
§e t e n d r á , B < A . 
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12. E n t r e cantidades h e t e r e o g é n e a s no exis te igualdad, pero 
puede ex i s t i r equ iva lenc ia , es decir , igualdad en los va lo res , y a 
sea é s t a na tura l , y a sea convenc iona l (1). 

13. L o s ax iomas fundamentales de l a M a t e m á t i c a son v e r d a 
des conocidas por e l sentido c o m ú n , y apenas se necesi ta enu
m e r a r l o s . 

j ü n a cosa es i d é n t i c a a e l l a m i s m a . D o s cosas i g u a l e s a 
u n a t e r c e r a , son i g u a l e s en t re s i , o m á s generalmente: s i en
t r e m u c h a s cosas l a p r i m e r a es i g u a l a l a s e g u n d a , é s t a a l a 
t e r ce r a y a s i s u c e s i v a m e n t e , dos c u a l e s q u i e r a de es tas cosas 
s e r á n i g u a l e s . E l todo es m a y o r que u n a de s u s p a r t e s , e t c ] 

14. ^Div id i r emos l a A r i t m é t i c a en dos partes: l a p r i m e r a t ra
t a r á de los n ú m e r o s abs t r ac tos , y l a segunda de los concre tos , 
considerando esta ú l t i m a como una s imple a p l i c a c i ó n de l a 
p r imera . J 

L a p r i m e r a parte la d iv id i remos en dos secciones: c á l c u l o 
a r i t m é t i c o y c o m p a r a c i ó n a r i t m é t i c a ; y el c á l c u l o a r i t m é t i c o en 
t res l ibros , que t r a t a r á n , respec t ivamente , de los n ú m e r o s ente
ros , de los f racc ionar ios y de los inconmensurables . 

(1) E l trabajo necesario para elevar un kilogramo de agua destilada de l a temperatura cero 
grados a un grado, que es aproximadamente 425 kilográmetros, se llam» equivalente mecánico 
del calor, y es igual a lo quo los físicos llaman una caloría: luego cierta cantidad de trabajo ten
drá su equivalente en calor, y recíprocamente; esta es, pues, una equivalencia natural. L a 
equivalencia entre una mercancía y su coste es convencional entre el comprador y el vendedor: 
depende de muchas circunstancias ajenas, a veces, a uno y otro. 



P R I M E R A P A R T E 
A R I T M É T I C A D E L O S N Ú M E R O S A R S T R A C T O S 

C Á L C U L O A R I T M É T I C O 

L I B R O P R I M E R O 
I^OÍS númei'os enteros 

CAPÍTULO I 
L A N U M E R A C I Ó N 

15. L a n u m e r a c i ó n es l a p a r t e de l a A r i t m é t i c a que se 
ocupa en l a f o r m a c i ó n y e x p r e s i ó n de los n ú m e r o s . 

L o s n ú m e r o s enteros se forman por medio de l a unidad, que 
se v a repi t iendo y a g r e g á n d o s e a s í m i sma . S i a cua lqu ie r n ú 
mero , y a formado, s é le ag rega l a unidad, se f o r m a r á e l n ú m e r o 
siguiente: como esta o p e r a c i ó n se puede ve r i f i ca r s iempre , por 
grande que sea e l n ú m e r o , l a se r i e na tu ra l de los n ú m e r o s es 
indefinida. 

16. D e aquj l a neces idad de un medio convenc iona l y siste
m á t i c o pa ra poder e x p r e s a r los n ú m e r o s ; este medio conven
c iona l comprende dos par tes : u n a , / l a n u m e r a c i ó n v e r b a l o 
e x p r e s i ó n de los n ú m e r o s por medio de palabras , y otra , l a n u 
m e r a c i ó n e s c r i t a o e x p r e s i ó n de los n ú m e r o s por medio de 
s i g n o s / 

Nosotros expondremos e l s i s tema de n u m e r a c i ó n decimal , que 
es e l adoptado por todos. 

17. L a unidad se e x p r e s a por l a pa labra u n o , y se l l a m a e l 
n ú m e r o u n o ; l a r e u n i ó n de uno y uno se l l a m a d o s ; l a de dos y 



uno, t r e s ; l a de t res y uno, c u a t r o ; l a de cuat ro y uno, c i n c o ; l a 
de cinco y uno, s e i s ; l a de seis y uno s i e t e ; l a de siete y uno, 
ocho;'\dL de ocho y uno, n u e v e ; l a de nueve y uno, d iez . 

L a r e u n i ó n de diez unidades se cons idera como una n u e v a 
unidad, que se dice de segundo o rden o decena ( la unidad s im
ple se dice t a m b i é n de p r i m e r o r d e n ) , l a decena es una unidad 
co lec t iva , y se puede contar por decenas como se ha contado 
por unidades. 

A s í , l a r e u n i ó n de dos decenas se l l a m a v e i n t e ; l a de tres , 
t r e i n t a ; l a de cuatro , c u a r e n t a ; y , suces ivamente , c i n c u e n t a , 
s e s e n t a , s e t en t a , ochenta y n o v e n t a . 

L a r e u n i ó n de diez decenas fo rma e l n ú m e r o c ien to , que se 
cons idera como una n u e v a unidad, que se l l a m a cen tena o uni
dad, de t e r ce r o rden , y se cuenta por centenas, como por dece
nas y unidades. L a r e u n i ó n de dos centenas es dosc ien tos , l a de 
t res t r e sc i en tos , y , suces ivamente , c u a t r o c i e n t o s , q u i n i e n t o s , 
s e i sc i en tos , se tecientos , ochocientos y novec ien tos . 

L a r e u n i ó n de diez centenas forma e l n ú m e r o m i l , que se con
s ide ra como una n u e v a unidad, que se l l a m a m i l l a r , o unidad de 
c u a r t o o rden . S e cuenta por m i l l a r e s , como por las an te r iores 
unidades. A s í tendremos los n ú m e r o s : dos m i l , t r e s m i l . . . 
nueve m i l , d i e s m i l . E l n ú m e r o diez m i l se cons idera como una 
n u e v a unidad, que se l l a m a decena de m i l l a r , o unidad de qu in to 
o r d e n , con lo cua l se cuentan los n ú m e r o s v e i n t e m i l , t r e i n t a 
m i l . . . n o v e n t a m i l y c i e n m i l . E l n ú m e r o c ien m i l forma una 
n u e v a unidad, l a cen tena de m i l l a r , o unidad de sexto o r d e n , y 
con e l l a se cuentan los n ú m e r o s , dosc ien tos m i l , t r e sc ien tos 
m i l . . . novec ien tos m i l . 

L a r e u n i ó n de diez centenas de m i l l a r , fo rma un m i l l ó n , que 
es l a unidad de s é p t i m o o rden . 

C o n los mil lones se forman, como con l a s unidades s imples , de
cenas , centenas, mi l l a r e s , decenas de m i l l a r y centenas de mi 
l l a r , todas el las de mi l l ón ; y son los ó r d e n e s oc tavo , noveno. . . y 
d u o d é c i m o de unidades, y se cuenta con e l las como con los ór 
denes an te r iores . 

M i l m i l l a r e s de mi l l ón , o sea un m i l l ó n de mil lones , se l l a m a 
b i l l ó n . E l b i l lón es l a unidad de orden d é c i m o t e r c io , y se fo rman 
con e l l a decenas, centenas, m i l l a r e s , decenas de m i l l a r y cente
nas de m i l l a r de b i l lón , con las que se cuenta como con las 
an te r iores . 

U n m i l l ó n de bi l lones fo rma e l t r i l l ó n , y a s í suces ivamente . 
18. Desde diez has ta ve in te se cuentan los n ú m e r o s in terme-
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dios agregando a l a pa labra diez las de los nueve pr imeros nú 
meros , y diciendo por consiguiente: diez y uno, once (1); diez y 
dos, doce; diez y tres, t r e ce ; diez y cuatro, ca to rce ; diez y cinco, 
q u i n c e ; diez y seis , diez y siete, diez y ocho, diez y nueve . Des
de ve in te hasta t re in ta se cuentan los n ú m e r o s intermedios a ñ a 
diendo a l a pa labra veinte, los nombres de los nueve pr imeros 
n ú m e r o s ; a s í se c o n t a r á ; ve in t iuno, v e i n t i d ó s . . . ve in t inueve . D e l 
mismo modo se cuenta de t re in ta a cuaren ta , de cuaren ta a c in 
cuenta... de noventa a ciento. 

Desde ciento a doscientos se cuentan los n ú m e r o s intermedios 
agregando a l a pa labra ciento los nombres de los noventa.y nue
v e p r imeros n ú m e r o s , y se d i r á : ciento uno, ciento dos .. ciento 
diez, ciento veinte. . . ciento noventa y nueve . D e l mismo modo 
se c o n t a r á entre doscientos y t rescientos y a s i suces ivamente 
hasta novecientos noventa y nueve . 

E n t r e m i l y dos m i l se c o n t a r á agregando a l a pa labra m i l los 
nombres de los novecientos noventa y nueve pr imeros n ú m e r o s , 
y lo mismo entre dos mi l y t res m i l , y a s í suces ivamente has ta 
l l ega r a nueve mi l novecientos noventa y nueve. 

D e modo a n á l o g o se cuentan los n ú m e r o s intermedios entre 
diez m i l y veinte m i l , entre ve in te m i l y t re in ta m i l . . . entre c ien 
m i l y doscientos mil, y a s í suces ivamente . 

19. D e todo lo expuesto se deduce que diez unidades s imples 
o de p r imer orden forman una decena ounidad desegundo orden: 
diez decenas forman una centena o unidad de te rcer orden, y 
s iempre diez unidades de un orden forman l a del inmediato 
super io r . y L 

E n v i r t u d de esto c e l l a m a base del s i s tema de n u m e r a c i ó n 
dec imal el n ú m e r o diez, que e x p r e s a cuantas unidades de un or
den se necesi tan para formar l a del orden inmediato s u p e r i o r i 

Debemos obse rva r que las unidades de cada orden en un nu
mero son menos de diez, y por consiguiente, nueve a lo sumo: 
a d e m á s , en un n ú m e r o pueden fal tar cier tos ó r d e n e s de unida
des, que s e r á n prec isamente las que no se nombran. A s í , el n ú 
mero trescientos siete contiene centenas y unidades, pero care
ce de decenas. 

T a m b i é n conviene o b s e r v a r que se cuenta por unidades, de-

(1) E l uso ha sustituido las palabras diez y uno, diez y dos, etc., por las once, doce, tre
ce, catorce y quince, por evitar l a cacofonía de las primeras. 



cenas y centenas s imples , o de mi l l a r , o de mi l lón , o de m i l l a r de 
mi l lón , etc., de suerte que dej tres en t res ó r d e n e s se fo rma u n a 
unidad que podemos cons idera r como p r i n c i p a l ¡ 

20. \ P a r a l a e s c r i t u r a de los n ú m e r o s se han adoptado los 
signos: 

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 

que representan , respec t ivamente , los nueve.pr imeros n ú m e r o s , 
y se l l a m a n c i f r a s s i g n i f i c a t i v a s del s i s t e m ^ Como hemos vis to 
que en todo n ú m e r o l a s unidades de cada orden son menos de 
diez, l a s cifras an ter iores s e r v i r á n p a r a exp re sa r cuantas unida
des de cada orden contiene un n ú m e r o . j P a r a e x p r e s a r l a fal ta de 
unidades de cua lqu ie r orden se usa e l signo 0 que se l l a m a cero 
y t a m b i é n c i f r a no s i g n i f i c a t i v a , p a r a d i s t ingui r la de las d e m á s . 
E l cero, por consiguiente , no tiene v a l o i | 

21. S e conviene en q u é : toda c i f r a e s c r i t a a l a i z q u i e r d a de 
o t r a , r e p r e s e n t a u n i d a d e s de o rden i n m e d i a t o s u p e r i o r o d iez 
veces m a y o r e s : de este modo el p r i m e r l u g a r de l a derecha 
corresponde a las unidades, e l segundo (contando hac i a l a i z 
quierda), a las decenas, o unidades de segundo orden; e l tercero , 
a las centenas, o unidades, de t e rce r orden, y , en gene ra l , cada 
orden de unidades ocupa e l l uga r marcado por s u n ú m e r o de 
orden. 

D e a q u í r e su l t a que cada c i f r a t iene dos va lo res : uno abso lu to , 
que, como su nombre ind ica , es i n v a r i a b l e y depende de s u figu
r a , y otro r e l a t i v o que es acc identa l y depende del l u g a r que 
ocupa en el n ú m e r o . 

D e esto se deduce ^ue l a s unidades de diferentes ó r d e n e s se 
e s c r i b i r á n por medio de l a unidad seguida de un n ú m e r o con
veniente de ce ros . A s í / 

1, 10, 100, 1000, 10000... 

s e r á n los n ú m e r o s u n o , d i e z , c iento , m i l , d i ez m i l . . . 
22. P a r a e sc r ib i r un n ú m e r o cuyo enunciado o e x p r e s i ó n v e r 

bal conocemos, cons ide ra remos t res casos: 1.° Que e l m í m e r o 
sea i n f e r i o r a m i l . 2.° Q u e s e a s u p e r i o r a m i l e i n f e r i o r a u n 
m i l l ó n . 3.° Que sea m a y o r que u n m i l l ó n . 

I.0 S i e l n ú m e r o que se quiere e sc r ib i r es infer ior a m i l , se 
e s c r i b i r á n p r i m e r o s u s cen t enas , a l a de r echa de é s t a s l a s 
decenas y a l a de r echa de l a s decenas l a s u n i d a d e s . A s í , p a r a 
e s c r i b i r e l n ú m e r o t r e sc i en tos v e i n t i s i e t e esc r ib i remos p r imero 
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un 3, por s e r t res l as centenas; a s u derecha un 2, por ser dos 
las decenas; y a l a derecha de é s t a s un 7, por ser siete l as unida
des, de modo que esc r ib i remos 327. 

S i e l n ú m e r o ca rece de decenas o unidades, se o c u p a r á n sus 
lugares con ceros; s i no l legase a ciento, o a diez, b a s t a r í a n dos, 
0 una c i f ra p a r a e sc r ib i r l e . 

2.° S i e l n ú m e r o que se quiere e sc r ib i r es m a y o r que m i l y 
menor que un mi l lón , se s u p o n d r á formado por dos grupos de 
unidades p r i n c i p a l e s : uno de unidades s imples, y otro de m i l l a 
res ; se e s c r i b i r á e l g r u p o de m i l l a r e s , que a lo s u m o t e n d r á 
t r e s c i f r a s (unidades, decenas y centenas de mi l l a r ) , como se h a 
dicho en e l caso a n t e r i o r , y a s u de recha , de jando u n p e q u e ñ o 
hueco, o s e p a r á n d o l e por u n a coma, e s c r i t a en l a p a r t e supe
r i o r e l g r u p o de u n i d a d e s , que t a m b i é n t e n d r á a lo s u m o t r e s 
c i f r a s (unidades, decenas y centenas s imples) . P o r ejemplo, e l 
n ú m e r o doscientos c u a r e n t a y c inco m i l setecientos t r e i n t a y 
nueve se e s c r i b i r á : 

245 739 ó 245739 

S i faltan algunos ó r d e n e s de unidades, se o c u p a r á n -sus l u g a 
re s con ceros , c u y a s i t u a c i ó n es muy fáci l de de te rminar en 
cada grupo. A s í , e l n ú m e r o doscientos c u a r e n t a m i l t r e i n t a y 
nueve , se e s c r i b i r á : 

240,039 

3 o S i e l n ú m e r o es m a y o r que un m i l l ó n , se t e n d r á presente 
que los dos grupos de t res c i f ras de l a derecha cor responden a 
los dos ó r d e n e s pr inc ipa les , unidades y mi l l a re s ; los dos s igu ien
tes, a l a izquierda , unidades y mi l l a r e s de mi l lón ; los otros dos 
m á s a l a i zquie rda , unidades y mi l l a res de b i l lón , y a s í suces iva 
mente. P o r consiguiente, p a r a e s c r i b i r u n n ú m e r o m a y o r que 
u n m i l l ó n , se e s c r i b e n p r i m e r o los g r u p o s de m i l l a r e s y u n i 
dades m á s e l e v a d o s ; a l a de recha de é s t o s los g r u p o s de m i 
l l a r e s y u n i d a d e s s i g u i e n t e s descendiendo, y a s i h a s t a l l e g a r 
a los g r u p o s de m i l l a r e s y u n i d a d e s s i m p l e s . 

Cuando e l n ú m e r o sea m u y grande, conviene esc r ib i r a l a de
r echa y a l a par te super ior de l a c i f ra de unidades de m i l l ó n un 
1 p e q u e ñ i t o ; en e l mismo luga r y a l a derecha de las unidades de 
b i l lón u n 2, etc., y separa r por comas cada grupo de mi l l a r e s 
del de unidades, o sea los grupos de t res c i f ras . 

S e a , por ejemplo, e l n ú m e r o : doce b i l l o n e s , doscientos c i n 
cuen ta y s e i s m i l cua t roc i en tos d i ez y siete m i l l o n e s , sete-
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t i e n t a s v e i n t i t r é s m i l dosc ien ta s ochenta y s ie te u n i d a d e s , se 
e s c r i b i r á : 

122 256,4171 723'287 

S i fal tasen algunos ó r d e n e s de unidades, se o c u p a r á n sus l u 
gares con ceros: el n ú m e r o se tecientos dos m i l s ie te m i l l o n e s , 
v e i n t i c u a t r o u n i d a d e s , se e s c r i b i r á : 

702'0071 000-024 

Conv iene obse rva r que s i se escr iben ceros a l a izquierda de 
un n ú m e r o , é s t e no v a r í a , porque todas sus c i f ras conse rvan los 
mismos va lo res absolutos y r e l a t i vos . 

A s í , por ejemplo: 

O ' O m i ó y 12*416 

tienen e l mismo va lo r . 
P e r o s í se a ñ a d e n ceros a l a derecha de un n ú m e r o , o se su

pr imen en otro que los tenga, cambian los v a l o r e s r e l a t i vos de 
sus c i f ras , sufriendo los n ú m e r o s va r i ac iones que exp l i ca remos 
m á s adelante, 

23. P a r a lee r u n n ú m e r o c u a l q u i e r a , se d i v i d e en g r u p o s 
de s e i s c i / r a s , pon iendo a l a i z q u i e r d a de l p r i m e r o u n 1, como 
hemos i n d i c a d o p a r a l a e s c r i t u r a ; a l a i z q u i e r d a d e l s e g u n d o 
u n 2, etc. : se d i v i d e c a d a uno de estos g r u p o s en dos de t r e s 
c i f r a s p o r medio de c o m a s ; se c o m i e n z a l a l e c t u r a p o r los 
g r u p o s s u p e r i o r e s , l eyendo s u s cen tenas , decenas y u n i d a d e s , 
a ñ a d i e n d o l a s p a l a b r a s m i l a los s i t u a d o s a l a i z q u i e r d a de 
cada c o m a , y l a s p a l a b r a s m i l l o n e s , b i l l o n e s , etc. , a l a t e r m i 
n a c i ó n de los g r u p o s que t i e n e n a s u de recha u n 1, u n 2, etc. 
A s í e l n ú m e r o 

4 2324'6101012^85 

se l e e r á : cua t ro b i l l o n e s , t r e sc ien tos v e i n t i c u a t r o m i l s e i sc i en 
tos d i e z m i l l o n e s , doce m i l s e i s c i e n t a s ochenta y c inco 
u n i d a d e s . 

L a base de un s i s t ema de n u m e r a c i ó n puede ser un n ú m e r o 
cua lqu ie ra distinto de l a unidad: los pr incipios establecidos pa ra 
l a n u m e r a c i ó n de base d i e z subsis ten s iempre y pueden efectuar
se operaciones con n ú m e r o s escr i tos en los s is temas b i n a r i o , 
t e r n a r i o , etc. 
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CAPÍTULO I I 
LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES 

I . L a adición 

24. ' ¡Se d a e l nombre de o p e r a c i ó n a l acto p o r e l c u a l se 
v e r i f i c a u n a t r a n s f o r m a c i ó n en u n objeto, o c o m b i n a c i ó n de 
objetos^ 

L a s operaciones m a t e m á t i c a s pueden se r de c á l c u l o , cons
t r u c c i ó n , c o m b i n a t o r i a s , e tc . (Por ahora nos l imi ta remos a l a s ) 
operaciones del c á l c u l o , que son: l a s que t i enen p o r objeto h a 
l l a r uno o m u c h o s n ú m e r o s , que se l l a m a n r e s u l t a d o , p o r 
medio de ot ros que se l l a m a n datos . 

D o s o m á s operaciones combinadas forman una o p e r a c i ó n 
com^Vies td i ' ¡cuando u n a o p e r a c i ó n i n d i c a d a se c o n s i d e r a como 
dato p a r a somete r l e a o t r a o p e r a c i ó n u l t e r i o r , se e n c i e r r a l a 
o p e r a c i ó n i n d i c a d a en u n p a r é n t e s i s ^ 

L a s operaciones fundamentales del c á l c u l o a r i t m é t i c o son: ^ 
• <¥Í¡Áf¿$n> s u b s t r a c c i ó n , m u l t i p U c a c i ó n y d i v i s i ó n . - ^ ^ ^ C ^ ^ c ú w 
A ^ ^ g ^ i ^ ^ n - ^ ^ j ^ ^ í ^ é f O T r ^ o n o p e r a c i ó n e s de c o m p o s i c i ó n ; 

l í ^ s u b s t r a c c i é n y d i v i s i ó n de d e s c o m p o s i c i ó n ? * 
\ U n a o p e r a c i ó n es i n v e r s a de o t ra cuando tiene por datos e l 

resul tado y uno de los datos de l a p r imera , y por resul tado e l 
otro d a t ¿ ) M á s adelante ve remos que l a s u b s t r a c c i ó n es i n v e r s a 
de l a a d i c i ó n , y l a d i v i s i ó n , en su a c e p c i ó n m á s genera l , i n v e r s a 
de l a m u l t i p l i c a c i ó n . 

^ L a a d i c i ó n y s u b s t r a c c i ó n t a m b i é n se dicen operaciones de 
p r i m e r g r a d o , y l a m u l t i p l i c a c i ó n y d iv i s ión de s e g u n d o g r a d o . ] 

25. ( L a a d i c i ó n es u n a o p e r a c i ó n que t iene p o r objeto r e u n i r 
en u n solo n ú m e r o l a s u n i d a d e s de ot ros v a r i o s ( \ ) . 

L o s datos de l a a d i c i ó n se l l aman s u m a n d o s , e l resul tado 
s u m a y l a p r á c t i c a de l a o p e r a c i ó n s u m a r . 

S e indica l a o p e r a c i ó n escribiendo un signo + ) que se lee m á s . 

(1) Damos una definición que solo comprende la adición de números ontoi'os( pero iremos 
generalizando cada operación a medida que sea necesario, teniendo presente que una operación 
generalizada contiene l a operación particular; pero como puede perder algunas de sus propieda
des, se deben revisar éstas , para conservar solamente las que correspondan a l a operación gene
ralizada. 
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entre cada dos sumandos, y separando los datos del resul tado 
por e l s igno = . 

A s í , siendo los sumandos 4, 7 y 3, e sc r ib i remos : 

4 + 7 + 3 = 14. 

26. E l procedimiento p r im i t i vo de l a a d i c i ó n es a ñ a d i r a l p r i 
mer sumando las unidades del segundo, c o n t á n d o l a s una a una, 
como se h a expl icado en l a n u m e r a c i ó n ; a l resul tado que se ob
tenga se a ñ a d e n las del t e r ce r sumando, contadas del mismo 
modo, y a s i suces ivamente , has ta e l ú l t i m o sumando. 

E s t e procedimiento no es bueno mas que cuando los sumandos 
son de una c i f r a o d í g i t o s (1), y se l l ega a hacer de memor ia 
cuando se tiene a lguna p r á c t i c a en l a o p e r a c i ó n ; pero p a r a con
s ide ra r m á s de dos sumandos, se neces i ta aprender l a t a b l a de 
s u m a r , que contiene todas las sumas posibles de dos n ú m e r o s 
d í g i t o s . 

A n t e s de fo rmar la debemos tener presente, que s i uno de los 
sumandos es cero , l a s u m a es i g u a l a l otro s u m a n d o ; propie
dad que se deduce inmediatamente de l a def in ic ión de l a 
o p e r a c i ó n . 

E s t o supuesto, escr ibamos en una l i nea hor izontal e l cero y 
los nueve pr imeros n ú m e r o s , debajo, c o r r e s p o n d i é n d o s e con los 

10 11 12 13 14 15 

7 

16 17 18 

(1) Se llaman dígitos los números de una cif i a, porque se pueden contar con los dedos. 
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de la p r i m e r a l í n e a , los mismos n ú m e r o s aumentados cada uno 
en una unidad, y se t e n d r á l a s u m a de los n ú m e r o s de l a p r ime
r a l í n e a , con 1; debajo se esc r iben los n ú m e r o s de l a segunda 
l í n e a aumentados en una unidad, y se f o r m a r á una t e rce ra l í n e a , 
que contiene los de l a p r i m e r a aumentados en dos unidades; se 
s igue del mismo modo has ta f o r m a r l a d é c i m a l í n e a , que con
t e n d r á l a s u m a de los n ú m e r o s de l a p r i m e r a con 9. 

D e lo dicho r e su l t a que cada l i nea hor izonta l contiene l a s u m a 
de los n ú m e r o s de l a p r i m e r a l í n e a con el n ú m e r o que l a co
mienza ; y cada l í n e a v e r t i c a l contiene l a suma del n ú m e r o que 
l a comienza con los n ú m e r o s de l a p r i m e r a v e r t i c a l . 

L a suma 5 + 7, por ejemplo, e s t a r á en l a v e r t i c a l que comien
za por 5 y en l a hor izonta l que comienza por 7; s e r á por consi
guiente, e l n ú m e r o 12, c o m ú n a l a s dos l í n e a s . 

27. Pasemos y a a l caso gene ra l de l a a d i c i ó n , que consiste en 
sumar n ú m e r o s cua lesquie ra ; e s t á fundado en las s iguientes 
propiedades de l a a d i c i ó n ; 

( 1.a U n a s u m a no se a l t e r a , a u n q u e se a l t e r e e l o rden de 
l los s u m a n d o s . Porque l a s u m a es e l conjunto de unidades que 
(cont ienen los sumandos,-'y no v a r í a este n ú m e r o de unidades 
\ o n e l orden de los sumandos! 

f 2.a D o s o m á s s u m a n d o s se p u e d e n s u s t i t u i r por s u s u m a 
I e fec tuada . P a r a esto bas ta suponer que se colocan los p r imeros 

(1.a), y que, por consiguiente , por el los comienza l a suma. 
E s c la ro , que i n v e r s a m e n t e se puede supone r c u a l q u i e r s u 

m a n d o descompuesto en dos o m á s p a r t e s , que s u m a d a s com
p o n g a n e l s u m a n d o . 

28. E n v i r t u d de estas propiedades, pa r a s u m a r n ú m e r o s 
cua lesquiera , se les puede suponer descompuestos, cada uno de 

I ellos, en unidades, decenas, centenas, mi l l a r e s , etc. Suponer 
\ d e s p u é s al terado e l orden de estos nuevos sumandos y sumar 
yunidades con unidades, decenas con decenas, centenas con cen
súas , e t c é t e r a , y r eun i r los resul tados en un solo n ú m e r o . 

P a r a hacer m á s fáci l l a a p l i c a c i ó n p r á c t i c a del pr incipio ante
r io r , segui remos l a s iguiente: 

/ R E G L A : P a r a s u m a r n ú m e r o s c u a l e s q u i e r a se e sc r iben los 
s u m a n d o s unos debajo de o t ros , de modo que se cor respon
d a n u n i d a d e s con u n i d a d e s , decenas con decenas , cen tenas 
con cen tenas , e tc . ; se t r a z a u n a r a y a debajo de los s u m a n d o s 
y se s u m a n los n ú m e r o s de c a d a c o l u m n a , comenzando p o r 
l a d e r e c h a ; s i l a s u m a no l l e g a a d i ez , se escribe debajo de 
l a r a y a , c o r r e s p o n d i é n d o s e con l a c o l u m n a s u m a d a , y s i l l e g a 
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o p a s a de d i ez , se escr ibe l a c i f r a de l a s u n i d a d e s , de l a s u m a 
y se r e s e r v a n l a s decenas p a r a a g r e g a r l a s a l a s i g u i e n t e co
l u m n a de l a i z q u i e r d a . E l n ú m e r o que a s i r e s u l t e s e r á l a 
s u m a p e d i d a . 

S e a s u m a r los n ú m e r o s 14675, 8344, 24803, 586, se e s c r i b i r á n en 
columna del modo s iguiente: 

14675 
8344 

24803 
586 

48408 

L a columna de las unidades da por suma p a r c i a l 18; escr ib i 
mos, por consiguiente un 8, que es l a cifra de las unidades, y 
r e se rvamos una decena p a r a s u m a r l a con las decenas (1). 

L a columna d é l a s decenas da 19 y 1 de l a s u m a anterior-20, 
escr ib i remos e l 0 y r e s e r v a r e m o s e l 2, que exp re sa centenas, 
pa ra sumar l e con las centenas, del mismo modo, de l a s u m a de 
las centenas, que es 24, s ó l o escr ib imos el 4. D e l a s u m a de los 
mi l l a r e s que es 18, escr ib imos e l 8; y , por ú l t i m o , esc r ib i remos 
el 4, que es l a s u m a de l a s decenas de m i l l a r . 

L a s u m a buscada s e r á , pues, 48408. 
29. E s fácil o b s e r v a r que s i no s u m á s e m o s las columnas pro

cediendo de derecha a izquierda , no se p o d r í a e sc r ib i r de una 
sola vez e l resul tado, s ino en el caso de se r todas las sumas 
parc ia les infer iores a 10. 

L a s u m a de las unidades m á s e levadas se e s c r i b i r á completa , 
aunque sea i g u a l o m a y o r que 10, porque y a no se t ienen que 
r e s e r v a r las decenas que resu l ten p a r a ag rega r l a s a o t r a s u m a 
p a r c i a l . 

P r u e b a de u n a o p e r a c i ó n es o t r a o p e r a c i ó n que t iene 
p o r objeto comproba r l a e x a c t i t u d de l r e s u l t a d o obtenido en 
l a p r i m e r a . f 

S i l a prueba y l a o p e r a c i ó n e s t á n conformes, tendremos c a s i 

(1) Cuando se sume cada columna, conviene al seguirla con la pluma, nombrar solamente 
las sumas parciales que se obtengan, sin nombrar los sumandos. Así, no diremos o y 4 son 9 y 
3 son 12 y 6,18; sino 6, 9, 12, 18, De este modo se hace más rápidamente la 'operación y hasta 
se evitan equivocaciones. 
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ce r teza de que l a o p e r a c i ó n e s t á bien hecha por se r bastante di
fícil cometer los mismos e r ro res en l a o p e r a c i ó n y en l a prueba: 
s i no e s t á n conformes, h a b r á e q u i v o c a c i ó n en la prueba o en l a 
o p e r a c i ó n , y se deben repet i r ambas con todo cuidado has ta que 
resul ten conformes. 

L a prueba m á s s enc i l l a de l a a d i c i ó n consiste en repe t i r l a 
o p e r a c i ó n sumando de abajo a a r r i ba , s i la p r i m e r a vez se h a 
sumado de a r r i b a a abajo. 

T a m b i é n se puede comprobar l a suma dividiendo los suman
dos en grupos, que se suman separadamente, y sumando des
p u é s las sumas pa rc ia les obtenidas. 

E s t e - procedimiento se suele emplear como o p e r a c i ó n y no 
como prueba, cuando los sumandos son muchos. 

3 1 . / P a r a s u m a r sumas i n d i c a d a s , se f o r m a u n a s u m a j . n -
d i c a d a con todos l o s s u m a n d o s de l a s s u m a s p a r c i a l e s 

Sean las sumas 5 + 7 + 3 y 4 + 9. 
S i formamos l a s u m a 5 + 7 + 3 + 4 + 9, compuesta de los su 

mandos de ambas sumas , podemos sus t i tu i r los sumandos .5, 
7 y 3 y los 4 y 9 por s u s u m a efectuada (27, 2.a propiedad); luego 
podremos escr ib i r , 

(5 + 7 + 3 , + ( 4 + 9) = 5 + 7 + 3 + 4 + 9. 

32. / S i v a r i o s s n m á n d o s a u m e n t a n en n ú m e r o s cua le squ ie 
r a , l a s u m a a u m e n t a en l a s u m a de los a u m e n t o s de los s u 
m a n d o s / ^ / S 7 ^ " 

S e a l a suma 5 + 7 + 3 , y supongamos que el p r imer sumando 
aumente en 4 y el te rcero en 9 unidades, se t e n d r á : 

(5 + 4) + 7 + (3 + 9), 

que se p o d r á e s c r i b i r (31) s i n los p a r é n t e s i s , y s e r á : 

5 + 4 + 7 + 3 + 9, 

sust i tuyendo ahora los sumandos 5, 7 y 3 por s u s u m a , y los 4 y 
9 por l a s u y a (27, 2.a propiedad), se t e n d r á finalmente, 

(5 + 7 + 3) + (4 + 9), 

que demuest ra l a propiedad enunciada, puesto que l a s u m a 5 + 
7 + 3 h a aumentado en 4 + 9. 

(1) E s evidente quo también se pueden efectuar las sumas parciales y sumarlas después. 
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E n par t icu la r , ' s i s ó l o a u m e n t a m i s u m a n d o , l a s u m a a u 
m e n t a en e l m i s m o n ú m e r o que e l s u m a n d o ! 

33. ^ s u m a n m i e m b r o a m i e m b r o v a n a s i g u a l d a d e s , e l 
r e s u l t a d o es u n a i g u a l d a d ^ ) . 

^ j f ¿ /¡r E s e v i d e n t j é ^ p j ^ constando del mismo n ú m e r o de unidades los 
dos miembros de cada igualdad, las dos sumas efectuadas cons
t a r á n t a m b i é n del mismo n ú m e r o de unidades. 

^ D e las igualdades 3 - ^ 9 = 1 2 y 4 - ) - 5 = 2 - t - 7 , obtendremos: 
5 r o - ^ Y -

M<J > 3 + 9 + 4 + 5 = 1 2 + 2 + 7 . 
a 4 ^ + g ^ 

Como caso pa r t i cu la r resulta^M*? s i a los dos m i e m b r o s de 
) u n a i g u a l d a d se l e s a u m e n t a en e l m i s m o n ú m e r o , los r e s u l 

tados f o r m a n u n a i g u a l d a d . ' 
4-Z > se s u m a n m i e m b r o a miembro v a r i a s d e s i g u a l d a d e s 

' que se v e r i f i c a n en u n m i s m o sen t ido (todas del signo > o to-
' das del signo < ) , e l r e s u l t a d o es u n a d e s i g u a l d a d que t iene 

S t r i ^ 7 f e n m i s m o sent ido que l a s p ropues t a s . / 
S p tenemos 12 > 9 y 18 > 15, l a s u m a 12 + 1» se compone de 

dos grupos de unidades m a y o r e s , respect ivamente , que los de 
l a s u m a 9 + 15 de los segundos miembros , luego es evidente que 
se t e n d r á : 

12 + 1 8 > 9 + 15. 

\ S i s u m a m o s u n a d e s i g u a l d a d con u n a i g u a l d a d , e l r e s u l t a 
do es u n a d e s i g u a l d a d en e l m i s m o sen t ido , o d e l m i s m o s i g n o 
que l a p r o p u e s t a ^ 

. f > f J ^ % } P s ^os miembros de l a desigualdad 12 > 9 les agregamos 
' - Z f é / i ó s a e l a . igualdad 7 = 7, se f o r m a r á n las sumas 12 + 7 y 9 + 7, y 

como es evidente que l a p r i m e r a tiene m á s unidades que l a se
gunda, se t e n d r á : 

12 + 7 > 9 + 7. 

I I . L a sulbstraceión 

35./ L a s u b s t r a c c i ó n es u n a o p e r a c i ó n que t iene p o r objeto, 
dados dos n ú m e r o s , a v e r i g u a r en c u á n t a s u n i d a d e s e l m a y o r 
excede a l menor j j 

E l m a y o r de los n ú m e r o s dados se l l ama m i n u e n d o , y e l me

t í ) Sumar miembro a miembro, se dice también sumar ordenadamente. 
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ñ o r substraendo, el resultado resto o diferencia y l a p r á c t i c a de l a 
o p e r a c i ó n restar. 

S e indica l a s u b s t r a c c i ó n escribiendo el minuendo, d e s p u é s e l 
signo —, que se lee menos, y a c o n t i n u a c i ó n e l substraendo, se
parando los datos del resul tado por el signo = . 

A s í : siendo 7 el minuendo y 4 el substraendo, escr ib i remos: 

7 - 4 = 3 . 

36. ^ De l a def in ic ión de l a s u b s t r a c c i ó n se deduce: que la suma 
del substraendo'y del resto es igual a l mintiendo, y por consiguiente 
podemos dar t a m b i é n l a s iguiente def in ic ión: substracción es una 
operación que tiene por objeto, dados las t ima y uno de los sumandos, 
hallar el otro./^-—^ 

L a s u b s t r a c c i ó n es, pues, una o p e r a c i ó n inversa de l a a d i c i ó n . 
No puede l a a d i c i ó n tener o t ra o p e r a c i ó n i n v e r s a que l a subs
t r a c c i ó n , porque el orden de los sumandos no a l t e ra l a suma . 

S i d é l a igualdad, 8 + 4 = 12, resu l ta : 12 — 8 ==4; de l a i g u a l 
dad, 4 - [ - 8 = 12, r e s u l t a r á a n á l o g a m e n t e , 12 — 4 = 8; lo c u a l 
prueba que l a m i s m a o p e r a c i ó n hay que efectuar pa r a ha l l a r e l 
p r imero o el segundo sumando, cuando se conoce l a s u m a y uno 
cua lqu ie ra de ellos. 

37. / E l procedimiento elemental p r imi t ivo d é l a s u b s t r a c c i ó n 
es res ta r del minuendo las unidades del substraendo, descontán
dola una a una . j 

E s t e procedimiento es prac t icable cuando e l substraendo es 
un n ú m e r o d í g i t o . 

S i el substraendo es d í g i t o y el minuendo le excede en menos 
de 10 unidades, se puede ha l l a r el resto por medio de l a tabla de 
sumar (26). S e a , por ejemplo, r e s ta r 8 del n ú m e r o 15. S i r eco r re 
mos descendiendo l a l í n e a v e r t i c a l que comienza por 8 has ta en
cont rar e l n ú m e r o 15, vemos que se ha l l a en l a l í n e a hor izonta l 
que comienza por 7; luego l a s u m a de los n ú m e r o s 7 y 8 es 15; 
entonces s i 15 es e l minuendo 5r 8 e l substraendo, el resto s e r á 7. 

A u n q u e e l minuendo sea un n ú m e r o cua lquiera , s i e l subs
traendo es d í g i t o , se adquiere pronto suficiente p r á c t i c a p a r a 
hacer mentalmente l a s u b s t r a c c i ó n , por lo cua l pasaremos a ocu
parnos del caso g e n e r a l 

38. L a s u b s t r a c c i ó n de dos n ú m e r o s cua lesquiera se funda 
en que es una o p e r a c i ó n i n v e r s a de l a ad i c ión , y en e l s iguiente 
pr incipio; 
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E l res to de dos n ú m e r o s no v a r i a cuando se a u m e n t a n a m 
bos en i g u a l n ú m e r o de u n i d a d e s . 

S e a , por ejemplo: 7 — 4 = 3, de donde 7 = 4-1-3. 
S i aumentamos los dos miembros de l a ú l t i m a igualdad en 5 

unidades, se t e n d r á : 
7 + 5 = 4 + 3 + 5 

que se puede escr ib i r (27, 2," propiedad) 

7 + 5 = ( 4 + 5 ) + 3; 

de donde, considerando las sumas (7 + 5) y (4 + 5) como mi
nuendo y substraendo, se t e n d r á , en v i r t u d de l a def in ic ión de 
s u b s t r a c c i ó n , 

(7 + 5 ) - ( 4 + 5) = 3; 

como se q u e r í a demostrar . 
P a r a r e s t a r n ú m e r o s cua lesqu ie ra , supondremos descompues

tos el minuendo y el substraendo en sus diferentes ó r d e n e s 
de unidades, y res ta remos de las unidades de qada orden del 
minuendo las correspondientes del substraendo. 

E s t á fundado este procedimiento en que, siendo e l minuendo 
l a s u m a de substraendo y resto, cada uno de sus ó r d e n e s de un i 
dades debe proven i r de l a s u m a de los correspondientes en 
substraendo y resto. 

Puede o c u r r i r que a lguna de las cifras del minuendo sea 
menor que l a correspondiente del substraendo: porque y a v imos 
(28) que cuando l a s u m a p a r c i a l de las unidades de a l g ú n 
orden e r a m a y o r que 10, só lo se e s c r i b í a l a c i f ra de las unida
des y se r e s e r v a b a l a de las decenas p a r a ag rega r l a a l a suma 
siguiente; luego es c la ro que, de l a c i f r a de las unidades de u n a 
s u m a pa rc i a l no se puede r e s t a r ninguno de los dos sumandos 
c u y a s u m a e r a de dos c i f ras . 
/ E n este caso, pa ra poder efectuar l a s u b s t r a c c i ó n pa rc i a l co

rrespondiente, se agregan a l a c i f r a del minuendo 10 unidades 
de s u orden, rebajando luego una unidad l a c i f ra del orden s i 
guiente en el minuendo, pa ra que h a y a c o m p e n s a c i ó n . 

E l pr incipio demostrado a r r i b a , permi te modificar este proce
dimiento. Cuando una s u b s t r a c c i ó n p a r c i a l no es posible, se 
a ñ a d e n 10 unidades de s u orden a l a c i f ra del minuendo; pero 
en vez de suponer rebajada en u n a unidad l a c i f ra s iguiente del 
minuendo, se supone aumentada en d icha unidad l a c i f ra s i - . 



- 19 -

g u í e n t e del substraendo, y como e l minuendo y substraendo han 
aumentado en n ú m e r o s igua les , e l res to no v a r i a . 

39. De estos razonamientos se deduce l a s iguiente: 
REGLA. P a r a r e s t a r dos n ú m e r o s c u a l e s q u i e r a , se escr ibe 

e l subs t r aendo debajo d e l m i n u e n d o , de modo que se cor res 
p o n d a n l a s u n i d a d e s de todos los ó r d e n e s : se t r a z a debajo de 
ambos u n a r a y a ; se r e s t a de c a d a c i f r a d e l m i n u e n d o l a co
r r e spond ien t e d e l s u b s t r a e n d o , comenzando p o r l a d e r e c h a , 
y se escr iben los r e s u l t a d o s debajo de l a r a y a , de modo que se 
c o r r e s p o n d a n con l a s c i f r a s r e s t a d a s . S i a l g u n a c i f r a de l subs
t raendo no se puede r e s t a r de l a cor respondien te de l m i 
nuendo , se a ñ a d e n a é s t a 1 0 u n i d a d e s y en l a s i g u i e n t e subs
t r a c c i ó n p a r c i a l se a ñ a d e u n a u n i d a d a l a c i f r a de l subs
t r aendo . E l n ú m e r o que a s í se forme es el resto que se busca . 

E jemplo : R e s t a r los n ú m e r o s 16427 y 9546, se e s c r i b i r á n del 
modo siguiente: 

16427 
9546 

6«81 

D e l a c i f ra 7 del minuendo se r e s t a l a 6 del substraendo y es
cr ib i remos debajo l a d i ferencia 1, que s e r á l a c i f ra de las unida
des del resto. De l a c i f ra 2, decenas del minuendo, no se puede 
res ta r l a c i f ra 4, decenas del substraendo; a ñ a d i e n d o a a q u é l l a ' 
10 s e r á n 12, y restando 4, quedan 8; escr ib i remos, pues, un 8, 
que s e r á l a c i f ra de las decenas del resto. 

P a r a compensar e l aumento de 10 decenas que ha recibido el 
minuendo, aumentaremos e l substraendo en una centena: por 
consiguiente, l a c i f ra de las centenas, en vez de 5 s e r á 6, que 
no se puede res ta r de 4, que es l a c i f ra de las centenas del mi 
nuendo; entonces se r e s t a r á de 14, y l a diferencia 8, que es l a 
c i f r a de las centenas del resto, l a esc r ib i remos en el lugar que 
le corresponde. P o r c o m p e n s a c i ó n l a c i f ra 9 de los mi l l a r e s del 
substraendo se aumenta en una unidad, y s e r á 10, y restando de 
16 mi l l a res que quedan en e l minuendo, l a diferencia 6 es l a c i f ra 
de los mi l l a r e s del resto, y se e s c r i b i r á en el lugar que le corres
ponde. L u e g o e l resto total s e r á 6881. 

40. L a prueba m á s senc i l l a de l a s u b s t r a c c i ó n consiste en su
mar e l substraendo y el resto, y l a s u m a debe ser i g u a l a l 
minuendo. 



- 20 -

T a m b i é n se puede comprobar restando del minuendo e l resto, 
y l a diferencia debe ser igua l a l substraendo. 

Debe adver t i r se que n inguna de estas dos pruebas ex igen es
c r ib i r nada nuevo. 

jjjf* 41. f P a r a restar de un número una suma indicada, se resta del núme
ro dado el primer sumando; del resto que resulte, el segundo, y asi suce
sivamente hasta restar el ú l t imo . / 

S e a e l n ú m e r o 48, del cua l queremos res tar l a suma. 

4 + 5 + 9 = 18. 
E s evidente que: J j * * * 

48 - (4 + 5 + 9) = 48 - 18, 

t a m b i é n es evidente que a l mismo resul tado se l l e g a r á restando 
del n ú m e r o 48, de una vez las 18 unidades, o r e s t á n d o l a s sucesi
vamente por los grupos pa rc ia les contenidos en los sumandos 
4, 5 y 9, c u y a s u m a es 18. En tonces tendremos: 

48 - (4 + 5 + 9) = 48 - 4 - 5 - 9. 

42. ( r m ns tar de un n t M m ^ M A a . Se ^ con 
el numero el substraendo ,d& la diferencia y se resta del resultado el mi
nuendo de dicha diferencia^ 

S e a e l n ú m e r o 20 del pual queremos res tar l a diferencia 24— 
13, siendo 20 el minuendo y 24—13 e l substraendo: como a los 
dos n ú m e r o s los podemos aumentar e l mismo n ú m e r o de unida
des s in que el res to v a r í e (38), aumentando a ambos en 13 unida
des, tendremosl 

20 - (24 - 13) - (20 + 13) - (24 - 13 + 13) 

= 20 + 13 — 24, 

como se q u e r í a d&Étáífyttr 
FnPrrfíumflT rrn^rrtámforojmff, tvd iemiaruñ^úmero , se suma este n ú -

mero.jion el minuendo de la diferencia, y del resultado se resta el subs-
trdendo. 

A s í : (8 - 5) + 3 = (8 + 3) - 5 . 

Pa ra restar de una diferencia indicada un número , se suma éste con el 
substraendo de la diferencia y el resultado se resta del minuendo. 

A s í : ( 8 - 5 ) - 2 = 8 - ( 5 + 2). 
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43. [Para hallar el resultado de una operación compuesta de adiciones 
y substracciones, reuniremos en una suma todos los sumandos: en otra 
todos los substraendos, y restaremos de la primera suma la segunda. 

S i queremos efectuar l a o p e r a c i ó n compues t^ / 

4 + 9 - 5 + 6 - 3 - 2 

vemos que el resul tado debe formarse reuniendo todas las uni
dades de los sumandos y descontando d e s p u é s l as de los subs
traendos: luego tendremos: ' r ' 

4 + 9 - 5 + 6 - 3 - 2 = 4 + 9 + 6 - 5 - 3 - 2 ; 
% }^ t 

pero s i res tamos l a s u m a 5 + 3 - f 2 de las unidades contenidas 
en los substraendos, se obtiene e l mismio resultado que s i r es ta 
mos pr imero 5, d e s p u é s 3 y luego 2 (40): por consiguiente se ten
d r á finalmente: 

4 + 9 - 5 + 6 - 3 - 2 = (4 + 9 + 6) - ( 5 + 3 + 2). 

E S C O L I O . y D e lo dicho en este p á r r a f o y los anter iores se de
duce: q u e p i un p a r é n t e s i s precedido del signo —, o sea un subs
traendo, contiene operaciones indicadas de s u m a r o res tar , o 
amba^se pueden sacar los términos del paréntesis cambiando los signos 
+ en — y los — en + , e n t e n d i é n d o s e que s i en e l p r i m e r t é r m i 
no in te r ior a l p a r ^ n £ e £ i s no l l e v a signo, se debe suponer que 
tiene^el signo + ^ 1 e l p a r é n t e s i s e s tuv ie ra precedido del s igno 
-f^puede sup r imi r s e a q u é l conservando todos los s ignos/ 

A s í : 4 5 - ( 4 + 7 — 8) = 45 — 4 - 7 + 8. . 
/ ? / 45 + (4 + 7 - 8 ) = 45 + 4 + 7 - 8 . 

E s c la ro que j f e c í p r o c a m e n t e , pa r a in t roducir dentro de un 
p a r é n t e s i s , precedido del s igno + o — va r io^ t é r m m o s e n l a j a 
dos con los signos + y — , se deben escr ib i r c o i f ^ m ^ f í g n o s en 
e l p r imer caso y c a m b i á n d o l e s en el segundo. 

44. ¿ S i se restan miembro a miembro dos igualdades, los restos forman 
una igualdad. 

Sean las dos igualdades 3 + 9 = 12, y 4 + 5 = 2 + 7 , decimos 
que: (3 + 9 ) - ( 4 + 5) = 12 - (2 + 7 ) . 
^ L o s restos (3 + 9) — ( 4 + 5) y 12 — ( 2 + 7) son iguales , porque 

sumados con los substraendos iguales , rti^-n. ofaw nu^^e^ic¿a 

(4 + 5) y (2 + 7), 
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producen los minuendos, 3 + 9 y 12, que por h i p ó t e s i s son 
iguales . 

E n pa r t i cu la r resu l ta ; que de los dos miembros de una igua l 
dad se puede r e s t a r un mismo número , y e l resul tado s e r á una 
igua ldad . 

45 ,1 S i de los dos miembros de una desigualdad se resta un mismo 
/ ? número , los restos forman una desigualdad en el mismo sentido, o del 

7 mismo signo que la propuesta, j 
^ j t ¿ _ j 2 r S e a l a desigualdad 12 > 9: s i de los dos miembros res tamos e l 

^ a ^ j i j í m e r o 7, los restos 12 — 7 y 9 — 7, sumados con un mismo 
' y ^ - n ú m e r o , e l 7, dan sumas desiguales; y^6omo uno de los suman

dos es c o m ú n y el otro diferente, ; la s u m a m a y o r tiene que se r 
l a p roducida por e l m a y o r de lefs sumandos di ferentes i luego se 
t e n d r á : 

l ^ - 7 > 9 - 7/. , - / _ 

46.i f s i se restan miembro^crrm^^o dos desigualdades de signos con
trarios, los restos forman linci 'desigualdad del mismo signo que la de los 
minuendos. 

S e a n las dos desigualdades. 

2 1 > 1 7 y 9 < 1 3 , 
decimos que: 

, 21. - 9 > 17 — 13. 

D e l a def in ic ión de l a s u b s t r a c c i ó n se deduce que: 

( 2 1 - 9 ) + 9 = 21 y ( 1 7 - 1 3 ) + 13 = 17, 

pero siendo l a suma 21 m a y o r que 17, y e l sumando, 9, de l a p r i -
r n e í r a r m e n o r que el sumando, 13, de l a segunda, e l otro suman
do, 21 — 9, de l a p r i m e r a , t iene que se r necesar iamente m a y o r 
que e l sumando, 17 — 13, de l a segunda. 

47. ESCOLIO I . L a s u m a de cero con cua lquie r n ú m e r o es e l 
mismo n ú m e r o : por consiguiente, s i res tamos cero de cua lquier 
n ú m e r o , l a di ferencia es el mismo n ú m e r o : y s i dos números son 
iguales, s u diferencia es cero. 

ESCOLIO I I . Hemos supuesto s i empre que el minuendo es m a 
y o r que el substraendo; pero s i q u i s i é r a m o s efectuar una dife
r e n c i a cuando e l substraendo es m a y o r que e l minuendo, l a ope
r a c i ó n s e r í a a r i t m é t i c a m e n t e imposible . E n el A l g e b r a interpre
ta remos e l resultado por medio de l a s cantidades y n ú m e r o s 
negat ivos . 
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I I I . L a mu-ltiplicacióii 

4§. ( L a multiplicación es una operación que tiene por objeto repetir 
un número, que se llama multiiilicando, tantas veces por sumando como 
miidades tiene otro, que se llama multiplicador^ 
Í E l resultado de la m u l t i p l i c a c i ó n se llama, productojy e l mul t i -
pTTcando y mul t ip l icador r ec iben t a m b i é n e l nombre de factores 
del producto^ 

S e indica í a m u l t i p l i c a c i ó n escribiendo el mult ipl icando; a con
t i n u a c i ó n e l signo X o - , que se lee multiplicado por, y d e s p u é s e l 
mult ipl icador , separando los datos del resultado por medio del 
signo = . 

D e l a def in ic ión de l a m u l t i p l i c a c i ó n se deduce: que se puede 
efectuar l a o p e r a c i ó n como una s u m a . A s í : 

1 2 X 3 = 12 + 12 +- 12; 

de donde, / / ^ * hfx 3*= 3 l r / ^ 

I D e l a def in ic ión de l a m u l t i p l i c a c i ó n se deduce t a m b i é n : que el 
producto es tantas veces mayor que el multiplicando, como unidades tiene 
el multiplicador^^ -

E n t é r m i n o s m!ás genera les podremos definir l a o p e r a c i ó n d i -
ciendo^Za multiplicación es una operación que tiene por objeto, dados 
dos números que se llaman multiplicando y multiplicador, hallar u n 
tercer número , que se llama producto, que esté formado con respecto a l 
multiplicando como el multiplicador está formado con respecto a la un i -
dad { 1 0 _y 
£ S i e l mul t ip l icador es la unidad, el producto es igual a l multipli
cando; porque só lo entra una vez por sumando. S i el mul t ip l ican
do es igual a la unidad, el producto es igual a l multiplicador; porque 
e l sumando que se repi te tantas veces como unidades tiene e l 
mul t ip l icador es i g u a l a l a unidad. S i e l mul t ip l icador es cero, e l 
producto t a m b i é n es cero; porque no se puede tomar el mul t ip l i 
cando n inguna vez por sumando. S i e L mult ipl icando es cero, e l 
producto es cero; porque el sumando que se repite es cero^ 

S i e l mul t ip l icador tiene muchas unidades, es m u y penoso 
formar el producto por medio de l a suma, como en e l ejemplo 

(1) /Más adelante veremos que esta úl t ima definición es la única aplicable a los números 
que no son enteros. 
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anter ior por lo cua l , p a r a e l estudio de esta o p e r a c i ó n , conside
ramos t res casos: 

1 ° {Multiplicar dos números dígitos 
2. ° h íu l t i p l i ca r un número de varias cifras por un dígito. 
3. ° [Multiplicar dos números de varias cifras. 

,,49. TRIMER CASO. Multiplicación de dos números dígitos. 
( E l producto de dos n ú m e r o s d í g i t o s se h a l l a por l a tabla de 
multiplicar, que es un cuadro que contiene todos los productos 
posibles de dos n ú m e r o s d í g i t o s ) 

P a r a formar dicha tabla, se E s c r i b e n en una l inea hor izontal 
los nueve p r imeros n ú m e r o s ; debajo se escr iben las sumas de 
cada uno de ellos consigo mismo, y se t e n d r á n los productos de 
los nueve pr imeros n ú m e r o s por 2; sumando los n ú m e r o s corres
pondientes de estas dos l í n e a s , se f o r m a r á una t e rce ra l í n e a que 
contiene los nueve p r imeros n ú m e r o s t res veces , o sea sus pro
ductos por 3; sumando los n ú m e r o s correspondientes a l a p r i 
mera y l a t e rce ra l í n e a s , se obtiene una cua r t a l í n e a , que con : 
t e n d r á los n ú m e r o s de l a p r i m e r a cuatro veces , y por tanto 
s e r á s u producto por cuat ro ; continuando del mismo modo, su-

l 2 

14 

3 4 5 

18 

21 

16 

9 18 

24 

27 

12 

28 35 

6 7 

42 

40 48 

45 54 

49 

16 

24 

32 

56 

81 

mando cada l í n e a que se obtenga con l a p r i m e r a has ta formar 
l a novena , r e s u l t a r á n l í n e a s que c o n t e n d r á n suces ivamente los 
productos de los nueve p r imeros n ú m e r o s por 5, 6, 7, 8 y 9, 

D e lo dicho se infiere que cada l í n e a hor izonta l contiene los 
productos de los nueve p r imeros n ú m e r o s por e l que comienza 
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l a l í nea , siendo este ú l t i m o el mult ipl icador, y cada l inea v e r t i 
c a l contiene los productos del numero que l a comienza por los 
nueve pr imeros n ú m e r o s , siendo a q u é l e l mult ipl icando. 

H l producto 5 X 7 , por ejemplo, e s t a r á en l a l i nea v e r t i c a l que 
comienza por 5 y en l a hor izonta l que comienza por 7; s e r á , 
pues, el n ú m e r o 35, c o m ú n a las dos l í n e a s . 

50. SEGUNDO CASO. M u l t i p l i c a c i ó n de u n n ú m e r o de v a r i a s 
c i f r a s po r u n d í g i t o . 

Supongamos que se t ra ta de mul t ip l icar 6527 por 4 . 
( S e g ú n l a def in ic ión de l a o p e r a c i ó n , se debe repet i r cua

tro veces por sumando; luego se p o d r á hacer del modo s i -
guienteV"^ -

¿i 3 < 
3 * 

6527 
6527 
6527 
6527 

26108 

D e a q u j ^ d e J ^ : oue cada c i f ra del mult ipl icando se repite . 
í v e c e s , (TTnulti p l ica p o r j r ^ e g o podremos e v i t a r l as sumas f o r - ^ c ^ < 

/ . ^ j ^ > ? & á 0 l0S Productos de cada c i f r a , o p roduc to s p a r c i a l e s , por 
d ^ ^ ^ í Z Í K h l c i de mul t ip l ica r . 

/ Sabemos t a m b i é n , que las decenas de cada suma p a r c i a l se 
agregan a l a suma s iguiente: en consecuencia , comenzaremos l a 
o p e r a c i ó n por l a derecha del mult ipl icando; escr ibiremos so la
mente l a c i f ra de las unidades de cada producto pa rc i a l , y reser 
va remos l a de las decenas p a r a ag rega r l a a l producto s iguiente . 

E n l a p r á c t i c a se p r o c e d e r á del modo que se indica en l a s i 
guiente reg la , fundada en los pr incipios a n t e r i o r e s i . 

P a r a m u l t i p l i c a r u n n ú m e r o de v a r i a s c i f r a s p o r otro de 
u n a s o l a , se escr ibe e l m u l t i p l i c a d o r c o r r e s p o n d i é n d o s e con 
l a c i f r a de l a s u n i d a d e s de l m u l t i p l i c a n d o y debajo de ambos 
u n a r a y a p a r a s e p a r a r l o s d e l p roduc to : se m u l t i p l i c a c a d a 
c i f r a de l m u l t i p l i c a n d o p o r e l m u l t i p l i c a d o r , comenzando p o r 
l a d e r e c h a ; se esc r iben l a s u n i d a d e s de c a d a p roduc to p a r 
c i a l debajo de l a c i f r a correspondiente en e l m u l t i p l i c a n d o y 
se a ñ a d e n l a s decenas que r e s u l t e n a l p roduc to s i g u i e n t e . E l 
n ú m e r o a s í formado s e r á e l producto pedido. 

O c*- 0 u f 3 o í •+- ¿( t í c 
¿ y 

O l e 
' 4 
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E n e l ejemplo anter ior tendremos: 

6527 
4 

26108 

L a c i f ra , 8, del producto, resu l ta de mul t ip l icar , 7, por 4, que 
son 28; se escr ibe , 8, en el si t io de las unidades y se r e s e r v a n las 
2 decenas. D e s p u é s 2 X 4 son 8, y las 2 decenas r e se rvadas , 
10, se escr ibe, e l 0, en e l lugar de las decenas y se r e s e r v a el 1, 
que e x p r e s a centenas, pa ra ag rega r l e a l producto s iguiente . E n 
seguida, 5 X 4 = 20, y 1, del producto anter ior , 21; se escr ibe e l 
1, y se r e s e r v a el 2. P o r ú l t i m o , 6 X 4 = 24, y 2, del producto 
anter ior , 26, que se escr ibe ocupando el l u g a r de los mi l l a r e s . 

51. TERCER CASO. Multiplicación de dos números de varias cifras. 
L a r e g l a gene ra l se obtiene considerando antes e l producto 

.de un n ú m e r o cua lqu ie ra por l a unidad, u oti;a c i f ra significati-
¿ ^ p ^ A ^ c H v a seguida de ceros.// ' ' - ' . ^ 

i * l . 0 f P a r a multiplicar un número por la unidad seguida de ceros, 
hasta escribir a la derecha del número tantos ceros como siguen a la uni -
dadj 

/ E n efecto: fsea mul t ip l ica r 6S23 por 100. E l mult ipl icando ex
p resa 6823 unidades s imples , o de p r i m e r orden; pero s i escr ib i 
mos dos ceros a su derecha se f o r m a r á el n ú m e r o 682300, que se 
puede leer 6823 centenas, es decir , 6823 unidades 100 veces ma
yo re s que las unidades s imples ; luego el n ú m e r o , 682300, s e r á 
100 veces m a y o r que e l propuesto. 

/ ¿ * í ( , No e s t á d e m á s ,adver t i r , que cada una de sus cifras ha con
se rvado s u v a l o r absoluto, pero ha adquir ido un va lo r r e la t ivo 

/^.Jte^t, 100 veces mayor . 
f 2.° \ P a r a multiplicar un entero cualquiera por una cifra significati

va seguida de ceros, se multiplica el número por la cifra y se agregan a 
la derecha del producto tantos ceros como siguen a la cifra significativaJ 

S e a , mul t ip l i ca r 6823 por 400. P a r a efectuar l a o p e r a c i ó n se 
debe tomar 6823, cuatrocientas veces por sumando, y esto se 
consigue, formando 100 grupos de 4 sumandos cada uno; pero 

' un grupo de 4 sumandos es 68-,3 X 4 = 27292, luego debemos re
pet ir 100 veces este ú l t i m o n ú m e r o y e l producto s e r á (pr imero) 
2729200. 

file:///Para
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Consideremos y a el caso gene ra l , y sea mul t ip l ica r 6823 poi-
43x tendremos que repet i r 6823, cuatrocientas t re in ta y cinco 
veces por sumando; lo cua l equiva le a formar tres grupos, uno 
de 400, otro de 30 y otro de 5 sumandos, o sea a mul t ip l icar 68^3 
por 400, por 30 y por 5, y s u m a r los productos. 

L a p r á c t i c a de l a o p e r a c i ó n se funda en los pr incipios anterio
res , y se hace por l a s iguiente: 

REGLA. P a r a m u l t i p l i c a r dos n ú m e r o s c u a l e s q u i e r a se es
c r ibe e l m u l t i p l i c a n d o y d e s p u é s e l m u l t i p l i c a d o r , de modo 
que se c o r r e s p o n d a n s u s d i v e r s o s ó r d e n e s de u n i d a d e s y de
bajo de ambos se t r a z a u n a r a y a p a r a s e p a r a r l o s de los p ro 
duc tos ; se m u l t i p l i c a todo e l m u l t i p l i c a n d o p o r cada u n a de 
l a s c i f r p de l m u l t i p l i c a d o r (como se dijo en el 2 0 caso) Sé? es-
c n b e S H p r i m e r a c i f r a de l a de r echa de c a d a producto p a r c i a l 
debajo de l m u l t i p l i c a d o r cor respondien te , se s u m a n los p r o 
ductos p a r c i a l e s que h a y a n r e s u l t a d o , y l a s u m a s e r á e l pro-
diicto to t a l . 

6823 
435; 

34115 
20469 

27292 

2968005 

6823 
435 

27292 
204b9 
34115 

2968005 

L o s productos del mul t ip l icando por las cifras , 4 y 3, del mul 
t ipl icador, que expresan centenas y decenas, respect ivamente , 
d e b í a n estar seguidos de dos y un cero, pero no hay necesidad 
de escr ib i r los , s u j e t á n d o s e a l a r eg l a dada a r r i ba , porque las c i 
fras de los productos ocupan los lugares que les corresponden y 
los ceros no a l te ran l a suma . 

E n e l mult ipl icando se debe proceder de derecha a izquierda ; 
en e l mult ipl icador se puede proceder de izquierda a derecha y 
aun en cualquier orden; pero l a costumbre es proceder como en 
el mult ipl icando. 

52. E l producto de dos f a c t o r e s no v a r i a tomando e l m u í t i 
p l i c a d o r p o r m u l t i p l i c a n d o ^ a l c o n t r a r i o . 

S e a el producto 4 X 3; sabemos que este producto significa 
que 4, se ha de repet i r 3 v e c e s / A h o r a , s i descomponemos el 4! 
en sus unidades, y escr ib imos un cuadro que tenga 3 l í n e a s hor i -



zontales de 4 unidades cada una , es evidente que este cuadro 
c o n t e n d r á tantas unidades como 4 + 4 + 4 , que es e l producto 
d e 4 X 3 . . ! l 1 1 

l i l i 
1 1 1 1 

S i en vez de considerar e l cuadro por l í n e a s horizontales , su
mamos por ve r t i c a l e s , como son 4 l í n e a s de 3 unidades cada una , 
es decir, 3 + 3 + 3 + 3, el resul tado s e r á e l producto 3 X 4 , lue-
eo se t e n d r á finalmente. 

4 X 3 = 3 X 4 . 
53. D e a q u í se deduce l a p rueba de l a m u l t i p l i c a c i ó n , que 

consiste en repet i r l a o p e r a c i ó n tomando el mul t ipl icando por 
mul t ip l icador , y a l cont rar io . 

E l mismo teorema permite t a m b i é n e legir como mult ipl icador 
el n ú m e r o menor, o el que tenga menos cifras s igni f ica t ivas , y 
jus t i f ica l a d e n o m i n a c i ó n de f ac to r e s que se da a l mult ipl icando 
y mul t ip l icador reunidos . M 

¿ f a ¿ í ¿ # Á \ S i se m u l t i p l i c a n , m i e m b r o a m i e m b r o , dos i g u a l d a d e s , ^ 
y t y e * los p roduc tos f o r m a n u n a i g u a l d a d . 
^ Porque siendo los mul t ip l icandos y los mul t ip l icadores igua

les , se forman los dos productos por medio de sumandos iguales 
• repetidos las mismas veces . 

Como caso pa r t i cu la r r e s t ü t a : que los dos miembros de una 
igualdad se pueden mul t ip l i ca r por un m i s m o n ú m e r o y los 
nroductos s e r á n igua les . 

7 7 5 5 / 5 / SÉ? m u l t i p l i c a n , miembro a m i e m b r o , u n a d e s i g u a l -
^ d a d ' y ^ u n a i g u a l d a d , los p r o d u c i o s f o r m a n u n a d e s i g u a l d a d 

del m i s m o s i g n o que l a p r o p u e s t a . 
Sean , l a ^ s i g u a l d a d , 12 > 9 y l a igualdad, 7 =-- 7. E n los pro

ductos 12 X 7 y 9 X 7, en t ran los sumandos, 12 y 9, siete veces 
cada uno; luego el p r imer producto s e r á el mayor , porque el su
mando 12, es m a y o r que 9, y se t e n d r á : 

1 2 X 7 > 9 X 7 . 
E s t e teorema se puede enunc ia r diciendo: S i se m u l t i p l i c a n 

po r u n m i s m o n ú m e r o los dos m i e m b r o s de u n a d e s i g u a l d a d , 
los p roductos f o r m a n u n a d e s i g u a l d a d del m i s m o s i g n o que 
l a p r o p u e s t a . 

56. f S i se m u l t i p l i c a n m i e m b r o a m i e m b r o dos d e s i g u a l d a 
des de l m i s m o s i g n o , los p roduc tos f o r m a r á n u n a d e s i g u a l 
dad de l m i s m o s i g n o que l a s p ropues t a s . 

S e a n las desigualdades, 12 > 9 y 7 > 51 L o s productos s e r á n , 
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12 X 7 y 9 X 5; pero en e l producto 12 X 7, e s t á contenido 12 m á s 
de 5 veces , que son las que 9 e s t á contenido en el producto 9 X 5; 
luego hay dos mot ivos pa ra que 1 2 X 7 sea m a y o r que 9 X 5 : 
uno, que e l sumando 12 es m a y o r que 9, y otro, que e s t á r epe l l 

ado m á s veces : entonces se t e n d r á : 

t 2 X 7 > 9 X 5. 

57. E l producto de dos números tiene tantas cifras como entre los dos 
factores, o una menos. 

S e a n los dos n ú m e r o s 4379 y 821. P o r estar comprendido e l 821 
entre 100 y 1000, tendremos (54): 

4372 X 8 2 1 < 4372 X 10C0 
4372 X 821 > 4372 X 100; 

pero el producto 4372 X 1000 se obtiene agregando a 4372 tres ce
ros , luego tiene tantas cifras como entre los n ú m e r o s 4372 y 821 
y el producto 4372 X 100 una c i f ra menos; luego el de los n ú m e 
ros propuestos, que es i n t é r m e d i o entre estos dos, t e n d r á nece
sar iamente t a h t á s c i f ras como uno de el los. 

58. P a r a multiplicar u r i a s u m a ij táicadajpor un numero, se multi
plican todos l(^u7na?idos u ^ ^ i B y i ^ f o s ^ ^ n ^ T t ^ ^ ^ ^ ' ^ 

S e a m u l t i p l i c a r l a ? gl^na 4 5 -+:Jb por 3. Mul t ip l i ca r por 3 es 
repet i r 3 vec'es por sumando, luego tendremos: 

(4 -+-' 5 +:6) X 3 = (4 5 + 6) (4 + 5 + 6) + (4 - f 5 + 6) 
~ (4 4 + 4 ) + ' (5 + 5 + 5) + (6 -+- 6.-+- 6) = 4 X 3 + 5 X 3 4 - 6 X 3 

Conviene observar , que como el producto no se a l t e ra aunque 
se al tere el orden de los factores, t a m b i é n se t e n d r á : 

3 X ( 4 + 5 + 6 ) = 3 X 4 + 3 X 5 + 3 X 6 

59. Pa ra multiplicar tina diferencia indicada por un número, se mul
tiplican el minuendo y el substraendo y secrestan Jm productos. 

( I ) S i tenemos que efectuar una operación compuesta, podemos, si así nos conviene, redu
cir los datos y operar después de simplificados: ahora, por ejemplo, podríamos efectuar l a suma 
y multiplicar el resultado por el número; poro conviene estudiar las operaciones compuestas 
porque, aparte de su importancia, tienen aplicaciones ulteriores de que no se puede prescindir. 
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S e a mul t ip l icar l a d i ferencia 12 — 7 por 4. Tenemos : 

12 — 7 = 5. de donde, 12 = 7-1-5 

y mult ipl icando por 4 los dos miembros de l a ú l t i m a igualdad, 

1 2 X 4 = ( 7 + 5)4 .a ) 
pero (58), 

(7 + 5)4 = 7 X 4 + 5 X 4 , 
luego t a m b i é n , 

1 2 X 4 = 7 X 4 + 5 X 4 , 

restando de ambos miembros 7 X 4 , r esu l t a : 
1 2 X 4 - 7 X 4 - 5 X 4 , 

y poniendo en vez de 5 s u i gua l , l a diferencia 12 — 7, r e s u l t a r á 
finalmente: 

1 2 X 4 - 7 X 4 = (12 - 7) 4. 

Conv iene observar , como en e l n ú m e r o anter ior , que t a m b i é n 
se t e n d r á : 

4 ( 1 2 - 7 ) = 4 X 1 2 - 4 X 7 . 

60. E n v i r t u d de los dos teoremas anter iores , s i v a r i o s s u 
m a n d o s , o u n s u m a n d o y ü n subs t r aendo t ienen u n f a c t o r co
m ú n , se p u e d e n \ e n c e r r a r en u n p a r é n t e s i s , p r e s c i n d i e n d o 
d e l f a c t o r c o m ú n , que se c o l o c a r á f u e r a como m u l t i p l i c a d o r . 
A s í : 

4 X 3 + 5 X 3 + 6 X 3 = (4 + 5 + 6 )3 
12 X 7 - c) X 7 = (12 - 9) 7. 

61. f P a r a m u l t i p l i c a r dos s u m a s i n d i c a d a s , se m u l t i p l i c a n 
todos los s u m a n d o s de l a p r i m e r a p o r cada uno de los de l a 
s e g u n d a y se s u m a n los p roduc tos . 

Sean las dos sumas 5 + 4 + 7 y 2 + 6. Efectuando l a p r i m e r a 
tendremos; 

(5 + 4 + 7) (2 -} -6) = 16(2 + 6) 
= 16X--2- 1 46-X-6, 

poniendo ahora en vez de 16 s u igua l 5 + 4 + 7, se t e n d r á : 

(5 + 4 + 7)(2 + 6) = (5 + 4 + 7 ) 2 + (5 + 4 + 7)6=-

(1) E n lo sucesivo, siempre que un factor esté encerrado en un paréntesis, proscindiromog 
del signo de multiplicar. 
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y efectuando las operaciones indicadas en el segundo miembro, 
r e s u l t a r á í i n a l m e n t e : 

( 5 H - 4 - - H ^ + ^ 5 X 2 + 4 X 2 + 7 x 2 + 5 X 6 

JPI-<><1 iif to do varios factovcs 

6 2 ¿ F J a r a ind icar que un producto de dos n ú m e r o s se ha de 
mumpl i ca r por un te rcer fsctor , lo que resul te por otro y a s í 
suces ivamente , se escr iben los factores por s u orden en una lí
nea hor izonta l s e p a r á n d o l o s por medio del s igno X o un. . 

A s í : 1 2 X 3 X ^ X 6 , o bien 1 2 . 3 . 5 . 6 , s ignif ica que se debe 
mul t ip l icar 12 por 3, e l producto que resulte por 5 y lo que r e su l 
te por 6. 

J 63. Un producto de varios factores no se altera, aunque se cambie el 
orden de sus factores^/ 

P a r a demost rar este teorema, antepondremos los s iguientes 
l emas : 

LEMA PRIMERO. Un producto de varios factores no se altera cuando 
se permutan los dos úl t imos factores. 

S e a e l producto, 3 . 5 . 4 . 2, decimos que es igua l a, 3 5 . 2 . 4 , 
que es e l producto que resu l ta cambiando e l orden de los dos 
ú l t i m o s factores. 

P a r a efectuar un producto, se comienza mult ipl icando los dos 
pr imeros factores, luego por ser , 15 = 3 . 5, tendremos: 

3 5 4 2 = 1 3 . 4 . 2 . 

P e r o , 15 4 = 1 5 . + 15 + 1 5 + 15, 

y mul t ipl icando ambos miembros por 2, 

15 4 . 2 = 1 5 . 2 + 15 2 + 15 2 + 1 5 . 2 , 

e l segundo miembro se compone de, 15. 2, repetido 4 veces : luego 
s e r á 15. 2. 4, y como es i g u a l a l p r imer miembro, 

1 5 , 4 . 2 = 1 5 . 2 . 4 . 

o sust i tuyendo 15 por s u i gua l , 3 . 5, 

3 . 5 . 4 , 2 . = 3 . 5 . 2 . 4 . 

LEMA SEGUNDO. Un producto de varios factores no se altera cuando 
se permiitan dos factores consecutivos, 
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S e a el producto, 3 . 5 . 4 , 2 . 8 . 7 . S i queremos permutar los 
factores, 4 y 2, presc iudi remos de los factores, 8 y 7, y tendre
mos ( L e m a pr imero) : 

3 . 5 . 4 . 2 = 3 5 . 2 . 4 ; 

y mult ipl icando los dos miembros de esta igualdad, pr imero por 
8 y luego por 7, se t e n d r á : 

3 . 5 . 4 . 2 . 8 . 7 . = 3 5 . 2 . 4 . 8 . 7 (1). 

D e estos dos lemas se deduce f á c i l m e n t e e l teorema genera l . 
Supongamos que en el producto, 3 . 5 . 4 . 2 . 8 . 7 , se quiere 

que el 4, ocupe e l p r imer lugar . P e r m u t á n d o l e suces ivamente 
con los que le anteceden, f o r m a r í a m o s los productos iguales a l 
propuesto. 

3 . 4 . 5 . 2 . 8 . 7 y 4 . 3 5 . 2 . 8 . 7 . 

D e l mismo modo h a r í a m o s ocupar e l segundo lugar a otro 
factor, a l 7, por ejemplo, y as í de los d e m á s . 

64 / P a r a m u l t i p l i c a r u n n ú m e r o p o r u n p roduc to de v a r i o s 
f a c t o r e s , se f o r m a u n produc to que c o n t e n g a e l n ú m e r o y los 
d e m á s j a c t a r e s d e l p r i m e r p roduc to . 

S e a , mul t ip l i ca r e l n ú m e r o 12, por e l producto, 4 . 7 . 5 ; l a ope
r a c i ó n se indica a s í : 12 (4 . 7 . 5 . ) ; pero considerando efectuado el 
producto, 4 . 7 . 5, se puede cambia r e l orden y tendremos: 

12 (4 , 7 . 5) = (4 . 7 . 5) 12. 

E n e l segundo miembro es i n ú t i l e l p a r é n t e s i s , porque pa ra 
efectuar l a o p e r a c i ó n , se mul t ip l ica , 4 por 7, lo que resul ta , por 
5 y el producto obtenido, por 12; supr imiendo, pues, e l p a r é n t e 
s is , r e su l t a : 

Í2 (4 . 7 , 5) = 4 . 7 . 5 . 12 = 12 . 4 . 7 , 5. 

65. E n u n p roduc to i n d i c a d o se p u e d e n s u s t i t u i r dos o m á s 
f a c t o r e s , p o r s u producto e jec tuado . 

S e a e l producto, 4 . 7 . 5 . 12. S i queremos sus t i tu i r los factores 
4 y 12, por s u producto efectuado, los colocaremos los pr imeros , 
y se t e n d r á : 

4 . 7 . 5 . 12 = 4 8 . 7 . 5 

( l ) S i los factores que so quieren permutar son los dos priraeios, también es cierto el leore-
raa, puesto que 3 . 5 = 5 . 3, y n p tonclríamos más que multiplicar arabos miembros sucesiva
mente por 4, 2, 8 y 7. 

*y y*4*****0 •**^~*c4*t4¿*rrt*f**c ^ - t v t ^ t ¿ ¿ ¿ M e r**c. fct** 
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Sí se quiere, el ú l t i m o producto se puede dejai>afáí: 

(4 .12) 7 . 5. 

66. Pa ra multiplicar un producto por un número , se multiplica uno 
cualquiera de los factores. 

E n efecto; sea mul t ip l icar e l producto, 4 . 7 . 5 , por e l n ú m e r o 
12, tendremos: 

(4 . 7- 5) 12 = 4 . 7 . 5 . 12; 

pero los factores, 7 y 12, por ejemplo, se pueden sust i tuir por s u 
producto efectuado (64); luego, 

4 . 7 . 5 . 12 = 4 . (7 . 12) 5; 
o bien ( 4 . 7 . 5 ) 12 = 4 . (7 . 12) 5. 

67. Pa ra multiplicar dos productos de varios factores, se Jorma un 
solo producto que contenga todos los factores. 

S e a mul t ip l icar e l producto, 4 . 5 . 9 , por, 7 . 8. Efectuando e l 
p r imer producto se t e n d r á : 

(4 . 5 . 9) (7 . 8) = 180 (7 . 8) = 180 . 7 . 8 ( N ú m . 63), 

y poniendo en vez de, 180, s u igua l , 4 . 5 . 9, se t e n d r á finalmente 

(4 . 5 . 9) (7 . 8) = (4 . 5 . 9) 7 . 8 = 4 . 5 . 9 . 7 . 8. 

68 De los teoremas anter iores se deduce, que un producto de 
v a r i o s factores se puede efectuar de muchos modos, que p o d r á n 
s e r v i r de c o m p r o b a c i ó n unos a otros. 

A s í : 4 . 5 . 9 . 7 = 20 . 9 . 7 = 20 . 63 = 1260 
4 . 5 . 9 . 7 = 45 . 4 . 7 = 180 . 7 = 1260, etc. 

D e estos modos se elige e l que l a p r á c t i c a sug ie ra como m á s 
b reve . 

69 L o s teoremas anter iores permi ten s impl i f icar l a opera
c ión de mul t ip l icar cuando uno o los dos factores terminan en 
ceros. 

S e a , por ejemplo, mul t ip l icar , 127000, por, 6400; como se tiene 
127000 = 127 X 1000, y 6400 = 64 X 100; se t e n d r á : 127000 X ó^OO = 
127 X 1000 X 64 X 100, o bien (64), 127000 X 6400 = 127 X 64 X 
100000. • ' 

L a ú l t i m a forma permite efectuar el producto de los n ú m e r o s 
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propuestos, multiplicando los números que YcsiLlJLan~jw>escin-
diendo de los ceros-y^-tt-grégíf^^ •pmJucto ] 
tan tos ce%os~cdmo t i enen en t r e los dos f a c t o r e s . 
A s i : . -v « 

' ' A " ' 127000 
r ' - . ' • •* \ . 6-100 

• 508 
•762 

812800000 

S i s ó l o uno de' los factores t e r m i n a en ce ro s , ^e m u l t i p l i c a n 
los n ú m e r o s , p r e s c i n d i e n d o de los ceros y se a g r e g a n é s t o s a 
l a de recha de l p r o d u c t o j 

70. E n v i r tud de lo^ teoremas sobre producto de va r io s fac
tores, es evidente: q í ié fe l p roduc to que r e s u l t a de m u l t i p l i c a r 
m iembro a m i e m b r o t r e s o m á s i g u a l d a d e s es u n a i g u a l d a d j 

'el p r o d u c t o de t r es o m á s d e s i g u a l d a d e s de l m i s m o s i g n o , 
t o n a l g u n a i g u a l d a d , es u n a d e s i g u a l d a d d e l m i s m o s i g n o j 

- que l a s p ropues t a s : quedando a s í general izados los teoremas de 
' J.os n ú m e r o s 53, 54 y 55. 

N Ô C 

. ' , ' <, I V . X^as potencias 

* % ; *• - \ 'JV. S e l l a m a p o t e n c i a de u n n ú m e r o e l p roduc to que r e s u l -
' " \ \ .^f1,de p a r i o s f a c t o r e s i g u a l e s a d icho n ú m e r o . 

Gratfo de l a potencia es e l n ú m e r o ord ina l que indica c u á n t o s 
factores l a producen. S e c las i f ican por grados: en s e g u n d a po-
tencta o c u a d r a d o , cuando los factores son dos; t e r ce r a po ten 
c i a o cubo, cuando son tres; c u a r t a po t enc i a , cuando son cua
tro, y a s í suces ivamente . 

• ' ÍTodo n ú m e r o se cons idera como su p r i m e r a po tenc ia . 
L a o p e r a c i ó n de formar potencias rec ibe e l nombre de e l eva -

. . c ión a po tenc ia o p o t e n c i a c i ó n , y e l n ú m e r o que se e l eva r ec i -
, ( be d iversos nombres, base, r a i s , d i g n a n d o . E l ú l t i m o nombre 

es e l menos usado, a pesar de ser e l m á s apropiado, porque no 
, tiene o t r a a p l i c a c i ó n en l a s M a t e m á t i c a s . 

U n a potencia se ind ica escr ibiendo a l a derecha y en l a parte 
' super ior del dignando, o base, otro n ú m e r o de menor t a m a ñ o , 

que exp re sa las unidades de su grado, y se l l a m a exponente. 
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A s i , l a cuar ta potencia de 5, se indica , 54, y se lee, 5 elevado 
a l a cua r t a potencia. 

E l exponente de l a p r i m e r a potencia es l a unidad y no se 
escr ibe . —^ 

72. D e l a def in ic ión de potencia se deduce: 
1. ° Que l a s po t enc i a s de l a u n i d a d son l a u n i d a d . 
2. ° Que l a s po tenc i a s de 10, s o n l a u n i d a d s e g u i d a de tan

tos ceros como u n i d a d e s t iene e l exponente . 
. A s í : 102 = 100; 1 0 3 = 1000; 104 = 10COO, etc. 

73. S i se e l e v a n a u n a m i s m a po tenc ia los dos m i e m b r o s de 
u n a i g u a l d a d , e l r e s u l t a d o es o t r a i g u a l d a d . 

E s un caso par t i cu la r del teorema n ú m e r o 70 sobre e l produc
to de igualdades. 

74. / 5 / se e l e v a n a u n a m i s m a po tenc ia los dos miembros de 
u n a d e s i g u a l d a d , e l r e s u l t a d o es o t r a d e s i g u a l d a d d e l m i s 
mo s i g n o que l a p r i m e r a . f 

E s un caso pa r t i cu la r del producto de desigualdades del mis 
mo s igno (70). 

75 £ E l p roduc to de dos p o t e n c i a s de u n m i s m o n ú m e r o es 
o t ra p o t e n c i a de dicho n ú m e r o cuyo exponente es l a s u m a de 
los e x p o n e n t e s f 

S e a mul t ip l icar , 54, por 53. E n , 54, ent ra e l factor, 5, cuatro 
veces , y en, 53, en t ra t res veces , luego en el producto, 54 X 53, 
e n t r a r á , cuatro veces , m á s tres veces , y se t e n d r á : 

54 X 5 3 = 54 + 3 (1). 

1 6 . ^ P a r a e l e v a r u n a po tenc ia a o t r a po tenc i a , se m u l t i p l i 
c a n los exponentos , de jando l a m i s m a base^) d i g n a n d o ^ 

S e a e l eva r a l cubo: 54. E l factor, 54, se debe repet i r t res ve
ces: idego se t e n d r á : 

¿ p i s (5 4) 3 = 54 X 5 4 X 5 4 = 54 + 4 + 4, 

o bien, por ser , 4 + 4 + 4 = 4 . 3 , 
(54) 3 = 5 4 3. 

77. P a r a e l e v a r u n p roduc to a u n a po t enc i a , se e l e v a n to
dos s u s f a c t o r e s a d i c h a p o t e n c i a . 

S e a e l eva r a l cubo el producto, 5 X 2 X 7 , se t e n d r á : 

(5 . 2 . 7j3 = ( 5 . 2 . 7) ( 5 . 2 . 7) ( 5 . 2 . 7); 

(1) E l teoi'ema es cierto, aunque sean tres o más )as potencias que se multiplican. Así: 

5 4 X 5 3 X 5 6 = 54 + 3Xr)6==54 + 3-i-e 
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pero en v i r t u d de los teoremas n ú m e r o s 62 y siguientes, e l se
gundo miembro es igua l a, 

5 . 5 . 5 . 2 . 2 . 2 . 7 . 7 . 7 , o sea, a 5 3 . 2 3 . 7 3 , 
luego se t e n d r á : (5 . 2 . 7)3 = 5 3 . 2 3 . 7 ?. 

S i los factores e s tuv ie ran e levados a a lguna potencia, e l teo
r e m a se v e r i f i c a r í a lo mismo. A s í : 

(52 . 2 . 7 *) 3 = (52) 3 23 (74) 3, 
y como e l segundo miembro es i g u a l a 52 •3 23 > 74 •3 (75), tam
b i é n se tiene, ( 5 2 . 2 . 74)3 = 52 •3 2 3 . 7 4 •3. 

V . IJÍI división 

78. ( L a d i v i s i ó n es u n a o p e r a c i ó n que t iene p o r objeto h a l l a r 
c u a n t a s veces , u n n ú m e r o dado, que se l l a m a d i v i d e n d o , con
t iene a otro n ú m e r o , t a m b i é n dado, que se l l a m a d i v i s o r ) 
/ E l n ú m e r o de veces que el dividendo contiene a l d iv i so r s 

i l l a m a cociente. A l dividendo y d iv i so r se les suele l l a m a r tany-
b i é n t é r m i n o s de l a d i v i s i ó n ^ 

L a d iv i s i ón se indica con e l s igno : , que se lee d i v i d i d o p o r , 
colocado entre e l dividendo y el d iv i so r . 

S i e l dividendo es 12 y e l d iv i sor , 4, escr ib i remos , 12: 4. 
S e ind ica t a m b i é n la d i v i s i ó n escr ib iendo el d iv i so r debajo del 

12 
dividendo y s e p a r á n d o l o s por una r a y a hor izonta l A s i 

79. De- la def in ic ión ^de :fía divi í puede 
efectuar por subst racciones s u c e s i v a s X 

S e a d iv id i r , 22, por, 4. 
' Res tando , 4 de 22, quedan, 18; restando, 4 de 18, quedan 
14; restando, 4 de 14, quedan 10; res tando, 4 de 10, quedan 
6; y por ú l t i m o , restando, 4 de 6, quedan 2. Como este ú l 
t imo resto es menor que 4, no se pueden efectuar m á s subs
t racc iones . 

Hemos hecho, 5 subs t racc iones ; entonces e l dividendo, 
22, contiene a l d iv i sor , 4, c inco veces ; luego el cociente es 
5. E l ú l t i m o resto rec ibe el nombre de resto o r e s i d u o de 
l a d i v i s i ó n . 

Como a l res iduo se l l ega cuando y a no se puede res ta r 
e l d iv i sor , deducimos que e l c a r á c t e r á(t\ resto o r e s i d u o 

2 es ser menor que e l d iv i so r . 

¿ t ^*t^^*t rtyu^aír ^ e y ^ ^ ^ f c 

22 
4 ; 

18. 
4 • 

14. 
4. 

10 
4 

6 
4 

¿tt- ¿fe-£¿usc«>£*c*7 ^í*&%¡/ ifinf£kS^ j&*c¿&ecrZ ¿¿mrtiC? - < í * ^ « t 
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E l an ter ior a n á l i s i s demues t ra que s i t ema cinco veces por su
mando el d iv i sor , 4, o lo que es lo mismo, s i se mul t ip l i ca , 4 por 
5, y a l producto se agrega e l res iduo, 2, e l resul tado s e r á igua l 
a l dividendo, 22. 

De suer te : que el dividendo es igual al produdo del divisor por el co
ciente, m á s el residuo. 

No se necesi ta modificar este enunciado cuando el residuo sea, 
cero (como hub ie ra sucedido, por ejemplo, s i e l dividendo, en 
vez de 22, hubiese sido. 20); pero entonces, como el sumando 
cero no a l te ra l a suma, se v e r i f i c a r á en este caso: que el dividendo 
es igual a l producto del divisor por el cociente. 

Cuando el res iduo es cero, l a d i v i s i ó n se dice exacta; cuando 
no es cero inexac ta X^j^***^^**- J t ^ * * * * - ^ 
¿ L a d i v i s i ó n asae-te se puede definir diciendo: que es una opera
ción que tiene por objeto, dados un producto y uno de los factores, hallar 
el otro ( \ ) J 

U n n ú m e r o se dice divisible por otro cuando e l cociente de su 
d i v i s i ó n es exacto , como el dividendo resu l ta entonces de mul t i 
p l i ca r e l d iv i sor por e l cociente, se l l a m a t a m b i é n , múltiplo. E l 
n ú m e r o que divide a otro exac tamente se dice, respecto a este 
otro, divisor, submúltiplo, factor y parte alícuota. 

L o s m ú J | i p l o s que r e su l t an de mul t ip l i ca r por 2, 3, 4, e t c é t e r a , 
se U a m á n , cmplo, triplo, cuadruplo, etc. 

Cuando los d iv i sores son, 2, 3, 4, etc., los cocientes se l l aman , 
mitad, tercio, cuarto, etc. 

80. A l efectuar l a d i v i s i ó n por subs t racc iones vemos que, s i 
es exac ta , el divisor hace el papel de multiplicando y el cociente de mul
tiplicador. P e r o se Rueden i n v e r t i r los papeles de uno y otro; se
g ú n esto, l a d$M&ñ e x a c t a se puede definir diciendo: que tiene 
por objeto dividir un número en tantas partes iguales como unidades tie
ne otro; cada una de estas par tes es i g u a l a l cocierüe; luego é s t e 
hace e l papel de multiplicando. 
^ L a d iv i s ión{esae t* - (2 ) es una o p e r a c i ó n mvcrsa^dG l-a^mtrt&Erti-, , 

(1) Más adelante veremos que esta definición es aplicable a todos los casos de la división, 
aunque no se trate de números enteros. No la hemos tomado como punto de partida, porque en 
este capítulo no podemos ocuparnos del cociente compkto de l a división, que en generales 
fraccionario; y el producto del cociente entero por el divisor en l a división inexacta es menor 
que el dividendo. 

(2) Refiriéndose al cociente completo, la división siempre os una operación inversa de la 
multiplicación. ¿ T - * -
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c a c i ó n , puesto que se ha l l a un factor cuando se conocen e l pro
ducto y e l otro tactorjf 

L a o b s e r v a c i ó n que acabamos de hacer sobre el cambio de 
papeles de d iv i sor y cociente, nos hace p re sumi r que l a mul t i 
p l i c a c i ó n no tiene m á s que una operación inversa; ve ro e\ teore
m a que dice que e l producto no se a l t e ra cuando jge toma e l 
mul t ip l icando por mul t ip l icador y é s t e por mult ipl icando, lo de
mues t ra . 

S i de l a o p e r a c i ó n d i rec ta , 

4 X 8 = 32, se deduce l a i n v e r s a 32 : 4 = 8 

como se tiene, 3 

4 X 8 = 8 X 4 = 32 ; t a m b i é n se t e n d r á : 3 2 : 8 = ^ 4 

^ ¿ ^ 8 1 . D e l a def in ic ión de l a d i v i s i ó n s é deduce: 
¿ - / ~ / 1,0 divisor es igua la la unidad, el cocienle es igual a l divi-

deudo. 
: 6 : J 2.° S i el divisor es igual a l dividendo, el cociente es igual a la uni -

£ c V dad. j 
p z C ^ dividendo es cero, el cociente también es cero ( 1 / 

Supondremos en todo este c a p í t u l o que e l dividendo es i gua l 
o m a y o r que e l d iv i sor , pues en el caso con t ra r io no le conten
d r í a una vez cuando menos. 

82. Cuando el dividendo contiene a l d iv i so r muchas veces , l a 
d i v i s i ó n no se e f e c t ú a por subs t racc iones del modo indicado en 
el n ú m e r o 78; p a r a ev i t a r aquel procedimiento , que s e r i a muy 
la rgo , es tudiaremos en l a o p e r a c i ó n los casos s iguientes: 

$ 0 1 6 z^iT ^1 •0 Que el divisor y el cociente tengan una sola cifra. *S 
. s ^ z l 2 - 0 Que et divisor tenga varias cifras y el cociente una solaj. 

*^ • ' [ 3.° Que el divisor y el cociente tengan varias cifras. J 
$ fyZ ' J ¿ C^3r PRIMER CASO. Que el divisor y el cociente tengan una sola cifrai 

f E n este caso e l d iv i so r mul t ip l icado por 10, o sea seguido del 
m cero , debe se r m a y o r que e l dividendo; luego este n ú m e r o ] 

ftiene que ser infer ior a 90, que es e l producto del m a y o r núme-1 
ro de una c i f r a por 10. / 

S e a , d i v i d i r , 48 por 6 . - E l cociente es menor que 10, porqu^, 
^6 X 10 = 60. A h o r a bien; s i en l a tabla de mul t ip l i ca r (18) r e c o r r é -

(.1) E n el Algebra estudiaremos los casos en quo el divisor, o el dividendo y el divisor a 
un tiempo, son iguales a cero. 
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mos, descendiendo, l a l í n e a v e r t i c a l , que comienza por 6, en-l 
contraremos en l a oc tava l í n e a hor izonta l e l n ú m e r o , 48, que pon 
la f o r m a c i ó n de l a tabla sabemos que es e l producto, 6 X 8 , l ú e / 
go el cociente de l a d i v i s i ó n , s e r á , 8 | —^ 

S i tenemos que d iv id i r , 53, por 6, descendiendo en l a v e r t i c a l 
que comienza por 6, vemos que, 53, e s t á comprendido entre, 48 
y 54, que son los producios de 6, por 8 y por 9; luego l a d i v i s i ó n 
es inexac ta , e l cociente es, 8 y el resto es, 5, porque este n ú m e 
ro es l a diferencia entre, 53 y 48. 

E s t a o p e r a c i ó n se l lega a efectuar mentalmente a l cabo de 
c ie r ta p r á c ú c a . 

84. / SEGUNDO CASO. Que el divisor tenga varias cifras y el cociente 
una sola. 
/ P a r a que e l cociente tenga una so la c i f ra , se necesi ta que, 
a ñ a d i e n d o un cero a l d iv isor , e l resultado sea mayor que el di-
videndql 

S e a d iv id i r , 2537, por, 692. E l n ú m e r o 6920, producto del d i v i 
sor por 10, es m a y o r que e l dividendo, 2537; luego el cociente 
s e r á menor que, 10, y por consiguiente no t e n d r á mas que una 
c i f r a . 

E l dividendo es igua l o m a y o r que e l producto del d iv i sor por 
el cociente; luego t a m b i é n s e r á i g u a l o mayor que el producto 
de l a c i f ra de orden m á s e levado en e l d iv isor , por e l cociente 
entonces s i d iv id imos , 2537, que es e l dividendo, por 6 centenas 
que es el n ú m e r o de unidades de orden m á s elevado en el d i v i 
sor, el cociente que se obtenga s e r á igual o mayor.que el ve rda 
dero. 

E l producto de, 600, por una c i f r a de unidades t e rmina en dos 
ceros , es decir , es un n ú m e r o exac to de centenas; luego debe 
estar contenido en las centenas del dividendo, y por tanto, pa r a 
ha l l a r l a c i f ra del cociente, b a s t a r á d iv id i r , 2500, por 600, o sea, 
25 centenas por, 6 centenas, esta d i v i s i ó n da e l mismo cociente 
que, 25 unidades por, 6 unidades; porque es evidente que, 25 
centenas contienen a, 6 centenas, las m i s m a s veces que, 25 uni
dades, a, 6 unidades. A h o r a , por lo dicho en el caso anter ior , sa
bemos ha l la r e l cociente de 25, entre 6, que es, 4; como este co
ciente puede ser m a y o r que e l ve rdadero , pa r a comprobar le se 
mul t ip l ica e l d iv i sor , 692, por 4, y resu l ta e l producto, 2768, que 
no se puede r e s t a r del dividendo, que es, 2537; entonces l a c i f ra 
4, es grande. 

Rebajando una unidad, e l cociente s e r á , 3; el producto de, 692, 
por 3, es, 2076, que y a es menor que e l dividendo, 2537; luego l a 
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c i f ra , 3, es buena. E l res iduo de esta d i v i s i ó n , es 461, y se ha l l a 
res tando, 2076, de, 2537. 

D e lo expuesto se deduce l a s iguiente : 
^ REGLA. P a r a d i v i d i r dos m l m e r o s de v a r i a s c i f r a s , c u a n 

do e l cociente t iene u n a s o l a c i f r a , se d i v i d e n , p o r l a c i j r a de 
o r d e n m á s e levado en e l d i v i s o r , l a s u n i d a d e s de i g t i a l o rden 
d e l d i v i d e n d o ( la p r i m e r a o las dos p r i m e r a s cifras de l a iz
quierda) , y se obtiene u n cociente i g u a l o m a y o r que e l v e r d a 
dero. S e m u l t i p l i c a e l cociente obtenido p o r e l d i v i s o r , y s i e l 
p roduc to se puede r e s t a r d e l d i v i d e n d o , se hace l a subs t rac 
c i ó n , y e l resto s e r á e l r e s i d u o de l a d i v i s i ó n : s i e l p roduc to 
d e l d i v i s o r p o r l a c i f r a d e l cociente es m a y o r que e l d i v i d e n 
do, se r e b a j a e l cociente u n a u n i d a d ; s i t o d a v í a f u e s e m a y o r 
d icho produc to , se r e b a j a n u e v a m e n t e o t r a un idad^ y a s i se 
c o n t i n ú a r eba j ando , h a s t a que e l p roduc to d e l d i v i s o r p o r e l 
cociente sea m e n o r que e l d i v i d e n d o , y l a s u b s t r a c c i ó n se pue
d a e f e c t u a r ^ 

S e acos tumbra a escr ib i r los datos y e l resul tado de l a opera
c ión del modo siguiente (1). 

2537 
2076 

692 

461 

85. Ord inar iamente se e f e c t ú a n l a m u l t i p l i c a c i ó n y l a subs
t r a c c i ó n a l mismo tiempo; p a r a esto se a g r e g a a cada c i f ra del 
dividendo tantas veces , 10, como se necesi te pa ra poder efectuar 
l a s u b s t r a c c i ó n del producto p a r c i a l correspondiente , y a l obte
ner e l producto pa rc i a l s iguiente se le a ñ a d e n , pa ra que h a y a 
c o m p e n s a c i ó n , otras tantas unidades. 

E n e l ejemplo anter ior tendremos: 

2537 
461 

692 

D i r e m o s : 3 por 2 son 6, a 7, v a 1, que escr ib i remos ; 3 por 9 son 
27, que no se puede res ta r de 3; a ñ a d i r e m o s a es ta c i f ra , 30, pa ra 
que de l a suma, que es, 33, se pueda res ta r 27, y diremos, de 27 

( l ) E l conjunto de las i 
te, so llarna caja de división. 

dos líneas que sppara el dividendo y divisor y el divisor el cocien-
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a 33, v a n 6; escr ib i remos el 6, y pa r a compensar el aumento de 
30 decenas, que ha recibido e l dividendo, que es un minuendo, 
tendremos que a ñ a d i r 3 centenas a l producto pa rc i a l siguiente^ 
que exp re sa centenas, y d i remos: 3 por 6 son 18 y 3 son 21, a 25, 
v a n 4; y escribiendo esta c i f ra , e l res iduo que queda es 461. 

86. / L a c i f ra del cociente no se debe esc r ib i r s in tener segur idad 
de que es buena, y por tanto se deben efectuar los productos y 
subst racciones parc ia les mentalmente, pero teniendo presente 
que Ja ú l t i m a s u b s t r a c c i ó n se h a de poder hacer s in a ñ a d i r nada 
a l d i v i d e n d o . / 

P o r e v i t a r l a o p e r a c i ó n menta l completa se suele comenzar 
por l a i zquie rda . 
i E n nuestro ejemplo podremos decir : 25 entre 6 a 4; 4 por 6 son 

24, a 25, v a 1: con e l 3 s iguiente, 13; 4 por 9 son 36, que no se 
puede r e s t a r de 13, luego l a c i f ra 4 es grande. R e b a j á n d o l a u n a 

- unidad, d i remos: 25 entre 6 a 3: 3 por 6 son 18, a 25 v a n 7, que 
f* son centenas, o 70 decenas, y como el producto pa rc ia l s iguien

te no puede l l egar a 30 decenas (por s e r 3 l a c i f ra del cociente), 
l a c i f ra , 3, no puede se r grande. L a c i f ra , 4, e r a grande y , 3, no 
lo es; luego esta c i f ra es buena* 

E s t a o p e r a c i ó n menta l se l l a m a tanteo; se puede suspender y 
dar por buena l a c i f ra del cociente (s i l a inmedia ta super ior es 
grande) , cuando en una s u b s t r a c c i ó n p a r c i a l se obtenga un res
to igual o m a y o r que l a c i f r a tanteada (1). 

87. TERCER CASO. Que el divisor y el cociente tengan varias cifras. 
S e sabe que e l cociente tiene v a r i a s c i f ras , cuando el dividen

do es i gua l o m a y o r que el d iv i sor seguido de un cero, porque en
tonces el cociente s e r á i gua l o m a y o r que 10, y por consiguiente 
t e n d r á dos c i f ras , cuando menos. 

S e a el dividendo 224617, y e l d iv i so r , 583. S e ve inmediatamen
te que el dividendo es mayor , que, 5830; luego el cociente es ma
y o r que, 10, y por consiguiente t e n d r á v a r i a s cifras . 

(1) S i la cifra tanteada es un 3, por ejemplo, y se llega al resto, 3, colocándonos en el 
caso más desfavorable, que es que todas las cifras siguientes en el dividendo sean ceros y en 
el divisor nueves, el producto, 9 X 3 = 27 so podrá restar de 30, y volverá a dejar el resto 
3; luego la cifra, 3, no puede ser grande. 

4 
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S i a ñ a d i m o s , ahora a l a derecha del d iv i so r dos y tres ceros 
suces ivamente tendremos: 

224617 > 58300, y 224617 < 583000 

lo que patent iza que el cociente es m a y o r que, 100, y menor 
que, 1000; t e n d r á , pues, t res c i f ras , que s e r á n cen tenas , decenas 
y u n i d a d e s . 

L a p r i m e r a de las dos desigualdades anter iores nos hace v e r 
que el dividendo es m a y o r que, 583 centenas: p a r a que se v e r i 
fique, se neces i ta y bas ta que l a s 2246 centenas del dividendo for
men un n ú m e r o i g u a l o m a y o r que, 583 centenas; porque s i fuese 
menor p a r a igua la r a, 583 centenas, h a b r í a que a ñ a d i r l e cuando 
menos, u n a centena, . y basta aumenta r l e en 17 unidades, p a r a 
que forme un n ú m e r o mayor que, 583 centenas, o, 58300 unidades. 

L a segunda de las dos desigualdades indica que el dividendo 
es menor que, 5830 centenas, y se ve r i f i c a , con m á s motivo, s i 
presc indimos de l a s , 17 unidades del dividendo, y se t e n d r á , 
224600 <583000. 

De estas consideraciones se deduce: que s i s e p a r a m o s de l a 
i z q u i e r d a de l d i v i d e n d o u n n ú m e r o de c i f r a s suf ic ien te p a r a 
f o r m a r u n n ú m e r o que c o n t e n g a a l d i v i s o r , pe ro s i n l l e g a r 
a contener lo 10 veces , e l o r d e n m a r c a d o por l a c i f r a de l a de
r e c h a en l a p a r t e s e p a r a d a d e l d i v i d e n d o , es e l m i s m o que e l 
de l a c i f r a de o rden s u p e r i o r en e l cociente, 

88. S i s e p a r a m o s de l a i z q u i e r d a d e l d iv idendo t a n t a s c i 
f r a s como se n e c e s i t a n p a r a con tener a l d i v i s o r , pero s i n l l e 
g a r a contener lo 10. veces , e l cociente d e l n ú m e r o a s i f o r m a 
do, po r e l d i v i s o r , es l a c i f r a de o rden s u p e r i o r de l cociente. 

S e a e l dividendo, 224617 y e l d iv i so r , 583. Sepa ra remos de l a 
i zqu ie rda del dividendo el n ú m e r o , 2246, que contiene a l d iv i sor , 
pero menos de 10 veces ; como l a c i f r a de l a derecha e x p r e s a 
centenas, l a c i f ra de orden supe r io r del cociente t a m b i é n expre
s a centenas (86). S i d iv id imos , 2246, por 583 (por l a r e g l a 83), se 
ha l l a e l cociente, 3, y v a m o s a demos t ra r que esta c i f ra es l a de 
l a s centenas del cociente pedido. 

E l producto de, 583, por, 3, se puede r e s t a r de, 2246; luego, del 
mismo modo se p o d r á r e s t a r e l producto de, 583 unidades, por, 3 
centenas de, 2246 centenas, y con m á s mot ivo de, 2246 centenas, 
m á s , 17 unidades, o sea de todo el dividendo; luego el cociente 
es, cuando menos, i g u a l a, 300. 

E l producto de, 583, por, 4, es m a y o r que, 2246, y del mismo 
modo, 583, por, 4 centenas, es m a y o r que, 2246 centenas; luego 
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dicho producto excede a este n ú m e r o , cuando menos en una Cen
tena; entonces es t a m b i é n m a y o r que, 2246 centenas, m á s 17 uni 
dades, que es todo el dividendo; luego el cociente no lleg-a a , 400. 

D e lo cua l resu l ta que, estando comprendido el cociente entre , 
300 y 400, su c i f ra de las centenas es necesar iamente un 3. Con
forme con el enunciado. 

89. Pasemos y a a efectuar la d i v i s i ó n de, 224617, por, 583. D i s 
pongamos l a o p e r a c i ó n como en el segundo caso (83;: 

224617 
1749 

49717 
4664 

3077 
2915-

583 

385 

162 

S i separamos de l a i zqu ie rda del dividendo el n ú m e r o , 2246, y 
le d iv id imos por, 583, ha l lamos , e l cociente 3, que s e r á l a c i f ra 
de las centenas del cociente (87). 

Mult ipl iquemos ahora; 583, por, 3 centenas, y e l producto ex
p r e s a r á centenas; luego restando este n ú m e r o de las centenas 
del dividendo, l a d i ferencia , que es, 497, t a m b i é n e x p r e s a r á cen
tenas; y s i le a ñ a d i m o s l a s 17 unidades del dividendo, e l n ú m e r o , 
49717, es e l exceso del dividendo sobre el producto del d iv i so r 
por, 300. 

E l dividendo, s e g ú n é s t o , se compone de, 300 veces e l d iv i sor , 
m á s , 49717; de suer te que p a r a conc lu i r de de te rminar e l cocien
te necesi tamos ha l l a r c u á n t a s veces , 49717, contiene a, 583, o sea 
d iv id i r , 49717, por, 583. 

Ap l i cando los razonamientos anter iores , se deduce que pa ra 
d iv id i r estos n ú m e r o s se debe separa r de l a i zqu ie rda del d i v i 
dendo el n ú m e r o 4971, y como e x p r e s a decenas, s i le dividemos 
por, 583, e l cociente, 8, s e r á l a c i f ra de las decenas, m u l t i p l i c á n 
dola por el d iv i sor , y restando el producto, 4664 decenas, de 4971, 
e l res to s e r á , 307 decenas. 
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A ñ a d i e n d o a este n ú m e r o las 7 unidades del dividendo, se ob

t ienen, 3077 unidades, que s e r á n e l exceso de 49717, sobre 80 ve
ces e l d iv i sor ; e l p roblema queda y a reducido a ha l l a r e l cocien
te de, 3077, por, 583. 

H e c h a l a d i v i s i ó n , resu l ta que e l cociente, 5, es l a c i f ra de las 
unidades: m u l t i p l i c á n d o l a por e l d iv i so r y restando e l producto 
de, 3077, queda un resto de, 162 unidades. 

Resumiendo lo que hemos dicho, r e su l t a que el dividendo con
tiene a l d i v i s o r , 300 m á s 80, m á s cinco v e c e s , o sea , 385 veces , y 
a d e m á s un exceso de 162 unidades; luego e l cociente s e r á , 385, y 
e l resto, 162. 

L o s n ú m e r o s , 2246, 4971 y 3077, que han sido los dividendos 
p a r a de te rminar cada una de las c i f ras del cociente, se l l a m a n 
d i v i d e n d o s p a r c i a l e s ; cada una de las operaciones de d iv id i r , 
d i v i s i ó n p a r c i a l , y los n ú m e r o s , 497, 307 y 162, son los restos de 
las d iv is iones parc ia les ; el ú l t i m o t a m b i é n se l l a m a r e s iduo . 

224617 i 583 
4971 
3077 385 

162 

L a m u l t i p l i c a c i ó n y s u b s t r a c c i ó n , que se e f e c t ú a n en cada di
v i s i ó n p a r c i a l pueden hacerse a l mi smo t ienq o, s e g ú n se in 
d i có (84). 

A l a derecha de cada resto hemos escr i to antes todas las c i 
fras no consideradas a ú n en e l dividendo; pero no hace falta es
c r ib i r m á s que l a s iguiente, por se r l a que con e l resto forma e l 
d ividendo p a r c i a l . 

D e eí^Las consideraciones deducimos l a s iguiente : 
R E G L ^ P a r a d i v i d i r dos n ú m e r o s , c u a n d o e l cociente t iene 

v a r i a s c i f r a s , se s e p a r a n de l a i z q u i e r d a d e l d i v i d e n d o l a s 
c i f r a s , que se neces i t en p a r a con tener a l d i v i s o r , s i n l l e g a r a 
con tener lo 1 0 veces (tantas cifras como tiene e l d iv isor , o u n a 
m á s s i , consideradas como unidades s imples , fo rman un n ú m e r o 
menor que e l d iv i sor ) : e l n ú m e r o f o r m a d o s e r á e l p r i m e r d i v i 
dendo p a r c i a l ; se d i v i d e p o r e l d i v i s o r y se t e n d r á l a c i f r a 
m á s e l e v a d a de l coc iente ; se m u l t i p l i c a es ta c i f r a p o r e l d i v i 
s o r y e l p roduc to se r e s t a d e l d i v i d e n d o p a r c i a l ; a l a de recha 
d e l resto se escr ibe l a c i f r a s i g u i e n t e d e l d i v i d e n d o y se ob
t e n d r á e l s egundo d i v i d e n d o p a r c i a l ; se d i v i d e p o r e l d i v i s o r 
y se t e n d r á l a s e g u n d a c i f r a d e l cociente , que se escr ibe a l a 
de recha de l a p r i m e r a ; se m u l t i p l i c a e s t a c i f r a p o r e l d i v i s o r 
y e l p roduc to se r e s t a de l s egundo d i v i d e n d o p a r c i a l ; con e l 
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s egundo resto se procede como con e l p r i m e r o , con t inuando 
l a o p e r a c i ó n h a s t a obtener l a ú l t i m a c i f r a d e l cociente y e l 
í d t i m o res to , que en e l caso de s e r l a d i v i s i ó n e x a c t a es cero. 

E l d iv i sor excede a cada resto, cuando menos, en una unidad: 
lueg'o a ñ a d i e n d o una c i f ra a l a derecha de cada resto, r e su l t a un 
dividendo parc ia l que necesar iamente es menor que 10 veces el 
d iv i sor : pero puede suceder que sea t a m b i é n menor que una vez 
el d iv i sor , y entonces se escribe, cero , en el cociente y se forma 
el s iguiente dividendo p a r c i a l , a ñ a d i e n d o a l precedente l a cifra 
que sigue en el dividendo 

90. S i e l d iv i so r no tiene m á s que una c i f ra se a b r e v i a l a di
v i s ión haciendo las operaciones mentalmente, s in esc r ib i r los 
restos y dividendos parc ia les , pero colocando las c i f ras del co
ciente en los lugares que les correspondan. 

S e a d iv id i r , 43169 entre 8 Dispondremos l a o p e r a c i ó n del modo 
siguiente: 

43169 
1 

5396 
,.#'«• 

Diremos : 43 entre 8 a 5 y sobran 3; 31 entre 8 a 3 y sobran 7, 
76 entre 8 a 9 y sobran 4; 49 entre 8 a 6 y sobra 1. 

91. / L a p rueba de l a d i v i s i ó n consiste en mul t ip l icar e l cocien
te por el d iv i sor y sumar el res iduo con el producto, y el r e su l 
tado debe ser igua l a l dividendQ/f78). 
\ S i e l res iduo es cero, e l dividendo es igual al- producto del di
v i s o r por e l cociente: luego cuando la d i v i s i ó n es exac ta , tam
b i é n se puede comprobar tomando el cociente por d iv isor , y debe 
re su l t a r pa ra cociente el d iv i sor p r imi t ivo . 

92. E l n ú m e r o de cifras del cociente es i gua l a l de dividendos 
parc ia les ; el p r imer dividendo p a r c i a l se forma tomando de l a 
izquierda del dividendo tantas c i f ras como se necesi ten pa r a 
contener al d iv isor , pero menos de 10 veces , y cada uno de los 
d e m á s dividendos, a ñ a d i e n d o a cada res to una de las cifras que 
quedaron a l a derecha del p r i m e r dividendo pa rc i a l ; luego el 
n ú m e r o de cifras del cociente es u n a m á s que las que quedan a 
l a derecha del p r imer dividendo p a r c i a l . 

A h o r a ; s i e l p r imer dividendo p a r c i a l t iene tantas cifras como 
el d iv isor , a su derecha quedan tantas cifras como indique l a di
ferencia entre los n ú m e r o s de cifras del dividendo y d iv isor : en 
este caso el cociente tiene una c i f ra m á s que dicha diferencia. 
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S i e l p r imer dividendo p a r c i a l tiene una c i f ra m á s que el di
v i s o r , el n ú m e r o de c i f ras que quedan a su derecha es igual a 
l a diferencia antes c i tada menos una , y como el cociente tiene 
una c i f ra m á s , t e n d r á tantas como dicha diferencia. 
I Resumiendo lo dicho: E l número de cifras del cociente es igual a 
la diferencia de los números de cifras del dividendo y divisor, o una 
m á s . 

f93. L a división se puede abreviar, cuando el dividendo y el divisor 
terminan en ceros, suprimiendo de la derecha de ambos el mismo n ú 
mero de ceros y dividiendo los números que quedan; pero añadiendo 
a l residuo tantos ceros como se han suprimido de la derecha del dividen-
de y del divisor. 
y S e a , d i v i d i r 24700 por 1600. L o s n ú m e r o s que nos proponemos 

d i v i d i r son iguales a 247 centenas y 16 centenas; pero es eviden
te que las mismas veces contiene 247 centenas a 16 centenas, 
que 247 unidades a 16 unidades, y como en este ú U i m o caso el 
cociente es 15 unidades, t a m b i é n lo s e r á en e l p r imero , / 

E n l a p r i m e r a d i v i s i ó n , e l producto del d iv isor , 16 centenas, 
por el cociente, 15 unidades, e x p r e s a centenas; luego el resto, 
7, e x p r e s a r á t a m b i é n centenas o, s e r á , 700; es decir, que el res to 
es e l mismo que r e su l t a de d iv id i r los n ú m e r o s , 247 y 16, pero 
seguidos de los dos ceros que se h a b í a n supr imido. 

T a m b i é n se puede a b r e v i a r l a d i v i s i ó n aunque sólo termine en 
ceros el divisor: en este caso se separan los ceros del divisor y de la dere
cha del dividendo otras tantas cifras; se dividen los números que quedan 
a la izquierda, y a la derecha del residuo se agregan las cifras separadas 
de la derecha del dividendo. 

S e a , d iv id i r los n ú m e r o s 24785 y 1600. S i se t r a t a ra , como en 
e l ejemplo anter ior , de d i v i d i r 24700 por 1600, e l cociente s e r í a 
15 y el resto 700; pero e l n ú m e r o , 24785, excede a, 24700, en me
nos de 100 unidades, o sea de u n a centena; luego no l lega a con
tener a l d iv i so r , 1600, o sea, 16 centenas, una vez m á s que24700; 
entonces e l cociente es e l mi smo que s i e l dividendo te rminase 
en dos ceros : pero el res iduo, en vez de ser 700, t e n d r á eviden
temente 85 unidades m á s , y por consiguiente s e r á 785. Confor
me con e l enunciado. 
| 9 4 . U n caso pa r t i cu la r que ocu r r e m u y a menudo, es l a d i v i 

s i ó n de un n ú m e r o por l a unidad seguida de ceros . 
S i separamos de l a derecha del dividendo tantas cifras como 

ceros s iguen a l a unidad, e l n ú m e r o que queda a l a i zquierda 
será el cociente; porque entonces e l d iv i so r es 1: e l resto s e r á e l 
n ú m e r o formado por las cifras separadas. L u e g o s i el dividendo 
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termina en tantos ceros como siguen a ¡a unidad, la división será 
exacta. 

EJEMPLOS: E l cociente de 28b71 por 100 es 286, y el resto 71. 
E l cociente de 28600 por 100 es 286, y el resto cero. 
93 E n a lgunas apl icaciones de l a d iv i s i ón conviene conside

r a r e l cociente aumentado en u n a unidad, a lo cua l se l l a m a 
forzar l a unidad, y a l cociente aumentado se le l l a m a cociente por 
exceso. Cuando se habla de este cociente y del ordinar io , este ú l 
timo recibe el nombre de cociente por defecto. 

E l producto del divisor* por el cociente por exceso, es m a y o r 
que e l dividendo; l a d i í e r e n c i a entre dicho producto y e l dividen
do, tomando é s t e por substraendo, recibe el nombre de resto por 
exceso, o resto substractivo; e l resto ord inar io se l l ama entonces res-
to por defecto o aditivo-

S i representamos por D , e l dividendo, por d, el d iv i so r por c, 
el cociente por defecto y por r , e l resto adi t ivo, e l cociente por 
exceso s e r á c + 1, y s i designamos por r ' , el resto subs t rac t ivo , 
se t e n d r á s e g ú n las condiciones establecidas. (1). 

D = á . c + r , D = d ( c + l ) - * ' . 

96. TEOREMA. L a suma de los restos aditivo y substractivo es igual 
a l divisor. 

Adoptando l a n o t a c i ó n del n ú m e r o anter ior , tenemos: 

D = cí . c + r , y D = d (c + í) — r ' . 

Puesto que estas igualdades t ienen el mismo p r imer miembro, 
los segundos miembros s e r á n igua les , y tendremos: 

d . c - { - r — d { c - \ - \ ) ~ r ' , 

y e f e c l u á n d o l a m u l t i p l i c a c i ó n indicada en e l segundo miembro, 

d . c - { - r = d . c - \ - d — r ' . 

(l) Representaremos los números por letras siempre que sea necesario para la mayor clar i , 
4ad en las demostraciones, pero no abusaremos de.esta notación en la Aritmética. 
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restando de ambos miembros d . c y s u m a n d o resu l 
t a r á : 

r + r ' = d, 

i gua ldad que demues t ra e l teorema. 
97. S i se dividen miembro a miembro dos igualdades, los cocientes y 

estos serán iguales (1). i Í ¡ l z ( ? (3 " 
E s una consecuencia inmedia ta de l a def in ic ión de l a d i v i s i ó n . 
98. S i los dos miembros de una desigualdad se dividen por números 

iguales, a l mayor dividendo corresponde en general mayor cociente, y s i 
los cocientes son iguales, mayor resto-

E s evidente, por l a def in ic ión de l a d i v i s i ó n , que cuando se 
t ra ta de un mismo d iv i sor , o d iv i sores iguales , e l mayor dividen
do, contiene en genera l , m á s veces a l d iv i so r : pero s i esto no 
sucediese, decimos que, cuando menos, e l res to correspondiente 
a l m a y o r dividendo s e r á mayor . 

E n efecto: siendo e l dividendo i g u a l a l producto del d iv i so r 
por e l cociente, m á s el resto, s i los factores del producto son 
guales , l a m a y o r suma c o r r e s p o n d e r á a l m a y o r de los suman
dos desiguales , es decir , e l m a y o r dividendo a l m a y o r de los 
res tos . 

99. S i se dividen miembro a miembro dos desigualdades de signos 
contrarios., el resultado'ts una desigualdad del mismo signo que la de los 
dividendos. 

S e a n las desigualdades, 

decimos que, 

J l : 10 > 3 2 : 6. 

S i los d iv i so res fuesen iguales , e l p r imer cociente s e r i a m a y o r 
que el segundo por tener m a y o r dividendo, y s i los dividendos 
fuesen iguales , el p r imer cociente s e r í a t a m b i é n mayor que e l 
segundo, por corresponder a l menor d iv i so r ; luego afort iori e l 
p r i m e r cociente s e r á m a y o r que el segundo. 

(1) Cuando podamos referirnos l a definición general dé l a división, esta proposición es: S i 
se dividen miembro a miembro dos igualdades, los cocientes son iguales. L a misma observación 
ge puede hacer sobre el teorema siguiente del texto. 
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S i las diferencias entre los dividendos y entre los d iv isores 
son tan p e q u e ñ a s que no a lcanzan a los cocientes enteros, y é s 
tos son iguales , e l m a y o r resto c o r r e s p o n d e r á a l cociente del 
m a y o r dividendo por el menor d iv i so r . S e razona como en e l 
p á r r a f o anter ior . 

Teoremas relativos a la división 

100. Pa ra dividir un jwoducto por uno de sus factores, basta supri
mirle. 

Sea , d iv id i r el producto, 8 . 7 . 3 , por s u factor, 7 . E l cociente 
s e r á , 8 . 3 , porque e l producto, 8 . 7 . 3, se puede considerar 
como el resultado de mul t ip l i ca r 7, por 8 . 3 (63); es decir, que 
tendremos: 

J - Ü = J ( 8 . . 3 ) , , 

igualdad que demuestra el enunciado. 
101. Pa ra dividir tm producto, por un divisor exacto de uno d e s ú s 

factores, basta dividir dicho factor por el divisor. 
S e a , d iv id i r e l producto, 8 . 30 . 4, por e l n ú m e r o 5, que es di

v i s o r de 30. S i descomponemos e l 30, en los factores 6 y 5, pues
to que los factores 6 y 5, se pueden sust i tu i r por su producto 
efectuado (64), se p o d r á inversamente sus t i tu i r por sus factores, 
y tendremos: 

X 2 D . Í . = L 8 . 6 . . 5 . 4 . 
y dividiendo por 5 los dos miembros de l a igualdad, como e l co
ciente del segundo miembro es 8 . 6 . 4, r e s u l t a r á : 

( 8 . 3 0 . 4 ) ^ 5 = ^ 8 . ^ . 4 . 

102. Pa ra dividir un número por un producto de varios factores, se 
divide el número por el primer factor, el cociente que resulte por el se
gundo, el cociente que resulte por el tercero, y asi sucesivamente hasta 
dividir por el úl t imo. 

Pueden suceder dos casos: 
1.° Supongamos que la división sea exacta. 
S e a d iv id i r 360, por e l producto, 9 + 4 = 36. Siendo 10 el co

ciente de 360 por 36, tendremos: 

360 = 3 6 ^ 1 0 

o poniendo, en vez de 36, s u igua l 9 ^ 4 , 
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dividiendo los dos miembros de l a igualdad por 9, se t e n d r á (100): 

360 :9 = 4 ^ 1 0 , 

dividiendo nuevamente por 4, r e s u l t a r á : 

(360 : 9) : 4 -= 10. 

Í Í S decir, e l mismo cociente que cuando se d iv id ió e l n ú m e r o , 
360, directamente por 36, que e r a el producto, 9 X 4 . 

2.° Supongamos que la división no sea exacta: 
S e a , d iv id i r 378, por e l producto, 9 X 4 = 35. Siendo 10 el co

ciente por defecto, e l cociente por exceso s e r á , 10 + 1, y como 
el dividendo de una d i v i s i ó n i n e x a c t a es m a y o r que el producto 
del d iv i sor por e l cociente por defecto y menor que e l d iv i so r 
por e l cociente por exceso , tendremos l a doble desigualdad (1): 

3 6 . 1 0 ^ 7 8 < 3 6 ( 1 0 + 1 ) , 

í£ poniendo en vez de 36 su^igual, 9 X *í, 

R ^ i n , 9 ; 4 M 0 < 3 7 8 < 9 . 4 ( 1 0 + 1). 

S i se d iv iden por ^ y ^ p W 4, e l p r imero y el te rcer miembro, 
los cocientes exactos son, 10 y 10 + 1; pero el segundo miembro 
es intermedio entre ambos; luego dividido por 9 y por 4, d a r á 
un cociente que no es menor que 10 (98) y no puede l l ega r a 
10 + 1; luego s e r á 10. 

E n el p r imer caso que hemos considerado, los restos son igua
les a cero . 

E n el segundo caso, los res tos , genera lmente no son iguales 
porque cuando se d iv ide suces ivamente por los factores, e l res
to final es menor que el últi ino factor, y cuando se divide por el 
producto efectuado, e l res to es menor que el producto, pero puede 
se r igual o mayor que alguno o que todos los factores. 

E n nuestro ejemplo: dividiendo 378 por 36, e l resto es 18 y di
vidiendo pr imero por 9 y d e s p u é s e l cociente 42 por 4, el resto 
es 2. 

m 103. m cociente de dos potencias de un número es otra potencia 
l mismo número, cuyo exponente es la diferencia de los exponentes^J 
S e a , d iv id i r 57 por 54, decimos que e l cociente es 57 —4. ' 

(1) L a doble desigualdad que se verifica on el mismo sentidose Ijania jjijvfnrr-1 
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D e l a reg la del producto de dos potencias (74) se deduce: 

57 = 5 4 X 5 7 —4, 

y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 54, resu l ta : 

5 7 : 5 4 = 57 — *. 

S i los exponente? de las potencias son iguales , l a a p l i c a c i ó n de 
la r eg l a conduce a cons iderar cantidades con exponente cero . 
A s í : 

5 7 ; 5 7 = 5 7 _ 7 = 50I 

P o r otra parte, e l cociente de d iv id i r un n ú m e r o por s í mismo 
es l a unidad; luego se debe admit i r que l a potencia de grado 
cero, o con exponente cero de cualquier n ú m e r o , es l a unidad. 
E n par t icu la r , se t e n d r á 10° = 1. Resu l tado que e s tF ' con fo rme 
con el enunciado en el n ú m e r o 71, donde se dijo que las poten
cias de 10 son l a unidad segu ida de tantos ceros como unidades 
tiene el exponente de l a potencia . 

104. S i e l d i v i d e n d o y e l d i v i s o r se m u l t i p l i c a n p o r u n m i s 
mo n ú m e r o , e l cociente no v a r i a , y e l resto queda m u l t i p l i c a 
do p o r d icho n ú m e r o . 

S e a n , D , el dividendo d , e l d iv i so r , c, e l cociente y r , e l resto; 
se t e n d r á : 

S i mult ipl icamos los dos miembros de esta igualdad por un 
n ú m e r o cua lquiera , n , r e su l t a : 

D . n = ( d . c - \ - r ) n , 

pero pa ra mul t ip l icar l a suma , d c + r , por n , hay que mul t i 
p l i ca r por n , los dos sumandos, d . c y r , y pa r a mul t ip l i ca r el 
producto, d . c , basta mul t ip l i ca r uno de los factores, que a q u í 
es d , por h i p ó t e s i s ; luego tendremos: 

D . n = fd . n j c - { - r . n . 

E n l a d i v i s i ó n de D . n , por d . n , e l cociente es c, y e l resto 
s e r á , r . n , s iempre que este n ú m e r o s e a menor que e l d iv i so r , 
d . n ; pero por ser , v < . d , t a m b i é n s e r á : 

r . n < i d . n ; 

luego e l cociente no ha va r iado y el resto queda mul t ip l icado 
por n . 
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V I . Lsi niiniei-ació 11 K*omanit 

10). E l s i s tema de n u m e r a c i ó n que hemos expuesto se l l a m a 
dec imal , porque s u base es 10; se debe a los á r a b e s y e s t á en 
uso en E u r o p a desde hace algunos siglos; es m u y perfecto, no 
s ó l o por l a faci l idad que ofrece pa r a enunciar , e sc r ib i r y leer los 
n ú m e r o s , s ino por lo bien que se pres ta a las operaciones del 
c á l c u l o a r i t m é t i c o . 

P o d r í a m o s adoptar por base del s i s t ema de n u m e r a c i ó n otro 
n ú m e r o cua lqu ie ra y modificar los pr inc ip ios de l a n u m e r a c i ó n y 
establecer l a t e o r í a de las operaciones y propiedades de los n ú 
meros con a r reg lo a dicha base; a s í como es tudiar e l modo de 
t rans fo rmar un n ú m e r o escri to en un s i s t ema a otro cualquiera ; 
pero siendo é s t a una obra m u y e lementa l , no creemos necesar io 
hacer a q u í dicho estudio 

D e lo ú n i c o que diremos algo es de l a n u m e r a c i ó n l l amada ro
mana , por no haber desaparecido totalmente. 
^ E n l a n u m e r a c i ó n romana se represen tan los n ú m e r o s por v a 
r i a s l e t ras , cuyos va lo r e s indicamos a c o n t i n u a c i ó n : 

I V X L C D M 
1 5 10 50 100 500 1000. 

C o n estas le t ras las unidades se escr iben a s í : 

2 
111, 
3 

I V , 
4 

V , 
5 

V I , 
6 

V I I , 
7 

V I I I , I X , 
9. 

L a s decenas. 

X , X X , X X X , X L , L , L X , 
10 20 30 40 50 60 

L a s centenas, 

C , C C , C C C , C D , D , 
100 200 300 400 500 

L o s mi l l a r e s , 

D C , 
600 

L X X , L X X X , X C . 
70 80 90. 

D C C , D C C C , C M . 
700 800 900. 

M , 
1000 

M M . 
2000 

M M M . 
3000. 

P a r a e sc r ib i r un n ú m e r o en l a n u m e r a c i ó n romana , se hacen 
los convenios s iguientes: 
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1. ° U n a l e t r a e s c r i t a a l a de r echa de o t r a , le a ñ a d e s u v a 
l o r s i es i g u a l o m e n o r que l a o t r a . 

A s i : 

11 = 2, 111 = 3, V I = 6. V I I = 7, V I H = 8, 
X X = 20, X X I = 21, X X V = 25, X X X I 1 Í = 33... 

S e debe adve r t i r que las le t ras , I , X , C y M , se pueden repet i r 
has ta tres veces seguidas y no se pueden repet i r las V , L y D . 

2. ° U n a l e t r a e s c r i t a a l a i s q u i e r d a de o t r a de m á s v a l o r , 
l e r e s t a e l S M ^ 3 ^ - " 

I V = 4 , = 9, X L = 40, = 400 

T a m b i é n se debe saber, pa r a ap l ica r esta reg ia , que l a I , só lo 
se puede colocar a l a i zqu ie rda de l a V y de l a X ; l a X , só lo se 
puede colocar a l a izquierda de l a L y de la C ; l a C se puede co
locar a l a i zqu ie rda de la D y de l a M . L a s le t ras , V , L y ü , no 
se pueden colocar a la i z q u i e i d a de otras de m á s va lor . 

E n v i r t u d de estos pr incipios , u n a decena, por ejemplo, del 41 
a l 50, se escr ibe a s i : 

X L I , X L I I , X L I I I , X L I V , X L V , X L V I , X L V I I , 
X L V 1 I I , X L 1 X y L 

y de n inguna manera se e s c r i b i r á V L , pa r a representar 45, n i I L 
p a r a representar 49. 

3.° L o s n ú m e r o s se esc r iben comenzando po r l a s u n i d a d e s 
de orden s u p e r i o r y s i g u i e n d o lo s d e m á s ó r d e n e s descen
d iendo . 

E j e m p l o s : 
1. ° E s c r i b i r en l a n u m e r a c i ó n r o m a n a el n ú m e r o 546. 
S e escr ibe p r imero una D , que va le 500; d e s p u é s X L , que va le 

40 y por ú l t i m o V I , que va l e 6. 
L u e g o tendremos: 

546 = D X L V I . 

2. ° E s c r i b i r en l a n u m e r a c i ó n r o m a n a e l n ú m e r o 2728. 
S e escribe pr imero , M M , que v a l e 2000; d e s p u é s , D C C , que 

v a l e 700; luego X X , que v a l e 20; y por ú l t i m o , V I I I , que va l e 8, 
resul tando, 

2728 = M M D C C X X V I I I . 

S i e l n ú m e r o p a s a de 3000, se e sc r iben los m i l l a r e s como s i 
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fuesen unidades, se coloca encima una raya y a la derecha se escriben las 
centenas, decenas y unidades, como se ha explicado antes. 

Ejemplos: 
1.° E s c r i b i r en ca rac te res romanos el n ú m e r o , 135417, s e r á : 

C X X X V C D X V I I . 

2,° E s c r i b i r el n ú m e r o , 2186512, s e r á : 

M M C L X X X V I D X 1 I . 

S i el número pasara de 3000000 se escriben los millones, como s i fue
sen unidades, luego dos rayas encima, después los millares y una raya 
encima, y por úl t imo las unidades. 

Ejemplo: 
E s c r i b i r e l n ú m e r o , 52233536, s e r á : 

L 1 I C C X X X 1 1 I D X X X V I . 

4.° Los números escritos en la numerac ión romana, se leen comen
zando por las unidades de orden superior y siguiendo los demás órdenes 
descendiendo. 

Ejemplos: 
1. ° L e e r e l n ú m e r o M D C C C X C I X , s e r á : 

l a M , mi l ; l a D y las C C C , ochocientos; l a X C , noventa y l a I X , nue
ve; luego el n ú m e r o es: m i l ochocientos noventa y nueve. 

2. ° L e e r e l n ú m e r o , I V D C X X X I V . 

I V , se lee cuatro mi l ; D C , seiscientos; X X X , treinta; y I V , cuatro; 
luego este n ú m e r o es: cuatro m i l seiscientos treinta y cuatro. 

Conv iene c o n o c e r l a n o t a c i ó n s iguiente ,aunque es menos usua l 
y m á s complicada que l a anter ior . 

L o s s ignos 13, I 3 D , 1 3 3 3 , . . , r epresen tan los n ú m e r o s 500, 
5000, 50000,...: y los C I 3 , C C I 3 3 , C C C I 3 3 3 . . . son los n ú m e r o s 
1000, 10000, 100000,... 

E n v i r t u d de esto el n ú m e r o 1899 se e s c r i b i r á : 

C I 3 I 3 C C C X C I X . 



LAS PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NÚMEROS ENTEROS 

I . Tooríti tle 1 M clivisibilidiid 

106. L o s m ú l t i p l o s de un n ú m e r o se obtienen m u l t i p l i c á n d o l e 
J L por 1, 2, 3, 4, 5... y a s í suces ivamente : luego l a ser ie de los mú l 

tiplos de un número es i l imi tada . E l producto de cualquier n ú m e 
ro por cero es cero; de a q u í que se considere el cero como mítUgjt 
lolo de todos los números . 

Todo n ú m e r o entero es e l m a y o r d iv isor de s í mismo, y l a 
unidad es d iv i sor de todo n ú m e r o entero; luego e l numero de di
visores de cualquier entero es limitado, porque el menor es l a unidad 
y el m a y o r el mismo n ú m e r o . 

^ ^ / C u a n d o un n ú m e r o es d iv i s ib le , o m ú l t i p l o de otros v a r i o s , se 
dice, un múltiplo común de é s t o s ^ 

r f ^ C u a n d o v a r i o s n ú m e r o s son d iv is ib les por un mismo n ú m e r o , 
este se l l a m a divisor común.J 

( P a r a indicar que un n ú m e r o es m ú l t i p l o , o d iv i s ib le por otro, 
escr ib i remos , s iguiendo l a n o t a c i ó n de Le ibn i t z , un punto enci
ma del s u b m ú l t i p l o o d iv i so r . 

A s í : 20 = b\h = a, ind ican que 20 es un m ú l t i p l o de 5 y & un 
m ú l t i p l o de a. 

107. TEOREMA. ÍS'Í numero es divisor común de otros varios, 
es divisor de su sumciJ, 

S e a e l n ú m e r o 5, d iv i so r c o m ú n de 20, 30 y 35, tendremos las 
igualdades: 

20 = 5^4, v 
i 30 = 5 . 6 , 

35 = 5 . 7, 

Sumando ordenadamente, 

j 20 + 30 + 35 = 5 . 4 + 5 . 6 - f 5 . 7 , r ^ C l + é + ty5*^^ 
y sacando a 5 como factor c o m ú n en el segundo miembro, 

20 + 30 + 35 = 5 (4 + 6 + 7} = 5 .17, 

que se p o d r á esc r ib i r , 
4 * 20 + 30 + 35 = 5. 
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/ l08 . COROLARIO. S¿ un número es divisor de otro, es divisor de 
sua múl t ip los i 
f S i e l n ú m e r o , 5, es d iv i so r de 20, d i v i d i r á a cua lqu ie r m ú l t i p l o 

de 20 (107), porque los m ú l t i p l o s de 20 son sumas de sumandos 
iguales a 20^/ 

109. TEOREMA. S i un número es divisor de otros dos, es divisor 
de sti diferencia' 

S e a el n ú m e r o 5, d iv i so r de 35 y de 20, tendremos: 

35 = 5 . 7, 
20 = 5 . 4, 

l i t a n d o ordenadamente y sacando en e l segundo miembro 5 
como factor c o m ú n . 

35 - 20 = 5 (7 - 4) = 5 . 3, 
que se p o d r á escr ib i r , i - 35 — 20 = 5. 

^ /110. C o ROLARIO. S i en una suma de dos sumandos un número es 
9 _. f divisor de uno de ellos y del otro no, tampoco es divisor de la suma. 
V - m a 2a s u m a fuese d iv i s ib le por e l n ú m e r o , c o n s i d e r á n d o l a 

como un minuendo y al sumando d iv i s ib le como substraendo, el 
minuendo v?<2l substraendo t e n d r á n un d iv i so r c o m ú n ; luego 
t a m b i é n le t e n d r í a e l resto (108), lo cua l es con t ra l a h i p ó t e s i s j j 

111. TEOREMAI S i un número es divisor, o factor de otros dos, lo 
es del resto de su división. 

S g a ^ D / ^ l dividendo, drt^ d iv i so r , c, e l cociente r, e l resto y 
n, un Mctov c o m ú n a D ' y d/ tendremos: 

y restando, d . c, de los dos miembros de esta igua ldad: 

por tener ¿í, e l d iv i sor w,*le tiene t a m b i é n s u m ú l t i p l o . c; lue
go n, es un d iv i sor c o m ú n a l minuendo y substraendo de l a di
fe rencia , O p ^ d . c; luego s e r á d i v i s o r del resto r (109). 

112. TECÍREMA. S i un número es factor común del divisor y de 
resto c(e una división, es factor del dividendo. 

S iguiendo l a n o t a c i ó n de antes, tendremos: 

D = d . c + r. 

T -€4ofactor de d, es fa^tor^ersunriúLti^plTr^1. c; luego s i n, es un 
factor co íñÜTi^^- í í f^g^ í^ de, d . c y r; luego s e r á 
• f a c j t ó f d e ^ u s u m á 7 d • c + r X ^ ^ - q ^ - e s i g u a l a D . 



- 57, -

113. D e estos dos teoremas r e su l t a e l s iguiente importante. 
COROLARIO. Todos los factores comunes del dividendo y divisor son 

factores del resto; luego serán factores comunes d d divisor y del resto. 
RECÍPROCAMENTE: todos los factores comunes del divisor y del resto 
son factores del dividendo; luego serán factores comunes del dividendo 
y del divisor. 

114. O t r a consecuencia importante se deduce del teorema 
( H l ) . 

S i el dividendo y divisor se dividen por uno de sus factores, el cociente 
no var ía y el resto queda dividido por dicho factor. 

Adoptando l a n o t a c i ó n del n ú m e r o 110, tendremos, como all í , 
l a igua ldad: 

D — d .e = r , 

suponiendo ahora que n sea el factor c o m ú n por quien se divide, 
y que por ser exactos los cocientes de D , d, y r, por n, tengamos 
l a s igualdades: 

D = D ' . n ; d — j f . n ; r —- r ' . n, 

sust i tuyendo estos va lo re s en l a p r i m e r a , r e s u l t a r á : 

D ' . n — d' . n . c = r ' . n , 

sacando n, como factor c o m ú n en e l p r imer miembro, 
i 

n ( D ' — d , .e) = r \ n , 

y supr imiendo el f ' a c t o p ^ ^ m r ^ ^ 

o bien sumando a los dos miembros de l a iguafcJíKi-, cT .c, 

D , = d \ c - j - r \ 

que demuest ra el enunciado. 

i r . Curacteres «le divisibilidad 

por 2, 5, 9, 3 y 11 

115. H a y casos en que es m u y fáci l conocer s i un n ú m e r o es 
d iv i so r de otro s in p rac t i ca r l a d i v i s i ó n , y por l a ut i l idad que r e 
sul ta pa ra las apl icaciones deduciremos las reg ias pa ra conocer 
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s l los refer idos n ú m e r o s son d iv i so res de otros, o ha l la remos sus 
caracteres de divisibilidad. 

S e h a vis to (93) que p a r a d iv id i r un n ú m e r o por l a unidad se
guida de ceros , se sepa ran de l a derecha del dividendo tantas 
cifras como ceros s iguen a l a unidad; lo que queda a l a izquier
da es e l cociente, y lo que queda a l a derecha e l resto. P a r a que 
l a d i v i s i ó n sea exac t a , se neces i ta que las c i f ras separadas a l a 
derecha sean todas ceros . 

>j D e a q u í deducimos; que un número es divisible por la unidad se
guida de ceros, cuando termina en tantos ceros, lo menos como siguen a 
la unidad. 

C o m o la unidad seguida de ceros es una potencia de 10, cuyo 
exponente es i g u a l a l n ú m e r o de ceros que s iguen a l a unidad, 
l a r e g l a anter ior se pu tde enunc ia r a s í : 

PÁ*9*C4*Z' d¿ÍJn número es divisible por una potencia de 10 cuando termina en tan-
' f B l o s ceros, por lo menos, como unidades tiene el exponente de la potencikj 

116. E l n ú m e r o , 10, es i g u a l a l producto, 2 X 5; por consi
guiente, como 2 y 5, son d iv i so res de 10, lo s e r á n de sus m ú l t i 
plos (108); luego todo n ú m e r o terminado en cero es divisible por 2 y 
por 5. 

S e a ahora cua lqu ie r n ú m e r o , 2457; d e s c o m p o n i é n d o l e en dece
nas y unidades, se t e n d r á : 

2457 = 2450 + 7. 

E l p r imer sumando del segundo mi^ í f th ro es d iv is ib le por 2 y 
por 5; luego p a r a que lo sea l ^ ^ j i f s r í ^ é l T e c e s i t a y basta que lo 
sea e l otro ^ r a a w i # ^ 7 ^ y J A t ( J . 
^" tTe 'áquí deducimos: que un n ú m e r o es divisible por 2 ó por 5; cuan-
do la cifra de las unidades es divisible por 2 ó por 5 (1). 

- ^ ^ S ^ í f r a s 2, 4, 6 y 8, d iv i s ib les por 2, se l l a m a n cifras pares , y 
los n ú m e r o s te rminados en cero , o c i f ra par , se l l aman n ú m e r o s 
pa re s . 

E n v i r t u d de esto se puede enunc ia r a s i los ca rac te res de di
v i s ib i l idad por 2 y 5. 

^ 117. Un número es divisible por 2, miando es-par,^ sea cuando ter
mina en cero, o cifra par. 

(1) No hay que modificar osta regla cuando el número termine en cero, porque y a hemos 
dicho (105) que cero es múltiplo o divisible por todos los números. 
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U n n ú m e r o es d i v i s i b l e p o r 5, cuando t e r m i n a en cero o 
- — en 5. 

118. S i e l evamos a l a potencia m, los dos miembros de l a 
igualdad, 10 = 2 X 5, tendremos: 

1 0 m = 2'nlX 5"?. 

S i d& l a derecha de un n ú m e r o separamos m c i f ras , l a par te 
que queda a l a i zqu ie rda t e r m i n a r á en m ceros, y por consi
guiente s e r á un m ú l t i p l o de 10™ (115), luego t a m b i é n lo s e r á de, 
2 m X 5 w . 

S i e l n ú m e r o f o r m a d o p o r l a s m c i f r a s de l a de recha es 
m i í l t i p l o de2mo d e b m , t a m b i é n lo s e r á e l n ú m e r o p ropues 
to ; y no lo s e r á en e l caso c o n t r a r i o (107 y 110). 

E n p a r t i c u l a r , p a r a que u n n ú m e r o sea d i v i s i b l e po r 4 (que 
es igua l a 22), se neces i t a y bas ta que t e r m i n e en dos ce ros , o 
l a s dos c i f r a s de l a de recha f o r m e n u n m ú l t i p l o de 4. 

P a r a que u n n ú m e r o sea d i v i s i b l e p o r 25 (que es 52), s é ne
ces i ta y bas ta que t e r m i n e en dos ceros , o l a s dos c i f r a s de l a 
derecha f o r m e n u n m ú l t i p l o de 25. 

1 1 9 / LEMA. L a u n i d a d s e g u i d a de ceros es u n m ú l t i p l o de 
9 m á s 1 . / 

D i v i d a m o s por 9, l a unidad seguida de cua lquier n ú m e r o de 
ceros o tomemos por dividendos suces ivos 10, 100, 1000, 10000... 

10000 
. 1 0 

10 
10. 

11 . . . 

y s iempre ha l l a remos por cociente 1 y por resto 1. 
E n v i r t u d de esto podemos esc r ib i r l a igua ldad , 

1 0 0 0 0 . . = 9 + 1. 

120. / LEMA. T o d a c i f r a s i g n i f i c a t i v a s e g u i d a de ceros es u n 
m ú l t i p l o de 9, m á s d i c h a c i f r a . 

Sea , 4000, l a c i f ra seguida de ceros , se t e n d r á : 

4000 = 1000 x 4 = (9 + 1) 4, 

y efectuando l a m u l t i p l i c a c i ó n indicada por el p a r é n t e s i s 

4000 = 9 X 4 + 4, 



pero, 9 X 4, es t a m b i é n un m ú l t i p l o de 9 (108); luego se p o d r á es
c r i b i r : 1 

4000 = 9 + 4 . 

/ 1 2 1 . S e a y a un n ú m e r o cua lqu ie ra , 54726; d e s c o m p o n i é n d o l e 
en sus d iversos ó r d e n e s de unidades, se t e n d r á : 

54726 = 50000 + 4000 + 700 + 20 - f 6, 

y en v i r t u d del lema anter ior , tendremos las siguientes igualda
des: 

50000 = 9 + 5, 
4000 = 9 - i -4 , 
700 = 9 7, 
20 = 9 -+- 2, 

C o m o l a s u m a de los m ú l t i p l o s de 9 es un m ú l t i p l o de 9 (107), 
s i sumamos ordenadamente las igualdades anter iores , r e su l -

54726 = 9 +(5-+-4 + 7 4 - 2 + 6 ) . 

Considerando e l segundo miembro como l a s u m a de los dos su
mandos uno e l 9 y otro el p a r é n t e s i s , (5 4 + 7 -t- 2 + 6) se com
pone dicha suma de dos partes^Ji t ia de l a s cuales es divis ib le por 
9; luego p a r a que l a s u m a sea t a m b i é n d iv i s ib le por 9, se necesi
ta y bas ta que^eL sumando (5 4- 4 + 7 + 2 + 6), sea d iv is ib le por 
9 (107 y H O ) . 

— " E t p a r é n t e s i s e n c i e r r a l a s u m a de los v a l o r e s absolutos de las 
c i f ras del n ú m e r o ; l u e g o ^ a r a que u n n ú m e r o sea d i v i s i b l e 
p o r 9, se neces i t a y bas t a que l a s u m a de los v a l o r e s absolu tos 
de s u s c i f r a s s ea u n m ú l t i p l o de 9/ 

122. P o r ser 9 un m ú l t i p l o de 3, todo m ú l t i p l o de 9 lo es de 3 
(108), de consiguiente: p a r a que u n n ú m e r o s e a d i v i s i b l e p o r 
se neces i t a y bas t a que l a s u m a de los v a l o r e s abso lu tos de 
s u s c i f r a s sea ttn m ú l t i p l o de 3. 

A s í t e n í a m o s : 54726 = 9 + (5 + 4 + 7 + 2 + 6), de donde deduci
remos . 

54726 = 3 + (5 + 4 - 7 4- 2 + 6). 
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123. LEMA.[ L a u n i d a d s e g u i d a de u n n ú m e r o p a r de ceros 
es u n m ú l t i p l o de 11 m á s 1: l a u n i d a d s e g u i d a de u n n ú m e r o 
i m p a r de ceros es u n m ú l t i p l o de 11 menos 1. S 

Div id i r emos por 11, l a unidad seguida de un n ú m e r o par e 
impar de ceros; considerando por consiguiente los dividendos, 
10, 100, 1000, 10000. 

100000. 
100 

10 

se obse rva desde luego que los cocientes son, 0,9,0,9... y los res
tos, 1,10,1,10... siendo 1 los restos que corresponden a los d i v i 
dendos formados por l a unidad seguida de un n ú m e r o par de 
ceros, y 10 los que cor responden a l a unidad seguida de un nú
mero impar de ceros . 

P e r o s i e l dividendo es l a unidad seguida de un n ú m e r o impar 
de ceros, podemos forzar l a unidad en e l cociente y el resto 
subs t r ac t i vo s e r á , — 1 (97); luego en v i r t u d de esto, tendremos 
igualdades de l a forma: 

10000 = ÍT-Í- 1, 100000= 11 - 1. 

124. LEM/. Toda c i f r h '/stgnificativa s e g u i d a de u n n ú m e r o 
p a r de ceros es u n m ú l t i p l o de \ \ m á s e l v a l o r absoluto de d i 
c h a c i f r a ; toda c i f r a s i g n i f i c a t i v a s e g u i d a de u n n ú m e r o i m 
p a r de ceros es u n m ú l t i p l o de 11, tnenos e l v a l o r absoluto de 
d i c h a c i f r a . ) 
. I.0 S e a 40000, l a c i f ra seguida de un n ú m e r o pa r de ceros, se 
t e n d r á : 1.. 

40000 = 10000 X 4 = (11 + 1 ) 4, 

y efectuando l a m u l t i p l i c a c i ó n indicada , 

40000 = 11 X 4 + 4, 

o bien, por, ser 11 X 4 un m ú l t i p l o de 11. 

40000 = Í T + 4 . 

2.° S e a , 4000, l a c i f ra s ign i f ica t iva seguida de un n ú m e r o impar 
de ceros , se t e n d r á : 

4000= 1000 X 4 - ( T í - 1)4, 
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efectuando l a m u l t i p l i c a c i ó n y teniendo presente 1 1 X 4 es un 
m ú l t i p l o de 11 

40000 = 11 - 4 , 

125. S e a un n ú m e r o cua lqu ie ra , 46837; d e s c o m p o n i é n d o l e en 
sus d iversos ó r d e n e s de unidades, se t e n d r á : 

4000 = ñ + 4, 

6000 = 1 1 - 6, 

800 = 11 + 8, 

30 = ÍT - 3, 

. 7== 7' . 
Sumando ordenadamente y teniendo presente que la suma de 

los m ú l t i p l o s de 11 es m ú l t i p l o de 11, resu l ta : 

46837 = T I + (4 + 8 + 7) - (6 + 3) 

Como el p r i m e r p a r é n t e s i s enc i e r r a l a suma de las c i f ras que 
ocupan lugares impares en el n ú m e r o , y el segundo la s u m a de 
las que ocupan lugares pares , s i representamos l a p r i m e r a suma 
por I y l a segunda por P , podemos esc r ib i r a s í l a anter ior igual 
dad: 

46837 = 11 + ( I - P ) , 

y considerando en el segundo miembro l a suma de dos suman

dos, uno el 11 y otro ( I — P ) , s i este segundo es d iv is ib le por 11, 

t a m b i é n lo s e r á l a suma (107), 
fhuego: p a r a que u n n ú m e r o sea d i v i s i b l e p o r M, se neces i t a 
y bas ta que l a s u m a de los v a l o r e s absolu tos de l a s c i f r a s de 
l u g a r i m p a r , menos l a s u m a de los v a l o r e s absolutos de l a s 
c i / r a s de l u g a r p a r , sea u n m ú l t i p l o d e j t í (1). 

Puede suceder que l a s u m a de las c ifras de lugar par sea 
m a y o r que l a de las c i f ras de lugar impar , y entonces no se pue
de efectuar l a s u b s t r a c c i ó n , I — P . 

E n este caso del p r i m e r sumando, que es un m ú l t i p l o de 11, se 
toman tantas veces 11 unidades, como se necesiten pa r a que, suma-

( l ) No se debe olvidar, por si la diferencia de ambas sumas es cero, que cero es múltiplo de 
todos los números. (Í0G\ 



das con I , den una s u m a m a y o r que P , con lo cua l e l 11 no d e j a " 
r á de ser lo y se p o d r á efectuar l a s u b s t r a c c i ó n . 

A s i : 829389 = n + (2 + 3 + 9 ) - ( 8 + 9 + 8)) 

como l a p r i m e r a s u m a es 14 y l a segunda 25, no se puede efec

tuar l a s u b s t r a c c i ó n y necesi tamos tomar del 11, una vez 11 *y 

tendremos: 
839389 = 14 + ( N + H f — 2 5 = t f . 

126. L o s ca rac t e re s de d iv i s ib i l idad que hemos hallado son 
m u y ú t i l e s por ser. muy senci l los , y el m é t o d o que hemos segui 
do pa ra ha l l a r e l de 9 y 11 se puede ap l icar a cualquier n ú m e r o ; 
pero es m á s fáci l hace r las d ivis iones directamente que ap l i ca r 
los ca rac te res de d iv i s ib i l idad que se h a l l a r í a n (1). 

/ííI. Máximo, co-m-ún cl-i-visar 

Máximo común divisor de dos números 

127. Dos n ú m e r o s t ienen s iempre l a unidad por d iv i so r co
m ú n : s i no t ienen m á s d iv i so r c o m ú n que l a unidad , se l l a m a n 
p r i m o s en t r e s í . .Jí-.-̂ í j _ 
« C u a n d o ^ s ^ ú m e r o s t ienen va r io s d iv i so res comunes , e l ma-f 
y o r de todos se l l a m a m á x i m o c o m ú n d i v i s o r : se suele repre-j 
sentar píor l a n o t a c i ó n m . c. d / I 

L o s n ú m e r o s 8 y 12 t ienen los d iv i sores comunes 1, 2 y 4; lue j 
,go 4 s e r á e l m . c. d . 

128./ TEOREMA. S i u n n ú m e r o es d i v i s i b l e p o r otro, e l me-
ñ o r es e l m . c. d. de ambos. 

S e a e l n ú m e r o , 130, d iv i s ib le por 26: decimos que 26 es el m . c. 
d. de 130 y 26. & 

E n efecto: puesto que 26 es d iv i so r de sí mismo y , por h i p ó t e 
s is , t a m b i é n de 130, es un d iv i so r c o m ú n a los dos n ú m e r o s ; pero 
26 no puede tener otro d iv i so r m a y o r que el mismo; luego s e r á 
e l m . c% d. de los dos n ú m e r o s propuestos. 

(L) S i estudiásemos otros sistemas do numeración distintos del decimal, veríamos que los 
caracteres análogos a los que hemos estudiado, serian los de los factores de l a base y sus po
tencias, y los de l a base más y menos l a unidad y sus factores, 
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129. TEOREMA. ¿ E l m. c, d. de dos n ú m e r o s es e l m i s m o que 
e l d e l m e n o r y e l resto de s u d i v i s i ó n . / ' 

Sean los n ú m e r o s 420 y 156: s i hacemos l a d i v i s i ó n , se ha l l a 2 
de cociente y 108 de resto. H e m o s v is to (113) que todos los facto
res comunes a l dividendo y a l d iv i so r son factores comunes a l 
d iv i so r y a l resto, y rec iprocamente que todos los factores co
munes a l d iv i sor y 3 l resto, son factores comunes a l dividendo y 
a l d iv i so r ; luego los n ú m e r o s 420 y 156 ( d i v i d e n d o y d i v i s o r ) 
por una parte, y los n ú m e r o s 156 y 108 ( d i v i s o r y res to) por ot ra , 
admiten Ja m i s m a ser ie de d iv i so res comunes , y como uno de 
ellos s e r á e l m a y o r de todos, a d m i t e n e l m i s m o m á x i m o c o m ú n 
d i v i s o r . 

130. E n v i r tud del teorema anter ior , l a i n v e s t i g a c i ó n del m . 
c. d. de dos n ú m e r o s queda reduc ida a l a de otros dos m á s pe
q u e ñ o s , porque e l d iv i sor y el resto son respec t ivamente meno
res que e l dividendo y el d iv i so r . 

E n nuestro ejemplo, d e s p u é s de d i v i d i r , 420 por 156, l a opera
c i ó n queda reducida a ha l l a r el m . c. d. de 156 y 108 Haciendo 
l a d i v i s i ó n de estos dos n ú m e r o s se h a l l a e l cociente, 1, y e l res
to, 48; luego el m . c. d. de 156 y 108 es e l mismo que el de 108 y 
4S (129). D iv id iendo 108 por 48, se obtiene e l cociente, 2, y el res
to, 12: entonces la o p e r a c i ó n e s t a r á y a reducida a ha l l a r e l m . 
c. d. de 48 y 12, que s e r á e l mismo que e l 108 y 48: pero 48 es di
v i s ib le por 12; luego el 12 es e l m . c. d. de estos ú l t i m o s n ú 
meros , y retrocediendo en l a ser ie de operaciones efectuadas, 
se ve que en v i r t u d del teorema (129) e l m . c. d. de 420 y 156 es 
12. D e estos razonamientos se deduce l a s iguiente: 

REGLA. P a r a h a l l a r e l m. c d. de dos n ú m e r o s se d iv ide e l 
m a y o r p o r e l m e n o r ; s i l a d i v i s i ó n es e x a c t a , e l m e n o r es e l 
m . c. d.; en e l caso c o n t r a r i o se d i v i d e e l m e n o r por e l resto 
que se h a l l e , este p r i m e r res to p o r e l s e g u n d o , y a s i suces i 
v a m e n t e h a s t a l l e g a r a u n res to c e r o ; e l ú l t i m o d i v i s o r s e r á 
e l m á x i m o c o m ú n d i v i s o r ped ido . 

L a o p e r a c i ó n se dispone como se ind ica en el s iguiente cua
dro: 

2 1 2 4 

420 

108 

156 

48 

108 

12 
12 

Conv iene e sc r ib i r los cocientes enc ima de los d iv isores co
r respondientes , pa ra que no se confundan con los restos, 
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131 L a s divis iones que se p rac t i can te rminan necesar iamente , 
porque siendo cada resto menor que el d iv i sor correspondiente , 
los restos i r á n d isminuyendo: y a ú n en el caso m á s desfavorable 
se l lega a l resto 1, que necesar iamente divide a l resto anter ior . 

132. TEOREMA/ Todo d i v i s o r c o m ú n a dos n ú m e r o s d i v i d e 
e x a c t a m e n t e a s u m. c. d / 

Todo d iv i so r c o m ú n a dos n ú m e r o s divide a l resto de su d i v i 
s ión (111) y aplicando este teorema a las d iv is iones suces ivas que 
se hacen para ha l l a r el m . c. d . , se ve que, siendo este n ú m e r o 
e l p e n ú l t i m o resto, tiene necesar iamente dicho d iv isor . 

R e f i r i é n d o n o s a l ejemplo anter ior , sea, 3, el d iv i sor c o m ú n a 
420 y 156, d i v i d i r á a l resto, 108; dividiendo a 156 y 108, d i v i d i r á 
a l resto 48, y dividiendo a 108y 48, d i v i d i r á a l resto 12, que es e l 
m á x i m o c o m ú n d iv isor . 

R e c í p r o c a m e n t e , como los dos n ú m e r o s son m ú l t i p l o s de s u 
m , c. d . , todo d iv i sor del m c. d. d iv ide a los dos n ú m e r o s . 

De esto se deduce que, s i queremos ha l l a r todos los d iv isores 
comunes a dos n ú m e r o s , tenemos que ha l la r todos los d iv isores 
de su m á x i m o c o m ú n d iv i so r . 

133. TEOREMA, i dos n ú m e r o s se m u l t i p l i c a n o d i v i d e n po r 
otro, s u m. c. d. queda m u l t i p l i c a d o o d i v i d i d o po r este o t r o . / 

Mult ipl icando o dividiendo dos n ú m e r o s por otro, el resto de 
su d iv i s ión queda mult ipl icado o dividido por este otro (104 y 114). 
Apl iquemos esr.e teorema a las d iv is iones suces ivas que se ha
cen para ha l l a r el m , c. d . , y sea 3 e l n ú m e r o por e l cua l se mu l 
t ipl ican o dividen los n ú m e r o s dadlos, que supondremos son 420 
y 156 Puesto que el dividendo, 420, y e l d iv i sor 156, se mul t ip l i 
can o dividen por, 3, el resto, 108, q u e d a r á multiplicado o d iv id i 
do por, 3; en la segunda d iv i s jón , e l dividendo, 156, y e l d iv i sor , 
108, e s t á n mult iplicados o d ivididos por, 3; luego el resto, 48 que
d a r á mult ipl icado o dividido por, 3; por ú l t i m o , e l dividendo, 108, 
y el d iv isor , 48, e s t á n mult ipl icados o divididos por, 3; luego e l 
resto, 12, q u e d a r á mult ipl icado o dividido por 3. L o cua l demues
t r a e l teorema, porque, 12, es e l m . c. d. de 420 y 156. 

134. E n v i r tud de este teorema se puede s impl i f icar l a opera
c ión de ha l la r e l m á x i m o c o m ú n d iv i so r de dos n ú m e r o s , supr i 
miendo los factores comunes que s é v e a n a p r i m e r a v i s ta y se 
puedan sup r imi r por una d i v i s i ó n m u y fáci l . 

S i t u v i é r a m o s que ha l l a r e l m . c. d. de 42000 y 15600, se p o d r í a 
sup r imi r e l factor, 100, h a l l a r e l m . c. d. de 420 y 156, que es, 12,-
y mul t ip l icar le d e s p u é s por 100. E L m á x i m o c o p i ú n d iv isor de 
42000 y 15600 s e r á , pues, 1200. 
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135. ^ COROLARIO. S i dos n ú m e r o s se d i v i d e n p o r s u m á x i m o 

comi in d i v i s o r , los cocientes son p r i m o s en t re s i . 
E l m á x i m o c o m ú n d iv i so r q u e d a r á dividido por sí mi smo (133); 

luego s e r á l a unidad, lo c u a l demues t ra el enunciado. 
136. TEOREMA, f S i u n n ú m e r o d i v i d e a u n p roduc to de dos 

f a c t o r e s y es p r i m o con uno de e l l o s , es d i v i s o r de l otro J a c t o r J 
S e a , P , e l producto de los dos factores A y B ; N , un n ú m e r o 

que divide a, P , y es pr imo con, A , decimos que es d iv i so r de B . 
P o r ser, A y N , dos n ú m e r o s pr imos entre s í , se t e n d r á : 

A ) 
T̂ 1 m . c d. = t. 

S i mul t ip l icamos los n ú m e r o s , A y N , por B , s u m. c. d. que
d a r á mult ipl icado por^ B (133), y tendremos: 

jr * m " 

A X B j 
N X B \ m - c- ̂  = 1 X B = B 

N , d ivide a l producto, A X B , porque este producto es i g u a l a P ; 
t a m b i é n divide, N , a l producto, N X B , porque es uno de sus fac
tores; luego d i v i d i r á a l m á x i m o c o m ú n d iv i so r de estos produc
tos (132), que es B , lo cua l demues t ra e l teorema. 

Máximo común divisor de varios números 

1 3 7 ^ ^ a n o s ^ ú n ^ r o l t ienen s í e m p ^ l a unidad po í^é rv i 'Sü r^o-
m ú n : s i 'ho t ienen otro, se dicen p r i m o s ent re s í ) Cuando, toma
dos de dos en dos, no t ienen m á s d iv i so r c o m ú n que l a unidad, 
se^dicen p r i m o s en t re s i dos a dos. 
£ S i va r io s n ú m e r o s t ienen m á s de un d iv i sor c o m ú n , e l m a y o r 

se l l a m a m á x i m o c o m ú n d i v i s o r de v a r i o s n ú m e r o s ^ 
138, TEOREMA. Í E l m á x i m o c o m ú n d i v i s o r de v a r i o s n ú m e 

ros no se a l t e r a ' sus t i tuyendo dos de e l los por s u m á x i m o coi 
m ú n d iv i so r f i sean . v a r i o s n ú m e r o s , A , B , C , D , y sea, d , e l m á 
x imo c o m ú n d iv i sor de dos de ellos, A y b , por ejemplo: deci
mos que e l m á x i m o c o m ú n d i v i s o r de los n ú t n e r o s A , B , C , 
D , es el m i s m o que e l de los m í m e r o s , d n C , D , 
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P o r ser, d , el m á x i m o c o m ú n d iv i sor de A y B , todos los d i v i 

sores comunes de, A - y B , son d iv i so res de ci (132); luego todos 
los d iv i sores comunes a los n ú m e r o s A , B , C , D, son d iv i so res 
de los n ú m e r o s , d, C , D ; r e c í p r o c a m e n t e , todos los d iv i sores de, 
d , son d iv isores de, A y B ; luego todos los d iv i sores comunes a 
los n ú m e r o s , d , C , D , son d iv i so res de los n ú m e r o s . A , B , C , D ; 
entonces ' las dos l í n e a s de n ú m e r o s : 

A B C D 
d C D 

tienen los mismos d iv i so res comunes, y por tanto t e n d r á n e l 
mismo m á x i m o c o m ú n d iv i sor . 

139. D e l teorema an te r io r se deduce l a s iguiente: 
R K G \ J . \ \ P a r a h a l l a r e l m. c. d. de v a r i o s n ú m e r o s se h a l l a 

e l de dos de e l l o s , d e s p u é s e l d e l m á x i m o c o m ú n d i v i s o r h a 
l l a d o y otro de los n ú m e r o s dados , c o n t i n u a n d o d e l j n t i s m o 
modo h a s t a c o n s i d e r a r e l ú l t i m o de los n ú m e r o s . ^ f 

f L a o p e r a c i ó n se puede ind icar como e s t á en e l adjunto cua
dro: 

A B 

rf/es el m á x i m o c o m ú n d iv i so r de A y B : l a segunda l í n e a de n ú 
meros t e n d r á e l mismo n i . c. d. que l a p r imera . E l m á x i m o c o m ú n 
d iv i so r de, d y C , es d ' ; luego, d ' y D tienen e l mismo m. c. d. que 
los n ú m e r o s de l a segunda l í n e a . E l m á x i m o c o m ú n d iv i so r de, 
d ' y D , es, d", luego t a m b i é n lo s e r á de d, C , D , y por consiguien
te de los n ú m e r o s propuestos, A , B , C , D . 

S e puede comenzar l a o p e r a c i ó n por dos n ú m e r o s cualesquie
r a ; pero, generalmente , se l l ega m á s pronto a l resul tado comen
zando por los menores . 

E j emplo : H a l l a r e l m . c. d. de 330, 462, 770 y 1155 
E l m . c. d. de 330 y 462 es 66; e l m c. d. de 66 y 770 es 22: y por 

ú l t i m o , e l m . c. d. de 22 y 1155 es 11: luego este n ú m e r o s e r á e l 
m á x i m o c o m ú n d iv i so r que se buscaba. 
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E l cuadro de los resul tados es e l s iguiente: 

140. TEOREMA/̂ SY v a r i o s n ú m e r o s se m u l t i p l i c a n o d i v i d e n 
por o t ro , s u m á x i m o c o m ú n d i v i s o r queda m u l t i p l i c a d o o d i 
v id ido po r este o t r o . / 

R e f i r i é n d o n o s a l cuadro del n ú m e r o an ter ior se t e n d r á que s i 
A , B , C , D , se mul t ip l i can por un n ú m e r o , N , e l m . c. d. de A y 
B , q u e d a r á mul t ip l icado por N (133), y s e r á : d N ; luego los n ú m e 
ros de l a segunda l í n e a e s t a r á n mul t ip l icados por N , y e l m . c. 
d. de d N y C N , s e r á : tf'Kf y por tanto los n ú m e r o s de l a t e r ce ra 
l í n e a e s t a r á n mul t ip l icados por N , y lo mismo s u c e d e r á con s u 
m . c. d . ; que s e r á : rf"N que demues t ra una parte del teorema, y 
cambiando las pa labras m u l t i p l i c a d o po r , en d i v i d i d o p o r , se 
demuest ra l a o t ra parte . 

141. COROLARIO. S i v a r i o s n ú m e r o s se d i v i d e n p o r s u m. c. 
d , los cocientes son p r i m o s en t re s i . 

Se demuest ran como e l t eorema (135). 
142. í TÉOREMA. Todo d i v i s o r c o m ú n a v a r i o s m l m e r o s d i v i 

de exac t amen te a s u m. c. d. 
Adoptando l a n o t a c i ó n del n ú m e r o anter ior , tendremos que 

todo d iv i so r c o m ú n de A , B , C , D , es d iv i so r de d , C , L) (138); del 
mismo modo todo d iv i so r c o m ú n de d , C , D , lo es de d ' , D , y por 
consiguiente de d", que es e l m á x i m o c o m ú n d iv i sor . 

RECÍPROCAMENTE. T o d o d iv i so r del fn. c. d de va r io s n ú m e 
ros es d iv i so r de los n ú m e r o s (108), porque todos son m ú l t i p l o s 
de su m . c. d . 

I V . jVXíuimo común múltiplo 

143 U n n ú m e r o d iv i s ib le por otros va r ios es un m ú l t i p l o co-
m ú n de todos ellos. 

Se sabe que los m ú l t i p l o s de un n ú m e r o se forman mul t ip l i -
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e á n d o l e por 1, 2, 3, 4...: luego el menor de todos los m ú l t i p l o s de 
un n ú m e r o es e l mismo n ú m e r o (1). E n t r e los m ú l t i p l o s comunes 
a -var ios n ú m e r o s hay uno menor que todos los d e m á s , y se l l a 
ma mín imo común múltiplo, cuyo va lo r es, por lo menos, tan gran
de como el m a y o r de los n ú m e r o s . E l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o 
se suele des ignar por l a n o t a c i ó n m. c. t v / 

^ 144. TEOREMA. E l m í n i m o común múltiplo de dos números es el 
producto que se obtiene multiplicando uno de ellosj por el cociente de di
vidir el otro por su máx imo común divisor. 

Sean , A y B , dos n ú m e r o s ; d, su m á x i m o c o m ú n d iv i sor , a y fc, 
los cocientes de d iv id i r , A y B , por d. Tend remos las igualdades, 

A == da, y B = db, (2) 

Des ignemos , por M , un m ú l t i p l o cua lqu ie ra de A , t e n d r á ^ l a 
v forma M = A.q, siendo g, un n ú m e r o entero, y poniendo en vez 

de A , s u i g u a l da, 
M == daq. 

S i M , ha de se r t a m b i é n m ú l t i p l o de B , o de s u i g u a l db, e l co
ciente de M , o de s u i g u a l , daq, por db, ha de se r exac to . 

P a r a d iv id i r , cfog, por e l producto db, se divide p r imero por d 
(101), y e l cociente que resul te por b. P a r a d iv id i r daq, por d, bas
ta sup r imi r e l factor, d, luego el cociente s e r á , aq, y por consi
guiente, aq, t iene que se r d iv i s ib le por b; pero b, es p r imo con a 
(135), luego b, tiene que se r d iv i so r de q (136); y designando- por 
q' e l cociente se t e n d r á : 

q = bq . 

Sus t i tuyendo este v a l o r en l a igualdad, M =daq , r e s u l t a r á : 

M = abdq" 

de c u y a igua ldad se deduce: que todo m ú l t i p l o c o m ú n de dos 
n ú m e r o s , A y B-, es un producto de cuatro factores que son: e l 
m á x i m o c o m ú n d iv i so r de dichos n ú m e r o s , los cocientes de d i 
v i d i r l o s por dicho m. c. d. y un factor indeterminado. 

(1) Se prescinde de que cero sea múltiplo de todos los números. 
(2) E n lo sucesivo, cuando representemos los números por letras y haya que indicar que 

se multiplican, prescindiremos, según es costumbre, del signo de multiplicar. 
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E l menor de todos los m ú l t i p l o s corresponde a l menor va lo r 

que se puede a t r ibu i r a l factor indeterminado, q ' ; y como é s t e 
ha de se r entero, haremos; q ' = 1. 

E n v i r t u d de esto designando por m , el m í n i m o c o m ú n m ú l t i 
plo, tendremos: 

m = abd . 
O poniendo en vez de a d , s u i g u a l A ; o en vez de bd, su 

i g u a l B , 
m = A&, o bien m = B a , 

como se q u e r í a demostrar . 
EJEMPLO, S e a n los n ú m e r o s , 420 y 156, s u m á x i m o c o m ú n di

v i s o r es 12, y el cociente de d i v i d i r 156 por 12, es 13, entonces el 
m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o s e r á : 

420 X 13 = 5460 

145.1 TEOREMA. Todo m ú l t i p l o de dos n ú m e r o s es m ú l t i p l o 
de sfyPminimo c o m ú n m ú l t i p l o y r e c i p r o c a m e n t e j 

E n efecto: s i d , es e l m á x i m o c o m ú n d iv i so r de dos n ú m e r o s , 
A y B , y los cocientes de d iv id i r los por él son a y 6, todo múl t i 
plo de A y B , se puede poner bajo l a forma 

M = abdq ' , 

que demues t ra el teorema, pues es evidente que el producto in
dicado en el segundo miembirb de es ta igua ldad es m ú l t i p l o del 
m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o , abd , de A y B . 

146. P a r a d iv id i r un producto por un d iv i so r de uno de sus 
factores, basta d iv id i r dicho factor por e l d iv i sor (100), lu^go se 
t e n d r á : 

( A B ) : r f = a B = ¿>A, 
de donde se deduce que, 

m = ( A B ) : d , 
c u y a igua ldad se puede enunc ia r del modo s iguiente: 

TEOREMA. E l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de dos n ú m e r o s es 
i g u a l a l cociente de d i v i d i r s u p roduc to por s u m á x i m o co
m ú n d i v i s o r . 

147. TEOREMAAT E l p r o d í i c t o de dos n ú m e r o s es i g u a l a l 
p roduc to de s u m á x i m o c o m ú n d i v i s o r p o r s u m í n i m o c o m ú n 
m ú l t i p l o . 

E n efecto: de l a igualdad, m = ( A B ) : d , se deduce, 

m d = A B , 

que demues t ra e l t eorema. 



148. C O R O L A R I O S 1.° S i e l m a y o r de dos n ú m e r o s es m ú l 
t ip lo d e l m e n o r , a q u é l s e r á e l í n i n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de 
ambos n ú m e r o s . 

P o r q u e en esta h i p ó t e s i s , e l menor es e l m á x i m o c o m ú n d i v i 
sor (128), y s i en l a igualdad m d = A B , hacemos, por ejemplo, 
d — B , r e s u l t a r á : m = A . 

.2.° S i dos n ú m e r o s son p r i m o s en t re s/, s u m í n i m o c o m ú n 
m ú l t i p l o es s u p roduc to . I 

Porque s i dos n ú m e r o s son pr imos e n t r a s í - , su m á x i m o c o m ú n 
d iv i so r es l a unidad, y haciendo íf = 1, en la^igtialdad, m d — A B , 
resulta,, m = A B . \ 

149. / T E O R E M A . 5 / dos n ú m e r o s se m u l t i p l i c a n o d i v i d e n 
p o r otro s u m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o , queda m u l t i p l i c a d o o 
d i v i d i d o p o r este ot ro . ^ 

Sean , A y B , los dos n ú m e r o s , y N , el n ú m e r o por el cual se 
mul t ip l ican , como el m á x i m o c o m ú n d iv i so r queda t a m b i é n mul
t ipl icado (133), se t e n d r á : 

luego los cocientes de d iv id i r , A N y B N , por s u m á x i m o c o m ú n 
d iv i sor , c o n t i n u a r á n siendo, a y h ; entonces l a e x p r e s i ó n del 
nuevo m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o s e r á : AN&, o B N a ; o abdN, igua
les , todas, a m N , siendo m , e l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de A y B , 
lo c u a l demues t ra una par te del t eorema. 

D e l mismo modo se demues t ra l a o t ra . 
150| T E O R E M A . L o s cocientes de d i v i d i r e l m í n i m o c o m ú n 

m ú l t i p l o de dos n ú m e r o s p o r c a d a tmo de e l l o s , son p r i m o s 
en t r e s i \ , 

Puesto que siendo, m , i g u a l a A& y a B a , los cocientes de di
v i d i r por A y B , son respec t ivamente b y a , que son n ú m e r o s 
p r imos entre s í . 

Mínimo ccfnai'in múltiplo ele vai*ios números 

151: E l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de dí&s n ú m e r o s no se a l 
t e r a , s u s t i t u y e n d o dos de e l los p o r s u m í n i m o c o m ú n m ú l 
t i p l o . 

S e a n los n ú m e r o s A , B , C , D , y m , e l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o 
de dos de ellos, A y B ; decimos que e l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o 
de A , B , C , D , es el mismo que e l de, m , C , D . P o r se r m , e l m í . 
nimo c o m ú n m ú l t i p l o de A y B , todos los m ú l t i p l o s comunes de 
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estos n ú m e r o s , s e r á n m ú l t i p l o s de in (14^; luego todos los m ú l t i 
plos comunes de A , B , C , D , lo s e r á n de m, C , D , R e c í p r o c a 
mente, todos los m ú l t i p l o s de m, son m ú l t i p l o s comunes de A y 
B ; y por consiguiente, todos los m ú l t i p l o s comunes de m, C , D , 
lo son de A , B , G , D , s e g ú n lo cua l las dos l í n e a s de n ú m e r o s , 

A B C D , 
m C D , 

tienen los mismos m ú l t i p l o s comunes y en par t icu lar , el mismo 
m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o . 

152. D e l teorema an te r io r se deduce l a s iguiente: 
REGLA. ¡ P a r a hallar el m í n i m o común múltiplo de varios números 

se halla el de dos de ellos, después el del m ín imo común múltiplo hallado 
y otro de los números , continuando así hasta operar con el ú l t imo.] 

L a o p e r a c i ó n se puede ind ica r del modo siguiente: 

A B C D 

m, es e l m. c. m. de A y B ; m ' e l de m y C , y m" e l de m ' y D , y 
por consiguiente e l de A , B , C , D . 

EJEMPLO. H a l l a r e l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de 114, 154, 170 
y 195. 

E l m á x i m o c o m ú n d i v i s o r de 114 y 154 es 2, y e l cociente de 
d iv id i r 154 por 2, es 77; luego el m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de 114 y 
154 es: 1 1 4 X 7 7 = 8778. S e g ú n l a n o t a c i ó n anter ior , 

m = 8778. 

E l m. c. d. de 170 y 8778 es 2, y e l cociente de diVidir 170 por 2, 
es 85; luego el m} G, m, de 170 y 8778 s e r á : 8778 X 85 = 746130, s i 
guiendo l a n o t a c i ó n de a r r i b a , 

w ' = 746130. 

E l m. c. d. de 195 y 746130 es 15, e l cociente de d iv id i r 195 por 15, 
es 13; e l m. c. m. s e r á , pues, 

746130 X | 1 3 = 9699690, o sea , m" = 9699690. 

153. TEOREMA. Todos los múlt iplos comunes de varios números son' 
múltiplos de su mín imo común múltiplo y recíprocamente. 

L a d e m o s t r a c i ó n no es m á s que l a r e p e t i c i ó n de los razona
mientos hechos en el n ú m e r o 142. 
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154. T̂EOREMA. S Í v a r i o s n ú m e r o s se m u l t i p l i c a n o d i v i d e n 
p o r otro, s u m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o queda m u l t i p l i c a d o o d i 
v i d i d o p o r este otro. 

S e demues t ra como su a n á l o g o del m á x i m o c o m ú n d i v i s o r 
(140). 

TEOREMA. S i se d i v i d e po r v a r i o s n ú m e r o s e l m í n i m o co
m ú n m ú l t i p l o de todos e l l o s , los cocientes obtenidos s e r á n 
p r i m o s en t re s í . 

S e a n los n ú m e r o s A, B , C y D ; m su m . c. m y l lamando a , 
b, c, y d , r e spec t ivamente a los cocientes de d iv id i r m , por A ' 
B , C y D, podremos escr ib i r : ^ 

m = A a = B¿; = Ce = D d 

S i los n ú m e r o s a , b , c y d , no fuesen pr imos entre s í , t e n d r í a n 
un d iv i so r c o m ú n que d e s i g n a r í a m o s por n y dividiendo los n ú 
meros anter iores por é l , se v e r i f i c a r í a : 

m a b c d 
- = A . - = B . - = C . - = D. -
n n n n n 

es decir que se t e n d r í a l a s iguiente igualdad:- . 

m : « = A = B = C = D 

que prueba que m no s e r í a el m . c. m.t lo cua l es cont rar io a l a 
h i p ó t e s i s . 

V, Teoría de los números primos 
Teoremas sobre los números primos 

155. Todo n ú m e r o es div is ib le por s í mismo y por l a unidad; 
n ú m e r o p r i m o es e l que no t iene otros d iv i sores ; los n ú m e r o s 2, 
3, 7, son n ú m e r o s p r imos . 

S i un n ú m e r o p r imo no es d i v i s o r de otro cua lqu ie ra , es p r i 
mo con é l : porque los dos ú n i c o s d iv i sores comunes que p o d r í a n 
tener son l a unidad y e l n ú m e r o primo, y este ú l t i m o por h i p ó 
tesis, no es divisor c o m ú n . 

L o s n ú m e r o s pr imos son pr imos entre s í dos a dos: pero e v i 
dentemente l a r e c í p r o c a no es c ier ta . P o r ejemplo, 8 y 9, son 
pr imos entre s í y no lo son separadamente . 

156. Todo n ú m e r o que no es p r i m o a d m i t e u n d i v i s o r 
p r i m o . 

S e a N , un n ú m e r o que no es pr imo, a d m i t i r á un div i sor , N ' , 
por ejemplo, y tendremos, designando por, q, el cociente de N 
por N ' , N = N ' X tf. S i N ' es un n ú m e r o pr imo, el teorema e s t á 

• 
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demostrado: s i no lo es, a d m i t i r á un d iv i so r ; sea N " , este d iv i sor 
y q ' , e l cociente que se obtiene, de donde; N ' = N " X s i N " , 
es n ú m e r o pr imo, e l teorema e s t á demostrado, porque, N " , es 
d iv i so r t a m b i é n de N . por ser este n ú m e r o m ú l t i p l o d e N ' . S i N " , 
no es pr imo, a d m i t i r á un d iv i so r N'", que t a m b i é n s e r á d iv i sor 
de N ; pero los d iv i so res obtenidos v a n disminuyendo, y como 
s u n ú m e r o no es i l imitado, porque todos son enteros mayores 
que l a unidad , se l l e g a r á necesar iamente a un n ú m e r o pr imo, 
que s e r á d iv i so r de N . 

157. D o s n ú m e r o s que no son p r i m o s en t re s i , a d m i t e n u n 
f a c t o r p r i m o c o m ú n . 

P o r q u e s i no son pr imos entre s í , s u m . c. d. es distinto de l a 
unidad, y es un n ú m e r o pr imo, o admite u n factor pr imo (156). 

158. L a s e r i e de n ú m e r o s p r i m o s es i l i m i t a d a . 
A d m i t a m o s que no lo sea y que p , s ea e l m a y o r de todos los 

n ú m e r o s p r imos . 
S i formamos e l producto de todos los n ú m e r o s pr imos has ta 

p . tendremos: 
y 1 . 2 . 3 . 5 . 7 . 1 1 . . . ./> = N . 

S i a ñ a d i m o s a este n ú m e r o una unidad , se t e n d r á ; 

1 . 2 . 3 . 5 . 7 , 11 . . . ./> + l = N + l . 
S i e l n ú m e r o , N + l , es pr imo, e l t eo rema e s t á demostrado, 

porque, N + l > / > ; s i N + l no es p r imo , a d m i t i r á un factor 
pr imo, 'que n0 puede ser ninguno de los n ú m e r o s pr imos , has ta 
p inc lus ive , porque s i lo fuera , l a d i fe renc ia , 

(N + 1 ) - N 

que es 1, a d m i t i r í a t a m b i é n dicho factor (108). En tonces e l fac
tor p r imo de N + 1 tiene que ser m a y o r que p , y por consiguien
te, no es p e l m a y o r de todos los n ú m e r o s p r imos . 

159. P a r a formar una tabla de n ú m e r o s p r imos , comprendi
dos entre 1 y un l í m i t e dado, 100 por ejemplo, se escr iben los 
n ú m e r o s por s u orden n a t u r a l has ta e l l í m i t e dado. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 4 0 1 1 12 1 3 14 15 
16 1 7 18 1 9 20 21 22 2 3 24 25 26 27 28 2 9 30 
3 1 32 33 34 35 36 3 7 38 39 40 4 1 42 4 3 44 45 
46 4 7 48 49 50 51 52 5 3 54 55 56 57 58 5 9 60 
6 1 62 63 64 65 66 6 7 68 69 70 71 72 7 3 74 75 
76 77 78 7 9 80 81 82 8 3 84 85 86 87 88 8 9 90 
91 92 93 94 95 96 9 7 98 99 100. 
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L o s n ú m e r o s 1 y 2 evidentemente son pr imos. 
S e t a c h a n los n ú m e r o s de dos en dos, a pa r t i r del 2, y todos 

los n ú m e r o s tachados s e r á n m ú l t i p l o s de 2; luego no s e r á n 
pr imos . 

E l p r imer n ú m e r o no t achado es 3, que s e r á n ú m e r o p r imo, 
porque no es d iv is ib le por 2, ú n i c o n ú m e r o infer ior a é l a d e m á s 
de l a unidad. 

S e tachan en seguida, c o n t á n d o l o s de t r e s en t r e s , a pa r t i r del 
3, y los n ú m e r o s tachados s e r á n m ú l t i p l o s de 3. 

E l p r imer n ú m e r o que queda s in tachar es 5; luego s e r á p r i 
mo, porque no a d m í t e l o s factores pr imos infer iores a él , que 
son 2 y 3. 

S e tachan ahora , c o n t á n d o l o s de c inco en c inco , a par t i r del 
5, y los n ú m e r o s tachados s e r á n m ú l t i p l o s de 5. E l p r imer n ú 
mero no tachado es 7, que por consiguiente s e r á n ú m e r o p r imo. 

A pa r t i r del 7, se cuentan de s ie te en s ie te , y los n ú m e r o s ta
chados s e r á n m ú l t i p l o s de 7. 

S e c o n t i n u a r á del mismo modo hasta que só lo queden n ú m e r o s 
p r imos en l a tabla. 

S e puede observar que cuando tachamos los m ú l t i p l o s de 3, 
y a estaban tachados los que a l a vez son m ú l t i p l o s de 2; cuando 
se tachan los m ú l t i p l o s de 5, e s t á n y a tachados los que han sido 
m ú l t i p l o s de 2 y 3; cuando se tachan los m ú l t i p l o s de 7, y a e s t á n 
tachados los que a l a vez lo son de 2, 3 ó 5, y a s í de los d e m á s . 

Dec imos : que cuando se t a c h a n los m ú l t i p l o s de u n n ú m e 
ro p r i m o c u a l q u i e r a , e l p r i m e r o , que no estaba tachado an t e s , 
es e l c u a d r a d o d e l n ú m e r o p r i m o . 

Supongamos, pa r a fijar ideas , que se t ra ta del 13; los m ú l t i 
plos de 13, infer iores a 13 X 13, admiten un factor infer ior a 13; 
entonces, o ese factor es p r imo o admite un factor pr imo, que 
t a m b i é n s e r á infer ior a 13; luego en ambos casos se h a b r á tacha
do antes el m ú l t i p l o de que se t ra ta . 

S i l a tabla de n ú m e r o s p r imos no ha de l l ega r m á s que has ta 
100, e l ú l t i m o n ú m e r o p r imo cuyos m ú l t i p l o s se tachan es 7, 
porque e l cuadrado 11 es 121 (1). 

160. S i se tiene una tabla de n ú m e r o s pr imos (2), se a v e r i g u a 

(1) E n l a práct ica de la formación do una tabla de números primos, solo se escriben los 
impares y el 2, pero los teoremas anteriores se demuestran más sencillamente escribiendo todos 
los mimaros. 
' (2) E n las tablas de logaritmos de Sánchez Ramos, cuarta edición, hay una tabla, l a . 

X X I V , de los números primos inferiores a 6íiC8. 
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inmediatamente s i un n ú m e r o dado, infer ior a l m a y o r de l a ta
bla , es pr imo; pero s i se t r a ta de un n ú m e r o a que no alcance l a 
tabla , se neces i ta efectuar a lgunas operaciones, fundadas en e l 
s iguiente: 

161. TEOREMA. Todo n ú m e r o , que no es d i v i s i b l e por n i n 
g ú n n ú m e r o p r i m o cuyo c u a d r a d o no l e exceda , es n ú m e r o 
p r i m o . 

S e a e l n ú m e r o N , que no es d iv i s ib le por n i n g ú n n ú m e r o p r i 
mo cuyo cuadrado no le exceda , y admitamos que es d iv is ib le 
por un n ú m e r o pr imo, p , cuyo cuadrado, p X P > N , tendremos: 
N = /> X siendo q, un cociente é n t e r o , pero menor que p ; lue
go evidentemente, 

N > ^ X q . 

es decir , que N es m a y o r que e l cuadrado de q, luego N admit i 
r á un factor pr imo igua l o menor que q, lo cua l es contra l a h i 
p ó t e s i s . 

En tonces no podemos admi t i r que N tenga un d iv i so r pr imo 
cuyo cuadrado le exceda , y por consiguiente s e r á n ú m e r o pr imo. 

162. ESCOLIO. S e conoce que se l l ega a un n ú m e r o p r imo 
cuyo cuadrado excede a N , en que cuando esto sucede el cocien
te es m e n o r que e l d i v i s o r . 

163. TEOREMA. S i u n n ú m e r o p r i m o d iv ide a u n p roduc to 
de v a r i o s f a c t o r e s , d i v i d e , c u a n d o menos , a uno de e l los . 

I.0 Supongamos que los factores son dos^ a y ¿>, y sea p , e l 
n ú m e r o p r imo que divide a s u producto ab. S i /> divide a a , e l 
teorema es cierto, y s i no d iv ide a l factor a , es pr imo con é l ; 
luego d i v i d i r á a b (136). 

2.° Supongamos que los factores son v a r i o s a , b , c y d , y sea p 
el n ú m e r o pr imo que divide a l producto, abcd: este producto se 
puede considerar compuesto de los factores, a y bcd, y escr ib i r 
se a s í : a (bcd); s i p d ivide a a , e l t eorema e s t á demostrado; s i 
no, es p r imo con él y d i v i d i r á a bcd (135); el producto bcd se 
puede esc r ib i r a s i b ( c d ) ; s i p d iv ide a b, e l teorema e s t á demos
trado; s i no, es pr imo con b y d i v i d i r á a l producto, c d ; luego di
v i d i r á a uno, cuando menos, de su factores (1.°) 

164. COROLARIO 1.° S i u n n ú m e r o p r i m o d i v i d e a u n a po
t e n c i a de otro u ú m e r o , d i v i d e t a m b i é n a l n ú m e r o . 

S e a 5 un d iv i sor de 304, s e r á d i v i s o r d e l p r o d u c t o 
30 X 30 X 30 X 30, que es i g u a l a 304; luego d i v i d i r á a cua lqu ie ra 
de los factores. 
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COROLARIO 2.* S i dos n ú m e r o s son p r i m o s en t re s i , s u s po
t enc ias t a m b i é n lo s o n . 

S e a n 8 y 15 dos n ú m e r o s pr imos entre s í ; dos potencias s u y a s 
84 y 153, por ejemplo, s e r á n n ú m e r o s pr imos entre s í , porque s i 
admi t ie ran un d iv i so r p r imo (163), t a m b i é n s e r í a d i v i s o r de 8 y 
15 (1.°) 

165. TEOREMA. S i u n n ú m e r o es p r i m o con cada uno de lo s 
f ac to res de u n p roduc to , es p r i m o con e l p roduc to , r e c i p r o c a 
mente : s i u n n ú m e r o es p r i m o con u n p roduc to , es p r i m o con 
c a d a uno de s u s f a c t o r e s . ' 

S e a — ahc y { ^ y t f f i ' n ú m e r o pr imo con cada uno de los facto
res a , b, c, del producto, decimos que s e r á p r imo con E n 
efecto; s i j 9 y ^ a d m i t i e r a n un cí ívisor p r imo c o m ú n (157), este 
d iv i sor lo s e r í a t a m b i é n de uno, cuando menos, de los factores 
a, b, c (163^f lo que es cont ra l a h i p ó t e s i s , 

R e c í p r o c a m e n t e , s i ^ e s p r imo con / f , lo s e r á con sus facto
res , a , b, e m p o r q u é s i uno de ellos, a , por ejemplo, admi t i e ra un 
factor p r imo c o m ú n c o n ^ . f f * que es un m ú l t i p l o de a , t a m b i é n 
le admit i r íaXIOS), con t r a M h i p ó t e s i s . 

166. TEOREMA. S i u n n ú m e r o es d i v i s i b l e p o r v a r i o s p r i 
mos ent re s í dos a dos, es d i v i s i b l e p o r s u p roduc to . 

S e a N un n ú m e r o d iv i s ib le por a , b y c, que suponemos son 
n ú m e r o s p r imos entre s í dos a dos. Efec tuemos l a d i v i s i ó n de N 
por y sea <7 el cociente, tendremos:. ' -. 

N == a q , 

N es d iv is ib le por b: luego s u igua l , e l producto a q , t a m b i é n 
debe serlo; pero b es pr imo con a ; entonces s e r á d iv i so r de q 
(136), y l lamando q ' a l cociente de l a d i v i s i ó n , se t e n d r á : q — b q \ 
y sust i tuyendo en l a igua ldad anter ior este v a l o r de q, se 
tiene: 

N = abq' . 
N es d iv i s ib le por c, s u igua ldad abq' t a m b i é n lo s e r á , pero a y 
b son pr imos con c ; luego s u producto, ab, es pr imo con c (165), 
entonces c es d iv i sor de q ' (136), y l lamando q" a l cociente, se ten
d r á q' = cq", y sust i tuyendo q ' por s u va lo r en l a anter ior igua l 
dad, resu l ta : 

N — abeq", 
que demuest ra e l teorema. 

167. COROLARIO. S i u n n ú m e r o es d i v i s i b l e p o r v a r i o s nú
m e r o s p r imos^ es d i v i s i b l e p o r stt p roduc to . 
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Porque los n ú m e r o s pr imos son pr imos entre s í dos a dos. U n 

n ú m e r o d iv i s ib le por 2 y por 3 lo es por 6. E n v i r t u d de esto, un 
n ú m e r o es d iv is ib le por 6 cuando es p a r y l a s u m a de s u s c i 
f r a s es u n m ú l t i p l o de 3. 

Oescompósicióu ele un númei-o 
en faetoves pi'imos 

168. TEOREMA. Todo n ú m e r o que no es p r i m o , es u n pro
ducto de f a c t o r e s p r i m o s . 

S e a N . u n n ú m e r o que no es pr imo, a d m i t i r á un d iv i so r p r imo 
(156); s i designamos por a e l d iv i so r p r imo y por N ' el cociente, 
tendremos: N = flN', Sí N ' es pr imo, e l teorema e s t á demostra
do; sí no lo es, a d m i t i r á un d iv i so r p r imo; designando por b el 
d iv i so r p r imo y por N " e l cociente, se t e n d r á : N ' == &N"; sust i tu
yendo e l v a l o r de N ' en l a anter ior igua ldad , r esu l t a , N = abW\ 
sí N " es p r imo, el teorema e s t á demostrado; s i no lo es, a d m i t i r á 

^un d iv i so r p r imo, c, q u e d a r á un cociente, N'" , de donde, N " = cN'", 
y sus t i tuyendo en l a anter ior igua ldad N = a b c W . Sí N'" es pr i 
mo, e l teorema e s t á demostrado, s i no lo es, a d m i t i r á un d iv i so r 
p r imo y cont inuaremos las operaciones del mismo modo has ta 
l l ega r a un cociente pr imo. E s t o tiene que suceder necesar iamen
te, porque los cocientes, N ' , N " , N '" . . . son enteros y v a n disminu
yendo, 

169. N a d a de lo dicho en el teorema an te r io r í n d i c a que entre 
los factores pr imos del n ú m e r o N no puedan algunos ser iguales . 

A s í , 540 = 2 , 2 . 3 . 3 . 3 . 5 , que se puede e s c r i b i r de un modo 
m á s senci l lo , porque 2 . 2 - 2 2 y 3 . 3 , 3 = 3 3 d e modo que 
540 = 22, 3 3 . 5. 

D e s c o m p o n e r u n n ú m e r o en sus . f a c t o r e s p r i m o s es h a l l a r 
u n p roduc to de n ú m e r o s p r i m o s que s e a i g u a l a l n ú m e r o 
dado. 

170. TEOREMA. U n n ú m e r o c u a l q u i e r a no a d m i t e m á s que 
u n a d e s c o m p o s i c i ó n en f a c t o r e s p r i m o s . 

Supongamos que el n ú m e r o , N , admi ta dos descomposiciones 
en factores pr imos y se tenga a l a vez , N = abefy y N = a 'b 'c 'd ' t f . 
P o r se r e l mismo e l p r i m e r miembro de estas igualdades, los se
gundos miembros s e r á n igua les , de modo que: 

a b c \ = a 'b 'c 'd ' t t 

a es un factor del p r imer miembro , luego debe d iv id i r t a m b i é n 
a l segundo; pero siendo a un n ú m e r o p r imo , debe d iv id i r a uno 
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de los factores del segundo miembro (163), y como estos son 
t a m b i é n n ú m e r o s pr imos , cada uno no es d iv is ib le m á s que por 
s í mismo; luego a debe ser i gua l a uno de los factores del se
gundo miembro. Supongamos a = a ' , y d iv idamos el p r i m e r 
miembro, por « y e l segundo por a ' (99), y r e s u l t a r á l a igualdad, 

bcd — b'c 'd 'e ' . 

S e puede repet i r e l razonamiento anter ior pa ra el factor b, y 
se h a l l a r á b = b'. D e s p u é s p a r a c, y ha l la remos c = c ' y suces i 
vamente = ÍÍ'V 1 = 

S i en el p r imer miembro es tuviese repetido a l g ú n factor, s u 
igua l en e l segundo miembro e s t a r í a repetido las mismas veces , 
porque en el razonamiento que hemos hecho pa ra demostrar e l 
teorema no e x c l u y e el caso de que a y by por ejemplo, sean igua 
les entre s í , en cuyo caso t a m b i é n lo s e r á n a ' , y b' . 

D e suerte, que dos p roduc tos de f a c t o r e s p r i m o s i g u a l e s a 
u n n ú m e r o dado, t i enen i g u a l e s f a c t o r e s y repet idos l a s m i s 
m a s veces , es dec ix , que s o n i d é n t i c o s . 

171. (Apliquemos y a los teoremas anter iores a l a descomposi
c ión de un n ú m e r o en factores p r imos . 

S e a el n ú m e r o 3300. 
P o r se r un n ú m e r o terminado en cero, es d ivis ib le por 2 y se 

t e n d r á : 
3300 = 2 .1650. 
I l Í4 

S i e l cociente 1650 fuese e l n ú m e r o pr imo, e s t a r í a hecha l a des
c o m p o s i c i ó n ; pero como no lo es, le d iv id i remos por s u factor 
pr imo, 2, y resu l ta , 

1650 = 2 . 825, 
y sust i tuyendo en l a igua ldad an te r io r e l v a l o r de 1650, 

3300 = 2 . 2 . 825. 
E l n ú m e r o 825 admite el factor 3, p o r q u e r a s u m a de sus c i f ras 

es 15, o sea un m ú l t i p l o de 3, y tendremos: 
825 = 3 . 275, 

cuyo v a l o r susti tuido en l a an te r ior igua ldad da 

3300 = 2X. 2N. 3X. 275. 
A su v e z , 275, es d iv i s ib le por 5; porque t e rmina en 5, de 

donde: 
275=5.55, 



- 80 -

y poniendo este va lo r de 275 en l a an te r ior igualdad, 

3300 = 2 . 2 . 3 . 5 . 55, 

55 es d iv is ib le por 5, y el cociente 11 es y a n ú m e r o pr imo. 

55 = 5 . 11, 

sust i tuyendo en el va lo r an te r io r de 3300 se tiene finalmente: 

3300 = 2 . 2 . 3 . 5 . 5 . 11. 

Como los factores 2 y 5 e s t á n repet idos, se puede escr ib i r m á s 
senci l lamente. 

3300 = 22 . 3 . 52. 11. 

Debemos adver t i r que como un n ú m e r o no admite dos des
composiciones dist intas en factores pr imos, se puede proceder 
dividiendo e l n ú m e r o y los cocientes que resu l tan por cualquie
r a de sus factores p r imos , pero lo m á s fácil y c ó m o d o es d iv id i r 
s iempre por el menor factor p r imo (1). D e lo expuesto se deduce 
l a s iguiente: 

REGLA. P a r a h a l l a r los f ac to res p r i m o s de u n n ú m e r o se 
le d i v i d e po r s u m e n o r f a c t o r p r i m o , d i s t i n to de 1; e l cociente 
que r e s u l t e de es ta d i v i s i ó n , se d i v i d e p o r s u m e n o r J a c t o r 
p r i m o , y se c o n t i n ú a operando d e l m i s m o modo con los co
c ientes suces ivos h a s t a l l e g a r a l cociente 1. E l p roduc to de 
todos los d i v i s o r e s empleados s e r á i g u a l a l n ú m e r o dado. 

3300 
1650 
825 
275 
55 
11 

1 

2 
2 
3 
5 
5 
11 

L a o p e r a c i ó n se dispone como se ind ica a r r i b a , escribiendo 

(1) E n los ejemplos que se ponen en las clases, los números suelen tener divisores primos 
fáciles de obtener; pero cuando no admiten los divisores primos 2, 3, 5 y 11, la operación es 
larga si no se dispono de tablas donde estén hechas las operaciones, o indicado el menor divi
sor primo. L a s tablas de Burckhardt tienen los números primos y divisores de todos los núme
ros del 1.0 2.° y 3.er millón. Estas tablas han sido continuadas por Glaisher y por Dase; el 
primero halló los números primos y divisores de los 4.°, 5.° y 6.° millón, y el segundo los de los 
7.^ 8.° y 9.° millón. 
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los cocientes debajo de los dividendos, y los d iv isores a l a dere
cha de sus dividendos, de los cuales e s t á n separados por una 
r a y a v e r t i c a l . 

E n las d iv is iones , cuando los d iv isores son m u y p e q u e ñ o s , se 
emplea l a nomencla tura de los n ú m e r o s par t i t ivos . A s í , se dice 
l a mi tad de 3 es 1, l a mitad de 13 es 6, l a mitad de 10 es 5 y l a de 
0 es 0. 

>^l5. C u a n d o u n n ú m e r o es po tenc ia de cier to g r a d o de otro 
n ú m e r o , los exponentes de s u s fac to res p r i m o s son los m ú l t i 
p l o s de l exponente que i n d i c a e l g r a d o de l a po t enc i a . 

S e a e l n ú m e r o N = 33003, siendo 3300 = 22 . 3 . 52. 11, se ten
d r á : 

N = (22 . 3 . 52. I I ) 3 , 
y aplicando al segundo miembro l a r eg l a de l a potencia de un 
producto (75), 

N = 22> 3 33.52 - s . l l ' 3 . 
173. RECÍPROCAMENTE. S i los exponentes de los f a c t o r e s 

p r i m o s de u n n ú m e r o a d m i t e n u n d i v i s o r c o m ú n , e l n ú m e r o 
es u n a po tenc ia cuyo exponente es i g u a l a l d i v i s o r c o m ú n . 

S e a N = 26. 33. 56. I I 3 , cuyos exponentes admiten el factor co
m ú n 3, se t e n d r á : 

N = 22-33 ' , . 52 '3 . l l 3 , 
cuyo segundo miembro proviene de e l eva r a l cubo 22 . 3 . 52.11 
(75), entonces se t e n d r á : 

N = (22 . 3 . 52. I I ) 3 . 

Como consecuencia de esto, r e su l t a : que l a c o n d i c i ó n necesa
r i a y suficiente pa r a que un n ú m e r o sea c u a d r a d o perfec to es 
que los exponentes de sus factores pr imos s e a n p a r e s ; y pa ra 
que sea cubo per fec to , que sean m ú l t i p l o s de t res . 

JĤo mi a Í • i ó n de todo» los divisores de un número 

174. TEOREMA P a r a que u n n ú m e r o sea d i v i s i b l e p o r otro 
se neces i ta y bas ta que e l d i v i d e n d o con tenga todos los f a c t o 
r e s p r i m o s d e l d i v i s o r con u n exponente , cuando menos , i g u a l 
a l que t i enen e n e l d i v i s o r . 

S e a N un m ú l t i p l o de N ' y ^ e l cociente de l a d i v i s i ó n , se ten
d r á ; 

N = N , q. 
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E s t a igualdad exige que todos los factores p r imos del segun
do miembro entren con iguales exponentes en el p r imero (170); 
luego los factores pr imos no comunes a N ' y t e n d r á n en estos 
n ú m e r o s e l mismo exponente que e m N : y los factores pr imos 
comunes a N ' y <7̂  t e n d r á n en q, un exponente i g u a l a l a diferen
c i a de los que tengan en N y N ' (103j, de lo cual se deduce, que 
todos los factores pr imos de N ' , los contiene N , con un expo
nente igua l o m a y o r que en N ' . 

EJEMPLO: S e a N = 24. 3 2 . 5 . 7 . 11, N1 = 2 3. 3 2. 11. 
E l cociente se obtiene dividiendo suces ivamente por los facto

res del d iv i so r (102), aplicando a cada uno l a r e g l a de d i v i s i ó n 
de potencias (103), y se h a l l a r á : 

^ = 2 . 5 . 7 . 

175. E l teorema que acabamos de demost ra r se apl ica a l a 
d e t e r m i n a c i ó n de todos los d iv i sores de un n ú m e r o dado. 

S e a e l n ú m e r o , 
360 = 2 3 . 3 2 . 5. 

E s t e n ú m e r o no admite otros d iv i so res pr imos que 2, 3 y 5, con 
exponentes, a lo sumo, iguales a 3, 2 y 1, respect ivamente; lue
go s i formamos las l í n e a s , 

1 2 22 23 
1 3 32 
1 5 

o bien, 
1 2 4 8 
1 3 9 
1 5 

y mul t ip l icamos los n ú m e r o s de l a p r i m e r a l í n e a por los de l a 
segunda, como s i fueran t é r m i n o s de dos sumas , y los productos 
que nos resul ten por los de l a t e rce ra , todos los n ú m e r o s obte
nidos s e r á n d iv i sores del n ú m e r o 360. 

E l p r imero de estos productos es l a unidad, y e l ú l t i m o s e r á 
8 , 9 . 5 , * que es i gua l a 360. 

L a o p e r a c i ó n se dispone en un cuadro del modo siguiente: 
1 2 4 8 
3 6 12 24 
9 18 36 72 

5 10 20 40 
15 30 60 120 
45 90 180 360 
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Oomposicióii del máximo común, 
divisor y del mínimo común múltiplo 

por los factores primos 

176. E l m á x i m o c o m ú n d i v i s o r de dos o m á s n ú m e r o s es e l 
produc to de los f a c t o r e s p r i m o s comunes , afectados de los 
menores exponentes . 

E l producto de los factores pr imos comunes afectados de los 
menores exponentes es d iv i sor de los n ú m e r o s propuestos (174), 
porque só lo contiene los factores comunes con un exponente, a 
lo m á s , igua l a l que t ienen en dichos n ú m e r o s . E s e l m a y o r de 
todos los d iv i sores comunes, porque s i tuviese a l g ú n factor no 
c o m ú n a todos los n ú m e r o s , d e j a r í a de se r d iv i sor de todos; y 
s i alguno de los factores comunes no estuviese afectado del 
menor exponente, t a m b i é n d e j a r í a de ser d iv i so r c o m ú n . 

EJEMPLO: S e a n los n ú m e r o s 
360 = 23. 32. 5; 420 = 22. 3 . 5 . 7; 1980 = 22. 32. 5 . 11. 

E l m . c. d. s e r á 22. 3 , 5 = 60; porque los factores comunes son 
2, 3 y 5, y los menores exponentes de que e s t á n afectados son 
2, l y 1. . 

117. E l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de dos o m á s n ú m e r o s es 
e l producto de todos s u s f a c t o r e s p r i m o s , afectados de los m a 
y o r e s exponentes . , 

E l producto de todos los factores p r imos afectados de los ma
yores exponentes es m ú l t i p l o de los n ú m e r o s propuestos (174), 
porque contiene todos sus factores pr imos con un exponente, 
cuando menos, igua l a l que t ienen en los n ú m e r o s . E s e l menor 
de todos los m ú l t i p l o s comunes, porque pa r a ser m ú l t i p l o no se 
le puede qui tar n i n g ú n factor, n i reba ja r n i n g ú n exponente. 

EJEMPLO: S e a n los n ú m e r o s 
360 = 23. 32. 5; 420 = 22. 3 . 5 . 7; 1980 = 22. 32. 5 . 1 1 . 

E l m . c. m . s e r á 23. 3 2 . 5 . 7 . 11 = 27720, porque contiene todos 
los factores de los n ú m e r o s dados, con los m a y o r e s exponentes 
de que e s t á n afectados (1). 

(1) E l método de hallar el máximo común divisor y el mínimo común múltiplo por los fac
tores primos es muy expedito cuando los factores son pequeños; pero en el caso contrario, ha
brá que recurrir en el m. o. d. a l método expuesto en los números 127 y siguientes y en el m-
0 m. al expuesto en los números 143 y siguientes. 

Para resolver este problema sirven las tablas citadas en l a nota del núm. 171. Para números 
inferiores a 8358 sirve l a peqneña tabla X X I I I de las Tablas de logaritmos de Sánchez Ramos-
Contiene l a citada tabla los muñeres compuestos hasta 8357, no divisibles por 2, 3, 5 u 11, con 
indicación, para cada número, de su menor factor primo, 





L I B R O I I 
Los números fraccionarios 

C A P Í T U L O 1 

L A N U M E R A C I Ó N , P R O P I E D A D E S Y T R A N S F O R M A C I O N E S 

D E L O S F R A C C I O N A R I O S 

1. T-JOL nnmoración <ie los fraccionarios 

178. Hemos dicho (8) que cuando se t ra ta de medi r una cant i 
dad por medio de otra de s u mi sma na tu ra l eza que se toma por 
unidad, puede suceder que l a cant idad no contenga exac tamen
te a l a unidad, pero s í a u n a parte a l í c u o t a s u y a , y e l n ú m e r o 
que entonces r e su l t a es fraccionario. 

¡Numero fraccionario es,-pties, un conjunto de partes igua
les de la unidad.jCada. u n a de l a s partes iguales de l a unidad 
se l l a m a unidad fraccionaria. L a s unidades f racc ionar ias r e c i 
ben los nombres de medios, tercios, cuartos, quintos, sextos, 
sépt imos , octavos, novenos y décimos, s e g ú n que resu l ten de 
d iv id i r l a unidad entera en 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 partes respec
t i v a m e n t e / P e r o en gene ra l , se designa l a unidad f racc ionar ia 
enunciando e l n ú m e r o de partes en que tse j ( | i ^ í ( t e la^jgnidad en
t e r a y a ñ a d i e n d o l a t e r m i n a c i ó n avos. A%H^a^d0-4a^fe id-ad-se 
divide en 27 par tes , se l l a m a n veintisiete avos. 

( E l n ú m e r o f racc ionar io se suele l l a m a r t a m b i é n f racc ión y 
quebradótfDe l a de f in i c ión de n ú m e r o f racc ionar io se deduce, 
que p a r a su e x p r e s i ó n se neces i tan dos n ú m e r o s ; uno, que se 
l l a m a numerador, i nd ica c u á n t a s unidades f racc ionar ias le 
forman, y otro, que se l l a m a denominador, í n d i c a en c u á n t a s 
par tes se div ide l a unidad . 

/ E l numerador y denominador se suelen l l a m a r t é r m i n o s del 
quebrado / 

P a r a e sc r ib i r un n ú m e r o f racc ionar io se escr ibe e l numerador 



- 86 -

37 debajo e l denominador, s e p a r á n d o l o s p o r u ñ a r a y a hor izonta l . 
12 

{ A s i ' ~ es un quebrado, formado, por 12 unidades iguales a un 

dies y siete avo cada una. 

/ P a r a l ee r un quebrado, se lee el numerador y d e s p u é s e l de

nominador , a ñ a d i e n d o l a t e r m i n a c i ó n avos . A s í , —^s 'i'x&e, o í o c e ^ ^ 

dies y siete avos. S i e l denominador es menor que 10, se lee el 
3 

numerador y d e s p u é s e l denominador como par t i t ivo . A s í —, se 
4 

lee tres cuartos.' 
179. S i e l denominador de un quebrado es l a unidad, l a unidad 

f r acc iona r i a es i g u a l a l a unidad entera; luego el va lo r del que
brado es igua l a l numerador . 

3 5 

A s í —, —, son quebrados iguales a 3 y a 5 unidades respect i 

vamen te . 
L u e g o : todo número entero se puede considerar o escribir 

como un fraccionario, cuyo numerador es el entero y cuyo de
nominador es la unidad. 

180. S i con u n mismo denominador formamos una ser ie de 
quebrados, de numeradores crecientes , por ejemplo: 

1 2 3 4 5 6 7 3 3 3 3 3 3 3 
es evidente que e l v a l o r de l a unidad f racc ionar ia se conse rva 

1 
constantemente i g u a l a —, pero que e l n ú m e r o de unidades frac-

3 
c ionar ias c rece con los numeradores , y que, por consiguiente, 
los quebrados anter iores fo rman u n a se r i e c r e c i e ñ t e . L u e g o ; 
cuando se conserva constante el denominador, los quebrados 
aumentan, o disminuyen, cuando aumenta o disminuye su 
numerador. -

S i con un mismo numerador formamos una se r i e de quebrados 
de denominadores crec ientes , por ejemplo: 

3 3 3 3 3 3 3 
t ~r"i Í i > > ••• 

1 2 3 4 5 6 7 
es evidente que aumentando e l n ú m e r o de par tes en que se di-
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vide l a unidad, e l va lo r de cada parte d isminuye; pero l a ser ie 
anter ior e s t á forlnada con quebrados que, por tener e l mismo 
numerador , cada uno comprende t res unidades f raccionar ias , 
cuyo va lo r v a disminuyendo; luego forman una ser ie decrecien
te. Entonces, cuando se conserva constante el numerador, los 
quebrados disminuyen, o aumentan, cuando aumenta o dis
minuye el denominador. 

S i el numerador y denominador son iguales, el quebrado 
es igual a la unidad. 

S i el numerador es mayor que el denominador, el quebrado 
es mayor que la unidad, y si el numerador es menor que el 
denominador, el quebrado es menor que la unidad. 

E s t a s propiedades son consecuencia inmedia ta de l a def in ic ión 
de quebrado y de lo demostrado anter iormente . 

S e suele l l amar quebrado propio, o fracción pura, a l que es 
menor que l a unidad, y quebrados impropios a los d e m á s . 

I I . L I A S propiedades y transformaciones 

de los núMneros fraccionarios 

181. S i se multiplica el numerador de un quebrado por un 
número entero o se divide por uno de sus factores, el quebra
do queda multiplicado o dividido por dicho número. 

8 
1. ° S e a e l quebrado, —: s i mul t ip l icamos su numerador por 4, 

12 
8 X 4 

se f o r m a r á e l quebrado, ; como e l v a l o r de l a unidad frac-
12 

1 
c iona r i a c o n t i n ú a siendo —, y e l n ú m e r o de unidades fracciona-

r i a s es cuatro veces m a y o r , el quebrado se h a b r á hecho cuatro 
veces m a y o r o h a b r á quedado mul t ip l icado por 4. 

2. ° S i d iv id imos el numerador por s u factor 4, se f o r m a r á e l 
8 : 4 1 

quebrado, . E l v a l o r de l a unidad f racc ionar ia es —, como en 
12 12 

e l quebrado pr imi t ivo ; pero ahora e l n ú m e r o de unidades frac-
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c ionar ias es cuat ro veces menor , luego e l quebrado se h a b r á 
hecho cuatro veces menor o h a b r á quedado dividido por 4. 

182. 5 / se m u l t i p l i c a e l d e n o m i n a d o r de u n quebrado p o r 
u n n ú m e r o entero o se d i v i d e p o r uno de s u s f a c t o r e s , e l que
brado queda d i v i d i d o o m u l t i p l i c a d o p o r dicho n ú m e r o . 

8 
1. ° S e a e l quebrado, —: s i mul t ip l icamos su denominador por 

12 
" í 8 

4, se f o r m a r á e l quebrado, : ahora de las unidades fraccio-
1 2 X 4 

1 
na r ias , , se neces i tan cuat ro veces m á s pa r a formar una 

1 2 X 4 
1 

unidad entera, que de las unidades f racc ionar ias , —; luego a q u é -
12 

l i a s son cuatro veces menores que é s t a s , y como los dos quebra-
8 8 

dos, — y , e s t á n formados por e l mismo n ú m e r o de unida-
12 12 X 4 

des f racc ionar ias , e l segundo s e r á cuat ro veces menor que el p r i 
mero, o s e r á i g u a l a l p r imero dividido por 4. 

2. ° S i d iv id imos e l denominador por s u factor, 4, se f o r m a r á 
8 

e l quebrado, , y como en este l a unidad f racc ionar ia es 
1 2 : 4 

8 
cuatro veces m a y o r que en —, y en ambos quebrados h a y el 

8 
mismo n ú m e r o de unidades f racc ionar ias , e l quebrado,- , es 

12 :4 
8 8 

cuatro veces m a y o r que —, o s e r á i g u a l a l producto de —, por 4. 
12 12 

183. ESCOLIO 1.° P a r a m u l t i p l i c a r u n quebrado po r u n en
tero se m u l t i p l i c a e l n u m e r a d o r po r e l en tero , de jando e l 
m i s m o d e n o m i n a d o r : y s i e l entero es f a c t o r d e l d e n o m i n a 
dor , se puede d i v i d i r e l d e n o m i n a d o r p o r e l entero, de jando 
e l m i s m o n u m e r a d o r . 

P a r a d i v i d i r u n quebrado p o r u n entero se m u l t i p l i c a e l 
d e n o m i n a d o r p o r e l entero, de jando e l m i s m o n u m e r a d o r ; y 
s i e l entero es f a c t o r d e l n u m e r a d o r , se puede d i v i d i r e l n ú -
m e r a d o r po r e l en te ro , de jando e l m i s m o denominador . 



> 

- 89 -

184. ESCOLIO 2.° Como caso particular conviene notar, que el pro
ducto de un quebrado por su denominador es igual a su numerador. 
Po rque para hacer l a m u l t i p l i c a c i ó n , podemos d iv id i r el denomi
nador por s i mismo y q u e d a r á por denominador l a unidad. 

4 4 4 
A s i , - X 9 = = - = 4. 

9 9 : 9 1 

185. S i los dos términos de un quebrado se multiplican por un número 
entero, o se dividen por u n factor común a ambos, el quebrado no var ía . 

8 
1. ° S e a el quebrado, —: s i mul t ip l icamos por 4 el numerador , 

8 X 4 
se t e n d r á : — - — , que es cuatro veces m a y o r que el propuesto, y 

mult ipl icando e l denominador de este ú l t i m o por 4, se forma e l 
, , 8 X 4 8 X 4 

quebrado, , que es cuat ro veces menor que . v por 
1 2 X 4 4 12 

8 
consiguiente s e r á i g u a l a — . 

12 
8 

2. ° S i d iv id imos e l numerador del quebrado, —, por 4, se ten-
8 : 4 12 

d r á : ——, que es cuat ro v e c e s menor que e l propuesto, y d i v i -

8 :4 
diendo el denominador de é s t e por 4, r e s u l t a r á : -= , que es 

12 :4 
8 : 4 

cuatro veces m a y o r que — - — , y por consiguiente, s e r á i gua l 

8 
a —. 

12 ^ f cM^-H. ^ 5 
186. Todo número entero se puede poner bajo la forma de una frac

ción de denominador dado, 
S e a un n ú m e r o cua lqu ie ra 8, por ejemplo, e l que se quiere 

r educ i r a l a forma f racc ionar ia de un denominador dado, 5, por 
ejemplo: 

A todo n ú m e r o entero, se le puede suponer por denominador 
l a unidad (179); luego tendremos: 

8 
8 = - . 

1 



^ero s i mul t ip l icamos por 5 los dos t é r m i n o s del quebrado, ~ , e l 

quebrado no v a r í a (185); luego: 

8 8 X 5 8 X 5 
— — , o bien, 8 = , 
1 5 5 

187. í s e l l a m a n ú m e r o m i x t o un n ú m e r o compuesto de un en
tero y una f r acc ión menor que l a un idad . / 

5 
A s í ; 12 + — , es un n ú m e r o m i x t o . Gene ra lmen te se supr ime 

7 
5 

e l s igno + Y s ó l 0 se escr ibe , 12 —. 

U n a e x p r e s i ó n compues ta de u n entero y u n a f r a c c i ó n se 
puede t r a n s f o r m a r en u n quebrado e q u i v a l e n t e ; p a r a esto se 
m u l t i p l i c a e l entero por e l d e n o m i n a d o r de l a f r a c c i ó n y a l 
p roduc to se a ñ a d e e l n u m e r a d o r , pon iendo e l r e s u l t a d o po r 
n u m e r a d o r y dejando p o r d e n o m i n a d o r e l m i s m o de l a f r a c 
c i ó n . 

5 1 2 X 7 
S e a : 12—. E l entero, 12, reducido a s é p t i m o s , es, (18/); 

7 .4 , 7 
juego el n ú m e r o de s é p t i m o s contenidos en e l entero, es 12 X 7, 
y como en e l mix to hay a d e m á s otros 5 s é p t i m o s , e l n ú m e r o to
t a l de s é p t i m o s s e r á : 1 2 X 7 + 5, y tendremos: 

5 1 2 X 7 + 5 89 
1 2 - = = —• 

7 - 7 7 

188. ^ P a r a r e d u c i r u n quebrado m a y o r que l a u n i d a d a n ú 
m e r o m i x t o , se d i v i d e e l n u m e r a d o r p o r e l d e n o m i n a d o r : e l 
cociente s e r á l a p a r t e e n t e r a , y l a f r a c c i ó n s e r á , u n quebra
do, cuyo n u m e r a d o r es e l res to y e l d e n o m i n a d o r e l d i v i s o r - I 

89 . 
S e a e l quebrado, - . C o m o cada unidad contiene 7 s é p t i m o s , 

7 
89 

e l n ú m e r o de unidades contenidas en —, es i g u a l a l n ú m e r o de 
7 

veces que 89 s é p t i m o s contiene a 7 s é p t i m o s , o sea el n ú m e r o de 
veces que 89 contiene a 7. D iv id i endo 89 por 7 se ha l l a e l cociente 
12 y el res to 5; luego 89 s é p t i m o s contiene 12 veces a 7 s é p t i m o s , y 
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quedan a d e m á s otros 5 s é p t i m o s ; entonces, 89 s é p t i m o s es igua l 
a 12 unidades y 5 s é p t i m o s , se t e n d r á , pues: 

89 5 
- = 1 2 - . 
7 7 

S i e l cociente del numerador por e l denominador fuese exac
to, el quebrado s e r i a i gua l a un n ú m e r o entero. D e a q u í se de
duce que: p a r a que u n quebrado sea e q u i v a l e n t e a u n n ú m e r o 
entero, se neces i ta que e l n u m e r a d o r d e l quebrado sea d i v i s i 
ble por e l d e n o m i n a d o r 

189. Sabemos, que s i una d i v i s i ó n es inexac ta , e l dividendo 
es igua l a l producto del d iv i so r por e l cociente m á s e l res iduo. 
A h o r a bien: s i formamos un quebrado, cuyo numerador sea el 
res iduo y cuyo denominador sea el d iv i sor , y le mul t ip l icamos 
por e l d iv isor , d a r á de producto el res iduo (184), que es su nu
merador: luego este quebrado, unido a l cociente entero, f o r m a r á 
un n ú m e r o mix to que, mul t ip l icado por el d iv i so r r e p r o d u c i r á 
el d ividendo. 

E n v i r t u d de esto, s i l l amamos cociente completo de l a d i v i 
s i ón a l n ú m e r o mix to formado por e l cociente entero y una frac
c ión , cuyo numerador sea e l resto y él denominador e l d ivisor , 
podremos adoptar pa ra def in ic ión de la d i v i s i ó n l a s iguiente: d i 
v i s i ó n es u n a o p e r a c i ó n que t iene po r objeto, dados u n pro
ducto y uno de los f a c t o r e s h a l l a r e l otro. E s t a def inic ión gene
r a l s ó l o l a pudimos ap l icar a l caso de l a d i v i s i ó n exac t a (78) en l a 
t e o r í a de los n ú m e r o s enteros. ^ w \ u 

190. U n quebrado c u a l q u i e r a se puede c o n s i d e r a r como u n 
cociente de s u n u m e r a d o r p o r s u d e n o m i n a d o r ; porque s i 
mul t ip l icamos el quebrado por e l denominador, el producto es 
e l numerador . 

Podremos, por consiguiente, cons idera r d ivis iones , en que e l 
dividendo sea m e n o r que e l d i v i s o r , y enunciar como propieda
des de l a d i v i s i ó n todas las propiedades de las fracciones, s i n 
m á s que cambiar las pa labras n u m e r a d o r , denominado r y 
quebrado, o f r a c c i ó n en l a s de d i v i d e n d o , d i v i s o r y cociente. 

P o r ejemplo: l a propiedad, n ú m . 181 s e r á : s i se m u l t i p l i c a e l 
d i v i d e n d o p o r u n n ú m e r o entero o se d i v i d e p o r uno de s u s 
f a c t o r e s , e l cociente queda m u l t i p l i c a d o o d i v i d i d o p o r dicho 
n ú m e r o . 
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Simplificación de las fracciones 

191. H e m o s vis to (185), que u n a f r acc ión no v a r í a s i se mul t i 
p l ican sus dos t é r m i n o s por un mismo n ú m e r o , o se div iden por 
un factor c o m ú n a ambos; luego hay muchas fracciones iguales y 
que t ienen t é r m i n o s distintos, y por consiguiente podemos pro
ponernos ha l l a r c u á l es, entre todas l a s fracciones iguales , l a de 
t é r m i n o s menores . 

^ 3 / L a f r acc ión de t é r m i n o s menores entre todas las iguales se 
^ T " ' ^ ^ l l a m a fracción i r r e d u c i b l e ^ o p e r a c i ó n de conver t i r una f r a c c i ó n 

en otra i g u a l e i r reduc ib le se l l a m a simplificación de una f racc ión^ 
192. / S i una fracción tiene su numerador y denominador primos en

tre sí, toda fracción igual a ella tendrá sus términos equimúltiplos de los 
de la primera (1). 

2 
S e a l a f r acc ión , —, cuyos t é r m i n o s son pr imos entre s i , i g u a l a 

3 
— S i mul t ip l icamos ambas f racciones por b, los productos s e r á n 
b 

2 X b a X b a X b 
(192), — y fracciones t o d a v í a iguales : pero, = a, 

3 b b 
2 X b 

luego tendremos: — - — — a, 

como el segundo miembro de esta igua ldad es un n ú m e r o ente
ro , e l p r i m e r o ' t a m b i é n lo s e r á ; luego e l producto 2 X & s e r á di
v i s ib l e por 3; pero 2 y 3 son pr imos entre s í ; luego b s e r á d i v i s i 
ble por 3 (136), y l lamando c a l cociente de l a d i v i s i ó n tendre
mos: 

b = 3 X e , 
sus t i tuyendo este v a l o r de b en l a igua ldad anter ior : 

2 X 3 X f i 
= a . o b l e n 2 X c — a, 

3 
luego los n ú m e r o s , a y b , son los productos de 2 y 3, por un mis 
mo n ú m e r o , c, o son e q u i m ú l t i p l o s de 2 y 3. 

( m Dos números son equimúltiplos de otros dos, cuando resultan de multiplicar éstos por un 
mismo número. Así, 24 y 33, son equimúltiplos de 8 y 11, porque son respectivamente, 8 X 3 
y l l X s . ) 
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193. Toda fracción cuyos términos son primos entre sí es irreducible. 
Porque cua lqu ie ra o t ra i g u a l a e l la t e n d r á sus t é r m i n o s mayo

res (192), 
RECÍPROCAMENTE: L o s términos de una fracción irreducible son p r i 

mos entre s i . Po rque s i no lo fueran, d i v i d i é n d o l o s por s u m á x i m o 
c o m ú n d iv i sor se o b t e n d r í a o t ra f r acc ión i r reducib le i g u a l a l a 
p r i m e r a y de t é r m i n o s menores ; luego l a p r i m e r a no s e r í a i r r e 
ducible, lo que es cont ra l a h i p ó t e s i s . 
M 9 4 I De lo expuesto en los n ú m e r o s an ter iores se deduce: que 

para simplificar una fracción basta hallar el máx imo común divisor de 
sus dos términos y dividirlos por él.j 

Porque siendo los cocientes que se obtienen pr imos entre s i 
(135), l a f r a c c i ó n que r e su l t a s e r á i r reducib le . 

1890 
ETEMPLO: S impl i f i ca r l a f r a c c i ó n , . E l m. c. d. de sus dos 

2970 
t é r m i n o s es 280, y los cocientes de d iv id i r , 1890 y 2970 por 270, 
son respect ivamente , 7 y 11; luego tendremos: 

1890 7 

2970 _ U ' 

[ T a m b i é n se puede s impl i f ica r una f r acc ión dividiendo sus dos 
t é r m i n o s por los factores comunes que se aperc iban a p r i m e r a 
v i s t a . 

1890 -
A s í : l o s t é r m i n o s de l a f r a c c i ó n t i e n e n e l f a c t o r c o m ú n l 0 : s u -

2970 
189 

p r i m i é n d o l e , r e s u l t a r á : — . L o s dos t é r m i n o s t ienen t o d a v í a e l 
297 

21 
factor c o m ú n 9: s u p r i m i é n d o l e , queda, —, y supr imiendo ahora 

33 
7 

e l factor c o m ú n 3, r e s u l t a r á , —; luego tendremos: 
11 

1890 189 21 7 

2970 297 33 11" 
7 

S i no se v i e r a , a p r i m e r a v i s t a , que l a f r a c c i ó n , —, e s i r r e d u -
11 

cible , h a l l a r í a m o s el m. c. d. de sus dos t é r m i n o s y d i v i d i r í a m o s 
por él pa r a acabar l a s i m p l i f i c a c i ó n . 
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195. P a r a formar las fracciones igua les a una f r a c c i ó n i r r e 
ducible dada, se mul t ip l ican sus dos t é r m i n o s por l a ser ie natu
r a l de los n ú m e r o s enteros. 

D o s f r a c c i o n e s i r r e d u c i b l e s i g u a l e s , t i enen s u s t é r m i n o s 
i g u a l e s . 

Porque los t é r m i n o s de cada una t ienen que ser a l mismo 
tiempo m ú l t i p l o s y d iv i so res de los de l a o t ra (192). 

üeducc ión do fVticoioñes a nit común 
denominaclox* 

196. R e d u c i r f r a c c i o n e s a u n c o m ú n d e n o m i n a d o r , es 
t r a n s f o r m a r l a s en o t r a s i g u a l e s y que t e n g a n todas e l m i s m o 
d e n o m i n a d o r . 

Supondremos que las f racciones que se t ra ta de reduc i r a un 
c o m ú n denominador, son i r reduc ib les ; s i no lo son, se comienza 
por s impl i f i ca r l as . 

197. Como e l denominador de una f r a c c i ó n i g u a l a otra i r r e 
ducible es m ú l t i p l o del de é s t a (192), e l denominador c o m ú n de 
v a r i a s fracciones iguales a otras i r r educ ib les d e b e r á s e r m ú l t i 
p l o de todos los d e n o m i n a d o r e s de l a s f r a c c i o n e s i r r e d u c i b l e s ; 
y pa r a que los va lo re s de las f racciones no se a l te ren , se t e n d r á 
que mul t ip l i ca r e l numerador y denominador de cada una por 
el mismo n ú m e r o . 

S i a d e m á s queremos que e l denominador c o m ú n sea e l menor 
posible, d e b e r á ser igua l a l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de los deno
minadores de las fracciones i r r educ ib les . 

198. D e estas consideraciones se deduce l a s iguiente: 
REGLA. P a r a r e d u c i r a l m í n i m o d e n o m i n a d o r c o m ú n v a 

r i a s f r a c c i o n e s , d e s p u é s de s i m p l i f i c a d a s , se m u l t i p l i c a n los 
dos t é r m i n o s de c a d a u n a p o r e l cociente de d i v i d i r por s u 
d e n o m i n a d o r , e l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de los denomina 
dores . 

EJEMPLO: S e a n las fracciones i r r educ ib les , 

5 7 8 9 29 

8 ' 12' 15' 20' 53 

E l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de los denominadores se puede ha
l l a r d e s c o m p o n i é n d o l o s en factores s imples y formando e l pro
ducto de las mayores potencias de todos los factores (177). 
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A s i : 8 = 23 r2 = 2 s X 3 ; 1 5 = 3 X 5 , 
20 = 2 2 X 5 ; 63 = 32 X 7 , 

luego e l m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o s e r á : 
23 X 32 X 5 X 7 = 2520. 

D i v i d i é n d o l e por los denominadores, 8, 12, 15, 20 y 63, se ha l lan 
los cocientes (IGOj 

32 X 5 X 7 = 315; 2 X 3 X 5 X 7 = 210; 
23 x 3 X 7 = 168; 2 X 32 X 7 = 126, y 23 X 5 = 40 

y mult ipl icando respec t ivamente por estos n ú m e r o s los dos t é r 
minos de las fracciones propuestas se t e n d r á : 

5 5 X 315 1575 7 7 X 210 1470 

8 X 315 2520 12 12 X 210 2520 
8 X 168 1344 9 9 X 126 1134 

15 15 X 168 2520 20 20 X 126 2520 
29 29 X 40 1100 

63 63 X 40 2520 

199. X ) t r a r eg la pa r a r educ i r f racciones a un c o m ú n denomi
nado/ . P a r a r e d u c i r v a r i a s f r a c c i o n e s a u n c o m ú n denomi
n a d o r , se c o m i e n z a p o r s i m p l i f i c a r l a s , s i no son i r r e d u c i b l e s , 
y se m u l t i p l i c a n los dos t é r m i n o s de c a d a f r a c c i ó n p o r e l p ro 
ducto de los d e n o m i n a d o r e s de l a s d e m á s . / 

L a s fracciones que a s í se formen s e r á n iguales a l as propues
tas, porque resu l t an de mul t ip l i ca r los dos t é r m i n o s de cada u n a 
por el producto de los denominadores de las d e m á s , y t e n d r á n 
todas por denominador c o m ú n el producto de los denominado, 
res . 

EJEMPLO: S e a n las fracciones i r r educ ib les , 
5 7 29 

8 ' 12' 63' 
s e r á n iguales a las fracciones, 

5 X 12 X 63 7 X 8 X 63 29 X 8 X 12 

8 X 1 2 X 6 3 1 2 X 8 X 6 3 6 3 X 8 X 12 

y efectuando las mul t ip l icaciones , r e s u l t a r a : 

3780 3528 2784 

6048. 6048 6048 
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C A P Í T U L O 11 

L A S F R A C C I O N E S D E C I M A L E S 

200. L a unidad se puede d i v i d i r en 10, 100, 1000... partes igua
les que rec iben los nombres de décimas, centésimas, milésimas.. . T o 
das el las se l l aman unidades fraccionalWífdecimales; siendo de p r i 
mer orden las d é c i m a s ; de segundo orden, l as c e n t é s i m a s ; de tercero, 
l a s m i l é s i m a s , etc. ^De^stas-defi i l iciones se deduce^que una un i 
dad tiene 10 d é c i m a s ; una d é c i m a , 10 c e n t é s i m a s ; una c e n t é s i m á , 
10 m i l é s i m a s , y en gene ra l ¡una unidad decimal cualquiera vale 10 
unidades del orden siguiente. 

^t/sr d t u j m . Números decimal es un-rntrnem formado^ por varias unidades y partes 
decimales de la unidad; o sólo por unidades decimales. E l n ú m e r o de
c i m a l tiene menos de 10 unidades de cada orden, porque 10 uni
dades de un orden forman una del orden inmediatamente mayor-

201. E n los n ú m e r o s decimales se pueden cons iderar como 
unidades pr inc ipa les las milésimas, las mil lonésimas, las milmillo-
nésimas, etc. 

P a r a pasar de una unidad p r inc ipa l a l a siguiente, se necesi tan 
t res ó r d e n e s de unidades decimales que exp re san centenas, de
cenas y unidades, de la unidad p r inc ipa l , a s i : 
l a s , f 

v décimas, centésimas, y milésimas. 
son, / 

l a s , 

son, 

centenas, decenas y unidades de milésimas; 

diezmilésimas, cien milés imas, y millonésimas, 

centenas decenas y unidades de millonésimas. 

E n virtud de esto, se puede expresar w ^ n ú m e r o decimal, enunciando 
primero su parte entera, s i la tiene, y ^ s p u é s la parte decimal, proce
diendo por grupos ée unidades principales, de superior a inferior. 
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EJEMPLO: 
E x p r e s a r e l n ú m e r o formado por: 

seis unidades, parte entera; 
cinco décimas, \ 
ocho centésimas, \ grupo decimal, 
siete milésimas, i 

S e r á : Seis unidades y quinientas ochenta y siete milésimas. 
S i el grupo inferior de unidades decimales sólo contiene centenas y de

cenas de la unidad principal, se enuncia corno un número de decenas y 
unidades con la denominación de su ú l t ima orden decimal. 

EJEMPLO: 
E x p r e s a r e l n ú m e r o formado por: 

p 
cuatro décimas, \ . , • , 

• 2 primer grupo decimal, cinco milésimas, ) ^ * 1 
siete die%,milésimas, \ . , • » 

r 7 • •/> • í segundo grupo decimal. í ocho cienmilésimas, ) ^ 1 

S e r á : cuatrocientas cinco milésimas y setenta y ocho cienmilésimas. 
S i el último grupo de unidades decimales solo contiene centenas de la 

unidad principal, se enuncia como unidades de su úl t imo orden deci
mal. 

EJEMPLO: 
E x p r e s a r e l n ú m e r o formado por: 

treinta y siete unidades, parte entera, 
cuatro centésimas, \ pHmer grup0 decimaU 
siete milésimas, 
ocho diexmilésimas, ( segundo grupo deci/inah 
cuatro cienmilésimas, ' 
nueve diezmillonésimas, tercer grupo decimal. 

S e r á : treinta y siete unidades cuarenta y siete milés imas ochocientas 
cuarenta millonésimas y nueve diexmillonésiwas. 

202. P a r a escr ib i r los n ú m e r o s decimales se conviene en que 
é i primer lugar, a l a de recha de las unidades, le ocupen las déci
mas; e l segundo, las centésimas; e l tercero, las milésimas; el cuarto, l as 
diezmilésimas; y a s í suces ivamente : pa ra d is t ingui r donde te rmi 
n a l a parte en tera y comienza l a dec imal se separan l a s unida
des de las d é c i m a s por una coma. S i e l dec imal no tiene parte 
entera , se ocupa el l u g a r de las unidades con un c e r o . / 



tgj&vCt (203. P a r a e sc r ib i r un n ú m e r o dec imal , cuyo enunciado o ex
p r e s i ó n v e r b a l se conoce, se escr ibe l a p a r t e e n t e r a o u n cero 
s i no l a t i e n e ¡ d e s p u é s l a c o m a , y a l a d e r e c h a de é s t a , e l g r u 
po co r respond ien te a l a s d é c i m a s , c e n t é s i m a s y m i l é s i m a s ; a 
l a d e r e c h a de é s t e , e l co r re spond ien te a l a s d i e z m i l é s i m a s , 
c i e n m i l é s i m a s y m i l l o n é s i m a s ; y a s i s u c e s i v a m e n t e h a s t a l l e 
g a r a l ú l t i m o o rden de u n i d a d e s d e c i m a l e s 

E l ú l t i m o grupo de unidades decimales , p o d r á ser de una o 
dos c i f ras , lo cua l se c o n o c e r á en e l enunciado. 

EJEMPLOS: 
1 0 E s c r i b i r e l n ú m e r o c u a r e n t a y u n a u n i d a d e s q u i n i e n t a s 

ve in t iocho m i l é s i m a s y v e i n t i s i e t e m i l l o n é s i m a s . 
S e e s c r i b i r á , p r imero , el n ú m e r o 41, que es l a par te entera, a 

s u derecha una coma, luego 528, que es e l grupo de m i l é s i m a s , 
y por ú l t i m o , 027, que es el grupo de m i l l o n é s i m a s , y se t e n d r á : 

41,528027. 

2.° E s c r i b i r e l n ú m e r o t r e i n t a y s ie te m i l é s i m a s dosc ien tas 
c inco m i l l o n é s i m a s y doce c i e n m i l l o n é s i m a s . 

Como este n ú m e r o no tiene parte en tera , se escr ibe un cero y 
d e s p u é s l a coma, a l a derecha de é s t a , 037, que es el grupo de las 
m i l é s i m a s , a l a derecha de é s t e , 205, que es el grupo de las mi
l l o n é s i m a s y a l a derecha de é s t e , 12, que es e l grupo de las 
c i e n m i l l o n é s i m a s , y r e s u l t a r á : 

0,03720512 

\£eot- 204. i P a r a l ee r u n n ú m e r o d e c i m a l se lee p r i m e r o l a p a r t e 
e n t e r a , s i l a t i ene , d e s p u é s e l g r u p o cor respondien te a l a s 
m i l é s i m a s , l uego e l de l a s m i l l o n é s i m a s y a s i s u c e s i v a m e n t e 
h a s t a e l ú l t i m o g r u p o f 

EJEMPLOS: 
1. ° L e e r e l n ú m e r o : 49,21531. 
S e r á : c u a r e n t a y nueve u n i d a d e s dosc ien tas qt i ince m i l é s i 

m a s y t r e i n t a y u n a c i e n m i l é s i m a s . 
2. ° L e e r el n ú m e r o : 0,00002713. 
S e r á : v e i n t i s i e t e m i l l o n é s i m a s y t rece c i e n m i l l o n é s i m a s . 
205. U n n ú m e r o decimal se puede enunc ia r como s i fuese en

tero, d á n d o l e l a d e n o m i n a c i ó n correspondiente a su ú l t i m a c i f r a 
dec imal : en este caso, se escr ibe como s i f u e s e entero y se se
p a r a n , de s u de recha , t a n t a s c i f r a s d e c i m a l e s , como cor res 
p o n d a n a l a d e n o m i n a c i ó n de l a ú l t i m a . 
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EJEMPLO: 
E s c r i b i r e l n ú m e r o : dos m i l l o n e s c u a t r o c i e n t a s qu ince m i l 

d i e s y s ie te d i e s m i l é s i m a s . 
S e escribe el n ú m e r o 2415017 y se separan cuatro decimales, 

por expresa r d i e z m i l é s i m a s la ú l t i m a ; por consiguiente resu l 
t a r á : 

241,5017. 

20b. U n n ú m e r o d e c i m a l se puede l e e r como s i f u e s e ente
r o , d á n d o l e l a d e n o m i n a c i ó n que co r re sponda a s u ú l t i m a c i 
f r a d e c i m a l . 

EJEMPLO: 
L e e r e l n ú m e r o 0,0472161, 
P o r ser de d i e z m i l l o n é s i m a s l a ú l t i m a c i f ra leeremos: cuat ro

c i e n t a s se tenta y dos m i l c iento sesen ta y u n a d i e s m i l l o n é s í -
m a s . 

207. Otro modo hay de enunciar , e sc r ib i r y leer los n ú m e r o s 
decimales : p a r a expresa r los verba lmente se enuncia l a par te 
entera y d e s p u é s l a decimal , como s i fuese entera, a ñ a d i e n d o l a 
d e n o m i n a c i ó n correpondiente a su ú l t i m a c i f ra decimal; p a r a 
escr ib i r los , se escr ibe l a par te entera , luego l a coma y d e s p u é s 
l a decimal , haciendo que l a ú l t i m a c i f r a ocupe el lugar que le 
corresponde por l a d e n o m i n a c i ó n que se le da: pa ra leer los , se 
hace lo mismo que pa r a enunciar los . 
/ 208. Todo n ú m e r o d e c i m a l es u n a f r a c c i ó n , cuyo denomi

n a d o r es l a u n i d a d s e g u i d a de t an tos ceros como c i f r a s deci
m a l e s t i enen el n ú m e r o , y cuyo n u m e r a d o r es e l d e c i m a l s i n 
l a coma . / 

E n efecto, sea el n ú m e r o , 24.2307. H e m o s v is to que este n ú m e 
ro se puede leer como un n ú m e r o entero d á n d o l e l a denomina
c ión de su ú l t i m a c i f ra dec imal , y s e r á : 242307 d i e s m i l é s i m a s ; 
luego esta l e c tu r a es l a de un quebrado, cuyo n u m e r a d o r es 
242307 y cuyo d e n o m i n a d o r es 10000, y tendremos: 

242307 
24,2307 = 

10000 

209. E n v i r t u d de esto, todas las propiedades de los quebra
dos son apl icables a los n ú m e r o s decimales; por esta r a z ó n se 
les l l a m a t a m b i é n f r a c c i o n e s d e c i m a l e s , y a las d e m á s fraccio
nes, p a r a dis t inguir las de é s t a s , f r a c c i o n e s o r d i n a r i a s . 
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A u n q u e p o d r í a m o s dar a l a s f racciones decimales l a forma de 
fracciones o rd inar ias , les conse rva remos l a forma entera y es
tudiaremos algunas otras propiedades importantes que les co
rresponden. 

210. / Uua fracción decimal no cambia de valor cuando se añaden o 
suprimen ceros de su derecha.l{l). 

S e a el n ú m e r o , 32,45. A ñ a d i e n d o dos ceros a s u derecha, ten
dremos: 32,4500; que es i g u a l a l anter ior , porque se compone, 
como el p r imero , de 32 unidades y 45 cen tés imas ; /pues l a par te 
a ñ a d i d a no tiene v a l o r ninguno, n i hacer v a r i a r e l v a l o r r e la t ivo 
de las d e m á s cifras./ 

fDe l mismo modo se demues t ra que l a f r acc ión dec imal no v a 
r í a supr imiendo ceros de s u derecha , s i j a s - l i e n e / ^ 

211 / S i en una fracción decimal se corre la coma 1, 2, 3.., lugares a 
la derecha o a la izquierda, queda multiplicada o dividida por 10, 100, 
1000..., es decir, queda multiplicada o dividida por la unidad seguida de 
tantos ceros como lugares se ha corrido la coma. 

S e a l a f racc ión , 385,2471. S i cor remos l a coma dos lugares a l a 
derecha, tendremos: 38524,71. L a p r i m e r a f r acc ión tiene 3852471 
diexmilésimas, y l a segunda, 3852471 centésimas^ es decir , el mismo 
n ú m e r o de unidades decimales , pero c ien veces mayores ; luego 
s e r á c ien veces m a y o r , o sea e l producto de l a p r i m e r a por 100. 

S e debe obse rva r que e l v a l o r r e l a t i vo de cada una de las c i 
fras se ha hecho c ien veces m a y o r . 

S i en l a misma f r a c c i ó n cor remos l a coma dos lugares a l a 
izquierda , se t e n d r á : 3,852471, es decir , 3852471 millonésimas, o 
sea el mismo n ú m e r o de unidades decimales que p r i m i t i v a m e n 
te, pero cien veces menores; luego l a f r acc ión h a b r á quedado 
div id ida por 100. 

S i no hubiese bastantes l uga res a l a derecha o a l a i zqu ie rda 
pa r a co r re r l a coma, se suplen con un n ú m e r o suficiente de ce
ros . A s í : 

32,25 X 10000 = 322500 
32,25 : 10000 = 0,003225. 

D e lo expuesto se deduce que: para multiplicar o dividir un nú-\ 
mero decimal por la unidad seguida de ceros, se corre la coma a la dere4 
cha o a l a izquierda tantos lugares como ceros siguen a la unidad. 

(1) E s claro que tampoco varía si se añaden o quitan ceros do la izquierda de su parte en
tera. . 
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C A P Í T U L O I I I 

R E D U C C I Ó N D E L A S F R A C C I O N E S O R D I N A R I A S 

A D E C I M A L E S Y V I C E V E R S A 

I . Reducción <ie las fVacciones! 
ox-tlinarias a decimales 

212. S i queremos conve r t i r una f r acc ión o rd ina r i a i r r educ i 
ble en una f r acc ión dec imal equivalente , e l denominador de l a 
f r acc ión decimal debe se r m ú l t i p l o del denominador de l a frac
c ión i r reduc ib le (192). 

C o m o el denominador de l a f r acc ión decimal es l a unidad se
guida de ceros (208). y l a unidad seguida de ceros es una poten
cia de 10, l a podremos e x p r e s a r en genera l por I0n , siendo n e l 
exponente de l a potencia , i g u a l a l n ú m e r o de ceros que s iguen 
a l a unidad, 

a x 
S e a , pues, —, una f r acc ión i r reduc ic ib le y , , l a f r ac ión deci-

b 10w 
m a l equivalente , tendremos: 

a x 
b 1 0 « 

y mult ipl icando l a s dos f racciones por 10« , 
a 10 " 

- = x. (1) 
b 

D e esta igua ldad se deduce que: para convertir una fracc ión 
llordinaria en decimal equivalente, se multiplica el numera
dor de la fracción por la unidad seguida de tantos ceros como 
^cifras decimales se han de obtener; el producto se divide por 
el dendfninador,y el cociente que resulte será el numerador 
de la fracc ión decimal. Después , para obtener la fracc ión de
cimal, bastará separar de la derecha del cociente tantas ci

f ras decimales como ceros se añadieron al numerador de la 
fracc ión ordinaria. ' 

No se neces i ta a ñ a d i r los ceros a l numerador de l a f r a c c i ó n 
o rd ina r i a a l comenzar l a d i v i s i ó n , sino que se o b t e n d r á el coc ien
te entero de l a d i v i s i ó n de a por ^ y a l a derecha de las unida
des se c o l o c a r á l a coma, escr ibiendo d e s p u é s los cocientes que 
se obtengan, a ñ a d i e n d o un cero a cada uno de los res tos has ta 
t e rmina r l a o p e r a c i ó n . 
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13 
A s í , pa ra conver t i r en dec imal l a f r a c c i ó n , —, tendremos: 

16 

130 
20 
40 

80 
0 

16 

0,8125 

IT 

213 Siendo i r reduc ib le l a f r a c c i ó n , — a y b, son pr imos entre 
b 

s í ; luego pa ra que el cociente indicado en el p r i m e r miembro de 
l a igualdad (1) sea un n ú m e r o entero, se necesi ta que 10» sea un 
m ú l t i p l o de b (136). A h o r a , como 10^ es i g u a l a 2nX5n ;(para 
que una fracc ión irreducible se pueda convertir exactamente 
en decimal,ge necesita que su denominador no contenga más 
factores primos que 2 y 5. j 

S i e l denominador de l a f r a cc ión i r r educ ib le contiene a l g ú n 
factor p r imo distinto de 2 y 5, n inguna potencia de 10 p o d r á ser 
d iv i s ib le por e l denominador (174), y l a f r a c c i ó n no se p o d r á re
duc i r exac tamente a dec imal . E n este caso se puede ha l l a r e l 
v a l o r de l a f r a cc ión con menor e r r o r de u n a unidad dec imal 
dada, continuando l a d iv i s i ón has ta obtener en e l cociente l a c i f ra 
de dicho orden. 

EJEMPLO: H a l l a r con menor e r r o r de una d iesmi lés ima el v a -
5 • 

lo r de l a f r a c c i ó n , —, tendremos: 
7 

50 
10 
30 

20 
6 

0,7142 

1 
E l cociente, 0,7142, e x p r e s a con menos e r r o r de — — , por de-

10000 
5 5 

fecto, e l v a l o r de —; e l n ú m e r o , 0,7142, e x p r e s a r á l a f r a cc ión —, 
7, t . 7 

1 
con un e r r o r por exceso, menor que . 

A • 10000 
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214. E n toda d i v i s i ó n i nexac ta se puede obtener e l cociente 
con menor e r ro r de una unidad dec imal dada, siguiendo el pro
cedimiento que hemos expuesto en los p á r r a f o s anter iores . Por 
que el cociente se puede cons iderar como una f r acc ión cuyo nu
merador es e l dividendo y cuyo denominador es el d iv isor (189). 

S e debe adver t i r , que como e l d i v i d e n d o y e l d i v i s o r pueden 
no s e r p r i m o s en t re s i , a l g u n a s veces se l l e g a r á a cociente 
exacto a u n q u e e l d i v i s o r c o n t e n g a f a c t o r e s p r i m o s d i s t i n to s 
de 2 y 5. P a r a esto b a s t a r á evidentemente que dichos factores 
pr imos sean t a m b i é n factores del dividendo. 

EJEMPLO: H a l l a r e l cociente de los n ú m e r o s 2583 y 72. E s t o s 
n ú m e r o s son d iv is ib les por 9 (121), y como e l cociente de 72 en
tre 9 es 8 y este ú l t i m o n ú m e r o no tiene m á s factor pr imo que 
2, aproximando el cociente con decimales se l l e g a r á a l resto 
cero . 

2583 ' 
423 
b30 

540 
360 

0 

72 

35,875 

215. ^ S i e l d e n o m i n a d o r de u n a f r a c c i ó n i r r e d u c i b l e no con
t iene m á s fac to res p r i m o s que, 2 y 5, l a f r a c c i ó n d e c i m a l 
e x a c t a a que se puede r e d u c i r t e n d r á t a n t a s c i f r a s dec ima les 
como u n i d a d e s e l m a y o r de los exponentes de d ichos fac to 
r e s ^ 

21 
S e a l a f r a c c i ó n i r reducib le , 1 Mult ipl icando sus dos t é r -

23 . 5 

minos por S2, se t e n d r á : 

21 21 . 5? 525 
= 0,525. 

23 . 5 23 . 53 1000 

2 1 6 . í u n a f r a c c i ó n dec imal d e j l í m i t a d o ^ n u m e r o de cifras es 
p e r i ó d i c a cuando a pa r t i r de c ier to luga r un grupo de cifras se 
repi te en e l mismo orden, p e r i ó d i c a e indefinidamente: e l grupo 
de cifras repet idas se l l a m a per iodo . S i e l p e r í o d o comienza en l a 
p r i m e r a decimal , l a f r a cc ión se l l a m a p e r i ó d i c a p u r a , y s i co
mienza en o t ra c i f r a dec imal c \ i a . \ q m e Y d $ p e r i ó d i c a m i x t a : en 
este ú l t i m o caso las cifras decimales a j i ter iores a l periodo se l l a 
man parte i r r e g u l a r o no p e r i ó d i c a ^ 
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L a f r acc ión , 0,341341341..., es una f r acc ión p e r i ó d i c a pu ra cuyo 
p e r í o d o es 341. 

L a f r acc ión , 4,17215215215/.,, es una f r a c c i ó n p e r i ó d i c a m i x t a 
cuyo p e r í o d o es 215, y c u y a parte no p e r i ó d i c a es 17. 

S e pueden esc r ib i r abreviadamente l a s f racciones p e r i ó d i c a s 
poniendo un solo p e r í o d o en un p a r é n t e s i s . 

A s í , las f racciones anter iores s e r á n 0,(341) y 4,17(215). 
217. Cuando una fracción ordinaria no se puede convertir exactamen

te en decimal, origina una fracción decimal periódica, 
a 

E n efecto sea: — una f r acc ión que no se puede r educ i r exac-
h 

tamente a dec imal . ^ 
E n l a d i v i s i ó n que se p rac t i ca p a r a l a r e d u c c i ó n no se p o d r á 

l l e g a r a l res to cero, porque entonces l a f r a c c i ó n se r e d u c i r í a 
exac tamente a decimal ; pero los restos son todos menores que 
e l d iv i so r h, luego a l cabo de cier to n ú m e r o de divis iones pa rc ia 
les , a lo sumo 6 — 1, se r e p i t i r á a l g ú n res to , y por consiguiente 
se r e p e t i r á n los dividendos pa rc ia les y cocientes siguientes (1). 

129 23 
EJEMPLO: R e d u c i r a decimales las f racciones — y — 

37 44 

129 
180 
320 

240 
180 

37 

3,486486 

230 
100 

120 
320 

120 

44 

0,522727. 

129 23 
de donde r e su l t a — = 3,(486) — 

37 44 
0,52(27). 

(1) S i l a operación no ha de prolongarse demasiado, conviene que los denominadores no 
tengan más factores primos distintos de 2 y 5, que los números 3, 7, 11, 13, 37, 41, 101 y 271. 
E l motivo de esto es que: 

9 = 32; 99 = 3 M 1 ; 999 = 33. 37; 9999 = 3 M 1 .101; 
99999 = 32 . 41.271, y 999999 = 33. 7 . 11 .13 . 37. 
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I I . üedi icc ión de las íVaccionesí 
decimales a oi-ílinai'ias 

218. E n l a r e d u c c i ó n de fracciones decimales a ord inar ias 
cons ideraremos tres casos. 

I.0 Que la decimal sea exacta. 2.° Que sea periódica pura. 3 o Que 
sea periódica mixta. 

219. PRIMER CASO. Pa ra reducir a ordinaria una fracción decimal 
exacta, se pone por numerador la fracción s in la coma y por denomina
dor la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tiene la 
fracción. 

E s t a r e g l a no es m á s que una consecuencia de lo que estable
cimos en el n ú m e r o 208. 

Pues to que l a f r acc ión generatr iz de una decimal exacta tiene por 
denominador la unidad seguida de ceros, no contendrá en su denomina
dor m á s factores primos que 2 y 5. S i se puede s impli f icar , p o d r á 
perder uno de ellos y no puede perder los dos porque e l nume
rador no t e rmina en cero . 

EJEMPLO: R e d u c i r a o rd ina r i a l a f r a cc ión dec imal 0,275. 
275 55 11 

S e t e n d r á : 0,275 = = — = - . 
1000 200 40 

220. SEGUNDO CASO. P a r a reducir a ordinaria una fracción deci
mal periódica pura, menor que la unidad, se pone por numerador el pe
ríodo y por denominador tantos nueves como cifras tiene el periodo. 

S e a l a f r acc ión p e r i ó d i c a p u r a 0,(126). Designando por f l a 
fracción generatriz que l a o r ig ina , tendremos: 

t /=.0,(126). 
S i cor remos l a coma a l a derecha del p r i m e r p e r í o d o habre

mos mult ipl icado por 1000, y tendremos: 
1000/-= 126,(126), 

restando estas dos igualdades (1) r e s u l t a r á : 
999/"= 126, 

y dividiendo por 999, q u e d a r á finalmente, 
126 126 

/ = — o bien 0,(126) = — . 
999 999 

(1) L a parte decimal está en las dos fracciones compuesta de un número ilimitado de perio
dos y por consiguiente se puede suponer la misma. 
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S i l a f r acc ión dec imal es m a y o r que l a unidad, se c o n v e r t i r á 
en un n ú m e r o mix to c u y a par te en tera es l a de l a f r a cc ión deci
m a l , 

243 
A s i : 41,(243) = 4 1 — . 

999 

E l denominador de la fracción generatriz de una periódica pura es p r i 
mo con 10, por ser un número compuesto de nueves: por consiguiente, 
aunque se pueda simplificar, con t inuará siendo primo con 10. 

126 14 
A s i : 0,(126) = — = — : 

999 111 
221, TERCER CASO. P a r a reducir a ordinaria una fracción decimal 

periódica mixta menor que la unidad, se pone por numerador la parte 
no periódica, seguida del primer período menos la parte no periódica, 
y por denominador tantos nueves como cifras tiene el período, seguidos 
de tantos ceros coino cifras tiene laclarte no periódica. 

S e a l a f r a cc ión p e r i ó d i c a m i x t a 0,12(324), Designando por f i a . 
f r a c c i ó n genera t r iz , tendremos: 

/ • = 0,12(324), 

corr iendo l a coma a l a derecha del p e r í o d o , 

100000/"= 12324,(324), 

c o r r i é n d o l a a l a derecha de l a par te no p e r i ó d i c a , 

100/"= 12,(324), . 

restando las dos ú l t i m a s igualdades, 

99900 f = 12324 - 12, 

y dividiendo por 99900. 
12324 - 12 12324 - 12 

f = , o b ien 0,12(324) 
99900 99900 

S i l a f r a cc ión dec imal es m a y o r que l a unidad, se c o n v e r t i r á 
en un n ú m e r o mix to que t e n d r á l a m i s m a parte entera que l a 
f r acc ión dec imal , 

40101—40 
A s í , 26,40(101) = 26 . 

99900 
E l d e n o m i n a d o r de l a f r a c c i ó n g e n e r a t r i z de u n a p e r i ó d i c a 

m i x t a cont iene los f a c t o r e s 2 y b y otros d i s t i n t o s : por s impl i -



i i cac ión puede perder e l 2 o el 5; pero no los dos a un tiempo, 
porque pa r a esto se n e c e s i t a r í a que e l numerador terminase en 
un cero cuando menos, y en este caso l a ú l t i m a c i f ra del p e r í o d o 
y l a de l a parte no p e r i ó d i c a s e r í a n iguales y el p e r í o d o comen
z a r í a un lugar antes: tampoco puede e l denominador perder por 
s impl i f i cac ión todos los factores, distintos de 2 y 5, porque en 
este caso d e s p u é s de s impl i f icada l a f r acc ión no c o n t e n d r í a en 
su denominador m á s factores pr imos que 2 y 5, o uno de ellos, 
y s e r í a genera t r iz de una dec imal exac t a (213j. 

222. L o s teoremas de los n ú m e r o s 213 y 219 sobre las fraccio
nes decimales exac tas son r e c í p r o c o s . L o s teoremas de los n ú 
meros 220 y 221 t a m b i é n t ienen sus r e c í p r o c o s , que se demues
t r an f á c i l m e n t e por un m é t o d o l l amado por r e d u c c i ó n a l ab
surdo. 

223. RECÍPROCO del teorema del n ú m e r o 220. S i u n a f r a c c i ó n 
i r r e d u c i b l e t iene s u d e n o m i n a d o r p r i m o con I S , es g e n e r a t r i z 
de u n a f r a c c i ó n d e c i m a l p j ^ M d i c a •pMXJ^-

S i no or iginase una f r a c c i ó n d e c i m a l p e r i ó d i c a pura , o r ig ina , 
r í a una f r acc ión dec imal exac ta , o p e r i ó d i c a m i x t a . E n e l p r i m e r 
caso conver t ida o t ra vez en o rd ina r i a , s u denominador no con
t e n d r í a m á s factores p r imos que 2 y 5 (219), lo cua l es cont ra l a 
h i p ó t e s i s . E n e l segundo caso conver t ida o t ra vez en o rd ina r i a , 
su denominador c o n t e n d r í a uno cuando menos, de los factores 
pr imos 2 y 5 y otros distintos (221), lo cua l es t a m b i é n con t ra l a 
h i p ó t e s i s , luego s i no puede o r ig ina r una f r acc ión dec imal exac 
ta, n i p e r i ó d i c a m i x t a , o r i g i n a r á una p e r i ó d i c a pura , como se 
q u e r í a demostrar . 

224. RECÍPROCO del teorema del n ú m e r o 221. 5 / u n a f r a c c i ó n 
i r r e d u c i b l e t iene en s u d e n o m i n a d o r los f a c t o r e s , 2 y 5, o 
uno de e l los y o t ros f a c t o r e s p r i m o s d i s t i n to s , es g e n e r a t r i z 
de u n a f r a c c i ó n d e c i m a l p e r i ó d i c a m i x t a . 

Po rque s i or ig inase una f r a c c i ó n decimal exac ta , o p e r i ó d i c a 
p u r a conver t ida o t ra vez en o rd inar ia , su denominador, o no 
c o n t e n d r í a m á s factores pr imos que 2 y 5, o s e r í a p r imo con 10: 
ambas cosas cont ra l a h i p ó t e s i s , luego s e r á genera t r iz de una 
f r a c c i ó n dec imal p e r i ó d i c a m i x t a (1). 

(1) Se pueden demostrar directamente estos teoremas al tratar de la conversión de nna frac, 
ción ordinaria en decimal y no lo liemos hecho por ser este libro muy elomontal y las demostra
ciones algo complicadas. 
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C A P Í T U L O I V 

L A S O P E R A C I O N E S C O N L A S F R A C C I O N E S 

I . L a adición de las fracciones 

225. Sumar n ú m e r o s fraccionarios es reunir en un solo número las 
unidades y partes de la unidad contenidas en otros varios que se llaman 
sumandos. 

E l resul tado se l l a m a suma, y l a o p e r a c i ó n se ind ica , como en 
los enteros , por e l signo + • 

226. P a r a sumar quebrados del mismo denominador se suman los 
numeradores y a la suma se le pone el denominador común. 

4 5 3 
S e a n las f racciones , - , — y —. L a s u m a se c o m p o n d r á de tan-

7 7 7 
tos séptimos como t ienen entre los t res sumandos, y puesto que 
é s t o s t ienen, 4, 5 y 3 séptimos, l a s u m a t e n d r á : 4 - f 5 -f- 3 séptimos, 
entonces: 

4 5 3 4 + 5 + 3 12 . 5 

7 ^ ~ 7 ~ ' ~ 7 7 7 7 

227. P a r a sumar quebrados de distinto denominador, se reducen a un 
común denominador y se suman desptiés como en el caso anterior. 

3 4 7 
S e a n las f racciones , —, — y —. Reduc iendo a un c o m ú n deno-

5 9 15 
minador (198). tendremos: 

3 4 7 27 20 21 20 + 27 + 21 68 23 

5 + 9 + 1 5 ~ 4 5 ' ' ~ 4 5 + 45 45 45 45 

228. P a r a sumar números que contengan enteros y fracciones, se su
man primero las fracciones y después los enteros, añadiendo a la suma 
de éstos las unidades que resulten de sumar las fracciones. 
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4 4 1 
S u m a r los n ú m e r o s , —, 3, 5 — v 2 —. Tendremos : 

5 7 " 3 

4 4 1 84 60 35 84 + 60 + 35 179 74 
- + - + - = 1 I = = —= 1 — 
5 7 3 105 105 105 105 105 105 

luego: 
4 4 1 74 74 
- + 3 + 5 - + 2 - = 1 0 + l ~ ^ = 11 — . 
5 7 3 105 105 

229. P a r a s u m a r f r a cc iones d e c i m a l e s se escr iben u n a s de
bajo de o t r a s , de modo que se c o r r e s p o n d a n l a s c o m a s , y se 
s u m a n como s i f u e s e n n ú m e r o s e n t e r o s ^ en l a s u m a obteni
d a se coloca l a coma c o r r e s p o n d i é n d o s e con l a s de los s u m a n 
dos. 

E n los n ú m e r o s decimales se ve r i f i ca como en los enteros, que 
10 unidades de un orden forman una del orden inmediato supe
r io r ; luego s i suponemos los sumandos descompuestos en sus di
ferentes ó r d e n e s de unidades enteras y decimales, podremos su
m a r d é c i m a s con d é c i m a s , c e n t é s i m a s con c e n t é s i m a s , etc , uni
dades con unidades, decenas con decenas, etc., comenzando por 
l a derecha y escribiendo las unidades de cada s u m a p a r c i a l deba
jo de las cifras que l a han producido, y r ese rvando las decenas 
p a r a agregar las a l a suma siguiente. 

S e a sumar las fracciones dec imales 21,45, 1,3484 y 0,786. E s 
c r ib i remos los sumandos del modo siguiente, c o r r e s p o n d i é n d o s e 
las comas: 

21,45 
1.3484 

i 0,786 

23,5844 

L a s u m a de las 10 m i l é s i m a s es 4: l a escr ib i remos , porque no 
l l ega a 10; l a de las m i l é s i m a s es 14: escr ib imos 4 y r e se rvamos , 
1, p a r a ag rega r l a a l a suma de las c e n t é s i m a s ; l a s u m a de las 
c e n t é s i m a s es 17 y 1, de l a s u m a anter ior , 18: escr ib imos el 8; l a 
s u m a de las d é c i m a s es 14 y I de l a s u m a anter ior , 15, etc. 

S i q u i s i é r a m o s que todos los sumandos expresasen unidades 
decimales del mismo orden, c o m p l e t a r í a m o s con ceros a su de
r e c h a los que t u v i e r a n menos, pero es i nú t i l esta o p e r a c i ó n . 
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230. S i ocur re sumar f racciones o rd ina r i a s con decimales , 
se reducen todas a o rd ina r i a s o a decimales p a r a hacer l a suma. 

I I . LÍI sul>straoción ele las fracciones 

231 £ R e s t a r n ú m e r o s f r a c c i o n a r i o s es d i s m i n u i r u n n ú m e 
ro dado, que se l l a m a m i n u e n d o , en t a n t a s un idades y p a r t e s 
de l a u n i d a d como t iene otro n ú m e r o dado que se l l a m a subs
t r aendo , o b i en , dados l a s u m a de dos s u m a n d o s y uno de 
e l los h a l l a r e l o t ro) 

L a o p e r a c i ó n se ind ica , como en los enteros, por e l signo — y 
el resultado se l l ama res to , exceso o d i f e r e n c i a . 

232. i P a r a r e s t a r quebrados d e l m i s m o d e n o m i n a d o r , se 
r e s t a n los n u m e r a d o r e s y a l a d i f e r e n c i a se le pone e l deno
m i n a d o r c o m ú n / 

6 2 
S e a res ta r l as fracciones, — y —. S e g ú n l a de í in i íyón , l a ope-

7 7 
r a c i ó n es d isminui r e l n ú m e r o 6 s é p t i m o s ; en 2 s é p t i m o s ; luego 
q u e d a r á n 6 — 2 s é p t i m o s , y se t e n d r á : 

6 2 6 - 2 4 

7 7 7 7 
233. f P a r a r e s t a r quebrados de d i s t i n t o denominado r , se 

r e d u c e n a u n c o m ú n d e n o m i n a d o r y se r e s t a n d e s p u é s como 
e n e l caso a n t e r i o r ^ 

/ 6 3 
S e a n las fracciones, — y —. R e d u c i é n d o l a s a un c o m ú n deno-

7 5 
minador (200), se t e n d r á : 

6 3 30 21 9 

. 7 5 35 35 35' 
234. \ P a r a r e s t a r n ú m e r o s m i x i o s , t p n ú m e r o s en los c-uales 

e n t r e n enteros y f r a c c i ó n e n s e r e s t a n p r i m e r o l a s f r acc iones 
y d e s p u é s ¿os enteros , r e u n i e n d o en u n n ú m e r o m i x t o los r e 
su l t ados^ 

É 2 
S e a res ta r los n ú m e r o s , 4 y 2 —. T e n d r e m o s : 

f í 3 . 

file:///Para
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3 2 9 8 1 

4 3 12 1 2 ~ 1 2 , 
de donde, 

3 2 1 m 
4 2 - = 2 - . 

4 3 12 
Cs¿ l a f r a c c i ó n d e l subs t r aendo es m a y o r que l a de l m i n u e n 
do, se reduce a f r a c c i ó n u n a u n i d a d de l m i n u e n d o p a r a que 
l a s u b t r a c c i ó n p u e d a v e r i f i c a r s e ^ 

2 4 7 4 3 
6 3 - = 5 3 — = 2 - . 

5 5 5 5 5 
235. f ^ P a r a r e s t a r f r a c c i o n e s dec ima le s , se esc r iben u n a de

bajo de o t r a de modo que se c o r r e s p o n d a n l a s comas , se r e s t a n 
como s i f u e s e n n ú m e r o s enteros y en e l res to se coloca l a 
coma c o r r e s p o n d i é n d o s e con l a de los d a t o Q 

S e a res ta r los n ú m e r o s 412,65 y 326.49. T e n d r e m o s : y 

v d ^ f f í ^ ^ ^ £ f í i r a | 1 ^ d i f ^ ^ u a a a e s d 4 é u o ^ ^ n ^ ^ i r e ^ i p s / c 
vañ-6'; a ñ ^ n ^ m o s ^ ú n ^ i n f f e í ^ ^ m ^ d e i f s ^ S T m a ^ ^ 

del substraendo y la restaremos de 6, etc. 
Si el minuendo y el substraendo no tienen el mismo número de 

eifras decimales, se puede completar con ceros el que tenga me
nos Gifras, o suponerle completado, y restar conforme hemos 
dicho, 
(éi tenemos que restar una fracción decimal de otra ordinaria 

o al contrario, se reducen ambas a decimales o a ordinarias 
para efectuar la operación^ 

I I I . La. maiiltiplicaoión. de las fracciones 

236. CPara la multiplicación de números fraccionarios adopta
remos la definición general que ya enunciamos en el número 47, 
diciendo: m u l t i p l i c a c i ó n es u n a o p e r a c i ó n que t iene p o r obje
to, dados dos n ú m e r o s , que se l l a m a n m u l t i p l i c a n d o y m u l t i 
p l i c a d o r , h a l l a r u n t e r ce r n ú m e r o , que se l l a m a p roduc to , 
que e s t é f o r m a d o con respecto a l m u l t i p l i c a n d o , como e l m u l 
t i p l i c a d o r esta J o r m a d o con respecto a l a unidad^j 
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P a r a l a m u l t i p l i c a c i ó n se emplea s i empre el s igno X y el mul

t ipl icando y mul t ip l icador se l l aman factores del producto. 
237. SPara multiplicar dos fracciones, se multiplican los numeradores 

y el producto se parte por el de los denominadó re s^ 
5 4 

S e a mul t ip l icar , — por —. Puesto que e l mul t ip l icador es las 
8 7 

4 séptimas par tes de l a unidad, e l producto d e b e r á se r las 4 s é p t i 
mas par tes del mult ipl icando, s e g ú n l a de f in ic ión ; luego s i s u p i é -

5 
r a m o s formar l a s é p t i m a parte de—, no t e n d r í a m o s m á s que 

8' 
m u l t i p l i c a r l a por 4. P e r o l a s é p t i m a parte de un n ú m e r o se obtie
ne d i v i d i é n d o l e por 7, y como pa ra d i v i d i r un quebrado por un 
entero, se mul t ip l ica s u denominador por e l entero, dejando e l 

5 5 
mismo numerador (183) l a s é p t i m a parte de — s e r á . E l pro-

8 8 X 7 
ducto de este n ú m e r o por 4, se obtiene mul t ip l icando el numera-

5 X 4 
dor por 4 y dejando el mismo denominador (183) luego s e r á ; 

8 X 7 
entonces tendremos: 

5 4 5 X 4 
- X - = • 
8 7 8 X 7 

238. S i e l mul t ipl icando o mul t ip l icador fuesen enteros, p a r a 
ap l i ca r l a r e g l a anter ior , se supone que el factor entero tiene 
por denominador l a unidad; pero como e l producto de un n ú m e 
ro por l a unidad es e l mismo n ú m e r o , r e s u l t a r á q u e d a r a multi
plicar un entero por tm quebrado, o un quebrado por un entero, se mul
tiplica el entero por el numerador del quebrado, dejando el mismo deno
minador*} 

5 5 X 7 5 7 X 5 
A s í : - X 7 = , y , 7 X - = • 

8 8 8 8 

239. ^iS* uno, o los dos factores fuesen mixtos, se reducen a quebrados 
y se multiplican como é s t o s j 
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EJEMPLOS: 

2 3 14 43 14 X 43 602 301 1 
1.° 4 - X 5 - = - - X - = = — = -^5==2r- . 

3 8 3 8 3 X 8 24 12 12 

3 4 13 4 52 7 
2o 2 - X - = — X - = - = 1 - • 

5 9 5 9 45 45 

240 P a r a mulliplicar una fracción decimal por un número entero, 
se prescinde de la coma en el número decimal y se multiplican como dos 
enteros, separando después en el jjroducio tantas cifras decimales como 
haya en el multiplicando-

S e a mul t ip l icar l a f r acc ión , 27,354, por 26. E l mult ipl icandp se 
compone de 27354 milésimas; luego el producto s e r á 26 veces 
27354 m i l é s i m a s . De donde se deduce que se debe mul t ip l icar los 
n ú m e r o s . 27354 y 26, y separar de l a derecha tres decimales , pa ra 
que el p r o o ^ c O exprese m i l é s i m a s , como el mult ipl icando; s e g ú n 
se manifiesta en l a o p e r a c i ó n adjunta: 

27,354 
26 

164 124 
547 08 -

711,204 

^ 4 1 . Pa ra multiplicar dos fracciones decimales, se prescinde de las 
comas y se multiplican como números enteros, separando después en el 
producto tantas cifras decimales como tengan entre los dos factores, 

EJEMPLO: Mul t ip l i ca r las fracciones, 3,114 y 2,31. E l mult ipl ica-
231 

dor, 2,31, es igua l a l a f r acc ión o rd ina r i a , — , luego el producto 
100 

se p o d r á obtener hal lando l a centésima parte del mult ipl icando, 
que es 0,03114 (211), y m u l t i p l i c á n d o l a d e s p u é s por 231, s e g ú n l a 
r e g l a del n ú m e r o anter ior ; pero e l mult ipl icando tiene ahora 
tantas c i f ras decimales como entre los dos factores; luego el 
producto e s t a r á formado conforme a l a r e g l a enunciada. 
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0,03114 
231 

3114 
9342 

6 228 

7,19334 
242, S i tenemos que mu l t i p l i c a r una f r acc ión o rd ina r i a por 

una decimal , o a l cont rar io , se r educen ambas a ord inar ias , o a 
decimales , y se e f e c t ú a l a o p e r a c i ó n . 

Conv iene adve r t i r que s i a lguna de las fracciones es p e r i ó d i 
ca , efectuaremos el c á l c u l o r e d u c i é n d o l a a f racc ión ord inar ia , y 
s i e l resultado se ha de e x p r e s a r en f r a c c i ó n decimal , haremos 
d e s p u é s l a t r a n s f o r m a c i ó n i n v e r s a (1). 

Producto de varios factores 

2 4 3 . ^ U n producto de t res o m á s factores f raccionar ios signifi
ca, que se debe de mul t ip l i ca r e l p r imero por el segundo, e l pro
ducto que resul te por e l te rcero ; y a s i suces ivamente hasta e l 
ú l t i m o . 

A s í : 

2 4 7 3 2 X 4 7 3 
— x - x - x - = x - x - = 
3 5 8 7 3 X 5 8 7 

2 X 4 X 7 3 2 X 4 X 7 X 3 
X - = 

3 X 5 X 8 7 3 X 5 X 8 X 7 

E l n u m e r a d o r d e l p roduc to es e l p roduc to de todos los n u 
m e r a d o r e s , y e l d e n o m i n a d o r , e l p roduc to de los d e n o m i n a 
dores . 

S i alguno de los factores es m i x t o o dec imal , se reduce a que
brado, y s i es entero, se le supone por denominador l a unidad. 

244. Como e l numerador y e l denominador del producto de 

( l ) L a multiplicación de fracciones periódicas se puede hacer bajo l a forma decimal, sabien
do qué aproximación ha de tener el resultado; pero no creemos propio de un libro de 'srgundev 
enseñanza, ni la teor ía de errores y aproximaciones, ni las operaciones abreviadas. 
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v a r i a s fracciones son productos de n ú m e r o s enteros, no v a r í a 
s u v a l o r aunque se al tere e l orden de los factores, de donde re
su l ta que: 

245. Un producto de varios factores fraccionarios no se al
tera aunque se cambie el orden de los factores. 

T o d a s l a s consecuencias que de este teorema dedujimos en l a 
t e o r í a de los enteros (62 a 67), son apl icables a los f racc ionar ios . 

I V . L a s potenoias < 1 e las fracciones 

246. Se llama potencia de un fraccionario, el producto de 
varios factores iguales a dicho número fraccionario. 

T o d a s las definiciones de grado, exponente, e t c é t e r a , dadas 
en el n ú m e r o 70 en l a t e o r í a de n ú m e r o s enteros, son apl icables 
a los f raccionar ios . 

247/ P a r a elevar una fracc ión a una potencia se elevan sus 
dos términos a dicha potencia. 

3 
Sea , e l eva r al cubo la f r a c c i ó n , —. Tendremos por def in ic ión; 

5 
3\3 3 3 3 g H £ . j ) _ J> ^ 

5 / 5 5 5 5 ^ í7-^ & J 

pero e l segundo miembro , s e g ú n l a r eg l a del n ú m e r o 243, es, 
3 X 3 X 3 33 

= —; luego tendremos: 
5 X 5 X 5 33 

3\3 33 

5 / 53' 
248. ^ P a r a elevar un número mixto a una potencia, se re

duce antes a quebrado y se efectúa la operación como en el 
caso anterior.^ 

j 1\4 / 7 \ 4 7* 
E J E M P L O : — I = 

3 / \ 3 / 34 
219.1 P a r a elevar una fracc ión decimal a tina potencia, se 

eleva como si fuera un número entero, prescindiendo de la 
coma, y se separan del resultado tantas cifras decimales 
como indique el producto del exponente por el número de ci
fras decimales de la fracc ión . 
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E s t a r eg l a es una consecuencia de l a m u l t i p l i c a c i ó n de frac
ciones decimales (241) 

EJEMPLO: E l e v a r a l cubo, 2,71. S e forma el cubo de 271rque es 
19902511, y separemos 6 c i f ras decimales del resul tado, porque 
l a f r a c c i ó n tiene 2 decimales y el exponente, 3, y e l producto 
2 X 3 = 6. • 

L u e ^ o , 2,713=19,902511. 
250. I L a s potencias de mía fracción irreducible son fracciones irredu

cibles! 
3 

S i l a f r acc ión , —, es i r reducib le , los n ú m e r o s 3 y 5, son primos 
5 

3 
entre s í . U n a potencia cua lqu i e r a de —, l a cuar ta , por ejemplo, 

5 
3* 

s e r á : —, y como las potencias de los n ú m e r o s pr imos entre s í , 
54 

3* 
son t a m b i é n n ú m e r o s pr imos entre s í (164), l a f r acc ión , —, s e r á 

5* 
i r r educ ib le (193). 

251. L o s teoremas sobre producto de potencias, potencia de 
potencia y potencia de un producto que demost ramos en los n ú 
meros 74 a 76, son apl icables a los f racc ionar ios , y no los demos
t ramos a q u í porque l a d e m o s t r a c i ó n se hace como en l a t e o r í a 
de los n ú m e r o s enteros. 

V. La, división de las IVi lociones 

252. Sabemos (78 y m f q u e la división en general es una operación 
que tiene por objeto, dados un producto y uno de los factores, hallar el 
otro. 

L o s datos y el resul tado rec iben, como en los enteros, los 
nombres de dividendo, divisor y cociente, y e l s igno de o p e r a c i ó n 
es t o d a v í a : colocados entre e l dividendo y el d iv i so r / 

253. D e l a def in ic ión de l a d i v i s i ó n se deduce que es una ope
r a c i ó n i n v e r s a de l a m u l t i p l i c a c i ó n ; por tanto, s i consideramos 
e l d iv i so r como un mul t ip l icador , e l cociente s e r á e l mult ipl i 
cando, y entonces el dividendo debe ser, resjiecto del cociente, lo que el 
divisor respecto de la unidad (236). 
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5 4 
A s i , d iv id i r e l n ú m e r o , — por —, es formar un n ú m e r o ta l , 

8 7 
5 

que, —, sea sus cuatro s é p t i m a s partes . 
8 

254. A P a r a dividir dos fracciones, se multiplica el dividendo por la 
fracción divisor invertida. / 

5 4 
S e a , d iv id i r , — por —. T e n d r e m o s que formar un n ú m e r o cu-

8 • 7 
4 5 5 5 X 7 

v a s sea —. A h o r a bien: —, es l a s é p t i m a parte de , 
, 7 8 8 8 

(183): luego este n ú m e r o s e r á cuat ro veces m a y o r que el cocien
te que buscamos; entonces pa r a obtenerle b a s t a r á d iv id i r por 4 

5 X 7 
l a f r acc ión , , lo cual se consigue mult ipl icando su denomi-

8 
dor, por 4 (183). 

5 X 7 
E l cociente s e r á , pues, , y tendremos: 

7 X 4 

5 4 5 X 7 

8 7 8 X 4 

conforme a l a r e g i a enunciada . 
E l producto del cociente por e l d iv i so r contiene en sus dos t é r 

minos , como factores, e l numerador y denominador del d ivisor ; 
por consiguiente, s u p r i m i é n d o l o s , r e s u l t a r á el dividendo: 

5 X 7 4 5 X 7 X 4 5 
X 

8 X 4 7 8 X 4 X 7 8 

255. S i e l dividendo es un n ú m e r o entero se le supone por de
nominador l a unidad, y como e l producto de l a unidad por c u a l 
quier n ú m e r o es e l mismo n ú m e r o , l a r e g l a anter ior se puede 
enunciar a s í : Pa ra dividir un entero por una fracción, se multiplica el 
entero por el denominador de la fracción y el producto se parte por el nu
merador. 

5 8 X 1 1 88 3 
E TEMPLO: 8 : — = —^— = — = 17—. 

11 5 5 5 



¿ i e l d iv i sor es entero, se le supone por denominador l a uni 
dad y se obtiene l a r e g l a conocida (183): p a r a d i v i d i r u n a f r a c 
c i ó n por u n entero , se m u l t i p l i c a e l d e n o m i n a d o r por e l en
tero dejando e l m i s m o n u m e r a d o r . 

256. f Cuando los t é r m i n o s d e l d i v i d e n d o son d i v i s i b l e s p o r 
los d e l d i v i s o r , se puede e j e c t u a r l a d i v i s i ó n de dos f r a c c i o 
nes d i v i d i e n d o los t é r m i n o s d e l d i v i d e n d o p o r los d e l d i v i s o r . 

12 4 
S i tenemos que d iv id i r , — por —, siendo 12 = 3 X 4 v 25 = 5 X 5. 

25 5 
tendremos (254); 

12 4 1 2 X 5 3 X - Í X 5 

25 5 25 X 4 5 X 5 X 4 

y supr imiendo en el numerador y denominador los factores, 
4 y 5, 

12 4 3 12 : 4 

25 5 5 25 : 5 

257. S i uno o los dos t é r m i n o s de l a d i v i s i ó n son n ú m e r o s 
m i x t o s , se r educen a quebrados y se d i v i d e n como é s t o s . 

EJEMPLOS: 

1.° 4 
14 3 1 4 X 5 70 

3 5 3 

/ 
7 - . 

9 9 3 X 3 
1 3 17 38 1 7 X 7 119 

2.° 2 - : 5 - = - : - = = — . 
8 7 8 7 38 X 8 304 

'158. P a r a d i v i d i r u n a J r a c c i ó n d e c i m a l po r u n n ú m e r o en
te ro , se p r e s c i n d e de l a coma en e l d iv idendo y se d i v i d e n 
como dos en te ros , s e p a r a n d o d e s p u é s en e l cociente t a n t a s c i 
f r a s d e c i m a l e s como t iene e l d i v i d e n d o . 

S e a d iv id i r e l n ú m e r o dec imal , 27,854 por 15. E l problema es 
tomar l a q u i n c e a v a par te de 27854 m i l é s i m a s . En tonces podre
mos d iv id i r 27854 por 15 y separa r t res c i f ras decimales en el co
ciente pa ra que exprese m i l é s i m a s . S e h a r á , pues, l a o p e r a c i ó n 
del modo siguiente: 

27,854 
12 8 

85 
104 
14 

15 

1,856 



- 119 -

É l cociente pedido es 1,856 por defecto, con menos e r r o r de 
u n a m i l é s i m a . E l cociente completo se o b t e n d r í a a ñ a d i e n d o a l 

14 
cociente anter ior — de m i l é s i m a . 

15 
S e puede e x p r e s a r e l cociente con m a y o r a p r o x i m a c i ó n a ñ a 

diendo ceros a l a derecha del dividendo o a l a derecha del ú l t i 
mo resto, s e g ú n l a r eg l a anter ior , y de los restos suces ivos has
ta obtener e l n ú m e r o de c i f ras que se desea en cociente. 

EJEMPLO: H a l l a r con menos de una m i l é s i m a de e r ro r e l co
ciente de, 21,2, por 7; 

21,2 
20 

60 3,028 
4 

E l cociente se puede obtener por exceso a ñ a d i e n d o u n a uni
dad del ú l t i m o orden dec imal a l cociente por defecto. A s í , en e l 
p r imer ejemplo, e l cociente por exceso es 1,857 y en e l segundo 
3,028. 

Cuando e l ú l t i m o resto es m a y o r que l a mitad del d iv i sor , l a 
parte despreciada en e l cociente por defecto va le m á s de m e d i a 
u n i d a d del ú l t i m o orden dec ima l que se aprec ia ; por consi
guiente, es m á s ap rox imado e l cociente por exceso . D e suer te 
que s i queremos tener e l cociente con menos e r ro r de media 
unidad decimal del ú l t i m o orden que se aprec ia , tomaremos e l 
cociente p o r defecto cuando e l res to sea m e n o r que l a m i t a d 
d e l d i v i s o r , y p o r exceso c u a n d o sea m a y o r que d i c h a m i t a d . 

259. P a r a d i v i d i r u n entero o u n d e c i m a l p o r otro d e c i m a l , 
se s u p r i m e l a coma en e l d i v i s o r y se m u l t i p l i c a e l d i v i d e n d o 
p o r l a u n i d a d s e g u i d a de t an tos ceros como c i f r a s d e c i m a l e s 
t iene e l d i v i s o r ^ y q u e d a r á r e d u c i d a l a d i v i s i ó n a l a de dos 
en te ros , o de u n d e c i m a l po r u n entero . 

S e a d iv id i r , 41,217, por 13,4. E l d iv i so r es i g u a l a l a f r a c c i ó n 
134 

ordinar ia , — ; luego se o b t e n d r á e l cociente mult ipl icando el di-
10 

10 
videndo p o r — que es el d iv i so r inver t ido (254). 

134 



- 120 -
Entonces , tendremos que mul t ip l i ca r e l dividendo 41,217 por 

10 y d iv id i r l e por 134: 

412,17 
10,17 

79 

E l dividendo s e r á , pues, 412,17, y l a o p e r a c i ó n se e f e c t u a r á 
como se ind ica , y e l cociente s e r á : 3,07, 

S i se desea el cociente con m a y o r a p r o x i m a c i ó n , se a ñ a d e a l 
dividendo suficiente n ú m e r o de ceros pa ra obtenerla . 

L a o b s e r v a c i ó n hecha sobre los cocientes por defecto y por 
exceso en e l caso anter ior es apl icable a é s t e . 

260. S i tenemos que d iv id i r una f r a c c i ó n o rd ina r i a por una 
dec imal , o a l contrar io , se reducen ambas a o rd ina r ias o a deci
males . 

S i e l d iv i so r es una f racc ión dec imal p e r i ó d i c a , conviene re
d u c i r l a a o rd ina r i a . 



L I B R O I I I 
Huíees dé los númerosi enteros, ft-accioua iios 

e iiicomixeiism-albles 

C A P Í T U L O I . 
L A S R A Í C E S E N G E N E R A L 

I . Definiciones 

L'61 C a n t i d a d o n ú m e r o v a r i a b l e es u n a c a n t i d a d o n ú m e 
ro que puede t o m a r d i f e ren tes v a l o r e s . 

L a cantidad puede ser una v a r i a b l e c o n t i n u a ; pa r a esto se 
neces i ta que no pueda pasar de un v a l o r a otro s in pasar por to
dos los v a l o r e s i n t e r m e d i o s . 

S i un punto se mueve en l í n e a rec ta , s u d is tancia al punto de 
par t ida es una cantidad que no puede pasa r de un v a l o r a otro 
s in pasa r p ó r todos los in termedios : luego es una v a r i a b l e con
t inua . E n cua lqu ie ra pos i c ión del punto m ó v i l se puede medir su 
d is tanc ia a l punto de par t ida por medio de una unidad l ineal ; 
pero es imposible medir las dis tancias de todas las posiciones del 
punto m ó v i l a l de par t ida , porque son infinitas; luego e l n ú m e r o 
v a r i a b l e que r e p r e s e n t a l a d i s t a n c i a d e l p u n t o m ó v i l a l de 
p a r t i d a , no es con t inuo , s ino d i sc re to . 

S e puede decir , s i n embargo, que cuando se mide una ser ie 
de va lo res , de una cantidad va r i ab l e cont inua, y cada dos valo
r e s se diferencian tan poco como se quiera , e l n ú m e r o va r i ab le , 
que e x p r e s a dichos va lo re s , tiende hac i a l a continuidad, s in lo
g r a r a l c anza r l a . 

Como ejemplos de n ú m e r o s va r i ab l e s discontinuos podemos 
c i t a r las fracciones decimales p e r i ó d i c a s . 

A s í , l a f r acc ión , 0,5555... es un n ú m e r o v a r i a b l e que pasa pol
los va lo res , 0,5; 0,55; 0,555, etc., que dif ieren del ve rdadero ^a lor 
de l a f r a cc ión p e r i ó d i c a : e l p r imero en menos de, 0,1; el segundo 
en menos de, 0,01; e l tercero en menos de, 0,001, etc. E n genera l , 
s i se aprec ian , n , c i f ras decimales , se comete un e r ro r menor 
que una unidad dec imal del orden, n é s i m o . 

9 
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' 262 Lími te de una cantidad o número variable es otra cantidad o 
número constante, a cuyo valor puede acercarse la variable indefinida
mente, pero s in igualarle nunca. 

L a f r acc ión o rd ina r i a genera t r i z de una f r acc ión decimal pe
r i ó d i c a es l í m i t e de l a f r a c c i ó n p e r i ó d i c a , porque, bajo l a forma 
dec imal , por grande que sea el n ú m e r o de cifras decimales que 
consideremos, no consigui remos nunca e x p r e s a r l a exactamente-

5 
A s í , l a f r acc ión p e r i ó d i c a , 0,5555 .. tiene por l í m i t e , —, que es 

9 
su f r acc ión genera t r iz (231). 

E l limite de una variable continua piuede ser superior o inferior a la 
variable. 

E l l í m i t e es superior a l a v a r i a b l e , cuando todos sus va lo r e s 
son menores que el l imi te ; p a r a esto se necesi ta que l a va r i ab l e 
sea creciente. E l l í m i t e es infer ior , cuando todos los va lo res de l a 
va r i ab l e son m a y o r que el l í m i t e : p a r a esto es necesar io que l a 
va r i ab le sea decreciente. 

Cuando l a va r i ab l e es discont inua, puede tomar en muchos ca
sos va lores super iores e infer iores a su l í m i t e . 

5 
EJEMPLO: L a f r acc ión , 0,5555... que tiene por l í m i t e . —, puede 

tomar los va lo res , 0,5; 0,55, 0,555, ele , infer iores al l ím i t e , y , 0,6; 
0,56; 0,556, etc., super iores a s u l í m i t e 

Cuando una cant idad o n ú m e r o va r iab le disminuye indefinida
mente, pudiendo tomar va lores menores que cua lqu ie ra cantidad 
o n ú m e r o dados, por pequeños que sean, el límite de la variable es 
cero. 

1 
L a unidad f racc ionar ia , —, t iene por l í m i t e cero, cuando, n, 

n 
c rece indefinidamente. 

L a diferencia entre una variable y su límite tiene por limite cero; 
porque el va l o r de l a va r i ab l e puede ace rca r se indefinidamente 
a l de su l í m i t e , s e g ú n se deduce de l a def inición de l í m i t e dada 
a r r i b a . 

363, Hemos dicho (8) que cuando una cantidad no contiene 
exactamente a l a unidad, n i a n inguna par te a l í c u o t a s u y a , e l 
r é s u l t a d o de l a c o m p a r a c i ó n de l a cant idad con l a unidad se l l a 
m a número inconmensurable; por consiguiente , los n ú m e r o s incon
mensurables no se pueden e x p r e s a r exactamente n i por l a u n í -
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dad entera n i por n inguna unidad f racc ionar ia , por lo cua l t ra
taremos de ha l l a r su e x p r e s i ó n aprox imada , pa r a u t i l i z a r l a en 
e l c á l c u l o . 

L a di ferencia entre e l v a l o r exacto y e l va lo r aproximado de 
un n ú m e r o conmensurable o inconmensurable , se l l a m a error ab
soluto del n ú m e r o . E l e r r o r puede ser por defecto o por exceso, 
s e g ú n que e l v a lo r aproximado sea menor o m a y o r que e l v a lo r 
exac to . 

264, Todo número inconmensurable se puede expresar por un núme
ro entero con un error, por defecto, o por exceso menor que la unidad. 

S e a el n ú m e r o inconmensurab le . A : por grande que sea su v a 
lor , como l a se r ie de los n ú m e r o s , 

0, 1, 2, 3, 4... 

es i l imi tada , se l l e g a r á a un n ú m e r o m a y o r que, A . Supongamos 
que, m + 1, es e l p r imer n ú m e r o m a y o r que. A : entonces e l n ú 
mero, m, anter ior a, m + 1, s e r á menor que. A, y tendremos: 

7w < < m + 1 

P o r estar. A, comprendido entre dos n ú m e r o s que se diferen
c ian en una unidad, difiere de cua lqu ie ra de ellos en menos de 
una unidad, siendo, m, s u e x p r e s i ó n ap rox imada por defecto, y , 
m - \ - \ , por exceso . 

205. Todo número inconmensurable se puede expresar por un núme
ro fraccionario con un error, por defecto o por exceso, menor que la un i 
dad fraccionaria marcada por el denominador del quebrado. 

S e a el n ú m e r o inconmensurable , A, y sea, n , e l denominador 
de l a unidad f r acc ionar i a de a p r o x i m a c i ó n ; s i formamos l a ser ie , 

1 2 3 4 
0, , , , 

n n n n 
cuyo denominador es constante y cuyos numerddores pueden 
c rece r indefinidamente, se v e r i f i c a r á que, a par t i r de cier to t é r 
mino, los n ú m e r o s de es ta ser ie s e r á n mayores que. A : supon-

m - j - 1 
gamos, pues, que, , es e l p r imer n ú m e r o m a y o r que, A , e l 

n 

m 
t é r m i n o anter ior , s e r á , —, y tendremos: 

71 
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ni m - \ - 1 
_ < ^ < 
n n 

n i + 1 n i 1 
L a diferencia e n t r e , — —, y, es, —, y corno, A , e s t á com-

n n n 
prendido entre ambos n ú m e r o s , difiere de cua lqu ie ra de ellos 

1 m 
en menos de, —. L u e g o , —, es una e x p r e s i ó n a p r o x i m a d a de A , 

n n 
1 m + 1 

con menor e r r o r d e , p o r defecto, y, , o t ra e x p r e s i ó n 
n n 
1 

con menos e r r o r de, — por exceso . 
n 

I I . Teói-emas fn.ii<líAmeiitt»les ptivii Isi 

( V 266. \ S e l l a m a r a í z d e l g r a d o n de u n n ú m e r o , otro n ú m e r o 
que, e levado a l a po tenc ia de g r ado n, r ep roduce e l n ú m e r o 
dado . i 

L a o p e r a c i ó n que se e f e c t ú a p a r a ha l l a r las r a í c e s de un n ú 
mero dado se M a m a ^ x t r a c c i ó n de r a í c e s . 

i V o r de f in ic ión , e l grado de una r a i z es e l mismo que el de l a 
potencia a que se debe e l eva r pa ra r ep roduc i r e l n ú m e r o dado, 
y rec ibe el nombre de í n d i c e . 
i ' L a s r a í c e s se c las i f ican por grados: en r a i s de s e g u n d o g r a 
do o r a i z c u a d r a d a , r a í s de t e r ce r g r a d o o r a i s c ú b i c a , r a i s 
de c u a r t o g r a d o , etc. 

P o r l a de f in ic ión de r a i z se comprende que todo n ú m e r o es 
su r a i z de p r i m e r g r a d o . 

I^a e x t r a c c i ó n de r a í c e s se ind ica por medio del signo, \ J , 
que se l l a m a r a d i c a l , escr ibiendo e l n ú m e r o del cua l se ha de 
e x t r a e r l a r a i z debajo d.e é l , y en e l á n g u l o que queda a l a iz
quierda el í n d i c e . ( A s í , la r a i z del grado, n , á e \ n ú m e r o , y í , se 

« 

e s c r i b i r á , y ' ' A , y se lee, r a iz n - é s i m a de A , o r a i s d e l g r a d o n 
de A . / 
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Cuando el í n d i c e es 2 , o sea cuando se t ra ta de lirjí ra iz cua
drada, se supr ime. 

A s í , y7' A , es l a ra iz cuadrada de A . 

267. - L a s r a í c e s de c u a l q u i e r g r a d o de l a u n i d a d son l a 
u n i d a d . 

Se deduce de la def in ic ión de ra iz , puesto que las potencias 
de cualquier grado de l a unidad son l a unidad. 

268 S i un n ú m e r o e n t e r ó s e e l e v a a la potencia del grado n , 
el resultado es otro n ú m e r o entero que se dice p o l e n c i a perfec
t a , del grado n . E n este caso el n ú m e r o tiene r a i z de l g r a d o n 
e x a c t a . P o r ejemplo, siendo, 34 = 81, el n ú m e r o , 81, tiene por 
r a i z de cuar to grado e x a c t a e l n ú m e r p f ^ * 

Pe ro se comprende f á c i l m e n t e que no todos los n ú m e r o s ente
ros t e n d r á n r a í z del grado n exac ta , y l l a m a r e m o s j f ñ h s ' e n t e r a 
d e l g r a d o n de u n n ú m e r o entero , l a r a í z de l g r a d o ñ- 'dé l a 
m a y o r po tenc ia en t e r a d e l g r a d o n, con ten ida en dicho, n ú 
mero . ^ 

A s í , siendo, 34 = 8 l , y , 44 = 256, l a r a i z de cuarto grado ente
r a de 145, s e r á , 3, porque la m a y o r potencia de cuarto grado con
tenida en 145, es 81, y su ra iz es, 3. 

269. L a r a i s de g r a d o n, de u n n ú m e r o entero es incon
m e n s u r a b l e s i s u r a i s e n t e r a no es e x a c t a . 

n 

E n electo; sea , y ^ A . Puesto que no es igua l a n i n g ú n n ú m e 

ro entero, t e n d r á que ser , o f racc ionar ia o inconmensurable; 

pero s i fuese f racc ionar ia , p o d r í a m o s c o n v e r t i r l a en un quebra-
a 

do i r reducib le (192), y r e p r e s e n t á n d o l e por, — t e n d r í a m o s : 
b 

V / A = - , 
v b 

y como por def in ic ión, \\J A j == A , y a d e m á s , 

a n 
— — , (247), se debiera tener: 

b l b n 
a ><• A = —, 
b n 



- 126 -

pero las potencias de un quebrado i r reduc ib le son quebrados 
i r reducib les (250); luego l a igualdad anter ior es absurda, porque 
un n ú m e r o entero no puede ser i g u a l a un quebrado i r reduc ib le . 

En tonces , puesto que, \ / / í , no puede ser f racc ionar ia s e r á 

inconmensurable . 
270. Un quebrado irreducible tiene r a ix del grado n exacta, cuando su 

numerador y denominador la tiene. 
n 

l ~ K A 
S e a , W _ ) siendo, —, un quebrado i r reduc ib le . L a ra iz no 

V B B 
puede ser un n ú m e r o entero, porque las potencias de los n ú m e 
ros enteros son enteras, y por consiguiente no pueden ser igua
les a n i n g ú n quebrado i r reduc ib le . 

A h o r a bien; s i hacemos. 

v 
A a 

a 
siendo, —, un quebrado i r reduc ib le y e levamos los dos miem-

h 
bros de l a igualdad anter ior a l a potencia de grado tendremos 
(247): 

A a n 

B b n 

y como las dos fracciones son i r reduc ib les , se d e b e r á tener, 
A - = a n , y , B — b " , (193), de donde se deduce. 

\ / A = a , \ J B = b 

271. S i los dos términos de un quebrado irreducible no son potencias 
perfectas del grado n, la r a ix del grado n del quebrado es inconmensurable. 

Porque s i l a ra iz fuese conmensurable , s e r í a una. f r a c c i ó n 
cuyo numerador y denominador s e r í a n las r a i ces del numera
dor y denominador de l a f r a c c i ó n dada (270) y por consiguiente 
sus t é r m i n o s t e n d r í a n que ser potencias perfectas del grado n, 
lo que es contra la h i p ó t e s i s 

272. L a r a i z del grado n de un número inconmensurable es incon
mensurable-
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Porque s i l a r a i z fuese conmensurable (en le ra o f racc ionar ia ) , 
su potencia del grado n s e r i a conmensurable , lo que es contra l a 
h i p ó t e s i s . 

273. S i de los dos miembros de una igualdad se extrae la ra iz de 
grado, n, el resultado es una igualdad. 

n n 

S i se tiene, A = B, decimos que, ^ A = ^ / B. P o r q u e 

j n \ n I ti \ n 

siendo, I V A ) — A, y, A — B, t a m b i é n se ve r i f i ca , y / A ) — B, 

n . n 

c u y a igualdad prueba que, ^ ^> es igual a. ^ B. 

274. S i de los dos miembros de una desigualdad se extrae la ra iz del 
grado n, el resultado es una desigualdad del mismo signo que la pro
puesta. 

n ri 

S i tenemos, A > B, decimos q u e . Y A > \ / B. P o r q u e s ien

do, A = ^ \ \ A j , un producto de n factores iguales y , ^ y B¡ 

otro producto de n factores t a m b i é n iguales , p a r a que el p r imer 
producto sea m a y o r que e l segundo, se necesi ta que e l factor, 

K ^4, sea m a y o r que e l factor, 1 ^ B. 

27,). L % ra iz del grado n de un producto, es igual a l producto de las 
raices del grado n de los factores. 

71 n n n 

Decimos que, V ~ A . B . c \ = V A ' V B V G. 

S i e levamos a l a potencia del grado n el segundo miembro, 
tendremos: 

n n n \ n 

VA • V~B • V ~ c ) = 

( n \ n i n \ n ¡ n 

V a ) [ v i ; ) [ v C = A . B . C , 
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y ex t rayendo l a r a i z del grado n del p r imero y te rcer miembro, 
resu l ta : 

n n n n 

\ J A . y j B . \ J C — \ J K . B . C . 
276. L a v a i s de l g r a d o n de u n quebrado es i g u a l a l a r a i z 

de l g r a d o n de l n u m e r a d o r , p a r t i d a p o r l a r a í z de l g r a d o n 
d e l d e n o m i n a d o r . 

A 
S e a el quebrado, — = C , de donde, A = B . C . E x t r a y e n d o l a 

B 
n n ti 

r a i z del grado n tendremos (274,: \ J A = \ ^ B . \ J C , d e donde, 

v7 A 
— V y poniendo en vez de C , su igua l , — r e s u l t a r á : 

n v ^ B 
s i B 

V B 
s i s 

C A P I T U L O 11 

L A R A I Z C U A D R A D A 

I . llíiiie cuutli'tiílu <ie un número con nicuoi* 
error <le unu nniclml 

277. E n l a def in ic ión gene ra l de r a i z de un grado cualquiera , 
hemos dicho que r a t s c u a d r a d a de u n n ú m e r o es otro n ú m e r o 
cuyo c u a d r a d o es e l propues to . A s í , 8, es l a r a i z cuadrada , de 64. 
l i t á i s c u a d r a d a e n t e r a es l a r a i z c u a d r a d a de l m a y o r c u a d r a d o 
entero contenido en u n n ú m e r o , . A s í , l a r a i z cuadrada entera de 
70, es 8, porque el m a y o r cuadracio entero contenido, en, 70, es 64. 
\ L a d i f e r e n c i a en t re u n n ú m e r o y e l cuad rado de s u r a i ^ 



121 I ¿ ' S t a p u • 
cuadrada miera se llama resto de la Wnz ctiadradcJ E l resto de la r a i z 
cuadrada de, 70, es, 6, porque l a diferencia entre 70, y 64, que es, 
e l cuadrado de l a r a i z cuadrada entera , es, 6. 

278. L a ra iz cuadrada entera de un número cualquiera (entero, 
f raccionar io e inconmensurable) es la ra iz cuadrada entera de su-
parte entera. 

S e a un n ú m e r o cua lqu ie ra , ^ comprendido e n t r e d ó s n ú m e 
ros enteros, i \ ry N , - f 1, es d e ^ r , ta l , que se tenga, N < A < Í V + 1 
y sea , a, l a r a i z cuadrada e n W a de, iV, tendremos: 

a 2 < N , y (a + l ) 2 > i V + l , 

de donde se deduce, 

a 2 < A y (a + 1)2 > A, 

luego l a r a í z entera de, A, es a, conforme q u e r í a m o s demos
t rar . . 

( E n . v i r t u d de este t e o r e m a / p a r a extraer la ra iz cuadrada entera de 
un número cualquiera con menor error de una unidad, bastará extraer 
la r a i z cuadrada entera de su parte entera. Por consiguiente, só lo nes 
ocuparemos ahora en las r a i ce s cuadradas de los n ú m e r o s en
teros. 

A n t e s de comenzar A e x t r a c c i ó n de l a r a í z cuadrada entera 
de un n ú m e r o entero, demost raremos algunos teoremas necesa
r ios pa r a efectuar esta o p e r a c i ó n . 

279 E l cuadrado de la suma de dos números es igual a l cuadrado 
del primero, m á s el duplo del primero por el semmdo, m á s el cuadrado 
del segundo. 

S e a n los n ú m e r o s a y h, tendremos, por def in ic ión: 

(a + &) 2 = (a + ¿) (a + h) 
pero aplicando a l segundo miembro l a r eg l a de l a mult ipl ica
c ión de dos sumas indicadas (60)), se t e n d r á : 

(a + ¿) (a + ¿) = (a + i ) a + (a + ¿) h, 

y efectuando en e l segundo miembro , s e g ú n l a r e g l a (57), de 
mul t ip l icar una s u m a por un n ú m e r o . 

{a + h) a + {a + bYh = a . a a . h a . h -\- h . h = 

v por consiguiente, 
{a - f ft) 2 = rf a + 2ah + h 

EJEMPLO: (4 + 8)2 = 4 2 - f 2 . 4 X 8 + 8 2 

= a 2 + 2ah + b 
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280 S i los sumandos expresan , uno decenas y otro unidades, 

se t e n d r á : E l cuadrado de la suma de decenas y unidades es igual, a l 
cuadrado de las decenas, m á s el duplo dé las decenas por las unidades, 
m á s el cuadrado de las unidades. 

Sea e l n ú m e r o , 347, que es i g u a l a 340 + 7, tendremos: 

(340 + 7;2 = 340 2 + 2 . 340 X 7 -t- 7 2 = 
= 115600 + 4760 + 49 

S i en genera l representamos el n ú m e r o descompuesto en de
cenas y unidades por d . 10 + w, se t e n d r á : 

(ÍZ . 10 + u)2 = {d . 10)2 + 2r/ . 10 . t¿ + u 2, 

y teniendo presente que (d . 10)2 = á 2 . 100 (76), 

{ d . 10 + M) 2 = 2 . 100 + 2Í/ . 10 . w + w 2. 

E l cuadrado de decenas es un n ú m e r o que contiene s iempre 
el factor, 100, y e l duplo de decenas por unidades el factor, 10; 
luego e l p r imero es s iempre un número exacto de centenas y el se
gundo, un número exacto de decenas. 

281. L a diferencia dé los cuadrados de dos números consecutivos es 
igual, a l duplo del menor, m á s uno. 

Sean , a y a + 1, los dos n ú m e r o s consecut ivos, tendremos 
(279): 

(a + 1) 2 = a 2 + 2a . 1 + 1 2 = a 2 + 2a + 1, 

y restando, a 2, del p r imero y t e r c e r miembro, 

(a + 1)2 - a 2 = 2a + l , 

c u y a igua ldad demues t ra e l teorema. 
282. E l resto de la r a ix cuadrada entera de un número es menor que 

el doble de la ra iz , m á s la unidad. 
S e a e l n ú m e r o . A ; a, s u r a i z cuadrada entera , y , i?, e l resto, 

tendremos: 
N = a 2 + R , 

pero siendo a*, e l m a y o r c u a d r a d o entero contenido en, 
JV, se t e n d r á : i Y < (a + 1) 2 Y como, s e g ú n lo dicho (281), 
(a + l1) 2 = a * - { - 2a + 1, se v e r i f i c a r á t a m b i é n , 

a 2 + ^ < a 2 + 2a + 1, 

y restando, a 2, de los dos miembros r e s u l t a r á : 

i ? < 2a + 1. 
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Conviene adve r t i r que l a ra iz entera a, es l a r a i z por defecto, 
con un error menor que l a unidad y , a l , es la ra iz por exceso, con 
un error menor también que la unidad, porque entre ambas r a í c e s 
e s t á comprendida l a r a i z inconmensurable del n ú m e r o . 

283. Los cuadrados de la unidad seguida de ceros son la unidad 
seguida de doble número de ceros (50, 1.°) 

Asi: 102 = 100; 100 2 = 10000; 10002 = 1000000... 
De esto se deduce, que l a r a i z cuadrada entera de un n ú m e r o 

menor que 100, s e r á menor que 10, y , por consiguiente, t e n d r á una 
cifra; l a de un n ú m e r o mayor que 100 y menor que 10000, s e r á ma
yor que 10 y menor que 100; luego t e n d r á dos c i f ras , etc. 

E n l a e x t r a c c i ó n de l a r a i z cuadrada entera consideraremos 
dos casos; 1.°, que el número sea menor que 100; 2.°, que sea mayor 
que 100. 

281. PRIMER CASO. Ext raer la r a i z cuadrada entera de un número 
menor que ICO. 

E s c r i b a m o s l a tabla de los cuadrados de los diez p r imeros n ú 
meros : 

1 2 3 4 5 6* 7 8 9 10, 
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100, 

S i se t rata de ha l l a r l a r a i z cuadrada de un n ú m e r o contenido 
en l a segunda fila, e l resul tado s e r á su correspondiente en l a 

p r i m e r a . A s í , Y 64 = 8. S i se t ra ta de otro n ú m e r o cualquie
r a , 73, por ejemplo, l a r a i z en tera s e r á , 8, porque, 64, es e l ma
y o r cuadrado contenido en, 73, y e l resto s e r á , 9, por se r l a d i 
ferencia entre, 64 y 73. 

L a r a i z entera de que hablamos tiene un error por defecto me
nor que una unidad: a ñ a d i é n d o l a una unidad, se t e n d r á l a r a i z 
con un error por exceso menor que una unidad. 

A s í : d é l a l i m i t a c i ó n , 64 < 73 < 81, deducimos, ex t rayendo l a 
r a i z cuadrada . 

S < V ~ 7 3 < 9 . 

285. SEGUNDO CASO. Extraer la ra iz cuadrada entera de un núme
ro mayor que 100. 

Consideremos en p r i m e r luga r un n ú m e r o m a y o r que 100 
y menor que 10000, y t e n d r á por r a i z cuadrada un n ú m e r o ma
y o r que 10 y menor que 100, porque el cuadrado de 10 es 100, y 
el de 100 es 10000. 
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S e a , pues, e l n ú m e r o 3216 P o r tener dos cifras su ra í z cuadra
da, se c o m p o n d r á de decenas y unidades; luego s i , 3216, eá cua
drado perfecto, contiene las t res par tes que forman el cuadrado 
de s u r a í z , que son (280): el cuadrado de las decenas, e l duplo de 
las decenas por las unidades y el cuadrado de las unidades, y s i 
3216, no es cuadrado perfecto, c o n t e n d r á a d e m á s un resto, que 
s e r á l a diferencia entre dicho n ú m e r o y el cuadrado de su r a í z 
entera . 

P a r a ha l l a r l a c i f ra de las decenas de l a r a i z , debemos re
co rda r que el cuadrado de las decenas es un n ú m e r o exacto de 
centenas (280); luego debe estar contenido en las centenas de 
3216, o sea en, 3200: l a r a i z entera de 32, es 5(283); entonces el 
cuadrado de 5, que es 25. se puede res ta r de 32, y , por consi
guiente, e l cuadrado de 50, que es 2500, se p o d r á res tar de 3200, 
y , con m á s motivo, del n ú m e r o propuesto, 3216; luego l a ra iz 
pedida es m a y o r que 50. P o r otra parte , siendo 5 l a r a i z entera 
de 32, este n ú m e r o s e r á menor que e l cuadrado de 6; luego 
3200, s e r á menor que e l cuadrado de 60, y l a diferencia s e r á , 
cuando menos, una centena; entonces t a m b i é n . 3216, s e r á menor 
que e l cuadrado de 60, y por consiguiente , l a r a i z cuadrada que 
buscamos e s t a r á comprendida entre , 50 y 60; luego s u c i f ra de 
decenas s e r á , 5. 

L o dicho se resume en las l imi tac iones : 

5 < / " 3 2 < 6, 

de donde, 50 < Y 3200 < 60, 

y t a m b i é n , 50 < K 3216 < 60. 

D e a q u í se deduce: que para hallar la cifra de las decenas de la ra iz 
hasta extraer la ra iz cuadrada entera de las centenas del número. 

Res tando de 3216, e l cuadrado de las decenas de l a r a i z , que es, 
2500, l a d ü e r e n e i a , que es, 716, c o n t e n d r á : el duplo de las decenas de 
la ra iz por las unidades, el cuadrado de las unidades, y s i e l n ú m e r o 
dado no es cuadrado perfecto, el resto de la ra iz . Como e l duplo de 
las decenas por las unidades de l a r a i z es un n ú m e r o exacto de 
decenas (280), t iene que es tar contenido en las 71 decenas de 716. 
A h o r a , dividiendo 71 decenas, por 10 decenas, que es el duplo de 
Jas decenas de l a r a i z , el cociente sera la cifra de las unidades, o un 
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número mayor; porque en las 71 decenas de 716 puede haber de
cenas que h a y a n resultado del cuadrado de las unidades de l a 
r a i z y del resto, s i le hay . E l cociente de 71 entre 10, es, 7; pero 
como puede ser m a y o r que l a c i f r a de las unidades, es preciso 
comprobar le : pa ra esto se le une a l a c i f ra de las decenas y se 
forma e l n ú m e r o , 57; s i e l cuadrado de este n ú m e r o se puede 
res ta r de 3216, l a c i f ra , 7, es buena,.y s i no s e r á grande y se re
p e t i r á l a c o m p r o b a c i ó n ^ r e b a j á n d o l a una unidad. E l cuadrado 
de 57 es, 3249, que no se puede res ta r de 3216: entonces l a c i f ra 
7, es grande; sus t i tuyamos l a c i f r a , 7, por l a , 6. y veremos que, 
ef cuadrado de 56, es, 3136, y como este n ú m e r o es menor que, 
3216, l a c i f ra , 6. es buena; efectuando l a s u b s t r a c c i ó n , s e g ú n e s t á 
indicada a c o n t i n u a c i ó n , el resto s e r á , 80. 

32*16 
50^.. 25 

561 
7?16 

31-36 

hO 

56 

10 

E l m é t o d o de c o m p r o b a c i ó n de l a c i f ra de las unidades se pue
de s implif icar , porque d e s p u é s de r e s t a r del n ú m e r o propuesto 
el cuadrado de las decenas de su r a i z , só lo nos falta res ta r de l a 
di ferencia obtenida el duplo de l a s decenas por las unidades y 
e l cuadrado de las unidades de l a ra iz , es decir , 2 . 50 X t) + 6 2. 
P e r o estos dos n ú m e r o s se pueden r e s t a r de una vez , porque se 
tiene: 

2 . 50 X 6 + 6 2 = (2 . 50 + 6) 6 = (100 + 6) 6 = 106 X 6. 

L u e g o l a c i f r a de las unidades se comprueba sumándola con el 
duplo de las decenas de la ra iz y multiplicando por ella, o sea escribién
dola a la derecha del divisor, 10, y multiplicando el resultado, 106, por 
dicha cifra. 

32,16 
25 

71'6 
63'ó 

8 0 

55 

106 
6 

S i e l producto obtenido es grande, se repite l a c o m p r o b a c i ó n 
rebajando, de una en una unidad, el cociente, o sea l a cifra de 
las unidades de l a ra iz . 
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De lo expuesto se deduce, que p a r a h a l l a r l a c i f r a de l a s u n i 

dades de l a r a i s (cuando y a se ha hal lado l a c i f ra de las dece
nas y se ha restado su cuadrado del n ú m e r o dado) SÍ? s e p a r a l a 
c i f r a de l a de recha de l r e s l o , y lo que queda a la i z q u i e r d a se 
d i v i d e po r e l dup lo de l a c i j r a de l a s decenas de l a r a i s ; e l 
cociente s e r á l a c i f ra , de l a s u n i d a d e s o u n n ú m e r o m a y o r : 
pa ra comprobar le se escr ibe a l a derecha del d ivisor , y e l n ú 
mero que se forma se mul t ip l ica por e l cociente y el producto se 
res ta del dividendo y l a c i f r a separada; s i l a s u b s t r a c c i ó n no es 
posible, l a c i f ra comprobada es grande y h a b r á que reba ja r la , 
una o m á s unidades, has ta que el producto, formado s e g ú n he
mos dicho, se pueda res ta r del dividendo y l a c i f r a separada (1). 

286. S e a en genera l , N , un n ú m e r o cua lquiera , c u y a r a i z cua
drada contenga decenas y unidades; s i designamos por d, las 
decenas de l a rai^:, se t e n d r á : 

^ N > ^ . 10, Y ^ N < (rf + 1) 10; 

elevando a l cuadrado ambas desigualdades, 

N > r f 2 . 1 0 0 , y N < ( Í / + 1 ) M 0 0 , 

y como 100, va le una centena, r e s u l t a r á , que e l n ú m e r o de cen
tenas contenidas en N , es i gua l o m a y o r que a?2, y menor que 
{d -f- 1) 2, representando por C , dichas centenas, se t e n d r á : 

C > 2, y C < {d - f 1) 2, 

y ex t rayendo l a r a i z cuadrada . 

(1) Teniendo presente lo que hemos dicho en la división sobre el tanteo de la cifra del co
ciente (85), no necesitarnos escribir la c i ñ a do las unidades de la raiz hasta tener seguridad de 
que es buena; para esto, basta suponer quo el dividendo es l a diferencia que resulta después de 
restar el cuadrado, de las decenas de l a raiz, el divisor el duplo do las decenas sumado con la 
cifra de las unidades que se v a a comprobar, y el cociento dicha cifra de unidades. Así, en el ejem
plo dol texto, para comprobar la cifra, 7. ol dividendo será, 716: el divisor, 107 y el cociente, 7, 
y podremos hacer montalmonte l a comprobación diciendo: 71 entre 10, a 7, y sobra 1, que con el 
6, son 16, pero 7 por 7 son 49; luego l a cifra 7, es grande. L a comprobación de 6, se hace, sien
do el dividendo el mismo, 716, o| divisor, 106, y el cociente, 6. 
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De lo cual- se infiere que: l a s decenas de l a r a í z c u a d r a d a de 
u n n ú m e r o c u a l q u i e r a , se obtienen e x t r a y e n d o l a r a i s cua
d r a d a de l a s cen tenas de dicho n ú m e r o . 

Designando ahora por las unidades de l a ra iz de N , y por 
R , e l resto s i le hay , se t iene: 

N = (tt . 10 + 2 + R = í/ 2. 100 + 2 d . 10 u + u2 + R ; 

restando, d 2 . 100, 

N — 2 . 100 = 2Í/ . 10 u + 2/2 + R . 

E l n ú m e r o , 2d . 10 . u , va le , 2 . d . u , decenas, luego suma
do con w2 + R , puede contener m á s de '¿du decenas; l l ame
mos, pues, D , a l n ú m e r o de decenas contenidas en e l resto, 
2<Y . 10 . M + w 2 + R , y se v e r i f i c a r á : 

= V = 
D > 2 d u , y por tanto, — > u , 

2d 
de donde se deduce que: s i se e x t r a e l a r a i s c u a d r a d a de t a s 
cen tenas de u n n ú m e r o y e l c u a d r a d o de l a r a i s obtenida se. 
r e s t a de dicho n ú m e r o y se d i v i d e n l a s decenas d e l res to po r 
e l doble de l a r a i s h a l l a d a , e l cociente entero es l a c i f r a de 
l a s u n i d a d e s de l a r a i s d e l n ú m e r o o m a y o r que d i c h a c i f r a . 

Se comprueba el cociente e levando a l cuadrado, d . 10 + 2 ;̂ s i 
e l resultado se puede r e s t a r de N , l a c i f ra , u , es buena; s i no, se 
le rebaja de unidad en unidad, has ta que se pueda hacer l a subs
t r a c c i ó n . 

E n vez de formar e l cuadrado de . 10 + p a r a res ta r lo de 
N , se puede res tar , 2fl?, 10 . w + M S del res iduo obtenido cuando 
se r e s t ó e l cuadrado de l a s decenas, y por ser , 

2rf . 10 . M + M 2 = (2rf . 10 + u ) ' u , 

b a s t a r á , p a r a formar es ta e x p r e s i ó n , e sc r ib i r e l cociente, u , a l a 
derecha del d iv isor , 2d , y mul t ip l i ca r e l resul tado por u , confor
me dijimos en el ejemplo a n a l í t i c o del n ú m e r o anter ior (1). 

287. S e a y a e x t r a e r l a r a i z cuadrada de un n ú m e r o cualquie
r a m a y o r que 10000; por ejemplo, 41624378. 

(1) E l profesor puedo elegir, según la capacidad de sns ahimnos, este ejemplo literal o 
uno numérico, para demostrar la regla de la raiz cuadrada. 
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S i suponemos l a r a i z cuadrada descompuesta en decenas y 
unidades, las decenas se o b t e n d r á n ex t r ayendo l a r a i z cuadrada 
de las 416243 centenas del n ú m e r o propuesto Pe ro el n ú m e r o , 
416243 es m a y o r que 100; por tanto s u r a i z cuadrada se compon
d r á de decenas y unidades; luego por i gua l r a z ó n que anterior
mente ha l la remos las decenas ex t rayendo l a r a i z cuadrada de 
las 4162 centenas del n ú m e r o 416243. 

Como e l n ú m e r o 4162 es m a y o r que 100, pero menor que 10000, 
se h a l l a r á s u r a i z cuadrada como en e l ejemplo anter ior . 

L a r a i z cuadrada de 4162 es 64; por consiguiente , las decenas 
de l a r a i z de 416243 son 64; l a d i ferencia entre e l cuadrado de 64 
decenas y 416243 es 6643; dividiendo, pues, este n ú m e r o por el 
duplo de 64 decenas, que son 128 decenas, y procediendo como 

• hemos expl icado anter iormente , se h a l l a l a c i f r a 5, que unida a 
l a s dos anter iores , forma el n ú m e r o 645, que s e r á n las decenas 
de l a r a i z de 41624378: l a di ferencia entre este n ú m e r o y el cua
drado de las 645 decenas de su r a i z es 21878; por consiguiente, 
dividiendo este n ú m e r o por e l duplo de 645 decenas, que son 1290 
decenas, y procediendo como anter iormente , se ha l l a l a c i f ra 1, 
que unida a las anter iores , forma e l n ú m e r o 6451, que es l a r a i z 
cuadrada entera del n ú m e r o propuesto. Con un e r ro r , por defec
to, menor que l a unidad, siendo 8977 e l res to de l a o p e r a c i ó n . 

L a s operaciones se disponen como e s t á n indicadas en el ejem 
p ío s iguiente: 

41'6 2'4 3 7 i 
36 

5 6,2 
4 9 6 

6 6 4'3 
6 4 2 5 

2 1 8 7,8 
1 2 9 0 1 

8 9 7 7 

6451 

1 2 4 X 4 

128.-) X 5 

12901 X 1 

D e los razonamientos an ter iores se deduce l a siguiente: 
REGLA: Para extraer la r a i z cuadrada de un número entero con me

nos de una unidad de error, se le divide en secciones de dos cifras, co-
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mensando por la derecha, de modo que la últ ima sección que 
es la primera de la izquierda, puede tener una o dos cifras-
S e extrae la rais cuadrada de la primera sección de la iz
quierda, y se tendrá la primera cijra de la rais: el cuadrado 
de esta cifrase resta de esta misma secc ión ,y a la derecha 
del resto se baja la sección siguiente: del número que se ob
tenga se separa la cifra de la derecha, y lo que queda a la iz
quierda se divide por el duplo de la raíz hallada; el cociente 
se escribe a la derecha del divisor y se multiplica todo por el 
cociente y el producto que resulte se resta del dividendo y la 
cifra separada; si la substracción no es posible, la cifra del 
cociente es grande, y se le rebaja, de unidad en nnidad, hasta 
que la substracción sea posible y se obtenga el segundo res
to: entonces la cijra ensayada será la segunda de la ra i zy se 
escribirá a la derecha de la primera. A la derecha del segun
do resto se baja la tercera sección, se separa la cifra de la de
recha y lo que queda a la izquierda se divide por el duplo del 
número formado por las dos cijras halladas de la ra iz ,y el 
cociente será la tercera Cifra de la raiz o un número mayor, 
y se comprobará como anteriormente. S e continuará del 
mismo modo hasta bajar la úl t ima sección, que dará la últi
ma cijra de la raiz, y el resto de la operación, si el número 
propuesto no es cuadrado perfecto. 

288. Cuando un dividendo no contenga a l d iv i sor correspon
diente, l a c i f ra de l a r a i z es cero y se p a s a r á a de terminar l a c i 
fra siguiente considerando este dividendo como un resto. 

3 2'8 
0 4 9'2 8-9 

0 8 0 

8203 

1 6 2 X 2 
1 6 4 0 3 X 3 

L a o p e r a c i ó n se s impl i f ica efectuando, como en la d iv i s ión or
d ina r i a , los productos y subs t racc iones s i m u l t á n e a m e n t e , como 
en el ejemplo anter ior . 

289. E l n ú m e r o de cifras de l a r a i z es evidentemente igua l a l 
n ú m e r o de secciones; luego s e r á la mitad, o la mitad mas una 
que las que tengan n ú m e r o . 

290. No se puede conocer a p r i m e r a v i s t a s i un n ú m e r o cua l 
qu ie ra t e n d r á r a i z exac ta ; pero ex is ten algunos carac teres , l l a 
mados de exclusión, por los cuales se conoce que un n ú m e r o 
dado no puede tener r a i z e x a c t a . 

D e l a i n s p e c c i ó n de l a tabla de cuadrados de los n ú m e r o s dí-

10 
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gitos se deduce: que n i n g ú n m h n e r o t e r m i n a d o en 2, 3, 7, u 8 
puede tener r a i s c u a d r a d a e x a c t a , porque n i n g ú n cuadrado 
t e rmina en estas c i f ras . 

L o s cuadrados de los n ú m e r o s te rminados en ceros t e rminan 
en doble n ú m e r o de ceros , es decir , s i empre en un n ú m e r o p a r 
de ceros; luego n i n g ú n n ú m e r o t e r m i n a d o en ceros p o d r á te
n e r r a i s c t t ad rada e x a c t a , s i e l n ú m e r o de ceros que le t e r m i 
n a n es i m p a r . 

Cuando se e l eva a l cuadrado un n ú m e r o terminado en 5, e l 
duplo de las decenas por las unidades que s iempre es un n ú m e 
ro exacto de decenas (280), contiene en este caso el producto de 
2 por 5, luego s é r á un n ú m e r o exacto de centenas, y por consi
guiente el cuadrado t e r m i n a r á en 25. 

A s í : (rf . 10 + 5) = 2. 100 - f 2 . . 10 . 5 + 52 = 
= 2 . 10 + Í¿ . 100 - f 25-

L u e g o n i n g ú n n ú m e r o t e r m i n a d o en 5, puede tener r a i s 
c u a d r a d a exac t a s i l a c i f r a de l a s decenas no es u n 2. 

.291. S i u n n ú m e r o se descompone en fac to res p r i m o s y los 
exponentes de todos los f a c t o r e s son p a r e s , t e n d r á r a i s c u a 
d r a d a e x a c t a , y no l a t e n d r á en e l caso c o n t r a r i o (172). 

C u a n d o los exponentes de todos los f a c t o r e s son p a r e s , l a 
r a i s c u a d r a d a es e l produc to de los f a c t o r e s p r i m o s con ex
ponentes m i t a d e s de los de l n ú m e r o . 

A s í : K 2 4 . 32 . 5 2 = 22 . 3 . 5. 

292 L a prueba de l a r a i z cuadrada consiste en e l eva r a l cua 
drado l a r a i z y s u m a r el resul tado con el resto, debiendo obte
nerse el n ú m e r o dado. 

T a m b i é n se debe tener presente que s i por miedo a ensaya r 
a lguna c i f r a grande, se pone en l a r a i z una c i f ra menor que l a 
ve rdade ra , e l resto correspondiente s e r á igua l o m a y o r que e l 
duplo de l a raiz ha l l ada m á s uno (282), y h a b r á que aumentar di
c h a c i f r a . 

I I . JEtiníx cuaclríiclíi <io un númei-o oon menor 
error <le una. unidad fraccionaria dada 

293. H a l l a r l a r a i s c u a d r a d a de u n n ú m e r o entero , f r a c -
1 

c i o n a r i o o i n c o n m e n s u r a b l e , con menos e r r o r de — es h a l l a r 
n 

e l m a y o r n ú m e r o de n é s i m o s contenidos en s u r a i s c u a d r a d a . 
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A s í , s i des ignamos por N, un n ú m e r o cua lqu ie ra (entero, frac
cionario o inconmensurable) , y por x , e l m a y o r n ú m e r o de n - é s i -
mos contenidos en s u r a i z cuadrada, se debe ve r i f i ca r : 

x . . — x + 1 
- < V N < 
n n 

elevando a l cuadrado los t res miembros , 

x * (X - f - l )2 
— < ^ < , 
n 2 n2 

mult ipl icando por n2 r e s u l t a r á , 

x 2 < N . w 2 < ( j e + 1)2, 

de donde se deduce que x 2 , es e l m a y o r cuadrado entero con
tenido en i V . n2 , y por consiguiente x , s e r á l a ra iz cuadrada en
tera , de l a par te en tera , del producto N . n 2 (278). 

L u e g o : p a r a e x t r a e r l a r a i z c u a d r a d a de u n n ú m e r o , N, en-
I te ro , f r a c c i o n a r i o o i n c o n m e n s u r a b l e , con m e n o r e r r o r de 

1 
—, se e x t r a e l a r a i z c u a d r a d a en t e r a de l a p a r t e en t e r a d e l 
n 

p roduc to N . n 2, SÉ? d i v i d e e l r e s u l t a d o p o r n . 
EJEMPLOS: 

1. ° H a l l a r l a r a i z cuadrada de 23 con menos e r ro r de — . 
100 

Como e l cuadrado de 100 es 10000, se h a l l a r á l a r a i z cua
d rada entera de 230000 y se d i v i d i r á por 100. L a r a i z entera de 

1 
230000 es 479; entonces l a r a i z de 23, con menos e r r o r de — 

100 
479 

s e r á , — = 4,79i 
100 

3 1 
2. ° H a l l a r l a r a i z cuadrada de —, con menos de — de e r ro r . 

5 61 
E l cuadrado de 61, es 3721, luego tendremos que ha l l a r l a r a i z 

en te ra de l a par te en te ra de. 

3 X 3 7 2 1 11163 3 
2232 - . 

5 
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47 3 
L a r a i z en te ra de 2232, es 47; luego. — es l a ra iz cuadrada de — 

1 61 5 
con menor e r ro r de — . 

61 

294 C o n v i e n e a d v e r t i r que g e n e r a l m e n t e se p i d e n l a s r a t 

ees a p r o x i m a d a s de los n ú m e r o s con u n e r r o r m e n o r que 
r 10w . 

o s e a con n c i f r a s d e c i m a l e s e x a c t a s ; y p o r cons igu i en t e ta 
r e g l a a n t e r i o r e s t á r e d u c i d a a m u l t i p l i c a r los n ú m e r o s p o r 
10 2n , e x t r a e r l a r a i z en t e r a de l a p a r t e e n t e r a , de l p roduc to 
y s e p a r a r n c i j r a s d e c i m a l e s en l a r a i s . 

L a o p e r a c i ó n de mul t ip l i ca r un n ú m e r o por 10 2w , se hace: s i 
e l n ú m e r o es entero, a ñ a d i e n d o 2n ceros ; s i es dec imal de n ú 
mero l imi tado o i l imitado de c i f ras , corr iendo l a coma 2n luga
r e s : y s i es f r a c c i ó n o rd ina r i a , a ñ a d i e n d o a l numerador , 2w ceros 
y hal lando el cociente entero que r e su l t a de d i v i d i r por e l deno
minador . » 

EJEMPLOS: 
í.0 H a l l a r con menos e r r o r de 0,001, l a r a i z cuadrada del nú 

mero inconmensurable , ic = 3,14159265... 
Co r r i endo l a coma 6 lugares a l a derecha r e su l t a e l n ú m e r o , 

3141592,65... y ex t rayendo l a r a i z cuadrada de l a parte entera se 
obtiene, 1772; luego, 1,772, s e r á l a r a i z con menos e r r o r de 0,001. 

2 o H a l l a r con menos e r r o r de 0,01, l a r a i z cuadrada de—. 
7 

S e mul t ip l i ca 22 por 10000 y se h a l l a l a r a i z de l a parte en tera 
del quebrado, = 31428,5... L a r a i z de 31428 es 177, luego l a 

7 
r a i z pedida s e r á , 1,77. 

295. L a r a i s c u a d r a d a de u n quebrado es i g u a l a l a r a i s 
c u a d r a d a del n u m e r a d o r p a r t i d a p o r l a d e l d e n o m i n a d o r . 

E s u n caso p a r t i c u l a r d e l t e o r e m a (276). 

A l a V a 
/ - . 

296. P a r a que u n quebrado i r r e d u c i b l e t e n g a r a i s c u a d r a 
d a e x a c t a , se neces i t a que s u n u m e r a d o r y d e n o m i n a d o r s e a n 
c u a d r a d o s per fec tos (270). 

1-6 
A s í : v; 25 y 2 í 
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297. P a r a que u n a f r a c c i ó n d e c i m a l t e n g a v a i s c u a d r a d a 
e x a c t a , se neces i ta y bas ta que e l n ú m e r o de c i f r a s d e c i m a l e s 
sea p a r y que, p r e s c i n d i e n d o de l a c o m a , e l n ú m e r o que r e s u l 
te s ea c u a d r a d o perfecto . 

A s í : s j 10,5625 = 3,25 

Porque el numerador 105625 y el denominador 10000, son cua
drados perfectos. 

C A P Í T U L O n i 

LA RAIZ CÚBICA 

X. KÍIÍÍB cúl>ieí4 tle un número con menoss 
ori'ox- «lo uní* nnitlatl 

298. R a i z c ú b i c a de u n n ú m e r o es otro n ú m e r o cuyo cubo es 
e l propues to . A s í , 3 es la ra iz c ú b i c a de 27, porque e l cubo de 3 
es 27. R a i s c ú b i c a en t e r a es l a r a i z c ú b i c a de l m a y o r cubo en
tero contenido en u n n ú m e r o . 

L a d i f e r e n c i a en t re u n n ú m e r o y e l cubo de s u r a i z c ú b i c a 
en te ra se l l a m a resto de l a r a i z c ú b i c a . 

299. L a r a i z c ú b i c a e n t e r a de u n n ú m e r o c u a l q u i e r a (entero, 
f raccionar io o inconmensurable) es l a r a i z c ú b i c a en te ra de s u 
p a r l e e n t e r a . 

L a m i sma d e m o s t r a c i ó n que en l a r a i z cuadrada . 
Hn v i r t u d de este teorema só lo nos ocuparemos, por ahora en 

las r a í c e s c ú b i c a s de los n ú m e r o s enteros. 
300. E l cubo de l a s u m a de dos n ú m e r o s es i g u a l a l cubo 

de l p r i m e r o , m á s e l t r i p l o d e l c u a d r a d o d e l p r i m e r o p o r e l 
segundo , m á s e l t r i p l o d e l p r i m e r o p o r e l c u a d r a d o d e l se
gundo , m á s e l cubo de l s egundo . 

S e a n los n ú m e r o s , a y b, tendremos: 

{a + b)3 = {a + 2 (a + b) = {a0- + 2ab + &2) ( a + b), 
pero, s e g ú n reg las conocidas: 

(a2 + 2^6 + 62) (a + 6) = « 3 + 2a 2 & + «62 + a 2 & + 2rt¿?2 + 63 
y por ser 2« 2 ¿>-f « 2 & = 3fl 2 & y ab2-\ -2abl i = 3ab2, tendre
mos finalmente; (a + &)3 = « 3 + 3:Í 2 & + 3 ^ 2 + & 3. 

EJEMPLO: (4 + 8)3 = 4 3 - f 3 . 42 X 8 + 3 . 4 X 82 + 83. 
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301. S i los sumandos expresan , uno decenas y otro unidades, 
se t e n d r á : E l cubo de la suma de decenas y unidades es igual al cubo de 
las decenas, m á s el. triplo del cuadrado de las decenas por las unidades, 
m á s el triplo de las decenas ¡jor el cuadrado de las unidades, m á s el cubo 
de unidades. 

A s í : 

347 3 = (340 + 7)3 = 3103 + 3 . 3402. 7 -!- 3 . 340 . 72 + 7 3. 

E n genera l , 

( d A 0 + u ) * = d* . 1000 H- 3c/2. lOOw +- 3Í¿ . 10a2 + w 3 . 

E l cubo de decenas tiene e l factor 1000, y , por consiguiente, 
es un número exacto de millares, y e l t r iplo del cuadrado de dece
nas por unidades es un número exacto de centenas. 

302. L a diferencia de los cubos de dos números consecutivos es igual 
a l triplo del cuadrado del menor, m á s el triplo del menor, m á s uno. 

Sean , a y a - \ - l , los dos n ú m e r o s consecut ivos, tendremos: 

+ 1)3 = a3 + 3a2 . 1 3a . 12 -t- 13 = a3 + 3a2 + 3a + 1, 

y restando a3, del p r imero y te rcer miembro: 

^ - 1 - 1 ) 3 - a3 = 3a2 + 3 a + 1. 

303 E l resto de la r a í z cúbica entera de un número es menor que el 
triplo del cuadrado de la r a í z m á s el triplo de la raíz , m á s la unidad. 

S e a e l n ú m e r o N , a, s u r a í z c ú b i c a entera , y R , e l resto ten
dremos: i V = a3 +- R ; pero siendo a 3 , e l m a y o r cubo contenido, 
en iV, se t e n d r á : i V < (a •+• 1)3, y como, (a + 1)3 = a3 + 3a2 H- 3a 
-+-1, se debe ver i f i ca r , a 3 - i - i ^ < a 3 - F - 3 a 2 H - 3 a + l , y restando 
o-3 de los dos miembros , i ? < 3a2 + 3a -t- 1. 

L o s n ú m e r o s , a y a + 1 son l a s r a í c e s c ú b i c a s por defecto y por 
exceso de JY, con menor e r r o r cada una de el las de una unidad. 

304. Los cubos de la unidad seguida de ceros son la unidad seguida 
de triplo número de ceros. 

A s í : 

103 == 1000; 1003 = 1000000; 10003 = 1000000000... 
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De esto se deduce que l a r a í z c ú b i c a de un n ú m e r o m e n o r que 
1000, s e r á m e n o r que 10 y por consiguiente, t e n d r á una c i j r a ; l a 
de un n ú m e r o m a y o r que 1000 y menor que 1000000, s e r á m a y o r 
que 10 y menor que 100: luego t e n d r á dos c i f ras , etc. 

E n l a e x t r a c c i ó n de l a r a í z c ú b i c a entera consideraremos dos 
casos: 1.°, que el n ú m e r o sea menor que 1000; 2.°, que sea m a y o r 
que 1000. 

305. PRIMER CASO. E x t r a e r l a r a i s c ú b i c a en t e r a de u n n ú 
mero menor que 1000, 

L a tabla de los cubos de los 10 p r imeros n ú m e r o s es: 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000. 

S i se trata de ha l l a r l a r a i z c ú b i c a de un n ú m e r o contenido en 
l a segunda fila, el resul tado s e r á s u correspondiente en l a p r i 
me ra . A s í : 1/729 = 9. S i se t r a ta de otro n ú m e r o cua lqu ie ra , 
814, por ejemplo, l a r a í z entera s e r á 9, porque 729, es e l m a y o r 
cubo contenido en 814. E l resto s e r á la diferencia entre 814 y 729, 
es decir , 85. 

306. SEGUNDO CASO. E x t r a e r l a r a i s c ú b i c a e n t e r a de u n 
n ú m e r o m a y o r que 1000. 

Consideremos p r imero un n ú m e r o m a y o r que 1000 y menor 
que 1000000; s u r a í z c ú b i c a t e n d r á dos c i f ras , porque e s t a r á com
prendida entre 10 y 100. 

S e a , pues, el n ú m e r o , 76423. Como la r a i z de este n ú m e r o se 
compone de decenas y unidades, s i , 76423 es cubo perfecto, se 
c o m p o n d r á de las cuatro partes enunciadas (301), y s i no es cubo 
perfecto, c o n t e n d r á a d e m á s un resto, que s e r á l a d i ferencia en
tre dicho n ú m e r o y e l cubo de s u r a í z c ú b i c a entera . 

P a r a ha l l a r las c i f ras de las decenas de la r a í z , r ecorda remos 
que e l cubo de las decenas es un n ú m e r o exacto de m i l l a r e s 
(301); luego debe es tar contenido en los mi l l a r e s de 76423, o s e a 
en 76000: l a r a i z c ú b i c a entera de 76 es 4 (305); entonces el cubo 
de 4, que es 64, se puede res ta r de 76, y por tanto el cubo de 40, 
que es 64000, se puede res ta r de 76000, y con m á s mot ivo de l 
n ú m e r o 76423; luego l a r a í z pedida es m a y o r .que 40. P o r o t ra 
parte, siendo 4 la r a i z entera de 76, este n ú m e r o s e r á menor que 
el cubo de 5; luego 76000, s e r á menor que el cubo de 50 y l a dife
r e n c i a s e r á , cuando menos , u n mi l l a r ; entonces t a m b i é n e l n ú 
mero, 76423, s e r á menor que e l cubo de 50, y , por c o n s i g u i e n t e » 
l a r a i z c ú b i c a que buscamos e s t a r á comprendida entre 40 y 50, de 
donde se deduce que l a c i f ra de las decenas de la r a í z es 4. 
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E s decir , que se ver i f i can las l imi tac iones s iguientes: 

A<V 76 < 5. de donde A0<V 7O00Ü < 50 

y t a m b i é n 40 < / 76423 < 50. 

E n v i r t u d de esto: p a r a h a l l a r l a c i f r a de l a s decenas de l a 
r a i s c ú b i c a , se e x t r a e l a r a i s c ú b i c a e n t e r a de los m i l l a r e s 
de l n ú m e r o . 

Res tando de, 76423, e l cubo de las decenas de l a r a í z que es 
64000, l a di ferencia , que es 12423, c o n t e n d r á : e l t r i p l o de l cua 
d r a d o de l a s decenas p o r l a s u n i d a d e s de l a r a i s , e l t r i p l o de 
l a s decenas p o r e l c u a d r a d o de l a s u n i d a d e s , e l cubo de l a s 
u n i d a d e s , y s i e l n ú m e r o no es cubo perfecto, e l res to de l a 
r a i s . Como el t r iplo del cuadrado de las decenas por las unida
des de l a r a í z es un n ú m e r o exacto de centenas (301) tiene que 
estar contenido en las 124 centenas de 12423. A h o r a , dividiendo, 
124 centenas por 48 centenas, que es e l t r iplo del cuadrado de 
las decenas de l a r a í z , e l cociente s e r á l a c i f r a de l a s u n i d a d e s 
o u n n ú m e r o mayo^_, porque en las 124 centenas de 12423, puede 
haber centenas que h a y a n resul tado del t r iplo de las decenas 
por e l cuadrado de las unidades de l a r a í z , del cubo de unidades 
y del res to s i le hay . Efec tuando l a d i v i s i ó n de 124 entre 48, e l 
cociente es 2, y como puede ser m a y o r que l a c i f ra de las unida
des, tenemos que comprobar le : p a r a esto se u n e a l a c i f r a de 
l a s decenas y se f o r m a e l n ú m e r o 42: s i e l cubo de este n ú m e 
ro se puede r e s t a r de 76423, l a c i f r a 2, es b u e n a , s i no s e r á 
g r a n d e y se r e p e t i r á l a c o m p r o b a c i ó n , r e b a j á n d o l a u n a u n i 
dad . E l cubo de 42 es 74088, y como este n ú m e r o es menor que 
76423, l a c i f ra 2 es buena; efectuando l a s u b s t r a c c i ó n s e g ú n se 
ind ica a c o n t i n u a c i ó n , el resto s e r á 2335: 

76'423 
40:3...64 

124'24 
423... 740-88 

23'35 

42 

4800 = 3 . 40: 



— 145 — 
307 S e a , N . un n ú m e r o y d, las decenas de su ra iz c ú b i c a , se 

t e n d r á : 

1/~N > d . 10, y V " Ñ < ( Í / + 1 ) 1 0 , 
y elevando a l cubo, 

N > á 3 . 1 0 0 0 , y N < ( c Z + ^ ) 3 1000, 

pero, por ser 1000 un mi l l a r , r e su l t a que el n ú m e r o de mi l l a res 
contenido en N , es igua l o m a y o r que o!3, y menor que 1)3, 
r e p r e s e n t á n d o l e por M , se t iene: 

M > ¿ 3 , y M < { ^ + l ) n , 
3 _ 3 _ 

y t a m b i é n V M > d, y V M < Í ¿ + 1, 

L u e g o : L a s decenas de la ra iz cúbica de ton número se obtienen extra
yendo la rai% cubica de los millares de dicho número. 

Representemos por u, l as unidades de l a ra iz c ú b i c a de N , y 
por R , e l resto s i le hay, y se ve r i f i c a : 

N — { d .10 + 3 + R = cZ3 . 1000 + 3 / 2 . 100. M + 3c/ 10 . « 2 + 3 

y s i res tamos, d z . 1000, 

N - d 3 . 1 0 0 0 = 3í i2. lOO.tí + S i . 10.«2-f-M3 + R . 

E l n ú m e r o , Se/2 . 100 . u , es i g n a l z. Zd2 . u centenas; sumado 
con 3 i . 10 . ^^2-f w 3 + R , puede contener nuevas centenas y 
por consiguiente un n ú m e r o m a y o r que 3cP . u , de modo que s i 
designamos por C , e l n ú m e r o de centenas contenidas en, 
3¿2 . 10 . w + 3 i . 10 . M2 + w3 + R , se ver i f i ca , 

^ C = 
0 ' M 2 . u y por tanto, > n . 

3d2. u 

En tonces : s i se extrae la r a i z cubica de los millares de un número, y 
se dividen las centenas del resto por el triplo del cuadrado de la ra iz ha
llada, el cociente entero es igual o mayor que la cifra de las unidades de 
la ra iz . 

P a r a comprobarlo, se e l eva a l cubo d . IjO + w; s i e l resultado 
se puede res ta r de N , l a c i f ra , w, es buena; en el caso contrar io 
se l a rebaja , de unidad en unidad, has ta que se pueda hacer l a 
s u b s t r a c c i ó n . 
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308 Pasemos y a a l a e x t r a c c i ó n de la ra iz c ú b i c a de un nú
mero m a y o r que 1000000: por ejemplo, ha l l a r l a r a i z c ú b i c a de 
336671608. 

S i suponemos l a r a i z c ú b i c a descompuesta en decenas y uni 
dades, las decenas se o b t e n d r á n ex t rayendo l a r a i z c ú b i c a de 
los 386671 mi l l a res del n ú m e r o propuesto. P e r o el n ú m e r o , 
386671, es m a y o r que 1000 y menor que 1000000; por tanto, s u 
r a í z c ú b i c a se c o m p o n d r á de decenas y unidades, que se deter
m i n a r á n como en el ejemplo anter ior . 

L a ra iz c ú b i c a de 386671, es 72; por consiguiente, las decenas 
de la ra iz de 386671608 son 72: l a diferencia entre e l cubo de 72 
decenas y el n ú m e r o 386671608 es 13423608; por consiguiente, di
vidiendo este n ú m e r o por e l t r iplo del cuadrado de 72 decenas, 
que es 1555200, se o b t e n d r á e l cociente, 8, que se c o m p r o b a r á 
e s c r i b i é n d o l e a l a derecha de 72, formando el n ú m e r o , 728, y 
e l e v á n d o l e a l cubo: como el resul tado es 385828352, n ú m e r o me
nor que el propuesto, l a c i f ra , 8, es buena, l a ra iz entera por de
fecto es 728 y el resto es 843256. 

L a s operaciones se disponen de l modo siguiente: 

386'6 71'6 08 
343 

43671 
3732 48 

134 23 6'08 
385 8 28 3 52 

8 43 256 

728 

1 4 7 = 3 72 

1 5 5 5 2 = 3 . 72 2 

72 
72 

144 
504 

5184 
72 

10368 
30288 

373248 

728 
728 

5824 
1456 

5096 

529984 
728 

4239872 
1059968 

3709888 

385828352 

D e todo lo expuesto se deduce l a s iguiente: 
REGLA. P a r a extraer la r a í z cühica de un número entero con nicnor 

error de una unidad, se le divide en secciones de tres cifras, comenzando 
por la derecha, de suerte que la úl t imo sección o sea la primera de la i z 
quierda, puede tener una, dos o tres cifras. Se extrae la ra iz cúbica de la 
primera sección de la izquierda y se tendrá la primera cifra de la ra iz : el 
cubo de esta cifra se resta de dicha sección y a la derecha del resto se baja 
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la sección siguiente; del número que se obtenga se separan las dos cifras 
de la derecha; y lo que queda a la izquierda se divide por el triplo del 
cuadrado de la r a í z hallada; el cociente se une a la primera cifra de la ra iz 
y el número que se forme se eleva a l cubo, y s i el resultado se puede res
tar del número formado por las dos primeras secciones de la izquierda, el 
cociente será la segunda cifra de la r a i z y se escribirá a la derecha de la 
primera; s i el cubo formado no se puede restar de las dos ^rtweras sec
ciones de la izquierda, se rebaja el cociente, de unidad en unidad, hasta 
que dicha substracción sea posible. Después de restar el cubo del número 
formado por las dos primeras cifras de la ra iz de las dos primeras sec-
cioiies de la izquierda, a la derecha del resto se baja la sección siguiente, 
se separan las dos cifras de la derecha y lo que queda a la izquierda se 
divide por el triplo del cuadrado del número formado por las dos cifras 
halladas de la ra iz ; el cociente será la tercera cifra, de la ra íz , o un núme
ro mayor, y se comprobará como anteriormente. Se cont inuará del mis
mo modo hasta bajar la ú l t ima sección, que da rá la úl t ima cifra de la 
ra iz y el resto de la op)eración s i el número no es cubo perfecto. 

309. Cuando un dividendo no contenga a l d iv i so r correspon
diente, l a c i f ra de l a r a i z es cero y se p a s a r á a de te rminar l a c i 
fra s iguiente, considerando este dividendo como un resto. 

E l n ú m e r o de c i f ras de l a ra iz es i gua l a l n ú m e r o de seccio
nes, luego s e r á e l tercio o el tercio m á s una, que las que tenga el 
n ú m e r o . 

310. S i un número se descompone en factores primos, y los exponen
tes de dichos factores son todos múltiplos de 3, el número tendrá ra iz 
cúbica exacta y no la tendrá, en el caso contrario. 

Cuando los exponentes de los factores primos son múltiplos de 3, la 
r a i z cúbica es el producto de los factores con exponentes iguales a la ter
cera parte de los que tienen en el número. 

A s í : \ / 2 3 . 3 ( i . 5 3 = 2 . 3 2 . 5 . 
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I I . üíiix cúbica ele un número con 
menor error de umi unidncl íViiccionnria. tlíi<l;i 

311. Hal lar la ra iz cúbica de un número entero, fraccionario o incon-
1 

mensurable, con menor error de —, es hallar el mayor número de n -és i -
n 

mos contenidos en su ra iz cúbica. 
A s í , s i designamos por N , un n ú m e r o cua lqu i e r a (entero, frac

c ionar io o inconmensurable) y por x, e l m a y o r n ú m e r o de n ésirnos 
contenidos en su r a i z c ú b i c a , se debe v e r i f i c a r : 
x 3 ' x -h l 
— < 1/ i V < > elevando a l cubo los t res miembros , 
n n 
X3 (;X -I- 1) 3 
— < i V < mult ipl icando por n 3 r e s u l t a r á : 
n 3 ?¿3 

3 < i V . 3 < (.c +- 1)3, de donde se deduce que, ÍC 3 es e l mayor 
cubo entero contenido en N . n s y , por consiguiente , x , l a r a i z 
c ú b i c a de l a parte entera de N . n 3 (298). 

L u e g o : para e&traer la ra iz cúbica de un número N , entero, fraccio-

nario o inconmensurable, con nfenor error de se extrae la ra iz cúbica 
n 

entera de la parte entera del producto N . n 3 y se divide el resultado 
por n . 

3 1 
EJEMPLO: H a l l a r l a ra i z c ú b i c a de —, con menos de — de 

5 12 
e r ro r . 

E l cubo de 12 es 1728; luego tendremos que ha l l a r l a r a i z c ú b i -
3 X 1728 5184 4 

ca entera de l a par te entera de, = - — = 1036 —. 
5 5 5 

10 
L a r a í z c ú b i c a en tera de 1036, es 10; luego — es l a r a í z c ú b i c a 

3 1 
de —, con menos e r ro r de —. 

5 12 
1 

312. S i se pide la r a i z cúbica con un error menor que , se ten-
10 n 

d rá que multiplicar el número por 10 3,1 , extraer la ra iz cúbica entera, 
de la parte entera, del producto y separar n cifras decimales en la ra iz . 
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EJEMPLOS: 
1. ° H a l l a r , con menos de 0,001 de e r r o r l a r a i z c ú b i c a del n ú 

mero inconmensurable , TU = 3,141592653589... 
Cor r i endo l a coma nueve luga res a l a derecha r e su l t a e l nú 

mero, 3141592653,589... y ex t rayendo l a r a i z c ú b i c a de l a parte 
entera se obtiene 1464; luego 1,464 es l a r a i z c ú b i c a pedida, con 
menos e r ro r de 0,001. 

2. ° H a l l a r l a ra iz c ú b i c a de 2, con menos e r ro r de 0,0001 S e 
mul t ip l ica 2 por l a unidad seguida de 12 ceros , se ha l l a l a r a i z 
c ú b i c a del producto, y se sepa ran 4 decimales . E l resultado es 
1,2599. 

313. L a r a i s c ú b i c a de u n quebrado es i g u a l a l a v a i s cubi 
ca de l n u m e r a d o r p a r t i d a p o r l a r a i s c ú b i c a de l d e n o m i n a 
dor . 

E s un caso pa r t i cu la r del teorema n ú m e r o 276. 
3 3 

l ~ a V a 
A s í : V b 3 _ 

V b . 
314 P a r a que u n quebrado i r r e d u c i b l e t e n g a r a i s c ú b i c a 

e x a c t a , se neces i ta que s u n u m e r a d o r y s u denominado r s e a n 
cubos perfec tos (246). 

;$ 3 

/125 V\2b 5 

Así: V ^ = _ ^ 7 = F 
K 5 1 2 

315. E n par t i cu la r : P a r a que u n a f r a c c i ó n d e c i m a l t e n g a 
r a i s c ú b i c a e x a c t a , se neces i t a y bas t a que e l n ú m e r o de c i 
f r a s dec ima les sea m ú l t i p l o de t r e s y que, p r e s c i n d i e n d o de 
l a c o m a , e l n ú m e r o que r e s u l t e s ea cubo perfecto . 

3 

A s í : V 34,328125 = 3'25-
Porque e l numerador , 34328125, y el denominador, 1000000, son 

cubos perfectos. 
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C O M P A R A C I Ó N A R I T M É T I C A 

C A P I T U L O I 

L A S R A Z O N E S G E O M É T R I C A S 

316. L a c o m p a r a c i ó n de dos n ú m e r o s se puede hacer por d i 
f e r e n c i a , p o r cociente y p o r r a i s . 
[ R a z ó n de dos n ú m e r o s es e l r e s u l t a d o de s u c o m p a r a c i ó n 
p o r d i f e r e n c i a , por cociente o p o r r a i s J S i los n ú m e r o s son, a 

a b 
y b, l a r a z ó n p o d r á ser : a — b ; — : o ] / a . 

b 
/ L a r a z ó n por d i ferencia recibe e l nombre de a r i t m é t i c a , y l a 

r a z ó n por cociente, de g e o m é t r i c a . 
S ó l o nos ocuparemos en las razones g e o m é t r i c a s , por ser. las 

ú n i c a s que t ienen impor tanc ia por sus apl icaciones. 
317. L a r a z ó n g e o m é t r i c a tiene l a forma de un quebrado o 

cociente indicado, en que e l numerador o dividendo se l l a m a 
^ antecedente , e l denominador o d iv isor , consecuente , y ambos 

juntos , t é r m i n o s de l a r a s ó n . S e escr ibe bajo una de las formas 
a 

— o a : b , y se lee: a es g e o m é t r i c a m e n t e á b, o s implemente , 
b 

a es d b . / 
A u n q u e las razones g e o m é t r i c a s t ienen l a m i s m a forma que 

las fracciones o cocientes, son expres iones mucho m á s genera
les, porque sus t é r m i n o s pueden ser enteros, f raccionar ios o 
inconmensurables . P o r consiguiente , aunque tienen las mismas 
propiedades que las f racciones , se necesi ta demostrar nueva
mente, cuando menos, los fundamentales, porque los razona
mientos que h a c í a m o s en l a t e o r í a de los quebrados, s u p o n í a n 
que los t é r m i n o s de las f racciones e r an enteros. 
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a 
318 S i designamos por q, e l v a l o r de l a r a z ó n , —, de l a igua l -

h 
a ¡lili 

dad, — = (7. se deduce, s e g ú n la def in ic ión de l a r a z ó n , a — hq. es 
h 

deci r : el antecedente es igual a l producto del consecuente por lamixón. 
319. fUna r azón no varia s i se multiplican o dividen sus dosjtrminos 

por un número cualquiera^ 
a 

S e a l a r a z ó n , — = q, á e donde se deduce: 
b 

a — hq. 
S i mul t ip l icamos por un n ú m e r o cua lqu ie ra , n, los dos miem

bros de esta igualdad, resu l ta : 
an = hnq, 

y dividiendo ambos miembros por hn, 
an a 

hn h 
S i en v e z de mul t ip l icar , d iv id imos por n l a igualdad, a — hq, 

r e s u l t a r á : a : n = {h : n) q 
a : n a 

de donde, ==(? = —. 
h : n h 

E n v i r t u d de esto, l as razones g e o m é t r i c a s se pueden simplifi
car y se pueden r educ i r a l mismo consecuente (denominador) como 
las "fracciones (1). 

Cuando dos o m á s razones tienen el mismo consecuente, se su
man y restan como las fraccioms.1 , .r - -

a oü * *~ 
S e a n l a s razones , — = 5; — = 5', de donde, 

h h 
a = hq, y a' == htf 

sumando miembro a miembro , 
a a' = 6 O? -t- g'), 

y dividiendo ambos miembros por 6, 
a -h a' a a' 

9 + g' 
h h h 

(l) Como se lian demostrado estas propiedades so puede deraosfepar que: S i el antecedente 
de una razón se multiplica o divide por un número cualquiera, l a razón queda multiplicada o di
vidida por dicho número. S i el consecuente do una razón se multiplica o divide por un número 
cualquiera, la razón queda dividida o multiplicada por dicho número . Los alumnos pueden hacer 
las demostraciones; como ejercitíios-;-.' 
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/ ^ T T d 0 Se demuestra el teorema de l a s u b s t r a c c i ó n . 
3 2 1 . / E l producto de dos o m á s r a z o n e s es i g u a l a l a r a z ó n 

d e l p roducto de los an tecedentes a los c o n s e c u e n t e s . . 

S e a n las razones , ^ = ^ - = ^ , ^ = = ^ tendremos: 
^ 6' b" 

a ^ b q , a ' = «" = 6"^-

mult ip l icando miembro a miembro , r e su l t a : 

a a V = bb'b'qq'q", 
y dividiendo por W í " , 

a a ' a " a a ' a" 
— — = qq'q" = _ x - X - • 

& b' b" 

D e l mismo modo se d e m o s t r a r í a p a r a m a y o r n ú m e r o de r a 
zones. 

322. D o s r a z o n e s son i n v e r s a s cuando e l antecedente de 

c a d a u n a es consecuente en l a o t r a . A s í , - y - , son dos razo-
b a 

nes i nve r sas . 
E l p roduc to de dos r a z o n e s i n v e r s a s es l a u n i d a d . 

a b ab 
- X - = — = \ . 
b a ba 

323. P a r a e l e v a r u n a r a z ó n a u n a p o t e n c i a , se e l e v a n s u s 
dos t é r m i n o s a d i c h a p o t e n c i a . 

E s un caso pa r t i cu la r del t eorema n ú m e r o 321. A s í : 

a n i a \ n a n 

\ b l ~ b n 
324. P a r a d i v i d i r dos r a z o n e s se m u l t i p l i c a l a r a z ó n d i v i 

d iendo p o r l a i n v e r s a de l d i v i s o r , o t a m b i é n se d i v i d e n t é r 
m i n o a t é r m i n o . 

a a ' 
S i tenemos, _ _ ^ y _ _ ^ 

b ' b ' 

de donde a ^ b q , y a ' = b ' q ' 

mult ipl icando el p r imer miembro de l a p r i m e r a igualdad por e l 

1 IX 
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segundo de l a segunda, y el segundo de l a p r i m e r a por e l pr i 
m e r o de l a segunda, r e su l t a : 

áb 'q ' = a'bq. 

y d ividiendo ambos miembros por a'bq' 

ab' q . a a ' 

a'b q' b b' 

ab' ab' : a'b' a : a ' 
T a m b i é n se tiene (319^; 

a'b a'b : a'b' b : b' 
-: o bien por ser , 

ab' a a ' a a ' a l a ' 
— =: — : — , se t e n d r á : — : — — • 
a'b b b' b b' b : 1/ 

325. P a r a extraer una rai% de una razón , se extrae dicha m i z de sus 
dos términos. 

E s deci r que tendremos: y 1 . 
' h 

r 

v 
porque l a s potencias de grado n de los dos miembros son igua
les . — 

C A P Í T U L O I I 
L A S P R O P O R C I O N E S G E O M É T R I C A S 

326. | Proporción geométrica es la igualdad de dos razones geomé
tricas. 

L a p r o p o r c i ó n g e o m é t r i c a se l l a m a s implemente proporción. 
S e escr ibe l a p r o p o r c i ó n bajo una de las dos formas , 

a c 
— = —; o a : b : : c : d, 
b d 

/ nosotros adoptaremos l a p r i m e r a por se r m á s c ó m o d a y L a pro
p o r c i ó n anter ior se lee, a, par t ido por b, igua l a c, part ido por d, 
o mejor, a, es a b, como c, es a d. 

E l p r imero y e l t e rce r t é r m i n o se l l a m a n antecedentes; e l segun
do y cuarto, consecuentes, por ser lo a s í en las razones que fo rman 
l a p r o p o r c i ó n . E l p r imero y ú l t i m o t é r m i n o se l l a m a n extremos, y 
e l segundo y e l t e rcero , weífeos. U n o cua lqu ie ra de los cuat ro se 
l l a m a cua r t a proporcional entre los otros t res t é r m i n o s . 
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327. TEOREMA FUNDAMENTAL — E n toda p r o p o r c i ó n e l p ro 
ducto de los e x t r e m o s es i g u a l a l p roducto de los medios, 

a c 
S e a l a p r o p o r c i ó n — = - , reduciendo al mismo consecuente, 

b d 
a d he 
— = — , y como las razones son iguales y sus consecuentes 
hd bd 
t a m b i é n lo son, se tiene que ve r i f i ca r , a d = be. 

E n v i r t u d de esta propiedad se puede ha l l a r un t é r m i n o cua l 
qu ie ra de una p r o p o r c i ó n cuando se conocen los otros t res . 

Div id iendo por a los dos miembros de l a igualdad anterior , se 
be 

tiene: d = — . L u e g o u n e x t r e m o es i g u a l a l p roducto de los 
a 

medios p a r t i d o p o r e l otro ex t r emo . 
Div id iendo por b los dos miembros de dicha igualdad, se 

a d 
tiene: c = — . L u e g o u n med io es i g u a l a l p roduc to de los 

b 
ex t r emos p a r t i d o p o r e l otro m e d i o . 

EJEMPLO: 

( í ) ' 
12 

\ \ 5 / 14 7 
S e t e n d r á : x = = — = —. 

4 20 10 
328. RECÍPROCO DEL TEOREMA FUNDAMENTAL.—S/ £?/ p roduc to 

de dos n ú m e r o s es i g u a l a l p roduc to de otros dos, con los c u a 
t ro se puede f o r m a r u n a p r o p o r c i ó n , tomando p o r e x t r e m o s 
los f a c t o r e s de uno de Ijos p roduc tos , y p o r medios los 
d e l otro.: J 

S i tenemos, a d = be, dividiendo por bd (un factor de cada 
a d be 

producto), los dos miembros d é l a igualdad, resu l ta , — = — , 
bd bd 

y suprimiendo en cada r a z ó n e l factor c o m ú n de los dos 
a c 

t é r m i n o s , — = —. 
b d • / ^ g * ^ * * -

329. E n v i r t u d de estafe propiedactes, una p r o p o r c i ó n se puede 
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e sc r ib i r de todos los modos que no a l t e ren l a igualdad de los 
productos de medios ex t remos L u e g o se puede c a m b i a r en t re 
s i los m e d i o s , o los e x t r e m o s , y poner l o s med ios p o r ex t r emos 
y los e x t r e m o s po r medios . R e s u l t a de esto, que una p r o p o r c i ó n 
se puede e sc r ib i r de los ocho modos s iguientes : 

a c a b d c d b 

b d e d ' b a c a 
b d b a c d c a 

a c d c a b d b 
330. i S i dos p roporc iones t i e n e n u n a r a s ó n c o m ú n con l a s 

o t r a s dos , se puede f o r m a r u n a p r o p o r c i ó n , 
a c a e 

S e a n l a s proporciones , — = —, y , — = —, dos cosas i g u á -
b d b f 

les a una t e r c e r a son iguales entre s í ; luego, 
c e 

~ d ~ / 
331. S i dos p r o p o r c i o n e s t i e n e n i g u a l e s antecedentes , o 

i g u a l e s consecuentes , con los o t ros c u a t r o t é r m i n o s se puede 
f o r m a r p r o p o r c i ó n . 

a c a c 
S e a n las proporciones, — = —, y , — = :—, cambiando de l u -

b d e J 
ga r los medios (329). 
a b a e b e 
— = —, y , — = —, de donde (330), — = —. 
c d c J ^ d f 

332. E n toda p r o p o r c i ó n , l a s u m a o d i f e r e n c i a de los an te 
cedentes , es a l a s u m a o d i f e r e n c i a de los consecuentes , como 
u n antecedente es a s u consecuente . 

a c 
S e a l a p r o p o r c i ó n , — = —. 

b d 
S i l l amamos q a l v a l o r de l a r a z ó n , tendremos (318): a — bq, 

y , c = dq, sumando y restando ordenadamente, a - \ - c •= ( b d ) q, 
y , a — c = (b — d ) q , dividiendo l a p r i m e r a por b - \ - d , y l a se
gunda por b — d , 

a c a a — c a 
= q z = - - = q = 

b - j - d b b — d b 



V — 157 -
—j_ Q Q Q 

de é s t a s resu l ta t a m b i é n , = , y cambiando entre s í 
& + Í¿ b - d 

a + c h- \ -d 
los medios, — — — . 

a — c h — d 
E l anunciado de esta ú l t i m a p r o p o r c i ó n es: L a suma de los an

tecedentes, es a su diferencia, como la suma de los consecuentes es a su 
diferencia. 

333. E n toda proporción, la suma o diferencia de los términos de la 
primera razón , es a la suma o diferencia de los de la segunda, como un 
antecedente es a otro, o como un consecuente es a otro. 

a c 
S e a l a p r o p o r c i ó n , - = —, cambiando entre s í los medios , se 

h d 
^ x a b - a + b a b 

t e n d r á : — = —, y en v i r t u d del teorema anter ior = —.="—, 
e d . c + d c d 

a — b a b 
y, -=—==—. 

c — d e d -
a + b c - \ -d 

T a m b i é n se obtiene: = , de donde: L a suma de los 
a — b c — d . 

dos términos, de la primera razón, es a su diferencia, como la suma de los 
términos de la segunda razón , es a su diferencia. 

334. S i se multiplican término a término varias proporciones, los 
productos forman una proporción. 

a c a ' c' a" c" 
S e a n las proporciones , — = — , — = — , — = —• 

b d V d' b" d" 

Mul t ip l icando miembro a miembro resu l ta , 

a a ' a" c c' c" 
- x - x - = - x - x -
b b' b" d d' d" 

a a ' a" c c' c" 
y efectuando s e g ú n l a r eg l a (321), 

b b' b" d d' d" 

335. S i los cuatro términos de una proporción se elevan a una mis
ma potencia los resultados forman proporción. 

§ e a l a p r o p o r c i ó n , 
a ' c 

b ^ d 
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E l e v a n d o los dos miembros a l a potencia n. 

de donde (323) — = — . 
h n d n 

336. S i se dividen término a término dos proporciones, los cocientes 
forman proporción. 

a c a ' c 
S e a n las proporciones: — = — . — = : — . 

b d V d' 
D iv id iendo miembro a miembro resu l ta , 

a c a ' c' 

h d b' d' 
• ; a : c o! '. o 

y efectuando s e g ú n l a r eg l a (324), — — — • 
b : d b'.\ d" 

337. S i de los cuatro términos de una proporción so extrae la misma 
raiz , los resultados forman proporción. 

a c 
S e a l a p r o p o r c i ó n 

b d 
E x t r a y e n d o de los dos miembros l a r a i z de grado n, 

y efectuando s e g ú n l a r eg l a (325),. 
V a _ V ' 

338. S e l l a m a p r o p o r c i ó n continua l a que t iene los términos me
dios iguales. 

a b 
A s í : — = —, es una p r o p o r c i ó n cont inua . 

b c 
E l t eorema fundamental (327), en l a p r o p o r c i ó n continua es: 

el cuadrado del término medio es igual a l producto de los extremos. Puesto 
que el producto de los medios es un cuadrado, tendremos, pues, 

b i = ae ,y ex t rayendo l a r a i z cuadrada b ~- y ac; \\xego, el tér

mino medio es igual a la ra iz cuadrada del-producto de los extremgs, 

file:////xego
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L o s t é r m i n o s desiguales, a o o, se l l aman terceras proporcionales 
entre b y c, o entre b y a; y e l t é r m i n o , b, media proporcional entre 
a y c. 
• ' 339. P o r e x t e n s i ó n , se l l a m a media proporcional o media geomé
trica entre n cantidades o n ú m e r o s , l a ra i z n-ésima de s u pro
ducto. s~**f rTZiTr 

S e l l a m a inedia diferencial o media aritmética entre w cantidades 
o n ú m e r o s , l a n-ésima parte de s u suma . 

A s í , l a media d i fe renc ia l entre los n ú m e r o s , 7,4 12,03; 8,04; 
6,12, es, 

7,4 + 12,05 + 8,04 + 6,12 33,61 
= = 8,4025. 

• . . . 4 4 ' 

L a s medias a r i t m é t i c a s t ienen muchas aplicaciones en las 
ciencias f í s icas y socia les . 

Serie de razones itrimles 

340. S e l l a m a serie de razones iguales l a e x p r e s i ó n de l a igual 
dad de tres o m á s razones . 

a a ' a" 

b b ' ~ b ' " 
l i azón de la serie es e l v a l o r c o m ú n de todas las razones. 
341; E n toda ser ie de razones iguales : la suma de los anteceden

tes, es a la de los consecuentes, como un antecedente, es a su consecuente, 
S e a l a ser ie de razones iguales , 

b b' b" 
y sea q, e l va l o r de l a r a z ó n , tendremos: 

a = bq, a ' — b'q, a" = b"q... 

sumando miembro a miembro, 

a + a' + a" + . , . = í b - \ - b ' + b" + .,.) q, 

y dividiendo por b + &' + 6" + ... los dos miembros, 

a + a' + a" + ... 

& + 6' + r + ,.. 
= q 

a a a 
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342. PROBLEMA. Div id i r un número , A , en partes proporcionales 
a otros números dados, a, h y c. 

S e a n x , y, z, l as t res par tes desconocidas en que se ha de. d i v i 
dir e l n ú m e r o A . 

P o r se r proporcionales a. a,b y c, se debe tener: 

de donde (341), 

x y z 

a b e 

a b c 

x - { - y -\- z 

a + & + c 

y por se r x + y + z — Á, 

x y z A 

a b c a -\- b o 

De las proporciones formadas por l a ú l t i m a r a z ó n y cada una 
de l a s otras, se deduce (327), 

ÍC = a X 
A 

a -\- b -\- c 

= c X 

y = bx 
A 

a + b + o 

A 

a + 6 + c 

E s t o s resultados se pueden enunc ia r en l a s iguiente: 
REGLA. Para dividir un número . A , en partes proporeionales a 

otros varios a,- h , c .. se divide el número A por la suma de los números 
a, b. c. . . a los cuales han de ser proporcionales las partes de A , y el co
ciente obtenido se multiplica por cada uno de dichos números . Los pro
ductos son las partes del número A , que nos proponemos hallar ( í ) . 

( I ) Debe observarse que este método no exige masque una división, y si a las partes x, y, 
les diéramos la forma, 

x = A X 
a + b + o 

y = A X 
a - j - b -\- c 

la regla resul tar ía de más fácil enunciado, pero de más difícil aplicación; porque las divisioiies 
sej-ían tantas como partes debe contener el número 4 • 



S E G U N D A P A R T E 
A P L I C A C I O N E S D E L A A R I T M É T I C A 

C A P Í T U L O I 

Numoración y própieclades «le los concretos 

343. Hemos dicho (3) o^xx^número concreto es e l que e x p r e s a 
l a n a t u r a l e s a de l a u n i d a d gene ra t r i z ' , A s i : 3 arrobas , 7 l i t ros , 
etc., son n ú m e r o s concretos . 
f L o s concretos son h o m o g é n e o s cuar/do exp re san unidades 
de l a m i s m a na tu ra leza , por ejemplo: 6 v a r a s , 12 va ra s , 9 pulga
das, etc ; son h e t e r o g é n e o s cuando expresan unidades de distin
ta na tura leza , por ejemplo: 4 pesetas, 3 ar robas , 2 tinteros, etci 

L a unidad se impone en los n ú m e r o s concretos cuando e s t á n 
formados por una p lu la r idad de objetos iguales (5), si estos obje
tos no se pueden descomponer en partes s in des t rui r los , pero 
en gene ra l l a magni tud que se t r a ta de medir es cont inua y se 
puede elegir a rb i t ra r iamente l a u n i d a d o t a l ó n que h a de 
s e r v i r pa r a todas las del mismo g é n e r o . A d e m á s de l a unidad 
pr inc ipa l dentro de cada g é n e r o se consideran otras que sean 
m ú l t i p l o s y s u b m ú l t i p l o s suyos , pa ra ev i t a r l a f o r m a c i ó n de 
n ú m e r o s m u y grandes o exces ivamen te p e q u e ñ o s , porque en 
uno y otro caso s e r í a dif íci l formarse idea exac ta de l a cantidad 
medida, y a d e m á s las operaciones del c á l c u l o s e r í a n m á s com
pl icadas . 

Dent ro de un mismo g é n e r o , t a m b i é n adquir imos l a n o c i ó n de 
las unidades de distinto modo, s e g ú n es s u t a m a ñ o . A s í : nos for
mamos idea de lo que es un k i l ó m e t r o , r e c o r r i é n d o l e a pie en 
una ca r r e t e ra , y de un d e c í m e t r o o c e n t í m e t r o , m;r<pido vina en
ca la que contenga estas medidas. 
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344. L a s pr inc ipa les cant idades que se cons ideran en l a A r i t 
m é t i c a son de los g é n e r o s s iguientes : de l o n g i t u d , de s u p e r f i 
c ie , de v o l u m e n , de peso, de t iempo y de d i n e r o (1). 

E l conjunto ordenado de u n i d a d e s r e l a t i v a s a estos g é n e r o s 
de can t idades se l l a m a , s i s t e m a de pesas , m e d i d a s , m o n e d a s 
y c r o n o m é t r i c o . 

345. P a r a reconocer como bueno un s i s tema de pesas, medi-
y das y monedas, debe l l ena r v a r i a s condiciones. 

1. a Debe se r fijo pa r a que no se in t roduzcan e r ro re s con e l 
t ranscurso del tiempo; que i n f l u i r í a n no só lo en las t ransacc io
nes comercia les , s ino que i m p e d i r í a n formarse una idea de l a 
exact i tud de nuestros trabajos c ien t í f i cos a l as generaciones fu-

J l tu ras , como no nos l a formamos nosotros, de muchos l l evados a 
cabo por las generaciones pasadas. 

2. a Deben r e l a c i o n a r s e tos m ú l t i p l o s y s u b m ú l t i p l o s de l a 
u n i d a d p r i n c i p a l , como se r e l ac ionan los d iversos ó r d e n e s de 
unidades en nuestro s i s t ema de n u m e r a c i ó n : con esto consegui
remos l a brevedad en las operaciones n u m é r i c a s . 

3. a Deben r e l a c i o n a r s e de u n a m a n e r a s e n c i l l a l a s u n i d a ' 
des de los d i v e r s o s g é n e r o s que comprende , con lo c u a l se s i m " 
plifican los c á l c u l o s en muchos problemas de las M a t e m á t i c a s o 
sus apl icaciones. 

4. a Debe s^r s i es ^osihle^ u n i v e r s a l , con lo cua l se fac i l i ta
r á n las t ransacciones comerc ia les dentro de cada E s t a d o y aun 
entre todas las naciones . 

E l s i s t e m a m é t r i c o d e c i m a l , cumple mejor que ninguno l a s 
condiciones an ter iores . 

E l antiguo s i s t e m a de p e s a s y m e d i d a s de C a s t i l l a , no cum
ple las condiciones enunciadas a r r i b a : porque los talones no son 
fijos; n i los m ú l t i p l o s y s u b m ú l t i p l o s de las unidades pr inc ipa les 
guardan r e l a c i ó n con los ó r d e n e s de unidades del s i s tema de 

(1) Los físicos han estudiado el problema de reducir al menor número posible las unidades 
£undamentales que sirven pera valuar todo género de magnitudes, midiendo directamente las 
de los géneros de unidades elegidas e indirectamente las demás. Hoy se puede considerar el 
problema casi resuelto, adoptando tres unidades principales y primitivas que son l a de longi-
ind, l a de tiempo, y l a de masa; pero podrían adoptarse la de longitud, la de tiempo y l a de 
fuerxa, o las dos primeras y l a de energia. 

Nosotros consideramos como unidades fundamentales la de longitud, la de tiempo, y l a de 
masa: llamaremos a l a unidad de masa, unidad de peso, porque así se hace generalmente con
fundiendo l a masa con el peso^ y sobre todo porque es más clara para los alumnos que no tienen 
conocimientos de mecánica. L a unidad monetaria sirvo para establecer el valor conyentional d 9 
las cosas, 
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n u m e r a c i ó n ; n i se pueden re lac ionar las unidades de d ive r sos 
g é n e r o s con n ú m e r o s senci l los ; n i es u n i v e r s a l , sino a lo sumo 
nacional . 

a) Sistema métrico decimal 

346. E n el s i s t ema m é t r i c o decimal , l a unidad ]principal de 
longitud se llama, metro y es l a diezmillonésima parte del cuadrante 
del meridiano que pasa por Pa r í s , suponiendo l a m e d i c i ó n hecha a l 
n i v e l del mar . S e des igna abreviadamente por e l s í m b o l o m. 

L a def inic ión del metro no es exac ta , porque el cuar to del me
r id iano te r res t re es m a y o r que diez mil lones de metros: s e g ú n 
Clarke, t i é n e 10001869 metros; este n ú m e r o se r e c t i f i c a r á con e l 
tiempo, pues las dos ú l t i m a s y q u i z á s l as t res c i f ras de l a dere
cha son inexac tas . 

P e r o aunque no sea exac ta , l a han tomado como punto de par
t ida para l a c o n s t r u c c i ó n de los metros prototipos, l a C o m i s i ó n 
in ternacional de P e s a s y Medidas, aux i l i ada por e l C o m i t é eje-
cut ivo, que p r e s i d í a e l genera l Ibáñex. 

E l metro que ha se rv ido de base a l s is tema m é t r i c o per tenece 
a F r a n c i a , es el prototipo l lamado de los Archivos; consiste en 
una r e g l a de plat ino c u y a longitud, de ex t remo a ex t remo, se 
c r e y ó i g u a l a l a d i e z m i l l o n é s i m a parte del cuadrante de me
ridiano. E n su d e t e r m i n a c i ó n tomaron parte muchos sabios, 
pr inc ipa lmente Velambre, Mechaín y Borda; y entre los e s p a ñ o l e s 
Ciscar. 

S e hizo l a en t rega oficial de este metro el 4 de mesidor del 
a ñ o V I I de l a R e p ú b l i c a (22 de Jun io de 1799). 

Desde 1870, en que se o r g a n i z ó l a Oficina in ternacional de Pe
sas y Medidas, has ta 1889, en que han terminado l a s pr inc ipa les 
operaciones r e l a t i v a s a l metro y a l kilogramo, se han l l evado a 
cabo muchos trabajos en que los m á s importantes , por r e l a c i ó n 
a l metro, han sido cons t ru i r 30 reglas de platino con un 10 por 
100 de i r id io , c u y a s e c c i ó n t r a n s v e r s a l tiene l a forma ap rox ima
da de una X , y c u y a longi tud es unos 102 c e n t í m e t r o s : estas re
glas t ienen c e r c a de cada ex t remo t res p e q u e ñ o s t razos , m u y 
p r ó x i m o s entre s í , a medio m i l í m e t r o de d is tancia , y l a longi tud 
del metro es l a d i s tanc ia entre los dos trozos cent ra les . 

De |as t re inta r eg las se e l i g ió p a r a t ^ lón prototipo internacio-
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na l l a s e ñ a l a d a con e l n ú m e r o 6, c u y a longitud se ap rox imaba 
m á s a l metro de los A r c h i v o s ; en todos los documentos de l a 
Ofic ina in te rnac iona l de P e s a s y Medidas , se le designa con l a 

l e t r a g ó t i c a t)t» 

L a longitud de esta r e g l a a cero grados es un metro, y desig
nando por l a l e t r a g r i e g a l a m i l l o n é s i m a de metro y por t, 
una t empera tu ra cua lqu ie ra : l a longitud, a esta tempera tura , es: 

«t = 1m + 8y",651 t -|- 0^,001 t K 

E n Sept iembre de 1889 se c e l e b r ó en P a r í s una conferencia 
g e n e r a l de l a C o n v e n c i ó n in te rnac iona l del Metro (pres idida 
por M . D e s C l o i s e a u x y en l a que r e p r e s e n t ó á E s p a ñ a el ge
ne ra l I b á ñ e z ) en c u y a conferenc ia se aprobaron los trabajos 
que durante ve in te a ñ o s se h a b í a n l l evado a feliz t é r m i n o , y se 
hizo e l sorteo de los talones prototipos en platino i r id iado, ad
j u d i c á n d o s e a cada n a c i ó n los que h a b í a comprado. S e a c o r d ó 
que los prototipos in ternacionales se depositasen en l a c u e v a 
profunda del Obse rva to r io de B r e t e u i l , con todas las formal i 
dades y precauciones que m e r e c í a e l inmenso v a l o r de l a s a lha
jas que se depositaban y de c u y a cus tod ia se h a c i a F r a n c i a r e s 
ponsable, y se l e y ó e l ac ta l evan tada con este mot ivo en l a 
ú l t i m a s e s i ó n de l a conferencia , e l d í a 28 de Sep t iembre . 

Como resul tado del sorteo, le correspondieron a E s p a ñ a dos 
metros prototipos, en plat ino i r id iado, s e ñ a l a d o s con los n ú m e 
ros 17 y 24. 

L a e x p r e s i ó n de l a longi tud de estos metros a l a t empera tu ra 
t, es: T a l ó n n ú m . 17 = 1 ™ + 0 ^ 9 + 8^,653 t + 0^001 í 2 . 

T a l ó n n ú m . 24 = l ^ - f 1^8 + 8^,670 t + 0^,001 / 2 . 
L a unidad p r inc ipa l de l a s medidas^de peso o pesas, se l l a m a 

k i l o g r a m o / é ' s e l peso d e l a g u a d e s t i l a d a a 4 g r a d o s c e n t í g r a 
dos, que puede con tener u n cubo c u y a a r i s t a es l a d é c i m a 
p a r t e de u n m e t ro : s é des igna con e l s í m b o l o ^g-. 

Tampoco esta de f in i c ión es exac ta , porque s e g ú n trabajos 
hechos por l a C q m i s i ó n in t e rnac iona l de Pesas y Medidas, se ha 
vis to que l a unidad de peso es e r r ó n e a probablemente 2 diez-
m i l é s i m a s de k i l og ramo . 

Cuando se c o n s t r u y ó el k i l o g r a m o prototipo de los A r c h i v o s , 
hace y a m á s de un s ig lo , se a d v e r t í a que el peso del agua se 
h a b í a de r educ i r a l v a c í o , y nada se a d v e r t í a respecto de l a l a 
titud, y como e l peso v a r í a con l a la t i tud, es prueba de que le 
consideraron como igua l a l a masa, . 
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L a C o m i s i ó n in te rnac iona l , define el k i log ramo diciendo que 
es l a u n i d a d de m a s a y ha adoptado como prototipo in te rna
c ional un k i log ramo de platino i r idiado que pesa exac tamente 
igua l que e l de los A r c h i v o s . 

A d e m á s del citado c o n s t r u y ó otros 40 t a m b i é n de plat ino con 
10 por 100 de i r id io , que tienen l a forma de un c i l indro de i g u a l 
a l tu ra que e l d i á m e t r o de l a base y cuyas a r i s tas e s t á n l i ge r a 
mente redondeadas. 

E l prototipo in te rnac iona l se designa con l a l e t r a g ó t i c a ^ y 

e s t á depositado con e l metro en el Observa tor io de B r e t e u i l y 
los prototipos nacionales se sor tearon cuando los metros y a 
E s p a ñ a le correspondieron los que l l e v a n los n ú m e r o s 3 y 24. 

Designando por m g , l a m i l l o n é s i m a par te del k i l og ramo (e l 
mi l ig ramo) los pesos de los prototipos o talones e s p a ñ o l e s son: 

T a l ó n n ú m . 3 = 1 - 0 021. 

T a l ó n n ú m . 24 = 1 tg — 0 191. 

L a unidad p r inc ipa l de las medidas superf iciales es e l m e t r o 
cuad rado , o sea, u n c u a d r a d o cuyo lado es u n m e t r o : se de
s igna por e l s í m b o l o , m2. 

L a unidad p r inc ipa l de las medidas de v o l u m e n es e l m e t r o 
c ú b i c o , o sea , u n cubo cuyo l ado es u n me t ro : se designa por 
el s í m b o l o , m3 (1). 

L a unidad p r inc ipa l de las medidas de capacidad es e l l i t r o , o 
sea, l a c a p a c i d a d de u n cubo que t e n g a p o r a r i s t a l a d é c i m a 
p a r t e de l me t ro : se des igna por el s í m b o l o , / . 

A p e t i c i ó n de M . B r o c h , l a C o m i s i ó n in te rnac iona l h a adopta
do una n u e v a de f in ic ión del l i t ro , diciendo q u ^ s e l v o l u m e n 
ocupado p o r l a m a s a de u n k i l o g r a m o de a g u a p u r a a s u den
s i d a d m á x i m a y bajo l a p r e s i ó n de u n a a t m ó s f e r a n o r m a l . ! 

E s t e l i t ro s e r á l a u n i d a d de v o l u m e n en los trabajos de g r a n 
p r e c i s i ó n , s e g ú n acuerdo de l a Conferenc ia ce lebrada por l a C o 
m i s i ó n el 16 de Octubre de 1901. E n todos los d e m á s casos l a 
unidad de vo lumen s e r á e l metro c ú b i c o . 

(1) Cubo es el espacio cerrado por seis cuadrados iguales quo se llaman caras: los lados 
•i.- • de los cuadrados se llaman aristas. U n dado de jugar tiene l a forma de un cubo, 
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L a unidad pr inc ipa l pa ra medir el t iempo es e l dia solar medio, 
que es aproximadamente el tiempo transcurrido entre dos pasos del sol 
por el meridiano o lo que tarda la tierra en verificar una rotación com 
pleta alrededor de su eje (1). 

L a unidad p r inc ipa l mone ta r i a es l a peseta, moneda de pla ta 
que pesa 5 g ramos . 

347. L a s unidades de cada g é n e r o en e l s i s t ema m é t r i c o deci
m a l se d e r i v a n de l a unidad p r inc ipa l , m u l t i p l i c á n d o l a y d i v i 
d i é n d o l a p o r c f e . L o s nombres de los m ú l t i p l o s de l a unidad 
p r i nc ipa l en cada g é n e r o de unidades se forman anteponiendo 
a l nombre de dicha unidad p r inc ipa l (2) las pa labras g r iegas decaí 
hecto, kilo y mir ia , que s ign i f i camcfe , ciento, m i l y diez m i l . S e de
s ignan por las ab rev i a tu r a s 

da. h. L M. (3). 

L o s nombres de los s u b m ú l t i p l o s o d iv i so res de l a unidad 
p r inc ipa l , se forman anteponiendo l a s pa labras deci, centi, mi l i , 
que s igni f ican décima, centésima y mi lés ima parte, se designan por 
los s í m b o l o s , 

d. c. m. 

(1) L a definición del texto no es exacta, porque el tiempo transcurrido entre dos pasos del 
sol por el meridiano es el día sotar verdadero, que no puede servir do unidad por no ser medida 
fija. L a definición del día solar medio se puede referir a l año trópico o al día sideral. Los alum
nos que quieran adquirir conocimientos sobre este asunto pueden consultar alguna obra de Geo
grafía astronómica o Cosmografía: aquí nos limitaremos a decir que e l año trópico es el in térva-
lo de tiempo transcurrido entre dos eqüinocios, que en su determinación se comete Un error 
inferior a un minuto, y como se tienen observaciones aceptables desde hace más de un siglo, 
este error dividido poru100 es despreciable. 

E l año trópico se compone de 365,242256 días solares medios, o sea de 365 días solares me
dios; b horas, iSminutos, 50,918 se^wwdos. 

(2) Los nombres de los múltiplos y submúltiplos de las unidades de peso se derivan del 
gramo y no del kilogramo, que es l a unidad principal. 

(3) L a Comisión internacional adoptó solo letras minúsculas, y para distinguir deci, de dcca 
designó esta úl t ima con las letras, da. Para l a palabra miria no adoptó abreviatura, y para 
tonelada métrica y quintal métrico, las letras t, y q, y además las letras griegas que citamos más 
adelante. 
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348. LAS UNIDADES DE LONGITUD SON (1): 
= 1000 km 

= 10000 = 10 km 
= 1000 
= 100 
= 10 

metro (mj 

Megámetro (Meg. 'm) = 1000000 m 
Miriámetro (Mm) 
Kilómetro (km) 
Hectómetro (hm) 
Decámetro (dam) 

Unidad principal: metro (m) 1 
decímetro (^"V : 0,1 
centímetro (om) = 0,01 
milímetro (r&m) = 0 001 

micrón ^ju) 

mil i-micrón. (i. 

0,000001 

— 10 hm 
— 10 dam 
= 10 m 
= 10 dm 
== ] 0 cm 
= 10 mm 
= 1000 ¡x 

= 1000 m ¡JL 

Astronomía. 
Geografía. 
Med. itineraria. 
Artil lería. 
Agrimensara. 

Comercio. 
Industria. 
Ciencia. 

Metrología. 
Espectroscopia. 
Microscopio. 0,000000001 

349. S i , A B C D (Fig-. 1.a), r ep resen ta un met ro c u a d r a d o y 
d iv id imos los lados en 10 par tes igua les , cada parte represen
t a r á un d e c í m e t r o . Uniendo aho ra los puntos de d iv i s ión de los 
lados opuestos, A D y B C , por medio de las rec tas indicadas en 

F i g . 1."" 

r i l 

l a figura, queda dividido, e l metro cuadrado, en 10 f a j a s de u n 
me t ro de l a r g a s y u n d e c í m e t r o de a l t a s : s i d e s p u é s se unen 
los puntos de d i v i s i ó n de los otros dos lados, A B y C D , cada 
faja queda d iv id ida en 10 d e c í m e t r o s c u a d r a d o s . D e suerte que 
e l me t ro q u e d a r á dividido en 1 0 X 1 0 = 10Q d e c í m e t r o s c u a 
d r a d o s . 

Igualmente se ve r i f i c a que cua lqu i e r a unidad superf ic ia l t iene 
100 unidades del orden inmediato infer ior : 

(1) L a s necesidades de la ciencia han motivado l a adopción de múltiplos y submúltiplos su
periores al miriámetro o inferiores al milímetro. 
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LAS UNIDADÉS SUPERFICIALES SON 
m í Mlriámetro cuadrado ^1/7)12^ = 

[ S - ) KílóniGti'o cuadrado (km 2J = 
S 1 Hectómetro cuadrado (km 2) = 

\ Decámetro cuadrado (dam 2) = 
Unidad principal: metro cuadrado == 
S | Decímetro cuadrado (dm 2) 

00000000 ni 2 
1000000 

10000 
100 

1 
0,01 
0,0001 
0,000001 

100 km 2 
100 km 2 
100 dam 2 
100 m 2 
100 dm 2 
100 cw 2 
100 mm 2 

= 1 ha 
= a 
— ca 

a» v Centímetro cuadrado ('cw 2^ = 
| Miliraeti-o cuadrado (mm 2) = 

350. í E l d e c á m e t r o cuadrado t a m b i é n se l l a m a área y se desig
na por l a l e t ra , a; e l h e c t ó m e t r o cuadrado se l l a m a entonces hec
tárea (ha) y el met ro cuadrado centiárea, se designa por, (ca). 

E s t a s unidades se emplean en l a m e d i c i ó n de l a s á r e a s de las 
propiedades r ú s t i c a s , por lo c u a l se l l a m a n a g r a r i a s ¡ 

351. S i , A B C D E F ( F i g . 2.a), r ep resen ta un metro cúbico y l a 

- C 
FÍJÍ. 2 

c a r a super ior , A B C D , que s e r á un metro cuadrado, se d iv ide en 
100 decímetros cuadrados y p a r a cada uno se cons t ruye un cubo 
c u y a a r i s t a sea u n decímetro, r e s u l t a r á una capa que c o n t e n d r á 
100 decímetros cúbicos. S i , A E , se d iv ide en 10 par tes iguales , cada 
una s e r á de un decímetro y r e s u l t a que separada l a p r i m e r a capa 
de d e c í m e t r o s c ú b i c o s , con lo que r e s t a del metro c ú b i c o , se 
p o d r í a n cons t ru i r otras 9, igua les a e l l a : por lo c u a l e l metro cú 
bico contiene, 100 X 10 = 1000, decímetros cúbicos. 
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Igualmente se ve r i f i ca que cua lqu ie ra unidad c ú b i c a contiene 
1000 unidades del orden infer ior inmediato (1). 

LAS UNIDADES CÚBICAS SON (2): 
Unidad principal: metro cúbico (m3) = 1 = lOOOd?))3 

i Decímetro eiibico (C?HÍ3)= 0,001 w 3 = 1000 m3 
Divisores. < Centímetro cúbico (.OH3) = 0,000001 = lOJOmm3 

f Milímetro cúbico (mw3) = 0,000000001 

3j)2. LAS UNIDADES DE CAPACIDAD SON: 
( Kilolitro (Id) = 1000 1 = 10 Id 

Múltiplos. \ Hectolitro (hl) = 100 
( Decalitro (dal) — 10 

Unidad principal: litro (l) = 1 ¡ Decilitro (di) • 0,1 

Centilitro (el) = 0,01 
Mililitro (mZ) = 0,001 
Microlitro £ = 0,000001 

353. LAS UNIDADES DE PESO SON (3): 
Tonelada métrica (t) = 1000 kg 
Quintal métrico (q) — 100 

= /.-m3 
10 da l 
10 l 
10 di = 1 rfw3 
10 el 
10 mi 
1 0 0 0 X = 1 cm* 

= l«w»3 

Múltiplos. < Kilogramo (kg) = 1000 g 
Hectog'ramo (hg) — 
Decagramo (dag) = 10 

Unidad principal: gramo (g) = 1 
Decigramo ((%) = 0.1 
Centigramo (cg) = 0,01 
Miligramo (ing) — 0,001 
Microgramo y = 0,000001 

Divisores. 

= 10'q 
= 100 kg 
= Whg 
— 10 dag 
= l b g 
= 10 dg 
= 10 cg 
= 10 mg 

— 1000 y 

354 P a r a medi r las l o n g i t u d e s se emplean muchas medidas; 
las p r inc ipa les son: 

U n doble d e c í m e t r o de boj o de marf i l , d ividido en c e n t í m e t r o s 
y m i l í m e t r o s : dobles me t ro s , me t ros o medios me t ro s , de me
ta l o de madera con r emates m e t á l i c o s , o a r t iculados p a r a que 
se puedan plegar : c i n t a s m é t r i c a s , de metal o con t r a m a m e t á 
l i ca , o sin t r a m a a lguna , que se a r r o l l a n dentro de cajas apro-

(1) E s conveniente tener en lac lase un decímetro cúbico cuyas caras estén divididas en 
centímetros cuadrados; además debe cerrarse a la altura de un centímetto, para que los alumnos 
so convenzan de que, con ten iéndo la capa separada cien centímetros, el decímetro cúbico con
tendrá mi l . 

(2) No se suelen emjalear los múltiplos del metro cúbico. 
(8) Los nombres de tonelada métrica y quintal métrico no s'guen la regla de los múltiplos. 

12 
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piadas y suelen tener de 5 a 50 met ros de l a rgas : cadenas de 10 
met ros con eslabones de dos d e c í m e t r o s , etc. 

L a s áreas y los volúmenes se miden con las unidades l ineales , 
pero pa r a hacer lo es preciso tener conocimientos de G e o m e t r í a . 

355. L a s medidas m á s usuales p a r a medi r l a capacidad son 
l a s s iguientes : 

Medio hectolitro, doble decalitro, decalitro, medio decalitro, doble litro, 
litro, medio litro, doble decilitro, decilitro, medio decilitro y doble centi
litro. 

S e cons t ruyen estas medidas en made ra o meta l , s e g ú n e l 
uso a que se dest inen. 

356. L a s pesas m á s usua les son las s iguientes : 
Cincuenta kilogramos, veinte kilogramos, ,diez kilogramos, cinco kilo

gramos, dos kilogramos, un kilogramo, medio kilogramo, dos hectogra-
mos, un hectogramo, medio hedogramo, dos decogramos, un decagramo, 
cinco gramos, dos gramos, un gramo, cinco decigramos, dos decigramos, 
un decigramo, cinco centigramos, dos centigramos, un centigramo, medio 
centigramo y dos miligramos. 

357. L o s dobles metros , metros y medios metros só l idos y las 
medidas de capacidad y peso que se h a y a n de emplear en e l 
comerc io , deben estar autor izadas con el se l lo del fiel contraste, 
s e g ú n lo dispone e l reglamento del 5 de Sep t iembre de 1895. 

358. LAS UNIDADES DE TIEMPO SON: 

E l siglo, que vale 100 años . 
E l lustro 5 años. 
E l año bisiesto 360 días o 12 meses. 
E l año común 365 días o 12 meses. 
E l mes 28, ó 29 ó 30 ó 31 d ías . 
E l día 24 horas. 
L a b o r a 60 minutos. 
E l minuto 60 segundos. 

L o s meses de 31 d í a s son E n e r o , M a r z o , M a y o , Ju l io , Agos to , 
Octubre y D ic i embre ; los de 30 d í a s , A b r i l , J u n i o , Sept iembre y 
Nov iembre . F e b r e r o tiene 28 d í a s los a ñ o s comunes, y 29 los bi
siestos (1). 

(1) Son bisiestos los anos divisibles jior 4, excepto los terminados en dos ceros, si el número 
que queda a l a izquierda suprimiendo los dos ceros no es divisible por 4. A s i : 1700, 1800 y 1900 
no son bisiestos, porque 17, 18 y 19 no son divisibles por 4; pero el año 2000 será bisiesto por
que 20 es múltiplo de 4. 

Hemos incluido en el sistema métrico decimal las unidades do tiempo, porque no se ha adop
tado la división decimal del día. 
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A d e m á s de estas unidades hay l a semana, que es un periodo 
de siete d í a s . 

P a r a medir e l tiempo se emplean los relojes 3' los c r o n ó m e t r o s . 
359. Monedas son los objetos que sirven para dar valor convencional 

a las cosas. 
L a s monedas se a c u ñ a n en E s p a ñ a con tres metales: oro,plata 

y cobre (1). 
L e y o título de l a pasta con que se a c u ñ a una moneda, es l a 

cantidad de meta l fino que contiene, expresada en m i l é s i m a s del 
peso total de l a pasta. 

Talla o pie es e l n ú m e r o de monedas que se pueden saca r de 
una b a r r a c i l i nd r i ca del mismo d i á m e t r o que las monedas y de 
un k i log ramo de peso. 

L a unidad pr inc ipa l moneta r ia es l a p)eseta, moneda de plata 
que pesa 5 g ramos . 

MONEDAS DE ORO MONEDAS DE PLATA 

De 100 pesetas Duro 5 pesetas 40 piezas en kg. — 25 g. 
De 50 » Doble peseta 2 » 100 » » — 10 » . 
De 80 » Peseta 1 r » 200 » » _ 5 » 
De 10 » Media peseta 0,50 > 400 » » _ 2 > 
De 5 » Doble décima 0,20 » 1000 > , _ 1 , 

MONEDAS DE COBRE 

Décima 0,10 pesetas 100 piezas en kg. — 10 g. 
Media décima 0,06 » 200 » » — 5 ? 
Doble céntimo 0,02 » 500 » , _ 2 » 
Céntimo 0,01 i 1000 » » _ i , 

360, E n el Congreso de e lec t r ic i s tas celebrado en P a r í s en 
18S1, S i r W. Thomsom (Lord Kelvín), propuso las unidades s iguien
tes: Unidad de longitud, el centímetro; unidad de masa, e l gramo; 
unidad de tiempo, e l segundo; y p a r a cons ignar le l a n o t a c i ó n o s í m 
bolo C G . S . ; habiendo sido aprobada esta p r o p o s i c i ó n . 

(1) Se han acuñado monedas de 100 pesetas del Gobierno provisional en 1870 y en 1871, 
con el busto de D . Amadeo I . No se han acuñado monedas de oro de 50, ni de 20, ni de 5 pese
tas. Por Rea l Orden de Marzo de 1871 se han acuñado monedas de oro de 25 pesetas de 124 pie
zas en kilogramo con el busto de D. Amadeo I , Pero ni éstas ni las de 100 pesetas lian circulado 
apenas. E n varias épocas se han acuñado monedas de 25 y de 10 pesetas con el busto de don 
Alfonso X I I . E n l a época del Grobierno provisional so acuñó el sistema completo de monottes de 
plata y de cobre. E n l a época deD. Amadeo I no se acuñó moneda de cobre, y de las de plata 
solamente el duro. E n la época de D . Alfonso X I I se han acuñado todas las monedas de plata 
excepto l a de 20 céntimos, y de las.de cobre las de 10 y 5 céntimos. Actualmente se acuña muy 
poco oro y nada de cobre. 

http://las.de
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E n l a p r á c t i c a , pa r a e x p r e s a r las unidades e l é c t r i c a s ha r e su l 
tado muy p e q u e ñ a l a unidad de longi tud y muy grande l a de 
masa , y se han adoptado estas ot ras : 

U n i d a d de longitud: e l c u a d r a n t e de m e r i d i a n o o sea 109 cen
t í m e t r o s . 

U n i d a d de masa: 1,00000000001 g r a m o s . 
Un idad de t iempo: e l s egundo . 

b) Sistema de pesas y metliclas ele Castilla 

361. E n el s is tema de C a s t i l l a , las pr incipales medidas, pesas 
y monedas, son: 

2 
U n i d a d e s de l o n g i t u d . ^ l e g u a = 6666 — va ras , l a v a r a = 

3 • 
3 pies, el p i e = 12 pulgadas, la p u l g a d a = 12 l í n e a s y la l í n e a 
= 12 puntos. 

7 
L a l e g u a m a r i n a = 3 mi l l a s , l a m i l l a = 9 — cables, el cable 

30 
= 120 brazas , l a b r a s a = 6 pies; el codo de r i b e r a - 2 pies y 9 
l í n e a s 

E l p a t r ó n o unidad p r inc ipa l de longi tud es l a v a r a de B u r g o s . 
U n i d a d e s supe r f i c i a l e s . S o n cuadrados que t ienen por lados 

las unidades l ineales : por consiguiente, la r a z ó n de dos unidades 
superf iciales de distinto orden es l a de los cuadrados de las uni
dades l ineales correspondientes . A s í una v a r a cuadrada t iene 9 
pies cuadrados, una pulgada cuadrada 144 l í n e a s cuadradas , e t c é 
t e r a A d e m á s ex is ten las s iguientes unidades l l amadas a g r a 
r i a s . 

L a f a n e g a de t i e r r a — 576 estadales cuadrados. L a . a r a n s a d a 
= 400 estadales cuadrados . E l estadal cuadrado es un cuadrado 
cuyo lado es 4 v a r a s , por consiguiente, tiene 16 v a r a s cuadradas, 
o 144 pies cuadrados . 

U n i d a d e s de v o l u m e n . S o n cubos cuyos lados son las unida- ' 
des l inea les : por consiguiente, l a r a z ó n de dos unidades de v o l u 
m e n de distinto orden es l a de los cubos de las unidades l inea les 
correspondientes. A s í , una v a r a c ú b i c a tiene 27 pies c ú b i c o s , un 
pie c ú b i c o 1728 pulgadas c ú b i c a s , etc. 

A d e m á s se emplean dis t intas medidas c ú b i c a s l lamadas de ca 
pacidad pa ra á r i d o s , pa ra l í q u i d o s y pa ra acei te . 
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M e d i d a s de c a p a c i d a d p a r a á r i d o s . E l c a h i s == 12 fanegas, 
l a f a n e g a — 12 celemines , e l c e l e m í n — 4 cuar t i l los . 

L a unidad p r inc ipa l es l a media fanega de A v i l a . 
Med idas de c a p a c i d a d p a r a l í q u i d o s . Hl moyo — 16 c á n t a r a s , 

l a c a w í a / ' a = 8 azumbres , l a asz-imbre = A cuar t i l los , el c u a r t i . 
l i o =• 4 copas. 

L a unidad p r inc ipa l es l a c á n t a r a de To ledo . 
M e d i d a s de c a p a c i d a d p a r a e l aceite. L a a r r o b a == 25 l ib ras , 

l a l i b r a = 4 pani l las . 

P e s a s . L a t o n e l a d a de peso = 1$ quintales, e l q u i n t a l = \ 
a r robas , la a r r o b a — 25 l ibras , l a l i b r a — 16 onzas, l a o n z a ==; 
16 adarmes, e l a d a r m e — 3 tomines, e l t o m í n ~ 12 granos . 

L a unidad p r inc ipa l es el m a r c o ^media l i b r a del Consejo de 
Cas t i l l a ) . 

Monedas d e l s i s t e m a a n t i g u o (1). 

D e oro. L a o n z a = 320 rea les , l a m e d i a o n z a — 160 rea les , e l 
d o b l ó n = 80 reales , l a d o b f i l l a = 40 reales., el esendito = 20 
rea les , el d o b l ó i t de a ciento — 100 rea les . 

De p l a t a . E l du ro — 20 rea les , e l medio du ro = 10 reales , l a 
pese ta — 4 rea les . Ta m e d i a pese ta = 2 reales , el r e a l , que e r a 
l a unidad p r inc ipa l . 

De cobre. P i e z a de dos c u a r t o s — 8 maravedises , p i e z a de u n 
cua r to == 4 maraved i se s , p i e z a de u n ochavo = 2 maraved i ses . 
Pos te r io rmente . P i e z a de medio r e a l — 0,50 de r e a l , p i e z a de 
c u a r t i l l o — 0,25 de r e a l , d é c i m a de r e a l = 0,10 de r ea l , y m e d i a 
d é c i m a — 0,05 de r e a l . 

362. L o s n ú m e r o s concretos del s i s tema m é t r i c o dec imal se 
expresan por las in ic ia les de sus nombres, s e g ú n hemos indica
do en los n ú m e r o s 347 y siguientes L o s concretos del s i s t e m a 
antiguo de Cas t i l l a se exp re san , o con las in ic ia les , colocadas a 
c o n t i n u a c i ó n de los n ú m e r o s , o con ab rev ia tu ra s del nombre de 
las unidades que se quiere expresa r (2). 

(1) Hoy no circula ninguna de las monedas de cobro do este sistema, porque las ha recogido 
el Gobierno; tampoco circula la plata acuñada antes del año 186P, por l a mismá razón. E n 
cuanto a las monedas de oro, tampoco circulan, porque el oro tiene por relación a l a plata ma
yor valor que el monetario legal. 

02) Sólo a t í tulo de documonto histórico incluímos en este libro el sistema de .posas, medi
das y monedas de Castilla, paro no creemos que so debe incluir en el programa de examen. 
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I I . Tx-inisíormación de lo.s u ú m i e l r o i s i concretas 

363 L o s concretos se clas i f ican en n ú m e r o s incomple jos y 
comple jos . 

i N ú m e r o incomple jo es e l que cons ta de u n i d a d e s de u n s ó l o 
o r d e n ; por ejemplo: 4 k m ; 8 d a l . 

N ú m e r o complejo es e l que cons ta de u n i d a d e s de d i s t i n to s 
ó r d e n e s , pe ro e l m i s m o g é n e r o ; por ejemplo: 

b k g 6 h g $ d a g 4 g- 8 d g . 8 m 2 47 tí?m2 35 cm2. 

E n los n ú m e r o s complejos, l as unidades de c a d a orden deben 
se r menos que las que se necesi tan p a r a componer una unidad 
del o rden i n m e d i a t o s u p e r i o r . 

364. L o s n ú m e r o s concretos pueden t rans formarse en otros 
equivalentes , y a sea del mismo s i s tema, 3'a sea de otro s is tema. 
L a s t ransformaciones en cada s i s tema comprenden los tres ca
sos pr inc ipa les s iguientes: 1.°, c o n v e r t i r u n n ú m e r o incomple jo 
en otro i n c o m p l e j o ; 2.°, c o n v e r t i r u n comple jo en u n incom
p l e j o ; 3 0, c o n v e r t i r u n incomple jo en u n complejo , 

y 363r7 'pRiMER CASO. C o n v e r t i r u n n ú m e r o incomple jo de d i s 
t i n t o o rden .{ \ ) . 

S i a y b, son dos incomplejos, h o m o g é n e o s equivalentes , que 
exp re san unidades de distinto orden, siendo e l n ú m e r o de uni 
dades super iores , y las veces que l a unidad super ior contie
ne a l a del infer ior , se t e n d r á : 

b 
a . m = b, de donde, a — —. 

m 
De l a p r i m e r a igualdad se deduce l a s iguiente: 
REGLA 1.a P a r a c o n v e r t i r u n n ú m e r o incomple jo en otro 

i n c o m p l e j o de o rden i n f e r i o r , se m u l t i p l i c a e l n ú m e r o dado 
p o r e l n ú m e r o de veces que l a u n i d a d s u p e r i o r cont iene a l a 
i n f e r i o r . 

EJEMPLOS: 1.° R e d u c i r 16 horas a minutos. Se mul t ip l ica e l 
n ú m e r o 16 por 60 que son los minutos que tiene una hora , y e l 
producto, 720, expresa los minutos que contienen 16 horas . 

2.° R e d u c i r 17 h g a gramos . S e mu l t i p l i ca 17 por 100, que son 
los g ramos que va le un h g , el producto 1700 e x p r e s a los gramos 
equiva lentes a 17 h g . 

D e l a segunda de las igualdades se deduce l a s iguiente: 

(1) Sólo pondremos ejemplos del sistema métrico decimal y cronométrico. 
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REGLA 2.a P a r a c o n v e r t i r u n n ú m e r o incomple jo en otro 
i ncomple jo de o rden s u p e r i o r , se d iv ide e l n ú m e r o dado p o r 
e l n ú m e r o de veces que l a u n i d a d i n j e r i o r e s t á con ten ida en 
l a s u p e r i o r . 

EJEMPLOS: l.0 C o n v e r t i r 268 g ramos en k i logramos . Se d i v i 
de 268 por 1000, que es e l n ú m e r o de gramos que tiene e l k i lo 
g ramo, y el cociente s e r á e l n ú m e r o de gramos que se pide. 

268 
268 g = k g = 0,268 k g . 

1000 
2.° C o n v e r t i r 26152 m en k m . Div id iendo por 1000. que son los 

metros que tiene un k m , o sea separando tres decimales , ten
dremos: 

26152 m = 26,152 k m . 
366, 2.° CASO. C o n v e r t i r ' u n complejo en incomple jo . 
Como un n ú m e r o complejo se compone de v a r i o s incomplejos 

de distintos ó r d e n e s , c u y a s u m a es e l complejo, es evidente que 
este problema tiene su fundamento en el problema del n ú m e r o 
anter ior , cu j ' a r e s o l u c i ó n h a b r á que repet i r v a r i a s veces . D e 
estas consideraciones se deducen las s iguientes: 

REGLA 1.a P a r a c o n v e r t i r u n complejo en u n incomple jo 
de s u orden i n f e r i o r , se c o n v i e r t e n l a s u n i d a d e s de orden s u 
p e r i o r en l a s de l o rden i n m e d i a t o i n f e r i o r , a l r e su l t ado se le 
a ñ a d e n l a s u n i d a d e s que de este o rden t e n g a e l n ú m e r o com
p l e j o ; se reduce es ta s u m a a l o rden i n m e d i a t o i n f e r i o r , se 
a g r e g a n a l r e s u l t a d o l a s u n i d a d e s que h a y a de este o rden y 
se c o n t i n ú a de l m i s m o modo h a s t a haber operado con l a s u n i 
dades de orden i n f e r i o r . 

EJEMPLOS: 1.° C o n v e r t i r , 12 d i a s 16 h s y 9 m en minutos. S e 
t e n d r á : 

12 + 16 /Í = (12 X 24 + 16) h = 304 h . 
304 ^ + 9 m = (304 X 60 + 9) m = 18249 m . 

2.° C o n v e r t i r , 24 h a 78 a y 35 ca en c e n t i á r e a s . S e t e n d r á : 
24 + 78 « = (24 X 100 + 78) a = 2478 a . 

2478 a + 35 ca = (2478 X 100 + 35) ca = 247835 ca . 
O b s e r v a c i ó n . — C n a n d o el n ú m e r o complejo es m é t r i c o deci

m a l , no se necesi ta efectuar mul t ip l icac iones . 5 / e l n ú m e r o m é 
t r i co es u n complejo de u n i d a d e s de l o n g i t u d , de c a p a c i d a d 
o de peso, se co locan l a s u n i d a d e s de d i f e ren tes ó r d e n e s , 
u n a s a c o n t i n u a c i ó n de o t r a s , pon iendo u n cero en e l l u g a r 
de cada o rden i n t e r m e d i o que f a l t e . S? e l n ú m e r o m é t r i c o 
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complejo e x p r e s a u n i d a d e s de super f ic ie o v o l u m e n , se proce
d e r á del m i s m o modo, pero ten iendo p resen te que cada o rden 
de u n i d a d e s s u p e r f i c i a l e s debe ocupa r dos l u g a r e s ; l a f a l t a 
de u n i d a d e s de a l g ú n o rden se debe s u p l i r con dos ceros, y t a 
c a r e n c i a de decenas con u n o ; y c a d a o rden de u n i d a d e s de 
v o l u m e n debe ocupa r t res l u g a r e s ; l a f a l t a de u n i d a d e s de 
a l g ú n o rden se debe s u p l i r con t r es ceros , y l a c a r e n c i a de 
cen tenas , 0 centenas y decenas de a l g ú n ordenJ con uno o dos 
ceros . 

EJEMPLOS: 1.° C o n v e r t i r , 1 k m 2 2 4 h m 2 7 d a m 2 y 20 m 2 en 
metros cuadrados. 

S e t e n d r á : 

1 k m 2 + 24 / í m 2 = (100 + 24) h m 2 = 124 h m 2. 

124 h m 2 + l d a m 2 = (12400 + 7) d a m 2 = 12407 dam2 

12407 d a m 2 + 20 m 2 == (1240700 + 20) m 2 = 1240720 m 2 

o de una vez , s e g ú n l a o b s e r v a c i ó n , 

1 £ m 2 24 h m 2 7 d a m 2 20 m 2 = 1240720 m2. 

2. ° C o n v e r t i r 18 m 3 75 d m 3 y 6 c m 3, en c e n t í m e t r o s c ú b i c o s . 

18 m 3 75 d m 3 6 cm3 = 18,075006 m 3. 

3. ° C o n v e r t i r 24 h m 3 123 m 3 y 14 c m s , en c e n t í m e t r o s cúb i 
cos. 

24 h m 3 125 m 3 14 c m 3 = 24000125000014 c m 3. 

REGLA 2.a P a r a c o n v e r t i r u n complejo en incomple jo de c u a l 
qu i e r o rden d i s t in to de l i n f e r i o r , se conv ie r t e p r i m e r o en e l 
i n f e r i o r , y e l r e s u l t a d o se conv ie r t e en incomple jo de l o rden 
que se desea por l a r e g l a d e l p r o b l e m a a n t e r i o r (3o5, r eg ia 2.a), 

S i e l n ú m e r o es m é t r i c o , l a c o n v e r s i ó n del i ncomple jo de 
orden i n f e r i o r a otro o rden e s t á r e d u c i d a a colocar l a coma 
a l a de recha de l a s u n i d a d e s d e l o rden pedido. 

EJEMPLOS: 1.° C o n v e r t i r 8 h o r a s , 16 m i n u t o s y 3 s e g u n d o s 
en horas.. S e t e n d r á : 

8 h o r a s -f-16 m i n u t o s = (8 X 60 + 16) m i n u t o s = 496 m i n u t o s ; 

496 m i n u t o s + 3 s e g u n d o s = 
= (496 X 60 + 3) s e g u n d o s — 29763 s e g u n d o s ; 

y como l a hora tiene 3600 segundos. 
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29763 
29763 segundos = horas. 

36C0 

2 0 C o n v e r t i r 16 k l 7 h l y 9 l , en hectoli t ros. Se t e n d r á : 

16 k l 7 h l 9 1 = 16709 / = 167,09 

3. ° C o n v e r t i r , 24 /¿w2 y 6 m2 en h e c t ó r a e t r o s cuadrados: 

24 /¿m2 6 w2 = 240006 ??t2 = 24,0006 hm2 

4. ° C o n v e r t i r , 1256 m3 285 c??r¿3 y 75 cm3 en metros c ú b i c o s 

1256 m3 285 rfm3 75 cm3 = 1256285075 cm3 = 
= 1256,285075 m3. 

367. TERCER CASO. Convertir m i incomplejo en un complejo. 
Cuando un incomplejo, de un orden que no es e l super ior a 

todos, contiene m á s unidades que las necesar ias pa ra formar una 
del orden inmediato super ior , se puede t ransformar en complejo 
de ó r d e n e s super iores . P a r a ha l la r las unidades del orden inme
diato superior , se d iv ide el incomplejo dado por el n ú m e r o de 
veces que l a unidad infer ior e s t á contenida en l a super ior (365); 
el resto e x p r e s a r á unidades del orden dado, y e l cociente unida
des del orden inmediato super ior . C o n el cociente entero se pro
cede como con el n ú m e r o dado, y as í se c o n t i n ú a con los cocien
tes enteros suces ivos hasta l l ega r a un cociente del orden 
super ior a todos, o a un cociente que no contenga n inguna uni
dad del orden inmediato super ior . De todo esto se deduce l a s i 
guiente. 

REGLA, P a r a convertir un incomplejo en complejo de órdenes supe
riores, se reduce a su orden inmediato superior (365, r eg l a 2.a), el co
ciente entero a l inmediato superior, y así sucesivamente hasta llegar a 
las unidades superiores, o a un cociente que no contenga ninguna unidad 
superior: el úl t imo cociente y los restos de las divisiones forman el com
plejo pedido. 

O b s e r v a c i o n e s . — e l incomplejo es métrico decimal de longitud, 
capacidad o peso, se separan sus cifras, de una en una, y se da a cada una 
la denominación que le corresponda S i el incomplejo métrico decimal 
expresa unidades superficiales o de volumen, se separan sus cifras de dos 
en dos, o tres en tres, a derecha e izquierda de la coma, s i el número 
no es entero, y se da a cada grupo de dos o tres cifras la denominación 
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que le corresponda. Antes de hacer la t ransformación en las medidas su
perficiales, se añade un cero a taparte decimal, s i el número de cifras no 
es par, y en las de volumen, uno o dos ceros, s i el número de cifras deci
males no es múlt iplo de tres. 

EJEMPLOS: 1.° C o n v e r t i r en complejo el incomplejo 102347 
segundos. 

L a o p e r a c i ó n se dispone a s i : 

102347 segundos 

423 
347 

47 segundos 

60 

1705 minutos 
505 
25 minutos 

60 

28 horas 
4 horas 

24 

1 dia 

lusgo, 102347 segundos = 1 dia 4 horas 25 minutos y 47 segundos. 
2.° C o n v e r t i r en complejo, 5126007 ca. 
Separando sus cifras en grupos de dos, a par t i r de l a derecha, 

y teniendo presente que en las unidades a g r a r i a s no hay m á s 
que t res ó r d e n e s (350), resu l ta : 

5126007 ca = 512 ha 60 a 7 m 

3 ° C o n v e r t i r en complejo 2636441,12 m 3. E l n ú m e r o de cifras 
decimales debe ser m ú l t i p l o de t res , por t r a t a r se de unidades 
de vo lumen; luego esc r ib i remos 2636441,120 m3 y aplicando l a 
r e g l a 

2636441,120 m3 = 2 hm3 636 dam 3 441 m3 120 dm.3. 

S i se t r a ta de reduc i r un incomplejo a complejo de ó r d e n e s in 
fer iores , e l incomplejo d e b e r á se r una f r a c c i ó n y l a o p e r a c i ó n se 
l l a m a valuar una fracción. D e lo dicho en los casos anter iores se 
deduce l a s iguiente: 

REGLA. Pa ra reducir un incomplejo a complejo de órdenes inferiores, 
o para valuar una fracción, se divide el numerador por el denominador 
y el cociente entero es el número de unidades del orden del incomplejo: se 
reduce el resto a l orden inmediato inferior, el resultado se divide por el 
mismo denominador y el cociente entero expresará unidades del orden de 
su dividendo; con el resto se procede como con el anterior y así se conti
n ú a hasta llegar a l últ imo orden, o a l que se haya marcado, s i antes no 
se obtiene el resto cero. 

15 
EJEMPLOS: 1.° R e d u c i r a compleio - de l dia. 

11 
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L a o p e r a c i ó n se dispone del modo siguiente: 

15 d i a s 
4 » 

96 h o r a s 
8 * 

480 m i n u t o s 
40 

7 * 
420 segundos 

90 
20 

90 
2 

11 

1 d i a 8 h o r a s 43 m i n u t o s 38,18 s e g u n d o s 
15 

E s t e cociente es el complejo equivalente a — 

2.° R e d u c i r a incomplejo o complejo decimal — //; 

4 m 2 
40 

50 0, (571428) m 2 = 57 din2 14 cm2 28 m m 2 
10 
30 

20 
60 
4 

368 L a t r a n s f o r m a c i ó n de concretos de un s i s tema a otro se 
e f e c t ú a con e l aux i l io de igualdades o equiva lenc ias entre las 
unidades de ambos s is temas: y se funda en el s iguiente: 

TEOREMA. S i se m u l t i p l i c a n v a r i a s e q u i v a l e n c i a s t a les que 
e l segundo miembro de cada u n a sea h o m o g é n e o y del m i s m o 
orden que el p r i m e r miembro de l a s i g u i e n t e , e l p roduc to es 
u n a e q u i v a l e n c i a cuyo p r i m e r miembro es h o m o g é n e o y de l 
m i s m o orden que e l p r i m e r miembro de l a p r i m e r a , y cuyo 
segundo miembro es h o m o g é n e o y del m i s m o orden que e l se
g u n d o m i e m b r o de l a ú l t i m a . 

Supongamos p r imero que las equiva lenc ias son dos y que los 
A m — B n s u b í n d i c e s , m , n , p , marquen la especie de unida-
C n = D ^ des a que se r e ñ e r e n los n ú m e r o s A , B , D . 

Mult ipl icando l a p r i m e r a equ iva lenc ia por C y l a segunda por 
B ; se t e n d r á : 

G), 
C) 

( B . C ) n 

: ( B . g j ^ 
de donde se deduce: 
( A . C ) w = ( B . D ) ^ . 
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S e a ahora cualquier n ú m e r o de equiva lencias . Mult ipl icando 
como hemos dicho antes l as dos pr imeras ; la equi
va lenc ia obtenida por l a t e rce ra , lo que resul te por 
l a cuar ta y a s í suces ivamente hasta l a ú l t i m a , l l ega 
remos a l a equ iva lenc ia . 

A m — B n 
C n = \ ) p 
E p - - F q 
G q = \ \ r 

( A . C . R . G ) m = ( B . D F H ) > j 

conforme se q u e r í a demostrar . 
S i A f u é s e un n ú m e r o desconocido, dividiendo los dos miem

bros de l a equ iva lenc ia an te r io r por C . E . G , t e n d r í a m o s : 

B . D . F 
A 

C . E . ^ 

de c u y a igualdad se deduce l a siguiente: 
REGLA. P a r a t r a n s f o r m a r u n concreto en otro equ iva len te 

de d i s t i n t o s i s t e m a cuando ambos s i s t e m a s e s t á n l i g a d o s po r 
e q u i v a l e n c i a s i n t e r m e d i a s , se d i sponen é s t a s de modo que 
e l p r i m e r miembro de l a p r i m e r a sea e l n ú m e r o que se bus
c a , que d e s i g n a r e m o s p o r , x , jv e l s egundo e l concreto conoci
do equ iva len te con é l ; y debajo de es ta e q u i v a l e n c i a l a s de
m á s e q u i v a l e n c i a s d a d a s , d i s p u e s t a s de modo que e l p r i m e r 
m i e m b r o de cada u n a sea h o m o g é n e o y del m i s m o orden que 
e l s egundo m i e m b r o de l a a n t e r i o r ( l ) ; se m u l t i p l i c a n m i e m 
bro a m i e m b r o , e l producto de los s e g u n d o s m i e m b r o s se d i v i 
de po r e l p roduc to de todos los f a c t o r e s d e l p r i m e r o a excep
c i ó n de x , y e l cociente obtenido s e r á e l n ú m e r o desconocido 
que se busca (2). 

Cuando só lo se t r a t a de pasa r del s i s tema antiguo de C a s t i l l a 
a l m é t r i c o decimal o v i c e v e r s a , e l problema es m u y senci l lo , 
porque p a r a r e so lve r l e bastan dos equ iva lenc ias . 

LÍ.S pr incipales equ iva lenc ias entre los dos s i s temas son (3). 

(1) E l segundo miembro de la última resul ta rá homogéneo y del mismo orden, ̂ ue el-primero 
do la primera. 

(2) Es ta regla se llama conjunta; y si tiene por objeto la conversión do monedas o valores 
comerciales se llama regla de cambio o de arbitraje. 

(3) Ponemos estas equivalencias con las cifras decimales que se acostumbra y porqué así 
son lógales; pero advertimos que en casi todas pon ilusorias las cifras desde la-cuarta en ade
lante. Sólo merecen fe las relaciones determinadas entre las unidades (do longitud y masa) 
franceias, inglesas y rusas, con el metro y Idlograrao, porque las ha hallado la Comisión in
ternacional de pesas y medidag. 



1 legua 
1 vara 
1 vara 2 
1 fanega 
1 vara 3 
1 cuarlillo 
1 fanega 
1 fóftra 
1 arroba 

5,572(05 A-?)!. 
0,835905 m 
0,698737 m 2 
0,(U3956 ha 
0,584078 m 3 
0,£041G l 
0,55501 fti 
0,460093 A-Í? 

11,502325 kg 

1 to?» 
1 m 
Í m 2 
1 ha 
1 m 3 
1 l 
1 hl 
í k g 
I k g 

0,179446 
1,196307 
1,431153 
1,652901 
1,712100 
1,983512 
1 801769 
2,173474 
0,086939 

leguéis 
varas 
varas 2 
fanegas 
varas 3 
cuarlillos 
fanegas 
libras 
arrobas 

T a m b i é n se sue len emplear l as s iguientes equ iva lenc ias , aun
que son menos ap rox imadas . 

51 m i r 61 varas; 
7 ni 2 — 10 varas 2; 
7 m 3 — 12 varas 3; 
5 hl — 9 fanegas; 

39 km 
9 ha 

60 Z 
46 W 

7 legxias; 
14 fanegas; 

119 cuartillos; 
4 arrobas: 

EJEMPLOS: 1.° C o n v e r t i r 155 v a r a s en met ros . 
Qe las p r imera s equ iva lenc ias se deduce: 

x m — 165 v a r a s í , , 
l t ; r . =0 ,83 :905 ;^ j de donde' 

x m = 165 X 0,835905 
= 137,924 m. 

Empleando las segundas equ iva lenc ias : 
x m — 165 v r . \ 165 X 51 

de donde, x m = m = 137,95 m . 
61 v r . — 51 ) 61 

2.° C o n v e r t i r 214 f a n e g a s de t i e r r a en h e c t á r e a s . 
E n v i r t u d de las p r i m e r a s equ iva lenc ias : 

x h a = 214 f a n e g 
\ f a n e g — 0 643956 h a 

de donde, x h a = 214 X 0,643956 = 137,8066 h a . 
Empleando las segundas equ iva lenc ias : 

j i h a — 2\A f a n e g 
14 f a n e g = 9 h a 

214 X 9 
de donde, x h a = h a = 137,5414 h a . 

14 

C A P Í T U L O I I 

L A S O P E R A C I O N E S C O N L O S N Ú M E R O S C O N C R E T O S 

369 L a def in ic ión gene ra l de l a a d i c i ó n (225) es apl icable a los 
n ú m e r o s concretos. De dicha def in ic ión se deduce que los su
mandos deben ser h o m o g é n e o s . 

file:///faneg


- 182 -

P a r a s u m a r n ú m e r o s concretos se~pueden r e d u c i r a i n c o m 
p l e j o s d e l m i s m o o rden , s u m a r l o s como abs t r ac tos y d a r a l a 
s u m a l a d e n o m i n a c i ó n de tos s u m a n d o s . 

EJEMPLOS: 1.° S u m a r t h a 12 a y 45 ca , con 9 h a l a y 2 ca . 

b h a 12 « 45 ca = 61245 ca 
9 „ 7 „ 2 „ = 90702 .. 

151947 = 15 h a 19 a 47 ca . 
2.° S u m a r 4 d i a s 16 // 28 m , con 9 d í a s 21 h 19 m . 

4 d i a s 16 h 2 8 m = 6748 m . 
9 „ 21 „ 19 „ = 14239 „ 

2o9«7 m . = 14 ¿¿/as 13 h 47 m . 
L o s n ú m e r o s complejos se pueden s u m a r t a m b i é n s in reducir 

los a incomplejos, por l a s iguiente: 
REGLA. P a r a s u m a r n ú m e r o s comple jos se esc r iben unos 

debajo de otros de modo que se c o r r e s p o n d a n l a s u n i d a d e s de 
todos los ó r d e n e s , se s u m a n s e p a r a d a m e n t e l a s u n i d a d e s de 
c a d a o r d e n , comenzando p o r l a s d e l orden i n f e r i o r y se de
d u c e n de c a d a s u m a p a r c i a l l a s u n i d a d e s que con tenga d e l 
o rden i n m e d i a t o s u p e r i o r p a r a a g r e g a r l a s a l a s u m a de este 
o r d e n . 

EJEMPLO: S u m a r los n ú m e r o s s iguientes : 

,8 h o r a s 16 m i n u t o s 42 s e g u n d o s 
3 « 34 „ 24 
^ n » ii 51 ,, 

13 h o r a s 51 m i n u t o s 56 s e g u n d o s 

370. L a de f in ic ión gene ra l de s u b s t r a c c i ó n (231) es apl icable a 
los n ú m e r o s concretos, y supone que e l minuendo y el subs
traendo son h o m o g é n e o s . 

P a r a r e s t a r n ú m e r o s concretos se puede r e d u c i r l o s a i n c o m 
p l e j o s de l m i s m o orden, r e s t a r l o s como los abs t rac tos y d a r a 
l a d i f e r e n c i a l a d e n o m i n a c i ó n c o m ú n a m i n u e n d o y subs
t r aendo . 

EJEMPLOS: 1.° R e s t a r de 

86 k g 4 h g y 5 g ; 29 k g b h g H d a g y 8 g . 
86 k g 4 h g 0 d a g 5 g = 8640Ó g 
29 „ 6 „ 4 „ 8 „ = 29648 „ 

56757 g = 56 k g l h g 5 d a g 7 g 
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2.° R e s t a r de 

9 días 18 hoi4as 39 minutos 5 días 20 h 24 m. 
9 cfes 18 h 39 m = 14079 m. 
5 * 20 » 24 » = 8424 » 

5655 m. = 3 días 22 h 15 m. 

L o s n ú m e r o s complejos se pueden res ta r s in reduc i r los a in
complejos por l a s iguiente: 

R EGLA. P a r a restar números complejos se escribe el substraendo de
bajo del minuendo de modo que se correspondan las unidades de todos 
los órdenes: se resta de las unidades de cada orden del minuendo las co
rrespondientes del substraendo, comenzando por las de orden inferior; s i 
a lgún minuendo es menor que el substraendo correspondiente, se le añade 
una unidad del orden inmediato superior descompuesta en unidades de 
su orden, y en la substracción parcial siguiente se añade a l substraendo 
ima unidad para compensar la que se añadió a l minuendo. , 

EJEMPLO: R e s t a r los n ú m e r o s s iguientes: 

8 horas 16 minutos 22 segundos 
5 „ 48 „ 33 

2 horas 27 minutos 49 segundos 

371, L a r e g l a d a l a s equ iva lenc ias , exp l i cada en e l n ú m e r o 
334, nos proporciona medios de r e s o l v e r mul t i tud de cuest iones 
senc i l las que se conocen con los nombres de m u l t i p l i c a c i ó n y di
v i s i ó n de concretos. 

L a s cuestiones a que nos re fer imos se reducen a t res pro
b lemas . 

372. PROBLEMA. I.0 Dado el valor de una unidad concreta por su 
equivalencia con un número concreto, expresado por otras unidades ho
mogéneas o heterogéneas con aquéllas, hallar un número concreto homo
géneo con estas ú l t imas unidades, conociendo su equivalencia en unidades 
homogéneas con la primera (1). 

(1) Este problema es el llamado multiplicación de números concretos. Pierden l a dificultad 
que ofrecían para los principiantes las operaciones con los números concretos, siendo éstos mé
trico decimales, como lo deben ser on lo sucesivo, pues todos debemos contribuir a desechar do 
una vez psra siempre el antiguo sistema de pesas y medidas. 
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S e puede e x p r e s a r de un modo genera l las equiva lencias que 

r e s u e l v e n este problema, con a r reg lo a lo dicho en el n ú m e r o 
368, del modo siguiente: 

X m = Cln ( l a • h\ 
de donde, x m— j 1 = (ab) m 

\ n = 0 m \ \ 1 / m 

EJEMPLOS. I.0 S i un franco cuesta 1 peseta y 3o céntimos, ¿qué 
cantidad en pesetas neces i ta remos p a r a pagar 5859 francos? 

x ptas. = 5859 frs. 
1 fr. = i , 35 p tos. 

x ptas. = 5859 X 1 , 3 5 ^ 5 . =1909,65 ptas. 

2. ° S i u n a libra esterlina cues ta 30 pesetas y 10 céntimos, ¿ c u á n t o 
c o s t a r á 295 libras esterlinas? (1) 

x ptas- — 295 libras esterlinas 
1 lib. ester.a = 30,10 jotos, 

x ptas. = 295 X 30,10 ptas. = 8879,50 ptos. 

3. ° U n hectolitro de t r igo cues ta 19 2Jesetas y 45 céntimos, ¿ c u á n t o 
c o s t a r á n 65 hl y 7 dal? 

x ptas. = 65,7 hectolitros 
1 hectolitro = 19,4b ptas. 

de donde, 

x ptas. = 65,7 X 19,45 joto.?. = 1277,865 pías. 

4. ° U n metro de te la cues ta 8 pesetas y 15 céntimos, ¿ c u á n t o 
c o n s t a r á n 17 metros y 75 centímetros? 

x j^tos. = 17,75 m. 
1 w. ~ 8,15_ptos. 

x ptas. = 17,75 X 8,15 ptas. — 152,8125 ptos. 

E n este resul tado s ó l o se neces i tan dos cifras decimales, por
que l a menor par te mone t a r i a de l a peseta es e l c é n t i m o , por lo 
cua l lo dejaremos reducido a 152 ptas. y 81 cénts. 

Observación.—Cuando no se h a y a n de aprec ia r todas las c i f ras 
decimales se copian só lo las que se h a y a n de aprec ia r , tal como 

(1) Nuestra moneda de plata no tiene en el extranjero todo su valor, principalmente porque 
en España no circula el oro; por este motivo, aunque los francos en plata tienen el mismo valor 
intrínseco que las pesetas, nuestra peseta vale menos de un franco. L a libra esterlina (unidad 
monetaria de Inglaterra) debería valer 25 pesetas. 
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e s t á n s i l a parte despreciada va le menos de media unidad del 
ú l t i m o orden que queda y a ñ a d i e n d o a l a ú l t i m a una unidad s i 
v a l e m á s . 

E n el ejemplo anter ior hemos formado, pa ra resul tado, 152,81 
p t a s . ; pero s i e l dec imal con m á s de dos cifras hubiese sido, 
152,8174, h u b i é s e m o s dicho que los 17,75 m de tela costaban 152,82 
p t a s . ; a ñ a d i e n d o una un idad a l a c i f r a de las c e n t é s i m a s . 

L a r e g l a p r á c t i c a es: S i l a p r i m e r a c i f ra que se desprecia es 
m e n o r que 5, se copian l a s otras c i f ras como e s t á n , y s i es 5 o 
m a y o r que 5 se aumenta a l a ú l t i m a c i f ra que se ap rec i a u n a 
u n i d a d . 

373. PROIÍLEMA 2.° D a d o e l v a l o r de u n a u n i d a d concre ta 
p o r s u e q u i v a l e n c i a con u n n ú m e r o concreto, expresado por 
o t r a s u n i d a d e s , h o m o g é n e a s o h e t e r o g é n e a s con e l l a , h a l l a r 
u n n ú m e r o concreto h o m o g é n e o con l a p r i m e r a u n i d a d , cono
ciendo s u e q u i v a l e n c i a en u n i d a d e s h o m o g é n e a s con l a s se
g u n d a s (1). 

S e expresan de un modo g-eneral las equivalencias que resue l 
v e n este problema del modo siguiente (368): 

x »?. = a n ] - i a . 1 \ / a 
\ de donde x 7)» = j 1 — j — 

EJEMPLOS: 1.° ¿ C u á n t a s acc iones de una m i n a se p o d r á n com
p r a r con 8290 pese tas , costando una a c c i ó n 165 pese t a s? 

x acc iones = 8290 pese tas 
165 pese tas = 1 a c c i ó n , 

8290 40 
de donde x acc iones = acc iones — 50 — acc iones ; luego se 

lb5 165 
40 

p o d r á n comprar 50 acciones y una p a r t i c i p a c i ó n de — en o t ra 
165 

acc ión , o r e s e r v a r s e el sobrante de 40 pesetas en m e t á l i c o . 
2.° U n a fuente a r ro j a l me t ro c ú b i c o de agua en 48 m i n u t o s , 

¿ c u á n t a agua a r r o j a r á en 9 h o r a s y 37 m i n u t o s ? 
x m 3 = 9 h o r a s 37 m i n t s . 
48 m i n t s . — 1 m 3 

o bien, x m 3 = 577 m i n t s . 
48 m i n t s . = 1 m 3 

577 
de donde, x m 3 = — m 3 = 12,020833 m 3. 

48' 
(1) Este problema es el que so considera como una división de concretos homogéneos. 

13 
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374. PROBLEMA 3.° D a d o e l v a l o r de u n n ú m e r o concreto p o r 
s u e q u i v a l e n c i a con otro concre to , h o m o g é n e o o h e t e r o g é n e o 
con é l , h a l l a r , en u n i d a d e s h o m o g é n e a s con uno de los dos 
concre tos , e l v a l o r de u n a u n i d a d h o m o g é n e a con e l otro (1) 

S e e x p r e s a n de un modo genera l las equ iva lenc ias que r e s u e l . 
v e n este problema del modo siguiente (3b8): 

X m =— 1 n | / 1 . ZM i b \ 
de donde, X m = 1 = ( — I 

\ a I m \ a l a n = b m \ 

EJEMPLOS: 1.° S i por un so la r de 2722 m e t r o s c u a d r a d o s se 
han pagado 37450 pese tas , ¿cuál es e l v a l o r de l p i e c u a d r a d o ? 

x pese tas — 1 m 2 
2722 m2 = 37450 pese tas . 

37450 
de donde, x pesetas = pese tas — 13,76 pese ta s , con me-

2722 
ñ o r e r r o r de % c é n t i m o por exceso (2) 

2.° S i un coche h a recor r ido 105 k m y 390 m en 9 h o r a s y 45 
m i n u t o s , ¿ c u á n t o h a b r á recor r ido por h o r a ? 

x k m = 1 h o r a 
9 h o r a s 45 m i n u t o s — 105 k m 390 m 

o reduciendo a incomplejos de horas y k i l ó m e t r o s . 

x £ m = t h o r a 
585 
— h o r a = 105,390 k m , 

_ 60 
de donde, 

585 
x Jcm = 105,390 : — k m = 10,809 k m , 

60 
es decir , 10 k m 809 m . 

(1) Este problema es el que se considera como división de concretos heterogéneos. 
(2) Cuando el resto es menor que la mitad del divisor, añadiéndole un cero forma un número 

que contiene monos de cinco veces al divisor, y si el rosto es igual o mayor que el divisor, aña
diéndole un cero contiene cinco o más veces al divisor; por lo cual si el resto es menor que el 
divisor se toma el cociente por defecto, y si es igual o mayor que el divisor, por exceso. E n nues
tro ejemplo, el resto correspondiente a los céntimos de peseta fué 2250, mayor que l a mitad del 
divisor, 2722, por lo cual a la cifra, 5, de los céntimos la liemos añadido una unidad y en vez de 
13'75 pesetas, hemos tomado 13'76 pesetas. 



- 187 -

3.° S i por 2437 pesetas se cambian 2365 J r a n c o s , ¿ c u á n t o s 
f r a n c o s se cambian por una pese ta? 

x f r a n c o s == 1 pese ta 
2487 pese tas = 2365 f r a n c o s 

2365 
de donde, x f r a n c o s = f r a n c o s - 0 ,97francos . 

2487 
4 0 S i por 5249 pese tas se han comprado 125 h¿ A d a l y 8 / de 

v ino , ¿a c ó m o cuesta el h e c t o l i t r o ? 
x pese tas h l 

125,48 h l = 5249 pese tas 
5249 

de donde, x pese tas = = 41,83 pesetas . 
125,48 

C A P I T U L O IIÍ 
C O M P A R A C I Ó N D E L O S N Ú M E R O S C O N C R E T O S 

1. I^u proporcionalidacl «le los níimeros 
concretos en g-enei-al 

375. L a r e l a c i ó n de dos c a n t i d a d e s h o m o g é n e a s es i g u a l 
a l a r e l a c i ó n de los n ú m e r o s que l a s m i d e n , con u n a u n i d a d 
a r b i t r a r i a , h o m o g é n e a con l a s c a n t i d a d e s . 

Sean , A y A ' , las cantidades; U , l a unidad adoptada, y , a , a't 
los n ú m e r o s que las miden con d icha unidad. T e n d r e m o s : 

A A ' 
— = a , — = a ' , 
U U 

de donde, A = U a , A ' = U a ' ; 
dividiendo miembro a miembro y supr imiendo e l factor c o m ú n , 
U , resu l ta : 

A a 

A ' a ' ' 
376. Dos magnitudes v a r i a b l e s pueden depender una de o t ra 

de ta l modo que a c a d a v a l o r de una de el las c o r r e s p o n d a u n 
v a l o r y s ó l o uno de l a o t ra . 

Dos magnitudes, a s i enlazadas , son d i r ec t amen te proporc io
n a l e s cuando l a r a s ó n de dos v a l o r e s de l a p r i m e r a es i g u a l 
d l a r a s ó n de los v a l o r e s cor respondien tes de l a s e g u n d a . 
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S i , A y B , son dos magni tudes directamente proporcionales y , A u 
A2 y B u B2, dos pares de va lo r e s correspondientes , se t e n d r á por 
def in ic ión, 

A ^ _ B i 

A2 B2' 
S i se miden las magni tudes , A y B , con unidades a rb i t r a r i a s , 

pero h o m o g é n e a s con el las , y designamos por a2 y hx, h2, los 
n ú m e r o s que miden los va lo r e s correspondientes: de l a propor
c ión anter ior , r e s u l t a r á (375): 

ai 5, 
- = - [ I ] 
a2 b2 

y cambiando de luga r ios medios en l a p r o p o r c i ó n [1], 

a x a2 ^ 

bt b2 

377. D e l a p r o p o r c i ó n [2] se deduce: que la relación de dos va
lores correspondientes o de los números que los miden, en dos cantidades 
directamente proporcionales, es constante (1). 

Como consecuencia de es ta propiedad, s i multiplicamos un valor, 
por, un número cualquiera, el correspondiente, quedará multipli

cado por el mismo número . 
• Mi 

Porque s i l a r a z ó n , — ha de pe rmanece r constante, cuando se 
¿i 

mult ipl ique el antecedente, «j, por un n ú m e r o m, el consecuente 
se debe mul t ip l ica r por e l mismo n ú m e r o pa r a que l a r a z ó n no 
v a r í e . A s í : 

ÍÍJ 7n 

bi bí m 
378. RECÍPROCAMENTE. S i multiplicando un valor, a i , por un nú 

mero cualquiera, m, el coi-respondiente, bj , queda multiplicado por el 
mismo número, las cantidades son dÍ7-ecta7nen te proporcionales (2). 

(1) E n lo sucesivo llamaremos proporciónalos a l a s cantidades directamente proporcionalés. 
(2) E n l a práctica, el multiplicador, m, es siempre entero y aún suele sor el número 2. Se 

puede demostrar que si el teorema es cierto cuando m es entero, también lo es cuando es frac
cionario o inconmensurable. 
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Supongamos que a l m — a-,, y designemos por b^, e l va lo r co
rrespondiente a e/a/ tendremos en v i r t u d de la h i p ó t e s i s , bi m = 
y dividiendo ordenadamente las dos igualdades: 

-~ bi m b* bi b-> 
y cambiando de lugar los medios, 

«! bi 

«2 bj 
379. L a d e m o s t r a c i ó n de l a proporcional idad de las magni tu

des pertenece a l a c i enc ia en que se las estudia y no a l a ar i t 
m é t i c a ; pero en muchos casos el sentido c o m ú n nos ind ica esta 
proporcional idad a y u d á n d o n o s de l a r eg l a que- contiene el teo
r e m a del n ú m e r o 378. 

A s í : E l camino recor r ido por un cuerpo que se mueve con una 
ve loc idad constante es proporc iona l a l tiempo que du ra el mo
v imien to . E l v a l o r de u n a par t ida de tr igo es p roporc iona l a l a 
cant idad de t r igo , etc. 

380/ D o s m a g n i t u d e s son i n v e r s a m e n t e p r o p o r c i o n a l e s 
cuando l a r a z ó n d e d o s v a l o r e s de l a p r i m e r a m a g n i t u d es 
i g u a l a l a r a s ó n i n v e r s a de los v a l o r e s c o r r e s p o n d í entes de 
l a s e g u n d a . 

S i , A j , A2i son dos va lo re s de l a p r i m e r a magni tud y , B i B2, 
los correspondientes de l a segunda, se t e n d r á : 

Ax B , 

A2 ~ B x ' 
o bien, entre los n ú m e r o s que los miden (375): 

d\ b-, 

de donde se deduce, 
ax bi = a-2 b^. [4] 

381. D e l a igualdad [4] se deduce: que e l p roduc to de dos 
v a l o r e s co r respond ien tes o de los n ú m e r o s que los m i d e n , en 
dos c a n t i d a d e s i n v e r s a m e n t e p r o p o r c i o n a l e s , es cons tante (1). 

(1) Entre las cantidades se tiene la igualdad A i B i — A-> B>, y midién-
A i Bt A2 B . 

dolas con unidades U y V se tendrá — V — = — • —; o bien cri &i = ai hi. 
U V U V 
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Como consecuencia de esta propiedad: S i multiplicamos un va
lor, a j , por un número cualquiera, el correspondiente, bj, quedará divi
dido por el mismo número . 

E n efecto: s i e l producto aj &„ ha de se r constante cuando Oj, 
se mult ipl ique por m, e l factor, 6,, h a b r á que d iv id i r l e por e l 
mismo n ú m e r o pa ra que el producto no v a r í e . A s í : 

ht 
Qi h — (a1 m) —. 

m 

382. RECÍPROCA MENTE. S i multiplicando un valor, por un nú 
mero cualquiera, m , el correspondiente queda dividido por el mismo 
número , m, las cantidades son inversamente proporcionales (1). 

Supongamos que, a, m = a2, y sea ¿j , el v a l o r correspondiente 

bt 
a au tendremos: — = 62 , y mul t ip l icando ordenadamente las 

ni 
dos igualdades, 

01 771 — = 02^2 , O = a ^ -
m 

383. L a p r o p o s i c i ó n anter ior se u t i l i za muchas veces p a r a 
a v e r i g u a r s i dos magnitudes son i n v e r s a m e n t e proporcionales . 

A s í : E l tiempo empleado, por un cuerpo que se mueve unifor
memente , en r e c o r r e r una d is tanc ia dada, es inversamente pro
porc iona l a su ve loc idad . E l t iempo necesa r io p a r a que v a r i o s 
operar ios conc luyan una obra es i nve r samen te proporc ional a l 
n ú m e r o de operar ios , etc. 

384. Cuando una magni tud , M , depende de otras v a r i a s , 
A , B , C , D , p a r a saber con c u á l e s es d i r ec t a y con c u á l e s i nve r 
samente proporc ional , se supone que v a r í a una de las magni tu
des A , B , C , D , y que las d e m á s pe rmanecen constantes. A y M , 
s e r á n directamente proporcionales s i va r i ando s ó l o A , l a r a z ó n 
de dos v a l o r e s suyos es i g u a l a l a de sus correspondientes de 
M ; y s e r á n inversamente proporcionales s i l a r a z ó n de dos va lo
r e s de A , es i gua l a l a r a z ó n i n v e r s a de los correspondientes 
de M . 

(1) E n l a práct ica , el multiplicador, m, suel9\ser el número 2. Pero so puede demostrar que 
si el teorema es cierto ciando m es entero, también lo es cuando m es fraccionario o incojimeni 
surable. 
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385. S e a M , una magnitud directamente proporcional con A 
y B , e inversamente proporc ional con C y D , y sean, 

Oí bi C-Í dx 
iv 2 ci'21)? (-2 dn 

dos ser ies de va lo res correspondientes (1). 
Des ignemos por w?/, m", m", los va lo res que toma M cuando 

A , B , C , pasan suces ivamente de los va lores at, bu q1, a los va lo
res aa, &2, C2, tendremos, entre los va lo res correspondientes 
(376 y 380): 

cti bi Ci di \ ai 

02 ¿, Ct d1 I m ' hl 
bí Ci di m" bi 

m" C2 

n i " 02 ¿2 02 di \ m,,, ci 
m d2 

n>2 02 1)2 C2 d2 I «?2 dt 
y mult ipl icando ordenadamente y simplif icando e l p r imer 

Wi «i bi C2 c?2 
miembro , — = — . — 

nh «2 i>2 Ci di 
E s t a igualdad manifiesta: que la r azón de dos valores de una mag

nitud que depende de otras varias, es igual a l producto de las razones di
rectas de los valores correspondientes de las magnitudes con las que es 
directamente proporcional, multiplicado por el producto de las razones 
inversas de los valores correspondientes de las magnitudes con las que es 
inversamente p)Toporcional. 

I I . üeg-las de tres simple y compuesta. 

Segla de tres simple 

386. E l problema de l a r e g l a de t res s imple se puede enunciar 
del modo siguiente: 

Conocidos dos valores correspondientes de dos cantidades directa o i n 
versamente proporcionales, hallar el valor de una de ellas, correspondien
te a un nuevo valor dado a la otra. 

(1) Podemos desde luego suponer que son valores numéricos; pero l a propiedad que vamos 
a demostrar tiene lugar también entre las magnitudes, sin referir a unidad alguna. 
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L a reg la de tres s imple es directa cuando las cantidades a que. 
se refiere l a c u e s t i ó n son di rectamente proporcionales , e inversa 
cuando son inve r samente proporc ionales . 

387. REGLA DE TRES DIRECTA. S i , A y B , son dos cantidades 
proporcionales , y av hv dos va lo re s correspondientes, nos pro
ponemos ha l l a r e l v a l o r x, de A , correspondiente a l va lo r , h2, de 
B . Se t e n d r á (375): 

— = —, de donde, ÍC = X —• 
«i ¿ i ¿i 

L u e g o : en la regla de tres simple directa el valor de la incógnita, x , 
se obtiene multiplicando el valor conocido del mismo género m r la r a z ó n 
directa del nuevo valor de la otra cantidad a l que antes teniaj 

EJEMPLO: S i un cuerpo, que se mueve uniformemente, reco
r r e en 48 minutos 17 k i l ó m e t r o s , ¿ c u á n t o r e c o r r e r á en 2 horas y 
26 minutos, suponiendo que l l e v a l a m i s m a velocidad? 

E n doble tiempo r e c o r r e r á doble espacio; luego el espacio re 
corr ido y e l tiempo tardado en r e c o r r e r l e son directamente pro
porcionales (376); entonces tendremos, reduciendo a minutos las 
2 horas v 26 minutos. 

146 
x km — 17 km X — = 51,708 km. 

48 

388. REGLA DE TRES INVERSA. S i , A y B , son dos cantidades 
inve r samente proporcionales , y , a^ dos va lo re s correspon
dientes, nos proponemos h a l l a r e l v a l o r , x, de A , correspondien
te a l va lo r , b2, de B . S e t e n d r á (380): 

x 6, bl 
— = —, de donde, ÍC = aj X —• 
a, &2 b2 

L u e g o : en la regla de tres simple inversa, el valor de la incógnita x , 
se obtiene multiplicando el valor conocido del mismo género por la r a z ó n 
inversa del nuevo valor de la otra cantidad a l que tenía antes. 

EJEMPLO: S i un t ren , con l a ve loc idad de 36 km por hora , h a 
tardado en r e c o r r e r c i e r t a d is tanc ia 27 minutos, ¿ c u á n t o t a r d a r á 
en r e c o r r e r l a m i s m a d is tanc ia cuando s u ve loc idad sea 53 km 
por hora? 

A doble velocidad corresponde l a mitad del t iempo pa ra re -
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c o r r e r l a m i sma dis tancia; luego e l t iempo y l a ve loc idad son 
inversamente proporcionales (382); entonces tendremos: 

36 
x m - 27 m X — = 18 ni 20,38 seg. 

53 

Regla, de tres compuesta 

389. E l problema de l a r e g l a de tres compuesta se puede 
enunciar del modo s iguiente: S i una cantidad M , depende de otras 
varias, A , B , C , D , y conocemos un valor rm, de la primera, corres
pondiente a los valores, aj , bi , Ci , di , de las otras, ha l l a r un nuevo 
va lo r x, de M , que "corresponda a los va lo res a2 , h 2 , c 2 , d2, de las 
otras unidádes. 

Supongamos que l a cant idad M , es directamente proporc iona l 
con A y B , e inve r samen te proporc iona l con C y D , tendre
mos (385): 

X #2 2̂ Cl di 
— = - X - X - X -
nii ai bi c<¡ dz 

de donde, 
«2 ^2 Ci di 

x = v n X - X - X - X 
ai bi C2 di 

L u e g o : en la regla de tres compuesta, el valor de la incógnita x se ob
tiene multiplicando el valor conocido del mismo género por las razones 
directas, de los nuevos valores a los antiguos, para las cantidades directa
mente proporcionales con la del mismo género que la incógnita, y por las 
razones inversas, de los valores nuevos a los antiguos, para las cantida
des inversamente proporcionales con las del mismo género que la incógnita. 

EJEMPLO: S i en 124 ho7-as, 65 obreros han abier to una zanja de 
845 metros de l a r g a , 2m de ancha , 0,75m de profundidad, en un te
r reno c u y a resistencia e s t á representada por 4, siendo 3 el n ú m e 
ro que representa l a fuerza de cada obrero, ¿ c u á n t a s horas tar
d a r á n 82 obreros, en ab r i r o t r a zanja, de ÍOOOm de l a r g a , 250 m de 
ancha, Im de profunda, s iendo 3 l a resistencia del te r reno y 3,5 l a 
fuerza de cada obrero? 

Dispondremos e l ejemplo del modo siguiente: 

i d d d d i 
breros Largo Anoho Profundo Resistencia F u e n 
6o ÍÍ45 2 0,75 4 3 
82 1000 2,50 1 3 < 3,5 

14 



~ 194 -

Comparando con las horas cada una de las d e m á s cantidades, 
s é v e que el n ú m e r o de horas necesar ias pa ra ab r i r l a zanja es 
inve r samente proporc ional a l n ú m e r o de obreros y a la fuerza 
de cada uno, y directamente p roporc iona l a l la rgo, ancho y pro
fundidad de la zanja y a l a res i s tenc ia que opone el ter reno; 
luego: 

65 1000 2,50 1 3 3 
x h o r s . = 124 X - X X X X - X — = 

82 845 2 0,75 4 3,5 
= 124 h r s . 38 m . 

con un e r r o r menor de medio minuto por exceso . 
A l hacer l as operaciones se deben s u p r i m i r los factores co

munes del numerador y denominador, p a r a s impl i f icar todo lo 
posible el c á l c u l o . 

I I I . 12<'«¿1 :is; ele interés y descuento 

Regla de interés simple 

390. Cuando se pres ta un capital durante c ier to tiempo e l 
pres tamis ta se indemniza recibiendo a d e m á s del capi ta l pres ta
do, una c ie r t a cant idad que se l l a m a interés o renta. 

E l i n t e r é s se r egu l a por c o m p a r a c i ó n con un capi ta l de 100 pe
setas, que se supone prestado durante un a ñ o en las mismas 
condiciones que el cap i ta l que se cons idera . E l i n t e r é s de 100 
pesetas en un a ñ o se l l a m a rédito o tanto por ciento. E l interés es 
proporcional a l capital prestado. 

S e puede admit i r : que el i n t e r é s es proporcional a l tiempo que 
dura el préstamo, o sea. que e l cap i ta l es i nva r i ab l e durante este 
tiempo, y entonces se l l a m a interés simple: o que por in te rva los 
iguales (genera lmente de un año) se acumulan a l capi ta l p a r a 
producir a s u vez otro i n t e r é s , en este caso se l l a m a interés com
puesto. 

E n los casos de i n t e r é s s imple , genera lmente el pres ta tar io 
paga por in te rva los igua les (de un a ñ o , de un semestre , etc.) e l 
i n t e r é s del capi ta l que ha recibido y a l t e rmina r e l t iempo esti
pulado devue lve t a m b i é n e l cap i t a l . 

P o r ahora só lo nos ocuparemos en cuest iones de i n t e r é s 
s imp le . 

391. Des ignemos por c, e l cap i t a l que se presta; por t, e l t i em
po que du ra e l p r é s t a m o : por i , e l i n t e r é s que produce, y por r, 
l a renta , o tanto por 100, que es, como hemos dicho, e l i n t e r é s 
del capi tal 100 en un a ñ o . 
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Por ser el interés proporcioiial a l capital y a l tiempo, tendremos que 
r e s o l v e r un problema de r e g l a de tres compuesta, que dispon
dremos del modo s iguiente: 

r 1 100 ] ' t c 
de donde, (389) ¿ = ?• X — X — , 

i t . c \ 1 100 
o bien, 

ctr 

100 
L a fórmula [ I ] se ha obtenido en l a h i p ó t e s i s de que l a unidad 

de tiempo es un a ñ o , por consiguiente, s i e l tiempo t se exp re sa 
1 -

en meses, se t e n d r á p r t s e r í t e que cada mes es — de a ñ o , y por 
12 

tanto s i í — ^ meses, s e r á , 
V 

t — —, luego l a f ó r m u l a (1) se con v e r t i r á - e n , 
12 

p 
, c . — . r 

12 cpr 

100 _ 1200' 

P P 
y s i t se e x p r e s a en d í a s , s e r á , — , ó — , s e g ú n que se admita , 

360 365 
como se hace muchas v e c e s en el comercio, que e l a ñ o tiene 
360 d í a s ó 365, de donde, 

cpr cpr 
i — , ó i 

36000 36500 
EJEMPLO: H a l l a r e l i n t e r é s de un capital de 3428 pesetas a l 6 

por % (se lee a l 6 por 100) en 7 meses, 
7 

H a r e m o s : c = 3428; t = — y r — 6, de donde, 
12 

3428 X 7 X 6 
* == — = 119,98 pesetas. 

1200 
392. D e l a f ó r m u l a [ I ] se deduce mult ipl icando por 100 los 

dos miembros : 

(1) Fórmula es una expresión donde están indicadas las operaciones que se deben efec
tuar para resolver un problema. 
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I Q O i — c t r \ y dividiendo suces ivamente por i r , er y ct, se 
10° * i ha l l an otras t res f ó r m u l a s que s i r v e n p a r a reso l -

c ~ _ [ v e r las cuestiones en que se t rate de ha l l a r e l 
100 i V capi ta l c, o e l t iempo t, o e l r é d i t o r. E l numera-

t = ) dor lOOi, se c a m b i a r á en 1200¿, s i e l tiempo e s t á 
• c r _ i expresado en meses , y en 36000¿, o en 36500¿, s i 
^ 0 ^ \ e s t á expresado en d í a s . 

c t I 
EJEMPLO: 1.° ¿ Q u é capi ta l se h a b r á prestado a l 5 por % p a r a 

produc i r 340 pesetas en 80 días? 
36000 X 340 

c = = 30600 pesetas. 
8 0 X 5 

2." ¿ C u á n t o tiempo h a b r á estado prestado un capi ta l de 3000 
pesetas p a r a produci r a l 6 lA por % un i n t e r é s de 85 pesetas? 

100 X 85 100 X 85 X 4 34 
1 ~ — = — año . 

1 3000 X 25 75 
3000 X 6 -

4 
S i se supone el a ñ o de 360 d í a s , es ta f r a c c i ó n de a ñ o s e r á 163 

d í a s aproximadamente , y s i se supone e l a ñ o de 365 d í a s , s e r á 
165 d í a s t a m b i é n aproximadamente . 

393. Cuando e l t iempo que dura e l p r é s t a m o es un a ñ o , l a 
f ó r m u l a [ I ] es m á s senc i l l a porque se hace í = 1, y s e ' t e n d r á : 

CT 100 i 100 i 
i = — ; de donde, c — , y , r = . 

100 r c 
E n este caso es cuando el i n t e r é s suele tomar e l nombre de 

renta, sobre todo s i se recibe o paga anualmente has ta l a devo
l u c i ó n del capi ta l prestado. 

JRegla tle descuento 

394. Pagaré es un documento de crédito por el cual una persona se 
obliga a pagar a otra cierta cantidad en una fecha, designada en el docu
mento, que se llama su vencimiento. 

Let ra de cambio es un documento de crédilo por el cual una persona 
manda a otra que se sirva pagar a su orden o a una tercera persona, 
cierta cantidad en un plazo o fecha designado en el documento. 
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V a l o r n o m i n a l de una l e t r a o p a g a r é , es e l v a l o r que e s t á 
consignado en el documento V a l o r a c t u a l o efect ivo es un v a 
lor va r i ab l e que tiene antes de s u vencimiento . 

E l va lo r ac tua l es menor que e l v a l o r nomina l , y l a diferencia 
entre ambos va lo re s se l l a m a descuento . 

S i e l tenedor de un p a g a r é o de una l e t r a quiere cobra r la an
tes de su vencimiento, tiene que pagar a l que l a toma el i n t e r é s 
del va lo r nominal o del v a l o r efectivo del documento. E n el p r i 
mer caso, e l i n t e r é s se l l a m a descuento c o m e r c i a l , en e l segun
do, descuento m a t e m á t i c o o r a c i o n a l ( l ) . 

S i designamos por, d, e l descuento 5̂  v , e l va lo r nominal , s ien
do r , e l tanto por 100 y t, e l t iempo que falta pa r a el venc imien
to, tendremos, s e g ú n l a f ó r m u l a [ I ] (391): 

v t r 
d = . 

100 
Genera lmente e l tiempo se e x p r e s a en d í a s , y-suponiendo que 

sea igua l a y el a ñ o de 360 d í a s , 
v p r 

d = . 
36000 

EJEMPLO. ¿Qué descuento tiene u n a le t ra de 1247,32 pesetas 
que vence dentro de 35 d í a s a l 6 por %? 

1247,60 X 35 X 6 
d = = 7,28 pese tas . 

36000 
L u e g o el tenedor de l a l e t r a d e b e r á r ec ib i r 1340'32 pesetas, 

que es l a diferencia entre 1247,60 pese tas , v a l o r n o m i n a l y 7,28 
pese tas que impor ta e l descuento. 

I V . X ônclos pvilblieos 

395. S e l l a m a n f o n d o s p ú b l i c o s los t í t u l o s de r e n t a s sobre 
e l E s t a d o , debiendo é s t e s a t i s f a c e r a l que los posee e l i n t e r é s 
o r e n t a que co r r e sponda a l c a p i t a l que r ep re sen t an . 

(1) No explicamos más que el descuento comercial, poique es el único que está en uso, ex
cepto cuando el plazo del vencimiento es más de iin año, en cuyo caso se descuenta a interés 
pompuesto el valor efectivo. 
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/ V a l o r n o m i n a l de un t i tulo de l a Deuda es e l que e s t á consig
nado con el titulo; v a l o r efect ivo o cambio es el que tiene en el 
mercado, que se l l a m a B o l s a , donde se compra o vende.^ 

E n E s p a ñ a hay muchas c lases de papel del Es tado y nosotros 
n i hemos de enumerar los , n i decir c u á l e s son las causas que in
fluyen en e l a l z a y ba j a de un v a l o r ; pero vamos a ind icar c ó m o 
se r e sue lven los pr inc ipa les problemas que pueden o c u r r i r en l a 
compra y ven ta , como sí se h ic iesen directamente , es decir, s i n 
l a i n t e r v e n c i ó n del agente o cor redor de B o l s a . 

E n los problemas nos re fer imos a l papel l lamado 4 por 0/o i n 
t e r i o r , cuyos titulos producen una ren ta que el Gobierno paga 
en pesetas. 

PROBLEMAS: 1.° S i 100 pese t a s n o m i n a l e s p r o d u c e n 4, ¿ q u é 
t an to po r ciento r , p r o d u c e n 100 pese tas e fec t ivas a l 12 p o r % 
de cambio? 

E l problema es h a l l a r q u é r en ta producen 100 pesetas, s i 72 
pesetas producen 4, D i spondremos l a o p e r a c i ó n del modo s i 
guiente: 
r 1001 

l y como entre l a ren ta y e l capi ta l exis te propor-
4 72 | c ional idad di rec ta , se t e n d r á (377): 

100 
r = 4 X — = 5,555 

72 
2.° S i 100 pese tas p r o d u c e n e l tan to p o r c iento , r , ¿ q u é p r o 

d u c i r á u n c a p i t a l de c, p e s e t a s ? 
T e n d r e m o s : 

r 100 ] c 
\ de donde, x = r — . . 

x c \ 100 
3 o ¿ Q u é c a p i t a l n o m i n a l en t i t u l o s d e l \ po r % s^ puede 

a d q u i r i r con u n c a p i t a l de c, pe se t a s? 
L l a m a n d o , x , a l v a l o r nomina l , y suponiendo e l cambio a 72 

por ciento, tendremos: 
x . . . . . . 100 ] 100 

[ de donde, x = c X — • 
c 72 J 72 

4-0 ¿ Q u é c a p i t a l en pese tas se neces i t a p a r a c o m p r a r u n a 
c a n t i d a d d e t e r m i n a d a , n , de t i t u l o s de l A p o r ciento a l 12 p o r 
c iento de c a m b i o ? 

T e n d r e m o s : 
x 72 I 72 

[ de donde, .r = « X — . 
n 100 J 100 
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E n todos estos problemas hay que tener presente que l a r en ta 
del 4 por % e s t á sujeta a pagar un impuesto de 20 por % i e s 
decir, que hay que rebajar l a renta en la quinta parte de s u v a l o r . 

\ . Keg-la de compañía 

396. L a r e g l a de c o m p a ñ í a es e l p roced imien to que se s i 
gue p a r a r e p a r t i r en t r e v a r i o s socios l a g a n a n c i a o p é r d i d a 
de u n a soc iedad que h a n f u n d a d o con u n f i n i n d u s t r i a l o 
m e r c a n t i l c u a l q u i e r a . 

L a s g a n a n c i a s o p é r d i d a s soc i a l e s se r e p a r t e n en t r e los 
socios p r o p o r c i o n a l m e n t e , t a m b i é n , a los t i empos que e s t á n 
impues tos . 

S i dos socios aportan los capitales , c y enduran te los t iempos, 
t y V , designando por, g y g ' } las ganancias o p é r d i d a s que les 
corresponden,, tendremos: 

g , c , t | g c t 
de donde, (385) — = — x - , 

g ' , c ' , t ' \ g ' c' V 
o bien, 

g ct 

g ' c ' t ; 
L u e g o l a s g a n a n c i a s o p é r d i d a s de cada socio s o n propor

c iona l e s a los p roduc tos de los c a p i t a l e s p o r los t i empos . 
Designando por G , l a gananc ia o p é r d i d a socia l , por g , g ' , g", 

las ganancias o p é r d i d a s de los socios, por c, c ' , c", los capita
les, y por t , t ' , t", los t iempos que e s t á n impuestos, tendremos 
que d iv id i r G en partes proporcionales a los productos c t , c ' t ' , 
c"t". E l problema de d i v i d i r en n ú m e r o en partes proporc ionales 
a otros n ú m e r o s dados, le r e so lv imos en el n ú m e r o 342, y apl i 
cando a l caso ac tua l l a r e g l a que hal lamos entonces, tendremos: 

G G 
g = c t x g ' = c' t ' X 

ct + c ' t ' + c"t" A ct- \ - c ' t ' + c"t" 
, / w g" = c " f ' X 

c t + c ' t ' - \-c"t" 
S i los tiempos o los capi ta les son iguales , las f ó r m u l a s se s im

plif ican por l a s u p r e s i ó n de un factor c o m ú n ; pero se p o d r í a n 
obtener directamente en v i r t u d de lo dicho en el n ú m e r o ante
r io r . 

EJEMPLO: T r e s personas se asoc ian p a r a una empresa : l a p r i 
m e r a con 6000 pese tas durante 2 meses , l a . segunda con 5000 
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pese tas durante 16 meses , y l a t e rce ra con un capi ta l de 7000 pe
se tas durante 9 TWÉ'SÉ'S. ¿Que gananc ia corresponde a cada socio, 
siendo l a gananc ia total 8000 pesetas? 

8000 
1. ° g = X 

16 9 
6000 X 2 + 5000 X - + 7000 X -

12 12 
X 6000 X 2 = 4013,9-1 p t a s . 

8000 
2. ° g ' = — X 

16 9 
6000 X 2 + 5000 X - + 7000 + — 

12 12 
16 

X 5000 X — = 2229,96. 
12 

8000 
3. ° g " = X 

16 9 
6000 X 2 + 5000 X — + 7000 X — 

12 12 
9 

X 7 C 0 0 X - = 1756,10. 
12 

V I . Regla ele aligación. 
397. R e g l a de a l i g a c i ó n es el procedimiento que se sigue 

p a r a r e s o l v e r los dos problemas s iguientes: 
1. ° D a d a s l a s c a n t i d a d e s de v a r i a s s u b s t a n c i a s que se mes-

c l a n y los p rec ios de s u s u n i d a d e S j h a l l a r l a c a n t i d a d y prec io 
de l a m é s e l a . 

2. ° D a d o s los p r e c i o s de l a u n i d a d de l a mese t a y de l a s 
u n i d a d e s de l a s s u b s t a n c i a s que se h a n de m e s c l a r , h a l l a r 
l a s c a n t i d a d e s que h a y que m e s c l a r . 

E l p r imer problema se l l a m a : r e g l a de a l i g a c i ó n d i r e c t a , y 
e l segundo: r e g l a de a l i g a c i ó n i n v e r s a . 

E n arabos problemas suponemos que las substancias que se 
mezc lan no pierden su v a l o r n i propiedades a l mezc la r se . * 

ü e g l a de aligación directa 
398. Des ignemos por c, c ' , c", las cant idades que se mezc lan , 

por p , p ' , p" , sus precios , y por C , l a cant idad total de mezc la , y 
se t e n d r á : 

C — c - \ - c ' - \ - c", 
y e l v a l o r total de l a mezcla s e r á , 

cp + C'p' + c"/)", 
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porque, ep, e'p', cp", son los v a l o r e s de las cantidades mez
cladas . 

P a r a obtener el precio de l a mezc la , es decir , e l v a l o r de l a 
unidad de mezc la , basta evidentemente d iv id i r e l v a lo r total de 
l a mezc la , por su cant idad: designando, pues, por P , dicho precio. 

cp + c'p)" + c"p" 
p = . 

c + c' -f- c" 

D e donde resu l t a l a s iguiente: 
REGLA. Pa ra hallar el precio de la mezcla se multiplica cada una de 

las cantidades mezcladas por su precio, se suman los productos, y el re-
sidtado se divide por la sioma de las cantidades mezcladas. 

EJEMPLO. S e mezc lan 7 kg. de café moka , de b^Qpesetas e l k i 
logramo, con 10 de Puer to R i c o de 5 pts., y con 8 de caracol i l lo 
de 4,75 pts., se desea saber e l precio de l a mezc la . 

S e t e n d r á : 
7 X 5 , 5 0 + 1 0 X 5 + 8 X 4 , 7 5 

" P = p ts .= 5,06 pts. 
7 + 10 + 8 

Regla de alíg-ación invex'ssa 

399. Supongamos que son dos las substancias que se mezc lan 
y que sus precios y el de l a m e z c l a son r e s p e c t i v a m e n t e ^ , / / . P . 
S i e l problema ha de se r posible, e l precio de l a mezc la ha de 
ser intermedio entre los de las substancias que se mezclan . S i 
p > p ' , se debe tener: 

<M P > P > p ' . 

E n cada unidad dje l a subs tanc ia cuyo precio es p, se p e r d e r á , 
p — P, luego en c unidades se p e r d e r á c (p — P ) ; y en c' unidades 

"^de l a substancia cuyo precio es p', se g a n a r á : c ' (P - p ' ) ; igualan
do lo que se pierde y lo que se gana se t e n d r á : 

c ^ _ P ) = o/(P - p ' ) , 

de l a cua l se deduce l a p r o p o r c i ó n (327): 

| G P — p ' 

c' " p - P 
luego las cantidades que se han de mezclar son inversamente ¡proporcio
nales a las diferencicis entre sus precios respectivos y el de la mezcla, 
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E l problema de l a r e g l a de a l i g a c i ó n i n v e r s a es indetermina
do porque no se ha l l a m á s qus l a r e l a c i ó n entre las cant idades 
que se han de mezclar . P a r a hace r l e determinado vamos a su
poner que l a suma de las cantidades mezcladas es igua l a l a 
unidad, es decir , que tendremos: 

c + a' = l . 

A h o r a de l a p r o p o r c i ó n an ter ior se puede deducir , s e g ú n l a 
propiedad de las proporciones demostradas en el n ú m e r o 333. 

c + c'. o c' 

p — p ' P —p' p — P 

y poniendo e n vez de v - j - 1 ' , s u i g u a l , 1 

P - / F - . P ' } de donde C P - P ' 

c 
p — r p — p j \ p —p 

EJEMPLO: S e desean m e z c l a r dos v inos : uno de 75 y otro de 
60 pesetas el hectolitro. ¿ Q u é cant idad se debe mezc la r de cada uno, 
p a r a que e l precio de l a m e z c l a sea de 72 pts. por hl? 

E n cada h l e n t r a r á n : • 

72 - 60 
c = h l = 0,80hl . 

7 5 - 6 0 
7 5 - 7 2 

h l = 0,20-hl. 
75 — 60 

400. S i l a s substancias que se han de mezc l a r son m á s de dos 
aumenta l a i n d e t e r m i n a c i ó n del p rob lema. 

P a r a ha l l a r una s o l u c i ó n , se opera primero con dos substancias que 
comprendan el precio de la mezcla {éste s iempre debe ser interme
dio entre los precios super ior e infer ior ) , después con otras dos, y 
as i sucesivamente hasta operar con todas. 

L a suma de las cantidades mezcladas será la cantidad total de mezcla. 
S e puede operar dos o m á s veces con cada substancia , cosa que 
has ta puede ser indispensable p a r a r e s o l v e r e l problema. 
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EJEMPLO: C o n tr igos de 22,21 y l épese las e l hectolitro, se quie
re obtener una mezc la de 20 pts. e l hl. ¿ Q u é cant idad se debe 
mezc la r de cada uno? 

Operando p r imero con" los t r igos de 22 y 16 pesetas, en cada 
hl de l a mezc la e n t r a r á n , s e g ú n lo dicho en e l caso anter ior , 

22 - 16 2 
o — hl — — hl = 67 /, aproximadamente . 

22 - 16 • 3 

22 - 20 1 
hl — — hl — 33 /, aproximadamente . 

22 - 16 3 

Operando con los t r igos de 21 y 16 pesetas, se t e n d r á : 

2 0 - 1 6 4 
c" = hl = - hl = 80 /. 

21 - 16 5 

21 — 20 1 
hl = — hl = 20 /. 

21 — Ib 5 

E n cada 2 hectolitros de mezc l a e n t r a r á n : 67 litros del t r igo de 
22 pesetas; 80 /¿¿ros, del de 21 pesetas, y 33 m á s 20 o sea 53 liti-os del 
tr igo de 16 pesetas. 

F I N D E L C U R S O D E A R I T M É T I C A 
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