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AU TRES-REVEREND PERE
LE TRES-REVEREND PERE

LOUIS ABEL DE SAINTE-MARTHE,
SUPERIEUR GENERAL
DE LA CONGREGATION DE L'ORATOIRE - |
pe JESUS.

oN TRES-REvVEREND PERE,

FE wous prefente dans ces Elemens les weritex les plus
generales ¢g les plm fecondes des Mathematiques , ¢ les
regles immuables des weritez, particulieres quell:s renferment.

I 'y a rien dans ce Livre qui flate les fens on [imagination,
: a lj



EPISTRE. _
Tout ce qu’-t’l contient ne tend qu'a éclairer ['eﬁm't ,era
lny donner affez dz force ¢5 d'érendué pour penetrer ¢/ ponr
compiendre ce quil y a de plus caché dans les Sciences. Ie
ne prendrois pas-la liberté de mettre cer Ouvrage fous la pro-
tection d'un Nom asffi luftre qu'eft le voftre, fi la verité y
estoit reveflué des wains ornemens dont on a cofjtume de la
couvrir.. le [cay que vous aimez la wverit¢ toute pure , @r
que ce [eroit vous déplaire que dz I'expofer a wos yeux en-
vironnce de cer éclat [enfible qui rép«md les tenebres dans
Lefprit. Vous avez [i heureufement combartu contre les im-
preffions des. fens , que vous n'avez plus de gouft pour ce qui
et le plus.capable de les contenter. Tout ce qui ebloiiir les
petits e[prits wous paroift me}br%able ; Vous eftes inﬁnﬁéfe P

tout-ce qui les.charme : mais voftre vai/on ferme

¢ les plus relevées. I"e[oére doncy, <M O N TRES-
R EVEREND  PERE, que wous recevrez favo-

rablement ces Elemens , on la wverité n'a point dantre Parﬁr&‘
que [a lumiere ¢ [on évidence , ¢o* que wous regarderez. le-

prefent que §'ay lhonneur de wous en faire , comme wne mar=

qgue du Profond re[pect avec 1&1;18[ je [uis 5.

eMON TRES-REVEREND PERE,

Voftre tres-humble , tres-obeiffant,.

& tres-oblige ferviteur, J. P..

@' aﬂﬁrée ]

seleve ¢g* sattache fans peine aux werirez les plus abfbraires -
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PREFACE

g OmmeE Ceft une loy indifpenfable qu 11faut met-
W re chaquc chofe dans fon rang , je fuis obhgc

de dire que la fcience dont je traite , eft la pre-
miere & la principale de routes les {ciences pu-
rement humaines. Je ne la compare pas cepen-
. Rdanta la Moralc ny a aucune de celles qui ont
rapport a l'autre vie 5 car je fcay que tout ce qu il y-ade grand
& d’eclatant s’éclyple & s'aneantit A la veué de Iéternite. Je
ne pretens pas mefme la preferer a la‘fcience de '’homme: car
quoy que les Math“mmqw"s foient bcaucoup plus évidentes , &
b\.aucoup plus utiles a la recherche des veritez cachées & d:[ﬁ
ciles 3 découvrir, cependant elles ne font pas d’un grand ufage
pour la conduite de la vie, & pour sinftruire dé certaines veri-
tez de pratique donton abefoin dansle monde. Cesdeux {cien-
ces font fort differentes,la {cience de ’homme apprend bcaucoup
plus a vivre qu’a bien penfer , celle-cy n apprcnd qu’a penfer-
fans apprendre 3 vivre. Mais fommes-nous plirtoft faits pour
vivre , ou pour nous lier étroitement avec les hommes, que pour’
penfer, ou pour nous unit a la verité ? nous ceflerons de vivre,
& nous penferons totijours.

Siiy’ entreprenois de juftifier quela fcience dont je tfaite me-
rite le rang que je luy donne,en la comparant avec toutes les{cien-
ces particulieres, jz ferois fans douteundifcours fort long & fort
ennuicux , & cerrainement affez inutile. Comme il ya un grand
nombre de {ciences , il faudroit faire un grand nombre de com<
p‘tralfons Et comme on ne peut faire de comparaifons fi on ne-
connoirt les chofes que I’on compare , il feroit neceflaire d’endon.
ner au moins quelqueidée : Mais outre que celame meneroittrop
loin, je ne prouverois que d’une maniere fortimparfaite les cho-
fés que je prétens faire pleinement connoitre en les expliquant

dans leur principe.
I} ¢ft ¢vident que toutes les veritez ne font que des Lapports,
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PREFA CE.

les veritez connués des rapports connus. Qui connoitque 6 eft
double, de 3, connoit une verité,parce qu'il connoit le rapport de
624 3. Qui connoirt que le quarré de la diagonale d’un quarréeft
double de ce quarré , connoit une verité, parce qu’il connoit le
rapport qui fe trouve entre cesquarrez. Mais tous les rapports ou
toutes les veritez connués ne le font pas également.Il y ena que
'on connoit exaétement comme {ont celles des exemples que je
viens de dire, & ilyen a d’autresquel’on ne connoit que d’une
maniere fortimparfaite. On connoit par exemple que le Soleil eft
plusgrand que la Lune, qu’un cercle eft plus grand qu'un quar-
ré , lors que leurs diametres font égaux, ce font des veritez cer-
raines & évidentes , mais ce ne font pas des veritez exa&tement
connugés. Car encore que I'on {cache (u.l'ﬂ y a un rapport de plus
grande inégalité entre le Soleil & la Lune, entre le cercle & le
quarré, cependant on ne {cait point exaltement quel il eft. On
{cait bien que l¢ Soleil eft plus grand , mais on ne fcait pas de
combien.

Les veritez pouvant eftre connués en deux manieres , 'une
parfaite, & I'autre imparfaire; il y a deux fortes de {ciences , puif-
que toutes les {ciences ne font que connoiflances d’'un certain
nombrede veritez. Il yades fciences parfaites, & ilyena d'im-
parfaites. Les parfaites font generalement toutes celles quiont la
grandeur pour objet, lesimparfaitesau contraire font toutes cel.
lesqui n’ont point lagrandeur pour objet. Je ne parle pas icy de
la grandeur telle que lesyeux la confiderent, ou que I'imagina-
tion toute feule {e la reprefente; je ne parle que de celle que I'ef-
prit appergoit, ou que I'imagination fe reprefente lors qu’elle
eft conduite & reglée par l'efprit.

La Metaphyfique;, la Phyfique, la Morale, la Medecine, la Po-
litique, la Chymie, & beaucoup d’autres,font en ce fens des {cien-
ces imparfaites. Carencore qu’elles renferment des veritez évi-
dentes, elles ne contiennent point des veritez exadtes. Il n’y a
que les Mathematiques qui foient des f{ciences parfaites, parce
qwil n'ya que cesfciences qui comprennent des veritez exactes:
Car on ne {e contente pas dansles Mathematiques de connoitre
avec évidence que certaines chofes ont plus de grandeur que quel-
ques-autres, on pretend aufli connoitre avec évidence les rap-
ports exaéts qui font entr’elles , & de combicen elles font plus

grandes.
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Maisil faut bien prendre garde que par le mot de grandeur I'on
n’entend pas feulement I'étendué en longueur, largeur , & pro-
fondeur , mais gcneralcm ent tout ceque 'on con goit comme ca-
pable du plus & du moins , & ce qui fe peut mefurcr,.cxa&cmcm:,
foit parce qu'il eft exadtement connu, foit parce qu'il eft fuppofé
tel. Ainfiletemps, la pefanteur, lavitefle, les qualitez méme {en-
fibles , les degrez de perfections , & generalement toutes les cho-
fes finies, étant capables du plus & du moins, font'objet des Ma-
thematiques. Car fi 'on connoit exaétement ces petfections &
ces qualitez, onles peut comparer pour en connoitre exa&tement
les rapports s & fi on ne les connoit pas exaétement, on les peut
comparer par fuppofition. Car fil'on {gait qu'un morceau de fer
eft quacre fois plus pefant qu’un tel morceaude bois, en {fuppo-
fant que lebois eft mille fois plus pefant que I'air ; on peut con-
clure par cette fuppofition que le fer eft quatre mille fois plus pe-
fant que Iair.

Tous lesrapports exactement connus {€ pouvant exprimer par
nombres, il eft évident que les nombres renferment toutes gran-
deurs d’une maniere intelligible; & qu’ainfi la {cience,quiapprend
a faire dans les nombres toutes les comparaifons neceflaires pour
en connoitre les rapports , eft une fcience generale ou le principe
de routesles {ciences exaétes. Caril ne fautqu'appliquerades ef-
peces de grandeurs ce que I'on a.découvert en general dans les
nombres , pour fcavoir prefque toutes les feiences particulieres.
Ainfi ces Elemens apprenant a faire toutes les comparaifons ne-
ceflaires pour connoitre avec évidence les rapports exalts qui
font entreles nombres, il eft évident qu'ils font le principe & le
fondement de toutesles {ciences exaétes.

Mais quoy que I’ Arithmetique (oit une {cience dont toures les
autres dépendent, cependant nous en expliquons une autre plus
univerfelle , en nous fervant des lettres de I'alphabeth. Cette
{cience qu’on appelle Algebre {ert i eclaircir, a étendre, & a per-
feGionner autant qu'on le peut faire ' Arithmetique , & genera-
lement toutes les {ciences qui fe rapportent aux Mathemariques.
Elle eft fi generale qu'elle confidere toutes les grandeurs, & que
cequ’elle démontre peut s’appliquer non feulementaux nombres,
aux lignes & aux figures , aux poids & aux vitefles , & a toutes les
grandeurs; maisencore i tous les nombres, a toutes les lignes;
a toutes les vitefles, & a toutes les grandeurs particulieres que
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I'on peut concevoir dans chaque efpecede grandeurs.

Mais ce qu'il y ade plus confiderable dans cette {cience n’eft
pas fon ¢tendué & fon univerfalité, s’il m’eft permis de patler
ainfi ; Car comme nous venonsde dire ’Arithmetique eft affez
generale pour les {ciences. Cleft la facilité qu’elle donne a I'ef-
prit pour découvrir les veritez les plus cachees, & dont il {eroit
ablolument impoflible de s'éclaircir par I' Arithmetique & par
la Geometrie ordinaire, ny par le (ecours d’aucune autre {cience.
Car comme on ne peut donner a elpric plus d'¢tendué , & plus
decapacitéqu'iln’ena, cettefcience apprend feulement i la mé-
nager 5 Elle luy reprefente fous des expteflions tres-courtes un
aﬂ%mblagc de plufieurs idées , elle l'occupe fi peu par les fens

w'elle le laiffe en quelque-fagon tout entier aluy-méme, & elle
I'aide i parcourit d’une maniere adroite, prompte , & facile tous
lesrapports des grandeurs qu'it examine. Ainfi il n’échape rien
i Pefprit qu’il n’ait apperceu fur {on fujer, & la netreté claire &
diftin&e de fes raifonnemens luy découvre totjours parla plus
coutte voye les veritez recherchées qu'il peut connoitre , ou les
milicux qui luy manquent pour y arriver, s’il ne les peut con-
noitre. ' :

1! eft donc évident que cette (cience &I’ Arithmetique font le
fondement de toutesles {ciences exaétes, quifontcelles quel'on
peut appcller Machematiques , puifquc toutes cesfciences n’en-
feignent qu’a connoitre certains rapports que desgrandeurs par-
ticulieres ont entr’elles. g

Comme il y a‘beoucoup de [ciences particulieres qui dépen-
dent de laGeometrie , ily ades perfonnes qui la confiderent com-
me le principe general de toutes les {ciences : Et parce que la
Geometrie eft affez agreable i caufe des Jrgures qui tombent
fous I'imagination, il fe trouve affez de getisquila preferent in-
confiderement aux {ciences dont nous traitons. Ils s’imaginent
méme que les demonftrations -Geometriques par lignes font les
feules veritables, a caufequ’elles fe font comie {entir.

Je {cay qutlya deschofes particulieres a la Geometrie qu’on
doit connoitre & démontrer par des figures; Mais pour traiter
comme il faut cette {cience, l'on eft fouvent o.b!igé de fe fervir
de I'Algebre: Et parce que fes preuves font les plus generales &
les plus fimples, elles doivent paffer pour lesdemonftrations les
plus naturelles. : :

L'on
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L’on me dira peut-eftre qw'on ne peut d’écouvrir ny expri-
mer les grandeurs incommenf{urables par nomb_rcs » & qu'on le
peut totijours par lignes , & qu’ainﬁ la Geometrie f:ﬁ plus exaéte
& plus étendué quela {cience des nombres. Je répons que 'on
peut totijours exprimer les grandeurs incommenfurables par des
mombres incommenfurables ; & que fi les nombres incommenfu-
rables ne font pas entierement connus , c’eft que les grandeurs
incommenfurables renfermant quelque chofe d'infiny & d’in-
comprehenfible , ellesne peuvent eftre entierement connués.

e répons en fecond lieu , que les lignes ne font jamais les ve-
ritables expreflions des grandeurs incommenfurables ;ny méme
des grandeurs commenfurables. Car ce qui ne fait point con-
noitre une grandeur n’en peut eftre Pexpreflion. Or les lignes
dont les Geometres pretendent exprimer les grandeurs incon-:
nués, ne font point connoitre ces grandeurs, elles n’en font donc-
point les expreflions. Il eft vray que les Geometres démontrent
que ces lignes font égalesa ces grandeurs, mais ces lignies elles-
mémes font inconnués i efprit, quoy qu’'elles {oient connués
par lesyeux ou par 'imagination ; Et fi on veutavoir desexpref-
fions qui parlent a Iefprit & non pas aux yeux, on eft obligé de
recourir aux nombres incommenfurables. Donc cesnombres in-
commenfurables font encore plus connus que ces lignes, puifque
ces nombres les expriment & lesreprefentent mieux a 'efprit.

Il eft ce me femble évident que ce nombre /20 eft beaucoup
plus connu que la {otitendante d’un angle droit dont- les cotez
font 2 & 4. Car on {cait au moins que ¥ 20 eft environ 4%, &
fi on le veur {¢avoir plus au jufte, onle fcaura par lesregles de
Papproximation desracines. Mais on ne fcait pas la grandeurde
la ligne qui fodrtient un angle droit , quoy qu’elle foit prefente
aux yeux ou a l'imagination. C’eftla mémechofedeces preten-
dués exprefhons des grandeurs inconnués que I'on donne par les
feCtions coniques, & par les lignes encore plus compofées. Car’
comme toutes les [ciences doivent tendre A éclairer I'efprit, & i
luy découvrir la jufte grandeur , ou la grandeur la plus appro=
chante des chofes inconnués , on ne doit pas beaucoup eftimer
Pufage de cesexpreflions par lignes, qui ne parlent qu'aux yeux-
&a l'imagination , quoy que I’on doive beaucoup eftimer I'ordre
des raifonnemens, & I’évidence des veritez de Geomerrie.

1l n’y a donc rien qui puifle eftre connu qu’on ne puiffe ex-
&
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primer par hombres autant qu’il peut eftre connu ; & parce que
nous enfeignons icy a faire dans les nombres commenf{urables ou
incommenfurables, toutes les comparaifons neceflaires pour en
découvrir les rapports, il eft évident que ces Elemens font pro-
prement la {cience generale ou le fondement & le principe de
toutes les Mathematiques , & non pas la Geometrie qui depend
en plufieurs endroits dela connoiffance de ces Elemens.

L’on peut ajoliter que la Geometrie feroit tres-imparfaite &
tres-bornée, i ellen’empruntoit le fecours des {ciences dont nous
traitons.

Les Geometres n’ont prefque rien découvert en Geometrie
fans I'ufage des proportions, & pour démontrer la nature & les
proprietez de ces proportions, ils ont efté obligé de recourir aux
multiples ,aux équimultiples, & auxaliquotesdes grandeursque
I'oncompare , ce quon ne peut déterminer que par les nombres 3
outre que les proportions clles-mémes en general font une des
principales parties des {ciences que nous expliquons. Enfin fans
l'ufage des nombres les Geometres ne peuvent comparer leurs
lignes & leurs figures tant commenfurables qu'incommenfura-
bles,que d’une maniere fort imparfaite. _

Mais il n’en eft pasde méme de I’ Arithmetique & de I’Alge-
bre. Ces fciences peuvent s’étendre 4 infiny fans le {fecours ny
des lignes, ny des figures, ny d’aucune autre chofe. Elles {ont
au deflusde toutes les autres {ciences, 8 I'on n’en peut merho-
diquement trajter ny perfe&ionner aucune fanseclles. L’Analy-
{e qui fait la partie principalede’ Algebre,eft incomparablement
plus feconde pour découvrir des veritez que ne f{ont les figures,
& fans elle il eft comme impoflible de refoudre une infinicé de

roblemes. Car quelmoyend’imaginer tout ce long enchaine-
ment de lignes & de figures embaraflées, ou il faut voir diftin&e-
ment tant de differens rapports,avant que de {cavoir d’onndépend
immediatement larefolution que I'on cherche. &3

Il eft vray quen connoiffant certaines proprictez de quelques
figures affez fimples, on peutdonner certaines refolutionsd’une
maniere plus facile par la Geometrie, qu'on nefera par |’ Analyfe;

arce qu'on ne {cait d’abord qu’une ligne tirée ou prolongée de’
telle forte, eft lagrandeur que I'on demande ; au lieu que I’ Ana-
lyfene détermine cette grandeur que par plufieurs bouts de li-
gnes qui luy font égaux , lors qu'ils font réiinis en une feule.
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Mais pour fcavoir par ordre une propofition de cette forte , on
eft fouventobligé d’apprendre plus d'un gros volume , dont cha-
que feiille demande une application de plufieurs heures, Or le
moyen d’apprcndrc & de {e fouvenir de tant dechofes , & ceux-
14 ne manqueroient-ils pas de prudence qui voudroient perdre
un temps confiderable i s’en remplir 2 Outre que les voyes ab-
bregées pour ces refolutions, peuvent mémes fe découvrir par
I’Analyfe. _ ;

Voicy prefentement l'ordre quon 2 fuivy dans la difpo-
fition de ces Elemens , ils font divifez en deux parties. La
premiere qui comprend cinq Livres , explique & démontre la
{upputation des chiffres & des nombres , qu'onappelle autrement
Arithmetique , avec celle des elpeces ou des lettres 5 qui el ce
qu'on appelle Algebre. Et la feconde qui en comprend quatre
autres,explique & traite i fonds I’Analyfe, ou I’Art de refoudre
les queftions , & de découvrir les veritez generales des Mathe-
matiques, c’eft dire , celles qui regardent les gmndeurs prifes
generalement, fans fuppofer neanmoins d’autres connoiflances
que celles qu'on accorde 5 mais en fe fervant des feules opera~
tions qui font érablies dans la premiere partie. :

Dans le premier Livre de cette partie , 'on fait voir que I'u-
nité & les nombres font les feules 1dées par lefquelles nous pou-
vons regler la mefme de ces grandeurs , & determiner exadte-
ment ce quis’en peut connoitre. Et aprés avoir expofe les idées
fondamentales qui nous fervent 3 comparer entr’elles les gran-
deurs; 'on explique dans la fuite de ce méme Livre les quatre
premieres operations qui {e font par nombres ou grandeurs en-
tieres , qui font confiderées comme des rapports, dont le pre-
mier terme (eul eft exprimé ; & le fecond , qui eft totjours P'u-
nité , eft fous-entenduv. :

Le fecond Livre eft des mémes operations fur les nombres
ou grandeurs rompués, qu'on appelle aufli Fraiions,8& quifont
des rapports de grandeurs,dont chaque terme eft exprimé,

Le wroifieme eft des puiffances & de leurs refolutions, dont
toutes les regles fe trouvent renfermées dans un feul pro-
bleme , par le moyen d'une T'able qui reprefente en abregé tou-
tes ces regles avecleur demonftration , d’une maniere qui n’eflt
pas moins generale qu'elle eft fimple & facile 3 concevoir.

Certte refolution des pui-ffanccs ne donnant pas‘totijours des

€ ij
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grandeurs commenfurables, ou qui foient exaétement connuts,
fournic les grandcurs incommenfurables, que 'ordre naturcl a
demanaé quon expliquaft dans le quatriéme Livre, avec toutes
les operations que l'on fait fur elles. Ces grandeurs font nom-
mées incommenfurables ; parce que , ainfi qu’il eft expliqué
dans ce Livre, entre les parties infinies,qui prifes autant de fois
qu’il le faur, mefurent exa&ement l'unité, il ne peut s’en trou-
ver aucune qui puiffe mefurer ces grandeurs fans laiffer quel-
que refte.

Le fixiéme Livre traite de la comparaifon des rapports , qu'on
appelle aufli proportions. Cette partie eft fi valte & fi feconde,
& fes ufages ont une telle érendu¢ dans la plufpart des {cien-
ces, qu'ily en a peu, pour ne point dire aucune , qui puiffe eftre
expliquée fans elle. Les égalitez & les proportions Geometri-
ques , qui font une clpece du genre des c'ga!itcz , font les chofes
qui rendent cette partie fi confiderable ; & c’eftaufliales éclair-
cir quon s’eft le plus attaché dans tout cetouvrage. Car pour les
quatre derniers Livres de la feconde Partie , ils ne font que la
{uite de ce quion a dit des égalitez dans le cinquiémedela pre-
miere. L'on érablit premierement dans ces quatre Livres les
fondemens de I’ Analyfe. Enfuite,,aprés y avoir donné quelque
idée de la methode de Diophante , & de celle de Viete , 'on
s'arrefte particulierement a expliquer celle de Monfieur Def-
cartes , parce qu’elle eft la plus generale, la plus feconde, & la
plus facile de toutes. Cependant comme ce {cavant Homme
n’a pas démontré ny méme expofé tous les principes qui luy ont
fervy , Pon ne trouvera pas dans fes écrits les mémes avantages
pour bien entendre fon Analyfe, que I'on peut tirer de ces Ele-
mens. Car aprés en avoir expof¢ & démontré clairement tous
les principes , l'on en déduit par ordre non feulement toutes
les découvertes qu’elle renferme , mais aufli d’autres nouvelles
encore plus utiles; Car comme on verra dans le dernier Livre,
elles fourniflent des regles qui font beaucoup plus courtes que
les fiennes, & I'on peut méme en déduire analytiquement cer-
taines connoiflances tres-univerfelles, qu’il n’a pas crli que 'on
puft découvrir fans le fecours des lignes paraboliques , ou des
autres qui appartiennent i la Geometrie compofée , comme
I’Hypetbolique , &c. :

Mais comme ces Elemens {ont principalement faits pour ceux
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qui commencent, & qui n’ont encore aucune teinture des Ma-
thematiques, ny méme de ' Arichmetique , il eft a propos de
les avertir qu’ils ne doivent lire que la plume a la main,afinde
faire eux-mémes les operations de tous les differens exemples
dont on apporte un afiez grand nombre, parce qu’on a deflein
de les accotitumer a pratiquer les regles , & de leur rendre fa-
milieres & fenfibles des maticres, qui femblent d’abord affez ab-
ftraites & difficiles, fur tout i ceux qui ne f{ont point encore ac-
cofitumez 3 faire ufage de leur efprit. Il y 2 cependant quel-
ques matieres qui ne font pas de grand ufage ; & que ceux qui
voudront , pourront pafler outre fans lire , comme eft par
exemple ce qu'on explique desincommenfurables depuis la page
130. jufques a la page 148. & tout le traité des nombres poly-
gones, & ce qu'on a donné fur la fin des égalitez du quatriéme
degré. Pour ceux qui font déja verfez dans I’Arithmetique &
dans I’Algebre commune, ils auronr affez de difcernement pour
s’exempter de lire ce qu'ils fcavent déja. Il y en auracependant
qui pourroient bien ne point s’ennuyer de tout parcourir, afin
d'avoir la fatisfadtion de remarquer les liaifons qu’ils n’auroient
point encores appergeués entre toutes les veritez & les differen-
tes parties des Mathematiques ; & afin d*écablir aufli leurs con-
noiffances fur des principes, qui leur {fembleront peut-eftre plus
fimples , plus naturels , & en plus petit nombre que ceux dont
ils {¢ fonz déja fervis,

on

iij



Explication de quelques Notes,

UOYQUE ces Notes foient expliquées chacune en fon lien ; nean-
moins on a crdl les devoir encore mettre icy, afin de les faire micux
entendre. :

—+ fignifie plus: Ainfi 9—+3, c’eft & dire ; neuf plus trois.

— moins: Ainfi 14—, ceft a dire ; quarorze moins deux.

= marque de U'égalité: Ainfi 9—+3—14—2, c’efta dire yneufplus trois
eft égal a quarorze moins deux. P ’

:: Ces quarte points entre deux termes devant , & deux termes apres,
marquent que ces quatre ternies font une proportion geometrique : Ainfi
6.2::12, 4. celt adire; 6 eflta 2,comme 12 eft a 4;0u bien, 6 contient
2 fois 2 , comme 12 contient deux fois 4.

—= Ces mémes quatre points avec une ligne qui les coupe , marquent
la proportion continué: Ainfi <= 3. 9. 27. c'eft A dire; 3 eft autant de fois
dans 9, que g eft de fois dans 27,

'+ Ces deux points entre deux termes devant , & deux termes aprés , mar-
queront la proportion arithmetique : Ainfi 7. 3 : 13. 9. c’eft a dire ; 7 {ur-
paffe autant le nombre 3, que 13 furpafle 9.

<~ Ces mémes deux points avec une ligne qui les coupe , marquentla pro-
portion arithmetique continu¢ : Ainfi —- 3. 7. 11. c’eft a dire ; 3 eft fur-
paffé par 7, autant que 7 eft furpaflé par .

Deux ou plufiears Jertres enfemble marquent une multiplication de deux
ou plufieurs grandeurs, qui font chacune appellées par le nom de 'une de
ces lertres. Ainfi b4, c’eft adire le produit de deux nombres, comme2 & 4,
appellez I'un & & Tautre 4.

V- fignifie racine : Ainfi J/4, ceft a dire la racine de 4, ou le nombre,
comme 2, qui muluplié par foy-méme donne 4, parceque 2 fois 2.
font 4.

Les Livres font divifez en nombres ou propofitions par des chiffies , qui
font en marge : & c’eft feulementa cela qu'on a égard dans les citations &
dans les renvois a quelques pointsdes Livres precedens: Le premier chiffre,
qui eft Romain , marquant le Livre; & le fecond qui et Arabe ,marquant
le nombre de ce Livre. Ainfi V. 29, veut dire /e vingt-nenviéme nombre
dn Livre cingui¢me.

Que fi I’endroit ol I'on renvoye eft du méme Livre , on cite quelquefois
un tel Theoreme, ou une telle propofition , avec cetre marque S qui veut
dir? fupra. Comme 15. S, c’elt adire, dans article ou la propofition quins,
ziéme , cy-de(fus on dans ce méme Livre.
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ELEMENS

D E 'S

MATHEMATIQUES

LIVRE PREMIER.
DES GRANDEURS ET DE LEUR MESURE,

ET DES*QUATRE PREMIERES OPERATIONS
SUR LES GRANDEURS ENTIERES.

OS penfées different effenticllement des paroles qui
frappent nos oreilles , & des figures qui paroiffent a nos
eux ,.les idées que nous avons des chofes n'ont pas méme
e moindre rappert & ces parﬂles nia ces ﬁ%urcs. Mais
h quoiqueces fignes fenfibles n’en puiffent eftre les narurelles
W & les veritables expreflions ; cependant elles en font des ex-
preflions qu’on peut appeller arbitraires ; parceque I'on eft convenu de s’ert
fervir, & que I'on peut par lear moyen reprefenter d’une maniere fenfible
les penfées les plus cachées & les plus abftraites de efprit.

L*affemblage de pluficurs de ces fignes eft une expreffion , ou une expo-
fition d’une ou- de plufieurs idées que nous leur avons jointes..

L'exprefsion courte & diftinéte de ces idées , sabbrege ordinairement par-
une autre encore plus courte , mais qui n’eft pas diftinée , parcequ’elle-
n'eft pas familiere. Et alors P'exprefsion diftinéte eft une explicarion de la
plus courte, & 'on dit quelle eneft la définition. Voici les définitions de-
quelques exprefsions ou de quelques mots de cetre forte qui {erviront dans-
cet ouvrage.

EXPLICATIONS

Ou DEFINITIONS DE QUELQUES MOTS,
"Axiome eft une connoiflance narurelle & ﬁ%aire que on n’en peut
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douter, Ou ce qui eft la méme chofe , c’eft une propofition fi claire qu’elle
n’a pas befoin de preuves , A caufe que tout homme raifonnable er tombe
d’accord. :

- Suppofition ou demande eft une propofition moinsevidente qu'unaxiome,
mais qui eft inconteftable, Ainfi on demande qu'on l'accorde pour n’eftre
pas obligé dela démontrer,

T hesreme eft une propofition dont il faut démontrer la verité.

Probleme ouqueftion eft une propofition qui demande qu'on découyre
quelque verité cachée, & qu'on démontre qu'elle eft découverte.

- Lemime eft une propofition qui n’cft au lieu ot elle eft que pour fervir de

preuve ad’autres qui {uivent.

Corollaire eft une propofition qui fuit paturellement d’une autre.

Si les mots parlent & nos oreilles, les figures ou les marques parlent en
Ieur maniere a nos yeux. Voici les définitions des figures ou des marques
principales qui ferviront dans cet ouvrage.

EXPLICATIONS
OU DEFINITIONS DE QUELQUES MARQUES,
o fignifie ce quin’a pointde proprietez , & que l'on appelle rien ouzero
t fignifie I'unité , 2 fignifie deux , 3 trois , 4 quatre, scinqg , 6 fix , 7 fept,
8 huit, 9 neuf.
* fignifie un demi , * fignifie un tiers, ;- un quart, - un cinquiéme, $un
fixiéme, } un feptiéme, ;- un huitiéme , ;- un nenviéme, .
Cette marque —+ fignific plus, Ainfi 9—3 eft le mme que neuf plus
trois,
: Celle-ci — fignific moins. Ainfi 14—2 eft le méme que quatorze moins
deux. :
Celle-ci—eft la marque d’égalité, Ainfi9—3—14—2 clt le méme que
neuf plus trois font ¢gaux a quatorze moins deux , ou neuf Plus trois fonr
uatorze moins deux,
Les Mathematiques ne [ont point [¢ difficiles qion le croit ordinaire-
ment. Toutes ces Sciences ne dépendent que des axiomes qHi [Uivent

& qui font [i fimples qu’on ne les peut ignorer.

AXIOMES,
QUI SONT LES PRINCIPES GENERAUX
DES MATHEMATIQUES,
1.  Chaque grandeur eft égalea elle-méme.
Il.  Chaque grandeur moins elle-méme eft égalearien.

III.  Chaque grandeur , ou chaque tout , eft égal a l'affemblage de toutes fes

arties,

IV. " Chaquegrandeur , ouchaqne touteft plus grand que {a partie,
V.  Plufieurs riens font égaux a un rien,

VI.  Les grandeurs égales a une méme grandeur font égales entc’elles.

VIL  Siagrandeurs égales on en ajoute d’égales,, les tous feront égaux,
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Si de grandeurs égales on en retranc'he d’égﬂes , les reftes feront égal}x. VIII,

Si a grandeurs inégales on en ajoute d’égales , les tous fgront in- IX.
égaux, [ ' £ {

~Side grandcurs inégales on en retranche d’égales , les reftes feront in- X.

égaux. . > PP o

Lorfgue la werité d'une propofition eft e'vsdemtf s on f¢ contente de XI.
Pénoncer par des termes clairs. Si cette pr?paﬁrwn a befoin de preu-
ves 5 on La prouve en ne [t [ervant que des définitions 5 ou des axiomes,
ou des [uppofitions qui ont efté accordées , ou des rbeore;nf_:, pa:o&iemfs,
lemmes, on enfin des corollaires dont les veritex ont efté déja démontrées.

DE LA NATURE ET DES PROPRIETEZ
DE LA GRANDEUR EN GENERAL,

L A grandeur en general eft rout ce quia des parties , & qui eft capable b4 § I
du plus & du moins, c’eft a dire d’augmentation & de diminution,

La difference du plus oudu moins EE: aufsi differentes grandeurs. XTI

Si des grandeurs font égales , nous difons qu'elles ont un rapport d'é- X1V,

alité. i R

Et fi elles font inégales qu'elles ont un rapport d'inégalité. XV.

Nous n’examinons point ce que font les grandeurs abfolument, & dans XVI,
elles-mémes, nous les confiderons feulement en les comparant felon les
rapports d’égalité oud’inégalité qu’elles ont entr’elles. Jepuis bien connoitre
que la grandeur d’'un pied contient douze fois la grandeur d’un pouce; que la
grandeur d’un pouce contient douze fois la grandeur d’une ligne : mais ne
connoiffantfpoint quelle eft la grandeur d’une ligne abfolument & dans elle-
méme, je ne puis connoitre aufsi ni la grandeur d’un pouce ni la grandeur
d’un pied. Et ainfi je n’examine point ce que ces grandeurs font en elles-
mémes , mais feulement les rapports quielles ont entr’elles , c’eft & dire
combien les unes font de fois dans les aurres. _ :

Lerien ou lezero nous fert de miliew pour faire les comparaifons des gran- XVII.
deurs , & pour jugerde leurs rapports.

Lesgrandeurs ont plus de realité lorf{que leur eftre les éloigne davantage de XVIIT,
zero , & elles ont moins de realivé lorfque leur non eftre les éloigne da- :
vantage de ce mémezero. Y -

. L'ufage a voulu que I'on appellaft pofitive ou wraie toute grandeur qui XIX.
ajoute a zero , & négative ou fanffe toute grandeur qui, rerranche de ce
méme zero,

L’addition des grandeurs vraies fe marque parle figne — qui fignifie plus, XX.
& le retranchementou la fouftraction de ces mémes grandeurs fe marque par
le igne— qui fignifie moins. :

Si le plus d’une grandeur eft fi grand qu'on ne puiffe lui rien ajotrer XXI.
qu'elle n'air déja , cette grandeur eft infiniment vraie. Et fi le moins d’une
grandeur eftoit {i grand,qu’on ne puft lui rienretrancher dontelle ne manquaft
déja , cette grandeur feroit infiniment fauffe. Mais parceque noftre efprit e

A jj
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xx[nl

XXIV.

XXV.

XXVI.

_ ELEMENS ;
reflerré dans des botnes tres.éroites, & que fi une grandeur eftoit yraye ou
faufe infigiment, elle ne feroit reflerrée dans aucunes bornes | nous n’entre-
prendrons point de comprendre ni méme de raifonner fur I'infini. Nous
entreprendrons feulement de raifonner fir les grandeurs finies qui peuvent
recevoir le plus & lemoins.

Leffence de toutes ces grandeurs eft d’eftre divifibles & d’avoir des par-
ties. Ce qui convient eflentiellementd ces grandeurs, convient effentielle-
ment a chacune de leurs parties , puilque chacune de ces parties eft aufli
une grandeur. Toutes ces parties feront donc aufi divifibles , & elles auront
d'autres parties qui} (eront encore divifibles , & qui auront encore de nou-
velles parties, Et ainfi de pasties plus petites en plus petites julques a
Pinfini. :

Si I'on objete que partageant une grandeur en deux parties égales,
& chacune deces parties en deux autres égales , & chacune de ces dernieres
en deux autres nouvelles , & ainfi ‘de fuitte, I'on arriveroit enfin: apres'tn
nombre déterminé de femblables partages & quelques parties i petites,
qu'eftant encore une fois parragées elles feroient aneanties, Chacune de
ces dernieres parties {era donc égale aux deux riens aufquels le dernier par=
tage les aura reduites. Or la grandeur partagée eft égale a I'aflemblage dé-
terminé de tous les riens qui font égaux A ces parties ( par 3. $ ) Quelque
chofe fera donc égale a rien : Ce qui eft une abfurdité manifefte. Ileft
doncclair que toute grandeur eft divifible 4 infini.

DE LA CONNOISSANCE DES GRANDEURS
ET DE LEUR MESURE.

E n comparant des grandeurs finies , on peut bien connoitre les rapports
d’égalité, ou d’inégalité qu’elles ont entr’elles, puifquon peut mefurer les
unes par les autres ; mais on n’en peut du tout rien connoitre , fi on les con-
fidere en elles-mémes , parceque l'infinité de leurs parties qui les éloigne
acuellement de zero, les rend comme de petits infinis:, que I'efprit humain
tout immenfe qu’il eft , n’eft pas capable de comprendre.

Pour mefurer ces grandeurs finies , ou plitoft pour comparer entr’eux ces

etits infinis , c’eft a dire pour connoitre des grandeurs ce qui s’en peut con-
noitre , il ne fuffit pas davoir zero pour le milien aaquel on les rapporte',
il faut encore avoir une regle pour mefurer I'éloignement de ces grandeurs &
ce milieu, Cette regle generafc eft I'unité.

Pour en concevoir diftinétement la nature , il faut faire attention fur les
idées que nous avons de I'unité & de la multitude. Nous ne pouvons dou-
ter que ces deux idées ne foient dire¢tement oppofées 'une a Pantre. L’idée
de l'unité dérruic idée de la multitude , & I'idée de la multitude dérrnic
lidée de lunité, '

L'unité eft fimple , indivifible , & fans compofition d’aucunes parties.
Car fielle eftoir divifible, & qu'elle eult des parties , 1'idée de la multitude



DES MATHEMATIQUES. Livee L 5
lui conviendroit ; & ainfi 'unité ne feroit pas unité.

L’on ne fait pas affez de reflexion fir cetre verite. Noftre efpris fait
fouvent un fanx mélange des veritables idées qui font en Ini. Souvent
nous avons confidere que chaque grandeur eftoir divifible dans une mul-
titude innombrable de parties. L'union de tontes ces parties n'eff qu’une
participation , on pour parler plus proprement , quune repreﬁnf:xrian
groffiere & tres-imparfaitede Uunité , parceque chacune de ces parties eff
attuellement dsﬁiﬁgxe'e de chague antre, & qu'elle Wen a'épmd point pour
fibfifter 5 Et enfin parcequ’elles n’ont toutes ancune liaifon neceffaire les
unes avec les antres. Cependant certe umion ou cette liaifon que noftre
efm': imagine dans les grandenrs , nous a fait regarder reciproguement
chague grandenr comme veritablement une & I'unité comme veritablement
divifible.  C’eft ainfi que nous nous (ommes accoiitumez. mal & propos a ré-
pandrelidée de I'unité fiir chague grandenr, & Uidée de chague grandenr
fur Lunité.

Si nous refléchiffons fur toutes hos connoiffances , nous verrons facile-
ment qu'il n'y en a aucune qui nous foit plus claire & plus diftinéte que
cellede I’unitc.Z Car fa nature & {es proprietez font d’eftre tres-fimple , indi-
vifible , & fans compofition d’aucunes parties. Non feulementelle fe mefure
elle-méme , mais elle eft auffi la regle immuable & naturelle par laquelle
on mefure tous les nombres qui la {uivent julques a l'infini , lefquels ne
{ont que cette unité méme repetée plufieurs fois. _

Cette unité & tous ces nombres ne font pas du genre des grandeurs dont
nous avons expliqué la nature & les proprietez. Car l'unité eft indivifible,
& ainfi chacun de ces nombres n’eft pas divifible 4 infini , puifqu’il eft un
aflemblage fini & déterminé de plufieurs indivifibles ,c’eft a dire de I'unité
repetée P‘luﬁeuts fois. Nous conicevons feulement que cette unité & que ces
nombres font des idées tres-claires & tres-intelligibles , qu'ils font prefens
a nos efprits , & qu'ils n’ont aucune exiftence réelle dans les grandeurs
particulieres, Cependant c’eft par eux que nous reglons la mefure de routes
ces grandeurs en mefurant les unes par les autres , comme cette unité & les
nombres intelligibles fe mefurentou font mefurez les uns par les antres.

Pour cet effet entre les grandeurs comparées nous en choififfons quel-
qu'une qui reprefente & qui regoive le nom de I'unité, & nous concevons
cette unité comme divifible & connué en elle-méme, quoiquelle nous foit
entierement inconnué¢, & que méme nous n’en puiffions du rour rien con-
noitre en la confiderant de cette forte.

L'on compare a cette unité toute grandeur qu’on veut connoitre , mais
Yunité n'eft comparée qu'a elle-méme, parcequ’on fuppofe qu'elle eft -par-
faitement connuc.

Souvent 'unité divifible &les grandeurs qu'onlui compare, peuvent avoir
une mefure commune , c’eft & dire quelquune de leurs parties appliquée
une ou pluficurs fois fur les unes & I‘uﬂes aures , peut mefurer chacune
d’elles exactement & fans refte. Alors ces grandeurs fontappellées grandeurs
ou nombres commenfurables. -

A i)
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Mais fuppofant qu'aucune de leurs parties ne puiffe ainfi les mefurer,
ces grandeurs comparées a I'anité divifible , font appellées grandeurs ou
nombyres incommenfurables. Mais I'unité eft todijours appellée commenfura-
ble, parcequ’elle fe mefure totijours elle-méme exadtement & fans refte, &
que non feulement route grandeur pour eftre connué n’eft comparée qu’a cette
unité, mais aufli parceque cette unité qu’on fuppofe tofijours connué n'eft
comparée qu'a elle-méme. On parlera au 4. Livre de cesigrandeurs incom=
menf{urables. . :

L’ufage a voulu que I'unité divifible fuft comprife fous le mot de nom-
bre commenfurable. Car on dit ordinairement que les grandeurs commen
furables dont cette unité eft todjours I'une , comme on le vient de dire, fonc
entr’elles comme nombre & nombre, ceft a dire qu'elles fe mefurent ou
qu'elles font mefurées les unes par les autres , comme quelque nombre me-
fure oueft mefuré par quelqu’autre.

Les nombres commenfurables font dedeux fortes. 1°. Si 'unite divifible &
qui on Jles compare eftant repetée une ou plufieurs {fois , peur les mefurer
exattement & fans refte , on les appelle #ombres entiers ou fimplement
nombres , & on les exprime par les caracteres des nombres intelligibles v, 25
3, 4, 5, &c. qu’ils reprefentent ,a caufe qu’ils font mefurez par I'unité divie
fible , comme les nombres intelligibles par I'unité veritable. Par exemple la
grandeur de quatre pieds eft mefurée par la grandeur d'un pied, comme le
nombreintelligible 4 eft mefuré par 1, 2

2. Mais fi l'unicé divifible ne peur ainfi mefurer ces nombres , on les ap=
pelle nombres rompus , ou fimplement fraétions . & on les exprime en cetre
forte 1,2, £, &, 24, & les autres, Ces fractions expriment une ou plu<
fieurs parties de I'unité divifible , qui mefiirent cette unité comme ['unité
veritable mefure les nombres intelligibles. Par exemple le quart d’un pied
mefure un pied, comme 1 mefure le nombre intelligible 4. Ou bien cette
unité divifible & les fradtions font mefurées par une de leurs parties , comme
deux des nombres intelligibles & differens entr’eux font mefurez par unité
veritable. Par exemple les trois quarts d’un pied & un pied font mefurez par
le quart d’un pied , comme les nombres intelligibles 3 & 4 font mefurez par r,
a caufe que + eft 3 fois dans 2 & 4 fois dans 1. E

Par les mots unité & nombres nous n’entendons pas ordinairement dans
la fuite 'unité veritable , & les nombres intelligibles , mais par unité nous

entendons toute unité divifible , & par nombres cette unité méme & toute
grandeur quon lui compare, ‘

DE LP’PEXPRESSION
DES GRANDEURS.

La maniere d’exprimer les grandeurs eft arbitraire. Nous fuivrons la plus
commune & la pl}::s univerfellement receué , qui eft celle des lettres de
Palphabeth 4, b, ¢, d, &c. & des neuf chiftes 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, aulquels
en ajoute encore o la marque de zero..
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Ces neuf caracteres des neuf premiers nombres {eroient trop petits pour XXXV III.
exprimer tout autre au deflus de 9, f:?ms l'ac_] reffequ’on a eu de les faire valoir
ldifferemment , en changeant leur difpofition fans changer leur figure. On
“es difpole en plufieurs rangs confecutifs , qui font contez de droite & gau-
che. Tout chifte écrit au premier rang qui eft vers la droite , ne vaur que
'affemblage des unitez fimples qu'il enferme. Ainfi1, ou 2, ou 3,au premier
rang ne vaudront qu'un ,ou deux , ou trois. Tout chifreaufecond rang vaut
dix fois autant qu'au premier , c’eft'a dire autanc de dixaines qu’il enferme
d'unitez. Ainfi1,ou 2,0u 3, au fecond rang valent dix ,ou vingt , ou trente,
Tout chifre au troifiéme rang vaut dix fois autant qu'ausfecond , & cent fois
autant qu'au premier , c’eft a dire autant de centaines qu'il enferme d’unitez.
‘Ainfi 1, ou 2, ou 3, au troificme rang , valent cent , ou deux cent, ou trois
cent. De méme tout chifre au quarriéme rang vaut autant de dix cent ou de
mille qu'il enferme d'unitez, au cinquiéme autant de dix mille, au fixiéme
autant de cent mille, au feptiéme aucant de dix cent mille ou de millions, au
huitiéme autant de dix millions , au neuviéme autant de cent millions , au
dixiéme autant de dix cent millions ou de milliars , a ’onziéme autant de dix
milliars ,au douziéme autant de cent milliars , au treiziéme aurant de mille
de milliars &c. au vingtiéme autant de dix milliars de milliars , au trentiéme
autant de centmilliars de milliars de milliars. Etjainfi dedixrangs endix rangs
al'infini.

Cette difpofition faifant donc valoir chaque rang dix fois autant que celui ¢ x1x,
qui le precede , il eft facile de connoltre comment on doit ¢crire ou lire tous
les nombres qu’ils expriment. Par exemple pour écrire ce nombre trois cent
quarante-cinq milliars, quatre cent foixante-fept millions , neuf cent huitance-
trois mille , quatre cent vingt-cing. Au premier rang j'écris [; pour les cing
unitez , au fecond j'écris 2 pour les deux dixaines qui valent vingt, au
troifiéme rang 4 pour les quatre centaines , au quatriéme 3 pour les trois
mille , au cinquiéme 8 pour les huit dixaines de mille, au fixiéme 9 pout les
neuf centaines de mille. Etainfi des autres.

345467983415,
- Et reciproquement pour lire le nombre écrit 345467983425, je parcours
tous les rangs de fes chifres en difant nombres , dixaines , centaines , mille,
dixaines de mille, centainesde mille , millions , dixaines demillions , centaines
de millions , milliars , dixaines de milliars , centaines de milliars &¢c. Et.
lor(que je fuis arrivé au dernier chifre ]

- . i -
qui elt par exemple id dans le rang § B é § g . g
d'cs'centaines de milliars | je puis lire ZE F3 “E = -4
aisément le nombre proposé en ceres S & GE G B g
f9rte » trois cent quarante.cing mil- TS e S g . =
liars | quatre cent foixante-fept mil. & € EE g g% g =282
lions , neuf cens huitante-trois mille, g 'E 5883 g E = £ s 8
quatre cent vinge-cing. Ileneft aini S5 & 8 S E8SESSE
‘de tous les qurres nombres. 345 467983 425
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- Les Arithmeticiens prononcent feptante , huitante , €& nonante , pour
foixante & dix , quatre-vingt , & quatre-vingt-dix » afin de ne point fe
brousller en contant.

Chaque zero qui remplitun rang ne donne rien dans ce rang , mais il fait
valoir chaque chifre qui le fuit feFon le rang qu’il occupe. Ainfi dans 20
qui fignifie vinge, zero ne donne rien au premier rang , mais il fait rencontrer
2 au fecond rang , ouil doit valoir deux dixaines , c'eft 4 dire vingt. Deméme
dans 200 chaque zero ne donne rien au premier ni au fecond rang , mais ils
font rencontrer 2 au troifiéme rang ,ou il doitvaloir deuxcent, Ainfi 4005
vaudra quatre mille cinq , 1609 vaudramille {ix centneuf, & ainfi des autres,
ol quoique ces zero ne donnent rien d’eux-mémes , ils ne font pas cepen=
dant inutiles , puifqu'ils font valoir chaque chifre qui les fuit felon le rang
qu'il occupe.

Les inventenrs des chifres avoient la liberte den choifir plus o moins
que neuf, mass il lewr a plic de choifir ce nombre , plitoft par hazard que
par raifon. Car il ya grande apparence qu'ils (e [ont déterminez & cz
choix a caufe que larrangement des neuf chifres [elon Lordre & ls
difpofition dont ils font convenus , fait que chague unité d'unrang envaut.
dix an rang [uivant, ¢'eft & dire autant que nous avons de doigts dans nos
deunx mains. Car fi l'on y prend garde , on apprend comme natwrellement
« conter fur [es doigts.

Cependant le choix de [ept chifres ., ou celui de quine anroit efté’

Ius commode pour éviter beancoup de frattions, & plus agreable & efprir-
Car leur difpofition auroit fait valoir leurs rangs [elon le rapport de 1 &
8, onde 16, qui font deux nombres qu'on peut partager [ans fraltions
en deux moitiex , ¢ chacune de ces moitiez en dewx autres , & ainfi
jufques a Lunité s ce qui eft le plus fimple & le plus facile de tous les
partages, a caufe qu’sl [¢ fast [elon la progre(fion double , qui approchan
le plus de U'univé eft aufli la plus connuc.. :

DES GRANDEURS CONNUES ET INCONNUES,
ETDE LEURS DIFFERENTES EXPHRESSIONS.

On a fait voir aflez clairement (‘par 16. S.) qu’'on ne peut rien con-
noitre des grandeurs que les rapports quelles ont entr’elles.. Tous ces
rapports {uppofent au moins deux grandeurs comparées. On appelle ces
deux grandeurs les deux rermes-du rapport. Le premier terme eft la premiere
-grandeur comparée , & le fecond terme la feconde. Ainficomparant 3avec I3
le premier terme eft 3, & le fecond eft 1.. Et comparant  avec 3, le premier
terme eft 1 & le fecond eft 3,

Comme la comparaifon de deux grandeurs fait un rapport , la compa-
raifon de deux rapports fait un rapport de rapports , la comparaifon de devx

rapports de rapports , fait un rapport de rapports de rapports. . Et ainfi 3
infini, :
Poun
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Pour exprimer le rapport de deux grandeurs on écrit 'une fu_r l'aptrc 3 le:
remier terme au deflus , & le fecond au deflous , avec une perite ligne qui
en fait la féparation. Ainfi - marquc_lc rapport ou la comparaifon de3d1,
&~ marque le rapport oulicomparaifondera . :

Il eft important de bien remarquer que tous les nombrqs entiers 1,2, 4,
& les autres , font des rapports dont le premier terme eft feulement exprimé,
& le fecond qui eft Iunité eft fous-entendu.  Car C’eft le méme que fi on di-
foir: + L & | ceft 4 dire lerapportde 1 a1,de2an, deg a1, de 4__;'”,
&c. Cette obfervation fert aufli pour les leteres , 2, ou #,0u ¢, €t Ie méme
que 2 ou f. oun £, La raifon de cela eft tres-évidente , puifque la compa-
raifon feule des grandeurs avec Punicé faic découvrir ce qui s'en peur
connoitre. s

On appellera grandeurs connués celles dont les rapports qui font en-
tr'elles & Lunité nous font connus , & snconnues celles dont ces rapports
nous font inconnus. Car fi nous connoiffons que ces rapports foient d'é-
galité , ou puiffent efire exprimez par nombres , nous connoiffons de ces

randeurs ce qui s’en peut connoitre. Si nous connoiffens que ces rapports
%oient d'inégalité , Ceft a dire du plus au moins, ou du moins au plus, &
- qu'ils ne puiffent eftre exprimez par nombres , nous connoiffons confufé-
ment , & tres-imparfaitement ces grandeurs. Et fices rapports nous font
entierement inconnus , nous ne connoiffons point du tout ces grandeurs.

Toute grandeur exprimée par nombres sappelle dgrazzdenr numerigque , &
toute grandeur exprimée par lettres s’appelle grandeur literale.

Toute grandeur entierement connu¢ peut s’exprimer par nombres , ou
par lettres.  Par exemple on peut également dire 243, ou bien 4, 0u b, ou ¢,
&c. On exprime les grandeurs connués par les premieres lettres de
Falphabeth , comme 4, ou &, 0u ¢, &¢. & les autres par les dernieres , com-
me z.,y, ¥, v, &c.

DES MILITEUX
POUR ARRIVER A LA CONNOISSANCE
DES GRANDEURS,

Lorfque I'on connoit des grandeurs ce qui s’en peut connoitre, on n'en
doit rien chercher davantage ; mais lor{que I'on n’en connoit pas ce qui s’en
peut connoitre , ce que l'on en connolr déja fert de milieu pour arriver a ce
que I'on n’en connoit pas encore, & que 'on cherche, Si I'on n'en con-
noiffoit aucune chofe , c’eft a dire fi 'on ne connoiffoit aucun des rapports
qui font entre ces grandeurs , on n’en pouroit avoir aucune connoiflance.

L'on pafle du connu a la connoiffance de I'inconnu en parcourant avec
ordre tous lzs rapports connus de I'un 4 'autre par des raifonnemens na-
turels , juftes , & tres-clairs.

L’ordre quel’ondonne pour paffer ainfi du connua l'inconnu, eft cequ’on
appelle methode ou regles.
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Et I'obfervation de cette methode ou de ces regles, eft ce qu'onappelle
operations fur les grandeurs,

; Toute operation fur les grandeurs ne f¢ faic que par le —+ & par
e—. :

Le ~ & le — des grandeurs égales fe font 'un 4 P'autre des retranche-
mens mutuels. Le — retranche du —, & le — retranche du —. La po-
fition ou la poffeflion de mille écus retranche la negation ou la privation de
mille écus , & la négation ou la privation de mille écus retranche la pofition
ou la polléffion de mille écus,c’eft & dire — mille écus recranche — mille
écus,, & — mille écus retranche — mille écus. Ou ce qui eft une méme
chofe,, —+ 1000 écus —1000 écus font égaux-a zero.

Dot il eft clair, 1°. que plus plus ou — —+ eft égal a moins moins ou
— —, & que — —— — — , ceft adire que I'addition du plus eft égale
a la fouftraction du moins , & que la fouftraction du moins , eft égaie a
Paddition du plus. Ainfi + +e—=——g, & ——a— . —+ 4.

2°. Que — — —=— -+, & que — — = ~+ — , Ceft a dire que 'ad-
dition du moins eft égale ala fouftradtion du —. , & que la fouftraction du
—+ eft égale al'addition du—. Ainfi + —2z—=—-4.

L’on congoit I'’Addition & la Souftraction comme fimples, on les congoit
aufli comme compofées. Les fimples font les operations fondamentales
dont toutes les autres dépendent. On traittera par ordre des unes & des
autres,

DES QUATRE PREMIERES OPERATIONS
SUR LES GRANDEURS ENTIERES.

Ces quatre operations font celles que nous appellons Addiriosn,
Souftrattion . Multiplicarion 8 Divifion.

Et nous appellons grandeur entiere-non feulement tout nombre entier
commest, 2, 3, 4, & les autres, mais aufli toutes les lettres comme 4, 4. c,
d, &c. qui ne font point congeucs partagées en plufieurs de leurs parties
comme en moitiez , en tiers , en quarts , &c.

On [tait déja ( par 44- S.) que toute grandeur enticre eft un rapport
dont le premier terme eft exprimé & le [econd: qui eft Uunité eft fons-en-
tendn. Ainfi tout ce gwon dira dans ccjremier Livre [e doit entendre
de ces rapports. Ceux qui commencent doivent cxx-memes refondre en
chaque operation tows les exemples particuliers que Fon donne , avant
qu'ils S'en propofent aucun autre. Car quoique tows ces exemples (e rap-
portent anx regles generales des problemes qu'on donne » chacun enferme
neanmoins quelgque cas confiderable ,qion ne trouve pas dans chague

antre.

DE CADDITION.
DEFINITION GENERALE,
L’Addition eft une expreffion que l'on fait de Paffemblage de plufieprs
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erandeurs données en une feule, : . _
Laflemblage de ces grandeurs s -.‘.ppeur? aufli leur fomme.
Comme I Addition des nombres fe fait antrement que celle des lettres,
on expliguera Uune aprés Lantre.

DE LADDITION DES NOMBRES.
. DEMAXNDE.

Ox demande que I'on fg:ache déja ajoliter tout nombre au deflfousde 10 4
tont autre , comme qUE 3—+4—7 , qU€ 7—2—9, qUC 64—+8—72 , que
72—+9—=81, que 81—+6=87, & ainfi des autres. Il refte ajfcavoir trouver
les autres fommes des nombres au deffus de 9 a I'infini, lefquelles ne pou-
vant d’ordinaire (e trouver toutd'un coup , oneft obligé de les chercher par
parties en cette {orte.

PrezmMier ProBLEME

Trouver la fomme de plufieurs nombres donnez.

1°. On difpofe les uns fous les autres , les unitez fous les unitez , les
dixaines fous les dixaines , les centaines fous les centaines , les mille fous
les mille , &c.

2°. On ajotite par ordre ce qui eft en chaque rang en commancant par le
premier , & D'on écrit fous ce rang ce qui lui appartient , enrefervant pour
I"aurre qui le fuit autant d’unitez que 'ona trouvé de dixaines au premier de
ces deux rangs. L’operation ¢étant ainfi achevée |, les chifres ccrits fous les
rangs fontla gomme quwon cherche. Les exemples éclairciront ces regles.
Premier ExemMPrE,

Pour trouver la fomme des deux nombres 432 & 245. 1°. Je difpofe
ainfi I'un fous l'autre, J’écris § qui vaut g unitez,fous 2 qui vaut 432
2 unitez,4 qui vaut 4 dixaines fous 3 qui vaut 3 dixaines , & 2 qui g
yaut 2 centaines fous 4 qui vaut 4 centaines. A A

2°, Je fais ainfi addition en commangant au premier rang ; je dis
2~+5—7 unitez , & j'écris 7 fous le rang des unitez, Etvenant au fecond
rang jedis 3 —+4——7 dixaines , & j’écris 7 ﬁ)ufs le rang des dixaines. Et enfin
au troifliéme rang je dis 4—+2=—6 centaines , j’écris 6 fous le rang 432
des centaines. Et l'operation étant ainfi achevée, je connois que 245
677 €crits fous les rangs font la fomme cherchée.

fomme 677

Seconp ExEMPILE.

Pour trouver la fomme de 459 & 565, 1° Je les difpofe comme au premier
exemple. 2°. Jedis 9+ §=14,, unitez qui font 1 dixaineplus 4 unitez , j"écris
les 4 unitez fous le rang des unitez , & je retiens 1 dixaine pour le {fecond
rang qui eft celui des dixaines. Ecvenanta ce fecond rang je dis 1 dixaine
que j'ai rerenué — —6 , 6—+6=—12 dixaines , qui font 1 centaine plus 2
dixaines, j'écris donc ces deux dixaines fous le rang des dixaines, & je re-
« ferve 1 centaine pour le troifiéme rang qui eft celui des centaines, En {uited
ee troifiéme rang je dis1 centaine que j’ai retenué —k4=—yg, y—§=—10 Cen=
taines qui font 1 mille que je referve pour le quatriéme rang, qui eft celuides

B jj
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mille, & parce qu'aprés 1 dixaine de centaine ou r mille il ne refte plus de
centaine, je remplis le troifiéme rang qui eft celui des centaines par le caractere
o qui n’y donne rien , mais qui conferve la valeur des rangs qui fuivent.
Enfin ne trouvant rien a ajotiter davantage , javance rmille que j’ai 459
retenu fous le rang des mulle, & je connois que 1024 eft la fomme 565
r —_—
cherchée. fomme 1024
Trorste'ME ExeMrPLE
Pout trouver la fomme de 75 & 425. 1°. Je les difpofe comme aux
exemples precedens. 2°, Jedis g +y—I0 unitez qui font 1 dixaine que jere-
ferve pout le ficond rang , & jécris o fous le premier, a caufe quaprés
1dixaine il ne refte aucune unité. Et venant aufecond rang , jedis 1 que j'ai
retent —+7—=3 , 8—+ 210 dixaines,qui font une centaine que je relerve pour
le troifiéme rang , & j’écris un nouveau o fous le fecond. Je dis en {uite
au troifiéme rang 1 centaine que j'ai retenué —+§=—6 , 6 —h4—10 CENtaines
ou 1 mille que je retienspour le quatriéme rang , & j'écris o fous le
troifiéme. Enfin ne trouvant rien davantage a ajotiter , j'avance 1 §75
mille que j’ai retenu fous le quatriéme rang , & je connois que 425
tooo eft la fomme cherchée. 5

fomme 1000

QuATRIEME EXEMPLE o S

Pour trouver la fomme de 2000 ,3000, & 4000. 1° Je les difpofe com-
me 4 l'ordinaire. 2°. Je dis au premier rang o_o~+0=—o0 (pary. S.) &
j'écris o fous ce rang.” Et venant au fecond, je dis o~+0—+0—o, & j'écris

encore o [ous ce rang. Jedisen {uite au troifiéme o —+o—0=—0, 2000
& j'écris o fous ce rang. Etenfin je dis au quatriéme 23—y, 3000

—+4==9 , j’écris 9 fous ce rang. Et je connois que gooo eft 4000
a fomme cherchée, fomme 9000

CiNqui¥’me EXEMPLE,

On eft ordinairement bien-aife de faire fes operations avec promptitude,
La connoiffance des operations qu'on vient de faire , & des raifons qu'on ya
apportées étant diftinctement apperceuc , on peut abbreger ainfi fon difcours
dans toutes les additions des nombres. Pour trouver la fomme de 678
& 4615. 1°.Jeles difpofe alordinaire. 2°. Je dis au premier rang §— y—13,
j écris 3 & je retiens 1. An fecond rang i—.7—8,8 —+1—10, j écris o & je re-
tiens 1. Autroifiéme rang 1 —6=—=7, 7 —+6=—13 , j'¢cris 3, & je re- 678
tiens 1. Au quatriéme rang 1 —+§=—=6, 6—4=—10 ,j’écris o,&ja- 4625
vance1. Etjeconnoisque 10303 ¢elt la fomme cherchée.

fomme 10303

Sixieme ExeMPLE.,
Pour trouver pareillement la fomme de 4567,7919 ,3488, 5896 , & 768;.
1°, Je les difpofe a l'ordinaire. 2° Je dis au premier rang 7 —+9—16,
16—+8=—24 , 24 +6=—30 , 30 —1§==j5, jccris § & je retiens 3. Au [econd
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rang 3—6==9, 9 —+==10,10—4+8=18 , 181 9=27, 27 4=y, 4567
jécris 5 & je retiens 3. Au troifiéme rang 3 5=—8,8 —9==17, 7919
17 —F4—21 , 11 —+8==29 , 29—+ 6=35, j'écris § & je retiens 3. 3488
Enfin au dernier rang 3 —+4—7 , 7—47="I4 , 14 —+3==i7, 5896
17— =12, 22—+7==29 , ) écris 9, & javance 2, Et je connois 768§
que 29555 eft la fomme cherchée. fomme 29 555

. AVERTISSEMENT.

Lor(qu'on veut trowver la [omme de plufienrs hombres , pour ne point
[2 brouiller dans fon operation , & pour la faire avec plus de facilité, il
faut la partager en wajoiitant pas tous ces nombres a la fois. Si par exem-
[pfe on vouloit tronver la fomme de trente nombres , Uon en feroit fross
partages de dix chacun, Uon reduiroit ces trois partages en trois fommes,
Lefquelles érant ajoiitées en une fenle , donneroient la fomme torale des
tremte wombres propofex.

DE I'ADDITION
DES GRANDEURS LITERALES,

Pour ajotiter une ou plufieurs grandeurs literales a une ou & plufieurs
autres , il ne faut que les lier & les joindre toutes enfemble en confervunt les
mémes ﬁgncs — ou — qui les precedent. Ainfi pour ajouter ¢ a4 , cefta
dire -tca b, lafomme eft b—¢. Pourajoliter d—e—+f & b—-c, la fomme
et b —d—e —f. _

Lorfque la fomme renferme quelque grandeur repetée pluficurs foisfous
un méme figne , on écrit une feule fois cetre grandeur precedée de fon figne,
& du nombre qui exprime combien de fois elle eft repetée. Ainfi au lieu de
b —+b,1'on écrit 24, Aulieude 24 —a —+a —+c —+d —+c , on écrit 4a —+10 —+d.

Lorfque la fomme renferme quelque grandeur repetée plufieurs fois fous

differens fignes , on efface autant de fois cette grandeur quelle fe trouve
¢également lsous —+ & fous —. Ainfiau lieu deb—c—5 ,'on écrit {eulement
¢, parceque b—b—o (par2. S ) De méme au lieu de 36—b—+ 4c—4—:¢,
Uon écrit 26— 20— , parceque 3b—b—2b, & 4¢c—2c=—2¢. Ces deux regles
font d’unufage tres-frequent, Il fuffic d’en avertir une fois pour toutes.

» EXEMPLES DE L'ADDITION
DES GRANDEURS LITERALES,

‘Aad. L4t 3b 34—3b Ga—+b—d-+2d a—gqe—3f
: { a—+1b . 2a—b 9a—+7b—+ 4d—+Gf 2a—+ie—f
Somme 24-+5b. sa— 4b. 154~ 86—+ 7d—+ 6f. 3a—e—+2f.

2a—+6b
Add.d3c—2d 2aa—+33b_—bb 2abo—ffg—+/2¢
20—+ g j-gé,_.sga abd—abe— lﬁ‘g’

Somme 24— 65—+ je—2d—g. 8ab—aa—bb. abe—+abd— ffg— fag.
' ; 11
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14 ELEMENS
Lorfque I'on ajodte des grandeurs faufles avee des vraies 5 la fomme-cft
plus petite que les yraies. Ainfi ajoticant —¢ a §la fomme 8—6=—=2 eft.plus
petite que § , car 6 eft retranché de 8. Ajolicant —c a b la [omme b—c cft
plus petite que b, car ¢ eft retranché de &. Ces fortes d'additions negatives

{ontde veritables retranchemens , ce n'eft qu'improprement qu'on les appelle
additions.

= 2

DE LA SOUSTRACTION.
DEFINITION GENERALE,

LA Souftradtion eft une expreflion que I'on fait du reeranchement d'une
ou de plufieurs grandeurs données, d'une ou de pluficurs grandeurs auff
données, : v

Comme I'on connoit ce qu’on retranche, & cela dont on le retranche , on
cherche feulement la partie qui refte aprés le retranchement. Cette partie
qui eft le refte de la fouftraétion eft la difference de ce qu'on retranche a ce
dont on le retranche. Si par exemple on retranche ¢ de 8 , le refte eft
8—6=—2, & 2 qui fair partiede § eft la differenee qui eft entre 6 & 8.

Comme la foufbraction desnombres [¢ fait antrement que celle des lettress
on expliquera Uune aprés Uautre.

DE LA SOUSTRACTION DES NOMBRES.
g DrMANDE.

O ~ demande que P'on fgache déja fouftraire tout nombre au deffous de
10 de tout autre au deffous de 19, comme que 4—3—r, que 9—5=—4, que
18—9=—9, que 15->—S8, que 14—8—6, &c. Il refte & fcavoir trouver les
autres differences des nombres qui font I'un au deffus de 10, ou l'autre au
deflus de 18 a Pinfini, lefquelles ne pouvant d’ordinaire fe trouver tout d’un
coup , on eft obligé de les chercher par parties en cetre forte.. '

: SeconND. PROBLEME.
Trouver la difference de deux nombres donnez, _
1°. Ondifpofe le plus petit fous le plus grand, les unitez fous les unitez,
les dixaines Fous les dixaines , &c. : '
2°, Commengant au premier rang on retranche par ordre & dans chaque
rang le chiffre de deffous du chiffie de deffus , & l'on écrit fous ce rang ce qui
refte = f
3°. Etfi dans un rangle chiffie de deffous fm;jsaﬂ’e celui de defTus , ce chiffre
dedeffus empruntera 1 dixaine de celui qui le fuit, lequel pour cet effet diini-
nuera de I'unité. L’operation étant ainfi achevée, les chiffres écrits fous les
rangs fontla difference cherchée. Les exemples éclairciront ces regles.
PrREMIER ExEMPLE.
Pour trouverla différence des deux nombres 869 & 214. 1°. Je dilpofe le-
etit fous le grand dans le méme ordre que jai fait au premier Probleme..
2%, Je fais ainfi la. fouftraction en commencant au premier rang ; je dis
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o= A jécris § fous ce rang. Er venant au fecond je dis 6 —3=—3, &
Féeris 3 lous ce rang. Je dis enfuite au troifiéme rang 8__2—¢, j'éctis 6 fous

ce troifiéme rang. Etloperation érant ainfi achevée, je connois —+869
que 633—=869—234 it lerefte delafouftradtion, ouladifference 234
cherchée. difference g;;

Seconp EXEMPLE.

Pour trouver la difference de678a 489. 1°. Je difpofe comme au premier
exemple 489 fous 678. 2°. Jedis au premier rang 8 unitez —o unitez oftent
gop ,car g ne peut eftrecomprisdans 8. Jempruntedonc ( felon la troifiéme
reglede noftre Probleme) 1 dixaine des7 dixaines qui font au (econd rang,
écrivant 6aulieu de 7 quejefface. Cette dixaine empruntée plus 8 unitez du
premierrang font 18 unitez , je dis donc 189 unitez font 9 unitez & j €ctis
o fous le rang des unitez. Et venant au fecond rang , je dis 6 dixaines 8
dixaines oftent trop ,j’emprunte donc une dixaine de dixaines des ¢ dixaines
de dixaines qui font au troifiéme rang , écrivant 5 au lieu de 6 que j’efface.

Cette dixaine de dixaines plus 6 dixaines du fecond rang font 16 56

dixaines. Jedisdonc 16—8—8dixaines, &j’¢cris § (ous lerang des ~ — 678
dixaines. Je dis enfin au troifiéme rang s—4—1,j’écris1fousce ~ —489
rang,& je connois que 189 eft la difference cherchée. diE&re‘u_cEl_lsT;

Trorst¥'ME EXEMPLE. :
Pour trouver la difference de 842 a 405, 1°. Je les dilpofe comme aux
exemples precedens. 2°. Jedisau premier rang 2 oftent trop , j'emprunté
donc 1 dixainede 4 écrivant 3au lieu de 4. Cette dixaine —+ 2—r:, je dis donc
12—z, & j'écris 7 {ous le premier rang. Etvenantau fecond ,

je dis 3—o==3, & j'écris 3 fous cerang. Je disenfin‘au troifiéme — 842
84—y, j'Ccris 4 fous ce rang , & je connois que g57eltla 405
difference cherchée, s ; difference 437

UATRIEME ExEmrreE,

Pour trouver la difference de 3462 246. 1°. Je les dilpofe 4 I'ordinaire,
2°, Jedisau premierrang 6—6—o,& jécris o fous ce rang. Etvenantau
{econd , je disg=—4—0p & jécris encoreo fous ce rang, Je d‘is. —+346
enfin au troifiéme rang 3—a2=—u, j'écris 1 fous ce rang , & je —246

—_—

connois que 1co eft la difference cherchée, difference 100

Cinquit’'me ExEmPrE,

Pour trouver la difference de 800 a 200. 1°, Jeles dilpole a I'ordinaire,
27, Je disau premier rang o—o=—o, & j'écris o tous ce rang. Et venant au
fecond , je dis encore o—o=—o, & j’écris encore o fous ce’rang. ' —+8o0
Jedisenfin autroifiémerang 8 2=—¢,j’écris 6 fous ce rang, & je —200
connois que oo eft la difference cherchée, diBsentstEno

Six1¥me ExXEmMPLE
Pour trouver la difference de goo a 432. 1°. Je les difpofe a Pordinaire,




e
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2. Je dis au premier rang o—2 ofte trop , car 2ne peut cftr2 comprisdan s
o, j emprunte donc 1 dixaine de o éctit au rang des dixaines’, écrivant —r1an
liew de o. Ces 10 empruntez plus o du premier rang font 10 ,je dis done
10—2=38, & j’écris § fous cerang, Etvenantau fecond ,je dis —1—3 oftent
trop , car 3 ne peut eftre compris dans —t, j’emprun:e donc 1 dixaine de 9,

Cerivant 8au lieu de 9. Ces 10 empruntez 1 écrit au fecond 8-1
rang font g, je dis donc 9—3==6,, &’écris 6 fous ce rang, Je —+ 90>
dis enfin au troifiéme S—4—4, j'écris 4 fous ce rang , & je —432
connois que i chée. - I )
que 468 eft la difference cherchée . difference 468
L
Quelques-uns au lieu de diminuer de Punité le chiffre dont ils empruntent

1 dixaine , aiment mieux augmenter de la méme unité celui qui eft écrit fous
lui. Par exemple pour faire la fouftraction qui precede felon leur methode ,
jedis o—2ofte trop , j emprunte donc 1 dixainede o écrit aurang des dixaines
enajotlitant 12 3 écrit fous lui, Enfuitre jedis au premier rang les 10 emprun-
tez —2—8 unitez , & § écris 8 fous le rang des unitez. Et venant au fecond
rang je dis o—4 ofte trop , jemprunte donc 1 dixaine de g qui eft dans le
troifieme rang en ajotitant 14 4 fcrit fous 9 , & je dis au fecond  —+900

rang , les 10 empruntez —4—6 , & j’¢cris 6 fous cerang. Enfinau —432
troifiéme jedis 9—5=—4,, j'écris 4 fousce rang, & je connois que ~ —11
468 eft la difference cherchée. : difference 4§

On peut faire aufli la fouftradtion des nombres en commengant de gauche
a droite, & obfervant de retenir 1 de chaquerang qui vaudra 1e pour le rang
qui precede, lorfqu’on voit dans ce rang qui precede que fon chiffre écrit
deflous eft plus grand que celui de deffuss , ou bien lorfque ces chiffres érant
€gaux,on voitau nouveaurang qui les precede que Ie chiffre écrit deffous eft
plus grand que celui de deffiss. .

Par exemple pour retrancher 19218 de 68386 , j’écris ces nombres a’ordi-
naire, & je dis en commengant au cinquiéme & dernier rang 6__-‘1:{ , mais
parce qu'au quatriéme rang qui precede , 9 {?urpaﬂ_"e § fous qui il eft écri,
jécris feulement 4 fousle cinquiémerang , & je retiens 1 qui vant1o pourle
quatriéme. Et venant a ce quatriéme rang je dis so—+8—#18 _9—9 , &
j'écris 9 fous ce rang. Et venant au troifiéme je dis j—2—1, & j €cris 1 fous
ce rang. Je dis enfuite au {econd rang 8—1=7, mais parce quau premier
rang 8 eft plus grand que 6 fous qui il eft écrit , j’écris feulement ¢ fous le
fecond rang , & je retiens 1 qui vaut 10 pour le premier. Enfin je dis 4 ce

premier rang 10—+ 6=—16 , 16 —8—8 ,{"écris‘s fous —+58 86
ce rang , & je connois que 49168 eftla difference — 19218
cherchée. difference 49168

Pareillement pour retrancher 77989675 de 257389560 , j écris ces nombres
4 I'ordinaire,, & je dis au neuviéme & dernier rang 2 moins rien fait 2 , mais
parce qu'au huitiéme rang 7 furpaffe 5 fous qui il eft placé, j'écris feulement
1 fous le neuviéme rang , & je retiens 1,qui vaut 10 au huitiéme. Et venant

a
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ace huitiéme rang , je dis 10—+ 5—15, 15 >=——=8 , mais parceque 7 & 7 écr:rs
au fepti¢éme rang font égaux , & qu'au fixiéme 9 furpaffe 5 fous qui il eft

lacé , jécris feulement 7 fous le hyitiéme , & je retiens 1 dixaine pour le
eptiéme. Jedis enfuite a ce feptiéme rang To—+7=17, 17—7=1o0, j'en écris
feulement g fous cerang. Et venantaufixiéme je dis 10—+3—13, 139=—4,
mais parceque 8& 8 écrits au cinquiéme rang,plus 9 & g écrits au quatriéme
font égaux dans chacun de ces rangs , & quau troifiéme 6 furpaffe § fous qui
il eft placé, j'écris feulement 3 fous le fixiéme rang, &9 fous le cinquiéme,
plus encore g fous le quatriéme, Et venant au troifiéme je dis 10—+ s—iy3
15—6=9, jlen écris feulement § , & jedis au fecond rang 10—+6=s6,

16—F—9, jen écris 8, Et enfin je dis au premier rang —+2§7389560
To—+ 0—Ie, To—§=—yj.] €cris 5 fous ce rang, & je connois —77989675
que 179399885 eft la difference cherchée. ~difference 179599885

Cette methode me [embleplus d'ufage . & je m’en [ers plus volontiers que
des precedentes , parceque je trouve quelle charge beaucoup moins la me-
moireque celle du probleme , & qi ontre cela il ne fant effacer ni ajoster
aucuns chiffres, ce qui eft fort commode pour les [upputations longues ¢
frequentes, ol le meillenr eft toijours d’ embaraffer [es nombres & [es caleuls
le moins qu'on le peur. 5 P

Lotfque le nombre a retrancher eft plus grand que le nombre duquel on
le retranche , la difference ou le refte eft negatif. Si par exemple une per-
fonne devoit § écus a une autre , & lui en payoit g, il eft vifible que celle 2
qui elle devoic lui feroit redevable de 4 écus , c’eft a dire que cgtre perfonne
qui devoit auparavant 4 ¢cus auroit rendu fa debte moins que rien de §
écus.

Dans ces rencontres on écrit le plus grand nombre an deflaus , & aprés
avoir operé a I'ordinaire 'on écric — devant la difference qu'on trouve, Si
par exemple on vouloit retrancher 68386 de 9218, il faudroit écrire 68386,
& fous lui 9218, & mettre le figne . devant 59168 qui reftent. Ce refte

negatif marque qu’il s’en manque 59168 que le nombre — 68336
9118 ne foit auffi grand que 68386 qui en doir eftre —+ 9218
retranché,. « Reftem

Lotfqu’on veur retrancher plufieurs nombres donnez d’un ou de plufieurs
aufli donnez , il faut par le premier Probleme trouver la fomme des nombres
qu’on veut retrancher , & celle des nombres donton les veut retrancher , &
enfuite trouver la difference de la premiere fomme & I'autre nombre ,ou ala
fomme des autres nombres dont on veut retrancherles premiers. Par exemple
pour retrancher §782—+3436 de 68386, le premier Probleme donnera 9113
pour la fomme de §782—+3436. C’eft pourquoi je difpofe a l'ordinaire cette
fomme 9218 fous 68386 , & faifant 'operation felon les —+68386
regles , je connois que 59168 eft la difference ey €5 1. 4

cherchée.. ' Difference §9168
C
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Pareillement pour retrancher §7321-+7540—+90145 de 34561~+207456.
Le premier Probleme me donne 145306 pour la fomme des trois nombres &
recrancher , & 242017 pour la fomme des deux autresdont il les faut retran-
cher. Ecrivant donc fous cette fomme celledes troisnombres  ~+-2412017

a retrancher , les regles ordinaires me donnent 86711 pour la  —ig5306
difference cherchée. Difference 86711
. DE LA SOUSTRACTION

DES GRANDEURS LITERALES, 4
LXXX. Pour fouftraire une ou plufieuts grandeurs literales d’une ou de plufieurs
autres ,il ne faut que les joindre en changeant chacun des fignes dela gran-
deur ou des grandeurs & ﬁj)uftraire. Car s’il faut retrancher le plus ,le moins
en fait le rerranchement , & s'il faut retrancher le moins |, le plus en fait le
recranchement ( par §3. S. ) Ainligour retrancher 4 de 2, le refte ou la diffe-
rence eft #—4 , & pour retrancher —5 de @, le refte ou la difference eft
a-+b. De méme pour retrancher d—e—fde b—c , la difference eft

b—c—d—+e—f.

EXEMPLES DE LA SOUSTRACTION
DES GRANDEURS LITERALES,

De 2a—+5b 5a—4b 9a~+7b—t 4d— 6f 2a—4e—3f
Ofter a—+26 3236 6a—+b—d—1d a~+3e—sf
Refte a—56. 'za—‘.éf_' 34—+ 6b—+d—+ Gf a—7ye—+8f,
"De 24-+6b ; b
Ofter p3c—24 . 3441134, 2abe—ffr—+
{ 1c-'-_-;“g' sab—zraa—bb a[’d._a%c gg

Reflte 24—+ 6b—5c~+24d—g. saa—+ Sab—bb. 5abc__4§d——fg*i- -f2g-

LXXXL  Sil'on fouftrait une grandeur faufle d’une vraie, le refte du retranchement
ou la difference eft plus grande que la vraie. C’eft ainfi que la difference de
4 4 eft 4—+3qu furpafle 4. De méme —4 fouftrait de 2donne la diffe-
rencea—+b qui furpafle ,puilque & eft ajodré a 4. Ces fortes de fouftradtions
negatives font de veritables additions , ce n’eft qu'improprement qu’on les
appelle fouftractions. :

Peut-eftre que d’abord on aura un peu de peine a voir comment la difference
d’une grandeur pofitive comme 4 & une autre negative comme —3 peut eftre
4—+3=—7, mais on comprendra aifément cette verité , fi 'on examine que
pour atriver de 4 —s3,il faur premierement delcendre de 4 unitez pour ar-
river de 44 zero , & qu'enfuiteil faut encore defcendre de 3 unitez , pour ar-
river dezero 4 —3 , c'eft adire qu'il fauc defcendre en tout de 4—+3 ou de 7
“unitez pour arriver de 4 & —3.

1’ Addition & la fouftraétion font oppofées I'une a I'autre. L’une défait

LXXXII, ce quel’autreafait, & elles fe [ervent reciproquement de preuves. Le tout
eft égal a laffemblage de toutes fes parties , fi donc on ofteles parties du tour
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il ne doit rien refter de ce tout. Ainfi pour s'affurer que 677 eft la fomme des
deux nombres 432 & 245, il ne f.aut que retrar?chrir ces deux nombres dé 677,
<%il ne refte rien,l'addition eft bien faite; mais s il refte —+ ou — que rien,
J'addition eft mal faite , il la faut recommencer.

Et par un raifonnement reciproque les parties {ont égales au tour qu'elles
com?ofent. Si donc on réiinit toutes ces parties on aura?leur tout. Ainfipour
s'affurer que 245 eft la difference du tout 6774 {a pactie 432, fl fau; ajoﬁrgr
2452 4352. Sila {fomme rend le tout 677, la.fouﬂ:ra&lon cﬁ bxc_n faite ; mais
fi la fomme ne rend pas ce tout la fouftraction eft mal faite, il la faut re-
commancer, . n

Il ne faut pas s'imaginer comme on le fair ordinairement , que cerre ma-
niere d’examiner {i on n’a qoint failli , foit une démonftration veritable : Car
outre qu’elle n’éclairzgas efprit , il Foutoir arriver que l'on fe tromperdit
autant dans la fouftra&tion qu’on fe feroit trompé dans I'addition. La veri-
table démonftration de ces operations fur les nombres dépend de la di fpofi-
tion des chiffres & de leurs rangs expliquée ;8. S. Car cettedifpofition reglr,le
les operations , & fait voir que I'on doit ajofiter les unitez aux unitez , les
dixaines aux dixaines , &c. ou que 'on doit ainfi les retrancher les unes des
autres , comme on explique dans les exemples qui precedent. Cleft a pew
prés laméme chofe des deux operations qui fuivent.

DE L’ADDITION COMPOSE’E OU MULTIPLICATION.
. DEFINITION GENERALE.

L A Multiplication eft I'addition ou la pofition d'une grandeur donnée
dans quelqu’une qu'on cherche , égale 4 I'addition ou 2 la pofition de P'unité
dans une grandeurauffi donnée.

On appelle la grandeur qu’on cherche le produit des deux données | & ces
grandeurs les deux racines du produit.

Chacune de ces racines pent eftre pofirive , ou Unne pofitive @ Pautre
negative , oi bien chacune negative. Ce qui fait les trois Cas qui
fusvent.

Premier Cas.

Si chaque racine eft pofitive le produit fera pofitif. Si par exemple on
multiplie — 2 par —+ 4 ,lé nombre donné ou la racine — 2 eft I'addition ou la
fomme pofitive de I'unité repetée deux fois ; le produit de 2 par4 fera donc
auffi T'addition ou la fomme pofirive —+ 1 unité —+ 4 autreracine
de l'autre racine —+4 repetées fois, — —+1repetde  —4 repetée
ceft adire le nombre poficif —8.

—¥2 racine. —+ 8 produir.

Ou par un raifonnement reciproque fa racine —+4 eft addition ou la:

fomme pofirive de I'unité repetée 4 fois ;

-1 —+2
le produit de z par 4 fera donc auffi —& I HAiLE —+2 antre
. : e 3 s s v -
I'addition ou la fomme poﬁnw: de 'autre —1 repetée  —a racine
racine —» repetée 4 fois , ceft a dire le — 1 —+2 repetée
nombre pofiti f >t S :
pofitif —+8 ~+4 racine. —+8 produir.

C ij

LXXXIII..

EXXXIV.

LXXXVs
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Seconp Cas.
LXXXVI, Si une racine eft pofitive & l'autre negative , leur produit fera negatif,
Si par exemple on multiplie —2 par —4 , la racine ~+2 eft I’addition ou la
fomme pofitive de 'unité repetée 2 fois , le produit de — 2 par—4 fera donc

anfli Paddition ou la {ome pefitive de —+ 1 unité —4 antre racine
Pautre racine —4 repetée 2 fois,c’eft a —+ 1 repetée  —4 repetée
dire le nombre negatif —8§(par s5.S.) T2 racine.  —8 produir.

Ou bien par un raifonnement reciproque la racine —4 eft I'addition ne<
gative ou la fomme negative de l'unité

repetée 4 fois, le produit de —+2 par -1 —t2 wutre
—4 feradonc auffi I'addition negative — 1 unité —2 racine
ou la fomme negative de I’autre racine —+1reperée  —1repetée
—+2 repetée 4 fois , Ceft 2 dire lenom- —+1 —+2

bre negatif —8 ( par 55. S.) —4 racine. —38 produit.

¢ Trorsieme Cas, :
Si chaque racine eft negative leur produit fera pofitif, Si par exemple on
_multiplie —2 par —4, la racine —2 eft I'addition negativeou la fommene-
gative de l'unité repetée 2 fois , le produit de —2 par —4 fera donc auffi

P’addition negative ou la fomme negative

de l'autre racine —4 repetée 2 fois ,c’eft 1 unite  —4 antre racine
a dire le nombre pofitif moins moins  —1 repetée —4 repetée
§=-+8.(pars4S.) —2 racine. —+8 produit.

LXXXVII  Ou bien par un raifonnement reciproque la racine—4 eft I'addition ne-
gative ou la' fomme negative de I'unité repetée 4. fois , le produit de —2 par

—4 fera donc auffi I'addition negative —+1 —2

ou la fomme negative de I'autre racine “-1 unité —2 antre
—2 repetée 4 fois , ceft a dire le ~1 repetée  —2 racine
nombre pofitif moins moins §—-+8 —+1 —2 repetée
(par 54.S.) —4 vacine.  —+ Sprod;sir. ;

LXXXVIII Ileft donc évident que plusmultiplié par plus, ou moins par moins donne
plus : Etque plus multiplié par moins , oumoins par plus donne moins,

DE LA MULTIPLICATION DES NOMBRES.
: DemMANDE.

LXXXIX., On demande que I'on {gache déja multiplier'un par 'autre deux nombres

qui foient chacun au deffous de 10, comme que 2 fois 4=—8 , que; fois j—1j,
Voyez ls pre- que § fois 7=35,que 8 fois 9—=72, & lesaurres. Voici une Table pour trou-
miere Planche ver facilement tous ces petits produits. Ceux qui commencent auront foin de
Table  pre- Papprendre par caeur 8cde {e la rendre tres-familiere,, parcequ’elle eft d'une
s ads neceflité abfolué pour la fuite.

Cette Table eft divifée en dix rangs, & chaque rang en dix petits quarrez
qu’on appelle cellules. Les cellules du rang AB & celles du rang A C con-
tiennent les dix premiers nombres 1, 2,3, 4, 5, &ec.

Pour trouyer le produit de deux nombres qui foient chacun au deflous de
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i0, il faut prendre I'un de ces nembres an rang A B & l'autre au rang AC,
1a cellule qui répondra a chacun de ces deux nombres renferme le nombre
cherché. Par exemple pour avoir le produit de 6 par 7, je prens ¢ au rang
A B & 7 au rang AC, la cellule qui répond a chacun de ces deux nombres
6 & 7 renferme le produit cherché 42. Ou bien auffi je prens 7 au rang AB
& 6 au rang AC, & la cellule qui répond a chacun de ces deux nombres
renferme le méme produit cherché 42, Il eneftainfi des autres produitsdont
je parle. 1l refté a fgavoir trouver ceux a linfini qui ont quelque racine au
dcg‘us de 10, lefquels ne pouvant d’ordinaire {e trouver tout d’un coup, on-

eft obligé de les chercher par parties en cettg forte.

Troisie'Mme2 PROBLEME,

Trouver leproduit de deux nombres donnez. : )

1°. On difpofe le perit nombre donné ou la petite racine fous la grande, X C,
les unitez fous les unitez , &c. -

2°. On multiplie la grande racine, 1°, par le premier chiffre deda: cifzz-::il:é, XCI,
2°. par le fecond, 3°. par le troifiéme , &c. Etcommengant a écrire chacun ]
de ces produits fous le rang du chifre multipliant , on écrit fous chaque rang
ce qui lui appartient , c’eft & dire les unitez fous les unitez , les dixaines fous.
les dixaines , &c. La fomme de tous ces produits partiaux fera le produit
cherché, Les exemples éclairciront ces regles, W ¢! -

' Premier Exemple. - .' :
Pour trouver le produitdes deux racines 248 3. 1°. Je difpofefa petite 3
fous la grande 24. 2°. Jedis 3 fois 4=—12 ,j’écris 2{ous le rang des unitez,
& je retiens 1 dixaine pour le rang des dixanes, Et venant a ce rang je dis

3 fois 2 dixaines plus 1 dixaine retenué font 7 dixaines , j'écris n 14
donc 7 fous le rang des dixaines, & je connoisque 7z eftle = oo o3
produit-cherche., Sups e Broduit 72

: Second Exemple. _
Pour trouver le produit de 84 par 26. 1°. Je difpofe 26*fous 84. 2°. Je
multiplie 84, 1°. par 6 premier chifre de 26, en difant 6 fois 4==24, j'écris
fous le premier rang , & je retiens 2 pour le fecond. Et venant a cefecond,
je dis 6 fois 8==48, +2 que j'ai retenu font go, j’écris donc 6 fous le fecond
rang , & j'avance  ous le rroifiéme. 2°. Jemultiplie 84 par 2 fecond chifre-

de 26, en difant 3 fois 4=—8, c’eft A dire 80,4 caufe que le chifre 84
multipliant 2 vaue 2 dixaines , j’écris donc 8 {ous le fecond rang, 26
& je dis 2 fois 8—=16, j’écris 6 fous le troifiéme rang, & j'avance M
1 fouis le quatriéme ; & je connois que 2184 eft le produit 1é8+
cherché. . ot
Produit 2184

Troifiéme Exemple.
Pour trouver le produit de 8o par 6o. 1°. Jedifpofe 6o fous 8o. 2% Je

multiplie 8o par o premier chifre de 6o , en difant 8o fois o=—0, & j'éctis o
C ijj
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fous le ptemier rang feul , afin de conferversa valeur des chifres fuivans,
Je muluplie enfuite $o par 6 fecond chifre de 6o , en difant 6 fois o—o,
& j'éaris o fous le fecond rang, 6 fois 82=48, j'écris 8 fous le 8o
troifiéme , & avangant 4 fous le quatriéme , je connois que 6o
4800 et le Prodult cherché., : Produit 4800

Pour multiplier un nombre par 10, par 100, par 1000, &c. il ne faut que
Iui ajotiter o, 00, oo, &c. Cardansces fortes de multiplications yil ne faur
que reculer d’urv, ou de deux, ou de trois rangs le nombre qu'on propofe,
afin qu'il vaille dix fois , cent fois , oumille foisautant. C'eft ainfi que lepro-
duit de 59 par 10 eft s9o, que le produit de 5475 par 1o eft 54750, quele pro-
duit de 1090 par 100 eft 109000 , que le produit de 34987 par 1000 eft

34987000, . Et ainfi des autres.

xCIl

Quatricmo Exemplel

1+ Pour trouver Te produit de 670 par 305. 1°. Je difpofe 305 fous 670. 2° Je

multiplic §70.par ¢ premier chifre dejoy, en difant § fois c=0, & jécris o
fous le premier rang. Et venantau fecond , je dis § fois 7—=35 ,jécris 5 fous
le fecond rang, & je retiens 3 pour le troi&éme. Et venant & ce troifiéme
rang , je dis 5 fois 6=30, 30~+3 que j’airetenu font 33, j'écris donc 3 fous le
troifiéme rang, & javance 3 fous le quatriéme. Je multiplie enfuite 670 par
o fecond chifre de 3o, en difant 670 fois e=0, & j'écris o fous le fecond’
rang. Enfin }e multiplie 670 par 3dernier chifte de 305, en difant 3 fois o—o,

& jéeris o fous letfoifiéme rang aprés o écrit au fecond , 3fois 670
7==21, j*écris 1 fous le quatriéme rang , & je retiens 2 pour le 30§
einquiéme,, 3 fois 6==18, 18-+2 qlie j'ai retenu font 20, j écris o =
fous le cinquiémerang, & j'avance 2 fous le fixiéme, & je connois zm;f: y

que 204350 eft le'produit cherché. R
"DE LA MULTIPLICATION
pEs  LETTRES.

Lorf qu'c-e_:]_:_gque racine eft exprimée par lettres , on joint .immediatement’

“ces lettres ; & l'on écrit devant le figne —, fi chaque racine a le méme

figne —+ oule méme'figne —; & caufe que —+ par —; ou — par — donne
-+ Ear 88.S.:) mais ‘on écrit devanr le figneé —, {i une racine a —+ & l'autre:
—; a caufe que ~# par— ou ~— par —+ donne — (par 88: S. }-Ainfi pour
multiplier —4 par —4, ou —a par —b, on écrit ~+ab. Et pour muluplier
—¢a par —b, ou—a par —b, on écrit —ab.

Si quelques nombres precedent les lettres, 1°. on multiplie les nombres:

ar les nombres, 2°. leslettres par les lettres, 37, on écritle produit desnom-
gres devant le produit des lettres. Ainfi pout multiplier — 24 par —+ 44,
1°, on multiplie —2 par —+4, le produit eft —8. 2° on multiplie 2 par s, le:
produit eft a4. 3°. on écrit ~+8 devantab, & I'on obtient — 844 pour le pro-
duit de —+24 par —+45. De méme le produit de —24 par —ab eft 8ab. Et
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Ie produit de -+ 24 par -—-4.!:3 ou de —24 par —+ 4bett —8ab.

1 ’une desmarques ordinaires dela mulnphcatioq eft encore x. Ainfi axb XClv.
ﬁgfn'ﬁe que # eft multipli¢ par 6. Deméme 9x8 fignifie que g eft congeu com-
me multiplié¢ par8.

Lor{que chaque racine ou qu'une fenlement cft exprimée par plufiears XCV.
lettres qui en défignent les parties, chaque partie d'une part fera multipliée
par chaque partie de Pautre part, a peu prés comme aux nombres , oul on
multiplie chaque chifre d'une racine par chaque chifre de l'autre. Ainfi pour

- multiplier «—+ 4 par ¢. 1°. b par c=bc, 2°. a parc—=uac, la a—+b
fomme ac—+bc des deux produits partiaux b¢ & ac faic le P
produit total de #—+ 4 parc- . Prodiis aest bo

De méme pour multiplier a—+& par ¢ 4. P 4
1° b par d=bd, 2° « Far d—=ad, 3" b par i d
c=bc,4° apar c—ac,lafomme ac—+bc—ad— bd S dotid
des‘quatre produits partiaux fait le produit Py

total de 4~ 4 par c-+4d.

Produit ac—bo-vad— bd

EXEMPLES DE LA MULTIPLICATION

DES GRANDEURS LITERALES,

a-+b a-+b a—>b a—+b

a—b a—+b c—d c—+d
T —ab—b i S S IR A O “ad_.bd
aa—ab aa—+ab ac—be ac—+be

aa *—bb.  aa—viab—bb. ac—bc—ad—bd. ac—+bo—tad—+bd.

aa—+ 2ab—bb an—zrab—-bb an—ab-+bb
a-—_l-é ' : a—b ik U a—tb
_ Aab—+ 2abb— b’ —aab —+rabb—bj aab—abb— b
_ﬂl-_+_?-fa£'_+aéé &—2aab—-abb &—aab—abb
& —34aby 3abbs b’ a—jaab—3abb—b. @ *  *abp. XCVI,

On e contente fouvent d’exprimer la multiplication des grandeurs com-
pofées de plufieurs parties , en écrivant une ligne au deflus de chacune des
racines & les joignant en cette forte 7" ;:r}"c'eﬁ a dire a—b—+¢c XCVII,
multiplié par 6—.f.

" Dans la multiplication de deux racinesle produitdela premiere par la fe-
conde eftleméme quele produit de la feconde par la premiere. Ainfi le pro-
duit de 2 par 4 eft le méme que le produit de 4 par 2, puifque 2 fois 4 ou 4 fois
2 font8. Pareillement b produit de 4 par 4 eft le méme que ba produit de
b par 4. D’oul il eft clair que dans la multiplication de plufieurs racines,
Iordre felon lequel on les multiplie eft indifferent. ab¢ par exemple, produit
des trois racines 4, b, & ¢ eft le méme que ach, ou bac, ou cab, ou cbha ; 11
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wimporte point par ot 'on commence, ni par ol I'on finiffe;

DES PRODUITS
ET DE LEURS GENRES DIFFERENS,
XCVIIL 5&5 produits {e diftinguent en differens genres , qu'on appelle dimenfions
ou degrez.
XCIX. Lorfquedes grandeurs font confiderées comme n’étant poifit multipliées,
on les appelle grandeurs fimples ou Lineaires. Ainfi z ou b ou x font des
randeurs lineaires.
C.  Le produic de deux grandeprs lineaires eft appellé plan. Ainfi abeft le plan
degparh. .
CL Ife produit d’un plan par une grandeur lineaire eft appellé folide. Ainf
abe eft un folidede b par ¢; oude 4 par ch, oude b par ac.

CII.  Le produitd’un folide par unegrandeur lineaire , oud’un plan par un autre
plan sappelleraun fisrfolide. Ainfi abed feraun furfolide de abe par d, oude
ab par cd, oude apar bed &c. -

c1r. Leproduic d’un furfolide par une grandeur lineaire, oud’un folide parun
plan et appellé produit de cing dimenfions. Ainfi abede eft un produir de
cinq dimenfions de abed par e, onde abe par de, oude apar bede &cc. Ecl'om
concoit dans le méme ordre que des- grandeurs Yeuvent- manter a d’autres:
dimenfions plus hautes jufques a I'infini. Mais il ne faut pas s’imaginer que
cesdimenfions foient quelque chofe de réeldans ces grandeurs ; ce fEnt feule-
ment certaines. additions plus ou moins compofées que mnoftre efpric y-
concoit.

cIv. L%s produits des lertres marquent ordinairement aux yeux les racines con-
geucs dans les grandeurs exprimées par ces lettres. Ainfi #b marque aux
yeux une grandeur congeu¢ comme un plan des deux racines lineaires 2 & &.
De méme zbc marque aux yeux une grandeur congeu¢ comme un folide des
trois racines lineaires z, &, & ¢, ou ce qui eftune méme chofe, du plan4b par
Ia racine lineaire ¢, ouduplan ac parla racinelineaire 5. : '

€V. Mais cen’eft pas la méme cho edans les nombres , car un- méme nombre (&
concoit comme lineaire , ou comme produit de dimenfions differentes & de
differentes racines dans une méme dimenfion, Par exemple on peut entendre
par 144 un nombre-lineaire, on peut entendre aufli un plandes deux racines
2 & 72,0u3 & 48,014 & 36,006 & 24,0u §& 18,0ug & 16,0u12& 12,2
caufe que 144 eft égal 4 2 fois 72, oua; fois 48, ou & 4 fois 36, ou a 6 fois
24, ou & 8 fois 18,012 g fois 16, oua 12 fois 12,
On peutaufi parle méme nombre 14.4 entendreun folide des trois racines
2,2 & 35,0u 2,3 &24,0u2, 4 &18,0u2,6 &12,0u2,8 &9,0u3,38& 16,
ou 3,4 &12,0u3, 6 &8, 014,6 & 6, acaule que 144 eft égala 2 fois 2 fois
36,01 4 2foisy fois 24, oua 2 fois 4 fois 18, on a 2 fois 6 fois 12, ou a 2 fois
8 fois 9, ou a3 fois 3 fois 16,0u a 3 fois 4 fois 12,0ua 3 fois 6fois § ,ou &
4 fois 6 fois 6. On peut entendre aufli par le mémenombre 144 un furfolide
des quatre racines 2, 2, 3 & 12,0u2,2, 4 & 9,01 2,3,4 & 6, &c. a caufe
que 144 ¢ft égala 2.fois 2 fois 3 fois 12, 0ua 2. fois 2-fois 4 fois 9, 0u a 2 fois
3 fois
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3 fois 4 fois 6, &c. Et ainfi des autres dimenfions.
On confidere fouvent les grandeurs conime produits , defquels une ‘ou plu- CVI.
fieurs racines étant déterminées, il en faut aufli déterminer quelque autre,
On peut par exemple confiderer 14,4 comme un plan , dontla racine g érant
dérerminée , il faur aufli déterminer I’autre , ou bien comme un folide ol 3 &:
8 étant dérerminez pour deux racines , il en faur aufli déterminer la troifiéme;
C’eft dequoinous allons traitter dans I'operation fuivante. =

DE LA SOUSTRACTION COMPOSEE,;, OU :DI"V.ISI"ON.;"!'
DrFINITION GENERALE.,

L A Divifion eft I'addition ou la pofition de I'unité dans une grandeur que CYII
Fon cherche ; égale 4 I'addition ou a la pofition d’une racine donnée dafis un .77 "
produit donné e welivib moyieg
La racinedonnée s'appelle diwifeur du produir donné , & la fomme del’u- CVII
nité que I'on cherche s’appelle expofant de ce produit a fon divifeur, 2 par =V 5"
98 208 cacyc PP P P P
exempleeft 'expofant du produit 8 a fon divifeur 4, parceque 2/ expofe que 4
eft renfermé  fois dans 8.
Le produit & fon divifenr peuvent eftre chacun Pofitif on Pun pofitif &
Fantre negatif , on bienchacnn negatif. Ce qui fait les trois Cas /}E:imn's.. )
. PrEmrex CAs, p 84 gnal
S1 chacun eft pofitif I'expofant fera pofitif. Si par exemple o divifele Cyx,
produit donné —8 par la racine donnée ou par le divifeur —4, le produit
~+8 eft I'addition ou la fomme pofitive du divifeur — 4 repeté 2 fois, 'ex<
pofantde —+84 -4 feradonc aufli laddition  Lug divifenr =kxunité
ou la fomme pofitivede 'unité repetée 2fois, =5 4 reperd () <41 reperée

c’eft a direle nombre pofitif 2.« X P*"‘é‘z';}" Foom: P"f‘}’;‘?

' Seconp Cas. - £} 12

S1 T'uneft pofitif & autre negatif , Iexpofant fera negatif.. i parexem: cy
ple on divife le produit —+ 8 par le divifeur . g, le produic -+8 eft Faddition
negative ou la il::mme negative du divifeur - 4 repeté:z fois , Vexpofarit de
~+8 a 4 fera doncanffi 'additionnegative 4 diwifeur’ =rrumisd -+
ot la fommenegative de ['unité repetée 2 fois, — 4 repetéd. © <1 reparde |
e’eft a direle nombre negauf 2. S8 produir. | —a ?lr‘b}i-fag;:

Et fi I'on divifoit —8 par ~ 4, le produit —8 eft I'addition negative ou
la fomme negative du divifeur —+4 repeté 2 fois , l'expofant de L84 'ky
fera donc auffi ’addition negative ou lav's ** «p 4 divifeur t-¥1 uniré
fomme negative de 'unité repetée 2 fois, ~+ 4 reperé  —1reperée
c'elt a dire le nombrenegatif .« !

;-8 prladn_i:- s ekpajk;-

D
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Trorsi#me CaAs.

Si chacun eft negatif , U'expofant fera pofitif, Sipar exemple on divife le
produit —8 par le divifeur‘fhlf_, le produit 8 eft l'addition ou la fomme

fitive du divifeur .4 repeté 1 fois, l'expofant de —8 a —4 fera donc
aufli 'addition ou la fomme pofitive —4 divifenr —tuniré
de l'unité repetée 2 fois, c'elt a dire —4 repeté 1 repetée
le nombre pofitif —+ 2. ( par 54. S.)

—S8 produit.  —v2 expofant.

Iheft donic évident que plus divi(€ par plus , ou moins par moins donne
plus : Ec que plus ci'wifé pat moins ; ou moins par plus donne moins,

DE LA DIVISION DES NOMBRES.
- DEMANDE.
O~ demande que l'on fcache déja divifer tout produit au deffous de 82
par tout divifeur au deffous de 10, comme que dans 8 on trouve 2 fois 4, quen
6 on trouve 3 fois 2, qu'en §6 on trouvey fois §, tﬁl’cn 81 on trouve g foisg.
Er ainfi des autres. La Table des petites multiplications fervira aufli pour
trouver avec facilité les expofants de ces petites divifions. Par exemple pour
trouver I'expofant de 42 4 6, je prens 6 au rang AB & la eellule qui enfer-
mant 42 réponda ce nofbre 6, Ja cellule du rang AC qui répond auffi a la
cellule od eft 42, enferme I'expofant cherché 7. Ou bien aul% je prens 6 au
rang AC & la cellule qui enfermant 42 répond a ce nombre 6, la cellule du
rang AB qui répond aufli ‘4 la cellule o eft 42, enferme Pexpofant

1~y cherché 7.

Mais fi aucune des cellules qui répondent a la racine donnée n’enferme le
produit donné, I'expofant cherché n'eft pas un nombre entier , & alors on
cherche feulement combien de fois le divifeur eft tout entier dans le produit
encette forte.. On prend le plus grand des nombres au deffous dela racine don-
née qui font dans les cellules qui lui répondent, & I'expofant de ce nombre
ala racine donnée eft expolant entier le plus approchant de celui qu’on cher-
che. Si par exemple je cherchel'expofant de 44 2 6, je prens 6au rang AB,
& voyant qu'ancune des cellules qui répondent A 6 n'enferme 44, je prens
42 leplus grand des nombres au deffous de 4 4 qui font dans les cellules qui
répondenta 6, & alors 7 expofant de 42 4 6, me marquant que 6 n'eft quey
fois tourentier dans 4.4, eft aufli 'expofant entier le plus approchant del’ex-
pofant de 444 6. De méme au lieu de 'expofant de 78 a 8 on prendra le
nembre entier 9,4 caufe que 8 n'eft que 9 fois tout entier dans 78. llen eft
ainfi des autres. Etil refte a {gavoir trouver les autres expofants entiers ou
les plus approchants des produits qui font qu deffits de 81  tout divifeur qui
{oit au deffous du preduit qu'on divife. Ces expofants ne pouvant d’ordinaire
{e trouver rout d’un cetip , on eft obligé de les chercher par parties en cetre
forte. . .. . - jad
- UATRIEME PROBLEME

Trouwver I'expolant d’'un nombre donné a un autre auffi donné,

'CX1V. 1°. Ondilpofe le divifeur fous les rangs du produit qui commencenta gau-
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che , obfervant que le divifeur ne furpafle jamais les rangs fous qui on le
lace. : i . :
4%, On cherche par parties , en ::or_nmeng’;mt a gauchc 3 c{ombmn de fois
le divifeur eft dans ces rangs , & ecrivant Pexpofant trouve dans un demi
cercle a part, on retranche des rangs divifez le produit du divifeur par cet

ant.
CJ;E?(On avance d'unrang vers la droite chaque chiffre du divifeur, & on
cherche par parties combiende fois le divifeur eft dans lles rangs fous qui on
leplace ;& cet expofant étant écrit avec l'autre au demi cercle , en 'avangant
vers la droite ,on retranche des rangs divifez le produit du divifeur par cet
expofant nouveaus Eton repete la. méme operation , jufquesa ce que ledivi-
feur ait parcouru tous les rangs du [Produit donné, Tout ce quon trouve
A la fin écritau demi cercle eft Uexpolant cherché. Les exemples éclairciront
ces regles. d g
Premier Exemple..

Pour trouver I'expofant du produit 64 4 2.qu’ort prend pour fon divifeur.
¥°. Jedifpofe 2 fous le rang 6 du produit 64.. 2°. Je dis 2 eft 3 foi§ dans 6,
j'écris 3 dans un demi cerclea part, & je retranche du rang divifé ¢ le pro-
duit de I'expofant 3 par 2 écrit{ous le rang ¢, en difant 3 fois 2=6, 6—6=0,
c'eft 4 dire qu'il ne refterien deceretranchement. 64 (3
Etainfi j'efface 6 & 2 écric fous lui. Loxghmsd

3°. Javance du fecond rang oueft 6, au premier ol eft 4 le divifeur 2, eri
Pécrivant fous 4, & jedis z eft 2 fois dans 4, j’écris 2 audemi cercle avec I'au
tre expofant 3, enl'avancant vers la droite , & je retranche du rang divifé qui
eft 4,le produit du divifeur 2 par expolant nouveau qui eft auffi 2, en difant:
2 fois 2=—4, 4——g—o, Ceft @ dire qu'il ne refte rien ; jefface donc 4 & 2
écrit fous lui. Et I'operation étant ainfi achevée , je connois que 32 écrit an
demi cerclé éft Pexpofant cherché de 642 2, Cefta dire f (52
que 2 eft32 fois dans 64. : ' 22

- : Second Exemple.

Pour trouver I'expofantde 84 2 42. 1°. Je difpofe 42 fous 84. 2°. Je dis
4 eft 2 fois dans 8, j’écris 2 au demi cercle,, & jeretranchedu rang 8 le produir:
de I'expofant 2 par 4 écrit fous 8, en difant2 fois 4=—8, §_ 8—o, & jefface
8§ & 4 ¢cric fous lui. Je retranche auffi de 4 écrit au premier rang le produit
de expofant 2 par 2-écrit fous 4, en difant2 fois 20=4, 4—4—o0. Effacans
donc 4 &2, je connois que 2eft Uexpofant. Bqfe  Bgw
cherché. F2 42.

' Troifiéme Exemple. ' :

Pour trouver I'expofant de 800 4. 1°. Je difpofe comme au-premier-
exemple 4 fous 8oo. 2°. Je dis 4 eft 2 fois dans 8, & jécris 2 au demi
cercle , je dis enfuite 2 fois 4—8, 8—8—o0, & j'efface & 8co (2-
& 4 écritfous 8, :

3%, Javance 4.fous o écrit au fecond rang , & je dis 4 n'eft aucune fois dins
9, j'écris o qui expole cerre nullité ,avec 2 audemi cercle, &je  foo (20
S0 par 4, ou 4 fois o—0, 0o—o=—0, & j'efface 4. a4.

D jj

CXV.

CXVIL.
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4°. Javance 4 fous o écrit au premier rang , & je dis 4 n'elt aucuhe fois
dans o, j’écris donc o au demi cercle , & je dis 4 fois 0——0, 0_—o=—0.
11 ne refte rien, & je connois que 200 eft I'expofant £oo (200
cherché. #44.
Quatriéme Exemple.

Pour trouver 'expofant de 000 & 10: 1°. Je difpofe 10 fous joo0. 2°. Je
dis reft ¢ fois dans g, & jécris 5 au demi cercle , ¢ fois 1—y, S0, &
jefface 5 & 1, ¢ fois o—o0, & j'efface o &erit fous le troifiéme §000 (g
rang, fans rien retrancher du produit donné. ' 1%

°. Javance d'un rang chaque chifre du divifenr 10, écrivant o fous o du

3- e e :
ft‘:cong rang , & 1 fous le troifiéme, je dis enfuite 1 n’eft aucune fois dans o

fous qui il eft placé, j’écris donc o audemi cercle,, & j'efface §000 (50
feulement 1c A caufe que 1o fois 0=—=o0, & qu’ainfi il ne fauc 198
rien retrancher du produit donné, ¥

4°. Javance d'un rang chaque chifre dudivifeur ro, écrivant o fous o da
premier rang & 1 {ous o-du fecond , je dis enfuite 1 a’eft aucune foisdans o,

j écris .-g:dani cercle, &j’e_fl{tce 10,le refte . §000 (500
eft ooo=—o, & je connois que joo. eft 1

Pexpofant cherché. I

> PrREMIER AVERTISSEMENT.

Lor(gue les nombres donnez ont chacun uri plufienrs zero confecutifs ans
remiers de leursrangs ; il ne faut qu'effacerde part & d'antre un nombre
égal de ces zero, & divifer le refte felon les regles s Uexpofant de cette
divifion fera le méme que fi Uon weffagoit point ces zero , comme on le
pent voir dans I'exemple qui precede s car fi an lien de divifér 1000 par
10 comme j'ai fait . ] efface le zero qui occupe le premier rang de 'un &
de Lantre , |’ anrai 100 & 1, & 100 eftant divif€ par 1 donne 100 qui eft le
méme expofant que javois trouve par les regles. De méme divifant 24000
par 6oo , fi jefface les denx zero confecutifs écrits anx premier & [econd
rangs dans Uun ¢& dans I'autre ;  aurai 240 ¢° 6.‘; & 240 effant dimﬁpar
6 doninera 4.0, qui eft anffe Uexpofant de 24000 4 600 qi’on anrvit tronvé

par les regles.
SEcOND AVERTISSEMENT.

- On entend que tout ce qui cff a gauche fir un nombre eft aufli fiur ce
nombre 5 & qiun nombre eft fous tont ce qui eft & ganche fir lui. Par
exemple dans 24 on entend que 24 eff fur 4. & que 4 eff fons 24. De méme

4
dans 2406 on entend que 240 cff fur 9, & que 9 eft fous 240, mais on #'en-

9
tend pas queo [oit fous 6, ni que 6 foit fur9. Cette remarque eft de con-
fequence pour la fuite. ) :
Cinguieme Exemple.

Pour trouver 'expofant de 248 a 62. 1°, parceque le divifeur 62 furpaffe
14 ¢écrit aux premiers rangs vers la gauche , j'avance d’un rang vers 248
la droite chaque chifre de 62 enl'écrivant fous 48, 62
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2°, Je dis 6 eft 4 fois dans 24, & j'¢cris 4 audemi cercle, 4 fois 6—24,
24—24=0, & jefface 24 & 6, 4 fois 2=—=8, 8__8=—o. Il ne 248( 4
refte rien, & je connois que 4 elt I'expofant cherché. b2
Sixiéme Exemple.
Pour trouver I'expofantde 8670 a34. 1°. Jedilpole ;4 fous8670. 2°. Je

dis 3 eft 2 foisdans 8, & j'écris 2 au demi cercle 1

2 fois 3=—6, 86—z, jefface 8 & 3, & j'écris 2 28

2 {ur8, 2 fois 4—8, 26—8=18,)’efface 26 & 4, 8670 (2 Bf70 (12
& j écris 18 fur 26. 34 3%

3°. J'avance d’un rang chacun deschifres de 34-en écrivant ce saombre fous
87, & jedis 3 eft 6 fois dans 18, & j’écris ¢ an demi cercle, 6 fois 3—18,
18—18—o0, & jefface 18 & 3,6 fois 4=——24, 7—24=——17, €€ qui mani-
feltement ofte trop, car 24 ne peut eftre compris dans 7, 'expofant 6 eft done

trop grand , & ainfi j*écris feulement sau I
demi cercle, & je récris les chifres effacez 1 13
18 & 3,afin de recommencerun nouyeau % 18 18
conte que je fais en difant § fois 3=—15, 28 28 o -
18—r15==;, j'efface 18 & 3, & j'écris 3 BF70 (26 870 (25 BF70 (25
fur 8, 5 fois 4—10, 37—20=17,j’efface 344 344 344
3 & 4, & j'écris 1 fur 3, en laiffant y 3 3 3
ou il eft. iy 3
4°. J'avance d'un rang chaque chifre de 34, en I'écrivant fous 70, & je dis'
3 eft 5 fois dans 17, & j’écris § au demi cercle, z
s fois 3=15, 17—15=2, j'efface 17 & 3, & 3
j€cris 2 fur', 5 fois 4—20, 20—20—0, il ne 28
refte rien , & je connois que 2y eft expofant 28
cherche, 8o (255
' %44
3%

Seprs’r"w Exemple. 3
Pour trouver Pexpofant de24096'a 48. 1°, Je dilpofe 48 fous 24096,
€crivant 4 fous 24 & 8 fous o. 2°. Je dis-4 eft 6 fois dans 24, mais je con-
nois d’abord que I'expofant 6 eft trop grand , car 6 fois 4—24,24—24—o0,
& 6 fois 8==48, 0o—48——48, ce qui manifeftement ofte trop, j'écris donc
sauliende 6, & je dis 5 fois 4==20, 24-—20=—4, j'efface 2 & 4 qui eft écrit
fous le produit , & je laiffe 4 écrir dans le produit
au lieu o il eft, g fois §=—40, 40—40—0, & 24096(5 24796 (5
jefface 40 & 8. ' 48 48
3°. J'avance d’un rang chaque chifre de 48 en I"écrivant fous go, & je dis 4.
i'eft aucune fois dans rien fous qui jelai placé, j’écris donc o au demi cercle,
& jefface 48, J'avance enfin d’un rang chaque chifrede 48 en I'écrivant fous

96, & je dis 4 eft 2 fois dans 9, & j’écris 2 au demi 1
cercle, 2 fois 4—8,9—=8—1,jefface g & 4 & jécris 24896 (50 24446 ( 502
}fur 9, 2 fois §—16, 16—16—0, il nerefterien, & 488 4888

je connois que oz eft I'expofant cherché, % #4

D ijj
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Huitiéme Exemple. - .

Pour trouver Pexpofant de 82 2 24. 1°. Je difpofe 24 fousy82. 2°. Je dis
2 eft 4fois dans §, mais en contant comme a 'ordinaire , je trouve que 4 eft
trop grand , & j'écris feulement 3 au demi cercle au lieu de 4, je dis enfuite
3 fois 21==6,8—6=—z2, j'efface § &2 éerit fous 8, & j'écris 2 qui reftent fur 8,
3 fois g—12,12—12—=o0, j'efface 22 & 4, & j’écris 10 fur22. Et parceque le
divifeur 24 occupe tous les rangs du produit donné, je ne dois pll;s avancer
d'un-rang chacun des chiffies de ce divifeur, Ainfi I'operation eft achevée,
& je connois que l'expofant de 82 2 24 ne peut eftre un nombre entier , &
caufe que I'expofant trouvé 3 & le refte rome fontvoir que 84 enferme 3 fois
24 tout entier , plus 1o des parties de I'unité rompué en 24 parties égales,

Pexpofant 3 & ces patties s’écrivent ainfi 3—+ 7, ou plus communément &
pour abbreger 3'5, ce qui fignifie 3 unitez entieres , & 1o vingt-quatriémes

parties de l'unité , ou bien 3 plus 10 divifez par 24, - I

Ces fortes de refte font du genre des nombres 20
rompus , ou des fradions dont nows deyons parler 8z (32
au Livreluivant, : i

Neunviéme Exemple.. '

Pour trouver expofant de 2142178 4352, 1% Je difpole 352 fous 2142178-
en Iécrivant fous 142. 2°. Je diszeft 7 fois dans 21; mais fi j’écrivois 7 au.
demicercle , il faudroit plus retrancher des rangs divifez qu'ils ne renferment,
j'écris donc feulement 6 au demi cercle , & je dis ¢ fois 3=—=18, 21—18—=3,:

ylefface 21.& 3 & jécris 3fur 1, 6 fois 5=30,34—30—4, 330
jefface 3 & g, & je laifle 4ou il eft , ¢ fois 2—12, 2142178 (6
42—12—=30, Jefface 42 & 2,8 j'écris 30 fur 42. 352

3. Javance d'un rang chaque chifre de 352 enl’écrivant fous 301, & jedis.
3 eft 1 fois dans 3, mais fi j’écrivois 1 au demi cercle, il faudroit plus retran-
cherdes rangs divifez qu'ils ne renferment, puifque 3or n’eft 330
pas fi grand que fois 352, qui eft placé fous jor;j’écrisdonc  2r42178 ( 6o
caudemi cerdle , &j'efface 352 [ans rier®etrancher du pro- . 3ga2,
duit donné, & caufe que 352 fois o—o. _ .39

4°. J'avance d’oni rang chaque chifre dé 352 en I'écrivent fous o017, & je dis-
3.eft 10 fois dans 30, mais 10 eft trop grand , car aucun expofant de cette
{orte ne doit eftre exprimé par plus d'un caractere , & ainfi je prends 9 au
lieu de 10 ; mais fi j'écrivois g au demi cercle, il fandroic plus retrancherdes:

rangs divifez qu'ils ne renferment., j'écris donc feulement 2
8 au demi cercle, & je dis 8 fois 3—14,30—24—26, j efface &

30.& 3,8 j'¢eris 6 fur o, 8 fois s—4.0,61— g0—21, f cfface 33go1
6 & 5, & j€cris2 fur 6enlaiffant 1 o il eft, 8 fois 2=16, 242198 ( 608
17161, j'efface 17.& 2, & j'écris 1 fur 7 & o fur 1 du 39x22
rang qui fuit 7, pour conferver la valeur de » écrit au rang 355
qm fuiciz, - B 3

5°. Javance d'un. rang chaque chifre de 352, en I'écrivant fous 018, & jer
dis 3 eft.6 fois dans 20, mais cet expofant 6.eftant trop grand , comme on le:
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peut aifément voir, j'écris feulement 5 au demi cercle, & je dis s fois 3=y,
20—1§—y¥, j'EfElCC 10 &3, & j‘éCl‘iS 5 fur 0,5 fois e 3y 51——-25ﬂ6s
jefface g1 & §, & jécris 26 fur 1, 5 fois 2—10,

68—10=;8, j efface 6 & 2, & j'écris 5 fur 6 en 215

Jaiffant 8 oul if eft. 1l refte 258 que j'écris avec 377

Pexpofant , enlui foufcrivant le divifeur 352, com- 33P41 b
me dans Texemple qui precede, Et I'operation 2rgarf (6085;;;‘
eftant ainfi achevée , je connois que 608 i-:g- eft 35222
Texpofant cherché , & que 6085 eft le nombre 3; 3_‘;5’

entier qui approc‘he le plusdecet expofant,

Demonftration du Probleme.
Lzs regles prefcrites pout la divifiondes nombres pamiﬂént démontrées,
ou par les raifons quenousavons apportées dans les exemples precedens , ou
ar P'ordre & la difpofition des chifres que nous y avons obfervée. La feule
«chofe qui me femble avoir befoin de preuves , éft pourquoi I'on avance aw
demi cercle autant d’expofants vers la droite , que chaque chifie du divifeur
eft de fois avancé d’un rang ; la raifon eft que I’expofant des premiers rangs
du produit au divifeur écrit a la fin fous ces rangs ,marquedes fimples unitez,
que P'expofant des feconds rangs au divifeur écrit fous ces rangs marque des
dixaines , quel’expofant des troifiémes rangs au divifeur écrit fous ces rangs
marque des centaines , & ainfi de fuite a I'infini. De forte que quand ces
expolants ne feroient que des zero, il ne faut pas laiffer de les écrire audemi
cercle , parcequ’ils font valoir les chifres qui les fuivent, {elon I'ordre & 1a
difpofition des rangs qu’ils occupent. '

Parexemple en cherchant 'expofantde 24098 4 48, I'expofant 2 des pre-
miers rangs de 24096, 4 48 écrit ala fin fous ces rangs , marque 2 fimples
wnitez , lexpofant o des feconds rangs de 24096, & 48 écrit la feconde fois
fous ces rangs , marque des dixaines , ou du moins le rang des dixaines,
parceque zerone donne rien dans fonrang, & P'expofant 5 des derniers rangs
de 24096, & 48 écrit la premiere fois (ous ces rangs marque 5 centaines , qui
ne feroient pas exprimées, fi 'on n'avoit eii foin de remplir le rang des
dixaines du fecond expofant o. _

Comme plufienrs de cenx qui commencent trouvent ordinairement la
divifion tres-difficile a faire (¢lon la methode dy probleme qui precede,
nous en donnerons une antreun pew plus longue ala verité , mass plus facile
aobferver . & qui [ervira de difpofition pour faciliter celle qui precede.
Cette methode eft telle. :

1°. Ondifpofe le divifeur comme au probleme precedent.
~ 2°, On cherche combien de fois le chifre qui occupe le dernier rang du
divifeur, eft de fois dans ceux fous qui on'aplacé , & I'on efface ce divifeur,
mais on I'écrit feparément , & fous lui on écrit fen produit par I'expofant
qu'ona trduvé. Si ce produit furpaffeles rangs fous qui le divifeur eft placé,
on prend un autre expofant plus petit de P'unité,, par &i on multiplie ce divi-
feur : Si le produit furpalle encore les rangs fous qui le divifeur eft placé, on

CXVIL
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prend encoreun autre expofant plus petit de 'unité que celui qui precede , par
qui on multiplie auffi le divifeur. Ecl'on continué la méme operation, jufques
a ce qu'on ait un produit qui ne {urpaffe point les rangs fous qui le divifenr
eft placé , & Pon écrit les chiffres des rangs fous qui le divifeur n’a point efté
placéaprés ce quirefte,

3°. On avance d’un rang vers la droite chaque chifre du divileur, & réite-
rant une operation femblable a celle qui precede ,on ajotite 'expofant qu'on
trouve au demi cercle. Et refetant ainfi la méme operation , julques a ce que
le divifeur ait parcouru tous les rangs du produit donné, on trouve enfin au
demi cercle Pexpofant qu'en cherche, Les exemples fuivans éclairciront ces

regles.
: Premier Exemple.

Pourdivifer 2142178 par3s2. 1°. Jedifpofe 352 fous 2142178, en I'écrivant
fous 142. 2°, Je dis 3 et 7fois dans 21, & jlefface le divifeur 352, mais je
Pécris feparément , & fous lui fon produit par Pexpofant erouvé 7, ce produic
eft 2464, qui furpafle 2142 fous qui le divileur 352 eft placé; Connoiffanc
donc que 'expofant 7 eft trop grand , je prends feulement 6, par qui je multi-
plic le divifeur 352, le produit eft 2112, qui ne {urpafle point 2142,fous quile
divifeur 352 eft placé, &ainfi jécris 6 au demi cercle, & je retranche 2112 (}:ro..
duit du divifeur 352 par expofant trouvé 6, des rangs 2142, {ous qui le divi-
feur eft placé, ilrefte 30, & jécris 178, fous qui le divifeur n'a point encore
efté placé , aprés ce refte.

—+2142178 (6 pour le premier chifre de I'expofant.
352 352 352
—2112 7 6
-+ 50‘178' 26K “amm2

3°. J'avance d'un rang chaque chifre de 342, en 'écrivant fous 301, & je dis
3 eft 1 fois dans 3, mais voyant d’abord que 352 produit du divifeur 352 par
cet expofant trouvé 1, furpaffe 301, fous qui le divifeur eft placé , j'écris feule-
ment o, Ceflt 4 dire Pexpofant trouvé 1 diminué de 'unité, au demi cercle,
& j'efface 352, fans rien retrancher du produitdonné , parceque o par 352, ou
35 fois o—o.

2742198 ( 60 pour le premier chifre de I'expofant.
352 : sz 35
—1112 7 6
45!178' L2 e
35%

4°. Javance d'un rang chaque chifre de 352, enl’écrivant fous 17, & je dis

3 ne doit peint eftre pris plus de g fois dans 30, & jefface le divileur 352, mais
je I’écris feparément,, & fous lui fon produir par 'expofant trouvé g, ce pro-
duit eft 3:68 qui {urpafle 3017, fous qui le divifeur 352 eft placé, je prends
donc {eulement 8, par@qua je multiplie 352, & le produit 2816 ne {urpaffant
point 3017, écris 8 an demi cercle, & je retranche 2816 produit de 352 par g,
e
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de 3017 ; il refte 201, & jécris 8, fous qui le divifeur n"a point encore elté
_placé , aprés ce refte.

~+2142178 ( 608 pour le premier chifre de Pexpofant.
3% 352 352
—_1112 -g G
"“5°l‘73 2gf4 oA
35%. pour le troificme chifre. .
o 34 352 350
—1816 et
Tr2qu8 3168 2816

‘avance enfin d’un rang chaque chifre de 352, en 'écrivant fous ¢18, & je
dis 3 eft 6 fois dans 20, & jefface 352, mais je I’écris feparément, & fous lni
fon produit par P ofant trouvé 6, ce produit eft 2112, qui furpaffe 208,
fous qui 35z eft place , je prends donc feulement 5, par qui je multiplie 352, &
le produit 1760 ne furpaffant point 2018, j’écris 5 au demi cercle, &_f je recran-
che 1760 produit dé 352 pary, de2018,le refte eft 248 que j’écris avec P'expo-
fanc, en lui foufcrivant 352. Et je copnois que Go85 2% eft I'expolant
‘cherché, : '

—+2142178 ( 60857 pour le premier chifre de I expofant..
352 35 9%
—2112 /i 6
—— e, ——
—F 50[178 2gbg ariz
352 pour le troifiéme chifre.
352 3 35z
—2816 _ 5‘; ol
—+201|8 3168 2816
352 pour. le quatrieme chifre.
—1760 352 " 352
_-—1-158 {_ 5
F3373 ' 176@

Second Exemple..

Pour divifer 73394561 par 179. 1°.djedifpofc 179 fous 73364561, en "écri-
vant fous z33. 2°. Je dis1eft 5 fois dans 7, mais connoiflant d’abord que 7

trop grand , je prends {enlement ¢, & jefface 179, mais jel'¢cris feparé--
ment , & f{ous lui fon PIOdUi;_t(Par Pexpofant trouvé 6, ce produit eft 1074, qui-
furpaffe 733 fous qui ledivifeur 179 eft placé, je prens donc feulement g, par
qui je multiplie 179, le produir eft 85, qui furpaffant aufli 733 fous qui 179
eft placé , m'oblige de ne prendre que 4, par qui je multiplie de nouveau:
179, & le produit 716 ne furpaffant point 733 , j’écris 4 au demi cercle,, .
&ﬁie retranche 716 de 733 ; lo refte et 17, & jiéeris 94561 aprés ce
refte,.

E
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75394561 (4 pour le premior chifre de Pexpofant.
19 179 179 179

—716 - g g 4
—+17|94561 P14 595 716

3°. J'avance d'un rang 179, en Pécrivant fous 179, & je dis 1 eft 1 fois dans
1, & voyant d’abord que le produic du divifeur par I'expofant eft 179 qui ne
furpaffe point 179 fous qui le divifeur eft placé, j'écris 1 au demi cercle , &
je retranche 179 produit du divifeur 179 par 1,de 179 fous qui le divileur eft
placé, & il ne refte rien. Lo

4°. J'avance d'un rang 179 en Iécrivant fous oo4, & veyant que 1 n’eft

aucuné fois dans o, j'écris o au demi cercle , & effagant le divifeur 179, je
Favance d’un rang en I'écrivant fous 045, mais voyant encore que 1 n’eft au-
cune fois dans o, fous qui je l'ai placé , j"écris encore o au demi cercle, &
jefface 179. b0

5°. Javance d'unautre rang 179, en Pécrivant fous 456, & jedis 1 eft 4 fois
dans "4, mais connoiffant d’abord que 4.eft trop grand , je prens f{eulement3,
& j'efface 179, mais je I"écris ﬁ:Faté.mept » & fous lui fon produit par 3, ce
produit eft 537, qui fu:-{a:}ﬂ'q 456 fous qui 179 eft placé, je prends donc feule-
ment 2, parqui je multiplie 179, & le produit 358 ne furpaffant point. 456,
j’écris 2 au demi cercle , 8je retranche 348 de 456, il refte 98, & jécris 1
aPrés el reﬂ:e.

—+73394561( 41002 —pour le premier chifre de Pexpofant.
19 : 179 179 179 -
—716 g 3 +
—ri7lo4sér W% 893 7i6
9 - pour le cinquicme chifre.
—179 179 179
ooola(jﬁl D 3
119 . i 737 358
x19. F -
119 :
il aesobr
-—!-98[1

"avance enfin d’un rang le divifeur 179, en P'écrivant fous 981, & je dis 1
elt'g fois dans g ; mais connoiffant d'abord que 9 eft trop grand , 'fc prends
feulement 8, & jefface 179, mais je Iécris feparément , & fous lui fon pro-
duit par 8, ce rroduit eft 1432, qui furpaffe 981, je prends donc feulement 7,
sar qui je multiplie 179, le produit eft 1243 qui furpaffe avfli 9-‘3:,8& prends
donc {eulement 6, par qui je multiplie 179, le produi eft 1074, qui furpaffane
encore 981, m’oblige de nouveau de ne prendre que g, par qui je multiplie
- 179, & le produit 895 ne furpaffant point 981, j'écris 5 au demi cercle, & je

retranche 895, produit de 179 par g, de 981, le refte eft 8¢, que j’écris avee
I'expofant , en lui foufcrivant le divifeur 179. Ec 'operation eftant ainfa
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achevée , je connois que 410015’;:_ eft Pexpofant cherché,

—+73394§61(410025 55 pour le premier chifre de Uexpofant.
5 17

179 179 179
—716 é § 4
—r1_7|94561 wix 89y 716
179 pour le cinquiéme chifre,
—179 179 179
00914561_ .__.,.f i
119 . . 537 Fi358 B an
g . pour le fixicme chifre.
1t$ 179 179 . 179 179
—358 od 7 5
—+98]r 1432 1253 whF 895
15 |
— 895
~+86
On trouvera pareillement que 'expofant de 9342501 3 194 eft 481574
“+9342501( 48157 4% pour le premier chifre de Uexpofant. ¥*
i 2 194 194 194 194 194
s S 7 é g +
k1§ 3‘ 2501 1592 1398 1164 ,9'5;5-' 776
. % . pour le denxiéme chifre, pour le troifiéme chifre.
s 194 194 194 194
—#;0/§01 9 8 ; z I
144 1744 1§52 k 388 ‘194
—194 powr be quatriéme chifre.
—+ 111 ot 194 194 194 194
194 i 7 § §
R (i 125% 1358 . 1fig 97¢
—140]1 powr le cinguiéme chifre.
194 194 194 194
s 9 8 it
o4y . AT%E 155% 1358

DE LA DIVISION
DES GRANDEURS LITERALES.

© Lorfque e produit & le divifeur donnez font exprimez chactin par lettres, CX VL.
8 ne renferment point plufieurs parties liées par —+ ou par —, on efface de
part & dlautre celles qui 8’y trouvent également & aurant de fois, & Lon

b i
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écritdevant levefiele figne —+, fi chaque grandeur a le méme fighe — oule
méme figne —, a caufe que —+ divif€ par —+, ou — par — donne ~+ (par
112. §.) Maison écric le figne —, {i I'une des grandeurs a -+, & l'autre —,
a caufe que —+ divifé par —, ou — par ~+ donne-— (par 12, S.) Ainfi
pour divifer ~+4b par , ou —ab par —g, on écrith. Et pour divifer —ab
par 4, o ab par —a, on €crit b, Deméme pour divifer 4b par b, ou —ab par
—b, on écrita. Et pour diviler—ab parb, ougb par -—-f, on éctit —a.

Si quelque nombre precedeles lettees, 1°. On divile les nombres par les
nombres. 2°. leslettres par les lettres, 3°. on écrit Pexpofant des nombres
avant Pexpofant des leteres.  Ainfi pour diviler §44 par 45, 1°. on divile §
par 4, & lexpofant eft 2, 2°. on divileab par & & 'expofant eft 4, 3°. on
écrit I'expofant 2 devant I'expofant #, ce qui fait 24, & 24 eft Pexpofant de
84aba 16. Deméme l'expofant de —84b a —4b elt 24 5 mais 'expofant de
84b a—4b, oude —-_8»2 agbeft —2a. :

Or woit affez que dans la divifiond’un produit par fon divifeurs U expo-
Jant du produit an divifenr n'eft pas le meme que Uexpofant du divifeur &
ce produit. Ainfi expofant de 8 & 4. n'eft pas le méme que Ucxcpafant de
428, acanfe que 4 eff 1 fois dans 8, & que 8n'eft pas 2 fois dans 4, Pa-
reillement I'expofant de ab a b #'eft pas le méme que U'expofant de b aab
aoaufe queb n’eff pasantant mefurt par abgue ab eff mefuréparb.

Lotfque chaque grandeur donnée ou qu'une feulement eft exprimée par-
plufieurs leteres qui en defignent les parties , la divifion fe faic & pen prés
comme celle des nombres. Par exemple pour divifer aqg—+2b—+ ac—+ be par-
a—+b. 1°. Jelesdilpofe comme les nombres en-cette
forte. : aa—+ab—vac—+be

a—+b

3% aTe dis 'expofant de a4 & #€ft #, & j*éctis zau demi cercle,, je dis enfuite
le produit' de « par zeft a4, & jeffacean & aécritfous aa, jedisaufli le pro-
duit de « par b eft ab, ab—ab—0, 8§ cfface '
2b & b écrit fous #b. ; Yaa—1ab—ac—+ba(a

xa—1b

3°. J'avance chaque partie.du divileur #— 4, en écrivant4fous ac & —+5
fous be, & jedis I'expofant-de geaaefte, & j'écris —c au demi cercle, 4 par
c—ac, ac—ac—0, & j'cfface ac & a écrirdeflous, b par c=bc, be—be—o,
8¢ j'efface be & b-écritdeffous. 1l ne refterien,
& je connois que #-4¢ cft I'expolantcherché.  raa~+ rab—+ rac— 1be(a—i ¢

Ia—+xb 14 —+1b

De méme pour diviler y*—Sy* _x24yy—64 par yy—i6. 1°. Je les difpofe
comme dans exemple precedent. 2°. Je dis I'expofancde y* a yy eft y*, &
jécris p* an demi cexcle , yt par yy—y’, y*—y"=o, &jeflice y* & yy. 7* par
16216, 8yt 16y =—8)",
jcffaice —8y* & a6, S j'écris
-+ 8y* far.—8y".

= 8yt

Y —H 114764 ("
y—16



DES MATHEMATIQUES. Lrivre I 37

3°. Javance le divifeur yy—16, éerivant yy fous —8y*, & —16 fous
—az24yy, & je dis T'expolant de ~-8y* & yy eft ~+8yy, & jécris ~+8yyau
demi cercle, 8yy par yy—-+ 8y*, & j'efface
—+8y" & yy, 8yy par —16——n28yy, -4 8yt~ 4yy
—1249y-F 1:8yy——% 4yysjefface —12gyy B8y —12ayy 64y 8yy
8¢ —16,8& jécris —+ 4yy fur —124yy. ¥yy—af —1f

. 7y

4°. Javancele divifeur yy—16, écrivant yy fous —+4yy 8 —16 fous —64,
8¢ jedis Pexpofant de — 4yy @ yy eft 4y & jécris —+q au demi cercle; — 4
PAr yy=—+4yy, —4yy—4=0, & jefface —4p & yy, -v4 pA
—I16=—64, —64 —+64=—0.

Il ne refte rien, & je connois 8yt 4y
que yltByy+q et lexpolane  ay" By —szgyy—64 (=4 8y+4
cherché. tyy—1f —2f —16

Y- 2y

Lorfque le produit 8 le divifeurne peuventavoirunexpofantentier & fans CXXI.
refte , ces reftes s’appellent fraftions , & ces fractions font du genre de celles
dont nous traitrerons au Livre fuivant. Ainfi cherchant Pexpofant de 264 a
abe, jefface ab quitfe trouve de part & dautre , & il refte b du produitabb,
& ¢.du produit abe pris pour divifeur de abb, Ces reftes b & ¢ font une
fradtion , qu'on €crit comme aux nombres en cette forte 2, ceft A dire &
divifé par ¢. ' f
Lorfqu'un produit literal enferme plufieurs parties lides par —., ou par CXXII,
—, & queladivifion ne peut dutout [e faire , ou quelle laiffe un refte,on fe
contente ordinairement d*¢crire ce produit rout entier avec fon divifeur au

deffous. Ainfi ag—ab —+ac —+be ne peur eftre divifé par 2—+4, & je me

Seats s abtai-thc
contente d’écrire ——-—. De méme xx~tax ~+bx ~vab—+cc ne peur
eftre divifé par x —a, fans laiffer le refte cc, & je me contente d’écrire

b+ —palte A o 5
. 5 Je pourois auffi écrire b2, Ten eft ainfi des autres.
At Xt

THEOREME, CXXIII,
3 En’toute-diviﬁon le produit du divifeur par 'expofant eft égal au produit
* «donné. :

Demonftration. Soit ab le produit donné , & « divifeur" de ce produit,
Yexpofantde b aeft b 5 Or le produit du divifeur 4 par cet expofant b eft
ab, 8 ab eft auffi le produit donné. Donc le produit du divifeur par I'expo-
fane eft égal au produit donné, Et Ceft ce qu'il falloit démontrer,

PrEMIER COROLLAIRE. - CXXIV.
1l eft donc évident qu’en toute divifion le divifeur & Pexpofant font les
‘deux racines , 'une donnée, & l'autre cherchée , du produit quon donne &
divifer, i .
E iij
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Ceft rour cela que la muliplication & la divifion font oppofées I'une &
Iautre j Pune défair ce que I'autrea fait, & elles {e fervent réciproquement
de preuves , comme P'addition a la fouftraction, & la foultra&tion a I'addi-
ton, C’eft ainfi que pour s’affurer que wx— ax—+bx—+ab eft Ic produit de
x—+apar x—+b, il nefaut que diviler ce produit par 'une de ces deux racines,
fi 'expolant donne 1'autre racine, la multiplication eft bien faite ; mais s'il
ne la donne pas , la multiplication eft mal faite, il la faut recommencer. Et
reciproquement pour s’affurer que x—+b elt Fexpofant de xx— ax—+bx—+ab
& x—+a. il ne faur que multiplier 'expofant x4 par le divifeur x4, fi le
produit eft le méme qluc le produit donné, la divifion eft bien faite ;mais fi
ce produit n'eft pas le méme, la divifion eft mal faite, il la faut recom-
MENCEL.

DES DIVISEURS

DES GRANDEURS ENTIERES,

O n fgait déja quefouventun produit peut eftre congeu comme formé par
des racines de differens degrez , & differentes dans un méme degré. Lor{que
ces racines mefurent plufieurs fois fans refte un produitdonné , on lesappelle
divifeurs entiers,ou fimplement divifeurs de ce produie. Par exemple 2, 3,
8 4 mefurent chacun fans refte le nombre 12, & 2, 3 & 4 font aplzz;}lz divi-
feurs de12. L’unité fe met auffi dans le rang des divifeurs dechaque nombre
entier, 4 caufe qu'eftant repetée autant de fois qu'il faut , elle les mefure
tous exactement & fans refte, Ces nombres s'appellent aufli quelquefois
divifeurs d’eux-mémes , parceque Pexpofant de toute grandeur 4 elle-méme
eft lunité.  Ainfi I'expofant de 12 a1z eftr, car 12eft 1 fois dans 12. Ona
befoin dans plufieurs rencontres de {cavoir quels font tous les divifeurs d'un
nombre ,ou d’une grandeur literale & entiere ; Et c’eft ce quon trouvera par
lemoyen des deux regles qui fuivent.

3 PrEm1iERE REGLE.
Pour trouver tous les divifeurs entiers d’un nombre.

1°. Si ce nombre eft pair on le divifera par 2, & refervant ce divifeur 2, fi
Pexpofant eft encore pair ,on le divifera pareillement par 2, & refervanten-
core ce nouveau divifEur_z, on rejterera une femblable divifion par 2, julquta
ce qu’il vienneun nombre impair pour expofant d’une telle divifion.

2°. Etfi lenombre donné eft impair, ou fiaprés quelque diviﬁonl-’expo{am
eft un nombre impair , on divifera cenombre par 3 {i on le peut faire fans refte,
& refervant ce divifeurs, on reiterera une femblable divifion par 3, julques &
ce qu’il vienne un expofant quon ne puiffe divifer par 3.

3°. On reiterera de femblables divifions pa §,pary, par 11, par 13, par g,
par 23, par 29, & ainfi de fuite par toutautre nombre qui n'aura que I'onité
ou que lui-méme pour divifeur, jufques & ce qu'on trouve un expofant qu’on
ne puifle divifer que par 'unitéou par lui-méme , & cetexpofant fera refervé:
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avec les divifeurs precedens.
°, Le premier des nombres refervez fera muleiplié parle fecond, le pre. CX XX.

mier & le fecond plus leur produit feront multi{Pliez pat le troifiéme j Je pre-
mier & le fecond plus leur produit, plus le rroifiéme plus fes produits par les
trois nombres precedens feront multipliez par le quatriéme , & ainfi de fuite
alinfini,

Par exemple pour trouver tous les divifeurs du nombre 462. 1°. Comme
cenombre eft pair, je fais une premiere divifion [Par 2, & je refervece premier
divifeur 2. 2°. L’expofant de la premiere divifion qui eft 231 eftant impair,
je fais une feconde divifion par 3, & je referve le fecond divifeur 3. 3°. 77
expofant de la (econdedivifion ne peut plus eftre divif€ par 3, il ne peut I'eftre
aufli par g, jelediviledoncpary, &je referve cetroifiémedivifeur 7. 4°. 1t
expolantde la troifiéme divifion ne peut eftre divifé que qar I'unité ou par
lui-méme, &ainfi je le referve avecles divifeurs precedens. 5°. Jemultiplie
2 premier nombrerefervé par lefecond quieft 3, & le produit eft 6, je multi-
plie enfisite 2, 3, & 6 premier & fecond nombre refervez , plus leur produic
par letroifiéme des nombres refervez qui eft 7, & les produits font 14,21, &
42. Je multiplie enfuite 2,3, 6, 7, 14, 21, & 42 tous les nombres & tous les *
produits precedens , par 11 dernier des nombres refervez , & les produits font
22, 33,66, 77, 154, 231, & 462. Et tous ces nombres 1,2,3, 6, 7,11, 21, 33,

42,66,77, 1545 231, & 462 fontles divileurs que je cherche,
gl aliet i i '
e BN !
o 5‘3_5 = = !
¥ 7 8 :
S s :
M % Y "‘*' 1'f 2 :
] 3 2% 3/6,
462(231 23x(77 Th(xr 1z sombres 3°| 7|14, 21, 42,
2z 33 W 1 refervex 4'? I [_11, 33, 66,77, I‘Hls 231, 462,

On trouveroit par la méme regle que tous les divifeurs de i4.4. fonts, 2,3, 4,
8,12,16,24,36,48,72,8 14 4. ; gk i

SEg 588

TS S8S LN

SIPEFE i

o ¥ VNN 2 [2]4,

% e e 3° |24, 4,8,

‘ 4°[2[#, 4,4,5,16

;_M@;z(gf(w(g(;(: . mombres §° |3 IG, ﬁ: n: 8, 1-1,-, 9,48,
warx WX 233 refervex 6° |36, 6,12, 6,24, 6, 48, 36,71, 144

_Ssconnz REGcLrE,
Pour trouvertous les divifeurs d’une grandeur literale & entiere
On fcra,a peu pres comme aux niembres, 1°. On divifera cette ‘grandeur CXX X1
par quelquune quion ne puiffe divifer que par 'unité on par elle-méme,
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& l'on refervera ce premier divifeur,

2°. L'espofant fera nouvéllement divifé par ce méme divifeur , fi cela peut
fe faire,, ou par quelquautre qwon ne puifle divifer que par Punité ow par
lui-méme , fi cela ne peur pas fe faire , & l'on refervera ce fecond
divifeur.

3°. On reiterera de femblables divifions julques i ce quon trouve un expo-
fant quon ne puiffe aufli divifer que par I'unité ou par lui-méme , & 'on
refervera cet expofant avec les divifeurs qui precedent.

Par exemple pour trouver tous les divifeurs entiers de 4’6~y aabb. 1°. Je
fais une premiere divifion par 4, Vexpofanteft aab—vabb, & je referve le pre-
mier divifear 4. 2°. Je divife encore cer expofant par a, 'expofant eft
ab-vbb, & je referve lefecond divifeur 2, 3°. Le fecond expofant #b— bé-
ne peut plus eftre divifé par 4, jele divife donc par &, Pexpofant eft 2.4, &
jereferve le troifiéme divifeur 4, je referve auffi le dernier expofant 24,
qu'on ne peut divifer exactement que par 'unité ou par lui-méme. 4°. Je
multiplie le premier divifeur « par le {econd qui eft 2, & le produit eft za,.

lus 2 8 a premier & fecond divifeurs , & leur produit 44, par b, & les pro-
Suits fontab, ab, & aab. ('je ne conte ab qu’une fois,) jemulciplie enfuite 4.
aiag, ab, & aab rous les cfiiﬁ'eurs & tous les produits qui precedent par le
woifiéme divifeur 2-+4 & les produits font ae—pab, @—yaab, ab—sbb,
aab—vabb, & ab—waabb. Etainfi je trouve que tous les divifeurs cherchez:
font 1, 4, aa, b, ab, aab, a—vb, aa—vab, d—vaab, ab-1bb, aab —vabb, 3¢

L

e divifion,

¢ divifion
divifion,

* diyifion.

e

. - ~ e e I
&b anbl (aab —abb (f—u-!;é (2= (n
~ S i

i

A a a4 a—
: i
1%
2° |4 aa,
divifenrs 3° |b [ab, aab,
refervez 4°|a -Jr{mr.-q. ab, & —aihs ab —bb, aab —abb, 4'b — aabb.

Pour trouver pareillement tous les divifeurs de a—+24%cc—+aac*. Je fais
une premiere & leconde divifion par 4, & expofant fie la feconde _diviﬁon
ne pouvant plus eftre divifé par 4, ni par ¢,ni par a4, ni pat ce, jeledivife par:
aa—cc, & Vexpolant aa—ycc eft releryé avec les trois divifeurs Frecedcns-
4, a, & aa—vcc, & je trouve que tous les divifeurs cherchez font 1, 4,
Ad s, AA—¥CC 5 @A~ ACC 5 a'~Hakce 5 a*—p2a400-4ct , a'—24'cc—vact, &

a‘—t 24*CC—haact,

Demonftration
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Demonftration des denx regles precedentes.

I yadeux chofes a faire voir.dans les regles precedentes qui dépendent
chacune d’'un méme principe , la premiere elt que toutes les grandeurs trou-
vées doivent eftre divifeurs du produit donné , & celaeft évident;car fi on

rend ,comme on I'a faitdans ces deux regles,l’expofant d’un produit donné
a quelqu’on de fes divifeurs , le produitde ce divifeur par expofant, ou par
un divileur de 'expofant,, fera totijours divifeur du produit donné. Soit abe
le produit donné, & ab I'expofant de ce produita quelqu’un de fes divifeurs
comme ¢, il eft clair que abe produit de b par ¢, ou ac produit de « divifear
du divileur 4b, par ¢, ou b¢ produit de b autre divifeur de 4b par ¢, fomt tous
divifeurs du produit donné abe ; car les expofans de ce produit a lui-méme,
& dac, &abe,font 1,b, &4, quifontrous divifeurs du produit donné zbe.
Lafeconde chofequi refte adémontrer , eft que ces regles découvrent tous

les divifenrs du produit donné, & cela eft encore évident ; car foit abe le pro-

duitdonné , il eft clairqu'on ne peut le divifer exaltement & fans refte que
par les trois grandeurs lineaires 4, £. ouc, ou par les trois planes ab, 2¢, 011'1:,
ouenfin par I'unité ou par lui-méme , c’eft 4 dire qu'il ne pent avoir que les
divilcurs 1, 4, b, ¢, ab, ac, be, & abe. Or les regles propoftes découvrent
tous ces mémesdivifeurs , & c’eft la méme chofe en tout autre produit. Ces
regles donnent donc tousles divifeurs du produit donné,

COROLLAIRE. ;

Le plus grand divifeur d’'unegrandeur entiere eft cette grandeur méme , &
fon plus petic divifeur eft Punité, Ainfi le plus grand divifeur de 12 eft 12,
& fon plus peti divifeur eft 1 ; car aucun nombre entier plus grand que 12,
ou plus petirque, ne peuteftre exactementrenfermé dans 12,

CXXXIY.
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DES QUATRE PREMIERES OPERATIONS
SUR LES FRACTIONS DES GRANDEURS ENTIERES,

19 N o expligué an Livre precedent les quatre premicres
\ operations fur les rapports des grandenrs enticres . dont le
premier terme [eul :j[exprime', & le fecond qui eft U'nnité

N eff [ous-entendns & on expliquera dans celui-ci les quatre

4 mémes operations [ur tout rapport des grandenrs entieres,

N lont chague terme eft exprimé.

La nature & Pexpreffion de ces rapports ne differe point de la nature &

L 4 Iexprefliondes divifions. ¥ marque également le rapportde 84 4, & la
divifion de 8 par 4, car dans e rapport de 8 4 4, je confidere combien de
fois 4 eft dans 8, & dans la divifion de § par 4, je confidere auffi combien
de fois 4 eft dans 8.

II.  Tout ce qui convient a la divifiond'une grandeur par une autre, convient
donc également aurapportde I'une a l'autre , & I'expofant de I'une fera auffi
Pexpofant de l'autre, Lorfque § eft divif¢ par 4, on dit que 2 eft Pexpofant
de 8 a 4, &lorque 8 eft rapportéa 4,on ditauffi que 2 eft l'expofant de§ a
4,0u du rapport de 8 a 4.

111, Onappelle auffi fraétions ces divifions ou ces rapports, % & 4 font des
fraltions , a caule que par + on entend un rout divif¢ ou rompu en § quarts
c’efta direen 8 parties égales, dont chacune eft le quartdel'unité, & par ¢

on entend un tout rompu en 4 huitiémes , c'eft & dire en 4 parties égales’

)
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dont chacune eft un huitiéme de Punicé.

Il eft a propos de !/:'efr remarquer avant gue de ‘pczﬂ}r ontre que ces trois
gxpre;_??om df;crem‘e: divifions ,rapports ,0x Fra&mnf ne marqient qu'une
méme chofe énoncée differemment » afin que tout ce qu'on anra démontyé des
unes foit auffi démontré des antres. :

+ Les rapports, dont le premier terme enferme exactement plufieurs fois 1v,
le fecond , sappellentmultiples, comme ceux quon appelledoubles, triples,
quadruples , &c. : f

Et les rapports , dont le premier terme eft enfermé exaltement plufienrs V.
fois dans le fecond , sappellent fohmulriples scomme ceux qu'on appelle
fordoubles , fontriples , foriquadruples, ou plus vulgairement demis , tiers,
quarts , &c. fnp - o y

Mais pour ne points embaraffer la memoire de tous les differens noms de
cesrapports , il vaut micux lesappeller par le nom des nombres qui les expri- -
ment , comme le rapport de 2a1,dega 1,de12a 7,de 1014 10,de 3 a5, de
34 2,de121 o, &ainfi des autres,

Les nombres les IPIUS fimples , qui expriment combien de fois les deux VI.
termes d’un rapport {e contiennent , ou font contenus les uns par les autres,
_r,’appcllent expofants exalls, ou ﬁmpl:ment expofants de ces rapports. Par
exemple 8§, premier terme du rapport 3, contient autant de fois 4 qui en eft
le fecond terme, que 2 contient de fois I'unité, & ainfi+ ou fimplement2 eft
Pexpofant de2, De méme 4, premier terme du rapport £, eft autant de fois
contenu dans 8, que eft de fois contenudans 2, & ainfi L eft I'expofant de £.
Pareillement I'expofant de 2 eft } , parceque de méme que 3, premier terme
de %, n’enferme que les trois quarts du fecond terme 4., de méme aufsirz, pre-
mier terme de £, n’enferme que les trois quarts du fecond terme 16. Par de
femblables raifonnemens , nous dirons que * eft expofant de 2, que o-eft
Pexpofant de 2, que % eft Uexpofant de #, & ainfi des autres.

Lor({que deux grandeurs font divif€es chacune fans refte parune autre ,on
dit que cette autre eft un divifenr commun des deux premueres ; & fouvent
deux grandeurs peuvent avoir plufieurs de ces divifeurs communs , les uns
plus ‘grands , les autres plus perits. Par exemple 36 & 12 peuvent avoir les
divifeurs communs 1, 2, 3, 4, 6, & 12, parceque 1 eft 36 fois dans 36, & 12
fois dans 12 ; que 2 eft 18 fois dans 36, & 6 fois dans 12; que ;3 eft 12 fois
dans 36, & 4 fois dans12 ; que 4 eft ¢ fois dans 36, & 3 fois dans 12;que 6
elt ¢ fois dans 36, & 2 fois dans 12 j & que 12 eft 3 fois dans 36, & 1 fois
dans 12.

Si on [uppofe tout ce qui eft démontré an Livre precedent , on penr
avancer ici pour Axiomes les propofitions [wivantes.

VIL

AxiowmEs.
: Si des grandeurs égales font également multipliées , les produits font VIIL.
_gaux.
thi des grandeurs égales font également divilées , les expofants font IX.
3\1!.. .
F i
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Toute grandeur n'a point de divileur plus grand qu'elle méme,

Tout divifeur commun a chaque partie d’un rour, eft aufsi divifeur de ce
vout, « eft divifeur commun de #b & de ac parties du tout ab-tac, & a eft
aufsi divifenr du tout ab—+ zc.

Etreciproquement toutdivileur commun d’un tout & de fa partie, eft aufsi
divifeur de I'autre partie, 4 eft divifeur commundu tout @b—+ac & de ab 'usie
des deux parties de ce tout , & « eft aufsi divifeur de a¢ qui eft I'autre partie
de ce tout,

Le plus grand divifeur commun des deux parties qui compofent un tout, eft
aufsi le plus grand divifeur commun decemeéme tout & de 'unede ces parties,
a eft le plus grand divifeur communde 4b & de 4c les deux patties du rout
ab—+ac, & acft aufsi le phs grand divifear commun du tout zb—4c & de
Pune de fes deux parties 46 & ac.

Le plus grand divifeur commun d’un tout & de fa partie , eft aufsi le plus
grand divileur commun du méme rour & de fon autre partie. « eft le plus’
grand divileur commun du rout #b—+ac & de la partie de ce rout 2b, ou ac, &
« eft aufsi le plus grand divifeur commun du méme tout ab—+2¢c & de l'autre
partie de ce rout ac, ouab, :

Premrer ProBreme.
Trouver leplusgrand divifeur commun de deux grandeurs,
Si chacune eft un nombre entier, 1°, on divife legrand par le perit.
2°, Sicette divifion laiffe un refte ou une fraction , on divife le fecond terme
de cettefraction par le premier.
3°. Si cette divifion laiffe encore une fracion , on divife fon fecond terme
par le premier. Ev on repete de {emblables divifions jufques a ce qu'il s’en
falleune fans refte. Ledivifeur de la premiere de ces divifions qu'on fera (ans
refte , fera le divifeur qu’on cherche. Les exemples éclairciront ces regles.
Premier Exemple.
Pour trouver le plus grand divifeur commun de 32 a64. 1°. On divile
64 par 32, l'expofant eft 2, & parceque cette premicre divifion fe fait fans
refte , 32 divifeur de cette méme divifion eft le plus grand divifeur commun

‘de 64 & de 32. Cela eft clair, puifque

32 ne peut avoir un divifeur plus grand 54 (2
que lui-méme. 3% 32 divifeur cherche.
Second Exemple.
Pour trouver le plus grand divifeur commun de 30 & de 25. 1°. Je divife
30 par 25, & 'expofant eft 1. 2°. Certe divifion laifle la fradion L& je
divile 2 fecond terme de la méme

fraction par 5 qui eft fon premier ; g

terme , 'expofant eft 5, & parceque 3 )

cetre divifion fe fair fans refte , 5 di- ~ ;5

viftur de cette méme divifion , eft 3 o,

aufli le plus grand divifeurcommun 3¢ ( 15, 25 (s

de s0 & de 2y 2y § s divifenr cherebe.
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Troifiéme Exemple.

Pour trouver le plus grand divifeur commun de 27 & de 21. 1% Je divile
17 par 21, & lexpolant eft 17, 2% Certe divifion laiffe la fraétion £, & je
divife fon fecond terme 21 par le premier quieft 6, Pexpofant eft +. 3°. Cette
troifiéme divifion laiffe encore :

® re
Ia frattion & & je divife 6 par & g s
3, l'expofant eft 2, & parceque 3 e 3
Ia divifion fe fait fans refte,3 ™ ,-_3 &S
qui en eft le divifeur, eft aufli & “y o,
le plus grand divifeurcommun- 27 (15, 22 (35, 6(2
#ue je cherche, 2z g 3 3 divifenr cherché.

Quatriéme Exemple.

Pour trouver le plus grand divifeur commun de 98 & de 47. 1°. Jedivife
98 par 47, & l'expolanteft 2. 2°. Cette premieredivifion laiffant la fraction
2, jedivife 47 par 4, &'expofant eft 1%, 3°. Cette fecondedivifion laiffant
1a fraction §, je divife 4 par 3, & l'expofant eft 17. 4°, Cette troifiéme divi-
fion laiffant la fradion £, ;
jedivile trois par 1,I'expo-
fant eft 3, & parceque
cette divifion fe fait fans

e divifion.
divifion
3° divifion.
4° divifion,

relte , fon divifeur yeft % % &
auffi leplusgrand divifeur  g8(,4 4f(uL,4(11,3(3 _
communde 98 & de47. 49 44 ¥ X 1 divifenr cherche.

Les mémes regles fervent anffi pour les grandenrs literales compofées de
plufienrs parties , mais parceqw’elles [uppofent encore quelgue chofe qu’on
wexpliquera que dans la fuite , ¢ que [onvent la pratigue en [eroit tro
longue & trop penible , on en donnera dantres asllenrs qui [eront plus
courtes ¢ plus commodes. Et [t 'on veut en attendant on poura Sexercer
@ chercher tous les divifenrs de chacune des grandeurs données, en fuivane
desregles du Livre precedent,131.¢7 [¢q. Et lor[qu'on aura trowvé tous ces
divifenrs , on prmﬂa le plusgrand de cenx qui font communs a I'une ¢
@ lautre de ces grandenrs données. '

Demonftration du Probleme.

Soient 2 & b les deux grandeurs dont il faut trouver lé plus grand divifeur
commun ; {oit 4 plufieurs fois tout entier dans 2, comme 3 fois , & qu'il refte
¢. Donc a=—3b—+c. Soit encore ¢ plufieurs fois tout entier dans £, comme §
fois,plus un refte 4. Donc b—gc—+d. Etqu'enfin 4 foit exadement plufieurs
foisdans ¢, & le premier qui faflela divifion fans refte, Il eft clair (par10.5.)
que 4 partie du tout c—+4 eft le plus grand divifeur communde ¢ & de d, &

XVIII.

( par11.8.) de ¢ & ded, oubien dutout sc—+4 & de fa partied. Doncpar .

le dernier axiome 14. S. d eft le plusgrand divifeur commun de se—+4 & de
se;& paryo.&11. S, de se—+d & de¢. Or se—+d—b. Donc 4 eft le plus
i F i
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grand divifenr de b & de ¢, & par 0. & 11. S. de 3b & de ¢, ou bien de
3b—t+¢ & de b, Ot 3b—+c==1. Donc deft le plus grand divifeur commun

dea & deb. Exceft ce qu'il falloic démontrer.

x1X. Lorfque chacune des grandeurs donuées eft exprimée par plufieurs Jettres,
& n'enferme point plafieurs parties unies par — ou par —, le produit de
toutes les lettres qui fe trouvent également diftribuées dans chacune, fera le
divifeur qu'on cherche. Parexemple le plus grand divifeur commun de abe
& acd, eft ac produit des lettres 4 & ¢, qui fe trouvent une fois chacune dans
chacun des deux produits propofez #b¢ & acd. De méme le plus grand divi=
{eur commun de afghh & ab eft abh. 1l eneftainfi des autres.

PremiER THEOREME.
Toute divifion , tout rapport , ou toute fraction , eft égalea fon expofant.

Démonftration. Soit 2 tel rapport , ou telle divifion que 'on voudra,
& foit ¢ expofant de £ je dis que £ —e¢; car en toute divifion, le produit
du divifeur par I'expofant eft égal au produit donné , (par 123 du Livre pre=
dent.) Or dans -, le produit donné eft 2, & fon divifeur eft & ; Donc be—24
& (par 9.5.) F=i. Or% eft le méme que emultipliée , & enfuite divifée

par b, & toute grandeur multipliée , & enfuite divifée par une autre, refte
égale a elle-méme, puifquela divifion défait ce que la multiplication a fait.

b » .
Donc "’—;:e. Or $=—7. Donc F—e, ce qu'il falloit démontrer.
Pareillement P'expofant de  eft 2, & 3=, car on ne peut douter t}u’un

tout rompu en § parties , dont chacune eft un quart de I'unité , ne foit égal &
3 upitez.

XX,

StcoNp THEOREME.
Les fraltions qui font égales entr’elles , ont chacune un méme expofant.
XXI. Démonftration. Chacune de ces fractions eft égale a fon expofant, Or
par la fuppofition elles font égales entr’elles | elles ont denc des expofants
égaux ; or cesexpofants égaux font chacun le méme, puifque chacun exprime-
une méme valeur par les plus ﬁmrlea termes quila puiffent exprimer, Done
les fractions qui font égales entr’elles ont chacune un méme expofant.

CorROLLAIKE,
Toute fradtion qui vaut un nombre entier, a pour expofant ce nombre-
XXIL entier. Car ce nombre eftant égal ala fraction, l'expofant de chacun eft le
méme. Or ce nombre entier eft fon expofant 2 Ini-méme , puifqu’on ne peur

Pexprimer par des termes plus fimples. 11 eft donc aufli expofant de la
fration.

Tro1s1¥ME THEORE ME.
XXIIL  Les fradtions qui ont chacune un mefime expofant font égales entr'clles,
Car chacune de ces fra&ions eft égale a fon expofant, par le 1. Thnr:m\:

/
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Or par la fuppofition I'expofant de chacune eft le méme , elles font donc
égales entr'elles.
WATRIEME THEOREME,
Toute frallion dont chaque terme eft multiplié par une mefine grandeur
améme valeur eftant ainfi multipliée que ne l'eftant point, g
Soient par exemple ab le premier rerme & « le fecond de la fraction 35"
multipliez chacun par la grandeur ¢, certe fraltion ainfi multipliée fera

; 4 b
%f’i, qui a2 méme valeur que = par le Theoreme precedent, car Pexpolantde

chacune eft 5.
CiNnqui¥ME THEOREME.
Toute fraétion dont chaque terme eft divi(é par une méme grandeur,

a méme valeur eftantain{i divifée que ne P'eftant point.
Soient parexemple ab¢ le premier terme, & ac le fecond de la fraction

‘_:’idivifez chacun par la grandeur ¢, cette fraction ainfi divifée fera 'EE, qui a
o a 8

b : !
méme valeur que == par le troifiéme T heoreme , cax Iexpofant de chacune

eft 4.
CesdeuxT heoremes paroiftront pent-eftre plus naturellement démontrez,
[t Uon fait atrention que c’eft une méme chofe de multiplier ou de divifer
chague terme d'une fraltion par une méme grandenr que de multiplier ¢
enfuite divifer ,ouque divifer & enfuite multiplier cetre fraction par certe
grandenr s car cela ne peut changer [avalenr , puifque la multiplication
fait ce que la divifion défait , & que la divifion défait ce que la miltipli-
cation fait.

On voit affex par les Theoremes precedents , que chague rapport peut
Sexprimer par differens termes , les uns plus grands, & les aupres plus
petits; & que Uexpofant de toutes ces fraltions [elon la définition que nons
en avons donnée 6.8 [era tonjoirs t’cxfreﬂiam' réduire anxmoindres termes
qui puiffent marquer la valenr de chacune des frattions égales. + par
exemple dont les dewx termes font 4 & 2., pent s exprimer par S s
¥, 0 2 e, dont les denxtermesfont 6653, 8 & 4., 10 &5 120 6,16 5 8,
18 ¢& 9. c. les uns plm gr;md.r ¢ les antres p!m petits; &2 oun X expofant
commun de toutes ces divifions., eft réduit aux denx termes 26 1, qui fony

*

des moindres qui puiffent marquer la valenr de la frattion +, 3 2 e
abe | abed abede abedef

De méme le mppart"{' peut eftre exprs'm:’ par == =% o, = dont les
denx termesab & a,abe & ac, abed & acd, abede ¢r acde, abedef & acdef,
Jont les uns plus grands s & les antres plus petits, mais b ou &, Pexpofans
commun de toutes ces fraitions o divifions, eft réduit aux deux termes
& & 1, qui font les moindres qui puiffent marquer la valenr de la fraition

whe  abed
o 5 s

Comme les plus grands termes s'éloignent davantage de I'unité qui
vous eft plus connué , ils nows rendent auffi les fractions on rapports qu'ils
expriment plus inconnus que ne font les moindres termes , qui s approchent

XXIV.

XXV.
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davantage de Uunité. Ainfi les expofants des fradtions , qui font tokjowrs
reduits aux moindres termes , rendent toijours ces frattions les plus con~ -
nnes qu'elles puiffent eftre. C'eft pourquoi , afin de mieux connoitre la
valewr d'une frallion , il la fant toijours reduire anx moindres rermes
qgui penvent marquer [a velenr , c'eff & dire qwil faur trowver [om
expofant.

Lor{qu’une grandeur literale eft congeué divifée en plufieurs parties, com-
me endeuw , en trois , en quatre &c, on exprime ces parties par une fraction
numerique , aprés laquelle on écrit cette grandeur literale en cette forte L4,
Lab, Lc', & ainfi des autres , ol 'on doit remarquer que la grandeur literale

eft dansle premier terme , car ceft le méme que fi 'on difoic 5’31': L;i, E:",&c.
c'efta dire 14 rompu ou divifé en 3 parties, 3ab rompus en 4, 7¢' en 9, &ca

Stconp PROBLEME,
Trouver |’expofant d’'une fraction propofee,
1°. On divifera chacun de fes deux termes par leur plus grand divifeur
commun.
2°. On fera du premier de ces deux expofants le premier terme, & du
fecond le fecond termede 'expofant que 'on cherche. Les exemples éclair-
ciront ces regles.

Premier Exemple.
Pour trouver expofantde &2, 1°. Jedivile chacundes termes 56 & §6 pas

56 quieft leur plus grand divifeur & o
commun, 2°, Je fais de 1 premier & & £ 8
expofant de ces divifionslepremier § & :‘Iﬁ ‘E:
terme, & de 1, qui eft [Parei lement S & &
le fecond expofant, le fecond terme &, g o, %
del’expofant £ ous, quieft celnique g (1, 56 (n
je cherche. 58 §6 T expofant cherché.

Second Exemple.
Pour trouver Pexpofant de &, 1°. Je divife chacun des termes 64 & 32

par 32 qui eft leur plus grand di- S Bt

vifeur commun. 2°. Je fais de 2 “._'@. 55

premi fant de ces divifions T By _

premier expofant Sl .

fe premier terme , & de 1 fecond ¥ 3 B

expofantlefecond terme de Pexpo- &, 8, < %

fanr 2 ou 2, qui eft celui que je g, G T . |
eherche, 3z 3z 5 expofant cherché.

T'roificme Exempfe.
Pour trouver expofant de <. 1°, Je divife chacun des termes abe & acd
X Par
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par zc qui eft leur plus grand di- . . i

vifeur commun, 2°. Je fais de &
premier expofant de ces divifions le
premier terme, & ded fecond expo-
{ant le fecond rerme de l'expofant £ |
qui eft celui que je cherche,

12t divifion
1 expofant
2% divifion

2% expolant.

A
]
)
-
-
S
S,
LY
.

£
L

e¢  « zexpofant cherché,

: uatriéme Exemple.
Pour trouver Pexpofant de “2ab. 1°. Je divife 10246 & 42 pacG quielt -
leur plus grand divifeur com- : .
miun:*2°. Jefaisde 1733&!:11:-
mier expolant de ces divifions
le premier terme , & de 7 [e-
cond expofant le fecond ter-
me de Pexpofant ¥ ouZab, 4
quieft celui que je cherche.:  agzab (174b, 42(7, - _ :
8 $ “abexpolant cherché,

/

1°¢ divifion.
1 expofant
2* divifion.
2% expafant.

Cinquitme Exemple.

Pour trouver I'expofant de % 1°. Je divife chacun des ter-
mes a’ccoomm—- ga’com’p & ooppi—+ gmpizt par 00— 4mp qui eft leur
plis grand divifeur commun. 2°. Je fais de 4°cemm, premier expofant de
<es divifions , le premier terme , & de ppz?, fecond expofant , le fecond teg= '~
me de «fomm, qiieft Pexpofant que je cherche |

prat
n' ‘d. + n 5
S & g g
- o & e
-t Oy - o o
i = g (= 8
% M = 3
g = b o
™ b *a 5
e

&' looomm—» 4a’cem’p(a’cem, a-oppi‘-—i- 4mpied( ppzt. : :
00 —+4mp 00 —4mp %"!"‘; expofant cherché,
.t R g X0 o iy . 5
Lorfque cha que rerme de la fra&tion donnée n’a point de divifeur commun
phusgrand que Funité , elle eft fon expofant a elle-méme,, car L'ex pofant de
«chacun de ces termes a 'unité eft ce méme terme.  Ainfi ¥ n’a point d’autre

expofant quel ui-rn.;'ir:né_, <ar i eftantle plus grand divifeur commun de 478

de'8, ©—ys 82 —98.

_ : . Démonftration du Probleme. :

1% "Les plus grands divifeurs donnent des expofants plus petits, Pui[‘q;fmg"
grande partie eft moins de fois dans un-tout qu’une petite, 3°, Ces petits
expolants deviennent les térmes d’une fradtion qui vaut agrany que’la pie-

4 G i E
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miere , par 15. 8. puilque chaque terme de cette fradtion eft divilé par une
méme grandeur. 3°, Ces petits expofants ne peuvent eftre plus petits , &
conferver la valeur de la ﬁ?a&ion propol¢e; car en toute frattion, chaque
terme ne peut eftre également divifé fans refte par une grandeur qui {urpafle
leur plus grand divifeur commun, Les regles du probleme ontdonc prefcrit
ce qu'il falloir faire.

On reduit les nombres ou grandeurs entieres en fractions , en leur fouferi-
vant l'unité pour fecond terme, ce qui ne change en rien leur valeur. 3 pac
exemple eft un nombre entier , & L eft une fraction qui ne differe point
des. Pareillement 4 eft une grandeur entiere, & < eft une fraction qui ne
differe point de 4. = '

DE L'ADDITION ET SOUSTRACTION

oEs FracTioNs.

DemANDE.
O~ demande quel’on fgache déja ajotiter & fouftraire les fradtions qui
ont chacune un méme fecond terme. Par exemple que 21—+ 2= que

1tk que 4—+ta—la, que #_, <—<*, Et quau contraire
3 & P

gy e e Fag At s ¢ o :
=1, qUE +—F =7, qQue Ja— 4=, que I""E:‘T;’ & ainfi

L] a2
ry s

des autres,

_ AVERTISS EME NT
C’eft une regle generale pour chacune des operations qui [uivent , qué
les fraltions [ur lefquelles on vent eperer [otent toijours des expofants,
ceft a dire qu’elles foient toijoursreduites anx moindres termes , afin que
Pon en connoiffe mienx la palewr , & que les operations en [oient plus
‘courtes & plus faciles. :

“TROI1STEME PROBLEME.

Faire que deux fractions qui ont leur {econd terme different,en ayent chaz
cune un méme fans changer de valeur,

Si 'expofant du plus grand des feconds termes au plus petit eft entier, on
multiplie par cet expofant chaque terme de la fraction ot le fecond terme
eft plus petit, & l'on a ce qu'on cherche. :

Mais ﬁP cet expolant n'eft pas entier , on multiplie reciproquement le pre-
mier terme de la premiere fraction par le fecond terme de la feconde , & le

remier terme de la feconde par le fecond de la premiere ; enfuite on fair du
produit des deux feconds termes le fecond terme de chacune , & 'on a cg

.quon cherche,

Premier Exemple.
Pour faire que 6ou £ &  ayent chacune unméme fecond terme 1’expo§
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{ant de 4, leplusgrand , a 1, le plus petit des deux feconds termes 1 & 4,
eft le nombre entier 4 ; je multiplie donc par cet expofant 4 chaqu; terme
de £ o lefecond termeeft plus petit. Cela me donne “=2%; &ainfi, au

T Ry |
lien de & & de 2, jay*} & £, qui fans changer de valeur, o‘n: chacune de
méme f[econd., i& 2

Second Exemple.
" ! 3 4
Pour donner un méme {econd termea 1 &%, lexpofantde 6 a 2 eftle
nombre entier 3 , je multiplie donc par 3 chaque terme de 2. Cela me donne
2%, & ainfi ,au lien de: & £jay 2 &%, qui fans changer de valeur
ont chacune un fecond terme. I&I=L &L
Troifime Exemple.
] A 5 ’ 1 -
Pour dopner un méme fecond terme a L&, I'expofantde 6 4 4 ,qui eft
* , n’eft pas un nombre entier , je multiplie donc reciproquement g, premier
. .
terme de £, par 6, (econd terme de 2, & g, premier terme de £ , par 4 fecond
terme de 2, & je fais de 24 produitde 6 par 4 le fecond terme de chacune.
Cela me donne P=t&i=i,& ainfi, au lieu de ‘.‘1_& de %, jhai L&

28 4 gy

qui fans changer de valeur , ont chacune un méme fecond terme.
5 & S—in 8 10
£ 4 T S
Quatrieme Exemple.

Porrdonner un méme fecond terme a 4 &b_} d ,expofantdebd a b, eft
entier , je multiplie donc chaque terme dc?‘ par 4, cela me donne Eg'::% ; &
ainfi , au lieude « & de « | j’ai “/ & « qui' fans changer leur valeur, ont

b id? bd  bdy
chacune un méme fecond terme. , £ Qe—nd & ce
b bu—bd  bd
. - r -
Cingui¢me Exemple.

Pour donner un méme fecond terme a L8, I'expofant de & a dou de
d a b n’eft pas entier , je multiplie donc reciproquement le premier terme
de £ par d , & le premier terme de £ par b, & je fais de bd preduirde 4 par

dle fecond terme de chacune. Cela me donne ;i’zg& be__c 5 & ainfi,

d W4’
au lieu de 4 & ¢ j'ay « & ¥ | qui fans changer leur valeur , ont chacune
R 7 7 o 2
un méme fecond terme,. 4 8 ¢l & K
b a vd bd

Sixi¢me Exemple:
Pour donner un méme fecond terme a Lab & She. = expofant de g 4 7

n’elt pas entier , je multiplie donc reciproquement 1745 , premier terme de
';"g!;, par 9, fecond terme de ;‘J’c , & 5, premier terme de 4c, par 7 , fecond

terme de %;:5; & je fais de 63, produit de g par 7, le fecond terme de chacune,
Cela me donne %aé:‘—;a& , & %6;:;-6: 5 & ainfi , au lieu de Tab & Z be,
jai 2ab & b, qui fans changer leur valeur, ont chacune un méme fecond
63 63 - 2 2
17 f7.. 153 i
terme, ?45 & S be= q;z.‘} & 6ibc
G ij
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. Sepriéme Exemple.

‘Pour donner un méme fecond terme 3 'b"'! & ’i’%ﬂ a—b expo:

fant de aa—bb 4 a—+b eft entier , je multiplie donc chaque terme de
LU fa — bbb

wbibh sar a—b , cela me donne i betabi—buvabbe-b __ 5 ”‘"“’5 & ainfi,

ath P ¢ 5 b aa -bb vl ‘a‘-l‘ﬁ
. i HAX XA Xxmoxt03 s . oxjdaxy—abb o axy—abr-tablZbex—+bbx—b; .
au lieude' ——— & ™ T jlai T g —— , qui fans
changer leur valeur , ont chacune un méme fecond rerme.
Huiti¢me Exemple,
Pout donner un méme fecond terme a 28 g 2=, bocte expofant de
a—b b—ite a—=b ?

b—creaa—b,ou —E_—"ﬂ_;; , expofantde a—b a b—c_e , n’eft pas entier ; je
multiplie donc reciproquement b_2c—e par b—c—e, & x—a par a—b,
& je fais de ab—ac—ae—bb-—bc_be, produit de a—b par b—c_ye ,le

fecond terme de chacune. Cela me donne ZHeietic—ee __bitc—e o
wl—ac +ac—bt—the—be a—bh 2

ay—as—"xab ___ x—a & ai fi . btace x—a s
Lol ainfi au lieu A A 7
P et Ty Py L S > de = &' i

bb—+bi—2ce43ce—se ax—aa-bx—ab 3 .
g & e » Q8 fans changer leur valeur , ont cha-

cune un méme fecond terme.
" Démonftration du Probleme. ;

1l eft évident qu’en operant {elon les regles du probleme , "on donne aux
fractions un méme [econd terme ; & parceque dans les operations que 'on
fait fur elles , on multiplie également chacun de leurs termes , il eft évident

ar 14. S. qu'on ne change point leur valeur. Le probleme a donc prefcrit
ce qu'il falloit faire.
QuATRIEME PROBLEME,
Ajo'ﬁter;pluﬁcurs fractions. :
XXXII, 1°. On trouve par le Frob‘leme precedent a chacupe des deux premieres de
’ ces fractions un méme fecond terme , fi le leur eft different, & on les ajotite
.en une fomme qu’on reduit a fon expofant.
,°. On donnea cette fomme ainfi reduite & a la troifiéme fraion un mé-
me fecond terme , fi le leur eft different, & I'on en prend la fomme ; & ainfi

de fuite.
Par exemple pour adjotiter ?‘-+6i~+3‘ en-une fomme. 1°. On trouve par le

probleme qui precede > que 4i—%t .5, dont lexpofanteft 2. 2°. On

3 705 129 g1 el )l
trouve que T+t & = eft une fomme égale a s &

ainfi c’eft celle que 'on cherche.

N . . fty g —
De méme pour ajofiter les deux fractions -—;— & t—i;:-: , on trouve en ad-

jotirant le produit de b—.26—e par b—c—eau produit de x—a par a—b ,que

T ey s b v
it e :‘ “; o ‘::""“'.eﬁla fomme qu'on cherche. Il en eft ainfi des autres,
AV —de—hade— i
La démonftration de ce probleme, & celle du probleme (uivant , font une

fuite naturelle dela demande & du probleme qui precedent.
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CiNQuit'ME PROBLEME.
Souftraire des frattions les unes des autres.
1°. On reduit par le probleme precedent: toutes celles qu'on veut retran-
«cher en une fomme, & toutes celles donton les veut retrancher enuneautre,
& l'on donne a chacune unlméme fecond terme.
2°. On retranche de la derniere fomme la precedente, & le refte eft ce
qu'en cherche.
T ; ! widadoygl oo
Par exemple pour retrancher L=k ide i la fomme de T &
celle de :_-—1-;‘::—; , donnant donc a 2 & & unméme fecond terme, on trouve
que 1=, qui eftant retranché de £ Laiffe ¥=2—2% pour la difference ou le
refte qu'on cherche. ‘

De méme pour retrancher la fraction ;=% de ‘J:i_:'i » Ofl trouve que
=2 ax—ei—bx—tab b-tree  bbrbe—ace+ice—ee . e
et 8 e g t.» & ainfi retranchant ax—

aa—bx— ab de bb—be—acc— 3ce—ce , la difference oule refte qu'on cher-

he. @ blthe—2cosre—re~avsau—tbx—ab .
Ca‘ et —— % Heen eft ainfi des autres.

CoROLLAIRE
1l eft d’un grand ufage de reconnoiftre de combien un rapport furpafle, ou
©eft (urpaflé par unautre ; & c’eft ce qu'on reconnoift facilementen donnant
a chacun de ces rapports un méme fecond terme, & retranchant'un delautre,
felon les regles de ce probleme.

Pour exemple pour connoiftre de combien le rapportde§ a7 ou .,1 furpafle
ou eftfurpaffé par lerapportde$8 4 11 ou %,donnant a chacun un méme fecond,
terme S5 8,558 Gjl it faci L ik
: sonaura =2 & 70 oti I'on veit facilement que -~ furpaffe 5 de

a ie L .3 A 5L & je L
partie 7728 caufeque > — furpafle . —" de la méme partic .
Lor[gn'on rerrancheune fraltion de quelgue antre son change [eulement les
fignes qui font aupremier terme dela frattion qu'on retvanche., fans changer

: ; ~+2 i » .
veits: du [econd terme, Par exemple en retranchant ;:—3 de ;'%‘; on n'écrit pas
2 maisopdorit 782 ou” 2L, C'eft a dire . ”
g3 —5—3 F+3 §+3 §-+3 8

Pouradjotiter commodement les fradions ; avant qu’onopere furelles | on
reduiten chacune 4 'unité & aux nombres tout ce quieft égal al’unicé & aux
‘nombres,& l'on écriten fradions les reftes qui font moindres que l'unité,

: $ w7 pdeiogo fis S—yL Z—p1

Par exemple pout a_}oﬁte; g T s e A Jc dis T s 3=
P=¢;, & eft égala luiméme, j'ajolire enfuiteles fractions - & -, leur
fomme eft ?Is a qui -j'ajaﬁ:ez_ , la fomme eft ?‘—-;;-:Ig_‘ s je laifle 1 a parc, &
j'ajolite ;T: & 5, la fommeeft £ ,4 qui ‘j’ajoﬁ't'e enfin les quatre nombres
entiers 1, 2, 4, & 1quej’avois laiffé a part,, & la fomme rtotale 82 eft la

fomme cherchée. ‘Cette methode eft d’un grand ufage, En voici d'autres

exemples {ur des grandeurs d’efpeces differentes, dont_ les grandes font des
G iij

XXXII, |

XXXIV.

XXXV.

XXXVL
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entiers au regard des petites , & reciproquemerit les petites des fractions au
regard des grandes. :
' . Premier Exemple.
Jai 4 reduire en une fomme plufieurs monnoyes differentes , comme des
riﬁoles ,des livres , des fols , & des deniers , Etpi&ole vaut 1o livres , la:
ivre 20 fols , & lefol 12 deniers. Jeplace en ces monnoyes, les deniers (ous
les deniers, les fols fous les fols , les livres fous leslivres , & les piftoles fous
les piftolles , en appellant chaque piftole 2 , chaque livre / , chaque fol /; &
chaque denier 4. Et les ayant ecrit en cette forte | j’en fais ainfi 'addition en
commencant par les deniers ; Je dis

4—+10==04,14—+8==22 22~ 7=—29d—2 Piftoles livres fols deniers
fois 124, (ou 2f ) —+ ¢d, ’écrisles sd fous § 6 8 s
les deniers , & rejettant 2 fois 124, ou 2f Vi 8 9. . 1o
avec les fols,je dis 2+-8—10,10-+9—19, I 9 17 8
19 4+—7=—26 , 26—+ 0==26/> J’¢ctis 6 fous 23 Boie A 7

fes fols, & rejettant 2-au rang fuivant, Sommeso P+ 31—+ 6 [ 54

je dis 2 1==3 , 3—+ 1==4 dixaines de (ols

ou 2/;rejettant donc 2/,avecles livres,je dis 2—+6==8,8 T 8—=16,16—+9—ag5

25—+ 8=—=33/=—; fois 10 livres (ou 3P) —+3/, j'écris 3/ fous les livres , & re-
_ jettant 32 avec les piftoles,jé dis 3— =8, 8—+7—15, 15—+ 116,16 —+3—"9;

jrécis g fous les piftoles , & rejertant 2 au rang fuivant, je dis 2—+1—3,

3+ 20—y, j'éctis sfous ce rang , & je connois que 59 P—3/—+6/~+sdelt la:

fomme cherchée

Second Exemple. :

Jai a reduire en une fomme la valeur de plufieurs mefures d’efpeces diffe-
rentes, comme de perches; de pieds, de pouces, & de lignes. La perche-
dans la Proyincede France vaut 18 pieds, le pied vaut 12.pouces, & le pouce-
12 lignes, je place ces mefures les lignes fous les lignes , les pouces fous les
pouces , &c. en appellant chaque perche P, chaque pied » , chaque pouce p,
& chaque ligne /, & les ayant écrit en ceste forte,j'en fais ainfil’addition,je dis
-+ 6=I7,17-¥10==27,27— 7—34/>

qui fout 2p, —+10l; J'écris. donc 10l Pgrcbks Tieds pouces lignes
fous les lignes , & rejettant 2p avec = 354 17 10 I
les pouces , je dis z—#rTo=I2, ° 272 1§ Y 6
12—F11==23, 234 107=33,35~F9=—42p" 64 9 10 10
=3 fois 12p (ou 3¢ ) = 6p, jécris 6p - ATioalin 9 7

ro“s ICIS pouces 2 & Ffjettant 3P avec Somme 12§50 P 3 Pk 6 P—P'Iﬂiz
les _pieds , - je: dist 3—+17==20,. _ :
20-H1§=35 » 35 —+9 44> 44+ I;:_;_{;?‘l“';; fois 18» (ou3P) —3p , j'écris
32 [ous les'pieds , & rejecrant 3 perches avec les perches, je dis 3~ 4=,
Pt aE=g, 9 {13, 13-H7—=20, jiécris, o , & je retiens 2, & continuant
le refte de l'operation comme aux entiers , je cohnois enfin que
12§0P 30—+ 6p~+10/ eft la fomme cherchée.
_ 7 T roifiéme Exemple.

On mefure toutdans I"Aftronomie par le moyen du cercle, 11 eft partagé

‘en 366 pacties égales,'quon-appelle degrez s chaque degré elt partagé en 6a
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-parties €gales , gu’on appel}e minutes ou Fremi eres; chaque Premicre enéo
‘Autres parties égales , quon appelle ju:gnde: 5 chaque feconde en 6o
troifiemes , chaque troifiéme en 6o guatritmes, &c. E.t‘toutes ces parties
5‘aPPelIerlt frattions Aftronomiques. Je _ﬁtppofe que jaie a reduire en une
fomme la valeur de plufieurs de ces fractions d’efpeces differentes, comme
des degrez , des premieres , des fecondes , des troi uléfnes » & des quatriémes.
Je place ces fractions les quatri¢mes fous les quatriémes &c. en appellant,
“comme font les Aftronomes , chaque degré 4, chaque premiere /, chaque
feconde , chaque troifiéme /, & chaquc‘qmttriéme ", & les ayant écric
.en cette forte , je fais ainfileur

R 25d—59/—+ 147+ 56/ 38
17+7=—14 , 24-+6=30"", G5 0.30 549 (9 5P
j’écris o’ fous les qua:r:'_émes, 28 48 55 45 47
& rejettant 3 au rang fuivant, 35 17 45 3+ . 56

je dis 3=+3=6 5 C—t5=IL,  Gumme y54dr 27—+ 't 25 20"
11—+ 415, 15—+ j=—20 dixaines

ou 20¢”"=3 fois 60" (ou 3”") —+20"", j'écris donc 20", c’eft a dir2,
javance 2 devant o/, & rejettant 3 avec les troifiémes , je dis 3—+6=9,
9—+ 918, 18—+ y—23, 23—+ 2=2§""", j'écris ;”" fous les troifiémes, & re-
jettant 2 au rang fuivant , je dis 2—+ =7, 7—+4==11, 11—+ 3—14 dixaines,
ou 140’=—=2 fois 60" /(ou 2" ) ~20" qui avec s’ déja écrites font 25"/,
jravance donc fimplement 2 avant 5, & rejetrant »avec les fecondes. je dis
2~k 4=6,6—+7==13, 13—+ 518, 18~ 5=—23", j'écris 3", & rejertant 2 au rang
fuivant , je dis 2—+ 3=y, §—+4=—9, 9—+ §=14, 14—+ 4=—18 dixaines ou 180"
—; fois 60’ (ou 3’ ) fans aucun refte , rejettant donc 3” avec les premieres,
je dis 3—+9=—12, 12—+ 0—+8—20, 20~+7=27’, j'écris 7/, & rejettant 2 au
rang fuivant, je dis 2~ 5—7, 7—+3==10, 10—+ 4=—14, 14—+ 1—1I; dixaines,
.ou 150'==2 fois 60’ (eu 2d ) ~30’, j’écris donc 3 devant 7/, & rejettant a
au rang fuivant , je dis 25—y, 7+ 4=11, 11+8=19, 19-+5—24d,
jécris 4d, & rejettant 2 au rang fuivant , je dis 2—+2=—¢4, 4—+6=—10,
40—+ 2712, T2=+ 31215, jécris § &lj’avance r. Et je connais .enfin que

A54d—t 27 =+3" =k 25" 20" eft la fomme cherchée.

Lorfqu'on retranche une frafion d’une autre,, pour abbreﬁer ,on reduit XXXVIL

-avant I'operation a I'unit¢ & aux nombres, ce qui eft égal en chacune a 'uni- =
té & aux nombrtes ; & s’il refte une fraction dans le nombre a retrancher , on

ofte certe fraction de celle qui refte dans I'autre nombre , fuppofé qu'il y en

refte une plus grande , ou bien deT'unité qu'on ofte & ce nombre , fuppofe

qu’il n’y refte pas une fraction plus grande,

Parexemple pour retrancher % de 2. 1°, Je dis vl & 2=3k. 2% Je
retranche £ de Lou de ] égal a 1, & il refte 2 ou &, je retranche enfuite
1 de 3, & le refte 2 plus le refte 3 fait 22 qui cft la difference que je
cherche,

De méme pour retrancher 3 de 217, 1%, Jedis¥==8+ & HL—84 L. »°. Je

vois que-ou X2 ne peuteftre retranchéde > ou 2 , & ainfi je retranche & de
zquejofte a §4, écrivant 83 au lieu de 84, &l refte £. Enfuite je retrane
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che 8 de 83, le refte eft 75, j'ajotire enfuite +- ou £ 2 +ou 2, ce qui fair 3, que
j'ajolite enfin a 75, & 7% eft lerefte que jecherche, Voici d'autres exemples -
de la méme methode fur des grandeurs d'efpeces differentes, -

Premier Exemple. _

Pour trouver la difference de 25P— 7/~ 17/+- 84 a2 19 P—+ 9/—+18/~+10d je *~
lesdifpole 4 l'ordinaire, &&ef’ais ainfi leur fouftraction en commengant par *
185'deniers,j&=dis 8§—10 olte trop scar10d nepeuventeﬂ:rccomprisdans 8,
j'emprante donc 1/ "ou 124 du rang fuivant , écrivant 4-au lieu de'5, & je dis -
12—+ $—20d, 20—10=—10, & j ¢ctis 104 fous les deniers ; & venant aux-{ols, *
je dis 48 ofte trop , j'emprunte donc 1 au rang fuivant, écrivant o au lieu*
de 1, & je dis 1 dixaine empruntée — 4—1I4,14—8=—>6/; & j'écris 6/ fous*
8/, o—1 dixaine de fols ofte tfop, j’emprunte donc 2 dixaines de fols ou 1
livie au rang fuivant , écrivant 6 au lieu de 7, & je dis 2 empruntez’
~o—1=—1, & j*écris 1 fous ce rang : venant aprés aux livres , jedis 6—g
ofte trop , jemprunte donc 1P ou yol, écrivant 4 au’lieu de 5, & je dis-
10+ 6—16, 16—9—=1,& j€cris 7/ fous les livres : & enfin venant aux’
piftoles , jedis 4—o ofte trop;, jemprunite donc 1 du rang fuivant , écrivant *
1 an liea de 2, & je dis Yo+ 45714,

3l e e ® G o

14—9—¢P, & j’¢cris sP fous 9P, je M 4 _
dis enfuite 11.—1:0. Er je connois : ~+ 2P~ Pl —+ 25/~ 84
que §P—+7/—+16/~+10d eft ladiffe. - e e Al
rence cherchée.. difference §P—+7l —16/—+16d"

Second Exemple.

Pour trouver la difference de 24 perches 16 pieds 1o pouces 6 lignes '
13P— 170+ 11p—+ 10/, jeles difpofe a ordinaire , & j'en fais ainfi la fouftra—
&ion en commencant par les lignes ; je dis 6—10 ofte trop , & j'emprunte
1p ou 121, écrivant ¢ au lieu de 10, je dis enfuite y2-+6—18, 18—10:=8/, &
jéeris 81 fous les lignes ; & venant aux pouces, je dis 9—nip ofte trop, &
jemprunte p-ou-r2p, écrivant § au lieu de g, je dis enfuite 12+9—11,
21—1r—=10p, & j’écris 10p fous les” pouces ¢ enfuite je dis en venant aux
pieds, 15217 ofte trop, jemprunte done 1P ou 18p, écrivant 3 au lieu de 4,
& jedis 134[5:55,;3;—17‘:1??,B(.j'éC-I’is 162 fous les pieds : Et enfimaux”
perches je dis 3—j3;—o, & j'écris 0 -

fous 3P, & au rang fuivant , je dis* - ' 3 i :
2 —1—1, & j'écris 1 aprés o. Etje - 4 24P —+16P~418p —+ 61-
.connois que le refte ou la difference T LS e L e Lo

cherchéeeft10P ~+16» ~+10p~+8/, difference  10P —+16p—+ 10p ~+ 8}
Troifiémé Exemple.

Pour trouver la diff'crence de ;ggd-_;. 47’ -;-;5'”_;. 4_8’*"' ._Hs'"” A
;4_8d._1. 4_9'-4-;8”...]. 56‘”-7_5- 57'“”,'1& les &IfPQfC a ordinaire o &}C fais ainfi
Tetir fouftrattion en commengant par les quatriémies, je dis 5 —7 ofte trop;
j'emprpnte donc 3 au.sang fuivant, €crivant o aulieu de 1, & jedis 10 em- -

Pr&n:@-z -t
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pruntez —-5=15, A R i’ écris 8”’:’1 Fc:usy””, je dis enfuite 03
ofte trop , j emprunte donc 1" ou 6 fois 19”' , écrivant 7 au lien fie 8, & je
dis 6—3—y3 dixaines , javance donc 3 aprés 8 : & venant aux troifiémes | je
dis 7—6=—i"", & j"écris 1"’ fous 6", je dis enfuite 4—s ofte trop , & j'em-
prunte 1 ou 6 fois 10”7, écrivant 4 au lieu de 5, & je dis 6—+4=1o0,
10—y dixaines de troifiémes, & j’écris § aprés 1’:’ : enfuite venant aux
fecondes , je dis 4—8 ofte trop , j'emprunte donc 1, écrivant 2 au _11eu de 3
& je dis 10—+ 4=—14, 14— §—6", & j'écris_ﬁ” fou{ 8, & erfﬁyte je dis
2—g ofte trop , j'emprunte donc 1 ou 6 _dix’am_:cs de_icconﬂes , €crivant 6 au
licu de 7,8 je dis 6—.2=—8, 8—s=—;, & j'écris 3 aprés 6” : Et venant aux
premiercs , je dis 69 ofte trop , j'emprunte donc 1, €crivant 3 au lieu de 4,
& je dis 10_:,.6:16,16——-9:7',& j ecris > fops 9, & en.ﬁlitc je dis —4
ofte trop , j'emprunte donc 1d ou 6 fois 10", écrivant § au lieu de 9, & je dis
6—+3—9,9—4=—y5, & j'éctis gaprés -’ : Ev-enfin yenant aux degrez, je dis
8__8—o, & j'écris od fous 84,
je dis enfuite g—y—1, & jécris’

1 fous 4, 3——3=—0,1l ne faue plus - 8§ 36 a4 o 2

% / o) 1 it
rien écrire , & je connois que. ~359d—+ 41 —+35"—+ 45" 1y
1Oy 57 436 b 1 g o o WS —49 A8 46—y
Id difference cherchée. difference 10d 57" —36"" —+51" 438"

DE - LA MUL TIELICATIE O M-
pEs FRACTIONS.

_ Six1¥mME PROBLEME.-

Trouver le produit de deux fradtions. . 3 )

On fait deux produits, le premier des' dewk preniiers termes; & le fecond
drs deux feconds termes de ces fraftions. Le premier de ces produits eft le
premier terme ; & le fecond ‘produit le fecond terme d’une autre fraction ,
dont l'expofant eft le produiv qu’on: cherche, - Les exemples éclaireiront
cette regle, - K k ;

: _ Premier Exemple. :

Pour trouver le produit de + par +, je fais deux produits , le premier 4%,

des deux premiers termes 4 &3, & le fecond 14, des deux feconds termes

XXXVIIIL,

3.& g, & le premier produit 12 eftle premier terme, & le fecond produit 15

le fecond terme de la fraion i dont I'expofant £ eft le produit cherché. -
. Second Exemple:

Pour trouverle produit'de £ par 2, le produit 8, de 4 par 1, eft le premier

térime , & le produit 15 de ¢ par 3, le fecond terme de la fraction £ , qui n'a

pointd’autre expofant quelle-méme , a caufe quelle eft réduite aux moindres

térmes qui peuvent marquer {a valeur, Ainfi certe fraction eft le Produ'it :

qu'on cherche, -
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Troificme Exemple. ;

Pour trouver le produit de;—” par J% , le produit #bfe, de b par fe, et 'I¢
premier terme, & le produit kg, de ¢ par 4, le fecond terme de la fradtion

abfe s afe - ’
-gg—‘, dont I'expofant -g eft le produit cherché,

. “Quatriéme Exemple.

“Pourtrouvet le produit de f‘—}t par 2= le produit aa— 14b + bb—ae—be,
de a-+ b par a —+b—e, eft lepremier terme, & le produit 24 —mr--’—n've-—ee,
de a—e par bye, eft le fecond termede la fraction ‘—‘;‘_;’f;’_fbt‘_‘::i"_‘-,qu'm
ne peut réduire 2 de moindres termes, Etainfi cette fradtion eft le produit
.qu'on cherche.

Démonftration du Probleme.
Soient 5 & = les deux fractions a multiplier , je dis que I'expofant de
72 ¢ft le produit qu'on cherche. Car foit ¢ Pexpofant de 7, & fl'expofant
de =. Donc (par I.123. ) be—=a, & df=—c; Donc égf:% Or ef eft I'ex-
!.po[ant de "'—gﬁ‘, il eft donc auffi l'éxpofant de ﬁ. Or ¢ & font méme valeur

queles frattions 7 & % : Donc ef ferale produitde ces deux fradions , puil~
que les grandeurs égales également multipliées donnent des produits égaux,

Texpofant de :{i eft donc le produit cherché. Ge qu'il falloit démontrer.

Voici encore une démonftration plus {enfible par nombres. Soita multi-
‘plier + par },le produit trouvé parla regle eft +-. Or par la definition gene-
rale de la multiplication I. 83. puifque la fradtion donnée + n’enferme que
la pofition de la moitié de I'unité , le produit de + par + n’enferme pareille-
ment que la moitié de I'autre fra&ion £, c’eft a dire & (puifque 3= ¢—=1)
Or + eft aufli le prodyit trouvé par la regle. Onadonc faic ce quil falloit
faire.

Qu bien par un raifonnement reciproque , la fra&ion + n’enferme que la

ofition du quart de I'unité , le produit de 4 par  n’enferme donc aufli que
L‘x pofiion du quart de l'autre fraction & , ceft a dire & ( puilque
35—+ i+ i=—=f=1) Or ;eft auffi le produit trouvé parla regle:On a
donc fait ce qu'il falloir faire.

Pour trouver plus facilement le produit de deux fraétions , avant que
d’operer fur elles, 1°. On réduiten chacune a 'unité & aux nombres, tout
ce qui eft égal a I'unité & aux nombres. 2°. On prend le produit des nom-
bres entiers , plus celuy des fractions reftées, plus deux autres produits I'un
de la premiere fraétion reftée par le fecond des nombres entiers , & lautre de
la feconde fraction par le premier nombre, 3°. On prend la fomme de ces
«guatre produits , & I'on a ce qu'on cherche.

Parexemple pour multiplier 7 par ¥, 1°. Jedis =y, &j=27. 2°. Je
gprens 1o produit de 5 par 2, plus & produit de 3 par §, plus 1} produitde 3,
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par z-ou >, plus 37 produit de £ par 5. 3°. Jeprendsla fommedes produits

trouvez 10, % , I+, & 33, & cette fomme qui eft 14% eft auffi le produit que
je cherche, . "
- ¥ 'y
Cette manieve abregee eft d'un gmnd wfage , lor[qi’on veut prendre le
produit des frattions qui renferment 6:4:4:0;;}7 de chifres.

DE LA DIVISION:
DES FRACTIONS.

SerT1E'ME PROBLEME.-

Trouver U'expofant d'une fraction a une autre.

On faitdeux produits, le premier du premier terme dela premiere fra@tion
par lefecond termede la feconde, & le fecond du fecond terme de la premiere
fraction par le premier terme de la feconde, - Le premier de ces produits fera
lé premier terme , & lefecond produitle fecond terme d’une autre fraction,
dont I'expofant eft I'expofant qu'on cherche, Les exemples fuivans éclair-
ciront cette regle. -

Premicy Exemple.

Pour trouver expofant de + a 4, je fais deux' produits , le premier 12 de
4 , premier terme de £, par 3, fecond terme de § ; & lefecond 20de 5, fecond
terme de £, par 4, premier terme de . Le premier produit 12 eft le premier
terme , 8¢ le fecond produit 20 le fecond terme de la fradtion 22, dont I'ex=
pofant - eft auffi 'expofant cherché.

Second Exemple. _
Pour trouver I'expofant de £ a +, je fais deax produits le premier 24, de
8 pars, & lefecond 30,deig ‘Par 2 ; le premier produit 24 eft le premier terme,
& le fecond produit 30 le {econd terme de ¢ , dont I'expofant £ eft aufli
Pexpofant cherché. .

Troifieme Exemple.-
Pour trouver I'expofant de :Tzﬁ %}, le produit abef, de ab par cf; eft le
premier terme , & le produit becg, de ¢g par be, le fecond terme de

45“{. ) nl'f ? " ; -
o dont | expofanr.;g eft auffi lexpofant cherché,

Quatrieme Exemple.

L

- e = . & 8 E . A
Pour trouver 'expofant-de 7 a = le produit ag eft le premier terme, &

le produit b¢ le fecond termede, qui ne pouvant eftre réduit 4 de moindes
termes , eft auffi 'expofant cherché. -

Cinguiéme Exemple.
- 3 abt+bb—1e—be =
Pour trouver l'expofant de 22227 a "—";—"’_;;—, le produit

H ij

ab-ae—be—ce

XL
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aab —v1abb wvaae —abe—ace__bee 1k, de aa—vrab_bb—ae—be pat
bve, eft le premier terme & le produit de ab— ae—be—ce par a~b—c,
qui eft aab—abb—ane—abe__race_bbe_re', elt le fecond terme de

aal +2abl—aae— ghe—ap—bee b . ’
Nt i dont Texpofant —':—i’ eft anfli Y'expofant cherché.

aab—albrade—itbe—s ace—bbe+ed 2

Démonftration du Probleme.
Soit = la fraétion a diviler, & < fon divifeur . je dis que I'expofant de

_ g—d eft aufli. P'expolant qu'on cherche: Car {oit e 'expofant de £, & fl'expa~

fant de ~1 Donc(( par 1. 123.) be—a, & df—c ; Denc -;'};__—-_:;, Or T'r eft

Texpofant de 22 | il eft donc aufli I'expofant de g. Or e-& f ont méme

bdf >
- 5 . - € £ L] & ¢ .
valeur que les fradtions 7 ‘& 5 Donc ; fera I'expofant de 7 4 7, puilque

les grandeurs égales ¢galement divifées donnent les mémes expofants:

Pexpolant de "I‘: Mfera donc lexpofant qu'on cherche. Ce qu'il falloic
démontrer. :

Voici encore une démonttration plus fenfible par nombres, Soit a-divifer
i par %, 'expolant trouvé par la regle eft <. Or par la définition generale
de ladivifion I.107. puilquela fraction donnée ;- n’enferme que lapofitionde
la moitié de fon divileur +, expofant de+ & & n'enferme pareillement que
la.meitié de P'unite , Ceft @ dire £, qui eft aufli I'expofant trouvé par la
regle. ; ‘

Soit pareillement & divifer + par + ,Texpofant trouvé par la-regle eft 2
ou *. Orpar la définition generale de ladivifion I.107. puifquela fraction
+ eft une addition ou une fomme de fon divifeur - repeté 2 fois ( puifque
g—+r—=r—r ) l'expofant de = & + fera auffi I'addition ou la fomme de
I'unité repetée 2 fois , c’eft 4 dire 2, qui eft aufli I'expolant trouvé par la
regle : Ona donc fait ce_qu'il falloit faire, .

DE LA REDUCTION DES GRANDEURS
DE DIFFERENTES ESPECES.

Pour multiplier ou divifer des grandeurs d’efpeces differentes , on'les-réduit
toutes de part & d’autre 4 la plus grande des efpeces propofées , ce que I'on
fait en divifant les perites efpeces par le nombre qui-marque combien
elles font de fois dans les grandes , aufquelles on les veur réduire ; & 'on
cherche enfuite le produit ou I'expofant qu'on demande par les segles ordi-
naires des operations fur les grandeurs rompués. !

Par exemple pour 111_L;1ti1ﬂier 24 piftoles 10 livres 15 fols-10 deniers par
12 P74 10/ 11d, chaque =124, chaque /==20/—10 fois 124, & ehaque
P—i10/=—10 fois 20 (=10 fois 20 fois 124 : C'elt pourquoi je divife d'une
part 10/ par 10, 15/par 240, & 104 par 2400 ; & de l'autre part 7/ par 10,
10/ par 240, & 1id par 2400. Les trois expofans d’une part , qui font 1p,

=ps &-;—:,_:.P avec 24p, donnent la fomme 15:-'5 p; & les trois expofans de
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= o gt n_ 797
Tautee part , quifont 2 p, = p, & == p avec 12p, donnent la fomme 1250,

& le produit de ces deux fommes eft 3195, qui eft aufli le produit -

cherché.
Pour reduire une-elpece de grandeur a une autre plus grande, ondivife cetre

efpece par lenombre qui marque combien elle eft de fois dans la plus grande,
Ainft pour réduire 1842476090 deniers a des piltoles, je divife ce nombre
par 2400, a caule que chaque 4 eft 2400 fois dans 1P, l'expofant de cette
divifion eft 767698 P—+89o4.

Pour réduire 8god a des livres, je divife 890 par 240, a caule que chaque
d eft 240 fois dans 1/, expofant de cette divifion eft 3/—+1704.

Pour réduire1; 04 ades (gis »je divile 170 par 12, caufe que chaque Zeft
12 fois dans 1/, expofant de cette divifion eft 14/~+ 24. Et par ce moyen je
viens enfin a connoiftre que 18424760904 eft le méme que
767698 P~ 3/ —+ 14/ —+2d.

Avant que d'ajoliter, fouftraire , multiplier, ou divifer les fractions des
grandeurs d’efpeces differentes , on réduit dans chacune de leurs fommes
-partiales les grandes a des entiers , & l'on rejette aux petites les reftes

moindres que ['unité.

Si par exemple Zd—+2/—- 1" 273" eftoit une des fommes partiales
quil fallur ajotirer , retrancher , multiplier ou divifer par quelque autre,
Avant que d’operer felon cequ’on vient dedire , jela réduis ainfi; je disaux
degrez }'d—%d. j'¢ctis 5d fous les degrez , & je multiplie < par 60 ou’,
e produit eft 27—o’ que j’écris fous les premieres ; & venant a ces pre-
‘mieres, je dis =19 )'écris 19 fous les premieres , & je multiplie > par
60, le produit eft 22" ou 40" que j'écris fous les fecondes ; & venanta ces
fecondes, je dis 1"—4*", jécris ¢ (ous les fecondes , & je multiplie 2 par 6o,
le produit eft £ou 8+, yécris 8 fous les troifiémes , & je retiens £/ jedis
enfuive 2%—p2"", j’écris 1’ fous 8, & jajotlite 2 & + que j’avois re-

tenu, la fomme eft Fi—r3L"" j’écris donc encore 1’/ fous lestroifiémes , &

je multiplie -2¢ par 60, le produit eft £2"""—291 /", jécris 29" fous les
quatriémes , & je retiens 277 e dis enfuite %=1 2", j'écris " fous

o 2 s @ . 2 :
9", & j'ajotite +a % S que j'avois retenu , la fomme eft L::T”” que j’écris

en la laiflant en fraétion ,a caufe que multipliant ¥ par 6o, le produit ne
peut eftre réduic a des cinquiémes fans fraction, Enfin je réduis toutes ces
erandeurs en une lomme, &)'e trouve

7

& 27 3
64 9" —+45" <10 315" quin’a By el yeitth
v ot 1) v 3 7 1y 1§
wune fractio 2., & qui elt neanmoins e e e s s e S
510 1 LY 1-;&{ {;? ’;Mfl 547 JGA I]. Sd -_"50 _!-4'0 -'}.8 "‘i"19; -
LS B it St e 19—+ § —F1 —+ 2
{ 1 ¥ s ind
en eft ainfi des autres . 2198
4 s

Semme Gd_-—l-pf—-i- 4_5”-—{- 10" — 5;%;_

H ij

XLIL

XLIII.
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8 E_LE‘MENS
BES - FRACTIONS

pE FrAacTiONS. _

Comme les nombres partagez en differentes parties produifent les-
fractions , ainfi les fractions partagées en differentes parties produifent les
fractions de fractions ; & pareillement les fraétions de fractions partagées
en d'autres parties produifent les fractions de fralions de fractions : & ainfi’
de fuite. + parexemple eft une fraction , 2 de % eft une fraction de fraction,
+ de ¢ de £ eft une fraction de fraction de fraction , & ainfi des autres.

Pour operer fur ces. fortes de fradtions de frattions , ou de fractions de
frattions de frattions,, &c. On les réduit auparavant a des fractions ordi-
naires qui ont une méme valeur , ce qui fe faiten multipliant les unes par les-
autres , car leur produitaura méme valeur qu’elles..

Par exemple pour réduire a une fraction ordinaire = de £, je multipliel'une-
de ces fractions par l'autre , & le produit X eft égal a - de +: Car foir &
appellé 4, donc + de £=124 qui eft la méme chole que  multiplié par 4,
puifque +a & 2 font la méme chole (par 26. S.) Donc le produit de + par
tquielt?, eft égal a5 de &,

Pareillement pour réduire a une fraction ordinaire = de & de £, 1°, Je-
multiplie la premiere fraction par la feconde, & le produiteft L. 2° Je mul-
tiplie ce produit 3 par la troifiéme fraction £ , & le produit £ eft une fraction
égale a > de + de 7. Il en eft ainfi des autres.

DES ALIQUOTES

DES NOMBRES ENTIERS.,.

Toutes les grandenrs , qui eftant prifes plufieurs fois mefurent exactement:
& fans refte un nombre, fontappellces fes parties aliguotes .’ ou fimplement
fes aliguores, Nous difons par exemple que 1,2, +, £, 2, X, &ec. font des
aliquotes de 4.,’Farcequ'e 4 renferme exactement & fans refte 4 fois 1, 2 fois
2, 8 fois &, 16 fois I, 32 fois £, 48 fois %, &c. Nous difons pareillement-
que &, 4, =+, &c: fontdes aliquotes de £, parceque + renferme exaétement &
ﬁu}s reﬁe sziS :—,; fOiS %-, 4,E015 :—__, &c.

. Tout nombre pouvant fe partager.en une infinité de parties égales peut
avoir aufli une infinité daliquotes. . Et I'on poura découyrir autant de ces -
aliquotes que I'on voudra.

Car, 1°. fi le nombre eft entier, 'unité eftant prife pour le premier terme -
d'une fraction, & le produit ditnombre entier quon propole par tout nom-
bre entier , eftant pris pour le fecond terme de la méme fraction, cette fraction -
feratotfijours une aliquote du nombre propofé. Soit parexemple 4 le nombre
entier quon propofe,, & & tel nombre entier que I'on youdra ; il eft vifible

que la fraction ‘—‘b eft aliquote du nombre entier z, car 'expofant du nombre

entier 4 & la fraftion 7 eft le nombre entier 445, qui expofe combien de fois-
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£ eft exaftement & fans refte renfermé de fois dans 4, La fraion

Zeft donc aliquote du nombre entier 2.
Or comme ¥ marque indéterminément tout nombre entier, = aliquote de

‘@ poura varier a Pinfini , en prenant fucceflivement dl:»our & chacun des noms=
“bres infinis 1, 2 , 55 6, &c. Ce qui donnera des aliquotes infinies dg
52,3, 4, § H

nombre entier « que 'on propofe.

2°. Mais fi lenombre propofé eftoit une fraction , I'unité prife pour le pre-
-mier terme d’ une autre Ea&ion » & le produit dufecond rerme de la fraétion
.Pmposﬁ’:e par tout nombre entier , eftant pris pour le fecond terme de certe
-autre fraction , cette fraction nouvelle fera totijours une “aliquote de celle

.qu'on propofe. Car foit~ la fraction propofée, & b tel nombre entier que
I'on youdra; il eft vifible que la fra@tion 7 eft aliquote de ?, puifque I'expo~
fantde 4 7 eft lenombre entier ab qui expole combien de fois . eft exacte.

‘ment & {ans refte renfermé dans =,

Et parceque & marque indéterminément tout nombre entier , Ia fractions
. poura varier & Uinfini , en prenant fucceffivement pour b chacun des nom-
‘bres infinis 1, 2,3, 4, 5, 6, &c. Ce qui donnera des aliquotes infinies de la

draction propofce %. :
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DES. PUISSANCES,,

ET DE LEUR.. RESOLUTION. .

0l N a pd déja remarquer que 4 b7, ¢, &c. font la méme

2 chofe que aaa, bbbb, ccc, &c. On voitaflez quiily a
' beaucoup de difference entre ces multiplications rejterées
gl & les fommes des grandeurs , entre 4 par exemple & 36,
S, ontre b4 & 4b, b’ & 5b; &¢. Card, by, b, &c. marquent -
HOF SN AP| des additions ou des multiplications ; mais 36, 44, sb, &c.
ne marquent que des additions fimples : de forte que les unes de ces gran-
deurs font beaucoup differentes des aurres. 36 par exemple & & font beau-
coup differens I'un de T'autre ; car fi b vaur 4, 36 vaudront 3 fois 4, Celt &
dire 12 3 mais &' vaudra 4 fois. 4 fois 4, c’elt a dire 16 fois 4, on 64, ce qui
eft beaucoup different de 12. .

_ DEriNiTI ONS, .

IL.  Ces Muiltiplications reiterées d’'une grandeur s’appellent fes puiffunces.
Leplande bpar b eft bb que j'appelle 1a feconde puiffance de b. Le folide -
fait du plan bb parb,ou la troifieme puifince de b, elt't. Sa quatridme
puiffance eft b*. Sacinquiéme b’, &c. .

De méme la feconde puiffance de 3 eft 9. Sa troifiéme puiflance eft 25, .

Sa quatriéme 81. Etainfide [uite,
HI.  Le plan d’une grandeur par elle-méme , ou la feconde puiffance d'une
grandeur.:
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grandeur s’appelle guarré de certe grandeur,& cette grandeur racine quarrée,
ou fimplement racine de ce quarré.. bb par exemple eft le quarré de 4, & &
Ia racine quarrée, ou fimplement la racine de b6, g-eft le quarrédej, & jelt
la racine de 9. 100¢ft le quarré de 10, & 10 eft la racine deioo.

Le folide fait du plan d’une grandeur par elle-méme multiplié de nouveau

ar cette grandeur , ou bien la troifiéme puiffance d’une grandeur eft appeilée

E}n eube , & ceue grandeur la racine cubique dececube. b par exemple eft

le cube de b, & b la racine cubique de &% 27 eft le cube de 3, & 3 la racine
cubique de 27.. _ i

La quatriéme puiffance d’une grandeur eft appellée le gnarré du quarré de

cette grandeur , & cette grandeur la racine de laracine de ce quarré de quarré..

b* par exemple eft le quarré du quarré de b, 8 b la racine de (44)la racine
de 4.

Si une grandeur eft mife en cinguieme puiffunce , nous difons que cette
grandeur eft la racine 5°.de cette guiﬂ&nce.. b’ par exemple eft lacinquiéme
puiffance de b, & b la racine §°.de

La fixiéme puillance d’une grandeur eft appeliée le guarré du cube de
cette grandeur , & cette grandeur la racine de la racine cubigue. onlaracine
cubique de la racine de certe puiflance. b° par exemple eft la fixiéme puil-
fanceded, ou le quarréde &' cube de 4, ou le'cube de 66 quarté ded; & & eft
la racinede (44) la racine cubique de £°, ou bien beft la racine cubique de
(6 ) la racine de b’ ; & pour abbreger nos expreffions nous difons que 4 eft
la racine 6. de 4°.

Pareillement fi une grandeur eft en feptiéme puiffance , nous Pappellons
racine 7°. de cetee puiflance. Ainfi b7 eftant la feptiéme puiflance de 4, nous
difons que beft la racine 7%, de&".

Onappelle la huitiéme puilfance d’une grandeur , le guarré du quarré de
cette grandeur. Laneuviéme, le cube ducube de cetre grandeur, La dixiéme,
le guarvé de fa cinguiéme puiffance. La douziéme | le cube du quarré de
fon quarré. La quinziéme , le cube de fa cinguiéme puwiffance. Etainfides
auttes, -

Mais il eft plus court d’appeller ces puiffances {elon le nombre de leurs
dimenfions oudegrez , & lesgrandeurs lineaires, dontelles font formées par
des multiplications reiterées, les racines 8% 9°. 10°.11%. 12°. &c.. Ainfi nous

.

dirons que §° eft la huitiéme puiffance de 4, & 6 la racine §°. deb". Queb” eft.

la neuviéme puiflance de 4,8 b la racine 9°. de b’.. Que b* eft la dixiéme puiflZ
fance de b, & bla racine 10°.de £, De méme quebeft la racine 11°, de 4", la
racine 12¢, de £°, & ainfi des. autres,

Lorfqu’une grandeur fera exprimée par plufieurs parties ou caraéteres,
nous dirons que la premiere partie ou le premier caractere , eft celui qui eft
écrit plus a gauche , & le dernier celui qui eft plus 4 droite,

Parexemple dans 4~ b—+¢, le premier cara@tere eft 4, le fecond eft 4, &
le troifiéme ¢. De méme dans 542, le premier caraltere eft 5 écrit au troi-

fiéme & dernier rang ,le fecond caralere eft 4, &le troifiéme eft 2 écrian:

premier rang..
E

1V.
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VIII..

IX..

XI..
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6 ELEMENS
DE LA FORMATION

DES PurssanNces.

PreMmier THEOREME.

Le quarré de toute grandeur exprimée par deux parties ou caraleres
enferme le quarré du premier caractere , plus deux produits du premier pac
lefecond, plus le quarré du {econd.

Démonftration. Le quarté dea—b et aa—2ab—i b, car a—b par a— b

. i
: uarré enfer d
donne’ un tel produic. Or ce quarré enferme as oot o
quarté du premier caractere 4, plus 245 deux ey
produits du premier caractere 4 par lefecond &, Ry LB
plus enfin bb quarré du {fecond caratere &. ab —bb
aa —ab

Dorc &c. s Ao
Quarté aa—+2ab bl

SecoNp THEOREME.
Le cube de toute grandeur exprimée par deux caracteres enferme le cube
du premier , plus trois folides du quarré du premier par le fecond , plus trois
autres folides du premier par le quarré du fecond , plus enfin le cube du

fecond.
Démonftration. Le cube de a—+b elt &+ 34ab— 3abb— b, qui enferme

# cube de a, plus 3a2ab trois folides Quarté aaz—+2ab—+bb

du quatré aa par b, plus 3abb trois autres .
folides de a par le quarré bb, plus enfin par a—+6
aab—y 2abb— b

b’ cube de b. Tour cela eft évident par

¥ 3
la formation méme du cube, A~ 2azb— abb

Cube & 3aab—+ 5«5&—}-5-

Trotsie'ME THEOREME.

Onverra pareillement que le_quarré du quarré d’une telle grandeur enfer-
me le quarré du quarré du premier caraere , plus quatre furfolides du cube
de ce premier caractere par le {econd , plus fix autres furfolides du quarré du
premier par le quarré du fecond , plusencore quatre furfolidesdu premier par
le cube du fecond , plus enfinle quarré du quarcé du fecond.

Dém. Lequarrédu quarré dea—belt '+ 4a'b—t 6aabb—+ gaabi = b%, qui
enferme #* le quarré du quarré de a, plus

2'b quarre furfolides du cube & par 6, Cube # A
41115 6{-13‘1!:5: {ix autres furfolides du quarré e sl b
p . . par a— b
aa par le quarté bb, plus encore 42b° Dbt 3aabb— 1Al bt
quatre {urfolides de 4 par lecube b, plus i e ;‘MM: 3:'5:"54

enfin b* quarré du quarré de b. ; ‘ + 4
Quarré du quatré at— 4a'b—+ Gaabb— 4abi—y b

[y
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Le produit de cette quatrieme puiffance par @—+4 donne la cinquiéme XV.

puillance &'~ ja*b—+ 104'bb—+ 102ab'~+ 5ab'—+ b'.
Laquelle eftant de nouveau muldipliée par 2— 4 donne la fixiéme
a°— 6ab—+ 158" bb— 1o’ — 1520l 6ab'— b°.
Cette fixiéme par a—+b donne la feptiéme qui eft
A~ 72%b— 21450 b—+ 35040~ 3586+ 210ab5 ¢ 7ab° b7,
Et ainfi des autres qui fuivent a P'infini,

Ia Table que nous donnons pour la compofition des puiffances , eft une X VT,
defcription de ces puiflances qu'on vient de former , & qu'on a continuées Voyex la pre<
jufques a ladixiéme, Chaque rang de cette Table , qui va de gauchea droite, sl Plunche
marque une puiflance de #—+4 & a—6marque toute grandeur exfrimée par o
deux parties ou caracteres feparez.- Il importe beaucoup pour la fuite de :
{eavoir diftinétement comment ces puiffances fe forment, & il eft facile de
le fcavoir , fi on s’exerce a les former foi-méme,

PreEmMiErRE DEMANDE

On demande que l'on puiffe trouver le quarré de toute grandeur literale X VIT,.
exprimée par plufieurs parties.-

Le ll:roduit: de cette grandeur par elle-méme donnera ce quarré, Mais on
peur beaucoup abreger {on operation en cette forte.

On écrit le quarré de la premiere partie.

Plus deux produits de la premiere par la feconde, plus le quarré de la:
feconde, :

Plus deux produits des deux premieres par la troifiéme , plus le quarré de
la troifiéme.

Plus deux produits des trois premicres par la quatriéme , plus le quarré de
Ia quarriéme.

Plus deux produits des quatre premieres par la cinquiéme, plus le quarré
de la cinquiéme. Erainfi de {uite a I'infini.

Par exemple pour quarrer 4—b—-¢, j'écris aa quarré de la premiere
_ partie. Plus 24b deux plans de « parla feconde partie 4, plus b6 quarré de b.-

Plus 24c—+26¢ deux plans des deux premieres parties a—4 par la troifiéme ¢,

plus enfin cc quarré de ¢, & tout le : Rivite oeil s

plan ga—t+2ab—+bb—+ 2ac—+2be—tcc,
eft le quarré de a—+4-+c.

Pareillement, pour quarrer bb—+2bc—+ 6bd— 4cc, j'écris b* quarré de 6.

Plus 4b°c deux produits de bb par 26¢, plus gbbece quarré de 26c. Plus
126'd—+24bbed deux produits des deux premieres parties bb—-2bc par la-
troifiéme 6bd, plus 36bbdd quarré de ng. Plus 8bbce—+16bc'— 48becd
deux produits dés trois premieres parties 45—+ 1be—+6bd par la quatriéme
4¢c. Plus 16¢* quarré de 4ec, & toute la fomme de ces produits qui eft
bt 4b'c—+1abbec—+120d—+ 1 4bbed — 36bbd A~ 16hc' —+ 48bccd—+16¢*,

eft le quarré de bb—2bc—+ 6bd—+ 4cc. 1l en eftainfi des autres,

Racine bb — 2hc 657+ scc

Quarré bt gbic— 4bboe—12b'— 1453*%—1» 3611 dd—8bboc— 16603 48bccd—160%
Oﬂ*—{-‘p‘; et 260604120 24bb¢d 1 3650dd ¥ —1166¢" —480¢cd—+16¢"
i K 1 ij

Quarré aa— 2wb—+bb—220—2bc—oc
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CoroLLAIRE.

xvim, Heft évident par cette formation , que tout quarté renferme le quarré de
telle des parties de fa racine qu’on vondra, plus deux produits de cette partie
jpar toutes les aucres , plus le quarré de toutes ces autres.

Ainfi aa—+ 2ab—+bb—+2ac—+2bc—+ cc renferme le quarré 44 de la premiers
partie de {a racine qui eft 4, plus 226 214¢ deux plans de « par toutes les
autres parties de la racine qui font bt ¢, plus enfin bb~ 26¢-+cc quarté de
ces autres parties b— ¢.

Ou bien aufli ce quarté renferme b6 quarté de &, plus 2ab—+2bc deux
plans de b par a— ¢, plus ae—+ 220~ cc quarré de a—+c.

Ou bien encore le méme quarré renferme ¢c quarré de ¢, plus 2ac—+26¢
deux plans de ¢ par a—-b, plus aa-+22b—+bb quarré de a—+b. Cleft a
dite que aa—+rab—+bb—+ 2ac—t 2ho— co—=bb— 2ab—t 2bc—+ aa—2ac—+ cc
==cc—+ 240+ 2bo—+ aa—+2ab-+bb. 1l en eft ainfi de tout autre quarré.

. SeEcoNpE DEMANDE
XIX. On demande que I’on puifle trouver le cube de toute grandeur literale
exprimée par plufieurs parties.

Le produit de cette grandeur spar fon quarré dennera ce cube. Mais on
peut beaucoup abreger fon operation en cette forte,

On écrit le cube de la premiere partie.

Plus trois produits du quarré de la premiere par lafeconde, plus trois autrés
produits de la premiere par le quarré de la feconde , plus le cube de la
feconde.

Plus trois produits du quarré des deux premieres par la troiliéme , plus
trois autres produits des deux premieres parle quarré de la troifiéme, plus le
cube de la troifiéme. '

Plus trois produits du qaarré des trois premieres par la quatriéme, plus
trois autres produits des trois premieres parle quarré de la quarriéme, plus le
cube dela quarriéme. Etainfi de fuite a Pinfini.

Par exemple pour cuber a— 4+ ¢, j'écris & cube de la premiere partie 4.
Plus 324b trois (clidesde aa (quarré dea) parla feconde partie &, plus 3264
trois autres folides de 4 par le quarté bb, plus & cube de 4. Plus
3aac—+ Gabe—+3hbe wrois folides de ae—+ 2ab—+bb ( quarté de 4—+5) par la
troifiéme partie ¢, plus 3acc~+ 3b¢c trois autres folides de a— & par le quarré
cc, plus enfin ¢ cubede ¢. _

Racine gl ¢

Cube &'+ 3aabmi 3abb— b'~+ 3840 =+ 6abe—+ 3bbc— 3acc ~13b00 163

Pareillement, pour cuber b —t2be— 65d—+4cc, jécris 4% cube de b4,
Plus 64%¢ trois produits de b* ( quarréde bb) par 2b¢, plus12b4ce trois aurtres
roduits de bb par gbbee quarré de 25¢, plus 86°¢ cube de 26e. Plys
186°d 725 cd —+72b'ced trois produits de bt—+ gbic— 4bboc ( quarré de
bb—2bhc ) par la troifiéme partie 664, plus 1085*dd— 2165°cdd trois ancres
produits de bb —.be par 36bbdd quarré de 654, plus 2166'd’ cube de 644,
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Plus 12btcc—+486'c— 48bbect — 1446 ccd —+ 288bbc*d . 432bbecdd  trois
produits de 61— 44 —~tybboc —+2b'd—24bbed —36bbdd ( quarré des trois
premieres parties bb —2be—66d ) par 4cc. plus 480be'—96be"—+288betd
trois autres produits de bb —+2bc—+6bd par 16¢c* quarré de 4cc, plus enfin
64c° cube de 4ec, & toute la fomme b°— 6% —+24b%cc— s6bc'—-186°d
—+ 72b%cd— 2166 ccd— 108h*dd— 216b'cdd—+ 216bd° —+ 9 6bbe* 2 88bbc'd
~t g32bbecdd— 96be'~+ 288bctd—+ 6 4.0°.
: Racine bb—2bc— 6bd—4cc
Cube 6% 6bc—+12b'co—+ 8b3c' 4186 d—+ 726 cd—+ 7263 ccd—+ 1086444

—+ 2160 cdd—2160°d —+ 126 co—+ 48b°c'—+ 4 8bbet— 144V écd

—+2880bc*d—+ 4320becdd— 48bbet —+ 96be'—+288bctd—+ 6 4¢°.

CoroLLAIRE,

1l eft évident par cette formation que tout cube renferme le cube de telle
des parties de {a racine qu’on youdra , plus trois produits du quarré de certe
partie par toutes les autres , plus trois autres produits de cette partie par le
«quarré de routes les aucres , plus le cube de toutes ces autres.

Ainfi le cube £~ 30ab— 3abb— b~ 30ac—+ 6abe—+ 3bbe—+ 3acc—+ shec—+ ¢
renferme 4 cube de 4, plus saab—3aac trois folides du quarré aa par toutes
les autres parties de la racine qui font b—¢, plus 32bb—t 6abe—+3acc trois
aurres {olides de# par bb—+ 2bc~+ cc quarré de b—c, plus b 3bbe— 3bcc— 8
cube de by

Ou bien aufli ce cube renferme &% cube deb, plus 3abb —+3bbc trois folides
de bb ( quarté de b ) par a—+c, plus 3aab— 6abe—+ 3hee trois autres folides
de & par aa—r2ac—+cc quarré de a—c, plus 4'— 3aac—3acc—¢* cube de
a-+¢, Celt 4 dire que ce cube eft le méme que la fomme totale
bt 3abb— \bbot 3aab—r 6abo+ 3hec— 4 Jaac—+ 3acc— ¢

Ou bien encore le myéme cuberenferme ¢? cube de ¢, plus 3acc~+ 3bcc trois
folides de cc par a—+b, plus saac— 6abc—+3bbc trois autres folides de ¢ par
ag— mf-'-—i-éf quarré de a—+b, plus enfin @'~ 32ab— 34bb—+ & cube a—+b.
Ceft a dire que ce cube eft le méme que la fomme totale
=+ 3ac0—+ 3bec—t 3aac—+ 6abe—t 3bbo— a'—+ 3aab—+ 3abb 6. 11 en eft ainfi
detout autre cube.

CororrairE GENERAL,

On vient de voir aux demandes qui precedent, en élevant une grandeur
literale exprimée par plufieurs parties ou caraeres a la feconde ou troifi¢me
puiffance , que la méme operation qui fe fait parle moyen de la premiere 8¢
de la feconde partie de cette grandeur , fe reitere par le moyen des deux pre-
mieres & de la troifiéme , & enfuite par le moyen des trois premieres & de la
quatriéme , & encore enfuite par le moyen des quatre premieres & de la
cinquiéme , &c.

La méme chofe fe fait anfli pour les autres puilfances plus élevées que la
troifiéme, & on peut reconnoitreaurang de chaque puiffance dela Troifiéme
~ Table, cequ'on dojt écrire pour élever toute grandeut literale qui a plufieurs
1 iij
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parties 4 la puiffance égalea celle de ce rang. Car fion prend fucceflivement
apour la premiere partie de cette grandeur , & & pour la feconde , & enfuite-
a pour les deux premieres & b pour la troifiéme, & encore enfuite 2 pour
les trois premicres & & pour la quatriéine, & ainfi a Pinfini : La premiere’
cellle du rang qu'on aura pris marquera fingulierement ce quon doit écrine
pour la premiere partie. Et toutes les cellules de ce rang qui fnivent la pre--
miere , marqueront fucceflivement ce qu’on doir encore écrire par le moyen
de la premiere & (econde partie , & enfuite par le moyen des deux prenieres
& de latroifiéme, & encore enfuite par le moyen des trois premieres & de la
quatriéme, des quatre premieres & de la cinquiéme, des cinq premieres &
dela fixiéme, Etainfi de fuite 2 linfini.

Par exemple au rang de la feconde puiffance qui eft 42 —2ab—bb, la
premiere cellule 22 marque fingulierement que pour élever toute grandeur
afon quarré , on doit premierement écrire le quarré de fa premiere partie..
Ec les deux cellules 246— b6 marqueront fucceflivement qu’on doit écrire
deux produits de la premiere parla c}?:cc.-ndﬁ: , plus le quarré de la feconde. Et-
enfuite deux produits des deux premieres par la troifiéme, plus le quarré de-
Ia troifiéme. Et encore enfuite deux produits des trois premieres par la qua-
triéme , plusle quarré de la quarriéme. Erainfi al'infini, comme on l'adéja
vilaux exemples dela premiere demande.

De méme au rang de la troifiéme puiffance 433446 —34hb—-5%, la pre-
miere cellule # marque fingulierement qu'en écrivant le cube d’une grandeur-
exprimée par plufieurs parties , on doit premierement écrire le cube de la pre-
miere partie, Etles trois cellules 3aab—-34b6— b, qu'on doit {ucceflivement-
ecriretrois produits du quarré de la premicre par la feconde, plus trois autres
produits dela premiere parle quarré de la feconde , plus le cube de la feconde. .
Et enfilite trois produitsdu quarré des deux premieres par la troifiéme , plus
trois autres produits des deux premieres par le quarréde la troifiéme,, plus le
cube de la troifiéme, Et encore enfuite trois produits du quarré des trois

premieres par la quatriéme , rlus trois autres produits des trois premieres par
fi’: quarré de Ja quatriéme, plus le cube de la quatriéme, Etainfi & I'infini;
comme on I'a déjavii aux exemples dela feconde demande,

Pareillement au rang de la cinquiéme puiffance , laquelle eft
&'~ a'b—+10a*hb 1044k 5ab* — b, 1a premiere cellule 4° marque fingu-
lierement qu’en écrivant la ¢° puiffance d’une grandeur exprimée par plufieurs
parties , on doit premierement écrire la cinquiéme puiffance de la premiere -
partie. Et les cinq antres cellules g2*b —+1082bb—+ 1024bP— sab" b7, qu'on
doit fucceflivement écrire cinq produits du quarré de quarré de la premiere

artie par la feconde, plus dix produits du cube de la premiere par le quarré
de la feconde , plus dix autres produits du quarré de la premiere par le cube
de la feconde , plus cinq produits de la premiere par le quarré du quarré de
Ia feconde, plus la cinquiéme puiffance de la feconde.

Erenfuite , cinq produits du quarré de quarré des deux premieres par la
troifiéme , plus dix produits du cube des deux premieres par leiquarré de la
woifiéme , plus dix autres produits du quarré des deux premieres par le cube
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delatroifiéme, plus cinq produits des deux premieres par le quarré du quarré
de la troifiéme , plus la cinquiéme puiffance de la troifiéme. Et ainfi &
Vinfaio, o =

C’eft ]a méme chofe des autres puiffances , en fe fervant des rangs de la
Froifiéme Table quiont méme degré que ces puiffances.

Nous dirons dans la fuite qu'un nombre eft dans unrang & dans ceux qui
fuivent , c’eft a dire dans ceux cllui font avancez vers la gauche , lor{que ce
nombre cft non feulement dans les uns & dans les autres de ces rangs , mais
aufli lor{qu'il eft tout entier dans le premier, ou dans le premier & (econd de
«ces rangs. Je dirai par exemple dans 148 que 8,0u 38, ou 48, ou 108, 0u 126,
&c. font au premier rang & dans ceux qui fuivent. Et cela afin de marquer
{feulement le rang ol quelque nombre commence 4 (& rencontrer fans faire
attention aux carackeres qui font aux rangs fuivans , ni fe mettre en peinede
fcavoir s'il yena , ou s'iln’yena pas plufieurs,

Et fi onfuppofe quetous les caracteres d’'un nombre foient tranchez par de
petites lignes de deux en deux , ou de trois en trois , ou de quatre en quatre,
&c. en commengant de droite a gauche, nous appellerons A ou premiere
tranche, cclle qui eft plus a gauche, B ou feconde tranche celle qui fuit la
premiete , C ou troifiéme celle qui (it la feconde , D ou guatriéme celle qui
fuic la troifiéme. Ert ainfi de fuirte,

A|B[C 4| B[ C 4|8 c
29[4849 160[10; joo7 8693592801

Tro1s18'ME DEMANDE,
'On demande que P'on puifle trouver le quarré de rout nombre donné,

Le produit de ce nombre par lui-méme oD
donnera ce quarré. C’eft ainfi que le f7% 543
produit de 43 par lui-méme donne le Per 543
quarré 294849, dont la racine eft 543. 1629
2172 .
1715 . »

——,
RQuarré 294849
COROLLAIRE,

En tout nombre quarré tranché de deux en deux caraéteres & de droite &
gauche. 1°. Lequarré du premier caraltere eft dans latranche 4.

2°. Deux plans de ce premier caractere par le fecond font au fecond rang
de B & dans ceux qui [uivent, & le quarré du fecond caractere eft au pre-
mier rang de B & dans cenx qui {uivent,

3°. Deux plans des deux premiers caracteres par le troifiéme font au fecond
rang de € & dans ceux qui {uivent , & le quarré du troifiéme cara@ere eft
au premier rang de C & dans ceux qui [nivent.

4 . Deux plans des trois premiers caraéteres par le quatriéme font an
fecond. rang de D & dans ceux qui fuivent, & le quarré du quatriéme ca-
radtere eft au premier rang de D & dansceux qui fuivent, Etainfi des autres
tranches E, F, &c. al'infini. e

Voyeg 1a pre
mierePlanche
Table troi-
[fiéme. 3

XXII,

XXIII,

XXIV.,

XXV.
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Soit par exemple le quarré 294849 tranché comme onvient de dire, En
quarrant 43 racine de ce quarré , on multiplie 3 par 3, ce qui fait 9. Plus 54

b3

dixaines par 3, & 3 par 54 dixaines, ce qui fait .
324 dixai-}:zes . plusi dz's:;tines par 4 dicnlcaines,_ ' hacine 553
ce qui fait 16 centaines , plus § centaines par ﬁ’.’_i"';_
4 dixaines , & 4 dixaines Earj centaines , ce- ‘
qui fait 40 mille, plus enfin § centaines par 324 .
§ centaines , ce qui fait 2§ dixaines demille,. 16 . -~
i 40. ..
) ke B
Quarré 29 48 E
4|B|C

Tous ces plans difpofez par ordre , & reduits en une fomme rendentle-
quarré propofé 294849. Et dans cette fomme ou ce quarré, 1°, 24 quarré:
du premier caractere 5 eft dans la tranche 4. 2°. 40 deux plans de §par le
fecond caraétere 4 font au fecond rang de B & dans ceux qui fuivent , & 16

- quarré de 4 eft au premier rang de B & dans ceux qui fuivent, 3°. 324 deux

plans des deux premiers caracteres 54 par le troifiéme qui eft 3 font au fecond
rang de C & dans ceux qui fuivent, & g quarré de 3 eft au premier rang

de C.
Pareillement au quarré 97415624 tranché comme dans Pexemple qui pre~

cede, & dont la racine eft 9875. 1°. 81 quarré de g eft dans A. 2°. 144
deux plans de g par 8 font au {econd rangde 3 Racine 9875

& dans ceux qui fuivent , & 64 quarré de § g
eft au premier rang de B & dans ceux qui b
fuivent. 3°. 1372 deux plans de 98 par 7 fonc A
au fecond rang de C & dans ceux qui-fuivent,, 9 870.
& 49 quarréde yeft au premier rang de C & (49 s
dans ceux qui fuivent. 4°. 9870 deux plans F372...
de 987 par ¢ font au fecond rang de D & dans ’64_' Sy
ceux qui fuivent, & 25 quarré de geft au pre- e R A
mier rang de D & dans ceux qui fuivent.. ; L3 S
C’eft ]améme chofe de tout nombre quarré, Quarré 97 }_f e, e
A, B.C|\D

Quarrieme DEmMANDE,
On demande que I’on puifle trouver le cube de tout nombre donné, La

roduit de ce nombre par fon quarré donnera Ruci
: = Sy s acipe 43
ce cube., C’eft ainfi que le produit de 543 par R s
294849 quarré de 543, donne le cube Quarré 294849
160103007, dont la racine cubique eft 543, 884 547
I 179 3 96 w-

._34'1'4.2.4 §ea
Cube 160 103007

COROLLAIRE,
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COROLLAIRE.

En tout nomljre cube tranché de troisen trois caraéteres, 1°. Le cube du
remier caractere eft dans la tranche 4.
2°. Trois folides du quarré de ce premier caraétere par le fecond font au
troifiéme rang de B & dans ceux qui fuivent, plus trois autres folides du
premier caractere par le quarré du {econd font au fecond rang de B & dans
ceux qui fuivent , & le cubedu fecond caraétere cft au premier rang de B &
dans ceux qui {uivent,
3°. Trois folides des deux premiers caracteres par le troifiéme font au
troifiéme rang de C & dans ceux qui fuivent, plus trois autres {olides des
deux premiers caracteres par le quarré du troifiéme font au fecond rang de
C & dans ceux qui fuivent , & le cube du troifiéme caractere eft au premier
rang de € & dansceux qui {uivent.
4°. Trois [olides du quarré des trois premiers caracteres par le quatriéme
font au troifiéme rang de D & dans ceux qui [uivent , plus trois autres
folides des trois premiers caracteres parle quarré du quatriéme fontau {econd
rang de D & dans ceux qui [uivent , & le cube du quatriéme caractere eft au
Frcmier rang de D & dans ceux qui fuivent. Et ainfi des autres tranches &
‘infini, '
Soit par exemple le cube 160103007 tranché comme on vient de dire, En
cubant 43 racine de ce cube , on multiplie ¢

( quarréde 3) par 3, ce qui fait 27, Plus 324 Racine 543

dixaines (deux plans de §4 dixaines par 3 ) par 3, pPar 543
ce qui fait 1458 dixaines , plus 25 dixaines de.

mille, plus 40 mille, plus 16 centaines , c'eft 324 .
a dire plus 2916 centaines ( quarré de g4. 16
dixaines ) par 3,& 74 dixaines par 324 dixaines. 4040~
(deux plans de 54 dixaines par 3 ) ce qui faic 2 vy

26144 centaines. Plus 16 ceptaines par 4

S S Z iarré 19 S
dixaines, ce qui fait 64 mille, plus 16 cen- R 94949

taines pat § centaines , & 40 mille par 4. 2 et i
dixaines , ce qui fait 240 dixaines de mille, 2y
plus 24 dixaines de mille par 4 dixaines , & 40- s 5 8.
mille par g centaines, ce qui fait 300 centaines 2624 4.
de mille, plus enfin 25 dixaines de mille par 5. [ 64 vun
centaines , ce qui fait 125 millions.. ;; g-O of oos

I ST

I2%] e s :.-
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Voyeg la for-
mation  du
quarré de 543
an Corollacre
Pruedeﬂ f.



' plus 240 trois autres folides de 5 par 16 quarré

Vayez la for-
mation  da
guariede 9875
aw Corollaire
precedent,
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Tous ces prod?lts difpofez par ordre, & réduits en une fomme , rendent
le cube méme qu'on propofe , & dans cette fommeou dansce cube. 1°. 12§
cube du premier caractere g eft dans la tranche 4, ,°. 300 trois folides de a¢
(q_t_larré du premier caralteres) par I_.e {econd caradtere qui eft 4, font au
troifiéme rang de B & dans ceux qui fuivent, ' 5
Quarre 294849

“de 4 font au {econd rang de B & dans ceux P 545
_qui fhivent , & 64 cube de 4 eft au premier : 27
rang de B & dans ceux qui fuivent, 3°, 26244 1458,
trois folides de 2916 (quarré des deux premiers U keleigly .
_caracteres 54 ) par le troifieme qui eft 3, font [ 64/ ..
au troifiéme rang de € & dans ceux qui fui- alige 4.
_vent, plus 1458 trois autres folides de ¢4 par 30)0 &,
9 quarré I@e 3 font au fecondbragg deg & dans SR
cenx qui {uivent , & 27 cube de 3 eft an pre- ) =)
_mier crlang de C & dans ceux qui fuivent.P ' Cabe lf; I§5I| 087

Parcillement au cube 962966796875 dont la racine eft 9875. 1°. 729
cube de g eft dans A. ' ;

2°. 1944 trois folides de 81 (quarré deg) Racine 9875
par 8, font au troifiéme rang de B & dans par 9875
ceux qui fuivent , plus 17:8 trois autres fo- i
lides de g par 64 ( quarréde §) font au fecond g ]
rang de B & dans ceux qui f{uivent , & g1z 9070 .
“cube de 8 eflt au premier rang de B & dans £ 4;9 e
_ceux qui fuivent. . ; 6)7 i

3°. 201684 trois folides de 9604 ( quarré : fivea
_de 8 ) par 7, font au troifiéme rang de € & ' 84'14" Aty
dans ceux qui fuivent, plus 14406 trois autres e AN
folides de 98 par 49 quarré de 7, font au fe- Luareé 97515625
cond rang de C &dans ceux qui fuivent, & par 987¢
343 cube de 7 eft aupremier rang de C & dans ‘_'_“T‘z—;
“ceux qui fuivent. ; ; 5 olzs

4°. 14612535 trois [olides de 974169 (quarré T .
de 984 ) par s, font au troifiéme rang de D ' 3 4;5 i
"& dans ceux qui fuivent, plus 7402 trois it o
autres folides de 987 par 25 quarré de g, font 20168 4 (e
au fecond rang de D & dans ceux qui fuivent, T gral. o
& 125 cube de g eft au premier rang de D & 1728 i '}- s
_dans ceux qui I{ﬁvent. Ceft ]a méme chofe il
de tout nombre cube. : LigaghalieinE

Cube 961‘!966 79537_;
'4} BiCc|D
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COROLLAIRE GENERATL.

Comme on reconnoit en chaque rang de la Troifiéme Table ce qu’'ori doit XXVIIIL.
éerire pour élever toute grandeur literalea une puiflance égale A celle de ce
rangy, on reconnoit aufli dans chaque rang de laméme Table ce qu'on difpofe
en chaque tranche qui fuit A, en élevant route grandeur numerique 4 une
puiffance égale a celle de ce rang. Car fiI'on prend fucceflivement 4 pout le
ptemier caraéere du nombre qu'on propofe, & & pour le fecond caraétere;
& enfuite 2 pour les deux premiers , & & pour letroifiéme ; & encore enfuite
a pour les trois premiers, & & pour le quatriéme, &c.- La premiere cellule
du rang qu’on aura pris marquera ce qui eft dans la tranche 4. Et toutes les
cellules de ce rang qui fuivent 4 marqueront {ucceflivement ce qui eft dans
tous les rangs de B & dans ceux qui fuivent , & enfuite , ce qui eft dans tous
les rangs de C & dans ceux qui {uivent , & encore enfuite, ce qui eft dans "
tous les rangs de D & dans ceux qui fuivent, Et ainfi des autres tranches
E, E>G, &c.

Cleft ainfi qu'au rang de la {econde puiffance aa—+ 24655, la premiere
cellule 24 marque qu'en quarrant tout nombre entier , on difpofe premiere-
mient le quarré du premier caractere de ce nombre dans la tranche 4. Ec les
deux cellules 246—+bb qui fuivent la premiere 44, marquent aufli qu'on
difpofe fucceflivement deux plans du premier caractere par le fecond au fecond

_rang de B & dans ceux qui fuivent , plus le quarré dg fecond caraétere au
ptemier rang de B & dans ceux qui fuivent. Et enfuite, qu'on difpofe deux
plans des deux premiers caraéteres par le troifiéme au fecond rang de € &
dans ceux qui {uivent, plus le quarré du troifiéme au (Premier rang de C &
dans ceux qui fuivent. Et encore enfuite , qu’on difpofe deux plans des trois
premiers caracteres par le quatriéme au fecond rang de D & dans ceux qui
fuivent , plus le quarré di quatriéme caractere au premier rang de D & dans.
ceux qui fuivent, Etainfi des autres , comme on a déja vii aux exemples da
Corollaire de la troifiéme demande, -
 Deméme au rang de la woifiéme puiffance &'+ 3aab—+3abb— b, 1a pre- -
miere cellule & marque qu'en cubant tour nombre entier , on difpofe le cabe
de fon premier caractere dans la tranche A, - Et les rrois cellules
3aab—+jabb—+ b qui fuivent la premiere 4, marquent aufli qu'on difpofe
fucceflivement & par ordre trois {olides du quarré du premier caractere par -
le fecond an troifiéme rang de B & dans ceux qui fuivent, plus trois autres
folides du premier par le quarré dufecond au fecond rang de B & dans ceux
qui fuivent, plus le cube du fecond caradere au premier rane de B & dans
ceux qui fuivent. Et enfuite,, qu’on difpofe par ordre trois folides du quarré
des deux premiers caracteres par le troifiéme au troifiéme rang de € & dans
ceux qui fuivent, plus trois autres {olides des deux premiers caracteres par le
quarré du troifiéme au fecond rang d¢ € & dans ceux qui fuivent, plus le
cube du troifiéme caractere au premier rang de € & dans ceux qui fuivent,
Et encore enfuite , qu’on difpofe trois folides du quarré des trois premiers
caradteres par le quatriéme , au troifiéme rang de D & dans ceux qui fuivent,

K ij
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plus trois autres folides des trois premiers caralteres par le quarré du qua-
tri¢me , au fecond rang de D & dans ceux qui fuivent , plus le cube du qua-
trigme caractere au premier rang de D & dans cenx qui {uivent. Etainfi des
autres , comme on a déja vii aux exemples du Corollairede la quatriéme
Demande. ‘

Pareillentent au rang de la cinquiéme puiffance qui eft comme on fcait,
& =5a'b —+1028bb— 10aab’ —5ab* &', la premiere cellule 4* marque quen
élevant tout nombre entiera la cinquiéme puiffance , on difpofe la cinquiéme
puiffance du premier caraétere de ce nombre dans la tranche 4. Ert les cin;l
autres cellules ga'b—+104bb 10446~ 5ab*— ¥, marquent aufli quon dil~
pofe par ordre cinq produitsdu quarré de quarré du premier caractere par le
fecond , au cinquiéme rang de B & dans ceux qui fuivent, plus dix produits
du cube du premier caractere parle quarré du fecond ,au quatriéme rang de B
& dans ceux qui [uivent, plus dix autres produits du quarré du premier ca-
ractere par le cube du fecond, au troifiéme rang de B & dans ceux quifuivent,
plus cing produits du premier caractere par la quatriéme puiflance du fecond,
au fecond rang de B& dans ceux qui {uivent, pius la cinquiéme puiffance
du fecond caractere au premier rang de B & dans ceux qui fuivent.

Et enfuite , que I'on difpofe par ordre cinq produits de la quatriéme
puiffance des deux premiers caracteres par le troifiéme , au cinquiéme rang
de € & dans ceux qui fuivent, plus dix produits du cube des deux premiers
caracteres par le quarré du troifiéme , au quatriéme rang de € & dans ceux
qui faivent, plus dix autres produits du quarré des deux premiers caracteres
par le cube du rroifiéme , au troifiéme rang de € & dans ceux qui fuivent,
plus cinq produits des deux premiers par la quatriéme puiffance du troifiéme,
au fecond rang de € & dans ceux qui {uivent, plus la cinquiéme puiffance du
troifiéme, au premier rang de € & dans ceux qui fuivent.

Tl en eft ainfi des autres rangs de la troifiéme Table , dont les puiffances
font plus élevées , & des nombres élevez a ces puiffances. On poura , fi
I'on veur , s’en former des exemples {oi-méme.

DE LA RESOLUTION
DES PUISSANCES,

Les puiffances eftant formées par une multiplication reiterée de leurs
racines , ces racines (e découvrent par une efpece de divifion quieft ce qulon
appelle Extraétion de racines,ou Refolution des puiffances.

Auparayant que T'on commence la refolution d’une puiffance numerique,
je fuppofe, 1°. qu'on appelle # le premier caraétere de fa racine laquelle on
cherche & découvrir , & & le fecond caratere de la méme racine. 2°. Que
pour ofter I’équivoque & la confufion , on appelle ¢ les deux premiers ca-
raéteres a—.b, & d letroifiéme ; qu'on appelle ¢ lestrois premiers caracteres
a —+b—4,& fle quatriéme ; qu’on appellegles quatre premiers 2 —bh -y d=+f5
& b le cinquiéme ; & ainfi des autres. De forte que

a—t+b—c, a-tb—vd—e¢, a-tb—rd—f=g atb—+d—fh=i, &,
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.Cela nqps fervira beaucoup pour abreger nos raifonnemens , pour les faire
mieux concevoir , & pour rendre nos opcrations claires & fenfibles,

Je {uppofe encore que l'on fafle plufieurs tranches dans la puiffance 4 re-
foudre ,en commengane de droite a gauche , & que chaque tranche que I'on
v fait ait autant de caracteres que l'on congoit de degrez dans certe
puiffance,

Je fuppofe par exemple que pour chercher la racine d'un nombre quarré,
on le tranche de deux en deux caracteres , parceque c’eft une puiflance de
deux degrez : que pour chercher la racine cubique d’un nombre cube, on le
tranche detrois en trois caracteres , parceque ceft une puiffance de trois
degrez. Pareillementque Four chercher la racine cinqui¢me d’un nombre en
cinquiéme puiffance, on le tranche de cinq en cing carackeres ; que pour
chercher la racine (eptiéme d’une feptiéme puiffance, on la tranche de fepren
fept caraéteres. Et ainfi des autres,

Lorfque ces tranches {ont ainfi faites , on peut-déja fcavoir combien la

XXXI.

X XXIIL,

racine qu'on cherche a de carackeres, puilqu'elle ena autant que l’on trouve.

de tranches au nombre propof¢ , comme il eft clair par le Cerollaire general
28. S.

Or pour commencer la refolution d’une puiffance numerique qu'on donne,

on tire premierement 4 de la tranche A, c’eft a dire la racine fimple ou
‘Hneaire du plus grand nombre qui eft enfermé dans 4, & qui a méme degré
que la puiffance a-refoudre.

Cette racine lineaire peut aller julques a 9, & jamaisplus haut queg. Et
ainfi pour refoudreles puiffances élevées des nombres , il faut {cavoir julqu’on
vont les puiffances é¢galement élevées des dix premiers nombres , & quelles
font les racines lineairesde ces puiflances.

La (econde Table de la premiere planche renferme les fecondes , troifiémes,
quatriémes, cinquiémes , fixiémes , & feptiémes puiffances , dont ces dix
premiers nombres font les racines lineaires.

Le Probleme fuivant renferme une methade generale pour refoud:e telle
puiffance numerique qu'on voudra, Mais pour le bien concevoir , & pour le
mettre facilement en pratique ,on doit poffeder pleinement rout ce que nous
avons dit dans ce Livre de la compofition des puiflances; & il faut encore
examiner avec foin la quatriéme Table que 'on donne pour la refolution de
ces puiffances. Cette Table n’eft pointautre que celle de lacompofition des
puiflances, dont chacune des premieres cellules eft dérachée , & chaque autre
divifée par b.

11 faur bien auffi fe fouvenir que 2 & &, dans les cellules de ces Tables &
dans nes raifonnemens , fignifient la méme chofe que le premier & fecond
caradkere de la racine lineaire qu'on cherche , & qu'on fuppofe, comme on
a déja dit S. 30. que c—a—+b, e—a—t+b—+d, g—a-+b—+d=fs
f—a—y bt d—+f1 b, &c.

PROBLEME GENERAL.
“Trouver laracine lineaire de toute puiflance numerique & déterminée.
K iij

XXXIII,

XXXI1V,

Voyex, la prea
miere planche
Table 2.

XXXV.

Voyez la pre-
miere planche
Table 4.

XXXVI.
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1°. On la tranche commeona expliqué 31. S.& ontire 4 de la tranche 4;"
comme on adit 33. S, Enfuite on écrit 2 au demi cercle , & V'on retranche fa’
puiffance de 4. Etl'on éctit B aprés ce qui refte.

2% On prend dans la quatriéme Table le rang de la puiffance donnée , &
Pon éerit fa premiere cellule, c'eft & dire le nombre qu'elle vaut , fous le
dernier rang de B & fous ceux qui fuivent. On cherche I'expofant de ces
rangs a ce nombre écrit fous eux ; cer expofant eft le fecond caradlere de la
racine , & celui que nous appellons & : on écrit donc bau demi cercle, & on -
efface le divifeur écrit fous le dernier rangde B & fous ceux qui {uivent , mais
onl'écrit feparément, & aprés lui, ou au deflous dans un rang plus 4 droite,
on écrit la feconde cellule de la méme puilfance ; & dans un nouveau rang
plus a droite , la troifiéme cellule de certe puiffance. Erainfi de chaqueantre
cellule de la puiffance qu'on a prife dans la feconde Table. On prend la -
fomme de tous ces nombres ainfi difpofez , laquelle on multiplie par 4, & on
ofte le produit de tous les rangs de B & de ceux qui fuivent ,& l'on écrit €
aprés ce qui refte. -

3”. On fait une femblable operation fur tous les rangs de €' & fur ceux qui -
fuivent, parle moyen des deux premiers caracteres a—b qui font appellez ¢,
& qu’on a écrits au demi cercle , & du troifiéme 4 que 'on découvre, Et ™
Fon écrit D aprés ce qui refte. _

4°.. On fait encore une femblable operation fur tous les rangs de D & fur
ceux qui fuivent , par lemoyen des trois premiers caracteres @ —+b—d—e
quon a écrits audemi cercle , & du quatriéme £ que 'on découvre. Ex l'on
écrit E aprés ce qui refte. -

5°. On fait de nouveau une femblable operation fur tous lesrangs de'E & -
fur ceux qui fuivent , par le moyen des quatre premiers caracteres
a—+b d—.f—g & du cinquiéme appellé h. Et ainfi de fuite a F'infini, -
Tous les exemples fuivans éjairciront.ccs regles. -

Piremier Exemple.
Pour tirer la’ racinedu quarré 294849. 1°. Jele tranche de deux en deux -
caracteres en commengant de droite a gauche , & je dis , la racine du plus -
grand quarré renfermé dans 4—19, eft § racine du quarré 25, & j'écris ¢ au
demi cercle pour le premier caractere appellé 4. Jedis enfuite ¢ fois y—21,
29-—2¢——4, il refte donc 4; & j'écris B ou 48—B aprés ce premier
refte 4.
2e je prends dans la quatriéme Tablele rang de la feconde puiffance, Ce~
rang eft 24—b. Jécris done fa premiere cellule 24, c’eft a dire 10 double du -
premier caratere s—z, fous 4 fecond rang de B & fous ceuxqui {uivent, & -
jedis 1 eft 4 fois dans 4 écrit fur 1 ¢ J'écris donc 4 au demi cercle pour le
{econd caraltere appellé b, & jefface 10 écrit fous 4.4, mais je 'écris feparé-
ment, & aprés luidans unrang plus 4 droite, j’écris —+4la feconde cellule de
1a—+b, Ceft Adire 4=—b. Ces deux uombres 10 . & 4 ainfi difpofez font -
104=—=24-+b ; je multiplie cecre fomme 104 par 4—5, le produic eft
416=22b~+bb que je retranche de' 448 les deux rangs de B 8 ceux qui
.
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fuivent. 1l refte 32, & jécris 49=—C aprés ce fecond refte,

3°. Je reitere une femblable operation fur les deux rangs de € & fur ceux
. qui {uivent en cette forte. Jappelle cles deux premiers caraéteres §3—a~1b
ui font écrits audemi cercle, & j'écris 26=—108 double de 54 {ous le fecond
rang de C & fous ceux qui fuivent, & je dis 1 eft 3 fois dans 3, j°écris 3 au
demi cercle pour le troifiéme caractere appellé 4, & jefface 108, mais je
Pécris feparément , & aprés luirdans-un rang plus a droite le troifiéme ca-
ractere trouvé 3=—d, Ces deux nombres 108. & 3 ainfi difpofez font
1085—:c —+4, dont le produit par le troifiéme caraltere trouvé ; elt
3249==1cd —+dd que je retranche de 3249 les deux rangs de € & ceux qui

~fuivent. Il ne refterien , & je connois que 543 eft la racinecherchée,

A[B|C
Quarié  ~+19|48|49 (543 Racine §=4., 4=b, e

_—15

pT— Pour B Pour C
er 2
Atreffe . II;‘ 104—24+b 1083—2c_1d
T ED, SRR S f sl
e 416=—2ab-+bb 32497—2¢d~rdd

2% refte —+3 1‘4..9
rg 8.

—32 49

3 reffe 00 Q0

Second Exemple: |

“Pour tirer la racine du quarré 976156125, 1°. Je Lo Bl bdisine wti he.

. mier exemple,, & jedis la racine du plus grand quarré enfermé dans 97— 4,

eft g racine du quarré 81, & j*écris 9=—g au demi cercle;; je dis enfuite ¢ fois

9=—81, 97—81=16. Tl reftedonc 16 de la tranche A4, & j'écris Bon 1—B
aprés ce. premier refte. ¥ :

A|B[C|D :
LQuarre —+97|51(56[25 (9 9=4,
—8t
et reffe —1-16|51

2°. Je prends dans la quatriéme Table le -rang 24~ & j*écris 24.0u 18
double de g fous 5 fecond rang de B & fous ceux qui fuivent , & je dis 1 cft
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16 fois dans 16,mais je ne puis prendre plus que 9. J'écris donc g au demi
cercle péur le {econd caradere appelléb; & j’efface 18, mais je I'écris feparé-
ment, & apres lui dans un rang plus a droite —+4 ou le ﬂl:cond caractere
trouvé 9. Ces deux nombres 18 . & g ainfi difpofez font 189, dont le pro-
duit par g eft 1701, que je dais retrancher de 1651 les deux rangs de B & ceux
- qui fuivenr, Mais parceque le produit 1701 furpaffe 1651.de qui je dois le
retrancher , je connois que le fecond caradere g écrit au demi cercle eft trop
grand ; je I'efface doncen écrivant § fur lui, & je r'écris feparément 18 double
- du premier caractere g—a, & aprés lui dans un rang plus a droite le fecond
caractere § nouvellement trouvé, Ces deux nombres 18 . & 8 ainfi difpofez
fonr 188, dont le produit par 8=—=b eft 1504—2ab—-bb, & je rctrancie ce
produit de 1651 les deux rangs de B & ceux quifuivent. Il refte 147, & jécris

§6—C aprés ce fecond refte.

3°. J'éctis 2¢ ou 196 double des deux premiers caracteres 98 fous s fecond”
rang de C & fous ceux qui fuivent , & je dis 1 eft 14, fois dans 14 5 mais-en
contant comme )’ai fait pour B, je reconnois que 9 & § font chacun trop-
grands , j’écris donc feulement 7 au demi cercle pour le troifiéme caractere-
appellé d, & j'efface 196, mais jg I'écris feparément , & aprés lui dans un
rang plus & droite le troifiéme caraltere trouvé 7. Ces nombres ainfi difpo-
fez font 1967, dont le produit par 7 eft 13769, que je retranche de 14746, les
denx rangs de C & ceux qui {uivent. 1l refte 987, & j’écris 25=—=D aprés
ce refte, - : :

A _‘]ﬂ’écris z¢ ou 1974 double des trois premiers caralteres trouvez 987,
fous 2 fecond rang de D & fous ceux qui fuivent, & je dis1 eft g fois dans 9,
mais je voi d'abord que geft trop grand, & je trouve en contantque 8,7, &
6 font auffi chacun trop grands , j'¢cris donc feulement y—f au demi cercle,
& j'efface 1974, mais je 'écris feparément, & aprés lui dans un rang plusa
droite le quarriéme caraétere trouvé s, Ces nombres ainfi difpofez font:
19745, dont le produit par s eft 98724, que je retranche de 98725, les deux
rangsde D & ceux quifuivent. Il ne refterien, & je connois que 9875 cft
la racine cherchée.

© A PO B
Quarré —97|51|6]25 (9975 Racine 9—a, 8=b, 7—d,. [ i
—81 Pour B Pour B
i S e 189—2a-+b 188—24—+4
% reﬂe I;'S. par é:ﬁ' par §—b
—T¢ o4.-| ¥ x—rab-+bb- 1504=—2ab—+bb
Sreffe—+1 47|56
reh jé fg & Pour C Pour D
—137 69 1967—2c—+4d 1974 5==26—~f
T riere s WU . s b W
140 4. 1;769—2cd—+dd 98725—2¢f—+ff
=1 8%
" 00cog

: Troifiéme
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Troifiéme Exemple.
Pour tirer la racine du quarré 927324304, 1°. Je le tranche A 'ordinaire,
& je dis la racine du plus grand quarré renfermé dans 9==4, eft 3 racine de
ce méme quarré 9, & j'écris 3 au demi cercle. Je dis enfuite 3 fois 53—,
g—9—o0, & j'efface 9.

2°. Je prends dans la quatriéme Table 24—+4, & j'écris 24 ou 6 double de
3—a lous le fecond rang de B, & je dis ¢ n’eft aucune fois dans 2 fous qui je
Fai placé,, j'écris donc o au demi cercle pour le fecond caractere appellé 4, &
‘parceque 6o par o, ou 6o fois 0==o, je nai rien a retrancher de B ni des
rangs qui fuivent , & ainfi j’efface fimplement 6.

3°. Jécris 2c0u 60 double de 30=¢ fous le fecond rang de C & fous ceux
qui fuivent , & jedis 6 eft 4 fois dans 27, j’écris 4 au demi cercle , & jefface
60, mais jel'écris feparément , & aprés lui dansun rang plus & droite 4 oule
troifiéme caracteretrouvé 4. Ces deux nombres 6o . & 4 ainfi difpofez fone
604.,dontle produit par 4 eft 2416,que je retranche des deux rangs de D & de
eeux qui fuivent. Il refte 316, & j'écris 43—=D aprés ce refte.

4°. Jécris 2¢ ou6o8 double de 304, fous le fecond rang de D & fous ceux
qui fuivent, & je dis 6 eft gfois dans 31, j'écris § au demi cercle, & jefface
608, mais je ’écris {épatément » & aprés lui dans un rang plus a droite le
quatriéme caractere trouvé s=—f. Ces deux nombres 608. & g ainfi difpo-
fez font 6085, dont le produit IPar 5 eft 30425, que je 1'etrancl_{e de 31643,
les deux rangsde D & ceux quifuivent. 1l refte 1218, & j'écris o4—FE aprés
cerefte, ‘ :

§°. J'écris 2g ou 6oyo double de 3045, fousle fecond rang de E & fous ceux
qui fivent, & je dis 6 eft 2 fois dans 12, j’écris 2 au demi cercle, & j'efface
6090, mais je 'écris feparément , & aprés lui dans un rang Plus a droite le
cinquiéme caraltere trouvé :=—=h. Ces deux nombres 6ogo . & 2 ainfi
difpofcz font 6090z, dont le produit par » eft 121804, que je retranche de
121804, les deux rangs de E & ceux qui fhivent. Il ne refte rien, & je
connois que 30452 eft la racine cherchée,

4| B|C|D|E
Quarré —+§|27|32|43]04 (30452 Racine 3==a, o=b, 4=—d, —F 2=,
[ Pour C Pour D
8. 6o4—20-+d 6o85—2¢~+f
g e il A
—+31 614‘; 2416==20d—+dd 30'4._:;:1ef—|~ f_
£8 8.
—304 125 Pour E
=12 18]o% 609o2—2¢~+h
6849. par 2—=h
—121804 121804==2gh-+hh
0000 00 '
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AUTRE MANIERE POUR TIRER LA RACEINE

‘DES NOMBRES QUARREZ,

L A maniere ordinaire de refoudre les nombres quarrez, differeun peu-de
celle que nous venons d’éclaircir par les exemples precedens , cependant elle
eft fondée fur les mémes principes. Voici par exemple comment je ire la
racine du quarré 97515625 {elon cette methode,

-1°. Jeletrancheal’ordinaire, & je dis laracine du plus grand quarré enfer-
mé dans A eft g racinedu quarré 81, &j’écris s
g9 audemicercle. Je dis enfuite 9 fois y=—8s, e 1
97—381=16, j’eftace 97, & j’écris 16 fur 97. F1s51[56]25 (9

' A|B[c|D

2%, Jécris18 ‘double de g fous le fecond rang de B 8¢ fous ceux qui fivent,
& je dis 1 ne peut eftre pris EPI‘-“ de g fois dans 16. Mais fi j’écrivois ¢ au
demi cercle, il faudroir dire g fois =9, 16— 9—7, 9 fois 8=72, 75—72—=;,
9 fois =81, 31—81=—=—1, ce quiofteroit trop ; 'expofant ¢ eft donc trop
and , & j’écris feulement 8 au demi cercle & )

ousle premier rang de B, & je dis § fois 1—8, 1

16—8=8, j'efface 16 & 1, & j’écris 8 fur ¢, 2

8 fois 8~—64, 85—64=—11, jlefface 85 & 8 8 4

écrit fous g, & j'écris 21 fur 8¢, 8 fois §—64, * 1617

1—64 =147, jefface 211 & 8 écrit fous 1, 9] 52} 56(25 (98
x 88

& jécris 147 fur 21,

3°. J'écris 196 double de o8 fous le fecond rang de € & fous ceux qui
fuivent , & je dis 1 eft 14 fois dans 14, mais je reconnois en contant que 9
& 8 font chacun trop grands, j’écris donc feulement 7 au demi cercle & fous
le premier rang de C, & je dis 7 fois 1=—7, 14—7—y7, j'efface 14 &1, &
jécris 7 fur 4, 7 fois 9—63, 77—63—14, j’eﬂ?efc? 778 9, & jéeris 14 fur 77,
7 fois 6=—42, 45— 12==3, j cfface 45 & 6, & j’éeris 3 fur s & o fur $ Pour
conferver la valeur de 1 qui fuit 4, je dis auffi 7 fois y==49, 1036—49=—987,

j'efface 1036, & jécris 987 fur 036.

A X19
2 294 -
84 3448
16 17 L by 37
91|51[56[25( 987 #1(51|56]25 (987
188 67 88 6%

19 19

4°. J'¢cris 1974 double de g87+fous le fecond rang de D & fous ceux qui
Auivent , & Je dis 1 eft g fois dans 9, mais je connois en contant que 9,8, &
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7 font chacun trop grands , j’écris donc feulement 5 au demi cercle & fous le
premier rang de D, & jedis 5 fois 1=y, 9—y=—4, j'efface 9 & 1, & jécris
4 fur o, 5 fois g——45, 48—45=—3, jefface 48 & 9, & jécris 3 fur 8,  fois
7—35,37—35—1, ] ¢fface 37 & 7, & j'écris 2 fur 7, 5 fois 4=—120, 22 20—,
jlefface 2 écric fur 7 & 4 €crit fous 2, & jelaifle 2 o il eft , g fois g—ay,
25—25—o0. Il netefte rien, & je connois que 9875 eft la racine cherchée.

4
X-x9 X 19
298 2Y4 3
8448 8 4482
1617 37 16 1937
915 2[56]25 (9875 91[51(56]25 (9875
1 88 61 45 x 88 67 45
X997 29 §1
k i

AVERTISSEMENT. yr
La pratique de cette methode eft beaucoup plus difficile que celle du
Probleme general ; mais quoiqu’elle me femble plus d'ufage , parcequ'elle
eft plus courte, je me contenterai pourtant de ne 'expofer qu'en paffant &
fans en donner de regles; car j'aime mieux tout rapportera un probleme
feul | dont Poperation eft fans doute plus facile qu'aucune autre, que d’établir

plufieurs problemes differens & particuliers , afin d'expliquer quelques me-

thodes abregées , mais qui ne font ni generales , ni faciles & fuivre comme
celle du probleme que nous venons de donner , & que nous éclaircirons en-
core par d’autres exemples furdes puiffances plus élevées que la feconde.

LQuatriéme Exemple.

Pour tirer la racine cubique du cube 160103007, 1°. Je letranche detrois-

eif trois caracteres en commencant de droite a gauche , & je dis la racine -

cubique du plus grand cube enfermé dans A ou 160 eft 5 racine cubique de
125, & j'écris 5 au demi cercle, je dis enfuite 160—125—35. 1l refte donc 35

de la tranche A, & j'éeris 103=—=B aprés ce premier refte,

4| B|cC
Cube —+160[103|007 (5 §=as

.:Ils
&L refte —+ 55[103

2% Je prens dans la quatriéme Table le rang de la troifiéme puiffance, cz
xang ¢t 342 —+3ah—bb. J'écris fa premicre cellule 344, ceft a dire 75 triple
i
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«de 25 quarré du premier caradtere 5—a fous le troifiéme rang de B & fous
ceux qui fuivent, &jedis yelt 5 fois dans 35, mais je connois d’abord que g
eft trop grand , j’écris donc feulement 4 au demi cercle pour le fecond ca-
sactere E'IPFEHé b, & jefface 75, mais je I'¢cris feparément , & fous lui dans
wm rang plus 2 droite la feconde cellule 345, c’eft a dire 6o trois plans du
premier caraétere j—=a par le fecond qui eft 4==b, & dans un autre rang
plus 2 droire la rroifiémecellule —+ 64, ceft a dire 16 quarréde 4. La fomme
de ces nombres ainfi difpofez eft 8116=344—+ 346 b4, dont le produit par
4—b eft 32464 que je retranche de 35103 les trois rangs de B & ceux qui
fuivent. 1l refte 2639, & j’écris C qui eft ooy aprés cefecond refte.

3°. J'écris 3cc ou 8748 triple de 2916 quarré des deux premiers caraéteres
54 fous le troifiéme rang de € & fous ceux qui fuivent , & je dis 8 eft; fois
dans 26, j'écris 3 au demi cercle , & j'efface 8748, mais jel’écris feparément,
& fous lui dans un rang plus & droite 3cd ou 486 trois plans des deux premiers
caraéteres 54 par le troifiéme qui eft 3, & dans un autre rang plus a droite
dd ou 9 quarré de 3. La fomme de ces trois nombres ainfi difpofez efk
879669, dont le produit par 3 eft 2639007 que je retranche des trois rangs
de C & de ceux qui fuivent. Il ne refte rien , & je connois que y4; cft
racine cherchée. :

A|B|C ' )
Cube —+160[103[007 (543 Racine  §=a, 4=bh, 3=,

—Iag

1 refe —+ 35/103 Pour B Pour C
y. B 41 7§ T34 8748 . .=3¢c ?
—32 464 6o -Zszi 486 —3cd
2t refte —+2 639|007 st P s _ 9—=dd ey
S94 8. . 8 116—3aa—+3ab—+bb 87965935 co—i3cd—+dd
—3639 0by LBV = b L Lt
. “h I TR SRS
b ona0h 3:.4.64_:3“5-—:- 3abb—+ 6 2639007=30cd— 30dd— 4

Cinguiéme Exemple.

Pour tirer la racine cubique de 962966796875, 1°. Je le tranche A T'or.
dinaire , 8 je dis la racine cubique du plus grand cube enfermé dans 4 eft 9
racine cubique de 729, & jécris 9 au demi cercle , je dis enfuite
962—729=233. W refte donc 233, & j'écris 966 aprés ce premier
refte.

2°. Je prends dans la quatriéme Table 344+ 34b—+66 le rane de Ia
troifieme puiffance , &j'€cris 344 ou 143 triple de 81 quarré de 93? fous le
eroifiéme rang de B & fous ceux qui fuivent, & je dis 2 eft au moins g foig
dans 23, j’écris 9 audemi cercle , & jefface 243, mais je I'écris {eparément
& fous lui dans un rang plus a droite j'écris 3246 ou 243 trois autres plans da
premier caratere o parle fecond qui eft aufli 9, & au deffous dans un rang
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cencore plus & droite bb ou 81 quarré de 9. La fomme de ces nombres ainfi
difpofez eft 26811, dont le produit par 9 eft 241299 queje devrois retrancher
.de 233966 les trois rangs de B & ceux qui fuivent. Mais parceque le pro-
duit 241299 furpafle 233966 de qui je dois le retrancher , je reconnois que g
fecond caraéere écrit au demi cercle eft trop grand , j’écris donc fenlemenc
8 au demi cercle pour le caractere appellé b, & je récris feparément 344 ou
243 triple de 81 quarré du premier catactere 9=z, & fous lui dans un rang
plus & droite 346 ou 216 trois plans de g——4 par 8=—b, & dans un rang encore
plus a droite 46 ou 64 quarré de 8. La fomme de ces trois nombres ainfi
difpofez eft 26524, dont le produit par 8 eft 212192 que je retranche de
233966 les trois rangs de B & ceux qui fuivent. Il refte 21774, & j'écris

~796=—Capreés ce refte i -
3°. J'éeris 3oc ou 28812 triple de 9604 quarre de 98, fous 7 troifiéme rang
de C & fous ceux qui fuivent , & je dis 2 eft au moins 9 fois dans 21, mais je
‘connois en ‘operant comme j'ai fait pour B, que 9 & 8 font chacun trop
~grands , j'écris donc feulement7 au demi cercle, & j'efface 28812, mais je
%écn‘s feparément , & fous lui dansun rang plus 4 droite 304 ou 2048 trois
“plans de 98 par7, 8 dans un rang encore plus a droite 44 ou 49 quarré de
7. Lafomme de cesnombres ainfi difpofez eft 2901829, dont le produit par 7
«eft 20312803, que je retranchede 21774796 les trois rangs de C & ceux qui
fuivent. ‘1l refte 1461993, & j écris S75—=D aprés ce troifiéme refte,
4°. J'écris 3ee ou 2922507 triple de 974169 quarré de 987—e, fous le
troifiéme rang de D & fous ceux qui {uivent, & je dis 2 eft 7 fois dans 14,
mais je connois d'abord que 7 cft trop grand , & je trouve aufli en contant
«que 6 cft trop grand , j’écris donc feulement § au demi cercle , & j’efface
2922507, mais je 'écris feparément , & fous lui dans un rang plus a droite
3¢f ou 1480y trois plans de 987 par 5, & dans un rang encore plus a droite ff
ou 25 quarré de 5. La fomme de ces trois nombres ainfi difpofez ef
292398775, dont le produit par 5 eft 1461993875, que je retianche de
1461993875 les trois rangs de D & ceux qui fuivent, 1l ne refte rien, &je
«connois que 9875 eft la racine cubique que je cherche,
A[B|Cc{D 8 ' ‘
Cube ~<+962|966|796(875 (9975 Racine cubigue. 9—a, 8=b, +—d, =f

\ois A Pour B Pour B
1 pefte —1.;5;]966 243,348 243..
24 3.. 243 —=3ab 216.
—312 192 81—=0bb 64— bb
2% refle <21 7741796 2681 1==3aa~ jab—+ b} 26§ 24=—3aa~+ 3ab—+bb
2881 Z.. _ pr =20 iy par $— b
—20312 S_cié 2129 g—3aab— 3abb=s b 1111;;1:5435-—1- 5?“.'.',*.'_5."
3 refle -—HTGI 99 5[375 Pour C Pour D
29z 25879.. 28812..=yec 2922507 . jee
—1461993 875 205 85;;; 14805 =3¢f
©000 000000 49— 25=fF
2901 829—3¢c~+ j0d—+dd 29239877 s——3ee—+ 3ef—+/f
par y—d par §=—

20312805—j¢c¢d ~+3cdd ~vd’ 1461993875—=3¢¢f =+ 3effic 7
L ij
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Sixiéme Exemple.

Pour tirer la racine cubique de 28238879705408. 1°. Je le tranche &
Pordinaire , & je dis la racine cubique du plus grand cube enfermé dans- 4,
eft 3 racine cubique de 27, & j'¢cris 3 au demi cercle. Je dis. enfuite
28—27=1, &j'ccris 238==B aprcs ce premier refte 1,

2°. Je prens 3aa—i 3ab —66 dans la quatriéme Table , & j’écris 344 ou 27 -
triple de g quarré de 3=, fous 2 troifiéme rang de B & fous ceux qui fui-
vent , & je dis 2 n’eft aucune fois dans 1, j’écris donc o au demi cercle | &
jefface 27 1l refte donc B tout entier & 1 écrit devant B, & j'écris §79—=C -
aprés tout ce reftes

3°. Jéctis 3e0 ou 2700 triple de 9oo quarré de 30, fous 8 troifiéme rang -
de C & fous ceux qui (ivent, & jedis 2eft 6 fois dans 12, mais je voi d’abord
que 6 eft trop grand , & jetrouve en.contantque § oft aufli trop grand, j’écris
donc feulement 4 au demi cercle , & j'efface 2700, mais je I'écris feparé-
ment , & fousluidans un rang plus a droite 3¢4 ou 360 trois plans de 30 par -
45 & dans un rang encore plus & droite 44 ou 16 quarré de 4. La fomme de -
ces trois nombresainfi difpofezeft 273616, dont le produit par 4 eft 1094464, -
que je retranche de 1238876; les trois rangs.de € & ceux qui fuivent. 1l refte -
144415, & jéctis yog=D aprés. ce refte. . _

4°. Jécris zee ou 277248 triple de 92416 quarré de 304 fous le troifiéme -
rang de D & fous ceux qui {uivent , & jedis 2 eft 7 fois dans 14, mais je voi
d’abord -que 7 eft trop grand , & je trouve auffi en contant que 6 eft trop
grand , j'écris done fenlement 5 au demi cercle , & j'efface 277248, mais je
Pécris {eparément; & fous lui dans un rang plus a droite’ 3¢f ou 4560 trois -
plans de ;04 par g, & dans un rang encore plus a droite ff ou 25 quarré de 5.
La fomme de ces trois nombres ainfi difpofez eft 27770424, dont le produit
par g eft 13885212¢, que je retranche de 144415705 les trois rangs de D & -

= «ceux qui {uivent, 1l refte 5563580, & jiécris 408—E aprés ce refte.

5%} eeris 3g0 ou 2786075 triple de 9272025 quarté de 3045, fous le
troifiéme rang de E & fous ceux qui fuivent , 8 je dis 2 eft 2 fois dans g,
écris 2 au demi cercle, & j’qﬂ-"ace 2781602, mais je I'éeris feparément , &
fous lui dans un rang plus a droite 3¢b ou 18270 trois plans de 3045 pat 2,
& dans un rang encore plus a droite bb ou 4 quarréde 2, La fomme deces
trois nombres ainfi &ifpofez eft 2781790204, dont le ptoduit par 2 eft
563580408, quejeretranche de 5563580408 les trois rangs' de E & ceux qui
fuivent  1lne refte rien , & je connois que 30442 eft la racine cubique que

je cherche,

‘#tBYCIDIE. A ol
28| 238|879 705 | 408 (30452 Racine cubique. 3=, o=b, 4=—d, —f. 1=h,
‘2T . Pour € Piur D

=1 2700, »==30C 277248 . i =3¢¢

S 16= dd . o
R 094 464 273 61 6—-:°ff—1'*56'd—{‘dd 277704}"5:383—‘*‘5‘:};—*'}73 3
7 g e ar s—d i o=
—kI1 44 41 ‘705 4 P i : E .P 5 .
b 77*5)1" e 1094464==300d—+3edd—+d * 138852 5=3c0f+3eff 4

=233 852128

e e s e

_ ‘F‘
—3 563 §82]403
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...’-{-5 563 580 H..Gg Pour E
298k 6@) 9. 2781 607§+ . —3g¢
—556:580 408 181704 =—3¢h—+hh
~0000600 000 2781790204 ==3¢7—+ 3gh—+ bl

Piﬂ‘ b

Septicme Exemple.

‘Pour tirer la racine 4° du quarré de quarré 86935932801, 1°. Je le tran-
¢he de quatre en quatre caracteres en commengant de droite 4 gauche , &
je dis la racine du plus grand quarré de quarré enfermé dans §69—_4, eft 5
racine 4° de 625, & j’écris 5 au demi cercle. Je dis enfuite 869—625—244.
‘1 I{eﬁ:e donc 244 de la wanche 4, & jécris 3593—B aprés ce premier
refte,

2°, Je-prends dans la quatriéme Table 44' —+6aab—44bb—+b* le rang de
la quatriéme puiffance , & j'écris a premiere cellule 44°, ou 500 quatre cubes
du premier carattere y—a, fous le quatriéme rang de B & fous ceux qui

fuivent, & jedis 5 eft 4 fois dans 2.4, j*écris 4 audemi cercle, pour le fecond
carackere appellé 4, & j'efface o0, mais je I'écris feparément , & fous lui

~Hans un rang plus a droite la feconde cellule 6a4b, ou 6oo fix folides de a4
quarré de —=a par 4—b, & dans un autre rang plus a droite la troifiéme
cellule 4206, ou 320 quatre folides de g par 16 quarré de 4, & dans un ran
encore plus a droite 64 cube de 4. Lafomme de ces nombres ainfi difpofez
eft 6326 4,dont le produit par 4 eft 223046, que je re:ranchf: fle 2443593 les
quatre rangs de B & ceux qui {nivent. Il refte 190437, & j'écris 2801—=C
aprés ce fecond refte. _

37, J'écris 46" ou 629856 cube de 54, fous le quatriéme rang de € & fous
ceux qui fuivent, & je dis 6 eft 3 fois dans Ig,fj’écris 3 au demi cercle , &
jefface 629856, mais je I'écris feparément , & fous lui dans un rang plus 2
droite 6ccd ou 52488 fix folides de 2916 quarréde 54 pars, & dans un autre
rang plus a droite g4edd ou 1944 quatre folides de g4 par g quarré de 3, &
dans un rang encore plus a droite 27 cube de 3. La fomme de ces quatre
nombres ainfi difpofez eft 635124267, dont le produit par 3 eft 1905372801,
que je retranche de 1905372801 les quatre rangs de C & ceux qui fuivent. 1l

-ne refte rien, & je connois que g43 eft la racine cherchée,
Al B |C

—+869|3593|2801 (543 Racine 4°. §=—s 4=, 3—3,
_‘_"__‘Eif Pour B Pour C
'.-+14.4.|5595 T BN 619856 ... 45"

e SE00 uay 600 ..==Gaab 52438 ..=60cd
~—22§ 3053 320.=4abb 1944 .—4cdd
19 og7l2801 64="b 2=

—19 0537 2801 par 4— 205 par 3—

F2989 6. 563264 =—44' Gaab—+ 4abb—+b* 635124267 — 40—+ Gecd—+ 40dd—~+ db

400 0000 0000  22§3056=—4&'b—+ Gaabb—+ 4ab'~ b* 1905372801=4Cd~+ Gecdd— g4cd'— d*
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88 ELEMENS
AUTRE MANIERE POUR RESOUDRE
LES QUATRIEMES PUISSANCES.

O x tire plus communément la racine 4° d'une quatriéme puilfance er
cette forte. On tire premierement la racine quarrée de cetre puiffance , &
enfuite la racine quarrée de la racine découverte , & l'on a ce quon
cherche.

Ainfi pour tirer la racine 4° de 86935932801 de I'exemple qui precede , o
tite premierement fa racine quarrée qui et 294849 , & tirant enfuite la.
racine quarrée de cette racine decouverte 294849, on trouve 43 , & 543 eft
la racine 4° de 86935932801, & la méme qu'on a découverte par I'operationy
de I'exemple precedent..
' Huitieme Exemple.

Pour tirer la racine §¢ de 1354259331834300000. 1°. Je le tranche de-
cing en cinq carackeres en commengant de droite a gauche , & je dis la
racine °du plus grand nombre en cinquiéme puiffance qui {oit enfermé danss
A, elt 4 racine §° de 1024, & j'écris 4 au demi cercle. Je dis enfuite
1354 —1024==330+ 11 refte donc 330, & j'écris 25933=—B aprés ce premier
refte.

2°. Je prends dans la quatriéme Table le rang dela cinquiéme puiffance-
jat—+10ab—+ 10aabb—5ab*—+b*, & j’écris fa premiere cellule ga*, c'eft A dire
1280 cinq quarrez de 16 quarré de 4—a, fous le cinquiéme rang de B &
fous ceux qui fuivent, & je dis 1 eft 3 fois dans 3, mais je connois d’abord
que 3 eft trop and, j'écris donc feulement 2 au demi cercle pour le fecond’
carackere appellé b & j efface 1280, mais je I'écris {eparément , & fous lui dans-
un rang lus A droite la feconde cellule 104, c’eft 4 dire 1280 dix furfolides:
de 64 cube du premier caractere 4 par le fecond qui eft 2, & dans un autre
rang plus a droite la troifiéme cellule roaabb, Ceft 4 dire 640 dix autres fur-
folides de 16 quarré de 4 par quarré de 2, & dans un nouveau rang plusa.
droite la quatriéme cellule ga&, C’eft 4 dire 160 cing autres furfolides de-
— par 8§ cube de 2=, & dans un rang encore plus 4 droite la cinquiéme
cellule 4%, cCeft a dire 16 quarré du quarré de 2. La fomme deces cing nom-
bres ainfi difpofez eft 14145616, dont le produit par le fecond caractere 2—5-
eft 28291232, que je retranche de 33025933 les cinq rangs de B & ceux qui
fuivent, 11 refte 4734701, & j'écris 18343—C aprés ce {econd refte,
3°. Jéeris g¢t, c'eft a dire 15558480 cinq quarrez du quarré des deux pre<
miers caracteres 42, fous le cinquiéme rang de C & fous ceux qui fuivent,’
& jedis 1 eft 4 fois dans 4, mais je connois d’abord que 4 eft trop grand,
jécris done feulement 3 au demi cercle , & j'efface 15558480, mais je I'écris
feparément , & fouslui dans un rang plus a droite 10c'd, ceft a dire 22122640
dix furfolides de 74088 cube de 42 par le troifiéme caraétere 3=d, & dans
un nouveaurang plus a droite 10ccdd, c’eft a dire 158760 dix autres furfolides
de 1764 quarré de 42 par 9 quarré de 3, & dans un nouveau rang plus &
droite ged’, ceft a dire s670cinq furfolides de 42 par 27 cube de 3,8 dansun
rang encore plusa droite 4' ou 81 quarré du quarté de 3. La fomme de ces
cing



DES MATHEMATIQUES. Livee IIL 89
cinq nombres ainfi difpofez eft 157823372781, dont le produit par j eft
473470118343 que je retranche des cinq rangs de C & de ceux qui fuivent,
& il nerefterien.

Or jai encorea operer fur la tranche D toute entiere. Mais comme elle
m’a que cing zero , tout ce que j'écrirois fous fes rangs ne pouroit donner
pour expofant que zero , & ce zero multipliant la fomme des cinq nombres
que j’écrirois feparément, & felon I'ordre accoutumé de nos regles , ne
pouroit donner auffi que zero pour produit. Je finis donc I'operation en écri-
vant feulement o au demi cercle, & connoiffant qu'il ne refte rien, je {cai
que 4230 eft la racine ¢° que je cherche.

AHB|C|D

=13 54[25933]18543| 00000 ( 4230 Racine §°.
:n—l 024.
=33 o'\lg 933 Pour B
1B PL.ai 1280 . =gat ;
—282 91232 1280...—104'b ’
Z+47 3470 111334_3 : 640 ..:101;?5{1
15 59548 ..., 160 .—j5ab}
—473470118343 16=b* ‘
100 00000 00000 . Y4145 616 =—sa*—t104'b—+10aabb—t jab' b
i Pd?" Z_:

28291232 —ya*b—t+104’ 56-_-—1-.10345‘—1-5.55*-5- &

. Powr C"
15558480 .. v =gct
2222640...—=10cd
158 760 ..—l1occdd

§670 .=5¢d’
_ Si— d*
15782337278 1 —yc*—~+100d—+ 10ccdd—+ ged’ —+ d*
par 3= d

T 47347011 85_43__—_5::“4{-—:- 1o¢'dd—10ccd'~+ scd* —+d°
BE LA RESOMUTI ON

DES AUTRES PUISSANCES.

Pour refoudre les puilfances beaucoup élevées , il faut fcavoir , comme
on adéja dit 34. S. julqu'ot vont les puiffances également élevées des dix
premiers nombres , & quelles font les racines fimples ou lineaires de ces

niffances. Sil’on en vouloit donnerencore d’autres que celles qui font dans

la feconde Table, il fuffiroit de donner les onziémes |, treiziémes , dix-

feptiémes , dix-neuviémes , & les antres feules qui fiivent o1 le nombredes

degrez n'a point de divifeurs que I'unité ou que lui-méme | A caufe que fga-
M
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chant refoudre ces fortes de puiffances , on fgait refoudre aufli toutes-les
autres.

Car par exemple , pour tirer la racine 4° d'une quatriéme puiffance, on
fera comme on adit 38. S. Pareillement pour tirer la racine 6° d’une fixiéme
puiffance , on tire premierement la racine de cette puiffance , & la racine
cubique de cette racine eft ce qu'on cherche.

Mais on tirela racine 7° d’'une feptiéme puiffance immediatement ; & felon
les cellules du feptiéme rang qui lui eft particulierement propre.

Pour tirer laracine 9°d’une neuviéme puiffance, on tire premierement la
racine cubique de cetre puiffance , & la racine cubiquede cette racine cubique
eft celle que 'on cherche. Etainfi en {uivant le méme ordre pour les autrgs
.puillances plus éleyées a l'infini, ’

Demonftration diu Probleme general.

Toutes les regles de ce probleme , & Iapplication qu’on en a faite fisr
tous lesexemples precedens, paroitrent plus que fuffifamment démontrées,
fi 'on confidere qu'clles font une fuite narurelle ou plétoft une imple appli=

_cation du Corollaire Ige_neral 28.5. Gar pour refoudre les puiffances nume-
_riques , nous oftons {ucceflivement & par ordrede chacun de leurs-rangs par
le moyen de la quatriéme Table , les mémes produits que la troifiéme nous
a marqué devoir eftre enfermez dans ces rangs. . Or par les regles du-Pro-
bleme general, tous ces produits font formez par le moyen des caracteres
écrits au.demi cercle , & par le Corollaire general 28, S. les mémes produits
font formez par le moyen des caraderes qui marquent la racine des puif-
fances propofées. Ce qui eftau demi cerclemarquera donc cette racine.

DE LA RESOLUTION
.DES _PUISSAN‘C E.S'LITERAI.ZES.

Mais afin de rendre nos preuves encore-plus fenfibles , & pour rendre auffi

“le Probleme general autant ¢renduqu'il le fl:eut eftre, nous appliquerons fur
les puiffances literales ce quon a fait fur les numeriques. ‘Mais l'on doit

obferver que la difpofition des rangs & des tranches qui convient aux gran-

deurs numeriques , né convient pas en méme forte aux grandeurs literales,

Premier Exemple.

Pour tirer la racine quarrée de a—Gab—.9bb— 20— Gheorcc. 1°. Je
dis la racine du quarré 4« eft 4, j'écris 2 au demi cercle » & j'efface lequarré
44, écrivant o fous lui,

2°, Jécris 24 double de  fous —6ab, & je dis, I'expofant de . 6ab4 20
eft —3b, & j"écris —;3b au demi cercle , & fous —bb. Je multiplie enfuite
fi,a_..;é par —3b, & le produit et —6ab 1966 que jofte du quarré

onne.

3°. J'écris 24—6b double de 4—3b fous 24c—6bc, & je dis I'expofant
de 24c 3 24 et e, & j'écris —c au demi cercle, & fous —cc. Je mulriplie



DES MATHEMATIQUES. Livre IIL ot
ehifuite 246b—c pat = ¢, & le produic et 22c—6b¢ —+cc, que j'ofte du
quarré donné. 1l ne refte rien ,-& je connois que g4—3b —ic eft '-fa racine
cherchée. .

Quarré #a—6ab— 9bb—+2ac—6bc—+cc (a—3b- ¢ Racine
24 —3b, 2za —6b —+rxc
~—aa— 6ab—9gbb,—2ac—+ Gbc—cc
© o R L

Second” Exemple.
Pour refoudre le cube @ —3aab—+3abb— b~ 3aac —+6abc —+3bbc—y 3acc

o - s g s .
~#3bcc —c'. 1°. Jedis la racine cubique de & eft 4, j’¢cris 4 au demi cercle,.

& j'efface 4* du cubé a reloudre. _

2°, Jéctis 3aa triple de aa quarré de 4 fous —+344b, & je dis P'expofant
de _;3aab i 3aa elt —b, & jécris —+4 au-demi cercle , j'écris auffi 34
trois plans de 4’ par b fous — 3466, & —+bb quarré de 4 fous 4'. Je multiplie
enfuite 3aa—+3ab—+bb par b, & le produit eft 3a2b—+ 3abb—+ b, que j'ofte du
cube a reloudre. _

3% J'écris 30a—+ 6ab—+ 3bb triple de aa—+2ab-+bb quasté de a-+b, fous
4 3aac—+ 6abe—+3bbe, & je dis l'exgofant de 3aac a 344 eft — ¢, que j’écris
au demi cercle , j’écris auffi 3ac—+ 3b¢ trois autres plans de 4—4 par c, fous
~#3ac0~+3bec, & —+cc quarré de ¢ fous —+¢'. Je multiplie enfuite tour ce
que je viens d’écrire par ¢, & jlofte le produit 3awc—+ 6abe—+3bbc—+3a5¢
- g&::-;- ¢ ducube a refoudre. Ilne refte rien, & je connois que g—+4—+¢
eft la racine cubique que je cherche.

Cube #'—+ 32ab—+ 3abb—+ b~ 3aac~ 6abe—+ 3bbe— 3ace—+ 3hec— & (a—+ bt ¢
3aa —+3ab —vxbb.3aa —+ Sab ~x3bb,— 3ac— 3ho,—+ xcc
—a—3aab=—3abb—b',—34ac—6abc—3bbe,—3acc—3bcc,—o
o o o o o o o o o o

AUTRE MANIERE PLUS COURTE-

ET PLuUus FACILE.

Pour les Quarrez.-

On peut refoudre tout quarré literal felon lamethode generale qu’on vient
d’expliquer ,mais on pouta trouver plus commeode d’abreger fon operation
en la commengant par celui des quarrez qui font au quarré donné , dontla
racine {e peut plus facilement connoitre. Car cette racine eftant écrite au
demi cercle, on divife par fon double tous les produits qu'on peut ainfi
divifer fans refte. On ajofite I'expofant de cette divifion au demi cercle , &
on efface du quarré donné tous les produits divifez, plus le quarré de I'expo-
{fant nouvellement trouvé. S'il ne refte rien,on a la racine qu’on cherche;
mais s'il refte quelque chofe, on reitere une femblable operation, en choi-
filant au lieu du quarré qu'on'a pris Pun desautres qui font au quarré donné;
ou bien on fuitla methode generale expliquée avant celle-ci,

M jj

Rac, cubiq.

XXXIX.



Quarré

—16924—108ab—64bb~+ y42ac—+ 2726c—289cc

92 ELEMEN'S
Exemple. g3t
Pour tirer la racine quarrée de 16922—+2082b—+64bb—442ac—273be
—+1289¢q, 1°. Jetire laracinedu quarre 6444 quieft le plus facile a refoudre,
cette racineeft 84 que j’écris au demi cercle, & jofte fon quarré du quarcé

donné.
2 ]e divife par 164 double de 85, les plans ~2684b__2726¢ que’§hpeut

divifer (ans refte , lexpofant que jetrouve eft 132—17¢, & j'écris ~ 130—17¢

audemi cercle,jofte enfuite do quarré donné les lPlzms divifez 20846—272b¢,
plus 16942 4 424c—+289¢c, quarté de I'expofant nouyellement trouvé. II

‘ne refte rien , & je connois que 86~ 13a—17¢ eft la racine que je

cherche.

—+169aa—+12082b—+ 6 4bb—4 42ac—272bc~+389¢c ( 85+ 134—17¢ Racine.
- 8b £b

i

0 o 0 o} o .0

“Psur les Cubes.
-On peutauffi dans le méme ordre refoudre tout cabe literal en commen-

.gant fon operation par celui des cubes qui font dans le cube donné , dont la

racine cubique fe peut plus facilement connoitre.

Car cette racine eftant écrite audemi cercle , ondivife par letriple defon
quarré tous les produits qu’on peut ainfi divifer {ans refte jon ajotite I'expo-
fant de cette divifion au demi cercle , & on ofte du cube donné tous les pro-

duits divifez , plus trois autres produits de la premiere racine par le quarré

del'expofant nouvellement trouyé , plus auffi le cube de ce méme expofant,
§’il nerefterien, on ala racine cherchée, & s’il refte quelque chofe , on reitere
une femblable operation , en choififfant au lieu du cube qu'on a pris I'un des
autres quifontdans le«cube a refoudre, Ou bien on fnitla methode generale

.du Probleme qui precede.

Exemple.
Pour tirer ‘la racine cubique de 25609787546~ 133064254*bbcdd

- 130505aabocd—+13310d"—+ 844 9665a'bb’—+ 8770aabc dd —~+ 25320°d

~+ 933 45aabc’— 16176"dd— 343¢% 1°. Jertirela racine cubique de 343¢° qui
eftla plus facile'a trouver. Certe racine eft 7¢* que j’écris au demi cercle,
& y’ofte fon cube du cube donné.

2°. Je divife par 147¢° triple de 49¢° quarrédeye’, les produits 9334 5a4bc®

~+1617¢'dd, ou ¢ a le plus de dimenfions , & quon peut divifer fans refte;

Iexpoflant eft 6352ab—+11¢dd que j'écris an demi cercle , & j'ofte du cube
donné les produits divifez , plus 844966a*bbc'~+87700abc*dd—+ 253207
trois autres produits de 7¢' par 403254*bb—+1370aabcdd—+ 121ccd? quarré

.de I'expolant trouvé 635aab—+110dd 5 Jofte aufli 25609787545

413306 4.25a%bbedd—+ 230505aabccd*~+ 13315d°  cube de  635aab-+110d4d.
11 nerefte rien , & je connois que 7¢*—+ 6354ab~+11¢dd eft la racine cubique
que je cherche, S'ilreftoir quelque chofe, on pouroit reiterer une femblable
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‘operation , en choififfant au lieu du cube 34302 1'un des autres qui font en-
fermez dans le cube a refoudre. Ou bien 'on pouroit fuivre la methode

- generale.
: Troiste'ME MANIERE,

Lot{que tous les produits d’un quarré quon propofe a refloudre ont le
‘figne —+, & quon peut facilement connoitre chaque racine de chacun des
.quarrez qu'il renferme ; on peut abreger ainfi fon operation,

Pour les Quarrex.

- 'On tire chaque racine de chacun des quarrez qu’onvoit au quarré donné,
“On écrit toutes ces racines au demi cercle, & on ofte leur quarré du quarré
donné, 8'il ne refte rien, ona la racine cherchée ; mais s’il refte quelque
chofe , on continué fon operation fur ce refte par le moyen de ce qui eft au
-demi cercle , & lorfqu’en operant ainfi, on ne trouve pas c¢ qu'on cherche,
.on fuit la methode generale, ou bien I'autre qui precede celle-ci.
Exemple.
Pour tirer la racine quarrée de. 494°~+70atbb~t 25aab*~1264%0c
=t 90aabic— 81aabbec, je tire chaque racine de chacun des quarrez 494°,
25aab*, & S1aabbec qui font au quarré donné. Les trois racines de ces
quarrez font 74', 5abb, & gabe. j ccris doncan demi cercle 74 —+5abb—r9abe,
& jofte leur quarré de celui qu’on propofe & refoudre. Or comme ce quarré
lui eft égal , il ne refte rien ,.& je connois que 74!+ 5abb—94be eft la racine
que je cherche.
497" —70a*bb 1 25aab* ~,1264'be~+ goaabic— 81aabbce (74 = sabb— 9abe

745 sabb _ 9abe
—494°—70a'bb—r5aab*—1264'bc—gonabic—8aabbec
TR 0 o 0 0

‘Pour les Cubes.

“Pareillement entout cube literal , foient que les produits qui le.compofent
ayent le figne —, foit qu'ils ayent le figne —, lor{qu’on peut facilement
connoitre chaque racine cubique de chacundes cubes qui fontau cube donné,
on abrege ainfi fon operation.

On tire chaque racine cubique de chacun des cubes qu’on voit dans le
.cube donné , on écrit toutes ces racines au demi cercle, & on ofte leur cube
de celui qu'on veutrefoudre. S'il nerefterien, on a la racine cherchée ; mais
¢'il refte quelque chofe, on continué fon operation fur ce refte par le moyen
-de ce quieft au demi cercle. Etlorfqu’en operant ainfi 'on ne trouve pas ce
quon cherche ( ce quiarrive affez rarement ) on recommence {on operation,
“& on la fait en [uivantla methodegenerale.

Premier Exemple.

Pour tirer la racine cubique de @*— 3aab— 3abb <4 b =x3aac4.6abe —~3bbe
“~t+3a0c—43boc—+ ¢, je tire chaque racine cubique de chacun des cubes 4, 4.
& ¢, quifontrdans }e cube & refoudre ;les trois racines de ces cubes font, 4,
1& ¢, écris. donc a= b+ audemi cercle,, & j’en cherchele cube pour oftes

' M iij
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de celui'qu'on propofe. Or comme ce cube lui eft égal , il ne refte rien , &
ainfi je connois que #—.b—+ ¢ eft laracine cubique que je cherche,

&'~ yaab—+ 3abb— b~ 3aac— Gabe—3bbe—3acc—+ 3boo—+ ¢ (a—v b—+e-

a; ; ¢
—a—3aab—3abb—b—3aac—Gabe—s3bbe—3ac0—3bcc—0
o 0 T - S - - o e

: Second Exemple. -

Dour tirer 1a racine cubique de b°—+ Gbe~+24b%cc— 5651 180°d
—+72b%cd —216b'ccd —+108b7dd ~+ 2166 cdd —+ 2166’ d'—+ 96bbet —+ 288bbc’d
—+ 432bbccdd— 96be - 288b¢*d —6.4¢%, je tire chaque racine cubique de
chacun des cubes 47, 2166'd", & 64¢°, qui font au cube donné, les racines
deces cubes font b4, 66d, & 4cc, jécris doncbb ~+6bd— 4cc audemi cercle;
& je cherche leur cube qui eft b°—186'd—108b%dd—216b'd'—+ 12b%ce
—+ 1440 ccd—+ 432bbccdd—+ 48bbe*— 288bc'd—+ 64¢°, que je retranche du -
cube total, 1l refte 65'c—+126%c—+72b*cd— 72b°ccd—+ 2166 cdd—+ 56b%¢°
—+ 4 8bbct— 288bbc3d—+ 96be.

Enfuite j’écris le triple du quarré de bb—6bd— 4cc fous ce refte , o -
F] dtoft je me contente de placer feulement 346+ la premiere partie de ce triple

ous 66°¢, & jedis I'éxpofant de 6b%c a.36* eft 2be, que j’écrisau demi cercle, .
je multiplie enfuite le triple du quarré de bb— 6bd— 4cc, plus le triple du
produit de bb— 6bd—+ 4cc par 2b¢, plus encore le quarré de 2bc, par 2be3
& j'ofte le produit de ce qui eft refté au cube a refondre. 1l ne refte rien, &
ainfi je connois que bb— 6bd —+4.cc—+ 2b¢ eft la racine cubique que je cherche,
I en eft ainfi des- autres.

DE L'USAGE DE CETTE METHODE.

Cette Troifiéme Methode eft ordinairement la plus courte. Comme forr
ufageabeaucoup d’étendué , on fela doit rendre auffi tres-familiere. On peut-
I'étendre 4 route autre puiffance impaire , & I'on peat encorel’étendre a toutes
les puiffances paires » defquelles chaque partiea le figne —. Orileft todjours
facile de réduire une puiflance paire a {a racine fimple , ou a une autre puif=
fance impaire, en tirant'fa racine quarrée , & de nouveau la racine de‘cette
racine , & ainfi'de {uite , jufqu'a ce qu'on découvre la racine de cette puifs
fance , ou julqua ce qu'on arrive-a une puiflance impaire.

Si par exemple on avoit  refoudre une vingtiéme puiffance literale, fa
racine quarcée {eroitune dixiéme puiffance, dontune nouvelleracine quarrée
feroirune cinquiéme- puiffance, c’eft a dire une puiffance impaire.

Je ne m’arrefte point a expliquer davantage les raifons de la feconde &
troifiéme maniere de refoudre fes puiffances literales, elles font trop évidentes
pour arrefter les perfohnes attentives.

Au refte pour s’affurer qu’une racine découverte numerique ou literale eft”
celle que I'on cherche, il 'ne faur que I'élever-a une puiffance égale-a celle -
qu'on ayoit.a refoudee. Car fila racineainfi' élevée rendla puiflance qu'on
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-s'eft propofée a refoudre,, elle eft celle qu'on cherche, mais fi elle ne rend
pas cette puiffance , elle n’eft pas celle qu'on cherche , & I’operation eftant
weal faite , il la fautrecommencer, '

PREMIER THEOREME,
Si on ajotite & un nombre quarré le double de fa racine, plus 'unité | la
“fomme fera égale au nombre quarré qui fuit de plus prés le quarré quion

propole.

Démonftration. Soit aa le quarré propofé. La racinede ce quarréefts;
“Or ajodtant au quarré a« le double de fa racine s, on fait la méme chofe que
i on prenoit deux plans de « (qui devient la premiere partie d’un nouveau
qguarré ) par I'unicé qui eneft lafeconde partie : Et en ajotitant encorel’unicé
au quarré a4, plus aux deux plans de 4 par 1, 0n leur ajotite le quarré de 1 qui
el la feconde partie du nouvean quarré, Donc la fomme s+ 24-+1 doit
eftre le quarréde laracine a—1. Or 2—+1 eft le nombre qui fuitimmediate-
ment & de plus présle nombre 4 racine du quarré 44, puifque a—+1 ne fur-
paflc « que:de I'unité feule. Donc la fomme 4e—-24—+1 eft lenombre quarré

. qui {uit de plus prés 4. Ce qu'il falloit démontrer.

. COROLLAIRE QUI “PEUT SERVIR p’uN PROBLEME POUR -FORMER
une TABLE DE TOuS LES NOMBRES QU ARREZ.

‘S 1 l'on difpofe fucceflivement & par ordre tous les nombres impairs
A, 35557, 95 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, & les autres, le premier de ces nom-
“bres qui eft 1 fera le premier nombre quarré. - Ce quarré 1, plus 3 qui fuits,
donnent le fecond quarré 4. Lequarré 4 plus 5 qui {uit3, donnentle troifiéme
quarré 9. Pareillement 9—+7 fon le quatriéme quarié 16, 16-+9=2¢,
2§~ 11==36, 36—+13==49. Etainfides autres.

La raifon de-cela eft claire par le Theoreme precedent.- Caren ajottant
-3 au quarré 1, on lui ajoiite le double de fa racine , plus 'unité ; ce qui doit
donner le quarré fuivant qui eft 4. 'En ajolrant g au.quarré 4 , on lui
ajotite le doublede fa-racine 2, plus 1, ce-qui doit denner le quarré fuivant
quieft 9. Et ainfi des autres. Car puifque tous les nombres impairs 3, 5, 7,
9,11, &c. pris fucceflivement & Pflrm_'drc, i:ell:lt le double.de.t‘o_us les nombres
3, 2,3, 4, 5, &c.augmenté de Punité , il eft vifible que I'addition des quarrez
-& de ces nombres eftant continuée fucceflivement & par ordre, comme on
Jevientde dire , doit aufli donner fucceflivement tous les nombres. quarrez,

Stconp TwHEOREME, -

‘Si on ajofite & un nombre cube le triple du quarré de (a racine, plus le
.ariple de la mémeracine,, plus Punité , la fomme f{era égale-aunombre cube
~qui [uit de plus présle cube qu'on propofe.

Démonftration. Soit & le cube propofé. Je dis que la fomme #'~ 324
/=+3a—+1eft le nombre cube qui fuit de prés #*. Car #—+1 qui eft la racine
-&ubique de cetre fomme, eft le nombre qui (it immediatement & de plus

KLIL;
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prés le nombre a racine cubique du cubepropofé 4', puilque a—-1 ne furs
pafle 2 que del'unité feule.

Si pareillement on ajotite 4 un quarré de quarré quatre cubes de fa racine
4%, plus fix quarrez de la méme racine, plus 4 fois cette racine , plus encore
Iunité, la fomme fera le quarré de quarré qui fuic de plus prés celui quion
propofe.

Car fi lequarré de quarré quion propofe eft 2%, la fomme fera le quarré de
quarré a* —4a*—+ Gaa— 44— 1, dont la racine 4%, a1, furpailc ade l'unité,
Hen eft ainfi des autres puiffances,

AVERTISSEMENT,

Mais je ne dots pas oublier une methode affez. facile pour former une-
Table de tous les nombres cubes.

Si-l'on difpofe fucceflivement. & par ordre tous les nombres impairs

e difference.
2% difference.
3° difference

L 35 §u 7+ 95 11, 135 15, 17. 19, 21, 23, 2,27, 29, 31, 33, 35. 37. &Co’

Le premier de ces nombres qui eft I'unité, fera le premier cube. Si I'on
affe les deux fuivans 3.& 5, & qu’on ajolte7 au premier cube 1, on aura le -
fecond cube 8. Si I'on pafle les cinq fuivans o, 11, 13, 15, & 17, & qu'on
ajotite 19-au cube 8, on aura letroifiéme cube 27. Si Pon pafleles huitfiivans
21, 23, 2§, 27, 29, 31, 33, & 35, & qu'on ajofite 37 au cube 27; on aura le
quatriéme cube 64 . &c. ceft-a dire qu'en paflant de ces nombres impairs
felon Pordre de ceux-ci 2, g3 8, 11, 14, &c, qui croiflent tolijours de 3, &
ajotirant lesautres qui les fuivent7; 19,37, 61,91, &c. auxcubes 1, 8, 27, 64,
124; &c. que I'on aura trouvé, on découvrira fucceflivement & par ordre rous
les nombres cubes. . | ;
" Er afin de trouver avec moins de peine les nombres 7; 19; 37, 61, o1, &c.
qui font les differences que les cubes 1,8, 27, 64, 125, 216, &c. ont entr'eux,
on difpofera une fuite des nombres 6; 12,18, 24, & les autres, qui commen-
gant.par 6 croiffent tolijoursde 6. L'unité ajotitéeau premier nombre ¢ don-
ne la premiere difference 7; 7 ajotité au fecond nombre 12 donne la feconde
difference 19. 19—+18 donhe 39. 37~F24—61. 61—+30—91. Etainfi des -
AuLres., 55 1 '
6,12,18, 24, 30,36, 42, 48, 54..
Differences 1, 7, 19,37, 61, 91,127, 169, 227:
Cubes 1, 8, 27, 645125, 216, 343, 124

Troisit'ms
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Troisi¥ME THEOREME.
Tout produit de deux nombres quarrez eft un quarré, quia pour f{aracine
le produit des deux racinesde ces quarrez,
" "Démonftration, Soient deux quarrez tels quon voudra 4z & bb. Le pro-
duit de ces deux quarrez eft azbb ; Or ce produir eft égal a 46 multipli¢
quarrément, zabb eft donc un quarré qui a pour fa racine 4b. Or ab eft le
produit de 2 & & les deux racines des quarrez @2 & bh. Donc tout produit
de deux nombres quarrez eft un quarré, quia pour fa racine le produit des
deux racines de ces quarrez.. Ce quiil falloit démontrer..

QuATRIEME THEOREME.

On prouveta en méme forte que tout produit de deux nombres cubes eft
un cube, qui a pour fa racine cubique le produit des deux racines cubiques
de ces cubes, _

a6 par exemple produit des deux cubes &' & &%, eft un cube qui a pout
racine cubique ab, le produitde 2 & & les deux racines cubiques des cubes:
a' & 4. 1l en eft ainfi des autres puiflances,.

DES PUISSANCES EXPRIMEES PAR FRACTIONS.'
SecoNDp PROBLEME.

Refoudre les puiffances exprimées par fractions,

On tire chaque racine de chacun de leurs termes ; la premiere de ces

racines fera le premier terme, & la feconde racine le fecond terme d'ung
fraction qui eft la racine qu'on cherche,.

Premier Exemple.
Pour tirer [a racinede 7. je tire # & 4 chaqueracine de chacundes termes’
#a & bb ; La premiere racine 4 eft le premier terme, & la feconde 4 le fe-
: Srion %, qui i e Car S war 2
cond terme de la fraétion 3, qui eft laracinede - Car £ par =7
Second' Exemple.
Pour tirer la racine de ¥, s racine de 25eft le premier terme , & 3 racine e
g le fecond terme de £, quieft la racine de-’;‘. Car ¥ par £=2.
b4
. e 8 ;
Pareillement la racine de 203> eft 2 ou 41, celle de 497 eft 2g. Car
&9 par 39=197-
Troifiéme Exemple..
Pour tirer Ia racine cubique de }, & racine cubique de 4 eft le premier
terme, & b racine cubique de £ le fecond terme de £ qui eft la racine cubique
. a0
defpe
N.

XLVII;.
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Pareillement la racine cubique de2"="% eft 1}, celle de p* eft £p.-E¢
<LVIII ainfi des autres. :
‘ " Les trois methodes qu’on a donné 36, 39, & 40. S. pour refoudre les
puiffances literales & entieres , fervent aufli pour refoudre les puiffances
rompués , lorfquelles font compolfées de plufieurs parties , excepté que les
divifions fe peavent également faire (ans fractions , ou avec fractions,

~Premier Exemple.

Pour tirer la racine de ag—+ab—=1be —++bb—+2cc—ae. 1°, Selon la fe=
conde methode 39. S. je prends # racine du quarré aa, j'écris 4 audemi cercle,
& jefface aa. : <

2°. Je divife par 24 les deux plans #b—ac multipliez chacun par 4, l'ex-
pofanteft | b—ic que j’écrisau demi cercle , & j'efface les deux plans divifez
ab—ac, plus aufli 1bb—~be—.tce quarré de +b—%c. 1l ne refte rien , &
je connois que a—+Lb—< eft la racine cherchée. )

Quarré aa—+ab—be— Lbb—t rec—ac ( a~+;0— Lo Racing

14, %a 24
—aa—ab— the—ibb—rcoc—+ac
o 0 .2 g0 °

Second Exemple. i
Je trouve pat une operation femblable que la racinede ga'~+24466
et tbt—gaabe—bc —tbboc—2aacc— Thbec—bo— Lot et 2aa—+1bb—be
— 500

44°—+ 24abb—+ 1ot —g aabe—b'c— bbec ~+1aacc— Tbbee—bo'—+ Lot (2an—+ tob—bo— 1oé

244, #aa, 4aa, dan
—4qa*—2aabb— bt gaabeb'c—bbec—2aacc— tbboc +be'— et

T'roificme Exemple.
.On trouvera que la racine cubique de ja"—ta'b—iabb— La'b eff
1a4—*ab. Cela f{evoitd’abord en prenant felonla troifiéme methode 4o,
S. chacune des deux racines cubiques des cubes 4%, & —Za'b. Car ces
_deux racines font 244 & — }ab, dont le cube eft le méme que celui quon
I.propofe a rc[__'oudrg.

Cube a*—7a'b—+atlb—- 4k (aa— ab Racine cubique,
Laa —tab '
—ra s iab—Satbhs Zab

o o el 2
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CiNnquirMe THEOREME, '
Tout nombre quarré a pour expofant un nombre quarré,
_Démonftrarion. Ce nombre quarré ne peut eftre qu'entier ou rompu, s'il
eft entier , le Theoreme eft évident , car ce nombre eft fon expofant & lui-
méme , puifqu’il ne peut eftre exprimé par des termes plus fimples.
3 . s ¢l < . . £
S'il eft rompu,foit ce quarré appellé 7, & fon expofant 7 ; je dis que £ eft
uf nombre quarré. Car foit -} Pexpofant de 7. donc % fera I'expofant de

ol e

bb

XLIX)

o Or 2 eft auffi Pexpofant de 7. Donc  eft le méme que % Ot %e{b ;

un nombre quarré, car :‘,- qui eneft la racine eft un nombre commenfurable, -

puifquon le fuppofe égal au nombre commenfurable  dont il eft I'expofant.

Donc 7 eft un nombre quarré, Donc tout nombre quarréa pour expofant
un nombre quarré, Ce qu'il falloit démontrer. >

Et I'on poura démontrer aufli dans le méme ordre que tout nombre cube
a pour expofant un nombre cube. Et ainfi desautres puiffances.

Sixie'ME THEOREME,
Toute fraltion quarrée égaled un nombre entier , a fa racine égale & un
nombre entier,
Démonftration, Lenombre entier eftant égal a la fradtion, Pexpofant de
chacuneftle méme par I1.21. Or ce nombre entier eft {on expofant & lui-

méme, il eft donc auffi 'expofant dela fm&ion{mr I1. 21, Or un tel ex< -

pofant eft quarré par le cinquiéme Theoreme, 11 fera donc le produit d’un
nombre entier par lui-méme , ou, ce quieft la méme chofe, la racine de ce

quarré fera un nombre entier. Or certe racine eft égale a Pexpofantde’la -

racine de la fradtion quarrée, car fi des puiflances font égales | leurs racines

font égales. La racine d’'une telle fraction eft donc égalea unnombre entier, -

Ce qu'il falloit démoritrer.
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LIVRE QUATRIEME
PES GRANDEURS INCOMMENSURABLES;‘

ET DES OPERATIONS SUR CES GRANDEURS.

Des Puiffances imparfaites.

o] OUT ce quon aditau Livre precedent , regarde prir2
/2| cipalement les puiffances parfaites , c’eft a dire celles dong
AW |’on tire les racines fans qu'il vienne aucun refte. Mais il
V% ya peu deces puiffances ,{ion les compare aux imparfaites
&b, qui font celles dont I'on ne peut rirer les racines fans qu’il
o il E B8 vienne unrefte. 16 & 25 par exemple, font des quarrez
parfaits , mais on trouve entre c2s denx quarrez tous les nombres 17, 18, 19,
20, 21, 22,23, & 24, qui nele fontpas. Car il eft clair qu’on ne peut trou-
ver aucun nombré entier dont le produit par lui-méme donne aucun de ces
nombres que je viensde marquer. 1 fois 1, parexemple, ni 2 fois 2, ni 3 fois 3,
ni 4 fois 4, ni § fois g, &c.nedonneront jamais le nombre 18. Etnous allons
démontrer plus bas qu'aucun nombre rompu multiplié par lui-méme ne peut
donner aufli ce méme nombre 18, ou quelqu'autre femblable ; & que les

,puii'{'ances imparfaites ont leurs racines incommenfurables,

PrEMIER THEOREME.
Toute grandeur qui peut mefurer une ou plufieurs fois fans refte quelqué

IL pombre, peut tolijours s’exprimer par nombres.
Démonftration. Soit tout nombre appellé 4, & la grandeur qui mefure 4

Pep—
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. Table 1¢r¢ des pétites Multiplications = L
: &ch et s plication . Table 3¢ pour la compofition des puiffances. ;ﬁre & la findu 3° Livre de
A e apremiere partie, page 101.
R 5_1_4[ 5 | 6718910 1\pu1ﬂ'ance 1 ou lineaire.
2 |4]6|8[r0fr]g|16]18]20 m| 2aa | b 2* puiffance.
&l_?__l_lf ]_1_5 [ 18 J__’_{__l 24 | 27 | 30 7 ! e S ] 3‘,{,5 | b‘_—] 3¢ puiffance.
4]3]!;|16|10]14|18[1]5 3 .
ey B Al il i ik [ a | 4ab | 6aabb | qab | b | 4° puiffance,
5 11y | 20 | 2§ l__i‘_:’ _I_3_5 _]_i-_ol 45 | 5© 2 ’ b [ Tor e b | S I ';gr*l N | 5° puiffance,
6 [12 |18 [2430(36] 4248 54 [ 60 5 ] i e
—e gLt 2 L 13 | & [6ab | 1540k | 208h | 1 aabt | Gabt | ¥ | 6° puiffance.
_7]_14.[_:.1[1_‘3_(3] 2] 495663 |70 4 § el T ol TSI g
8 [16 [34] 55 40 45T56 [65 |72 85 | 0 [onabh [yt | 55b | el | @b | TH | B
o |18 | 2 - i iy | a’ ] 84'b | 284°0b | s6a¥’ Zoa'bt | s64'6 | 28aab® | 84Y’ e 8¢ puiffance.
9 )8 [27 (36|45 ]54]65[72]81]90 3 : L i
10 [ 20 [ 30 [ 49| 50 I_'G—_-I“E_lméb_l?d"uoo- I;;a | 9a 9a'h | ] 1GaTbh [ 84a°b [1163!&4 12655 | 84#b° | 36aab? | gab b |9c ptt'l g
& 4 |4 [104’!7 | 4.5::"65 | T204b [1103 ot | 2524°0° | 210%° | 12045 | 45aab’ |10ab’ | b° !10 puifl,
Table 2° pour les premieres puiflances des 10 premiers
nombres. £ Table 4° pour la refolution des puiffances.
" Racines. ﬂmlrn{ Cubes. 4esPuiflances. st Puiffances. 7°1 Puiffances: PRI S
TOTEW R T R : R
_ 2 [ 4-___[ 8 | 16 | 324 128 :ﬂ_l_;};_l__'g_:r\z‘ puiffance.
5 j 9 ]_~,17l S_l'._- [ 1‘4—3“ ! 1187 Pl H 3aa r_-__;ab 75 |\, Pmﬂ’ance.
4- | 16 | 64| 256 | 1024 | 16;84_ at || 47 | Gaab | qabb | B | puifﬁlncc 7
5 I ] n.;( 625 [ 3125 [ 7811; a || 54t | ron'b | Toaabb | gab l_.b' I 5" pui ancz; hts
6 I ' 115‘ . E296 J 7776 I 279936 a’ || éa | 15ath |10.155[ 1524h [ 6abt | B | P .uiﬂ"ance
& | 4-9 [ S{H 2401 | 16807 | 823743 2 || 7a° | 21ah | 354'05 | 3540 | 212aB° | 7ab % r 'e .
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“ane ou plufieurs fois fans refte , appellée  ; foit encore appellé ¢ le nombre
qui marque combien de fois & eft dans 4. La grandeur b eft donc autant de

fois dansle nombre 4, que 'unité eft de fois dans le nombre . Donc /==
par 1. 107. & 108. & par II.20. Car < eft I'expofant de 3. Or multi-
pliant par b chacun des deux rapports égaux + & <, les produits 2 & flf {ont

‘égaux par I1. 8. & divilant encore chacun de ces produits égaux par ¢, les
expofants = & i. font égaux par II. g.. Or a & ¢ font chacun un hombre

fzlon la fuppofition , & %zépar I. 44. La fra&ion = ou la grandeur &

qui lui eft égale , poura donc s’exprimer par nembres. Ce qu'il falloit

démontrer,
: SecoNnD THEOREME.

Si un nomibre entier ne peut avoir de nombre entier pour fa racine ; aucune
fradtion multipliée par elle-méme ne donnera ce nombre pour produit,

Démonftration. Parla fuppofition le produitdela fradion par elle-méme
¢ égalau nombreentier. La racinede ce produit eft donc égale 4 un nombre
entier , par I11. so. Ceft a dire que le nombre qu'on propolea pour fa
racine un nombre ‘entier. Or on fuppofe que cela eft impo[‘EbIe. Donc la
racine veritable que 'on congoit dans une puiffance imparfaite , ne peut
eftre exprimée par aucuns nombres ni entiers ni rompus. Ce qu'il falloic
¢émontrer. )

Trors1EME THEOREME.

ILes racines des puiflances imparfaites font des grandeurs incommen(is-
rables & toutes fortes de nombres entiers ou rompus.

Démonftration. Tous les nombres ont quelque mefure commune. Car
fi des nombres font entiers , 'unité repetée autant qu’il faudra les mefure
chacun exactement & fans refte: Ec fi des nombres font rompus,, Punité &
ces nombres auront quelque mefure commune, laquelle eftant prife aurant
de fois qu’il faudra, les mefurera chacun exadtement & fans reite ;1 par

exemple ,.& telle fraltion que Pon voudra comme 7. ont + pour mefure
commune , parceque - fe trouve autant de fois dans 1, quil y a d'unitez
dans & ; & autant de fois dans %, quil y a d'unitez dans 4. De méme
a £ i 4 X _l_ J .

2 & < ont 7, pour mefure commune , parceque 7 [e trouve autant de fois

dans & qu’il y ad’unitez dans ad, & autant de fois < qu'’il y ad’unitez dans
be. Or les racines des puiffances imparfaites ne peuvent eftre exprimées
par aucuns nombres ni entiers ni rompus par le fecond Theoreme ; ces racines
ne peavent done mefiirer une ou plufieurs fois aucun nombre fans refte , car
autrement ces racines pouroient eftre exprimées par nombres , felon le pre-
smier Theoreme. Or fi de femblables racines ne peuvent mefurer une oun
plufieurs fois fans refte ancun nombre, leur moitié , ni leur tiers , ni leur
quart, ni aucune autre femblable deleurs parties , qui les mefure exacement

plufieurs fois , ne pouront pareillement mefurer une ou pluficurs fois aucun
: ) ' N iii

1,



VI

VIIL

1oL ps » ELEMEBENS: -5 _
normbre {ans refte. Car foit toute graudeur commeé 4, qui ne puiffe mefurer:
une ou pluficurs fois aucun nombre fans refte , & foit telle partie de cetre’
grandeur quon voudra , qui la mefure pluficurs fois fans refte , appellée 6 ;
foit encore appellé ¢ le nombre qui marque combien de fois & eft dans 4. -
La partie & eft donc autant de fois dans la grandeur 4, que P'unité eft de fois
dans le nombre ¢.- Donc 3=="7 par L. 107 &108; & par II. 20, Car < eft
Vexpofant de . Or multipliant par & chacun des deux rapports égaux -
{ & -T‘,Ies produits 2 & 5’;’ font égaux; par I1. 8. & divifant chacun de ces

produits égaux par ¢, les expofans £ &L font égaux; par I1. 9. Or ceft '
un nombrefelon la ﬁlppoﬁtion , fi donc la partie de # que nous appellons &, -
peut s’exprimer par nombre,, la fraction = qui lui eft égale poura pareillement
s’exprimer par nombres. Mais nous avons {uppofé que la grandeur 4 ne -
peut eftre exprimée par nombres , la fraction 2 ne poura donc auffi I'eftre,
ni par confequent la partie b qui lui eft égale. Doncles racines des puiffances

imparfaites {ontdes nombres ou grandeurs incommenfuirables 4 toutes fortes *
de nombres entiers ou rompus , par I.32. Ce qu il falloit démontrer. -

AVERTISSEMENT”

Mass quoique de [emblables grandenrs ne puiffent jamais s'exprimer
par des nombres commenfurables , & qid eftant incommenfirables , l'on ne
puiffe en avoir une connoiffance exaile & parfaite . cependant elles fons
tres-véelles s ¢ la Geometrie nows fournit les moyens de les déterminer
exattement par lignes. -

CoOROTLAIRE - -
- . ' po - .
SiTe rapport desdeux grandeurs n’eft pas de nombre a nombre , ou, ce (]“1 )
eft la méme chofe, fi ce rapport ne peut pas s’exprimer par nombres, les
! : s s s ok g :
deux grandeurs fontincommenfurables entr’elles. Si - ne peut eftre exprimé
par nombres , les detx grandeurs b & ¢ font incommenfurables entr’elles,

DE L’APPROXIMATION DES RACINES VERITABLES,
PreEMIER PROBLEME.

On connoit que les nombres entiers ne font pas quarrez, ou cubes, &,
lorfc quayant trouvé les Plus grands nombres entiers & quarrez ou cubes qu’ils
enferment , on trouye encore quelque refte,

18 par exem le , n’eft pas quarré a caufetqu'aprés 16 le plus grand nombre- -
entier & quarre renfermée dans 18, on trouve encore 2 pour refte. De méme
1038 n'eflt pas quarté , a caufe qu’en cherchant fa racine , on trouve au demi
cercle 32 la racine de 1024 le plus grand nombre entier & quarré renfermé
dans 1038, & quiil rclte encore 14, ce qui empéche que 1038 ne foit un
qnan’é Parfhit.
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- Ce qu'il yademerveilleux dans les puiffances imparfaites , c’eft que leurs

~facines ne pouvant jamais eftre exactement connués, l'on en peur toutefois
approcher de plus en plus a U'infini en cette maniere,

Seconp PROBLEME.
Approcher a I'infini de la jufte valeur d’une racine cherchée dans une
- puiflance imparfaite,

1°. On opere fur elle felon les regles ordinaires , jufqu’a ce qu'on ait trou-
- vé le refte qui la rend imparfaite , & alors on foufcrit 1 a ce quieft au demi
cercle,

2%, On ajoiite a ce qui refte une tranche de zero, c’eft a dire autant de
»zero que la puiffance A refoudre a de degrez , & l'on continué I'operation
- comme a ['ordinaire fur les rangs de cette tranche ajotitée , & fur ceux quila

fuivent, On ajotite au demi cercle l'expofant qu'on trouve , & on lui
foufcrie un zero.

3°. Comme cette {econide operation laifle un nouveaurefte , on ajofite en-
-core a ce refte une tranche de. zero , & I’on continué I'operation comme
- auparavant fur les rangs-de certe tranche 8¢ fur ceux qui {uivent, on ajoire
_au demi cercle I’expo(fmt quontrouve , & on lui foufcrit un zero.

4°. Comme certetroifiéme operation laiffe encore un refte , on rejtere une
-femblable operation.qui laiffe auffi un nouveau refte , fur lequel on reitere
~encore une {emblable operation ; Et ainfi.de fuite a infini. -Les exemples
~€clairciront ces regles.

“Premier Exemple.

Pour approcher de la jufte valeur de la racine de 18. 1°. Jécris au demi
cercle 4 racine de 16 le plus-grand quarté renfermé dans 18, & j'écris.1
fous 4.

2°. Comme il refte 2, j'ajolitea ce refteune tranche de-zero,c’eft-a dire
- deux , 4 caufle que je confidere 18 comme une puiffance de deux degrez , & je
continu¢ I'operation comme a l'ordinaire fur E:s rangs de cette tranche & fur
ceux qui {uivent, 'expofant que je trouve eft 2, & j’écris 2 au demi cercle,
& o fous 2.
3°. Comme cette fecoride operation laiffe le refte 36, j’ajotite encored ce
refte deux zero , & continuant 'operation comme auparavant , 'expofant que
.jetrouve eft 4, & j'écris 4 au demi cercle , & o fous 4.
4 ’ s . 41
Quarré imparfait =18 (5%
—16

-1t refte -1~z[00'
—1 G4

2% reffe —3 6|0

8 4.

33 76

3°refe vz 24|00

VIIL,
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4°. Comme cette troifiéme operation laiffe le refte 224, je teitere tng
femblable operation,, 'expofant que je trouve eft 2, & jécris 2 au demi cercle;
& o fous 2.

5°. Comme cette quatri¢me operation laiffe lerefte 5436, je reitere encore
une femblable operation , lexpofant que je trouve eft 6, & j'¢cris 6 au demi
cercle, & o fous 6.

6’. Commeil vientun nouveau refte 34524, je reitere encoreune femblable
operation , 'expofant que je trouve eft 4, & j'écris 4 au demi cercle, & o
fous 4.

77, Commeil vientun autre refte §8304, je reiterede nouvean une femblable
operation , I'expofant que je wouve eft o, & jécris o au demi cercle,,.
& o fous o.
8°. Il reftedonc §830 4 0o fur qui reiterant I'operation accotitumée, I'expofant
que je trouve elt 6, & j’¢eris 6 au demi cercle, & o fous 6. 11 refte encorg:
73923164 fur qui on peut renouveller Ioperation. Er ainfi de fuite..

41416408
10000000

Quarré imparfait —18 (
—16
1 reffe -—1-2.‘00'
S,
—1 64
- r:ﬁe:5-6|00--
S %.
—3376
3¢ refe -2 24[00"
Bg 8
—1 69 64
T i3]0
8 48 4.
—j5 090 76
s refte — 3 45 24|00°
84 8y 2.
3394056
6. & 7° refles 5 83 04|00]o0
S48528.
B4 8y 28: 4.
—j5 09116836

—— e —— i

S reffe =73 92 31 64« OC-

Racine approchéy..

Second Exemple. .
Pour approcher de la juflte valeur dela racine de 1038. 1°. Je trouve [elon:
les regles ordinaires 32 au demi cercle, & j’éeris 1 fous 32..

2l
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2°. Comme j'ai aufli trouvé 14 de refte , j’ajotite a ce refte une tranche de
zéro, ceft a dire deux autant que la pui ffancc a refoudre a de degrez , & je
continuél'operation comme a 'ordinaire furles rangs de cette tranche & fur
ceux qui fuivent , 'expofant que je trouve eft 2, & j’écris 2 au demi cercle,
& o fous 2. S

3°. Comme cette feconde operation laiffe le refte 116, j"ajotite encore a ce
refte deux zero , & corftinuant Poperation comme auparavant , I'expofant’
que je trouve eft 1, & j’écris 1au demi cercle, & o fous .

4°. Comme cetre troifiéme operation laifle le refte g149, je reitere une fem-
blable operation , 'expofant que je trouve eft 8, & j’écris 8 au demi cercle,
& o fous 8.

5°. Comme cetté quatriéme operation laiffe le refte 476, je reitere encore
une (emblable operation , lexpofant que je trouve eft o, & jétris o' au demi
cercle, & o fous o.

6°. Comme cette cinquiéme operation laifle le refte 476060, je reitere de
nouyeau une femblable operation ,I'expofant que je trouve eft encore o que
j'écrisau demi cercle, & o fous lui. _

7°. Comme cette fixiéme operation laiffele refte 4760000, je reitere une
aurre femblable operation , I'expofant que je trouve eft 7, & j’écris 7 au*

demi cercle , & o fous 7. 1l refte encore 24947951 fur qui je puis pareille-

ment renouveller Poperation. Et je connois déja que 32:222%7 eft une racine

qui approche beaucoup de la veritable que je cherche. GiE

3111 Room s 21800y e : L.
IS o 33l vacine approchie.

Quarré imparfait ~+1038 (
—1024
1% reffe ~+1 4[00 '
6 4.
—12 84
2% reffe —+1 16/00
S %.
—64 41

3refte —s1 ;;[00
Fag.
e WL n
4i5.¢r 6 refles —+4 76100[ocjoo
f4 43 6.
Fax369.
£% 4362 8.
—451 052049
7 reffe ~+14 94 79 5. @6
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Troifieme Exemple.

Pour apptocher de la jufte valeur de la racine cubique de 1038. 1°. Sclon
les regles ordinaires du Probleme general je trouve 10 au demi cercle,

2°. J'ajotite trois zeroa 38 qui reftent, & je continuc I'operation , I'expo-
{ant que je trouve eft 1 que j’écris au demi cercle en Iui fouferivant 10, Car
ceft le mémed’éerire 1 fous 10 que jai trouvédans la premiere operation , &
o fous 1 que je trouve en celle-ci , ou bien d'écrire 1o dans cette premicre

operation , & L dans celle-ci.

3°>. Comme cette feconde operation laiffe le refte 7699, j'ajotite encore a
cerefte trois zero , & je continuél'operation , 'expofant que je trouve eft 7,
& jécris 7 an demi cercle , & o fous 7.

Comme cette troifiéme operation laiffe encore le refte 409487, j’ajotite
de nouveau trois zeroa ce refte, & je continué I'operation , I'expofant que je
trouve eft 1, & j’écris 1au demi cercle & o fous1, 1l refte encore 99169789
fur qui je puis encore continuer de nouvelles operations. Et 10=Z% écritau
demi cercle eft une racine qui approche déja beaucoup de celle que je

cherche.

Cube imparfait ~+1038 (102 Racine cubique approchée.
—I 000
zer reﬂe——'k;Sfooo
388..
—30301L
2? reﬂc_:r7_699!eoo
1g2g x. .
e < SR
3° reffe —409 4.871000
31 286 7. .

—310317 211
4° refte 99 169 789 . (e

Demonftration du Probleme.

Chaque tranche ajotitée multiplie toute la puiffance A refoudre par 100,
fi c’eft une feconde puiffance , par1000, fi ¢'en eft une troifiéme , &c. ( par
ce qu'on a dit au troifiéme exemple du 3° Probleme I. g1. ) ceft & dire que
chaque tranche ajofitée multiplie la feconde puiffance par le quarré de 10, la
troifiéme puiffance par le cube de 10, & ainfi des autres. Or chaque fois
qu'on multiplieen cette'(ortela puiffancea refoudre par une puiffance pareille
de 10, on fait un produit dont la racine eft multipliée par 10. Divifant donc
en méme temps cette racine, qu'on écrit par parties au demi cercle, par 1o,
comme les regles du Probleme l'enfeignent , on la multiplie & on la divife
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également , & ainfi I'on ne change en rien {a valeur par I 24 & 2§. Mais
quand on reitereroit de nouvelles operations , on trouveroit a I'infini de nou-
veaux reftes , & I'on n’arriveroit jamais a la racine veritable, quoiqu’on en
approchaft totjours de plus en pllus. Car chaque expofant qu'on ajotite au
demi cercle, doit toujours eftre tel que fes deux plans par tous les carateres
écrits avant lui, plus fon quarré puiffent eftre retranchez des rangs fur lef-
quels on opere. Or ces plans & ce quarré ne peuvent eftre enfermez dans
ces rangs exactement & fans refte, car les expofans qu’on ajoute au demi
cercle eftant toujours commenfurables , ils ne peuvent jamais eftre affez
juftes pour donner ce quimanque a la veritable racine,, puifqu’elleeft incom-
menfurable felon la fuppofition. 1l faut donc qu'il y ait toujours quelque
refte, Et enfin Pon approche toujours de plus en plus de Ia racine veritable,
Torfqu’écrivant quelques nombres au premier terme dela fradtion qu'on éeric
au demi cercle , 'on n’écrit rien au fecond que des zero.

MANIERE POUR APPROCHER EN DESSUS

DES RACINES INCOMMENSURABLIES,

O n prend auffi quelquefois pour racines approchées celles qui furpaffent IX,
fa racine veritable , d’'une grandeur plus petite que telle autre qu'on
voudra,

Ces racines {e reconnoiffent facilement lorfqu’on a celles qui en appro-
chent de fi prés au deffous, que la grandeur qui leur manque eft plus petite
que celle qu'on aura dérerminée. Car il ne faut qu'ajouter I'unité au pre-
mier terme de leur fraction , pour en avoir de celles qu'on demande..

~ Exemple.
Suppofons qu’on demande une racine cubique qui furpaffe celle de 1038,
" dune grandeur plus petite que ——. Je trouve en fuivant le Probleme pre-

100

o1 171 . . AT R . .
cedent 107% quirapproche de i prés la racine cubique de 1038, que la gran-

1000

. o 5 T et - i
deur qui lui manque eft plus petite que ——. Car fi jajoute encore ——
% 17t .y . 17 = 3 .
a 1022, jaurai 1057 dont le cube furpafle 1038. Comme donc c’eft une
notion commune que les plus grands quarrez ou les plus grands cubes ont de
plus grandes racines, il eft vrai de conclure que 10-7% eft plus petit, & 1027%
X 2 {DoD

Qo0
plus grand que la racine cubique de 1038. Or —*— eftant la difference de ces
deux racines approchées I'une au deffous , & 'autre au deflus de la veritable
qu’on cherche, il paroit évident quel’une eft {urpaflée & quel’autre [urpafle

cette racine incommenfurable d’une grandeur plus petite que =5

AVERTISSEMENT.
Sije m'efbois engage de fiivre lamethode ordinaire de cenx qui traittent
o A e . A . . I i »
des puiffances, j'anrots dic parler des puiffances imparfaites ¢ de lap-
O jj
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proximation de lents racines au Livre precedent s mass ordre mi'a femblé
plms naturel de wen parler qu'ici. Carles grandeurs incommenfiurables,
qui me fourniffent le [ujet de cequatrieme Livre ,naiffentde la refolution
des puiffances smparfaites ; puifqielles en font les racines veritables,

DE L'EXPRESSION
DES B,A_-CINBS YVERITABLES.

~ Souyent onexprime la juftevaleurde la racine congeug dans une puiffance
patfaite ou imparfaite , par de certains fignes qu’on appelle radicaux.
On exprime la racine d'unefeconde puiffance par ce figne p~, qui fignifie

_racine quarrée ou. fimplement racine. .On cxgtime la racine cubique d'une
Aroifiéme puiffance par ce figne ¢/ C. qui f}lgm’__ e racine cubique, ,Celle d'une

quatri¢me s’exprime par J§/ qui fignifie racine de racine, Celle dune
cinquiéme par /¢, D’une fixiémepar €.}/ ou )}/ C. D'unefepticme
par ¢“7°. ‘D’une huitiéme par J/ ¢/ p/. D’une neuviéme par J/C)/C.
D’une dixiéme par p75%.¢” ou §/ J/5°. Etainfi des aucres.

Dans chacune de ces racines ou de ces fignes radicaux , nous difons.que les

nombres ,qui font écrits ou fous-entendus aprés eux, font les nombres de
.ces fignes. Par exemple dans p/°C. ou J/3° nous appellons 3 le nombre de

ce figne. Deméme ¢ eft le nombrede }/Cp/. 10 celui de p/5°.p7. On
appe%lc aufli les nombres 2, 3, 4, &c. les expofans des fignes radicaux
V. VC VY& '

Ces fignes {ervent particulierement pour marquerla jufte valeur des diffe-
rentes racines que I'on congoit dans les puiffances imparfaites , & qu'on ne
peut exactement déterminer par nombres.

La racine de 18 par exemple , ne peut eftre déterminée par nombres , &
I'on {& contente de I'exprimer ainfi 718, De méme §/ 1038 exprime la juflte
valeur de la racinede 1038 qu’on ne peut déterminer par nombres. De méme
la racine de p/ ;—+#/3 ne peut eftre déterminée par nombres , & je I'expri-
me ainfi p/ . 5+ ¢ 3.

Pareillement la racine de az—24b—+bb—cc ne peut eftre exadtement

La racine de 1g7-+-p* ne peut eftre déterminée , & je 'exprime en cette

4

S

foree. V2 1-#}.;”!' La racine cubique de Lg+ ‘Vf_%_*?!f! ne peut eftre

déterminée , & je-{exprime en cette forte V/~ C.ig—+ v 199+ E;P 1l en eff

ainfi des autres.
Les racines incommenfurables des fra&ions s’expriment en deuxmanieres,

: ; i
Par exemple pour marquer la racine de 1, on écrit p+, oubien V?—, parceque

chacun des termes 3 & g eft congeurenfermé fous le figne radical ¢7,& qu'il
Vit

r L s A L. 3 3 A
_eft égal d'écrire P77, ou Zo, meque I'un & lautre font la méme chofe
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~que . Demémela racine de % s’exprime en cette forre V%, ou bien _':1;;
£ i :

. & parceque ¢/ 4=z, aulieude /% ou de 7i- on peut encore écrire %’ml
‘bi & i : vs G s

bien 2 7%, Et par la méme raifon , aulieu de V% oude v, on écrit -;L’ ou

ibien ™, ou enfin felon I'ufagele plus ordinaire 4/,

Pareillement pour marquer la racine cubique de £, on écrit C.i, ou

‘bien %’; Et pour marquer la racine cubiquede %, on écrit "E'_-s_’ou 1/ C.t

“Mais pour marquer la racine cubique de £, on écrit 22/ C.5. 1len eft ainfi

- des autres, X1y.
S’il arrive que je fois obligé de marquer le quarré de quelque racine,
-comme par exemple celui d'une racine cubique , je puis marquer ainfi ce

~quarré Q) C.'Parex.au l:'_en E’Efsire lequarréde VC.—}?H- V_}%_{_%})g; ;

’:-j,’écris Q_V.C.%g-rf Vv 99—+ 1-‘7 P

AVERTISSEMENT,

Il ne faut pas s'imaginer que les fignes radicanx , i méme gue les

Adignes des Geometres donnent aucune connoiffance diftinéle des grandeurs
.gu'elles expriment. Si les pm':ﬁkncu dont ces gmn_a’mr: font les racines
qi'on y congoit, [ont impse?_'fmte.r, on ne !e:paum Jamais exallement cop-
noitre, parcegre leurs racines ne ponvant eftre exprimées par nombyes,
celles font incommenfurables ; de [orte qi’aucune partie de ces Lrandeurs
-ou de Uunité a qui on les compare , eftant appliquée une ou pluficurs fos
Jurles unes & [ur les autres, we peut mefivrer chacune d'elles exalemens
& fans refte s comme on P'a démontré an troifiéme Thesreme 4., S,

DES OPERATIONS

‘SUR 'LES GRANDEURS INCOMMENSURABLES,

. : ’ » VIQ
-Comme la divifion des grandeurs entieres dont expofant n’eft pasentier,

-donne des fractions qui ne peuvent eftre entieres , de méme la refolution des
~grandeurs commenfurables , dont la racine ne peut eftre exprimée par nem-
‘bres , donne les grandeurs incommen(urables, St
Comme auffi on réduit les fractions 4 leurs moindres termes , ceft 4 dire §
-aleur expofant, pour les rendre plus connués & pour operer plus facilement
Aur elles , on réduit pareillement les grandeurs incommenfurables 4 des ex..
preflions plus courtes , pour les rendre en quelque fagon plus-connués, &
pour operer auffi plus facilement furelles.
On fait cetteréduction lor{qu’on tire hors des fignes radicaux 4, p7C.
-ou autres , toutes les racines des quarrez ou des cubes , ou des autres puifs
dances qui font divifeurs des grandeurs renfermées fous les fignes ¢/, ou
V C. &c. On réduit par exemple 7754 5473, a caufe que j—¢/ 15, &
752§ par 3; de forte que s/ 3—=F 25par 3=F"75. Ces redactions fe
font ainfi, O ij
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Troisieg'ME PROBLEME,

R éduire toute racine incommenfurable des grandeurs entieres a I'exprefliot
fa plus courte qui enmarque la valeur,

Lorfquela grandeur enfermée fous le figne radical eft entiere & quelleale
figne ¢/, ou }/C. ou quelque autre ,on choifit parmi tous fes divifeurs le
plus grand quarré , ou cube , ou autre puiffance déterminée par le figne ra-
dical. On divife la grandeur qui eft fous le figne par ce quarré , ou par ce
cabe , &e. & on écritla racine imple duquarré , ou du cube , &c. devant le
figne radical §/, ou ;' C &c. & l'expolant nouvellement trouvé aprés ce
figne, Ecl’on ace qu'on cherche.

Premier Exemple.

Pour réduire /75 a fon expreffion la plus fimple, je choifis 25 le plus
grand nombre quarté divifeur de 75, je divile 75 par 25, I'expolant eft 3, &
) éctis § racine du quarré 25 devant p/ figne radical de ¢/75, & 3 expofans
nouvellement trouve aprés ce figne. Cela me donne 573, & p73 eft
Pexpreflion la plus fimple qui marque exactement la valeur de

75 V7s=sK's

V27 fe réduiroit de méme a 3473, Vir—=3}3

Second Exemple.

Pour rédnire §C.81 4 fon expreflion la plus fimple , je choifis 27 le plus
grand cube divifeur de 81, je divife 81 par 27, expofant eft 3, & jécris 3
racine cubique du cube :7 devant J/ C. & 3 expofant nouvellement trouvé
aprés ce figne. Celame donne 3/7C.3, & 3/7C.3 eft I'expreflion la plus
fimple qui marque exactement la valeur de y~ C.81 ' C.81i=3//Cs

¥ C.375 feréduiroit demémea 547 C.3.. YV Cii5=s5pC.3.

Troificme Exemple.

Pour réduire [7a*b a fon expreffion la plus fimple, je choilis 4« le plus
grand quarré divifeur de #*b. je divife #°b par aa, & j’écris 4 racine de 44
devant §/, & ab expofant nouvellement trouvé aprés ce figne. Cela me
donne 4}/ ab, & ap/ ab eft Pexpreflion la plus fimple qui marque exacte. -

ment lavaleur de }7 4. V &b—ap ab
1~ a°b e réduiroit de méme a 4ab )/ ab. V ab—aabp ab
_Pareillement p/ C.a'h {e réduiroit a 2/ C.qb. V C.a*b—a)/ C.ab
-/ C.a'b fe réduiroitde méme a2l )/ C.aa V C.ati—aby” C.aa.

Quatricme Exemple.

Pour téduire P @b—aabb—+21aabc—+abec—ab'—bbcc—irbic—-b* 2 fon
expreffion la plus fimple , je choifis as— 2ac—+ cc—+2ab—2bc—+bb le plus
grand quarié divifeur de ce qui eft fous le figne p7, je fais la divifion &
Pordinaire , & jécris a—+c—>b racine du quarré que y’ai pris devanc /7, &
ab—+bb cxpcﬁmt de la divifion que jai faite aprés ce figne. Cela me donne
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a~+c—bp/ ab—+bb pour I'expreffion la plus fimple qui marque exaétement
la valeur dela racine propofée.

¥ @b—aabb— raabc— abcc—abi— bbeo—2bc—+ b'—a— c— by b bb

Cingui¢me Exemple.

Pour réduire /' C.x°—gx"—+ 274" 152 —108vx—+3242 324 4 fon
expreflion la plus fimple, je choifis #'—gxx—+27x—27 le plus grand cube
divifeur de tout ce qui eft fous §/C. je divife tout ce qui elt fous ce figne
par ce cube, l'expo?ant eft ¥’ 12, & j'éeris x—3 racine cubique du cube
que jai pris devant p/C. & a'—12 apiés ce figne. Cela me donne
%31 C.x'~12 pour P'expreffion la plus fimple qui marque exaéement la
valeur dela racine propofée,

YV ECx'—gx’—+27% —158°—108xx—+324x—324—x_ 3/ Cox’+12

Sixiéme Exemple.

Mais fi les grandeurs entieres renfermées (ous les fignes radicaux ¢/ ou
/" C. n’ont aucun autre quarré ou cube pourdivifeur que P'unité , les racines
incommenfurables qu'on propofe font réduites a leurs expreflions les plus
fimples , par 16. S. parcequ'alors on ne peut rien tirer hors des fignes que
P'unité | laquelle on fous-entend tolijours en eftre tirée 5 car g a—1p/4,
parcequ’on entend totijours en prenant §” 4 qu'on le prend 1 fois.

Ainfi g 35 fera réduite a fon expreffion la plus fimple , parceque 35 n'a

oint d’autre quarré pour divifeur quel'unité. Deméme p7 C.35 fera réduire
afon expreffion la plus fimple , parceque 35 n’a point d’autre cube pour divi-
feur que l'unité Pareillement p/ab & §7C.aab font réduites a leurs expref-
fions les plus fimples, parceque a4 n’a point d'autre quarré, niazb d'autre

cube pour divifeur que Punicé.

Démonfration du Probleme.

Soit propofée la racine incommenfurable ¢”a, qu'il faille réduire 4 fon
expreflionla plus fimple. Soitbb le plus grand quarré divileur de la grandeur
entieres, & ¢ I’expofant de # au quarré b6. 1°. 1l faur démontrer que by ¢
trouvé felon les regles du Problemeeft égala J7 2. Orcela eft évident. Car
puifque ¢ eft Pexpofant de 2 a bb ; donc a—bbc ( par 1.123 ) Or J/ bb—%;
donc &Vc—-_—[/éf » & par conlequent by c—=)"a.

2°. Mais il refte encore & démontrer que J/ 4 ne peut eftre réduite 4 une
expreflion plus fimple ?ue by ¢, 8 cela eft encore évident. Car i bb eft le

lus grand quarré divileur de #, aucun quarré ne poura exactement divifer
{{cxpofant ¢. Car foit dd un quarré divifeur de ¢, & ¢ I'expofant de ¢ au
quarré dd 5 donc dde—c ( par I. 123.) Or bbe—a ; donc bbdde—a. Or
bbdd eft un divifeur de bbdde ; il eflt donc auffi un divifeur de 2. Mais ce
divifeur bbdd eftant un produit des quarrez bb & dd, doit neceflairement
cftre un quarré, ( par I11. 2.) & parceque bp & dd font chacun entiers,
il eft vifible que le quarré bbdd feraun plus grand divifeur de 4 que le quarré

XIX,
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bb. Or cela eft contre la fuppofition , aucun quarré ne peut donc divifer?
Pexpofant e ; & ainfi p”¢ fera réduite 4 fon expreflion la plus fimple ( par
16.8.) Donc ¢/ bbe, ou / a qui luielt égale , ne peut eftre réduite a une -
expreflion plus fimple 44/ ¢. Les regles du Probleme ont donc prefcrit.ce -
qu’il falloit faire.

UATR1¥ME PROBLEME.

R éduire toute racine incommenfurable des grandeurs romputs a fon ex--
preffion la plus fimple. - _

On opere fur chaque terme de la fration propofée comme au Probleme -
precedent, & I'on trouve I'expreffion cherchée, Les exemples éclaircirone
cette regle. .

Premier Exemple:

Pour rédiire 77 & fon expreffion la plus fimple. Cette grandeur eft la
méme que 7 par1s. §. Je réduis donc par le Probleme precedent §/ 27 &+
313, & P 20 & 21/, &j'éeris 12, ou felon Pufage le: plus ordinaire, j'écris
21+ pourexpreflion la plus fimple de 1 :—Z Vv :-:;’:‘v[/ B

Second Exemple.

Pour réduire §/% 4 fon expreflion la plus fimple. - £ g ne peut s’exprimer
plus fimplement , & ¢/ 4=z ; j'¢ctis donc /"5 pour P'expreflion la plus

fimple que jecherche. . Vi=iV5"
Mais pour réduire 7+ a fon expreflionla plus fimple , j°écris =+ ou
bien2p L. . Vi

Deméme V‘;’-faié {e réduit a 4.5[/;‘;,%"- V:{:— {eréduita 41/,‘;,--
On réduiroit pareillement 3/ C-gf""é a 3 Clab, & p/ G'?f;gﬁ A
by 55:4,;' Et ainfi des autresy

Troifiéme Exemple.

» : 4aami A -
Pour réduire §~ _‘;%‘52 - —;;K—, ou donnanta chaque partie le méme fecond *
-

;S e
’ : Tomm-ARanip o
terme ppxz, pous wéduire)” ‘1‘3—"-'—15}-%—- a fon expreffion la plas fimple,

YV anoomm— 4aam'p fe réduit & amp oo+ 4mp, & ppzz fe réduir a p.
Ekrivant donc %V 00—+ 4mp, j'ai 'expreffion la plus fimple que je cherche, .

assomm ., 4aens__ o
V PPAA ) s A G

2 s et SRS O 7 S /
On trouvera pareillement que p7 =48 _——f 00—+ 4mp. - 1] en eft
ainfi des autres. .

[/aa-!-;]_mp

Dim,.
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Démonftration du Probleme.,
Soit ¢/ une racine incommen furable qu'il faille réduire a fon expreffion

la plus fimple. Soit cc le plus grand quaicé divifeur de 4, & 4 l'expolant de
a au quarré bb, & foit pareillement eele plus grand quarré divifeur de b,& £

P'expofant de 4 au quarré ee 5je dis que -i'VJ‘_i trouvée en operant felon le
Probleme, eft I'expreffion la plus fimplede p77- Car puifqued eft I'expo-

fant de 4 au quarré ce, & flexpofant dé b au quarré ee ; donc a—ccd, &
E;—_eef(par I.123.) Donc [/T:Vg— Or _:-V;'f' elt Pexpreflion la plus
fimple de p~ :-:?.-, parceque @ & f n’ont-aucun quarré pour divifeur , comme
il eft évident par la feconde partie de la démonftration du troifiéme Probleme,
Donc ¥~ }i eft l'expreffion la plus fimple g7z, On adenc fait ce qu'il
falloit. faire. .

AVERTISSEMENT

Mags pour avoir une prenve fenfible qu'on a bien fait Poperation . on:

remarguera qu'il faut [eulement multiplier le quarre ou le cube de ce
gion a tiré hors du figne §/ on |/ C.par lagrandeur qui reffe enfermee
fous ce figne. Car fi le produir eft égal a la grandenr qui effoir foms le
figne avant qu'on operaft, et une marque quon abien fuit 'operation,
mais [0 le produitsieff pas égal & cette grandenr  on a mal fait operation,
il la fant recommencer.

DE LA REDUCTION DES GRANDEURS-

INCOMMENSURABLES SOUS UN MEME SIGNE.-

Comme pour operer furles fractions ondonne a chacuneun méme fecond
terme fans changer leur valeur, de méme pour operer fur les grandeurs in-
commenfurableson leur donne a chacune un méme figne radical fans changer
auffi leus valeur. .Ceschangemens des fignes radicaux fe font en cette forte, .

CiNqurEME PROBLEME..
L

Reéduire deux grandeurs incommenfurables fous un méme figne fans
changer leur valeur.

Si I'expofantdu nombre de la grande racine a la petite eft entier, oni éleve
la petite au nombre de la grande ; & f{icet expofant n’eft pas entier, on éleve
chactine au nombre que donne le produit da nombre dé la grande par le nom-
bre de la petite. EtI'on a ce quon cherche. Les exemples fuivans éclaic-

 ciront cette regle.
*Premier Exemple.

Pour réduire fous un méme figne p73 & 17/ C.15. L'expofant de ¢
sombre de g7 |/ C.15 4 2 nombre de £/ 3 eft le nombre entier 3,jéleve donc
¥ 324y p C. en multipliant 3 enfermé fous p, cubiquement, a caufe que

XXI. .
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2 nombre de /7 eft 3 fois dans 6 nombre de p7f/C. 'Et j'ai alors fous us
méme figne J/7p/ Carz—y"3,& VVC..Ij' ot je n’ai rien changgé.

Second Exemple. . ,

Pour réduire fous un méme figne 4573 & 5§/ C.2. L expofant de 3 nom-
bre de //C. a 2 nombre de ¢ n'eft pas entier , & 6 eftle produit de 3 par 2,
j'éleve donc 75 & J7C.2 a p7Cy/, en multipliant cubiquement 3 écric
“aprés J/, & quarrément 2 éctitaprés 7 CJ/, a canle que 2 nombre de §~
eft 3 fois dans 6 nombre de ' C. & que 3 nombre de 7 C, eft 2 fois dans le
‘méme nombre 6, Etj'aialors fous un méme figne 4V CpYar=—4l 3, &
SV CV =¥ C:2. ' '
“Troificme Exemple.

Pour réduire fous-un méme figne J/ sab & p/ 7 a’b—+ab'. L’expofant
.de g4 nombre de p7 p” a 2 nombrede §/ eft le nombre entier 2. J'élevedone
VY 5ab a y/ ), en multipliant sab quarrément. Ec j'ai alors fous un méme
Higne p/ )/ 2gaabb=—}/ sab, & ¢V 4t~ ab’, ol je n’ai rien changé.

~ Quatriéme Exemple.

Pour réduire fousun méme figne a9 & §/ C.aag. +expofantde 3 4z
a’eft pas entier, & 6 eft le produitde 3par 2. J*éleve donc /a7 & P/ C.aag
a y/ Cy/, en multipliant ag cubiquement, & 449 quarrément , a caufe que
2 nombre de g7 eft 5 fois dans 6 nombre de p7Cp”, & que 3 nombre de .

}/C. eft 2 fois dans le méme nombre ¢, Jai donc fous un méme figne

VCyag=yag.& VCVa”*qq:VC.mq.

Deémonftration du Probleme.
‘Elle n’eft pas moins {enfible qu'elle paroift évidente, ‘Carl'on voitafles
qu'il eft égal d'éctire p7aa, ou p/ ) a*, ou 7 Cp/ a°, &c. puilque chacune
de ces grandeurs cft égale a 4. Cela eft fi clair qu’on pouroit en faire.un
axiome,
Six1¥ME ProsrfumE.
R éduire entierement les grandeurs incommenfurables fous ‘Teurs fignes.
1°. On éleve ce qui eft hors du figne , audegré qui eft marqué par le nom-
bre de ce figne.
2°, On mulupliela puiffance trouvée par ce qui-reftefousle figne.
3°. On écrit le nouvean produit fousle figne , & l'ona ce.quion cherche.
Premier Exemple.
Par exemple, pour réduire entierement ¢/ 3 fous fonfigne p7, je multiplie
5 quarrément , a caufe quele nombre du figne J7 eft 2, le produit eft 2.
2°. Je multiplie 25 par 3 qui eft fousle figne p7. 3°. J'¢cris le nouveau pro-
duit 75 fous /75 & je connois que 775 eft la méme chofe que 55”3 réduire
_entierement fous le figne o/ W 3=V 75.
~ Second Exempla.
Pour réduire toute la grandeur 6/ C.3 fous fon figne }/°C. je multiplie
6 cubiquement , & le produit 216 par 3, enfuite j’écris le nouveau produit
648 fous le figne y/C, & je connois que 7 C.648 eft la méme chole que
&) C.3 réduite entierement fous p7C. SV C.a==p C.648.
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il en eft ainfi des autres , & la démonftration duProbleme n'eft quel'in-
yafe de celles du troifiéme & du quatriéme Probleme,

COROLLAIRE.

Cette methode de réduire entierement les grandeurs incommenfirables
fous leurs fignes , nous fournit un moyen pour reconnoitre entre plufieurs
de ces grandeurs , quelles font les plus grandes ou les plus petites ; car ces
grandeurs eftant réduites entierement {ous un méme figne par le cinquiéme
Probleme & par celui que jeviens d'expofer, onconnoit facilement quelles
font les plus grandes.,- : ‘.

Si par exemple on propofe les deux grandeurs 5773 & 6/7C.3, & qu'on
veiiille fcavoir laquelle des deux eft la plus grande , on les réduit premiere-
ment fous un méme figne par le cinquiéme Probleme , & I'on a les deux
expre(lions §47°6°.27 & 6/ 6°.9, le[quelles eftant réduites entierement fous
leur figne par le Probleme qui precede , on trouve' }/6°.421875 &

XXIvV,

¥ 6°.419904. Er alors voyant que 76421875 eft plus grande que-

¥ 6°.419904, on conng’ir auffi quela grandeqr _5!’_’5‘——‘*;"69.4-?-187'5 eft plus
gtande que 67 C.3==p/ 6" 419904 1l en eft ainfi‘des antres,

AVERTISSE MENT,

Si les grandenrs quwonvent véduire [oms les fignes [ont todt-a-fait com-
menfirables , on les éleve an degré marqué par le nombre des fignes fous
lefquels on les venr réduive , & Von ecrit les puiffances qu’on trowve
fous ces fignes. Par exemple , pour réduire s [ows le figne 1/, je quarre

XKV,

55 j'ecris le quarre a5 fous Y en cette [orte J 25, Et pour réduire g

Sous le figne )/ C. je cube s, & ['éeris le cube 125 fous 1/ C. en cette forte
V' Cazg. Ilen off ainfi des antres.- ;

DES RAPPORTS QUE LES GRANDEURS"

INCOMMENSURABLES ONT ENTR ELLES,

On fzait que les grandeats incommenfurables n’ont aucun rapport de
nombre a nombre avec les grandeurs commenfurables. Mais il arrive fou=
vent que ces grandeurs incommenf{urables font commenf{urables entr’elles,

UATRIEME THEOREME, -

Car {i des racifies incommenfurables ont chacune une méme grandeur
renfermée fousun méme figne, elles feront commenfurables entr’elles.

Démonfbration. Soient les racines incommenfurables 5275 & 3473 qui
ayent chacunele méme nombre 3 renfermé fous le méme figne V;Je dis que
5973 & 313 font commenfurables entr’elles, Car le rapport de I'upe 2
Pautre , c’eft a dire ‘—:,—: eft la méme chofe que ¥, dont chaque terme eft égale-

2

ment multplié par §”3. Et ainfi %}%‘:—}, ou ce qui eft la méme chofe, le
rapport de 54”3 a 3373 cft égal au rapportdeg a3, Orle ;)gpp_(_)rt degay

XXVI.
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eft un rapport de nombre & nombre , puifque 5 & 3 font chacun un nombre
5#73 & 33 ont donc aufli un rapport de nombre. “Elles font donc com-
menfurables entr’elles. Ce qu’il falloit démontrer.

Crivquirme THEOREME.

Si des racines incommenlurables réduites a leurs expreflions les plug
fimples , n’ont pas chacune tne méme grandeur renfermée fous un méme
figne , elles font incommenfurables entr’elles, »

Démonfbration. Soientles racines incommenfurables #p”b & ¢y7d., lef-
quelles eftant réduites a leurs expreflions les plus fimples , ne peuvent avoir
une méme grandeyr renfermée fous le méme figne 4/, ces grandeurs 276
& cp”d font incommenfurables entr’elles, par 6. S. Car il eft certain par-

’ S . r o avh a4 c
la démonftration du quatricme Probleme que Jeutr rapport £ ou ;/ Zne

peut eftre exprimé par nombres.

g SepTi¥ME PrOBrEME

Reconnoitre files racines incommen{urables des grandeuss entieres,, font
commenfurables entr’elles.

On les réduit chacune par le troifiéme Probleme aux ex reflions les plus
fimples qui marquent leur valeur , & on leur donne par[ie cinquiéme un
méme figne , {i le leur eft different. Sialorsil refte dans ¢hacune une méme
grandeur fous le figne radical , elles font commenfurables entr'elles , & le
rapport en peut eftre connu. Mais s’il nerefte pas dans chacune une méme
grandeur fous le figne , elles {ontincommenfurables entr’elles &lellr,.raPPo:;
ne peut eftre connu.

Premier Exemple.
Pour connoicre files racines incommen(urables 775 & §727 font com=

:menfurables entr’elles. Ces racines réduites a leurs expreffions les plus

fimples font 5§73 & 3§73. Orchacunca le méme nombre 3 fous le figne §7,
elles font donc commenfurables entr’elles , par 26. 8. & leur rapporteft celui
de ga3,ceft a dire §.

De méme le rapporr des racines cubiques [ C.81x & J/C.s25, eft celui
dejag,-ou 4 ;

Second Exemple,

Pour connoitre i /@%b & Y ab* font commenfurables entr’elles, Ces
racines réduites a leurs expreflions les plus fimples , font «p/ab & by/ ab.
Elles font donc commenfurables entr’elles , & leur rapport eft celui de s 4 &,
Cefta dire 3.

De mémele rapport de °C.814%c & p/C.24ab'c, eft celui de 32 A 25,
oun. * ' '
Troifieme Exemple.

De méme pour connoitre fi les deux grandeurs p£ab—+aabh &
o/ #b—aabb—2raabc— abcc—ab'—bbee__2bic—+ b font commenfirables
entr’elles. Ces racines réduites a lears expreflions les plus fimples , fonc
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salV ab—bb, & a—+c—bl ab~+bb;de forte qu'elles font commenfurables,

& leurrapport-eft celui de 2 A a—+c—b, ou T

-

Pareillement p~C.x"— gx'—+ 275%—155° —108xx —+324x—324 &
¥/ C.3x—+36,0nt pour leur rapport celui de x—3 a 3,0u 131‘ Il en eft ainfi
-des autres.

Lotfque j'appelle 4, b, ¢, x, &c. des grandeurs com menfurables , je I'en-
tends feulenment par fuppolfition , c’éft a dire, quoique ces lettres puiffent
également marquer toute {orte de grandeurs commenfurables ou incommen-
furables , neanmoins je les confidere alors feulement comme les expreffions
.de telles grandeurs que I'on voudra choifir, pourveu que ces grandeurs
Aoient commenfurables,

Quatriéme Exemple.

‘Mais pour connoitre fi les racines incommenfurables p712 & §7 45 font
commcnﬁlrablcs entr'elles. Ces racines réduites a leurs expreflions les plus
fimples font 273 & 375, & parceque 3 & g enfermez fous les fignes 47,
Tont differents entr’eux , les racines 273 & 375, 0u §/12 & § 45 qui leur
font égales , ne font point commenfurables -entr’elles , par le cinquiéme
Theoreme, a caufe que §73 n'eflt point égal 4 4/ ¢.

Démonftration du Probleme.

La premiere partie du ‘Probleme fuit neceflairement du ‘quarriéme

“Theoreme, & lafeconde fuit pareillement du cinquiéme Theoreme,

HurtremMe PROBLEME
‘Reconnoitre (i les racines incommenf{urables des fraéions font commen-
‘furables entr’elles.

On les réduit , comme au Probleme precedent, a leurs expreffions les
plus fimples , & fous un méme figne. Sialors il refte une méine grandeur
Fous chaque figne , elles font commenifurables entr’elles, Mais §’il ne refte
pas une méme grandeur fous chaque figne, on donne aux fra&ions reftées
fous les ignes un mémefecond terme, fi le leur eft different , & on les réduit
de nouveau a leurs expreflions les plus fimples. i alors il refte une méme
.grandeur fous chaque figne , elles font commen(urables entr’elles ; finon, elles
fontincommenfurables enti’elles. Les exemples éclairciront cette regle,

Premier Exemple. . !

Pour connoitre fi J~ i:—g & V i—i {ont commenfurables entr’elles. Ces ra-
. r . 1 2
cines eftant réduites a leurs expreflions les plus fimples , font 4 g7 = & 14/ L

& parceque 2 refte fouschaque figne 47 elles font commenfirrablesentrelles,
& leur rapport eft celuide 444 oul. :

& . ? 12bb ; . .
De méme p” %7 & p/ 55 font commenfurables entr’elles , parcequielles

de réduifent a tay s & by 3.
Parcillement C:i & pC.7 font commenfurables entrelles , parcea
P ij

XXIX,;
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qu'elles (€ réduifent & - P7C.y & 207C.t,
S Second Exemple.

Pour connoitre fi 7% & p/  font commenfiirables entr'elles. Ces ras-

cines feréduifentd 4472 & 3p7%. Mais parceque les fractions 2 8 § qui

1

reftent fous les fignes 4~ ne font point égales , je donne A chacune un méme -

fecond terme, & jfai 3/ =—3¢/£. Réduifant donc 347> a fon expreflion -

la plus fimple,, je trouye 6472 qui lui eft égale, & quia fous le figne J/ Ia
méme fradtion qui eft reftée fous ce figne dans 4472, doll je connois que

4V, & 6475, ou bien p/ £ & /™ qui leur font égales , font. commen,. -

furables entr’elles , & leurrapport eft celui de 44 6-0u =. -
Troifiéme Exemple.

Pour connioitre i J/% & §~ =+ font commenfurables entr’elles. Ces racines

réduites a leurs expreflions les plus fimples font 257 '—;-’ & 3 //%. Voyant

donc queles fradtions reftées [ous les fignes font inégales entr’elles , je donne -
a chacune un méme fecond terme , & jaiaulieu de §47%° & $4/7% , lesdeux

autres Lp/% & L/ qui leurfontégales. Réduifant donc ces racines a leurs
3 Tl 1§ y
expreffions les plus fimples , je trouve 2§75 & 27" qui leur font égales,

& qui ont chacune laméme fradtion fous le figne p, d’ott je connois queles -

racines propofées font commenfurables entr’elles ; & leur rapport eft celui
de'laroui,. :
Quiatrieme Exemple.

Pour connoitre fi /=88 & prosemmiesndi fone commenfurables

= _ PP3E :
entr'elles. Ces grandeurs réduites a leurs expreffions les plus fimples, font

2y 00—+ 4mp & —‘;—:‘V 00—+ 4mp, & parceque la méme grandeur oo— gmp

refte fous chaque figne /7, elles font commenfurables entr'elles, & leur -

rapport eft celuiqui eft entre : & ‘;‘%:_. celt-a dire 513 -1len eft ainfi des *

autres, - .
Diémonftration du Probleme. -

Elle eft Ia méme que celle du Probleme precedent. Car lorfque les gran<-

deurs reftées fous les fignes font égales , leur rapport peut eftre exprimé par:
nombres , par 26. §. & ainfi elles [ont commenf’uraﬁes entr’elles. Mais
lor{que les grandeurs reftées fous les fignes font inégales , & ne peuvent eftre
rendués égales par de nouvelles réductions |, leur rapport nerpeut pas eftre
exprimé par nombres’, par 27 S. & ainfi elles font incommenfurables
entrlelles, Ot fi felonles regles du Probleme, on:donne aux grandeurs qui-
reftent fous les fignes un méme {econd terme , & que le premier de chacune
~ftant réduite a {on expreffion la plus fimple , il refte encore fous les fignes

das grandeurs imégales ,.on ne peut les égaler par des réductions nouvelles
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tfans changer leur valeur. Car leurs premiers termes eftant réduits & leurs
«expreffions les plus {imples , onn’en peutrien tirer davantage hors des fignes,
.& leurs feconds termes eftant égaux , ainfi quon le f'uppo[% » ON ne peut rien
stirer de I'un hors du figne , qu'on ne puiffe tirer pareillement de I'autre. De
{orte que ces grandeurs ne peuvent eftre rendués égales par des réductions
-nouvelles,

COROLLAIRE.
Une méme racine incommenfurable peut recevoir differentes expreflions XXX,
fans changer fa valeur. Par exemple 372 eft réduite & fon expreffion la plus
“fimple , parcequ'aucun quarré ne la multiplie, cependant fi je multiplie cha-
‘que terme 6 & 5 renfermez fous ¢~ par K’. nombre 2, ou 3, ou 5, ou 6, qui

font divifears de I'un des deux termes 5 & 6, j'aurai =you i/ :%, ou *1_‘}
- 4 . Fa £ £ r .
ou }/” :—6 qui feront chacune égale a p/£, & qu'on poura réduire aux nou-

velles expreffions 24/ 2 1347 :S, V30, &6p/ 5 Teneft ainfi des autres,
“Cependant jattribug également le nom de fimple, a chacune de ces exprel-
fions differentes de la méme racine , parcequon ne trouve dans chacune
aucun nombre quarré qui puifle divifer {ans refte 'un ou Pautre des termes
qui font renfermez fous le figne 7.
Or la raifon pourquoi ces fortes de multiplications eftant faites,, on-peut
rtirer quelque grandeur hors du figne radical , c’eft que toute grandeur multi-
pliée par quelqu’un de fes divileurs , donne un produic dont un quarré eft
divifeur , de forte que dans les multiplications femblables a celles dont on
~vient de patler , la racine de ce quarré poura fe tirer hors du figne ¢, Soit
~par exemple abc télle grandeur qu'on voudra qui aura pour divifeurs 4. 4, ¢,
#b,ac, be; & abe. *Si on multiplie abc par-quelqu’un de ces divifeurs com-
me 4, 0u b,ou ¢, il eft vifible que le produit agbe,.ou abbe,on abec, aura le
~quarré a4, ou bb,ou ¢c pour divifeur, '

‘PREPARATION DES RACINES INCOMMENSURABLES

"POUR FAIRE ‘LES Q}_I_ATRE PREMIERES OPERATIONS SUR ELLES.

C’eft uneregle generale pour chacune des quatre premieres operations qui XX XI.
Auivent fur les racines incommenfurables , qu'elles foient totijours réduires a
‘leurs expreffions les plus fimples par le troifiéme ou quatriéme Probleme.
Qu’on réduife tofijours chacune fous un méme figne par le cinquiéme. Et
qu’on reconnoifle par le feptiéme ou huitiéme , fi ces racines font commen-

¢furables entr’elles,

NeuvieEmMe PROBLEME.
Ajotiter ou retrancher les racines incommenfurables. :
Si elles font commenfirables entr’elles, on écrit devant le figne radical XXXII,
~quelles ont, la fomme oula difference de ce qui eft écrit avant chaque figne, :

«6¢ onlaifle fous le figne radicel ce qw'on y trouve,
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Mais files racines font incommenfurables entr’elles , on fe contente de les-
ecrire fimplement avec les fignes —+ ou—, Les exemples fuivans éclairs
ciront ces regles..

Premier Exemp!e.

Pour trouver |a fomme de 5473 & 3473, ces racines font commenfurables
entr’elles , & la fomme de ¢ & de 3 écrits avane les fignes ¢ eft 8, j'écris .
donc 8§73 pour la fomme cherchée. \

Parecillement lafomme dé £p7Cl5 & de 1§/ C.s eft =/ C.5..

Second Exemple.
Pour trouver [a fomme de :p/ga..q.+mp.& —;EV"&{?—E- 4mp. Ces racinés -

font commenfurables , & la fomme dé * & de ;—“ eft f'_‘i;;-"';‘i'l';, j’écris dont:
o, T -

H%iﬂ’/ 00~ 4mp pour Ia fomme cherchée.

Troifiéme Exemple. :

Pour tetrancher 30773 de 5473, ladifference de-g a3 eft 2, & j'écris 2405
pour la difference cherchée, . ;

Pareillement la. difference de £¢7C.5 & de 34/ C.s eft 27 Coy..

uatvi¢me- Exemple.,
- = R | NN, % anm—px% R

Pour retrancher -;V 00—+ 47 de:.?—K V 00—k gmp. D I &
j}écris-."—‘iﬁ::i‘ll/ 00—+ 4mp pour la difference cherchée,

Cinguiéme Exemple. .

‘Mais pourtrouver la fommede §/ 21 & de p”15: Ces racines font incon- -
menfurables , car aucun quarré ne peut divifer exadtement 21 ni 14, ni faire -
qu'il refte un méme nombre fousle figne 4. Je me contente donc d'ajoditer -

- ces racines en écrivant fimplement §7 21— §/ 15 pour leur fomme.

Etfij'avois arerrancher p415.de. g/ 21, écrirois pour refte f/ 21— 15

De méme pour ajolter 2+ ga J75, jyécris 2=+ 2p 5. .

Et pour retrancher 2 de p”7s, jéeris p/5—a.

Cleft dé ces dernieres fortes d’additions ou de foufttaétions que naiffcne::
certaines grandeurs quon appelle binomes, & multinomes incommens.
Surables..

Démonftration du Probleme.

Soient les racinesincommenfurables 373 & /3 a ajofiter en une fomme, .
il eft clair que 8473 trouvée en fuivant le Probleme , eft la fomme cherchée. .
Car foit faite p"3—4. Donc 34/ 3—=34, & s} 3—=5a. Or 3a—+5a—8x,

-Donc 3/ 3+ 3=8)3.

On prouvera en méme forte que ¢¢/3—3¢ 3—=2¢"3. Onadonc fait ce -

qu'il falloit faire. '

AUTRE MANIERE D'AJOUTER OU SOUSTRAIRE
LES RACINES INCOMMENSURABLES QUI N'ONT QUE LE SIGNE }/,

Qutre la methode generale 4 ajoner on fouftraire tonre forte de racines
incommenfirables
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Sntommenfurables par le Probleme ng-eaedem s lorfque les racines qu'en
propofe n'ont que le figne radical }7, on pewt encore les ajoiiter ok
fonftraive par les regles qui [uivent.

RecL: PourR t'ADDITION, XXXIIL.

On ajotite en une fomme les deux grandeurs qui font fous les fignes ¢/
pliss 2 fois la racine duproduit de ces deux grandeurs. Et laracinede [a fom.
me torale réduite & fon - expreflion la P%us fimple , eft la fomme qu'on
cherche, ' ' '

) _ Premier Exemple.

Pour ajoiiter en une fomme 75 & J/ 43, j'ajoite en une fomme 75 &
48°qui font fous les fignes ¢/, & j'ai 123 & qui j'ajolite encore 120, c’eflt &
dire 2 fois 6o racine de 3600 produit de 75 par 48. La fomme tortale eff
243§ &V 243 réduite a 9445, eft a fomme de p775 & de p/48.

e
par 48
s produit 3600
7§ Jf& racine 6o
—+48 par 2
Sfomme 123 120

120 2
Pags=9t"3 fomme cherchie. -

_ Second Exemple. = % :
Pour ajoliter pFa'—raab & P abb—+b, jajotte en une fomme 4'—+2ab
& 45&-—\-3‘, plus 2uab—+24bb, ceft a dire 2 fois aab—+abb la racine de
atbb— 270~ aab* produit de &4'—aab par abb—+b, & Ela {fomme totale
&' 34ab— 3abb—+ b, dont la racine quarrée réduite & a~+b) a—+b, eft la
fomme cherchée, - : 2L

A-vaab,

par abb—b7
F:ddui: abb— 18— aals

&+ aab ' a racine aab—+abb
“yabb- b A par 2
fomhime &'— aab—abb— b : 2anb—¢ 2abl .
i raab—22bb

= o= 3 aab— 3abb— b—a—+ b} a— ¥ fomme cherchée,
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Troifiéme Exemple.

Pour ajotiter /78 & 10, j'ajotite en une fomme 8 & ro, & j'ai 184 qii
jajolite encore § /5, c'eft a dire 2 fois /8o la racinede 8o produit de § par
10, la fomme totale eft 18—+8¢7¢, & §/18—+8)/ s eft.la fomme cherchée.
Mais les grandeurs §”8 & }/ 10 font incommenfurables entr’elles , A caule
que le figne ¢/ fe trouve neceflairement avant 18—+ 875 & devant 5. En

pareilles rencontres j’'aimerois mieux écrite J/8—+ 10 que /18—+87,
parceque celle-1a me femble exprimée plus fimplement que celle-ci.

par 1o
e produit 8o
.~ 10 Ta racine 415
ﬁrmm;rs_— par 2
85 W

V 18815 on pliitoft V'8~ V10 fomme cherchiée.

; REGLE PouUR LA SOUSTRACTION.

On ajotite en une fomme les deux grandeurs qui font fousles fignes ¢/
& l'on retranche de cette fomme 2 g}is la racine du produit de ces deux
grandeurs, Et 13 racine de ce qui refte eft la difference ou le refte qu'on
cherche.

HXXII.

Premier Exemple., :

Pour retrancher P/ 48 de J775, j’ajolite en une fomme y¢ & 48, & jai

123 dont je retranche 120, c'eft a dire 2 fois 6o la racine de 3600 produit
de7gpar 48. Ilreftes ; & 73 eft la differenceou le refte qu'on chexche.

75

: par 48

g produit 3600

=+ 48 f& racine 6o
fomme 123 ! it e

. —120 120

——

Vs difference cherchée.
Second Exemple.
On trouvera parcillement que }”abb~ b’ retranchée de I/ &t aab Laiffe
de refte oula difference a—bp a~+b.

A+ aab
par abb—+b
&~ aab froduit_a“_lvé i 2830~ aab*
—rabb— b fa racine aab—+abb
fomme &' — aab—+abb b} pat 2

—2aab—24bb 2aab—2abb
Vé Qéb;}bg b—=a—by a—b difference cheichée,
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Troifiéme Exemple.

¥ais on trouveroit que la difference de J/ 10 4 J/8 et Vv m on
pour Pexprimer plus fimplement, §”10—4/8.

10
par 8
produir 8o
10 fa racine 4175
-8 par 2
fomme 18 . T8/

—8'5 _
Y 18—8§ 5 ou plitolt p”10—/8 difference cherchie.

Démonftration des Regles.

Soient g/ aa & J/bb relles granders que I'on voudra. Si parla regle
de I'addition on ajotite en une {omme les deux grandeurs 2 & bb renfermées
{fous les fignes ¢/, plus 2/ aabb, ceft 4 dire 2 fois ab la racine du produit
de aa par-bb, la fomme totale fera aa—2ab—+bb. Or la racine de cetee

fomme totale , cet a dire J aa—r2ab—+bb—g—tb, & pareillement
W aa— ) bb—a~+ b, puilque )/ aa—a, & p bb—>b. Laregle a done dé-
couvert la fomme cherchée, & prefcrit ce qu’il falloit faire,

On démontrera femblablement la regle de la fouftration , en renverfant
le raifonnement qu'on vient de faire pour démontrer la regle de
Yaddition.

AVERTISSEMENT.

Les grandenrs qiwon ajoiite ou quw'on retranche font tokjours commen= XXXV,
Jurables entr’elles , lerfque le produir des grandewrs qui font fons lés
Sines 1V eft un quarré. Mais an contraire elles font tokjours incommen-
Jurables entr’elles , lorfque ce produit w'eff point un quarré. C’eft pour-
gioi fi-toft qi'on appergoit°que ce produit u'eff point quarré , il [uffis

-décrire fimplement les racines quon propofe avec les fignes — on —,
comme on l'a déja dit awx: troifiémes exemples des dewx regles , fans
eontinuer Ioperation.

Dixt¥ME PROBLEME.-

Multiplier deux racines incommenfurables. |

On écrit devant le figne radical le produit des grandeurs qui font horsdes XXXV
fignes , & aprés , le produit de celles qui fone fous ces fignes , & l'on‘a le
produit cherché. Ce produit peut aufli quelquefois fe réduire a une expreffion
plus fimple. _

Mais fi les racines propofées ont le figne ¢, & font commenfurables
entr’elles, I'operation s'abrege en multipliant le produit des grandeurs qui
font hors des fignes, par celle qui refte fous chacun d’eux. Les exemples
faivans éclairciront ces regles. -

-t vy
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{ Premier Exemple. :
Pour multiplier 8473 par 4172, 8 par 4==32, &3 pat 2226, j’éctis donc

3276 pour le produit cherché 8V s par 4l a=5.0/G

XXXVIL

- Paseillement 3474 par 2/ b—=61"ab
' « Second Exemple.

Pour multiplier 3§75 pat2)”10, 3 par 2—¢, & 5 par 10=yo, j'écris donc
6/ 50 pour le produit cherché. Ec parceque 4”50 fe réduit 2 5472 au ligu
de 64 50, je puis encore écrire 6 fois ¢p7 2, Celt a dire 04/ 2 pour le pro-
duit cherché. ' 3V spar 2/ 10=6) s0—30) 2

JAinfi gy ab par 6§/ be=—30by  ac. . 5[/&5par{GV&::,;oV.sbéz;oéV?c

: T roifiéme Exemple.
Pour multiplier ¢#72 par 72 ou par 1972, Comme.ces racines font com-
menfurables entr’elles, & que 5 par 1=y, & §/2 par J 2==2, je multiplie

.5 par 2, &toelt le produit cherché. s¥ rparvy/ r—s) s=io
De méme3 ) apar TV a—ila. AV apar Ly a—L ) aa—=1-a

Mais 375 pac /=1 sVt t=y =t

<Et pareillement 35/ L par i=1 3V ipar Ly i=t 15

. wd id
Quatri¢me -Exemple. '

“Pour multiplier J7*2 par p7g, == par =241, j'écris donc }/ 242 pourle

i

_produit cherché. Pareillement +4/5 par J/s—r12+,

Cingui¢me Exemple. e
Pour multiplier 247°C.z par 347 C.3, 2 par 3—6, & 3 par 3=—9, j'éctis
donc 67 C.9 pour le produit cherché.

- Pareillement 207 C.ab par 3/ C.ab—6¢" C.;m_é.
«Mais 2§/ C.aab par 3/ C.aab—=6a}/ C.ab.

‘On trouvera aufli que p76°.5 par J/6°.=—#/ C.%.- Etainfi des autres]
Démonftration du Probleme.

Soient (/4 & J/b deux racines incommenfurables telles qu'on voudrag
il faut prouver que §” ab trouvée felon la methode.du Probleme eft le pro-
duic de p/apar /”b. Pour cet effet foit 1/ ag;:ell_éc e, & p/b appellée d, le
produit de j” 4 par Vb eft donc égal au produit cd. Or pab—1"ccdd, &
y/ ccdd—cd. Donc p ab cft le produitde /"4 par ¢/b. Le Probleme a
donc prefcrit ce quil falloit faire. _ '

Onz1e'ME ProBLEME.

Divifer une racine incommenfurable par une autre.

On écrit.devant le figne radical l'expofant de la_grandeur qui eft hors
du premier figne a celle qui eft hors du fecond, & aprés, I'expofant de ce
qui eft fous le premier figne a ce qui eft fous-le fecond. Etl'on alex«
pofant quon cherche. :

Mais fi les racines propofées forit commenfurables entr’elles | 'opera-

“tion s'abrege en éerivant le feul expofant des grandeurs qui font hors des
Aignes. Car cet expofant eft celui que I'on cherche. Les exemples (uivans
éclairciront ces regles,
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Premier Exemple.
+Pour divifer ;:.[/6 pac 4¢ 2, 4"‘"3 & +=3, *écris done 8¢/3 pout

> Fexpofant cherché. . 32 "‘-‘..__8 V3
i Paceillemens. 6§/ ab divifée par-2//b donne 347 a. :::: =¥ a

“Second Exemple, :
-~ Pour divifer 1o par P71, Ceftadirerop” rpat 2, " ""lo, ;::V{-,
“Jéeris donic 10p7 % pour lexpofant cherché,

Je pourois encore trouver le méme expofant {ous une expreffion diffe-
-_ rcnte en cette forre. Pour divifer 10 par 72, C’eft a dire p/ 100 par /2,

“2=j0, j’écrisdonc /5o pour 'expofantcherché, & parceque g so=—=54"2,
5 j'écris ¢p/ 1 au lieu de p”50. PR o=V a
.DE méme g divilé par 1y a donne 3V 4. W_Vgu_aV“
“Mais 2 divif€ par +p/~ donne 34/,

.ou > a, par30.§. il f/"—-—;;/_ ~\/a
1 Ex pareillement 2 divifé-par 1£7% donne
3L, ou 2 sas par 3. S. VT e Tt Sm1 osa

“Troifiéme "Exemple.
- Pour divifer 30475 par 10/ 5, £=3, & ===, jiécris donc 3 expofant
‘de 30 & 10 pour I'expofant cherché , a caufe que les racines propofies font

. commenfurables entc’elles , par 26. S. dos : —
Pareillement 4”6 divifée par 6p/b donne 5 par 16. 5. 72 :_.;.

On trouvera en méme forte que p/ @b—ab' divilée par p/ qa—5p,
~donne §” ab.
On trouvera aufli que p7°C.; divifée par p#6°.5, donne }6°.L. Car
VC ._.___ng 1
Et panelllemcnt Y #b par 1/ 6°.a*t, donne ab g/ 6°.4." Et ainfi des autres.

Démonftration du Probleme.
. Soient J/a-& Vb deux racines incommenfurables télles qu’on voudra,

"l faut prouver que V% trouyée felon Ja-methode du. Probleme , eft I'ex.
pofant de p”a par J/b. Pour cet effet, foit )4 appellée & VJ: appellée
g Pexpofant de V ad b el donc égal a Pexpolant = “Or Vi=ys,
& V== Donc [/ eft Pexpofant de p7a.4 ¢4, Le Probleme a donc
prefcrit ce quil falloit faire.
' Qi)
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DES BINOMES ET MULTINOMES:
INCOMMENSURABLES,

XXXVII. La fomme de deux grandeurs incommenfurables entr'elles s’appeile-
binome. ©n dit par exemple que a~+ /b eft un binome , parceque les:
deux grandeurs 4 & §/b font confiderées comme eftant incommenfurables :

: entr’elles,
®WXXVIIL. ~Mais la difference de deux grandeurs incommenf{urables entr’elles. sap<- -
" pelle apotome on refidu. ©On dit par exemple que #—p/b eft un apotome. -
Cependant jappellerai ces grandeurs des binomes aufli bien que lés autres, .
a caufe quelles s’expriment neceflairement par deux noms, qui marquent:
des grandeurs incommenfurables entr’elles. _
XXXIX. Etfi I'on ajodte ou retranche plus de deux grandeurs incommenfurables -
entc’elles , j'appellerai multinome la fomme ou la difference trouvee. Je -
dirai par exemple que 4~ §”b—+ } ¢ eft un trinome , fuppofé que 2, }7b
& ¢/ ¢ foient toutes incommen(iirables entr’ellés, Et je dirai pareillement -
que a—+ ) b+ i c—+ J/d eft un quadrinome.- ¥
Mais je dirai fenlement que §8~ )/ 6~+4 2 eft un binome, Car /8
& p/ 2 eftant commenfurables entr’elles , puilque 78 fe réduita 2472,
au lieu de p/8—+ )/ 6+ J/ 2 on peut écrire 2§ 2+ J/ 6+ /2, ou pliroft
pout abreger la fomme 3472+ )76} ce qui ne-peuc-paller que pour un
binome; De méme ab=+a1” be—+cp aa—+ p bed ne paflera que pour un
trinome. Car b & ¢}/ aa eftant commenfurables entr’élles , on peut écrire
#b—+ac—+al/ be—+§/ bed, ol quoiqu'il yait quatre parties, I'on n’en con=
goit toutefois que trois de differente nature , la premiere ab—+ 4c tout-a-fait -
" commenfurable , & les deux autres 2¢” be & ¢ bed, qui fontchacune incom-
menfurables 4 la premiere , & qui le font encore entr'elles. 1l en-eft ainfi
des autres,

DE L’ADDITION ET SOUSTRACTION"

DES MurTiNoMES..

XI. DL’Addition & la Sonftradtion des multinomes n’ont.riem de particulier,
Car on ne fait ‘qu’écrire enfemble ces grandeurs avec leurs: fignes , lorfqu’on -
cherche lenr fomme , & avec des fignes contraires , lorfqu’on cherche leur
difference, en la méme forte qu'on ajoiite ou qu'on retranche les grandeurs

literales, .
Par exemple pour: ajouter 26—4f 5 & 8¢ 10—4) 5, jéeris
264V s+ 8 10— 4150 8

Et pareillement pour retrancher 87 10— 4§75 de 26—4) 5, j'éeris.
16—4 4/ 5—8¥ 10—44/ 5. Erainfides autres. -
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PE LA MULTIPLICATION
DES MurLTIiNOMES.

Elle fe fait en multipliant par le dixiéme Problemechaque partie d'une w7y,
Tart par chaque partiede l'autre , & prenant pour le produitqu'on cherche, :
a [omme totale de tous les produits partiaux qu'ona découvert.

Lremier Exemple. '

- Pour multiplier 6s+24 5 par lui-méme , je dis 2/ par 2§/ g—30, &
yécris —+20, 6 par 2/, plus 2475 par 6 font 24§75, & j'écris 24475,
-enfin je dis 6 par 6=36, j’écris 36 ; & je connois que 364244 520,
«<eft a dire que le binome §6—+244"5 eft le produit cherché. Je trouverai
«de méme que 2072—p 6 par 2)/3—p 2 donne pour produic
4V 6—G) 21—4—+2) 3. T

| 2 VG

62075 par 23—z

par 615 —4—+23
Produit 36—+24§ 5120 4V 6—6V 2 _
on 56~+245 * Produit 4§/ 6—6) 1—4—+24"3

Second Exemple.

Pour multiplier f7a~ 776 par lui-méme , je dis p7a par P a—a, &
j'écris @, §a par Vb, plus /b par p afont 2y ab, & j'écris —24"ab,
& enfin p7b par P b—=b, jécris —+b, & je connois que le binome
“ a—+b—2p/ab eft le quarté de p/a—+p7b. Je trouverai en méme forte
que la grandeur commenfurable zb—aa— b6 eft le produic dp binome

V ab—+ | aa—bb par P ab—y” aa—rbb.

Vab—+ aa—bb
Vaspb par Vﬂéﬂf/ff:—i
pat Y at Vb ab— ) ab—abt
Produit a—+ 24 b-+b il i Bt bl
ou d—tb—+2a)/b Produit b CE—rm—y

DE LA DIVISION
pes MULTINOMES NUMERIQUES."

On la faic fouvent comme celle des grandeurs iterales , en di\:iﬁmt par XLII,
‘parties {elon les regles du Probleme onziéme, toutes ,ies parties d’une part
spar toutes les parties de Iautre , & prenant pour ltcxpofant cherché, la
-?fbmme totale de tous les expofans partiaux quon a découvest.
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Premier Exemple. : :
Pour divifer Y0¥ 21-+ 1)/ 30 — ) 35 =+ 24721 par 4, jectis
Y 1 Y TR T A
Second Exemple. s '

Pour divifer 40766/ 1——g—+1)/3 par2p 2y 6, je dis l'cxpofant =
de 4476 & 1)/ 2 eft 2473 que j’écris an demi cercle, 273 par 14 2—F/6; -
eft 447 6—6)/ 2 que jofte du produit donné, javance enfuite le divifeur
2/ 21 /6 fous —4-+2473, & je dis Lexpolant de —4 a 2§72 el

—= eu —y/ 2" que jécris ‘au demi cercle, ' —p/ 2 #par W6 el *
—4~+1/73 que jofte du produit donné, Il ne refte rien , & ainft je7~
connois que 247 3—) 2 eflt lexpofant cherché.

' 4V 6—6V 1—4—2 V3 (23— "2 expofant. -

R bR E -

DE LA DIVISION DES BINOMES
DONT LEXPOSANT EST un BiwowMmE,

Mais tous les binomes numeriques ne peuvent pas fe divifer en cere® "
forte , il faur fouvent un peu d'adrefle pour en trouver les expofans fous
leurs expreflions les plus fimples.. Lors par exemple qu'un binome doit
eftre divifé par un autre , fi toutes leurs parties font commenfurables , ou
n'ont pour figne radical que lefigne §7, T'expofant de I'un & laurreeft
totijours un binome qu'on peut trouver en cette forte. - :

. : Reane - . 1) _
- Le binome 4 divifer & fon divifeur font chacun multipliez par Ia diffe-
rence de la partie commenfurable du divifeurafa partie incommenfurable, . -
Enfuite on divife le premier des produits trouvez par le fecond, & Pexpofant |
de cettedivifion eft un binome qui eft auffi 'expofant quon cherche, -
: Premier Exemplc. - et :

- Pour divifer 64245 par 6—+25, les deux parties 2475 & 247
font commenfurables entr'elles , o je connois que I'expofant de leur
divifion doit s’exprimer parun binomg , & je trouve ainfi cet expofanr. Je -
multiplie chacun des bifomes §6—+24/"5 & 6—+2§" par 6—217; diffe-
rence de 6 partie commenfirrable du divifeur 4 fa partiec incommenfurable
1y/5. Enfhite je divife 9632/ 5 le premier des produits trouvez par le
fecond qui eft 16, Pexpofant que je trouve eft le binome 6—+2p7 5, & €e
binome eft auffi Pexpofant que je cherche, - :

Divifeur 6— 2}/

Produit ‘}dl'._‘m.ﬁ"‘ §6—+ 2._4.V5 : Mulr. par 6—1)/ 5
Mult, par 6— 11/ ;iiVj_;zo 59
vy 5 240 36—+ )y
_336-+144175 28 Prodwst 36 ¥ __sor=ig
1t Produit 9);5—1-3;{/5 < g (6=+2)"5 expofant cherché.
af, xF

Second
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Second Exemple.

Pour divifer §88—+132¢”2 par 12—+2§"2, je multiplie chacun des bi-
momes par 12—2§"2, & je divile 6528+ 408/ 2 le premier des produits
trouvez par le fecond qui eft 136, I'expofant que je trouve eft le binome
48-+3) 2, qui eft aufli I'expofant cherché,

Produit a divifer §88—+1320 2. Divifeur 12—+20/ 2
Mult. par 12— 2)/2 Mult. par 12—2y/2
—1176)" 2:?1'8_‘ —240 28
70§6-+1584 ) 2 144=+240 2.
gec Pradx£t5518-+4.08;/1 * 2% Produit 136 * ok
o
14
238 x¥ ;
E9x8 — 438V 2 (48-+30 2 expofant cherché.
1366 136
13,

Démonftration de la Regle.

En operant felon la regle, on confidere le binome a divifer & fon divi--
feur comme les deux termes d’une fraétion owd'un rapport , dont il faut
trouver l'expofant, puifqu’on fuppofe que l'un doiteftre divifé-par I'auere,
Or multipliant comme-on a fait aux exemples qui precedent , chacun de
ces termes ou’ binomes qu'on propofe par une meme grandeur , on ne
change point la valeur de leur expofant, par I1. 24. les produits nouvelle-
ment trouvez auront donc un méme expofant que ces binomes, par I1. 21..
Mais pour prouver que cet expofant doit encore eftre un binome , foit
c—+dp b & a—+ b les deux ‘que I'on propofe, foit de plus chacun de ces
binomes multiplié felon la fuppofition par a— /4. -

1° En multipliant c—+dp/b par a—y b, on trouve quatre produits, les
deux conmmnfsrablés ac & —db qui ne paflent que pour une partic, par
39. 8. & les deux autres incommenfiarables adyb & —c /b, qui ne doivent”
paffer aufli que r_pcmr une partie, a caufe qu'ayant chacune la méme gran-
deur 4 [ous le figne ¢/, elles {ont commenf{urables entr’elles ; de forte que

le produit gc_db-+ad—cp/b ne doit pafler que pour un binome,

par 39. 8.
2°. En multipliant le divifeur a—+ 7% par a—p/” b, on trouve deux pro-
duits 2)/b & —ap b qui s’effacent , de {orte qu'il ne refte au produit que

la grandeur commenfurable 44—&. - Or le binome ac—db~+ad—cp”b

divi(g par une grandeur commenfurable comme 44—#&. ne peut donner au-
cun trinome. ou multinome , car toutes.les parties de l'expofant feront
commenfurables, ou n‘auront rien d'incommenf{urable que la grandeur §/é:
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L'expofant des binomes qu'on propofe fera denc aufli un binome.

Produit 4 divifer ¢—+ ayb Divileur a— /b
Mule. par a— §~ b Mult. par a—p/b
—c b— db —al b b

ac—adl b aa—+a)/ b

1 Produit ac—Ab—+ ad...?y’ b 2® Produit gz b
METHODE GENERALE

POUR DIVISER TEs MULTINOMES NUMERIQUES,
DONT LES PARTIES NONT POINT DAUTRE

SIGNE QUE J/,

Quoique tous les binomes divifez les uns par les autres n’ayent pas totjours
des binomes pour expolans , & que les multinomes en ayent encore moins
que les binomes , cependant la regle F_reccc_iente peut s’ctendre geheralement
4 routes les divifions qu'on doit faire fur les uns & fur les autres, & donner
des expoﬁms de ces divifions ; mais afin de trouver ces expofans , il faudra
faire un nombre de multiplications d’autant plus grand que le divifeur aura

lus de parties incommeng.lmbles entr'elles. Ceci s’expliquera & s’entendra
peut:eftre micux par les exemples fuivans. ol

Premier Exemple.

Pour divifer 2/ g} 14 par p 10+ 76, je multiplie chacun des bis
nomes par ¢ 10—} 6, & je divife le premier des produits trouvez qui eft
10}/ 2+ 2l 35—2 ) 30—2§ 21, par le fecond qui eft 4, l'expofant que je
trouve eft P 2+ 1p/ g5/ 30—1) 21, qui eft aufli Pexpofant que je
cherche.

Divifenr V1o—+76

Prod. adivia /s P 14 - Mult. par 10— 6
Mult. par ¢ 10— 6 3 —a 1 6
—2 ) 30—1) 21 _To—+2p/1§
10} 2+ 2/ 35 2*Produitto  * _g—y4

10f 2t 2l 35—2F 30—tV 2 (S 2= LV 35— L) 30— 5V 21 expofant) -
%+ %5 % 4
Second Exemple.
Pour divifer 12 par 3—+p 2—p73, je multiplie chaque grandeur par

3=+ 1=+ 13, les produits font 36-+12f 2—+124"3 & 8-+6/ 2. Mais

parceque le divifeur, ainfi multiplié ne donne point un nombre rout-a-fait
commenfurable pour produit , je multiplie de nouveau chaque. produit
rouvé par §—6 2, ou plitoft par 6772—8, & canle que 72 quarré de
61/ 2 eftant plus grand que 64 quarré de 8, 642 eft plus grand que 8,

les produits que je trouve font ——ra4+¢126) 2—96) 3+72076 & 8.

Divifant done ke premier de ces produirs par le fecond , je trouve 'expofant
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=—18—+15¢" 1—12)/ 39} 6,qui eft celui que je cherche.

Produir & divifer 12 Divifenr 3~V 2— )3
Mult par 53—+ 21—+ V'3 Mult. par 3+ 2= /5
1%t Produit 36—+120/ 21203 25 Produit 9— 6§/ 2—+2—3
Mult. par —8—+ 62 L. B
T a6l 1 144—+720/ 6 Mult. par —8—+6) 2
—288— 964/ 2—96)3 Produit —64. — 7:—=8

§ 4 - el :
Produit —3g4—128) 1—46Y 31206 (—18~+ 150 2— 12}/ 3~ 946 expofans,
88, 88, 88, A,

SurTE DE LA METHODE GENERALE.

Pour faire methodiquement la divifion des multinomes , il faut que le XLV,-
produit a divifer & fon divifeur foient mulripliez en telle forte que I'on
tfouve un nouvean divifeur entierement commenfurable.  Or {i le divifeur
quon donne eft unbinome , & que chaque partie de ce binome ait le figne
}/C. felon cette forme /7 C.a— ¢/ C.b, on trouvera un nouveau divifeur
entierement commenfurable, fi ‘on multiplie le produit 4 divifer & fon:
divifeurr P/ Cuzt' p’C.h par. un twinomé qui ait' cetre  forme
V/ C.aa— )/ C.ab— /' C.bb.car le produitdudivifeur donné p/'C.a~+3/C b°
par ce trinome,, eft la grandeur-mut-é-fair commenfurable 4 4.

: Divifeurdonné fC.z —p7C.b
Mult. par ¢ C.aa — ) Cuab — 1/ C.bb
¥ Ciasb—/ Cabbv- &
a—p/ Caab— V" C.abb

Produit 4 * ¥ ot s b

De méme i le divifeur eft le binome p/ (7 a—+l/ /b, on trouvera uiy’
riouveau divifeur entierement commenfurable, fi on multiplie le produit
divifer & fon divifeur par le quadrinome _

Y a— Y anh— V V abb_ )/ )b, car le produic de /a1 b

par cc quadrinome eft a—b.

Divifenr donné V' V/a 1 b
Mule, p;z_,:_li_[/:a‘ — LV aab —f-VVaé&_;/,/g,z

WV Rh—y y aabbr YAl — b
a— ) V@b Y aabb__v7 ) ab?
Produit 2 * * % Ly b

1 en eft ainfi des autres. Mais lorfque les deux parties du binome ou-
divifeur donné ont un figne different, on doit les réduire chacune fous
R jj



{i ces binomes ou
divileurs font

Va —+ )b
YV Ca—+V Ch
VVaxy b
Vsta —+ VJ“.&
V6 a—+ cob
Ve 7°6
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un méme figne par le cinquiéme Probleme 22.§.

Ec afin qu’on ait une formule ou un mofele general pour faire touré
forte de divifions dans lefquelles le divifeur quw'on donne eft un.bhmm*c. =

les produits a divifer feront

multipliez par

Va —Vb -

¢/ Caa—y Cab—+ ' Clbb

V a—y  asb—V V abb—p b
Vsc.x‘;___;/se_g;é_b Vse-‘“éé'—"l/jeqﬂéi_*' Vsc_éi .

V6 d—p 6 . b 6 .abb— ) 6°.aabi—+ | 6°.abt— /65 b

V7 a— Y 2w  Catbb—§ 7 B bt 6 ks — 7 Al 7

Et I'on prendra dans rous ces cas pour divifeur commenfurable la gran2
deur 2— ou —+b. L’on prendra «—b, {i Pexpofant du figne radical eft un
nombre pair , comme ceux de /7, ¢, /' Cp/, &c. mais l'on prendra
a-+b,{i lexpofant du figne eft un nombre impair , comme ceux de p7C.
Vs ¥/ 7°. &c.  Au refte on remarquera que nous fuppofons ordinaire-
ment # plus grand que &, Et quoique I'on ait toijours mis le figne —+
devant chaque partie du binome donné , on I'a feulement fait pour fe dé-
terminer, ce figne —+ marquera {i 'on veut la pofition de fon contraire , ceft
a dire —, fi par exemple les deux parties du binome donné pour divifeur
avoient Pune —+ & l'autre —, chaque. partie du multinom par lequel on
multipliele produita divifer, doit avoir le figne —+. Mais afinque ’on voye
mieux l'ufage de tout ceci, nous en ferons l'application aux exempl{:s
fuivans.

Premier Exemple.

Pour divifer 10.—+5//C.3 par §C.2—+p7C.;, je multiplie le produic &
divifer 10—+§//C.3 par p/C.4—¢C.6 4} C.9, & je cﬁvif‘e le produit
10/ C.4—10)/C.6—+5/ Gz —+10)/C.o—5p Ca8—+15 par g—2 3,
Pexp. queﬂjétrouveeft 2/ Cup—2§ Ci6—+ )/ Citzei 2/ Cig—p/ Cuf+ 3,

qui eft auf]i celui que je cherche.

Produir & divifer 10-+5/°C.3
Mult. par " C.4—p C.6—+§Ci9

—+ 5y Car—;sp/ Ca8—+1y

_ 10/ C.p—10§/C.6-+10/C.9
Produit 13y C.4—agy/ C.6-+ 5/ Car—+ 18 C.9—5F Ca8~ 19

b7

5 § g )
(2§ Cogemazp/ C.6—+ p Ctz—+2)7 C.9—p/ C18+3 expofant,
Second Exemple.

Pour divifer 15 par ¢/ g/ 2+ }/ /3, je multiplie 15 par
VVS8—V V -+l 18—y ¥ 27, & jedivile le produit par g, Pexpo<
fant queje trouveeft 30/ )/ 83 ¢ 12—+3)/ Y 18—3¢ )/ 27, quicftayfli
celui que je cherche. Ilen eft ainfi des autres. .
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DE LA DIVISION DES INCOMMENSURABLES
EXPRIMEZ PAR LETTRES. /

Elle fuit 2 peu prés les regles dela divifion ordinaire des lettres , & celles XLVI;
du huitiéme Probleme , ol nous en ayons donné des exemples f{ur les racines
fimples & qui n’ont point plufieurs parties , cependant comme il eft fouvent
difﬁF::iIe de réduire les incommenfurables literales a leurs expreflions les plus
fimples , on aura foin de réduire fous un méme figne le produit 4 divifer *
& fon divifeur.

On voit affez qu'il eft facile de divifer #*—~4bb par ay”aa—bb, car lex-1
pofant de #'~+42bb 2 a et aa—bb ; Or aa—bb divilé par p/aa—bb qui
-en eft la racine , donne neceflairement " aa— b6, Etainfi I'expofant de
a—tabb i af aa—+bb elt P aa—bb. §

Il ne paroift pas difficile non plus de divifer #=-bp aa —+bb para—b, |
«car on voit d'abord queTexpofant eft a4 —+bb.

Mais il paroift d’abord un peu difhicile de divifer P74t~ 24'6—2ab'—b* .
par a—-b,a caufe que p/ at—24'b—24ab’_b* n'eft pas réduite & fon ex-

preflion la plus fimple qui eft a— by 42— bh. Comme donc le produit &
divifer & fon divifeur 4—+6 n’ont pas le méme figne ¢, je réduis fous
“ce figne a—b, en écrivant p”as —2ab—bb qui lui eft égale, & alors di-
vifant '+ 22624 bt par aa—2ab-+bb, Pexpofant et aa—bb, &
ainfi p”aa—bb fera 'expofant cherché.

§'il falloit divifer ab—bp be par a—+ )/ be, ab divilé par a, & by be
(divifée par p”be donnent chacun Pexpofant 4, & ainfi 6 fera 'expofant
_cherché,

Pour divifer waa—bc par a— p/ be, Vexpolant de aa 4 a elt 4, a par
a=v )/ be—aa—+ap/ be, qui eftant retranché de aa—be, laiffe pour refte
—ay be—be. Divilant donc de nouveau __ap/be par 4, I'expofant eft
—V bes —p"be par a—t p be——ap bc—bc, qui eftant rerranché de
—ay” be nelaifle aucun refte , deforte que I'expofant cherchéeft a—p/ be.

1aa—be,—al be ( a. zaa_éc,égV be (a— P be expofant.
1a —+1)/ be e —x) b,
. —+Vbc=ra

On trouvera en méme forte que ab—cd divilé par }”ab—} cd, donne
V ab - cd.
Que &'+ bey/ be divifé par a -+ be donne aa—+be—al/ be.
De méme aabb—ccdd divifé par p ab—p/ ¢d > donne
ab—cdy ab—ab—+cdy/ cd. _ .
De méme encore #*h—abbe divilé par aa—+a}/ be donne ab— by be-
L, - R i
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Et &#—rabe—+ag—be)/ be divife par a—y/ be donne aa ~be~2a)/ be.
Si I'on multiplie le produita divifer & fon divifeur-par une méme gran
deur, les nouveaux produits aurontun méme expofant que les grandeurs
données: Et pareillement fi I'on divife le produita divifer & fon divifeur
par une méme grandeur , les nouveaux expofans auront un méme expofant
que les grandeurs données , par I1. 24. & 25. Ceft pourquoi , loriquon
‘poura divifer chacune de ces grandeurs par un méme dPivifeur , on prendra
pour Pexpofant qu'on cherche , celui des expofans nouvellement trouvez.
Par exemple pour divifer 18o—+24x —+3xx—s 20" —n* par §§/ xx —+12,
chacune de ces grandeurs divifée par xx —+12, les expofans font 15 0 __xx,

8 -3 g >
& ——, divifant donc 15—+ 1x—xx par —— l'expolant eft
Yzl Vax—+iz

I r—xy

= xx—12, qui eft-aufli Uexpofant que je cherche..

Pareillement pour divifer 180 —+24 —r3av—2a’—x* par X3 xx—12, .
chacune de ces grandeurs divifée par & —k3xv—.12, les expofans font 5_x &
—~— divifant donc §—ax'par —— sl'expofant fera s—ap/ wx 412, qui
Vxx—+ils Fxx-tia

eft auffi ’expofant que- Ic cherche,

Mais enfin , lorfque I'on trouve les calculs trop penibles, ou qu’on ne -
peut découvrir aucun moyen de-trouver les plus fimples expofans des gran-
deurs données, on fe contente de les écrire a 'ordinaire en cette forte, .
Ry yragm Ta O T e T AR ol ey e
ol at—bt, Celt a dire p/ gt bt divifé par c—d. =, C eft a dire
o-—d divifé par p/ a*—+b". m‘f—V aa—bb, Celt & dire ap aa —bb divifé par

aa+ Vabed

a-sb, HE, celt & dire ga— J abed divile par a— )/ be. Deé méme -
18014 ety rx1xi—x4

1

> Ceft & dire 180 — 24w —t3ux — 27—t divifé par

':}?‘xx-ilz
X3 V xx—r12, je fuppole dans ce dernier exemple., & dans d’autres fem-
blables , qu'on ne puiffe ou qu'on ne veuille point en chercher un expo-
fant plus fimple.

DE LA RESOLUTION DES MULTINOMES:
’ INCOMMENSURABLES,

TrRE1z1EFME PROBLEME.

Trouver la racine quarrée d’un binome. ’

1°. On retranche le quarré de la petite partie du quarréde la grande , & on-
tire la racine du refte, _

2%, On ajoute cette racine a la grande partie, ce qui fait une fomme | &
on la rerranchte de la méme pastie, ce qui faivune difference.

1%, On tire la racine de la moitié de la fomme , & la racine de la moiti¢
de la difference , enfuite on prend la fomme de ces deux-racines , fi chaque
partie du binome @ w«; ou bien on prend leur difference , fi une partie a-
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Tt &autre ., & Pon a la racine quon cherche. Les exemples fuivans
éclairciront ces regles. . : -
Premier Exemple. '

Pour tirer la racine de 33~/ 8c0. 1°. Je retranche 800 quarré de Ia
-petite partie J“8oo, de 1089 quarré de la grande partie 33. Le refte eft
189, dont je tire la racine quarrée 17.

2°. J'ajoute la racinery a la %rande partie 33, la fomme eft o ; & je re«
tranche la méme racine 17 de la partie 33, & la difference eft 16. :
3°. Je tire racine de 24 moiti¢ dela fomme g0, & §/8 racine de § moitié
de la difference 16, enfuite jajoute enfemble 5 & /8, parceque chaque
partie dubinome 2 refoudre a le figne —, & lalomme 5 —+/8 eft la racine
que je cherche. : )

33, =+¢/800. 33 ENE L)

. par 33 —517 —17

grand quarré —1089 fomme —50  difference —16

petit quarre —8o00 [a moitié 25 Ja moitié §
reffe 289 5. - = ¥ 8racipecherch,

[fa racine 17

¢On trouvera -pareillement que la racine de 116 124780 eft 6+ /7 80,

- 116, =12}/ 80. 16 118
par 16 Sl v o —44
grand quarré _;.134_;5' fomme —-160 difference ._;.—;;_ y
- perit gmzrre':n;zo fa mw?rie'__SE jz; mait_iiﬁ
refle —1936 V8o ~+ 6 racine cherchée.

fa racine 44

AVERTISSEMENT. .
1l #eft pas toijours ici le plus court de #éduire les parties incom-
menfuurables & leurs expreffions les plus fimples. ¥ '

Second Exemple.

Pour trouver la racine de ¢ 20—} 15, 1°, Je retranche 1y quarré de la
(petite partie ¢ 15, de 20 quarré de la grande }/20. Lerefte eft 5, dont je
tire la racine quarrée J7s.

2°. J'ajoute § g a la grande partie /”20=24, la fomme eft 3”5 ou
V 45 5 & je rettanche p/75 de 720, & la difference eft /5.

3% Jetire /1y 5 ou 7/ 1f la racine de 11} moitié de la fomme
V 45, je tire aufli 72y 5 ou /4 1% la racine de la moitié de la difference
Vs, enluite je prends la difference de p/p/ut & p/p 15, a caufe
qu'une partie du binome a l¢ figne —, & je connois que cette difference
Y V- i/ v et la racine que je cherche,
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Vio,—V1. Ve Vio
par ¥ 20 -+ 5 —Vs
arand quarré <20 [omme =317 s— ' 45. difference — "5 _
petit quarré 15 [4 moitié Ly s—p st—=P " t1-.  [a moitié ;ijygzp',{,‘-ﬂ
refte — 5 Vi — YV 1% racine cherchée. .

Ja racine 4 V'_S'

Oan trouvera pareillement quela racine de (7 5—p/ 3¢k V' W vie ) s/ W 15— % -

VseV3e Vs o
par Vs -—!-Vl — 2

'gnm_d‘ qmr?e: 5 ﬁm?—;; p—’;—-:- Vs &f‘erm-; 7;;/ 2
petir quarre 3 [qmoiti€ Y1+ ) x  [a moitié ik Y-
refte —2 V Vii—y s — VY )% racine cherchée.
[ racine Y 2 '

T'roifiéme Exemple. :

Pout tirer [a racine de a—bp ab—2ab. 1°. Je retranche gaabb quarré -
de la partie 246, de @'b— 24abb—ab* quarré de la partie a—+by/ ab. Lo
relte eft 4% 2aabb—-ab', dont je.tire la racine a—by/ ab.

2°. J'ajotte la racine a—by ab ala partie a—b1/ab, la fomme eft
2a)/ ab, & je retranche la méme racine de cette partie , la difference eft”
26y ab..

3°. Je tire Y ap ab la racine de ap/ab moitié de la fomme 24/ b,
& Vby/ab la racine de by ab moitié de la difference 2b6p74b, &
K al/ ab— 1 by ab, ou [ ¥/ @b—+ )/ y ab' eft la racine que je cherche:

2 R v =
. “'H?Vﬁ_ —a—bylab —avp b/ ab
grand quarré aa—2abb—bbab fomme 22}/ ab  difference 2b) b
ou &b+ 2aabb—abt {2 moitié #pab {2 moitié by ub’
petit quarré —4aabb Vay ab —+ ¢/ by ab ! i
e Tl o g/ P ab e b {tacme cherchég, .

fa racine a:él/ ab

1l en eft ainfi des autres, mais on connoit fouvent par un fimple regard,
ou en fuivant a peu prés les methodes exFliquées HI. 39. & 40. quelles -
font les racines des binomes exprimez par lettres. Par exemple pour trou-
ver celle du binome aa—+be—+ 244/ be, je vois d’abord que 22476 eft double
du plan de # racine du quarré a4 par be la racine dt’? be confideré
comme quarré-: Erainfi je connois que a—+#”be eft la racine du binome

aa—vbe—r2ay be. E
Pareillement
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Phreillement pour trouver la racine de mm—+"Z—rx)/ 4pm, je vois que
%)/ 4pm, o ce qui eft la méme chofe , par 30. S. que 2mxp” et double

Pax

du produit de 7 racine du quarré mm par x¢/ % racine de 2% confideré com-

me quarré : Et ainfi je connois que m—+x§ L eft la racine du binome-

mm— L=/ 4pm. - : _
Démonftration du Probleme. ‘

Soit pris tel binome qu’on voudra comme }/a—+ ¢/ 4. Pour quarter ce”
binome, I'on prend @ quacré de /4 PIu_s_ :.V ab deux plansde /4 par
Vb, plus b quarré de p/b. Lafomme a~+b-+24)"ab eft donc le quarré-
de p”a—¢ }/b, & ce quarré eft un binome , car a~+b ne font pris que pour
uhe partie , par 39. S. & 24/ ab pour une autfe, Or retranchant par la pre-
miere regle du Probleme le quarré de la partie incommenf{urable’ 247 45,

du quarré dela partie commenfurable z— 4, il relte an_—24b~+ b5 quielt un
quarré dont la racine eft 4—»b. Ajotirant donc 4—b par la feconde reglea -
a-+b, la fomme eft 24, c’eft & direle double du quarré de la partie p7a; &
retranchant par la méme regle cette racine a—bde a—+b, la difference eft
2b, c’eft & dire le double du quarré de l'autre partie 6. Prenant doric 4
moitié de la fomme 24, & b moitié de la difference 25, & tirant chaque ra-
cinede 2 & de b, onaura [ a & J b,dotit la fomme p a3 0 eft la ra-

cine du binome a—+ b—+24” ab. Etlonverra par un femblable raifonnement -

que la difitrence p”4—p/ b eft la racine de Iautre binome a—b—2plih. -
Lies regles du Probleme ont donc preferit ce qu'il falloit faire, -

DE DEXTRACTION DES RACINES QUARREES
peEs MurTiNnomes, -

Pour-avoir quelque idée de leur nature , & pour trouver moyen de les
réfoudre’, nous les pourons confiderer dans leur formation.

. Soit donc premierement letrinome (“a— p/ b+ ¢ tel que fa premiere -
artic J/ « furpaffe chacune des deux autres , & que la feconde g4 furpafle
E‘t troifiéme g£e.  Ce trinome aura pour quarré le quadrinome fuivant -

a-+b—tc—vr Y abs s ac—y1) be;

La premiere partie 4 —+b—e¢ fera toute commenfurable , la feconde X VL. -
1)/ ab furpaflera chacune des deux f{uivantes , a caufe que zeft plus grand
que chacune des deux grandeurs b & ¢, & par la méme raifon la troifiéme
partie 2 )7 ac {urpafferala quatriéme 247 be. Or cela eftant ainfi |, pour trou-
ver la racine du quadrinome a—+b—yc—t 20 ab— 14 ac— 24 be, on d'un
autre femblable. 1°, _J_e prends §” b moitié dé la feconde partie 207 ab, &
je multiplie 7 2b par p/ac moiti¢ de la troifiéme 247 ac, ¢ produit eft
al be.-2°, Je divife le produit ap7be par ¢ bc moitié de la quatriéme
partie 244 bc, & I'expofant ‘eft 4, dont je prends la racine quarrée §/a.

s
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3°.Je divife par }P/a que je viens de trouver , ¢/ab moiti¢ de la Tecotide
partie 24/ 4b. plus p”ac moitié de la troifiéme partie 24/ ac, & les expofans
font p7b & p7c. Or voyant que z—+b—¢ fomme des trois quarrez des
expolans p7a, J/b, & J/¢ que je viens de trouver, font la partie com-
~menfurable du -quadrinome quon propofe , je connois aufli .que
¥ a— )/ b i/ ¢ elt laracine que je cherche s par I11.17. & 18.

Pour trogver la racine .du . quadrinome 10-+20”10—2)/ 13—2)76.
1°, Je I'écris en cette forte 10—247 15—+ 2/ 102476, car il faur que les
parties incommenfurables qui font les plus grandes foient les premieres ;&
que celles qui font les plus petites fotent les dernieres , afin de le.pouvoir
refoudre felon la formedu quadrinome precedent. 2°,:Je prends ¢ 15 moitié
dela feconde partie 29715, & jemultiplie g7 15 par J” 10 moitié de la troi-
fiéme partie 24/ 10, le produit eft /150, ou )7 6, jediyile ce produit pat
V6 moitié de la quatriéme partie 276, Uexpofant eft 5 dont, je prends la
racinequi eft .p/75. 3°. Je divile par g5 que je viens de trouver —// 15
moitié de la feconde partie —2/715, plus ¢710 moitié de la-troifiéme partie
21710, & les expofans font— /3 & §”2. Orvoyant que g—3—+2 lestrois
quarrez des expofans §”5,"—¢/3, & p/ 2 que je viens de trouver , font 10
qui eft la partie commenfurable du quadrinome a refoudre , je connois que
V s— 3~+ /2 et la racine que je cherche,

‘On trouvera en méme forte que la racinede 64 2—4 P/ 3~ 207 6—4 ¢ft
VYV 8—py 8=V Va :

‘Soit en (econd lieu le quadrinome /g p/b— ) c= )/ d tél que fes
premieres parties {oient les plus grandes, & que les dernieres {oient les plus
petites. Ce quadrinome aura pour fon quarré le feptinome fuivant

a—tb—c—trd—2) ab—v s ac— 2}/ be—+ 2/ ad— 2/ bd—2) ¢cd. Lapre-
miere partie a— b~ ¢c—+d fera toute commenfurable ,la‘feconde 2/ ab, &
la troifiéme 24 ac furpafleront chacune de celles qui les fuivent , mais la
quatriéme 247 bc poura également furpafler ou eftre furpaflée par la cin-
quiéme 24/ ad. Car foit =—7, b—;3, ¢—2,& d—=1. Donc 2/ be—1/"6,
& 2/ ad—2p/ 7 qui furpafle 2476. Maisbpat une fuppofition nouvelle,
foit a—7, b—y, ¢=3, & d—=2. Donc 1/ be—2) 1g, & 24 ad—2/14
qui eft furpafée par 24715, 11 peut donc également arriver , Jors méme que
a eft plus grand que chacune des grandeurs 4, ¢, & 4, & b plus grand que
chacune des grandeurs ¢ & 4, & ¢ plusgrand que d 5 quela quatriéme par-
tie du feptinome 2 7 be furpafle’la cinquiéme 247 ad,ou bien qu'elle en foit
furpaffée. Ainfi quoique les feptinomes qui ont des quadrinomes pour ra-
cines , puiffent rodjours fe refoudre , cependant leur refolution ne poura pas
totjours {e faire d’'uneméme maniere , mais feulement parl’une ou parl'autre
des deux fuivantes.
Premiere Manicre.

Par exemple pour refoudre le feptinome a—tb~t c—+ 74—+ 20/ ab—+2) ac
w2 be—v2y/ ad— 2/ bd—2 ) cd. 1°, “Je prends ¢ ab moitié dela feconde
partie 2/ ab, & je multiplie p/ab par p”ac moiti¢ de la troifiéme 20746,
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Ié'pl‘odui: eft af/be. 2", Je divile le produit «p be par }/ be moitié de la
quatriéme partic 2 y7d 5‘0 & l'expofant eft # dont je prends la racine quarsée
quielt /2 3°. Je divife par »”a que jeviens de trouver, §/ ab moitié de la
feconde partie 27 b, plus ¢ ac moitié de la troifiéme 207 ac, plus p/ad
mioitié de la cinquiéme 24724, je pafle la quatriéme 247 be, parceque 1/ 4
n’a pas multiplié g/ be, les expolans que je trouve font /b, /¢, & 1/ da
4°. Je quarre p a—+ YV b~/ c— 1/ d quielt la fommede tous les expofans
que jai trouvez , & voyant que le quarré de cette fomme eft le méme qu’on
propofe a refoudre , je connois que pa— " b—+ )/ c—+ " d elk la racine que
je cherche. A0

Seconde Manieve.

Mais pour refoudre le feptinome a—b—+c—~+d— 20 ab—+ 2}/ ac—+ 2}/ ad
“s2p be—2)/ bd—~+2) ¢cd, ol la partie 2/ ad eft mile devant 24 be,
parcequielle eft plus grande. 1°. Je prends comme dans I'exemple qui pre-
cede, /ab moitié delafeconde paitie 247 ab, & je multiplie §” ab par p/ ac
moitié de la troifiéme 24/ ac, le produit eft ap”be. 2°, Je divife le produic
4§/ be par p ad moitié de la quatriéme partie 2p74d, & Pexpofant eft
a;/:_;, 3°. Jedivile par cetexpofant, p7ab, plus g”ac, plus g/ be, les moitiez
dela {feconde , troifiéme , & cinquiéme partie, mais voyant que le quarré
de la fomme des expofans trouvez n’eft pas le méme qu'on propofe a refoudre,
jechange ainfil’operation. 1°. Je multiplie 7ac par p7ab, & le produit eft
ay be.-2°. Je ne divile pas ay”be par ¢ ad moiti€ de la quatriéme partie,
mais par ¢/ be moitié de la cinquiéme , & 1’expofant eft 4 dont je prends la
gacine quarrée J7a, 3° Jedivife par a les moitiez des parties confecutives
2y ab, 2 ac, & 2J/ ad, les expofans font /b, 1/ ¢, & p/d. 4°. Voyant -
quele quartéde 7 a—+ 1 b~y c—+ ¥ d fommede tous les expofans trouvez, -
eft le méme qu’on propofe a refoudre, je connois que f/ 4+ b—+ §/ c—+ 1/ d
eft-1a racine que je cherche.

On diftinguera mieux dans la refolution des feptinomes numeriques ces
deux manieres differentes. On verra par exemple que 13-+2) 21+2)/ 34 -
—2 )/ 72} 6—2}) 3—1 /2 peut bien fe refoudre par la premiere , mais
il ne peut pas fe refondre par la feconde. La racine qu'on trouve eft
Vo7V 3+ 2—1.

Comme au contraire , on verra que 17—+2)35—+2/ 21—+2) 192§ 14 -
—)/ 10=—2)/ 6 peut bienfe refoudre par la feconde maniere ; mais il ne -
poura pas e relgmdre par la premiere. La racine qu'on trouve eft -
KU s+ W 3—V 2

Cependant on a difpofé par ordre dans chacun de ces exemples les plas *
gtancﬁes parties les premieres , & les plus petites les dernieres.

Stevin I'un des Auteurs qui ont traiteé plus a fonds les incommenfurables,
nous propofe une efpece de quadrinome dont la racine eft pareillement qua-
drinome. Mais il dit , que n'ayant point encore trouvé de regles pour les
refoudre legitimement, il {e contentera d en propofer un exemple pour ceux *
qui-voudront bien s’en occuper.

S ij .
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L’exemple qu'il apporte eft le quadrinome 15~+6/7 610} 2~+8//,
lequel améme forme que le quarré du quadrinome. p”ab—+b=t /a4,
qui eft #b—tbb—ta—tb—2b2) ab— 22— 20 bt 4b)/a. Or pour re-
foudre ce quadrinome literal. 1°. Je vois fi 2—6 moitié de ce qui eft hots
5 dufecond figne ¢, égale les grandeurs b & 4, qui font 'une-fous le fecond
figne & lautre (ous le troifiéme , & i & qui eft fous le fecond , égale le quart
.des 44 qui font hors du troifiéme. 2°. Par le moyen des deux grandeurs
a & b que je viens de trouver , j’en compofle les quatre ” ab. b, } a, & V' b;
& voyant que lequarré de p/ab—+b—+ 1V a— b fomme de ces quatre pas-
ties , ‘rend le quadrinome méme .quon propofe , je connois aufli- que
YV abb— p/ a— /b elt laracine que je cherche. :
Pareillement pour reloudre le quadrinome 15—+6/7 610/ 28173 de
I'exemple que Stevin nous apporte. 1°, Je voisfi § moitié de 10 qui eft hors
dufecond figne , égale les deux nombrés 2 & 3, qui font I'un fous le fecond

fione & Pautre fous le troifiéme , & fi 2 qui eft-fous le-fecond égale’le quart

de8 qui eft hors du troifiéme, 2°. Parle moyen des deux nombres 3 &z
que je viens detrouver , je compofe les quatregrandeurs 176, 2, V3 & 2,

& voyant que le quarré de /762 —+¢ 3+ J/ 2, rend le quadrinome méme
‘que Stevin nous propofe a refoudre , je connois que p/6—+2+p 3+ 2
.en eft la racine,

On trouvera en méme forte que la racine de 20+84/ 6~+10§73 ~t12 /2
et 34 6=+ y 1 2.

Mais il peur fouvent atriver que 26 —2) b foit plus -petite que
:;g‘___-[. 2by/ b, ce qui change un peu l'operation. ‘Par exemple je ne puis
sefoudre le quadrinome 209~+18#72 —+6/"14—+8) 7 comme j’ai fait les
deux precedens , mais je le puis refoudre en le confiderant felon la forme
du quadrinome aé—i-bb-—+4—|~!:-+;.4—5-;.&;/5—-&-.1.&-—1-1[/.;5-4-4;6/4 ot la

partiemblfb eft écrite devant 26—+27ab. Car je trouve ainfi la ra-
cine de 209—+18/ 2-+6/"14~+8¢77. 1. Je vois i 9 moitié de 18 qui eft
‘hors dupremier figne , égallc 2 & 7 qui font I_’un fous le premier & ['autre
fous le troifiéme, & fi 2 qui eft fous le premier égale le quart de § qui eft
hors du troifiéme figne. 2°. Par le moyen des deux nombres2 & 7.que je
viens de trouver ,je compofle les quatre grandeurs /14, J7,2 & §/2, &
voyant que le quarre de p 14—+ 7—+24¢ 2 rend celui qu'on propofe 2
refoudre, je connois que )/ 14—+ 72—+ 2 eneft la racine.
r]’aumis encore a examiner & a expliquer plufieurs cas femblables , mais
cela me meneroit trop loin , & n’auroit pas beaucoup d’ufage. Peut.eftre
quen parlant des égalitez , je donnerai un moyen general pour refoudre
tous les quadrinomes dont la racine eft quadrinome. Je me contenterai
feulement de faire remarquer iciqu’il {e rencontre fouvent des trinomes dont
la racine eft quadrinome , quoique Stevin n’en tombe pas d’accord. Tel
eft par exemple le trinome J5—2p/6-+2) 2 dont la racine eft
Vé6—14 3+ 2, & qui a méme forme que le trinome literal
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@bt bb—t a—b—2b—+ 2} ab~+24—2by/b, lequel a pour racine le quadri-
nome literal g~ ab—b-+ g  a— 1/b.
Jajotiterai aufli qu'il .y a d’autres efpeces de multinomes dont la racine fe
- pouroit trouver felon les regles du Probleme treizi¢me 47. S. '
‘Parexemple 26—4 75—} 640— 2564 5 eltune efpecede trinome dont
~je trouve ainfi la racine. 1°. Je retranche 640—256)/ 5 quarré de la petite
pattie ) 640—256/"5, de 756—208)"5 quarré de la grande partie
26—4}"5. Lerelteeft . 1ig+ 48475, & je tire comme au premier exemple
«du Probleme treiziéme , 6+ 4475 la racine de ce refte.
2°. Jajotite [a racine 6 445 a la grande partie 26—4#75, & la fomme
<eft 32, & jeretranche la méme racine.6~+ 445 de la partie 26—/ 5, &la
-difference eft 20847, f
:3%, Je tire 4 racine de 16 moitié de la fomme 32, & /4 10—4}/ 5 racine de
‘10—40"§ _nE_O_i_'rié_c_i'_e la difference 208y 5, enfuite je prends la difference
desq & ) 1o—4¢ 5, & caule que la partie ¢/ 640—256) 5 a le figne —
au multinome qu’on propofe, & je connois enfin que 4—§ 10—4) 5 eft
{1a racine que je cherche. +

26—4 s, —V 640—256) s

perak—a¥'y ~+26—4 /"5 26— V5
grand quarré —+756—2084"s =645 _—6—+4V5
petit quarré —G640~+256/"5 fomme 32 *  difference 20—8)
refte —+116—+ 481 5 fa moiti€ 16 Ja moiti¢ 10—4 V5

Sa racine 6+ 415 4 — YV 1o—4 )/ s rac. chereh)

AVERTISSEMENT. -
Lorfque la vacine d'un binome on d'un antre multinome ne peut avoir L,
-une expreffion affez fimple , il vaut mieux écrire devant enx le ﬁgm
radical, Oun trowve par exemple felon les regles du Probleme treizieme
47. 8. que la racine quarrée de Y s—V'3 eff W .1 pL
— W vV e qui eff beancanp plus campoﬂe que VW s—V 3. C'eft
ponrquei an lieu de cette racine \,-V.V;;_..@,;/'T__;/,fo——;/}‘, il eff
plus. & propes &'écrire V..) s—V 3. Car cette expreffion eft non fenle-
ment plus fimple » & en quelque fagon plus connué que la precedente,
‘mais élle a encore cet avantage quw'on peut en Geometrie la dérerminer
plus facilement par lignes. Car on #a befoin que de trowver trois fois
“une moyenne proportionnelle entre dewx lignes -pour déterminer
YV 5—V 3, au lieu que pour déterminer par lignes YV . )/ 1-— )%
—V V1=V 5, on a befoin de trouver quasre fois pne meyenne propor=
‘zionnelle entre deunx lignes.

S ijj
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DE LEXTRACTIONI
DES AUTRES R ACINES,.

Pour tirer la racine 4° d'un binome oumultinome , on tire premierement -
fa racine quarrée , & la racine de cette racine eft celle que I'on cherche. -
Pareillement pour en_tirer une racine 8%, on en tire la racine quarrée , &
enfuite la racine de cette racine, & une nouvelle racine tirée de cette racine

~ de racine , eft celle que 'on cherche. 1l en eft ainfi des racines 16°. 32° &c, -

Mais on n’a pas encore donné de' reglés generales pour tirer les racines -
cubiques , g%, 5°. & autres {emblables de tous les - multinomes qui
pouroient [e refoudre, Siton-avoit-de telles regles , on en auroit auifi
pour tirer toutes les autres , comme les racines 6% of. 1% 15° &¢.
par IT1. 38. & feq.. Schooten-nous en a feulement donné une generale -
pour tirer toute forte de racines des binomes , lor{que ces racines peuvent -

- pareillement eftre exprimées par d’autres binemes, . Sa regle eft telle, .

Régle generale pour tirer toutes fortes de racines des binomes., .
qui ont des binomes pour lenrs racines.

PREPARATION, .

1°. Pour tirer 1és racines des binomes otx 'on trouve des fradtions , on -
multiplie chacune de leurs parties par le fecond terme de ces fractions afin
de les ofter. Par exemple pour tirer quelque racine de 121—+11/72, je
multiplie chaque partie du binome par 2; & jai 2522972, Pareillement
pour tirer quelque racine de 1y ;—+ 1)/ 5, je muliplie tont le binome
premierement par ¢/, & j'ai 1y 213, ceft a dire xat—u) 2, & en= -
fuite par 2, comme j'ai déjafait. . Il en eft ainfi des autres. -
* 2°, Si-les binomes quon fe propofe de refoudre, n’ont aucune- de leurs
parties qui -foit commen{urable , on réduit I'une de fes deux parties a fan
expreffion la plus fimple , & 'on' multiplie onl’on divife chacune par ce qui
refte fous le. figne radical de cette partie. Par exemple pour tirer quelque
racine de }/242—+17243, je réduis la partie p7242 2 11)72, & alors,
multipliant chaque partie par /72, j'ai 22—+ 7486, ol 22 eft commen-
furable. Pareillement pour tirer quelqueracinede p7C.3993 ~+4/ 6°.17578125,
je réduis 7 C.3993 ‘a 11f£C.3,-& divifant chaque partie par p7C.s, jai
11 -+ }/ 125, ob 11 eft commenfurable.

3°. Pour tirer les racines 3%, ¢¢.7°, & autres femblables , lotfque ka racine
3%. 5% 7°. ouawtre, de la différence qui (e trouve entre les quarrez des. par-
ties du binome,, ne {era pas un nombre entier, on multipliera chaque partie
du binome par cette difference ,s’il en faur tirer une racine cubiclue 5 par le
quarré de cette difference , s'il en faut tirer une racine ¢, par le cuge de
certe difference, s'il en faut tirer une racine 7%, par la’ ¢, puiffance de certe
difference, s’il en faut tirer une racine 11°, & ainfides autres. Et alors ;on
anraun autre binome , oul la racine 3%, §°. 7 ou autre , de la difference qui -
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ceft entre les quarrez des parties, fera tofijours un nombre entier,
Par excmPle pour tirer laracine cubique.de-z:. -+[/4.86,.j'oﬁe 4_84_ qua[ré
.de 22,de 486 quarré de )7 486, &l refte 2, dont la racine cubique weft pas
un nombre entier, C’eft pourquoi je multiplie tout le binome par 2, & jai
44—+ /1944, otla racine cubique de 8 difference de 1936 & 1944 quarre
de 44 & p7 1944, eft le nombre entier 2. De méme pour tirer la racine ¢°.
de 11—+ ¢/ 125, 121.quarté de 11, ofté de 125 quarré de 125, laifle la diffe-
rence 4 dont la racine §°. 'eft pas un nombre entier ; & ainfi je multiplie
tout le binome par 16 quarté de 4, & j'ai 176 —+ 3200, 0u la racine §° de
%024, difference de 30976.8& 3200, qui font les quariez de 176 & § 3200,
eft le nombee entier 4.
‘Pareillement pour tirer la racine 7°.de 338+ J 114242, la difference qui
- eft entreles quarrez des parties eft 2, dont la racine 7°, n’eft pas un nombre
entier. Je multiplic donc tout le binome par 8 cube de 2, & jai
2704+ 7311488, ot la racine 7°, dela difference quieft entre les quarrez
des parties.eft 2. Il.en eft ainfi des autres. :
La preparation precedente donne todjours des binomes dans lefquels une
i partie, & le quarréde l'autre partie , plus la racine 3°. 5%, 7¢. ou autre,de la
-difference qui eft entre les quarrez des parties , font des nombres entiefs.
“Etce binome refolu , donne auffi la refolution de celui qu'on propofe, quoi-
qu’ils foient differens entr’eux.  Car il ne faur , comme on verra plus bas,
-que divifer ou multiplier la racine 3¢, 5°. 7°. ou autre que I'onadéconverte,
~par les racines 3. 5¢5, 7%, ou autres , des nombres par le(quels on a multiplié
ou divifé le binome qu’on avoit premierement propofé,

Rrcr 2 |

“Orlé binome eftant ainfi-preparé , afind’en trouver la racine , on cherche
‘par 9. S. un nombre commenfurable , quien furpafle la veritable racine d'une
-grandeur quine foit pointaudeffusde% Etalors , {i lapartie commenfurable
«dubinome eft plusgrande que fon--autre?artie, 1”. On réduit en une fomme

le nombre pris pour racine approchée, plus 'expofantde la racine 3¢, %72,
ou autre , de ladifference qui eft entre les quarrez des parties, & ce nombre;
Et la moitié du plus grand nombre entier renfermé dans la fomme | eft la
partie commen(urable de la racine cherchée. Enfuite on ofte du quarré de
cette partiedécouverte la racine 3% 5%, 7% ouautre de la differencedes quatrez
des parties , & ce quirefteeft le quarréde l'autre partie que I'on cherche.

Mais {i la partie commenfurable du binome a refoudre eft plus petite que
fon autre.partie; 1°. ~On ofte du nombre pris pour racine approchée Pex-
polantde la racine 3¢. 4%, 7°. ouautrede ladifference qui eft entre les quarrez
des parties , & ce nombre ; Etla moitié¢ du plus grand nombre entier renfermé
danslerefte , eft la partie commenf{urable de la racine cherchée. Enfuite on
ajotite au quarré de cetre partie découverte la racine 3% ¢°. 7% ou autre, de
la difference qui eft entre les quarrez des parties. Etla fommeeft le quarté
de 'autre partie que 'on cherche.

Or on connoit i le binome découvere eft la racine cherchée, en -élevant
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ce binome 4 une puilfance égale & celle du premier qu'on avoita refoundrey .
Lesexemples fuivans eclairciront ce qu'on vienc de dire. -

. Premser Exemple. .

Pour tirer la racine cubiqueé de 20—+ p/392. Connoiffant que la racine -
cubique de la difference qui eft entre les quarrez des parties eft le nombre
entier z, je tire quelque racine quarrée de 392, qui foit prefque égalea ce -
nombre , afin qWen la joighant a 20, je puilfe avoir une fomme commen-
furable prelquégale au binome 20+ 7 392: Cette racine eft 19 ou 20, la- -
quelle eftant ajoiiée a la partie commenfurable 20, donne la fomme 39 ou
40. Or jeconnois en operant felon lamethode expliquée 9. S. quela racine
cubique de 39 oude 40 eft entre 3 & 3%. Erainfi 3+ furpafféra la veritable -
racine cubique dit binome 20—+ ¢392 qui eft entre 39 & 40, d’unegrandeur
qui cft audeffous de t.. Ceft pourquoi je prénds 3% felon la regle pour la -
raciné cubique de 20—+)/392:. Enfuite je divife 25 ceft a dire la’ racine
cubique de la difference qui eft entre les quarrez des parties ; par 3% que jai
pris pour racine approchée , & 'expofant eft £, Or parceque la partie com-
menfurable 10 eft plus grande que la partic incommenfurable #7392,
J'ajolite expofant trouvé # a la racine approchée 3%.. La fomme eft 475
& 2, moitié de 4 quieft le plus grand ' nombre entier renfermé dans 455 eft
la partie commenfurable de la racine cubique ou du bimome que je cher-
che. Enfuite le quarré de cette partie eft 45 dont j'ofte 2 racine cubique de
8 difference des quarrez.des parties, & lerefte 2 eft le quarré de 'autre partie
que je cherche, Le binome 2—+4/2 {era donc la racine cubique cherchée,
{1 tourefois on la peut exprimer par un binome. Et pour m’en affurer, je
prens le cube de z—+ "2 ; & voyant que ce cube eft le binome méwme que -
yavois A réfoudre , je fuis certain que le binome 2+ 2 en eft la racine -
cubique. .

Second Exemple.- '

Pour tifer [a racine cubique de 25— §7968. Connoiffant ‘que la racine -
cubique dela difference des quarrez des parties eft le nombre entier 7, je tire -
une racine quarrée de 968, afin d’avoir une fomme commenfurable pref.
qu'égale au binome 24—+47968. Certe racine eft 3rou 32, laquelle eftant
ajolitée 2 la partic commenfurable 25, donne la fomme s67ou §7. Or je
connois enoperant felon la methode expliquée 9. S. que la racine cubique de
56 onde s7eftentre 31 &4. Er ainfi 4furpaffera la veritable racine cubique -
du binome 25—+ 7968 qui eft entre §6-& ¢7; d'une grandeur qui eft au
deffous de +. C’eft pourquoi je prens 4 felon la regle pour la racihe cu-
bique de ;_5-':»-;,/968. Enfuire jedivife 7;c'eft a dire 1a racine cabique de la
difference qui eft entre les quartez des parties , par 4-que j'ai pris pour ra-
cine approchée, & VexpofanteftZ. Or [Parc'cqucla partie commenfurable -
25 ne furpafle point la partie incommenfurable 968, je retranche Pexpofaric -
trouvé 2 de laracine approchée 4. Lerefteeft 2 ou 2} ;& 1, moitié de 2~
qui eft le plus grand nombze entier enfermé dans 22 eft la partie commen:

{urable
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{urable de la racine ou du binome que je cherche. Enfuite le quarré de cette
partie eft 1, & qui j'ajolite 7 racine cubique de la difference qui eft entre Jes
quarrez des parties , & la fomme 8eft le quatréde lautre partie. Lebinome
1 J/°8 fera donc la racine cubique cherchée, fi toutefois cette racine peut
eftre exprimée par un binome. - Et pour m’en affurer je prens le cube de
1~+ 1783 & voyant que ce cube eft le binome méme 25—+ 47968 que javois
4 réloudrd, je fuis certain que le binome 1—+ §/ 8 cn cft la racine cubique,

L'on trouvera en méme forte qug la racine cubique du binome
44—+ 11944 eft le binome 2+ 76, -
Troifiéme Exemple. ‘ LA 2l
Pour tirer laracine §°. de 176+ /32000, 1°," Je prens 3% pour racine ¢, -
approchée du binome, a peu prés comme aux exemples precedens, 2°, Je
divile 4, racine §°. de la difference qui eft entre les quarrez des parties, par
3% pris pour racine approchée, & I’expofant eft 17. Or parceque la partie
176 elt plus petite que p” 32000, joftelexpofant 1+ de 3% pris pour la ra-
cine §°, du binome, -Le refte eft 1&; & 1, moitié de 2 le plus grand nombre
entier enfermé dans 2%, eft la partie commenfurable de la racine cherchée, -
Enfuite le quarré de cecte partie 1 eft 1, & qui j'ajodite 4 la racine 5. de la
difference des quarrez des parties , & la fomme g eft le quarré de Pautre
partie que je cherche. Et pour fcavoir fi 1— /5 et la racine du binome .
176+ 32000, jen prens la s¢. puiflance , & voyant que-cette puiflance
rend le binome méme qu'il faur refondre , je m’aflure que 14+ geneft la*
 rdcine ¢, - iy i R LR
; _ Quatrieme Exemple. i ;
Pour tirer la racine 7%, de 2704+ 7311488, 1°. Je prens 3% pour la
Tacine 7, approchée. 2°. Je'divife 2 racine 5°. de la difference qui eft entre
les quarrez des parties , par 3+ pris pour racine approchée , & Pexpofant
eft £, “Or parceque 2704 furpafle £#/'7311488, jajotite I'expofant * 4 32, -

La fomme eft 4.5, & 2;moitic¢ de 4 le plus grand nombre entier renfermé
dans 4,114 , ¢ft la partie commenfurable de la racine cherchée. - Enfuite lc
qitarré de cette partie 2 eft 4, dont je retranche 2 racine 7. de la difference
_des quarrez des parties ; le refte 2 eft le quarré del’autre partie. Et je copnois
“que 2—+ /2 eft la racine que je cherche , parceque fa ¢, puiffance eft
2704+ 177311488, dont il falloit trouver la racine 7%, 1l en eft ainfirdes
~autres puiffances plus élevées, -

Moyen pour faciliter laprenve. _

Mais l'on doic remarquer. quil n'eft pas tedjours. neceflaire. d’élever
etitierement les binomes qu'on a découverr a une puiflance égalea celle des
binomes qu’il faut refoudre, afin d'eftve affuré qurils en font les racines
cherchées ; car on peut le reconnoitrecn abregeant s on méme en fupprimant
une partie de fon operation ; par le moyen de la Table des puillances,

Par exemple pour voir fi le. binome 1+ 5 eft la racine s de

T

[l
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176+ P/ 31000, je fupgofe 176=a, & {/ 32000=h, & prenantle rang de
1a 5o, puiffance #'— 54*b—+ 104%bb ~+ 10245 ~ 5ab*— b, j'2jofite en unefom-
me les parties 4, 104'%b, & gab*, ot b n’a point de dimenfions impaires,
ceft a direj'ajolite 1, 50, & 125 ; & voyant que la fomme 176 eft la partie
com-menfurab{e du binome 176 ;" 31000, je connois aufli que 1—+ /5 er
eft la racine ¢°. .

De méme pour voir fi 272 eft la racine y°. da binome
2704+ 7311488 , je fuppole 2704—n, & } 7311488, & prenant le
J:anég de la 72, puiffance #7—+74°b—+ 214°06 —+ 354*0'~+ 3580% ~ 21200 — 74b°
~+07, j'ajolite en une fomme les parties 47 212°bb, 35a°b*, & 74b°, ol b n'a
point de dimenfions impaires , c'eft 4 dire j"ajodite.cn une fomme 128—47,
1344==2100b, 1120=—354'*, & 112—=7ab", & voyant que la fomme 2704
eft la partic commenfurable du binome a refoudre , je connois aufli que
2+ 2 eneclt la racine 7°. Il en efk ainfi des autres.

Suite de la Regie.

Eufin lorfque pour refoudre un binome , on l'aura multiplié on divié
par quelque nombre , & réduit par ce moyen a un autre binome , dont
-on aura découvert la racine 3°. §°. 7°. ou autre, il faudra divifer ou multi-
Flie: cette racine découverte par la racine 3¢, §°. 7°. ou autre , du nombre pac
lequel on aura multipli¢ ou divifé le binome qu'on avoit premicrement
2 reloudre.

Par exemple pour tirerla racine cubique de 127~ /7242, ona muleiplié
ce binome par 2, & I'on a découvert que la‘racine du binome produit pas

cette multiplication eft 1—+ 478 ;ainfi il faudra divifer 1 p/°8 par §/'C.s,

& lonaura p/ C.i—+ P 6028=)/ Cir2i—+ /242,
Ona auffi multiplié g/ = p"*4~ par 75, 8 on a trouvé 12t=+ [ 241,
dont la racine cubique eft p/Ci—f76%128, laquelle eftant divifée pag

¢ 6t.5, donne P/ 6.~ —+ VG?.'—:-E:VC.V'-‘;‘——i- [/‘si‘.

Pareillement pour refoudre p7Ci3995—+ )~ 6°.17578125, on a divifé cd
binome par §”C.3, & pour en titer la sacine 5. on I'a encore multilflié par
36. Cleft pourquoi on divifera la racine g¢. 1=+ /5 du binome refolu par
V 5¢.16, & on la multipliera par p715¢.3.

e ne m'arrefte point & démontrer toutes ces chofes | on poura voir ce
quien a dit Schooten pag: 395. ¢ f29. Je dirai feulement qae I'un des prin-
«cipaux ufages de cette regle a efté jufquiici de fervir pour réduirea des gran-
deurs commenfurables certaines racines cubiques , que Cardan détermine en
quelques égalitez du 3°. degré par des expreflions qui les renferment fous les
fignes radicaux p/ & p/C. Mais en traittant de ces égalitez , jeftablis
d’autres regles plus courtes & plus geometriques , pour découvririmmediate-
ment ces racines , lorfqu'elles font commenfurables. Et de plus , on n'eft
pas afluré en cherchant par la methode precedente les racines 3°. ¢%. 7%, ou
autres,des binomes quon veut refoudre, i les grandeurs qu'on découyre font
weritablement les racines qwon cherche. 11 faut pour s’en affurer les éleves
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au degré de la puiffance du binome a refoddre, & voir fi elles rendent ce

binome , ou fi elles ne le rendent pas. En quoi I'efprit n’eft pas éclairé.

Ce que nous avons dit de la refolution des quadrinomes > {eptinomes &
autres femblables', a le méme defaur. _
- Je nedis rien de 'approximation des racines des binomes ou multinomes.
Car il'n’y aura perfonne de ceux qui feront arrivez julques a la fin de ce
Quatriéme Livre, & qui fgauront bien les principes de toutes les matieres
principales que nous avons déja traittées , qui ne voye facilement qu'en cher-
chantles racines approchéesdes partiesdu binome ou multinome , & rédui-
fant ces parties en une fomme , cette fomme (era la racine approchée de tour:
le binome ou multinome propof¢,. - = NS )

- hdy,
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LIVRE CINQUIEME

DE LA COMPARAISON DES GRANDEURS,
ET DE LEURS RAPPORTS.

OUS avons enfeigné dans les Livres precedens la
| maniere d'operer [ur les differens rapportsdes grandenrs,
i/ & nous enfeignerons dans celwi-ci les propricrez de ces
5| rapports dont la connoiffance & L'ufage [ont les plus im-
 portans pour les M athematiques. -
il A § On fcait déja que comme la comparaifon des grandeurs
eft un rapporrt de ces grandeurs , ainfi la E:omparaif'on des rapports eft un
rapport de ces rapports , & que la COI‘!‘]P-’LTal‘l"Ol‘I des rapports de rapports eft
un rapport deces rapp?rts_df: rapports. _Et ainfi des antres 4 I'infini. Or tous
ces rapports ont une égalité ou negalité entr’eux, & leur inégn]ité {e peut
totijours réduire & I'égalité, fi Ion retranche des plus grands I'excez qui les
empeflche d’égaler les plus petits , ou fi on ajoiite aux plus petits ce qui
leur manque pour égaler les plus grands.

De toutes ces égalitez celles qui fe trouvent entre des grandeurs en parrie
connués & en partie inconnués , font les expreffions ordinaires de tous les
Probltmcs ou queftions que l'gn propofe fur les grandeurs. C’eft pour cela
que nous avons jugé qu’il eftoit a propos de parler ici des problemes & des
egalitez qui les expriment, non {eulement pour éclaircir les démonftrations
de ce Sixiéme Livre , mais encore pour faire voir que ces égalitez ont une
liaifon i eftroite avec les rapports , quelles ne font proprement qu’uim
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, méme chole énoncée differemment, & envilagée fous differens coftez.

‘DEs PRoBLEMES.

~Tous les Problemes qui regardent les grandeurs, & qu'on & propofe de
- réfoudre doivent totijours renfermer des grandeurs connugs avec les rapports
. connus-de ces grandems.:‘i quelques aucres. Car i tout eftoit connu dans ces
‘Problemes , on auroit leur refolution ,»& ainfi il feroit inutile de la chercher;
- & fi tout en eftoit inconnu , ne connoiflant aucun milieu pour arriver a leur

refolution ; il feroit impoffible de les refoudre. Si.par exemple en me de-

mandoit le. nombre qui eft égal 2 ¢ & double de 3, il eft bien vifible que
. celui qui me feroit une femblable demande ;- y répondroit en méme temps,

puifque le: nombre connu- ¢ eftant égal a lni-méme eft double de 3. Maisfi
- certe perfonne me demandoit le nombre qu'elle a dans fa penfée , fans me

rien dérerminer davantage ; ne pouvant deviner la pen(ée de cette perfonne,
<& n'ayant rien qui me puifle fervir de principe , nid’ou je puiffe déduire par

des raifonnemens (uivis la connoiffance de ce qu'on me demande, la refolution
m’enelt tout-a-fait impoflible. Ce n’eft doncpointa cesfortes de queftions
~ou problemes qu’on doit chercher quelque réponfe , c’eft feulement a ceux

ontl'on envelopedes grandeurs & des rapports de grandeurs, qui ayant quel-
.quechofede connu , ont auffi quelque chole d’inconnu,

‘Lorfqu'un probleme ne fuppofe point de contradiction , & qu'il eft
-poffible , on Vappelle un probleme réel. “On demande par exemple qu'un
‘nombre pofitif plus 3 fafle 5, ce nombre qu'on demande eft 2, car 2~+3—;,
& le probleme eftant poffible,, on I'appelle réel.

“Mais lorfqu’un probleme fuppefe quelque coneradiction , & qu’il eft
impoffible’, on l'aEpelle un Prableme imaginaire. Ondemande par exemple
qu'un nombre pofitif plus 5 faffe 3, ce nombre eft impofliblea trouver & le
probleme enfermant une contradition , on dit qu'il eft imaginaire,, car c'eft

-vouloir que la partie d’un tout foir égale ou plus grande quefon tout.

Si ces problemes font tels que 'ony fuppole quelque grandeur inconnué
-& confiderée comme lineaire egale a d’autres grandeurs entierement connués,
-on les appelle problemes fimples. :

Si par exemple on demande quelle grandeur eft égale aux nombres
L, 1, &t ; comme on connoit tous les nombres &, -, L :qui font égaux

4 la grandeur inconnué qu’on demande gle probleme eft appellé fimple,

Mais fi quelque produit entierement inconnu eft fuppof¢ égal on inégal
A d’autres produits , qui ayent méme degré que le produir inconnu, & dans
‘lefquels le connu fe trouve envelopé avec I'inconnu , plus ou moinsd’autres
-produits entierement cohnus , on les appelle problemes compofiz. .

Si par exemple on demande quel eft un quarré égal au plan fait de fa
~racine par 4.—+6, plus oumoins un autre plan faic de 4 par 6, le quarré quon
demande eft toutinconnut , le plan faiv de fa racine par g4~ 6 eft un produi,

ot la racine du quarré inconnu , qui eft pareillement inconnué | fe trouve
envelopée avec le connu 46, & enfin le plan de 4 par 6 eft un produic
entierement connu. Ce probleme eft appellé.compofe.

T iij
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vir,  Oril peuty avoir des problemes compofez de plus en- plus & Tinfini;,
‘ parceque les rapports du connu & Vinconnu peuvent eftre cachez & en-
velopez de plus en plus 4 linfini. La partie des Mathematiques qui nous-
apprend & déveloper ces fortes de rapports , eft celle que nous ?PpellcusJ
Analyfe , d"un mot Grec qui fignifie refolution.. Les principales de fes regles.
font celles-ci.
PreMIERE REGLE,
1x, Lorfquun Probleme eft propof€, la premicre chofe qu'on doit faire pour
" commencer 4 le réfoudre , ceft de confiderer attentivement Deftar de la-
queftion, & toutes les conditions qu'elle renferme , & de bien diftingues
tout ce quon peut d’abord y connoitre ,de ce que l'on n’y connoit pas-
encore,
StconpE REGLE.

X. Enfuite il faut marquer exaement toutes les grandeurs qui font les
termes de la queftion, par les caracteres des nombres ou des lettres de-
I'alphabeth.. _ )

XTI Celles de ces grandeurs que Pon connoit feront exprimées par les ca--

" rateres des nombres qui marquent le rapport qu’elles ont avec I'unité, ou-

litoft par les premieres lettres 4, bs ¢, 45 &c. fur tout fi les problemes

font difEciles a réfoudre ; car il ya deux avanrages fort confiderables a -
exprimer ainfi-par 4, b; ¢; 4, &c. les-grandeurs qui font connués, Le pre--
mier , c’eft qu'on abrege beaucoup la longueur & le travailde fes operations;
& le fecond, c’eft que les refolutions qu'on découvre font fi univerfelles
qu'elles peuvent (ervir de formules ou de modeles generaux & fenfibles pour
réfoudre les queftions infinies de méme efpece que celles. quon aura:
réfolués, ;

Mais pour les autres grandeurs quel’on neconnoit pas encore;, elles feront-
exprimées par les dernieres lettres 2, 3, x, v, &c.. Or quoique la methode
la plus generale foit todjours d’exprimer chacune de ces grandeurs par une-
lettré inc onnué qui ne marquera qu’elle feule, cependant ileft tofijours avan-
tageux d’en pouvoir exprimer plufieurs , fans employer plus d'une lettre in-
connué , comme on lepeut faire en plufieurs rencontres.. Car fi par exemple
deux grandeurs inconnugs ont la grandenr connué a-pour-leur difference,
appellant z la plus grande inconnué >laplus petite fpcu: eftre appellée z—a,
Puifqu’on fuppofe qu'il §'en manque & qu’elle ne foic égaleala P]us grande,
Et fi 'on appelle z la-plus petite, la plus grande par la méme fuppofition
pouroit eftre appellée z—-4. De forte qu'employant la feule inconnué z,
Pon exprime cependant deux grandeurs inconnués , qui ont & pour lear
difference. :

TroisiE'me REecrm
|X11.  Chaque grandeur ayant receu {a dénomination felon la regle precedente,
en confidere le probleme comme eftant déja refolu, & I'on tire autant d’4.-
galitez des fuppofitions que l'on y a faites , que 'on employe de lettres in-
connués pour exprimer tous {cs texmes,, Peut-eftre que ces regles s’enten.
dront mieux par un-exemple.,
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Exemple.

Suppofons qu'on nous ait donné un tel probleme a refoudre. Les 4ges de
-deux perfonnes font 100 années , 'age du premier furpalle de 4o années
JFage du fecond ; 'on demande quel eft I'age de chaque perfonne:

Pour commencer a le refoudre, 1°. J'examine attentivement felon [a

remiere regle , quel eft I'eftar de la queltion, & je reconnois quielle ren-
E:rme deux conditions , aufquelles en fatisfaifant la queftion eft refolug; la
premiere de ces conditions , c’eft de trouver deux nombres qui foient égaux
a 100 ; & lafeconde, ceft qu'il faut que le plus grand de ces deux nonires
furpafle le plus petit de 4o0.

2°. Jedonne donc felon la feconde de nos regles un nom & chacun de ces
deux nombres, Or fijappelle z le plusfgetit des deux 4ges, le plus grand,
parla feconde des fuppofitions qu'on a faites, fera -+ 40, car cette fuppo-
dition demande que le plus grand ige furpafle le plus perit de 40. Ainfi les
deux 4ges feront, le premier z-+40, & le fecond z.

3°. Chaque 4ge ayant ainfi reccu fon nom , je fuppofe felon la troifiéme
regle que le probleme eft déja refolu, & je tire autant d'égalitez des fuppo-
Aitions qu'on y a faites , que j’employe de lertres inconnués pour exprimer les
deux dges. Or n’employant pour cette expreflion qu'une {eule inconnué qui
«eft z, je n'ai aufli qu'une égalité & chercher , & je la trouve en raifonnant
ainfi. Lafomme des deux agez 2—+ 40 8¢z, eft 22+ 40. Orparla premiere
{uppofition qu’on a faite , cette fomme doit égaler 100 années , jai donc
I’égalité cherchée 22—+ 40—100. O il faut remarquer qu'ayant employé
la feconde fuppofitien pour dénommer les deux grandeurs z & 2—+ 40, j’em-
ploye la premiere fuppofition qui me refte pour former mon égalité
22—+ 40=—100. Car il faut tofijours prendre garde que les mémes fuppo-
fitions qui fervent & dénommer quelque grandeur , ne doivent point fervir
‘pour en rirer des égalitez.

premier dge, fecond dge, fomme desdenx dges, (égalite cherchée
Z—+ 40, Zs Z—+ 40~+Z; O 22—+ 40, 23—+ 40=—I00.

Les deux parties qu’on trouveen ces fortes d’égalitez de pare & d’autre de
leur figne ==, en feront appellées les deux membres. Ainfi dans noftre éga-
lité 22—+ g40—100, 22—+ 40 qui eft devantledigne —, & 100 qui eftaprés
«ce figne , font les deux membres de I'égalité.

Autre dénomination plus generale.

Mais fuppofons par la methode la plus generale de la feconde regle, que
<hacun des deux nombres inconnus foit exprimé par une letrre inconnué qui
ne marque que lui feul , & que le plus petit eftant appellé z, le plus grand
{oit appellé y. Comme jemploye l[i:'s.deux inconnués z & y afin de marquer
les deux ages , je dois aud’i felon la troifiéme regle, tirer des {'uEPo'ﬁtions que
Lon fait au probleme , deux égalitez differentes qui en puiflent marquet
zouteses conditions. Or jele fais en raifonnant ainfi. La fomme des deux
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4ges z & y, eft z~+y. Or parla premiere (uppofition cecte forme doit
égaler 100 années , j'ai donc pour premiere égalité z—+y=—r10o0. :
le plus petit age, le plus grands la fomme des deuxs premiere égalite.
s P XY R—Fy==100.

Or par la feconde fuppofition y; et a dire les années de la premiere
perfonne furpaffent de 40 celles de la feconde , qui font appellées z, fi donc -
jajotite & z les 4o années qui lui manquent pour égaler y, j'égalerai ces °
deux grandeurs , & j’aurai pour la feconde égalité cherchée z—+ 40—y.

le plus petit ége_; le plus grand, - lewr difference;  feconde égalite.
' s TS Vi 405 . Z=+40==y-

Mais foit que ot n’ait qu'une égalité feule en n’employant’ qu'une feule
letere inconnué , foit qu'on en ait pluficurs en employane plufieurs de ces -
lettres , toutes les conditions dn probleme ne laiffent pas d'eftre auffi bien
renfermées dans I'égalité qui eft feule, que’ dans les autres qui font en plus -
grand nombre. Et pour le voir par noftre exemple , I'égalité feule
22—+ 40—100, qui n'a que la feule lettreinconnué z, renferme la premiere -
condition du probleme, qui demande que les deux fges ¢galent 100 années; -
Et la méme égalité 22—+ 40-—100 renferme auffi la feconde condition du -
probleme, qui demande quele premier dge I"urr'aﬂ'c le fecond de 40 années,
car comme on ['a dit auparavant, 22—+ 40 eft la fomme des deux nombres
inconnus z—40 & 2, dontle premier furpafle le fecond de 4o, - 3

Pour les deux autres éoalitez z—+y—100,8& 2—+40—y; il eftallez vifible -

“quielles renferment auffi les deux mémes conditions qui font déterminées -

dans le probleme. : ; T e

D’onl I'on peut titer cette confequence’, que I"égalité qui eft feule & qui *
n’a qu’une lettre inconnué , peut autant fervir pour réfoudre le probleme,
que toutes les autres qui en ont plufieurs. Elle Ecutf'mf?me'y fervir davan- -
tage,, parceque's'il y en a plufieurs , on eft obligé , comme on verra plus -
bas , de'les réduire toutes a une feule qui n’ait qu'une lettre inconnué, " Or
quand on eft arrivéa I'égalité feule, voici comment I'on continué la refo- -
lution du probleme, '

QUuATRIEME REGLE. - _ : _
Pour ia refolution des problemes qui font réduits & une feule égalité,
dans lagquelle’il n'y a qi’une lettre inconnue. -

L’on ajotite on I'on rerranche des grande'u_rF égales de chacun de fes
membres 3 ou bien I’on multiplie , ou I'on divile ¢galement chacun de ces
membres ;ou bien enfin Ion tire de chacun des racines égales. Et ces ope- -
rations fe continuent jufques a ce qu'on ait tout Pinconnu feul d'une part
& le connu de Tautre , en quoi I'on a aufli la refolution que I'on -
cherche.. ,

- “L’on appelle ordinairement I'obfervation' de cette regle , réduétion des

egalitez. En voici des-exemples. -
LA:
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DE LA REDUCTION
PAR ADDITION,

Elle fe fait en effagant d’un membre ce qu'on y trouve avec le figne —,
& Iécrivantdansautreavec le figne —+. / :

Si par exemple on a Pégalité y—20=—0, j'efface 20 du premier membre
ot il eft avec —, & je Pecris dans ’autre avec —+ ; aprés quoi je connois
que le nombre 7o enticrement connu, eft la valeur de I'inconnug y.

J—20==50, J—ag—50—+120. Or so0-+20—7o0. Donc y—7o.

_ Démonftration. Les deux membres y_—20 & 5o font égaux entr'eux par

la fuppofition ; Or fi a grandeurs égales on en"ajotite d’égales , les tous feront

égaux entr'eux. Ajotitant donc a chacun des deux membres égaux 320
& 50, le méme nombre 20, les tous qui font y—20-+120, & so—+20, feront
égaux entr'eux, Or —20—20—o0. Done J—210=—j0
y—20-+20=—y : Ot j0—+20—70. Donc —20——+10

y=—70. Ce qu'il falloit démontrer. 7,,,,,,_,”;"*‘ r—

Par la méme raifon fi z—4—a, l'ofi aura z=—=a-+b. Et pareillement fi
a—z=—o0,l’on aura 4=—0-+%, c’eft adire 4=z, car o+z=—=x, puilque zero '

e donne rien, -
DE LA REDUCTION
PAR SOUSTRACTION. "

Elle fefaic en effacant d’un membre ce qu'ony trouve avecle figne —,
& Vécrivant dans l'autre avec le figne —,
Si par exempleonal’égalité z-+310—js0, jefface 20 du premier membre,

+ i » oo YA Ll 3 ¥ . . . 1
ot il eft avéc —+, & je I'éctis dans lautre avec —; aprés quoi je connois

que le nombre 30 entierement connu , eft la valeur de I'inconnué z. -
—20=6, z—+2g—jo—20. Or j6—20—=30. Donc z—3o0.

Démonftration. Les deux membres z—+20 & yo font égaux entr’eux par
14 fuppofition ; Of fide grandeurs égales on en retranche d’égales , les reftes
feront égaux entr’eux. Retranchant donc de chacun des deux membres éoaux
z—+10 & 0, le méme nombre 20;les reftes qui font 242020, &
§6—20, {eront égaux entr’eux. Or —+30_—20—0, Doncz—+50__3o—=z:

Or §o_.20—30. Donc z==30. Ce'quil" R—20=— (O
falloit démontrer, B i
. }’fﬂqf Z.. #: rma i 1

Par la méme raifon ; fi z—+b—a, 'onl aura z—a4." Et parcillement
fi' 2—+ 2=—0, 'ont aura 4=—o0—z, c'elta dire z——=, ou bien {i I'on avoit

wanfpofé 4,,en laiffant -z au premier membre ou il eft , on auroit
v

XV.
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—+z=—a. De forteé que la grandeur z vaudroit moins que rien. Ce qui
{emble impoffible & concevoir , quoique cela ne foit pas fans exemple méme
dans le langage commun , puilqu’on dit d'un homme endebté , qu'il s'en
faur vinge miﬁe efcus qu'il n’air un fol

COROLLAIRE.

1l s’enfuit de rour .ce que nous venons de dire que les grandeurs qu'on
trouve également diftribuées dans chaque membre & fous un méme figne,
doivent y eftre effacées. Si par cxemple ona I'égalité z—a—b—+c—a
comme —a e trouve en chaque membre , il le faur effacer fans rien écrire,
car {i I’on écrivoit —4.dans 'un ou 'autre membre , ou dans chacundes deux,
il y auroit —a—+4, ce qui feroit égal 4 rien.

Pareillement fi I'on réduic P'égalité z__g—3b—2b—c—34, comme
“—a—+2b e trouvent en chaque membre, il les faut effacer, aprés quoi il tefte
R—+b=—c—14, laquelle eftant réduite Z—a—+3b—= 2b—+c—3a
eneffacant — 5 du premier membre,  Or —4_2b=——2b6 -+ a
& I'écrivant au {econd avec le ﬁgne Doncz *— b— * c—24
—, l'on trouve z—=¢c__24—6. len (O it el L
eft ainfi des autres, Doncz * *— * c—2a—b

PDE LA REDUCTION
PAR MULTIPLICATION.

Elle fe fait en multipliant toutes les parties de I'égalitépar chaque fecond
terme des fractions qui sy trouvent.

Si par exemple on me propofe & réduire 1'égalité ~=g, je multiplie chaque
membre par 3,aprés quoi jeconnois que Je nombre 18 entierement congu, elt
la valeur de l'inconnué z.

1=6. Or 3 fois J=2.& 3 fois 6=18. Doncz=i8.

Démonftrarion. Les deux termes > & 6 font égaux entr’eux par la fuppe=
fition : Or {i des grandeurs égales font également multipliées , les produits
font égaux. Mulcipliant donc les deux termes égaux? & 6 par le méme
nombre 3, les produits , qui font z & 18, feront aufli egaux entr’eux, FEr
c'eft ce qu’il falloit démontrer.

Par la méme raifon , fi 3=5,'on aura x=ab. Et i —bic, effac

ant b—c du premier membre 22, il eft multiplié par b—c, & le produic
eft z , il faudra donc aufli multiplier le fecond membre b—¢ par b, afin
d'avoir le produit bb—cc, & que légalité propolée foir réduite 2
zz—bb—cc. .
Pareillement i 'on avoit & réduire cetre égalité ’-‘;:";-'“5' > effagant 4 du
remier membre , il eft multiplié par «, & effacant z du fecond membre,
il eft multipli¢ par z ; il refte donca mu}tiplier reciproquement , c'eft a dire
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en croix , le premier terme du fecond membre par 4, & le premier terme
du premier membrepar 7 ,afin d’avoir_ o B i
I'égalité propofée réduite a celle-ci Rl 2z aa—vab, &'~ ab
L=a'—+abb. a z

PremiER COROLLAIRE
Si les deax membres de I'égalicé font divifez chacun par une-méme gran- yyw

deur , il ne faur que l'effacer de part & dautre fans rien multiplier par elle.

Ainfi pour réduire ":"-:“——:3"—-, effagant # de part & d'autre’, 'on aura
R2=—aa—bb.
Et pour réduire ¥ <=t

R atrr chacun de fes membres eft divifé par 4—+b.
a—b

Car le premier eft divif¢ par aa—=bb, qui eft le fProduit de a—+b par a__b;
effacant donc z—+# de chaque membre , ce qui {e fait en divifant par a—6
le fecond terme wa—bb de la premiere fraction , & lui laiffant pour fecond
terme Pexpofant trouvé #—b ; & effagant enfuite 2—+4 de la feconde

frackion , I'égalité propolée fera réduite & —{_i;,— —ab—+bc. Et cette égalicé-
nouvelle fe réduira en effagant 4—#& de fon premier membre , ce qui faic 2%,
& multipliant par #—4 le fecond membre , afin d’avoir pour produit
aab—abe—abb__bbe, & que I’égalité foit enfin réduite d celle-ci qui eft

fans fraltion 28%—aab—+abc—abb__bbe.,.

SecoNp COROLLAIRE.

Toute égalité dont chaque membre eft une fraction , fepeut réduirea une XX.
autre qui (oit fans fraction, fi lon multiplie en croix le premier terme de la
premicre fraction par le fecond de la feconde, & le premier terme de la
feconde par le fecond de la premiere. Car en ceci I'on ne fait que donner un
méme fecond terme aux deux fractions fgales fans changer leur valeur,
aprés quoi l'on efface de part & d’autre le fecond terme qu’on leur a donné,
ee quinetrouble point leur égalité par le Corollaire qui precede.,

SurTe pE 1A REDUCTION PAR MULTIPLICATION.

Cetre maniere de réduire les égalitez en multipliant également chacun de XXT.
Teurs membres , nous fext encore pour les délivrer des grandeurs incom-
menfurables qui peuvent s’y trouver. Soit par exemple p/z—3, puilque
ces deux grandeurs font égales , leurs quarrez , ou leurs cubes, &c, feront
pareillement égaux.. Si donc on multiplie quarrément chaque membre , I’on
aura z—y, .

Par la méme raifon, fi p/2==p aa_bb, 'on aura 2—ss_bb. Er fi

pareillement 'on avoit g7 C.2z=§/C.2—+b,'on aura zz—4'— 5.

DELA REDUCTION

_ PAR Division.
Elle (e fait en divifant toutes les parties de I'égalité par les grandeurs XXII.
conaues qui multiplient les termes inconnus..

Va3
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Si par exempleon me propofea réduire I'égalité g2—=144, je divile thaque
membte par 9,aprés quoi je connois que le nombre 16 entierement. conni,
eft la valeur de l'inconnué z.

.95=144. Or ==z , & ":=16. Donc z==16.
Démonftration. Les deux termes 9z & 144 font égaux entr'eux par la

fuppofition. Or fidesgrandeurs égales font également divifées,les expofants -

font égaux. Divifant donc les deux termes egaux 9z & 144, par le méme
nombre g, les expofants , qui font 2 & 16, feront aufli égaux entr’eux. Ce
~quiil falloit démontrer.
[ e b =
-Parlaméme raifon, fi az—b¢,'onaura z==". Et fibzz—czz=—bb_cc,

le premier membre divifé par &—c a pour expofant zz , & le fecond divifé’

pareillement par b, a é—+¢ pour expofant, de forte que I'égalit. pro-
pol¢e fe trouve réduite & zr—b—+c. '

{CORODLLAINE.

i les deux membres de 1’égalité {e trouvent multipliez chacun par les
mémes grandeurs, on les effacera de part & d'autre, Ainfi pour réduire
azz—aaz—+abz , effagant a4z de part & dlautre , on aura z—a-+4.
Pareillement fi 'onavoit 2i=—abzz—tcdzz, effagant 2z de part & d'autre,
Iégalité fera réduite & zz—ab—+cd.

Et pour réduire anz’—bbi—ablc—b'c—abc—bbo, chacun de fes
.membres eft multiplié par #—#~. Divifant donc chacun par 2—4, l'ona

azi—+br—bc—+be', laquelle eftant divifée de nouyveau par a—+b, l'on trou-

- b3 =0 = . 3 A .
e enfin z’:”ﬁb“ - Enquoi l'on voit qu'il en eft de méme des égalitez
que des fractions, carles unes & les autres {e réduifent a leurs moindres
termes afin d’eftre mieux connués.

DE LA REDUCTION
PAR EXTRACTION DES RACINES,

Elle fe fait en tirant é%alement les racines de part & d'autre. Si par
exemple on a {144, la racine quarrée cftant tirée de part & d'autre,
I'on trouvera que x—I2.

{l=144. Or Vzz—z, & P 144—12 Donc o 6

La démonftration eft évidente, Car fi des quarrez ou des cubes &c. font
£gaux entr’eux , leurs racines quarrées , ou cubiques, &, f{eront pareilié.
ment égales. Or les quarrez 2z & 144 font égaux entr'eux. Donc ¥ & 12
qui en font les racines {eront égales entr’elles. Ce qu'il falloit démoncrer.

Par la méme naifon, fi zz—aa—+24b—+0b, I'on aura {—a—+b. Et
M Y=aa—+be—+24)"be, Von aura =z~ p”be. Comme pareillement fi

z3==—ta—+ V taa—bb, Von awa 2=/ — Lo}/ tas—+bh. *

Demémefl 2'=ig—+ 99—+ fip’,l’on aura I=4"C.l g+ Lqq+ 1_17;,;
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Suite des Rédulions precedentes.
~Tous les exemples precedens font aﬂ{z voir que la feule fin des ré- xXxv.
.ductions n'eft que pour dégager tout Iinconnu des %randeurs connues avec
lefquellesil fe trouve envelopé , afin que reftant feul d’une part, fon égalicé
avec les grandeurs connuzs qui font de lautre part ; puifle eftre immediate-
.ment conclu¢. C'eft pourquoi , lorfqu’ona d’une part toutl'inconnu dégagé
du connu , il ne faut plus faire aucune operation , quand méme il yauroit des
ifraétions de l'autie parr. Car autrement ce feroit enveloper de nouvean
Pinconnuavec le connu, duquel il fe trouve dégagé. Si par exemple j’avois

Pégaliré z,z,-:u—"f-‘-, jlaurois tort fi je voulois ofter la fraction du fecond

-terme ,en effagant bb—cc dece terme , & multipliant le premier zz qui eft
«entierement inconnu , par bb—cc qui et entierement connu,

e b i

"Mais fi javois zz=—" ol parceque z qui divife le fecond terme, eft
inconnué, je ferois obligé de multiplier le premier terme par z, aprés quoi
:Pégalité [eroit réduite 2 zi=—aab~+abb,

Application des regles precedentes.

Au refteafin que I'on voye mieux I'ufage des regles precedentes , fur tout
~de la quatriéme , & des réduétions dont nous venons d’expliquer les prin-
~cipaux fondemens , & dedémontrer la pratique; on en fera i'application fur
iles queftions {uivanres.

Premiere Queftion.
‘Les 4ges de deux perfonnes font 100 années , & le premier 4ge furpafle
iJe fecond de 50 années. Quel eft chacun deces deux ages?

Soit le plus peritége appellé z. Donc par la feconde fuppofition le plus
~grand age fera z— 40, puifqu’il doir furpafler I'autee de 40 années. Or par
“lapremiere [uppofition , la fomme des deux ages doit égaler 100 années ; y'ai

done I'égalité 22—+ 40—r100. Or pour la réloudre, en réduifant tout I'in-
-connu {eul d'une part , & laiffant le connu feul qui lui eft égal de I'autre part,
j'ofte 4.0 de chacun des deux membres , & j'ai 22=60, dontchaque membre
-eftant divié par 2, je trouve enfin que z==30. Le fecond age eft donc 3o
années , & le premier 30+ 40, ceft a dire 70 années ; & la queftion eft re-
folug. Car ces deux nombres 70 & 30 font égaux a 100, & le plus grand
farpafle le plus petitde 40.

Jecond age, premier dge, dewr fomme., lenr égalité.
Zs X~ 40, 22 =+ 40, 23~ 40100,

Rédultion par fonftrallion,  Reduétion par divifion, ¢ refolution.
Donc 23—=6e, Donc z=—30, & z~+40=—j0.

Autre Refolution.

La queftion peut auffi (eréfoudre fi 'on nomme autrement les deux ages,
-en commengant par le plus grand en cette forte. Soit le plus grind dge
appellé y, le plus peticfera donc y—g40 par la feconde fiappofition , puifqulil

v iij
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s'en faut 40 années qu'il n'égale le plus grand. Or par la premiere fuppo=-
fition la fomme des deux 4ges égale 100 années ; jai donc I'égalicé
2y—s0=r100. Or pour la refoudre j’ajotite 40 a chaque membre , & jai
2y—140, dont chaque membre eftant divifé par 2, je trouve enfin que
y=70. Le premier age eft donc 70 années, & le fecond 7a—4o0, ceft 2
dire 30 annces, Etla queftioneft refolué.

premier age,  fecond dge,  leur fomme s égaliré
¥ y—40, 2)—40, 2y—40=100,
Reduttion par addition.. Reduttion par divifion & refolution.
Donc 2y—140: Donc y=—70, & y—40=j0.

Seconde Queftion.

Les 4ges de trois perfonnes font 100 années , le premier dge furpafle e~
fecond de 14 années, & le fecond furpaffe le troifiéme de 20 années.. Quel
eft chacun-de ees trois 4ges..

Soit le troifiéme & le plus peric dge appellé z, le fecond fera donc F~+20,
parla troifiéme fuppofition , puifqu’il doit furpaffer le troifiéme 4ge z de 20-
années. Or par la feconde [uppofition le premier 4ge doit furpaffer le fecond’
z—+20-de 24 années , le premier 4ge fera donc z—+44.. Orparla premiere
fuppofitionla fomme des trois dges z, 2—+20, & 2+ 4.4, doit eftre égale a
oo années ;)'ai donc I'égalité 3z — 64—100. Erafin de la refloudre, j'ofte
64 de chaque membre , & j'ai 32==36, dont chaque membre eftant divifé
par 3, je trouve enfin que {12, le troificme 4ge eft donc 12 années, le:
fecond 3z, & le premier §6.

troifiéme ige, [econd dge, premier age, lewr fomme, égalité.

Z, Z—+20; X445 3X—+645 3X-+64—100.
Réduction par fouftrattion . Rédutlion par divifion , & refolution.
Donc 33—=36: Donc z—i2; 2~—+20—32, & R 44—56.

Autre Refolution.

La queftion peut auffi {e refoudie fi I'on nomme autrement les trois Ages
encetee forte, Soit le premier & le plus grand 4ge appellé y, le fecond fera
dornic” y—14 années par la feconde {uppofition , & le troifiéme y—44 par
la troifiéme fuppofition. Or il faue par la premiere que les trois dges fafent
100 années,legalité feradone 3y —68—100. Orafin delarefoudre j'ajotire-
68 a chaque membre , & jai 33—168, dont chaque membre eftant divifé
par 3, je trouve enfin que y=—qg6, le premier ageeft donc 56 années , le fecond
32, & le troifiéme 2.

premier dge, [econd age, troificme dge, lewr fomme,  égalité.
b2 Y—24 J—445 3y—68, 33—68—r100.
yéduction par addition., réduétion par divifion, & refolution.
Donc 3y—i168. Donc y—s6, y—24—32, & y—44=12.
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CoROLLAIRE,

Or la raifon pourquoi je n’ai pas refolu d’abord la queftion -en cette
feconde maniere,, bien qu'elle femble un peu plus naturelle, ceft que la dé-
nomination des grandeurs fe doit pliitoft faire en commengant par les plus
petites que par les plus grandes , parceque I'égalité trouvee en cette forte
eft plus facile 4 refoudre. Car ileft bien vifible que Iégalité 32—+ 64—r00,
eft plus facile & refoudre que ?—-——GSilOO, puifque l'une fe réduir a
33=36, qu'on peut diviler plus facilement par 3, que 3y=—168 & qui l'autre
eft réduite.

. T roifiéme Queftion.

Les ages de trois perfonnes font 144 années, le premier a trois fois I'dge
-du fecond , & le fecond a deux fois I'dge du troifiéme. Quel eft chacun de
ces trois ages 2

‘Soit le troifiéme & le plus perit 4ge appellé z , le fecond fera donc 2z par
la-troifiéme fuppolfition , puifquil doit avoir deux fois le troifiéme age z.
Or par la feconde {uppofition le premier 4ge deit avoir 3 fois le fecond 22,
cet age fera donc 67, Or la fomme des trois ages z , 2z, & 62, doit eftre
4gale a 144 années par la premiere fuppofition , j'ai donc I'égalité gz—144.
Etafinde la refoudre, je divife chaque membre par 9, & jai enfin z—16.
Le troifiéme ge eft donc 16 anncées , le fecond 2 fois 16, ou 32, & le premier
#ft ;3 fois 32, ou 96. Etla queftion eft refolué,

#roifiéme ages fecond age, premier age, lewr fomme,  €galité.
Zs 2%, 62, 9% 914 4.

i véduction par divifion . & refolution.
Donc z=—16, 22=32, & 67=96.

Autre Refolution.

‘La queftion fe peut aufli refoudre, fi I'on nomme autrement les trois
2ges en cette forte, Soit le Frcmier & le plus grand 4ge appellé y, le fecond
fera donc Ly par la feconde uEpoﬁtion , puifque cet 4ge fe doit trouver 3 fois
dans y. Or par la troifiéme fuppofition, le fecond age +y doit avoir deux
fois le troifiéme, le troifiéme 4ge fera donc 1y, car 2 fois Ly—=y. Les trois
dges feront donc y, iy, &1y, & leur fomme 3y. Or cette fomme doit
égaler les 144 années par la premiere {uppofition , jaurai donc I'égalicé
iy—it44. Et pourla re{oudree je multiplie chaque membre par 2, & jai
3y=—288, dont chaque membre eftant divifé par 3, je trouve enfin que
=96, le premier ige y eft donc 96 années ,lefecond 32, & le troifiéme 14,
Ecla queftion eft refolug. '

premier dge, fecond Adge. troifiéme age, lewr fomme,  égalité.
J> i) s s =144
xeduction par mulriplication, reduction par divifion, & refolution.
Donc 3y—:188. Donc y—6, 1y=312, & 3y—=16.
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CoROLLAIRE. _ :

Cette f{econde maniere nous confirme encore que la dénomination des*
grandeurs doit ordinairement fe commencer plitoft par les plus petites qne”
par les plus grandes , afin d’éviterles fra@ions, & de rendre ainfi fes ope--
rations plus faciles 4 faire. .

_ Quatrieme Queftion. ! &,

L’on dit qu’une merea quatre fois ’4ge de fon enfant, & que le produic”
deleurs ages fait 100 années. Etl'on demande quel eft chacun de ces deux

Soit I'dge de I'enfant appellé 2, Iage de fa mere fera donc 4z par la pre-
miere {uppofition , & le produit de ces deux 4ges fera 42z, Orparla feconde
fuppofition ce produit doit eftre’ égal & 100" années , j’ai donc I'égalité -
4zz=100. Et pour la refoudre , je divife chague membre par 4, & j'ai”
zz==24, d’oi tirant également la racine quarrée de chaque membre, je trou- -
ve enfin que 2=, L’ige de l'enfant eft donc g années , & celui de fa*
mere 20. -

petit dge,  grand dge.-  leur produit, - éqalité.
Z, 4% 43%s 47%2==100. -

” . . r o . - " "
réduttion par dinifion;  réduction par extrailion de racine, ¢ refolutions
Done zz—z;. Donc 3—j, & 4z=—20. -

Rigre CINQUI¥FME BT GENERALE.

Paur la refolution des problemes qui font exprimez par pls‘sﬁe};m cgalitez; -
dans lefguelles il y a plufienrs lettres inconnues. -

Lorfqu’ona trouvé par-la-troifiémerege 12, S. autant d’égalitez , qu'oti *
employe de lettres inconnués pour Vexpreflion de'toutes les grandeurs. -
1°. L’on cherche 4 découvrir par la quatriéme regle dans la premiere
égalité, une valeur de la CIpremiwﬁ.‘n’: incorinué qui s’y trouve , exprimée par
le moyen ‘des autres grandeurs connués ou inconnugs , & I'on fubftiru¢ cetce
valeur 4 la place de I'inconnué qui lui eft égale, par tout ou cette inconnug
{e trouve dans les égalitez fuivantes. _
2°, L’on cherche en méme forte dans la premiere égalité , ot 'on vient
de fubftituer la valeur découverre , une valeur de la premiere inconnu¢ qui
s’y trouve , exprimée par lesautrés grandeurs connués ou inconnués , & I'on
{ubftitué cette valeur a la place de I'inconnué qui lui eft égale , par tout ol -
cetre inconnué {e trouve dans les égalitez fuivantes. - -
3°. L'on reirtere de nouyeau une {emblable operation par le moyen de la
premiere des égalitez ou I'on vient de fubftituer la valeur découyerte. Et
ainfi de fuite , jufques a ce qu'on foit enfin arrivé a une égalité. qui n’aic”
qu'nne lettre inconnue.
4°. Lorlquon a découvert cette égalité ; on la refout par la-quattiéme
regle 14. S. &la valeur de fon inconnué eftant ainfi entierement C()ﬂl‘]r}'lé,'
on
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Von fubftitué cette valeurala place de'inconnué quilui eft égale, par tout o

cetteinconnué (e trouve dans la derniere des égalitez qui precede, aprés quoi-

cette égalité n'a plus qu’unt:: inconnuié. _ \ ]

5°. Lorlqu'on a cette égalité , onla refout par la m_a_merc‘act_’oﬁ tumée , de [a
quatriéme regle 14, S. & la-valeur de fon inconnug eftant ainfi entierement
connué , 'on fubftitué cette valeura la place de inconnuéqui lui eft égale,
par tour oul cette inconnué fe trouve dans I"égalité precedente.” Aprés quoi
cette égalité n’enferme plus qu'une lettre inconnué. L'on refour donc cette
égalité , & l'on {ubftitiic la valeur de fon inconniie, plus celle qu'ona dé
couverte avantelle , an liea des inconnties qui font éFa!es acesvaleurs, dans
Pégalicé precedente. Cequi donne une nouvelle égalité qui n'a qu'une letere
inconniie. L’on reitere de nouveauune {emblableoperation par le moyen de
cette égalité trouvée. Et ainfi de fuite en retrogradant , julques i ce que
Pon foit enfin arrivé A la connoiffance de routes les grandeurs inconniies.
Les exemples éclairciront ces regles.

Mais afir que Pon puiffe micux woir commé en fiivant . des woyes

raur-?x—fait differentes ; l'on ne laiffe pas d’arviver anx mémes refol b=
tions , reprenons les dewx premieres de nos queftions precedéntes,

: Premiere Queftion. ; _

Les 4ges de deux perfonnes font 100 années, & le premier ge fuipa(i’e
le fecond de 40 années. Quel eft chacun de ces deux iges?

Soit le-premier & le plus grand appellé y, & le plus petit 2. Parla pre-
miere {uppofition ces deux 4ges font 100- années, j'aurai donc pour pre-
miere égalité y—+z—r100. :

Or par la feconde fuppofition y doit furpaffer z de 4o années. Si donc
i’ajodre & z les 4o années qui lui manquent Tour égaler 9, j’égalerai ces
deux grandeurs , & j'aurai pour la feconde égalité 2—+40=—y, ou bien en
tranfpofant 4o, j'aurai z—y—40.

Cela eftant, je refous ainfi la queftion parlemoyen de ces deux égalitez.
1°. Puifque la premiere égalité eft y—+z—100.  Donc tran{pofant z afif
que Pinconniie y refte feule d’une part, jaurai y—r100—z, & 100—2
fera une valeur de y, exprimée par le moyen du nombre 100 entierement
connu , & de l'inconniie z. Je fubftitiie donc cette valeur ala place de y
quiluieft égale dansla feconde égalité z—y—40, & j'ai z—100—2—4.0.

2°. Or cette égalité ne renfermant que la (eule lettre inconniie z , jela ré-
duis par la quatriéme regle 14. S. & connoiffant ainfi que 30 eft la valeur
entierement connii¢ de z, je fubftitiie cette valeur au lieu de z qui lui eft
égale , dans I’égalité precedente y—r100—2z ., & jai J—=100—30==70,
Les deux 4ges font done 70 & 30, & la queftion eft vefolue,

Premiere égalité y—+2=—=100. Dorc y—too—z.

Seconde égalité 2 ~+40—y. Donc z—y—s0—r100—2_40.
Or 2—=100—%—4o0 fe réduir a 22=—60. Done {=30.,
Or J=1o0o—z , & 100—{=100—30==70. Donc y=—vo,

%

.
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Seconde Queftion. .

Les 4ges de trois perfonnes font 100 années, le preniier 4ge furpaflele
fecond de 24 années , & le fecond furpafle le troifiéme de 20. Quel eft
chacun de ces trois ages?

Soit le premier & le plus grand dge appellé x, le fecond 5, & le
tioifiéme z. -

Par la premiere fitppofition ces trois ages font roo années , j'aurai done
pour premiere égalité x—y—+3=—=100.

Or par la feconde {uppofition., x eft plus grand que y de 24 années , fi
donc j'oftede x les 24 années dontil furpaile y, jégaleraices deuxgrandeurs,
& jaurai Your feconde égalité y=—r—24.

Or par la troifiéme {uppofition , le fecond 4ge y doit [urpaffer le troifiéme
x de 20 années ; fijofte doncde y ces 20 années , j'aurai pourma treifiéme
egalité z—y—20.

Enfuite je refous ainfi la queftion par le moyen de ces trois €galitez.
1°. La premiere égalité eft x—y—~+z2==100. Donc tranfpofant y & z, afin
que l'inconniic x refte feule d’une part,j’aurai x—100—y—=z., je fubftitiie
donc 100—y—=z a la place de x qui lui elt égale , dans les égalitez (ui-
vantes , ceft A dire feulement dans la feconde y—x—34, parceque x ne
f{e rencontre point dans la troifieme, Cette feconde égalité fera donc

=100 —)—Z 5 —24.
“ 2°. Ot cette égalité renfermant les deux lettres inconnties y & z, jeré-
.duis toute I'inconniie y d’une part, en ajoutant y a chaque membre , parce-
qu'elle eft avec — dans le fecond , j'ai donc par ce moyen 2y=—76—z,
qui fe réduit en divifant chaque membre par 2, 4 y=—=3;8 Lz. Je(ubftitiie
donc 38—:% au lieu de y qui lui eft ¢gale, dans la troificme egalité
qui refte & qui eft T—=y—20, & jai {=38—:z, —20—18—%.

3°. Or cette egalité 3—18—1z ne renfermant que la feule inconniie 7,
je la reduis par Ta quatriéme’ regle 2 =12, Connoiffant donc que 12 eft
ia valeur de z, je fubftitue cetre valeur au lien de ¥ 'qui lui eft egale dans
Iegalité precedente qui eft y—38—1%,& jai y—=j32. Enfuite je fubftitne
12 valeur de z , & 32 valeur de y, au lieu de y & de z dans I’egalité pre<
cedente qui eft ¥—=100—y—=, ce qui me donne x—r100_3 [_1;_:5_5‘
Les trois 4ges font donc §6, 32, & 12. Et la queftion eft refolue. '

Premiere egalité ¥~ y—+ 2==100. Donc #==100—y—z,
Seconde egalité y—x—24. '
Troifiéme egalité z—y—20.
Or x—100—)—2%.
Donc y==100—y—=z ,—24—=76—)—=. Donc 2y==76—2,8& y=—38—1z;
Or z—=y—20. '
Donc z—=38—+z,—20=—18—%+z. Donc +z2==18. Donc z3=6,& z=13,
Or y=38—3z , & 73=6. Donc y=—3.
Or x=100—y—=< , & 100—y—r=100—32—12==56.  Doncr=—y6.
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Troifiéme O zeftion.

Trois perfonnes ont chacun 1 nombre d’écus,le premier & le fecond
en ont 82 plus que le troifigme,, le premier & le troifiéme en- ont 400 plus
que le fecond | & Ie fecond & le troifiéme en ont 66 plus que le premier.
Compien chacun a-t’il decus ,

‘Pour rendre la queftion plus generale, & faire en forte que fa refolution
ferve d’un modele general pour toute autre {emblable., f'e rends mes gran-
deurs conniies 82—4, 400=—=5, & 566—c, & j'appelle le premier nombre
inconnu des écus «, le fecond y, & le troifiéme z.

Or par la premiere fuppofition , le premier nombre d'écus x plus le
fecond y ont 4 plus que le troifiéme z. Jauraidonc pour premiere egalité”
Xt Y=z —t4. '

De méme par la feconde fuppofition x—3 ont & plus que le nombre y.

taurai donc pour feconde egalité x—+2—y—+2.

Et la troifiéme fuppofition me donnera pareillement pour troifiéme
egalité y—rz—x~+c. 0 ¢

_ Or ayant ces trois egalitez, je refous ainfi la queftion par leur moyen.
1, x—+y—ct—+a. Donc x—=z—+a—y. Je fubftitue donc z-+z—y a la
fﬂacc de x qui lui eft egale dans la feconde egalite x—+z2=—y—+5, & dans:
a troifiéme y—+z=—wv—+c. Apres quoi je trouve au lieu de la feconde,.
LFa—y, —+{=y—+b,& au licu de la troifieme , y~+ =2 —+a—y, —0-

2°. Or la feconde egalité z-+a—y, —rz—y—+4 fe réduic a _
J—z~+ia—Lh. Er la woifiéme y—+2==2—+a—y ~+c fe rédvic 3
y—ta-++c. Ceft pourquoi connoiffant par cette troifiéme t‘gaTité que
Tatc eft la valeur de y, je fubftitué cette valeur au lieu de y qui lui
eft égale dans la precedente qui et y=—3—+Ia—1b, & jaien fa place
ta—ioc—z~¥ta—1b, qui fe réduit 4 z=—=;b—+ e Enfuite je fubfticue
2a—+%c valeur de y, & Th-+%c valeur de z, au lieu de y & de z dans
Pegalité precedente x—z—+a_—y. Ce qui me donne enfin x—ta—tL1b.
Ees trois nombres d'écus font donc fa—ttbh—iq1, la—tie——314, &
2b—++c—48;. Etla queftion eft refoluc.

82—4, 400—b, & 66=—r-
17¢ égalité x—+y—2—+a. Donc x—z—+a—y.
2° egalité v—+ 2 —y~vb.
3° egalité y—+z—xr—+c. s
2° egalité 24y, +2—y—+0b. Donc 22~ a—b=—2y, & y—=2—+La—21J.
3 egalité y—+{—=%—+a—y, —+¢. Donc 2y—a—+c, & y—ra—+ic.
Or par la feconde egalité, y—z— La—25.
Donc }a#%c'l_—‘z—f-{-a-‘—-}é. Donc z—=2b—t1¢.
Or par la éprenncre egalité x—z-ra—y.
Donc a—'b—+Lte—+a—ta—1Le, Celt 4 dire x—=La—+1b.
Or =82, b=—400, & c=566.
Donc ta—+1h—241 Ja-+0=324, & Tb-+1c=48;.

X iy
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Les calculs fefont avée plus de facilicé en appellant les grandeurs connues
-par les premieres lettres de 'alphabeth quc par les caracteres des -nombres
qui valent ces grandeurs. Mais les. calculs eftant finis , au lieu de ces gran-
deurs connues a, b, ¢, &c. delquelles on s’eft {ervi pendant le cours de I'ope-
ration , il faut avoir {oin de remettre les nombres qui font esauxz'lces gran-
deurs. Car autrement l'on ne pouroit diftiné&ement connoitre quelles font
les grandeurs inconnues que 'on vient de chercher. '

Formule pour les Queftions femblables.

La refolution de ce, troifiéme exemple fert de formule pour -toute antre
qcie&ion femblable , oti 'on demande trois grandeurs dont la premiere &
feconde ayent route grandeur connue 4 plus que la troifiéme , la premiere &
latroifiéme toute grandeur connue b plus ?uc la feconde , & enfin‘la feconde
& la troifiéme toute grandeur connue ¢ plus que la premiere, Car alors,
comme on vient de voir , la premiere de ces grandeurs qu'on demande fera

tolijours La—+4, la feconde +a—+¢, & la troifiéme 14—+ Le.

Luatrieme Queftion.

‘Quatre perfonnes ont chacun un nombre d’écus ;le premier, le fecond
& le troifiéme en ont o plus que le quatriéme ; le premier, fecond & qua-
triéme en ont 4o plus que le troifiéme; le premier , troifiéme & .quatriéme
en ont 30 plus que lefecond 5 & enfin le fecond tf_oiﬁéme & quatriéme en
ont 20 plus que le premier. Combien chacun a-t’il d écus?

je-fuppofe comme jai déja fait dans I'exemple precedent , que so—=4,
46—b, 30=¢, & 20=—d, & j'appelle le premier nombre inconnu des écus v,
le fecond «, le troifiéme y, & le quatriéme’z. Enfuite je tire des quate
fuppofitions qui font dans la queftion , les quatre egalitez fiivantes.

§0—4, 40=b, 30=—¢, & 20=Ad.
xere egalité v~ x—+y—z—+4a. Donc v—=z~+as—x_j
2° egalité v—+x—2—=y—+b.
3° egalité v y—+1=r—+c
4° egalité x—ty—+{—v—+d.

Or par lapremiere je trouve Y— =4 4—x—y mettant donc 2t d—x—3)
.au lieu de  qui lui eft egale dans les trois égalitez (uivantes , jaurai  ~
pOUE 25 Rt d—X—y, —FXrF)—+b. OU 22+a—b—ay.

3% Z4a—x—Y), —FY—FX=X=10 OU 23~+4—C=—2%.
45 X—ty—+T"Z— A—X—Y, —+d OU 2x—+2y—a—+d.

Or par la feconde egalité 22—+a2—b—2y, je trouve y—z-+1e—215!
Metrant donc z—++e—=b au lieu de y qui lui eft égale dans les deux
égalitez fuivantes , c'eft a dire feulement dans la quatriéme égalité
1x—+2y—a-+d, parceque y ne {e rencontre point dans la troifiéme qui eft
22—+ 4—TT=24,] AULAL pOUr 4°.2%0,— 22—+ 4 b—a—+d,ou2x~+22=b-+d.

Or par la troifiéme égalité 22~ a—c—:x, je trouve x—3—+a—=c.
Metrant don€ 2—++2— ¢ au liecu de x qui lui eft egale dans la quatriéme
egalité ax—+22=b-+d, jauai 22-+g—e —+23=b-+d, celt a dire
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gr=b—c—+d—a, quiferéduit & 2—=tbr 1oy 1d_La.

C’eft pourquoi mettant cette valeur de z entierement connu¢ dans
Pégalicé precedente s w— 2 {=b -4 jaurai 24, — s b+ 1o~ 2d__ta=—h-i d,
celt adire 2x—ta—+b—tc—+id, qui feréduitd x—la—+Ltb—tc— 1d.
Enfuite mettant les deux valeurs toutes connues de x & de z par tout
ot ces grandeurs fe trouvent dans Pegalité precedente 2x—+2y—a~+4d.
ceft & dire merrant {eulement dans cette egalité la valeur de », parceque
z ne s’y rencontre point , jaurai 2y—a—td, —ta—ib—te—d, qui fe
réduit a y—lgth—tic~+1d. Mettant enfin les valeurs découvertes des
trois grandeurs x, y, & z, par tour ou ces grandeurs {e trouvent dans
I'egalité precedente,ou v fe trouve,c’eft a dire dans l'egalité v—z —+a_x—y,
jaurai v=—— 24— 1b—+c—*d. Les quatre nombres d’écus font donc
V=g, x==10, y—ly, & z—to. Etla queftion eft refolu¢.

Premiere Formule.

Si donc I'on demande quatre grandeurs dent les trois premieres furpaffent
la quatriéme de la grandeur 4, les deux premieres & la quatriéme furpaffent
la troifiéme de la grandeur 4, la premiere & les deux dernieres furpaffent la
feconde de la grandeur ¢, & enfin les trois dernieres furpaffent la premiers
de la grandeur 4. Ces grandeurs feront tofijours celles-ci divifées chacune

par 4.

La 1 g—+b—+c—d. La2 a—+b—c—+d.
La 3% a—b-+c—t+d. La 4°. —a—tb-—rc-t+d.
Seconde Formule.

I’on trouvera dans le méme ordre que fiI'on demande cing grandeurs,
dont les quatre premieres ayent 4 plus que lacinquiéme ; les trois premieres
& laderniereayent 4 plus quela quatriéme ; les deux premieres & les denx
dernieres ayent ¢ plus que la troifiéme; la premiere & les trois dernieres
ayent d plus que la feconde; & enfin les quatre dernieres ayent e plus que
la premiere. Ces grandeurs feront todjours celles-ci divifées chacune par 6.

Larere gt btc—+d—2e.Lar a—tbtc—2d—e.Las’ a—tb—zc—td—re.
La 4% a—2b—tc—rd—+e. La ' 2a—tb—tc—td__e.

Pareillement fi 'on demandoit fix grandeurs & que les excéz fuffent
a,b,c,d.e. & f;on trouveroit de [emblables fommes , lefquelles eftant
divifées chacune par §, feroient les grandeurs cherchées Etainfi de fuite 4
Finfini , en divifant ces fortes de fommes par le double du nombre de toures
les grandeurs qu’on demande moins 4. c'eft a dire Far 10 fi 'on demande 7
grandeurs ; par 12 fi I'on en demande § ; par 14, fi 'on en demande 9, &c.
Et dans chaque fomme l'on retrancheroit alternativement 3 fois chaque
difference, fi I'on demandoit 6 grandeurs , 4 fois fi 'on en demandoit 7,
5 fois fi 'on en demandoit 8. &c.

-
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366 ELEMBENS SiT A T 7T
DE L'USAGE
pE A METHODE GENERALE, ’

Les queftions qui precedent & une infinité d'antres | fe reflolvent plus
facilement par d’autres voyes , & en employant moins de letres inconnués.-
Mais ces voyes {ont particalieres , & mon deffein n’eft de chercher ici que
les plus generales. Or la methode d’exprimer chaque inconnué par une
lettre inconnué eft la plus generale de toutes. Car o les autres {ervent,
elle eft auffi d'ufage ; & oil I'on a dela peine 4 en- trouver quelque autre, -
I'on en peuc découvrir en la fuivant , quoiqu’il foit inutile alors d’en trou-
ver d’autre, puifque fi on I'obferve elle fuffira feule pour refoudre le pro-
bleme qu’on propofe.. Et une feconde raifon pour laquelle on doit encore-
la preferer aux autres methodes , c’eft qu'elle fuppofe moins de connoiffance
dans Pefprit de celui qui s’en ferr. Car tous fes raifonnemens ne font
immediatement fondez que fur les conditions portées par le probleme qu’on-
doit refoudre , & toutes fes déductions e fe tirent qu'en refolvant les éga-
litez qu'on a formées, & mettant enfuitea la place de certaines grandeurs in-
cohnugs,certaines valeurs exprimées differemment , mais qui leur font égales, -

PrEMIER ET PRINCIPAL COROLLAIRE DE L’ANALYSE,

Et pour les formules qui fuivent de nos refolutions , elles font déja voir
combien noftre Analyle eft feconde non feulement pour découvrir les veritez*
qu'elle recherche , mais auffi pour connoitre avec autant de facilité que-
d’evidence , les progrez infinis que peuvent avoir ordinairement de fem-
blables découvertes. Et cet avantage tout confiderable qu’il eft', lui con-
vient fi uniquement , quece n’eft pas tout-a-faic fans raifon que de tres-

fcavans hommes l'ont confiderée & la confiderent encore aujourd’hui-
comme la premiere & la plus noble partic des Mathematiques. Mais:
ce n'eft pas ici le lien d’examiner {i leur fentiment eft bien fondé , ou-
s'il eft'mal fondé. Peut-eftre en dirai-je quelque chofe au Livre fuivant,.

DE LA COMPOSITION
pESs PROBLEMES EN GENERATL

Pour avoir une idée generale de cette compofition , il faur confiderer
que tout ce qu'il y a de plus difficile dans I'Analyle , c’eft de fcavoir
bien refoudre les egalitez qu'on a découvertes. Car les problemes pou-
vant eftre compofez de plus en plus a linfini, les egalitez quiles repre-
fentent , puifqu’elles marquent toutes les conditions que l'on y renferme,
feront aufli compofées de plus en plus a Iinfini. Or en tout probleme,
les raifonnemens tirez de ce qu’on y connoit, font découvrir quelle eft
Pegalité ou I'inegalité des grandeurs inconnués aux grandeurs connués : Si
donc ils fontplus compofez, les operations qu’il faue faire feront aufli plus
compofées , & les raifonnemens plus longs a déduire. Car ne pouvant
conclure immediatement 'egalité ou Pinegalite qu'on cherche , il faut y
arriver par d'autant plus de milieux que la compofition des problemes eft

plus envelopée.
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Si I'on fuppofe par exemple que x=—t— 21—, Puifgue I -1

Donc z—=1;. Ce probleme eft fimple, & il n'eft pas dificile 4 refoudre,
J’egalitédc Z avec 1]-‘£ peut eftre immediatement concluc.

Et fi I'on fuppofe quun cube foit egal aux deux folides 2 & sfoit 2.

la racine du cube. Donc par la fuppofition z—2-+3. Or z—q—'—;:%’,
& parceque les cubes egaux ont leurs racines cubiques egales, z=*%. Ce
probleme eft encore fimple , quoique la grandeur inconnué 2’ foir une
troifiéme puiffance, parceque Iinconnu n'entre point en compolfition avec
le connu , & qu’il 1'a pas differens degrez.

Mais {i I'on {uppofe une autre grandeur dont le quarré foit egal & un plan
-compolé de fa racine par 2-+3, moins un autre plan de 2 par 3. Prenant =
pour la racine du quarcé , je puis bien écrire felon la fuppofition
ze=—32—23,—12 fois 3, Ceft a dire zz—gz—6. Mais je nappercoi pas
d’abord la valeur de z, ni celle auffi de fon quarré zz. Ce probleme
et compofé, & les raifonnemens qui me feront conclure z égal & une
«grandeur connué , me feront plus longs a déduire,

Si on fuppofe encore qu'un cube foir égal a un folide compofé du
«quarré de la racine de ce cube par g, moins un autre folide compofé de
fa méme racine par le plan 26, plus un folide égal & 24. Prenant z
pour racine du cube , jécricai  facilement felon la fuppofition
ZI=—9%Z— 262 —+ 24, mais fi 'on me demande quel eft ce cube, & quelle
en eft la racine, je ne puis pas facilement répondre a cetre queftion , car
1es raifonnemens qui peuvent me faire conclure }’édgahré de z racine de
«ce cube & une grandenr connué , font plus longs a déduire , & je ne puis
arriver mediatement & cette connoiffance , il faur que j'y employe plu-
fieurs milieux.

Or dans tous ces problemes & dans d’autres femblables , I'on peut
aifément voir que la difficulté de reduire tout Pinconnu feul d’une part &
le connu de Pautre , vient de ce que l'inconnué z eft multipliée par foi-
‘méme , & de' plus qu'elle eft envelopée avec d'autres grandeurs connués,
Or plus cette inconnué eft ainfi multipliée par foi.méme, & envelopée

avec d’autres grandeurs connués , plus le probleme eft compofé ; La refo-

fution en fera donc plus longue & plus difficile,

Ce n'eft pas neanmoins que cette refolution fe puiffe autrement tirer que
par nos réductions ordinaires , qui fe fonr par le plus & par le moins,,
«’eft a dire par toutes fortes d’additions & de fouftractions fimples ou com-
pofées , j’entends par additions compofées toutes fortes de multiplications
©ou d’involutions tlis grandeurs, & par fouftrations compofées , j'entends
toutes fortes de divifions ou de rcfglutions de puiffances. Mais parceque
‘ﬁ- les egalitez qu'on veut refoudre, font des egalitez compofées , ces opera-
tions ne {e font pas tout-a-fait de la méme maniere que nous'les avons
£ates dans nos réductions & refolutions precedentes ,ofl nos egalitez ont

XA
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totjours-efté fimples, nous ne dirons rien dans ce Livre, ni dans celui qui-
fuit de la nature des egalitez compofées, ni comment il les faut refoudre..
Nous refervons d’en traitcer plus a fonds dans les Livres fuivans, .
Au refte Pon trouvera peut-eftre & redire que je me fois arrefté fi long-
temps a expliquer des choles trop faciles , fi I'on a tant foit peu d’ouvertare
{fur il)ES Mathematiques ; mais j'ai crdt le devoir faire pour arrefter un peu
ceux qui commencent , for les fondemens principaux de toute 1'Analvle,.
afin que s’en eftant formé des idées tres-claires & tres-diftinctes , ils pu flene
plus facilement dans la fuite bien reconnoitre fes ufages , & I'appliquer plus
methodiquement, Et de plus, je croy navoir rien expliqué qu’on ne doive
fgavoir , & quinemerite qu’on y fafle attention , fi I'on veut bien appercevoir:
quel eft en general Pordre le plus naturel , felon lequel on doir fe conduire
pour arriver a la refolution des problemes..

- DESPROPORTIONS ETPROGRESSIONS ARITHMETIQQ'ES’.
DErFINITIONS..

xxx11.  Tout excez ou difference fuppofe neceflairement denx grandeurs, 'une~
plus grande & lautre plus petite, & 'onappelle ces deux grandeurs les dews
termes de la difference. Si 7 & 5 font les deux grandeurs , leur difference
eft 7—5, & les deux nombres 7. & g fone les deux termes de la. difference -
7§
L'ufagea voulu que P'on appellaft Pegalité de deux differences , ceft
" dire le rapport: de deux differences egales , proportion Arithmetique. La
difference dé 7 a 5, ou 7—j, eft la méme que celle'de 12 2 10, ou 12—104
& I'egalité de ces deux differences s’appelle proportion Arithmetique.
KXXXIV.  Or chaquedifference fuppofantdeux termes ,la proportion Arithmetique,
qui renférme deux differences ,en fuppofle neceffairement quatre, & I'on dit
que ces termes fortt arithmetignement proportionnels. L'on appelle auffi le
premier terme premier antecedenr & le fecond premier confequents .
le troifiéme fecond antecedent . & le quatriéme fecond confequent.
XXV, I’on appelle encore le premier & q_uatri'érne termne les deux extrémes
*.de lasproportion , & le fecond & troifiéme terme font appellez. cenx di
milien , ou les moyens. )
XX XVI. Si les deux moyens font egaux, la proportion s’appelle continu¢; & le
terme qui tient la place de chacun des moyens , s'appelle moyen arithmo-
tiguement proportsonel..

XXXIII

PrEMIFR THEOREME, .
XXXVII.. En toute proportion arithmetique , la. fomme des extrémes eft egale-
v a lafomme des moyens.,

Démonftration. Soient a, b, ¢, 8 d, les’ quatre termes de toure propot-
tion arithmetique, dont 2 & 4 foient les deux extrémes , & & & ¢ les deux
moyens, Par la definition de la proportionarithmetique , il doit y avoir J~:1_11«3

micme
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méme difference entre a4 & & qu'entre ¢ & 4. Or foit cette difference
appeliée e fi premierement I’on ﬁlppc:[-e a plus grand que 4, & ¢ par con-
fequent plus grand que d. Donc a—"—+¢, & c=d-+e. Or la fomme des
exrrémes eft a—+d—)— e—+4,& la fommedes moyens eft b— c=—=b—+dye.

Et vifiblement é—e—d—b—d-+e, Donc a—+d=b-t+c, c’elt a dire que -

la fomme des extrémes eft egale a celle des moyens. Ce qu'il falloic
démontrer.

Mais fuppofons en fecond lieu que 4 eft plus petit que 4. & ¢ par con-
fequent plus petit que 4. Donc a—b—e, & c—=d—e. Or lafomme des
extrémes et a—+d—b—e—d, & celle des moyens eft b—to—b—+d—e.

Er vifiblement §—¢—+d—b—d—e. Donc a—+d=—b-+c. Ce qu’il falloic

démontrer. -
COROTLLAIRE.-

En toute proportion arithmetique continué , la forame des extrémes eft
egale au moyen proportionel pris deux fois.  Car cc terme tient la place de
cliacun des deux moyens. -

PreM1ER PrOBLEME.

Les trois premiers termes d'une proportion arithmetique eftant connus,
en trouver le quatriéme.

La fomme des deux moyens moins le premier terme donnera ce terme,
Soient par exemple 15, 10, & 18, les trois premiers termes d’une proportion
a-rithmctique,l;z fomme des moyens 10 & 18 eft 38, dont le premier terme
15-eftant retranché laiffe pour refte 13 qui eft le quatriéme terme. Car par le

Theoreme precedent ce terme 13 plus le premier qui eft 15 donne une méme -

fomme que les deux moyens 10 & 13. - 19,10, 18, 13,

AutrE MANIERE.

On peut trouver encore plus facilement ce terme, - Car fi le premier de
ceux qui font connus eft plus grand que le fecond , oftant la difference qui
eft entte les deux premiers du troifiéme terme | le refte laiffera le
quatriéme. -

Si par exemple 15; 10, & 18, font les trois premiers térmes connus | la
difference des deux premiers eft 5, & certe differénce retranchée du troifiéme
terme 1§ laifle le quatriéme qui eft 13. 15. 10. 18, 13.

Mais fi le premier terme eft plus:petit que le fecond , ajotitant la diffe-
rence quielt entre les deux premiers , au troifiéme terme, la fomme don-
nera le quatriéme. %

Si par exemple 1o, 15, & 13, font les trois premiers termes conmuis , la
difference qui eft entre les deux premiers eft ¢, & cette difference ajolitée
au troifiéme terme 13 donne le quatriéme quieft 18. 10. I5. 13, 18,

Tout cela eft clair par le Theoreme precedent. .

SecoNp PRrROBLEME.

XXXVIIL

XXXIX:

XL,

Continuer une progreffion arithmetique, dont on connoit le premier XIT.

germe & la difference qui eft entre le premier & le fecond.
: s

L4
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Sile gremier terme furpaffe le fecond, le premier moins la differencs
connué¢ donnera le fecond ; le fecond moins la méme difference donnera le
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troifiéme ; le troifiéme moins certe difference donnera le quatriéme. Ex

ainfi des autres. ! )
: b . - E
Si par exemple 8 eft le premier terme , & 1 la difference ou l'excez dont

ce terme § furpafle le fecond , la progreflion arithmetique fera
8. 7.6.5:4.3. 2. 1. 00 —1. —2. —3. &C.

Et fi pareillement le premier & le plus grand terme cft 4, & que fa

difference an fecond foit 4, la progreflion arithmerique fera
a. a—d,a—d. a_3d. a—4d. a—5d. a—64d. a—7d. &c.

Mais i le premier terme eft plus petit que le fecond, le premier plus
la difference connué donnera le {gcond; le fecond plus la méme difference
donnera le troifiéme ; le troifiéme plus cetre difference donnera le qua-
triéme, Et ainfi des autres. .

Si par exemple le rPremier terme eft 1, & que la difference ou I'excez
dont le fecond terme furpafle le premier, foic pareillements, la progreffion
arithmetique fera la fuite naturelle de tous Ies nombres

I, 2,08, 4. 90 6,170 879,10, 11,12, &¢.

Et fi pareillement le premier & le plus petit terme eft 1, & que Ia

difference foit 2, la progreflion arithmerique {era la fuite de tous les

nombres impairs
I. 3. §u 7+ 9. I 13. 1y, 17. 19, 21. 33. &c.
Et fi le premier terme & le plus petit eft 2, & que la difference foit
aufli 2, la progreffion arithmetique fera la fuite de tous les nombres pairs
2. 4. 6. 8. 10, 12. 14, 16, 18. 20. 22. 24. &C.
De méme fi le premier & le plus petic terme eft 4, & que la difference

foic &, la progreffion arithmetique fera
a. a—+d. a—v2d. a—+3d. a—+4d. a—+vd. a—+6d. a-+7d. a—84. &c.
Cetre progreffion literale peut nous marquer generalement telle autre
quon voudra, & méme celles dont le premier terme furpafle le fecond,
car en ce cas —+d, —+2d, —+3d, &c. vaudront moins que rien , & feront
du genre des grandeurs. que nous appellons negatives. Ainfi tout ce que
nous aurons démontré de cette progreflion, fera generalement démontré de

‘tolite autre.

Seconp THEOREME,

En toute progreffion arithmetique 'addition de deux termes egalement
eloignez des extrémes , eft egale a la fomme des extrémes.

Démonftration. Soit prife telle progreffion arithmetique qu’on voudra,
comme 4. a—d. a—+2d. a—+3d. a—+4d. a—r5d. a—6d. Lesdeux termes
a—+d & a—+5d, oules deux autres a—+ 24 & a~+ 44 font egalement eloignez
des extrémes 2 & 4-+64. Orla fomme des deux termes #—+4 &4_}54{,
ou celle des deux autres #—+2d & a-—+4d, eft egale 4 la fomme des
extrémes «, & a—+64. Car chacune de ces fommes elt 22—+64. Et l’on
verra la méme chofe en toute autre progreflion. Donc I'addition de deux
termes egalement cloignez des extrémes , eft egale a la fomme des extrémes.
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Ce qu'il falloit démontrer.

COROLLAIRE.

Lot(que le nombre des texmes eft impair , le terme du milien ajolité a XLID
Tui-méme donne une fomme egale 4 la fomme des deux extrémes. Car ce :
terme du milieu tient lieu de deux termes, puifqu’il eft le confequent des
celui qui le precede , & l'antecedent de celui qui le fuir; de forte que l'on
peut confiderer ce feul terme comme denx egalement eloignez des extrémes.

Et-ainfi deux fois ce terme egaleront la fomme des extrémes.

Tro1Si¥mME THEOREME.

En toute progreflion arithmetique , la fomme de tous les termes eft égale X11V..
au produit des deux exteémes par la moitié du nombre de tous les
termes. .

Démonftration. Parle Theoreme precedent ,la fomme des extrémes eft
egale 2 celle des deux premiers termes qui en font egalement eloignez , on
des deux feconds ;, ou des deux troifiémes , ou de tous les autres , lefquels-

_eftant pris pareillement deux 4 deux , font auffi’ egalément eloignez des
extrémes. C’eft pourquoi la fomme de tous les termes eft egale au produit.
des deux extrémes par la moiti¢ du nombre de tous les termes.. Ce qu'il
falloit démontrer.

COROLLAIRE.

D'oul il eft evident que i le nombre des termes eft impair, leur fomme XL V.
entiere eft egale au produic du moyen par le nombre de tous les termes. '
Car le moyen vaut la moitié des deux extrémes. Or la fomme de tous les
termes eft egale au produit des extrémes, par la moitié du nombre de tous
les termes , o ce qui eft la méme chofe , cette fomme cft egale au produit
de la moitié des deux extrémes par le nombre de tous les termes. Donc fi
le nombre des termes eft impair, leur fomme entiere eft egale au produic
du moyen par le nombre de tous les termes. -

QuATRIY'ME THEOREME.

En toute progteffion atithmetique , chaque terme renferme le premier, XL VI,
plus autant de fois la difference qui regne dans la progreffion , qu'il ya de '
termes avant lui, 1 :

Démonftration. Soit prife telle progreffion arithmetique que I'on voudra,

comme 4. a~+d. a—+2d. a—3d. a— 4d. a—+5d. a—6d. & dans elle Pun
de fes termes , par exemple le cinquiéme a—+ 44, ou'le fixiéme z—+4d,
Le cinquiéme terme 2—+ 44, renferme une fois le premier terme 4, plus 4
fois la difference 4, & le fixiéme renferme une fois a2, & 5 fois ladifference 4:
Or il ya quatre termes qui precedent le cinquiéme «—+44, & il yen a cing
qui precedent le fixiéme #—+5d. Donc chaque terme renferme le premier
plus autane de fois la difference qu'il y a de termes avant lui. Ce qu'il’
falloit démontrer.
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‘Premier CoOROLLAIRE.

XLvII,  Donc ladifference d eft égale au dernier terme moins le premier , divif€

XLVIIIL.

XLIX.

1 41 65

par le nombre de tous les termes diminué de Lunité.
el “‘)_ .
Ca!.' d:.nl'-i-q.nl—ur____d-ﬂd: :£-+‘ od &C.
. 4 5 s 7 s
‘SEconp CoOROLLAIRE,
Er reciproquement le nombre de tous les termes egale I'unité , plus ‘le
dernier terme moins le premier, divifé par la difference. Car par exemple
dans la progreffion «. 4 —+d. a—+2d. a—3d. a—+4d. qui n’a que 5 termes,

le nombre 5—_:1_,.215'_-‘_‘ Et dans la progreffion 4. a—d. a—2d. a—+3d.

i = il .
a—+4d. a—5d. qui a fix termes, le nombre 6—i1 " ;’ # Et ainfi des
autres,

Troi1siEMe CoeROLLAIRE

Le premier terme eft egal au dernier , moins le produit de la difference
par le nombre de tous les termes diminué de I'unité. Carledernier terme
contient le premier , plus autant de fois la difference qu'il y a de termes

“avant lui ,c’eft a dire autant qu'il y a de termes dans toute la progreflion
moins un. De forte que retranchant du dernier terme autant de fois la
difference qu'il y a de termes avanc lui , le refte doit laiffer le premics
Terme.

QuaTrirME CoRrorrArre,

Et reciproquement le desnier terme doit egaler le premier, Plus le pro-
duit de la difference par le nombre de tous les termes diminue de l'unité;
puilque ce dernier terme contient le premier , plus autant de fois la diffe-
rence qu’il y a de termes avant lui,

Trois1E'ME Prosrieme

Le premier terme 4, le dernier que jappelle m, & le nombre des
termes que jappelle #, eftant donnez , trouver la difference.

On divife le dernier terme moins le premier par le nombre des termes
diminué de 'unité , & l'expofant ;{;"— eft la difference qu'on cherche,
Cela eft clair , par 47. S.

hira Exemple.

Une perfonne diftribué pendant ‘8 jours quelque auméne 4 des pati-
vres. Le premier jour elle leur donne  (ols ', le' dernier jour 26, & chaque
aurre jour un certain nombre plus que le precedent, mais qui cft totijours -
le méme. On demande combien elie a donné chaque jour?

Les nombres des folsdiftribuez pendant les 8 jours fonr une progreffion
arithmetique dont le premier terme u—j, le dernier m—16, le nombre

des termes #=—8, & ainfi la difference -
donc la difference de chaque terme 2 celui qui le fuir, le premier jour la
perfonne a donné ¢ fols , le fecond jour §, le troifiéme 11, &c.

§+ 8. 1. 14, 17, 20. 23. 26,

= eft 7=3. Lenombre scftant

#
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UATRIEME PROBLEME.
"Le premier terme 4, la difference 4, & le dernier terme  eftant don.-
rnez , trouver le nombre de tous les termes.
On prend l'unice, plus le dernier terme moins le premier , divifé par

PI—it

Ta difference , & la fomme 1-+="— eft la valeur du nombre inconnu quon
.demande. C’eft une fuite du fecond Corollaire 48. S.

Exemple.

Quelquun ayant emprunté de I'argent d'un ulurier s’eft engagé de lui
payer ll:our interefts le premier mois 2 ccus, le (econd 2 plus que le pre-
mier , le troifiéme 2 plus que le fecond , & ainfi de fuite julqu’au rem-
bourfement total. Or il arrive que le dernier mois auquel il faic ce rem-
bourfement , il paye 36 écus dintereft. On demande combien il seft
écoulé de temps julqu’au rembourfement total 2

Les nombres des écus payez pour lintereft des mois qui font échds,
font une progreflion arithmetique , dont le premier terme a—2, la diffe-
rence d—a, & le dernier terme m=—36. Ert ainfi le nombre des termes

I—% ”i;"-- eft 1—%*5:1-3. ‘Le nombre 18 eft donc celui des mois qui fe font

écoulez jufqu'au rembourfement total.
2. 446.8.10.12 14.16..18. 20, 22.24.286, 28. 30. 32. 34.36.

‘CiNquriEME PROBLEME.
“La difference 4, le nombre des termes #, & le dernier terme 7 eftant
#onnez , trouver le premier terme,
On ofte du dernier terme le produit de la difference par le nombre de
tous les termes diminué de Punité 5 & le refte m—dn—r1d elt le premier

-terme qu'on cherche, par 49. S.

Exemple.

Une perfonne a dépenfé de I'argent pendant 15 jours. Chaque jour
elle a dépfnlﬁ 5 fols plus que le jour precedent , & le dernier jour elle
en a dépenfé g2. L’on demande combien cette perfonne a dépenié de fols
.chaque jour? - K _

La difference d4—3, le nombre des termes #—uig, & le dernier terme
m—92. Ainfi le premier terme m—dn—+1d eft 92—45—+3—50. La
perfonne a donc depenfé so fols le premicer jour, 53 le fecond, 56 le
troifiéme. Et ainfi de fuite.

§0. §3+ §6. §9. 62. 65. 68. 71, 74. 77. 80. 83. 86. 89. g2.

Si1x1¥ME PRrROBLEME.
Le premier terme a, la difference 4, & le nombre des termes # eftant
donnez , trouver le dernier terme,
; On af'oﬁne au premier terme le produit de la difference par le nombre
€ tous

dernier temme , par so. S
¥ i

LIL

LIV.

es termes diminué de l'unité; & la fomme g+ dn—1d donne le
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Exemple.

Un Jardinier a cueilli les pommes d’un pommier pendant 12 années;:
fa premiere année il a cueilli § pommes , la feconde 6o plus que la pre-
miere , la troifiéme 6o plus que la feconde. Et.ainfi de fuite jufqu'a la
douziéme année. L’ondemande combien il a cueilli de pommes la douziéme
année. ‘

Les nombres des }::ommes cueillies chaque année font une progreffion
arithmetique , dont le premier terme a—y, la difference d—6o, & le
nombre des termes »—i2. Ainfi le dernier terme a—+dn—id fera
§—+720—60=665. Le Jardinier a donc cueilli 665 pommes la derniere
annee, :

S+ 65,125, 185, 245. 305.365: 425. 485. 545. Gos5. 665..
SEPTIE'ME PROBLEME.

Le premier terme 4, la difference 4, & le nombre des termes » eftant
donnez , trouver la fomme de la progreffion. i

On cherche par le probleme precedent , le dernier terme z—+dn—id.
Enfuite on ajoiite les deux extrémes # & a—+dwn—1d en une fomme,
faquelle on multiplie par 17, c'elt a dire par la moitié du nombre de
tous les termes ; Et le produit az—+ tdnn—-7dn donne la fomme de la pro-
greflion, parle troifiéme Theoreme 44. S.

Premier Exemple.

Un Prince ayant. ordonné. une levée de gens de guerre; le premier-
jour on enroole 50 foldats , le fecond jour ‘12 rplus que le premier , le
troifiéeme 12 plus que le fecond. Er ainfi de fuite pendant 2 mois qui
font 6o jours. L'on demande combien I'on a enroolé de foldats pendant
tout ce temps. . _

Le premier terme a=—jo, la difference d—12, & le nombre des termes
n—6o. Ainfi toute la fomme de la progreflion, qui eft an—++dnr—2dy,
fera j00-+21600—360=—=21540. L’ona donc enroolé 21540 foldats pen--
dant les deux mois. :
Second Exemple.

fDeux perfonnes ont dépenfé une égale fomme d'argent pendant plu-
fieurs mois. L’un a dépen(€ 20 écus chaque mois , & l'autre a dépenfé ¢
écus le premier mois , le fecond 2 écus plus que le premier | le troifiéme
2 plus que le fecond , & ainfi de fuite. L’on demande combien ils ont
dépenfe d’écus , & combien de temps ils ont employé a les dépenfers

Les nombres des écusque la feconde perfonne a dépenfé font une pro-
greffion arithmetique , dont le premier terme 4—¢, la difference d—;;
& la fomme de la progreflion doit eftre égale au produit du nombre
inconnu de tous les termes que j'appelle z par le nombre donné 20 que
jiappelle b. Je connois donc que pour fatisfaire a la queftion , il faue
que le premier terme 4, la difference 4, & tel autre nombre que I'on
voudra , comme &, eftant donnez , la progreffion foit continuée de telle
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forte que la fomme inconnuc de tous fes termes foit égale au produit du
nombre inconnu de ces mémes termes par le nombre donné b.

Et afin de le faire generalement. Le premier terme eft «, la difference
4, & le nombre inconnu des termes eft z. Donc par le probleme que
P'on vient d’expofer , la fomme de la progreflion fera az—+tdzz__tdz,
car nous appellons ici z ce que nous yappellons 7. Or par la fuppofition
cette- fomme doit égaler le produit du nombre inconnu de tous les termes

qui eft z par le nombre donné 4. Donc Pégalité Az +drz—2idz—bz "

renfermera toutes les.conditions qu'on demande , & fa refolution donnera
aufli celle.de la queftion Orafin de la refoudre, je divife également chacun
de.fes membres par z, & j'ai a—+idz—2rd—b, ]’ajotite enfuite 1d, &
je retranche « de part & dautre , & jai de nouveau Dégalite
tdz—b—+*d_—a, dont chaque membre multiplie par 2 & divifé par 4,
me donne enfin ::.:'b'*:"h“. Et remettant au lieu des lettres 4, 4, & 4.

les nombres 6, 20, & 2, qui leur font égaux , je connois que z,:’f:j] %
Le nombre 15 eft donc celui des mois pendant lefquels chaque pesfonne
a déepenl(é 15 fois 20 écus; ceft a dire 300,
6. 8. 10. 12.74. 16. 18, 20. 22. 24. 26. 28. 30. 32, 34.
T roifiéme Exemple. ;
Deux perfonnes partent dans un méme temps pour faire un voyage,
La premiere fait tous les jours § lieu¢s, & la leconde ne fait le premier
jour que 3 lieués , le fecond 4, le troifiéme 5, & ainfi de fuite faifant
_chaque jour une lieu¢ plus que le jour precedent. L'on demande dans
comcLien de jours certe perfonne peut arteindre la premiere qui fait tous
les jours 8 lieucs, & combien chacune aura fait de lieués?
Les nombres des lieugs que la feconde perfonne fait chaque jour , font
une progreffion arithmetique dont le premier terme 2=—¢, la difference
d—1, & la {omme inconnué de la progreflion doit eftre égale au produit

du nombte inconnu de tous les termes par le nombre donné 8. Si donc je
btyd—
fuppofe 8—154, le nombre de tous les termes * ; * fera 11. Le nombre

11 eft donc celui des jours que la feconde perfonne aemployé pourattein-
_dre la premiere, & pendant lefquels chacune a faic 11 fois 8 lieuds | c’eft

a dire 88.

HuiTi¥Me PrRoOBrLEME.

La difference 4, le nombre des termes #, & la fomme de la progreffion
que yappelle /" eftanc donnez , trouver les deux exurémes & chacun des
interpolez.

1°. On divife la fomme de la progreffion par la moiti¢ du nombre de
tous les termes , & l'expofant qui eft Z donne la fomme des extrémes,
par 45. 8.

2°. On multiplie la difference par le nombre de tous les termes diminué
de l'unité , & le produir qui eft #d—14 donne le dernier terme, moins le
premier s Par s4. S,

LvI,
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37, On ofte enfin ledernier terme moins le premier de la fomme des deux™
extrémes , aprés quoi il eft vifible que le premier terme doit fe trouver

2 fois dans le refte ;—r-—ﬁd—%- 1d. Ce premier terme fera donc ;{_—‘Tnd-—t— +d,

& le dernier. ﬂi‘—s-gn'd__-;—d. Ot le premier eftant trouvé, & la difference
eftant donnée , le fecond l'eft auffi , & pareillement chacun de ceux qui le-
fuivent eft donné.

Exemple,

Une Fontaine artificielle a 10 jets d’eané differens, Le fecond jette”
dans une heure 2 pintes d’eaué plus que le premier , le troifiéme 2 plus
que le fecond, & ainfi de fuite. Et rous enfemble jettent 100 pintes d’eanc -
dans une heure, L’on demande combien chacun de ces dix jets de la Fon-
taine jette d'eaué dans une heure?

La difference d—1, le nombre des termes »—10, & la fomme de la pro-

greflion /—=100. Le premier terme ”i__}na’%gd-fera done %——!0-—%!, ;
celt a dire 1. Et ainfi le premier jet de la Fontaine jerte 1 pinte d'eaue

dans une heure , le fecond 3, le troifiéme ¢, Et ainfi de fuite,
Yoo §aiTe Gin TEa 133350 V70205
AVERTISSEMENT.

Lor(qu'on a établi des principes qui font gemeranx:; il y-atorjours®
une infinité de weritezx cachées qui en dépendent & quon en peut de-
duire. Muais il eff ordinairement difficile de reconnoitre immediatement
comment elles penvent en eftre déduites, parceque Lon ne wvoit qu'une™
liaifon fort éloignée entre ces veritex & leurs principes. Cleff pour-
quoi il eft tres-important de trouver des moyens generaux pour décon-
vrir en pm-de temps ces veritex. Or le plws general, le plus facile,
& pent-cftre Uunique de tows les moyens que Lon puiffe inventer .
cet effer , c'eft de tronver des égalitex qui reprefentent la dépendance
gue les verite, iﬂrm;mné': que Lon cherche & connoitre, our avec 4 autres
veriteY que Lon conneit fie;m ;

Si par exemple le premier terme la dlfFeEEnCE 4, & la fomme de la
progreflion [ eftant donnez , il fallptt connoitre le nombre des termes
& le plus grand , & que je ne viffe pas immediatement comment cette
connoiffance peut eftre déduite des principes que j'ai déja érablis pour les
progreﬂions arithmetiques, je pourois recourir aux €galitez , 8¢ ticher d’ert
déduire la connoiflance que je defire avoir, en cette forte.

Le premier terme eft 4, la difference 4, & jappelle z le nombre incon-
nu des termes. Donc par ¢50 S. la fomme de la progreffion fera
wz—++dzz—2dz. Or par la fuppofition [ eft aufli la fomme de la pro-
greflion. g'aumi donc I'égalité o ~+-+dzz—Lide—f & cette €galité re-
folug me fera connoitre ce que vaut le nombre des termes z, aprés quoi
je trouverai le plus grand terme, par 54. §. Or afin de refoudre I'egalité’
az—++d—2dr—F; jajolite LdY,, & je retranche 4z de part & d'autre,

Je
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Je multiplie enfuite chaque membre par 2, & je le divife pard. Ce qui me

donne enfin égalité z2—rz— 2/ Ec certe égalité eft compofée,
parceque zz & Z font deux degrez differens de Pinconnué z, defquels ﬂ:

wenferme ny l'un ny l'autre, Ces égalitez compofées & leurs refolutions
feront expliquées daiis I:E's Livres fuivans. Mais en attendant , lorfque le
premier terme 4, la difference 4, & la fomme /" feront déterminées , nous
pourons trouver le dernier terme de cetre progreffion, & le nombrede tous
fes termes par le moyen du Theoreme fuivant.

Cinquie’mr THEOREME.

En toute progreffion arithmetique, fi 'on ajodtele produit de fa fomme 1 yypy
de tous les termes par 8 fois la difference , a un quarré qui ait pour fa >
racine z fois le premier terme moins la difference , la fomme totale fera
un quarré qui aura pour fa racine 2 fois le dernier terme plus la
difference.

Démonftration. Soit prife telle progreflion arithmerique que I'on voudra,
comme 2, a—+d. a—¢2d. a—#3d. a— 4d. la fomme de tous fes termes eft
ga—+10d, dont le produit par 8 fois la difference 4 eft 40oad—+8odd. Or
ce produit ajolité au quarré 44¢—4ad-+dd quia pour fa racine 24—,
c’elt a dire 2 fois le premier terme 2 moins la difference 4, 'on aura
pour la fomme totale 4a4—+36ad~+81dd. Ot cette fommeeft un quarré,
car elle eft égale au produitde 24—+94d par foi-méme , 24—+ 94 en eft donc
la racine, Or cette racine enferme 2 fois #—+ 44 qui eft le dernier terme
de la progreffion , plus 1 fois la difference 4. La {fomme totale eft donc
un quarré qui a pour fa racine 2 fois le dernier terme plus la difference.

Et 'on verra la méme chole en toute autre progreflion.. Donc &c. Ce
qu’il falloit démontrer.

CoROLLAIRE.

Si donc on ajolite au quarré de 244 le produit de la fomme des LIX
termes que j'appelle /" par 8 fois la difference, & que jofte 1 fois la :
difference , de la racine de la fomme rtotale 4as—4ad—+dd—+84f; la
moitié du refte, c’eft a dire 14/ 420 gad—+dd—+ 84— 1d, ferale dernier
terme.  Car fi nous prenons 22—+94. la racine de la fomme rotale gaa
~+364d—+81dd du Theoreme precedent , il eft vifible que la difference 4
eftant 1 fois retranchée de cette racine , laiffera 24—-84, dont la moitié
a-+4d eft le dernier terme de la progreffion.

NruviemMeE PROBLEME.

Le premier terme 4, la difftrence 4, & Ia fomme de la progreffion / L%
eftant donnez , trouver le dernier terme de la progreffion & le nombre
des termes,

1". On prend un quarré qui ait pour fa racine 2 fois le premier terme
moins la difference , on ajodte a ce quarré Je produit de Ja fomme des
termespar § fois la difference.

i
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2°. On tire la racine quarrée de la fomme totale, & T'on retranche de
cette racine 1 fois la difference. La moitié de ce qui refte , c'eft 4 dire

Ly gas—gqad—rdd— 34 <d, fera le dernier-terme de la progreflion par
le Corollaire precedent:

Or ce dernier terme eftant connu | le nombre de tous les termes eft aufli
donné. —Car i nous appellons ce dernier terme m, 'on fgait, par 2. 5. que

le.- nombre de tous les termes doit eftre 1—+2* ,ou bien mettant au lieu
; — s il :fdJ.:St'
de m fa valeur , ce nombre fera 7+ =TT 2,

Exemple.

Quelqu’un ayant emprunté de Pargent d'un ulurier , il s'eft engagé de
lui payer pour intereft , le premier mois 2 écus , le fecond mois 2 plus que
le premier , le troifiéme 2 plus que le fecond , & ainfi de fuite. O il
arrive que tous les interefts qu’il a payé fe montent a 342 écus. L'on
demande combien il a payé d’¢cus le dernier mois , & combien il s’eft
écoulé de temps jufqu'an rembourfement total 2

Le premier terme =2, la diffcrence d—2, & la fomme des termes
fe=342. Et ainfi le dernier terme 14/ gaa—gad—+dd—+84(—d fera 36.

=1

Et fi jappelle m ce terme 36, Je nombre de tous les termes 1—+" " fera

18. La petfonne a donc payé 36 ¢écus le dernier mois , & .18 mois fe font
écoulez julquau rembourfement total,

DixitMe PROBLEME,

Si nous prenons la Table des puiffances, & que'la grandeur 4 foit con=
fiderée comme le premier terme d'une progreffion arithmetique, & 4 com-
me la difference qui regne dans cette progreffion ; la fomme de telles
puiffances qu'on voudra detoys les rermes de la progreffion , peut fe trouver
ainfi.

On prend dans la Table des puiffances le rang de la puiffance plus
haute d’'un degré que les pu@lI'ances cherchées , & l'on éleve au méme de-
gré le rerme qui fuit immediatement & de plus prés le dernier de la pro-
greffion ; & l'on en rerranche,

1°. Le premier terme de la progreffion élevé & ce méme degré.

2°. Le produit du nombre de tous les termes par la difference élevée &
ce gnéme degré. 3

3°. Chaque terme de la progrefsion élevé a chacunedes puiffances qui
font moindres d’un degré que les puillances cherchées , & multiplié dans
chacun de ces degrez par ce qui multiplie un pareil degré du premierterme
4 au rang que Fon a pris dans la Table des puiffances. Enfuite on divife
le refte qu'on trouve par la puiffance du premier terme a4, qui a méme
degré que les puiflances cherchées , multipliée par le nombre de la cellule
ot cette puiffance fe trouve au rang que l'on a pris. Etl'expofant quon
trouve eft aufsi la fomme cherchée, Les exemples éclairciront ces

_regles .
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Premier Exemple.

Soit propofée la progrefsion antlnn_euql_le 5. 8. 11. 14. dontle premier’
terme elt 5, & la difference 3, & qu’il &ﬂle trouver la fomme de tous
les quarrez de fes termes. Pour trouver cette fomme , je prens dans la’
Table des puiffances le rang qui furpaffe d’un degré les puiffances quarrées
dént il faut trouver la fomme: Ge rang eft &'— 3aab—+34bb—+ 5, & aprés
avoir fuppofé le premier terme y—a, & la difference 3==4; je prens 17 qui
fuic immediatement le dernier terme 14, & j'éleve 17 au degré du rang
que j’ai pris , ceft a dire je prens 4913 cube de 17. Ellﬁ.lite.j\? retranche
de ce cube, 1°. 124 cube du premier terme 5. 2°. 108 produit de 27 cube

- de la« difference 3, par 4 nombre de tous les termes. 3°. J'en retranche
aufsi la fomme 38 des nombres propofez 5. 8. 11. 14; multipliée par 345,
a caufe que 366 multiplic au rang que jai pris la puiffance lincaire da
premier terme 4 dans la cellule 3265, c’eft a dire que j'en retranche encore
1026 produit de 38 par 27—=3bb. Et parcequ’il ne refte plus de puiflance
infericure A celle des quarrez dont il faut trouver la fomme , je divife le
refte 3654 par 9—3b. a caufe que 35 multiplie au rang que jai pris le
quarté az dans la cellule 324b, L’expofant de la divifion eft’ 406, qui

_eft aulsi la fomme de rous les quarrez des termes propofez 5. 8. 11, 14. -
Car ces quarrez font 24, 64. 121. & 196, & leur fomme cft 406.

LR 70 0 O I (R U o M =

Pz{r_]7_.' Iij':nl’
guarré 166 108—=45’
par 17"’ 1026366/ :
Ciube 4913 12§9—a'— 4 b~ 35bb  forme & re:
— 129’ ‘ trancher.
; vefte 3654 (406 [omme de tous les quarrex. -
999

: Second Exemple. -

Pour trouver la fomme de tous les cubes des termes de la progrefsion
§¢ 8. 11. 14. je prens dans la Table des puiffances le rang qui furpaffe
d’un degré les puiffauces cubiques dont il faur trouver la fomme, Ce
‘rang el a'—+ 44'b— 6aabb— 4ab'— b, & aprés avoir {uppolé le premier
terme ¢—z, & la difference 3=b, je prens 17 qui fuit immediatement
le derriier terme 144 & jéleve 17 au degré du rang que.jai pris , ceft a
dire je prens’ 83521 quarré du quarré de 17. Enfuite je retranche de ce
nombre, 1°. 625 quarré du quarré du premier terme 5, 2°. 324 produit
de 81 quarré du quarré de Ia difference 3, par le nombre des termes qui
ot 4. 37 Jen retranche anfsi la fomme 38 de tous les nombres pro-
polez 5. 8. 11. 14. multiplice par 4%, 4 caufe que la puiffance. lingaire. du
térme 4 eft muldiplice par 45° dans la cellule 4eb', ceft & dire jlen re-
tranche 4ro4 produit de 38 par 168—48. 4°. Plus aufsi 21924 pro-
duit de 406 fomme de tous les' quartez par §4—6bb, 2 canle que la-

iy




180 ELEMENS

puitance quarrée aa et mulripliée par 655 dans la cellule 6aabb. Et parce.
quil ne re&e plus de puiffance infericure 3 celle des cubes dont 1l faue
trouver la fomme | je divile §6544 qui refte par 1.—45, & caufe que 44
multiplie au rang que y'ai pris la puiffince cubique & dans la cellule
4a'h. L’expofanc de la divifion eft 4712, qui et aufsi la fomme de tous
les cubes des termes propofez. Car ces cubes font 125. s12. 1331. 2744+ 5
leur fomme eft 4712,

5. 8. 114 | 17 Gry—at
quar ¢ 289 32.4:_.—.1.5*
guarré de quarré 83521 410460
— 16977 21914=—6bb par 406 fomme de tous les quarrez.
56544 26977 [omme totale qu’il faut retrancher.
3 ;
1832
s€sxs (4712 fJomme de toms les cubes.
pEsa
Xxx

Démonftration diw Probleme.

Soit toute progrefsion arithmetique «. a—+d. 424, a~+3d. & qu'il
faille trouver EI. fomme de telles puiffances de fes termes que I'on voudra,
comme par exemple celle de tous leurs cubes. Selon les regles du pro-
bleme je prens le rang de la quatri¢me puiflance #*~+ 44—+ 6aabb— 4ab’
~+ b+, & j'éleve a ce méme degré a—+ 44 qui {uic immediatement le der-
nier terme de la progrefsion, qui eft 4—34. Je retranche enfuite de ce
terme ainfi élevé , celt a dire de 4*—164'd—+ 96aadd~+ 256ad'—+ 25641,
1°. at, 4°. puiflance du premier terme 4, plus 44* produit d’une pareille
puilﬁnce de la difference d par le nombre des termes qui eft 4, plus
164d'—+ 14d* produit de la fomme de tous les termes par g445—44" qui
mnlriplic le premier terme 4 dans la cellule 44b'. plus encore 2444dd
—t72ad’ +84d*%, produit de la fomme de tous les quarrez par 6dd—qbb,
qui mulriplie le quarré aa dans la cellule 6aabb. Le refte cft 164'd
_+7,_Mdd_+1634d*—|-:+4a"*‘, & ce refte eftant divifé par 4d—g4b, qui
multiplie la puiffance cubique & dans la cellule 44%, laiffe pour expofant
4_35418;:54*4.154{5{—&560!4. Or cet expofant eft la fomme de tous les
cubes des termes propofez , qui font &. &'—3aad—+3add—ds. &'—+6aad
—+12add 184" & a'—9aad—+172dd—294. Et Ceft la méme chofe en
route autre progrefsion arithmetique , & pour telle autre de leurs puiffances
quon voudra. Les regles du probleme ont donc prefcrit ce qu'il falloit

faire. il _

4d*

4. a—vd. a—+2d. a—+3d. 16ad'— 2 4d*

terme [uivant immediatement a— 4d. 24aadd 7228 §4.d*
ﬁ‘+e'Pm-ﬂ:a.;_J‘_163;5_4_gszaa'd—-i-zjsad‘—}-zgéd‘, at * —+24aadd—+88adi— 1124

gt # __24_4,;dd--883d’—-nzd_‘"
Trefe * 164 d—+ 720add—+ 168ad—+ 144" (44 —+18aad— 42add 364" [omme des cubes.

#d,

ﬁd 3 ﬁd; ﬁd 4
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PreEMIER COROLLAIRE.

En toute progreﬂion arithmetique des nombres naturels | le quarté du
terme qui [uir immediatement & de plus pres le dernier, moins le quarré
du premier terme , moins encore le nombre des termes , eft égal a 2 fois
la fomme de tous les termes. Par exemple fi la progreffion eft 4. a—1,
a-+1. a—=+3. le terme qui fuit immediatement 4— 3 eft 4—+4, dont le
quacré eft ae—+8a—+16. Ecfi Pon ofte de ce quarré celuy du premier
terme «, plus le nombre des termes qui eft 4, le refte fera wa—84—+16,
—aa, —4, celt a dire 84—+12. Or ce refte eft égal a 2 fois 4a-+6,
qui eft la fomme de tous les termes. Et il en eft ainfi de toute autre pro-
greflion arithmetique des nombres naturels , odl la difference eft 1.
Donc &c.

Seconp COROLLAIRE

L’on trouvera de méme qu'en toute progreflion arithmetique des nom-
‘bres naturels , le cube du terme qui {uit immediatement le dernier, moins
le cube du premier terme , moins le nombre des termes , moins trois
fois la fomme de tous les termes , eft égal A 3 fois la fomme de tous les
quarrez. Ainfi la progreffion eftant 4. a— 1. 24— 2. a—+3. le cube du terme
«qui fuit immediatement a3 eft 2'—1244—+ 484—+64. Et fil'on en re-
aranche 4* cube du premier terme 4, plus 4 nombre de tous les termes,
plus 122—18 triple de la fomme de rous les rermes , le refte 1242+ 364+ 42
fera triple de la fomme de tous les quarrez qui eft 4aa—+122~+14. Or
Ia raifon pourquoi cela eft une fuite du probleme, c’eft qu'en retranchant
1le nombre de tous les termes, I'on fait la méme chole que fi I'on retran-
choit le produit du quarré ou du cube de la difference qui eft 1 par le
smombre des termes.

L’on trouvera dans le méme ordre quen toute progrefsion arithmetique
oil la difference eft 1, le quarré du quarré du terme qui fuit immediate-
-ment le dernier ,moins le quarré du quarré du premier, moins le nombre
des termes , moins 4 fois la fomme de tous les mémes termes , moins
encore 6 fois la fomme de tous leurs quarrez , fera ¢gal a 4 fois la
fomme de tous les cubes. Et ainfi des autres a 'infini,

Monfieur Pafchal & qui eff dewé invention du Probleme & des
-Corollaires precedens , les juge fort utiles dans la Geometrie des in-
divifibles pour mefurer Paire de toutes fortes de paraboles , ¢ d'une
snfinité d'autres figures.

DES NOMBRES POLYGONES.
DeriNITIONS,

L’on ap;[sellc nombres Polygones , ou de plufienrs angles , les fommes
des progrefsions arithmetiques dont le premier terme 4 eft Punité , & la
difference 4 tel autre nombre que I'on voudra.
Et ces nombres polygones fe diftinguent en plufieurs genres differens,
Z iij

LXIIL

LXIII,

LXIV,

LAY

LXVI,



LXVII.

LXVIIL

LXIX.

LXX.

LXXL.
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car fi la difference qui regne dans la progrefsion eft l'unicé , cette pro
grefsion fera la fuite narurelle des nombres 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. &c.

& fon premier terme qui eft Punité , & les fommes de fes deux premiers

termes 1 & 2, ou des trois premiers 1. 2. & 3. ou des quatre premiers

1. 2. 3. & 4. 0un des cinq 1..2. 3. 4, & . &c. donneront les nombres

1. 3. 6. 10. 15. 21, 28. 36. 45. &c. qui font appellez rrigones on trian-

gulaires , parceque leurs unitez {e peuyent arranger en forme d'un trian--
gl¢ en cetre forte. .

vl - . . . . . - - . - - L i | rrpe
B e L R, S 2+ » &c.

Mais fi la difference de la progrefsion eft 2, cette progrefsion fera' Ia
fuite naturelle des nombres impairs 1. 3. 5. 7. 9. 11 13. 15, 17, &c
& fonrpremier terme-qui eft I'unité, & les fommes ou de fes deux premiers
termes 1, & 3, on des trois premiers 1. 3. & 5, ou des-quatre premiers
1. 3. 5. & 7: ou des cinq 1. 3. 5. 7. & 9. &c. donneront les nombres -
quarrez I. 4. 9. 16. 25. 36." 49. G4. 81.' &c. par IIl. 43. Et ces noma
bres sappellent tetragonones , ou quadrangulajres, ou quarrez , parces
;‘]uc leurs unitez {e peuvent ‘arranger en. forme dun quarré en cette
orte, .

- T e T e s ird =y w T oy

- # | TN T e o “ F e P -
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© Et fi Ta difference eft 3; & que la progrefsion foir 1. 4. 7.10. 13. 16.

19. 22. 25. &c. unitéqui en eft le-premier terme, & les fommes de 1 & 4,
onde 1. 4. & 7.0u de'1. 4: 7 & 10. ou de 1. 4. 7.10. & 13 &c.
donneront les nombres 1. 5. 12. 22. 35. 5L 70. 92. u7. &c. qui font
appellez I{;emagams.

Pareillement i la difference eft 4; & que la progrefsion foit 1. 5. 9. 13.
17.210° 2§, 29. 33. &c. l'unité, & les fommes de 1 & 5, ou der. 5. & 9.
oun de 1. 5. 9. & 13. ou de 1. 5. 9. 13. & ‘17.  &c. donneront: les
nombres 1. 6. 15, 28. 45. 66. 91, 120. 153. &c. qui font appellez -
hexagones. '

De méme f{i la progrefsion elt 1. 6. 11. 16. 21. 26. 31. 36. 41. &c.
le nombres quon appelle hepragones feront 1. 7.18. 34. g5. St 112, 148,
189. &c. 1l en eft ainfi pour ' tous les autres nombres polygones a
Pinfini, ; : !

L’on appelle cofte _d’unrpa@gam le nombre qui marque la multitude
de tous les termes , dont la fomme a compofé ce polygone, Si parexemple.
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Tes ¢ termes 1. 2. 3. 4 & §. eftant réduits en une fomme, ont compofé
le nombre triangulaire 15, Pon dira que 5, qui eft le nombre des termes,
clt le cofté du wiangle 15. De méme fi 165 8 termes 1. 5. 9. 13. 17, 21,
25. & 29. ont compolé | I_iex:lgonc 120, 'on dira que 8 eft le cofté de cet
hexagone. L'on dira pareillement que 6 eft le cofté de ]'heptagone 81,
confideré comme un heptagone formé par la fomme des fix termes 1. 6,
1. 15. 21. & 26. Et i 'on confidere ce méme nombre 81 comme un
quarré formé par la fomme des 9 termes 1.3. 4. 7. 9. 11 13,15, & 19,
lon dira que ¢ eft le cofté de ce quarré 81. Par ou lon voit quun
méme nombre peut eftre quelquesfois confideré comme un polygone en
plufieurs manieres differentes , (elon lefquelles il aura differens coltez.
Or il paroift affez par toutes les definitions precedentes , que tout
nombre entier qui eft plus grand que 2, eft un polygone qui aura 2 pour
fon cofté, parceque les unitez de ce nombre pouront eftre arrangées dans
des éloignemens égaux , en telle forte qu'elles reprefenteront une figure
qui aura 2 unitez pour fon cofté, S autant d’angles qu'elle aura de coftez;
ainfi quion le peut voir par ces figures.

e . . -9 . - -
..’ . .’ - t’ . -’ - .’ &-c.

“Et pour cequi eft de unité , on la peut confiderer comme-un polygone
.de tel genre & de telle efpece que l'on voudra , comme un triangle ‘par
exemple, ou comme un quarté , o comme un pentagone » &c. parceque
toutes les .proprietez qui canvienc!ront generalement a toutes f{ortes de
polygones pouront aufft lui convenir.

Mais le nombre 2 ne peut eftre. confideré comme aucun polygone, car
fes deux unitez quelque arrangement qu’on leur donne , ne pouront jamais
seprefenter aucune figure angulaire , mais {eulement les deux extrémitez de
quelque ligne droite ; Et de plus les autres proprietez generales qui con-
viennent a tous les polygones , e peuyent convenir 4 2.

L’un des principaux fondemens pour connoitre les proprietez generales
des nombres angulaires ou polygones , c’eft que le nombre de leurs angles
furpaffe todjours de 2 unitez la difference qui regne dans la pmgrefﬁgn

~ dont ces polygones font la fomme. Par exemple, fi les nombres font trian-
gulaires , la difference de la progreflion fera 1, par 66. S. & le nombre
des angles 3, qui furpaffe 1 de 2 unitez. De méme i les nombres font
quarrez , la difference de la progreffion fera 2, par 67, S. & le nombre
des angles 4,qui furpafle 2 de 2 unitez. Er i pareillement les nombres
font pentagones , la difference cft 3, par 68. S. & le nombre des angles
eft 312, ceft a dire g. j

ONziEME PROBLEME.
, Le cofté d'un polygone que jappelle 7, &le nombre de fes angles que
jappelle b, eftant donnez, trouver ce polygone.
s On pread 2 unitez , plus le produit de la moitié dy nombre des

LXXII.
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LXXIV,

LXXV,
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angles diminuce de l'unité par le cofté donné , & l'on retranche de I
fomme la moitié du nombre des angles.

2°. L'on multiplie tout ce qui refte par le cofté donné , & le produit
21—+ Lbnn—nn— Lbn donne le polygone qu’on cherche.

Démonftration. Car tout polygone eft la fomme d’une progreffion dont
le premier terme x:x,l{mr 65. S. la difference 4—b—:, puifque le
nombre des angles qui eft & doit totijours furpaffer la difference 4 de 2
unitez , par 15. S. Et pour le cofté nous I'appellons #, parcequ’il marque
totijours le nombre des termes. Or en toute progreffion dont le premier
terme eft «, la difference 4, & le nombre des termes #, la fomme de la
progrefsion cft an— +dnn— *dn, par §5.S. Si donc nous {uppofons a—r,
& d—b__»,cetre fomme fera le polygone qui aura pour cofte la grandeur
donnée 7. Or fubftituant dans cetce fomme ou dans ce polygone r& b—2,
au lien des deux grandeurs 2 & d qui leur font égales , I'on aura pour fa
méme valeur, 27—+ 2bnn—nn—2bn. Les regles du probleme ont done
prefcric ce quil falloic faire,

Et fi I'on vouloit avoir des regles plus particulieres pour chaque efpece
de polygone, il faudroit feulement dans I’exprefsion generale du polygone
2n—++bnn—nn—+bn , mettre au lieu de b le nombre des angles qui lui eft
égal ; c’eft a dire 3, {i Uon veut chercher un triangle ; 4 fi 'on veut chercher
un quarré; ¢ i on veut chercher un pentagone ; 12 fi U'on veur chercher un
nombre de 12 angles. Et ainfi peur tous les autres nombres angulaires,
D’ou I'on poura tirer les regles fuivantes..

Pour les Nombres
Tyiangulaire:, Quarrex, Pentagones, H‘emganrr, Hepmgam,

nn-tn Imiy g nL—Iin 4ni—in enr =i
TR E: > ghon 2 ¥y LD

Ecrainfi de fuite pour tous les autres polygones a l'infini. _
De forte par exemple que fi javois a trouver le triangle dont le cofté:

eft 6, fuppoflant 6=—=x, & prenant la formule des nombres triangulaires,

jaurai ———==a1.
De méme fi le cofté eft 12,{on triangle fera 78, fon quarre 144, fon pen-
tagone =210, fon hexagone ="~ ou 2z##—n=—176,lon hepra-

gone fera 342. Et ainfi des autres,

nH—t1

Douzis¥ME PROBLEME.
Le polygene f, & le nombre de fes angles » eftant donnez, trouver for
cofté.
1°. On prend un quarré qui ait pour fa racine le nombre des angles
diminué de 4 unitez , on ajofite & ce quarré le produit du polygone par &
fois le nombre des angles diminué de 2 unitez. .
2° On tire la racine de la fomme totale , on lui ajodte le nombre des

s . - : i .
angles diminué de 4 unitez ; & la fomme qu'on trouve divifée par 2 fois le
] bb—8bt16—+81/—i6/+b—4

pembie des angles diminué de 2 unitez ,c'eft a dire s

dofine
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donne le cofté quon cherche. | Wy . .
Démonftration. Le polygone donné [eft la fomme d'une progrefsion
dont le premier terme a—1, & la difFerenFe d—b_— 2. 'Or en toute pro-
grefsion dont le premier terme eft 4, la difference d, & la fomme de la
aad-+dd-+8dfid—za

progrefsion £ le nombre de fes termes eft p/1==— s par 6o.
S. Suppofant done a—1 & d—b__2; ce nombre fera le cofté du polygone
£ car le cofté de rout polygone marque le nombre de tous les termes de la
progrefsion dont ce polygone eft la fomme : Or fubftituant dans ce nombre
des termes ou dans ce cofté , 1 & b—2 au lieu des grandeurs 2 & 4 qui

e
4 2 o [ I LT A £ s
leur font égales , Pon aura pour fa méme valeur p/% 35:;:%! 16fg

Les regles du probleme ont donc prefcrit ce qu'il falloit faire, -

Et fi 2 I'exemple du Emblemc precedent , on vouloit avoir des regles
plus parriculieres pour chaque efpece de polYgone , il faudroit feulement
dans 1'exprefsion generale de leur cofté, que I'on vient de donner , mettre
au lieu de b le nombre des angles qui lui eft égal, C’eft & dire 3 i L'on
veue chercher le cofté dun triangle, 5 fi c'eft le cofté d'un pentagone;
6 fiC’eft celui d'un hexagone ; 15 fi Ceft celui d'un nombre de 15 angles,
Et ainfi des autres, D’otl 'on poura tirer les regles fuivantes.

Pounr les coftex des nombres
Triangulaives, Quarrex, Pentagones,  Hexagones,  Heptagones.

AR R R e e s
3 4 2 s 2 &2 3o

3
Et ainfi de fuite & I'infini. De forte que fi j'avois a trouver le cofté du
triangle 21, {uppofant 21—/, & prenant la formule qui fere pour les coftez

. . .3 o - .
des nombres triangulaires, jaurai /7 : 3.

De méme fi le triangle eft 1225, fon cofté fera 49. Et fi nous confide-
rons 1225 comme un nombre quadrangulaire , fon cofté fera 35. Et fi nous
le confiderons comme un hexagone , prenant la formule qui marque les
coftez des nombres hexagones , & fuppofant 1225—/; nous trouyerons que

- ’ atsrfz
fon cofté p/ .=ty ;

On trouvera en méme forte, que fil'on confidete 81 comme un quarré
, :
& comme un hepragone, fes coftez feront 9 & 6.

CoROLLAINE.
., Mais s'il arrivoit quon propofaft un nombre polygone , & que fans
determiner le nombre de fes angles ni de fon cofté , il fallur neanmoins
trouver 'un & l'autre , de femblables demandes feroient’ quelquesfois in=
déterminées , parceq’un méme nombre peut eftre quelquesfois confideré
comme un polygone en plufieurs manieres differentes ; felon lefquelles il
aura differens coftez, Cependant I'on pouroit tofijours déterminer toutes
ces differentes manieres par le moyen des formules precedentes. Car fi
un nombre eft polygone, le quarté qui aura pour fa racine le nombre des
: Aa

L]

LXXVIII,
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angles diminu¢ de 4 mnitez , plus le prod.uc du polygone par 8 fois le
nombre des angles diminué de 2 anitez , donnera todijours un nombre
quarté , par §8. S. & la racine de ce quarre plus le nombre des angles
moins 4 ecftant divifée par 2 fois le nombre des angles moins 4
unitez ,donnera rofljours un nombre entier qui fera le cofté du polygone.
Ceft une fuite du probleme. '

C eft pourquoy fi quelque nombre eftant propofé , 'on prend le quarré
d'un autre nombre diminué de 4 unitez . plus le produit du nombre pro-
pofe par 8 fois cet autre nombren diminue de 2 unitez , & que la racine
de la fomme ne (oit pas commen'urable, ou bien fi cette racine eftoit com-
menfurable , mais qu'en luiajotitantle (econd nombre diminuéde 4 unitez,
& divifant la fomme par 2 fois le méme nombre moins 4 unitez , I'ex-
pofant ne fuft pas un nombre entier ; il eft bien vifible que le nombre
propofé ne pouroit pas eftre un polygone , qui euft I'autre nombre pour
fon colté,

Trerz 1M PrROBLEME,

Ainfi tout nombre entier eftant propofé , pour trouver en combien de
manieres il peut eftre appellé polygone. !

Si I’on appelle ce nombre /; on verra fuccelsivement & par ordre fi
chaque exprefsion des formules precedentes peut wvaloir un pombre
catier,

Soit pat exemple 36 le nombre propofé , je luppofe premierement que

ce nombre eft un triangle, & lappellant £ je prens la formule 7 .’1:.1‘:5
qui-fere pour les coftez des nombres triangulaires , & voyant que la valeur
de cette formule eft le nombre entier 8, je conclus que 36 eft un triangle
dont le cofté eft 8. Voyant enfuite que la valeur de la formule qui fert
pour les nombres quadrangulaires ,eft le nombre entier 6, ou plitoft fans
me fervir de cette formule pour les quarrez , voyant que 36 eft un quarré
dont le cofté eft 6, je conclus déja que 36 elt un nombre Folygone en
deux differentes manieres, Enfuite voyant que la valeur des formules qui
{ervent pour les coftez des pentagones, hexagones , & autres , ne peuteftre
un nomrl;re entier , excepté d- celle qui fert pour les coftez des nombres de

D341l 3 {3

36 angles , qui eft o7 ===, dont la valeur eft le nombre entier 2 ; je
conclus enfin que 36 ne peut eftre qu'un triangle dont le cofté eft 8, ou
un quarré dont le cofté eft 6, ouun nombre de 36 angles dontlecolté eft 2,
1l en eft ainfi des autres. Et la démonftration du probleme n’eft qu'une
fuite du precedent & ducinquiéme Theoreme 8. 5

Au refte en prenant les formules , il eft aflez vifible que I'on ne doic
point paffer au dela de celle qui fert pour le cofté des nombres angulaires
«qui ont plus d’angles que le nombre propofe n'a d'unitez. Ainfi dans.
Pexemple precedent du nombre 36, il n'auroit pé fervir de rien de paffer

au dela de la formule p7"**77™* qui ferc pour le cofté des nombres
de 36 angles.
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AVERTISSEMENT.

“Aw refte Lon ne doit pas Simaginer qwil y ait des figures geome-

triques amtres que les trs'mg!e: , ot bien les quarrez: qui re]pm_

dent anx nombres angulaires, & anfquelles toutes les mémes proprietez,
. . g 1
puiffent anffi bien convenir qielles conviennent i cesnombres polygones.

BRI END R TN END) (EwR): ¢ BRI N RV (EHI XD

DE LA PROPORTION GEOMETRIQUE.,

DEFINITIONS.-

L
Dégalité de deux rapports , c’eft & dire le rapport de deux rapports
€gaux ,ou la comparaifon de deux rapports qui ont chacun un méme expo-
fant ,-s’appelle proportion geometrigue , ou fimplement proportion. Les
rapports + & % font égaux entr’eux. Car +.ou 2 expofant de chaeun eft
le méme, & £—*% s’appelle proportion geomerrique. -

Or chaque rapport fuppofant deux termes , la proportion geometrique
qui renferme deux rapports, en {uppofe neceflairement quatre ; & ces
térmes font appellez przforriam!:. Le premier terme sappelle aufli pre-
micr antecédent . & le {econd premier confequent ; le woiliéme fecond
antecedent , 8 le quatriéme fecond confequent. Et on dit que le pre-
mier antecedent eft a fon confequent , comme le fecond antecedent eft
a fon confequent, ceft a dire que I'expolant du premier au fecond terme
eft égal a lexpofant du troifiéme au quatriéme. Et ces proportions fe
marquene ainfi 6.3::8. 4. ceft’a dire, 6 eft & 3 comme § eft & 4, ou

3

le rapport de 6 4 3 eft égal au rapport de 8 @ 4, oubien £=2.

Avertiffement.

Lors donc que l'on verra ces fortes d’expreflions 6.3::8.4. il faut’

fe figurer qu'elles ne fignifient rien autre chofe que les termes de deux
fraltions qui font égales entrelles , la premiere fraction eft le premier

antecedent divifé par fon confequent , & la feconde fration eft le fecond

antecedent divifé par fon confequent, L’on doit bien remarquer cela, car
P'on s’accolitume prefque todjours a chercher des differences effenticlles
& des diftintions réelles dans les chofes qui font exprimées ou figurées
differemment , quoique cependant elles foient les mémes. - Je me perfiade
que cette forte d’expteflion 6.3::8.4. a efté choifie pour éviter celle

des petits caradteres qui marquent les fralions, & pout ne point [e fervi-

de la marque d’égalité. .

Le premier & le quatriéme térme de Ia proportion” s’appellent
extrémes , & les deux autres cenx du milien ou les moyens.
i les deux moyens font égaux , la proportion s’appelle ontinné . &
le terme qui tient la place de chacun des moyens s'appelle moyen pro-
portionel. .

Aa ij
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Proportion continué 8.41:4.12.
Et afin d’abreger ces proportions continués , & de les diftinguer deg
autres , on les exprime ainfi.
Proportion comtinné —— 8, 4. 2.

Lotfqu'une proportion s'étend a plus de trois termes , on Pappelle

progreffion, & on la marque ainfi, ;
Progreffion == 2. 4. 8. 16. 32. 64. 128, &c.

La définition que nous venons de donner de la proportion geomettique,
femblera peut-eftre plus facile a comprendre que celle quion en donne
ordinairement par le moYen des aliquortes des grandeurs comparées ; Du
moins elle en explique la nature d’'une maniere plus generale , & lon
peut todjoursspar fon moyen démontrer pofitivement fi quatre grandeurs
font ou ne font pas en proportion geometrique , comme on le verra dans
la fuice, it ' '

L’on peut méme tirer des deux expreflions differentes de fes 4 termes
une methode generale pour marquer le rapport qui fe trouve entre tels
& rtant d’autres rapports que 'on voudra. Par exemple pour marquer
le rapport qui eft entre ces deux rapports - & £ ,je divile * par %,
& l'expofant & eft le rapport de £ a £. Car + divi(¢ par --==% , oubien
en Pexprimant ainfi +. 2::5. 4. De méme pour marquer le rapport qui
eft entre le rapport de £d +, & celui de £ a £, je trouve en premier liew

i

5 1 ¥ T . EWR-IN ] X k)
Lexpofantde } 4 £, & I expofant de + a4 £, & enfuite je trouve 23

expolant de l'expofant £ a Lexpolant Z ; & *f marque le rapport qui fe

trouve entre le rappore de 4 A §, & celuide -4 2. Car § divif¢ pas

‘-hl-c

£ divifé par + divifé >=3, on bien en l'exprimant ainfi sr1geafs

et

ceft a dire & divife par £, eft 4+ divifé par 7, comme 15 eft a 28,
COROLLAIRE,
D’oti 'on peut tirer cette confequence , que deux differens rappotts,
qui ont chacun le méme antecedent , font entr’eux comme leurs confe-

quens dans un ordre renverfé. Par exemple <, Z::¢. 5. Car £ divilé pac
St bl 3 1 e o »
2=f. Parcillement . 7. 7. 3, Car dtwf‘é par +=2. De méme
e o L
e 5‘ 4..
PrREMIER THEOREME.

Deux grandeurs confervent un méme rapport quoiqu’on ajodte i I'une
& 4 lautre, fi ce qu'on ajotite a la premiere eft & ce quion ajofited la
{econde comme la premiere eft a la“feconde, \

Démonftration. Soient des deux grandeurs 4 & b auflquelles on ajodre
c & difia b i:end: Celt adire fi ':':i:&" je dis que e—+c. b—+d::a. b,

celt a dire que —==%. Car foit ¢ l'expofant de - Par Ia fuppofition

¢ eft auffi lexpofant de 5. Donc eb—a & ed—e. Et ainfi mettant 4 Ja

N
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place des grandeurs 4 & ¢, ¢b valeur de a, & ed valeur de ¢ dans les

ebted__atc eh__a e ed__ ek
deux antecedens #—¢ & 4 5 on aura oo —pa— & F=7. Or ——=0,

A Atr = v
Car e l’expuﬁmt de chacun eft le méme. Donc Tmdi—,> ou bien en !’ex:

primant ainfi a—¢. b~+d ::a.b. Ce quil falloic démontrer.

SEconno THEOREME.

Deux grandeurs confervent un méme rapport quoiqu'on retranche de LXXXVII]
Pune & de [lautre ,fice qu'on retranche de la premiere eft a ce qu’on
retranche de la feconde , comme la premiere eft a la feconde. :
Démonfbrarion. Soient les deux grandeurs # & &, defquelles on retran-
che ¢ & d. Sia.b::c.d. jedisque a—c. b—d::a.b. Car [oit e I'ex-

pofant de 7. par la fuppofition ¢ eft aufli expofant de £ Donc eb—z

& ed—c¢. Et ainfi mettant 2 la place des grandeurs # & ¢, eb valeur de
a & ed valeur de ¢ dans les deux antecedens #—c¢ & «, on auma

7 b d ;
-fz—__‘_ =& ’Tff*::_i. Or —'—-;:“ff Car e Pexpofant de chacun eft le

méme, Donc 7—==7, ou bien en lexprimant ainfi ¢—c. b—d::a. 6,
Ce qu’il falloit démontrer, '

7 TrorsiE'Me THEOREME.
 Siquatre termes font proportionels , ils le feront encore dans chacun | ¥ XX1¥;:
des quatre changemens qui {uivent. :
Premier changement qui s'appelle de permutation.
Ce changement (e fait lor{qu’on tran{pofe les termes de chaque rapport,
ce qui sappelle ordinairement permutando.
. 3 L - F ¥ S »
Soit par exemple a.5: 1¢c. d. c'eft 4 dire 3=, je dis que permutands
A » * o £
b.a::d ¢.on == Car foit e l'expolant de £, ¢ cft aufli I'expofant de
=3 Donc el=—a, & ed—e¢, Et ainfi mertant a la place des grandeurs

31
a & ¢, leurs valeurs eb & ed, dans les deux rapports _":. & -, on aura

b I d 3 »
?F:%’ & _‘::% Or =5, car = Pexpofant de chacun eft le méme.
Donc %:é, ou bien en Pexprimant ainfi 4. 4: id.c. Ce quil falloie
démontrer, ;

Second changement qui s'appelle alzernarif.

Ce changement fe fait en comparant les antecedens enfemble, & les xXC.
confequens enfemble 5 le premier terme au troifiéme, & le fecond ay :
quatriéme , ce qui sappelle alternando.

Soit par exemple 4.b::c.d. ceft a dire f:—;— Donc ziternands
a.c::b.d.ou 5?%, car foit ¢ 'expofantde 7. e eft auffi 'espofant de <
Dong ¢br—sz & ed—r¢. Ert ainfi mettant a la place des grandeurs ¢ & ¢
leurs valeurs ¢b & ed dans ‘le rapport f, on aura :%:? Or :—f::%:

Aa ij
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Car Pexpofant de chacun eft -j Donc %:"" , ou bien eén I’cxprimant' ainfi

d.¢z3b.d. Ce quil falloit démontrer,
Troifiéme Changement qui s’appelle de compofition.
Ce changement fe fait en comparant chaque antcce£nt plus fon con«
fequent avec fon confequent , ce qui s’appelle componendo.

at €

Soit par exemple abiie.d, celt 4 dire - Donc componends-

b, v - s
a-vb.b:ic—+d.d. on ——b"i:i:- Car foit ¢ 'expofant de 7, e eft anfli

Pexpofant de 7:. Donc eb—a, & ed—¢. Ert ainfi mertant a la place des-

grandeurs # & c¢ leurs valeurs eb & ed dans les deux rapports f.rT & "—:r *

b b d-+d. d b rd-sil 3
on aura =" & LH=CL, Op BB Cr Pexpofant de chacun

a-d!__-f"-l-d

eft e—+1. Done ———=7, ou bien.en l'exprimant ainfi 4. b::¢c-+d. d. -

Ce quiil falloit démontrer. .
Quatriéme changement-qui s'appelle de divifion.

XCII,  Ce changement fe fait en comparant chaque antecedent moins fom

confequent avec fon confequent, ce qui sappelle dividendo.

a

Soit par exemple a4.b::c.d. c'eft a dire =3, Donc dividendo

__o—d

a4—b.b::c—d.d. ou --‘: b—=d = Qar foite Pexpofant de 7, ¢ eft aufli

i

Pexpofant de 5. Donc eb—u & ed—¢. Et ainfi mettant a la place de-

G
EJ

a & de ¢ leurs valeurs eb & ed dans les deux rapports "—'bi' & i:-;-i

bt__a-b dd__e b-b__ed-d .
on aura ¥ =" & == Txd » Or £-="T". Car l'expofant de chacun"
b eod : gt L ey
eft e—1. 'Donc J'_t'_c—d—— ou bien en I'exprimant ainfi a—&. 61 : c—d. d.

o

Du troifiéme & quatriéme changement.

qu'adjouter I'unité , & au quauriéme que la retrancher dans chacun des

wonr. On peut remarquer que dans le troifiéme changement on ne faic-
& FE

“deux rapports égaux qui font la proportion, C’eft pourquoi on auroit -

appellé plus proprement ces deux changemens addendo & detrahendo,

que campamndo & dividends. Car de méme que dividendo convient-

plus & la divifion qu’a la fouftraction j de méme auffi componendo con-
vient plus a la multiplication qu’a I'addition ; puifqu’il et vrai de dite,
que l'ufage femble avoir établi ces mots compofition & refolution , pour
exprimet les deux idées directement oppofées de la multiplication , qui

fait que les grandeurs fimples deviennent plus compofées ; & de la divie-

fion; qui fait que les compofées {& réduifent a de plus fimples. -

QuaTrRIEME THEOREME.

XCIv. - Pluficurs rapports eftant égaux , tous les antecedens fonta tous les con<

fequens , comme chaque antecedent eft & {on confequent.

Démonftration. Soient a.b::c.d: :.f.g.' ceft a dire f:—“ﬁ”—“f: je dis-
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[ o LSS S ] e 3 ; a )
que == == Car foit ¢ Pexpofant'de 7, ¢ eft auffi Pexpofant

de - & de £. Donc eb—a, ed—¢, & eg—f. Mertant donc a la place

pi
-des grandeurs 4, ¢ & £, leurs valcurs eb, ed, & eg> dans les Tapports

ati+f & ¢ ﬁ el—tr et -.'+£-+f_ . A e el L gl
e & > on aura W‘E&‘-“HS’ 5= a—d> & ;=¢ Or

thredieg  eh ed 2. Car Pexpofant de chacun eft e. L’on voit donc que
btdag I ]
atetf iy e AL _f- e g Vs
=iy Ce qu’il falloit démontrer.
QuUATRIEME THEOREME,
En toute proportion geometrique, le produit des extrémes eft égal au

-produit des moyens
Démonftration. Soit toute proportion geometrique appellée 4. b::¢,d.

ceft & dire ;=—1. Je dis que ad—bc. Car [oit e I'expofant de 2, e eft

auffi 'expofant de 5. Donc eb—=u, & ed—c¢. Et mettant & la place des
grandeurs 2« & b, eb valeur de 2, & ed valeur de e, dans les produits
ad & be; on aura ebd—ad, & bed=be. Or ebd—bed. Donc ad—be.

«Ce qu’il falleit démoncrer.
Autre Démonftration.
Ce Theoreme peut encore eftre ainfi démontré. Selon la fuppofition;

a.b::c.d.onl=7 Sices deux rapports égaux font chacun également

-multipliez par bd' produit des deux confequens & & d, les produits nou-
weaux [eront 24 & ‘be. Or les grandeurs également multipliées donnent
des produits égaux. Donc 2d—b¢. Ce qu'il falloic démoncrer. :

COROLLAIRE
En toute proportion continué le produit des extrémes eft égal au
quarré du moyen proportionel, —-4.b.¢. eft une proportion continué
& ac=bb. Car ——a.b.c. eft le méme que #.b::b.c. Donc par le
Theoreme precedent ac—bb.
CinquiE’Me THEOREME.
Si quatre grandeurs {ont tellement difpofées que le produitdes extrémes

foit ¢gal au produit des moyens , ces grandeurs font proportionelles.

Démonftration. Soient par exemple ces quatre grandeurs ainfi difpoftes
a. b. ¢ d & ad—bc, je dis que a.b::0.d. ou 2= Car fi les deux

produits égaux ad & be font chacun également divifez par bd, les expo-
{ants nouveaux feront 7 & = Or fi des grandeurs égales font également

divif¢es , les expofans font égaux. Donc F=u.00 bien en I'exprimant
ainfi, a.bi:e.d. Ce quil falloit démontrer.

COROLLAIRE.
Les quatre changemens démontrez au troifiéme Theoreme , lorfque

XCV;

XCVI;

XCvIy

XCvIIn
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quatre grandeurs font-proportionelles , pouroient encore efte€ ainfi démon-
trez. Selon la fuppofition 4.5 ::¢c.d. Doncad—be..

permutando b.a::d.c. Car be—ad.

alternando a.c ::b.d. Car ad—cbh.

Doney componends a—e. ¢+ +b—td. d. Car ad—+ cd—bo—rcd, puilque ad—bes
o~ dividendo a—c.c: 1 b—d.d. Car ad—cd—bc—cd, puilque ad—bc.

Sixie'mr THEOREME
IC. En route proportion geometrique, 1°, Le premier terme eft égal au pro--
duit du fecond par le troifiéme , divilé par le quatriéme.
C. 2° Le fecond rerme eft égal au produit du premier par le quatriéme:-
- diyifé par le troifiéme,
CI.. 3°. Letroifiéme terme eft-égal au produit du premier par le quatricme,
divifé par le fecond. :
CII. . 4°. Evenfin le quatriéme terme eft égal au produit du fecond par le
troifiéme, divifé par le premier.
Démonftration. Soit prife telle proportion droite qu’on voudra , comme
w:biie.d. Donc par la définition de cette proportion 81. S. ==

& par le quatriéme Theoreme os. S. ad—be.

o be-

Or divilant :0' P ;ii on trouvera a& g
f:aés;iin:dpéi(ifts 30_' fl:ar b léés expolans b & f‘ii
ol ST opar sl B c & ‘3;
d &.’:‘I‘

&

; Or 1°. le premier terme #, ou & qui lui eft égal, eft le produic du fe-
cond terme b par le troifiéme ¢, divifé par le quatrieme d.

2%, Le fecond terme &, ouf—f qui lui eft égal, cft.le produic du premier
terme « par le quatriéme 4, divifé par le troifiéme c.

3°. Le troifiéme terme ¢, on qui lui*eft égal, eft le produit du premier
terme 2 par le quatriéme 4, divifé par le fecond 4.

4°. Er enfin le quatriéme terme d, ou :—‘ qui lui eft égal , cft le produit

du fecond terme & par le troifiéme ¢, divife par le premier terme 4.
Donc &c. - Ce qu'il falloit démontrer. :

DES PROPORTIONS DROITES,

ET. RENVERSEES.

cIr Lotfque le premier terme d’une proportion eft au fecond , comme le
* troifiéme eft au quatriéme ; ou ce qui eft la méme chofe par 9o, S. lorf~

que le premier terme eft au troifiéme comme le fecond eft au quatriéme,

Ia propottion qui s’appelle geometrique , s'appelle aufli une proportion
droite. Mais
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Mais lor{que le ‘premier terme d’une proportion eft au troifiéme, com- CIV,
me dans un ordre renver{¢ le quatriéme terme eft au fecond ; la pro-

portion s'appelle renverfée ou reciprogue.

SerTiE’'ME THEOREME.

Si donc I'on tranfpofe reciproquement le premier terme d'une propor- Cy_
tion renverfée a la pfi)ace du troifiéme , & le troifiéme a la place du pre-
mier ; ou bien le fecond terme & la place du quatriéme , & le quatriéme
a la place du troifiéme ; la proportion qui eftoit renverfée fera rendug
droite , parcequaprés une fem laEle tranfpofition le premier terme fera au
fecond comme le troifiéme fera au quatriéme. Par exemple 2. 6. 4. 3. et
une proportion reciproque , car le premier terme 2 et au troifiéme 4,
comme le quatriéme terme 3 eft au fecond 6. Mais fi je tranfpofe
reciproquement 2 & 4, les premief & troifiéme termes , a la place I'un
de l'autre , & que j'écrive 4.6::2.3. la proportion qui eftoir renverfce
auparavant eft rendu¢ droite , car le premier terme 4 eft au fecond ‘qui
elt 6, comme le troifiéme 2 eft au quatriéme 3, Et pareillement fi je
tian{pole reciproquement 6-& 35 le fecond &  quatriéme termes de la
frOportion renverfée a la place I'un de lautre, & quej'écrive 2, 3::4.6.
a proportion fera droite, puilque 2 eft a3, comme 4. eft a 6, Tourcela
eft-clair.par la définition precedente,

Hurtie’me TuroREME.

En toute proportion renvesfée ou reciproque , le produit des deux pre- Cy7,.
miers termes eft égal au produit des deux derniers. =

Démonftration. Si l'on teanfpole reciproquement le fecond terme de la
proportion renverfée & la place du quartiéme , & le quatriéme a la place
du fecond ; ou bien le premier 4 la‘place du troifiéme, & lé troifitme a la

ce du premier ; on fera des deux premiers termes de la proportion ren-
verfée les deux extrémes; & dés deux derniérs lés deux moyens d'une pro=
portion droite :ou bien on fera des deux” premiers termes dé la propor-
tion renver{ée les deux moyens , & des deux’ derniers les deux extrémes
d’une autre proportion droite. Or en chacune de ces deux proportions
droites , le produit des deux extrémes eft égal au produit des deux moyens:
Le produit des déux premiers rermes de la proportion renverfée fera done
ég:_tlpau produit deés deux derniers, Et c’eft ce qu'il falloit démonitrer;

NeuviEME THEOREME. -

En toute proportion renverfée ou reciproque. 1°. Le premier terme eflt Cy|r.
égal ‘au produit des deux'derniers , divifé par le fecond:

2%, Le fécond terme eft égal au produit des deux'derniers , divifé par le CVITL,
premier, '
3% Le troifiéme terme eft ¢égalan produitdes deux premiers , divifé par CIX,

I¢ quartriéme.
4", Et enfin le quatriéme terme: eft égal aw produic des deux premiers; CX, .

divif¢ par l¢ troifiéime. -
B:b
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Démonftration. Soit prife telle proportion renverfée que l'on voudra,

comme 4. 4. ¢. b. Donc par la définition de cette proportion , 104. Si

i :

—=-. Donc par le Theoreme precedent ad—bc.

£ [
o 1°. par d be
Or divifant 2 Par .| on trouvera a & 3
les deux produits 30 Ear b | les expolans § 4 & ":_‘
aux ad & be ; S o
égaux S 4fpare égaux B %f
ad
b &=

Ot 1°, Le premier terme 4, ou %‘ qui lui et égal , eft le produic des
deux derniers termes ¢ & b, divifé par le lecond 4.
2°, Le fecond terme 4., ou £ qui lui eftiégal , ett le produit des deux
derniers termes ¢ & &, divil€ par le premier 4. .
3°. Le woifiéme terme ¢, ou % qui lui eft égal, eft le produit des deux
premiers termes a & 4, divil€ par le quatriéme &.
L ﬂd . - r B : |
4°. Et enfin le quatriéme terme _l:, ou = qui lui eft égal, eft le praduiz
des deux premiers termes 2 & 4, divifé par le troifiéme c.
Donc &ec. Ce qu’il falloic démontrer.
DE LA REGLE DE TROIS
ouDE PrororTIronN,

Cx1. 1l eft aifé de juger par ce neuviéme Theoreme , & par le fixiéme g0, S,
que trois termes d’une proportion eftant connus , I'on en peut connoitre
aufli le quatriéme; La regle qui fait connoitre ce terme jnconnu s’appelle
communément Regle de Trois ou de proportion, & quelques-uns , a caufe
du grand ulage que I'on en fait, lui ont donné le nom de regle d’or.

CXII.  1lya dans les queftions ordinaires qui dépendent de cerre regle , deux
des trois termes connus qui font de méme genre , & a I'un defquels la
queftion propofée fe rapporte. Si par exemple {e dis 3 degrez du plus grand
cercle qui entoure la tetre , ont 72 lieu¢s de longueur , combien aura de
lieués le cercle entier qui vaut 360 degrez: Les deux termes 3 degrez &
360 degrez font de méme genre, & la quetion {e rapporte au dernier de
ces deux termes , qui eft 360 degrez. Or trois termes d’ufie proportion
eftant connus , on les peut aiuﬁ1 difpofer pour chercher le quatriéme

inconnu. . i

On écrit le terme auquel la queftion fe rapporte , a la troifiéme place;
celui de méme genre 4 la premiere , & Pautre rerme qui eft feul & d'yn
méme genre que le quatrieme inconnu, a la feconde place. Ces .termes
eftant ainfi difpofez, fi le premier eft au fecond , comme le troifiéme eft
au quatrieme , la proportion eft de celles que .nous appellons 'eIroil:es;
mais fi le prémiet terme eft au troifiéme , comme le quatriéme inconnu
eft au fecond, la proportion eft de celles que nous appellons renyerfées

u rcciPro ques.,

CXIlI,
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§i par exemple on me f_:!it que 3 degrez du plus grand cercle qui en-
goure la terre, ont 72 lieugs de longueur , & que 'on me demande com-
Bien aura de lieués le cercle entier qui vaut 360 degrez ; j'écris 360 degrez
aufquels la queftion {e rapporte, a la rroifiéme place , 3 degrez qui font
d’un méme genre,-a la premiere , & 72*lieués qui font le terme feul | &
d’un méme genre que le nombre inconnu
des lieués qui font le quartriéme terme , degrez . lieues::degrez . lienes
a la feconde place. : 3. gi i igge T B
J'examine enfuite ces trois termes ainfi difpofez , & je connois que le
premier terme 3 degrez eft au troifiéme 360 degrez , comme le fecond

terme 73 liends eft au quatriéme inconhu. «Car atant que trois degrez

font plus petits que 360 degrez , autant 72 lieués doivent eftre plus petites
que le nombre inconnu des lieues qui fera le quatriéme terme. Er ainfi
cette proportion s’appelle droite.

Il en eft tout au contraire de cette autre queftion. L’Hiftoire Sainte
rapporte que 153600 ouvriers employerent 7 années pour batir le Temple
de Hicrufalem. Combien 33600 ouvriers auroient-ils employé d’années
pour le batir » J'écris 33600 ouvriers aufquels la queftion fe rapporre,
a la troifiéme place, 143600 ouvriers qui font du méme genre , a la pre-
miere , & 7 années qui font d'un  ouvriers. années. owvriers. années.
genre different , a la feconde. 153600. =2t 33600, 3

Jexamine enfuite ces trois termes ainfi difpofez , & je connois que le
premier terme 153600 ouvriers , eft au troifiéme 33600 ouvriers , comme le
quatriéme inconnu eft au fecond terme 7 années. Car autant que le pre-
inier terme eft plus grand que '~ troifiéme, autant le quatriéme inconnu
doit eftre plus grand que le fecond , puifqu’il faur d’avrant plus dannées

our batir le Temple qu’il y'a moins d'cuvriers. Etainfi cctte proportion
eft renverfée,

- Comment Don juge fi la proportion eft droite ou renverfée.

- Ordinairement on juge affez par la queftion méme , fila proportion eft
droite , ou fi elle eft renverfée. On juge qu’elle eft renverl}ge, fi les deux
termes connus qui font de méme genre , ont un rapport reciproque , ou
bien s'ils agiffent refpectivement fur quelque chofg diftincke & Heparée
des termes de la proportion. Mais fi cela n’eft point , on juge que la
proportion eft droite, '

Ainfi dans la queftion du Temple & des ouvriers, on juge que la pro-
portion eft renverfée; a caule que les deux termes 153600 ouvriers &
33600 ouvriers agiflent refpectivement fur le Temple qu'ils batiffent , &
qui eft feparé des ouvriers & des années qui font la proportion,

Mais dans la queftion de la Terre , & des degrez de fon plus grand
cercle , on juge que la proportion eft droite , & caule que les deux termes
3degrez & 360 degrez du plus grand cercle de la Terre , nagiffent rel-
peduvement {ur aucune chofe feparée des degrez & des lieués qui font
les termes de Ia proportion, '

Bb jj
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CXV.  Commeil y a une proportion droite, & une tenverfée ou reciproque,
il.y a auffi une regle de Trois droite , & une renverlée ou reciproque. La
regle droite fert a chercher le quatriéme terme d’une proportion droite,
dont les trois premiers termes font connus. Et la renverfée ou reciproque
fere a checcher le quatriéme terme d'une proportion renver(ée , dont les
trois premiers termes font pareillement connus. Mais ces deux regles
Jpeavent fe réduire a la feule droite, Car fi 'on connoit que la propor-
tion foit renverfée , on la rendra droite en tranfpofant reciproquement
comme on a dit 104. S, le premier terme 4 la place du troifiéme , & le
troifiéme a.la place du premier. ;Ainfi dans la queftion du Temple & des

ouvriers qui font la propprtien onvriers. années. owvriers. anndes.
renverfée 1§3600. 7.  33600. 2}
Jjerends cettepropostion droite en écrivant  33600. 7 ::13600. 2

D E LAz BEGLEND RO LT E:
PrREMIZR ‘PROBLEME.

{VI. Trois termes d’une proportion droite eftant connus , connoiftre le qua-
triéme.
1°. On écrit le terme auquel la queftion fe rapportea la troifiéme place,
celui de méme genre a la premiere , & l'autre qui eft d’un genre different
2 la feconde.
2°. Cestermes eftant ainfidifpofez,on multipliele fecond parle troifiéme,
& 'on divife leur produit par le premier ; & l'expofant quon trouve eft
le quatriéme terme de la proportion. Les exemples ‘éclairciront ces
regles,
Premier Exemple.
3 degrez du plus grand cercle qui entoure la Terre , ont 71 lieués de
longueur, combien en aura le cercle entier qui eft de 360 degrez 2 ceft

a dire , combien aura de lieués tout le tour de la Terre 2

 1°, 3 degrez & 360 degrez n'agiffent refpe&ivement fur aucune chole
{eparée des termes de-la proportion , ainfi la proportion eft droite. J'écris
donc 360 degrez aufquels la queftion fe rapporte, a la troifiéme place,
3 degrtz qui font d’'un méme genre , A la premiere , & 72 lievés & la fe-
conde place. 2°. Ces trois rermes eftant ainfi difpolez, je multiplie le
fecond terme 72 par le troifiéme 360, & je divile leur produit 25910
par le ptemier terme 3, 'expofant de cette divifion eft 8640, & cet ex-
pofant eft auffi le quatriéme terme

que je cherche, Le tour entierde  degrez. licués::degrez. liewés.
la Terre aura donc 8640 lieués. 3. 72 11 360. 8640.

Second Exemple.
Une Tour fort élevée a 164 pieds d’ombre, & une perche de 26 pieds
eftant élevée perpendiculairement fuc horizon a 5 pieds d'ombre ; on
demande quelle eft la hauteur de la Tour:?
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", § pieds d’ombre & 164 pieds d’ombre n'agiffent relpectivement fur
aucune chofe feparce des termes de la proportion ,ainfi la proportion eft
droite. J’écris donc les 164 pieds d’ombre de la Tour aufquels la queftion
fe rapporte , & la troifiéme place , les g pieds d’ombre de Ia %Jerche ala
remiere , & les 26 pieds de la hauteur de certe fifrche a la feconde.
27, Ces trois ‘termes eftant ainfi difpofez , je multiplie 26 par 164, & je
divile leur produit par g, I'expofant que-je trouve eft 8524, & cet expofant
et le quatriéme que je cherche. La hauteur de la Tour fera donc de 852
pieds 9 pouces 7 lignes plus la §° partic d’une ligne.

pieds d’ombre pieds de lahautenr pieds d'ombre pieds de la hauteur
delaperche. delaperche ::  dela Tour. de la Tour,
5. 26 :: 164. 8524,

T'roifiéme Exemple.

On fuppofe que le baffin d’une. fontaine a treis ouvertures , par la
ptemiete l'eau s’écoule toute en 3 heures, par la feconde en 5, & par la
~troifiéme en 6. On demande en combien de temps tout le baffin plein
d’eau s’écouleroit , i @n ouvroit en méme temps toutes {es ouvertures.

Selon la fuppofition r ol toute I’eau du baffin s’écoule par la premiere
ouverture en 3 heures. Donc il s’en écoulera & par la méme ouverrure
dans; 1 heure ; Et pareillement il s'en -écoulera - dans 1 heure par la feconde
ouverture, ¢ par la troifiéme , & +—++—++ par toutes trois enfemble.
Or -1 font ;; ou .36 Si.donc Z de toute l'ean s’écoulent dans i

heure , dans combien de temps s’écouleront 2, c’eft 4 dire 1, ou toute

Peau de la fontaine. La regle de Trois droite donnera 1+, Et la queftion
elt refoluc.

parla 1 onverture. par la feconde. parla troifiéme.
beures.ean s heure.ean henres. ean: s heunre. ean.| heures.ean : : beure. ea,

3. S5 A il 2 Y = R T & s 3

parties de l'ean. ‘heure i toute I'eaun. heures cherchées.
S S ) o4 TR o1 eyt
Or ;= t=—;;—5. Donc 7, S L =17
Quatriéme Exemg:.
Quatre tuyaux verfent de 'eau dans le baffin d’'une fontaine, Le premier
emplic le baflin dans 8 heures, le fecond dans g, le troifiéme dans 12,
& le quatriéme dans 18. Le méme baffin a 4 ouvertures par lefquelles
toute {on eau s’écoule,en 3 heures par la premiere , en 4 par la feconde,
en 6 par la troifiéme , & en 7 par la quattiéme. L’on demande fi on
ouvte en méme temps tous les tuyaux , & qu'on liche toutes les ouver-
tures , combien tout le baffin plein d’eau fera de temps a s’écouler 2
Selon la premiere fuppofition tous les tuyaux enfemble verfent au
baffin -5+ L 3, celt a dire § de toute I'cau quiil peuc conteni,
Bb iij
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pendant l'efpace de 1 heure. Er par la feconde fuppofition il s’écoule du
méme baffin § —+ gt 7+, ceft adire 2 de roure fon eau pendant 'ef~
pace de'r heure. Donc retranchant § de 3, c’eft 4 dire ce que tous les
tuyaux ont ver[¢ au baffin dans 1 heure,de ce qui s’en eft ecoulé par
toutes les ouvertures pendant le méme temps , le refte ‘f—z marquera toute
Peau qui s’eft écoulée du baffin dans r heure, outre celle que tous les
r /4 4 :9
ruyaux enfemble y ont verfé pendant le méme temps. Si donc . de toute:
l'eau s’écoulent dans 1 heure , dans combien de temps 1; ou toute I'eau,

s'écoulera-t'elle, La regle de Trois droite donnera 1.7, Et la. queltion:

e
eft relolué.
Peaw qui entre.. Pan qui [ore,
Egetogb s T or S L
E“-i‘,-l"”-—r-]s_.‘. ; '—E" 7 -_P’_JS""
] ; = il I
Pexcew de Uean qui fort,~  henre ::towte Lean.  heunres cherchees..
e O s I R
T T - 2 a9

Démonftration du Probleme.

Selon la quatriéme partie du fixicme Theoreme 102..§. le quatriéme-
terme de toute proportion droite eft égal an produit du fecond par le-
troifiéme , divifé par le premier. Or fia.b::¢. font les trois premiers
termes d’'une proportion droite , le quatriéme %‘ trouvé felon les regles du-
probleme , eft auffi le produit du fecond terme & par le troifiéme c,
divifé ‘pav le premier terme #, Ces regles ont donc preferit ce quil
falloit faire,

Aiutre Démonfbration.

Je. pourois encore démontrer autrement que. le quatriéme terme que-
jappelle z eft égal & % Car puifque la proportion droite eft 4.4 : ¢. z.
je puis donc d’exprimer en cette: autre maniere ===, ce-qui fait unc-
égalité dont la refolution fera connoitre la grandeur inconnué z. Ot
pour refoudre cette égalité , je multiplie chacun de fes membres par bz;.
& je trouve cetre autre 2x==bc dont chaque membre eftant divifé par 4

he

laiffe 2.:';

Cette "démonfration donnée par le moyen des egalitez; nous fait affez-
connoitre que la reglede Trois n'eft qu'une fuite des égalitez qui fe
trouvent entre les rappores-des grandeurs, & qu'elle n’en differe point
par fa nature, mais par la feule maniere dont nous avons accofitumé-
de lexprimer. 1l ne faut donc pas s'imaginer felon la plaifante rematque. -
de Stifelius queles équations foient a I'égard de la regle de Trois , com-
me les Setvantes font & Pégard de leurs Mailtrefles , & qu'elles ne peu-
vent réfoudre tout ce quon réfout par cetre regie, Car au contraire on
peat dire fans crainte de (e tromper , que non feulement les égalitez ne
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‘font pas moins generales que les proportions , mais aufli que celles-1a font
le genre , dont celles-ci ne font que des efpeces particulieres. '

DE LA REGLE RENVERSEE.

SEconp PROBLEME.

Trois termes d’uneproportion renverfée eftant connus, connoitre le qua- CX VI

triéme. _ '

1°. On écrit le terme auquella queftion ferapporte, a Ia troifiéme place,
celui-qui eft du meéme genre a la premiere , & aurre qui eft d'un genre
different a la feconde,

2°. Ces termes eftant ainfi difpolez , on multiplie le premier par le fe-
<cond , & I'on divife leur produit par le troifiéme; Et l’exllnof'ant qu’on trou-
ve eft le quatriéme terme de la proportion. “Les exemples éclairciront ces
regles. _

Premier Exemple.

Si 153600 ouvriers batirent le Temple de Hierufalem dans 7 années,
dans combien d’années 33600 ouvriers l'auroient-ils pdt batir?

1°. 153600 ouvriers & 33600 ouvriers agiflent reciproquement fur le
‘Temple ,-car les uns le béciffent dans un nombre d’années d’autant plus
petit qu’ils font en plus grand nombre , & reciproquement les autres le -
bétiffent dans un nombre d’années d'autant plus grand qu'ils font en plus
pertit nombre, Ainfi la preportion eft reciproque. Jtécris. donc 33600 ou-
~riers aufquels la queftion fe rapporte , a la premierg place , 153600 ou-
wriers a la troifiéme, & 7 années a la feconde. 2°. Je multiplie le premier
terme 153600 par le fecond terme 7, & je divife le produir par le troifiéme
33600, l'expofant que je trouve eft 32 , & cet expofant eft le quatriéme
terme -que je cherche. Les 23600
ouvriers auroient donc plibéticle ouwvriers. années. ouvriers. années.
Temple dans 32 années. ; 1§3600. s 33600. 32

Second Exemple.

Si Hiernfalem affiegée par I'armée de Vefpafian , avoit affez de provi-
fions pour nourir 2000000 perfonnes pendant 10 années, on demande
pendant combien d’années elle en auroit ptlt nourir gooeoo?

1°, 2000000 & 400000 perfonucs. ont un rappore reciproque aux vi-
vres , car elles peuvent s’en nourir pendant un nombre d’aniées d’autant
plus_petit qu'elles font en plus grand nombre , & d’autant plus grand
qu'elles font en plus petit nombre. La proportion eft donc reciproque,
& j'écris 400000 perfonnes aufquelles la queftion fe rapporte , a la troi-
fiéme place , les 2000000 ala premiere, & les 40 années i la feconde.
2% Je mulriplie le premier terme 2000000 par le fecond terme 10, & je
divife le produit par le tréifiéme gooo000, I'expofant que je trouve eft
so, & cet expofant eft le quatricme terme que je cherche. De forte que
Hierufalem auroit pii nouric les
400000 perfonnes pendant yo. - perfonnes. années. perfonmes. années.
annces. 1000000, 10, 4000004 1§04 s



CXIXs

200 ELEMENS
/ Troifiéme Exemple.

S’il faut-12 afines d’une étoffe qui aura & de largeur , pour faire un habic,
combien faudra-til d’atines d’une. éroffe qui n'aura que 2 de largeur?

1°. L’on connoit que la proportion elt renverfée, parceque les deux-
largeurs des éroffes ont un rapport reciproque fur I’habit ;.car plus I'éroffe
aura de largeur , moins il en faudra d’afines pour le faire, & au contraire
moins I'étoffe aura de largeur , plus il en faudra d’atines. La proportion eft
donc reciproque , & jécris les ©- de largeur a qui la queftion fe rapporte,
a la troifiéme place, les + de largeur ala premiere, & les 12 afines a la
feconde. 2°. Je multiplie le premier terme 4 par le fecond terme 12, & je
divife le produit qui eft. g, par le troifiéme +, 'expofant que je trouve eit
1;+. Et cetexpofant eft le quatriéme terme que je cherche, De forte.quil
faudroit 13 adnes & demie d’une éroffe qui auroit ;- de largeur , pour
faire I'habit , en fuppofant qu’il
en fallut 12 alines d’une éroffe. 1% faracur. aines.. 2% largenr. afines, .
qui. auroit 3 de largeur. 3 1250 i 3%

Démonfbration du Probleme.

Selon -la quatriéme partie du neuviéme Theoreme 100. . lé quatriéme
terme de toute proportion renverfée eft égal au produir du premier par le
fecond, divifé parletroifiéme. Or fi-4. 4: ¢. font lés trois premiers termes

d’tine proportion renverf¢e , le quarriéme ?I trouvé felon les regles du

probleme , eft aufli le .produit du premicer-4 par le fecond 4, divife par. le
troifiéme c. Ces regles ontdonc prelcrit ce qu'il falloir faire, i

Prenve {p“r Poperation de la Regle de Tois.

Pour s’affurer que le terme qu'on a découvert eft veritablement celui
quon cherche , lorfque la proportion eft droite, on prend le produicides
extrémes & celui des moyens; fi-ces deux produits font égaux, I'operation
eft bien faire, & s'ils font inégaux I'operation-eft mal faite.

~ Mais lorfque la PTOPOIdon eft renverfée , ou reciproque dans la difi:o-'

fition de fes termes , on prend le produit des deux: premiers termes &
celui des deux derniers. Si ces produits font égaux , Poperation eft bien
faite, & 'ils fontinégaux ., Ioperation eft mal faite il la faue recom-
mencers

AuTRE MANIERE POUR -LA- REGLE DE.TROIS RENVERSE'E, .

St I'on connoft qu’une queftion propofée dépende de la proportion
renverfée, & qu’on difpofe fes trois termes connus en telle forte que le
terme auquel Ja queftion fe rapporte foira la Premicre- place , celui qui eft
d’un - méme genre a la troifiéme-, & l'autre qui eft feul & d'un genre diffe-
renta la feconde 5 la queftion poura fe refoudre en multipliant, comme on
fait pour la regle de Trois, le fecond rerme par le troifieme, & divifant
le produit qu'en trouve par le premier : Gar I'expofant-d’une femblable

divifion fera lesterme inconnu queclton cherche,
; Connoiffant
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Connoiffant par exemple que la queftion des ouvriers qui batiflent le
Temple dépend de la proportion fenverfée , fi j'éciis les 33600 ouvriers

aufquels la queftion fe rapporte , ala premiere place , les 153606 qui font
d’un mémic gente, a la troifiéme, & les 77années ala feconde; je refoudrai’

la* queftion en multipliant le fecond terme 7 par le troifiéme 153600, & di-

vifant le produic trouvé pat le premier terme 33600, car Pexpofant de

certe divifion qui eft 32, ferale owwriers. années:: owvriers, années,
terme inconnu gue jecherche, - 33600s ©  7i:  1§3600. 3k
r} 3 g - t :
Autke ‘MANreERE Pour LA Recit pE Trois. -
Lorfque la proportion eft droite dans la difpofition de fes termes,
I'on peut rendre affez fouvent fon operation plus commode en. divifant le
fecond terme par le premier!, & multipliant I'expofant quon trouve par
le troifiéme. Ou bien, ce qui revient au méme , & fi on le juge plus facile,
et divifant le troifiéine terme par le premier , & multipliant I'expofant qu'on
trouve par le fecond ; car le produit trouvé én fuivant I'une ou l'autre de
ces deux manieres , fera le quarriéme térme de la [Propgrtion 5 puilque fi
les trois premiers termes d’une proportion droite '

Tk

ont 4. b::c. on trou-

vera tofijours le quatriéme qui eft %% foit quon multiplie , comme on fait
dans la Regle de Trois droite , le fecond terme 4 par le troifiéme ¢, &

qu’on’ divife le produit be par le premiet terme 4 ; foit qu'on divife &

par 4, & qu'on multiplie 'expofant g par ¢ ; foit enfin 'qu'on divifesc par

58 qu'on multiplie Yexpofant < par 4. L'ufage de ceci poura mieux fe -

cotnoitre ; fi I'on ‘en fait l'application aux exemples ‘qui precedent. -
B et 1 TP 1) at SR A
Pour réfoudre la queftion de la Terre & des degrez de fon plus grand

cefcle. Les trois termes connus, 3 degrez, 72 lieucs, & 360 degrez,eftant
difpofez 4 I'ordinaire, je divife le fecond 72 par le premier qui eft 3, & je |
multiplie Pexpofant 24 par le troifiéme 360 ;1e produit que je trouve eft -

3640, & ce nombre elt celvi des lieués - degrez. lieues: : degrez. lienes, -

quaura tout le tour de la Terre, - 3¢ 7rit 3600 8640.
Seccond Exemple.

Pour refoudre la queftion de la Tour & des pieds de fon ombre. Les
trois termes connus § pieds de ombre dela perche, 26 pieds de fa hau-
teir, & 164 pieds d'ombre de la Tour , eftant difpolez a l'ordinaire , je '~
divile 26 par 5, & je multiplie T'expofant ¢+ par 164, le produit que je

touve eft 8528, & ce nombre eft celui des pieds que la. Tour a pour fa

hatiteur.,

pieds d'ombre pieds de la hauteur pieds d'ombre pieds 4: fa i;gkrenr -+

de laperche, de la perlebc o de la Tonr, de la Tonr.
o - 264% 164% 8s2%,

Ct*
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_ Troifiéme Exemple. 3

~Pour réfoudre la queftion du Temple & des ouvriers qui le batiffent. .
+Les trois termes connus 33600 .ouyriers ,7 années , & 153600 ouvriers,
eftant difpofez en telle forte qu'ils {oient les trois premiers d’une propor«
tion droite, je divife le fecond terme .7 par le premier 33600,.& je multi=
plie Pexpolant —— par le teoiliéme 153600, ( ce qui fe faiten divifant ce
dernier nombre par 48007 le produit que je trouve eft 32, & ce nombreeft
celuy des années. querl_es 33600 ouvriers auroient di - employer pour
batir le Temple, : ouVTiers. Annees:: owvriers. annégs.

33600.  7:: 1§3600.  32.

uatrieme Exemple. .

‘Pour réfoudre la queftion de Hietufalem & de fes - Citoyens afliegez.
‘Les trois termes connus 400000 perfonncs , 10 années , & 2000000 de
perfonnes , eftant difpofez en telle forte qu'ils foient les trois premiers
d’une proportion droite , je divife le troifiéme terme 2000000 par le
premier 400000, ( ce qui f¢ fait en divifant fimplement 20 par 4 ) &
je multiplie I'expofant 5 par 10, le produit que je trouveeft 50, & ce
nombre eft celui des années
que la ville auroit pi nourir perfonnes, années:: perfonnes. années.
400000 Pcrfmmcs. 400000, 10;; 2000000, §0.

AVERTISSEMENT.

LXXT1. Cette Methode pent eftre fort utile dans une infinité de rencontres
pour ceux qui ont beancoup doperations & de calculs & faire, fur tout
s'ils ont de la faciliré pour opercr (ur les fraitions. Caril eff incom-
parablement plus court dans la_plufpare desproportions droites de divifer
le (econd terme par le premier , & de multiplier U'expofant par le troi-
fiéme s ou bien de divifer le troificme terme par le premicr, & de mul-
iplier U'expofant par e [._e:cm::d, gue de compofer un grand nombre par
le produit du fecond ¢ troifiéme terme , pour le refoudre & divifer en-
fuite par le premicr. Lexperience & Uyfage pouront prowver ce que

gedgs '
g DE-LA REGLE DE COMPAGNIE.

L A Regle de Trois nous fournit plufieurs regles qui n’en font que des
{uites.

Nous parlerons ici des principales qui font la Regle de Compagnie, les
Regles d'Alliage, & celles de fau(fe pofition.

LXXIIL. La Regle dc_Compagn.ie eflt celle qui enfcig‘ne:';:divifer une gmndeu;
donnée en plufieurs parties proportionnclles a d'autres grandeurs qui
font déterminées. Son nom fe tire des Compagnies ou Societez que font
enfemble des Marchands pour trafiquer tous en commun, a caule que
fon ufage'y eft ablolument necefaire.
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Tro1s1E'ME PROBLEME.

Divifer une grandenr donnée: en piuﬁt::urs Pa}::ics proportionelles a
‘autres grandeurs qui font pareillement déterminces. = |
" e, On écrit la fomme de ces grandeurs qui font déterminées , 4 [a

remiere place d'une proportion droite , l'autre grandeur qu'on donne a
divifer a la feconde , & chacune des grandeurs déterminées a la
troifiéme. - sy €1
2°. On applique autant de Fo‘is la regle de trois droite que I'on a écrit
de grandeurs A la troifiéme’ place , & lon trouve autant de nouveaux

termes , qui font les patties p:oportionclles quwon cherche, Les exemples -

éelairciront ces regles, -
- - Premier Emmpk.

Trois Marchands “ont fait en commun une bourfe de 10000 écus,
avec laquelle ils en ont gagné go000. Le premier Marchand a mis 2000
écus dans la bourfe , le fecond y en a mis . 5000, & le troifiéme 3o000.
On demande ce que chaque Marchand doit recevoir du gain total des
4000 écus., a- proportion de i’a:r%enl: ‘qu’il a mis dans la bourfe 2

1%, J'écris 10000 la fomme totale des écus quon a mis dans la bourfe,
2 la premiere place d'une proportion droite , 4000 le nombre des écus
qui font le gain rotal , duquel chaque Marchand " regoit une partie pro-

CXXIIL.

portionelle au nombre des écus qu'il a mis dans la bourfe, a la feconde -

place , & les trois nombres 2000, 5000, & 3000, qui fonr ceux des
écus que chacun des Marchgn’ds a mis dans !a bourfe , a la rroifiéme
place. 2°. Japplique trois fois la regle de trois droite, & je trouve les
trois quatiiémes termes §00, 2000, & 1200, qui font aufli ceix que je

cherche. : 1 _
Le premier Marchand doit donc recevoir 8oo écus'de gain’ total | le

fecond doit en recevoir 2000, & le troifiéme 1200, "

gontribution contributions particulieres.. gains particuliery
torale. gain total :: 2000 . * 800 . :
10000 . 4000 g §000 . 3 2000, - :

; ™ 5000.' 4 1200 .

A ; Second Exemple. _ {

@uatre Marchands ont fait en commun une boutfe de 16000 efcus,
fur laquelle ils en ont perdu go00.- Le premier’ Marchand a s’ 2600
efciis dans la bourfe , le fecond y ena mis gooo, le troifiéme 3000, & le
quatriéme 6ooo. On demande ce que chaque Marchand doit porter pour

fa patt de la perte totale des 4000 efcus a proportion de l'argent qu'il a °

mis dans la bourfe?

1% J'éeris la contribution totale des 1600074 la premiere place d’unepro-
portion droite ; la' perte totaledes 4000 efcus a la feconde , & chacune
des contributions partiwlie:es 2000, §000, 3000, & 6000, a la troifiéme,
- 3 = % . . L .

2%, Japplique quatrerfois la regle de trois droite ; & je réouvg_ les: qua-
¢ ij
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" triémes termes —g00, —1250, —7s0, & —I1500, qui font aufli ceus
que je cherche. ' '

- Le premier Marchand doit done porter goo efcus de perte, le (econd
~en doit porter 1250, le troifiéme 7o, & le Tuaztiémq.uoa. Et fi I'on re-
_tranche Elpcrtc de chacun fur l'argent qu'il a, mis dans la boutfe, le pre-
_mier quia mis 2000 efcus n'en retirera que 1500, le fecond qui en a mis
- §ooo n'en retirera que 3750, le troifiéme qui en a mis, 3000 n'en retirera
_que 2250, & le quatriéme enfin qui en a mis 6000 n'en retirera que 400.

- contributions”  pertes parti- _ yeftes parti-

contribution particulieres, culieres. culiers,

totale. perte totale:: ~—+2000, =500, 1590

: =+ §000, < ..—1250. . THRFHO
- ; ~—4000 :: - S

FHIG000: 2 L go00 ~+:000,  =—750a ~+2150

« 6000, . =1 5§00, ~+ 4500

- Troifiéme Exemple,

On ‘peut auffi trouver la méme chole par une autre _operation fems
- blable aux precedentes, Car i 16000 efcus de contribution portent
4000 efcus de perte , il en reftera 12000. Or chacun des 4 Marchands
“doit retirer de ce refte une partie proportionelle 4 I'argent qu'il a mis

dans la bourfe. ' :
Je fais donc une nouvelle operation en cetee forre, 1°. J'écris la con-
tnbution totale des 16000 efcus 4 la premiere place d'une proportion
“droite, le refte total des 120004 la feconde, & chacune des contributions
particulieres 2000, 5000, 3000, & Gooo a la troifiéme 2°. Japplique
quatre fois la regle de trois droite , & je trouve les quatriémes termes
1500, 3750, 2250, & 4500, qui marquent ce .que chacun des quatre
Marchands doit retirer des 12000 efcus reftez , a proportion de I'argent
qu'il amis dans la bourfe, . Et fi F'on retranche chacun de ces reftes par-
.ticuliers de chacune des contributions particuiieres , les quatre reftes goo,
1240, 750, & 100, marqueront les pertes particulieres que les Marchands

feront obligez de porter.

: _contributions  reffes parti-  .pertes partis

_contribution particulieres.  culiers. ' eRlieresr:
totale. refte total :: .—+2000, 1500, —500°
'+5000n B ‘;750. — 150
11600 +12000 ;i '
«+1600Q,  ~+1200 —+3000, ~+2250, —750
~kpaot. +4500. —I§00

CXXIV. .Mais comme il peut y avoir quelques perfonnes qui douteront que
' ceux-1a qui ont le plus contribué pour la ‘bourfe commune , foient obli-
gez de porter upe plus grande partie de la perte torale, & que ceux
au contraire lefquels y ont le moins contribué ne foient obligez d’en
porter qu'une moindte partie , on pourra les en convaincre par ce raifon-
pement, 1 et vifible que fi un feul Marchand avoit sifqué les 16000
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—efcus , il porteroit lui feul toute la perte des 4000 efcus ; Et fi deux
~Marchands avoient tifqué chacun Sooo efcus , c’eft A dire la moitié de la
. contriburion: totale 'des 16000, il eft -encore vifible que chacun d’eux ne
 feroit obligé de porter que 2000 efcus de perte, c’eft-a dire la moirtié
de la perte rotale des. 4000 efcus, Et pareillement fi quatre Marchands
_ avoient rifqué chacun le quarc de la contribution totale, ils ne feroient
obh’{gez de porter chacun que le quart de la perte, & ainfi des autres,
Et i quelques Marchands s'eftoient mis dans la compagnie de ceux qui
ont perdu les 4000 efcus fans avoir rien contribué dans leur*bourfe com-
- mune, ceux-la ne feroient obligez de porter aucune partie des 4000
- efcus de la perre qu'ils ont faite, car en ne rifquant rien , on ne peut
ni gagner ni perdre, Donc ceux qui ont le plus contribué doivent porter
une plus grande partie de la perte ,/& ceux au contraire qui-ont le moins

. contribué n’en doivent porter qu'une moindre partie.
“Tout cela n’eft pas diffi-ile & concevoir, cependant il y-a des cas qui
s’y rapportent , lefquels on prendra d’abord pour des paradoxes. *Si pac
exemple quelques-uns des Marchands avoient contribué moins que rien,
-ils perdroient fi les autres gagnoient. - Et au contraire ils gagneroient fi ces
. autres perdoient. -Voici deux queftions paradoxes de cette forte, (ur lef

. quelles Schooren écrit ainfi a Monfieur Defcartes.

Je ferois bien-aife , dit-il, que vous vouluffiez prendre la peine d’exa--

~muner i ces deux queftiors paradoxes font bien refolués. Deux perfonnes
~s’eftant affociées ont gagné 1z efcus. ‘Or la premiere de ces deux perfon-

nes avoir 5 efcus lorfqu'elle s'eft affociée , & la feconde en avoit —»,
.c’elt a dite qu’elle eftoir redevable de ces 2 efcus. "L'on demande ce que
. ¢haque perfonne doit avoir pour fa part du gain total des 12 efcus? Ec
:Fon répond que la feconde doit payer-8 efcus a la premiere, quoique
le gain foit evident. 'Adl contraire , fi les deux Ferfonnes ont perdu 1z
-efcus , parceque la premiere en a fourni 5, & la {feconde —a2, il eft bien

vifible par la nature de la queftion , que la premiere perfonne doit rece-
- voir —20 efcus,& que la [econdeau contraire doit en recevoir ~+ 8, quoique
tla perte foit; evidente.

Cas pE Garn,

contribution contributions
totale. gain total s particulicres, gains particuliers,
-+3. a1z {08 o
. —2. —
CAs pE PErRTE.
contribution contributions _
totale. perte totale i particulieres.  pertes particulieres.
=¥ Te 1 —i20
—+3. —rz tz 0 B

La raifon pourquoi cela doit arriver ainli , eft celle qu’en rend Mon-
fieur Defcartes dans la séponfe quiil fait & Schooten, Voici fes termes.
’ Cc iij
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Les: deux queftions que vous nommez paradoxes font bien refolucs ;-
& .encore qu'il ne [oit pas ordinaire qu'un homme qui 3 quelque bien
fe merre en compagnie avec un auwtre qui 2 moins que rien, il peus:
toutefois arriver des cas aufquels cela fe pratique.. Par exemple , deux
Matchands d’Amfterdam - ont chacun leurs Commis en Alep , & parce-
jw'ils. ne fe fient pas trop en ces deux Commis , & qu'ils fcayent qu'ils
?ont ennemis l'un de l'autre,ils leur écrivent que du jour qu'ils aurone
recen leurs lettres , ils fe rendent conte I'un a Pautre de tout ce qu’ils ont
entre leurs mains du bien de lenr Mailtre; & que s’il f& rrouve que l'un
d’eux doive plus quil n'a, que cela foit payé de largent de l'autre, &
que le furplus foit mis en commun, pour eftre employé en marchandife, .
fans _que P'un des Commis puifle rien vendre ni acheter fans le fgen de
Pautre ; Et ils s’accordent entr’enx quils. partageront enfemble le gain ou
la_perte , & raifon de l'argent que leurs Commis auront eii-entre leurs -
mains , ‘lorfqu’ils recevront les leteres. Enfuite dequoi, s'il arrive quun
de ces Commis ait cing mille livres , & que I'auwre doive deux mille livres,

> ayant payé ces deux mille livres de I'argent du premier-, il reftera trois

mille livres qu’ils employeront en marchandife 5 Er fi de ces- trois mille
livres ils gagnent douze mille liyres, c’elt le quadruple de leur argent: -
C’eft pourquoi celui qui avoit au commencement cing mille livres en doirt -
gagner vingt mille , & par confequent l'autre qui eftoit reliquataire de
deux mille livres en doit perdre huit mille,  Au contraire, s'il y a deuze
mil livres de perte, celni qui avoircing mille livres en deit perdre vinge
mille , & 'autre par-confequent en gagner huit mille, parcequ’ayant payé
fes deux mille livres de I'argent.du premier , il I'a empeflché de les em-
ployer en la marchandife, ot il y avoirle quadruple 4 perdre, -

Démonftration du Probleme.

Soit ¢ toute grandeur donnée a divifer en trois parties propottionelles
aux trois grandeurs déterminées . b, & ¢. Selon les reglés du probleme,
a=t+b-t¢ fomme des trois grandeurs ‘déterminées , fera le premier ternie
d’une proportion droite , la grandeur g qu'on donne a divifer fera le fe. -
cond , & chacune des trois a, &, ¢, en fera un troifiéme ; enfuite dequoi -

on trouvera felon les regles. les. trois termes nouveaux —%_ % o
apbte ¥ atbgo

—=_.. Or ces trois termes ne font autre chofe que 4, b, & ¢, multi-

plices chacune également par-g.-& divilées par a—+b—+¢,°ce qui ne
change rien dans Ie'rappor: des unes aux autres , par I7. 24. & 25. Ces
trois termes ont -donc entr’eux meémes rapports que les trois grandeurs
e, b, & ¢, qwon a déterminées. Orla fomme de ces trois termes décou.

verts , qui eft “EE o égale 4 la grandeur g quwon donne A divifer. .

d.—&b—:c

Leseregles du probleme ont danc prelcrit ce’quil falloit faires* -
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Formules.
"On poura prendre cette démonftration pour “une formiule generale da

i1a. refolution des exemples infinis qui font de méme efpece. - Car {uppo-

fant qu’on appelle ¢ toute grandeur donnée a divifer en trois Fart:’es pro-

portionelles & trois autres grandeurs déterminées. Si on appelle ces trois
- grandeurs &, b, & & les trois parties proportionelles feront todjours

a_-'i-_af:.m;" atb-tc o8 ;%c'

' L'on-trouvera dans le méme ordre que les-quatre parties de toute gran<
-deur g proportionelles aux quatre autres grandeurs .4, &, ¢; & 4, font

' i bg s R e

atbteddd  akbioid?  Tatbrerd 2 a-thie-id *
*Et pareillement que les cinq parties de g proportionelles aux cing grans
~deurs a, b, ¢, d, & e, font
g AL ST 2Tl g i Ta e Ap ) pegos
atbtetdrie 3 ailbtitdred atbtitdre? atbterdted a-tbtetdre®

;Et ainfi de fuite 4 linfini.

“DE LAREGLE DALLI A‘GE,

'Cleft une regle qui enfeigne a mélanger des chofes de differentes . KXV
Ayaleurs, en. forte que leur melange fafle un compofé qui ait une autre *
waleur dérerminée & moyenne entre celles qui font differentes. Par
exemple, un Orfévre a de deux fortes dor , I'un vaut 130 piftoles le marc,

& l'autre n’en vaut que 124 ; On demande quel mélange il doit faire de

ces deux fortes d’or , afin d’en avoir un marc du prix de 128 piftoles? Les

prix de 130 8¢ de 124 piftoles font les prix differens des deux fortes qu'il

faur mélanger enfemble ,-1 marc eft le compof€ que doit faire ce mélange,

& 128 piftoles font le prix dérerminé & moyen entre les prix -differens

130 & 124, puifque 130 eft plus grand que 128, & que 124 eft plus

petit. ‘ =
: QuATrRIEME PROBLEME.

Allier deux grandeurs de differens prix , en forte que leur compofé ait ' CXXVI.
‘up prix moyen. '

1°. On prend la difference du plus [grand prix au prix moyen , & celle
du P;ix moyen au moindre prix. Enfuite on ordonne deux proportions
droites en écrivant la fomme totale des deux differences au premier rerme
d’une proportion droite , la grandeur qui a le prix moyen pour {a valeur,
au fecond terme , & chacune des deux differences .au troifiéme.

2°. On cherche les deux quattiémes termyes des proportions , & ces
deux termes marquent reciproquement, le fecond , ce qu’on doic prendre
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de la grandeur du plus grand prix, & le premier , ce qu'on doit prendre

de la grandeur du moindre prix ; afin d’avoir I'alliage-ou le mélange qu’on:

cherche. Les exemples éclairciront ces regles. -

® Premier- Exemple. -

Un Orfévre a de deirx fortes d’or , I'un vaur 130 piftoles le mare , & -

Pdutre n’en vaut que 124 5 Quel mélange doit-il faire.de ces deux fortes,
afia d’avoir un marc d’or du prix de 128 piftoles? -

1°. La diffétence du plus grand prix qui et 130; au prix moyen 128,

elt 2 ; & la difference de 128-au moindre prix 124, eft 4,'écris donc 6 -

fomme des differences 2 & 4 au premier terme de deux proportions droites,
1 marc ou la grandeur qui vaut le prix moyen , au fecond , & chacune

des deux differences 2 & 4 au troifiéme terme. 2% Je cherche les deux-

quatriémes termes- de cette proportion; Ces termes font ;- & %, dont la
fomme fait 1. Et'le terme £ marque ce quon doit prendre de l'or du
7 q q

plus petit prix ; & reciproquement = ce qu'il faur prendre de I'or du plus -

grand prix ; afiir d’avoir 1 marc qui-ait le prix moyen pour fa valeur.

Et en effet le tiers qulon doit' prendre d’un marc de 124 piftoles en vaut
41+, & les deux tiers qu'on doit prendre “d’un marc de 130 piftoles en

valent 8635 de forte que joignant ces deux valeurs 413 & 86;-en une

fomme , I'on aura le prix moyen: 128.

grand prix. prix moyen. petit prix. premiere difference. feconde difference.
130-piffoles. 1285 12400 13012822, - 128 _l124—4.

fomme des differences. mélange total i : differences. proguement prifes.
: T {z g d'un marc de 124 piftoles.
G s 4 . 3 d'un-marc-de 130 piftoles.

Second Exemple.

Une perfonne a deux fortes de vin , Pun qui vaot § fals la 'pintc o 8ei

Faiitre qui n’en vaut que 5. - On demande ce qu’elle doit prendre de cha-
cun , pour en faife une piece de 400 pintes , qui puiffe'valoir 4o-efcus?

parties du mé{gnge reci-

“

En premier lieu, fi 400 -pintes valent 4o efcus ; 1 pinte vaudra la 1—‘0 ;

partie d’un efcu, c’eft & dire 6 fols. Cela eftant, je dis, fi deux forres de
vin valent 'un g fols; & l'autre § fols, quel mélange en doit-on faire,
pour en avoir 400 pintes du prix de 6fols chaque pinte : & je le trouve
ainfi.

1°. Ladifference du plus grand prix quiceft 8, au prix moyen 6; eft 2 ;-

& la difference de 6 au moindre prix g, eft 1. Jécris donc 3 fomme des
differences au premiier terme, 400 pintes-qui ont chacune pour valeur le

prix moyen 6 au fecond terme ; & chacuhe des deux differences 2 & 1au”

wroifiéme, 2°. Je cherche les deux quarriémes termes de ces proportions,
Ces termes font 266 & 133+, dont la fomme fait 400. Erle premier de
ces tekmes 266 - marque le nombre des pintes qu'on doic prendre du vin

de
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de‘moindre prix, & l'antre terme 133 celui des pintes qu'on doitpren-
dre du vin du plus grand prix, afin d’avoir 400 pintes, qui valent 400 fois
le prix moyen 6 [ols , c’eft a dire 2400 fols , qui font 126 livres, ou bien
40 elcus.

400 pintes. 40 efcus 1z 1 pinte. = dun efck, qui vant 6 [ols.
gmnd prix. prix moyen. petit prix. premiere difference. feconde difference.
8 fols. 6. 5. $—6—1, 6—s—n.
melanges particuliers
fomme desdifferences. mélange total 2 differences. ¢ reciprogues.
S e ol 266+ pintes d 5 [ols.
3 i v { . 1335 pintes a 8 [ols.

Démonftration du Probleme.

Cette Regle d'Alliage differe fort peu de la Regle de Compagnie,
parcequ’il ne faut qu'y partager la grandeur qui vaut le prix moyen en
denx parties proportionelles aux differences, Maisil faut que ces parties
tfouvées 'une par le moyen de la premiere difference , & l'autre par le
moyen de la feconde , foient entr’elles reciproquement comme ces diffe-
rences. Car foient # & ¢ Jes prix’ de deux grandeurs quil faut allier, & Voyeg, ce rai-
m le mélange qu’on doit faire de ces grandeurs , en forte qu'eftant mé- /* N e Jf;
langées , elles ayent un prix moyen que jappelle 4. 4 feradonc plus grand, &;:gfﬁiiw;fh
& ¢ fera plus petit que le prix moyen 6. Or foit ¢ la premiere difference
ou l'excez de’a fur b. Donc a—e=—b. Et foit pareillement £ la feconde
difference ou le deffaut qui empefche que ¢ ne foit égal 4 4. Donc ¢~ f—b.
Or il eft bien vifible que la partie que je dois prendre du prix « doit re-
ciproquement furpaffer ou eftre furpaflée d’autant plus par la partie que
je dois prendre du prix ¢, que ¢ excez de 4 fur b, qui eft la premiere
difference , eft {urpaflée ou qu'elle furpafle £ excez de 4 (ur ¢, qui eft la
feconde difference, Car pour faire une jufte compen(ation des deux prix
differens 4 & ¢, qui les puifle égaler a &, il faue que les parties qu'on
en prendra foient telles, quel’excezd’une part détrnife le defaut de lautre.
Or multipliant chacune des égalitez precedentes #¢=4, & c—f—b, la
premiere, par la {econde difference £, & la feconde, par la premiére diffe-
rence e, ]’OI] trouve df_—t’f.—_‘éf, & ce~+ ef:‘ée. De forte que Prenan:
af—cf, ou bf quilui eft égale, de la grandeur. 4, plus ce—ref. ou be qui
lui eft égale,de la grandeur ¢, la fomme fera af —ef—ce—+ef, ou bf—-be.
Et dans cette femme I'excez de ce qu'on prend d’une Partdétmit le defaut
de ce qu'on prend de l'autre , puifque —eftefi—o. & de plus I’égalité
fé conferve tofijours avec le prix moyen & également muleiplié. "Ainfi
il faudra que la partie qu'on prendra de la grandeur qui vaut 4, foit
ala partie qwon prendra de la grandeur qui vaut ¢, comme bf eflt
a be, c’eft a dire reciproquement comme la premiere difference e eft
ala feconde difference £, Mais il faudra de plus que la fomme de ces
parties {oit égale a m. Or fi les deax grandeurs £f & be fone muliplides
chacune par m & divilées par be—+bf, I'on trouvera les deux parties

Dd
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fi;'f & —:_%, qui.font entr’elles comme 4F eft -4 be, ou ce qui e la méme
chofe , comme f eft a e, c'eft & dire reciproquement comme ¢ eft a 7.
-Or la.fomme de ces parties eft égale & m. Car 'une eftant un produit
de la grandeur m par la feconde difference f£, divilé par e—+f fomme des
deux differences ¢ & f, & l'autre eftant un produitde la méme grandeur
m par la premiere difference e, divifé pareillement par e—£, la fomme
des deux doit neceffairement eftre un produit de la grandeur » par e~+fs
divif¢ par e—+f, c'elt a dire que cerre fomme doit donner neceflairement

la grandeur m. L'on prendra donc la partie i%’-r de la grandeur qui vant's»
& la partie gf" de la partie .qui vaut ¢, Or l'on trouve auffi par les
regles du probleme qu'il faut prendre {’:T de la grandeur qui vaut «,
& ‘i-_”; de la grandeur qui vaut ¢. Ces regles ont donc preferit ce qu'il
falloic faire.

grand prix. mtzze?f. petit. premiere difference. [feconde difference.
a. . c- a—b—e. d—p=rf

Donc a—e—=b, & ¢—+f=b. Donc af—ef—bf, & ce—+ef—be.
Donc af—ef—+ce—+ef==bf~+be. ou bien af—tce—bf— be.

fomme des ;;'Ergc parties du mélange reci~
differences.  toral =z differences. proguement prifes.
- {e. T::f partiedela grandenrdu prix a.

e—+f. 8 fin : :
Uf- i partie de I'f grandexr du prix ¢,

T'roifiéme Exemple.

La démonftration precedente eftant bien comprife , il ne fera pas diffi-
cile de concevoir la refolution de cette queftion fi commune chez les
Hiftoriens, Hieron Prince de Siracufe , commanda qu'on fift une Cou-
ronne d’or pur pour Uoffiir & I'une de fes idoles. L’'Orfévre fir Ia
Couronne du poids que Hieron I'avoit commandé. ,mais il y mélangca
quelque partie d’argent , & déroba une égale partie du? Por quil avoit
receu pour faire la-Couronne. -Le Prince 'ayant appris , ou s’en eftant
défié , & I'Orfévre defayotiant fon ‘larcin , il donna ordre a Archimedes
de 'en éclaircir fans endommager Ia Couronne , parcequ'elle eftoit tra-
vaillée avec beaucoup d’artifice & de délicatefle. L.’on demande comment
Archimedes piic découvrir le larcin 2

L’on dit qu'il fift deux lingots chacun du poids de la Couronne, P'un
d’or pur & l'autre d’argent , 1l prit enfuite un vaiffean plein d’ean on il
plongea la Couronne, qui fit fortir un volume d’eau €gal a {a groffeur;
il mefura cette eau, & retirant la Couronne il remplic le vaiffeau , & il
y plongea P'un des lingots qui fit pareillement fortir un volume d’eau
Egal a fa groffeur. 1l mefura encore cette eau, & failant le méme avec
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Vautre lingoe , il trouva que I'or pur avoit moins'fait’ fortir d'eau que
la Couronne , & la Couronne moins que l'argent, en quoi il s’aflura déja
que'la Couronne eftoit mélée d’or & d’argent.

. Or pour connoitre au jufte ce qu'il y avoit d'er & ce quil'y avoit
dargent , foit « la quantité de I'eau qu'a fait fortir la Couronne , a—+5
celle de I'eau qu’a fait fortir le lingot d’argent , & 24— celle qu’a fait {ortir
lelingot d’or pur ; 1l fautallier #—6 & a—rc avec a en cette forte. 1°. J'écris
b—+¢ fomme des differences &' & ¢ au premiér térme des deux proportions
droites , 12 grandeur moyenne # au fecond , & les differences & & ¢ au
troifiéme. 2°. Je cherche les deux quatriémes térmes de ces proportions.

Ces termes {ont ‘_—:ff & {i__‘ , qui marquent reciproquement, le premier la-

uantité de I'eau qu’a- faic fortir I'or qui eft dans la Courenne ,-& le
?ec’ond la quantité qu'a fait fortir I'argent qui eft aufli mélé dans la Cou-
ronne. De forte que les parties de I'eau dont le mélange eft 2, ceft 2
dire les deux parties de l'eau qw'ont fait fortir 'or & l'argent qui font
iz poids de la Couronne , font déja-connués.

giantitex. de Uean quwont fait fortir
ié lingot d’argmr. la Conronne. le lingor dor pur.

a—tb. a. a—c.
b 2. f 2 . P T
b. = quantité d; Vean quw'a fait fortir Lor
) gui eft dans la Conronne.

btr. a:: «
. " ¢ v P > 3 . = - £
e e quantité de Uean gu'a fait fortir Uargent

gus eft dans la Couronne.

Mais fi ces quantitez d’eau font connugs , les parties ‘de- lor &-de
Pargent qui les ont fait fortir , ne le font pas encore.  Afin donc de les
connoirre , foit 4 le poids entier de la Couronne ou de chaque lingot.
Je dis 4, ou la quantité d'eau que fait fortir la Couronne, eft au poids

ab F - 2 L3 ) '} -

d, comme- . 8 ;= les parties d’eau quc"fon't' fortir I'or & I'argent qui

font le poids de la:Couronne, font aux quatriémes termes »qui marquent

le poids I'un de I'or & lautre de V'argent dont le mélange compofe la

" » £ A 4 . {‘f 3 ’ G

Couro‘nne. Et ainfi 'Orfévre g rpclangc le Pmds T d’argent, & dérobé
un poids égal de l'or quil a receut pour faire la Couronne:

o poids de Lor qui eff dans la Couronne.
#utnd i Sl S0 L angé d
e ¢ poids de Uargent melange dans 2
{_H:, =7 /4 ge dans la Conronneé

Et fuppofant que le poids de la Couronne ou de chaque lingot foir
celui de trois marcs, & que le lingot d’argent ait faic fortir 10 ences
d’eau plus que la Couronne , & la Couronne 2 onces plus que le lingot
d’or pur, en réduifant les 3 marcs & 6 livres ou & 96 onces , a caufe que

chaque ‘marc contient 2 livres ot 32 onces, nous aurons d—96, b=1io,
' D d"ij
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& c—2. Et ainfi la partie -b";‘f:— des trois marcs,qui eft'dans laCouronnes

260

Il e e el s
fera *°" ou 8o onces, c’efta dire 5 livres ; & la partie pug de largent que

1:
I'Orfévre y a mélangé , ou de l'or qu'il 2 pris fera %,qu 16 onces,
celt a dire 1 livre. '

Autre Refolution de la méme Queftion.

Je trouverois auffi la méme chofe en cette {orte. - L’experience ap-
rr’cnd que l'or & l'a;‘gent pefent moins dans I'eau que dans Tair, mais
‘or y perd moins de fon poids que I'argent. Jappelle donc 4 le poids de
la Couronne ou de chaque lingot dans lair, & « celui de la Couronne
dans I'eau, a—+¢ celui de I'or pur, & 4—b celui de l'argent. Jallie donc

a—c & 'a—b avec a, & je trouve que | & —b'fl"— font les poids en par-
ticulier , 'un de 'or & l'autre de I'argent , qui font 4, cule poids de la

Couronne dans l'eau.

¢+ == poids dans Uean de Dargent mélangé
daus la Couronne.

b. % poids dans Uean de Lor qui eft dans
‘la Conronne.

c——,l-é. e

Enluite je dis 2 ou le .poids de la.Couronne dans I'ean eft au poids
d de la Couronne ou de chaque lingot dans lair , comme _:_:; & II{'

les poids dans l'eau I'un de P'argent & l'autre de l'or , qui font 2 oule
: : : d ‘d
poids de la Couronne dans I'eau, font aux quatriémes termes.

A
qui marquent les poils en lair I'un de l'argent & l'autre de I'or qui

b+e¢ v—+g "
font dans la Couronne, Ainfi 'Orfévre a mclangé le poids ou la partie
cd 3
e dargent.

ac

11;"? poids dansVair de Pargent mé.

SE 7
2 24 langé dans la Courenne.
@ . @1 b RN G : .
b+ oo poids dans Uair de Lor qui eff

dans la Conronne.

=

Cinquie'ME PR.OBLEME. »
Allier des grandeurs de differens prix, en forte qu'elles faffent un cer-

tain mélange qui ait un prix moyen. . :

1°. L’on réduit tous les prix en deux partages , de chacun defquels on
tire une fomme d’excez ou de deffaurs , & l'on multiplie reciproquement
la premiere (omme par le nombre des prix qui ont fervi pour trouver la
feconde ; & la feconde, pat le nombre des prix qui ont ferui pour trou-
ver la pfemiere, On ordonne enfuite deux propottions droites , en écrivant
la fomme totaledes deux produits trouvez au premier terme , la grandeur
qui a le prix moyen pour fa valeur au fecond , & chacun des deux produits

au troifiéme,
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2°, L'on cherche les deux quatriémes termes des proportions, & ces
~Teimes marquent reciproquement , le premier, ce quil faur prendre Ing
-grandeurs dont les prix ont iervi pour trouver la feconde fomme; & le
{econd , ce qu’il fautr prendre des autres grandeurs qui reftent, & donr les
prix ont aulli fervi pour trouver la premiere fomme. Les refolutions
. fuivantes éclairciront ces regles.

Exemple.
§i 'once de fafran vaut 10 fols , celle de canelle 8, de mufcade 6, de
«poivre 4, & de gerofle 3. Combien en peut-on prendre de chacun pour
en faire un mélange de 21 livees qui pmffe valoir & raifon de g livres 12
{ols chacune?
Ea premier lieu, fi 1 livre qui faic 16 onces vaut g livres 12 fols , qui
‘font 112 fols, 1 once qui-vaue la = partie d'une livre , vaudra aoffi la =

I

partie de 112 fols , c'eft a dire =, ou bien 7 fols, Etfi 1 livee fait 1¢
~onces , 21 livres feront 21 fois 16 ou 336 onces.

conces.  fols ::  once.  fols. livre. onces>: liures. onces
15. 12 28 o ) O WA T A Te36

Cela eftant ainfi , je dis i 'once de fafran vaut 10 fols , celle de ca-
nelle 8, &c. que puis.je prendre de chaque forte pour en avoir un mé-
“lange de 336 onces du prix de 7 fols Lonce 2 Et.je le trouve ainfi,

‘Premicre Refolution.

:1°. La fomme de 3 & de 1, qui {ont les differences des plus grands prix
10 & 8 au moyen 7,¢ft 4;& la fomme de 1, 3, & 4, qui {ont les diffe-
-rences du prix moyen 7 aux moindres prix 6, 4, & 3, eft 8. Je multiplie
donc reciproquement la premiere fomme 4 par 3 nombre des prix 6, 4,
& 3, qui ont fervi pour trouver la feconde fomme '8, & je multiplic
cette feconde fomme § par 2 nombre des prix 10 & 8, qui ont fervi
pour trouver la premiere 4 ; J'ordonne enfuite deux proportions droites
-en écrivant la fomme totale 28 au premier de leurs termes ,les 336 onces -

Voyeg Lopera-
tion dans ln

du prix moyen de 7 fols chacune , au fecond , & les2 produits 12 & 16 page fuivante,

au troifiéme. 2°. Je cherche les deux quatriémes termes de ces propor-
tions. Ces ‘termes font 144 & 192, & leur fomme eft égale & 336 nom-
‘bre des onces qui doivent entrer dans le méiange. Et le premier de ces
termes 144 marque ce quen peut prendre du mélange du poivre , de la
mufcade , & du gerofle , dont les prix ont fervi pour trouver la feconde
fomme ; & l'autre terme 192 marque ce qu'on peut prendre du mélange
du (afran & de la canelle , dont les. prix ont fervi-pour trouver la- pre-
miere fomme, Et pour déterminer encore plus particulierement. ce qu’il
‘faut prendre de chacune des fortes , 'on partagera 144 ‘en trois parties
éoales | & 48, tiers de 144, fera le nombre des onces de ‘chacune des trois
fecondes fortes , & pareillement 96 moitié de 192, fera celui des onces
de chacune des deux premieres fortes,
Dd iij



5 ; ELEMENS

rixs lewrs differences & lenrs fommies.

fafran 1o fols: {10——7:5 7—6=—1
canelle L8 8—r—1 {7—'-4:.;
prix moyen 7 1 omme 4 T——4
poivre( 6 par 3 2° fomme 8
mnﬁmde§4. 1 produit 12 par 2
gerofle (3 ~+ le 2° produit 16 2° produit 16

Jomme des prodm'r:uzé'

arties du mélange rec:;vra--
[fomme des quement prifes.

produits.. mélange total :: produits. S' 48 onces de poivre
: 12: 144 24.8 de mufeade

) - 48 . de geroﬂé"

28 336 &3 1oy £96 onces de fafran.

e 2 {5'5- de canclle

Seconde Refolution.

CXXIV. Si-lon doit allier plus de deux grandeurs, leur mélange {® poura faite
en plufieurs differentes manieres , parcequ'on poura joindre differemment
les prix donnez , en forte que leurs excez fur le prix moyen-, ou leurs
defaurs dérruifent quelques parties les unes des autres , ce qui fera que les
deux fommes des differences pouront varier en plafieurs mianieres. - Ainfi.
dans noftre exemple , fi je joins le plus grand prix 10 avec les trois du
moindre prix , & que je Jaiffe feulde prix 8 ; la premiere fomme n’aura
qu'une feule difference.qui eft 1, & la feconde fomme des autres differences
ou des reftes 4, 3,1, & —3 fera 5 : Et par le moyen de ces deux fommes:
1.& g, je trouverai en operant comme yai fair pour la premiete refolu-
tion , que le mélange peut fe faire en prenant 37 onces plus 3 de cha-
cune des quatre fortes dont les prix ont fervi pour trouver la feconde
fomme , & 186 onces plus + de canelle dont le prix 8 a fervi pour trou.
ver la premiere fomme.

T 2 (R e
, T— 6= 1
canelle 8 fols =~ S8—7=r 7— 4= 3
prixz moyen 7' 1°¢ fomme - 1 NT— =" 4
Sfafran (10 Par 4 25 fomme 5
peivre \ ¢ 1% produir 4 PRr B
mufcade 4 —+ le 2 produit ¢ 2% produir

gerofle 3 fomme des prod. 9

Parrie:, du mélange recipro—
omme des quement prifes.
fprndm'r.r. mélange total 1z produits. 37+ defafran-
_ 1 Y37+ de poivre
oz _ 493 §37:— de mufcade
9¢ 336 % 37+ de gerofle
§ - 196+ {186,1 de canelle
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T roifiéme Refolution.
“ Le mélange peut auffi {e faire en prenant 37 onces plus & de mufcade
& aurant de gerofle , & 87 onces plus & de chacune des trois autres
fortes.

Jafran(re fols 10— 13 T—4—3
canelle < 8 §—r— 1 7—3=—4
_ poivre’ 6 6—y——1 2 [omme 7
prix moyen 7 1% fomme 43 par 3
miufcade {“‘1' par 2 2° produit 21
gomfie s 1%t pradm';_-g plus le 1% 6
L fomme des produits 27
S parties du me’!a}%é recipro-
Sfimme des : quement prifes. '
produits. mélange total i produiss. 371 de muftade
6. 747 V375 de gerofle
2 336 875 de fafran
21, 26133 875 de canelle
875 de poivre

L’on pouroit donner encore plufieurs autres refolutions (emblables.
Mais en rejertant les prix d'une part a une autre , on doit tofijours pren-
dre garde que chacune des differences foit pofitive. Car fil'une des deux
eftoit égale 4 rien , L'on ne pouroit faire aucun mélange par leur moyen,
& fi elle eftoit moindre que rien , 'on auroit des refolutions negarives,
ce qui ne fatsferoit 2 la queftion qu'improprement. Par exemple, i je
joignois d’'une part les prix du fafran, de la canelle & du girofle , & de

autre les prix du poivre & de la mufcade, je trouverois que pour faire
Ie mélange il ne faudroit rien prendre du poivre ni de la mufcade, mais
_quil faudreit toutr prendre des trois autres fortes. Ce qui eft contraire
4 la queftion , car elle demande qu'il entte quelque chofe ay mélange de

chacune des fortes.

10—7=— 3 7—6=—1
i
=7 2 fomme 4
yere formme  * L arties du mélange.
Porac i'pred. %2 produits.  ¢* du poivre
1t produit * f!:«{g;ﬂ * mélange ::c*. * 1x de la mufcade
Jomme des produits 3- 36 =3 12 de fafran
_ 12, :,'56%111 de canelle

e 112 de gerofle

CXXX.
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Et fi je joignois d’une part les prix du fafran & du giroffe , & de
Pautre les trois autres qui reftent , je trouverois que pour faire le mé-
lange , bien loin d’y mettre quelque chofe de la canelle, du poivre & de
la mufcade, il faudroit au contraire que 'on oftaft du mélange, 112 onces
de chacune de ces trois fortes, & que I'on y en'mift 336 de chacune des
deux aurres f{ortes. Ce qui feroit contraire a la queftion , car elledemande
quil entre quelque chofe de chacune des fortes au mélange , & non pas
qu'il en forte quelqu’une.

P s N I ST,
I—T——4% 6= 1

1efomme—1 74— 3
par 3 2f fomme 3
e =T ar 2 s e
wrprod. —3 ok d{: e parties du mélange.
!mpfe - produits. f.—-—u:. de canelle
P go=n3 mé'!d?fg'e 11C—3.—336 —112 de poivre
[vihme des produits —+3. . 336 :: —112 de mufcade
336 de fafran
~+6.~+672 {536 de gerofie

Autre Maniere plus cowrte @& plus facile.

L'operation peut encore eftre rendu¢ plus courte. Car il ne fera poing -
neceffaire de chercher aucun produit , {i le nombre des prix eft égal de-
part & d'autre 5 & fi ce nombre eft inégal , il fera facile de le rendre
¢gal en repetant plufieurs fois quelques-uns des prix, Mais lorfquon a
trouvé les deux derniers termes des proportions , il faut partager chacun -
d’evx en autant de parties égales que Pon confidere ‘de prix de part &
d’autre, & il faur actribuer aux grandeurs dont les prix font repetez , au-
tant de ces parties égales que leurs prix font repecez de fois.

Par exemple , pour refoudre noftre queftion precedente, je joins d’une-
part ‘1o & 8, & parceque ces 2 prix ne font pas'en fi grand nombre que-
les 3 autres qui reftent de I'autre-part , je repete- deux fois I'un de ces
2 prix; comme 8, afin d’avoir trois prix-de part & d’autre. Cela eftant fait, -
je prens les fommes des differences ; la premiere de ces deux fommes eft ¢,
& la feconde eft 8; & leur fomme totale eft 13. J'ordonne enfuite deux-
proportions droites , en écrivant Ja fomme totale 13 au premier de leurs
rermes , 336 onces du prix moyen de 7 fols au fecond, & les deux fom--
mes au troifiéme. . Je cherche les deux quatriémes termes de ces propor-

tions. Ces termes font 1290 & 2067, & leur fomme elt égale 4 336
nombre de toutes les onces’ qui doivent entrer dans le mélange, = Et le:
premier de ces termes 129 marque ce qu'on peut prendre du mélange de Ia
mufcade, du poivie & du gerofle, dont les prix ent fervi pour trouver
la feconde fomme 8, & lautre terme zoa‘il; marque ce qu'on doit pren-
dre du mélange de fafran & de la canelle,dont les prix ont fervi pque

trouver
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trouver la premiere fomme 5. Et afin de dérerminer en particulier ce quil

faur prendre de chacune des fortes , 'on partagera upﬁ en trois parties
égales,, & 43, qui eft le tiers du terme 1297, fera le nombre des onces de
chacune des trois differentes fortes dont les prix ont fervi pour trouver
la fomme §, & -1065 {era partagé en trois parties égales a caufe des
trois prix 10,8, & 8, car 8 eft confideré comme deux, & 68 fera le nom-
bre des onces de fafran dont le prix 10 n’a point efté pris plus d’une fois,
& pour les deux autres parties qui reftent, c’eft a dire GSE & 63:—:, elles

marqueront qu'il faut prendre 2 fois 687, c’eft 4 dire 137} des onces de
la canelle, parcequ’on a fait fervir 2 fois fon prix 8.

prix.
fafran ¢10 fols oIl agdigt—s 0 e
canelle {8- ) A T —g
prix moyen 7 : I s T—3=4
P}f‘ﬂ;f 5-6 yere }WS 2 ﬁimme 8’
milfcaae &
g:raﬂel; . Plmws la 28

fomme totale 13

parties du melange recipro-
quement prifes.

Jomme totale. mélange toral ::  fommes. 437 onces-de poivre
gs- 119~S; g 4-5% de mufcade

3. 336 i 2 S5 de gerofie

3. mﬁ'_‘: { GSﬁ onces de [afran
157:—: de canelle

Au refte lorfqu'il y a [Plus de deux grandeurs & mélanger , I'on peut

trouver une infinité de refolutions differentes. Car bien qu'il y air autant
de prix d’un cofté que d’un autre , comme dans la refolution precedente

& dans d’autres femblables , cependant 'on y peut encore repeter plu--

fieurs fois les prix que: 'on voudra ., pourvit que le nombre en foit tod-
jours confervé égal de part & d'autre , & que chacun foit pris au
moins une fois, '

Par exemple pour refoudre encore autrement noftre queftion , je joins
dune‘part les trois prix 10, 8, & 8, & de l'autre les trois autres prix
6, 4 & 3, ainfi que je viens de le faire dans la refolution precedemte , &
je repete encore quelques prix, autant d’une: part que de l'autre : Par
exemple, je repete encore 1 fois 8 d’une part & 1 fois 3 de l'autre, aprés
quoi je trouve les deux fommes 6 & 12 dont la fomme torale eft 18,
& par leur moyen jé trouve en la maniere accofitumée les deux termes

Ee
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iz & 224 dont la fomme faiv 136, & le premier de ces termes marque
ce qu'il faut prendre du mélange du poivre,,dela mufcade & du gerofle,
dont les prix ont fervi pour trouver la feconde fomme 12, & lautre
terme 224 marque aufli le mélange qu'on doit faire du fafran & de la
canelle , dont les prix ont fervi pour trouver la premiere fomme ¢.
Mais parceque les prix 8 & 3 ont efté repetez 'un trofs fois & l'autre 2,
chacun des termes 112 & 224 eftant partagé en 4 parties égales, 28 qui
eft le quart de 112 fera le nombre des onces du poivre dont le prix 6
n’a fervi quune fois , ce méme quart 28 fera aufli le nombre des onces
de la mufade dont le prix 4 n'a fervi pareillement qu'une fois ; mais
pour les deux autres quarts 28 & 28 qui reftent, ils marqueront qu'il
faut prendre 2 fois 28 ou 6 onces de gerofie dont le prix 3 a fervi deux
fois. Et de méme g6 qui eft le quarc de 224, marquera le nombre des
onces du fafran dont le prix 10 n’a fervi qu'une fois, mais pour les trois
autres quarts §6, 56, & 56 qui reftent , ils. marqueront que I'on doit
prendre 3 fois 56 ou 168 onces de canelle , dont le prix 8 a fervi trois
fois. Et l'on pouroit en méme forte varier infiniment les fommes, &
trouver par ce moyen une infinité de refolutions differentes, k

prix.
fafran c10 fols 10—7—3 . G—r
canelle {8 8—7==x T—4—3
prix moyen 7 87— T—=—4
posvre (6 S 7==1 T—3—4
mufcade ) 4 1¢ fomme 6 2% fomme 1.
gerofle " 3 plus la 2° 12
fomme totale 18
parties du mélange recipro-
quement prifes.
g 28 de poi
Jomme totale. melange toral :: 3 [fommes. = % zg M“;e ;z;f:;:
; ; 2 is on {56 de gerofle
18. 33 i 56 de [afran
11, 224 Y56 S'
s6on s 168 decanelle
56 2

La preuve pour connoitre fi 'operation eft bien faite , ou fi elle eft
mal faite , c'eft de multiplier toutes les grandeurs trouvées chacune par
fon pfix. L’on réduit enfuite tous les produits en une fomme, & fi certe
fomme égale le produit de la grandeur qui fait le melange total |, par le
prix moyen , I'operation eft bien faite ; mais fi la fomme n'eft pas égale
a ce produir, I'operation eft mal faire , il la faut recommencer;
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Démonftration du Probleme.

Soient plus de deux grandeurs a allier comme trois, foient les prix de
ces trois grandeurs a le plus grand, & ¢ & 4 deux aurres plus petits que
le prix moyen que jappelle 4; & foit m le mélange qu'on doit faire
des grandeurs donnces, en forte qu'eftant mélangées elles puiffent valoir
le prix moyen 4. Soit encore e la premiere difference ou l'excez de # fur
b. Donc a—e=b. Et foient pareillement f & g chacun des deux diffe-
rences du prix moyen 4 i chacun des deux moindres prix ¢ & d. Dong
e—+f=b, & d-+g=—b. 1l et vifible que pour faire une julte compen-
fation des trois prix 4, ¢ & d, qui les puifle égaler aun prix moyen &,

il faur que les parties qu’on en prendra foient telles que I'excez d’une

parc détruife les defauts de l'antre. Or muldpliant chacune des ¢égalitez
precedentes , la premiere par les deux dernieres differences f & ¢, & cha-
cunie des deux autres par la premiere difference ¢, l'on trouve
af—ef—ag—eg—bf—+bg, ce—cf—be, & de—teg—be. De fotte que
prenant af__ef—ag—eg, ou bf—-bg qui luieft égale,dela grandeur 4, plus
ce—ef ou be qui lui elt égale,de la grandeur ¢, plus encore de—+eg ou

be qui lui eft égale, de la grandeur 4 ; la fomme fera af—efivag_eg

~Fce—+ef—+de—eg, on bf—+bg—+2be: Et dans cette fomme, il eft vifible
que 'excez de ce qu’on prend d’une part détrui les defauts de-ce qu’on

prend de l'autre, parceque —efi—eg—+ef—+eg—o. Et de plus P'égaliré

fe conferve rotjours avec le prix moyen 4. Ainfi il faudra que la partie
qu'on prendra de la grandeur qui vaut 4, foit a ce qu'on prendra des
autres grandeurs, comme 4f—#bg eft a 2be, ou divilant ces parties par &,
comme f—g cft A 2e, c'eft & dire reciproquement comme le produit des
deux dernieres differences £ & g par 1 nombre de lautre difference e,
eft au produir de la difference unique e par 2 nombre des deux autres
f & g. Mais il faudra de plus que: la fomme de ces parties foit égale
am. Or fi les grandeurs f+g & 2¢ font multpliées chacune par u;

SR > . f'rf—f-gm e
& divifées par f—+g—+2¢, 'on trouvera les deux parties e Ko

dont la fomme eft égale a . & qui font ent’elles comme ftg elt a 27,

c’eft a dire reciproquement comme 2¢ font a f—+g. Or ces parties font
les mémes qu’on auroit trouué par les regles du Probleme? Ces regles
ont donc prefcrit ce qu'il falloit faire..

SurTe pEs REcrLES DALLIAGE.

Les Regles que nous venons de donner pou allier enfemble plus de
deux grandeurs en tant de differentes manietes que I'on youdra , font
‘entierement nouvelles , & ‘je ne fcai point que perfohne en ait encore
donné qui fuflent tout enfemble fi courtes & fi generales, Mais quoique
“la démonftration de la Methode accolitumée des Arithmeticiens ait paff#
chez de fcavans Auteurs pour I'une des démonftrations les slus difficiles
de toutes les regles d’Arithmetique, je croy pourtant que la démonitra-
tion que nous venons d'apporter des noftres ; ne fera pasEForrfiiﬂi;i[e a

¢ 1]
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concevoir , eftane prefque la méme que celle du Probleme precedent. Or
cette démonftration eftant bien comprife ,’on en poura tirerune methode
pour réfoudre plufieurs queftions aflez curienfes qui dépendent de cerrains
alliages on mélanges qui doivent fe faire fans fraction , fur tout fi Fony
joint un peu noftre Analyfe. En vaici des exemples.

Premier Exemple.

‘On me demande qu'avec des fols marquez & des carolus je fafle au-
tant de fols que je prendrai de pieces.

Jappelle le fol marqué m, le carolus ¢, & le fol /i & je dis m—3
deniers vaut 1f; & c—+2 vaut 10 Donc m—3—+c—+2—2/. ‘Enfuite je
multiplie reciproquement m—3 par 2 & c~+2 par 3, & jai 2m—6
—+3¢—+6=5/ ou bien 2m~+3c—yj/. Deux fols marquez & trois carolus
font 5 fols en § pieces.

Si Pon me demandoirt de faire 20 fols en 20 pieces avec des {ols mar-
-quez & des carolus , je n'aurois qu'a multplier ‘égalité trouvée
1m—+36—s[ par 4, & jaurois 8m—+12¢==20f. Huit fols marquez , plus
12 carolus , donnent 20 fols en 20 pieces.

Second Exemple.

On me demande quw'avec des fols marquez , & des deniers , je fafle au=
zant de fols' que je prendrai de pieces. Soitle fol marqué z, le denier 4,
& lefol [ Je dis m—3;—+d—+11=—2/. Donc multipliant reciproquement
m—3 par 11 & d-+ix par 3, jal 1m—33-+3d—+33—=14/, ou bien
1~ 3d=—14m. 11 fols marquez & 3 deniers font 14 fols en 14 pieces.

“Troifiéme Exemple.

On me demande qu’avec des écus , des pieces de 30 fols,de 10, & de
5, je fafle autant de livres que je prendrai de pieces , jappelle I'écu e,
la piece de 30 fols #, celle de 10 d. de 5 ¢, & la livre /L, & je dis
é—40-+t—10—+d—10-+c—~+15==4/. Enfuite jedivile yo fomme des deux
excez 40 & 10 par 25 fomme des deux defauts 10 & 15, & lexpofant
eft 2 par qui je multiplie d—+10-+c—+15. Ce qui me donne e—40-+¢
—10—+2d~+20—+26—+30=6/, ou bien e~ ¢~ 24—~ 2c—¢l. 1l ya de part
& d’autre ¢ livigs en 6 pieces.,

Quatricme Exemple.
On me demande qu'avec des écus , des pieces de 30 fols, de 15, & de
5, je falle aurant de livres que je prendrai de pieces. Jappelle I'écu ¢, la
piece de 30 fols 7, cellede 15 g5 de 5 ¢, & lalivre /, & je dis e_g0-+¢
—10—+7—+§—¢—15==4/. Et comme je ne puis diviler {ans fra&tion go
par 20, je double g5 & jai e—go—+rl10+ 29~k 10+ ok 15—/,
Enfuite je divife so par 25, & je multiplie 2g9—¢ par 'expofant trouvé,
Cela me donne e—+r—+4g9—+20==8/. 1l y ade part & dautre 8 livres
en 8 pieces. :
Cinguieme Exemple.
Un Ocféyre a des méraux dont le 1% vaur 63 efcus le marc, le 2° en
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vaut 45 & le3® 56. On demande combien de marcs il doit prendre de
chacun pour en faire autant de mares de 6o efcus chacun quiil aura pris
des autres marcs ? Jappelle le marc de 63 efcus 4, celui de 45 b, celui
de 56 ¢, & celui de 6o m, & je dis a—3—+b~+ 15—+ c— 4——3m. Enfuite
parceque 3 ne peut divifer que 15 & non pas 4, je divile feulement 15

» par 3, & je multiplie 2—;3 par 'expofant trouvé 5, Je multiplie auffi reci-

proquement 4—3 par 4 & ¢~ 4 par 3, & je trouve { i‘::?l—i- b+ 15— ¢

—+12=I3m , ou bien ga—+b—+3c—13m. 1l y a de part & d’autre 780c eftus
en 13 marcs.
: Avertiffement. :

1l n'eft pas tofljours facile de bien rapporter aux regles les queftions CXXXIV.
qui en dépendent, fur tout, comme on a remarqué ailleurs, fi c’eft d’une
maniere un peu éloignée. Car pour les y réduire, il faur beaucoup d’at-
tention pour en bien penetrer le fonds' & la nature , & pour trouver les
moyens de les réfoudre par ces regles,lorfquon juge qu'elles en peuvent
avoir quelque dépendance. Voici par exemple des queftions affez difliciles
qu'il faut refoudre par des nombres entiers , & qu'on peur rapporter aux

les d’Alliage. Des Auteurs aflez eftimez en ont cri la refolution im-
poflible , & quelques avtres I'ont.donnée a la verité , mais excepté I'illuftre
& le fcavant Monfieur Bachet, je ne fgai pas qu'aucun d’eux I'aic donnée
«que tres-imparfaitement. Car ces queftions pouvant quelquefois {e refondre
en plufieurs differentes manieres par des nombres entiers, car par fraltions
«elles peuvent tofijours 'eftre en une infinité , ils ont crd neanmoins y
fatisfaire , en donnant feulement une refolution , fans marquer , ni fans
{avoir peut-eftre fi I'on pouvoit en donner encore d’autres,ou fi l'on n'en
pouvoit point donner. 3

Sixieme Exemple.

Une troupe de 30 perfonnes compolée d’hommes , de femmes, d’enfans,
& de ferviteurs , ont dépen{é dans un voyage roo piftoles ; chaque hom-
‘meen a dépenfé s, chaque femme 3, chaque enfant 2, & chaque ferviteur 1.
On demande combien il y avoit d’hommes, combien de femmes , combien
d’enfans , & combien de ferviteurs @

- Jappelle chaque homme A, chaque femme £, chaque enfant ¢, & cha-

que ferviteur p, & je divife 100 piftoles par 30, nombre des perfonnes,
afin d’avoir un prix milieu entre les prix 5, 3, 2, & 1. Ce prix milieueft %
ou 3+ quej'appelle m. Je dis enfuite h—r;—ft it et 17 —tpt2i—ym,
o joblerve déja que h—+f~+e—3m. Et ainfi il refte d’allier b avec p,
- ce que je fais en multipliant reciproquement h—1}- par 2%, & p—+2% par
~12. Ce qui donne 2pb~+17p=—3m, dont le produit par 3, pour ofter les
fraltions , et 7h—gp—12m, & ajoiitant a ce produit I'égalité premiere-
ment trouvée h—f—e=—3m, je trouve 8h—+f—+e—+ sp—15m, & multiplianc
~wout par 2, & caufe que 2 fois 1ym=—j3om, je trouve que 16h—1f—+2e
—+10p=—3om=—r00 piftoles. Er ainfi la queftion elt déja refolué. Mais
confiderant ces deux égalitez tirées de la fuppofition méme b—p=—2f, &

: Ee 1jj
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f-+p=1e, je cennois que la refolution (e peut varier differemment. Car je
puis ofter plufieurs fois h—-p & mettre autant de fois 1f. aprés quoi je
pourai aufli ofter plufieurs fois f—+p & mettre autantde fois 2e. Ce qui me:
donne moyen d'apporter toutes ces refolutions differentes , dont chacune
farisfait a la queftion.

b—f—e—tp. h—f— e—t-p. h—f—e—+p. h—f—e—p.

16—+ 22410, I§—+ 4=+ 29, 15—+3—+4—+8  15-F2-+6—+7.
15, 1, 8, 6. 14, 6, 2, & 14, 5, 4, 7. 14, 4, 6, 6.
14, 3 8: 5. 14, 2, IO, 4. 14, L, Iz, 3. I, 8: 2, 7-
13, 7> 4, 6. 13, 6, 6, §. 13, 55 8 4. 5y 4, 10, 3.
5, 3, 12, 2. 13, 2, I4, I 12, 10, 2, 6. 12, 9, 4, §-
P2 (87 16 A e O R, Wl W00 XOSTAR YRR N
Ty 02, 2 B iy PEL, Al e M 30, Ay T 3T, R L8 3k
5, 6, Yo, % . FOL X4, 2o o4y - o [ SR O 1o, 1%, G.. %
10,° "5, 8 X 9, X652y 3. G5 X5y 40 - 95 Ty 65 B
S 18, 2, 2. & 17, 4, 7> 20, 2, L

Autre Suppofition.
Mais fuppofons que la troupe qui xdépen(éles 100 p ftoles, fuft com=
ofée de 1co perfonnes. Les hommes ont dépenfé chacun trois piftoles,,
E*:s femmes chacune 1,- chaque enfant -, & chaque ferviteur +. On de-
mande chaque nombre des hommes , des femmes , des enfans , & des-
ferviteurs @

Je voy que r piftole eft un prix moyen entre 3 qu'a dépenfé chaque
homme & + qu'a dépen(é chaque enfant , & = qua dépenf¢ chaque fer-
viteur : Ceft pourquoi je fais cette premiere égalité h—i— e—p L p—t S—y
piftoles , qui font chacune appellees 4. Je dis enfuite h—a—te—tL==2d.
Donc multipliant reciproquement h—2 par &+ & e~ 1 par 2, je trouve
th—+re=—21d dont le produit par 2 eft h— ge=—54. Jedisaufli h—2—ip
~+<=—24, & mulupliant reciproquement h—2 par + moitié de £, &
p—++ par 1 moitié de 2, jesgrouve th—p—13d, dont le produit par
eft 3h—+7p—d. s Ceft pourqubdi joignant les deux égalitez trouvées | plus
encore f—d, Jai 4h—+f—+4e—+7p=—164, ou je connois déja que pour
faire fans fraction I'égalité qu'on demande, je ne puis mettre moins de
4 hommes | ni moins de 4 enfans , ni moins de 7 ferviteurs. Er cela
eftant le refte de la refolution eft facile & fe peut varier plufieurs fois
en affemblant en plufieurs differentes manieres , & par les regles des com-
binaifons que nous traitterons ailleurs , ces quatre égalitez que nous venons
de tirer dela [uppofition méme,

157¢ gh—+f—tge—r7p—16d. 2% b—v ge=—sd. 3° f=d. 4° 3h—+7p—r10d.

Car des combinaifons ou des affemblages differens de ces quatre équations
particulicres , on trouvera comme a fait Monfieur Bacher par une autre;
methode, toutes les refolutions fnivantes. 3

.
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b=t e—p. b—f—e—p. b=t fte—tp. h— f—+ e~ p.
28—+ j—+4—+63. 27-+5—+12—+§6. 26—+10—+8~+56. 26—+§—+20-+49.
25, 1§, 4, §G6. 25, 10, I6, 49. 2§, §, 28, 42. 24, 1y, 12, 49.
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. Auntre Suppofition.
Mais fuppofons de nouveau que la troupe ne fuft que de o perfonnes,
& quelle air dépenft les soo piftoles. Chaque homme en a dépenf¢ 2,
- chaque femme 2, chaque enfant }, & chaque fervireur 5. Cette queftion
fe peut refoudre comme au premier exemple , mais jela refous plus facile-
ment, quoique ce ne {oit pas fi methodiquemgnt , en operant comme au
fecond exemple. Je dis donc h—1—+f—++=3d. Donc Lh—+f—1'd &
h=+3f—4d. Je dis auffi h—1—+e—+2=—24. Donc Zh—+e—1id &
2h—se=—7d. Je dis encore h—1~tp—+i=—24. Donc ih—+p—i1id, &
b—+2p—3d. Enfuite joignant ces trois égalitez trouvées , je trouve
4b—+ 3~ se—2p—144d, ol je connois déja que pour faire fans fraction
I'égalité qu’on demande, je ne puis prendre moins de 4 hommes, ni moins
de 3 femmes , ni moins de s enfans, ni moins de 2 ferviteurs. Or ayant
déja 14 des 6o perfonnes de la fuppofition, il n'en faut plus que 46, &
n’ayant que 14 des 100 piftoles de la méme fuppofition, il en faut encore
86. 1l faur donc que 46 perfonnes ajotitées donnent 86 efcus. Je mets
46 hommes qui donnent g2 piftoles , c’eft a dire 6 plus qu’il ne faut.
C’eflt pourquoi j'ofte 3 hommes pour les 6 piftoles de furplus , & encore
un homme & fon prix afin qu’il manque quelque chofe ala fomme qu’un
autre nombre de pérfonnes poura remplacer. Je mets donc feulement 42
hommes qui donnent 84 piftoles. Or il faut encore 4 perfonnes , & 2
piftoles , & c'eft juftement le prix de 4 ferviteurs, Je trouve donc
46h~+3f~ se—+ 6p==100 piftoles. Et cetre refolution eft la feule que I'on
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puille donner fans fractions , a cave qu'une ou plufieurs fois 5 plus une
ou plufieurs fois ¢ ne peuvent s’égaler avec autant de fois f. ni qu'une
ou plufiears fois 4 plus une ou plufienrs {"ois{’t;l ne peuvent s'égaler avec
autant de fois £ ni qu'enfin une ou plufieurs fois £ plus une ou pluficurs
fois p ne peuvent s'égaler avec autant de fois e, ainfi quon I'a pé faire
aux denx exemples precedens. Ilen eftainfi de toutes les autres queftions

femblahles.

DES REGLES
PE FAUSSE POSITION,

Lorfqu’il arrive que des queftions propofées paroiffent telles que I'on
ne fcair a quelles regles on les doit rapporter, on a cofitume de chercher
Teur refolution en fuppofant que certaines grandeurs prifes au hazard font
celles que I'on demande,, & les examinant enfuite pour voir fi elles fatis.-
font aux conditions portées par la queftion. Que fi elles y fatisfont , il
eft vifible quelles font de celles que 1'on demande. Mais fi elles n’y fatis-
fonr pas , on ardonne une proportion dans laquelle on met les grandeurs
fuppofées an fecond terme , celles aufquelles on eft arrivé en les examinant
an premier , & les grandeurs données au troifiéme terme. Ec s'il arrive
alors que le quatriéme de la propertion fatisfafle i la queftion , la regle
s'appelle Regle de fimple pofition , ou d'une fanffe pofition.

Mais fi ce quatriéme terme ne f{atisfait point a la queftion, on cher-
che a la refcudre par le moyen de la fuppofition qu’on a déja fiite, & d'une
nouvelle que Pon fait encore. Et la regle sappelle alors Reglede donble
pofitian ou de denx fanffes (Daﬁﬂ'om. Nous expliquerons cette derniete
aprés avoir donné les exemples fuivans pour éclaircir celle d’une polition
fimple.

Premier Exemple.

Une armée eftant défaite , il fe trouve que la {eptiéme partie eft perie
dans le combat , que le tiers s’eft fauvé par la foite, & que 11000 qui font
reltez , ont efté pris prifonniers. On demande lenombre de tous les foldats
qui compofoient I"armée avant le combat, combien de morts , & combien
qui.one pris la faite 2

Examinant un peu la queftion , 'on reconnoit affez qu’elle dépend de -
la Regle deTrois. Car +— % de toure I'armée plus 11000 foldats la com-

pofant toute entiere , i je retranche - & +, .c'elt & dire :° de I'unité, car
il 'y a qu'une armée , le refte I fera le nombre des 11000 foldats qui

font refltez, puifque 11000, foldats avec L & * de l'armée la compofent -

toute entiere. Comme donc = parties de l'armée fontaux 11oco foldats,

ainli 1, qui-marque I"armée entiere dont les 11000 foldats font les = par-

ties , fera au nombre de tous les foldats qui la compofent toute entiere,
& qui eft 210004 parties de Uarmée.  foldats : :  armée.  foldats.

4 11000 i 1. = 21000:

Mais

't
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Mais fuppofant que je ne feache point rapporter cette queftion a la
reg!e de Trois , je cherche ainfi a la refoudre. Je fuppofe qu'un certain
nombre pris au hazard cft celui de tous les foldats , pour faciliter 'ope-
ration jen choifis nn qui foic tel que fa feptiéme & troifiéme partie,
qui font les parties données , foient chacune un nombre entier , ce que
je fais en prenant 21 produit de 7 par 3. Si donc 21 eft le nombre de
tous les foldats, il n’y en a eii que 3 de tuez , 7 qui ayent pris la fuite,
& 11 de refte, car 3 la 7° partie de 21,& 7 quien eft la 3°, eftant re-
tranchez de 21, laiflint 11 pour refte. Or il en doit refter 11000. Jor-
donne donc une proportioni , ol 21 nombre de la fuppofition aura la fe-
conde place, le refte 11 trouvé par fon moyen la premiere , & le nombre
donné 11000 la troifiéme 5 & le quatriéme terme 21000 me donne le
nombre de tous les foldats, dont la 7¢ partie 3000 ont efté tuez , le tiers
7000 ont ptis la fuite , aprés quoi il en eft refté 1ooo prifonniers.

vefte tronvé par la fuppofition. nombre fippof€i: refte. armée entiere-
11, 2t :: 11000, 11000.

Second Exemple.

Une perfonne a fait le tiers d’un voyage & cheval , & la ¢° partie &
pied , & en tout elle a faic 5o lieuds. L’on demande combien le voyage
entier a de lieucs? :

Cette queftion fe rapporte encore -a la regle de Trois. Car fi 2—+%
ou% du voyage font o lieués, 1, on le voyage entier en fera 931,

parties du voyage. lienes :: voyage. Lienes.
$—#+ ou =X, 50 13 I 93k

Mais {uppofant que je ne fcache point rapporter cette queftion A Ia
regle de Trois , je cherche ainfi a la refoudre, r[e {uppofe qu'un cerrain
nombre pris au hazard eft celui de toutes les lieués qui fonr le voyage
entier , pour faciliter I'operation, je prens 15 produit de 3 par g, afin que
fa 3* & §° partie, qui font les parties données , foient chacune un nom-
bre entier. Si donc 15 eft le nombre de toutes les lieués , fon tiers ; &
fa §° partie 3, doivent faire yo lieués. Or elles en font feulement 8.
Jordonne donc une proportion , ol ce nombre trouvé 8 aura la premiere
place, le nombre de la fuppofition qui eft 15, aura la feconde, & le noni-
bre donné des 5o lieuds aura la troifiéme. Enfuite dequoi je trouve que
le nombre des_lieués de rtout le voyage eft 93+, dont le tiers 31y aefté
fait a cheval , & la §° partie 18% a efte faite a pied.

nombre trouvé. nombre [uppefé :

nombre donne. liewes de tout le voyage.
- 8. 53,018

§0. 95%.
Troifiéme Exemple.

Les 4ges de trois perfonnes font 144 années, le premier a trois fois

I'age du fecond , & le fecond a deux fois I'ige du troifiéme. Quel eft
chacun de ces trois 4ges » :

Ff
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Examinant la queftion, il eft facile de voir qu'elle dépend de la Regle
de Compagnie ; car pour y fatisfaire, il ne faur que divifer le nombre
donné 144 en trois parties proportionelles aux nombres 1, 2, & 6, qui
{ont déterminez , a caule qu'ils expriment les rapports connus que les
trois ges ont entr'eux. Car le troifiéme de ces ages eft au fecond qui
le contient 3 fois , comme 1 a 2 qui contient 2 fois 1, & au troifiéme
comme 1 a 6, a caufe que le fecond eft au premier qui le contient 3 fois
comme 2 & 6 qui contient 3 fois 2, Ainfi 'on trouvera par la Regle de

Compagnie que les trois 4ges font, 56 T
le premier 72 années , le fecond 32, 9. T44 22 i
& le troifiéme 16. L 16,

Mais fuppofant que je ne ﬁilache point rapporter cette queftion 3 la
Regle de Compagnie , je cherche ainfi a la refoudre. Je {uppole que la
troifiéme perfonne n'aic qu'une annee,, l_’ige de la feconde fera donc 2,
& celui de la premiere 6, & ces trois dges doivent faire 144. Or ilsne
font que 9 années. J'ordonne donc une proportion ot le nombre trou-
vé g aura la premiere place,le nombre de la fuppofition quieft 1 aura
la (econde , & le nombre donné 144 la troifiéme. Le quatriéme terme
de cette proportion qui eft 16, fera le nombre des années de la troifiéme
perfonne | la feconde aura donc 2 fois 16 ou 32 années , & la premicre
3 fois 32 ou 96. Et ces trois ages en font 144. '

nombre trouwvé. nombre [uppof€:: nombre donué. le plus petit age.
9. b 2 144. 16.

AVERTISSEMENT,

11 fant remarquer que les plus petits nombres [ont tokjours les plus
propres pour faive la [uppofition , parceque Poperation en eft plus courte,
& que fi Uon prend Uunité , il ne faur que divifer le troifiéme terme
parle premier pour en avoir le quatriéme , ﬁ!{r: qu'il foit r{eeeﬂ'xir: de
faire aucune multiplication. Cependant quand il y ades parties aliquotes
déterminées , il eft a propos de choifir pour nombres des [uppofitions des
nombres qui foient tels gue lenrs aliguotes déterminées [oient des nom-
bres entiers , ainfi que nous 'avons fait au premier & [econd exemple,
afin d'¢viter les operations qu'il faudroit faire par frallion en prenant
d’autres nombres pour les [uppofitions. En tout amtre cas je prendrai
feulement Unnité , on bien 2.

.

DE LA REGLE

DE DEUX FAUSSES POSITIONS.

Lot{qu'il y a plufieurs nombres donnez dans la queftion , la regle d’'une
pofition fimple ne peur fervir a la refoudre. Car pour la fuivre, il faur
écrire tout ce que l'on connoit entierement au troifiéme terme de la
proportion , & cependant il ne faur y écrire qu'un nombre, Or en pareilles
rencontres , I'on cherche ainfi a refoudre la queftion,
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L'on fuppofe qu'un nombre pris au hazard eft 'un de cenx que 'on
demande , & on I'examine felon I'eftat de la queftion pour voir 'l y fa-
tisfait ou non. Que fi ce nombre n’y fatisfait pas , Pon marque I'excez
ou le defanr qu'on trouve. Enfuite Fon prend un autre nombre au lieu
de celui de la premiere fuppofition , & on I'examine en la méme foree.
yue fi ce fecond nombre ne fatisfait pas a la queftion non plus que le
remier , 'on marque pateillement ’excez ou le defaut quon trouve,
Les excez fe marquent avec —+, les defauts avec —.
Nous appellerons erreurs ces excez ou ces defaurs , & les nombres pris
pour des {uppoficions feront. fimplement appellez fuppofitions.

REcGrLE.

Or pour refoudre la queftion par le moyen des fuppofitions & des
erreurs , I'on met au premier terme de deux proportions la difference des
erreurs , au fecond la difference’ des {uppofitions , & au troifiéme chacune
des erreurs. On ajodte enfuite le quarriéme terme de la proportion a
la fuppofition quia[{:wi pour letrouver. Les exemples éclairciront la regle.

Mais on remarquera que la difference des fuppofitions fera prife en retran-
chant la premiere [uppofition de la feconde; Et celle des erreurs en retran=
cliant la feconde erreur de la premiere. - .

il Premier Exemple.- _

Les 4ges de trois petfonnes font 100 années , le premier ige furpafle
le fecond de 24 années, & le fecond furpafle le troifiéme de 20 années.
Quel eft chacun de ces trois ages -

Soit r'ann¢e le troifiéme & le-plus petit age , le' fecond fera donc 21
années , & le troifiéme 21-+24 ou 45-annces, & ces trois 4ges 1, 21, &
45 doivent faire en tout 100 années. Or ils n’en font que 67. J'ordonne
donc une proportion ou 67 aura la premiere place , 1 la feconde , mais
patcequ’il y a plufieurs nombres donnez , & qu'it n'en faudroit écrire
qu'un au troifiéme , je connois que la refolution ne peut fe trouver par
le moyen de ma fuppofition feule, je me contente donc de voir combien
il s’en manque que 67 ne foir égal @ 100, & je marque le defaur —;3,
pour la premiére erreur, car 100—33=—=67. Enluite je fais une fuppofition
nouvelle en prenant 2 années pour le troifiéme 4ge au lieu de 1 que
javois pris ; le fecond 4ge fera donc 22, & le troifiéme 66, & ces trois
ages font 70 années. Or ils devroiént en faire 100 ; Il y a donc un defaut
de 3o années , & je marque —s3o pour la feconde erreur, car 100—30—7a.
Cela eftant, j’écris au premier terme de deux proportions —33—+ 30, ceft’
a dire —3 la difference des deux erreurs —33 & —30 ; au fecond rerme,
jécris 1 ou la difference des deux fuppofitions 2 & 1, & au troifiéme
chacune des erreurs —33 & —30. Le quatriéme terme de la premiere
proportion elt 11, & parceque ce terme vient de la premiere fuppofition 1,
qui a donné 'erreur ou le defaut —33, j'ajotite 1 au dernier terme 11, &
12 eft le nombre des années de la troifiéme perfonne, Ou bien auffi le
dernier terme de la (econde proportion eft 10, & parceque ce terme 10

Ff jj
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vient de la feconde fuppofition 2,<gui a donné le defaut —;o, j'ajodte 2
a 10, & 12 elt le nombre des années de la troifieme perfonne | la feconde
£n aura donc 12—+20,c'eflt a dire 32, & la premiere 56, & ces trois dges
12, 32, & 56 font en rout 100 années.

1'% fuppofition 1 e erveur —33 differ. des fupp. erreurs.  3° age.

2° fuppofitron 2| 2° erreur —30 A

15 fisppofition 1 |differ.des err—s;. YA S bl :if} 10:-+ i
Second Exemple.

Les 4ges de trois perfonnes font 100 années | la premiere a 12 années
plus que les deux autres enfemble , & la feconde a 2 fois les années de la
troifiéme & § de furplus. Combien chacune en aura-t'elle?

Soic 1 année le troifiéme & le plus petit 4ge , le fecond fera donc 10
années , & le troifiéme 23, & ces trois 4ges font 34 années ; Or ils en
devroient faire 100, je marque donc le defaur __66. Soit pris en fecond
lieu 2 pour les années de la troifiéme perfonne, la feconde en aura donc
12 & la troifiéme 26, & ces trois 4ges font 4o années ; Or ils devroient
en faire 100, j'écris donc encore le defaur —go, Cela eftant , j’écris au
premier terme d’une proportion —66—+ 60, ou —6 difference des defauts
—66 & —60 ; je n’ordonne que l'une des deux proportions , car une feule
fert autant que les deux ; au (econd terme j'écris 1 difference des fuppo-
fitions , & au troifiéme I'erreur —66. Le dernier terme eft 11, 2 qui j’a-
jotite la premiere fuppofition 1 qui a donné le premier defaur 66, &
12 eft le nombre des années de la troifiéme perfonne , la feconde en aura
donc 2 fois 12 plus 8, c’eft a dire 32, & la premiere 12~+32, plus 12, qui
font 6. Et ces trois ages 12, 32, & 56 font les 100 années,

1% fuppofition 1| 1 erreur —66
2° fuppofition 2| 2 erreur —Go diff.des fupp:: 1% ervenr. 3° dge.
difcr.’dﬁﬁépﬁ._; differ. des err.—6, —HI —66. 11,=F1=—I12,

T reifi¢me Exemple.

Une perfonne ayant rencontré des pauvres, & leur voulant donner a
chacun § fols , elle a trouvé qu'elle en avoit un de trop peu. Et ainfi ne
leur en ayant donné a chacun que 4, il lui en eft’ refté 6. Combien y
avoit-il de pauvres , & combien de fols 2

Soit 1 le nombre des pauvres , pour recevoir ¢ fols il faur encore 1
fol , le nombre des fols n’eft donc que 4. Mais s'il recoit 4 [ols | il en
doit refter 6, le nombre des fols eft donc 4—+6, c’elt a dire 10. Or 4 de-
vroit eftre le méme que ce nombre 10. Mais il s’en faut 6. )’écris donc le
defaut —6. En fecond lieu, foit 2 le nombre des pauvres , pour recevoir
chacun g fols il faut encore 1 fol , le nombre des fols eft donc 2 fois ¢
moins 1, c’elt a dire 9. Mais i chacun regoit 4 fols, il en doit refter ¢,
le nombre des fols fera donc 2 fois 4 plus 6, c’eft a dire 14. Or ¢ de-
vroit eftre le méme que ce nombre 14, Mais il s'en faut ;. Jécris done
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" Je defaur —;5. Cela eftant, j'écris au premier terme d’une proportion —g
difference des erreurs —6 & —y. Cap —6~+g=—=—1. Aulecond j'éciis
1 differegce des fuppofitions, & au troifiéme la premiere erreur —&6.
Le dernier terme de la proportion elt 6 4 qui j'ajotite la premiere fuppo-
fition 1, a caule que la premiere erreur —6 eft un defautr, & ainfi 7 eft
le nombre ‘des pauvres. Et il y avoit 34 fols.

1 fuppofition 1 1 errenr —6 nombre des
2° fuppofition 2 26 erveur —;s. diff. des fupp. 1% ervenr. panvres,

differ.des fupp. 1| differ. des err. —1. ~+I ! —6. —+6,~+1=—7.

SuiTe pE LA REGLE DE DEUX FAUSSES POSITIONS.

Il y a une infinit¢ de queftions, ol 'on ne donne qu'un nombre entiere-
ment connu , lefquelles ne peuvent (e refloudre par la regle d’'une fimple
pofition , parceque 'on y détermine plufieurs parties aliquotes , non pas
d'une méme grandeur , comme dans la regle d'une faufle pofition , mais
de plufieurs differentes. Or ces queftions peuvent {e rapporter 4 la regle
de deux fauffes pofitions. En*voici des exemples.

natriéme Exemple.

On feint qu'une Mule allant avec une Alnefie , fe plaignoir d’efire trop
chargée, & quela Mule luidic; i je t'avois donné un de mes facs , nous en
aurions autant I'une que l'autre , & fi tu m’en ayois donné un des tiens,
j'en aurois le double de toy. On demande combien chacune portoit de
facs ?

Soit 1 le nombre des facs de ’Afnefle , i elle donne un fac a la Mule,
il ne lui reftera plus rien , & la Mule en aura 2 fois autant, Ceft a dire
2 fois rien, Comme donc la Mule ayant recen un fac,il ne lui refte rien,
le nombre de fes facs eft —i; Si donc elle donne un fac a I'Afnefle | il
lui en reftera —2 , & U'Afnefle en aura 2. Or —2 devroit eftre égal
a ce nombre 2, puilqu'alors elles doivent avoir autant de facs I'une qLue
l'autre. Mais il s’en manque 4 que —2 ne foir égal a 2. J'écris doncle
defaut —4. En fecond lieu , foit 2 le nombre des facs de I'Afnefle | fi
elle donne un fac a la Mule, il lui en reftera encore 1, & la Mule en aura
2 fois autant qu'elle , c’eft a dire 2. Comme donc la Mule ayant receu
un fac, il fe trouve quielle en a 2, le nombre de fes facs eft 1. Si donc
elle donne un fac a I'Afnefle, il ne lui reftera plus rien , & I'Afhefle en
aura 3. Or le rien qui refte a la Mule devroit eftre égal a 3. Car elles
doivent avoir autant de {acs 'une que Pautre. Mais il s’en manque 3 que
rien ne [oit égal & 3. J'écris donc le deffaur —3. Cela eftant, jécris —1
difference des erreurs —4 & —j3 au premier terme d’une proportibn,
—+1 difference des fuppofitions au fecond terme, & la premicre erreur —4
au troifiéme. Le quatriéme rerme eft 4, a qui jajolite la premiere (uppo-
fition 1 qui a donné la premiere erreur ou le defaut —4. Er ainfi g eft
le nombre des facs de ’Afnelle, & 7 celui des facs de la Mule, «

Ff iij
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. nombre des
167 fiippofition 1. - 1€ errenr —4 Jacs de
2° fuppofition 2. 2° errenr —; diff.des fupp i 2 1 err. o Uaneff’,
diff. de;ﬁcpp._T differ.des err—1. —+1 i —4s IS,

Cinquiéme Exemple.

On a cueilli dans un Jardin des pommes , des poires & des prunes..
Le nombze des prunes eft 10000, celui des pommes fait la moitié du nombre
des poires & des prunes , & celui des poires le tiers du nombre des pom-=
mes & des prunes. L’on demande combien en tout.on a cueilli de fruirs,
combien de pommes & cm:g:bicn de poires 2

Soit 1 le nombre des poires, le nombre des pommes & des prunes (era:
donc 3. Ot le nombre des prunes eft 10000. le nombre des pommes fera
donc 3—10000, Ceft & dire —9997, & ce nombre eftant pris 2 fois doit
faire 10000—1, ou 10001, C’eft adire le nombre des poires & des prunes.
Or ils font feulement —19994. J'écris donc le defaut 29995, En fecond
lieu, foit 2 le nombre des poires , celui des pommes & des prunes fera
donc 6, & parceque celui des prunes eft 10000, celui des pommes fera
G—10000, c’eft & dire —9994, & ce nombre eftant pris 2 fois doit donner:
10002 le nombre des Poires & . des prunes, Or il fait feulement —19988, :
jiécris donc le defaut —29990. Enfin jécris —g difference des errevrs au
premier terme d’une proportion , —+1 difference des fuppofitions au fecond
terme , & la premiere difference —r1 au troifiéme: Le dernier terme eft
§999, a'qui j’ajolite la premiere [uppofition 1, & je connois que gooo eft
le nembre des poires , 8000 le nombre des pommes , & 24000 le nombre-
de tons les fruits que l'on a cueiliis,

Sixiéme Exemple.

Un Pére pauvre venant a mourir , veut par fon' Teftament que [e
premier de fes enfans prenne 1 efcu fur tous les biens quil laiffe | & la
7% partie du refte ; que le fecond en prenne 2 & la 7° partic du refte | lé
troifiéme 3 & la 7° partie du refte. Et ainfi de {uite. Oril fe‘trouve que
le partage eftant ainfi fait, tous les enfans font-également partagez. L’on
demarde quel eft le nombre des enfans , & combien leur pere a faiff¢ 3
chacun d’eux?

Soit 1 efcu la 7° partie du refte laquelle le premier des enfans doit pref.
dre, ce refle fera donc 7 efcus , & tous les biens du pete 8; fur lefquels le
premier enfant ayant pris 1 elca, il ‘en refte 7, dont ayant pris encore la o
partie, Ceft adire refcu, il aura 2 efcos & le refte fera 6 efcus | fur lefs
quels le fecond doit:prendre 2 efcus, aprés quoi il en refte 4 , dontil doir
prendre enccre la7° partie, il aura donc 2 efcus —+%, Et ce nombre dojr
eftre¢:al aux 2-efcus que lepremiera pris.  Mais ily a £ davantage, Jéeris
donc l'excez £. . En fecond lieu , foir 2 ‘efcus la 7° paftie-du refte que le
piemie. enfant doit prendre, ce refte fera donc2 fois 7 ou 14 efcus, & tons
les bies du pere 15 efcus , furlelquels le premier ayant pris 1 efcu , il en refte
145 do..t ayanepris encore la 7¢ partie 2 efcus, il aura 3 efcus , & le refte.
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fera 12, fur lefquels le fecond doit prendre 2 efcus, aprés quoiil en refte 1o,
dont il doit prendre encore la 7° partie ; il avra donc 2 efcus —+2, ceft a
dire 3-. Etcenombre doit eftre égal aux 3 efcus que le premier a pris. Mais
il yaZ davantage, J'écris donc 'excez £. Cela eftant, j'écris —+ - difference
des erreurs ou des excez au premier terme d'une proportion , — 1 difference
des fuppofitions au fecond terme , la premiere erreur ou le premier excez
-+% autroifiéme. Le quatriémetermeeft -+ 4,que j'ajotiteala premiere {up-
polition 1, qui a donné le premier excez +. Etainfi g eftla 7° partie du rel{‘c
laquellele premier enfant doit prendre. Ce réfteferadonc 7 foisg, cefta dire
35, & qui ajotitant 1 efcu qu'il doit prendre avant la 7° partie, le nomb:e
36 fera celui de tous les biens que le pere alaiflé , fur lefquels le premieg

ayant pris 1—+ 7, le fecond 2+ %’, le troifiéme 3-+%, le quatriéme 4 5
le cinquiéme §-+Z, & enfin le dernier 6—+ 2. 1l fe trouvera que le pere
avoit 6 enfans, a chacun defquels il a laiflé ¢ efcus.

1% fuppofition 3. 1 excez %, _ la 7° partie
2% fuppofition 2. 2% excez +. diff.desfupp:i1texcez. durrefte.
d{ﬁ:a'e:ﬁtp.-—ﬂ_. diff. des excezr—&}_. “+x3i o~ L e

De méme file premier des enfans prenoit 1 efcu & le tiers du refte , le
fecond 2 & le tiers du refte, & ainfi de (uite, le pere auroit laiflé 4 efcus
8¢ 2 enfans qui auroient chacun 2-efcus. Et file premier prenoit 1 elcu &
le quart du refte, le fecond 2 & le quart du refte, & ainfi de fuite , le
pere auroit laiflé ¢ efcus,& 3 enfans qui auroient chacun 3 efcus.

Pareillement fi le premier des enfans prenoit 1 elcu, ‘+:L; du refte | le

fecond 2,—+% du refte, & ainfi de fuite, le pere auro’t laiflé 144 efcus, &
12 enfans qui auroient chacun 12 efcus. Et ainfi de fuite a l'infini , le
nombre des enfans fera todjours celui du fecond terme de la fraction qui
marque la partie du premier refte , lorfqu’on aura diminué ce terme de ['u-
nité , & le nombre des efcus fera todjours le quarré du nombre des
enfans. Ce qui eft un Theoreme affez curieux touchant la nature des
quarrez,
De la Démonftration des Regles.
La Démonftration de ces Regles doit fe tirer des queftions qu’on y rap-
orte , & des fuppofitions par lefquelles on cherche a les refoudre, Car fi
Fa difference des erreurs eft 2 celle des fuppofitions comme les erreurs (ont
aux nombres anfquels les {fuppofitions doivent eftre ajoiitées ou defquels
elles doivent eftre retranchées , 'on trouvera en les {uivant la refolution
que l'on cherche , finon elles n'y ferviront de rien. C’eft pourquoi lorfque
les deux fuppefitions que I’on aura faites ne ferviront pas a refoudre la
queftion, il ne fera pas neceffaire de la chercher par d’autres.
Telles font par exemple les devx queftions que le Pere Tacquet rapporte.
Trouver un nombre lequel eftant divifé par 2, 3, 4,5, & 6, il doit tod-
jours refter 1, ou quelqu’aurre nombre ; mais eftant divi(¢ par 7 il ne refte
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rien. Ou bien encore cet antre. Trouver un nombre lequel eftant divifé
par 7, il refte 3, mais eftant divifé par 3 il ne refte rien. L'on peut voit
les relolutions qu'il en donne pag. 312 de fon Atithmet. pratiq. mais c'eft en
fuivant d'autres voyes : Ou bien encore ce que dit Schooten fur les
queftions de méme forte pag. 407.de fes Exercit. Mathemat, Au refte
toutes les queltions que l'on peut refoudre par le moyen des regles de fauffe
pofition , {e refolvent avec une facilité incomparablement plus grande par
le moyen dé noftre Analyfe ;de forte que ceux qui en fgauront tant foit peu
Fufage n’auront aucun beloin de ces regles. Ainfi je me difpenferai de les
expliquer davantage. Si méme on examine de bien prés Ja nature de ces
regles de faufle pofition ,on reconnofrra facilement qu'elles n’ont rien que
ce qu'elles empruntent de I’ Analyfe & des égalitez. La feule difference eft
prefque celle-ci, que I'on marque dans les unes les grandeurs inconnués par
des nombres connus , & dans 'autre par des lettres inconnués, & que les
railonnemens de celles-1a fe font d’une maniere plus embaraffante & qui
éclaire moins Pefprit que ceux qu’on fait dans I’Analyle, bien que dans
le fonds ces raifonnemens foient les mémes de part & d’autre,

NL AT T PRI VAT TN 2 AT TR BN TN LT TR 27
DES RAPPORTS COMPOSEZ,

La multiplication , ou le produit de plufieurs rapports s’appelle un
rapport compof¢ de ces rappotts, & ces rapports les rapports compofans du
rapport compofé. Cleft ainfi que le rappore + eft appellé compolé des deux
rapports = & %, fi 'on confidere - comme produir de + par &, & recipros
quement = & % s’appellent rapports compofans de ¢, fi I'on confidere +

& & comme les racines de £. De méme le rapport ¢ eft appellé compofé

des‘deux rapports L & +, fi I'on confidere & comme produit de + par +,.
& reciproquement + & + s'appellent les rapports compolans de -, fi I'on
confidere + & I comme les racines de L.

Pareillement le rapporr % elt appellé compofé des trois rapports +, -+ & £

13
fion le confidere comme un folide fait de ¢ produic des deux rapports
4 & £+, par le rappors £. Etilen eft ainfi des autres.

AVERTISSEMENT,

Cette compofition que nous avens appellée multiplication des rapports,
eft prife ordinairement pour une addition de ces mémes rapports. Mais
il eff ¢vident que cetre compofition cff plitoff une multiplication veri-
table de cesrapports gitune addition. Car par exemple on ne peut dourer
qite v & | ne foient de veritables rapports. Or la fomme ou [ addition
de ces vapports eff = —1—=x, & lewr produit on compofition , ou multi-
plication eft + different de *. Et pareillement ~ & 1 [ont de veritables
rapports. O lewr fomme eff £, & lewr produit & different de . La
compofition des rapports n’eft donc pus une addition, mats une multipli-
cation veritable de ces rapports. :
Cette
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Cette multiplication on compofition des rapports n'eft point autre que CXLIL

fa multiplication des frations , puilque les fradtions & les rapports ne
font quune méme chofe énoncée differemment. Ainfi pour trouver un
rapport compofé de plufieurs auttes , on prend le produit des uns par les
autres,, & ce produiteft le rapport compof¢ que l'on cherche. Parexemple
our trouver le rapport compof¢ de + par £, je prends ¢ plan de :par §,
& = elt le rapport compofé de + & +. De méme pour trouver le rap-
port compof€ de *, &, & 2, je prends _;iF folide fair de >, plan de 4 &

1, par >; & le folide Lo le rapport compofé-de £, 1, & . Il en cft-

Ioi
ainfi des autres,

DE LA REGLE

pE TRO1s coMPOSEE,

Certe Regle enfeigne a trouver une grandeur qui' foit & un rapport CXLII.
compolé de plufieurs antres , comme une autce grandeur eft & un autre
rapport qui foit aufly’ compolé de' plufieurs. Par exemple le port de 200
livres de marchandifes appoitées de 300 lieugs colite 4 elcus , combien
le port de 400 livres de marchandifes apportées de goo lieués , doir it
courer d’¢cus ?

Il eft évident que dans cette queftion 'on demande un prix qui foic
nion feulement proportionel au poids des marchandifes qu’on apporte, mais
encore 4 la diftance des lieugs dont on les apporte. :

Dans cette queftion & dans toute autre femblable on propofe totjours-
plus de trois termes connus , mais il n'y en a routesfois que trois prin-
cipaux dont tous les autres font comme dépendans. Ainfi dans noftre
queftion , on propofe les cinq termes connus 200 livres de marchandifes,
goo lieués , 4 écus, 400 livresde marchandifes, & soo lieués, defquels les
trois principaux font les 200 livres de marchandifes 2 qui 300 lieués (&
rapportent , les 4 efcus, & les 450 livies de marchandifes a qui 500
lieués fe rapportent. Or fi les denx termes principaux de la queftion qui
font d’un méme genre , & aulquels la queftion (e rapporte, agiffent’ cha-
cun fur un des termes qui en font dépendans , la proportion compofée eft
renverf¢e ou reciproque. Mais fi cela n’eft point,la proportion eft droire.

Par exemple, fi je dis 4 laboureurs cultivent 8'arpens. de terre dans 3
jours , dans combien de jours 3 laboureurs en cultiveront-ils 24 arpens 2

Les deux termes principaux & de méme genre font les 4 & les 3 labou-
reurs. Or parceque les 4 laboureurs agiffent fur les 8 arpens qui en fone
un terme dépendant , & les 3 autres fur les 24 arpens qui en font aufli
un terme dépendant, je connois que la queftion fe rapporte a la Regle de
Trois compolée & reciproque.

D'E LA REGLE DROITE.

Six1EME PROBLEME. !
Tous les termes d’une proportion droite & compofée eftant donnez CXLIII.
Gg
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excepte un, trouver cé térme inconnu.

1°. On écrit le terme principal 2 qui la queftion fe rapporte a [a troifiémé
lace d’une proportion, & fous lui tous cenx qui en font dépendans,
"autre terme principal & de méme genre a la premiere place , & fous lui
tous ceux qui en font dépendans , & le terme feul & d’un genre different
a la feconde place.

2°. On écrit fous chaque place de la proportion le rapport compofe,
ou le produit des rermes qui s’y trouvent. Cela réduit tous les termes
donnez aux trois premiers d’'une proportion droite, dont le quatiéme eft
celui que l'on cherche.

Premier Exemple.

Le port de 200 livres de marchandifes apportées de 300 lieués coiite
4 cfcus , combien le port de 400 livies de marchandifes apportées de
soo lieuds doit-il cotiter d’efcus 2 :

1°, J'écris les g4oo livres de marchandifes qui font le terme principal 2
qui la queftion fe rapporte ,ala troifiéme place d’une proportion , & fous
Iui les soo lieués qui en font le terme dépendants; j'écris les 200 livres
de marchandifes , qui font I'autre terme principal de méme genre , a la
premiere place , & fous lni les 300 lieues qui en font le terme dépen-
dant ; & les 4 efcus qui font le terme feul & d'un genre different ala fe-
conde place. 2°. Jécris 6o0oo,c’elt & dire le rapport compof€ ou le produit
des 200 livies par les 300 lieugs fous la premiere place ; 4 qui eft feul fous
la feconde ; & 200000, c’eft a dire le rapport compofé ou le praduir des
400 livres par les goo lieués fous la troifiéme place. Cela réduit les cing
termes donnez aux trois premiers d’une proportion droite , dont le qua-
triéme 13+ marque combien le port des 400 livres doit codter. Etainfi
ces 400 livres coliteront 13 elcus plus 20 fols, eftant apportées de so0
liciies, (i I’on {uppole, comme on fait ici,que les 200 livres apportées de 300
lieties chacune cottent 4 efcus.

200 livres 400 livres

e SRl e aie A ?
{300 lieues 4 ofoms {500 lienes

660000 . 4 efcus i: 200000 : 13+ efcns.

Second Exemple,

8 Marchands qui ont chacun 100 pieces de vin a 16 efcus la piece,
gagnent en commun 3200 efcus,combien 11 Marchands qui ont chacun
128 pieces de vin a 12 efcus la piece gagneront-ils en commun d’efcus?

1°. Connoiflant comme au premier exemple que la proportion eft droite,
jécris 11 Marchands , qui font le terme principal A qui la queftion (&
rapporte , a la troifiéme place d'une proportion , & fous lui 128 pieces de
vin, & encore au deflous les 12 efcus de chaque piece ; car ces deux termes
en font comme dépendans ; j"éctis les 8 Marchands , qui font I'avtre terme
principal & du méme genre que les 11 Marchands , 4 la premiere place,
& [ous lui les 100 pieces de vin de chacun de ces Marchands , & encore
au deflpus les 16 elcus de chaque piece , car ces deux termes font dépen-
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danis des § Marchands ; & j'écris enfinles 3200 efcus qui font le terme
fenl & d'un genre different,a la feconde place. 2°. J'écris fous la premiere
12800, c’eft a dire le rapport compofeé ou le folide des trois termes 8, 100 &
16, qui s’y trouvent ; j'écris les 3200 elcus fous la feconde , & fous la
rroifiéme j'éctis 16916 qui eft le folide des trois termes 11, 128-& 12 qui s’y
trouvent. Cela réduit tous les termes donnez aux trois premiers d’une
proportion droite , & 4204 qui eft le dernier terme de certe proportion,
fera le nombre des elcus que doivent gagner les 1r Marchands.

~ 8 Marchands S 11 Marchands

§;oo picces . 3200 eftus 11 <\ 128 piecess .

16 efts ( 12 efcus

12800 . 3200 eftus i3 16916 . 4104 efcus.

T roifieme Exemple,
L’on trouvera pareillement , fi'8 Marchands avec 1000 efcus gagnent
en » mois 7oo efcus , que 10 Marchands avec gooo eftus en gagnerost
dans 4 mois 7000. Il en eft ainfides autres. N

8 Marchands S" 10 Marchands
1000 efcus . 700 efcus :: ?4000 efcos

2 mots . 4 mois
16000 . 70OefcHs i 160000 . 7900

_ Démonftration du Problcme.

Soit prife la queftion precedente. 1l eft vifible que c’eft une méme
chofe de dire § Marchands avec 1ooo , ou bien 1 Marchand avec 8coo
efcus ; Et pareillement c’eft J]a'méme chofe de’ dire 10 Marchands avec
4000 efcus, ou bien 1 Marchand avec 40000 elcus. De forte que fans
changer la queftion elle eft réduite aux ¢ termes 8ooo elcus , 2 mois,
700 efcus , 40000 efcus & 4 mois. Et de nouveau il eft égal de dire x
Marchand avec 8ooo efcus en 2 mois , on bien 1 Marchand avec 14000
efcus dans 1 mois 5 Et pareillement 1 Marchand avec 40000 efcus dans 4
mois , ou bien 1 Marchand avec 16000 elcus dans 1 mois. De {orte en-
core que la queftion demeurant tofijours la méme, tous fes termes connus
font neanmoins réduits aux trois d’une proportion droite , & ainfi le qua-
triéme terme de cette proportion doit donner le terme inconnu que T'on
cherche,

8 Marchands ¢ 10 Marchands
AvVec 1000 ¢fcrs . 700 efcus 1: ] avec 4000 efcus ¢
en 2.-moss gagnent L en 4. mois gagnent ?
| 1 Marchand ¢ 1 Marchand
wvec 8000 efcus . 7e0 efcws i ) St 40000 efCus -
en 2.moss gagne €n 4 mors gagne ?
e 1 Marchand 1 Marchand :
AVEC 16000 efcus . 700 efcus :: '{awé'léoooo efcws . 7000 efcus,

L en 1 mots gagne en 1 mois gagne

Gg jj
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le produit des 3 Laboureurs par les 8 arpens que les 4 autres cu

SEPTIE'ME PROBLEME.

Tous les termes d’une proportion compolée & reciproque eftant dond
nez , excepté un , trouver cé terme inconnu.

1°. On écrit le terme principal & qui la queftion e rapporte, a la pre-
miere place , & fous lui tous ceux qui font dépendans de l'autre rerme
principal & du méme genre ; & Pon écrit reciproquement cet autre terme
a latroifiéme place , & fous lui tous ceux qui dépendent du terme principal
a qui la queftion fe rapporte; & le terme feul & d’un genre diffcrent a la
{econde. :

2%, On écrit fous chaque place de la proportion le rapport compofé on
le produit des termes qui s’y trouvent, Cela réduir tous les termes don-
nez aux trois premiers d’une proportion droite,dont le quatriéme eft celui

.que 'on cherche.

‘Premier Exemple.
4 Laboureurs cultivent 8 arpens de terre dans 3 jours ; dans combien

de jours 3 Laboureurs en cultiveront-ils 24 arpens ?

1°. Connoiffant par 142 8. que la proportion compofée eft reciproque,

.j’écris les 3 Laboureurs, qui font le terme principal a qui la queftion fe

rapporte , a la premiere place d'une proportion droite , & fous eux les 8
arpens qui font un terme dépendant des 4 autres Laboureurs. Et recipro-
quement j éctis les 4 Laboureurs qui font I'autre rerme principal & de

.méme genre a la troifiéme place, & au deflous les 24 arpens que caltivent

les 3 Laboureurs 5 & les 3 jours qui font le terme feul & d’un genre diffe-
renc  la feconde place. 2°. J'écris 24, c'eft a dire le rapport com[imfé ou

tivent,
fous la premiere place; les 3 jours fous la feconde , & 96 ou le produic
des 4 Laboureurs par les 24 arpens que les 3 autres cultivent , fous la
troifiéme place. Cela réduitles cinq termes donnez aux trois premiers d’une
proportion droite, dontle quatriéme terme 12 marque le nombredes jours
pendant lefquels 3 Laboureurs cuItive_ronc 24 arpens de terre, fi Pon fup-
pole, comme on le fait dans la queftion, que 4 Laboureurs en cultivent

8 arpens dans 3 jours.

-3 Labourenrs A B 4 Labourenys
{3 arpens S {2.4. arpens : ?
24 . 3 jours 12 96 . 12 Jours.

Second Exemple.

Si 100 hommes boivent 12 pieces de vin de oo pintes chaque piece
dans un mois qui fait 30 jours; dans combien de jours 1240 hommes
boiront-ils 64 picces de vin de oo pintes chaque piece 2

1°. Connciflant comme au premier exemple que’la proporeion doit eftre
renverfée, j'écris les 1240 bommes a qui la queftion fe rapporte , 4 la pre-
miere place d'une proportion droite , & au deffous les 12 pieces que les
autres 100 hommes boivent, & encore au deflous les s00 pintes de chacune

W
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de ces pieces ; Etseciproquement , j’écris les 100 homimes a la troifiéme
place, & au deffousles 64 pieces dewvin que les 1240 boivent, & encore
-au deflous les 6oo pintes de chacune de ces pieces. 27 J'¢cns 7440000
ou le folide des trois termes 12 0, 12, & oo fous la premiere place;ie
-miois ou les 30 jours'qui lui’ font égaux fous ia feconde ; & 3840000 ou
le folide des trois autres teimes 100, 6+, & 600 (ous la troifiéme. Cela
xéduit rous les termes donnez aux trois premiers d’une proportion droite,
dont le quatriéme 157 marque le nombre des jours pendant lefquels les

1240 hommes boiront leurs 64 pieces de Goo pintes chacune.

1240 hommes 5--100 hommes
12 pieces .. 30 jours 131 3 64 pieces ! ?
§00 pintes 600 pintes
| 7440000 s 30 jours :: 3840000 . g Jours.

Démonftration du Probleme.

Soit prife la premiere queltion des Laboureurs. & des arpens. 1l eft
vifible que ¢’eft une méme chole de dire, 4 Laboureurs cultivent 8 arpens
dans 3 jours , ou bien 1 Laboureur en cultive 8 arpens dans 12 jours ; Et

_pareillement 3 Laboureurs cultivent 24 arpens dans un certain nombre de
jours, ou bien 1 Laboureur en cultive 24 arpens dans 3 fois ce nombre
‘de jours qui eft inconnu, De forte que la queftion demeurant la méme
eft neanmoins réduite a ces trois termies 8 arpens , 12 jours , & 24 arpens.
Or le fecond de ces termes 12 jours eft ‘le rapport compofé des 4 Labou-
reurs & des 3 jours , le dernier terme 36 fera donc aufli le rapport com-
pofe des 3 autres Laboureurs par le nombre inconnu des jours. Si donc
Fon divife 36 par le nombre des 3 Laboureurs qui font l'une de fes ra-
-cines ou des rapports qui‘le compofent, expofant 12 en fera 'autre racire
ou rapport compefant, & le nombre cherché des jours pendant lefquels
les 3 ouvriers peuvent cultiver les 24 arpens. .

On bien encore , {i 4 Laboureurs cultivent § arpens en 3 jours , 1 La-
“boureur n’en cultivera que 2 pendant le méme temps. Etfi3 Laboureurs
-en cultivent 24 arpens pendant un certain nombre de jours ,1 Laboureur
n'en cultivera que § pendant ce méme temps. Or fiun laboureur cultive
2 arpens pendant ;jours , dans combien de jours en cultivera-t'il 8 arpens?
e dernier terme 12 en marque le nombre.

4 Labourenrs. 8 arpens :: 1 Laboureur. - 2 arpens.
3 Labourenrs. 24 arpens :: 1 Laboureur. 8 arpens.
2 arpens. 3 fours, it 8 arpens. 12 JOurs.

DE LA REGLE
pE COMPAGNIE COMPOSEE,

Huortie'Me PROBLEME .
Cette Regle enfeigne & divifer toute grandeur donnée en plufieurs parties CXLV,
' Gg 1i



proportionelles a plufienrs rapports compofez & quifont connus.

Par exemple , 4 Marchands ont fait une bourfe o1l le premier a niis
20 efcus pour 4 mois , le fecond 4o pour § mois , le wroifiéme 6o pour'¢
mois , & le quatriéme 80 pour 7 mois, avec cela ils ont gagné 240 elcus,
On demande quel eft le gain de chaque Marchand a proportion de I'at-
gent qu'il a fourni, & du- temps pendant lequel il T'a fourni 2

On voit facilement que pour refloudre cette queftion , il faut prendte
chacun des rapports compofez de P'argent qu’a fousni chaque Marchand,
& du temps pendant lequel il I'a fourni, c’eft a dire le produit de chaque
argent par Ie temps qu'il a demeuré dans la bourfe, On prend donc les
4 produits 8o, 290, 360, 560, dont la fomme et 1200. L'on écrit cetre
fomme A la premiere place d'une proportion , legain toral 240 ala fe-
conde , & chacun des rapports compofez 2 la troifiéme. Les quatriémes:
termes de ces proportions dennent 14 efcus pour le gain du premier Mar-
chand , 48 pour le gain du fecond , 72 pour celul du troifiéme , & 112 pour:
Ie gain du quatriéme. .

I 1 20 eﬁ‘k:'{ 2° 40 eftus ¢ 3° 6o efcus g 5% 80 efcus

pour 4 mois. L ponr 5 mows. L pour 6 mois. L pour 7 mois.

Produits 8o - 200 —~ 360 -+  §60=—I1200.
fomme des produits, gain total 1 prodiits . gains particuliers,.
8o : 4 gain du 14
e - ok 200 . 48 gain di 2%
' OIS T . 7% gain du 3°
560 . 112 gain du 4°

Demonftration du: Probleme.

Je fuppofe que le premier Marchand fournit # pendant &, le fecond ¢
pendant 4, & le woifiéme ¢ pendant £, & jappelle tout leur gain g. Pour
trouver le gain de chacun, 1°. je prends 4b, ed, efs & j'écris leur fomme
ab—cd ~ref au premier terme d’une proportion', le gain g au fecond | &
chaque rappost compof€ 2b. ¢d, ¢f, au troifliéme , & tousles detniers termes
de certe proportion me donnent les gains particuliers que je cherche. Car
leur fomme eft #, & le rapport des uns aux autres eft égal d celui des trois
produits ab, cd, ef, qui font les rapports compolezde chaque argent-par e
temps quil a demeuré dans la bourfe ; car ces derniers termes ne font que
ces produits mémes mulsipliez chacun également par g, & divifez. pax
ab—rcd-+ef. Ce quinechange en rien leur rapport..

: abg

§ ab. abtcd-sef
e

2 d ab rtf-—f-gf

efe :
gf aﬂtd""h!f

d—i-cd—!-c‘;f; V&

On trouvera dans le méme ordre que-les 4 parties.de tout gain ¢ pro-
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portionelles aux 4 produits ou rapports compofez ab, cd. ef, hl, feront
abg A | Suba PO DY : ite ¢
abted-ref-+hl abred-ref+hl  aberid—ef+hl ab—tedsefhl Et ainfi de fuite 5 COmmE

en a vii déja pour la regle de compagnie fimple.

DES NOMBRES

MULTIP LES,

Avant qne je quitte le traireé des proportions geometrigues , pour
‘entrer dans les progreffions , il faut que je difé ici quelgue chofe des
nombres multiples , qui a guelque rapport aux proportions dont la con-
noiffance [ert beaucoup en plufieurs rencontres. Ce que ['en dois dire
[uppofe la connoiffance de certains nombres appellez ordinairement pre-
miers , ou abjolument on par r?pr: les uns aux autres.

L’on appelle ablolument nombres premiers ceux -qui n’ont peint d’autre
divifeur que Punité ou qu’eux-mémes. Tels font par exemple 1, 2, 3, 5, 7,
i, 13, 17, 19, 23, & les autres,

Mais ’on dit que deux nombres font premiers entr’enx, lorfqu’ils n'ont
point d’autre divifeur commun que l'unité, quoique chacun d’eux puifle
avoir neanmoins plufieurs divifeurs. Par exemple 8, 9, & 35, font pre-
‘miers entr’eux , parcequaucun divifeur de quelquun des trois ne peut
divifer fans refte ni‘l'un ni 'autre des denx qui reftent, 2 & 4 divileurs
de 8 ne peuvent divifer 9,ni 35 ; de méme 3 divifenr de 9 ne peur divifer
8, ni 35 ; & parcillement § & 7 divifeurs de 35 ne penvent divifer § & o.
Ainfi ces nombres font appellez premiers entr'eux,

D’otl il s’enfuic que les deux termes de l'expofant de tout rapporr ou
Afration font premiers entr’eux. Tar ces deux termes font todjours tels

"ils n’ont aucun divifeur commun , puif‘cvlc s’ils en avoient , en divifane
également chaque terme par ce divifeur , I'expofant feroit réduir a de plus
fimples termes. Or cela eft contraire a la définition d'un expofant par
I1. 6. Donc &c.

Neuvie'me PrRoOBLEME,

Cela eftant ainfi, lorfqu'on voudra trouver un nombre entier le plus
petit, qui puifle eftre exa&ement divifé par deux nombres donnez.

On confiderera ces deux nombres comme les deux termes d'une fradtion,
on réduira cette fia&ion a fon expofant , & a'ors le produit du premier
terme de la fracdtion par le fecond terme de fon expofant, ou bien ce qui fera
1z méme chofe, le produit du fecond terme dela fraction parle premier terme
de I'expofant , fera le plus petit nombre qu'on cherche,

Premier .E'xemple.

Pour trouver le plus petit nombre qui puifle eftre divifé fans refte par 8
& par g. Ecrivant %, jevoy que cette fraction eft fon expofanta foy-méme,
celt pourquoy je multiplie 8 confideré comme premier terme de la fraction
par 9 confideré comme le fecond terme defon expofant , ou bien ¢ confideré
comme le fecond terme de la fradtion par 8 cenfideré comme le premiec de

CXLVIL

CXLVIL

CXLVIIL
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fon expofant , & le produit 72 eft le plus petit nombre qui puifle eftre
exatement divif¢ par,8 & par 9.
*—% ou$. 9::8.9. Er 72eff le mambre cherchés
Secand Exemple.

Pour trouver le plus petit nombre qui puiffe eftre divifé fans fefte -
par 9 & par 15, jécris ; ou i—‘, il n'in;porze lequel , pour me déterminer
jiécris %, & je réduis ceite fraction a fon expofant +. Je multiplie enfuite
le premier terme de la fraction par le fecond de fon expofant,c’eft a dire -
9 par g, & le produit 45 eft le plus petit nombre qui peut eftre exate-
ment divifé par 9 & par 15, ou bien auffi , ce qui revient an méme, je
multiplie le fecond terme de la fraction par le premier de {on expofant,
celt a dire 15 par 3, & le produit eft 45 que nous aviens déja trouvé,.

dont la raifon eft que % & & font en proportion, puilque la fraction eft
égale & fon expofant, & quainfi 9. 15 :: 3. 5. Donc le produitdes extrémes
9 & seft égal an produit des moyens 15 & 3.
19?:.:_ oit 9. 15223 5. Et 45 ¢ft le nombre cherché.
. Démonftration. :

Soient ¢ & & deux nombres premiers entr’eux , leur produir peut eftre -
divifé fans. refte par chacun d’eux ; car fi ab elt divilé par a, I'expofans
{era le nombre entier b, & s'il eft divilé par &, I'expofant fera le nombre
entier 2. Et ce produit ab eft le plus petit nombre que les deux 4 & &
puiffent chacun divifer fans refte. Mais fi Pon fuppole qu’il yait un autre
nombre plus petit- que 4b, que les deux a4 & b puiflent divifer fans refte; -
{oit ce nombre appellé 7, foit auffi le nombre entier ¢ I'expofant de »
a a, & le nombre entier f Iexpofant de # a-b. Donc ze—n, & bf—n.
par I. 123. Donc ae—>bf, & ainfi a..b::e f par 97. 5. Ora & b
eftant premiers entr'eux , font les termes !e‘s plus fimples qui font Pexpo-
fant du rapport de ¢ a f. Donc le premier antecedent # eft plus perit-
que le fecond antecedent e, 8 le premier confequent b eft pareillement
plus petit que le fecond confequent f. Or 4 par b fait ab, & « par e
fait ze. Et il et clair queb.c::ab. ae. par I1. 24. & 3. Si donc,
comme on le vient de voir, le terme & eft plus petic que e; le terme a6’
fera neceflairement plus petic que ae. Or ae—n. Donc 4b fera plus
perit que 7 L'on a donc fuppofe une cqntradié‘tion ; Et ainfi 4 f(era le
plus petit nombre que 2 & b puiflent chacun divifer fans refte,

Mais fi # & b v'eftoient pas premiers entr’eux , foit leur’ rapport :T
réduit & fon expolant o+ Donca.b::e.d. Evad—bec par g5. S. le pro-
duit ad peut eftre divile par a, car lexpofant eft 4, il peut I'eftre auffi par 4,
car be qui luy eft égal eftant divifé par b, donne pour expofant le nombre
entier ¢. Or je dis que 4b, ou be qui luy eft égal, eftle plus petit nom-
bre que ¢ & 6 puiffent exactement divifer. Car {i l'on dit que » & &

peu vent
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peuvent auffi divifer fans refte le nombre s qui elt plus petic que 24, je
© prouveray par un raifonnement femblable au precedent , que 44 eft plus
petic que 7 ceft 4 dire qu’on fuppofe une abfurdité.

Dixt¥'ME PROBLEME.

Trouver un nombre le plus petit qui puifle eftre exaltement divifé par
trois nombres donnez,

L’on cherche par le probleme precedent le plus petit que les deux pre-
miers peuvent exaltement divifer, fi le troifiéme le divife aufli, il eft évi-
dent qu'il eft celuy qu'on cherche.

Mais i le troifiéme ne peut le divifer fans refte, I'on cherchera en
méme forte le plus petit que ce nombre trouvé & le troifiéme de ceux
qu'on donne peuvent’ exaétément diviler chacun. Et le’nombre qu'on
trouve eft Ie plus petic qui puifle eftre exalement divifé par chacun des
trols. -

Car (oient les trois nombres donnez @, b, & ¢. Soit & le plus perit
que a & b puiffent” exaGement diviler , & ple plus petit que d & ¢
puiffent exadtement divifer. Soit encore e l'expofant de 4 4 4, & f l'ex-
pofant de 4 a b. Donc ae—d=—bf. par I. 133. Soit parcillement g I'ex-
pofant de p 4 ¢, & b 'expofant de[ a d. Donc eg=—p=—dh. par I .125.
Ot ae—d=—bf. Donc p ou dh—aeh—=>0fh. Le nombre p fera donc di-
vifé fans refte par chacun des trois nombres donnez 4, 4, & ¢. Carp ou
aeh qui luy eft égal, eftant divifé par 2, donne pour expofant le nombre:

entier ¢k 5 de-méme ps ou bfh qui luy eft égal, effant divifE'par 4. donne

pour expofant le nombre entier fh; & pareillement p ou ¢ qui luy eft
éaal , eftant divifé par ¢, donne pour expofant le nombre entier g.” Or
que p foit aufli le plus petic nombre que 4, 6, & ¢ puiffent chacun di-
vifer fans refte, cela (e prouve par un raifonnement pareil a celuy de la
démonftration du probleme precedent , ou bien encore en cette forte. Le
rombre cherché devant eftre divifé par @ & par 4, doit neceffairement’
Peftre par le plus petit nombre 4, dont 2 & & font divifeurs § & il doit
Peftre encore par ¢, felon la fuppofition. Orle nombre p eft le plus petit
que 4 & c puiffent exactement divifer. 1l eft donc celuy qu'on demande.

a=8, b—y, c=13, d—72. Or 7;’:;“ ou 71, 15 1t 24. §.
Donc p=360. e—y. [=S8. g—214. b=y

PremiEr COROLLAIRE,
L’on poura trouver dans le méme ordre le plus petit nombre que
pluficurs autres qu'on' aura donné pouront chacun divifer fans refte,

SEcoND COROLLAIRE,

Er quand on aura ce plus petic nombre ,on en poura trouver'fucceffi-
vement & par ordre d’autres a Uinfini qui peuvent eftre auffi divifez fans
relte par chacun des nombres donnez. Car pour cela I'on n’aura qu'a
multiplier fucce(fivement & par ordre le plus petit nombre qu'on alra
trouyé par chacun des nombres 2, 3, 4, s, 6, &c I

HAb
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ONzi1gME PROBLEME,

Si donc il faut trouver le plus petit nombre dont telles & tant de fes
parties qu’on voudra foient des nombres entiers ; le plus petit nombre que
rous les feconds termes des fradtions qui marquent les parties propofées
pouront chacun diviler fans refte , fera celuy qu'on cherche, Ce n'eft
qu'un Corollaire des deux problemes qui precedent , on plitoft ce ne
font que ces deux mémes problemes enoncez differemment. Ainfi voulant

trouver le plus petit nombre dont 3, &, & ;- foient des nombres entiers,

('on ne changeroit rien pour la queftion , fiau lien de 1 au premier ter-
me , 'on merroit quelqu’autre nombre, ) on prendra 360 le plus petit
nombre que tous les feconds termes 8, 9, & 15 peuvent chacun divifer
fans refte, & ce nombre 360 fera le plus petit dont les parties propofces
foient des nombres entiers ; Et i ce nombre eft (ucceflivement multinlié
par 2, par 3 &c. les produits 720, 1080, &c. feront aufli de ceux dont les
parties propofées font des nombres entiers.

Pareillement pour trouver la plus petite grandeur dont les parties

7 % & + foient des grandeurs entieres, fi I'on fuppole que bdf foit la

plus petite grandeur que &, 4, & f puiflent chacune divifer fans reflte, elle
fera aufli la plus petite dont les parties propofees feront des grandeurs
entieres,

DES PROGRESSIONS GEOMETRIQUES.

DerFINITIONS,,

Tout rapport compol¢ de deux rapports égaux , s'appelle un rapport
donblé de chacun de ces rapports. Ainfi le rapport 5 compofé des deux
rapports égaux > & %, s’appelle doublé de - ou .

Tout rapport compofé de trois rapports €gaux , s’appelle un rapport
triplé de chacun de ces rapports. Ainfi le rapport 2 eft compofé de trois

S & 2 g7 3 £ erinlé
rapports égaux 5, = & g, & ce rapport & elt appellé eriplé de &, ou de ;1?'-,

17
ou de 5

On appellera dans le méme ordre tout rapport compofé de quatre
rapports €gaux , un rapport qzmdr:cp!c' de chacun de ces rapports ; cout
rapport compof¢ de § rapports égaux , un rapport quintuplé de chacun de
ces rapports. Er ainfl des autres.

L’on remarquera que les rapports doubles , triples, quadruples & les
autres , different beaucoup des rapports doublez, triplez , quadruplez &c,
car dans ceux-la le premier terme eft double ou triple ou quadruple du
fecond , u’mis ceux-ci font les produits de deux ou de trois ou de quatee
rapports €gaux.
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PrEMIER THEOREME,
Les plans font entr’eux dans un rapport compofé de leurs racines. CLVII..
Soient deux pl:ms do_nnez be & de. Je dis que leur rapport eft cont-
pof¢ des rapports de b :‘t&d & decae ounde bae & decad ou

- . 3 b v & St £ > 4 J
ce qui eft le méme , que 3 eft compofé de - & =, oude -~ & 7. Toum

‘cela eft clair, & ce et méme qu'une repetition de la definition des rap-
ports compofez. ‘

Par la méme raifon les folides on f{urfolides ou les autres produits ont
un rappo:t compofé de leurs racines. Par exemple le [olide aéc elt au

folide' def dans un rapport compolé de 2. i~ & f:; ou de %, 3 &';i’ ou de
“« b ¢
P }’ & ';l
CoOROLLAFRE

Les quarrez font entr’eux dans un rapport doublé de leurs racines, les CLVIIL,.
cubes dans un rapport triplé , les. quarrez de quarré dans un rappott qua-

druplé &c. Par exemple , le rapport de bb 2 cc, ou %, eft doubi¢ de L.
Le rapport de £ 4 ¢ ou fL:, eft tiplé de %, celui de bt a ¢* ou :’—:, eft
quadruplé de -’:-,. Ecainfi des autres.

SecoNp THEOREME. e
_ Si- trois- grandeors font difpofées de fuite , Vexpofant de la premiere &4 CLIX,
Ia troifiéme eft égal au rapport compofé des deux rapports, 'un de la pre-
miere a la feconde , & l'autre de la feconde a la troifiéme.

; . S i :
Soient ces grandeuss 4, &, ¢ je. dis'que f_ﬂ;—‘ Cela eft évident', car
Pexpofant de chacun eft =2

Tro1s1E'ME THEOREME.
Le rapport d’une grandeur & toute autre eft compofé de tous les rap. CLX,
orts des grandeurs interpofees.. :
Soient les deux grandeurs 4 & g, entre lefquelles toutes les grandeurs 4, ¢,
d, e, £, font interpofées. Je dis que le rapport qui eft entre 4 & geft
compofé de tous les rapports qui font entre v & 4, b & ¢, ¢ & d;
d&e ¢ &f f & g, ounce qui eft le méme que E‘feﬁz compolé de
N d - AT z Atk -
< =, i, = %, f, ou ce qui-eft encore le méme que f_;;fié Celaeft

2 ] £
évident, carl’expofant de chacun eft 5

COROLLAIRL,
_En toute progrefTion, fi deux termes font confecutifs , leur rapport eff CLXI.
ﬁ'mplé; s’ils ont un terme interpof€ , leur rapport eft doublé ; s’ils en ont
deux interpofez , leur rapport eft triplé;s’ils en ont trois , quadruplé; s'ils
en ont quatre , quintuplé ; & ainfi a Pinfini. Car, 1% ce qui fait qu'une
progeeffion eft geometrique , c’elt que le méme rapport du premier ay
ij-
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fecond terme , regne dans toute la progreffion de chaque terme & celui

ui le fuit,
2°, Par le Theoreme precedent le rapport d’une grandeur & toute autre

.elt compofé de rtous les rapports des grandeurs interpofées. Or nous

fuppofons qu’entre les deux termes de la progreffion delquels on examine
le rapport il F ait un , ou deux , ou trois , ou plufieurs autres termes in-
terpofcz , & le rapport de chacun de ces termes a celui qui le fuit eft le
méme ; le rapport des deux termes comparez eft donc compofe de deux,

_ou de trois , ou de plufieurs autres rapports égaux , ou ce qui eft le méme

felon les definitions premiere & [econde , ce rapport eft doublé, ou triplé,
ou quadruplé , doublé s'il n’y a qu'un terme interpofé , triplé s’il y en 2
deux , quadruplé s’il y en a trois. Et ainfi de fuite a l'infini, '

PreMmIiErR ProBLEME,
-Continuer une progreflion geometrique , dont le premier & le fecond
terme font donnez.
Le fecond terme doit occuper aufli la place du troifiéme. Donc en don-
nant les deux premiers termes , on donne aufli trois termes , & par con-

Aequent la regle de Trois donnera le quatriéme qui doit tenir auffi la

place d’un cinquieme. Et par confequent la regle de trois donnera le

fixiéme , qui devant tenir auffi la place d’un feptiéme , la regle de trois

donnera encore le huitiéme. Et ainfi de fuite a I'infini.
Soient par exemple 2 & b les premier & fecond terme d'une pro-

greflion geometrique. Par la definition de cette progreffion, —- 4. 4. eft

A y bb .
le méme que 4. 4 : : b. le quatriéme terme fera donc . Ert ainfia. b: ;6. 5’;
. N . . 1'* o b kb A ] .y bl iy
ou bien en I'exprimant ainfi - «.4.<, ol le quatriéme terme = ne fait
.~y : b, bb.
que le troifiéme de la progreflion. Pareillement avec 4. = : : —'la regle de

Trois_donnera Ei qui fera le terme fuivant de la progreflion ; Et fe fervant

dans le méme ordre des termes découverts , on trouvera que la progreffion
= il ) |f I’ﬁ “a » -
et 4 bich B, 0 b, B be 0 b B Y &c. on bien en Iexpria
o

a aa ae® a3 T A a1 et ey

; P S R B TP 3 5 5
mantainfi $=f==5'="" =72 —7 &c.'ou bien encore en Pexpri-

: - bo B ks b5 be o
mant ainfi =~ 2. b =~ L . = &
A ; i i .
Toutes ces trois expreflions differentes ne fignifient qu'une méme chofe
Aelon nos definitions de la proportion & progreflion geometrique , mais

la derniere eft la plus courte, & la plus ordinaire.

Application du Probleme pour la Regle d'intereff.

L es biens d'un Pupille {e mantant & 8oeo livres , s'il n’en a ripn dé-
penfé pendant 6 annces, & que ce capital lui doive profiter au denier 20.
1’on demande combicn {on Tureur lui doit d’arrerages 2 la fin de la fixiéme
année ?

e divile 8ooo par 20, & l'expofant eft 400, quuc:l eftant divilé pa-
seilllement par 20, lespolant elt 20, Cleft pourquoi je prends les fix
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premiers termes de la progreflion geometrique de 400 4 20, Ces termes
“font <~ 400. 20. 1. oo foosr Enfuite je multiplie le premier terme

gar 6 nombre de toutes les années, plus le fecond terme 20 pat g, hom-

bre de toutes les années moins 1 , plus le troifiéme 1 par 4—6—2,
s p i A — L} e

plus le quatriéme ; par 3—6—3, plus le cinquiéme — par 2—=6—4,

X

-plus-enfin le (ixiéme ;—— par 1=—=6—; & j'ajoflite en une fomme les fix

produits que jai trouvé -Cette fomme qui monte & 2504 livres 3 fols
& un peu plus d’un denier , eft aufli celle de rtous les arrerages que le
“Tureur doit a fon Pupille 2 la fin de la fixiéme année , outre le capiral
des 8coo livres. Tontes fortes d’arrerages échiis pendant plufieurs années,
pouront fe déterminer en -méme forte.

So0o. fomme capitale.

400, les arrerages €chas pour la 17 annce.
40020, pourla 2°.
400—+20~F1, pour la 3%
400—+20— 1 =, powr la 4°.
400~k 20~} [— 5"*.,“"4:,'5: pour la 5t
r T [ ¥ o o
4.0_0:—!- 20—+ It ge o ponr la 6°.
o 3 2 y SN S & _il_ ]
R4O0F100—+ gt Tt — — L2504 livres 3 fols & = d'un [el,

QuaTr1 PME THEOREME.

Chaque terme de la progreffion eft moyen proportionel entre deux
autres qui en fonr également éloignez. Ainfi dans noftre progreflion
e bh by bs B 4 b5 ; o
~—a b - = = o les deux termes b & 5 font chacun egalnmscnt éloi-

b3 151 . b5 . 3 5
gnez de -, & = eft moyen proportionel entte & & -, <-b. 7. car le
3 &2 aih : ¢
,:;apport du terme 4 au terme moycnb; eft 57— qui eft aufli le rapporr de
v £
au terme 2. Ou bien encore b. 2:: %, % ; car le quarré du moyen
a4 d ad d

aa

an
-:f"-‘ eft auffi le produit des exti émes b &-i-; 1l en eft ainfi des autres,

CiNnquit’'me THEOREME.

Le produit de deux termes de la progreffion tels qu'on voudra eft égal
au produit de deux autres pris Pun vers la droite , & l'autre vers la gau-
che de ces termes, chacun dans un éloignement égal.

. b L bd b5 Ue b2 . :
Noftre progreffion eft - a. .=, =, = —. T. Z. Solent pris deux
S / 5 b 8y, . ol
de (es termes a difcretion , comme £ & 4, & deux autres # & 7 pris I'un

b, b :
vers la droite & l'autre vers la gauche des deux termes — & =, & chacun

. - . b k. b -
dans un éloignement égal. Le produit de - par 2 eft o> qui eft aufli
Hh ijj

CLXIIL,

CLXI1V.
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celui des termes 2 &i:, ou bien encore des deux autres b &i*; qui font
aufli chacun dans un éloignement égal.

CorotrLiAIRE,

Le produit du premier par le dernier terme , out du fecond par‘le pe-
miltiéme , ou du woifiéme par I'antepenultiéme , ou du quatriéme par le
przantepenultiéme , fi ce niot fe peut dire , ou tout autre produit de deux
teimes pris chacun dans un eloignement égal I'un du premier , & lautre
du dernier terme | font tous éganx entr’enx,

Six1e'ME THEOREME

Les quarrez-, ou les cubes , ou les autres puiffances des termes d’une-
progreffion , font auffi en progreflion..

Par exem;le les termes de noftre progreffion font 4. b:

= £ Yo -
& leurs quarrez aa. bb. e o &c. qui font auffi en progreffion.-

au a4 at’

‘ 5
bh 3 be P—&C,-

2 an _:;. as

" Car l'expofant de chaque terme a celui qui le fuic eft 2.

CLXVII.,.

CLXVI.

; =0 b
Parellement les cubes des termes donnez font &, &% 5;: f; f;L., o

&c. qui fonr en progreffion. Car I'expofant de chaque terme A celui qui’
le fuir, et 2. 1l en eft ainfi des autres puiflances.

On peut eftie encore fenfiblement convaincu par le moyen de. noftre
progreffion que. fi deux termes font confecutifs , leur tapport eft fimple ;.
s'ils ont un terme interpofé , que leur rapport et doublé ;s’ils en ont
trois interpofez , que leur. rapport. eft triplé , &c. Car foit noftre pro-

gicflion geometrique -~ 4. b. {"E. f;. f—: EJ’% f;} &ec. Le premier terme
eft 2, 8 le fecond eft b, & leur rapporteft = quicft fimple. De méme
le premier terme eft 4, & le troifiéme %, & leur rapport | c'eft & dire 4
divifé par ’;_'" eft 2, qui eft doublé de 5 De méme le rapport du premier.

au quatriéme eft 7 qui eft triplé de 3+ Evainfi de fuite a l'infini,

COROLLAIRE,

On pent conclure par de femblables raifonnemens que chacun de ces:
rapports doublez , cu triplez, on quadraplez, a pour expofant le quarré
ou le cube, ou le quarré du quairé de I'expofant de chacun des rappots:
dont il eft doublé , ou triple , .on quadruplé. Qu,ce qui eft le méme;qu’ﬂ.}.
toute progreflion le premier terme eft, au troifiéme comme le quarré du
premier eft au quarré du (econd. Que le premier eft au quatriéme comme
le cube du premier eft au cube fecond. Que le premier eft au cinquiéme’
comme le quarré du quarré du premier eft au quarré. du quarrédufecond,
Et ainfi de fuite a 'infini. Tout cela n’eft prefque que le Theoreme pres
cedent. differemment énoncé.. 3 Xt -



DES MATHEMATIQUES. Live: V. 47

SErTIE'ME THEOREME. :

En toute progreffion dont le premier terme « eft 'unité , & Te fecond
& un nombre commenfurable entier ou rompu , le troifiéme terme fera le
quarré de ce nombre , le quatriéme fon cube, le cinquiéme fon quarré
de quarré ,le fixiéme [a §° puiffance; & ainfi a l'infini.

. = be 18 :
Cela eft évident, car dans noftre progreffion — «. &, —. = g &ca,. (5i

a=1. " (era le méme que bb, 2 le méme que &, & ainfi la progreflion
fera la méme que <= a. b, bb. b b*. b 4. b
Si par exemple 6—2, la progreffion fera == 1. 2. 4. 8. 16. 32. G4
128, &c.
T x| K 1 1 1

S b 1a progreffion fera <-1. 1. 5. & =, T
Si b—3, la progreflion fera <=~ 1. 3. 9. 27. 81. 243. 729. 2187, &c.

Ec fi 5=, la progreflion fera == 1. +. L. a-‘;‘ i z:;, it e &c.
8i b=¢, laprogreflion fcra <= 1. 4. 16. 64. 256.1024. 4096.1638 4. &c.
' I 1 1
&e,

S B S L A S S s Slaa s S
Et fi6—", la progreffion fera-:- 1. . =. ET TR e TR

COROLLAIRE,

Dans chacune de ces progreffions le troifiéme , cinqui¢me, feptiéme,
neuviéme , onziéme terme , & ainfi de deux en deux, font des quarrez qui
font auffi en progreffion.

Le quatriéme , {eptiéme , dixiéme , treiziéme , & ainfi de trois en trois,
font des cubes qui font avfli en progrefsion.

Le cinquiéme , neuviéme , treiziéme ,dix-feptiéme , & ainfi de quatre en
quatre, font des quarrez de quarré qui font aufsi en progrefsion. Et ainfi
de fuite pour les autres puiffances qui feront aufsi en progrefsion,

DES PROGRESSIONS
MurripLE ET SOUMULTIPLE

CLXIX.

CLXX,

Ces progrefsions geometriques s'appeiient mxl:ip!e: fi le (econd terme CLX ¥,

&t plus grand que le premier , & foumultiples sil eft plus petit. Les
mulriples peuvent [e continuer a l'infini en augmentant, & les foﬁmultip!es
en diminuant. :
‘Chacune de ces progrefsiens eftant renver{ée, c'eft a dire {es premiers
termes devenant les derniers , & les derniers devenant les premiers, la pro-
grefsion fera rendué (odimultiple de multiple , & multiple de foldmulciple.
C’eft ainfi que les deux progrefsions double & folidouble deviennent I'une
folidouble, & l'autre double, & chacune e continué a l'infini,

£ x T r T

Progrefsion foddouble =i~ 128. 64.32.16. 8. 4. 2. 1. 3. & 5. 5. = o

o= &

5]

Progeefsion double == —. AR Ol R B T O 8. 16. 32. 64 128. &c.

1.8
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On voit dans cet exemple comment I'on paffe de la progrefSion-multiple
a la foimultiple , & de la fodmultiple 4 la multiple.

Dans toute progrefsion multipleil y-aune contradiétion éoale quel’on puiffe -
jamais arrivcré&npremier nia {en dernier terme, fi ce n’eftaprés des opera-
tions infinies qui ne pouront jamais (e faire. Nous concevons pourtant que le
dernier de ces termes auquel on n’arrive jamais , eft celui qui ne pouvant
eftre augmenté , eft infiniment grand , & au dela duquel on rie peut paffer
outre, Car s’il y en avoitr encore un autre an deli , ce feroit lvi qni feroit-
le dernier. €e terme doit donc eftre infinimeat grand , car il eft infiniment”
au deffus de P'unité : Et comme tous les nombres finis n’oht qu’un rappore -
fini & dérerminé avec Vunité, ce terme eft encore infiniment au deffus -
de rout nombre fini, & il les peur tous renfermer, mais il ne peur: eftre
renfermé par aucun quelque immenfe qu'it puiffe efire. - :

Et nous concevons au contraire que le’ premier de ces rermes auquel
en n’arrive jamais , eft celui qui ne pouvant eftre diminué eft infiniment:
petit, & au dela duquel on ne peur pafler outre. Car s’il y en avoit un’
autre au dela , ce feroit celui-la qui feroit le dernier. Or comme toute
grandeur eft divifible , & qu'on peut aller en diminuant au deffous , le:
premier terme anquel on n'arrive jamais , ne peut donc eftre que zero , &
ne peut eftre un nombre.. Car eftant infinimrent petic, il eft infiniment”
au deffous de l'unité. Or tout nombre plus petic'que I'unité & qu’on peur
encore-diminuer , n'a qu'un rapport fini & déterminé avec cette unité,
Ce rerme infiniment petit eft donc encore infiniment au deffous de tout:
nombre, & il n'en peut renfermer aucun , c’elt pourquoi ce premier terme
ne peut eftre que zero. Ces chofes font du genre de celles T}'ou peut bien
conceyeir , mais'qu’on ne peut/pas comprendre, parcequ’elles tiennent de
Pinfini.

_ HuiTi'Mms THEOREME;

En toute progrefsion multiple le premier terme moins le fecond divifé -
par le fecond , eft a I'upité , comme le premier terme moins le dernier , eft
a la fomme de tows ceux qui fuivent le premier. -

. Démonftration. Soit noftre progrefsion <= a. b. 3’-:’ o %‘ &ec. forr pre.

d’ﬂ.
mier terme eft 4, le fecond 4, & la fomme de tous les termes qui faivene’
" s b b ad~-04 s B -
AS B BRI N, gy 11: = eft Pexpreftion des trois premiers
termes d’une proportion déterminez par la {uppofition , & qui marquent

que le premier terme @ moins le fecond 4, divifé par b, eftalunité, coms

.
i

’ 4 . ; ; ‘ .
me le premier “—=a, moins le dernier M eftaun quatriémie terme inconnu,
“ #3
: . it . atl- by
Or on trouve pat la Regle de Trois que ce quatriéme inconnu eft —

aih _,  at=be ﬂ-_bs
R i T . Bo
Et ce quatricme terme eftant réduit & fon expofant en divilant égale-
; 3hpaat! )
waent fon antecedent & fon confequent par #4—»& eft * f"—‘-"f;?'-"d'”“ > qui
eft aufsila fomme de tous les termes qui fuivent 4. Er il en eft ainfi de

toure
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voute autre progreffion. Doncen toute progreffion le premier terme moins
le fecond , divifé par le fecond, eft a 'unité , comme le premier terme
moins le dernier , et 2 la fomme de tous les rermes qui fuivent le
premier: | oo

PreEmMiER COROLLAIRE,

Comme toute progreflion droite eftant renverfée, fes premiers termes CLXXIV.
deviennent les derniers , & les derniers les premiers , il fuic de ce Theoreme
qu'en toute progreffion multiple , le dernier terme moins le penultiéme,
_divif¢ par ce penultiéme , eft a I'unité , comme le dernier terme moins
le premier, eftala fomme de tous les termes qui precedent le dernier,

SEconp COROLLAIRE,
La fomme des termes infinis d’une progreffion {otidouble, vaut 2 fois CLXXV..
le premier terme. Soit par exemple cette progrefsion <= 16. 8. 4. 2. 1.
L. %, #. continuée a Pinfini , le premier terme moins le fecond eft

4+
16—8 15—3
8

“—1, & le dernier de fes termes infinis eft zero. Donc

ou ce qui eft le méme 1.1 ::16.2 [eront les trois termes d'ane proportion,
dont lé quatriéme proportionel 16 eft la fomme de tous les termes infinis
qui fuivent le premier terme 16. Or cette fomme 16, plus le premier
terme 16, font tous les termesde la progrefsion qui valent 32, c’eft a dire
2 fois le premier terme 16. Donc &c.

L ERiggi

Trorsteme COROLLAIRE.
La fomme des termes infinis d’une progrefsion fotitriple , vaut une f’o';:s, CLXXV..

* plus la moitié du premier, terme. Car foit cette progrefsion <~ 9.3. 1. ;. ;.

continuée a l'infini , le premier terme moins le fecond , divifé par le fecond,

eft 77 ={=2,& ledernier de fes termes infinis eft zero. Doncz.1::9. 4%,

eft une proportion dont le quatriéme .terme: £ ou 4+ eft la forhme
de tous les termes infinis qui fuivent 9. Qr cette fomme 4%, plus le
premier terme 9, vaut 13+, c'eft a dire le premier terme g, plus fa moitié
45. Donc &c.

On reconnoitra en fuivant le méme ordre , que tous les termes infinis CLXXVII,
de la progrefsion foliquadruple ou de 4 a 1, valent 1 fois plus le tiers du
premier terme. Que rous ceux de la progrefsion de ¢ a 1, valent une fois
plus le quart du premier rerme,

Que tous ceux de la progrefsion de 6 a 1 valent une fois plus la §° partie CLXXVIII
du premier terme, Etainfi des autres a I'infini,

Dot il eft évident que fion prend la moitié d’un tout, plus la moiti¢ de CLXXIX,
cette moirié , plus la moitié de cette nouvelle moitié , plus encore la moitié
de cette derniere moitié, & ainfi a l'infini ; que toutes ces moitiez enfemble
font le tour. Etfion prend letiers d’un tonr , plus le tiers de ce tiers, plus
le tiers de.ce nouveau tiers , & ainfi a l'infini ; que rous ces tiers enfemble
font la moitié du rout.

Et tous les quarts pris de la méme forte en font le tiers.

Toutes les cinquiémes un quart. :

1i
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Les fixiémes une cinquiéme. Ec ainfi de fuite a l'infini.

Premier Exemple.

"On voit par la folution du fophifine des anciens contre le mouvement.
Suppofant , difoient-ils, qu’Achille aille dix fois plus vifte qu'une Tortug,
fi ]a Tortué a une lieuc d’avance ,jamais Achille ne I'attrapera, Car tandis
qu’Achille fera la premiere lieu¢ , la Tortu€ fera la 10°de la méme lieu,
& tandis qu’Achille ferala 10° de la fecondelieué , la Tortué fera la 10° de
cette 10° , & ainfi a 'infini.

‘Tout cela fuppofe que toutes ces dixiémes de dixiémes a l'infini, faflent
un efpace infini de lieués, qui pourtant ne font toutes enfenible qu'une 9°
de lieu¢, felon les Corollaires precedens.

Et c’eft pourquoi Achille doit attraper la Tortuc a la premiere 9° de Ia
feconde lieué. Car allant 1o fois plus vifte que la Tortué, il doit avoir fait
10 fois autant de chemin dans le méme temps. Donc pendant que la Tortu

parcourra une 9¢ de lieu¢ , Achille en doit parcourir '—:, qui font 13.

Second Exemple.
Siun Horlogea detix aiguilles , I'une des heures qui fait fon tour en 12
heures , & 1'autre des minutes qui fait le méme tour en une heure , marquer
tous les points aufquels ces deux aiguilles fe rencontreront.

Pendant que l'aiguille des heures fera fon tour , celle des minutes fera
de ce méme tour , & pendant que l'aiguille des heures fera = de ce tour,
C’eft adire 1 heure , celle des minutes fera = de cette 2. Et ainfi a l'infini.

De forte .que 'aiguille des heures attrapera celle des minutes 4 la ;; minute

aprés la premiere heure, Ert ainfi du refte. Les aiguilles {e rencontreront
filon‘c 4 ces heures ici. 17 27 35 4 53, 650 75 8% 92 107 u ceft
a dire 12 heures, .« :

T roifiéme Exemple.

Ceci pent fervir encore pour déterminer les conjonéions des Planetes.
Par exemple mars*fait fon cours en 2 ans, & jupirer faic le fien en 12,5'ils
fe rencontrent tous deux conjoints au premier degré du Zodiaque , ot eft le
figne du Belier. L’on demande le temps de leur premiere conjonétion , &
les degrez du Zodiaque ot elle doit arriver.

Puifque ‘mars fait fon cours en 2 années , & jupiter le fien en 12,
pendant que mars parcoureta tout le Zodiaque , jupiter en parcourera
{eulement la fixiéme partie , pendant que mars parcourera cette fixiéme
jpartie , jupiter parcourera + de cette fixiéme. Etainfi alinfini. De {orte
que mars attrapera jupiter a la cinquiéme partie du Zodiaque , c'eft a dire
aprés en avoir parcouru les 360,—+72 degrez, Car 72 eft la cinquiéme partie
.des 360 degrez du Zodiaque. La premiere conjonétion arrivera donc au
72" degré qui fe rencontre au 12°, des Jumeaux.

~Or i jupiter acheve fon cours en 12 années , dans combien d'années

1
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en achevera-til la cinquiéme partie. La regle de Trois donne ? ou 27,
c’eft & dire 2 années plus 146 jours. En fuite dequoy I'on pouroir déter-
miner en méme forte tous les autres points de leurs conjondtions julqu’a
ce qu'ils foient de nouveau conjoifits au premier degré. Les degrez du
Zodiaque ou'ils fe joindront feront ceux-cy. 72. 144. 216. 288. ;60. 72,
14.4. 216. 288. 360. 72. &c. & chacune de ces conjon&ions arrivera 2
années plus 146 jours aprés la precedente. Ilen eft ainfi des autres,

Neuvie'Me THEOREME.
En route progtefsion o le premier terme eft au {econd comme nombre
a nombre.
1°. Le premier & le troifiéme, oule fecond & le quatriéme , ou letroifiéme
& le cinquiéme, &c. font entr'eux comme deux nombres quarrez.
2°. Le premier & le quatriéme, ou le fecond & le cinquiéme , ou le troi-
fiéme & le fixiéme , &c. font entr’eux comme deux nombres cubes,
3°. Le premier & le cinquiéme , ou le fecond & le fixiéme, oule troi-
fiéme & le fepriéme, &c. font entr’eux comme deux nombres quarrez de
quarré. Etainfi des aurres. _
Démonftration. Lorfque deux grandeurs comme 2 & b font entr’elles
comme nombre 2 nombre, leurs quarreza« & b6 {ont entr’eux comme deux
nombres quarrez , & leurs cubes &' & &° comme deux nombres cubes. Or
dans noftre progrefsion le rapport de deux termies qui en ont un interpofé

comme le premier & le troifiéme , le fecond & le quatriéme &c. eft P

qui eft doublé du rapport fimple 7. Le rapport de deux termes qui en
ont deux interpofez comme le premier & le quatriéme , le fecond & le
cinquiéme S&c. eft 7. qui eft triplé de 7. Or les deux termes de 5 fone
chacun commenfurables felon la fuppofition. Donc'les deux termes de
% feront entr’eux comme deux nombres quarrez, les deux termesde = com-
me denx nombres cubes. Etainfi des autres. Oubien, ce qui eftleméme,,
le premier & le troifiéme, ou le {econd & le quatriéme &c. font entr’eux
comme deux nombres quarrez. Le premier & le quattiéme, ou le fecond.
& le cinquiéme &c. font éntr’eux comme deux nombres cubes. Et ainfi
des autres, Ce qu'il falloit démontrer.

Dixieme THEOREME,

On prouvera par une démonftration reciproque qu'en toute progref-
fion ou le premier terme & le troifiéme font entr’eux comme denx nom-
bres quarrez, ou le premier & le quatriéme comme deux nombres cubes,
ol le premier & le cinquiéme comme deux nombres quarrez de quar-
ré &c. le premier fera au fecond , ou le fecond au troifiéme com--
me nombre a nembre. Car ces quarrez, ou cubes, ou quarrez de quar~
ré &c. ne {ont que- les rapports doublez ou triplez,ou—quadmplez du rap--
port fimple du premier au fecond terme qui eftant la racine quarrée , ou

1i ij
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cubique , ou quarrée-de la racine quarrée, doit neceflairement eftre coma
menfurable , & fes deux premiers termes doivent par confequent eftre
entr’eux comme nombre a nombre.

OnzieMe THEOREME,

En toute progrefﬁon ou le premier terme n’eft pas au fecond comme
nombre 4 nombre , 1°. le premier & le troifiéme ne font pas entr’eux
comme deux nombres quarrez.

20, le premier & le quatriéme ne font pas entr’eux comme deux nom-
bres cubes. Etainfi de {uite, Car le rapport du premier au fecond ter-
me elt incommenfurable par la fuppofition, Le rapport du premier au
troifiéme ne fera donc pas un nombre quarré, puilqu’il a pour racine ce
rapport incommenfurable dont il eft doublé. Cleft la méme chofedu rap-
port du: premier au quatriéme ou au cinquiéme &c.

Douzig'Me THEOREME.

On prouvera par une démonftration reciproque qu’en toute progreffion,
ol le premier & le troifiéme ne font pas entr’eux comme denx nombres
quarrez,, ou le premier & quatriéme comme deux nombres cubes , & ain-
{i de fuite , le premier ne fera pas au {fecond comme nombre a nombre,
Car le rapport du premier au {econd “terme eft la racine quarrée oucu-
bique &c, de ces rapports qiii ne font pas quarrez ou cubes &c. cetre
facine eft doncincommen(urable, & ces deux termes ne fonr pas entr’eux

comme nombre a nombre,

Tre1zie'ME THEOREME.

En toute progre(fion o le premier & le troifiéme terme font entr’eux
comme deux nombres non quarrez , ou le premier & le quatriéme com-
me deux nombres nan cubes , ou le premier & le cinquiéme comme deux
‘nombres non quarrez de quarrez &c. le premier & le fecond terme font
incommen(urables entr’eux comme on le vient de démontrer , mais on dit

- ¥ L * !
quils font mmmenfumb]eg'en puiffance , c'eft a dire que le quarré du
premier terme ¢ft au quarré du {econd comme nombre a nombre. Car le

quarré du premier terme eft au quarré du fecond comme le premier eft

an troifiéme, Or par la {uppoficion le premier eft au troifiéme comme
5 ’ 4

nombre A nombre. Donc le quarré du premier eft au quané du fecond

comme nombre 4 nombre.
QuAaTORZIEME THEOREME.

En toute progreflion ol le premier & le troifiéme terme ne font pas
entr’etix comme nombre 4 nombre ; le premier 8 fecond rerme font in-
commenfurables en puiffance; c’eft 4 dire que lears quarrez ne (ont pas
comme nombre a nombre. Car le quarré’du premier eft au quarré du fe-
cond comme le premier et au troifiéme. Or on [uppofe que le premier
n’eft pas au troifiéme comme nombre a nombre. Donc le quarré du pre-
mier n'eft pas au quarré du fecond comume nombred nombre,
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QuinziEME THEOREME.

En toute progrefﬁon ot la premiere grandeur n'eft pas a la quatrié-
me comme nombte a nombre, la premiere & la feconde font incom-
menfurables entr’elles en feconde puiffance , c’elt a dire queleurs cubes
font incormenfurables. Car le cube dela premiere eft au cube de la fe-
conde comme la premiere eft 4 la quatriéme. Or on fuppofe qne la pre-
miere n’eft pas 4 la quatriéme comme nombre 4 nombre. Donc le cube
de la premiere n'elt pas au cube de la feconde comme nombre a nombre.

Parcillement fi la premiere grandeur n'eft pas a la cingniéme comme
nowbre a nombre , la premiere eft incommenfurable ala feconde en troi-
fi¢me puillance.

Si la premieren'eft pas ala fixiéme comme nombre & nombre , Ia pre-
miere eft incommenfurable & la feconde en quatriéme puiffance. Er ainfi
de [uite.

StcoNp PROBLEME.

Le premier & fecond terme d'une progreffion geometrique eftant don-
nez, trouver tel autre de fes termes qu'on voudra,

1°. on éleve I'expofant du f{econd au premier terme a une puiffance qui
ait autant de degrez moins deux que le nombre expofant du terme qu'on
demande a d’unitez, e

2°. On multiplie cette puiffance par le fecond terme , & le produit eft
le terme qu'on cherche. Les exemples fuivans éclairciront ces regles.

Premier Exemple.

Un riche Orfevre ayant travaillé pour fon Prince une couronne d’or
enrichie de 26 pierreries d’'un tres-grand prix , & qui luy coditent tout
fon bien , & le Prince le voulant liberalement recompenfer de fes avan-
ces & de fon travail, commande qu’on luy donne tour ce quiil deman-
dera. L’Orfevre dit qu'il fe contente fi on luy paye la couronne a telle
condition que fi on luy donnoit un fol pour la premiere pierrerie, 2
pour la feconde, 4 pour la troifiéme. Et ainfi de fnite en doublant juf~
qu'a la vingt-fixiéme, on luy payera ﬁ:ulemenE la vinge-fixiéme pierrerie,
en prenant toutes les autres pierreries, tout I'or de la couronne , & tout
fon travail par deffus le marché. On demande quel eft le prix de cette
wingt-fixiéme pierrerie dont I'Orfevre fe contente.

Cetre queftion dépend d’une progreflion de 26 termes ,dont les deux
premiers font 1 & 2, & I'on demande quel en eft le vinge-fixiéme ter-
ame? Pour donc trouver ce terme. 17, J'éleve 2 expofant du fecond ter-
me 2 au premier terme I, a la vingt-quarriéme puiffance, qui 4 deux de-
grez moins que 26 nombre des termes de la progreflion, Cette puiffan-
ce eft 16777216, :°. Je multiplie encore cette pmﬁnce par le fecond ter-
me 2, & le produir 33554432 eft le'nombre des folsi que demande 1'Or-
fevre, Et ces fols reduits a des livees font 1677721 livres 6 fols , ceft &
dire un millios & demy , plus 177721 livies & ¢ [ols. ;

Ei i
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Second Exemple.

On fuppole qu’au premier fiecle du monde il y ait ei 8 perfonnes en=
gendrées , qu'au fecond il y en ait eii § fois autant, au troifiéme 8 fois
autant qu'au fecond & ainfi de fuite. On demande combien il y avoit
eit de perfonnes engendrées au feiziéme fiecle du monde , auquel Noé
commenga de batir I’Arche du déluge.

Comme cette queftion dépend d'une progreflion de 16 termes , dont les
deux premiers font 8 & 64, & qu'on demande quel en eft le feiziéme?
1°. j'éleve 8 expofant du fecond au premier terme a la puiflance quarorzié-
me, qui a_deux degrez moins que 16 nombre des termes de.la progref~
fion, cette puiffance eft 35128682795232. 2°. je multiplie certe puiflance
pat le fecond terme 64, & le produit 197823;118884848 eft le {eiziéme-
terme que je cherche, & le nombre des perfonnes qui auroient efté en.
gendrées an feiziéme fiecle. Ce nombre comme on voit furpaffe beaus
coup 19 cent millions de millions de perfonnes.

Troifiéme Exemple.

Monfieur de Brebeenf pour donner uneidée forte de I'éternité par une
conception neanmoins bornée, fait concevoir un nombre dont les chif-
fres s’étendent d’un pole a lautre. On fuppofe queles Anges employent
une heure pour écrire ainfi tous ces chifres en les érendant méme au de-
fa des poles. La premiere minute ils écrivent 10 chifres , la feconde
10 fois autant que la premiere, la troifiéme 10 fois autant que la fe-
conde. Et ainfi jufqu’a la foixantiéme minute qui finic I'heure. On de--
mande combien il y aura de chiffies écrits la. foixantiéme ou derniere mi-
nute par qui ’heure finit.. T

Pour refoudre cette queftion: qui dépend de la progreffion
de 1 a 10, il ne faur qu'élever 10 a4 la cinquante - neuviéme
puiffance , en écrivant l'unité & g9 zero de fuite.. Cela donne
10000 000000000 0C0OC0000 000000000 000000000 00000000 0000000000, -1
celt a dire cent mille milliars de milliars ‘de milliars de milliars de mil-
liars de milliars de chiffies. Et ce nombre eft celuy de tous les chiffies
&crits (eulement la derniere minute. Et pour concevoirla force de la pro-
greffion , & combien ce feul nombre feroit immenfe & prodigieux ,- on
peut remarquer’ que le chiffie écrit icy eft tel, quoy qu'il n’ait rien que -
60 chiffies , qu'il furpafle un grand nombre de fois tous les grains de
fable qu'il faudroit pour remplir entierement le monde depuis f‘e centre
de la terre jufqu’au ciel ou eft le Soleil, Quel furprenant feroit donc rout
le nombre écrit par les Anges 2 Cela nous eft incomprehenfible & comme
inconcevable. Carquoyqu’il foit vray dedite que tout ce nombre immen-
fe n’elt qu’un point & comme rien au regard de I'éternité, quin‘ayant
point de bornes s’étend encore infiniment au dela , il a cependant une
étendué fivafle par rapport a nous que nous le confondons prefque avec
Péternité , quoyque nows l'envifagionss atrentivement, & que nous fafs
fions méme. effort afin de e comprendre.
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Démonftration du Probleme.
Cette démonftration eft fenfible par la veué feule de noftre progrcf'sion

o e i .
== 4. b. 5. 2. = &c. Caron voit que chaque terme eft une puiffance de

-0 L d'l-

Pexpofant 2, laquelle a deux degrez moins que le nombre expofant de ce
serme , & qui eft multipliée par le fecond terme. Par exemple le cinquiéme
terme eft &;:, ceft a dire }:'la troiliéme puiflance de é, multipliée par le [e-
cond terme 4.

Trorsie'me PROBLEME.

Le nombre des termes d’une progreflion multiple,, & fes deux premiers
termes eftant donnez , trouver la fomme de toute la progreflion.

1°. On cherche fon dernier terme par le probleme precedent.

2°. On écrit le premier terme moins le fecond , divifé par le fecond &
la premiere place d’'une proportion, I'unité & la feconde place, & le pre-
mier moins le dernier a la troifiéme. Le quatriéme terme de cette pro-
portion , plus le premier de la progreffion feront la fomme que l'on
«cherche.

Ainfi le premier terme eftant 4, ¢ fecond 4, & le dernier ¢, la propor-

f i e L i
tion fera =%, 1::a—r “7%. Et fon dernier terme <=7 plus a le pre-
b =5

a=b

mier terme de la progreffion, c’eft & dire “=, fera la fomme totale dela

_R=J

progreflion. Cela eft évident par 173. S.

Exemple.
# . . u 3 r
Par exemple , on fuppofe que le Saint Patriarche Abraham m?ormnc
par le mauvais riche , & ne luy pouvant envoyer le Lazare , laifle enfin
diftiller une goutte d’eau, qui eft I'érernité toute entiere 4 romber en cette
forte. La premierc minute cette goutte d’eau defcend de 100 lieucs , la
feconde de 99, la troifiéme de 981%;-. Et ainfi de f{uite felon la progrefsion

de 100 4 99. On demande combien cette goutte.en tombant ainfi , del-
cendra de lieués pendant route I'éternité.

Le premier terme a—roo, le fecond b=—99, & le dernier ¢ auquel la
goutte n’arrivera jamais , et zero, toute la fomme de la progrefsion fera

donc “=F—ro0000. Ainfi la gourte d’eau en tombant pendant toute

I'éternicé, ne poura defcendre que de 10000 lieués.
COROLLAIRE,

Le nombre de tous les termes d'une pro§reﬂion multiple, & fes deux
derniers termes érant donnez , on trouvera la fomme de tous les termes
en renverfaat la progreflion & fuivant les regles de ce probleme , comme
il eft évident par 173. & 174.S.

Quartritme ProBLEME
Deux termes d’une progreffion, & le nombre des moyens proportio-

CLXXXVH,

CLXXXVIL

CLXXXIX,
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nels interpofez érant determinez , trouver tous.ces moyens proportionels,
ou ce qui eft le méme, trouver autant de moyennes proportionnelles en-
tre deux grandeurs données que I'en voudra.

1°. On multiplie la derniere de ces grandeurs par la puiflance dela pre-
miere qui a autant de degrez que 'on cherche de moyennes.

2%, On tire la racine de ce produit marquée par le nombre des moyen-
nes augmenté de 'unité , & P'on a le fecond terme de la progreffion. Ot
le premier terme eftant donné & le fecond eftant découvert , il eft facile
en continuant la progreffion de marquer toutes les autres moyennes qu’on
cherche. :

Soient par exemple donnez les deux termes d’une progrefsion 2 & £,
entre lefquels on demande quatre moyennes proportionelles. 1°. Je mul-
tiplie £ par «' qui eft la quatriéme puiffance de 4, parcequon demande
4 moyennes entre 4 & £. 2°. Je tire du produit 4*f la racine §°. marquée
par le nombre ¢, plus grand de I'unité que le nombre 4 des moyennes
cherchées. Cela me donne f"5%a'f pour le {econd terme de la pro-
grefsion.

Demonftration. Le premier terme eft 4, & j'appelle le fecond x. Or
continuant par fon moyen la progrefsion julqu'au terme donné £ 1l eft

. .y 2 4 x5 Rt &
cl?lr que le fixiéme terme égal au terme donné £ eft 7. Donc *—f, &
2'—a'f. Donc a—p 5".4'f

Premier Exemple. :

Pour avoir la moyenne proportionelle entre les deux grandeurs z & &
on prend leur plan ac, & la racine de ce plan eft la moyenne qu'on
cherche, <~ 4.} ac. ¢. Cleflt ainfi que pour avoir la moyenne entre 3-
& 12, je prends 36 plan de 3 par 12, & 6, racine de 36, eft moyenne en-
te 3 & 1200 3., 6. 12, ]

Second Exemple.

Pour avoir la premiere des deux moyennes proportionelles entre les
deux grandeurs # & 4, on prend le folide fait du quarré de # par 4, &
la racine cubique de ce folide eft la premiere des moyennes qu’on cherche,
< g, pf Cuad. LE2U g,

~Ceft ainfi que pour avoir deux moyennes proportionelles entre 2 & 16,
je prends 64. folide fair'de 4 quarté de 2 par 16, & 4 racine cubique
de 64 eft la premiere des deux moyennes entre 2 & 16, & la feconde fe-
12 8. 0 2. 4..8.16.
Troifiéme Exemple,

On trouvera dans le méme ordie que la premiere desverois moyennes
entte 2 & ¢, elt [/ ae. ~

La premiere des quatre moyennes entre 2 & £, et g/ s%.a'f.

La premiere des cing moyennes entre @ & g, ¢t f/6°.%. Et ainfi de
fuite a I'infini.

Premien
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PrREMIER COROLLAIRE.

81 chaque grandeur donnée eft un quarré, le plan de la racine del’un
parla racine de 'autre eft moyen entre ces deux grandeurs, Soient rar exems-
ple ces deux quarrez aa & bb, le plan ab eft moyen proportionel entr’eux,
<~ aa. ab. bb.. Car l'expofant du premier au fecond terme eft
égal a celuy du fecond au troifiéme. L'un & l'autrede ces deux expofans
eft -

Stcond COROLLAIRE.

Si chacune des deux grandeurs données eft un cube, le folide fair du
quarré de la racine cubique du premier par la racine cubique du fecond,
eft la premiere des deux moyennes qui font entre ces grandeurs , & le
folide fair de la racine cubique du premier des deux cubes par le quarré

de la racine cubique du fecond , eft la feconde de ces deux moyennes.-

# & b font par exemple: les deux-cubes , & les folides azb & abb font les
deux moyennes proportionelles entre & & b'.- Car -~ &, aab. abb. b'.
puilque l'expofant:de chacun de ces termes a celuy qui le fuit ,eft le
méme,

Et {i chaque grandeur eft un quarté de quarré , le furfolide 44 fera la-
premiere des trois moyennes entre ces deux grandeurs , la feconde fera:

aabb, & la troifiéme ab’.
De_méme les quatre moyennes entre #° & &%, feront a'bs a'bb. aab’,
ab*. 11 en eft ainfi pour les autres puiffances a infini. -

Troi1s1EME COROLLAIRE:

Et {i les produits ac, ou azd, ou d'e, ou 4°f, ou @’z &c. nefont pas
quarrez, ou cubes, ou quarrez de quarrez , ou_des puiffances parfaites
dans le genre de leurs degrez’, la racine qui doit eftre la premiere des
moyennes qu'on cherche , ne poura eftre: qu'une. grandeur incommen--
furable.

Application du Probleme pour les Regles dintereft. :

Une perfonne eftant obligée de payer a une autre 17579 livres 12 fols
6 deniers au bout d’une année , elle convient avec elle de luy payer cette
fomme au bout de 6 mois , a condition qu’elle rabattra les interefts a rai-
fon du denier 20 dans une année, L’on demande combien elleeft obli-
gée de payer au bout de 6 mois ?

Premierement , fi 20 fois 12 ou 240 deniers fonr 1 livre, 12 fols 6 de-
niers , ou 150 ‘deniers , feront & d’une livre, & la fomme totale qu’on doit
payer au bout des 1z mois fera 175795 de livres. :

Pour operer facilement & fans fration, je multjplie cerre fomme en
méme temps par 1000 & par 4’ que je fuppofe égald - ce qui ne
change rien. Or 17579 par 1000 fait 1779000, & + pat 1000 fait 625,
qui eftant ajotitez a 17579000, la fomme entiere qu'on doit payer au bout
des 12 mois fera 175796254,

deniers, liwre :: deniers, livre.
25 5o §o00s
14.0. - (h1F 250, §— g —0zj.

CXC.

CXcr,
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Or fi 21 livres payées au bout de 12 mois , viennent de 10 livres payées
argent contant, la fomme 1757962¢4* payée au bout de 12 mois , de com«
bien viendra-t’elle 2 La regle de Trois droite donnera la fomme 167425004
pour celle qu'il faudroit payer argent contant. Cela eftant ainfi, il eft vifible
que la fomme 167425004° payée argent contant , doit profiter en méme
proportion dans 6 mois , que la fomme a payer au bout des.¢ premiers
mois doit profiter pendant les 6 autres qui reftent. Ainfi cette fomme &
payer au bout des 6 mois eft moyenne proportionelle entre 175796254' &
167425004 Prenant donc le produit ‘des extrémes & celuy des moyens,
P'on aura 29432687156250044"=—2%, & tirant la-racine quarrée de part &
d’autre , 'on trouvera que 171530574 eft la racine du plus grand quarré en«
tier renfermé dans 29432687156250044°—22,& ainli z:=—171559574’. Effa-
cant donc &', & divifant cette fomme par 1000, 'on aura 17155 livres plus

':’:,. ‘Multipliant donc g57 liyres par 20 pour en faire des fols ,'on aura

19140, qui eftant divifé par 1000, donne 19 fols plus ‘—"; Multipliant
donc 7 fols par 12 pour en faire des deniers , 'on aura 84, qui eftan,
divilé par 50, donne 1 denier plus T, ceft a dire prefque 2. La fomme

a payer au bout de.6 mois , fera donc 17155 livres 19 fols & environ 2
deniers,

Mais fi la perfonne eftoit convenué de payer la fomme precedente
17§796:54* au bout de 4 mois , enrabattant les interefts & railon du denier
20 dans une année. L’on demande combien elle feroit obligée de payer
alors 2

Si 21 livres payées an bout de 12 mois , viennent de 20 livres payées
argent contant ,la fomme 175796254 payée au ‘bout de 12 mois , viendra
de 167425004 payée argent contant. Or la fomme 16742504° payée at-
gent contant , doit autant profiter pendant les 4 premiers mois, que celle
qu’on doit payer an bout de' 4 mois doit profiter pendant les 4 {uivans,
ceflt adire julqu’au huitiéme , ou bien autant que la fomme qu'on paye-
roit au bout de 8 mois devroit profiter julqu’an bout du 12°, auquel temps
fe fair le payement 175796254, D'oul il eft clair que les deux payemens
qu’on feroit au bout du quatriéme & du huitiéme mois , font denx moyens
proportionels entre 167425004 & 175796254'. Ot pour en trouver le pre-
mier , qui eft celuy qu'on doit payer au bout des 4 mois , il faut multi-
plier le quarré de 167425004 par 175796254, & tirer la racine cubique
du produit 49277676471351562500004°. Cette racine elt 170170164,
Divifant donc 17017016 par 1000, 'on trouvera que le payement quon
doit faire eft 170.74ivres & environ 4 deniers, A
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i&pre’.r' 12 mois. argent contant :: apre’: 12 moss. argent contant,
21 livres. 20 livres i i 175796254'.  167425004%, raciile.
2803113062500004° quarré.
Tivres 17017/016 ar 175796254 :
: FO57 i a1y EiephE §79625%
AVHEO v 4]927{767]647|135[156|250 0004’ Produit.
fols o320 T] 715 o] "1} 7] o] 1| 64" rac. cub.
73 3
2
3| 20
deniers 31840

Et fi la perfonne eftoit convenué de payerlafomme au bout de 8 mois,
il faudroit prendre la feconde des {ommes proportionelles entre 15745004
& 175796254'. Ce qui fe fait en multipliant le quarré de celuy-cy par
16745004, & tirant la racine cubique du produit, cette racine cubique
eft 172960334%. Divifant donc 17296033 par 1000, l'on trouvera que le
payement ‘qu’on doit faire au bout” des 8'mois eft 17296 livres & prefque
8 deniers.

argent contant. au bout de 12.mois : s argent contant. an bour de 12 mois. -

20 livres- 21 livres, 167425004, 175796254’ racins.
5090432:5;0615.#‘. guarré,
$ivres 17296j033" par 167425004". -
S AmSt g §l174]156]029] 491|914 | 061 500a%. produit.
fols o|66o 1. 7] 2] 9] 6] of 3| |3&.rac.cub.:
; 12"
3 """; 5";')
6|60
aehfer..t_; 9—;0 4

De méme s’il falloit trouver combien la petfonne devroit payer anbout *
de trois mois, parce que 'année eft' compolée de 4 fois trois mois, la
progreflion auroit ¢ termes , & il faudroit trouver la premiere des trois
{fomnies moyennes proportionelles entre celle qu'on payeroit argent con-
tant qui'fait le premier des 5 termes de la progreflion , & Iautre fomixe
qu'il faudroit payer aw bout des 12 mois , qui en fait le cinquiéme ter-
me; ou bien parce que la fomme moyenne entre ces deux eft celle quiil
faudroit payer au bout de fix mois , c’eft a dire la feconde des trois fom-
mes moyennes , on chercheroit feulemient la moyenne entre la fomme & -
Payer argent contant & celle qu’il faudroir payer au bout des 6 mois,
Pour avoir celle qu'il faudroitr payer au bout des 3 mois, Et tout cecy
{6 feroit fans autre extraction que de racines quarrées,

' N{ais fi le payement devoit {e faire au bout de 75 jours , ceft a dire
aptés la cinquiéme partie de 'année; ilfaudroit trouver la premiere des 4
' Kx ij
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moyennes entre les fommes connués, ce qu'on né pourroit faire fans'exs
‘traire une racine cinquiéme,

Or comme ces operations font extrémement longues & ennuyeufles fur
“tout fi la progreflion doit avoir plufieurs termes , & quon a cependant
“fort [ouvent befoin dans les contes de trouver de femblables fommes, I'onr
a trouvé moyen de les faire affez facilement par une feule operation , en
{e fervant pour cela de certaines Tables qui fe forment felon les differens
interefts dont on veut convenir. Voici comment. L’on ﬁtppoﬁ: qu’un nom-
*bre fort grand de la progreffion decuple comme 10000000 eft une fom-
me capitale jointe avec I'intereft qu’elle produit dans une année, & l'on
_appelle ce nombre la racine des Tables. Aprés quoy , fi 'en convient de
Pintereft , comme par exemple du dernier 20 dans une année, le capital
avec fon intereft fera 21 au ‘bout d'une année. Ceft pourquoy 'on dit fi
21 viennent de 20,de combien viepdra 100000002 La regle de trois droite
.donne 95238¢9%, comme les nombres font choifis fort grands , I'on ne
Taifle aucune fraction lor{quil s’en trouve , mais {i elle eft plus grande que
+,comme icy ot ;- furpafle 1, I'on ajofite l’unitéil’cxpo[’ant trouvé, finon,
Y'on rejette la fraction comme peu importante, puilquielle ne vaur pas la
cent milliéme ou la millionniéme partie de l'unité,, & quainfi toute 'er-
rear qui pourroit provenir de la ne peut eftre affez grande pour caufer
feulement la perte d’un denier, 'on aura donc 952:810 pour la fomme
.capitale qui jointe avec fon intereft donne 10000000 au bour d’une année,
En fuite 'on divile le quarré de cette fomme rar 10000000 , QU ce qui
revient au méme & pour abreger I'on multiplie 9523810 par 20, & 'on
divife le produit par 21, & l'expofant 90701295 eft la fommie capitale qui
jointe avec fon interelt donne 10000000 au bout de 2 ans. Et parce
que les fommes capitales , qui d’une année a l'autre donnent rofijours la
méme fomme 10000000 pour le capital joint avec fon intereft , font les
termes d’une progreffion geomertrique , dont les deux premiers 9523810 &
9070295 font déja connus, fi on la ocontinué , fon troifiéme terme
8638376 fera le capital , qui joint avec fon intereft donne 10000000 au
bout de 3 ans; le quatriéme 8227025, celuy qui donne la méme fom.
me au bout de 4. & ainii des autres. Et comme le rapport d’un terme 4
«celuy qui le fuit eft todjours le méme que celuy de 21 a 20, il fuffira pour
trouver par ordre chacun de ces termes de multiplier todjours le dernier
trouvé par 20, & de divifer le produit par 21, pour avoir celuy de 'an-
méé qui (bit immediatewent.

La raifon detout cela eft évidente. Car de méme que la fomnme & payer
argent contant que nous appellons capitale, demeurant tofijours la méme,
Jes fommes qu’il fandroit payer au bout de certains remps égaux fone les
termes d’une progreflion geometrique. De méme aufli la fomme a payer
au hout de tous ces temps égaux demeurant todjours la méme , il faut
AT une mutuation reciproque que les fommes capitales f{oient auffiles tex-
ses dune Progrcﬁion geometrique,
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"Les autres tables feront formées en méme forte que celle-cy, car fi
‘Pinterelt eftoit audernier 16 pour une année, I'on multiplieroit r0co00000
‘par 16, & V'on diviferoit le produit par le capital 16 plus fon intereft 1,
c’eft a dire par '17. enfuite on multjplicroi: Pexpofant trouvé par 16, &
‘Pon diviferoit le produit par 17, &c. Et fi lintereft eftoit du denier 15,
Pon multipliera todjours par 15 & l'on diviferoit par 16. il en eft ainfi
des autres.
Stevin a calculé ces Tables pour 30 années felon les interefts de 1, 2,
3, &c. julqu’a 16, pour 100, & felon ceux des deniers 15, 16, 17, 18, 19,
& la Table de 5 pour 100 eft la méme que celle du denier 20, car com-
me 1 vient de 20, ainfi 5 vient de 100. Si 'on fuppofe pour l'intereft de
chaque année le denier 10, ou 15, ou 16, ou 20. Certe Table fervira
pour 1o années.

.anndes. an denierto. an denier x5. au denier 16. an denier 20,

i 9090909 $695652 862 0690 9523810
2. 8264463 7561437 7431629 907029 §
3 7513148 6575163 6406 577 36,8376
2te 6830135 717533 §52291 1 8227025
L 6209214 4971768 4761130 7835262
G. 5644740 4323277 4104422 7462154
~7 §1314582 3759371 3538295 7106813
-8. 466 507§ 3269018 305025 4 6768393
9. 4140977 28426 24 262929 6446089
0. 385543 4 247847 2266855 6139132

‘Or voicy comment ’'on fe fert de ces Tables, Si tous les biens d'un
Pupille fe montent a 1600 livres, & qu'ils profitent au denier 20 par an-
‘née. L’ondemande & quoy montera eette fomme avec fes interefts au bout
de 8 années?

L’on verra dans la colomne du denier 20 dont 'on convient, quelle
fomme répond 4 8§ nombre des 8 années. Ce nombre et 6768393. L'on
.dira dong; fila fomme capitale676839; avec fes interefts montea 16000000
Yivres ( qui font la racine des Tables) en 8 années, a combien montera le
«capital des 1600 livres pendant le méme temps, I'on trouvera 2363 livres

plus $18 7541 qui vaut environ 18 fols 6 deniers.
A7 6758803

Et I'on remarquera dans ces {ortes de queftions que fi les fommes font
ipetites,’on poura retrancher de la racine 10000000 & du nombre quon
aura pris dans quelque colomne , deux ou trois chiffres a droite aprant
de part & d'autre, car ceci ne peut gueres donner de perte qui foit de
la valeur d’un double ou d’un denier. Ceux qui voudront voir plus au
long l’u{'age & la conftruétion de ces Tables pourront lire ce qu'en dic
Stevin,

Kx iij
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DES 1,0 GARITHMES..

Lorfque deux progreffions ,I'une arithmetique, & l'autre geometrique; .
font tellement difpofées , que les termes de I'une répondent aux termes de
lautre , chacun  chacun & dans un méme ordre , les termes de la progref2
fion arithmetique font appellez logarithmes ou expofans de ceux qui. leur -
répondent-dans la geometrique. : '

Ainfi dans ces denx progreflions qui fuivent, le nombte « eft le loga=
rithme de Punité , 4—+d eft le logarithme du terme &, a—24 celuy de 64, .
a~+6d celuy de &%, Ert ainfi des autres.

Progr. arith, #,a-+d. a~+2d. 4+ 3d. 4~ 4d. a— 5d. a—+6d. a—7d. &¢.
B L el R AR

es gla
Progrigeon. = 11 4. 8 " Ter.. 32.- G 3280 8c.

La principale proprieté de ces progreffions, ceft.que fi-l'on chaific
quelques termes de la geometrique qui foient en proportien pareillement
geometrique , les logarithmes qui leur répondront feront auffi en propor-
tion arithmetique , continué fi la geometrique eft continué ; & non con-
tinie , fila geometrique n’eft point continiie.

Par exemple, fi l'on. prend la proportion. geometrique continiie <= 2. .
8. 32. les logarithmes de fes termes feront la proportion arithmetique
continiie ~+ a—+d. a—p3d. a-+5d. Er fila proportion. geometrique eft
2.4 ::16. 32.qui n’eft point continiie, les logarithmes de fes-termes don-
neront aufli la proportion arithmetique z—+4. a—3d: a—+44. a—+6d. qui -
reft point continiie, puifque la différence des deux premiers termes, on
celle des devx derniers qui liy eft’ égale, n’eft pas la méme que celle du
fecond au troifiéme, ainfi. que dans la precedente , o il y a méme diffe- -
rence entre le premier & fecond terme a—+d. & a—+3d. quientre le fe-
cond & le troifiéme a—+3d & a—+gd, :

Il s’enfuic dela que tous les termes d’ane proportion geometrique eftant
donnez , la fomme des logarithmes des deux extrémes réduits en une fomme,
¢galeront les logarithines des deux moyens réduits pareillement en une
fomme , & fi la proportion eft continiie ; le logarithme du terme moyen
{era la moiti¢ de la fomme des deux -autres logarithmes. . Ainfi la propor-
tion eftant 2. 4::16. 32. dont les logarithmes font a—d. 4—+3d~
a~+4d. a—+6d. la fomme du logarithme 2—+ 4 & du logarithme 24— 64,
¢galera celle des logarithmes a—+3d & a—+44. Chacune de ces fommes
eft 22— 74. Er dans la proportion <=2, 8. 32. dont les logarithmes font
= a=vd. a~+id. a~vs5d. le logarithme moyen a—+3d, eft la. moitié des
deux autres a—+d & a-+¢d réduits en une fomme 24—+ 64.

C'eft pourquoy fi P'on avoit une Table des logarithmes des nombres -
marurels 1 2. 3. 4, &c. continuée, autant que. l'on voudroit , lorfquon :
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“voudroit-trouver le quatriéme terme d’une proportion droite & geome-
‘trique , il ne faudroit que retrancher le logarithme du premier terme de la

fomme des deux logarithmes des deux nombres donnez , & I'on auroit
our réfte le logarithme du nombre cherché ; de forte que confultant la
“Table , le nombre qui répondroit a <e logarithme feroit celuy quion
. cherche.
Par exemple , fi 'on vouloit multiplier § par 64, ce quieft forvennuyeux
“fi les nombres font grands ,l'on pouroit écrire-1. 4: :8. 2 & alors retran-
-chant 4 le logarithme du premier terme 1, de la fomme des deux autres,
qui eft 2a—+7d, le refte a—+7d feroit le logarithme du nombre cherché
+128 qui luy répond.
Pour operer plus facilement, ceux qui-font des Tables fuppofent z—ao,
.afin que le logarithme de P'unité qui devroit eftre retranche fort fouvent
dans les operations qu'on fait par logarithmes, ne caule point de difficulté;
& pour la difference 4 ils prennent 10000000, ils choififfent un grand nom-
‘bre, a caufe que pour trouver leurs logarithmes ils ont beloin de chercher
plufieurs moyens proportionels entre les nombres qui comme 1. 2, 3. 4. &c.
ne font pas une progreflion geometrique, ce qui ne peut fe faire {ans rirer
:beaucoup de racines feulement par approximation ., a caufe que les veri-
tables font fourdes. :
Et pour commencer ces Tables, 'on choific Ia progreffion geometrique
de 1 a10.& l'on prend zero pour le logarithme de Punité , 10000000 pout
celuy de 10, 20000000 pour celuy de 100, 30000000 pour celuy de 1000,

& ainfide fuite, comme on le voit I. 00000000
icy. Et Pon trouve que les loga- '10. 10000000
rithmes de tous les nombres qui 100, 20000000
font entre 10 & 100, commencent 1000. 30000000
par 1.'tous ceux qui font entre 100 10000. 40000000
/8¢ 1000 commencent par 2. Ceux 100000. §0000000
qui font entre 1000 & 10000 pat 1000000. 60000000
3. & ainfi de fuire, & ces nombres 10000000. 70000000
L. 2. 3. &c. font appellez caracte- '100000000. 80000000
riftiques des logarithmes qui com- 1000000000, 9 0000000

-mencent par eux. 10000000000, 100000000

Mais cela ne donnant pas les logarithmes des nombres interpofez com-
me 2.3. 4.11:12. &c. onles pent chercher parla Methode que donne Glacq
~qui en a fait des Tables. Cette Methode eft telle.

" Pour trouver le logarithme de tout  (Prop. Geom. | Logarith.
nombre donné comme o5 qui fe ren- | 00 000'000000000
contre entre 1 & 10, dont les loga- | 31 622777 0§ 0000000
-rithmes 0ooooooo & 10000000 font 2 It 00000000 1 00006060
déja connus, I'on ajodte a chacun de = —

ces deux nombres 1 & ro autant de | B [100000000 100000000
D| 5623413207 5000000

zero que le logarithme de 10 en ren- |
ferme, c'eflt 4 dice 7, ou 8, ou davan- | €| 3162277705 0000000
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tage, fi pour une plus grande exadti-
tude, ce logarithme en renferme da-
vantage. Enfuite on multiplie 'un par
Pautre ces deux nombres ainfi augmen-
tez, & du produit 1000000000000000
Pon extrait la racine approchée
31622777, Cette racine eftant divifée
par I'unité (uivie de 7 zero par qui 'on
a multiplié les deux nombres 1 & 10,

eft moyenne proportionelle entre 1&

10. fon logarithme feradonc 0000000,
ceflt a dire la moitié des deux loga-
rithmes oooooocooo & 100000000,
Or fi cette racine approchée eftoit

égale a g augmenté d'autant de zero-

que le font 1 & 10, le logarithme cher-
ché (eroit connu ; Mais comme elle
et plus perite , & qu’ellé en approche
cepédantdavirage que 4=—10000000C;
entre B—r100000000 & la racine
€==31622777, 'on cherche de nou-
veau par approximation le nombre
moyen proportionel D; qui eft plus
petit que 90000000, mais qui en appro-
che davantage que C. C'eft pourquoy
entre B & D l'on cherche en méme
forte lemoyen proportionel E,lequel
eftant encore plus petit que gooooooo,
entre luy & B l'on cherche encore le
nombre moyen F, qui eft auffi plus
petic que gooooooo. L’on cherche
donc entre B & F le nombre moyen
G. Et ce nombre eft plus grand que
90000000, & parcequ’il en approche
davantage que B, l'on cherche entre
luy & F, qui en approche le plus au
deflous,le nombre moyen A, qui elt
plus petit que 90000000, mais qui en
approchedavantage que F. Ceft pour-
quoyentre G qui en approche le plus
au deffus, & H qui en approche le
plus au de(fous, 'on cherche en méme
forte le nombre moyen 7, qui eft plus
grand que 90000000, mais qui en ap-
proche davantage que G, Ceft pour-

1
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Proport. Geom.. | Logarith.|'
B [100000000| 100000000]"
E 749894.1110871 00000
D | §56134132{ 075000000
B 100000000, 100000000}"
F | 86596432| 093750000}
E l 749814._1_1 087500000
B | 100000000{ 1000000006}
G | 93057204| 09687 5000
F | 86596432 093750000
G | 93057204} 096875000
H | 8976871309531 2500]
F | 865964321 09 3750000}
G [ 9 3057204 696875 000
I | 9139817¢| 09609 3750

| H  8976871:| 0953 12500
£ | 9t3541 7€) 056095750
K | 90579777|095 703125
H' 897687130953 12500
K| 90579777| 095703125
L | 90173533/ 09550781 )
) Bapeeyrsiogss iie
L | 90173332 0955078 12
M| 89970796] 095410156
H | 89768713 095312500
L | 90173333 095507812
N | 9007200809545 8984
M| Sgg70796 095410156
N 90072008 09545 b9$+'i
O | 90021388 0954 34570,
M 89970796 095410 5 6
O, 90021385 0954 45 70;
P| 89996088]co54223 63

| M 89970796| 0954101 §6
v 90021 3 88/ 095434570
Q | 90008737|095428467
P ' 89996088 0954A% 565
& 900087 37, 095428467,
R | 9goo02412 09542541F
i Q5916088

095422363
|

qll Oy
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guoy cherchant en mémwe forte par Proporr. Geam, | Lagarith,
approximation des nombres moycns gt il e
roportionels entre le plus proche au 90002412 095425415
deflus & le plus proche au deflous du s 8999915_0 095423 889|
nombre propofé , 'on en approchera L 1 89996083/ 095422363
totjours de plus en plus, defortequ’a K [ 90002412(0054254 15
la finon yarrivera, Comme icylon 7 | 9000083 1109542465 2
trouve enfin le nombre proposé S | 899992 5ol 095423889
90000000 aprés avoir cherche 25 7" | 9000083 1095424652
n‘mycns gmmﬂnquement propor- V\ 90000041[095414171
tionels. Or ce nombre & les-autres 8 ' 899991 50 09542 3889
femblables eftant ainfi découverts, 5000064 10> Jdzeist
leurs logarithmes le font aufli ; car de- & g I 9542347
ot \o7s X | 899996 50/ 095424080
méme que la moitié des deux loga- ¢ | ¢ 770 < ' 2 a0
rithmes de 4 & de C fert de loga- -~ , 9733390, 995423 709
rithme 4 B, de méme la moitié des P | 9000004 1]095424 271
deux logarithmes de B & de C fert de 7 | 8999984 5095424217,
logarithme 4 P. Et ainfi de- fuite, X 89999650 095424080
De forteenfin que la moitié des deux 4 90000041} 095424271
logarithmes de BB & de CC,quiett 2 | 89999943 095424223
95424251, fera le logarithme cherché: ¥ ' 89999845 095424217
de 22000 ceft & dire de 9. g e bl Dl
1 9999992095 414247
Z ) 8999994 31095424223
& F | 9000004 1] 09 5424271
A.A gooooo 16[095414159
& | 89999992' 095424247
A4 9000001 6 ’0954_14_;59.
BB| 90000004 095424253
& 189999992 095424247
LB| 90000004[09 5424253
CC) 8999999809 5424250
G | 899999921095424247]
BB| 90000004 095424253
J‘DDI goooooooi 09 §424241
CC ' 89999992095 4242 s0f

|

De méme pour trouver le logarithme de 2, I'on ajolite 7 ou § zero &/
chacun des deux nombres 1 & 10, dont on connoit les logarithmes , en-
{uite dequoy I’on cherche des moyens proportionels , comme on a fait
pout 9, & l'on trouve aprés 23 operations ques 3010300 eft le logarith=

me de 2,
Ll
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Or ayant zero pour le logarithme de I'unité, & 3010300 pour logarithme

de 2, tous les logarithmes de la progreffion double — 1. 2. 4. 8.16. &c|
fontdonnez, Car le premier terme eftant zero, & la difference d—;3010300,

le troifiéme terme 24—Go20600 fera le logarithme de 4, le quatriéme

‘terme 3d=—9go30900 fera celuy de 8, le quatriéme 4d=—12041:00 celuy

de 16. Etainfi des autres.
Et pour trouver le logarithme de 3, 'on ajotite 7 zero a chacun des deux

.nombres 1 & 4 dont on connoir les logarithmes , enfuite dequoy|’on cher-

che entr’eux des moyens proportionels, comme on a fait enrre 1 & 10 pour -
avoir le logarithme de 2, julqu'a ce qu'on foit enfin arrivé au nombre

30000000, aprés quoy l'on connoit que fon logarithme eft 4771212, &

ainfi celui de fon quarré g fera le doubledece nombre , C’eft adire 9542424,
celuide 27 en ferale triple , Ceftadire 14313636 , celuide8ifera 19084848,

‘Et ainfi des autres.

Or le logarithme dez & celui de 3 eftant connus, fi on les ajofiteen
une fomme , 'on aura celuy de 6 produit de 2 par 3, & 'on aura en mé-
me forte ceux de tous les nombres mulripliez (enlement par 2 & par 3,
comme ceux de 12, de 18, 24, 36, 48, & les autres.*Car ceflt une regle
generale que pour ayoir le logarithme de quelque nombie compofé, il ne
faut que prendrela fommedes logarithmes des nombres qui, le compofent.

De forte que pout trouver tous les logarithmes des nombres, il fuffic
de chercher ceux des nombres ptemiers qui n’ont point d’autres divifears
quetx-mémes ou Vunité. Et pourle faire non feulement avec toute la
facilité poffible , mais encere felon l'ordre naturel & avec methode , il
faur totjours fe fervir des deux nombres 'un au deffus & Pautre au def-
{ous de celui dont on veut trouver le logarithme. Ainfi pour trouver ce-
lui de 5, 'on choifira les nombres 4 & 6, dont les logarithmes font déja
fuppofez connus , & l'on cherchera des moyens proportionels comme on
a fait pour2. De méme pour trouver celuy de 7 l'on fe fervira des deux
nombres 6 & 8, pour trouver celuy de 1r des deux 10 & 12. Er ainfi
des autres, Ot il faut remarquer que cette methode a cet avantage que

lus les nombres. {eront grands au moins jufques & 10 ou 100 mille , plus
Feurs loggnithmcs feront faciles & trouver, parce quordinairement il fau-
dra chercher moins de moyens proportionels pour eux que pour les plus
etits. :

Et fila fomme de denx logarithmes eft impaire , fa moiti¢ qui fair un
autre logatithme fe prend fans fraltion, c’eft a dire qu'on en prend la
plus grande ou la pﬂpus perite moitié. Mais pour une plus grande exadti-
tude lors qu'on double ce legarithme pour en avoir un avtre, P'on ajoti-
te 'unité a ce double, comme en doublant 4771212 le logaiithme de 34
pour avoir celuy de 9, l'on ajodte 1 a 95424245 & 9542425 eft-le lo-
garithme de o. : . \_

Or connoiflant. les logarithmes. des nombres entiers , cenx des fractions
font aufli connus, Car {ilon avoit par exemple %, en retranchant le lo~
garithme de 2 du logarithme de 3, le refle 1760912 eft celuy de &, & &
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"on avoit + en retranchant le logarithme de 3 de celuy de 2, le nomb:e
negatif —17606912 {eroit ce}ugntlie T, & ainfi des autres. Si les fradions
furpaffent Punité , leur logarithme {era un nombre pofitif, mais fi elles en
fone furpaflées , leur logarithme fera negatif, puifque celui de I'unité n’eft
que zero.

~ Pour ce qui eft de I'ufage des logarithmes , il eft tres-grand & mer-
veillenfement eftendu’ pour faire les multiplications, divifions , & extra-
&ions des racines par une fimpleaddition ou fouftraction des logarithmes des

nombres fur lefquels on opere. Tout cela eft trop clair a ceux qui ont ces

Tables, pour nous arréter davantage ici.

DE LA PROGRESSION HARMONIQUE.

Lors que trois termes font tels que la difference du premier & du fecond
eft a celle du fecond & du troifiéme, commele premier terme eft au troi-
fi¢me, cela s’appelle proportion harmonigue , comme 6o, 30, 20, font
une proportion harmonique, car ladifférence'de 6o & de 30 eft 30, & celle
de 30 & de 20 eft 10. Or 30. 10, :: Go. 20. la difference 30 eft 4 ladif-
ference 10, comme le premier terme 6o eft au troifiéme 20. De méme les
trois termes as—+32d—2dd. aa—r2ad. aa—ad. font une proportion har-

CXCVIII,

monique , parce c[,.uc ad—+zdd difference des deux premiers termes eft &

ad difference du fecond au troifiéme , comme le premier terme eft au troi-
fiéme. ad—1dd. ad :: aa—+3ad—+2dd, aa—-ad. Etdans cette proportion
harmonique le premier: terme. {urpafle le fecond. Clelt le contraire de cel-
les-ci 20. 30. 60. ou bien as—ad. aa—dd. az—+ad. dans chacune def-
quelles le fecond terme [urpaffe le premier , en fuppolant que « foit plus

grand que 4. Car s'il eftoit- plus petit, les deux premiers termes feroient

chacun negatifs. . - \

Si les termes font continuez plus loin que trois, ceft une progreffqn
harmonique , fi fon premier terme eft le plus grand , appellant 4 le fecond
terme, & 4 la difference du premier au f{econd. La progreffion fera

davtad  ac-tad  antad  acvad  aavad g
ﬂ-—!"d. &:- T e ":*—‘- m- SIeL™ &ec.

Si a—20, & d—uo, la progreflion harmonique fera celle qui fuit.
. i 10
30. 20. 15 12, 10. 8% 75 6-. 6. 5= &e.

Ces progteflions peuvent eftre infiniment continuées. Elles ont auffi
plufieurs proprietez qui conviennent aux progreffions arithmetique & geo-
metrique  Par exemple , i Pon prend leurs termes dans des intervalles
égaux , comme le premier, troifiéme, cinquiéme ; & le fecond , quatrié-
me, fixiéme , &c. ou bien le premier , quatriéme, fepriéme , & ainfi de
trois en trois , ces termes feront en progreflion harmonique , comme
"—bd tt-tad attad  agtsd aatad  astad &e.

atid® atmd ' at6d a+8d * a-i10d
a. 'f.‘it“f_t__ advtad ; aatad : aedad —-“‘H‘_d, &c.
at3d atgd a—t=d a— ol a-tr1e
Addad £
a4 Aatad aa-tad wa—tad aated &e.

ST ahd Taved b T agd t aud t agd !

Ll j
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De 1A PrororTioN CoONTR'HARMONIQUE.

Il y a encore une proportion contr’harmonique, Et c’eft lors que l#
difference du premier & du fecond terme eft a ceile du fecond au troi-
fiéme, comme le troifiéme terme eft au premier. Par exemple 6. ¢.3 eft
une proportion contr’harmenique, car la difference de 6 a g eft 1, &
celle de g 4 3 eft 2, Orr. 2 :: 3. 6. la premiere eft a la feconde, com-
me le dernier terme 3 eft au premier 6. De méme 3. 5. 6. elt une pro<
portion contr’harmonique, Car 2.1 :: 6. 3.

De méme encore 6. 5. 2. & 2. 5..6. font les termes d’une proportion
cont’harmonique.

Si le premier terme de ces proportions furpafle le fecond , elles pou-
ront avoir telle forme, bb—+bd. bb+dd. bd—-dd. Car la difference du
premier au fecond terme eft bd—dd, & celle du fecond au troifiéme efk
bb—bd. Or bd—dd. bb—bd. :: bd—+dd. bb—bd. La premiere diffe-
rence eft 4 la feconde, comme le troifiéme terme eft au premier. Car
T'expofantde bd—dd A bb—bd ek —f; qui et aufli celuy de bd—+ dd a bb—+bd.
1l faut icy que b furpafle .

Or cette proportion tenverfée, c'elt & dire bd—+dd. bb—+dd. bb—-bd,
fervira de modele pour les proportions contr’harmoniques, donc le fecond
terme furpaffe le premier, & le troifiéme terme (urpafle le fecond , en
fuppofant tofijours que & foit plus grand que 4.

Fin de la premicre Partie.
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LIVRE PREMIER:

PIE AN A NOS B
ET DE SES PRINCIPAUX USAGES,

7| E Livre [ervira pour faire voir comme on [e [evt de I’ Ana=
lyfe non [eulement pour apprendre les Sciences , mais encore
pour les inventer , & pour reﬁudrg par ﬁm moyen une fit=

finité de queftions de genres & d'efpeces tout-a-fair diffe-
= rentes.

DES DIFFERENTES VOYES DE L'ANALYSE.

1l y a trois fortes de voyes generales pour refoudre toute forte de
‘queftions. La premiere eft une voye quon peut appeller purement Ana-
lytiqgue. La feconde peut eltre appellce Synrethique ou de Compofition.
Et la troifiéme , qui participant des deux premieres eft en partie Analy-,
tigue & en partie Syntethique, peut s'appeller une voye mixze.

DE LA VOYE PUREMENT ANALYTIQUE.

Cette voye eft celle qui tend aux refolutions qu'elle cherche fans fup-
poler aucune connoiflance autre que celles qui font accordées par les
{uppofitions , & fans tirer aucun de [es raifonnemens que des égalitez
gu’clle forme. Telle eft par exemple la yoye dans lgqneilel chaque grany

L_h iij

1L,
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deur inconniie eft exprimée par une lettre inconntie qui ne marque quelle
feule. Les refolutions données au commencement du Cinquiéme Livre -
en peuvent déja fournir des exemples. Cette voye , quoy qu'elle foit la

plus univerfelle de routes , n’eft pas tofijours la plus facile , a caufe du-
grand nombre des égalitez qu'elle forme , & des fubftitutions frequentes

qu’il faur y faire de cerraines grandeurs a la place de quelques autres qui

leur font égales , mais qui font exprimées differemment. Voicy une autre -
Regle qui poura rendre cette voye plus, facile, en rendant fes calculs plus

courts & moins embaraflans que ceux de la Regle generale expliquée V. 27.

de la premigre Partie.

AWLTRE REGLE GENERALE,
Pour la refolution des Problemes qui font exprimez par plufieurs égalitez. .
dans lefquelles il y a plufienrs lettres inconnues. .

HI. . 1. Lorfqu’on a tiré des {uppolitions autant d’égalitez que l'on’ employe
de lertres inconnués ,l'on cherche par la premiere égalité une valear. de la-
premiere inconniie qui s’y trouve , & 'on cherche auoffi la valeur de la
méme inconniie dans chaque autre égalité ot elle fe trouve.

2°. L’on compare entr'elles deux a deux les valeurs découvertes , il
n’importe pas dans quel ordre , & l'on trouve d’autres égalitez , ot Pin-
conniie dont on a cherché la valeur ne fe rencontre plus. L’on réitere -
enfuite une femblable operation, par le moyen de ces égalitez; ce qui faic -
évanoiiir une autre inconniie, & donne encore de nouvelles égalitez , fur -
lefquelles on réitere encore une femblable operation. Et ainfi de fuite
jufques & ce qu'on foit enfin arrivé a une égalité qui n’ait quune lettre in-
conniie. Aprés quoy le refte de I'operation fe continiie comme on I'a en.
feigné dans la Regle cinquiéme & generale V. 27, »

Mais quoyqu’il n'importe pas dans quel ordre les valeurs foient comparées
deux a deux, il eft neanmoins & propos de les comparer en telle forte que
I'on en tire une égalité hors de laquelle on puiffe chaffer une inconniie, -
Cela fe fera fi I'on a foin de comparer celles ot les mémes inconniies {e
trouvent également, & avec leméme figne —+ ou —, Tout cecy s’éclair-
cira' par les exemples {uivans.

Premier Exemple. ,
Les ages de deux perfonnes font 100 années, & le premier &ze {urpafle
le fecond de 40. i gy
Soit le premier ge y & le fecond z. Donc y—+z=—r100, & y—2=—40.
Cela eftant je cherche par chaque égalité la valeur de y, & je trouve par
la premiere y—100—2, & par la feconde y=—go0-+z. Or y ecltant égal &
7, la premiere valenr de certe inconniie, c’eft a dire 100—=, fera égale i la
feconde go-iz, jauray done l'égalité r00—=g0-+2, & par tranfpo-
fition go—=2z. Donc z==30, Aprés quoy I’on connoit facilement y.

y-+z==100. Doncjy=—ro0—z

yx=40, Donc y—go+7 { Donc ro0—z:==go-+7. Et 6o==2z.
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Second Exemple.

“Trois perfonnes ont chacune un nombre d’écus , la premiere & la fe-
conde ont 4 plus que la troifiéme, la premiere & la troifiéme ont 4 plus
que la feconde, & la feconde & troifiéme ¢ plus que la premiere. Que
doit avoir chaque perfonne?

Soit x le nombre des écus de la premiere, y celuy dela feconde , & T
celuydela troifieme. Donc a—y—2~+4a. x— ey ) b. & y-+z—x-tec.
“Cela eftant , je cherche par chaque égalité la valeur de I'inconniie x. Et je
trouve pat la premiere x—z—+4—y, parla feconde x—y—+b—z, & par
la troifiéme x—y—+z—c. Or {i je compare la premiere valeur de x avec:
la feconde, c'eft i dire z—+a—jy avec y—+b_—z, je connois que j'auray
une égalité hors de laquelle aucune des deux inconniies y & { ne poura
eftre chaffée , parcequ’elles font une fois chacune de part & d’autre fous
differens fignes. Mais fi je compate la premiere valeur avec la troifiéme,
je connois que j'auray une égalite horsde laquelle I'inconniie z doit eftre
chaflée , parcequ’elle eft unefois dans chacune avec le figne —. Et pa-
reillement {i je compare la feconde valeur avec la troifiéme, je connois
que j’aurar une égalité hors de laquelle I'inconniie y doir eftre chaffée,
parcequelle eft une fois dans chacuneavec —+. Je compare donc la pre-
‘miere valeur avec la troifiéme , & jlay I'égalité z—+a—y—y—+z—c, qui

. I I . s
fe réduit a e—+e¢—2y. Donc J—=ga—+ —¢. Ou bien je compare la feconde
valeur avec la troifiéme , & jay I'égalité y—+b_2—y—+z—c, qui fe ré-

A 1 1 ‘ . 5
duit a b—+c—=22. Donc a'::—é—z*;r. Et connoiffant entierement 'une
= :

ou 1'autre valeur, le refte eft facile a2 connoitre.

‘*—+y—2-%¥4. Done r—z-t+a—y.

x—+{==y—+b. Donc yx—y-+b—z.
_J-+x=x—+c. Donc x—y—+z—.

_ = B M
z—+a—y—y—+b—z Donc 2z—+a=—2y—+b. Et ‘T-—j'—?d—l-;b-_
Donc < 242 j—y—+z—¢. Donc a-+c—12y. Et ):‘:4_4.:_;,

y—+b—z2—y~+z—c. Donc b—+c=—2z. Et x::— é_;.zic.'

T roifiéme exemple,

Trois perfonnes ont chacun un nombre d’écus , le premier & le fecond
ont z, le premier & le troifiéme ont 4, & le fecond & troifiéme ont c.
LCombien chacun a-cil décus?

Soit le nombre de la premiere perfonne ¥, celuy de Ia feconde y, & de
la troifiéme z. Donc felon les trois {uppofitions , je dois avoir les trois
€galicez v y—g. x—+2=b. & y—+{—=¢. O par la premicre,x—s—y,
& par'la feconde , x—b—=2. Donc a—y—b—=z. Et par reduction,
{=b—a—+y. Or ayant par cetee égalité une valeur de z, j'en cherche
€ncore une aurre par la troifiéme égalité y—T=¢, que javois laiflée, a
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caufe que x ne s’y rencontre point, Et je trouve z=—¢—y. Comparant
donc cette valeur de z avec la precedente, j'ay b—+y—a—c—y. Et par

redudion 2y=—=da-+c—b. Donc y—-a—>b—+1c. Or javois trouvé
L4

x=—=t—y. Donc z—=—=a—+_b—+ic. Javois aufli trouvé r—b_xz..

Donc x—ta—+'b—_c. Et la queftion elt univerfellement refoliie..
x—ry—a. Donc xy—a—
,Hgg,._ {Donc x:-f’.-q)z.'
y—+3—¢. ponc z—¢—y. Doncb—a—y—=c—y. Et2y—a_b—te.
Donc x—'a—+-6— ¢ y—-a—=b—+2c. Bta—m—Ta—+ b —c.

Soit a—20, b—y0, & ¢=—30. La premiere perfonne aura don:
né 15 éeus, la feconde g, & la troifiéme 25, Les 15 écus de la premiere
plus les ¢ de la feconde en font 20, & plus les 25 de la troifiéme en
font 40, Etles § écus de la feconde plus les 25 de la troifiéme en font 30,

Donc {a—y—=b_z. Etz—b—a-+y.

DES RESOLUTIONS NEGATIVES:

1l faur remarquer que les queftions peuvent fouvent fe propofer de:
telle forte que leur refolution ne peut eftre pofitive , c’eft a dire qu'on
ne peut trouver des grandeurs pofitives lefquelles y fatisfaflent. Si
exemple nous fuppolons dans la queftion precedente #—=:20, b=—40, &
¢—8o. La premicre perfonne auroit —io0 écus, c’eft a dire quielle feroie:
redevable de cette fomme, la feconde en auroit 30, & la troifiéme so.

Or fi les queftions font refoliies*generalement , il eft facile de connoitre
d’abord comment: les queftions doivent eftre propofées afin que leurs re-
folurions puiffent eftre pofitives. Par exemple , il eft bien vifible dans Ia.
refolution precedente , que i a furpafle b—tc, la troifiéme grandeur-

— ra—+~b—+—¢ doit eftre negative.. De méme {i b {urpafle s—-c, la fe-
conde grandeur %a—_fb—f}c fera negative. Et pareillement {i ¢ furpafle-
a—ib, ce ferala premiere grandeur ~a—+>b— ~¢ qui fera negative.

Il faur remarquer aufli que les queftions peuvent fe propofer de telle
forte que on ne peut fatisfaire pleinement a toutes leurs conditions, &
caule que 'on y fuppole quelque contradiction, ou A deffein , ou bien:
par igrorance, parce que l'on n’en connoit pas la nature. Mais cela fe
connoit aufli quand on a fini fes operations. Par exemple, i outre. les
conditions de la queftion precedente on avoit encore {uppof celle-cy que
fes trois nombres inconnus fuffent égaux a 4, cette condition ne ferviroic
de rien. Car les trois premieres égalitez eftant entierement refolués deter-
minent les valeurs de chaque grandeur, de forte que fi 4 eft different de
leur fomme, 1'on ne pouroit {atisfaire a la.quatriéme condition, & fi elle
loy eftoit égale, la derniere condition n’auroit de rien fervi pour trouver-
aucune des grandeurs, Ainfi elle eft entierement .inutile ;, . on veut
quelle ferve, il en faur rerrancher quelquiautre..

Luatrime.
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Quatriéme Exemple.

Quatre perfonnes ont chacune un nombre décus , les trois premiers
oht 4, les deuy premiers & le quatriéme ont 4, le premier & les denx
derniers ont d, & les ttois derniers ont ¢, quel nombre d’écus aura cha-
qie petfonne 3 .

Soit le premier nombre appelle », le fecond x, le troifiéme y, &lea
guatriéme z.-Les fuppofitions donneront donc quatre égalitez. La premiere
V4-x—+y—a, la feconde v—+x-pz2=0, la troiliéme v—+y—+z2—c, & la
quatriéme x—y—+ z—d. _ _

Or par la premiere, v=—a4—x»—y. Par Ia feconde , v—b—x—=z, pat
la troifiéme v—c__y—3. Je laiffe la quatriéme comme elle eft , parce
que l'inconnué » ne's'y rencontre point. Enfuite j’égale la premiere &¢fe-
conde valeur de v, d’oll je tire ==b—z +-y. J'égale aufli la prenicre &
troifiéme valeur d’ot je tire x—=c—a—+x. Aprés cela, je tire encorede
la quatriéme égalité la valeur de-la méme inconniie z, & je trouve
2=y, -_]"-ai donc trois valeurs de z exprimées differemment dans
lefquelles ni v ni' ¥ ne fe rencontient plus.- La: premiere valeur eft
b—a-+y, la feconde c—v—+x, & la rroifiéme’ d—x—y. J'égale donc
ces valeurs:, la premiere avec la feconde , d'ol je tire y—c—x—¥,
la' feconde avecla troifiéme , d’odl je tire y—d—c—+a—2x. E'on peus
remarquer que’je n'égale pas la premiere avec la troifiéme, parce que je
trouverois une égalité qui ne pouroit {e reduire fans fraétion. . Or ayantde
mouveau deux valeurs de y, ou la feule.inconniie x fe rencontre,c’eft a dire
et x—b, & d—c-+a—2x , je tronve enfin I'égalité 3 —a~+b—zrc-+d,
Aprés quoy- le refte de la ref"qlution eft facile a trouver. Car metrant
Ii valeur de x dans I'égalité y—d—c—+2x , ou bien dans l'autie”
y—c—+x—b, la valeur de y deviendra entierement conniie ; apres quoy-
mettant les valeurs toutes conniies des grandeurs » & y dans l'une des
trois valeurs de z, la grandeur z fera toute conniie ; & enfin mettantles
valeurs: conniies des grandeurs x, y , & z, dans 'une ou 'autre des trois
valeurs de v, il vaut todjours mieux choifir la plus fimple, I'on connoi-
tra la grandeur v , & la queftion fera univerfellement refoliie. Les qua-
tre grandeurs feront celles-ci divifées chacune par 3. La premiere
a~+b—+c—2d, la feconde a—+b—2c-+d. la troifiéme a—2b—tc—+d, &
la quatriéme —24—4b—vc—+4d. -

are g, 146 ;
v dgalité ng-—x——)"} Donc a—xy—b—x__z. Et z==b—a-+y. -
2% o=l Z,
32. V—C—)—=. Donc a—x— —c—y—z. Bt 27—¢—a-+x.
4. Egaliré : x*+y—+z—=4. Donc z:d—{’a:-—j. :
— A y——d—+x. Et y—c—rxr—
Donc {c-——a—-l-{_:—d..—-x_..]. Et ::;_:_d—-c-}-a-——z.t‘.
Donc: ¢~ %—b—=d——c—+aw—2x. Et 3x—=d—2c—+a-tb.
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Soit #4==1v, b—14; €=22, & d=—20. La ptemieré perfonne aurx
donc 11 écus, la feconde 9, la troifiéme 7, & la quatriéme 4.

1l eft vifible par la formule que la refolution ne peut eftre pofitive,fs
.chacune des grandeurs données prife 2 fois n’eft plus petite que la_fom-
-me des trois autres. Ou ce qui revient au méme, fi chacune n'eft plus pes
tite que le tiers de la fomme des quatre,

Pareillement fi 'on demandoit cinq grandeurs , dont les quatres pre-
.mieres fuffent 2, les trois premieres & la cinquiéme & , les deux pre-
-mieres & les deux dernieres ¢, la premiere & les trois dernieres d,& en-
in les quatres dernieres ¢ les cing grandeurs feroient celles qui fuivent
divifées chacune par 4.
Laree gt b—tc—rd—3e.La2° a=t bt c_3d=+e.Las*.a+b—sc+d—re.

La 4% a—3b—~+c—+d—+e. Etla s —3a+b—tetd—te

1l en eft ainfi des autres 4 I'infini. Car fi Pon demande plufieurs grans
deurs telles qu'eftant prifes alternativement toutes enfemble moins une, les
fommes [oient certaines grandeurs déterminées , 1’on fera des fommes fem-
‘blables aux precedentes , qui feront divifées chacune par le nombredes gran-
deurs diminué de L'unité, & o chaque grandeur fera alternativement re<
tranchée autant de fois moins une , que le divifeur aura d’unitez. Ou bien
cequi revient au méme, l'on divifera la fomme de toutes les grandeurs don
nées par le nombre de ces grandeurs diminué de I'unité , & I'expofant fera la
{fomme de toutes les grandeurs cherchées, de laquelle retranchant chaque
grandeur donnée alternativement & dans un ordre retrograde , les reftes
donneront celles que I'on cherche.

Cinguiéme Exemple.
Pour la reduttion des monnoyes & des mefures.

L’on peut encore rapporter icy le fecret de la réduétion des monnoyes
& des mefures de tous les differens pays.

Par exernplt‘ , fi 27 pieces d’une monnoye de France en valent 16 d'une
monnoye d’Iralie, que trois pieces de cette monnoye d’Italie en valent ¢
d'une mannoye d’Efpagne , & que quatre pieces de certe monnoye d’Efpa<
gue en valent §d’une monnoyed’ Allemagne. Combien faudroit-ilde pieces
de la monnoye de France pour en faire 200 de celle d’Allemagne 2

Soit la monnoye de France appellée £, celle d'Italie appellée . celle
d’Efpagne appellée ¢, & d'Allemagne appellée 4. (il eft fouvent utile de
nommer les grandeurs par la premiere lettre du mot qui les fignifie, d'ap-
peller ‘Par exempleles poids p, les vite(les v, les mouvemens 7, les temps 7,
& ainfi des autres.) Nousaurons donc trois égalitez , la premiere 27/——167,
la feconde 3i=—y¢, & la troifiéme g4e—y4. Etenfuite il faudra faire {orrig
{es deux inconniies ¢ & e, & ne laiffer que les deux aurres £ & 4. quel'on
doit comparer enfemble. Or la premiere égalité eft 27f—=r16/. Donc

i=-f. La feconde eft 3i—jse. Donc i—‘e¢. Et comparant les deux
1

valeurs de 4, l'on aura %c:j{"‘f Et mulcipliant le tout par 3, & le divi-
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fant pat g, I'on aura e:f-;f Or la troifiéme égalité eft 4e—¢2. Donc

i Y =i inli P
e="a. Donc F a—=f. Et multipliant le tout par 4, & ledivifant par g,
Pon aura "-'_—-J:.‘ﬁ Donc z00a—162f. 1l faut 162 pieces de la monnoye

de France pour en faire 200 de celle d’Allemagne.

Pareillement i 16" anlnes de Lyon en valent 27 d’Amfterdam , que 3:
aulnes de Lyon en valent yd’Anvers , & 4d Anvers 5 de Cologne, on trou-
vera quil faut 162 aulnes d’Amfterdam pour en faire 200 de Cologne.

Autre Exemple.

7 livres de fucre valent 2 livres de gerofles , 3 livres de geroffes valent
13 livres de poivre. -Si la livre de poivre vaut 12 fols, combien vaudront
476 livres de fucre? '

Soit la livee de fucre a;fpellée /; celle de gerofle appellée g, celle dev
poivre appellée p, & le fol appellé 2 pour le diftinguer de la livre de
fucre /7 Donc 7f=2g. 3¢=13p. & 1p—i2a.- 1l faur faire fortir les deux
inconniies ¢ & p, & lailler les deax autres & 4. Or 7/=2g. Donc

=1 Or 3g—np.* Donc 13:?;;. Done l;p:'%ﬁ& ==L Or

: 2t AT : 3 7
1p—r24. Donc n2a—=(. Etdivifant Je tout par 12, I'on aura a—_7./.

ou bien f:’i'—}g. Donc” 476/—476 fois ‘°f a; c’elt a dire que 476/

vaudront 7344 fols , ou 367 livres 2 fols.. Il en eft ainfi de toutes les
queftions {emblables.
Sixiéme Exemple. . : .

Quatre perfonnes ont chacune un nombre d’écus , les trois premieres ont-
@ plus que la quatriéme , les deux premieres & la quatriéme ont & plus:
que la troifiéme , la premiere & les deux dernieres ont ¢ plus que-la fe-
conde , & les trois dernieres e plus que la premiere.

Les quatre fuppofitions fourniront quatre égalitez,de chacunedelquelles
on tirera la valeur de la grandeur ». Enfuite l'on fera deux égalitez des -
quatre valeurs , 'une des deux premieres, & l'autre des deux dernieres, -
L’on tirera en méme forte la valeur de 2z de chacune de ces deux éga-
litez , aprés quoy I'on fera une égalité des deux valeurs découvertes , qui -
fe réduira 3 gy—a—b—+c—+d. Or gyeftant connu, ylelt aufli, & le-
refte eft facile a refoudre.  Nous en avons donné la formule ailleurs. .

v=+a—x—y
v—y+b—x_z
Vot C—)—Z
V¥t y—+ X—d

{ Donc {~+a—y—=y—+b—3; Et 22—=2y-+b_a

{Donc c—y—3—=y—+r—d. Et 22—=c¢—+d_1y.
Donc 2p—+b—a—c—+d—2y, Et 4y—a—b—+e—d.

COROLLAIRE,

I en eft ainfi des autres. De forte que fil’on a trois égalitez ou bien
quatre , qui renferment chacune une méme inconnué , on les réduit a deux,
qui fe réduifent 4 une. Et fi Pon en a cinq ou bien fix, on les réduir 2

' " Mm jj
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trois , cés- trois & deux ; qui e réduilent & une. Pareillement Ti L'on &g,
avoit 11 ou bien 12, on les réduiroit a fix , ces fix a trois, &c.

AVERTISSEMENT.

1l ?'26? a point de Regle plus importante ny plus feconde que celle-cy
pour éconwvrir des weritex. Les Mathematiques s & generalement
soutes les amtres Sciences, ne peuwvent eftre poufices ny perfectionntes
fans elle , ¢ toutes penwvent Ueftre dautant plus quwon anra foin de
Lobferver plus exaltement. Car c’eft par fon moyen que l'on pent com=
parer les veritex cloignées les unes avec les autres , & les rappeller &

Lewrs principes,

DES MOYENS
‘QUI PEUVENT FACILITER LA VOYE ANALYTIQUE.

L’on peut tofijours former autant d’égalitez que l'on demande dd
.grandeurs , puifqu’on peut todjours exprimer chacune par une lettre in-
connué qui ne marquera qu'elle fenle.  Mais la plu'{'rart de ces égalitez
peuvent {e faire fort fouvent par la veué feule de I'efpric , fecourué fi
Ton veut par Pimagination, fans qu'il foit befoin de les exprimer. Er
.c’eft ce qui arrive , lorfqu’au lien d’employer quelques fuppofitions pout
marquer fenfiblement des égalitez , I'on s’en fert pour exprimer les gran-
deurs cherchées avec un nombre plus petic de lettres inconnuds. .

Par exemple , la fomme de trois grandeurs eft 4, la premiere f(urpalle
la feconde de b, & la feconde furpaffe la troifiéme de c. Si j’appeﬁe z
la troifiéme qui eft la plus petite , la feconde fera z—+¢ par la troifiéme
fuppofition , puilqu'elle doit furfaﬁér de ¢ la troifiéme grandeur z. La
premiere fera pareillement z—+4—+¢, par la feconde fuppofition , puif-
qu'elle doit furpaffer de 4 la feconde z—+¢. Les trois grandeurs eftane
donc exprimées par le moyen d'une feule lettre inconnué , il ne me reftera
plus qu’a fatisfaire a la premiere condition, en égalant la fommedes trois
grandeurs z, z—+c, & z-+b—+c a la grandear connué 4, ce qui faic
32—+ b—+20—4, qui fe réduit a z.:}a—-— h— ;1'. Et pour les deux au=
tres égalitez qui (emblent avoir elt¢ fupprimées , elles ont efté faites par
la feule viie de Velprit , en égalant la {econde grandeur A z—t¢, par un
raifonnement tiré de la troifiéme fuppolition ; & la premiere grandeur 2
z—+b—tc, par un raifonnement tir¢ de la feconde. Or il ne faur pas
s’imaginer que I'on raifonne autrement en formant ces égalitez de la forre
que l'on feroit, i 'on avoit marqué chaque grandewr par un caractere
propre. Car appellant dans noftre exemple la premiere grandeur u, la fe<
conde g, & la troiliéme z, la feconde [uppofition donnera x—y-+4, ou
bien par tranfpolidon y=—r—4 ; & la troifiéme donnera y—z—+c. Je
palle icy la premiere fuppofition , parcequ’elle n'a point fervi pour en
tirer quelque égalité par la veut feule de lefpric. Or égalant les deux
valeurs de la méme inconnué y, 'on aura y—bz=z—+¢. Donc par tranfls
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ipofition x—z b~ ¢. La premiere grandeur x eft donc égale & 2=+ bi-c,
& la feconde y a z—+¢. 1l en eft ainfi des aurres,

gl e
A EJ";{’; e:gliz'::));i:i {Doncx—b=Lc. Et x==z~b-sc.

11 eft donc vifible que les raifonnemens que 'on fait par la veué feule
-de l'efprit ne different point de cenx que I'on fait par les operations , fi
«<e n'eft que Lelpric opere plus promptement que la plume. Ainfi les cal-
culs de I'Analyfe ne fe font point a taftons , comme difent quelques-
uns ; au contraire elles font des expreffions les plus ingenieufes que I'on
puifle inventer des raifonnemens les plus exads & les plus ‘methodiques
que l'on faic fur les grandeurs. _

L’on ne peut rien fournir & l'elprit-qui luy foit d’un plus grand fecours
jpour découvrir des veritez, elles foulagent {a memoire & elles la {odtien~
nent , parcequ’elles luy reprefentent fenfiblement & en abregé le grand
nombre des idées qu'il faur appercevoir , & des raifonnemens par lefquels
<ces idées doivent eftre comparces les unes avec les autres. Leur ufage
elt encore merveilleux pour rendre l'efprit ateentif, car elles tournent fa
veué précifement {ur fon fujet, elles luy en reprefentent toutes les parties,
& luy marquent ordre naturel qui deir le conduire & le regler dans
I'examen de ces parties , & enfin toutes les comparaifons qu'il en doit faire,
& en la maniere qu'il les doit faire pour arriver aux connoiffances qu’il
cherche , ou pour connoitre au moins quels font les milieux qui luy
manquent pour y assiver , lorfquielles paffent fa portée. C’eft 3 mon
avis pour cela qu'entre ceux qui fgavent I'Analyfe , les plus habiles luy
donnent le premier rang entre toutes les parties des Mathemariques, &
qu'ils tombent d’accord que fans fon fecours il eft iml[mﬂiblc d'en traifrer
aucune comme il faur. 1l eft vray que plufieurs perfonnes luy preferent-
la Geometrie , mais il eft facile de voir que leur jugement n'elt pas fondé
fur une connoiffance affez claire de ces deux Sciences , & de ce quelles
ont de plus avantageux 'une que P'autre. Car la maniere de raifonner dans
Ja Geometrie des Anciens , & la maniere de raifonner dans I"Analyfe, diffe-
rent feulement en ce que celle-la met d’ordinaire en plufieurs pages , ce
que celle-cy peut renfermer en tres-pende liones. C’eft pourquoy I'efprit
{e farigue & fe rebutte dans I'une, parcequ'il n’y peut prefque rien appren-
dre fans des peines & des efforts d'imagination incroyables ; Mais dans
Tautre an contraire I'efprit prend plaific a voir réunies d’une maniere fen-
fible & extrémement abregée ,un grand nombre d'idées & de veritez, dont
la veug luy eft d’autant plus agreable qu'il a moins de peine  fe les repre-
fenter, & qu'il les peut penetrer plus facilement. Ceux qui ont appris la
Geometrie de Monfieur Defeartes , ont une belle preuve de ce que je dis ;
cat ils voyent avec admiration plus de veritez recueillies dans ce perit Livre,
& de plus fecondes que I'on n’en peut trouver dans plufieurs gros volumes
des Geometres qui I"ont precedé , & que l'on n'a pi méme en découvrir
avant loy, faute d’avoic affez connu ou fuivi fa methode, ceft A dire,
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faute d’avoir employé davantage I'Analyfe que 'on n'a fair. 1I'eft vrag-
que c'elt un fentiment aflez commun que les plus (gavans Mathematiciens
ou Geometres de I"’Antiquité fe fervoient-de I’Analyle pour découvrir la «
plafpare de- leurs propofitions , & pour en démontrer la conftruction ; &
qu'enfuite aprés s’en eftre fervi en particulier, ils la fupprimoient. Si cela «
eft , comme il paroift fort yray-femblable , quoyque je ne: veiiille pas
Paffucer pofirivement ; N'eft-ce point que ces Auteurs vouloient que ceux::
qui liroient' leurs Ecrits , les admiraffent d’autant plus qu'ils anroient plus -
de peine-a les apprendre , & que par confequent la methode dont ils fe
fervoient leur paroiftroic plus difficile & inventer & a-fvivre 2:

Mais pour-revenir a I'explicarion de nos Regles , s'il eft plus general
d’appeller chaque inconnuc par fon caradtere propre , cetre methode a -
pourtant fes difficuleez particulieres qui ne font pas petites, fur rout files
queftions font difficiles , & fi elles renferment plufienrs conditions. Ainfi
il vaut mieux marquer les grandeurs fans employer que le plus petit nom-
bre d’inconniies que 1'on poura. Nous ticherons de donner dans ce Livre
les connoillances generales qui- font les plus neceffaires & ce deffein, Ec
pour le faire dans un ordre plus naturel , nous ne fuppoferons d’abord
aucune de ces connoiffances , mais nous chercherons 2 les découvrir aupa-
ravant par la voye Analyrique, & aprés les avoir ainfi découvertes , nous -
nous en fervirons pour en découvrir encore d’autres qui nous en décou-
vriront de nouvelles. Er ainfi de fuite. Et toutes ces connoiflances acquifes -
par differens degrez nous fourniront aurant de Theoremes ou de Problenies -
generaux qui pouront fervir a refoudre immediatement les queftions in- -
finies qui sy rappotteront. .

PrEMIER PRINCIPE

La fomme de plufieurs grandeurs eftant donnée , & la fomme de toutes
les autres moins une P'eftantaufli , trouver chaque grandeur.

Soit fla fomme totale de trois grandeurs , 4 la fomme des deux pre~
mieres , & la fomme de la premiere & rtroifieme , & ¢ la fomme de la fe-
conde & troifiéme. Puilque les trois font /;& les deux premieres 4, la -
troifiéme eft donc [S—a. De méme puilque les trois font /, & Ja premiere:
& troifiéme b, la feconde fera donc [~——4. Et par un femblable raifonne-
ment , la premiere fera 4—c¢. Les trois grandeurs feront donc [f—c,
[t & [ a .

Si donc trois perfonnes avolent 45 elcus , que les deux premieres en
euffent 20, la premiere & troifiéme 40, & la feconde & rtroifiéme ;0.
Puifque =4, =20, b—40, & ¢—30 ; Yon avra f—c=1y, [ I—;,
[—«=25. La premiere perfonne aura 1y efcus , la feconde 5, & la toi-
fiéme 25, ' .

PREMIERE QUESTION.

Trouver trois grandeurs dont les deux premieres faflent 4., la premiere
& troifieme b, & la feconde & troifiéme c.

Soit z la fomme inconnué des trois grandeurs, Donc. par le principe
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gl precede , la premiere fera 2—e, la feconde 2—b, la troifiéme 2—a.
‘& la fomme des trois 3z—ag—>b—rc. Orxz eft auflila fomme de ces mémes
grandeurs, Donc 32—a—b—c—z. Et par tranfpofition, 22—4~+b—tc.

‘Et le tout eftant divilé par 2, {:}a-—&- :-5—|--I:c. Mettant donc au lieu de
-z cette valeur toute connué qui luy eft égale dans I'expreffion des trois
-grandeurs —c, {—b, & z—a, la premiere fera Sa—+ b+ ¢, la fe-

-conde a— b~ Zc, & la woifiéme — = g—+-h—++¢. Ce qui nous four-

nit le Theoreme , ou Probleme fuivant,qui peur s'appeller anffi une

Regle ou Formule generale,

Regle. La moitié des trois fommes alternatives ,moins la troifiéme, eft
~€gale a la premiere grandeur ;moins la feconde, elle eft égalea la feconde
~grandeur ; & moins la premiere , elle eft égalea la troifiéme.

Soit #=—10, b—go, & c—j30.  Donc z—r—ij5, z—b—y, &
R—4—2%.

J'ay marqué plus haut les progtez infinis des queftions de cette forte,
‘Voyez pag.

SeconpE QuUESTION,

Trouver cinq grandeurs dont les deux Fremiers foient 4, la feconde &,
troifiéme 4, la troifiéme & quarriéme ¢, la quatriéme & la cinquiéme 4.
& la cinquiéme plus la premiere foir e. ;

Soit z la fomme des cinq grandeurs. Puilque la premiere & feconde
font 4, & la troifiéme & quatriéme ¢, la fomme des quatre premieres fera
-donc 2-+¢, laquelle eftant retranchée de la fomme entiere des cing gran-
deurs qui eft z , laiffera pour la cinquiéme z—as—¢. Etparde femblables
raifonnemens la quatriéme fera z—b.—e. latroifiéme {—a__d, la feconde
-2—c—¢, la premiere z—b—d, & la fomme des cinq fera ¢7 24 2b
—20—2d—2e. Or zeft aufli la fomme de ces mémes grandeurs. Donc
§R—24—2b—20—2d —26=—X. D_o_:_lq_ ﬁ.:‘:a—!—zé—blﬂ-—kld—l— 2e. Et 2
-fera la moitié de la fomme entiere a—+6—+c—+d—+e. Sidonc on met cette
valeur au lieu de z qui luy eft égale , dans I'exprefTion des cinq grandeurs
z—a—¢, &c. ces grandeurs feront celles-cy divifées chacune par 2. La
premiere 4—b—+c—d—velar’ a—wb—c—+d—e las . 41 b o,
la 4% a—b—+vc—+d—e &las'. _atb_c+de.

Les queftions femblables fe refoudront en méme forte , pourveu que
‘le nombre des grandeurs {oit pair ; car s’il eftoit impair , Monfieur Bac(}le:
remarque que la refolution feroit indéterminée , c'elt a dire qu'elle pouroit
recevoir plufieurs refolutions differentes , au moins fi elle eftoit poffible.
Par exemple , dit.il, i 'on demandoit fix nombres tels que le premier & le
{fecond fifflent 13, le fecond & trojfiéme 15, le troifiéme & quatriéme 19, le
-quatriéme & cinquiéme 11,le cinquiéme & fixiéme 10, & enfin le' (ixiéme
avecle premier 16, les (ix nombres pouront eftre 8. 5. 10. 9. 2. 8. ou bien
7.6. 9.10. 1. 9. ou bien encore d’autres, Je referve a patler ailleurs de ces
fortes de refolutions qui font indéterminges.

VIIL
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TroisteMe QUESTION:

La fomme dé deux grandeurs eftant donnée , & leur difference Veftane:
aufli , crouver ces grandevrs.

Soit-« la fomme des deux granders, & & lear difference:  Sij'appelle =
la plus. petite des deux inconniies , laplus grande fera 2—z parla premiere:
fuppofition , & par le principe qui precede , & la difference des-deux gran-.
deurs (era a—z.__z, ou a—22. Or b elt auffi ladifference de ces mémes -
grandeurs, Donc ¢—27—=0. Et par tranfpofition 4—¥é—=:7. Ou bien-
en raifonnant d’'une antre forte. Puifque z eft la plus petite , & b la-
difference ou l'excez donr la plus grande furpaffe ¥ | la plus grande fera-
z—b, & la fomme des deux 22—+6. Or 2 elt auffi la fomme de ces mé«
mes grandeurs, Donc 2z—+b—a. Et par tanfpofition 22—z b, quy;
et la méme égalité que javois déja trouvée. Divifant donc le: tout pac:
z; jautay x=—la_bi.

Ou bien foit y la premiere grandeur, 'autrequi eft la plus petite fera:
donc y—b, & leur fomme 2y—b—4. Et par tranfpofition, 2y—a—+b..
Et divifant letout par 2, y=—Za~+-b. Laplus grande fera donc Z4—54,.

& la pias petite 24— b Ou bien fi jappelle la fomme 24, & la diffe--
rence 16 pour n’avoir point:de fration, la plus grande fera a—+5, & Ia
lus petite 2—b. Ce qui nous fournit la Regle fuivante qui nous feryira -
Eﬂns la fuite d’un fecond ‘Principe..
Regle..

La moitié de la fomme de- deux grandeurs , plus la moitié-de léur diffex
rence , eft égale a la plus grande ; & la moiti¢ de la fomme moins la moitié:
de la difference, cft égalea la plus petite..

Si donc les deux 4ges de deux perfonnes font 100 années , & que I'une.-
ait 40 années plus que l'autres la fomme 24—=100, & la difference 26—40:
Donc a—+b—50—+20=—70, & 4. b—jo—20—30. Le premier age fera.
70, & le fecond. 30.

UATRIEME QUESTION..

Connoiffant la difference de deux grandeurs , & le rapport de I'une 4.
F'aurre, crouver chaque grandeur., .

Soit la difference &, le rapport de Ia grande ala petite comme ¢ a ps & ld-

lus petite grandeur foit appellée z. La plus grande fera donc {~+4, &.
r'a' progreflion z-+b.z ::g. p. on bien permutando z.2—+b::p.g. Donc
gz—=—px—+bp. Et par wranfpofition gz—p2=—bp. Et le tour eftant divif&"
par g¢—p. l'on aura z.1: 1bp. g—p. c'cft a dire .Z.._'__;f_%.-_

Ou bien foit'la plus grande appelléey. La plus petite feradonc y— 4. .
Et la p:oportionly.-j_éz :g.p+ Donc P)’W—*‘!’g" Et par tranfpofition
gy—py—bg. Et le tout eftant divifé par g—p, V'on aurz y.1::bg. g p.

Ainfi -pour trouver deux nombres dont la difference foit 30, & le plus
grand triple du ‘plus petit. Le rapport de ces nombres €ft 3 a 1. Dono

JrR 3.0
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} 2 1:3.1. Donc np==32, & la difference y—z2—33—=z—2%, Or j0elt
aufli: la differenice des grandeurs. Donc 22=—30, & 2—=15. Or y—3%.
Donc y—45. Les denx-nombres font donc 45 & 5.

Regle. Le produitide la difference de deux grandeurs par le plus grand
terme de leur rapport , divif¢ par la difference des termes de ce méme
rapport , eft égal a la plus grande ; Er le produitde la difference des gran.
deurs par le plus petit terme du rapport; divile parla difference de fes deuy
termes , eft égal a la plus perite.

Soit é—12, g=3, p—1. Donc y—36, & z—=14.

€Cinquie'Ms QUESTION.

Connoiffant deux grandeurs qui foient chacune au deffous de Ia jufte
~grandeur , & le rapport des deux deffauts, trouver la jufte grandeur,

Soient les grandeurs conniies la plus grande 4, & la plus perite 4.
Puifque chacune eft au deffous de la jufte grandeur, il eft vifible que
le deffaut de la petite: furpalle le deffaur'de la grande , puifqu'il s’en

'manque davantage' qu'elle ne foit égale a la jufte grandeur. Soit donc
le rapport du deffaur de la grandeurd au deffant de la grandeur 2 comme
£ 3 p, & foit la jufte grandeur appellée z, le plus- petic deffavr. fera
donc. ¥ —u, le plus grand 2—&, & la proportion 2—a. {—b ::p. g.-
Donc ga—ag—pz_bp. Et par tranfpolfition gz;-—pz.:eg—-ép. Divi-
fant donc le: tour par 7—p, l'on aura z. 1 :iag—bp. g—p.

Rrgte. Donc le produit de la plus grande des deux dorinées par le plus
grand terme du rapport des deux deffauts , moins le produit ‘de la plus pe-
tite grandeur par le plus petit terme du rappore , eftant divifé par la difference
des deux termes du rappore , I'expofant {era la jufte grandeur.

Soit a—40, =30, g—3, & p—2. Donc la julte grandeur z—=6o.

Six1EME QUESTION, X<

Connoiffant deux' grandeurs qui foient chacune an deflus de I jufte
grandeur , & le rapport des deux excez , trouver la jufte grandeur.

Soient les grandeurs connués la ‘plus grande 2, & la plus petite 2,
Puilque chacune eft au deflus de la jufte grandeur , ileft vifible que I'excez
de la plus grande furpa(fe I'excez de la plus petite , car la jufte grandeur eft
plus ¢loignée de celle-1a que de celle-cy. Soir donc le rapport de I'excez

“de la grandeur 4 & I'excez de la'grandeur &, comme g4 p, & [oit la jufte
grandeur appeliée 3, le plus grand excez” fera donc #—=z., le plus_ petit
b—=z , & la proportion 4—z.b—=z:: g.p. Donc ap—p{—bg—gz. Et
par tranfpofition, gz—pz=—hg—ap. Divilant donc le tout par g—p, Fon
‘aura la jufte grandeur z. 1: :bg—ap. g+ p.: _

Regle. Donc le produit de la plus petite grandeur par le plus grand
terme du rapport des excez-, moins le produit de‘la plus grande par le plas -
petic terme du méme rapport, eftant divifé par la difference des deux ter-
mes du rapport , 'expofant fera la jufte grandeur.

Soit a=—140, b—60, g—3 & p—r. DPoncz—1o0.

La Formule %, 1:: bg—ap. g—p. fait alfez voir que la jufte grandeug
ne pouraeftre pofitive , fi &g n'eft plus grand que ap. .

Seit par exemple =140, b—=60, g—3, & p=2. La julte grandeus

n
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felon noftre formule eft .—100, & l'on n'en peut trouver de pofitive; Leg

deux excez font 240 & 160 qui ont entr’eux méme rapport que3 a 2,
SertieE'Me QUESTION.

Connoiffant deux grandeurs, I'une au deflus,l'autre au deffous de la jufte
grandeur , trouver la jufte grandeur.

Soient les grandeurs connués la plus grande 4, a qui appartient I'excez,
¢ la plus petite b & qui appartient le deffaut , comme I'excez de la pre-
miere peut eftre ou plus grand ou plus perit que le deffaut de la feconde,
foit le rapport de 'excez au deffaut commee a 4, il n’importe lequel des
deux foit le plus grand : & [oit la jufte grandeur appellée z. L'excez fera
donc a—z, le deffaut 24, & la proportion 4—z.z—b::e.d. Donc
ad—d{—ze—be. Et partranfpofition, ze~+d:=—ad~be. Divilant donc
Ie vout par e—+d, 'on aura la jufte grandeur z.1::4d~+be. e~ d.

Regle. Donc le produit ‘de la plus grande des deux grandeurs données
par le fecond terme du rapport , plus le produit de la plus petite grandeus
par l'autre terme , eftant divilé par la fomme des deux termes de ce méma
rapport , expofant fera la jufte grandeur,

Soit =180, b—6o0, e=—y, & d==1. Donc z=—=S8o.

HurtrE'Me QUESTION.
Connoiffant la fomme de deux grandeurs , & la fomme de quelques
parties déterminées de l'une ajotitées a quelques autres parties dérermi-

nées de l'aurre , tronver chaque grandeur,
Soit 2 la fomme des grandeurs , 4 celle de leurs parties déterminées,
. (4 ’ . . . . .
& que la fragion = détermine les parties que doit fournir la premiere
grandeur , ou pour pacler comme Viete que ¢ foit a 4 comme ces parties

. y X £ i X -
a leur grandeur, Er pareillement que la fraction 7 détermine les parties

que doic fournir la feconde grandeur , je fuppofe que la fra&:iondi ait une

moindre valeur que-}; ; pour les grandeurs il n'importe pas laquelle foit la

plus grande ou la plus petite. Soient les parties que doit fournir la pre-
miere grandeur aspellées z, les parties que la feconde fournira feront
donc b—z, puifjue 4 cft la fomme entiere de toutes les parties contri-

buées par les deux grandeurs. Or ¢. d::z. % C'eft pourquoy

d 5
la premiere des deux grandeurs que I'on cherche fera —}*—. Er pareillement

e ih—=, fﬁ:—’r{- La feconde grandeur fera denc ffjf{f. Or a elt
b o
la fomme des deux grandeurs. L’cgalité fera donc ~i{'-—+~f—s}?:4. _Et

le tout eftant multiplié par ec, elle fera edz—bef—cfr—ace. Et pat
aranfpofition edz—cfx=—ace—bcf. Divilant donc le tout par ed—cfs

) ace—b
Ton aura z. 1::ace—bef. ed—cf. Mettant donc cette valeur — —-—ff
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#u licu de z qui luy eft égale dans les deux expreffions de la premiere

grandeur i},.& de la feconde & ':f I‘. La premiere fera ‘d‘;—_brdf e
feconde bjf—_—f—if—..

de—rc

O il faue rgmarqller que-larefolution feroit negative fi 4f eftoit plus
grand que a¢, oubd plus petitque ac. L’Analyflede cette queftion paroift
moins fimple ici que dans Viete. Cependant elle I'eft davantage, car la:
formule qu’elle fournit , ou les expreffions qu'elle marque , font plus:
commodes pour en faire les applications particulieres , dont elles abregent:
extrémement les fuppurations , au lieu que celles de Viere les rendent plus
laborieufes , comme on le peut voir facilement.. Et c’elt la méme chofe-
des queftions fuivantes,

Si donc il falloit partager 6o en deux nr:_!mb'rcs tels que %c[u premier

plus > du fecond fiflent 14.  Par les fuppofitions . g::z. 5% &
Ii 3t :14—2. 42—3%> le‘premier nombre eft donc ¢z, le fecond 42—3%,.
& leur fomme 22—+4:=—=60.- Donc 2z2==18, & z=—=y. Donc le premier
nombre §2—45, & le fecond 4215, ou plitoft 60—45=15. Les nom- -
bres font donc 45 & 15 ; leur fomme eft 6o, & lacinquiéme partie de 45,
qui eft g, plus le tiers de 14, qui eft 5, font la fomme 14.

Regle. Le produit de la fomme de deux grandeurs par le premier terme-
de la feconde fraction, ('j'entens par feconde fraction celle qui vaur da-
vantage ) moins un autre produit de la fomme des parties contribuées-
par le fecond terme de la méme fradtion , eftant mulciplié Far le fecond”
terme de la premiere 5 & le folide qu'on trouve eftant divifé par le pro--
duit du fecond terme de la premiere fraction par le premier de la fe-
conde, moins le produit du premier terme de la premiere par le fecond de-
Ia feconde , I'expofant fera 'une des deux grandeurs cherchées. Et cette
grandeur eftant retranchée de.la fomme des deux , Je refte fera Pautre-
grandeur cherchée.

Soit a—=6o; b=—=14, =, d=j, e==1; & f=3. Donc x=—=gs, & y=15.
Soit: avfll a=43, b=27; ¢==1, d==8, =3, 8 fi=d. Denc =5, .
& y=18. Dans l'un le premier nombre 45 (urpafle le fecond 15, & dans
Pautre le fecond 28 furpafle le premier 15. Pour les fralions , les pre=

mieres = & = font tofijours moindres que les fecondes - & 2. Que i
4

Pon vouloit mettre les plus grandes les premieres , la formule auroit lieu, .
en changeant feulement les fignes, —+ en — , & —en —.

Mais fi a=—6o0, b—14, c—1, d=—6, e—1 & f—j. Lagrandeur x fe-
reit le nombre negatif —6o, & y le nombre pofitif 120. Erla fixiéme"
pattie de __6o, qui elt —1o0, plus la cinquiéme de 120, qui eft 24, font"
Ia. fomme __10-+24, c’elt & dire 14 _

Et pareillement fi s=—=60, é—14, =2, d—3, e=——5, & f—6. La granz
deur x fera le nombre pofitif 216, & y le nombre negatif 156, La fom--
me de ces denx nombres et 60, & les 2. tiers du premier 216, qui fone

Nn jj
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144, phus lés ¢ fixiémes du fecond —i56, qui font —130, font T{4—1361
celt a dire 14.

‘Et dans ces deux cas'la refolution ne peut eftre pofitive , car au pre<
mier &f eft plus grand que ae, & au fecond b4 efk plus petit que ac.

NeuvieEME QUESTION.
‘Connoiffant la fomme de deux grandeurs & la difference de quelques
parties déterminées de 'une & quelques parries déterminées de I'autre , trou- -

ver chaque grandeur.
‘Soit  la fomme des grandeurs , & la difference des parties déterminées,

& que Ja fraction '_;:— détermine les plus grandes parties que doit fournir

: M
I'une des deux grandeurs que je mets la premiere , que la fradtion 7 dé-
termine les autres parties de'la feconde grandeur qui doivent eftre retran-

i . . o . ¢ .o €
chées pour avoir la difference b, Quoyque les parties déterminées par

foient plus grandes que celles qui font déterminées par }, cependant la

frattion ; peut eftre plus petite que =. Cela eftant , foient les parties de
la premiere grandeur appellees ¥, celles de la feconde feront donc z—>5.
Or c.d: iz, iﬁ Ebe Frsaisb f@f La premiere grandeur fera donc.

%{‘, & la Geconde B i parceque « eft la fomme des deux, I'éga-

lité [era f—{-—k{z—:;ff:x. Et le tour eftant multiplié par ec. elle {era

‘ - - .
edz—+cf{—bcf—ace. Et par tran(pofition , dez~+cfz—ace=+bef. Divi-
fant donc le rtout par de—+c¢f, l'on aura z.x::ace~bef. de—cf. Et
mettant cette valeur de z dans les deux expreffions de la premiere gran-

deur i}‘, & de la feconde &Tif-, Pon aura la premiere grandeur

x.1:: ade—+bdf. de—vcf, 8la feconde y.1:: acf—bdf. decf.

Regle. Donc le produit de la fomme de deux grandeurs par le premier
terme de la feconde fraction , plus un autre produit de la difference des
partics déterminées par le fecend terme de la méme fracion , eftant
multiplié par le fecond terme de la premiere ; & le produit quon trouve
eftant divifé par le produit du fecond terme de la premiere fraction par le
premier de la feconde , plus celuy du premier terme de la premiere , par
le fecond de la feconde , I'espofant fera I'une des deux grandeurs cher-
chées, Er cette grandeur eftant retranchée de la fomme des deux , le refte
fera I'autre grandeur cherchée,

Ainfi pour partager 84 en deux nombres tels que < du premier moins
’I du fecond donne 7. La fomme a—84, la difference b—7, c—, =1
e=1, & f—4. Les nombres feront donc x=—48, & y—;6. Le.tiers du
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:premier eft 16, le quart du fecond 9, la difference de 16 a9 eflt 7; & la

fomme des nombres 48 & 36 eft 84. Icy la premiere fraction - furpalle
la feconde .

Er . pour partager 84 en deux nombres tels que - du premier moins
du fecond fafle 7, La fomme #—84, la difference b—7, c—:i, d—4,

=1, & f=—3. Les nombres feront donc 6o & 24. Le quart du premier
elt.15,le ters du fecond eft 8, la difference de 152 8 eft 7, & la fomme des

nombres 6o & 24 eft 84. Icy la premiere fraction é eft furpaflée par la

feconde Z.
‘Mais fi ac eftoit plus petit que b4 la formule fait voir que la feconde
grandeur feroit negative.

Dix1e'Me QuesTion.
Connoiffant la difference de deux grandeurs, & la fomme de quelques
‘parties déterminées de l'une ajotitées & quelques autres parties déterminces
de l'autre, trouver chaque grandeur.
“Soit # ladifference des grandeurs, & la fomme des parties déterminées,

l: la fraction c_lui détermine les parties de la plus grande que je mets la

= 3 e, " » - iR . . -3
premiere , & 7 la fraction qui détermineles parties de la feconde , it n'im-

porte pas que la premiere fraction foit plus grande ou plus petite que la
feconde. Soient les parties déterminées de la premiere grandeur appellées

“<

z, celles de la feconde feront donc b—z. Or c.d::x. S
o P ! . o &

e. f::6—Y ==+ La premiere grandeur fera donc ", & la feconde

%’i?ﬁ Et parceque #eft la difference de la premiere 4 la feconde,

ﬂ".‘
Pégalité fera %i-—'—f%&:a. Ecr le tout eftant mulriplié par ec, elle

fera dez—bef—+rfz=—ace. Tranfpofant donc a l'ordinaire , & divifant le
tout par de—+cf> I'on aura z. 1t :ace—+bef. de—vcf. Les grandeurs feront
donc la premiere x.x::adetbdf. de—vcf, & la feconde y. 1::6df _acf.
de—cf.

Regle. Le produit de la difference de deux grandeurs par le premier
terme de la feconde fraction , plus un autre produic de la fomme des
patties déterminées par le fecond terme de la méme fraction , eftant
multiplié par le fecond terme de la premiere; & le folide qu'on trouve
eftant divif¢ par’le produit du fecond terme de la premiere fraction par
le premier de la feconde , augmenté du produit du premier terme de la
premiere par le fecond de la feconde , 'expofant donnera la premiere
grandeur, : ;
~Ecla difference des deux eftant retranchée de cette premiere grandeur,

I j Nn iij
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le refte donnera la feconde. g

Ainfi pour trouver deux nombres dont la difference foit 84, & tels-
que 5 du premier , plus = du fecond faffent 98. La difference #—=84, lz:
fomme b—98, ¢—1, d—3, e=1, & f—4: Donc ¥—204, & y—r20+
La difference de ces deux nombres eft 84, & le tiers du premier, qui eft’
68, plus le quare du fecond qui eft 30, donne la fomme 98, Icy la pre-
miere fraltion + furpafle la feconde 7. ;

Ec pour trouver deux nombres dont la difference foit 8%4; & tels
que - du premier , que je prends todjours pour le plus grand, plus = du-
fecond faffent la fomme 98, Ladifference a—84, la fomme 6=—98, c—r, .
d—y4, e==1, & f=3. Donc x=—216, & y—i32.. La difference de ces.
nombres eft 84, & le quart du premier , qui eft 54, plus le tiers du fecond
qui eft 44, font la fomme o8..

Mais i bd eftoir. (urpaflé pat. 4c, la. regle fait voir que la. feconda-

" grandent ﬂzmiz_.negative.

XVI.

ONz1EME QUESTION:
Connoiffant Ia difference de deux grandeurs , &la differencede quelques

parties déterminées de I'une , a4 quelques autres parties déterminées de-

Pautre, trouver chaque grandeur. .
. » o 2 Wit
Soit « la difference des grandeurs , b celle de leurs parties déterminées, .

4 z 7 . ¥ % e . 3 .
— les parties déterminées de la premiere., &f les parties déterminées de-

la feconde. Suppofant todjours que la plus grande foit celle que je mets-
la premiere, la queftion peut avoir deux cas qui doivent avoir chacun
leur décermination particuliere. Le premier cas , c’eft lorfque les parties -
que I'on prend de la plus grande on-premiere grandeur , furpaffent celles-

qu'on prend de la feconde. Ec le fecond cas, ceft lor(que les parties que -

Yon prend de la feconde qui ‘eft Ja plus petite , furpaffent celles que. l'on:
prend de la premiere,
Premier Cus

Pour le premier cas , foient 2 les parties dérérminées de-la premiere-

grandeur, qui furpaflent les autres. Puifque & eftla difference des parties,
celles de la‘ feconde grandeur feront donc z—#4. Orc.d::z. -‘:i'. Et:

e f: PO 2% {—:if La premicre grandeur fera donc -df‘, & la feconde -

ﬁl—jﬁ‘ Et parceque 4. cft la. difference de la premiere a la feconde, I'¢-

galit¢ fera d: #&:ﬁ:m Et 'Ilic__ tout eftant multiplié par ec, elle fera

dez—cfz—+befimace. Tranfpolant done 4 Vordinaire ; & divifant le tout
par de—cf, 'on aura 2., 1 ; s ace—bef. de—cf. Les grandeurs feront dong
fa plus grande x. 1 t 1ade—bdf. de—cf, & la plus petite .1 :: acf—bdf

de_cf. " Si tou;?f'ois la fra&ion f eft plus petite que —}, car fi elle eftoic:

-
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',-'l‘g!ug grande , il fandroit renverfer les fignes , & au lien des gt‘andeurs'
x.1::ade_bdf. de—cf, & y.1::acf—bdf. de—cf, il faudroir écrire
w. 112 bdf—ade. cf—de. & y.1::bdf—acf. cf—de.

Regle. Sidonc la premiere fraCtion eft plus petite que la feconde, le
produit de la difference des deux grandeurs par le premier terme de la
feconde fra&ion , moins un autre produic de la difference des parties dé-
terminées par le {econd terme de la méme frackion , eftant muleiplié par
le fecond terme de la premiere ; & le folide qu'on trouve .eftant divifé
par le produit du fecond terme de la premiere frattion par le premier
de la feconde , moins un autre produit du premier terme de la premiere
fration par ‘le fecond de la feconde , lexpofant fera la premiere
‘grandeur,

Et la difference des deux eftant retranchée de cette grandeur , le refte
donnera la premiere.

Mais i la premiere fraction eft plus grande que la feconde , cette for-
‘mule aura lieu, fi I'on y met par tout moins au lieu de plas, & plus au
lieu de moins , ainfi que nous I'avons déja dit.

Au refte les formules literales font affez voir fi la refolution peut eftre

ofitive on non. Ainfi je n’en diray rien davantage.

Si doncil falloit trouver deux nombres tels que leur difference fuft 8¢;
& que - du plus grand moins —du plus petic fult 10. La difference des
grandeurs 4—84,, celle des parties b—=10, c=—1, d—4, e==1, & f—;. Er
parceque la premiere fraction - eft plus petite que la feconde 5 je me
fers de la premiere formule. Les deux nombres (eront donc le premier
a—216, & le fecond y—r32. La difference de ces deux nombres eft S4,
& le quart du premier qui eft 54, moins le tiers du fecond , qui eft 44,
-donne la difference 10. : :

Et pour trouver deux nombres dont la difference foit 84, & rels
‘que 5L du plus grand , moins i du plus petic fuft 38. La difference #—84,
Pautre 6—38, ¢—i1, d—3, e=1, & f—4. Et parceque la premiere
fraction - eft plus grande que la feconde 7., je prends la feconde formule
x.1:: bdf—ade. cf—de, & y. 1::bdf —acf. cf—de. Les deux nombres
feront donc =204, & y—r20. Leur difference eft 84, & le tiers du pre-
mier , qui eft 68, moins le quart du f{econd qui eft 30, donne la difference
38,

Second Cas.

Et lotfque les parties qu'on prend de la plus petite grandeur furpaffent
<elles quion prend de la premiere & plus grande, 'operation varie tant
{oit peu. Soit donc « la difference dela premiere grandeur 4 la feconde, ou
Texcez dela premiere fur la leconde , & & 'excez des parties déterminées

«de la feconde aux autres parties déterminées de la premiere. Soir:di la
fraction qui détermine les parties de la feconde qui font les plus grandes,
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& J?‘ la fradion qui détermirie les parties de la premiere. Si j'appellez les-
parties déterminées de la feconde grandeus, celles de la premiere ferentdonc:
zebd Or c..dBE f} Et e. fr:z—b. f{::bf. La feconde grandeur~

fera donc -'ii, & la chmierc.&:_:g. Et parceque « eft la difference de -
B

* A L4 2 4 ,___I’ d
la premiere a.la. feconde , I'égalicé fera -{-?i-—- -cf::sz Et le tout eftant -

multiplié par ec, & la tranfpofition "faite a Vordinaire , elle” fera
efx—ed{—ace—+bef. Donc le tout eftant divifé ‘par ¢f—de, 'on aura
z. vt vace—bef- of —de.  Les. grandeurs feront donc ‘la . plus- grande
x.1:cacf—+bdf. cf—de, & la plus petite y. 1::ade—bdf. cf—ae. Et
afin que la refolution foit réelle & pofitive , il eft vilible quela fradtion

-‘—; doit furpafler ,Ti Car eftant réduites 2 un méme [econd terme , elles
e g y ]

{font f{;— & ;;, de forte que (i ¢f ne furpafloit de la premiere fraction ne

furpafleroit pas la feconde ., & ainfi le divifeur ou f{econd terme des valeurs .

de x & de y, qui eft ¢f—de, ne feroit pas pofitif. . Que i les frations
5‘&%6.*&01{-:1: égales dans cette queftion & dans les precedentes , ces

queftions ne feroient- aucunement. confiderables , ainfi je n’en diray-
tien..

Regle. Le prodnir. de la diffeience-dé deux grandeurs par le premier
terme de la premiere fradtion , c’eft a dire de celle qui détermine les parties
dela plus petite grandeur, plusun autre produit de la-differencedes parties
déterminées pac le fecond terme de la méme fraction , eftant muleiplié -
par le fecond terme de la feconde 5 & le folide qu’on trouve , eftant di-
vifé par le produit du premier terme de la premiere fraction parle fecond
de la feconde , moins un autre produit du fecond terme de la premiere par
le premier de la feconde , I'expofant fera la premiere grandeur,

Er la difference des deux:eftant retranchéeide certe grandeur , [¢ refte
donnera la premiere. i '

Ainfi pour trouver deux nombres dont la difference foit 84, & tels
qucv-ji du fecond moins ;— du premier foit 10. La difference des nombfes

¢ a==84, celles des parties b—10, c—1, =3, e=—1, & f—4. Les deux

nombres feront donc Je plus grand x—456, & le plus petit y—372. Leur
difference eft 84, & le tiers du plus perit, qui elt 124, moins le quare-
du plas grand , qui-eft 114, donne la difference 10.

Mais ‘pour trouver-deux nombres donc-la difference foit 84, & rels
que *l du fecond moins ;— du.premier foit10. La difference 4—84,¢—1o0, .
e—1, d—4, e—1, & f—3. Les deux nombres feront donc les deux-

n_t.amb'rfj' negatifs x—=>1-, c'elta dire —372, & _y—_——_-*-:‘-, ceftadire 456,
Leur difference eft —j372 moins —456; celt a dire —+84, & le tiers du .
' fecond
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fecond , qui eft —114, moins le quare du premier ,qui eft —i24,ceflt a dire
— 114 moins —124, donne le refte ou la difference 10, fi routefois cela
peut sappeller refle ou difference.,

DouziEme QUESTION.

Connoiffant la fomme des quarrez de trois grandeurs geometriquement X VIR
proportionelles , & I'une ou l'autre des deux extrémes , trouver l'autre
extréme,

Soit la premiere des exteémes appellée z, je fuppofe la premiere incon-
nue, & je ne me mets point en peine de fgavoir fielleeft plus grande ou
flm' petite que [autre. Soit I'autre extréme qui eft connuc appellée 2, &
a fomme de tous les quarrez appellée b Comme en toute proportion
geometrique continiie le quarré de la moyenne eft égal au produit des
extrémes , le quarré de la moyenne fera 2z, la moyenne fera par confequent
V az, la proportion ==z, p az. 4. & la fomme des trois quarrez fera
Zz—+az~taa. Orbeftaufli lafomme desquarrez, Donc 2z —+a2—+2a=—=b.
qui eft une égalité compofée.-

Si pourtant on la vouloit refoudre fans fuppofer la connoiffance de
ces égalitez , cela feroit tres-facile.. Car il n’y a qua voir par quelle
fouftra&ion ou divifion , ou par quelle autre operation le premier membre
poura eftre une puiflfance parfaite , au moins literale , fans toutefois rien-
rejetter d'inconnu au fecond membre. Cela (e voit d’abord , car le pre-
mier terme zz eftant le quarré de z, fi I'on divife par 2 fois z la feconde

partie a2, Pexpolant fera Z4. Or fi'la derniere partie a4 eftoit le quarré
"expofant ~«, la puiffance feroit parfaite. Comme donc il s'en marn-
de | ~a,lap
-3 i L) 1 z T il Tae e L A i
que -aw que le quatré de -4, qui elt —ae, ne foit égal 4 44, en retran-
chant 14a de part & d'autre , I'égalicé fera zz—val+ aa=b— L aa

Et tirant la racine quarrée de part & d’autre, elle fera {—+ Fa—=)” é——";mz.-

Et par tranfpofition {:Vé—faa — —a. Etla queftion eft refolué.

Regle. Silon prend donc la racine de la fomme des quarrez diminuée
des trois quarts da quarré de I'extréme connué , & qu’enfuite l'on en-
retranche la moitié de cette extréme, le refle fera l'autre extréme; & la
moyenne {era la racine du produit des extrémes.

Soit 4—4, & b—21. Doncz—p 21—12 —2—1. La plus grande
extréme eft donc 4, la plus petite 1, & la moyenne 71 fois 4, c'elt &
dire 2, == 4, 2. 1,

: 1 I— 5781 ¥ 3 v s
Er fi a=1, b=21. Donc 2=p 20— —7=F "—, celt A dire 4
La proportion eft donc - 1. 2. 4.

SeconNp PnINc:?I!. ;
Ce Piincipe n’eft autre que le Theoreme ou la Regle , dont la refo- XVIIL.

lation de Ia queftion troifiéme nous:a donné la connoiffance. .
Qo
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Que la moitié de la fomme de deux grandeurs | plus la moitié¢ de leug
difference , eft égale 4 la plus grande ; & moins cette méme moitié, qu'elle
eft égale a la plus petite.
De forte que ﬁpla fomme eft 24, & la difference 24, la plus grande
fera a—+b, & la plus petite 4—b. Ou bien fi la fomme eft 2y, & la diffe-
rence 2%, la plus grande fera y—z, & la plus petite y_z.
Ce Principe eft tres-utile, & d’une grande érendiie. Pour commencer
3 en montrer l'ufage , je vay refoudre par fon moyen les queftions fui-

. vantes. Elles fonr tirées la plu{]'?lan du fecond & rtroifiéme Livre des

XIX.

XX.

Zetetiques de Viete. Je les ay choifies plétolt que d’autres ,a caufe que
le choix qu'il en a fait eft tres-judicieux ;car les Theoremes ou les Regles
.generales que leurs refolutions fourniflent {ont des plus confiderables dans
les Mathematiques. Cependant je ne les reflous pas felon fa methode,

parcequ’elle ne me {emble ny aflez fimple ny aflez facile.

PrREMIERE QUESTION,

Connoiffant la fomme de deux grandeurs , & le produit de 'une pat
Iautre , trouver chaque grandeur.

Soit la fomme connu¢ 24, & le produit ¢, Si j'appelle leur difference
27, il eft évident par la formule precedente , que la plus grande fera -+ z,
& la plus petite v—z ; & le produit de I'une par l'autre fera aa—zz.
Or ¢ eft auffi le produit de ces mémes grandeurs. Donc as—zz=—¢,
Et par tranfpolitien , xz=—ad_c.

Formule. Doncle quarré de la moiti¢ de la fomme de deux grandeurs
moins le produit de I'une par l'autre , eft égal au quarré de la moitié de
leur difference. ,

Or la moitié de la difference eftant conniie, chacune des deux grana

deurs eft pareillement conniie, par Ja formule qui precede.

Exemple.

La moyenne de trois grandeurs qui font en proportion geometrique
conriniie eftant donnée, & la fomme des extrémes U'eftant aufli, trouver
chaque grandeur.

Soit la moyenne appelléem, la fomme des extrémes 24, & leur difference
inconnué 2 ; la plus grande fera donc 4~z la plus petite &—z, & la
“proportion continué fera <~ a—z.m. a—z. Or en toute proportion
geometrique continué , le produir des extrémes eft égal au quarré de la
moyenne. Donc #4—zz—mm, Et par tranfpoﬁtion y Rd—mm—22,

Soit la moyenne m—i12, & la fomme des extrémes 2a=—26. Dont
22=169 —144—25,& 2—y.Doncla proportion continue--4—+ 2.7 4—=2,
fera —=18.12.8. Et la queftion eft refolué.

SecoNpE QuEsTION.

_L’on peut remarquer en refolvant les queftions par I'Analyfe , que
chaque trait de plume y fait découvrir ordinairement quelque nouveau
THeoreme avec une grande facilité.
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Par exemple la refolution precedente zz—aa—¢, nous vient de faire con-
ioicre que le quarré de lamoitié de la fomme de 2 grandeurs moins leur pro-
duit,eft égal au quarré de la moitié de leur difference. Or fi nous fuppolons

uela fomme foit inconnué, & que la difference foit connué, & que nous
appellions la fomme inconnué 2z, & la difference 26, au lien de
xz=—a4a—c, nous pourons écrire bb—yy—c. Et par tranfpofition
bb—+c—yy ; ce qui nous donne par un trait de plume un Theoreme ou
bien une Regle inverle de la precedente.

Regle. Car bb—+c—yy nous fait veir que le quarré.de la moitié de la

difference de deux grandeurs plus le produit de I'nne par l'autre, eft égal’

au quarré de la moirti¢ de leur fomme.

Soit 2b=—1, & ¢—24» L’on aura yy—:1y, & y—5. Donc y-+b—6, &

ety
7 Exempie.-

La moyenne de trois grandeurs qui font en proportion geometrique-

tontinué eftant donnée , & la difference des extrémes l'eftant anfli , trouver
chaque grandeur,

Soit la moyenne ap_pcllée m, la difference des extrémes 16, & leur

fomme inconniie 2y. La plus grande fera donc y—+5, la plus petite y_4. .

& la proportion contintie fera <= y—+b.m. y—b. Or en toute proportion

geometrique continiie , le produit des extrémes eflt égal au quarré de la-

moyenne. Donc yy—bb—wmm, & par tranfpofition yy—mm—ibb.

Soit la moyenne m—12, & la difference des extrémes 2—ro0. Donc"

Py—r144~+25—169, & y—13. Donc la proportion continiie =y—+5b. . -

7—b, fera <= 18.12. 8. Et la queftion eft refolue.

Trors1EME QuesTIiown:
Connoiffant la fomme de deux grandeurs, & la fomme de leurs quarrez,
trouver chaque grandeur.
Soit 24 la fomme des grandeurs, & ¢ la fomme de leurs quarrez. Si
jrappelle 23 la difference des deux grandeurs , la plus grande fera 4-—+2, la

XXI{.

plus petite #—z., & leurs quarrez feront a2—+242—+22, & ad—2az—+22 ;.

& la fomme de ces quarrez fera 2e4—+232. Or ¢ eft auffi la fomme de
ces mémes quarrez; Donc 2a4—+232—¢. Et par tranfpofition , 223—¢
~—244. Etdivifant letoutpar 2, z2—"¢c__244.

Regle. Donc. la moiti¢ de la fomme des quarrez de deux grandeurs
moins le quarré de la moitié de la fommé de ces mémes grandeurs , eft
égale au quarré de la moitié de leur difference.

Soit la fomme des grandeurs 2a—r1, & la fomme des quarrez 20104

<

Fon aura {3=16, & z—4. Donc a—+z=10, & 2—2:—1. .

QuaTrit'ME QUESTION.
~ Et fi nous fuppolonis que la fomme des grandeurs foit inconniie , &
que leur difference foit conriiz , appellant la fomme inconniie 2y, & la diffe-
rence 26, au lien de la refolution precedente Rz=—=>c—a4, nous pourons
Oo ij

XXIL
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éerire bb—="Lc—yy. Et par tranfpofition yy—2Le_bb.

Regle. Donc la moitié de la fomme des quarrez de deux grandeurs
moins le quarré de la moitié de la difference de ces mémes grandeurs ,
eft égale au quarré de la moiti¢ de leur fomme. '

Soit la difference des grandeurs 26—38, & la fomme des quarrez ¢—104,
I'on aura yy—36, & y—6. Donc y—+b—r1o0, & y—b—1z.

Cinquie'ME QUESTION.
~ Connoiffant la fomme de deux grandeurs, & ladifference de leurs quarrez,'
trouver chaque grandeur. :
Soit 24 la fomme des grandeurs , & 4 la difference de leurs quarrez,
Si jappelle 2z la difference des deux grandeurs, la plus grande fera a—z,
Ia plus petitea—z, & leurs quarrez feront 4a— 242 —+22, & aa—a{—+3%;
& la difference de ces quarrez fera 44z, Ordeft aufli la difference de

2 e 4
ces mémes quarrez. Donc 4a2—d. Et divifant le tout par 4a, z.:M- ;

Regle. Donc la difference des quarrez de deux grandeurs divifée par le
double de la fomme de ces mémes grandeurs , eft égale 4 la moitié de leur
difference. Ou ce qui revient au méme, la difference des quarrez de deux
grandeurs divifée par la fomme de ces mémes grandeurs , eft égale a leur

; d
difference. Car fi 4oz—d. Donc2z— —.
Soit la fomme des grandeurs 2a=—12, & la difference de leurs quarrez
A—96. L’on anra .1:::'—:_'—_4_, Donc 4—+z—I10, & 4—2—12.

Sixi¥me QUESTION.
Et (i nous f{uppofons que la fomme des{grandcurs [oit inconniie , & que
leur difference [oit conniie, appellant la fomme inconniie 2y, & la diffe-
rence 25, au lien de I'égalité 4az=—d. nous aurons 4yb—4. Er le tout

Ve
eftant divifé par 45, =g
Regle. Donc la difference des quarrez de deux grandeurs diviée par le
double de la difference de ces mémes grandeuss , elt égale 4 la moitié de
leur fomme. Ou bien , ce qui revient au méme, la difference des quarrez
de deux grandeurs divifée par la difference de ces mémes grandeurs , eft

égale a leur fomme, Car fi 4y/—d. Donc ::y-_-:-:__
Soit la difference des grandefirs 26—8, & la difference de leurs quarrez

d—96. L'on aura y—===¢. Donc y—+b=io, & y—b—2z.

b (-1

SerTiEmME QUESTION. i

onnoiffant la fomme de deux grandeurs , & la fomme de leurs cubes,
trouver chaque grandeur.

So't 24 la fomme des grandeuss, & ¢la fomme de leurs cubes , appellant

2z la difference des grandeurs , la plus grande fera a—+z, la plus petite

a—=z, & leurs cubes feront a'—+3aaz—+ 3022+ & £—3a42~+ jazz—2.
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Et la fomme de ces cubes fera 24'—+ 6azz. Or ¢ eft auffi la fomme de ces
mémes cubes. Donc 24— 64z2—¢. Et par tranfpofition 64xx—c—24"

[ Lfs‘

Et le tour eftant divi(é par 64, zz— =

Regle. Donc la fomme des cubes de deux grandeurs moins deux fois
Ie cube de la moitié de leur fomme, divifée par 3 fois la méme {omme de
ces grandeurs , eft égale au quarré de la moitié de leur difference.

Soit la fomme des grandeurs 2a—r2, & la fomme deleurs cubes c—ra08.

—1a3
== Tk fera 16. Donc z—4, a—+z—10, & 4—3—2,

HurtigME QUESTION.

Et i la fomme des grandeurs eftojt inconniie, & que leur difference fult ¥y vy.-

conniie ; appellant la fomme 2y, & ladifference 24, I'égalité 24—+ 6azz—c,
feroit 2y'—+6ybb—rc.. Qr cette égalité elt compolée, parceque l'inconniie
y a differens degrez. Ainfi nous referverons a la refoudre en traittant de
ces égalitez,

Neuvie'me QUESTION.

Connoiffant la fomme de deux grandeurs, & la difference de leurs cubes,
trouver chaque grandeur.

Soit 24 la fomme des grandeurs , & 4 la difference de leurs cubes ; ap-

ellant 2z la difference des deux grandeurs , la plus grande fera 4z, la
plus petite 4—z, & leurs cubes a'—3aa2~+3a22+2), & 4'—3aaz
—+ 32222, & la difference de ces cubes fera 6aaz—+22'. Or d eft avfli
la difference de ces mémes cubes, Donc. 6aaz—+22'=—=d, qui eft une éga-
Jité compolee,
: Dixi¥mMeE QuESTION.

Mais fi la fomme des grandeurs eftoit inconniie , & que leur difference
fult conniie ; appellant la fomme 2y, & la difference 26, I'égalité 6aaY— 223
—4 feroit 6])'5—}-11’7’:3’- Et par tranfpofition, 6yyb—d—2b*. Er divia

d—f3

fant le tout par 65, yy——rp.

-Regle. Donc la difference des cubes de deux grandeurs moins 2 fois le
cube de la moitié de leur difference , divifée par 3 fois la méme difference
de ces grandeurs , eft égale au quarré de la moiti¢ de leur fomme.

Soit la difference des grandeurs 2/—8, & Ila difference de leurs cubes
d—=992. yy— ‘{;-‘"f’—i fera 36. Donc y=6, y~+b=t0, & y—b=—:.

ONzieE'mMs QUESTION.

Connoiffant la fomme de deux grandeurs , & la fomme de lears qua-
triémes puiffances , trouver chaque grandeur.

Soit 24 la fomme des grandeurs , & ¢ la fomme de Jeurs quatriémes
puiflances ; appellant 2z la difference des grandeurs, la plus grande fera
a2z, la plus petite a—z , & leurs quatriémes puiffances feront a*—+ 44z
464432~ g4+ & at—4a' 2~ 6aazz—4a%’ +z*, Et la fomme de ces

puiffances fera 24'—124422—+22% Or ¢ en eft auffi la fomme. Donc
Qo iij
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24* k124422~ 22%=—¢. Et par tranfpofition, raaszz—F22'=—c—sa*, qui-
eft une égalité compofée , dont la refolution fera expliquée dans fon
lieu, : d
Douzts'Me QUESTION..
Et connoiffant la difference de deux grandeurs , & la fomme de leuss
quatriémes puiffances , s'il faut trouver chaque grandeur. '
Appellant la difference des grandeurs 24, la fomme de leurs quatriémes
puiffances ¢, & la fomme inconniie des grandeurs 2y, l'on trouvera I'égalité
comgmfée 2y*=ra2yybb ¢ 2b°=c , ow par tranfpofition , . 2y*—+12yybb—g"
—_—21 4 1
., Trerzie'mt QUESTION.
De méme connoiffant Ja fomme des grandeurs , & la differencede leurs
quatriémes puiffances, s’il faut trouver chaque grandeur,
Appellant la fomme des grandeurs 24, la difference'de leurs quatriémes
puillances 4, & la difference.de ces grandears 2z, I'on trouvera Pégalité-
compolée 84z —+8az'=d.

QuaTorziE'ME QUESTION.

Et connoiffant la difference des grandeurs , & la difference deleurs quas
triémes puiflances , s’il faue trouver chaque grandeur. .

Appellant leur difference 24, la difference de leurs (Puiﬁances d, & la
fomme de ces grandeurs 2y, l'on trouyeral’égalité compoice 8)‘&—1—8}5?:4{.
La refolution de chacune de ces égalitez {era generalement expliquée dans-
fon lien, '

niNzIEME QUESTION.

Connoiffant la fomme des quarrez de deux grandeurs , & la difference
de ces mémes quarrez , treuver. chaque grandeur.

Appellant 24 la fomme, des quarrez , & 26 levr difference, le plus grand
quarré fera a—+b, & le plus - petit a—b, par 18. S. Ot les quarrez eftant-
connus, leurs racines le fone auffi.

Soitla fomme des quarrez 2a=—104, & leur difference 26=——=96. Donc-
le plus grand quarré a—#b—100, & le plus petit a—~=—y4.. Les grandeurs
feront donc g a—rb—10, & J a—b—1.

1l eneft de méme pour les autres puiffances de deux grandeurs , lorf=
que l'on connoit la fomme de ces puiffances & leur difference.

Soit par exemple la fomme de deux cubes 2a=—1008, & leur difference -
2b—991. Les deux cubes feront donc 4—+b—1000, & a—b—8. Et les

deux grandeuts / C.ayb—io; & Y/ Ca—b—1.

i Sr1z1E'ME NWESTION.

Connoilfant le produit de deux grandeurs , & la fomme de leurs quarrez,
‘rouver chaque grandeur.

La queltion ne foppofant d’abord aucune connoiffance de chaque gran- -
deur, ni-de leur fomme ,ni de leur difference , leur fomme incontiie peut
s'appeller 2y & leur difference 2z, & alots la plus grande fera y—+z, & I_a
plus perite y—z, leur produit yy—3% , & la fomme de leurs quarre
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“2yy—+ 2%z, Donc appellant & le produic de ces deux grandeurs , & ¢ la
fomme de leurs quarrez , I'on aura les deux égalitez yy—xr=b, &
“ayy—+228=¢, Or la premiere yy—=z2=4, fe réduit & yy—b-+zz. Etla

feconde égalité 2yy—+222=—=¢, fe réduit & yy— ¢—33: Donc b—+zz
= ¢—zz. Et par tranfpofition , 222=—=-¢—b. Et le rout eftant divi(é

par 2, l'on a zz=="c—7b. Mettant donc ~c—2¥, au lieude zz qui luy
«eft égal , dans la premiere égalité yy—b—zz, cette égalité fera yy—b
—t-f;r:—-—a'é.. celta dire yy—"c— 4. Etainfi le quarré de la moiti¢ de la
Jomme des deux grandeurs fera <o+ b, & le quarré de la moitié de leug

difference fera Zc— 4. .

Regle. Donc le quatré de la moitié de la fomme de deux grandeurs eft
€gal au quart de la fomme de leurs quarrez , plus la moitié de leur produit.
Ec le quarré de la moiti¢ de la difference des mémes grandeurs, eft égal
au quart de la fomme de leurs quarrez , moins la moitié de leur produit.

J'aurois pt chercher autrement la méme refolurion en appellant chaque
grandeur par une lettre inconniie. Car fi la grande eft y & la perite z, leur
produit fera yz , & la fomme de leurs quarrez yy—+zz. Or & eftle produit
de ces mémes grandeurs, & ¢ la fomme de leurs quarrez , j"auray donc les
deux égalitez yz—0b, & yy—+zz=—¢. Or la premiere yz=—F peur fe réduire

é.;r:%. Mettant donc % au lieu de y qui luy eft égale , dans la feconde
r L » 8 1 . &, L5 4 bb r b
égalité yy—+zz=—¢, ceft & dire mertant dans cette égalité — quarré de £

au lieu du quarré yy qui luy eft égal , 'on aura i;-—i«z.z:c. Et multi-

liant le tout par zz , 'on aura bb—z'—czz. Et par tranfpofition,
bb—czz—=z*, qui eft une égalité compofée,
En quoy I'on peut déja remarquer , que les refolutions fe trouvent fou-
vent d'une maniere plus fimple , & avec une facilité plus grande , par
«certaines dénominations que par d’autres.

AUTRE RESOLUTION DE LA ME'ME QUESTION
PAR LA VOYE SYNTETHIQUE,

La (econde voye que nous appellons Syntethique, eft celle qui refout les
queftions fans former aucune égalité, en f{uppolant quelques connoiffances
autres que celles qui font accordées par les fuppofitions , mais qui ont
neanmoins quelque forte de rapport & de liaifon avec elles.

Par exemple, connoiffant le produit de deux grandeurs, & la fomme de
leurs quarrez, trouver chaque grandeur.

Pour refoudre cette queftion parla voye Syntethique, la connoiffance du
produit des deux grandeurs , plus celle de la fomme de leurs quarrez , font
toutes les connoiffances accordées par les fuppofitions. Orfi a 'exemple
de Viete, outre ces deux connoiflances, Pon fuppofe encore celles-cy tirées
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de la formation des quarrez ; Que la fomme des quarrez de deux grandeurs;
plus 2 fois le produit de I'une par lautre, eft égale au quarré de la fomme
entiere des grandeurs ; Et que laméme fomme des quarrez , moins 2 fois le

produit, eft égale au quarré deleur difference: Il eft bien vifible que le quarré

delafomme entiere des grandeurs, & le quarré dela difference eftant connus,
la fomme & ladifference qui font les racines de ces deux quarrez , (eront pa-

reillement connués , & par confequent chaque grandeur , fans qu’il foit befoiny
de recourir aux égalitez. :

Mais aufli en fuppofant les deux connoiffances tirées de [a formation

des quarrez , outre les deux autres accordées par les fuppofitions , I'om

fuppofe déja pour connu ce que la queftion (uppofe inconnu. Ainfilavoye
Syntethique n’eft point une voye generalement legitime pour des re-
cherches , cependant elle et merveilleufement utile en plufieurs rencontres;
Lapremiere, lorfque'ona déjaaffezde lumiere & de connoiffance pour dé-
couvrir par fon moyen les refolutions que 'on cherche ; La feconde, lorfqu’en
cherchant ces refolutions par la voye Analytique, I'on arrivea des égalitez
qui font trop compofécs , car alors pour rendre ces égalitez plus fimples , il

faut , i Pon peut , joindre la voye Syntethique a |"’Analytique , ce qui en fait
une nouvelle compofée de toutes les deux , que nous avons appellée une
voye mixte pour la diftinguer des autres ; Ec enfin la troifiéme rencontre ot
la voye Syntethique eft ablolument neceffaire , c’eft lorfque les queftions ne
peuuent fe rapporter en aucune forte a la voye Analytique, ou bien lorf=

qu’elles ne peuvents’y rapporter qu'en partie. Nous parlerons de cetee yoye:
Syntethique dans le Livre. (uivant,

Drx-serT1EME QUESTION.

Connoiflant le produit de deux grandeurs , & la difference deleurs quarrez;
trouver chaque grandeur, -

Chaque grandeur , ny leur fomme, ny leur difference n’eftant connué,
foit leur fomme appellée 2y, leur difference 2z,leur produit 4, & la diffe-
rence connu¢ de leurs quatrez 4. Laplus grande fera donc y—+z, la plus:
petite y—=z, leur produit yy—2% , & la difference de leurs quarrez-
W=k 2y2—+ RX—yy—+ 2+ 2Z, ceft a dire 4yz. Or b eft aufli le produit.
de ces- mémes grandenrs , & 4 la difference’ de leurs quarrez , lon aura:
donc les deux égalitez yy-—J{—+ & 4yz=—4. Or la premiere [e réduit a-

vE&-—hu... Donc y—}b—+zz.. Er par la feconde F_E-Z Donc

' A d . .3 f :

Vb_"'{K.:*z'- Et le tour eftant multiplié quarrément pour ofter l'in-

commen(urabilité , 'on trouve é—l—-zz:id-, Jaguelle eftant multipliée par -
1

o
162z fecond termedu dernier membre, ol Vincennué fe trouve, 'on at-
give enfin & Pégalité compolée 16bz2—+16Y =44 _

e ne m'arrefte point & refoudre icy ces queftions compofees comme Fa
Fuit-Viete en [e [ervant de la voye Syntethique , parcequelle eft pe

propre pour expliquer Vufage de I Analyfe. :
: : i
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Par exemple pour refoudre cette dix-feptiéme queftion, voic y comment il
kaifonne. Soit B le produitdes grandeurs, D la difference de leurs quarrez,
& A la fomme inconnué des quarrez, Donc le quarré de la fomme des

randeurs fera A—+2B, & le quarré de ladifference 4—28. Orla fomme

es grandeurs multipliée par leur difference , fait la difference des quarrez,
C’eflt pourquoy le quarré de la fomme des grandeurs multiphé par le quareé
de leur difference , fera la difference des quarrez multipliée par elle-méme..
Ainfli A par A, —4 fois B par B, fera égal a D par D. Et ordonnant
Yégalité , 4 par A fera égal 2 D par D, plus 4 fois B par B. Or la
fomme des quarrez & leur difference , ou le produit des deux grandeurs
eftant donnez , les grandeurs font données.

Regle. Carle quarré de la difference des quarrez , ajotité au quarré de
2 fois le produit , eft égal au quarré de la fomme des quarrez. ,

Soit le produit B—z0,la difference des quarrez D=—96; la fomme des
quarrez. A, ou bien N. Donc 1Q=—10816. '

Je laiffe a juger fi une perfonne qui entreprend une recherche eft capable
de raifonner ainfi , & s’il ne faut pas déja connoitre ce que l'on cherche,
au moins en partie, pour f{uivre une pareille methode..

AVERTISSEMENT.

Pour les lettres que ['ay marquées a la fagon de Viete , on remarquera
gue luy & les anciens Algebraiftes [e [ervent des lettres capitales pour

exprimer les grandeurs. Les inconnnes chez enx font les voyelles A, E.
I, 0.V, & laconfonne N, qui fignifie un nombre ou une racine inconnue,
dont ils appellent le quarré Q. le cube C. la 4°.puiffance 2. la §°. QC,
Iz 6°. CC. la 7°. Q9C. la 8°. RQQQ. la 9. CCC. Et ainfi de fuite.
Cette confonne N. ¢ [es puiffances Q. C. Q. OC. &e. font les fenles

dettres qui fervent cheq, Diophante pour marquer les inconnues.

Dixuuitre'Me QuesTion.

Conmoiffant la fomme de deux grandeurs , & ce que vaut leur ptoduiv
ajotité a la fomme de leurs quarrez, trouver chaque grandeur.

Soit la fomme connué des grandeurs 24, & leur difference 2z, & le pro-
duic ajodité a la fomme des quarrez ¢. La plus grande fera donc 2z, la
pluspetite z—z, leur produit 22—z 2 , lafomme de leurs quarrez 24a—+ 222,
& le produit-ajofité a cetre fomme fera 304—+37. Or ¢ eft auffi le produic
ajolité a'la fomme des quarrez  Donc 324—y22=—c. Et par tran{pofition,
X2=—=c__344:

Formule. Donc le produit de deux grandeurs ajofité a la fomme deleurs
quarrez , moins 3. fois le quarré de la moitiéde la fomme des grandeurs , eft
€gal au quarré de la moitié de leur difference.

Soit ¢—124, 2a—12. Donc T ou c—3aa=—r124—r08—16. Et z=4,
Donc a—+z2—10; & 4—z2=—2.

DIx-NEUVIEME QUESTION.

XXXVI,

Connoiffant le produit de deux grandeurs , & ce que vaur ce produit XXX VIL

Pp
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ajodté & la fomme de leurs quarrez, trouver chaque grandeur.

Soit la fomme inconnué des grandeurs 2y, leur difference 2z, leur pro
duit connu b, & ¢ la valeur de ce produit ajotté a la fomme des quarrez,
La plus grande fera donc y—+2,la plus petite y—z , leur produit yy__zz,
& la fomme de ce produit ajoiité a celle des quarrez 3yy-+2z. Or b eft
auffi le produit des grandeurs , & ¢ la fomme de ce produit ajodité a la fom -
me de leurs quarrez. Donc yy—zz=b & 3yy—+z2—¢. Or par la pre-
miere égalité , zz=—=yy—b. & par la feconde , zx=—¢__3yy. Donc yy—b
—=c—3yy. Et par tranfpofition , gyy—Fb—~¢. Donc ]Fié-—i— ic. Ot
nous avions trouvé zz—yy—b. Donc 2z="b~+c—b—="c—4.

Regle. Donc le quart du produic de deux grandeurs, plus le quart de
ce méme produit ajotté 2 la fomme des quarrez , eft égal au quarré de la
moitié de la fomme des deux grandeurs ; Et le quart du produit ajoficé 4 la
fomme des quarrez , moins les trois quarts du produic , eft égal au quarré
de la moitié de leur difference.

Soit le produit b=10, ce produit ajoiité a la fommedes quarrez c=—r24;
Donc yy ou b~ c—5—+3r—=36, & m:%c——lé:;x._szrs. Done
}:_—6, a:{_,)'—i-&lo, &_y_«':.:z.

ViNceTiE'ME QUESTION.

Connoiffant le produit de deux grandeurs, & la fomme de leurs cubes,
trouver chaque grandeur.

Soit la fomme des grandeurs 2y, leur difference 2z, leur produit &,
& la fomme de leurs cubes ¢, La plus grande fera donc y—+%., la plus
petite y_z » leur produit yy—=zz, & la fomme des cubes 2yi—+6yzz.
Or b eft aufli le produit des deux grandeurs , & ¢ la fomme de Teurs
cubes. Donc y)‘_,-u:!?- & 2y'—+6yzz—¢c. Or par la premiere égalité,
Pon a zz—yy—*&. Si donc I'on met yy—& au lieu du quarré X qui
luy eft égal , dans la feconde égalité 2y'—+6yzz=—c, l'on aura I'égalité

compofée y'—+ sp—3by=—1c celt a dire 4y'—3by—;c-

ViNeT-uNIEME QUESTION.

Connoiffant le produit de deux grandeurs , & la difference de leurs
cubes , trouver chaque grandeur,

Si la fomme des grandeurs eft 2y, leur difference 2z, leur produit 4,
& la difference de leurs cubes 4, I'operation conduira a I'égalité compofée
4% —+3bz=—=—d. _

Si 'on me demande pourquoy je conduis a des égalitez que je ne refous
point icy , je répondray que I'un de mes principaux defleins dans ce Livre,
eft d'apprendre le moyen d’arriver aux égalitez , & comme je ne fuppofe
point d’abord que 'on fcache fi les égalitez qu’on cherche feront compolées,
ou fielles ne le feront point , je marque feulement les moyens d’y arriver,
& lorfqu'il arrive qu'elles font fimples , j’en donne la refolution , & j'en
déduis des Theoremes.
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Mais pourtant en attendant que je donne des Regles generales pour re-
Youdre ces fortes d'égalitez compof¢es ; voicy une Regle qui poura fervic a
les rendre plus fimples par les operations ordinaires ,en enveloppant nean-
moins quelquefois les grandeurs qui en font les membres ; c'elt a dire en
élevant chacun de ces membres 4 des puiflances compofées , quifoient telles
que les parties de chaque égalité ayent chacune un pareil nombre de di-
menfions. Cette Regle peur eftre fort utile pour ceux-la fur tous qui entres
prennent des recherches difficiles.

Recre.

Si les égalitez ont differens degrez, on les éleve reciproquement aux
degrez marquez par le nombre des dimenfions qu'elles ont, la premiere par
exemple au degré marqué par le nombre des dimenfions de la feconde , &
la feconde au degré marqué par le nombre de la premiere, Cette operation:
donne d’autres ¢galitez plus compofées que les premieres , mais dont les:
dimenfions font les mémes. Enfuite lorfqu’on les a ainfi élevées ,ou (i clles
ont déja leurs dimenfions égales, 'on joint ou bien I'on rerranche les
membres inconnus de ces égalitez les uns des autres , & l'on fait fur lears
membres connus la méme chf‘e que fur les inconnus j ce qui fournit encore
de nouvelles égalitez. L’on tache 4 refoudre ces égalitez par les réductions
ordinaires. Et fi les réductions peuvent [e faire , on a des égalitez nouvelles,
que I'on compare en méme forte avec les premieres que 'on avoit trouyées
auparavant. Et ces fortes de comparaifons {e continiient julques a ce qu'om
ait la ‘refolution cherchée , ou bien julques a ce qu'on n’ait plus aucun
moyen deda trouver par cette voye.

Premier Exemple. _
Connoiffant le produit de deux grandeurs , & la fomme de leurs cubes,.

trouver chaque grandeur.
. Nous avions trouvé dans la queftion vingtiéme les deux égalitez

LJ
Y—=xx=b, & y'-+3yzz==c, dont les membres incennus yy—zz , &
¥ —+¥3yzz onc differens degrez , car les termes de I'un font plans , & les
termes de l'autre font folides. Jéleve donc les deux membres de la pre=
miere égalité a la fixiéme dimenfion en cubant chacun de fes membres |, &
j'éleveaufiles deux membres de la feconde égalité & la fixiéme dimenfion en
quarrant chacun de fes membres. Et j’ay par cette operation les deux
autres égalitez y°—3pfz—+3ypat—2a’ b, & y'-¥6y'zz -9y == 1:::.,
Enfuite je retranche le membre ineonnu de la premiere de ces deux éga-
litez, du membre inconnu de la feconde , & j'en fais de méme de Jeurs:

membres connus , ce qui me donne I'égalité 9y3*Y7—+6yyz '~ RI=ce—b.

Et tirant de part & d’autre la racine quarrée,, jay 3YyR—¥ z’:;/':cc——!;’.

Or fije compare cette égalité avec celle des deux premieres qui a un nom-

bre pareil de dimenfions, & que je joigne les deux membres inconnus

ealsmble | & les deux. connus pateillement , jauray Dégalité nouvelle
Pp ij
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it 32232t P==10~+ }/Lco—b', Et tirant la rtacine cubique d&¢

i)art & d'autre , y~+ 2=}/ C.; ¢~/ cc—b'. Ornous avions Yy—z2=h.
Divifant donc de part & d’autre par y—+z , ou par fa valeur que nous

venons de découvrir , nous trouverons Jy—z=—

YV Clict Loy
Et la queftion eft refolu. =y
Second Exemple.

Connoiffant le produit de deux grandeurs , & la difference de leurs cubes;

crouver chaque grandeur.
Nous avions dans la derniere queftion les deux égalitez yy —zz—h,

& yyyz—+2="d. Je multiplie donc cubiquement chaque membre de [a
premiere égalité , & quarrément chacun de la feconde, ce qui me donne
Y3y 2z gyt —r b & 9y* 22—+ Gyyrt~+ =7 dd. Enluite je joins
enfemble les denx membres inconnus , & j'en fais de méme des deux
connus , aprés quoy j'ay I'égalité nouvelle y*—G6y*zz—+gyyt—1>dd—+b'.
Et tirant la racine quarrée de part & dautre, y—3yzz—p" idd—-at-b’.
Or mous avions yy{-+z==rd. Donc y—3yax—t3yyz—~+i=rd

—y/Ldd—b, Donc y+3=) Cld—y/ *dd—+b. Or yy—za=b)
. : _ ) :

Donc y—-3= : .
D ) G e dei

L’on verra dans la fuite que ces deux refolutions ont quelque raps
port avec Pinvention de la Regle de Cardan , dont il et parlé dans
Monfienr Defcartes. r

Treificme Exemple.

I’on remarquera que cette regle peut aufhi fervir quelquefois pour les
égalitez qui ont un meme degre , en les élevant :Lacune a une autre
dimenfion, s

Par ::xemplc, pour trouver quelles font deux grandeurs lorfque 'on en
eonnoit le produit & la difference de leurs quarrez,

Soit & le produit des grandeurs , & 4 la difference des quarrez , 2yla
fomme des grandeurs , & 2% leur difference. Donc Yy—22=b, 8 4y2=d.
Ces deux éga!it!:z comparées comme a l'ordinaire , conduifent aune cgalité
compofée, Mais fi nous élevons chacune A fon quarré , nous aurons
yt—2yyrat ;":x’{é, & 16yyzz=d4d. Et fi nous ajodrons le quart de
cette derniere ¢galité a celle qui precede , nous aurons Pt 2yyra—p gt

—bb-+-dd. Donc tirant de part & d’autre la racine quarcée , yy-+zz

— ’65—+";dd._ Ec fi nous comparons {elon la regle cette nouvelle égalité
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#vec yy—zz2=b , en les joignant toutes deux en une, nous aurons

3yy—b~+ o bl ~ad. Donc  yy—=ib—+ ¢/ bb—+'dd. Or [nous

avions )’j—I-Z.Z..:Véé—i--';dd. Donc zz.:%,/{,b..l.idd --.;..5, Etla
queftion eft refolu¢, Ilen eft ainfi pour les autres femblables.

ViNeT-DEUX1EME QUESTION.

Connoiffant deux folides, I'un fait du produit de la fomme de deux gran~ XL:
deurs par la fomme de leurs quarrez , & l'autre du produit de la difference
des grandeurs par la difference de leurs quarrez , trouver chaque gran-
deur,

Soit le premier folide appellé ¢, le fecond 4, la fommedes grandeurs 2y,
& leur difference 2z. La plus grande fera donc y—+z. la plus petite
J—=<, la fomme des quarrez 2yy—+ 22z ,dont le produit par la fomme 2y,
et 49+ 492z, & la difference des quarrez 4yz dont le produit par la
difference 27 eft 8yzz. Or ceft auffi le premier de ces produits , & 4
fe‘fecond. Donc 4p—+4yz2=¢, & 8yzz=—d. Or la premiere égalité
~donne yra—_c—y, & la feconde yzz—¢d. Donc -';c_._j‘_—:l-d. Et par
tranfpofition y—7c— 54. Or y eftant connu, z lelt auffi. Car

'yz,z,:; d.

Formule. Donc le quart du folide fait de la fomme de deux grandeurs
par la fomme de leurs quarrez , moins la huitiéme partie d’un autre folide
fait de la difference des deux grandeurs par la difference de leurs quarrez,
eft égal au cube de la moiti¢ de la fomme des deux grandeurs,

Soit le premier folide ¢—=27:, & le fecond d—32. Donc y'—é4, &

y—4. Or yzz ou sd—p—y4. Donc 43{—4¢, ou zz=i, & z=1,
Donc y—+z2=j5, & y—z=3.

VineT-TROISIEME QUESTION.

‘Connoiffant la fomme des quarrez de deux grandeurs , & le rapport de x 1
feur produit au quarré de leur difference , trouver chaque grandeur, g

Soit la fomme des quarrez appellée ¢, & foit le rapport du produit au
iquarré de la difference , commed eft a e. Soitauffi 2y la fomme inconnué
des grandeurs , & 2z leur difference. La premiere lera donc =3, la fe-
conde y—=2, la fomme de leurs quarrez 2yy—+23%, leur produic yy—zz,
& le quarré de leur difference 433, Or ¢ eft la fomme des quarrez.
Donc 2yy—+2z22=—¢. Et parceque yy—zz. 422: :d. e. Pautre égalité (era

eyy—exz—4dzz. Or la premiere égalité donne yy—'¢—zz , & la fe-

i azz—+e7q 1 AxT—re
conde )v)f::ﬁ—%—l‘—-- Donc ;t——m::*—u;—{z: Et le tout eftant
multiplié par ¢, I'on a Tce—ezz—4gdzz—+ezz. Et par tranfpofition
¥ - Hlia s ce
;c::‘,.daz—i-zeu.. Et divifant le tout par 4d—2¢,1'on a R

Pp iij
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Or nous avions yy:{c.—(_’(, Donc 'ﬂ':;;ﬁ.: -

Regle. Donc le produitde 4 fois la fomme des quarrez par le premier
terme du rapport, plus le produit de la méme fomme par le fecond terme
du rapport, cltant divifé par 8 fois le premier terme plus 4 fois le fecond,
Pexpofant fera le quarré de la moitié de la fomme des deux grandeurs. Et
le produit de la fomme des quarrez par le fecond terme, eftant divifé par &
fois le premier plus 4 fois le fecond , I'expoflant fera le quarré de la moitié:

de la difference.

Soit la femme des quarrez ¢—20. Et le rapport de 4 a ¢ comme2a 1
A : 8 10 —~
ceft & dite =2, & ¢=1. Donc yy———9, & z—z—1. Dong

1
- 10
J=3, {=I, y—+i—=4, & y—z—2.

- ViNeT-quATRIEME QUESTION.

Connoiffant la fomme des quarrez de trois grandeurs proportionelles, &
la fomme des extrémes , trouver chaque grandeur.

Soit 24 ]la fomme des extrémes , & ¢ la fomme des quarrez. Si la diffe~
rence des extrémes eft appellée 2z, la plus grande fera #—+T, la plus petite-
a—=z, la moyenne }aa—=zz, & la fomme des quarrez qui font
ad—2a{ % 5 AR—1AZ 42 , & aa—zZ fera 3a4—+2%. Donc
3aa—+zz=—c. Et par tranfpofition , zz—c—344.

Regle. Donc la fomme des quarrez moins trois fois le quarré de la-
moiti¢ de la fomme des extrémes , eft égale au quarré de la moitié¢ de leur:
difference..

. A e

Soit 24—y, ¢=—21. Donc za:n-—-ff :

el e o 3 3 L .
grande des deux extrémes feradonc a—+={—+1, c’elt a dire 4, la plus

- Donc 2=2. La plus:

i

Si au lien d’avoir pris 4—+z & a—=z pour les extrémes , je les eufle au.
trement dénommées , I'operation auroit efte un peu plus courte, mais elle
m’auroit conduit & une égalité compolée. Comme la fommeeftoir connné,
& qu’il n'importoit point quela plus grande extréme fuft mife la premiera
ou la derniere , il eftoit plus de 'ordre de me fervir du fecond principe que
d’aucun autre. . Il en eft ainfi des queftions fuivantes, quand méme Ja.
fomme des grandeurs ny-leur difference n’y feroit point connué,

petite a—z—2 — 2 c'eft a dire 1, & lamoyenne 2. 4

ViNGT-cINQUIEME QUESTION..

Connoilfant la fomme des quarrez de trois grandeurs proportionelles, .
& leur moyenne, trouver chaque grandeur. _

Soit ¢ la fomme des quarrez , & la moyenne, 2y la fomme des extrémes,,
& 2z leur difference ; la plus grande extréme fera donc y—+z , la plus
petite y—=z , la proportion fera ~-y—+z. b. y—z. & la fomme des quar-
ez 2yy—+2:2-¥bb. Donc zyy—+222—~+bb—c. Et yy—sc—_bb_zz,.
Qc le quarre bb de la moyenne eft égal au produit des extrémes,. Dong
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Fy—zx=bb. Etyy—bb-+zz. Donc Lfc— 1bb_zz—bb~izz. Et par
tranfpofition ~e— 2bb—2zz, ou divifant le tout par 2, &z.:fc‘——iéé_
'‘Or yy—=bb—+zz. Donc jj:£¢—+4iéé.

Regle. Donc le quarré de la moitié de la fomme des extrémes eft égal
au quart de la fomme des quarrez, plus le quare du quarré de la moyenne.

Et le quarré de la moitié de leur difference eft égal au quart de la fomme
.des quarrez, moins les trois quarts du quarré de la moyenne.

Soit ¢—21, i—2. Donc yy=244=Y, & X="—21=22,
> W= 1= 5 gy Donc

,:53 z:-:-, Jtr—4, & y—z—1. 4 2. L

VINGT-SIXIE'ME UESTION,
Connoiffant la fomme des extrémes , & la {fomme des moyennes d’une XXV
progreflion geometrique de quatre termes , trouver chacun des termes. :
Soit 24 la fomme des extrémes, 2z leur difference, 24 la fomme des
moyennes , & 2y leur difference. La plus grande extréme fera donc a—+z,
& la plus petite #—=z ; la plus grande moyenne b—-y, & la plus petite
b—y ; & la progreflion <~ 2—+2. b—+y: : b—y. a—z. Or en confiderant
feulement les trois premiers termes , le quarré du fecond doir égaler le pro-
duit du premier & troifiéme ; & confiderant feulement les trois derniers,
Je quarré du troifiéme doit égaler le produit du fecond par le quatriémes
& enfin en les confiderant tous quatre, le produit des extiémes doit éga-
fer le produit des moyens. Ce qui nous donne trois égalitez , la premiere
b 2by—yy—ab—bz—ay—yz, la feconde 65’__2&}4(]):46__&?.—14@
—3z , & la wroifiéme a2—22=—hb—yy. Or comparant [es deux premieres
valeurs du quarré yy, trouvées I'une par la premiere égalité , & l'autre
par la feconde , I'on tronve ay—+16y—5z. Ert divilant chaque membre

& - 4 4 LN 4
par a—+2b,lona y— ajz&‘ Or parla troifiéme égalité, yy—zz—+bb—aa,

Donc y—¢ s:z-a—éé_ar_-—‘i{-g. Et quarrant chaque membre pour ofter

~+2
5 aer P bbzz.
Pincommenfurabilité, 'ona zz-+bb__a b gk & par tran{po~

fition zz . _ Bz ——aq—bb. Etle tour eltant muldplié par
A~y 400 450

a4+ 4ab—+ 4bb, Von aura 2z par ga—+gab—4bb moins bbzz, égal A

aa—bb par aa—+ qab—+ 4bb.Er le touteftant divilé par £¢_1-4,g5—;~ 4bb,—bb,

g %y qadby3mabl— gabi—a bt
Fon aura enfin X—— ,,,,_{_3“5%"3‘;6 4_ . Ert remettant la valeur de

&z dansI'égalité déja trouvée yy—=2&~+bb—aa,|'on aura }j:;%

Regle. Donc la difference du quarré de la moitié des extrémes au quar-
1é de la moitié des moyennes , eftant multipliée par le quarréde la moitié
des extrémes ajoditée ala fomme des deux moyennes, & le furfolide qu’on
trouve, eftant divi(é par ce méme quarré , diminué du quareé de la moitié
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des moyennes , expofant fera le quarré de Ja moitié de la difference des:
extrémes. Et la difference du quarré de la moitié des extrémes au quarré
de’la moitié des moyennes , eftant multiplié par le quarré de la moitié des
moyennes , & le ﬁu'golide qu'on trouve , eftant divifé par le quarré de la
moitié des extrémes ajotitée 4 la fomme des moyennes , diminué du quarré
de la moitié des moyennes , Uexpofant fera le quarré de la moitié de la
difftrence des moyennes.

Soient 2a=—9, & 26—6. Donc zz=—"%, & yy=—1. Donc e — N
a~+2=8, a—z—1, b—+y—4 ,& b—y—2. 8. 4.2.1a

Que fi Von connoiffoir la fomme des extrémes & leur produit , & qu'on
vouluft chercher les moyennes. Soit 24 12 fomme des extiémes , & ¢ leur-
produic, fi leur difference eft 23, Donc aa—zz—¢. Et 22—aa—c:-

Donc :=—=§ a4—¢: Ft fila plus grande moyenne eft appellée y, la pro-

. o 2y — :
greflion fera <~ a4y aa—c. y. e a—y as—c. Egalant doncle
produit des extrémes au- produit des moyennes , & multipliant chacun

pat a— )/ aa—c, 'on aura y—ac—+c)/ aa—ec.
Soient 2a—9, & ¢=8: Donc y=—64, & y—4. =-8 4.2.1L.

VINGTI-SEPTIEME UESTION.
Connoiffant la difference des extrémes & la difference des moyennes].
trouver chacun des termes.. :
Soit 2¢ la difference des extrémes, & 2z leur fomme, 24 la difference
des moyennes , & 2y leur fomme. La proportion {eradonc —z—+ €. y—+d,
y—d. x—c. Et I’on en tirera ces trois égalitez ;

Ta ]:re};}_p.zdjwk'dd:{j—b'ﬂj_adzﬂdf. Et yy—2y—+cy—dz—dc—ady—dd.

Eaa2®

. yy—2dy—+dd—zy—cy—+dz—dc. Et yy—=2y—cy—+di—dc—+2dy—dd.

Or l'on a par les deux premieres , 2¢y—4dy—2d4z. Donc )r:‘_:'ilfz.

Or l'ona par la 3%, yy—=z—cc—+dd. Donc FVm:r“;-_
Q%*}“‘ant donc chaque membre pour offer I'incommenfurabilicé , tranf=
P

olanta 'ordinaire, muliip_lian_t_ c_t_:_1_fu_1'_t_c chaque membre par ce—4cd—+ 4dd.
& divifant le tout par cc—4cd—4dd,—dd, on trouvera enfin

et 4 =3 300 A= 3 0dy— 4 AT
B

. Et mettant certe valeur de zz dans ['é«
r
galité yy—zz—cc—+dd, I'on aura yy-_—_;:—i-‘-%_ _ﬁ—dé'"

Regle. Donc la difference du quarré de la demie difference des extiémes
au quatré de la demie difference des moyennes , eftant multipliée par le
quarré de la demie difference des extrémes diminuée de la difference entiere
des moyennes; & le furfolide quon trouve , eftant divifé par ce méme
quarré diminu¢ du quarré de la demie difference des moyennes | 'expolant
(esa le quarré.de la moirtié de la }"ommc des extrémes. Etla difference. du
quarré.

ce— 4cd—;dd
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guareé de la demie difference des extrémes au quarié de la demie difference-
des moyennes , eftant multipli¢ par le quarré de la demie difference des
moyennes ; & le furfolide qu'on trouve , eftant divifé par le quarré de la
demic difference des extrémes diminuée de la difference des moyennes,
moins le quarré de cetee méme difference, l'expofant fera le quarré de la
moitié de la fomme des moyennes. _

Soit 2c==7; & 24==2. Donc z.z:%—: & yy=9. Donc 2=, y—3..
T o8z y-rd—4; & y—d—. <28 g2 1.
ue fi 'on connoiffoit la difference des extrémes 2¢, & leur produic
que jappelle 4. Si 2¢ font la fomme des extrémes , & y la plus grande:
moyenne. . Donc xz—ce=>b. Et 2—=p"b—+cc. Done = p/b—+cc —c,-

9 ';5—__{:;-_—;— V b—+ec —c. Donc y=be-+bp b—cc.

S0it 2¢=7, §=—8. Donc =64, & y—4+ 8. 4.2.1¢"

Refolution de la Queftion precedente
par la Methade de Viete. -

Soit, dit-il, la difference donnée des deux extrémes D, & la difference
des deux moyennes B, il faut trouver les' quatre proportionelles. - _

- La fomme des extrémes foit 4. Donc A+ D fera le double de la plus
grande extréme , & 4—D le double dela plus petite. - Lors donc que I'on
multipliera 4—+.D par A—D, Pon aura le quadrupledu re€tangle fait par
les extrémes , ou par les moyennes. C’eflt pourquoy 4 quarré —Dquarré, .
divifé par 4; fera ce rectangle, lequel eftant multiplié par la plus grande
extréme , donnera le cube de la plus grande moyenne; & par la plus petite -
extréme , il donnera le cube de la plus petite moyenne. Et enfin lotfqu’on
multipliera ce rectangle par la difference des extrémes , I'on aura le cube de-
la difference des moyennes. Ceft pourquoy D par 4 quarré D cube
divifé par 4; eft égal a la difference des cubes des moyennes. Or fi de la-
difference des cubes on ofte le cube dela difference des grandeurs, le refte -
eft égal a 3 fois le folide de la difference des grandeurs par le rectangle de
ces meémes grandeurs , ainfi qu'il eft vifible par la generation du cube de la
difference de deux grandeurs. - .

C’eft pourquoy le quart de D par A quarré —D cube —4 B cube ; eft”
égal a 3 folides dela differencedes moyennes par le rectangle des moyennes,
c'elt a direau quartde 3B par A quarré, —3B par D quarré, Et [égalité
eftant 'ordonnée, D cube, — 4.8 cube ,.—3B par D quarré, eftant divifez:
par D—;3B , fera égal au quarré de A,

Donnant donc la difference des extrémes , & la difference des moyennes
d’une. progreflion de quatre termes , on trouve: les termes de la pro<
portion, :

Regle. Car lorfque le cube dela difference des extrémes, plus 4 fois le:
cube de I3 differen-e des moyennes , moins trois {olides faits de la difference.
des moyennes par 4 fois le quarré de la difference desextiémes , fera appliqué
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3 .
a la difference des extrémes . moins 3 fois la difference des moyennes ;1¢

plan qu'on trouvera eft égal au quarré de la fomme des extrémes.

Soic Dy. Ba. AtN. 1Q eft égal 2 81, & 'ona s Ny 8, ceft a dire Iz
fomme des extrémes 1 & 8, & les moyennes 4. 1L UL INL
2 8 4. ' 1. 2 g 8

Cetie methode ne peut gueres [ervir pour bien corduire fon efprie
Aans des recherches par la woie la plus fimple. Cav tows ces Theoremes
[uppo ez [ont prefgue aufli difficiles a appercevoir que la refolution mé=
me que l'on cherche ; & pent eftre le font-ils encore dayantage. Car en
ae les (¢achant point , comment Uefprit peut-il fe tourner wers eiles , &
Juger que les refolutions qu'il cherche en dependenry Er s'il les a [eucs
anparavant s eft-ce qu’il aura wne memoire affez. bonne ponr <'en fo ve=
wnir 2 le venx meme qu'il Sen [onvienne , les diﬁiﬂgwm-r’il bicn parmi
toutes [es antres.connoiffances , en telle forte qu'il [oit affieré gue ce [ont
plicoft elles qui doivent lui [ervir ,que ces aures ¢ L'on me dira pent-
eftre qiten examinant les proprictez. generales des puiffances . & celles
des progreffions dont newms parlons, il fera aiff 4’y remarquer les commu-
nications mutuelles donr Viere 4ﬁ¢£pafe’ gu'on ent déja la connoiffance.
Ce ne [ont donc plus de fimples recherches qu'il faut faire . mais de nou-
veanx Etndes, ¢ ces érudes ne demandent pas une applicarion mediocres
fur tout fi les queftions font un pen difficiles , & fi elies renferment plue
fiesirs conditions. ' '

Maie avant que je quitteici le fecond Principe [ avertivai qu'il eff
tres-fecond , & que toutes les connoiffances de I’ Analyle qui fon: les plus
univerfelles en dépendent .comme on verra dans les derniers Livres. Et
pour: ce qui eft des refolutions particulieres , Pufage feul ponra faire
connoitre combien [on application pent avoir d’érendne pour les queftions
mémes les plws difficiles, lorfqi'il fant arriver a laderniere égalité qui
wn doit renfermer toutes les conditions , & de qui la refolution donne auffe
celle que Lon veut avoir. Ie me-contenteray d’ew marquer un [enl exem=
ple outre les precedens. _ )

Le Pere Clavius dans fon Traitté d’Algebre, aprés eftre arrivé par le
movyen d’une figme, & en fuivant une Methode affcz difficlle, a une éga-
lité o1 Pinconnué a deux degrez , & qui doit (ervir pour refondre quelque
queftion qu’il eftime extrémement difficile, il tire un tel Corollaire de
fon operation.

Cet enigme . dit-il , fait facilement woir que celus qui pretend refondre
Les queftions par Algebre , doit eftre parfaitemen: verf€¢ dans la Tience
de la Geometrie .comme nows I'avons dit an premier chapitre. Caril eff
vifible que 12 »efolution de cet en’gme eff extrémement difficile  on tour
& fait impoffible & trouver & celui qui ne igait point de Geametrie. La
gueftion cft celle-ci.

Deux perfonnes ont chacune un nombre d’écus. La fomme de tous
fenrs écus eftant retravchbe de la fomme des quarrez formez var chacum
des deux nombres, laifle 78, Mais eftant ajoiitée au produit de ces mémes
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Bombres , elle donne 39. L'on demande combien chacun avoit d’écus>

Jufques-icy nous n’avons fait aucune fuppofition tirée de la- Geometrie,
& nous nen ferons point encore icy. Cependant nous arriverons facile-
ment a I'égalité en nous fervant du fecond Principe. Voicy comment. Soit
pour abbreger le nombre connu 78 appellé 24, & le nombre connu 39
appellé a, parcequ’il vaut la moitié de 78 que nous appellons 24. Soiten-
fuite zy la fomme des deux nombres inconnus des écus, & leur difference
2%, Le plus grand eft donc y—+z, le plus petit y—73, la fomme de leurs
quarrez 2yy—+222, & leurt produit 33—, Or la fomme des quarrez
moins la fomme des nombres, elt égale a 24 par la premiere {uppofition;
& le produit des mémes nombres moins leur fomme, eft égal a 2. L’on
aura donc les deux égalitez 2yy—+222—2y=—24, ou bien yy—+2z—y=—ay,
& 39— —+2p—a. Comme 22 fe trotive une feule fois dans chacune;.

s que fa racine z s’y rencontre, je prens {a valeur par chaque égalité; &
jay par la premiere zz—u#—yy—+y. Et par la feconde zz—=yy—+2y—a.
Donc a—yy—+y—yy—+2y—a. Et par réduftion 24==2yy—+-y, ou bien
Sy~+1y—a.. Et remettant 39 an lien de 2 qui luy eft égal, yy—+1y—39
(Lui'eﬁf une égalité plus fimple & plus facile a refoudre que celle alaquelle
Ie Pere Clavius arrive en fe fervant de figure.. Et pour la refolution de
getee égalité , nous I'expliquerons: generalement dans fon liew.

L’on poura neanmoins la refoudre en: cette forte. yy—+<y n'eft pas
quarré , la partie yy eftant le quarsé de y, fi on divife Ly par 2, Iexpo-
fant = fera la racine du quarré X, lequel eftant ajotté & yy—++y, donnera’
fe quarré -+ -Ey.—bf;, dont la racine eft )’-—l—%. Si dc?nc-& chaque membre:
- de.égalité yy—~y=—39 que nous-avions trouvée, l'on ajotite =, égalité
fera yy—+Ly—+2=397. Tirantdonc la racine quarrée de part & d'autre,
Eon aura-y.-—t—%:p’;g;';.‘ Et parceque V;gf::'-i:é':, nous aurons
y—-:-*i:s-:,_c'eft“ a dire y=6. Or nous avions yy—=zz—+2y—a—39.
Donc 36—zz—+12—39: Et —zz2-+9—0. Donc zz—9, & 2==3. Les’
deux nombres d’écus feront donc y—+z2—6—+3—9, & y—=z=—3. ILa
fomme de leurs quarrez S1—+9 eft 9o, & la fomme 9—+3, ou 12, en eftant
retranchée , léiﬂ% 78 Et le produitde g par 3 eft 27,2 qui 12 eftant ajoiicé,.
Ja fomme eft 39, \

~L’on peut remarquer en paffant que toutes les égalitez de deux degrez:
K& peuvent refoudre comme j' ay refolug celle-cy:

Qq jj



FLVII

308 ELEMENS

DES QUESTIONS INDETERMINEES.

Avant que d’expofer un troifiéme Principe »il fant que nous donnions
quelques idées des queftions indeterminces, c'eft & dive de celles qui re=
goivent plufienrs refolutions differentes. Car c’eff principalement pou
ces forres de queftions que doit fervir le troifiéme Principe.

L’on juge ordinairement qu'une queftion eft indéterminée, lotlqu’ayant
{atisfair a toutes les conditions qu’elle renferme , la derniere égalitea laquellg
on arrive [e réduit a deux membres entierement connus. p

Exemple.

Par exemple pour-trouver quatre grandeurs dont les deux premieres
foient ; la feconde & troifiéme b, la troifiéme & quatriéme ¢, & la qua-
.griéme enfin avec la premiere 4. ;

Scit la premiere appellée 3, la feconde y, la troifiéme #, & la quatriéme
. Les fuppofitions donneront donc ces quatre égalitez,

Lar™ z—+y=—a. Donc y—2_%.
La 2°.y~+a—=b. Donc y—b—x.
Last, ¥—+v=—=¢. Donc y—e—v=—2—s-+b. Et x—s—b~tc—.
Etlag® v—2z=d. Donc Z—=d—v—g-b-tc—v. Et d—a—b~+q.

} Donc r—z—a—+b.

Comme les deux membres de la derniere égalité d=—a—b—.c, ne renfer=
ment que des grandeurs entierement connucs , la queftion eft indeterminée.
1l faut toutefois remarquer qu'elle peut eftre tout-a-fait contradictoire , fi
par exemple la grandeur d eftoit inégale aux grandeurs connués a—>b—+c.
Mais il ne faut point {e mertre en peine de fcavoir fi les queftions font cons
tradioires , ou non ; l'operation le fait affez connoitre. Or fuppofant
que leur refolution foit poffible , & qu'on la puifle méme donner pofitive~
ment, il faut marquer en rérregradant les valeurs des inconnués x, y.& z, em
telle forte que la feule inconnué v fe trouve dans leurs expreffions. O
comme on a déja x==c—w, il ne faut rien changer dans cette égalité. Mais
dans l'égalité)-:'é_-x » ily faur mettre au liea de x (a valeur ¢, ou bien
dans Pantre y—a—<, au lieu de z favaleur 4—v. Aprés quoy les quatre
grandeurs feront 2—=74_v, y=—a_d—+v, x—c—wv, ou bien ce qui doi¢
eftrela mémechofe x——a—+b—+d—v,& remettant 4—w au liendez qui
Tuy eft égale dans I'égalité x—z—a—+5, o1t I'on voit que fi ¢ n’eftoit poine
égal & —a—~b—+d .1l y auroit contradiétion dans la queftion. Or dans ces
wrois grandeurs d_—v, 4—d—+v, c—v, oubien —¢—+b—+d—v, & la qua-
triéme v, l'on n’y trouve qu'une feule inconnué. Etcomme ces grandeurs
ainfi indeterminées fatisfont a toutes les conditions qu'on demande, la re<
{olution peut varier differemment , a caule que les inconnués ne font pas
tout-a-fait exprimées par le moyen des grandeurs connués, Tependant
comme les fignes —+ & — fe trouvent plufieurs fois dans les expreffions de
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" €8s inconnucs , il peut arriver que la refolution quoy qu'indetérminée
-prefcrit neanmoins quelques bornes pour eftre pofitive. Mais pour recon-
noitre ces bornes , il faur remettre auparavant au lieu des grandeurs 2. b, ¢
‘& d., les nombres qui leur font égaux. Si par exemple I'on fuppofe a—i3,
b=y, e=19, & d—17. En remettant ces nombres au lieu des letrres qui

Jes valent , nous aurons pour qua- d—v— 17—v—¢
tre valeurs des inconnues 17—v, A—d—v—— 4—~+v—y
—4tv 19—v, & =v. Bt f—v——atrd—v— 19_v—x
-alorsil eft facile de voir que w doit Et v— Rl

furpafler 4, afin que le nombre —4~+v=—y ait une valeur pofitive ; Et
-Eareillcment il eft vifible que » doit eftre furpaflée par 17, afin que le nom-

re 17—v—= puifle auffi eftre pofitif , c’eft 4 direqu’il faut dans les valeurs
découvertes en examiner deux, I'une o I'inconnué —+v fe trouve avec le
'moindre nombre negatif comme —4, & l'autre ot —v fe trouve avec le
moindre nombre pofitif comme 17. Etalors Ion peut prefcrire les bornes du
nombre entre 4 & 17 plus grand que celuy-la , mais plus petic que celuy-cy.
“Or comme il y a 12 nombres entiers entre 4 & 17, 'on peut donner 12 re-
Afolutions differentes de la queftion , en prenant fucceflivement pour »,
«chacun des nombres g, 6, 7, 8, &c. Ce qui donnera pour les nombres
«cherchez 12, 1,714, §. ou bien .1, 2, 13, 6. ou bien 10, 3,12, 7. ou 9, 4,
111, 8. ou 8, 5,10,9. &c,

Second Exemple.

“Et {i 'on demandoit fix grandeurs qui eftant prifes en méme forte deux
@ deux , donnaflent les fix fommes a=—13, b==15, =19, d—11, e—10, &
=16, les fix expreflions de ces grandeurs feroient cel'es qui fuivent, ott
P’on voit que la refolution feroit entierement impoffible, fi e n’cftoic pas
égale & d—c—+b—a~f. Et pour marquer les limites entre lefquelles le

nombre [/ doit eftre choifi, A s Lo
-afin que la refolution foit pofi- 2 _;":'.F: IG:?:C
tive en nombres entiers, il faut ?3_.4; ﬁ_- f:—:__—l Sij

prendre les deux ?xpreﬁi‘ons SR D S
—3~+/ & 1o—/; l'une ou le el inh g e we— et
plus petit nombre negatif —; sl n e f:-J
fe trouve avec —+/; & lautre -

ot le plus petit nombre pofitif 1o fe trouve avec —f; & alors I'on peut
déterminer le nombre /" plus grand que 3 & plus petit que 10, & aflurer
que la quefiion ne peut recevoir ny plus ny moins de 6 refolutions po-
fitives en nonibres entiers , car par fraction I'on en pouroit trouver une
infinité, Silon prend donc fucceflivement pour v chacun des nombres
455, 6,7, 8,9. les fix nombres cherchez feront 12. 1, 14. 5. 6. 4. ou bien
41.2.13.6. 5. 5. OU 10. 3.12. 7. 4. 6. OU 9. 4. 11. 8.3.7. 0u8.5. 10 9.2.8.
ou enfin 7. 6. 9. 10.1.9. Il en eft ainfi des autres queftions femblables,

Ie ne doute point que Uon ne m'accufe deftre trop diffus, & de trop
w'arrefter aux chofes faciles  mass je prie cenx qui liront cet onwvrage

Qq ijj
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de confiderer que mon intention w'eft pas tant d'écrire pour les perfonnod
[fravantes que pour celles qui ont pen donverture & de lumiere. Comme
elles ne ponroient pent-eftre pas avoir toijowrs Ucfprit affex prefens pour
Sfaire attention anx differens cas qui [e rencontrent ordinairemsnt en
refolvant lenrs queftions sje tache de les expofer aleurs yeux, ¢ de lenr-
en faire remarquer antant quil w'eft poffible les particularitez mémes
les plus legeres. Car Uexperience m'a fair affez. connoitre qWelles ne-
doivent point eftre negligees, & que lewr confideration apporte plus de
Lumiere al'efprit que Lon ne penfe. Ie le fass anffi afin que U'en puiffe
vemarguer Uufage de la methode generale. expliquée cy-devant 3. 8.
Car on découvre par. [on moyen tous les cas des. refolutions , fi on les proa
pofe dérerminées on indéiterminées,pofitives ou negatives, & enfin poffis-
bles , on bien impoffibles & contradifloires , il fawt diftinguer ces dera-
nieres des refolutions negatives. Et pourvic qu'on [uive fimplement cetts
methode [ans ancune autre addreffe particuliere , qi'sl efpourtant bon’
gue L'on aye, on-trowve d'abord la maniere d'crablir [es pofitionsa la-
mode de Diophante. Car cette [eule methode en découvre prefgue toi--
Jours les raifons., & cependant elle woblige posmt de. [¢ charger lame~-
moire de tontes-celles qu'en apportent ordinaivement [es Commentatenrs.-
Elle fait encore éviter un deffant o ils fant tombex fort [onvent faute
d’avoir affez. blen appergen: ou [uivi cette methode: Car ils [¢ mettens
fort en peine pour faire remarquer en combien de differentes manieres-
Yon peut dénommer [es grandeurs s en quoy cependant ils ne réuffiffent
puas toijours:  L'on pouroit bien en remarquer encore d'antres qusi leur -
font*échappées , mass ce (eroit perdre [on temps s puifque cela eff entiere=.
ment inutile.. Il [uffit de connoiftre la voye la plus conrte qui doir nons
conduire oit nous devons aller , & n'en point chercher d'antre.- Celuy:
qui vondroitaller de Paris a Rome, pent lé faire en une infinité de diffe« -
ventes manieres, ear il peut prendre. tant de déronrs & de fi longs qusl
le voudra. Eft-il donc neceffaire pour cela que cenx qui voudront faire
an tel voyage apprennent: exallement la Carte de tout lemonde , afin de
[eavoir tous les chemins qui vont a Rome? L'on [e contente d'en appren=-
dre un feunl.,le plus commun ; on Le plus court chemin doit fiiffire. .

AUTRE MOYEN POUR DISCERNER SI LES QUESTIONS"
SONT INDETERMINEES,.

®IvIIL  L'on connoit encoreque la refolution d'une queftion eft indeterminée; .
forfquayant fatisfair a routes fes conditions , la derniere égalité a laquelle
omatrive , enferme plufieurs inconniies. Alors on a la liberté de fuppofer
telles grandeurs que I’on voudra a la place'de ces inconniies , pourvil feule=
ment qu'il en refte encore une, Cecy s'éclaircira par les queftions
fuivantes.

PrEmMIERE QUESTION. .
XLIX: ‘Txouver deux grandeurs dont la fomme ajoditée au produit de ['une- pat.
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“Fautre , (oir ‘une grandeur donnée.

‘Soit « 'a grandeur donnée, la fomme des grandeurs nyleur difference, ny
Jeur produir , ou quelque fomme ou difference de leurs puiffances, n'eftant
point dérerminée , ’appelle la premiere y & la (econde z. Le produir fera
donc yz, & leur fomme y—+z eftant ajofitée A ce produit, I'on aura I'éga-
dieé yz —-y-+2==a. Il eft vifible que toures les conditions portées par la
queftion font parfaitement remplies Comme donc avec cela , I’égalicé
renferme les deux inconnués y & z , je juge que la queftion eft indéter-
minée. Ec alors fa refolution eft facile ; car je n'ay qu'a confiderer 'une
des deux grandeurs, comme y, de méme que ﬁ’elle eftoit connuc | & cher-
cher enfuite la valeur de P'autre inconnué z. Je tranfpofe donc au membre
entierement connu ce qui n’enferme point 2, & jlay y-+1i—a—y, &

T e,

divifant par y~+1 chaque membre , z.:}—_-f: > les deux grandeurs font

donc y & —}':‘: Et la queltion eft infiniment refolué. Car leur produit

Y —y - b
2 plus leur fomme qui eft 2277, donne la fomme totale 2%
EET § —+1 .. ¥ s it U

«ceft a dire 4. Ainfi donc pour trouver deux nombres dont le produit

jplus la fomme des deux fafle 8, fi I'on fuppofe y—1, l'autre nombre
Y

» . 8"-( - 1 .
..ceft a dire ~ fera Z. Etces deux nombres fatisferont ala queftion,
g+t I—1 2

car leur produit =, plus leur fomme qui eft >, donneront 8. Et fi je fup-
pole y=—1, les deux nombres feront 2 & 2. Etfi y—;,ils feront; &
%, Mais 4—jy marque que le nombre y deit eftre plus petic que a.

A -

SecoNDpE QUESTION.

“Trouver deux grandeurs dont le produit efftant diminué de leur fonmme,
e refte foir une erandeur donnée,

Soit «# la graideur donnée ,la premiere inconniic y, & la feconde z.
Donc yz—y—=z=—+. Et par réduction yz—z=—a-+y. Et divifant par
y—1 chaque membrE,'z:;:ff-' Et la queftion eft infiniment refolud,
1 pourtant doit eftre plus petit que y. Mais chaque terme de la valeur de
z renfermant la grandeur arbirraire y, avec —+a4 au premier terme , &
—1 au (econd , i Ton defiroit que la feule y fe trouvaft au fecond terme,
il ne faudroir que dénommer autrement fes grandeurs en ajodtant a la
premiere inconriie I'unité qui e trouve au fecond terme avec —. Soit
donc la premiere grandeur y~+1, & la feconde z, leur produit eft yz—+1z,
& leur fomme y—+1—+17 eftanc retranchée dn produit, laiffe yz—+r:—y
—1—zz—x, c’elt & dire yz—1y—3——4a. Et par uanlpofirion yz—a—+1y
=+1. Et divifant par y chaque membre,, z,:‘—‘*“%_—*l, ou bien pour l'ex-

TS

primer & pen prés comme fair Diophante z=—1 . Soit a—=8, & y—1I,

le premier nombre fera 2, & le fecond 10, Leur produit 20 moins leus

i 5
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{omme 12, laiffe 8, Soit encore y—2. Le premier nombte [era donc 3.
& le fecond 2, leur produit £ moins leur fomme 7, laiffe-le nombre 8¢
Et fi y—3, le premier fera 4 & le fecond 4..

: Tro1sIEME QUESTIONS.
Trouver déux grandeurs dont le produit ait un rapport ‘donné avec feugf-

fomme.
Soit g; le rapport donné, la premiere inconniie y, & la feconde zJ -

Leur produit yz eft a leur fomme y—+%_ comme « eft & . Donc byz
—ay—+-az. Et par tranfpofition , byz—az=ay. Et divifant le tout pag~
by—a,'on aura z:&)%;. Et la queftion eft infiniment refolue. -

Soit =3, & b=, le nombre z fera —Z—,ainfi y fera pris plus grand ©

1Y
que 3, afin que le divifeur 1y foit pofitif. - Et fi a—3 & b=z, l'on"
aura {:z;is » & lon prendra yau deffus de 1-:, afin que 2y—3 foit
pofitif, ceft 4 dire en divifant 2y—; ‘par 2, afin que y—2 foit pofitif, -
Et ainfi des autres. . :

Ces fortes de queftions refolués infiniment , permettent qu'on y puiffe *
ajotiter encore des conditions nouvelles aufquelles on puifle fatisfaire, - Eg
cieft ce qui-les rend dautant plus ingenieufes que l'on en peur ajodter ©
davantage,

Les unes font de telle nature que I'on ne peut y en ajotiter qu'ane’, 2 :
d’autres I’on ne peut en ajotter que deux , & a d’aurres on en peut ajofites
davantage, & la refolution decelles-cy eft la plus difficile, -

L’on ne pouroit par exemple ajotter qu'une condition a cette queftion, ,
trouver quatre nombres dont les deux premiers faffent 13, le fecond &
troifiéme 15, le troifiéme & quatriéme 19, & le quatriéme avec le premier
17, car tous ces nombres eftant: marquez:indefiniment feront 17—z
— 4+ v, 19—v5 & v qui ne peuvent plus permettre qu'une égalité, - Ainfi -
en demandant que le quatriéme foit* quintuple du fecond , le fecond eft
—4—+v, & ce nombre eftant pris g fois, 'on aura —20-+§v=—=2." Et par’
tranfpofition 4v—10. Donc v—y,le dernier nombre ne peut eftre que ¢
& fatisfaire 4 la derniere condition. Ec fi I'on vouloit que v ne (urpaflaft le
premier que de l'unité, le premier eft 17-—v. Donc 17—v—1—v. Et par-
tranfpofition 18—2v. Donc v=p9, le quatriéme alors ne peut eftre que o, .
Er ainfi des autres,

Mais fi ’on vouloit angmenter le nombre des quatre grandeurs prece. -
dentes , & en ajotter par exemple encore deux ,l'on pouroit ajodrer encore -
deux conditions outre les cinq precedentes , & demander que la quatriéme
grandeur avec la cinquiéme fift 11, & la cinquiéme avec la fixiéme 10, &
alors les fix grandeurs feroient 12, 1, 14, 5, 6 & 4, qui fatisfont anx cing
conditions precedentes , & aux deux que nous venons d'y ajoiiter, Cequ’on

trouve
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¥rouve en cetce forte. L’on prend déja , comme on vient de le faire , les
quatre nombres 12. 1. 14. 5. qui fatisfont aux cinq conditions precedentes,
& l'on cherche par I'Analyfe a fatisfaire aux deux autres en difant; le qua-
triéme nombre qui eft g, plus le cinquiéme inconnu ¢, font 1, ou 2+ g—11.
Donc #—=6, lecinquiéme ne peur eftre que 6. Et pareillement le cinquiéme
6 plus le fixiéme v doivent faire 10. Donc w-+6=ro. Et v—j4. le
fixiéme ne peut eltre que 4.

QuaTrir'Me QuesTioN.

Pareillement pour trouver trois nombres tels que la fomme des deux
premiers ajotitée au produic de I'un par I'aurre foit 8, la fomme du premier
& troifiéme ajoutée au produitde I'un par l'autre foit 24, & la fomme du
fecond & troifiéme plus leur produit foit . .

Soit le premier nombre appellé x, le fecond y, & le troifiéme 2 ,1a
fomme du premier & fecond ajofitée & leur produic eft 8. Donc xy—+x

[ §—ux . . .
~y=8. Donc y———. Pareillement Ia fomme du premier & troifiéme
plus leur produit fait 24. Donc yz—+w—+2=24. Donc z=%—+. Les
14‘—’.’
x—pr ?
conditions ,il refte & remplir la troifiéme, quielt quele fecond & troifiéme

iy p . 8 T01—32x 1 XX
fiombre ajoiitez a leur produit fafle r5. Or leur produit eft o ok -
XE=pix—31

W 8—x : : .
trois nombres. font done x5 —, & & ils farisfont déja a deux

22", ou bien multipliant cliaque terme de certe

& leur fomme eft
X—t 4

fracion par x—+1, afin qu'elle ait un méme fecond terme que le produic-

; j Rt iasany :
auquel il la faur ajotiter. Cette fomme fera =2 """~ "—. laquelle eftant

gjolitée au produit, c'eft a dire jox—+32—axx eftant ajouté a 192 —j2x

w#xx, & le tout divifé par xx—+2x4—+1r, on aura e
S A |
Et multipliant par xx—2x—1 chaque membre , I'on aura 224—22—xx
—igxex—+3ox—+15. Et par tranfpofition , 224=—16xx—320—15 qui elt
une égalité compofée. Cependant fi on la vouloit refoudre ,comme 32 eft
un produit de 2 fois 4 par 4« racine du quarré 16xx , & qu'il ne manque
que l'unité feule a 15 pour en faire le quarré de 4, & qu'il ne manque
aufli que la méme unité au membre 224 pour avoir le quarré 11, j'a-
joute 1 a chaque membre, & j'ay 225—16xx—+324—+16. Et tirant la ra-
eine quarrée de part & d'autre, 1j—4x—~ 4. Donc 11—4x, & “=—x. Ot
Hes 4
P

X [ L4—X
—, & le troifiéme =7, remettant donc
X—tI

le fecond nombre eft

3 20 lie de x le fecond feraZ, & le troifiéme . Et la queftion eft
gefolue,

Rr
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CiNquis'ME QUESTION.

Trouver trois nombres tels que la fomme des deux premiers eftant ré2
tranchée du produit de 'un par Pautre , il refte 8 ; que la fomme du pre«
mier & troifiéme eftant retranchée du produic de 'un par lautre | il refte
24, & que la fomme du fecond & troificme eftant retranchée du produit de
I'an par Pautre, il refte 1. y

Soit le premier x, le fecond y, & le troifiéme ¥, Le produit des deux

remiers moins leur fomme doit laiffer 8. Donc xy—wr—y—8. Er

S—tx " 5 .
& — ., De méme le produi
xy—y=8—+». Donc y— . Dem p t du premier » & du
troifiéme ¥ moins leur fomme doit lailfer 24. Donc xz—a_z—24.

44: . 1l refte & faire que le produit

2
Et xz—J{—14-+x. "Donc. z—
du fecond-par le troifiéme moins la fomme des deux (oit 15. Or le pro=
; 14 JLXF XX Ox
duit et 22T & la fomme eft 3°F -31---”‘11—:—{, laquelle eftant re+

=L =
xXxy—ix-—+1I XXX
22423 _xx

—iI¢. Et multipliant' pat

tranchée da preduit laifle
KX——2 X1

ax=+2%-+1, chaque membre pour ofter’la fraction, 224 —+2x__xa—igex
—3jox—+15. Retranchant donc 2x & ajoutant xx de part & d'autre , il
vient 224—16xw—324—15, ou {i Pon ajoute 1 de part & dautre , on
. . . 4
aura 225—16x¥—320—+16. Donc tirant la racine quatrée de chaque
membre , l'on aura 19—4r—4. Et 19—4%. Donc x:‘—i. j:fs-’, &
z—=, Etlaqueftion eft refoluc. '
2
SixiEmMeE QuEsSTION,

Troyver trois nombres tels que le produit des deux premiers foic triplé
des deux, que le produit du premier & troifiéme foit quintuple des deux,
& que le produit du fecond & troifiéme , foit quadruple des deux. :

Soit le premier x, le fecond y. & le troifiéme 2. Par la premiere fup3

: : 3 :

pofition xy=—=3x—s3y. Doncxy—gy=—jx, & y————. De méme par la
. x

feconde fuppofition ¥2—s5x~5z. Donc x¥z—g2=—=5x. Et z— %, 10

X!

refte que le produit di fecond & troifiéme (oit quadruple de leur fomme.

HEZY _ jiX»—mox
Donec —=
xXx—8x—p 1y xx—B8X—t17

divifeur, 1gxa=—32xx—120x. Ajoutant donc riox, & reuranchant rgxx
£re e

> T — —120 Sis
de part & d'autre, nnox=izxx. Bt no—izx. Donc xy——-, y— =,

. Exmultipliantle tout parle commun

& 1:'_;2, Et la queftion eft refolué.

SeErTiE’'ME QUESTION. _
Multiplier un nombre par un quarté & par fa racine, & faire un cubg
du fecond produit, qui ait Je premier produit pour {a racine, -
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i Soit zz le quarté, z fa racine , & y le nombre qui deit multiplier I'un
& lautre,

Puifque le produit de y par ¥, deit donner un cube , foit ce cube

appellé »*. Donc yz—x, & _y:%?. Or il faut que ce nombre -;f multi

plié par le quarré XY , foit la racine du cube »*. Donc x'z——=x. Et

S A _ J I b awle 1 e
x¥z=r1. Donc z—= . Le quarré zz fera donc —, fa racine ., &

y ou ¥ qui doit multiplier I'un & Pautre fera »°. Ec la queftion eft

infiniment refolué. L'on peut prendre pour x tel nombre qu'on voudra.
Soit donc x=;, le quarré fera , fa racine >, & 2% qui les doir multi-
L

plier fera 243, lequel eftant multiplié par ;- donne 3, & I'eftant par ;- il
donne le cube 27 dont la racine eft 3.

Hurtie'Me Question.

Multiplier un nombre par un quarré & par (a racine , & faire un cube
du premier produit , qui ait le fecond produit pour {a racine.

Soit zz le quarré,  fa racine , & y le nombre qui doit multiplier
chacun d’eux Puifque le produit de y par zz doit donner un cube , foit
ce cube appellé . Donc yzr—xr". Et]:;;—'. Or il faut que ce nom-

&3

..

a3 L X I : .
multiplié par la racine 2 foitla racine du cube »*. Donc z

K
XX L Bt
Et ——1. Donc xx—r1z, Le quarré zz fera donc %, [a racine xx,

(&
& y ou = qui doit multiplier I'un & l'autre fera Z. Etlaqueftion eft
X

infiniment refolu¢, L’on peut prendre pour x tel nombre qu’on voudra,

., Soit a=;, le quarré fera 81, fa racine 9, & le nombre qui les doit

multiplier fera ;‘_-, fon produit par $1 donne le cube 27, & par g il donne
3 la racine cubique de 27.

11 faut remarquer icy que quand tous les nembres ont efté découverts

- univerfellement , on peut mettre les entiers en fracions & les fra&ions

~en entiers fans changer la refolution. Par exemple nous venons de trouver
I

. o & . . y - 1
xt, xx, & = qui fatisfont generalement a la queftion , & W &

bre

x y fatisferont anfli.

: . e ¥
De méme dans la refolution precedente ot nous avions trouvé o
Aq 3

. . : 2 T . .
— ., & &%, nous pourions prendre au lien d'eux x*, xx, & —-, qui fatis~

X
feroieny pareillement & la queftion,

NeuviEmME QUESTION.

LVI.

Multiplier un nombte par un cube & par [a racine, & Fé_i're quele LVIR.

Rr i
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{econd produit foit un quarré de quarré , qui ait l¢ premier produit poug

{a racine quatriéme. :
Soit 27 le cube, ¥ fa racine, & y le nombre qui les doit multiplier I'urg

& lautre. Puilque le produit de y par Y doitdonner un quarré de quarré,

foit ce quarré de quarré appellé x*, Donc yz—ux*, &)':-i—*. Or il

; %t Sl . . .
faut que ce nombre -— multiplié par le cube =’ foir la racine quatriémd

T
du quarré de quarré x*, Donc a*zz—+. Eta'zz—r1 Donc zz= -

Or afin que la refolution fe puiffe donner par nombre commenfurable,

il faue que la racine quarrée puiffe fe tirer de part & d’autre, il faur donc

que le cube & foicaufli un quarré, Soit donc a*—2v’, afin que la racine
I I

4 3 I
fe puiffe extraire de ek Donc zz— —-. Prz— s Le cube z! fera

1 . I xt v . ey
donc -, fa racine {==~, & le nombre y ou -~ fera —, c’efta dira

v". Et la queftion eft infiniment refolué. Les trois nombres peuvent
I
eftre aufli 2%, o' & —i-.
- I ! - . ! -
Soit —1. Don¢ ——=—=——, fa racine ctbique -, & le nombre 2" qui
e 7 8?

les doit multiplier fera 2048, fon produit par le cube eft 4, & par la
racine du cube, il eft 256 quarré du quarré de 4. 1l en eft de méme
pour les queftions infinies de cette forte. Ainfi je ne m’y dois pas atq

refter davantage

Drixre'me QuesTron.

Multiplier un nombre par un cube & par fa racine, & faire que le¢
fecond produit foit un quarré de quarré qui ait le premier produit pour fz
racine quatriéme. Et de plus que I'expofant du cube 4 fa racine foit égal
A 64. '

Je prens premierement les trois nombres 2°, ¥, & &-— trouvez par la
refolution precedente , qui fatisfont aux deux premieres conditions , &
pour remplir la troifiéme , je divife le cube 2° par fa racine cubique 27,
& j'égale I'expofant »° avec 64. Or i v"=64. Donc v'=8§, & v—=.

Les crois nombres {eront donc 12, 8, & 1—35 Et la queftion qui n’eff
plus indéterminée, eft refolué.

Trors1e'ME PrinNciPE,

Trouver deux quarrez égaux a un quarré donné.

Soit wa le quarré donné, yy le premier inconnu , & 2z le fecond.
Donc yy—+zz=—4a. Et yy—aa—=zz. Laqueftion fe réduit done la , qu'il
faut trouver un nombre quarré qui foit tel qu'eftant rétranché du quarré
az, le refte [oit un nombre quarré. Et pourle faire generalement , je con-
fidere que le quarté as—zz elt plus petit que le quarré aa, & Ia racine
par confequent plus petite que la racine 4. Mais jl faut que ceree racine
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$oit telle que formant une égalité de fon quarré avec as—zz, l'inconniie
z puifle n’avoir qu'un feul degré. Soit donc pour cer effet la racine incon-
piie du quarcé 42—z, appelice c{—a, la grandeur ¢ et arbitraire, pour-
veu qu'elle foit un nembre entier plus grand que P'unité , j’en diray la raifon

lus bas. Et quand bien ¢ feroit plus grand de beaucoup que 4, cz—a
era neanmoins plus petit que 4, parceque la valeur de ¥ que nous décou-
wrirons fera une fradion qui rendra le preduit ¢z d’autant plus petit que
le nombre ¢ fera pris plus grand. Or le quarré de cette racine cz—a eft
cozz—z2ac~+aa, qui devant eftre égal au quarré sa—zz,’on aura I'éga-
Tité cexz—aacz~+aa—aa—zz. Er effagant 4z de pare & dautre, cczz
—24c3=—2z. Et par tranfpofition, cczz~+122=—24c¢z. Or divifant le
tour par z,l'en a cocz~+12==a¢. Et divifant le tout par ¢c~+1,l'on 2

1AC 3 ’

T=. Or yy—aa—zz. Et aa—zz eft le quarré de cz—«. Donc
y—cz—4. ou bien remettant au lieu de ¥ fa valeur qu'on vient de trou-
ARLA—LARCC—- 28

o :
ver, y— Les quarrez de ces deux racines font yy— e
s adce BRE_LIRACE—L- 28
B zz—-2 . Et la fomme de ces deux quarrez eft E
4 L06— L P LTS G

1 1

teft A dire aa. 1l eft vifible que fi ¢ eftoit l'unité , la racine y n'auroit
. nulle valeur , puifque acc—a feroit le méme que #—«, ceft a dire zero.

Et fi ¢ eftoit moindre que l'unité , la racine y feroit negative , puifque

acc {eroit moindre que 4, & par confequent ace—a moindre que I'unité.

Cependant la refolution dans ce cas nelaifferoit pas d’eftre pofitive, parce-

que le quarré de la racine negative feroit pofitif. Or la refolution neus

fournir cette regle.

Regle. Le produit de la racine du quarré donné par 2 fois tel nombre
qu'on voudra plus grand que 'unité , eftant divifé par la fomme de I'unité
ajoditée au quarré du nombre que l'on aura pris, I'expofant fera la racine
de I'un des quarrez,

Et un autre produit dela racine du quarré donné par le quarré du nom-
bre que I'on aura pris , diminué de l'unité, eftant pareillement divifé par la
fomme de l'unité ajotitée au quarré de ce méme nombre, I'expolant [era la
zacine de l'autre quarreé.

; - - are—4 o 24¢ o
Soitaa—r100. Sic=2. Donca—to, ymo— =30 8rz—2% 42
cc— 1 5 €c—t1 § a

Eelt ddite y—6, z=8, & leurs quarrez yy—36, 22—64., & yy—+22—=36
~64—100. Etfic=;3. Doncy::sr:, & (==, c’elt 4 dire y—8, & 2—6.
‘O1i I'on voit que la valeur de y de la refolution precedente devient icy la
‘valeur de z, & reciproquement que Ia valeur de T devient celle dey. Et fi
Ton fuppofoit c=—4, l'on auroit y—=-=-, & z.:i—g Et leurs quarres
-+‘:—;; font -‘—s:-;—;-'—, celt a dire 100.

2i{o0
28y
PrEMIERE QUESTION,

Trouver en nombres entiers deux quarrez égaux & un quarré,
Rr ijj

LX.
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Nous n'avons qu’a ofter lefecond terme de chacun des quarrez precedens;
& ales divifer chacun par 24, & nous aurons les trois quarrez ¢'—2cc—+x,
40c, & ¢*—+200—+1, dont les deux premiers font égaux au troifiéme. Les
racines de ces quarrez (eront ¢c —x, 20, & cc—+1, je fuppole totijours que
¢ furpafle l'unicé , afin que le premier quarré ne foit point égal a zero 5 out
{a racine cc—1 negative. L’on pouraneanmoins , & méme il fera plusutile
quelquefois de les exprimer plus indéterminément ,en laiffant aa-au lieu de
I'unité, & prenant pour racines cc—aa, 240, & cc—+ad. :
Surquoy nous pourons remarquer une proprieté affez confiderable done
parle Schooten dans la Seétion 6°. de fes Exercitations Mathematiques,
c’eft de la maniere d’exprimer certaines progreffions arithmetiques dont
chaque terme fert & trouver un triangle rectangle , c’eft a dire deux quat-
rez égaux a un quarré. Il apporte pour exemple ces deux progrellions
tirées de Stifelius.
La 1et 1%. 1%, 5}1. 4%. s 6)—:. 7"—:. 8%_ 95, 105 n};, &c..
1

Etla 2% 17, 2= 3 4. 55:. 67, 7:—:. S;—;. 9::-: 0. &c

Il y a trois {ortes de progreflions arithmetiques a obferver dans cha?
cune de ces progreflions. La premiere eft des nombres entiers qui fe fuz-
paffent fucceffivement de Punité dans chacune. Lafecondeeftdes premiers:.
termes de chaque fra&ion qui fe furpaffent {ucceffivement de Punité dans
Ia premiere progreflion , & de 4 dans la feconde progreflion. La troifiéme
enfin qui refte a obferver, ceft celle des {econds termes des fractions qui
fe furpaffent (ueceflivement de 2 unitez dans la premiere progreflion , &
de 4 dans la feconde.

Et pour avoir les deux quarrez égaux i un par [e moyen de ces progre(
fions , il faut réduire tout leterme que ’on y veut faice fervir a une fraction,. .
& alors les deux quarrez 'un du premier terme, & ’autre du fecond , eftant
réduits en une fomme , donneront un troifiéme nombre qui fera quarré..

Par exemple prenant le fecond terme 27 de la feconde progreffion, je ré-
duis tout ce terme & la fradtion ¥, ce qui {e fait , comme 'on fgaic, en
multipliant 2 par 12, & ajourant 11 au produit 24, afin d’avoir 35 pour
premier terme de la fraction 2. Er alors quarrant 35°& 12, & ajoutant les:

12
denx quarrez 1225 & 144 en une fomme , l'on aura 1369, qui et un:
quarré dont la racine eft 17. Ilen eft ainli des autres.

Mais parcequ’au rapport de Schooten , un Auteur habile ajoute fix au-
tres progreflions de lemblable nature, a ces deux de Stifelivs , & quril’
affure en pouvoir trouver mille autres , {ans expoler routefois quelle eft (2
methode 5. Schooren rapporte quelques regles inventées par un fcavant
Arithmerticien , pour trouver ces fortes de progreflions. Mais comme ces:
regles ne m’ont point paru naturelles , ny tirées de-principes allez fimples,,
je' marqueray icy un maoyen facile pour tronver une infinité de progrel~
fions de femblable nature. 1l ne faut fenlement que prendre P'expreffion:
zenerale de deux quartez égaux a un, que pous venons de trouver icys



. YA . cr—1
elt A dire co—1, & 26, & Iécrire en fra&ion de certe forte =+ En-
1

fuite fi 'on fubftitué fuccelivement au lieu de ¢, chacun des nombres
impairs de la progreflion arithmerique 3. 5. 7. 9. 11. &c. ou la difference
eft 2, 'on aura la premiere progreflion de Stifelins. Mais fi I'on fubftitue
fucceffivement au lieu de ¢ chacun des nombres de la progreflion arithme-
tique des nombres pairs, ot la difference eft encore 2, I'on aura la feconde
progreflion'de Stifelius. Et fi Pon fubftitu¢ au lieu de ¢ chacun des nom-

bresde la progreffion arithmetique ’; ';L ; &c. ou la difference eft pa-

: 4'p e N et 7 < O LB

reillement T, lon aura cette autre progreflion 5. 3%, 2L 32. 47, 55,
- 3 - we

&ec. qui eft 'une des autres que Schooten rapporte, Et fi 'on {ubftitué au

licu de ¢ chacun des nombres de la progreffion £, 2. %, &ec. on la diffe-

i
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gence eft encore £ C'eft adice lenombre 2,'on aura cette autre progreflion
I 5 9 13 17 t .

15 2e 32 430 Sipe G- &c. qui eft encore une autre de celles que
Schooten apporte. . Et fi 'on choifit en méme forte d’autres progreflions
arithmetiques exprimée;[lmr fractions , dont la difference foit 2,1’on poura
trouver d’autres progreflions femblables. Par exemple en fubftitnant fuc-

ceflivement au lieu de ¢ chaque terme de la progreflion ?‘ ? 5’3 . &ec.

ot la difference elt ?‘, c’eft a dire 2, 'on aura la premiere des progref-
fions que donne Schooten. Er ainfi des autres.. De forte qu'on poura

trouver fans peine tant de ces Progrefﬁons que lon voudra. Car fi-toft

quon aura les deux premiers termes de quelqu’une qui vaudront plus
chacun que l'unité , il ne faudra plus rien fubltituer au lieu de ¢, mais
feulement continuer chacune des trois progreffions particulieres dont nous
avons déja parlé. ;

SrcoNpE QUESTION.

‘Trouver deux quarrez dont la difference foit donnée,

Soit & la difference donnée , z la racine du plus petit quarré , & z—+a
Ia racine du plus grand , les quarrez feront donc 2z, & zz—+242—+aa,
& leur difference fera 2z~ 202—+a22a—2z22, c'eft a dire 242—+a44. Donc
243+ ag—b. Et 202—=b—aa. O 'onvoit quele quarré 42 doit eftre
neceflairement plus petic que &. pour avoir une refolution pofitive. Di-

- » k] b‘"“
vifant donc de part & d'autre par 24, I'on aura z—-—2%

-, & l'autre

bbby sapb_ya%

*;;——,&ieplus

facine fera %%, Le plus grand quarré fera donc
P

. bk bjat
petit L

444 :
ment refolu¢. L’on peut-prendre pour # tel nombre au deffous de }74
Que P'on youdra.

Soit b=—g0. Si 4=3, la racine du plus grand quarsé¢ feradonc 117, celle

, leur difference eft &. Et la queftion eft indéterminé-

LXI,
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du plus petit 82, & leurs quarrez font 1327 & 72,:‘ dont la differéncé

elt 6o.
Trorsie'ME QUESTION.

LXII, Ajofter un petit quarré a une grandeur donnée , & en faire it
quarré. ;

Je fuppofe totijours que les grandeurs données foient commenfurables,

Pour bien faire comprendre cette refolution, je me contenteray de I'ex~

pliquer {eulement par nombres. Soit 17 un nombre donné , & qu'il faille:

luy ajofiter un petit quarré en forte que la fomme totale foit un quarré.

Jappelle %,{ le petit quarré , donc 17—5-{% doit eftre un quarré, je prens
pour racine de ce quarré 4,—1-—;:, je prens le nombre 4 pluftoft” quaucun:

autre , parceque fon quarré 16 eft le plus proche de 17, mais j'ajofite %‘

a 4, parceque la racine du quarré que je cherche doit furpaffer 16 quarré ]
de 4, je le fais auffi afin que dans la comparaifon des deux membres de
mon égalité , le quarré ,&3{ puiffe s’effacer de pare & d’autre, & qu'ainfi-
x n'ait plus qu'une dimenfion lineaire. Soit donc 4.-+:7 la racine de-
’ T, _8_ 1_'_ sz B t 1
noftre quarré , le quarré fera donc 16—+z-—!—-(—1, & Végalité 16—+ -+
*. Retranchant done 16-—-}-{1{— de part & d'autre , on aura :::..

AL

Donc multipliant par z chaque membre 8—i1z.. La racine 4_-;:-;:- {era

=17+

donc ‘45, & fon quarré 377 .. Dans ce premier exemple le quarré 16
dont on a pris la racine 4, eft au deflous de 17.

Mais fi le quarré le plus proche du nombre propofé eftoit au deffiss.
du nombre dont 'on auroit pris la racine , il faudroit retrancher de ce

nombre,'; racine du petit quarré , & non pas la luy ajeuter. Ainfi pous

trouver un petit quareé , lequel eftant ajouté 4 15 fafle un quané, je
. r t -

prens pour racine de ce quarré 4— - la racine du quarré 16, qui eft le-

plus proche de 15, car il vaut toujours mieux choifir le plus proche,
fols que ce quarré fe trouve au deffus , foit qu’il {e trouve au deflous du
I

nombre propofé. Le quarré de cette racine IG-—%-—}- ;:IJ"""L' Dote
z

&
retranchant :;-—e-f; de part & d’autre ,il refte 1-—%:0. Et par tranfs
pofition , l:% Donc multipliant le tout par z, 1z2=—8. La racine du
quam:i‘ fera donc 37, dont le quarré eft 35%. Et la queftion eft
refoluc,

Pareillement

-
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Pareillement pour ajouter i['{_, a 5, & en faire un quarré, je prens
'9.;_% pour racine de ce quarré. Donc 4— %'-4-2'2:14-;;—. Et retran-

I IS ) .
ehant 1—+— de part & dautre, 3-——%:9. Et 3:%. Donc 3z—4, &

L
---i ._E_ 9 s S ' el
&=, 7 fera done 5»*qui eftant ajouté 4 1 donnera le quarré s dong

Ia racine eft I

QuATRIEME QUESTION: _

Deux grandeurs eftant données , en trouver une troifiéme , qui eftant LXIIE
_'ajoutéeé.%{me & a lautre, fafle un quarré de chaque lomme. el
Soient 2 & b les prandeurs données, zla plus grande & 4 la plus perite,

z la grandeur qu'il faut ajouter , & yy le quarré que doit fairela premiere
fomme a—+<. Donc z—+2—=)y, & :==py—=. La grandeur z qu’il faur
ajouter fera donc yy—a, & cette grandeur yy—a ajoutée a la grandeur 4,
fait un quarré. Mais il faut encore qu’eftant ajoutée a b, elle fafle un
autre quarré.. Donc yy—a—+b doit eftre un quarré.. Comme 4 eft plus
grand que &, ce quarré eft plus petic que yy. Soit donc y—rc la racine’

de ce quarré. Donc yy—2yc—+ce—yy—a—+b. Et par tranfpofition,.

& a—>b—cc : 7l 4
a—b—+cc—ayc. Donc y=————. La grandeur z que 'ondoit ajouter

- aAl—2 ﬁb—[»bb—llf.’--—.;b“._;.c‘! : ; L
fera donc .- Etla queltion eft indéterminément:

46
refolué. L’on peut prendre pour ¢ tel nombre qu'on voudra, pourveu:

que aa—+bb—¢* ne foit point au deflous de 2ab—+2acc—i2bcc, car au--
trement la refolution feroit negative.

Regle. L’on prend donc le. quarré de la:difference des deux grandeurs
données , I'on en retranche le produit de la fomme de ces deux grandeurs:
diminuée du quarré d’une grandeur arbitraire par ce méme quarré, L'on
divife ce qui refte par 4 fois ce méme quarré. Et l'expofant qu'on trouve”
eft une grandeur qui fatisfait a la queftion.

Soient les grandeurs données 4—18, b—9, & la grandeur arbitraire
e=1. Donc 2=, c'eft & dire 7, qui eftant ajoutée 4 18 & 4 9, donne

les deux quarrez 18—7—15, & 9—+7=—16. Et fila grandeur arbitraire
e—1, parceque @a—ibb—+cr—324—+81-+16, eft au deflous de 2ab— 240¢
4 2bcc—324-+144-+72, la refolution ne peur eltre pofitive , la grandeur-

g=— ——-=—7L, laquelle eftant ajoutée a chacun des nombres 18 & 94

16

Z'eft a dire -—1—7I£ eftant retranchée de chacun, Jes reftes feront les quarrez:

; 7 ? i i e i x
;8.._.7#_191-& dont la racine eft 3 & 9—g—a> dont laracine eft .

CiNnqQuiE'mMs QUESTION.. "
Deux grandeurs eftant données , en trouver une troifiéme qui effant [ Xy
getranchée de chacupe, faffle un quarré. de chaque refte, :
Ches: ae- chacune., falic | e o . sC
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Soient # & & les grandeurs données , « la plus grande , & la plus petire}
z la grandeur qu'il faut retrancher , & gy le quarré que doit faire le
premier refte. Donc a—z—yy. Et par tranfpofition a4—yy—=2. La
grandeur z qu’il faut recrancher fera donc 2—yy, & cetre grandeur eftant
retranchée de # donne #—a—+yy, c'eft a dire le quarré yy. Mais il faur
encore queftant retranchée de 4 elle falle un autre quarré. Donc
b—a—+yy doit eftre un quarré. Comme 4 eft plas grand que 4. ce quarré
doit eftre au deffous de yy. Soit donc y—e la racine de ce quarré, Dong

yy—2yc—+ce—=b—a-+yy. Donc a—b-rcc—=ayc. Et J____aw&ﬂ”: L

e
LAt AR 2 Ab—bb— 2 boc—rc4

*grandeur z fera donc = . Et la queftion eft in-

déterminément refolué. L’on peut prendre pour ¢ tel nombre qu'on vou-
dra, pourveu que aa—bb—+c* foit plus perit que 24b—+2acc—+2b¢e, car
autrement la refolution feroit negative.

Regle. L’on prend donc le produit de 2 fois la fomme des grandeurs
données , diminuée du quarré d'une grandeur arbitraire , par ce méme

uarré, 'on en retranche le quarré de la difference des grandeurs données.
L’on divife ce qui refte par 4 fois le quareé de la grandeur arbitraire.
Et ['expofant qu'on trouve fatisfait a la queftion,

Soit a—44, k=36, & la grandeur arbitraire c=—2. Donc z:ig, ceft
a dire 35. Et 35 eftant recranché de chaque nombre, laiffe les deux quar<
1€z 44—35—9, & 36—35=1L.

Six1E¥ME QUESTION.
gxy, Deux grandenrs eftant données, en trouver une troifiéme , dont chacuné
3 eftant retranchée, chaque refte foic un quarré,
Soient 2 & & les grandeurs données , 4 la plus grande, 4 la plus petite,
z la grandeur dont il faut retrancher chacune , & yy le quaré que doic
donner le premier refte. Donc z—a—yy, & z=yy—+4. Si l'on retranche
« de la grandeur yy—+4 . le refte fera le quarré yy ; & fil'on en retranche

b, le reite fera lautre quarré yy—+a—>b. Je prens pour {a racine y—c.
Donc yy—+2yc—+ ce—yy—+a—b. Donc 2yc—a—b—cc. Etj:s-_é-._sr. Ls

aa—2ab—t.bbyyace— 1 bec—y o4 e
4cc
finiment refolu¢. L’on peut prendre pour ¢ tel nombre qu’on voudra,
Regle. L'on prend donc le quarré de la difference des grandeurs don<
nées , on luy ajoute le produit de la fomme des grandeurs prifes 2 fois,
augmentée du quarré d’une grandeur arbitraire , par ce méme quaré,
L’on divife le tout par 4 fois le méme quarré, Et l'expofant fatisfair &

la que&ion.

grandeur ¥, fera donc . Etla queftion eft in<

Serrie’me QuUESTION.

Trouver deux grandeurs telles que Ja fomme de lears quarrez , plus
LXVL Jear produit , fafle un quarré.

Soit z la premiere , & y la feconde, Donc yy—+xX—+yz doit dopner
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@ quarré. Soit fa racine 4—z. Donc as—2az-+ =)+ 2R~ YR
Et 4aa—yy—2az-+yz. Donc a::;'"—_:;y . Et la queftion eft indéterminé-
ment refolué. L’on prendra pour 4 tout nombre au deffus de celuy que
Fon prendra pour y, car il faur que as_yy foit pofitif. Er comme la
queftion toute refolué eft encore tellement indéterminée que toutes les
grandeurs 4 & y qui s’y trouvent font arbitraires, I’on poura toutr multi-
plier par le quarré de 2a—y, & l'on aura pour les deux grandeurs quon
demande , z2—yy pour la premiere , & 2ay—+yy pour la feconde. Leurs
quartez font a'—zaayy—+y* & gaayy—+4ay'—+y* 3 & leur produi
24y—2ay'—+aayy—y* eftant ajouté a Ja fomme de leurs quarrez , donne
a'=t3aayy—t 218y 20y —y*, qui et un quarré dont la racine eft
aa—ay—yy.

Soit a=—2, & y—1. Donc aa—yy=—;3, & 2ay—+yy—;. La fomme de
keurs quarrez 9 & 25, eft 34, 4 qui ajousant leur produit 13, la fomme totale
eft le quarré 49.

Hurtieme QuesTiox. .

Trouver trois grandeurs en proportion geometrique tels que la feconde
ajoutée a la premiere ou a la troifiéme, donne un quarré.

Soit la premiere grandeur z, la feconde TR , & la troifiéme z'. Car
ainfi Pon favisfair  la premiere condition qui demande que les trois gran-
deurs foient en proportion geometrique. Or la premiere ajoutée 4 la fe-
conde fait zz—+z qui doit eftre un quarré.. Soit donc fa racine 4—=z.
aa e

. Oril

1441

faur aufli que la feconde grandeur ajotitée a la troifiéme fafle un quarré,
~+—+2z doit donc. eftre un quarré. Et parceque tout quarré divifé par
un quarré, donne encore un quarré , fi nous divifons z'—zz par le quar-
ré 2z, l'expofant T—+1 fera donc un quarré. Or nous avons trouvé
L=-——=, 4 qui ajofitant lunité, l'on aura gz 2

2841 zA—11

terme aa-+24—+1 eft un quarré s qui a pour racine g—+1. Or le fecond
terme 24—+1 doit eftre auffi égal a un quarré. Soit ce quarré bb. Donc

Donc aa—zaz—+z2z—=22—+2, Donc as—142-+3. Et {—

, dont le premier

24—+1—bb. Donc a— éi_r . Etla queftion eft indéterminément refolué..

L’on peut prendre pout b tel nombre qu’on voudra , autre toutefois que’
Punité. 11 eft bon de choifir un nombre impair pluftoft quun autre,
afin que fon quarré qui fera impair , eftant diminué de I'unité , puifle eftre
divifé fans refte par 2. _ ) ] '

L’on peut encore refoudre ainfi cette méme queftion.

Soit la grandeur moyenne z. Si elle prend la premiere grandeur, Pon
aura le quarré xx. La premiere grandeur fera donc xx—z, & fi elle prend
la feconde grandeur, on aura I'autre quarré yy. La troifieme grandeur
fera donc y—=z. Et la prnpottion geometrique continug fera —— xax—=2-
Z. yy—=. Or le produit des extrémes eft ¢gal au quarré du milien. Donc
FPy—x ¥R yy{—+Z2=kZs Donc RS, rEt_ par tranf’-

i},

LXVII,
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pofition axyy—rrz—t y{z.. Donc A= La proportion fera dong
s x4 xxyy oy ’ v 1a
e e bien multipliant chf«quc terme par le
quarré  x*—2xxyy—+y°, la proportion continugé fera —- a"—xtyy
x'yy—+xxy’. xaxy'~+y’.  Etla queftion elt infiniment refoluc. 1l faue

toutefois prendre garde que le nombre x doit eftre differencde y. Ec fi

Yon veut que la proportien ait fon premier terme le plus petit, y doit fur-
pafler x.

Regle. L'on prend donc la fomme des quarrez de deux differentes
grandeurs , on la multiplie par la quatriéme puiflance de la plus petite
grandeur , & I'on a le premier terme de la proportion. Enfuite on prend

a fomme des quarrez des deux grandeurs , on la multiplie par le produic
de 'un par Fautre , & le produit donne le fecond terme de la proportion,
Enfin Uon prend la fomme des mémes quarrez , on la multiplie par la qua-
triéme puiffance de la plus grande des grandeurs qu'on a prife. Et le
produit donne le troifiéme terme de la proportion.

Soit x—1, & y—2. Donc la proportion fera == . 20.80. Le fecond
terme 20 plus le premier § donne le quarré 25, & plus le fecond 8o, il
donne le quarré 10o. Et ces trois termes font une proportion geometrique
ment continué, dont le rapport eft comme 1 4 4.

Nzuvii'me QUESTION.

Trouver deux quarrez dont la fomme foit égale & la fomme de deux
autres quarrez dennez.

Soient 42 & bb les deux quarrez donnez , je fuppofe 24 plus grand que
bb. L'un des deux que 'on cherche doit donc neceflairement f{urpaffer le
quarré bb, & l'autre doit eftre furpaflé par #4. Soit donc la racine de
celuy-cy cz—a, & celle du premier z—+4. 1l faut égaler les quarrez de
«ces deux racines aux quarrez a4 & bb. Donc cczz—zracz—+aa—+2z—+262
—t+bb=—aa—1bb. Effrgant donc aa~bb de chaque cofté, lena cozz—aacz
—+Z2~t2bz—0. Divifant donc tout par z, & tranfpofant 4 I'ordinaire,

28—k .
ccz—+ 2—2ac—2b. Donc {:“_H . Les racines {eront donc

== i boe—b :
sz,-a:ﬁ%{__;%’:" & {—i—é:’———“:"_if . Et la queftion eft infiniment
refolu¢. L'on peut prendre pour ¢ tel nombre qu'on voudra autre que
{’unité. Car fi Pon prenoit I'vnité pour ¢, on retrouveroit les deux quar-
tez donnez & non pas deux aurres, Et il n'importe pour donner une refo.
lution pofitive , que 'une des racines des deux quartez cherchez foit nega-
zive. Si l'on ne vouloit pas cependant qu’elle fuft negative , il faudroit
prendre pour ¢ un nombre tel que ace fult plus grand que 2bc— 4.

Soit aa—~+bb—r13, celt a dire aa—y, & bb—4. Si e==2. Donc a:%_;

Les deux racines feront donc cz.—-—:r:‘i. Et fon quarré :l‘ eftant retran=
1R

; ; . £ 1ats - =ty
ché de 13, laiffe pour 'autre quatré 127, dont la racine z-+ L—s =344
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Dixie'me QuesTtion.

“Trouver trois grandeurs dont la fomme foit un quarré, & de plus
«gueftant joints alternativement deux A deux les fommes alternatives LXIX,
+foient pareillement des quarrez.

Soit zz le quarré qui faic la fomme des trois , & yy celuy qui fait la
fomme des deux premieres , il refiera donc 22—y pour la troifiéme gran-
.deur ~ Soit encore v le quarré que faic la premiere avec la troifiéme , la
feconde fera donc {{—wxx. Or la premiere & la feconde zz—xx font
le quarré yy. Retranchant donc la feconde du quarré xx, il reftera
-ax—zz~+yy pour la premiere , & I'on a déja fatisfait 4 trois conditions
‘de la queftion. Car la fomme des trois fait le quarré zz, les deux pre-
smieres font le quarré yy, & la premiere avec la troifiéme fait le quarré xx,
;il refte que la feconde awec la troifiéme fafle un quarré. Donc 2z2z—xx
-—yy eft un quarré. Or nevoyant point d’aberd comment je puis former
la racine d’un tel quarré, parceque la fomme 222—xx—jyy n'enferme
aucon quarré pofitif , puifque 2z y eft mis deux fois ,.& que 2 n’a point
-de racine quarrée. C'elt pourquoy jexamine a quelle refolution des
-queftions precedentes je la puis rapporter ; Et premierement il eft vifible
que fi je pouvois trouver un quarré moindre que Punité, lequel eftant
-ofté de 2 me laiflaft un avtre quareé ,je pourois mettre au lieu de xx
‘ou de yy ce petit quarré multiplié par 2z, & alors la fomme auroit un
quarré pofitif dont la racine ferviroit & mon deflein. Il faur donc divifer
-2 en deux quarrez , dontl'un foit au deffous de 'unité. Or 2eft compofé

des deux quarrez: & 1, c'eft pourquoy je puis partager cette fomme

act—2brm—a
gl de la

-en deux autres quarrez par le moyen de la Formule
‘Neaviéme Queftion 68. S. mettant au lien de 4 & de &, leurs valeurs
4 & 1, & prenant 2 pour ¢, la racine du quarré que je dois retrancher de
2 fera —, il n'importe pas encore qu'elle foit negative , car fon quarré

1% fera pofitif. Or * eftant retranché de 2, laiffe le quarré f—:. Jereviens
donc & ce que je m'eftois propofe de faire , & parceque xx eft indéter~
sminé , je P'appelle !isz.r.. . Ainfi la fomme que je dois égal‘cr aun quarré

” 1 ¥ 4 rm 40 ¥ 3 "
{era 22%— 22—y, ceft a dire Zzz—yy, qui doit eftre un quarré,

A

Soit a—-—%(la racine de ce quarré, Donc za— ?z.-—t-:—:,g,z:—s’zz,__jy,

f X Ta . AL yAA=py : 5 3
Donc aa= )= Bt iz—= = 2, Etla queftion eft infiniment

tefolue,
Cependant comme les nonibres eftant trep grands , nos Formules don-

herojent une -r\cgle trop difficile , nous changcmt?s I'operation , & nous
Ia ferons ainfi a pen prés comme Diophante & Viete,

Soit le quarré donné par la fomme des riois R2—424~+ae, & la
fomme des deux premiers 2z 24z~+44. Cetre fomme retranchée de la

fomme des teois laiflera donc pour le troifiéme 44z, Enfoite foit 2z la
1 ST ijj .
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fomme dela premiere & troifiéme , la feconde fera donc 2a%-+as. Ee
parceque la premiere avec la feconde fait 2z—24%—+44 ﬁ nous en e~
tranchons 242+ 24 qui eft la feconde, il reitera pour la premiere 22—4az.
Les trois grandeurs {eront donc déja 2z—442, 242 —+aa, & 443, & la
fomme des trois fait un quarré, la premiere avec]a.fc:_v:ondp en fait un autre,
Ta premiere avec la troifiéme en fait auffi un , mais il refte que la feconde

avec la troifiéme en faffe encore un. Ot cette fomme eft 6az—+44. Soit
bb—am

donc Gaz—+aa—bb. Donc z— . Les trois grandeurs délivrées de

fractions (eront donc b*—26aabb—+ 254", 120abb—+ 244%, 8 24aabb—2144%.
L’on voit que # doit eftre plus petit que b, & 2644bb plus petit que
b*—+ 254,

Soit b—¢, & a—1, le premier nombre fera 385, le- fecond 456, & &
troifiéme S40. 5

Soit b=—r1, & a—1. Le premier nombre fera 11520, le fecond 1476, &
le troifiéme 2880. Et fi chacun eft divifé par quelque quarré comme 36, les:
expofans 320, 4%, & 8o, {atisfonr aufli a la queftion..

Onzit'mME QuesTion:
Trouver trois nombres quarrez qui. foient en’ propottion arithmetiqug
continuc.
Soit le premier xw, le fecond afin qu’il foic quarré xw—+24x-+aa, l@
treifiéme fera donc xx—+4ax—+2a4. Soit fa racine b—x, Donc ééf_.z.x
—1 48

—rxxT—X—+ gax—+2aa: Done bb—iva—gax—+2bx. Donc =
Et lorfqu’on aura tout multiplié parle divifeur commun, on trouvera en
entiers que les racines font la premiere bb__24a, la feconde bb—+24a—+24b,
& la troifiéme: b+ gab—+244. Et la proportion arithmetique contintie
des trois quarrez eft —-bt—4aabbsvgat. b'—-Sasbb—t+4a'— 4abi—82°b.
b+ 20aabb—+ 4a*—+8abi—+164°b. 1] elt vifible que &b doit furpafler 244,
Soit donc b—j3, & a—2. Les trois racines feront donc 1, 29, 41, &
leurs quarrez 1. 841. 1681 La difference eft 840.

Et fi 6=—8 & a—u, les trois racines feront 62, 8z, 98; & leurs quarx
rez 3844. 6724. 9604.. La difference eft 2850. Et fi on les divile par
quelques quarrez comme 4, leurs expofans 961. 1681, 2401, fatisferong:
aufli ala queftion. Ea difference eft 720. :

Douzie'Me QuEsTion:

Trouver trois. nombres en. proportion arithmetique continite , lelquelé
eftant joints alternativement deux a deux, les fommes- alternatives foient
des nombres quarrez..

Soir la proportion contintie — z, 2—+d.z—+2d. Le premier terme aveg
le fecond doit donner un quarré , foit ce quarré yy. Done 23—+4=2yy,
& d—yy—22. Le fecond avec le troifiéme doit donner un autre quarré’s.

foit' ce quarré ax. Donc xx—22-134. Et d:-;-xx—- i-z Or nous

avions d—yy—2z. Donc )v_y.i:.z:::ixx-ﬂ—;—z. Le tourpar 33 Dong:
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§9y—6{—=vrx—2z. Et par wranfpofition , g4z—3yy_—¥¥. Donc
:z‘:':%y]_—;fxx,&dl:—%ﬂ—l-%xx. lLa p.ro?arltion fera donc izy._ ;-frx.
—+ kg an. — yy—+_xx, Ou bien multipliant le tout par le quarré 4,
Ton a 3yy—xx. —1yy— xx. —yy—+3xx. qui fonrune proportion arithme-
tique contintie. Ecde plus le premier avec le fecond donne un quarré 43y,
& avec le troifiéme un autre quarcé 4xx. 1l refte que le premier avec le
troifiéme donne un quarré , 2yy—+2xx doit donc eltre quarré. Et de plus
il faur que yy ne furpaffe point 3xx , & que xx ne furpafle poine 3yy.
Car aurrement le premier terme ou le dernier fecoit negatif, Il ne faur pas
aufli que yy foit égal a xx. Car autrement chaque terme de la proportion
ne vaudroit que 2yy, ou 2xx qui eft le méme. Ainfi n’y ayant point de
difference , il n’y auroit point de proportion. La quelftion fe réduit donc
la qu'il faut parrager la moitié de quelque quarté en deux autres quarrez
differens, dont chacun foit plus petit que 3 fois l'autre. Or foit 244 la
moiti¢ du quarré laquelle il faur parcager, Cetre moitié 244 eft compolée
des deux quarrez 144, & 142. L'on peut donc la divifer en deux autres,

mais il faur que le plus petit foit au deffus de ~as. Car fi le plus grand
Pyt . > s T . .

eftoit 2aa qui toutefois n'eft pas un quarré non plus que —aa. il feroit
€gal au wiple du plus petit 224, Or il doit eftre plus petit que ce triple,
Le quarré doit donc eftre au deflus de L4, car alors e plus perit quarré
furpaffant Zaa , fon triple furpaflera Laa, & par une fuireneceflaire il fur-
;pa[{éta le plus grand quarré qui ne poura eftre qu’au deffousde 1244, puil~
qu'ilfera la difference de 224 au plus petit quarré qu'on fuppofe au deffus
de tas. Orcomme 4a eft un quarré ,il refte a partager 2 en deux quarrez
dont'le plus petit foit entre 1 & 1—, & faracine entreentret & V'%, les
racines de 1.& de ~. Ou fi au lien de * nous prenons le quarré 2 qui le
furpafle , la racine du plus petit quarté fera entre 1 & 5 les racines des
quariezx & 2,

16

‘Or nous avons trouvé dans la Queftion Neuviéme que partageant la
{fomme de deux quarrez en denx autres quarrez, la racine du plus petit eft

—rbr—a ; :
are—be—a s nombres & 4 & b font les racines des quarrez donnez,

3
celt A dire dans noftre queftion a=—1, & b—1, & ainfi la racine fera

Fcr;-:llr;—_{, le nombre ¢ eft indéterminé , ceft pourquoy il faudra mertre
e

fucceflivement au lieu de ¢, les nombres 2, 3, &c. jufques a ce que 'on
trouve une fraction plus grande que 4—*. Le premier nombre qui fert a cela

eft 9. Ainfi mettant 9 au lieu de ¢, la fralion vaut j}‘ln fon quarré cit



-2, lequel ‘eftant retranché de 2, c'eft a dire de i;—;‘-l, laiffe pour refte lar
quareé 22 dont la racine et £, Le plus grand quarré eft donc Haa)

¥ 6 . i v wile.
le plus petit :_: si;m, & leur fomme 244, delaquelle en prenant [a moitié'on a

le quarté aa.. Et finous fuppofons sae—1681b6 pour ofter la frackion, .
& laiffer encore le quarré indéterminé, nous aurons les deux quarrez 96164,
& 1401bb, dont la fomme 336266 eftant prife 2 fois , donne le quarré -
G724bb,dont la racine eft 82.. Nous n’aurons donc qu’a fuppofer yy—g61bb. -
& xx—2401b.. Etla proportion‘quieftoit 3yy-—xx. myy—ww, —yy—+ 307
fera 4826b. 336266 62426b. La difference de la proportion eft 288055. .
Le premier avec le {econd donne un quarré dont la racine et 626, le pre-
mier avec le troifiéme en donne un autredont la racine eft 845, 8 le fecond
avec le troifiéme en donne un-autre dont la racine eft 985..

Mais quoy. que la queftion foit refoluc infiniment;, elle n'eft’ pas neand
moins refolué algebraiquement comme les precedentes , de forte que 'on
ne pouroit pas s'en fervir generalement fi 'on ajotitoit quelque condition
a la queftion.. De plus il ne paroift pas d’abord fi facile a partager la
moitié d’un quarré en deux autres avec les conditions precedentes, ainfi que -
nous avons fair.. C’elt pourquoy nous pourons tenter laméme refolution :
par une autre voye en cette forte..

~ Soit 42z la fomme des deux premiers termes qui doit eftre un quarré,’.
& 1y leur difference. La proportion fera donc 22z—y. 222+, 2233y,
Le premier terme & le fecond font un quarré, le premier & le troifiéme -
donnent 4zz -2y qui doit eftre un quarré , ce qui paroift d'abord facile -
faire. Car 42z eftant le quarré dé 2z, il'on fuppofe que 2y qui eft indé=

terminé foit le plan' de 2% par 2:fois une grandeur: comme 4, plus le -
quarré bb, cette fomme: donnera un quarré dont la racineeft 22—+, Etla-

proportion fera 222 26z— 1bb. 2zz—+2bz—+1bb. 223-+6bz—+2bb, o}

il refte a faire que le fecond terme avec le troifiéme, ceft & dire que -
422—+8bz—+2bb_foit un quargé, Soit 2222 la racine de ce' quarré.
Ecv Pon aura: gaa—8a%—+433—=—42z-+8bz—+2bb.. Donc gaa__,6p

rAA—]

=8az—+86z, & '{:m. Et (i 'on met cette valeur au lieu de =

par tout ol elle fe trouve dans les termes de la proportion , & qu'on:
multipl'e le tout par 164a—+324b—16b5 pour ofter les fradtions , les ter-
mes de la. proportion feront le premier 82'—3224b0— 26*—8ab'—164', .
le fecond 8a*—~+16aabb—+8ab’ —2b'—162°6. & le wroifiéme 84*— G4aabb-
—ab*—r240b 482, La difference de la proportion eft —484:b6
~16ab’ ~#31a*h.  Les deux premiers termes font un quarré:, dont laracine -
eft 4aa—abb. le premier & troifiéme en font un autre dont la racine eft
4aa—vabb— 4ab, & le fecond & troifiéme rerme fonc aufli un quarré done
la racine eft gaa—i2bb-+84b. Cerre queftion peut encore fe refoudre-
autrement.. Diophante & Viete la déduifent de la queftion precedente,
Soit donc a=—4, b—1. Les termes feront 482, 3362. 6i42. La diffe-
rence eft 2880.. Le premier avec le fecond font le quairé qui a 62 pour
raciney:
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facine , le premier avec le troifiéme en font un quia 82 pour racine , &
le fecond avec le troifiéme en font un qui a 98 pour racine.

TrEerzie'ME QUESTION.

Une grandeur eftant donnée ,en trouver trois autres , lefquelles eftant
jointes alternativement deux a deux ; les trois {ommes alternatives , comme
auffi la fomme des trois eftant jointes chacune ala grandeur donnée , faffene
autant de nombres quarrez,

Soit a la grandeur donnée, & zz le quarré que doit fairela fomme des
trois plus la grandenr donnée . Si 'on retranche # du quarré zz, le refte
2z —a fera donc la fomme des trois. Ot foit yy le quarré que doit donner la
fomme des z premieres grandeursavec 4, fi 'on en retranche 4, le refte yy—a
fera la fomme de ces deux grandeurs, & cette fomme eftant retrancﬁée de
la fomme totale des trois qui eft zz—a, laiffera zz—yy pour la troifiéme
grandeur. Or le premier nombre avec le troifiéme , plus la grandeur don-
née, doivent faire un quarré. Soit ce quarré appellé xx, la fomme des deux
grandeurs fera donc xx—a, & certe fomme eftant retranchée de la fomme
des trois , laiffera pour le fecond nombre zz—=xx. Or le premier & le fecond,
comime nous avons vii, font yy—a. Sil'on en retranche donc le fecond
2z—xx, le refte yy—a—zxz—+¢xx ferale premier nombre. Les trois fe-
ront donc déja yy—a—zx—+xx. 22—2x, & zz—yy. qui fatisfont déja

4 toutes les conditions excepté une. Car leur fomme totale plus « faic le

quarré 2z, le premier & le fecond plus « font le quarré yy, & le premier
& le woiliéme plus « font le quarré xx. 1l refte que le fecond avec le
rroifiéme plus 4, fafle un quarré , c’eft a dire que 23 —xx—yy~+a foitun
guarré, Et pour en former la racine, je cherche un quarré qui retranché de
2 laiffe un quarré plus grand que l'unité. Commez eft compolé de 2 quar.

. Si je mets 2 ou bien 3

—r—]

. (14
ez , celaeft facile, en prenant la formule
ce—1
@u lien de ¢, jauray =— ou bien 2 dont le quarré ; eftant retranché de

L, . r 49 . 0 __]' 7 .
2, laiffe le quarré . Ecrivant donc LRA—RX—)y—+4, au lieu de

. ] L A9 . s '
223 —xx—)y—+4 , il me refte le quarré £zz—yy—+ 4, que je puis égaler

facilement 4 un quarré en prenant pour fa racine b— 7% Et continuant
Foperation comme a l'ordinaire, I'on trouve z=— 'réb"—t—:'ﬁ:i‘.

Cependant il faut éviter lorfqu'on le peut ces fortes de partages , en
formant fes quarrez de quelque autre maniere , en forre que I'on ne
monte point a la feconde dimenfion des inconnués fi cela peut fe faire..
Ainfi dans noftre queftion nous aurions dénommé plus commodement nos
grandeurs en cette forte.

Soit zz—+2bz—+bb_—a, la fomme des trois nombres , afin que recevant
# la fomme (oit un quarré. Soit de méme zz—~+202—+cc—a, la fomme des
deux premiers nombres , afin quen ajofitant 4, la (omme foit encore un
quarré, Et patcillement {oit X2 —+24%—dd—a , la fomme du premier &

RS =l e o :

LXXI
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troifiéme. Si l'on rerranche la {fomme des deux premiers , de la fomme deg

trois , le refle “2bz—+bb_—2c2—cc fera le troilicme nombre. Er fi on
retranche la fomme du premier & rtroifiéme de la fomme des trois , le
reltte 2bz—+bb—2dz_.dd ferale fecond nombre. Or le fecond & troi-
fiéme plus # doivent donner un quarré. Soit ce quarré arbitraire appellé
ee. Donc gbz—2bb _—20v—2d2—cc—dd—a—ce.
ee— 1 bbror—rdd—a

Donc z2—= ——45_::;——- .

Soit 4—3, b—3, ¢—2, d—1, & e—10. Donc z=1y4, le premier &
{econd nombre zz—+ 20z —+cc—a fera donc 235, le (econd 26—+ bb—1dz
—dd fera 64, lequel eftant retranché de la fomme 234, laiffe pour le
premier nombre 189. Et enfin le troifiéme nombre 26z—+bb—2r2—cc
eft 33. Ainfi les trois nombres font 189. 64. 33. Leur fomme tota'e 286
plus 3 donne le quarré 289 dont la racine et 17; le premier & le fecond
plus 3 font le quarré 256 dont la racine eft 16; le premier & troifiéme plus
3 font le quarré 125 dont la racine eft 25 ; & le fecond & troifiéme plus

3 font le quarré roo.

: QuaTorziEME QUESTION,

Un nombre eftant donné , en trouver trois autres, lefquels eftant alter=
nativement multipliez I'un par I'autre deux 4 deux , chacun des trois pro«
duits ajouté au nombre donné , fafle un quarré.

Soit 4 le nombre donné, & zz le quarré que le produit des deux

remiers plus 2 aura formé, Sil'on en retrgnche a, le refte T3—a fera
Fc produit des deux , & fi 'on appelle le premier nombre y, le fecond fera

A% De méme foit xx le quarré formé par le produit du premier &

‘troifiéme nombre plus 4, fi 'on retranche a du quarré xx, le refte xv—so
fera le produit du premier & troifiéme , & parceque le premier eft y, le

el P M —_—
troifiéme fera m; ® Les trois nombres feront donc déja b2 E?_

*r—a oo o) cefte & Faire que le produit du fecond & troifiéme nombre

RHE T At A o, o

.

avec « foit un quarré , ceft a dire que 7
quarré, Et parceque le fecond térme yy eft un quarré , il refte a faire
que le premier terme Zzxw—azz—axx—+aa—+ayy foit un aurre quarré,
Or les trois grandeurs 2, x, y, eftanr indérerminées , fi pour abreger lenr
nombre, & n'en avoir que deux , nous fiippofons y—F +x, ce terme {erg
le quarré zzxx—+242x 4 aa, dont la racine eft zx—+a. Les trois nombres
; : R—* | Gé IxX—a
. 5 : A0 & le troifiéme &
feront donc ; le premier z—+x, le fecond ¥ ©, & IR

. . 1 . - L] A
qui fatisfont 4 la queftion, & la refolvent infiniment, pourvit que zz &
xx foient plus grands chacun que le nombre donné 4.

Soit le nombre donné «—r192, 2—16. & w—16. Les trois nombres
feront donc 32. 2. & 2, Erfiz—z26, & y—18; les trois nembres igront
44. 1. & 3, Le produis des deux prenviers eft 484, ,qur prepantagz donhs
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fe quarré du nombre 26 ; le produit de 44 par 1, plus 192, donne le
uarré de 18, & enfin le produit de 1x par 3, plus 192, donne le quarré
e 5.
E:SG I'on demandoit treis nombres tels que leurs produits alternatifs
diminuez chacun d’un nombre donné, fiffenr autant de nombres quarrez,
. . +# xx—a
ces trois nombres feroient 2—x. ¥, - e
Soit a=—40. Si z=——2, & a—1, les trois nombres (eront 1. 44. & 4r1.
Le produit des deux premiers , moins 4o, fait le quarré 4 ; du premier &
troifiéme moins 40, il fait le quarré 1 ; & du fecond par le rroifiéme,
moins 4o, il fait le quarré 1764, dont la racine eft 42.
Et i I'on fuppole {=—4 & x—2, les trois nombres feront 2. 28, 22.
Et fi x=—3, & z=2, les nombres feront 1. 49. 44. &c.
Il eft a propos , fur rout lorfque les queftions font indérerminées , &
que les operations font trop longues , de n'employer que le moins de
lettres que I'on poura. ’

. ] !
QuinzigEME QUESTION.

_ Dar exemple un nombre quarré eftant donné, pour trouver trois autres
quarrez tels qu’eftant multipliez alternativement deux a deux , chaque pro-
duit de deux ajotité au produit du quarré donné par la fomme de ces deux
quarrez , ou par l'autre qui refley donne un nombre quarré.

Soit le quarré donné 44, le premier inconnu xx, le fecond xx— 2ax —+aa.
Leur produit plus la fomme des deux fait le quarré at— 24x'— 3202
24’ xv—+4*, dont a racine eft xx—rax—raqa. Mais le produit de ces deux
quarrez , plus le produit du quarré 24 par le troifiéme nombre , doit don-
ner aufli un quarré, je prens pour la racine de ce quarré , la racine pre~
cedente augmentée de 44, c'elt a dire xx—+ax—244. Ce quarré fera done
Xt 24% —+ saaxx—+ 44— 4a*. Si donc 'on en retranche - le produit des
deux premiers quarrez x%—24x°--aaxx, le refte gaaxx —+ 44 x—+ 44, (era
done le produit du quarré aa par le troifiéme quarré, Ce quarré fera donc
4xx—+ 4ax—+ 4gaa. Lequel eftant multiplié par le fecond, & la fomme de
tous les deux multipliée par le quarré #4, donne le quarrédont la racine eft
2%x—3ax¥~+344. Et fi au produit du fecond quarré par le troifiéme , I'on
ajodte le produit du quarré 4« par le premier , 'on aura le quarré dont
Ia racine eft 2xx—+3ax—+244. Et fi I'on ajolire au produit du premier &
troifiéme le produit du quarré 4 par la fomme des deux, ou par le fecond
nombre , 'on aura en méme forte deux quarrez dont les racines font
2xx—+ax— 244, & 2xx—tax—+aa. 1l refte done feulement a faire que
Ie troifiéme nombre 4¥¥—4ax—+4a4 que nous avons pris pour um.
quarré , (oit veritablement quarré. Soit 262« la racine de ce quarré,
Et on aura gyv—8bx—+ 4bb—4xx— 4ax—4aa. Donc zbx—vax—bb
—aa. Et x:%if‘;. Le quarr¢ b6 doit furpaﬁ'fr aa. Etalors la queftion
eff infiniment refolué,

Tt i
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Les trois racines font 5—-——5;”, bb;”’“-, g Bt

1044 b8 wh—a

Soit le nombre donné a—j3, fi b—ui2 les trois racines feront g, §, &
£4. Ecainfi les trois quarrez feront 25. 64, & 196. Si l'on ajoite le proe
duit des deux premiers , c'eft a dire 1600, au produit 8or du quarré dond
né g par la fomme des deux , ou bien au Pl’OCﬁIit 1764 du troifiéme quar~
ré 196 par 9, les deux fommes feront les deux quarrez 2401, & 3364,
dont les racines font 49 & 58. De méme fi 'on a{joﬁ:e le produit du
premier & troifiéme quarré,au produit de g par la fomme des deux, ow
par l'autre quarré 64, I'on aura les deux quarrez 6889, & 5476, dont les
racines font 8; & 74. Et enfin fi 'on ajodite le produit du fecond &
troifiéme quarré, au produit du quarré donné 9 par la fomme des deux , ou
par l'autre quarré 25, les fommes totales feront les deux nombres quarrez

14384 & 12769, dont les racines font 122 & 113

Serzte’MeE QuEsTioN.

Un nombre eftant donné , le partager en deux autres tels que chacun
recevant un nombre donné, le proddic des nombres ainfi augmenté, foit
un quarré.

Soit 4 le nombre donné ; & celuy qu'il faut ajoliter a fa premiers
partie , & d celuy qu'il faur ajotiter a la feconde. Soit T, le premier des
deux nombres dont le produit doit former un quarré, i on luy retranche
b, le refte {—10 fera la premiere partie qu'on doit prendre du nombre 2,
la feconde fera donc a—z—b, puilque leur fomme doit eftre égale au
nombre donné 4. Ainfi le fecond des deux nombres, dont le preduit doit
eftre un quarré , fera 4—z~+b~+d, & [on preduit par le premier z fera

. . . . n £
az—2z-+bz—+dz qui doit eftre un quarré. Soit {a racine ~£=- Donec
€é 8o )
o gz—z2z~+bz—=+dz. Divifant donc le rout par z , tranfpofant X

aa
Pordinaire , & multipliant le tout par 4, & divifant tout enfiiite par

A ai—aab—y.aad
as—cc , 'on aura z— s Les deux nombres dont la fommeé
; 4 Al—paad—Dbee ) :
fait a, feront donc z—¥b— ————, & le fecond #—J—+b fera

AB—pLE

; % 3 as—vaad wad
, ot l'on vait que ¢c doit eftre entre ——, & —

AA—c6 b a—y.b

plus petit que celuy-1a , & plus grand que celuy-cy , afin que la refolution
foit pofirive.
Soit le nombre donné #—6¢, b—y5, & d—=z. Il faucr.que cc foit entre

‘ -
£ _:’”d: 71: & 6%. Soit done cc=—16 , les deux nombres feront le pre-
mier 4, & le fecond 2. Leur fomme eft 6, le premier 4 prenant le nom-
bre g, & le fecond 2 prenant le nombre 2, I'on aura 9 & 4, dont le

produit fait le quarré 36.

—aec—bec—and
st AT e
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Si I'on prenoit ce==y, les deux nombres feroient 5o & X Leur fom-
me eft 6. Le premier plus 5, & le fecond plus 2 font 1ot & 22 ou £
& ¥, dont le produic faic le- quarcé T, qui a ¥ ou 5% pour fa

kacine,
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DE LA RESOLUTION DES QUESTIONS
PAR LA COMPOSITION.,

pemrea) O M M E I Analyfe fenle ne ﬁsﬁrjm powr toute [orte dé
vefolutions , ce Livre [ervira powr denner guelgue connoif-
ance de la maniere dont on pewt chercher a refoudre les
queftions par la Voye Syntethique on de Compofition.
* Cette feconde Voye que nous appellons Syntethique , eft
celle qui refout les queftions fans former aucune égalite. La methode
quelle fuit eft de confiderer avec exaétitude & feparément toutes les
parties fimples qui encrent dans les queftions propofées, enfuite elle com-
pare ces parties mutuellement entr'elles, de telle forte que I'on voye, au-
tant qu'ilpeft poflible , tous les rapports que les unes ont avec les autres,
ce qui doit refulter de leurs mélanges , & comment 'on en peur déduire
ce quon cherche 4 connoirre.

Quoyque ces fortes de queftions ne fe refolvent point en formant ow
en reduifant des égalirez {emblables 4 celles dont nous avens parlé, il eft
a propoes cependant afin de les refoudre , d'employer quelques regles de
PAnalyfe , fur tour celle qui prefcrit d’examiner attentivement les condi-
tions quon accorde, & de s’en bien fervir ; & 'autre regle encore qui fere
a dénommer fimplement les grandeurs, en les exprimant par des cara&eres
familiers & tres-fimples , tels que font les lettres. Cela fert pour empef-
cher quel'efprit ne foit point trop partagé , nyla memoire trop embaraffée
par une multiplicicé confufe d’autres expreflions quon employeroit in-
differemment & fans choix. Mais tout cecy s'éclaircira & s’entendra

el el L
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peut-eftre mieux par une application methodique que neus en*ferons ,
pour refoudre par la Voye Syntethique les Queftions fuivantes.

PrREMIERE (Q::s'rxon.

L’on demande quel eft le nombre de toutes les conjonétions ou dis-
jonctions poffibles des fepr planetes , c’eft 4 dire combien de differentes
fois elles peuvent eftre prifes {eparément ou conjointement,

Pour refoudre cette queftion , foient les fepe planetes apgcllées par le
nom des fept lettres 4, b, ¢, d, ¢, f, g, Premierement il eft vifible que
chaque planete ne peut eftre prife qu’une fois feparément de toute autre,
il eft encore vifible que chaque planete ne peut eftre.jointe qu'une fois
avec une feule des autres , # peut fe joindre une fois feulement avec &,
car fi # marque le Soleil , & 4 la Lune , la conjoné&tion b du Soleil
avec la Lune fera la méme que la conjon&ion b4 de la Lune avec le
Soleil, Les deux planetes # & b ne pouront fe joindre qu'une fois. En-
fuite fi nous examinons les trois planetes a, b, & ¢, la planete « {e poura
joindre une fois avec b, & une Fois avec ¢, ce qui donnera les deux con-
jonéions ab & ac; & la planete b poura fe joindre une fois avec ¢, ce qui
donnera une autre conjonéion be, & les trois planetes pouront fe joindre
auffi une fois toutes enfemble , ce qui donnera la quatriéme conjon&ion
abe, & 'on ne peut plus trouver d’aatre conjonétion poffible de ces trois
planetes, Ainfi nous connoiffons déja que deux planeres ne peavent fe
joindre qu'une fois , & que trois fe peuvent joindre 4 fois.

Enfuite fi nous examinons les quatre planetes 4. b, ¢, 4, la planete 4 fe
poura joindre une fois avec chaque autre , ce qui dennera les trois con-
jonétions ab, ac, «d 5 de méme la planete b poura fe joindre une fois
avec chacune des deux ¢ & 4 qui font écrites aprés elle , car on I'a déja
jointe avec 4 qui la precede , & la planete ¢ poura fe joindre auffi une
#ois avec 4 qui la fuit,ce qui donnera les trois conjonétions éc, bd, cd,
outre les trois precedentes ab, ac, ad. Mais les deux premieres planetes
.a & b jointes enfemble , pouront fe joindre unefois avec chacune des deux
autses ¢ & 4, ce qui donnera les deux conjonétions abe, abd. De méme
la premiere & troifiéme planete # & ¢ pouront fe joindre une foisavec 4,
e qui donnera la conjonétion acd, il feroit inutile de les joindre encore
avec b, puifque la conjonction ach qu'on en tireroir ,eft la méme que la
conjonétion abc que nous avons déja trouvée , & enfin toutes les quatre
planeres 4, b, ¢ & d eftant jointes enfemble , donneront la conjonéion
abcd. Toutes les conjonctions poflibles des quatre planetes 4, b. ¢, d,
{eront donc les 11 (vivantes ab. ac. ad. be. bd. cd. abe.abd. acd. bed. abed.
Or fi nous ajotitons 1 la feule conjonion #b des deux planetes # & 4. les
deux disjonéions a4 & b. de ces mémes planctes , le nombre 3 marquera
toures les conjon@ions ou disjon@&ions poffibles de deux planetes, Er fi
nous ajofitons aux quatre conjonctions ab ac. be, abe, des trois planetes
a. b, & ¢, leurs wois disjor& ons 4, b, ¢, le nombre 7 marquera toutes
les canjonétions ou disjonétions poffibles de trois planetes. De méme fi

IIT1,
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nous ajofttons aux 11 conjonétions des quarre planetes #,b,.¢,d. les quatr#
disjonétions de ces mémes planetes , le nombre 15 marquera routes les con-
jonctions ou disjonétions poffibles de ces quatre planetes. Or examinant
les nombres 1. 3. 7. & 15. qui marquent toutes les conjonétions ou dis-
jonckions poffibles , le premier 1, d'une feule planete; le fecond 3, de 2 pla-
netes ; le troifiéme 7, de 3 planetes ; & le quatriéme 15, de 4 planetes : Je
voy que fi jajoutois I'unité & chacun de ces nombres 1. 3. 7. & 15, j'aurois
2. 4.8.16. qui [ont les termes de la progreffion double, ceft pourquoy
je foupconne déja que fi j’ofte 1 du terme 32 qui [uit 16, j'auray 31 pour
{: nombre de toutes les conjonétions ou disjonctions poflibles de g planetes;
que fi j'ofte 1 du, terme 64 qui fuit 32, jauray 63 pour le nombre de
toutes les conjonctions ou disjonéions poffibles de fix planetes ; & qu'en-
fin i jolte 1 du terme 128 qui fuit 64, j'anray 527 pour le nombre de
toutes les conjonctions ou disjontions poffibles des fept planezes. Et pour
m’en affurer , je cherche toutes les conjonétions ou disjonétions poffibles.
de cinq & de fix planetes, ou de quelques autres chofes dont I’on voudra
chercher de femblables conjonétions, & je conclus que mon,raifonnement
eft fondé fur une proprieté eflenticlle de la progreffion double , parceque
je trouve que les cinq lettres 4. bu c. d. e. fe penvent prendre feparément
ou conjointement en 3r differentes manieres , & les fix 4.6, ¢. d..e. f. en.
63. Er ainfi des autres choles qui feront prifes en méme forte,

Et ces conjonétions ou disjonctions de plufieurs chofes font ce qu'on:
appeile ordinairement combinaifons.

L’on voit déja par la methode que nous venons de {uivre , que routes ces:
conjonétions ou combinaifons s’expriment en méme forte que les produits.
Pour multiplier 4 par b, I'on écrit 4b, ou ba, & pour combiner « avec
b, 'on écrit aufli 46 ou ba. Pareillement pour prendre le folide des
trois grandeurs 4. b, ¢ on écrit abe, ou ach, ou bac, ou bea, ou cab, ou
cba, ce qui fait toujours le méme produit, car 'ordre renverfé n’en change
point la valeur, puifque 2 fois 3 ou 3 fois 2 font 6 Et ainfi des autres..
Or I'on éerit aufli la méme chefe pour expzimer la conjonétion ou la
combinaifon de trois chofes , comme des trois planetes 2.4, c.

Mais afin de trouver toutes ces conjonétions & disjonctions poffibles de
pluficurs chofes déterminées, ou ce qui eft le méme , afin de trouver tous
les choix differens que I'on en peut faire , en les prenant une a une ,deux a
deux , trois a trois , quatre a quatre , & ainfi du refte.

1°.. L’on marquera chaque chofe par une lettre , & Von prendra une
fois chaque letcre.

2°. On prendra le plan de Ia premiere lettre par chacune de celles qui
la fuivent , plus le plan de la-{econde par chacune de celles qui la fuiven,
plus le plan de la troifiéme par chacune de celles qui la fuivent , & ainl@
de fuirte..

3°. L’on prendra le folide fait du premier plan par chacune des lettres
qui le [uivent, plus le folide du fecond plan par chacune des lettres qui le
#uivent , plus le folide du troifiéme plan par chacune des lettres qui le
fuivent. Et ainfi de fuite,. g B P
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ﬁq_"'. 1on Prendra le furfolide fait du premier folide qu'on aura trouvé
\bar chacune des lettres qui le fuivent , plus le furfolide du fecond folide
par chacune des lertres qui le fuivent, plus le (urfolide du troifiéme folide
par chacane des lettres qui le fuivent, & ainfi de fuite. %, E’on prendra
en méme forte tous les produits faits de chacun des furfolides par chacune
des lettres qui les fuivent, Et ainfi des autres produits' compofez de plus
en plas a U'infini. '

Par exemple pour avoir toures les conjon&ions eudisjonctions poffibles
des trois planetes 4. 6. ¢. 1°. Je prens une fois chacune. 2°. Je prens b
& ac, le produit de la premiere letrre 4 par chacune des deux b & ¢ qui
Yo fuivent; plus be produitde la feconde lettte b par ¢ quila fuir, 3%, Je
prens «be le folide du plan #b que jay trouvé le premier,par la leture ¢
qui fuit # & b qui compolent ce plan. Er je connois que toutes les con-
jonctions ou disjon &ions que je cherche fontles fept 4.0, c. b, ac, be. abe**,
Comme aucune lettre ne fuic ¢, les deux produits ac & be ne peuvent eltre
multipliez pataucune lettre; c’eft ce qu'on marque par deux petites eftoiles.

De méme pour trouver tous les differens choix que je puis faire des
quatre choles 4. b. ¢. d. 1, Je prens une fois chacune. 2°. Je prens une
fois le produit de la premiere lettre # par chacune des trois 6, ¢ & d qui
la fuivent, plus le produic de la feconde 4 par chacune des deux ¢ & d

ui la fuivent , plus le produit de la troifi¢cme ¢ par la derniere 4 qui la
;]uit. 3°. Je prens le folide du €rcmier plan ab par chacune des lettres ¢
& d qui fuivent 4 & &, dont le plan 46 et compofé, plus le (olide du
fecond plan ac par la lettre 4 qui fuit 2 & ¢, dont le plan ac eft compofé.
Comme aucune lettre ne fuit 4. le plan @d ne fervira point pour en for-
mer un folide par quelques lettres qui fuivent celles dont il eft compof@;
ce qui fe marque par une petite eftoile. 4£°. Je prens le furfolide du
premier f{olide abe par la lettre 4 qui (uit les lettres dont ce folide eft
compofé. 1l ne relte plus de lettre a combiner. Ainfi rous les differens
choix que je puis faire de quatre chofes en les prenant une a une, deux
adeux , trois a trois ; & quatre a quatre , font les 15 fuivantes.

a, by ¢, d. ab, ac, ad, be, bd, cd. abc, abd, acd. *bed. ** abed. ***

I’on trouvera en méme forte que toutes les conjonéions oudisjonétions
poflibles des fept planetes feronz les 127 qui fuivent.

# b e, ds e, f. g ab, ac, ad, ac, af, ag;be. bd, be, bf, b ;s cd, ces cf, cgs
de, df, dg; efs eg; fg. abe, abd, abe, abf. abg; acd, ace, acf, acg; ade,
adf, adg; aefs aegs afg s * bed, bee, bef 'beg 5 bde, bdf, bdg s bef, beg;
. bfg s* cde, cdf, cdg; cefs cegicfg;* defs degs dfy 3 * efg.* abed, abee;
abef, abeg ; abde, abdf, abdy; abef, abeg 5 abfy ;* acde, acdf, acdg; acef,
aceg s acfy s *adef, adeg ; adfg;* acfg** bede, bedf, bedg s beef, beeg;
befe s * bdef, bdeg ; bfg s * befg 3* * cdef, cdeg s cdfg s * cefg; *¥ defg.
*% % sbede, abedf, abedyg 5 aboef , abeeg 5 abefg s * abdef, abdeg ; abdfy;
* abefg 3 * * acdef, acdegy acdfy; * acefy s **adefy; ¥* * bedef, bedeg,
bedfg 5 * boefg 3 ** bdefg; *** cdefg. ** **abodef, abedeg ; abedfg;,
* avcefgi ¥ abdefy; * 1t acdefg s ¥*¥ bodefg 3 AN abedefg. Y
Vu
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Et {i Pon ofte de ¢ 127 choix les fept premicrs 4, b, ¢,d, e, & £, qug
font ceux que P'on peut appeller proprement les disjonétions des planetes,
puifqu’aucune ne (e trouve avec d’autres , le nombre 120 fera celuy de
toutes les conjonétions poffibles des 7 planetes. On les voit icy routes
marquées aprés les fept lettres 2. 6. c. 4. e. f. & g. Nous dérerminerons
aillenrs comment 'on peur dérerminer le nombre de toutes les combi-
naifons de certe forte , qui doivent fe faire feulement deux a deux , ow
trois a. trois , ou quatte a quatre , &c.

CoOROLLAIRE,

La refolution de la queftion nous fait donc connoitre que fi I'on prend
fucceflivement & par ordre tous les termes de la progreffion do.ble

: P : >
2. 4. 8. 16. 32. G4. 128. 256. g12. 1024. &c. & que l'on reranche
Punité de chacan , les nombres 1. 3. 7. 15. 31. 63. 127. 245. 511. 1023. &c.

. > 3o T d5edte 3 5§« § 3
qui refteront , marqueront tous les choix qu'on peut faire entre plufieurs
chofes déterminées, en les prenant une 4 une, deux a deux , trois a trois,
quatre & quatre , &c. le premier nombre 1 marquera qu'une feule chofe
ne peut eftre choific ou combinée quune fois , le fecond nombre 3 que
Pon peut faire trois choix ou combinaifons differentes entre deux chofes,

P .

Et ainfi des autres.

StconpeE QUESTION.
Mais P'on fuppofe de nouveau que 'ordre ou la difpofition des chofes &

* combiner doive eftre confiderée , comme elle I'eft dans les mots & dans les

nombres. Car ab fait un mot ou une fyllabe differente de ba; & 12 faic
un nombre different de 21. Cependant toutes les memes lettres qui fervent
A former «b f(ervent a former ba, & les mémes chiffies qui {ervent &
marquer 12, fervent auffi & marquer 21. Le changement ne vient que de
leur difpofition differente. Or I'on demande en combien de manieres plu«
fieurs chofes differentes peuvent eftre combinées, en les prenant non
{eulement une a une, deux 2 deux , trois a trois , &c. comme on a faig
dans la queftion precedente ,mais aufli en les arrangeant felon rous les
ordres & toutes les difpofitions differentes quielles feront capables de
recevolr?

Une (eule lettre comme # ne peut eltre prile que d’une fevle maniere;
puifqu’elle n’elt comparée avec aucune autre , elle n'aura point d’ordre ny
de difpofition differente. C’elt pourquoy plufieurs chofes ne pouront eftre
prifes une a une qu'aurant de fois que le nombre qui marque leur multitude
renferme d’unitez, Les ¢ premiers chiffres par exemple ne pouront eftre
pris differemment un a un que 9 fois, ny les 24 lettres que 24 fois. Cela
eft clair. Les deux lettres 2 & 4 peuvent donceftre prifes une fois chacunes
& I'on peut auffi en faire les deux fyllabes differentes b & ba. dans I'une
@ tient la premiere place & & la decniere , & dans l'autre 4 tientla premiere
place & 2 la derniere. Deuxlettres peuvent donc eftre prifes deux a deux
antant de fois qu’on les peut prendre une a une , c’eft a dire 2 fois, Mais
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Tes trois lectres 4, b, & ¢, eftant combinées deux a deux , pouront recevoir
déja les deux difpofitions precedentes ab & ba, & encore les quatre autres
ac, ca, be, cb. De forte qu'elles pouront eftre prifes 6 fois deux a deux,
¢eft a dire 2 fois autant qu'elles peuvent eftre prifes une a une.

De mémeles quatre lettres 4. . c. 4. outre les fix difpofitions precedentes,
pouront encore recevoir les fix autres ad, da, bd. db, ¢d, de. Erainfi elles
pouront eftre prifes 12 fois deux a deux , c’eft a dire 3 fois autant qu'elles
peuvent eftre prifes une a une.

Parcillement les cinq lettres 4, b.c. d. e. outre les 12 dilpofitions pre-
cedentes , pouront recevoir encore les 8 autresae ea, be ¢b, ce ec, de ed.
De forte qu’elles pouront eftre prifes 20 fois deux a deux, c’eft a dire 4
fois autant qu’elles peuvent eftre prifes une aune. Car 5 chofes peuvent fe
prendre ¢ fois une & une, & s eft 4 fois dans 20.

L’on verra en méme forte que les fix lettres 4. b.c.d. e. £. peuventeftre’
jointes 30 fois deux a deux, c’eft a dire ¢ fois autant quelles peavent eftre
prifes a une. Que 7 pouront eftre prifes 6 fois autant , ceflt a dire 42
fois. Que 8 pouront eftre prifes 7 fois autant , c’elt 4 dire s6. Que g le:
pouront eftre 72 fois. Que 10 le pouront eftre 9o fois , & ainfi des:
autres.,.

Et fi Pon joint les deux nombres qui marquent combien de fois une ou’
plufieurs chofes peuvent eftre prifes une a une & deux a deux, 'on trouvera
qu’une feule chofele peut eftre 1 fois. Que 2 le peuvent eftre 4fois. Que zle’
peuvent eftre 9 fois. Et ainfi des autres , en prenant le quarré du nombre
méme qui marque la'multitude des chofes, En prenant 100 fi le nombredes
chofes eft 10, &c. Ce qui fait un Theoreme affez confiderable,

L’on en pouroit conclurre par exemple que les g premiers chiffies pris
chacun feparément, ou bien joints deux a deux en toutes les manieres poffi-
Bles , donneront 81 nombres differens. En effet fil’on prend tous les nom-
bres 1, 2, 3, &c. jufqu’a 100, 1'on n’en trouvera que 81 ou zero ne {e trouye’
point, !

Nous n’avens encore joint ancunes lettres trois a trois. Or une ny deux:
lettres ne peuvent eftre prifes aucune fois trois a trois.. Mais les trois lettres
a, b, ¢, peuvent recevoir 3 fois autant de differens ordres , eftant jointes trois
a trois , que les deux 2 & 4 en peuvent recevoir eftant jointes deux a deux.
Car chacune occupant une fois le premier lieu, les deux autres font changées:
deux fois , lorfque « tient le premier lieu , & & ¢ changent z fois, car I'on’
€crit abc, ach.. De méme lorfque & tient le premier lieu , les deux 2 & ¢
changent 2 fois, car 'on écrit 24{: bea. Et ¢ tenant le premier lieu, 'on
éctit cab, cha, Ce qui donne les fix ordres differens abe ach, bac bea,
eab cba. De forte que 3 chofes pouront eftre prifes autant de fois trois a-
trois que deux a deux, c’eft a dire 6 fois. _

De mémeles 4 lettres a. 4. c.d. eftant prifes trois a trois outre les 6 difpo-
fitions precedentes , en recevront encore 18 autres. Carfila combmaifor_i
abc en fair ¢, chacune desautres 2bd, acd, & bod, en fera pareillement 6;
8¢ toutes trois enfemble en feront 18, quifont abd adb, bad bda, dab dba,

. f Vu ij
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acd ade, cad cda, dac dea. bed bde, cbd edb, dbe dch. Ainfi 4 cholesn
pouront eftre prifes 24 fois trois a trois , c’elt a dire 2 fois autant qu'elles

penvent eftre prifesdeux a Jeux, car elles peuvent Ueftre 12 fois deux a deux,

comme nous avons déja vil.

Pareillement les cing leteres 2, b,.¢,d, e, outre les 24 difpofitions prece-
deates , en recevront 36 autres. Car files 4 combinailons abe. abd. acd.
bed.en font 4 fois 6, ceft a diveles 24 precedentes , les fix autres abe, ace,
ade, bee, bde, cde, en feront ¢ fois 6,c’elt a dire 36. De [orte que cing
chofes pouront eftre jointes 6o fois differemment trois a trois , c’eft a dire
3 fois autant qu’elles peuvent l'eftre deux a deux. L'on trouvera en méme
{orte que ces fix letrrespeuventeftre jointes 120 fois trois a trois ,c’efta dire
4 fois autanr que deux a deux. Que 7 pouront eftre jointes 5 fois autant,
c’efta dire 210 fois. Etainfi des autres. De forte queles 9 premiers chuffies
donneront au julte so4 nombres differens compolez de 3 chiffres chacun
mais 8 de ces g chiffres differens n’en doneroientque336,(ept n’en doneroient
que 210. fix que 120, cing que 6o, quarre que 24. & trois enfinn’en donne-
roient que 6 Par exemple les trois nombres 1, 2, 3, eftant joints trois a trois,
donneront fenlement les fix differens nombres 123 152, 213 231, 312 321,

Enfuite les quatre lettres 4. 4. ¢. d. peuvent recevoir autant de differens
ardres eftant jointes quatre a quatre , quelles en peuvent recevoir eftant
jointes trois a trois , celt a dire qu'elles receyront 24 ordres differens. On
bien , ce qui revient au méme , ces 4 lettres peuvent recevoir 24 ordres
differens , cleft a dire 4 fois autant que les trois abe. Car chacune des 4
letties occupant une fois le premier lieu, les trois autres regoivent [ix ordres
differens , qui font :

abed abde, achd acdb, adbe adeb bacd bade, bead beda, bdac bdea;
cabd cadb, chad cbda, cdab cdba ; dabe dach, dbac dbca, deab deba.

Pareillement g lettres peuvent en receveir 120, c’eft a diredeux foisautant
que {i elles fonr jointes trois a trois. De méme fix lettres en peuvent re-
cevoir 360, c’eft a dire trois fois aurant quefi élles font jointes trois a trois.
Sept lettres en recevront 4 fois autant , ceft a dire 840. Er2infi de fuite,

Et continuant de femblables raifonnemens , Pon trouvera que 5 chofes
peuvent recevoir 120 ordres differens eftant jointes cinq acing , ceft a dire
aurant qu'elles en penvent recevoir eftant jointes quatre a quare. Six chofes
en pouront receyoir 720, ou deux fois aurant que fi elles font jointes quatre
a quatre. Septcholes en recevront 2520, ou trois fois autant que fi elles
fonr jointes quatre a quatre. Etainfi de fuite,

Ex pareillement fix choles recevront 720 ordres eftant jointes fix a fix;
c’eft a dire autant que fi on les joint cinq acing. Sept chofes en recevrone
so40 oudeux fois autant que {i elles font jointes cinq a cing. Et ainfi
des autres.

Et pareilllement § chofes pouront {e joindre autant de Fois huit a huit que
fepra fepr Neuf chofes 2 fois autant. Dix chofes 3 fois aurant. Et ainfj
defuitea 'infiny. De force que la queftion eft pleinement refoluc.

Mais afin de trouver avec toute la facilité poffibleles nombres de tous les
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differens arrangemens que plufieurs chofes feront capabies de recevoir , foit
en les prenant chacune (eparément , ou bien en les joignant deux a deusx,
trois a trois, quatre a quartre, &c. L’on prendra le nombre propofé des
chofes , plus le produit de ce nombre par luy-méme diminué de l'unité.
Plus le produit de ce produit trouvé par le nombre des choles diminué de 2
unitez, Plus le produitde ce nouveau produit parle nombredes chofes dimi-
nué de 3 unitez. Ec ainfi de fuite. Aprés quoy réduifant en une fomme le
nombre des chofes , plus tous les produits qu'on aura trouvé , la fomme totale
fera le nombre de tous les differens choix ou arrangemens que ces choles
feront capables de recevoir.

Par exemple pour fcavoir combien I'on peut faire de differens nombres
avec les 9 premiers chiffres , {oit en les prenant un a un , ou deux a deux,
ou trois a trois , &c. L’on prendra 9 nombre de tous ces chiffres, plus 72
produit de g par 8—=9—1, plus go4 produic du produit 72 par 7—9—2,
plus 3024 produit du produit go4 par 6=—9—s3, plus 15120 produit du
produit 024 par y=—9_4, plus 60480 produit du produit 15120 par
4=—=9—j, plus 181440 produit du produit o480 par 3—9—6, plus
362880 produit du produir 181440 par 2—9—7, plus enfin 362880 pro-
duit du produit 362880 par 1—9—8. Aprés quoy réduifant en une fomme
le nombre ‘g '& tous les produits trouvez , la fomme totale 986409 fera le
nombre qui marquera combien I'on peut faire de nombres differens avec
les 9 premiers chiffies.

L’on voit icy en méme forte les nombres de tous les differens choix on
arrangemens differens que V'on peut faire de plufieurs chofes jufques au

nombre de 1c.
Sombres des

1.2. 3. 4. §. 6. 7 8. 9+ 57 ';_dwffes prifes.
o g, T e 7 8. 9. 10. Ui & une
25065 X2i 20 206 242, §3. 712, 90.denx a denx
6. 24. 60. 120. 210, 336. §04. 72.0. tY0I5 & trols

24.,120. 360. 840. 1680, 3024, s.cq.o.qmtreégnm‘rq
J20. 720. 2§20. 6720. I§120. 30240.cing 4 cing
720. §040. 20160. 60480. 1§I200.fix & fix
§040. 40320, 181440. 604800. [Ept a fept
40320. 362880. 1814400, buit 4 huit -
362880. 36:8800. nenf a neuf
1628800. dix a dix
% 4. 15, G4 325. 1956. 13699. 109600, 986409. 9864100. [omme de tous
les ordres.
Si I’on vouloit feulement continuer les (ommes totales , la premiere eft 1;
i on luy ajotiter, & qu'on multiplie 2 par 2, le produit 4 fera la feconde
fomme , a quifi 'onajodte 1, & qu'on multiplie § par 3, le produit 1y donnera
la troifiéme ; fi I'on ajoiite 1 4 15, & qu’on maltiplie 16 par 4, le produit
64 donnerala quatriéme ; pareillement 64—+1—65 par g donnera la cin-
quiéme 325 ; & 326 par 6 donnera la fixiéme 1956, Et ainﬁvdes autres.
LR
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Cet exemple
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metre,
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Et fi l'on avoitla curiofité de chercher les differens choix ou arrangémens:
de plufieurs chofes. Voicy encore la plus courte methode par laquelle on-
s’y puifle prendre. L’on cherchera en premier lieu toutes les combinaifons
poflibles de ces chofes felonla methode expliquée dans la premiere queftion..
Enfuite chacune de ces combinaifons fera variée autant de fois qu’elle peut
eftre, c’eft 4 dire , ainfi que nous I'avons déja vil , chaque -combinaifon de
deux lettres fera variée 2 fois , parceque chacune poura occuper une fois la:
premiere place , & une fois la derniere , chaque combinaifon de trois lertres
fera vari¢e 6 fois , c’eft a dire 3 fois autant que celle de trois lettres , car cha-
cune des trois lettres tenant une fois la premiere place , les deux autres
pouront varier 2 fois. Deméme chaquecombinaifon de 4 lettres fera variée-
2.4 fois ;chaque combinaifon de 5 lettres fera variée 120 fois ; chaque com-
binaifon de slettres le (era 720 fois. Etainfi des autres. Mais nous (uppofons-
dans chacun de ces differens choix ou arrangemens , qu’une méme lettre ow:
qu'une méme chole n’yrevienne point plufieurs fois.

Il faue auffi temarquer que fil’on fecontentoit de fcavoir combien dediffe--
rens ordres pouroient recevoir plufieurs chofes differentes dontil ne faudroit
rerrancher aucune, commeil arrive enrcompofant des anagrammes , il fuffiroic:
de prendre feulement le dernier des produits qu’on auroit trouvé felon la
regle qui precede celle-cy ,c’eft adire I'un des nombres.

I. 2. 6. 24. 120. 720. $§040. 40320. 362880. 3628800. &c.

PR Y RN N 6. T S. 9. 1o. &e.

Mais parcequelenombre de ces anagrammes ou de ces ordres eft ordinaire-
ment exceflif, & qu’il n’y en a fort fouvent que tresspen qui foient utiles,.
ce feroit trop fe fatiguer {i pour découvrir ce petit nombre, Von prenoit la
peine de les tous chercher. Car il faudroit un temps extraordinaire pour les
trouver & pour les écrire. On les pouroit déterminer affez fouvent avee:
fort peu de peine, fi 'on apportoit un pen de foin a les bien examiner. En-
voicy un exemple..

] Exemple.

I’on demande combien de fois les 8 mots qui compofent ce vers fait 413
lotiangede la Tres-fainte Vierce Mer® e Dieu, pouroient varier de foig
fans cefler neanmoins de compofer un vers hexametre.

T ot Tibi funt dotes ViR G o, quot [jdera Celo.

La Table precedente fait voir que ces 8 mots pouroient varier quaranté
mille trois cent vingt fois , de forte que fi I'on vouloit écrire toutes ces varia~
tions , quand chaque page qu’on feroit d’écriture en renfermeroit cent , il en
faudroir écrire neanmoins quatre cent & plus de trois pages , afin de les rous
avoir , & de choifir ceux ot la mefure du vers ne feroit point rompué , au lien-
que cetre queftion , quoyque tres-difficile , pouroit neanmoins f{e refoudre
aflez facilement en cette forte..

Premierement comme le cinquiéme pied du vers ne peut eftre autrequ'un
dactyle , & le fixiéme qu'un fpondée,, les feuls mots [ydera & tibi doivent
fervir neceflairement pour ce pied. Or fuppofons que [jdera ferve aformer
ce pied, il faudradonc qu'il occupe la feptiéme place, en mettant a la hujriéme
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fin mot de deux fyllabes autre que ¢4: qui ne peut s’y trouver ; ot bien 2
da Gixiéme, pourvﬁ qu’on metre aux deux {uivantes deux mots qui n’ayent
chacun qu’une fyllabe, Aprés quoyil fandra mettre fucceffivement £ibs dans

toutes les places qu'il peut occuper. Or eftant compofé de deux bréves |, il

ne peut occuper la premiere place non plus que Ja derniere fans rompre la
mefure du vers. Mertant donc #ibi premierement a la f{econde place, &
laiffant [ydera ceelo aux deux dernieres, (i ror occupe la premiere , les quatrg
mots Virgo , [unt , dotes , quot , changeront 24 fois felon laregle, & fi 'on
met izt au lieu de ror, les 4 mots Pirgo , tor, dotes , gnet , changeront
24 fois , & fi l'on metguor ala premiere place, les quatre morts Virgo , funt,
dotes , tot , changeront 24 fois. Ec fi'on met Pirgo a la premiere place,
les quatre mots rot, funt , dotes quor , changeront 24 fois, L’on aura donc
.déja 4 fois 24 changemens utiles en laiffant#ibi ala feconde place, & fjdera
celo aux dernieres. Ec {i I'on met doresan lieu de caelo, I'on en aura encore
-autant : Mais {il’on met #47go a lahuitiéme place , 'on en aura encore aurant
excepté 14 qu'il faudra retrancher , parceque #4b7 occupant la feconde place,
aucun mot compofé de deux fyllabes ne poura fé trouver a la premiere , de
iméme que Firgo, dont la derniere {yllabe eft longue ou bréve. Ainfi ribs
occupant lafecondeplace , & (yderala {eptiéme , le vers poura fans changer
{a mefure , varier feulement 264 fois..

Or tibi demeurant a la feconde place, fi 'on avance fjderaala fixiéme,
les deux dernieres ne peuvent eftre occupées que par 2 mots chacun d’une
dyllabe , & la premiere ne peut l'eftre que par #irgo , ou parun mot d’une
#yllabe., Suppofant donc qu'on écrive,

: Taol, Rl it | §» G e 8.
WirGo tibi tot dotes, calo [ydera quot funt.

Les ‘trois mots tof, dotes > celo, peuvent changer 6 fois felon la regle,
Et fi Pon met Pirgo a la placede ror, les trois mots Firgo , dores , & cals
«hangeront 6 fois , quor & funt demeurant comme ils font: Mais fi au lieu
.de guot funt , 'on écrit funt quot, 'on aura encore autant de variations
«que L'on en vient d'avoir , c’eft a dire 12. Er fi 'on met guot au lieu de
ot , 'on en aura -encore autant que toutes les precedentes, c’eft a dire 24,
Ec fi Pon met fiunt ala troiliéme placeaulieu de guor, I'on enaurapareille-
ment 24. Ainfi ribi occupant lafeconde place , & fjdera la fixiéme, le vers
poura varier 72 fois [ans changer {a melure. Aprés quoy 7ibi ne peut plus
.occuper la feconde place. Je (uppofe que la mefure ne foit point rompué,
-quoy que le fecond pied ne foit point fuivy d'une ,ou bien le
premier & lerroifiéme ,ainfi que I'ex- &irude pocrique le demande.

Enfuite i I'on avance #ibi a latroificme place, en remettant [ydera cele
gux deux dernieres.

i R e L G N 8.

Virco tot tibi funt dotes , quot [ydera celo.
Les trois mors [unt » detes . quot » peuvent changer ¢ fois , Pirgo & tot
demeurant oul ils fonr. Mais fi l'on écrit tor , Firgo , 'on aura encore 6
changemens , ce qui fait 12 en tout, Et i aulien de ror I'on met funs , op

26 4.
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en aura encore autant, & fi 'on y met guor , encore autatt , cé qui fera i
tout 36 variations. Etfil’onmet dotes au lieu de #77go.1'on en aura encore
autant, c’eft a dire 36, Et fi I'on met Zérgo au lieu de celo, 1'on en aura
autant que toutes les precedentes ,c’eft a dire 72. Et fil'on met dores 4 1z
méme huitiéme place , I'on en aura pareillement 72. Mais fi 'on met aux
deux premieres pfaccs deux mots chacun dedeux fyllabes, il faudra neceffaire-
ment que 7 j7go en occupela feconde. Si doncdotes Pirgo oceupentles deux
premieres places , les trois mots [unt , tot, quor, donneront 6 changemens,
& fil'on met dotes a la place de celo, I'on en auraencore autant. Ainfi
tibi occupant la troifiéme place , & fydera la fepriéme , le vers poura varies
228 fois , fans changer fa mefure. Aprés quoy tibi ne peut plus occuper
la troifiéme place que fydera ne foit avancéa la fixiéme , auquel cas les deuzs
dernieres ne pouront cftre occupées chacune que par un mot d'une fyllabe.
: Al AR e S DR SRR ORI

Si donc nous écrivons Virco tot tibi dotes, celo [ydera quot funt, les
deux mots Firgo & tot peuvent changer 2 fois , le refte demeurant ot il eft:
Mais i Pon écrit ceelo dotes au lien de dotes ceelo, 'on aura encore autans
de changemens , ce qui faitdéja 4. Et {i on écric pareillement funr quor
au lieu de guot funt , 'on aura encore 4 autres changemens , ce qui fait 3
en tout. Etfil’on met guor au lieu de ror, I'on enaura encore autant, & fi
Yon y met fint , encore autant , ee qui fait en tout 24. Ecfi Pon met dores
au lieu de 7irgo, 'on en aura pareillement 24, & {i I'on y met calo encore
24, cequi fait 72 en tour. Mais fi Pon mer aux devx premieres places deux
mots chacun de deux [“yllabe_s , il fandra que Virgo en occupe la feconde.. 83
donc dates Virgo occupent les deux premieres , tor calo changeront s fois,,
guot [unt demeurant comme ils font, & fi Pon écrit funr guor »on aura
encore 2 changemens , ce qui fait déja 4. Et fi'on met guor au lieu de sor,
Y'on en aura encore aurtant , & fi 'ony met [t encore autant, ce qui fait 12
en tout. Et fi I'on mer celo ala place de dotres, 'on en aura encore autanty
¢e qui fait 24. Ainfi 176 occupant la troifiéme place , & [jdera la fixiéme;
Ie vers aura 724124, 0u 96 variations, Aprés quoy #ib4 ne peut plus occuper
la troifiéme place.

Nous I'avancerons donc a Ia quatriéme , en remettant [jdéra celo aux

' Y 3. s % = 8
deux dernieres , & écrivant Virco ror dotes tibi funt , quot [ydera calo.
Les trois premiers mots Firgo tot dores peuvent changer 6 fois , fine
guot ne-changeant point, & i Pon écrit guot funt ., Pon aura 6 autres chans
gemens , ce qui fair déja 12, Et fi 'on met funr aulieu de ror, 'on en aurg
encore autant , & fil'on y met guot encore autant, ce gui fait 36 en tour,
Et fi I'on met Firgo au lieu de ceelo, 'on enaura parcillement 36, & fi 'on g
met dotes , encore 36, ce qui fait 108 en tour. Mais filaiffant Zirgo devant:
tibi , 'on met tot funt aux deux premieres places , ces deux mots pouront
donmer 2 changemens , dores guot demeurant a la cinquiéme & fixiéme
place, & f{i 'on écrit guet dotes,'on en aura encoreautant , ce qui faitdéja
4. Etfi Uon mer ros aulieu dequor ,'on en aura encore 4, & fi 'on y mer

Jants,
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Junt , encore 4,ce qui fait 12 entour. Et fi 'on met e/ aulieu de dozes,
Fon en aura pareillement 12, ce qui fait 24 en tout. Ainfi £7bs occupant la
natri¢mse place, & fjderala leprieme , le vers pouravarier 168 —+ 24 0U 132
Eois. Aprés quoy ribi ne peur plus occnper la quatriéme place que fydera
ne [oit avancé a la fixiéme , auquel cas les deux dernicres ne pouront eftre
eccupées chacune que par un mot d’une (yllabe.
s BT SRR e g 6. T i
Si nous écrivons donc Vireo tot dotes tibi , celo (ydera guot fint.
Les trois premiers mots recevant 6 changemens, & les deux derniers 25
Fon en aura déja z fois 6, c’eft a dire 12 ; Er {i 'on met #irgo au lieu de
celo > encore autant , & fi 'en y met dores . encore autant, ce qui faic déja
6. Et fil'on met guor au lieu de ror, Ion en aura encore 36, & fi 'on y
met [unt , encore 36, ce qui fait en rour 108 variations, Mais (i laifling
Virge devant tibi , 'on écrit calo dores aux deux premieres places, ils
changeront 2 fois , & guor funt 2 fois, ce qui fait 4; & {il'on met guor
au lieu de tot, 'on en aura encore autant, & fi 'on y met fant , encore
autant ; ce qui fait 12 en tout, Ainfi ribi occupant la quatriéme place, &
[yderala fixiéme, I’'on aura 108—+12, ou 120 variations. Aprés quoy #ibi
ne peut plus occuper la quatriéme place.
Nous I'avancerons donc a la cinquiéme , en remettant [ydera celo aux
deux dernieres, & nous écrirons. 1. 2. 3. 4. 5 6. 7. 8.
quot fint,VIrco tot tibidores, [ydera celo.
LLes quatre premiers mots pouront varier 24 fois; Et fi 'on met Virgo an
lieu de dotes, I'on aura 24 autres variations ; ce qui fera 48, Etfi 'on met
Firgo au lien de clo , 'on en aura encore 48, & fi 'on y met dotes , en-
core 48, ce qui fait 144, en tout. Mais {i laiflant 7irgo devant £ibi, I'on

écrit tor a la fixiéme place, les trois premiers mots changeront 6 fois 3

Et fi: 'on met guor au licu de ror » 'on aura 6 autres thangemens ; Et fi
Pon y met funt , encore 6 autres , ce qui fair 18 en tout. Et fi 'on met

ealo au lieu de dotes , I'on en aura encore 18, ce qui fait en tout 36.

Ainfi le mot tibi demeurant a la quatriéme place, & fydera ala feptiéme,
Ton aura 144—+36, ou 180 variations. Aprés quoy ribi ne peut plus occuper
la cinquiéme place que fjdera ne foit avancé a la fixiéme.
I. ;= 3 4. 5 6. '7' 8.

Si donc nous éerivons T'ot Vireo landes celo tibi, [ydera quot funt.
Les quatre premiers mots peuvant varier 24 fois , & les deax derniers 2
fois , 'on aura déja 2 fois 24, ou 48 variations. Et fi I'on met guorau lieu
de rot , encore autant; Etfil’'on y met guot encore autant, ce qui fait 144
variations en tout. Aprés quoy #ibi ne peut plus occuper la cinquiéme
place.

Nous Pavancerons doncala fixiéme , en remettant (jdera celo aux deux

' L Al I VAL A " 8
fuivantes | & nous écrirons Quot, rot funt Vineo dotes tibi, [ydera celo.
Les cing premiers mots peavent varier 120 fois felon les regles, Et fi 'on
met Virg_a au lieu de ceelo > I'on aura Parcill:ment 120 autres variations i
- ' Xx
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E: fi l'on y met dotes , eéncore 120 ; Aprés quoy tibi ne peur plus occupes
la fixiéme place ,que fydera ne quitte la {epriéme , & que deux mots chacun
d’une fyllabe n’occupent les deux dernieres , & un autre mot que [ydera la
cinquiéme, Ce qui nous oblige de nouveau en laiffant ribi a la fixiéme
place , de faire occuper fucceflivement a [ydera les quatre premieres , en
toutes les manieres poffibles. Or fi nous le mettons a la quatriéme , il
faudra neceflairement qu'un mot dune fyllabe occupe la cinquiéme.
I. 2. 5 R S A
Ecrivons donc: Virco dotes, celo (ydera quot ; tibi funt tot.

Les trois premiers mots variant 6 fois, & les deux derniers 2 fois, 'on
aura 2 fois 6, ou 12 variations; Et fi 'on met funr au lieu de quor, 'on en
aura 12 autres, & fi 'on y met ror , encore autant , ce qui fait en tout 36
variations ; Aprés quoy fydera ne peut plus occuper la quatriéme place,
fi tibi n’occupe la fepriéme.

Mais laiffons encore #ib: 4 la fixiéme , & avancons [yderaa la troifiéme,

: 1. ) St lisge o 26,0 7e 08,
en écrivant: VIR 6 0, celo (ydera quot , dotes tibi funt tor.
Les deux premiers.mots variant 2 fois , & les deux guot & dotes aurant,
donneront 2 fois 2 ou 4 variations, & les deux funt & tot encore autant, ce
qui fait 8 en tout ; Et fi 'on écric caelo a la place de dotes,l'on en aura 8
autves 3 Er [i 'on y €crit F7irgo, encore autant, ce qui fait 24 en tour, Et
fi Yon'met [unt au licu de guot, l'on en aura 24 aurres 5 Ec fi Pon y met
tot 5 encore autant ;.ce qui fait en tout 3 fois 24 ou 72 variations. Aprés
quoy #ibi demeurant a la fixiéme place , fydera ne peur plus occuper la
troifiéme.

Nous l'avancerons donc a la feconde , en laiffant #:67 4 la (ixiéme ]

1. B G et gy, B i B '
& nous écritons: V1R 60 [jdera ceelo quot s dotes tibi funt tot.
Les trois 'mots qui fuivent [ydera pouvant varier 6 fois, & les deux der=
niers 2 fois , donneront ef tout 12 variations. Et {i' Pon mer ceelo A la
place de irgo . Von en aura encore autant, & fi 'on y met dotes , encore
autant; ce qui faiten tout 3 fois 24 ou 36 vaiiations. - Et fi 'on met [unt
au lieu de guor., Pon en aura 36 autres,, & fi 'on y met ror encore autant,
ce.qui fait 3 fais 36 ou 108 variations. Aprés quoyibs occupant la fixiéme
place, fydera ne peut plus occuper que la premiere, )
. : ST Ts 3arliz; Fet) 23045 P PERT AT IR .

Si done nous écrivons : Sydera guot, VIRGO c@lo » dotes tibi funt tor.
Les 4 mots qui fuivent [jdera pouvant vatier 24 fois , & les deux der-
niers 2 fois , I'on aura déja 2 fois 24 ou 48 variatiops. Etfi I'on meg
funt au lieu de guot , 'on en aura encore autant ; & i 'on y met roz, en-
core aurant , ce qui fera en tout 3 fois 48 ou 144 variations. Aprés quoy
[ydera ne peut.plus occuper aucune place que #ibi ne prenne la fepriéme,
auquel cas il ne poura {e trouver an huitiéme qu'un mot d’ane:(yllabe , ny
au fixiéme que Zirgo. 21 P : - _
- Or mevtant Pirga tibi funt pour la fin du vers, fi nows laiffons (ydera

A tas s 5 AT e
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fan premier licu 1. P g I RISQIIN S 6. "8
& que nous écrivions : Sydera quot celo, fot dotes Vireo tibi funt.
Les quatre mots qui fbivent fjdera pouront varier 24 fois , Et {i Fon met
guot au lieu de finr , Pon aura 24 aurres variations , & fi l'on y met ror

encore 24, ce qui fait en tour 3 fois 24 on 72 variations. Aprés-quoy.

[jdera ne peut plus du tout occuper la premiere place.”

Et fi nous I'avangons a la feconde , aucun mot ne -poura occuper la
premiere qui w'ait 2 fyllabes. Sidonc nous écrivons :

I. 20 08, RSt 0 6.0 L. bl S0 :
Cwlo [ydera quot, tot dotes Virco tibi' funt. Les troismots qui fuiven
[idera pouront varier 6 fois. Et fi Pon met dotes au lien de cwlo , l'on
aura encore 6 autres variations ; ce qui’ fait r2'ed tone. . Er fi l'on met ror
au lieu de fint , 'on en aura encore 12 antees , & fi on y mevguor | en-
core autant ; ce qui fait en tout 3 fois 12 ou 36. Aprés quoy/ydera ne peut
plus du ot occuper la feconde place. { 1z :

Et fi nous l'avancons a la troifiénte , les deux 'premietes ‘ne pouront
eftre occupées que par deux mots qui ayent chacan ‘une, ouw bien chacun

I 2% Fi TR 0TIEGIR [ 10 8e

deux fyllabes. Soit donc Dotes , calo [ydera quor , tot Virco tibi funt.

Les deux premiers mots variant 2 fois, & les deux qui fuivent [jderaantant,.

Yon aura déja 4 variations ; Et {i 'en met sor au lieu de fint , I'on en aura
4 autres 5 & fi Pon y mer guor , encore autanit ; ce' qui faiv a2 en tout.
Ec pareillement fi on mert gueor funt aux deux premieres’ places , & ror 4
la huitiéme , en écrivant Quor funt (ydera celo ; dotes Niréo: ribi tor,
les deux premiers mots variant 2 fois , & les deux ‘quit {uivent fydera au-
tant , ’on aura 4 variations. Etfi on met figzt au lieude rot,l'on en aura

. 4 autres ; Et (i 'on v met gror, encore aurant , ce qui fait 12, qui jointes
4 3 ‘] 3 : £ 2 q ’

aux 12 precedentes en font 14 en tout. - Aprés quoy. [jderane pear plus
occuper la troifiéme place. 5 ¥ : ) :
Et fi nows l'avancons a la quatriéme , les trois prémieres ne potiront
eftre occupées que par un mot de deux fyllabes ; & deuk autres de chacun
et AR, LS 52 (G flae 37 D L .
une. Ecrivons donc Tot , guor ceelo (ydera , dotes Virco tibs’ funt. Les
trois premiers mots potiront vatier 6 fois ; & fi I'on met dotes an lien'de
celo ,'on aura 6 autres variations ,'ce’ qui fait r2 en tout; Et {i 'on met
guot au lieu de fint , 'on en aura 12 autres , & fi Pon y met ror encore 12

autres , ce qui fair 36 variations eh tout. Aprés quoy [ydera ne peut plus |

du tout occuper la quatriéme place.
Avancons-le donc enfin ala cinquiéme place”, & écrivons
: SIRE TR S SRRl ¢ &2 D g, &
T ot dotes , celo quot [ydera, Virco tibi funt. Les quatre premiers mots
pouront varier 24 fois, & fi I'on met ror a la place de finr, 'on aura 24
autres variations , & fil'on y met tor, encore 24, ce qui fait en tout 3 fois
24 ou 72 variations. Aprés quoy [ydera ny tibi-ne peuvent plus du rout
occuper aycune place, De forte que réiiniffant en une fomme tous les
' ' Xx ij
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nombies qué notts avonstrouveé , cerce fomme fera 2196, Ainfi (ans ronpre
Ja mefure du vers , on le poura varier 2196 fois. Et la queftion eft
1elolué. '

Trorsig'Ms QuEsTronw,

Comme toutes les combinaifons precedentes ne permetrent pas qu'au-
cune des chofes propofées puille eftre combinée avec elle-méme , nous fup-
polerons de nouyean que cette condition foit encore ajotfitée a routes celles
des deux queftions precedentes, & nous nous propolerons a refoudre cette
nouvelle queftion.

Déterminer le nombre de tous les choix differens que Pon peut faire
d’un nombre propofé de choles ,en les prenant non feulement une a une,
deux a deuk , trois a trois ; &c. & en leur donnant tous les arrangemens dont
elles font capables , mais encore en fappofant que chacune foit repetée une
fois , deux fois , trois fois , &c. :

Premierement une [eule lettre comme « ne peut eftre prifefqu’une fois
toute feule ; elle ne peut U'eftre aufli qu'une fois en la reperant 2 fois , ny
qu'une en la repetant 3 fois , &c. Car on n’aura que «, ou bien 44, ou
bien 444, ou bien a4aa, &c. ou pour abreger 'on aura feulement 4, a4, ',
at, &c. une fois chacun. :

Ainfi deux lettres comme # & & ne pouront eftre prifes que » foisune 4
une Mais fi a chacune de ces deux lettres , 'on applique premierement z,
en Pécrivanta la premiere place, on aura les deux combinailons diffrentes
an, ab. Etappliquant b.en méme forte a chacune, en la mettantan premier.
lieu , on aura les-deux autres combinaifons ba, bb. Aprés quoy 'on n’en
peut plus trouver aucuneautre Ainfi les deux lettres eftant combinées deux
A deux , ne peuvent donner que les 4 ordres 44, ab, ba, bb.

Et (i a chacun de ces 4 ordres , on applique premierement «, en le met~
tantaupremier lien , on aura les 4 combinailons differentes a*, a2b, aba, abb.
Et appﬁquan: b en méme forte & le mettant au premier lien , on aura les
4 autres bab, bba, baa, b', Mais fi on applique encore & b en méme
forte , en les mertant au fecond lieu, I'on ne trouvera aucun ordre qui ne foic
'un de ces 8 qu’on vient de découvrir. &, aab, aba, abb; bab,bba, baa, b’

Et fi & chacun de ces § ordres differens 'on applique premierement «,
en la mettant au premier lieu, Pon anra 8 combinaifons differentes : Et
appliquant 4 en méme forte, en la mettant au premier lieu , 'on en aura
encore 8 autres, Aprés quoy fil’'on appliqueencore 2 ou b en méme f(orte,
en les mettant au fecond ou bien au-troifiéme lieu , ’on ne trouvera au-
cun ordre qui ne (oit 'un de ces 16 qu’on vient de découvrir,
a*,a'b,aaba,aabb abab abba.abaa,ab’; ba baab babababb bbab b'a bbaa b

Et fi on applique en méme forte 4 & & a chacun de ces 16 ordres diffe-
rens,, enmettant une fois chacune a la premiere place , 'on en trouvera 32,
Aprés quoy {1 4 ou b font appliquées an fecond | on troifiéme ,ou quatriéme
rang, 'on ne trouvera plus aucun ordre qui ne foit I"undes 32, Ainfi les denx
lertres 2 & b combinges cinqg a cing , ne pouront receyoir que 32 ordres

dfferens.
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L’on trouvera en méme [orte qu'eftant combinées (ix a fix , lles pouront
denrecevoir feulement 64. Qu'eftant combinées fept a fepr, elles en rece-
vront 2 fois autant , c’eft adire 128. Erainfi de fuite en continuant la pro-
grc[ﬁon geomertique du nembre des lettres qui eft 2, a fon quarré 4.

Confiderons parcillement les trois lettres 2. 4, ¢. Eftant prifes une a une,
elles ne peuvent l'eftre que 3 fois differemment. Mais i a chacune de ces
trois leteres , I'on applique premierement 4, en la mettant au premier lieu,
Pon trouvera les trois ordres differens aa, ab, acs & fi on appl que 4 en
méme forte , on aura les trois autres ba, bb, be 3 Ex fil'on applique enfin ¢
«en méme [orte , 'on aura encore les 3 autres¢a, cb, cc. Aprés quoyl'on n'en
peut plus trouver aucune autre. Ainfi les trois lettres eftant combinées deux
4 deux ne pouront recevoir que les 9 ordres differens aa, ab, ac;ba, bb, be;
4, cb. ce.

Ec fi a chacun de ces g ordres on applique premierement 4, en la mettant
au premier lieu, & enfuite b en la metrantau premier lieu , & encore enfuite
¢ en la mettant pareillement au premier lieu , 'on trouvera 3 fois 9 ordres

differens , c’eft a dire les 27.
&, aab, aac, aba, abb, abe, aca, ach, acc; baa, bab, bac, bba , b,
bbe, bea, beb, bees caa, cab, cac, cha, cbb, cbe, cca, cch, ¢,

Mais fi en appliquoit de nouveau.z & b en mé€me {orte , en les mercant
au fecond ou troifiéme lieu , 'on ne trouveroit aucun ordre nouveau qui
pe fuft P'un des 27 qu'on vient de découvyrir.

L’on trouvera en appliquant en méme forte 4, b, & ¢,a chacun de ces
2+ ordres differens , quelles peuvent recevoir 3 fois 27 differens ordies
eftant combinées trois a trois. Aprés quoy fil'on applique quelqu’une de
«ces lettres en quelqu’autre maniere , 1'on ne trouvera aucun ordre qui ne
foir 'un de ces 81 quion aura trouvé, Ainfi les trois lettres eftant com-
ibinces quatre a quatre , peuvent recevoir fedlement 81 ordres differens.

- Pareﬁ!emen: eftant combinéescing a cing , elles en recevront 243 ; eftant
«combinées fix a fix , 3 fois autant, c’eft a dire 729. Et ainfi de fuite | en
continuant la progreffion geometrique du nombre des lettres qui eft 3, a
fon quarté 9,

Si I'on examine par la méme methode les 4 lettres a, b, ¢, d ; eftant
prifes une a une , elles pouront feulement I'eftre en 4 differentes manieres;
& deux a deux elles recevront fenlement les 36 ordres ,

aa, ab, ac, adiyba, bb, be, bd 5 ca, cb, cc, ¢cd y da, db, de, dd.

Ettrois a trois, elles en recevront feulement 4 foisautant, c’eft & direles 64..
@ aab, aac, aad, aba,abb abc abd aca, ach, acc,acd, ada, adb, ade, add;
baa,bab,bac,bad, bba, b’ bbe,bbd, bea, beb,bec, bed, bda,bdb, bde,bdd,
€aa, cab, cac, cad, cba, cbb, cbe,chd, cca, ccb, ¢, ced,cda, cdb, cdc, cdd,
daa,dab,dac,dad,dba,dbb,dbc dbd,dca,dch, dec,ded, dda, ddb,dde, d.

Er pareillement eftant combinées quatre & quatre , elles en recevront
4 fois 64 ou 256, & ainfi de fnite , en continuant la progreffion geo-
met:ique du nombre des lettres, quieft 4, fon quarré 16.

" D mém: les nombres des ordres differens des {ix lettres a» &, ¢, dse,f,

Xx iij
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prilts ure & une, ou deux 4 deux, ou trois 4 teois, &c. feront fester=
mes de la progreflion de 5 4 fon quarré 23. .

Ainfi pour fcavoir combien de fois les 1o caralteres des nombres pen-
vent eftre pris differemment un & un, deux a deux &e. jufqu’a cequon
les ait pris dix a dix, il ne faur que prendre la fomme des dix premiers
termes de la progreflion de 10 & 100, Ceft @ dite rrmirirrro. Mais rous
ces ordres differens des 1o caralteres ne donneront pas des nombres. Car
o par exemple ni 0z, ni oog, ni tout autre qui commence par un ou par -
plufienrs zero confecutifs ne feront point des nombres differens deceux
qui feront exprimez par les feules chiffies qui (uivent ces zero, Comme
par exemple o:4 eft le méme que 24. 00659 le méme que 659. Er ainfi
des autres. -

Mais fi P'on vouloit {cavoir combien il {e trouveroit de ces combinai-
fons inutiles , on trouvera qu'entre les 10 premiers nombres il y en a
fenlement une, qui eft o; qulentre tous ceux qui font compofez de dewx
caralkeres , il y en a,10, car o peut fe trouver une fois devant chaque
.chiffie. Pareillement encre tous ceux qui font compofez de trois chiffies,
on en trouvera 10o. Car oo fe trouvant une fois devant chacun des 10
chifftes , & o une fois devant chacun des nombres enfermez entre 9 &
100 , I'on en aura juftement 100, od o fe trouvera 1 fois ou 2 fois ou
3 fois le premier, De forte qu'il y aura roo ordres inutiles compolez de
trois chiffres. Pareillement entre tous ceux qui feront compofez de 4 ca-
racteres 'on en trouvera 1000 ; entre tous ceux qui font compofez de g,
Yon en trouvera 10000 Ec ainfi de {uite (elon la progreffion de 1 a 10.
De forte que fi 'on ofte dela fomme it , des dix premiers ter-
mes de la progreffion de 10 a 100, une autre fomme ittt , des dix
premiers de la progreflion de 1 a 10, le refte 9999999999 fera le nom-
bre de tous les ordres differens des 1o premiers caracteres pris un-a um,
ou deux a deux, &c. julqu’a ce qu'on les ait pris 10 a 10, lelquels pen-
vent exprimer des nombres différens. Eten effet en contant depuis 1 juf-
qu’a roooooooooo qui eft le plus petit de tous les nombres compofez de
n chiffies, il eft bien vifible que l'on trouvera jultement 9999999999
nombres differens , puifque 9999999999, qui eft le plus grand & par con-
fequent le- dernier de tous les nombres compofez de 1o chiffies | eft imme-
diatement [uivi par 10000000000 , qui le furpafle d'une feule unicé , &
qui eft le plus petit & par confequent le premier de tous les nombres
compofez de 1r chiffres,

Pareillement les nombres de tous les ordres ou difpofitions differen-
tes des 24 lettres prifes une a une , deuxa deux, trois 4 trois ; & ainfi
de [uiteju{qn’a ce qu'on les ait prifes vinge-quatre a vingt: quatre ferontles 24
termes dela progreffion geometrique de 24 a fon quarré 76. Ecl’on trouvera:
que l‘a Tqmme de ces 24 termeseft 159172168 11264960263919:98102100.
ceft a dire 1391721 milliarsde milliars de milliars , plus 658311264 milliars.
de milliars , plus 960263919 milliars , plus 398102100,

Er ce nombre immenfe eft celuy de tous les mots uriles ou inusiles ;.
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won pouroit former avec les 24 leteres feulement.,
" Cette refolution m'a efté communiguée par une perfonne dont j'honore ex-
trémement le merite , ¢ qui a beancoup contribue a cet ouvrage par un
[eavant trairté des Elemens d' Arithmetique qu'clle avoir compofé , & que
J'ay inféré dans cenx-ci.

L’on peut appercevoir une communication tres-particuliere entre ces
combinailons , & les puiffances. Car en cherchant rous ces differens ot~
dres , I'on ne faic aurre chofe qu’¢lever la fomme des grandeurs données,
(je fuppole que les' chofes determinées foient confiderées comme autant
de grandeurs, ) ala feconde puiffance fi onles combine deux a deux,a
la troifiéme, fi on les combine trois a trois. Et ainfi des autres.

Par exemple, lors que nous avons combiné # & b deux a deux, nous
avons trouvé aa, ab, ba, bb, qui font le quarté de a—+4. Car l'ony
voit aa & bb , quarrez des deux parties # & &, plus les deux plans égaux
de a par b, qui font ab & ba; Pordre renverfé dans les lettres ne chan-
ge rien dans la valeur des plans,

De méme lors que nous avons combiné 4, &, ¢, trois a trois, nous
avons trouvé &, aab, aac, ata,abb, abc, aca, ach, acc, baa, bab, bac, bba,
b, bbe, bea, beb, bee, caa, cab, cacs eba, cbb, cbe. cea. cch, . qui font
le cube de a—+b—+c. Car I'on y voit les trois cubes &', &, ¢. Plus zab,
aba, baa, les trois lolides égaux de aa par b; plus abb, bab, bba, troisfo-
lides égaux de « par bb: Plus aac, aca, caa; abe, ach, bac, bea, cab, cha;
bbc 662, cbb, trois folides égaux de aa—+2ab—+bb par ¢, plus ace, cac,
gca, bee, cbe, ech, trois autres folides de a—+& par ce. 1l en eft ainfi des
RULLES. .

" Cette methode fert auffi pour trouver les nombres d’une nouvelle ef=
ece de combinaifons , qui fervent a trouver tous les anagrames pofli-
ﬁles d’'on certain nombre de lettres | lors qu'une ou plufieurs font repe-
tées plus d'une fois. Surquoy le Pere Taquet patle ainifi.
ue fi dans le nombre donné des chofes quelques-unes font fembla-
bles, c’eft a dire les mémes, comme fi 'on donnoit ce mot Jgnarius » qui
renferme 8 lettres, parmy lefquelles il s'en trouve deux qui {ontles meé-
mes , c’eft a dire 7 & I, le nombre des permutarions fe trouvera par cet-
te regle dn Pere Kircher.

Le nombre des permutations du tout foit divifé par le nombre des
permutations que peuvent recevoir les chofes femblables , I'expolant don-
mera ce qu'on cherche.

Les lettres de ce mot Tgnarius, fi elles eftoient toutes differentes , elles
recevroient 40320 changemens, il y a deux lettres femblables , & deux
regoivent 2 changemens. Ainfi 40320 ellant divifé par 2 , 'expofant
20160 donnera tous les ordres poffiblesdes § lettres, qui compofent le mot
dgnavins.
. 2 3. 4. (" G. 74 S. 9. 10,
Ti x o UG, 24.  1.0. 720. §040. 4030, 562.§80. 3628300,

01 fi 'on donnoit les lettres aabbec, il y a fix lewres, i elles eftoieng
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routes differentes , elles donneroient 720 changemens ; mais il y a 2 lettres-
a & a, plus 2 autces, b & b, plus encore 2 autres ¢ & ¢, qui font les:
mémes. Sidonc le nombre des permurations des lettres femblables eft
1—+1—+2, ceft a dire 6, divifant 710 par 6, lexpolant 120 fera le nom-
bre de routes les permutations poffibles des lettres aubbee. Mais fi I'on
veut que le nombre des permurations foit 9 a canfe que les lettres fem-
blables a4, &, & ¢ recoivent les o ordes a, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc,
divifant 7:0 par 9, ’expofant 8o fera le nombre detous les ordres ouana-
grammes diffcrens des lettres wabbec. Cependant ni 6 ni 9 ne peuvent fer-
Vir pour trouver le nombre des permutations ou des ordres differens des:
leteres qui fe trouvent dans aabbec. car ce nombre eft- go. de forte que
la regle que le Pere Taquet rapporte ne peut fervir generalement , mais feu-
Tement dans quelques rencontres , comme lors qu’une feule lettre eft repe~
tée plufieurs fois. En voici une qui poura generalement fervir pour tou.
tes ces fortes de combinaifons.

Regre.

On cherche chaque nombre des permutations que pouroient recevoir
chacune des chofes femblables felon le nombre de leur multitude, fi elles
eftoient toutes differentes. On multiplie enfuite le premier nombre trou--
vé par le fecond, & le produit par le troifiéme, & le nouvean produic-
par le quatri¢me, &c. Aprés quoy l'on divife le nombre total des per-
mutations par le dernier des produits trouvez. Et lexpofant eft le nom-
bre qu'on cherche..

Exemple.

Pour trouver toutes les permutations des lettres aabbec, je prens 2pout
les deux leures 4 & 4, & 2 pour-les deux & & b, & encore 2. pour less
deux ¢ & c. enfuite je multiplie » par 2, & le produit 4 encore par 2,le
folide que je trouve eft 8, par lequel 720 nombre des permutations de
fix choles differentes, eftant divifé, expofant go eft le nombre de toutes
les permutations des lettres propofées. Et ces permutations fe trouvent
ainfi.

1°. On prend chaque lettre, & on luy- applique une fois chacune en:
I'écrivant an premier lieu, ce qui donneles 9 ordres differens a4, ab, ac;.
ba. bb, be; cas ¢b, cc. L’on applique en méme forte chaque lettre 4 cha-
cun de ces ordres,excepté qu'aucune ne pouvant revenir que 2 fois , elles-
ne doivent point eftre appliquées aux ordres od elles font déja z fois. Et
cela donne les 24 ordres * aab, aac, aba, abb, abc, aca. ach, acc; baa,
bab, bac. bba, * bbe, boa, bob, boc. caa, cab, cac, cba, cbb, che, cea,
cch, *. '

L’on applique en mefme forte chaque lettre & chacun de ces ordres
ou clle n'eft point 2 fois, ce qui donne ¢4 ordres nouveaux compoflez:
chacun de 4 lettres, fur lefquels operant en méme forte, 'on en trouvera
90 compolez chacun de cinq lettres ;. firr lefquels operant encore en mé-
me forte, l'on en trouvera enfin 9o compofez chacun de fix leteres, def=
quels 30 commenceront par 4, 30 autres par 4, & les 30 autres par ¢; les
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ui commencerit par # {ont cevx-ci, :
aabbee, aabcbe, abech, aucbbe, aacbch. aacchb, ababec, abacke, abacch, abbace,
abbcac, abbeca, abeabe, abeach, abcbac. abcbea, abecab, abecha, acabbe, acabeb,
acachb, acbabe. acback, achbac, acbbca, acbeab, achcha,accabb.acchab,acchba.

Il ne me refte plus icy qu’a dire quelque chofe d'une autre efpece de XVI..

combinaifons que 'on fair , lors qu’une ou plufieurs chofes fone reperées
lufieurs fois, & que Pordre n’eft point confideré, ainfi quil arrive dans
rbs divifeurs des nombres , par exemple aab, ou aba, ou baa, n’ont chacun
quune méme valeur, {i on les confidere comme des nombres.

Or une lettre feule comme 4 ne pourra eftre prife qu'autant de fois
qu'on luy aura accordé de degrez , {i I'on écrit par exemple le nombre
aga ou &, 'on trouvera qu’il ne peur avoir que les trois divifeurs 4,
aa, &, autres que l'unité, dont je fuppole aufli que le nombre 4 foit
different,

Mais fi nous joignons plufieurs lettres comme 6, I'on prendra pre-
mierement pour 4, les trois choix ou'les trois divifeurs 4, 44, &', Ceft a
dire aurantquela lettre # eft repetée defois. Enfuite prenant r fois 4 toute
feule, & I'appliquant une fois a chacundes troischoix , I'on aura les 4 autres
b, ab, aab, #b, a chacun defquels appliquant & en méme forte 1'on en’
aura encore 4 autres bb, abb, aabb, a'bb. De [orte que b qui cft repetée’
z fois, en fait trouver 2 fois une de plus que la feule lettre «, ceft adire’
8, & ainfi 'on en trouve 11 en tout; & 12 {i Pon y ajodte l'unité au
moins en fuppofant que chaque nombre 4 & & en foit different , ce que’

jlentens dans: tous les cas femblables.. \
a, ad, . b, ab, aab, a'b, bb, abb, anbb, 2'bb.

Et fi nous avions a'bbocd, en prenant ¢ une fois toute feule, & I'ap~
pliquant auffi 1 fois & chacun des divifeurs precedens , nous en trouye-
rons 1 davantage, c’eflt a dire les 2.

¢ ac: aac, a'cs be, abes aabe, &be, bbe, abbe, aabbe, abbe.
a chacun defquels appliquant encore 1 fois ¢, a caufe quelle eft repetée
2 fois , 'on aura les 12 autres divifeurs.

cc; ace, aace, a¥es bec. abee, aabee, abee, bbees abbees anbbee, abbee..
ce qui fait entout , 11—+ 2 fois 12, c’eft a dire 35, aprés quoy prenant 1 fois:
d route feule , & l'appliquant feulement r fois a chacun des 35 choix ou
des divilenrs precedens, I'on en trouvera de nouveau rfois un davanta-
ge, ceft a dire 36/, qui font. |

ad, aad, #d. bd, abd, aabds abd, bbd, abbd, aabbd, #bbd..
ed.acd, aacd, a'ed, bed, abed, aabed, abed. bbed, abbed, gabbed, #bbed.,
ecd aced aaccd a'ced beed abeed .aabeed, a'bocd bbecd ,abbecd . anbbecd atbbeocd,

De forte que le nombre @bbeed aura 35—+36 , ou 71 divifeurs, & 724
I'on y joint encore I'unité. 1

De forte que pour trouver le nombre de ces fortes de choix, ou de divi- XVII.
feurs , 'on prendra premierement celuy des dimenfions de la premiere lettre,
on multipliera par ce nombre augmenté de l'unité, celuy des dimenfions
de la feconde ; i,’on réduira en une fomme le produit trouvé & le nombre

: o : Yy



354 ELEMENS

des dimenfions de la premiere, & I’on multipliera cetre fomme augmentés
de I'unité par le nombre des dimenfions de la troifiéme ; 'on réduira en une
fomme le produit nouveau , & la {omme precedente , & ['on muiltipliera
leur fomme tozale augmentée de P'unité par le nombre des dimenfions de la
quatriéme, & ainfi de (uite a linfiny. Aprés quoy réduifant en une fom-
me le nombre des dimenfions de la premiere lettre,, & tous les produits
qu'on aura tronvé , la fomme torale augmentée {i 'on veur de I'unité,
marquera le nombre cherché de tous les choix ou divifeugs -

Ainfi pour {cavoir combien de divifeurs peut avoir le nombre #b*cdd,
I'on prend g pour les 5 dimenfions de la lettre 4, 'on augmente ce nombre.
5 de'unité , & l'on multiplie 6 par 4 nombre des dimetifions de 4, le pro-
duit eft 24, auquel on ajolte le nombre 5 des dimenfions de la lettre 4, la
fomme eft 29,'on augmente cette {omme de l'unité, & 'on multiplie 30 par
3 nombre des dimenfionsde ¢, le produit eft 9o, auquel onajoire la [bmme
29, la fomme totale eft donc 119, gue 'on angmente de l'onité , & l'on
multiplie 120 par 2 nombre des dimesfions de 4, le produit eft 240. Aprés
quoy I'on réduit en une fomme 5, 24, 90, & 240, & la fomme torale aug.
mentée de P'unité, c’eft a dire 360, eft le nombre de tous les divifeurs que
peut avoir 4'b*c'dd, pourveu toutefois que chaque nombre 4, b, ¢, & 4,
foit un nombre premier autre que I'unité ; car ceft ainfi qu'on le doit
entendre. '

De foree , comme dit Schooten , que pour {cavoir combien fe nombre
15876000 peut recevoir de divifeurs , 'on chetche en premier lien de quels
nombres premiers il eft compofé, en le divifant par tous les nombres pre-
miers 2, 3, §, &c. jufiues a ce qu'on foir arrivé a Punité. Et trouvant,
comme on le voit un peu plus bas , quil eft formé par le produit de tous
les 14 nombres premiers 2,2, 2,2, 2, 3,353, 3, §, 5,5, 7, 7> on le peut mar~
quer ainfi 2'3*s'7%. De forte qu'il convient entierement avec le nombre
precedent a'bicdd. Ainfi Pon conclud que ce nombre a 359 parties ali-
quotes & entieres , & 360 divifeurs. 1l en eft ainfi des antres,

15876000 (7938000 (3969000 ( 1984500 ( 992250 ( 496124
x z z x z
496125 (165375 ( 55125 (18375 ( 6125 (1225 (245 (49 (7 (1
3 B BBy B Va3 4
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LIVRE TROISLEME.
DE LA COMPOSITION DES EGALITEZ,

ET DE LEUR RESOLUTION EN GENERAL.

ES égalitez ﬁ-m!:lés font les parties qui compofent les
egalitrz. compofces. 1l y a trois fortes de ces égalitez
fimples, Les premieres font celles ol la valeur de Pin-
connu¢, qu'on appelle aufli 7acine de I'égalité, eft une
grandeur vrayeou pofitive. Les fecofides celles dont les

nue ol uue grand€ur faufle ou negative.-Et les troifiemes enfin, font celles
dont les racines ne peuvent eltre ny vrayes ny fauffes , mais [enlement
imaginaites , patcequ’elles renferment quelque contradition.

Certe contradi&ion fe reconnoit , lorfque 'on fuppofe pour valeur de
Pinconnué la racine d’une grandeur negative, comme p”—a. Car une
telle racine ne peurt eftre qu'imaginaire , puifque fi on la congoit comme
une grandenr, on la concevra neceflairement comme pofitive , ou bien
comme negatve , il n’y a point demilieu entre deux que zero. Ot foit que
Pon confidere certe racine comme eftant pofitive, foit qu’on la confidere
comme. eftant negative , fon produit fera neceflairement pofitif par 7. §8.
de la premiere Partie. L'on pretend doncune contradiétion , fi 'on pre-
gend concevoir cette racine fuppofée, comme une efpece de grandeur. .

Nous entendrens deformais par égalitez fimples celles ol I'inconnug n’a
qu'une dimenfion fimple ou lineaire , & dont les deux membres font difpolez
en telle {orte qu’elle foit éxale azero, Par exemple fi nous avons égalité
Ri=2, nous retrancherons 2.de part &.d'autre , ce qui donnera I'égalité

; 3 ¢ e Yy jj

AF&| racines font faulles, c’eft a.dire ot la valeur de Iincon--

| E

I, -
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z—1==0, que nous appellerons une égalicé ﬁmpfe.

Ec parcillement par €galitez compolées nous entendrons ordingirement
celles dont I'inconnuc a pluliears degrez , & qu’on rend égales a zero par la
tranfpofition accoticumée , comme fi nous avions 2z=—jz—6, en retran-
chant §z—6 de part & d'autre , nous aurons I'égalité compolée
Zx—§Z—+6""0. - '

Comme il eit clair que le produit de zero par zero ne peut valoir que
zero ,il elt clair auffi que le produit de deux des égalitez fimples dont nous
venons de parler , en feraune compofée quine vaudra pareillement que zero.
Soit par exemple 2—2—0, & z—;==0, leur produit donnera ’égalité com-
pofée zz—52—6—o. :

11 eft contre l'ordre pour connditre une chofe fimple de la rendre com-
pofée. 1l faut au contraire refloudre ce qui elt compol€ en roures fes diffe-
tentes parties, & les ayant bien examinées {eparément, 'on jugera avez plus
d’ordre & delumiere du rapport qu'elles ont entr’elles , & de la natuse du
tout quelles compolent. 1l ne faur pourtant pas s'imaginer que j'agifie
contre cette regle, {1 je prens des gran-eurs ﬁmpﬁes&: confiucs pour former
destouts parleurs produits plus compolez & comme inconnus. ‘Ce n’eft pas
mon deflein d'apprendre a rechercher dans cette compgfirion , ce qui
m'eltoit déja connudans fes parties imples. Mais c’eft afin quayant bien

«examiné comment ces produits (e forment, je puiffe apprendre methodique.

ment a en refoudre de (emblables.

Et pour commencer cette recherche , fuppofons que 'on connoifle ces
deux égalitez fimples =2, & 2=—3, ou'bien z—2—0, & 2—3=—o. Si je
multiphe l'une par Pavtre , leur produir donnera I'égalicé compofgc

" zz— g2+ 6==0, qui me feroit inconnuc, fije ne fcavois pas que je l'ay

VIL

formée du produir de z— chacun des deux nombres 2 & 3.

Ces fortes de grandeurs , comme 2 & 3, qui {ont égales a Pinconnué z
font appel ées racines de I'égalité. §i ces racines font pofitives , on dit que
ce font des racines wrayes, & -fi elles font negatives , qu'elles font des
racines fauffes.

Les parties d’une égalité , ot Iinconnue 2 differens degrez , en font
appellées les termes. Ainfi dans I'égalité zz—¢2—+6=—0, les trois parties
2z, —5%, & -6, en font appellées les trois termes. Le premier terme 22
renferme deux degrez de 'inconnué z, le fecondterme n’en renferme qu’un,
& le troifiéme n'en renfeime point du tout, puifque l'inconnu¢ ne s’y
trouve Pomt.

Je fuppofe encore z—4=—o0. Si par cette égalité fimple je multiplie la
precedente 22— §2—+6——0 , le produit donpera I'egalité compofce
£'—922—+262—24—0, qui aura quatre termes & trois racines , ceft a
dire les trois valeurs de I'inconnué 2, 3, & 4. -

Jz fuppole de nouveau z——. ou bien ajofitant g de part & d’autre,
z—45==0, c’elt & dire z égalea la grandeur faufle —g, o' moins —g
égale a zero , ce quieft le méme, Si je muldplic P'égalicé precedente
&}—93mH 263 —247—0 par Ccetrc égalité fimple -+ s—o, le produir don-
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mera I'égalité encore plus compofée 25— 42— 1922+160%120—0, &
«cette égalité aura cinq termes , & trois racines vrayes 1, 2, & 3, avec une
faufle —g.

Or je connois (eulement ces racines , parceque j’ay formé moy-méme
«ces produits. Mais fi 'on m'eaft d'abord propofé cetre méme égalité
R1—42—1922—+1603—120—0, & que 'on m’en eult demandé les ra-
-cines , fans que jeufle aufparavan: examiné comment elle a efté produite,
je n’aureis pas aifément fatisfait & cette demande , il faut donc chercher
-ce qui poura me conduire a ces fortes de connorffances.

Et premierement j'apprens en general de ces formations que la fonime
d’une égalité compolée qui ne vaut que zero, & qui vient du produit de
quelques fimples égales a ce méme zero, contient auffi quelques racines,
& qu'elle peut rotjours eftre divifee par chacune de ces égalitez fimples,
c’elt a dire par z moins la valeur de I'une des vrayes racines , ou plus la
valeur de l'une des faufles. Et une telle divifion rend cette égalité d’au-
tant moins compofée, & par confequent plus facilea refoudre. Et 'on
aura la refolution entiere de ces égalitez , lorfqu'on aura trouvé routes les
fimples qui les compolent. Car alors tout ce qui eftoit enveloppé & in-
connu, fera développé & connu par une conclufion immediate,

Mais £ une égalité compolée , & que I'on fuppofe égale azero , ne peut
eftre divifée par quelqu'autce plus fimple quelle égale a ce méme zero,
c’eft une marque qu’elle n'a pi en eftre compofée. Et fi ablolument elle
ne peut eftre divilée par aucune , elle ne peut eftre le produic d'aucune.
Et pour la refolution de ces égalitez compolées , elle fatistait aux Problemes
«compolez qu'elles reprefentent.

Si ces Problemes compolez font tels que Yon puiffe réduire au fecond
degré les égalitez quiles reprefentent , on les appelle des Problemes plans
ou de denx degrez.

Ec fi les épalitez qui reprefentent ces Problemes penvent eftre feulement
wéduites au troifiéme degre , on les appelle des Problemes [olides ou de
trois degrez.

Er fi elles peuvent eftre feulement réduites au quatriéme degré , les
Problemes feront appellez furfolides ou de quatre degrez.

Et ficlles peuvent Peftre feulement an cinquiéme , nous dirons que les
Problemes font du cinguicme degré » &e.

AVERTISSEMENT.

Mais il ne faut pas s'imaginer que les égalitex qui paffent le troifiéme
Hegre' , renferment pour cela des gmadmr: dont les dimenfions pusffent
eftre par elles-mémes autres que lineairess planes . ou folides. Les autres
dimerfionsne font point dans la nature. 11 n’yaméme que celle des folides
gui foir veritable ¢ réelle indépendamment de noftre connoiffance , car
wous confiderons [enlement les antres dimenfions par rapport & noffre
efprit,qui mefure par elles les rapports que des grandeurs peuvent avoir
des unes avec les antres,ou bien les difficultez qu'ila d appercevoir par

Yy iij

VIIT,

IX.

XI1.

XII,
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quelles grandenrs connnés il poura [atisfaire a un Probleme propofé. 14
tache par ces dimenfions de faire defcendre jufqw’a luy comme par
autant de degrel s la connoiffance de ces grandeurs quw'il defirs
appercevoir..

AXIOME,
Qur ST LE PRINCIPE DES EGALITEZ
DE DEUX DEGREZ:

1y, Deux grandeurs eftant données lequarté. decelle desdenx que I'on vouz
dra moins ce méme quarré moins encore le plan des deux grandeurs, plus
le méme plan, eft égalea zero.
Pour donner une: expreflion abbregée de cet Axiome , nous fuppofe-
Eapreffion de-TONS UnE-inconnué, qui pouvant eftre pn@ pour l‘np? ou pour l'autredes.
sar 4xiome, -deux grandeurs , marque cettemutuation reciproque quelles font entr’elles,,
& lerve aexprimer I'idée quel’ Axiome renferme..

Par exemple , fi les deux grandeurs font4 & 4> 1°. au lieu de direle quar-
¢ de 4 oulequarréde b, nous écrirons feulement zz, le quarré d'une in-
connué comme T, qui convient autant a la grandeur« qu’a la grandeur &,
parceque nous {uppofens quez vaut 4:oub, & par. confequent. {z lequarré:
deaoule quarrédeb.

2% Au lien de dire moins le méme quarré de 4-oumoins le méme quarré-
de b, moins encore le plande P'une par I'autre, nous écrirons fimplement
—az—bz, c’eft 2 dire moins le produit de la méme inconnué z par les deux.
grandeurs 4 & b. Car { eftant prife pour 'une des deux , il n'importela~
quelle , & multipli¢e par toutes les deux, elle le fera. neceffairement par
foy-méme, ce qui donnera fon quarré, elle fera-aufli multipliée parl'au-
tre, ce qui fera le plan des deux , ainfi —az—>bz vaudra également moing:
le quarré de 4 ou moins le quarré de &, moinsencore le plan de « parb.
Et tour ce long difcours fe trouvera. exprimé en écrivant fimplement
—az—bz.

37. Etenfin pourladerniere partie, comme elle n’eft qu’un plan des deux
# & b, 1'on prendra 26 quieft tour connu. Et décrivant ces parties en use-
fomme , nous aurons felon I’Axiome zz—a2—bz —+4F—o. Et dans cetre"
égalité, z fera une expreflion fenfible qui marquera également’une ou | au~
tre des denxgrandeurs 4 & &, il n’imporre laquelle.

XVI, Orfilonmultiplieles deux égalitez fimples z—e—0, & z—~F—o0,'une"
- par Lautre , lenr: produit donnera Pégalité zz—a3—b3~+ab=0. qui eft'
li méme que la precedente, D’on il eft-clair que (es deux racines 2 & 6 [ont
telles que rout le rapport d’égalité exprimé daws I’ Axiome, ou dans1'égalité”
qui le reprefente , peut convenirégalement a chacune d’elles. Cequ’on peut
voir encore [enfiblement. Car i par toute I'égalité, P'on fubftitué # au lien
dez quiluy eft égale I’égalité z2—az— b3~ ab—o, feraas—aa—tba—t ba
—o, Et fil'ony [ubftitué b au lieude z, elle fera bb_ab__bb—2b—0,on"
Len voir fenfiblement que tous les plans (e.détruilent par des fignes contsais

.
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#es , & qu'ainfi le rout ne peut rien donner quie zero,

Dans chaque égalité , routes fes parties connugs multipliées par I'incon-
nué demeémedegre, nepaflent que pourun de fes termes ; Par exemple dans
Pégalité zz—az__bz—yab—o ,lesdeux parties connués & & b multipliées
par la méme inconnué { ne font quun de fes termes. C'elt pour cela

—az
quil eft & propos de les écrire ainfi 'une fur autre 67 dans Pégalité
RZ—az—+ab=—o,
b

De méme dans 2—az22—bz e~ abz —+acz— b~ —acd—_bcd—o
les grandeurs connués 4. 4. & ¢ multipliées par le méme quarré 3z ne
font qu'un terme, —ab—ac—+be par z en f[:}nl: un autre, & les gran-
deurs toutes connués —acd—bed qui ne font multipliées par aucun
degré de linconnué ne fonr aufli qu'un terme, & I'égalité fe range ainfi
R'—alz~ abz—acd—o. On ferale méme en teute autre égalité.

—b2 Y~ acz—bed P

—ezz—+bez

L ors qu'un produit fera confideré comme plan , nous dirons deformais
que fes racines font muliipliées denx a dewx, s'il elt {olide trois &
trais. &cc. "

Lors qu'ayant un nombre de racines données , on les multipliera par les
regles de combinaifons, en autant de manieres differentes qu'elles peu-
vent I’eftre dans un degrédonné, nous dirons que ces racines font alterna-
tivemnt multiplié s.

Par exemple , les quatresracines 4.%. ¢. d, eftant multipliées en autant de
manieres differentes qu'clles peuvent I'eftre au fecond degré on deux adeux,
donnerontles fix plans ab, ac, #d be, bd. cd. Et nousdironsqueces fix plans
font les quatres racines 4> 6, ¢, 4, alternativement multipliées denx 4 deux.
Je ne conte pas az ou hb pour une nouvelle maniere, cara& 4, ni b &b
ne (ont pas des racines differentes , ou que I'on ait données plufieurs fois cha-
cune. :Car fi I'on avoitdonné pourracines 4, 4 b, ¢, parceque la méme 4 fe-
roit dennée 2 fois , je multiplierois « par « & 2 fois aparb, & pare¢. ce qui
donneroit les lans a2, abs ab. acy ac. be, dont rourtefois il n'y en a que
quatre qui foienc€ntierement differens. Je rie conte pas aufli b & ba pour
denx manieres differentes , car le produit b eft le méme que ba.
$’ordre (eul en eft changé , & je ne confidere point icy le changement de
Tordre. y

De mémeles quatres racines 2, b, ¢, d. pouront eftre alternativement mul-
tipliées quarre fois au degré folide , ou trois a trois ; car l'on poura prendre
abe. abd, acd bed. .

Mais ces quatre racines ne pouroient eftre alternativement multipliées
qu’une fois an degré furloli'e, ou quatre a quarre. Car elles ne peuvent don-
ner que le furfolide absd. 1l eneftainfides autres,

XVIL

XVIIL

XIXy
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AX1IOME,

QUI EST LE PRINCIPE DES EGALITE®
DE TROIS DEGREZ

KX, Trois grandeurs eftant données,le cube de celle des trois que I'on voudra;.
moins ce méme cube , moins encore deux folides faits du quarré de fa racine-
par chacane des deux autres grandeurs ; plus ces deux mémes folides , plus ene-
core un folide des trois grandeurs ;, moins ce méme (olide, fera totijours-
égal & zeros _

¥x1. Pour donner une expreflion abregée de-cet Axiome, nous fuppoferons,.
Expre/fion de cOmme on a fait pour le fecond degré, une inconnué ¥, qui pouvant eftre-
Vdxiome.  également prife pour I'uneou poure%‘autre' des trois grandeurs connués, que:
jappelle a,6,& ¢; marque cetre muruation reciproque qu'elles font entr’elles, .
& lerve & exprimer I'idée quel’axiome renferme.
Car 1°, aulieude dire oud’écrirele cube dea, oule cube de #.0u le cube de-
¢; nous dirons ou bien nous écrirons feulement ..

2%, Aulieu de dire moins le méme cube moins encore deux folides faits du-
quarré de (a racine par chacune des deux autres grandeurs , nous écrirons-
—az—b27—c3z, c’efta diremoins le quarré deXz par toutes les racines:
@b & c¢. Car z eftant prife pour 'unedes trois , & fon quarré multiplié par
toures trois , il le fera neceffaicement par fa racine, ce qui donnera fon cube,,
il le fera anfli par les deux autres grandeurs ce qui donnera deux-folides faits du
quarré zz I'un par I'une des deux grandeurs qui reftent, & l'autre par l'autre, -

3°. Nous prendrons pour la troifiéme partiede I Axiome la racine z mul--
tipliée par les trois plans des racinesalternativement multipliées , qui font 45, -
ac,be; ce quidonnera les 3 [olides abz, aczs bez, qui contiendront 1°. deux:
folides faits chacun de zz quarréde z par chacune des deux aurres racines. .
Car cette racine z eft multipliée par les trois plans des racines alternativement:
multipliées deux a deux,a caufe que chaque racine eft deux fois diftribuée dans
lestrois plans ab; ac, be, cette z deux fois multipliée par (oy-mefmedonnera:
deux fois fon quarré. Or cequarré cft encore multiplié par chacune des deux:
autres racines; Cela fait doncdeux {olides compolez chacundu quarré de =
par chaque autre des racines. 2°. Et parceque ¥ eft enco mull:ipljé par le
_plandes deuxantres racines ; on aurale folidedestrois grandeurs,

4°. Etenfin pour la derniere partie de I’ Axiome , je prendray —abe, c’eft
2 diremoins le folide des trois grandeurs qui m’eft rout connu. Et décrivane-
la fommede toutes ces parties felon I'ordre de I’ Axiome, & les rengeant 4 'or...
dinaire, nous aurons|'égalité de trois degrez {*—azz —+abz—abi—o, :

—bzz—+acz

—czz~+bez
2¥1l. Er certe égaliré eft ]améme que celle qu’on auroit formée duproduirde I'és
galj:é'z{_na—b-zézo, parla fimple z—c—o, ou ce qui eft laméme chofe;

du Prbduit des trois fimples z—a=—0, z—b=—0, &z ——=0.
; 13 Dot



DES MATHEMATIQUES. Livre T1L 361-
Drowril eft clair c{ue fes trois racines a, b, & c, font telles que tout le rap—-'g(XI}If,"-
port exprimé dans I'Axiome peut également convenir a chacune; ce qu'on
verra fenfiblement | ﬁ-par-:mlte-i’éga%ité R—azz =+ ab—abi—o , I'on met-
—bzz—acz,
: _._-s'(z,-q- bez
fucceflivement 4, ou b; ou ¢, au lien de z qui elt Ja valear de cha-
eune, car Pon avraa'_a'—+aab__abc—o, on bi—abb—+abb—aber—o, ou
—aab—aac —b'—rabe
—aac—abe L —bbevbbe
¢—acc—+ abc—abe—o0dans chacune defquelles tous les folides fe décruifenz-
webeo—wace
=t ber
mutusllement par des fignes contrairest -

AX1 OME,
Qur EST TE PRINCIPE DES EGALITEZS

DE QUATRE DEGREZ,

d

Quatre grandeurs eftant donndes, le quarré de quarré de celle qu'on vou- X X1V
dra ; moins la méme puiffance;, moins encoretrois furfolides faits chacun duw
cubede faracine, par chacunedes trois autres grandeurs ; plus ces trois mé=
mes {urfolides , plus encere trois autres furfolides faits chacun du quarré de (a.
racine par chacun des trois plans des trois autres grandeurs alternativement.
multipliées deax a deux;moins ces trots mémes furfolides,moins encore le fur-
folide des quatre grandeurs; plus ce mémef{urfolide fera todjours égal a zero..

Les quatre grandeurs 4, &5 ¢, d, eftant données , comme dans les XXV, -
‘Axiomes precedens , j'appelle z telle de ces quatre grandeurs que 'on  Expreffion de=
voudra , & jécris 5 1% z* pour-fon quarré de quarré; 29, —az'—bz Vdxioms,
—cz'—dz} pour la. feeonde partie der I'Axiome; 3°. —pabzz—vuczz
adzz —+ bexz—+bdzz—+cdzz pourlatroifiéme partie; 4°. —abcz—abdz
——acdz—brdz pour la'quatriéme; §°. Er enfin —+abed pourla derniore, .
ee qui fairl'égalité 2t —ad’—abrz —abez—+abcd—o.

b~ aczz_abdz
o —radzz—mede, |
—di—+bezz—bedx
—wbdzz
—#gdrT

Et cettefgalité eft la méime que celle qu’on auroitformé du-produit des XX VI,
quatre fimples z—a—o, {—b=0, z—c—0, 2—d—o. Carle produit
des denx: premieres eft 22 —a2—tab—o, & celuy des deux autres eft

- bR
%%—ez ~wcd—o0 ; Et chacun de ces deux produits eft une égalité de deux.

—dZ L
dégrez , qui eftant multiplié par I'autre , donnera I'égalité precedente 24, &c.-

De- forte que tout le rapport d’égalité exprimé dans I'’Axiome, ou dans XX Vi

Z:z:
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erre egalité qui le reprefente , peur ¢galement convenir & chacune de fes
racines. Ce qu'onverra fenfiblement, fi par toute I'egalité 'on met 4, ou &,
ou ¢, ou 4, au lieu de z qui eft la valeur de chacune. Car par exemple y
mettant 4, ou &, l'on aura
at—a*—r db—nabc—abed—o, ou bien b*—at—+ab—abbe—+ abed—o.

— b c—anabd —b*—rabbe—abbd

e+ atd—aacd b —abbd—abed

—ad—vasbc—abed —bd—bie__bbed

= —aabd —+b'd
—+aacd —+bbed

dans chacune defquelles tous les furfolides fe détruifent mutuellement les
uns les autres par des fignes_contraites.

Pour operer plus facilem@t dans les egalitez, 'on écrit une feule fois dans
chacun de leurs termes le degré de I'inconnu¢ , qui multiplie toutes les gran-
deurs que I"on y connoir. Par exemple au liende 2 —a22—4 abz—abe—o,

Ion écrit z'—azz—+abz—abc=—o0. —bzz—4acz
—b —tac —oczz—+bez
—c ~+be

Une grande prefence defprit eftant abfolument neceffzire pour appren-
dre promptement ¢ facilement les Sciences . & principalement celles \
dont nons parlons; il eft comme neceffaire d arrefter icy 'imagination par

Voyey L pre- qguelgque chofe de fenfible. C'eft da_em ce deffein que nous allons expliquer
miere’” Table une Table » qui [ans partager snutilement la capaciré de Lefprit, luy
de la [econde reprefentera une idée abregée de la produttion de toute forte d'égalirez,
Fhenbe, entierement réelles ¢ de la nature J: Leurs parties.

XXVIII. Cette table que nous appellons table des egalitez , n’eft prefque autre que
celle des puiffances. -

XXIX. Ses cellules quifont entre deux lignes de gauchea droite , s'appellent cels
lules d’un méme rang parallele comme 2z, —az2, —+ab.

xXX. Et celles quifontentre deux lignes de haut en bas, s’appellent cellules.

d’un méme rang perpendiculaire, comme 12,122, 12% 124, &c.

®XXI. Etcelles quitraverfent dans un méme rangde haut en bas & de gauchea
droite , font dites cellules d’un méme rang diagonal , comme 7z, —a,
—ab. _abe, &c. ” .

XXX11, Lepremier desrangs perpendiculaires eft celuy qui contient un plus grand
nombre decellules ; le fecond rang perpendiculaireeft celuy qui a une cellu-
le moins que le premier ; le troifiéme celuy qui en a une moins quele fe-
cond, &c.

KXXIL Demémelepremicr entreles rangs diagonaus eft celuy qui contientun plus
grand nombre de cellules ; le fecond celuy quien a une moins quele pre-
mier , &c. :

XXXIV. Etau contraire lepremier rang parallele eft celuy qui n'a qu’une cellule;; le
fecond celuy quiena deux, &c.

%XXV. Les cellules d’un mémerang parallele également éloignées de fes extrémi-

#
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gez feront appellées reciprogues , comme —azz & —+abz.
: —b —- 40
—p —+be

L’on remarquera quen toute égalité compofée, chaque partie formée par vy vy
Ta multiplicarion des feules racines contiugs ouinconnues, & quiaura méme £
degre que l'egalité | en elt conceué comme un produit. Par exemp!e
g.—a_f:J par z——o,donne 2z—az—+ ac—o, dans laquelle —az— 6

—b —+be

i
n'eft conté que pourun produir, A caule que 44 n'eft quune racinedel’é-
galité ; & pareillement ac—+ be ne fair qu’un produitde la racine a=#2 par la
racinec, Ilen eft de méme de route antre égalité, ol que!quefois un produic
feul peur contenir une longue fuite de parties.

La table que nous donnons pour la compofition des égalitez eft une defcrip- XXX VII.
tion de celle que nous venons de former.Son premier rang parallelen’a qu’une
eellule. La grandeur « qu’elle renferme, eft une grandeur abfolué¢ comparée
feulementavecelle méme. Cerre cellule peut exprimer cer Axiomes que cha-
que grandeur eft égale 4 elle-méme.

Certte grandeur a4 égalée avec une autre comme z, en telle forte que
&—a—0, donnera une égalicé fimple , dontlesdeux parties z & « rempli-
ront les deux ce'lules du (econd rang parallele. Ainfi le fecond rang eft I'ex-
Erefﬁon des égalitez fimples ; que chaque grandeur moins elleméme eft égale

zero. Et chacune de fes deux cellules aura autant de parties que la cellule
unique du premier rang parallele , ot eft 2.

De méme le troifiéme rang parallele renfermera dans fes trois cellules les
trois termes de I"égaliré de deux degrez , & fervira d’expreffion pour I” Axiome'
de ces égalirez. Sa premiere cellule n’enferme qu'un produirt 17z, Lafeconde’
—az—bz en enfermera autant quela premiere & feconde celluledu fecond
rang parallele Y—a. Carz par —#é dela fimple z—4b—o0, & z dela méme’
€galité 2_b—o par —a de lapremiere z—a—o, donnent autant de pro-
duits pour lafeconde cellule du troifiéme rang parallele que la premiere & fe-
condedufecond rang enrenferment. Et pour laderniere cellule, elle aura un
produit fenl des racinesa & 4. »

Demémele quatriéme rang parallele fervirad’expreflion pour I Axiome des
égalitez du troifiéme degré. Et ainfides autres. Ert chaque cellule d’uri rang
renfermeraautant de produits qu'il y en adanslaméme cellule & dansla pre-
eedente du rang qui le precede immediatement. Par exemple la quatriéme’
eellule du fixiéme rang parallele renfermera 10 produits , c’eft a dire au-
tant que la quatriéme cellule du cinquiéme rang laquelle en renferme 4, plus
fa troifiéme de ce méme rang qui en renfermer 6. Ces dix produits font
—abd—acd__bed__abe_abe—ace—ade—bee_bde—cde multipliez cha~
€un par zz.,

Nous avons feulement décrit la premiere table jufqu’au cinquiéme degré..
Si 'on vouloit la continuer , il ne faudroit que ‘multiplier rotijoursla der-
niere égalité par une autre fimple.. Ce qui donneroit des égalitez de plus en
. Zz ij
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plus compofées, qui feroient des expreffions les plusabregées qu'il eft pofli.
ble des Axiomes ou principes narutels & generaux des égalitez enrierement
réelles qui auroient un pareil nombre de degrez.

X¥XVIIL: Dans chacun de cesrangs la premiere cellule deit n’enfermer aucune-gran2
o deur connué. ' '
KXXIX. Maislafecondeenferme todjours une {fomme connué de toures des racines

g de ce rang.
x1.. Latroifiémerenferme une fomme connué des plans de toutes les racines al-
ternativement multipliées deux a deux.
xL1, La quatriéme une fomme connué des [olides de- toutes les racines alterna
' «tivement multipliées trois a trois. :
La cinquiéme une fomme connué des {urfolides de routes les racines alter-
nativement multipliées quatre & quatre, &¢.

COROGLL ALRE,

XLH. -Orileftclairque fi pour abbreger, nous fuppofons tous les produits égauyx,
Voyez Ia fe- quoyqu'il les faille concevoir comme pouvant eftreinégaux , la table des éga-
wconde  Table lirez poura fe continuer facilement, car I'unité eftant polée dans la celluke
fgjiﬁhf”w' amique du premier rang parallele, tous les nombres de chaque cellule font
< ’ _determinez dans la table infiniment. continuée. Car le nombre de cette pre-
smiere cellule donne celuy de chacune des deux du fecond rang parallele. Et
«celles-ci dérerminent les nombres de chaque cellule du troifiéme rang. Le
roifiéme rang ceux du quatriéme. Et le quatriéme ceux du cinquiéme, E:
ainfi des autres.

Monfieur Pafchal a examiné plufieurs proprietez des nombres que renfer-

.ment ces cellules ; dans fon Traité du Triangle Arithmetique.

xi111.  Nous appellerons avec luy mombres du premier ordre les fimples unitez,
.commey, 1,1, I, &c. .

KL1Y. -Nousappelleronsnombres du fecond ordre les naturels , ou ceux qui fe for2

' _ment par |'addition des unitez , en telle (orte que fila premiere unité faic le
premier de ces nombres , la yremiere & {econde en ferontle fecond , lapre-
miere [econde & troifiémeen feront le troifiéme, de forte que ces nomEres
feront 1, 2,3, 3, §, &c. :

XLV. Nousappellerons nombres dus troifiéme.ordre ceux qui {e forment par une
Jfemblable addition des naturels , & qu'on appelle ordinairement “trian-
gulaires, comme 1, 3,6, 10, 15, &¢C.

KLVI, Demémeles nombres du quatriéme ordre feront ceux qui fe forment pac
' _uneaddition femblable des triangulaires. On les appelle auffi nombres pyra-
Jmidanx , comme 1, 4, 10, 20, &c.
KLV, Parcillement /es nombreydu cinguiéme ordre font ceux qui font formeg pac
_uneaddition femblable des precedens , commer, 5, 15, 35, &c.
1l en eftainfi pour les ordres fuivans.

PreimI1ER THEOREME.
LV Entout rang parallele le degré de 'inconnué dans chaque cellule égalele des
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gré delagrandeur connué dans {a reciproque. Car generalement autant que
l'inconnué diminué fes degrez de gauche a droite autant la grandeur connuc
augmente le fien,puifque chaque terme d'une méme egalité a méme degré. Ec
ainfi ce quimanque audegré de]'un doit todjours eftre remplacé par le degré
del'autre. okl

Seconp THEOREME,

‘En rout rang parallele , lorfque deux cellules confecutives-en fontTunedu x11%,
rang parallele qui fuir, cettecellule feraegalea la premiere des deux autres
plus a toures celles qui precedent cette premiere dans fon rang perpendiculaire
( j'entens par egalitéde cellules la (eule egalire des nombres , & non pas celle
des produits qu'eiles renferment. )

Demonftration. Les deux cellules c—g donnent la cellule b, & je dis que
b—¢, —+ b—+ a, qui precedent cdans {on rang perpendiculaire. Car parla fup-
pofition h—¢~ 7. Or par la formation de la table g=—b~.f, & f=—a. Ponc
b=t—+b—a. Ce qu'il falloit démontrer. '

TroirsrtM: THEOR EME.

.

“En tout rang parallele, lorfque deux cellules confecutives en fontPuneda [
zang parallele qui fuic, cette cellule feraegaleala derniere des deux, plusz
goutes celles qui precedent certe dernieredans fonrang diagonal.

Demonstration. Les deux cellules g—+/ donnentla cellule m, & je dis que
w—l, ~+f~+a, qui precedent / dans fon rang perpendiculaire, Car par la
fuppofition m=—g—/. Or par la formation de la table, g=—b=+fi& f—=u,
Ponc m=—/~+f~a. Ce.qu'il falleit démontrer. '

QUATRIEME THEOREME.

En tout rang parallele chaque cellule eft égale a 1a reciproque. 11;

Soit prife au rang parallele 12%&c. {a feconde cellule b, je dis que b—m.
iCar par la fuppofition k=——=g—+c. ‘Et m—g-+/. Ore—=/. Donc g—+c=—g-+/,
Qr b—=g—+c, & m=—g~+1. Doncb=—m Ce qu'il falloit démonsrer.

Premier CoROLLAIRE,

Or chaque cellule eftant égalea fa reciproque , il eft vifible que tous les 111
rangs perpendiculaires font égaux a tousles rangs diagonaux , <hacun a cha-
cun & dans le méme ordre , c’eft a dire que le premier perpendiculaire eft
4gal au premier diagonal , le fecend perpendiculaire au {econd diagonal , &c.
;puifqueleurs cellules font reciproques.

Stconp COROZLLAIRE

Et il eft chair par ce Corollaire: & par la formation dela table que le pre- LI¥I,
-mier rang perpendiculaire , & lepremier diagonal enferment dansleurs cellu-
les les nombres du premier ordre.
+Que-de (econd perpeneliculairc & le fecord diagonal enferment dans leurs L1V
cellules les nombres naturels , ou du fecond ordre.,
Demémele wroifiéme perpendiculaire & le troifiéme diagoral enferment LY
Zz iij
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dans leurs cellules les nombres triangulaires , ou du troifiéme ordre, Etainf@
des aurres,

TRors1EME CoRrRoOLLAIRE.

Cette méme formation de la table peut fervir en paffant A- expliquer le-
moyen de determiner en combien de manieres differentes on peut prendre de-
plufieurs chofes par un nombredeterminé, comme de deux a denx, detrois &
trois, de quatre & quatre &c Ce qui a_rapport aux combinaifons , puis
q’elles fe font de la méme maniere que les multiplications alternatives dont
nous venens de parler. Voici quel elt'ufage de la table pour ces fortes de com-
binaifons. :

Lotfque de plufieurs chofes propofées il fera permis d’en choifir par un-
nombre determiné, La tableeftant continuée autant qu’il fera neceffaire , il
faur dans fon rang parallele quia méme degré que le nombre des chofes pro-
polées, prendrela cellule otil'inconnué aun méme degré que le nombre de-
terminé par lequel (e doit faire le choix de ces choles , le nombre écrit dans.
cette cellule fera celuy quon cherche. _

Si par exemple on commandoir a un peintee de-faire un rableau ot il fau-
droit feulement employer § couleurs , & quece peintreeneuft 1o, pour fga-
voir en combien de manieres differentesil peur choifir § couleurs entrefes 105
Fon prendra le rang parallele z° qui a 10 degrez, c’eft a dire autant que le-
Peintre a de couleurs en tout, en [uite 'on prendra dans cerang la celluleouz
a §degrez c'eft a dire autant que I'on veut choifir de couleurs Le nombre 45:
renfermé dans cette cellule eftle nombre qu’on cherche.. Si les couleurs fone:
le blanc 4, lenoir 4, le jaune ¢, le rouge 4, I'incarnat e, le verd £, le blen g. le-
wiclee b, le gris 7, & le brun /, les choix (eront les 45 qui [uivent.

1. abedefgh 16. abeefghi 3% acdefgil
2. abedefgi ’ 17. abeefghi 32, acdefhil
3 abodefyl 18, abcefgil 33. acdeghil
4+ abedefbi 19. abeefhil 34. acdfohil
5. abedefhl 20. abeeghil 35. acefohil'
6. abcedefil 2% abefghil 36.. adefrhil’
i décd‘egbi 22, a&defgfai 37 éra’efg}yi-
8. abedeghl 23. abdefghl’ 38. 6:5!'8)‘253’
9. abedegil 24. abdefgil 39, bedefyil
10. abedebil 25. aé’d:fis’t' 40: bedefhil
1. abedfghi 26. abdeghil 41. bedeghil
1. abedfyhl 27. abdfghil 42, bedfghil’
13. abedfyil 28. abefohil 43.. beefghil
v4. abedfhil | 29. acdefghi [ 44 bdefghil
15. abedghil 30. acdefyghl 45+ cdefohil’

Lorfque la fomme connué dans uh terme eft égale 4 zero , ce terme’
mangque dans 'égalité, Si cette fomme égale 4 zero eft lafomme des racines,.
le fecond terme manquera.. Si.c’eft la. fomme des plans de toutes les racines:

B



DES MATHEMATIQUES. Livrz IIL 3567
alternativement multipliées deux 4 deux, le troifiéme terme manquera. Si
cetre fomme eft celle de tous leurs furfolides alternarifs , le quarriéme man-
quera , &c. Car cette fomme égale & zero ,multipliant le premier diminué
-de quelques-uns de fes degrez , donnera un produit égal & zero.

On appelle ces termes égaux a zero des termes ¢vanoiiss. LVIIL

Et dans une équation donnée on reconnoift que 1'un de fes termes eft .
évanoiiy , lotfque Iinconnué a deux degrez moins dans un terme que dans
celuy qui le precede. X

Si cette inconnué a moins de trois degrez , deux termes feront évanoiiis;
f1 elle en a moins de quatre , trois termes feront évanoiiis, &c. Car d'un
terme a un autre I'inconnué ne doit jamais diminuer quelun de fes degrez.

La place dechaque terme qui manque dans une égalité , eft ordinairement
remplie par une petite éroile , comme x*——px—+7=——0, o le fecond terme
manque.

Nous confidererons ordinairement dans la fuitele premier terme de chaque
¢galité avecle figne —+, & s'il avoit — , il faudroit luy.donner —, & chan-
ger en méme temps tous les autres fignes qui ferotent dans I'égalité, Ce qui
ne change en rien fa nature ; carc’elt par exemple une méme chofe de dire
—u—+ 4, ou bien 4 x—4=—0. Si tourefois il y avoit quelque fraction dans
Pégalice , il ne faudroit pas changer les fignes qui font au fecond terme de

: : : ; ; —tr—b T 0 AT

la fradtion. Si par exemple javois —r————o, je n’écrirois pas
L — D - SRR

-t = —0, mais ] CCIIrolS - X————0,

| —ped S s

La sonfideration du {econd terme eflt d’un grand ufage pour la fuite. C'eflt LIX.
pour cela qu'il faur bien examiner tout ce qui peur luy arriver en toute
forte d’égalitez réelles. On a veu dans les égalitez fimples que les vrayes
racines ont —, & que les fanffes ont —+. Or dans le fecond terme d’une
égalité compoiée, ces racines avec leur figne mwultiplient le premier terme

« diminué d’un degré, quiatotjours —+. Doncles yrayes racines qui ont —,
multipliant ce terme quia —, l¢ produit donnera —,'& au contraire les
£aufles qui ont —+, multipliant ce premier terme qui a aufli ~+, le produit
donnera -+. Etcomme ce [econd terme contient tottjours une fomme con-
nué de toutes les racines tant vrayes que faufles ; voicy ce qui luy arrivera en
goutes fortes d’égalitez felon la difference des racines.

1°. Si routes ces racines font vrayes , leur fomme aura le figne —, & au-
cune n’en fera retranchée par un figne contraire.

2°, Si elles font routes faufles, leur fomme aura —+, & aucune n’en fera
retranchée par un figne contraire.

3°. Si les unes font vrayes, & les autres faufles , il y aura trois cas.

Le premier, fitoutesles vrayes font égales a routes les faufes , leur fomme
fera égale A zero, cequirendrale fecond terme évanoiiy.

Le {econd eft que fi toutes les vrayes font plus grandes que toutes les

faufles | leur fomme aura —.
Et le troifiéme eft que fi toutes les faufles font plus grandes que toutes les

vrayes , leur fomme aura —+.
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Nous pourons encore examiner ics-'-chaugemens des ﬁ'gnts' qui arrivens-
dans les termes duine égalité par la voye dela compofition. Si par exemple;
Fon prend les quatre egalitezi fimples: ¥ 2—0, ¥—3=—0, ¥—4=—=0, &
x—4=—0 ; leur produit fera a'—4¥' —_1oxx¥—+106¥—120==0. OU TroOi¥
racines font vrayes & une fauffe. L'on voit dans cet exemple que la-difpo-
firion des fignes elt telle qu’il y a aurant de racines vrayes , que les figmes
~+-& — font changezralternativement dans les rermes de I’égalité, & au=
tant de fanfles qu’il fe trouve de fois deux mémes fignes qui s’entre-{uivent.:
Car —px* & —44° changent alternativement de figne; —ua2% & —19xw
qui s'entre-[nivent , ont un méme figne; —19vx & —+106% changent
alternativement de figne | & —#i06% & — 1o changent anfli alternative~
ment, Ce qui fait trois changemens pour les trois racines vrayes, & les
denx mémes fignes qui-ne changeut poine’, marquent la racine fauffe.

Mais 'on fuppofe au contraire que toutes les racines qui eftoient vrayes!
font.de faufles racines, & quela fauflé en eft une vraye.. Les quatre imples
égalitez-feront done. x—21—=0; ¥~+3—0, x¥—+4—03 & x*—j—o ;& leur
produis (era x*— 424' —19xx—ro6x—120=—0,dont trois racines (ont fauflesr
& I'une vraye. Cetre égalitéeft fort peu differente de la premieresla feuler
difference eft que le fecand terme 4% 8¢ le quatriéme ‘ro6x, ont differens-
fignes dans ces deux égalitez: Mais cette difference méme des fignes marque
dans’'une & dansl’autrequ’ily a autant de vrayes racines que — & — fonts
alternativement changez; & autant de faufles qu’il s’y trouve de fois deux
mémes fignes — ou — qui s’entre: fliivent.. €ar x°qui a rofijours —, &.
chaque yraye racine roljours —, multipliant alternativemeut une troificme
grandeur, diftuiblent aux rermes de' I'égalité compofée un changement
alternatif des fignes — & —. Mais au contraite, » & les faufles racines?
qui ont todjours — , multipliant-alternativementune troifiéme grandeur,;
élles diftribuent alors deunx fois defliiteaux rermes del’égalite compofée, un.
méme figne — . fifarroifiémegrandent ar—+ , ou le:méme figne —, fi‘certe”
grundeur a —. : .

. AmfF donc pour-faire-en: toure: égalité’ quechaque racine vraye deviehne:

fauffé, & que chaque faufle devienne vrayesil faur changer fealement tous:
les fignes —+ ou' — qui font au' fecond’ , aw quarriéme ; au f{ixitme:, aur
hiitieme';. & aux-autres: termes dontlerang eft “exprimé par’ des nombres:
pairs ;; mais: il' ne' faut rien' changer-au premier | ttoifiéme . cinquiéme
feptieme:,, §cauxautres rermesd’un rang-dont le nombreeft impair. Comnie:
fl anliende —s¥— g — v 106 120—0 ,. ot écrit cette autre”
epalite  —Hxtpgnt s —1o6¥—nor—o;les 3 racines qui eftoient:
vrayes: dans: la: premiere | (bront faufles dans la fkconde 5, & celle qui eltaiee
fauffe dans [a: premigre: farar veaye: dans Ja (conde. -
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DE LA RESOLUTION DES EGALITEZ
EN GENERAL,

Pour reconnoiftre i une grandeur donnée elt racine d'une egalicé,
cette egalité (era divilée par une fimple de 'ingonnu€ moins ou plus certe
grandeur donnée , moins , fi la grandeur eft {fuppolée vraye, & plus, fi clle
elt fuppofée faufle. Sila divifion fe peut fuire exadtement, cette grandeur
fera racine de I'egalité ; mais fi la divilion ne peut [e faire exaltement , cette
grandeur n’en fera pas une racine. :

Par exemple I'on reconnoiftra que 16 eft racine de I'egalité y°__gy#
— 124y —64——0,parcequ’elle peut eftre exaltement divifée par yy—i6—o,
Pexpofant de la divifion eft y*—Syy—4—o0. :

Mais fi la grandeur donnée n’eft pas racine del'egalité , la divifion laiffe
neceflairement un refte  Si ce refte eft pofitif, I'egalité a quelque racine
plus petite que la grandear donnée 5 mais file refte eft negatif, elle a quel-
que racine au deflus de la méme grandeur , pourveu que la grandeur don-
née foit pofirive. _

Par exemple, fi au lieu de prendre yy—16=—o, pour divileur de I'egaliré

¥ —8y' —124)y—647=0, l'on euft pris yy—17=—=0, la divifien auroir laiff¢
Ie refte pofitif —+429. Ce qui marque non feulement que 17 n’eft pas ra-
cinede l'egalité , mais encore que cette egalité a quelque racine au deflous
de 17,
Et fi ’on euft pris pour divifeur de laméme egalitéla fimple yy—r15—o,
la divifion auroit laiff¢ le refte negatif —459. Ce qui marque non feule-
ment que 15 n'eft pas racine de I'egalité , mais encore que cette egalité a
quelque racine au deffus de 15. Ainfi Uon reconnoift que 'egalité propofée
a quelque racine comme 16 qui fe trouve entre 17 & 15. -

Lorlque I'egalité propofée eft literale, c’eft a dire lor{que fes grandeurs
connugs font exprimées par lettres , {i.I’on propofe une des lettres quelle
renferme , & qu'on veuille fgavoir fi elle en eft racine ou non, il {uffic de
la fubftituer par tout au lieu de Pinconnué ; car fi tous les termes fe dé-
truifent mutuellement par des fignes contraires', cetre grandeur fera racite
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de l'egalité , finon elle n'en fera pas une racine. Cela fuit des principes

generaux des egalitez compofées‘.

Les racines d’une egalité réelle font totjours neceflairement ou toutes

egales entr’elles , & alors il n'y en a qu'une ; ou quelques-unes egales &
Ies autres inegales ; ou enfin elles font toutes inegales.

ReEcirESs :
Pour refondre les égalitex dont toutes les racines [ont égales.

La grandeur conniie du fecond terme divifée par le nombre des dimen-
fions du premier, donnera toljours cetre racine. Car par la fuppofition

poutes ces racines font egales, & leur nombre eft egal aunombre des dimen-
AAa

LXI,

LXII.

LXIIT,

LX1V.

LXV..



LXVI

370 ELEMENS

dions du premier terme. Or le fecond terme eft la fomme de toutes ces
racines. Divilant donc ce terme par le nombre des dimenfions du premier,
l'on aura chaque racine.

La méme racine fe trouvera aufli en faifant une egalité du premier &
du dernier terme , car les racines de cette egaliié leront celles de I'egalité
propolée. \

Soit pour exemple del'unes l'autre regle, Legalité ' —6rx—+120—8—0,
Par la premiere regle , 6, grandeur conniie du fecond terme, divilée par
nombre des dimenfions du premier, donne pour expofant 2, qui eft auffi la
racine de l'epalicé.

Et par la feconde regle, 'on prendra x'—8—o0. Donc »'=8, & x—1.
La racine de I'egaliré eft donc le nombre 2. Cela fuit de ce qu'on a dic
ponr la refolution des puiffances. Car ces fortes d’egalitez X les puiffan es
ne font ancunement differentes entr’elles. Mais Pon remarquera cependant
que la feconde regle a cet avantage (ur la premiere, quielle peut (ervir aufli
lorfque les racines font inegales feulement par leurs fignes, Ce qu'on
verra en fuppofant le premier terme — ou — le dernier égal a zero, &
en fuite examinant {i =+ ou — la racine egalement tirée de part & d’autre,
eft une racine de I'egalité a divifer. Sil'on trouve qu'elle en foit une ra-
cine , 'on verra de nouveau fi —+ ou — la méme grandeur eft racine de
Pexpofant ; & cela fera reireré autant de fois que I'egaliré a divifer aura
de degrez. Toutes les divifions qui pouront fe faire , marqueront au-
rant de racines egales , abfolument, fi elles (e font avec un méme figne,
ou bien en quantité feulement, i c’eft avec un different figne,

DE LA REDUCTION DES EEGALITE'Z
QU ONT PLUSIEURS RACINES EGALES.

THEOREME

En toute egalité qui a plufieurs racines éga!es » fi I'on multiplie fes ter-
mes par les termes d'une progreffion anthmenque! chacun par chacun &
dans unméme ordre, le produit donnnera une egalité dontla valeur ne fera
que zero, & qui confervera encore l'une des racines egales.

Soit prife une egalité telle qu'on voudra , comme 22—éz—dg—o. Er

-0z

qu'elle foit mul tipliée par une autre comme 2Z—24%—+a4=—o ; 'egalité oun

roduit 2* &c. aura pareillement deux racines egales. Or fi "on multiplie
cetee egalité par une progreffion arithmetique, telle qu'on voudra, comme
par 0,1, 2, 3, 4 ; ou par l'autre 4,3, 2,1, 0 sles deux. produits feront deux
eoalitez dont la valeur ne fera que zero, & chacune aurapourl’ine e feg
racines la grandeur 2, qui eft I'une des deux egales de la propofée 24 &c.
Car fi1'on met 4, au lieu de z dans chacune , tous les termes feront mutuc!le-
ment détrnits par des fignes contraises. Il en eftainfi de route autre egalisé
£i pluficurs de fes racines font egales.
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2124 A4 —aabz—aadg—o0. égalité propofée.

—b s 2ab22 v aacz
—+c2}—240R 2 —+24dg2 '
— dpzz _
&g X 2 3 4 premicre pregreffion arithmetique.
Egl ity 2 I o feconde progrefSion arithmetique.
¥ produit —2a%'—+24432—3aab—4andg—o——24" 24— 3ab—qandg—0 E
— b+ gabrz—+3aac3 — db—v4ab-+3d'c
— CR'—4a02 1 Gadgz ~+ @e—4qa'c—Gandg
—2dgRz —2aadg
2" produit 4% —6aZ) —+2a433—aabi—o—4a'—6a'—+ 2wt —atb—o.
—3b% ¢ gabzz—aacy, —3a'b—+gab—rac
—302 —4qacxi—+2adgz ~+3a)0—4a'C—+ 24247
w. —24gRz —2aadg

CorRoLLAIRE

Lors donc que P'on feait qu’une egalité propofée renferme deux ou plu- LXVIL,
fieurs racines egales , I'on poura trouver encore d’autres egalitez diffcrentes
de la propofée , quiauront neanmoins pour 'une deleurs racines, celle qui
eft egaledans cette propofée. D’onl il s’enfuit queles unes & les autres au-
ront pourdivifeur commun l'egalité fimple de l'inconnué — ou — la valeur
de la racine egale, — , fi la racine eft faufle , & —, fi certe racine eft
vraye.

Surquoy il femble & propos d’apporter ici quelques regles de Monfieur
Hudde pour trouver facilement les egalitez qui en peuvent exaétement divi-
fer 2 ou plufieurs autres, & pour reduire par ce moyenles egalitez propoftes
qui ont plufieurs racinesegales, a un degré plus fimpleque leleur , comme:
aufli pour découvrir la valeur de ces mémes racines..

" REecgre
Pour trowver une egalité qui en puifle exaltement divifer denx
autres plus compofées & differentes emtr’elles.

1°, Dans lapremiere des egalitez propofées, qui fera celle dont les de-
grez{erontles mémes oumoindres que les degrez de I'autre, I'on prendra la:
valeur de fon premier terme , & "on fubftituera cette valeur au lieu de la
quantité inconnué de ceméme terme dans la feconde egalité, aurant de fois
qu’elle s’y trouvera. Cette premiere operation donnera une troifiéme egalité,
dans laquelle I'inconnué anra moins de degrez que les deux precedentes.

2°. L’on prendra la valeurde toute la quantité inconnugau premier ter-
me de cette troifiéme egalité , & onlafubftitueraen [a place dansla premicre
egalité , autantde fois qu'elles’y trouvera. Ce qui donnera une quatriéme
egalité de laquelle 'inconnué aura moins de degrez que les trois precedentes.
Et enfin ’on reiterera une femblable operation , jufques a ce qu’el vienne une
derniere egalité dans laquelle tous les termes (oient muruellement détruits par
des fignes contraires, L’egalité qui aura precede cettederniere, & qui aura

AAa jj
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fervi A faire que tous fes termes (e déeruifent,, feral'egalité cherchée. Cecy 5°¢-
claircira par 'exemple {uivant,

Exemple.

Soient les deux egalitez 24— 442} 114422 —204'2—+124'—0 , &

- Rf—3 12~ 124422—164* <+ 24.4%—0, j'auray par la premiere epalité,
T —jad—I112a32—+ 204°z— 122*, Subftituant donc cette valeur aun liey
de z* dans la fcconde egalité, & divifant la fomme par 4. jen auray une
troifiéme dans laquelle je prends de nouveau la valeur de 23, & je la fubfti-
tuc en fa place dans la premiere egalité , autant de fois qu'elle s’y trouve, ce
qui m’en donneune quatriéme qui eftant divifée par 1200, donne enfin Ie-
galité zz—az—+61a—0, oubien zz=—az—6aa. Or {ubftituant certe va-
leur dans la troifiéme egalité, j'en trouve une, donr tous les term=s (ont
mutuellement détruits pardes fignes contraires. Ainfi I'egalité zz—a- —
64a—o, eft celle quel’on cherche. Elle divife exadtement chacune des deux

egalitez propof€es.
24 o PR S i=gad) —11aa22—+20a'z—124*
o L 4 = { —3aT—+ 124423 —164 2 ~+ 24a% -
fomme ou 3° égalité ax —+aazz—+g4a T—+1-4'=o0.

ou la divilant par 4,
3¢ €galité - azz—+ qgaal—+124=0,

Donc z'=—=—az2— 42az—124'

Donc z¥——az’,—gaazz—124'z
-—4_4;7__’:-—4.6{'_,
. T§Az =§a4XX—+204'2~+ Goa®
=t (1442042~ n2a'— 114422—204'2~ 124"
= e r . f- i AT T RN -
Jomme ou 4° egalite 124433 —124'2—+724%—0.
Er la divifant par 1244.
XZ—az -+ Gaa=—0.

Done {{—az—6Gaa, Donc z.’:az.z.,—-—b:m{

— ARZT"AZZ,
2a2z2=—242—n128°
~+4aaz—t 124 — 4442 124
fomme * ¥ —o,

Cette regle fert auffi pour trouver le plus grand divifeur commun des gran-
deurs liteerales. 11 faur avant qu’on la (uive fuppofer chaque grandeur comme
une egalité qui ne vaut quezero, & confiderer (elon Pordre des egalitez une
méme lettre comme l'inconnué de chacure, Par ce moyen I'on peut faci-

lement reduire les fractions litterales aleurs expo['auts.

REcLE
LXVIIL Pour trouver les vacines égales gue renferme une égaliré vropofee,
+ L'oymultips les termes de cetre egalité pac les termes d’une progreffion
arithmetique , chacun par chacun & dans un méme ordre. Le produir don-
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ne une egalité nouvelle differente de la propofée, mais qui renferme nean-
moins la racine égale. C’eft pourquoy P'on cherchera le divifeur com-
mun a toutes deux felon la regle precedente, Etl'ou trouveraeufin cequ'on

cherche.
Exe mp! e.

Pour trouver les deux racines égales dans &*—4 x¥x—+ gx—2—0. jelamul-
tiplie parune progreflion arithmetique , dont la difference ne foit que l'uniré,
pour fendrel'operation plus facile, & je mets o pour I'un des termes de la
progreflion. Par exempleje choifis la progreflion —+1.0,—1,—2. ce qui fait
¢vanoiiir le lecond terme,

égalité propoffe x'—4xx—+5r—2—o.
progrefion arith. —+1. © —IL.—1,
Etil vient ' * —sx—+4—0. Donc ¥'—5x—4.

Mettant donc au lien de #° fa valeur §x—4 dans la propolce, I'on

aura —4vv—+104—6—o. Donc axw=Ixr—2_  Ainfi fubftituant certe

valeur de xx dans Degalité x'*—sr—4—o0, l'on aura legalité
S e - i ncore Lx—- i .
~xx— —2,—sv~+ 4—o. Oubien remettant encore txv— - au lieu de xx

qui s’y trouve encore,cette egalité fera "_l(""" —1:0. Donc —x—1—o.
Et x—1. Sil’on met donc dans Pegalité propofée , 1 au lieu de &, I'on
aura r—g4—+s—2—o. Ainfi la racine egale eft 1. Et l'egalité propofée
eut eftre divifée par xx—av—+1—o, quarré de la fimple x—1—o. Et
r'expoﬁ"uw xr—3—o0, fait voir que 2 eft I'autre racine qui refte.
Si 'on enft pris une autre progreflion comme — 2 —1.0,—1, pour faire

évanotiirle troifiéme terme KX 20,
-2, —+L. 0. —L

I'on auroit eu pour l'egalité trouvée 2—qxx *—z—o,
& l'on auroit trouvé que la fimple ¥—r—o eft le plus grand divifeur
commun de cette egalité & de la propofée. _

Il eft 4 propos de choifir non feulement les progreflions les plus fimples,
mais aufli de les difpoferde telle forte que zero foit fous les termes qui doi-
ventle plutoft eftre evanotiis. L'on peut aufli au lieu de cheicher le plus
grand divifeur commun de la propof€e & d’une premiere egalité qu:on atrou-
vée , prendre celuy de cetre egalité & d’une autre tmuvée?en méme fgrte,
{elon qu'on le jugera plus facile. Ainfi dans I'exemple propofe ,'['on auroit pt
chercher le plus grand divifeur commun , des deux egalitez trouvées
¥ x4 4—0,& 22’—gxx* _r—o. Cequi auroit donn¢ laméme egali-
té fimple x+—1=—o0, quenousavons trouvée, g

Silon fcavoit qu'ung egalité propofée eaft plus de deux racines egales,avant
que de chercher le plus grand divifeur commun, il feroit a propos pour ab-
breger, fi 'egalité avoit 3 racines egales,dela multiplier par une progreflion
arithmerique. Et fi Pegalité avoir 4 racines egales , on feroittrois fembla-
bles muldiplications; fi elle en avoit cing, Pon en feroir 4. Et ainfi des

ZU1res.
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37 : 1 2 S ;
Si par exemple l'egalité eftoic celle-cy — %% —Gaw—8xr—3—0,
qui a trois de fes racines egales ,on la =
pouroit multiplier par la progreflion arith. o.t. %43 " g §s
Ce qui donne legalité’ * * —pxx—24v—12—o0.
qui eftant de nouveau multipliée par la progr. o. I, 2
I'on a l'egalité * —24x—24—0..

= Donc ¥—1—0. Et a—1..
Divifantdonc la propofée par »'—szxx— 12—, Uexpolant fera Iegalité
x—+#3—o0. Erainfiles 4racines feront 1,1,1, & —3. Il en eftainfi de tous les-
cas [emblables.
COROLLAIRE
Monfieur Hudde rapporte encore a cette methode la determination des

" tangentes dontparle Monfieur Defcartes dans {a geometrie. Caril y a des. |

rencontres dansla Dioptriqueotile calcul donneaux Geometres une egalité
dans laquelleils confiderent quelque grandeur connué comme l'inconniie de
Pegalité , au lieu qu’ils en confiderent d’autres comme conniies qui nean-
moins ne le font pas. Etil faurquel’egalité decouverte foit telle, que deux
de [es racines (oient egales.

Or I'egalité eftant ainfi determinée , I'on retranche le terme qui empéche-
le plus que 'on ne connoifle celle des grandeurs que 'on fe propofea dé-
couyrir. Ce qui {e fait en difpofant la progreflion arichmetique en telle for-
te que fon terme zero {e trouve fous celuy quil eft a propos de faire-
evanoiiir. Apres quoy le refte fe faic [elon les regles des reduétions ac-
colitumces.

Premier Exemple,.
Lepremier exemple qu'ils apportent eft Iegalité yy—+ q;__lf Ly 9”::’?’7 =0l
Ses deux racines doivent eftre egales , la grandeur y eft toute connué ; mais:
Fune des grandeurs v & [ eft inconnué. Si l'on fuppofe que ce foit v
que I'on ne connoifle point, 'on prendrala progreflion arithmetique 2.1, 0;,
afin que zero [e trouvant fous le terme od v a plus de dimenfions , ce
terme puifle eftre évanoiiy.

e 4 .l 4 L o O
Multipliant donc les termes de P'egalité _y_y——l-qg_ff}—z-qﬂg__férzgj_
~ par ceux de la progreffion 2. r 0.
Pon aura legalité 23217 __

s i g
qui eftant multipliée par g—, donne 2gY—2ry—+9r—29v:
Et divifant le tout par 29, ]——-t—?—l*;-?’.‘_—:fy.
L’autre exemple eft celuy-cy , ot il faut trouver la valeur de 'a.",:'

Y —2by—acdy - gbedy' —2bbedyy—2becddy—bbecdd—o.
-+ —2ddv —pccdd
~xdd —ddff
ddvy:
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Mult. par 4. 3. 2. I. 0. —T. —.
Prod. 4)°—6by'—scdy — gbhedy’ * —+2bceddy—bbocdd—o,
. —+2bb —addv
~+2dd

Et divifant tout par 2ddy', & rejettant v dans l'autre membre, l'on
1l by acy  abe  bee  bbee :

trouve enfin -, — TH ———% 4 T
by
~+ 24
-+

Tl en eft ainfides autres. Silagrandeur/ eftoit inconniie, & la grandeur
@ conniie , 'on feroit evanoiiir tel terme quon voudroit autre que celuy
ou [eflt renfermé , parce que [ ne fe trouve quune fois & qu'au fe-
cond degré. Er files grandeurs ¥ & [ eftoient toutes deux inconiiies , &
qu’on vouluft determiner I'une oul'autre, le probleme feroit indetermine,
Pon pouroit prendre telle grandeur que I'on voudroit pour I'une des deux.
Apres quoy 'on popmit-de:erminer 'aurre par les regles precedentes,

DE LA REDT CTILON

DES AUTRES EGALITEZ.

Toutes les egalitez [ont numeriques ou litrerales , lorfguelles font nu=
mmerigues > il eft 4 pmfw avant que d'en chercher les racines de delivrer
Teur: termes des nombres incommenfurables qus 'y trouvent. Ce qus ponra

fe faire en cette [orre.
REectr:z

Pour delivrer les egalitez des grandesrs incommen(isrables
. gis'elles rmf?rmmr.

Si les grandeurs font renfermées fous le figne radical p7, 1°. L’on rend
ane feule de ces grandeurs membre de Iegalite , & I'on multiplie quarré.
ment chaque membre; ce qui en donne une autre plus compofee , ol cet-

te grandeur eft deveniie commenfurable.

»°. Rendant l'une des autres grandeurs incommenf{urables membre de
cette feconde egalité, 'on mulripliera quarrément chaque membre; ce
qui donnera une troifiéme egalité encore plus compofée que la feconde,
ot lagrandeur incommer furable fera pareillement devenué commenfurable.
1l faudra faire une fembl ble operation pour chacune des autres grandeurs
incommen(urables. Ce qui donnera enfin une egalité, ot toutes les gran-
deurs feront commenfurables. :

Exemple.

Soit Pegalité propofée x3*__xp” a— k=0, qui contient les deux gran.:
deurs incommenfurables a2 & 6. Pour la commodité de I'operation,
failant 7a—p & P b=—g an liew de ¥ —xp e}/ b=—0 I'on peut
écrite £*%__px—4=—0. Apiés quoy, I°. failant la giandeur incommen=

LXXL
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urable p, Pun des membres de l'egalité, I'on aura p:x_:'if, quarrant cha-

cun de ces deux membres , & multipliant le tout par xx, Pon aura
pprx=—=x—29x'—9g. 2°, Failant la grandeur incommenf(urable, membre

x“—_upxx._(-g_q_

de cetre egalité, 'on aura —g— »& quarrant chacun de ces 2

1%}
membres,& multiplidtle tout par 44, & en fuite dilpofit par ordre les termes
de I'egalité , I'on aura a"*—3 px“—zqqx‘—:.ppx*—zpfq?xx—l-q":o,
qui eft une egalité du douziéme degré , mais qui pafle feulement pour une
du fixiéme , a caufe que les degrez de l'inconnu¢ ont par tout nombre

air,

Que fi I'egalité propolée euft renfermé trois grandeurs incommenfurables
de- m¢me efpece, c’elt a dire qui fuffent chacune fous le figneradical 1/,
la derniere egalité a quil’operation auroit conduit feroit de 24 degrez , mais
elle ne pafferoit que pour ra.

LXXIL. © Mais fi les grandeurs incommenfurables font renfermées fous le figne
radical p7C. 1°. Rendant I'une de fes grandeurs membre delegalicé,& mul-
t1p11an: cubiquement de part & d’autre , cette premiere grandeur fera deli-
veée de fon figne, & les autres auront un, ou deux , ou trois degiez,
& en ce qu’elles en auront trois , elles fetont commenfurables. De forte
que I'on poura faire une egalité nouvelle, ou 'une de ces grandeurs n’au-
ra pliss qu’un on deux degrez , & multipliant chaque membre de cette
egalité nouvelle par la méme grandear incommenfurable, elle aura de nou.
veaw un on deux , ou trois degrez ; & ence qu'elle en aura trois , elle fera
commenfurable, De forte que I'on poura encoreavoir une autre egalité,
ol cette grandeur n'aura plus qu'un ou deux degrez , & fi par le moyen
de certe egalité , I'on cherche la valeur du quarré dans 'egalité preceden-
te, l'on aura une autre egalité , ou la grandeur incommenfurable n’aura
plus qu’un degré. C’eft pourquoy faifant un membre de cette grandeur,
& multipliant de part & d’autre cubiquement , I'on aura une egalité ou
elle fera devenuiie commenfurable, Et reiterant la méme operation aurant
de fois qu'il fera neceflaire , 'on arrivera enfin a une egalité on les gran-
deurs ne feront plus incommenfurables , mais dont le degré fera beaucoup
plus elevé que celuyde la propofée. )

Lorfquz les calenls font trop longs, il eff & proposde les abbreger 5 en
Subftituant une [enle grandeuran licude plufi-nrs decelles qui ne_?bn: plus
incommenfurables . comme on verra dans lexemple [uivant.

Ext’m}bff,

Soit I'egalité propolée &' *—px—+g—o0, dans laquelle p & ¢ marquens
chacuone une grandeur incommenfurable renfermée fous le figne p7C..
1°. Je rends px membre de I'egalité pa——r’-14. Et cubant chaque mem-
bre , j'ay pour premicre egalite plai—a’—372°~3992'—+g" 2°. Je
fais des parties 39x° & 39425, ol ¢ n'eft point commenfurable , un
membre de I'égalité 394°; 3990°—pix'—2*_¢', & pour abreger je fup-
pofe f—p'x'—x’—7', qui font des grandeurs commenfurables , &

j écris:
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'j’-écris 37x° 3790 —f*. Multipliant donc chacun de ces membres par
g. {'ay pour troifiéme egalité 3794°—+39'0—=fq, & cherchant par le

moyen de cette egalité la valeur de gg quarré de ¢, je trouve
fl,};____jp,.x!

9= e Et mertant cette valeulir de g4 dans la feconde egalité
39" —+399x"—f", il vient _z,qx‘_q'—l-{‘—i?:f’. Et le tour eftant multi-

. 1 1 e 0 $aad e R T O S
pli€ par »', Pegalité (era 394°—g'w' 1 flg—F»’. Doul je tire - et

& pour abreger je fuppele fix'—givi—g’, & 32°f'—0, & jécris
3 . .3 By
5’_——:7 Cubant enfuite chacun de ces deux membres, jay ¢=—=75. Aprés

quoy remetrant a la place de g* & de /° les grandeurs qui leur font egales,
& difpofant par ordre les rermes de egalité, I'on aura enfin une egalité du
36° degré , mais qui paflera {eulement pour une du 12°, a caufe que l'in-
gonnuc de chaque terme a un autre diminué de trois degrez,

REGLE GENERALE
Pour trouver les racines commenfurables d'une egalie
propofie, €& qui foit fans frailion.

1°. Si l'egalité propofe eft numerique, & que les grandeurs conniies
de fes termes renFe: ment quelques grandeurs incommenfurables ; 'on en
delivrera I'egalité par la regle precedente,

2°. L’on examinera par ordre tous les divifeurs du dernier terme , &
Pon verra fucceflivement fi Iinconniie — ou — quelqu’un de ces divi-
feurs peut divifer fans refte l'egalit¢ propofée. Ce qui donuera todjours
quelque racine de l'egalité, fi elle en a de commen(urable,

Premier Exemple.

Soit propofée I'ealité de trois degrez y*—8y*—i24yy—G64=—0, Poux
connoiftre fi elle a quelque racine commenfurable , 'on prend tous les di-
vifeurs du dernier terme 64, qui font 1, 2, 4.8, 16, 12 & 64. Enivite
Pon examinepar ordre chacune des egalitez yy—i1==0, 33—+ 1=0; Jy—2=0,
J)—+2==04 J)—4==0, y1—4=—0; y3—8=—o0, ¥Y—+8—0; yy—16=—0; Or
trouvant que cette derniere y3—i16—o, divife exactenent la propofte,
Pon connoift auffi que 16 en eft une racine commenfirable , & la divi-
fion reluit I'egalité propofée a cerre autre 34—+ 8y)—+ 4=—o0, aui n’a que
deux degrez, Et parceque yy—i6=—o, Don¢ y1— 6, & j—4. Connoiffant
Ia valeur dela racine yy, 'on connoift auffi eelle de .

Second  Exemple. :

Soit propofte 'egalité y'—+2ay'—a'yy—a'—o0, fon dernier termepeut

—206 —ct —aatce

: —aact
eftre divifé fans Fration par 4. aa. aa—+z¢. #— 2cc, & encore par d’au-
tres. Mais il fuffi: de ne confiderer parmy tons ces divifenrs que cenx
qui ont un nombre de dimenfion egal A celuy de Ia racine i ftr;l'niie de
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Tegalité , qui eft yy, c’eft & dire qu'il fuffic d’examiner les deux divifeurs
aa & aa—ce, paiceque tous les autres ont rlus oin moins de dimenfions
que Ia racine yy. Or I'on trouve que la fimple yy—a2a—cc—o divife exa-
ctement la propofée. Donc yy—aa—+cc La grandeur aa—cc fera racine
de T’egalit¢ propofée. Cette egalité fe reduit par la divifion a certe autrg
de deux degrez y*— 2aayy—+a*—o0.

—C —+Aacc

Si Pégalité renfermoit des frallions  nows marquerons dans la [uite
comment on peut les en délivrer , afin de (uivre la regle generale qui
vient deftre expliquee.

Si Uegalité eftoit litterale, & que le divifeur choifi ne fuft point exprimé&

ar plufieurs parties , il fufficoir au lieu de divifer l'egalité propolée de
fubftituer le divifeur par toute I’egalité au lieu de I'inconniie. Car (i tous
les termes eftoient mutuellement detruits par des fignes contrairesy il feroie
racinedel’egalité , finon, il n’en feroit pas une racine. Dansles autres rep-
contres , il eft plus court de faire la divifion.

Si Pegalité eft numerique, & que la regle n’en ait point donné de ra<
cines, c'eft une marque qu'elle n'en a aucune de commenfurable. Er alors
il peut arriver que la divifion fe fafle par une egalité du quarré on du
cuLc de l'inconniie —+ ou — quelque divifeur du dernier terme.

Par exemple I'egalité x* —3x'—+1x4—34—2——0, n'a point de racines
commenfurables. Son dernier terme peut eftre divifé par 1 & par 2. Et fi
Pon prend xx—1=—o, l'on trouve que la divifion fe fait fans refte, I'ex-
pofant eft x¥_—3x~+2—o0. De forte quau lieu de I'egalité propofée qui eft
du quatriéme degré, 'on en a deux autres de deux degrez chacune &
dont les racines font les mémes que celles de la propofee.

Voici quelques regles qui pouront [érvir non fe;ffemmr pour abbreger les
operations de la regle generale qui precede . mais qui [ervent auffi dans
pluficurs rencontres , ok celle-1a me pent vien faire connoiftre.

PremierE REcLE

L’on fera une egalité de quelques produits des deux derniers termes,
qui auront un divifeur comminn, fans en changer les fignes. Etl’on exa~
minera fi la valeur de Iinconniie trouvée par cette egalité eft racine de la
propoice. ]

Premier Exemple.
Pour trouver quelque racine dans x’—z2axx— aax—abb—o, je faisung
—bh ' —rah =B
—-bb

egalité des produits bbx, abb. & b, qui ont un méme divifeur 64, en
écrivant bbx—abb—tr—o, Et divifant le touc parbb, x_—_a—b—o. Cet-
te ezalité peur divifer exa&ement la propofée. Dot je comiois que
a-b en et une racine, L'expolant de la divifion eft I'egalitg
xx—ax—ibb=0,
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Sccond Exemple.
Pour trouver quelque racine dans »'—j3exx~+abx—z2aab—o, je fup-
—24 —+62c —+abb
—+3b —ogbc
pole abx—zaab—3abb—o, & divifant le tout par ab, je trouve
x—za—3b—o0, qui divife exadtement la propofée. Ainfi 2a—35 en
eft la racine , ['exPofant de la divifion donne l'Cgalité de deux degrez
&x—j0x—ab=—0.
T'roifiéme Exemple.
Pour trouver quelque racine dans a'—2bxx— Gosax—rr0-i—0, je
—2a  —voab —i324bb
vois que {uppofant ~oabx—132abb—0, je ne pui!i avoir la valeur de x {ans
frackion, parceque Zoab ne peur exa&emgnr divifer 1324b6, c'elt pour-
quoy je fuppole oaar—r1r0a"—o0, & divilant tout par Goa«. je trouve
¥—z—o, qui peur diviler fans refte la propofée, & ainfi 24 en cft
une racine, L’egalité fe reduic par la divifion a celle de deux degrez

Fx—2bx—+ Goan—0.
—+66ab
Quatnigme Exemple.
Pour trouver quelque racine dans ' 2ax*— saxx¥~ alx—a'*=o je fu p-
Cnhes—gh —+ b

Foﬁ: Ax—a'—a'b—o. Donc x¥—a—+b=—o, qui peut diviler exaGement
a propofée. Ainfi #—5 en eft une racine. Ecl'egalité fe reduir parladi-
vilton a x’——gxx*— a'—o0. .
Cinguicme Exemple. »
Pour chercher quelque racine dans certe autre egalité

W__xx) xx—fan—s20x )/ x» _;.mx-—x[/.rx—béaf/3€€-+;za:0, je fuppofe

— 20X —+AXP XX —p dd 344 ) 3CC—haa
—hIAXX —+ax ) 3cc—tan _

].'cgah'té axy 3:.:'—;-.m—anx—i-;m{/;c'r:—|-sm-rggaf/;cc_ma::o,laquda.
le eftantdivifée par af/ 5cc—+aa, donne ¥ — 1 xx— au—30=0, qui peut.
divifer exa&ement la propofée.. Ainfi. ¢/ +x¥—aa—3a en eft une racine,

SEconbpE RecrE.

Si la regle precedente n’a pu faire connofitre aucutie racine de I'cgalité
propofée , I'on coltfiderera quelqu’une des letrres quelle renferme , & I'on
fera une egalité nouvelle de tous les produits odl'cetre letere n’a qu'tinde-

té; & reduilant cette egalité , 'on verra fi elle peut exaGement divifer

a propofée. Si elle la divife , elle eft I‘_une des egalitez dont le p;ndui{ a
compolé la propofée; mais fi elle ne la divife pas,I'on fera uneegalité (im-
blable de rous les produits ol quelqu’autre lettre n’a pareillemenr qu’un de.

ré, & |’on examinera fi aprés'avoir reduite, l'on veut par fon moyen diviler
El propofée. Et fi elle ne peut la divifer fans refte ' Pon contir iiera par or-
dre afaire d¢ femblables egalitez des produits ol chacune de< aurres let-

cieas BBb ij
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tres n'a qu'un degré, & l'on veira fi par leur moyen la propofée peus
eftre divifée fans refte,

Que fi aucune de ces operations n’a pl fervir pour la divifer, I'on
recommencera parordre a faire de nouvelles egalitez femblables aux pre-
cedentes, de tous les produits ot les mémes lertres n‘aurontque deux de-
grez. Et i I'on netrouve rien de plus parleur moyen que par les precedentes,
l'on fera d’autres egalitez de tous les produits ot les. mémes lettres onc
trois degrez. Ert enfuite de tous ccux ou elles en ont quatre. Er ainfi deg
autres.

Premicr E.t'emple, :
Pour reduire I'egalité ¥'—6ax'~+ gboxe—16abex—r16abbe=—o0, je fups

—t4a¢ —16aac ~48«abc
1624 —8aab —+324%
—+4ab —I164"
pole —Gax’— gacxx—16abex—i6abbe—o, ou font tous les produitd

—g.ab
dans lefquels # fe trouve renfermée. Mais parceque je ne puis rendre Id
premier terme de cette egalité tout inconnu , fans faire plufieurs fractions
dans fes autres termes , je pafle a une autre lettre comme 4, & je fup-
pofe 4bexx—i16abex— 48aabc—o0, dont tous les termes ne peuvent pas

~4ab —8aab
eltre divifez fans fraéion par 4bc—4ab, qui multiplie le premier termed
C’elt pourquoy je pafle en méme forte a lautre letere ¢ & je fup=
pole —+ gbexx—16abex—+16abbe—o, cette egalité eftant divifée pat

~+4ac  —16aac — 48aabe
=+ ;2.!-8"5'
4bc— 40, fe reduit @ ¥¥—gqav—+ gab=—o, qui divife exa&tement la pro-
—t8aa

pofée. De forte qu'elle eft I'une de celles qui 'ont formée par leur pro«
duir. La propofée fe reduit par la divifion & cette autre egalité de deux
degrez xx—2ax—+ 4be—o.

—t 4ac
; Second E xemple.
Pour réduire by —t26x)/ ab -%555&—-655Vm:o;
— xxp/ bbb 18k

je éonﬁdgge la lettre 4> & je fuppole ._x.s:;/ab—l-w —2bxp ab —1bb
—6bby/ ab—.:bb—o, & divifant cette egalité par — p b~ 365, clle fe
reduit & xx—2bx—t 6bb—o0, qui divife exadtement la propolée, Elle eft
donc I'une de celles qui I'ont formée par leur produit. La propofte fe reduic
par la divifion & Vegalité fimple ¥ —+36—p/ ab —3hb=—0. Ainfi la grand
deut —3b—+pab —+3bb cft une racine de legalité.

Tout ce que Lon pewr connoiftre par corie regle poura anffé fe connoiftee
par la regle [wivante , mais non pas reciproguement, :




DES MATHEMATIQUES. Livee IIT, 385

TRot1s1"mME REGLE,

Lorfque les regles precedentes n’auront rien faic connoiftre, ou méme
avant que de les employer, 'on fuppofera que quelqu’un des lertres ren-
fermées dans la propofée eft egale & zero , & faifant evanoiiir tous les
produits ot elle fe trouve, I'on fera une egalité de tous les aurres qui
ne la renferment point , & l'on cherchera fi une autre egalité poura divi-
fer exattement la propofée & cette egalité fuppofée.

Exemple,
Ainfi pour réduite &%+ 4abx’—+ 308 xx—+ 34ab v~ 20ab'=0, je fup-
—+ bb —10abb —+7a* —10a*
at 2a%

ShippEse—e

b

pofe que quelqu’une des lertres que cette egalité renferme eft egale a zero,
comme par exemple la lettre 2, & faifant evanoiiir tous les produits qui ren-
ferment 4, je fais du refte l'egalité 2% * 4bbx'— 3b'xx—o0, ou bien divi-
fant tout pac xx, x* *~bbx—+3b —o, enfuite je cherche fi quelque ega-
lité ou quelque divifeur commun peut divifer exa&ement la propofée &
celle-cy, & je trouve xx—j3bx— 10bb—o0, qui les divife exactement tou-
tes deux. Et parceque cetre egalité divile la propofée fans refte, elle eft
Pune de celles qui I'ont formée par leur produit. La divifion reduit la

propolée & cette autre egalité de trois degrez, ¥—3bxx— abx— 2abb—o.

a4 at

Ces regles fervent tolijours pour trouver les egalitez litterales dont le
produita formé la pr.o[Pofée, lorfque I'une de ces egalitez renferme quel-
que grandeur qui ne fe trouye point dans Pautre. Et il n'eft pas necel:
faire pour operer felon ces regles quela propofée foit fans fractions, ni
delivrée de fes grandeurs incommenfurables. Je pourois ajotiter d’autres
regles femblables pour abbreger le travail de la reduction des egalitez lit-
terales. Mais Pon poura lite celles que Monfieur Hudde en a données
dans la premiere de fes lettres. Je me contenteray d’avertir que fi 'on
ne découvre rien par le moyen des regles precedentes , I'on poura expri-
mer par nombres toutes les grandeurs conniies de leurs termes, & alors
Pon en trouvera totjours les racines qui ne feront point incommen{ura-
bles par la regle generale expliquéf: 73. S. ot bien on les rapportera a ce
que nous expliquerons dans le Livre {uivant,

BRI CEHI)E%D)
CEWIceHN)
AT T
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LIVRE QUATRIEME
DE LA RESOLUTION DES EGALITEZ

SELON LEURS DIFFERENS DEGREZ.

P RE'S avoir parle delarefolutiondes egalitex en general,.
nows en dirons anfSi quelgue chofe en particulier , & nous:
traitterons icy de ces égalitez. [elon Lordre de lenrs degrez
g WNE differens Nous [uppoferons dordinaire que toures les ra-
OGS cines qu'elles renferment [ont ingales , parcequ’on a vew
dans le Livre precedent les moyens de reconnoitre lavalenr
de celles qui font égules, & que la methode qui [ert pour découvrir les
inégales, [ert aufli pour deconvrir les antress Mais avant que d'expli=
guer ces égalitez , nows feramépreced:r quelque chofe des changemens
principanx que l'on peut faire de leurs racines, lors méme que lon ne
les connoit pas encore.

PreMmiER PROBLFME
L Augmenter d’une grandeur donnée chaque racine d’une egalité, fans en

connoiltre aucune,

1°. Au lien de chaque racine inconnué de I'egalité , I'on en fuppofe une-
autre, qui moins la grandeur donnée, foit egale a la premiere. .

2°. Dans Pegalité propofée, au lien de 'inconnue I'on y met fa valeur;:
au lieu du quarré de l'inconnué, le quarréde cetre valeur;an lien du cube:
de l'inconnué , le cube de cette valeur, & ainfi de fuite.

Exemple.

Pour augmenter de 3 chaque racine de Iepalité 24—+ 42 —1922—106%

—nzo=o, 1%, Je fuppofe z==y—s;. 2°. Dans I'egalité propofée j'écris
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y—3 au lieu de 2, au lieu de 2z, jecris yy—6y—+9, c'eft a direle quarré
de y—3, au lieu de T, i'éCTiS]’—pjj—!-zyj—z7, enfin au lien de z¢, jce
cris yt—12y —+ 549)—108y—+81, Ceft a dire le quarré du quarré de y—3,
Et décrivant par ordre toute la fomme de I'egalité propolée , je trouve
9*—8y'—1yy—+8y—o, dont les racines font les mémes que celles de la
propofée diminuées chacune de 3.
Y —12y' — g4 yy—r1e8y—+ Sr—=x*
~+4)'—36)y—+ 108y —108—4 %}
—I9yy—+114)—171——T19%Z
—106)—+318——i062
—I120—/——120

[ —

P —8y—1yy—+ 8y ¥ —e—rt~+4'—1932—1063—120=—0,
J

ou y'—S8yy—1y—+ S=0

Et parceque la propofée fe reduit au troifiéme degré , il s’enfuit que
T'une des racines eltoic —3, c’eft 4 dire la negation du nombre 3, que
len a ajeiité a chaque racine. C'eft pourquoy la propofée z* &c. poura
eftre divilé par z—+3=—0, ce quilareduira a cette egalité du troifieme de-

ré 2~ 123—223—40=—o0.

Pour les trois autres racines, la vraye qui eftoit ~+5, elt devenué —3,
& les deux fanfles —2 & —4 fonc deventies —+1, & —1, l'une eft de-
venuc viaye, & Iautre eft reftée faufle.

SEcoND PROBLEME.

Diminuer d'une grandeur donnée chaque racine d’une galité propofze,

1°. Au lieu de U'inconnué I'on en fuppofe une autre qui plus la gran-
deur donnée foit egale a certe racine. En fuite de quoy l'on fubfticué
cette valeur comme au Probleme precedent.

_ Exemple,

Pour diminuer de 3 chaque racine de Tegalité 24—+ 42’1922 —106%
—120=0, je fuppofe z—y—+3, & j'écris cette valeur au lieu de z. fon
quarré au lien de zz &c. apres quoy décrivant par ordre route la fom-
me de Iegalité propofée , je trouve enﬁnly*-—l-my‘—-l-'; 1))—4)y—420——0;
dont les racines font les mémes que celles de I'egalité propofée dimi-
nuées chacune de 3 La vraye, qui eftoit —+5, eft devenué —2, & les
trois autres fauffes qui eftoient —2, —3, & —4, font devenués —sg,
—6, & —7,
ny*—;.]l_,’—[-sq:yj—i-losy—!-SI:Zf

-—t-g._[- .6yy—+ 108y —+ 108=—4%

—I197)— 4y —171 =19
—I106)—318——106%
120

—1I120
Y16 71— ,4.zb:'o:z'~+ 43—19%X 06 —120—0"
.

11,



.

384, ELEMENS

Tro1s1tME PROBLEME.

Multiplier chaque racine d’une egalité par une grandeur donnée,

1>. L’on fuppole que le produit de I'inconutie par la grandeur eft ega=
le & une autre inconnué, & l'on fubftitué par toute l'egalité la feconde
inconnué au lieu de la premiere. ,

2°. L’on multplie la grandeur connu¢ au fecond terme par ceile
qui doit multiplier chaque racine, & par fon quarré la grandeur con-
nué au troifiéme terme , & par fon cube celle du quatriéme. Et ainfi
du refte. r

Soit par exemple une egalité donnée comme x'—avw—aby_—abe—o,
& qu'il faille multiplier chaque racine par ¢, en fuppofant cx=—y, l'on écri-
ra felon les regles du Probleme , y'—acyy—+abocy—abe —o. Ec cetre ega-
lité aura pour [es racines les mémes que la propofée multipli¢es chacune:
par ¢. Car par la fuppofition ecx—y. Donc erxx—yy. & ¢x=)’. Donc
0 x'—ac xx— abed x—abet—o—=y —acyy~ abecy—abe'—o0. -

Quay que les termes evanoiiis multipliés par les grandeurs donpdes om
par quelgwune de leurs puiffances . le produit ne puiffe eStre que zeros.
cependant il faut confiderer ces termes comme ayant eflé multiplicz , & ang~
menter par confequent autant de fois le degre de la grandenr donnée 5 qu'il
manguera de termes confecutifs,

QuATrRIE'ME PROBLEME..

Diviler chaque racine d'une'egalité par une grandeur donnée,

11 faudra faire comme dans le Probleme precedent, fe fervant par tout:
de la divifion au lieu de Ja multiplication..

Cecy peut fervir en plufieurs rencontres pour abbreger le nombre des
divifeurs du dernier terme des egalirez propofées , & pour fuivre parcons
fequent avec plus de facilicé la Regle generalerexpliquée 177, 73.

Exemple.

Par exemple ayant l'egalité y°—8y* —r24yy—64=0, dont le dernier
rerme peut eftre divifé fans refte par les nombres 1, 2, 4, 8, 16, 32, & 64,
fi on divile chaque racine par z, 'on fuppofera 7)==z, & au lieu de la.
propefie, I'on écriracelle-cy 2*—4z2—312—8—o0, dontle dernier rerme
8 .a moins de divileurs que 64, & qui poura eftre divilee par :—8=—o, -
Pexpofant fera l'egalité de deux degrez zz —14z —r1—0, & —yy—2, I'on
connoitra que yy—22 fera le nombre 16, c'eft a dire 2 fois la racine
trouvée 8.

La démonftration de ce Probleme eft reciproque de celle du Probleme
precedent.

Cinquie'Me PrRoBrLEME.
Delivrer une egalité propolée de toutes les fractions que fes termes
contiennent. : ;
L’on multivlie felon les regles du Probleme troifiéme chaque racine par
le plus grand confequent des fradions qui fe tiguvent au fecond terme:
' Ec
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Et fi ce terme n’a point de fra&tion,par Ia racine du plus grand confequent

qui [e trouve au troifiéme terme , lorfqu'elle eft commenfurable, & fi

elle ne I'eft pas, par le confequent rout entier. Mais fi le troifiéme terme

n'a point de fradions , on multiplie chaque racine par la racine cubique
du plus grand confequent qui fe trouve au quatriéme terme , I'orfque cette

racine eft commenfurable, & (i elle ne I'eft pas par le confequent entier..

Ec ainfi de fuite.. .
Premier Exemple.
Pour délivrer legalité z'— -l-c'z.z—bfacz.-- ~abc=—0, de toutes les
1 1
—-:4 '—f‘iﬂé
---416 ~+gbe
fradtions que fes termes contiennent, je choifis 4 an fecond terme, c’eft &
dire le plus grand confequent de toutes les fractions que ce terme contient,
& je multip%ie par 4 chaque racine de I'egalité propofée, ce qui me donne
I'egalité fans fraction y'—2cyy—+44c—4abc—o.
—2a ~t+24
— b —r2bc

Second Exemple. U3
Lor{qu’aprés la premiere operation , il refte encore quelque fraction dans'

Ja' nouvelle egalité, cette operation doit eftre reiterée julques & ce qu'il

n'en refte plus. Par exemple pour délivrer de fractions l'egalité
: 7 FATy - . ud 3T ] : 4
z}..-:’z.z.-—i-]—;“-'--—';;-—o, je multiplie premierement chaque racine par 4,

confequent de :‘, ce qui me donne j'——-j’j)’-f-"‘-;]——- ;f:o, qui contient
encore des fraftions , c’elt pourquoy pour 'en délivrer, je multiplie chaque
racine par 3 confequent de la grandeur connué au troifiéme terme , &.jay
enfin I'egalité a'—15xx—+844—144—0, qui ne renferme plus aucunes
fractions.

~ L’on peut fouvent par une operationi prefque femblable & celle du Pro-
bleme , delivrer les egalitez des grandeurs incommenfurables que leurs ter-
mes contiennent. Mais il ne faut pas d’abord multiplier chaque racine par
les confequents des fradtions qui s’y trouvent,

Par exemple pout délivrer egalité z3—zzp” 3%2.1—5’5:?30, des
nombres incommenfurables qui s’y trouvent , 'on multiplie chaque racine
del'egalité par /73, ce qui donne )"—-y)r—.i-f;‘_y-— %:o, qui n’a plus rien

d'incommenfurable;; Et cette egalité nouvelleeftant delivrée de fes fra&ions,
Pon a »*—9gxx—+264—24—0, qui n'a point de grandeurs incommen-
furables ny de fraéions. Or divifant certe egalité par ¥—2—o0, I'on trou-
ve pour expofant de la divifion l'egalité de deux degrez xx—yx—+r2—o,
laquelle eftant divifée par x—j3;—o, laiffe pour expofant I'autre fimple
x—4:—0. Les trois racines de l'egalité¢ x'—gxx—26x—24—0, [eront

donc 2, 3, & 4 ; D’od il s’enfuic que les trois de la precedente
CCc
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y—3py—+ 39— =0, feront ces trois mémes racines divifées chacuné par 53’
c'eft a dire =, * ou bien 1, & %, Et parceque les racines de celle-cy
font les mémes que celles de la propofée multipli¢es chacune par 3, il

2 ; r oL RN 4
s'enfnit encore que celles de’la propofée font s vy & S, o

sV & V35 ce quieltla méme chole par IV 30.de la premicre
Partie.
Six1eME PROBLEME.

Faire evanoiiir le fecond terme d’une egalité propofée.

Si ce terme a le figne —, I'on diminué chaque racine de la grandeur con=
nué au {econd terme divif€e par le nombre des dimenfions du premier.

Et fi ce terme a le figne —+, 'on augmente chaque racine de la méme
grandeur. '

Exemple.
Pour évanotiir le (econd terme de I'egalité 2t—242'—+ 20022 —2232—+ a'=—0]
— cc

2a divifé par 4, & caufe que Pegalité eft du quatriéme degré, expofant
elt +a. Et parceque le fecond terme a le figne —, chaque racine z fera
diminuée de la grandeur a. Suppofant donc z— a—y, l'on aura

—y—+L4, Subftituant donc au lieu de z {a valeur y—+-4, au lieu de zz
-+ ieu =+
le quarré de fa valeur, &c. l'on écrira
3 L .
Yviay o anpyet oAy 8 =5 a
3 e oty 3 i ‘
o o AL e ) AR o = e B i » 2y
—+ 2adYy—+ 282 4=t 24425 )
" 1 ]
.,--rqj._acq-—;-dmc:-‘—ccz.\,
—1@y—at——24%
= at——a?

e AL e =
ﬁmme gt ¥ __,‘.%Mj)_.a_{y—t-l-';a*:o,ﬂ"——mz.’—l-:.Mzz_m*z—-z-#zm'
— ¢cc —acc -—-faar.'; — ¢c
Et connoiffant [a valeur de y, fi on luy ajolite ~4, I'on anra la valeur

de z.

Mais parceque Loperation [eroit trop longue en pluficurs rencontres , fur
tomt dans les egalitez mumerigues , ceft a dire dans celles dont les gran-
denrs connnés /::grzr exprimées par nombres, lon poura beanconp abreger fon
calcul en fuppofant qu’une [eule letrre margue la grandenr connué du [econd
terme divifée par le nombre des dimenfions dn premier, & ala fin de Lo~
peration remcttant au liew de gette lettre la grandenr qw'on lwy anra fup-
pofee egale.

{ Exemple.
Si je voulois par exemple evanouir le fecond terme de I'egalick
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:r:?-;s '+ 71y)—4)—420—0, je divilerois 16 par 4 , & je fuppoferois
’expolant de la divifion qui eft 4 , cial' a p. Enfuite parceque le fecond
terme a le figne —, j'augmenterois chaque racine de la‘ grandeur p—4.
Donc y—x—p, Ainfi au lieu de y, jécrirois fa valeur x—p, au licude yy
le quarté de (a valeur , & ainfi du refte.
x'—gpx ¥ 0ppxx —4pix—pt —y*t -
~ 4px’—12ppxx — 12p'x—4p* ——+ 16§
—+71xx —142px—7IPP——71)y
Sl R SR AR
Srir - 420 ==—420
x *  __Gpprx—+8px—;ip'==0,=)'—+16)'—+71))—4)—420=0.
~F7L  —=—T42p—7IPP"
o, iR
—420
Et remettant par‘tout 4au lieu de p, j'aurois 'egalité &* ¥—25xx—6ox
~—36=—o0, dont le fecond terme eft evanoiii, & fes racines feront les mé-
nies que celles de la propofée y'&c. angmentées chacune de 4. De forte
que connoiffant la valeur.de x, & luy ajolitant 4, 'on aura la valeur de
9. Tout cela eft evident par foy-méme, & par les Problemes 1. & 2.

COROLLAIRE,

En touteegalité dont le fecond terme eft evaroiii , il y aura todijours
egalité {ous differens fignesentre toutes les racines qui ont le figne — , &
toures celles qui ont-le figne —, puifque la fomme des unes & des aurres
eftegale a zero par le Probleme que nous venons d’expliquer.

DE LA RESOLUTION DES EGALITEZ

DE DEUX DEGREZ.

Pour rapportet tous les differens cas des egalitez de deux degrez A urie
fenle regle, 'on en fera evanoiiir le fecond terme. Apres quoy l'une des
racines fera connuc immediatement , & l'on aura I'autre en divifant Pegalité
par une fimple de I'inconnué plus la- racine decottverte ; fi elleeft faufle | &
moins cette méme racine ficlle eft vraye.

Dans la fuite pour abbreger nos expreflions: nous appellerons # la gran-
deur connué au fecond terme d’une egalité propolée, pla grandeur con-
nué au troifiéme ; celle du quattiéme ¢; celle du cinquiéme 7, du fixié-
me , f; du feptiéme, #; &c

Exemple.
Soit propofée I'egalité 7—nz~p—o, fon fecond terme eftant evanoiiy,
Pon aurayf—-inn:o. Donc‘y):‘;-nn__‘o, &}:Vﬁnﬁ_)p_ Or pour

o
evanoiiir le (econd terme dela propofée , Iona fuppofé 2—=y—+ 4. Donc

LN R it 1 3 ¥ T (LA
G=yn—+ W/ nn—psoubienlarendant egaled zero,—tn—p/ Tnn—p=—o,

CCc
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C’eft pourquoy fi 'on divife la propofée zz—nz~p=o0, par cette fimple

egalicé L— “n—p” 4‘—mx——p-_—o & l’ex'pofam: donnera lautre fimple

— —l;?!-i- V:‘mz——p:_o. Les deux racines ou valeurs de ¥ feront donc

& T “ I = T
toutes deux vrayes, la grande ~n~+ " Thn—p, & lapetite —n—p~ L n—pe
Si toutefois —nn et plus grand que p;je dis que ces racines {eront toutes

deux vrayes, & la raifon en eft claire. Car -z eftant la racine de f’”’i '

e ——
& ;/-i?m.-—p eftant neceffairement au deffous de V;'?‘Jﬂ, il s’enfuit que

la plus petite racine :_—n_[/;—nn_p doit eftre pofitive , puifque la pofition

s =

de Lx donne plus que ne peut retrancher la negation de ¢/ Znn—p.

Mais fi Znn eft plus petit que p,les racines (eront tontes deux imaginaires,

par II1.2. parceque ces racines ;71— )/ -nn—p, & u—y “nn—p, ren-
fermeront chacune la racine d’une grandeur negative. .

Et cecipeut encoreeftre ainfi demontré, En toufe egalité de deux degrez
le dernier terme doit eftre un plan de deux racines, dontla grandeur con-
niie au fecond rerme doit renfermer la fomme par [11.39. Orle quarré de la
moitié dela fomme de deux grandeurs furpafle totijours leur plan de rout le
quarré de la moitié de leur difﬁeren_ce % par{. 20. Ledernierterme pne peuc
donc pas eftre un plan dedeux racines , pulfqu'm} {uppofe que ce plan fur-
paflele quarré delamoitié de leur fomme. L'egalité eft donc imaginaire, Si
1’on veut fcavoir quelle en elt la contradition , il faudra retrancher Zzz de s
& le refte fera ce que Pon appelloit égal a zero , & ce qui rendoit impeffible
le Probleme reprefenté par l'egalité propofée.

Ceft ainfi que legalité xz—242—+44a fera reconnug imaginaire de
toute la grandeur j3as. Car p—yqaa, - n—a, & i,,,,:-“_ Fe Sing
E{t ce qui rend ["egalité propof¥e

p— = 4AR—AA==544. Le refte 344
4 - . . .
& [es deux racines imaginaires. -
‘ hé de egalité 3
Que fi ce refte" saa eft rerranché de Tegalité propofée , T'on aura
B LY ¢ 4 -
22— 147 ~+aa—0, qui fera une egalité reelle , 8¢ fes racines qui feronr'a
& a feront toutes deux vrayes & egales entr'elles. Ce qui airive parceque

P:f””’ & quainfi ¢/ imx—*p:o, de forte que les deux racines

1 -l_ dasr 1 T - r
Loy in—p & Tn— nn—p; ne font chacune que 7.

DE LA RESOLUTION DES EGALITEZ
PAR TRANSFORMATION.

Pout refoudre les egalitez compofées, onleur donne des formes differen~
tes , en exprimant tousles rapports connus dans lzurs termes par des gran-
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«deursinconniies , quifont pourtant confiderées comme connués. Etune telle
:methodeeft ce qu'on appelle transformation des egalite?.

Il ne féra pas inutile d’y preparer I'e[prit de cenx qui commencent par des
-exemples de cette transformation qui [oient tirez.des egalitez faciles & affez
Simplescomme [ont celles de denx degrezx.

Pour les egalitez, de denx degrez,

Pour transformer l'egalité 22—nz—+p—o, fi ~nnn'eft point au deflous
de p, la difpefition des fignes apprend que fes racines font toures deux
-vrayes, Soit donc 24 la fomme de ces deux racines , & 24 leur difference,
la plus grande fera a—+ 54, & la plus petite #—b , par I. 18, De fortc que
ces deux racines feront prifes chacune pour la valeur de z, qui fera
également conceué comme 'expreffion de I'une, ou comme celle de I'autre,
Ceft pourquoy l'on aura les deux egalitez fimples z—e—b—o0, &
z—a—+b=—o0, & leur produit donnera I'egalité de deux degrez zz—24z
—t+aa—o0, qui eft congeu¢ comme eftant la méme que P'egalité propofée
zz—nz~+p—o. Erainli I'on dira qu’elle en eft la transformée. Tous les
termes de ['une feront donc egaux a tous les termes de Pautie, chacun a
chacun & dans un méme ordre. L’on aura donc ces trois egalitez {{—z2%.
24%—n% , 8 as—bb—p. La premiere zz=—22, ne peut avoir aucun ufage,
parcequ’elle ne peut rien faire connoitre. Mais la feconde 242—=nz fe reduit
a 24—n. Donc a:-:-n, & ga:i—m:- Or la troifiéme eft aa—bb—p,

Donc aa—p—+bb. Donc fﬂEp-{-éé. Ert par tranfpofition .:*’”’_P:%-
Done .;/-;wnﬂ_.p::b. Les deux racines vrayes feront donc par confequent

a=b—=n+V" f?m——-p. & a—b="‘n—p" :}mz_-‘p;

Mais fi la propoef¢e eftoit 22—z~ p—o, & que #z ne fuft point au
deffous de p, la difpefition des fignes marqueroit deux racines faufles, que
j'appelle —a—b,& —a—+b. Donc z~+a—+b—0,& z~+a—b—0,& leur

prod. x3—+ 22— 44=20, feralatransforméedela propofée 2z —+n72—p—o.
—bb

Comparant donc les termes, l'on trouvera a—17, & b=}/ ~nn—p. De

forte que les- racines , qui font toutes deux faufles , feront celles-cy,

—t—b—=—"n ) cin—p, & —a—tb—— -t | n—p.

L’on fera & peu pres la méme chofedans tous lesautres cas, de forte que
toute égalité de deux degrez ayant neceflairement —ou —# avec ~p, ce qui
fait deux cas, ou bien—ou -7 avec—p, ce qui fairdeux autres cas , tou-
tes les egalitez de deux degrez (e reduiront 4 quatre cas differens , dont cha-
cun fera facilementdeterminé.

PreEM1ErR CAs., ' zz—nz-tp=—o.

Car 22—z~ p—o. Doncr—=y#—+ V/ cnn—p, & x—=pn—)/; nin—p.
8" CCec iij
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Soit I'egalité 2z—6z2—+8—0. Donc z—;3+ V 1—=4, & 2=3—p =01
Icy les racines feront todjours toutes deux vrayes fi i—mx et au defliss
de p, car - furpafle p° %mx—qh mais ﬁ-fm; eft audeflous de p, ces deux
racines feront todijours imaginaires.
SEconp Cas. RZ—+ MR~ p==0.
Si 22— nz—+p=—0.Doncz=—tn—p/ -nn—p.& =+ Vo mn—p.
Soit l'egalité zz—+6{—+8—0. Donc zm—j;—pf1=—y, &
=13+ {/I:—-z'.
Icy les racines feront towijours. toutes deux faufles fi ;’-:m elt au deffas

de p, mais fi :j"” eft au deffous de p, elles feront toutes deux imaginaires, -

TrorsieEme C As, RZ—1Z—Pp=—0,
Les racines feront , la vraye Z:{ﬂ-{-i/'*inn-—i-p_, & la- fam’ﬁ;

z.:::%ﬂ_.-f/;-m-;-p.
Soit legalité zz—6z—16=—0. Donc z=—3+ V=8, &
Ry 25— 2. /
QuaTriEME Cas, RR—+#R—p=—0, -
- . 1 1 S — !
Les racines feront , la vraye R=— =t cn—rp, & la faufle-

e %ﬂ_._[/inn——;-p.
Soit l'epaliré zz-+6z—16—0. Donc. z—=—3-+ iy =
=3 25 —=—8
T ransformation des imaginaires.
Dans ce troifiéme & quatriéme Cas , les racines ne peuvent jamais eftze
imaginaires , & la propofée ne peut renfermer aucune contradiction. Pounr
exprimer par la transformation les egalitez imaginaires & de deux degrez, .

c'eft adire celles qui ont —p, & ot -nz elt au deflous de p, puifque ~mn
4 4

eft appellé aa dansles egalitez precedentes, & que p doit furpaffer -‘:—mr—_*m,

fi nous appellons la contradiction b, la transformée generale de toute

egalité imaginaire & -de deux degrez fera Rx—242—+a4=—o0, pourveu que
—+bb

le fecond terme -ait —, cat fi ce terme a —+, cette transformée fera
22+ 2421 aa—o0. -Et alors la contradiétion fera tofijours b4, c’eft A dire

—+bb
p—-m. La contradiction peut s'appeller auffi 266, 366> 4bb, Scc. coms
me on le trouvera plus commode. g Z

e —
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T DES QUESTIONS INDETERMINFEES

QU1 SE RAPPORTENT AU SECOND DEGRE,

Laplulpare des queftions indererminées qui fe rapportentau fecond degré, x11.
-peuvent {e refoudre par des nombres entiers en fe fervant du troifiéme prin-
-cipe expliqué 7. 49. .

Par exemple pour trouver trois nombres en progreflion arithmetique dont
le folide [oit quintuple deleur fomme,
Soient les trois nombres z, 2y, & 2~ 2y; leur folide eft 2'—+ 322y -+ 229y,

& leur fomme 3z-+3y, dont le quintuple eft r5z—+15y. Donc — 322y
~+22yy—=15{ +15y. Et divifant de part & d’autre par 2—+j, l’egali_@_{%_ra
zx—+2y2=14, ou bien zz—+2yx—15—0. Donc z=——y—+} yy—+1g,
je laiﬁ'zl'autfe racine qui eft Fau{l?: 5 ahj:(-luc la refolution (oit poﬁri}vjé. OS:
afin de refoudre cette queftion , qui eft indeterminée par nombres entiers,

il faut que yy— 15 foit un quarr¢ dont Ia racine foit commenfurable. Soit
cette racine appellée y—+4. Donc yy—+2ay—+aa—yy—15. Et J:U___‘L'

22

Seoita—1.Donc y—=""=7. y-+4+—8. & {=—y—+V yy—+15—=—7+8—L
Les trois nombres feront 1, 8, 5 ; leur folide 120 eft quintuple de leur
fomme 24.
) DU TROISIEME DEGRE.

Toute egalité de trois degrez a trois racines réelles , ou une réelle & deux x 1L
imaginaires. Les premieres {ont cclle§ qui font formées par le produit de trois
ega,]‘itt‘z fimples & dontaucune n’eft imaginaire, Mais;les aurres peuvent eltre
conceués comme un produit de denx egalitez 'une fimple & jamais imagi-
naire , & lautre de deux degrez & totjours imaginaire. Ces deux genres
d’egalitez comprennent tout le troifieme degré. Mais aﬁ_n de les expliquer
plus facilement , nous fugpoferous totijours quel’on en ait évanoiii le fecond

Lerme.

T ransformation des egaﬁte{d: trois degrez dont les racines
[ont toutes trois réelles.

Leur fecond terme eltant evanoiii , i 4 avoit —+ , en lay donnant —I'on X1V
changeroit feulement deux racines de vrayes en faulles , & une autre de 3
faufle en vraye , & la vraye fous un_ﬁgne different auroit todjours méme

* grandeur que les deux faufles par 8. S. fi yappelle doncla vraic 24, &la diH:c-
rence des deux faufles 26, ces deux faufles feront —a—b, & —a —+b.
C'eft pourquoy lon aura les trois egalitez fimples , y—2 b—o,
y~+a—b—o, & y—ra=—o. Et leur folide donnera I'egalité de trois
degrez y' ¥—3aay—24=—0, qui {era la transformée de I'egalité propolée

—bb  —t2abb
3 *—py—g=0, Tous les termes del'une feront donc égaux 4 rous les termes
de l'aurre, chacun a chacun & dansun méme ordre,
S’il arriveit queles deux ra.ines faufles n’euflent aucune difference, cha-
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cune d’elles feroit —a, la vraye 24, & la transformée y? ¥—3day—24"=0.
Parcequalors —bby & —24bb n’auroient aucune valeur , puifque 64 dont la:
valeur n’eft que zero , multiplianty & 24, ne peut produire que zero.

T ransformation des egalitez detrois d'egrez. qui ot une racine
reelle ¢ dens imaginaires.

Leur fecond termeeftant evanoiii, elles pouront todjours recevoir l'une ou
Pautre de ces deux formes y* *—py—g=—0. & y'*~+py—g—o. Car p aura:
quelquefois —+, & quelquefois — ; & {i7avoit —+ enluy donnant —, I'on
changeroit feulement la racine unique del’egalité de fanfleen vraye ; & cette
racine auroit fous un different figne méme grandeur que 7 de I'egalité imagi-
naire dont le produit par la réelle a formé la propofée , ouce qui eft la méme
chofe , elle feroit egale'ala fomme des deuximaginaires, Si j‘appelle donc la.
racine vraye 24, & la contradi@tion deI'egalité imaginaire 365, les denx ega-
litez feront la réelle y—2a=—o0, & l'autre qui enferme la contradition,.
yy—+2ay—+aa—o. Etle [olide de ces deux egalitez qui eft y*__344y_—24"—0

—~+3bb ~+3bb —Gabb
ferala transformée delegalité propolée y* *—py—g=—o0, fia eft plus grand
que b, ou bien de I'autre y' *— py—g—o0 fia elt plus petit que &. §'il arri-
voit que # fuft egal 4 &, le 3° terme feroit nul, & Pegalité 5y ** __8+—o-
feroit la transforméedela propofée qui feroitalors »* *__g—o.auquel cas:
tout [eroit refolu, carl'une des racines (eroit y—¢” C.g, ce qui reduiroit I'ega-
lité propoféeaufecond degréen la divifant parla fimple y—¢” C.g—o.

Or i nous comparons entr’elles les trois elpeces generales de toutes les:
egalitez transformées du troifiéme "degré qui fone celles: qui- fuivens;
La 1 y*—3aay—24—o0"

LEaryt ) *_54:sy-—zrz‘:o?:_;”*‘_._Py-—-ga:o.

— bb —2abb
Etla 3° y* 340y _2d4—o0__ ¢ p* —py—g—o:
% ~+3bb —Gabb {y‘ ’*—fpi——q:o.

nous y remarquerons quelques differences confiderables , qui nous fervirone:
dans [a {uite pour refoudre les egalitezdu troifiéme degré.
i | T
Premier Cas. S}Gf‘-_-::%,.
Car 1°. dans la premiere efpece qui eft § 7, 7328 =0 151
3% — a=
. P < P q {}*_Pj_q_oj .
quelle les deux racines faufles font egales entr'elles, =P=r49, le cube
4
1 A r
df S eft tofijours egal au quarté de ;4o Car aa—>p, & ##=79. Or
a* elt egalement le quarré de 44, ou bien le cube de 4. Donc
T e
e SR kS :
Dans ce premier cas la racine vraye, qui eft 22, fera’ tofjours
q e |
s & chaque faufle — *—, Car 24'—g eftant divifé par da—="p
-_.P 3

A 3 _ I'expofant
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Pegpofant eft za. Si on le trouve plus commode , les mémes racies feront
auffi, la vraye ?-V—;P: ou bien 27 C.1g; & chaque faufle —-V;p, ol
bien -—-VC;{q. o

Seconp Cas. Si Dpeft plus grand que T

! S_y?* _.55?__1‘1':\::,
Dans la {econde efpece, qui eft Z — bb —+2abb  dans laquelle

S el PR g0 :
une racine eft vmyc , & les deux ajires faufles & inégales entr'elles, Zp’ elt
plus grand que 47, le cube de ~p furpafle todjours le quarré de 4. Ca
le cube - pi—a® - abb—stasb'— 0%, & le quarré Lgg==a’—24*bb—aab’.
Or retranchant le quarré 2*—24*bb—+ aab* du cube a°—+ a*bb—+ -’!&mé"-—bz—l?é",
il refte ;a‘éé—%xaé"—l—_—’?éf, & ce refte elt pofitif , car la racine —a—+b
eltant negative, puifque les deux —as=b & _a—+b, font chacune faufle,
il faur neceflairement que # foit au deffis de 4, & ainfi la feule parte
34'0h furpaflera autre partie Zaab® qui f¢ trouve avec — dans le refte,
patceque chacune de ces parties eftant divifée également par abb, le pre-
mierexpofant 344 furpaflelefecond ~6b. 1l eft donc clair quedans ce fecond

cas otl une racine eft vraye, & les deux autres faufles , le cube =p elt plus

grand que le quarté 9.

Dans ecrte efpece 1°. le quarté gaa de la racine vraie 24 eft totijours au
deffus de 324—+bb. Carlaracine—a—+ b eftant faufle,, la grandeur 4 doit ne-
ceflairement furpafler &, & par conlequent le quarré aa furpa(fera le quarré
bb. Le quarré yaa—jaa—+aa ﬁgonc audeflus de p—;aa—+bb.

2°. Le quarré 24— 2ab— bbde la faufle racine —4—b eft totijours au
deffous de p=—3;aa—bb. Car retranchant as—+ b6 de part & d’autre , le refte

' duquarré fera 24b , & lerefte de p fera 244, Or 24b eft plus petit que 244,
puilque 2 divifant I'un & Pautre , le premier expofant fera & qui eft plus pe-
tit que le fecond expofant , qui eft 4. )

3°. Eta plus forte raifon le quarré de' as—aab— b de la faufle racine
—a—+b fera encore au deffous de p, puifqu’il eft au deflous du quarré prece-
dent aa—2ab—bb, qui eft déja au deflous de p.

Dans la méme efpece, fi I'on choifit 444 qui eft un quarré au deffus de
p=34a—+ bb, & qu’on prennela differencede ce quarré ala grandeur connué
o en divifant le terme g par cette difference, I'expofant fera la vraye racine
24, quieft aufli la racine du quarré choifi 4a4. Car ladifference du quarré

4an & p—3as—+bb et aa—bb, & g—24'—zabb. Donc —

aa—bb~— aa—bb
LY ald 3 [ 4 A .
=—24. Le terme ¢ divif¢ par la difference eft égal a la vraye racine 24, on
Hien ala racine du quarré chioifi 444, ce qui eft la méme chofe.

q __ia—abh

XVII.

XVII.

XIX.

XXI'

- Ceft pourquoy fila vraye racine 24 eft commenfurable , I'on trouveratol. XXT,

DDd
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joursun quars¢é aude(lus dep tel quela difference de ce quarré ap divifant Ie
terme 7, l'expolant donnerala vraye racine de l'egalicé , qui fera auffila ra-
cine du quacré pris au deflus de p.

Etcetce vraye racine 24 eftant découverte , chaque fauffe le fera auffi, car

— i &prabb
aa —— =& 5‘—, donnera le quarté 66. Lon aura donc

b=y as—2_ Et ainfi les deux racines faufles feront , lune

- g e g
—t—b——a—p a2~ ,& lautre —a—+ b——gt P an—

Dans lamémeefpece fil'on choific le quarréaz—+ 2ab—+ bb,quielt au deffous
de p, & qu'on prenne 24a—2ab, c’eft 4 dire la difference de 3aa—+bb—
a ce quacré ,en divifant —g par cette difference, Uexpofant fera la faufle

racine —a—>b, qui elt auffi la racine du quarré choifi aa—+24b—+bb. Car

XXIV.

XXV.

XXVI

XXVII,

KXVIIL

-

=t —zai—p24bb
1 e

Zea—1ab  zas—iab
C’eft pourquoy fi lafaufle racine —z—2b eft commenfurable , T'on trou-
vera totijours un quarré au deffous de p el quela difference de p a ce quarré
divifant —¢. 'expofant donnera la fau(fe racine del’cgalité —a—24, qui fera
auffi la racine du quarté pris au deffous de p.
Et cette racine eftant découverte les deux autres le feront auffi. Carla
fomme de ces deux racines qui font 22 & —a—+& fera a—+b, & leur plan

fera :’_&:_::_.;fbb » puifque le terme ¢ eft le folide des trois.
Donc par I. 19. le quarré de la moitié de leur difference fera

R -‘!.-ﬂi’b 3 1 . 1 .
Y aaviab—+ 22227, et & dire 2a8—2ab2bb, & la racine de
4 L § = —a—b 4 2 4

ce quarré ou la moitié de la difference fera ‘;x—— ~b. La vraye fera

— A bb ¥ \ ' 5 ]
dote Edrr bk ;/I_M._l_f;g&—g L4 ig—,ceﬂ: a dire 24, & lautre
2 2 4 2 -7

) T LUt 1 1 —z2ai—1abb ; = b
racine fauffe fera ’;—d-}-;é.—-/:ae—%;‘aé—i— b= celt A dite

—a.—b.
Enfin dans cette méme efpece,, i I'on choifit le quarré ae—246-44, qui
eft encore au deflous de p, & quon divife —g par 224 ~+24b difference de
3aa —+bb—p a ce quarré, I'expofant ﬁ?‘é
litk —a~+b qui et auffi la racine du quarré choifi as—2ab —bb, car
—q -—zﬂi—p;ﬂbb

{era la racine faufle de ega-

=-—-¢I-+5_.

2AR—L :.ab: 1BR— RS
C’elt pourquoy fi la fauffe racine —a—+5 eft commenfurable, I'on trou-
vera tofijours un quarré au deflous de p tel quela difference de pa ce quarré
divifant 7, 'expofant donnera la faufle racine de 'egalité —a—i-6, qui fera
auffi laracine du quarre prisaudeflous de p.
Et {i pour abreger , 'ane des faufles racines eftant découverte,, on 'appelie
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==, les deux autres feront todjours , la vraye z.a:: d= '—dd—l-z-, & la
& 4 !

fufle _*4_&:_4__;/344_1-}.

Trorsie'me Cas.  Sijp'eft plus petic que ~99-

; s e
5°. Dans la troifiéme efpece enfin , qui eft { —%;&b —6abb  xx1%.
{J’ o) 99,

P p—g=o
dans laquelle uneracine eft vraye , & les deux auties mngmaues fi I'egalicé
a—p; ~p’ eft totjours plus perit que %qg, le cube de <p furpalfe codjours
le quarré de 4. Car I'egalité ayant —p.,la grandeur 2 {urpaffera la gran-
deur b, & alors le cube Lp fera a’—3a*bb—+3aab*—b°, & le quarté g4
fera a®—+64*bb —+9aab*. Or retranchantle cubedu quarré ,1’on trouvera le
refte pofitif ga*bb—r Gaabi~+b'— ~qq—-— —p El: tirant la racine quarrée

de part & dlautre 354&-—1-!9——;/ qq—n-p Or ajotitant la racine

5g¢6-+b‘~—;/~qg—5"p i a'—+3abb—=2g, l'on aura legalit¢ a'-t3aab

~+'abb—+b'=r1q—+y/ +99—5p’- Et tirant la racine cubique de part &

dautre , 4 b=}/ C.oq~+ )/ -q9— 7p" OI‘ Sp==aa—bb eft le plan de
a-b par a—b. Dm[}mt donc ~p quieftla valeur de sa—~bb parla valeur de-

4-+b que nous vends de découviir,l'onaura e—b=—" _’_{’________
VCig+V a9—Lpr
Et enfin ajolitant #-+6 & a_-_6 en une {omme, la viaye racine fera:
T 4
3“:/(: TP PE_*' = ==——=— & lacontradiion
VCig—+V r99—1p

des deux imaginaires 366 fera 3aa—p.

Mais fi 'egalité Pmpofce avoit ~p, la grandeur & furpafferoit la gran- yvs
deur 4, & alors le cubg - p* feroit —a’—+34'6b—saab'—+6%, & le quarré &4

599 fera totdjours 4 “—t+6a*bb—9aab. Or ajotitant le cube au quarré, 'on

trouvera la fomme ou l'egalité 9a*hb—; Gaab*— b= qq— Lp'. Et tirant

la racine de part & d'autre 34::49_;.!;':;/:;-??.,{.1_#,;. Or joignarit cette

egalité & celle qu'on a tirée du dernier terme a'— 3abb—="4, 'on aura
DDd jj



XXXI.

XXXIL

XXXIIL

396 ELEMENS
@t 3aab—3abb b'—29—+ 1" g7~ 'p'. Er tirant la racine cubique dé

part & dautre , a— &:VC.—"-q-—i-V'_;—é;y-—f-,_—';p - Or ae—bb——"p.

—bb T
Donc a_._é:"—“a- P : = vraye racine {eradonc
Y Cig—+ Lagtp.
| wehs s 2
240=) Corqg—+V 97—+ p = ————— &lacontradi&tion

v Coog =¥ 990"
des deux imaginaires fera 3aa—+p.

Autre vefolurion fi denx racines [ont imaginaires.

Dans la transformée y* *—3 21y—24'—o0, l'on connoift au troifiéme terme
—+3/6 —Gabb

lafomme 32a—3"b. fi « eftaudeflusde b, ou bien 36b—3z4, (16 eft au deflus
de 2. ’on connoit donc auffiletiers delaméme fomme, c'eft a direaa—>bb,
ou bien bb—au, & au troifiéme terme ["on connoilt la fomme 14'—+ 446,01
la premiere fomme aa—"bb, ou bien bb—aa- eft le prduit des deux grandeurs
a—+b & a—b & la feconde 24'— Gabb eft la fomme ?5 cubes de ces mé-
mes gr_andeurs. Lesdeux premieres des refolutionsdonnées /. 39. donneront
donc chacune des grandeurs «—-b & a—b; & par confequent leur fomme 24
& la contradi€tion 366 feront facilement determinées.

Autre vefolution felon Cardan.
Dins la méme efpece, (i Fegalitéa —p, & qu'on fuppole z—t—y, &
a—t—v, Von aura as—blb—xv, & 28-62bb—x'—+v’. Or

aa—bb—"p, & 24—+ Gabb=—4. F)cnc xv=-p, & *'~v'—=y. Lapremiera .
Bt g LY iy ;.___P_! % iré e
x@_s_P fe reduit a w_g;. Done > x L'egalit¢ x—v=—yg fera
¥ —,. E: multipliant- 5, elle fera x"—p Xy
q. E: multipliant tout par &, elle fera x"— 1?}, —g4,

done '+ £ ——
177

laquelle eftant rendué egale 4 zero , & fes rermes difpofez par ordre, 'on
aura l'egalité de deux degrez x*—qx'— “p=—o. Etfesdeux racines feront,

la gignde 19—+ 4/ 799 [ p', & la petite .9—) 27— Sp'. La premiere
de ces racines fera egale a »* cube de x—a—1b, & la feconde A y' cube de

—a__b. C'eft pourquoy tirantla racine cubique de ¢hacun des deux cubes,
& ajofitant en une fommeles racines tirées , l'on aura (elon la regle de Cardan

- 1 Wt 1 1 AT
la vraye racine 24==}*C.—q—+ V99— !-Tf?‘—kVC.:q—[/iq?._Li? 1
Mais {i I'egalité avoit —+p, en fuppofant g—ibr—x & a—b—wv, parce.
que ag—bb—— alP’ Pon trouvera x‘.—yx’——:lap‘zo, dont les racines

font , la grande 19—+ ;qq-+-p', qui elt egale 24’ cube de ¥—a-4,
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T

. 1 . '
& la petite }q._;/;ﬁ*—i up’, qui eft egale & ' cube de y—a_-4, La
fomme de ces deux racines cubiques tirées de cesdeux cubes , dornera donc

la veaye racine 27—/"C.-9—+ Vi 99—+ {p =+ C. 9—V 99—+, P
Dans la troifiéme efpece, fil'on choifit le quarrcé 424 qui eft toﬁjdurs au
de(Tus de 3az—3bb , valeur de plor{que ’egalité a —p, ou bien de —p> lorf.
quel'egalité a —p. & qu'on divile 7 par aa—+ 366 ditference du quarré 444 &
344—3bb (valear de —+poude —p.de —p, fipalefigne—, & de —p, 5’1l
a lefigne —+; ) I'expofant de la divifion donnerala racine 24, qui fera auffi la
racine dn quarré choifi au deflus de —+ ou bien au deffus de —p, Car

q sai—rakh /]
_—————— T2 4.
aa—+ bbb Ria—y bE

C’eft pourquoy fila vraye racine 24 eft commenfurable,, 'on trouveratotl-
jours un quarréau deffusde —p, fi I'on avoit—p; tel quela differencede ce
quarré a—+pou biena —p donnera la racine 24, qui {era auffi la racine du
quarré pris au deffus de —oude —p. :

Et cette racineeftant découverte , lacontradi@®ion des deuxautresle (era
aufli. Car cette contradition eft 366, Or fi I'egalité a —p, I'on aura
3bl—30a—p, &ficllea —p.V'onaura shb—34a —p. Et ces contradictions
feront commenfurables, parceque les parties 344 & p quiles compolent font
elles-mémes entierement commenfurables. En tout autre cas la vraye racine
& la contradiction feront ¢chacuneincommenfurables, & pouront eftre expri-
mées feulement felon les determinations generales qui precedent ou bien par

lignes.

ProBLEME,
Une egalité de trois degrez eftant propofée , en chercher Ia refolution,

- Certe egalité eftant preparée ; fi elle a —p, I'on verra fi Zp' eft egal , ou
plus grand , ou plus petit que ~g4.
- PreMI z.n Cas. 8i =97
La vraye racine fera m:'f, & chaque faufle _a:_’%_ Ou bien Ia

'V.ra.)];e fefa er/_;Ps ou IV-C-‘:q: & la f&u‘rﬂ -—-V—si—‘P, ou __[/‘c_%?" Tol.ll:

cela eft clair par 16. 8.
Exemple.

Soit la preparée y'* —147y—686—0. p' ou bien .:"?‘f et le.méme
niombre 117649. La vraye racine fera donc 2//~p—ap 49— fois 7,
ceft & dire 14, & chaque fauffe —p”2p fera,_7. Ainfila preparée eft le
produit des trois egalitez fimples y—14—o0, y~+7=0, & y—+7—o0.

Si Lpt L
Seconp Cas.  Si-p'eflt au deflus de 99

1%, L’on divifera fucceflivement & par ordre le. terme ¢ par chaque
' DDd iij

XXXI1V,

XXXV,

XXXVI,
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XXXVIIL,
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difference de chacun des quarrez au deffus de p a cette méme grandeur p>
jufqua ce que I'on trouve un expolant égal ou plus petit que la racine du
quarré qui aurareglé la derniere divifion. SiI'expofant eft égal 4 la racine
du quarté, il fera auffi la vraye racine de 'egalite , par 21. S. & cette ra-

cine eftant appellée 24, les deux fauffes feront —a—f" km——fT &

q i
—a— P aa— s par 2. S

2°. Mais fi I'expofant de la derniere divifion eft plus petit que la racine
du quarré qui 'aura reglée , la vraye racine fera incommenfurable. Cleft-
pourquoy I'on fera de nouvelles divifions femblables aux precedentes du
terme ¢ par chaque difference de p a chacun des quarrez au deffous de p.
Si I'expofant de quelqu’une de ces divifions eft la racine du quarré méme
qui I'aura reglée , il fera aufli 'une des racines faufles de I'egalité preparée,
par 14. & 27. S. & finous I'appellons —d. les deux autres feront , la

vraye ;-d-;- Vv I:dd—i%, & la faufle _:Td_—[./"%dd-&-%- par 28. 8.

Premier Exemple.

Soit la- preparée y'* __28y__48—o, qui a —p, & dans laquell2-
217/;‘:81521_! eft plus grand que >79—476, le premier quarré au deffus de’
28—p elt 36, & la differencede 36 4 28 eft 8. Or divifant 48—y par cette
difference 8, l'expofant eft 6, qui eft auffi la racine du quarré 36, dont le

choix a regléla divifion.. La vrave racine de I'egalité eft donc2a—¢, & les-
: §

deux faufles font —a—}p”" 45_——1;:——5-—]/ 9#%[:—5—[/? 1, ceft A:

dire —4, & —a—+} as— 11—-:—-—3*{- V1, ceftadite —2. Ainfi la pre=
parée eft un produit de trois egalitez fimples y—6=0, y-+ 4=03.
& y—r2—o,

: Second Exemple.-
Soit la preparée y'*—13y—r12—o, qui a —p, & dans laquelle-
2 =812 eft plus grand que ~gg—36. Le premier quarré au deflus de
13—p eft 16, & ladifference de 16 a 13 eft 3, Or divifant 12—2 par cette
difference 3, 'expofant eft 4, qui eft auffi la racine du quarré 16, dont le-
choix a reglé la divifion, La vraye racine 2z eft donc 4, & les deux faufles

"“‘"V:"‘““":; & ._ﬁ—l-'Va?:l—--,-_g;- font —3 & —1. Ainfi la pre-

parée eft un produitdes trois fimples y—4—o0, y—+3—0, & y-+1=—o0.
L’on remarquera dans ce cas que fi la vraye racine et commenfurable,,.
Pon ne fera prelque jamais Iﬁus de deux ou trois divifions fans la.
trouver,.
_ y Troifiéme Exemple.
Soit la preparte y* _—8y—8=—o0, qui a —p, & dans laquelle-
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ﬂ_i_L;Ps:,s’;i? eft plus grand que -g7=—16. 1°. Le premier quarré au deffus
de 8=—p eft 9, & la difference de g a Seft 1. Or divifant §—7 par cette
differencer, I'expofant § [urpaffe 3 racine du quarré 9 qui a reglé la divifion,
’eft pourquoy je choifis I’autre quarré 16 audeflus de 8. La difference dece
quarté a 8—p eft 8. Or divilant 8—p par cetre difference trouvée 8, I'ex-
polant 1 eft plus petit que 4 racine du quarré 16 quiareglé la divifion, d’ou
je connois que la vraye racine eft incommenfurable. 2°. Je chauge donc
Poperation , & je divife 8—¢, par 4 difference de 8—p, au premier quarré
4 quieft audeffous de 8—p, & parceque I'expofant 2 eft laracine du quarré
4 quiaregléladivifion, jeconclus que —2 eft une racine fauffe de l'egalité
preparée, Ec certe racine eftant appellée —d, les deux autres feront, la

vraye }d-:-;/idd—{-}i:—;—ﬁ’j, & la faufle %n’-—-V&dd—!-%:I_VS'

Ainfi la preparée eft un produit des trois egalitez fimples y—1—p 5—o,’

y_...I—:f-[/j:o, & y—+21—o.

Trorsteme Cas. Sigp eftplus petit que 194
1°. Si l'egalicé a —p.l'on divifera fuccellivement & par ordrele terme 4 pat
chaque differencede chacun des quarrez an deflfus der a certe méme gran-
deur p.julques a ce quel’on ait trouvé un expofant egalou plus petit quela ra-
eine du quarré qui aura reglé la derniere divifion. Si I'expofant eft egal ala
racine, il {era auffi la racine 24, par3g. S. & lacontradition des deux autres
qui fontimaginaires , fera 3aa—p. par 36.5.
Mais fi I'expofant de la derniere divifion eft plus petit que la racine
du quarré qui l'aura reglée , la vraye racine & la contradiction feront

«chacune incommenfurables , la racine 24 fera p7C.lg V91—

I
=

=—=——, & la contradiction fera 320—p, par 29. 5.
V' Ciqg ¥ 91— p

2°, Mais {il'egalitéa —p.I'on fera de femblables divifions par chaque dif-
ference de chaque quarré au deffits de —p. a cetre méme grandeur negative
—p-julques a ce quel’onaittrouvé un expofant egal ou plus perit que la ra-
cine du quarré qui auraregléla derniere divifion. Si l'expofant eft egal a la
tacine, il feraauffilaracine 24, par35.S. & la contradi@tion des deux autres
qui font imaginaires, ferazaa —p. par36.S.

Et fi expofant de la derniere divifion eft plus petit que la racine du quar-
1é qui l'aura reglée, la vrayeracine & la contradiétion {eront chacune imagi-

NI g D i, AT
naire, la racine 24 fera Y°C gV 99—+ p e
_ V' Ca9—+V ;99450

¢ la contradiction fera 3ea—+p, par 30. S.

XL.

XLL

XLIL
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Premier Exemple.

Soit la prepatée y'* —24y—7:=—o0, quia—p, & dans laquelle f?p‘:zyz,-:
elt plus petit que ;—qq:ngé. Le premier quarré au defus de 24 eft 25, 8
la difference de 252 24 eft 1, par qui 72—y eftantdivifé, l'expofanteft 72 qui
furpafle § racine du quareé 25. L'autre quarréaun deffus de 25 eft36, & la dif-
ferencede 36 24 eft 12,par qui 72 eftant divifé,lexpofant eft 6 quieftauflila
racinedu quarré 36. La vraie racine 24 fera donc 6, & la contradiction 344
—plerazy—a4,ceft a dire 3,ainfila preparéeeft un produir des deux ega«
litez 'uneimaginaire yy —-6y —1:==0, & l'avtre réelle y—6=—o,

Second Exemple.

Soit la preparée y? ¥ —3y—36=—o0, qui a —+p. Le premier quarré aude(fus’
de —3=——peft —+1, & la differencede —ra —jelt —4, par qui divifane
356—9, l'expofant eft g qui eft plus grand que 1 racine du quarré choifi 1, En-
{uite "autre quarré au deflus de —~1eft —+ 4, & la differencede —+4a_3—
—p eft —+7, par qui 36— eftant divifé , lexpofant n’eft pas la racine du
quarré 4.C’elt pourquoyje pafle au quarré {uivant 9, ladifference dece quar-
réd—3—p eft —12, par qui 36 eftant divilé, expolanteft 3, qui elt aufli.
la racine du quarré choifi 9. La vraye racine 24 fera donc 3, & lacontradiction
3aa—ip fera 9>. - Ainfi la. preparée eft un produic des deux egalitez:

W3yt 120, & y—3=—0:

Quand ceft que les egalitex de tross degrez [ont irredutibles.

L’on n’a peint encore trouvé julqu’ici demoyen pour déterminer exactes
ment les racines des egalitez-de trois degrez qui ont —p, & fyp‘ plus grand’

que 79, fi ces racines fontincommenfurables , & que lesregles precedentes
n’ayent pii en dérerminer aucune.. Si I'on vouloit chercher ces racines , pre-
nant la propofée y' *—py—g—o, & fa transformée y' ¥—3asy—2ra—=o,
: — bb —+2abb
I'en poura d’abord cuber 342—+bb—p. & quarrer #*—abb==7g.aprés quoy
T'on aura 274°—+272%bb~+9aabt— b'—p', & a‘._.m‘!:é_—i«aaé*zfi—gq.cectc
derniereegalité eftant toute multipliée par 27, & retranchée dela precedente,
laiffera 814*&5—'18%:’;*—1—5‘:)9‘__‘:7%, & tirantde part & d'autre la racine

r RS -‘-__-‘:T._‘- > ~ |
quatrée geab—b—p” p‘_ﬁrq. Mais cela ne donnant point la valenrde 4
ni de b, ni celle de leurs quarrez ou de leurs cubes , 'on n'eft point plus
avancé qualiparavant, Si l'on écrit b* 2pb— p/piYg5—o, fes

= St $ 1 . % * 2
trois racines f{eront les trois demies differences alternatives des racines cher-
chées dans la propolée y', &c.. L'autre egalité x'—+prxa*—y9—0, aura
pour fes racines les trois plans alternarifs des racines de 5. Ec fi quelque
racine pouvoit cltre connué dans quelqu’une de ces egalitez , ou en d’autres
» s . . > ¥

femblables qu'on en pourcit déduire, I'on pouroit aufli en retrogradant

déterminen
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déterminer exa@ement les trois racines incommeniurables de la propofée y'.
Mais comme je ne fcai aucun moyen pour pouvoir déterminer ces racines,
je me contenterai de le faire par approximation , non feulement pour le
troifliéme degré , mais encore pour les autres, Voici comment.

-

REecLE
Pour approcher de la valeur des racines incommenfurables
d'une egalité propoféc.

L'egalité feradivifée par deux fimples de I'inconnué— deux des divileurs
du dernier terme qui feronttels quel'unede ces divifions laifleun refte nega-
tif, & l'autre un refte pofitif. Celamarquera quelque racine entre ces deux
divifeurs. L'on divifera de nouveau par l'inconnué — lepetit divifeur — en-
corela moitié de fa difference au plus grand ; (i une telledivifion laiffe encore
un refte negatif, 'on en reiterera de femblables ajodtantauxdernieres gran-
deurs lamoitié de leur differenceau grand divifeur. Et lorfque ces divifions
laifferont un refte pofitif,I'on en reiterera pareillement d’autres femblables aux
precedentes del'inconnuc -—les-dernieres grandeurs qui auront laiflé un refte
negatif — encore la moitié de leur difference aux dernieres grandeurs quiau-
ront laiffé un refte poficif. Er reiteranta l'infinila méme regle ; I'on peut ap-
procher al'infini de lajufte valeur dela racine cherchée , fans queneanmoins
Ion puiffe jamais yarriver, Ici Pon fuppofe quela racine {oit vraye,

Par exemple'egalité y» *—r2y—1:==0 a {es racines routes trois réelles , &
Incommenfurables. Ainfion ladivifera par y—3, ce qui laiffe le refte negatif
~—3, mais eftant divi(ée par y—g; elle laifle le refte pofitif — 4. La vraie ra-
cine eft donc entre 3 & 4.- L’equation fera donc divifée de nouveau par

J—I=—3,— moitié de la difference de 3a 4. Cette divifion laiffe le
relte negatif —1rz. L'on e fera doncune nouvelle par y— g— %:-—-;’

moiti¢ de la difference de Z au grand divifeur 4. Cette divifion laiffe le

31 I 3

refte negatif -—45.' L'on en fera donc une nouvelle par y— == 7

moitié de la difference de :15 a 4. Cette divifion laiffe le refte negatif

159 s . & 3t : =0 ds

— " . L’on en fera donc une nouy S 3t % ’

et ¢ nouvelle par y §5 1> MOItIC dé
33§

la difference de §* a 4.- Cette divifion laifle le refte.pofitif 1. Lonen

056

§ - Ty ot : .,
commencera donc une autre par y— -, —=— % derniere grandeur quia
laiff¢ le refte negatif ——%’, & —; moitié de la difference de ¥ a2 der-

z L
niere grandeur qui a-lai{fé le refte pofitif 1:—:&;. Cettedivifion lai{Te encore
1
.
8 . p

eft plus grande ‘que 3%, & plus petite que 35+ Etl'on en poura continuer
ainfi Papproche autant que I'on voudra, .-

un refte pofitif 13, D’out I'on peut déja conclure quela racine cherchée

EEe.
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DE LA RESOLUTION
DES EGALITEZ DU QUATRIEME DEGRE
PAR LA TRANSFORMAIION,.

Touteegalité du quatriéme degré aura fes racines toutes quatres réelles,on
deux réelles & deux imaginaires , ou bien enfin toures quatre imaginaires,
Les racines (eront toutequatre réelles, lor(que I'egalité propofée fera le pro-
duit dedeux autres , dont chacune fera réelle & de deux degrez. Deux feront
réelles & deuximaginaires , lorfque I'egalité era un produit de deux autres,
I'une réelle & I'autre imaginaire, dont chacune aura deux degrez. Etenfin elles
feront toutes quatre imaginaires , lotfque l'egalité fera un produit de deux au-
trés imaginaires , & de deux degrez chacune. Ces trois efpeces renferment
tout le quatrieme degré. Nous €n expliquerons icy les proprietez & les diffe-
rences principales. Ecafin de rout rapporter  un petit nombrede regles fim-
ples & faciles , nous fuppoferons otdinairement ces egalitez avec le fecond
terme evanoiii, parcequ’il eft facile de leur donner cetre forme fi ellesne I'ont
pas, par 7. 5. & nous fuppoferons aufli qu'elles foient todjours fans fraction;
ce quieft encore facile a faire par 5.S. '

- - ~y - ’ -
T ransformation des egaliteX, du quatrieme degré qui ont
lewurs racimes toutes qsm.fre reelles.

Leur fecond termeeftant evanoiii poura todjoursdonner une egalitéde s
deux formes y* *—pyy—gy—+r—o, ou bien y**—pyy—gy~+r—0. Cat
p aura tofijours le fighe —, & fi ¢ avoit -+, en luy donnant —, I’on chan.
geroit feulement les racines vrayes en faufles , & les faufles en vrayes; ce
qu’il faur remarquer icy; car dans la fite nous confidererons totdjours les
egalitez avec —7. Pour le terme 7,il aura -+ ou —; il avra —, lorfque
deux des quatre racines font faufles & les deux autres vrayes , mais il aura
—, lorfqu'une feule eftant vraye , les trois autres font fauffes , parceque
le furfolide de quatregrandeurs dont trois font negatives & l'aurre pofitive,
ou dont trois font poﬁtivesl & l'autre negative , ne peut jamais donner
_que —_—

Comme nous fuppofons qu'il y ait —g, il faut neceffairement puifqu’il
ya auffi —p, que dans chacune des formes precedentes deux racines foient
vrayes. Si jappelle donc24lafommedes deux racines qui doit eftre pofitive,
& 25 leur difference , 8 —24 la fomme des deux autres qui doit eftre nega-
tive, & 2¢ leur difference,, jlauray les quatre egalitez fimples y—a—b—o,

y—a=tb=—0, y—+a—+c==0, & y—4a—c=—o0;ou bien les deux de deux
degrez.  yy—2ay —+aa—o, & yy—+2ay—+aa—o, & leur produic
—b —cc _

¥ *—2aayy—2abby—ra'—o, fera la wansformée de la propofée
— bb —+2acc —aabb

—-— —aacc
—+bbee

\
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FHt—pyy—qy—+r=>0, fi a.eft plus grand que &, c’eft a dire fi les racines
a—+b & a—>b font toutes deux vrayes. Mais fi « eftplus petic que 4, &
qu'ainfi la racine a—# foit faufle, elle feralareduitede y* *—py—g—r=—o.
11 faur remarquer que 4 doit {urpaffer neceflairement ¢, parceque la gran-
deur —zabb—+ 2acc cftant Pexpreflion de la grandeur negative —¢., doit
eftre negative , ce qui ne pouroit eftre i 2265 ne furpaffoic point 2400,
Si I'on [uppoloit que 4 & ¢ fuflent nuls ou égaux entr’eux, le terme o eft
—¢ feroit nul , & l'egaliré feroi:g‘ *—pyy*—r—o, qui ne pafferoir feule-
ment que pour une egalité du fecond degré , dont l'inconnuc feroit le
quarré yy.
~ Mais fi une feule des demies differences comme ¢ eftoit nulle | la trans-

- formée feroit y**—24ayy—2abb—+a’—o0, & alors §'il y avoic —r7, les
— bb —aabb TS

= . A : 1 Tl ST TR
quatre racines feroient totijours chaque egale —a—=p " p—+§";pp— 57>

& les deuxautres, 'une fauffe —a—p~ ;’; , & lautre vraye —a—+ ;/'.--q;
Pt

Mais s'il y avoit —+r, les racines feroient tofijours chaque egale

: < i
g 1 " s 2
~a=} < p—+ V;pp-{- o & les autres toutes 2 faulles, l'une —a—p ",
& lautre —4-;--;/% . Certe détermination eftant particuliere , je expofe
5

feulement en paflant & fans en donner de preuve. Que fi la demie diffe-
rence b eftoit nulle, Pautre ¢ feroit donc plus grande qu'elle, & legalité
auroit —+4 & non pas —g, ce quireft contre la [nppoficion que nous avons.

faite un peu auparavant, f

T ransformation du quatriéme degre, lor[gue denx racines
font réelles , & denx imaginaires.

Siles deux racines qui ne font point imaginaires fontappellées , 'une 2.4,
& l'autre a—b, & la contradiction des deux imaginaires cc. l'orr aura les
deux égalitez yy—2ay—+aa—o, & yy—+2ay-+aa—o, & leur produit

= —~Ce
' *—2aayy—2abby—+a'=o (erala transformée de l'egalité y* ¥—pyy—7y
— bb  —2acc —aabb \ : '
—: CC —aaec
: —bbee
~¥r—o,fi« elt plus grand que b, & 2a4-+bb plus grand que co, auquel-
cas les racines feront routes deux vrayes,& del’egalite y* ¥*—pyy—<g9y_37—0
fi a cft plus perit que by & mqs_—i-éé plus grand que ¢c, auquel cas Pone
des deux racines {era vraye & l'autre faufle, Elle fera aufli la transformée de
Iegalité y* *—pyy—gy—+r—0, dontles denx racines font vrayes ; & alors
a (urpaflera &, parceque le dernier terme a — ; & ce furpallera 222460,
A caufe que le troifiéme terme a aufli — ; ou bien enfin de l'egalicé
9 pyy—qy—7s dont les deux racines font I'une vraye & l'autre faufle,
& alocs 4 furpaffera 4 & ce {urpaflera 24a—bb. Si 2aa~+0b eftoir égal
EEe ij
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a ce, le troifiéme terme feroit évanoiii. Et i b6 eftoit egal a cc, les racinég

. : L9 9
feroient a—+b=p"~p—+p" ~ & a—b—p Lp—p" —+ &la con.
gt BT “
tradiGion V'qlP Tout cela fe voit aflez facilement en confiderant la
4V p- “at

transformée, :
T ransformation [i les vacines [ont toutes quatre imaginaires.
Si j'appelle 24 la fomme des deux d'une part, & les deux contradictions

bb-& cc, les deux egalitez de deuxdegrez chacune feront yy—aay—~+aa—o,
' ; b

~+b
& yy-+1ay—+aa—o, & leur produit y**—2aeyy~+22bby—+a'=o, fera
—40C —+ bb —zacc —tvaabb
~+ ¢ —+aace
—+bbee

la transformée de y* *—pyy—gy—+r—o0, fi 244 furpalle bb—.cc, ou bien
de y* ¥ pyy—gy—+r—o, fi bb—cc (urpafle 224. Afin quily ait —g,
il faut que ¢ furpafle 4, i ¢ eftoit egal 4 b, legalité n’auroit que deux
degrez. 1l faut bien remarquer que les racines imaginaires font 74— /_.—éf_
a—p —b, ) —c & —a—) —c.

T ransformation generale pour tows les cas precedens.

Toutes les transfermations precedentes nous ferviront pour diftingues
les differentes proprietez de toutes les egalitez du quatriéme degré. Mais
comme l’on ne peut pas juger d’abord fi une ega‘.ité propofée eft de 'une
de ces efpeces pliroft que de l’autre,, nous nous fervirons d’une transforma-
tion generale plus courte & plus Fa_cile ,en appe!lant pour ce deflein
yy—xy—+a==0, & yy-+xy—+a=—0, les deux egalitez dont le produi

—+b —b
y‘*-’!‘—mjy-—sz}u{- aa—o, lervira de transformée generale a toute egalité
24 —
du quatriéme degré. Car fi elles ent —p, la grandeur xx furpaffera 24,
& fielles ont —+p, 24 furpaffera xx. ( je (uppole qu'elles ayent todjours
—¢. ) La grandeur « furpaffera b, fi elles ont —7; & b furpaflera 4, i elles
ORE: —x
PremMiER PROBLEME,

Reduire toute egalité du quatriéme degre au troifiéme,

Cette egalité eftant preparée , on la transformera generalement comme on
vient de le faire , & I'on comparera {es termes avec ceux de la transformée
genemle qBi Preccde . iufqu';} ce qu‘ol‘l ait une egali{é entiere ot la feule iy«
connué z [e rencontre. Aprés quoy l'on aura ce qu'on cherche, J

: Exemple.

Pour reduire au troifiéme degré legalité y**—pyy—gy—+r—0, Von
prendra fa transformée y'*—wxyy—2bxy—+aa—o, & l'on tirera de la
— 2 =
comparaifon des trois derniers termes de 1'ane avec les trois derniers de
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T'autre, ces trois egalitez xXx—ra—p,2bx—y, & aa—bb—r. La premiere
| I ¥
donnera a=—p— —xx, &la feconde !’_—:"x . Mettant donc dans la troi-

fiéme egalité as—bb—r, les quarrez des deux valeurs de # & de b irou-
a
‘;jx:—?’:
laquelle eftant route multipliée par 4xx pour ofter la fra@ion , & enfuite
eltant ordonnée & renluc egale a zero,'on aura enfin pour reduite de la
propof€e I'egalité de trois degrez x*—2px*— pprx—gq—o.
__4__?‘ .

Et fila propolée avoit —p, cette reduite auroit —+2p au fecond rerme,
& au contraire i la propolée avoit —, cette reduite auroir — 47 Mais
foit que'la propofée euft —+ ou —p, & —+ ou —, la reduite auroit todi-
jours —pp & —g9q. : '

Chaque racine de ces reduites differe ordinairement de chaque racine de
leur propofée ; mais afin d’expliquer la communication qui eft entre ces
propofées & leurs reduites , nous comparerons enfemble les trois efpeces
des transformées du quattiéme degré avec leurs reduites.

r - i ) ¢ 1 1
ces par le ? St s
vees pat les 2 egalitez precedentes , I'on aura X IpRx e pp

Propofée de la premiere efpece. Sa Reduite, ]
yt "‘._._m?y_ﬁméé_y-hi- a*—o, x"—gaaxt—+8aabbxx_—4aab*—o0,
— bb  —v2a0c —aabb —2bb —+Saacc ~+Saabbecec
— G —aacec —20c b ~—4aact
S5 ~+bbee —2bbecc
~% ¢t

1] eft vifible que cette efpecene peut jamais avoir —+p. Sa reduite a trois
racines vrayes ; car elle peut eftre exactement divil€e par xx—gaa=—c, par
xz—bb—2bc—cc—0, & par xx—bb—+2bc—cc—o,

Etfil'on connoift 444;1a propofée cft refolué. Car asz—{-}éé-—:-fcc:h:,

: : ien Loe=1 S AR &
abb—acc=-4, ou bien ;66—-1::;:4“ . Donc éé_lp aa—t . Et

- [4 1 3
ticant de part & d’autre la racine quarrée , b—)/ —p—aa—+ ::-. Et I'on

v T
aura pateillement ¢—§" ;p—-—u-—f;— . Or ayant les valeurs des grandeurs

a, b, & ¢, toutes connues, les quatre racines a—+b, a4—b, —a—c & —a—t ¢
le font aufli. Et pareillement conneiflant 'une ou Pautre des denx aurres
racines de la reduite , chaque racine fera connué. E fi 'on fcavoit qu'une
grandeur fuftl'une ou l'autre de fes trois racines, fans {cavoir laquelle, en

y ° . » o o " [_ Ty q_

Vappellant 444, les 4 racines feroient tolijours a~+b—a—+ " S R S
1 1 e S . -

a_-é__.f-—Vl—p—m-—z- s e .“’_'“V;.P A— > &

. A V:I— e

1_:-3""1‘ (—~—a~+ zP_ = ;"‘;_t

EEe iij
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piir, Dans cetee premicre efpece ;p:.m-a-}éé-—l-}cc furpaffera todjours

I 1
aa—+ L —an—vLbb—"cc,
44 L z

LIV. Danslaméme efpece, la reduite aura todjours le figne — au troifiéme:
terme , parceque le quarré b*—2bbcc—¢* que ce terme renferme ne peus
eftre que pogtif, puifque toute grandeur pofitive ou negative multipliée
par elle-méme , pe peut donner qu'un produit pofitif.

Propofée de la [econde efpece. Sa Réduite,
gt *—2aayy—1abby— a*=—o0. x*—gaax’— Banbbxx—4aab'—o.
— bb —24cc —aabb —2bb —S8aace —8aabbec
—+ ¢C —+ aace 200 ~+b* —4aact
—bbee —+2bbec
-+ ¢t

La reduite de cette feconde elpece aura une racine vraye & deux imagi-
" naites, parcequ’elle poura eftre exactement divifée par xx—g42a—o0, par-
xx—bb—cc—+ p—gbbec—o, & par xx—bb—co—p—4bbcc—o, o
I'on voitque les deuxdernieres egalitez renferment chacune fous le figne »~
la grandeur negative —4bber, qui ne peut avoir de racine quarrée pofitive
ou negative,
3 : . r . . - . .
LVIL ue fi I'on sonnoilt 4aa, la propofée eft refolué. Caren premier liew:
0 . . . 1 1 I
i I’egalité avoit —p, l'on auroit as—+ ~bb——cc——p, & ~bb—+ce—=1_.
e 2 3 _:. 2 48 3
lefquelles eftant jointes I'une avec lautre, & la tranfpofition accotitumée:
o " ™ I : > »
eftant faite, I'on aura !sz’v:z—p—-—m—b f;—, & l'une eftant pareillement re-
%—, Ainfi les deux racines
—_— .
> - ’ . b
de I'egalité propofée,qui font réelles, feront a—b—a—+ p” —p—aa—+L_.
4%
& a—b—a—p" ‘_P_-m..;. -E;, & la conrradi€tion des deux autres imagi.
F

b §
naires —a-—+p—c & —a—p —e¢, lera co=— P aa—+ _37'

' 2 3 1
tranchée de 'autre, 'on aura co—=——p -+ 44—+

LVIL.  Ec dans ce premier cas ol l'on fuppofeque la propofée ait —p, il arrive

. 1 I 1 . I
v 0jours que p=—q—+—-bb——cceft plus petit queax-—a-f;:ag_;.;.é&_,_ Lec,
2 S ee;

e T B 1 1
mais il eft plus grand que dﬂ—-—-;;.___m__;éé__ ~ce.

LVIII.  En fecond lieu fi la propofée avoit —:p, fesdeux racines réelles feroient
_-__-——____ .

9
44

- 1
a—+b—a—+ ) — cp—aa—t

> & 4—5:4—-[/._'_%‘0—-“-;6%, &la "

contradiétion des deux imaginaires cr::-p-ma—i- %
1%,  Er dans ce fecond cas ot l'on fuppofe que la propofée ait —+p. il atrive:
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tofljours que : p=—raa— i—ét’:-—}-:_-cc eft plus petic que —f; —aa——aa

I
g bb— " cc.
Toute egalité du quatriéme degré dont le fecond terme eft évanoii Jfera 1x
tofljours uniquement de cette (econde efpece , lorfquelle aura Y °
Car —p marque quelques racines imaginaires , & — marque que toutes
quatre ne le peuvent eftre.

Propofée de la troifiéme efpece. - Sa Reduite.
Y —2aayy—+ 1abby—+ a'—o. x‘__4dx.r*_-85355xx—4aaé =0,
—+ bbb —zacc —vaabb —t+266 —8aace  —Saabbce
-+ ¢C —+aacc ~t200 — bt —44aact
5 —-adce —abbece A
-+ ¢t

Cette efpece ne peut jamais avoir —. Sa reduite a une racine vraye, 1xp
8 les deux autres faufles. Car elle peut eftre exa@tement divifée par ‘
R—4.4a=0, par R2—+bb—+ 2be—~+cc—o, & par 2z—+bb—2bc—+ cc—o.

Et {i l'on connoiflt 4a4, la propofée eft refoluz, Car en premier lien; w11
Jorfquelle aura —p, les deux contradictions des quatre imaginaires feront $
45

4a

. T -_9__ T
tolijours bb—— —p—+as— 1o & co—=— p—rai-t
5 | [ L 1 A o
Et dans ce premier cas, -p—aa——bb_ —cc fera toljours plus petit 1 XT1I1.
SR S PO R
q T 48 L 2

En fecond lieu, fila propofée avoit —+p. les deux contradictions feroient |y (v

1 9 1
A — Dt A — i q
totijours éé__lp e & ”—lP*‘m-*"—“ 5

¥ S "
Et dans ce {econd cas, ;p:._..m—l-i-éé—{-;cc eft totjours plus grand LXV.
. I
gue A ga— —an—bbslce.
B 48 = Z

SEconp ProBrLEME,

Une egalité du quatriéme degré eftant propofée , en chercher la

relolution. '
PrREMI1ERE REGLE.

Ce:te egalité eftant preparée , & delivrée de toute forte de fra@ions & y
degrandeurs incommenfurables , I'on aura tofijours une egalité qui aura —p LXVI,
avec ~+ ou —r, ce qui fait deux formes differentes ; ou bien — p avec —+
ou —, cequi en fait deux autres. :

L’on prendra la reduite de cette egalité , & on la divifera fucceffivement
& par ordre par chacun des quarrez divifeurs de 99> en commencgant par ceux ,
qui lont plus grands que p, lorfqu'il yaura —p dans la propofée.

Si quelque divifion fe fait (ans refte, & que la propofée ait —p, appel-
lant 4aa la racine découverte , les quatre de la propofée feront totijours
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—_————

; 1 q 1 1 T
celles-cia—t /' p—aa—t ——, a— V p—aa—+ %,.._4... v Sp—aa—L-

& enfin ﬂdﬁ_/;p—ax—%par §2, §6, ¢ 62, S. qui feront toutes
quatre réelles , 1—p eft plus grand que ma—-i’;, par 3. . Les deux pre=
~ . ¢ o 7 3 1 »
mieres feront réelles , & les deux autres imaginaires, i ;p eft plus petic
que m—:—%, & plus grand quaad—-f:, par 57.S5. & enfin toutes quatre

. e T g
imaginaires, fi ~p eft plus petit que 24— f;, par 63. 8.

Mais quand: la propofée aura ~+p, fes quatre racines feront todjours

[l 1 e 1 q
a— V'—— E-P—dﬂ—i‘ f;, d—’!,-—-— ;P—ﬂd—l—;’;, —d‘-‘V—-—- ;P—-—dd-—— -4—“—,

& :—P—aa._-———f‘ ,par §8. & 64..5. Les deux premieres de ces
quatre racines (eront réelles, & les deux autres imaginaites , ﬁ':—‘ eft plus

grand que :_—'p-i- a4, par 59.S. & toutes quatre imaginaires , s'il eft plus
petit , par G5. S:
Premier Exemple.

Pour refoudre I'egalité y'*—;37yy—24y—+18—0, je prens fa reduite
X' —74x'—+ 649xx—576—0, & je la divile par w¥—64 premier quarré
divileur de 76=—g¢, qui foit audeflus de 37—=p, I'expofant de la divifion eft
xt—1oxx—+9=—0. C'elt pourquoy appellant 444 la racine trouvée 64,

les racines  cherchées feront  a—+f Tp—sa—+ -L—g-+2—6,.
2k 48

;t—}/'i—P—ﬁﬂ—l—%:!.', ""“;—V';:'P'_‘M‘_f_},:"‘f > &
—ar P—gs—f::———;. Ainfi ]a propofée eft un produit des quatrg.-

fimples y—6=—0, y—2—0, y—+5—0, & y—+3—0,

Second Exemple.

Pour refoudre l’egalité')**_8]}*8}._;.15:@, je prens {a redyire -
*' —16x'—4xr—64—0, & je la divile par x¥—16 premier quarpé
divifeur de 64=—77, qui foit plus grand que 8-=p. I'expofant de la divifion
eft x*—g4—o. Ainfi appellant 444 la racine trouvée 16, les racipeg
cherchées feront a—+ )~ ip_.._ag_{.-- -

5 44

A V:TP—'-M—-— -;::—1—-1/—1,- & —a-—l-/:—p——m_.f:
==—2+§—1. Ainfli-la propofée eft un produit des quatre egalitez
{imples;

—

1 .
— a—Jr- e T
=1, V,_P'_‘m’_*' o




DES MATHEMATIQUES. Liver IV. 409
fimples x—3=—0,¥—1=0, ¥—k2—+ V —1—o, & x—+1—}—r—o0,
dont les deux dernieres renferment la contradiéion p/—i.

T roificme Exemple.
Pour refoudre Vegalité y**—4yy—S8y—+35=—0, je prens fa reduite
¥ —8xt—1240x—64—0, & jela divile par xx—16 premier quarré divi-
féur de 64—q9, qui foit an deflus de p—4, Pexpofant de la divifion eft
%' —+8xx— 4. Suppofant donc 16=—4a4 ou bien 2—a. les racines cherchées

S NN

I q
- g A e aie K AR,
feronit a—+ J/L._P M—;.“ 2 V : iy Vzp A2A4—+ ‘—4- V I,

—a— VEP——‘“"%,:"“'Z_V—‘h & —4-+V£p—sm—%‘

— 3 )/ —3. Ainfilapropofée eft un produit des quatre egalitez fimples
" & imaginaires p—2— —1—=0, Y2~} _—1—0, x—+2—+} —3—0,
& x—+2._ [/ —3—0, oubien ce qui revient au méme, des deux imaginaires
%X 4x—5—0, & ¥x¥—t4x—+77=—0, qui ont chacune deux degrez.

Quatriéme Exemple.

Pour refoudre legalité z* *_=7zz 2z2-+2—0, je prens fa reduite
x° __14%"—+ 41xX—4=—0, & ne pouvant la divifer fans refte par x» " au-
cun quatré divifeur de 4—=47, qui (oit plus girand que p. je choifis 4 premier
quarré au deffous de p—7, & parceque la divifion fe fait fans refte,
-appcllaiiﬂ_l____m trouvée 4, je connois que les racines cherchées font

I G /i PO =S e A e
‘g._g.j/;.P._—-dd—%-;;—I"l‘VSs a VzP ‘W"-!‘:‘;h—-l—-/g,

< T o O 1 2
A Z—P——ﬂd—-—‘*—a-—-—#—l‘—-’/ l,slc —a—+ ) ;P——M—-—f;:—_——l-—+ j L
De forte que la propofée eft un produit des quatre fimples z—1— 2 3—o0,
21+ § 3=—0, Z—+1—+p 2—0, & 21} 2—0.

Cingui¢me Exemple.

Pour refoudre I'egalité z**—682z—122—+12¢5—o0, je prens fa reduite
%% 136" —+3604¥%—134==0, & ne pouvant la divifer fans refte par
xx—144, qui eftle feul quarré divifeur de 144-—4g4 qui foit plus grand que
PZGS ; (car les deux quarrez roo & 121 qui font entre 68 & 144, ne peu-
vent eftre ni Pun ni autre divifeurs de 14.4. ) je vois i je pourai la divifer
fans refte par xx—36 premier quarrédivifeur de 14474 qui foit au deflous
de 68—p, & parceque la diviﬁcn_-; fe fait fans refte , je connois comme aux
exemples precedens que les racines cherchées font 3+ 726, 3— /26,
33—V 24, & —3-+F24.

Sixiéme Exemple.

Pour refoudre y**—+10yy—145y—+96—0, je prens fa reduite
2~ 100t —2840r—21025——0, & VOyant que xx—ri le premier de tous
les quarrez ne peut la divifer {ans rr.:ﬁe , & que les quarrez fuivans 4, 9, 8
16, ne font point divifeurs de 2102§=—99 , je trouve que xx— le quarré {ui-
vant 25 qui en eft divifeur, peut diviler la reduite fans refte. Ceft pourquoy

FFE '
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appellant 444, cette racine découverte 25, parceque l'egalité a —-p.je conz

nois que fes quatre racines font les deux réelles g p/—"p—sa—s 2
2 4%

el 1 £ 9 § 3 i i
- 2 4= — —p L = = -
;"I'Vq.’ V— —p—an—t L= = & les deux autres imagi

: 1 q 3

naies ~—a—p — ;P—““—“A;:‘*—-f--—}/—-ljzs& —_{""‘V'—-}.j% .
Septie’me Exemple.

Et pour refoudre y**—70yy—3744)—+27993==0, je prens fa reduite
% 140%* —1070728¥—14017§36—0, & voyant fucceflivement fi elle
peut eftredivilée par xx— chacun des quarrez 1, 4, 9,0uautres divifeurs
de 1401753647, je voy quela divifion {e fait (ans refte par xx—324—o0,

c’elt pourquoy les racines feront, la premiere a~+ 4/ ——E—p——aa.—;. (4
. in

—q—+ )/ —12, la feconde 9—p/—12, la 5° __4_1/’__519__;;3_;"_;

=g} —2120, & la quatriéme —g—+ /" —220, qui font toutes quatre
imaginaires. :
LXVII. Silegalité propofée a —r, avaar que de fuivre le probleme precedent,
' T'on poura tenter fa refolution d’'une maniere plus courte , en la divifant
d’abord par :— chaque quarré divifeur duterme 7. qui foit plus grand
que p. : ;

Par exemple pour refoudre 'egalité y* *—59yy—188y —9o—0, on la
divifera par y —g premier quarré divileur de 9o==r. qui foit plus grand que
$§9=—p> ce qui denne la vraye racine g, & la propofée elt reduite par la
divifion a celle de trois degrez y —+9py—+ 229—+10=—o0, qui fera refolu@ par
les regles du troifiéme degré. Mais s'il arrive que cette methode ne faffe
rien connoftre , I'on fuivra celle du probleme & des exemples precedens.

L'on remarquera aufli que cette derniere methode peut (ervir pour baiffer

LXIX, 4 un moindre degré toute egalité plus compolée,dont le fecond terme eft

évanoiii, lorfque la difpofirion des fignes marque qu’une feule racine vr:%e

egale toutes les faufles , ou qu’une fauffe egale toutes les vrayes {ous diffe-
rens fignes. ;

Seconbe REGLE,
LXX Lorfqu'il arrive que le probleme n’a rien découvert , fila propofée n’a
3 point —+p & —7, I’on prendra la preparée de la reduvire %, &c. comme on

la voit icy marquée felon trois differentes formes,
Propaﬁa de la premiere forme, Preparce de [a Reduite x° ¢e,
Y= pYqYrr=o. v *—ppv—+ ;;_ p'=o,
—a 7 —-;—pr
=97
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Propofee de la feconde forme. Preparée de f& Reduite x* &e.

I —pyy—9)—r—=o0. ¥ __ %ppv -}-fjp’:s.
2 KA ?pr

=7
Propofee de la troifiéme forme. Preparce de fa Reduite x° &e.
I —pyy—qy—+r=—o. P TEE - —;-ppv—— S}p-‘:—_o.
8
—4r —}-;P?‘

Pour la quatriéme forme quia —+p & —, elle eft tolijours de Iefpece
ou deux racines {ont réelles & deux imaginaires , ainfi 'on ne prendra point
la preparée de (a reduite , qui ne doit fervir que pour fcavoir de quelle efpece
et ['egalité propofée.

Enfuite l'on verra par 37,& 40,0u 42,8.fila preparée qu'on aura prifeaurafes 1 ywxr.
racines toutes 3.réelles,on une réelle 8 deux imaginaires. Si toutes trois font
réelles , la propofée y* aura fes racines toutes quatre réelles ou routes quatre
imaginaires ; toutes quatre réelles , lorfqu’elle aura —p, & que le troifiéme
terme de la reduite &° aura le figne -+, par s4. S. & toutes quatre ima-
ginaires , {i ce terme eft negatif , (‘car alors 244 furpaflant bb—+cc,—8aabb
—=8aace, ofte plus que ne donne b*—a2bbec~+¢*, puilque celui-ci eft le
quarré de bb—cc,qui vaut moins que 844 & que bb—+cc,) ouque la propofée
ait —+p. Auquel casl’on peutdire que I'egalité propolée eft refolué, puifque
I'ona démonftration qu'aucune grandenr pofitive ou negative ne peut y fatis-
faire , & qu’elle ne renferme que des contradictions , quoy qu'on ne puiffe
les dérerminerqu’a peu prés,

Mais lorfquon aura connu pat cette regle, que les racines de la propofée LXXIT,

+, &c. font toutes quatre réelles , avant que de conclure abfolument fon
irreductibilité a un degré moindre quele quatriéme , on la divifera par ordre
par y— ou —+ chaque divifeur du terme », fi quelque divifion reiiffic en (e
faifant {ans refte ,Ion aura "une de fes racines , & la propofée fera baiffée &
une egalité de trois degrez qui fera irreduétible a'aucun autte,

Etfiladivifion ne fe peut faire enaucune mariere (ans laiflér quelque refte,
la propolée y* &c. fera irredué&ible 4 un degré moindre que le quatriéme,
& la refolution exaéte du probleme qu'elle reprefente fere impoffible, parce-
que l'on n’a point encore trouvé le moyende la pouvoir déterminer aurre-
ment que par lignes. On la poura déterminer cependant i prés que I'on
voundra par I'approximation, .

Si donc il falloit refoudre I'egalité y** __18yy—4y~F69==0; {a reduité
X" 361"+ 48xx—16=—0, ne peut eftre divilée fans refte par xx_ quel-
qu’un des quarrez divifeurs de 16=—g¢. & fa reduitea fes trois racines réelles.
Comme donc cette rednitea —+ au troifiéme terme —+ 48xx, il s'enfitque
les racines de la propofée font toutes quatre réelles. Mais parcequ’on n’a
pt encore en découvrir aucune, avant que de cenclure que la refolution dir

probleme eft impoflible autrement‘que par approximation , ilffautdivifcr la:
EFf- ij



AT ELEMENS
propof¢e par y— ou — chacue divifeur de 69=r, La divifion & fair fans
refte par y—3. Ainfi 3 en eft une racine , & on la reduit au troifiéme degré
Y =+37y—9y —23==0, qui eft irreductible 2 un-degré moindre que le
troiicme. :
Détermination du cas ois denx racines font réelles ,
: & les deux auntres imaginaires.

LXXIII.  Mais lorfquon aura démonttration par 40 ou 42.5. que deux racines font
rmil‘les & les deux autres imaginaites , fi la propofée a —p & —75 l'on aura
tofijours

444="p—¢ V Co—plipr—t qq-+ 1 — Lpir=eZpprr— ;L—.P;??““':_P"W—"i‘ét_ ‘:;r'.
Ec (ila propolée eft de la forme quia —p & —7, I'on aura totijours

4aa=p+ W Coph— Lproi Lqqt U pt o pprr— SpPgg— Lprag 9" g
Et fila propofée de la troifiéme forme quia —p & — 7, 'on aura totijours

gra=—1p—t ¥/ Copp —Lpr—1gg—+y — Lpr- Epprr— Lplqg—Sprag—+ 19—
Et filaiffant —>p, Uon met le figne —+ devant chacune des parties qui

font fous le figne radical 47 C. dans cetce valeur de 4aa,l'on aura la valeur
de 4az de la forme y** 4 pyy—gy—r=o0, ot les deux racines font toii-

jours réelles , & les deux autres imaginaires,
LXXIV." Orla grandeur 4a4 eftant dérerminée dans chacune des quatre formes
recedentes , il fera facile par 66. S. d’en déterminer aufli les deux racines

téelles , & les deux autres imaginaires.

AVERTISSEMENT.

Avantqueje finifle le quatriémedegré , j'avertirai que la Regle que Mon-
fieur Defcartes a donnée pour le refoudre , peut eftre abregée au moins de
la moitié,Car au lieu qu'il ordonne d’endivifer la reduite par 22—+ ou — cha-
que divifeur de g4, il (uffit de la divifer par zz— chacun de ces divifeurs.
Car il y a les deux tiers de ces reduites , c’eft a dire celles du fecond &
troifiéme cas,qui n’ont jamais de racines faufles , & dans l'autre tiers de ces
reduites qui fert pour le premier cas, il n'y.en aqu'un tres-petit nombre out
les racines fau(fes foient commenfurables , car a moins que les contraditions
bb & cc ne foient chacune des quarrez parfaits , ce quiarriveaffez rarement,
les deux racines faufles fonr chacune incommenfurables , & la divifion ne
peut fe faire par zz—+ aucun divifeur de 7. Mais au contraire jamais la
reduite ne peut eftre divi(€e par zz— un divifeur de g, qu'elle ne puifle
auffi I'eftre par —. Et de plus i I'egalité eft numerique, il faut choifir
feulement parmi ces divifeurs ceux qui font des quarrcz parfaits , ce qui
abrege encorebeaucoup fa méme regle. :

Monfieur Defcartes dit encore que fi la racine de la reduite ne peut eftre
trouvée , on n’a point befoin de paffer outre, parcequ’il fuit infaill blement
dela que le probleme eft folide , c’elt & dire qu’on ne peur en déterminer ni
la nature nila refolution aurremen que par les lignes paraboliques. Cepen-
dant en toute egalité qui n’enferm * que des contradiétions , ce qui fait le
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tiers du quatriéme Jegié,on le peut totijours démonftrativement reconnoftre,
lors méme qu’ancune racine de la reduite ne peut eftre trouvée, ainfi qu'il
eft mirqué au Premier Cas 71. §. Ert il ne faue point dire que la con-
tradiction ne peut eftre exadtement dererminée, car Monfieur Defcarres luy-
méue en refolvant par fa methede I'egalité x**—gxx—8x¢35—o0, en
ces deux aurres imaginaires dont elle eft un produit, xx—gx—t5—o0 &
vxX— 44— 70, il fe contente de conclure par elles la refolution du pro-
bleme , en difant que parcequ’'on ne trouve aucune racine ni vraye ni
faufle en ces deux dernieres elgzh'zez , on connoit de la que les quatre de
T’egalicé dont elles procedent font imaginaires , & que le probleme pour le-
quel on I'a trouvé eft plan de {a nature, mais qu'il ne fCauroit en aucune
fagon eltre conftruit, a caule que les quantitez données ne peuvent fe join-
dre. Oil l'on voit quil ne détermine point les contradictions , & en effit

erfonne nes'elt encore avifé de parlerdes contradictions des egalitez.
Monfieur Hudde remarque auffi que toute egalité redu@ibledu quatriéme
degré peut eftre reduite par la regle de Monfieur Defcartes ; mais I'ona fair
le contraire gn déterminant le Second Cas 72. S.

DES EGALITEZ
QUI PASSENT LE QUATRIEME DEGRY.

L’on (gait déja que toure egalité ot 'on n’aura pd découvrir aucune racine
par la methode generale expliquée 771. 73.ne peut en avoir aucune qui foit
commenfurable. Mais il e peut faire quela fomme de deux,ou de trois,ou de
quatre, &¢. foit commenfurable , & alors cette egalité poura eftre baifiée &
des degrez egaux aux nombres des racines dont la fomme eft egale.

L’on évanotiira pour celale fecond terme de cette egalité , & on luy trou-
vera par ordre aurant de transformées generales que le nombre de fes dimen-
fions poura eftre (eparé differemment en deux autres nombres plus grands
chacun que Punité.  Par exemple, comme § ne peut eftre ainfi feparé qu'en
38 2,0u 2 & 3, ce qui eft le méme , le cinquiéme degré n’aura qu’une trans-
formée generale. Mais le {ixiéme & feptiéme en aura deux , parceque 6 peut
eﬁrefeparéenz & s,onen3& 3, & 7en3 & 4,ouenz &3,

La transformée du cinquiéme degré {e trouve ainfi. Je fuppofe que toute
egalité du cinquiéme degre,, dontle {econd terme eft.evanoiii, eft un produit
de ces deux autres y‘mvyj+ufgf+ =0, & yy—+ x)'-—:-::o, ceft adire I'e-

—+ —
galité de cinq degrez y'*—xxy'—+ 2bxyy—+aay—ac—o, qui fera la trans-
24 —+ ¢ —pb —bc -
—t X

formée generale de y’ *_1p¥'—+7)y—+7y—+ =0, que je prens pour toute
ega!ité du cinquiéme degre, en ﬁlppofaut quep, 4.7, & [ que je marque

avec -, auront autant =+ comme —.
FFf iij

LXXV,

LXXVL
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Enfuite je tire de la comparaifon des termes de 'une avec ceux de 'autre

v 1 .
les quatre egalitez 4:3;:.1’—1-1—)‘7, c—=g9—2bx, as—bbscx—r, &

ac—be—/. Et fil'on met dans les deux dernieres au lieu des lettres « & ¢
leurs valeurs trouvées par les deux premieres , la troifiéme egalité fera-

Lat -+E-p.rx—;- i-pp—éb-i- gr—2bxx—r, & la 4° E—Pq—b:—qxx—péx :
—bx’__bg— 26bx—; dans laquelle fi I'on met au lieu de b4 fa valeur trou-
vée par la precedente, on aura -pg—+2gxpbr—sbx'—bg—f+ Lx'—pxt
! LA pr— Lppr—2rx—+ Lgxx—+1pyg
~#—ppx—2r¥=—o, qui donne .!;= ipriy

:{, en fuppofant-le premier terme egal a f, & le fecond egal & ¢, afin

d’abreger. Mettantﬂonci au lieu de 4, & fon quarréaw lieude b4 dans la
ﬂ_’__gfxx___

troifiéme egalité, I'on aura i—x"—p f—pxx%ipp-—x- gx—r—
eftant delivrée de fes fractions , & les valeurs de f & de g {ubftituées au lieu
de ces lettres, I'on aura enfin I'egalité de dix degrez,

1t 3P’ — g7 3PP’ —2pq it p'rt—ppgu— pprIX— 4 Xt pg =0,

—3r  —uf —2pr —t4qr —p99  —+ppf—qqr
—qq9. —+4pf =79 —g7/—f
. —4rr

gue nous appellons la redvite de la ‘propofée . Etl'on obfervera quepour
les ignes —+ & — qui ne font pas aflez determinez , fi la propoféea —p..
I'on fuppelera que p aura fon figne — dans tousles produits dela reduite,
ouil fe trouve. Et fila propofée avoit —p,I'on fuppoferoit pavec fon ﬁFne
— dans les feuls produits ot il aura fes dimenfions impaires. L’on obfer-
vera auffi la méme chofe pour les autres lettres ¢,7 8¢ /0 Cette remarque
peut fervir aufli pour les egalitez du fixiéme degré.

Les dix racines de cette reduite {eront les dix fommes alternatives des cing:
racines de la propofée y’ alternativement combinées deux a deux; ou trois
a trois en dix manieres differentes.

Si donc cette reduite peut eftre divifée par 2~ ou— quelque divifeur
de fon dernier terme , Ja: propofée y* &c. poura leftre par Yy

lx,_"“f::h”m_uf xﬁ”:o, qui aura deux de fes racines , & la divifion
i—pr—-q
la redvira au treifiéme degré. . '

De méme pour refoudre toute egalité du fixiéme degré, dont aucune ra-
cinen’elt commenfurable , 'on fuppofera qu’elle eft formée par deux autres,
I'une de deux & l'autre de quatre degrez, & par une operation femblable-
a la precedente , ou plus courtement encore , comme fait Monfieur Hudde, .
Pontrouveral'egalité dequinze degrez, t X

—o0, qui-

-
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&5 ¥t 4900278 4 6775 4 10028 —29[3° ~ 12915° 37t 2T e 10l X128t 2l — [yt
=2 —6qr —26v —+67[ —249v_—30rv —+Ggrt —Ggrt —7rfF
—+49" —699r —7f —+29qt —184qv—Grrt —t3rrv

—+299[ 41 —6qff & —+qqrt

. —~+ gt 2 6l 2997/ —49'V

—27'r 2 297 99/

—+54fv —1Stv —+187/v

—4/*
—Grttxx—qqttx —qrt—o. _ —29r7f
—ardfs —r3fft 8 —rt
._pgrﬂ —+rrft —27vY
—+37rrv —r'v
—
—rrff

‘Cette egalité que I'on peut appeller la premiere reduite de la propofée LXXIX.
9° &c. aura quinze racines qui feront les fommes des 6 racines de la propofce
alternativement combinées deux a deux ou quartre autant de fois quelles
peavent l'eftre differemment. C'eft pourquoy fi la fomme de deux ou bien
e quatre telles qu'elles puiflent eftre, eftoit commen(urable , cette reduite
fe pouroit divifer fans refte par x—+ ou — quelqu’un des divifeurs de fon
decnier terme , & la propofée par confequent pouroit eftre divilée fans refte

par cetee egalité de deux degrez yy—+ xJ-—-i-:—’::o, en fuppofant que la valeur
de m fuly sa'—Gpa’—gga’—+srat— g/’ —gqxx—pfic_qgf; & que celle

—pp —tpr g
—9t
den fult 14x°— 8pat—+ sgai— 2pprx—+pga—gg, ce qui reduira la propofée
—Gr =

au quatsiémedegré, & celle de deuxdonnera auffi deux de fes fix racines,

Pour la feconde reduite du fixiéme degré , on fuppofera que la propofée [ xXX.
eft forméedu produit de deux autres de trois degrez chacune, & 'on arrivera
A une egalité de vingt degrez , mais qui ne paflera que pour dix , parceque
fes dimenfions feront paires dans chacun de fes termes. Les dix racines de
cette egalité feront les dix fommesdes racines de la propofée combinées trois
a trois en vingt manieses differentes , par I11. 56. mais parceque I'on ne

“peut prendre trois racines d’une part {ans prendre en méme temps celle des

trois qui reftent & qui eft laméme, ces vinge manieres ne feront contées que

our la moitié ,c’eft adire pour dix. Et pour en trouver quelque racine, il
fuffiroit de la divifer par xx— chaque quarré divifenrdu dernier terme.

Mais outre les transformées generales , il faudroit en avoir auffi de parti- LXXXI
culieres pour examiner chaque degré felon fes differentes efpeces , afin de i
voir les communications que peuvent avoir entr’elles fes racines réelles , ou
fes contradiions.

C’eft ainfi qu'il faudra trois transformées particulieres pour le cinquiéme
«degré , parcequ’il renferme trois efpeces d'egalitez , celles qui ont cing ra-
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cines réelles , celles qui en ont trois réelles & deux imaginaires , & celles qui
en ont une réelle & quatre imaginaires.

Pour avoir facilement ces transformées particulieres , {i toutes les. racines
font réelles , on appellera 24 la fomme de deux racines d’une part , ou des
trois autres qui reftentde I'autre part , & pourexprimer toutes les differences
alternatives de ces cinq racines , elles (eront a—b, a—b, —c—d, —c.d,
& —2a—r2c. Ce qui donnera les trois egalitez yy—24y—a0—o0,

yy—#reyree=0, & y-+24—2c=o0, & leur produit, qui eft Pegalicé
—dd

P*—3aay—+ 2a'yy—7aaccy—+24'cc—o. fera la transformée de la premiere
—+ 4ac —8adc —+ 4d'c —214'dd
—j3cc —+8acc—4abbc —arabbcc
—bb  —2abb —3aadd —2abbdd

—dd —26 -=r4ac® —raac
—+20dd —4acdd— 2aacdd
~+3bbee — 26bc?

—+bbdd —2bbcdd -

elpece qui a fes cinq racines toutes réelles. Et fi I'on y change tous les fignes-
ol [e trouve 4d, elle fera la transformée de la feconde efpece, qui aura les

trois réelles a—b, a—b, & —2a—2¢, & la contradiction des deux autres

imaginaires dd. Sil’on changeoit de nouveau dans cette feconde trans-

formée tous les fignes ol fe trouve bb, I'on auroit la transformée de la troi-

fiéme efpece, quiauroit la racine réelle —24—+2¢, & les deux contradiGions

des quatre autres imaginaires bb & dd.

De méme pour avoir les quatre transformées particulieres du fixiéme
degré. Si routes les racines font réelies , I'on fuppofera qu'elles font
a—+b,a—b, —c—+d, —e—d, —a—-c—e, & —a—c—+e, quidonneront
les trois egalitez yy—2ay—+as—o, yy—+2cy— cc=—0, & yy—+ ray—+aa—o,

—bb —dd . —2C —24c
—+ce
. : —ce
& leur produit y**—aaay‘—zaacy—a'yy—44'ccy—+a'cc—o,
~+24C 42406 —2a'C —p2a'c —a'dd
—F20C  —y2dee —+3aace~v2aabbe—24'C
—bb —acee —aabb —24acee —24cdd
—dd  —2abb—284dd—+ 4aac’ —aaccee
——te ~t2cdd__aaee —raacdd—+aaddee
—2acdd—+ 2abbec—vaabbdd
—2abbe—v 1abbdd—aabbee

—2a0 —+2accdd—aaccdd
~F 4acee—2accee —-aact
—2bbec—2addee— 2abbe’
~+bbdd —24ct —2abbedd
~+bbee —21bbodd—bbet
' ' —ceddyy
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—ceddyy—+ 1bbeeey—+ bbecdd

—ccee —+bbeccee
ot —bbddee
—+ddee

fera la transformée de la premiere efpece, Et fil'on change tous les fignes -
ot [e trouve dd, I'on aura la transformée de la feconde efpece , qui aura les
quatre racines réelles a~+b, a—b, —a—+c—+e & —a—+c—e, & la contra-
di¢tion des deux autres imaginaires 4d. Sil’on changeoit de nouveau dans
cette feconde transformée , tous les fignes ou fe trouve b4, I'on auroit la
rransformée de la rroifiéme efpece, qui. auroitiles denx racines réelles
—a—tcte & —a—+c—e, & les deux contradictions des quatre autres
imaginaires bb & dd. Et {i I'on changeoit enfin dans certe troifiéme trans=
formeée tous les fignes ol {e trouve ee, I'onauroit la transformée de la qua-
triéme efpece qui auroit les trois contradictions de fes fix racines toutes
imaginaires , bb, dd, & ee. 1l en eflt ainfi pour les autres degrez.

La Regle des combinaifons expliquée I17. §6. fervira pour connoitre

jufques a quel degré doit monter chacune de leurs reduites , quoy qu'il foit
inutilede samufer & les chercher. Par. exemple ,la reduite du feptiéme degré
confideré comme un produitdu fecond par le cinquiéme aura 21 degrez ; &
Pautre reduite de ce méme degré confideré comme un produit du troifiéme
par le quatriéme en auroit 35. La reduite du huitiéme confideré comme un
produir du fecond par le fixiéme auroit 28 degrez. Er fa reduite, fion le
confidere comme un produit du quatriéme par le quatriéme en auroit 70,
qui pafferoient feulement pour 35, 4 caufe que lesdimenfions del’inconnué
auroient par tout nombre pair de degrez. De méme la reduite du dixiéme
confideré comme un produitducinquicme par le cinquiéme auroit 252 degrez,
qui pafleroient {eulement pour 126. Er ainfi des autres. Mais il feroic
-inutﬁe de s'arrefter A chercher ces reduites , non feulementa canfe des diffi-
cultez infurmontables dans le calcul , mais aufli parcequ’il 2ft tres-rare quon
ait envie d’en faire ufage. 1l fufficde reconnoitre jufqu’onl 'on peut penetrer
par les lumieres naturelles en fuivant les voyes les plus courtes & les plus
faciles.

Il eft donctemps que nous finiffions , mais en finiffantil eft tres-jufte de
rendre 2 noftre D 1EU & noftre unique Maiftre tout 'honneur & route la
gloirequi luy eft deué pour les petites connoiffances qu'il luy plaift de nous
communiquer. Car enfin toutes nos connoiflances naturelles ne font que
des liberalitez routes pures que le PERE DES LUMIERES répand fans  gpig. 1ec,
ceffe en nous,puifque c'eft par a LUMIERE & par faSAGESSE ETER- ik wverf,
NELLE qu’il éclaire & qu'il inftruir tout homme qui vient au monde. ;wm.mp_
En effet on doit regarder toutes les connoiffances les plus claires & les plus 1.verf 7.
érendnés des Mathematiques , comme autant de degrez qui nous fervent 4
nous élever a luy,& qui nous difpofent & une connoiffance plus claire & plus
diftinéte de l'immenfité & des autres perfections de fon Eftre, lefquelles quoy
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qu'infinies , fe raffemblent & fe renferment toutes dans l'unité tres-fimple
& tres-indivifible de fa fouveraine Effence.

Que tonte gloire & tout honneur foit donc rendu & Dien & & fon Fils unique
JEesus-Cuarist NOSTRE SEIGNEUR,

FIN.

Extrait:- du Prifvilege du Roy.

A r Lettres Patentes du Roy données:a faint Germain en Laye le:

vingt-feptiéme jour de Septembre 1672. Signées , Par le Royen fon
Confeil , Maresrancue : Il eft permis a noftre bien ame André:
Pralard Libraire, d’imprimer, vendre ou debiter un Livre intitulé Elemens:
des Mathematigues , ¢ ec..en tant de volumes , en telles marges & cara-
eres , & autant de fois qu'il le voudra , & cela pendant letemps & efpace:
de quinze annces entieres , a .commencer du jour que ledic Livre fera ache--
vé d'imprimer pour la premiere fois ;- Avec deffenfes a tous Libraires , Im-
primeurs , & autres perfonnes de quelquequalité & condition qu’elles foient:
de Pimprimer & debiter , a peine de trois mille livies.d’amende , comme il
eft plus-au long porté parleldites Lettres..

Regiftré [ur le Livre de la Communanté des Imprimenrs & Marchands:
Liibrairesdecette Fille de Parsssle 11.08obre 1675. Signé, Tuieary,Syndic,.

Achevé d'imprimer pourla premiere fois , le 20. Novembre 1675,

Lies Exemplaires ont efté fournis..


















