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PRELIMINARES 

I. — Supongamos dos pun tos en u n p l ano , los P, y P, , 
referidos á ejes cartesianos o x , oy ( f ig . 1.a); sean [ x ^ j ^ , 
[x^ jz ) las coordenadas de esos p u n t o s : o t ro cua lqu ie ra 

P3 de la recta P ^ e s t a r á determinado por la r e l a c i ó n 

, cuya m a g n i t u d y s igno denotaremos po r K . 
P3P, 

P 3 P , 

La figura da, evidentemente, 

luego 

^3 Vi U i J£ . 
x3 x ^ tj3 ?/2 

3 ~ 1 - K 5 U 3 ~ 1 - K * 

La cant idad K es negativa s i P 3 e s t á c o m p r e n d i d o entre 
Y Psj Y posi t iva en el caso con t r a r io . 

772 
Si — es el valor ele K . las expresiones anter iores se 

n 
"transforman en 

_ n x i — 7nxa i _ n y l — '"i/5 
Xn — , y •> — . 

Hacemos esta o b s e r v a c i ó n porqne la m a y o r í a de los au 
tores de G e o m e t r í a a n a l í t i c a ha l lan las coordenadas del 
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p u n t o que divide u n segmento en o t ros dos cuya r e l a c i ó n 
Til 

sea conocida, s in preocuparse del s igno de —, y l legan á 

f ó r m u l a s d i s t in tas de las anter iores en la apariencia. 
Del m i s m o m o d o , s i P, , P2, P3 estuvieran referidos á u n 

s i s tema t r i l i nea l l l amando (A, B , G) con los s u b í n d i c e s 
cor respondientes las coordenadas de los p u n t o s , ten
d r í a m o s 

_ A 1 - É : A ! ¡ . _ B < - K B ; ¡ . _ G ) - K C I 
3 ~ 1 - K ? 3 ~ 1 - K > z ~ 1 - K 

y s i e m p l e á s e m o s coordenadas tangenciales y fuesen 
ü j = 0 y U2 = 0 las ecuaciones de P, y V^, la de P3 s e r í a 

— KU2 = 0. 

I I . — L a d is tanc ia o de u n p u n t o { X j i j ) á la recta que 
t iene po r e c u a c i ó n 

a x -\- hy -\~ c = 0, 

e s t á dada po r la f ó r m u l a 

a x by c 

l a a m b i g ü e d a d del s igno desaparece con la c o n v e n c i ó n de 
que la dis tancia del o r igen de coordenadas á la recta se 
cons idere negativa; y para que sea a s í , es preciso tomar el 
r a d i c a l del denominador con signo cont rar io a l que tenga 
e l t é r m i n o independiente c: esto es lo que supondremos en 
todo lo que sigue. 
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Puntos en el infinito. 

I I I . — Imag inemos ( f lg . 2.a) u n sistema cartesiano t r a 
zado en u n plano y una recta A B que pase p o r el o r i g e n . 

Sea y = m x la e c u a c i ó n de esta recta ( m es u n n ú m e r o ) . 
Supongamos t a m b i é n u n p u n t o m ó v i l que r e c ó r r e l a recta 
en la d i r e c c i ó n de la flecha, par t iendo po r ejemplo del o r i 
gen de coordenadas. 

En u n cierto ins tante la p o s i c i ó n del m ó v i l s e r á M , y sus 
coordenadas ON^ y OP,, que l l amaremos é en o t r o 
ins tante el m ó v i l l l e g a r á á M 2 y sus coordenadas s e r á n 
xi> Vi) d e s p u é s , cuando el m ó v i l pase po r M3 sus c o o r d e 
nadas v a l d r á n xz, y3) y a s í sucesivamente. 

V e m o s , pues , que las coordenadas del p u n t o m ó v i l s o n 
dos variables que crecen con t inua y constantemente , y que 
los c rec imientos de esas dos variables no pueden ser c o m 
pletamente a rb i t ra r ios^ porque como al m ó v i l lo s u p o n e 
mos s iempre en la recta A B , sus coordenadas h a b r á r t 

de satisfacer á la e c u a c i ó n y = m x , y po r tanto — == m ; 
x0 

~ = m ; etc. 

Si nos fijamos en u n p u n t o cualquiera M , de A B , 
l l e g a r á u n m o m e n t o en que las coordenadas del p u n t a 
m ó v i l sean iguales á las de M , y en los instantes sucesivos 
s e r á n mayores , como que van creciendo cons tantemente ; 
y esto s e r á cier to po r grandes que supongamos las c o o r 
denadas de M . E n resumen, que ]a.s x é y del m ó v i l crecen 
indefinidamente> y en todos los instantes su r e l a c i ó n es. 
constante , de terminada , igua l á m . 

Pues b i e n , á ese p u n t o ideal que se mueve sobre l a 
recta A B , s iempre en el m i s m o sent ido , es al que l l a m a 
mos pun to en el inf ini to de A B . 

Es i m p o r t a n t í s i m o entender b ien que al decir p u n t o 
en el i n f i n i t o de una recta., no se t rata de u n p u n t o de ter -
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m i n a d o , s ino de u n p u n t o que se mueve sobre el la , s iem
pre en el m i s m o sent ido , y del cual p u n t o no cons idera
m o s una n i varias posic iones , s ino todas ellas en con
j u n t o , ó, mejor d i c h o , consideramos el m o v i m i e n t o del 
p u n t o . 

Conocidas las coordenadas de u n p u n t o en u n p l a n o , 
pueden determinarse a n a l í t i c a m e n t e todos los elementos 
ó figuras que dependen de la p o s i c i ó n del p u n t o . 

A s í , po r e jemplo, las rectas que pasan por u n p u n t o 
('ToUo) t ienen po r e c u a c i ó n general 

U — Uo = a { x — x0)} 

en que a es u n n ú m e r o cualquiera . 
La polar del p u n t o {je0yü) con r e l a c i ó n á una c i rcunfe

rencia de radio r que pase por el o r igen , t e n d r á po r ecua
c i ó n x x 0 + i/ya = z'2 (P)-

La e c u a c i ó n de la circunferencia cuyo centro sea el 
p u n t o dado y que pase por el o r igen , s e r á 

[ x —x0Y + — VoY = ^o2 + í/o2; 

ó b i e n , desarrol lando y s impl i f icando , 

x ' - h y * — 2xx0 — 2yrj0 = 0 (y). 

Fác i l s e r í a considerar o t ros muchos elementos que de
penden de la p o s i c i ó n del p u n t o {x0y0)} pero bastan para 
nues t ro objeto los citados. 

Los coeficientes de las ecuaciones anter iores vemos 
que dependen de las coordenadas del p u n t o dado, ó en 
o t ros t é r m i n o s , son funciones de ¿c0 é y0. 

Si suponemos u n p u n t o m ó v i l , es deci r , s i x0 é y0 va
r í a n , c laro es que los 'elementos que hemos considerado 
v a r i a r á n t a m b i é n , y en sus ecuaciones deberemos d i s t i n -
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g u i r dos sistemas de var iables : el uriOj el que fo rman 
¡/o, cuya v a r i a c i ó n depende de la ley que adoptemos 

para el m o v i m i e n t o del p u n t o , ley a rb i t r a r i a hasta ahora ; 
el otr^Oj formado po r x é y, coordenadas generales del l u 
gar g e o m é t r i c o en que nos Ajemos; la v a r i a c i ó n de é ?/ 
d e p e n d e r á de los valores de é y0 que adoptemos, pero 
no de la ley de v a r i a c i ó n de estas ú l t i m a s cantidades. 

IV.—Pues eli jamos para ley del m o v i m i e n t o del p u n t o 
(•^ol/o) Ia de que recorra s iempre en el m i s m o sent ido u n a 
recta que'pase por el o r i g e n ; es deci r : supongamos que 

-̂ 0 é Uo v a r í e n , v e r i f i c á n d o s e s iempre — = n i ; y creciendo 
x0 

x0 constantemente; s e g ú n lo dicho an t e r io rmen te , ta l ley 
la expresaremos abreviadamente diciendo que considera
m o s el pun to en el inf in i to de la recta sobre que se mueve 
el p u n t o . 

Veamos c ó m o v a r í a n los elementos que hemos c o n s i 
derado en el n ú m e r o an ter ior . 

La e c u a c i ó n 

u — yo = 0 ' [x — xQ) 

se puede escr ib i r 

x a { — — a — + cA = 0; 
0 \Xn Xn Xo J ' 

para que el p r i m e r t é r m i n o de esta igualdad sea n u l o , debe 
de serlo la cant idad comprend ida en el p a r é n t e s i s , puesto 
que x0 no es n u l o , s ino que va creciendo constantemente: 
luego 

— — — — a h « = 0 (/¿); 
Xn Xo SCo v 19 



y como x0 puede ser mayor que cua lquier cant idad a s i g 
nable., podremos hacer que 

ti x 
— — a — < 
SCn Xn 

por m u y p e q u e ñ o que sea £ (*), lo cual equivale á decir que 
?/ í/ x 

á medida que ¿i?n crece indef inidamente , — a— 

tiende á — —; y recordando el p r i n c i p i o fundamenta l de 
x§ 

los l í m i t e s y la e c u a c i ó n [h)} tendremos en el l ím i t e 

a = ni j 

lo cual nos e n s e ñ a que el sistema formado po r todas las 
rectas concurrentes en u n p u n t o , tiene por l í m i t e , c u a n 
do ese p u n t o se aleja indef in idamente sobre una rec
ta L (rj = m x ) , el s is tema de todas las rectas del p lano pa
ralelas á L . 

E l enunciado del teorema que hemos demostrado no 
suele ser el an t e r io r , s ino el s iguiente : u n sistema de rec
tas paralelas es u n sistema de rectas concurrentes en el 
i n f i n i t o . 

D e s p u é s de lo dicho antes se c o m p r e n d e r á el verdadero 
signif icado de esta manera de expresarse. 

La e c u a c i ó n (3) se puede escr ib i r 

Xn Xn 

(*) Nótese que no hablamos más que de la variación dexQ éy0 , y que 
los resultados que se obtengan son independientes del punto [x, y) dol lugar 
geométrico (h). 
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luego s i el p u n t o que consideramos es el pun to en el i n f i 
n i t o de AB , tendremos pasando al l í m i t e 

x -+- my = 0 : 

resul tado que se enuncia de dos maneras: 
1. a Guando u n p u n t o se aleja indef in idamente sobre 

una recta A B que pase po r el o r igen , su polar («) tiene p o r 
l í m i t e la perpendicular á ÁB, que pasa por O. 

2. a La polar respecto á una ci rcunferencia que pasa p o r 
el o r igen , del pun to en el inf ini to de A B , es la perpendicu la r 
á esta ú l t i m a recta, trazada por O. 

Siguiendo el m i s m o p roced imien to , escr ib i remos la 
e c u a c i ó n (T) 

y suponiendo que (a?0, ?/0) es el p u n t o en el i n f i n i t o de A B , 
l legaremos á deduci r que en el l í m i t e 

x - j - my = 0: 

luego el l í m i t e de las circunferencias que pasan p o r el 
o r igen y t ienen su centro en u n p u n t o {se0y0), que se aleja 
indef in idamente sobre una recta A B , es la pe rpend icu la r 
trazada po r O á esta ú l t i m a recta. 

Con lo dicho se c o m p r e n d e r á b ien el concepto de p u n t o 
en el inf ini to de una recta, y s ó l o nos resta hacer a lgunas 
observaciones impor tan tes : 

1.a Nues t ros razonamientos anter iores suponen que 
la recta pasa por el o r igen y no es n i n g u n o de los ejes; 
pero no por esto dejan de ser generales, puesto que el 
o r igen y los ejes los hemos supuesto a r b i t r a r i o s , y c u a n -
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do se tratase de una recta cualquiera^ todo se r e d u c i r í a á 

hacer u n cambio de coordenadas. 

2. a Hemos supuesto t a m b i é n que la r e l a c i ó n — perma-

nece constante é igua l á m ; pero se comprende ^ recor 

dando el p r i n c i p i o de los l í m i t e s , que á los m i s m o s r e 

sul tados h u b i é r a m o s llegado suponiendo variable l a re

l a c i ó n — , con tal que esa r e l a c i ó n , á medida que x0 é y0 

crezcan, t ienda á u n l í m i t e , que s e r á el valor m que he
m o s empleado. G e o m é t r i c a m e n t e equivale esto á que el 
p u n t o m ó v i l , en vez de recorrer una recta, recorra una 
curva que tenga una rama In f in i t a . 

3. a No nos hemos fijado en el sent ido en que supone
m o s al m ó v i l recor r iendo la recta , y hubie ra sido i n ú t i l , 
pues en nuestras conclus iones no ha quedado m á s r a s 
t r o , po r decir lo a s í , del m ó v i l , que la cant idad n i j i n d e 
pendiente de tal sent ido: se expresa esto diciendo que 
una recta s ó l o tiene u n p u n t o en el i n f i n i t o , y otras veces 
que los pun tos en el i n f i n i t o de u n plano e s t á n en l í n e a 
recta. 

E n resumen, d i remos que u n p u n t o en el i n f in i to e s t á 
de terminado en u n plano cuando conozcamos el l í m i t e de 

la r e l a c i ó n — de sus coordenadas, cuando é s t a s crezcan 
x 

indef in idamente con arreglo á una cierta ley. 



C A P Í T U L O P R I M E R O 

Principio de la dualidad. 

§ I 

1.—Se de termina u n p u n t o de u n plano., en el sistema 
cartesiano, c o n s i d e r á n d o l e como i n t e r s e c c i ó n de dos rec
tas respectivamente paralelas á los ejes, y este p r o c e d i 
mien to g e o m é t r i c o equivale a n a l í t i c a m e n t e á expresar que. 
las coordenadas del p u n t o satisfacen á dos ecuaciones 
que, en este caso, son s e n c i l l í s i m a s : 

x — a, 

y = V 

siendo a y 6 dos n ú m e r o s de te rminados . 
M á s generalmente, puesto que la p o s i c i ó n de u n p u n t o 

de u n plano queda de terminada po r los valores de dos 
cantidades, c laro es que s i entre estas dos cantidades, que 
l l amamos ^ r/̂  establecemos dos ecuaciones como 

/ ( ^ ) = 0 
f i { x , i j ) = 0 < 1 h 

á cada par de valores de X j y, que satisfagan á estas dos 
ecuaciones c o r r e s p o n d e r á u n p u n t o en el plano en que 
tengamos los ejes; y s i el n ú m e r o de soluciones del s i s 
tema ( i ) es l i m i t a d o , l i m i t a d o s e r á t a m b i é n el n ú m e r o de 
pun tos representat ivos de tales soluciones . 

Para que las ecuaciones (1) representen u n solo p u n t o 



— 12 — 

del p lano, s e r á necesario y suficiente que no tengan m á s 
que u n par de soluciones comunes , y esto sabemos por 
Á l g e b r a que equivale á que/, . y /2 sean enteras, racionales 
y de p r i m e r grado, es decir de la fo rma 

a^x 4- hjij -J- c2 = 0 

Queda, pues^ sentado que u n p u n t o se de termina por 
los valores de dos cantidades, y.estos valores son en el 
caso m á s general los que satisfacen á. dos ecuaciones de 
p r i m e r grado entre dos variables. 

S.—Consideremos ahora la e c u a c i ó n 

a x -\- by c = 0 (2) ; 

esta e c u a c i ó n queda satisfecha po r in f in i tos pares de va
lores de x é y , y s i n d i f icu l tad se demuestra , y a s í se hace 
en todos los tratados de G e o m e t r í a a n a l í t i c a , que los p u n 
tos representativos de esos pares de valores e s t á n en l í 
nea recta; y r e c í p r o c a m e n t e , que las coordenadas de t o 
dos los pun tos de una recta satisfacen á una e c u a c i ó n de 
p r i m e r g rado: por todo lo cual se dice que una recta se 
de termina a n a l í t i c a m e n t e por una e c u a c i ó n tal como (2). 

Para conocer una e c u a c i ó n hemos de saber los valores 
de sus coeficientes: en la (2) aparecen tres de é s t o s ; mas 
como evidentemente no se altera la e c u a c i ó n porque la d i 
vidamos por uno cualquiera de el los, quedan reducidos á 
dos. Con objeto de que haya u n i f o r m i d a d en nues t ros 
c á l c u l o s , s iempre elegiremos como d iv i sor el t é r m i n o i n 
dependiente, lo cual no d i s m i n u y e la general idad de las 
f ó r m u l a s , y de este modo la e c u a c i ó n de una recta t e n d r á 
la f o rma 

I x •+- my 4 - 1 = 0 (3) . 
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F a c i l í s i m o es comprender la s i g n i f i c a c i ó n de los coefi
cientes l y m de la an te r io r e c u a c i ó n : haciendo x igua l 
á 0 y l l amando ?/0 el valor que corresponda á se v e r i f i 
c a r á 

m?/0 4 - 1 = 0; 

de donde 

1 
rn = ; 

U o' 

haciendo y igua l á 0 y l l amando x0 el valor s i m u l t á n e o 
d é x , tendremos 

x0 

pero x0, y0} son respectivamente las distancias desde el 
or igen á los pun tos en que.la recta de que t ra tamos cor ta 
á los ejes, ó bien los segmentos determinados po r la recta 
sobre los ejes: luego los coeficientes de ¿2? é ?/ en la ecua
c i ó n de una recta, puesta bajo la fo rma ( 3 ) , son iguales y 
de s igno con t r a r io á la u n i d a d d iv id ida po r los segmentos 
que la recta de te rmina sobre los ejes. 

3 . —Resulta de todo lo an te r io r que, para def in i r a n a l í 
t icamente una recta, es decir , para que podamos escr ib i r 
su e c u a c i ó n y, v a l i é n d o n o s de ella, t razar la recta, s i fuere 
necesario, hemos de conocer los valores n u m é r i c o s de los 
coeficientes l y m ; y como para de te rminar dos valores 
ún icos de dos cantidades son precisas dos ecuaciones de 
p r i m e r grado entre ellas, d i r emos que una recta e s t á de
finida por dos ecuaciones de p r i m e r grado entre l y m . 

4 . —Vemos, pues , perfecta a n a l o g í a , me jor d icho, iden
t idad en la d e t e r m i n a c i ó n a n a l í t i c a de u n p u n t o y una rec
ta en u n p l ano , y a u n podemos encont ra r nuevas relacio
nes entre una y otra forma g e o m é t r i c a . 
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Una vez conocidos los coeficientes que de te rminan una 
recta, la e c u a c i ó n 

I x + my -f- 1 = 0 

queda satisfecha por las coordenadas de u n p u n t o c u a l 
quiera de la recta; pues b i e n : una propiedad a n á l o g a se 
verifica entre los coeficientes de todas las rectas que pa
san por u n p u n t o determinado. 

E n efecto, sean [x0 , y0] las coordenadas de u n p u n t o : 
la e c u a c i ó n general de las rectas que po r él pasan es 

a { X — x0) -h — u0) = 0 ; 
ó bien 

a x - h $ i j — («a?o •+- Pí/o) = 0; 

s iendo « y p dos n ú m e r o s : d iv idamos esta e c u a c i ó n po r 
-~ {ax0 *jr $y0) para poner la en la fo rma adoptada 

B 
x -—ñ— y + l — 0 : 

dando á « y p todos los valores imaginables , tendremos las 
ecuaciones de todas las rectas que pasan por el p u n t o 
i ^ o , Uo)', para Que una recta 

I x -h my -h 1 = 0 

pase por ese p u n t o , s e r á preciso y b a s t a r á que haya dos 
valores de a y p que satisfagan á las dos ecuaciones 

P 
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ó qu i tando denominadores 

( t o 0 4 - l ) « - M ¿ / 0 P = : 0 , 
mx^o. - I - (mf/0 + 1)p = 0 . 

Como estas dos ecuaciones son h o m o g é n e a s y de p r i 
m e r grado en « y para que sean compat ibles h a b r á de 
verificarse que 

^0 + 1; ltj0 
= 0: 

desarro l lando la de te rminante , se obtiene 

¿¿?o-h w¿/0-h 1 = 0 (4). 

Esta c o n d i c i ó n es necesaria y suficiente: luego resul ta 
que los coeficientes l y m de las rectas que pasan po r el 
p u n t o (¿Co, z/o) satisfacen á la e c u a c i ó n (4), y r e c í p r o c a 
mente . 

5 . - - Á las cantidades l y m se las l l ama coordenadas tan
genciales de la recta; y empleando esta d e n o m i n a c i ó n , los 
resul tados que hemos obtenido se pueden enunciar del 
s iguiente m o d o : 

1. ° Para de te rminar u n p u n t o ó una recta en u n p lano, 
necesitamos conocer dos cantidades, las coordenadas del 
p u n t o ó las de la recta. 

2. ° Dadas las coordenadas de u n p u n t o , las de todas las 
rectas que c o n c u r r e n en él satisfacen á una e c u a c i ó n de 
p r i m e r g rado ; y dadas las coordenadas de una recta, las 
de todos sus pun tos s'atisfacen t a m b i é n á una e c u a c i ó n de 
p r i m e r grado. 

3. ° Las ecuaciones de p r i m e r grado de que acabamos 
de hab la r , t ienen la m i s m a f o r m a : el t é r m i n o indepen
diente es la u n i d a d pos i t iva ; los coeficientes de las va r ia -
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bles son las coordenadas que se nos d a n , y á cada var ia 
ble corresponde como coeficiente la coordenada que se 
refiere al m i s m o eje; las variables son coordenadas de una 
recta, s i se nos da u n p u n t o , y coordenadas de u n p u n t o 
s i se nos da una recta. 

6.—Dada, pues, una e c u a c i ó n de p r i m e r grado con 
dos variables, que l l amaremos u y Vj, de la fo rma 

a u h v -h i = 0 (5 ) , 

siendo a y 6 dos n ú m e r o s , para representarla g e o m é t r i c a 
mente , podemos seguir dos p roced imien tos : 

1.° Convenir en represen
tar las variables u y v por 
las coordenadas cartesianas 
de u n p u n t o : entonces los 
in f in i tos pares de valores de 
las variables que satisfacen 
á la e c u a c i ó n (5), e s t a r á n re
presentados por una i n f i n i 
dad de p u n t o s , todos s i tua
dos en una recta, cuyas co 
ordenadas tangenciales se
r á n a y b j Y d i remos que la 
e c u a c i ó n (5) representa á 
esa recta. 

2.° Convenir en represen
tar las variables u y v po r 
las coordenadas tangencia
les de una recta: entonces 
los in f in i tos pares de va lo 
res de las variables que sa
tisfacen á la e c u a c i ó n (5), es
t a r á n representados por una 
in f in idad de rectas, todas 
concurrentes en u n p u n t o , 
cuyas coordenadas s e r á n 
a y b , y d i remos que la ecua
c i ó n (5) representa á ese 
p u n t o . 

7.—Pero la doble i n t e r p r e t a c i ó n g e o m é t r i c a que hemos 
dado á la e c u a c i ó n (5) , puede evidentemente aplicarse á 
cualquiera otra entre dos variables; y en esto consiste el 
p r i nc ip io de la dual idad en la G e o m e t r í a a n a l í t i c a en el 
p lano , cuyo enunciado general es el s iguiente , que se 
c o m p r e n d e r á s in d i f i cu l t ad , d e s p u é s de los desarrol los 
anter iores . 

Toda e c u a c i ó n con dos variables tiene una doble repre
s e n t a c i ó n g e o m é t r i c a en u n plano en que tengamos u n 
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sis tema car tesiano, s e g ú n hagamos una ú otra de estas 
dos convenciones: 

1.a Si convenimos en r e 
presentar las dos variables 
po r las coordenadas de u n 
p u n t o , entonces los i n f i n i 
tos pares de valores de las 
variables que satisfacen á 
la e c u a c i ó n , e s t a r á n repre
sentados por una in f in idad 
de pun tos cuyo con jun to 
e s t á definido a n a l í t i c a m e n t e 
po r la e c u a c i ó n dada. 

Á toda r e l a c i ó n entre los 
p a r á m e t r o s de la e c u a c i ó n , 
c o r r e s p o n d e r á una especial 
d i s t r i b u c i ó n ele los pun tos , 
y po r tanto una cierta p r o 
piedad de la fo rma g e o m é 
t r i ca que de te rminan . 

2.a Si convenimos en r e 
presentar las dos variables 
por las coordenadas de u n 
p u n t o , entonces los i n f i n i 
tos pares de valores de las 
variables que satisfacen . á 
la e c u a c i ó n , e s t a r á n repre
sentados por una in f in idad 
de pun tos cuyo con jun to 
e s t á definido a n a l í t i c a m e n t e 
por la e c u a c i ó n dada. 

Á toda r e l a c i ó n entre los 
p a r á m e t r o s de la e c u a c i ó n , 
c o r r e s p o n d e r á una especial 
d i s t r i b u c i ó n d é l a s rectas, y 
por tanto una cierta p rop ie 
dad de la fo rma g e o m é t r i c a 
que de te rminan . 
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8.—En coordenadas trilineales^ u n p u n t o se de te rmina 
po r tres cantidades; sus distancias á los tres lados de u n 
t r i á n g u l o tomado como sistema referencia; y como dadas 
dos de ellas queda conocido el p u n t o , ŷ , po r tanto , resul ta 
conocida la tercera d is tancia , es claro que no pueden 
darse tres cantidades a rb i t ra r ias como coordenadas t r i l i -
neales de u n p u n t o , s ino que esas tres cantidades han 
forzosamente de satisfacer á una cierta c o n d i c i ó n que 
pe rmi ta deducir una de ellas conocidas las otras dos ; 
c o n d i c i ó n fac i l í s ima de ha l l a r , y que se expresa a lgebra i 
camente, si l l amamos a , £», los tres lados del t r i á n g u l o 
de referencia, S su á r e a , y A , B , C, las coordenadas de 
u n p u n t o , haciendo la c o n v e n c i ó n de que A , B , C, son 
negativas cuando e s t á n , respecto al lado á que se ref ieren , 
en la m i s m a r e g i ó n que el t r i á n g u l o , y posi t ivas en el caso 
c o n t r a r i o , por la r e l a c i ó n 

— a k — b B — c t = 2S (6). 

Sabido es que t a m b i é n pueden tomarse como coorde
nadas t r i l ineales de u n p u n t o , no precisamente sus d i s 
tancias á los lados del t r i á n g u l o de referencia, s ino can t i 
dades proporc ionales á dichas dis tancias , y estas nuevas 
coordenadas s a t i s f a r á n t a m b i é n á una c o n d i c i ó n , que-se 
o b t e n d r á del s iguiente m o d o : l l amando A ' , B ' , C , las ac
tuales coordenadas de u n p u n t o . A , B , C, como antes las 
distancias á los lados del t r i á n g u l o y >- el coeficiente de 
p roporc iona l idad , tendremos 

A ' = / - A ; B ' = ' L B ; C' ^ X G ; 
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de donde 

A - T í B - T ^ C - T ' 

y poniendo estos valores en (6) , resul ta la c o n d i c i ó n b u s 
cada 

— aA' — bB' — c C = 2^8. 

T o d a v í a , en vez de las distancias de u n p u n t o á los l a 
dos del t r i á n g u l o de referencia ó de cantidades p r o p o r c i o 
nales á el las, se pueden tomar para def in i r el p u n t o las 
distancias mul t ip l i cadas cada una p o r u n n ú m e r o d i s t i n 
t o ; es dec i r , que de te rminamos el p u n t o p o r los valores 
de K ^ A , K2B, K j C , siendo K^, Kj,, K3} n ú m e r o s conoc i 
dos ; l l amando á estas nuevas coordenadas A " , B " , G", es 
evidente que s a t i s f a r á n á la c o n d i c i ó n 

i A " - i B " - i c " = * s -

Si elegimos en pa r t i cu l a r los n ú m e r o s K j , K2, K3, de 
m o d o que 

— = A = 2 S 
K. K , K , 

las coordenadas correspondientes se l l a m a n t r i angula res 
y satisfacen á la r e l a c i ó n 

— A " — B " — C" = 1. 

O.—Todas estas maneras de fijar la p o s i c i ó n de u n 
p u n t o po r medio de u n t r i á n g u l o de referencia, se r e d u 
cen , en s u m a , á dar tres cantidades que necesariamente 
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han de satisfacer á una cierta c o n d i c i ó n , y por tan to , se 
pueden dar a rb i t r a r i amente dos de ellas, ó bien las re la
ciones de dos de ellas á la tercera. Supongamos, por ejem
plo , que A , B , C, sean las distancias de u n pun to á los la
dos de u n t r i á n g u l o , y que se conocen los va lo resp y q de 

A B 

las relaciones 7; y 7 ^ deduciremos que A = pC, B == qC'} y 

poniendo estos valores en (6), obtendremos 

2S 
G — • 

ap -rh bq -f- c' 
y , po r t an to , 

. 2S • 2S 
A = ; ¡—P, B = : • — q . 

ap - } - bq -f- r ap - { - bq -\- r 

I O . — D e m u é s t r a s e inmediatamente d e s p u é s de estable
cido lo an te r io r que s i las coordenadas t r i l ineales de ü n 
p u n t o , á m á s de satisfacer á la r e l a c i ó n fundamenta l , sa
tisfacen á u n a e c u a c i ó n h o m o g é n e a y de p r i m e r grado con 
r e l a c i ó n á dichas tres variables, los pun tos co r r e spon 
dientes e s t á n en l í n e a recta , y r e c í p r o c a m e n t e , las coor
denadas de los pun tos de una recta satisfacen á la cond i 
c i ó n (6) , y á una e c u a c i ó n de la fo rma 

Z A - f - m B + 7?C = 0 ( 7 ) . 

Una recta queda, pues , definida desde el m o m e n t o en 
que se conocen las relaciones entre dos de los coeficientes 
de su e c u a c i ó n y el tercero; y nosot ros vamos á tomar s iem
p r e , para evitar confusiones , como tercero al coeficiente 
de C, y á los de A y B los l lamaremos p r i m e r o y segundo: 
t a m b i é n d i remos que el coeficiente l corresponde á la va
r iable A , ó al lado a ó al vé r t i ce A del t r i á n g u l o de referen
cia (fig. 3.a), y lo m i s m o de in y n. 

18.—Busquemos ahora la s ign i f i cac ión g e o m é t r i c a de 



una cualquiera de las relaciones entre ^ m y por e jem-

p í o , ele —: para ello hagamos A = 0 en la e c u a c i ó n de la 
' n 

recta (7); esto equivale á fijarnos en el p u n t o de in tersec
c i ó n de la recta dada con el lado a del t r i á n g u l o de r e 
ferencia; designando por « ese p u n t o ( f lg . 3.a), y por 
Ba y Ca sus coordenadas relativas á los lados b y c, t en
dremos 

niBa -+- nCa = 0; 

de donde 

Pero u n p u n t o del lado a queda de terminado conocien
do en m a g n i t u d y en s igno la r e l a c i ó n de sus coordenadas 

m 
referentes á los lados c y ¿>: luego la r e l a c i ó n — define el 

n 
p u n t o a, y del m i s m o modo las relaciones - y — definen 

' n m 

los pun tos P y t. 
m 

Si la r e l a c i ó n — es posi t iva, la igua ldad (S) nos dice que 

Ga y Ba son de signos c o n t r a r i o s , y p o r t an to , el p u n t o « 
Til 

no e s t á comprend ido entre los v é r t i c e s B y G; s i — es ne 

gat iva, el p u n t o « e s t á entre dichos v é r t i c e s . Una p r o p i e 

dad a n á l o g a nos d a r á n las relaciones - y —. 

n " m 
13.—Otra fo rma podemos dar á la igua ldad ( 8 ) , obser

vando que de la f igura se deduce, teniendo en cuenta los 
s ignos 

Ca = «B • sen B ; 

Br, = — aC • sen C: 
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y, por tan to , 
m «B sen B «B 6 
n aC sen C «C c' 

ó b ien , 

Del m i s m o m o d o tendremos 

- : - = ^—• 10 y — - = 11 
JI c pC v ' J m 6 tB v 

Observamos que estas tres ú l t i m a s relaciones son fa
c i l í s i m a s de recordar , pues se comprenden en la s i gu i en 
te regla : la r e l a c i ó n de las distancias del p u n t o c o m ú n á 
una recta y u n lado del t r i á n g u l o de referencia á los dos 
v é r t i c e s que se encuen t ran en ese lado, es igua l á la rela
c i ó n entre los coeficientes de la e c u a c i ó n de la recta, d i v i 
dida (la r e l a c i ó n dicha) por la que existe entre los l ados , 
t omando los coeficientes y los lados correspondientes á 
los v é r t i c e s . 

Esto da el medio de c o n s t r u i r g e o m é t r i c a m e n t e con fa
c i l idad una recta dada por su e c u a c i ó n en coordenadas 
t r i l i nea les , de te rminando los pun tos en que cor ta á dos 
lados del t r i á n g u l o de referencia. 

l í $ . — A u n puede obtenerse de la figura otra propiedad 
de los coeficientes I j rr i j n ; en efecto, si t razamos perpen
diculares á la recta de que §e trata desde los v é r t i c e s A, 
B , G, y l l amamos px, pD,pc á esas d is tancias , tendremos 

«B P * . , 
— = — s . 
«C pe 

Dos casos pueden o c u r r i r : que el p u n t o « e s t é c o m 
prend ido entre los B y C, ó que no lo e s t é : en el p r i m e r 
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casOj de que es ejemplo la recta de p u n t o y trazo de la 
«B 

figura - - , es negativa: y por lo m i s m o deberemos a t r i -
oC 

b u i r á pB y jOc s ignos con t r a r i o s ; en el segundo^ el de la 

recta L , ^ es pos i t iva : luego pn y pe deben de ser del 

m i s m o s igno : todo esto para que la r e l a c i ó n (s) sea cierta 
en m a g n i t u d y s igno. Observando la figura se descubre 
que basta para ello s u p o n e r / ^ y j o e d e l m i s m o s igno cuan
do e s t é n á u n m i s m o lado de la recta de que se t ra te , y de 
s ignos con t ra r ios s i se encuent ran á d i s t in tos lados; ha
ciendo la m i s m a c o n v e n c i ó n parapA y 2 ^ ó p A y P c i * ) } ten
dremos de u n modo general 

«B _ / > B . PA _ p A i -fA _ PA. 
~ p c ' pC — ¿"c' tB P B ' 

y en v i r t u d de (9) , (10) y (11), 

PK _ l . a, pn _ m b, PK _ l . a. 
p B ~ m ' b ' p c ~ n ' c ' p c ~ n ' c' 

igualdades que se pueden escr ib i r 

l m n 
ap.K ~ bpB epe 

12). 

Esto nos da la s iguiente p rop iedad : los coeficientes ¿, 
n i j n de la e c u a c i ó n de una recta, son proporc iona les á 
los p roduc tos de los lados del t r i á n g u l o por las distancias 
á la recta desde los v é r t i c e s opuestos. 

(*) Nótese que la convención hecha no atribuye signo alguno á las can
tidades p^, PB, pe, sino á las relaciones entre estas cantidades. 
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11.—La e c u a c i ó n de una ' recta puede, pues, escribirse 
del s iguiente modo: 

(13) ap^k -h &p¿B 4- cpcC — 0; 

es decir, que una recta-queda definida por sus distancias 
á los tres vé r t i ces ' del t r i á n g u l o , distancias que se c o m 
prende inmediatamente que no pueden darse ele u n m o d o 
a r b i t r a r i o , porque dadas dos de ellas queda determinada 
la tercera, y, por tanto, entre ellas debe ex i s t i r una cierta 
e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n independiente de la p o s i c i ó n de la 
recta; en seguida buscaremos esa c o n d i c i ó n ; pero antes 
observemos que, en vez de las distancias m i s m a s , pueden 
darse para def inir la recta tres cantidades p roporc iona 
les á ellas, que l l amaremos PA, PB, PC, y entonces la ecua
c i ó n de la recta s e r á 

aPAA -f- &PBB 4- cPcC = 0, ' 

puesto que la e c u a c i ó n (13) no se altera m u l t i p l i c a n d o po r 
una cant idad cua lqu ie ra , y podemos tomar como m u l t i 
p l icador la r e l a c i ó n de p roporc iona l idad entre PA, PB, PC y 

p A , p B , p c . T a m b i é n p o d r í a definirse la recta por tres c a n t i 
dades proporc ionales á los p roduc tos de las distancias 

P A , P B , P C , po r tres n ú m e r o s conocidos; si esas tres c a n t i 
dades son L , M , N , los tres n ú m e r o s r , s} t , y ^ el coefi
ciente de proporc iona l idad , tendremos 

— = XÍ>A; — = kP¿, y = ¥ c , 

y podremos escr ib i r la e c u a c i ó n de la recta 

A H B -J—— G = 0 . 
r s t 



Se ve que esta ú l t i m a manera de def in i r una recta no 
es m á s que la g e n e r a l i z a c i ó n de la que empleamos al p r i n -
cipio^ suponiendo conocidos l , m, ir. puesto que hemos de
ducido la p roporc iona l idad entre l , m,, y apKj b p ^ c j ic , es 
decir^ que l , n i , n , son proporc ionales á l o s p roduc tos de 
jOA, y^j po.) por las cantidades conocidas a, bj Cj lados del 
t r i á n g u l o de referencia. 

15 .—Busquemos la e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n á que sa t i s 
facen pK, p a y pe . para ello hay m u c h o s procedimien tos , a l 
guno de ellos g e o m é t r i c o , que s e r í a el m á s apropiado s i 
t r a t á r a m o s de exponer el sistema de coordenadas t r i l i nea -
les con independencia del cartesiano; mas como no es ese 
el objeto de nues t ro es tud io , seguiremos o t ro m é t o d o que 
nos c o n d u c i r á con mayor p r o n t i t u d al resul tado. 

Empezaremos por hal lar la distancia de u n p u n t o dado 
por sus coordenadas (A, C) á una recta dada por su 
e c u a c i ó n (¿A -h 111Q -h 11C = 0). E l i jamos u n sistema car
tesiano rectangular , con el o r igen en el i n t e r i o r del t r i á n 
g u l o : las ecuaciones de los lados del t r i á n g u l o , teniendo 
en cuenta las notaciones de la figura, s e r á n : 

A = x eos 0̂  -H i / sen «, — p l — 0. 
B = x eos # sen % — P2 ~ 0-
C = se eos a3 -h y sen a3 — p2 = 0. 

La e c u a c i ó n de la recta s e r á 

(14) (l eos a, -|-m eos c£2 + 71 eos at)x+(Z sen « j + m sen cc2+n sen a3)y -h 
i lpl +wp2 - \ -npi) = 0. 

Recordando una f ó r m u l a m u y conocida , la dis tancia 5 
de u n p u n t o cualquiera [ X j y ) á esta recta, v e n d r á dada 
por la e x p r e s i ó n 

(Z eos a, -Hn eos + n eos a 3 ) x + { l sen a, + m sen a ^ + n sen a^y + ( + mp2+wp3) 

V(Zcos^+ m eos a, -f- n eos v .^ -+ { l sen ^ + m sen ai -f- n sen cc3)2 
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Desarrol lando el denominador , observando que o!2— 
180° — C; «3 — = 180° -h B; a3 — aa = 180° — A, y que, p o r 
otra parte, poner las coordenadas [ X j y) de u n pun to en 
el p r i m e r m i e m b r o de la e c u a c i ó n (14), equivale á poner 
las coordenadas tr i l ineales (A, B , C) del m i s m o p u n t o en 
el p r i m e r m i e m b r o de la e c u a c i ó n (7) , la e x p r e s i ó n an te 
r i o r se c o n v e r t i r á en 

, ¿A H- mB + nC 

V P + m- -+• n2 — 2¡m eos C — 2nl eos B — Smn eos A 

El segundo m i e m b r o no a l t e r a r á porque sus t i tuyamos 
en vez de Ij m , las cantidades proporc ionales qp^ bpD, cpc: 
luego, finalmente 

apA A + bps B+cpcC 

V a?pA2+h-p*-+c2pc2—Sbcpupc eos A — ScapcPA eos B — 'HabpxpR eos C 

Si en esta f ó r m u l a ponemos en luga r de A , B , C, las 

( 2S \ 
que son A = — — , B = 0, G = Oj , 

el p r i m e r m i e m b r o d e b e r á ser px, y, por tanto 

ApjS1 
PA- —-7 : 

v O^AH- h'!p&'1+ c'pc2—25cpBPc eos A —2capcpA eos B —ZahpxPB eos C 

luego 

(15) aspA2 + b2pB2 + c2pc2 — SbcpBpc eos A — 2capcpA. eos B — 
— 2abpA.pB eos C = 48'. 

Si en vez del vé r t i ce A, t o m á s e m o s el B ó el C, l l e g a r í a 
m o s al m i s m o resul tado; y como entre pA,pB,pc, no puede 
ex i s t i r m á s que una e c u a c i ó n de c o n d i c i ó n independiente 
de la p o s i c i ó n de la recta, ta l e c u a c i ó n es la (15), que se 
representa abreviadamente po r \apA, bpB} cpc\ = 4S2. 
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1G.—Resumiendo todo lo expuesto en este p á r r a f o , ten
dremos que en el s is tema de coordenadas t r i l ineales , 
u n p u n t o se de termina por 
sus distancias á tres rectas 
fijas (los lados del t r i á n g u 
lo de referencia), distancias 
que satisfacen á una cierta 
c o n d i c i ó n , ( 6 ) : ó por tres 
cantidades proporc ionales á 
esas dis tancias ; ó por otras 
tres cantidades p ropo rc io 
nales á los p roduc tos de las 
distancias por n ú m e r o s co
nocidos . 

una recta se de te rmina po r 
sus distancias á tres pun tos 
fijos (los v é r t i c e s del t r i á n 
gu lo de referencia) , d i s t an
cias que satisfacen á una 
cierta c o n d i c i ó n , (15): ó po r 
tres cantidades p r o p o r c i o 
nales á esas dis tancias ; ó 
por otras tres cantidades 
proporc ionales á los p r o 
ductos de las distancias po r 
n ú m e r o s conocidos . 

Pues e l i jamos , por ser lo m á s sencil lo para las c o n c l u 
siones que nos p roponemos sacar, como variables para 
de te rmina r la p o s i c i ó n de u n p u n t o , sus distancias á los 
lados del t r i á n g u l o ; y para de te rminar la p o s i c i ó n de una 
recta, sus dis tancias á los v é r t i c e s del m i s m o t r i á n g u l o ; 
á las p r imeras ya sabemos que se las l l ama coordenadas 
t r i l inea les del p u n t o ; á las segundas las l l amaremos coor
denadas tangenciales de la recta. 

I? .—Consideremos una e c u a c i ó n h o m o g é n e a y de p r i 
mer grado con tres var iables , U , V , W , tal como 

l \ J - + - m Y - h n W = 0 (16), 

en que I j n i j n son n ú m e r o s ; para representar la g e o m é 
t r i camente , podemos seguir dos p roced imien tos : 

1.° Convenir en que U , V, W representen las coordena
das de u n p u n t o : entonces los in f in i t o s sistemas de valo
res de las variables que satisfacen á la e c u a c i ó n (16), v e n 
d r á n representados po r una in f in idad de p u n t o s , y sabe
m o s que esos pun tos e s t á n en una recta cuyas coorde-
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nadas, mul t ip l i cadas respectivamente por a, h} c3 son pro
porcionales á Zj ni.j n . 

2.° Convenir en que U , V, W representen las coordena
das de una recta: entonces los in f in i to s sistemas de valo
res de las variables que satisfacen á la e c u a c i ó n (16), ven
d r á n representados por una in f in idad de rectas: la ecua
c i ó n general de estas rectas en coordenadas t r i l i nea les , 
s e r á , s e g ú n sabemos, 

aUA -f- ¿)VB -f- cWG = 0 (17), 

en la que pondremos valores de U , V, W que satisfagan á 
(15) y (16). La e c u a c i ó n (17) puede evMentemente sus t i 
tu i r se por la que resul te de e l imina r una cualquiera de las 
variables U , V, W , entre ella y la (16). E l i m i n e m o s j po r 
e jemplo, la U , y la e c u a c i ó n general de las rectas se p o d r á 
escr ib i r 

V( /6B — maA) -h W(/cG — n a k ) — 0; 

y en esta fo rma se descubre inmedia tamente que todas 
esas rectas pasan po r el p u n t o determinado por las ecua
ciones, 

Z¿»B —maA == 0; ¿cG — nak. = 0; 

ó bien 

aA _ frB _ cG. 
I ~ m ~ n ' ' 

es decir, po r el p u n t o cuyas coordenadas, mul t ip l i cadas 
respectivamente por a, 6^ c, son proporc ionales á. ^ m , n . 

F a c i l í s i m o es demost ra r los r e c í p r o c o s de estos dos 
teoremas. 

18.—Pero la doble i n t e r p r e t a c i ó n g e o m é t r i c a que l i e 
mos dado á la e c u a c i ó n (16) puede evidentemente a p l i -
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carse á cualquiera o t ra h o m o g é n e a con tres var iables , y 
en esto consiste el p r i n c i p i o de la dual idad en este siste
m a , p r i n c i p i o cuyo enunciado general es el dado en el 
n ú m e r o 7 , s i n m á s variaciones que considerar tres varia
bles en lugar de dos , y ecuaciones h o m o g é n e a s entre esas 
variables en luga r de ecuaciones cualesquiera. ' 





C A P I T U L O II 

T r a n s f o r m a c i ó n c o r r e l a t i v a , 

I í > . — L a s def inic iones de polar de u n p u n t o y de polo 
de una recta , respecto á una c ó n i c a , y el teorema de que 
á los pun tos de una recta L cor responden polares que 
c o n c u r r e n en u n p u n t o M , siendo M el polo de L , nos en
s e ñ a n que dada una figura plana compuesta de pun tos y 
rectas, podemos c o n s t r u i r ot ra t a m b i é n p lana , v a l i é n d o 
nos de una c ó n i c a aux i l i a r , de m o d o que á u n p u n t o de la 
p r i m e r a corresponda una recta en la segunda, y r e c í p r o -
mente . Cons t ru idas las dos figuras, es claro que á cada 
propiedad de una de ellas c o r r e s p o n d e r á otra propiedad 
en la segunda: el trabajo que se emplee en la invest iga
c i ó n de una propiedad en una figura plana t e n d r á , pues, 
u n resul tado doblej y esta gran ventaja del p roced imien to 
indicado se a u m e n t a r á considerablemente s i el a n á l i s i s 
de la c u e s t i ó n nos conduce á u n p roced imien to u n i f o r m e , 
á una regla fija, para deducir una de o t ra las dos p r o p o s i 
ciones que se cor responden . 

SO.—Mas se ocur re desde luego que el s is tema ex
puesto en el n ú m e r o an te r io r para deducir de una figura 
o t ra , y de las propiedades de la p r i m e r a , las de la segunda, 
e n t r a ñ a algo de pa r t i cu la r y concre to , y surge n a t u r a l 
mente la idea de general izar lo. Examinando con a t e n c i ó n 
lo expuesto , vemos que los resul tados previstos dependen 
esencialmente de que á p u n t o de una figura corresponde 
una recta en la o t ra , y - r e c í p r o c a m e n t e ; y que lo pa r t i cu l a r 
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es el p rocedimiento seguido empleando una c ó n i c a a u x i 
l i a r . Abandonemos ese procedimiento par t icu la r , y p r o 
p o n g á m o n o s resolver el s iguiente p rob lema : 

Dada una figura plana compuesta de pun tos y rec
tas , invest igar f ó r m u l a s generales para deducir o t ra , de 
m o d o que á u n p u n t o de la p r i m e r a corresponda una sola 
recta en'la segunda, y r e c í p r o c a m e n t e : á tales figuras se 
da el nombre de correlativas> y la t r a n s f o r m a c i ó n correla
t i va tiene por objeto, dada una de ellas, deducir la o t ra . 

851.—Paren que nuest ros razonamien tos aparezcan con 
toda c lar idad y no o c u r r a n las dificultades que suelen 
presentarse al que por p r i m e r a vez estudia esta c u e s t i ó n , 
vamos á suponer , por de p r o n t o , que las dos figuras co
rrelat ivas han de estar dibujadas en dos planos d i s t in tos ; 
en cada uno de estos planos supondremos u n sistema de 
coordenadas cartesianas para referir á ellos las figuras: 
l l amamos ejes de las x y de las y á los que e s t á n en el 
p r i m e r p l ano , y ejes de las a y de las S á los s i tuados en el 
segundo. 

U n pun to de la p r i m e r a figura e s t a r á determinado por 
sus coordenadas [ x , y ) ; u n p u n t o de la segunda po r 
las (o, p); una recta de la p r imera por una e c u a c i ó n de p r i 
m e r grado entre las coordenadas de sus p u n t o s , y, por 
ú l t i m o , una recta de la segunda por una e c u a c i ó n a n á 
loga. 

Para que al pun to [ x , y ) cor responda la recta La-f-
M p - } - N = 0 ( * ) , s e r á necesario y suficiente que conocidos 
los valores n u m é r i c o s x é y , podemos de te rminar los 
de L , M , N , ó bien que á cada par de valores áQ x ó, y co
r re spondan valores determinados de L , M , N , ó en o t ros 
t é r m i n o s , que L , M , N , sean funciones áQ x é y. 

(*) Lo propio sería decir la recta cuya ecuación es, etc.; sin embar
go, muchas veces, por abreviar el lenguaje, emplearemos expresiones 
análogas á la que es objeto de esta. nota. 
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—Pongamos^ pues^ 

L = f l [ 3 e J y ) , • 

N ^ f ^ x . y ) , 

y t ra temos de invest igar la forma de las f u n c i o n e s y ^ / ^ / , . 
Desde luego estas funciones s ó l o pueden tener u n valor 
para cada par de valores de X j y j puesto que s ó l o una 
recta ha de corresponder á cada p u n t o de la figura que te
nemos en el p r i m e r plano. 

Ut i l i cemos ahora la propiedad r e c í p r o c a de la que he
m o s empleado; es decir^ que á una recta de la segunda 
figura corresponda u n solo p u n t o en la p r imera . 

Tal recta t e n d r á una e c u a c i ó n como 

l a - h m $ - \ - n = 0 (18), 

en que I j n i j n s e r á n n ú m e r o s . 
L l amemos [xK, ¡yj las coordenadas del p u n t o que co 

r respondo á (18), p u n t o que l l amaremos correla t ivo de (18). 
La recta corre la t iva de [ x ^ ¿/J t e n d r á por e c u a c i ó n 

(19) / i í ^ i , I / 1 ) « + / a ( ^ , ^ ) P + / , ( ^ . , y , ) = 0: 

luego (18) y (19) deben de ser ecuaciones equivalentes, 
puesto que representan la m i s m a recta ; esto exige que se 
ver i f iquen las condiciones 

l m n 

ó bien 

(20) m f ^ x ú y A — I M X t , = 0; n f ^ X i , y j — I f ^ x ^ y J = 0. 

De manera que s i c o n o c i é r a m o s la fo rma d e / ^ ^ , / 3 , re
solviendo las ecuaciones (20), t e n d r í a m o s las coordenadas 

3 
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del pun to correlat ivo de (18); y como este p u n t o , s e g ú n la 
d e f i n i c i ó n , es ú n i c o , las ecuaciones (20) s ó l o deben ver i f i 
carse para u n par de valores de sus i n c ó g n i t a s ; y esto 
obl iga á que sus p r imeros m i e m b r o s sean po l i nomios de 
p r i m e r grado en x i } y , ; pero lo que acabamos de decir se 
l ia de verificar para todos los valores de l3 m y /z,, puesto 
que la recta (18) puede ser cualquiera en la que l l amamos 
segunda figura: l u e g o / 0 / 2 y /3 son necesariamente de p r i 
mer grado en x ] , y ; es decir , de la forma 

/ ( j ? , y) = « 2 ^ - h ^ - f - c 2 • (21 

en que a,, c,, c/2, &2, c3J a,, 63, Cj, representan n ú m e r o s 
conocidos. 

S i , para abreviar , designamos por L , M , N tres 
t r i n o m i o s de p r i m e r grado en (¿r, {/), de coeficientes cono
cidos , y en tales t r i n o m i o s sus t i t u imos sucesivamente las 
coordenadas (j^, t/J, [ x ^ y3) de todos los pun tos que 
fo rman una figura en el p r i m e r p lano : l l amando respecti
vamente (L,, M,, NJ, (Ls, M3, N2) los resultados de 
las sus t i tuc iones , las rectas del segundo plano represen
tadas por las ecuaciones 

Litf H - . M ^ ' - K N , ==Ó 
La« + M2? - } - N2 = 0 

f o r m a r á n una figura correlat iva de la que l iemos c o n s i 
derado en el p r i m e r p lano. 
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Si se nos da en el segundo plano una figura compues

ta de rectas cuyas ecuaciones son 

¿4a -f- m$ -+- = 0 
¿2a + «Zsp -h «2 = 0 

y fo rmamos los sistemas de ecuaciones 

_L _ M. _ N ¡ 

_L _ M_ _ N 
L ~ mn ~ tu 

los pun tos del p r i m e r plano cuyas coordenadas sean res 
pectivamente las soluciones de los sistemas s.i} s2 , 
f o r m a r á n una figura correlat iva ele la que l i emos supues to 
en el segundo plano. 

S I . — P o n i e n d o en la e c u a c i ó n de la recta corre la t iva 
del p u n t o t x , y ) , en vez de L , M , N , sus valores , y sacan
do ¿c é ?/ factores comunes de los t é r m i n o s en que apare
cen , resul ta 

^ ( ¿ V -+- aap -h ¿ y 4- y^b.p + 6sp-h &f) -h (c'ia-hc2p 4-03) = 0 ; 

para abreviar , designemos porX el t r i n o m i o ^ a + ^p -f- C3; 
p o r \>- el 6,^ -|- 62p -f- 63 y por v el c,» H - c2p 4 - Cji la e c u a c i ó n 
de la recta correlat iva del p u n t o [ x , y) p o d r á ponerse i n -
diferentemante bajo una de las dos formas 

L a 4 - Mp 4 - N = 0; 'i-x 4 - \uj 4 - v = 0 . 
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Pero es i m p o r t a n t e observar que en ambas formas los 
p a r á m e t r o s y las variables son los m i s m o s , s ó l o que en 
la p r i m e r a aparecen e x p l í c i t a m e n t e y en la segunda n o ; el 
empleo de esta segunda forma facilita algunas demos t ra 
c iones , como veremos en seguida. 

3 5 . — I m a g i n e m o s en el p r i m e r plano una recta cuya 
e c u a c i ó n sea 

a x + by - h . c = ± 0 (22); 

á cada p u n t o (¿c, y ) de esta recta c o r r e s p o n d e r á s u c o r r e 
la t iva , representada po r la e c u a c i ó n 

I x - h M -h v = 0 (23): 

d i r emos que (23) es la e c u a c i ó n de las rectas correlat ivas 
de los p u n t o s de (22), y es preciso entender bien esta lo 
c u c i ó n : (23) tiene sus p a r á m e t r o s (L, M , N) dependientes 
de { x , y ) , y , po r t an to , si consideramos muchos pares de 
valores de { x , y ) , L , M y N a d q u i r i r á n o t ros tantos valo
res , y la e c u a c i ó n (23) r e p r e s e n t a r á el m i s m o n ú m e r o de 
rectas que pares de valores hayamos supuesto; y s i hace-, 
m o s var iar ( x , y ) de una manera c o n t i n u a , de modo que 
satisfagan á la e c u a c i ó n (22) ó á otra cua lquiera , .podre
m o s decir abreviadamente que (23) es la e c u a c i ó n general 
de las rectas correlat ivas de los pun tos que fo rman el l u 
gar g e o m é t r i c o representado por la ley de v a r i a c i ó n de 
{ x , y ) . E n (23) h a b r á , pues , dos sistemas de variables , que 
es preciso d i s t i n g u i r b i e n : el uno { x , y ) , cuya v a r i a c i ó n 
se de te rmina po r una r e l a c i ó n completamente d i s t in ta 
de (23), y el o t ro (a, ¡3), cuya v a r i a c i ó n se de termina 
p o r (23). 

3 0 . — A s í que el p rocedimiento para hal lar la e c u a c i ó n 
de la recta correla t iva de u n p u n t o de (22) s e r á : 1.°, dar u n 
valor n u m é r i c o á una de las dos variables ( x , y ) ; por 



ejemplo , á la x \ 2.°, deducir de (22) el valor de la tj que co
r responda á la elegida; 3.°, s u s t i t u i r estos dos valores 
en (23). Pero es evidente que podemos efectuar de u n m o d o 
general las dos p r imeras operaciones ind icadas , despe
jando y de (22), con lo cual se obtiene. 

^ a x 

y sus t i tuyendo este valor en (23), que se c o n v e r t i r á , q u i 
tando denominadores , en 

(&x;—aiiOa^-H&v —cni) = o (24). 

Claro que lo hecho para l legar á (24) ha s ido e l i m i n a r y 
entre las ecuaciones (22) y (23) po r el p roced imien to de 
s u s t i t u c i ó n , y el m i s m o resul tado se o b t e n d r í a empleando 
cualquiera o t ro de los m é t o d o s conocidas . 

Siendo la e c u a c i ó n (24) el resul tado de efectuar de u n 
m o d o general las dos p r imeras operaciones, sus t i tuyendo 
en ella todos los valores posibles de x , tanto reales c o m o 
i m a g i n a r i o s , tendremos las ecuaciones de las rectas co
rrelat ivas de todos los pun tos de (22). 

Pero examinando la fo rma de (24), se deduce desde 
luego que cualquiera que sea j ; , la e c u a c i ó n se verifica 
para los valores de « y p que satisfacen á las ecuaciones 

h\ — ati = 0 

&v — qj- = 0 , 

que se pueden escr ib i r 

X. U V 
- = - = -: 
a b e 

los valores de « y [i que satisfacen á estas ecuaciones s o n , 
po r t an to , las coordenadas de u n p u n t o del segundo p lano 
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que verif ican la e c u a c i ó n (24), cualquiera que sea x ; l u e 
go las rectas correlat ivas de los pun tos de una recta c o n 
c u r r e n en u n pun to . 

—Veamos s i el r e c í p r o c o del teorema que acabamos 
de demos t ra r es c ier to . 

Supongamos en la s e g u i d a figura varias rectas c o n 
cur ren tes en u n p u n t o , cuyas coordenadas l l amaremos 
(«, , p,); la e c u a c i ó n general de dichas rectas s e r á • 

« — a. m 

ó b ien 

n* — 1 1 1 $ [ m ^ — = Q (25), 

s iendo m y n n ú m e r o s cualesquiera. 
Las coordenadas de los pun tos correlat ivos en la p r i 

m e r a figura con las rectas de la segunda, representadas 
p o r (25), se o b t e ü d r á n ( í53) de las ecuaciones 

•26); 

pero resul ta f á c i l m e n t e por las propiedades de las f racc io
nes iguales 

l L _ M La , -t- Mp^ 
n — m na.l — mp, 

luego los pun tos cuyas coordenadas satisfacen á l a s ecua
ciones (26), es decir, los correlat ivos de las rectas (25), 
satisfacen t a m b i é n , cualesquiera que sean los valores 
de m y r i j á la e c u a c i ó n 

Mp, = - N , 
6 bien 

L * , + MP, 4- N = ' 0 , 
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que t a m b i é n puede escribirse x \ + + v, = 0̂ , y que por 
ser de p r i m e r grado en [ X j y ) , representa una recta de la 
p r i m e r a figura. 

— A l p u n t o de la segunda f igura , i n t e r s e c c i ó n de las 
rectas correlativas de los pun tos de la p r i m e r a , s i tuados 
en una recta A , lo l lamaremos pun to correla t ivo de la 
recta A. 

Del m i s m o modo á la recta de la p r i m e r a figura, lugar 
g e o m é t r i c o de los pun tos que t ienen por correlat ivas en 
la segunda rectas concurrentes en u n cier to p u n t o la 
l l amaremos recta cor re la t iva en la p r i m e r a figura del 
pun to ~ de l a segunda. 

30.—-Tenemos, pues , s e g ú n lo dicho an te r iormente : 
1. ° A l p u n t o (¿e, ?/) ele la p r imera figura, corresponde 

en la segunda, la recta La -t- Mp -t- N = 0. 
2. ° Á la recta a x -h bg -h c = 0, de la p r i m e r a figura, 

X ¡j. v 
corresponde en la segunda el p u n t o - = - • = - . 

1 • 1 a b e 
3. ° A l p u n t o {a, p) de la segunda figuríJ, corresponde en 

la p r i m e r a la recta osk-h - h v = o. 
4. ° Á la recta la -h m$ -f- /¿ = 0, de la segunda figura, 

. • L M N * ' 
corresponde en la p r i m e r a el p u n t o — = — = —. 

«SO.—Vamos ahora á examinar algunas pa r t i cu l a r i da 
des impor tan tes que se presentan en el caso genera les de
c i r , suponiendo cualesquiera los coeficientes de L , M , N , 
ó de K n, v. 

a. Consideremos los pun tos de la p r i m e r a figura s i t u a 
dos sobre la recta cuya e c u a c i ó n es L = 0: sus rectas co
rrelat ivas e s t a r á n representadas por MP -h N = 0, ó bien 

N 

?•== — poniendo en M y N valores de [ X j g) que satis

fagan á L — 0: luego los pun tos de L = 0 t ienen por rec

tas correlat ivas paralelas al eje de las ««. 
b. Consideremos los pun tos de la p r i m e r a figura s i -
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tuados sobre la recta, cuya e c u a c i ó n es M = 0; sus rectas 
correlativas e s t a r á n representadas por + N = 0, ó 

N 
bien « == — —, poniendo en L y N valores de (JP , y) que 

satisfagan á M = 0: luego los pun tos de M = 0 tienen por 
rectas correlativas las paralelas al eje de las pp. 

c. Consideremos los pun tos de la p r i m e r a figura s i 
tuados sobre la recta cuya e c u a c i ó n es N = 0; sus rectas 

correlativas e s t a r á n representadas por - = ^ poniendo 
1 p M 

en L y M valores que satisfagan á N = 0: luego los p u n 
tos de N = 0 t ienen por rectas correlativas las que pasan 
p o r el or igen del sistema «p. 

d. Consideremos el pun to de la p r imera f igura i n t e r 

s e c c i ó n de las rectas cuyas ecuaciones son | ^ " ' ^ | : su 

| ÍN = ü | 
recta correlat iva t e n d r á por e c u a c i ó n = 0, ó bien p = 0, 
puesto que M es a q u í el n ú m e r o que resulta de sus t i tu i r ' 
en la e x p r e s i ó n general de en vez 6.Q x é ¡ j , los valores 
n u m é r i c o s que satisfagan á las ecuaciones "— ü i : l u e -

( N == 0 ) 
go dicha recta es el eje de las aa. 

e. Consideremos el pun to de la p r imera figura, i n t e r -
, , • . ( M = 0 ) 

s e c c i ó n de las rectas cuyas ecuaciones son < T ^ : su J [ N — 0 ) 

recta correlat iva t e n d r á por e c u a c i ó n La = 0, ó bien a = 0, 
puesto que L es a q u í el n ú m e r o que resul ta de s u s t i t u i r en 
la e x p r e s i ó n general de L en vez de [ x , y ) , los valares n u -

i M = 01 . 
meneos que satisfagan a las ecuaciones , T̂ A : luego 

1 ( N = 0) 
dicha recta es el eje de las PP. 

/ . Consideremos el pun to de la p r imera figura, i n t e r -

s e c c i ó n de las rectas cuyas ecuaciones son ( ^ ^ : su 
J j M = 0 | 

recta correlat iva t e n d r á por e c u a c i ó n N = 0; y como a q u í 



— 41 — 

N es él h ú m e r o que resul ta de s u s t i t u i r en la e x p r e s i ó n 
general de N los valores n u m é r i c o s áo, x é y, que satisfa
cen a j ^ —' ̂  |, resul ta que dicha e c u a c i ó n representa la 

I M = 0 ) 
recta en el i n f i n i t o del segundo p lano . 

Recordando que al pun to (a, p) de la segunda figura co
r responde en la p r i m e r a la recta xX + r/̂  + v = 0̂  se. de
ducen con la m i s m a facil idad que las propiedades ante
r iores las s iguientes : 

a'. Á las rectas de la p r i m e r a f igura paralelas al eje de 
las x x corresponden en la segunda los pun tos de la recta 
que t ienen por e c u a c i ó n X = 0. 

b'. k las rectas de la p r i m e r a figura paralelas al eje de 
las yy corresponden en la segunda los pun tos de la recta 
que t ienen por e c u a c i ó n ix = 0. 

c'. Á las rectas de la p r i m e r a figura que pasan por el 
o r igen de coordenadas corresponden en la segunda los 
pun tos de la recta representada por v = o, 

d ' . A l eje de las x x corresponde en la segunda figura 
i X = 01 

el p u n t o representado por j v _ 0 j -

e'. A l eje de las yy corresponde en la segunda figura el 
p u n t o de i n t e r s e c c i ó n de las rectas ^ = .0 y v = 0. 

/ ' . Á la recta en el i n f i n i t o del p r i m e r plano cor respon
de en el segundo plano el p u n t o en que se cor tan las dos 
rectas \.==: 0 y j i — 0. 

g. U n pun to en el i n f i n i t o se d e t e r m i n a , s e g ú n v i 

mos (IV), po r el l í m i t e á que tiende la r e l a c i ó n ^ de las 

coordenadas de u n p u n t o m ó v i l que satisfacen á una cier
ta r e l a c i ó n f { x , y) — 0} cuando una de dichas coordena
das crece indef in idamente . 

La e c u a c i ó n de la recta correlat iva del p u n t o { x , y) se 
puede escr ib i r 

X-f. ^ o. _}_ - = 0 (27): 
x x 



la e c u a c i ó n de la recta correlat iva de u n p u n t o en el i n f i 
n i t o del p r i m e r plano s e r á el l í m i t e de la (27), cuando 
[os, y) crezcan indef inidamente satisfaciendo á una cierta 

ley; pero s i el l í m i t e de ~ es el l í m i t e de (27) s e r á 

X -+- mu. = o (28), y esta e c u a c i ó n r e p r e s e n t a r á la recta que 
corresponde al pun to en el i n f i n i t o que la cant idad m de 
t e rmina en el p r i m e r plano. 

Vemos que cualquiera que sea n i j las rectas (28) pasan 

por el p u n t o de i n t e r s e c c i ó n de las | ^ ~~ ^ que es lo que 

hemos deducido an te r io rmente . 
£/'. Del m i s m o m o d o , á la recta del p r i m e r plano que 

tiene por e c u a c i ó n L -+- riN == 0, corresponde en el segun
do el pun to en el i n f in i to de terminado por la c o n d i c i ó n 

l i m . - = n. 
• a 

h. A l pun to imag ina r io del p r i m e r plano, cuyas coorde

nadas son (a b \ / — 1 , a' -h b ' i / — l ) c o r r e s p o n d e r á la 

recta 

(a + b \ / ^ i ) l + (a' + b , \ / ~ ^ ~ i ) ^ + v = 0, 

ó b ien 

( - t - aV 4 - v) + l / ~ 1 (Ük 4- b'y.) = 0; 

esta recta es t a m b i é n imag ina r i a ; pero pasa po r el p u n t o 
real de i n t e r s e c c i ó n de las rectas 

ak + aV -+- v — o 
bx + &v = o 

29' 

Si se consideran en el p r i m e r plano dos pun tos imagi 
nar ios conjugados, cuyas coordenadas sean respectiva-
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mente (a -h h \ / ^ ~ i , a! -h 6 ' | /— i j (a — ¿>l/— 1, a'—¿4/— i ) , 
sus rectos correlat ivas p a s a r á n po r u n m i s m o p u n t o real, 
el de te rminado por las ecuaciones (29), y es m u y fácil 
ver que este pun to es el correla t ivo de la recta r ea l que 
pasa por los pun tos imag inar ios considerados en el p r i 
mer p lano. 

/¿'. Del m i s m o modo se deduce, y como ejercicio c o n 
viene al lector detallar esta p rop iedad , que á una recta 
imag ina r i a del p r i m e r p l ano , corresponde en el segundo 
u n p u n t o t a m b i é n i m a g i n a r i o , y que los p u n t o s cor re la t i 
vos de dos rectas imaginar ias conjugadas del p r i m e r p l a 
no son t a m b i é n conjugadas y se ha l lan en la recta r ea l 
que corresponde al p u n t o de i n t e r s e c c i ó n t a m b i é n rea l de 
las dos rectas consideradas. 

Observac ión .—Ya hemos advert ido que suponemos rea
les los coeficientes de L , M , N ; y esta m i s m a h i p ó t e s i s 
haremos en lo sucesivo; pues aunque el estudio d é l a 
t r a n s f o r m a c i ó n general , considerando de forma compleja 
los coeficientes d i chos , es m u y c u r i o s o , y notables los re
sul tados que se ob t ienen , hacer ese estudio nos a p a r t a r í a 
del objeto que nos hemos propues to conseguir con estos 
apuntes . 

31 .—Si en el p r i m e r plano tenemos dos pun tos A y B 
( f ig . 4.a), cuyas coordenadas designaremos respectiva
mente por [x^ Ut) {os.¿, rji], las de u n tercer p u n t o C s i t u a -

CA 771 
do en la recta A B , de tal modo que se verif ique —— = —, 

C B 72 
J71 

siendo — una cant idad determinada en m a g n i t u d y en 
n 

s i g n o , s e r á n 

nx{ — mx21 nyl — my^ 
11 — m 3 n — ra 
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La recta correlat iva del p u n t o A , t e n d r á por 
e c u a c i ó n 

[a ix l^-b l i j l + cja -h [a^x, -h K y , +• c ^ - h ^ x ^ b ^ j , - ^ ĉ , =0 , 

ó bien 

L ^ + + N , = 0, 

indicando con los s u b í n d i c e s , que se l ian sus t i tu ido en 
las expresiones generales de L , M y N , las coordenadas 
afectas de los m i s m o s s u b í n d i c e s . 

La recta correlat iva del p u n t o B e s t a r á representa
da por 

Ua -+• M2p -h Ña = 0. 

Fina lmente , la e c u a c i ó n de la recta correlat iva de C, 
s e r á 

/ nx .— mx. , nti, — mi/- \ 
(a , ' * 4- b ^ ^ - h c j c í - í -V 7i — m n — m ) 

\ n — m n — m y 

( ax. — inx„ , ny. — my„ \ 
71 — 711 0 71 711 V 

ó b i e n , qu i tando denominadores , 

7¿ (L.a - h MjP -h N , ) — L2« -f- M2? -1- N3) i= 0, 

á la que se puede dar la fo rma 

L/^ -h -H N1 m 
L.a -h Map -f- N, 71 

Veamos q u é significa esta e c u a c i ó n . 

30). 
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La distancia de u n p u n t o (« ,3 ) á la recta cuya ecua
c i ó n es 

LJCÍ 4 - Mjp 4 - N = 0, 

se sabe que es 

L t c r + M ^ + Ñ , 

| / L 2 - h M2 

tomando para el radical s igno con t ra r io al de N , . 
Luego LjC. -+- Mf i -h N i es el p roduc to de la distancia 

de u n p u n t o cualquiera del segundo plano á la recta R l 

por el valor absoluto de ( /L ,2 - I - afecto de u n s igno que 
sabemos de terminar . 

Del m i s m o modo Loa - h M2P -h N.2 es el p roduc to , ele la 
dis tancia de u n p u n t o cualquiera del segundo plano á la 

recta FU po r el valor absoluto de ( / L / -J- M22 afecto del s ig
no correspondiente . 

La e c u a c i ó n (30) nos dice, pues, que la r e l a c i ó n de las 
distancias ele u n p u n t o cualquiera de R3 á las rectas R, y 
R2, es 

m \ / l ; - 4 - M;-

s in que haya a m b i g ü e d a d en el s igno que se deba tomar , 
que d e p e n d e r á de los que tengan las cantidades N , y N , . 

I /L»2 -f- M.2 
Designando por K la cant idad " = con el s igno 

j / L ^ - h M,2 
que le cor responda , la r e l a c i ó n antedicha s e r á 

K • ^ . 
11 

E l valor y el s igno de K s ó l o dependen de los pun tos 
A y B . 
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H F 
Pero — es igua l , cualquiera que sea el pun to H de R , , 

H G 
. sénfíl.R,) , ,! . . , , 
a — — L [ : luego resulta que s i consideramos dos p u n -

sen(R3R;i) 
tos f i jos . A , B , y dos rectas correla t ivas , R , , Ro, y hacemos 
recorrer á u n pun to C la recta A B , l l amando R3 á la corre-

CA 
lativa ele dicho pun to , la r e l a c i ó n variable = : s e r á propoi*-

C B 

cional á la r e l a c i ó n variable sen j ) e| coeficiente de 

sen(R4R3) 
p roporc iona l idad s e r á la cant idad designada por K . 

32.—Consideremos ahora cuat ro pun tos en l ínea rec
ta, P,, P2, P3, P4, y sus rectas correlativas R j , R3, R3, R4, 
que s e r á n concurrentes . 

S e g ú n lo dicho en el n ú m e r o anter ior , tendremos PjP, _ Ksen(R;iR< 
P3PS s e n í R j R J ' 

P.P< = Ksen(R4R) ) . 
P.P, sen(R4R2)' 

d ividiendo estas dos igualdades, se obtiene 

P3P, . P^P, _ sen (R3R,) . sen (R4R.) 
P.P, * P4P2 — sen (R3R2) ' sen (R4R2) : 3 i / . 

El p r i m e r m i e m b r o de (31) es la r e l a c i ó n a n a r m ó n i c a de 
los pun tos P que se representa por el s í m b o l o (P,, Pa, P3, P4), 
y el segundo la r e l a c i ó n a n a r m ó n i c a de las rectas R ex 
presada por ( R , , Ro, R 3 , R4). 

La igualdad (3 i ) demuest ra , recordando las relaciones 
que existen entre las diferentes relaciones a n a r m ó n i c a s 
que corresponden á cuatro pun tos en l ínea recta y á 
cua t ro rectas concur ren tes , la s iguiente i m p o r t a n t í s i m a 
p rop iedad : 
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Las relaciones a n a r m ó n i c a s de cuat ro pun tos en l í n e a 
recta del p r i m e r plano son iguales á las del haz que f o r 
m a n sus rectas correlat ivas en el segundo, tomando las 
rectas en el m i s m o orden que los pun tos . 

3 3 . —Es casi evidente, d e s p u é s de los p r inc ip io s esta
blecidos, que t a m b i é n se verifica la igualdad entre las r e 
laciones a n a r m ó n i c a s d» u n haz de cuat ro rectas de la p r i 
mera f igura y sus pun tos correlat ivos tomados en el m i s 
m o orden que las rectas. 

3 4 . —Se comprenden s in d i f i c u l t a d , d e s p u é s de lo d i 
cho , las siguientes propiedades: 

Si en una figura plana hay dos sistemas de pun tos ó 
dos haces de rectas h o m o g r á f i c a s , en la figura correlat iva 
los haces de rectas ó los sistemas de pun tos co r r e spon 
dientes s e r á n t a m b i é n h o m o g r á f i c o s . 

Si en una figura plana hay sobre una recta dos series 
de pun tos en i n v o l u c i ó n , los haces que alrededor de u n 
m i s m o p u n t o c o r r e s p o n d e r á n en la figura correlat iva, es
t a r á n t a m b i é n en i n v o l u c i ó n . 

3 5 . —Para establecer las f ó r m u l a s de la t r ans fo rma
c i ó n correlat iva y deducir las propiedades m á s i m p o r t a n -
.tes que de ellas se de r ivan , hemos empleado hasta ahora 
el s istema de coordenadas cartesianas lineales para deter
m i n a r los elementos g e o m é t r i c o s (pun tos y rectas) que 
cons t i tuyen las dos figuras: se l l e g a r á evidentemente á 
los m i s m o s resul tados empleando los sistemas de coor 
denadas cartesianas tangenciales, ó las coordenadas h o 
m o g é n e a s , ó las t r i l ineales ó t r i angula res . 

Hemos elegido el m é t o d o menos elegante para nues t ro 
es tud io , porque dedicamos estos apuntes á los que por 
p r i m e r a vez es tudian la G e o m e t r í a a n a l í t i c a , y nos hemos 
propues to darles una idea clara de la t e o r í a de figuras co
r re la t ivas : ahora, que creemos haberlo conseguido, vamos 
ó repetir nues t ro es tud io , si bien con alguna rapidez, em
pleando o t ro p roced imien to , lo cual c o n s t i t u i r á u n ejer-
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cicio m u y conveniente^ pues f a m i l i a r i z a r á al lector con el 
empleo de o t ros sistemas de coordenadas ^ h a c i é n d o l e 
comprender sus ventajas y p o n i é n d o l e en d i s p o s i c i ó n de 
usar los directamente cuando su intel igencia haya de ocu
parse en investigaciones m á s elevadas. 



36.—Sabemos que u n p u n t o e s t á de terminado en coor 
denadas tangenciales por una e c u a c i ó n de p r i m e r grado , 
como 

a u - h b v - h c = 0 (32) 

entre las variables U j V j que son las coordenadas de una 
recta. 

El i jamos para de te rminar la p r i m e r a figura las coor 
denadas tangenciales, y para de te rminar la segunda las 
coordenadas l ineales, correspondientes ambas al sistema 
cartesiano definido en la p r i m e r a figura p o r las dos rec
tas ox, orj} y en la segunda por las o'a, o'P, las m i s m a s que 
hasta ahora nos han servido. 

Á poco que nos fijemos, comprenderemos que de este 
m é t o d o m i x t o de de te rminar las dos figuras han de resu l 
tar a lgunas ventajas, como son abreviar algo los razona
mien tos y dar u n i d a d á la n o t a c i ó n algebraica: en efecto, 
los elementos que cons t i tuyen las dos figuras son pun tos 
y rectas; en cada u n o de los dos planos tomamos dos va
riables independientes , que l l amamos w y u en el p r i m e r o , 
« y ¡3 en el segundo; u n p u n t o de la p r i m e r a figura e s t a r á 
definido por una e c u a c i ó n de p r i m e r grado en U j v; u n a 
recta de la segunda por otra e c u a c i ó n , t a m b i é n de p r i m e r 
g rado , entre « y P; una recta de la p r i m e r a v e n d r á r epre 
sentada a n a l í t i c a m e n t e por dos ecuaciones de p r i m e r 
grado en Uj v; u n p u n t o de la segunda por dos ecuacio
nes del m i s m o grado entre <*, P; vemos, pues , que los 
elementos correspondientes en las dos figuras e s t á n 
de terminados po r el m i s m o n ú m e r o de ecuaciones entre 

4 
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las variables que corresponden á cada u n o de los dos 
p lanos ; esto indudablemente es m á s u n i f o r m e , por de-
c i r lb o s í , que lo que o c u r r í a cuando e m p l e á b a m o s el m i s 
mo s is temaj el de coordenadas lineales, para de te rminar 
las dos figuras, pues allí el n ú m e r o de ecuaciones que de
finían los elementos correlat ivos era d i s t i n t o : fijar u n 
p u n t o en la p r i m e r a figura, equ iva l í a á dar dos ecuacio
nes entre [ x , y ) , y su elemento correspondiente estaba 
determinado po r una sola entre las variables del segundo 
plano. 

Seguiremos exactamente el m i s m o orden que antes 
( p á r r a f o I de este c a p í t u l o ) , para hacer resaltar que la 
esencia del m é t o d o es la m i s m a , y que las ventajas que 
encontremos dependen exclusivamente del medio de que 
nos valemos para realizar nues t ro es tudio. 

3^.—Una recta de la segunda figura e s t a r á representa
da por una e c u a c i ó n , como 

¿a + m P - f - ^ = 0 (33) 

entre las variables («, ¡3), coordenadas de u n p u n t o en el 
segundo plano. 

Si al p u n t o (32) corresponde la recta (33), conocidos los 
valores de a, b j c3 han de quedar determinados l , m , n} ó 
en otros t é r m i n o s , ha de verificarse 

l = f i { a J b , c ) \ 
m = f ^ a J b i c ) ! (34); 
n = f 3 { a J b, c ) ) 

y como, dado u n p u n t o del p r i m e r p l ano , ha de deducirse 
una sola recta en el segundo, las f u n c i o n e s / , , / 2 , / 3 a d q u i 
r i r á n valores ú n i c o s para cada sistema de valores de 
ctj b j c. 

R e c í p r o c a m e n t e á una recta del segundo plano corres-
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p o n d e r é u n solo p u n t o en el p r i m e r o : luego resuel to el 
s is tema (34) respecto á a , 5, c ( p a r á m e t r o s que d e t e r m i 
nan u n p u n t o en la p r i m e r a figura)^ debe resu l ta r u n s i s 
tema de valores ú n i c o s : / i ; ) / 2 í / 3 s o n , por cons igu ien te , de 
p r i m e r grado en bj c. 

A d e m á s , las dos ecuaciones 

a u + b v - h c = 0 (32) 
l a u - h I b v l e = 0 (32') 

representan evidentemente, cualquiera que sea \ , el m i s 
m o p u n t o : la recta correlat iva del p u n t o (32) t iene p o r 
e c u a c i ó n 

/ ¿ a , b, c y + f ^ a , b, c)[3 +- fz [a} b} c) = 0 , 

y la del p u n t o (32) 

f% (Xa, Ib , Xc)« 4-/a ( l a , i b , l e ) p - h / , ( la , ib, ) = 0; 

pero estas dos ecuaciones deben representar la m i s m a 
recta: luego se ver i f i ca rá 

/ ( X q , i b , le ) ^ { l a , i b , l e ) = m a , l e ) 
/ i K ^ c ) fÁCLjbjC) f z [ a , b , c ) 

cua lqu ie ra que sea X; esto exige q u e / j ; j ^ , ^ sean f u n c i o 
nes h o m o g é n e a s respecto á a, b, e. 

Sabiendo que / Í , f% son h o m o g é n e a s y de p r i m e r 
grado, su fo rma s e r á 

l = / 1 ( a J b ,e) •= i \ a -f- -H tfi , 
m = f ^ [ a , b , e ) = i \ a + s¿> H- t±c, 
n =fz[a,, b, e) = i \ a + s p -f- t f . 



— 52 — 

38.—Tenemos , pues , deducido el p rocedimiento que 
ha de servi rnos para de te rminar a n a l í t i c a m e n t e dos f i g u 
ras correla t ivas , empleando en el p r i m e r plano coordena
das tangenciales y en el segundo l ineales; r e d ú c e s e tal 
p roced imien to á escr ib i r tres t r i n o m i o s de p r i m e r grado y 
h o m o g é n e o s respecto á a, h, t r i n o m i o s que , para abre
v ia r , designaremos por Ij m ; n } y á t o d o p u n t o de la p r i 
mera figura representado por 

a u - i - b v ~\-c — 0 (32), 

c o r r e s p o n d e r á en la segunda una recta definida por la 
e c u a c i ó n 

la -f_ m$ H- / i == 0. 

Pongamos en esta ú l t i m a e c u a c i ó n los valores de I j m , 
deducidos en el n ú m e r o anter ior- y r e s u l t a r á 

{ i \ a + s f i -f- ^c)« -4- [ i \a + s¿> •¥ ^ c ) ^ -f-
-h [ i \a - j - S36 - } - ^c) = 0, 

ó bien 

a X - ¡ - cv = 0 (35), 

s iendo >., i i ,v t r i n o m i o s de p r i m e r grado en «,¡3, cuyos 
coeficientes son los m i s m o s que hay en n i j n , aunque 
en orden d i s t i n t o , pero fácil de recordar . 

Comparando las ecuaciones (32) y (35) que represen
t a n , s e g ú n sabemos, u n p u n t o de la p r i m e r a figura y su 
recta correlat iva en la segunda, deduc imos , puesto que 
estas dos ecuaciones se verifican para los m i s m o s valores 
de ctj b y c, que necesariamente tendremos 

u v 1 
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ó bien 

11 = -

v I 

361 

lo cual demuestra que en dos figuras corre la t ivas , las c o 
ordenadas tangenciales de una recta de la p r i m e r a figura 
son iguales á los cocientes de dos t r i n o m i o s de p r i m e r 
g rado , dependientes de las coordenadas lineales de u n 
p u n t o de la segunda figura, d iv id idos po r u n m i s m o t r i 
n o m i o de iguales condiciones . 

3 9 . —Si h u b i é r a m o s establecido las relaciones (36) en
tre las coordenadas tangenciales de la p r i m e r a ftgura y las 
lineales de la segunda, s iempre que u , v s a t i s f í ^ a n á u n a 
e c u a c i ó n de p r i m e r g rado , i ^ , ^ s a t i s f a r á n á o t ra t a m 
b i é n de p r i m e r grado; pero la p r i m e r a e c u a c i ó n represen
ta u n p u n t o de la p r i m e r a figura, y la segunda e c u a c i ó n , 
que por ser de p r i m e r grado en %, y-, v, lo es t a m b i é n en 
a, p, representa una recta en la segunda figura: luego las 
dos figuras, cons t ru idas de m o d o que se ver i f iquen las 
relaciones (36), son correlat ivas. 

Podemos , pues , t omar las relaciones (36) como la de
finición a n a l í t i c a de dos figuras correlat ivas . 

4 0 . —Supongamos ahora varios pun tos en l í n e a recta 
en el p r i m e r p lano ; definamos dicha recta po r dos p u n t o s 
conocidos , M y N , cuyas ecuaciones sean 

CLtU -f- - } - = O 
a^u -t- b^ü - j - c2 = O 

:37); 

para que u n tercer p u n t o 

cm H- £»c -h c = O (32), 

e s t é en l í nea recta con los dos an te r io res , s e r á necesario 
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y suficiente que las tres ecuaciones (37) y (32) se v e r i f i 
quen para los m i s m o s valores de u y lo cual equivale 
á que 

a , b , c 

6 b i e n , desarrol lando esta de terminante 

K a -+- K 'b + K" = 0, 

s iendo K , K ' , K " los valores de 

b», c2 
Cl} (Xl ai} b, 

ctt, bi 

luego para que u n p u n t o m ó v i l 

au -+- ¿>ü -h c = 0 

describa una recta, es necesario que a, b , c v a r í e n , sat is
faciendo á una e c u a c i ó n de p r i m e r grado. 

Esta c o n d i c i ó n es t a m b i é n suficiente; pues si a,, C j , 
&*, C2, « 3 , 63, C3 son tres sistemas de valores de a,, b , 

que satisfacen á una e c u a c i ó n de p r i m e r g rado , tal como 

K a H- K'b -+- K " c = 0, 

se ve r i f i ca rá 

ao, 6.2, c2 = 0, 



— 55 — 

que es la c o n d i c i ó n para que los tres pun tos 

«jW -f- - j - ^ = 0, 
OzU - h h^v -t- C2 = 0 , 
azu + c3 = Q, 

e s t é n en l í nea recta. 

41.—Pero sabemos que al p u n t o 

au bv •+• c ~ 0 

corresponde la recta 

- h - h cv = 0: 

luego si el p u n t o (32) se mueve sobre una recta en la p r i 
mera figura, es decir, s i bj Cj v a r í a n satisfaciendo á u n a 
e c u a c i ó n de p r i m e r g rado , las ecuaciones (37) q u e d a r á n 
satisfechas, cualesquiera que sean esos valores de a, 

po r los valores de « y p, que hagan - y - , iguales á ciertos y 

de terminados n ú m e r o s : los que se deduzcan de las dos 
ecuaciones 

^ - - h + c, = 0, 

«2 - + 62 - + C2 = 0, 
V V } 

siendo au 6,, ci3 az, ^ Cs, dos sistemas de valores de a., bj c} 
que satisfagan á (37). 

Ahora , l a s ecuaciones — = un n ú m e r o , v - = o t r o n ú m e -

rO; definen en la segunda figura u n p u n t o : luego resul ta 
que s i u n p u n t o se mueve en la p r i m e r a figura sobre una 
recta, sus rectas correlat ivas pasan todas po r u n p u n t o . 

Ya sabemos que á este p u n t o se le l l ama correla t ivo de 
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la recta considerada en la p r i m e r a figura, y fac i l í s imo s e r á 
al lector que haya entendido lo precedente, demostrar , em
pleando las coordenadas tangenciales en u n plano y las 
lineales en el o t r o , lo que ya demost ramos an ter iormente : 
que una serie de rectas concurrentes de la segunda figura 
cor responden á una serie de pun tos en l í nea recta de la 
p r i m e r a . 

4 í í .—Resumiendo lo anter ior , tendremos los s i gu i en 
tes resul tados , que son los m i s m o s , en el fondo , que ob
tuv imos en el n ú m . 

1. ° A l pun to de la p r i m e r a figura, que tiene por ecua
c i ó n 

au bv - h c ~ 0, 

corresponde en la segunda la recta representada por 

la + - i - n = 0, 

s iendo 1] m~ n , t r i n o m i o s de p r i m e r g rado , h o m o g é n e o s 
en ü j h 3 C j cuyos coeficientes han de ser n ú m e r o s c o n o 
cidos . 

2. ° Á la recta de la p r imera figura, definida por las dos 
ecuaciones 

CLtU -+- ftjO -+- cl = 0, 
ctoM -t- b.¿v -f- Cj = 0, 

corresponde en la segunda el p u n t o cuyas coordenadas 
satisfacen á las dos ecuaciones 

I p H- m $ + ^ = 0, 
¿2a -|- m2p _{- ^ — o, 

siendo nt, h, m2, n2) los resultados de poner suce
sivamente en las expresiones generales de I j m , r i j los 
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valores par t iculares a;, cn a-¡, b., c ,̂ en lugar de a, bj c. 
3. ° Á la recta de la segunda figura, definida po r 

la n — Q, 

corresponde en la p r i m e r a e l p u n t o dado po r 

au -+• bv -h- c = O, 

siendo Uj bj Cj los valores deducidos de las ecuaciones 

l = 7\a •+- sfi -f- t^j 
m = 7\a H- s.¿b -+- Uc, 
n = 7\a 4 - S36 - j - ¿3c. 

4. ° A l p u n t o de la segunda figura, definido por las dos 
ecuaciones 

l l * 4 - -f- = O j 
¿3a -f- - j - w2 = O ) ' 

c o r r e s p o n d e r á en la p r imera j la recta dada po r 

a^a -1- ¿"ji; - h Cj = O | 
a^u + 6 ^ -f- Ca = O ) ' 

s iendo « i , 61, d , « 2 , &a, c2, los valores reducidos d é l a s seis 
ecuaciones 

= 7 (̂2, - i - - M . c , , 
m i = /^a, -+- s26( - i - ^c , , 

¿2 == 7,1a2 4 - SÍ&J 4 - í i C s , 

7722 = 7\a2 4 - s-ibi 4 - 4 ^ , 
7z2 = i^a^ + s36A 4 - U d . 

43 .—Hemos dicho ( 3 9 ) que p o d í a t a m b i é n establecerse 
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a n a l í t i c a m e n t e la c o r r e l a c i ó n entre las dos figuras, p o 
niendo 

u = -

ü = -
:36), 

en que \ , ^, v son t r i n o m i o s de p r i m e r grado en «, p, y de 
coeficientes conocidos. 

T a m b i é n sabemos que de (36) se deduce 

l 
a. •=. — 

n ' 

p n 
siendo l3 n t r i n o m i o s de p r i m e r grado en v} y cuyos 
coeficientes son conocidos en f u n c i ó n de los de ^ v. 

-Teniendo esto en cuenta , los resul tados que hemos 
expuesto en el n ú m e r o an te r io r se pueden t a m b i é n e x 
presar en la s iguiente f o r m a , m u y fácil de recordar : 

1. ° A l p u n t o au -\- hv) -\- c — O, corresponde la recta 
-h ¿«IJ. - h cv = 0. 

\ a , u - v - h . v - \ - c . — § \ 
2. ° A la recta , 7 ^ 5 corresponde el p u n t o 

{ a^u -f- -f- C2 = 0) 
l a,), -h 6,11 -f- = 0 j 

( a2X H- &2ti -f- Csv = Ó ) * 

3. ° Á la recta Ka -f- K'p + K " = 0, corresponde el p u n 
to K¿ -1- K ' m -h YJ'n — 0. 

4. ° A l p u n t o \ Tr1,, ^ corresponde la 
( K2« -h K2 p + K2" = 0 j ^ 

recta 
-f- K / m 4- K / ' / z = 0 j 

K2Z -+- K2'7n •+- K2"n = 0 I 
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Proponemos como ejercicio al lector que deduzca los 
resul tados obtenidos en el n ú m . 3 0 . 

44 .—Tratemos ahora de establecer la propiedad de
mos t rada en el n ú m . 3 1 , que es el fundamento de todas 
las relaciones m é t r i c a s que exis ten entre dos figuras co 
rrelat ivas. 

Sean A , B , C tres pun tos en una recta; los dos p r i m e 
ros son conocidos , y de te rminan la recta; el tercero es 
var iable , y su p o s i c i ó n se de te rmina po r el valor y el s igno 

de la r e l a c i ó n que , como an te r io rmen te , representa
d a 

m 
remos por —• n 

Sea la e c u a c i ó n del p u n t o A 

au -h bv - i - c = 0; 

la del B 

a'u -+- b'v -f- c' = 0; 

la del G s e r á 

n{au -\- bv -\- c) — m{a'u + b'v + c') = 0; 

ó bien 

(fia — ma')u + {nb — mb']v -f- {nc — me ) = 0. 

Las ecuaciones de las rectas correlat ivas de A , B , G, 
s e r á n , pues ( 4 3 ) , 

«X -h ^ + cv = 0, 
a'\ 4- 6V -t- c'v == o, 

[na — ma')^ -f- [nb — mb')^. -\- [nc — me') — 0; 
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esta ú l t i m a se puede escr ibi r 

n(aX -+- 6(14- c) — m { a ' l -h b ' ^ - h c') = 0. 

Designando abreviadamente por A 0 y B = 0 las ecua
ciones de los pun tos A y B , la del p u n t o G s e r á 

nA — mB = 0; 

y designando del m i s m o modo po r L = 0 y M = 0 las 
ecuaciones de las rectas correlativas de A y B , la de G 
s e r á 

n h — m M = 0, 
ó bien 

0 = - (38). 

Pero L es igua l al p roduc to de la distancia de u n p u n t o 
cualquiera á la recta L = o mu l t i p l i cada por u n fac tor , 
que s ó l o depende de los p a r á m e t r o s que en t ran en L = 0; 
y del m i s m o modo M es la distancia de u n p u n t o c u a l 
quiera á la recta M =3 0, mu l t i p l i cada por u n factor t a m 
b i é n constante. 

La e c u a c i ó n (38) nos i nd i ca , por t an to , que la r e l a c i ó n 
de las distancias de u n p u n t o de la recta correlat iva de G 
á las correspondientes á A y B , es igua l á u n factor que 
s ó l o depende de estas ú l t i m a s rectas (y , po r t an to , de los 

771 

p u n t o s A y B ) , m u l t i p l i c a d o por la r e l a c i ó n — de las d i s 

tancias GA y GB. 

D e d ú c e s e de a q u í , como en el n ú m . 3 ® , la igualdad de 
las relaciones a n a r m ó n i c a s de cuat ro pun tos en l ínea 
recta de una de las figuras y las del haz que en la o t ra 
f o r m a n sus rectas corre la t ivas , tomando é s t a s en el m i s 
m o orden que sus pun tos . 
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45.—Para estudiar las figuras correlativas referidas al 
sistema de coordenadas t r i l i n e a l e s , las supondremos , 
como an te r io rmente , dibujadas en dos planos d i s t in tos : 
en el p r i m e r o , el t r i á n g u l o de referencia es el A , B , C, y 
en el segundo, el a, p, 7 (fig. 5). 

Dado u n p u n t o del p r i m e r plano por sus coordenadas 
( A , B , C) , ha de quedar determinada la recta c o r r e s p o n 
diente en el segundo, recta que t e n d r á una e c u a c i ó n de 
la fo rma 

¿a -h m¡3 -+- ft-f = 0: 

luego tendremos 

l - / ( A , B , C 
m = / 2 ( A , B , C) ¡ (39). 
n = / 3 ( A , B , G) ) 

R e c í p r o c a m e n t e , conocida una recta en el segundo 
plano, ha de quedar de terminado el p u n t o cor respondien
te en el p r i m e r o : luego las f u n c i o n e s / ! , / a , / 3 deben de ser 
tales, que, resueltas las ecuaciones (38) respecto á A , B , 
C, nos den para estas cantidades valores ú n i c o s ; esto 
exige q u e / ^ / a , ^ sean de p r i m e r grado en A , B , C. 

T e n d r e m o s , pues , 

l = «jA -h ^ B -h c.C + d i \ 
m = ctaA 4- &aB -h CaC + (& (4-0), 
n = asA -h 63B + CjC -h $ ) 
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en que a j b , c, d , afectas de los s u b í n d i c e s 1 , 1 , 3^ son 
n ú m e r o s . 

Pero observemos que A, B , G, no son completamente 
a rb i t r a r i a s , s ino que han de satisfacer (8) á la r e l a c i ó n 

— a k — bB — c C = 2S; 

ahora b i e n , d,, d2, d3, son n ú m e r o s , S t a m b i é n lo es: lue

go las relaciones 

podremos poner 

go las relaciones ^ } s e r á n n ú m e r o s K , , Ka, K j , y 

ó bien 

d i = 2 1 ^ 8 , 
c?2 = 2K2S, 
d 3 = 2 K £ ) 

^ = — «KjA — bK.B — c K ^ , 
d* = — aKjA — bK.B — cK2C, 
d3 = — aKzA — ¿ÍK3B — cKsC; 

y es de notar que s i se nos dan d^, d*, d3, deduciremos 
Ks, K3, y r e c í p r o c a m e n t e , ó en o t ros t é r m i n o s , que es 

lo m i s m o dar las cantidades d que las K . 
Las f ó r m u l a s (40) se t r ans fo rman poniendo en ellas los 

valores acabados de obtener para c?i, d i , d3} en 

l = (a, — a K , ) A - h (61 — bKt) B -h ( d — C K i ) G, 
772 = {aa_ — aKi ) A + (62 — 6K2) B -h (c2 — cK2) G, 
ñ = ( « 3 — aKa) A -t- (63 — bK3) B - h [ c 3 — cK3) G; 

I j n i j r i j son por consiguiente h o m o g é n e o s y de p r i m e r 
grado en A , B , G; pues s i se nos dieran no h o m o g é n e o s , 
e f e c t u a r í a m o s la t r a n s f o r m a c i ó n indicada , de modo que 
s iempre podemos escr ib i r 

l — ciiA -+- biB -f- c.G I 
m = a.A + ^ B -h c8G ; (41 
n = azk -\- b3B -h c3G 
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teniendo en cuenta que a,, etc., no representan en 
estas expresiones los m i s m o s n ú m e r o s que en las (40) , á 
menos que en estas ú l t i m a s di} di, d3, sean nu los . 

4 0 . — L a e c u a c i ó n de la recta correlat iva del p u n t o 
(A, B , C) , se puede escr ib i r 

+ a2¡3 4 - as-¡) A + -h b$ + b^) B -f-

-I - ( c^ H- Csp -f- CST) G = 0 ; 

l l amaremos x, ¡i, v) respectivamente á los coeficientes de 
A , B , C , en la an te r io r e c u a c i ó n ; los coeficientes de \ v-, yj 
son los m i s m o s que hay en l , m,, n , aunque en o t ro o rden , 
m u y fácil de recordar : la recta correla t iva de (A, B , C ) , es
t a r á , pues , representada por 

AX H-Bix-f-Cv = 0 (42), 

advi r t i endo que en esta e c u a c i ó n las variables, que son 
« , P, e s t á n i m p l í c i t a m e n t e contenidas en X, IJ-, V. 

Supongamos que el p u n t o (A^ B , C ) , de la p r i m e r a f i g u 
r a , se mueva descr ibiendo una recta; sus coordenadas sa
t i s f a r á n á una e c u a c i ó n tal como ^ 

/ ' A - H s B - i - ¿ C = 0 (43); 

las rectas correlat ivas de todos los pun tos de (43), se o b 
t e n d r á n poniendo en (42) valores de A , B , C , que satisfa
gan á (43); pero restando de la e c u a c i ó n (42) la (43) m u l 
t ip l icada por u n n ú m e r o cualquiera h} resul ta 

(44) A (X — hr) 4 - B (í* — hs) -f- G (v — ht) = 0, 

y esto demuest ra que s i A^ B , G satisfacen á (43), la ecua-
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c i ó n (44) q u e d a r á satisfecha para los valores de ^ Y que 
se obtengan de las ecuaciones 

l — hr = 0, 
ji — hs = 0 , 
v — ht = 0, 

ó bien 
X ¡i v _ 
r ~ s s ' 

y como estas dos ú l t i m a s igualdades de t e rminan , por ser 
X, ^, v t r i n o m i o s de p r i m e r grado y h o m o g é n e o s en a1 
u n p u n t o ú n i c o de la segunda figura^ resul ta que las rec
tas correlativas de todos los pun tos del p r i m e r plano que 
e s t é n en l í nea recta, concur ren en u n p u n t o , que l lamare
m o s correlat ivo de dicha recta, como en el n ú m e r o S S . 

R e c í p r o c a m e n t e , s i consideramos u n p u n t o («i, ¡3i, f i ) 
de la segunda figura y todas las rectas en él c o n c u r r e n 
tes, los pun tos de la p r imera figura á que cor responden 
esas rectas e s t á n en una representada por la e c u a c i ó n 

X.A + ^.B 4-v.G = 0 , 

en que l i , jxi, vi son los resultados de s u s t i t u i r en las e x 
presiones generales de X, u-, v las coordenadas p a r t i c u l a 
res (cti/Pi, Ti). 

47.—^Vamos á hal lar la s ign i f i c ac ión g e o m é t r i c a de las 
cantidades I j n i j r i j X̂  JJ, y y. 

E n el p r i m e r plano h a b r á tres rectas, cuyas ecuaciones 
sean 

l = 0 , 
m —. 0, 
n = 0 ; 

sean esas tres rectas las L , M, N ( f igura 5.a); l l amemos 



— 65 — 

A'^ B ' , C las distancias de u n p u n t o á esas rectas: ten
dremos ^ s e g ú n el n ú m . 1 5 , 

A' 

B' 

C 

l l 

bu c. j /?/ 

ni m 

n n 

| « s j bzj Csj lh 

designando por hx, h2j / i g los tres p r i m e r o s denominado-
res , que son n ú m e r o s conocidos : luego I j m y n son igua
les á los p roduc tos de tres n ú m e r o s conocidos por . l a s 
distancias del p u n t o que consideramos en la p r i m e r a 
figura á las rectas L . , M, N. 

Observemos que los v é r t i c e s p,, r del t r i á n g u l o pq7\ 
e s t á n determinados po r los sistemas de ecuaciones 

í = 0 1 m = 0 j h - O h 
711 = O ) ' 7 1 = 0 ] ' 1 = 0 V 

á estos pun tos c o r r e s p o n d e r á n en la segunda figura las 
rectas 

7 = 0, a = 0, ? = 0, 

es deci r , los tres lados del t r i á n g u l o de referencia: luego 
el t r i á n g u l o pqr t iene sus v é r t i c e s correspondientes á los 
lados del t r i á n g u l o de referencia en el segundo p l a n o , ó , 
lo que es lo m i s m o , los lados áQpqJ* son correla t ivos d é 
los v é r t i c e s de Wi-

La s i g n i f i c a c i ó n g e o m é t r i c a de ^, is v se o b t e n d r á de 
5 
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i d é n t i c a manera , imaginando en el segundo plano las tres 
rectas t^v-,*, que t ienen por ecuaciones 

1 = 0 , 

las distancias a.', ¡3', Y de u n p u n t o á estas rectas se o b 
t e n d r á n por las f ó r m u l a s 

>- = ^ 

Icd; a*; a3\ 

/ v v 

T = K' 

H, v s o n , pues , los p roduc tos de tres n ú m e r o s por las 
distancias del p u n t o que consideremos en la segunda 
figura á las rectas. 

Observemos que los vé r t i c e s del t r i á n g u l o p ' q ' r ' e s t á n 
determinados p o r los sistemas de ecuaciones 

x — 0 | v — o j ¡J- = 0 j , 
^ = 0 ¡ , i z^zQ y v — o j - ' 

á estos pun tos corresponden en la p r i m e r a figura las 
rectas 

C = 0 , B = 0 , A = : 0 , 

es deci r , los lados del t r i á n g u l o de referencia: luego el 
t r i á n g u l o p ' q ' r ' en el segundo plano es correlat ivo del de 
referencia en el p r i m e r o . 
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4 8 . —Resultado de lo expuesto en el n ú m e r o an te r io r , 
es que s i en vez de dos t r i á n g u l o s de referencia cuales
quiera tomamos dos que sean cor re la t ivos , las f ó r m u l a s 
se s i m p l i f i c a n , pues los t r i n o m i o s 1%, X, jx, son los 
p roduc tos de n ú m e r o s por las coordenadas A, B , C, «, ¡3, \ . 

4 9 . —Consideremos tres pun tos en l í n e a recta, Pj , Pa, Ps; 
sean sus coordenadas (A^ B i , C i } , (A^ B2, G2), (As, B3, Gs): 

l l amando — la r e l a c i ó n en m a g n i t u d y s igno de P3Pi á 

PsPs, tendremos 

nAi — 772A2 riQx — 777B2 „ nCi — «IC-Í 
A3 — 1 B3 — : C3 — 

n — m n — m ' n — m 

las rectas correlat ivas t e n d r á n por ecuaciones 

K A ! -h ^iBx - i - C i C i ) a 4 - [cuAx + ^ B ! -|- CaGi jP -f-

+ (aaA! -f- ^Bx + C3GI)T = 0; 

( « Í A Í -h ^ B Í + d G í ) a 4- (a2A2 -f- 62B2 H - CsGa) í3 H-

4- («SAÍ 4- &3B2 4- c3G2) T = 0; 

( ai(/2Ai — 7?iA2) 4- ¿^(/¿Bi — mB2) -f- Ci(/zGi — mG2)) « 4-

4- ( á*\nkx — ?nA2) 4- hi[riRx — 772B2) -f- Caf/iGi — mC»)») ? 4-

4- ( a%[nkx — mki) 4- 63(^61 — mB2) 4- C3(/iGi — mG2) ) 7 =z0; 

ó representando abreviadamente po r R, = 0 y R2 = 0 las 
dos p r i m e r a s , 

R ^ O ; R2 = 0; « R i —mR2==0: 

R i i \ 
la ú l t i m a se puede escr ib i r — — —, y en esta forma de-

RÜ /2 

mues t r a que la r e l a c i ó n de las distancias de u n p u n t o 
cua lquiera de la recta correlat iva de Ps á las corre la t ivas 
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de Pj y P2 es igua l á u n factor que s ó l o depende de los 
coeficientes de t r a n s f o r m a c i ó n y de las coordenadas de 

Pi y P2, m u l t i p l i c a d o por la r e l a c i ó n — 

D e d ú c e s e inmedia tamente , como en los n ú m e r o s 3 ^ y 
4 4 , que las relaciones a n a r m ó n i c a s de cuat ro pun tos en 
l í n e a recta y de sus rectas correlativas son iguales t o m a n 
do los pun tos y las rectas en el m i s m o orden . 

50 .—Sin en t rar en desar ro l los , que dejamos al lector y 
que son f a c i l í s i m o s , pondremos a q u í el modo de de te rmi 
nar dos figuras correlativas^ ref i r iendo la una á coorde
nadas tangenciales y la otra á l ineales; pero ambas en el 
s is tema que emplea u n t r i á n g u l o de referencia. 

I.0 L lamando U , V , W , las coordenadas tangenciales de 
u n a recta del p r i m e r plano, y a} $} T las coordenadas de 
u n p u n t o en el segundo, y poniendo 

Y = q\i) 
W = rv I 

s iendo ^ y., v, tres t r i n o m i o s h o m o g é n e o s y de p r i m e r 
grado en a , p, j , yjo^ r , tres n ú m e r o s , al p u n t o 

aU -h &V -h cW - 0, 

corresponde la recta 

tfpx -f- bqy. -4- cr ' — 0. 
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2.° A la recta TT . . . \rTr ^ , corresponde el 

p u n t o 
a j A - h -h c+rv = 0 

3.° Sacando de (44) los valores de áj ^ r e s u l t a r á n t r i 
n o m i o s h o m o g é n e o s en U , V , W , que designaremos p o r 
I j n i j n . 

Á la recta ra •+• sP + t i , corresponde el p u n t o r l - h s m -h 
- i - t n = Q. 

A l p u n t o < ' , ^ , cor responde la recta 
\ TV* + s2p + Í2T = 0 r 

7\¿ -h SJ772 -|- = 0 | 
r J 4- s,m -f- Í.TZ = 0 >' 
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51.—Hasta a q u í hemos supuesto las dos figuras cor re 
lativas dibujadas en dos planos diferentes: imag inemos 
ahora que hacemos 'coincid i r los p lanos , y tendremos en 
u n o solo las figuras correlat ivas: en cada p u n t o de ese 
plano deberemos ver oíos pun tos superpuestos que antes 
de la coincidencia estaban cada u n o en u n o d é l o s p lanos , 
y que aun cuando ahora se han confundido s iguen per te
neciendo el uno á la p r i m e r a figura, el otro á la segunda. 
Á las figuras correlativas situadas en u n m i s m o plano se 
las suele apell idar superpuestas. 

La coincidencia de los dos planos puede efectuarse de 
in f in i to s m o d o s ; y para de te rminar uno ele esos m o d o s , 
b a s t a r á evidentemente que fijemos la p o s i c i ó n que des
p u é s de la coincidencia t o m a r á n los ejes cartesianos 
o'a, o'p, respecto á l o s ejes oXj oy^ del p r i m e r p lano. Esto 
supone que las figuras e s t á n referidas al sistema de coor 
denadas en que p r imeramente las hemos es tud iado , y en 
esta sola h i p ó t e s i s examinaremos las par t icular idades de 
las figuras correlativas superpuestas; pero s e r á fácil a l 
lector hacer el mismio estudio empleando o t ros s is temas. 

Se nofe d a r á n , pues, las coordenadas [x0rj0) del p u n t o of 
respecto á los ejes oXj orjj y la i n c l i n a c i ó n (?) del eje o'a res
pecto al o¿z? ( f ig . 6.a). Estos datos son los que generalmente 
se eligen para de te rminar la p o s i c i ó n de unos ejes rectan
gulares respecto á o t ros t a m b i é n rectangulares. 

U n p u n t o P, del plano t e n d r á , po r t an to , coordenadas 
respecto á ox,, oijj y respecto á o'», o'p: las p r imeras las 
designaremos por ( ¿ e , y las segundas por («,, PJ. Hay 
que tener en cuenta que (a?,, y p,) definen el m i s -
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m o puntos y que emplearemos las p r imeras cuando c o n 

sideremos al p u n t o como de la p r i m e r a figura, y las otras 

cuando lo supongamos perteneciendo á la segunda. 
Se echa de ver inmedia tamente la conveniencia de tener 

las dos figuras referidas á u n m i s m o sis tema de ejes, lo 
c u a l e s s e n c i l l í s i m o , po rque , en efecto, las coordenadas 
(«, P) de u n p u n t o , se expresan en f u n c i ó n de las coor 
denadas (se, y) del m i s m o p u n t o por l a s - f ó r m u l a s 

$ = {y — yQ)cos<? — { x — x0)sen<?\ 

Sabemos que al p u n t o [ X j y ) corresponde la recta 

La M[3 - j - N = 0^ 

siendo L , M , N los t r i n o m i o s que empleamos en el n ú 
mero s i en esta ú l t i m a e c u a c i ó n ponemos en vez de 
a y p los valores dados por las f ó r m u l a s (45), t e n d r í a m o s 
la e c u a c i ó n de la recta correlat iva con el p u n t o (¿e, y ) , re
ferida á los m i s m o s ejes que el p u n t o ; pero habremos de 
d i s t i n g u i r las { X j i j ) del p u n t o de las que cor responden al 
pun to general de la recta , y esto se consigue con la s i 
guiente c o n v e n c i ó n : designaremos por [ x ^ y ] las coorde
nadas de u n p u n t o de la p r i m e r a figura; y cuando que ra 
m o s ind ica r u n p u n t o pa r t i cu l a r de el la , pondremos u n 
s u b í n d i c e , c o m o , por e jemplo , (a?s*/s); designaremos po r 
[ x ' y ' ) las coordenadas, referidas á los mismos ejes de u n 
p u n t o cualquiera de la segunda figura, y pond remos u n 
s u b í n d i c e para ind ica r que t ra tamos de u n p u n t o espe
c i a l ; po r ú l t i m o , emplearemos letras m a y ú s c u l a s ( X Y ) 
para d e t e r m i n a r u n p u n t o del p lano s in especificar á q u é 
figura pertenece, usando los s u b í n d i c e s como a n t e r i o r 
mente ; de m o d o que { x ^ y ^ ) , ( x ^ y j ) , (X2Y2) representan u n 
solo p u n t o , y emplearemos unas ú otras l e t ras , s e g ú n le 
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consideremos de la p r imera ñ g u r a , de la segunda ó del 
plano. 

S e g ú n esto, la recta correlat iva del pun to [ x y ) t e n d r á 
por e c u a c i ó n 

( a ^ - h 6 ,1 /4-0,) ( (w ' — x0\ 'cos<f - h [ y ' — ?/0)sen?) -+-

+ ( a ^ - h ^ + c j ( [ y ' — í/o)cos? — [ x ' — ^ 0 ) s e n ? ) + 

H- [a3x + hzy ^ -Q.3) = 0-, 

ó b i e n , ordenando respecto á x ' y ' , que son las var iables , 

( [a^x -t- b j j -t- c j eos — [a^x -+- b j j -\- c2) sen <?) x ' - h 

+ ( [ a ^ -f- b;iy + c j sen? -t- [a^x -+- b2y + c2) eos ? )? / ' + 

+ (^¿e + b j j -H C3) — (a ,^ -+-6,^/4- c j (^Ocos? + |/0sen?) — 

— [ a , x -t- b¿j 4- ca) (?/0cos? — a?0sen?) = 0. 

De manera que s i ponemos 

L ' = L eos«? — M sen «p, 
M ' = L sen ? — M eos ?, 
N ' = N — L (2?0 eos ? 4- Í/0 sen <p) — 

— M (?/0 eos «p — x0 sen ?) 

(46), 

la recta correlat iva del p u n t o (¿z?,, y) t e n d r á po r e c u a c i ó n 

V x ' 4- M Y 4- N ' = 0. 

Conocidos L , M , N , las f ó r m u l a s (45) nos dan L ' , M ' , N ' , 
y r e c í p r o c a m e n t e : luego dadas dos f i g u r a s correlat ivas 
superpuestas referidas á dist intos ejes cartesianos> pode
mos encontrar p o r las dichas f ó r m u l a s los t r inomios p o r 
medio de los cuales se obtiene la segunda f i g u r a refer ida á 
los mismos ejes que la p r i m e r a , y t a m b i é n , dadas dos figu
ras correlat ivas superpuestas referidas á los mismos ejes, 
sspueden ha l l a r los t r inomios que nos s i r v e n p a r a d e t e r m i -
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na r la segunda ., r e f i r i éndo la á otros ejes cuya pos i c ión res
pecto á los p r imeros sea conocida. 

En tend ido lo anterior^ no hay inconveniente^ y a s í l o 
l ia remos en lo que resta de este p á r r a f o , en designar p o r 
L , N los t r i n o m i o s que de te rminan la segunda figura, 
referida á los m i s m o s ejes que la p r i m e r a . 

53.—Supongamos u n pun to P, de la p r i m e r a figura 
[ X Í U Í ) ' . su recta correlat iva s e r á la representada p o r 

L ^ ' + M ^ ' + N, = 0 (47): 

el m i s m o p u n t o considerado como de la segunda figu-
ra^ y designando con este mot ivo sus coordenadas p o r 
i ^ i l l í ) , t e n d r á po r correla t iva en la p r i m e r a (^O) la recta 

x \ - h ^ -4-^ = 0 (48), 

siendo >ií} ̂ , vl los resul tados de s u s t i t u i r en las expres io
nes generales de >^ y-, v ( 3 4 ) las coordenadas (¿e / f / / ) . 

Las ecuaciones (47) y (48) representan en general dos 
rectas d is t in tas : para verlo b ien no hay m á s que poner en 
el las , en vez de las variables (que son [ x ' y ' ) en la p r i m e r a 
y (¿c, ?/) en la segunda) , las coordenadas generales ( X Y ) , 
y en vez de ( ^ r / j ) ó ( ¿ c / ? / / ) , sus iguales ( X j Y J : de este 
m o d o las dos ecuaciones se convier ten en 

(c^X, -f- í^Yi H- e J X -h [ a J L i + ' b J i i -t- c 2 ) Y + 
^ . [ a ^ - ^ - b J ^-c3) = 0 (47'), 

(a .X, 4- 0*% 4- t ^ X -h (¿^X, H- h^ii -jr b3)Y -H 
+ (c1X1 + c2Y + C3) = 0 (48'). 

De modo que en general , á u n p u n t o considerado como 
perteneciendo sucesivamente á dos figuras correlat ivas 
superpuestas , cor responden dos rectas d i s t in t a s ; ó , en 
o t ros t é r m i n o s , s i á u n p u n t o P de la p r i m e r a figura c o -
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rresponde en la segunda la recta R , á esta recta c o n 
siderada como de la p r i m e r a , corresponde en la segunda 
u n p u n t o d i s t in to de P. 

53.—Para que las dos rectas (47') y (48') se confundan , 
es necesario y suficiente que tengamos 

«JXJ -+- biYi + c, c^Xj -h ^ Y , -h c'2 ttjX, -4-63 Y i + C3 
a2Y2 

(49); 

es decir, que ( X , , Y J han de satisfacer á dos ecuaciones 
de segundo grado: para deducir el n ú m e r o de soluciones 
comunes de esas ecuaciones (en las que podemos s in i n 
conveniente s u p r i m i r los s u b í n d i c e s de las i n c ó g n i t a s ) , 
igualaremos las anter iores fracciones á una cant idad ^ , de 
la que luego de terminaremos el valor; y qu i tando d e n o m i 
nadores, r e s u l t a r á n las tres ecuaciones 

€1,(1 —-Xj.X 4- {b1 — ^a2)Y + {c, — ^ 3 ) = 0 
(a2 — ^ 1 ) X - j - 6 2 ( l — l ) Y -h (ca — lb2) = 0 } 
[ a 3 - r ~ i c i ] X + (63 . -Xc;)Y + c3{í - M = 0 

como estas tres ecuaciones son de p r i m e r grado en X , Y , 
y se l i an de verificar s i m u l t á n e a m e n t e , habremos de 
tener 

a i { l — X); bi — Xa2; C j — 

a2 — X&,; b^l — X); c2 — \b3 
a3 — Xd; ba — Xc2; c3{l — x) 

desarrol lando esta determinante , tendremos una e c u a c i ó n 
d é tercer grado en X, que nos d a r á tres valores para esa 
can t idad; y sus t i tuyendo cada una de estas soluciones en 
el s istema (50), tendremos u n par de valores de (X, Y ) , que 
satisfagan á las ecuaciones (49), y por t an to , tres p u n t o s , 
que, considerados sucesivamente como de la p r i m e r a ó de 
la segunda figura, t e n d r á n la m i s m a recta correlat iva. La 
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e c u a c i ó n de tercer grado que nos ha servido para d e t e r m i 
nar l , p o d r á tener sus tres r a í c e s reales ó una real y las 
otras dos imaginar ias conjugadas: en el p r i m e r caso, los 
tres pun tos mencionados s e r á n reales; en el segundo u n o 
s e r á real y los o t ros dos imag ina r ios conjugados. . 

Evidentemente las rectas que unen los p u n t o s que aca
bamos de ha l la r gozan de la m i s m a p r o p i e d a d : s i los tres 
pun tos son reales, las rectas t a m b i é n lo s e r á n ; si uno es 
real y los o t ros dos imag ina r ios conjugados , la recta que 
una estos ú l t i m o s s e r á real y las otras dos imaginar ias . 

51 .—Si queremos que todos los pun tos (y por tanto 
las rectas todas del plano en que tengamos las figuras 
correlat ivas) gocen de la propiedad que hemos visto s ó l o 
t ienen en general t res , las ecuaciones (50) h a b r á n de ve
rif icarse cualesquiera que sean los valores de X é Y , y para 
esto los coeficientes de tales ecuaciones d e b e r á n ser n u 
l o s , y o c u r r e n dos casos: 

1. ° Si las tres cantidades « i , É>á, c3 no son nu las , en ton 
ces x = 1, y , po r t an to , a* = . b i , = d , bs = c ¡ : luego los 
t r i n o m i o s de t r a n s f o r m a c i ó n s e r á n 

L = CLIX •+• hxy -4- ciy 

M = bxx b3y + c2, 
N = dae -f- c2y 4- C3. 

2. ° Si las tres cantidades á1} &2, Cs son n u l a s , entonces 
1 

de bi — 10.2 = 0, y «2 — Ibi = 0, deducimos X — - , y po r 
A. 

t an to , \ ~ á z i : s i elegimos para x el valor •+• 1 , t endre 
mos b, ~ a2, a?, — Ci , 63 — C2, y los t r i n o m i o s de t ransfor 
m a c i ó n s e r á n 

L ==-61^ •4- Ct, 
M = biX -+- c2, 
N = CiX -h c2ij: 
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s i elegimos para ^ el valor — i , tendremos a» — — 
« s = — C i , 63 = — C2, y los t r i n o m i o s s e r á n 

L = baj + Ci, 
• • M = — biX + c2, 

N = — CxX — C J J . 

Estos dos easos se resumen dieiendo que p a r a que dos 
figuras correlat ivas superpuestas tengan la propiedad de 
que un pun to de su p lano , ya pertenezca á una , ya á o t r a , 
tenga la misma recta co r re l a t iva , la determinante de los 
coeficientes de t r a n s f o r m a c i ó n ha de ser s i m é t r i c a ó hemi -
s i m é t r i c a . 



58 .—En todo lo que antecede hemos supuesto c o n o c i 
dos los coeficientes de los t r i n o m i o s que nos han servido 
para de te rminar las dos figuras corre la t ivas , y ahora va
mos á ver c ó m o pueden hallarse los valores de esos coefi
cientes, de m o d o que las figuras c u m p l a n ciertas c o n d i 
ciones g e o m é t r i c a s que se i m p o n g a n , condiciones que 
c o n s i s t i r á n en fijar en las dos figuras a lgunos pares de 
elementos correspondientes , pun tos ó rectas. 

Nos l im i t a r emos al caso en que se emplee el s is tema 
cartesiano de coordenadas, y fácil s e r á extender los r e su l 
tados á los d e m á s sistemas. Es indiferente que las figuras 
e s t é n en dos planos d i s t in tos ó superpues tos : vamos á 
suponer lo p r i m e r o . 

50.—Sean, pues , o x , oy los ejes del p r i m e r p l a n o , 
O'k, o'p los del segundo, L , M , N los t r i n o m i o s de t ransfor 
m a c i ó n , y X , ¡ i , v los que se deducen d é l o s anter iores 

Supongamos que se nos da u n p u n t o del p r i m e r p lano 
por los valores n u m é r i c o s de sus coordenadas {xiy1)} y 
queremos que en el segundo plano corresponda á ese 
p u n t o la recta 

pi« H- q$ -h Vi = 0, 

siendop^, qls i \ n ú m e r o s conocidos. 
Para que esto se ver i f ique , como la e c u a c i ó n de la rec

ta cor re la t iva del p u n t o [ x j j i ] es 

[CLiXt -\- biyi + Cj) a -f- («2^1 + ¿M/i -h ¿a) P + 
-4- (a8^í -h bal/i -+- Ca) == 0 , 
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s e r á necesario que tengamos 

aiXx -f- hxijx 4- Ci a^xx + -+- c2 azX^ -f- 68?/i + C s . 
i?! ~ gi D 

luego la c o n d i c i ó n antedicha equivale á establecer dos 
ecuaciones h o m o g é n e a s y de p r i m e r grado entre los co 
eficientes de los t r i n o m i o s . 

Pero observemos que si en vez de usar L , M , N , u t i l i 
zamos los p roduc tos de L , M , N , por u n n ú m e r o c u a l 
qu ie ra , las figuras correlativas que obtengamos por u n o 
y o t ro p roced imien to s e r á n las m i s m a s : esto demuestra 
que basta conocer para efectuar una t r a n s f o r m a c i ó n co 
r re la t iva , las relaciones entre ocho de los coeficientes que 
hay en los t r i n o m i o s y el noveno. 

Resul ta , pues , que s i en la p r imera figura marcamos 
cuat ro pun tos cualesquiera y en la segunda cuat ro rectas 
t a m b i é n a rb i t ra r ias que queremos cor respondan á los 
p u n t o s , tendremos ocho ecuaciones h o m o g é n e a s y de p r i 
m e r grado entre los nueve coeficientes de los t r i n o m i o s 
fundamentales , ecuaciones de las cuales podremos dedu
c i r las relaciones de ocho de los coeficientes al noveno, y 
por tanto conocer los t r i n o m i o s que nos s i rven para hal lar 
las figuras correlat ivas en que se cumplen las cuat ro con
diciones impuestas . 

De modo que en general se pueden c o n s t r u i r dos figuras 
correlat ivas, dando a rb i t r a r i amente las cuat ro rectas co 
rrespondientes á cuat ro pun tos a rb i t r a r io s d é l a p r i m e r a . 

OO.—Hay u n caso de e x c e p c i ó n , y es aquel en que tres 
de los pun tos que se nos dan e s t á n en l í nea recta. 

En efecto, sean las coordenadas de esos pun tos [ x „ r/J, 
?/a), [xZ) ij3), y 

ka + <!$ -+^1 = 01 
A a H- tfsP ^ = 0 (51 

Pz* + • tfsP -H ;'3 = 0 
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las ecuaciones de las rectas que han de corresponder á los 

pun tos . 
Por estar en l í n e a recta los tres p u n t o s , [ x ^ , y3)} po

d r á n expresarse en f u n c i ó n de [ x ^ y ^ , [ x ^ , r/2), (I) , y ten
d remos 

n x i — m5?2. _ n V K — m\ l i 
Xr, ; • I/o • 

Ahora b i e n : las ecuaciones que han de verificarse e n 
t re los coeficientes de los t r i n o m i o s son, designando, para 
abreviar la escr i tura , con el s u b í n d i c e , que se han su s t i 
t u i d o las coordenadas afectas del m i s m o s u b í n d i c e 

L , _ Mt 

S2 (52); 

pero en v i r t u d de los valores de ( c^ , se tiene eviden
temente 

XJ J —————— ^ i V i ^ — — — — — — — — — ^ XXJ 

n — m n — m ó n — m 

luego h a b r á de verificarse 

Tzpj — ?np2 nq i — mg2 n r l — mr \ 
:53), 

y po r ello las rectas (51) no pueden ser a rb i t ra r ias , s ino 
que sus coeficientes han de satisfacer á las condiciones 
(53), que demues t ran que las tres rectas concu r r en en 
u n m i s m o p u n t o ; y s i esto se verif ica, las dos ú l t i m a s 
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ecuaciones (52) son una consecuencia de las cuat ro p r i 
meras . 

E n r e sumen ^ que s i tres de los pun tos a rb i t r a r io s que 
se nos fijan en la p r i m e r a figura e s t á n en l í n e a recta, las 
correlat ivas deben de ser concurrentes , y entonces s ó l o te
nemos cuatro ecuaciones h o m o g é n e a s y de p r i m e r grado 
entre los coeficientes de t r a n s f o r m a c i ó n . 

G I . — S i se marcara una recta de la p r i m e r a figura 

J ^ x -+- h \ y -h 4 = 0 J 

y el p u n t o (c^pj que ha de corresponder le en la segunda, 
t e n d r í a m o s 

h i h \ i j 

es decir , dos ecuaciones h o m o g é n e a s de p r i m e r grado 
entre a,, cli etc. 

Podemos , por t an to , fijar a rb i t ra r iamente cuat ro rec
tas de la p r i m e r a figura y sus pun tos correspondientes , 
puesto que esas condiciones nos d a r á n ocho ecuaciones 
de p r i m e r grado y h o m o g é n e a s entre los coeficientes. 

Siguiendo el m i s m o procedimiento que antes, v e r í a 
m o s que, si tres de esas rectas son concur ren tes , los 
pun tos correla t ivos se han de t o m a r en l í n e a recta, y en
tonces no resu l tan m á s que seis ecuaciones entre los 
coeficientes, no quedando determinada la t r a n s f o r m a 
c i ó n . 

T a m b i é n pud ie ran tomarse en una de las figuras 
tres pun tos y u n a recta, ó bien tres rectas y u n p u n t o , y 
en la o t ra los elementos correspondientes , de una mane
ra a rb i t r a r i a . 

Pero los datos no pueden ser dos p u n t o s , P,, P2, y dos 
rectas, R,, R, , á los cuales deban corresponder las rectas 

Ra' Y ^os pun tos P / , P,/, porque las rectas R,, Rj cor-
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tan á la PJPJ en dos puntos^ que l l amaremos P3^ P4, á 
los cuales c o r r e s p o n d e r á n las rectas que u n e n 
P / j y P2' al p u n t o de i n t e r s e c c i ó n de R / y R / : tenemos, 
pues, con los datos citados cuat ro pun tos , P , , P2, P3 y P4, 
en l í n e a recta, á los que corresponden las rectas c o n c u 
rrentes R/, R2', R3' y R4'; pero s i los pun tos P / , P / y las 
rectas R / , Ra' se han elegido a rb i t r a r i amen te , las re lac io
nes a n a r m ó n i c a s de P ^ P2, P3 y P4 no s e r á n iguales á las 
de R j , R2, R3 y R4, y las dos figuras no p o d r á n ser c o r r e 
la t ivas; y s i se t oman los datos de m o d o que esto se v e r i f i -
jque, entonces es lo m i s m o que s i en la p r i m e r a figura se 
nos hub ie r an dado cuatro p u n t o s , el de i n t e r s e c c i ó n de 

Y R2, y tres cualesquiera de los P ^ P2, P3, P4; y como 
é s t o s e s t á n en l í n e a recta , vemos que , s e g ú n (OO), no 
tendremos datos bastantes. 



63.—General izando el concepto de figuras polares r e 
c í p r o c a s ^ l legamos en el p r i n c i p i o de este c a p í t u l o á la de
finición de las figuras corre la t ivas : las p r imeras s o n , p o r 
t an to , u n caso pa r t i cu la r de las segundas, y ahora vamos 
á ocuparnos en invest igar q u é condiciones han de c u m 
pl i r se para que dos figuras correlativas situadas en u n 
plano sean a d e m á s polares r e c í p r o c a s respecto á una 
cierta c ó n i c a . 

Supondremos las dos figuras referidas á u n m i s m o 
sistema de ejes cartesianos, o x , oy, y , lo m i s m o que a n 
t e r io rmen te , designaremos por [ X j y) las coordenadas de 
u n p u n t o de la p r i m e r a figura, po r [x '„ las de u n o de la 
segunda, y po r (X, Y ) las de u n p u n t o general del p lano. 

Sean los t r i n o m i o s de t r a n s f o r m a c i ó n 

L - + bly - h c,, 
M = CLtX - j - b^y -h c2, 
N = a3x -h h3y -h c%, 

y recordemos que , una vez determinados los valores de 
ocho de los coeficientes de L , M y N , cualquiera que sea 
el valor que demos al noveno, se o b t e n d r á la m i s m a figu
ra correlat iva de una dada; ó de otra manera , que para 
de te rminar una figura correlat iva de o t ra , basta conocer 
las relaciones de ocho de los coeficientes citados al n o 
veno. P o d r í a m o s , pues , suponer u n o de los coeficientes 
de L , M ó N igua l á la u n i d a d ; pero por la s i m e t r í a de los 
c á l c u l o s conservaremos e x p l í c i t a m e n t e las nueve cant ida-
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des a,; b j Cj con los s u b í n d i c e s 1 , 2, 3, s i n o lv ida r que 
hay , por decir lo a s í , una de m á s . 

Sea la e c u a c i ó n de una c ó n i c a 

AX2 + 2BXY -h CY2 -h 2DX -f- 2EY H- F 0 (54) , 

en la que t a m b i é n ponemos u n coeficiente m á s de i o s 
suficientes para de te rminar la . 

L l amemos / [ X j y] al p r i m e r m i e m b r o de l a e c í i a c i ó n 
(54 ) : la e c u a c i ó n de la tangente á la c ó n i c a en u n o de s a s 
p u n t o s [ sC j i j ] , s e r á 

( X - ^ ) / I ' - f - ( Y - r / ) / ; = 0 , 

ó , pon iendo en vez d e / / , / / , sus va lores , de sa r ro l l ando 
y d ividiendo po r 2, 

(55) X (A¿e + B ? / 4 - D ) - f - Y ( B ^ - h C ^ ^ - E ) — 

— (A^2 -|- 2B^?/ + G¿/2 -h Dxe 4 - E?/) = 0. 

Gomo suponemos al p u n t o («a?, y ) , en la c ó n i c a , se ae
r i f i ca rá 

A¿e2 H- 2B^?/ + Cy2 + 2D¿e + 2Ef/ -í- F = O, 

de donde 

A¿c2 -+- ZBxy + Ctf - h B x -4- E¿/ + F = — [ H x 4 - E Í / - í - F ] : 

luego la e c u a c i ó n (55) se puede esc r ib i r 

X [ k x -í- B¿/ -h D) -f- Y ( B ^ + C{/ 4 - E ) - h 
4 - 4 - E ¿ / + F) = 0 (56): 
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tal es la e c u a c i ó n de la tangente á la c ó n i c a (54), en u n 
p u n t o [ X j y ) de la curva. 

Pero se sabe que s i escr ib imos la e c u a c i ó n de la t a n 
gente á una c ó n i c a en u n o de sus p u n t o s , poniendo en 
vez de las coordenadas del p u n t o de contacto las de u n 
p u n t o cua lqu ie ra P del p l ano , se obtiene la e c u a c i ó n d é l a 
p o l a r de P respecto á la c ó n i c a : luego cualesquiera que 
sean y ) , la e c u a c i ó n (56) es la de la polar de ese p u n t o . 

P o r o t ra par te , la e c u a c i ó n de la recta correlat iva del 
p u n t o [Xj , y ] , empleando los t r i n o m i o s mencionados a n 
tes ( L , M , N ) es 

L x ' + My ' -f- N = 0, 

ó bien pon iendo { x , y ) , coordenadas generales de u n 
p u n t o del p lano , en vez de [ x ' , y ' ) , 

L X - 4 - M Y + N = 0 (57). 

Para que las dos figuras correlativas que se deducen 
p o r med io de L , M y N , sean polares r e c í p r o c a s respecto 
á la c ó n i c a (54), s e r á necesario y suficiente que para cua l 
q u i e r va lor de (¿c, y ) , las dos ecuaciones (56) y (57) re
p re sen t en la m i s m a recta, lo cual equivale á que se ve r i f i 
q u e n las relaciones 

L M N 
A x + By + D B¿e + C¿ / - f -E B x -h Ey -h F 

6 pon iendo en vez de L , M y N sus valores 

ai^s -+- biy - h ci cctx -h bty -+- c2 asX -+- b3y •+• Ca , 
A x -f- B y - h D B x -h Cy - h E B x - j - Ey F ^ 

independiente de x é y. 
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64í ;—Sólo nos resta, pues , expresar que las i g u a l d a 
des (58) son identidades, y para ello el p r o c e d i m i e n t o 
m á s na tu ra l consiste en qu i t a r denominadores y hacer 
i d é n t i c a s las dos igualdades que r e su l t an ; pero es m á s 
elegante escr ib i r 

aiX -f- hx\] -f- Ci a^x -f- ĥ y + cizX - h hzij -f- Cs 
—- — cu 

k.x + B// 4 - D B¿e + CÍ/ 4 - E D¿e - { - E Í / -f- F 

ó lo que es lo m i s m o 

a^x - h hsj +• ci = oj(A5? H- -h D ) , 

a25? -H ^ tN = ^ ( B ^ 4 - C// -+- E ) , 

«35? - h ¿>3Í/ - h c3 = oj (D¿e H- Er/ 4- F ) , 

y buscar las condiciones para que estas ecuaciones se v e 
r i f i q u e n , cualesquiera que sean x é y, para u n m i s m o v a 
l o r de o. 

Lo p r i m e r o exige que 

ai = ojA; bí = wB; Ci = <«D; 
di — wB; bi — ojC ; C2 = <»E; 
a3 = wD; 63 = ">E; c3 = iuF; 

y s i esto se verifica para u n cier to valor de «>, hab remos 
de tener 

A B D B G E D E F 1 

De las anter iores igualdades se deduce evidentemente 

bi = a2 \ 
et.=-a8-( (60); 
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y suponienclo que estas condiciones se c u m p l a n , las (59) 
se reducen á 

ó, _ Á _ £1 _ ÉA _ £3 ( PÍA 1 
A _ ' B D G E F 1 j ' 

q u e nos s e r v i r á n para de te rminar las relaciones entre 
c inco cualesquiera de las cantidades ( a , , 6,, cí} b*, ct, c3)y, 
á l a sex ta , conocidas las relaciones entre cinco cuales
q u i e r a de las ( A , B , G, D , E , F ) , á la que reste, y r e c í p r o 
camente . 

E n r e s u m e n , las condiciones (60) s o n las necesarias y 
suf ic ientes para que dos figuras correlat ivas supe rpues 
tas sean a d e m á s polares r e c í p r o c a s ^ r e s p e c t o á una c ó n i c a 
trazada en u n p l ano , y las igualdades (61) d e t e r m i n a r á n 
l o s coeficientes de L , M , N , s i se nos da la e c u a c i ó n .de la 
c ó n i c a , ó los de é s t a s i se nos dan los t r i n o m i o s de t r a n s 
f o r m a c i ó n . « 

Observemos que las condiciones (60) equivalen á que 
!a de te rminan te de los coeficientes de L , M y N , sea s i m é 
t r i c a . 

65.—Caso p a r t i c u l a r . — L a s condic iones para que dos 
f i gu ra s correlat ivas sean polares r e c í p r o c a s respecto á una 
c i rcunfe renc ia de c í r c u l o , se h a l l a r á n por el p r o c e d i m i e n 
t o genera i , pero teniendo en cuenta que A , B , C, D , E , F , 
n o pueden ser cualesquiera , s ino que ha de verificarse 

A = C; B = 0. 

'Con esta m o d i f i c a c i ó n , las igualdades (59) dan las con 
d i c iones 

bl = a 0 = 0; al = b2i 
Cl — Cü3, = 63 I 
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Suponiendo cumpl idas estas condic iones , las igualda
des (59) se reducen á las siguientes 

Ct̂  C2 

A = D = E = F ' 

que nos s e r v i r á n en este caso para lo que en el caso gene
r a l nos han servido las (61). 





CAPÍTULO III 

T r a n s f o r m a c i ó n h o m o g r á f i c a , 

0 6 . — I m a g i n e m o s en u n plano P una figura compues 
ta de puntos^ referida á u n sistema car tes iano, oXj o y ; 
cons t ruyamos en o t ro p l a n o , P0 una figura correlat iva de 
la que tenemos en la cual figura refer i remos á ejes 
t a m b i é n cartesianos, o^ , 0$; po r ú l t i m o , en u n tercer 
p l ano , P', y con r e l a c i ó n á ejes del m i s m o sistema de Des
cartes, o'cZ", o'y', t racemos otra figura correlat iva de la d i 
bujada en P j : á u n p u n t o de P c o r r e s p o n d e r á en P1 u n a 
recta, que t e n d r á á su vez en P' u n p u n t o cor re la t ivo; todo 
p u n t o de P ' d e t e r m i n a r á una cierta recta de P j , la que nos 
d a r á en P u n p u n t o . 

Dada, pues , la figura de P , v a l i é n d o n o s del p lano a u x i 
l i a r Pj y verif icando la doble t r a n s f o r m a c i ó n correla t iva 
expresada, obtendremos en P' una figura t a l , que en ella 
t e n d r á cada p u n t o de la trazada en P su cor respondien te , 
v e r i f i c á n d o s e t a m b i é n la r e c í p r o c a : á tales figuras se da el 
n o m b r e de h o m o g r á f l c a s j y la t r a n s f o r m a c i ó n h o m o g r á f i c a 
tiene por objeto, dada una de ellas, deduci r la o t ra : vamos 
á buscar f ó r m u l a s que pe rmi t an c o n s t r u i r dos figuras h o -
m o g r á f i c a s . 

Desde luego la manera de def inir tales figuras nos i n 
dica u n camino para l legar á la s o l u c i ó n del p rob l ema , y 
o t ro p roced imien to se comprende que consiste en abo r 
dar la c u e s t i ó n de una manera directa. 

Vamos á emplear sucesivamente uno y o t ro medio . 
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©y.—Para efectuar la p r imera t r a n s f o r m a c i ó n co r r e l a 
tiva se nos han de dar tres t r i n o m i o s de p r i m e r grado en 
x , y , como 

l - di'is -h ík'y ~h Ci' , 

n = a í x -h h^xj -h ós', 

y designaremos por \ , ^, v los t r i n o m i o s 

a / a 4 - a2/P + as' J 

Para realizar la segunda t r a n s f o r m a c i ó n se nos d a r á n 
o t ros tres t r i n o m i o s de p r i m e r grado en « y ^ como 

6 i"«4- 62"P-t- 63" , 

y designaremos por Vj m' j /z' los t r i n o m i o s 

a / 'x ' -f- fe^'V + 
a / 'x ' -f- ^ " { z ' - H ca' 

Supongamos conocidos los valores n u m é r i c o s de las 
cantidades que hemos designado pora ' , , h'> c'.j a", b", c", 
con los s u b í n d i c e s i , 2, 3. 

A l pun to {Xj y ) del plano P corresponde en el P, la recta 
cuya e c u a c i ó n es 

la -f- mp - f - ^ = 0; 
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á esta recta corresponde en P' el p u n t o cuyas coordena
das satisfacen á las ecuaciones 

m 
n 
n 

que s e r á n las que l igan las coordenadas de los pun tos co
rrespondientes de P y P', es decir,, las relaciones que bus 
c á b a m o s . 

Poniendo en vez de I j r i j V, m'} n ' , sus valores , las 
ecuaciones.anteriores se t r ans fo rman en 

aS'x' 4- Wy' + d" a¿'&' -+- b:'y' -+- c8" a"x' + b/y' -+- c3" 
Ü I X -\- b í y -+- Ct cUx + h¿y -f- Ca' a i x 4 - b¡\¡ + cé' 

Para deducir de estas dos ecuaciones los valores de 
x \ y', en f u n c i ó n de X j y, l l amaremos ^ el valor n u m é r i c o 
d é l a s tres razones, y t e n d r e m o s , qu i t ando d e n o m i n a 
dores , 

a^'x' -h fr/Y — [ C L I X -t- bi'y + c,') ^ -h c / ' ¿= 0, 

ct/'x' + b¿'y' — (a/x -h b2'y + c,') ^ -i- c2" =á 0, 
a.J'x' 4 - 63"¿/' — (aa'x 4 - b3'y 4 - c/) A -hc3" = 0; 

que son tres ecuaciones de p r i m e r grado en x', y', i , que 
nos p e r m i t i r á n obtener los valores de estas cantidades. 
Para nues t ro objeto nos basta despejar x' é y', con lo cual 
tendremos 

x = 

c¿", b¿'; 
C3"; 63"; 

\Q,Íx 4 - b¿y 4 - c/; 
[ O a ^ -\~ Wy 4 - Ca' 

| « s ^ 4 - &3'í/ 4 - 03' I 
a/'; b f ] 

a,"; b3"; 

( ü i x 4 - 4 - pi ) 
( 4 - W y 4 - d') 
(a3'x 4 - 63'í/ 4 - c/) 



a , ; 
d i ' ; 

.1 ^ 3 ^ 

a i ' ; 

a i ' ; 
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c"- — 
n l l -

7, " • 
1̂ , 

ba": -

a ¿ x -f- ft/r/ -f- Ci' 
«2'^ -f- 6/^ 4- Cj' 

a j x -\- b / y -+- e l 

ó b i e n , desarrol lando las determinantes 

x1 
ÜtX + ¿>iy + Ct ^ 
a3x -i--b3y - h c 3 ¡ ' 

a2x H- + c2 \ 
asíí? + í>8^ -f- C3 / 

designando por b^ ci} etc., cantidades fáci les de obte
ner en f u n c i ó n de a/, &/ , c/, etc. 

Obtenidas estas relaciones como necesarias para que 
las figuras trazadas en P y P' sean h o m o g r á f l e a s , no hay 
m á s que mi ra r l a s para convencerse de que son t a m b i é n 
suficientes: emplearemos, pues , las f ó r m u l a s ( ! ' ) cuando 
hayamos de efectuar una t r a n s f o r m a c i ó n h o m o g r á f i c a . 

6S .—Por el segundo de los medios indicados en el n ú 
mero © 6 , se llega con mayor rapidez al m i s m o resul tado. 

E n efecto, s i al p u n t o [ X j y) ha de corresponder el 
( x ' , y ' ) , h a b r á de yerificarse 

x ' = ¥ l [ x y ) ; y ' = F ^ x y ) ; 

la forma m á s general que podemos imag ina r para las f u n 
ciones F , , Fs es la del cociente de dos funciones ente
ras (*), que s iempre podremos reduc i r á u n c o m ú n deno-

(*) Al estudiar la transformación correlativa no dijimos esto para la 
forma de L, M, N, es decir, no pusimos explícitamente denominador: hu
biera sido inútil, pues tal denominador no hubiera alterado en nada los re
sultados, por desaparecer de las fórmulas, como se puede ver fácilmente. 
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m i n a d o r : a s í que, designando p o r / ^ / ^ / j f u n c i o n e s ente
ras , tendremos 

Ahora b i e n : conocidas x', y', las ecuaciones (2'), que 
se pueden escr ib i r 

f Á x y ) — x % { x y ) = o j 

deben darnos valores ún icos para ¿c^ r/^ puesto que u n 
p u n t o de P' corresponde á u n solo p u n t o de P : luego los 
p r i m e r o s m i e m b r o s de (3') s e r á n de p r i m e r grado en X j y , 
cualesquiera que sean x', y'j y, po r c o n s i g u i e n t e , / 2 J ^ 
han de ser de la fo rma 

/ , ( ^ ) ^ a ^ - ^ r hlyl - j - c^ 
f2{xy] = -f- bíyi -h c2, 
fz{xy) — a3xl -+- bzyl 4- é ¿ 

con lo cual l legamos al m i s m o resul tado que an t e r io r 
mente. 

6 9 . — S i de las f ó r m u l a s ( ! ' ) despejamos x é y ^ ob t en 
dremos 

K . x ' - h A2{/' -í- A3 
x = 

B, ^ -f- B ^ ^ + Ba 
C. x ' -+- C}y' -+- G3 

4' 

designando por cada una de las letras m a y ú s c u l a s A, B , C, 
afecta de u n s u b í n d i c e , el complemento algebraico que en 
la de terminante 

b,: c» 

o:, 
a*; 
a. 
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corresponde al elemento representado por la letra m i 
n ú s c u l a de iguales n o m b r e y s u b í n d i c e . 

í 'O.—Si en el plano P consideramos una l í n e a recta, ó , 
lo que es lo m i s m o , una serie ele pun tos cuyas coordena
das satisfacen á una e c u a c i ó n de la fo rma 

I x - h m t j - h n = 0 (5'), 

los pun tos de P' correspondientes á los que hemos c o n s i 
derado en P, p e r t e n e c e r á n á u n lugar g e o m é t r i c o cuya 
e c u a c i ó n s e r á la que resul te de poner en (5') los valores 
(4') de os, y ; esa e c u a c i ó n es 

{ l A i -h mBj -h n d ) x ' 4- (¿A2 4- mB2 -h /2C2) y ' 4-
4 - ( ¿ A 3 - h mBa 4-7zC3) ^=0 (6 ' ) : 

luego á toda recta (5') de una figura corresponde ot ra 
recta (6') en la figura h o m o g r á f i c a . 

R e c í p r o c a m e n t e , á una recta 

Vxl 4- rrt tf 4- 72' = 0 

del plano P' corresponde en P la que tiene por e c u a c i ó n 

(Z'a, 4- m'a^ 4- rícti) x 4- [Vh^ 4- m'62 4- n'hz] y 4-
4- (¿je; 4- m'c% 4- n'cz] = 0. 

y i .—En v i r t u d de las f ó r m u l a s (! ') y (4'), tendremos 
los siguientes resul tados: 

1.° A l or igen O de P corresponde en P' el p u n t o 
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2.° A l or igen O' de P' corresponde en P el p u n t o 

3. ° A l eje de las scx corresponde la recta 

(Ai¿e' H- A3y' -h A3 = 0). 

4. ° A l eje de las yy corresponde la recta 

líB.aj' -^B2^/, 4- B 3 = 0) . 

5. ° E l eje de las x ' x ' tiene por h o m o g r á f i c a la recta 

{(XiOS + biy 4- c, = 0),. 

6. ° E l eje de las y ' y ' tiene po r h o m o g r á f i c a la recta 

(«V? -h h y + c2 = 0). 

7. ° Consideremos u n p u n t o en el i n f i n i t o del p lano P, 

d e t e r m i n a d o , s e g ú n sabemos, por el l í m i t e m de la re la 

c i ó n ~ , cuando x é y crezcan indef in idamente , s e g ú n una 

cier ta ley: los valores de x ' é y ' se pueden escr ib i r 

i y i 

x — ~ , 
T . y i 

4- & 3 - 4- C s — 

¿ % 1 
«2 4- &2 — 4- Ca — 

y' = — . y 1 ' 
« a 4- &3 h C3 -

X X 
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pasando al l í m i t e en la h i p ó t e s i s antedicha y l l amando 
Xi 3 y ' , las coordenadas del p u n t o de P' correspondiente 
a l p u n t o en el i n f i n i t o de P, que define el n ú m e r o ten
dremos 

+ biin , « 2 7+- b j n 
Xl ~ c i s b a i n ' ÍJl ~ a 3 - \ - b 3 i i i 

Todos los pun tos en el i n f i n i t o de P e s t á n en l í nea rec
ta ( I V ) : luego los pun tos [ X Í , y / . ) , deben estarlo t a m b i é n , 
y en efecto, e l iminando ra entre las ecuaciones que nos 
dan x¡' é y ' , resul ta 

t 
Cli — ChX- «o — Clslji' 
baXi' — b i ~ b3yi' — b*' 

ó bien 

C ^ ' + C2Í/' + C3 = 0 ( * ) , 

que por ser de p r i m e r grado en { x / y / ) demuestra que é s 
tos e s t á n en l í nea recta. 

8.° A l p u n t o en el i n f i n i t o de P' , que determina el íiirii-
x' 

te m' de --p cuando x' é y' crecen indef in idamente , s e g ú n 

u n a cierta ley, corresponde el p u n t o 

/ _ A, -h A8m,: _ -f- B2//¿' \ 
V "rf — C, + C2'm'; yi ~ C, + C j n ' ) 

La recta en el i n f i n i t o de P' tiene po r h o m o g r á f l c a en 
P, aquella cuya e c u a c i ó n es 

a3x -hb3y -h c3 = 0 . 

(*) Esta ecuación se obtiene directamente de las fórmulas (4'). 
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—Si consideramos en el p r i m e r plano tres pun tos 
en l í n e a recta^ P j , y P^, cuyas coordenadas sean res 
pectivamente (JCJI /J) , ( x j J i ) , (-^í/s)^ Y l l amamos K la re la -

P P 
c i ó n — ^ - i , t endremos 

1 — K ^ 1 — K 

en v i r t u d de las f ó r m u l a s ( ! ' ) , si l l amamos {x^y^ ' ) , 
i x 3 U3')) las coordenadas de los pun tos P^, P2' y Pz'} h o m o -
g r á f i c a s de P ^ P2Í P3, r e s u l t a r á , designando por H2Í las 
cantidades a:}x1 -f- b3!jl -+- c3; a3x2 + b^rj^ + Cj . 

HrvV - KH2.v/ . - KH2//3\ 
3 ~ H1 — KH2 ' J* - H, — KH2 ' 

luego 

p / p ; _ K ü 
~ Ht ' 

Del m i s m o m o d o , s i P4 e s t á en l í n e a recta con P, y P2, 
P P 

y K' = — ^ } su h o m o g r á f l c o P4 e s t a r á en la recta que une 

P 'P ' H 
P / Y P8', y tendremos ^ j ^ - , = K' —2-

f • , f PsPi P .P . Ps'P/ P / P / L o an te r io r demuestra que — * : ^ = : 

y esta igualdad se traduce al lenguaje o r d i n a r i o , d ic iendo : 
Las relaciones a n a r m ó n i c a s de cuatro puntos en l ínea 

recta de una figura SOJI iguales á las de sus puntos homo-
gráf icos tomando los segundos en el mismo orden que los 
¡ ¡ r ime ros . 

Á este resul tado se llega di rec tamente , recordando la 
propiedad m é t r i c a fundamenta l de las figuras c o r r e l a t i -

7 
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vas, y aplicando la p r i m e r a de f in i c ión que d imos de las 
h o m o g r á f i c a s . 

Observac ión importante .—Aplicando el p r i n c i p i o de la 
dual idad á todo lo dicho en este p á r r a f o , tendremos u n 
estudio elemental de las figuras h o m o g r á f i c a s en coorde
nadas tangenciales. 

T a m b i é n es evidente que de lo dicho respecto á las figu
ras correlativas en el p á r r a f o 11, resul ta la t e o r í a expuesta 
de las h o m o g r á f i c a s , suponiendo que de los dos sistemas 
de variables (x?/), (<$) que allí empleamos, u n o representa 
coordenadas de pun tos y o t ro coordenadas de rectas. 
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73.—Vamos ahora á estudiar rápidamente las fó rmu
las de t ransformación homográfica y las propiedades ele
mentales de estas figuras, referidas al sistema de coorde
nadas trilineales. 

Supongamos, pues, en el plano P un t r iángulo A , B , C; 
cada punto se de te rminará por sus distancias (que llama
remos, como siempre. A, B , C), á las tres rectas c i j b j Cj, 
(fig. 7.a); en el plano P' supondremos también un t r ián
gulo de referencia, ya, serán las coordenadas trilinea
les de un punto á él referido. 

Puesto que al punto (A, B, C) ha de corresponder el 

{a, p, 7), será preciso que - y - , queden determinadas co

nociendo A, B , C, lo cual equivale á poner 

c _ Fi(A, B, C). P _ F8(Á, B, C). 
T F3(A, B, T F3(A, B,G)? 

ó bien 

• a==XFx(A, B, G); p =XF2(A, B, G); T = XF3(A, B> C); 

siendo X un número cualquiera. 
Pero observemos que pora definir un punto de P, basta 

conocer las relaciones ^ y -p, y és tas no se alteran por-

que en vez de A, B , C, tomemos cantidades propor
cionales como hk, AB, ftC: por tanto, se ha de verificar 

« _ Ftf/iA, hB, hC) . | _ F2(/¿A, /¿B, hC). 
V Fa(/¿A, hB, /¿C)' T — F3(/íA, AB, //G)' 
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luego tendremos, cualquiera que sea hj 

(/¿A, /¿B, hC) _ F2(/^A, AB, /¿C) _ F3(/¿A, liB, hC). 
F^A, B, C) ~ F2(A, B, C) ~" F3(A, B3C) ' 

esto obliga á que F,, F2, F3) sean funciones homogéneas 
respecto á A, B , C, y además deben de ser de primer gra
do, porque á un punto deP' corresponde uno solo de P. 

Tendremos, en resumen. 

(3 = 7.(/2A-t- 7??2B + 7?2C) ' 
Tf = X{l3A-+- /?73B -h nfi 

Despejando A, B , G, de estas ecuaciones, y designando 
por cada una de las letras mayúscu las L , M , N , afectas de 
un subíndice, el complemento algebraico que en la deter
minante 

ti) mi', K 

L 

corresponde al elemento representado por la letra m i 
núscu la de iguales nombre y subíndice, resul tará 

B = ^ ( M i a + Mj-hM3T)) (8'). 

7£.—Á toda ecuación de primer grado y homogénea en 
A, B , C, cor responderá otra análoga en a, y; y como la 
recíproca es también cierta, podremos decir que á cada 
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recta de una de las dos figuras, corresponde una recta en 
la otra. 

^o.—El lado BC, cuya ecuación es A = 0, tiene por ho-
mográfica la recta representada por L1a-f- Lap -f- L3T = 0: 
supongamos que esta recta sea la de la figura 7.a 

El lado CA, que tiene por ecuación B = 0 , es homográ -
fico de la recta fa7, cuya ecuación es M,» •+- M2P -+- M ^ T ^ O . 

Al lado AB (G = 0 ) , cor responderá la recta cFW (N^. -h 

Del mismo modo á los lacios op", pf, de la segunda 
figura, corresponden eñla primera tres rectas, que supon
dremos las A'B', B7^, CA7", y cuyas ecuaciones serán 

W U l^-h- j ^ B -h nfi = 0, 

C'A' /2A + m8B -f- nsC = 0, 

A/B^ /3A -t- m.B -t- nzC == 0. 

La recta en el infinito de la primera figura está repre
sentada por aA -h bB -\- cC •= 0; su homográfica es tará de
terminada por la ecuación 

[aU + 6M, -f- cNJ a + (aLa -h 6M2 -f- cNJ p -ir 
4- (aLs -f- 6M3 -t- cNs) T = 0. 

De igual modo, siendo a', b', c', los lados del t r iángulo 
de referencia en el segundo plano, la recta en el infinito 
{a'a -t- b'? -h C'T) == 0, tendrá por homográfica en P la co
rrespondiente á la ecuación 

(a'/, -h b'mi ~h c'n{) A 4- (a72 -+- b'm% -h c'/í8) B 4-
4- (a73 4- b'in3 4- c'/i3) G = 0. 

Fácil será determinar el punto homográfico de uno en 
el infinito de cualquiera de las dos figuras. 
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7©.—Busquemos la significación geométrica de los 
trinomios que entran en las fórmulas (7') y (8'). 

Recordando la fórmula que en coordenadas trilineales 
da la distancia de un punto á una recta, resulta inmedia
tamente que si llamamos A,, B j , C1 las distancias del pun
to (A, B, C) á las rectas ETC7, crA7, A 'B ' (75) , tendremos 

. ^A -h m.B -h /z.C ^ hA -h m2B + n̂ C 
Aj = —j Bf = : ¡— ', 

[ItCij mjttj nic\ j ¿2a, «r^, n%c j 

C, = 

de donde sacamos, designando los tres denominadores 
por K, , K8 y K3, 

+ mfi 4- nfi = KJAJ ; LA + m2B 4- %(u = K . B , ; 
¿3A -h /«sB -h 7Í3C = K a d ; 

y poniendo estos valores en (7'), 

fórmulas que se pueden escribir en la forma sencilla 

P 7 
K^A, K . B , KsC, (9'). 

Por idéntico procedimiento se deduce que los t r ino
mios de (8') son iguales á los productos de tres n ú m e r o s 
conocidos (que denotaremos por K / , K2', Ks'), por las dis
tancias del punto («, p, 7) á las rectas f Y , T ^ , , y que 
llamando ce,, p,. Ti esas distancias, las fórmulas citadas 
se pueden escribir 

A B G 
K/Kl ~ K8'T| 

10" 
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77.—Si nosotros establecemos las fórmulas (9') ó (10'), 
siendo las cantidades Ku K2J K3, ó K / , KJ, n ú m e r o s 
cualesquiera, y valiéndonos de ellas construimos dos 
figuras, evidentemente resu l ta rán homográf icas , y los 
t r iángulos á que están referidas serán correspondientes. 

7&.—Resulta de lo dicho en los dos n ú m e r o s anterio
res que las fórmulas generales de t ransformación homo-
gráfica son las (7') ú (8'); pero eligiendo uno de los trián
gulos de referencia homográfico del otro, se simplifican, 
tomando la forma (9'). Guando usemos estas ú l t imas for
mas, no habrá inconveniente en suprimir los subíndices , 
y designar las coordenadas como siempre por A, B , G, 
pero teniendo en cuenta la particularidad que ofrecen los 
t r iángulos de referencia. 

í '» .—Según lo establecido en el n ú m . I , y empleando 
con las fórmulas (7'), ó las m á s sencillas (9'), el.procedi
miento seguido en el n ú m . 7 2 , se demuestra sin dif icul
tad en el sistema trilineal la propiedad métrica fundamen
tal de las figuras homográficas que hallamos en dicho nú
mero 7 2 . 

Ohseroación importante.—En virtud del principio de la 
dualidad, si las cantidades que hemos llamado en este 
párrafo A, B , G, a, p, -f, en lugar de representar coorde
nadas de puntos, representan coordenadas de rectas, la 
anterior teoría es la de la t ransformación homográfica en 
el sistema trilineal de coordenadas tangenciales. 

También es claro que de lo dicho de las figuras correla
tivas en el párrafo I I I del capítulo anterior resulta la teoría 
de las figuras homográf icas , suponiendo que de los dos 
sistemas de variables que allí empleamos, uno representa 
coordenadas de puntos y otro coordenadas de rectas. 
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SO.—Si hacemos coincidir los planos P y P', tendre
mos en un soló plano dos figuras homográf lcas , que en 
esta posición se apellidan superjmestasreferida la prime
ra á los ejes 0Xj oy> y la segunda á los ox', oy' (*); pero 
haciendo el mismo razonamiento que al tratar de las figu
ras correlativas en un plano, veremos que puede consi
derarse un solo sistema de ejes. En esta h ipó tes i s , conti
nuaremos designando por [xy] las coordenadas de un 
punto de la primera figura, por {x'y') las de uno de la se
gunda, y usaremos las fórmulas (! ') . 

No nos detendremos, por ser senci l l ís imo, en exami
nar la posición que tendrán en las figuras homográficas 
superpuestas los elementos que consideramos en el n ú 
mero ( í ' l ) , y pasaremos á lo m á s importante de esta clase 
de figuras, que es la investigación de los puntos conjuga
dos y dobles. 

81.—Cada punto del plano lo podemos considerar 
como de la primera ó de la segunda figura: al punto [Xj y], 
corresponde el (.v', y')] y si consideramos este úl t imo 
como de la primera, su homográfico ( x ^ //J es tará de
terminado por 

_ a^x' + fry + ci . _ â x' + bty' 
Xi ~ a3x' -h b3y' 4- es' â x' + b.y' 

(*) Sólo trataremos en este párrafo de las figuras homográficas referi
das á ejes cartesianos; fácil será al lector repetir lo que diremos refiriendo 
las figuras á otro sistema de coordenadas. 
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el punto [ x l , ¡ji) será en general distinto del [ x , y ) ; pero 
si coinciden^ diremos que los puntos [ x^ y ) , (.Y', y ' ) son 
conjugados. 

Obtendremos, pues, las coordenadas de los puntos 
conjugados resolviendo las cuatro ecuaciones 

(XsX bsU-hcJ . a s x ' - h fhy ' -h c3 i 
(11'); (12'); 

^ ~~ ChX -f- 63?/ 4- Csj y ~ a3XJ 4- 4- C3/ 

para esto eliminemos entre ellas xf é ¡y', lo cual se conse
guirá despejando estas cantidades de (12') é igualando los 
valores que resulten á los que nos dan las fórmulas (11'). 

Del (12') se deduce (69): 

j _ A l x 4- A2y 4- A3 _ , _ BiX 4- B2{/ 4- B3, 
X ~ Gj.v 4- C j j ,J " G ^ + a r / 4-G3; 

la eliminación de x ' , y ' entre (11') y (12') nos da, por tanto, 

A^- 4- A2?/ 4- A3 _ 4- bjj 4- c,. 
Grv 4- G2{/ 4- G3 — OsX 4- 4- c ¿ 
Brr 4- B^y + Bs a^x 4- ¿)2r/ + i 
Grv 4- G2{/ 4- G3 — a3x 4- 63{/ 4- ' 

ó bien 

A.x 4- A2// 4- A3 B^- 4- BSÍ/ 4- B3 4- G2&f 4- Gs 
4- ¿j?/ 4- Ci OjX 4- &2f/ 4- Cj CísX 4- 63?/ 4- C3 (13'). 

Para obtener los pares de valores de x , y } que satisfa
cen á estas dos ecuaciones, usaremos un artificio de 
cálculo, ya empleado anteriormente, y que consiste en 
igualar las tres fracciones (13') á una cantidad >>, indeter-
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minada por de pronto, pero de la cual obtendremos en 
seguida su valor. 

Así r e su l t a rán , en vez de las dos ecuaciones anterio
res, las tres siguientes: 

(A, — l a j x -+- {Az — lb^y -f- (A3 — XcJ = 0 
(B, — xa jx + (B2 — Ib^y + (B3 — ̂  — y . 
(C, — la3)x -+- [C2—lb3)y-h{C3 — le,) = 0] 

Xc2) = 0 (14' 

y como estas tres ecuaciones han de quedar satisfechas 
s imul táneamente , x habrá de tener un valor tal, que se 
cumpla la condición de compatibilidad del sistema (14'). 
Esta condición es 

Al — kz,; A2 — ; A3 

G, 
lb„ Ba 
X63 ; G3 — Ĉa 

= 0. 

Desarrollando esta determinante tendremos una ecua
ción de tercer grado en X, que nos dará tres valores de 
esa cantidad, [ \ , x2. Xa); poniendo cada uno de estos valo
res en lugar de x en (14'), obtendremos un par de valores 
de x é y; en suma, resultan tres pares de valores que sa
tisfacen á las ecuaciones (14'), y por consiguiente á las (13'), 
y poniendo estos valores que llamaremos ( x , , { / , ) , (JI-2, z/2), 
(xáj y3), en las fórmulas (11'), obtendremos los valores 
correspondientes de x' é y', que llamaremos [x/, y*), 

83.—Parece, por tanto, que en dos figuras h o m o g r á -
fícas existen en general tres pares de puntos conjugados; 
pero fácilmente veremos que esos tres pares de puntos 
son conjugados de un modo particular. 

En efecto; para determinar esos puntos hemos e l imi 
nado entre las ecuaciones (11') y (12'), x' é y-, hemos dedu
cido de las ecuaciones resultantes los valores de y 



— 107 — 

luego hemos sustituido estos valores en las fórmulas (11'), 
para obtener los correspondientes de x' é y ' ] en esta i n 
vestigación hemos aprendido que sólo hay en general tres 
sistemas de valores de las incógni tas que satisfagan á las 
cuatro ecuaciones que han de verificar las coordenadas de 
los puntos conjugados : en lugar de seguir el procedi
miento indicado para hallar esos valores, también hub i é 
ramos podido eliminar X j xjj en vez de x', y' , sacar los va
lores de estas cantidades por medio de las resultantes, y 
en seguida los de y\, por las fórmulas (12'). Para hacerlo 
as í , las fórmulas (11') nos dan (69) 

^ ^ A ^ ' -f- A.y1 -h A3. _ B.x' + B ^ ' -h Bs 
X ~ -f- C2r/ 4- Ga^ U ~ G ^ ' 4- C2|/' -f- Gs' 

y por lo mismo, las ecuaciones que resultan de eliminar 
x é tjj son 

Arx-' 4- A,u' + As, B^x' 4- 4- Bs G.x' 4- C,u' + Gs. 
aiOC- 4- b ^ ' 4- c i a2x' 4- &2Í/' 4- c2 Oax' 4- bsy' 4- c3 

pero estas ecuaciones sólo difieren de (13') en ser las i n 
cógni tas x '} y ' j en vez dex., y : luego nos darán para x', y ' , 
los mismos valores que aquél las nos dieron para X j y ; 
ahora bien*: estos valores de x', y'} son los que llamamos 
en el n ú m e r o anterior ( x / , y / ) ; ( x / , y , ' ) , ( x , ' , y z ' ) } y re
sulta, por tanto, x l = x / , y l = y / , x2 = x / , y3 = y ¿ , x3 = x3', 
í/s — Ui , es decir, que los puntos conjugados coinciden. 
Estos puntos, que se corresponden á sí mismos, se l l a 
man p u n t o s d o b l e s . 

SS.-^-En resumen, tenemos que en dos figuras homo-
gráficas no existen puntos conjugados en el sentido ge
neral que se da á esta denominac ión , y existen tres pun 
tos dobles. 

Todavía pueden hacerse dos observaciones notables: 



— 108 — 

!,« La ecuación que nos ha dado los val-ores de X, es de 
tercer grado,, y por tanto, esos valores s e r á n , ó los tres 
reales, ó uno real y dos imaginarios conjugados; y como 
cada valor de l se ha de sustituir en (14') para obtener los 
valores de Xj t/j que corresponden á los puntos dobles, 
resulta que éstos s e r á n , ó los tres reales, ó uno real y los 
otros dos conjugados. 

2.a Sean Pj , P2, P3, ios puntos dobles, las rectas P^P¡, 
P.Pg, PjPa, son también dobles, es decir, que serán homo-
gráficas de sí mismas, y claro que no habrá otra que goce 
de la misma propiedad: si los puntos dobles son reales, 
también lo serán las rectas; si uno es real y los otros dos 
imaginarios conjugados, una de las rectas dobles será 
real (la que una los dos puntos imaginarios) y las otras 
dos imaginarias (las que unan el punto real con los ima
ginarios). 

La existencia de las rectas dobles se hubiera podido 
obtener directamente por el cálculo, de análoga manera 
que hemos hallado los puntos dobles, investigando si en 
dos figuras homográficas existen rectas conjugadas; el 
lector debe hacerlo as í , como ejercicio provechoso. 

84.—Si nos hub ié ramos propuesto hallar directamente 
los puntos dobles, hub ié ramos resuelto las ecuaciones 

_ -h bj/ -+- cs _ a„x •+- bjj -Kc2 
X ~ a3x - i - b3(j - h e / U ~ azx -f- b3rj -h ca} 

y éste es el procedimiento seguido en la práct ica , por ser 
más sencillo que el que antes hemos descrito. 

85.—Un caso importante hay que considerar, y es 
aquel en que las tres ecuaciones (14') se reducen á identi
dades, lo cual equivale á que todos los pares de puntos 
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correspondientes sean conjugados; entonces ya no será 
aplicable lo dicho en el n ú m . 8 ^ , y los puntos conjuga
dos no serán dobles en general: para que sé cumpla la 
condición dicha, habrán de ser nulos los coeficientes de 
Xj de t/j y los t é rminos independientes de las ecuaciones 
(14'), y, por tanto, tendremos 

^ _ ^ _ A 3 _ B , _ ] B , _ B 3 _ C i _ C , _ C , 
a, ~ bi ~ c1 ~ a2 ^ bí¿ ~ c» ~ a3 ~ b3~ c3 

Pongamos en vez de las letras mayúscu las sus valores 
(60), y resul ta rá 

bxa — b2c» b% , c0 T a, a.c* — c.a. 
cti ibi 3 'Cj 2 2a2 3 62 

c. , a0 7 b, a A, — a.,b, 
= afi — — a. — o, — — 60 = a, -r1 — a. = — 2 c. 1 3 a3 - 3 b3 1 c. 

es decir, ocho ecuaciones entre los coeficientes que en
tran en las fórmulas de t ransformación homográflca. Lla
memos K á la úl t ima fracción, y las ocho ecuaciones an
teriores podrán escribirse 

= K (EJ , ci Cz = K (E2), 

# — A = = K (Es), c 2 ^ - C 3 = K (EJ, 

a A r C A = K (EJ, a l ' - a . ^ K (E6), 

3̂ ^ — ^ — K (ET), «3 ^ — a, = K (E8), 

pero 
(E2)y(E4)dan) 
( E . ) y ( E J ^ a n 1 = 1 , ^ 
(E6)y(E8)dan4 
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luego las ocho ecuaciones son equivalentes á estas seis 

— = K c, , c3 = K J a2 — — a, = K 
ai ( 1 f Ca ' 

a ,^ —c^a ^ l ' , a* r ci a3 b1 ,—— = K /'a / \ = K \ — — ' ~r 

de las cuatro ú l t imas se obtiene fácilmente 

c1 = ( K + ca) | ; c2 = (K 4- Ca) ^ ; ai = — K ; 

&2 = & 8 ^ — K (15'); 
as 

y poniendo estos valores en las dos primeras., y haciendo 
operaciones, resulta la sola ecuación 

K — C s - h ^ b 3 - { - a 3 ^ (16' 
a3 b3 

Entre las ecuaciones (15') y (16') ya no hay m á s equi
valencias, es decir, que son distintas, y por lo mismo 
podemos tomar arbitrariamente las cantidades a3j b3, c3, 

í i , y deducir las «i, oti 6a, c * (K es una cantidad auxi-
CL3 b3 
l iar , que conservaremos para facilitar la escritura y dedu
cir una importante propiedad). 

b ci 
Llamemos « y p las relaciones r1 , —, de donde b. = ab3, 

b3 a3 1 
aa_ = Pas, las fórmulas de t ransformación serán en este 
caso particular impor tan t í s imo 

X, __ (^K — K)x + b3rj.¡j + (K + c3)c>. _ ^ K ( ^ —«) 
a3x - H b3y 4- c3 a3x -+- b3i/ -+- c3' 

a3x-{- (&3¡3 — K ) y + (K-t-C3)P K ( y - P ) 
-h 6aí/ - l - c3 a3x % c3 '• 
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que pueden escribirse 

x' — a y' — p — K 
x — a f/ — P a3x + bsy -h C3 

Á estas fórmulas hay que agregar la condición «3a d-
b $ + Cs = K. 

Todavía se pueden poner las fórmulas de transforma
ción bajo la forma 

x' — a _ y' — p _ 1 
x — a y — p ¿ X H - my H- /2 17') , 

con la condición lo. -f- mP H - /z — 1 : siendo l} n i j n los 

valores de — % P > ~ ^ > — TP ' 
lv iv K. 

Se ve inmediatamente que todos los pares de puntos 
homográñcos es tán en línea recta con el («, ¡3). 

Es facilísimo convencerse de que si las fórmulas de 
t ransformación son las anteriores con la condición dichaj 
los pares de puntos correspondientes se rán conjugados. 

86.—Si las fórmulas de t ransformación son las (17') , 

pero no se verifica la condición la -+- m$ •+•11= — i , en
tonces ya no son conjugados los puntos homográf lcos; 
pero siempre es tarán en línea recta con el («» P), y á esta 
clase de figuras liomográficas se las llama homológ icas , 
y su estudio es el objeto del capítulo siguiente. 



&7.—Vamos ahora^ para terminar nuestro estudio de 
las figuras homográf lcas , á expresar anal í t icamente las 
condiciones geométr icas que pueden imponerse á dos de 
esas figuras: es evidente que tales condiciones serán fijar 
un cierto n ú m e r o de pares de puntos ó de rectas que han 
de ser homográficos. 

Observemos que en las fórmulas (1') aparecen nueve 
coeficientes, pero que los valores de x', y' no se alteran 
porque dividamos los dos té rminos de cada fracción por 
una misma cantidad; pues dividamos numeradores y de
nominador por una cualquiera de las cantidades alJbl , 
etcétera: las fórmulas no se alteran, y en vez de nueve 
coeficientes aparecen ocho^ que son las relaciones entre 
ocho de los que antes teníamos y el noveno: estas relacio
nes son las suficientes para establecer las fórmulas . 

88.—Si en el plano P' un punto determinado^ cuyas 
coordenadas llamaremos ha de corresponder á 
otro punto [x^j^ también determinado en el plano P, ha
brá de verificarse 

, _ aixi -f- b.y, + c,. + biyi 

es decir^ que tendremos dos ecuaciones entre los coefi
cientes de t ransformación , y se ve que esas ecuaciones 
son homogéneas y de primer grado respecto á dichos 
coeficientes. 

De manera que, si se nos marcan otros tres pares de 
puntos correspondientes [x^y^] [XJJ.^ , {X/IJ3') [xat/a), 
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{ X Í U Í ) { x u U i ) } t endr íamos otras seis ecuaciones de la 
misma forma que las dos anteriores, y del sistema de las 
ocho podr í amos deducir los valores de las relaciones en
tre ocho de los coeficientes y el noveno^ de l a í que depen
den ̂  según hemos visto hace poco,-las fórmulas de trans
formación. 

Hay un caso de excepción, y es aquel en que tres de 
los puntos dados en una de las figuras es tán en línea 
recta: ver íamos , empleando el mismo razonamiento que 
en un caso análogo de las figuras correlativas, que los 
puntos homográficos de los tres dados han de estar tam
bién en línea recta, y entonces las seis ecuaciones que se 
obtienen en general por la correspondencia de tres pares 
de puntos se reducen á cuatro. 

89.—Si se nos dan dos rectas 

Ix -+- intj 4-/1 = 0 (18'); l'x' + m'y( -t- ̂ ' = 0 (19'), 

la primera en P, la segunda en P', y que han de corres-
ponderse, poniendo en (19') los valores (1') de x', y', ten
dremos 

(l'ai 4- m'aa_ -f- n'a5] x 4- {l'bi + m'b» -h Ji'bz) y 
4- (1% 4- m'Cz 4- n'Cs] — 0; 

y como esta ecuación debe de ser idéntica á la (18'), de
duciremos 

l'al 4- rn'a^ 4- n'cis l'hl 4- m'b̂  4- n'b* l'cl 4- m'ĉ  4- ft'Cs. 
I m n 

la correspondencia de las dos rectas (18') y (19'}, nos da, 
pues, dos ecuaciones homogéneas y de primer grado en
tre los coeficientes de las fórmulas (1'); de modo que si se 
nos marcan además otros tres pares de rectas homográ -
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flcas, tendremos ocho ecuaciones que nos de te rminarán 
las relaciones de que dependen las fórmulas . 

Se deduce también con facilidad que si tres de las rec
tas en una ñgura son concurrentes en un punto, sus ho-
mográflcas han de tener la misma propiedad, y estas con
diciones sólo nos dan cuatro ecuaciones entre los coefi
cientes. 

OO.—En suma, fijar un par de puntos ó un par de rec
tas correspondientes en dos figuras homográf icas , equi
vale á escribir dos ecuaciones homogéneas de primer gra
do entre los coeficientes de las fórmulas de transforma
ción: luego para determinar dos figuras de esa clase se 
pueden marcar arbitrariamente cuatro pares de puntos, ó 
cuatro pares de rectas, ó un par de puntos y tres pares de 
rectas, ó tres pares de puntos y uno de rectas. De análoga 
manera que en el caso de las figuras correlativas, se de
muestra que si se nos dan dos pares de puntos y dos de 
rectas para determinar dos figuras homográficas, el pro
blema, ó es imposible, ó es indeterminado. 

91.—Si las figuras estuvieran referidas al sistema de 
coordenadas trilineales, todas las propiedades anteriores 
se deducirán con igual facilidad empleando las formu
las (7'). N . . 

Es conveniente notar que en las fórmulas simplifica
das (9'), sólo entran dos pa rámet ros distintos; pues aun
que aparecen /res, las fórmulas no se alteran porque las 
dividamos por uno de ellos, y por tanto, sólo dependen 
de las relaciones entre dos de los pa rámet ros y el tercero. 
Estas relaciones se de terminarán expresando que son 
homográficos dos puntos ó dos rectas, y se comprende 
que debe de ser así , porque el empleo de las fórmulas cita
das ya supone que son homográficos tres pares de pun
tos ó tres pares de rectas, que son los vértices ó los lados 
de los dos t r iángulos de referencia. 
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Transformación homológica. 

935.—Ya hemos dicho lo que se entiende por figuras 
homológicas en un plano: son dos figuras homográf icas 
superpuestas en las que los pares de puntos correspon
dientes están todos en línea recta con un cierto punto del 
plano, al cual punto se llama ce/z^o de homología. 

La t ransformación homológica tiene por. objeto, dada 
una de las figuras, construir la otra. 

Vamos á buscar las fórmulas generales de transforma
ción homológica, partiendo de su definición. 

93.—Supondremos las dos figuras referidas á un mis
mo sistema cartesiano, y designaremos como siempre 
por [ x y ] las coordenadas de un punto de la primera, y 
por { x ' r / ) las de uno de la segunda. 

Las figuras homológicas son homográf icas: luego ten
dremos necesariamente 

, , ' _ a i x k j / -h ^ _ aje - i - 62r/ - j - c j , 

a d e m á s , los puntos correspondientes es tán en línea recta 
con un cierto punto del plano, cuyas coordenadas llama
remos (A-0?/0), y, por tanto, tendremos 

x", y% 1 
x ; y ; 1 = 0, 
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ó poniendo en vez de x ' , y ' sus valores 

a3x -h h3y -h Cj 
1 
1 

= 0, 

y desarrollando 

{«s^o — a2)x2 + Ca, — Q^o +• b2lJo — K ) x y + (^i — bsx0)rf •+-
+ («2^o + C3Í/o — — c2)* + (Mo + ci — biUo — c á 0 ] y •+-

+ (C2-Y0 — c ^ ) = 0. 

El primer miembro de esta úl t ima ecuación ha de ser 
cero, cualesquiera que sean los valores de x é y : luego 
debe de ser idént icamente nulo, y por ello 

^ 0 — ^ = 0 ('«iH 
a, —a3x0-hb .y . — b ^ 0 (e2), 

^ — V o = 0 (63), 
4*0 4- — — c2 = o (é'J, 
&2x0 + c, — — c3x0 = 0 {e5], 

^ 0 — ^ 0 = 0 {e6). 

Pero estas seis ecuaciones no son distintas, y para 
convencerse de ello emplearemos un artificio muy fácil de 
recordar: d e ^ J , (63) y (eG) se obtienen directamente los 
valores de a2, bi y d , que son los siguientes: 

poniendo estos valores en las otras tres ecuaciones (e4) y 
{es)yY copiando la (e2), resulta 

a, — a3x0 -+- bsy0 — b, = 0; 
mct3x0y0 + c3y0— asjc — c2 = 0; 
b̂ Uo + ^ — ̂ sí/o2 — c3y0 = 0; 
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ahora bien, sumando las dos ú l t imas , se obtiene la p r i 
mera: luego en el sistema de las ecuaciones [e] solo cinco 
son distintas: elegiremos las (d), (e3), (e4), (e5) y (e6). 

En esas cinco ecuaciones entran once cantidades, á sa
ber ( « j , bi} C j , a2, b.2, ca_, a3} b3, c3, x0, y0): podremos deter
minar cinco de ellas en función de las otras seis, y elegi
remos para ser determinadas las que m á s facilidad ofrez
can: ya hemos despejado antes aa, c,; poniendo estos 
valores en (e4) y ( e j , podremos deducir los valores de 

a i t K ' • 
i i 

ttj = «3^0 + Cs — C2 - ; &2 = b3(J0 + Cj — c2 —• 
U0 Uo 

Las fórmulas de t ransformación s e r án , pues, 

1 
I Cí3000 -f- Cj c2 

3G' 
( 1 \ 7 ¿̂ o 

â 3en -f- c, — c, — i x -h b ^ x j j + c« — 
a3x h- b3y C3 

a^X + 63?/ C3 

que, evidentemente, se pueden escribir 

(«33? b3y -\- c3) x0 [ x — X Q ) ( C 3 — c2 — 

a3x + b3y -f- C3 x = 

= ¿e0 -H [ x 
C3 — c, — 

y* 
01 a3x -h b3y -f- pj5 

, v y * ' 
a3x + b3y H- C3 

C3 02 í/» 

«3^ 4- 63?/ -f- C3 
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1 
ó tadavía representando c3 — c2 — , que es una constante, 

í/o 
por X: 

x ' —xa y' — y0_ x 
ac — x0 y —y0 azx H - h%y -h cz 

04.—Conviene deducir de las anteriores fórmulas los 
valores x é, y3 en función de x ' éy ' : para ello escri
bamos las fórmulas (1"), de este modo: 

x — x0 _ y — y0 __ azx + hy + Cs. 
x ' — x 0 ~ y' — y 0 ~ X 

las propiedades de las fracciones iguales nos dan con fa
cilidad 

x — x0 _ y — y0 _ aax •+- hy — {asX0 -+- b3y0) 
x ' — x ^ y' — y ü ~ aax' -f- b3y' — (a3x0 -+- b3yo)' 

a%x H- ĥ y — (azX^ -h b3y0) _ a3x + b3y -+- c3 _ 
aax' -H % ' — {a3x0 -h b3y0)~ X 

ÜzX' H- ¿sí/' — («s^o -H ŝí/o - i - x) 

luego si hacemos 4= &3Í/0 4- C3 = XK (K es, como vere
mos d e s p u é s , una cantidad muy importante en esta teo
r í a ) , r e su l t a rá , finalmente, 

x ~ x Q _ y — U o _ 
— Xo y' — Í/O a^x' + b*lJ' -H C3 — ^ ( K 4-1) 

05.—Á la recta de la primera figura que tiene por ecua-



ción r x H- stj 
tada por 

r (¿e0 — 
\ CtntXs 
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t = 0, co r responderá la recta represen-

-+- bsy' -f- Ca — V(K -h 1 

a3x' + b3y -h Ca — ^ (K -h 1 

ó lo que es igual 

rx' + s i / — {rx0 -hsy,) — 

rx0 - i - s¿/0 -h ¿ 
{cisx' + baij' + C3 — ^(K -h 1 ) ) = 0. 

Pongamos^ para mayor claridad en las ecuaciones de 
las dos rectas tiomológicas^ en vez de (¿e, ?/) ó [x't y% las 
coordenadas generales (X^ Y) de un punto del plano: 

(3") r X + s Y - M = 0, 

(4") /"X-i-sY — ( r ^ + S í / J -

rá?,, + s?/0 -h ^ {a3X + 63Y H- Cs — X ( K - i - 1 ) ) 

restando estas dos ecuaciones^ obtendremos la de una 
cierta recta que pasa por el punto de intersección de las 
(3") y (-4"); pero esa ecuación es 

. . . . ^ , a3X-^¿>3Y+ c 3 - ^ ( K + l ) ^ _ n 
[rx0 + s¿/0 + ¿) 1 + ^ J — 

ó bien 
«aX H- ¿sY + C3 — ^ = 0; 

y como es independiente de Sj ^ resulta la siguiente 
impor tan t í s ima propiedad: 

Los puntos de intersección de las rectas correspon-
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dientes en dos figuras homológicas es tán en línea recta; 
á esta recta se llama eje de la homolog ía . 

Si hub ié ramos partido de la ecuación de una recta que 
forme parte de la segunda figura, hub ié ramos llegado con 
mayor rapidez, por no necesitar el cálculo del n ú m . 041, 
al mismo resultado. 

96.—La importante propiedad qne acabamos de de
mostrar puede servir de definición de las figuras homoló
gicas; así consideradas, diremos que son aquellas figuras 
homográficas en que las rectas correspondientes concu
rren en puntos de una recta que se llama eje de homolog ía . 

Veamos cómo partiendo de esta definición se obtienen 
las fórmulas ya deducidas (1"). 

Por ser homográficas las figuras, se tendrá como 
siempre 

^ , _ a ^ -t- b j j •+- c,. _ a,x -f- % 4- c2 
— a2x -+- bzy -h a*x -h b^j -h Cs 

Las ecuaciones de dos rectas correspondientes de las 
dos figuras serán , poniendo las coordenadas generales, 

r X -h sY H- ¿ = 0 j 
[ ra t 4- sa, •+- ̂ j X -f- [rbt + sb* -f- t h ) Y -+- > (6"). 

H - ( r d - h sc2-h zícs) = 0 ) 

Sea la ecuación del eje de homología 

.pX-h gY + / i = : 0 (7"); 

las ecuaciones (7") y (6") habrán de verificarse s imul tá 
neamente para todos los valores de r , s y luego tendre
mos idénticamente 

ra! -f- sa2 + taz; rb^ -f- sb* + ^3 ; r d -+• sc2 + tcs 
r ; s : j t 

p ; v ; h 
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ó desarrollando la determinante 

{bji — ciq)r--+- [c-ip — aĵ s"1 -h {a%q — h p ) ^ 4-
H- [Cxp bji — ají — dq)rs-¡r[a^q + ĉ p — b̂ p — ají) st 

-f- bji — bji — csq) tr = 0: 

lo cual exige que 

bih — ~ 0 
c2jo — ají — 0 
aaq — bz/J = 0 

Cip -{- bji — ají — ca_q = 0 
â q + c3p — bip — a3h = 0 
ctiq •+- bth — bip — czq = 0 

;8"). 

Para deducir de estas ecuaciones Ips valores de algu
nos coeficientes de las fórmulas (5")^ pud ié ramos emplear 
el mismo método que en el n ú m e r o O S ; pero es m á s ele
gante y se llega con mayor rapidez al resultado in t rodu
ciendo tres nuevas cantidades 1S v> Y poniendo las tres 
primeras ecuaciones (8"), en la forma 

bl ci ^ _ o, c, t a3 b3 
q ~ h ~ > p ~ h ~ ^, p q ? 

de aquí se deduce 

bi = ^q; % = % = W; c2 = pT;. ai — vp; bz = q̂ : 

sustituyendo estos valores en las tres ú l t imas (8"), re
sulta, suprimiendo en la primera el factor hj en la segunda 
el .p,, y en la tercera 

p̂ b3 — — \>-q — O, 

v-q - h Ci — 62 — vh = 0, 
«i -+- vh — — C3 = 0; 
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sumando las dos primeras.resulta la tercera: luego esas 
tres ecuaciones no son distintas, y sólo podemos tomar 
dos de ellas cualesquiera, y deducir los valores de dos 
coeficientes: elijamos, para mayor facilidad, las dos últi
mas, que dan directamente 

otj = c3 + lp — vhj 
bz = c3 -i- \>.q — vfi. 

Poniendo en las fórmulas (5") los valores de los coefi
cientes deducidos, ó sean a,, c,, a2, bs, c ,̂ a* y bz, ten
dremos 

, _ ( C 3 -}- Xp — v/¿) ¿Í? H- MU + %h 

y ~ vpx -f- vqy Cz 

desarrollando los numeradores y comparándolos con el 
denominador c o m ú n , se comprenden en seguida las s i 
guientes transformaciones: 

^ , _ 'kpx -f- M u -h {c3 — v / l )x I h _ 
vpX -f- vqy -+- C3 

p x + qy + — -\- I /¿ H- f (c'3 — vh)x 

p x + qy + -

^ÍCs 

==--}--
p x -h qy + — p x -h qy - h -

, _ VP>X + Wy + (Cg — v / ¿ ) J X / Z 

vpx -h vqy + C3 
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c3 ; 
px -\- qy - i h 

h + -(Ca — v/l)r/ 

px -h qy - h — 

px-\-qy - i ^ - px -h qy - i 

Si p o n e m o s - = - = y0; - — / i = las fórmulas 

anteriores se transforman en 

x — x(, y — yn Cg 0 J J0 px - h qy -\- — 

que son de la misma forma que las halladas en el n ú 
mero 9 3 . 

97.—Observemos que poniendo ^ — l ^ = 111^ = 
k K K 

las fórmulas (1") y (2") se podrán escribir 

x' — x0 - y' — y0 1 x — x0 y — y0 Ix - h my + n 

x — x 0 _ y — y, _ K 

•9"): 

(9.'"). x' — x0 y' — y o lx -h my -+• 71 — (K -f- 1) 

El eje de homología tendrá por ecuación 

l x - \ - m y - h n — i — 0 (10"). 

98.—Busquemos el punto de la segunda figura que 

corresponde al punto en el infinito de la primera, deter

minado por el límite i de la relación - . 
x 
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Las fórmulas (9"1 dan 

1 __fo l¿_¡hí 

¿u' = 5?0 H y =Uo 
Z - f m — H ¿ H- 771 — H 

y pasando al límite y designando por las coorde
nadas del punto correspondiente al del infinito 

1 « 
x¿ = x0 + 7———; Í// = Í/O - i -

Si entre estas dos ecuaciones eliminamos fc, se obtiene 

¿x/ - i - mtji — (k0 4- 7?!̂  -1- 1) = 0: 

esta es la ecuación de la recta homológica de la del i n f i 
nito del primer plano. Se ve que, como tenía que suceder 
(95) , es paralela al eje de la homología. La misma ecua
ción nos darán directamente las fórmulas (9 / ' ) . 

Por el mismo procedimiento ó por las fórmulas (9") d i 
rectamente, resulta que la recta homológica de la del inf i 
nito del segundo plano, tiene por ecuación 4-m?/ 4 - ^ = 0 . 

09 .—La figura 8.a demuestra claramente que la rela
ción anarmónica de un punto, su homológico, el centro de 
homología y el punto en que la recta determinada por los 
tres corta al eje, es constante. 

Tratemos de hallar el valor de esa relación ana rmónica 
que llamaremos K : tendremos 

_ JPO_ t PJH _ PO_ . PM _ x —xQ 4- my -f- /& — í 
— P'O : F H — P̂ O ' P Ñ ~ xJ — x0 '' lxJ 4- my1 -f- ;¿ — l ' 
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poniendo en vez de x' é tj' sus valores (OlS')í resulta 

Ix+my-i-n—l 

(to+miy+n) l(x0-[-—^———]+m(y0-h-—-———1 
/ { _ V Ix-hmy+nJ V lx-{-my-\-nJ 

^ilx+my-h n) (lx0+my0 -\-n—\) + l{x—x0)-lrm{y—y0)_ 
Ix+my+n—1 

= ixQ+my0-hn. 

Á esta cantidad constante K , cuyo valor es el resultado 
de sustituir las coordenadas del centro de homología en 
el denominador c o m ú n de los valores de x'j y' (9")^ se da 
el nombre de característica de la t ransformación. 

lOO.—Las fórmulas (9") demuestran que el centro y 
los puntos del eje de la homología son puntos dobles. 

Averigüemos si existen en esta clase de figuras j un tos 
conjugados que no sean dobles: para que así suceda., ha
brán de verificarse al mismo tiempo las ecuaciones (9") y 
las que se obtienen poniendo en ellas x', y', en vez de Xj 
UJ Y téj UJ en vez de x', y'\ luego los puntos conjugados, 
si existen, se encon t ra rán resolviendo las cuatro ecua
ciones 

x — x0 Ix my -+- iv1 x' — x9 lx' + my' -+• n' 

U' — Uo = 1 U — U o = j 
y — y0 lx-h my -h n' y' — y0 lx' -h my' + 7i' 

para que las dos primeras se verifiquen s imul táneamente , 
hemos de tener 

(lx my H- / i ) (¿x' - h my' -f- TZ) = 1; 
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las dos segundas dan la misma condición: luego el siste
ma anterior es equivalente al 

^ ' — '̂ o 1 . y' — Uo 1 . 
x — x0 Ix -+- my -+• n} y — y0 Ix -i- my + n' 

(Ix -+- my 4- ra) (lx' -+- my' •+• n) == i ; 

poniendo en la úl t ima de estas ecuaciones los valores de 
a?', y', sacados de las dos primeras, resulta 

[Ix-hmy -+-n) {lx0-{-myü-{-n) -h l{x — x0) -h m[y — y0) = i ; 

ó bien 

lx(lxQ -h my0 -h n-h i) -+- my {lx0 -h my0 -f- 72 -|- 1) -h 
-+• lx0(n — l) •+- my0{n — i) -f- ( ^4 - 1) {n — 1) = 0; 

ó todavía 

(lx 4- my 4- ^ —- 1) {lx0-h- my0 4-/2 4-1) = 0 . 

Para que el primer miembro de la anterior ecuación 
sea cero, habrá de serlo uno de sus dos factores: si supo
nemos que lo es el primero, obtenemos la ecuación del 
eje de homología , cuyos puntos sabemos que son dobles; 
si suponemos nulo el segundo factor, tendremos una 
condición independiente de las coordenadas generales, y, 
por tanto, si se verifica, todos los pares de puntos homó
logos serán conjugados. Esa condición equivale á K = — 1: 
luego resulta que, en general, dos figuras homológicas 
no tienen puntos conjugados, á excepción del centro y de 
los del eje, que son dobles; pero si la característ ica es 
igual á — 1, todos los pares de puntos homólogos serán 
conjugados. En .este úl t imo caso se dice que las figuras 
homológicas están en involución„ y es claro que las series 
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de puntos correspondientes situados en las rectas que 
pasan por el centro lo es tarán también. 

lOl.—Estudiemos ahora las condiciones geométr icas 
que determinan dos figuras homológicas. 

En las fórmulas (9") hay cinco cantidades ^ cuyos valo
res hemos de conocer para usar de ellas: esas cantidades 
son yQ, Ij nij n. 

Si se nos dan dos puntos que han de ser correspon
dientes, por los valores numér icos (*,?/,) de sus co
ordenadas, tendremos las dos ecuaciones 

*i — ¡/i — 1/0 lXi + -+- n 
11" 

si se nos marcan otros dos puntos [x¿j¿¡ ('̂ a'̂ a') como ho-
mológicos , habrá de verificarse 

y» y 2 — ŷ  i 
Xi — x0 ~ tji — y0~ -I - rny* -h n 

12" 

d é l a s cuatro ecuaciones (11") y (12") podremos deducir 
los valores de x0, |/o, y de dos de las cantidades l , m, n. 

Veamos si pueden todavía fijarse otro par de puntos 
[ x ^ s ) , [x^rj3'): esto nos daría dos nuevas ecuaciones, 

m' !/o_ ¡ _ 
"̂3 — xo y 3 — yo lXZ + /ní/3 H-

de modo que, coníorme se deduce de la definición de figu
ras homológ icas , los tres pares de puntos han de ser ta
les, que las rectas que los unan concurran en un punto; 
cumpl iéndose esta condic ión , las ecuaciones (11"), (12") 
y (13") se reducen á cincoj que nos permi t i rán deducir 
XQ, 'Jo, h M J Tij quedando así determinadas las fórmulas de 
t ransformación. 
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lOíí .—Si se nos dan dos rectas 

/ ' / x ' - H s / f / ' - h ^ ^ O (15"), 

con la condición de que han de.ser homológicas , identifi
cando (15") con la ecuación ( 0 5 ) de la recta correspon
diente á (14"), resul ta rá 

K r , — [Í\XQ + s^p + ¿J/ Ks^ — (/yto -4- ssjo-h t j m _ 

_1 — [i\x0 + s.r/o + ^) (/¿ — 1) 
t: 

ó sean dos ecuaciones entre las cantidades que bus
camos. 

Conociendo otro par de rectas, t endr íamos otras dos 
ecuaciones, y aun así no será determinado el problema. 

A priori sabemos que no se podrán fijar arbitraria
mente tres pares de rectas correspondientes, sino que ha 
de satisfacerse la condición de que los puntos en que se 
corten las correspondientes estén en línea recta, y esto 
mismo nos dicen las fó rmulas : en efecto, sean los tres 
pares de rectas 

7\x - M , = 0 j r a -h s,y -h u = 0 j 
r t f 4- s.'y' - M / = o i 1 r2V + s2y •+- ^ = o ) 1 ' ' 

rape Szy 4- ti = 0 
n'x -h s3'?/ 4- W = 0 C): 

designando por hi} hS} los trinomios i\xQ + s,^,, - j - t̂ , 
i\xQ + s¿j0 4- tz, r3x0 4- s3y0 4- ^3, las condiciones impues
tas se expresarán algebraicamente por 

K;^ — ĥ l Ks , — kítn _ Kt, — hl {n — i ) 
ñ7 i ? ~ ¿7 16' 
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Kra — h^í __ Ks2 — K m K 4 — [n — 1) i 'xrjv 
t: 

Kr, — Ks3 — Ihin Kts — hs{n — l ) 
— — — —, — p (18 j . 

Estas seis ecuaciones con cinco incógnitas {x0, y0, 
Ij I U J n) , t endrán una condición de compatibilidad que se 
obtiene fácilmente: llamando 'Kl} l2, \ , los valores de las 
fracciones (16"), (17") y (18")^ y escribiendo esas ecua
ciones de este modo 

fiK — l¡h = x^V j r2K — I h = X2r2'j 
SxK — mhi = Mi ' ( 1 9 " S a K — m/z2 = hsA (20"), 

— (n - í)hi = h t i ] t2K — (n — í)h2-z=l2t¿] 
r3K — l/h = Xa/'s' 
S3K — m/h = X3S3' Y 21' 
¿sK — (/¿ —1)/¿3 = X3 '̂ 

considerando en (19") como incógnitas á K y hl} en (20") á 
K y / i ^ y en (21") á K y /i3, resulta 

m 1 ^ 
Si m éi = 0, S2 m s2' 

U n — i U 
= 0, 

l r i 
S3 m si 
U n — i U 

= 03 

pero estas ecuaciones son homogéneas y de primer grado 
respecto á Ij m, n — 1: luego todavía habrá otra condición, 
que es la de compatibilidad de (16"), (17") y (18"). Se ve 
inmediatamente que la primera de las tres ecuaciones úl 
timas expresa que la recta ¿X 4- mY + [n — 1) = 0, con
curre con las (A) ; la segunda, que la misma recta con
curre con las (B) ; y la tercera, que lo propio sucede con 
las (C). 

10í$.—Resulta, pues, que son condiciones bastantes 
para determinar dos figuras homológicas , marcar tres 

9 
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pares de puntos ó tres pares de rectas correspondientes, 
con la condición de que las rectas que unan los puntos 
homológicos sean concurrentes, ó de que los puntos de 
intersección de las rectas homológicas estén en una 
recta. 

De igual modo que al tratar de las figuras homográflcas 
se demuestra que los tres puntos de cada una de las figu
ras no deben estar en línea recta, ni las tres rectas ser 
concurrentes, para que el problema sea determinado. 

Si se .nos dieran como datos dos pares de puntos y uno 
de rectas, ó uno de puntos y dos de rectas, el problema 
es imposible en general. Supongamos (fig. 9.A) que los 
pares de puntos sean (A, A ' ) , (B , B') y las rectas ( L , L ' ) : 
el centro de 'homología será O y el eje PQ; al punto G co
r responderá el C: luego las rectas CA y C'A' deberán con
curr i r en Q, lo que no ocurr i rá si se t é m a n l o s datos ar
bitrariamente. Lo mismo razonar íamos si se nos dieran 
dos pares de rectas y uno de puntos. 

104.—Supongamos ahora que los datos son el centro 
{x0y0) y el eje de homología {aX •+• bY c = 0); observe
mos que la ecuación del eje se obtiene [97) igualando á 
cero el denominador de los valores (9") de x' é y', después 
de restarle una unidad: luego añadiendo uno al primer 
miembro de la ecuación del eje, tendremos ese denomi
nador; ahora bien: la ecuación del eje no se altera porque 
la multipliquemos por un n ú m e r o cualquiera h¿ de modo 
que las fórmulas de t ransformación con los datos su
puestos serán 

x' — xQ y' — y0 1 

^—^o U—Uo h{ax-\-by + c) + i 

Queda todavía en estas fórmulas una indeterminada hj 
cuyo valor se deduce agregando la condición de que dos 
puntos ó dos rectas sean homológicos , ó , lo que es m á s 
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c o m ú n , dando la cantidad que hemos llamado caracterís
tica, conocida la cual, h se deducirá de la ecuación 

h{ax0 + bij0 -H c) - f -1 = K. 

105.—Caso particular—Si en las fórmulas (9") supo
nemos l y m iguales á cero, entonces la ecuación del eje 
de homología es /¿ — 1 = O, y, por tanto, está en el inf ini 
to. Por las fórmulas de t ransformación ó geométr icamen
te se deduce que en este caso las figuras son Iwmotéticas„ 
y la característ ica es la razón de homotecia. 

Otros casos particulares se pueden considerar, y no lo 
hacemos por no alargar demasiado estos apuntes, y ade
m á s porque es sencill ísimo deducir las propiedades que 
entonces se verifican. Son esos casos particulares: p r i 
mero, que el centro sea un punto en el infinito (las figu
ras se llaman afines); segundo, que la característica valga 
cero, infinito, -f- 1 ó — 1; de este úl t imo caso ya nos he
mos ocupado (tOO). 
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lOG.—Vamos ahora, sin entrar en muchos detalles, 
á establecer las fórmulas de t ransformación homológica 
en el sistema trilineal de coordenadas. 

Para obtener dos figuras homográflcas superpuestas 
refiriéndolas á un mismo t r iángulo , designando como de 
costumbre por (A, B , G) las coordenadas de un punto de 
la 1.a figura, y por (A', B' , C ) las de uno de la segunda, 
se emplean las fórmulas 

A' B ' 
^A -h i n f i -+- n f i ¿oA m j i + n^C l3A 4- 7 ^ + * 

Si los puntos correspondientes están en línea recta con 
uno determinado (A0, B0, G0), habrá de verificarse 

A' B' G' 
A B G 
An Br, Gn 

= 0 , 

ó lo que es igual 

^A - h i n f i -+• n f i ; l2A - h mJB -h ^2G; l3A - h m3B -+- n3C 

A ; B ; G 
An , Bn . , Gn 

= 0: 

y esto cualesquiera que sean los valores de A, B y G. 
Pero la anterior determinante es de la misma forma 

que la del n ú m e r o 06; de modo que podemos aprovechar 
aquellos cálculos sin m á s que el cambio de letras: por 
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este medio deduciremos que para que las figuras sean 
homológicas , se ha de tener 

L — lBQ; l3 = \ C 0 ; ^ = iiA0; m3 = v.C0; 
n, =1 vA0; n0_ = vB0; 

h = ^3 + ^A0 — vG0; mi = n3 + v.B0 — vC0; 

y, por tanto, las fórmulas de t ransformación homológica 
serán 

A' 
{n8 - h ^A0 — vC0) A -h PLA0B + VAQG — 

B' C' 
^B0A + («3 - h IJ-B0 — vG0)B + vB0G _ XG0A + \>.C0B + n3C 3 

que escribiremos 

iV 

\n3 — VG0) A -h (̂ A -f- ^B -f- vC)A0 ~ 

B' G' 
"(723 — v G J B + (XA -f- î B H- vG)B0 XG0A •+- H-G0B -f- ' 

ó designando por L el trinomio XA + + VG, 

A/ B; 
LA0 4- ( « 3 — vC0) A ~" LB0 + [m — vG0)B ~ 

cr 
~ L G n - t - ( « a - v G 0 ) G " 

Gomo podemos dividir los denominadores por n3 — vC0, 
representando por L un nuevo tr inomio, el cociente de L 
por [n3 — vGJ , llegaremos á la forma m á s sencilla 

A' B' G' 
L ^ o - h A I^BQ H- B L ^ o - h G ' 
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pero por las propiedades de las razones iguales, las que 
acabamos de escribir lo son á 

— ak' — 6B' — cG' 
— a( LJAQ 4- A) — h[ LjB,, -h B ) + c ( LJCQ + C) — 

— 2S __ _ 1_ 
~ 2 S ( L 1 + l ) " ~ L 1 - | - r 

Luego, en resumen, las fórmulas que buscábamos son 

A + L A . ^ ^ B + L.Bp. ^ ^ G + L ^ O 
1 + L, ' 1 + L, 1 + L, 

107.—La ecuación del eje de homología es L1 = 0. 
La característica es el número que resulta de sustituir 

en Lj -f-1 las coordenadas A0, B0, C0 del centro. 

F I N 
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