






( & o n b x á o n t B . 

rmará seis tomos en fóieo menor. Cada tomo estará dividido en unas cua-
s de textoá real cada una (a). Cada entrega constará detreinta ydoscoiu 
, ó bien de un mapa, plano, ó lámina finísima abierta en acero por al 
stros mejores artistas. Las láminas en boj que seBen intercaladas con 
itienden gratis, lo mismo que las portadas grabadas aunque estas lie-
Cada semana se repartirán por ahora dos entregas; mas adelante cua 

la obra quede terminada en un año y medio. 

no retiren las entregas al tiempo de su publicación no tendrán 
ho á que se les completen los ejemplares, porque la tirada no se hace mas 
ümero de suscriplores constantes, de manera que terminada la suscrip-

iará ningún ejemplar en el comercio de la Librería, para que así en 
po pueda por ningún estilo rebajarse el precio de la obra, pues como 
-oseedores de ella serán los suscri plores, en mano de éstos estará darla 
quieran. 

suscriptores habrán observado que en esta obra no hemos podido calcular mas qoe aproxima -
ñero de entregas. Esto depende de la variedad de tipos impresos que se han de reducir á «no 
ud de manuscritos que se han de imprimir , y eii íin , de que el TEMPW) DE I.AS GLORIAS ESPAÑOLAS 
a m e n t é nueva , única en su c lase , en l a cual han de estar consignados los nombres y los hechos 
)asados, y por n ingún estilo debe limitarse ó cercenarse. Es la primera vez que un trabajo de esta 
.lica en nueáin» patria, y queremos darle tan completo como nos sea posible. 

Advertencias. 
piones de muchos corresponsales en que se quejan de que las suscripciones ¡es salen «B 

nto mas caras que en Madrid , pues la entrega que se expende á un real en la cor le , cuesta un 
ü o v i n c i a s , lo que retrae á muchos que desean suscribirse , el Editor ha resuello dar esta obra en 
mo precio que en la corte, ÜN R E A L LA E N T R E G A , á fia de hacer asequible para todos los 
Iro mas completo de las glorias de nuestra patria. 

»o avisa á todos cuantos deseen que se c o n t i n u é algún hecho preclaro en el Templo délas Gloria 
)S puntos de suscr ipc ión es tán facultados para recibirnoticias y remitirlas á la redacc ión . 

bíamos pasado solo dos sem ¡ñas s in dar viñeta de regalo; y aun hubo semana qne dimos dos. En 
ueva legis lación vigente sobre imprenta nos impone nuevos deberes en su parte relativa á las lá-
ga á sor rígidos, aun roas de lo que lo hemos sido siempre, en la e l e c c i ó n de asuntos, para no es-
egaüva de autorización que nos ocasionarla sensibles retardos y perjuicios. Hemos debido, pues 
dar la preferencia á la parle monumental sobre la meramente art í s t i ca , 6 de representac ión , y 

/asuntos en que solo aparece la imag inac ión del dibujante, y dar mayor cabida á los otrosma's 
¡eos, y sobretodo absolutamente inofensivos , de monumentos que atestiguan e l t r á n s i t o y las hue-
jivilizaeiones sobre nuestra patria. 

iros suscritores que no hagan encuadernar n i n g ú n lomo suelto hasta tener la obra completa, 
i d e b e t e n e r s u s a p é n d i c e s , y sus í n d i c e s que solo se repart irán al mismo tiempo que el Templo 
uñólas. En algunos tomos esos a p é n d i c e s s erán por prec i s ión bastante abultados, porque no es po­
j a de lo ofrecido, aunque alguno de los seis tomos deba l l e g a r á las mil páginas , pues una vez e m -
,jo corno el que llevamos adelante , seria mengua dejar incompleta la relación de las glorias da 
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Tout Exemplaire du présent Ouvrape qui ne p&rterait 
pas comme ci-dessous, la signa ture du Libraire, sera con-
ire /atL Les mesures nécessaires seroni prises potir attein ~ 
dre , coriformément á la L o i , les fabricans et les débilam 
de ees JÜxemplaires. 
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P R É F A C E 

I I est, dans Fhistoire des connaissances hu-
maines, des époques ou le génie, apres setre 
elevé aux plus hautes conceptions, semble quel-
que temps arrété dans son vol pour prendre 
bientót un nouvel essor, et se signaler par Tune 
de ees découvertes qui changent la face de la 

C'est ainsi que Descartes, par Fapplication de 
1'Algebre á la Géométrie, se fray a une route in-
connue á ses prédécesseurs, et que Newton et 
Leibnitz étonriérent l'Europe savante par l'inven-
tion d'une analjse bien supérieure á la Géométrie 
de Descartes. 

Jamáis découverte n'honora plus Tesprit hu-
main : Finfini, cet étre idéal, parut soumis au 
calcuí, et opérer des prodigas. En vain quelques 
philosopíies voulurent révoquer en doute Fexacti-
tude d'une analyse aussi singuliére; ils ne purent 
en contester les resultáis, et ne firent qu'exciter 
les géométres á méditer davantage sur la vraie 
métaphysique des nouveaux calculs. Newton, le 
premier, pénétra ce mystére, en considérant le 
Calcul diíférentiel comrae la méthode des pre-
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miéres et derniéres raisons des quantités, ou au-
trement , comme la méthode des limites de leurs 
rapports. D'Alembert reconrmt 4ans les idées de 
Newton la vraie métaphysique du calcul infini­
tésima!, et proirva que, par la méthode des l i ­
mites, on peut donner une explication satisfai-
sante de celle des fluxions dégagée de toute 
considération de mouvement, citóse éírangére au 
Calcul différentiel. Postérieurement á d'AIembert, 
plusieurs géométres, et entre autres Cousin, ont 
exposé dans leurs écrils la roéihode des limites ; 
mais ce n'est qu'aprés eiix qu'elle a été mise dans 
tout son joür, et qu'on a dissipé entiérement les 
doutes qui pouvaient naitre de la métaphysique 
spécieuse de la méthode des infiniment petiís, 
méthode qui peut étre regardée comme une es-
péce d'abréviaíioa de celle des limites. 
• "Ea níéthode des infiuiment petits, sous ce rap-
port , n'est plus qu'un raoyeu expéditif de trouver 
les différentielles des diverses fonctions ; elle grave 
ees différentielles dans notre mémoire, par des fi­
gures géométriques réduites au dernier degré de 
simplicité, et qui parlent piusa Firaagination que 
des idées abstraites; enfin, cette méthode devient 
indispensable dans les liautes parties de la Méca-
nique et de i'Astronomie, oú, sans son secours, 
la résolution des problémes deviendrait souvent 
d'une extreme complication; aussi nos grands 
géométres, dans les parties les plus relevées de 
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leurs écrits, ne craignent pas d'y recourir. Nul 
moyen n'est plus sur pour nous faire distinguer les 
quantités qui , suivant l'ordre d'infinis auxquels 
elles appartiennent, doivent étre rejetées d'un 
calcul ou y étre conservées. 

Cette méthode, dans sa métaphysique méme, 
eut autrefois d'ardens défenseurs, parce que si 
Ton ne s'écarte pas d'une certaine série de pro-
positions, tout parait avoir la rigueur matbéma-
tique, et semble découler naturellement d'uu 
principe fondamental. 

Ce principe a été regardé jusqu'á présení comme 
une espéce d'axiome; mais le point de vue sous 
lequel i l nous fait considérer l 'infini, nous presen-
tant des conséquences difíiciles á admettre, j 'ai 
cru devoir le démontrer, en donnant pour base 
á la méthode des infiniment petits un autre prin­
cipe qui, égaleraent fondé sur íes notions que 
nous avons de rinfini, satisfait plus la raison par 
Fidée de limite qn'il renferme tacitement. 

Si la méthode des limites complete celle des in­
finiment petits, en rectifiant ce qu'il peut y avoir 
de défectueux dans cette derniére, la méthode de 
Lagrange complete á son tour celle des limites, 
en rattachant les coefficiens diíférentiels á la puré 
Algebre. 

On peut done considérer ees trois méthodes 
c o ni rae n'en formant pour ainsi diré qu'une seule; 
aussi, en les comparant , reconnaít-on que les 
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principes qui en découlent leur sont communs , et 
qu'il ne faut, pour les entendre toutes , qu'ajoute? 
tres peu de chose á celle des limites. La Méthode 
de Lagrange se réduit alors, en quelque sorte, á 
un théoréme que j'ai rendu extrémement facile 
par les modifications que je luí ai faií subir. 

Gomme dans mes autres ouvrages en Mathé-
matiques, j 'ai développé toutes les opérations, 
persuadé que ce n'est pas en dédaignant d'entrer 
dans de semblables détails, qu'un auteur paraítra 
doué de plus vastes conceptions, et qu'il ne doit 
étre jugé que par la inaniére dont i l expose ses 
idees, et par les apercus plus ou moíns nouveaux 
renfermés dans ses écrits. 

Une telle extensión donnée aux calculs devait 
nécessairement rétrécir l'espace reservé á J'expo-
sition de la partie pliilosophique de l'ouvrage. J'ai 
cherché á surmonter cette diíficulté par beau-
coup de précision, et Ton verra que je me suis 
coostamment attaché á rendre ra i son des procé-
dés analy tiques, á suivre la marche d'inveiitiou, 
et á m'élever progressivement des idées les plus 
simples aux resultáis les plus généraux. 

J'ai souvent fait précéder une théorie par des 
réflexions qui tendent á en faciliter i'intelligence, 
et j'ai toujours évité d'adopter, sans démonstra-
tion, ees formules d'origine inconnue, dont ou 
ne peut jusliíicr i'emploi qué par le résultat au-
quel on parvient. 
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A la suite du Calcul integral, j 'ai traité de celui 
des difíérences finies, qui est d'une si grande 
utilité dans la théorie des suites. L'ordre et les 
tableaux que j'ai introduits dans cette niatiére 
abstruse, doivent sans ddute contribuer á en 
rendre Fensemble facile á saisir. J'ai expliqué avec 
soin la méthode d'interpolation de Newton; et, 
par des considérations puisées dans le fond du 
sujet, je suis parvenú aisément aux formules que 
Lagrange a trouvées pour parvenir au méme but. 
Je donne ensuite le beau théoréme d'Eider, par 
lequel rintégrale de forme íinie d'une fonction 
dépend de ses coefficiens différentiels; et je fais 
connaitre l'analogie qui existe entre les différences 
et les puissanees. 

Je passe de la aü Calcul des variations, dont 
je démontrc les lliéorémes principaux avec une 
grande généralité , ce qui me fournit les moyens 
de lever plusieurs difficultés qui peuvent nous 
arréter dans ce calcul. 

Enfin, j a i rejeté dans íes notes deux nouveíles 
démonstrations de fá regle d'Euler, pour ramener 
un probléme de máxima ou minima relatifs á uií 
probléme de máxima au minima absolus. 

Le calcul des variations a toujours passé pour 
tres abstrait; je pense ce p en dan t que, comme 
on Ta fait pour d'autres théories, o ti finirá par 
le dépoüiller de tout ce qu'il a d epineux. L'obs-
curité , en Mathématiques, ne provicnt pas 
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pas seulement d'un ordre de proposilions mal 
établi, maisderive eiicore des lacunes qui, méme 
dans le meiíleur plan, peuvent arréter la marche 
de la pensée. Toila Fécueil que j 'ai voulu éviter, 
en cherchant a liar entre eUes des propositions 
isoiées par des déraonslrations dont Furgence se 
faisait sentir. 

Le calcul infinitésimal se composant de di­
verses théories qni souvent sont indépendaiites 
Ies unes des autres, j 'ai cru devoir indiquer par 
de plus fins caracteres les matiéres qui peuvent 
étre supprimées á une preiniére lecture. Par la, 
ceux qui ne veulent entreprendre qu'une étnde 
peu approfondie de la liante Géométrie auront 
la faculté de ne parconrir que les parties les 
plus élémentaires de cet ouvrage; tandis que 
ceux qui désirent acquérir des connaissances 
plus étendues, aprés s'étre familiarisés davantage 
avec les principes , parcourront avec plus de íruit 
les autres parties. 

Quant aux notes qui terminent cet Ouvrage, 
elles se composent de quelques démoiistratipos 
nouveíles, et de dioses qui auraient pu entrainer 
des longueurs, si elles n'eussent été traitées k 
parí. Mais ce qui en forme la partie la plus in-
téressante, ce sont quelques théories importantes 
que j'ai beaucoup raodifiées pour les rendre plus 
intelligibles et plus completes. 
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Errata, 

b* b* 
Page 25, ligue 9^ au l ieu de ^ — , lises — 1.2 i . í 

Sg, 2 T , a u l i eu de m surpasse n, lisez n surpasse m 

334, 8, a u l ieu de ^ + ^ ^ ^ dc^ lisez - { - ^ ^ d c == o 

346, 9 et 10, mettez C e C " entre les crochets 
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BE CALCUL D I F F É R E N T I E L 
E T 

DE CA-LCÜL mTÉGRAL. 

CALGUL DIFFÉRENTIEL. 

De la différenciation des quantités algebríquesi 

1. On dit qu'««e variable est fonction d'une autre va­
riable, lorsque la premiére est égale á une certaine expres-
sion analytique composée de la seconde; par exemple , j r 
est une fonction de x dans les équations suivantes : 

2 . Conside'rons une fonction dans son e'tat d'accroisse-
ment, en ver tu de celoi de la variable qu'elle renferme : 
toute fonction d'une variable x pouvant étre repre'sente'e 
par l'ordonne'e d'une courbe BMM7, fig. i , soient AP = .r p,^ i 
et PM = j - , les coordonne'es d'tm point M de cette courbe, 
et supposons que l'abscisse AP re^oive un accroissement 
PP' = ^ ; l'ordonnée PM deviendra P ' M ' r = f . Pour obte-
nir la valeur de cette noüvelle ordonnée, on voit done qu'il 
faut changer x en x - \ - h dans l'e'quation de la courbe ; et 
la valeur que cette e'quation déterminera alors pour y sera 
celle de j . 

Par exemple, si Ton avaií; í'e'quation j = m.r2, on ob-
tiendrait y ' en cbangeant .r en x + h et y en j ' , et Ton 
aurait 

hlém. de Cale. di//. l 
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ou, en développant, 

jrr z= mbc* -f" i m x h - j - rrih*. 

3. Prenons maintenant Fequation 
j r = ^ 3 — ( 0 , 

et supposons que ^ devienne y lorsque x devient -J-
nous aurons done 

f ^ { x + h f : 

et, en exécutant l'opération indiquée , 

. / = a:3 -f- Zx^h. - f 3 ^ ^ - f A3 : 
si de cette équation nous retranchons réquation ( i ) , ií 
restera 

. . f — j ~ 3x*h - j - Sxh* -f- A3 5 

et en divisant par A, 
^ = 3.^ 4 - 3 ^ -f- ^ ( 2 ) . 

"Voyons ce que ce résultát nous apprend: j - ' — r e p r é ­
sente raccroissement de la fonction y en vertu de l'accrois-^ 
sement A donné á puisque cette diffe'rence jy ' — y est 
celle du nouvel état de grandeur de á son état primitif. 

D'une autre part, raccroissement d e ± étantA, i l suit de 
y ' — y-

lá que Texpression ^ - est le rapport de Faccroissement 

de la fonction j - á celui de la variable x . En considérant 
le second metnbre de réquation ( 2 ) , on voit que ce rap­
port diminue d'autant plus que h diminue , et que lorsque 
h devient n u l , ce rapport se réduit á 3a:2. 

Ce terme 3#2 est don-c la limite du rapport ^ * c'esÉ 

ters ce terme qu'i l tend lorsqu'on fait diminuer h. 
4. Dans l'hypothése de b = o Faccroissement de j - dev®-
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kantaussi nul , ^ réduit á ^ , et par conséqueni 

Féquation (3) devient 
^ = = 3 ^ 3 . . . . (3). 
o 

Cette equation n'a rien d'absurde, parce que FAlgebré 

JIOUS apprend que * peut repre'senter toutes sortes de quan-

tite's (*). D'áilleurs on conjoit que puisqu'en divisant les 
denx termes d'une fraction par un méme nombre, cette 
fraction ne change pas de valeur, i l en resulte que la pe-
titesse des termes d'une fraction n'influe en rien sur Sá 
valeur, et que par conséquent elle peut rester la méme 
lorsque ses termes sont parvenus au dernier degre' de 
petitesse, c'est-á-dire sont devenus nuls. 

La fraction - , qui se trouve dans l'e'quation (3) ̂  est un 

symbole qui a remplace' le rapport de raccroissement de la 
fonction á celui de la variable : commece symbole ne laisse 

dy 
aucune trace de cette variable, repre'sentons-le par ~ ; 

(*) Pour le reconhaitre, i l suffit de c o n s i d é r e r l e s é q u a t i o n s d u premier 
« legre; en effet, tout ce qu'on nous demande dans ce l l e -c i , y=.ax-\~b% 
c'est de trouver pour y une valeur composee du produit d'un certain 
nombre x par a, et de la q u á n t i t é h. Or , ce nombre x est tout-á- fa i t a r b i -
traire; i l p e ü t étre égal á i , á 2 , á 3 , o u á toute autre q u a n t i t é n u m é -
r ique : et les résul tats a + J , 2a + é , 3a+ 6 , etc. , qu'on obtiendra 
a i n s i , seront toujours des valeurs convenables á e j . 11 n'en serait pas de 
m é m e si Ton avait une seconde equation.r = a'x-\-b' entre x ety ; car, 

l ' ¿ 
« n é l i m i n a n t y , on trouverait x = u valeur qui n'est plus arbi -

a — al 1 
traire, et qui devient - dans le cas o ú Pon a b ' ~ h et a— a': mais alors 

• . O., í „ • • , • • ' ' rv /ST-
les deux équat ions se r é d u i s e n t á cette seule y — ax + b , et la valeur 
de x , comme on vient de l evo ir , devient une quant i t é i n d é t e r m i n é e qui 

se p r é s e n t e sous l a forme - . 
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cly 
alors — nous rappellera que la fonction était y ei que íá 

da: 
variable e'tait x (*). Mais A j et dar ne seront pas moins 
des quantite's nuiles, et nous aurons 

| = 3 x . . . . . (4). 

^ ou plutót sa valeur 3a;4 est le coefficient diííérentiel dé 
dar r 
la fonction j r . 

Av 
Remarquons que -~- étánt le signe qui repre'sente la l i ­

mite 3 ^ [comme lernontre réquation (4)], Ax doit toujours 
étre place sous Ay. Cependant, pour faciliter les opérations 
de rAlgébre, on peut momentanément faire évanouir le 
de'nominateur de Tequation (4)» et ^'on a d/:=3.r2d,r. 
Cette expression 3ar2dar est ce qu'on appeile la différen-
tielle de la fonction j r -

5. CherchonsencoreladiíFe'rentielle de la fonction a4-3a:2. 
Pour ceteífet, i l faut done dans l'e'quation y — ¿z- f -3^ , 
faire x — x - ^ h ; et, en changeant y en yr , cette e'quation 
deviendra 

/ = a 4^ 3x2 + &xh + Zh*; 

done ^ ^ = 6x -\- 3h ; égalant h á ze'ro j i l noüs viení 
~ — 6x : done la diíFérentielle cherchée est d y = s 6 x á x . 
' 6. Pour troisiéme exemple, clierchons la diíférentielle 

de y z ^ a x 1 — ¿3 : faisons^r ~ x - \ - h ^ et substituant nous 
avons 

j - ' =:flar3-}- Zax^h - f Zaxlf-^- ah% — ¿»3 • 

(*) C e n^st pas la premiére fois que , dans l 'analyse, un signe rat -
tache une q u a n t i t é á celia dont elle tire son origine. C'est ainsi que \ / a , 
qui représente i , 4 l 4 2 1 ^ - • no"» indique que ce nombre derive de 2 , 
par une suite d1 o p é r a t i o n s . 
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done f 
Z ^ l J L = Saar» -f- 3 a r ¿ - f oh*; 

passant á la limite , on a 

da: 

Tel estle coefficient diíFérentiel de la fonction proposee ; 
ladiffe'rentielle sera di j= .Zux ' iAx, 

n. Proposons-nous de trouver encoré la difierentielle de 

Y ~ : eíFectuant la división, on trouve r ^ r i - f - ^ H - ^ 4 ; 
x—x 

mettant x -{-ha. la place de x , j ' á celle de j - , on ob-
tient 

j*f i -j-a; -f- fe-f-a;a + -f- Aa, 

et en ordonnant par rapport á , 

y ' = i - { r x -\- x * { i x -|- i ) A 4" â; done 

h ^ ^ — 2a: + • i -f- ^ ; 

passant á la limite, on aL~z=zix -\-i-t danc la différentielle 

de est ( i x + \ ) dar. 

i — x , 

8. Prenons encoré pour exemple 

j - = (a:2 ^ - áa2) (a:a — Sa2); 
développant, on a 

J- •= — Scfx* -|- 6a í ; 
substituant a: -f- á a: et j - ' á j - , et ordonnant ensuite par 
rapport á h , i l vient 

j ' = — 5a!a:a - f 6 é -f- (4a:3 — i oa2a:) A 
+ (6a.'J — 5aa) A2 4 - 4a:̂ 3 - f U ; 
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done 

J r ~ : r = 4xi — i oa>x -f- {6x* — 5a9) h + fch* +• F s 

passant á la limite, on a 

(Jy . . . 
AxA — ioa2x ; 

et en inultipliant par d x , on trouve que la différentielle es| 

dy r=z (4r3 —• JOCPX) dx. 

9. L'expvession dx est elle-méme la difFe'rentielle de x ; 
car s o i t ^ = a : , ona. j ' — x - ^ - h ; done j ' — y — h , et pai-

conse'quent^—~^=: 1. Comme la quantite' h n'entre pas 

dans le second membre de cette équation, on voit que pour 
Y' — y dy 

passer á la limite, i l sufíi t de changer ^ en ̂  ; ce qui 

dy 
donne ~ = 1 j done, dans notre h^potbése, d y = dx, 

10. On trouve ra de meme que la difFe'rentielle de ax est 
adx ; mais si Ton avait j ^ r = «a; -f- ̂  ? ou obtiendrait encoré 
adx pour la difFe'rentielle. D'ou i l suit qu'une constante h 
qui n'est point afíeetée de oc, ne donne aucun terme á la 
différenciation, cu , autrement dir? n'a point de diíFe'ren-
tielle. 

Onpeut d'ailleurs considérer que si Tona y = b , c'est 
le cas oü aest nuldans l'équation y = ax-±- b, e toü par 

dy dy 
conséquent, — = a se réduisant á = o , i l n'y a n i l i ­
mite ni diífe'rentielle. 

11. I I está observerque quelquefois raccroissement de 
la variable est ne'gatif j dans ce cas, i l faut substituer x — ^ 
a a-, et opérer comme precédemment. 
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Ainsi, pour trouver la diíFérentielle de ax3 lorsque l'ac-
<;roissement est négatif, on remplacera ce par x ~ ~ h t et 
Ton aura 

j r ' = ax5 — 3ax*h -f- 3axh* — ak*; 
done 

f ^ = — Sax* -f- 3axk — «A2 : 
A, 

passant á la limite, on aura ~ = — 3ax*, et par consé-

quent djr = — 3aT2da:. 
On voit que cela revient á supposer dx négatif dans la 

différentielle de y calculée dans l'liypothése d'un accrois-
sernent positif. 

1 2 . Avant que d'aller plus l o i n , faisons une remarque 
essentielle, c'est que dans une e'quation dont le second 
membre est une fonction de x , et que pour cette raison 
nous repre'senterons ge'ne'ralement par j r = f x , si Fon 
change x enx~{-h, et qu'aprés avoir ordonné par rapporí 
aux puissances de h, on trouve le développement suivant 

jr' = A + BA -f- Ĉ 9 + D^3 - f etc., 

on doit toujours avoir j - = A. En eífet, si Fon fait hz=o, 
le second membre se réduit á A ; á Fégard du premier 
membre, comme nous n'avons accentue' y que pour mar-
quer que e'prouvait un certain changement lorsque x de-
venaitx-l-A, i l faudra lorsque A sera nu l , que nous sup-
primions Faccent de j - , et l'équation ( 2 ) se réduira alors á 

f = A. 
i 3 i Ceci va nous donner les moyens de généraliser le 

procede de la différenciation. En eífet, si dans l 'équation 
y ~ f x , dans laquelle on est cense' connaítre Fexpressipn 
représentée par / r , on a mis x - f A á la place de x , et 
quapres avoir ordonne' par rapport aux puissances de ^, 
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on ait pu obtemrJ.e développement suivant 

y = A - f BA H- C 2̂ DA3 - f etc., 

ou plutót, d'aprés l'article précédent, 

y — j r -f- -f- C/i2 -f- etc., 
on aura 

y —- = -f- Ch2 -f- etc.; 
done 

^ ~ ^ - \ - C h + etc.; 
h 

et en passant á la limite, ^ = B. Ce qui nousapprend que 

le coefíicient diífe'rentiel est e'gal au coefficient du tenue 
qui contient la premiére puissance de dans le dévelop­
pement de / ( . r - f - h) ordonne' par rapport aux puissances 
ascendantes de h. 

i4. Si au lieu d'une fonction y qui change d'état en vertu 
de raccroissement donné á la variable x qu'elle reníenne, 
on a deux fonctions et z de cette me me variable x , et 
que Fon sache trouver en particulier les différentielles de 
chacune de ees fonctions , i l sera facile par la démonstra-
tion suivante , d'en conclure la difíerentielle du praduit 
zy de ees fonctions. En effet, si l'on substitue oc -f- h á la 
place de a: dans j - et dans z, on obtiendra deux déve-
loppemens qu i , étant ordonnés par rapport aux puissances 
de h , pourront étre representes ainsi : 

y = j - f - A/i - { - BA2 -f- etc (5) , 
z' = z - j - A'h + B '^ - f - etc.. . . (6); 

passant á la l imi te , on trouvera 

multipliant les e'quations (5) et (6) Tune par l'autre , noî s 
obtiendrons 
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¿ y = ¡ z j Ázh - f + etc. 
- f A ' j h - f AA'/ia etc. 

-f- B ' j r ^ - f etc.; 
done 

= Az + A ' j -f- (Bz - f AA' 4- B » A +• etc.; 
h 

passantá la l imite, et indiquantpar un point l'expression 
qui doit étre différenciee , on obtiendra 

^ = A* + A ' , ; 

mettant au lieu de A et de A' leurs valeurs donnees pal­
les équatious (7), i l viendra 

A.z f zá f ,jy&z 
áx áx d x ' 

et en supprimantle diviseur commun Ax , 

d . zj- = zdj- + jrdz. 

Ains i , pour trouver la dijférenlielle d'un produit de 
deux variables, i l f au l muldplier chacunepar la dijféren­
lielle de Vautre, et ajouter les produits. 

i5 . Au moyen de cetteregle, on trouvera facilement la 
diíFérentielle d'un produit de trois variables. 

Soit, par exemple, yzu : faisons j - z = í , nous aurons 
d o i l C d.J^ZMrrrd./M. 

Or, d'aprés ce qui pre'céde, 

d .m = ídu 4 - u d í . . . . (8); 

et puisque í = j - z , on a d i = ^ d z - j - ^ d j ^ ; mettant done 
ees valeurs de / et de á t dans l'équation (8), elle se chan­
cera en d . jzu = yzáu - f uj&z -\- u z á j . 

On voit que la inerne regle subsiste encere pour un 
píoduit de trois variables, c'est-á-dire qu'íYfaut écrire le 
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produit yzu, et remplacer successivement chaqué variable 
par sa dijférentielle, et ajouter ees produits. 

La méme regle a lieu pour un plus grand nombre de 
variables. 

16. La difíerentielle d'unefraction - est —— ; car 
J- I 

supposons- = / , nous avons z = >7'í; done, art. 14» 

á z ~ j á . x + íd j ; d'oü nous tirons j -d í=dz—íd^- j inet tant 
dans le second raembre la valeur de í, i l vient j - d í - = d 2 

— - d r ; re'duisant au méme de'nominateur , et divisan! 
r J 

ensuite par j - , on a 
ráz — z á r . z r á z — z á r 

<\í — ou d . - = — 
T J y 

17. Si dans l'équation d. yzu == j z & u -f- yu&z zu&y, 
art. i 5 , on divise tous les termes par y z u , on obtiendra 

ó.jrzu ¿u dz d y — }- j- _—. 
yzu u % J 

En general > en divisant la différentielle d'un produit 
d'un nombre quelconque de variables par ce produit, on 
trouvera 

á.xj-zlu,ftic. dx á r , dz , dt ñu 
; •—== { j -, etc (o). 

xjztu,e\c. x y z t u ^ 
S i x i y-,zr *> u i etc- > sont egaux á a: et en nombre m , 

son aura dans le second membre de cette équation uu 
dx 

nombre m de tei-mes e'gaux á — ; ce second membre se 

changera done en , et l'e'quation (9) deviendra d. xm dx m-
xm x 

et en mulüpiiant par a;"*, on aura 
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d.a:m— mxm~1dx. 

18. D'oü Ton peut Gonclme cette regle : lorsquune va­
riable esí élevée a une puissance m , pour avoir la dijjé-
renlielle, i l f a u t , i0, changer Vexposanl en coefficieni; 
2o, affecíer la variable d'un exposant moindre d'une imité; 
3o. multiplier ensuite ce prodidt par dx. 

19. Si l'exposant e'tait fractionnaire ou négatif^ la meme 
regle aurait lieu. Pour démontrer ce premier cas, soit 

y—x1*; en éleyant les deux membres á la puissance qy on 
áuraj"9 = a:?; done, art. 18, q y ^ A y — p x V ^ & x ; d'ou 
Fon tire 

p xP-1 
tí r = - • üx ; 

• q y - 1 

et comme xP^1 peutse mettre sous la forme — , et que de 

v f 
méme = — , en substituant ees valeurs, on a 

, p x P r , d r ==4 - d x ; 

set á cause de xP— j i , réquation préce'dente se réduit a 

d j — Z ^ d x ; q x 

mettant enfin pour j sa valeur, on oblient 

djz-z1- — d ^ ; 
q x 

t i en faisánt passer le diviseur x en exposant, on a 

d r ~ ^ x dx . 
7 
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ce qui est la mérue chose que la différentielle de = ^9 
qu'on aurait obtenue en faisaut usage de la regle du n0 18. 

Pour démontrer le cas ou l'exposant est négatif, soit 

j - r r r . r - p , ce qui revient á j r = ; diíFérenciant par la 

regle des fraclions, art. 16, nous aurons 

xPd. 1—1 .dxP 
x? X ^ 

et commeFunité n'a point de diíFérentielle, étant une cons-

tan te, art. 1 0 , cette expression se reduit a a y = -—^ ; 

effectuant la différenciation indique'e, art. 18, on aura 

á j — — * — — , et en retranchaní 1 exposant Q.p de 

Texposant/?—1, i l vient enfin á j ~ — px~v~*áx, ainsi 
qu'on l'aurait trouvé en faisant usage de la regle du n018. 
Concluons done que cette regle a l ieu, quel que soit l'ex­
posant de c'est-á-dire pour un exposant entier, n é ­
gatif ou fractionnaire. 

20. On peut parvenir i m m é d i a t e m e n t á l a d i f férent ie l l e de x™ par la 
cons idérat ion d u b i n ó m e , de la maniere suivante : faisant x = x-^.h} 
dans y = x '» , on obtient 

et en d é v e l o p p a n t par la formule du b i n ó m e , on trouve 

, , , m—i , m—1 m—2 
j =xn ' - i -mxm-Ih- i -m. x n - i f a - i - m . . — - — x w - ^ f e í _¡_ etc. . 

2 - 2 . 3 1 * 

retranchant de cette équat ion la p r é c é d e n t e , et divisant par h, il reste. 

j ' — J K , m — i , . m—1 m—2 
—7— ~ mx1*-' - h m . x w - ' h - l - m . . — — r ^ - í / i » 4. etc, 

fl 2 . 2 j ** 

I'assant á la l imite, en faisant h=zo , on obtient 

— == mxm-t done á y = mxm—táx. 

ax *• 
« í en romettant l a valcur de r ? on a 

d.X1» = TOCn-'dx. 
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21. Si Ton remplace les radicaux par des exposans frac-
tionnaires, la regle du n0 18 pourra done servir á diífé-
rentier ees sortes dequantités. Par exemple, pour trouver 

i 

la différentielle de V/a; on écrira z2, dont la différentielle 
— óz 

sera - z a dz = , ce qui nous apprend que, pour avoir 
2 V / Z 

la différentielle de la racine carree d'une quantiié va­
riable, i l j au t diviser la différentielle de cette quantiié par 
le double du radical. 

De la dijjérenciation d'une somme de fonctions. 

22. Pour différentier une quanlité qui renferme plu-
sieurs termes, le procede serait bien long s'il fallait tou-
jours teñir la marche que nous avons suivie , en cherchant 
d'abord la valeur de y pour en déduire ensuite celia de 

- — e t passer á la l imite, en faisant 7 i=o . Heureuse-

ment que lorsqu'on sait différentier en particulier chaqué 
terme, on peut suivre une voie plus simple, en verfu 
d'un théoréme qui se re'duit á cette proposition : la diffé­
rentielle d'une somme de fonctions est égale a la somme 
des différenlielles de ees fonctions. 

Pour le de'montrer, soient done F, <p, etc., les signes 
indicatifs de ees diverses fonctions dont y se compose, et 
supposons que nous ayons 

j--=s f x -\- ¥ x -jr q¡x -\- etc., 

dont i l faille chercher la diffe'rentielle. 
Si nous mettons x á la place de x dans ees fonc­

tions; comine par hypotbése, on sait les de'velopper cha-
cune en particulier suivant les puissances de h , nous 
pourrons représenter le re'sultat par 
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/ = / x -f- AA - j - A'A2 4- etc., 
-f- frc - f Bh - f B'Aa + etc., 
- f 4. CA C7ía 4- etc.; 

rasseinblant les termes multipliés par les niémes puissances 
de h , et retranchant^, nous trouverons 

j r ' — j - = (A - f B - f C) ^ + (A' 4 B' 4- C) Aa 4 ele. ; 

passons á la limite, 

í ^ = A - f - B 4 - C , et ( 3 ^ = Ad^4-Bclx4-Cd.r. 

A, B, C étant les termes qui sont multipliés par la pre-
miére puissance de h dans les de'veloppemens de f ( x 4 ^)» 
de F(a:4^), et de <p(x-\-h), i l en resulte que Adx 
4- Bdx 4 Cdx repre'sentent la somme des diffe'rentielleá 
des fonctions propose'es. 

23. Pour donner une application de ce théoréme, sup-
posons qu'on ait á tr.ouver la diíFe'rentielle de 

^ ¿y = ax3 4 ¿'x2 4- e¿í Vx 
nous savons, par l'article 10, que la différentielle de ax* 
est ad.o:3; et en exe'cu,tant, d'aprés l'article 18, la diffe-
rencialion indiquée, i l vient a .Sx^áx; et en mettant le 
coefficient nume'rique en dehors, on obtient Zax*áx. En 
agissant de méme á l'e'gard de la constante on trouvera 
que la différentielle de est i & x á x ; d'un autre cote', 
l'article 21 nous apprend que v / ^ a pour diffe'rentielle^ 

——=. Ajoutant done ees re'sultats, nous trouverons 
2 y x 

c l j = 3 « x 2 d x 4- i f r xá x 4. 

24. En general,lorsque dans uneexpression quel'on veüt 
diííe'rencier, une constante entre comme facteur d'une 
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íonction deXy'ú faut diíférencier comme si cette constante 
n'exisíait pas , et multiplier ensuite par cette constante. 

25. Si, aucontraire, une constante n'est point affectée 
d'une fonction de ce, elle ne fournit, comme nous Tavons 
vu art. I O , aucun tenne á la difíerentielle. 

De la maniere de faciliter la différenciation des 
fonctions compliquées, et d'éviter Topération de 
rélímination, lorsque la fonction y n'est pas 
immédiatement exprimée au mojen de la va­
riable x . 
a6. Quelquefois la fonction j et la variable x ne sont 

pas données par une méme e'quation. Par exemple, si Ton 
avait les deux équations des formes suivantes y ^ f u , et 
uz=.(px, le premier moyen qui se présenterait pour ob-

dy 
teñir le coefficient diíFérentiel — serait d'éliminer u entre 

áx 
ees déux e'quations, pour pouvoir y appliquer le proce'de' 
de la diíFérenciation ; mais, sans avoir recours á cette ope­
ra tion préliminaire, on peut obteñir immédiatement le 

dy 
coefficient diíFérentiel ^ : c'est ce qui va étre l'objet de 
ía de'monstration süivante. % 

Supposons done que dans re'quaíion u = <px, on mette 
x- \ - h k \ & place de x et qu'alors u devienne M ' = ¿5 
c'est-á-dire se compose dé la fonction primitive et d'un cer-
tain accroissement (art. ía) que nous repre'senterons par h ; 
admettons encoré qu'en substituant ensuite u-\-k á la place 
de u dans l'e'quation j — f u , la fonction y devienne j ' ; si, 
en développant ees fonctions de a et de ¿c par rapport aux 
puissances de leurs accroissemens, la substitution de x + k 
á la place de x dans la fonction u , nous donne 

u ' ~- u -f- grh -f- q'h* -f- q"hl - f etc. : 
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et que la substitution de ^ á la place de u dans la fonc-
lion j r , nous donne 

X ' — f - f p ¿ -f-p'k2 + p"k* + etc., 

on obtiendra 

1 H~ i'11 •+• '?///i9 + etc. 

—/? - I - - f - p " ^ + etc. 

h 
. r ' — j -

( i o ) . 

Multipliant ees équations terme á tenne, on aura 

U — ' U •ip-hp'^+p"k'l-\-etc.) (q-Í-q'h+g"h*-{-etc.). J — J 
k ' h 
Le premier membre de cette équation peut se re'duíre; 

car raccroissement de u e'taat représente' par k, est done 
iyf —• y Xl! — Ü 

e'gal á u'— u ; par conse'quent au lieu de h . — - — , 

. . r ' — • ' r , , , 
nous pouvons eenre-— ; et en mettant x — x a la 

place de A, réquation préce'dente devient 

^ Z ^ r r r ^ - f / A - f - ^ - f e t c . ) ( i?4- /^+jp ' /¿3+etc . ) . . . ( i i ) . 

fiorsque Ti estnul, k s'evanouit aussi (puisque u n'a pris 
raccroissement A- que parce que x est devenu x -f- lí); par 
conse'quent dans le cas ou A = o, qui est celui de la l i ­
mite, l'e'quation ( i i) se change en 

• ' djr 

Pour déterminer p et y , i l faut supposer A et A- nuls dans 
les équations ( 10 ) , et ees équations donnent 

A j _ dw 
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Substituantces valeurs á e p et de q dms l'équation (12), 
on obtiendra 

é x á u á x ' " ' ^ 

Ce résultat nous apprend que si Fon a deux équaliom 
j — f u et U — QÓC, et qu'on en tire les valeurs des coeffi-

ciens différeníiels ^ et ^ , i l suffira de multiplier ees du dar ' 
dy 

valeurs entre elles pour avoir celle de 5~. 

27. Si Fon a, par exemple, les équatioas ^ = Su" et 
M =xc3 -f- «xa; on tro uvera 

~ z = : o u . — = 3 r 2 4 - ; du á x 

done, en multipliant ees équations terme á terme, on ob­
tiendra 

~ = 6a (3r2 -f- ttax) = 6 (a:3 -4- ax*) {3x*+ zax). 

28. La formule (i3) est d'un grand usage pour diffe'ren-
cier des quantités compliquées; donnons-en quelques ap~ 
plications. 

Io. Cherchons la diíférentielle de 

cela se réduit á trouver le coefficient difFérenliel Pour 
dx 

cet effét, faisons i + ara = M, alors j r = = — = = M *, et 
y u 

les equatious et u = ( p x , art. 26, sont done re-

présentées ici par j r = : u" et par u ~ x - j - x*. 
Élém. de Cale. áiff. % 
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Dífférentiant ees équatiems, art. 18, et divisant la pre-
raiére par du, et la seconde par á x , on trouve 

dr i - i i _ 3 du 
áu 2 av. . dar 

multipliant ees coefficiens difierentiels entre eux, on a 

dar 1 / (1 "f^2)5 
done 

d ^ = - - = ^ = . . . (i4). 

Soit encoré j-ss^-f-^^1")*; pour trouver la diííe'rentielle, 
faisons a'+'bxm—u; nous aurons les e'quations j - ~ u n , 
uzrza bxmi done 

du ^ ' ' áx 

multipliant entre eux ees eoefficiens diífe'rentiels, on ob-
tiendra 

~ = brnnx™-1 (a - f bxm)n-\ 
dx 

29. Pouv troisiéme exemple, soit 

supposons 

done 

J ' = ( « 4 - l / « ) 4 . . - . 05); 

diíFérenciant l'e'quation préce'dente, nous avons 

, i cxAx 
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done 
du 2 c 

dr x3 * 

L'équation (i5) donne 

d j ' = 4 ( « + i /« )3d(«4 -V^)=4 (« - f l / ^ 3 — ™ ; 

et en mettant pour u sa valeur, i l vient 

mulíipliarit ees coefficiens diíFérentiels entre eux, on a 

¿x 

On pourrait prendre encoré pour exemple 

? = { a + \ / x ) \ t X Fon t r o u v e r a i t ^ ^ ^ . 

Des différentielles successives. 

3o. Soit y une fonction de r ; si elle est difíerencie'e, on 
trouvera un re'sultat de la forme p á x (p étant une quantité 
qui peut renfermer x ) ; si p renferme x , nous pourrons 
aussi diíFérencier p , et obtenir un re'sultat repre'senté par 
qdx; opérant de inéme par rapport k q , le résultat rdx 
sera encoré de la inéme forme, ainsi de suite. pdx, qdx , 
rdar, etc., sont les diíFe'rentielles successives de y . Par 
exemple, s i rena jsrra.r3, on trouvera &y=¿Sax'áx; done 
p = 3a^*. Differenciant de nouveau, on a dp-=.*oaxdx \ 
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done qi=z6ax. Différenciant encoré, Aq •=. §a&x; done 
r = 6 a . Ici la difíerenciation ne peut plus avoir l ieu, 
puisque 6a est une constante. 

Les équat iom 

d^=_^dar donuent, en divisant par ( 1 0 : , ^ = / ? , 

ñp=zq&x q, 

^ r á x ' d í = r ' 
etc. etc. 

5r e'tant obtenu par deux diffe'rencialions successives, et 
en divisant chaqué fois par dar, nous repre'senterons cette 

dar d9r , operation par - j - ^ - , et nous aurons —^ = gr; de meme en 

dífíerenwant de nouveau et en divisant par d.r, nous 

aurons ~ T = r ; ainsi de suite. 

est la diíférentielle premiére de j " ; 
d ^ j en est la difíerentielle seconde; 
d 3 j en est la diíférentielle troisiéme; 
etc. 

Théoréme de Mac-Laurin (*). 

3 i . Soit j une fonction de x ; ordonnons-la par rapport 
á ar, et supposons 

j ' = A - f Bx-f Car*-f - f Ear^-f etc (16), 

nous aurons en dilíérenciant et en divisant par á x , 

(*) C e t h é o r é m e , comme le fait observer M . Peacock, avait été trouve 
par St ir l ing , des 1717, et par c o n s é q u e n t avant que M a c - L a u r i n en 
íit « s a g e . 
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Í L = B 4- aCx + 3Da:» -f- fox '' + etc., 
dx 

. . . . 2 C -}-2.3D^ - f 3.4Ea:3-f. etc., 

É ! Z = 2.3D 4-2.3.4Eir -f etc., 
da:3 
ttc. 

lleprésentons par (jr) ce que tlevient y quand a: = o, 

par ce que devient ^ quand .r = o, 

j ce que d e v i e n t q u a n d x = o , 

ainsi de suite; les equalions precedentes nous donneront 

^ . ( | ) = B : ( | ) = 2 C , - © = a . 3 ¿ i 

d'oü nous tirerous 

;lcr). B = ( | ) , c = l ( g , D ^ I ) , 

substitnant ees valeurs dans l'e'quation (^Ékelle deviendra 

telie est la formule de Mac-Laurin. 

Sa. Pour premiére application, prenons ^ = í . 

nous trouverons en diffe'renciant par Farticle (16), 

dj- = (a 4 ^ ) d . i — i . d ( a + x ) dx 
2> 

d'oú nous couclurons ~ -
dx (a 4 ' 
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diíFérenciant de nouveau, nous trouveroas successivement 

a.SCa + x ) ^ 2 . 3 _ etc 

d^3 (a-f-x)6 («-f-a:)^ 

Faisaní done xs=o dans les valeurs de j " , de j - , de — a 

de ^ — j , etc., nous trouverons 

substituant ees valeurs et celle de j " dans la formule (17), 
nous obtiendroBS 

1 1 x >ra a?3 
— — — H - ~ ¡4* etc. 

33. Pour seconde application, prenons j = \ / a 1 - ^ bx 
BOUS avons done 

dV s i i A»"* 

si nous faisons a?=:o? ees valeurs deviendront 

substituant dans la formule (17) ees valeurs de ( j ) , de 
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( 5 í > d e ( a l > d e ( S > e t c - o n t ~ 
V / ^ + ^ = ^ + ~ - - 8 - f l T 4 - T ^ 5 - c t c . . . . ( l 8 ) . 

34. Pour troisiérae exemple, prenous i ^ = {<i + ^)m; 
nous trouverons en diíFérenciant, 

Ú.OC 
d3r 

~ = m ( m ~ - 1) (/n —2) (<2-f x)"1-3; etc. 

Faisant ar = o, la valeur de j * se réduit á am; done ( j ) = am, 
et les coefficiens différentiels ci-dessus deviennent 

m (m — 1 ) (m — 2 ) a"1 3 ; etc. 

Substituant ees valeurs de ( j r) , de ? d e ^ - ^ ^ , etc., 

dans Féquation (18) , on trouve 

{a -f- x)m = ¿3m 4. ma™-1 x + m - m ~ " ^ ¿j»-2 Xa 
2 

4- w ^ — ^ J am~* & 4. etc. [ xYo/e prémiere (*).] 

De ladifférenciation des qiiantiiés transcendantes. 

35, Les quantités transcendantes soní cclles qu'aíFectent 
des exposans variables, des logarithmes, des sinus, des 
cosinus, ete. 

(*) Yoyez les notes á la fin de rouvrage. 
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36. Proposons-nous de différencier d'abord ax. Sok 

done y = . a x , cliangeons a: en x - { - h et j en j ' ; cette 
équatioa deviendra j r ' = «a;4"4 ou pltUot 

y ~ axah. . . . C*9)« [iV"¿>tó íeto/z^e,] 

11 faut done developper cette expression par rapport aux 
puissances de h et trouver ensuite les termes muí tipiles par 
la premiere ; or , pour que ah puisse se developper par 
la formule du binóme, je ferai azzzi + b , et par con-
séquent ah deviendra 

4 . ^ ( ^ — 1 ) ( ^ — 3 ) (A — 3 ) ^ - ^ - f - e t c . . ( 2 o ) . 

On peut trouver íes termes multipliés par la premiere 
puissance de h sans former tous les produits indique's par 
le second membre de l'e'qoation ( 2 0 ) . Pour cela on s'aper-
cevra d'abord que les termes qui contieoríen t la premiere 
puissance de /tdans le second et dans le troisiéme íerme de 

. b b% 
Féquation (ao) sont - h et — — h. A l'e'gard des autres , 

nous remarquer^p que si dans un produit tel que h(h—1) 
(h—2) {h — 3) , etc., la parüe (h—1) (h — 2) (h—3), etc., 
est composée de n facteurs, son développcment, d'aprés la 
tbéorie des e'quations, sera de la forme hn -f- A A " - 1 -f-
B A " - » . . . - f -M^-f -N, c'est-á-dire qu'on aura 

h { h ~ i ) { h ~ * ) { h ~ Z ) . . . ~ h { h * + k J i " ~ \ . . + m í - \ . K ) . . . ( 2 1 ) , 

ou, en exe'cutant Voperation indique'e dans le second mem­
bre , i l vient 

h (h — 1 ) ( A — 2 ) ( A — 3)... = hn+* 4 . Ah*... 4 . Mh* 4 . N / ¿ , 

et ron voit que le tenue qui conlient la premiere puis­
sance de h dans le produit h{h—1) [h ~- 2 ) ( A — 3), etc., 



DIFFéRENCMATÍON DES Q U A N T I T Í S Ti lANSCENDANTES. ^5 

sera NA. Examinons iVmtenant comment se compose le 
coeíFicient N. Or, l ' ^ é b r e nous apprend encoré que dans 
un prodait tel que (ft—i) (h — 2) {h — 3 ) , etc., dont le 
de'veloppeinent est ^-f-A'1-1. . . -f-MA-j-N, le dernier 
tetfme N de ce de'veloppement se compose du produit des 
secondes parties — i , — 2 , — 3 , etc., des binomes h—1 • 
h — 2 , h — 3, etc., c'est-á-dire qu'on a en ge'néral, 

N = — i X — 2 X — 3 X — 4 » etc-

Ainsi, enconsidéraotlequatriemeterme ~ — h { h — 1 ) (h — 2) 

líe Fequation ( 2 0 ) , nous voyons que le développement de 
la partie { h — 1 ) (A — 2 ) qu'il renferme sera de la forme 
A4 -f- AA -f - N et aura le produit — 1 X — 3 pour valeur 
de N , par couse'quent la partie alf'ectée de la premiére 
puissance de h que nous fournira ce tenue, sera 

^-3 X (—1 X — 2 ) / i = - A ; 

en consideran t ensuite le cinquiéme terme de l 'équa-
tion ( 2 0 ) , on ve ira de me me que le terme alie c té de la 
premiére puissance de h qu'il renferme, doit étre 

¿ * ¿ 4 
X (— 1 X —• 2 X — 3) A = 7 h ; 

(1 -f- O)'1— 1 Hh( - — ~ - f - 3 — j > etc. jh+termesen h%, en h?y etc., 

2 . 3 . 4 ^ ~ J 4 
et ainsi de suite, de sorte que nous aurons 

4 
et en remplagant (i-f-¿>) par sa valeur « , on aura 

i • , / ¿ b \ ¿4 \ , 
« —í-f- ^ - — — • + • • j - — > etc.^ A -f- termes en Aa, en A , etc. 

¿ 2 ¿3 ¿4 V 

- ~ — 4 - ^ — j , etc. J , par A , on obliendra 

a = 1 -f- Aft - j - termes en A2, e«. A', etc.; 
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par cette valeur, re'quation y ' — axah, deviendra 

y ~ax- \~ kaxh -f- termes en h?, en h?, etc. 

Si nous en retranchons l'équation primitive j-zzza*, i l 
restara j - ' —je sis kaxh -f- termes en h*, en P, etc.; pas~ 
sant á la limite, on Irouvera 

ct en metlant la valeur de y , on obliendra 

-—— = Á a * . , . . (23). 
dar v ' 

37. La constante A dépend de a; car si dans réquatiou 

A : = = ( 7 - 2 + 3 — 4 ' e t c > 

on met pour b sa valeur a — 1 , on trouvera 

A ^ t o ) ^ í 2 = ! £ 4 . t e ! Í _ Í S = l 2 ( e,c.... W ) . 
I 2 O ĵL 

38. Pour détenniner la valeur de la constante A , cher-
chons, par le tlie'oréme de Mac-Laurin et á l'aide des équa-
tions (22) et (23), le développement de ax; nous avons done 

úx 
dajr kñ..ax . Aa^dx 

es A — T — = A ^ , d̂ a Ax do¿ 

Faisons, art. 3i, x ~ o , nous trouverons (jr) = a0 = 1, 
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valeurs dans réquatioa (18), nous trouvons 

faisons ^ = 7 ? cette équation deviendra 
aA = I + , + 7 ^ + í ^ 3 + etc-J 

nommons e le second membre de cette équation, elle se 
i 

change en aA = e ; d'oú Ton tire a = eA; prenanl les lo-
garilhmes, on a 

loga = logeA = A log e; 

done A = — - . , . . (26}. 
log e 

Le nombre e, dont la valeur est donnée par Féqualion 

e = : 1 4 - 1 -í- ——\ —7:4- etc., est la base que Néper 
1.2 I . 2 .3 

clioisit pour calculer ses tables de logaritlimes. 
Comme la serie 1 4 - 1 - f — - — I - etc., est assez conver-

1 . 2 

gente, on peut se borner á prendre les deuze premiéis 
termes de cette su i te, et alors 011 tro uve quee vaut envi-
ron 2,7182818. Si nous repre'sentons par La le logarithme 
de a dans le sysléme ne'périen, nous aurons done a == 
(2,7182818.. ,)La, ou plus simplement « = : eLíI; done loga 
= l o g e 3 et log a = l a log e; d'oü nous tirerons 

loga 
^ ^ L a . . . . (27); 

ce qui re'duit l'e'quation (26) á A = L a , et par conséquent 
réquatiou (28) donne 

dax == ax d x . L a . , . t (28). 
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Sg. Lorsque la t a s e quelconqjie a est remplacee par la base d u sys-
l é m e n é p é r i e n , r é q u a t i o n p r é c é d e n t e devient 

de* sss e*dar.Le ; 

et comme en changeant a en e dans r é q u a t i o n (27), i l en résul te que L e 
est égal á l ' u n i t é , l ' équat ion p r é c é d e n t e se r é d u i t á 

de* as= e'dx. 

L ' é q u a t i o n (aS) nous fournit les moyens de trouver le d é v e l o p p e m e n t 
de e» . E n effet, lorsque az=e , l ' équat ion (26) se rédu i t íi 

substituant cette valeur de A dans l ' équat ion (26), et changeant a en e ? 
on obtient 

eK = i - f - - -f- — 4. • * "A •+• etc (29). 
t 1.2 1 .2 .3 

Des différentielles hgaritlimiques. 

4o. Soit x le logarithme de j r dans le systéme dont 
la base est a, on a j - z = a x ; et réquation ( 2 2 ) nous donne 
újrT=.kax&x ; d'oü i'on tire 

v - cLr— ^ = ájr — á j loge • 
Aa31 loga ^ ablega* 

íoge 

et comme ax et que x r = log j " , réquation précé­
dente devient 

d . i o ^ = á r j£ i í . . . . (3o). 
J loga 

Dans le cas oú Ton prend. les logaritlimes dans le sys­
téme népérien, la base a devient le nombre e (art. 38), 

log e loe e 
par consequent l'on a r ^ - = r - ^ - = 1; done alors 

loga log e 
d . l o g j = C^. 
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Des différentielles des sinus > cosinus et autres 
ligues trigonométriques, ou des différentielles 
des fonctions circulaires. 

41. Vare est plus grand que le sinus, et plus petit que 
la tangente. 

Pour le démontrer, soit AB, fig. 2 , un are qui a BE pour ^ 
sinus et DA pour tangente ; et prenons Tare AB' égal á Tare 
AB. En conside'rant ia corde BB' comme une ligne droile, 
on en tire la conséquence qu'elie est plus courte que 
Tare BAB'. 'Done la droite BE, moitie' de la corde BB', 
est plus courte que l'arc BA, moitié de Tare BAB'; d'oü 
i l resulte que le sinus est moindre que l'arc. 

Pour démontrer que la tangente est plus grande que 
l'arc, nous avons 

Aire du triangle DD'C ^> aire du secteur BAB'C; 

ou, en mettant les expressions ge'ométriques de ees aires, 

m ' X IAC > are BAB' X ^ AG; 

supprimant \ AC de part et d'autre, i l reste 

D D ' > a r c BAB', 

et, en prenant la moitie', on a 

DA > are BA. 

42. I I resulte de ce qui precede que la limite du rapport 
du sinus á l'arc est Funite'; car lorsque l'arc h représente 
par AB devient n u l , le sihus se coníbndant avec la tan­
gente , á plus forte raison le sinus se confond avee l'arc qui 
est compris entre ia tangente et le sinus; par conséquent 

ona, dans le cas de la limite, ^—v, ou p l u t ó t ^ - í = i . 
cire ¡i h 

43. Pour trouver la diíFérentielle du sinus dont l'arc 
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est x , supposons done que cet are refoive un accroisse-
ment h ; nous savons par la Trigonométrie que 

sin(^-f-^) = sina:cosA -f- sin^ c o s x . . ( 3 i ) . 

Retranchant de ceíte fonction son état primitif, et divisant 
par Faccroissemenl h de la variable, nousaurons 

sin {x 4- h) — sin a: sin x eos fe Hh sin A eos x — sin a: 
- — 1 

Rassemblant entre des parenthéses les termes qui sont mul-
íipliés par|sin x dans le deuxiéme membre, on trouvera 

ÚXÍ{X-\-}Í) — sino: sino: (eos/t — i ) sin fe eos a: _ _ V _ 

Quand fe devient o, eos fe — i devient aussi n u l , et 
eos h-—\ , i . , o TI • ^ J i 

se reduit a - . I I convient done de mettre ce 
h o 

terme sons une auíre forme : pour cela réquation cosa h -|-
smB/z = i me donne cosa fe — x t = — sin2 fe, ou (eos fe—i) 

sin2 h 
fcosA4- i )=— sinafe; d'ou ie tire cosfe — 1 = ; - , 
K ' J eos fe-f-1* 
substituant cette valeur dans réquation (Sa), cette e'qua-
tion devient 

sinfr-f-^)—sinx . sin fe sin fe . sin A 
r ü ^ X ^ =—sma? — — f - c o s ^ — - . . . . (33). fe eos fe - j - 1 fe fe y ' 

Dans le cas de fe = o, l'arc etlesinus se confondent, c'esí-

a-direquona —— — i , a u n autre cote eos fe = i , 

sin A o , . í„„v 
done - — — = : - = o : et 1 equation (33) se réduit á 

eos fe-f-1 2 
íl sin oc 
—^ = eos o:; d'oü Ton de'duit d.sin.r = dLr cos^. 

a.r 

44- Dans cette démoiistration, le rayón des tablas a été 
pris pour unité ; mais si Ton voulait la diffe'rentielle d'un 
sinus dont le rayón serait a, au lieu d'employei' l'équa ; 
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tiou (3 i ) , on se servirait de celle-ci: 
si na: eos/i sin Acosar 

sin { x + h ) — . . . . ( 3 4 ) . 

Dans le résultat precedent, i l faudrait done restituer la 
COS C€ 

constante a, ce qui donnerait d.sina: = pour la 

difíerentielle du sinus d'un are dont le rayón est a. 
45. O n peut parvenir á la d i f í erent ie l l e de s in x par des cons idórat ions 

g é o m é t r i q u e s ; carso i t A B , fig. 3 , T a r c a : ; B M , Pare fe; la perpendicu- F i g . 3. 
l a i r e B P s e r a done s i n x , et la p e r p e n d i c u l a i r é M Q será sin (x-i-h); 
cela p o s é , plus l ' a r c B M ^ f e d i m i n u e , plus l'angle M B C tend á devenir 
dro i t ; par c o n s é q u e n t , dans le cas de la l i m i t e , on peut cons idérer 
Pangle M B C comme droi t ; alors le triangle M B D devient semblable au 
t r i a n g l e B G P , puisque dans c e í t e circonstance ees triangles ont leurs 
c á t é s perpendiculaires; d'ou 11 suit qu'on a la proportion 

BC : CP : :BM : MD, 
ou 

r : cosa: : : B M : s in (¿e-f-^) —sinx-
done 

s i n (x4-h) — s i n x cosx 
~ B M ~ ' 

Passant á la l imite et observant que , dans ce c a s , l a corde BM peut 
é t r e r e m p l a c é e par l'arc B M = &, l ' équat ion precedente deviendra 
d . s i n x cosa: • , , . , « „ . , 

et en prenant le rayón egal a l'umte, 
áx 

d . sin x =z.áx cosx. 

46. Pour trouver la diíFérentielle de cosa:, l'equation 
sin2x -f- cosaa:=i ou plutót (sma:)a-f- (cosa:)2=i étaní 
diíFe'rencie'e (art. 18), donne 2 sin a: d. sin a: -f- 2 eos a:d. eos r 
— o ; d'oú Ton tire 

, sin a: d. sin a? d .cosx = 
cosa: 

mettant pour d . sin a: sa valeur da: cosa:, art. 43, et rédui-
sant, on a d . c o s x = — da: sin x. 

47- 0 » obtient la difíerentielle de tang x en considérant 
Sin 3c 

que tanga: = —— ; difíerenciant cette e'quation par l'ar-
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ticle (16), on trouve 
eos x d. sin x — sin x d . eos x 

d . tanga: = • ; 
•D C0Sa X 

mettant les valeurs de d . sin .r et de d . eos x , on aura 

/cosa x 4 - sina x \ , , 
d . tang x — { — — ) úx ; done 

0 \ eos2 a: / 
d . t a n ñ x _= —^—-, puisque cotfx 4* sia2 ^ = i , 

• eos2 x 
48. On sait par la Trigonométrie que le rayón est une 

moyenne proportionnelle entre la tangente et la cotan­
gente , et entre le cosinus et la secante, ce qui donne 

i , i cot x = , sec x = . tangx cosx 

En diíFéreneiant la piemiere de ees équations (art. 16), on 
trouve 

d . tang x da; dar 
d.cota; = • tang2 x cosa x tang2 x sin2 x 

, t , , . sin car de 1 equation ^ - = 3 tang, on tire eos. tang = sm. 

4Q. L 'équation sécx = — - — étant diífe'renciée. donne 
^ 1 eos x 
, . d.cosa: sin x dar sina: i 
d.sec x •=. — -—-—• =3. — = cl.r 

eos2a: eos9a; cosa: cosa: 
= tang x sée x á x . 

5o. On de'terminerait de méme la diffe'rentielle de la co­
secante ; car cose'ca: = - r ^ — : difíerenciant, on a 

sin a:' 7 

, . eos arda: cosa: i , 
d. cosec x = — — — — = : : dar 

sm*a: sina:smar *. 

coséc arda: = — cot x costead 
tang x 
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51. A l'égard du sinus verse, endiíFérencianL l'équation 
sin verse x- \~ eos x ~ i , on trouve d.sin verse x = 

— cos^r), et en eíFectuant la diíFérenciation, d.sin 
verse o: = sin arda:. 

De la diffémiciation de quelques fonctions trans-
cendantes compliquées. 

52. Les principes precédeos suffiraient pour pouvoir 
diífe'rencier toute expression aíFecte'e de quantiíe's trans-
cendantes. 

Soit ^ r : : fl6*; faisons5*=w, nous aürons j - — a " ; dif-
férencions par l'art. (38) (e'quation 28), nous trouverons 

~ = aUL« =a ab ha, - r - — b ^ b ; 
áu úx 

done (art. 26) 

Ajr ¿u ¿ f lx 
úu úx úx 

53. Soit encoré j r — z 1 ; prenant les logarithmes , on a 
log = f log z; done d.log ^ = t 'd.log í-|~ » 
mettant pour les différentielles logarithmiques leurs va-
leurs (art. 4o), nous trouverons 

d r dz • , , • . 
= v h log zúv, et par consequent 

* ' y z . '. 

A y — j ^ ^ Hh l o g z d ^ , ou plu tót d j=2;V ^ ^ -h í08 ^ d ^ . 
Au moyen de cette difíerentielle, ontrouvera facilement 

celle de == z'"; car soit Z u = f , l'e'quation se réduit á 
y — ^ í or, les e'quations j ~ z v et vz=ziu) qui sont de 
mérne forme que re'quatioa dont nous venons de trouver 
la difíerentielle, donneront 

Élém. de Cale. diff. ^ 3 
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el/ = zv + log záv^, 

~ tu Q i ~ + log íduj. 

Substituant dans la valeur de djr donnée par cette avant-
derniére équation celies de d^ et de v , nous aurpns 

i \ X = z z ^ ~ + lo5zt"(u^ + \otldu^2= r e 

01 -f- U log Z j + IOQZ log ^ ,"}É^ÍÍ* 

Théoreme de Tajlor. 

54. Avant que d'aller plus lo in , nous remarquerons que 

dans le calcul diíFérentiel une espression telle que , 

«ignifie qu'une fonction j " d'une ou de plusieurs variables 
a e'te' diííerencie'e par rapport á la variable se et di visee 
par d;c; par exemple ? si l'on avait j ' — ax^u^z^ Fexpres-

d Y 
sien -~- se déterminerait en regardant u et z comme cons-dor 

tans, et en diíTcrenciant par rapport á x et divisant ensuite 

par dx: ainsí on aurait ^ == zcixu^z*. On trouverait de 
ti y CIT* 

méme -~ = , tfax*zhis et = 3ax^u%. Si Fon avait 
dz | | au 

dy . * 
v = 5?' 4- 2% -í- serait 2r, 

d.r , • • , . , •-; ,, '•„., 
55. ¿'i dans une fonclion y ¿fe x, /a variable x í e change 

en x-f- b . ora Ze méme coejficient diJJ'érentiel lorsqne x 
e^í variable et h constant, que lorsque h esí variable et x 
constant. 

Pour le démontrer, si dans l'e'quation j -= i fx , nous met-
tons x - f ^ ^ ^ a la place de x , nous aurons j s r / r ' ; la 
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différentielle de f x ' sera égale á une autre fonction de x 
représentée par qx* et multipliée par da;', par conse'quent 
Ay' = tyx'&x , ou en mettant pour x ' sa valeur -f- ^ , on 
aura 

dj-' — (p (x - j - d (.r 4 - / i) . 
Or, le seul changement qu'apporte dansv cette diíFérentielle 
Thypothése de x variable etde h constant, n'est que dans 
lefacteur d(.r -f- h) , qui sere;duit á dx quand or est va­
riable , et h constant; 011 a done alors 

dj-' — íp (x-f- h)¡S.xy 
d'oü Fon tire 

Si, au contraíre, on fait x constant et h variable, le facteur 
d (CE -f- A) se re'duit á d/z, et Fon a 

et par conséquent 

4¿= <p(^4. /Í) (36); 

«galant ees deux vaíeurs de 9 -|- A), i l nous vient 

d jr' á j * 
d.x áh* 

Par exemple, si Ton avait y = i a x * , en mettant ar-f / i á la^ 
place de r , on trouverait 

/ • ' 

et par conséquent 
d y d y 
d,r dA* . ^ 

56. Les éqúations (35) et (36) étant difíérencíées par rap-
port 'AX-\-}I> donnent encoré les re'sultats égaux 

3 . . 
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^ =z<p'Xx + h ) d ( x + h ) . 

Faisons h constant dans la premiére équation, etx consíant 
dans la seconde, nous aurons 

d'oú nous tirerons 

i A . d V d V 
On conclura parle meme faisonnement que - ^ - j s== et 

Sgí Cela posé, soit j * ' une foncíion de x ^-hy cette fonc-
tion e'tant développe'e par i'apport aux puissances de A, 
supposons qu'on ait 

y = + AA -f- BA2 CA3 - f etc (37), 

A , B , C, etc. , e'tant des fonctions inconnues de ^ qu'ií 
s'agit de de'terminer. Pour cet efíet, en diíFe'rentiant par 
rapport k h , et en divisant par á h , on aura 

- ~ - r = A. -f- ^B/i + 3CA2 4- etc.: 
. un . 

diíFe'renciant ensuite par rapport á o: et divisant par áx7 
nous aurons 

á x áx á x '' áx e<'C' 

Les premiers membres de ees e'quations e'tant égaux, en 
vertu de l'art. 55, les seconds membres seront ideutiques; 
e'galant done entre eux les coeíficiens des mémes puissances 
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dé A, on trouvera 
dA dB dC 

A = -r-, B = —p, C — — , D = ? — e t c . 
cU zdx ádx. ¿±dx 

Substituant la valeur-de A , donnée par la premiére de ees 

équations, danslaseconde, onaura B ~ — ; substt-
i d V 

tuant cette valeur dans celle de C, on aura C = - ^ - ^ ; 

ainsi de suite. 
Au moyen de ees valeurs de A , de B, de C, etc., l'e'qua-

tion (37) deviendía 
r == r - J — J t -4- - r ^ - . P - p ^ r - i - e t c , 
^ ^ ^ d a : ^.do;2 1 . 2 ^ da;3 1 . 2 . 3 ^ > 

ou en mettant pour j r ' sa valeur, 

/ ( x + í ) = r + ^ + ^ _ + d ^ _ + et=... (38), 

ce qui est la formule de Taylor. 

Jpplication de la formule de Tajlor au dévelop-
pement en serie de diverses fonctions. 

58. Soit j r ' = \ / x - t - h ; on a done j - = \ / x = x ; . 
Bono 

3x x 
do: 3 — ^ / - » 

d ^ 8 a i / * 5 ' 
etc. 

Substituant ees valeurs dans la formule de Taylor, on a. 
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59. Soit f = sin { x + h ) , d'oü i l suit que j r = sin x- % 
GXI formera ainsi les coeíFiciens diíFérentiels successifs , 

da: ' dx» ' da;á d^4 
cl5r 
--^t — eosr, etc.: 
da;5 ' 

substituant ees valeurs dansla formule de Taylor, on a 
h h* 

sin (x -f. h) — sin x -f- eos a; - — sin x - — cesar ^—^ 
, * A5 

•4-sin .r ^—r—^r-i-eosx—0 . v , etc.; 
2.3.4 2.3.4.5 

faisánt a : = o j alors s i n x = o et e o s T = 1 , et ce de've-
loppement se réduit k 

.. T. :. J ' • & : hb • \ ' : 
sin hz=z h — •—r- f 5—r~?> et?-

2 .3 3.3.4.5 r 
Si i'on prenai t j r^cos { x - ^ h ) , on trouverait, en ope'rant 
comme dans rexemple precédent, que 

•" " ^ h* t • B ' • ' 
eos A = 1 — \———r — etc. 

1.2 2.3.4 
60. Développous encoré log {x -f- 7i); nous ayons 

j r ' =? log {x -|- h), done y = log ar 5 

d r = d.lo£ a; = — , done 
x ' da: a: 

On obíiendraensuite, par des différenciations successives 

daj-_ 1 d3jr '¿x 1 
^ ¿ 7 — 7̂ = p? etc' ' 
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substituant ees valeurs dans la formule de Taylor, on a 

. , , h Ti* h? 
•log(a:-f A) = l o g x — — - f - ^ , etc. 

61. Si cette formule était trouve'e autrement que parla 
différenüelle d'un logarithme {note troisiemé), on pourrait 
en de'duire cette diíFérentielle d'une maniere différente 
que nous ne l'avons fait art. 4o. En eíFet, elle donne 

log (^4 -^ ) — l o g x _ i A_ ^ ^ 
k X Q.XÁ ' ' 

p&ssant á la limite, on a 

ñ .loga: i 
á x x1 

ou 

d.losx = — . 

Gonnaissant la difFe'reníielle d'un logarithme, i l seraaise' 
de trouver celle de ax ; car en faisant j z = a x , et en pre-* 
nant les logarithmes dans le systéme népérien, on a 

íjjr =3 La* ou L j r ==; xha , 

et en diíFe'renciant, 

~ = d.r L a : 
j . „ - ,: / X t:;;v. J „ f., .•• . .. / 

d'oú Ton tire 

ou, en metíant la valeur de j , 

équation qui est la méme que celle dull0 28 (art. 38). 
62. O n peut d é d u i r e le t h é o r é m e de M a c - L a u r i n de celui de T a y l o i y 

de l a maniere suivante : on a , par le t h é o r é m e de T a y l o r , 

Jix-hh) t = z f x + ~ J ~ h + - ~ L _ 4 , _ ^ L _ + etc. 
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Appelons (^i) ce que devientyjr quand on y f a i t x = o , l"¿[^r I m 

d fx ' ' - " ' ' . 
que devient — ~ - quand on y fait ar=o, a ins í de suite ponr les a u -

tres coefficiens d i f férenl ie l s ; la form ule de T a y l o r , quand on fera x = o, 

deviendra done 

Dans cette é q u a t i o n , h entre dans /% de la meme maniere que x 
entrait dans^a: ( * ) , de sorte que si Fon change h en x , / h deviendra 

fíe; et comme i l ne reste plus de traces de x , parce qu^on a fait x = o , 
ce changement est p e r m i s , attendu qu'il importe peu de substituer une 
lettre ou une autre á fe : en faisant done ce changement, on trouve 

/ x = = ( A ) + ( ^ - ) x ^ ( - ^ ) _ + ( ^ - f ) ^ + e t c . . . . (39). 

ce qui est le t h e o r é m e d e M a c - L a u r i n . 

De la différenciation des équaiions a deuoc va­
riables. — Eúcpression générale de la différen-
tielle de deuoc variables, — Expression ge'ne'~ 
rale de la differentielle dg trois variables parmi 
lesquelles on en prend deux pour variables 
indépendantes. 

63. Soit F { x , y ) = o (4o), 

une équation entre deux variables. En re'solvant cette équa­
tion par r a p p o r t á ^ , on trouvera j - = (par; imaginons que 
Ton ait subslitué cette valeur dans Tequation (¿jo), celle-ci 

(*) O n peut obsergpr que si Ton fait x = o dans f ( x ^ - 7i), c'est 
remplacer x - { - h par fe" dans f { x - j ~ h ) ; et que de m é m e si Pon fait & = o 
dans f ( x - f f t ) , c'est remplacer x - f - A par x dans f ( x - f . h). O r , i l est 
é v i d e n t que les deux r é s u l t a t s J7 i et J x qu'on obtient dans ees hypor 
t h é s e s , ne différent entre eux que par les l e t í r e s fe et x , qui y entrent 
de la m é m e maniere. 
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deviendra F(a:, <px) = o , ou pour plus de simplicité 

f x = o i 

équalion identique, et dans laquelle tous les termes doi-
yent se détruire, quelque valeur que Yon donne á x. Par 
exemple, si cette équation ne monte qu'au troisiéme de-
gré , on pourra la representer par 

Áx3 + B^a + -í- D = o, 

et en mettant une valeur quelconque pour x , elle sera tou-
jours satisfaite ; done, en mettant x-^-h k l n place de ar, 
on aura encoré 

Aíx + h f + B i x + + C ( ^ 4 " ^ ) 4 - I > = o, 

c'est-á-dire que si Ton a f x — o, quel que soit x ¡ on 
aura encoré y (a: - j - A) = o; retranchant de cette e'quation 
celle-ci 

f x s s o , i l restera f ( i h) — f x — o} 

done aussi , 
f ( x 4- h) — f x o 

h ~ 
O r , 

f { x - j - h) z=zfx + kh + Bh* - f etc., 

d'oü Fon tire 

/ ( ^ ) - / x = A + B ) , + e t c . ; 

le premier membre de cette équation e'tant n u l , on a 
done 

A - f BA-f-etc. = o-7 et, passantá la l imite, i ~ = i : A = c , 

et par conséquent d . / r = A d x = o , ou en restituant y , 

d, ¥{x , jr) = A¿x =r o. 
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Ceci nous apprend qu'en regardaut jr coimne une fonc-
tion ¿ e x , si l'on différencie l'équation F (^ , j - ) = o , on 
pourra égaler le resultat á zéro; ce qui servirá á déter-

miner la valeur du coefficient diíférentiel - r - , comme nous 
do? 

allons le voir dans Fexemple suivant. 
Soit done 

F (x, j ) = se* ~ { - 3o j — jr2 = o — (41); 

diíFe'renciant par les proce'dés ordinaires, et observant que 
par la démonsíration préce'dente on doit égaler ce resulta! 
á zéro, on a 

zxóx -f- 3adjy — sjrdjr = o . . . . (42); 

de cette équation on tire 

, cix , 27* — 3a 

64. Si Fon compare le proce'de' qui nous a fait ob-» 
teñir cette valeur avec celui que nous afons employé 
j usqu'á présent , on verra qu'en ope'rant d'aprés cette 
premiére me'tlxode, i l aurait falla d'abord mettre l 'équa­
tion ( 4 0 sous la forme y ~ f x , et par conséquent la re­
sondre par rapport á y , pour en déduire ensuite par la 

¿i Y 
diíFérenciation Ja valeur de ~ . En suivant cette marche, 

dar ** 
nous trouverions d'abord 

et ensuite, par la diíférenciation , 

4 / ^ x 
dx 

f aa -4- ^a 
4 
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Cette valeur de ^ se présente sous une forme difieren te de 

celle qui nous est offerte par l 'équaüoa (43); mais en met­
ían t* dans réquation (43) la vaiear de j r , cette équatioix 
deviendra 

• I r ^ 

comme nous venons de le trouver. L'e'quatiori (4a) est la 
diíFe'rentielle premiére de Fequation ( 4 i ) . 

Pour obtenir l'e'quation qui donne le coefíicient d iñe -

rentiel du second ordre, c'est-á-dire , en divisant Te'-

i i A6íál4«HB. n dt* 1 , . 

quation ( 4 2 ) par d^:, et en faisant == p , cette équation 

deviendra 

2.x -f- 3¿7p — zyp == o ; 

regardant j - etp comme des fonctions de x , nous aurons y. 
en diífe'renciant, 

zdx - j ~ 3 a á p — zyáp — 2/7el/ = o ; 

divisant pard^r et mettant/jala placede~^, i l viendra 
d/? djo 

2 4 - 3 a d í - ^ d í - ^ ' 

'oú nous tirerons 

da? 3<J — s j r* ' * ' ^ ^ ' 

Ur, puisqueJp = T - nous aurons -f- = : ; mettant ees 

^aleurs dans réquation (44), etfaisaní evanouir Ies déno-
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minateurs ^ nous obtiendrons . 

d y (3a 2 7 ) = adfa — ada:1 (45); 

telle sera la difieren ti elle seconde de l'e'quation ( 4 0 , 
• • e 

Pour avoir la diíferentielle troisieme, on lera ^ = «7, 
etlMquation (44) deviendra, aprés avoir fait évanouir le 
de'nominateur, 

3aq — z j q = 2 p 3 —* 2 ; 

on différen'ciera en regardant J", p , q comme des fonc-
tions de , et l'on trouvera la différentielie troisiéme, 
ainsi de suite. 

65. Áu lieu d'employer les lettres p , q y r, etc., pour 
effectuerles opérations, on parviendrait au méme résultat 
en diíférenciant Tequation (42) et en mettant djr pour la 
difíerentielle de y , d^y pour celle de dy, d y pour celle de 
d2j", etc. ; et en regardant d^: comme constant, on trou«-
verait de cette maniere 

adx4 -f- Sady — 2d_ya — v.y&J = o, 

équation qui est la méme que l'e'quation (45). 
66. Donnons maintenant l'expression ge'ne'rale de la dif­

férentielie d'une fonction f { x , j ) de deux variables. Pour 
cela repre'sentons J { x , y ) par u ; nous aurons, en difíeren-

ciant cette fonction par rapport á ^r, le terme ~ dx . et en 
dx 

la diííerenciant par rapport á y , nous aurons ce second 

terme ^ d / ; en serte que d./(a:, j ) cu d« = ~ d x - f - í ^ d j r ; 

raais si y est conside'ré comme une fonction de nous 
aurons, en la diffe'renciant, 

1 d r , 
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substituant cette valeur, nous trouveróns 

67. Si Ton se vappelle le ihéoréme demontre article (26), 
on verra que u étant consideré comme une fonction de j r , 

et j r comme une fonction de o:, le produit ~ d.r n'est 

autrechose que la diíferentielle de u prise par rapport á x 
renferrne' dans y . 

68. La différentielle totale d'une fonction de x et de 
,, . , da , , d« , 

etant donnée par 1 equation üu = ^ d x + j ^ d j , on a 

nomme les expressions ^ d a r , ^~ ês diíFérentielies 

partidles de u. 
Deméme, s i« est une fonction de trois variables, ar,j*, z, 

independan tes , nous aurons 

du . , du . . dw . 
d « = : - r -da : - f — d r - f - d z , 

d.r Asi 

. dw , du 1 du , \ . 
et les termes -p- a x , -p- d r , - 5 - dz seront les diííeren-

dx dy dz 
tielles partidles de u. 

69. Passons á une fonction de trois variables x , y, z , parmi les-
quelles on en choisit deux pour variables i n d é p e n d a n t e s . U n exemple 
de ce cas se p r é s e n t e lorsque dans l'equation J { x z ) = : o d'une sur-
face courbe, on determine la variable z en donnant des valeurs a r -
bitraires aux deux autres variables , qui par cela m é m e deviennent des 
variables i n d é p e n d a n t e s . Dans cette circonstance, z dépendant de x 
et de y , est une fon^tio$i implicite de ees variables; i l faut avoir 
égard á cela dans la d i f f érenc ia t ion . A i n s i , en représentaut par u 
cette fonction de trois variables , x, y et z, si Ton veut en avoir 
l a d i f férent ie l le par rapport á x , cette d i f férent ie l le ne se c o m -

^posera pas seulement de ^ d x , mais i l faudra y ajouter le t e m a 
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du dz . ,r , , r 

r^-. ¿ ¿ d x , pour inasrquer qu'on regarde a comme dependant de x. L á 
di f férent ie l le totale par rapport á x sera done e x p r i m é e par 

d « du dz „. 
d í d j r + d i - d í d a ? - - m 

L a di f férent ie l le totale par rapport a y aura de meme pour expression 

du du dz , / , \ 
• d y ^ + d z - ^ - - ^ -

S i Ton ajoute l a d i f f é r e n t i e l l e prise par rapport a la variable i n d é -
pendante x , a l a di f férent ie l le prise par rapport & l'autre variable i n -
d é p e n d a n t e ^ j on trouvera pour la d i f f érent i e l l e totale 

dw , dw , dw f dz , , d^ , \ . ,0. 
da: d r d z V d x dy J 

et comme la quant i té r en fermée entre les parenthése s n'est autre chose 
que la d i f férent ie l l e totale de 5 , l'expression que nous venons de trouver 
se réduira á 

du \ du ^ du 
v- d.r - J - — d.r - f -r- s. 
dx dy dz 

S i cette d i f férent ie l l e totale é ta i t éga le á z é r o , i l en serait de meme d é 
Texpression (48), q u i , á cause de l ' i n d é p e n d a n c e des variables x e t j - j 
se d é c o m p o s e r a i t en ees deux autres é q u a t i o n s 

d a da djs , dw , dít d^ , , + ' . 
r-aa:-f- — — dar = o , •r-<V + T - - r - d r = = o . ( Note qua tríeme.) 

dx dzdx 7 d r d z d r 

70. Faisons mainlenant une remarque utile sur le coefll-

cient difíerentiel — : nous avons vu (art. 54 ) , qu'une 

expression de ce genre indiquait que la fonction y avait 
eté différenciée par rapport á la variable x> ei divisée en-

suite par áx-y i i suit de lá que si Ton a réquaüon ^ = A s 
a x 

;Ct qu'on en tire 
• _A . 

.,,,..' dar . • • ¿} 

on ne peut, sans démonslration, en con dure que 
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• = A ^ 

car, dans cette nouvelle équatibn , la difFérenciation n'est 
plus faite par rapport á x , mais par rapport á j ; et l'on nec 
sait pas si , dans cette nouvelle hypothése de différencia-
t ion, le resultat est le méme. 

Pour lever cette difficulté, oa a de'moníre' (art. 26) que 

dv d f ó j ' 
dx d j - dx' 

Si dans cette équafion on fait v = x , elle devient 

dx dy 

d'oü l'on tire 
dx 1 

djr "< d y 

ce qui fait voir que le changement d'hypothese de difl'é-
fenciation s'accorde avec FAlgébre. {Note cinquiemé) 

De la méíhode des tangentes. 

• j i . On appelle ainsi la méthode qui donne les expres-
sions différentielies des tangentes, sous-tangentes, nor­
males et sous-normales. Soiení x et y les coordonnées 
d'un poiní M , fig. 4 , pris sur une courbe; augmentons Fíg. 4. 
Fabscisse AV — x d'une quantité PPr = A, menons For-
donne'e P'M', et par les poinís M eí M ' faisons passer une 
se'cante M'S. I I est certain que plus PP' diminuera, plus PS 
tendrá á se confondre avec la sous-tangente PT, jusqu'á 
ce qu'enfin PP' ~ h devienne n u l ; PT sera done la limite 
vers laquelle tendrá PS. 

Cherchons maintenant Fexpression analytique de PS 
pour en prendre la limite: les triangles semblables M'MQ. 

ce 
r 
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MSP donnent la proportion 

SfQ : MQ :: MP : PS. 
ou M'Q : h y : vs-} 

done SfQ* 

Pouv déterminer M'Q, nous avons 

M'Q = M'P' — MP ; 

or, ' . • " ' .m -. 
M'P' = y = : f { x + h ) - } 

done 

M'P' = ^ + ? : ^ 4 - - r í h etc. 
^ 1 á x áx* 1 . 2 

D'une autre part 
MP = j . 

Si nous retranchons ees équalions Tune de l'autre, i l nous 
viendra 

M'P' — MP ou M'Q = ^ ^ - f — - f etc. 
á x da:21.2 

Siibstituant cette valeur dans celle de PS, nous trouvei-ons 

PS = 
~ - h - f -r-, f- etc. 
á x áx^ 1. a 

et en divisant les deux termes par h, 

PS = 
d r , d" r h . 
á x áx* 2 

A la l imite, h—o, et PS se change en PT, ce qui nous 
T dx 

donne PTr= ou (art. 70) PTsrz^- — , ou plutót 

dx 
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PT y ' y p = sous—tangente, 

en représentant par o;' ftt par j " f les coordonnces du 
point M . 

72. Si á ce point M , fig. 5, nous menons une perpendi- Fíg. 5. 
culaire MN sur M T , la sousmormale sera PN. Pour la 
déterminer, nous aurons 

PT : PM :: PM : PN, 

. y A ¿ > - y •••• / : 

done 
PN — r ' - T T = sous- nórmale. 

A i'e'gard de la tangente et de la nórmale, nous avons 

MT = v/TP' -(- PM% 

/ &.x2 / Ax'^ 
ou t a n g e n t e ^ y j f ^ — r ^ f ^ f \ J ^ ^ - x - , 

. MN= V/PJN2 -f- PM% 

ou nórmale = s j g - f y - = j - ' y / g ^ + ,. 

78. Pour trouver réquation de la tangente, soient o:' 
etjr ' les coordonnées du point de tangence M; l'équation 
de la droite M T , qui passe par le point M , pourra done 
étre repre'sentée par, 

Dans cette équation , A étant la tangente trigonométri-
que de l'angle MTP, cette tangente trigonométrique aura 

. PM 
pour expression — car on a 

tUm. de Cale, diff, 4 
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PM 
PT : PM :: i ; tang'MTP = ; 

done 
PM / y ^ d j 

tang MTP = w = ^ ü s ^ a ñ g . ^ " d Z ' 

substituant cette valeur de A dans l'équatipn de la tangente 
cette équation devient 

- ^ • { x — x ' ) , équation de la tangente. 
y . ^ á x 

Celle de la nórmale sera done y — j - ' = — ^ -p {x — x ' ) . 

Application des formules precedentes a des 
exemples. 

^4- i0- Tromer la sous-tangente de laparahole. L'e'qua-
tion déla parábolo étant y* = 3 p x , on en tirera, en la dif-
fe'renciant, 

ajrdj- = p & x , 
et par conséquent 

d j __ P ^ 
da; a j ' 

Or, x ' et j ' é tant les coordonnées du point de tangence, i l 
faudra done, pour avoir le coefficient diíFe'rentiel qui cor-
respond á ce point, accentuer .r et j - ; ainsi nous aurons 

ú x ' a y 

substituant cette valeur dans celle de PT, nous obtien-
drons 

PT 
P 

et en mettant pa r ' á la place de y 4 , cette équation de 
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viendra • 
PT ou sous-tangente = ax'. 

a0. Trouver la sous-normale de Vellipse. L'équation 
Vx^-^c?J'í-=.a*h'1 de Fellipse rapportée au centre étant 
différencie'e, donne 

d'oü Fon tire 

Jíetlant cette valeur dans celle de la sous-normale PN, on 
obtient 

PN ou sous-normale = • x . 

| 

3o. Tromer l'expression de la tangente au cercle. U é -
quation or2-f->7-2= r% qui est celle du cercle, e'tant diffe-
renciée, on trouve pour le point de tanganee x \ j \ 

x' 

Au moyen de cette valeur, on réduira l'expression de 
MT á 

Des asymptotes des courbes. 

j S . D'aprés les t r a i t é s d'application d 'A lgébre á la G e o m é t r i e , on saifc 
que les asymptotes sont des lignes qui s'approc^ent continuellement 
d'une courbe sans l'atteindre. Soit done r T c q u a t i o n de cette 
courbe; pour qu'elle soit susceptible d'avoir des asymptotes, ¡1 faut 
qu'aprés avoir o r d o n n é le d é v e l o p p e m e n t de f x suivant les puissances 
descendantes d e x , on tombe sur des exposans négatií's. A l o r s , le d é ­
veloppement de r , dans lequel les exposans « , f , ^ , e t c . , iront en 
d í m i n u a n t et finiront par devenir n é g a t i f s , sera de cette forme 

. 4.. 
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y a s Ax91 + Bxfc . . + L x 4 H f- e t c . . . . (4g). 
ar a?" 

O r , i l est facile de demontrer que s i Ies exposans ct, G, y, e t c . , restenl 
des q u a n t i t é s í i n i e s , l ' équat ion 

r = A ^ + B x ^ - f C ^ , . . - í - L x 8 . . . (5o), 

sera cel ie d'une asymptote á l a courbe construfte á l'aide de l ' équa-
F i g . 6, tion (48). Pour cet effet, soient P M et P N , fig. 6 , les o r d o n n é e s cor-

respondantes a une m é m e abscisse d é t e r m i n é e par les é q u a t i o n s (49) et 
(5o) , la difference de ees o r d o n n é e s , positive ou n é g a t i v e , selon celie 
qui surpassera Fautre , sera e x p r i m é e par . gfe 

,TAT M , N , . • - , 
MN = — ^ f- e tc . : 

' ' ^ .•I' (T ' X1 . . , J 

q u a n t i t é qui diminuera á mesure que x augmentera, et q u i , pár l s 
raison que plus le d ó n o m i n a t e u r d'une fraction s'accroit , plus elle d i -
minue , s'approchera indéf in iment de zéro , sans j a m á i s y atteindre; 
d'oú i l suit que F é q u a t i o n (5o) sera celle d'une asymptote á la courbe 
correspondante á F é q u a t i o n (49). 

76. C h e r c h o n s , par exemple, dans quel cas les courbes du second 
ordre sont susceptibles d'avoir des asymptotes. L ' é q u a t i o n g é n é r a l e de 
ees courbes est y^ — mx-i-nx*, en la ré so lyant on trouve 

. / = db {/mx -f- nx* . . . (5 i ) . 

Prei ions d'abord le signe s upé r i e ur et d é v e l o p p o n s cette é q u a t i o n selon 
Ies puissances descendantes de x. Pour parvenir á ce b u t , nous d iv i -
serons l ' é q u a t i o n .ya — mx-f-7!.r1 par x2, ce qui l a réduira a 

— —m -—h " ; 
x3 x ' 

* . • y- | 
tirant l a racine carrée et faisant - == u et - = z , nous la mettrons sous 

X X 
cette forme 

u =B \ / n -f- mz; 
comparant ce radical á celui de F é quat ion (18), ( page 23), nous aurons 

mz = lxy a * — n , ou « = ; 

substituant ees valeurs dans l ' équat ion (18), nous obtiendrons 

, / - , mz ma2J m'izi 
u — Y n - \ • - j _ — e t c . 

2«» Sn i" iQn* 
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remettant les valeurs de « et de s , et tiran t celle de y, on trouvo 

• , - rít m* 
y ~ x \ n-ic — ' ^ - i r — etc. 

D a n s ce d é v e l o p p e m e n t , on voit que x passe a u denominateur des 
le second terme, ce qui est un Índice que la courbe est susceptible 
d'avoir des asymptotes. Examinons done dans quel cas elle en com­
porte. Pour cela , nous remarquerons que quand n est négat i f , ce d é ­
veloppement renferme des q u a n t i t é s imaginaires , et par c o n s é q u e n t 
devient impossible; mais on sait que quand n est négat i f , la courbe 
a p p a r t i e n t á une ellipse {Théorie des Courbes da second ordre , page i53;. 
D ^ ü 11 su í t que l'ellipse n'a point d'asymptotes ; 11 en est de m é m e 
lorsqu'on a n = o , - car dans ce cas le premier terme du d é v e l o p p e ­
ment s^vancui t , et tous Ies autres deviennent infinis. C e cas é t a n t 
celui de la p a r á b o l o , nous conclurons e n c o r é que l a parabole n'a 
point d'asymptotes. E n f i n , i l nous reste á considérer le cas de n po-
Bitif , qui est celui de l'hyperbole ; alors l e d é v e l o p p e m e n t é tant pos-
sible , nous prendrons les termes qui ne renferment point de x au d é n o -
minateur, et nous auroas 

y = x y 'n -i ^ — . . . (52). 
2 y n 

Cette équat ion pourra étre regardée comme celle d'une asymptote á 
Fhyperbole a laquelle se rapporte alors l ' é q u a t i o n ^ ' ' — n x ' , Pour 
donner á cette é q u a t i o n une forme plus convenable á ce cas , faisons 
j — o, nous trouverons mx •+nx* = o; ce qui nous donnera x z=o et 

x =z — — pour les abscisses des points A et B , fig. 7, o ú la courbe ren- ̂ ..^ 

contre l'axe des L a droite A B est une constante que Pon designe 
par 2a dans F é q u a t i o n de Fhyperbole rappor tée au sommet B . (Théorie 

des Courbes du second ordre, page 142. ) Fa i sant done — = 2a, c'est-á-dire 

m—ma, F é q u a t i o n y1 — mx -f- nx* se changera en y' — n {iax x*); 
et sous cette forme on reconnait e n c o r é dans l a constante n celle que, 
par analogie avec F é q u a t i o n de F e l l i p s e , on est cohvenu do représen íer 
, - h* ' 

par —. Posant done les é q u a t i o u s 

m b* 
- = 2a et n= . — . 
n ... a*' • - • •. 

si Fon multiplie terme á terme la p r e m i é r e par la racine carree de In 
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seconde, c'est-íi-dire par [S n z=:- on trouvera 

a • 
m • 

— - = 2&. 
X/n 

Cette valeur et celle de ^ / ñ ctant s u b s t i t u é e s dans F é q u a t i o n (Sa) l a 
changeront en 

j - = - x + b -

F i g . 7- et Pon voit que cette é q u a t i o n sera celle d'une droite O K , ñg. 7, qui 

coupera l'axe d e s ^ en un point C , et que pour en fixer l a p o s i t í o n , i l 

saffira de mener par le centre O de Thyperbole et par Forigine A les 

d r o i í e s O A = « et ACs=h, 
A l'égard de la seconde valeur du radical de l ' équat iyn ( 5 i ) , i l e s í 

év ident qu'elle d é t e r m i n e l'asymptote O K ' . 

De VÉquation du plan tangent á une surface courbe, el 
de celle de la nórmale a celle surface, 

77. Soient ^ 5 ) = o, l ' é q u a t i o n d'une surface c o u r b e , e t . , 
F i g . 8. A x - f - B r - í - C ¿ : - f - D = o, celle d'un plan. S i le point de tangence M 

a pour c o o r d o n n é e s x ' , x', z', ees c o o r d o n n é e s devront satisfaire á 
F é q u a t i o n du plan (voTez ma Théorie des Courbes du second ordre ¿ 
page 275}, et Fon aura par c o n s é q u e n t 

Ax' -f- B r ' 4- C / -f- D = 0. 

É l i m i n a n t D entre cette é q u a t i o n et ¡a p r é c é d e n t e , on trouvera , pour 
F é q u a t i o n du plan assujetti á passer par le point ,y', z', 

A ( x — x O + B ( r — r ' ) + C ( ^ — z ' ) = . 0 . . . (53). 

M é n o n s , par le point de tangence x ' , y , z'i un plan para l lé le a celui 
F i g . 8. des x , z\ i l coupera l a surface suivant une courbe M C , fig. 8 , et 

le plan tangent, suivant une droite M L ; cette droite M L devra étre 
tangente a la courbe M C , autrement le plan tangent couperait l a surface 
courbe. 

L ' é q u a t i o n de la droite M L peut se d é d u i r e de F é q u a t i o n (53 ) ; car 
cette droite M L étant l'intersection du plan tangent, par un plan paral­
l é l e au plan des x , ^, a dans tous ses points des valcurs éga le s pour 
et comme le point M est sur cette dro i te , on a done y — y ' , ou 
r — y = o. C e qui rédui t l ' é q u a t i o n (53) á 

A 'x—x) C {z — z ) — o. 
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Cette équat ion exprimera done la relation qui existe entre les coordon-
nées z et # d'un point quelconque pris sur la droite M L , et par c o n s é -
quent sera l ' équat ion de cette droite. O n pourra Técrire ainsi • , 

z — z ' ~ — £. (x — x')... (54). 

D'une autre p a r t , l ' équat ion de la courbe M C s'obtiendra de m é m o 

en r e g a r d a n t / c o m m e constant , dans T é q u a t i o n de la suríace courbe 

f(z } y, 'x) *si o. ¡ • 
S i F o n veut exprimer maintenant l a condition que la droite M L solí; 

tangente á la courbe M C , i l faut dono (art. 73) que le coefficient de 
• ' ' dz' 

{x — x') de r é q j i a t i o n (54) soit égal á la valeur de ~ t irée de I'éqiiafcion 

de la courbe M C . 
O r , l 'équat ion de c e í t e courbe é t a n t celle de la surface dans laquelle 

on ferait j constant, i l suffit de dif férencier F é q u a t i o n de cette surface, 

et d'en tirer — ; car, d'aprés Part, 54 , la notation ^~ suppose qu'on a 

regardé r comme constant dans l a di f férenciat ion, 
I I suit de l a , qu'en accentuant z et x, aprés avoir o p é r é , on a , pour 

¡a condition que M L soit tangente á M C , 

A dz' , . . „ d / ;WJ,s 
- C = dP' o u P h l t ó t ¿ = - € ^ . . . { 5 0 ) . 

S i l'on m é n e ensuite, par le point M , u n plan para l l é l e an plan des 
z, y , ce plan coupera la surface suivant une courbe M D , et ie plan tan-
gent suivant une droite M K . 

O n d é m o n i r e r a i t , comme p r é c é d e m m e n t , que cette droite M N doit 
étre tangente á ¡a courbe d'intersection M D , et que, pour tous les points 
de cette droite M N , les abscisses é tant é g a l e s , on doit avoir.r — x ' r s o , 
ce qu i rédu i t l ' équat ion (53) á 

d'oü í 'on tirera 
B . 

« —«:=—gu—y). 
Cette équat ion é tant celle de la droite M N , on exprimera la condition 

que cette droite est tangente a la courbe M D , en égalant le coefficient de 
• .'̂  1 • •' ' ¿y 1 , . 

y—y au coelocient dif férentie l — , t iré de F é q u a t i o n de la s u r í a c e , et 

Fon aura 

_ B __ d z ' 

C ~ d r " 
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et par conséquent 

B = — C ~ . . . (56). 

S i l'on substitue dans l ' équat ion (53) , les valeurs de A et de B , dbn*-
n é e s par les é q u a t i o n s (55) et (56) , on trouvera 

; _ é ^ _ ^ r - c . g ( r ^ ) / c ( V - i ) = ó. 

d'ou l'on t i r e , pour l 'équat ion du plan tangeut au point x', / , s', 

' - ^ = ^ ( - r - 0 4 : ~ ( y - y ) . . . ( 5 7 ) . 

58. Cherchons, par exemple, l ' é q u a í i o n d'un plan tangent a l a sphére . 
L e s c o o r d o n n é e s d u centre é tant a ,b , c , la s p h é r e aura pour é q u a t i o n 

% {x — ay 4- (^r— 6)« 4. {z — cY r= ra ; 

on trouve, en d i f f é r e n c i a n t , 

(x — a) da: ( / ¿) d -̂ -f. (̂  — c) d¿; = o r 

d 'oú l'on d é d u i t , d'aprés l a notation convenue (art. 54),. 

dz a—x dz h — j r 
d ^ z — c' dy z — c* 

Done l ' équat ion du plan tangent á la s p h é r e , au point dont les coor­
d o n n é e s sont x , y', z'y sera 

• a— x' : -t h—y' ~ , -
z — z — -, (x — x ) - \ ~ ~ ( / _ / ) . 

z — c v s — c. ' ^ 

79. S i ce plan passait á r e x t r é m i t é du d i a m é t r e ver t i ca l , on auraií 

x' •=! a y y ' ^=.h ¿ z' =z c - ¡ - r. 

Ces valeurs réduira ient l ' équat ion du plan tangent k s ~ c-i- r, ce qui 
est l ' équat ion d'un plan para l lé le au plan des x, y. 

80. L e s é q u a t i o n s de l a n ó r m a l e au point x'yy', / peuvent se d é -
duire facilemcut de l ' équat ion du plan tangent. E n e f í e t , par la G c o -
m é t r i e anal^tique {-voyez ma Théorie des Courbes du second ordre, 
page 278), on sait que si l'on a les é q u a t i o n s 

A x •+ Bj - -f. C s - f D = o . . . (58), 

x = az -{-
y = bz+ . C ; } • • • (59), 

l a p r e m i é r e ctant celle d'un plan-, et les devix autres celles d'une ligue 



D E L A F R A C T I O N ° . 5 j 

ro i te , les conditions nécessa ires pour que cette droite soit perpendi-

culaire au p l a n , sont qu'on ait , 

A — a C , B = bC. 

S i , aprés avoir fait passer tous les termes de l 'éqi iat ion ( S j ) , du plan 
tangent dans le premier membre , on la compare á l ' équat ion (58), on 
trouyera, en égalant entre eux les coefficiens de x, d a r et de « , 

d / dz' 
A ~ — — , B — -r—., C = i . 

dx ' d y ' 
Done 

'dz' dz' 

substituant ees valeurs dans les é q u a t i o n s (69), on obtiendra 

dz' * áz' „ * • ' 

L e point x?, y'} z' devant satisfaire á ees é q u a t i o n s , puisqu'elles a p -
partiennent á un point de la dro i t e , on a e n c o r é 

, . d V , . r . . . dz' ,, • • • 
y ^ - - p z ' + C; 

é l i m i n a n t a. et Centre ees quatre derniéres é q u a t i o n s , on trouvera, pour 
les équat ions de l a n ó r m a l e au point x', / , z', 

- y- ^ 1 '\ y ' , dz' • 

Des Jonctions q u i , pour une valeur de la variable, 
deviennent | . 

81. Lorsqu'une fraction telle que — devient - en v substituant une 
. í ; 1 • qx o . • • 
valeur de x que j e représentera i par u, c'est un Índice quei Ies deux termes 
de cette fraction ont 3?— 5 ou j en genéral ? [x—• (î m pour facteur com-
mun ; s i Fon pouvait l 'óter , on aurait la vraie valeur de la fraction. 

Supposons done que x—a soit m fois facteur dans F ^ , et refois fac­
teur dans yx (sauf, s i le cas l'exige, á supposer que m et n soient égaux 
á l ' u n i t é ou á z é r o ) , nous pourrons écrire 

Vx.^zV (x— a)™, (fx=.Q{x — a)"; 
done 

Yx P 
— • = r (x — « ) « - « . . . (60). 



58 
P a r la d i f f é r e n c i a t i o n , nous trouverons 

d . F x d P 

, d, F JC , , 
Remarquons que cette valeur de — — se compose de deux termes, 

dont l'un contient une puissance de x — a , moindre d'une u n i t é que 
celle qui entre dans la fonction. Par la meme ra i son , en prenant le coe l í i -

cient différentiel de ^ , on trouvera un t e m e aífecté de (x — a)"1, u n 
dx 

autrede (x—a)'»—', et u n t r o i s i é m e de {x — a)m-*; ce dernier t e m e 
sera m ( m — i ) P ( ^ — a > - 2 . E n contiauant a i n s i , on verra que c h a q u é 
nouvelle d i f férenc iat ion reproduit des t e m e s affectés des m é m e s puis-
sances de [x—a) , que celles qui é ta i en t r e n f e r m é e s dans l a fonction 
di f férenciée , plus un terme dans lequel la puissance de ar — a est d i m i -
n u é e d'une u n i t é 5 a i n s i , en prenant les coe í f ic iens d i f f érent i e l s succes-
sifs, le t e m e qui contient la moins haute puissance dex — a sera 

• á la p r e m i é r e d i f f é r e n c i a t i o n . . . niP(x — a)m—x, 
á la seconde. m (m— i ) V {x — «)»>—J, 
á la t r o i s i é m e , m {m — 1) (m — -JI) P (x — a)"1—3, 

á la n̂ me m (rn—1) P —a)m—n. 

De serte que le c o e í í i c i e n t d i f férent ie l de I'ordre r d e F x sera de cette 
forme, v 

d'Fx 
— - = X ( x — a)™ -f- X ' — a)'"~> -f- X"{x — a ) « - ^ 4- X"7 — a)"—3 

..<•+• m{m—i)(m — 2) P ( x — a)m-r. 

C e que nous disons de F x pouvant s'appliqucr á p.r, nous trouverons , 
pour la d i f í érent ie l l e de I'ordre r de la fraction p r o p o s é e , un résul tat de 
cette forme , 

d ^ F - r . " | ' . .. , . • • , . u , . , . - t 
_dxr X(J?—a)'" 4- X'(x~~a)™~'. . .-f- m{m~i) . . .P !x—a)m~^ 
dr .ex 2(4?—ay-{-7/{x—fl}"-1 . . .-f-72 ( n — i j . . . Q : x — a , » — » • 
áxr 

82. Ce la p o s é , cons idérons trois cas : 

i0. m^= 72; 2o. m > n ; 3o. m<^ n. 

S i m ~ j t , et que le nombre r de di f férenciat ions e f lectuées soit 
égal á m, les binomes {x—«)»-»• et (x — se rédui sent chacun á 
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e¿ ¿So^ ^ e s t - á - d i r e á T u n í t é ; á l ' é g p d des autres binomes (x—a)'*, 
(X-Í¿Í a)*-1, e tc . , {x~a)n, {x — « ) " - ' , e tc . , ¡Is sont nuls dans T h y -
pothése dex — a; a ins i , tous les termes , hors le dern ier du n u m é r a t e u r 
et le dernier du d é n o m i n a t e u r , s ' ó v a n o u i s s e n t , et Tequation (61) de-
vient 

d™ JBV 
(íxm m(m — i) {m — 2).. . P P_ 

"ü"'.qx ~ n{n —I) [n — 2 ) . . . Q Q ~ 

• ' dx»' , _ ,. • . . • • -' ' / ' 

Dans l e s e c o n d c a s , qui est celui oú Fon a m > n , si le nombre r de 
d i f f ércnc ia t ions ef fectuées est égal á n , le b i n ó m e {x—a)»-'- se rédüi t a 
F u n i t é , parce que son exposant n — r est nul . Les exposans n — 1 , 
n — 2, e t c . , m—1, m—2, e tc . , des autres binomes, é t a n t p l u s grands 
que n—v, sont positifs; par c o n s é q u e n t , ees binomes se rédu i sen t 
c h a c ú n á zéro lorsqu'on fait x= .a ; tous les termes s 'évanouissent done, 
dans cette h y p o t h é s e , hors celui oü entre {x — «)"""', et F é q u a t i o n (61) 
se réduit a 

i d » J F x ' 
dr" • O ' i ,, - • • O - . • L,Mi 

d " ^ n[n—t). . .Q(a:—d)n-r n [n — 1). . .Q 
dxn 

Cette valeur est done un Índice qu'on a m >• n , cas oü F é q u a t i o n (60 ) 
so rédui t á zéro. E n f i n , si Fon a m O , le nombre de d i f f érenc ia t ions 
exécutées , é í a n t pris égal á m, tous les termes s ' é v a n o u i s s e n t , hors le 
termej72(/7z — 1).. . F ( x — a)0, et i l reste 

d ^ . F x 

d.r'» m(m~.T) . . . F _ 
dmcpx o 
dxm • 

cette valeur annonce done que?w surpasse n, cas oü le second membre 
de Tequation (60) est infini . 

83. De ce qui p r é c é d e , resulte cette regle : Lorsquon veut dé-

terminer la vr'aie valeur d'une fractíon — , qui devient -par une va-
• * • 0 » v: ; o' - ' 

leur donnée a la, variable, on différenciera séparément les deux termes 

de cette J'racüon * et ensuite on eocaminera si les resultáis et 
dx 

«Fftg JA • • - . 
d^ se reamsent aussi a zéro, par la valeur hypothétique de la variable ¡ 
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si cela est, on prendra les coefficiens diff 'érentiels des expressions —̂ —— 

et e { i'on verra si ¿ans la mgme hfpothese de la variable, ees 
• da: • • ,• - ; ; . . 
coefficiens differentiels se réduisent chacun a zéro; en continuant ainsi 
cetie vérification, si ron troupe, aprés un certain nombre de differen-
ciations, que les deux termes de la Jj-action ne s'évanouissent point par la 
valeur donnee a la variable, cette derniére Jraction sera la vraie va-

F » • ' • . 

leur de — ; mais si le numérateur seulement defient o par la valeur de x, 

F x 
l'expression— sera nulle; enfoi, si ce nest que le dénominateur qui 

• F x • • 

s'évanouisse par la valeur de x , l'expression — sera infinie. 

84. Prenons pour exemple la fraction 
Fa? a:5 — ¿ 3 

ous voulons enavoir la 

ÍX* 
cette fraction devenaut ^ lorsquex=zh , si nous voulons enavoir la Traie 

valeur, nous dif férencierons ses deux termes, et nous obtiendrons ^ 

et c ó r a m e l e s deux termes de cette fraction ne deviennent pas nuls dans 
Fhypothése dea7 = ¿ , la vraie valeur d é l a fraction propojsee, lorsque 

' . V •;"-J - ".: 3 í» •: • ' ' ' x—.bi est done —— 
4 

85. Nous prendrons e n c o r é pour exemple la fraction 

a;4 _ 6x» -f- 8a: — 3 ' 

cette fraction se rédu i sant á ^ , lorsque « = 1 , nous di f férencierons ses 

deux termes pour en obtenir l a valeur, et nous trouverons 

3x2 — 3 

4x3 — I 2 x + 8 ' 

les deux termes de cette fraction é t a n t encoré nuls dans. rhypot l i é se de 
x—i) nous dif férencierons e n c o r é , et nous obtiendrons • 

L e d é n o m i n a t e u r seul se réduit á zéro lorsqu^n fait -r = i ; done l a 
fraction p r o p o s é e , dans r h y p o t l i é s e de a: = i , est infinie. 
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5. S i l'on appliquait la m é m e rég l e á la f rac t íoa 

qui dovient dans P h y p o t h é s e de ^ = o, on trouverai l , en différeH-

ciant les deux termes de cette fract ion , 

a" \oga—• h* log6 
i * 

expression dont le numérateur ne devient pas nu l lorsque a: = o , et 
q u i , par c o n s é q u e n t , donne l o g a — l o g h pour l a valeur que prend la 
fraction p r o p o s é e lorsque x — o. 

I I est bien é v i d e n t que le facteur commun aux deux termes de la frac­
tion proposée est x — o , c 'est -á-dire ar; mais comment reconnaitre ce 
facteur dans ax — b x 1 Pour y parvenir, nous remarquerons q u e , d'aprés 
l'article (3Q), 

= i -f- A - -j • 4- etc. , 
I 1.2 • " 

„ x B^x* Vi, 
6» — i -f. B — | f- e tc . : 

1 1.2 % 

done, en preuant la différence , 

a ' — i " = (A — B) or ^ x* -f. etc. , 
v • • '\ •; i . 2 • .. ' 

et l'on voit que x est facteur commun de <ir — hx. 

87. I I ne faut pas cependant croire que la regle que nous venons de 
donner suí í i se pour tous les cas : la d é m o n s t r a t i o n précédente est fondee 
sur ce que les exposans m et w sont des nombres entiers; mais s'ils 
é t a i e n t f r a c t i o n n a í r e s , on ne pourrait obtenir, par des d i f férenc ia t ions 
successives, u n terme oü x—a se t rouvát é l evé á la puissance o; par 
c o n s é q u e n t , on ne pourrai t , par le procédé que nous avons e m p l o y é , 
dégager la fraction du facteur commun. 

Soit done pour plus de g é n é r a l i t é , l'expression 

F « _ ^{x—af -+- 0 4- R ̂  — d)* 4 - etc. 

*X Y {x — a)*' - f . Q ' ( x — . a f -f. B.' (x — a)*' + etc. 

dans laquelle a , C , ^, etc. , sont positifs et croissans , a ins i que 

C , y'y etc. Cette expression se r é d u i s a n t á ^ lorsque x ~ a ¡ noug^our-

r o n s , au l ieu de ch>tíger « en « , changer x en a - f . * en nous réservamt 
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de faire h=o , aprés avoir r é d u i t ; alors l 'hypothése sera la m é m e cfue 

si nous eussions fait i m m é d í a t e m e n t x — a, et nous aurons 

Fx Vh* -+• Q^C -4- etc. ... . 
— = — ^ — - F ; ••• (62)-
^ P 7 * + Q'Afe - f - R ' ^ + • etc. 

E n considcrant a. e t q u i sont Ies plus petits exposans dans cha-
cune de ees sui tes , 11 peut arriver trois cas : 

Io . a0. 3o. <*< 

Dans le premier c a s , en divisant par fe* les deux termes de l a fraction 

(62j , on a 

Fo: Pfe"— * ' -f- Qfe' ~ + ^ ~ - f etc. ,A_; 
= . • , ; ; • • • ("3; j 

^ F + Q'r - a - f R '^ ~ * + etc. 
par h y p o t h é s e , a. surpasse ct\ par c o n s é q u e n t le nombre a.— a,' sera po-
s i t i f j á plus forte raison C — a . ' , e t c . , y — a' le sont a u s s i , puisque 
a , C , y , e t c . , vont en augmentant; f — a ' , ^ ' — a ' , etc., seront aussi 
des q u a n t i t é s positives, par la raison que les expressions a', C , y', etc. , 
al lant en croissant, cAest moindre que C', que^ / , etc. Cela p o s é , s i l'on 
fait fe=o, tous Ies termes du second membre de I 'équat ion (63) s'éva-
nouissent, hors P ' ; done cette é q u a t i o n se rédui t alors á 

Foc o ^ 

Dans le second c a s , o ü OÍ=K', l e termePAK a se r é d u i t á PA0 = P ; 
done, d'aprés l ' inspection de I 'équat ion (63) , on voit que , lorsque 

F x .„ . , P xr^za, — se réduit a TT-. 
P' 

Enfin , dans le t r o i s i é m e cas , oíi Ton a « • < « ' , en divisant par kK, on 
écrira ainsi I 'équat ion (62): 

F ^ - ^ + Q ^ ' — + R ' ^ ' - ^ etc 

et l'on voit que l ' l iypotl iése de fe = o rédui t cette é q u a t i o n á 

E r _ P 

83 . Prenons pour exemplo l a fractiou 
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(x* — 3ax -|- aff*)̂  

(x3 -.aS)^ 

q u i , lorsque a : = a , se rédui t .a ^. S i dans cette fractiorf on met a-f. fe & 

l a place de x, elle devient 

(h* — fflfe)3 (fe—fl)3 AB 

(3^fe.-4-Safe» -f- fe3)'2 ( 3 a » 4 . Safe + fe»)2fe* 

— r — : r^- r j > -0- • 
(Sfl5 •+• Safe -f- fe») 2 (3a» 4- Safe 4 - fe»)' 

faisant fe=:o, on obtient 

F x o 

( 3 « ' ) 2 

89. S i une yaleur de x rendait infinis les deux termes de l a fraction 
F x ' 
— - , on diviserait ees deux termes par FXXQX, et Pon aurait 

F x _ <))x o *j 
<¡)X| 1 o* 

K * . 

go. E n f i n , s i l'on avait un p r o d u i t M N , dans lequel l 'hypothése de 
« = 0 rendit l 'un des facteurs n u l et l'autre in f in i ; soit M lefacteur qui 
devient n u l par l a valeur de x qui rend N infini j on écrirait ainsi ce 
produi t : 

M N = — ; 

et comme alors serait o , l'expression ~ - se réduira i t á ^. 
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Des máxima et minima, dans les fonctions d'une 
seule variable, 

q i . On peut, dans la serie de Taylor, donnerune valeur 
á i'accroissement h , telle que l 'un des termes de la serie 
deviemie plus grand que la somme de tous ceux qui le 
suivent. En effet, cetíe serie e'tant représente'e par 

r 4 . A o . —^L 1- -r^- — - 4 - etc., 

si Ton veut que ^ ^ , par exeniple, devienne plus grand 

que la somme de tous í es autres termes, écrivons ainsi la 
partie de la serie comprise depuis ce terme : 

d2 r A d3 f" Aa 
Or, quai idoafá i t / í = o,lapartie ^ - ^ ¿ — 3 ^ 7 3 » etc-' 

s'ane'antissant, on confoit qu'elle peut éíre rendue aussi 
patita qu'on voudra, lorsqu'on prendra h tres prés de zéro, 

et étre alors surpasse'e par ^—, qui est inde'pendant de h. 

Soit done Z ce que devient dans ce cas - + etc. ; la 

seYie (64) se réduit á (~~ + Z^/ i : et comme alors on a 

d y d t* 
- j - > Z , ou ^ - A > / z Z , e n multipliant par A, i l en resulte 

que le terme — h est plus grand que la somme de tous 

les suivans. On déraontrerait la méme chose pour tout 
autre terme á Fégard de ceux qui le suivent. 

92. Soitjr==ip^ une équation entre deux variables. On 
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peuttoujours considérer cette équation comme cellecrune 
courJbe dont les diíférentes valeurs de la foncüon y se-
raient les ordonne'es; on dit que cette fonction j est á son 
minimum, lorsqu'aprés avoir diminue: successivement, 
elle est sur le point de recommeiicer á croitre. 

Soit, par exemple,Ja courbe MBN, fig. 9 , qui a F.g 
pour équation y — b ' \ - c x ' í ; on voit que les ordonncfes 
m p , m'p\ etc., vont en diminuant jusqu'au point B ; 
iríais que depuis ce point, les ordonne'es qn , q r í , etc., 
vont toujours en croisssant : ainsi l'ordonne'e AB est le 
minimum de la fonction y . 

g3. On dit de méme qu'une fonction y est parvenue á 
son máximum, lorsqu'aprés s'étre accrue successivement, 
elle est arrive'e au point passé lequel elle commence á 
décroitre. 

La courbeCDE, fig. 1 0 , dont l'e'quation est j-r=:¿ — ca:% Fjg I0 
nous pre'sente un exemple de ce cas au point D , puisque 
les ordonne'es qui su i ven t et qui precede nt iinme'diate-
ment AD sont plus petites que AD : cette ordonne'e AD 
est done un máximum. 

94. I I y a des courbes qui n'ont qu'un máximum, 
d'autres qu'un minimum; quelques-unes ont l'un eí 
l'autre; d'autres n'en sont pas susceptibles. 

On voit, par exemple, que la courbe MBN, fig. 9, dont p^, g 
l'équation est j r — h ^ c x * , ne peut avoir un máximum, 
puisque, d'aprés la nature de son e'quation, les ordonne'es 
vont toujours en croissant. pj^ n> 

Le cercle GBD, fig. 1 1 , dont l'équation est 

«4==(jr—/s)2-f (^—«)% 
a un máximum et un minimum, qui correspondent á la 
méme abscisse AP : le máximum est PD, et le mínimum 
est BP. 

ÉUm. de Cale. diff. - 5 
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95. Lorsqu'une fonction j d'une variable x a un rnaxi-* 

111 mu ou un mínimum , ce máximum ou ce minriuum 
serait determiné, si i'on connaissait Tabscisse qui y 
correspond : par exemple, si dans une courbe dont Té-
quaíion est i 7 ' = Í?^» on connais&ait lavaleurade l'abs-
cisse x , qui correspond au máximum ou au mínimum, 
i l suíFirait de faire x ~ a , dans réquátion j = <pa:, pour 
déterminer la valeur de y , qui est le máximum ou le 
minhmun demande'. 

Fig. i2. 9^- Soit dono J — f x une ordonne'e PM, fig. 12, qui 
est parvenue á son máximum; si l'abscisse AP refoit un 
accroissement h representé par PP', et qu'on porte aussi h 
de P en P", on aura, pour les conditions que PM soit un 
inaximmn, \ » 

P ' M ' < P M , P " M " < P M , 
ou 

/ ( ^ - f h ) < f x , f { x - ~ h ) < f x . 

p¡g ,3 Si au contraire PM, fig. i 3 , est un minimiHn , en repré-
sentantla valeur de x , qui correspond au mínimum par 
AP , et en pronant PP' == PP" ~ ^ , nous aurons pour les 
connitions du minimum , 

P ' M ' > P M , P ' ^ f ^ P M , 
ou 

/ ( ^ + h) > f x , f { x - A) > f x . 

Ainsi, lorsque f { x - \ - h) et f { x — h ) , seront en méme 
temps plus petits que/a:, i l y aura un máximum , et si ees 
deux fonctions sont en méme temps plus grandes que f x , 
i l y aura un minimum; enfm, si Tune de ees fonctions 
est plus grande et l'autre moindre que f x , i l n'y aura ni 
máximum ni minimum. 

97. Cherchons done dans quel cas ees conditions peu-
ventétre vemplies : pour cet effet, nous avons, par i® 
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íhéoreme de Taylor^ 

/ ( * + * ) i = ^ + f e * + - & n i t # o + e t c - •• (65)-

D'une autre part, si dans cette formule 011 chango ^ en — h , 
on trouve 

A ) = j — + ^ — — ^ - f etc. . . . (66). 
J K ' ^ dx da?»,1,2 cix^z.ó 1 v J 

Pour que y = f x soit un máximum ou un minimum, i l 
faut done que ees deux developpernens soient tous deux 
•píus grands ou tous deux moindres que j \ or, cela ne 

d v 
peuté t re , á moins que ^ ne soit nul. En effet, si ron 
donne une valeur tres petite á , on pourra toujours faire 

• dt" 
e n s o r t e q u e ^ ^ surpasse la somme alge'brique de tous 
Ies termes qui le suivent. Dans ce cas, le signe qui aífec-

d y dy 
tera — li sera le méme que celui de ^ joint aux ter-

d T* 
mes qui le suivent : ainsi, dans cette hypothese, si — h 
est positif dans l'un des de'velopperaens (65) et (66), ce 
développement sera plus grand que j r , et sera nioindre 

que j s i ^ ^ í est négatif. Le signe qui aflecte — A étant 

contraire dans ees developpernens, i l faut que s i ~ - h est 

positif dans l 'un, i l soit négatif dans l'autre; d'oú i l suit 
que Tune des quantite's f { x - f h) et / ( x — h), sera plus 
grande que f x , et que Fautre sera moindre que f x . 

Si h n'est pas nul, i l ne pourra done y avoir de máxi­

mum ni de minirnum: mais si ~ = o, alors les de'velop-
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pemens (65) et (66) se réduisent á 

Dans ce cas, le signe des termes qui suivent j r dépendra 
clar 

de , si Yon prend h assez petit pour que ce terrae sur-

passe la somme de tous ceux qui le suivent; et comme 

a le méme signe dans les deux développemens, i l en re'sul-

tera que si est positif, les deux fonctions de (x-^-h) 

et de (x—~h) seront plus grandes que f x ; dans ce cas, f x 
1 _ A' '* . d V . ' 

sera un minimum. De méme , si esí négatif, on voit 

que fíe sera un máximum. 

98. Pour compléter cette théorie, nous remarquerons 
d r . d2r , que outre = o, 011 peut avoir encoré ^ — = 0 j dans ce 

cas, i l ne peut y avoir máximum ou minimum que lorsque 
d̂ T" 
^ • ^ 3 — o. Alors le signe des quantités qui suivent y de-

pendra de -v-^, quand on prendra h tres petit; et Ton 

d^y . s* 
prouvera que si ~ ^ est p o s i t i f , ^ est un minimum, et 

d^T 
que si -j—est ne'gaíif est un máximum j ainsi de suite. 

En general, lorsque le premier coefficient qui ne s'éva-
nouit pas est d'ordre pair, i l y a un mínimum s'il est po-
sitif, et un máximum s'il est ne'gatif. 

99. Pour premier exemple, preoons la fonction 
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a bx-^-x ' ; XÍOUS aurons done 

dilfórenciant et divisant par d,r, nous obtiendrons 

d r , d2j" 

Cette valeur positive de -j-^j nous apprend que la fonction 

a un minimum, Pour dé teminer l'abscisse qui correspond 
d y 

á ce minimum, nous égalerons á ze'ro la valeur ^e > ce 

qui nous donnera a : = - ; si Ton substitue cette valeur 

de x dans celle de j " , on trouvera == a —- pour le 

minimum cherché. 

100. Soit encoré la fonction aS^-Wx — c ^ ' ; diíFe'ren-
ciant l'équation y = a í - j - ¿3^•-— c'a:3, et divisant par dx , 
nous trouverons 

dr ... d9r 
dx do:' 

dar 

Par la valeur ne'ga t i vede on volt qu'il y a un máxi­

mum dans la fonction; re'quation ¿3 — ac 'r = o nous 

donna x = — pour l'abscisse qui correspond á ce máxi­

mum; et en substiluant cette valeur de x dans celle de j , 

on trouvera 

^ ~ 4^ 
101. Soit encoré l'équation 
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nous trouverons, en opérant comme ci-tlessus, 

— = Qa2xa — M , — — i oa^x : 

e'ííalant á zéro la valevir de - f - , nousavons 
u dj: . 

ga2^2 — A* = o, d'oü ^ = ± ^ ; 

ees deax valeurs de o: étaaFmises successivement dans celie 

¿e 5 ^ ! nous apprennent qu' i l y a dans la fonction un mini-

inum et un máximum. Le miniinum correspond ál'abscisse 

a? = -4- — , et le máximum á l'abscisse ¿c = — «— ; en j a oa 

mettant ees valeurs dans celle de j - , nous trouverons 

j - = c5 pour le mínimum, et = c5 —— pour 

le máximum. 

Application de la théorie des máxima iet mínima 
a la solution de divers problémes. 

PROBLÉME it 

102. Parlager un nombre en deux parlies telles , que le 
produit de Vune par l'autre soit le plus grand possible. 

Soit a ce nombre, et x Fuñe des parties; l'autre sera 
a — x . Done x [ a — x ) est la quantité dont on veut cher-
cher le máximum; différenciant et divisant par dar, l'équa-
tion jr-=.jc {a—x) = ax—x*, nous trouverons 

dx a 2"r' dx" ~" ~ 2" 

La valeur de nous montre que la fonction reuferme 
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efl'ectivemenl uti máximum. Si ce coeííicient se íut trouvé 
d'un signe contraire, le probléine aurait été impossible. En 

, ' , d r 1 
égalant á ze'ro la valeur ele nous trouverons x = z - a f 

ce qui nous annonce qu'il í'aut que le nombre a soit 
partagé en deux parties égaíes pour que le produit soit un 
máximum. 

PROBLEME I I , 

io3. Entre tous les cilindres inscrits dans un cóne droit, 
délerminer celui qui a le plus grand volume. 

Soit a, fig, 1 4 , la liautcur SG du cóne, b le rayón AC de Fig. 14. 
sa base, e t x la dlstance SD du sommet au centre á \ cerele 
supe'rieur du cylindre. 

Les triangles serablables SAC, SED nous donneroiU 
se : AC :: SD : ED, 

ou a : ¿ : : o: : ED; 

done ED ~ —. 
\ a 

Soit i * w le rapport du diametre á la circonference • ou 
sait que le cérele, dont le rayen est r, a pour surface arr2. 

Done le cercle EGF, qui a — pour rayón , a pour surfac^ 

- ^ - x 2 ; multipliant cetíe surface par la hauteur DC du cy­

lindre, c'est-á-dire par a—a:,, nous aurons^-::^ {a—x) 
pour le volume du cylindre; ainsi l'équation á difíércncicr 
est 

= ^ — z*); 

011 déduit de cette équation 
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Ó.Y 
égalant á zéro la valeur de , on a 

Co,ax — 3^2) o, ou plutot l a x — S i s a o s 

équation qui étant le produit des facteurs x et tta—3x, 

donne par conse'queni x = o , ou x = La valeur x — o 

ne peut correspondre á un máximum, puisque, dans cette 

hypothése, se réduit á ' ~ ~ j nombre positif. Cetíe 

dar 
valeur de indique un toinimum; en eíFet, quanda:=o, 
le cylindre se réduit á Taxe du cóue (car plus le cylindre 
est l iaut, plus i l est minee). 

La valeur 3: = est done la seule qui puisse repondré 

dar 
á la question; et, dans cette hypotliése, se réduit 

á — , nombre négatif. Si Ton retranche done.. . 

SD = x = - SC de la hauteur du cóne , i l restera 
o 

CD=^SC. I I resulte de ce qui precede, que le cjl índre le 

plus volumineux inscrit aa cóne apour hauteur le tiers de 
celle du cóne, 

PROBLÉME I I I . 

FÍÍJ. i5. 104. Partager une droile AB, fig. i 5 , en deuxparties 
AG el CB, de maniere qne le produit AC3 X CB soit un 
máximum. 

Représentons par « cette droiteAB, etparx la parlie AC 
de cette droite; réquation du probléme sera done 

j r ~ x3 (a — x ) , 
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d'oü Ton tire 

d x 
en égalant á zéro la valeur de on trouve r = o, ou 

-í/7 
x = ~ - , Cette seconde valeur est la seule qui résout le 

probléme, puisqu'elle re'duit celia de á — re'sul-

tat ne'gatif. 
io5. Observons que lorsque dansla valeur du coefíicient 

d y 

diíFérentiel i l y a un facteur constant positif, on peut 

le supprimer. En effet, si nous avons 

on en tire 

do:2 á x ' 

Cette seconde équation ne servant qu'á nous faire eon-
• i * y '. ' • 

naitre le signe de la valeur de - j ^ , ce signe ne dépend 

quede ceíui qui a í F e c t e r a , parce que A est un fac­

teur constant positif : done A peut étre supprime' dans 

cette équation. I I peut l'étre aussi dans l'équation 
d y ' . ., ... •;• . 

= Á.ípx • car puisque nous devons e'galer á zéro le 
second menibre de cette équation pour déíerminer x , 
l'équation k<px — o nous donnera <pxz=. o ; d'oü i l suit 
qu'on a droit d'omettre la constante. 
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PROBLÉME IV. 

106. On veut faire entrer dans un vase cjlindríque une 
certaine quantité d'eau dont le volunte est con m i ; on de­
mande quelles dimensions i l jaut donner á ce vase pour 
que sa surface interne soit aussi petite q a i l est possible. 

Soit V le volume d'eau do mié, et x le rayón de la base 
du cylindre; •xx% sera l'aire de la base du cylindre. Et 
puisque la liauteur de ce cylindre, multipliee par sa base, 
est e'gale á son volume, on aura 

hauteur du cjlindre X nx* = V , 

d'oú l'on tirara 
Y 

hauteur du cjlindre =s —~¿> 

En multipliant cette hauteur par la circonférence de la 
base qui est i7srx> on aura 

— - X m x — —• 

pour la surface convexe du cylindre. Si á ceíte surface on 
ajoute srz2, qui est celle de la base du cylindre, Féquation 
á diíTe'rencier sera 

^ aV 

eí Fon en de'duira 

dajr 4V v 

La valeur etant égalée á ze'ro, donne 

- T í -
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On voií que cette valeur répond á un minimum, puis-

qu'elle rend positive celle de : le rayón de la base du 
3 _ 

cyliñdre cherché sera done y ^ou met cctte va­

leur dans l'expressiou de la hauteur, on trouvera, pour la 
hauteur du cyliñdre, 

V 

ir 

P K O B L E M E V. 

107. Entre tous les cónes inscrits dans une sphere, dé-
lerminer celui qui a une plus grande surface convexe. 

Supposons que le demi-cercle AMB, fig. 16, fasse une fig. 16. 
re'volution autour de Faxe AB, la corde AM engendrera 
un cóne dont AP sera la hauteur, et PM le rayón de la 
base. 

La surface convexe de ce cóne aura pour expression, 

circonférence PM X I A 1 V I = a^PM.i AM = a-PM.AM. 

I I ne s'agit done que de déterminer PM et AM. 
Pour cet elfet, soient AB = 2 t í , AP = a:j MP étant 

raoyenne proportionnelle entre AP et PB, on a 

x : PM :: PM : i a ~ - x -
done 

P M ~ \/"xax—x*; 

AM eíant moyenne proportionnelle entre AP et AB, on a 

x ; AM :: AM : 2a; 
done 

AM ~ ^/ 7.ax; i 
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substituant ees valeurs dans l'expression de la surface du 
cóne, on obtiendra, 

surface convexe du cóne s= 7r\ /aar—x* \ / zax 

réquation á différencier est done (art. io5) 

d'oú Ton déduit 

ou, en supprimant le facteur commun ar, 

d j ^ —* (67); 

égalant á zéro cetle valeur de d^ ? nous obtiendrons 

4cía •— Sax = o, 

équation satisfaite en supposant 
x 4 f 

3 
Cette valeur appartient á un máximum j c'est ce qui va 

ó.2 y 
nous étre confirmé par le signe de - ~ . 

108. Avant que de déterrainer la valeur de ce coefficient 
difierentiel, je vais expliquer un procede' qui abrégera les 
calculs dans de certains cas. 

Je feraipréliminairement observer que, lorsqu'une fone-
tion de x estnulle par une valeur qu'on dornie á i l ne 
s'ensuit pas qu'en ge'ne'ral son coefficient différentiel soit 
aussi n u l : par exemple, si l'on a la fonction x*—Sx-f- 6, 
qui devient nulle lorsque x — z, ou lorsque a r = 3 , le 
coefficient différentiel de cette fonction, qui est 2X— 5, 
11c devient pas nul dans ees bypothéses. 
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109. On peut quelquefois abréger beaucoup les opera-
tions qu'on emploie pour reconnaitre si une fonction est 
susceptible d'un máximum, ou d^un minimum. En effet, 
supposons que Ton veuille déterminer le coefíicient diíFé-

rentiel de l'équation ~ — X X ' , dans laquelle X et X ' sont 

des fonctions de x , dont la premiére seule devient nulle 
par une valeur donnée á x ; en différenciant cette e'qua-
tion, art. i4> et en divisant pard.r, nous obtiendrons 

d ^ _ _ x d x ; r a x 
da:2 á x dar 

X , par hypothése, étant n ü Í , en vertu de la valeur donne'e 
á ar, cette e'quation se réduit á 

d^j _ X / d X 
dar1 da: ' 

- d ' r . 
ce qui nous indique que, pour obtenir ^j-p» ü faut mult i -
plier le coefíicient diíFérentiel du facteur nul par l'autre 
facteur (*). 

x— o, 
1 1 0 . Par exemple si, étant donne' ~ = = — o n v e u t 

da: 
obtenir le coefíicient diíFe'rentiel du second ordre dans 

(*) Cette regle n'est pas sans exception , car peut é tre nul aussi. 

dr 
P a r exemple, s i l 'on ava i í — = {x — « ) a , é q u a t i o n qu i renferme 

des racines é g a l e s , les deux termes de la valeur de 3— seraient nu l s : et, 

d X ' 
au lieu de supprimer le facteur representé par X , ondevrait, art. 98, 

recourir aux coefficiens différentiels des ordres s u p é r i e u r s , pour recon-
naitre si l a fonction est susceptible dJun m á x i m u m ou d'un minimum ; 

d X ' , . . 
s i - T - etait infini, on tombera í t dans le cas de l'art. 89. 
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l'liypolbcse de x = . a , oa ecrira ainsi cette equation, 

<3 r i 

et l'on trouvera que 

dsjK i A { x —a) i 

áx% ) / x á x ~ 

i r í . Reprenons maintenant re'quation (67), de laquelle 

on veut tirer la valeur de dans l'hypothése de 

x en décoraposaat le numérateur en ses facteurs, 

nous aurons 
dj- ax {í\a — Zx) 

le second membre peut s'écrire ainsi 5 

ax 
7 / 7 , a = 1 X (4« — 3 T ) . y qa2x¿ — 2axJ 

Dans l'hypothése actuelle , le facteur —3x étant nul , 
nous aurons done, art. 109, 

d2j- ax d(4«—3r) _ 3aar 
dx* V/4«^íí—2ax3 dar v / 4 a ^ — a a . r á 

et par conséquent, en divisant les deux termes de 
fraction par x , 

d0^ _ Za 
dx* ' \ / id*—aao:' 

ruettant dans cette expvession la valeur de x , qui est ^ 

on obtiendra 
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V K — f v V 

Cette valeur étant négative, celle de ar correspondí á un 
máximum. 

PRÓBLÉME V I . 

112. Un pointG, fig. i i i é tan tdonné dans lJangleYÁ.Xt Fíg. 17. 
menerpar cepoint une droite DE, ^WÍ rencontre les axes 
AX, AY, ¿/e telle maniere que la longueur DE, de cette 
droite, soit un mínimum. 

Soient A l —a, I C = 6 , I E = x ; les triangles rectan-
gles ICÉ 5 ADE, nous donnent 

IE : i c : : A E : AD, 
ou 

a: '. 6 a -\- x AD j 
done 

AD = - (a + x ) ; 
X 

par conséquent 

D'une autre part 

AEa = (a- l -x)*; 

substituant ees valeurs dans la formule 
DE = | /AD2-f AE% 

nous trouverons 
DE N \ / ~ {a + ^1H- (« + *)2 ^ / ( j l + 1 ) (a + ar)9; 

et, enréduissant au méme dénomiuateur le premier fac-
teur qui est sous le radical ? 
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En regardant cette expression comme le produit du fac-

teur x^ par ie facteur \ /b2-\-x*, nous diíférencie-

TOI\S par l'art. et nous trouverons 

ce 

eíFectuant les diíFérenciations, nous aurons 

a -|- arda: ; y- «da: 
o: ^/é^-f-.r2 ^ 

re'duisant au méme dénominateur, en multipliant les deux 
termes de la premiére fraction par x , et les deux termes 
déla seconde par \ / 1 ? ' - \ - , nous obtiendrons 

, «-f" x x*úx ¿'-f-.r3 
dr =s — y- —r -f- • ;. X — adx; 

réunissant et re'duisant les termes du numera teur, et di-» 
visant par á x , i l nous viendra enfin 

d^ x ^ x / f r + x * ' 

e'galant le numérateur á zéro, nous trouverons 

3 

x = ^ a b \ • 

Pour prouver que cette valeur re'pond á un mínimum dans 
cette hypothése, nous mettrons seulement, art. 109, ala 
place du nume'rateur, qui est le facteur nul , son coefficient 
difíerentiel, et nous aurons alus i 
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d2j- 3a:1 3 

valeur essentiellement positive. On ne fait pas la substi-
tutlon de la valeur de x , car on voit qu'un carré x* est 
toujours positif. 

PEOBLÍME V I I . 

n3 . Trouver le plus grand mangle reclangle qu'on 
puisse construiré sur une droite donnée. 

Soient a eette droite, A B , fig. i 8 , ñt x l 'un des cotes F¡g. ^ 
du triangle, l'autre sera l^a"—x%\ done la surface du 
triangle a pour expression 

- V a ' -—x '¿ ; 

ainsi l'équatioa du probléme sera, art. io5, 

j - z r : ^ ^ ^ — x*, ou plutót y = \ /a 'x" — x*, 

d'oü Fon déduira 
d r «2x — i x * 

Cette valeur étant egale'e á zéro , donne 

a9x — i x* = o, ou x {a* — 7.x*) ~ o ; 

équation de laquelle on tire 

x = o, ou 3X2 — «2. 

x ne pouvant étre nul , nous le détermiaerons par la se-
conde équation , qui nous apprend que les deux optes AG, 
BC sont égaux. 

Eudifférentiant le facteur á 1 — i x \ ontrouve, art. 109, 

Élém. de Cale. diff. 6 
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Ce résültat étant négatif, l'hypothése de a* — 2#4 = o 
determine, pour a:, une valeur qui correspond á un 
máximum. 

De la signifwation géométrique des coefficiens 
différentiels. 

i 4 . On a vu, art. 78, que ^ représentait la tangente 

tiigonométrique de l'angle qu<e fait, avec l'axe des abs-
cisses , une tangente menee aupoint dont les coordonnées 
sont x et jr ; comme c'est le fondement de ce qui va suivre, 
on peutdémontrer áp r io r i cette proposition de la maniere 

Fig I9 sttivante : soient, fig. 19, PM = j - , P P ' = / t ; en menant 
la paralléle MQ á l'axe des abscisses, on a done 

M ' P ' = : / ( a : + A ) , 

Or 

M'Q = / ( . 4. ¿ W ^ g ¿ + g 4. etc. 

M'O 
MQ : M'Q : : i r t a n g S ^ 1 ^ ; 

et en mettant pour les expressions M'Q, MQ, leurs va­
le urs, on aura 

d r , . d2r A2 
_ dr ^ d^3 r .a ' dr . d2r h 

langS — = j ^ - -f- f- etc. 
n da: ' da:1 1 . 2 f 

Passant á la limite, h est nul , et tangente S se change en 
tangente T. 

Done alors 

t a n g T = ^ . 
do: 

Cela posé, si PM devient un máximum, la tangente TM? 
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fig. 2 0 , étant alors parallele á Taxe des abscisses, elie fait fig. 20. 
uoangle nul avec cet axe; et comme on vient de voir que 
la tangente trigonome'trique de l'angle formé par la tan-

<¿ente avec l'axe des x etait - j - , 011 a done, dans ce cas, 

d y _ 
á x 

On démontrerait de méme que si PM, fig. a i , était un Fig. 21. 
minimum, la tangente trigonometrique devenaut aussi 

, . ,,• d r " " ' * 
nulle dans ce cas, on devrait avoir — — o. 

Ainsi, cette équation ~ = 0 n'cxpnme autre chose 

que la condition du paralle'lisme de la tangente en M á 
l'axe des abscisses. 

115. Examinons maintenant dans quelle circonstance 
d2T 

est positif ou négatif. 
Pour cet efíet, considérons d'abord le cas oú la courbe, 

fig. 2 2 , tourne sa convexite' vérs l'axe des abscisses. -pig. 22^ 
Soient AP, o:; PM, j ; P P ' ^ F P " ^ : ^ ; et par les 

points M et M ' , menons la secante MM'S, et les droite. 
MN, M'N' , parallélesá l'axe des abscisses, nous aurons 

M'O = M'P' - MP = f ( x 4- A) — f x , 

c'est-á-dire 

m ^ ^ h ^ . p ¡ ~ 4- etc. 
á x dx2 i . 2 

Or, la simiiitude des triangles MM'O , MSN, nous 
donne 

MO : MN :: M O : SN, 
ou 

h : 2 / i : : M'O : SN ; 
done, 

SN =5= aM'O • 
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et, en substituant pour M'O sa valeur, on a 

SN = 2 ^ A + 2 — 4- etc. 

D'une autre part, 

M"?" = / ( ^ - f 2 ^ ) ; 

si l'on en retranche 
NP" ~ PM, 

on aura 

M"N t=/ (^- f 2̂ ) - ^ ^ - ^ 2 ^ - f . ^ ^ - f etc. ; 

ótant de cette valeur de M"N, celle de SN, i l restera, 
F i g . 22. fig- 2 2 , 

M"S = ^ A 2 - f etc.. . . (68). 

F i g . 23. Dans le cas oú la courbef fig. 23, tourne sa concavité 
vers l'axe des abscisses, pour avoir M"S i l faudra, au 
contraire, retrancher de la valeur de SN celle de M"]^, 
ce qui donnera 

M , , S : = = - S / i 3 + etC--'- (69)-

En coiuparant ees deux vaieurs (68) et (69) de M"S, on 
i d2r 

volt que, dans Tune, ^ ~ , est pre'cédé du signe - j - , et dans 

l'autre, du signe—. 
Cela posé, on peut faire en sorte que le signe du pre­

mier terme du développement de M"S decide de celui de 
tout ce développement; et comme le carre' h2, qui est 
essentiellement positif, ne peut influer sur le signe de 
d2 T . d2 y 
-T^~ h*. le coefficient diífe'rentiel - ~ de'cidera seul du si­
da:* dx4 
§ne de la somme de tous les termes de la valeur de M"S, 
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En ne considérant done les équatious (68) et (69) que 
relativement aux signes qui aífectent chaqué membre, on 

d2r 

pourra supprimer fcet les termes qui suivent et ees 

équations deviendront 

d'oú nous tirerons 

= - f M"S 
dx2 T , •(70). 

Si ron regarde comme une quantiíe' positive, M"S? 
fig. 22, tombant du mema cote que j , sera positif; la F i g . 22, 
premiére des e'quations (70) nous apprend done que , 
lorsque la courbe tourne, fig. 22, sa convexiíé vers l'axe F i g . 22. 

. / ' . • d ' r 
des abscisses, -—^ est positif. 

Si Ton considere ensuite la seconde des e'quations (70) 
et la fig. 28 qui s'y rapporte, on vena que — M"S repré- F i g . 33. 
senté une droite qui est d'un signe contraire á celui de y , 

d2 y 
et que, par conséquentj ~ ~ est négatif dans le cas de 
la fig. 28, c'est-á-dire lorsque la eourbe tourne sa conca- Fig. 23.; 
vité vers Faxe des abscisses. 

116. La courbe jusqu'á pre'sent a éte' suppose'e située 
au-dessus de l'axe des abscisses ; examinons ce qu'il arrive 
lorsqu'elle s'e'tend au-dessous, comme dans la fig. 2 4 - 11 Fig- 24' 
est certain, par ce qui precede, que puisque la courbe 

d2 v 
tourne en Msa convexite' vers l'axe des abscisses, et 

par eonséquent MN?' est positif. Or, les droites MN etM'JN', 
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qui sont situées du méme cote de la tangente T 'T, doi -
vent avoir le méme signe; et comrne MN est positif, 
M'N' doit l'étre aussi; d'oü i i suit qu'au point M ' , oü la 

courbe tourne sa concavité veis l'axe des abscisses, - j - ^ ; 

sera d'un signe contraire á celui de l'ordonnée P'M', qui 
est ne'gative; la courbe tournerait, au contraire , sa con-

vexité, si j et -p-j étaient de méme signe. De sorte qu on 

peut diré, en general, que de quelque cote que tombe la 

• courbe , -~% est du méme signe que j * lorsque la courbe 

tourne sa convexité vers l'axe des abscisses, et prend un 
signe contraire lorsque la courbe tourne sa concavité' vers 
le rnéine áxe. 

La courbe tournant sa convexité' ou sa concavité vers 
l'axe des abscisses, suivant que l'ordonnée est parvenue á 

. . . . • d2T son mínimum ou á son máximum, on voit pourquoi -jj—^ 

est positif dans le premier cas, et négatif dansle second. 
117. On dit encoré qu'il peut y avoir un máximum ou 

un miairnum lorsque - j - = 0 0 . Pour expliquer ce que 

cette condition signifie, soit y — Jx l'équation d'une 
Fig. 25. (-OU5'be M N , fig. 25; i l est certain que si l'on donne á x une 

valeur AP, cette équation déterminera rordounée PM. 
Si Ton résout ensuite l'équation par rapport a j , et 

qu'on en tire x = (pjr; lorsqu'on fera j •=-. AP' ( valeur 
precedente de y ) , l'équation don ñera x — P'M, Dans ce 
dernier cas , y sera consideré comme Fabscisse , et x 
comme l 'ordonnée; et l'on construirá la méme courbe, 
pourvu qu'on porte les abscisses j sur l'axe AY, et que 
l'autre axe soit regardé comme celui des ordonnées. 

Pans cette bypotbese, on peut done cherclier le maxi-



SIGNIFICATION DES COEFFICIJBNS I>lFr¿REMTI£LS, 87 
nium ou le mínimum de la fonclion x de j . Pour cet 

d 
eífet, de rdquation proposée on tirera ^ = M , et Ton 

suppposera M = o ; cela pose', réquation ~ = M nous 

AY I ^ Y d o n n a n t ^ = | ¡ | , on voit quelorsque M = o , ^ = 00, 

ainsi, la condition nécessalre pour qu'il y ait un máximum 
ou un minimuin dans le sens des abscisses, est qu'on 

. d r 
puisse avoir ^ = 00. •• 

118. Par exemple, si Ton prenait Fe'quation 

j-2 = ax — b, 

d *K ¿i 
on en tirerait ~ = —. Cette valeur égalée á zéro donne-

ax i j -
rait j — o o ; done la courbe ne peut avoir un máximum 
dans le sens des ordonnées qu'á une distance infinie de 
l'axe des x . Examinons maintenant si elle a une limite 
dans le sens des fibscisses (par limite on de'noinme, en 
general, le máximum et le minimum); pour cela, i l faut 

d Y 
supposer la valeur de infinie, ce qui nous donue 

— — 0 0 , condition remplie lorsqu'on f a i t j - = o •, dans 

cette hypothése, la valeur de — se réduit á - , résulíat 
Jr d y a ' 

positif. On voit done que la valeur de = o correspond 
á un minimum de x. Nous déterminerons ce minimum en 
faisant y — o dans l'équation proposée, ce qui la rc-

duira á a x ~ b ~ o. d'oü nous tirerons x = z ~ pour le mi-

nimum cherché : ce minimum est representé par AM dans 
la fig. 26, fig, 2G. 
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119. En terminant cette malieie, BOUS remarquerons 

que requation = co nous indique que la tangente MT, 

F i g . 26. ^ o - 2^> esl ce^e (i'un ang^ droit, et p r conséquent esfc 
perpendiculaire á l'axe des x. 

Considérations genérales sur les points singuliers 
des courbes. 

120. Le calcul diíFérentiel peut étre d'une grande utilité 
pour trouver la forme d'nne courbe dont l'e'quation est 
donne'e. La tliéorie des máxima et minima nous offre deja 
les moyens de déterminer les limites dans le sens des 
abscisses et dans celui des ordonne'es ; mais cela 11 e suffi-
rait pas pour nous faire connaitre la forme de la courbe. 

F i g , 27. Par exempíe, les courbes des fig. 27 , 28 et 29, qui ont 
les mémes limites OC et OD, dans le sens des ordonne'es 7 
et OÁ et OB dans celui des abscisses, ne se ressemblent 
pas. Ce qui distingue la courbe fig. 27 de la courbe 

F i g . 28 .%* c'est íiue' <íans cette derniér^ , i l n'y a qu'un 
point d'inflexion j on appelle ainsi un point oü la courbe 
de concave devient convexe, ou de convexe devient con­
cave. Dans la fig. 27 i l y a deux points d'inflexion, l'un 
enE, l'autre en G, et un point de rebroussement en C, 
c'est-á-dire un point oü la courbe suspend tout d'un coup 
son cours. 

121. En ge'ue'ral, les points oü la courbe éprouve des 
changemens s'appellent des points singuliers ; on sent que 
si Fon a les moyens de reconnaitre les endroits oú ees 
points existent, i l sera facile de suivre la courbe dans 
son cours. Par exempíe, si Fon savait que la courbe, 

F i g . 29. % 29» a points d'inflexion en E et en H , et des points 
de lebroussement en F et en G, on pourrait prendre une 
idee de cette courbe par Fanal y se suivante : 
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En partant du point A, qui est une limite daus le sens 
des abscisses, la courbe tourne d'abord sa concavilé vers 
l'axe des abscisses jusqu'en E, ou i l existe un point d'in-
flexion qui , de concave, le fait devenir cohvexe. A l'extre­
mite de ia partie couvexe EF, elle suspend son cours au 
point de rebroussement F, au-delá duque! elle est encoré 
convexe dans la partie F H , pour redevenir concave au-
delá du point d'in flexión H et arriver ai ti si jusqu'au 
point C, qui est une limite dans le sens des ordonnécs; 
enfin de C en G et de A en G, la courbe est composée de 
deux ares CBG, ADG, qu i , tournant íeurs concavilés á 
l'axe des abscisses, se réunissent en un point de rebrous­
sement, et passent par les deux limites B et D, Tune dans 
le sens des abscisses et Fautre dans celui des ordonne'es. 

122. D'aprés ce qui pre'céde, on sent combien i l serait 
avanlageux de pouvoir, á l'aide de l'équation d'unc 
courbe, de'terminer les coordonne'es des points singuliers. 
Nous avons deja fait connaitre les moyens de trouver les 
máxima et les minima, i l nous reste á nous oceuper de la 
recherehe des autres points singuliers : c'est ce qui va 
fairc le sujet des paragrapbes suivans. 

Des points d'inflexión. 

123. Nous venons de voir qu'un point d'inflexion est 
celui dans lequel la courbe, de convexe devient concave, 
ou de concave devient convexe. La courbe M'MM", fíg, 3o, 
nous oííre en M un point de ce gen re. Menons en ce point 
une tangente TT ' ; si nous conside'rons les diverses or­
donne'es comprises entre M T ' et MP , nous verrons que 
le prolongement M'N' de rordonne'e jusqu'á la courbe, 
ira en diminuant, et s'ane'antira au point M ; si nous 
conside'rons les ordonnées suivantes, le prolongement 
M"N" de l'oi'donne'e tombera au-dessous de la tangente, 
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et par consequent changera de signe, de sorte que si M ' I f 
était positif, M"N" sera négatif. Talle est la condition que 
nous allons exprimer par une équation, 

Fig. 3o. Soient done, fig. 3o, PP = / i = PP"; on a évidemment 

M ' N ^ M ' P ' - N'P', 
ou 

M'W — f ( x 4- h) — N T " . . . . (71). 

Pour déterminer la valeur analytique de N'P', nous avons 

N'P' = MP + N'O, 
ou 

N'P'== j r + N ' O . . . . (72). 
A l'égard de celle de N'O, le triangle rectangle N'MO 
nous do une 

N'O — MO tang N'MO ; 

or on a vu, arí. 78, que l'angle N'MO, forme' par la tan-
• , d 

gente en M , avec une paralléle á l'axe des x7 avait -g-

pour tangente trigonome'trique; par conséquent, rem-

plafant tang N'MO par ~ , et mettant h á la place de MO, 

nous aurons 

N'O = k . % 

Substituant cette valeur dans Tequation (72), et mettant 
ensuite celle de N'P' dans Féquation (71), nous obtien-
drons 

M.'W = f ( x + k ) ~ ~ x ~ . - ^ : h . . , : (78). 

Sans avoir besoin de cale ule r de nouveau la valeur 
de M"N"3 on peut la déduire de celle de M ' N ' ; en effet, 
si nous faisons reculer rordonne'e parallélement á elle-
jnéme, M'N' deviendra M"N", lorsque h se changera en 
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— h : donnaut done á h cette valeur dans Véquation (78), 
nous obtiendrons 

w w = = f ( x - - h ) ± j + á £ h . : . . . C74). 

Maintenant, remplafons les expressions f { x h ) et 
J { x — h ) par leurs développemens, nous aurons 

ct en réduisant, ees e'quaíions deviendront 

áx* i . 2 dar3 2 . 3 ~ w y 

Cela posé, pour qu' i l y ait inflexión en M , i l faut néces-
sairement que, lorsqu'on donnera á ^ une valeur trespe-
tite, les ligues M'ÍT et M"N" tombent Fuñe au-dessus, et 
l'autre au-dessons de la droite TT' , ce qui exige que M'N' 
et M"]S" soient de signes contraires; or; cela n'est possible 

d2y Tt* 
que lorsque le premier ternie - i , des series (n5) 

* d,ra 1 . 2 

et (76), est nul. En eíFet, si ce lerme n'e'tait pas nul , on 
pourrait donner á h une valeur assez petiie pour que le 

d2 r /i7 
terrne ~ j ^—^ surpassát la somme algébrique de tous les 
autres termes de la serie. Dans ce cas, le signe de ce tenue 
serait celui du re'sultat de toute la suite ; et comme ce tenue 
est le méme dans les deux series, i l en rasulterait que M'N' 
et JVr'N'1', íig. 3o, auraient nécessairement.le méme signe; ^ ^ 
par conséquent, pour que M'N'et M'Tí" puissent étre de lz' 
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signes contraires, i l faut que Ton ait 

- ¿ > = „ , o u p l u t ó t ^ - , = 0 . 

icuir f i t aussi évanouir , i l faudrait pom 

iut aussi 

1 2 4 . S'il arrivait que la méme valeur de x , qui fait 
d2r ^ . • - p ^ 111 aussi évanouir ^ 

qu'il pút y avoir un poiqt ¿'inflexión, que 

nul. Dans ce cas, si était aussi nu l , i l faudrait en-
do:0 

core que fút n u l , et ainsi de suite ; de sorte que 

le dernier coeíñciení diíTérentiel qui serait nul , devrait 
étre d'ordre paii\ 

125. Si la valeur de x , qui est la méme dans les dé -

veloppemens 76 et 76, e'tait telle que fút infini , ees 

deux développeraens le seraient aussi; et alors on 11 e 
pourrait rien conclure de la démonstralion pre'cédeute, 
qui repose sur la possibilite' de ees développemens. Dans 

ce cas, i l faut remarquer que la condition = o nous 

d2 Y 
indique, en general, que-7-^ doit changer designe au 
point d'inflexion, ce qui s'accorde avec Fart. 115, mais 
d2 T 

^— peut aussi changer de signe en passanl par l'infini. 

Pour en douner un exeinple, soit 

dajr _ b2 áx2 x — a 

Si Fon substituc successivement á x Ies valeius 
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dfljr i» 
x - = . a — A , on tro uvera = ——, 

et l'on voit que c'est le dénominaíeur de la valeur de 
di2 y 

qui fait changer de signe au coeííicient différentiel. 

aprés le point d'infiexion. 
126. I I resulte de ce qui pre'céde, que pour qu'il puisse 

y avoir mi point d'infiexion daas une courbe, i l faut qu'on 
ait, pour l'abscisse de ce point, 

dar d V —^-r=o, ou = 0 0 . 
áx* áx"2 

Lors qu'on se sera assure' que l'une de ees conditions est 
remplie, on augmentera et l 'on diminuera successivement 
d'une quantité h. tres petite, l'abscisse du point qui 

remplit la condition prescrite ; et ^ J ^ J pour ees nou-

velles valeurs de x , est afFecte' de signes contraires, i l 
faudra en conclure qu'il y a un point d'infiexion; car, 

dar . .r 
lorsque ^p j est positif, la courbe tourne sa convexité vers 

' • . . dsv 
l'axe des abscisses, tandis que lorsque est ne'gatif, 

la courbe tourne sa concavité vers le méme axe : or, 
c'est par ce cbangement de convexe en concave, ou de 
concave en convexe, que la courbe manifesté son point 
d'infiexion. 

127. Pour donner une application de cette the'orie, 
cherchons s'il y a un point d'infiexion dans la courbe qui 
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a pour équation 

^ = ¿ - f 2 — a)3 (7^). 

La différenciation nous donne 

Pour qu'il puisse y avoir un point d'inflexion, i l faut 
done qu'il existe une valeur de x , qui rende nul le teimc 

• or, x étant une quantité variable, déterminons Tune 

de ees valeurs par la condition qu'on ait 1 2 (x — ay== o9 
et nous obtiendrons x = a pour l'abscisse qui peut ap-
partenír á un point d'inflexion. Pour nous assurer de 
l'existence de ce point , dimxnuons l'abscisse a d'une 
petite quantité h, et substituons a — h a x 3 nous tvouve--

Fig. i i . rons que, pour le point M ' , fig. 3 i , dont l'abscisse esí 

a — h. on a ~ - ~ — i i k ; substituons ensuite a-^- k 
* dx* 1 

á a;, et nous trouverons que le point M", dont l'abscisse 
i d2r 

est a -4- ^ , correspond á ; = laA. Ces deux valeurs de 

diífe'rens signes de , nous montrent qu'il y a un point 

d'inflexion en M. 

L'hypothése de x = : a fait é v a n o u i r ^ , par conséquení 

la tangente au point d'inflexion est paralléle á l'axe des x . 
128. I I está remarquer qu'on n'a pas toujours la faculte' 

• t d2r 
d'e'galer ainsi á ze'ro la valeur de —-^ si Ton voulait, par 

exemple, chercher s'il existe des points d'inflexion dansla 
courbe qui a pour e'quation 
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on trouverait, par la diíferenciation, 

d r dar 
cir é.xl 

Or, on voit qu'on ne peut égaler á zéro la valeur de , 

qui ne renferme aucune indéterminée, et que par con-
séquent la courbe n'a pas de point ji ' inflexion, r é -
sultat auquel on devait s'attendre, puisqu'elle est une 

parabole. La valeur de nous montre seulement 

que cette parabole tourne continuellement sa convexité 
vers Faxe des abscisses. 

129. Pour tvoisiéme applicadon , prenons réquation 

jr3 = ^5; 
en la résolvant parrapportá j , et en difíerenciant ensuite, 
on obtient 

• r ~ ' d*~~3 ' d ^ ~ 3,3 ~ 

Si l'on cherchait á déterminer oc par l 'équation. 

5 i 1 
3 • 3 3 = 0 , cu plutót —— = o, on ne pourraií satisfaire 

á cette équation qu'en faisant x = ce, ce qui ne condui-
rait á rien; mais comme nous avons la faculte' d'égaler 

d2r 

aussila valeur de á l ' infini , nous satisferons á r é q u a ­

t ion-^— = 0 0 , en faisant x ~ o . Cette valeur de nous 
apprend qu'il peut y avoir un point d'inflexion á l'origine ; 
et, pour nous assurer de Texistence de ce point, nous 
substituerons successivement á x les valeurs x — o - i -h , et 
^ = 0 — h , c'est-á-dire^ et — A, et nous verrons si , dans 
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ees deux eas, - ~ ainéne des resultáis de signes contraires. 
dx ' 

Mais, au lien de faire ees opérations Tune aprés Tautre, 
nous pourrons les exécuter á la fois, en substituant á ^ la 
valeur ± h , et alors le coefficient diíFérentiel du second 
ordre deviendra 

y h 

La valeur supérieure se rapporte á une abscisse plus grande 
que celle dú point d'inílexion, et la valeur inférieure se 
rapporte á une abseisse moindre. Córame ees deux valeurs 
sont de signes contraires, nous pouvons en conclure que 

Fíg. 32. x = z o correspond á un point d'inílexion A, fig. 32. 
i3o. Pour derniére applieation, prenons la courbe, 

Fig. 33. ^ 33 qUj a p0ur équation 

Í J — b y = 
Cette équation nous donne 

3 

j ~ o ^r. x , - f - = f o: d.r 2 ' d.r3 2 *» ' 

dar 
en faisaní jc — oy on a = oo, ce qui est un indiee qu'il 
peut se rencontrer un point d'inílexion á l'origme. Pour 
savoir si ee point existe, faisons d'abord x = /?., et substi-

• d2 
tuons cette valeur dans celle de - ¡ - ^ , qui devient 

dx* 

Si Ton fait ensuite a r = — / i , la valeur de —^ devient 
d^3 

imaginaive, ainsi que la valeur dejr, ce qui nous apprend 
que la courbe n'existe pas pour des abscisses négatives j 
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ainsi, quo ique^ j soit infini á rorigine, i l n'y a pas de 

point d'inflexion. Bientót i l nous sera facile de recon-
naitre que ce coefíicient diíFérentiel appartient á une 
classe de points que Ton a compris sous le nom de points 
de rebroussement; c'est ce que nous allons examiner plus 
particuliérement dans le paragraphe suivant. 

Des Points de rebroussement. 
I3Í . Lorsqu'une courbe s'arréte dans son cours, et re-

vient sur ses pas, on a un point de rebroussement ; le 
rebroussement est de la premiére espéce lorsque les deux 
branches se tournent leurs convexités, comme dans la 
fig. 34 f et le rebroussement est de la seconde espéce lorsque YÍ%. 34, 
les concairités sont concentriques, comme dans la fig. 35. pig, 35. 

iSa. La courbe s'arréte ainsi, parce qu'au-delá du point 
C de rebroussement, les valeurs que Ton donne á l'abscisse 
en détenninent d'imaginaires pour l 'ordonnée, ce qui sup-

d V , . ' pose que ~ ^ renferme un radical; et s i , avant que la 

courbe suspende son cours, donne deux valeurs, l'une 

du signe de y et l'autre d'un signe contraire, cela annonce 
qu'il y a deux branches de courbe réunies au point C, fig. 34» Fig. 34. 
l'une convexe vers l'axe des abscisses, et l'autre concave. 
Á ees caractéres on peut reconnaitre un point de rebrous­
sement de la premiére espéce ; si , au contraire , les deux 

valeurs de sont de méme signe , les deux branches qui 

se réunissent en C, fig. 35, ne peuvent étre que concen-pig. 35. 
triques: par conséquent le rebroussement sera, dans ce 
cas , de la seconde espéce. 

i33. Pour premier exemple, examinons s'il y a des points 
de rebroussement dans la courbe qui a pour équation 

Élém. de Cale. diff. * 
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( j - — X)* = . 

Cette équation donne 

j - z=z x dz { / x . . . . (78). 

On voit que lorsqu'on prend x négatif, y devient ima­
gina iré ; done la courbe s'arréte áTorigine , ou x = o et 
j r — o . Mais cela ne prouve pas encare qu' i l y ait á Fori-
gine un point de rebroussemenl , car i l pounait n'exister en 
ce point qu'un are de courbe, toujours concave du me me 
cote', comme cela a lieu au sommet de l'hyperbole; ainsi, 
pour reconnaltre si la valeur de ^ = 0 correspond á un 
point de rebroussement, i l faut savoir ce que devient, 
pies derorigine, le coefficient difíérentiel du second ordre: 
or, en diíFe'renciant et en divisant par d x l'e'quation 

• • 

9 
J ~ X ± . X % 

on trouve 
| = , ± | . A . . , ( , 9 ) , 

— i - * * — y * -

Pour savoir si la courbe est concave ou convexe, prés du 
point oú elle suspend son cours, on augmentera l'abscisse 
de ce point d'une petite quantite' h, en faisant a: = o -f- ^» 
c'est-á-dire h} et en substituant cette valeur dans celle de 
¿%x • - 8 ; :- ::- • ' 

. on trouvera 
dx** 

dx* * * y 

Ces deux valeurs de signes contraires indiquent done deus 
Fig. 36. branches; Tune AM, fig. 36, qui íourne sa convexité vers 

l'axe des abscisses, et l'autre, A N , qui toufne sa concavite 
vers le me me axe; par conséquent Torigine est un point de 
rebroussenaen de la preraiére espéce. 
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i34. Pour second exemple, prenons Fequatioa • 
(y — by = (x — a)3; 

cette équation nous donne 

j - —¿ dz — a? (80). 
Si Toa fait a : = « , on trouve j = . b ; mais si Fon donne 

á x des valeurs moindres que fl, celles de j r deviennent 
imaginaires; car en metlant a—h á la place de x , on trouve 

f — b ± 1 V — h:i = b = h h S / ^ h , 
valeur imaginaire : la courbe susgend done son cours au 
pointC, fig. 34, dont les coordonne'es sont a et b. 

Pour connaítre de quelle maniere s'élendent ses branches 
au-delá du point C, substituons k xla. valeur a-t-h, dans 

d ' r 
celle de •g—, nous obtiendrons 

ú 3 
¿z2 4V'A 

d^r 
Le signe supérieur de nous indique une branche CM, 

qui tourne sa convexité vers l'axe des ar, et le signe infé-
rieur nous indique une branche CN , qui tourne sa conca-
vité vers le méme axe : done i l y a au point C un point de 
rebroussement de la premiére espéce (art. 116 et 182), 

i35. Pour troisiéme exemple, prenons la courbe dont 
i 'équation est '* 

j - = ax2 zh bx* \ / x . 
Si Ton fait x = o, on trouve j r = 0 ; mais p our x négatif 

7-est imaginaire: done la courbe suspend son cours á Tori-
d1 r 

gme; exammonsce que devient alors 2^>PourceteíFet,en 
écrivant réquation de la courbe de la maniere suivante, 

5 

1" 
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nouB obtiendrons 
• ' ' • 

d r 5 
~ = -¡.ax ± : ¿ ¿x2 , 
dar 

donnant á x une valeur positiva tres petite, repre'sentée par 

/ i , ia partie f . f . ^ V ^ de la valeur de —^ sera moindre 

d2r 

que la partie 2¿z, par conséquent les deux valeurs de j ^ 7 , 

données par i'équation 

seront positives ; d'oü i l suit qu'á rorigine, i l y aura deux 
jbranches qui tourneront leurs convexite's vers l'axe des x . 
I I existe done , á l 'or igine, un point de rebroussement de 
la seconde espéce (art. ii6eti32)„ 

i36. Les points de rebroussement appartiennent á une 
classe de points compris sous la dénomiaation de points 
múltiples. 

Des points múltiples. 

iS^. On appellepoinis múltiples les points oú plusieurs 
branches de courbe se re'uqLssent. Un point múltiple est 
double lorsqu'il est á l'intersection de deux branches, i l 
est triple lorsqu'il est á l'intersection de trois branches; 
ainsi de suite. 

37. i38. Soit A , fig. 87, un point double, formé par les 
deux branches de courbe AB, AC, auxquelles on a mene 
les tangentes AT et A l " . Si nous represen ton s par . , . . . 
F(ar, j ) = o I'équation de la courbe, ddlivrée de rádicaux, 
la diíférentielle de cette équatkm, mise sous cette forme, 
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?dx-hQ.dj==o, ne renfermera aucun radical, parce que 
la différenciation d'une fonction rationnelle n'en inlroduit 
point dans cette fonction; d'oü i l suit que P et Q serónt 
des quantités rationnelles. 

Cela pose', Féquation pre'cédente nous donne 

d i ^ - Q ( 8 l ) ' 

~ devant avoir deux valeurs difíerentes, puisqu'il y a deux 
dx 

P 
tangentes, i l faudra que Q se determine de maniere que 

. P 

cette condition soit remplie; or, elle le serait, si ^ renfer~ 

mait un radical; mais c'est une chose impossible, puisque 
,; ; •, p • • . 

nous avons vu que ^ e'tait rationnel j dans ce cas , i l faut 
que 1'Algebre nous conduise á un re'sultat qui e'vite cette 

P 
contradiction, et c'est ce qui a lieu lorsque ^ se pre'sente 

sous la forme car nous savons que - est le symbole 
o 1 o 

d'une quantite' indéterminée, et par conséquent suscep­
tible de plusieurs valeurs. 

i3c). Voici de quelle maniere ce theoreme se demontre. 
Supposons pour un instant que « et «'representent les deux 
valeurs de la tangente trigonometrique de la courbe, au 
point múltiple, ees valeurs devront satisfaire k réquation 

'' + ^ = <>. 
et donneront 

P - f - Q « = : o , V + Q » ' ~ o . 

Ges deux derniéres équations e'tant retranchées Fuñe de 
l'auti o, on obtient 
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Q - «') = o ; 
or, le facteur « — « étaut composé de deux quantite's iné-
gales, ne peut étre n u l ; d'oú i l suit qu'on a Q = o, ce qm 
reduit l 'équation P - f Q« = o á P = o. Au moyen de ees 

dy 

valeurs dePe tdeQ, Fequation P - f Q ^ = oy ou plutót 

-4--==. — - devient 
dx Q ' 

~ -
dx o' 

140. S i au Heu de deux branches r é u n í e s e n un p o i n t , nous en avom 
un plus grand nombre, i l suífit d'en cons idérer seulemcnt deux, pour 

prouver qu'au point de rencontre de toute» ees branches > On nG 
peut parvenir aussi faoilement á l a m é m e c o n c l u s i ó n , lorsque plusieurs 
branches de courbe n'ont qu'une tangente commune; n é a n m o i n s , dans 

' dr- , .'. , , 
ce cas meme, on peut encere prouver que — doit se presentar sous la 

forme - ; mnis comme l a d é m o n s t r a t i o n de ce t b é o r é m e est fondee sur 
o , 

l a c o n s i d é r a t i o n des contaets des courbes, nous nous ré servons de la 
donner (art, 17a), lorsque nous aurons par lé des courbes oseulatriecs. 

i / f i . On peut remarquer que la démonstration de Far-
ticle i3g e'tant fondee sur ce que l'e'quation primiíive a eté 
délivrée de radicaux, si l'on diffe'renciait sans les avoir 
préliminairement fait disparaitre, íl pourrait se faire 
qn'une équation qui comporte des points múltiples 11 e 

dv o 
donnát pas - . Par exeraple, l'e'quation (̂ 8) art. i33, 
page 98, est dans ce cas : elle a un point double á l 'or i -
gine, et cependant si Fon fait a: = o, l'équation (79) se 

réduií a = 1 . 
da: 

i42« Enfin, nous ajouterons que, quoique l'équation 
«ir — aitlieu pour un point múltiple, i lne s'ensuit pas 
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qu'elle ne puisse subsister que poui1 un poiat de ce genre; 
ear la déinonstration préce'dente ne nous dit pas que cette 
proprie'té leur soit exclusive. Ainsi, tout ce que Ton en 

doit conclure, c est que la reduction «e ̂  a - , indique 

seulement qu' i l peut y avoir un point múltiple. 

i43- Ce qui precede suffit pour nous iudiquer le moyen 
de reconnaitre s'il peut exister des points múltiples dans 
une courbe de'termine'e par une équation. Pour cet effet, „ 
soit U cette équation, on en de'duira, par la diffe'rencia-
tion , Pdor + Q d j - = o , et Ton v e r ^ s i le^ mémes vaíeura 
de a: et de satisfont á la fois k la proposée et aux équa-
tionsP = o, Q = o ; si cela est, ce sera un Índice que ees 
valeurs de o: et de ^ peuvent appartenir á un point m ú l ­
tiple, et alors, en discutant la courbe aux environs de ce 
point, on reconnaítra s'il est múltiple. 

Des points conjugues. 

i44' Considérons une courbe qui soit telle que, dans la 
partie oü ses coordonne'es sont imaginaires, i l existe seule­
ment deux coordonnées re'elles; ees coordonne'es construi-
vont un point qui sera entiéremenl de'tache' de la courbe, 
et auquel on a donné le nom de point isolé ou de point 
conjugué. 

Represen ton s mainlenant par j - - = . f x réquation d'une 
courbe qui a un point conjugue'. Si a et £ sont les coordon­
ne'es de ce point, i l faudra qu'au rnoins, dans ses environs, 
Íes coordonnées soient imaginaires, autrement i l ne serait 
pas isolé; par conséquent, si nous supposons que Tabscisse 
a s'augmente d'une petite quantité A, Tordonnee corres­
pondan te, représentée par / ( a - f / i ) , devractre imaginaire; 
or, la serie de Taylor nous donne, en general, 
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Faisant . x = a , ilfaudra queTordonnee correspondante soit 
b; par conséquent nous changeions J" en b ; et, appelaní 

^ L í L ^ etc., ce que devieimeut lescoeffi-

ciens différentiels dans cette hypothése, nous aurons 

./(a + ̂ . + ̂ >+ (g ) Í + ( g ) ¿ + e.e. 
Or, pourque/" (a-^-h^it une cpantite' imaginaire, ilfautau 

/^trN ^3T\ 
moms que l'une des expressioiis ̂ J , ^ — - J , , etc., 
soit imaginaire; c'est-á-dire que l'hypothése de 5 : = a -f- ^ 
rende imaginaire l'un des coefticiens diíférentiels; si cette 
condition est remplie, la courbe pourra avoir un point 
conjugue'. 

Par exemple, si Ton a i'équation 

j r ~ ± : (x - f b ) i / x , 

eu la différenciant, on trouvera 

Cette valeur devenant imaginaire, lorsqu'Gnfaita:r=—bf 
etpar conse'quent J -=ÍO, i les tá présumer que le point A, 

Fk. 38. %• ^ > dont les coordonnées sont x = — b et jrzzzo, est 
un point conjugué ; nous reconnaltrons ensuite si ce point 
est réellement conjugué, en augmentant et en diminuant 
successivement l'abscisse — b , d'une quantité plus petite 
que b, et nous trouverons que, dans les deux cas, j de-
vient imaginaire, ce qui annonce que le point dont i l est 
question est un point conjugué. 

i45. Les points conjugues, comme íes poinís múltiples, 
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manifestent leur existeuce en rendant ^ le coefficient dif-

ferentiel 4^-. 

Eu eíFet, l'équation 

Qg + P = o, 

étant diíFérenciée et divisée par dx, nous donne 

d y «jrdQ dP. 
v dx* ^ d x dx * á x ' 

d ' r 
et Ton voi£ que le terme qui est aíFecté de -g— a Q pour 
coefficient; en difFérenciant de nouveau, on trouvera que Q 

d3r 
est encoré le coefficient de -—^i, et ainsi de suite : de sorte dx* 
que lorsqu'on seraarrivé au coefficient de l'ordre n, nous 
aurons un résultat de la forme 

Q g + K = „ . . . . 

Céla posé, i l y a au moins Tun des coefficiens difFe'rentiels 
qui devient imaginaire pour une valeur de a:, et qui par con-
séquent contient un radical; repre'sentant cecoefficieat par 

i l faudra done que la fonclion de x que représente 

cetíe expression ait plus d'une valeur. Cela suffit pour que 
nous puissions conclure , comrae dans rarticle 189, que 

d r 
Q = o, ce qui réduira l'équation P -f- Q = o, á P = o; 

i i suit de U qu'on doit avoir < ^ ~ - . 
dx o 
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Des courbes osculatrices. 

146. Soient j-=:(pa: et j - = F a : , les équations de deux 
Fig 89 courbes í11' se rencontrent, fig. 89, au point M , dont les 

coordoanées sont AP=ar', PM = y ; on aura donc> Pour 
ce point, 

<pxr == V x ' ; 
supposons que x' devienne ensüite - j - A , les équations 
pre'cédehtes donnerout 

M ' P ' = ? ( y + ^ ^ x ' + ^ A + ^ i l + etc... (83), 

M T = F ( ^ 4 - A ) = F ^ ^ A + d 5 ^ . — 4 - e t c . . . (84). 

Si tous les termes correspondans de ees developpemens 
' sont identiquement les mémes, les courbes se confondront; 
si l'on a seulement Fa:' = ^ar', les courbes, comme nous 
l'avons vu , n'auront de coinmnn que le point M ; si, cutre 

Yx' — qx' on a -.r ^ ;• , ees courbes se rapproche-

ront davantage ; et encoré plus, si, outre ces.e'quaíions, pn. 
d'Ea:''2 d2á)a;' 

a encoré — 7 - - — = - ¡ — 7 - 1 et ainsi de suile : car i l est évi-
dxa dar3 • ' 

dent que la diíFérence de M"?' á M'P' sera d'auíant 
moindre, qu'il y aura un plus grand nombre de termes 
e'gaux dans leurs de'veloppemens. 

Cela pose', soient a, b , c9 etc., les constantes de l 'équa-
tion j - = F x ; on peut, sans changer la nature de la courbe, 
donner des valeurs arbitraires á ees constantes. Par exeni-
ple, si l'on a l'équation j-2=wa:-f-7í>r', quiest celle d'une 
ellipse, quelque valeur que l'on donne aux constantes m 
etn, cette équation ne cesse pas d'appartenir á une ellipse y 
puisque Véquation conserve toujours la méme forme (bien 
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entendu qu'on ne fait varier m e t n que de grandeur et non 
designes, et qu'on ne les suppose pas huís). D'aprés cette 
observation, on peut regarder comme arbitraires, les 
constantes a, b , c, etc., qui entrent dans les équations 

„ , dF^' ¿ q x ' d2Fa;'_ d 1 ^ ' 

et en prenant autant de ees équations qu' i l y a de cons­
tantes, on déterminera ees constantes par la condition 
que ees e'quations soient satisfaites. 

Par exemple, si réquation jrz=z $xrxe contient que trois 
constantes a, b r c , on posera 

On tirera, de ees équations, les valeurs de c, de ¿ et de 

c, en fonction de x ' , de y , de ^ j - , etc.; on les substituera 

dansl'e'quationj'sisFx. Alors elle jouira de cette proprie'té 
que , loi'squ'on y mettra x ' - { - h á la place de x , l'e'qua-
tion (84), qu'on obtiendra á l'aide de la formule de Taylor, 
aura les trois premiers termes de son second membre res-
pectivement égaux aux trois premiers du second membre 
de l'e'quation (83). 

Ce que nous disons d'une équation qui ne renferme que 
trois constantes, peut s'appliquer á une qui en contiendrait 
un plus grand nombre. 

147. Prenons pour exemple le cas oú l'equation j - = F.r 
représente celle d'une ligne droite; cette e'qualion j - — Tx 
sera done remplacée par celle-ci, 

^ j = ax + b (85). 

Les équations de condition , nécessaires pour l 'éiimi-
nalion des constantes a et b, serení 
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e>x' — a x + b , = a.,... (8b), • 
ax 

et comme $xf représente Fordonne'e en M de la courbe 
dont l'équalion est yz=<px, et que x' correspond á y y 
nous pourrons remplacer qx' par j ' , et les équalions (86) 
se changeront en 

d r ' 

y = z a x ' + l>, ¿ r ~ « ; 

eliminant a, on obtiendra 

Substituant la valeur de 6 donnée par cette e'quation^ 
et celle de a , dans l'e'quation (85) de laligne droite, celle-
ci deviendra 

On reconnaít dans cette e'quation, celle d'une tangente 
jr^ 0̂ M T , fig. 4o» au point M , dont les coordonüe'es sont xr 

et j - ' (art. 78). Nous verrons bientót pourquoi cette droite 
MT est tangente en M. 

i48. Reprenonsla théorie pre'ce'dente, et pour éviter les 
pe'riphrases, convenons de de'nornmer les co.urbes par leurs 
équations. INous avons vu, article 1 4 6 , que si les courbes 
j - qx et j - = : ¥ x avaienl seulement un point commun, 
en representant par xr et y les coordonnées de ce point, 
on aurait réquation de condition Fx' =:<px'; mais qu'en 
déterminant deux constantes de l'e'quation j =z Fx, par 

dF^c' úox ' 
les condiíions Fx' ~ <pxf, et = , les courbes 
cornmenceraient á se rapprocher. t-éB' 

Repre'sentons par j-==:y5: ce que devient j - = F,r aprés 
qu'on y a substitué les valeurs de ees deux constantes, la 
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courbe y = J x sera une osculatrice du premier ordre á la 
courbe j — $x\ et si, toujours en vertu des valeurs ar-
bitraires qu'ou peut donner aux constantes , on elimine 
trois des constantes de réquatioii j ~ Y x , au moyen des 
e'quations suivantes, 

F a : = = ^ , - ^ - ^ r , (88), 

et qu'on représente par 4 ^ ce que devient F.r, aprés cette 
substitution, cette courbe j ~ ^ x sera une osculatrice du 
deuxiéme ordre á la courbe y=-<$x, dont elle approchera 
encoré plus, et ainsi de suite ; de serte que pour une oscu­
latrice du n^m' ordre, nous aurons les e'quations 

, d íV_d^_ r ! d8F.r _ _ d > . / d"F^_dn(p^ 
r ' d í r ~ da:'' d ^ ' 1 - " dar'2 - d^'"5"" d.r'T" ( ^ 

149. Nous allons de'montrer que , de deux osculatrices 
qu'on a obtenues ainsi, en faisant varier les constantes 
d'une méme équation, celle de ees osculatrices qui est d'un 
ordre inférieur ne peut passer entre l'autre et la courbe a 
laquelle on a mené ees osculatrices. 

Par exernple, soitMB, fig. 89, la courbe y~zzqx, et MC Fig 1%. 
son osculatrice y = -4^ du second ordre ; i l s'agit de 
déiuontrer que Fosculatrice j — J x du premier ordre , ne 
peut passer entre les courbes MB et MC. 

Pour cet effet, en mettant x ~\-'h á la place de x , dans 
ees équations, nous trouverons 

P M o n ^ + h ) ^ * * + ^ h + - + _ . . + e,c.. 

P'M" ou A) = 4 ^ + %^ t + ^ i L * etc., 

> -f —-r ft-f-p- ^ -4, etc. 
d i dar'» 2 da- 3 2.3 
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la courbe jr=4-:r> étant une osculatrice du second ordre 
& y — Qx, i l faut qu'on ait 

D'une autre part, j — f x étant une osculatrice du 
premier ordre á j-r=q>x, on a encoré 

_ , dfx' á<px' 
f x —<px, - ¿ ¿ r - ~ ¿ ¿ i 

en vertu de ees équalions, on a done 

¿(px á- lx dfx' 
úx' ¿ x ' dx' ' 

et seulement 
da<px' d M ^ 
'dx'7 ~~ dx'a 

faisons, pour simplifier, 

(px' -f* ~^~~T ^ K , 

> — v -

les trois developpemens pre'cédens pourront s'écrire ainsi: 

F M ' ovi<p{af+ A) = K + W + ^ ^ + etc., 

F M " cu 4 (x' + A) = K + VA* + S f - ^ + etc., 
d r5 2 . 3 

et en observant que tous les termes, á partir de celui qui 
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est afí'ecte de h3, ont ^pour facteur comrami, nous pour-
rous supposer 

á x ó 3 . 3 

et en faisant des réductions analogues dans les autres 
équations, op aura 

Les courbes j — f x e t j - ~ - \ x étant des osculatrices, 
Tune du premier ordre et l'autre du second ordre, V dif-

fére nécessairement de | ^ 7 7 - ne peut done faire que 

deux hypothéses sur Y, savoir 1 

Si V est moiudre que | > soit Z l'excés de \ /a sur V , 

V 4 - Z s ^ l - ^ X 
^ 3 da:'* 

si au contraire V surpasse \ ^,a-, la quantite' Z sera n é -

gative. 

En substjtuant cette valeur de \ , dans celle de 

f { x - j ~ h ) , et en observant que h* est facteur commun, nos 
trois développemens deviendront 
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<p - f ^) =r K -f- (V -f- Uh) h% 
-f- A) = K (V «f M ) h \ 

f { x ' 4 - ^ ) = K + . ( V 4 - Z + Vh)h%. 

Or, en faisant h tres petit, i l est possible que la quan-
tité Z indépendante de A soit plus grande que les expres-
sions MA et NA qui tendeBtvers zéro. Alors, si Z est po-
sitif, /(ar'-f-ft) surpasse (p (.r'-f-A) et 4 (.r'+A).; dans ce cas, 

Fig. 39> on a done J{pc'-\- h) ou P'M", fig. 89, plus grand que P'JVT 
et que P'M", ce qui montre que la courbe y — f x , repre­
sen tée par MM", ne peut passer entre les deux autres. 

Si, au contraire, Z est négatif, on a /(ar'-j-h) ou P'MI% 
moindre que P'M' et que P 'M", la courbe MM,V étant 
alors celle qui s'approche le plus de l'axe des x , ne peut 
étre comprise entre les deux autres. 

i5o. On peut maintenant expliquer pourquoi la ligue 
Fig 40 ^roite> Ŝ* 4o > ar*' ,47» u.riie osculatrice du pre­

mier ordre, est tangente á la courbe; car i l resulte de 
notre théorie, qu'entre cette droite et la courbe on ne 
peut faire passer aucune autre droite, ce qui est la pro-
prie'té de la tangente. 

On dit que la tangente a un contact du premier ordre 
avec la courbe. En ge'rte'ral, une osculatrice d'un ordre n 
a un cpntact du méme ordre avec la courbe á laquelle elle 
est osculatricej ainsi, lorsqu'on a, entre deux courbes, les 
équations 

,r ' áx' á x r ' ¿x'* ~"~d.-rr7 
ees courbes ont entre elles un contact du second ordre. Ce 
contact sera du troisiéme ordre s i , cutre ees équations, 
on a encoré celle-ci: 

á îpx' d^Fx' 
eon , miiíiíuo > . ;.; ~ "dx'~' 
et ainsi de suite. 
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i 5 i . L'équation du cercle, qui est 

(jr —/S)2 4 - — = y% 
renfermant trois constantes, nous pouvons déterminer le 
cercle qui a un contact du second ordre, avec une courbe 
M N , fig. 41 > ¿ont on a réquation. Pour cet effet, soient r¡8. 4r. 
x ' et y ' les coordonnées du point M de la circonférence 
de ce cercle; la valeur de f sera donne'e par l'équation 

{ y _ ¡8)5 - j L { 4 - « ) 2 = y3 . . . (90), 

et devra remplacer Yx' dans les équadons du contact , qui 
sont 

(px—J^x, — „ — , _ _ _ _ _ _ _ _ 

si nous adoptons en rnéme temps x y pour les coor­
données de la courbe y — qx , au point de contact, les 
équations precedentes deviendront 

J % ¿ á x ~ ÚX' * dx2 ~ ¿ x ' * ' ' • • 1 9 ; ' 

ilfaudradoncmettre, pour les quantitésjr ' , x-?? et - ~ , 

leurs valeurs tirées de re'quation (90), et de ses difíeren-
tielles successives, qui sont 

, , .s da r ' 1 d / a , 
( ^ - © ^ + ^ + . = 0 . . . . (93). 

Or, substituer dans les équations (gi) les valeurs de y , de 
d y , dajr' , 
d r7 '6 dx77' doi:ine'es Par ies équations (90), (93) et 
(gS), n'est autte chose qu'éliminer ees quantités entre les 
équations (90),<9i), (92) et (93)s ce qui revient á eífacer 

Élém. de Cale. diff. 8 
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lesaccens dansleséquations (90), (92) et (gS), en obser-
vant d'ailleurs que quand 

j-z=z y '^ on a .r = ;r'; 

supprimant done les accens, on trouvera 

( r - ^ r - f «)2 = y 2 - - - - (94), 

^ " " ^ 3 ^ - f - x — « = o — C95)» 

De cette deiniére éqúation on tire 

f - ^ = — 5 5 — • • • • ^ 
d ^ 

Mettant cette valeur dans réquat ion (gS) ? on obtiení 

. - . = ^ T / W ^ - - - (98)-
d2jr d¿c ^ ' 
(He* 

Si dans l'équation (94) on substitue ees valeurs de y—fí 
et de Í C — o n aura 

d W . A d W d j r 2 _ 2 

et, en ajoutant les nume'rateurs qui ont un facteur com-
mun, on aura 

) , 
- = V 
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cette équatiou se réduit á 

( 

et, en t irantla racine carree , donne 

dar» 

iSa. Le doubíe sigae est relatif á la position de y : si la 

courbe tourne sa concavite' vers l'axe des alors sera 

ne'gatif (art, I I 5 ) ; et pour qu'alors y se determine po-
sitivement, nous le prendrons avec le signe ne'gatif, etnous 
écrirons 

* - = ^ — W ; 
d ^ 

car la courbe, tournant sa concavite vers Taxe des abscisses, 
da *y 
- ~ tient la place d'une quantite'negative, qui , lorsqu'elle 
sera substitue'e dans la valeur de y, la rendra positive. 

i53. On a donne'au cercle que nous venons de cbnsi-
de'rer, le nom de cercle osculateur, et á son rayón celui de 
rajron de courbure; i l ne s'agira done, pour obienirle 
rayón de courbure, que d'avoir l'équation de la courbe, 
pour en déduire les coefíicieus diíFérentiels qu'on subsíi-
tuera dans la formule 99. 

Si la courbe devait tourner sa convexité vers l'axe des x , 
nous ferions preceder la valeur de y du signe positif. 



t i 6 C A L C U L m F F J S B E N T l E I . . 

1,54. O n écri í quelquefois ainsi la valeur de ^ : 

(da;3 -f- dy»)» 

Cette formule se dédu i t facilement de r é q u a t i o n (99); car en rédu i sau í 
au m é m e d é n o m i n a t e u r les deux termes qui sont sous la p a r e n t h é s e , et 

3 
en observant que l a puissance - de d x » , est dar3, on obtiendra 

(dx' -4- dy*)* _ (dr^ 4- d r » ) ' 
y _ d x d ^ 

dx3 T — 
• áx* 

i55. Pour donner une application de la formule (99), 
clierchons le rayón de courbure de la parabole NAM, 

F l g . 42. fig- 42 , dont l'e'quation est = m ; - ; nous trouverons 

done 

dy aa: d2jr 2 
dx m dx7 m 

2 2 

et en elevant les deux facteurs á la puissance | , on a 
i /™> v 3 

V = = p ' £ • = g . . . . (100) ; 

772 4 

or , la nórmale á la parabole ayant pour expression 

{Théorie des courbes, art. 263) ^ — 4- ^5J ?, on voit que 

le rayón de courbure de la parabole esí égal au cubede la 
nórmale, divisé par le carré du demi-parametre. 

i56. Le cercle osculateur peut servir á mesurer la cour-
fig. 41. bure de la combe en un point M , fig. 41; car, si en ce 
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point M on décrit, ai'ec le rayón de courbure, un are ML Fig. 41. 
tres petit, cet are pourra étre considere' comme Tare 
méme de la courbé, dont i l s'écavte tres peu ; or, plus l'arc 
ML a de courbure, plus son rayón est petit; d'ou i l resulte 
que par le décroissement du rayón de courbure, ou par son 
accroissement, on pourra connaítre si la courbe augmente 
ou diminue de courbure. 

Par exemple, en considérant Tequation (100), qui donne 
le rayori de courbure de laparabole, on voit qu'au sommet 

de lacóurbe, oü ^ o, y — ~ > mais ^ lorS(lue ̂  s'ac-

croit successivement, y augmente, ée quiannonce que la 
courbure de la parabole va en diminuant, lorsqu'on s 'é-
carte du sommet. 

d v 
iS'j. ~ exprimant la tangente trigonome'trique de 

Fangle que la tangente enM, fig. 43, faitavecTaxe des o:, ^3. 
l'équation de la nórmale assujettie á passer par un point 
dont les coordonnées sont «aet /S, sera (art. 7 3) 

J — t = - — (x —«) . 

Cette e'quation étant la méme que l'équation (gS) dans 
laquelle « et /3 sont les coordonne'es du centre du cercle 
osculateur, on voit que le rayón de ce cercle est une nór ­
male á la courbe. 

i58. Si maintenant, par íous les points d'une courbe 
MM'M", etc., fig. 44 > 031 méne des rayons de courbure ^ , 
MO, M'O', M"0", etc., on construirá une suite de points 
O, O', O", etc.; ees points étant assujettis á une certaine 
lo i (*), cela suffit pour que nous puissions donner le nom 

(*) E l l e est implicitement renfermée dans l ' équat ion de la courbe 
M M'M", puisque cette courbe é tant d o n n é e , la position de ees points en 
pésulte. 
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de courbe á leur systéme; mais nous ne prononeerons en­
coré rien sur la nature de cette nouvelle courbe, qu'on 
appelle la développée de la courbe MM'M". Celle-ci, con-
sidérée relativenient á la développe'e, est appelée la déve-
loppante. 

i5g. Si l'on passe d'un point á Tautre de la développe'e, 
non-seulemento: etjr varíent, mais encoré «,/2 ety varient 
en mema temps : car «el /2 étant , en géne'ral, les coordon-
nées des centres ducercle osculateur, comme la développe'e 
est formée par le systéme de ees centres, i l en resulte 
que <« et /3 sont les coordonnées de la développée; coor-
dcanees qui doivent varié/ d'un point de la courbe á 
l'autre. I I en est de méme de y, qui est le rayón du cercle 
osculateur, et qui représente alors la distan ce d'un point 
quelconque de la développée á un point de la développante 
d'ou est parti y. Par conséquént, en différenciant l 'équa-
tion (9$) par rapport á toutes les lettres (*), et en divisant 
par á x , nous obtiendrons 

áx2 áx* áacáx ácc 
retranchant Tequation (96) de celle-ci, i l reste 

d j ^ - d/S da 
á x áx á x ' 

d'oü l'on tire 
d«» 

djr d a r _ áu 1 

d r ~ ~ ~ áx >< d^ ' 
dar áx 

(*) O n ne peut pas différencier autrement l ' équat ion 

{y — py + { x ~ K y = z y > , 

ses dér ivées ; cependant i l semble que nous ayons agi autrement, 
lorsque de l ' équat ion (90) nous avons dédui t Ies é q u a t i o n s (92) et (gS). 
J e répondra i q u e , comme nous avions deux constantes arbifraires dans 



or, art. 69, 

done 
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i dx 

áx 

djT _ da ^ dx 
dx dx d/S* 

et par conséquent, art. 26, 

da: T d/3* 

Si Ton substitue cetíe valeur de ^ dans l'équation (gS), 

on obtiendra 

/ 2 = ^ « ) . . . . (IOI) . 

160. Nous avons vu, article 157, que re'quation. 

j — / 3 = — — { x — « ) , était celle du rayón de courbure 

qui passait par le point dont les coordonnées sont x et y . 
_ , dx d$ • i » , 
Lu remplagant — ^ p a r ^ - , ce sera toujours lequation 
du métne rayón; mais l'e'quation (101) étant aussi celle 
d'une tangente menee au point de la développe'e , dont les 
coordonnées sont« et $ , le rayón de courbure est done 
tangent á la de'veloppée. 

l ' é q u a t i o n (go) , nous les avons d é t e r m i n é e s par la condition que les 
fonctions représentées par les premiers membres des é q u a t i o n s (92) 
et (gS), fussent nuiles; m a i s , sans ce la , nous n'aurions pas eu le droit 
de conclure de ce que P é q u a t i o n (go) a l i e u , que les é q u a t i o n s (92) 
et (gS) doivent aussi avoir l ieu. 

(*) Observons qu'en général « et /3 é tant les c o o r d o n n é e s d'un point 
quelconque de la d é v e l o p p é e , P é q u a t i o n de l a d é v e l o p p é e sera ¡é=-/«. 

d/S 
c £ ^P1"*3861116? art- 7 3 , Pangle que la tangente au point « , ^,fai,t 

avec l'axe des abscisses. 
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1 6 1 . Comme dans la démonstration suivante nous em-
ploierons la difíerentielle d'un are de courbe, nous allons 
déterminer cette differentielle. 

Fig. 45. Supposons qu'une abscisse A P = a : , fig. 45» s'accroisse 
de PP '=A; si nous menonsla paralléle MO á Taxe des x r 
nous aurons évidemment 

M'O = / ( x + fe) - / ^ g/í + g ^ + etc. 

Substituant cette valeur dans TexpressiGn de MM' , et re-
pre'sentant par A , par B , etc., les coefficiens de h3, de 
M, etc., on aura 

MM' = = ^ h * + ^ h * + . Ah?+ BW-f etc., 

ou 

MM' ^ V A O ^ Í Í ? ) 4 " kh' + ™ + etc.; 

done 

r ^ A / i + ^ + AA + B^-f -e tc . 

Dans le cas de la limite, la corde se confond avec Tare 
que je représenterai par s, de sorte que nous aurons 

d x ~ V ^ c l o . ^ 

d'oü nous tirerons, en multipliant par dar, 

1 6 3 . Pour la développée, dont les coordonnées sont a et 

¿8, nous aurons done également 

ds == / da2 -f- di3'¡. 
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i63. Différencions maintenant l'équation (94) par rap-
port á toutes les lettres, nous trouverons 

l'équation (g5) nous donne 

( — d j - { - ( x — ( t ) d x = 0 ; 

retranchant ce résultat de l'e'quatiou pre'ce'dente, i l nous 
reste 

•—(j-—/S) d/2 — (a: —«) d« = ydy.. . . (102). 

Si dans cette e'quation ( 1 0 2 ) et dans l'e'quation (g4), 
nous substituons la valeur de f — ( 3 , donnée par l'e'qua-
tion ( 1 0 1 ) , nous trouverons ees deux e'quations : 

— -r - (x -r— «) — (x — a) dos = ydy, 
(ACA ' 

mettant x — « en facteur coramun, et tirant la racine 
carree de la seconde; ees e'quations deviennent 

— (x — a) ^ = ydy, 

= y -

divisant la premiére de ees e'quations par la seconde, on 
obtient 

dy = \ / W ¿ - j - d » \ 

Or nous avons vu, art. 162, qu'en appelaut s un are de 
la de'veloppe'e, on avait 

d i = y tl/32 - | - cU* ; 
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en comparaní celte équation á la precedente, nous-en 
déduirons 

dy = — d i , ou d ( y + í ) = o ; 

er comme toute fonction dont la différentielle est nulle est 
constante, nous avons done y + s —constante; done si le 
rayón de courbure s'augmente, p faut que s diminue 
d'autant. 

On énonce cette proposition en disant que le rayón de 
courbure varié par lesmémes différences que la développée. 

FiS. 46. M - Soient. fis.46,MO^y,OB = í ; M ' O W ^ ' B ^ ' ; 
nous avons done, pour le rayón de courbure MO, 

y - \~s~ constante, 
ou 

MO -f- are OB = constante.... (io3). 

Pareillement, le rayón de courbure M O' donne lieu 
l'equation 

y ' + / = constante > 
ou 

M'O' are O'B = constante... . (lo/f); 

lessecondsnxeinbres des e'quations (io3)et («o4), represen 
tant une inéme constante, nous tirerons de ees e'quations,, 

M'O' - f are O'B == MO + are OB, 

et par conséquent, 

M'O' — MO = are OB — are O'B = are 00 ' , 

ce qui nous apprend que la différence de deux rayons de 
courbure est égale a Vare quils comprennent entre eux. 

i65. I I suitde la que si Fon applique sur la développée 
Fig. 46. OB, fig, 46, un ñi qu i , se terminant tangentiellement, 

soit fixé au point M de la développatite MC, lorsqu'oa 
développera ce fil, en le laissant constamment tendu,%oii 
extrétnité M décrira dans ce mouvement la dévelop™ 
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pan te MC; car, en supposant que dans son mouvement 
i l soit arrive' dans une position O'M', i l se sera accru 
de 00' , et par conséquent e'galera en longueur le rayón de 
courbure qui passe par le point O'; done l'extre'mité M ' 
de ce fil sera sur la de'veloppante. 

166. Voici de quelle maniere on peut trouver réquation 
de la de'veloppée : i0, on tirera de re'quation de la courbe 

d Y d2 y 
les valeurs dej*, et des coefi&ciens diíFe'rentiels ~ ~ , etc.; 

2o. onsubstituera ees valeurs dans leséquations (g5) et (96), 
ce qui donnera deux nouvelles équations, qui ne seront 
plus que des fonctions de ¿r; 3o. élimioant x entre ees 
équations, on parviendra á une équation entre u, et |2. 
Cette équation sera celle de la de'veloppée. 

167. Déterminons par ce procede la de'veloppée de la 
parabole, dent Tequation est x^—my : en difíerenciant, 
on trouve 

ixá.x ¿as máj-j 
et par conséquent 

á y i x dy- 2 

dar m ' da:2 m7 

substituant, dans les équations (96) et (96), ees valeurs de 
, d r , d V , . 

j - , de ^ etde -g^ , ees équations deviennent 

( - — / S j - - f l ^ - f - í — o . . . . (106); 

retranchant l'équation (xoS) de l'équation (106), mu l -
tipliée par a, on obtiendra 

* ~r —r = o . . . . (ion). 
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D'une autre part, l'équaticn (106) multipliée par m9, et 
réduite , nous donne 

6x2 —h zmfi ~\- m'1 ~ o , 
d'oü Ton tire 

/(3 = (108). 

En éliminantx entre les e'quations (107) et (108), 011 aura 
l'e'quation de la développée. 

Mais avant de faire cette opération, remarquons que 
pour l'origiíie ou a:r=o, les équations (107) et (108) se 

7TI 772 
re'duisent á u ~ o, (2 = — ; en prenant done AB = — , 

Fig. 47. fig- 47'» on a le point B de la de'veloppe'e; on voit en-
suite, par réquation (108), qu'en donnaní des valeurs 
positivas ou négatives a x , @ augmente á mesure que ees 
valeurs s'accroissent, d'oü i l resulte que la développe'e se 
compose de deux branclies BG et BD. 

168. Pour e'liminer x entre les e'quations (107) et (108), 
la premiére, éleve'e au carre', donne 

I D 

d'une autre part, on tire de Féquation (108), 

eu élevant au cube les deux membres de cette équatiou , on 
tro uve 

m\ 3 m3 
2/ 27 ' 

e'galant ees deux valeurs de x5) et divisa ut par m3f|ron 
obtient 
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m f n rn\3 i 
) — ; 

16 \ 2/ 27 
m appelons 0 la quantité — —, et multiplionspar 27, cette 

équation devient 

3'3 = -4 771** = na? (*), 10 

en fajsanl-2 m == n , rorigine est alors transportée en B, Fig- 4?-
16 

puisque /S' = /2 . m 
2 

169. Une osculatrice peut étre située de deux manieres 
diíFe'rentes, á l'égard de la courbe avec laquelle elle est en 
contact : 10. elle peut avoir ses deux branches toutes deux 
au-dessus de la courbe, comme danslafig. 48, ou toutes p j g ^g. 
deuxau-dessous, comme dansla fig. 493 alors rosculatrice F i g . 49. 
sie fera que toucber la courbe ; 20. Fosculatrice peut avoiv 
une branche au-dessus de la courbe et l'autre au-dessous, 
comme dans la fig. 5o ; dans ce cas, Fosculatrice coupera F i g . 5o. 
la courbe au point M . 

170. On va démontrer, fig. Si , que le cercle osculateur F i g . 5i. 
coupe la courbe. 

Soient pour une méme abscisse x h , 

Y i'ordonne'e de la courbe , 
Y' l'ordonnée de Fosculatríce ; 

on a done 

(*) I I est facile de prouver que les branches B C , B D se tournent leurs 
c o n v e x i t é s ; car en dií'ferenciant deux fois de suite l ' équat ion fi't—nu.*, 

x 1 * * i L • l l a t , A ' ' . f 3 . 
OM ¡¿ =zn ^ , on trouve = n i* . 3 = 4 / - - , valeur n é -

da» 9 - 9 V K-Í ' 
gative pour a positif comme pour a n é g a t i f ^ ce qui prouve que c h a q u é 
branche tourne sa concav i t é vers Taxe des 



1126 CAI-CUL n iFFÉRENTIFX. 

T — F(.T±7I) — For-f A'h - f B ' ^ + C'/r'-f- etc., j ' * 9)* 

Or, puisque le cercle est une osculatrice du second or-
dre (art. 148), les trois premiers termes de ees de'veloppc-
mens seront les mémes; done la diffe'rence des ordonnées, 
<jui correspondent á x - \ - 7 i , sera 

(G — C/)h'i -f- etc.. . . (no) . 

Supposons maintenant que Tabscisse devienne x — h ; i l 
faudra ehanger hen — h dans la diíFérence des ordenuées, 
qui deviendra 

— (C —C/)/^ -+ etc. . . . ( i i r ) . 

Or, comme le premier terme dessuites (11 o) e t ( i 11) peut 
surpasser la sornnie de tousles autres termes, en prenant h 
assez petit, i l en resulte que la diíFérence des ordoniiées 
changerade signe, lorsque l'abscisse, au lieu d'étre x - f A, 

Fig. 5i. sera x — h ainsi^ en prenant, fig. 5 i , PP" — PP' — h , si 
la diñérence des ordonne'es correspondantes á x -\- h est 
une quantite' positive , c'est-á-dire si l'ordonne'e P M ' de la 
courbe surpasse P'N', l'ordonne'e P"N" de rosculalrice sur-
passera l'ordonne'e P"M" de la courbe : d'oü Fon concluía 
que l'osculatrice est d'un cote au-dessus de la courbe el de 
l'autre au—dessous , et par conse'quent la coupe. 

Ce que nous disons du cercle , qui est une oscula trice 
du deuxiéme ordre , peut s'appliquer á touíe osculatrice 
d'ordre pair. 

171. Si Tosculatrice e'tait d'un ordre impair, elle tou-
cherait seulement la courbe, au lieu de la couper. Cela 
est e'vident d'aprés la démonstration precedente. 

r.^a. "Voici l e t h é o r é m e que nous avons promis de donner, art. 140, sur 
les points múltiples. Si les courbes qui se r é u n i s s e n t e n un de ees points, 
ont une tangente commune dont Péquat ion soit représentée par 

/ r z = a x + nous changeronsF^ en ax-i-b, dans la s e c o n d e d é s é q ú a -
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dFsc 
tions (109), ce qui donnera ou A' = a , et tous les autres coeí f i -

ciens de cette é q u a t i o n seront nuls . L a tangente é tant une osculatrice 
dn premier ordre , qx - f AA égalera Fo- •+ A'h, ce qui rédulra la d i f f é -
rence des é q u a t i o n s (109) á Y — Y ' — Bfe2 + C/t3 -f- etc. 

Cette di f férence des o r d o n n é e s devant avoir uríe valeur double , Q M 
et QM'( f ig . Sa ) , i l faut q u c l ' u n des eoefficiens différentie ls qui sont 

representes par B , C , etc., ait deux valeurs. Soit ce c o e ñ i c i e n t ; s i 

F o n prend les d i f férent ie l les successives de r é q u a t i o n P d x + Q d r = 0 , 
nous avons v u , art. ifó, qu'á chaqué d i f f é r e n c i a t i o n l e t e r m e Q í e s t e tou-
jours facieur de la dif férent ie l le de l'ordre le plus é l evé de jr ; de sorte 
que l a d i f férent ie l le de l'ordre n de l a fonction proposée pourra é tre re-

p r é s e n t é e par Q j - ^ 4- K=: o, et puisque — doit avoir deux valeurs, on 

prouvera , comme dans l'art. i3g, que Q est nul . Cette valéur de Q 

dr • P 
réduira celle de P á z é r o ; d'oü i l suit que l ' é q u a t í o n ^ = — ^ d o n -

d r o 
ñera — — - . 

d * o 

Application du théoreme de Taylor au développe-
ment des fonctions de deux variables qui re-
coivent des accroissemens. 

173. Lorsque dans une fonction u , de deux variables iu-
de'pendantes oc et j ' , on chánge x en x h , et y en'j- -f- k, 
le théoreme de Taylor peut nous donner le développement 
de cette fonction. En effet, si Ton substitue d'abord á la 
valeur a: -f> A, en aura 

^ . 7 v , di/7 | d3« h2 iV'u h? 
/ (x+A>J-) = u + - i 4 . a - . _ - f - i _ _ + e.c.... ( . n ) ; 

h e'tant en e'vidence dans ce développement, j ne peut 

étre contenu que dans les fonctions u , ^ , ^ - ' — , etc. 
Ax áx* , dx* 

Ghangeant done y en j + k dans ees fonctions , nous 
remplacerons, dans l'équation (112), 
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?/ par u - j - ~ « - r T " r "iTTs » ecc• > 

d 

d^^ar dx d j -

dj-3 2 . 3 
du 

dx k* , dx P , ^ 
- n . H — , — f —^ 4- etc.» 
dj-2 2 djr a . á 

da: 
etc 

dxa 
etc. etc., etc., etc.; 

et formant autant de lignes qu' i l y a de termes dans l e-
quation (i i?,), nous obtiendrons 
r , , r i Vv , du . . d'u t- \ 

- f - d i ^ 

d. 
A/í: -f- etc. 

djr 
, d2« h* 

+ -r-r - +e tc . 
dx2 

4 » etc. 

174. Si Fon eút fait les substitutions dans un ordre i n -
verse ? on aurait d'abord trouve', en changeant / en j - f - £ > 

• , /v , du 7 . d ^ ¿a . d3M Z:3 

et en mettant ensuite dans chaqué terme cc-{-hkh place 
de a:, on serait parvenú á ce déveioppement 
r , , , , j . , dw T . d'u h* v 

J i J - - { - k , a : - j - h ) = : u - i - - r h + (- etc. 
cía; dx* 2 

d 
. dw * d r 

- h j - A- -f- - ~ /2A- - j - etc. 
d j d.r 1 

, dsM A2 
•4- - r — — - j - e t c . 

ú j ¿ 2 

4 - etc. 
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L'ordre dans lequel nous avons fait ees substitutions étant 
arbítraire, puisque devant mettre x - \ -h partout oü entre 
^ et j - - [ - k partout oü entre ees opérations ne peuvent 
influer Tune sur Fautre; i l en resulte que les deux déve-
loppemens i i 3 e t i i 4 cloivent étre identiques, et que, 
par eonse'quent, les termes affectés des mémes produits 
de h et de k ont les mémes valeurs. Si nous e'galons done 
entre eux les termes qui sout multipliés par hk , nous ob-
tiendrons 

^ ñu ^ du 
'dx ' á r , A d'u á'u 011 plutot 
dj" dx ú x d j ' dj~dx 

Cette e'quation nous apprend que pour pi-endre la diífé-
rentielle seconde du produit de deux variables, rordre 
des différenciations est arbitraire. On prouverait la méme 
chose pour les coefliciens différentiels des ordres supé-
rieurs, en égalant entre eux les coefficiens diífe'rentiels 
des autres termes des équations (i i3) et (114)-

Des máxima et minima, dans les fónclions de deux 
'variables. 

I J S . Nous venons de voir, art. 178, que s i , dans une fonction de deux 
variables i n d é p e n d a n t e s x et y , on rempla^ait x par x-f-fe, e t j ' p a r 
X + í , le d é v e l o p p e m e n t d e / ^ •{•h, y -i-k) serait d o n n é par P é q u a t i o n 
( r i 3 ) . S i d a n s cette é q u a t i o n nous r e p r é s e n t o n s . / j x - f - A , jr-j-A:) p a r U , k 

d 
, 'da: dJu 

par mh et—j-— par - r — r , nous aurons 
d j - do-dr 

U = u-\-n í — j _ ^ d í i \ _^ Z'd'u ^ d2ií ^ d'wN 
doc/ 2 Vdr1 áxAy d x 2 / 

-\~ termes en h.3, en etc. . . . ( I I 5 ) . 

Pour que u soit un m á x i m u m ou u n m i n i m u m , i l faut que, quelque 

valeur que Ton attribue aux accroissemens fe et /c, U soit toujours plus 

grand que u ou toujours plus petit 5 or, cela n'est possible qu'autant 

Elém. de Cale. diff. g 
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que le lerme h m + — ^ cst nul ; car s i cela n'etait pas , ce 

terme, art. gr , pouvant é t re renda plus grand que l a somme algebri-
que ele í o u s ceux qui le su ivent , moyennant une valeur convenable de 
/ J , en prenant successivement cette valeur n é g a t i v e et positive, on r e n -
d r a í t , dans P u n des cas , U plus grand, et dans l'autre moindre qvie u ; 
a i n s i , pour que cette fonction u soit un m á x i m u m on un m i n i m u m , i l 
faut que l'on ait 

(dw dus 

on p l u t ó t 

, fau a u \ 
~ m - i - — \ - = : o, 

du du 
df dx 

L'accroissement k étant arb i t ra i re , i l en doit é tre de m é m e de m ; par 
c o n s é q u e n t cette é q u a t i o n a l ien quel que soit m, ce qui exige qu'elle se 
partage en ce l l e s -c i : 

du du 
dj ' dx 

i ^ ^ . Examinons maintenant ce qui distingue le m á x i m u m du m i n i ­
mum. Pour cet effet, remarquons que puisque le terme en h est n u l , 
c'est le t e m e en h' qui doit déc ider du signe de la somme a l g é b r i q u e de 
tous ceux q u i suivent K ; i l faut done que le terme en h3, s'il n'est pas 
n u l , ne puisse, par des valeurs de h et de 7c, se dé terminer t a n t ó t po-
sitivement, t a n t ó t n é g a t i v e m e n t , autrement U pourrait é t r e , dans un 
cas , plus pet i t , et dans u n autre plus grand que u ; a i n s i , nous allons 
chercher la condition qui doit avoir l ieu pour que le terme en h2 con­
serve toujours le m é m e signe, quelles que soient les valeurs qu'on donne 
a fe et a k. Dans cette vue, r e p r é s e n t o n s le terme en fe2 de l 'équat ion 
( i i 5 ) p a r ^ 

~ h* {Km* + aBm -f- G) • 

mettant A en facteur commun , ce terme deviendra 

B . C -

aioutons sous la p a r e n t h é s e l a q u a n t i t é identiquement nulle — — 
A» A2 

rexpression (n6)xpourra s'écrire a i n s i : 

• - > [ ( ^ i ) * ^ - ? . ] - - Á 
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et Ton voit qu'elle sera toujours du signe de A s i , C et A é tant de 
C B ' 

m é m e s signes, Pon a ^ > , c'est-á-dire A C > B » ; car alors la quan-

t i t é , qui est m u l t i p l i é e par - Áh1, sera essentiellement positiva, et 

le signe de Fexpression (117) dependra de celui de A ; de sorte qu'on 
aura un m á x i m u m ou un m i n i m u m , suivant que A sera négat i f ou po-

sitif, c'est-a-dire suivant te signe de qui est le m é m e que celui de 

parce qu'on a vu que C et A é t a i e n t s u p p o s é s é tre de m é m e s signes. 

De la tmnsformation des coordonfiées rectangu-
laires en coordonnées polaires. 

177. Considérons une courbe BDC, fig. 53, dans laquelle F¡g 53. 
on a determine' de position un point M , á l'aide des coor-
donne'es rectangulaires A P = a : e t P M ^ ^ j ce point peut 
étre également de'termine' si l'on donne l'angle MAC et le 
rayón vecteur A M ; mais comine on mesure ordinairement 
les angles par les ares, nous remplacerons l'angle MAC 
par Faro mo, de'crit avec un rayón pris pour uní te' • ainsi, 
en nommant t cet are mo, et M le rayón vecteur A M , 
nous pouvons subsíituer le systéme des coordonnées po­
laires t e tuk celui des coordonnées rectangulaires AP = x 
et PM = j - . 

178. I I est á observer que l'origine desabscisses polaires 
est quelquefois placee ailleurs qu'en o; car le point M est 
également déterminé , lorsque ayantpris un point o' pour 
origine, on donne l'arc o'm et le rayón vecteur AM. Dans 
ce cas, nous pouvons représenter o'm par t', et alors toutes 
les abscisses comptées de Forigine o différeront des abs-
cisses comptées de l'origine o', d'une quantité cons­
tante 0 0 ' ; e t i l y aura entre elles la relation suivante : 

t = : t f — 00'. 
Comine, au moyen de cette relation5 on peut toujours 

9" 
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changer rorigine de la maniere qui nous convient, nous 
supposerons, pour plus de simplicite', Poingine en o. 

179. Représentons maintenantpar F ( x , j - ) == o, l 'équa-
tion dans laquelle nous voulons changer les coordonnées 
rectangulaires AP = ^ et PM = j en coordonnées pe­
laires om—t et AM = u , et cherchons les relations qui 
existent entre ees coordonnées; nous avons e'videmment 

AP = AM eos MAP, PM -~ AM sin MAP, 
ou 

x — u eos t , y — u ú n t . . . . (118). 

I I suffirait done de substituer ees valeurs dans Tequation 
rcpre'sentée par F(,r, j - ) = o, pour obtenir celle qui serait 
rapporte'e á des coordonne'es pelaires. 

180. Si rorigine des coordonne'es rectangulaires x et j 
Fiff. 54. n'est pas au centre A de la courbe, fig. 5 4 ; soient x \ j , 

les coordonnées comptées de i'origine A', et a et b les 
coordonnées compte'es du centre A , on aura 

AP = A'Q — A B , MP == MQ — AB, 
ou 

x — x ' — a, j r — f - . b , 

valeurs qu'on substituera dans les formules précédenles. 

De la transformation des coordonnées pelaires en 
coordonnées rectangulaires, et détennination 
de Vexpressíon differentielle de Vare dans une 
courbe polaire. 

181. L'équation rapporte'e á des coordonnées pelaires 
Fig. 53, etant représente'e par F(í, a) = o , on voit d'abord, fig. 53* 

qu'on peut remplacer u par sa valeur tire'e de Tequation 

AM^™ AP24- PM% 
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OU 
w? = ,r2 - j - j a . . . . ( i ig). 

A Fégard de í , les équations ( n 8 ) , divisées Tune par 
l'autre, nous donneront 

y sin t = tang í, 
eos t 

d'oü l'on tire 

are (tang == 0. 

Cette valeur de t et celia de u étant substituées dans l 'é-
quation représente'e par F(í , M) = o, on obtient 

F j^are ̂ tang = Q, V^̂ a-f- J3^] — o . . . (120). 

C'est ainsi qu'on parvient á une équation en x et en j - , et 
aíFecte'e d'une quaníite' transcendante. 

182. On peut aussi obtenir entre x et j une e'quation 

qui ne contiendra point la transcendante are ^tang == ; 

mais qui renfermera des différentielles. Pour cela , on 
dilférenciera l'équation qui est représente'e par la for­
mule 120, ou , comnie cela se pratique, on emploiera 
ie moyen suivant pour arriver á ce but. Repre'sentons 
toujours par F(«, í) — o l'équation qu'il s'agit de trans-
former en une fonction des coordonnées rectangulaircs x 
et y ; nous venons de voir , art. 181, que la valeur de u 
pouvait s'exprimer en x et en y , sans transcendante, mais 
qu'il u'en était pas de méme de t; c'est pourquoi nous 
thercherons d'abord á éliminer í entre F ( í , u ) ~ o , et la 
diffe'rentielle de cette équation, que nous représeníerons 
par F( í , , d i , d«) = o : á la vériíé, nous inlroduirons 
dans le résultat de l'éliminalion, les différentielles dt 
et á u ; mais ees différentielles pourront s'exprimer en 
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foncíion des variables x , j - , dx et d y. En effet, les équa-
tions (u8 ) nous donnent 

ees l ~ - ., sin í = —... , (121). 

Di visa 111 Tune de ees équations par l'auíre , on obtient 

sin t j 
ou taiie t — —-; 

• eos t " X 

dill'erenciant, i l vient 

át x á j — y á x 
cosJí ' 

rempla^ant par sa valeur tirée de la premiére des 

équations (121), et supprimant le diviseur commuu a:2, on 
trouve 

«2dí == x á j — y & x , 

et par conséquent 
, xA y — r á x 
^ = J u / (122); 

et en mettant pour M sa valeur, cette e'quation devient 

La diíFe'rentielle de l'autve variable se trouve encoré 
plus facilement; car l'équation (119) nous donne 

U = \ / - | - y ~ ; 

cette équation e'tant diíFérencie'e, nous avons 

, x&x -f- rd r 

au moyen de ees valeurs de d i , de du et de M , on chan­
cera réquation obtenue par rélimination de í , en une 
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autre qui ne contiendra plus que a:, j - , do: et d j - , et qui 
par conséquent se rapportera aux coordonnées rectangu-
iaires. 

i83. On a vu , art. 161, que la diñeren tielle d'un are z 
rapporté aux coordonnées rectangulaires, avait pour ex -
pression 

dz •= \ / á x ^ - i - d j ' . . . . (12,3). 

On peut se proposer de déterminer la diíFérentielle du 
méme are , lorsque les coordonnées sont polaires ; dans ce 
cas, on substituera dans réquation (12.3) les valeurs de dx 
et de djr, tire'es des équations 

.r = « eos í , et j ~ u sin í, 

et l'on trouvera , en différenciant ees e'quations , 

dx ~ — u sin tdt 4- eos tdu , 
dy = u eos tdt -f- sin tdu. 

Élevant ees équations au carré , et réduisant á l'aide de la 
formule 

sin* t -f- eos2 í — i , 
on obtiendra 

dz ~ x/u^de -f- d«2. 

Telle est la différentielle de Tare en fonction des coor­
données polaires. 

Des sous-tangentes, sous-normales, normales et 
tangentes aux courbes polaires. 

i84- On sait que dans les courbes á coordonnées rec­
tangulaires , la sous-tangen te P/, llg. 55, est toujours Fi{; 55, 
comprise entre le pied P de l'ordonnée et le point t7 oú 
une perpendiculaire Ai á cette ordotmée vient rencontrer 
la tangente • conseivanl la méme définition pour les 
courbes polaires , oü rordonnée n'est plus PM , mais le 
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rayón vecteur AM , la sous-tangente sera alors la perpen-
diculaire A T , comprise depuis le point A jusqu'á la ren-
contre T de la tangente. La sous-tangente a done une 
position difierente dans les co urbes pelaires que dans les 
courbes qui ne le soní pas; car dans Ies unes la sous-
tangente est toujours compte'e sur l'axe des abscisses, 
tandis que dans les courbes pelaires, oú cet axe n'existe 
pas , la sous-tangente varié de position á chaqué point 
de la courbe. 

i85. Déterminons inaintenant l'expression analytiqae 
de la sous-tangente dans les courbes pelaires. Pour cet 

Fig 56 eífet, soient AM et A M ' , fig. 56, deux rayons vecteurs, 
et du point M inenons la perpendieulaire MP sur le rayen 
vecteur AM', et, á ceíte perpendieulaire, menons la pa-
ralléle AT; les triangles semblables ATM', PMM', nous 
donneront la proporíion 

PM' : PM :: A M ' : A T ; 
d'oü Fon tire 

A M ' X P M 
AT — PM' 

et en observant que PM' est un cote' du triangle rectangíe 
PMM', cette valeur de AT devient 

AM' X PM 
A l V M M ' " — PM2 

Dans le cas de la l imi te , AM' est égal á A M , c*est-á-dire á 
u , PM se confond avec Tare MN , la corde MM' avec l'arc 
MM' , et AT devient la sous-tangente. I I ne s'agit done plus 
que d'avoir, pour le cas de la limite , les expressions M ' M 
et M N ; la premiére de ees expressions n'est alors que la 
differeníielle de l'arc de courbe ; done, art. i83, 

MMf = \ / u * á e + dw2; 
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áTegard deMN, les secteurs ARR' et AMN nous donnent 
la proportion 

AR : R R ' : : AM : MN , 
ou 

i :RR.' :: u : MN-
done M N = E Í . RRVq^antité qui, dans le cas de la limite, 
se réduit á uát. Mettant ees valeurs de MN et de M'M dans 
celle de AT, aprés qu'on y aura changé AM' en w, et PM 
en M N , et rédaisant , nous trouverons 

AT = ^ Í . 
au 

T e ñ e est Fexpression de la sous-tangente. 
186. Pour délerminer la sous-normale, nous observe-

rons que la nórmale SM e'tant perpendiculaire á la tan­
gente , Fordonnée A M , fig. 55, doit étre moyenne p r o - 5 5 , 
portionnelle entre la sous-taagente et la sous-normale ^ 
par couse'quent nous avons 

AT : AM :: AM : sous-normale, 
ou 

— J — : u « ; sous-normale: 
áu 

done 

sous-normale = —, di 

A régard de la nórmale et de la tangente, les triangles 
rectangles MAS, MAT donnent 

MS = / M A ^ AST, MT = V / M F T A T 1 . 

Substítuant dans ees équations les valeurs de MA, de AS 
et de A T , nous trouverons 

nórmale = ^ / + ^ tangente = M ^/1 + «a 
áií*' 
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187. Pour trouver rexpression analytique dn secteur 

F i g . 56. dans les courbes pelaires, le triangle AM'M, íig. 56, nous 
donne 

mre AM M — ; 
2 

F i g . 5G. dans le cas de la l imite, Taire du triangle AM'M, fig. 56, 
devient celle d'uu secteur élémentaire, la perpendiculaire 
PM peut étie remplacée par Tare MN , que nous avons 
trouve' égal á udt, et AM' se réduit á u, Substituant ees 
valeurs dans Féquation préce'dente , nous trouverons 

7, • w2dí aire du secteur elementaire . 

On peut aussi exprimer le secteur éle'mentaire en fonction 
des coordonne'es rectangulaires; car en mettant dans cette 
équaíion les valeurs de u et de á l , données par les equa~ 
íions (119) et (122), elle devient 

, . x ó r — r á x 
aire du secteur elementaire = -—-—— 

De la délermination de Vexpression du rayón de courbure 
dans une courbe polaire. 

188. Nous avons d o n n é , art. I 5 I , rexpression du rayón de courbure, 
rapportee á d e s c o o r d o n n é e s rectangulaires ; en nous réservan l la facu l té 
d'affecter cette expression d u signe qui rendra y positif, nous l ' écr irons 
ainsi : 

y — - -n—- . . . . (124. 
dx2 

Pour avoir cette valeur de y erprimee en fonction des c o o r d o n n é e s p o -
laires , i l ne s'agit que d ' é l i m i n e r les coefficiens d i f férent ie l s qui entrenI 
dans cette expression, au moyen des é q u a t i o n s suivantes : 

x = u eos í , r ~ u sin / ; 
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di f íérencions ees é q u a t i o n s , et divisons ensuite les r e s u l t á i s l 'un par 

l 'autre, nous obtiendrons 

df dw sin ¿ + « eos ídí _ 
dx ~" dw eos í — a s in í d í ' 

representons par m e t p a r n les deux termes dé cette fraction, nous a u -

et par c o n s é q u e n t 

jw = • dtt sin í + " eos ídí l f,ne:\. 
nz= du eos í — M s m ídí J 

dx ni , ¿jv 
= - . . . . 126), 

dar n 

d/1 m» 
dx» n1* 

A u moyen de cette é q u a t i o n on trouve , pour le n u m é r a t e u r de la 

valeur de y, 

é l e v a n t chaqué terme de la fraction qui forme le 2e membre de cette 

é q u a t i o n 

n3, on a 

3 3 
é q u a t i o n , á la puissance - , et observant que la p u i s s a n c e - de n* est 

d i f férenc iant ensuite l ' é q u a t i o n (126), nous trouverons 

d̂ jy ndm — mdn 
d̂ c 722 ' 

divisant le premier membre de cette équat ion par d.r et le second par » , 
q u i é q u i v a u í á dx, nous aurons 

d*y ndm — mdn . 
d ^ = ñi • • • • (I28)-

A u moyen des valeurs d o n n é e s par les é q u a t i o n s (127) et (128), Téqua-

é ion (124) devicnt 

3 

^ ndm—mdn"" " 

I I ne s'agit plus que de trausfomer cette é q u a t i o n en une f o n c t í o n d e 
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í et de u. Ponv cet effet, on dé terminera d'abord la valeur de n» 4 - ms, 
en ajoutant les carrés des é q u a t i o n s ( o S ) ; et en r é d u i s a n t á mesure, au 
moyen de l ' équat ion sina t -f- cosJ t — i , on trouvera 

na + m J = dw1 •+• it^dí5 ( i3o) . 

A l 'égard du d é n o m i n a t e u r de l ' équat ion (129), nous d i f f érenc i erons 
successivement les é q u a t i o n s (i25) en traitant d i comme constant; et 
multipliant respectivement les ré su l ta t s par n et par m, nous trouverons 

ndm nd'w sin t -f- awdw eos íd í — nu sin ¿d i» , 
mdn ss migúeos t —̂  amdw sin íd í — mu eos ídí2 ; 

la seeonde é q u a t i o n é tant r e t r a n c h é e de l a p r e m i é r e , nous trouverons 

ndm — mdn — d'u (n s in t •— m eos í) % 
-f— 2dudí {n c o s í -f- m sin í) > . . . . ( i 3 i ) ; 
— udí2 (re sin í — m eos í) J 

multipliant l a seeonde des é q u a t i o n s (i25) par s in í et la p r e m i é r e par 
eos t, les retranchant l'une de l 'autre , et r é d u i s a n t au moyen de la 
relation sin11 -f- eos21 = 1, nous obtiendrons 

n sin t — m eos t — — « d i . 

Opérant d'une maniére analogue pour formerla valeur de n eos í-f-m sin í , 
nous trouverons 

n eos í - f - m s in í = d a . 

Subst i tuantces valeurs dans l ' équat ion ( i 3 i ) , cette é q u a t i o n deviendra 

ndm — mdn = — ud^udt -i- 2dBadí -f- « 'd i3 (i32). 

A u moyen des valeurs que nous venons de d é t e r m i n e r , les é q u a t i o n s (i3o) 
et (iSa) changeront l ' équat ion (rag) en 

i 
(dí i ' -f- w'dí2)3 ^ 

^ 2dií2dí — u d ' a d í + i íadf3'" " $ 

Des courbes transeendantes. 

189. On appelle ainsi les courbes qui contieruienl des 
quanütés transceadantes ou des coefficiens diílerentiels, 
et en ge'ne'ral, les courbes donl on ue peut exprimer les 
équations par un nombre finí de termes algébriques. Nous 
ferons counaitre quelques-unes des plus reiaarquables de 
ees courbes. 
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De la spirale dArchimede ou de Conon. 
igo, Voici la génération de cette courbe : tandis que le 

rayón AB, íig. 67 , décrit une révolution, un point A se Fig, 57. 
transporte du centre A á Textrémité B de ce rayón , et se 
rueut d'un mouvement uniforme, de te He maniere que le 
point mobile qui e'tait en A au commencement de la ro-
tation de AB, se trouye en B lorsque AB a décrit une 
révolution entiére autour du centre A. Le point mobile 
décrit dans ce mouvement la spirale d'Archiméde. 

Soient AB = a, are BN = t , AM = u ; on a done, d'a-
prés la définition precedente , 

AM ; AN : : arcNB : BCDB, 
ou 

u l a t Q.7ra , 
d'oíi Ton tire 

Cette courbe, comme 011 le voit , n'a pas ses coordonnées 
rectangulaires. Lorsque AB a décrit une révolution en­
tiére , Tare NB équivaut á la circonférence; done alors 

a-nra, ce qui change réquation précédente en 

, cu u ~ a. 
1w 

Si le point A continué á se mouvoir toujours uniformé-
ment, le rayón AB décrira une seconde révolution autour 
du centre A j et si Ton prend B B ' = B A , le point mobile 
arrivera en B' au bout de iette seconde révolution ; alors t 
sera égal á ce qui donnera u ~ 2a; ainsi de suite. 

De la spirale logaríthmique. 

191. La spirale logarithmique est une courbe poiaire 
dans laquelle Tangle AMT, fig. 58, formé par le rayón F¡g. 58. 
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vecteur A M , avec la tangente MT á la courbe , est coxis» 
tant. Ainsi, en nommant a la tangente trigonome'trique 
de l'angle AMT, nous avons done 

tang AMT = a; 

or, le triangle TMA, rectangle A , . nous donne 

i : tang AMT :: AM \ AT; 
done 

AT 
tang AMT = ffi. 

Rempla^ant le rayón vecteur AM par M , et AT par l'ex-

pression-j— que nous avons trouvée, art. i85 , pour la 

sous-tangente d'une courbe polaire, nous aurons 

tang AMT, ou a = - p - • 
du 

d'oü nous tirerons 

— — di* • *• (134): 

et en integrant, nous trouverons 

«log u ~ í - j - constante. 

Soit e la base du systéme Népérien; si Ton regarde a 
comme le logaritlime de e, dans un certain systéme de 
tablas, on pourra remplacer a par Le, et alors Le log ü 
représentera le logarithme de u dans ce systéme (*); de 
sorte que nous aurons 

• _ _ • Q • 

Lu = t -f- constante. 

(*) Pour le d é m o n t r e r j soit e la base du s y s t é m e N é p é r i e n • nous 
aurons u— « ^ S ' " j prenant les logarithmes dans le sys t éme des t a b k s 
i n d i q u é par L , nous aurons 

LM = h(eios,«) ~ log uLei 
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192. On peut construiré la spirale logarithmique par 
points de la maniere suivante : ayant partage la circon-
fe'rence OO'O", fig. 69 y en parties égales , on ménera des F'S- ^ 
rayons aux points de división, et sur ees rayons on 
prendía les parties Am, k m , km", km" , etc., qui soient 
en progression ge'ome'trique ; les points m , mff m", ni" , 
mxy, etc. , appartiendront á une spirale logarithmique. Eu 
eíFet, en supposant que les parties mm , m'm", rrí'rrí", etc., 
aient tres peu d'étendue, on pourra les regarder comme 
des ligues droites, et alors i l sera facile de prouver que 
les triangles k m r r i , km'm", Am"m"/, etc., sont sembla-
bles; en effet, les angles" en A sont e'gaux par construc-
tion , et les angies mm'k, m'rrí 'k, m"rri"k, etc., le sont 
par la propriété principale de la courbe; nous avons done 
cette suite de proportions : 

k m \ kmf km ' ; km", 
k m ' : km" :: km" : km'", 
etc., etc., etc., 

ce qui nous montre'que les ordonne'es k m , km ' , km", 
km" , etc., sont en progression ge'ome'trique. 

igS. Dans l a spirale logarithmique, l a n ó r m a l e est égale au rayen de 
courbure. E n effet, l'expression de ce rayen , dans une courbe polaire, 
é t a n t , art , 188, 

3 
(dii» -f- M»dí»)a 

y — : zdu'dt — wd^iídí + Madí3' 

i l faudra, dans cette formule, mettre les valeurs de du et de d*u t irées de 
l ' équat ion de l a spirale logarithmique; or , l ' équat ion (i34) nous donne 

« d i du , udf * 
du = d'í í = — d£ — : 

a a ' 

substituant ees valeurs dans celles d e ^ , nous obtiendrons 

T í + «s 
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D 'une autrepart , s i dans l'expression de l a n ó r m a l e , q u i e s t a r í , t í 

nous substituonsla valeür de ^ r - , nous t r o u v e r o n s d e m é m e V / — - f u* 
di1 V a » 

ce qui prouve que la n ó r m a l e est egale, dans- cette courbe, a son rayón 
de courbure; et comme d'ailleurs i l est dirige suivant cette n ó r m a l e , 
art. 167, i l en resulte que ees lignes se confondent. 

194. Cette p r o p r i é t é va nous servir á demontrer que la d é v e l o p p é e de 
l a spirale logarithmique est une antre spirale logarithmique. Pour cet 
effet, le point N de la n ó r m a l e é t a n t cons idéré comme appartenant au 
r a y ó n de courbure , et se trouvant á son e x t r é m i t é , est sur l a déve loppée . 
Soient í et u' les cordonr iées de ce p o i ñ t N3 fig. 60, i l sera facile de les 
d é t e r m i n e r en fonction des c o o r d o n n é e s í et M du point M de la courbe; 
car soit 00' un are de cercle décr i t avec un rayón égal á l ' u n i t é ; les1 
abscisses des points M et N dif féreront entre elles de cet a r e , q u i , á 
cause que l'angle M A N est droit , sera égal au quart de la c i r c o n f é r e n c e ; 

s i en adoptant la notation u s i t é e , nous r e p r é s e n t o n s par ^ le quart de 

l a c i rconférence décr i te avec F u n i t é pour r a y ó n , nous aurons t' = í -f- -

é q u a t i o n q u i , é t a n t d i f f érenc iée , nous donnera df = d í ' . 
D'une autre p a r t , l ' ordonnée polaire vf du point N de l a déve loppée 

é tant égale ala sous-normale ^ de la spirale logarithmique, nous chan­
da- t v . " > • • «t i 

gerons — en M', dans F é q u a t i o u de cette eourbe, et nous trouverons 

u—au', et par c o n s é q u e n t áu — aáu'. Substituant ees valeurs de dí^ 
de dw et de u dans T é q u a t í o n (r34) de la spirale logarithmique, nous 
trouverons 

dw' , , 

é q u a t i o n q u i , é tant de m é m e forme que la precedente, nous apprend 
que l a spirale logarithmique a pour d é v e l o p p é e une autre spirale loga­
rithmique. 

De la spirale hyperholique et des spirales com-
prises dans Véquation u = at". 

195. La propriété de la spirale hyperholique est d'a-
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voir une sous-tangente constante. Si nous repiésentons 
cette sous-tangente par a, nous en égalerons la valeur 
á celle de la sous-tangente (art. i85) d'une courbe pe­
laire , et nous aurons, pour Tequation de la spirale l i y -
perbolique, 

dt 

nous prenons la constante a négative , parce qu'alors on a 

¿u di 
— ¿z' 

équation qui étant intégrée donne 

u ra . - . 

et en reraplagant la quantité inde'terminée C par une autre 

quantite —, nous aurons 

u a a ' 

prenant Torigine des í de maniere que l'abscisse í + C ' soit 
égaleáune nouvelle abscisse z, l'e'quation préce'dente de-
vi end ra 

i t 
u —*«' 

ou plutót 

ce qui montre que lorsque f = s o , u = oo; d'ou i l suit 
que le rayón vecteur, qui répondau point oú t devient m i l , 
est une asyraptote á la courbe, 

196. L'équation u — j nous montre encoré que' le 

rayón vecteur est en raison inverse de l'abscisse. Si aous 
Elém. de Cale. diff. ro 
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faisons successívement t a z i n , z = 4^> Í—GTT, etc., nous 

auronspour u cette suite de valeurs, g - , etc., 

ce qui nous apprend qu'au bout de deux révolutions le 
rayón vecteur est réduit á moitié de ce qu'il était á la fin 
d é l a premiére, qu'au bout de trois révolutions i l est ré­
duit au tiers , et ainsi de suite. 

197. L'équation de la spirale byperbolique et celle de 
la spirale de Couon, sont des cas particuliers de l 'équa-

lion uz=züLn\ car en faisant n = i , et « = — , on obtient 
' ITT 

la premiére, et en faisant / i==— 1, on obtient la seconde. 
Parmi les spirales déterminées par cette équation, on 
distingue la spirale parabolique, qu'on trouve en faisant 
rt = 2. 

De la logarithmique. 

198! La logarithmique est une courbe á coordonnées 
rectangulaires, dans laquelle l'abscisse est le logarithme 
de Vordonnée j Tequation de cette courbe est done 

x = log jr, 

d'ou Ton tire 

et par conséquent 
d r , 
A Z ^ " l o g « . 

199. Pour discuter cette équation, faisons a: = o; nous 
írouverons j = 1; si Fon donne ensuite des valeurs crois-
santes et positives k x , jr ira toujours en croissant^ mais 
si Ton donne á x une yaleur négative —w, on trouvera 

j = : f l - u w ~ ; et Ton voit que l'ordonnée dirainuera 

d'autantplus qu'on s'écartera derorigine, dans le sens des 
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abscisses negatives , et qu'enfin la courbe ne pourrait at-
teindre le prolongement de l'axe des x qu'á Tinfini, cas 

oü requation y = ~ deviendrait j r = ^ • = 0 • d'pú l'on 

peut conclure que le prolongement de l'axe des x est une 
asymptote á la courbe. 

2 0 0 . Si, á partir de Torigine, on prend des abscisses 
egales, fig. 61, AP = M , A P ' = - - « , on trouvera Fíg. 6Í 

PM = a", P'M'r= — ; done P M x P ' M ' ^ i . 

201. La pvopriété la plus remarquabie de cette courbe 
est que la sous-tangente a une valeur constante. En effet, 
l'équation de la logarilhmique étant diíFérencie'e, nous 

donne =zax loa a , d'oü nous tirons —;— = , ou 
úx d j - loga 

"ydix 1 
• ¿ _ — ¡ — — A — , Or, le premier membre de cette équation 

djr loga r 1 
exprime la sous-tangente de la courbe, ait. 71; done cette 
sous-tangente est constante. 

De la cjch'ide, 

202. La cycloide est une courbe qui est décrite par le 
mouvement d'un point M , fig. 62, situé' sur la circonfe'- Fig- 6a. 
rence d'un cercle qui roule sur une droite RC. I I est certain 
que dans ce mouvement de R en C, tous les points de 
Farc RM viendront successivement s'appliquer sur la 
droite RA, jusqu'á ce que M , á son tour, s'y applique 
en A ; par conséquent Pare RM sera égal á la droite RA. 

Tous les points par lesquels passe le point M , dans ce 
mouvement, é tant , par hypothése, sur la cycloide, le 
point A sera aussi sur cette courbe. Prenons-le pour o r i ­
gine des abscisses, et abaissons la perpendicuíaire ME sur 
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le diametre BR, et faisons AP = . r , PMt=:^ , B R = ; 2 r t ? 

are MR = z, ME = w; nous aurons 

AP , = AR — PR, 
ou 

x = are MR — ME, 
ou 

a:.= z — u . , . . (i35). 
Nous cliercherons d'abord á éliminer l'arc z de la ma­

niere suivante : nous différencierons l'e'íjuation préce-
dente, ce qui nous donnera 

á x — Az — á u . . . . (i36), 

Pour avoir la valeur de áz en fonction de u , nous obser-
verons qu'entre u e t z nous avons la relation 

u = sin z. 

Cette e'quation e'tant différenciée, art. 44» 011 trouve 

. , eos z 
áu = cu , 

a 
d'oü Fon tire 

aáu áz = 
eos z 

I I faut remplacer, dans cette e'quation, la valeur de eos z 
pai celle que nous donne l'équation 

sin4 z «f- eos2 a = a% 
ou plutót 

?i2 -4* eos2 z s= a2, 
et l'on oblient 

. «da as = 

Substituant cette valeur dans l'équation (i36), i l vient 

<\x ~ ~—Z===L=̂ - áu . .:. * ( i37). 
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I I ue s'agit plus que d'exprimer u en fonclion de j . Pour 
cet eíFet, soit 0 le centre <lu cercle générateur BMR, Fig. 62. 
fig. 62 , nous avons 

OE = | /M02 — ME2, 
ou 

— > r = M!,•••• (l38)-
Élevantcettc équation au car ié , el réduisant, on en tire 

u = v ^ y — ' P - • • • (i39)> 
el en différencianf, 

d a . = C - r ^ . . . . (.40). 

Les e'quations (i38) et (140) transforment Féquatiou (187) 
en 

Ax a&y (^~jr)cl j r 

réduisant on trouve, 

telle est l'équation de la cycloide. 
2o3. On obtient encoré l'équation (de la cycloide en 

fonction de Tare, ainsi qu' i l suit : l'équation a =1 sin z 
donne 

z = are (sin = u ) ; 

mettant pour u sa valeur tifée de l'équation (xSg), on a 

z = : are (sin sas \ / a . a y — ; 

cette valeur et celle de u étant substituée dans l'équation 
(i35),ona 

/ r = a r c { á n ^ x / i a j — p ) — y ü ' a j r — j * (*} , . . . (i/fc). 

(*) L e s inus icí corresp%nd a u rayón a | colui des tables, ayant l ' u n l t é 



i 5o C A L C U I . DJFFÉRENTIEL. 

204. Pour discuter cetle équation, 011 va prouver d'aborá 
que ne peut étre négatif, ni plus grand que la . En eíFet, 
si Fon fait y = — y ' , l'expression are (sin = \ / o .ay—y*) 
devient are (sin = —2a/'—jr'a) > valenr imaginaire. 
En second l ieu, si Ton fait = : 2a + ^ > l'expression 
arc(sin = t/2aJ"—J*) devient are (sin = \ / — l a P — ^ 
valeur imaginaire ; done, si á une distance EF = na de 

Fíg 63. l'axe des xy on rnéne , fig. 63, AB para 11 ele á GD, la 
courbe sera comprise entre les paralléles CD et AB. 

La plus grande valeur que puisse avoir y esí 12.a; car si 
Fig. 64. l'on fait rouler le cercle ge'ne'rateur de A en C, fig. 64, le 

point M , qui était d'abord en A , s'élévera successivement 
jusqu'á ce qu'ilarrive en B, á rextréiuité du diamétre BD ; 
alors Fabscisse AD sera e'gale á DEB, c'est-á-dire á la 
demi-circonférence dn cercle ge'nérateur. 

Ce résultat est conforme á celui qui nous esl donné par 
Féquation (i42)> puisque si Fon fait y ~ 2«, on tro uve 
a:=arc (sin = o); or, Farc dont le sinus est nul doit étre 
Fun des suivans : o, DEB, 2DEB, 3DEB, etc. , et Fon voit 
que, dans le cas présent, cet are est DEB. 

Le point M , parvenú en B, ayant done de'crií Farc AB, 
de cycloide, si ce point continué á se niouvoir, i l décrira 
un second are BC, semblable au premier; en fin, si le 
cercle générateur continué toujours á rouler sur Faxe des 
abscisses, le point M engendrera une suite indéfinie d'arcs 

pour r a y ó n , est le q u a t r i é m e terme de cette proport ion , 

I 

Í pour l ' équat ion de la cycloxdt 
is pour u n i t é , 

C . \/^ay—yz\ t / — 

par c o n s é q u e n t on aura pour l ' équat ion de la cycloide dans laquelle 1© 
rayón des tables est pris pour u n i t é , 
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de cyeloide CB'C, fig. 65 , C"W'G\ etc. Le cercle généra- Fig. 65. 
íeur pouvant aussi se mouvoir dans le sens de A vers A", 
le point M de'crira encoré une suite indéfinie d'arcs AB'A% 
A'B"A", ele. 

C'est 1 assemblage de toas ees ares qu i , dans le sens le 
plus géne'ral, constitue la cyeloide. 

aoS, La nórmale au point M , dont les coordonne'es sont 
x et j - , fig. 66, est déterminée, art. 70, par cette formule Fig. 6G. 

nórmale = j + 1 J 

si nous y mettons la valeur de - j ^ , tirée de i'e'cpiation de 

la cyeloide, nous trouverons 

nórmale Jt. 
Pour construiré cette valeur, menons la corde MD, fig. 66, Fig, 66. 
nous aurons 

DE : MD :: MD : DB, 
ou 

f : MD :: MD : aa; 
done la corde MD = ^ i n j ; s 

et comme, par la proprie'te' du cercle, l'angle BMD est 
droit , la corde MB sera perpeudiculaire á l'extre'inité de 
la nórmale MD; done la corde MB prolongée est tangente 
au point M de la cyeloide; car on sait que la tangente et 
la nórmale formení entre elles un angle droit. 

On pourrait done construiré la tangente au point M, en 
décrivant le demi-cercle générateur BMD, et en prolon-
geant la corde BM ; maispour n'avoir pas á construiré ce 
cercle générateur á chaqué point de la courbe , i l suflira de 
construiré le demi-cercle générateur sur la plus grande or-
donnée BD , fig. 67 , de la cyeloide; ct ayant niené par le 
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poiní donné M , la perpendiculaire ME sur BD, on tracera 
la corde BC; alors la paralléíe MT á ceíte corde sera la 
tangente demande'e : c'est une suite de ce qui precede. 

206. Pour avoir l'expression du rayón de courbure de 
la cyclo'ide ? i l faut, de l'e'quation de eette courbe, déduire 

les valeurs de et de - ~ , que nous substituerons dans 
vix . (ICC 

l'expression du rayón de courbure, art. iSa, 

( T d W 

t lx ' 

et dans laquelle nous adoptons le signe négatif, parce que 
nous savons que la courbe tourne sa concavité vers l'axe 
des x. L'équation de la cycloide nous donne d'abord 

d j _ X / z a j — x2 
Jr 

d̂ T* d y 
Pour obten ir ^—, faisons ^ - = p • nous aurons done aussi. 

d . ~ ^ •••• 043). 

„ ~ s V i a J — r* _ i / 2 a 

et en diffe'renciant, art. 21, nous trouverons 

djy 

done 

2tí 

&p _ a 

multipliant cette équation par l'équation (Í/¡3)J NOUS 

íiendrons, art. 26, 
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;__ _ ou 

au moyen de ees vaieurs, on a enfin 
r 

3 J 
2 * « 

r 
et en faisant passer y au nuraérateur, 

done le rayón de courbure MM^fig- ^8 , d é l a cycloide, Fig-
esí double de la nórmale MR. 

207. On obtiendra réquation de la de'veloppée en súbsti-
d'K ds y 

tuaut lesvaleursdeet de—^ dansles formules, art. i 5 r , 

4rá 

6&. 

I - | -
do:2 

da:2 

x — « = 
( d^2/ dx 

etTon tro uvera 

done 

a 

ou, fig. 69 , 

QM' = MP, AP + 2ME; 
F i g . 69. 
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et en observant que AP - f ME = AR = are MR, la der-
niére dquation peut s'ecrire ainsi : 

a = are MR -f- ME (i44). 

Prolongeons BR, et prenons RL = BR = aa, et sur RL 
de'crivons lademi-circonférence RM'Ljcette demi-circon-
fe'rence passera par le point M ' , á cause des cordes égales 
M i l e t M R , et 1 on aura 

are MR = are M'R et ME = M'E ' ; 

substituant ees valeurs dans l'équation (i44) > o n trouvera 

* — are M'R - f M ' E ' ; 
done 

a = are M'R -f-\ /za0 — (ifó). 

Telle est l'équation qui existe entre les coordonne'es 
AQ == « et QM' — '$ d'un point M ' de la, développée. Pro-

Flg. 69. iongeons maintenant, fig. 69, l'ordonne'e BD = 2 a d'une 
quantité DA' encoré e'gale á 2.a, et par le point A' menons 

' l á paralléle A'D' á AD, et transportons l'origine A au 
point A', Pour cet eífet, soient A'Q'=:« ' , Q'M' = £ ' ; nous 
avons pcvur l'abscisse 

A'Q' = AD — AQ, 
eu •• ~ ~ • sas • —- . 

«' = i circonférence génératrice AQ . 
ou 

« ' r r r : na — « 5 

á l'égard de Fordonnée /3', nous avons 

M'Q' == A'B —QM' , 
ou 

/S' — — /2; 

on tire de ees équations 

u. TCd — e¿, (i z=. l a — ; 
au moyen de ees valeurs, l'équation (i45) devient 
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. va — *?=z are M R -f- \ / i a $ — $ l , 
ou 

^ — = are RM'L — are M l . + t A a ^ — * 
= «ra —' are M X + V ^ , 

et par conse'quent 
= arcM'L — /aa/S'—/?/3. 

Cette équation est celle d'une cycloide; done la déve-
loppée d'une cycloide est une autre cycloide. 

208. On peut démontrer de la moliere suivante , par la 
synthése que la de'veloppe'e AA', fig. 69 , est une cycloide. FiG- 69-
Nous avons 

are LM' - f are RM' é¿ TTO. , 
done 

are L M ' = jrtí — are RMr; 
d'une autre part, 

are RM' m are MR = ÁR , art. 201 ; 
substituant cette valeur dans l'équation precedente, 011 aura 

are L M ' = —- AR = AD — AR, 
oa 

are L M ' = LA', 

ce qui est la proprie'té de la cycloide. 
Du changement de la variable indépendante. 

209. Lorsqu'une formule quí contient des coefficiens d i f í erent i e í s est. 
d o n n é e , on ne peut les e l iminar qu'á l'aide de l ' é q u a t i o n de la courba 
a laquelle on veut appliquer cette formule ; c'est ainsi que , lorsqu'on 
a la formule 

et qu'on demande ce qu'elle dev íen t lorsque l a courbe est une parabole, 

on tirera de l ' équat ion y^ax* de la parabole, Ies valeurs de ^ etde 
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qu'on substituera dans cette formule, et alors Ies coelficiens diffé-

rentiels en disparaitront. S i F o n regarde ~ et comme des incon-

nues , i l faut en general deux é q u a t i o n s pour les é i i m i n e r d'une formule, 
et ees é q u a t i o n s nous seront d o n n é e s en d i f f é r e n t i a n t deux foisde suile 
r é q u a t i o n de la courbe. 

210, L o r s q u e , par les o p é r a t i o n s de F A l g é b r e , l e s d x ont c e s s é d ' é t r e 
sous les dy, comme dans la formule suivante , 

^ ^ 4 - . . . . (146), 

la s u b s í i t u t i o n s 'opérc en yegardan í dx, áy et d2y comme des incon-
nuea; e t puisque pour les é i i m i n e r i l faut en general un pareil nombre 
d ' é q u a t i o n s , ¡1 ne semble pas d'abord que l ' é l i m i n a t i o n . p u i s s e s'effec-
tuer, parce que la dUTérenciat ion de r é q u a t i o n de la courbe ne peut 
nous procurer que deux é q u a t i o n s entre d x , dy et d3y; mais i l faut 
remarquer que lorsqu"au moyen de ees deux équat ionS on aura e l i m i n é 
á y etd^y, i l se trouvera dans la formule un facteur commun dx2 qui 
s'évanoviira. 

Par exemple, si l a cousbe est toujours une parabo íe r e p r é s e n t é e par 
y — a x » , en d i f f érenc iant deux foj^ de suite cette é q u a t i o n , on ob-
tiendra 

dy =p laxdx} d^y — ladx'1; 

ees valeurs é t a n t subs t i tuées dans la formule (146}, on obt iendra, apres 
avoir s u p p r i m é l e facteur commun da?» , 

r (i -f-4a2j:"'!) 
1 -f. ^a3^2 — iay' 

211. L a ra ison pour laquelle d r » devient facteur commun est faciie á 

sais ir; car , lorsque dans une formule qui contenait pr imi t ivement -— 
da:1 

1 dy d%y 
e t — , on a fait disparaitre le d é n o m i n a t e u r de -r— , tous les termes 
a a v $ rtúl '5 xm te ; - dx*jn ¡n •, ;. 
1 d*y dr , ' ' •«i„f-.-VA . i „• 
bors ceus en — et en — , ont du ac qué r i r l e facteur commun dx ' • 

alors les termes qui é t a i e n t a f fee tés de ^ ne contiennent nlus dx 

í a n d i s que les termes qui é ta i en t affeetés de ~ renferment dx a u prc -
, dx 1 

m i e r d e g r é , car lo produit do ~ ? par dx» se rédui t á djrdx. Lorsqu'oA 
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d i f f érenc ie ensuite l ' éqúat ion de la courbe, et qu^on obtient des résul tats 
á e la forme d f — M d x , d»jr = Nd^2, ees valeurs é tant substituees dans 
les t e m e s en d5/ et en d /da?, les c b a n í j e r o n t , comme les autres termes, 
en des produits de dxs . 

212. C é que nous disons d'une formule qui contient les d i f férent ie l les 
des deux premiers ordres pouvant s'appliquer & celles dans lesquelles 
ees d i f f érent i e l l e s s ' é l évent á des ordres s u p e r i e u r » , i l suit de la qu'en 
d i f f érenc iant autant de fois qu'il sera néces sa ire T é q u a t i o n de la courbe, 
on pourra toujours chasser de l a formule p r o p o s é e les d i f f érent i e l l e s qu i 
y sont contenues. 

213. I I n'en serait pas de m é m e s i , outre les d i f férent ie l l es que nous 
venons de c o n s i d é r e r , l a formule contenait des termes en d2x, en 
d ' x , etc . ; car, supposons qu' i l entrát dans cette formule les d i f f éren­
tielles suivantes dx, d.y, á^x, d » / , et qu'en d i f férenc iant deux fois de 
suite r é q u a t i o n r e p r é s e n í é e ŝ.v y ~ f x , on en tirát ees é q u a t i o n s : 

F {x , y , d j , dsc) = o, F ( x , r , dj ; , d / , d*x, d»r) = O, 

on ne pourrait avec ees deux é q u a t i o n s , é l i m i n e r que deux des trois 
di i ' férentiel les d r , á*x, d»^, et l'on voit qu'il serait impossible de faire 
disparaitre toutes les d i f f érent i e l l e s de la formule; i l y a done , dans ce 
cas , une condition tacite e x p r i m é e par l a d i f f é r e n t i e l l e á 3 ^ ; c'est que l a 
variable x est e l l e - m é m e e o n s i d é r é e comme une fonction d'une t r o i -
s i é m e variable qu i ne paraít pas dans la formule, et qu'on appelle l a 
variable indépendante. Cela deviendra m a n i f e s t é , si l'on fait attention 
que l ' é q ú a t i o n yz=:fx pourrait dériMer du s y s t é m e des deux é q u a t i o n s 

entre lesquelles on aurait é l i m i n é t; c'es t a ins í que l ' éqúat ion y=ia -^'r~C-

revient au s y s t é m e des deux é q u a t i o n s 

x ~ h t - \ - C ) y = at*, 

et l'on con(;oit que x ety doivent varier en vertu de l'accroissement que 
t peut recevoir; mais cette h y p o t h é s e , que et ̂  varient d 'aprés l 'ac­
croissement d o n n é á t , suppose qu'il y ait des relations entre ^ et í , et 
entre / et t; Pune de ees relations est arbitraire , car l ' é q ú a t i o n , que 
nous représentons en généra l par y ~ f x , é í a n t , par e x e m p l e , . . . 

{x-—c)a ,3 
y^_a — , si l'on é tab l i t entre^ et x la relation arbitraire ^ = — , 

cette valeur étant mise dans l ' éqúat ion j r = « fcllfl!, la changera en 

f — ^ 4lc4 ' equation q u i , é tant c o m b l n é e avec ce l le -c i , aras — , 
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d o i í reproduire par l ' e l i m i n a t i ü n , y = . a ^ — j ~ - f seule condition h. la-

quelle on doive avoir egard dans le choix de l a variable t. 

214. On pcut done d é t e r m í n e r arbitrairement la variable indepen-

dante t. P a r exemple, on prendrala corde , l 'arc , Fabscisse o u l ' o r d o n n é e 

pour cette variable i n d é p e n d a n t e ; si í représente l 'arc de l a courbe , i l 

faut que Ton ai t dt^^/dx-1-j-dy'; s i í r e p r é s e n t e la corde , et que F o -

rigine soit au sommet de la courbe, on aura t=:{ /xa -+• j r 2 ; enfin , t 

pourrait é tre Fabscisse ou F o r d o n n é e , et F o n aurait alora t=:x} ou 

t —y. 
215. Lo choix de l'une de ees h y p o t h é s e s ou de toute autre devient 

indispensable pour que l a formule qui contient des d i f f érent i e l l e s puisse 
en é tre dc i ivrée ; si nous ne le faisons pas toujours , c'est que nous sup-
posons tacitement que l a variable i n d é p e n d a n t e a été d é t e r m i n é e . Par 
exemple, dans l e c a s le plus ordinaire oú une formule ne contient que 
les d i f férent ie l l e s d-r, djr, d^y, d^y, etc. , F h y p o t h é s e est que la variable 
i n d é p e n d a n t e t a été prise pour Fabsc i sse , car alors il en résu l te 

dx áax d^x 
t—x, —• = i - — = o, — o e t c . : 

di ' d í» ' d í a > ' 

et Fon voit que la formule ne doit pas renfermer des d i f férent ie l l e s se-
c o ü d e s , t r o i s i é m e s , e t c . , de x. 

216. Pour établ ir ¡a formule dans toute sa g é n é r a l i t é , i l faut, d'apres 
ce qui precede, que x etjr soient dgs fonctions d'une t r o i s i é m e variable 
i n d é p e n d a n t e í ; et que Pon a i t , art. 26, 

on tire de cette é q u a t i o n 

dy áx 
d í ~~ d » d T ' 

dy 
d r _ dí 
ácc dx' 

át 

M i ) : 

prenant la d i f férent ie l l e seconde de y, et o p é r a n t sur le second membre 
comme on le fait pour Ies fractions, art. 16, on trouvera 

d^r dy d'x 
~ — át m di" "d7 
dx dxa 

dí» 

Dans cette expression, d í a deux usages : F u n est d'indiquer quelle 
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est la variable independante t, ct l'autre d'y entrer comme signe d ' A l -
pébre . Nous pouvons ne cons idérer d i que sous le second rapport , si 
nous ne perdons pas de vue que t est l a variable independante; alors 
supprimant di" comme facteur c o m m u n , Pexpression p r é c é d e n í e se 
s impl i í iera en é c r i v a n t 

d2y d.rdar — d.yda.r ̂  
d T dx» ' 

et en divisant par dx, elle deviendra 

d V d x d y — dyfcx 

(hT* ~~ dx3 

217. E n opérant de mérae sur T á q u a t i o n (147), on voit qu'en prenant t 
pour variable independante, le second membre de l ' équat ion devient 
identique au premier; par c o n s é q u e n t , lorsqu'on prend í pour variable 
i n d é p e n d a n t e , on n'a qu'un seul changement á faire dans la formule qui 

d / d'^-
contient les coefflclens d i f f érent i e l s — et — , c'est de remplaccr ce 

second coefiicient d i f f érent i e l par ^ 

dxá'y — drd*x 
d^í * 

Pour appliquer ees c o n s i d é r a t i o n s au rayón de courbure q u i , art. 188, 
est d o n n é par l ' équat ion 

dar» 

s i l'on veut avoir l a valeur de y, dans le cas o ú t serait la variable inde­
pendante , on chancera cette é q u a t i o n en 

* dxd'jr — djrd'x ' 
dx3 " 

. • • ' , ' : • ^ f •• • ' 
, , , (dx* -f~ d r * ) * 

en observant que le numerateur revient á ^ '— 
dr* 

, on aura 

3 

dxd»r — d ^ d ^ " " ( I ' 

>i6. Cette valeur de y suppose done que x et ^ soient des fonctions 



l 6 o C i L C U L I)1J?F¿RENTIEL. 

d'une t r o i s i é m e variable i n d é p e n d a n t e ; ma¡s s i x devait é t re celte va­
riable , c 'es t -á-dire s i Fon avait t = x , on aurait d * x = o , et cette for­
mule retomberait dans le cas ordinaire en redevenant 

(dx3 -f- d/a): 
1 

^ dxd'jr d s r 
áx* 

217. Mais s i , au l ieu de prendre x p o u í l a variable i n d é p e n d a n t e , on 
voulait que l ' o r d o n n é e fút cette variable i n d é p e n d a n t e , cette condition 
serait e x p r i m é e par F é q u a t i o n r = : t ; et en d i f férenc iant deux fois de 
suite cette é q u a t i o n , on aurai t 

, , - . dr ao: d r̂ L-

L a p r e m i é r e de oes é q u a t i o n s nous d í t seulement q u e / est l a variable 
i n d é p e n d a n t e , qe qui ne changera rien á l a formule; mais l a seconde 
nous montre que á^y doit étre n u l , et alors l ' équat ion (148) se réduit á 

% • ' • .. '3 ' ' 
(dx» + dr'/* 

* á y & x 

220> 11 est á remarquer que lorsque x est la variable i n d é p e n d a n t e , 
et que Pon a par c o n s é q u e n t d a x = o , cette équat ion nous dit que dx est 
constant; d'oú i l suit qu'en général la variable qui est regardée comme 
i n d é p e n d a n t e , a toujours une d i f f é r e n t i e l l e constante. 

221. Enfin 5 si Pon prend Pare pour variable i n d é p e n d a n t e , on aura 

dí r= Y á x * -f. dr2 ; 

é levant a u carré et divisant par dí1 , cette é q u a t i o n nous donnera 

dxa áy* 
dí^ d F ^ 1' 

différenciant cette é q u a t i o n , nous regarderons, art. 2ao , d í comme 
constant, puisque t est la variable i n d é p e n d a n t e ; et en o p é r a n í d'aprés 
la regle des exposans, nous trouverons 

iAxdi'lx 'idyá.'y 

d'oíx Pon tire 
djrd*^ = — dyd'y • 

par c o n s é q u e n t , s i Ton substitue l a valeur de d*x ou celle de d a / dans 
l ' équat ion (148), on aura dans le premier cas, 
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et daus le second cas , 

^ 4 - d ^ _ d t ^ T d F ^ 

7 (dxa + d j > ) d ' r d'a: 

222. Dans ce qui p r c c é d e , nous n'avons c o n s i d é r é que les deux coeffi* 

ciens d i f férent ie l s , ; mais s i la formule devait contenir des coef-
dx7 d x * ' 

ficiens di f férent ie l s d'ordres plus é l e v é s , i l f a u d r a í t , par des moyens 
analogues á ceux que nous avons e m p l o y é s , dé terminer les valeurs de 

d3y d'íy ^ i ¡< 
-L. de — - etc . , qui se rapporteraient au cas o u x et r sont des fonc-
dx3 dx4' 
tions d'une t r o i s i é m e Yariable i n d é p e n d a n t e . 

Ve la méthode des infiniment petits. • 
228. Les notions que nous avons de l'iáfíní se reduisent 

á cette proposition : Une quantité n'est pas infinie lors— 
qu'elle est susceptible d'augmentation. Par conse'quent^ 
si l'on a .r-f- a» que a: devienne infini, i l faut suppri— 
mera, autrement ce serait supposer que x peut encoré 
s'augmenter de « , ce qui est centre notre déíinition. 

224. Cette proposition étant íondamewtale, j ' a i cherché 
á la demontrer d'une maniere plus satisfaisante, comme il 
suitr Soit réquation 

X + ü ~ y . . (149), 
dans laquelle a est une quantité constante. Nous pouvons, 
á l'aide d'une inde'terminée m , représenter par ma le rap-
port des variables f et x , ou, ce qui revient au méme, 
supposer 

maje = j - . . . . (i5o) j 
substituant cette valeur dans réquation (149), on obtient 

z:-\~ a = , max. . . . { i 5 i ) ; 
divisant tous les termes de l'équation ( I5 I ) par ax, on a 

- 4- i = m . . . ; ( i 5 i ) ; 
K U r n . deCalc. diff, n 
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quand x devient infini, la fraction ^ ayant atteint á son 

dernier degre de décroissement, se reduit évidemraent á 
ze'ro; alors réquation (IST.) devient 

^ij ' ^ ' " ^ . . . :: l , • - í 
m — ~. 

Cette valeur étant substituée dans réquation ( I 5 I ) , ou 
obtient 

a: -f- a = a:, 

ce qui montre que quand x est infini ^ - f - ^ se réduit á x. 
225. La quantite: a , á l'égard de laquelle x est infini, 

est ce qu'on appelle un injiniment petit , par rapport á x. 
226. Comme nous ne conside'rons ici que les rapporls 

des quantités, la demonstration préce'dente a lieu íors 
méme que x a une valeur finie, pourvu seulement que 
a soit infiniment petit par rapport á x . 

La théorie des fractions va nous servir encere á rendre 
sensible cette ve'rité. Enefíet, sil 'on compare la quantite' 

finie ¿ á la fraction - , i l est certain que plus le de'nomina-

teur z augmentera, plus la fraction diminuera ; de serte 
que quand z devlendra infini, cette fraction deviendraabso-
lument nulle, et, comme telle, devra étre supprime'e de-

vant b, qui alors sera infini á l'e'gard de -,. 

227. Quoique deux quantités soient infiniment petites, 
i l ne s'ensui t pas que leur rapport soit nul ; car 

\ K 001 • .^5 * c x»s^ 
— : — a b. 

On sent d'ailleurs que deux quantités infiniment petites 
peuvent se con teñir comme deux quantités tres grandes; 
ainsi, en representant deux quantités infiniment petites 
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par et par dx, i l suit d e l á que leur rapport ~ ne 

sera pas nul : résultat conforme á celui que nous ayons 
obtenu par la conside'ration des limites. 

228. Lorsqu'une quantité ^ est infiniment petite.par 
rapportá une grandeur finie a, le carre' xa est infiniment 
petit par rapport á x. En effet, la proportion 

1 x x l x* 
nous prouve que x* est renferme' dans x autant de fois 
que x Test dans Tunité , c'est-á-dire un nombre infini de 
fois. On démontrerait de méme, á l'aide de la propor­
tion x x* ¿c4 x3, que x2 etant infiniment petit. par 
rapport á^c, le terme .r3 doit étre infiniment petit par rap­
port á x2; c'est par cette raison qu'on a divisé les infini­
ment petits en difíerens ordres : ainsi, dans les exemples 
precédens, x est un infiniment petit du premier ordre, 
x7 est un infiniment petit du second ordre, x3 est un 
infiniment petit du troisiéme ordre ; ainsi de suite. 

229. Observóos que si x est infiniment petit par rapport 
á a, i l en sera de méme de x multiplié par une quantité 
finie b. En eíFet, x considéré comme une fraction doní 
le dénominateur serait infini , peut étre repre'senté 

c c he 
par — ; or, que Ton ait — ou — , ees quantités n'en sont 00 00 00 * 
pas moins nuiles par rapport á a. 

aSo, De méme qu'un infiniment petit du premier ordre 
doit étre supprimé lorsqu'il est á cote d'une quantité finie, 
qu'ü ne peut augmenter, on doit effacer un infiniment pe­
t i t du second ordre, qui serait á cóté d'un infiniment pe­
t i t du premier ordre ; ainsi de suite. 

Par exemple, si Ton a cette expression 

a 4- -f- cj2 - f d j * , 
et que y soit un infiniment petit du premier ordre, cjr4 en 
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sera un du second , et dy? en sera un du troisiéme : ilfaut 
done eíFacev d j * , parce que df6 ne pent augmenter c j * ; 
et comme r j 2 ne peut augmenter b j , on l'eííacera á son 
tour; eniin , on elFacera aussi b j , puisque cet infiniment 
petit du premier ordre ne peut augmenter la quantité 
íinie a , et i l resíera a. 

2 3 i . Denx quantités infiniment petites ^ et j donnent 
pour produit un infiniment petit du second ordre. En eíFet, 
du produit x y je tire la proportion 

i '. j " x x j r , 

ce qui m'apprend que puisque j-est infiniment petit par 
rapport a i , x y sera infiniment petit par rapportá .r, c'est-
á-dire sera un infiniment petit du second ordre. 

282. On prouverait de méme que le produit de trois 
infiniment petits du premier ordre donne un infiniment 
petit du troisiéme ordre. 

233. Nous pouvons raaintenant expliquer la theorie de 
la diffe'renciation , d'aprés la me'thode des infiniment pe­
tits. Pour cet effet, si Ton suppose que dans une fonclion 
de x la variable x prenne un accroissement infiniment 
petit, représente par d.r, en sorte que x devienne x-f- áx¡ 
la diíFérence du nouvel état au premier sera la différen-
tielle de cette fonction. 

234- Par exemple, pour trouver la différeníielle de ax, 
cette fonction devenant a { x áx) = ax -f- adx, si l'on 
en retranche ax, i l restera adx pour la difierentielle. 

235. Cherchons encoré la difíerentielíe de ax*; i l faut 
de a { x + á x f retrancher ax* • developpant et rédui-
sant, on trouve d'abord Sax'dx + Zaxáx* - f ado:3. Cela 
posé , ad :̂3 étant un infiniment petit du troisiéme ordre, 
ne peut augmenter Saxáx*, par conséquent, on eíFacera 
a&x*; de méme Zaxáx% qui est un infiniment petit du 
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second ordre, doit étre supprimé, parce que Zpxfdx en 
est un du premier ordre; et ií restara Sax^dx pour la 
diíFérenüelle. 

336. On diíférenciera , d'aprés le méme principe, toute 
autre fonction dea:, en ayant le soin de supprimer les in -
finiment petits des ordres supérieurs, ce qui se réduit á ne 
conserver que le premier terme du développement, ainsi 
qu'on le fait par la méthode des limites. 

Par exemple, pour trouver la diffe'rerrtielle d e / r , au 
lieu d'ecrire 

f ( x + h ) — f x ^ A + B/i + ch. + etc ^ 
h 

áfx 
qui , dans le cas de la limite, donne -d* á x = Aáx pour la 
diíFérentielle, on aurait 

f ( x + dx) = J x - f Aéx - f Bdx3 + edar3 - f etc. ; 

retranchant la fonction primitive, i l resterait 

Ádx -f- Báx* + Cdx* - f etcr, ; 

et córame on devrait supprimer les infiniraent petits des 
ordres supérieurs, on ne couserverait que le lerme Adx , 
qui sera i t la diíFérentielle cherchée. 

237. Pour trouver la diíFérentielle du pioduit de deux 
variables, j , z, onsupposera que quand x devientx-f-d.r, 
j devienne j - f d j - , et que z devienne z + áz. Le produit 

se convertirá done alors en ( j - f - d ^ ) (z-f- dz) ; déve-
loppaut et retranchant j r z , i l restera jrdz-j-zd j - - f - d j dz. 
Le dernier terme de ce résultat étant un iníiniment peíit 
du second ordre, devra s'eíFacer ; et Ton aura, pour la 
diíFérentielle de ^ , l'expression j dz + z ú j \ 

238. On déduiraensuite decettederniere diíFérentielle, 
celle du produit d'un plus grand nombre de variables ?et 
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ensuite celle de .r'", par les procedes que nous avons suivis 
lorsque nous avons employe la méthode des limites. 

2.3g. La diíFérentielle de a* s'obtiendra aussi tres faci-
lement, lorsque Fon aura le développement deax+d*', et 
ce développement se trouvera comme celui de ax'*'k, ar-
ticle 36; on cherchera ensuiíe la valeur de a ^ ' — ax, et, 
ne conservant que le premier terme, on rejettera les 
autres comme des iníiniment petits d'ordres inférieurs á 
celui du terme que ron conserve. De la diíFérentielle de ax 
on de'duira ensuite, comme nous Favons fait , celle de 
log se. 

240. A l'égard de la différentielle de sin ¿r, on a 
sin (x -f~ dx) — sino: = sin eos dar-f- sin dx eos x — sin x> 
Taro dx étant infiniment petit , 

eos dx =3 1 , et sin dx dx •> 

au moyea de ees valeurs, on trouve 
d.sin x = dar eos x . 

241. Le probjteme des tangentes a donne en quelque 
sorte naissance au Calcul difíérentiel. Voici de quelle 
maniere on re'sout ce probléme par la méthode des infi­
niment petits. 

Fíg- 7o' Soient PM et P'M', fig, 70, deux ordonne'es infiniment 
proches, et MO une paralléle á l'axe des x • la tangente 
MT poarra étre conside're'e comme le prolongement de 
Félement M.W de la courbe , parce que cet élément étant 
tres petit, est censé étre en ligne droite. Nommons 
AP, x ; PM, j r ; Faceroissement de ¿c sera PP' = d.a:, et 
celui de j sera M'O = dy . Le triangle infiniment petit; 
MM'O étant sembiable au triangle MPT, on a 

M'o : MO :: MP : PT, 
ou 

d j - : dx : : j - : PT ; 
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done 

On trouvera ensuite la nórmale, la tangente, et les e'qua-
tions de ees ligues, comme dansles art. 72 et 73. 

242. Pour avoir la difíerentielle d'un are , on regardera 
Tare compris entre les ordonne'es PM et P'M'', infiniment 
proches, comme une ligne droite; et alors, en nommant 
s Tare total, MM' sera ds, et le triangle rectangle MM'O 
qui a pour cotes MO = d,r et M'O = dj- , donnera 

ds m \ /dx* + djr3. 

243. L a di f férent ie l le de l 'arc d'une courbe dont les c o o r d o n n é e s sont 
polaires, se trouve aussi tres facilement par la c o n s i d é r a t i o n des infini- 7r• 
mentpetits. E n effet, so ient , fig. 71, R R ' et M N , deux ares de cercle 
décr i í s l 'unavec le rayón 1 et Tautre avec le rayen u , dans l'angle infi­
niment petit M ' A N , formé par deuxrayons vecteursj le triangle N M ' M 
pourra étre regardé comme rectil igneet rectangle en M ; on aura done 

M ' N = V^MM'1 + M N » ; 

et en observant que M'M = dw, et que MN est égal á « d i , en vertu de 
la proportion 

' 1 : d i : : « : MN, 

nous pourrons remplacer NM.' et M N par leurs valeurs j e t , en mettant 
di á la place de M ' N ; nous aurons 

ds r s j / d w » -f- ii»día. 

Le m é m e triangle MM'N, c o m p a r é atí triangle M'AT3 nous fera obte-
nir la sous-tangente d'une courbe pelaire par la proportion 

M'M : MN :: AM' : AT, 

par AN, qui n'en dif 

da ; u á t : : » ; A T ; 

o u , en remplagant A M ' p a r AN, qui n'en différe que d'ua infimment 
pet i t , • 

d'oü nous tirerons 
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De la méthode de Lagrange pour démontrer les 
principes du Calcul différentiel, sans la consi-
démtion des limites ̂  des infíniment petits > ou 
de toute quantité évanouissante. 

244- jNousavons vu de quelle utiiité «tait le théoréme 
de Taylor lorsqu'on voulait développer des fonctions en 
series. Lagrange conside'rant la grande facilité avec la-
quelle les principes de la diíFerenciaíion pouvaient se 
de'duire de ce the'oréme, parvint á le de'montrer sans faire 
usage du Calcul difíerenliel, par un procede' que nous al-
lons modifier de la maniere suivante : 

Soit = / { x ^ h ) ' , par la nature de cette fonction, i l 
fauí que lorsqu'on fait A r=: o, f{pc-\-h) se re'duise á f x ; 
c'est ce qui aura lieu si la partie qui contient h dans cette 
e'quation , est un múltiple de h. Representons-la par P / t ; 
nous aurons done 

f { x + h ) ^ f x + í>h; 

P pouvant étre une fonction de A , si nous appelons p ce 
que devient P lorsque A = o, et la partie qui dépend 
de h , nous aurons encoré P = / > - J - Q / i ; en continuant ce 
raisonnetnent, on aura cetie suile d'équations : 

J ~ f x - f P / Í , 
P = p QA, 
Q = ^ 4 - RA, 

etc. etc. etc. 

Metíant la valeur de P, donne'e par la deuxiéme équation, 
dans la premiare, i l viendra 

y — f x + p h + Qh?; 

mettant dans ce re'sultaí la valeur de Q, donne'e par la 
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troisiéme équation, on aura 

en continuant ainsi, et en mettant f { x - f - h) $ la place de 
j - , on aura en gene'ral 

f ( x -f- h) —fx -\-ph~i- qh* r̂ 3 -f- sM -f- etc (153). 

245. L'expression h) représente, en general, la 
fonction qui n'est pas encoré réduite en serie ; si dans cette 
fonction on change x en x + i , on aura le me me resulta t 
que si i'on eúí changé h enh-\- i . En effet, cette fonction 
ne pouvant renfenner x sans que cette variable ne soit 
suivie immédiatement de A, un tenue tel que A (x-j-h)"1, 
par exemple, lorsqu'on aura change' en x - f - i , deviendra 
A{x-\ - ¿-f- h)m, quantité qui estla méme que A ( x h - \ ~ i)n 
qui re'sulterait de la substitution de h -|- i á la place de hf 
dans la fonction A(.r-f- h)m' Ce que nous disons de ce tenue 
devant s'appliquer á tous les autres, i l s'ensuit que , dans 
les deux hypothéses, le premier raembre de l'e'qua-
tion (i53) donnera lieu á des resultáis identiques; d'oú i l 
suit que le développementfx~\~ph-\-qh2-\-elc., aménera 
le méme re'sultat en rernplafantx par x ^ i , ou h par h - j - i . 

246. En substituant d'abord h - { - i á h dans fx- \~ph 
qh? -\- etc,, on aura 

f x + p { h + i ^ + q ih + i f + r í h - k - i ) * - f etc.. . . ( i54); 

développant les termes en h de ees bino mes, i l nous 
viendra 

fx~hph...•\-qh*JrQ.qhi..._f.r7?.:J-f-3r/i5/-f 3 rh í \ etc... (i55). 

Pour obtenir ensuite le re'sultat de la substitution de ar á 
x - t ¿ , dans l'expression f x + p h + q k - - f rh? + etc., ob-
servons que dans cette serie, h étant en évidence, cet ac-
croissement n'entre pas dans / r et dans les coefficiens p , 
q , r , s , etc., quantites qui no pouvant done renfenner 
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que x , en doivent étre regardées conmie des fonctions; et 
puisque réquation (153) a lieu pour toute fonction de x , 
la substitution de ,r -f- ¿ á la place de x changera 

f x en f x -f- p i -f- qi* + rP - f . si* etc., 
p en p " - f p" i*-¡ - p'B¿i "h p i v ^ - f etc., 
^ en ^ + ^í-f- / ¿ a 4 - / ' Í 3 + ^ ' ^ - f - etc., 
r en r - f r ' í - f r"/2 •+• r ' V - f - r,viií-|- etc., 
Í en ^ + / ¿ - f /¿2-f- *w¿3*f? 51V¿44- etc., 
etc. etc. etc. etc. etc. etc. 

I I n'est pas besoin de pre'venir que fiar les lettres accen-
tue'es, novis représentons les coeftlciens des diíférentes 
puissances de i dans ees développemens. 

En substiíuant ees valeuts de f x , 'de de q , de r} 
de s, etc. , dans la suite J'x -f- p?i - j - qh* -f- r}ii -f- etc., 
nous obtiendrons 

f x - f - p i 4- qi1 - f r¿3 -f- etc. -f- (/> + i9'1 + f"*4 + etc.) h 
+(5r+ q'i-+(l"ii-sr etc.)^-f ( r - f 7/¿-f-r"í/-f-etc.)/i3etc..(i56). 

247. Ce de'veloppement devant étre identique (art. 345) 
á celui qui est donne' par Féquation (155), i l faut que les 
termes qui y contiennent les mémes puissances de h soient 
e'gaux (note sixiemé); nous aurons done 

p -f" p i + p " ^ > etc. rr: p -f" 2 ^ ^ , etc. ; 
q - f" S' * + etc. ~ q -\- 3ri , etc. ; 
r r ' i - f . r V , etc. = r -f- [\si, etc. 

Ce que nous disons de /* pouvant s'appliquer á / , en égalant 
les termes aífectés des mémes puissances de í , on trouvera 

p —izq, q = 3r, r = 4 í , etc (^7). 

Ce qui revi en t á egaler les termes aífectés de h i , de /Í2Í, de 
l$ i , etc., des équations (i55j et (i56). 

248- Nous avons v u , art. 246, que /• ctait en general 
une fonction de x ; représentant done p par f x , et nom-
mant f " x le teime qui multiplicra h dans le développe-
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ment de f ' { x - f h) ; noramant de mérne /"'or le coefiicient 
de h dans le de'veloppement de f * ( x - j - h ) , et ainsi de 
suite, nous aurons ees équations 

f ' (x - i -h)=f ' a :+hf"x- i - te rmes enh% enh?, etc. I 
/ " ( a r+h)=f"x+hfmx+te rmes en \ i \ enh3, etc. f'*" 

etc. etc. etc. J 

249. Par Jiypothese, nous avons , art. 248 y p — f ' x ; 
done, si dans cette équation on faita: = ar-f / i , on aura 

p + p ' h + P"h* -f- /"A3 + etc. == f i x + h ) . . . . (159); 
inettant dans cette équation la valeur de/ '(j:-f-/0, donne'e 
par la seconde des équations ( i58) , nous obtiendrons 
p.^~ph^rp"h?-j-etc.=f 'x-{-h f " x - } - termes en h3, ereh3,etc. 
Cette équation ayant lieu , quel que soit h , i l faut que les 
termes des mémes puissances de h soient égaux; done 

cette valeur dep changera la premiére des équations (157) 
en ' f " x = Q.q ; d'oú nous tirerons 

Si dans cette équation nous cliangeons x en i l viendra 
q + r / h ^ q"h- + etc. = | / " ( ^ - f h); 

inettant á la place de f " { x - \ - h) son de'veloppement donné 
par la troisiéme des équations ( i58) , nous aurons 
g+q'h+q"hí-±etc.=s:l(f' 'x-{-hfwx+¿errnes en l i % enh3,etc.); 
comparant les termes qui nuütiplient la premiére puissance 
de h , nous aurons (¡ •= . \ fmx , valeur qui étant mise dans 
la seconde des équations (157), la changera en \ f m x — 3r, 
d'oú Fon tirera 

en contmuant ainsi, nous trouverons successivément tous 
les autres coefficiens de l'équation (i53) 5 substituant dans 
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celte équation les valeurs dejy, de ^ , de r, etc., nous aurom 

f i x + h ) = : f x + h f a : 4 . — f x + ~ r x + etc.. . (160). 

2.5o. Si l'on considere maintenant la premiére des e'qua-
tions (168), on vena que f ' x étant le coefficient de h dans 
le développement de / ( x - ^ - h ) , est ce qu'on designe par 

ou par ~ ; de méme, en considérant la seconde des 
dx r dx 

équations (i58), on reconnaitra que le coefficient f ' x de 
la premiére puissance de k , dans le développement de 

d f x 
f r ( x - j - Ji) , doit étre representé par " j " - » c'est-á-dire par 

d . & ; 
áx d*j 

— e t ainsi de smte : par consequent, en met-
dx áx'¿ r 

tant ees valeurs de J x , de f ' x , de f x , etc. , dans l 'é-
quation (160), on trouvera 

aSi. C'est ainsi qu'on parvient á la formule de Taylor, 

suns faire usa ge du Calcul difieren tiel. L'expression ~ , 

qui entre dans cette formule, est le signe de l'opération 
par laquelle on obtient le coefíiciení de h dans le déve-
loppsinent de f { x - j - h); des que ce coefficient est trouvé, 

les expressions , —^, etc., nous indiquent que la 

méme opération re'péíée nous fera connaitre les coefficiens 
des autrespuissances de A; de sorte que nous n'avons be-
soin que de connaitre, par des moyens tires de l'Algébre, 

dy 
ce que doit étre ^~ pour chaqué fonction. Par exemple. 
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si Ton demandait quel est ^ . p o ^ ^ fonclion xm, on dé-

velopperait {x Hh h)m par la formule du binóme, qui don-

nerait xm-f-mar"1"1 A4"etc' '•> et comme — devraitimüquer 

le coefficient de la premiére puissance de h , dans ce déve-

loppement, on aurait ^ :=7n,r'n_l. Ainsi, tout se réduit 

á pouvoir trouver, par des procedes analytiques, le de've-
ioppement des difFérentes sortes de fonctions quel'Algebre 
peut presenter : ees procedes ne sont pas diífe'rens de ceux 
que nous avous faií connaitre pour déve'opper les diverses 
fonctions qu i , par leur combinajson , dounent toutes les 
autres; c'est ainsi que nous avons donné les développe-
mens de a***1, de log {x - f ' 0 , de eos {x h), etc. 

^Sa. Voilá done une troisiéme méthode, d'aprcs la-
quelle les principes du Calcul diífe'rentiel se trouvent dé -
inonlrés d'une maniere independan te de toute conside'-
ratioa de limites, d'infiniment petits, ou de quantilés 
évanouissantes ; mais cette métbode ne peut ue'anmoins 
exclure celia des limites, parce que lorsqu'on en vient 
aux applications, et qu'on veut, par exemple, déter-
miner les volumes , ou les surfaces, recíiíier les courbes, 
ou obtenir les expressions des sous-tangentes, des sóus-
normales , etc. , on est toujours obligé de recourir aux 
limites ou aux infiniment petits. 

253. En considérant les développemcus des diverses 
fonctions (x-f-^)"1, axJrh, l og (x4-^ ) , s in (x - f .A) , etc., 
que l'Algébre nous oíFre ; comme ees fonctions sont en 
nombre tres limité , i l est facile de reconnaitre que, dans 
leurs développemens, le coefficient de la premiére puis­
sance de h n'est ni nul ni infmi, du moins tant que a: 
conserve sa valeur indéterminée ; c'est d'ailleurs ce qui 
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resulte de la démonstration pre'ce'dente. En eíFet, suppo-
sons qu'on e ú t p r = o dans re'quaíion 

/ ( x - ^ - l i ) = f x - \ -ph -f- qh* r^3 - f etc., 

i l arriverait deux c a s i ou la valeur de x , que renferme p , 
devrait étre dontiée par une e'quation identique, ou par 
une équation qui ne le serait pas. Dans ce dernier cas, 
p = o représeuterait une équation d'un certain degré, et 
cette équation ne donnerait qu'un nombre limité de va-
leurs de x , ce qui serait contre l 'hypothése, qui admet 
pour x une valeur quelconque; mais si jt? = o, c'est-á-
dire si f ' x — o e'tait une équation identique en x 
faisant x -= .x - \ -h^ on aurait encere y'(a:-f-^) = o ; et 
c o i n m e h entrerait partout oú entre x , cette équation, 
considérée par rapport á A, serait encoré identiquement 
nulle, ou, en d'autres termes, cette équation aurait lieu 
quel que soit ^; i l en serait done de méme de son déve-
lopperaent qui , d'aprés l'équation ( i5g) , est 

p 4 . p ' h -f- f h * - f p ' K - f etc. == o ; 

mais lorsqu'une équation de ce genre est nulle, indépen-
damraent de / i , i l faut que les coefficiens des différentes 
puissances de h soient nuls séparément ( voyez la note 
sixieme) , et que , par conséquent, Ton ait 

/ / = o, p " ~ o , p'" — o, etc. 

En substituant ees valeurs dans les équations 

p ' — i q , ^ ~ 3 r , p " = 4.y, .etc., 

qui résultent de l'identité des termes aíFectés des mémes 
puissances de ih¡ de ¿2A, de ¿3A, etc., dans les suites i55 

(*) L e cas oü p ne contient pas x est compris dans c e l u i - c i ; car si Í£ 
valeur d e ^ qui est nu l l e , est représentée par a — a , on peut la consi-
derer comme a — x — (a — x). 
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et i56 , on obtiendrait 

r̂ — o, r — o , Í = O , etc.; 

et, comme en outrep — o, réquation (i53) se réduirait á 

f ( x + h ) = f x . 

I I faudrait done quex + h , mis á la place de x , ne chan-
geát pas la fonction, ce qui exigerait que cette fonction 
fút identique ou constante; car on sait que s i fx e'tait, par 
exemple, de cette forme, 'x**ss\ ou decelle-ci, c+x '—x2, 
la substitution ác x + h á la place de x donnerait toujours 
le méme résultal; et Ton voit que, dans le premier cas, 
la fonction serait identique, et, dans le second , se rédui­
rait á une constante c. I I suit de ce qui precede, que le 
coefficient de la premiére puissance de h ne peut étre nul 
dans le de'veloppement ge'neral de f (x -±-h ) . 

I I ne serait pas moins absurde de supposer ce coefficient 
infini , car le second membre de l'e'quation (i53) devenant 
inf ini , le premier membre le serait aussi , c'est-á-dire 
qu'on aurait f ( x h ) = : co ; et comme / ( x - j - h ) est 
compose' en x - j - h , comme f x l'est en x , le tenue qui , 
dans f ( x -f- A), rendrait cette expression infinie, devrait 
rendre aussi infini f x . Par exemple, si / ( x - j - h ) icnfer-

mait un terme tel que -—¡ A — — , qui est infini, 
1 ( x + k ) — { x - j - h y ^ ' 

i l est évident qu'on devrait avoir dans f x , le terme 

> serait aussi infini. 11 suit de lá que la fonction 

proposée serait infinie, ce que nous ne supposons pas. 
254. Les expressions f x , f " x , fmx, etc., sont ce que 

Lagrange appeile \* fonction pr ime, U fonction seconde, 
la. fonction tierce, etc., de f x , et en general, en sont les 
fonctions dérivées. Lagrange indique aussi les fonctions 
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dérivées d'une autre maniere, en remplagant ^ par j - , 

0 Par^"' % ^ •r"'' et aÍnSÍ de SUÍte-

Bes cas oíi la formule de Taj lor est en défaul. 

255. E n g é n é r a l , lorsque dans une fonction de x on met x + h á la 
place de a;, la forme de l a fonction reste la m é m e , puisque x + h entre 
partout oü é t a i t ^ ; a i n s i , l o r s q u e ^ renferme u n r a d i c a l , / ( x + J i ) 
doit aussi l e renfermer : par exemple , si Pon a 

a 
f x == 6xa + 7 7 = : 

y a: 

le m é m e radical se trouvera dans l'expression 

U n'en serait pas toujours de m é m e , s i Ton assignait la valeur de 
Fabscisse x pour Fun des points de la courbe. Par exemple dans le cas cu 

f x renfermerait u n t e m e tel que ^ x — a , sí Fon donnait á x la va~ 
3 

l e u r a , on voit que le radical cubique ^ x — a s 'évanouira i t dans.yi , 
3 

tandis que le radical cubique ^ x - \ - h — a , qui devrait entrer dans 
3 _ 

f { x + h ) , lo in de s 'évanouir, se réduirai t a l o r s á ^ í i . Dans une sem-
blable circonstance, f { x - b - l i ) ne peut se déve lopper suivant les puissances 
de fe, ce qui se m a n i f e s t é par les valeurs infinies que prennent les coeffi-

3 
ciens d i f f érent i e l s ; c'est ainsi que F é q u a t i o n Y = . \ / ( x — a ) nous donne 

3 V (-r — a y 

et Fon voit que x — a rend ce coef í ic ient d i í í érent ie l infini, 

256. Pour qu'on tombe ainsi sur des q u a n t i t é s infinies, ¡1 suffit que la 
fonction / ( a - f fe) é tant o r d o n n é e par rapport aux puissances de h , r e n -

fermeparmi oes puissances un esposantfractionnaire « 4 - - compris entre 

les nombres entiers ra et n + i ; en effet, nous aurons dans cette hypothéso 

i 
/ { a + h) = A + Bfe - f -Ch*+ Dfe*.. . . - f M.h* lüh"h~z 

+ P ^ + < -fQA»-»-» + R f t » + 3 j e t c . . . . (163), 
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d é v e l o p p e m e n t dans lequel un terme qu i nianquerait serait c e n s é avoir 

zéro pour coelficient. Ce la p o s é , en regardant a comme variable , nous 

trouverons, art. 55 e t 5 6 , 

d f ( a - h h ) _ d / j a + h ) d ' / j a + h ) _ d ' f ( a + h ) ^ 

dh ~ d a * dh* da» ' •* • • 

D i f f é r e n c i o n s successivement par r a p p o r t á f e , l ' équat ion (162), e t r e -

p r é s e n t o n s , pour abréger, par M ' , N', F , Q' , R ' , e tc . , par M", N", Q", 

R", e t c . , ce que deviennent les coefficiens M , N , P , Q , R , e tc . , nous 

aurons 
1 
— f - n — 1 df(a+h) 

áh 
+ P V + Q'h"-*" - f R'fe'1-»-» + etc . , 

¿V^-Ü) = = ^ c + *.3Bh + M"h*~* + N"h 2 + n 
dh* 

4. í>»fe»-i + Q"hn. + E."A« + I + e t c . , 

etc. ' etc. etc. etc. 

Remplagant les premiers membres de ees derniéres é q u a t i o n s par ¡eurs 

valeurs t í r é e s des é q u a t i o n s ( i 6 3 ) , nous obt íendrons 

da 
+ 'P'h» - f -R' fe«+> - | - e t c . . . , (164), 

M f j ± ) - 2 c - f a . 30^ + m » - » + N " ^ "'" 
da» 

-+• P"h— + Q ' V + R"fe''-í-' -h e t c . . . . ( i65) , 
etc. etc. etc. etc. 

faisantfe = 0 , dans les é q u a t i o n s (162), (164), ( i 6 5 ) , nousaurous pour 
d é t e r m i n e r les coefficiens A , B , C , etc . , de l ' équat ion (162), 

. . dfa n d2/a ' 
/ « = A , - ~ • = B , - ^ - - = 2 0 , etc. 

da da» ' 

Cela p o s é , d'aprés l'inspection des é q u a t i o n s (164) et ( i 6 5 ) , on voit 
que c h a q u é d i f férenc iat ion diminuantw d'une u n i t é , lorsquenous serons 

« + -
a r r i v é s á l a n ' ^ l e s e x p o s a n s d e s t e r m e s e i a » , e n f e enh'^',en 

h n + » , etc., auront pour valeurs n ~ n y n ^ n + ' ^ n ^ n + í , n - n + z , etc. 

De sorte qu'en représentant les coefficiens correspondans par M , , par 
N<, e tc . , nous obtiendrons 

Élém. de Cale. dlff. V1 



f j f j i H r h ) M , + + Q^, 4. + e t c . . . (J66), 
da* 

et , a la d i f f é r e n c i a t i o n suivante, nous trouverons 

' 1 i ' ' ' 

É l l ^ f ± ^ = N f e 3 +'P&o + Q,A + R«7ia + e t c . . . . (167); 
da»-*-' * 

etcomme - est moindre que F u n i t é , Texposant i — 1 du premier termo 
e • • z 

de ce d é v e l o p p e m e n t pourra s'écrire a i n s i : — A l o r s > en faisant 

passer h au d é n o m i n a t e u r dans le premier terme d a second membre, 

r é q u a t i o n (167) deviendra 

d ^ í * + *) = JLL. + p# ,1- QJ> 4..k>» ^ e t c . . . . (168). 
¿i. da',"+"1 j 1 

h Z . ; 

O r , si T o n fait fe=:o, dans l ' équat ion (166), on voit quetous les termes 
en h s'evanouissent e n c o r é , ce qui permet de d é t e r m i n e r My, d'oú d é p e n d 
le c o e f í i c i e n t M d u t e r m e M f e ' l d e r é q u a t i o n (162). l l n ' e n e s t pas de m é m e 
si Pon fait fe=:o dans l ' é q u a t i o n (168); car alors le premier se rédu i sant 

N d1* "*"'/(«) 
á — ' i rend la valeur de - ¡ — ~ - — infinie. 

o da" 1 
11 en serait de m é m e si nous prenions Ies coef f ic íens d i f f érent i e l s des 

ordres su ivans , parce que toutes les d i f f érent i e l l e s successives d'un terme 
N 

de la forme 7— conliennent h au d é n o m i n a t e u r . 
ft"1 

II resulte de ce t h é o r é m e , que l o r s q u o n f a i t x = a ; dans le déveJoppe-
ment de f ( x + h ) , s ' i l existe une puissance J rac t ionnai re de h dans ce déve ­
loppement , et qu'elle soit comprise entre les termes a f fec tés de hn et de 
h'I+I , on ne p o u r r a d é t e r m i n e r les termes de la sér ie de T a y l o r , que jus -
tju'a l ' o rd re n inclusivement: toas les aulres termes deviendront infr i i s . 

257. U n e í b n c t i o n de x r e p r é s e n t é e p a r / x é tant d o n n é e , si l'on v e u í 
d é t e r m i n e r le d é v e l o p p e m e n t d e / ( . r - f . Ji), dans r h y p o t h é s e x r = a ; i l 
f'audra, comme on le sa i t , calculer les termes de la sui te , 

fie + ^~ ^ + —— 4- etc. ; dx dx»1.2 • 

raais s i en faisant ce calcul on trouve que l 'ün des coefficiens différentie ls 
devienne inflni dans F h y p o t h é s e de a ? = a , on ne cherchera plus á ob-
lenir le d é v e l o p p e m e n t de / ( x - f - f e ) par la série d e T a y l o r j mais voic í 
le p r o c é d é qi^i l faudra employcr. On mel t ra x - \ - h a l a place de x, 
davs fx ¡ alors le terme qui contient x — a au d é n o m i n a t e u r , contiendra 
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_ A 4- h , <?< ne deviendra plus inf in i lo rsqu 'onfera x = a , mais donnera 

Ltt á tcrme af fec té d'une puissmcefrac t ionnai re de h. 

a58. S o i t , par exemple, 

f x = aax — .r» - f « f W * — «J 5 

e » d i f f é r e n c i a n t , on trouve 

^ - = 2 ( a — x ) + 

substituant c e s v a l e u r s e t c e l l e s d e ^ . d e ^ , e t c . , dans la formule 

de T a y l o r ( équat ion 3 8 , p a g e ^ ) , on obtient 

J { x - | - A) — 2<Mr — -f- a, S/x*— a* + j^2(a-'ar) + -^^L^J ^ + etc. 

O r , quand x — a , le terme m u l t i p l i é par h devient in f in i ; done ce d é -

veloppement n'est plus possible. 

Dans ce cas , d'aprés la regle p r é c é d e n t e , on mettra x + f e á la place 

de x dans l ' é q u a t i o n 
f x = "iax — a:» -f- & ^ x * — a3, 

et l'on trouvera 

f { x - \ - ' h ) = aax + aaA — a;* —"¿.xh — A» -f- « V ' ^ 2 • + 2 x ^ + ^2 — * % 

é q u a t i o n q u i , dans l 'hypothése de x = : a , devient 

/ { a + h ) — a* — -f- a V^aafe + P , 

y ( a 4 - A ) = « , — fe2 -f- a l / fe^/2a4- fe ; 

d é v e l o p p a n t par la formule du b i n ó m e , et r e p r é s e n t a n t , pour abréger , 

par A , B , G , etc . , les coefficiens que donne cette formule, on a 

\ / ' ¿ a + h^=z { l a - f fe)"3 = A - 4 - - f Cfe2 4 - Dfe3 -f- etc. ; 

substituant, on trouve 

/ ( a + f e ) = a» — fea -f- a k S / h - f - a B f e ^ + • «Cfe5 i /fe + etc. 
On voit , par cet exemple, qu'en mettant a? -f- fe dans la fonction, et 

faisant x = z a , on peut introduire une ou plusieurs puissances fraction-
naires de fe ; on déve loppe ensuite s éparément les termes qui sont sus­
ceptibles de T é t r e , soit par l a formule du b i n ó m e , soit autrement; et 
Pon substitue ees termes dans la valeur d e / ( a - f - f e ) , ce qui en donne le 
d é v e l o p p e m e n t . 

aSg. Lorsque x reste i n d é t e r m i n é , Lagrange a d é m o n t r é que le deve-
loppement d e / ( a : + f e ) ne pouvait contenir des termes aftectés d'une 
puissance fractionnaire de h. E n effet, supposons que Pon eút 
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f { x + t í ) = f x + ph + gh*... +KV/fe; 
3 _ 

comme, d'aprés l a t h é o r i e des é q u a t i o n s , K \ /h . est susceptible de trois 
valeurs, M', N , P , nous a w i o n s ees trois d é v e l o p p e m e n s d e y ^ H - f t ) , 

f ( x + h) z=Jx + ph + q h K . . -f- M , 
/ ( x + h) — f x + ph + qh*.. , + N , 
f { x -f- h) = f x + ph •+ q h K . . + P. 

O r , / a : devant renfermer les m é m e s radicaux q u e / ( x + fe), art . 255, i l 
faudrait quefx eút aussi trois valeurs d i f f é r e n t e s , Q , R , S ; en substi-
tuant successivement cas valeurs a la place d e / r , on trouverait done 

f ( x -f. h) = Q + ph qh*.. . -h M, 
'/(x +• h) =: Q -h ph + 9 h H . . •+- N , 

f ( x + . h ) = Q - h ph + qh*., , + P , 
f {x -h h) = B. + ph + q h \ . . + M , 

, f { x + = R + ph ~f- qh3. . . 4 - N , 
f (x h) = R + ph + qh3... - f P , 
f { x h) = z S + ph + qh*.. . 4 - M , 
f {x 4 - ^) = S •+ ph - i - qh*. . . 4 - N , 
/ ( * + • fc) = S 4 - ^ 4 - y * » . . . 4 - P ; 

de sorte que l'expression f { x 4 - h) é t a n t d é v e l o p p é e , auraít neuf valeurs 
d i f f érente s , tandis que non d é v e l o p p é e , elle n'en pourrait avoir qu'au-
tant'queJx en comporte , et par c o n s é q u e n t trois dans l 'hypothése a c -
tuelle; ainsi l'on ne peut supposer que le d é v e l o p p e m e n t de / [ x + h) 
contienne une puissance fractionnaire de , sans tomber dans une con-
tradiciion. 

260. Enfin*, i l est certain que f{x-{~h) ne peut admettre dans son 
d é v e l o p p e m e n t / un t e m e affecté d'une puissance n é g a t i v e de / i ; car s'il 
contenait u n terme te l que MJi-n, on aurait 

M 
f ( x 4- h) — fx + ph-i- qh*... - i* — j 

or, en faisant A = o , l e premier membre se changerait e n / x , et le se-
eond, a u l ien de se r é d u i r e á J x , deviendrait i n f i n i , á cause du terme 

— qu i l renierme. 

í l en serait de ni eme si le d é v e l o p p e m e n t contenait un terme affecté 
du logarithme de h; car s i Pon avait , par exemple, un terme tel que 
A log h , ce t e r m e , lorsqu'on feraít k = o, deviendrait A log o; or, l e 
l o g a r i t h m e ^ d e o é t a n t l ' i n f i n i n é g a t i f , le terme A log h serait alors infini j 
d'ou il suit que / x devrait l 'étre auss i ; ce qui est centre l 'hypothése . 

TIN DU C A L C U L DIFFÉRENTIEL. 



É L É M E N S 

DE CALCÜL D I F F É R E N T I E L 

DE CALCÜL INTEGRAL. 

C A L C U L I N T E G R A L . 

De Vintégration des différcntielles monomes. 

261. Le calcul integral a pour objet de trouver la fonc-
tion qui , étant différencie'e, a dú produire une différen-
tielle donne'e. Pour commencer par le cas le plus simple, 
nous allons cherchcr á iutégrer l'expression xm&x : dans 
cette vue , differencions rexpressiou x"'4"1, nous trou-
verons 

á.xm+l = (m 4-i)<rrotla:, 

oü nous tirerons 

= Xmdx ; 

et comme la constante m - f 1 n'influe pas sur la diffe'ren-
ciation, nous pourrons écrire ainsi re'quation préce'dente 

d. — ¡ — — xmáx: 
m - f - i \ 

par conséquent, la quantité q u i , parla differencialion, a 



lS'2 C A I X U L I N T Í G R A L . 

ar171+1 
donné ^"'da:, est ar. Pour indiquer cette opération, 

no as mettrons, avant la diíFérentielle, la caractéristique / , 
qui signifie somme ou intégrale {*) , de sorte que nous 
écrirons 

fxmáx = ¡—• 
J m-\~i 

262. Concluous de lá cette regle genérale : Pour tntégrer 
xmdx, i l faut augmenter l'exposant d'une unité, et diviser 
par cet exposant ainsi augmenté et par la difTérentielle. 

263. Soit, par exeniple, uous aurons done 

aáx ^ rax-3¿x g.r~3'f'1 ax~* a 
x* — 3 - i - 1 —2 2 a:2' 

ou trouvera de me me que 

• ,'• ti .• i , -. • i r ^ >' • 2 , : t - S 3 3 Xá "í"1 ^3 3^3 
f á x y x ' = /x3 m. = -? r = - 1 ^ -

264. Observons que lorsque nous diíFe'rencions a-{-xmt 
nous trouvons 7w.r",_1da:, comme si nous n'eussions difíe-
rencie' que xm\ par conse'quení i l faudra, en integrante 

(*) Ce mot somme., pour dés igner l ' i n t é g r a l e , a été introduit par les 
anciens g é o m é t r e s , parce que, d ' a p r é s l a m é t h o d e des i n í i n i m e n t petits, 
ils consideraientunefonction j - comme une somme d'accroissemens i n ­
í i n i m e n t petits. 

F i g . 52. ^ a r exemPlej on voit I " 6 Tordonnee é tant M P , í ig . 72, on a 

M P = a& + a 'b ' -f- a"b" -f- 4 . a ^ M , 

cVst -á -d ire q u e j - e s t égal á l a somme des accroissemens i n f i n i m e n í pe ­
t i t s , representes chacun par djr. 
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ajouter une constante á Fintegiale. Ainsi ? dans les exeiu-
pies précéílens, nous écrirons 

a:3 2a;a *> 
265. Cette constante C , qui doit s'evanouir par la d i f -

férenciation, es tén general arbitraire, á moins que, pai­
la nature du probléme, elle ne soit déterminée. 

Par exemple, si Ton a rdquation j = ax ' — h , qui 
est celle d'une parabole CBD , íig. 78 , dont rorigine cst Fig. 73. 
enB , et qu'on en tire d j " = 2«a.-dx, on trouveia, en 
inte'grant, 

j = axa -f- C (1). 

Cette equalion peut convenir á une infinité de parábolos. 
Or, si l'on veut que par mi loules ees pa rabeles, C15J), 
C'B'D', C"B"D", etc., la courbe qui a pour équation.» 
j = ax* -f- C soit celle d'une parabole qui paase par 1c 
point E dont les coordonnées soní 

= o , x = r A E = 4 - 1 / - , 

i l faudra qu'eu faisant x — \ / - i on ait j " = : o , ce qui 

réduira l'e'qualion (1) á 

o- == ^ - | - C, 

d'oít Ton tirera C ~ - — 5 . Subsiituant celíc valeur daws 
Féquation (1), on obíiendra 

j = ax'1 — h > 

comme on l'avait avant la diflereucialiou. 
266. Lorsque la nature du probléme ne determine pas 

la constante, on peut disposer de cette constante camnst 
tos Texemple suivant t ayaut trouvé que'l 'mlégrale de 
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x'"áx e s t 

~,tti4-i 
X ~ - • •4 -C . . . . (2), 

nous donncrons a a: une valeur déterminée ¿ , et le second 
membre de cette équation deviendra 

- ~ r - + c . . . . (3). 
m - f - i 

C éíant arbitraire, nous pouvons dcterminer cette cons­
tante par la condition que Fexpression (3) soit nulle, ou, 
ce qui revient au méme, par la condition qu'on ait j - = Q 
lorsque x — b; alors l'equation (a) deviendra 

O = • -̂ C, 

d'oü Fon tirera la valeur de C, qui , étant substituée dans 
l'equation (2), nous donnera 

••v,rn-t-a ^m+i 

267. I I n'y a qu'un seul cas qui cchappe á la regle de 
•i'articlc 262 pour intégrer xmdx $ c'est celui oú m — — 5 -
car alors la formule (4) devient 

_ Xo — b0 _ o 
^ ~ ~ — oi 

i l faudrait done, dans ce cas, faire usage de la regle de 
l'article 83, pour déterminer la vraie valeur de Tintégrale ; 
mais on peut e'viter cet inconvénient, en observant que 

a:~'áx — — , et que cette expression — est la diíféren-

tielle de log x ; par conséquent, nous aurons 

•"dx 
log x 4 - C. 
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Ves differentielles eomplexes dont Vintégration 
peut seffectuerpar la regle de Varticle 262. 

268. Nous avons vu, arfc. 22, que la difierentielle d'ua 
polynome se formait de la somme des différentielles de ses 
termes; réciproquemení l'intégrale d'un polynome sera 
égale á la somme des intégrales des termes qui le com-
posent. 

Par exemple, 

ou, en effectuant les opérations, 

(adx — -f- x á x = « ^ 4 - ~h ^ 2 + C. 

Nous n'avons mis ici qu'une constante, parce que chaqué 
íerme donnant une constante á l'intégration , nous pou— 
vons repre'senter la somme de ees constantes par une seule 
lettre. 

269. Tout polynome, tel que (a-]-bx-\-cx*-j-etc.)ndx, 
peut s'inte'grer par la méme regle, íorsque n est un nombre 
entier positif. Pour cela, i l sufíit d'élever le polynome 
ala puissance indique'e, et d'inte'grer séparément chaqué 
terme. 

Par exemple, pour inte'grer ( a - ^ - b x f á x , nous aurons 

/ ( a + bx)2áx = f ( a ' á x + zabxdx -h b*x*(\x) 

== a^x -f- abx2 - f . — \- C. 

270. Lorsqu'on a une expression telle que (Fx^dfx , 
composée de deux facteurs dontl'un est la différentielle de 
la partie Fx qui est sous la parenthése , pour intégrer cette 
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expression, onfera Tx = zf par eonséquent, dFT = dz; 
substituant, on trouvera 

(Fx)náFx = ¿"dz, 
et en integraní, 

f (¥x)ndFx = — ¡ H 
n - j - i w - j - i 

Pour en donner un exemple, soit 

(a - f - ^ + cx^'-fi-dx - f 2ca:dx) j 

rom me ¿;dar •+ ae^d^í est la diíFe'rentielle de la qttantité 
renferrne'e entre les parenthéses, on fera 

a -f- i>x ex* — z t 

et Ton aura r en diíFérenciant, 

Mar -f- zcxáx =E dz ; 
done 
"iíííí;."' 3MU "íftCf 83íííí?!/;';'"*^ , ; ',:Í,I." R' . 

(a -f- ¿•x -f- ex*)'* (báx «f- acardo) = z5 dz» 

L'intégrale de cette expression sera 
. 3 5 3 5 

-= z3 - } - C = ^ ( a - j - ¿ar 4 - c , r C 

271. Si Fun des facteurs e'íait ia différentieile de í ' au-
í r e , á u n e constante prés? Ton pourrait éneo re inte'greK 
par le ménie procede. Soit, par exemple , 

{a -|- 8w') a word^:..... (5). 

Coniine je veis que la diíí'érentielle de a bx*, qui est 
sŝ arda?, ne diíFére de mxdx que par la constante , je íafe 
¿í-f- bx'iz=zT et par conse'quent 2 ^ d r = : d z , d'oú je tire 
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x i x r= 2 | ; substituant ees valeurs dans Texpression (5), 

fobtiendraí 
l m -

{a - f bx*)* mxáx ~ -^-z5 dz, 

et, en inte'grant, i l viendra 

f i a -f- hx'f mx&x = ^ 2 2 + C = ^ ( a - f ¿J;1)2 -f- C. 

272. Lámeme transformationpeuts'appliqueraussipouv 
rapporter certaines differeníielles á des logarvthmes: si Ton 

avait, parexeniple, —r-7—» en faisant a - f ^ = z > j 'en 

d« " ,' . • • - r - ü i l "u -déduirais d.r ~ ; substituant, j'aurais 

/
•• dar /• 1 dz 1 /*dz 1 , , ^ 

et, en mettant pour z sa valeur, 

/ ^ = ->^+^ + c-
En ope'rant de mérae pour on trouvera que Pin-

tégrale de cette expression est 

/
' dx 1 

Bes différentielles qui sHnlégrent par ares de 
cercle. 

278. Soit, fig. ^ j ; = C E , lesinus qui a le rayón pour F. , 
unité et dont l'arc CB est z; nous avons ^ = sinz; diíFé-
renciant i l viendra áx = eos záz; d'oü nous tirerons 
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áz = TjfeLr 5 d'une autre part, réquat ion cosfz -f- sin2 Z = Í 
eos z • 

nous donne 

eos z = \ / 1 — sin3 z ~ \ / 1 — ^a; 

substiíuant cette valeur dans celle de áz , on obtiendra 

par conséquent on trouvera, en integrant, 

dar z + C . . . (6). 
V / i — 

Pour de'terminer la constante, supposons done que lors-
que x = . o , on ait 

í'ig. 74 comme > d'aprés la figure ^4 5 ̂ arc z » representé par CB, 
est mil en méme temps que le sinus ¿c, l'équation (6) se ré-
duira done, dans cette liypothése, á o = C; par con-
se'quent 

= are (sin = ar). . . . (7). Á \ / i—x?-

2.']f\. Si le rayón, au lien d'étre pris pour unite', est 
égal á a , nommons x ' son sinus , nous aurons pour l'arc 
d'un méme nombre de degrés 

d'oü nous tirerons 
_ •r' 

a * 

Substituons cette yaleur dans re'quation (7), nous t rou-
verons 
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r * a -

J s /^ J J ^ 
par conséquent Féquation (7) deviendra 

/ — - == are ( sm — — 1, 
J j / V — x ' 2 A A ^ 

et, si nous appelons o: le sinus dont le rayón est a, nous 
pourrons supprimer l'accent de x dans l'e'quation prece­
dente , ce qui nous donnera 

/
/_j!L=r ~ are f sin = - Y . . . (8). 

275. En second lieu, soit z Tare CD, fig. ^4» d011* le co- Fig. 74. 
sinus AG est x , et qui a 1^ rayón pour uní te', nous aurons 

.-r = eos z, 
et, en différenciant, 

d.r = — áz sinz, 
d'oü i'on tirera 

, dx 
dzz=z : ; 

sin z 

et, en mettant pour sin z sa valeur tire'e de re'quation 

eos2 z -f- sin2 z = i , 
on obtiendra 

¿x 
\ / 1—cos2z 

ou , parce que eos z = ^ , 

d — ^X 
\ f 1 — x%' 
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et en intégrant, on aura 

C- ^ = are (eos = a:) -f- C - . • . (9). 

Fig. 74. Pour déterminer la constante C, nous voyons, fig. 74, que 
lorsque le cosinus CE = x se réduit á ze'ro au point B, 
Tare DG = z , qui est representé par 

faisant done 

I . r = -gr et X = 0 , 

J \ / X - . X * 

dans l'équation (9), on aura 

| ar = are (eos == o) - j - C . . . , ( 1 0 ) ; 

et comme l'arc dont le cosinus est zéro est e'gal á on 
voit que Tequation ( 1 0 ) se reduisant áC = o, Te'quation (9) 
devient 

/
^¿c 

= are (eos ~ x ) . . . , (r i ) . 

Si dans cette e'quation nous supposons = - , pour 

passer á l'hypothése oü le rayón est a, nous trouverons, 
en opérant comme dans Tarticle 274̂  

/ " • i 7 f e = a r c ( C 0 S = : S - - - - í ,2) ' 

276. Nous avons v u , art. 47» qu'on avait 

Ú.X 
(1, tanga: = —T--) 

a eos2 a: 
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si nous faisons x ~ tangz, nous trouverons 

1, — , ^ z . ox — „ > 
COS"* z 

d'ou nous tirerons 
ds = cte X cosaz.... (i3), 

Or, la proportion 
* eos z í 1 ; I 1 *. secante z 

donnant 

eos z 
sec z 

011 aura 

substituant cette valeur dans Véquation ( i3 ) , on trouvera 

da; 
úz ssz 

eien integrant on aura 

da: 
z + C : 

pvenant ^intégrale dans l'hypothése que cette intégrale 
s'évanouisse lorsque a : ~ o , z devient nul , et l'on a 

done 

J 7 ^ 1 ^ — arc ^ ían^ e^í ^ . . . . ( i4). 

Si, coinme on Fa fait á l'egard da sinus et du cosinus, on 
passe de l'hypothése du rayón pris pour uni té , á celle oú 

le rayón est a, en changeant x en i l faudra mettre <^ 
a a 

& ^ — > >A ' a P^ace d e á x e t d e 1 + x \ 
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Ainsi en divisant Tune de ees expressions par l'autre , on 
trouvera 

a f == are (tang - ), 

et, en faisant passer a dans le second membre, 

— = i are f t a n g - \ . . . ( i5) . 

277. Soit x le sinus verse DG, fig. 74, d'un are DG = 2 . 
Fis- 74- £e sinus verSe et le cosinus, valant ensemble l 'unité, nous 

aurons x -f- eos z = 1 , et en diiíéreneiant, 
á x = dz sin z9 

d'oü l'on tire 

dz — —r^- . . . . (l6). 
sm z 

Or, 

s m z = z ) / 1 — cosaz =p V^C1— cosz) (i-f-eosz) 

z = \ / x { 2 — x) = l/aa; — a:2 5 

substituant cette valeur dans Fequation (16), on a 
da: 

et en intégrant 

— = are (sinus verse 5 = 3 7 ) . . . . (17). 
1 / 2 ^ •— o;2 

Je n'ajoute point de constante, parce qu'en supposant que 
rinle'grale s'évanouisse quand. x est n u l , z est aussi nul. 

X 

Si Ton fait ^ — ~ dans l'éqüation precedente, on 

trouvera 

/
- y = are (sinus verse = - V . . . (18), 

y l a x —- or2 \ a/ 
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^ fé . Lorsqu'on veut avoir la valeur de l'intégrale pour 
íine valeur cleterrainée de x , on opere comme dans 
rexemple suivant. 

dx 
Supposons qu'on demande Tintegrale de - — — l o r s -

q n e x ^ ' ] ; le rayón etant i , la tangente sera done 7 ; 
et comme les tables des sinus sont construites avec un 
rayón de 10 milliards de partías, la tangente relative á ce 
rayón sera 10 milliards de fois plus grande ; par consé-
quent cette tangente vaudra 7 X i o milliards. 

Le logaritlime de la tangente tabulaire aura clone pour 
expression 

log 10 milliards -f- log 7 = 10 -f< log 7 
= 10 -f- 0,845098 = 10,845098. 

Cherchant ce logarithme dans les tables des sinus , on 
verra qu' i l re'pond á un are de 

go^G', división décimale, 
ou de 

S^Sa', división sexagésimale. 

Pour trouver la valeur nume'rique de cet are, dans 
i'hypotbése du rayón =='í, nous remarquerons que, dans 
cette hypothése, la circonférence = 6 , 3 8 3 . . . . ; par con-
sequent nous aurons 

4oo0 \ 90o96': .* 6,283... I are cherché = 1,42 . . . 
ou 

36o0:8i052 '::6,283... ; are cherché =zx ¿ 1 , 

De Vintégration par parties. 

2 79. En prenant la différentielíe d'un produit de deux 
variables, par le procede indiqué art. 14 , on trouve 

d.z/p — 7̂ d̂  -f- váu ; 
Élém. ü* Cale. dijf. ¿3 
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intégrantet transposant, i l vient 

fudv ™ u v — f v d u . . . (19). 

C'est á cette formule que l'on rapporte les difíeremielles 
que l'on veut integrar par parties. 

280. Par exeraple, si l'on ignorait quelle est Tintégrale 
dexmdx, on ferait ^m = w, á x = i d v , et l'on aurait 

m = : x m X ^ = ^m"+" i vdu = x X dxm = ^ X mx,n~\lT. 

Subsliíuant ees valeurs dans réquation (19), on trouverait 

fxmdx=zxm+l — J x . m x ^ W a : =í= xm+i — mfxmdx •„ 

l éunissant les inte'grales afíectées de xmdx, on a 

(m -f-1) fxmdx = xm+1 • 
done 

fxmdx = - hC 
7 7 2 - f l 

2 ,8Í . Soit encoré 
f ú x l o g . x 1 

en faisant log x = u et dx = dv, je trouve 

fáxíor¿x=zx \ogx—fáx=zxlogx—x-\-G~{lo^x--1 )^4-C, 

282. Pour dernier exemple , cherclions á iníe'grev 

dx \/a* — x*: 
en faisant 

V/a2—x* = u el <\x ~ úv ; 

nous obtiendrons d'abord. 

J á x \ / a' — x* — x { / ^ Z l ^ ^ f — _ > ^ 

'Bous cherclierons ensuite une autre valeur de 

fdx \ / a - — x ' : 
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pour cet effet, en multipliant cette derniere expression 
«ar , 

\ / ál — x1-

TIOUS aurons l'equation identique 

ct, en eíFectuant la premicre des integra ti ons indiquées 
dans le second membre, nous obtiendrons (art. 274) 

, / . . r \ r x9dx 
/dj:V/aÍS---x2 = a2 are sin = - } - — / — - - • • .; 
J \ 0 / J i / t f — x * 

ajoutant cette équatiou á rdquation (20), nous trouverons 

2 / i ] x \ / cf — x * — x {/a2—x2 -f. «a are ^sin == ; 

done 

f d x \ / a i ~ x l = z - \ / á 1 — x * - \ - - a a a r c / s i n = - ^ 4 . C. 
2 2 \ a/ 

On voit par ees exempíes que lorsqu'en general on a 
une expression tellc que fvúu, Fin legratiou par partios 
fait dépendre cette intégrale de celle de fudv, et que, par 
conse'quent, cette raéthode d'intégration n'est pas tou-
jours applicable. 

De Vintégration par les seríes, 

283. Soit Xdx une diíFérentielle dans laqueile X re­
présente une fonction de x ; si Ton développe X en une 
-suite 

Ax* + BxQ 4. Cxy 4 . D / + FV + cíe., 
i3. „ 
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ordonnce par rapport aux exposans » , Gt y , etc., on aura 

fXdx= : f{kxK + BxS + C ^ 4 - D ^ - f - + etc.) dx 

A x * ^ E / ^ 1 C 4̂"1 DX'+1 , E^4"1 , 
L, 1 :_- -f. -— • 1- e te. + C. 

¿X 

284. Prenons pour exemple - , qui est la díffé-

rentielle de log (a x) : on écrira ainsi cette fraction: 

X d.r , eí i l s'agira d'abord de trouver le de've-
1 

loppement de ce que Fon fera au moyen de la 

división ; ou plutót on le de'duira de cette forniule facile 
á reteñir. 

1 > 

1 i + z + ' z * + z 3 + * i , e t c . . (21) (**). 

x 

En efíet, si i'on change z en — - dans cette équation^ 

on a 
1 x x* x3 

multipliant les deux termes du premier membre de cette 
équation par a, et divisant ensuite toutel'equation par a, 
011 obtient 

1 1 x x* 
— . — — -t" 1 : + e t c ( 2 2 ) ; 
a-{-x a a* as v 7 

par conséquent 

(*) S i l'un des exposans a, C, y , etc . , étai t égal á — 1, on intégrerai t 
par logarithmes le terme qui en serait affecté, 

(**) O n a trouve ce dcveloppement en effectuant la d iv i s ión de 1 
par 1 — e. 
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f J S k = m - í . + ^ - Í + 0 . 0 . ) ; 

eí , en intégrant chaqué terme en particulier, on obtiendra 

et, en remplafant le premier membre de cette équation 
par log (a-f- . r ) , intégrale trouve'e en faisant b = 1 , dans la 
formule de l'art. 272, on aura 

log 4-^) = - — ^ + A - — ̂  —'etc- + c • • • • ^ • 

Pour de'terminer la constante, nous remarquerons que 
lorsque = o , cette e'quation se re'duit á log « = o -f-'G ; 
substituant cette valeur de G, Féquation (34) deviendra 

log + ^) ^ log a + f - ^ + ¿ - ^ + etc. ( f ) . 

285. Pour second cxemple, clierclions á iníe'grer par les 

(*) Observons qu'en d é t e r m i n a n t ainsi la constante, on ne la regarde 
plus comme arbitraire , pmsqu'elle est n é c e s s a i r e m e n t égaie au loga-
rithme d e a , quand o n f a i t r — o , dans F é q u a t i o n (2^). L a pü cette cons-

tantea pris une valeur d é t e r m í n é e , c'estlorsqu'au l ieu de / r .nous 
•«£ ^ ^ •' f . . . J. "A- x 

avons mis log {a-¡r x ) : en effet, Pcquation (a3) nous montro que 
d x • x x* 

— - — e s t , en g é n e r a l , l a d i f férent ie l le de C -f- - ^ (- etc. : or, la 
a + x ' " a 2«.9 ' ' 

suite log a -f- - — ~ + e tc . , qui est le d é v e l o p p e m e n t de log (a -f- x ) , 

est un cas particulier de la suite p r é c é d e n t e ; c'est celui ou C = log a. 

A i n s i , lorsqu'on a mis Ion (a + x ) h la place de f~—, c'est done 

J a - i - x 
comme si Pon e ú t choisi parmi toutes les suites q u i sont P intégra le de 

do: 
cene oíl la constante est égale a log a. 

Cette remarque peut s'appliquer aux autres expressions que nous allons 
ífítégrer par les séries . 
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(ice 

series — - — - : en e:cnvant ainsi cette difíerentiellc i -f- x 

^—-p-^ X §&i i l s'agira de trouyer ié de'veloppement de 
i.,; .*x ; • • t .-.'y- •'̂  ' i ' 

— Pour cela, en comparant cette expression á 
1. - j - OT1 1 — 2 

r.ous auions z = — o:2; substituant cette valeur dans l 'é-
quation (21) , nous trouverona 

— í = 1 — ^a + ¿e* — r̂6 4- e tc . . . . . (aS); 

«1 o n c 

dx x3 x5 x7 f . „ 
^ — -o- + Tf r e t c . . . . . . . -f 

1 -f- x2 3 5 7 

ouplo tó t , arí. 276, 

¿K*̂  *]0̂  

are ( tang=^} — x — 3" "5* — ~ 4" etc- " f ^ (26).. 

Quancl ar=o? l'axc devenant nu l , on aGrr ro . 
286. Si la tangente est plus grande que l 'uni íé , Ies 

'ermes de cette se'rie allant en augmentant, on ne pourra 
tlonner une valeur approclie'e de Tare; dans ce cas, on 
obliendra une se'rie descendante en ope'rant ainsi : on fera 

a: =r — dans l'e'quation (25), ce qui la changera en 

1 , 1 * , 
= »—--3 + — - T + etc. j 

¡ i 

Hudlipliant les deux termes du premier membre par x ' , ; 
oa aura 

a?a i i i 
' + — , — 77; + € t C . ; XÁ-^-l x'1 X 

divisant íoute re'quation par .r2, 011 ob liendra 
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I I - - 4 - - ^ 4- etc. (*ft 
+ i ^ 

done 
r_á^_ r n _ x + J . - - i + etc.) dx ; 

et, en eft'ectuant Finlégration indiquée , 

are ( tang=x) = — ^ + ¿ 3 - ¿ + etc. -|- C . . . . (27). 

Pour trouver la valeur de la constante , nous ne ferons pas 
.r — o, caréela rendrait les termes du second membre 
de l'équation (27)infims; mais en faisant ar = oo, Tex-
pression are (tang —cr) sera égale an quart de la circón-
férence, et réquation (27) deviendra | circonf. ~ o -f- ^ • 
et en représentant parlar le quart de la circonférence, 
l'e'cjuation (27) nous doonera 

are (tang = x) ~ ^ — i 4.^~ - 4- etc. 

287, Pour intégrer par les series 

(1 —» x1) á x t 
%/1 — x1 

i 

on développera (1 — x9) % par la formule du binóme, 
de la maniere suivante : on calculara d'abord les coeffi-
ciens du développement de (1—-')••% dans l'hypoihése de 
m=r.—. Í , en écrivant pour former ees coefficiens, 

m-—*i m — - 2 772—-3 m. • _ pf(. 

(*) OH parv iendraü directemsjit au m é m e résul tat en divisant 1 par 
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e l , en changeant m en — j , ees expressions deviendront 

i ? _ 7 
- ' " " V 4 ' 6' 8' etc-

: . ^ u j. 3- 5 • 
Multipliant successivement — - par — ^ , par — g , etc. >s 

on formera les coefficiens qu'on mettra á la place de Á?, 
de B , de C, etc,, dans cette éguation 

(i—a?2) * = : i — A.x* -f- — Gx5 + etc., 

ce qui donnera 

1 • 1 , i 1 3 . , i 3 5 . . — — = i -f- -ar24— . -. . r^-f - - . -y . TT x —4-" etc., 

ei en intégrant l'équation 

do: / i i 3 i i 3 5 K \ , 

i / 1 — ^ 

on trouvera 
1 x^ x 3 i 3 5 arc(sin=^)r==^4.- —-f--.--.-~.4-~.-,- f-etc (28) v. 
2 3 a;4 ¡5 . 2 4 0 7 

nous ne mettons pas de constante, parce que lorsque 
ar = o , raro dont le sinus est x s'évanouit, 

288. I I y a des cas 011, pour d é t e r m i n e r l a valeur d é l a t o n s í a n t e , on 
« 6 peut faire n i x — o , n i x = z oc. S o i t , par exemple , 

dar ' i . / l A - i , dx/" 1 \—— 

eB posant 

eí faisant 

cu trouve 

m—1 m—2 
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3 etc 

d'oú Fon c o n c l u í , comme dans l'art. 287, 

_ _ ^ r i + i . J L + i 34+l.3 ^ - e t c . ) . 

dx 1 1 1 3 1 . .1 3 . 5 

et en i n t é g r a n t , on trouvera 

d'une autre p a r í , 

• -\-\/x2 —1 
\ /x* — i J i / x * — I x - f V/x2 — i 

¡og (x + [rx* —1); 
x -f- y x * — 1 

done 

log (x + e x T Z J ) = log x _ í . . _ ^ . | . ^ - e í c . . . (*9)~ 

Pour d é í e r m i n e r la constante, on ne fera pas x — 00, puisque alors 
log x deviendrait 00 5 d'une autre p a r í , on n'égalera pas x á z é r o , car les 

termes log x , - . —í— etc., deviendraient infinis ; mais s i Fon suppose 
2 2X» . / i . ' T/r 

r = i j l ' équat ion (29) deviendra 

o — 
ce qu i donne 

^ ^ 1 1 1 3 . i 1 3 5 1 C{C .1 0 
2 2 3 * 4 ' 4 2 ' 4 6 ' 6 ' ' 

r 1 1 1 3 1 1 3 5 1 
L = + 7 .--1 + etc. 

2 2 2 4 4 2 4 6 6 
•289. La formule (28) peut servir á trouver une valeur 

approchée de la circonférence; car en faisant .r = - , elle 
se re'duit á 

or, le sinus qui a pour expression ~, étant e'gal a la moitie 
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du cote de l'hexagone régulier, comme ce sinus vépond á tas 
clouziéme partie de la circonfe'rence , rious aurons done 

circonf. i . - 1 -1 I , I 3 5 I i 

et par conse'quent 

35 i ! 
circón 

é ẑ 1 , 1 1 1 . I S I I i 3 5 i i \ '/. = 12 í - 4- — «TT»—T, A—.-T.-Z.-Z H—.-7.7-..-.— r + etc.; 

si Ton prend les dix premiers termes de la suite 

1 . 1 1 1 • - - f - - . 3 , - 3 - f etc. , 2 2 3 23 
on tro uvera 

0,52359877; 

^circonjerence = 6(0,52359877) = 3,i4i5g262, 

valeur dans laquelle l'ei íeur ne porte que sur le dernie? 
chiíFre decimal, qui , coimne 011 lesait, devrait étre5. 

290. Nous avons trouvé, art. 284, 

log(« + 4 + etc. 

Cette serie étant peu convergente, faisons x = z — x ; nous 
aurons 

log (a _ *) = log a - í - ¿ - £ ; eta. ; 

reUanciiant cette cqudtion de la preceden le, cela nous 
donnera 

log (a + - log (a — = 2 - f i -f- ~ + e te . | 

ou 
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ag í . Póur détenniner, par exemple, á l'aide de cetle 
formule, le logaritlmie de 2 , on supposera 

a — x 1 ' 

par conséquent, 

fl-4.a: = 2 , a — x = i ; 
done 

= - ^ = - - = - etc. • 
a 2 ' 2 ' a 3 ' a2 9 ' 7 

substituant, on aura 

l o g ^ ^ l + i . ^ + i . ^ + etc). 

En se bornant aux dix premiers termes de cette se'rie , re~ 
duile en de'cimales, 011 de'terminera la valeur du loga-
riílime de 2 ; triplant ce logarithme , on aura celui de 23 
ou de 8. Si d'une autre part on calcule par la formule (3o) 

le logarithme ^e "g"? et qu'on ajoute ce logarithme á celui 

1 o 
de 8 5 on aura le logarithme de -77- X 8 ~ log 10 . On voit 

o 
que, par des procéde's anaíogues, la formule (3o) donne— 
rait tout autre logaritlime; mais i l est á observer que ees 
logarithmes sont des logarithmes népériens. Pour en de-
duire les logarithmes tabulaires, si nous représentons par 
La le logarithme tabulaire d'un nombre a , nous aurons 

La 
a~10 ; preñant les logarithmes népériens, cette équa-
tion nous domiera 

log a = log ioLa = La log 10 1 
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et par conséquent 

log 10 

c'est-á-dire qu'un logaritlime tabulaire d'un nombre es fe 
égal au logarithme népérien de ce nombre, divise' par le 
logavithme ne'périen de 10* 

392. O n a t rouvé une serie encoré plus convergente que celle qui nous 
est d o n n é e par la formule ( 3 o ) , pour d é t e r m i n e r un logarithme. Vo icS 
de quelle maniere on peut l a d é d u i r e de cette formule : 

E n divisant a-j~x par a — x , on troirve 

a -f- a; nx 

représentons par j la fraction - ^X •; on a réquat io i í 

a-f-x v z -h v 
- = — = ; 

a — x z i 
et, en multipliant par a — xy 11 vient 

„.„„{ „ !» • ; . ... - i'vú-flViiCs cjf.'.!,;:.:;•; 
« -f. a; — a — x -f- ; 

, ; z s 
tous les x étant t ransposés dans le premier membre, on obtient. 

vx av 'ix A = — • 
v m p m * • . ^ . . ••' •"•"••», 5 • z T ^ 

multipliant par z , on trouve 

nzx -f- vx = av y 
et par conséquent 

substituant les valeurs de a ' i r X . et de - dáns la formule fSo"), on a es a,— x a \ 11 
résultat : 

, í z - * r v \ f v ()3 ,̂5 \ 

et enfin, 

( V 5̂ 
— . L. _ 1 1. etc. 

^ 3^22 + p)3 ^ 5 ( ^ + ^ ) ' 
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í^ar exemple, pbar avoir le l o g á r i t h m e de 2 , on fera f == i , 5 = ! , et 

par conséquent logz = o; substituant ees valeurs dans l a formule p r é -
c é d e n t e , on obtiendra 

l o g ^ ^ Q ^ ^ + ^ - f - e t c ) . 

I I faudra divisar ce logarithme par le logarithme n é p é r i e n de 10, 
art . 291, pour avoir le logarithme tabulaire de 2. 

De la méthode des fmetions rationnelles. 

298 . Proposons-nous d'mtégrer Fexpression 

Vx™ 4- qxm-1. . . 4- R̂ c + S 

dans laquelle le multiplicateur de áx est une fraction ra-
tioimelle; nous allons démontrer que, dans Fexpression 
donue'e, on peut toujours supposer que n surpasse m ; caí-, 
si cela n'éíait pas , Finte'gration pourrait éíre ra me neo á 
celle d'une diíFéreníielle de me me forme, dans laquelle 
la plus liauíe puissance de x du dénominateur surpasse-
rait la plus liante puissance de x du numerateur; pour cela 
i l suffiraií d'effectuer la división comme dans Texemple 
suivant. 

Soit 
P.r3 + Q*-* 4- Wx -f- S 

en divisant d'abord tous les termes par Q', on aura 

P 3 , Q , , R , S 

faisons 

2 . B.' , S' 

^ = P " , 5- ~ O" — = R" -5.—S" 
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Tí' 
1 TJ W C'l 

nous aurons 
P'V4-Q"^-f IV'x-f-S" 

x*~\-li"'a: + S"' 

On tffectuera la división de la maniere suivante: 

p V- f - Q".Ta - f R"x - f S" j xa + Rwr + S" 

i " reste. (Q"— Il"'P'>a -f- (II" - P'^'O .r + S" ; 

représentons par M et par Nles coefliciens de x2 et de .r, 

ie ier reífó í/ei'/OTí M.ra - j - Kr4- S". 
5a/te<fe la düision — Ma:2—MR'V — MS'", 

«?C<7«Í/ rí í/e (N ~ MR"') -f S" — MS'"; 

on peut repiésenter ce dcruicr reste par K.r-f-L, et alors 
on a 

€t en integrant, on obtient 

-p^^-f-Qar^-f. R x - f S 

(K.r-|- L) d.r 
-i-R'^-fS'" ' 

ainsi la question est ramene'e á intégrer 

(K.r 4- L) á x 

294. II resulte de ce qui pre'céde que, quellc que soit la 
fraction rationnelle que Foft considere, son inle'gration 
peut toujours etre raiaenée, dans le cas le plus general, á 
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telle de 
p^g— 4- Q^»-^... . - H l r -f- S 

+ QV1-" + R'a: + S' - ' 

Ea regardant le denominateur de cette fraction cormne 
le produit d'un nombre n de íacteurs tels que x — a, 
x ¿, x — c, etc., ees facleurs peuvent étre réels ou 
imaginaires, égaux ou inegaux. 

Pour commencer par le cas le plus simple, nous les 
supposerons re'els et ine'gaux , et alors nous opérerons 
comme daas les exemples suivans. 

agS. Proposons-nous d'abord d'inte'grer — : dé-

composant le denominateur en ses facteurs, on écrira 

aAx adjc 
x'- — a14 {x — a) ( x - f - «)' 

et Ton supposera 

\ x — a ) { x ^ ) ^ \ ^ r ^ a r i r ^ a ) ' ' ' ' (3l)° 

A et B sont deux constantes qu' i l s'agit de déterminer. 
Pour cet eílet, réduisant le second niembre au méme de'-
noininateur, on obtiendra 

^d.r _ {kx + ka -f-B-x- — Ba) dx 

Supprimant le diviseur commun {x— a) (ar-j-o), et le fac-
teur dx , i l restera 

a =z k x - { - k a - \ - B x —13 (32) j . 

e l , en ordonnant par rapport á x , on aura 

(A. 4- B) x (.4 — B — 1) a =r o. 
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x ayant une valeur indétermince, ainsi que le suppose (*) 
la clifférenlielle propose'e, cette e'quation a lien, quel que 
soit x ; par conse'quent, d'apres la me'lhode des eoefticiens 
indéterminés ( o j e a note 6e) , on égalera séparément á 
ze'ro les coefficiens des diffe'rentes puissances de x ; ou, ce 
qui reviení'au méme, on égalera entre eux les termes qui, 
dans réquation (Sa), co^tiennent les mémes puissances 
de x i et Fon aura 

A + B — o, (A — B — i ) « = o; 

ees e'quations donnent 

A = I , B = - l . 

En sivbstituant ees valeurs dans Fequalion (3i) , on aura 
done 

aAx l á x | Sx 
x * — x — a . r - f - f l ' 

et en intégrant, on trouvera 

/ = los C^-«) - LJoi + «) -f 

et par conse'quent, 

/
• aáx , , x — a ( x — a\ 

ÍCTX. = ^"B j r ^ + c = l o S f e ) ^ + C-
¿ĵ  J- fox* 

Pour second.exeraple, prenons la fraction — ^ d̂ r : les 
facteurs du dénominateur sont x et a1 — o:2 ; et comme 
a2 — x* se de'compose en {a — x) X (« - f - ^ ) , les facteurs 
simples du de'nominateur sont x , a — x ; et « -f- .r, done 

E n effet, l a caractér i s t ique d , qni precede x , annonce que x est 
cons idéré comme variable. 
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l'expression á intégrer est 

x { a — x) ( « 4 - x) 
je fais 

a* 4- bx-1 A t> C 
+ — T ^ + . - í - - - . . . (33); x {a — x){a + x) x ü — x a + x 

réduisant ees fractions au méme dénorainateur, i l vient 

at-l-bx* ka1 — Aa:7- -f- BAO- 4- Bar' - f Qáx — C.r' 
x{a—x) {a-\-x) x{a — x) {a + x) 

egalant entre eux les coefficietis des méraes puissances 
de x , on aura 

B — A —C = 5, Ba-}-Ca = o, Aa5 = a3. 

La troisiéme de ees équatio|is nous donne A r = « , ce qui 
re'duit la premiére á B C =±a et comme la secotide 
donne B - { - C = o , on obtient en prenant successivement !a 
somme et la diííe'rence de ees deüx derniéres equations, 
et en divisant par 2 , 

E — a J r b c __ a + b : 

mettantles valeurs deA, deBet deC, dans Fc'quation (33), 
011 trouve 

fl!5-f-&a:2 , aAx , a - f a A-b 

r ÚX — f- — é x -T i\Xt. 
a^x—x* x z{a~-x) 2 (a- | -^) ' 

done en inte'grant, 
- ¿ ^ ~ ¿ ¿ x - a \ ^ x ~ - L log(a~a : ) (*) 

(a-f ¿) , 

(*) P o u r p r e n d r e ¡ n n t é g r a l e d e - Í Í ± Í L d ^ , comme la d i f férent ie l l e 
2 (fl — x ] 

É l é m . de Cale. diff . 
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(a-i- b) 

=:a\os¿x — ^ • [log (a — x) -f- log (a -}--r) 1 + ^ 

= fílogar — 1 log(a —ar) («- i -a : ) - f -C 

= «log x — (a-f-¿0 l o g V / t f ' — ^ + ^ 

296. Pour troisiéme exemple, soit ̂ a__ 6a:"-f- 8 (̂ r* 

Comme i l s'agit d'abord de décomposer le de'uouiinateur 
en facteurs du premier degre', nous remarquerons que si 
Fon a une equation de me me forme , et rep|¿sentée par 
z«—Qz + 8 = 0 , et qui soit satisfaite par les valeurs z = 2 
ot z = 4 ) onsera en droit de conclure qu'elle équivautau 
produit (z—2) (z — 4) = 0' !Qt) en eíFectuant la multi-
plication, 011 voit que quelque valeur que Fon attribue á 
z , le produit sera toujours z2 — 6z -f- S; done, lorsqu'au 
lieudez, nous mettrons x , nous aurons encoré 

(x — 2) {x — 4) = — 6.r -f- 8. 

Par conséquent, quelle que soit la valeur du polynome 
.T2 — 6a:-f-8, i l peut se décomposer en factenrs comme 
s'il e'tait égal á ze'ro. 

Ayant done trouve' que les racines de Fe'qualion.... 
x* íxr -f- 8 = o sont 2 et 4 5 nous ecrirons 

3.r — 5 A(1.r ^>éx 

de « — ai est «— d x , i l faut écr ire 

{a + h) áx 

fa -f- b) 

ot l'on voi í efue l ' in tócra le sera — — • • ¿ 4 log(a--.T) + C , 
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et en suppiimant le facteur coiíimun d x , ce que nous au-
rons toujours soin de faire á l'avenir, nous trouveronsf 
aprés avoir reduit au méme dénominateur, 

3x — 5 A x — 4 a 4- Bx — aB 
x ^ _ _ 6 * - f 8 ~ x1 — 6.r -f- 8 ' 

égalant entre eux les coefficiens des mémes puissances 
dea: (vojez la note Ge), on obtiendra ees e'quations de 
condition, 

— 5 = —4A —aB, 3 = A -f- B , 

d'oú nous tirerons 
, — L A i — ir. 

mettant ees valeurs dans réquation (34), on trouvera 

J ^ - _ 6 x + 8 a j ^ — - ^ 2 7 . r — 4 ^ ^ 

— | log (a: — 4) — i l o g ( x — 2 ) + C 

297. Prenons encoré pour exeaiple 

xdx # 
: i 'A-j- ^ax — b1 ' 

egalant le dénominateur á zéro, et re'solvant re'quatiou, 
on trouve 

x i - \ - / i ax -~b*~{x+?M+. l /4a2- f^ ) ( a r - f 2 « - - ^ f z ^ - T p ) . 

Pour simplifier, representons ce dernier produit par 

nous supposerons done * 

37 • í> :' A- : B . • • ;•' ' 
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réduisapt le second membre au iméme dénominatcur, nous 
trouverons 

x _ kx 4- AL + J\x 4- BK 

d'oíi Fon tire 

A L 4 - B K = : o 3 A - f - B — i , 

par conséqucnt 

K — L ' K — L ' 
done 

j a 

298. En ge'ne'ral, soit 

une fraction rationnelle dans laquelíe lesfacteurs du pre­
mier degre' du denominateur sont supposés inégaux j on 
resondra d'abord réquatiou 

+ Qx1"- . . . - f R'r - f S' = o ; 
et ayant trouvé qu^ellc est le produit des facteurs x — a, 
x — b j x — c) etc., on écrira 

x m + Q'a— '.4. + ÍVa:-f-S'~j:—« + x—¿ Í^Z-+ e,C' 

En re'duisant au méme de'nominateur le second membre de 
cette e'quation , chaqué terme du nume'rateur de Tune des 
fractions devra etre mulliplie par le produit des dénomi-
nateurs des auti es, c'est-á-dire par un polynome en x de 
Fordre m — \ j done ie second membre de cette équaíioa 
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sera un polynome composé de m termes. I I en resulte que 
sironégale entre eux les coefficiens des uiémes puissances 
á c x , on auram équations de condition pour déterminer 
les coefficiens A, B , C5, etc. Ces coefficiens étant connus, 
on n'aura plus qu'á intégrer une suite de termes tels que 

, T, etc.; 

l'intégrale cherche'e sera done 

A log { x — a) + B log {x — ¿) -f- etc. - f C. 

299. La methode que nous avons sulvie , lorsque les 
racines du dénominateur sont inégales, ne peut servir, si 
parmi ees racines, que nous supposerons toujours réelles, 
11 y en a d'égales. En eífet, nous avons vu que, d|ns 
Fliypotliése des racines inégales, on pouvait e'crire 

{x,—a) {x — b) (x — c) (x— d) {x.— e) 
A B C . D . E 

- f t — x - h x — b x -r-c x •—d x — e ' 

si plusieurs de ees racines étaient égales, si, par exemple. 
on avait réquation precedente deviendrait 

P ^ - f e t c . A + B + C , D E 
{x~a)3{a: — d ) ( x — e) x~~a ~ x — d - x — e ' 

Alors, en réduisant le second membre au méme dénomi-^ 
uateur, A - f - B - f G pouvant étre consideres comme une 
seule constante A', on voit que les trois constantes A', D 
et E ne pourraient suffire pour établir les cinq équations 
de condition qu'on doit obtenir en égalant entre eux les 
coefficiens des métnes puissances de x . 

3oo. Pour éviter cet mconvénient. therebons á découi-
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poser la fractkm 
P^-f-Q^s4-etc . 

{x — a f { x — ' d ) { x - ~ é) 

en un autre assemblage de fractions, qui, réduites aus 
méme dénominateur, puissent la reproduire. 

Supposons done 

Vx^ 4- etc. A -f-Bx 4- ^ , g , E 
{ x — a f {x—d) { x — é ) ( o : — a ) 6 'T' x — d " ^ x — e 

De cette maniere, en re'duisant le second membre de 
cette e'quation au méme dénominateur, nous aurons un 
polynome en x du quatriéme degré, qui renfermera cintj 
constantes arbitraires; ce qui suííira pour e'tablir l'identite' 
des termes aiFecte's des mémes puissances de x . Maintenant 
j e t á i s de'montxer que le terme 

A - f Bo: + Cxa 
{x — a f 

peut se mettre sous la forme 

A' + _ B ' i r 
{x — a)3 {x — a)'1 (x — q) 

A', B', G', étant des constantes indétermine'es. Pour Iq 
prouver, soit 

x — a ~ z -, 
on a 

x = z-\~ a; » 
done 

A - f - B x - f Car* _ A Ba -f- Cá" - f - Bz 4. zCaz + Cs* 
(o? •— a f ~ ? ' 

_ A + B« -f- Ca4 B-f-aCfí C 

mettant la valeuvdez dans cette e'quation, on obtiendta 
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résultát de la forme prescrite, puiáque A', B', C sont des 
constantes. 

Cette démonstration pouvant s'appliquer á une e'quation 
d'undegré plus eleve', concluons qu'en general on peut 
supposer 

A A' A" i H 

II re'sulte de ce qui precede, que pour inte'grer Tex-
pression 

- f etc. . 
(x—fí)3 {x — d) {x — e) ' 

on e'crira 
P^í -f- etc. 

{x—«)3 (a: — d) {x—-e) 
A k ' A" D E 

~ (x—a)6 {x—ay (x—«) (a:— J) + (.r — e)5 

re'dufsant Ies fractions au méme denominatcur, on dc-
terminera les constantes A, A', A", D , E, etc., par le 
procede' que nous avons deja cmploye', et Fon aura cnsuite 
á trouver les integrales des expressions suivantes: 

v : ,Ad^ k ' á x k"áx M x E á x 
{ x — a y {x—ay, ^ZTa ' ( x - ~ d ) \ , {x—e) ' 

pour integrer les deux premieres, comme da: est la dillo-
rcntielle de l'expression x — a, renfcnnce entre les pa­
ren théses , nous supposerons (art. 270) x - ~ a z = z , et nous 
auroos. 
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/
Adir f k & z _ r A - 3 1 _ A- A-

/ {x—ay J z% J * x — a* 

a Tégard des trois autres, elles s'intpgrentpar logarithmes; 
done eníin 

f (P^4 4 - Q^s j . etc.) A A / _ 
J (a- — a)3 {x — d) {x — e) ~~ 3 ( * — d)* x — a 

4 - A " l o g ( ^ —fí) + D logfar —J ) -f- E log (a? — e) 
-|- constante. 

3o i . Prenons pour exemple la fraction 
aerada 

{a: á ) * ' 
aous aurqus 

^ax A- . A' 

réduisant le second meuibre au méme dénominateurj et 
supprimant ce dénominateur commun, i l reste 

oxix — A -f- A'a: - j - , 

d'oü l'on de'duira ees equations de condition 

aa = A ' , A + Afa = o j 
ciles donnent 

A' == 2a, A = — aa*; 
par consequent 

Pour obtenir l'intégrale, remarquons que da? étanl la dif~ 
ferentielle de x - \ - a , nous pouvons (art. 271) supposeri 
x -f- ¿1 = z; done 

lax&x dz dz 
2a2 — 4" 2 a ; 
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iíitégnnt la premiére fraction du second membre par la. 
regle de l'avticle 262, et l'autre par logaritlimes, nous ob-
tiendrons 

= ; + 2a log z -f- G ; ñ (cr 4- a f z 

et, en remettant la valeur de z , 

-f- 2¿i log (9 + ^ ) +• C. ñ 
J (z + a)* 

3o2. Pour second exemple, cherchous l'intégrale de 

— ax* — cfx + « 3 ' 

en e'galant á zéro le dénominateur, on voit que tous les. 
termes se de'tmisent dans l'hypothése de xz=a'y done 
Tequation x* — ax11 — cfx 4- a" est divisible par x — a. En 
effectuant cette división, on trouve pour quotient x*—a1; 
ainsi^la quandte' á intégrer est 

x^&x x^&x 
(x3— a'2) (x—a) (a; -f- a) { x — a) (x — a) 

xidx 
{x — a)2 {x -f- a)' 

Nous supposerons done 

x* A A' , B 
{x—a)2 {x + a) {x — a f ' ar — « ' x + a ( 

réduisant le second membre au méme dénominateur, on 
obtient 

^ A (.r + q) - f A/ [x*— a') ~{-B(x — f?)2 
(x — a)* {x-\-a) •. . (x -i-a) { x — a)a ~~; 

deveioppant et égajant entre eux les coefficiens des mémes. 
IHussances de x , on obtient ees équations de condition , 
A:'4-B = 1} A — OBÍZ = o, A a - A V - f - B a ^ o . . . (37), 
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Si Pon multiplie la pvemiére par a3, et qu'on l'ajoute ái la 
troisiéme, on aura 

celle-ci, á son tour, étant ajoutée k la secon^e des ¿qwa-=? 
tions (37) multipliée par « , on trouve 

aa==2Aa et A = | a ; 

^nettant tette valeur de A dans la seconde des é q u ^ 
tions (37), on obtient 

B = l , 
et par consequent la premiére donne 

A ' — ^ 3 

4 4 * 
au. moyen des valeurs de ees eonstantes, réqualion (36), 
ijíultipliee par dar, devient 

x^áx a á x . 3áx d r 
(x—a)* {x - f a) ~ 2 ( x — 4 (x —'a) 4 (x + a) ' 

Four integrer —— —, nous ferons .r - - a r z : ^ , et cette 
0 2 .{x—a)2 ' 

, . , «dz «z~a , ,. , 
expression devienara—,==-7—dz, et aura pour iníe-, 

grale, art. 262, 

denc 
2 Z 2 ( 0 ? « ) ' 

1 
-f- ^ log (x 4- tí) -f. constante. 

3o3. On operera de la méme maniere si, dans le déno 
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minateur, i l y a plitsieurs groupes de racines egalcs. Soit 
par exemple, 

(ar«—i.>a m (x — i)2 (x + i y ' 

DOUS supposerons 

et , en re'duisant aa méme dénominateur, nous trouve^ 
sons 

(x—i)a (^ + i)3 

— . (a: —i)2(a:-{-i)2 

supprimant les dénominateurs et de'veloppant les n u m é -
nateurs, nous trouveronsxeséquations de condition : 

A ' - f - B' = o, 
A - f A' - f B — B' = o, 

2A — A' —2B — B' = o, 
A — A' -f- B - f B' = a. 

La preiniere de ees équations re'duit la troisiéme a 
sA — 2B = o, done A = B; la seconde réduit la qua-
Iriémé á 2A-f-2B = a; de ees e'quaíions on conclut.. 
. a ,., , ! . . . . . . : \ . , -

A — - = B, par conséquent la quatrieme devient, . . . 

^' — A ' ^ | a ; cette équation e'íant combinée avec la pre-
miére, on trouve 

A ' = * B' = ^ 
4 4 

Au moyen des valeurs de ees constantes, la diíFérentielle 
proposée devient 

4 U r - 1 ) ^ ( ^ 4 . J U T + ^ + Í J ' 
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On intégrela les deux preiniéres de ees expressions par IQ& 
regles des articles 270 et 262, et les autres par loga-, 
rithmes, etTou trouvera 

/ (x*—i)» 4 L * — 1 -j 

3o4. Avant que d'exaininer le cas oü le denominateur 
contient des racines imaginaires, faisons quelques obser̂ -
vations sur ees sortes de quantite's : conside'rona d'abord 
i'e'quation 

x a - j - j ) x + g = o (39), 

et cherclions les conditions nécessaires pour que les ra-, 
cines de cette e'quation soient imaginaires : en la re'solvant, 
on trouve 

La premiére condition ne'cessaire pour que cette va-
leur de ¿c soit imaginaire, est que le dernier tenne de 
Fequation (89) soit positif; car, s'il ¿tait ne'gatif, l'ex-
pression — q , qui est sous le radical, cliangerait de signe, 
et le radical n'aíFectant alors que des quantite's positives,; 
x ne pourrait étre imaginaire. Cette condition étant rem-

plie, a: sera imaginaire, si ^ surpasse ^ pa. L'excés de q 

sur^ jp* étant alors une quantite'essentiellemeut positive, 

représentons-le par /§a, puisqu'un carre' est toajours po­
sitif : nous aurons 

íaisons^ — u pour éviter les fjractions, cette équation 

d^viendra 
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siibstituons ees valeurs dep eí de q dans la propose'e, nous 
trouverons 

-f- 2ctx -f- «i" •+ â = o. . . . (4o). 

Cette e'quation étant résolue, donne 

x — — * ± f i \ / — i . . . . (40; 

ses deux racines sont done 

— « - f / S V ^ ^ et — et — { / — i , 
ee qui montre que ees racines sont dispose'es par couples, 
de telle sorte que Tune étant cormue, fait connaitre Tautre 
en changeant le signe de lá partie imaginaire. 

305. En ge'ne'ral, une e'quation peut avoir plusieurs 
couples de racines imaginaires, et cbaque couple donnera 
lieu á un facteur du second degre, de la forme 

-f ZeiX -f ^ -f Z32 - • • • (42)-

306. Quelquefois les racines imaginaires sont e'gales, au 
signe pies ; e'est ce qui arrive lorsque « = o ; alors, Tune 
des racines est/3 { / — i et rautre — /3 \ / — r , et le fac­
teur (42), du second degré, se re'duit á x* -f- /3a. 

Soy. Pour donner un exemple d'une e'quation dont les 
racines sont imaginaires, je prends l'équatíon 

x* — 6ax -f- 1 oa* = o 5 

en la resol van t , je trouve 

x ~ 3 a ± V/ —a2 = 3a ± : f í | / ^ T ; 

comparant cette valeur de x avec Fequation (40 , j ' a i 

•— a = 3«, = . a: 
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done, dáns le cas présení, l'équation (/p) devient 

x* — § a x -f- ga3 + a*. 

3 0 8 . Au reste, quand on a une équation telle que 

a r 1 - } - ^ 4" 13 = 0> 

dontles racines sont imaginaires (*), on peut la comparer 
immédiatement á la formule (42), et Ton a a» = 4, done 

— 4 • si ron* retranche 4 de 1 2 , i l reste 8 pour /S», et 
l'équation proposée peut se raettre sous la forme 

Le terme 8 , a la veri té , n'est pas un carré parfait j máis 
alors on le regarde conune celui de ^ / B . 

309. Occupons-nous maintenant de l'intégration des 
fractions rationnelles dont les dénominateurs renferment 
des facleurs imaginaires ; et, pour commencer par le cas 
le plus simple, considérons celui ou i l n'y a qu'une couple 
de racines imaginaires dans le dénominateur : supposons, 
par exemple , qu'aprés avoir décomposé le dénominateur 
«n ses facteurs, on ait trouvé 

p 4. Q.r 4. R.rs 4. Mr3 etc. 
{x — (i)\x — b ) . , . { x — h) (x2 -zttx -f «2 4- ^X \ 

on égalera, coinme nous Favons deja fait, art. 300, cette 
fraction á cette suite de termes: 

Ador Bdar IIcl.a: Mx + N 

etayant determiné les constantes A, B. . . t i , M , N , par 
le procede' que nous avons employé, tous ees termes, hors 

(*) On le reconna í t lorsque Igs conditions (icl'art. 5o4 sont remplies. 
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le dernier, s'intégreront par logarithmes; á Tegard de ce 
dernier, i l s'intégrera de la maniere suivante: 

On rewarquera que a:*~\-2*x -f- «2 etant un carie par» 
fait, le tenue á intégrer peut s'écrire ainsi: 

Et , en faisant a: -f- « = z, i l devient 

et, en nommant P la partie constante N —M«, i l se re-
duit á . 

cette expression se décorapose en celles-ci: 

Mzdz Pdz 
T* 

Pour intégrer la premiére, nous observerons que záz e'tant 
la diíFéreutielle de í;a + C% á un facteur constant prés, 
on peut, art. 2 7 1 , supposer z ^ C 2 ^ j , ce qui nous 
donnera, en diffe'renciant, 

zdz E£= • 
2 

substituantces valeurs, nous obtieadrons—^, dont rin= 
2 r 

légrale sera 
m M , M 

~ log j - = - log ^ ) ra - log [ (x + «)» + Cs] 

M 
= - log O2 -4- 2 ^ -f- «a 4* ^ ) 

= M log {xz 4- 2«a: «t3 - j - C1)̂  

= Mlog V/^24-2£»a: - f «a -|- C2, 
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Vdz 
A l'égard de l'expréssion ^ ^ ^ , en divisant ses deux 

termes par C% elle peut se mettre sous cette forme : áz 
P T 

z2 
~ - f i 

et Ton volt que son intégrale est 

-care^tang = ^ ) = — — are (^tang = — j — J ; 

done, enfin, 
Mx 4- N 

s=M log v/a:3+2«!.r-f-«a-f-^-f — - arel tang—- -~-J..,(43)> 

310. Prenons ponr exemple la fraction do: : le 

dénorainateur ayant x — i pour facteur, nous Irouverohs 
Vautre facteur par la división , et la fraction proposée 
pour ra se mettre sous la forme 

a -4- bx 

{x — i ) (^-f-a; 4 - 1 ) 
x ^ ^ x - ^ - i e'tant le produit dedeux facteurs imaginaires, 
ainsi qu'on peut le reconnaitre en re'solvant re'quation 

x i - = £ 0 , nous e'crirons 

a 4- bx A • Mor-j- N 
{ x — \ ) ( ^4 -a : 4. i) o : - , i ^ ar24-x4-r ' 

reduisant au méme dénorainateur et opérant comme nous 
l'avons indiqué, nous trouyerons 
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a - i ~ b M 
b — 2.a 

nous décomposerons ensuite le facteur x^ + x + i enfac-
teurs simples, en le comparant á l'expression (42), ce qui 
nous donnera 

2<e — í , «a-f-C2 = i , 

et par conséquent 

subsíituant ees valeurs et celles de M et de N , dans Te'qua-
tion (43), qui nous donne la seconde pavtie de Tintegrale, 
et observant que la premiére est 

'AAx a + b 
log (x — i ) , 

nous trouverons 

= - 3 - log (x—O — — j — log V/ o:» + x -f-1 

. (6 —a) 
+ ::—7=^- are 

V/3 
tang = t u 

S i . 

S u . Lorsque la fraction aura dans son de'nominateur 
des facteurs imaginaires e'gaux, elle contiendra un ou 
plusieurs facteurs du second degré de la forme 
( x * + l a x -f- 05a - f C2)?, suivant qu'elle renfermera un ou 
plusieurs groupes de facteurs imaginaires égaux. Le fac­
teur 

correspondra á cette suite de termes 
É l é m . de Cale. d i f f . i5 
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H -J-Kar H" + K^-r 
+- á^-f- ')? (ir2 -f- 2 * ^ - } - a-1 - f C^P"-' 

+ E + F ^ L . w ^ , „ " ' t K ^ . . . . . . ( W ; 

ayant opere de me me pour les autres groupes de facteurs 
égaux, on déterminera les constantes 

H , K , H ' , K ' , H " , K " , . . . Hf, K . , etc., 

córame précedemment. 
On inultipliera ensuite par d.f, et i l ne s'agira plus que 

d'inte'grer chaqué terme separément, ce que l'on pourra 
toujours faire lorsqu'on saura intégrer le premier terme 
de la suite (44) mulliplié par d.r, puisque íous les autres 
sont de méme forme. Pour cet efíet, nous ccrirons ainsi 
ce terme : 

H - f K x 
[(ar-f-«)a4"^]p 

faisánt x -+•»•= z, i l deviendra 

H — K« -4- Kz 
(C» 4- za)p~ dz ; 

et, en nommant M la partie constante H — K«, on aura á 
integrar 

Ceíte fraction peut se décomposer en ees deux-ci : 

Kzáz Mdz 
- r 

Pour intégrer la premiére, comme zdz est la difierentielle 
de z*-f-Ca, á un facteur constant prés, nous supposerons 
z*+C*z= j ; (art. 271) , et nous aurons zdz = i d ^ ; subs-
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tituant, on obliendra 

I (Q*+zy-~ j 1 XP o. J • 2 1 —p 

: = : - K — T Z ^ T " 2 ( i - ~ p ) ( ^ + 2 T - i n " ' 

3 f 2. I I nous reste á intégrer ^ p - y ; ou plutót, 

M (o* + z;,)~p(lz (45). 

Pour parvenir á cette intégrale {note septiemé), nous la 
déduirons de celle de / ( ? 2 - f za)Pdz, de la maniere sui-
vante : 

En dirainuant Fexposantp d'une unite, cest diviser par 
Qi^z3- ; par conse'quent, en multipliant en méme temps 
par la méme quantité, nous aurons Fequation identique 

-f- z2)? dz = + z y - 1 {C* - f z2) áz ; 

et, en executant la multiplication indique'e dansle second 
inembre, i l vi en d ra 

(S* + z'iyáz = £:í (?2 - f z^P-dz- f (Ca4- z^ - ' zMz ; 

inte'grant, on aura 

f { C * + z y d z ^ . & f ( C * + z y ~ M z ^ f i C * + z y - ' z * d z . . . . (46). 

Des deux intégrales qüi sont dans le second membre de 
cette équation, nous laisserons la premiére sous le signe 
qui l'indique; á l'égard de la seconde, nous y applique-
rons l 'in legra tion par par lies. Pour cela, en multipliant et 
en divisant par i Fexpression (bs-f z y - ' z 'dz, nous j 'écri-
rons ainsi : 

z 
2 

i5. 

- ( ^ - í - z ' K - a z d z . . . . (47) ; 
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alors - f z^P'^zclz sera la difieren tielle de — • , 

de sorte que l'expression (47) deviendra 

- . d ; 
a p 

en la comparant á la formule (art, 279) 

fudv = uv —fváu, 
de Finíégration par parties , nous ferons 

— i — (ga + z y 

et nous trouverons 

Substituant celte valeur á la place du dernier teme de 
l'équation (46), et mettant les constantes en dehors du 
signe d'inte'gration, cette équation (4^) deviendra 

/(Ca - f z y áz — ^2/(Sfl - f zy-1 dz 

transposant le dernier terme dans le premier membre, et 
reduisairt, on trouvera 

^ ± ^ / ( C « + z y á z = z - ( Ü ± ^ - f . c*nc* + z y ^ á z } 

on tire de cette équation 

n&+zy->az=~^{C*+zy+^£fiC '+zydz- , 

faisant p — 1 = — p , et par conséquent p — 1 — p , on 
A enfin 
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An moyen de cetíe formule, on fera dépendre rintégrale 
de -f-z2)-''d2, d'une autre, dans laquelle la valeur 
numérique de l'exposant, au lieu d'étre sera moindre 
d'une unité; par la méme formule, on fera dépendre ensuite 
Tintégrale de ( P + ^ r j P ^ Ú z , de celle de ( ^ - f ^ - ^ " ^ d z , 
ainsi de suite; de sorte qu'aprés chaqué substitution, l'ex­
posant de la partie intégrale diminuant d'une unité, i l ne 
restara plus en dernier lieu qu'á intégrer l'expression 

dz 

or, nous avons vu , art. 276, que Tintégrale de cette ex-
pression était 

^ a r c ( t a n g = | ) . 

On ne cherche pas á faire dépendre r i n t é g r a l e / ^ - f - z ^ - ' d z , 
de celle de /(£* z^'dz, quantité qui se réduit á z; car, 
si dans la formule (48) on faisait p = i , le terme 

;(C2-f z2)-?-̂ 1 
2(1 - / ; ) C-

deviendrait infini. 
3i3. 11 résulte de cette théorie que l'intégration de toute 

fraction rationnelle ne dépend que de ees trois sortee de 
formules: 

i " . A w ^ = ^ \ a«. í J l L . = i0g {x + a) ; 

m - j - \ J x a D V - T / J 

cestpourquoi on dit que toute fraction ralionnelle peut 
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toujours s'intégrer ou algébriquement , ou par loga-
rithmes , ou par ares de cercle, ou par le concours de 
ees moyens. 

314. Nous terminerons cette théorie par un exemple qui 
renferme tous les cas: soit done la fraction rationnelle 

Pxm 4 . P'x"1" - f P"xm-3 •+ etc. 
^ ' i i \ . . s s \ . ; f r 7 : . ü u ' . . . 

dans laquelle on a 

R = x — a , 

^ ~ ^ ^ ' } facteurs réels inégaux; 

8 ' = (x — d)n , > facteurs réels égaux; 

T'rrr - f ^«'a:-!- «'2-f-^/2, > facteurs imaginaires inég. ¿ 

U=(a :a - f2 t fy^ - f . « /+C / 2 )P , ) 

IJ'=(x2--f-2i»/)ar-|-«/;a+^/,2)9, ? facteurs imaginaires égaux; 

011 supposera 

Vxm-+-V'xm-l-l-V"xm-*+etc. A B C 
RR'R".. .SS'.. . T T ' . . . V W — ^ H " + ^ Z - l + ^ I L T etc-

, _ _ E _ F _ 
"T" ^ r _ e ) .« ^ e ) m - i "T _ e )m~* * ' ' T e tC-

, F _ _ F _ _ F " _ 
^ ( x - ~ f r { x - f r - 1 ^ { x - • • • + etc' 
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G + B x , K + La: 
+ ^ r T r i ^ f 1 «2 -f- ^ ^ ^ í ' + « ^ e'2 "f"etc' 

etayantrédui tau mérae dénominateur, on opérera coimue 
nous l'avons expliqué. 

De l'intégratíon des fonctions irrationnelles. 

3x5. Lorsque dans une expression différentielle , qui 
contient des radicaux, on peut, á l'aide d'une transfor-
mation, faire évanouir les radicaux, l'intégration sera 
ramene'e á celia des fractions rationnelles. 

On peut toujours faire e'vanouir les radicaux qui n̂ af— 
fectent que des quantités monomes : le procede que l'on 
emploiera, pour y parvenir, sera le méme que celui dont 
nous allons faire usage dans Texemple suivant: 

Soit 

\ / x — ~ a . , x7* — ^ a , 
-y— —dar, ou pluíot —; áx ; 
\ / x—y/ le x ^ — x ^ 

on réduira les exposans fractionnaires au mérae dénomi­
nateur, et ayant trouvé que le dénominateur commun 
est 6, on supposera a: = 26, alors on aura 

subslituant ees valeurs, on trouvera 
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i / Z L a z 3 — - i a 6zb—2az3-. 
~ * ~ ó x = — 6z5dz=r dz i 

3y~ y - I Z 

on intégrera cette expression par la méthode des fractions 
rationnelles, et Ton substituera ensuiíe dans rintégrale la 
valeur de z en x , 

3i6. I I n'en est pas de méme lorsque le radical affecte un 
polynome; cependant on peut intégrer toute expression 
en a:, qui renferme ^ / A - f - B ^ r - f CÍC2, c 'est-á-dire toute 
expression de la forme 

F {x> V^A-f-Ba: + Q>x*) á x . 

I I peut arriver deux cas : le terme Ca:2 sera positif ou né-
gatif; s'il est positif, on e'crira ainsi le radical, 

Vcv/£ + T + A*; 
si ce terme est négatif, nous le regarderons comme le 
produit de - f - C par—oc*, et alors le radical pourra se 
mettre sous cette forme, 

pour simplifier, faisons 

A 
C ==.a' G 

nous aurons done á intégrer les deux expressions 

F(^, V a + bx + x ^ & x , ¥{x, { / a + b x — x*)dx, 

Occupons-nous d'abord de la premiére. 
Notre but étant d'obtenir, par une transformation, les 
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valeurs de x , de áx eí de { /a -f- bx -f- ara, en fonction 
rationnelle d'une nouvelle Yariable 5, nous supposerons 

[ / a + bx + a ^ ^ a - h * ' (*) (49), 

parce qu'en élevant au carré, les termes en ^2 se détrui-
sant, i l nous restera entre z et x une équation da pre­
mier degre, de laquelle on pourra tirer les valeurs de x 
et de dx en fonction rationnelle de z. Élevant done l ' é -
quation (49) au carré, et supprimant les termes en on 
obtient 

a -)~ b x ~ 2xz -f" 2 " . . . . (5o), 
d'oü Ton tire 

x = T — — • • • • (50; 
C> I Z 

au moyen de cette valeur, réquat ion (49) devient 

. z — a 
y a -4- bx - i ~ x* -— -r f- z; 

b — 2.Z 

ou, en réduisant au méme dénominateur, 

. — _ _ _ . — _ ( Z 2 — bz-)r a) 
o — 22 

(52). 

I I nous reste á déíerminer dx en z : pour cela nous diíí'e-
rencierons re'quation (5o), et nous obtiendrons 

bdx ~ ixdz -f- zzdx -|- 2zdz, 
d'oü nous tirerons 

(b — 2 2 ) dx = 2 (x -f- z) dz ; 

et si l'on elimine le radical entre l'e'quation (49) et l 'équa-

(*) O n pourrait aussi éga ler le radical kz — x, puisqu'en é levant les 
deux membres au carré , les termes en x* s 'évanouiraient é g a l e m e n t . 
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üon (52), on aura 

x - + - z = i j — ; 

substituant cette valeur dans réquation precedente, on 
tfouvera 

a (z1 — ¿z -f- a) , 
( 6 - 2 z ) d x = ^=17—dz' 

et, ; 
a x ^ - ^ - ^ t (53). 

{b —- 2z)a 

317. Prenons pour exemple 

)ious écrirons ainsi cette expression : 
dar 

%/C X z i / a - ^ - bx-{- se** 
A B 

en faisant—— a et - • = . b. L'équation (53), divisée par 

l'e'quation (62), nous donnera, aprés avoir réduit, 

\ / a + bx-j~ x'1 b — i z ' 
ct, en divisant par Fe'quation (5i) , on aura 

d r adz 
x \ / a ~ \ - h x x'1 — a ' 

multipliant les dénominateurs par ^/C, cette équation 
deviendra 

d* . á x 2dz —, ou 
x \ / C y a+bx+x* x V/A-hBx-f-Cx» (z2 — «) V^0 

íraction qui s'intégre par ia mélhode des fracíions ration-
iielles, puisqu'on peut regarder \/C comme une constante 
ordinaire. 
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3i8 . Pour second exemple, p t e n o m á x { / m 2 : ew 
comparant le radical á celui de la formule (Sa), notis 
avons a = m2, bz=zo, et en mettant ees valeúrs dans les 
équations (5?.) et (53), nous trouvevons 

l /ma + a- — — , dx = ~~ - dz j 

done 

d ^ i /m2 + ^ = ^ ^ 

Lorsqu'on aura integré cette expression ratiomielle , on y 
substituera la valeur de z en x . 

Sig. La me'thode precedente ne peut servir quand 
estnégatif, car en ope'rant comme ci-dessus, 011 aurait 

B 
x 

. , . A B 
et en nommant par a et o les constantes ^- et ^ , 

trouverait 

%/A + Bx — Cx* — \ / C \ / a - j - b x — x \ 

Or, si nous supposions ^a-^-dx—.r2 = a: -f- z, en ele­
van t au carre' les deux membres de cette équation, les 
termes en x* ne s'e'vanouiraient pas, et alors la valeur de x 
en z serait irrationnelle. Pour traiter ce cas, nous remar-
querons préliminairement que le polynome a + bx — x2 
est décomposable en facteurs réels du premier degré (*). 

(*) Pour le démontrer , nous é c r i r o n s ainsi ce polynome : 

— (a;1 — hx — a) , 

t i nous trouverons les facteurs de x * ~ ~ h x ~ ~ a , en éga lant a zéro cette 
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Soient « et » les racines de l'e'quatiou x%— bx— a:= o; 
nous aurons, d'aprésles propriétés des équations, 

— hx — a — { x — «) (o: — • « ' ) J (note huitiemé) 

et par conséquent, erx changeant les signes, 

a-\-boc— x ' * ^ — { x — e t ) {x — a ) = {x — » ) (ce — x ) j 

substituant cette valeur dans le radical, nous supposerons 

V/(^—«) («—^) ~ ( x — « ) Z — (54); 

cette équation éleve'e au carre', nous donne 

(X ~~ u) («' — X ) = (X — ¿fz*; 

et, en supprimant le facteur commun, on a 

» — x = {x — *e)z'.... (55) , 
d'oü Ton tire 

X ~ ; 
Z a + 1 ' 

done 
oí + «z2 

x — « = <e, 

et, en re'duisant au méme dénominatéllr, 

X — « = — . . . . (56) : 

expression, ce qui nous donnera 

i 4 A2 
done, par la propriété des équations {voyez la note 8 ) , 

et puisque, par hypothése, a représente une quantité positive, les fac-
teurs qui composent ce produit ne peuvent étre imaginaires. Au reste, 
sans résoudre l'équation or» — b x — <?= o, on peut conclure, d'aprés 
le signe de son dernier teme, art. 3o4, qu'ellea ses racines réelles. 
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cette valeur étant mise dans le second membre de l 'équa-
tion (54), on obtient 

\ / ( x ~ * ) ( * ' — = J q 7 7 ^ - • • • (57). 

A Tégard de d^ , i l suffit de diffe'rencier l'équation (56) 
pour en obtenir la valeur en z, et nous trouverons 

320. Appliquons ce proce'dé á Fexemple 

d x 

\ / a -f- bx — 

nous diviserons Tequation (58) par l'équation (57), et nous 
aurons 

Ax 2 {u,' —«) z ^ 2dz 

done 

V ^ f a - x - = - 2 ^ (tailg = Z) + C' 

cu, en remettant la valeur de z, donnée par réquation (54), 

T dx = C — 2 aresftang = ^ ( ^ — ^ ) {*'—oc)\ 
J \ / a - l -hx—x* \ & x _ „ J 

~ G — 2 ares ̂  tang = \ / 

321. Prenons encoré pour exemple dx { /zax — x* : en 
comparant ce radical á celui de réquation ( 54 ) , nous 
aurons ^ = 0, * ' ~ i a , et les équations (47) et (48) 
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2í3tZ , 4 « 2 j 

ees équations multipliées Tune par l'autre, nous donnent 

8^z2dz 
v / ^ ^ - ^ = — ( ^ q r 7 ) 3 ' 

«pressioíi qni s'intégre par la méthode des fractions ra-
íionnelles. 

De rintégration des differentielles binomes. 

3 2 3 , líous avons vu qu'uu moyen tres fécond pour in-
tégrer des fonctions qui contieanent des radicaux, était de 
transformer ees fonctions en d'autres rationnelles, pour 
pouvoir y appliqwer la méthode des fractions ration­
nelles, 

La difficulte' est de trouver la transformaíion qui peut 
étre employe'e pour chaqué cas; nous avons indiqué celle 
qui convient lorsíjue les radicaux ne sont que des tri-
nomes, dans lesquels la variable ne surpasse pas le se-
cond. degré; ees sortes d'expressions étant tres fréquentes 
dans Tanalyse, il était utile de faire connaitre la transfor-
mation pwpre á les rendre rationnelles. Nous avons aussi 
donné un procede general pour rendre rationnelles les 
fonctions qui ne contiennent que des monomes eleves á 
des puissances fractionnaires; nous allons exaininer main-
tenant si, á l'aide d'une transiórmation, 011 peut rendre 
rationnelles les expressions binomes qui sont aífectées 
d'exposans fractionnaires. 

323, La formule genérale des expressions bi a ornes est 
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xm- ' ( a -{ -bxnyóx (*). 

Si p est un nombre entier, cette formule s'intégrera par 

Van. 269j mais lorsque p sera egal á la f rac t ion | , nous 

aurons 

^ m - i ^ ^ ^ » ) 9 d r (Sg). 
Pour rendre cette expression rationnelle, nous ferons 

a- \ rbxn~z<' (60), 

ou, ce qui revient au méme, 

(a - f bxny ~ 

et par conséquent 
£ 

{a - j - bxnyi = z? (6í), 

L'équation (60) étant différenciée , nous donne 

hnxn~l&x = ^ " ' d z , . . . ( 6 2 ) ; 

la méme équation (60) étant résolue par rapport á a:, on a 

(*) L ' e x p r e s í i o n b i n ó m e A ^ ' ' - f - B r ' é t a n t un cas particulier de celle-
c i , (Ax^ + Ba;»)?, c'est á cette dernj'ere formule que nous rapporterons 
Ies différentiel les binomes; nous pourrons l 'écrire ainsi : 

[^(A + BJ?*-'-)]? = ^ ( A - f Ba:'-r)P, 

e t , en faísant * — r = n , rp = m — i , elle deviendra 

«m-,(A-f-Ba:'»)P. 

O n a préferé remplacer rp p a r m — 1, p lutót que par m , parce que les 
conditions d ' integrabüi te seront plus fáci les á exprimer, comme nous le 
verrón s. 
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done, en élevant les deux membres de cette équation á la 
puissance m , on obtient 

diíFérenciant les deux membres, mettant les constantes en 
clehors, et divisant par m , on trouve 

m ^ 

substituant, dans re'quation (Sg), cette valeur ainsi que 
r 

celle de («-f-frr") ' , donne'e par l'e'quation (61), on a 
en fin 

m Cette expression est rationnelle lorsque — est un nombre 

entier positif; car alors - ^ est elevé á une puissance 

entiére, et Ton peut re'duire Texpression (63) á un nombre 
limité de monomes, qui sontiníe'grables chacun par l'ar-

ticle 262 ou par Tarticle 268. Si — est un nombre entier 
* n 

négatif, l'expression (63) devenant aussi rationnelle, on 
peut l'intégrer par la me'thode des fractions rationnelles. 

324. Prenons pour exemple l'expression 

Dans ce cas, nousaurons 

p ~ 1 , q = 3 , m — i r = 5 , ou m = 6 , « = 2; 
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par conséquent la condition d'intégrabilité est salisfaite. 
Substituant ees valeurs dans l'expression (63), nous aurons 
á intégrer 

8 Ŝ 10 1 3Ú5 , . . Sfl' , , 
2 

done 
£ 3zn 3^8 3a*zb , „ 

on subslituera ensui te dans ce résultat la valeur de z 
en x. 

325. Pour obtenir une autre condition d'intégrabilité, 
écrivons l'expression (Sg) de la maniere suivaníe : 
- i l ^ t «i>í«<..̂ >;,.̂ -̂ -f- ..ní/..^: ifm*'í rt'J i 

et, en élevant les facteurs du produit - f - ¿ ^ " y á la 

puissance —, nous aurons 

Ov, d'apres la démonstration precedente , i l faut, pour 
que cette quantite' soit integrable, qu'on ait 

np 
m -f — 

~ nombre entier, 

ou, en exécutant la división indiquée, 

m n 
— -f - = 2 nombre entier. 

s n q 
3 

326. Prenons pourexemplel'expression^dx \ / a + b x \ 
E l é m . de Cale. d i f j . j g 
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En éciivant ainsi cette expression, 

oú a 

m = 5, n = 3 , p — i , 9 = 3, 
par consequent 

n q z á 
done cette quantité est integrable. Danscecas, on aura 
(art. SaS), 

et en re'unissant les exposans de cette expression de-
viendra 

x\ax~z + b y d . x . . . . (64) ; 

faisant ax~3 - ^ b — z3, nous trouverons 

z3 — ¿ 
(car-3 -f- ¿O3 = z, ^r-3 = 

a 

_ z 3 — ¿ 

la derniére de ees e'quations nous donne 

, a 

x - z*-~r 
d'oú Ton tire, par la diíFérenciation, 

(z3 ~ b f 

suultipliant entre elles cesdeux derniéres équf tions, on a 

= j Vdz 
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cette valeur de xsáx , et celle de («x"3 -|- b)1 étant substi-
tuées dans 1'expressioB (64), on trouve enfin 

expression qui est integrable parla méthode des fractions 
rationnelles. 

Des formules de réduction des diffirentielles binomes. 

327. Lorsque I 'équat ion x«>-láx {a+bxn)P ne satisfait pas aux c o n -
ditions d ' i n t é g r a b i l i t é que nous venons de prescr ire , on peut y appl i -
quer l ' i n t é g r a t i o n par part ies , de l a maniere suivante: 

E n comparant l a formule / x ^ - ' d a ? (a -f- bx'1)", au premier membrc de 
F é q u a t i o n , art. 279, 

f u d v = uu — y v d u , 
nous supposerons 

(a bxn)P = u , x m ~ ' d x = . d v ¡ dunc p =z — : 

et nous aurons , en mettant les constantes en dehors du signe d'inte-
gration, 

/ x m - ' á x f a + bxn)P= (a-\- bxn)P — fx^ta-if bxAp- 'xn- 'áx 
- , m m v ' ' 

o u , en r é u n i s s a n t les exposans de x, 

fx'»-'dx(a+bx«)P~{a+bxin)P—- —t-— fx>»+"-'(a + bx")p-'dx.. . (65) 5 

d'une autre part, on a l ' équat ion identique, 

[a + bx^P =z ( a + bx"-)P-'(a •+• bx") , 

e t , en exécutant la multiplication i n d i q u é e , cette é q u a t i o n donne 

(a + bxn)P — a{a + bxn)P-' + hx» (a + bx^P-' • 

mult ipl iant los deux membres par a-^- 'dx, on trouve 

/ x ™ - ' d x ( « + ¿ x « ) p — a / ^ - i d ^ a + i x ' ^ P - ' + i / ^ + ^ - j d x ^ + J x ^ f - x . . . (gfy. 

A u moyen de cette équat ion . on peut é l i ra iner le dernier terme de l 'équa­

tion (65) ; car s i l'on multiplie l ' équat ion (66) p a r ^ et qu'on l'ajoute 

16., 
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á l ' équat ioa (65), on trouvera 

multipl iant par m et divisant ensuite par le facteur constant du premier 

membre, on obtiendra 

f x ' " - ' d x í a + h x * ) P = ^ ~ ( a + b x ' ' ) P - h - ^ ~ f^-*áx(a+bie*}rr>f . . . .(65). 
J ( m + p n ) m + p n " 

P a r cette formule , on pourra done faire d é p e n d r e I ' intégrale de . . 
x m - x d x ^ a + b x i y , d'une autre dans laquelle l'exposant qui aflfecte la 
parenthése sera moindre d'une un i t é . 

S i dans cette formule on met ensuite p ~ i á l a place d e p , I'intégrale 
d e x m - i d x ( a - i - b x n ) r - - x dépendra de celle de ^ - ' d x ^ - f . j ^ p - s j par 
nn m é m e procede, ce l l e -c i , á son tour, dépendra de celle de 
x m - ' d x { a + b x " y - 3 , et ainside suite : de sorte que l'exposant de la paren­
t h é s e sera successivement p , p —1, p — 1, p — 3...,/^—-n. (Parre, nous 
representons l e p l u s g r a n d nombre entiercontenu dans p que noussuppo-
sonsfractionmire) . S i l'onpeut obtenir ¡ ' intégrale á e x m - ' d x { a - i - b x r i ) v - n f 
on aura celle oü l'exposant de a - { - b x n est plus fort d'une u n i t é , et 
a ins ide suite , jusqu'á I ' intégrale de ̂ "-'d^a-f-¿x")?, qu'on obtiendra 
de cette maniere , en u n nombre l i m i t é de termes a l g é b r i q u e s . 

S i p é ta i t n é g a t i f , l ' é q u a t i o n (67) donnerait 

faisant p ~ i z = p f on aurait 

r / # ? \ — x m U + b x n ) P + ' ^ [ m + ( p + l ) n \ f x m - - ' d x ( a - i - b x ' í ) P + 1 
f.v™~*dx(a-4-hxn)P— • i i r \ ^ — ~ — ..681; 

( ^ H- l) wa K n 
formule dans laquel le , s i Pon fait/7 néga t i f , I ' intégrale proposée d é ­
pendra d'une autre dans laquelle l'exposant de la p a r e n t h é s e sera plus 
prés de zéro d'une u n i t é . 

SaS. O n peut aussi diminuer l'exposant de x , hors de la parenthése . 
Pour cet efFet, on é g a l s r a entre eux les seconds membres des équa-
tions (65) et (66) , vu que les premiers sont é g a u x , ce qui donnera 

(a -f- bx^V í - - / x ' » + » - , ( « - f b x ^ P - ' d x 

= a f x ^ ~ ' d x { a + bx"-)?-* + h f x m + n - i d x { a - f b x n ) v ~ ' , 

d'oú l'on tirera 

í l ^ . P I L - \ f ^ " ^ « - ' ( « - f i x ' ! ) F - H k = : ( « - f ¿ x « ) p — — a f x ^ - ^ d x l a ^ r h x « ) P ~ t , 
\ m / m 
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et par c o n s é q u e n t , 
(a + bx^Px™ — m a f xm—'(b:(a -f- bx^P-1 

fxm+n-<(a + h x n ) v - ' á x = b{m + Prí)~ " ' 

faisons m - h n = m, p — i = p , cette é q u a t i o n deviendra 

fxm-táx{a+hxn)P = ^ — h{m + pn) — • ' • (69)-

A u moyen de cette formule, T intégra le dépendra d'une autre dans l a -
quelle l a partie a-™-', hors de la p a r e n t h é s e , deviendra aff.rifr1 ; cette 
seconde intégra le dépendra á son tour d'une t r o i s i é m e , dans laquelle la • 
partie hors de la p a r e n t h é s e , sera m — i n — i : en continuanltainsi , les 
exposans de x hors de la p a r e n t h é s e seront successivement m — i , 
m — n — m — i n - r i . , m — 3 n — i . . , m — rn — i . ( Par r n , on 
entend le plus grand m ú l t i p l e renfermé dans m. ) 

A la dern iére de ees o p é r a t i o n s , l'exposant de ,r hots de la p a r e n t h é s e , ^ , 
dans le second membre de l ' équat ion de r é d u c t i o n , sera done m—j-n—i; 
par c o n s é q u e n t x , dans le premier membre de cette é q u a t i o n , aura 
pour exposant m— ( r — — r : a i n s i , en faisant m—m — (/ '—i)n, 
dans la formule (69), et en r e p r é s e n t a n t par X la partie i n t é g r é e , cette 
formule nous donnera 

. . . s / 1 7 \ 'yL—{m-*rn)afxm-rn~Iáx{a -{-hxn)P , . 
f x ™ - < . ' — l > - * A x ( a + b x n ) P = . ! — , • . (no). 

J K < J h\m — {r — \ )n -^pn\ KJ ' 

S i rn est égal á m , le coefficient m — rn est z é r o , ce qui fait é v a n o u í r , 
dans le second membre de l ' équat ion p r é c é d e n í e , la partie affectée du 
signe d ' in tégrat ion , et i l reste 

v i v • 'x''•"•"'"^•BKt-
/xm-(r- O»-1 dx ( « + hxn)P ss 

Cette in tégra le é t a n t d é t e r m i n é e exactement, toutes les autres le sont á 
leur tour, par c o n s é q u e n t la formule p r o p o s é e est alors in tégrab le . 

Sag. Nous avons s u p p o s é que m éta i t positif dans la formule (69) qu i 
dimlnue l'exposant hors de l a p a r e n t h é s e ; pour avoir celle qui convient 
au cas o ú m serait n é g a t i f , nous tirerons de la formule (69), 

f x m - n - , á x ^ a + b i í n y _ ( a + <x™-«—b{m+np) fx™-• d x Q - f - hx*)P _ 
(m — n)a 1 

faisant m — n = m , on aura 

í > ' - ' d a ^ / , x t t V - ^ f e ' O p + ^ ^ 
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A u moyende cettc formule , quand l'exposant hors de la parenthése est 
negatif, l ' in tégrale d é p e n d d'une autre , dans laquelle l a valeur de cet 
exposant est moindre de n u n i t é s ; car l'exposant de x , hors de la paren­
t h é s e , dans le second membre de l ' é q u a t i o n (71) , é t a n t w + n — 1} sj 
Ton remplace m par sa valeur n é g a t i v e , que nous representeronsparm', 
cet exposant deviendra — (m'—n) —f, tandis que celui de x , hors de 
la p a r e n t h é s e , dans le premier membre , sera ~ m ' — i ; et en ne consi-
dérant que les valeurs n u m é r i q u e s de ees exposans, i l est certain que 
— {m'-~ n) — 1 surpassera —m'—ty de n u n i t é s . 

33o. Pour donner une a p p l i c a í i o n de ees formules , soit 

J ' é c r i s a insi cette expression : x ^ d ^ i —x2) 2 ; et en l a comparant a 
c e l l e - c ¡ , x m - I d x { a - i - b x n ) P , j 'aurai 

' ' ; S -' • ' ' i ' •* - ' ' 1 
m — i = : m , cu m — rw -f- I , a — i , 6 — — 1, nr=2, p = . . 

L'exposant de l a parenthése ayant une valeur n u m é r i q u e moindre que 
l ' u n i t é , nous chercherons á diminuer l'exposant qui est hors de la paren­
t h é s e , e t , en c o n s é q u e n c e , nous substituerons les valeurs précédentes 
dans la formule (69), ce qul la changera en cel le-ci : 

— (I X̂ \̂  fTi 1 j _„ 

f x ^ á x i i — x * ) * = z — x m - 1 i - -f, f x ^ - ' d x ^ — x " ) 2 . 

/
' x ^ d x x m - i 1 ^ / I — xa m—i C x m - ^ á x . • 

• ~ , ^ ' _ . . . (na). 

Si l'on fait successivemeot 

r x ™ - * d x 1 /1—x» m — 3 r*"1-^ 
m = . m — 2, o n a I — — xm~3 2L.1 r i ! / > 

J \ / 1 ~ xa m —2 m — 2 / ^ / j xi 
f x » ' - 4 d x \ / x — x * m — 5 Pxm -Gdx m = /n —4 / —7===- —^. x ^ - s -r ^ . / — > 

J y i — x > /» —4 m— 4 j ^ / j . . ^ 

m — m ' " " J \ / i - ~ x * x m 1 m — 6 ^ m ^ G j ^ / J Z ~ ^ ' 

ainsi de suite. 

/
'x^- 'dx 

- > 

qu'on mettra dans l ' équat ion (72), et l'on trouvera 
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on substituera ensuite successivement, dans ce r é s u l t a t , les valeurs de 

/ et de / 7 7 = , etc. j 

si m est un nombre entier pair , la derniére in tégra le que Pon obtiendra 

sera 

= are (sin = x ) ; 
[ / i — x a 

si m est un nombre entier impair , cette d e r n i é r e i n t é g r a l e sera 

xda 

et commealors xdx est la dif férentie l le d&x", á un facteur constant p r é s , 
nous ferons i — x « = 2, ce q u i nous donnera 

J \ / x — x * J z y z J 2 

L a d e r n i é r e in tégra le é tant t r o u v é e , i l en résu l te que lorsque m sera 
un nombre entier, l a formule pourra toujours s ' intégrer . 

dx 
33i . Prenons e n c o r é pour exemple — — - — — : en écr ivant a ins i 

xmYi—X' 
cette expression 

' ' • "* ' X .. . " , ^ í" , -1; xí> - ' 
x~'ra(i--a;5) 2dx, 

on la comparera á la formule (71) pour diminuer Texposant hors de la 
p a r e n t h é s e , et l'on aura 

m — 1 = — m, a = z i , b = — i } n = 2, « — _ i -
• - • p l ü . V, • i . \ i l t í u W h m 

au naoyen de ees va leurs , la formule (71) deviendra 

f ^ d x i i - x ' f ^ = ill^LXI~m+tzr^fx-^dxh-xA- » , 
ou plutót 

(73). 

S i m est un nombre pair, par exemple 8 , l ' in tégra le de — 



a./{S CALCUX. I N T E G R A L . 

dépendra de celle de ^ ; ce l le -c i , en vertu de la m é m o formule 

dépendra á son tour de celle de y * •. j u s q u ' á m = 2 ; dans ce 

dernier c a s , l a formule (^S) donnera 

-''S/T.— OC* 
de sorte q u e , par des substitutions successives, on obtient l'integrale 
lorsque m est pair. 

Dans le cas o ú m est impair, par exemple 7, en mettant successive-
ment dans ía formule {jfi) á la place de m, les valeurs 7, 5, 3, on ne 

pourra s'arreter á m — 1; car, dans cette h y p o í h é s e , l e coe í f i c ient ^ ? 
m — 1 

de laseconde in tégra le deviendrait — ^ == — 00; a i n s i , la plus petite 

valeur que Ton pouri'a donner á m , sera m — 3. Dans cette h y p o t h é s e , 
la formule (73) deviendra 

/
d.r V i —x* i 'áx 

x i l / T ^ " zx* x \ / T ^ ' 
T . - J ' . i'. ' " ' ' . '•'•( dx " '' ' Oíi 
Pour mtegrer l ' e x p r e s s i o n — - BOUS ferons x=z~, ce qui nous, 

xyi—x2 z 
donnera 

et par c o n s é q u e n t 
dar dz 

X \/ 1 X* \/ 
nous avons trouve , art. a 8 8 , page 201 , 

fl log ( « - 4 - ^ ' — i ) ; 

done, en changeant x en z, nous aurons 

C - - 7 7 = = — ~ l̂og z + v ^ - ú i 

remettant pour z sa valeur - , on aura 
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A i n s i la formule ^ r ^ — ^ ^ peut s,inté8RER7 soit I11'011 prenne m pair 

ou impair . 

De l'intégration des quantités qui renjerment des 
' sinus et des cosinus. 

332. L'intégration des quantités qui renferment des 
sinus et des cosinus dépendant de la possibilité de déve-
lopper cos2^, cos3ar, cos' íx, etc., en fonction des expres-
sions coso:, cosa^r, eos 3x, etc., nous allons démontrer 
préliminairement comment on peut y parvenir par la 
seule Trigonométrie { note neuviemé). 

Si dans la formule 

eos {a -\- b) — eos a eos h — sin a sin b , . . . (•j/f), 

on fait a = z b , on aura 

cos2<2r=: cosaa — sin2 a é=. eos2 a ~ ( i — cosEa) 
= 2 COS2 a — I ; 

on tire de la 

eos2 a = ^ -f- i eos 2«; 

multipliant cette équation par eos a , elle devient 

eos3 a = |eos a - f - i cos« . eos 2a. . . . (75}, 

Or, si á l'équation (74) on ajoute celle-ci : 
eos (¿ •— a) = eos a eos 6 -f" sin « sin ¿ , 

on obtiendra 

eos a cos 6 = i eos (a + ¿) - j - i eos {b — a); 

faisán t b = 2a, on aura 

eos a eos aa = | eos 3a -f- | eos a • 
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éliminant cosacos 2<3,' entre cette equalion et l'équation 
(76), on trouvera 

eos8 a— ^cos a - j - | eos 3a. 

On calculerait par le méme procede les puissances supé-
rieures de eos a. 

333. Cela posé, lovsqu'on aura á inte'grer l'expression 
cosmxd^, dans laquelle m est un nombre enlier, on 
mettra pour cosm x , son de'veloppement qui , d'aprés ce 
qui pre'céde, ne contiendra que des termes de cette sorte : 

constante, cosa:, coszx, eos S.r, eos 4^ , •'.co&mx-, 

ainsi tout se re'duit á savoir inte'grer eos mxdx, 

Pour cet effet, nous rernarquerons que si dans Tequation 

d sin z = eos z , áz , 

on fait z == mx y on aura 

d sin mx = eos m x , m ¿ x ; 
done 

r , sin mx 
J eos mxax ~ , 

/ m 
On trouverait de méme que 

f sin mxáx == -~ . 
m 

Prenons pour exempie eos2 x . á x : inettant pour eos2 x sa 
valeur \ + \ eos a.x, nous aurons 

/eos2 x á x z = f { { _ j - 1 eos 9.x) da: - f i ú n i x + C. 

334. Si Ton voulait intégrer sinm^da:, on proce'derait 
d'une maniere analogue; ou bien, en repre'sentant par z 
Tare complément de x , on aurait 

x •= . - w — z et úx = . — d z , sin x = eos z ; 
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on changerait done la formule sinma:.dx, en celle-ci ; 
— cús'nzdz, et Ton intégrerait comrae ci-dessus. 

335. Prenons le cas plus ge'néral sm"1xcosnxdx: si m 
est pair, on fera m = : am', et Ton aura á intégrer 

sin™'xcosnxdx = ( i — cos2.r)m' cosnxdx. 

On deveioppera (i—cos2.r)m', et en mullipliant par cosida-
on obtiendra une suite de termes, cliacun de la forme 
cosida*, etl 'on inte'grera comine ci-dessus; si m est i ñ i ­
pa ir, on fera m = ?,m'-f-i, et i'ou aura 

sin"1.r cos'xdx sm^'x cosnx sin x á x 

~ (i — cos8^)"1' cosnx X —• d eos x; 

faisánt eos x — z, on changera cette expression en 

— ( i — z ^ V d z ; 

m' el n étant par hypolhese des entiers, oa deveioppera 
par le binóme et Ton intégrera. 

336. Pour appliquer ce procede aux expressions 

cosm xdx sin" x á x 
sin" x 7 eos"1 o: ' 

conuuelaseconde rentredansl'autre, enfaisant x = : ~ — z , 

nous ne considere rons que la premié re. Si m est pair, nous 
supposerons m = ara', et nous aurons 

cosmxd^ ( i s i n 2 ^ ) 1 " ' 
X 

i—-m sin'x - f m' ún*x -f- etc. 
dar, 

sinnx 

expression dont l'intégrale dépendra de celles de s in^clr 
* J dar 

et de • 
s i n g a r * 
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Nous savons intégrer la premiére (art 334), et nous 
verrons bientót comraent s'intégre la seconde. Si m est im-
pair, en faisant m=2m'- f - i , on aura, par le binóme, 

c o s m ^ ^ ( 1 Z ^ 1 ^ 2 . S Í ^ = ( i - m sin* x + etc.) 2 £ i f . d £ 
s in» x s in" x s i n « x ' 

expression dont l'intégrale dépendra de celles de 

únlxcosxdiX et de—^—- j nous avons traite de la pre­sura? r 
miére, art. 334, occupons-nous de la seconde. Pour intégrer 

dx_cos^^ iious ferons s\nXz=Z] done á x cos.r = dz, et 
sin'1 o: 

par conséquent 

e o s * = = A - ' d . = ^ + c . 
Jf sin* J 2fc i — /c 1 

A l'éiíard de l'intégrale de . la méme transformatioa " " sins x* 

changera cette expression en — ^ Z , formule que nous 
zky i—z* 

savons intégrer (art. 319). 
d¿c 

337. Enfin , si Von a á intéñrer : , on muí-
tipliera cette expression par eos2 x-f- sin2^ , quantité qui 
équivaut á Tunité, et Ton aura 

da: . dx dx 
cosma:sinnx cosm-2j:sinnx cosma: s m " " ^ 

par la on diminuera la somme des exposans du dénomina-
teur; et, en répétant un certain nombre de í'ois cette ope'-
ration, et en mettant successivement á part toutes les frac-
lions qui , dans leurs de'nominateurs, ne renferment 
qu'une puissance d'un sinus ou d'un cosinus (parce qu'on 
sait intégrer ees fractions d'aprés ce qui precede), á la 
derniére opéralion, on tombera sur des termes qui pour-
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roni encoré contenir des puissances de sinus et de cosinus, 
ou qui seront des formes suivantes : 

da: dx dx 
smx eos a:' cosa:' s inx ' 

Pour irité<Trer — , on multipliera le numerateur 
b sin x eos x 

par eos*a: -f-sin2a:, quantité qui équivaut á l'unité, et Ton 
aura 

Ax \ eos x . ' sin ar d sin x d eos x 
= ¿x — \- dx — • 

sin a: cosa: sma: cosa: sin a; cosa: 

espression dont l'inte'grale est (art. 267) 

log sin ar — log eos x -4- log G = log G tang a:. 

Pour inte'ñrer , on fera cosa: = z, et Fon aura 
0 sin x 

_ Az Ax dz dz 
Ú X ; — et 

sma: sin a: sm a: \—-TT 

formule integrable par la methode des fractions ration-
• ' ' • , • • • • ''da: • 1 

nelles (art. 296). A Fe'gard de —, on supposera 
eos X 

sinarr^a-, d'oü Ton tirera (art. 44) ^ cosz = dz; et en 
div isaat par eos2 a:, on trouvera 

dz dz dz dz 
cosa: eos2 x i — sin2 a: 1—z2' 

intégrant on obtiendra 
C d.r __ P dz 

J eos X J I z2 
338. En general, on peut toujours transformer les ex-

pressions qui contienuent des sinus et des cosinus en d'au-
ires qui n'en venferment pas : pour cela, i l suffit d'egaler 
sm x ou cosa: a une nouveile variable z. Par exemple, si 
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dans rexpression s\nmxeos*xáx, on suppose sina: = 2 , on 
aura 

' _ dz 
cosx = V i — z2 et óx — - • ; 

subsütuant, on trouvera 
n , — l-

sinm^cosna:d^ = z ,n( i—2a)2( i~20) dz 
n—i 

expression qui se rapporte aux difíerentielles binomes. 
On peut aussi appliquer immédiatement l'intégration 

par parties á l'expressiou (*) sinma: cos^dx. 
SSg. Enfin, les formules trigonométriques peuvent étre 

aussi eniploye'es avec avantage dans de certains cas. Pour 
integrar, par exemplé, sin eos n x á x ; comme la T r i -
gonométrie nous donne 

sin a eos ¿> = ^ sin (a -f- í») + ^ sin (a — h ) \ 
en comparant l'expression sin mx eos nx á cette formule, 
on trouvera 
sin mx cosnx&.x-=. \ sin[(m-f-n)a:]da: -f- sin [(m—n)a:]da:, 

et Finte'grale sera, art. 333, 

^ i eos \[rn -f- ! eos [(w —• n)x'\ 
tn —1= n 2 m — ra 

i)e l'intégration des quantités eccponentielles et 
logarithmiques. 

34o. I I a éte démontré ,art..37, équation {zS), qu'en pre-
nant les logarithmes dans le sysíéme JNépérien, on avait 

(*) Pour l a comparer h udv, art. 279, é q u a t i o n (19), on la decomposera 
a i n s i : 

s i n m - I x . c o s ' ' x s ' m x d x = : — s i n ^ - ' r . d ~ — cos^+'r. 
n -4- 1 
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«la^ =: ax úx log a ; done , réciproquement, 

faxAx log a ' 

Ceci peut nous servir pour iníégrer i'expression genérale 
a^Xd-r, dans laquelle X est une fonction dé x . Pour cet 
effet, nous écrirons ainsi cette expression: H . ^ á x ; et en 
intégrant par partios, art. 279, uous aurons 

X.fl1 r ax ^ 
/ X . ^ d a : = 1 \ . d X . . . . 76). 
i loge J iog« ' ' 

Cela pose, en diíFérenciant successivement la fonclion X , 
nous en tirerons dX = X ' d x , dX' = XMa:, etc.; done 

C^—&L ou r J ^ - . « - d T r = 7 r ^ ~ 7 « - - / — ^ l - d X ' ; 
J log a J log a (loga)' ./ (iog«)? 

substituant cette valeur á la place du dernier terme de l'é-
quation (76), nous obtiendrons 

/Xo^da: == j w -\- / dX'. 
log a (log a f J (log a f 

En continuant d'ope'rer de la sorte, nous parviendrons á ce 
déveioppement 

f X a ' A x = . a i * * + J ^ 51. ± : _ X « _ V 
\ log« (logc!)4 (Iogtíí)J (log«)+ (loga)»*»/ 

x ~ / (log 
Si, en prenant ia suite des coefficiens différentiels X ' , X" , 
X " . . .XO), le dernier de ees coefficiens est constant, on 
aura dXO) = o, et alors la partie intégrales'évanouira. 

34i . Prenonspourexemple X=x:a:3, d'ou l'on déduit 
X ' r = 3 ^ , X"r=:2 .3x , X'" ou XC'') = 3 . 2 ; 
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done 

^ ~~ a* K l ^ a " (log af + (log a f ( í ^ j i j ' 

Si Fon fait a égal au nombre e, qui est la base du systéme 
nepéiien, log a devient log e; or, loge r= i , en vertu de 
r équa t i one = el^'e\ par conséquent 

/ ¿Ve la : = e (̂̂ 3 —3.ra + 2.3x — 2.3). 

342. On peut encoré parvenir á un autre développement 
de/flx.Xd.r. Pour cela faisons /Xd^ ; r=: P , / P d x = 
/'Qd.T = R, etc., et intégrons par partías, art, 279, nous 
aurons 

/^ .Xáar==aacP—/a:c loga .Pda: (77), 

/a^loga.Pda: == a^log .«Q — / ^ ( l o g a)'Qdx ; 

eí en substituant, l'équation (77) deviendra 

/a^ .Xdo: = a35? — a^log a.Q-f- / ^ ( l o g a)flQda:. 

En continuant d'inte'grer par parties, on aura en general 

/¿fXd.r = ^ [ P — Qlog« - f R (log«)2 ~ e tc . ] . . . 
± : [ l a * (log fl)radx. 

. . . .. ' . ' , . .:,, ., ,1, 

343. Si Fon applique cette formule au cas oú X = : 

on trouvera 

4*4' v — 3 4 x 3 ' l — 2 . 3 . 4 ^ ' 1X4^' 
done 

rax(\x i r " 1 loga l o g ^ " I log a3 fa*áx 

J ~ ~ a L 4^ 3.4^~"iT3:4^J~^X4J " V * 
axú.x I/intégrale de est une fonction transcendante qu'on 

u'a pu déterminer jusqu'á ce jour. 
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344. En general, on voit que quelque puissance nega­
tiva etentiére que Ton prenne pourexposant de x , on doit 

—¿r i car, dans 

les fonctions successives P, Q, R, etc., les exposans de x 
dirainuant toujours d'une unite, la derniére de ees fonc-

A 

tions doit étre de la forme et par conséquent la der­

niére intégrale sera 

parce que A est constant. 
Pour avoir une valeur approche'e de Finte'grale de. . 

, on n'a d'autres moyens que de substituer dans 

cette expression le developpement de a* qui est, comme 
on l'a vu , 

1 4 - x log « + ~ (log «)3 - f ~ (log a)3 - f etc., 

et d'intégrer ensuite chaqué tenne. 

345. Si dans l'équation ^ ~ d log« , cu p lu tó t . . , , 

d u = u ( ^ o g i i , on fait u = : x y , on aura 

dxy = x* d log xy -

ainsi, toutes les fois qu'on pourra décomposer une difíe-
rentielle en deux valeurs dont l 'une'soit repre'sente'e 
par xy, et l'autre par d log xy, Fintégrale sera xy -f . C. 

346. L'inte'gration par parlies peut aussi s'appliquer á 
celle de Texpression Xdx (log x)n ; car si l'on représente 
par X , , Fintégrale de X d x , on aura 

/ X d x (log x)'1 — X/logor)" — n f ' ^ d x (log x f i~* . 

Elém. de Cale. diff. I7 
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Gn fera dépendre á son tour cctte derniére intégrale 
d'une autre, de la forme J ^ d x (log x)n-% et ainsi de 
suite. 

De la serie de Jean Bernouilli. 

347. Nousavonsvu que bcaucoup d'expressions diffé-
rentieiles n'etaient integrables qu'aprés avoir été réduites 
en series, et que, pouv cet effet, en désignant par Xdíc une 
différentielle dans ¡aquelle X est une fonction quelconque 
de x, i l fa l la i t préliminairement re'duire en serie la fonc­
tion qui est représentée par X , et intégrer enstíite aprés 
avoir substitué ce développement dans la formule Xdx, 

La se'rie de Bernouilli a l'avantage de re'duire f^áoc en 
se'rie, a va 111 méme que Fon ait donné la forme de X ; cette 
se'rie est dans le Calcul integral ce que celle de Taylor est 
dans le Calcul diífe'rentiei. Voici de quelle maniere on la 
de'montre. Cherchant d'abord á intégrer Xdx par parties, 
art. 279, on comparera /Xdar au premier terme de la for­
mule 

fuáv = uv — fváu , 
et Fon aura 

X = as, áx •= á v ; 

par conse'quent l'intégration par parties s'eft'ec,tuera en 
écrivant 

f X ¿ x ~ X x — f x A X . . . . (78); 

Tintégrale se prenant par rapport á la variable x , nous 
avons 

dX = ~ . dx • 
ü x 

par conséquent 

f x á X ^ J ^ — . x d x , 

Intégrant encoré par parties, u sera representé, dans ce 
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cas, par et par ardx; de sorte que nous aurons 

0 — e t n o u s trouverons 
V - ~ " 2 ' ? 

r d x d x x ^ _ _ r ^ _ d^X 

« J * dx ' 2 J 2 ' dx ' 

ou, en mettant la fraction | hors du signe d'intégration, 
/ ' d x , dx x2 , r . d a x , x 

d2X d2X 

remplafant -q—par-p^ dx et opéraut de méme, nous 

obtiendrons 
r 2d'X r d ' X a, . ,d2X , r 3á3x f J . . 

I x*-.— ou / - — , x H x ' = z \ x i - i — — v / ^ - r — . . . . (8o), 
I dx J dx* i dx* J dxz v " 
et ainsi de suite. 

Substituant la valeur du premier membre de I 'équa-
tion (79) dans Fe'quation (78), et portant ensuite, dans le 
re'sultat, celle du premier membre de l'e'quation (80), 
nous obtiendrons 

dX x* , daX x* 

De la quadrature des courbes. 

348. Soií s, fig. 76, Faire ABMP d'une courbe plañe j Fi 5 
i l'abscisse A P = a: devient A P ' ~ x ' - f h , l'aire s de- ^ Si 

viendra 

aire ABM'P' Í + — ^ 4. — 4 . etc • 1 da: .~ dx2 2 ~ c ^ » 

on aura done 

aire mix t i l i gm PMM'P' = A 4. „ 4 . etc.; 
da: cixa a 
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cette aire est comprise entre les deux rectangles PM' eí 
P'M, dont i l est facile d'avoir les expressions analytiques : 

le rectangle PM' = P'M' X PP' = / ( ^ - f - h).h, 
Fig 75i le rectangle P'M = PM X PP' = f x . h ; 

le rapport de ees Tectangíes est 

/ (a : 4- h).h -h h) 
f x . h f x ; 

dans le cas de la l imite , ce rapport se réduit á 

f x 

Or, la surface mixtiligne PMM'P' e'tant comprise entre 
les deux rectangles, différe moins du rectangle P'M que 
le rectangle PM'; done, si dans le cas d é l a limite on a VM' • : - ' W > ' t • ' . , : : ' ' 

á plus forte raison l'unite' sera la limite du 
rapport 

aire PMM'P' 
rectangle P'M* 

En remplazant les termes de ees rapports par leurs expres­
sions analy tiques, on aura 

ás daí h* ' ch ¡ d3í h 
JZ n"r" ~ ~r etc- i — r -T—r - -4- etc. dx dx* a 1 úx d.r3 2 

f x . h —"̂  f^P ' 

on passera á la limite en faisant A = o, eí Ton trouvera 
ás , , /; 

d x / í ^ 1 ' OU • dar; et en mettant pour / r sa 

valeur, on aura 

á s z = j d x . . . . (8i). 

349. On peut aussi déterminer la difieren ti elle de Taire 
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á'une courbe, par la methode des infiuiment petits, de la 
maniere suivaníe, fig. 76 : Fig ^ 

t r a p é z e P M M T ' = ^ X P P ' = — ^ < X áx +. , 

rejetant áx&y comiue infiniinent petit du secand ordre, i l 
resle j á x pour la différentielle. 

35o. Poar premiere application, cherchons, fig. 77, Taire F¡g. ^ 
d'une portiou BMP de parabole. Soitjr2 = Fequation 
de cetíe parabole , dont rorigine est A; 011 tro uve , endif-

férenciant, ajrdjr = md^r; done á x — — djr, et par con-

sequeot y á x = q / : integrant, on a 

Pourdeterminer la constante, j'observe que lorsquejr=o, 
l'inte'grale , qui exprime la surface chercliée, est nulie en 
méme temps. Gette hypóthése réduit l'equation (82) á 
o = : o -f" C ; done 

3̂ 
r 2 j J 3 r 2 r 2 

' ' 3 m 3 m - 3 m 3 17 * 

351. Nousavonsmainíenant des observa tions importan tes 
á faire sur la determination de la constante : pour cela, 
résolvons le méme probleme en preñant la parabole dont 
l'e'quation est 

j l z=, m + n x . . . (83). 

L'origine des abscisses ici n'est plus au sommet de la courbe, 

car, en faisántj- = 0 , l'equation (83) donne x = — ^ ; et 

comme cette abscjsse doit se tenniner au point B , fig. 78, Fig. 78 
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oü j - = : o, on portera — de Ben A, et le pomt A sera To-

rigine. Cela posé, en opérant comme préce'demment, on 
trouvera 

i j á r — n A x ; done j r d ^ = - ^ - d j r et f f A x ^ — ^ Q . . . ^ ) , 

Pour déterminer la constante, j'observe que la surface 
Fig. 78. ADMP, lig. 78, qui représente ici l 'intégrale, doit étre 

nulle lorsque l'ordonnée MP coincide avec ADj or, AD 
étaní Fordonnée qui passe par Torigine A oú Fabscisse 
^ = 0, l'e'quation (83) nous donnera, dans cette hypo-
tliése, 

j ou D A = V / w 5 faisant done f j á x ~ o et j - = \ / m r 

ees valeurs réduiront l 'équation (84) á o = —f-C; d'ou 

fü«a*:xi íp SttSkíî o'f-., ;;ÍUÍ:;AÍ:'€¿ t;f''í'i>'í;trt1'{^ •' fijo* 
l'on déduitG — — - ——, et par conse'quent Pintégrale 

cherchée est 
3 

/ j d o : = - g — = 1 azre ADMP. 
3 w ore 

Dans ce qui precede, nous avons tire' de l'équation de 
la courbela valeur de d^:, pour la substituer dans la for­
mule jrdo:, et intégrer ensuite. Nous aurions pu opérer 
autrement, en mettant dans cette expression la valeur de 
j - p l u t ó t que celle de á x ; car, pour obtenir l'intégrale, i l 
sufíit que la différentielle proposée ne contienne qu'une 
variable; ainsi on choisira la substituíion qui exigera le 
moius de calculs. 

352. Une intégrale teile que f / x . d x , peut toujours re-
présenter Taire d'une courbe dont l'équation serait j = f x : 
en effet 5 cette équation étant donnée, si Ton substitue la 
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valeul. ¿ e j - dans la formule f j d.r on aura// .r . dar pour 
la surface de cette courbe. C'est pourquoi lorsqu'un pro-
blémenous a conduit á intégrer une ibnction d'une seule 
variable, on dit que ceprobléme est ramene aux quadra-
tures. 

353. Soit j - une fonction X de x , et supposous qu en 
intégrant Xdx on ait obtenu 

f X d x = Fx -f- C.. . (85), 

cette intégrale, dans laquclle la constante G n'estpas encoré 
détermine'e, porte le noni á'intégmle indéfiniegénérale, ou 
plus simplement di intégrale indéfinie , et elle est complete 
lorsqu'elle renferme la constante arbitraire C. 

354. Si, par unehypotliese, on determine cette constante 
G; si Fon suppose, par exemple , que / X d x doive s'e'va-
nouir lorsque a: = a , l'e'quation (85) donne, dans ce cas , 
o = F « - 4 - G ; done C = — F a , et'cette méme equation (85) 
devient 

/Xda: = Fa: — F« ; 

cette intégrale Fx—Fa estalors une intégrale particuliere, 
et Ton voit que le nombre desintégrales particuliéres d'une 
expression diííerentielle est illiniité, puisqu'on peut établir 
une infinite' d'íiypotliéses diíFérentes sur la constante. 

355. Lorsqu'on fait l'liypothése de l'inte'grale iiulle et 
de 0 7 = a, c'est admettre qu'en prenant, fig. 79, une abs- píg. 9̂, 
cisse AB = a , la surface soit comprise entre la limite BD 
et la limite indéfinie MP qui correspond á AP a:; done 
Fopération par laquelle nous déterminons une intégrale 
particuliere est la méme que celte qui fixerait la position 
de la limite BD , depuis laquelle on compte l'inte'grale. La 
seconde limite PM sera fixée á son tour invariablement, si 
nous donnons á x u n e valeur détenninée h ; alors Fintégral^ 
particuliere/Xdx = F x ^ - f a , de viendra 
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f X d x ~ F l > — F a . . . (86), 

et la surface BDMP ne sera plus arbitraire. Dans ce cas,, 
Tintégrale porte le nom ¿'intégrale définie, et Fon dit 
qu'elle est prise depuis x ~ a jusqu'á x -= .h . 

356. Pour de'signer une intégrale de ce genre, on em-
ploie la notation suivante, qui est due á M . Fourier, 

' i 
f Xda? = F¿ — Fa, 

J a 

ce qui signifie que l'intégrale est prise entre les limites a 
et b* 

Par exemple, si l'on avait 

I Xdo: / X d X j 

cette ex pression nous indiquerait que l'inte'grale prise de­
puis «jusqu'á b , a été continuée de ¿ en c, de serte que 
Tintégrale totale se trouverait exprimée par 

J a 
Xdx, 

SS-j. Cherclions maintenant l'inte'grale définie de xmdx¿ 
nous sommes done cense's connaitre deux valeurs a et b, 
qui satisfont á l'inte'grale inde'finie 

— 4 - C . . . (87). 

Supposons que la premiére corresponde á f X á x = oh 
on aura 

f- C = o -

®t l'inte'grale particuliére sera 
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íxmáx == — ¡—• 
J m -f-1 m-j~ i 

Nous ferons ensuite x = b , e t nous aurons pour l'intégrale 
définie 

* J m - j - i m ~ f - i 

358. On parvient aussi á cette intégrale en faisánt suc-
cessivement x = aet x = b dans Tintégrale indefinie, et 
Fon a 

~ - f C , et ^ - - - f C ; 
m - j - i m-f-i 

on retranchera ensuite ie premier résultatdu second; mais, 
en prenant cette diflerence, i l faut toujours avoir soin que 
la partie soustraite soit la valeur de la fonction de .r á l 'o-
rigine de l'inte'grale. 

35g. Pour troisiéme applicaíion, détermiaons l'aire d'un 
triangle rectangle ABC, fig. 8o : Tequation de la droite AC ^ g0 
étantj" = ax , en metían t cette valeur de ¿y dans la for­
mule jxLr , on obtient a x á x ; done 

f j - d x = f axdx =z ~ — j - C ; 

la surface e'tant nulle quand x — o , la constante est égale 
á ze'ro, done 

aire ABC = = - X ax=: ~ . 
i 2 2 

36o. Si dans la formulej'd.r on metía valeur dejr, tirée 
de re'quation du cercle, on trouvera fdx^/a'2 — x* pour 
Fexpression de Faire du cercle. Wous avons vu; art. 282^ 
que cette intégrale avait pour valeur 
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^ { / a F - ~ x * + f a2 are ^sin ~ ^ + G. 

La partie i «2 are ^sin = ^ ne pouvant se de'terminer 

qu'en supposant connu le rapport du diamétre á la circon-
férence (*), on voit que rintégration de d x \ / a 2 
ne peut conduire á la solution du probléme de la quadra-
tureducercle. I I en est de méme de la quadrature de l 'el-
iipse qui dépend de 

- f d x \ / a * — x \ 
a 

Si Ton compare ees deux expressions, on en tirera la 
proportion 

aireellipse \ aire cercle ^ / á x ^ a 2 — x 2 ' fdx \ / a 1 — ? í 

ou 

aire ellipse \ aire cercle - ' . i , 

d'oú l'on tire 

aire ellipse = - X aire cercle = - va'1 = nao. 
. a ^ . a 

De la rectijication des courbes. 

36i. Rectifier une courbe, c'est obtenir une droite e'gale 
á un are de courbe. Nous avons trouve', art. 169, que la 
diíFérentielle d'ua are de courbe avait pour expression 

V / d ^ + djr2. . . (88); 

n S í ' Par e x e m P 1 é , x z = z l - a , j ' a i ^ : = g , et j-opére comme dans 

l?art. 278, pour dé terminer l'arc correspondant. 
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une équation entre deux variables x et j étant donnée, si 
Ton veut rectifier la courbe á laquelle elle appartient, on 
diíFe'renciera cetíe équation, et on en tirera la valeur de dx 
ou de djr, qu'on substituera dans Vexpvession (88); alors le 
radical ne contiendra plus qu'une variable , et si Ton peut 
obtenir l'intégrale , la courbe sera rectifiable. 

362. Prenons, pour exemple , la courbe (*) don t r équa -
tion j r 3 = « ^ % a ététrouvée, art. 166, á l'aide d'autrescoor-
données • cetíe équation étant diíFérenciée, nous donnera 

Sy^dj- — znxdcc, 

d'oü nous tirerons 

substituant, on a 

Áj étant la différentielle de l'expression qui est sous le ra­
dical, á une constante prés , nous ferons, article 271, 

^ - 4 - 1 = 2 , d'oú Fon tire d r = ~ á z : substituant, nous 
4 » - 9 

aurons 

done 
(*) E l l e porte le nom de seconde paralóle cubique. Cette é q u a t i o n , 

ainsi que celle de la parabole ordinaire , n'est qu'un cas part icul ier de 
Feqnation g é n é r a l e j " » c = : a x » ; c'est pourquoi cette é q u a t i o n est appelée 
Véquation de la para ló le de tous les ordres. 

O n a auss í r egardé l ' équat ion a:/ = a de l'hyperbole entre ses asyrap» 
totes, comme un cas particulier de l ' équat ion xmjn=am+n, qui est ap­
p e l é e pour cette ra i son , Véquation de Vhyperlole de tous les ordres. 
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2 

ou. en remettant la valeur de z , 

Pour déterminer la constante, onvoit, d'aprésla naturede 
re'quation de la courbe, qu'a rorigine des abscisses j - est 
o ; ainsi, en supposant que Fintégrale soit nulle en ce 
point, on a 

o = — + C ; done G == — —, 

27 Z 37 
et par conséquent ^ 

8n 

*1 
Si x = a , l'arc sf compris entre les limites ^ = 0 et x ^ a , 
sera 

8n 
27' 

substituant cette valeur dans l a formule (88), nous trouverons 

363. Li 'équat ion de la e y e l o í d e , art. 200, donne da;1 = 

ás= i / d r * + ~7"úri = dj- i / ' 2gr = d r \ / 

(2a—^) 2 

Commc dy exprime j a d i f férent ie l l e de l'expression qui est sous la p a -

r e n t h é s e , m u l t i p l i é e par — j ; nous ferons, art. 271, 3 « — r = et nous 

aurons 
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C e í t e équat ion é tant i n t é g r é e , donne 

j A y \J^f— — — 2(2a)a a3 -f- C = - 2 V/aw + C j 

o u , en restituant la valeur de.r, 

Pour dé terminer l a constante, nous prendrons l ' intégrale de maniere 
qu'elle s ' évanouisse q u a n d . y = 2 « ; dans cette h y p o t h é s e , l ' é q u a t i o n (89) 
se réduira á o = o -f- C , ce qui m o n t í e qu'il n'y a point de constante á 
ajouter; a lors l 'arcde cycloide s 'étendra depuis le point B , íig. 81, o ú p jg , gj^ 
yr=. 2a, jusqu'au point M , dont les c o o r d o n n é e s sont x vi y. L a valeur 
absolue de Pare M B é t a n t a l / a a ( 2 a — r ) , nous remarquerons que 
B E = a* — r ; done 2 \ / w (2a — y) = 2 \ /BY) x B E = : 2BG; d'ou i l suit 
que Pare de cycloide M B est éga l au double de l a corde G B ; par c o n s é -
quent , are A B = 2BD. , 

De la détennination de Taire des solides de 
révolution. 

364. Si une courbe BC , fig, 76 , tracée sur un plan, fait ^ ^ 
une révolution autour de i'axe AX, elle engendrara un so­
lide de révolution. Clierchons la différentielle de Taire en-
gendrée par cette courbe. Pour cet eíFeí, soient AP ==a:, 
PM = = j , PP' r=z h , et par conséquent 

PM = f x = = j r , 

P M' = / ( . r + 7 z ) = ^ - 1 - ^ : 7 , 4 - ^ ^ 0 . etc. 
ax da:2 2 

Dans ce mouvement de rotation , les ordonnées MP et M'P' 
décrivant des cercles inégaux, ees cercles seront les bases 
d'un cóne tronque', dont la corde MM' sera le cote. I/aire 
de ce cóne tronque aura pour expression 

• 
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cure. PM 4- circ. P'M' , J_ x corde M M ' . 

En représentant par i : í r le rapport da diamétre á la cir~ 
conférexice, Texpression precedente deviendra 

2 

et en mettant, pour les ordonnées PM et P'M', leurs valeurs 
analyíiques, on aura 

( d r d2T h1 \ 
2 j r + ^ ^ - í - ^ 2 —etc. JcorJeMM', 

d'oü Ton tirera en di visan t , 

a/re cone tronqué MM' / , 4 / i , & , \ 
corde^MM' ^ V 1 * d ^ + d ^ + etC-> 

Si nous représentons maintenant par* u l'aire engendre'e par 
le moavement de rotation de Tare MM' , et par s cet are de 
combe ; coimne en diminuant A, cet are tend á se confondre 
avec sa corde, le premier niembre de Tequation pre'cédente 

devraétre remplacé, dansle cas de la limite, par ^ • et le 

second se re'duisant alors á an-j-, nous obtiendrons 

du 

et par conse'quent d« = 2írj-dí; et en mettant pour ds sa 
valeur trouvée art. I 5 Q , on aura enfin 

du — i 7 r y \ / áx% - f - d j a . . . (90). 

365. Par les infiniment petits on aurait consideré Telé-
ment de la surface de revoluti on , conune celle d'un cóne 
tronqué , engendré par la rotation du trapéze élémentaire 
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MPP'M', %• fó> autour de PP'; ce cone tronqué aur-ait F i g . ^6. 
pour expression 

supprhTiant le teme ffdj-dí , comme infiniment petit du 
second ordre, i l resterait 

27ryds='27rĴ  dar^+d/2, élémentd'unesurfacede révolution. 

366. Pour premiére application, prenons Taire du para­
boloide de révolution, qui est le solide engendré par la 
révolution d'un are ATVI de parabole, fig. 82, autour de son F i g . 82. 
axe: l'équation de la parabole j 3 = p x donne 

d x = ^ et d a — 4 ^ 
P P 

Cette valeur étant substituée dans la formule, 
2 7 r y \ / d x ^ d j ^ y la réduit á 

y d y étant la différentielle de la quantité qui est sous le ra­
dical, á une constante prés , je fais, art. 2 ^ 1 , 4 j '2 - fpf l= z , 

et en différenciant je trouve j , d r = - 5 - ; substituant et in-
" • • » ' -o ' • "' 

tégrant, j'obtiens 

Je determine la constante en supposant que Pintégrale soit 
nulle l o r s q u e ^ = o, ce qui réduit l'équation precedente á 
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o=:gj32-f -C, ce qui cionne t. = ; 

et en supposant que riiiíégrale soitprise depuis j - s o jus„ 
q\i 'ar=:b, l 'intégrale definie sera 

367. Poui-, seconde application, évaluons l'aire de la 
sphére. Cette surface courbe étant engendrée par la révo-
lution de la demi-circonférence autour du tliamétre, soit 
x2-|-y* = aa Véquation du cercle ; en difíe'renciant nous 
trouverons xdx - j - ^ d / " = o; done 

subsíituant cette valeur dans la formule (90), nous obtien-
drons * 

=z fiiTraáx = max + C...(91). 

Pour déterminer la constante, nous prendrons l'inte'grale á 
F i g . 83. partir du point A, fig. 83 , et puisque Forigine des abscisses 

est au centre, nous supposerons l'inte'grale nulle lorsque 
^ = — a ; cette hypothése réduira l'e'quation (91) á 

o = — ntef -f- C; done G == awfit2; 

subsíituant cette valeur dans l'e'quation (g i ) , nous aurons 

fo.va&x ~ 25r {ax -f- a?). 

Prenons maintenant l'intégrale de'finie entre les limites 
ar=:-—a et X = CÍ ; i l faudra dhanger o: en a dans la for­
mule precedente, etnous obtiendrons, pour la surface de la 
sphére, 
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f27radx = iTr^a") == faa\ 

368. On peutaussi trouvei raire du cylindre droit^car 
cette surface etaat engendrée par la révolulion du rectangle 
AD, % . 84, autour de l'axe AB, soient AB = a, CA r = 6 ; F i g . 84, 
l'equation de la droite CD serajr = ¿ ; á o n c djr = o. En 
substituant ees valeurs dans Ja formule (90), on la réduit 
á z i r b d x ; et en integrant on a 

fairbáx = m b x - j - C. 

Si Ton prend l'intégrale definía entre les limites x — o et 
x—- . a , o n trouve pour Taire du cylindre 

27rba = iTch X « — c i r c o n f é r e n c e de l a b a s e X ^ h a u t e u r . 

A Tégard de Taire du cóne, ce solide e'tant engendre' par 
la rotation da triangle rectangle ABC, fig. 85 , autour de F i g . 85. 
I'axe AB, soient AB = a , CB = 6 ; l'equation de AC sera 

b 

J = - cette équation donne, par la différenciation, 
1 b ~m , ¿ 3 , 

é j ~ - á x et d r s = ~ á x ' 1 . 
a . a* ,• x 

Les valeurs de j - et de d j * étant substituées dans la for­
mule (90), oh a 

f i T r J \ / á x ^ á j ^ f a — d x x / a ^ b ^ n — r \ / £ f - f b í - f C » 
a ci 

et en prenant l'inte'grale définie entre les limites = : o et 
x z = a , on obtient 

a i r e d u c ó n e = Trb [ / a * - j - b2 = iTrb X — 

= c i r c o n f é r e n c e BC X — 
a 
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De la cubature des solides de révolulion. 

369. Soitf le volume engendré parla revolution de f aire 
îg. 7̂ . mixtiligne ABPM autour de Faxe AX, fig. ^S; si labscisse 

K$ — x devient AP' = - f A , le solide de révolution s'ac-
croítra du corps engendre' par la rotation du trapéze mix­
tiligne PMM'P' autour du méme axe. Le volume engendré 
par ABMPétantunefonction de x , puisqu'il s'augmente ou 
diminue en méme temps que ar, ii s'ensuit que le volume 
engendre' par ABM'P'' sera une fonction de ¿r-f- A, eí aura 
pour expression 

d̂  , , dV Z?2 . 
v -j- j - h-h -r-2 h etc' ; 

dx ax3 2 

par coiise'quent, si l'oh en retrancljie le volume engendre' par 
ABMP, on aura 

df * d2p h2, 
-r— /¿ H — ¡ — f- etc., 
dx 1 áxz M ' 

pour le volume engendré par PMM'P'. Or, ce volume élaní 
compris entre íes cylindres engendres par les rectangles 
MP' et M'P, diíFérera moins de l'uu de ees cylindres que 
ees cylindres ne différent entre eux ; done , si Ton peuí 
prouver que, dans le cas de la limite , le rapport de ees 
cylindres est Tuniíé, il en sera, á plus forte raison, de méme 
du rapport du corps décrit par PMM'P', a l'un de ees cy­
lindres. Cela posé , on a évidernment 

le cylindre décrit par PM' = sr {_f{x -f- h.ffh, 
le cylindre décrit par P'M — TT (/x)2h ; 

done le rapport de ees cylindres est exprimé par 
[ f ( x A)]a ; 

i / x r ' 

En faisant A ~ o , on voit que ce rapport se réduií a 



C U B A T U K E n E S SOIÍIDES TJE « ¿ V O L U T I O N . 2^5 

l 'unité, i l en sera done de méme du rappon du volume 
engendré par PMM'P' á celui du cylindre décrit par M V \ 
Or^ ce rapport étant representé par 

i , , j a » A » d^ dV h 
é l h - i - — — -f- etc. -f- - j — ; - + etc. 

on a, dans le cas de la limite , 

dî  

= i j 

d'ou i'on tire 

et eníin 

dt* ^ / • v « 

df = 9rf 2dx . . . (92). 

370. On parviendrait au rnéme résultat par la conside-
ration des infiniment peüts : car on peut concevoir le vo­
lume MON, fig. 86, comme partagé en tranebes infiniment Fig. 86. 
minees , par des plans perpendiculaires á l'axe de revo­
luti o n ; Tune de ees tranches, qui est Télement du corps, 
peut él re conside'rée comme un cylindre dont la base est 
le cercle décrit par j - , etdonl la hauteuresí égale á i'épais-
seur ab representée par á x ; par conséquent cet élément a 
pour expression n jWx. 

371. Appliquons cette fonnuíe á la détennination du 
volume de rellipsoide aliongé , qui est le volume engendn; 
par la révolution de i'ellipse autour de son grand axé s 
i'équation de I'ellipse rapportée au centre é t a n t . . . . . . . 

b* , ' ' • = • i ' 
Ja=:= IS ^—•r!l)> onsubstiluera cette valeur de r2 d a n s la 

a •;>) ínmv.ioí ¡il .;; h •jf.oicy «tth'j fí^asniiau-: 
formule 7rf*áx , et ron aura 

18.. 



2^6 CALCUf, INTÉGRAI... 

v ^ á x =1 TT— ( « 2 — X'1) áx ; 

et en integran t , on tro uvera 

F¡g..,87. Supposons que l'intégrale soit nulle au point A, fig. 87, 
oíi x ~ — a, nous aurons 

• • r . •í»2 l a , ^ 

et en substituant cette valeur de C, Fe'quation (93) devienl 

Faisons ensuite x = a , pour avoir l'inte'grale définie c o i u -

prise entre les limites .T ~ — a et x =z - j - a; nous obtien-
drons 

Ar^dx ~ 5r — . I «! ; ^ J a* 3 ' 
tel sera le volume de l'ellipsoide allonge'. Si b = a, ce 
volume deviendra celui de la sphere, et aura pour ex-
pression 

4 ••! . 2 . -j .7 ." -
- írfl ==: - Tra y^ i a— - da cylinare circonscnt. 

Déterminons encoré le volume du paraboloide de revol u tion. 
Pour cet eífet, prenons la parabole de toas les ordres pour 
genera trice ; l'équation de cette parabole nous donnera 

substituant cette valeur dans la formule (92), nous ob-
íiendrons 
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*n-f m 

— , mTrci'x m . ^ 

Pour détenniner la constante, nous supposeíons le volume 
nuí á l'origine oix x = o ; alors nous aurons C = o. 

Lorsque m = 9 . et n — i , on z y ^ a x * ' , d'ou i'on tire 
j * = a2x, ce qui est l'équation de la parabole ordi-^ 
naire, dans laquelle «* tient la place de la constante p de 
réquation de cette coarbe. Dans cette Lypolliése on a 

2 2 2 08. 

Or, Trr2 e'tant Taire du cercle dont PM, fig. 88, est le 
rayón, Texpression ^ ^ r / 2 représente la moitié du cylindre 
de'crit par APMB autour de l axe des abscisses : done le vo­
lume de la parabole ordinaire est la moitié de celui du cy­
lindre circonscrit. 

De la cubature des corps termines par des surfaces 
courbes, au moyen des intégrales doubles. 

372. Proposons-nous de determiner l'expression de la di f férent ie l le F i g . 89. 
d'un volume t e r m i n é par une surface dont l ' équat ion est d o n n é e . Soft 
E D C B , fig. 89, un volume comprisdans Pangle des axes c o o r d o n n é s A.r . 
K y et A z , et t e r m i n é par u n plan D C G , para l l é l e á celui á e s y z ; s i x 
devient x-f-fe, ce volume s'accroitra d'une tranche D D ' C C , dont l ' é p a i s -
seur sera fe; et en nommant "V'ce que devient alors le volume, on aura 

V = V - f - j - fe -f- \~ —— _ _ + e tc . ; 
ax dx* 1.2 da-5 2.3 ' 

et la tranche D D ' C C ' F G sera représentée par 

v , v d V . d ' V h» , d3V fe? 

V — V = fe 1 L, pip • 
dx ^ dx» 1. 2 ^ dx3 2.3 + • ' 

dans le cas de la limite , cette é q u a t i o n nous donne 
V ' . - V dV . # , 
~ — = d T ••• 
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INous avons dejá fail assoz connaitre les methodes des limites et des 
in í i r í ímens petits, pour (que nous ne craignions pas d'employer ici 
qnelques c o n s i d é r a t i o n s t irées de cettc d e r n i é r e , afín do jc tcr plus de 
jour surcette m a t i é r e ; oa pourra ensuite, sans d i f f i c u l l ó , revenir aux 

l imites. L'equation (94) nous montreque est le coe í l l c i ent différen-

dV 
tiel qui determine le volume j par c o n s é q u e n t la d i f í e r e n t i e l l e e s t ^ — d j r : 

cetto di f férent ie l le n'est autre ehose qirune tranche i n f i n í m e n t minee 
D D ' C C T G , dont dx serait Tépaisseur . S i dans cetto tranche 011 fait 
v a r i e r j - , elle deviendra infiniment minee dans le sensd'esjr, comme 
elle Test déjá dans celui des et, par c o n s é q u e n t , elle se réduira á un 
petit prisme é l é m e n t a i r e I D ' K F , dont z sera la hauteur, et qui aura 
pour base F G K L : = dxd^'; nous aurons done 

• ¿ - ^ d x d r = z&x&y. 
áxáy 

é q u a t i o n qui nous donnera 

d ' V 

rempla^ant z par sa valeur t irée d e l ' é q u a t i o n d é l a courLe, cette valeur 
sera , en general , une fonction de x et d e r , que nous représenterons par 
M , et nous aurons -. 

d » V 
áxá.y m 

S y j . Pour déterrniner le volume, au moyen de cette expression , écri -
vons-Ia a i n s i : 

dv dr ~ Mdr ; 
dy 

la n o t a í i o n qui est dans lo premier membre nous montre qu'on est 
¿y 

p a r v e n ú a Texpression de l a d i f férent ie l l e de — , en regardant j comme 

variable et x comme c o n s í a n t ; la m é m e hypothéso devra done avoir lieu 
lorsque , par une opérat ion inverso , nous intégrerous ; mais alors x 
ótant traite comme une q u a n t i t é constante, pourra se trouver dans l a 
constante qu'on doit ajouter a r i n t é g r a l c . Nous regardefons done, en 
g é n é f a l , cettc constante comme une fonction de ^ ; et en l a représentant 
par X , nóus aurons, par une p r e m i é r e i n t é g r a t i o n , 

• dV 
/ 5 r = y M d r - f X . . . . (95). 
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Potir cxécuter la seconde intégrat ion , nous remarquerons que la notation 

montre que la d i f férent ie l l e du volume doit étre prise en regardant x 

tomme la seule variable : nous deVons dono conserver la m é m e hypo-
thése dans l ' in tégrat ion ; ainsi ,< en représentant par Y l a fonction de r, 
qui remplacera la constante, et en multipliant pré l imir ia i rement par dar, 
poúr changerle coe í l i c ient d i f férent ie l en une d i f f é r e n t i e l l e , nous trou-

verons , 
V =fa f d x ( / M d y 4 - X ) + ¥ . 

374. L'ordre des intégrat ions é tant arbi traire , on peut indiquer a ins i 
í e s opérat ions que nous venons d'exécuter ; 

V = f f z d j d x . , . . (96). 

37.5. Pour donner une application de cette m é t h o d e , proposons-nous 
de trouver le volume de la s p h é r e : r é q u a t i o n de la sphére é tant 

xa + + z t — r ' , 

©n tirera de cette é q u a t i o n la'valeur de .z , et en l a mettant dans la 
iomuile(g6), on aura 

f f zdxdy cu fdyfzdx — f d j f d x X / r i — x * — y ' . , . . (97), 

regardant y comme constant, et appelant Aa la di f férence r» —y*, qui 
est essentiellement positivo, puisquer surpasse toujours y , nous t r o u -
verons d'abord, en intégrant par rapport k x , 

jdxS/ i"1 — x J — , r a — Jdx\ /h .> — ,• 

« r . d 'aprés l'article 282, nous avons 

/ d x ^ A 3 — - í / A 5 — x 1 + - As arc( s i n = ; a - Y 
2 2 V A / ' 

et en mettant la valeur de A ' , on trouve 

/ d x ^ 3 — ^ ^ ^ ^ V ^ ^ 2 — / ^ a r c ^ s i n ^ r : — ~ x ^ Y . :(QS). 

Pour prendre l ' intégrale d é f i n i e , observons que la constante y é t a n t 
représentce par A P , fig. 9a , tous les points que nous allons d é t e n n i n e r F i g . 90, 
par cette i n t é g r a l e , doivent avoir leurs projections sur l a direction do 
P M ; car Pun quelconque de ees points ayant la variable z pour or-
d o n n é e , aura AQ et Q N pour ses autres c o o r d o n n é e s , et alors Q N sera 
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égal a la conslanlc A l ' ; et Tautre coordonnee A Q , dírígée dans le sens 

des x , pourra étre r e m p l a c é e par P N : de sorte qu'en comptant les x sur 

l a droite JPM, l e s / seront constans. Prenant done r i n t é g r a l e de P en M , 

c ' e s t - á - d i r e depuis x = o j u s q u ' á x = P M = S/ri _ j r 2 } nous substi-

tuerons successiyement á x, dans le second raembre de l ' équat ion (98), 

l es valeurs x = y /r^—y* et x = o , et retranchant le second résultat du 

premier, nous trouverons , pour ¡ ' intégrale d é í i n i e , 

í — f * ) are (sin = i ) ;,„ 

et observant que Tare dont le sinus est l 'un i té , vaut k quart de la eir-
conférence r e p r é s e n t é e , suiVant l'usage, par 2 jr , cette in tégra le définie 
devient 

cette valeur de f d * ) / r a — é t a n t substituce dans l 'équat ion (97), 
on aura 

J f z d x ü r - I */(r« — d j r = | * ̂ r^r _ ^ j + X ; 
fit . en 

F i g . 90. 

4 
c t , en í n t ^ r a n t d e p u i s / = o j u s q u ' á = r , on trouvera 

T e l sera le v o l « m e qui reposera sur le quart de cercle B A C , et qui 
sera par c o n s é q u e n t l e h u i t i é m e de la s p h é r e , (iVbíe dixiéme.) 

De la quadralure des surfaces courbes, au mojen des 
intégrales douhles. 

F i g . 89. 376- Soit > %• 89 > E D C B = S , une surface courbe, et supposons que 

rabscissejrs'accroisse defe; cette surface dev iendraS- f -—^+^^^! - f - e tc 1 
dx dx ' 2 

c t , dans le cas de la l i m i t e , le rapport de Taccroissement de l a fonction 

S a celui de l a variable x , se réduira á ~ ; d'oú l'on conclura que la dif-

f érent i e l l e e s t ^ d x : cette d i f f é r e n t i e l l e sera représentée , dans la figure, 

par la bando D D ' C C d'une largeur infiniment petite. S i dans D D ' C C on 
fait maintenant varier jy, et que / devienne e n c o r é infiniment petit, la 

Iiande D D ' C C se réduira á D D ' I F , ct aura pour expression ^"^ dxdy. 
d x d j 

O r , cette surface . D D ' I I ' é t a n t infiniment petite, OH peut la cons idérer 



QITADBATURE PAR M » INT¿ORALES DOUBLES. iSfl 

comme plañe ; par conséquent, en la multipliant par le cosinus de scin 

inclinaíson y sur lo plan des xy, elleégalera d^d^ {note oitziémé); nous Fig. 

auronsdonc DD'II' eos y = dxdy, 

d'S , dxdjr eos y = da?dr; 
dxdjy 

d'oü nous tirerons 
d»S 
dxdf eos y 

Pour déterminer la valeur de y, soit Á x - + - B y ~ h C z 4 - B — o , réquation 
du plan tangent; nous savons que ce plan fait avec le plan des agr un 
angle qui est dpnné par Tequation (note douziéme) 

eos y 

Si nous considérons done Aa: - f -f- O -f- D = o comme réquation 
du plan tangent au point de la surface courbe dont la projection est 
dxdy, nons aurons 

d'S 
dxd y 

Pour déterminer les coefíieiens différentiels qui entrent dans cette ex-
'pression , nous remarquerons qu'au point que Pon considéro, le plan 
tangent se confond avec la surface courbe , dont nous représenterons 

réquation parz = / ( . r , . r ) ; par conséquent, les valeursde ^ et de ^ , 

qui entrent dans l'expression de eos y, doivent étre regardées, art. 77, 
oouime les mémes que celles que ^on.déduirait immédiatement de l 'é-
quation 2 = : y ( . r , j^). Ayant done fait ees substitutions , on intégrera 
«ínsuite deux fois l'équation (99), multipliée par dxdj^ opération que fig. 8(), 
ncHis indiquerons, comme précédemment, par un double signe d'inté-
gration, et nous aurons 

s = / / a ^ v / . + ( | ) V ( t ) - . 

377. Pour donner une application de cette formule, cherchons h dé­
terminer l'expression de la surface de la sphére. Son équation étant 

x%-\~y* - M » = r» (100), 

nous la différcncierons, et nous trouverons, aprés avoir divisé par 2 , 

xdx •+• j d y + zdz = o , 
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d'oñ nous lircrons 

dz=z — - d x — - ; 
z • , « i 

par conséquent 
dz _ x df _ _ _ J 
d i ~ — S' «ir " i 

Substituant ees valeurs dansl'expression ^ / 1 + {-^J + ) , 

nous la changerons en 

et par conséquent nous aurons 

mettant la valeur de ^ , on aura 

378. Pour effectuer les ¡utégrations indiquées - nous écrirons 

/ / . . fr&y / r - r r . . . . (101), 

et par la , nous marquerons que nous devons commencer par iníégreE 

l'expression— ^ — f en considérant x comme la seule variable; 
V r*—x'—y3 . m 

f'aisant done, comme precédemment, 

r» — r a = A2, 

et intégrant, d'aprésl'art. 374, nous aurons , en ajoutant une constante 
ibnction de y , 

i — -==^z — are sin - - j - Y : 
J S / A ' - x ' A r ' 

mettant la valeur de A , et prenant ensuite l'intégrale delinie depuis 

x = o jusqu'á x = V/' a—r2, il viendra 

C dx . , • . . . -r w 
1 1 / —. j ^ . . . - = are (sin =:ij — - circonference == - , 

..' I / / ' 3 — — 4 2 
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, elle valeur étant substituee dans Péquation (IOI) , nous donnera 

en appclant X la constante qu'on doit regarder comme une foncüon de 
x; prenant énsuite Fintégrale définie entre Ies limites y = o e ty = r , 
nous trouverons enfin 

r d x d ^ 

^/r2—x*—y'-
• = - sT». 2 

Telle sera la partie de la surface spherique comprise dans l'anglo formé 
par les axes des coordonnées rectangulaires x , y, z, c'est-á-dire la 
huitiéme partie de la sphére. 

De Vintégrátion desfonctions de deuoc variables. 

379. Les deux méthodes principales que Fon emploie 
pour parvenir á inte'grer les équations diíFe'rentielles, qui 
contiennent deux ou un plus grand nombre de variables, 
consistent, i0, dans laséparalion des variables, pour pou-
voir leur appliquer ensuite les procedes usilés pour une 
seule variable ; 3o. dans la re cherche des facteurs propres á 
rendre uae difíérentiellé exacte. G'est pourquoi nous allons 
nous occuper successivement de ees deux méthodes. 

De la séparation des variables ^ de téquation 
lineaire du premier ordte, et des propriétés des 
fonctions homogénes. 

380. Nous avons vu que toute différentielle, pour étre 
integrable, devait étre de la forme (pxáx; ainsi, on serait 
arrété dans Fintégration d'une équation, si elle renfermait 

des termes tels que>d.r , .rrd.r, ~ , etc. Cependant, 11 ne 

faudraitpasconclure queFintégration estimpraticable; car, 
si, par des ope'rations algebriques, onpouvait faire ensorte 
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que chaqué terme ne contint plus qu'une seule variable, 
l'intégration pourrait s'effectuer ensuite.^ L 'équat ion. . . 
xdx - i - j á a : = o est dans ce cas. En effet, si Ton divise 
cette équation par ocj, elle devient 

d r . 
— + — = o; 
J x 

et en integran t , elle donne logjK + log^-=C; et en repre­
sen tant par A le nombre dontG est le logarithme, on peut 
écrire logjr + logx = log A, et par conséquent 

log x y =t log A ; 

passant aux nombres , on a ' 

x j = A . 

381. Soit Fe'quation plus ge'ne'rale 

<px,áj„ Y j . á x •= o ; 

pour séparer les variables, on divisera cette équation par 
q x . Y f , et Ton trouvera 

¥ j Ipx 0' 

éqtiadíon dans laquelle les variables sont se'pare'es. 
382. Pour en donner un exemple, proposons- nous d'in-

tfgrer 

(1 - f x*) á j ==. á x \ / j : 

c» divisan! par (1 - f - t f ^ v O ^ on aura 
Ay Ax 

V ' J ~" » -f- x * ' • 

et en intégrant cette équation, on obtiendra 
= are lang a: - f C. 

383. On séparerait encoré les variables par la división 
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dans la formule 

( p x . F f . d x + ( p ' x . Y ' y A j - = o ; 

pour cela, i l suffirait de diviser par F j - . <p'x, et Ton auraií 

Ce procede est applicable á l'équation 

x y á x 4- ( 3 j + i ) d j i / x * = o ; 

car, si on la divise par y {/x3, on obtient 

-—^ + d r == o. 

384. L'intégration poufrait encoré s'efíectuer si la pro-
posee renfermait plus de deux variables, et qu'on pút la 
ramener á ne contenir dans chaqué membre que des dif-
férentielles dont on connait rintégrale, comme seraient, 
par exemple, les fonctions 

y á x — x á j -

r 
x d j -f- y d x , etc., 

qui ont respectivement pour intégrales - et x j - . 

385, I I est une équation importante , dans laquelle la 
se'paration des variables s'effectue par un proce'dé tres 
ingénieux, c'est la suivante : 

v - - . 4' • 
¿ j _|_ jyydx = Q ( i x . . . (102), 

oü P et Q sont des fonctions de x. 
Pour cet effet, on égalera j r au produit des deux inde-

termine'es X et ce qui donnera 

X — zlL, djr = zdX + X d ^ ; 

substituant ees valeurs dans Tequation ( 1 0 2 ) , on la trans-
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lormera en 
zdX + X(áz + Vzásc) = Qd^:. 

X étant arbitraire, on déterminera cette fonction en éga-
lant entre eux les termes qui ne sontpassouslaparenthése, 
ce qui de'composera réquation precedente en ees deux-ci : 

X(d3 -f- P-sd.r) = o, zdX = Qdx ; 

la premiére donne 

— = — Pdx, ou log z = — J'Pdx , 
z 

ou , en observant que loge équivaut á l 'unité, 

log z = — / Pd^ log e = log e ; 

passant aux nombres, on a 
—/Vdx 

z ~ e . ; 

on tire de la seconde 

done 

X = /Qe dx -f- C ; 

mettant ees valeurs de z et de X dans réquaiiou 

y = zX, 
on obtient 

• j ~ z e J { f Q e J da: -f- G A . . (io3). 
Cette équation porte le nom d'équation linó aire du premier 
ordre; uous en verrons la raison, art. 45o. 

386. La separa ti o n des variables peut toujours s eííectuer 
dans les équaíions diffe'rentiellesdu premier ordre á deux va­
riables, lorsqu'elles sont liomogénes. Une équation homo-
gene est celledanslaquelle íousles termes, consideres par 
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rapport aus variables, sont de mémes dimensions: ainsi 

est une équation homogéne, puisque la somme des expo-
sans de x e t á e y étant égale á 5 dans chaqué tenne, tous 
les produitsa:2/3, x j * , e t c . , sont chacun de cinq d i ­
mensions. 

L'équation 
axej-* — bxbj-1 -\~ cj-% — o 

est aussi homogéne , puisque la somme des exposans de s 
variables dans chaqué terme est 8. La variable x n'eatre 
pas dans le dernier terme deTequatipn, mais cette variable 
peut étre considérée comme elevée á la puissance zéro. 

387. Soit, en general, z une fonction de x et de^ com-
pose'e de termes homogénes , tels que A . r ^ í , B x P ' j - f , 
CxP"fi" , etc. Si nous représenlons par n la somme des expo-
sans de x et de y , dans un de ees termes, nous aurons, en 
ver tu de l'homoge'néité, 

p + q — n, p ' - \ -q 'z=zn , p" + q" z=z n, etc. 

Cela pose', si nous divisons tous les termes par xn1 l'e'ga-
lité subsistera encoré, et le terme A x P j - i deviendra 

Á x P j i k y $ Á . p f j \ q 
xn ~ X ^ P ^ ~ ^ \ x ) ' 

Ce que nous disonsde ce terme pouvant s'appliquer á tous 
les autres, nous aurons dotic 

et en faisant ^ = ?, cette cquation deviendra 

xnFq = z, 

equalion qu'on peut écrírc ainsi; 
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Qx* = z . ; . (io4), 
en appelant Q la fonction représentée par Fq . 

388. Considérons maintenant réquation différentielle 
Mdx - f Ndjr = o, 

dans laquelle les coefficiens M et N sont des fonctions ho-
mogénes de deux variables x et y d'une dimensión n. 

En divisant cette équation par xn7 elle pourra done se 
mettre sous la forme 

et si nous faisons ^ = z , cette e'quation deviendra 

áx<pz -\- djrFz = o, 
ou plutót 

í»2 4- Fz ™ = o. . . (io5). d.r 

Pour achever d'élimiuer ^ au moyen de réquat ion"~=2, 

ou plutót j r = : z x , nous diíFérencierons cette demiére équa­
t i on , et nous obtiendrons 

A y i ^ d z 
d ^ ~ " Z + d ^ ' 

cette valeur reduit l'e'quation (io5) á 

d'oü i'on tire 

x ó z ____<P^_ _ (^z -f- z¥z) 
áoc Yz Z ~ Fz ' 

m 
e t , en séparant les variableB ? 

da: dzFz 
^ "~ "~ ^ 1 z ¥ z ' 
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et par conséqucnt 
' dzFz 

+ C. 
<pz -f- zFz 

Lorsqu'on aura integré, ilnes'agiraplus que de mettre dans 
le re'sultat la valeur de z. 

389. Prenons pour exemple réquation 
^ ¿ j ^ y i d x + x j d x : en faisant j r = z x , nous trouverons 

¿ j = z á x -f- xdz , 

et, en substituant ees valeurs, réquation deviendra 

x*zdx -f- x^dz = z ^ d x -f- zx^áx ; 

réduisant etdivisant para:3, facteur commun, on obtiendra 

xdz 3 = z^dx j 

cetle équation étant divisée par za et par x , donne 

dx dz 
~x "~ 

et en intégrant , on aura 

log x = ~ - - f C = - - + C == - - 4 . C. 

Sgo. Prenons pour second exemple l'équation 

T 4r == j d x ; 

en faisant disparaitre le dénorainateur, on voit que tous les 
termes de cette équation sont de deux dimensions; ainsi, 
nous supposeronsf j - r ^ x ; et en réduisant, cette équation 
nous donnera 

4 r ^ z (» - z ) . 
dx (1 - f z) ' 

Éíém. de Cale, dijf. !« 
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meltant pour sa valeur tirée de l'équation y = Z.T¡ 

on aura 
x á z Z ( Í — z) 

transposant Ü dans le second membre, et re'duisant au 
méme dénominateur, on trouvera 

í f = = - . C i - ± _ i ) d z , 
X 223 

et enfin 

Xoax = — f — — f ^ — - {logz - f C 

891. Lorsque Péquation proposée, outre les termes Aa:Py?,, . . . 
Bxv'yi' -f- etc. , contient des polynomes tels que 

(MxO'' + Na:r>,' - f etc.)1*!*, (P^ír" •+ Qa:*'/"' + e t c . )^ , 

les variables seront encoré separables si Fon a 

p + q =:p'-hq' = ( r - f í)A = (r' + i ' ) /c= ( t + u ) l = ( Í ' + M ' ) l (I( 

Pour le démontrer, faisons 

{ r - i ~ s ) k = : n , ( r ' - f - ^ k r z n (107), 

et divisons par tous les termes du polynome 

(Mxrr* + TSxr'y' -f- etc.)*, 

ce polynome deviendra 

"Mxry* + Nxr'jr*' etc. \ * _ S M j " N y ' \ * 
- ) - 7 - + — + e t c . \ 

X* 

OT, les équations (107), nous donnent 

n 1 .y r 
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substituant ees valeurs dans l'expression precedente, nous trouverons 

+ + * . ) ' = [ M g ) ' + N Q - + e t e . J , 

ce qui prouve que lorsque les équations (106) ont lieu, les polyn ornes 
élevés á des puissances , se réduisent, comme Ies autres termes, á des 

fonctions de~. 

y 
Par conséquent, en faisant ~ = z) ou plut6t, y=zzx , l'équation peut 

se réduire á une fonction de *. Pour en donner un exemple, soit 
xdf — ydx = diic{/x*~-y* (108). 

Cette équation écrite ainsi, 

x'yods —ytxoáx = dx {x*f0 — x ° f * y , 

on voit que les équatíons (106) sont satisfaites; ainsi, nous ferons y — zx, 
et par conséquent 

á y , <iz 
dx dx 

substituant ees valeurs dans l'équation (108) , réduisant et divi«ant par 
le facteur commun, on obtiendra 

da . / 
da: 

eí par conséquent 

intégrant, on írouvera , art. 273, 

log x •=. are (sin = -f- C , 

ou, en remettant la valeur de z , 

log x m are ^sin = - f - C. 

392. En general, lorsqu'on a une fonction homogéne des 
variables j , z,etc., on peut toujours separar ruñe des v a­
riables, par exemple x , en faisant j - = ¿r, z = n x , etc. {*). 

(*) Voici cecalcul : soit Mdx-f-Ndr + Pds = o, une équation ho­
mogéne, dans laquelie M , N , P , sonl des fonctions des trois variables 
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SgS. On emploie quelquefois des exposans indétenninés 
pourrendre uneéquation homogéne : soit, par exemple, 
réquation 

aj-mxndx - f bxPdx - f cxidy = o; 

on supposera^ = zk; et comme l'exposant k n'est pas une 
variable, mais une constante inconnuejOn difFérencierapar 
Tart. 1 8 , et Ton aura 

d j - = ¿zfc-'dz et ym=zzhm; 

en substituant, on obtiendra 

aflz^ítMar -f- bxPdx - j - c k x i z ^ d z = o j 

cette équation sera homogéne si Ton a 

km - \ ' n = p , q k — l = p ; 

x , y , z ; ees fonctions M , N, Pcontiendront des termes tels que AxPyizr, 
BxPyi'zrf, CxP"yl"zr"y et Ton nura p+q-^-r= p,-\-q'-^r'—p"+ci"-{-r"=n. 
S i dans l'un de cas termes, par exemplp, dans h.xJ>yizr, on substitue les 
valeurs y z = t x , s = ux} ce terme deviendra 

AxPtixiwx' = xP+i+r x A í i w = xnÁtiur; 

la méme chose ayant lieu pour les autres termes, si Pon y substitue les 
valeurs de / et de z, réquation Mdx + Nd.r -j- Pd¿; = o aura xn pour 
facteur eommun; supprimant ce facteur et observant que dy e tdüse 
chaugeront en d.tx et en d.ux, elle prendra la forme 

y (í , u) dx -f-F (í , u) d . t x + f { t , u)d.ux = o-t 

et, en exeoutant les diÉférenciations indiquées, on aura 

cp (i, u)dx + F (í, u) {tdx + . ardí) -{-f{t , u) (udx + xdu) = o; 

d'on Pon tirera 

[? (í , u) - f fF (í, w) + u / ( í , M)] dx = - i [F (í, «) di + f ( t , u) dú]; 

et par conséquent 

— ~ ' F(¿> ") d<•*-/(<, ")dM 
x ~ ? (í ,u) + ÍF (t, u) + uf{t, u) i 
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éliminant l'indéterniinée k , on trouvera 

p — n , 
m 

équation de conditiou qui doit avoir lieu pour que la pro-
posee puisse étre homogéne par la substitution de 

394. I I existe, sur les fonctions homogénes, un the'oréme 
important que nous allons de'montrer de la maniere sui-
vante : 

Soit M d x - f Ndj* la différentielle d'une fonction homogéne 
z entre deux variables x et j " , nous aurons done l'e'quation 

Mdx -f- Ndjr = dz . . , (109). 

Faisant,^= q , et de'signant par n la somme des exposans 

des variables, d'un des termes de â fonction z , on trou­
vera, art. 387, 

et Ton se rappellera que Q ne contient que la seule variable 
q, attendu que la fonction d'ou provient Q ne renfermait 

que des termes en qui se sont changés en ^ par la subs-

titution de ^ á la place de1^. Cela posé, remplagons, dans 

réquation (109), j par sa valeur q x , subslituons Qxn á z 
et appelons M' etN'ce quedeviennentalors M et N ; Tequa-
tion (109) se transformera en 

M ' d ¿ c 4 - r d . ^ = d(Qa:n).. . ( n o ) ; 

la diíFérentielle de qx (art. i4) étant q á x + x á q , si nous 
mettons cette valeur á la place de d . ^ r , nous obtiendroas 

(M' 4 . Wq\dx - f K'xáq = d(Qa:«); 
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ce qui nous apprend que la diíFéreatielle totale de Qx* est 

(M' 4- K q ) dx + W x d q ; 

mais enefíectuant la diíFérenciation indique'edans lesecond 
membre de l'équation préce'dente, la diííérentielle totale 
de Qxn est aussi 

Q . n x ^ d x + xndQ; 

ou plutót, parce que la diíFérentielle d'une fouction Q de ^ 
est de la forme F q . d q , 

Qnxn~ldx - \ - F q . d q . 
Comparant ees deux expressions de la diflerentielle totale 
de Q^n, nous voy ons que leurs premiéi s termes représentent 
également la diíFérentielle de Q-r" prise par rapport á x. 
Nous aurous done 

si dans cette équation on rernet j - au lieu de q x , M' et N ' 
redeviendront M et N , et ron aura 

M -f- N — = «Qa:»-1, 

ou ''' j . , ' ' ' 
M r - f == nz. .-. . 

3g5. Ce théoréme peut s'appliquer á des fonctions l io-
mogénes d'un nombre quelconque de variables; car si Ton 
avait, par exemple, l'équation 

U d x -f- Ndjr + Vdí ~ dzj 

dans laquelle la dimensión fút íoujours n , i l suffirait de 

^a"e x Z=: '̂> x ^ ?' PóurProuver5 par un raisonnement 
analogue á celui que nous avons employe', qu'on doit avoir 
x ~ xnF {q, r ) , et par suite 
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Des conditions d'intégmbilité des fonctions de 
deux variables. 

396. Lorsqu'oiv a une différentielle Máoc -f- Ndj- = o, 
on ne peut pas affirmer qu'il existe toujours une équation 
qui, étant diflerenciée, donne la proposée : car, si Ton 
différenciait, par exeraple, r é q u a t i o n / ( x , j ' ) = o, el qu'on 
en tirát m á x + "4/ = 0i 011 pourrait inultiplier cette 
équation par une íbnctioii de et obtenir une équation 
Mdx -f- Ndjr = o dont les coefficiens M et N seraient 
diíFérens de m et de ra; par conscquent, Féquation 
'M.áx Ndjr = o ne résulterait plus du seul procede de la 
dilFérencialion de 

I I en serait de mema si Fon corabinait arbitrairement 
m á x -f- n á j , = o, avec Féquation primitive f { x , j ) ~ o ; 
par exemple, en éliminant un cu plusieurs termes entre 
m á x 4- « d j = o et f { x ¿ j ) = o, on pourrait obtenir une 
équation 

M ' d r - f N ' d / - — o? 

dans laquelle les coefficiens différentiels M'e t N' seraient 
diíFérens de m et de n. 

897. Une équation qu i , telle que m á x -f- ñ d j = o, a 
été obtenue par le seul procede de la différenciation, se 
nomine une différentielle exacte; 11 en est de méme de 
íoute fonction diíFérentielle qui ne serait pas égale á zéro, 
mais qu'on aurait trouvée par le seul moyen de la diffé­
renciation. Lorsqu'une équation d i f f é r e n t i e l l e . . . . . . . . . 
M á x -f- Ndj- = : o, n'est pas une différentielle exacte, on ne 
peut songer á l'intégrer que lorsqu'on Fa rendue une diffé­
rentielle exacte par quelque opération préparatoire. 

398. Euler résolut le premier ce probléme important t. 
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I o . Une équation différenlielle étant donnée, déíerminer 
comment on peut reconnaítre lorsquelle est une differen-
tielle exac í e? 

2 o . Quel est lé^mqyen d'intégrer cette équation ? 
Avant de donner une solution de ce probléme, je rap-

pellerai que, d'aprés notre convention , art. 54, Fexpres-
dr 

sion — nous indique que la fonction z de a: et de j r , a été 

diíFe'renciée par rapport á ^ , et divise'e par á x (? ) ; si en-

suite cette fonction ^~ est diíférenciée par rapport á une 

autre variable j " puis divisée par ó y , nous e'crirons ainsi le 
résultat de cette opération : ^ g - ^ . Si, au contraire, on 

eut pris d'abord le coefíicient diííérentiel de z par rapport 
á et ensuite par rapport á a:, on aurait écrit ainsi le 

résultat de cette opération . 
r á j a x 

Lorsque z est une fonction de trois variables x , y ¡ u , une 
d3z 

expression telle que —r—,—^- indique qu'on a pris d'abord 
le coejfficient difFérentiel de z par rapport á x , et ensuite le 

dz 
coefíicient diíFérentiel de ^ - par rapport á j , et enfin, le 

(*) Soit dz = Ada: + B d ^ C d í , etc., la diñérentielle totale de ̂ } 

le rapport — n'est autre chose que le coefíicient différentiel A. Si Ton 

demandait le rapport de A d r -f- Bdr + Cdí , etc., a da:, i l ne faudraií 

donc¡pas le représenter par ^ : dans ce cas, le rapport de la différeE-
dar 

tielle totale á da- s'écrira de l'une des manieres suivantes : 

vr dz CU —¡- i 
dx da-
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coeíficient différentiel de par rapport á «. Pareille-

ment, l'expression indique qu'on a efifectué cinq 

différenciations successives sur z, les deux premieres par 
rapport a x , et les trois autres par rapport á j r . 

899. Cela pose', le théoréme d'Euler repose sur la propo-
sition suivante, qui a éte' démontrée, art. 174. 

S i l'on a une fonction % de deux variables x eí y, et 

qiCon prenne le coeJ]ficieni> différentiel de z , d'abord p a r 

rapport a s . , et qu'on prenne ensuite le coefficient différen­

tiel de , p a r rapport á y , on aura le méme résultat 

que s i l'on eút d'abord pris le coefficient différentiel de z 
par rapport á y, et ensuite le coefficient différentiel de 
"2 , •,. ' , ' , . .. •am) . 

p a r rapport a x : c est ce qu on exprime en disant que 

d2z fcz 
á x á j r dj-d x ' 

400. Si l'on a, par exemple, z — x2 4- ^JT, on trouve 

dz , áz 
d i ~ ^ + ^ ¿ p ^ * ' 

et par conséquent 

á x d j r ~ djrdi* 

401. Cela pose', soit z la fonction dont la différentielle 
est Mda: -f- Nd j - ; on a 

dx A j 

premiére de ees équations, différenciée par rapport a j ' , 
4onnera 
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dM d2z 

la seconde, différeiiciée par rapport á x , donnera 

dN _ d2z 
dx á j - á x ' 

Les seconds termes de ees équations étant idenliques, i l en 
résulte que 

dM dN , s 

& * * W T ( i n ) ; 
toutes les fois que cette équation de condition aura lieu, la 
diíférentielle proposée sera exacte. 

4 0 2 . Je recomíais, par exeinple, que Fexpression.,. 
{2x—- j ) dx — x d j - est une diíFe'rentielle exacte, parce 
que 

dM _ dN 
dj1 d x ' 

L'expression 

( j * - f 3x2) dx + (Sj'9 - f a x j ) d j 

est aussi une diíFérentielle exacte, car 

dM _ _ dN 
d j - ^ d^" 

403. L'équation j d x — x d j — o n'est pas une diíFéren-

tielle exacte, puisque ^ = 1 et que -= - 1. EneíFel, 

cette équation derive de celle-ci 

j d x — x á y 

r 

trouvée immédiatement par la difFérenciation, et Jans la-
quelle on a supprhné le diviseur commun j 2 ; en le resli-
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luant, on aura M = N — — ~ , et la conditiou 

dM dN r ^ft — _— sera remplie. 

Ves conditions d'intégmbilité d'unefonction des variables 
et de leurs eoefficiens dijférenliels successifs. 

404. L a variable independante étant a?, soient 

et ainsi de suite. S i l'on prend une expressíon YAx dans laquelle V soit 
fonction de de y , de de etc., 11 faudra pour que \ á x soit une 
différentielle exacte, qu'elle provienne par la différenciation d'une cer-
taine fonction que nous désignerons par ^; nous aurons done \ á x = ¿ á z , 
ou plutót 

V = ^ d 2 . . . . 
,,»<.„ - g - u í j t i i i í v i s •; i/viaado uo" ¡a á9 • «Tj ign 

Supposons que V ne contienne que x et y, et que les eoefficiens 
différentiels p etc/; c'est-á-dire qu'on ait 

v = F ( ^ ^ r . Í ) , - - - - - - -
dy ú.*y 

l'expression Vdx , á cause des coelüciens différentiels — et -v—qu'elle 
dx dx1 

renferme, appartiendra au second ordre; i l en sera done de méme de 
áz; par conséquent z devra étre une fonction du premier ordre, et ne 
contiendra point q. Ainsi l'on aura en la différenciant 

, d¿ , d.5 , dz , 
d z = - d * + ~ d y + ~ d P . . . . ( „ 4 ) ; 

mettant cette valeur de dz dans l'équation (II3) ? on obtiendra 

faisant passer le diviseur dx so-as la parenthése, on aura 

dx dy ' dx dp ' dx, 

mettant au lieu des eoefficiens différentiels , leurs valeurs donnees par 
les équations (na), on trouvera 
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dz dz , ds , 

Soit maintenant 

dV =• Mdx -f- Ndjr + Pd^ + Q d ^ . . . . (i i6), 

les équations (II3) et (u5) vont nous fournir les moyens de déterminer 

les coeííiciens M, N, P. O en fonction des ceofíiciens différentiels ^* , 

^ ,etc. Pour cet effet la valeur M = ~ , tirée de l'équation (i 16), étant 

mise dans l'équation (n3) différenciée par rapport á a:, on a 
1 & z 

dx dx 
on trouvera de méme 

dV „ i d*z , , 
dr dx d ? ^ ' 

dV -«jp iitiUonol ¿ai»;} 
A Tégard de P, le coeíficient différehtiel qui en est la valeur, se 

trouvera en diíferenciant l'équation (II5) par rapport kp et en divisant 
par dp; et, si l'on observe que d.uv=. udv + vdU) on aura 

dV d*z . dz , da2 , d'íf d^ d^ 
d ^ o u P = d ^ + d > + d 3 ^ r + W ^ + ' i p i p - ^ ^ 

do 
Or, le terme affecté de -J- est nul, car 

dp 

d̂ r da^ dp di d.coMííareíe 
d/7 dxd^ do; dx dx ' 

et comme une constante n'a point de différentielle, nous supprimeron» 

le terme affecté de ^ (*), ce qui réduira la valeur de Pequation (118) a 

p _ d¿ d ^ d'i: d»5 . 
v - ~ d ¿ + d ñ r p + d j d p p + d i ^ - - - -

Cette valeur va se simplifier; car l'équation ( n 4 ) , étant différenciée par 
rapport á p, nous donne 

(*) S i , au lieu des seuls coeííiciens différentiels p et 9, on avait encoré 
r, s, t, etc., en suivant la meme marche, on tomberait sur Ies expres-

dr ds dt 
dj,' fy' d^' 

verait facilement que ees expressions sont nuiles. 
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cten divisantpar d^-, on a 

d i d x ^ d/d^ P dp* 'h 

Cette valeur des trois derniers termes de l'equation ((19) la réduira k 
dz , 1 , dz 

P — U — d —• 
dy dx dp 

En opérant de méme par rapport á Q, on trouvera 

O — ~ + ~ d 
" d̂ » dx dq 

et comme, dans notre hypothése, la fonction z du premier ordre ne peut 
renfermer d'y et par conséquent 7, il faudra supprimer le terme oú entre 

—, ce qui réduira la valeur de Q á 

en resume, nous avons 
. 1 d*z 1 , dz 

M = t — j - , N = - - d . — 
dx dx dx dy 

djr dx dp dp 

(120). 

II ne s'agit plus que d'éliminer entre ees equations la fonction z , qui 
nous est inconnue; or, en considérant les coefficiens différentiels qui s'y 
rencontrent, nous voyons qu'il en existe de deux sortes qui sont communs 
i 1 • 1 . . dz dz . , . 
a plusieurs de ees equations : ce sont et í111 entrent dans les va-
leurs de P, de N et de Q. Cherchons á éliminer ees deux coefficiens diffé­
rentiels entre nos trois equations: pour cela, nousremarqueronsque la 

différentielle de ^ qui entre dans la valeur de N est celle du teme ~ 
dr dx 

qu'on trouve dans la valeur de P ; nous différencierons done l'équation 
qui a P pour premier membre, et en divisant par dx, nous trouverons 

dP i_ ^ dz 1 ^ dz 
dx dx ' df dx1 dp̂  

par conséquent en retranchant de cette équation la seconde des équations 
(120), nous obtiendrons 

dP ^ 1 , dz 
5 N = 3— d» — . 
dx dx» dp 
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11 nous reste encoré ic i un terme qui contieno e; mais nous rélini¡ne. 
rons a l'aide de la quatriéme équation (120), différenciée deux fois, ce qui 
nous donnera 

dP daQ , . 
N — \~ = o.. . . (121). 

á x dxa 
Telle sera l 'équation de condition qui devra avoir lieu, pour que V étant 
fonctiondea7,de > , de p et de q, rexpressionVdxsoitunedifférentiel le 
exacte. 

En généra l , si Ves t une fonction de.r, de y et des coefficiens diffé-
rentiels p , q , r , s, t, etc., on trouvera 

dP d 'O d^R . d4S d ' T , t 

4o5. Par exemple , si Pon avait mAx -J- n á y , en mettant cette expres-
sion sous la forme {m - j - np)dx, la fonction V serait dans ce cas égale á 
m -f- np, et Pon en déduirait 

dm dn „ 1 JT1 1 /dra , , d?í \ dn i dn 
d r dr ' dx dx Vdx dr / d-r d)1 ' 

; * 
ees valeurs de N et de — dP mises dans l'équation N — -r- dP = o, la 

úx • , dx ' 
convertiraient en 

dm dn dn dn 
i r dr 

et en réduisant on trouverait 

d r dr ^ d x dyP 0 

dm dn 
dy d x ' 

ctí qui est Péquation de condition ( i 11) del 'ar t ic lé 4 0 1 . 

Intégration des fonctions de deux variables qui 
remplissent les conditions dintégrabilité. —-
Recherches des jacteurs propres á rendre inte­
grables les équations qui ne le sont pas iminé-
diatement. 

4o6- Proposons-nous maintenant d'intégrer une diíFéren-
íielle á deux variables, lorsqu'il a été reconnu qu'eüe est 
exacte. Pour cet effet, nous remarquerons d'abord que 
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lorsqu'une fonction u de x et d e j , par la diíFérenciation , 
a donné Md^ 4- ^ V , ^ terme m x a été obteilu i en re-
«ardant jr comme constant. Par conséquent, lorsque nous 
i'otégrerons la par tie Mdr , la constante que nous ajouterons 
pourra renfermer ¡fc et en la représentant par Y, sauf, si le 
cas l'exige, á regarder Y comme une constante ordinaire , 
nous e'crirons 

M = = / M d x - f Y = o . . . ( i23) . 

Cette équation étant celle qui , par la diíFérenciation, a 
dú nous donner Mdx - j - Ndjr = o, i l su i tde lá que N n'est 
autre chose que le coefficient diíFérentiel de f^l láx -}-Y, par 
rapport á j . 

En effectuant cette diíFérenciation , nous aurons 

N _ d / M d x dY_ 
"~ d r á j ' 

on tire de cette équation 

dY _ N á f m x 
djr — dj- ' 

et en intégrant, 

cette valeur de Y mise dans l'équation ( i33), on obtient 

^ / M d . + ^ N - ^ d , . . . ( , .4). 

I I est á observer que N - ne renferme pas x , 

puisque cette expressiou, multipliée par d j - , doit d 

pour intégrale une fonction Y de la seule variable j . 
onner 
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d / M d * , 
407. Pour démontrer que l'expression JN — n est pas lUle 

fonction de x, nous en prendrons le coefficient diíférentiel par rapport 
á x, et nous aurons 

dN^ _ cI(d/Mdx) 5 . 
dx dyAx K n 

et en changeant l'ordre des difíerenciations, la seconde partie de cette 
exprés sion deviendra 

/ d f M d x \ 
d(d /Mdx) d V dx ) 

dxdy ~~ dx 

or, l 'intégrale / M d x ayant été prise par rapport á j r , la diíférentielle de 

/ M d x , relativement á la méme variable x, sera Mdr ; done = M , 

SdfMdxS 
. v. dx y . dM 

ce qui réduit l'expression — a ~ j substituant cette valeur 
, rx -dN d M 

dans l'expression (lao), nous aurons ^ -^y; o r , cette quantité est 

nulle d'aprés l 'équation de condition d ' in tégrabi l i te ; d'oú i l suit que la 

dlflerentiellede N — i ^ ^ ^ p a r rapport á x , est nul le , ce qui prouve 

que cette expression ne renferme pas x. 

4o8. Au moyen de la formule (124), on peut intégrer 
toute fonction de deux variables qui satisfait á la condition 
d'intégrabilite. Prenons pour exemple, 

(Qxj- ~~jr*)dx (3^ 2 X j ) d j . . . (126). 

Comparant cette expression á Mcbr - f Ndj-, nous avons 

6 x j — jr i = M , 3ar2 — 2 a r j = N . % 

Par coaséquent, la condition d'intégvabilité est remplie, 
puisque Von trouve 

_ 6 r _ dN 

intégrant l'expression { 6 x j — y ^ d x , dans l'hypothése de j 
constant, nous aurons 
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substituant cette valeur et celle de N dans l'équation (124), 
nous obtiendrons 

La partie aíFectée du signe d'iníe'gration, en exécutant la 
diffe'renciation indique'e, se réduit á 

et, enótant le signe d'integration, on a une différenlielle 
dont les termes se détruisent: i l suit de la que l'expression 

est constante, vu que toute quantité dont la différentielle 
est nulie, est constante; d'oü i l resulte que l'inte'grale 
cherche'e est "itx^y — y^x -f- constante. 

409. Si Ton n'eút pas voulu employer la formule trouve'e 
par l'art. 406, on aurait pu faire directement le calcul 
de la maniere suivante : 

On intégrera l'expression (126), en regardant j comlhe 
constant, et Toa aura 

/Mda: = / ( 6 x y — j * ) á x 4 -Y, 
ou 

u = 3x2j — j r ^ - f Y . . . (127); 
différenciant cette équation par rapport á j ' , on ob-
tiendra 

dy d y 
dn , . 

^ n etant autre chose que la coefficicnt de d j dans í 'éx-

pression (126), nous avons aussi 
Élém. de Cale, di//, 20 
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. d / 
dY 

comparant ees valeurs, nous trouverons = o, et pai 
conséquent Y = constante; mettant cette valeur dans i'é-
quation ( 1 2 7 ) , nous trouverons 

u = 3 x y ~ X^x -f- constante. 

4io. Soit encoré la fonction 

{ v j ' x -f- 3j"3)(ix (2a:aj - f gxj2 + 8jr3)djr ; 

si 011 la compare á l'expression M d r -f- Ntlj-, on tro uvera 

M = 2jrs^ + 3r3, N = + 9 ^ " f 8j3; 

et comme l'on a 

dM 9 dN 

la fonction propose'e est une differenlieíle exacte. Intégrant 
par rapport á x , nous aurons 

f W á x r=jr2íca4- Z j z x -f- Y, 
ou 

w = j ^ x * 4 - Sj-̂ .r 4- Y; 

différenciant cette expression par rapport ájy, on obliendra 

du á j j ^ x ^ Z j ^ x ) dY 
á j djr d / ' 

d une autrepart-^ representant le coefficient de djr dans 

l'e'quation proposée, nous aurons encoré 

^ — i x y 4- g.rj* 4. 8r3 ; 
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de ees deux valeurs de ~ on tire cetfe équation 

et en aíFectaut la différenciation indiquée par rapport 
á J , on a 

dY 

zx* j 4 - C j j ' x + = + + 8^3' 

équation qui se re'duit á 
— = 8 j r - ; 

done 

et par conséquent l'intégrale clierche'e est 

u as ^ ' . r1 -f- 3^3ar -f- a j ^ - j - C. 

4i i . On a vu, art. 4o3, que re'quation y & x — x & j = o 
n'était pas une différentielle exacte, parce que cette équa­
tion avait perdu le facteur commun ; on sent done qu' i l 

peut exisíer des équations qui , telles que celle-ci, ne sont 
pas immédiatement integrables, mais qui le deviendraient 
si Fon pouvait restituer ce facteur. 

412. Soit en general l 'équation Pd,r 4- Q d = o, qui 
est une difíerentielle exacte, etz le facteur commun, que, 
pour plus de généralité, nous supposferons une fonction 
de x et de j - ; nous aurons 

P==Mz, Q = Nz. 

Si Fon substitue ees valeurs dans l'équation précédeníe, 
le facteur commun a disparaítra, et Fon aura 

Mdcr ~h N d j = o (128). 
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L'équation Pda: + ^)dj" = o etant une difierenüelle exacte 
par hypothése, on aura 

dP _ cIQ 
djr d x ' 

mettant pour P et pour Q leurs valeurs, cette équatiou 
deviendra 

~ á y á x * 

et en de'veloppant, on trouvera 

^ . + (I29). 
dz dá 

4i3. Lorsque le facteur commun z est constant, — et — 

étant nuls, l'e'quation (129) devient 

dM _ dN 
djr á x ' 

etpar conséquent la condition ne'cessaire poür que l'équa­
tion (128) soitune difíerentielle exacte, est remplie. Mais, 
lorsque z est une fonction de x et de j r , la de'termination 
de z de'pend de l'équation (129); or, cette équatiou est plus 
difíicile á intégrer que la proposée, qui ne renferme que le 

seul coefíicient differentiel tandisque réquation (129) 

renferme les deux coefficiens difieren liéis — et ^ , et 
á x ú y 

contient trois variables x , y , z. 
4i4- Si l'équation est homogene, i l est tres facile de 

déterminer ce facteur; car soit Mdx - f Ndj-==o, une 
équation homogene, qui devíenne integrable par la mul-
tiplication d'une fouclion homogene z de x et de j ; appe-
lant u Fintégrale de l'équation zM.áx aNd^ = o, on a 
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zMáx 4. íNdjr = (i 3o) ; 

cette équatioa eíant homogéae, on en déduil , art. 8 9 4 , 

z M x + z N j = / I M . . . . ( Í 3 I ) ; 

or, si la dimensión de M est représente'e par m , et celle 
de z par ^ , la dimensión de l'un des termes zMx, zNjr 
sera done m + k - \ - i ; cette valeur étant mise á la place 
de n , dans réquation precedente, nous aurons 

zMx -f- z N j r = (m - j - ̂  -H O u ; 

divisant l'e'quation (i3o) p*ar celle-ci, nous trouverons 

M d r + N d j ' du 1 

Le second membre de cette e'quation e'tant une difíeren-
tieile exacíe, i l en doit étre de inéme du premier; d'oú 

, , ' , i,. . .... 
i l suit que ^oi* étre un facteur propre á rendre 

inte'grable Fequation homogéne Mdr + Ndj^ = o. 
4 i 5 . Si le facteur commun z, qui doit rendre homogéne 

' ' ' ^ , ' . ; • - -v- dz 
la proposée, n'est fonction que de , on a — = o, ce qui 

réduit réquation (129) á 

záM Ndz dN 
djr dx da:' 

d'oü Ton tire 
M z A l M dN> 
do: \ d j -

€t par conséquení 

dW\ 

dz { ó j - da: j 1 
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integran t , on a 

losz ^ J V i L Z T ~ / da ^ / i ( d 7 ~ d í ) d a ; ' 

multipliant par log e, changeaat le coeíHcient de loge en 
exposaut, et passant aux nombres, on trouve 

. . . . U33). 
J s K 

I I ne s'agira done plus que dejnultiplier réquation pro-
posee par ce facteur z, pour qu'elle devienne une différen-
tielle exacíe. 

416. Soit, par exemple. j - á x —cedj- ~ o ; on a 

au nioyen de ees valeurs la formule (i Sa) nous donne 

d'oú Fon t i re , en inte'grant, 
' " V ; : i ' • • ' •;;'Y?;i(T;' 

logs=: — 2 l o g ^ - f lo§ G ~ — iog x2 -f- logC = log —; 

' 1 • • ' '' c" 
et en passant aux nombres, on trouve z ~ — : par consé-

Cf y i \ JC CCÍ\ y*} 
quent l'expression ^ — — ¿-L sera une difíérentielle 
exacte. 

417. On peut trouver une infinite' de facteurs qui jouis-
sent de la méme propriq'té. En eíFet, soit z un facteur 
qui rende exacte réquation Mzd^-f- N z d j r ^ o ; en repre­
sen tant par u Tin légrale de cette équation, nous aurons 

Mz&x 4 - Nzdjr ~ d« ^ 
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muiúpliant les deux menibres par q>u, nous obtiendrons 

La forme de cpu étant arbitraire, nous pouvons faire, par 
exemple, <pu — iu% et aiors ziS&u étant une différentielle 
cxacle, 

2Ms(]VIztlar - f Nzdj-) = 2Msd« 

en sera aussi une ; done le facteur izu* aura la proprie'té 
de rendre integrable rexpression 

M d r 4- I í d j - = o. 

On vroit qu'on peut faire une infinité d'autres hypothéses 
sur q>u. 

Des conditions d'intégrabilité des fonctions de trois et d'un 
plus grand nombre de variables. Inlégration des é q u a -
tions de trois variables qui y satisfont. De Véquation de 
condilion qui a lien pour que Vintégralion des équations 
différentielles a trois variables depende d'un facteur 
commun, et des mqjens de satisfaire a la proposée , 
lorsque celte équation de condilion n existe pus , ' 

4i8 . Proposons-nous de délerminer les conditions d'intégrabilite de la 
différentielle d'une fonction de trois variables x, y, z \ cette fonction 
étant représentée par u, nous aurons 

d a ^ M d x - f - N d j + Pd^. . . ( i34) ; 
par conséquent , 

M = - N == - " P = - . 
dx' dy' áz 

On peut combiner deux á deux ees équations , de trois manieres diffé--
rentes : 

n ^ T» , du ... 
i0 . ~ = M et — = N , dx d r 

. 0 . = M et & = P, ax d^ ' 

3°. = N et — = P. 
&y~ d i 
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Par une demonstration analogue á celle que nous avons donnce pré-
cédomment , on déduira de ees équations celles-c¡ : 

En gcnéral, s'ü yare variables, on aura autant d'equations de condi-
tionque ees variables peuvent donnerdeproduitsdistinctsdenxik deux, 

et par eonséqiient n(n~1} équations de condition. 

419. Lorsque la différentielle du est nulle, réquat ion (i.34) se ré , 
duit a 

Mdx 4- N d r + Pt'íJ — o j 

mettons-la sous la forme 
d^ 5= mdx +• nd^ (i36), 

en faisánt 
M N ' 
p = — ^ — = — « , . . . (137). 

Or, si nous regardons z comme une fonction de x et de / , nous pourrons 
traiíer Féquation (i36) comme si elle ne renfermait que ees deux va-, 
riablesj par conséquent, la condition d'intégrabilité se réduira á celle 
de Part. 401, c'est-á-dire qu' i l faudra que la différentielle de m, prise par 
rapportájr , e tdiviséepar cette variable, spit égaleá la différentielle de n 
par rapport a o:, et divisée par x. Pour obtenir ees expressions, nous re-

inarquerons que la premiére ne sera pas seulement mais devra avoir 

un second terme provenant de la diíférenciation de la variable z , regardée 
comme fonction d e / ; ce terme sera done représente , art. 26 et 66, par 
ám dz 

Ce que nous disons de la différentielle totale, prise par rapport 

a r , devant s'appliquer á la difieren tielle totale, prise par rapport á a-, 
réquat ion de condition ( m ) , art. 401, sera, dans le cas présent , 

ám ^ dm áz án dn dz 
dr dz dy d x ^" dz d x ' 

transposantetobsorvantquo, d'aprés réquation (i36), ~ = m, et que 

dz 
— = n, on a 

dm án dm án 
d 7 ™ d í + ' l d 7 ™ - w d i = 0 í " - ^ 8 > ' 
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Or en différenciant les équations (137), d'aprés l'art. 16, on a 

(\m dy d f dn ^_ dx dx 
= ' ' '' d x ~ P» 5 

p ¿ M _ M d P P ^ _ N d P 
dm N dz dz dra M cb 

" d J ^ P ' ' m d Z - p 

Substituant ees valeurs dans réquation ( i38) , réduisant les deux der-
niers termes et suppnmant le dénominateur commun P3, nous trouve-
rons, en changeanttous les signes, 

P « M ^ - P e + K ^ - S f + M d * = o . . . , ( , 3 9 , , 
dy dy dx dx dz dz v f' 

Telle est réquat ion de condition qui doit avoir lieu pour que z puisse 
élre consideré comme une fonction de deux variables indépendantes x 
ety, c 'est-á-dire pour qu ' i l puisse exister une équation finie entre ees 
trois variables; par conséquent , si l 'on prend au hasard une équation 

,Mda: + N d j -(-Pd5=:o, entre trois variables, avant que de savoir si 
l'équation (i3¡:)) estremplie, on ne pourra pas aliirmer que l'une des 
variables est fonction des deux autres ; c'esí-á-dire que l 'équation diffé-
rentielle proposée nécessite Texistence d'une certaine équation entre 
x , y et^z, ou , en d'autres termes, que cette équation différentielle ait 
une équation unique pour intégrale. 

420. Une équation différentielle á trois variables , pour laquelle Pe-
quation (cSg) ne se réalise pas , était autrefois regardée comme absurde, 
ou du moins comme insigniíiante; Monge, ainsi que nous allons bientót 
le faire voir, prouva que Pon était dans l'erreur. 

Lorsque les équations (i3S) ne sont pas satisfaites, si nous repré-
sentons par x le facteur propre á rendre Mdx + Ndj ' -f- Pda une diffé-
j'entiolle exacte, les équations de condition (i35) deviendront 

d M _ dxN dxM __ dxP dxN _ dxP 
áy ~~ dx * dz dx ' dz dy ' 

effectuant les différenciations indiquées , on obtient 

M dx ^ dx i / d M d N \ 

dx „ dx / d M d P \ 
M d i ~ I fc+Hd7-dj):=0' l — W i 

J : P dx , / d N d P \ 
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Si Ton rnultiplle la premiére de ees équations par P, la seconde par —]\í) 
et la froisiéme par M , et qu'on les ajoute , les termes qui ne sont pas 
én t re les parenthéses se dé t ru i ron t ; réquat iou étant divisible par ce 
ííicteur disparaitra, et i l restara 

d r dx d z ^ dx ^ áz d r ' 

résultat qui n'est antrechose que l'équation (109), et qui s'accorde avec 
ea que nous avoiís d i t sur la lia de l'article (419) ; car, pour que la 
proposée soit integrable á l'aide d'un facteur x , i l faut que, comme 
dans tous les autres genres d ' intégration, elle nous conduise á une 
cqmtion unique entre x , y efz, condition exprimée par l 'équation (iSg). 
Lorsque cette équalion sera satisfaite, la détermination du facteur x ne 
dépendra plus que de deux des trois équations de condition (140), puisque 
leur combinaison avec l'équation (i'kj) reproduira !a troisiéme (*). 

421. Examinons de quelle maniere on peut déterminer l'intégrale ? 
lorsque l'équation (189) est satisfaite. Pour cet eíiét, regardons l'une des 
variables, z par exemple, comme constante, la proposée représentée par 

M d x - f - N d j ' - j - P d z o (141), 

se réduira nécessairement, dans cette hypothése, á 

M d x - f - N d ^ - ^ o . . . . (.142). 

Si cette derrsiére équation n'est pas*immédiatement intégrable, c'est 

(*) Cela est facile á vérifier; en efíet, si l'on avait, par exemple, les 
«loux équations/ 

dx - áh . / d M dN" 
dy dx \ d y dx J ' 

N — — P i í i 4 . x f - - — — — o 
d^ d^r Vdz dy J ' 

en ajoutant la premiére multipliée par P á la seconde multipliée par M , 
ct relranchant de cette somme le produit de l'équation (i3g) par X, 011 
trouverait en réduisant , et en supprimant ensuite le facteur communN., 

M d S " P d x - f H d r ~ d 7 j = 0 i 

ce qui cst la seconde des équations (140). 
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u' i l est possitle que cela provienne d'un facteur commun qui aura 
disparude Féquation (i/Jt). Désignons-le par ?.,>OHS aurons, en le res-
tituant dans la proposee, 

x M d x - i - x m r + — o - ( i 4 3 ) , 

et en faisant z constant, cette équation deviendra 

xMdx -f- xNdr = o — (144). 

O r s i , par un procédé quelconque, nous trouvons un facteur qui rende 
integrable Péquation ( í ^ ) , nous le regarderons comme étant celui que 
nous avons nommé x; alors Péquation (144) devenant une difíerentielle 
exacta, nous pourrons en obtenir l 'intégrale qne nous représenterons 
par V . Cette intégrale sera en général une fonction des variables x , y et 
de z, traitée comme constante; par conséquent elle devra étre complétée 
par une constante arbitraire (art. ^06) fonction de z, que nous désigne-
rons par cpz ; de sorte que nous aurons 

Y •+ fz = o (i45); 

différenciant cette équation par rapport á la seule variable z , on ob-
tiendra 

^ d V 

la quantitc renfermée entre les pareníhéses devant étre identique á celle 
qui multiplie áz , dans ¡'équation (r43), on aura clone 

d'oü Pon tirera 

T, dV daz , ,„. 
xP:=d7 + - d T - - - ^ 6 ) 

dfz dV . . . 
dz dz 

et comme la fonction yz, qui a été donnée par l'intégration-, ne peut 

renfermer d'autre variable que ^ , i l en sera de meme de Done, en 
dz 

vertu del 'équation (147), i l faudraaussi que — s e réduíse á une 
áz 

fonction de la seule variable z. 
11 suit dé ce qui precede, qu'aprés avoir reconnu que réquat ion (rSg) 

est satisfaitc, on regardera Tune des variables comme constante, .zpar 
exemple, ce qui réduira réquat ion (14?) á Péquation (ráa). On exami-
nera ensuite si les deux termes M d x - f - N d r ne peuvent pas devenir 
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integrables , en Ies multipliant par une quantité quo nous avons désignée 
par Lorsqu'on sera parvenú á trouver ce facteur, on déterminera V • 

les valeurs d e \ , d e ^ e t d e P , étant alors substituées dans réquation 

(147) ,ferontconnaitre^f . Parconséquent , en intégrant ^—dz, onob-

tiendra la valeur de yz, qu'on mettra, ainsi que celle de V, dans réqua­
tion (r45), ce qui donnera I'intégrale cherchée. 

422. Soit, par exemple, 

yzdx — xzdj + yxáz = o. • . . (148), 

qui satisfait á l 'équation (iSg). 11 s'agit d'abord d'integrer 
yzáx — xzdy— o, en regardant z comme constant. Pour cela, on écrira 
ainsi cette équation : 

z { j á x — xáj) c=. o ; 

et en remarquant que la partie qui est entre les parenthéses devient la 
• ' x 1 

différeutielle exacte de - lorsqu'on la multiplie par — , on reconnaít 

que, dans le cas présent , on a 
* I _ J ; zx 

x = — , et V = — 
y* y . 

Différenciant done cette derniére quant i té par rapport á z seul, l'ex-
dV ¿r ' 

pression— devient - . Cette valeur et celle de x étant substituées dans 
ds y 

l 'équation (147) ? cette équation deviendra 

dyz P x 
da y 

et comme P n'est autre chose que le multiplicateur de dz de l'équation 
(148) , nous en restituerons la valeur, et nous aurons 

dijsa x x 
di y y ' 

ou plutót 

done (pz ss constante. * 
Cette valeur et cello de V convertissent enfin l 'équation (i45); en 
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— -s^G = o, 
y 

ce qui est l 'inlégrale de la proposée. 
423. Prenons pour second exemple , l 'équation 

Zy&x 4 . arüd/ - f ̂ d z 4- ^ á z =1 o , 

qui satisfaít également á l'équation de condition (iSg). Nous intégrerons 
done zy&x xz&y, en regardant z comme constant, et nous aurons 

zxy -f- ^ — o (149)-

Cette intégration s 'é tant effectuée sans qu'on ait eu besoin de restituer 
un facteur, ou voit que dans le cas present xpeut étre considéré comme 

dV 
étant égal á l 'unité. Ainsi l'expression s'obtiendra en differencian t 

seulement le produit zxy par rapport a z, ce qui donnera — = xy. Au 

moyen de cette quantite et de celle deP, qui est xy + az*, l 'équation 
(147) devíendra 

Amz 
- f - = a-jr + «s1 — xy , 
dz 

ou plutót 
depz 

multipliant par dz, et intégrant par rapport á z: nous obtiendrons 

az3 

yz = - 5 — f - L = o ; 

d'oú nous conclurons que l 'intégrale cherchée est 
xyz ""TT 1 C» 

á 

424, Lorsque l'équation (139) n'est pas satisfaite, on ne saurait ad-
mettre qu' i l existe une équation qui étant différenciée, produise la pro­
posée ; par conséquent l 'équation (147), qui repose sur cette hypolhése, 
ne saurait subsister j c'est ce qui va devenir sensible dans l'exemple sui-
vant : 

Soit done 

xydx — sxdy -|- {z* — y2) ds = o 

une équation qui ne satisfait pas á l 'équation de condition (iSg), 
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Examinons de quoi se compose, dans le cas present, la partie xP — ¿Y 

qui formerait le second membrede réquat ion (147), si cette équation 
avait lieu. Pour cet effet, en regardant z comme constant, nous aurons 

xydx — zxdj = o, 

équation qui devient intégrable si on la divise par ¡ T ; done 

A = : — , et V = x —¿rlogjr ; 

„ dV , 
par conséquent ^p — "¿g a Pour vaIeur 

X f , . , , 

Or, cette quantité étant une fonction de trois variables x , j - , z , ne 
peut se réduire á une fonction de z seul, comme l'exigerait réquation 
(147), si elle avait lieu ; done, dans le cas actuel, cette équation (147) 
ne saurait subsifter, 

425. Soit maintenant Mda-4- ]Nd,r-4- Pds= o, une équation diffemi-
tielle , pour láquelle Péquation de condition (iSg) ne se réalise pas; dé-
signons par x le facteur propre seulement á rendre intégrable la partie 
Mdx-f- ís 'd j ' , prise en regardant s comme constant, et multiplions la 
proposée par ce facteur, nous aurons 

xMdx - f . x N d / -í- xPdz = 0 (i5o) 5 

intégrant la partie xMxLr + xNdj-, dans rhypothése de z constant, Pin-
tégrale que nous obtiendrons pourra étre représentée, comme dans Tar-
ticle 421, par 

V + cps = o. 

La différentielle de cette équation étant prise par rapport aux trois va­
riables , nous ne pourrons en conclure son identité avec réquation (i5o); -
car réquation de condition (139) ne subsistan! pas, i l en résulte que 
réquat ion (i5o) ne peut étre regardée comme provenant de la différen-
ciation d'une autre équat ion; et comme c'est sur cette hypolhése que 
repose réquation (147), on voit qu'alors elle ne peut plus exister : mais 
s ' i l n'est pas permis d'admettre que la proposée provienne d'une seule 
équation différenciée, lorsque l'équation (iSg) ne se réalise pas , chan-
geons done d'hypothése, et regardons cette proposée comme le résultat 
de deuxéquations. Prenant V - j - f z = o pour la premiére , nous pourrons 
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adopter pour la seconde une relation arbitraire entre x, j e t z , pourvn 
toutefois que conjointement avec la premiére, elle entraíne la des-
truction de tous les termes de l'équation (i5o). Supposons done que 
cette relation soit celle qui est donnée par réquat ion (ifo) , equation 
qui ne subsistait plus lorsqu'on exigeait qu'elle satisfit á la proposée j 
mais qu i , dans l'hypothése actuelle, est admissible, puisqu'il est 
facile de reconnaitre qu'avec le concours de l'équation (145) elle satis-, 
fait á Péquation (i5o). 

Eneffet, endifférenciant l 'équation (145) par rapport aux irois varia­
bles, l 'équation (144) nous fournira d'abord les termes qui proviennent 
de la différenciation prisa par rapport kx e t k y ; c&r nous avons vu que 
l'équation (i45) était l'intégrale de l'équation (144) prise par rapport á 
ees deux variables. On ajoutera ensuite aux termes xMda:-f- xNd^ ainsi 
obtenus, ceux qui proviennent de la différenciation de l 'équation (^5), 
prise par rapport á z , et Ton aura de la sorte 

dV dtpz 
xMdx -f- x N d ^ + -z-dz + dz = 0. 

dz dz 

Si dans cette équation on remplace les deux derniers termes par leurs 
valeurs t i réesde l'équation (147) > on obtiendra 

\Mdx -h \ N d / + xFdz = o; 

équation dans laquelle on reconnalt la proposée, et qui est par consé-
quent satisfaite entiérement par les deux équat ions , 

v + r = « « ttí - ^ - í * ' ) . 
cmployées s imultanément . 

, 4^6. Prenons pour exemple l 'équation 

y d j -f- zdx ~ dz; 

si l'on regarde z comme constant, le facteur propre á rendre integrable 
la partie ydy + edx, est 2 ; par conséquent nous aurons * 

í r d j -f- azdx —» 2d¿5 = o (iSa); 

cette équation sera satisfaite par le systéme des deux suivantes : 

y* + 2^^-f p t= o , 2x + ^ + 2 = o (i53). 

En effet, la premiére étant différenciée par rapport á toutes Ies variables, 
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d o n n é f a 

iy &y -f- i-záx "ixáz -f- -i— clz = o ; 

t i rant de cette équalion la valeur de o j á y + a^dx, et la substituant dans 
Péquation (i52), on réduira celle-ci á 

_ ixAz — ds — 2d¿ = o , 
az 

équation satisfaite d 'e l le-méme, en vertu de la seconde des équa-
tions (i53). 

427. Les équations (T53) nous montrent que la forme de la fonction mz 
est absolument arbitraire, et que, par conséquent, si Fon fait, par 
exemple, yz — z'*, on y satisfará aussi par le systéme des équations 

.y*-f-22.r + ^ = O, 2a: -(-322 + 2 = O. . , . (l54). 

428. A u moyen de ees deux équations entre troís variables, on pourra 
construiré {note treiziéme) une courbe á double courbure q u i , dans 
tous ses points , satisfera á la proposée ; mais , si au lieu de prendre 
qz—z*, on prenait pour une autre fonction des , on déterminerait 
uneautre courbe a double courbure, qui satisferait égalementá la pro­
posée j d'oú i l suit que les équations (i53) représentent une suite de 
courbes a double courbure qui satisfont á la proposée, et qui sont liées 
entre elles par la propriété commune que leurs équations ne différent 

entre elles que par les termes représentés par mz et par 

Tkéorie des constantes arbitraires. 

429. Une équation V = o entre or, j r et des constantes, 
peut étre conside'rée córame Tintégiale complete d'une 
certaine e'quation diíFérentielle dont l'ordre de'pendra du 
nombre de constantes que V = o renfermera. Ces cons­
tantes sont nommées constantes arbitraires, parce que si 
Tune est repre'sente'e par a, et que V ou l'une de ses dif-
férentielles soit mise sous la forme / " (x , j - ) — « , on voit 
que a ne sera autre cliose que la constante arbitraire que 
donnera l'intégration de d/(a:, j ) . Cela posé, si l'équa-
tion différentielle en question est de l'ordre ra, chaqué 
intégtation introduisant une constante arbitraire, i l fau-
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dra que V = o, qui est censé nous étre donné par la der-
niéredecesintégrations, contienne au moins n constantes 
arbitraires de plus que notre equation diíférenüelle (*). 
Soientdonc ^ 

l'équation primitive d'une equation diíl'erentielle du se~ 
cond ordre, et ses diflerentielles immédiates ; nous pour-
rons, entre les deux premieres de ees trois équations, 
eliminer successivement les constantes, a et ¿ , et obíenir 

K ^ ' ^ ^ ' ¿ ' ) = O ' ^ C ^ ' A ^ ' 0 ) ^ 0 * * " ( I 5 6 ) ' 

Si, sans connaitre F(^, jr) — o, on parvenait á trouver ees 
d y 

e'quations, i l suffix-ait d'elhniner entre elles -—̂  pour obtenir 
F(.r, j - ) = o, qui serait l'integrale complete, puisqu'elle 
renfermerait les constantes arbitraires a et b. 

43o. Si Ton elimine la constante b entre la premiére 
des équations (i56) et sa difieren tielle immédiate, et 
qu'on elimine de raéme la constante a entre la seeonde 
des e'quations (i56) et sa diífe'rentielle immédiate, orí 
obtiendra séparément deux équations du second ordre , 

(*) Si une equation en x et e n ^ ne renfermait pas n constantes arbi­
traires de plus que l'équation différentielle de l'ordre n , elle ne pourrait 
en étre regardée comme l'équation primitive. Par exemple, l 'équation 

y=zax*, qui nous conduit a = Qax par deux différenciations suc-

cessiyes, n'en est qu'une intégrale particuliére. En effet,cette intégrale 
s'obtient en faisant J = o et c =r o dans l'intégrale compléte , qui est 
X — ax* -f_ Jar -f. c. 

Observons encoré qu'on ne doit considérer que comme une seull 
constante celles qui ensemble affectent une méme puissance de x. C'est 
ainsi que dans cette equation y = (a + ^ + c, on ne compte a + h 
que pour une constante. 

Élém. do Cale. diff. „ . 
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qui ne differcroní point entre elles , autrement les valeurs 
de x et áe j - ne seraient pas les mémes dans Tune et dans 
rautre. I I suit de la qu'une équation diíFévenüelle du se-
cond ordre peut provenir de deux équations différentielles 
du premier ordre, qui sont nécessairement différentcs, 
puisque la constante arbitraire de l'une n'est pas la méme 
que la constante arbitraire de rautre.'Les équations (i 56) 
sont ce qu'on appelle les integrales premieres d'une équa­
tion différentielle du second ordre qui est unique, et dont 
Féquation primitive j ) ~ o est Fintégrale seconde. 

431. Prenons pour exemple l'équation j = ax - f /;, 
qu i , á cause de ses deux constantes, peut étre regardée 
comme l'équation primitive d'une e'quation du second 
ordre. On en tire parla différenciation, etensuite par Yé-
limination de a) 

Wá5>iSu<Í J*l$& f ñ m ' n <f¿ • ̂  7-i, v'. *> "i • 
dx ^ ó x K iJ 

Ces deux intégrales premieres de i'équaíion du second 
ordre que noas cherebo 11 s étant diíFerenciées chacune en 
partieulier, conduisent égalemení, par réliminalion de a 

da T 
et de ¿, á l'équation unique ™£ = o. 

Dans le cas oü le nombre des constantes surpasse eclui 
des constantes arbitraires requises, les constantes excé-
dantes, par la raison qu'elles sont liées aux mémes équa­
tions, n'aménent autune relation nouvelle. Cherchons, par 
exemple, l'équation du second ordre dont la primitive est 

jr ~ - ÜX~ -\~ bx + c (ID8) ; 

en la diítérenciant on obtiene 

t-^.== 4? b (íSt)). 
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L'eümination de b et ensuiíe celle de a entre ees équations 
nous donnent séparément ees deux intégrales premieres : 

V . — x ^ — - « ^ 2 + c, r = ^ - - . T ^ -h - h x + c . . . (160). 

En éliminant 4^- entre les équations (160), on tombe sur 

l'équation primitive (i58). D'un au t recó té , si l'on diffé-
rencie la premiére des équations (T6O) , on trouvera en 
réduisant 

i - - ^ = « . . , . (161). 
á x * 

Si au contraire on eút difíérencié la seconde des équa­
tions (160), on aurait trouvé en'réduisant, 

el xa dx 

équation qui coincide avec celle qui est désignée par le 
n0 161, en remplagant le second membre par sa valeur 
tirce de l'équation (iSg) (*); ce qui inontre que les équa­
tions (160) conduisent á la méme équation par des che-
mins différents. 

433. Appliquons de semblables considérations á l ' é ­
quation différentielle du troisiéme ordre : en diííérenciant 
trois fois de suite réquat ion F(x, j - ) = o, nous aurons 

ees équations admettaní les mémes valeurs pour chacune 
des constantes arbitraires que renferme F(jr, = o, on 
peut en general éliminer ees constantes entre cette der-

(*) Dans le casoa nous neconnaitrions pas Féquation primitive (158), 
onpourrait contester Temploi que nous. avons feit de l'équation (rSg) 
qui en derive. Je répondrai qu'i l suffit d'avoir les équations (160) pour 
en tirer Póquation (159) par rélimination de c. 

21. 
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niére et les trois precedentes équations, et obtenir üu íé^ 
sultat que nous repre'senterons par 

ce sera réquation diíFérentielle du troisiéme ordre de 
F (x, j ) — o, et de laquelle les trois constantes arbitraires 
serout éliminées ; re'ciproquement F(.r, j r ) = o sera l'in^ 
te'grale troisiéme de l'e'quation (162). 

433. Si Ton elimine successivement chacune des cons­
tantes arbitraires entre Fequation F(.r, j ) = o et celle 
que Fon en tirerait parla difiérenciation, on obtiene]ra 
trois équations du premier ordre, qui seront les intégrales 
secondes de Fequation (162). 

Enfin, si Fon élimine deux des trois constantes arbi­
traires , á Faide de l'e'quation F(ar, j ) = o et des e'quations 

ü que Fon en de'duira, par deux diíFe'renciations successives, 
c'est-á-dire si Fon elimine ees constantes entre les e'qua­
tions 

F(*,.r)==o, F(^>r,g)=o, F ( ^ r , | , g ) = o . . . ( , 6 3 ) , 

on pourra conserver successivement dans l'e'quation qui 
provlendra de Félimination, Fuñe des trois constantes ar­
bitraires; par conse'quent on aura autant d'équations que 
de constantes arbitraires. Soient done «, A, c ees cons­
tantes arbitraires ; les équations dont nous paríons, con-
sidérées seulement sous le rapport des constantes arbi­
traires qu'clles renfernient, pourront étre represen tees 
ainsi : 

(pc~o, (pb = o, (r¡a~ o (i64)-

Comme les équations (i63) concourent toutes á Félimina­
tion qui nous donne l'une de ees derniéres, i l suit de la 
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que les equatious (i64), seront cliacune du secondordre; 
on les appelle les intégrales premieres de réqualion (162). 

434. En general, nne équation diíTérentielle d'un ordre 
«aura un nombre n d'intégrales premieres, qui contieu-
dront par- conséquent les coeñiciens dilíe'renliels depuis 

— iusqu'á^-—^- inclusivement, c'est-á-dire un nombre 
darJ u dx" 1 
n 1 de coeíliciens diíFe'rentiels; et Ton voit que lorsque 
ees e'quations sont toutes comiues, i l suffil d'él'uniner entre 
elles ees coefficiens diíFe'rentiels pour obtenir i 'équation 
primitive. 

Des solutions particulieres des équations diffe~ 
rentielles du premier ordre. 

435. Nous avons vu, art. 354 , qu'une intégrale particu* 
liére pouvait toujours se déduire de l'mtégrale complete, 
en donnant une valeur convenable á la constante arbitraire 
que renferme cette derniére. 

Par exemple, si l'on nous donne réquation 

dont l'intégrale complete est 

J -f- í' = {/x* -f- J-2 rt1 ; 

et que, pour plus de coramodité dans les calculs, on fasse 
évanbuir les radicaux par rélévation au carré, la proposée 
deviendra 

(«2 — ^ ) ~ - f 2 ^ r ^ 4 - ^a = o . . . . ri65>. 

da: C(.x 

et Von aura pour l'intégrale complete 
a c j r - f c2 —- - f - ^ = o ( 1 6 6 ) . 

I I est certain qu'en prenant pour c une Yaleur constante 
^jbitraire c=s=2a} on obtiendra cette intégrale particu^ 
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liere : 
l e j -f- 5<a* — x* — o, 

qui aura la propriété de satisíaire á réquation proposée 
(i65) toutaussi bien que í'mtegfale complete. En eíFel, ou 
tire de cette intégrale parüculiére 

2 C ' dx cT 

ees valeurs réduisent la proposée á 

équation qui devient identique, en substituant dans le se-
cond inembre la valeur de ca que nous íburnit la relation 
c = 2a , établie entre Íes cousíaates. 

Pendant long-íemps oncrut que celte propriété de l ' in -
(e;>rale complete était genérale, et que lorsqu'une équation 
(liíTéréníielíe éa x et en j " était donnée, on ne pouvait 
jencontr&r une équation finie entre les mémes variables, 
qui ne íut un cas particulier de l'intégrale coaipléte, en 
donnant, t o mine nous venons cíe ie faire, une valeur ar-
bitraire á une constante; mais on s'apergut enfiu que cela 
n'était pas toujours, et Eider lui-mérne , dans un Mé-
nioire publié en 1766, regardait comnie un paradoxe du 
calcul integral le fait singulier de réquation 

•̂̂  > H> , , x ' ' -f- j -2 = • • • (167) , 

qui a la propriété de satisíaire á réquation diltéren-
tielle(i65) , et qui n'est point comprise dans son inté­
grale complete. En efíét, cette équation étant diíférenciée, 
donne a:dx = — j - á x ; cette valeur et celle d e ^ - f - j ' 
étant substituées dans réquation (t65) , en font détruire 
lous les termes, et néanmoias l'équation (167) n'est pas 
comprise dans i'iníégrale complete; car, quelque valeur 
constante que Yon donne á c dans i'équation (166), ja -
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uiais cette équation ne pourra amener réquation (167), 
puisque la premiére étant celle d'une paiabole, ne peut, 
dans aucun cas, devenir l'équation («67) , qui est celle 
d'un cercle. 

Cette équation (167), qui satisfait á la propose'e saos étre 
renferme'e daus i'intégrale complete , s'appelle une so­
la tion particuliere ou singuliére de la proposée. Clairaut, 
des 1734» avait remarqué ce fait, et Ton crut long-temps 
que ees sortes d'e'quations n'étaient pas liées á Fintégrale 
complete ; Lagrange fit voir qu'elles en dépendaiení, et á 
ce sujet exposa la théorie que nous allons déveiopper. 

436. Soit Md.r -f- Ndj' = o, une équation diíFérentielle 
du premier ordre d'une fonedon de deux variables x et j - ; 
on peut concevoir cette équation comme provenant de 
l'élimination d'une constante c entre une certaine 
équation du mérne ordre , que nous représenterons par 
md:r -f- ndj- — o , et I'intégrale complete F(x, j - , c) = o, 
que nous désignerons par u. Or, des que touí se r é -
duit á prendre la constante c de maniere que réquation 
Mdx- j -Ndy = o soit le résultat de l'élimination, on sent 
qu'il est méme peí mis de faire varier cette constante c, 
pourvu que réquation Mdjr - f Nd r = o ait lieu : dans ce 
cas, l'intégraie complete F(,r, j , <;) — o prendía une plus 
grande généralité, et représentela une infinité de courbes 
de méme sen re, difíerant les unes des aulres par un para-
métre, c'est-á-dire par une constante. Cette liypotliése est 
admissible, puisque, lorsque l'équation Mdx-f-Ndj- — o 
est donnée» i l est dans Tesprit de l'analyse de ne rejeter 
aucun des moyens qui 0111 pu amener cette équation. 

437. Supposons done que I'intégrale complete étant di!-
féienciée, en considerant c comme variable, on ait obtenu 

d ^ ^ ^ d a + ^ d c - . , . . (.68), 
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tíquation que, pour simplifier, nous écrirons ainsi : 
( i j - — pdx ~i-qdc. . (169). 

I I est certa i n que si p resta nt íini, qdc est nul , le résultat 
cié rélimination de c variable entre ¥ { x , j , c) = o et l e -
quation (169), sera le méme que celui de c constant entre 
F { x , y , c) = o et Fequation á j - = ¡ j í l v (*), car l'éqiia-
tion (169), par la raisou que qdc esi nu l , 11 e différe pas 
de d j — p d x ; máis pour qu'on puisse avoir <ydcr=: o, i l 
faut que i'un des íacteurs de cette équation soit nul¿ 
c'est-a-dirc que Von ait 

de - ~ o ou f = o. 
Dans le premier cas, de — o donne c— constante, cointue 

c ela'alieu pour tes intégrales parliculiéres; ce ne sera done 
que le second cas qui pour ra convenir á une solution parli-
culiére : or, q e'tant le coefíicient de de de l'équalion (168) 
ou voit que ^ = 0 revient a 

d r ; ~ . 
^ = 0 ( i - ; © ) ; . 

Cette equation ren fe miera c ou en sera inde'pendante ; si 
elle renfermec, i l peut arriver deirs cas: ou réquaíioa 
<y~ o ne cotitiendra que c et des constantes, ou cette 
«¿quation con liendra c avec des variables. Dans ie premier 
cas, l'équation q = o donoera encoré c zzz constante, et 
dans le second cas, elle donriera c ~ f (.r, j ) ; cette 
valeur. étant substiluée dans l'équalion F(x, j - , c ) = o, la 
<i bangera ea une autre fonction de x et de j r , qui satisfera 
á la propose'e saris étre comprise dans son intégrale com­
plete, et par conséquenl eu .sera une solution singuliére ; 
jnais on aura une intégraie paiticuliére si l'équation 

(*) Ce résultat est par hypolhése Mdr - f N d j xs o. 
(**) Bienentendu que cette équalion renferme coinme cas pavticuliers 

ceux oú Ton aurait c ~~fx ou c ~ fy.. 
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c — f { x , y ) , au moyen de Fintegrale complete, se réduit 
á une constante. 

438. Lorsque le facteur ^ — o de l'équation ^dc=:Q ne 
contient pas la constante arbitraire c, on connaitra si l ' é -
quation q — o donne lieu á une solution particuliere, en 
cotnbinant cette équation avec l'intégrale complete (*). 
Par exemple , si de ^ —o on tire a: = M , et qu'on melte 
cette valeur dans Tintégrale complete ¥{x> j , c) = o, on 
obíiendra 

c =: constante ~ B, ou c ~ J j \ 

Dans le premier cas. ^ = o donne une intégrale pacti-
cuíiére; car cbangeant c en B dans l'intégrale compléte^ 
on ne fera que domier une valeur particuliere á la cons­
tante, tout comme on le fait quand on passe de l'intégrale 
complete á une intégrale particuliere. Dans le second cas, 
au contraire, la v a l e u r i t i t r o d u i t e á la place de c, dans 
l'inte'grale complete, établira entre x ei j une relation 
difieren te de celle qui avait lieu lorsqu'on ne faisait que 
remplacer c par une valeur constante arbitraire. On aura 
done , dans ce cas, une solution particuliere. Ce que nous 
disons de peuí s'appliquer á x . 

439. I I anive quelquefois que la valeur de c se présente 

(*) Dans ce dernier cas., oft^ ne contient pas c, on peut se demander 
comment on á le droít d'égaler q á zéro. Jerépondraí que la valeur qu'oa' 
a donnée á c dans l'intégrale compléte determine l'égalité de 9 á zéro. 
En effet, lorsqwe nous tirons la valeur x = de Féquation 9 = 0 , pour 
la substituer dans F (x , r , c), et obtenir F ( j - , . / r , c), c^est la méme chose 
que de tirer x de F (x, y, c) = o et d'en substituer la valeur dans q. Par 
conséquent, le résultat de cette derniére opération sera encoreF {yj'x, c). 
11 ne s'agit plus qué de prouver que ce résultatest égal ázéro pour consta-
ter qu ' i l en est de méme de 7; or c'est ce qui a lieu, en considérant F ( r , i r , c ) 
comme provenu de la premiére opérat ion, c'est-a- diré de F , jr ,c) = o. 
dans Icquel on aurait mis pour x sa valeur. 
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sous la forme - ¡ cela indique uníacteur coimiiun qu'il faUi 

faire dispara!tre. { Note quatorzieme.) 
44o. Appliquons maintenant cette the'orie á la recherche 

des solutions particuliéres^ lorsque Fintégrale complétc 
est donnée. 

Sóit l'équation 

y ü x — x á j = a \ / á x * -f- dj*4. . . . (171), 

déñt rintégrale complete se determine par le moyen sui-
vaiit : 

Si Ton divise cette cquation par d.r, ^t que Ton fasse 

— = o, on obtient d'abord 

j — p x — a { / i - t - p \ . . . (172); 

diííerenciant par rapport á ¿c et k ¡>, on a 

djr — páa: — xdp = — ^ ^ / i — • 
V7 í -f- p* 

obscrvant que d j - = p d x , cette e'qualion se reduit á 

xdp - f .; ' ,. — = 0 , 
V * + p" 

et Ton ysatisfait en faisant d^or^o. Cetle hypothése donne 
p = constan(e = c, vaíeur qui e'íaní mise dans réqdation 
(172), nous fait obtenir 

j - ~ ex = a ) / 1 c * (173), 

Cette équalion renfermant une constante arbitraire c, qui 
n'élait pas dans la proposce (171), en est done rintégrale 
complete. 

44i• Cela posé, la partie qdc de réquation (169) s'ob-
liendra en différencianl réquation (173) par rapport á r , 
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repardé cotmne seule variable ; en opérant ainsi, dri aura 
¿/cele 

xdc -4 - r - — — O ; 
i + ĉ -

parconséquent, le coefíicient de de, égalé á zéro, nous 
donnera 

x z = (17/í). 

Pour tiégagteí la valeur dec, elevons cette équalion au 
carié, nous trouverons 

d'oü nous tirerons 

a% / « 
~ , i - f c2=: et y x + c ' — d1— x í a' — y d' — xÁ 

au inoyen de cette demiére equation, éliminant le radical 
de réquation ( i 74)S «ous obtiendrons ensuite 

. . . (i75) (*), 
y a * — xa 

Celte valeur et celle de \ / i +-c¿ . étant mises dans Tequa-
üon (173), nous aurons 

x1 

\ / — . r ' v/a2—a.'" 

d'oú nous tirerons 

a — je 

y = / = \ / d ' — X * , 

W a'— xA 
(*) Nous n'avonspas a f f ec t é^ i - h f du double signe, ^arce que r 

et c étant de signes cóntraires, dans l'équation (174), 11 íaut qu'i l en sait 
de méme dans réquatiem ( I -5). 
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cquation qu i , étant élevée au carré, nous donnera 

j-2 = a2 —o:3. . . . (176); 

et Ton voit que cette équation est effectivement une 
solution parlicuiiére; car, en la différenciant, on oblient 

d r = — ; eette valeur change l'équation (171) en 

= «\/ ( J - ¿ * + J = aVdx 
réduisant aux mérncs dénominaleiirs, et en vertu de Te-
qualion (176), rempla^ant x11 jr* par a9, on obtient 
a* á a \ 

44^. Dans rapplication que nous venons de douner des 
principes démontre's art. fó'], nous avons de'termine' la 

valeur de c en e'galant á ze'ro le coeííicient diíférentiel ~ 7̂. 
1 '/úrr^ -él 'iiiímitttHh iíúílntii'r- irtátírídS» aUáí Í>*J «9YO«Wpi 
Ce proce'de' peut étre quelquefois ia^uífisant. En eífet, 
re'quatioii 

d ^ = pdx - j - qdc , 

étant mise sous cette forme : 

Ada? - f Bójr -f- Các =- o, 

oü A, B, et G sont des fonctions de x et de y , nous en t ¡ -
rei'ons 

= — p - ^ r - B d r , d^ = - - - d r - - ( j c . . . . (177), 

et nous voyons que si tout ce que nous avons dit de j , 
consideré comme fonction de x , est appliqué á x con­
sideré comme fonction de y , la valeur du coeííicient 
de de ne sera pas la méme, et qu'il suffirait seulement 
que quelque facteur de B détruisít dans C un autre facteur 
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que celui que pourrait y détruire un facteurde A, pour 
que les valeurs du coefFicient de de-, dans les deux hypo-
théses, parussent entiérement diíFérentes. Aussi, quoique 

, ; . c c 
bien souvent les equations - = o et — — o donnent pourc 
la mema valeur, cela n'arrive pas toujours. C'est pouv-
quoi lorsqu'on aura determiné c au moyen de l'e'qua-

tion j ^ — 0» ne sera Pas Mutile de voir si l'hypothése 

de -r— améne le méme re'sultat. 
de 

443. Clairaut remarqua le premier une classe genérale 
d'équatious susceptibles d'une solution particuliére ; ees 
équations sont renfermées dans la suivante : 

équation que nous pourrons repre'senter par 

y — p x + F p . . . . (178); 

diíFérenciant, nous trouverons 

ó j r = pda: -f- xdp 4* do; 
r dp r 

cette équation, á cause de djr = p d x , se réduit á 

Xdp + d/? ~ 0 ; 

et comme dp est facteur commun , elle peut s'écrire ainsi t 

On satisfait á cetle équation en faisant áp = oi ce qui 
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d o n n e p ~ conslante—c ; par conséquent, eu subsliiuant 
cette valeur dans Tequation (178), nous trouverons 

y = ex - j - Fe; 

cette équation est Fintégrale complete de la proposée, 
puisqu'une constante arbitraire c a été introduite par 
l'intégration. Si Fon differencie cette équation par rap~ 
port á c, on aura 

dFcX 
"de / 

par consequent, en égalant á zéro le coefficient de d<?, ou 
a l'équalion 

, ilFc . 
• * + d ^ 0 ' 

qui , par la subslitution de c dans Tintegrale compléíe, 
donnera la solution particuliére. (JNote quinzieme.) 

De l'intégration des équations difjférentielles da 
second ordre. 

444- Ija formule genérale des e'quations diíFe'rentíellés 
du second ordre á deus variables est 

Nous ne chercherons pas á intégrer cette e'quation dans ce 
degré de généralité j raais nous allons examiner coimiient 
on en peut trouver Fintégrale dans des cas particuliers. 

445. Considérons d'abord l'hypothése oíi Fon a 
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pour iutégrer cette équaUon on fera - ^ ^ p , _ ¿ ^ _L , 

et elle se téduira á 

/ ( x , i . , g ) . . . . . ( . 8 . ) . 

Si cette équation peut s'iute'grer, et qu'on en tire p ~ X , 
on obíiendra facileinent la valeur de # ; car réquation 

^ Z ~ p nous donnant j - = ^ d . r , si Ton substitue dans 
áx 
cette équation la valeur de jJ , on aura j r — f X á x • mais 
si l'équation (181), au lien de donner la valeur dep en 
donnait celle de x en fonctiou de p , de maniere qu'on 
eút.r = P, en intégrant par parties d j — p á x , onaurait 
d'abord 

J - = p x — f x á p ; 

mettant dans cette e'quation la valeur de x , on trouverait 

J — p x — J V d p . 

446. Considérons maintenant le cas oú Fon a 

W - 0 (,82)-

En faisaut ^ = on trouverait Í - - = : ^ ; et en re n i ­do: * cur ¿x 

plafant &x par sa valeur ^ , cette équation deviendrait 

d y ^ }>Ap 
áx* á j~ * 

mettant ees valeurs de g | et de S dans l'équation (182), 

on la conjrertirail en 
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si cette eqtiation peut donnerjf» = Y, on substituera cette 

valeur dans l'équation dx = — , et Ton obtíendra en in-
P 

tégrant, 

x 
__ r á j -
- J y * 

si au contraire y se determine en fonction de p , et que 
Ton ait par conséquent j - = V; pour avoir x , on intégrera 

dy 
par parties l'e'quation dx = — , etTon aura (art. ayget 16) 

et en substituant dans cette équation la valeur de y , on 
trouvera 

p J r 

et ayant integré, on éliminera ensuitep au moyen de Té-
quation jr — V. 

447- Lorsque réquation (179) ne renferme avec—^, 

dy 

que i'une des trois quantités ~ , x et y , nous avons, 

dans le premier cas, 

F a i s a n t ^ ^ p , et par conséquent í ^ , on substi-aar dx* dx 

tuera ees valewrs dans Tequation (i83), et Ton trouvera 

On tire de cette e'qualion 
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et par conséquent 

g = P . . . . (,84). 

• ^ . f f . : . . (.85). 

D'une autrepart l'équation nous ^onne 

j r = f p d x ; 

et en y substituant la valeur de á x , donnée par l'équation 
(i84), on obtient 

r=f-f . : ' .< . (.86). 

Lorsqu'on aura intégreles équations (i85) et ( i86), on 
éliminera entre elles la quant i tép pour a^oir une équa-
tion en x et en y . 

< <i2r 

448. Dans le cas oú g ~ ne se trouve combiné qu'avec 

une fonction de .r , on a 

multipliant par dx et intégrant, on trouve 

^ ~ / X d x - f C; 
da: y ^ . 

íeprésentant par X ' i'intégrale indiquée dans cette équa-
tion, on a 

multipliant de nouveau par d.r, et intégrant, on obtient 
Élén, de Cale, diff. aa 
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449. Enfin, lorsque ^ est donné en fonction dej-, i l 

s'agit d'intégrer l'équation 

dar2 

Poury parvenir, on la multipliera par adjr, ce qui dou-
nera 

dx dx 

le premier membre e'tant compose' comme la différeniielle 
de x*, on trouvera, en intégrant, 

;,„;.•(« , • • á g ! f ü Y a r + Qi , 

et en tirant la racine carree , on obtiendra 

d'ovi Ton tirera, par une nouvelle intégration , 

djr 

D e s équations l inéaires. 

45o. Une équation différentielle entre deux variables x et y, est linéaire 

lorsque les expressionsjr, T - , , • • • , T—ne sont élevées, dans 
áx dar» da?' ' d x » 

cette équation, qu'au premier degré : aínsi , en supposant que A , B, 
C, D . . . , N , X , soientdesfonctions dea-, Fequation linéaire du nifme 
ordre sera 

+̂BS+cg+Dg...+Ng=x....(,8,). 
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lorsque ceíte équation est du premier degré,elle se rédvuta 

chassant le denominateur, et divisant par B, on peut la mettre sous cette 
forme . , 

et nous avons vu , art. 385, que cette équation avait pour intégrale 

r = . e - / P d r C / Q e / P d x d x - f C ] . , 

451. Lorsque le t eme en X est nul dans Féquation (187), si un nom­
bre n de valeurs particuliéres p , q, r , etc., mises successivement á la 
place de r , ont chacune la propriété d'y satisfaire, i l suffira de multiplier 
p, q, r, etc., par des constantes arbitraires a, h, c, etc., pour conclure 
que l'intégrale finie complete de cette équation est 

y = ap bq + cr, etc. 

La démonstration de cette proposition étant la méme pour tous les de­
gres , nous ne considérerons que Féquation 

A r - f B ^ - f - C + B p - = o . , . . ( .88). 
dx dx» dxs , 

En mettant successivement á la place de y les valeurs hypothétiqncs 
p, q, r, nous aurons 

A ^ - f - B ^ + C ^ + D ^ ^ o , 
dx d 3̂ dx3 

áx dx» dxJ ' 

. Ar -f- B f- C \~ D — = o: 
dx dx» dx3 ' 

multipliant ees trois équations, la premiére par a , la seconde par h et 
la troisiéme par c , et ajoutant les résul tats , on trouve 

K{ap + h<,+cr) + K ( a ^ + h á 1 + c ^ 
v dx r dx dxy 

V <1'- dx» d W ^ L V tlx3 ' dx3 + C á ^ J - 0' 

Or, i l est évident que cette expression, qui est identiquement nulle, est 
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la méme que celle qu'on obtiendraií en faisant / == + 69 -f_ crj (jans 
réquat ion (188); done cette valeur der^satisfait h l'équatíon (188); et, 
comme elle renferme trois constan les arbitrairés, elle est l'intégrale finie 
complete de réqua t ion (188). 

452. Lorsqué X n'est pas nul dans l'équation 

s í l 'on peuttrouver trois valeurspart icul iéres p, q, r, qui, mises succes-
sivement á la place á e ? , satisfassent chacune á l 'équatíon 

l ' intégrale finie complete de réquation (189) sera 

f = a p + h q + cr (191); 

mais alors a, b c, au lien d'étre des constantes, serení des fonctions de x> 
que nous apprendrons bientót á dátermíner, 

453. Pour démontrer ce Ihéorcme, différencions l'équation (191), ct 
divisons-la par dx , nous aurons 

djr dp dq dr da db db 
^ ^ a d i ^ b ^ ^ ' r . ^ P ^ ^ ^ d i ^ ' ^ -

Disposons des indéterminées a , b , c , par trois conditions : par la pre-
m i é r e , faisons 

d« di , de , % 

ilrestera 
d r áP , , d</ , dr 
dx dx ' dx ^ dx 

Une nouvelle diíFérenciation nous donnera 

d x ' - U x ' + U x ' + 'dx*-4- d ¿ r v + d ¿ ¿ + áx 'dx ' - - ' (I9Í)-

Pour remplir la seconde condition , posons 

da d/j di dq de dr 
d x d x * d x d x ' * ' d x d i ^ 0 - - - (lV®> 

i l restera 
d'jr d '^ d»9 d v 
- r - - •=: a ' -+- ¿I n— c — : 
d^s dx* * dx* d x a ' 
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différenciant encoré et divisant par dar, ¡1 viendra 

d3-7 d V • , d3? d V da d y db dv/ de d'r 
¿ - ¡ - " 'dx*'*' d x ^ * dx* ^ dx dx* " ^ d r dx' dx d ^ * 

Pour remplir la t rois iémocondil ion, nous supposerons 

d a d ' » áb d'q á c d ' r X 
dx dx> dx dx* ^ dx dx> ü K J / 

et Féquation précédente deviendra 

d ' r d v , , d 3 ? . X 
dx3 ^ * d i ' dx^ c d^j D ' 

Je dis imintenant que la valeur j z= ap - i - bq + c r , satisfait á l 'équa-
tion (189); car iriettant dans cette équation la valeur de j , et par consé-
quent calles de ses coefficiens diñerentiels , que nous venons de determi-
ner, et effa<jant les termes en X , qui se dé t ru isent , on trouve 

A (ap 4- Jo'-f- cr) B /"« ^ - f J ^ - -f- c 
' \ dx dx dx/ 

d'p , d'q , d*r\ , d V . d'o d V \ . _ 
V da-a dx» d ^ V V dx3 ' dx ' d x ' y s y ' 

454. Comme on ne saitpas sí le valeur donnée k y fait dé t ru i re mu-
tuellement tous les termes de Féquation (igG), i l s'agit maintenant de 
démontrer que cette équation est ideníiquement nulle. Pour cet effet 
p. q, r satigfaisant á l'cqualion (190), on a 

Ar B + C -f- D ~ r = o j dx dx» dx* 

multipliant la premiére de ees équations par « , la deuxléme par h et la 
íroisiéme par c, et ajoutant Ies resul tá is , on trouvera une équation iden-
tiquement nulle, qui sera la méme que Féquation (196). 

455. Pour dóterminer a, b, c , IGS coefficiens différentiels 

de , , 

^ n entrant qu au premier degré dans les équations de eondiíion (192), 

(194) et (IQ5), nous, pouvons climinía, deux de cés coefficiens diñerentiels,, 
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dp da 
et nous trouverons Tautre en fonction des expressions —, r etCi ^ quj, 

sont des fonctions de x déterminées, puisqu'on connait p, q, r, etc., nouj 
aurons done des équatíons de la forme 

dJ**x„ d i = x „ , ^ = x „ 

áx " áx "' dx fl 
da = Xydx, áb = X„dar, de = X^ífcr, 

eten in tégrant , on déterminera a, b et c. 
Ce théoréme est applicable au cas oü l 'équation linéaire serait d'un 

ordre quelconque, par conséquent Tintégratíon de ees équations se réduit 
a cello de l'équation 

+ B ^ -+- C ~ . . . -f- N = o . . . . 
dx dx» dx" -

¿¡56. Lorsque l'équation linéaire de I'ordre n a des coefficiens constans, 
í l est facile d'en déterminer ¡'intégrale. En effet, si dans l'équation (197) 
on í'ait y = e»»^, on trouvera, en diíférenciant 

dy ú*y d3y 
~-. = emxm, — z=z etoxm*, - = cmTni', etc. ;. d^ dxa dx3 

substituant ees valeurs dans l'équation (¡97), on obtiendra 

gmá (A -f- BTO - i - C m » . . . - f Nm") = 0 (198); 

soient m, m", m">, etc., les racines de l'équation 

A -f- Bm -f- Cm" . . . -f- Nm» = o. . . . (199), 

l'équation (197) sera satisíaite par ees valeurs 

j—em'*^ y — e"*"*, y •=. e**1**, etc.; 

et comme on a «valeurs de y, l 'intégrale finie compléte de réquatiou 
(197) sera 

y m ae**'* •+ hem"* ^e"''"^ - ¡ - etc. 
457. Lorsque ni =. m", et que par conséquent les termes aem'x eí 

he™"* se réduisent k (a-f- h)em'*, la somme a -^h devant étre eonsidérée 
comme une seule constante, l'expressionjr ne r e n í e m e plus un nombre 
n de constantes arbitraires. Dans ce cas , s i 7 — em'x satisfait á la pro-
posée, la valeur jr = xe^'^ doit aussi y satisfaire. En effet, en diíféren­
ciant cette derniére équat ion, on trouve (art. 14 et 89) 
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—^ = zem'xm'3 •+• 3em'xm'* , etc.; 

ees valeurs réduisent Tequation {197) á 

a-em'x (A 4. Bm' + Cw'1 -f- - f etc.), 
+ em'x (B -f- 20»*' + 3Dw'» + etc.) (200). 

Or, réquat ion Í199) ayant par hypothése deux racines égales , on sait, 
par la théorie des équations, que Texpression B -+• aC/w + 3D/w» 4-etc., 
en renfermera une de moins que la proposée, et s'aoéantira lorsqifon 
í'era m = m'; d'oú i l suit que l'expression (200) est identiquement nnlle. 
Par conséquent , I'equation (197) sera satisfaite par la \a.leuv xem,xy 
et aura pour intégrale complete 

j = ac*'* + . bxem'x -f- cem"x 4- etc.. 

458. S'il y avait trois racines égales á on prouverail de mémeque 
Féquation (197) serait satisfaite en faisant 

y =. e1*'* xem'x -f- ¡efe"1'x, 
ainsi de suite. 

459. Lorsque Tequation (199) a des racines imaginaires, si l'une de ees 
racines est fe + A: y/— 1, l'autre sera h — k ̂ — 1 ; et Ton aura, dans la 
valeur de y, ees deux termes 

ou 
f .hx^ekxV-t -f.Se-ia.K-.] {'ÍOI). 

Or, on sait qu'on a, en général {voyez la note neuviéme), la formule 

1 — eos y-f-sin y y'-—». e ~ y ^ 1 = c o s y — s i n i j ) /—1; 

en comparant l'expression (201) á ees formules, nous pourrons remr 
placer 

ekxy- i par cos ^ _ ^ s-n ^ ^ — i 
et 

e - k x y - t par cos ^ — s i n te — i , 

et la formule (201) deviendra 

eh*[ a eos te + a sin te y/--» 4-4 co& te —c sin te ^—i' l , 
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expression quí peut s'écrire a ins i : 

eft a [(a b) eos kx -f- (a —• ¿) sin tex ^ — i ] (202). 

Quand X est nul dans réquat ion (187), a , h, c étant des constantes 
arbitraires, art. 45i,,nous poavons supposer a + b—c, a— b = c' y*—1 • 
alors la partie imaginaire qui est dans rexpression (201) s'évanouira. 

De l' intégradon des équations s imullanées. 

4,60. Proposons-nous maintenant d'íntégrer á la ibis deux cu plusieurs 
équations differentielles, 

Soient 

M.y + P ™ + Q — =« T ) 

W y 4 - N ' r - f P ' ^ + Q ' ~ = T ' J 

les équations Ies plus genérales du premier degré entre x et et les 
toefficiens différentiels ^ , etdans lesquelles les coefficiens M , N , 

P, etc., sont des fonctions de la variable indépendante t. On peut écrire 
ainsi ees équat ions: 

(M;.r - j - N x ) d i + Pd r - f Qdr = Tdf , 
( M ^ 4- Wx) át + P'dy 4. Q U r = T ' d í ; 

si l'on multiplie la seconde par une fonction 0 de f , et qu'on ajoute les 
resultáis, on obtiendra 

[(M - f m ) y -f-(N-f- N'e)a:]dí + ( P + F 0 ) d / + (Q -{-Q/e)dx =r ( T 4 T ' 0 ) d í ; 

en représ |n tan t les quantités qui sont entre Ies parentbéses par une seule 
lettre, cette équation peut s'écrire a ins i : 

H j d í -f. Kxát + Rdjr •+• Sd.r == Tdf ; 

on en t ire 

H ( r + fp#'-»r ^ ( ^ r + | dx ^ = T d í . . . . (ÍO4}, 

équation qui sera de méme forme que l'équation 

d r •+• Vjáx — Q d x . . , . (2o5)? 

que nous avons integrée art. 385, si 
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d í j + fi x j ~ d j + ^ á x . . . . (206), 

parce qu'alors en faisant 
/ - h ^ x ^ z . . . . (aor), 

l'équalion (204) deviendra 
H 2 d t + R d 2 = T d í , 

ou 
dz + f - z d t ^ d t . . . . (208); 

K ti. 

ct l'on voitque cette équation est de méme forme que l'équation (ÍOS), 
T I nn 

puisque " et ñ - sont des fonctions de la variable indépendante í . 

461. Pour satisfaire a l 'équation (206), i l suffit que Toa ait 

'KJ \ S 

et en exécutant la différenciation indiquée, d'aprés l'artlcle J4 > on trou -
vera 

K ^ , 1 K S A g- dx -f- xd. g- = ^ dx. 

Pour que cetto équation soit satisfaite, i l faut, en général, que les mul t i -
plicateurs de dx so i en tégaux , et que, par conséquent, le t e m e . . . . 

x.d, ÍS' soit n u l : c'est-á-dire que l'on ait 
H 1 , 

K S ^ K 

On remettra dans ees équations les valeurs des expressions K , H , S 
et R ; et ayant effectué la différenciation indiquée , on éliminera 0 ren-
fermé dans ees équations; et l 'on aura la relation qui doit subsister entre 
les coefficiens, pour que l 'équation de condition soit satisfaite. 

462. Dans le cas oü les coefficiens des premiers membres des équations 
(•2o3) sont constans, la différentielle d'une coi)stante étant égale á zéro, i l 
ne reste que la premiére des équations (209); elle suffira pour déterminer 
le facteur 6, qui alors sera constant, puisqu'il deviendra égal á une fonc-
tion de constantes. En remettant pour K , H , R5 S leurs valeurs, on a* 

N + Wfi Q + Q'e 
M -f- M'O ~~ P - f F 6 * 
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et en faisant évanouir les dénominateurs , on voit quo 8 doit etre deter­
miné par une équation du second degré. Nommant 6' ot fl" ees valeurs 
de e ; e t8upposonsq i r ap ré s l e s avoir subst i tuées, successivement dans 
lequation (208), les coefficiens de zdt et de d í deviennent dans le premier 
cas, p' et <¡'; et dans le second p-" et q", on aura 

áz - f p'zát — q'dt, 
dz -f- p"zdt = q"dt j 

intégrant d'aprés la formule (io3), page 286, on trouvera 

z == e S P ' ^ l f i ' e S P ' ^ d t ] -f-.G'v, 

On substituera dans ees valeurs celle de z, tirée de réquation (^07), et Pon 
aura deux équations en .r , en y et en t. 

463. S i , excepté T , T ' e t T", que nous regarderons toujours comme 
des fonctions de í , les coefficiens M , N , P, Q, etc., sont constans, et 
qn^on ait les trois équations 

dy -h ( M j •+ -f- P^ ) di = T d í , 
dx 4- ( M ' j -+• Wx -4- P'ü.jd/ = T 'd í , 
d^ 4 - ( M ' V -f- N"x + P"2)dt r= T"d<, 

on multipliera la seconde par une constante 6, et la troisiéme par une 
autre constante 6'; et ajoutant les résultats , on aura une équation que 
nous pourrons représenter par 

df + . Mx 4. 6^2 -f- Q (j- -f- % S^) dí = U d í . 

()r , pour que cette équation soitde la forme (voyez Tart. 385) 

dx -f- Pjrdx = Qdx, 

i l faut qu'en regardant la fonction r 4- R-̂  4- comme une seule va­
riable r ' j l a différentielle d y de cette fonction soitégale á dy-i-Qdx-i-Q'dz, 
ce qui exige que l'on ait les équations de condition 

6 = R, 9' = S5 

R et S n 'étant que des fonctions de 0 et de 9', en vertu des opórations pré-
cédentes,i l en resulte que ees équations suffiront pour déterminer les 
diverses valeurs des constantes 0 et 6'. 

46(. Cette méthodecst génerale, et s'applique meme aux équations 
difierentielles des ordres supériours , parce que ees équations peuvent se 
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réduire au premier degré. Si Fon avait, par exempl e, les équations 

dx 
dí 

ou plutót 

d v + {M.y -f- Nx)dí^ -f- (Pdr -+• Qd>)dt = Tdí» > 
d«f + (M^r f - N '^d í» + (P'dr + Q'dx)dt = • T'di> S V n - > " 

on ferait 
d y — p á t , dx = ijdl (211); 

et en observant que dt est constant, ees équations deviendralent 

dp -f- (Mr + + Py» - f Q'7)d£ = Td í , 
d9 -f- ( M > + N'a:4. PV - h Q ' -7 )d í - T ' d í ; 

ees deux équations, avee les équations ( ^n ) , forment quatre équations 
du premier degré, auxquelJes on peut appliquerles procédés préeédens. 

Des équations différentielles partielles du premie?' 
ordre. 

465. Une equatkm qui subsiste entre des coefíiciens dif-
férentiels, combines, selon !e eas, avee des variables et 
des constantes, est, en general, une équaüon différentielle 
pariielie, ou, suivant Fancienne dénomination, est une 
équation aux diííe'rences partielles. On a appelé ainsi ees 
équations, parce que lanotation des coefíiciens diífe'rentiels 
qu'elíes venferuientindique, conuue nous l'avons vuart. 54» 
que la difíerenciation ne peut étre elfecíue'e que pariielie— 
ment, c'est-á-dire en regardant certaioes variables comine 
constantes. Cela suppose done que la fonction propose'e ne 
contienne pas qu'une seule variable. Pour plus de simpíi-
cité, nous n'en adtnettrons d'abord que deux, et nous coa-
sidérerons les équations diíférentielles partielles du premier 
ordre, quisont celles qui ne renferment qu'im ou plusieurs 
coelliciens difieren liéis du premier ordre. 
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46G. La pvemiére équation que nous commenceronsá 
intégrer est la suivante : 

dz 

Si, contre notre hypotliese, z au lien d'étre fonction de 
deux variables a: etjr» ne contenait que a:, on aurait une 
équation differentielie ordinaire qu i , étant intégrée, don-
nerait z = a x c; mais, dans le cas pre'sent, z étant une 
fonction de x et dej^, les j * reniermés dans z ont dú dispa-
raítre á la différenciation, piusqu'en dtíférenciant par rap-
port á x , nous avons regardé j comme constant. Nous 
devons done en iníégrant, conserver la méme hypoihése, 
et supposer que la constante arbitraire est en general une 
fonction d e j - ; par conséquent nous aurons pour l'inlégrale 
de l'équation proposée 

z = ax -f- ipj-. 

467. Chercbons encoré á intégrer l'équation diflerentielle 
partielle 

dz 

dans iaquelle X est une fonction de x ; multipüant par dx 
et intégrant, nous trouverous 

z = f H d x -f- tpj-

468. Par exemple , si la fonction representée par X était 
x2 -f- «% Tintégrale serait 

469. On ne trouvera pas plus de diííiculté á integren 
l'équation 
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= = Y 
á x 

et Ton aura 

z = Yo? -f- 'PJ-

470. On intégrera de la méme maniere toute équaticm 

dans laquelle ^ ¿galera une fonclion de deux variables 

x et j r . Si Fon a, par exemple, 

dz x 
á x \ / a j -f. x2 ' 

en regax-dant y comme constant, on intégrera d'apres l'ar-
ticle 271, aprés avoir muitiplie' par d^; ct en nommant 
la constante qu'on doi ta jouterá Tintégrale, on aura 

z == ^ / a y jf . x* " f <pjr. 

471. Enfin, si Fon veut inte'grer i'e'quation 

dz 1 

Ax j"2 x^'' 

on regardera toujoursj- comme constant, et Fon aura, ar-
íicle 274, 

z Á* are ^sin = —^ -f- p j - . 

472. En ge'néral, pour inte'grer Fe'quation 

^ dx = F ( x , j ) á x , 

on prendra l'intégrale par rapport k x , et ajouíant ensuite 
une constante foncíion dejr, pour la comple'ter, on trouvera 
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473. D'apres ce qui precede, on voit qu'á pan l'liypo-
thése de Tune des variables supposée constante, et de l'in_ 
troduction, dans l'intégrale, d'une constante fonction de 
cette variable, on suit le méme proce'déque dans rinte'gra-
tion des équations diOerentielles ordinaires. 

474. Conside'rons maintenantles équations différenlieÜes 
partielles qui contiennent deux coeíFiciens difíérentiels du 
premier ordre; et soit i'équation 

dz dz 
M ^ N -r- = o, 

dans laquelle M et N repvesenteut des fonclions donnécs 
de ce et de j r , on en tire 

áz _ M dz 

substituant cette valeur dans la formule 

dz , dz , 

qui n'a d'autre sens que d'expriiner la condition que 2 cst 
fonction de x et de j - , on obtient 

. dz / M \ 

on 
dz Ndx ~ Mdr dz== 
dx' JN 

Soit >. le facteur propre á rendreNdx ~ Mdjr une difícreu-
tielle exacte di ' , nous aurons 

^(Ndx — M á j ) ^ = : d v . . . (2I3). 

Au moyen de cette e'quation, nous eliminerons Ndar—Md/ 
de la precedente, et nous obtiendrons 



¿ Q U A T . p i F f E R . P A R T I E L L E S D U 1er ORI)RE• 351 

i dz , 
d z " Á Ñ d ^ ' 

Enfm, si l'on remarque que la valeur de ¿ n ' e s t poiut dé-

íerminée, on peutla prendretelieque^ ^ puisse s'm-

l áz . r • i 
tégrer, ce qui exige (lue ^ J ^ 5 0 1 1 une lonctl0n de 
on sait que la differentielle de toule fonction donnée 
de v , doit étre de la forme Ff. df. I I suit done de la qu'ou 
doit avoir 

_L —F 

équation qui changera la pre'cédente en 

dz ~ Ft ' .df; 
d'oú Ton tirera 

z = (pv.. . (2i4) • 

4.75. Si l'on integre par ce moyen réquaüou 

dz dz 
^ c ^ - ^ d í ^ 0 - - - ( ^ 5 ) ' 

nous avons dans ce cas M = --- N = x , et par conséquent 
réquation (213) deviendra 

dv = ?i.(xda:-{-jdj-). 

I I est visible que le facteur A, propre á rendre integrable le 
second membre de cette e'quation, est 2. Substituant cette 
valeur a A et intégrant, on a 

^ = ŝ + jra; 

mettant cette valeur dans l'équation (214), nous aurons 
pour Tintégrale de l'équation (215) 
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476. Soit maintenaatréquat ion 

dans laquelle P,Q etR sont des fonctions des variables .r, 
N y GÍ z-} en divisant par P, et en faisant — = M , — 

no us pourrons lametlre sous cette forme : 

• -Na. 
et en faisant ^ = p , j ^ ; = / > , elle deviendra 

p - \ -Mq -f- N = : O. . . (218). 

Cette équation e'tablit une relation entre les coefíiciens p 
et q de la formule ge'ne'rale 

áz ~ p á x + q d j . . (219); 

sans cette relation, p et q seraient entiéi'ement arbitraires 
dans cette formule ; car, comine cela a deja e'te' observé, 
elle n'a d'autre sens que d'indiquer que z est une fonctioa 
de deux variables x et j r , et cette fonction peut étre quel-
conque ; ainsi, nousdevons regarder, dans Féquation (219), 
p et q comine deux indéterminées ; eliminant p au moyen 
de l'équation (218), nous obtiendrons 

dz -f- Ndx q (djr — M d x ) . . . (320) , 

et q restera toujours indéíerminé; maisTon sait (voyez la 
note sixieme) que lorsqu'une équation de ce genre a 
iieu , quel que soit q , i l faut que l'on ait séparement 
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d ^ - f Iída: = b, d j — Mdx = o . . . (27.1). 

4^, Si P, Q et R ne contiennent pas la variable i l en 
sera de méme de M et de N ; alors la seconde des équa-
tions (221) sera uneequation á deux variables x e t j , et 
pourra devenir une difFérentielle exacle á l'aide d'un fac-
teur que nousrepre'senterons par Á ; et nous aurons 

A(djr — Mdx) = = o . . . ( 2 2 2 ) . * 

L'inte'grale de cette équation sera une fonction de x et dejr 
a laquelle on devra ajouter une constante arbitraire — 
que nous faisons preceder du signe négatif, pour que, 
transpose'e dans le second membre, elle soit positive; de 
sorte que nous aurons 

F ( x , j ) — ¿; 
d'ou nous tirerons 

Telie sera la valeur de j qui nous sera donnée par la se­
conde des e'quations ( 2 2 1 ) ; et, pour établir qu'elles ont lien 
simultane'ment, i l faudra substituer cette valeur dans la 
premiére de ees e'quations ; or, quoique cette variable n'y 
soit pas en évidence, on sent qu'elle peut étre renfermée 
dans N. Cette substitution, d'aprés la valeur que nous ve-
nons de trouver pour j , revient á regarder, dans la pre­
miére des e'quations ( 2 2 1 ) , j comme une fonction de x et 
déla constante arbitraire a. Intégrant done cette premiére 
e'quation, dans cette hypothése, on trouvera 

z = — f N d x -f- pa. 

478. Pour donner un exemple de cette intégration , pre-
nons l'équation 

dz dz . 

fAém. de Cale. diff'. a3 
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en la comparan t cV réqual ion (217), nousavons 

x ' x 

Ces valeui's díant subsíituées dans les équations (221), ]es 
conver tirón t en 

d z - a ^ x : + y* dx = o, Ay - ^ A x = o. . . (^.4). 

Soit A le facteur qui rend integrable celte derniére équation, 
nous aurons 

K ( d y — ^ dx^ ~ o, 

ou plutót 

équation integrable si Ton fait A = --, parce qu'alors son 

premier membre devient une différeníielle exacíe , art. 4o3. 
Égalant done l'iníégrale de cette équation á une constante 
arbitraire Í», nous aurons 

x ' 

et par conséquent j - ~ ax . 
Au moyen de cette valeur de 011 convertit la premiérc 

des équations (224) en 

— a & x ~ o, 
a: ' 

ou plutót en 

dz r= adx \/' ^ 

intégvant en regardant ¿ comme conslant, nous obtiendrons 



)UAT. niFF¿n. PABTIELLES DU 1ce OIIDRE. 355 

z = a f á x i + + $*> > 

et par conséquent 

z = z a x p \ l W -

Remeítant pour a sa valeur, on obtiendra 

/ r% J 

ou plutót 

479. Dans le cas plus general, oú lescoefficsens P, Q, 11, 
de l'équation (216), contieunent les trois variables X y j \ zy 
i l peut arriver que les e'quations (221) ne renferment clia-
cunq que les (leus variables qui sont en évidence, et que, 
par conséquent, 011 puisse les me tire sous les formes 

dz — f [ x , z)d« = o, dj- = : ¥ { X , J ) I } X . 

On ne peut intégrer isolément ees équalions, en e'crivant, 
comnie dans l'art. 472J 

z ~ f f ( x , z)dx <pz, j — f ¥ {x, jr) dr + <?jr; 

car alors on voit qu'íl faudrait supposer z constant dans la 
premiére équaíion, etjr constant dans la seconde; hypo-
tbéses coníradictoires, puisque Tune des irois coordomie'es 
x, J , ne peut étre supposée constante dans la premiére 
équaliou sans qu'elle le soitdans la seconde. 

480. Voici done de que! le maniere on integre ra les equa-
tions ( 2 2 1 ) , dans le cas ou elle ne renferment cbacune que 
les deux variables qui sont en évidence : soient /u. et A les 
facleurs qui rendent les e'quations ( 2 2 1 ) des difierentielles 
exactes; si nous représentons ees diíférentielles par dü eí. 
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par dV, noüs aurons 

A(dz -f- m x ) = d ü , fe(dy — Md^) = dV; 

au moyen de ees valeurs, réquation (220) deviendra 

d ü — < 7 - d V . . . • (225). 

Gomme le premier membre de cette équation est une dif-
fe'rentielle exacte, i l faut qu'il en soit de méme du second, 

ce qui exige que q - soit une fonction de V ; représenlanl 

cette fonction par <pV, l'équation (225) deviendra 

dU=:(?V.dV; 

d'oü Fon tirera ? en inte'grant, 

U = (DV. 

481. Prenons pour exemple réquation 

Az dz 

e'tant écrite ainsi 1 

&z xAz z 
X" «— i¡ ~ o, 

on la comparera á réquation (217), et Ton aura 

X x 

au moyen de ees valeurs, les équations (221) deviendmat 

áz — - d x ~ o, djr ú x ~ o-
X J 

et en faisant évanouir les denominateurs, on aura 
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xdz — zdx = o, f d j — xdx = o. 

Les facteurs propres á rendre ees équations integrables 

s o n t L e t 2 ; en les substituant eten intégrant, on trouve 
x* 

- e t f'1 — a:2 pour les inte'grales; mettant done ees valeurs 
x 
a la place de U et de VJ dans Tequation ü i a s * y , nous ob-
tiendrons, pourl'intégrale déla proposée , 

482. H es tá remarquer que si Ton eút eliminé ^ a u 
lieu de p (art, 47^)? ̂ es équations (221) eussení e'té rem-
place'es par celles- ci : 

Mdz 4 - Ndjr = o, d j - ~ Mdx = 0 (226); 

et eomme tout ce que nous avons dit des e'quations (221) 
peut s'appliquer á celles-ci, i l s'ensuit que, dans le cas oú 
la premiére des équations (221) ne serait pas integrable, on 
a le droit de remplacer ees équations par le systéme des 
équations O22^), ce qui revient á employer la premiére des 
équations (226) á la place de la premiére des équa­
tions (221) , alors on verra si l'intégration est possible. 

483. Par exetnple, si l'on avait 

dz dz , 
az — — zx -— -\~ x r = o : 

dx á f 

cette équation, divisée par az et compavée á Tequa-
íion (217) ,nous donnerait 

M = — - N = ^ ; 
a az 

par couséquent, les équations (221) deyiendraient 
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¿ z 4 - — d x ~ o , <!r á x ~ o; 

az \ J a 

et en chassant les dénominateurs, on auraií 

az&Z - f x j A x — o , a d j + x á x = o (227)., 
La premiére de ees équations, qui contient trois variables, 
ne pouvant s'intégrer immédiateinatit, nous la reuiplace-
ronspar la premiere des équations (226), et uous aurons. 
an lieu des équations (227) , ceiíes-ci t . 

x xy 
- dz -f- <ijr o, a d j -|- x á x ~ 5 ; 
a az 

suppriinant - coiaine lacteur commun dans la premiére de 

ees équations, et mulíipliant Fuñe par i z et l'autre par 2, 
011 tro uvera 

— izdz -f- o . j d j ~ o, 2adj" -f- '¿xáx ~ o 

équations qui ont pour intégrales 

JT11— z 1 , e t zay + x* y 

ees valeurs étant mises á la place de U (arí. 48°) el ê ^ 
(art. 481), on aura 

J - - — ¿a sss (D(2¿y - f - X"1). 

484. Reinarojuons que la premiére des équations (226) 
n'est autre chose que le résultat de l'élimiaation de á x 
entre les équations (221). 

En general, on peut éliininer toute variable renfermée 
dans Íes coefficiens M et N , e l , en un mot, combiner d'une 
maniere queiconque ees équations : si, aprésavoir exécuté 
ees opérations, on obtientdeux integrales represen tees par 
Ü = Ú ! et par V = ¿», a et b étant deux constantes arbi-
íraires 7 on en pon i ra toiíjours conciure que Tintégrale est 
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U -—tlY. En eífet, pnisque a el b sont deux constantes ar-
biiraires , ayant pris h á volonte , on peut coinposer a en b 
d'inie maniere quelconque; ce qui revient á diré que Fon 
a la faculté de prendre pour a une fonction arbitraire 
de b : cetíe condition sera exprimée par l'équation az=.<bb 
{note seizieme); par conséquent, nous aurons les équa-
tions ü ^ - ^ , Y — b, dans lesquellesr, j e t z represen ten t 
les mémes coordonnées; si Ton elimine ^ entre ees équa-
tions, on obtiendra ü = oV. 

On peut encoré observer que cette e'quation nous dit 
qu'en faisant V = : ¿ , on doit avoir \5 — <t>b • = constante : 
c'est-á-dire que U et Y sont conslans en méme temps, sans 
que a e í b dependent l'un de l'autre , puisque la fonction <I> 
tst arbitraire. Or, c'est précisément la condition qui nous 
cst donnée par les équations J] •=: a — b. 

485. Pour donner une application de ce théorélUe , soit 

dz 3z * * ' • 
zx zr — •— r3 = o. 

áx úy 

Apres avoir divisé par z.r, nous comparerons cette équa-
tion á réquation (:>.i f)'y ce qui nous do miera 

ct les équations (221) deyiendront 

dz — ^~ &x ~ o, d r - f - - dx ™ o, ' 
cu *V ' . ' .,v' • . 

zx&z — f ü x — o , xÁy - f j d ^ ^= o. - , 

premiere de ees équations contenant Irois vanabies. 
nous nc chercheions pas á l'iníégrer dans ce té ta t - mais 
si Ton y substitue la valeur de j d x , titee de la seconde, 
elle aequtert un facteur commun x qui , eíant supprimé, 
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la réduit á 

et Ton voit qu'en la multipliant par a, elle devient inte­
grable; l'autre équation l'élant aussi, on tro uvera, en les 
intégrant, 

d'oii Ton conclura que 

z« jr2 = <I>xf. 

486. Nous terminerons ce que nous avons á diré sur les 
équations diíFérentieUes partielles du premier ordre, pai­
la solution de ce probleme : Une équation qui contimt une 

fonction arhitraire ¿Cune ou de plmieurs variables élant 
donnée, trouver Véquation différentielle parlielle qui l'a 
produite. 

Supposons done que Ton ait 

nous fcrons 

ct notre e'qualion devietidra 

Z = Fu ; 

la difíéren tielte de Fw devant /etre, en general, une fonction 
de u multipliée par dw , nous pourrons e'crire 

dz =a (puda ; " 

si nous prenons la diíFérentielle de z, par rapport á x seu-
lesnent, c'est-á-dire en regardant j-comme une constante, 
nous devrons prendre aussi la diffe'rentielle de u dans la 
inémc hypothése; par conséquent, en divisant par da: Fe-
quation pre'cédente, nous aurons 
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áz *i« / . _ = (229). 

si nous regardons ensuite x corcime constant, e t j comme 
variable, nous trou^rotis, par un procede' analogue, 

dz dw „ 
- _ = <2M -p . . . . (23o); 
djr y djr 

les v»leurs des coeíficiens diíFerentiels 4~ et qui en-
ax d / 

tient dans les équations (229) et (aSo), s'obtiendront en 
differenciant successivetuent l'e'quation (228), par rapport 
k x et k y , ce qui nous donnera 

d« _ áu _ 
d i " - 2 * ' ^ — ajr5 

substituant ees valeurs dans les équations (229) et (23o), 
nous aurons 

dz dz 
-— = ix$u , —— — I Y Q U I 
d.r d j 

éliminant qm entre ees équations, nous trouverons enfin 

dz dz 
^ á x X dij-' 

4B7. Prenons encere pour exemple réquation 

z2 -f- lax = F (a: — r ) \ 
laisant 

X - ~ J = U ( 2 3 l ) , 
cette équation devient 

z1 -f- 2«r = FM ; 

et en difterenciant, on a 
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d (z2 4" s»^) == (pudú ; 

prenant, par rappo'rt a x , ]a. différentielle indiquée, nous 
regarderons z comme variable en vertu de x qui y est 
conienu, et divisant par dx , nous aurons 

opérant d'une maniere analogue, par rapport á j . eji re­
tardan t z comme une fonction qui ne varié qu'á cause 
de j - , eí di visa ni par djr, nous trouverons 

dz di/ , ' 
2 Z — = <pu — . . . , ( l á o ) : 

djr ^ djr K ^ 
pour éliminer les coeíficie^s diíférenliels de d« , I'equa-
tioii (281) nous donne 

óu d« 
dsc ' d / ' 

substiluant ees Valeurs dans les e'quatíons (aSs.) et (233)? 
nous aurons 

dz dz 2 Z -¡ p 2 « ~ ffll/, 2 Z — == — 0u ; 
dx 7 dj-

eliiuinant^M entre ees e'qualions, nous obtiendrons m 

dz dz a 
.̂ _ J — o . 

dx ' dy z 

De la détermination des fonctions arhitraires qui 
entrent dans les intégrales des équations diffé-
rentielles partielles du premier ordre. 

488. Les fonctions arbitraires qui complétent les inté­
grales des équations diffcrentielles parUelíes, doivent se 
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détenninef par des contlitions qui tiennent á la na ture des 
problémes qui ont donné lieu á ees équalions-, p i o ^ ^ e s 
qui la plúpart appartiennent á des questions physico-
mathématiques. Ne voulant point nous écarter d W l t i e 
suiet, nous nous bornerons á des considérations purement 
aaaly tiques, et nous chercberons d'abord quelles sont les 
conditions renfermées dans réquation 

-̂ = a (234). , . 
489. Des que z est une fonction de x et de j - , cette équa-

tion pcut élre regardée coíiime ceüe d'une sUrfaxe. Cette 
surface, d'aprés la nature de son équaíion, jouit de la pro-
•t;;- dz , " . *' : ,a*' '': ; . 
pnété suivante, que ^— doit loujours etre une quantite 

constante. 11 suit de lá que toute secíion EF, fig. 91 , de j?^ QU 
cette surface faite par un plan CD, paral i ele á celui das x, 
z, estuneligne droite. En effet, quelle que soit la nature 
de cette section , si on la partage en uo nombre infini de 
parties mm\ m'm", m"m", etc., ees parties, vu leur peu 
d'étendue, pourront étre regardées comme des ligues 
droites, et représenteront les elemens dé la section; l'un 
de ees élémens mm íaisant, avec une paralléle mn á 
í'axe des abscisses, un angle don t í a tangente trigonomé-
r... • . / : ti Kj\ .- v : di • ' ' • : . 
trique est represen lee par córame cet angíe est com-

tant , i l s'ensuit que tous les angles m'mn, m'm'rí, 
inmm"n \ etc., formes par les élémens de la courbe, avec 
des paralléles mn, m d , m"n", etc., á l'axe des abscisses, 
seront tous égaux ; «ce qui prouve que la section EF est 
une ligne droite. 

490. On parviendrait au méme résultat en consideráht 

rintégrale de Féquation ^ ™ «f que nous avons vu é i m . 
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art. 466, 
z ~ ax -\~ (px (335) 

car, pour tous les poinís de la surface qui sont dans le 
pian CD, l'ordonnée est égale á une constante c, repré-

Fig. 91. sentée dans la fig. 91, par AB j remplafant done(pj par , 
et faisant(pc = C, l'équation (235) deviendra 

z = a ^ - f - C . . . . (286); 
oetíe équation étant celle d'une droite, et appartenant á la 
section EF, i l s'ensuit que cette section est une ligne 
droite. 

49r. La méaie cbose ay.mt lieu par rapport aux autres 
planssecans qu'on inéneraitparalléleinentá celui des .r, z, 
concluons que tous ees plans couperont la surface suivant 
des lignes droites, qui seront paralléles , puisqu'elles for-
meront chacune, avec une paralléle á 1'a.xe des x , un 
angle dont la tangente trigonométrique sera a. 

492. Si maintenant nous faisons arr= o, réquation (235) 
se réduira a z = <pj-, et sera celle d'une courbe GHK 
tracée sur le plan des j " , z; cette courbe renfermant tous 
les points de la surface, dont les coordonne'es sont x — o, 

Fig. 91- rencontrera la plan CD en un point m , fig. g i , qui aura 
x o pour Tune de ses coordonnées; et puisqu'on a 
aussi x — kB — c, la troisiéme coordonne'e , en vertu de 
Féquation (236), serajz=C, valeur représente'e dans la 
figure par Bm. Ce que nous disons du plan CD pouvant 
s'appliquer á tous les autres plans qui lu i sont paralléles, 
i l en resulte que par tous les points de la courbe dont 
z — <pj est l 'équation, et qui est tracée sur le plan des j , 
*9 pardront des droites paralléles á l'axe des x. Voilá 
tout ce que nous disent les équations (284) et (235); et 
comme cette condition est toujours remplie, quelle que 
soit la figure.de la courbe dont z = $ j - est l'équation, 
on voit que cette courbe est arbitraire. 
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493. I l su i t de ce qui precede, que la courbe GHK, 
dont z=<Pf est réquat ion , peut étre composée d'arcs de 
diíFérenles courbes, qui se joignent les uns les autres, ou 
qui laissent entre eux desinterruptions, en certaines par-
ties, comme dans la figure 92. Une courbe de ce dernier Fig. g^ 
genre est appele'e discontinué. Une courbe peut étre aussi 
discontigué; c'est ce qui arrive lorsqu'il y a interruplion 
dans ses parties, sans qué , dans Fendroit ou a lieu cette 
interruption , son cours soit suspendu. La courbe, fig. 98, Fíg. 93. 
nous en offre un exeniple aux points M et N qui ne se 
succédent pas, et pourtant ne laissent entre eux aucuu 
vide. Remarquons qu'en pareille circonstance, deux ordon-
ne'es différentes telles que PM et PN, fig. 98 , ou que QR 
et QS , • correspondent á une méme abscisse. Enfin , i l 
est possible que la courbe soit composée d'une suite infinie 
d'arcs infiniment petits , qui appartiennent chacun á des 
courbes diffe'rentes; dans ce cas, la courbe est irréguliére, 
comme seraient, par exempíe, des traits de plume que Ton 
tracerait au basard; nsais ele quelque maniere que soit for-
me'e la courbe dont l'éjguation est z = <pj-, i l suffira pour 
construiré la surface, de fairc mouvoir une droite toujours 
parallélement á elle-méme , avec cette condition, que son 
point m parcoure la courbe GHK dont z = q t j est l'e'qua-
tion, et qui est tracée au hasard sur le plan des j , z. 

494- Si au lieu de réquation — = «, nous avions 
• -1 ' , Q.X 

¿Z 
celle-ci: — = X , dans laquelle X fút une fonction de x , 
alors en menant un plan CD, fig. 91, paralléle á celui Fig. 91. 
des a:, z, la surface serait coupée suivant une certaine 
sectionEF, qui ne serait plus une ligne droite, comme 
dans le cas précédent. En efíet, pour tout point m ' , pris 
sur cette section, la tangente trigonométrique de l'angle 
n'm'm" formé par le prolongement de l'élément vi'm" de 
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lasecíioiij avec une paraílele á l'axe des.r, sera égaie á 
une fonction X de Tabscisse x de ce point; et comme 
l'abscisse x est difieren te pour chaqué point, i l s'ensuit 
que l'angle rím'm" sera difierent á chaqué point de la 
seclion ; ce qui nous montre que EF ne sera plus, cornme 
pre'cédemment, une ligne droite. La surface se construirá 
de niéine que dans le probléme precedent, en faisant 
inouvoir la seclion EF parallélement á eile-méme, de 
maniere que son point m touche continueliement la 
courbe GHK, dont réquation est z =s <pj. 

495. Supposons inaintenant que , dans Féquation pre­
cedente , au lieu de X , on ait une fonction P de x et de j • 

áz 
réquation j - = P, conlenant trois variables, appartien-
dra encoré á une surface courbe. Si nous coupons cette 
surface par un plan paraílele á celui des .r , z, nous au-
rons une seclion dans laquelle y sera constant^et comme 

áz 

dans tous ses points, — e'galera une fonction de la va­

riable x , i i faudra done, ainsi qu^ dans le cas précédent, 
1 i 5 . . dz 

que cette section soit une combe, L cquation = P, 
etant iníegrée , nous aurons, pour celle de la surface, 

si dans cette équation nous donnons successivement á j 
les valeurs croissaníes j - ' , j " , f", j - , v , etc., et que nous 
appellions P', P", P'", P,v, etc. , ce que devicnt alors la 
fonction P., nous aurons les e'quations 

z z = . f V ' á x + v y , z r = / P ' U r 4-<p/', j ; 
z ^ / P - d a r - h ^ , z = /P 'vdx- f . ^ 'v , e t c . j - (2J7); 

et l'on voit que ees e'quations apparíiendront a des courbes 
de méme nature, mais diíférenteade formes, puisque les 
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valeurs de la constante j n'y sont pas les mémes. Ces 
epurbes ne serónt autre chose que les seclions de la surface 
par des plans paralléles á celui des .r, z ; et, en reucon-
irant le plan des j r , z? elles formeront une courbe dont 
l'équation s'obtiendra en égalant á zéro la valeur de x 
dans celle de la surface. Appelons Y, ce que devient /Pd,r 
dans ce cas, nous aurons 

z = Y - j - fcr- • • • (238) ; 

etl'on voit qu'á cause de (pjr, la courbe, determinée par 
cetíe équation, doit étre arbitraire; ainsi, ayant tracé á 
volonté, fig. 94, la Courbe QRS sur le plan des j - , z, si Fig. 9^ 
nous representóos par RL lá sectioo dont z — f V á x <py' 
est l'équation, on fera mouvoir cette seclion , en tenant 
son extrémité R toujours appliquée á la courbe QBS ; 
mais de maniere que , dans ce mouvement, cette sec­
lion RL premie les formes successives déterminées par les 
e'quations (227), et Ton construirá la surface á laquelle 

appartiendra réquation ^ == P. 

496. Conside'rons enfiu l'e'quation genérale 

4-,M — - f . N = o, 

dont l'intégrale est ü=<í)V, art. 4^4- ^ s que nous avons 
ü = a e t Y ~ b , ces e'quations existant chacune entre trois 
coordonnées, nous pouvons les regarder comme ceiles de 
deux surfaces; et puisque ces coordonnées sont communes, 
elles doivent appartenir á la courbe d'intersection de ces 
deux surfaces. Cela posé, a el b étantdes constantes arbi-
traires-, si dans ü = a nous donnons á ̂  et á j r les valent sx' 
et y , nous obtiendrons pour z une fonction de x \ de y ct 
de a, qui détenninera un point de la surface dont ü zh a 
est Tequation, Ce point quelconque variera de positioa si 
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nous donnons successivement diverses valeurs á la cons­
tante arbitraire « , ce qui revient á diré qu'en faisant 
varier a, nous ferons passer la surface dont 11=: a est 
l 'équation, par un nouveau systéme de points. Ce qUe 
nous disons de JJ = a, pouvant s'appliquer á Y ~ b t 
concluons que la courbe d'intersection des deux surfaces 
changera continuellement de position, et par conséquent 
de'cnra une surface courbe , dans laquelle a et b pom-
ront étre consideres conime deux coordonne'es; et puisque 
la relation a = oí», qui lie entre elles ees deux coordon-
nées , est arbitraire, on sent que la détermination de la 
fonction * revient au probléme de faire passer une surface 
par une courbe tracée arbitrairement. 

497. Pour montrer comnient ees sortes de problémes 
peuvent conduire á des conditions analytiquea, examinons 
quelle est la surface dont l'équation est 

dz dz ^ „ v 

Nous avons vu, art. 47^, que cette e'quation avait pour 
intégrale 

5 = 9 ( ^ 4 - j - ) . . . . (240), 

re'ciproquement on tire de cette intégrale 
^2 -f- y2 = : «1)2 ; 

si Fon coupe la surface par un plan paralléle á celui des x , 
X , la section aura pour équation 

a:2 - f j - 2 = c>c ; 

et en représentant par aa la constante <¡>c, on aura 

Cette équation appartient au cercle; par conséquent la 
surface jouira de cette propriété, que toute section faite 
par un plan paralléle á celui des x , y , sera un cercle. 



FONCTIONS A R B I T R A IRES U U 1er O R D R E , SÉk) 

498. Cette propriété est encoré iudiquée par requatioa 
(239), car en tire, en vertu derartlcle 26, 

Cette e'quation nous apprend que la sous-normalc doit 
étre toujours égale á l'abscisse, ce qui est la propriélc du 
cercle. 

499. L'e'quation (240) ne nous disant done autre chose, 
si cen'est que toutes les sections paralléles au plan desx, 
f , sont des cercles, i l s'ensuit que la loi suivant laquelle 
les rayons de ees sections doivent s'augmenter, n'est pas 
comprise dans l'e'quation (a4o), et que, par conse'quent, 
touté surface de re'volution satisfera au probléme; car on 
sait que dans ees sortes de surfaces, les sections pavalleles 
au plan, des x , j sont toujours des cercles, et i l n'est pas 
besoin de diré que la ge'ne'ratrice qui , dans une re'volu­
tion, de'crit la surface, peut étre une courbe discontinué, 
discontigué, re'guliére ou irréguliére. 

500. Chercbons done la surface pour laquelle cette ge-
nératrice serait une parabole AN, fig. 95, et supposons F¡g ^ 
que, dans cette hypothése, la surface soit coupee par un 
plan AB, qui passerait par l'axe cíes z\ la trace de ce 
plan sur celui des ¿c, j r sera une droite AL qui , menee 
parTorigine, aura pour équation j ~ a x ; si nous re-
préseníons par t l'hypote'nuse AQ du triangle rectangle 
APQ, construit sur le plan des x , j r , nous aurons 

mais t étant l'abscisse AQ de la parabole AN , doní 
QM = z est l 'ordonnée, nous avons, par la nalure de cette 
courbe, 

Élém, de Cale. diff. a¿ 
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mettant pour í2 sa valeur a:2-f-j 2, i l nous viendra 

et en faisant | («2-í- i ) ~ m , nous obtiendrons 

de sorte que la condátion prescrite dans l'hypothése oú la 
génératricedoitétreune parabole, est que Fon doive avoir 

z = mx* lorsque j - == ax. 

5ox. Cherchons maintenant á de'terminer, aumoyen de 
ees conditions, la fonedon arbitraire qui entre dans l'e-
quation (240). Pour cet effet, noUs représenterons par ü la 
quantité a:2-f j 2 qui est aíFectée du signe et réquation 
(240) deviendra 

z == <pU... . (241), 
et nous aurons les trois équations 

i:2-f-jT3 = ü , j - z ^ a x , z^z mx*. 
Alimoyen des deux premieres nous éliminerons Jr, et nous 
obtiendrons la valeur dea:2 qu i , étant mise dans la troi-
siérae, nous donnera 

¡7 ; ": ' ' :';Ú - ' ' 
z ~ rn .—, . 

a2 + i ' 
e'quation qui se réduit á 

z = - U • 
b 3 

parce qu'on a vu que nous avions supposé ^ («2 - f - O = 771 '•> 

la valeur de z e'lant substituée dans l'e'quation (240? ^ 
cljangera en 
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mettant la valetir de ü ^anscette équalion, nous trouve-

rons 

et Ton voit que la fonctipn est détenmnée; substituant 
cette valeur de ?)(a;a4-js) dans l'équation ( 740) , nous 
aurons pour Fiatégrale cherche'e 

2; = ~(^Tf>jrí); 

equation qui jouit de la propriété requise, puisque l 'hy-
pothése de j r = «^ nous domie 

z — mx"1. 

502. Ce procede' est ge'ne'ralj car supposons que les con-
ditions qui doivent déíerminer la constante arbitraire, 
soient que l'intégraie donne F(ar, j r , ^) = o, lorsqu'on a 
j f (.T, y , z ) ~ o, nous nous procurerons une troisiéaie 
equation en égalant á ü la quantité qui est pre'ce'dée 
de et alors, en éliminant successivement deux des 
variables x, j - , z , onobtiendra chacune de ees variables 
en fonction de ü . Mettant ees valeurs dans l'intégraie, on 
parviendra á une equation dont le premier rnembre 
sera (pTJ, et dont le second rnembre sera une expression 
compose'e en U ; rernetlant la valeur de ü en fonction des 
variables, la fonction arbitraire se trouvera de'termine'e. 

Des équations différentielles partielles da second 
ordre. 

503. Une equation difTerentleüe paríielie du second 
ordre, danslaquellez est une fonction de deux variables x 
et jr , doit toujours contenir un ou plusieurs de ees coefti-

ciens diíFérentiels ¿ ; ~ , indépendamment 

s4.. 
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des coefficiens difíerentiels du premier ordre qu'elle peut 
renfermer. 

504. Nous nous bornerons á intégrer les plus simples 
des équations diíférentielles partielles du second ordre, et 
nous commencerons par celles-ci: 

d2z 

mnltipliant pasdo-, et intégrant par rapporí á x , nous 
ajouterons á l'intégrale une constante arbitraire fonction 
de j , et nous aurons 

dz 
d i ^ ^ 5 

multipliant de nouveau par dar, et désignant par une 
fonction d e / , qu'on doit ajouterá l 'intégrale, nous troti-
verons 

z — x p j - f - ^ j r . 

505. ProposonS-nous inaintenant d'inte'grer réquation 

:d22 _ p 
d ^ ' 

dans laquelle P est une fonction de a: et de / ; en ope'raní 
comme dans l'inte'gration pre'cédente , nous trouverons 
d'abord 

dz r 1 

une seconde intégration nous donnera 

f = / [ / P d x - f <pj] dx - f 4 J . 

506. On inte'grerait de la méme maniere 

dfl* 

et Ton trouverait 
dj2 ' 
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507. L'équation 

s'intégrerait d'abord par rapport á Tune des variables, et 
easuite par rapport á l'autre, ce qui donnerait 

z = / [ / P d x 4- ^ r ] djr -f- ^ . 

508. En ge'ne'ral, on trastera de lámeme maniere J' 
des équations 

d ^ ^ frz n dBz # -— = P, -— = Q, - — = 11, etc., 

dans lesquelles P, Q, R, etc., sont des fonctions de x et 
de y , ce qui donnera lieu á une suite d'integralions qui in-
troduiront chacune uue fonction arbitraire dans l'intégrale. 

Sog. Aprés les équations que nous venons de consi-
dérer, l'une des plus fáciles á inte'grer est celle-ci : 

djr2 d j v¿' 

par P et par Q nous de'signons toujours deux fonctions de x 
etde j , Faisons 

dz 
4 r 

nous transformerons cejtte équation en 

^ 4- PÍÍ = Q (243). 

Pour intégrer, nous regarderons x comme conslant, et 
alors cette équation ne renfermera que deux variables j 
et u, et sera de méme forme que réquation 

4. 
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d j r + V j á x = Q d x Ca44), 

traitéeart . 385, et dont Fintégrale, page 286, est 

comparant done les équations (243) et (244) > nous aurons 

substitaant ees valeurs dans la formule (245), et diangeant 
G en qx, nous obtiendrons 

mettant cette valeur de u dans l'équation (242) 5 muíti-
p lknt par djr, et inte'grant, on írouvera 

Si o. On intégrerait par le méme moyen Ies e'quátions 

á x á j áx á x ü j djr 

dans lesquelles 1J et Q representent des fonctions de x ; et, 
á cause du diviseur dardjr, on sent que la valeur de z ne 
renfennerait pas des fonctions arbitraires de la raétne va-" 
riable. 

5i 1. Proposons-nous encoré d'integrer l 'équation 

Pour cela, nous remarquerons d'abord quej ' étant une foncíion de x e* 
de í , sa différentielle doit étre représentée par 

(*) Ceíte équation est oelle du fameux probiémedes cordes vibrantes. 
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et en faisant ^ d ^ 

d J ^ ' 7 ' d i 2 3 9 ' 

on change l'equation (247), en 

dy = » c b - H d í (348), 
et la proposee on 

, | = » . í . . . . W 9 ) . 

L'équation (248), étant une diffórentielle exacte , on aura, art. 401, 

(2Í,O;, 

et comme/; et 9 sont des fonctions de x et de í , leurs différentielles se­
rón t # 

= ^ da: + ^ di (a5i), 
r dx d i 

^ d x + g d í . . . . (252) ; 

mettaat dans l'équation (252) les valeurs de ~ - et de dotinées pai-

les équatíons (249) et (25o), cette équation (252) deviendra 

d9 = fedx-f ^ d í . . . . (253). 

Représentant par des mémes lettres les quantités commimes aux équa-
tions (261) et (253), ees équations pourront s'écrire ainsi : 

áp — máx + ndí (254), * 
d^ = ndx a^mát. , . . [ibS). 

Multipliant la premiére de ees équations par a, et Fajoutant á l 'autre, 
on trouvera 

aáp + d̂ f ~ {am 4- n) dx -f. « [am -\- n) d i , 

équation q u i , a cause du facteur commun , peut s'écrire ainsi :. 

aip + úq ~ {am + n) (dr -f, adí) , 
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OVL pltilót de la sorte 

adp + (I./ = (am n) d (JC •+at) (256). 

Eetranchaiit ensuite i'equation (255) de l'équatioii (254), multiplfée 
par a, on trouvera, par une opération analogue á la precedente, 

adp — dq = {am — n) (dx — «di) (257), 

et par conséquent 

adp — dcj =z {am n) á{oc — at) (a58). 

5i2. Or, si Ton remarque que quand on différencie une fonctionde 
la différentielle doit étre de tovmefz.dz (*), on conclura que dans Pé-
quation (256), oú la diflerentielle, au lieu d'étre z, est x xf. on doit 
avoir 

am n ~ F {x + at). 

De 'méme, en désignaní pa rF ' ¡a caractéristique d'une autre fónction, 
on tirera de lYqualion (258), o 

km — K = F'{x — at) j 

ce qui changera les eqaations (256) et (258), en 

adp -4-dy = F{x ai) d (r -f- a i ) . . . . (aSg), 
ot eu; -; • • ' - , : • "• 

adp — dq = W{x — at) d {x — at). . . . (260) : 

et comme l ' intégrale d'une expression de la Curme fz .áz est une autre 
l'onction de z , rrous aurons en intégrant les équations (259) et (260), 
et en représentant p a r / e t par / ' les caractéristiques dedeux foncíion» 
différentes, 

:[ a p + q = z f { x + at ) ) . . . 

5x3. Ajoutant les équations (261), pour éliminer q, elles nous donnení 

zap = / { x + at} + f ' {a — at) j 

retranchant les équations (261) Pune de Pautre pour éliminer p, on 

(*)z ponrrait n'cntrer qu'á la puissance zéro, cas oii/z se réduirait h 
une constante. 
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aura 
2(/ = f ( x 4- at) — f (x — at) \ 

divísant Fun de ees resultáis par i a , et l'autre par 2, les valeurs dop ct 
de q sont ainsi déterminées : 

f ( x gt) J r f ' j x — at) 
r la 

f { x -f- at) —f'{x — at) _ 

mettant ees valeurs dans l'équation (2^8), nous obtiendrons 

et en multipliant les deux termes de la seconde fraction par a, pour lui 
donnerle denominateur de Fautre fraction, nous aurons 

f(x •+ at) + f (x — ai) . afix -4- ai) — af'{x — ai\ , 
d j ' y ^—Í_J_^_2 1 Ax -f- • > ^ <- ¿—i , d i ; 

l a l a 
rassemblant les termes qui ont pour facteur y(.r + et ecux qui ont 
pour facteur/(x — aí), on trouvera 

f i x 4- át) {áx 4- adí) — ai) (dx — adí) 
2(1 ' 

équation qui revicnt á 

_ i / ( x + ¿¡i) d (x -f- a/) 1 / ' (x _ ai] d (x — a^' •— -• ~———————— -f" — • : 
*> /J O /» 

et nous fondant sur la méme raison qui nous a fait parvenir. art. 5i2 , á 
la premiére intégrat ion, nous trouverons en désignant par y et par 4 Ies 
caractéristiques de deux fonctions différentes, 

1 (p (x 4- Í?Í) \ ^{x — ai) 
y — - . \ — • 

n a 1. a 
et si ron observe que le dénominateur a peut étré comprisdans la fono 
tion, on aura enfln 

f — í ^ , ^ 4. flí) + ¿ ± ( x L . ai). , , . (262). 
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Des fonctions arbitraires qui entrent dans ks 
intégrales des éqimtions dij'jérentielles partielleg 
du second ordre. 

514. Les équations différentielles paríielles du second 
ordre conduisent á des intégrales qui renferment deux 
fonctions arbitraires ; la détermination de ees fonctions 
revient á faire passer la surface par deux courbes qui 
peuvent étre discontinúes et discontigués. Pour en donner 
un exernple, prenons l'e'quation 

d22 __ 

cLr1 " 0 ' 

dont l'inte'grale, art. 5o4, est 

z — x q j - i - 4 ^ . . . • (263). 
F¡g. 96. Soient k x , A y et Az, fig. 9 6 , les axes coordonnés; 

si Fon ménc un plan K L parallélement á celui des x , z, 
la section de la surface, par ce plan, sera une ligne 
droite; car, pour tous les points de cette section, f é tmt 
e'galá Áp, si nous repre'sentons Áp par une constante c, 
les fonctions ^ e t ^-J" ¿eviendront <pc et -^c, et par con-
séquent pouiTont étre remplace'es par deux constantes a 
et 6; de serte que l'équation (268) deviendra 

z z= ax b . . . , (364), 

et sera celle de la section faite par le plan K L . 
515. Pour connaitrele point ou cette section rencontre 

le plan des y , z, faisons x ~ o; l'équaíion (263) nous 
donne , dans cette hypotbese, 

z = tyj, 

ce qui nous indique une courbe amb íracée sur le plan 
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des / , «; n0US fac^e ^e demontrer, comrne dans 
l'art. 492, que la section reneontre la courbe amb en un 
point m ; et comme cette section est une ligne droite, i l 
ne s'agit, pour en déterminer la positión , que de trouver 
un .second point par lequel passe cette ligne. Pour cet 
eíFet, observons que lorsque x est cgal á zéro, Tequa-
tion (263) se rédui tá 

z = ^ j r , 

tandis que lorsque x est égaí á Funite', la méme e'quation 
se reduit á 

2 — (pj- 4- 4 r ; 

faisant, comme précédemment, j - z = A p — c, ees deux 
valeurs de z deviennent 

z — z — a b, 

et dé terminen t deux points m et rpris sur la méme section 
mr que nous avons vue étre en ligne droite. Pour cons­
truiré ees points, on ope'rera de la maniere Suivante : on 
tracera arbitraáreraent sur le plan des y , z la courbe amb, 
et par le point oü le plan se'cant K L reneontre l'axe 
desjr, on élévera la perpendiculaire pm = b) qui sei'a 
une ordonne'e á la courbe; on prendra ensuite á i 'inter-
section HL du plan se'cant et de celui des x , j - , la 
partie pjp' e'gale á Funite', et par le point p ' on ménera 
un plan paralléle á celui des j r , z, et dans ce plan on 
construirá la courbe a'm'b', sur le modele de la courbe 
amb, et de maniere qu'elle soit semblablement dispose'e; 
alors Fordonnée m'p sera e'gale á mp ; et si Fon pro-
longe m'p d'une quantité arbitral re m'r, qui repre'sen-
tera a, on déterminera le point r de la section. 

Si Fon prolonge ensuite, par le méme procede', toutes 
les ordonnées de la courbe a'm'b', on construirá une nou-



38o OALCuii XNTÍGHAL, ele 
velle courbe d rh ' qui sera telle, cju'en rnenant par cetle 
courbe etpar amb, un plan paralléle á celui des .r, z, les 
deux points oú les courbes seront rencoiitre'es appartien-
dront á la méme section de la surface. 

I I suit de ce qui precede, que la surface peut étre cons-
truite, enfaisant mouvoir la droite mr, de maniere qu'elle 
toudhe continuellement les deux courbes amh, drh' . 

5 i6 . Cet exemple suffit pour faire entrevoir commeutla 
détermination des fonclions arbitraires, qui complétent 
les inte'grales des équations diíFérentielles partidles du 
second ordre, revient á faire passer la surface par deux 
courbes qui , ainsi que Ies fonctions arbitraires qui ser-
vent á les construiré, peinent étre discontinúes, discon-
tigués, re'guliéres cu irréguliéres. 

i 
TIN DU CALCUIi INTEGJRAIJ. 



C A L C Ü L 

DES D I F F É R E N C E S . 

Du calcul direct des dijférences. 

5in. La différence d'une fonclion variable cst l'accrois-
sement ou la diminution que cetíe fonction re^oit lors-
qu'elle passe d'un certain état de grandeur á un autre. 

Cette difíerence s'indique par le caractere grec A , place 
devant la fonction variable. Par exemple, lorsque la 
fonction t y = : x2 devient f ' par un accroissetnent h donne' 
á la variable x , on a. 

j — j -=1 -xxh /z2, 
ou 

«Sijr = i x h -f- A4. 

En general, si x se chángeánt en x - j - â fonction j de 
x devient j ' , le théoréme de Taylor nous donne, pour le 
de'veloppement de y \ une suite de cette forme, 

j ' = = j r + A A 4 - B/z2 -f- m + D ^ , etc.; 

et Ton voit que la diííérence de la fonction sera exprime'e 
par 

f — y ou A j = A/ i - f -BA1- f Cfr*-f etc., 

tandis que la diíFérentielle ne se composera, art. i 3 , que 
du premier terme de cette différence, dans lequel on chan­
gara l'accroissement Ti en Ax. 

5 i8 . Parla méme raison que nous plagons la caracte-
nstique A devant j , pour indiquer raccroissement positií 
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ou négatif de cette fonctiou, nous indiquerons par &x 
raccroissement de x q u i , suivant le cas, sera positif ou 
négatif. 

Ainsí, pour connaitre la diíFérence de j , lorsque la 
fonctionest x = a:m, BOUS developperons, par la formule 
du binóme, Téquation 

etnous trouverons 
m-—i m — i nt—2 

y - j ou ty==mxm-t&x+m-—-i&x)*+m-— - - ( & x f e k í 

On peut se dispensar de renfermer á x entre des paren-
théses, ea convenant que Ax% Ao;3, Ax^, etc., représente-
ron t ía seconde, latroisieme, la quatriémepuissance, ele., 
de &x ; mais pour n'étre pas dans le cas de confondre 
Ax3, etc., avec les différences de a:2, de x*, etc., nous dési-
gnerons ees diíFérences de cette maniere : A.x2, A.a:3, etc. 
Au moyen de cette observation, nous pourrons écrire ainsi 
Tequation précédente : 

Av-=mzm 'kx-i-m —áx^- l -m - A x ' - e t c ; 

et nous voyons que quand la diíTérence devient infiniment 
petite, cas auquel Ax et Aj" se cbangent en dx et en dj-, 
on doit supprimer, art. a36, les termes aífectés de d^2, 
de dx3 , etc., comme des infiniinent peíits des ordres su-
périeurs : par conséquent la formule se réduit á 

djr = mx^'^dx] 

ce qui est conforme au résulíat que nous avons obtenu 
art. 17, par un autre moyen. 

619. 11 n'est pas méme nécessaire de développcr toujours 
la fonct ionj de suivant les puissances ascendantes dé Ax 
pour obtenir la diíférence Ajy t par exemple, si Ton avait 
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a:a —aa 

en retranchant la fonction primitive de la fonction accrue, 
i l viendrait 

elevant 4» Aa: au carré , re'duisant ensuite au méme 
dénominateur, et eíFectuant la réduction, on trouverait 

^ ~ ~ x i x + '&x) ' 

ou en rassemblant les termes en , 

(sai 4- x%) Ax -f- x&x* 
x { x - \ - Ax) 

520. Si la diíférence Aa: était négative, et qu'on voulút 
déterminer la valeur de A j - , pour la fonction 

3 
i / a ' - i - b x 

j r = — c , 

on changerait x e n x — A T , et en retranchant la fonction 
primitive de la nouvelle, on trouverait 

3 ( 
S/a* -¡t-bx — b&x — d* -i- bx 

Ajr = 5 — . 

Sai. Cherchons maintenant la diíférence de y , lovs-
qu'on a 

X = log x . 

On déduit de cette e'quation 

j ' = l o g ( ^ 4 - A ^ ) , *• 
et par conséquent 

y — Jr = log {x - f Ax) — log ^ ; 
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ou, d'apres la propriéle des logarithmes, 

r — f ~ l o s : — - — » 
en effectuant la división par a:, 

y - j o n A j = l o g ^ i 4 - ~ ) . . . . (i). 

Or, on a, page 3g, 
h h7 , A3 • 

log (x - j - h) — log ̂  + - —• —a + 3 ^ 3 ~ etc-i 

el en faisant passer log or dans le premier membre, on a 

r h - Aa / X3 ^ % 
log (o: + A) - log ^ = " - + 3^3 - ^ - h etc. 

Cette équation nous donne , par la nature des loga­
rithmes, 

log { — ) ou log ^ + - ) = - - ^ + 3-3 - etc. ; 

remplapant ensuite h par Ax, on aura 

, / . A x \ Ax Ax*. Ao:3 
log ( H j = - f -K—? —• etc. ; 

mettant cette valeur dans l'e'quation ( i ) , on trouvera 

Ax Ax* • Ax6 
A j = f-—- — etc. . . . (2). 

Cherchons ensuite la diffe'rence de j - — a 1 ; pour cela 
nous avons 

X — J 011 A y ~ a — a * = a*{a ~-i)7 
et, en mettant la valeur de jr, 

Aax = a* {aXx — 1). 

522, Soit encoré jr = sin o-, on a 
f =z= sin {x A x ) , 
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et par conséquent 

y j - ou Aj-rsrsin^ cosA^-f-si" kxcosx— siax , 

et en réduisant 

= sin Aa: eos a: -f- (cos ^ x — 0 sino:. 

Deméme, si Ton nous donne j = cosx, on trouvera 

y = eos (x 4- A X ) , 

et en développant, i l viendra 

j r ' == eos eos A X — sin x sin ókX , 

d'oü Ton déduira 

y — x —COS x COS ^ ~ ~ * Ŝ N —COS ^ J 

et par conséquent 

A7 = — sinxsin Á X 4- cosx(cos Aa? — i ) . 

SaS. Si la fonctionj", outre ia variable .r , contenait en­
coré d'autres variables z, t, u , etc., on prendrait la diffé-
rence AĴ  en remplafant x par x -f- Ax, z par z Az,t par 
t + At, etc., et en opérant comme ci-dessus. 

Par exemple, si Ton voulait déterminer la différence de 
y = azu , on aurait 

/ = a (z + Az) { U - \ - A U ) , 

développant et retranchant la fonction primitive, on trou-
verait 

y — JT ou Ay = azAw + a«Az - f ¿ZAZAM ; 

et l'on voit que lorsque A J et Az deviennent infiniment 
petits, cette différence se réduit á 

djy = azdu -f- auúz, 

résultat conforme á la regle de l'art. I/J . 
Élém. de Cale. diff. 25 
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624. Enfin , si Ton se proposait de determiner la diffé. 

rence de la fraction - , on aurait 
z 

> u-^r tai 
~" z + A 2 ' 

et par conse'quent 
w -f- Au u 

2 

et en réduisant au méme dénomiaateur, on trouverait, 
aprés avoir supprimé les termes qui se détruisent, 

zAu — i/Az 

Quand les difFérences sont infiniment petites, Az s'évanouit 
au dénorainateur, A / , AM et Az se changent en dj-, en áu 
et en dz, et la formule precedente se réduit á 

, zdw — udz 
tente—5 

ce qui est conforme á la regle établie, art. 14, pour trou-
ver la diffe'rentielle d'une fraction. 

525. Dans le calcul difierentiel, on considere des diíFe'-
rentielles de divers ordres. Une semblable división a lieu 
dansle calcul des difFérences : ainsi en regardant h.x, Ajr, 
AZ, etc., comme les difFérences premieres de x , de j " , de 
z, etc., ees fonctions auront t fx , ífjr, Aaz, etc., pour difFé­
rences secondes, et A3,r, A3/, A3Z, etc., pour diíférences 
troisiéme , ainsi de suite. 

526 . La diíFérence seconde d'une fonction représentée par 
j — f x , n'étant autre chose que la diíFérence de la difFérence, 

p,^ on pourra regarder M'Q, fig. gy, comme une ordonnée, 
S' 97" dontl'abscisse comptée de l'origíneM, serait MQ=Aa:; par 

conséquent si MQ re^oit un accroissement QR, Tabscisse 
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MR correspondra á l'ordonnée M"R ; et la diíFérence M"S, 
qui existe entre M/'R et M'Q, sera la diíFérence de M'Q ou 
la dilfe'rence seconde de MP ; et, comme QR équivaut á 
PT", nous avons done ici deux sortes d'accroissemens á 
conside'rer , savoir : VVr que nous avons appele' Ax, et P'P" 
que nous désignerons momentanément par h. Si nous re-
gardons maintenant les ordonnées comme des fonctions 
des abscisses correspondantes, nous aurons évidemment, 
d'aprés rinspection de la figure 97 , F'lS' 97-

M'Q = M'P' — MP, 
ou 

A j = $ ( x - \ - ^ ) — <px... (3) ; 
et ensuite 

M"S = M"P"--M'P/ , 
ou . 

A*J = Cp AX -f- A) — + Ax)' • • (4)-

Or, i l peut arriver deux cas: ou la diffe'rence P'P" = h sera 
e'gale á PP' = A X , ou elle ne le sera pas. Daos le premier 
cas, l'équation (4) deviendra 

Á y ~ (p (a; _|_ 2Aa;) — <p (x A X ) . . . (5) ; 

etl'on voitqu'elle se dédui tde l'e'quation (3), en regardant 
AX comme une quantité constante, eí en cliangeant x en 
x -f- ; mais dans l'hypothése oú h différera de Ax , nous 
indiquerons cette difference, qui pourra étre positive 011 
négative, par A'rc; en sorte que nous aurons 

k ~ A X A2a:, 

ce qui changera l equation (4) en 

A y ^ {x -f- aAx - j - &''x) — < p ( x ~ l - ¿ l x ) . . . (6); 

et Fon voit que dans le second cas, la vaíeur de Aa^ se dé-
duira de celle de Ajr, [equation (3)], en cJhangeaní 

Ax €n Ax - f et x en x + Ax. 
35.. 
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627. Par exemple, si Ton voulait avoir la différence 
seconde de la fonction y = dans laquelle on suppose-
rait Aa: consíant, on trouverait d'abord 

A -̂ — •+ ' • • (7); 

et en changeant seulement x en x , on obtiendrait 
ensuite 

A3 j r = 2 (.r + Ax)'Ax + Ax2 — (zxAx • ^ • A x ' ) . , . (8) • 
faisant la réduction, i l resterait, 

As j -= aAa:3. . . (9). 

628. Si au contraire on regardait Ax comme une quantité 
variable, l'équation (7), au lieu de donner l'e'quation (8), 
aménerait celle-ci, 

Ay=2(a:-4- Aar)(Ax Hh A»a:) -f- (bx-j- Aaa;)s— ( Z X A X - f Aa:2), 

et en re'duisant, donnerait 

A y z= a . Á x a { 2 X - i - ^ A x ) Á 2 x { Á 2 x Y . . . Cío). 

529. Par des consíde'rations analogues, on prouverait de 
mérae qu'en donnant l'accroissement A^x á A^x, on devrait, 
dans cette hypothése, changer a: en x~{~Ax,¿\x en ¿Ix-i-A^x 
et Aaítr en Aa^ -f- A3j: dans la fonction (1 o), pour obtenir la 
valeur de &3j, ainsi de suite. 

530. Quant au choix de Fuñe des hypothéses que nous 
avons considére'es, i l n'est pas douteux que lorsque rien ne 
s'y oppose, i l vaut toujours mieux faire accroítre x par des 
différences égales j aussi est-ce l'hypothése que Ton choisit 
ordinairement. Cependant i l peut arriver qxfll ne de­
pende pas de notre choix de donner des valeurs constantes 
á Ao:. Par exemple, si a: et étaient des fonctions d'une 
troisiéme variable t et que Ton eút x = <pt, 6 1 ^ = 4 ^ 011 
sent que raccroissement Ax de x dépendrait, comme celui 
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dejr» de l'accroissement Ai, et ainsi n'étant plus arbitraire, 
nepourrait étre supposé constant. 

531. Si nous remplajons maintenant par h la difference 
&x que nous avons prise pour constante, et que nous cher-
cliions les diffe'rences successives d'une fonction j r = o:3, 
nous trouverons 

A / = Sx*h -í- 3 ^ a + A3, 
A3jr= 3 (^ + ^ ) ^ 4 - 3 ( 0 : - } - K)h*~-3x*h—Sxfc—Qxfc-j- GA1, 

A3j = 6(x - f h)h* — §xh? = 6/ís , 
Alr = o; 
et Fon voit que daus cet exemple, comine dans tout autre 
semblable d'une fonction rationnelle, les exposans de h 
diminuantsuccessivement d'une unité, les diíFérences qu'on 
déduit ainsi les unes des autres doivent diminuer, et finir 
par devenir nuiles. 

532. Par exemple, si Fon écrit dans une ligne horizon-
tale la suite des nombres triangulaires, et que l'on place 
au-dessous leurs diffe'rences successives, comme cela est in­
dique' ici : 

1, 3, 6, I D , i 5 , 2 1 , 28 , etc., 
2, 3, 4> 5, 6, 7 , etc., 

1 , x, 1 , 1, 1 , etc., 
o, o, o, o, etc., 

cu verra qu'á la 4* ügne seulement les diffe'rences finissent 
par étre nuiles. 

533. Prenons maintenant une suite de termes 

a, aa, « 3 , « 4 , . . . fl„... ( u ) , 
qui aient pour premieres diíFérences, 

¿ i , ¿ 3 , ¿4> - ¿'n-. • ( 1 2 ) , 

pour secondes diíFérences, 

CJ c . , C 2 , C s , C 4 , . . . C , . . (|3),S 
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pour troisiemes diíFérences, 

d , dly ¿4, d3, d i , . . , dn. . . (x^), 
ainsi de suitfe. 

On en déduira 

tf,—¿zr-á,—a.—b,, a s — ^ - - ^ ^ = 6 3 , e t c . , ' 
bí—bz=.c,hi.—bi~cx, bz—hi—c*, ¿ 4 — ¿ 3 = ^ 3 , etc., 
C,—C=C?, Ca—0 ,=^ , C3—C^É?,, C4—C3=:fi?3, e t c . , J (15j> 
á , — f e e , 4 -4—e.? ^3—4=e2, á4—d3~e-3, etc., 

etc, etc., etc., etc. 

On tirera de la premiére colonne de ees équations, 

<ar(=«4-^j c,=c-j-^, <íi=e-ff/, etc... (16); 

de la seconde colonne , 

«a = «, -f-¿7,, ^ = ¿,-+-0,, C3 = C, - j - / i , , e tC. . . ( l i j ) ; 

de la troisiéme colonne , 

as —a, ~ f ¿a, bs~b2-j-ca, 03 = 6,4-<4 i 
ainsi de suite. 

534. Cherchons maintenant á exprimer les difíerens 
termes des suites ( i 1) et (12) , en fonctions des quantités 
a ,b , c}d j etc. Pour cet effet, nous avons d'abord, par les 
premieres des équations (16), 

a, = « - } - £ , 61 = ¿ - f - c ; 

nous trouverous ensuite la valeur de aa en substituant 
celles de ax et de b, dans la premiére des équations (17), 
ce qui nous donnera 

«a r= - | - í-, = « - f ¿. - f a -f- 0=5: a -}- a6 + c ; 

d'un autre cóté, nous trouverons á Taide des équations (17) 
et (16), 1 

ca = c, -}- dt— c-^-d + e + dzzzc +• i d e ; 
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substituant les valeurs de fla et de b% dans celle de « 3 , nous 
obtiendrons 

a3 = a. 4-¿2 = « + 3^ -h 3c-f-«i. 

On trouvera de inéme 
¿ 3 = ^ - f c2 = ¿ + 3 c + ^4-c + - f e = 6 - f Sc+SJ-f e. 

En continuant ainsi, on trouvera encoré 

«4 = a + 4¿ - f 6c -J- 4Í/ - f e.. . (18) , 
¿4 = ¿ + 4 c - f 6 J + 4 c - f - / . . . (19)3 

et en general, 

n , , nCn—x) , n{n — i){n~—i) , , . 
att = a + ~ b + ~ ¿c - | - ~ ^ J - f etc.. ( 2 0 ) , 

¿n = é 4- - c -f- - d - l r ^ ^eJ-etc... (a i ) , 
I 1 .2 1 .2.3 

535. Gette serie s'arréte si Ton tombesur des diffe'rences 
constantes dans Tune des ligues horizontales des e'qua-
tions ( i5) . Par exemple, si l'on avait 

¿ = ¿», = = ¿4 = ¿ 3 , etc.} 

qu'on substituát ees valeurs dans les équations (i5), les pre-
miers inembres de celles qui composent la seconde ligne, 
se re'duiraient á ze'ro, ce qui donnerait 

c = o, ct s= o, Cj = o, C3 = o, etc. j 

ees valeurs de c, de cr, de c2, etc., feraient á leur tour e'va-
nouir les preiniers membres des e'quations de la troisiéme 
ligne, d'oú i l résulterait 

d ~ o y dl is& o, Í/2 = o, dsz=:o etc»; 
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et en continuant ainsi 011 voit que les équations des lignes 
suivanles comprises dans les etc., se réduiraient á zéro. 

536. L'équation (20), dans laquelle rentre celle qui est 
comprise sous le n0 (21) n'ayant éte' trouve'e que par analo-
gie, i l s'agit maintenant d'en prouver la légitimité, 

Or , quand re = 4 , les e'quations ( 2 0 ) et ( 2 1 ) deviennent 
les équations (18) et (19) (*), et comine celles-ci sont dé-
montrées, voilá done une valeur de n pour laquelle les 
équations ( 2 0 ) et ( 2 1 ) se vérifient j mais nous ne savons pas 
s i , en augmentant n d'une uni té , les valeurs de an et de 

se composeront d'une maniere analogue, et si , par 
conséquent les équations ( 2 0 ) et ( 2 1 ) , subsisteront en­
coré ; autrement ce serait conclure du particulier au ge­
neral ; tout ce que nous pouvons admet í re , c'est que 
la démonstratioii ayant eu Üeu pour le cas oú n = 4 , i l 
est du moins constaté que dans une certaine hypoihése 
de n (celle de 4) > les valeurs an et bn se forment sui-
vanl la loi qui est indiquée par les équations ( 2 0 ) et 

(*) Pour concevoir par quelle raison l'éqtiation (20) d'un nombre i l l i -
miíé de termes se réduit aux cinq termes de l 'équation (18), soient M , 

N , P, Q , R, S, etc., les facteurs successifs 1^n ' ~ I ) n(w~r)("~a) etc 
. " 1 i . a ' i.a.3 

nous pourrons écrire ainsi l 'équation (20): 

« n = « + ^ + M ^ c + N ^ ^ H - P ^ e + Q L " J Z Í ) / 

• . ')ía5 o .rPi.^ u b 5 <, -fi .. 7 -._ . 

et Fon voit que, dans l'hypothése de w =r 4, le facteur " ~ ^ devient 

n u l , ce qui fait évanouir tous lestermesde laseconde Hgne, c'est-á-dire 
tous ceux qui sont compris depuis le rang4H-2 : car les secondespartiess 
des quautités renfermées entre Ies parenthéses étant successivement r , 
2, 3, 4> i l est évident que le nombre donné 4 indique le ranga partir 
du deuxiém© terme, ou le rang 4 2 á partir du premier. Cette ob-
servation peut s'appliquer á toute autre hypothése de n. 
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(3I)- démontrons que si Ton augmente n d'une unité et 
que l 'on obtienne par conséquent 

la valeur de an+l ne sera point absurda, 
Pour cela, nous partirons de ce point quejpuisque nous 

regardons les équations (20) et (21), qui ont lieu pour 
une hypothése de n , comrae legitimes , nous obtien-
drous un résultat qui sera encoré exempt d'erreur, si nous 
ajoutons ensemble ees e'quations : en opérant ainsi, nous 
trouverons 

. , n(n—1) ; n(n—i)(n—i) ' , 
a n + b n — a + n b ± ^ J c + ^ ' \ -^ + etc., 

, n(n—1) , , 
-f- o 4- nc -f d -f- etc. 

Re'duisant et snettant an+, á la place de an--í~bn, comme 
on en a le droit-en vertu des équations (17), i l reste 

(n'4~i)n (n4-i)n(n-i) n 
• 1.2 1.2.3 

Équation démonííée exacte, et qui , étant la méme que l'é-
quation (22), prouve que celle-ci estvi'aie. 

11 suit done de la que puisque i'équation (20) subsiste 
pour l'indice ft=%, I'équation (22) . qui a lieu pour Tindice 
n~j-i—5, sera vraie encoré. Faisant ensuite « = 5, l'e-
quaíion (20) sera done vraie pour cet Índice , et par con­
séquent I'équation (22) prouvera qu'il en sera de méme de 
l'indice « + 1 = 6, En continuant ainsi, on prouvera que 
I'équation (20) sfura lieu en augmentant successivement 
l'indice depuis la valeur 4 jusqu'á une valeur quelconquen. 

537. Maintenaut,puisque b est la différence des deuxpre-
miers termes de la suite ( n ) , i'accroissement de a qu'onde­
signe par Aa sera done égal á ¿; ce que nous disons de b pou-
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vant s'appliquer á c, á ¿f, á e, etc., á l'egard des termes dont 
ees letlres désignent les accroissemens , on a évidemnient 

bz=zAa,c=z¿ib> d = A c , e ~ A d , etc (2̂ ). 

éliminant b de la seccmde de ees e'quations (24), au moyeu 
de la premiére, on aura 

metíant cette valeur dans la troisiéme des équatioñs (24)) 
nóus trouverons 

d = A.Á*az=zA3a; 

eette valeur substituée dans la quatriéme des équatioñs (24), 
on obtiendra 

1 e = A.áia = Áfa , . 
ainsi de suite. 

Substituantcesvaleursde c, de6?, de e, etc., dansl'équa-
tion (20), cette équation deviendra 

. n , n(n—1) . n(n—i)(/z—-2) „ : lí' 

1 1 1 1 . 2 

Telle est la formule de Newton. 
538. Si Ton prend pour la suite a , « , , « . , , « 3 . . . . <2n, les 

ordonnées prn , pfmf, p"m", etc., d'une courbe AM, 
Fig. 98 fig. 9 8 , et que la premiére et la derniére de ees ordonnées 

soient désigne'es par j ' e t parj-', nous aurons done 

Substituant ees valeurs dans réquation (25), nous obtien-
drons 

, , n t n(n—1) , n{n—iVn—-A , ¿ , a\ / ~ y + - A f J t - ± — ~ L A y J i - K ^ ¿ A ^ e t c . . (26) . 

Fig- 98' Supposonsmaintenantquel'accroissement A—/7P,fig- 9̂ > 
donné á l'abscisse kp soit partage' en n parties pp > 
p"p"', etc., e'gales chacune á Ax, comme le nombre de ees 
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parties sera exprimé par n , nous aurons 
h ~ nbx, 

d'ou ron tirara ^ 

= . v (27)-Ax 

Au moyen de cette valeur Féquation (26) deviendra 

J 7 AX J 1.2 1 .2 .3 

réduisant les quaatité's qui sont entre les parenthéses au 
méme de'nominateur, et mettant les Ax sous les A / , nous 
obtiendrons 

t ' = r + A— -f- -h ^ etc.. ( 2 8 . 
^ 1 .2 Aa:2 1 .2.3 Â r 
Quand les ordonnécs sont iufiniment proches les unes des 
autres, A X , qui éxprime la distance de Tune á l'autre, 
devient une quantité inímíment petite qui s'e'vanouit, 
art. 23o, devant la quantité finie A, représentée parpP, 

fig.Q8:alorslesrapports , —~, —.. etc., se réduisent 
0 17 ' r r AX AX AX* 

Ó.Y d2'K d^y 
aux coefficieus différentiels - r ^ - . -¡^-j, etc., et la for-

dx ' áx '* áx* ' 
mulé ( 2 8 ) , devient 

do'" d5'y" h2 d^Y f¡? 

c'est ainsi que le calcul des différences nous condüít au 
théoréme de Taylor, dont on reconnaít ici la formule. 

SSg. Dans la démonstration precedente, nous avóns 
partagé Faccroissement /?P, fig. 9 8 , en un certain nombre de rig. 98, 
parties égales, et nous avons pris pour Ax Tune de ees par-
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ties ; on pourrait au cohtraire nommer Ax Taccroisse 
ment pV, et regarder Ax comme composé d'un nombre n 
de parties égales chacune á une quantite' constante h. Si Ton 
adopte cette seconde hypothése , on aura 

xf — x ou AX = nh, 
d'üü nous tirerons 

w = (3o) ; 

substituant cette valeur dans l'équation (26), nous obtien-
drons, aprés avoir réduit les quantités qui soat entrepa-
renthéses au méme clenominateur, 

A X Á X ( A X — J l ) o . Ax{Ax—h)(Ax—2h) 
y ~ j + - T AT -f- T 4 r - ^ + x - g p — 

+ etc... ( 3 i ) , 
et en prenant h pour unité , l 'équation (3 i ) deviendra 

(¿HX 1) , Ax(AX-l)(AX-2) „ 
JT =J+AXAJ+AXK—^ y A y + 2 3 - V j . . . (32). 

Cette équation peut se mettre sous une autre forme; car 
l'lrypothése deh— 1, réduitl'e'quation (3o) á Axz=n. Cette 
valeur de A X change Tequation (3?,) en 

, , n(n—1) : n(n—i)(n—2)A3r , 
j r ~ j ± nAjr+-^ -;A^+ ¿ ; ^ +etc... (33). 

2 1 .2.0 

ce qui nous fait retomber sur l'équation (26). 
540. Remarquons que ce que nous appelons Af, dans 

la formule ( 3 i ) , n'est pas la méme chose quejr'—J"; 
o car Á J exprime la diíférence m ' r í , fig. 9 8 , qui existe 

entre les deux ordonnées consécutives rnp et m ' j / ; tandis 
qnej- '—j est la diíférence MN qui se trouve entre MP—jr' 
et m p ~ y . 

541. Pour donner une application de la formule (33), 
cherchons rordonuée qui répondá l'indice n dans la suite 

5 , 9 , i 5 , 23, 33, etc. . . . (34) 5 
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comparant cette suite á celle-ci : 

a, at, aa, «3? a i , etc.; 

et désignant le premier terme par j" , nous avons 

A j on b =• al — a — 9 — 5 = 4 , 
bt ou « a — « r = i 5 — 9 = 6 , 
¿a ou « 3 — «2 = 28 — 1 5 = 8 , 
¿3 ou «4 — « 3 = 3 3 — 28 = IO, 

ou c = 6, — 6 = 2 , 

6'r = b7 — 6, = 2 , 

c2 = ¿ 3 — 6 a = 2 , 

A3^ ou = c, — c = o; 

touíes les autres différences sont éga lemen t nuiles. 
Par conséquen t l ' équa t i on (33) se r é d u i t á ees premiers 

termes 
, (n — 1) ¿* 

j = j + n . & j ~ n — A y . . . (35); 

mettantdans cette équa t i on la valeur 5 du premier terme 
et celles de A j et de A2jr, elle devient 

y = 5 -} -4n + (n»—n), 

valeur qu i se reduifc á 

f = : 5 + Z n + n \ . . (36). 

Cette formule donnera le moyen de de'terminer le terme 
de la suite (34), qui r é p o n d á l ' indice n. Par conséquen t si 
Ton donne successivement á n ees valeurs 

0> i , 2 , 3, 4) 5, 6, etc., 

et qu'on les mette dans la formule (36), 011 retrouvera tous 
les termes de la suite (34). 
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542. Une formule qui, commela formule (36), determine 
tous les termes d'une suite, á commencer par la valeur 
n = o , en est appelée le terme général. Soit done cette 
suite de termes 

a, tía, « 3 » « 4 , . . . ««, • • • (37), 

correspondant aux índices 

0, 1, 2, 3, 4»••• n ̂  
i l est visible que an sera le terme général de la suite (37); 
car un terme quelconque de cette suite, «4, par exemple, 
s'obtient en donnant á ra la valeur particuliére 4. Le 
premier terme a equivaut done á a0, ce qui ne signifie 
autre chose, si ce n'est que a n'a point d'indice. A Tégard 
de an, l'indice de ce terme indique le nombre de ceux 
qui le pre'cédent; car en comptantles termes de la suite (87), 
á partir seulement de a, inclusivement, ce nombre de 
termes sera exprimé par ra , et par conséquent deviendra 
« -f- 1 , si nous y réunissons a. D'oú i l suit que le nombre 
total des termes qui préce'dent «„ dans la suite (37) aura ra 
pour expression. 

Gette observation repose entiérement sur ce que la pre-
miére des valeurs qu'on substitue á ra, pour obtenir tous les 
termes de la série , doit étre ze'ro. 

Ainsice que nous appellerons le terme general de la suite 
des nombres naturels 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, etc (38), 

ne sera pas ra, parce que, bien qu'on obíienne tous les termes 
de cette suite en faisant supcessivement 

ra=i, 71 = 2 , ra=3, etc., 

nousne commenpons point par ra=:o. 
543. Oa voit que, d'aprés cette définition,le terme gé­

néral de la suite (38) sera n - j - r. De meme, en cherchant 
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les termes généraux des suites 

qui sont celles des nombres carrés et des nombres cubes, on a 
( T ! - ! - i)2} terme général de la suite des carrés , 
( n _ j - 1 ) 3 ? terme général de la suite des cubes. 

544. Si Ton demandait le terme général de la suite des 
nombres triangulaires (*), qui est 

i , 3, 6, 1 0 , i 5 , 2 1 , 28, 36, etc. . . . (89), 

en écrivant au-dessous 
a, a2, az, a4t a5, a6, at, etc (4o), 

nous aurions 

Ajr o\i b = a¡ — a ~ 3 — 1 = 2 , 

bL on — a l ~ 6— 3 = 3 , 
¿a ou «s — a a = i o — 6 = 4, 

ou « 4 ~ « 3 = 15 — 10 = 5, 

ou c = bt-~ b •= 3 — 2. = . 1 , 
c = ¿ 2 — — 3 = i , 

A^- ou d ~ o 7 
A^ j = o, A 5 ^ = o, etc. 

el comme les Índices o, 1 , 2 , 3, 4> etc•) suivent l'ordre 
des nombres naturels, leur différence est l 'unité, ce qui 
nous donne h - = 1. Cette hypothése est celle de la for­
mule (33); et comme dans le cas présent nous avons, 
par ce qui precede, j = 1 , A J ^ ~ 2 , A2jr = 1, et que tou tes 
les autres différences A 3 J , ^ j - , etc., sont nuiles, on ob-
tient en mettant ees valeurs dans la formule (33), 

(*) Elle s'obtient en ajoutant á l 'unité les sommesdes deux, des trois, 
desquatre premiers termes, etc. de la suite (38) des nombres naturels. 
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y = ! - f — — . ; 

réduisant les deux derniers termes au mérne dénominateur, 
on tro uve en fin 

1 j ^ } í ^ l £ . — terrnegen. délasuite des nomb. t r i a n g . . . . ^ 

545, Remarquons que, dans le cas oú les ordonnées dont 
on connait les valeurs sont equidistantes, et ou par con-

v séquent on a le droit de prendre h pour unité , i l est pos-
sible que n soit fractionnaire. C'esfc effectivement ce qui 

Fig . 99. aura l ieu , fig 99 , si le point P, determiné par l'abscisse 
x r = x - + - nh, ue tombe pas sur un des piedsp,pf, p \ etc., 
des ordonne'es equidistantes pm, p 'm' , p"m", etc. Par 
exemple, si Ton prend la courbe déterminée par les 
termes de la serie (89), dont nous construirons les trois 

Fig.ioo. ordonnées, en faisant, fig. 100 , 
pp ' = r, 

et en prenant, comme le prescrit la suite (3g), 

p m — \ , p ' r r í ~ 3 , p)"m" — 6, 

et que Ton demande quelle sera l'ordonnée correspondante 

á l'indice n = 1 - f - , on mettra cette valeur dans la for­
mule (4 i ), qui est l'expression genérale de l'ordonnéé de 
la courbe proposée, et Ton trouvera 

/ = . 4- ^ + fH-C+f)- = 1 + 3j = 4+g. 

g 

Ains i l ,ordonnéePM=:4-f - sera celle qui correspond á 

Tindice 1 -4- ̂ ' ou» ce est Ia méme chose, á l'abscisse 
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Lepiobléme que nous venons de résoudre nous^oaduit 
ala reclierclie du logarithrae d'uu nombre qui ne se trouve 
pas corapris dans les tables. i 

546. Proposons-nous, par exemple, de déterminer le 
logarithme da nombre 2,718281828 qu i , art. 38, sert de 
base au systéme népérien. Comme en déplafant la virgule 
on ne change pas les chiffres décimaux du logarillime, 
nous la placerons de maniere que la partie entiére du 
nombre proposé soit aussi grande que les tables la puis-
sent contenir; et pourcela, au lieu du nombre proposé, 
nous écrirons 271,8281828, parce que plus un nombre 
entier est grand, plus son logarithme est donne' avec 
exactitude dans les tables. 

Notre recherche se réduisant ainsi á trouver le loga­
rithme de 271,8281828 (*), itnaginons que Fon ait cons-
truit les points m , m , m", r r f , mlv, etc., fig. 101, á l'aide Fig. IOI . 
4es coordonne'es suivantes : 

k p = 271, p m = log de 271, 
kp =¿ 272, p 'rrí z= log de 272, 
Ap" — 273, p"m" — log de 273, 
Ap'" = 274, p'!'m" = log de 274, 
Aply ~ 275, jy lvmlv= log de 275, 

i l est certain que si les points ra, m' , m", etc., se succcdaient 
inamédiatement, ils constitueraientune ligne courbe; mais 
étant separes les uns des autres, si l'on fait passer par ees 
points une ligne mmWm'", etc., cette ligne pourra étre 
regardée comme une combe approximative BC, dont l ' i n -
flexion se rapprocbera beaucoup de celle de la vériíable 
courbe. Par consequcnt si Fon méne par le point P une 
ordonnée PM qui aille renconírer en M notre courbe ap-

(*) Le logarithme du nombre entier 2718281828, ne differant de celui 
de 2,7181828 que par la caractéristique , qui au lieu d 'é t reo est 9, on 
voit que ce logarithme se détermine par 1c mérae procédé. 

Elém. de Cale, dijf, '. 2g 
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proximalive, on sent que cette ordonnée dííFérera peu de 
rordonriée qui appartiendrait á la véritable courbe; et cela 
proviendra de Tinfluence que les ordonnées p m , p'm' ^ 
p"m!', ont exercée sur rinflexion de la courbe approxi-
mative ; de sorte qu'on pourra regarder PM comme une 
fonction de ees ordonne'es : c'est aussi la conse'quence que 
l'on tire de la formule (33), dans laquelle Fordonnée PM, 
représente'e par j - ' , est une fonction de j et de ses ac-
croissemens successifs. Aussi allons-nous déterminer la 
valeur de PM au moyen de cette formule. 

Fig.ioi. Pour cela, nousavons, fig. IOI , par Tétat de laquestion, 
ou A/? = 271, J ou /?m = log de 271, 

or' ou AP = x -f- A x — 271,8281828, 
ce qui nous donne 

Aa: = 0,8281828; 

et i l s'agit de déterminer y ' . 
Cela posé, les abscisses k p , kp ' , kp", Ap'"9 etc., étant 

représentées par les nombres 271, 272, 273, 274, etc., on 
voit que la difieren ce de Tune á l'autre est égale á l'unité : 
nous avons. done, dans íe cas présent, h = . i • par consé-
quént nous emploierons la formule (32) pour la solution 
du probléme; et , puisque nous connaissons A x , et le 
premier terme y , nous n'avons plus besoin que de con-
naítre Ajr, A y , A3^, etc. Pour obtenir ees différences, 
posant d'abord, comme dans l'art. 533, la suiíe 

a, a,, a2, «3 , a^, etc., 
nous aurons pour déterminer ees valeurs 

a = : log de 271 = 2.4829692909, 
«, = log de 272 = 2.4345689040, g^. 
«2 == log de 273 == 2.4361626470, 
a3 = log de 274 = 2.437^505628, 
¿4 = log de 275 == 2.4393326938, 

etc- etc. etc. etc.; 
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m déduira de la 
ou b on at — a = 0,0015996131, 

bJ ou a2 — « 1 = 0,0015937430, 
ou a3 — «3 — 0,0015879158, 

¿>3 O U « 4 « 3 = 0 , O O l 5 8 2 l 3 l O , 

A2jr ou c ou ¿1 — b = — 0,0000058701, 
c, ou ¿»3 — b, = — 0,0000058272, 
c3 ou £ 3 — ¿a = -— 0,0000057848, 

A3jr ou «s? ou c, — c = — 0,0000000429. 

Forman t d'abord le terme A^Ajr, nous trouverom 

A ^ A j - = (0,8281828) (O,OO15996) = 0,00l32476. . . (42). 

La valeur de A¿c qui compose le premier facteur n'est qu'ap-
proximative, puisque nous avons néglige les chiíFres déci-
maux qui passent le septiéme rang, comme on peut le voir 
par cette valeur plus approchée de la base du systéme né-
périen 

6 = 2,718281828459045, etc.; 

i l suit de la que le premier facteur de la valeur de A X A J , 

n'est exact que quand Ton se borne aux sept premiers 
chiíFres de'cimaux. Les deux zéros du second facteur de 
l'expression (42), reculent ia virgule de deuxrangs dansle 
produit, ce qui donnerait neuf chiíFres de'cimaux; mais 
á cause des retenues, ne pouvant compter sur Texacti-
tude da dernier chiíFre, nous n'en prendrons que h u i t ; 
et comme la fraction decimale qui est la valeur de A X est 
moindre que l'unite', nous remplacerons A . r— 1 par 
'—(1—Aa:), et nous trouverons 

i ( A X — l ) ( 1 ~ ~ A X ) 

A x — - — i , ou —AO:'- — ^ = — (0,071134264). 
Multipliant cette valeur par celle de A y , qui est aussi 
aégative, nous obtiendrons ce produit positif 

26.. 
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(&X — l ) „ / Í; 
í f y = 0,000000417o. 

2 

Nous ne tiendrons pas compte des termes en A 3 J , en 
A ^ r , etc. , parce qu'en considérant seulement le premier, 
qui est 

a o 

nous voyons que la valeur de ce terme n'a aucun chiíFre 
significatif dans les huit premieres decimales; á plus forte 
raison en doit- i l étre de méme des termes en A^jr, en 
A5)/, etc., qui sont moindres. De sorte que la valeur de 
y ne dépend que des huit premieres decimales de celle 
de A X . 

Nous aurons done en resume' 

JT 2,43296929 
A J - A X O,00l32476 

( A x — i ) , 
A.X . 0 , O 0 0 O 0 0 4 í 

log de 271,8281828= 2,43429446. 

Diminuant la caracte'ristique de deux unités, on conclura 
que le logarithme de 

6 = 2,7x8281828, est 0,4342944 (*). 
Nous ne prenons que sept de'cimales dans la valeur du lo-

(*) Dans l 'hypothése qui nous a fait trouver ce logarithme, nous re-
gardons l'ordonnée comme le logarithme de Fabscisse; mais dans Ies 
articles 38, Sg, 4o et 198, nous supposions au contraire que Tabscisse 
était le logarithme de l 'ordonnée, en partant de l'équation 

= «fosr, ou x=.lo%r; 
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«arithme, parce qu'on ne peut compter sur la huitiéme^ 
qui, quoique exacte dans chacun des nombres que nous 
additionuons, peut se trouver fautive dans leur somme, á 
cause des retenues qui pourraient provenir des chiíFres 
négligés á partir de la neuviéme de'cimale. 

Du calcul inverse des differences. 

547. Le calcul inverse des differences a pour but de 
remonter de la diffe'rence á la quantite' qui Ta produite. 
Cette operation, qu'on appelle intégration, ¿ináicpíe y&v 
la caractéristique 2 , qui signifie somme. 

Par exemple, ctarit donnée la diíférence Aa;, suppose'e 
constante, i l est évident qu'on aura 

SAa; = x . 

548. On peut mettre cette équation sous une autre 
forme, si Ton considere que l'unité y entrant comme 
facteur, peut étre remplacée par x 0 , on aura done 

5<A*3̂«ce —— ce ^ 

et alors on pourra faire passer la constante en deliors 

au lieu de cette équat ion , nous aurions, dans le cas actuel, 

x =^by— h^s ŷ cu y=i \oftx-

ce qui nous conduirait á 
J 1 da: loe e d l o g x = — -

x log b 

Cette équation appart iendrait á une logarithmique aussi bien que celle-ci: 

(1 l o g r = T^—~ • 

mais dans cetle derniére l'abscisse devenant Pordormée et l 'ordonnée 
l'abscisse, la courbo n'aurait pas la méme position. 
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du signe d'intégration, ce qui donnera 

¿ Í X Z X 0 = x , 

et par consequent 

^ 0 = — . • . (43). 

549. Dans ia méme hypotbése de AX constant, soit 
j r == X M , 

on a 
y z = : { x + Ar)"», 

et par consequent 
y — j - ou A j = ( x - \ - A x ) m — x ^ ; 

de'veloppant par la formule du binóme, et effapant íes 
termes en x m qui se détruisent, on trouve 

. m m — 1 
Ajy == T n x m ~ ^ x - j - -—. —-— x"I~2Aa:a -f- etc.; 

inte'grant et faisant passer les constantes hors du signe 1t 
i l vient 

. m m — 1 
r = m l x ^ ^ x H . Z x ^ k x * + etc. ; 

remeítant la valeur de j - , on a 

1 2 ^ 1 2 3 

On déduit de cette équation 

X * = 2 A X E X -f- AX22x3, 
¿c3 r = BÂ Sa:4 3Aa:2Sar + Acc32̂ 0, 
^ = 4A^S^3 - f 6AarsSx2-f- 4A^32a: -f- A^2#0, 
etc. etc. etc. 

Tirant de ees équationsles valeurs de Z x , l x % S^3, etc. . 
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de t x * , etc., donnéespar le premier tevme de leurs se-
conds membres«et divisant par la partie qui est hors du 
signe 2, on trouvera 

x 3 S b x ' - Z x k x ^ Z x 0 

x 4 6 A a : 2 2 ^ a 4A^35:'r A a r ^ x 0 

4A:c 4A,r 4A'r ' 
etc. etc. etc. etc. 

Réduisant les termes en & x , qu i , dans chaqué fraction , 
sont communs au numerateur et au dénorninateur, on 
obtiendra 
^ a:a A x Z x 0 

2Aar 2 . * 

X3 A X * 

Z X * = - A X X X 5 - 2 ^ ° , 

ÓAX ó ). . . . (44). 
SX3 = -7— — | A X Z X 2 — A X ^ X — -7- S.T0 

4Aa: 4 
etc. etc. etc. etc. 
Mettant dans la premiére des équations (44)) la valeur de 
I x 0 , tirée de l'équation (43), page 4o6, on obtiendra" 

x2 x 
-Zx — . . . . (45) ; 

substituant ensuite cette valeur de t x et celle de ST", 
dans la seconde des e'quations-(44) > on trouvera 

Z A X 2 

ou , en réduisant les deux derniers termes , 

X* X * , / X x \ 
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Enfin, si , dans la troisiéme des équations (44) > on intro-. 
duit les valeurs de 1x° y de 2x et de Sa?2, données par les 
e'quations(43), (45) et (46), on trouvera 

2 ^ = ^ - — i ^ + i ^ . . . . (47). 
q.Ax 

Et córame l'accroissement A x , qui est constant, est 
d'une graudeur arbitraire, naus pourrons le remplacer 
par 7i, pour óter l'idée d'opération renfermee dans AX, et 
nous aurons 

2x0 = x 
V 

X 1 X 
"EX = 7 — —5 

2 « 2 
h x ) - - v ( 4 8 ) . 

^ a = — — + r ^ » 

saf - p ~ T + " 4 " 

550, En ge'ne'ral, une fonction rationnelle entiére de 
lorsqu'on développe Íes opérations, se réduisant á une 
semine de quantités de la forme L x m , on voií que Tinte-
gration en peut toujours étre obtenue par ce qui precede. 

551. Clierchons> par exemple, l'inte'grale de la fonc-̂  
tion 

{a + bxY* 

Pour cela on développera le caire, ce qui donnera 

{a -f- h x y ~ «2 - | - l a h x + h^x"2-; 

multipliant a1 par x0, inte'grant et meítant les constantes 
en deíiors, nous obtiendrons 

2(a-+- hxy = a^x0 + a^Sx - f b^x*; 

remplafant 2>r0, et 2^% par leurs valeurs, que nous 
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donnent les équaíions (48), nous trouverons 
409 

abx ^— 
b̂ hx 

-f- g- -f- constante, cfx abbc 

ou, en ordonnant par rapport aux. puissances de x, 

/ab b*\ /a* , . ¿5A> 
+ ( T - 7 ) " + ( T - ^ ^ 3 ) " + con!*-

Nous ajoutons une constante, parce que l'intégrale d'une 
différence A x est aussi bien x que a - j - x , ees fonclions 
ayant la méme difFérence A x . 

552. Soit encové le produit 

( x -f- a) ( x + • ¿ ) 

en le développant ou aura 

( x -f- a) { x -f- ¿>) (a? -f- c) = o:3 -f- « 
+ !> 
-\~ c 

et en intégrant, on trouvera 

x^-^-ab 
-f- ac 
4- cí» 

- i - c 

Z x ^ a b 

-̂ -cb 

lx-\-abc%x0'{'Const. 

11 ne s'aglra plus que de mettre dans le second membre les 
valeurs deS-r3, de 2a:2, dé I x et de Z x 0 , doune'es par les 
e'quations (48). 

563. 11 est un cas particulier ou un produit de divers 
facteurs pre'senle une intégration aussi elegante que facile ; 
c'est celui oú la différence A x étant constante et repre­
sen tée par h , on se propose d'intégrer 

x { x ~ ¡ ~ h ) { x + 2/i) ( x -f- 3/i) ( x - j - n h ) . 
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Pour cela, nous diíFérencierons le produit 

y~{af i~h)x{x+h) (x+ih) ( x+3A) . . . (x+nh\ . . . (fa^ 

qui contient de plus, sur la gauche, le facteur (x— . 
remplagant x par (x-i-h), j-dewiendra. 

et nous aurons 

j4_Ajr=^(^-f/i) (x+zh) {x-\-3h). . .(x+nh) (x-j-h+nh); 

ótant de ce résultat i'équation primitive, i l reslera 

• \ j — x (x-j~ h) {x zh). . . (T -}- nh) (¿r - j - A-f- nh) 
— (x— h) x (x h) . . . . (x~j~nh). 

La partie ^-(^ h). . . {x - j - nh) étant commune aux deux 
produits qui composent le second membre de cette équa-
tion, nous pouvonsla mettre en facteur commun, et nous 
aurons 

AX=:la:{x-j-h) (x-j-zh). . . (x+nh)'] [x-j~h-\~nh—(x—h)]. 

Le second facteur se reduit á ( n - | - 2 ) ^ , et comme i l est 
constant, nous pomrons le faire passer hors du signe 1 ; 
intégrant, nous aurons 

j - • = {n 2,) k 2, [x{x -h h) (x^-2h) . . . + 

Mettaut la valeur de y donnée par i'équalion (49), chau-
geant les deux membres de place et divisant par (n - \-2)h, 
nous trouverons enfin 

Zx(x+h){x+zh).. .(x+nh) = r r í t ó - f A)...(x-^-nh)]. 
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Application da calcul des différences a la 
sommation des termes d'une serie. 

554. Un des grands avantages du calcul des différences 
finies, consiste á deteminer le tenue sornmatoire d'une 
serie, c'est-á-dire Texpression algébrique au moyen de 
laquelle on peut trouver la somme des termes de cette 
se'rie. 

Nous allons examiner comment le lerme sornmatoire 
peut étre obtenu lorsqu'on connait le terme general d'une 
serie. Pour cela, soit la suite 

a, a,, a j , « 3 , 04. , . . . , a„ . . . . (5o), 

qui correspond aux Índices 

o, 1 , 2, 3, 4> • •• n —1 i n' 

Nous voyons qu'en donnant successivement á n Ies valeurs 
o , i , 2 , 3 , 4 > ' - - w ) O n forniera avec an tous les termes 
de la suite (5o); an en est done le terme ge'néral. Mais 
ce terme géne'ral peut étre regar dé comrne la différence 
dont s'accroítraií 

a -f- a, - } - aa - f « 3 . . . + (5 i ) , 

pour former la suite (5o). 
Par conséquent, si nous désignons par S la somme des 

termes de la suite (5i) ¡ nous aurons 

AS = an; 

d'oü nous tirerons, enintégrant , 

S = SaB. Ú . i (52). 

555. Telle sera la somme des termes compris inclusive-
«nent depuis a jusqu'á c'est-á-dire jusqu'au terme 
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qui occupe le (n —i)íVmr rang, á partir de « , ; mais si, au 
lieu de compter les rangs depuis nous les comptons 
depuis a, le terme «„_, occupera le niéme rang; etalorsles 
índices 

o, í , 2 , 3, . . . ( n - i ) , 

de la suite (5i) se changeront en ees autres índices, 

i , 2 , 3 , 4 , . . . 

de cette maniere , le terme somniatoire S exprimera la 
suite des termes compris depuis n = i jusqu'á n=zn. 

556. Pour en donner un exemple, cherchons le terme 
soramatoire de la suite 

3 , 7, I I , i 5 , i g , 2 3 . . . . (53), 

dont le terme general est 4« + 3. Cette formule nous don-
ngrá 

S = 2(4^4 -3 ) , 
ou 

S = 4Sre 4 . 3 s « 0 . . . . (54) ; 

mettant re á la place de o:, dans les e'quations (43) et (45), 
et faisant A>r = i , parce que les índices croissent d'une 
imité, nous déduirons de ees équations 

1 n 0 = z n , 2re =-jn2 — ire; 

substítuant ees valeurs dans Féquation (54), réduisaut et 
ajoutant une constante, nous trouverons 

S = an* -f- ra 4- constante,. . . (55). 

On determinera la constante, en remarquant que quaiul 
1 2 = 0 , la somrae S des termes est nulle, ce qui réduit 
Féquation (55) á 

constante == o. 
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Supprimant done la constante, nous aurons 

S = 2«a4-n (56). 

557. Pour appliquer cette formule á la sommation des 
termes de la suite (53) , nous observerons que ees termes 
étant au nombre de six, nous avons, art. 555, 

re = 6; 

mettant eette valeur dans l'e'quation (54), nous trouverons 

S = 78. 

558. Cherchons encoré les quinze premiers termes de la 
suite des nombres naturels, c'est-á-dire sommons la serie 

1, 2 , 3, 4, l 5 ; 

le tenue géne'ral de cette suite étant n-j- 1, art. 543, 
nous avons pour son tenue sommatoire 

S = 2x - f 2 ^ ° . 

Au moyen de la premiére des e'quations (45) et (43), 
dans lesquelles nous changerons x en re et A x en l'unite', 
nous re'duirons celle-ci á 

S = |n2- f -4w. 

Cette e'quation, eomme celle de l'exemple pre'ce'dent, ne 
comporte point de constante. 

Les Índices ne différant pas des termes de la serie, nous 
trouverons, en faisant n = i 5 , que la somme de ees termes 
est ' 

S = 120. 

559. Pour troisiéme application, sommons la suite 

1 4 " i - 9 + 16 - f 254 -36 + 49 + 64 -f- 81 -f- 100, 
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qui est celle des dix premiers termes des carre's de la suite 
des nombres naturels. Le terme general de cette suue 
etant (.z-f-i)2, art. 543, nons aurons pour le terme som-
matoire 

S = S (re -fO? = S («2 + 3« 4- 0 = 2«2 + 4. 2n0 • 

sübstituant dans cette expression les valeurs de 2n \ 
de In1, et de 2n0, données par les équations (46), ( 4 5 ) 
et ( 4 3 ) , dans lesquelles on changera .z en n et A X en 
l'unité, le terme sommatoire aura pour expression 

S = | ns + j n2 -f- f " -f" constante.... (5^); 

et comme le nombre des termes de la serie est I O , nous 
trouverons en faisant 72 = 1 0 , 

S == 385. 

Nous n'ajoutons point de constante, parla raison que 
nous avons expliquee art. 556; mais si, au lieu de compter 
la suite depuis le nombre 1 , on la comptait depuis le 
nombre 36, la somme des termes qui précédent 36 de-
vrait étre nulle. Par conséquent en faisant n = 5, on de-
vrait avoir S = o. Cette bypothése réduirait i'équa-
tion (67) á 

constante = — 55; 

cette vaíeur changeraií requation (5^) en 

S t= H- ^rS + l n — 55 ; o 1 b 

et comme le nombre des termes de la suite proposée est i ô  
en faisant re ~ i o , on aurait pour la somme des termes de 
cette serie, compris depuis 36 jusqu'á 100 inclusivement, 

c 1000 ioo 10 
S = — 4 . + „ _ 55, 
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011 S = 385 - 55 = 330. 

De IHnterpolation. 

560. L'interpolation a pour but d'insérer dans une suite 
de termes qui suivent une certaine l o i , d'autres termes 
subordonnés á cette métne lo i . 

561. Si Ton nous donnait, par exemple, les coordon-
nées AP et PM, % . 102, AQ et QN de deux points M et F¡ga02_ 
N , sitúes sur un plan, i l suffirait de faire passer la droite 
MN par ees deux points pour resondre le probléme, car 
i l esl e'vident que les coordonnées AP et PM , AQ et QN, et 
toutes celles de la droite AN seraient enchaine'es par une 
méme lo i . 

562. Si trois points L , M et N , fig. i o 3 , donnés sur Fig.ioS. 
le méme plan, e'taient determines par les coordonne'es 
A i , I L , AP, PM, AQ et QN, en faisán t passer Tare de 
cercle LMN par ees trois points, on satisferait encere 
au probléme ; mais Taro LMN ne pourra plus nous en 
offrir la solution, lorsqu'on nous donnera un plus grand 
nombre de points. D'ailleurs, quoique le cercle soit une 
courbe facile á de'crire, i l n'estpoint, par son équation, celle 
qu'on pourrait regarder comine la plus convenabíe au cas 
pre'sent. Nous en clioisirons done une autre qui se préte 
plus facilernent aux hypotiiéses que nous pourrons e'tablir 
sur le nombre de points par ou la courbe doit passer. Cette 
courbe estla parabole de tous les genres, qui est comprise 
dans i'équation 

j r — M - f - No: -f- Vx? 4- etc.... (58). 

563. Supposons done que par Tobservation, ou par tout 
autre moyen, on soit parvenú á savoir que les abscisses A I , 
AP, AQ, AR, fig.to4, ont pour ordonnées correspondan tes Fig.io4. 
I L , PM, QN, RS, etc. ; si ees abscisses sont represen tees 



4l6 C A L C Ü I i D E S DirFÉBENCES. 

d é l a sorte, a, b, c, d, etc., et que leurs ordonnées le 
soient par A , B , C, D , etc., l 'équation (58), dans la-
quelle les coeííiciens M , N , P, Q, etc., sont indéter-
mines, sera satisfaite aussi bien par les valeurs a et A 
que par les valeurs ¿ et B , et ainsi de suite ; de sorte que 
l'on aura pour déterminer les coeííiciens N , M , P, Q , eíc^ 
les e'quations 

A = M -f- Na - f P«4 -f- Q«3 - f etc. 
B = M 4- N¿ + 4" Q 3̂ + etc. 
C = M -h Nc +• PcJ + Qc3 - f etc. ¡>... (59). 
D = M -f- No? -f- Pe?2 - f Q¿3 + etc 
etc. etc. etc. 

Ces e'quations devront étre en méme nombre que les coeííi­
ciens M , N , P, Q, etc., qui sont á de'terminer. Si lapre-
miére est rctrancliée de la seconde, et que la seconde le soií 
de la troisiéme, et ainsi de suite, on obtiendra 

B — A — N(¿ — «) + P(¿a — a2) + Q(̂ 3 — «3) + etc., 
G — B = N(c — ¿) 4- P(c2 ~ Z»2) 4- Q(c3 — ¿3) - f etc., 
D •— C = N(d — c) 4 P(^2 — ca) 4- Q(d3 — c3) -}- etc., 

etc» etc. etc. etc. ; 

et en divisant par ce qui multiplie N , on aura 

b — a b — « ' v ¿ — a 

c — b c — b ^ c— b 

d — c d— c ^ d— c 

etc. etc. etc. 
Les termes qui se trouvent comjíris entre les parenthéses 
étant la diffe'rence de deux quantités éleve'es á une méme 
puissance , sont de la í'oime um — vm ; or on sait qu'une ex-
pression de ce genre, lorsque m est un nombre entier , est 

(6o). 
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exactemeat divisible par u — ^ et donne ( note d i x - s t í p -
liemé), 

u^^=(w-^)[«m-14-^"l-94^2"m"•3•••^~2"4•^'',-,]... (6i) , 
etcomparantles quantités (62—as), ( ¿ 3 - - ^ ) , ( c 2 — , etc., 
de cette formule, on peut les décomposer ainsi 

- a){b-\~a) , (b— a) (b* + ab + a') etc., 

et en substituant ees valeurs dans les équations (6o), on 
obtient ees resultáis 

A. = N -f- P(¿-J-«) 4.Q(¿2-f ró-i-a2) - j - etc. 
b — a 

5 . = ^ = N + P(c+¿) 4 -Q(^-f C6+^) + etc., _ (62)> 

0 ~ - = N -f- P(c-f^) - f Q(á»+crf-f.cs)4- etc. 
á — c 

etc. etc. etc. 
Si ron snppose 

B — A ' C — B D •—C n, ^ 
7 = " > 7 = ^ > j r = D , etc., 
6 — a c — b d — [c 

B', C , D', se composant de valeurs données, seront encoré 
des quantite's connues; et en les substituant dans les équa­
tions (62), on aura 
B' = N + P(6 -f- ¿0 4- Q(65 - f ab +• a2) ~ j - etc. 
C = N -f- P(c - f ¿0 -f- QĈ2 -f- cb - f b ) + etc. 
D'-~N4- P(c -M) 4-Q(^ 4- cd 4. c2) -f- etc. 
etc. etc. etc. 
alors ees équations remplaceront les e'quations (Sg) dont le 
nombre sera diminué d'une unite'; et au lieu des inconnues 
M , P, Q, etc., elles ne renfermeront plus que N , P, 
Q,Ketc. , c 'est-á-dire une de moins. Si en continuant 
d'opérer comme ci-dessus on prend les différences C—B', 
D' — C , etc., on aura, en divisant par le mulliplicaleur 

Élém. de Cale. áiff. ^ 

(63), 
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de P, 

P + Q [ £ ' - etc. 

etc. etc. ele. 
et l'on voit que les diviseürs c — a et d — b dispara!-
íront encoré des seconds membres de ees equations (*), 
délivre'es des inconnues M et % En conlinuant d'opérer 
ainsi Fon parviendra á éliminer toutes les inconnues moins 
une seule , et Ton obtiendra ensuite les valeurs de M , 
de N , d e P , deQ, etc., qu'on substiíuera dans Tequa-* 
tion (58). 

564. La me'thode d'interpolalion dont nous venons d'ex-
poser la théorie appartient á Newton. Lagrange en a donne 
une qui repose e'galement sur le facteur coimnun que nous 
avons supprimé, et dont on peut donner la de'monstration 
suivante : soieut doncp, r, s, etc., diffe'rentes abscisses 
auxquelles on a reconnu que correspondáient les or-
données P, Q, I I , S, etc.; si l'on regardep, q, r , s, etc., 

(*) Pours'assurerqu'il en est de méme de tout termedes équatiohs (63), 
soient 

Jcíhn—gn) fe(c«_¿n) k(d*— C») 
b — a ' c — b } d — c ~ ? etC*' 

les valeurs generales du dernicr termo des équations (63)) nousi trouve-
rons en les développant á Taide de la formule (61), 

C = N - f etc . . . . -f- k (c»-» -f- he"-* ~i~ h*cn-*.,. - f b"-'), 
WtalU -\-etc + A: (a»-« -f- Ja»-» _|- h»an~*.. . + bn~'). 

Nous avons écrit dans un ordre inversa la quanti té renfermee éntreles 
derniéres parenthéses, pour qu'elle soit ordonnée par rapport k h, Comme 
l'autre. 

Prenant la différence , nous trouverons 

C — ÍJ' = . . . . ¿ [ c» - ' — a » - ' -f- b (c«-a — a'1-») + h* (c»-3 — a»"3) etejj 

quantité qui est divisible exactement par c — a. 
11 en serait de méme des autres différences D' — C , ets. 
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comme des valeurs qu i , mises á la place de x dans uuq 
certaineéquation, aménentpourjcel les-ci : P^Q, R, S^etc, 
cette équation devra avoir la forme suivante 

j - = A P - f BQ 4- CR + DS + etc. . . . (64). 

En effet, la condition exigée sera remplie^ si en faisant 

x = p , ona A = i , B—o, Cr=o, D = o , eíc (65), 
x — q, ona B = i , A = o , G=of D = o , etc (66), 
x — r , ona C = i , A = o , B=:o, D==o, etc (67), 

etc. etc. etc, 

Pour satisfaire aux équations (65) B = o , C=o , D = o , etc., 
i l faut que B, C, B , etc., soient des formes suivantes 

B-(a;—/?)Q', C = ( r — / ^ R ' , D = ( ^ - p ) S ' , etc.... (68). 

On prouverait de méme que pour satisfaire aux e'quations 
A^=o, C=r=o, D = o, etc.,du 11° (66),le facteur x—q doit 
appartenir á tous les coefficiens A, G, D , etc., liors á celui 
de Q, et qu'il en sera dé méme de facteurs x—r, x—Í , etc., 
á Fegarddes coefficiens de P, de Q, de S, et de ceux de P? 
de Q et de E., etc. 

Si nous nous bornons aux quatre premiers termes du se-
cond membre de l'équation (64), c'esí-á-díre á ceux qui na 
sont pas compris dans Tete, on voit done que la valeur de f 
sera de la forme 

J — * {x — q) {x — r) ( x ~ ~ s ) é \ 
+ /3 {x - p ) (x— r) (x — Í ) Q I 

+ y{x~~p)(x — q) i x - ~ s ) R r " W k 
+ « (x—p) (x — q) (x~~r) S. ) 

Or, pour que le coefficient de P se re'duise á l'unité quand 

xz=p i ü faut que u soit de la forme • 
ip—q) ip—r) (i>—s) 

27.. 
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On déraontrerait de méme qu*on doit avoir 

' i i i 

substituant ees valeurs et celle de « dans réquation (69), 
on aura done cette formule d'interpolation 

••(70). 
•r~~(P —fí) {p—r){p-- s) ^ ( q~-p){q~~r){q-

+ ( r — p) (r—q) (r— s) (s —p) (s—q) (s—r) 

Par consequent, s i , fig. io5, á l'aide des coordonnées 

Áp = j ? , pk = P, 
A? = A i I 1 = Q J 
Ar = r , rm = R, 
AÍ = J , Í« = S ? 

on con símil les points k , l ,mynf par lesquels passe une 
courbe Idmn, une valeur arbitraire AP donne'e á Tabscisse 
x, e'tant mise dans l'équation (70), de'terminera toujours 
pour la valeur PM, qui correspondra á cette abscisse. 

Dans ee qui precede, les accroissemens donnés á x 
peuvent étre quelconques; mais s'ils e'taient e'gaux, en les 
représentant par A X , la formule de Newton, de'montre'e 
page 394, et dans laqueile onferait Ax constant, pourrait 
servir á Tinterpolation; c'est ainsi que nous en avons fait 
usage, art. 546, pour trouver le logarithme d'un nombre 
donné. 

Théoreme d'Eulersur les conditions nécessairespourdéter-
miner 1'intégrale S u d'une fonction u de x. — Analogie 
des différences avec les puissances. 

565. La différentielle d'une Tariable d'une fonction pouvant étre re-
présentée par l'expression udx, dans laqueile u est une fonction de * , 81 
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l'on nomme ¡ Fintégrale de cette expression, on aura 

dz = udx . . , . (^i) • 

et comme 2, en vertu de cette équat ion , ne peut étvQ qu'une foncfcion 
de x, si nous donnons á a: I'accroissement h , nous aurons, par le théo-
réme de Taylor, 

dz , , d'z h* , d ' « h3 Z' = z + T x h + ^ + a - etc. ; 

nous tirerons de la 
ds d*z h* . d»s fes 
dx dz* i.a dr3 x.2.3 

et en observant que z ' ~ « n'est autre chose que la difference Az, nous 
aurons 

intégrant et regardant h comme une constante que l'on peut mettre en 
dehors du signe d'intégration , nous obtiendrons 

,: dz fe» d»^ , fe3 ^ d»ü . 
z = ^ d í - í - r í 2 d 7 . + r o 2 d - x 3 + tc----

Cela posé , l 'équation (71) nous donne 

, dz daz du d ẑ d'w z — J udx = u, - — = — -—- = -— etc.: J 7 dx ' dx' dx' dx3 dx*' ' 

mettant ees Taleurs dans l 'équation (73), nous aurons 

r J , Aa ^ da , fe' „ d2!* . , 
/ «dx hzu -i 2 - — 2 -— 4. etc.: 

1.2 dx i .a.3 dar» ' 

nous tirerons de cette équation 

s ' 1 /• J ^ * d " ^ dAU 
Su — - fudx 2 2 -= etc.. 

fe. 1.2 dar i.a.3 dar3 ' 
ou en replatjant (*) la constante h sous le signe 2 , 

- L 2 - - / i L _ 2 -
1. a dar 1.3.3 dx 

1 /• J 1 dw, 1 _ d1!* , , y 

(*) Ce qul me dirige ici lorsque, centre l'usage je transporte une 
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fonctíon _ 
dr ' 

S i , dans cette équat ion , nous prenons pour «; la fonctíon ^ } n fatt_ 

du d'u d ' u d'w 
drachati í rer— en - — , T;— en T-T, etc., et nous auronfi en faisant 

ax dx* dx* dx* 
passer de nouveau Ji sous le signe 2 , 

dx h 1.2 dx* dx* ' 

rempla<;dnt fdu par u , et pour nous débarrasser du diviseur qui affecle 
Jdu , multipliant par i^que nous ferons passer sous les signes d'Inlé-
gration, nous aurons 

^ = " - ^ > - ^ > - « ' m 
d« , t - i - . «i d'u d'K changeant dans cette équation u en —, et par coaséquent - j - en — , — 

en etc., nous obtiendrons 
d x i ' 

d > « , di* i - . d ^ , , i « d - i w , , t 
2 d ^ A = = d ^ - 7 ^ s d ^ A - r o 2 ^ ^ ' e t c -

multipliant par fe ̂  qu'on ferapasser sous lesigne 2, on trouvera 

d3i* du i d 'u i d̂ u 
^ ^ h ^ T x h - T 7 ^ d I ^ ~ ^ Ú h ^ ^ - - ^ ' 

5G^. Par un procede analogue , on óbtiendra ensuite 

constante sous le signe d' intégration, c'est que h entrant de la mérae 
du 

maniere que dans le développement de 1u , j'cntrevois que fe so 

trouvera elevé, dans ce développement, aux mémes puissances que le sera 
du -n , . . 
j - « •raí' eonsequent, lorsqu'on aura p?0iw-é, comme on va le taire, 

que le développement de rcnferme «Be salte de term«s en ^ en y-^ en 
ax dx1 

d'u . , , • 
etc., i l en résultera que ees termes seront multipliés respectivement 

par ft,, par feJ, par7i3, etc. , c 'est-á-dire donneront líeu á une suite de 
cette forme 

TVT d" i, i m d»B , . d^u , M T- fe + K — fe* + P T-T fe', ele. ' «x dx* d.r3 ' 
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_ T — h ' 2 j— i 3 2 fe5 — etc. 

64 = -r - í ^3 2 — 7*5 5 2 — fec — etc. 
da;4 dxJ 1.2 dx* I . 2 . á dx^ 

(77)-

etc. etc. etc. etc. 

Écrivons les équations (7^) et (75) de cette maniere abrégée, 

2u = i / l í d r .4- <e /wí en 2 ^ fe, en 2 fe», e t c . . . . (78), 

2 ^ fe = « + íer/weí 2 5̂ 7 en 2 ¿ T ' ' ' *- ^ 

Nous pourrons, á r a i d e d e r é q u a t i o n (79), élirainer 2 ^ fe de Féqua-

lion (78) et obtenir ce résul tat , 
1 d'w d 'a 

2a z= r f + termes en u, en 2 ~— h* , en 2 — - &5, etc. 
h ' 7 dx1 dx* ' 

L'equation (76), dans laquelle les intégrales du second membre ne com-
mencent qu'á partir du troisiéme ordre, servirá ensuite á éliminer 

2 f -^ fe» ; et ¡en eontínuant ainsi on obtiendra une équation dont lo 
dx* 

premier termo sera ^ / adx , et qui , éfcant une fonction des quanti íés non 

éliminées K, ^ ~ ^ > ^ ^ fe,>^_i 'fíij etc., et des fonctiens numériques, 

devra étre do la forme, 

2u = | / u d x -f. Aw -f- B ̂  fe - f C ^ -f- e t c . . . . (80). 

667. Pour déterminer les coefficiens A , B , C, etc., supposons u = e*, 
nous aurons, art. 89, 

— dex = exdx, , . . (81) , 

et par ppnséquent , 

dw d,M d3K 
— = e*, - — = e« —- = e^, e t c . . . . (8-2). d r dxa ' dx3 ' • \ J -

Substituant ees valeurs et cellesde u , dans réquat ion (80), nous trouve-
rons 

5'ei " % - f 6 ^ + ^ + BAe:c + Cfe2^* - f etc., 

etcomme la premiére des équations (82) n<jus donne fe*dx = u et que 
« équivaut á e«, i>ar bypothése , on aura 

2e* = ~ 4. A e * -f- Bfeê  - f Cfe«eE 4. etc . . . . (83). 
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Le premier membre de cette équation peut se mettre sous une 
autreforme. En effet, nousavons trouvé, art. 621, que la différence de 
ax était , ; 

Aa''=ale{a —1), 

dans le cas présent , nous avons 

Ax = h et a — e; 
par conséquent, 

Ae* — e* (e* — 1); 
intégrant, on obtient 

e* = Se* (e^ — 1); 
et comme eh — 1 est un facteur constant, nous pouvons le mettre en 
dehors du signe 2 , ce qui nous donnera, en mettant le premier membre 
á la place du second, 

(ê  —• 1) le" = e*, 
d'oú nous tirerons 

eA — 1 

Substituant cette valeur dans réquat ion (83), ex disparaitra comme fac­
teur commun, et en transposant le premier terme du second membre, i l 
restera 

1 = A + B f e C f e « - } - e t c . . . . (84); 
éf> — r h 

et l'on voit que les coefficiens A , B , C, etc., de l 'équation (80), ne sont 
autre chose que les termes qui multiplient les puissances de h dans le 
développement de 

e*—% A' 

suivant les puissances ascendantes deft. 
Ce beau théoréme appartient á Euler, e t , comme le montre l'equa-

t ion (8o),fait dépendre l'intégrale 1u de fu&x, ainsi que des coefficiens 
différentiels 

dw dsM d'it 
d i ' d55' d ü ' etC' 

568. Pour déterminer les coefficiens A , B, C, D , etc., cherobpns 
préliminairement le développement de e*. Pour cela nous avons vu, 
art. 38, page27, qu'on avait 

^ = 1 H 1- - — - + 5- •+ etc. . . . 85), 
1 2 1.3.3 

et que A , d 'aprés l'équation 26 de la page 27, était égal á • PaF 
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conséquent, lorsqu'on prend a = e, la constante A se réduisant á l 'u -

níté , l'équation (85) se change en _ 

^ = = I + . 4 . £ l + _ í 3 3 + T : £ 4 3 ^ + e t c . . . . (86), 

et en faisant x z=h, l 'équation (86) devient 

h* h3 
eb—i+h- i 1 * 4-etc (87). 

Í é 2 1.2.3 
Cela posé, l 'équation (84) nous donne, en faisant évanouir les dénomi* 
nateurs, et en transposant — 1 dans le second membre, 

fe = e'* — 1 + (eft 1) fe (A -f- -f- Cfe» + Bh* - f etc.), 
ou 

h = (eh — i ) { i + Á h + Bh* -fCfe3+Dfe4-f .etc.) ; 

mettant dans ce résultat la valeur de e& — 1 , donnée par l 'équation (87), 
on aura 

h =: ( h + ~ •+ J ^ L 4. — ~ + etc.Vi+Afe+BA'+CfeSetc) 

cu, en exécutant les opérations indiquées, 

fe = fe -f- Afe» + Bh3 -f. Chi - i - Dfes 4- etc. 
fe» , fe' „ fe* & fes 

4 ' KA f-B f- C {- etc. 
1.2 1.2 1.2 1.2 

fe3 . fe4 „ fe5 ' 
+ a l - f A 0 + B i 3 + etC-

, fe4 . fe5 

-,-iX4+A^3r4 + etc-
fes 

4-etc., etc. 

Cette équation ayant lien quel que soit fe, nous égalerons á zéro les 
coefflciens des mémes puissances de fe {vofez la note sixiéme), ce qui 
Bous fournira les équations 

A H í- — 0 
^ 1.2 ' 

B + A + _ L ^ 
1.2 2.3 ' 

C + — 4 - A . _ L _ _ 0 
1 . 2 ^ 2.3 + 2.3.4 - 0 , 

D + A -| , . _ A 4, 1 _ „ . 
i . 2 ^2.3 ^2.3.4 + Í T 4 3 ~ 0, 
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ees éqnalions nous donneront 

569. Nous terminerons cette matiére par l'analogic qui existe entre 
les differences et les puissances. Pour cela, si , dans réquation (86), on; 

f a i t a r = r ^ h, on trouvera, en transpoSant l 'unité dans le premier 
dx 

membre, 

d x z dx* i .2 dora i . a .3 v ?• 

Or, actant une fonction de xy í 'équation (73), qui a lieu pour la, 
fonction a d,e a:, nous donne, en changeant * en w, 

du , d5» ^ ' Ú3U h3 . ± ,n * 

En comparan! entre eux les seconds membres des équations (88) el (89), 
on verra que l'on peut les déduire l ' im de Fautre, en changeant du1 en 
d'u, dw'en d3u, etc., par conséquent , on pourra écrire 

fe 
Aw = : e — 1 . . . . (90), 

du, 

pourvu que dans le développement de e ^ on transporte a la camte-

ristique d les pxposans qui affeetent les diverses puissances de 

570. Sous cette mépie condition, on a encoré 

A'!M = : \ e — 1 / . . . (g i ) . 

Pour le démontrer, cherchons le développement de Anu , el conípien-
qons par déterminer celui de A'a. Or, puisqu'on a en general 

S{x + h ) = f x + ¿ - h + - / ~ — - f - ^ - ^ + e t c . ; 
d.r da;» 1.3 áx* i .a .3 

si nous changeons/x en Ax, et que nous appellions AÍÍ! ce que devient 
Ait lorsque x se change en x -f- A, nous trouverons 

. dAu , d'Aw fe» d^Au h* . , \ 
Ait, — AM ou A'K =r —— h -4- --í, ü— S-cic.-Mv-

dx V dx* 1.2 ^ dx* 2.3 
mais/ íé tant constanl, réquation (89) nous donne par !a díffércncíalion: 
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dAw = „ A 4 . _ -f- ^ ^ - f e l e , 

d3K, d4M fe» , fru 

substituant ees valeurs dans réquation (92), nous obtiendrons un déve-
loppement de la forme 

A'M^-T— f- A — 4 - B - r - j ——r + etc., 
áx* 1 dx3 1.2 dxi i . a . á 

et, en général, on trouvera par ce méme procede, pour le premier 
membre de réquation (91), un développement de cette forme 

Si nous élevons ensurte chacun des deux membres de l'équation (88) a 
da. 

lapuissance n, nous trouverons que le développement ds 
est de la forme 

•5— hn-i~ A ~ hn+' B Jf+t etc.: 

et nous verrons qu ' i l est identíque á celui de réquat ion (gS), pourvu 
qu'on transporte les exposansde u b. la earaetéristique. Moyennant eelte 
condition, l'équation (gi) sera done démontrée. 

SJI . Onpeut méme se dispenser de remplir cette condition en écri-
vant ainsi, les équations (90) et 91), 

Au ) 4. y 
— \e — r / u, AbM = \e — 1 / u . . 

et en convenant que jusqu'a la fin de Fopération indiquée par Pune des 
équations (94), la earaetéristique í í , séparée de la variable qu'elle ac-
compagne toujours, sera traitée comme une quantité algébrique. 

En effet, supprimant momentanément u, si nous développons eáx , 

et que nous mettions a la place de x dans réquat ion (86), nous 

aurons, en transposant Punité dans le premier membre, 

d 
/%dxh d , d* 7i5 ds h* 

— I r ^ T - Z i - f - j — f - . _ 4. etc. 
d,r dx ' 1.2 dx* ¡.2.3 
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Eñectuant ensuite la multiplication, indiquée par u, dans la premiére 
deséquations (g4), on trouvera á la fin de l'opération , 

di*, d'w h * , d3M h * 
- - h - 4 ~ - — h 3-r 7 + etc.: 
dx ^ d x ' i . a dx* i . 2 . 3 ' 

ce qu i est le développement de Au (voyez Véq\jztion 89) , exécuté sans 
transposition d'exposans. 

Ce que nous dísons de la premiére des équations (94) s'applique á la 
seconde. 

T I N D U CALCUIi BES D I F F E R E N C E S . 
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D E S V A R I A T I O K S . 

Du calcul des variations. 

Principes fondamentmix de ce calcul. 

S^S. Si un point M , fig. 106, pris sur une courbe ou Fig.106. 
surface courbe, est transporté en N , l'ordonnee y = PM, 
qui determine ce point M , recevra un accroissement MN 
qu'on nomine la variation de y . 

574. Par exemple, lorsquela courbeBC, fig. 107, change ríg.107. 
¿'inflexión et devient Be, la variation de l'ordonnee PM 
sera M n ; et la méme abscisse AP appartiendra á l 'or-
donne'e primitive PM et á Fordonnee Pn ainsi accrue de la 
variation. En fin , si l'ordonne'e PM, fig. 107, en se pro-Fig.107. 
longeant, rencontre d'autres courbes Be, Be', Be", etc.; 
les parties intercepte'es Mn, Mn', Mn", etc., seront les va­
riations dont cette ordonnc'e s'accroitra successivement. 

576. O11 peut remarquer que ce qui distingue une va­
riation d'une diffe'rence, c'est que nous changeons de courbe 
lorsque Fordonnee PM, fig. 108, re§oit une variation M N ; Fjg.xoS. 
tandis que nous restons sur la méme courbe lorsque l'or­
donnee PM, devenant P'M', s'accroít d'une difference M'Q, 
qui, conitne on l'a vu , art, 5 i 7, se change en diíFerentielle 
dans le cas oü cette diffe'rence est infinhnent petite. 

576. Dans ce qui va suivre, nous conserverons )a no-
tation A j pour exprimer la diffe'rentielle de PM = jrJ 
%. 108, et nous emploierons la caractéristique D pour Fjg I0g 
exprimer la diffe'rence tínie M'Q = D j , dont s'accroít une 
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ordonnée; et nous désignerons par Ajr la variation MN 
de j , et par cette variation lorsqu'elle deviendra inH-
niment petite. 

577. D'apres ce qui precede, une variation ayant done 
lieu lorsqu'on passe d'une courbe á l'autre, cela peut ar-
river de différentes manieres. Par exemple, si dans la 

Pigaog. parabole CBD, fig. 109, dont réquation est 
j - = & -f- ax* (1) , 

la constante a devient d , la courbe se rétre'cira ou s'élar-
gira, suivant que a! sera plus grand ou moindre que a (*). 

578. Si au coíitraire, la constante b de l'équation (t) 
variait seule, cette constante ne ferait que changer la 

F pósilion de la courbe en la transportant, fig. 1 1 0 , de CBD 
,S' ' enC'B'D', ouenC"B"D". 

579. En ge'néral, on voit que lorsqu'une courbe est 
íransportée dans l'espace, les coordonne'es derorigine qui 
entrent comme constantes dans son e'quation cbangent de 
valeurs; d'oü i l suit que c'est encoré par la variation des 
constantes qu'Une courbe change de posilioñ. Aussi les 
géométres sont-ils en usage d'affecterla caractéristique ^ 
aux différentielles qui se rapportent á des points de l'es­
pace, diffe'rentielles qu i , comme on le voit, ne sont autre 
chose que des variations, et de donner la caractéristique d 
aux différentielles qui se rapportent á des points pris sur 
une courbe ou sur une surface courbe, et en ge'néral á tout 
systéme de points composaut un solide ou le terminant. 

580. La constante q u i , par sá variation, a donné celle 
de j r , était en évidence dans l'équation (1) ; mais le plus 

(*) 11 estfacile de s'en convaincre; car s i , pour une méme abscisse 
AP = x , ñg. "109 , a s'augmente, r é q u a t i o n ( i ) montre que Pordoniiée 

i ig. 109. s'áugmenté aussi. Cette ordonnée PM devenant PN \ appartient nécessai-
rement á une parabole EBN moins évasée que la parabole CBM. 
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^ouvent cette constante ne paraít pas méme dans Tequation 
de la courbe. 

Prenons pour exemple i 'équation 

( j 4. — fl)a = e2j:-f 2a3 (2), 

qui est celle d'une parábola représentée par la íig. 111 (.*), Fig.in. 
et supposons que Fon fasse varier le paramétre, la courbe 
écartera ses branches plus ou moins. Or, le paramétre n'est 
ni a, n \ b, n i e, mais est une fonction de ees constantes 
(vojez ma Théorte des Courbes (W), page 247); d'oü i l süit 
que dans la parabole méme la constante qui varié n'est pas 
toujours une de ceües que renferme son e'quation. 

Nous verrons bientót qu'on peut se dispensar de con-
naitre cette constante, et qu' i l suffit de déterminer les 
coordonnées sur lasquellas elle porte son influence. 

58i. Soit maintenant V une fonction des variables x et 
/ , et de leurs coefficiens diíFérentiels; nous pourrons regar-
der Vcomme rordonnéa PM, íig. 112, d'une courbe siíuée Fig.112. 

dans Tespace, qui aurait a: et j - pour ses autres coor-

(*) En effet, faisant x = o} y a deux valeurs qui déterminent les 
points B et C ; faisant ensuite .r == o , on trouve les abscisses A D et A E , 
ce qui annonce que la courbe passe ancore par les points D et E ; nous 
voyons de plus qu'elle ne peut s'étendre indéfiniment dans le sens des x 
négatifsj car Tequation (2) nous donnant 

s i l ' ony reiruplace x par — x, la valeur de y deviendrait imaginaire 
lorsque esx surpasseraií 2a'. Cette courbe ne peut done étre située que 
comme nous l'avons représentée, fig. 111. Elle est une parabole, parce 
que si Pon développe le carré du premier membre de I'équation (2), i l 
est manifesté que le carré du coeííicient 26 de xy sera égal á quatre fois 
le produit des coefficiens de x* et de JK1, ce qui est le caractére de la 
parabole. {Théorie des courbes du second ordre, page 87.) 

(**)I1 n'est point Venu a ma connaissance qu'ávantlá publicatioií de 
l'ouvrage ci té , on eút assigné la forme de cette fonction. 
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donne'es. Supposons que Ton passe de Tordonnée PM— y 
á une auíre ordonnée P'M'^a différence MV de ees ordon-
nées sera en general une quantite' finie que, conformément 
á l'art. 676, nous représentevons par DV O ; nous autons 
done 

P'M' = PM - j - MV, 
cu . „ 

V = V 4- DV. 

Cela posé, supposons que, par la variation de la courbe 
MM' , les ordonne'es PM et P'M' deviennent PN etP'N'; si, 
art, 676, nous nous servons de la caractéristique A pour 
indiquer l'accroissement dú á la variation, et que par con-
séquentnous repre'sentions par AV et A V les variations MN 
et M'N' , nous aurons 

P N = = v - f A V , P ' r = r 4 - A r . . . . (3); 

mettant dans cette derniére équation V - f " - ^ á la place 
de V' , nous trouverons 

P'N' = V - f DV -í- A (V + DV). 

D'une autre part, on peut regarder PN et P'N' comme les 
ordonne'es d'une certaine courbe NN' qui passerait par les 
points N et N ' ; et de méme que dans la courbe MM', J 
devient j 4- Djr lorsqu'on passe de MP á M'P', de méme 
PN ou V -f- AV se changera en 

V -f- AV - u D (V 4. AV), 

lorsqu'on passera de PN á P'N' dans la courbe NN'. Onaura 
done encoré 

Fig. i 11. (*) Nous supposons cette différence positivo dans la courbe, íig- í 121 
r i g . t i 3 . mais 11 est évident que cette différence M r serait négative, íig. n % ú 

l 'ordonnée F M ' = V , au lieu d'étre plus grande quePM, était moindre. 
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cómparant ees deux valeurs de P'N', ou trouvera 

V 4 - D V + A ( V + DV) = V - í - A V - f D ( V + AV). 

EíFectuant les ope'rations indiquées par les parentheses, et 
réduisant, i l restera 

ADV = D A V . . . . (4), 

ce qui nous apprend que lá variation de la différence d'une 
fonction V est égale a la différence de la variation de 
cetté fonction. 

582. Dans le cas oü, au lieu de V=3 f { x , j - ) , nous 
aurions j r = fx-> la courbe MM' deviendrait une courbe 
plañe; et alors on regarderait l'ordonnée PM comme une 
fonction y de x. La démonstration étant la méme, dans 
cette bypothése on trouverait 

ADJ- = D A J . . . . (5). 

583. Dans cette de'monstration, nous regardóns la va­
riation AV et la différence DV comme des quantite's finies ; 
mais les e'quations (4) et (5) ne subsistent pas moins si AY 
et DV sont des quantite's infiniment petites. Adoptant pour 
ce cas, art 5^6, les caractéristiques et d , les equa— 
tions (4) et (5) deviendront 

iMV = d J V . . . . (6)^ 

584. Jusqu'á present nous n'avons attribue des varia-
tions qu'á et en cela nous nous accordons avec cette 
observation de Lagrange: Dans les différenciations par 
ilfaut regarder comme constante la variable donl la diffé-
rentielle a étéprisepour constante. Ainsi, dans rhypolhése 
la plus fre'quente oú cette différentielle est d.r, i l s'ensuit 
que ordoitétreregardé comme constant quandon prend les 
variations. Eten effet, nous avons vu que la méme abs-
cisse AP, fig. 107, répondait á diverses valeurs PM, Vn^ 
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Vn,Vn,',etc., de rordonnée, Cependant, Lagrange sembla 
se mettre lui-méme en contradiction avec les paroles que 
BOUS venons de citer, lorsque, dans les Mémoires de 
VAcadémie de Turin , année 1 7 % , i l donna, sans en ex-
pliquer la raison, des variations aussi bien á x qu'á j . Ce 
cliangement important dans la marche qu'avaient suivie 
jusque alors les géoraétres, fit faire un grand pas á cette 
partie del'analyse et en cliangea absolumeni la face j mais 
cela ne'cessitait encoré plus de démontrer sur quoi se fon-
daitle procede de Lagrange. Prétendre que l'on donne par 
la plus de généralite' á la méthode , ce serait éluder la 
difficulté qu'on ne peut lever qu'en montrant de quelle 
maniere la position des plans coordonnés determine x á 
recevoir des variations aussi bien que j . Pour cela, nous 
ferons préliminairement remarquer que, dans le cas de 
i'arí. 674, les variations e'taient supposées perpendicu-
laires auplan des x, j \ mais quelle que soit la cause qui 
produise ees variations, on voit qu'elle ne dépend pas de 
notre volonte', et qu'ii en est de méme déla fixaíion des 
plans coordonne's, qui peut étre subordonne'e á certaines 
conditions da probléme, et méme avoir e'te' de'termine'e 
avant que les points de la courbe aient change' de place. 

I I suit de la que des qu'entre mi líe positions différentes 
que peut prendre la direction de la variation qui affecte 
un point M , i l n'y en a qu'une oü elle soit perpendiculaire 
au plan des x , j - , nous devons, en tbése genérale, re-
garder cette variation comme inclinée á ce plan. Cela pose', 
nous allons démontrer que, dans ce cas, non-seulementjr, 
en variant, fera varier x , mais que leurs variations dé-
pendront encere Tuné de Fautre. 

1?. ^ Pour cet effet, soit MN, fig. i i / h la variation qu'aura 
lg'1]/f' re9ue le point M d'une courbe , et imaginons qu'un 

pían x ' k x ' , auquel la direction de MN e'tait perpendicu­
laire, passe par Forigine des coordonne'es : ce plan ayant 
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une position difíérente de celle de j - J i x , MN sera done 
incliné á ce dernier; d'oü i l suit que lorsque le point M 
sera transporte ea N , les coordonnées A L , LP et PM 
deviendront A H , HQ et QN, et s'accroitront des diífé-
rences L H , QR. et N I ; ce qui montre évidemment que 
quand une ordonnée MP — V subit une variation, i l en 
doit étre de méme des coordonnées AL = r et LP = j - , 

585. I I s'agit maintenant de démontrer la dépendance 
qui exisíe entre les variations de ees coordonnées. 

Pourcela, soit toujours, fig. n 4 , MN la variation qu'aura Fjg.n-j 
repue le point M perpendiculairementá un plan y'ka:'; me-
nons par ce point M la perpendiculaireMP.au plan donné 
des x, j - , et prolongeons PM jusqu'en S ; i l s'ensuit que 
l'angle SMN formé par deux perpendiculaires MS et MN 
aux plans j'Ax et y'kx'y en mesurera rinclinaison, et que 
ees plans se confondront lorsque l'angle SMN sera nul. 
Cela posé, menons les perpendiculaires M I et NS sur la 
direction des ordonnées MP et NQ, le triangle MSN sera 
rectangle en S; et comme l'angle SMN, qui mesure l ' i n -
clinaison des plans, est dé terminé, i l sufíira que Fon nous 
donne, dans le triangle MSN, le cote SM pour que le cote 
SN=:MI en resulte. 

Or, SM = NI r= NQ — MP = A V , et SN —PQ; 

et comme PQ determine la différence LH3¿ AH —AL = , 
on voit que ís.x dépend imniédiatement de AV, et qu'il en 
est de méme de A J á l'égard de Ax. 

586. Lorsqu'on passe des différences aux diíFérentiellcs, 
la méme dépendance aura done lieu entre ¿x et S j , ce 
qui est bien diíFérent de ce que Ton remarque dans le 
calcul diíFérentiel, oú, lorsque V est déterminé á Faide 
des coordonnées x et y , ees coordonnées pouvant varicr 
chacune séparément, i l n'y a en general aucune dépen­
dance entre áx et djr. 

r 28.. 
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687. Examinons maintenant comment se modifient les 
théorérnes démontrés art. 581 et 582, lorsque les varia-
tions ont des directions inclinées aux plans des x , ^ et 

Fig.nS. oü par conséquent le po in tM, fig. 115, pour arriver en N , 
ne suit plus la direction du prolongemenfc de l'ordonnee 
P M , coinme le supposaient les de'monstrations des 
art. 581, 582 et 583. 

Dans ce cas, le point M , parvenú en N , aura refu un 
accroisseraent d'ordonnée qui sera exprime' par la diffé-
rence QN — PM : nous aurons done 

variation de PM ou AV = QN —PM (8). 

D'un autrecote, l'ordonne'e PM déla courbe primiiive, 
lorsqu'elle deviendra P'M', s'accroitra d'une différence que 
nous repiésenterons par 

D Y = P'M' — P M . . . . (9). 
Nous déduirons de cette e'quadon 

ADV = : -variation de P'M'— variation de P M . . . . ( 1 0 ) . 

I I s'agit de dérnontrer que cette quantité est e'gale á 
DAV . Pour cela, nous voyons, par réqüation (10), qu'il 
faut d'abord déterminer la variation de P'M'. Or, ceíte 
variation se tro uve en supposant qu'aprés qu'elle a trans­
porté M ' en un certain lien N ' , on premie la différence des 
ordonnées de ees poinís. On aura, de la sor te, 

variation de P'M' = Q'N' — P'M'; 

et, comme le prescrit l 'équation (10), retranchant de cette 
variation celle de PM, donnée équation (8), nous trouve-
rons 

A D Y = Q'N' — P'M' — (QN — PM), 
ou plutót 

A D Y = Q'N' — P'M' — QN 4. P M . . . . (n ) -
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l>'un autre cote nous avons 

différence de QN = Q'N' — QN • 

et en mettant la valeur de QN, tire'e de réquat ion (8), dans 

laquelle on remplacera PM par V, on aura 

D ( V + A V ) = ; Q ' N ' — Q N , 

retranchant de cette e'quation celle-ci, 

DV =3 P'M' — PM, 

i l restera aprés avoir réduit 

DAV = Q'N' — QN — P'M' + P M . . . . (12). 

Les seconds membres des e'quaüons (11) eí (12) e'tant 
égaux , i l en resulte 

A W = DAY. , . . (i3). 

Si l'on passe aux limites, ou, ce qui esl la méme chose, 
aux infininient petits, on aura done encoré 

équation qui nous fournit encoré celles-ci : 

^ d j = d^j - , H x ~ ^ x . . . . (i5). 

588. Les e'quations (i3), (i4) et (i5) ont un degré de 
genéralité que nous n'attribuons pas aux e'quations (4), 
(5), (6) et (7); car elles supposent, córame Fadinettait 
Lagrange, que la variable x , renfermée dans V , est une 
quantité dont on peut prendre la variation tout aussi bien 
que celle de j - comprise e'galement dans V . 

589. Les équations (i4) et (i5) vont maintenant nous 
servir á modifier convenablement les formules qui con-
tiennent des diíférentielles et des Yariationsj car Ies for­
mules qui ne contiendraient que des variations ne diñe-
rentpasdes diíférentielles. Aussi, comme le ditLagrange, 
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le calcúleles variations a-t-ilpourbitl de diff'érencier sous 
nn nouveau point de vue des quantités qui ont été diffé-
renciées sous un autre. C'est ce que Fon sentirá, si Fon 
íait attention que déterminer la variation d'une fonc-
tion Y de j t se re'duit á trouver Faccroissement de cette 
fonction lorsque j s'augmente de la quantité infiuiment 
petite ^ j ; i l est e'vident que cette question doit con-
duire aux mémes regles que celies que Fon emploie pour 
obtenir les diíFérentielles ordinaires. 

5go. Par exemple, si Fon voulaifc avoir la variation de 

V = « -f- nj% l: 

riommanit V ce que devient V lorsque j " s'accroít de la 
«juantité infiniment petite ^7, on aurait 

d'oü Fon déduirait 

V — V ou = injj 'y -f- n¿j%; 

passant á la limite , 011, ce qui revieat au méme, eíFa-
yant le tenne n^jr2, q u i , e'tant un infiniment petit du se-
cond ordre , doit étre supprime' á cote' du terme z n j P j , 
art. 280, i l resterait pour la variation chercliée 

et Fon voit que le procede' est absolument le méme que 
ceiui qui de'terminerait la diíFérentielle de Y, qu'on sait 
étmí Uéú&'íuoi . ,v 

dV = znydj-. 

Sgi, Enge'ne'ral, pour trouver la variation d'une fonc­
tion V , dont la diffe'ren tielle est 

dV = Mdo: - f N d j - f Pdp-f-Qd^ -f- etc.. . . (16), 

i l suffira de changer la caractéristique d en J\ ce qui 



PBINCIPUS T O N U A M E N T A U X . 4% 

donnera 
— Mfx - f IN^j + P<^ 4- + etc. . . . (17). 

Nous pouvons méme remplacer M , N , P, Q, etc., par 
les coefficiens diíférentiels que ees lettres représentent, et 
nous aurons 

í v = S t e + ? í r + S ^ + ? ^ + e i c - - - ' ( , 8 ) -

Sga. Nous ne chaugeons pas dj- en dans les coefficiens 
diííerentiels; car Vun de ees eoefficiens diíFérentiels, le 
premier, par exemple , étant le quotient de M.dx par d.r, 
ou doit avoir M pour re'sultat, tout aussi bien que si 
Fon divisait M^x par ¿ x ; i l en est de méme des autres. 

dV dV dV 
Aussi les coefficiens diíFérentiels -r- , -.—, - r ~ , etc., ne 

dx á j - ép 
renferment-ils dx , Ay, áp , qu'en apparence, et ne sout-
ils dans le fond que de ve'riíables fonctions de y , de p , 
deq, etc. 

SgS. Remarquons que, quoique les variations soieut des 
diffe'rentielies d'un gen re particulier, i l ne faut pas ero i re 
que J'x soit á l'e'gard de ^ j r ce que dx est á l'egard de dy. 
EneíFet, on choisit ordinairemení dx pour variable inde­
penda níe , et Fon ne peut faire la méme ehose á l'e'gard 
de Px; car nous avons vu, arí. 586, que de'pendait 
de Jy. Aussi la variable indépendante qui determine 
Faccroissement dej-n'est pas x , mais la constante , qui 
de vient variable lorsque les points de la courbe dbangent 
de position. L'hypothése de diffe'renciation est done dif-
ferente. Par exemple, si Fon a Fe'quatiou 

et qu'en supposant x constant et a variable, on cherche Ic 
coeítitient diífe'rentiel, nous trouverons, en désigoant par/: 
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raccroissement de ar 

y Y b* t>* ^ ¿ . 

— ; - j ==: -! —7 " T 3 ' ~/7i * 5 
accroiss. de a k 0 0 

si, au contraire, regardant a comme constant, on fait 
varier seulement ar, dont nous représenterons Taccrois-í 
setueAt par ^, on a 

accroiss. de x h & b6 

l a premiére hypolhése appartient á la courbe variée, et la 
seconde á la courbe priinitive; et Ton voit qu'en passant 
á la limite, on obtient 

ese qui montre évidemment que la variable indépendante, 
dans le cas que nous considérons, loin d'étre P x , est^a; 
mais lorsque nous déterminons la variation d'une fonc-
íion V de j r , nous n'examinons pas si j varié par TacT 
croissement que refoit ar, ou par celui que refoit une 
constante; aussi le procede qui determine la variation 
est-il le méine que celui qui sert á diíférencier. 

594. Cependant, on se tromperait bien si, parce que ¿ x , 
fyi fy t ETG- i entrent dans comme do:, á j , dp , etc., 
entrent dans dV, on concluait que esfc égal á dV. Ce 
qui e'tablit une difieren ce entre ees expressions, c'est qu'on 
ne saurait assimiler & x , fy, , etc., dont se compose la 
premiére , aux differentielles d x , djr, djt?, etc., qui cons-r 
tituent la seconde. En effet, , ^ j - , J^, etc., d'aprés 
ce qui precede, comportant une autre variable indépen­
dante que celle qui a lieu pour les diíférentielles dx, A j , 
Í3/?? etc,; i l en resulte qu'on doit étre conduit, par des 
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hypothéses cüfférentes de diíFérentiation, á des résultats 
diíférens. Aussi, lorsqu'une formule contient á l a fois des 
diíFérentielles et des variations, nous ne devons point 
confondre ees deux sortes de quantités; dans le cas oú 
une semblable formule a l i eu , le théoréme de Tart. 581 
devient applicable, et nous allons voir qu'il suífit pour 
établir une diíFérence entre les re'su'tats amene's par le 
Calcul des variations et ceux qui nous sont fournis par le 
Calcul différentiel. 

Cherchons, par exemple, la variation de la formule 
d r 

Pour cet effet, on de'terminera la variation par la regle des 
fractions, donne'e art. 16, et nous obtiendrons 

. _^ áxí 'áy — á j ^ á x ¿"Ay p^dx 
dx* dx dx 1 

transposant les signes, ainsi queleséquations(i5), art. 687, 
en donnent le droit, on aura pour la variation de p 

. d^ r d^r ; 
^ = - c - / ' - a í - - - o»)-

cherchant ensuite la variation des formules 

V dxy dx} 
on trouverait de méme 

¿ —. da:^P —' j g j j ^ * _ dx^d^ — c l ^ L r 

effecíuant la división et remplazant et Ü par q et 
par r, on trouverait , 

1 dx ^ d o : ' ' - dx ' ~ d i ' 
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et en transposant les signes, 

Remarquons que la formule (17) ne ressemble á lafor-
¡nule (16), dont elle a ete' déduite, que parce qu'on n'a 
pas mis en évidence les diííerentielles renfermées implici-
teuaent dans les fonctions j ) , q, r, etc.; mais si. nous rem-
plafons ¿q et ¿r, par les valeurs que fournissent les 
equations (19) et (20) , et que nous rassemblions d'une 
part les termes positifs et de Fautre les termes ne'gatifs, 
nous trouverons 

¿ Y = M } x + l W j + ~ (PdJ> + Q d ^ - f R d ^ - } , etc.) 

Lorsque j seul repoit des variations, cette e'quation se 
réduit á 

. V = ^ + P^+QS + R § + e t c . . . . ( 2 0 i 

ct comme en transposant les caraoteristiques, on obtient 

d¿p _ ¿Ap _ ^d.djr _ dffir 
dx d^ dxa ' do:2 ' 

on aura, en substituant ees valeurs dans réqualion (ai) , 

W = + P ^ + Q ^ + R ^ + etc. 
dar d x * 1 da^ 

SgS. Appliquons maintenant la formule (19) á la re-
cherclie de la variation de la sous-tangente. Pour ceí effet, 
si dans l'expression de la sous-tangen te qui , art. 7 1 , est 

X ^— 3 "ous éiiminons Je coefficienl diíFérentiel au moyen 
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d r r de Tequation ~ __ , nous aurons - pour cette sous-

tangente ; prenant la variation par la regle des fractions ^ 
art. 16 , nous trouverons 

sous-tangente = 3 - ; 
P P 

mettant dans cette équation la valeur de , donnée par 
i'équation (19) , nous trouverons 

* ^s-tangente = _ + — , 

dy . .. 
remplafantp par sa valeur — , nous obtiendrons 

d̂ c ÓÍJC y 
S* sous-tangente = — ¿y •— ^ — - t l ^ j " -f- j ^ ; d^x . 

596. Le tbe'oréme renfermé dans réquation (i4) 
art. 587, qui seul jusqu'á pre'sent nous a serví á éta-
blir une difíérence entre les re'sultats íournis par la diííé-
senciation et ceux qui sont donnés par le calcul des va­
ria lions , va nous oífrir encoré des corollaires tres remar-
quables. En eíFet, si dans l'e'quation {%% , page ^ , ou 
chango V en dV, on aura 

trausposant la caracte'ristique du second membre, on ob-
tiendra 

M ' V = d W . 

Par des procedes analogues, on parviendrait á cette équa­
tion géne'rale 

MnV = d ^ V . 
597. La mcme équation ( 4 ) va nous conduire á un tliéo-

réme non moins important. Pourctela, si nous représen-
tonspar ü u n e certaine fonction de x , de j - , de á x , de 

^ d3a:,etc,, de á y , de d2j-, de ó? y , etc., et que 
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nous appeUons V Tintégrale de cette fonction, nous Uou-
verons 

/ ü = V . . . (22); 

diíférenciant, i l viendra 
Ü = dV. 

et, par conséquent , 

trausposant le caractéristique du second membre, en vertu 
del 'équation ( i 4 ) , on trouvera 

= d^V ; 
intéerant, i l viendra 

e'liminaut V au moyen de réquation (22), on obtiendra 
enfin 

f W = ¿ f J J . . . (23) (*).; 

ce qui nous apprend que l'intégrale de la variation d'une 
fonction est égale á la variation de cette intégrale. 

5g8. On peut déduire de ce théoréme un autre qui lui 
est analogue pour les intégrales doubles. 

En effet, si nous supposons 

U = / A , 

réquation (28) nous donnera 

(*) Le théoréme renfermé dans cette équation a lieu également pour 
les difíerences finies. En effet, si dans Uéquation ( i 3 ) , page/jSj, on 
fait D V = U , cette équation deviendra 

AU = D A V , 
intégrant, on aura 

2AU = A V . . . (34); 
mais de l'équation D V = U , on tire 

» V = 2 U ; 

subslituant cetto valeur dans réqua t ion (24) , on obtiendra 

2AÜ = M\J. 
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eten transposant les signes / et ^ , art. 699, oh obtiendra 

On trouvera de raéme 

ainsi de suite. 

§99, Les the'orémes demontres dans les articles 697 et 
598 nous oíFrent de nouveaux principes que nous pouvons 
maintenant employer simultanément avec celui que renfer-
ment les dquations (i5), page (c'est ce que nous allons 
faire en cherchant quelle est la variation de la formule in ­
tégrale indéfinie / U , dans laquelle ü est une fonction de 
de y et des difierentielles da:, á.*x, ázx, etc., d j - , 
d2j , d^jT) etc. Pour cet eííet, supposons qu'on ait trouvé 
par les procedes du calcul différentiel 

dU = mdx -f- ná^x + p<Px -f- q&x - f etc. 
4- Mdjr + Nd^r -f- Pd3j" -f- QtVj 4, etc. 

Nous pouvons regarder cette e'quation comnie provenant de 
celle d'un ordre immédiatement inférieur, dout on voudrait 
prendre la variation. La derniére différenciation qui nous a 
fourni la valeur de dU , nous ayantdonné 

d ü = máx -f- ná .áx ~ \ -pá . fcx -}- q á . & x 
4 - M d j - f Nd.djr + Pd.dajr 4 -Qd.dy , 

et notre intention étant de faire rapporter cette derniére 
opération á une variation, nous avons se'paré par un point 
sur la droite la caracte'ristique qui y est relative dans les 
termes qui, autres que máx et Mdj^, ont subi plusieurs diffe-
renciations, et alors, ainsi que nous l'avons fait, art. Sgr, 
pour réquation (16), changeant cette caracte'ristique en «T, 
nous obtiendrons 
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«MJ = mfrx -f- nfrújc -f-pM.\x - f ^ A 1 \ T -f- etc. 1 
- f -M^jr - i -N^ l j r + P^tly - j - Q ^ > - f - etc. f * • ' ^ ) ; 

intégrant etmettant ensuite, dans le premier membre de 
cette e'quation , la caractéristique ^ devaut le signe d'inté-
gration / , córame on en ale droit, art. 597, onaura 

¿f \ ] == fm^x -+-fnNix +• fpM'x - f / ^ A l ^ + etc.) 

Si dans le second terrae , fnMx, on transpose la carac­
téristique , et que Ton integre ensuite par parties, art. 279, 
on trouvera d'abord 

fná^x = n^x —J^xán. 

Pour faire subir la méme ope'ration au troisiéme tenue, 
nous obtiendrons préliniinairement, en transposant les 
signes du second membre, 

équation qu'on peut e'crire ainsi : 

et en intégrant ensuite par parlies, on trouvera 

fp^áax = pd^x — fdpd^x.. . (27). 

L'intégration par parties pouvant s'appliquer aussi a la 
derniére intégrale de cette équation, dans laqtielle le double 
signe d^aíFecte x , nous aurons de méme 

fdpd^x = 3 p £ x — fd'pfx; 

substituant cette valeur dans réquation (27), nous obtien­
drons 

J J J M ^ X = pd^x — dp^x -\-fd*pfrx> 

Appliquantun méme procédé aux intégrales fqhVx, e íc , 
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nous continuerons á intégrer par parties jusqua ce que 
nous parvenions á une intégrale qui ne conlienne plus 
de diffe'rentielles de x mélées á des integrales , et nous 
trouverons 

fqM3X — qd^x — áqá^X - f ^qé^x —fá 'q^x , 

ainsi de suite. 
Opérant de méme pour y , et re'unissant d'une part les 

termes qui sont déiivre's du signe / , et de l'autre ceux qui 
ea sont aíFecte's, on aura ce résultat 

«í/ü == (n — dp -f- ú2q — etc.) 
_f-. (p — ¿q -\~ etc.) d<^ 
-4- {q — etc.) tW.r -f- etc. 
- f (N — dP -f- d5Q — etc.) fy-
.4. (P _ dQ -f- etc.) dJy / ' ' 1 
4- (Q — etc.) d ^ j - -f- etc. 
-}= f(m — dn -\- áaji —r- d3q - j - etc.) 
- f / ( M —dN-f-d^P —d3Q -f- etc.) 

6oo. Par exeraple, si Pon a 

U ^ / d ^ - f - d j g 

en e'crivant ainsi cette équation 

ü d x * - j - d p x 

on diíFérenciera par la regle de Part. u ¡ , en se servant de 
la caractéristique í au lieu de d, et Pon aura 

^ u ^ v / d ^ i - d j - x ^ i / d ^ q r d 7 . . . ( 2 9 ) ; 

Íes valeurs des variations indiquecs étant ensuite de'termi-
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nées par les regles des n0516 et 2 1 , on trouvera 

V X y V J a v d ^ + dj1^ 
mettant ees valeurs dans réquation (29) , et exécutant les 
opérations indiquées , on obtiendra 

faisant pour simplifier 

\ / d x * + d j2 = ds, 

cette valeur de se réduira á 

ds w dx K1 dr . 
^ * r \ / j - d s V j d ^ j 

En comparant cette e'qualion á la formule (25) , ou 
trouvera 

7n=o, j> = o, §' = 0j P = o, Q = o, etc.; 

et Tequation (28), réduite dans notre cas, á 

¿fü = n^x 4- N¿y + / [ — dn^x + (M — dN) ¿y J, 

devient 

d* d-s l / j " 

Cette maniere de déterminer la variation de / ü ap-
partient á Lagrange; mais , quoique la marche de ses 
opérations soit assez simple, onpeut trouver á son procede 
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l^inconvénient de confondre trop les quantités différen-
tielles avec les quantités finies. Euler, qui donna auGalcul 
des variations une forme plus en concordance avec sa vraie 
me'taphysique , remplaga ü par la fonction Ydx, dans la­
que He V est une fonction des variables x , j - , et de leurs 
coefficiens diíFe'rentiels successifs p , q, etc., et en tro uva á 
peu prés de la maniere suivante la variation (*). 

6o i . On ad'abord par le tbéoréme renfermé dans l'e'qua-
tion (23), art. 697, 

^ / Y d ^ = / ^ ( V d ^ ) . . . (3i) ; 

la variation de Ydx, indique'e dans le second membre de 
cette e'quation , se de'terminera par le procede de l'art. i/f, 
et en cela nous agirons d'une maniere entiérement con­
forme, á l'hypothese oü Ton regarde ees variations comme 
des quantités infiniment petites; car, dans cet art. r4 » 
nous n'obtenons ia diíFérenlielle d'un produit de deux va­
riables qu'en nous bornant au premier terme de la diffé-
rence, cu, ce qui est la meme chose , en négligeaní les 
termes en A2, en h6, etc., du produit z! x'. Ainsi en dé-
terminant la variation comme on le ferait pour un produit 
de deux variables, noüs aurons 

et en transposant les signes ^ e t d , en ver tu de IVqua-
tion (i3), page 437, on trouvera 

^(Vdar) = Vd^.r dx^V. 

Aumoyen de cette valeur, réquation (Si) deviendra 

fyYáx = = / V d ^ -f- f d x W . . . (32}. 

(*) Euler et Lagraiige considéraient encoré dans V d'aulres variables 
' ) í , u, vr etc.; c'est une hypolhése que nous examinerons bientót , et 
«ous verrons qu'elle ne complique pas la solution du probléme. 

Élént. de Cale. diff. 2C) 



45o C A L C U L DES V A U I A T I O N S . 

Af)pliquant au premier terme du second membre de cette 
équation l'intégration par parties, q u i , comme consé-
quence de l'article I 4 J suppose encoré que ^aíFecte des 
quantités infiniment petites, ce premier terme deviendra 

/ T d ^ == — fdYfo 

cette valeur changera Féquation (32) en 

¿ J \ d x = + f {dxW — d V ^ ) . . . (33). 

Béveloppons maintenant la quantite' qui est entre les pa-
renthéses : pour cela, nous aurons préliminairement 

dV dV dV dV dV 

remplagant les coefficiensdiíFe'rentiels parles letíresM, N, 
P, Q, etc. , cette équation nous dounera 

dV = Md^ + Ndjr -f- Pdp - f Qáq 4- Rdr-|- etc... (35). 

Changeant la caracíe'ristique d en nous obtieudrons pour 
la variation de Y 

= -f- N t y + Vfy - f 4. R^r-f- etc.; 

équationdans laquelle les fonctions M , N , P, Q, R, etc., 
des variables j r , p ? ^ , ^, etc., sont les mémes que dans l'é-
quation precedente, art. 5g2. 

Substiíuant ees valeurs de «íV et de dV dans rexpression 
renferme'e entre les parenlhéses de l'équation (33), nous 
changerous cette expression en 

dx^V — d V ^ r = N(dx<^ — dj^x) 
-^•V(dx^p — dp^x) 
4- Q(da:^ — dqfx) 
+ R(da:^r •— dr^x) - f etc.; 
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faisant dans ees équations 

a j = p d a : , á p = : q á x , dq = rdx, dr = sdx, etc., 

nous aurons 

+ Pela: — qi») I 
4- Q d x ( ^ _ rí'x) ^ (36). 

llda: (<rr — síte) i 
etc. J 

Soit fy~-p¿X=a> (Sy); 

et differencions en employant pour p^x le proce'dé de la 
diíFérenciation des produits de deux variables, art. 14, 
nous trouverons 

dty — pá&x dpfo r= da» (38) ; 

prenons ensuite , par le méme proce'dé', la variation de 

djr = pdx, 
nous aurons 

$dy = phlx dx$p ; 

et en transposant les signes ^ e^d, 

d^jr == //d^r - f do .^ (39). 
Au moyen de cette valeur de d^j , nous converlirons Fe-
quation (38) en 

dxJjp — ¿p^x =z dú¡; 

remplagant dp par qdx, cette équation deviendra 
dx{¿'p — qfrx) == ta, 

et par conséquent 

ce qui est la valeur comprise entre íes parenthéses dans la 
seconde ligne de l'e'quation (36). 

29. . # 
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On trouvera de méme 

d a : ( ^ - r ^ ) = : d . ~ , ^ ( ^ - ^ ) = d ( ¿ d - ^ ) » etc.; 

par ees valeurs l'équation (36) deviendra 

d ^ V — d V ^ = ] S i ) d a : - f - P t ^ + Q d - ^ + R d ( ¿ - ^ ) , etc. 

Par consequent, l'intégrale que renferme lesecond inembre 
de réquation (33) sera 

fidxW-<iy^)=f$*>dx+fVd*> • ^ + / R • d ( ¿ • d^),etc...^o); 

intégrant par parties tous les termes qu i , dans ce second 
raembre, contiennent des difierentielles de a , du ier, 
du 2 e , et du 3e ordre, etc., nous aurons 

fPd*> = — fiemes 

r „ . do» da rda 

et, parce que la difierent||lle de Q se prend par rapport 
á x, on pourra écrire ainsi cette demiére équation, 

inte'grantde nouveau par parties le dernier terme de cette 
équation, elle nous donnera 

/ Q d . ^ Q Í Í - Í Q . + ^ . í Q . 
d.r dx dx J dx 

En operant de méme pojar le terme en R, on trouvera 

1 1 4? dR d^ . 1 / , dR\ 

dR\ 
\dx dx) dx dx dx d x ^ d x \ dx. 

\dx á x j 



PRINCIPES FONDAMENTAÜK. ^53 

Substituant les vdeurs de / P d « , de / Q d . - ^ , de / R . d 

/ J L a — ^ , etc., dans réquation (4o), ordonnant par rap-
\dx dxj 
port á * et á ses coefficiens diíFérentiels, et re'unissant en-
suite les termes qui sont aíFectés du signe d'inte'gration^ 
nous trouverons 

/ dO i , dR \ 
/ ( d ^ V - d V ^ ) = ^ P - ^ + - d . ^ ~ etc.) 

d . / dR \ + _ L ^ ( R _ etCt) etc 

„ , AT dP , i , dQ i 7 i , dR . \ +fa>áx( N—-j—hT-d- t — • ^ d • l—hete. ). * ^ \ d^: dar da? d-z dx do: / 

Substituant cette valeur dans l'équation (33), á laquelle 
on ajcutera une constante, pour teñir lieu de toutes celles 
que l'intégration par parties exigera, on aura en fin 

J \ á x 1 áx á x / 

+ S ( Q - S + e,C-)' etC- d i d i ' — etC'>' e";-

+ / . d ; cCN- í? + i d . á 2 - f d . ^ d . ^ , etc.\ . \ ax úx á x úx áx ax J 

Et en preñant á x pour variable indépendante, cette 
équation pourra se mettre sous la forme 

(4i>-

V V d . = V ^ + < P - f + í | - e t c . ) 

, d a / „ dR , \ , d5» ,n 
+sCQ - d i + e t c - } + & ( R - ete->' 

^ - ( - l + ^ - g . - ) 
-f- constante. 

602, Cette solutiond'Euler suppose done que la fonction 
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V á e x , de j et des diíFérentielles des diflerens ordres de 
¿c et de j - pujsse se ramener á la forme V d ^ . Or, cela n'esi 
pas toujours possible; car si, par exemple, on avait 

U:=3 7 U + d a : dar-*-' (42)' 
et que l'on f i t 

djr = p d x , 

on trouverait par la différenciation, 

á y = á p & x + p ^ x (43) ; 

mettant ees valeurs dans re'quation (42), on obíiendrait 

TT AP * t ^ 

on plutót 

ü = : d . í ^ + a ^ . — • " á x dx' dx ' 

et Ton voit que le second membre ne se re'duit pas á la 
forme Vd^". 

Mais cela aurait lien si , au contraire, on avait 

J J d'jT df d2x 
dx dx dx ' 

car la valeur de d2jr, donnée par l'e'quation (43), e'taní 
mise dans celle-ci, la réduirait á 

V = á x . 
dx 

Des máxima et mínima des formules intégrales 
indéterminées. 

6o3. La principale application du calcul des variations 
se rapporte á la solution d'nn genre de problémes de 
máxima et de ininima, qu'on tenleraiteii vain de resondre 
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par la méthode exposee art. 97 et 98. On a vu que cette 
methode consistait á déduire de re'quationj- = f x du pro-

bléme , la valeur de ^ , qu'on devait égaler á zéro ou á 

I ' infini, pour obtenir la relation entre x et j - , qui doit 
avoir lieu au máximum ou au mínimum ; mais s i , dans 
le probléme propose', 011 nous donnait seulement la for­
mule intégrale / V d * , dans laquelle V serait une fouc-
tion de a:, de j r , de de ^ , etc., et qu'on demandát 
quelle est, parmi toutes les courbes qui jouissent de la 
propriete commune / V d . r , celle pour laquelle /Vdar 
est un máximum , un tel probléme serait d'une na-
ture bien diffe'rente que ceux que nous avons re'solus 
sur les máxima ou minima. On se tromperait done bien si 
Ton croyait que, pour en obtenir la solution, i l suffirait 
de passer á la difíerentielle en ótant le signe d'intégration, 
et en e'crivant Vd.r. Cela ne conduirait á rien, puisque la 
caraotéristique f , qui ici nous indique que c'est x que Ton 
fait varier, n'est plus le signe de Fopération contraire a 
celle qui se rapporte á des variations. Aussi voit-on qu'au 
lieu de passer d'une courbe áTau t re , on resterait sur la 
méme courbe, ce que nous ne pouvons admettre, d'aprés ce 
que nous avons vu art. Sy^. Ce ne sera done point Vd,r 
que, d'aprés la métliode ordinaire des máxima et minima, 
on devra égaler á zéro, mais tyYdx, parce qu'alors, 
quoique nous ignorions la relation qui existe entre x et j -
renfermés dans V, nous ne considérons pas moinsj- comme 
une fonction de x , et par conséquent f Y á x comme une 
autre fonction de a?, dont la variation estindiquée par Ic 
signe variation due aux accroisseraens successifs que 
refoit une constante qu i , le plus souvent, ne paraít pas 
dans les calculs. 

L'iníégration de f Y á x ne pouvant done s'exécuter sans 
qu'il ne soit établi une relation enUe ¿v et j r , nous allons 
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voir que cette valeur va nous étre fournie par la condition 
méme du máximum. En efFet, m variation /Ydxayant 
été determines par l'équation (4r), nominonspour plus ¿e 
simplicité A la partie qui s'y trouve hors du signé d'inté-
gration ; la variation ¿fYdx e'tant nulle , dans le cas du 
inaximumj ríous aurons done 

/ dP dsO \ 
A, -Ufadle ( N — -T- -f- — etc. j - f - comíanle = o. (44).. 

, , r ,T dP d2Q, 
6o4- On reconnaít dans le tácteur IS — ^ " I " eíc- s 

de cettee'quation, la qnanlilé qui, égalée á zéro, exprime,, 
équation ( 1 ^ 2 ) , art. L¡O/\ , la condition d'intégrabilité de 
V á x ; par conse'quent, i l suffit que V d r soit susceptible 
d'intégraíion pour que le ternie aífecté du signe / s'e'va-
nouisse dans re'quatioa (44)- ^e tenue s'e'vanouit égale-
meut lorsque Vdxn'est pas integrable ; caralors les termes 
en x et en y , renfermés sous ce signe, ne peuvent ope'rer 
la destruction des termes en x et en des autres termes 
de l'équation (44)? qui» e'tant délivrés du signe d'intégra-
tion, sont d'une nature diííérente. 11 suit de la que si Ton 
représente l'équation (40 par 

A -f- f / u á x c o n s i a n í e = o . . . (45), 

on ne peuí. satisfaire á cette e'qualion qu'en faisant 

A 4- c o m í a n t e ~ o , f f c d x ~ o. 

6o5. Cette derniére e'qualion determine en general une 
courbe, et n'exprime autre chose que la sommation d'une 
infinite' d'élémens que l'intégration convertit en courbe. 
Tíous entrevoyons deja que la partie A - f conslaníe de l'ér 
quation (45) ne peut se rapporter qu'á des points isolés. 
En eíFeí, réquation 

A - f - eonstanie = = 0 
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étant une équation rationnelle en ^ et en y renfermes dans 
^,ils'ensuit que cetíe équation ne comporte qu'un nombre 
Jimité de valeurs, qui seront déterminées par le degré de 
eette équation lorsqu'on y aura mis la valeur dej- en x ; je 
dis de plus que les points determines par ees valeurs ne se 
rapportentqu'aux extrémile's de la courbe. En eííet, lors­
qu'on donnera des valeurs particuliéres a et b aux varia­
bles x etjr, on ne fera quedéterminer la valeur de la cons­
tante qui entre dans Tequation (45), en fonction de a et 
de l/> valeur qui se rapporte toujours au comincncement et 
á la fin de Fintegiale. 

6o&. La condition fadx sas o nous donne 

dP . d2Q 

et conime la diííerentielle d'une fonction e'gale á zéro est 
nulle aussi bien que cette fonction, art. 63, on peut óter 
le signe d'inte'gration, ce qui nous donnera 

/'_, dP d5Q \ , 

équation á laquelle on satisfera en faisánt 

» f ^ d 3 + ¿ - e t c . = o.....,(Wí 

Cette équation e'tablií la velation qui doit exister entre x 
et j pour la courbe du máximum et du mínimum. 

607, Observons que la proprie'té fYdx appartient á 
toutes íes courbes que nous considérons, et que nous pou-
vons passer de Pune a l'autre par degrés imperceptibles , 
en faisant accroitre V d'une quantité infmiment petite J-V. 
Dans cette hypothese, V devenant V - f ^V, la formule 
fYdx se chango en / ( V - f JsV)c!>r, et s'accroU de la quan­
tité f^Ydx, quantité qui, par la transpositiou des signeg 
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/ et ^ , revient á f /Yáx. On reconnait dans cette exprés-
sion la variation dont nous avons determiné la valeur pav 
réquatiou ( 4 0 , art. 601, et qui devant, comme fYáx , 
appartenir á toutes les courbes du genre que nous consi-
de'rons , n'en spe'cifie aucune en particulier. En e'gatant en~ 
suite á zéro la variation ¿•/Yáx, nous déterminons cette 
courbe quelconque qui jouit de lapropriété requise, á de­
venir, entre toutes les autres, calle qui convient au máxi­
mum cu au minimum; nous franchissons en idee toutes 
les courbes intermédiaires comprises entre la courbe pr i -
mitive el la courbe du máximum ou minimum, pour que 
Tune de ees courbes se change en l'autre ; alors l'ordon-
ne'e PM, devenue P'M', aura re§u un accroissement íini, 
composé de tous les accroissemens successifs que la courbe 
aura repus en passant par toutes ees positions intermé­
diaires ; et, comme PM représente une ordonnée quel­
conque , la méme cbose aura lieu pour tous les points de 
la courbe varice, qu i , par conséquenl, sera entiérement 
distincte de la courbe primitive ; mais la variation ¿Y 
indiquant la variation qui a lien lorsqu'on passe de la 
courbe primitive á la courbe infiniment proche qui lui 
succéde, cette variation, lorsque la courbe primitive 
deviendra la courbe variée, se rapportera alors á la 
courbe infiniment proche qui succédera á la courbe va­
dee , eí restera par conséquent une quantité infiniment 
petite. 

6 0 8 . Aprés avoir parlé du premier facteur de l'équa-
tion (46), oceupons-nous du second. Pour cet efíet, si 
nous mettons dans l'équation (46) la valeur de eo, que nous 
donne Tequation (87), page 451, nous aurons 

et Ton satisfera encoré á cette équatiou en faisant 
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— ji^x = o ; 

la relation que nous établissons ainsi entre et íáf, est une 
chose conforme á ce que nous avons démontre art. 698, 
que ^¿c et jjy étaient de'pendans l'un de Fautre. Une autre 
conséquence, qui s'accorde avec le méme article, c'est que 
l'équaíion (4 7) subsiste encoré lorsqu'on ne tient pas compte 
de Px; car alors Féquation (48) se réduisant á 

on en déduit e'galement 

N r - 4 - -r-5 etc. = o. 

On peut remarquer que quand on a = o, on tombe 
dans le cas oú la variation de j - se confond avec la direc-
tion decette ordonnée, ce qui n'enipéclie pas que la condi-
tion du máximum cu minimum, entre touíes les courbes, 
ne subsiste e'galement. 

609. Lorsque les variations n'ont lieu que dans le sens 
des ordonne'es, i l est évident que celles des points extremes 
G et D sont des ligues droites CC et DD', fig. 116 , dirigéesFíg nG. 
suivant le prolongement de ees ordonne'es. 

610. Mais dans le cas ou x varié aussi bien que j " , les 
extrémite's G et D , fig. 117, des ordonne'es AC et BD dé-Fig.117. 
crivent des courbes CC et DD' ; car les points G et D se 
mouvant dans des directions qui ne sont plus celles de AC 
et de BD, de'crivent en ge'ne'ral des courbes, sauf á sup-
poser, si le cas l'exige, que ees courbes sont des ligues 
droites CC, DD', fig. 118. Fijj.nS. 

o u . Nous avons vu , art, 4o4, que lorsque Y d x élait 
une difTe'rentielle exacte, l 'équation L dP ' d2Q 
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avait lieu par elle-méme, et qu'alors la valeur de ¿"fYáx 
ou plutot celle de fNdx, ne pouvait renfermer que des 
quantités intégrées, Or, ¿¡fYdx, par la transposition des 
signes, art. 597, devenant f^Yda:, si Ton regarde j ren-
fermé dans V córame une foncüon de ac, le produit Vds* 
ne sera autre chose qu'une fonction V de a: multipliée 
par da:; et J Y d x representera, art. S/ft et 349, Taire d'une 
certaine courbe. La variation de cette aire étant exprlmée 
par ^/Vdar, ne sera done elle-méme qu'un accroissement 
de Taire dont nous parlons; par conséquent f^Ydx sera, 
lasomme de toutesces aires élémentaires. De'signons cette 
inte'grale par tpjc-j- c, et prenons-ia entre les limites 

x = a et x = b 1 

nous aurons cette inte'grale définie 

<pa — qb 

et Ton voit qu'elle ne de'pendra pas des coordonne'es deŝ  
poinís intermédiaires de la courbe varie'e, mais de a et ¿5 

j i g . ! ! ^ Cjui sont les abscisses des extrémite's A et B, íig. 117, de-
cette courbe. 

612. Réciproqueraent, lorsqu'on nous donne Texpression 
fYAx, si Ton a 

Pí _ - f . ^ e t c . — o, 
úx áx* 

la variation $j Yáoc ne renfermera aucunc formule inté­
grale ; d'oü i l suit que f Y á x sera une fonction déferminée 
des expressions .r, j - , p, q, etc., c'est-á-dire sera une fonc­
tion délivre'edu signe d'mte'gration, ou, ce cjui revient au 
méine, sera une quantité imme'diatement integrable. 

613. La partie de Téquation (45), art. 604, qui 1!1'eSÍ 
point aífecte'e du signe d'intégraíion , et que nous avons 
represente'e par 
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A -f- constante, 

s'evanouit iorsque les extrémités de la courbe sont des 
points fixes. 

En eífet, la variation cessant d'avoir lieu en ees points, 
si nous en repre'sentons les coordonnées par x e t j ' , et par 
x" et j " , £x et ^jr ue subsisteront plus lorsqu'on donnera 
k x e t k j les valeursV et y , x" et y , ce cjui nécessiíera 
que les termes compris dans A (équalion45), s'evanouissent 
lorsqu'on prend l'intégrale définie. I I ne restera done de 
l'équation (45) que / ^ d - r ^ o, pour détenniner la rélation 
qui devra exister entre ce et afin que f N á x soit un 
máximum ou un minimum. 

614. Le probléme general qui nous oceupe est done en 
quelque sortel'inverse de celui que nous offrentles máxima 
et minima ordinaires; car, dans ceux-ci, la relation entre 
x etj^est donnéeimmédiatement , au lieu que dans notre 
cas, elle resulte de la condition mérne du máximum ou 
mínimum. 

615. Pour donner une application de cette the'orie, pro-
posons-nous de trouver quelle est la plus courie des 
courbes menees entre deux points sur un plan. 

L'expression d'un are de courbe étant 

V da:2 - { - djrs, ou dx \ / 1 4-

sera, dans le cas présent, celle que nous avons represen lee 
par V d x ; nous aurons done 

V = V / i - f fe! 
dx2' 

et en icmplagant % m R l cette équation deviendn 
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Cette formule, qui ne contientque la variable (Je'_ 
dV 

termine ra Texpression ^ - du coefíicient diíFe'rentiel P : 

nous aurons done 
dV P 

M = o , N = o , P s = - = ^ = . > Q = o, e tc . . . . (49). 

Par ees valeurs, on volt que les termes oú entrent V, P et 

doivent étre seuls conserves dans la formule (4 i ) , qui 

par coáse'quent devient, dans notre cas, 

^ /Vd- r == v X r - f ^ / da:(— ^ ) 5 

substituant ^jr á la place de AI , on a 
dP 

¿ y V d ^ = ( V - P / ? ) - f - P ^ r _ / ( ^ — ^ x ) dx... . (5o). 

Le premier membre de cette e'quation étant nul par la con-
dition du máximum ou minimum, et la partie qui est 
indépendante du signe d'intégration n'existant pas dans 
l'liypothése oú les extre'mités A et B sont des points fixes, 
réquation (5o) se réduit á 

dP 
— f i t y — p$x) — áx — O; 

cette iníe'grale e'tant e'gale á zéro, i l en est de méme de sa 
diííéreutielle, art. 606 j on a done 

dP 
W —I>*x) ̂  dx = o. 

616. On satisfait á cette équation en faisant 

d P 1 

^ d x = o . . . . (5i) . 

La valeur de P nous étant donne'e par la troisiéme des 
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équations (49), 011 trouvera en la diíférenciant [art. 26, 
équation ( '3 ) ] , 

a P ^ d P ¿ P _ A P x ¿ p . 
dp ^ / 1 -f- d.r ' 

et en diíférenciant par la regle des fractions, art. 16, on 
obtiendra 

. p&p 

V / i + 7 ^ 1 ~t-pu ' 

réduisant au mcme dénominateur et faisant la re'duclion, 
on trouvera 

A E AP 

par conséquent, on aura 

dP - 1 x fe 

Égalant cette quantite' á ze'ro, et supprimant le premier 
facteur, 11 reste 

do 

ou plutót 
dp = 0 ; 

mtégrant, on obtient 

p = constante; 

et en désignant cette nouvelle constante par 6, on a 
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et par conséquent 

— rr= ¿), O U d r = ¿tlx ; 
do: 

intégrant de ñouveau, on trouve 

y = z bx -h c. . . . (Sa). 

617. Pour déterminer les constantes b et e, Ies points ex-
Fijj.ng. tremes A et B , fig. 119, étant fixes, si leurs coordonnées 

sont 

x = a , jy — ?, et x = «tj = 

ees coordonnées devant satisfaire áre'quation (52), on a 

£ — ¿ « - f - c , C = b » ' + c ; 

d'oú Ton déduit 
^ C C et'Q — 

par conséquent, l'e'quation (62) devient 

— ^ — es, 

x H — j 

618. Si les extre'miíés A et B de la courbe ne sont pas 
des points fixes, la partie (Y — Vp) ^x-\- P^j", de Tequa-
tion (5o), qui est repre'sentée par A dans l'équation (45), 
page 456, ne s'évanouit plus á cause de la non-existeoce 
des variations frj et <hc ; mais comme le premier membre 
de l'équation (45) est égal á ze'ro, la partie /«dar ne peut, 
comme nous l'avons vu art 6o4, anéantir A ; i l faut done, 
pour que la condition x -f- fañx = o soit remplie, q»e A 
soit m \ sépatéiuenl, et qu on ait par conséquent l'équa­
tion 

(Y — PJ J ) ¿~ x - f P J j ~ o. 
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Remplafant Vet P par leurs valeurs \Si-\.p* et P 

cette équation devient 

et aprés qu'on l'aura réduite au méme dénominateur, le 
diviseur commun \ / 1 -\- étant supprimé, i l restera j 

+ p^jr == o. 

Mettant la valeur de />, cette équation donnera 

^ ^ 
d ^ - V ; -* (í>á)' 

et ne pourra étre satisfaite que par les coordonne'es des 
points extremes de la courbe, coordoanées qui varient avec 
ees points. Supposons done que l'un de ees points soit va­
riable et que l'autre soit fixe; si nous noramons x f et y 
les coordonnées du premier, et x \ j r \ les coordonne'es du 
second, l'équation (53) sera satisfaite en faisant 

x — x et = j " ' , 

et se changera en ? 

Telle sera la condition qui exprime que la cóurbe que 
décrit le point mobile x', j ' , soit coupe'e á angle droit pai­
la courbe eberchée 

(*) En effet, — et — exprimant les tangentes t r igonométr iques , 

art. ̂ 3,que la courbe proposéo et la courbe variée forment á leurs points 
Élém. de Cale. diff. 3o 
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Cette condition et celle de la fixiíé de Tautre point, donné 
par les coordonne'es x" et jr", suífiront pour délerminer 
les deux constantes de l'équation (Sa). 

6 i g . Mais si les deux poiuts extremes ne sont fixes ni l'un 
ni l 'aulre, l'équation (53) devant étre satisfaite par leurs 
coordonnées, on aura ainsi 

équations qui nous apprennent que les courbes GK et I L , 
fig. 120, décrites par les points extremes, doivent étre 
normales á la courbe cherchée, qu i , dans le cas présent, 
se re'duit á une ligne droite AB, art. 616. La relation qui 
existe entre les coordonnées de cette courbe cherchée nous 
étant fournie par réquation 

— y dP , 
JN . r etc. = o ; 

-6?- Jio« stmpq «stí &».' r«oíla9iJf.5 • • - . c 

éeité e'quation devient dans notre cas 

dP == o, 

át nous raméne á l'équation (5i) . Or, nous avons vu, 
art. 616, que cette équaliou nous conduisait á d/j = o, et 
que l'intégrale de cette derniére e'tait p=zb; remplazant 

' o. y p par sa valeur ~ , on a 

áx 
d'oü Ton de'duit 

de contact, la condition nécessaire pour que ees tangentes se coupent á 
angles droits , sera exprimee (Théorie des Courbes, art. io3), par 

i r ' éy' í 
tx' áx' 
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Au moyen de ees vaíeurs, les e'quations (54) deviennent 

v . . . (55), 

et he contiennent plus que les variations des points extre­
mes ; or, i l sera possible d'elimmer ees variations, si Fon 
nous donne Ies courbes que ees points seront assujettis 
á parcourir. Supposons que ees courbes aient pour équa-
tions diíFe'rentielles 

á j ~ ( p { x y j ) dx et djr = ^ d.T ; 

on en de'duira, art. 591, 

^ = <p { x , j ) £ x , = 4 (o:, j ) £ x . 

Ces équations devaní étie satisfaites Tune par Ies coordon-
ne'es x r , y , et l'autre par les coordonnées x " , j " , nous 
aurons dono 

t f ' z = < p ( x , f ) i - x ' , fy" = ^ > ^ ) 

Au moyen de ees équations nous pourrons éliminev les 
variations des e'quations (55), ce qui nous donnera 

f • V ' 

620. Si , outre x oX y fonctions de x , et leurs coefficiens 
diíférentiels successifs, la fonetion V contenait encoré une 
ou plusieurs autres variables z , n , ̂ , etc., et leurs coef­
ficiens difierentiels successifs, l'equation (35), page 45o, 
deviendrait 

3o... 
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V = M á x -f- M j 4- V ú p -f- Qd̂ y -f- Rdr + etc., 
4- N ^ z 4- Pd/^ + Q.d^, 4- R A , + etc., 
4 -N/ /d í4-Pídp/ / + Q , d ^ 4 - K A . + e t c . , (56); 
4- etc. 4- etc. - I - etc. 4~ etc' 

Dans ce cas, l'e'quation (40J PaSe 4^3, s'augmenterait 
des termes relatifs aux variables z, í, u, v, etc., etnous 
aurions 

+̂  (p" etc0+ S (Q etc-)'etc-+>da:(N etc) 

4-etc. 4* e*c' 4" €tc« 
4- constante. 

Dans le cas du máximum ou du minimum, le second mem-
b r e de Fe'quatioii (Sy) tlevant étre nul , i l faut pour que 
cette condition soit remplie que , conformément á l'obser-
vation qui a été faite art. 604, page 4 5 6 , la partie affecte'e 
du signe d'inte'giatiori soit nulle d'elle-méme, ce qui nous 
fournit l 'équation 

M ^ - í í : , e , c . ) + / ^ ( N , / ^ ( N - ^ e t c ^ 

o r , les variablesjr, z , *, etc., e'tant indépendantes, cette 
équation ne pourra se réaliser qu'autant qu'on aura sépa-
rément 

fmáx etc.) = o, 

/ dP \ í 
/ « / ^ ( N , — - ^ , etc.j = o, V . . . (58), 
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ce qui donnera en diffe'reaciant et en développant un peu 
plus ees expressions, 

dP d3R , t 

N - d 7 + ^ - ^ + e t c - = = 0 ' ; 

i x " dar a d x A X| ' 
etc. etc. etc. 

ees e'quations de'terminent les relations qui doivent avoir 
lieu pour que la courbe appartienne á un máximum ou á 
un mínimum. 

621. Donnons une application de cette théorie en nous 
proposant de trouver les relations qui doivent exister entre 

y et z , pour que 

soit un mínimum. 

(*) . . . . (60), 

(*) Cette équation est celle á laquelle conduit le probléme de la bra-
chystochrone, ou llgne de la plus vite deséente. Eü effet, la question 
se réduisant á déterminer la courbe pour laquelle l'élément de temps d í 
doit étre un m í n i m u m , on a (voyez l'équation (200) de mes Élémens 
de Mécanique, page 211), 

_ V/dx'Hh dr'-f-d^1 
u í — • . — i\ 

V étant nul lorsqu'on part du repos, et la constante '2g pouvant se sup-
primer, art. io5, cette formule se r é d u i t á 

dt = — — — ; 

et Ton voit qu'elle rentre dans celle de notre p rob léme, en changeant 
^ en c'est-a-dire en regardant Taxe des x de la formule (60,) comme 
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Si, pour simplifier, nous faisons 

la forníule precedente deviendra 

Nous avons done dans le cas présent. 

V X 

et puisque le probléme ne comporte que les variables x% 
y , z, la troisiéme ligne des équations (67) et les suivantes 
comprises dans les etc., i\existent pas ; á l'e'gard des deux 
premieres lignes, elles se niodifient par ees valeurs qu'ii 
faut y introduire 

Faxe des coordonnées verticales. On pourrai í peut-étre diré qu ' i l eút été 
plus simple de conserver l'axe des z pour celui des coordonnées verti­
cales, en employant au lieu de la formule (60), la formule 

Je rópondrai qu'en choisissant l'axe sur lequel se compte la variable in -
dépendante pour l'axe vertical, cela nous procure l'avantage d'avoir á 
la fois 1N = o et N ^ o , [voyez, c i -aprés , les formules (62)], tandis 
que si nous eussions employé la formule (61), au lieu de la formule (6o); 
on aurait eu 

ce qui nous eút conduit a des caleuls plus compliques, tant i l est vra 
c¡ue le choix des coordonnées n'est pas une chose indifTérenle. 
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/IV tlV 

p = f ' , > ' = = ^ - - ^ 

Q = o, R = o, etc., Q/ = G, 1^ = o, etc.; 
dP dP 

ne conservant done que les termes V , P, P , — , _ — i . 

Fequation (67) se réduit á 

/ / V d x = V ^ r 4 - ^ P + « P / + / « ^ ( — ¿n^+y^da: 

et comme les formides inte'grales du second membre de 
cetíe e'quatiou doivent étre nuiles se'parément, art. 620, 
on a done 

on tire de ees e'quations, art. 620, 

— aax - 7 — = o , •— adx ——i- = o, 
1 dx 1 

et en supprimant les facteurs — adx et — a á x ) i l reste 

dP dPy _ 
dx ~ ' áx ' 

et en passant aux difieren tielles, on a 

dP.=:.o:, . dP /^^ t , (r5-noitmiu' /J 
Les inte'grales de ees e'quations serón t 

P = constanie, P/ = constante, 
ou plutót 

V — a, f ^ m b ^ ! , ¡ (66); 

mais nous avons 
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P ^ Í L et P - ü . 

diíFérencions done réquation (62) par rappoit á/? et , 
nous trouverons 

P .= : 
\ / x \ S 1 p 1 - { - y / x \ / i - f - p* + p *' 

mettant ees valeurs de P et de dans les équations (66) > 
nous obtiendrons 

P • P , b : 

í ' • élimmant — - • —^ entre ees équations, on 
{ / x { / i -f-p* -f- /?/ 

trouvera 
p p , , d r d,z; 
1 = V 7 ou ¿ -f- = « 2 - — ; a o áx á x 

intégrant, 011 aura 

j = |z4"c-.-* (67)5 

Fig.iai. ce qUj est pequation d'une droite RS, fig. 1 2 1 , tracée sur 
le plan des z > et dans laquelle les coordonne'es 

dupo in tM sont: AP = j r , PM = z ; 
du point M' sont: AP' == j r , P'M' = z; 
du point M" sont: AP" = j , V W — z ; 

etc. etc. ete. 

L'équation (67) nous apprend que, quelle que soit l'abs-
cisse A9 = j - que Fon prenne, Tordonnee VM = z déter-r 
minera, sur la droite RS, le point M par oü Fon doit me-
ner la troisiéme coordonnée x. I I suít de la que cette 
droite RS contiendra les pieds de toutes les troisiémes 
coordonnées, qui, e'tant paraliéles á l'axe des x , sontne'-
cessairement paraliéles entre elles, Or, des paraliéles qui 
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interceptent une méme droite RS, fig. 122, ne peuvent {-¡g j ^ 
qu'étre comprises dans un méme plan; car, si une droite 
mene'epar un point M" sortait de ce plan, elle cesserait 
d'étre paralléle aux autres. Concluons de ce qui precede 
que les troisiémes coordonnées étant comprises dans un 
méme plan, i l en doit étre de méme de leurs extre'mite's 
N , N ' , N" , etc., fig. i 2 i , qui constituent la courbe K L ; F i g . i i u 

cette courbe cherche'e K L , sera done plañe. 
622. Maintenant que nous savons que la courbe est á 

simple courbure, et par conse'quent peut étre de'terminée 
par deux coordonne'es ^ et z, dont l'une est verticale, 
remplayons cette coordonnée verticale par j , l'équation 
du probléme deviendra 

VI, ~ ' 
et en mettant { \ - \ - p"1) dx2 au lieu de dx2 -\- d^*2, on aura 

v = V r T 7 v t (68)i 

v j 

Dans le cas présent, Fe'quation (40, page 453, ou, ce qui 
revient au méme, l'équation (65), se re'duit á 

^/Vdo; = V^x -f- P« + fa&x (^N — ̂ . . . . (69); 

et Ton voit que cette équation pous donne pour notre cas 

dV ' 1 / i H- pa 

p dV r ou 

623. Dans l'hypothése ou les points extremes sont íixes, 
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la partie V -̂a: + P¿y , indépendante du signe d'inté|;ration, 
s'évanouit, art. 6 1 3 , et i l ne reste que requation de con-
dition 

N — -7- = o, 

qui donne 
= dP ; 

et en la multipliant par p , 011 a 

ou Npd^ = pdP, 

Ndjr m páV; 

mettant cette valeur dans celia de dV, qui est pour noíre 
cas, 

dV = M d r + Ndjr - h Pdp, 
" . * dV 

et observant que, dans le cas de l'équation (68), M — —̂ 

se réduit á ze'ro, i l restera 

dV rrrpdP + Vdp; 
intégrant, i l vient 

Y — Pp constante., . . (71). 

P et V e'tant détermine's par les équations (68) et (70), nous 
en mettrons les valeurs dans réquation (71) , et nous ob-
tiendrons 

— ~ —= irm t ± — — = -f- constante; 

multipliant les deux termes de la premiére fraction par 

\ / \ -f-/?2, et rassembíant les termes enp dans le premier 
membre, i l vient 

== comíanle ; 
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reduisant, i l reste 
i 

c o m í a n t e 

et en elevant au carre , on a 

í m {constante)'*> 

d'oú l'on tire 
i 

J i * - \ -p ) {constante)'' ' 

et comme l'unité divisée par le carra' d'tme constante est 
encoré une quantite' constante, représentons cette qüanlité 
par b, notre e'quation devient 

et, en divisant par j * , on a 

b 

et par conséquent 

b b—y b r — r 2 „ , 

mettant ^ - au lieu de />, et passant á la racine, on obtient 

d^ ~ j - Y _ ' 

ce qui donne en fin 

áx ~ 

En comparant cette éqmtioná l'équation (I4I) , page i49, 
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on la reconnait pour étre celle d'une cycloíde AMB á base 

Fig.na. horizontale, fig. 122, danslaquelle b serait le diamétre CD 
du cercle générateur. Soit a le rayón OM de ce cercle , on 
pourra mettre 2a á la place de 5 , et Tecpation de notre 
cycloíde deviendra 

y iajr—y% 

624. Pour intégrer cette équation faisons 

a — jrzrzz-. 
élevant au caire', on obtiendra, en transposantet reduisanU 

z a j — — a% — tf, 
D'un autre cote, Tequation 

a — T ~ z , 
nous donne 

dy = — dz ; 

substituant ees valeurs dans la formule (74), on a 

j á y (a-—z) dz 

et en exécutant la raultiplication itidiquée par les paren-
théses, i l vient 

j d y zdz aái (75); 

et en intégrant, on aura 

r j t y ^ r zdz _ _ r adz__ ^ 6^ 
t y \/a.aj—j-a J \/a* — z* J y / ^ — z'' 

629. Pour effectuer rintégration indiquée [équ. (76)], par 

/
zdz ' 

-7=^===:, on multipliera par 2 les deux. 
K a2 — z2 

termes de la fraction, et Fon recontiaítraensuite qu'au signe 
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pies le numerateur est la diííérentielle de i'expression qui 
est sous le radical. Par conséquent, on aura, art. 71, 

2zdz 

/
• zdz r — = — \/a2 

D'uneautre part, pour déterminer la seconde intégrale du 
second membre de l'équation (76;, nous avons [équat. (12), 
art, 2 7 5 ] , 

/
aáz ( z \ 

• — a are ( eos = - ] ; 
y / a - — za N « / 

les valeurs des intégrales que nous venons de déterminer 
étant substituées dans l'équation (76), nous aurons 

C í M z • = — / a 2 —2a -h a&rc(cos = - \ , 
J \ / i a Y ~ ~ r2 N A' 

remettant dans eette équation la valeur a — y de 
et nommant G la nouvelle constante qu'on doit y ajou— 
ter, on aura enfin, en transposant les termes du second 
membre, 

et, en remplapant le premier membre par sa valeur x, on 
obtiendra 

x = flarc^cos= — V^2^—tra + C(¥) . . . (•77). 

(*) Cette équa t ion , lorsqu'on fait C = o , art. 626, étant mise sous 
cette forme 

x + y / i a y — a áremeos = (^8), 

exprime la condition que la droite AD , fig. 122, est égale á Tare M D . Fig.raa. 
En effet, nommons AP = PM = r, OM = a, on aura 



CALCÜL DES VAR1ATI0KS. 
Ayant deux constantes, i l fauclra deux conditions pour les 
déterminer, 

t / W - r 2 o u V / ( 2 « - j ) r = l / ( C D — DE) DÉ = t/CEla)E 

= V/ME"1 = ME = PD ; 
done 

x - j - i / ^ F ^ P = AP + PD = A D ; 

si Ton décrit ensuite avec Punité pour rayón l'arc nr, on a 

are nr = are (eos = Oe), • 

et la similitude des secteurs O M D , Onr nous fournit la proportion 

a : OE : : i : Oe, 
d'oú Pon tire 

„ OE a — y Oe = = , 
a a 

et par conséquent 

( a — ^ \ 
c o s = 1. 

On passera ensuite de Pare nr á l'arc MD par cette antro proportion 

a ; i : ; are MD : are «/•, 
qui nous don ñera 

a are j^cos - ~ — ^ = :a rcMD ; 

cetto valeuret calle de x \ / i a — mises dans Péquation (78), la 
réduiront á 

A D = arcMD; 
ce qui est la propriété de la cycloide. 

Et si l'on remarque que Pare M D ayant pour cosinus OD —DE, c'est-
a-dire a—y, a pour sinus M E , et que ce sinus est déterminé par la pro­
portion 

DE : M E : : M E : EO 
ou r : M E : : ME : my, 

on peut remplacer are cos = (a —y) par are sin = j / ^ a — r ) , et par 
conséquent 

a — y , S/'i.ay —-y1 are eos = par are sin = ~ ±- ; 
a a 

ce qui fait eoíncider réquat ion 78 avec celle de la note de la pago i5o. 
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626. Par exemple , siles coordonnées des limites del ' in-
tcgrale sont, pour le point A, fig. 122, x = o e t j ~ o , F¡íí I22i 
et, pour le point B , x ~ m et y =z o, en substituant 
ees valeurs dans réquatiou (74), on aura dans le pre­
mier cas , 

o = « are ( eos = 1) + C . . . (79), 

et dans le second 
m = a (are eos = 1 ) -f- C; 

et comme l'arc qui a l'unite' pour cosinus est e'gal á zero 
ou á un múltiple de la circonference , nous adopterons pour 
le point A la premiére hypothese, parce que la figure 122 F i )22_ 
nous raontre qu'en A les points D et M coincident; eí l ' é -
quation (79) se re'duira á 

o = C. 

Nous voyons d'uue autre part qu'au point B, l'arc qui a 
l'unité pour cosinus est e'gal á la circonference. De'signant 
done par 2w la circonference dont le rayón est i , nous rcm-
placerons are (eos = 1) par -¿Ti-a, et nous aurons 

m z=z 2xa. 

Ainsi les constantes serónt determinées par les équations 

627. Dans le cas oü les extréaiités de la courbe ne sont 
pas des points íixes, on doit teñir compte des termes... . 
V^x-f-Pa de Féquation (5o), qui, quoique renfermant des 
quantite's infinimení petites et ¿y-, ne sont pas ánégliger. 
En effet, la so mine de ees termes éíant e'gale á ze'ro, par 
suiíe de l'inde'pendance de la par ti e intégrale de re'quation 
(45), art. 604, i l en resulte 

V i * + P« = 0. . . (80) ; 
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et Ton voit que cette équation , comme toute équation 
diíFérentielle, doit, en thése genérale, conduire á une in­
tégrale qui renferme nécessairement une relation entre les 
variables. 

628. Pour donner plus de développement á l'e'qua-
tion (80), nous y mettrons les valeurs de V , de P et de », 
fournies par les équations (68), (70) et (87), et nous la re'-
duirons á 

réduisant au mérae dénominateur; en multipliant ét divi-
sant la premiére expression par \ / 1 -j-p'2, nous obtien-
drons 

équation qui se réduit á 

= 0 . . ( 81 ) , 

et qu'on peut encoré siraplifier si Ton de'signe par ds Téle-
ment d'un are de courbe; car alors nous aurons 

^ dx¿-j-dj2 = ás ; 

d'oü nous tirerons, aprés avoir divisé par da:2 soiis le 
radical et multiplié p ar dx en dehors, 

d x \ / 1 _i. á^l — d j -

et en faisant 
dy 
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on obtiendra 
_ . 

+ Jp- = a i -

Au raoyen de cette équation, nous éliminerons le radical 
del 'équation (81), laquelle se réduira, en changeant pdo: 
en d f , á 

^ 7 = - j ~ = i ^ f — o. 
d s y / j - d s { / y 

629. Remarquons que cette équation u'aura lieu que 
pour les coordonne'es x , y , et x", y \ des points extremes 
A et B , en serte qu'on aura 

dx' A Y ' 
a u p o i n t A , — — ^ — o . . . . (82), 

ds y j ds y y 

a u p o i n t S , - ^ ^ ' ' 4 . - ^ ^ ' ' = = o . . . . (83); 
d s y j " á s y y 

ees points extremes A et B n'étant pas íixes, peuvent 
étre assujettis á se mouvoir sur les courbes K M , L N , 
fig. 123, dont les e'quations sont Fig.iaS. 

M = o, et N = o j 

et comme M et N sont des fonctions, Fuñe de x' et de j ' , 
el Tautre de o?" et de j " , nous aurons 

dM . , , dM , r dN . , , dN . „ 

Ces équations nous serviront á éliminer Fuñe des variations 
contenues dans les e'quations ( 8 2 ) et (83), et alors l'autre 
de ces variations deviendra un facteur commun que nous 
supprimerons. 

Tirant done des e'quations M = o et N = : o Ies valeurs 
Élém. de Cale, diff, 3i 



^Sl C A L C U I . DES VARIÁTIONS, 

et les substituant dans les équations (82) et (83), on ob-
íiendra 

dar' . ¿ y M, _ n tío:" d j " ; 
=-4 - - r = r M = 0 , — -7== 1̂  1 /—r, ^ = 0 ; 

d.v/7 d* v/y d í v / / ^ v / y 
et Fon tirera de ees équations 

d / _ 1 d / ' „ » 

630. Maintenant, s i , au moyen de l'equation (77), nous 
éliminons la valeur de x contenue avec j dans les fonctions 
M ' et N", ees fonctions se changeront en des fonctions et 
N/ qui seront composées en j " de la meme maniere; de sorte 
que si Ton fait ^ = o dáns Tune et dans l'autre, ees fonc­
tions se reduirontá une méme constante a, qu i , suivanl 
le cas , pourra étre zéro ; nous aurons done alors 

dx' * dx" 

Or, i l est facile de voir que ees valeurs sont pre'cise'ment 
Pig.iaS. celles qui ont lieu aux points A et B , fig. 128 ; car en ees 

points on a ^ = 0 , eomme nous venons de le supposer; 

et si Ton considere que ^ ~ repre'sente en ge'néral l'angle 

que rélément de la courbe fait au point xy j , avee l'axe 
des abscisses, on verra que ees élémens forment des angles 
égaux, et que par conséquent les tangentes en A et en B 
sont parálléles, 

631. Les problémes que nous avons re'solus jusqu'á pre'sent 
parle Calcul des variations, se rapportenl á des máxima 
011 á des mínima absolus; i l existe une autre dasse de 
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problémes, qu'on peut comprendre sous la dénomination 
de máxima ou de mínima relatifs. Dans ees derniers, on 
considere des courbes qui jouissent d'une propriété com-
mune, et Ton demande quelle est, parmi ees courbes, 
celle pour laquelle une certaine formule intégrale est un 
máximum ou un minimum. En voici un exemple : entre 
toutes les courbes planes de méme longueur, déíerminer 
quelle est celle pour laquelle la formule intégrale fYdx 
est un máximum ou un minimum. 

Vélément d'une courbe plañe etant 

la longueur de cette courbe aura pour expression 

et en mettant le facteur áx en dehors du radical, devieudra 

or, on veut que cette expression d'un are de courbe soit 
une quantité constante, on aura done, par la premiére con-
dition du probléme, 

fdx \ J i 4 - ^ = constante = A . . . . (84). 

Cela pose', la variation d'une constante étant égale á zéro, 
on déduit de cette équation 

I + | g = = o . . . . ( 8 5 ) . 

La seconde condition du probléme nous donne 

Pidx ~ máximum ou minimum. 

3i,. 
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Cette seconde condition sera remplie si Ton a 

¿fYdx = o (86). 

Sous ua certain point de vue, on peut considérer/Id¿c 
comme Fexpression d^ne surface, Iprs méme que Y ne serait 
pas d'une seule dimensión, ainsi que l'exige la formule 81 
(art. 348,page25g). En effet, en prenant autant d'unités 
linéaires que Y, selon le cas ("), renferme d'unités, ou 
carrees, ou cubiques, ouautres, on pourra íoujours ra-
mener cette fonction á prendía la forme d'une quantité 
d'une seule dimensión. 

FÍ0M24. Cela Posé' si nous représentons, fig. 124. par AMP la 
surface qui a / Y á x pour expression, nous nepouvons, en 
thése genérale, placer l'origine au point oú fYdx devient 
n u l ; car ce serait trop se restreindre dans le choix que 
nous pouvons faire de cette origine. Ainsi, pour conserver 
en cela toute la latitude possible, au lieu de compter les x 
depuis le point A, nous les compterons á partir d'un point 
qnelconque O; de sorte que si la formule qui nous est 
donne'e est exprime'e par 

f{Yáx) = f X , 
c'est-á-dire par 

AMP = f x . . . (87), 
et se rapporte á l'abscisse x = AP qui s'e'vanouit avec 
l'intégrale, et qu'on veuille compter les abscisses d'une 
origine 0 , i l faudra remplacer a: = AP par 

(*) Par exemple, si 1 représentait la fonction «r2, qui est de trois 
dimensions, et que le centimétre fút l ' un i t é , en prenant autant de cen-
timétres cubes qu' i l y a d'unités dans «y3, on aurait pour Y un parallé-
lépipéde dont la longueur serait ay* et qui aurait l 'unité pour ses deux 
autres dimensions. Représentant done par le carré de l 'uni té , on 

remplacerait ara par — , et alors Y prendraitla forme d'une expression 

linéaire. 
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a:-}-« = 0P4-A0, 
et alors nous aurons 

/ (Ydx) = fiureOBMP - f aire ABO (88). Fig.r^. 

L'aire ABO se déterminera en supposant que Fespace AMP 
se re'duise á ABO lorsque x = at ce qui changara l 'équa-
tion (87) en 

aire ABO — fa', 

substituant cette valeur dans l'e'quation (88), et rempla-
gant aire OBMP par fYdx , nous obtiendrons 

fiYúx) = / I d a : + / a . 

Dans la premiére inte'grale, indiquée par / {Yáx) , nous 
comptons les x depuis le point A, íandis que dans la se-
conde, nous les comptons depuis le point O , ce qui revient 
á supposer que la formule fYdx, renferme'e dans l 'équa-
tion (86), au lieu de se rapporter á l'origine A, se rap-
porte á une origine quelconque O, pourvu qu'on y ajoute 
une constante J a , que nous représenterons par G; dans 
cette hypothese, la formule (86) deviendra done 

^ ( / Y d r - f C) = o. . . . (89). 

La constante C qui entre dans cette expression étant arbi-
traire, ne diíFére de la constante déterminée A qu'en ce 
qu'elle peut devenir A par une valeur particuliéie, ce qui 
exige qu'on ait 

G = nÁ . , . . (90), 

« étant un facteur indétermine' qui seréduit á runi téquantl 
C = A ; remplafant A. par sa valeur constante, 
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que nous donne Tequation (84) > noixs aurons 

et par conséquent la formule fYdx - f G deviendra 

/ Y á x + n f d x S / i + j -
4r2 

ou, en comprenant toute rexpression sous le signe d'mte-
gration 9 

de soríe que l'équation (89) peut étre remplacée par 
ceile-ci : 

^ ( Y + , . v / ^ g ) = 0i 

cquation qui , en faisant -~ =-- p , peut s'écrire ainsi 

¿ f d x (Y 4- n l /T+T*) = o. . . . (91). 

632. Cette equation exprime d'ailleurs d'une maniere 
implicite une condition de maxinmm ou de mínimum; car 
lapartie constante / á x \ / i -f- étant communeá toutes 
les courbes que comprend eette equation, si ees courbes 
ont un máximum ouun minimum , cela ne pourra provenir 
que de la paitie /Ydo: , si cette partie en est susceptible. 

Le probléme ne de'pend doncplus que de la formule (91)? 
qui change la question de máximum ou de minimum re-
latif en celle de máximum ou de minimum absolu. 

633. Le procede auquel noussorames conduits par cette 
tlieorie revicnt e'videmment á multipljcr. la fo rmule . . . . . 



M A X I M A E T MINIMA DES FORMULES INTÍGRALES . 4^7 

dx \ / 1 + p* par une constante arbitraire el á l'ajouter á 
Fautre. 

C'est la regle qu'Euler proposa le premier pour conver­
tir un máximum ou mínimum relatif en máximum ou m í ­
nimum absolu. {Note díX'huitieme ) 

634. I lsui t de ce qui precede qu'onpeut maintenantap-
pliquer la formule (40 á l'équation (91). Ainsi , en adop-
tant rhypothése que les points extremes de la courbe 
soient fixes, cette e'quation (40 se réduisant á la partie qui 
est sous le signe d'intégratíon, nous donnera 

N - d í + d F e t C - : = : 0 - - - (^); 

et si Ton compare la partie qui est aíí'ectée da signe d'intc-
gration , dans l'équation (91), á cette formule 

Vd* = Máx -f- Ndr-f- p ^ - f Qd^ - f etc., 

on aura 

V = Y - f « / Hh7% 
et par conse'quent 

„ dV dY D dV np 
M = o, N ou T - = -r- , P ou— — • • • ^ •, Q — o ; 

au moyen de ees valeurs, la formule (92), donnera 

d ^ 
í í _ _ _ J ^ ± E ! = o ; 

efl'ectuant la différenciation du second terme par la regle 
des fractions, et mettant le diviseur áx en dehors, on 
tro uvera 

dY 1 \ K ^ i / i + W . 
j — n óp ==; o i 
qr do? « 4- F J * 
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réduisant au méme dénominateur, et eíFapant les termes 
qui se de'truisent, on trouvera 

dY i ndp o 
4r ^ ( r + / ? 2 ) | - o ; 

dy 

raultipliant par dy, et changeant — en /?, on aura 

d y _ ^ ¿ £ ^ = o . ; . : (93); 

(i + p T 
observant que le numérateur npdp, est, á un facteur cons-
tant prés, la diíFe'rentielie du dénominateur, on inte'grera 
par l'article 271, la fraction qui forme le second terme de 
Fe'quation (98), et Ton trouvera 

on tire de cette e'quation 
n 

Y + 

et par conséquent 

— 7 —b — Y, 

ce qui donne 

ou, en changeant Texposant fractionnaire en radical. 

n 

d y 

mettant ^ - a la place de /?, et multipliant ensuite par d̂ r 

on obtient ce resultat, 
ndx — 
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d'oú l'on déduit , en élevant les deux membres au carré 

dar2 = d^2 + dj2; {b - Y)2 

faisant passer d^2 dans le premier membre, et le mettant 
en facteur commun, on obtiendra 

Sb - Y)2 J 
ou en réduisant au méme dénominateur, 

(b — Y)2 J ' 

tirant la valeur de da:2, on aura enfin 

áX — n * - { b - Y)2 dJ ' 

équation qui donne, en passant á la racirte, 

<\x — -~~= ~ ' ¿ — . . . . 94 ; 
] / n*—-{b —Y)2 ^ 

et en inte'grant, on tro uve enfin 

Quand on aura donne' la fonction Y, cette e'quation sera 
celle de la courbe cherche'e. 

Les constantes b }c etnse déterminent par les conditions 
que la courbe passe par les points fixes A et B , et que la 
partie de la courbe comprise entre ees limites ait une lon-
gueur donnee. 

635. Supposons maintenant que la fonction Y de y soit 
cette ordonne'e méme. L'inte'grale f Y á x représenteraalors, 
art. 348 et 349 , Taire d'une courbe plañe, et le probléme 
énonce' art. 631, se réduira á celui-ci : 

Délerminer, parmi toules les courbes planes de méme 
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l o n g u e u r , q u e l t e e s t c e l l e d o n t l a s u p e r f i c i e , e x p r t m é e p a i ' 

f j á x , e s t u n m á x i m u m o u u n m i n i m u m . 

Dans ce cas, réquation ( $ ) se reduit á 

^ V - f W • • - (96); 

et comme le nuraérateur est, á une constante prés, la dif-
férentielle du de'nominateur, nous parviendrons á inte-
grer le second membre de réquation (96), en supposant, 
art. 2 7 1 , 

ce qui nous donnera 

ct nous changerons l'equation (96) en 

et en inte'grant, nous aurons 

á j - s z ' -}-• c o n s t a n t e ; 

rétablissant la valeur de z en mettant c á la place de la 
consíante, nous trouverons 

X — - C - + - S / r f — í b — j ) * , 

et si Ton observe que le carre de b — y est le méme que 
celui de,7— b r cetíe équation pourra se mettre sous ceüe 
forme 

(7 — ¿0' = «3, 
ce qui est l 'équation d'un cercle décrit avec le rayón n , et 
qui aurait c et 6 pour coordonne'es du centre. 

636. Cet exemple suffit pour montrer comment, en don-
nant une forme particuliere á la fonction Y, 011 peut obte-
n i r l a solutlou d'une foule de problémes de méme genre. 

Ft.V DU CALCUL DES VARIATIONS. 
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N O T E S 

NOTE PREMIÉRE (pageaS). 

Démonsiration de la formule de. Newton, par le calcul 
différentiel. 

Procedant comme dans la méthode des caefficiens indé-
íerniinés, soit 

( i - f z)"1 r= A + Bz - f Cza 4- Dz3 - f Es*, etc. 

En faisánt z = o, cette équation se re'duit á 

i téá A ; 

et par conse'quent on peut e'crire 

( i - f z)m=i i - f Bz - f Cza -fDz3 4- Es^ -f- etc ( i ) 

Diffe'renciant les deux membres de cette équation, on a 

m(i -f- ̂ )m-» áz = Bdz+aCzdz - f 3D23dz4.4EsVlz - f etc. 

Supprimant le facteur commun dz , i l reste 

m{i + z)"1-1 — B + aCz - j - 3Dsa -f- 4E23 + etc. 

Gette e'quation ayant l iéu, quel que soit z , je fais z = o, 
et elle se réduit á 

m = B. 

Diffe'renciant de nouveau, et divisant par dz , on aura 

m{m—i) ( i - f z)m-a= 2C -f- 2. 3Dz -f- S^Ez2 + etc. 

Faisant encoré z ~ o, on oLliendra 

m (m -— 11 = 2C r 
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et par consequent 
m(m— i) 

{ j - 2 ' 

on déterminera de méme tous les autres coefficiens, et 
en mettant leurs valeurs dans Fe'quation ( i ) , cette e'qua-
tion deviendra 
. . vm . Mm — i) , , m(m—i)(m—2.) ., , 

_ . x 
Faisant z = - on aura 

a 

/ . x\n x . m(m—i)x^ , m(m—i)(m—2) 
( 1-4-- ) = i - f w - -f 4 5 
\ a / ^ a 1.3. a2 1 .2 .3 « 

,3 
^ etc. 

Réduisant le premier membre au méme denominateur, on 
le convertirá en 

— - — J ou plutót en 
(a 4- x)n 

Substituant cette valeur dans Féquation precedente et 
chassant le denominateur du premier membre, on ob-
tiendra 

1 . 2 

m ( m — 1) (m — 2 ) 
+ — i \ i am-^xi - f etc., 

1 . 2 . 3 ' 
ce qui est la formule de Newton. 

NOTE SECONDE (page 24). 

Mojen usité pour trouver prompíement la differeniielk 
de a*. 

€n peut supprimer tout le reste de cet article et le reñir 
placer par ce qui suit, oü l'on prendí a connaissance d'un 
procede en usage pour parvenir plus vite au méme 
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resul tat, mais qui se rattaclie moins á la théorie genérale 
que nous avons exposée. 

Si de l'équation (19), paga 34 > on retranche réquation 
primitive, j — a3', on aura 

y — f = cfaJ1- — a*. 

Mettant ax en facteur commun, dans le second membre 
de cette équation, on tro uvera 

f — J — a* {ah-- 1) (i) 

Faisant«— 1 -f- ^ pour que ak puisse se développer par 
la formule du binóme, cette formule donne 

b b3 
ah — 1 -i- h ¡- h(h—i) -4- h {h — 1 ) Qi — 2) — -

1 1 .2 2 . 0 

-4- A (fe — \);{Ji — 2) {h — 3)2 3 4 etc-

Multipliant les deux membres de cette e'quation par axy 
aprés qu'on aura fait passer Funite dans le premier, on 
obtiendra 

ax{ak~~\)=zax(h í + h{h—*)— f - f e ^ — 1 ) ( / i — 2 ) - ^ i - f etc.) 

En vertu de 1'e'quation ( 1 ) on peut remplacer le premier 
membre de celle-ci par y — et en divisant par hy on 
aura en fin 

Passant á la limite, on fera h = o, et cette e'quation de-
viendra 

ou en remettant la valeur de j , 

_ = + e t c . ) . 
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Représentons par A la suite qui est entre les parentheses, 
c'est-á-dire posons 

b , b* M , 

et réquation precedente deviendra 

í̂— — K a ' . 
áx 

NOTE TR01S1ÉME (page 89). 

Maniere de trouver le dóveloppement du logarithme de 
x - f - h . 

Voici un des procedes employe's pour trouver le loga­
rithme de ^r-f- h. On cherchera d'abord le developpement 
de log ( i 4 - x) en ope'rant de la serte : on e'gaIeralog(i-|-^) 
á une suite de termes ordonne's suivant les puissances de 
x, en observantpréliminairementque, dans cette suite, i l 
ne peut y avoir un teme inde'pendant de x. En eííet, si 
Ton avait 

log (1 -f- ĉ) -~ A •+• Bx - f Gr2 4 - etc., 

cette e'quation devant avoir lieu, quel que soit o?, i l en ré-
sulterait qu'en faisant :r = o, on trouverait A. = log 1 = o; 
ainsi nous écrirons 

log (! -f- ^) = Aa; -|- B^^-f- G T3 -f- DJ:^ + ete.... (1); 

changeant x en on aura pareillement 

log (1 4. z) = Az + Bz2 + Cz3 -f- etc.; 

z étant arbitraire, nous pourrons supposer qu'il y a entre 
x zt z la relation 

{ l - \ - x y OU I 2 X - f X » = l - f - z ; 
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lirant de cette équation la valeur de z, et la substituant 
dans réquation ( i ) , nous trouverons 

log(i + r ) a = A ( 2 ^ + x 2 ) + B(2^-!-^2)a+ C(2a:+a;2)34.etc.; 

ou, en de'veloppant et ordonnant par rapport á ce, 

+ 4B | -f-8Cj + i i d . . . . (2). 
+ 16D) 

D'une autre part, la propriété des logarithmes e'tant ex-
primée par cette équation logan = n l og« , nous avons 

log ( i + 5 : ) 2 = 2 l o g ( i - f ar), 

ou, en mettant pour i - } - ce son développement ( i ) , 

log ( i + = 2 (A:r + Ba:a -\- Cx3 - f etc.); 

substituant cette valeur de log( i -\~ x)* dans le premier 
membre de I'e'quation ( 2 ) , nous aurons une équation qui 
aura lieu, quel que soit x; par conséquent, en égalant en­
tre eux les termes aífectés des mémes puissances dex, nous 
obtiendrons 

2 A = : 2 A , A - f - 4 B = 2 B , 4B + 8C = 2C, etc.; 

d'oü nous tirerons 

T, A r 2B A 
2 " ' 6 = - - = - , etc.; 

substituant ees valem's, nous trouverons 

logC! = A { X - ~ J + f • — | > e t c . j 4 - C . 

La constante est nulle, car x =r. o donne G = log 1 = o. 

Faisons ^ = nous aurons i - f .r = í - t _ f . substituant, 
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et changeant en différence le iogarithme du quotient, i l 
vient 

/h h2 ¥ v 
log(x + ^ ) - í o g ^ = A ^ - - 2 + ^ - ^ 4 . e tc . j ; 

cette équation donne , lorsqu'on passe á la limite, 

dlog5 _ A et conséquent dlogx = ^5 A, 
dx x x ' 

équation de méme forme que l'équation (3o), page i».8. 

NOTE QUATRIÉME (page 46). 

Supplément a la dijférenciation des fonctions de plusi'eurs 
'variables. 

Si, comme dans l'art. 68, u est une fonction de trois 
variables indépendantes a:, j r , z, nous en trouverons la 
différentielle seconde en re'unissant les différentielles de 

prises par rapport á chacune des variables; mais pour cela 
i l faudra observer que áx n'ayant point de différentielle 
seconde á cause de l'indépendance de ar, i) en sera de méme 
de djr et de dz, á Vegard de j r et de z. Ainsi, en différenciant, 
nous traiterons les facteurs ¿ x , djr et dz de l'e'quation (1) 
comme des constantes, et nous aurons, en différenciant, 

d2w f ' , d'u , , Â u 
par rapport a a:, — d^2 - f 3 - 3 - drd^: -f- - üz&x, 

d2u £ . dau . i d2M , . 
par rapport a j , ~ d x d j + ~ oj- - f ̂  dzdf, 

par rapport á Z, S ¡ ^ d . + | ^ d ^ g 
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ajoutantces résultats , onaura pour k diíFérentielle totale 
de l'expression ( i ) , 

d2« • ^ 

d ^ + d ^ d j ; d Z - | - d ^ d - r d Z J 
• ( 2 ) . 

d^dj" dxd^ dj-dz 

Si (ÍÍ) n'était fonction que de deux variables x e ty , ce re'-
sultat se re'duirait á 

»„ d2M , , . d'w , ' . 2d2í/ , . 
¿'u = ^ d * ' + - F ¿ r + SS¡x<i*&-..- (3); 

en continuant de diíférencier de la méme maniere les e'qua-
tions{2) et (3), on trouverait les diíFe'rentielles troisiémes, 
quatriémes, etc., de «; et, dans ees différentielles succes-
sives, on remarquerait aisément l'analogie qu'elles ont 
avec les puissances d'un binóme, d'un tr inóme, etc., selon 
que la fonction se composerait de deux , de trois, ou d'un 
plus grand nombre de variables. 

Dansl'hypothése del'art. 71, oü parmi les trois variables 
x, y , z que renferme u , i l n'y a que les deux premieres 
qui soient indépendantes, i l faut regarder z comme une 
fonction de x et de dont on tiendra compte dans la dif-
férentielle. Par conséquent, en remplagant ds pa r . . . . . 

^ d x - f - ^ djr, la formule ( 1 ) pourra s'écrire ainsi: 

i j j v /dw ( \uáz \ /du •i-d wdVx . 

et u contenant z implicitement, sera ramene' á une fonc­
tion de deux variables. La diííérentielle seconde de u se dé-
terminera done parla formule (3), pourvu que nous t ra i -
tions z comme une fonction de x et dejr; et la question 
se re'duira á obtenir les valeurs que prendront alors 

Élém. de Cale dijff. 3a 
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— , - ¡ — — r - , et á les substituer dans la lonnule (3). da:2 dj-1 á x ó j A 1 
Pourcet eíFet, les équations (46) et (47), art.69, page 46, 
nous donneront d'abord pour les coeíticiens diíFérentiels 
du premier ordre de u, par rapport á x, ájr et á la va­
riable z considérée comme fonction des deux autres 

á ^ ~ d i ' h d ¿ ' d x ' d j ^ ( { r ¿z ' ¿ y U ) ; 
diíFérenciant la prerniére de ees équations par rapport á x 
seul, d'apres l'art. on aura ce coefficient différentiel 

diíFérenciant ensuíte la prerniére des équations (4) par rap­
port á z, fonction de x , on aura cet autre coefficient difie­
ren tiel , 

« • j d^w) d2M dz d3u dz dz ^ 
2 partie e ^ ¿xáz ' dx áz2' dx ' dx" " 

BOUS n'ajoutous point á ce résultat le terme — , , que 
ÚZ QXÚZ 

devrait amener la regle de l'art. 14, parce qu'en mettant 
ce terme sous cetté forme 

du d̂ z du \ á z / eludí du d .constante 
dz dzdx dz dx dz áx dz da; 

on voit qu'il s'évanouit, par la ral son qu'une constante n'a 
point de dilTercntielle. Ajoutant dóneles resultáis(5) et (6), 
nous aurons pour le coefficient différentiel par rapport á x r 
d2(») d*u 2ásu dz dw claz d2« dz3 
dar2 ~" d.r2 d.rd¡ * dx + d i * ^ dz'2 dx* ^ ' 
operant de méme pour j r , on trouvera 

d'¿{u) _ d ^ / ^d2^ dz d2« dz^ 
dj2 "djr'2" (irdz d j ^ dz d j ^ ^ d z " djr'* *' 
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d2(M) ^ 
I I ne s'agit plus que de trouver On y peut parvenir 

de deux manieres difíereníes, soit que Ton diíFe'rencie la 
premiére des équations (4), par rapport á jr et á z traite' 
comme fonction de j - , soit qu'ou différencie la seconde des 
équations par rapport a x etk z traite comme fonction de 
x. Ope'rant dans la premiére hypothése, nous obtiendrons, 
en différenciant la premiére des équations (4) par rapport 

ie de — ^ U 4- ^ ^ 
dxdy áxdj dzdjr ' dx dz ' dxdy' 

et en la diíFérenciant par rapport á z, fonction de j - , 

e . ^ d2(w) d*u dz dsw dz dz 
5, paríie e c\x¿z djr'*' dzz dj" ' dx* 

ajoutant ees deux parties, on trouvera 

d2(w)_ d2u d2K dz , du d'z ^ d*u dz d2Mdzdz 
dxdy dxdf dzdj'dx dz 'áxdj dxáz dj dz2 d j áx' ' ' 

Pour obtenir la différentielle de u, dans l'hypothése oíi les 
deux premieres des variables jy? z sont seules indépen-
dantes , ilfaudra done, comme le prescrit l 'équation (3), 
multiplier Tequation (7) par dx% l'équation (8) par djr% 
et l'équation (9) par zdxúj) et former la somme de ees 
produits; mais en prenant cette somme, on aura soin dV-
pérer quelques réductionsj en observant que 

^ d x ^ - d j ^ d z , 

et que cette équation étant difíérenciée, nous donne 

^ i l , d*z 1 1 1 d5z , 
-y— dxl 4- 2 ~—- dxdr-f--,— d r2 = d2z. 
dar5 d.rdj djr' 

32,. 

(9)-
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NOTE CINQÜIÉME (page 47). 

Jccord de la notation de Fontaine avec le signe de 'la 
división. 

Voici de quelle maniere on pourrait demontrer directe-
ment que dans la nouvelle acception que donne le sigue de 

la différentiation á l'équation — = A, on a le droit d'cn 

déduire celle-ci i 
áx 1 

dj" A' 
Soit 

doi 

j — r _ A - f BA +• -f- D/i3 +• etc.; 

x 
y — f A •+ B/i -f- C/i1 + -|- etc.' 

efectuaní la división ou de'veloppant cette fraction ál'aide 
du théoréme de Maclauiin, on obtient 

x' — x 1 B , 
~ - — 7 « etc., X — J A A 

passant á la limite, on a 

Ax 1 

ce qui montre qu'en regardant x comrae une fonction de 
j , le coeíficient diíférentiel se trouve en divisant l'unite 
parle coeíficient diíférentiel A , qu'on obtiendrait en re­
gardant j comme une fonction de x. 
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NOTE SIXIÉME (pages 170 et 174). 

Principe de la méthode des coejfficiens indéterminés. 

On peut démontrer de la maniere suivante que , lors-
qu'une e'quation, telle que 

kxm + Ba:m_1 -f- Ga:"1'-3... -\~ D ^ - { - E = o . . . ( 1 ) , 

alieu quel que soit x, i l faut nécessairement que chacun 
des coefíiciens A, B , G, D, E, soit nul. En effet, puisque 
x peut avoir une valeur quelconque, faisons x — o, Vé-
quation (i) se réduira á E — o; et comrne E est inde'pen-
dant de o:, ce terme sera done encoré nul lorsque x n'e'-
galera pas ze'ro ; d'oú i l suit que Féquation ( i ) se réduira á 

k X m 4- ^>Xm-1 r f Cxm-a , . . - f = O ; 

supprimant le facteur comnmn i l restera 

kxm~l 4- \$xm-2 - f Cxm-Z. . . - f - D ^ o . 

Appliquant á cetíe e'quation le méme raisonnement que 
nous avons employe á i'égard de l'équation ( 1 ) , nous 
prouverons que D est nul; et en continuant ainsi, nous 
trouverons successivement que les autres coefficiens le 
sont aussi. 

Dans mes remarques sur i'algebre, j ' a i donné la démons-
tration suivante de ce théoréme : soit re'quation 

kxm 4- B ^ - ' 4- Ca:m-a... 4- M.r 4- N = o , 

dans laquelle x reste indetenninee. 11 s'agit de prouver 
qu'on ne peut satisfaire á cette e'quation qu'en e'galant sé-
parément chaqué coefficient á zéro. En effet, ou les termes 
de cette équafion sont nuls par eux—mémes, ou ees termes 
n'étant pas nuls séparément, composent plusieurs e'qua-
tions qui , e'tant ajoute'es ensemble, forment la propose'e j 
ou enfin la proposée ne re'sulte pas de la somme de p lu -
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sieurs equations , et ne peut étre satisfazte que par la des-
truction mutuelle deleurs termes. 

Dans ce dernier cas on sait, par la the'orie genérale des 
equations, que la propose'e ne comporte pour x que m 
valeurs. 

Dans le second cas oü elle est forraee de la somme de 
plusieurs e'quations égales á ze'ro , pour que la valeur de x 
soit convenable, i l faut qu'elle satisfasse en méme temps á 
toutes les equations composantes; ce qui exige qu'elles 
aient un facteur commun. Par exemple, siles nombres «, 
6", y , etc. , satisfontá l'équation somme , i l faudra que les 
equations composantes admettent les mémes racines, et 
soient divisibles par x— <«, para: — £, par .r-—y, etc., 
ou plutót par (x — «) (-^ — 0 — y) ? etc. Or, ce facteur 
commun ne pouvant étre d'un degré supérieur á celui de 
la moins éleve'e des e'quations composautes, est ne'cessai-
rement d'un degre' inférieur á celui de la propose'e, ce qui 
limite encoré plus les valeurs de x. 

Enfin, si les termes sont cliacun nuls, on aura les e'qua­
tions 

Axmr=o, B ^ - ^ o , Crm~2~ o, . . . Mx — o, N = o. 

dans lesquels x devant conserver sa valeur indéterminée, 
ne pourra étre e'gale' á ze'ro; mais si Ton fait 

A = o, B — o, C = o . . . M = o, N = o, 

la proposée sera satisfaite quel que soit x. 

NOTE SEPTÍÉME (page 227). 

Intégration des fractions rationnelles qui, dans leurs dé-
nominateuĵ s égalés a zéro > coníiennent des racines ima-
ginaires et égales. 

L'inte'gration des fractions rationnelles de cette espéce 
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se réduisant, á celie de la formule ^ z ' jcomnielama-
(b̂  -f- z )". | ?) í.'oufijjpa * 

niére dont nous avons iatégré cette expression, page22'j, 
est un peu compliqüée , nous allons indiquer un procede 
moins direct, mais qui est en usage pour parveo ir promp-
tement á ce fout. 

r _dz^ _^ E z r dz 
J (Ca-f ~ + z2)p~ J (C2-f -zT"1" ' 

ou, ce qui revient au méme, 

différenciant, ón a 

. - = Hdz ( £ 4 - f 2S)1_', + H ( I - / ? ) (b2-f. z3)-P2z9dz 
(b -f-

-J- K 

ou 

da Hdz(ga4-^) .2H(r—p)gM^ (g¿4-z2)dz: 

supprimant les facteurs communs, ón trouve 

1 = H (C2 -f- s2) - f ?,H (i —p) z' - f K (C4 - f z2) 5 

e'galant entre eux les coefíiciens de z2, et, d'uue autre part, 
ceux qui en sont inde'pendans, on obliendra 

1 = II^1 + K C ' , H 4- 2 (1 —p) H -f- K = o; 

ees valeurs donnent 

2/?—.3 
2Q3 — ^ ( j » — i)C2' 
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5o¿í NOTE HÜITIEME. 

H e t K étant connus, on en substituera les valeurs dans 
requalion ( i ) , et Ton aura 

ainsi l'intégrale de ^ — - — - dépendra d'une autre, dans 

laquelle Fexposant de la parenthése sera moindre d'une 
unite'. Sí dans la formule (2) on suppose e n s u i t e p — . 1, 

dz . 

on fera dépendre l'inte'grale de 7ga-^ ^ay-i "e ce^e <̂e 

(ĝ  ^ ^ y - a *' et en ^iminuaot ainsi successivement l'expo-

sant de la parenthése d'une unite', on tombera swĵ r̂̂ .̂ 
dont rintegrale est (art. a'jG) page 192, 

^ a r c ( t a n g | ) . 

NOTE HÜ1TIÉME (page 236). 

Démonslration dirette de ceite proposition, que lorsque 
l'équation xm-\-Vxm~l - f Qx"1-2. . . -f- R^4-S=:0 , est 
satisfaite par une valeur » mise a la place de x , ceñe 
équation est divisible par •& — a. -

Pour commencer par le cas le plus simple et le plus fre-
quent, prenons l'e'quation du second degré 

x- — bx —. a = o. . . . (1) , 

et, supposons que « et «'satisfassent á cette e'quation, nous 
aurons 

«a —- ¿os — a — o . . . . (2) , 
«/a ¿a ' — a = o. . . . (3) . 
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l'équation (i) nous fournit cette idendte s 

x* »_ b:c — a = — bx -r— a . . . . (4) ; 

tirant la valeur de « de l'équation ( 2 ) , et la substituant 
dans le second membre de l'équation 4, on obtient 

x% — bx — az=z x* — bx — aa - f ¿«, 

et par conséquent, 

x*-~*bx — a = { x — a) {x^- *) — b{x — « ) . . . . (5), 

x — u e'tant. facteur coiíunun du second membre. 

L'e'quation (5) peut se raettre sous cette forme 

x* — bx — a — (x —ce) (x - j - « — b ) . . . . (6). 

Maintenantsiron retranchere'quation(3) de l'e'quation ( 2 ) , 
on obtiendra 

— — b {u tt') S B o, 
Oliv;,"; , Q.-ij-f p , ( . . , >• • 

{a.— a') (et 4- a!) — b (« —• «') = o, 

et comme a — « ' est facteur commun, cette e'quation 
peut s'écrire ainsi, 

{a, — tt) (« -f- «' — b) — o, 
et par conse'quent, 

x & — ¿ — o, 
d 'oü Ton tire 

« — b — — et ; 
substituant cette valeur dans le second membre de l'e'-
quation (6), on obtient enfin 

a?a — bx — a — (x — a) (x — <«'). 

Ceci n'est qu'un cas particulier d'une proposition plus 
genérale qu'on demontre dans les élémens ¿ 'algebre, et 
qu ' i l est facile de déduire de la maniere suivante de la 
npte dix-septiéme (page 538) i 
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Enefíet , soit. ^jijíiobí •UÍ-HÍOIZUVTI ( i ) nó#eupb'J 

xm -f- Acc™"1 - f B,rm_2... . + R r " - f S == o (7) j 

une équation á laquelle et satisfait, nous avons done 

rtw -f- A«m-i + Bu. '"-' + Ilc£ - f S = o (8). 

La valeur de S tirée de réquation (8) étant mise dang Fé-
quation (7) , on obtient 

x m ^ ^ - k i x m ~ 1 ) + B(a:m'~5-«m_a).. • + R ( a T - « ) = o.... (9) • 

tous les binomes qui composent réquation (9) dtaut divi­
sibles par ( x — e t ) , en vertu du the'oréme demontre' 
note (17), i l en resulte que ceíte équation est divisible par 
(x — « ) , et que cela a lieu égalemeuí ponr Mquation (7) 
qui est la méme, quoique sous une forme différente. a 

Par conse'quent , si l'équation (7) est éatisfaite par un 
nombre m de valeurs, », G, y etc., ce tic équation renfer-
mant les facteurs (^r — a) , (x — C ) , ( x — y ) etc., qui sont 
en nombre m , elle sera ex primee par le produit 

{x — «) (x — Q) (x — y) etc. = o. 

TOTE NEUVIÉME ( page 349 ) 

Développement des puissances des cósinus et des si ñus en 
fonctions des ares múltiples , ou théorie des sections an-
gulaires. 

I I existe une formule tres elegante, qui donne la valeur 
d'une puissance d'un cosimis en fonction des quantités 
cos^r, eos 2 X , eos 3x , etc., et une formule analogue a lieu 
aussi pour les sinus: i l importe de les faire connaitre ; mais, 
avant que de nous oceuper de cet objet, nous commence-
rons par donner la demonstration d'une formule imagi-
naire retnarquable, que nous allons bientót employer. 
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Soit done l'expression cosa(p •+• sin2^, qui est le produit 
des deux facteurs cosip + sin q> V / — i , et cosip— siníp i / — r ; 
si nous faisons cos^-f-sin(p \ / ~ ' = F(p, nous aurons en 
différenciant 

dtp sin <p-|-eos (p v/ 1; 

cette e'quation élant multipliée par — { / — i , devient 

dF<p / . . y , 
— y — i ^ s m Q y — i -f- cos<p; 

etpuisque par hypothése son second membre est e'gal á F<p, 
nous avons 

d'oú Ton tire 

et en inte'grant, on írouve 

log F^ = — (<p \ / — i ) log e = log e ? V ' ' - 1 ; 

passant aux nombres , on a 

et en mettaní pour Yp sa valeur, on obtient 

c o S í p + sin^V^—^ — e ? ^ " 1 . . . . ( i ) . 

Cette e'quation ayant lieu, quel que soit (p, on pourra 
changer (p en m<p, et Ton aura encoré 

cosmip 
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I I existe une autre expression de cette puissance imagi-
naire de e; car l'équation ( i ) étant éleve'e á. la puissance 
nous donne 

(eos <p -f- s i n ^ / ^ T ) ^ ^ e m ^ ~ \ 

Les seconds raembres de ees derniéres équalions e'íant les 
mémes, on a, en égalant les premiéis, 

(eos ip-f- sin <p i/—T)m =3 eos mq + sin mq) \ / ~ ~ 1 . . . (2); 

si ron fait ¡p — —(p dans les e'quations (1) et (2) , ees e'qua-
tions deviendront 

eos — <£>-f-sin-—¡pl/— i=e~?,^~'1. . . . (3), 

(eos—<p+sin—41 t / ^ T ) m = c G S — m ^ - f s i n — wif (4). 

Or, si est repre'sente' par Tare AD, íig. 83, — 9 le sera 
par AD' ; et comme ees ares ont les mémes cosinus et des 
sinus de signes contraires, on aura 

eos — <p= eos <p, sin <p = — sin <p; 

on prouverait de ménie que 

eos — mQ = eos m¡p, et que sin — m̂ > = — sinmip; 

substituant ees valeurs dans les e'quations (3) et (4), on ob-
tiendra 

c o s p — s i n < p \ / — 1 = 6 " ^ ^ — 1 . . . . (5)) 

(cosip— s i n ? » — i ) m — Q . o s m p — ú n m $ \ / — 1 . . . . (6). 

Cherchons maintenant le de'veloppement de cosm x en, 
fonction des ares múltiples dea:, et sans employer les puis-
sances des sinus et des cosinus. Pour cet efíet, soient 

cosa: + smx\ /—x = u . . . (7), 

cosx — s i n ^ y / ^ i = c. . . (8)^ 
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ees équations etant ajoutées, donnent 

cosa: = - {u -f- v), 
2 

et par conséquent 

COS'»* = ± ( 8 - K P ) " 1 , COS"1* = ~ ( V + u ) m ; 

de'veloppant ees binomes par la formule usite'e, on obtient 
{m—i) eos"*; 

eos"'*=: 
2 

i P (m—i) 
= — I ^4 -m» '"-V - fmv ^ u"1 f8-*}1" ete. L 

i r - — i ) "~| 

- I ^'-|-mt>m~'z/-4-m v ^ J ^ - ^ - 1 - etc. J; 

ajoutant ees e'quations, on trouve 

2M+1 cosmx= Mm - f t»"» - j - mitv{um~!í 4- P"1-2) 

-f- m ^ p ^ wV(iím-4-J- V " - * ) - J - etc (9). 

On tire des formules (7) et (8), 

Mnl=(cosx 4 sin x ] /—1/* , p m = (COSJT—sinjry/—i)m; 

metíant dans les seeonds membres de ees équations leurs 
valeurs donne'es par les formules (2) et (6), on a 

«'" = cosm*-|-sin mar^/'—i, ] 
vm =:eosm* — sin m * \ / — i , / 

( 1 0 ) ; 

done 

um 4- ^M ~ 2 eos moc¡ et umvm = 1, 

et par conse'quent 

• »c = 1 

Um-4 4. Í;"1^ = 2 C0S(«^ — 4)^? «M_^M~4 = I . 

etc. etc. etc. 
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En substituant ees valeurs dans réquation (9), on trouvera 

cosm^ = [a cosw^4- 2mcos(7re — 2) a: 

4. 3m ^ L r i i ] c o s ( m - - 4 ) ^ 4 - e t c . ] . . . . ( I I ) . 
1 1.2 

Ce developpement provenant de celui de (u - f i>)mí contient 
4. i termes; si Fon fait successivementm = 2, m = 3 , 

m = 4, etc., et que Ton change les cosinus d'arcs négatifs 
en positifs, en vertu de réquation eos — ^ = eos(p, on for-
merale tableau suivant: 

C0S9 a: = | C 0 S 2 X - f f , 

eos 3a: . 3 eos x 
eos'6 X 

4 ' 4 
. eos 4^ , o 

eos'* x = — — j - ~ eos 2.r - f - f • 

On peut abréger ees ealculs, car les termes e'galement 
distans des extrémités de la serie, sont égaux. Pour le dé -
montrer , nous remarquerons que les cosinus qui entrent 
dans Tequation (11) étant 

cosm^, cos(m—2).r, cos(m—4)^» cos(m—2X3)a:, etc., 

ou plutót 

cosTwa:, cos(m — 2 X 1 ) ^ , c o s ( w — 2 X 2 ) ^ » 
c o s ( m 2 X 3) a:, etc., 

en considérant les nombres qui suivent le signe X dans 
chaqué terme de la serie, on voit que Tun de ees nombres 
indique celui des termes préce'dens. Ainsi, le terme qui en 
a n avant l u i , sera affecté de cos(m — ir^x. A l'égard du 
terme qui en a n aprés l u i , comme le nombre total des 
termes de la serie est m -f- 1 , celui qui en a « aprés lui 
tiendra le rang m - f 1 — n , et par conséquent, aura m—n 
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termes avant l u i ; done i l renfermera Texpi-ession 

eos [m — i(m — n)] a: = eos (— m - f zri)a:; 

et comme nous avons va qu'on avait le droit de changerle 
signe de l'arc dont on a le cosiuus, en aura 

eos (— m ~\- 2/2) x ~ eos (m — an) x * 

dóneles termes égalementdistans des extre'mités de la se'rie 
oot les mémes cosinus, et comme ils Ont aussi les mémes 
coefficiens (¥), puisque ees eoefficiens sont eeux de la for­
mule du binóme, i l en resulte que ees termes sont e'gaux. 
Ainsi, lorsque m est impair, le nombre m - j - i des termes 

de la serie sera pair, eí i l suffira de doubler les m pre-

miers ler-aes, pour ayoir la totalité des termes de la se'rie ; 
si m est pair, m-J-i sera impair, alors on ajcutera au tenne 
du milieu, le double de eeux qui le précéderont. Ce terme 

tiendra le rang ~ - f -1 dans la serie, et, par conséquent, i l 

sera affecte' de eos (m — m) = eos o = i ; done i l ne eon— 
tiendra pas de cosiaus. 

Par un procede' analogue, on peut trouver le développe-
raent de sinm x, Pour eet eíFet, en retranchant l'e'quation (8) 
de réquation (7), on tro uve 

" y — ' ' u — v 
2 sin x y ~-\ ~ u — v- done sina: = —7=- • 

2 / — 1 ' 

¿levant Ies deux membres de cette équation á la puissance 
m, on aura 

sin"1 x — \ fu —, v)m • 

(21/—o-

(*) On peut le reconnaitre en comparant le développement de (a+6> 
á celui de (6-f a )» , écrit á rebours. 
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si m est égal á un nombre pair 2/?, on a 

{u — = [(« — vyY = [O — ")a? — — «)aP 5 

done 

(u — ^ — {v— u)m. 

On développera les e'quations 

et opérant comrae nous Tavons fait ci-dessüs, on trouvera 

s'mmx=z ~ — tcosmx-mcos{m-t¿)x- i -m — — eos (m—tyx -f. etc."); 

(2V/-i)mL 1,2 -J 
la quantité imaginaire (al/—i)m dispara!tra du résultat, 
puisqu'elle est éleve'e á une puissance paire. 

Si m est égal á un nombre impair 2 p t, on aura 

par conse'quent 
(u — )̂m — (V — í/)'«j 

et 

singar; K ' sin"'^ = (12) ; 
(2 V/ —1)'" (2 V / ^ ) " ' 

développant {u — v)m et —r/)"1, par la formule du b i ­
nóme , et substituant ees de'veloppemens dans les equa-
tions (12), qu'on ajoutera, on aura 

a s i n ^ c ^ •• ^ r o — ^ M f ^ " - ^ — t""-»)-f e t c . J . . . • ( i 3 ) ; 

retranchant les équations (10) Tune de l'autre, multipliant 
ensuite entre elles ees mémes e'quations, et observant que la 
seconde opération nous donne la somme des carre's de úümx 
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et de cosmx, qui équivaut á Funité, on trouvera 

um — i>m = a sin ma: \ / — i , Mmpm = V. 

En operant de la méme maniere que ci-dessus, on changera 
done l'e'qualion (13) en 

1 r . » » . / . m(m-*) • , ,N . . i 
s m m a = — s in mar- - s m (w-2)x-f sin (m-4)ar + etc. | 

Comme dans cette hypothése m est impair, la puissance 
m— i , á laquelle la quantite' a \ / — i est élevée, est paire, 
ce qui fait évanouir Fimaginaire { / — i -

NOTE DIXIÉME (page 280). 

Moyen de déterminer les volumes des corps dont la 
surface peut étre expr imée par une fonction d'une 
méme variable. 

Lorsque les solides ne sont pas de revolution, on peut 
quelquefois en de'terminer le volume á Faide d'une simple 
intégration, sans faire usage de la formule (96), page 279. 
C'est ce que nous allons exécuter á Fégard de la pyramide 
ABCD, fig. laS. Pour cet effet, concevons une section GFE, 
paralléle á la base DBC, et du sommet A abaissons une 
perpendiculaire AH sur la base DBC; nonamons x e t h les 
partios A l et I H de cette perpendiculaire, comprises entre 
le point A et les plans DCB, GFE; l'aire du tríangle GFE 
diminuant ou augmentant, selon la valeur que Fon donne 
á x , est une fonction de x ; on a done 

GEF — f x , DBC = f i x - f h). 

Le volume de la pyramide AGFE étant aussi une fonction 
de x , nous pourrons supposer 

vol. AGEF = qx , vol. ADBG = <p{x + h). 
Élém. de Cale, díff.' 33 
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Or, i l est évident que la pyramide tronquee GB, qüi est 
la diíférence de ees volumes, sera moindre que le volumé 
du prisma; qui a BCD pour base et h pour hauteur, et 
surpassera le volume du prisma, qui a EFG pour base et 1% 
pour hauteur. La rapport de ees prismes est 

f x . h f x ' 
dans le cas de la limite, ce rappoít devenant égal á l'unite, 
á plus forte raisOn le rapport qui existe entre le troné de 

Fig.iaS. pyramide GB et l'un de ees prismes, sera alors égal á l ' u ­
nite'. Le volume du troné de pyramide étant représente par 
tp{x-\- h) —ípo:, le rapport de ce volume á eclui du prisme 
dont GFE est la base et h la hauteur, sera 

ÜQX dfqx h 
—j—— -í—r———, etc. 

<p [x + h) — <px dx dx* 2 

f x . h f x 
}3assant á la limite^ nous aurons 

J x . d x ~ *' 0U ¿Qx — f*'***"" (0-

Par la méthode des iníiniment petits, on serait parvenú 
au mémerésul ta t ; car, en concevant la pyramide comme 
composée d'une infinité de tranches paralléles á sa base, 
chaqué tránche pourrait étre considérée comme un prisme 
dont f x serait la base et dx la hauteur; done f x . d x est 
Félémentde la pyrámide. 

Pour determinar maintenant le volume de la pyramide, 
áoient B Faira de sa base DBG, et A sa hauteur; nous 
aurons 

B : / ¿ c : : Aa : 

done 

/ x = • 

substituant cette Valeur dans réquation ( r ) , on tfouvera 
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d<px —. -p- da:, 

c t , en intégrant, 

Le volumeAGEF, représente par ^x, s'e'vauouissaat lorsque 
x ~ o , i l n'y a point de constante á ajouter; si Ton fait 
ensuite x ttt A , onauva, pour l'inte'grale définie, l'expres-

B \ 
sion - 4 - , qui esí calle du volunic de la pyramide ACBD. 

o 
En ge'ne'ral, si la section GFE, au lieu d'étre un triangle, 

est une surface quelconque, pourvu que cette surface feoit 
une fonction de x , on démontrera, comme nous l'avons 
fait pour la pyramide , que rélément du solide a pour ex-
pression f x . áx. 

NOTE ONZ1ÉME (page 281). 

Expression de la projection sur une surface plañe. 

Pour de'inontier que la projection d'une surface plañe sur 
un pian, est égaie au produit de cette surface par le cosinus 
de son inclinaison, nommons y l'angle de projection qu'une 
surface A fait avec une surface B ; la surface A e'tant in— 
clinée sur l'autre, la rencontrera nécessairement; pláfons 
l'axe des x á leur commune section, et supposons que les 
ordonne'es^y de la surface B soient perpendiculaíres á cet 
axe; i l est certa i n que toute ordonne'e y de cette surface 
aura y eos «t pour projection sur l'autre ; par conse'quent, 
rélément de la surface A étant représente par j x L r , ar-
ticle 348, celui de la surface B le sera parj^ eos y da-; pre­
ña nt les inte'grales, nous aurons 

A = Jydx , B z= ff eos ydx = eos yJydx; 
élíminant fydx entro ees équatious , nous trouverons 

B = A eos y. 
33,. 
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NOTE DOUZIÉME (page 281). 

Expression du cosinus de l'angle formé par deux plans, 
déterminée directement par un procédé nouveau. 

Proposons-nous directement de résoudre ce probléme: 
trouver le cosinus de rinclinaison de deux plans. Soient 

rig.126. DB, DC, CB, fig. 126, les traces d'un plan DBC sur les 
plans coordonnés, dont les axes rectangulaires sont dirige's 
suiVant les droitesAB, AG et A D ; nommons A B , <2; 
AG , ^ ; AD, c; et repre'sentons para, $,7-, lesanglesque 
le plan DBG forme, avec les plans des j o 2? des .r, z et des 
x, j , les projections de la surface BGD sur ees plans étant, 

— , > nous aurons d'aprés la note precedente , 

DBC eos ̂  = — , DBG cosa = — , DBC cosCt= — . . . ( i ) • 

elevant au carre' chacune de ees e'quations, si l'on en prend 
la somme, et qu'on remplace par l'unité celle des carrés 
des cosinus, on obtiendra, aprés avoir tiré la racine carree, 

DBG — l \/<Fb* + b 'c* - j - aV2; 
substituant cette va!eur dans lapremiére des équations (1), 
on en déduira 

c o s > = — = = = • . . (2). 

V ^ ^ 

Soit maintenant kx -f- -f. Cz -f- D = o, Tequation 
duplan DBC j si l'on faitj^ = o , on aura Ao: - f Cz -f- D =: o, 
pour réquation de la trace DB. On tire de cette équation 

A r D 
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Comme on sait que dans l'équation de la ligne droite mise 
sous cette forme , le coefficient de x représente la tangente 
trigonometrique de l'angle forme' par la droite avec l'axe 
des x , nous aurons done 

A 
tang DBA = — ^- ; 

mais le triangle rectangle DBA nous doane 

c 
tang DBA = - ; 

en comparant ees deux valeurs, on a 

c2 __Aa 

faisant ensuite x — o, dans réquation du plan, pour avoir 
celle de sa trace sur le plan des a:, j " , on trouve de méme 

cl 2! 
^ — ; 

substituant ees valeurs dans l'équation ( 2 ) , on obtient 

r 
eos y 

Si Ton divise maintenant l'équation du plan par C, et 
qu'on la diíférencie successivemení par rapport aux va­
riables x et y , on trouvera 

d* _ A dz _ _ B 
dx G ' ó j C; 

substituant ees valeurs dans celle de eos y, on aura enfin 

1 

" ^ d z V 

4r/ 

eos y — 

\/'+(sT+(a 
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NOTE TREIZ1ÉME (page Sao). 

Comment une courhe ádouhle courburepeut élre consirum 
au mojen de deux équadom entre írois variables. 

I I est facile de prouver que les équations (i 54) , pa ge Sao, 
appartiennent á une couvbe á double courbure. Pour cet 
cffet, changeons \ e s j en z et les z enj-, afin de placer les 
axes coordonne's d'une maniere plus commode pour notre 
deinonstration; nous aurons les équations 

z2 -fr -h ^ 0 • • • (0» 
zx - f - 3jra — 2 = O. . . ( 2 ) . 

Si la preiniére existait seule, on pourrait, par spn moyen, 
construiré une surface courbe. En effet, si par tous les 
points duplan des X f j r , que nous supposerons, comme 
l'ordinaire, Lorizontal, nous élevons des perpendiculaires, 
les valeurs en seront determinees au moyen de l'équa-
tion ( i ) ; et Fon sent que les extrémiíés de ees ordonnées z. 
constitueront une surface courbe. Lcisque quelques-unes 
de ees ordonne'es sont imaginaires, c'est un Índice que la 
surface ne s'etend pas dans les endroits oü subsistent ees 
ordonnées imaginaires. 

Si maintenant nous avons égard á l'équation (2) ¡ nous 
établissons par cela méme, entre aretjr une relation qui 
assujettit les pieds des ordonnées z á étre sur la courbe qui 
appartient á Tequation ( 2 ) , et l'on voit que, dans ce cas, 
lesextrémités des ordonnées z ne forment plus une surface, 
niais une courbe. Le systéme de ees ordonnées z constitue 
alors une surface cylindrique, dont rintersection avec le 
plan des a\ j , est donnée par l'équation (2). C'est rinter­
section de cette surface avec celle que determine l 'équa-
iion ( 2 ) , qui forme la courbe dont nous venons de parler; 
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et i l est évident que cette courbe est a double courbure, 
puisqu'on sait que l'intersection de deux surfaces courbes 
forme une courbe á double courbure. 

NOTE QUATORZIÉME (page 33o). 

JTaleur indéterminée, que, dans l'hjpolhese d'une solulion 
parliculiere, prend quelquefois la constante éliminée, 
lorsque l'équation de condition ne renferme que des 
variables. 

La recherche des solutions particuliéres d'une equation 
différentielle du premier ordre nous a conduits, art. 439, 
au cas oü réquat ion de condition ^ = 0 ue renferme que 
des variables, et oú la combinaison de cette equation avec 

l'intégrale complete améne ce résultat c = ^, C'est ce qui 

arrive lorsque c n'entre qu'au premier degré dans Tinté-
grale complete M = o. Í 

En eífet, cette intégrale est alors de cette forme : 

P + c Q = = o . . . . ( 0 ; 

et par P etQ nous désignons des fonctions de x et de y . Si 
nous diífe'rencions cette e'quation par rapport á or, á et 
á c, nous aurons 

dP - f cdQ + < ) d c = o (2); 

et puisque les variables re ufe r mees dans P et dans Q sont 
^ et j " , nous pouirons représenter 

dP par Máx Ndjr, 
et dQ par mdix - j - náy . 
Subfstituant ees valeurs dans re'quation ( 2 ) , elle nous don-
neta 
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Dans rhypolhése d'une solution particuliére, le terme af-
fecté de de s'évanouit, et nous donne 

Q _ . 
N - j - en 

Cette équation , qui ne peut se réduire, parce que Q ne 
renferme pas c, n'est satisfaite qu'en faisant N - f C R = oo ? 
ce qui donne c = oo, ou en faisant Q = o. Le premier cas 
nous fait retomber sur une intégrale particuliére, puisque 
toutes les intégrales de cette na ture sont comprises dans les 
valeurs que Ton donne á c depuis zérojusqu'á l'infini, Nous 
n'avons done, pour déíerminer notre solution particuliére, 
si elle existe, que Tequation Q = o ; mais, lorsque Q = o, 
l'équation (2) se réduit á 

dP + cdQ = o ; 

si Ton en tire la valeur de c, et qu'on la substitue dan» 
l'équation (1 ) , on obtiendra 

dP 

ou, en dhassant les dénominateurs, 

PdQ — Q d P ^ o . . . . (3); 

ainsi, dans le cas present, Fintégrale compléte « = o et la 
proposée ü = : o ne seront done autre chose que Ies équa-^ 
tions (1) et (3). On tire de la premiére 

P 

cette valeur de c se réduit á ~ lorsque P et Q ont un facteur 

coznmun que fait e'vanouir une valeur donnée aux varia­
bles, et que nous metlrons en évidence en faisant P = ^ P ' 
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e t Q = ^Q'- Alors les équations (i) et (3) deviendront 

A(P'4_ CQ') — o , A(P'dQ — Q ' d P ) = o . . . . (4). 

La seconde, qui représente la proposée, renferme par hy-
pothése des termes en áx el en d j , qui ne peuvent se 
írouver qu'entre les parenthéses, puisque A , sousle rapport 
de facteur de la premiére des équations (4), ne saurait 
renfermer que des x et des y ; et comme l'opération de 
la diffe'renciation tend á diminuer les exposans des varia­
bles, i l faut que les variables soient plus élevées daus 
la premiére équation que dans la seconde, qui en derive, 
et que, par conse'quent, P' -f- cQ', qui ne leur est pas 
commun, soit une fonction de x et de j ; et comme d 'a i l -
leurs P ' - f cQ' contient une constante arbitraire c qui ne se 
tro uve pas dans x , on voit que V -f- cQ' a tous les carac­
teres de l'inlégrale complete, et que A, au contralle, ne 
peut étre qu'un facteur étranger á l'équation diíFe'ren-
tielle. 

NOTE QUINZiÉME (page 334). 

Sin te de la Théorie de Lagrange sur les solulions particu-
lieres, présentée avec quelques modifications. — Mojen 
d'obtenir la solulión particuliere d'une équation díjfé-
rentielle du premier ordre, sans recourir á Vintégrale 
complete; démonstration de la propriété des solutions 
particulieres de faire devenir infini le facteur qui rend 
intégrable une équation différentielle du premier ordre. 

Nous avons vu qu'une équation diíFérentielle du premier 
ordre Mda:-f- N d j ' = o e'tant donne'e, on pouvait la con-
sidérer comme le résultat de Félimination d'une constante c 
entre Fintégrale complete et sa diíFérentielle y = /?dx, et 
que le résultat était le méme que si, en supposant cette 
constante variable, Félimination s'effectuail entre Finté­
grale complete F (a.-, j - , c) = o et d ^ = pdx - f - q&c, mais 
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sous la condition qu'ou eút q ~ o . De méme , si l'o?^ 
aduiet que l'équation diíFe'rentielle du second ordre, 

do:2 

soit le résultat de réliraination d'une constante que Ton 
aurait fait varier, comme on a dans ce cas les deux 
équations 

d r 

á X ^ p á x + q&q, d . ^ = / d x - j - ? ' d c . . . . ( i ) , 

on voit que pour qu'elles se reduisent á 

djr pdx, et á 41 - ^ ^ P ^ > 
i l faut qu'on ait ees deux équations de condition 

q ~ o , q — O ; 

et que, pour les réaliser, i l ne suffirait pas de disposer 
seulement de c, car cela ne remplirait qu'une condition; 
mais comrae Finte'gration de Féquation du second ordre a 
introduit deux constantes arbitraires dans l'intégi'ale com­
plete, on disposera de ees deux constantes pour que les, 
équations q -=o , q ~ o aient lieu; et i l n'est pas besoin 
de diré que c sera l'une de ees constantes. 

Pareillement, la determination des solutions particu-
lieres d'une équation différentielle du troisiéme ordre, 
de'pend des e'quations q — o , q ' ~ o y q"~o . ; et en gé-
ue'ral, pour obtenir une solution particuliére de l'e'qua-
tion différentielle de l'ordre n , i l faut le nombre n d'é-
quations de condition : 

q = 0 , q ' = z o , q " = 0 , q'" = O , etc (?-). 

Meltons-lcs sous une autre forme. Pour cela, les éqwan 
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íions ( i ) nous montrent que q G\. q' ne sont autre cbose 
que ce qui múltiple de dans les diflerentielles de j et de 

l p prises par rapport á c. Ou a done 

_ _ d j , 
q - de ' ^ ""d^dc ' 

et, en géne'ral, on voit que les e'quations (2) reviennent I 

d r di'r dV d4r 
de dedx ' ded2^ ded3^ ' v 1 

I I est e^sentiel de remarquer que ees e'quations ne peu-
, . . d t" 

vent avoir lieu jusqu'á l innnj . EneíFet, ^ e'tant succes-

sivement diíFtí'rencié par rapport á x dans les expressions 
d r d2r d3r . d r 
-5i-, -r—.- , r r — — , etc., on peut regarder comme une 
de deda: dedo:2 1 0 de 
certaine fonetion de 3 : , que nous nommerons Y; et, en 
supposant que x devienne x h , le théorérae de Taylor 
nous fera obtenir ce développement 

v , dY, , d^Y Aa , d3Y k? tíA 
Y + T x h + ^ v ^ + ^ ^ * c m 

QU, en restituaut la valeur de Y, 

de dedj: 1 Acáx1 2. ('^C' 

Or, tous les coefílciens des puissances de h e'lant nuls en 
vertu des e'quations (3), qui , par hypotliese, auraientlicu 
jusqu'á l'inSní, i l en résulterait que, quand x deviendrait 
x - f A., réquation (4) se re'duirait á son premier tenue Y; 

• d T ce qui montre que dans ce cas Y, c'est-á-dire -f^-, serait 
de 

dy 
constaní. Mais quand ^ est constant, c n'étant combine 
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0,'y 
qu'avec des constantes, l'équation — = o devrait nous 

conduire á c = constante. On voit done qu'alors la so-
lution particuliére se changerait en une intégrale particu-
liére, ce que nous ne supposons pas. 

11 resulte de ce qui precede, que les équations (3) ne 
peuvent avoir lieu jusqu'á l ' infini; c'est sur cette considé-
ration que repose la solution de ce probléme important 
resolu par Lagrange, et á laquelle nous ferons subir quel-
ques modifications : Une équation différentielle du pre­
mier ordre élant donnée, irouver, sans recourir á Vinlé-
grale complete , la solution particuliére qu'elle peut avoir. 
Soit «l'intégrale complete qui sera unefonction de .r, de j 
et d'une constante arbitraire c ; la différentielle de u sera 
repre'sentée par 

máx -f- ndij — o . . . . (5), 

et nous la mettrons sous cette forme : 

<ír = — ^ d * . . . (6). 

Dans le cas qui nous oceupe, cette e'quation est censée avoir 
conservé la constante arbitraire (*); par conséquent, nous 

pourrons eliminar cette constante entre d r = — — da: et 
^ n 

u = o. Tirant done de l'équation (5) la valeur de c en fonc-
tion dex, d e ^ et de nous obtiendrons 

da: 

(*) Si l 'intégrale complete ne renfermait la constante arbitraire qu'aü 
premier degré, et dans un terme de cette forme ac, elle s'évanouirait par 
la differenciation, et ré l iminat ion de c serait impossible; mais alors ?J 
élant constant, la proposéene comporterait pas desolutions particuliéres. 
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équation que, par abréviation, nous écrirons ainsi: 

c — <p... (7). 
Cette valeur étant mise dans réquation M=:O, nous aurons 
une équation du premier ordre , que nous désignerons par 
ü = o , ou plutót par 

Mdx -f- N d / = o ; 

cela posé, si nous diffe'rencions U = o, par rapport aux 
trois variables j-et ip, nous obtiendron^ 

d ü , . d ü , d ü , 

et parce que j * ne varié qu'á cause de la valeur arbitraire 
que nous donnons á x , nous pouvons e'crire ainsi cette 
équation 

/ d ü . d ü d r N , , d ü , 

Or, si Ton fait attention que, dans une fonction de deux 
variables, le premier terme de la diíFérentielle s'obtient en 
regardant Tune de ees variables comme constante, et en 
faisant varier l'autre; on reconnaítra que dans l'équa-
tion (8), qui, sous un certain point de vue, ne renferme 
que deux variables, x et $ est constant dans le 
terme 

/ d ü d ü ^ r \ áx 
\d¿r á y á x / 

Ce terme n'est autre chose que la difíérentielle de u prise 
par rapport aux variables .r et j - , et dans laquelle le 
sigue <p serait substitué á c. Or, cette difíérentielle nous est 

(*) Cela provient de ce que y est t ra i té comme une fonction de*. 
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donnee par rcquaúon (5): et, comme le second menibre de 
cette équation nous indique que la destruction de tous 
les tenues dbit s'opérer dans le premier, indépendamment 
de c, on sent qu'il en Sera dciuéme lorsque <p liendra la 
place de la constante arbitral re c. 11 suit de lá que la partie 
qui est renfenuee entre les parenthéses dans requatioa (8) 
doit étre ideníiquement nulle, et que, par conséquent, cette 
équation se re'duit á 

' dÜ . 1,0 . . 
- p - d ^ — o . . . (9); aip 

On y salisfait én faisant 
dÜ 

dí ) = 0 O U ^ r = o . . . (10); 

et puisque ce n'est que par abréviation que nous avons 

remplacé ^ ( X ^ J - J par cp, on voit que la prerniére des 

équations (10) revient á 

^ ( ^ n T t ^ ) = = 0 . . , (1 0 , 

et par conséquent est une équation diíFérentielle du second 
ovdre. Cette équation étant intégrée, nous donne 

¡ p ^ j j - , ^ ^ = constante,. . (12). 

D'un autre cóté , la proposce U =rt o subsiste entre les 

memes variables .T,jr et Voilá doncdeux équalions du 

premier ordre d'une méme équation (11) du second ; par 

conséquent, en éliminant entre elles — . on obtiendra une 
Ax 

fonction de x et de j e i de la constante arbitra i re c ren-
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íerméedans l'équation (12). Le résultal de cette opéralion 
sera done Tintégrale complete, art. 429, page 820. Pour 
eífectuer rélimination dout i l s'agit, i l suffit de chasser seu-
lement <p de l'équation U = o á Taide de ceüe-ci <p=com-

dr . 
ianle; car alors tous les termes en contenus dans ip, et 
qui n'existent pas ailleurs , disparailront du résultat. Cela 
se réduit évideinmeiit á changer <p en c dans réquaüon 
U = o, ce qui noüs fait retomber sur M = o. 

Si rélimination de — entre rintégrale du secondfacteur 
ax 

de l'équation (9) et la proposée ü = o nous rainéne á l ' i n -
tégrale compléte, nous allons reconnaítre que l'élimination 

de entre ü = o et l'autre facteur de réquation (9) vá 

nous conduire á la solution particüliére. 
d'K d ü 

En eíFet, si Fon elimine 4¿- entre ü ~ ó et -r- = o , 
áx ú<p 

on voit d'abord que nous n'introdulsons pas de constante 
arbitraire dans le résultat , comme par l'opération pré-
cédente, attendu qu'ici rélimination s'effectue sans qu'on 

dtJ - . 

integre préliminairement ^ - - H siüt de lá que rélimination 

dy 
de ^ entre ees deux équations diíFérentielles du premier 
ordre ne peut nous conduire á l'intégrale compléte, qui 
contient nécessairement une constante arbitraire. Pour pro-
ceder á cette élimination, remarquons qu'elle se réduit á 

dv 
celledeip,puisque ^ ne se trouvant nulle autre part que 
dans disparaítra du résultat avec ip, et comme ce résul­
tat ne conserve aucune trace de<p; qui entre partout oú en-
trait c, on sent que cela se réduit á éliminer c entreM == o, 

dw . , d ü 
et = o; qui sontceque dev iennen tümo et j ^ - = o, 



5 l S NOTE Q U I N Z I E M E . 

lorsqu'ony change <p en c. Or, ™ étant le coefficient difFé-* 

rentiel de de, on voit que rélimination de c entre u et 

— = o est precisement 1 operation qu on execute pour par-

venir á une solution particuliére. 
Gherchons maintenant á satisfaire á la condition expri-

mée par la seconde des équations (10). Pour cela, si nous 
y remplajons ¡p par sa valeur donne'e par l'e'quation(7),nous 
obtiendrons 

j - = o . . . (i3). 
de 

On ne voit pas d'abord corament on peut exe'cuter cette 
diíFe'renciation par rapport á c, qui ayant éte' eliminé de U , 
ne doit pas se trouver dans d ü ; cette elimina tion de c nous 
a seulement appris que ü est une fonction de ¿c, de j - et de 

~ , et que par conséquent d ü ne peut étre que de cette 

forme : 

P d ^ + Q d j + R d . á £ = : o . . . (14). 

mais si c n'est pas en évidence dans cette valeur de d ü , i l 
y existe du moinsd'une maniere implicite; car nous savons 
que ,7 est une fonction dea: et de c, et que, par conséquent, 

dv 
dr et d.-f^- doivent teñir lieu des valeurs suivantes : dx 

d r ^ g d . + ^ d c , 

a j r = d ^ d ^ d t r dc 
dx dcc¿ dxdc 

('5), 

Par l'hypothése de c constant, ees valeurs se réduisent á 

d r — — do: 
^ d^ 
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Ct á 

équations dont les seconds membres expriment la condition 
expresse que la diíFérenciaüon soit prise par rapport á x 
seul, condition que nous admettons tacitement dans l ' é -
quation (i4)» lorsque nous y supposons c constant; mais 
lorsque c est variable, i l faut mettre dans réquation (i4) 

les valeurs dedjr et á e d . — , donnéespar Iese'quations(i5), 

et nous aurons 

P d . + Q ( | d . + g d c ) + R ( g d x + ^ d c ) = o . . . ( . 6 , . 

Voilá ce que devient d ü lorsqu'on regarde c comme va­
riable , et Fon vojt qu'on a 

Presen temen t , si l'on passe á l'hypothése d'une soluíion 
". ' ' d ü particuliére, on a, en vertu de réquat ion( i3) , j — = o; ce 

qui re'duit l 'équation précédente á 

Si l'on suppose maintenant que cette équation ne renferme 
point de quantités transcendantes , et qu'on ait eu soiu , 
dans les opérations subséquentes, de se débarrasser des ra-
dicaux par des élévatipns á diverses puissances, et mérne 
des fractions, Ies quantités P et Q que contient Féqua-

tion ( i 4), ne pourront devenir infinies. Cela posé , ^~ étant 
r de 

Élém. de Cale. diff. 3^ 
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nul eu vertu de l'équaíion (170), page 8 2 8 , qui exprime 
la condition de la possibilité de l'existence d'une solution 
particuliére; on to i t que re'qualion (18) se re'duit á 

d V 
or, i l peut arriver ees deux cas : ou - r — est aussi nul, ou i l 
neTest pas; dans cette seconde hypothése , c'est done le 
facteur R q u i , devenant n u l , satisfait á l'e'quation (19); 

d5y 
mais si, au contraire, est n u l , l 'équation (18) est sa-
tisfaite inde'pendamment de Q et de R , et par conséquent 
Q et Rpeuvent conserver des valeurs finies. Gai-dons-nous 
cependant de conclure que R n'est pas nu l ; car si, en trai-
tant jpcomme une fonction de l'on difíerencie l ' équa-
tion (18) parrapport á cette variable indépendante x , on 
trouve 

K l Ü . 4 ( Q 4. — \ + (]Q 4r 0 (¥s ,2o) 
(Vtcdc ' d.xdc\ d x j dx de 

,. day dy 
Ijes quantite's -r—— et -r— e'tant nuiles, et leurs coefíi-1 dxdc dx 
ciensne pouvant devenir infinis d'aprés la remarque faite 
au sujet de Fequation (18) , i l en re'sulte c|ue l'e'quation (20) 

d V 
se re'duit á R = 0 , et, par conséquent, donneR=o, 

d3 Y d3 T üorsnue - - - n'est pas nul. Si, au contraix-e,—~~ e'tait d2xác r ' d'.rdc 

(*) Observons que ce que nous représentons d'une maniere abrégée 
dR , , . . 

par - ~ ax et par - — u x , revienta 
áx dx 

+ S t ó i f a , et a Í ^ + ' ^ Í Z ] dx 
\ d x d r d x j \dx dy dx J 
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nu l , on prouverait de me me qu on aurait R p^dc — 0» 

et que devrait élre nul pour que R ue le fut pas. En 

continuant ce méme raisonnement, on tombe á la fin sur 

un coefficient diífe'rentiel ^ B ^ - qui ne sera pas nul , parce 

qu'i l a éte' démontré que les e'quations (3) ne pouvaient 
avoir lieu jusqu'á l 'infini. Ure'sulte decette détnonstration 
que R, qui conserve toujoursla méme valeur, étant nul 
dans un cas, Test pour tous. Mais puisque R est nu l , l'e'-
quation (i4)> mise souscette forme, 

se re'duit á 

P + Q | = o . . . . 

ü 'un autre cote, la méme equation (21) npus donnant 

P 4- 0 ^ 
da;2 R 

on voit que, dans notre bypothése d'une solution particu-
liére, i'équation (^a) et la valeur de R qui est nulle, re-

duisent celie de -— á 
dx o 

11 resulte de cette tliéorie que, dans le cas oü une so-
d ü 

lution particuliére peut exister, on a Fequation-p = 0 (*)'. 

(*) Nous avons vu que I'équation U = o n'était autre chose que la pro-
posée , considérée comme résultat de l 'éliminaíion de c; quant á celle-ci 
dTJ , ' 

— = 0 , elle nousditseulemcnt que les termes q u i , dans cette proposée, 

proviennent de la variation d é l a constantearbitraire, sont nuls. 
34.. 
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et que cette équalion entraine la nécessité que la valeur de 
(Ia Y . 0 

se réduise á - . Les deux termes de cette fraction, c'est-
á-dire lenumérateur et le déiiominateur de celle qui estla 

d2 y 
valeur de e'galésá zéro, nous fourniront deux équa-
tions q u i , si elles s'accordent avee U = o, donnerout la 
solution particuliére. 

Prenons pour exemple l'équatioii 

élevant au carra' et réduisant, nous ferons disparaitré le 
radical, et nous aurons 

diíférencions en regardant da: comme constaat, on obtiení 

' . xáx + yAy 
dx1 {x%— G2) á j —• xjiS.x ' 

egalant les deux termes de cette fraction á zéro, et divisant 
parda?, nous aurons 

^ + ^ • ^ = 0 , { x * ~ e ) ^ ^ m y ~ < ¡ (24); 

d y 

éliminant ^ entre ees équations, et suppiimant ensuite le 

facteur coramun , on trouvera 

j - a + . ^ c2 __ 0 . 
et comme cette équation satisfait á la proposée, on voií 
qu'elle est une intégrale particuliére. 
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Cherclions encoré á reconnaitre si réquation 

comporte une solution singuliére, Pour cet eííet, nous fe-
rons d'abord disparaítre le radical, en elevant les deux 
membres au carré, et re'duisant, nous trouverons 

y* — 2.Xjr —• XS 
4 / 
d^ 

et, en diíFe'renciant, i l viendra 

d3^ ! \ á x 
d̂ c2 xy 

Cet te e'quation se réduit a - quand x = o-, raais cet te h y -

pothése ne satisfaisant pas á la proposée, ne peut nous 
conduire á une solution particuliére. 

Confonne'ment á l'observation qui nous a été fournie 
par les e'quations (177), page 332, i l ne faudra pas se 
Lorner á l'hypothese de j - fonction de x ; mais en suppo-
sant ensuite x fonction dejr> on cherchera les solutions 
particuliéres qui peuvent étre donne'es en égalant á zéro la 

, , d2^ valeur de -z—-. 

Une solution particuliére operant la destruction m u -
tuelle des termes de ]'e'quation diftérentielle a laquelle elle 
appartient, n'en est qu'un facteur qu'on peut meltre en 
evidence á l'aide d'une transformation. Nous avons vu , 
par exemple, que x7 - f j 2 - a1 = o était la solution 
particuliére de l'e'quation 

{xáx -f- j Aj-y = {x% -f- jr2 — «•'). . . . (aS); 
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si nous faisons - j - j-2 — a2 r= za, nous aurons 

xdx - } - jrdjT = zdz; 

substituant ees valeurs dans l'e'quation (26), elle deviendra 

22(dza —dj-2) = 0 ; 

ce qui montre qu'effectivement la solution particuliére re-
présentée parz2 est un facteür commun déla propose'e. 

Une autre propriete des soluüons particuliéres est de 
faire devenir infini le facteur qui rend la proposée une dif-
fe'reníielle exacte. Pour le démontrer, nous mettrons F i n -
te'grale complete sous cette forme « — constante. Une valeur 
qui satisferait á cette e'quation devrait done donaer clw=o, 
parce que la différentielle d'une constante est nulle. Re'ci-
proquement toute valeur qui ne satisfaitpas á u—constante 
ne peut donner d« = o ; or, ce dernier cas est précisément 
celui d'une solulion particuliére qu i , parce qu'elle ne sa-
tisfait pasa l'inte'gralecomplete, ne saurait ope'rer la des-
truction mutuelle des termes dont se compose sa différen­
tielle iinmédiate; or, cette différentielle immédiate n'est 
autre chose que x(Mdx + Ndjr). I I faut done que la solu­
tion particuliére ne puisse rendre égal á zéro le second 
membre de cette équation : 

A ( M d ^ - i - N d j ) = d M ; 

ou, ce qui revient au méme, de celle-ci: 

(*) Nous désignons ainsi la différentielle totale de » prise en regar-

dant x cotnme variable indépendan te , pour np pas confondre avec 

le coefficient différentiel qui suppose que toutes les autres varia-

bles, hors x , sont regardées comme constantes dans ce t eme . 
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On tire de cette e'quation 

mais, par sa natura, la solution particuliére, quoique ne 

satisfaisant pas á l'équation ^ -f- N = o, satisfait 

pour tantá celle-ci, M - j - N ~ o? c'est-á->dire en rend 

nul le premier membre. Cela réduit done réquation (26) á 

^ dx 
o 

Par exemple, l'équation 

xdx -f- x d y = d j { / x ^ j * — aa... . (27) 

devient une diífe'rentielle exacte lorsqu'on la multiplie par 

1 
et donne 

xdx - } - jrdjT 

V30* -f- — «2 
aussi voit-on que la solution particuliére x%-\- j * — a9= o 

rend le facteur — — infini. 



536 NOTE S E I Z I E M E . 

NOTE SEIZIÉME (page 359). 

Nouvelle démonstration concernant Vintégration des 
| équations différeniielles partielles. 

On a v u , art. 4^4, que si en inte'grant Fe'quation 

S + M | + . N = O . , . . ( .) , 

dans iaquelle MetN sont des foncíions de x, de j et de -z, 
on obtient deuxintégralesUr=«et Y = b , on avaitnéces-
sairement a=:<pb. La démonstration de ce tbéoréme étant 
tres importante , nous avons cherche' a lui do une r le der-
nier degré de rigueur de la maniere suivante : 

U et V étant des fonctions de x, de j - et de z, les cons­
tantes a et b peuvent étre aussi considérées comme des 
fonctions de ees mémes variables, en vertu des équations 
JJ =za et Y = b ; par conséquent, si Fon différencie suc-
cessivement ees équations, on aura 

da = Xdx -f- Ydjr -f- Zdz y 
db = X'da:-f Y'd^-f- Z'dz r * " (2)' 

ees différentielíes doivent étre nuiles, par la raison que a 
et # sont constan» ; ainsi, les équations d« = o, d¿ = o ? 
nécessitent celles-ci: 

X d r - j - Ydj- + Zdz = o ¡ 
X'c!a7-f. Y 'c ! jr+Z/dz= o j ^ 

Si dans ees équations, divisées par da:, on substitue les 
valeurs de dz et de dj-, tirées des équations (221) 

dz 4- Nda: = 0, dy Mdx = o . . . . (4), 
données page 353, on aura 

X -f- YM — ZN =5= o, X ' H - Y ' M - Z ' N - o ; 
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on tirera de ees équations 

™ „ Z^ — xz/ X'Y — Y,x 
Z'Y — ZY" " Z'Y — ZY' 5 

substituant ees valeurs deM et deN dans réquation ( i ) , 
on obtiendra 

dz Z g - XZ^ dz r Y — Y'X _ 
d^ + z T ^ - ' Z F d r 4 " z'Y — Z Y ' " - 0 - " - (5;' 

les eoefficiens ^ et se déduisent des équations (4), qui 
dx á y a 

donnent 

dz N dj* 1vr dz dz N 
d^"~"~* ' d ü ~ ' d / d^ d/- M ' *" * ^ ' 

mettant ees valeurs de ^ et de ~ dans I'équation (5)? et 

faisant e'vanouir le dénoininateur, on trouvera 

—(Z'Y—ZY')N—(ZX'—XZ') — -f-X'Y— Y'X == o . . . . (7). 

Les quantités X , Y, Z , qui entrent dans eette équation5 
ne sont pas toujours connues, puisqu'elles ne doivent étre 
données qu'en diffe'renciant les e'quations XJ = a e t Y = b. 
Cherchons done á e'liminer X , Y et Z de notre re'sultat. 
Pour cet eíFet, en regardant z comme une fonction de x 
et de j f nous tirerons des e'quations (2) 

d^ dx' dar"" A do:' 

— = Y - I - Z ~ — = r - f Z ' — • 
dj d j ' d j ' d y 

mettant dans ees expressions les valeurs de ^ et de ^ , 
dx dy 
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donnees par les equaíions (6), et tirant les valeurs de X , 
de Y , de X ' et de Y', nous trouverons 

substituant ees valeurs de X , de Y, de X ' et de Y', dans 
réquation (7) et réduisant, nous obtiendrons 

da ¿b __daAd ~ 
dxdj djrda: 

Cette équation nous aprend que a est fonction de et 
en eíFet, si nous avons a = : F ¿ , en difíerenliant celte équa­
tion r nous trouverons 

d a p = (pb db, 
á'oxx nous tirerons 

da d i da . db 
dx dx'' djr dy' 

éliminant <p¿», nous trouverons re'quation (8). 

NOTE DIX-SEPTIÉME (page 477). 

Bémonstration qui tend á prouver que la dífférence de 
deux quantités élevées chacune á une puissance d'un 
nombre entier est divisible exactementpar la dífférence 
de ees quantités non élevées á cette puissance. 

Voici de quelle maniere, dans mes remarques sur TAl-
gébre, j 'a i démontré que um — vm eíait divisible exacte­
ment par u—v^orv trouve par la división 
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les termes ex tremes de cette équation étant de méme forme, 
on doit avoir encoré 

Jrn—i r m̂—2__iT 
1 y-m—i i ¿ 1 . 

substituant cette valeur á la place du dernier terme de l 'é-
quation préce'dente, on aura 

v m — i r " 1 - a — i 

Cette transformation pouvant se continuer indéfiniment, 
parce que la fractiou qui termine le développement est 
toujours de méme forme, nous voyons que 

J . i — rm~l -4- -—•—— = rm-1 -4- r"1-2-!-

et qu'en ge'ne'ral, en écrivant une suite dont le premier 
terme est j ,m, et les autres les puissances immédialement 
inférieures, on peut s'arréter á un terme quelconque, 
pourvu qu'on ajoute une fraction qui ait pour numéra-
teur ce terme diminué d'une uni té , et y — i pour d é -
nominateur; si Ton s'arréte done sur j - , la fraction á 

ajouter sera ~ ^, et par consequent vaudra Tunité. On 

aura done alors 

et en multipliant le premier membre de cette e'quation par 

~ , et le second par p"1"' , qui a la méme valeur, on 
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obtiendra 
^m^m yin 
y J ^m—lyin—i I vvi—iyxn—2 m̂—î m—3̂  ^ s ^ 

y y — ^ 

faisant v j = u, cette équation deviendra 

NOTE DIX-HUITIÉME (page 487). 

Démonstratíon par le Calcul des différences de la regle 
d'Euler, pour ramener un problerne de máxima ou de 
mínima relatifi , a un problerne de máxima ou de mí­
nima ahsolus. 

Lorsqu'un problerne de máxima ou de mínima relatifs 
a été réduit á ees conditions 

^ / ü d r = o, ^/Vdartr i c . . (1), , 

et que dans l'hypotbése oú les variations se trouvant per-
peudiculaires á l'axe des x , les intégrales sont prises entre 
deux limites, ou peut regarder les premiers membres de 
ees e'quations córame provenaut de ees deux fonctions aux 
difieren ees finies, 

ASÜAa:, A S V A x . . . . . ( 2 ) , 

qu i , dans le cas de la l imite, se réduisent aux premiers 
membres des e'quations ( i ) , en changeant A en ^ , et 2 
en/ . 

S i , en vertu du théoréme demontre dans la note de 
Fart. Sgy, page 4441 on transpose les signes, les expres-
sions comprises sous le n0 2 , devieudront 

S(AÜAX); 2(AVAX).. . (3); 
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faisons, pour simplifier, 

A Ü — « et AV = v, 

les fonctions (3) deviendront 

Z U A X , Z v A x ; 

ct en regardant u \ x comme un rectangle dont u serait 
la hauteur et A x la base, Texpression Z u A x représen-
tera fig. 127 , la suíte de rectangles, m p ' , n í p " ^ m"p"', 

m"plv, etc.; de sorte que, si nous faisons 

p p ' = Aar, p 'p" = A a : , , ^'p"1 — A r 2 , pwp*y = - | - etc., 

p m — u p 'rr í = « j , p"m" = « 2 , p"'m'B = u3 -4- etc., 

nous aurons 

S « A a : = uAx - } - « i ^ i 4" "a^s - | - «3^3 + etc. . . . (4); 

i'autre intégrale repre'sentée par la somme des rectangles 
npf, n'p", n"/?"', ri"ptV, nous donnera pareilleraent 

St'Aar = vAx + ^Aa^ - f v2Aa:3 - j - ^ A ^ s -f- etc (5). 

Cela posé, si Ton nomine 

AU la diíFérence u , — « , 
A«r la différence — ut , 
Aua la diíFérence u3 — u , , 
etc., etc., etc., 

A^ la diíFérence ^t — v, 
A f , la diíFérence — c f , 
A^2 la diíFérence V3 — 
etc., etc., etc., 

on trouvera 

u l ~ u - j - AM, 

ÍÍ3 = MA-f-AM2 =K-f-3AM-f-3A2U + A3M, 

etc., etc., etc., 
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ve — v -f- 3Af 3AV -f- AV, 
etc., etc.; 

substituant ees valeurs dans les équations (3) et (4), on 
obtiendra 

s«Aar — ukx (« AW) Aaí, 4 - (« 4- 2AM 4- A5w) ¿z* 
4.(M4-3AW4-3A!,M4-A3«) Aa:3 4- etc., 

SwAa: = vArr 4- 4 At») A :̂, 4- + + A'>v) Ax* 
^_ (t, 4 . 3 4 - 3A2v 4- A3̂ ) Aars 4 - etc.; 

vassemblant les termes analogues, on trouvera 

X U A X = (Aa: 4" A x i + ^2 4 etc«) u I 
4 (A^I 4 2A¿r¡, 4" 3A^3 4* etc-) A« K . . . (5), 
4 termes en A2M, en A3ÍÍ , etc. ) 

Sv'áar = (Aa: 4 Aar, 4- Aa:2 4- etc.) v | 
4- (Aa:i4 2Aa:a 4 3A^3 4- eic.) Av >. • • • (6); 
4 termes en AV, en A'V, etc. I 

dcsignant par X et par X' les termes entre.les paren-
théses, qui multiplient u et t«, les e'quations (5) et (6) 
deviendront 

' Z U Í X = XM 4 X'AM 4 termes en AAM, en A3M , é t c . . . . (7), 
SvA.r = Hv 4-X'AC 4 termes en Asv, en A3o, etc... . (8). 

On peut élirainer le ternie en X entre ees e'quations, en 
multipliant la premiére par v et la seconde par u , et 
prenant la diíFérence, on aura 

u Wkx—rSwA^zrsX^uAp—vMt) 4 termes en A21>, en A9M , etc.; 

passant aux limites, on supprimera les termes qui con-
tiennent les diíférences des ordres supérieurs au premier, 
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et cette équation se réduira á 

ufváx — ffiiáx = X' (uáv váu) ; 

et comme par hypothése les intégrales qui composent le 
premier membre sont nuiles, en vertu des e'quations (i) 
dans lesquelles on transposerait les signes ^ et / , i l 
restera 

lL' (udv — váu) = o, 

supprimant le facteur commun X', on aura 

wdf — váu = o, 
e'quation qui donne 

di' áu 
v u ' 

intégrant, i l vient 

log v — - log u - | - constante = o; 

et, en repre'sentant la constante par logn, on a 

log v — log u -f- log ra r = o j 

ét, par la propriété des logarithmes, cette e'quation se 
réduit á 

log ^ -f- log re = o ; 

passant aux nombres, on obticnt 

- -f- n = o. 
u 

d'oú Ton tire 
v nu ™ o; 

remettant á la place de v et de u les variations AV et AU? 
qui seront devenues et , on aura 
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multipliant par áx et intégrant, on aura 

f S Y á x - f fniVdx = o ; 

et, en transposant les signes, on obtiendra 

} f \ á x nf-fVáx = o, 

expression qui peut se metire sous la forme 

f f ( Y 4- nJJ) dx—o. 

ce qni est réquation g i (art. 631 , page 486). 

FIN. 
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