








Tondiciones.

emara seis tomos en f6leo menor. Cada tomo estard dividido en unas cua-
5 de texto4 real cada una (a). Cada entrega constard detreinta y dos colu-
1 6 bien de un mapa, plano, 6 limina finfsima abierta en acero por al-
stros mejores arlistas. Las liminas en boj que se den intercaladas con
ilienden gratis, lo mismo que las portadas grabadas aunque estas lle—
(lada semana se reparlirdn por ahora dos entregas; mas adelante cua-
¢ la obra quede terminada en un afio y medio.

$ que no retiren las entrogas al tiempo de su publicacien no  lendrin
ho & que se les completen los ejernplares, porque la tirada no se haco mas
imero de suscriplores constantes, de manera que lerminada la suscrip-
iard ningun ejemplar en el comercio de la Libreria, para que asi en
po pueda por ningun estilo rebajarse el precio de la obra, pues como
ascedores de ella serdn los suscriptores, en mano de éstos estard darla
quieran. _

suscriptores habirfin absarvado que en esta ohra no hemos podide calcular mas gue aproxima-
nero e enirezas. Esto depande de la variedad de tipos impresos que se han de rur!u::tr & uno
ud de manuserilos que se han de imprimic, yen fin, de gue el TEMPLO 08 LAS GLORIAS ESPAROLAS
amenie nueva, uhica'en = ¢lage , én la enal han de edtar consignados los nombires y Jos hechos
wsados, v por ningun estilo debe Hmitarse o cercenarse. Bs la primera vez qua un trabsjo de esls
dicden nuesty pairia, ¥ gueremos darle 1on coinplele como nos sea posible,

Advertencias.

aclamaeiones de muchos corresponssles en que se quejan de (EIB las suseripeioncs les salen up
nto mas ecaras que en Madrid, puesly enlregs que se expende § unreal en la corle, guesta un
ovineias, lo que refrae & muchos que desean suscribirse , ol Bditor ha resuelio dar esta obra en
mo precio que en 14 corle, UN REAL LA ENTREGA, & fin de hacer asequible pars todos los
tto mas completode las glorias de nuestra potiin.

)0 avisa 4 todos cuantes deseen quese continue slgun hecho preclaro en el Templs delas Glovia
¥ puntos de suscripeion estdn facullsdos para recibir noticias y remitirlas & la redaceion.

biamos pasade solo dos sem nas sin dar vifiets de regale; y aun hubo semana que dimos dos. En
ueva legistacion vizenle sobre imprenia nos impone nueves deberes en su parle relaliva 4 las 1a-
4 4osar rigidos, dun mas da lo que 1o hemos sido slempre, en 14 eleccion de asanios, para no es-
wgaliva deautorizacion que nos ocasionaria sensibles retardos y perjuicios. Hemos debido, prcs
|dar |a prélerencia & In parte monumental sobre la meramente arlistica, ¢ de representlacion , ¥
unlos en que solo aparece la imaginacion del dibujante, ¥ dar mayor cabida b los otrosmas
‘0=, 'y sobrélodo absolutamente inofensivos , de monurentos que atestiguan el (rinsito y (as hue-
Tirllizacwuas‘sohra nuestra patria.

firns suseritores que no hagan encuadernar ningun tomo suejto hasta tener la obra compiets,
'deba lener sus apendices, y susindices gue solo se repartiran al mismo tiempo que el Templo
\afiolas, En algunos townos esos apéndices seran por precision bastante sbullados, porgue no es po-
Tk (o lo bfrecido, aungue aigunode los seis tomos deba llegar & las mil piginas, puss una vez enm-
@-'@ma ol que Hevamos adelante, seria mengna dejor incomplata la relucion de las gloriss de
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Il est, dans lhlstmre des connaissances hu-
maines, des . époques on le génie, aprés s'étre
eleve aux plus hclutes conceptions , semble quel-
que temps arrété dans son vol pour prendre
bientdt un nouvel essor, et se signaler par l'une
de ces decouvertes qui changent la face de la
science.

Clest ainsi que Descartes, par lapphcatmn de
’Al ehre ala Geometne 5 se fraya une route in-
connte 4 ses | retfecesseuts, et que Newton. et
Leibnitz étomlerent IEurope savante par linyen-
tion d’une ana]yse bien superieure a la Geometne
de Descartes. : -

' Jamms decouverte nhonora plus Iespmt hu-
main : I’mﬁnn, cet étre 1déa1 parut soumis au
caleul, et operer des prodlges. En vain quelques
p]nlosophe-\ voulurent révoquer en doute Iexacti-
tude d'une anar_}rse aussi smguherf' 1ls ne purent
en’contester les resultats et ne ﬁrent qu excu‘.@r
les géomeétres a niéditer davantage sur la vraie
mehphquue des nouveaux calculs. Newton, le
premler pen{,tra ce mystere. en considérant le
Calcul différentiel comme la méthode des pre-
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miéres et dernieres raisons dtS qu.mtltes ou au-
trement, comme la méthode des limites de leurs
rapports. ’Alembert regopny ¢ dans les idées de
Newton la vraie métaphquue du caleul infini-
tésimal, et prouva que, par la méthode des li-
mites, on peut donner une explication satisfai-
sante de celle des ﬂuans degagee de toute
considération de mou\?‘ement chose étrangere au
Calcul différentiel. Poqterleurement a dAlembcrt
plumeurs geometres, et entre autres Cousin, out
expose dans leurs écrits la mefhode des hmucsb
mais ce n’est qu ieipnes eux qu elle a été mise_dans
tout son jour, et qu’ on a d1551pé entlerement lcs
doutes qui pouvaient naitre de la metaphyanue
Specrehse"db 1a ‘méthode des mﬁlmment Eﬂitﬁ'f
méthbde‘qﬁl peut‘%tm regardee c'oﬁirrie une’ es-
pece dabréviation de celle des. hmlie di ; o1
NP mléthedé des 'infihunent etlts s'uus; ce rap-
port, ‘Hest plus qu un moyeu expedltlf de trouve;
les différentielles des diverses fonctlons‘, e]le gmvb
ces différentiélles dans notre mémoire, par des fi-
gures géométr‘lques édultes au dernier degre dl_.
simplicité, ‘et qm paﬂent pl‘us a 1§ :magmatmn que
des idées ’abstralteS' enﬁn cette méthode devient
mthspensai]:ﬂ’é dans’ Ies Tmutes parhes de Ia Meca—
m’qtre et de’ I‘Astrouomle Q[u sans son secoms,
la ‘résolution des prohlemes devlendralt souvent
lune extréme compl:f:atmn;lldusm nos gmndq
geometres, d.u?.:.- i_eslpdl‘_l_lgf?l les plus _relevegq, de
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leurs éerits, ne craignent pas d'y recourir. Nul
moyen n'est plus siir pour nous faire distinguer les
quantités qui, suivant lordre d'infinis auxquels
elles appartiennent, doivent étre rejetées d'un
calcul ou y étre conservées.

Cette méthode, dans sa métaphysique méme,
eut autrefois d’ardens défenseurs, parce que si
I'on ne s'écarte pas d’'une certaine série de pro-
positions, tout parait avoir la rigueur mathéma-
tique, et semble découler naturellement d'un
principe fondamental.

Ceprincipe a été regardé jusqua présentcomme
une espece d’axiome; mais le point de vie sous
lequel il nous fait considérer I'infini , nous présen-
tant des conséquences difficiles & admettre, jai
cru devoir le démontrer, en donnant pour base
a la méthode des mfiniment petits un autre prin-
cipe qui, également fondé sur les notions que
nous avons de linfini, satisfait plas la raison par
lidée de limite qu'il renferme tacitement.

Si la méthode des limites complete celle des in-
finiment petits, en rectifiant ce qu'il peut y avoir
de défectueux dans cette derniére, Ia méthode de
Lagrange compléte &4 son tour celle des limites,
en rattachant les coefficiens ditférentiels i la pure
Algebre.

On peut donc considérer ces trois méthodes
comme n'en formant pour ainsi dire qu'une seule;
aussi, en les comparant, reconnait-on que les
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principes qui en-découlent leur sont communs, et
qu’il ne faut, pour les entendre toutes, qu'ajouter
tres peu de chose & celle des limites. La Méthode
de Lagrange se réduit alors, en quelque sorte, a
un théoréme que jai rendu extrémement facile
par les modifications que je lui ai fait subir.

Comme dans mes autres ouvrages en Mathé-
matiques , jai développé toutes les opérations,
persuadé que ce n’est pas en dédaignant d’entrer
dans de semblables détails, qu’un auteur paraitra
doué de plus vastes conceptions, et qu'il ne doit
étre jugé que par la maniére dont il expose ses
idées, et par les apercus: plus ou moins nouveaux
renfermés, dans ses éorits.

Une telle extension donnée aux caleuls devait
nécessairement rétréeir espace réservé a Jexpo-
sition de la partie philosophique de I'ouvrage. Jai
cherché & surmonter cette ditficulté par beau-
coup de précision, et 'on verra que je me suis
constamment attaché & rendre raison des procé-
dés analytiques, a4 suivre la marche d'invention,
et &4 m’élever progressivement des idées les plus
simples aux résultats les plus généraux.

Jai souvent fait précéder une théorie par des
réflexions.quitendent a en faciliter l'intelligence,
et j’al toujours évité d'adopter, sans démonstra-
tion, ces formules d’origine inconnue, dont on
ne peut justifier l’emploi que par le résultat au-
quel on parvient.
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A la suite da Calcul intégral), J ai traité de celui
des différences finies, qui est ‘dune s grande
utilité dans la théorie des suites. L ‘ordre et Tes
tableaux que jai introduits dans cette ‘thatiére
abstruse, ‘doivent 'sans’ doute contribuer ¥ en
rendre ensemble facile ¥ saigir. Pai expliqué avec
soin la méthode dinterpolation de Newton; et,
par des’ ‘considérations’ puiisées’ dahs'le fond du
sujet, jesuis parvenu aisément’ aux formales que
Lagrange a trouvées pour p_anvemi' au méme but.
Je donne ensuite le beau théoréme d’Euler, par
lequel Vintégrale de' forme finie d’dne fonction
dépend ‘de ses coefficiens différentiels; et je fais
connaitre l’amilogre qm exrste entre les‘ dlfferEnces
et les puissances. :

Je passe de'la au Calcul 'des varitions , dont
je démontre les théorénies principatx avec uné
grande généralité ;'ce qui me fournit'les moyens
de lever plusieurs difficultés qm peu\fent nous
arreter dans ce calcul.

Enfin, jai'rejeté dans les motes deux nouvelles
démonstrations de la régle d’Eualer, pour ramener
un probleme de maxima ou minima relatifs 4t
probléme de maxima ou minima absolus.

Le calcul des variations a toujours passé pom
tres abstrait; je pense cependant que, comme
on la fait pour d'autres théoties, on' finira par
le dépouiller de tout'ce qu'il 4 dépineus. Liobs:
curité , en T\Ll[hcmdlnpws , ne provient pas
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pas seulement d’up ordre  de  propositions mal
établi, mais dérive. encore des lacunes qui, méme
dans le meilleur plan, peuvent arréter la marche
de la pensée, Voila I'écueil que jai youlu éviter,
en cherchant, . lier entre elles des propositions
1so.lees par des dérqonstratlons d(mt Purgence: se
falsa:t sentiw ofi Hioit

Le calcul mﬁmtésrmal se comp@aant de di-
verses théories qui souvent sont indépendantes
les unes des autres, jai cru devoir indiguer par
de plus fins caractéres les matiéres. quicpeuvent
étre supprimées a une premiere lecture. Par la,
ceux qui ne veulent entreprendre qu’une étude
peu approfondie de la haute Géométrie auront
la faculté de ne parcourir que les parties les
plus élémentaires de  cet ouyrage; tandis que
ceux qui désirent acquérir des conmaissances
plus étendues, apres s'étre familiarisés davantage
avec les prmmpes parcoul‘ront avec plus de fruit
les autres parties.

Quant aux  notes qui termment cet Ouvrage,
elles se composent de quelques démgonstrations
nouvellgs et de choses qui auraient pu entrainer
des longueurs, si elles n’eussent été traitées 2
part. Mais ce qui en forme la partie la plus in-
téressante, ce sont quelques théories importantes
que jai beaucoup modifiées pour les rendre plus
intelligibles et plus completes.
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ELEMENS
DE CALCUL DIFFERENTIEL

ET

DE CALCUL INTEGRAL.

CALCUL DIFFERENTIEL.
De la différenciation: des quantités algébriques:

1. On dit qu'une variable est fonction d'une autre va-
riable, lorsque la premiére est égale & une certaine expres-
sion analytique composée de la seconde; par exemple, y
est une fonction de x dans les éqpuations suivantes :

I=VE=2, y=2—3ba*, ==, y=b+cz

2. Considérons une fonction dans son état d’accroisse-
ment, en vertu de celui de la variable qu’elle renferme :
toute fonction d’'une variable z pouvant étre représentée
par l'ordonnée d’une courbe BMM', fig. 1, soient AP—= 2
et PM = y, les coordonnées d’un point M de cette courbe,
et supposons que l'abscisse AP regoive un accroissement
PP = k; Vordonnée PM deviendra P'M'= y’. Pour obte~
nir la valeur de cette nouvelle ordonnée, on voit done qu'il
faut changer = en 24k dans 'équation de la courbe ; et
la valear que cette équation déterminera alors pour - sera
celle de y'.

Par exemple, si l'on avait Véquation y=ma? on ob~-
tienc?rait ' en changeant z en x4~k et y-en »', et 1'on
aurait

Elém, de Cale. diff. L

Fig. 1.



| CALCUL DIFFERENTIET,
J =mx+ iy,
ou, en développant ,
¥ =mz* - amxh |+ mh*.
3. Prenons maintenant I'équation
yi= 2 (1) _
et supposons que y devienne »” lorsque x devient & 4 %;

nous aurons donc
r=@4+kr:

et, en exécutant l'opération indiquee ,
=z 4 32k 32k B :
si de cette €guation nous retranchons équation (1), il
restera
' — y=23xh 4 3xh* 4+ F’;
et en divisant par

-’"“?:'-7" = 3a* - 3zh 4 k*.... (3).

Voyons ce que ce résultat nous apprend : y'— y rvepré-
sente l'accroissement de la fonction » en vertu de Vaccrois~
sement & donné a x, puisque cette différence 3’ — y est

celle du nouvel état de grandenr de 3 4 son €tat primitif.
D’une autre part, l'accroissement de # étantk, il suit de

1a que expression < ;".T est le rapport de Paccroissement

de la fonction y & celui de la variable 2. En considérant
le second membre de I'équation (2), on voit que ce rap-
port diminue d’autant plus que & diminue , et que lorsque
h devientnul , ce rapport se réduit a 322

Ce terme 3z* est doirc la limite du rapport &'____-Z: : c’est

h
vers ce terme qu’il tend lorsqu’on fait diminuer 4.

4. Dans hypothése de 2= o l'aceroissement de 3 deve-

e

ko]
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o ey SOV WIS .
T l.?;_._ se réduit 4 =, et par conséquent

Péquation (2) devient
Q3401 )
0
Cette équation n'a rien d’absurde, parce que I’Algébre
nous apprend qme:2 peut représenter toutes sortes de guan-
o

tités (¥). D’ailleurs on congoit que puisqu’en divisant les
deux termes d’une fraction par un méme nombre, cette
fraction ne change pas de valeur, il en résulte que la pe-
titesse des termes d’une fraction n’influe en rien sur sa
valeur, et que par conséquent elle peut rester la méme
lorsque ses termes sont parvenus au dernier degré de
petitesse, c’est-i-dire sont devenus nuls.

La fraction -, qui se trouve dans 'éqnation (3), estun
o

symbole qui a remplacé le rapport de Vaccroissement de la
fonction a celui de la variable : comme ce symbole ne laisse

{ dy
aucune trace de cette variable, représentons-le par _Z;

{*) Pour le reconnaitre, il suffit de considérerles équations du premier
degreé; en effet, tout ce qu'on nous demande dans celle-ci, y=az-b,
c'est de trouver pour y une valeur composée du produit d’un certain
nombre  par «, et dela quantité 4. Or, ce nombre x est tout-a-fait arbi-
traire; il peut étre égal & 1,42, 3 3, ou i toute autre quantité numé=
rique : et les vésultats a5, 205, 3a—-b, etc. , gulon obtiendra
ainsi, seront toujours des valeurs convenables de y. 11 n'en serait pas de
méme si Pon avait une seconde équation » = a’x -4’ entre x ety ; car,

i . Y—b . ;
en éliminant y , on trouverait « = 3 , valeur qui n’eést plus arbi-

—a
. - 0 \ i
traire, et qui devient — dansle cas ot lona 3'=05 et a= a'; mais alors
o
les deux équations se réduisent & cette seule y — ax - b, ot la valeur

de =, comme on vient de levoir, devient une quantité indéterminée qui

] o
se présente sous la forme —.
(6]
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1
alors =% nous rappellera que la fonction était ) et que ia

dx
variable était # (¥). Mais dy et da ne seront pas moins

des quantités nulles, et nous aurons

4
21“‘: = 3z, ).

gz ou plutédt sa valeur 3z* est le coefficient différentiel de
x -
la fonetion y.

i s . : 7 ;
Remarquons que -d—i étant le signe qui représente lali-

mite 32? [comme lemontre 'équation (4)], d= doit toujours
étre placé sous dy. Cependant, pour faciliter les opérations
de I’Algébre, on peut momentanément faire évanouir le
dénominateur de Véquation (4), et l'on a dy=3a*dx.
Cette expression 3z*dx est ce qu'on appelle la différen-
tielle de la fonction y.

5. Cherchonsencorela différentiellede la fonction a4-3z2.
Pour cet effet, il fant donc dans 'éguation y = a4 327,
faire x=a 4 h; et, en changeant y en »”, cette équation
deviendra

J" = a4 3z* 4 62k + 30°;

done JL;—I = 62 - 3k ; égalant 2 & zéro; il nous vient

% — 6z : donc la différentielle cherchée est dy = 6xdz.
6. Pour troisieme exemple, cherchons la différentielle

de y=ax®— b*: faisons £ = x 4 h, et substituant hous

avons
. y'=ax’+ 3ax*h + 3axh’4- ahd — b3 ;

(*) Ce n'est pas la premiére fois que , dans Panalyse, un signe rat-
tache une quantité a celle dont elle tire son origine, Clest ainsi que l/a,
qui représente 1,4142136. ..., nons indique que ce nombre dérive de 2,
par une suite d’opérations.
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donce ,
Z—‘;— = 3ax® 4 3axh+ ah*;
passant a la limite , on a
Gl :
3 3ax?®.

Tel est le coefficient différentiel de la fonction proposée ;
la différentielle sera dy=3az*dz. '
7. Proposons-nous de trouver encore la différentielle de

11—z A
: effectuant ladivision, on trouve y=1--2-}2*;

y=
AT .
mettant z -+ /4 la place de z, et ' acelle de y, on ob-
tient
: =14z 4 b4z 4 2hx + I,

et en ordonnant par rapport a h,

=1tz 224 Cr )i+ hk;
donc

.7‘_;_.1 —axr-4r1-4h;

: d
passant a la limite, on a _.'J:- =2z ~-1; donc la différentielle

d
: est (2 =-1)dz.

11—

IT—2

de

8. Prenons encore pour exemple
F = (x*— 2a®) (x* —3a";
développant, on a
y =at—5a'z* 4 6at;
substituantz 4 % & x et 5’4 y, et ordonnant ensuite par
xapport a %, il vient
Y =zt —5a’a* 4 6af + (f2° —10a°z) h
+ 62" —5a%) h* - fzh® + ¢
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donc

J"h—f = 42} —10a*zx 4 (6x* —b5a)k 4 4zh® 4 K 2

passant & la limite, on a

dy

dx

et en multipliant par dz, on trouve que la différentielle est
dy = (4o® — 10a°x) dzx.

9. L’expression da est elle-méme la différentielle de = ;
car soit ==, ona y'=az-+h; donec y'—y==F5, etpar
4 e

h

dans le second membre de cette équation, on voit que pour

= fx’ — 108’ ;

conséquent

=1. Comme la quantité % n’entre pas

passer & la limite, il suffit de changer y—i——'-y eng—i; ce qui

donne g: 1; donc; dans notre hypothése, dy =da.

10. On trouverade méme que la différentielle de ax est
adz ; maissi U'on avait ¥ —ax - b, onobliendrait encore
adz pour la différentielle. D’olt il suit qu’une constante &
qui n’est point affectée de 2, ne donne aucun terme a la
différenciation, ou, antrement dit, n’a point de différen-
tielle.

On peut d’ailleurs considérer quesil'ona y==5, cest
le cas ol @ est nul dans V'équation y =az+ b, etoi par
conséquent, BEJ —a se réduisant i g{: o, il n’y a ni li-
mile ni différentielle.

11. Tl estd observer que quelquefois Vacoroissement de
la variable est négatif ; dans cecas, il faut substituer # — A
a x, et opérer comme précédemment.
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Ainsi, pour trouver la différentielle de az® lorsque 'ac-
croissement est négatif, on remplacera  par x —%, et
I'on aura
y=ar’— 3ax*h 4 3axh® — ah?;
donc
4
%: L 301"-{-3&1‘]& —al® :
; imi dy 2 "
passant a la limite, on aura o= 3ax*, et par consé-

quent dy = — 3azx*dzx.
On voit que cela revient & supposer dz négatif dans la
différentielle de y calcalée dans I’hypothése d’un accrois-

“gement positif,

12. Avant que d'aller plus loin, faisons une remarque
essentielle, c’est que dans une équation dont le second
membre est une fonction de =, et que pour cette raison
nous représenterons généralement par y = fir, si 'on
change x en 4 £, et qu'aprés ayoir ordonné par rapport
anx puissances de k, on trouve le développement suivant

7' = A+ Bh + Ck* 4+ DR + etc.,

on doit toujours avoir 3 = A. En effet, si I'on fait k=o,
le second ‘membre se réduit & A; & V'égard du premier
membre, comme nous n’avons accentué y que pour mar-
quer que y éprouvait un certain changement lorsque « de-
venait x4, il faudra lorsque % sera nul, que nous sup-
primions l'accent de y, et I’équation (2) se réduira alors a
Jy = A.

13. Ceci va nous donner les moyens de généraliser le
procédé de la différenciation. En effet, si dans ’équation

J'=J%, dans laquelle on est censé connaitre I'expression

représentée par fz, ona mis x 4-hala place de =z, et
qu ‘apres avoir ordonné par rapport aux puissances de %,
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on ait pu obtenir Je développement suivant

¥ = A 4 Bh = Ch*  Di? + etc.,
ou plutét, d’aprés I'article précédent ,

' = y + Bk 4+ Ci* + etc.,
on aura

¥ — 3= Bh 4 Ch* 4 etc. ;
donc

f—%£=B+Ch+etc.;

et en passant a la limite, i—‘i: B. Ce qui nous apprend que

le coeflicient différenticl est égal au coeflicient du terme
qui contient la premiére puissance de A dans le dévelop-
pement de f(x-+ k) ordonné par rapport aux puissances
ascendantes de h. i
14. Si au lieu d’une fonction y qui change d'état en vertu

de Vaccroissement donné 4 la variable x qu’elle renferme,
on a deux fonctions y et z de cette méme variable =, et
que P'on sache trouver en particulier les différentielles de
chacune de ces fonctions , il sera facile par la démonstra—-
tion suivante , d’en concluve la différentielle du produit
zy de ces fonctions. En effet, si I'on substitue @ 4L 4 la
place de x dans y et dans z, on obtiendra deux déve-
loppemens qui, étant ordonnés par rapport aux puissances
de , pourront étre représentés ainsi :

y'= y-+ Ak 4 BR* + etc.... (5),

2 =z 4+ A'h 4+ BR*4 ete.... (6);
passant a la limite, on trouvera

49 . A5 e
L=, T=A..0;

dx d
multiphant les équations (5) et (6) 'une par I'autre , nous
obtiendrons
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zJ" = ) e Azh + Bzh? + etc,
—+ A'yh 4 AA'R* + etc.
-+ By + ete.;
done L

f_y_;'f_-f=Az+A:y+(Bz+AA'+B:y)h+etc ;

passant a la limite, et indiquant par un point Vexpression

qui doit étre différenciée , on obtiendra

d.zy — -
=7 = Az -} Aly;

mettant au lien de A etde A" leurs valeurs données par

les équations (7) , il viendra

dozy.
dz

et ¢n supprimant le diviseur commun dz

zd zdy + yﬂz

d.zy = zdy + ydz.

Ainsi, pour trouver la différentielle d'un produit de
deu.r variables, il faut multiplier chacune par la différen -
tielle de Uautre » et ajouter les produits.

15. Au moyen de cetterégle, on trouvera facilement la
différentielle d’un produit de trois variables

Soit, par exemple, yzu : faisons yz==t, nous aurons
done d.gysu=d.um.

Or, d’apres ce qui précede,

dotm= tdu 4 udt.... (8);

et puisque t= yz, ona dt= ydz 4 zdy ; mettant donc
ces valeurs de ¢ et de d¢ dans Véquation (8}, elle se chan-

geraen d yzu— yzdu-+ uydz < uzdy.

On voit que la méme régle subsiste encore pour un
1‘!‘0111-111 de trois variables, c'est-a-dire qu'el faut éerive le

9

_—J-_r-raﬂ""""——-_! T

B
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produit yiu, et remplacer successivernent chaque variable
par sa différentielle , et ajouter ces produits.

La méme régle a lieu pour un plus grand nombre de

variables.

—zd
16. La différentielle d’unefrachony estfdz zz; car

z
supposons - = f, nousavons z= y¢; donc, art. 14,

dz= ydt+ tdy ; d’od nous tirons ydi=ds—1tdy’; mettant
dans le second membre la valeur de ¢, il vient ydt=dz

— = dy; réduisant au méme dénominateur , et divisant
¥ :

ensuite par 7, ona
Il =T g B SOl
b J J
17. Si dans 'équation d. yzu= yzdu+ yudz 4+ zudy,
art. 15, on divise tous les termes par yzu, on obtiendra
d. yzu

Jzu

_du dz  dy
En général, en divisant la différentielle d’'un produit

d’un nombre quelconque de variables par ce produit, on
trouvera

d.xyztu, ete.
Ty zlu, ete.

=4+ Z 4 S o)

Siz, 9,3, t, u, ete., sont égaux a x et en nombre m,
«on aura dans le second membre de cette équation un

3 dz
‘nombre m de termes égaux & — ; ce second membre se
o= :

mdx
changera donc en

» et équation (g) deviendra

de ™ dx
Pk L x

3

et en multipliant par 2™, on aura
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d. 2V =—mr" g,

18. D’eli l'on peut conclure cette régle : lorsgu'une va-
riable est élevée & une puissance wm , pour avoir la diffe-
rentielle , il faut, 1°. changer Uexposant en coefficient ;
2°. affecter 1a variable d'un exposant moindre d'une unité ;
3°. multiplier ensuile ce produit par dx.

19. Si 'exposant était fractionnaire ou négatif, la méme
régle aurait lien. Pour démontrer ce premier cas, soit

P
»=ua; en élevant les deux membres a la puissance ¢, on
aura yi=a?; donc, art. 18, gy 'dy=par—'dz ; d’oi

V'on tire
VT o
A% 9.7*”‘

aP
et comme 27~ peutse mettre sous la forme - & que de

F i

méme 39" =*—, en substituant ces valeurs, on a

= P2 22,
gyl
eta cause de x* = 9, 'équation précédente se réduit i

sl
dy _ga:d'r’

dy=

mettant enfin pour y sa valeur, on obtient

i
by
d;r_g = dz;

et en faisant passer le diviseur 2 en exposant, on a

»

s

di= dx,

'QI"C
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I

ce qui est la méme chose que la différentielle de y = a7
qu’on aurait obtenue en faisant usage de la régle du n°18.
Pour démontrer le cas ou l’exposant est négatif, soit

Jy=2xF, ce qui revient & .;r—? différenciant par la

régle des fractions, art. 16, nous aurons

d xPd. 1—1. dzP
= T ar

et comme 'unité n'a point de différentielle , étant une cons-
tante, art. 10, cette expression se réduita dy = — d;:,ip ;
effectuant la différenciation indiquée, art. 18, on aura
zP~'dx
iy o
Vexposant p —1, il vient enfin dy=— pz—P~'dz, ainsi
qu’on I'aurait trouvé en faisant usage de la régle du n® 18.
Concluons done que cette régle a lien, quel que soit Vex-
posant de =, c’est-i-dire pour un exposant entier, né-
gatif ou fractionnaire.

dy=— , €t en retranchant I'exposant 2p de

20. On peut parvenir immédiatement & la différentielle de zm par la
considération du binome, de la maniére suivante : faisant a:_._:c+1:,
dans y=am, on obtlant

= (z 4 k)=,
ot en développant par la i‘ormule du binome, on trouve
¥ =amg-mem—them. m—lx'—'h’-f-m.ﬁ';—l ﬂl;—a am=3h3 L ete.,

retranchant de cette équation la précédente , et divisant par &, il reste

Y= me—1 m—i m—a
= -1 +m__2--—x=-!h+m e —-3—.2:'““’.‘:’ =+ ato.
Passant & la limite, en faisant h==o0, on obtient
d
d;:: =mzm=t, donc dyr= m.z"““‘d.z',

el en remettant Ia valeur de ¥, on a

d.a™ — mam=1dx.
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1. Si I'on remplace les radicaux par des exposans frac-
tionnaires, la régle du n® 18 pouwrra donc servir A diffé-
rentier ces sortes de quantités. Par exemple, pour trouver

3 L
la différentielle deV/ z; on écrira z°, dont la différentielle
seralz TR , ce qui nous apprend que, pour avoir
2y 'z
la différentielle de la racine carrée d'une quantité va-
riable, il faut diviser la différentielle de ceite quantité par
le double du radical.

De la différenciation d'une somme de fonctions.

22. Pour différentier une quantité qui renferme plu-
sicurs termes, le procédé serait bien long ¢’il fallait tou-
jours tenir la marche gue nous avons suivie, en cherchant
d’abord la valeur de 3’ pour en déduire ensuite celle de
F=y

h
ment que lorsqu’on sait différentier en particulier ch;ue
terme, on peat suivre une voie plus simple, en vertu
d’un théoréme qui se réduit & cette proposition : la diffé-
rentielle dune somme de fonctions est égale a la somme
des différentielles de ces fonctions. .

Pour le démontrer, soient done f, F, ¢, ete. , les signes
indicatifs de ces diverses fonctions dont y se compose, et
SUppPOSONS que 1nous ayons

y = fxr 4+ Fz + ¢z + ectc.,

dont il faille chercher la différenticlle.

Si nouws mettons @ -k a la place de = dans ces fonc~
tions; comme par hypothése, on sait les développer cha-
cune en particulier suivant les puissances de /i, nous
pourrous représenter le résultat par '

, et passer & la limite, en faisant A= o. Heureuse-
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Y = fo -+ Ak - A'h* 4 etc.;
-+ Fz + Bh -+ BA* 4 ete.,
-+ @gr -+ Ch +4 Ch* -4 etc.;

rassemblant les termes multipliés par les mémes puissances
de %, et retranchant g, nous trouverons

P —y=A+BF+ k4 A+ B +C) K+ elc. ;

passons 4 la limite,

g=A+B+C, et dy = Adz + Bdz 4 Cda.

A, B, C étant les termes qui sont multipliés par la pre-
miére puissance de % dans les développemens de f(x 4 1),
de F(z+h), et de ¢ (x4 4), il en résulte que Adz
- Bdz = Cde représentent la somme des différentielled
des fonctions proposdes.

23. Pour donner une application de ce théoréme, sup-
posons qu'on ait & trouver la différentielle de

y=axd 4+ bz eV x;
nous savons, par 'article 10, que la différentielle de az*
est ad.x?; et en exéeutant,, d’aprés Varticle 18, la diffe-
renciation indiquée, il vient a.32°dx; et en mettant le
coefficient numérique en dehors, on obtient 3ar*dx. En
agissant de méme a 'égard de la constante #*, on trouvera
que la différentielle de 5°x* est 24°rdx; d'un autre c4té,

Varticle 21 nous apprend que ¢f{/x a pour différenticlle,

( Az .
e -——‘7;. Ajoutant donc ces résultats, nous trouverons
2V x

{
dy=3ax'dz 4 20'zdx 4 f_‘L_E_
2y x
24. En général, lorsque dans uneexpression que l'on veuit
diffévencier, une constante entre comme facteur d’une
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fonction de x , il faut différencier comme si cette constante
n’existait pas, et multiplier ensuite par cette constante.
25. Si, au contraire, une constante n’est point affectée

d’une fonction de «, elle ne fournit, comme nous ’ayons
vu art. 10, aucun terme a la différentielle.

De la maniére de faciliter la differenciation des
Jfonctions compliquées , et d éviter opération de
Pélimination, lorsque la fonction y nest pas
immédiatement exprimée au moyen de la va-
riable x.

26. Quelquefois la fonction y et la variable = ne sont
pas données par une méme équation. Par exemple, si l'on
avait les deux équations des formes suivantes y = fu, et
w=@x, le premier moyen qui se présenterait pour ob=-

tenir le coefficient différentiel E% scrait d’éliminer u entre

ces déux équations, pour pouvoir y appliquer le procédé
de la différenciation ; mais , sans avoir recours a cette opé-
fation préliminaire, on peut obtenir immédiatement le

coefficient différentiel -d:?.é : ¢’est ce qui va étre V'objet de

la démonstration suivante. _ @

Supposons dore que dans ’équation » = ¢z, on mette
@+ k4 laplace de x et qu'alors u devienne u'= u+-k,
c’est-a-dire se compose de la fonction primitive et d'un cer-
tain accroissement (art. 12) que nous représenterons par k;
admettons encore qu’en substituant ensuite z -k i la place
de u dans Péquation y=fu, la fonction g devienne y'; si,
en développant ces fonctions de z et de z par rapport aux
puissances de leurs accroissemens, la substitution de z 4%
i la place de = dans la fonction u, nous donne

u ==y “+ gh 4 q'h* - g"h* - ete, ;
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et que la substitution de - & 4 la place de « dans la fonc~
tion ¥, nous donne

r'=y + pk+pk + p'F + etc.,
on obtiendra

’
o=

h
'T—;—-‘Z=p —+ p'k +p"k + ete.

=g+ g+ q"h* 4 ete.

Multipliant ces €équations terme a terme, on aura

Ll E = (p+p' kp ko tete) (g+qh+q I ete.).

Le premier membre de cette équation peut se réduire;
car Taccroissement de u étant représenté par £, est donc

r ’
€gal & w'— u; par conséquent au lieu de L T C 8 A - »

r

10USs pouvens éerire L 5 L. et en mettant 2" — 2 a la

place de i, 'équation précédente devient

y_y:{q+g’h+q”h“+elc.) (p+p'k+p”k“+etc.).;.(1I).

a'—ux

Borsque A estnul, k s'évanouit aussi'( puisque v n’a pris
Vaccroissement £ que parce que x est devenu x - ); par
conséquent dans le cas ot k=0, qui est celui de la li-
mite, ’équation (1 1) se change en

dy
T = P9 (12).

Pour déterminer p et g, il faut supposer £ et £ nuls dans

les équations (10), et ces équations donnent

dy du

;TI::P':
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Substituant ces valeurs de p et de ¢ dans Véquation (12),
on obtiendra
Q:ézd—u. P W ) RS
dxr~ dudx
Ce résultat nous apprend que si 'on a deux équations
y=fu et u=0@z, et qu'on en tire les valeurs des coeffi-

ciens différentiels -qzet d—u, il suffira de multiplier ces
de = dz

valeurs entre elles pour avoir celle de d—;.

27. Si Ton a, par exemple, les équations y=3u" et
u=a"%+4 ax*; on trouvera
dy du
— =6u, -—=3x*4 2ax;
du L] d-f + *
donc, en multipliant ces équations terme & terme, on ob~
tiendra

g% = 6u 3z 2az) =6 (z* +ax’) (3x*+42ax).

28. La formule (13) est d’un grand usage pour différen—
cier des quantités compliquées; donnons-en quelques ap-
plications,

1°. Cherchons la différentielle de

I
.?-_V-—-—-—-‘-'-Isr

cela se réduit & trouver le coefficient différentiel fl-“—y Pour
by -4

X

cet effet, faisons 142" =u, alors y-—_—;_l.:-_— w2, st
u

les équations y=fi et u=gr, art. 26, sont done re-
1

présentées ici par y—u 3, et Par u= 14 2%,
Elém, de Cale, dift, =



18 CALCUL DIFEERENTIEL.

Différentiant ces équalions, art. 18, et divisant la pre-
miére par du, et la seconde par dz, on trouve

du——zx-
de 2 2" 2 de

multipliant ces coefficiens différentiels entre eux, on a

d.?' I+&"]-%"‘- i & 4
4= “Va+or

done

—xdx
dy:——"“'_" - — (14)1
V(14 2%

Soit encore y==(a-bx™)*; pour trouver la différentielle,
faisons a=-bx™=u; nous aurons les équations y=—=u",
u=a-ba™; donc

dl.r-.__ A=l My R—1 d:‘_ =l .

T = =n(a==bzm)"", P bmx™=;
multipliant entre eux ces coefficiens différentiels, on ob-

tiendra

i‘?:'_—'_ bmna™" (a <= bx™)",

dz

29. Pour troisitme exemple , soit
/. c\*
= (a+ b—;,) H

c
b—;:u;

supposons

donc

y:(a-l-\/;)‘. o (18) 4

différenciant 'équation précédente, nous ayons
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done
ac

du__ 2¢
dz a7
L’équation (15) donne

dy = § (a4-Vu*d (e V1) = (at- /) ﬁ;;_; :

et en mettant pour z sa valeur, il vient

dy - ‘:-F \//b 2 :

da™
e

multipliant ces coefficiens différentiels entre eux, on a

dy 4_(“"'\/’__)

b_..._

x?

On pourrait prendre encore pour exemple

A 3 v J" 3(a+ Vz)'
y=(a+yx)?, et 'on trouverait — e e v v

Des differentielles successives.

30. Soit y une fonction de z ; si elle est différenciée, on
trouvera un résultat de la forme pdx (p étant une quantité
qui peut renfermer z); si p renferme z, nous pourrons
aussi différencier p, et obtenir un résultat représenté par
gdx; opérant de méme par rapporta g, le résultat rdz
sera encore de la méme forme, ainsi de suite. pdz, gdz,
rdx, ete., sont les différentielles successives de y. Par
exemple, sil’ona y=ax% on trouvera dy=>3ax’dx; donc
p=3axz®, Différenciant de nouveau, on a dp=6azdr;

a..
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donc ¢ = 6ax. Différenciant encore, dg = badx; donc
r=6a. Ici la différenciation ne peut plus avoir licu,
puisque 6z est une constante.

Les équations

j o

dy= pdx donnent, en divisant par dz, %:P,
d

Ap=gl% .. . comdlidaime i v suateed E§= 7,
dg

dq: r'd:t.‘... a--..‘-.o.ono-o-.-otnlp-d—:c=r,

elc. etc.

g €étant obtenu par deux différenciations successives, et
en divisant chaque fois par da, nous représenterons cette
1 d: ‘7.
da? dz?
différensiant de nouveau et en divisant par dz, nous

3

aurons —2 = r; ainsi de suite.
da? 4

dy estla différentielle premiére de y;
d2y en est la différentielle seconde;
d?y en est la différentielle troisitme;
etc,

opération par , €L nous aurons = g; de méme en

Théoréme de Mac-Laurin (*).

31. Soit y une fonction de z; ordonnons-la par rapport
i x, et supposons
=A =4 Bz <4 Cz* 4 Dz’ 4 Ex! 4 etc.... (16),
nous aurons en différenciant ¢t en divisant par dz,

' (*) Ce théoreme, comme le fait observer M. Peacock, avait été trouve
par Stirling, dés 1717, et par conséquent avant que Mac-Laurin en
fit nsage.
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gl_—'_13+acx+ 3Dz* 4 [E2’ + etc.,
x ;

%i: 2C 4 2.3Dzx 4 3.4Ex* < etc.,
x']

cdl_’x%”= 2.3D  +234Ex + etc.,

ete.
Représentons par () ce que devient 7 quand Z=o0,

dy
par(d ) ce que dewent quand PE==0,
: ue devientl-l—y- vand x=o
Fal g_;s £2g i =o,
ainsi de snite ; les équations précédentes nous donneront

(r)=4, g%):}}, (3%):20, (g): 2,3D;

d’ofi nous tirerons

s=tr 3=(F). e=3(Z) p=r5()

substituant ces valeurs dans 1’equat10n (i elle deviendra

J"(J’)"‘(dj) + ji.’: 23 dxs)x* (1);

telle est la formule de Mac~Laurin.

32. Pour premitre application, prenons y = :

‘ a4z’
nous trouverons en différenciant par I'article (16),
df____(a + z)d.1—=1.d(a +.:r)___ dz
(a4 z)? T {axp?

d’ont nous conclurons d—f = _._'___
da a -z’
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différenciant de nouveau, nous trouverons successivement

dy :?fa-l-.r)_ 2

da* " (a2 @+xp
__2.3(a+2) 23
P (a4zF (a4x)

d

&

|

= )

| d’
Faisant donc z==0 dans les valeurs de ¥, de El%’ de d:f*

diy
de J9 ¢tc., mous trouyerons

I a rddy 2.3 .
(,?’)— (df) ' y)——-;:‘;‘: (a;; -—-—F;étc-,

substituant ces valeurs et celle de » dans la formule (17),
nous obliendrons

X I & gt
= — +— --+ctc

a4z a a'a

33. Pourscconde application, prenons y =1V a'+ bz
nous avons donc

T

:-%:;(a bx)” =b-§7-+bx

j%: —ie ;ca=+bx3‘w“~—p7;; o
g;%:;; %(a’-{-bx)'lﬁ-—"’% etc. :

si nous faisons #==o, ces valeurs deviendront

BT S0 . b ”5’ diy\ 1140
rmteton (2t B ()=t (1) 528

substituant dans la formule (19) ces valeurs de (y), de



TAEOREME DE MAC-LAURIN. 23

(gZ), de (g%), de (%%i)! etc., on trouvera
x,

o i bz box® biad
V&4 br=a feics __85:_3+ Ba5 " cte....(18).

34. Pour troisitme exemple, prenons y=(a<-2)";
nous trouverons en différenciant,

g!,i- =m(a 4 )",
&I —m(m—1) (a4 ",
oy

= =m(m—1) (m—2)(a=fx)"7; etc..""""'

Faisant z = o, lavaleur de yserédunitda™ ;donc(y)=a",
et les coefficiens différentiels ci-dessus deviennent
d d St 8
a‘{_):ma"‘", (agc—c)zm(m— Hanr, :J% —
- m (m—1) (m—2)a™*; ete.

: d d:
Substituant ces valeursde (7), de (d—'ig, de (a-x'?;), ete.,

dans équation (18), on trouve

(m—1)

(afx)* =a™<ma™ v - m a2

(m—1) (m—2)

+m2.3

a™3 2% 4 ete. [ Note premiere (*).]

De la différenciation des quantités transcendantes.

35. Les quantités transcendantes sont celles qu’affectent

des exposans variables, des logarithmes, des sinus, des
cosinus, ete,

(*) Yorez les notes i la fin de Touvrage.
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36. Proposons-nous de différencier d’abord «®. Soit
donc y=a®, changeons z en x4 h et y en y'; cette
. équation deviendra " =a**® ou plutit
¥ = a%a".... (19). [Noteseconde.]
11 faut donc développer cette expression par rapport aux
puissances de k et trouver ensuite les termes multipliés par
la premidre ; or, pour que a” puisse se développer par
la formule du binome, je ferai @==1--5, et par con-
séquent &' deyiendra

a b3
(I+b}h=[-Fk -?-}-ﬁ(k-—-l) %-}- hlh=—1) (h—2) m—

b4
2.3.4+etc. .+(20).

+ h(h—1) (h—2) (h—3)

On peut trouver les termes multipliés par la premiére
puissance de k sans former tous les produits indigués par
le second membre de I'équation (20). Pour cela on s’aper-
cevra d’abord que les termes qui contiennent la premitre
puissance de A dans le second et dans le troisieme terme de

I’équation (20) sonté’k et —%k. A Yégard des autres,

nous remarquerdigs que si dans un produit tel que h(h—1)
(h—2) (h=3), etc., la partie (A—1) (A—2) (F—3), etc.,
est composée de n facteurs, son développement, d’aprés la
théorie des €équations, sera de la forme A" 4- Akt 4.
BA*=*... = Mh--N, c’est-a-dire qu’on aura

f(h—1)(hem=2) (h==3)... == h(R"4-AR""...-ME~4-N)... (21),
ou, en exdcntant 'opération indiquée dans le second mem-
bre, il vient

h(h=1) (h==2) (hm=3)... == k"' = AL®. .. 4~ MA* 4= N/ ;

et 'on voit que le terme qui contient la premiére puis-
sance de A daws le produit A{h=—1) (h — 2) (h— 3), etc.,
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sera NA. Exammous Maintenant comment se compose le
coefficient N. Or, A ;tbre nous apprend encore que dans
un produit tel queé (‘.h—-l) (h=—2) (h —3), etc., dont le
développement est A"~ """, .. Mh+4-N, le dernier
terme N de ce développement se compose du produit des
secondes parties =1, —2, —3, ete., des binomes h—g
h—2, h—3, etc., c'est-d-dire qu'on a en général,

Ne=—1X=—2X—3 X — 4, ete.

*_ Ainsi, enconsidérantlequatri

e I’équation (20), nous voyons que le developpement de
la partie (h—1) (h—2) qu'il renferme sera de la forme
h* 4~ Ah 4= N et aura le produit —1>< —2 pour valeur
de N, par conséquent la partie affectée de la premiére
puissance de % que nous fournira ce terme, sera

&3 b3
i b s i

en considérant ensuite le cinquidme terme de P'équa-
tion (20), on verra de méme que le terme affecté de la
premiére puissance de k qu'il renferme, doit étre

bt bt
mx [—1>C = a5 —3)’5'—'-'—-4‘}‘ ;
et ainsi de suite, de sorte qué nous anrons
b bt
(14-b)r=1+ ——-—+ - —, etc. )k-!—termesen R enh, ele.,
¢t en remplagant (14~ 5) par sa valeur @, on aura

(I b‘ bt
""I+(““—— ,elc))‘i -} termes en I*, en R', etc.

Représentons ({:——5-{-—;—%, ele.

L] 5
a" =14 Ak 4 termes en h?, en b, ete.;

); par A, onobtiendra
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par cette valeur, Véquation 3’ =a*a*, deviendra

¥y =a® 4 Aa*h - termes en ki en B, etc.

Sinous en retranchons 'équation primitive y=a%, il
restera’ 3’ — y = Aa*h -} termes en k*, en I¥, etc.; pas-

sant 4 la limite, on trouvera

d
£= Aa=.... (22),

¢t en mettant la valeur de y, on obtiendra

d.e® _
5 = Aa®. oo (a3

4

37. La constante A dépe’nd de a; car si dans I'équation

b3 bt
( —-—-Z, ete. )
on met pour & sa valeur a—1, on trouvera

asbe=a), Ji(a=i)t U (=)} " {a=i}t
VG : 2 + 2 oy 4 s €t

Canten (O

38. Pour déterminer lavaleur dela constante A, cher—
chons, par le théortme de Mac-Laurinet & Vaide des équa-
tions (22) et (23), ledéveloppement de a*; nous avons done

ry=a'
%:Aa“,

d’» _ Ad.a Aa®dz 3
d=* = " d=z - A
dty i
-tl?,.....a. = A'a ,Etc.

Faisons, art. 31,

dx dx®

T==0, nous trouverons (y)==

1 3% I3
(“7. =4, (‘--Z =A, (l j)_ %, etc, Substituant ces

ﬂ-._
d=r,
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valeurs dans U'équation (18), nous trouvons

AI Aexl ASIS
a=I+T+I‘:2 1-2-

o (25);
faisons .r_—..-i-, cette équation deviendra

1

a" =141 +-1%£+ 1.2.3+etc' :

nomuons e le second membre de cette équation, elle se
1

change en a? =e; &ou lon tive a== e?; prenant les lo-

garithmes, on a

loga"—logeA—- Aloge;
loga
done A log sieea GEOY

Le nombre e, dont la valeur est donnée par I'équation

fE— 1+':+;—T—£+I ;.3+ ete., est la base que Neéper

choisit pour calculer ses tables de logarithmes.

v I
Comme la série 1 =1 - e —+ ete., est assez conver-

gente, on peut se borner A prendre les douze premiers
termes de cette suite, et alors on trouve quee vaut envi-
ron 2,7182818. Si nous représentons par La le logarithme
de a dans le systeme népérien, nous aurons donc @ =
(2,7182818. ..)M, ou plus simplement a == ¢"%; doncloga
=loge™etloga=1La loge; d’otr nous tirerons

loga

loge

=La.... (27);

ce quiréduitéquation (26) & A=1La, et par conséquent
Véquation (23) donne

da®* = a* de.La.... (28).
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39. Lorsque la hase quelconque a est remplacée par la base du sys-
leme népérien, Péquation précédente devient

de® = exdx.Le;
et comme en changeant a en e dans 'équation (27), il én résulie que Le
st égal & Punité , I'équation précédente se réduit &
de® = exdz.

L’équation (25) nous fournit les moyens de trouver le développement

de e=, En effet, lorsque @ =e, I'équation (26) se réduit &
Ay

substituant cette valeur de A dans I'équation (25), et changeant a en ¢,
on obtient

xh 5
+ o=y =4~ ete.... . (29).

x x?
o — - JR—
gi=ttc s

-2

Des différentielles logarithmiques.

fo. Soit z le logarithme de y dans le systéme dont
la base est @, on a. y==a“; et "équation (22) nous donne
dy=Aae%dz ; d’olt V'on tire v

dy dy dyloge
dr— 2 = = = 2
Aa® " loga a® loga
—_g
loge

et comme a* = y, et que x=log y, I'équation précé-
dente devient

Dans le cas ou Yon prend les logarithmes dans le sys-
téme népérien, la base a devient le nombre e (art. 38),

loge  loge

par conséquent I'on a ek — donc alors

d.log » 21%
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Des difjérenticlles des sinus, cosinus et autres
lignes trigonometriques , ou des différentielles
des fonctions circulaires.

fx. L’arc est plus grand que le sinus, ct plus petit que
la tangente.

Pour le démontrer, soit AB, fig. 2, un arc qui a BE pour
sinus et DA pour tangente ; et prenons I'arc AB’ égal 4 Iare
AB. En considérant la corde BB’ comme une ligne droite,
on en tire la conséquence qu'elle est plus courte que
Parc BAB'. Donc la droite BE, moitié de la corde BF/,
est plus courte que l'arc BA, moitié de I'arc BAB"; d’ou
il résulte que le sinus est moindre que larc.

Pour démontrer que la tangente est plus grande que
1’arc, nous avons

Aire du triangle DD'C > aire du secteur BAB'C;
ou, en mettant les expressions géométriques de ces aires,
DD’ X £AC > arc BAB' x 2 AC;
supprimant 3 AC de part et d’autre, il reste

DD’ > arc BAB',
et, en prenant la moitié, on a
DA > arc BA.

42. Tl résulte de ce qui précede que la limite du rapport
du sinus A l"arc est Punité; car lorsque Varc & représenté
par AB devient nul, le sinus se confondant avec la tan-
gente, a plus forte raison le sinus se confond avec Uarc qui
est compris entre la tangente et le sinus; par conséquent

s oniah i
ona, dans le cas de la limite, =, ou lutét 22
*arch’ P

=

43. Pour trouver la différentielle du sinus dont Varc

Fig. 2.
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est x, supposons donc que c¢et arc regoive un accroisses
ment /i ; nous savons par la Trigonométrie que
sin (x4 h) =sinax cosk -k sink cosx, ... (31).

Retranchant de cette fonction son état primitif, et divisant
par Paccroissement £ de la variable, nous aurons

sin (< h) —sin x _sinzcos k4= sin A cos x — sin =

h A h

Rassemblant entre des parenthéses les termes qui sont mul-
tipliés parfsin = dans le deuxieme membre, on trouvera

sio (z4-h)—sinz__sinx(cosh—1) , sinheosx 3
7 = A Z s s slon)s

Quand % devient o, cos h—x devient aussi nul, et
cos h—1
——
terme sous nne autre forme : pour cela I'équation cos? k <~
sin*k = 1 me donne cos® ik —1 = — sin* ki, ou (cos h—1)
sin® &
cos ha-1'

substituant cette valeur dans I'équation (32), cette €qua-
tion devient
sin(z=+h)—sinz ; sinh sinh sin A
ST T i s bdn BElia
Dans le cas de k=o, ’arc et le sinus se confondent, c’est-
sin b
h

Suizas. o0 .
se réduit 3 = Il convient donc de mettre ce

(cosh—-1)==— sin®/; d’ott je tire cosh —1=—

w533,

a-dire qu'on a =1, dun autre cité cos k= 1,

sin k o hoe o 0

done qu_-]-:;:o : et l'équation (33) se rdduit A

d.sinx
dz

44 Dans cette démomnstration, le rayon des tables a été

pris pour unité 3 mais si Uon veulait la différentielle d’un

sinus dont le rayon serait @, au lieu d’employer 'équa ;

—cos x; dott 'on déduit d,sinex = dz cos z.
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tion (31), on se servirait de celle-ci:
sinx cosh sin /Ac osx
sin (z 4 h) = - XU
Dans le résultat précédent, il faudrait donc restituer la

x : i dx cosx
constante a, ce qui donnerait d.sin x = — —pourla

différentielle du sinus d’un arc dont le rayon est a.

45. On peut parvenir & la difféventielle de sin » par des considérations
géométriques; car soit AB, fig. 3, Parcx; BM, l'arc h; la perpendicu-
laire BP sera done sinx, et la perpendiculaire M(Q) sera sin (x-R);
cela posé, plus Varc BM—# diminue , plus angle MBC tend & 'devenir
droit; par conséquent, dans le cas de la limite, on peut considérer
Vangle MBC comme droit j alors le triangle MBD devient semblable an
triangle BCP, puisque dans cette circonstance ces triangles ont leurs
cotés perpendiculaires; d'od il suit qu'on a la proportion

BC: CP::BM: MD,
ou

r:cosz it BM 7sin (z~f-h) —sinz;
done

sin (z-h) —sinz _ cosz

s PR e e SO
Passant & la limite et observant que, dans ce cas, la corde BM peut
8tre remplacée par l'arc BM=h, Déquation précédente deviendra

d-—';;if = c'(:.ﬁ‘, et en prenant le rayon égal & Punité,

3 d.sin 2 = dx cosx.

46. Pour trouver la différentielle de cos x, I'équation
sin® & <~ cos® x =1 ou plutdt (sin x)*<4 (cosx)*=1 étant
différenciée (art. 18), donne 2sinz d.sinz =42 coszd .cosx
=o0; d’oulon tire

sinz d.sina
d.cosar=—

El

cosx

mettant pour d.sinxsa valeur dz cosz, art. 43, et rédui-
sant, ona d.cose=— dz sin 2.

47- On obtientla différenticlle de tang x en considérant
SNy Lo : . ,
que tangr=—— ; diffévenciant cette équation par l'ar-
cosx

Fig. 3.
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ticle (16) , on trouve

cosxd.siny —sinzd.cos x
cos® x

d.tange =

mettant les valeurs de d.sin 2 et de d.cos 2, on aura

cos® sin
d.tangx = ¥ z) dx; donc
cos* &

d.tang z = — puisque cos*x o Sin* Z ==1.

48. On sait par la Trigonométrie que le rayon est une
moyenne proportionnelle entre la tangente et la cotan-
gente, et entre le cosinus et la sécante, ce qui donne

. 1

T e .
tang x cosx

cot &=

En différenciant la premitre de ces équations (art. 16), on
trouve
d.tangz dx e aedr

tang’ z —  cofztang*r  sin'x

d.cotx ==—

I

car de I’équation _55.': tang, on tire cos. tang = sin.

49. L’équation sécz = o5 7 Ctant différenciée, donne

d.cosz sinzxdzr sinz 1
f—i —1
cos*x cos* x COST COST

d.séc 2 = —
= tang & séc zda.

50. On déterminerait de méme la différentielle de 1a co-

y ; 1 : ]
sécante; car cosée T = ——; différenciant, on a

cos xdx cosT 1
. =—— - x
sin* x sin x sin & (8

d.cos€cxr ==—

e f—

coséc 2dx = — J
fang = da cot z coséexd
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51. A I’égard du sinus verse, en différenciant P'équation
sin verse x - cosx — 1, on trouve d.sinverse z =
d.(1—cosx), et en effectuant la différenciation, d.sin
verse x =sinzdz.

De la différenciation de quelques fonctions trans-
cendantes compliquées.

52. Les principes précédens suffiraient pour pouveir
différencier toute expression affectée de quantités trans—
cendantes.

Soit y=a""; faisons b*=u, nous aurons y=a"; dif-
férencions par Vart. (38) (équation 28), nous trouverons

dJ"_ 4 b= du_.._ ZLD .
=2 La= a” La, .E.{-_b L&.,
donc fart. 26)
dr, du _ dr

AU S i ies a¥Th7L
dux I 00 o= o*Lalb.

53. Soit encore y=2z:"; prenant les logarithmes, on a
log y=vlogz; donc d.log y = vd.log z+ log zdv;
mettant pour les différenticlles logarithmiques leurs va-
leurs (art. 40), nous trouverons

1 dz: o
t?r =v—<+ log zde, et par consquent

dy=y vc-]z—z-{-logzdv), ou platdt dy=z" uﬂ—:-—i-iog zdu).

Au moyen de cette différentielle , on trouvera facilement
celle de y==2z""; car soit #*==v, I'équation se réduit &
y=1z':or, les équations y=3z" et v==1, quisont de
méme forme que 'équation dont nous venons de trouyer
la différentielle, donneront

Elém, de Cale. diff. 3



34 CALCUL DIFFERENTIEL.
dyr=12" 1;‘-1-5f + log zdv),

dp = ui: + log :du).

‘Substituant dans la valeur de d 3 donnée par celte avant-
-dernidre équation celles de dy et de v, nousaurons

di g
dy=z*" [t“ g;- + log z* (u = -} log tdn):l = "

4 ds - u log 5%f+ log z log zdu)-..
: z

Théoréeme de Taylor..

54. Avant que d’aller plus loin, nous remarquerons que
s B : d
dans le caleul différentiel une expression telle que .]_Z .
dx
. .
signifie qu’une fonction y d’une ou de plusieurs variables
a €té différenciée par rapport & la variable z et divisée
par dz; par exemple, si l'on avait 3 = az'u’z!, Uexpres—
L ; : ;
sion —= se déterminerait en regardant v etz comme cons-

tans, et en différenciant par rapport & & et divisant ensuite
£z dy 3
par dz : ainsi on aurait 1. = 26%u zf. On trouverait de
3 d
méme EJ{ - 'iam?:.-‘us et H}Z; = 3ax’zlu*. Si 'on avait

y=x' 42 :Ellzx serait 27,

55. Si dans une fonction y de x, la variablex se change
enx--h, on aleméme cogfficient différentiel lorsque x
est variable et h constant, que lorsque h estwariable et x
constani, :

Pour le démontrer, sidans 'équation y==fr, nous niet
tons x4 h=2x' & la place de z, nousaurons y'=fx"; la
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différentielle de f2’ sera égale a une autre fonction de 2
représentée par @z et multipliée par d2’, par conséquent
dy’ = ¢z'dz", ou en mettant pour @' sa valeur x 4 ki, on

aura
dy'=¢ (z 1) d (z =} k).

Or, le seul changement qu'apporte dans cette différentielle

Ihypothése de 2 variable et de % constant, n’est que dans

le factenr d(x == k), qui seréduit & dz qnand xest va-

riable, et k constant; on a donc alors

dy' =@ (z -+ k) d=,
d’oti l'on tire

08 Al
G =0 h)..-. (35)

Si, au contraire, on fait x constant et % variable, le facteur
d(z4-h) se redmt adh,etlona

dy’ = ¢ (x4 1) dh,

{

et par conséquent

dy’ = 0
—(Ii:_ p(x~4-h)....(36);
€galant ces deux valeurs de g (x 4 £), il nous vient .

diyl iudgf
dz = dk"

Par exemple, sil'on avait y =a2®, en mettant 24k 4 la,
place de x, on trouverait

Hﬁ3a(.r+h}’ ——df

et par consequent . -
O

i TER ! i
56, Les €quations (35) et (36) étant diflérenciées par rap-

port i & 4 h, donnent encore les résultats égaux’
3..
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’9—‘—’5 =¢'te+ B d(=+h),
‘]—3' =¢ (x+ndE+h.

Faisons & constant dans la premiére équation, etz constant
dans la semnde, nous aurons

Y g iz, =g @ nan
Aot nous tirerons
’f}" d*y”
dz? = ar"
: Sk _ &y ay
On conclura parle méme raisonnement que IS0 et
4 4
que 3‘; = ddh#’ et ainsi de suite,

57. Cela posé, soit »" une fonction de x 4 k; cette fonc-
tion étant développée par rapport aux puissances de k,
supposons gu’on ait

' =y 4 Ah 4-Bh* 4 Ch - etc..... (37),
A, B, C, etc. , étant des fonctions inconnues de x qu'il

s’agit de déterminer. Pour cet effet, en différentiant par
rapport & ki, et en divisant par d%, on aura

d
’ d-’; = A + 2Bk + 3Ch* + etc.;

différenciant ensuite par rapport & x et divisant par dr,
nous aurons

d
d': + " 4 EE&’+ ete.

Les: premiers membres de ces €quations étant égaux, en
vertu de l'art. 55, les seconds membres seront identiques;
égalant donc entre cux les coefficiens des mémes puissances
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de k, on trouvera

_dy __dA __dB dC
A-'—d_xl B_E_J;.? _"'B'd_x_’ 41 ; .ete.
Substituant la valeur.de A, donnée par la premiére de ces
équations, dansla seconde, on aura B:l—l—i g ; substi-

1
tuant cette valeur danscellede C, onaura C= g 1)
1:2:3 43’

ainsi de suite.
Au moyen de ces valeurs de A, deB, de G, etc., 'équa~

tion (37) deviendra
o dy
J’=.7’+ L
_ou en mettant pour 7' sa valeur,

ay, i, d'x & »
% hy= p i) T
Feophmyneg o e z+dx-‘: 2.3

ce qui est la formule de Taylor.

dy B  dYy &
wdr' 1.2 ' A2 1.2.3

-} etc.,
-+ ete... (38),

Application de la Jormule de Taylor au dévelop-
pement en série de diverses _fonctions.

58. Soit y' = y/Z4%; on a donc _r..-:l/}:x_:.

Done

Substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a
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—r— h h? k3
[/.r-f—h:.‘/x—i—-;-‘—/?-—-é—ﬁ_—j—]- V 5, etle.

&9g. Soit y’ =sin (x4 %), d’oliil suit que y = sin x;
on formera ainsi les coefliciens différentiels successifs ,

d 2 . 3 df
d—i:cosx, {}T‘g:—-smx, d—i;:—-cosx, d—x;=sm.r,
a5
——“Z—cosx, ete. ;

da®
substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a

: : h A B2 B
sin (z - k) =sin 2 -4~ cos.'::;-— sin & o o cosa:;:-j :

It ks
+sm.z' 3 ,+cosxm, ete. ;

faisant x==0; alors sinr==o0 et cosx=1, et ce déve-
loppement se réduit a

in I g ----—————hﬁ
gl I g v i
Si I'on prenait y'=cos (x—- k), on trouverait, en opérant
comme dans Pexemple précédent, que

i ht
osh—1——-F—— —ete.
SEE IR 2.3.4 Sts

60. Développons encore log (x <~ 2); nous ayons

y'=alog (x4 %), donec y=logux;

dz A
=d.1 = s LA
dy=d.log & = done ==

On obtiendra ensuite, par des différenciations suceessives,
(].a 1 d"i or

—-‘—-—'--, ete. ;

= 2 dz 8
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substituant ces valeurs dans la formule de Taylor, on a

h h? h3
'106 (1‘ + h) =10g.‘1' + E_E-.;“_}- -3?“ ete.

61. Si cette formule élait trouvée autrement que parla
différentielle d’un logarithme (note troisieme), on pourraig
en déduire cette différentielle d’une maniére différente
que nous ne I'avons faitart. fo. En effet, elle donne

log(z+MH —logz_1__ A v
h o2 A

passant & la limite, on a

d.logz I
de =z’
ou

dx
d.logm=—;. "

Connaissant la différentielle d’un logarithme, il seraaisé
de trouver celle de a®; car en faisant y =a®, eten pre-
nant les logarithmes dansle systéme népérien, on a
_ Ly=La® ou Ly=ala,
et en différenciant,

dr = dz La;
d’ott 'on tire
dy == ydzLa.
ou, en mettant la valeur de y,
da* = a*dala,
équation qui est la méme que celle du* 28 (art. 38).

.Ga. On.}:eut déduire le théoréme de Mae-Laurin de eelui de Taylor,
de Ta maniére suivante : on a , par le théoréme de Taylor,

d, 2 ek d3, h3
Seth) =gt L0 b L o R ol
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d.
Appelons (fa) ce que devient fr quand ony fuit z=o, (T:f) L
d.fx

que devient e quand on y fait z=o0, ainsi de suite pour les au-
tres coefficiens différentiels ; la formulede Taylor, quand on fera r =0,

deviendra done

N T A

te.
dx* 1.3 dax? :a.3+ o

=+ (55 +

Dans cette équation , kb entre dans/% de la méme maniére que x
entrait dans f (¥), de sorte quesi l'on change k en =, fk deviendra
for; ot comme il ne reste plus de traces de x, paree qu'on a fuit x =0,
ce changement est permis, altendu qu'il importe peun de substituer une
lettre ou une autre & h ¢ en faisant done ce changement, on trouve

i d.fx da2, fa\ ‘z2 d3. fa\ =23
f-?e_-(fx)'l'(Tx—)x*(jﬁ;—)h—:-F e n-{-ate...-@g}.

ce qui est le théoréme de Mac-Laurin.

De la différenciation des équations a dewx va-
riables. — Eaxpression générale de la differen-
tielle de deux variables. — Expression géné-
rale de la différentielle dg trois variables parmi
lesquelles on en prend deux pour variables
indépendantes . -

63. Soit F,y)=o0.... (fo),

une équation entre deux variables. En résolvant cette équa-
tion par rapport & 7, on trouvera y ==z ; imaginons que
Yon ait substitué cette valeur dans I'équation (4o), celle-ci

(*) On peut obsar, que si l'on fait z=o dans f(z 4 &), cest
remplacer x4 h par b dans f(x—}- k) ; et que de méme si I'on fait h—o
dans f{x--h), c'est remplacer x~~% par x dans f(x - k), Or, il est
évident que les deux résultats f% et fx qu'on obtient dans ces hypo-
théses, ne différent entre eux que par les lettres & et z, qui y entrent
de la méme maniére.
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deviendra F(z, @z) = o, ou pour plus de simplicité
f.r =0,

équation identique, et dans laquelle tous Ies termes doi-
vent se détruire, quelque valeur que I'on donne & . Par
exemple, si cette équation ne monte qu au troisieme de-
gré , on pourra la représenter par

Azd - Ba2+ Gz + D =o,
et en mettant une valeur quelconque pour z, elle sera tou-
jours satisfaite ; donc, en mettant <44 a la place de =,
on aura encore
A@+h +B(@+ by +Cz+h+D=o,
c’est-a-dire que sil’'on a fr==o, quel que soit z, on
aura encore f(x - h)=o0; retranchant de cette équation
celle-ci
fr=o0, il restera f(#=4h) — fr = o;

donc aussi

T flade ) —
h K
Or,

S (x4 k) = fr + Ak < Bh* - ete.,
d’otr Pon tire

fﬁ-}?"‘_ﬁ’:;;.].ﬂk + ete. ;

_le premier membre de cette équation étant nul, on a
done

A+ Bh+-etc,==o0; et, passanti lalimite, ?:A:o,
L

et par conséquent d.fr = Adx=o0, ou en restituant y,

d.F(z, y) = Adzr —o.
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Ceci nous apprend qu’en regardant » comme une fone~
tion de z, si Von différencie l'équation F(x, y)==0, on
pourra €galer‘le résultat & zéro; ce qui servira a déter-

: ; : . od
miner la valeur du coefficient différentiel ﬁ , comme nous

allons le voir dans I’exemple suivant.
Soit done

F(z, y) =a*+3ayr—y*=0.... (41);
différenciant par les procédés ordinaires, et observant que
par la démonstration précédente on doit égaler ce résultat
a zéro, on a

2xdz == 3ady — 2ydy = o0.... (42);
de cette équation on tire

dy 27
= = ————. ... (43).
dr , 2y—3a 43
64. Si Ton compare le procédé qui nous a fait ob-
tenir cette valeur avec celui que nous afons employé
jusqu’a présent, on verra quen opérant d’aprés cette
premiére méthode, il aurait falla d’abord mettre 'équa~
tion (41) sous la forme y= fir, et par conséquent la ré-
soudre par rapport a y, pour en déduire ensuite par la
S ol 1 :
différenciation la valeur de % En suivant cette marche,
C

nous trouverions dabord

3a ‘/g
— . e & a3 2
e A 4“ -+ a7,

et ensuite , par la différenciation ,
 AE TR SO
dx 9 3

2 a

i s
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d : . s
Cette valeur de -d%." se présente sous une forme diffévente de

celle qui nous est offerte par Péquation (43) ; mais en met-
tant dans Véquation (43) la valeur de y, cette équation
deviendra

{]‘?‘-—_,_ a2z AL x
.;Tr—"_' e S —
9 2 - ] Mg 2] ]
=% =i x =a X
i 5 1 o

comme nous venons de le trouver. L'équation (42) est la
différentielle premiére de I'équation ({1).
Pour obtenir I’équation qui donne le coefficient diffé~

; Lds b
rentiel du second ordre, c'est-a-dire (ﬁ{ , en divisant 1’é~

quation (f2)pardx, eten faisant% = p, cette équation

deviendra
2x == 3ap —2yp = 0;

regardant y- et p comme des fonctions de x , nous aurons,
en différenciant, ;

adx 4 3adp — 2ydp — 2pdy —o0;

divisant par dz et mettantp ala place de %, il viendra
d - d
2 -4 3a a—‘g— 9._7'5‘—3—31)’:0,
d’olt nous tirerons
d__p _ 2pt—2

dr ™ 3a—2ap" """ (44).

» d d 1.,
Or, puisque p =% housa /LA
» puisque p - s sanrons - St mettant ces

valeurs dans I'équation ({4), et faisant évanouir les déno-
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minateurs , nous obtiendrons

dy (3a—27) = 2dy* — 2d2*. ... (49);
telle sera la différentielle seconde de I'équation (41). «
: : _‘ d

Pour avoir la différentielle troisieme, on fera 3{: =
ot l’e’quation (44) deviendra 5 apl‘éS' avoir fait évanouir le
dénominateur,

3ag = 2yq = 2p* — 2;
on différenciera en regardant y, p, ¢ comme des fonc-
tions de x, et I'on trouvera-la différenticlle troisieme,
ainsi de suite. ;

65. Au lieu d’employer les lettres p, g, r, etc., pour
effectuer les opérations, on parviendrait au méme résultat
en différenciant ’équation (42) et en mettant dy pour la
différentielle de y, d’y pour celle de dy, d¥y pour cellede
d’y, ete, ; et en regardant dx comme constant, on trou-
verait de cette maniére

2dz? -} 3ad’y —2dy* — 2yd’y = o,
équation qui est la méme que I’équation (45).

66. Donnons maintenant Vexpression générale dela dif-
férenticlle d’une fonetion f(x, y)de deux variables. Pour
celareprésentons f(z , y) par u; nous aurons, en différen-
ciant cette fonction par rapport A =, le terme g—!f dz,eten

X
la différenciant par rapport a -, nouns aurons ce second
du du d
terme @dﬂ ensorte qued., f(z,7) ou du:adz-]—a‘;dy;
mais si y est considéré comme une fonction de z, nous
aurons, en la différenciant,

g‘l‘. dx;
dzx

dpr =
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substituant cette valeur, nous trouverons

duicy dz.

dy dz
67. Sil'onse rappelle le théoréme démontré article (26),

on verra que u €étant considéré comme une fonction de y,

; . dudy "

et y comme une fonction de z, le produit i dx n'est

autre chose que la différenticlle de u prise par rapport & x

renfermé dans 7. i

68. La différentielle totale d’une fonction de z et de 7

du
du:d_xdx+

; d d
étant donnée par I'équation du = Ef-;dx+$: dy, on a

d d sl
nommé les expressions d_: dz, 3‘;’ dy les différentielles

partielles de u.
Deméme, si u est une fonction de trois variables, z, 7, z,
indépendantes , nous aurons

' due du du
du _d—xdx-l-@d_y-]-d—zdz,
du
dy
tielles partielles de u.

du du s
et les termes i dz, dy, o dz seront les différen—

6g. Passons & une fonction de trois variables =, 7, 5 3 pai'mi les—
quelles on en choisit deux panr variables indépendantes. Un exempla
de ce cas se présente lorsque dans Péquation f(x, 3, z) =0 d'une sur-
face courbe; on détermine la variable z en donnant des valeurs ar-
bitraires aux deux autres variables, qui par cela méme deviennent des
variables indépendantes. Dans cette circonstance, s dépendant de =
et de y, est une fongtiop implicite de ces variables; il faut avoir
€gard A cela dans la différenciation. Ainsi, en représentaut par u
cette fonction de trois variables, x, et =z, si I'on veut en avoir
la différentielle par rapport 2 =, cette différenticlle ne se com—

du

posera pas seulement de gzdrs mais il faudra y ajouter le termo
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du ds
d: " dx
différentielle totale par rapport & = sera donc exprimée par

du,  du ds
Tz 3. Pda... (46)

dz, pour mapquer qu'on regarde 5 comme dépendant de x. La

La différentielle totale par rupport 4y aura de méme pour expression

du
dr-i-d g;df - oo (49)-

Si V'on ajoute la difféventielle pris¢ par rapport & la variable indé-
pendante =, i la difféventielle prise par rapport i Pantre variable in-
dépendante 3, on trouvera pour la différenticlle totale

du du

2l e dy

B+ &Y T
et comme la qiiantilé renfermée entre les parenthéses n'est autre chose
que la différentielle totale de z, l’etpressxon.que nous venons de trouyer
se reduira 4

ds dz
et —dy ).... (48)
dx-d:+d-! J) (48

Hdz+(£fdr+ds

Si cette différentielle totale était égale & zéro, il en serait.de méme de
Pexpression (48), qui , 4 cause de 'indépendance des variables x et y,
se décomposerait en ces deux autres équations

d dud
d_; ..!_d_l;aid;_o’ d’_df_;.ff. :ll._fdrﬁn ( Note quatriéme.)

7o. Faisons maintenant une remarque utile sur le coeffi~
% faty A .
cient différentiel -cf-.:." : nous avons vu (art. 54), qu’une

expressmn de ce genre indiquait gue la fonction g avait

été différencide par rapport i la variable z, et divisée en—

suite par d; il suit de 1 que si I'on al’équation g‘z-_— A,
X

vet qu'on en tire

ou ne peut , sans démonsiration, en conclure que
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da

I== A g

dy
car, dans cette nouvelle équation , la différenciation n’est
plus faite par rapporta x, mais par rapport a y; et Von ne®
sait pas si, dans cette nouvelle hypothése de différencia—

tion , le résultat est le meme. :

Pour lever cette difficulté, on a démontré (art. 26) que

de __de dy
dz ~ dy dz’
8i dans cette équation on fait v ==, elle devient
__dxz dy
"= dz’
d’ott I'on tire
dr __ 1
dy = dy’
da
ce qui fait voir que le changement d’hypothése de diffé-
renciation s’accorde avec V'Algebre. (Note cinguitme)

De la méthode des tangentes.

71. On appelle ainsi la méthode qui donne les expres-
sions - différentielles des tangentes, sous-tangentes, nor-
males et sous-normales. Soient = et y les coordonnées
d’un point M, fig. 4, pris sur une courbe; augmentons Fig. 4.
Pabscisse AP—=a d’une quantité PP’=#%, menons 1'or-
donnée P'M’, et par les points M et M’ faisons passer une
sécante M'S. Tl est certain que plus PP’ diminuera, plus P$
tendra & se confondre avec la sous-tangente PT, jusqu’a
ce quwenfin PP’ ==k devienne nul; PT sera donc la limite
vers laquelle tendra PS. i

Cherchons maintenant Vexpression analytique de PS
pour en prendre la limite: les triangles semblables M'MQ.
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MSP donnent la proportion
M'Q : MQ :: MP : P3,

ou MQ 3¢ Briggh yo L VRS,
. . R
done PS = ~M—,-%.
Pour déterminer M'Q , nous avons
M/Q=M'P' — MP;
or,
WP =y = f(z+h);
donc ] S
r Y (f ¢ y
e kT dz*1.2 .
D’une autre part
: MP ="
Si nous retranchons ces €quations 'une de V'autre, il nous
- viendra .
MP'— MP ou M’Q—"J’h.l_ ‘;;_” LT
Substituant cette valeur dans celle de PS, nous trouverons
a Jh
B= diyi s 3
e — ete.
dz® 1.2
et en divisant les deux termes par A,
PN == x
dy  dirh
Sl dza

Ala 1'1mile, h=o, et PS se change en PT, ce qui nous
donne PT = = j, ou (art, 70) PT = » d——f, ou plutét
dz
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Y : ' %: sous—tangente,
en représentant par z' et par 7" les coordonndes du
point M. : :

72. Sia ce point M, fig. 5, nous menons une perpendi- Fig. 5.
enlaire MN sur MT, la sous-normale sera PN. Poar la
déterminer, nous aurons

P PM 3 BM 2 PN,

ou -
-r / es Lot Y
fdr"r"-"'PN‘.
done ; :
PNi= y’%: sous—normale.

A V’égard de la tangente et de la normale, nous avons

MT = /TP -~ PN,

ou mngcme_\/y’ g;:-}-_r"_y \/d.r +1;

MN = V' PN: + PN,
ou norma!e-—\/_y” ..,.J.-f_n_-.?, J"’_I_I
dz dx"

73. Pour trouver 1’équation de la tangente, soient z”
et y’les coordonnées du point de tangence M; I'équation
de la droite MT, qui passe par le point M, pourra donc

étre représentée par .
F—r=AE—2)
Dans cette équation , A étant la tangente trigonométri- .
que de 'angle MTP, cette tangente trigonométrique aura

PM
pour expression P carona

Elém. de Cale. diff,
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. PM
4 20 ), AR tangMTP:-W i
done 2
| S YV LRy L,
g B =T sous-tang.  _,dx’  dz’’

dy’
substituant cette valeurde A dansl’équation de la tangente
cette équation devient .

y—ye= g——, (x=—x), équation de la tangente.

Celle de la normale sera done 3y — 3’ =— :}E;j (x=2').

Application des formules précédentes a des
exemples.

74. 1°. Trouver la sous-tangente de la parabole. 1’équa-
tion dela parabole étant y*=s px, on en tirera, enla dif-
férenciant,

aydy = pdz,
et par conséquent
i

da 2_7'

Or, z* ety étant les coordonnées du point de tangence, il
faudra donc , pour avoir le coefficient différentiel qui cor~
respond A ce point, accentuer et y ; ainsi nous aurons
Ay oip
d=l T ax'
substituant cette valeur dans celle de PT, nous obtien-
drons :
3D
PT=21_
I
et en mettant pz’a la place de »**, cette équation de

E
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viendra . -
PT ou sous-tangente =— 2.x'.

20, Trouver la sous-normale de Uellipse. L’équation
b4 a y*=a*h* de Vellipse rapportée au centre étant
différenciée , donne

ob?xdx 4 2a’ydy = o,
d’ou I'on tire

s E.r'_
dz’ a 7’

ﬂe ttant cette valeur dans celle de la sous-normale PN, on

obtient
e
PN ou sous-normale — — ;;;x -

3°. Trouver lexpression de la tangente au cercle. 1'é~
quation 2”4 y*=1", qui est celle du cercle, étant diffé-~
renciée, on trouve pour le point de tangence x', 3,
d‘r’ s x!
&t s T
Au moyen de cette valeur, on réduira l'expression de
MT a

#anaente—j ‘/J"’ —"7"\/ +Y _‘”_’._—_Zr,
x

Des asympiotes des courbes.

75. D'aprés les traités d’application d’Algébre & la Géométrie, on sait
que les asymptotes sont des lignes qui slapprochent continuellement
d’une courbe sans Patteindre. Soit donc »= /& Péquation de cette
courbe; pour quelle soit susceptible d’avoir des usymptotes , il faut
qu'aprés avoir ordonné le développement de fi suivant les puissances
descendantes de z, on tombe sur des exposans négatifs. Alors, le dé-
veloppement de y, dans lequel les exposans «, €, g, ete., iront en
diminuant et finiront par devenir négatifs, sera de cette forme

5



Q. CALCUL DIFFERENTIEL.

y=ha* 3 Ba® - (:z’”...+.L=='+%-at-—l-:-l + ete.. .. (49)-
- - v

Or, il est facile de démontrer que si les exposans «, €, 3, ete. , restent
des quantités finies, équation '

g Ar® B 4 G, L. B2t (B0),

Ed
sera celle d’'une asymptote 4 la eourbe construite & 'aide de Péqua-
Fig. 6. tion (48). Pour cet effet, soient PM et PN, fig. 6, les ordonnées cor-
respondantes i une méme abscisse déterminée par les équations (49) et
(50) , la différence de ces ordonnées , positive ou négative, selon celle
qui surpassera 'auire , sera exprimée par ; *
M N
MN =— <+ — ~ete.;
.ra :l"u
quantité qui diminuera & mesure que x augmentera, et qui, par la
raison que plus le dénominateur d’une fraction s'aceroit , plus elle di-
minue, sapprochera indéfiniment de zéro, sans jamais y atteindre;
d’oit il suit que 1%équation (50) sera celle d’une asymplote 4 la courbe
correspondante & Péquation (4g).
76. Cherchons, par exemple, dans quel eas les courbes du second
ordre sont susceptibles d'avoit des asymptotes. L'équation générale de
ces courbes est 32 = mz—-nz? , en la résolvant on trouve

e a5

Prenons d’abord le signe supérieur et développons cette équation selon
les puissances descendantes de z. Pour parvenir & ce but, nous divi-
serons ’équation y* —=mz—nx? par 22, ce qui la réduirn &

2’ 1 '
= =m=-n; L

tirant Ia racine carrée et (aisant gzu et {; ==z, nons la mettrons sous

cette forme

e ‘/n <+ ms;
comparaat ce radical & celui de I'équation (18), ( page 23), nous aurons
me=bxr, a*=n, on a= V’_‘i
substituant ces valeurs dans P'équation (18), nous obtiendrons

b B S e,
ans  8n®  1Bn>
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remeltant les valeurs de u et de =, 8t tirant celle dey, on trouva
= rﬂ m* mb

y:xVﬂi- e it < = éle.

J %

L Sa_n.: 1630 2

Dans ce développement, on voit que = passe au dénominateur das
le second terme, ce qui est un indice que la courbe est susceptible
d’avoir des asymptotes. Examinons done dans quel cas elle en com-
porte. Pour cela , nous remarquerons que quand n est négatif, ce dé-
veloppement renferme des quantités imaginaires, et par conséquent
devient impossible; mais on sait que quand n est négatif, la courbe
appartient & une ellipse (Théorie des Courbes du second ordre , page 153:.
D'oit il snit que Pellipse n’a point d’asymptotes ; il en est de méme
lorsqu’on a n=o0; car dans ce cas le premier terme du développe-
ment s’évanouit, et tous les autres deviennent infinis. Ce cas étant
celui de la parahole, nous conclurons encore que la parabole n'a
point d’asymptotes. Enfin, il nous reste & considérer le cas de n po-
sitif, qui est celui de 'hyperbole ; alors le développement étant pos-
sible, nous prendrons les termes qui ne renferment point de x au déno-
minateur, et nous aurons

s V;-—l—

m‘_. -+ (52).
2 W
Cette équation pourra étre regardée comme celle d'une asymptote &
I'hyperbole & laquelle se rapporte alors Péquation 2 = mz + nz=. Pour
donner i cette équation une forme plus eonvenable & ce eas, fuisons
¥=0, nous lrouverons mr—nx*=o0;ce qui nous donnera z =0 et

= %pum‘ les abscisses des points A et B, fig. 7, ol la courbe ren-

contre. Taxe des x. La droite AB est une constanie que I'on désigne
par 2a dans Péquation de 'hyperbole rapportée au sommet B, ( Théorie

s, m
des Courbes du second ordre, page 142. ) Faisant done — = 2a, c'est-d-dire
n

m=ana , 'équation y? =mx < nzx* se changera en y* =n (202 - x2);
et sous celte forme on reconnail encore dans la constante a celle que,
par analogie avee 'équation de l'ellipse , on est convenu de représenter

ba
par —. Posant donc les éguations

m ba
—=2a et n=—,
n a?

si 'on mulliplie terme & terme la premiére par la racine carrée de Ia

Fiz. 7.
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seconde, ¢'est-d-dire par |/ 7 == E’ én’ trouvera
. a
-

— —ab

Va
Cette valeur et celle de V;ﬁtant substituées dans équation (52) Is
changeront en 1

=Ex+b;
a

et 'on voit que cette équation sera celle d'une droite OK , fig. 7, qui
coupera I'axe des » en un peint G, et que pour en fixer la position, it
suffira de mener par le centre © de Ihyperbole et par Dorigine A les
droites OA — a et AC=5,

A Végard de la seconde valewr du radical de Véquation (51), il est
évident qulelle détermine Iasymptote OK”.

De I’Egaan‘on du plan tangent a une surface courbe, et
de celle de la normale a cette surface.

77. Soient fix, y, £)= o, Péquation d'une surface courbe, et..
Az+Br+Cz+D = o, celle d’un plan. Si le point de tangence M
a pour coordonnées =%, 37, &', ces coordonnées devront satisfuire a
Iéquation du plan (wores ma Théorie des Courbes du second ordre,
page 275), et l'on aura par conséquent

Az By 4+ C 4-D=o.

Eliminant D entre cette équation et la précédente , on trouvera, pour
Téquation du plan assujetti & passer par le point +/, 57, ¢,

Alz—) + B(yr—5) +C(z— ) =o... (53).

Menons , par le pointde tangence z’, 3, =’; un plan paralléle i celui
des x, &3 il coupera la surface suivant une courhe MC, fig. B, et
le plan tangent, suivant une droite ML; cette droite ML devra étre
tangente  la courbe MC, autrement le plan tangent couperait la surface
courbe.

1’équation de la droite ML peut se déduire de Péquation (53); car
cette droite ML étant I'intersection du plan tangent , par un plan paral-
1éle au plan des =, 5, a dans tous ses points des valeurs égales pour 7;
ot comme le point M est sur cette droite, on a done y=—j', on
¥ — 3" = 0. Ce qui réduit Péquation (53) a

A 3—2) +Cr—2r) = 0.
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Cette équation exprimera donc la relation qui existe entre les coordon-
nées # etz d'in point quelconque pris sur la droite ML, et par consi-
quent sera 'équation de cette droite. On pourra l’égr'u-e ainsi: .,

,-y:-%&_ﬂ"4w.

D'une autre part, Péquation de la eourbe MC s’obtiendra de mémeo
en regardant y comme constant, dans Péquation de'la surface courbe
f (5 e .r) =1 b "

Si Pon veut exprimer maintenant la condition quela droite ML soit
tungente A la courbe MC, il faut done (art. 53) que le coefficient de

. ds’ . . :
(r —z") de l’éqpnlio'n (54) soit égal 4 la valeur de @zt:ree de l'équation

de 1a courbe MC. .
Or, Péquation de celte courbe étant celle de la surface dans laquelle
on feraity constant, il suffit de dilférencier 'équation de catte surface,

ot d'en tirer gi; car, d'aprés Vart. 54, la notation :i—l-: suppose qion a

regardé ¥ comme constant danzla différenciation,
11 suit de 14, qu'en accentuant 5 et x,aprés avoir opéré, on &, pour
la condition que ML soit tangente & MO,

T A e
—c= @

Sil'on méne ensuite, par le point M, un plan paralléle an plan des
£, ¥, ce plan coupera la surface snivant une eourbe MD , et le plan tan-
gent suivant une droite MN.

On démonirerait, comme précédemment, que ceite droite M doit
étre tangente & In courbe d’interseetion MD , et que, pourtous les points
de cette droite MIN, les abscisses ¢tant égales, on deitavoirz — 2" =o,
ce qui réduit 'équation (53) 4

B(y—2 )+ C{z—s")= o,

dsf
ou plutdt A=—C T (53).

d'ont P'on tirera

s—m’:—g(y-—y’).

Cette équation étant celle de la droite MY , on exprimera la condition
que cette droite est tangente & la eourbe MDD , en égalant le coefficient de
2 e Tty b gl e
¥ —" au coefiicient différentiel o tire de I'équation de la surface, et
Ton 2urn :

B 4z

G, dart
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et par conséquent
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ds’
B=—CgZ... (56).

L ]
Si I'on substitue dans Péquation (53), les valeurs de A et de B, don=
nées par les équations (55) et (56), on trouyera

—cg—j,(x_..ej —-cgi:, (r—2)+Cia—=z)=0,
d’ott T'on tire, pour Péquation du plan tangent au point 27, »', 2/,
s = em ) H =) B
78, Cherchons, par exemple, Péquation d'un plah tanéent i la sphére.
Les coordonnées du centre étant a, b, ¢, lasphére aura pour équation
(x—a) 4 (r—b)2 4 (z— ) =12,
on trouve, .oen différenciant ,
(z—a)dz 4 (yr — &) dy = (z—¢) ds = 0,
d’otr Pon déduit, d’aprés la notation convenue (art. 54), -

dz a—x ds_b—_'r

dx  z—¢ dr z—c

Done Véquation du plan tangent 4 la sphére, au point dent les eoor-
données sont ', ', 5", sera
a— 2

g— =
5 —c

O e
(x—-x)-]-?—_ C(J’—J")N

9. Si ce plan passait i Vextrémité du diamétre vertical , on aurait

i=la, iyt ="b, H=c-r,

Ces yaleurs réduiraient Péquation dn plan tangent & 5= ¢~ r, cé qui
est 'équation d'un plan paralléle au plan des z, 7.

8o. Les équations de la normale au point =/, 5/, & peuvent se dé-
duire facilement de Péqnation dn plan tangent. En effet, par la Géo-
métrie analytique (warez ma Théorie des Courbes du second ordre,
page 278), on sait que si I'on a les équations

Az +Br 4 Cs =D = o... (58),

r—as-4 a

ymbedc | OO,

Ia premiére étant celle d’un plan, et Ies deux avires celles d'une ligne
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roite , les conditions nécessaires pour que cette droite soit perpendi-
culaire au plan , sont gqu’on ait

A=4aC, B=25C.

Si, aprés avoir fait passer tous les termes de I'équation (57) , du plan
tangent dans le premier membre , on la compare & équation (58), on
trouvera , en égalant enire eux les coefficiens de z, dey et de =,

ds ds"
&.:‘—'@! B:-—a?, G=z.
D
onc o 46
A== o b= — o .; :

substituant ces valeurs dans les équations (59), on obtiendra

dzf ds’ 2

x:—a?s-f-'u, Jf=—-a~?z+c.

Le point 2, »*, 2’ devant satisfaire & ces équations, puisqu’elles ap-
partiennent & un point de la droite, on a encore

T d
2=—=agt-ka, J”:-_—Fs'+t;

éliminant « et € entre ces quatre derniéres équations , on trouvera, pour
les équations de la normale au point 2/, 5/, &,

ds” ds’
x—x’:—m (2—12) j—y’:-—-arz—,(z—s’}.

Des fonctions qui, pour une valeur de la variable,
deviennent 2.

L F
81. Lorsqu’une fraction telle que —:-devienr.-g en y substituant une
Qr

valeur de = que je représenterai par «, ¢’est un indice que les deux termes

de cette fraction ont x—a, ou, en général , (x— a)™ pour facteur com-

mun ; si l'on pouvait I'dter, on aurait la yraie valeur de la fraction.
Supposons done que x—a soit m fois facteur dans Fz, et nfois fac-

teur dans ¢z (sauf, i le eas Pexige, & supposer que m el nsoient égaux
a Punité ou i zéro), nous pourrons derire

Fz=Px—am

— f e
jm, pr=Qx—an;

F. P
q‘—‘z — o (x—-a}"‘-".., (6o).

done
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Par la différenciation , nous trouverons

; %: %—:i-(x--a)"'-[-mP(z—a]m—‘.

d Fa'
Remarquons que cette valeur de 4 e compose de deux termes,

dont I'un contient une puissance de x—a, moindre d'une unité que
celle qui entre dans la fonetion, Par la m&me raison, en prenaut le eoeffi-

d.Fz

dz

autre de (x— a)m—1, et un troisiéme de (z—a)m-2 3 ce dernier terme
sera m (m—1) P(x —a,m»=2. En continuant ainsi, on verra que chaque
nouvelle différenciation reproduit des termes affectés des mémes puis-
sances de (x—a) , que celles qui étaiert renfermées dans la fonection
dif(érenciée ; plus un terme dans lequel la puissance de = — a est dimi-
nuée d’une unité ; ainsi, en prenant les coefliciens différentiels succes-
sifs , le terme qui contient la moins haute puissance de x —a sera

cient différentiel de , on trouvera un terme affecté de (» —a)m, un

- & la premiére différenciation... mP(z—a)m—*,

4 ln seconde. o ...... o m (m—1) P (z— am—1s,
& In troisiéme.. ......ccoioi. m (m—1) (m—2) P (z—a)m—3,
A dEmieme e e e (M=), ... « P(z—a)jn—n,

De sorte que le coefiicient différentiel de Pordre r de Fx sera de ceite

forme, = %

a'F : -

o= X(a—am X (x = @)t o X' (w — @)= 4 X7 (x— g
covm(m—t)(m—2) ... P(x — a)yn-r.

Ce que nous disons de Fx pouvant s’appliquer a g , nous trouverons ,
pour la différentielle de 'ordre » de la fraction proposée, un résultat de
cette forme ,
dr.Fx 2

dxr  X{z—a)m A Xx—aym~r . mim—1)...Plr—ajm—r
driex — Af{r—apr + 2 (z—a)r=1. . uln—1)...Q 2—ap—

daer

{61).

82. Cela posé , considérons trois cas :
10 m=n; 2% m>n) 30 m<n

Si m=n, et que le nombre r de différenciations effectuées soit
égal i m, les binomes (x —a)m=r et (v — a)i—r se riduisent chacun &
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{x—a), clest-d-dire & Punité; a Uégard des autres binomes (z—a)m,
(r—a)n—*, ete.; (z—a)", (r—a)=", ete., ils sont nuls dans I'hy—
pothése dex —a;ainsi, lous les termes, hors le dernier du numérateur
et le dernier du dénominateur, s'évanouissent , et Péquation (61) de-

vient
dm, Fx
Tdem m(m—i1){m—a)..P E’_ e
dmgr  nln—I]{n—2)...Q  Q ez
Tdaem | .

Dans le second eas, qui est celui on Ton am™>>n, silé nombre r de
différenciations effectuées est égal & n, le binome (r—aj*=r se réduit &
Y'unité, parce que son exposant n—r est nul. Les exposans n —r,
n— 2, ete., m—r1, m—2; ele. , des autres binomes, étant plus grands
que n— 7, soni positifs; par conséquent, ces binomes se réduisent
chacun i zéro lorsqulon fait x=a ; tous les termes s’évanonissent done,
dans cette hypothése, hors celui o entre (= — a)»—7, et Péquation (61)
se réduit &

de, Fr

e o S atin

gz np—1)...Q= —apr = (n—1j...Q i
dyn

Cette valenr est done un indice qulon a m > n , cas ol équation (6o )
se réduit & zéro. Enfin, si 'on a m <<n, le nombre r de différenciations
exécutées , étant pris égal & m, tous les termes s'évanouissent, hors le
termem(m-—1)... Pz — a)9, ‘et il reste

dm.Fz :
dxm mim—1).,. P
—— =0
L4 9
daxm .

cette valeur annonee done que m surpasse n, cas ou le second membre
de I'équation {60) est infini.

83. De ce qui précide, résulte cette régle : Lorsqu'on wewt dé-
o = ol A T "
“wterminer la praie valeur d'une fraction E—, qui devient E:pa:' une va-
px i Q
leur domnée & la variable, on différenciera séparément les denzx termes

P : i d.Fx
de cette fraction, et ensuite on examinera si les résultats et

P réduisent aussi @ séro, par la valeur Iy pothétique de la variable;

sle

L e

I
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d.F.
si cela est, on prendra les coe fficiens différentiels des expressions _Er:'
et d.p.?:‘ et l'on werra si, dans la méme hypothése de la variable, ces

. da
coefficiens différentiels se réduisent chacun & zéro; en continuant ainsi
cetie vérification, si l'on trouve, aprés un certain mombre de différen-
ciations, que les deux termes de la fraction ne s'évanouissent point par la
valeur donnde & la wariable, cette dernilre fraction sera la wvraie va-

x 3
leur de F—; miais si le numérateur seulement devient o par la valeur de x,
P
b ok A et S 2 i S _
Vexpression — sera nulle ; enfin, si ce n'est que le dénominateur qui
QT

s'dvanouisse par la valéur de x, Pexpression -it—-: séra infinie.
84. Pren;ms pour exemple la fraction
Fz -8
= iE—n’
cette fraction devenautg lorsque x = & , i nous voulons enavoir la vraie

valeur, nous différencierons ses deux termes, et nous obtiendrons ?%- 3

et comme les deux termes de cette fraction ne deviennent pas nuls dans
Ihypothése de v =25, la vraie valeur de la fraction proposée, lorsque

3ba
r=bh, estdonc —.

4

85, Nous prendrons encore pour exemple la fraction
3 —Jrta
xd—Bea L8z —3°
« = (] v o
cette fraction se réduisant i = lorsque =1, nous dilférencierons ses
deux termes pour en oblenir la valeur, et nous trouverons
x> —3
faed —r1ox 48"

les deux termes de cette fraction étant encore nuls dans, hypothése do
x=r1, nous différencierons ¢ncore, et nous obtiendrons = ’

Gx
1229 — 13’

Le dénominateur seul se réduit & zéro lorsquion fait = -—=1; done la
fraction proposée, dans 'hypothése de » =1, esl infinie.
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86. Sil’on appliquait la méme régle & la fraction

as — b=

xr

qui davient 30’ dans I’hypothése de =0, on trouverait, en différan.-
ciant les deux termes de cette fraction,

a=loga— b= logh
1 E ]

expression dont le numérateur ne devient pas nul lorsque 2 =o, et
qui, par conséquent, donne loga—1log b pour la valeur que prend la
fraction proposée lorsque = =o.

11 est bien évident que le facteur commun aux deux termes: de la frac-
{ion proposée est @ — 0, c'ést-a-dire ¥; mais comment reconnalire ca
facteur dans a® — b= 1 Pour y parvenir, nous remarquerons que , d’aprés
Varticle (39),

a*:r-—l—.&f-!- Ex—’--a- ete.,
b*_—..l-{-B +---— 4= ete.

done, en prenant-la différence ,

5

ax—br= (A —B)x -+ 3 o= ele.,

et I'on voit que = est factear commun de a* —b=.

87. Il ne faut pas cependant croire que la régle que nous venons de
donner suflise pour tous les cas : la démonstration précédente est fondée
sur ce que les exposans m et # sont des nombres entiers; mais s'ils
étaient fractionnaires, on ne powrait obtenir, par des différenciations -
successives, un terme ol x—a se trouvit élevé i la puissance o; par
conséquent , on ne pourrait, par le procédé que nous avons employé,
dégager la fraction du facteur commun.

Soit done pour plus de généralité , Nexpression

Ff___ Plz—a)* - Q (x— a‘\g + R(r— a)¥ - ete.
B P'(z—a}“’ ~+- QY {:c-—-a)cf + B (x— a]‘}f -+ ete.

dans laquelle a, €, 4, efc. , sont positifs et croissans, ainsi que &,
€, 4, ete. Cette expreusfon se réduisant & - lorsqtle = a, nougijpour-

rons , au lieu de changer = en « , changer x en ...;.P en pous réservant
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de faire =0, aprés avoir réduit ; alors Phypothése sera la méme que
si nous eussions fait immeédiatement x = a, et nous aurons

Fr PN+ QK 4 BAY 4 ete,

st 7 " -

¥ P g QS Y e ete

En considérant « et «/, qui sont les plus petits exposans dans cha-
cune de ces suites, il peut arriver trois cas :

. (62).

I°. a>a; 20, a=a’; 30 a< 2’

Dans le premier cas, en divisant par %" les deux termes de la fraction
(62), ona

’ ~ 4

Pz P Q T 4 Ra?‘ '+elc (63);
s — E - .. (63);
Ve Pt Y R Y 4 e
par hypothése, « surpasse «', par conséquent le nombre «— a sera po-
sitif; & plus forto raison §—a’, etc., 3 —«' le sont aussi , puisque
«, €, 3, elc. , vont en augmentant; & — ", 3/ —«', ele. 2 seront aussi
des quantités positives, par la raison queles expressions &', €', 3/, ete.,
allant en croissant, «est moindre que ¢, que 9/, ete. Celapose silon
fait h=o0, tous les termes du second membre de I'équation (63) s'éva-
nouissent , hors P ; done cette équation se réduit alors &

Fx i ) o
ez P
’
Dans le second cas , oft o= o, leterme PR* ™% se réduit & PO =D
done, daprés Dinspection de Péquation (63), on voit que, lorsque

Jea—g -F—x se réduit & -?—‘
qr P

Enfin , dans le troisiéme eas, ol I'on a «<C«'; en divisant par &%, on
écrira ainsi Iéquation (62) :

Fx P Qi % R T 4 ate.
= — :
B IS Lo e g e e,

et P'on voit que Phypothése de &= o réduit cette équation a
Fx P

. o

88. Prenons pour &emplu la fraction
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(2% — 3ax —=2ar)?
_—
(x3 — al)?

qui, lorsque = a, se réduitd E. Si dans cette fractior on met a4 h &
la place de =, elle devient . }

e C

2 : a
(pr—ah)®  _ (h—a)h

(3ash+3aht 4 15)*  (3aro 3ah - h3)h
1 8 I

8 2 - 1
_ h—a)*h* *  (h—a)*RS
(3a® <~ Jah 4= "l’}_z

-
o

i
(3> o~ 3ah 4 By
faisant h=o0, on obtient

Fx o

?I:

2 =0.
(3a2)’

8g. 5i une yaleur de x rendait infinis les deux termes de la fraction
Fa '

—, on diviserait ces deux termes par Fz x ¢z, et I'on aurait
q:

Fz -~ ¢

L]

¢—:|I=z =
Fz °

(1]
z

go. Enfin, si Pon avait un produit MN, dans lequel Phypothése de
== o rendit ’un des facteurs nul et Pautre infini ; soit M le facteur qui

deyient nul par la valeur de = qui rend N infinl ; on éerirait ainsi ce
produit :

MN =

?

=l =B

1 4 AR I R
et comme nlursﬁ serait o, expression — se réduirait & 3

N
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Des maxima et minima , dans les fonctions d'une
seule variable.

gt. On peut, dans la série de Taylor, donner une valeur
A Yaccroissement £, telle que 'un des termes de la série
devienne plus grand que la somme de tous ceux qui le
suivent. En effet, cette série étant représentée par

d_;rfa &y B
dz* 2 i = f

dy
.7"'["(1—_,”

si Uon veut que %— k, par exemple, devienne plus grand

que la somme de tous 1es autres termes , écrivons ainsi la
partie de la série comprise depuis ce. terme.

d3y A2
( +d +dx23+6tc)k”'64
: 3 %
Or, quand on fiit k=0, la partie -—-— +3$ hg, ete.

g’anéantissant, on congoit qu’elle peut étre rendue aussi
petite qu'on voudra , lorsqu’on prendra k trés pres de zéro,

. / d S
et étre alors surpassée par -(-i%’ qui est indépendant de A.

h
) ‘{i -+ ete.; la
i tivi a (8
série (64) se réduit a (ﬁ +Z)k : et comme alors on a
d d
d-'_;> Z, ou é h> hZ ,en multipliant park , il en résulte

d
que le terme (-l-'r h est plus grand que la somme de tous

les suivans. On démontrerait la méme chose pour tout
autre terme a I'égard de ceux qui le suivent.

92. Soit y ==@x une équation entre deux variables. On
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peut toujours considérer cette équation comme celle d'une
courbe dont les différentes valeurs de la fonction 5 se-
yaient les ordonnées ; on dit que cette fonction y estd son
minimum, lorsqu'aprés avoir diminué successivement,
elle est sur le point de recommencer & croitre,

Soit, par exemple,.la courbe MBN, fig. 9, qui a
pour équation y=~8&--cz*; on voit que les ordonnées
mp , mp/, etc., vont en diminuant jusqu'au point B;

: : : ; P
mais que depms ce point , les ordonnées gn, qn,etc.,
vont toujours en croisssant : ainsi 'ordonnée AB est le
minimumn de la fonction y.

93. On dit de méme qu’une fonction y est parvenue a
son maximum , lorsqu’apres s'étre accrue successivement,
elle est arrivée au point passé lequel elle commence a
décroitre.

La courbe CDE, fig. 10, dont’équation est y=5b—eca?,
nous présente un exemple de ce cas au point D, puisque
les ordonnées qui suivent et qui précédent immédiate-
ment AD sont plus petites que AD : ceite ordonnée AD
est donc un maximum.

94- I y a des courbes qui n’ont qu'un maximum,
d’antres qu’un minimuwm ; quelques-unes ont I'un et
Pautre ; d’autres n’en sont pas susceptibles.

Fig. 9.

Fig.

10.

On voit, par exemple, que la courbe MBN, fig. g, dont Fig. o

I'équation est y = b ~~cx’, ne peut avoir un maximum,
puisque, d’aprés la nature de son équation, les ordonnées
vont toujours en croissant.

Le cercle GBD, fig. 11, dont I'équation est

@ =(r —8+ (z—a)",

a un maximum et un minimum, qui correspondent i la
méme abscisse AP : le maximum est PD, et le minimum
est BP.

Elém. de Cale. diff. .

W

Fig. 11.



Fig. 12.

Fig. 13.
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g5. Lo;'squ’:me fonction - d’une variable # a un maxi-
mum oil un minimum, ce maximum ou ce Miniwim
serait déterminé, si Von connaissait abscisse qui y
correspond : par exemple, si dans une courbe dont V'é-
quation est 3 == ¢z, on connaissait la valeura de 'abs~
cisse 2, qui correspond am maximum ou au minimum,
il suffirait de faire x=a, dans P'équation y =gz, pour
déterminer la valeur de », qui est le maximum ou le
minimum demandé.

gb. Soit donc y =fx une ordonnée PM, fig. 12, qui
est parvenue a son maximum; si labscisse AP regoit un
accroissement h représenté par PP, et qu’on porte aussi i
de P en P”, on aura, pour les conditions que PM soit un

maximum ,

PM < PM, P'M’ < PM,

fe+n < fz, fle—rn < fa.

§i au contraire PM, fig. 13, est un minimuim , en repré-
sentant la valeur de z, qui correspond au minimum par
AP, eten prenant PP'=PP"=%, nous aurons pour les
conditions du minimum ,

PM > PM, P'M’ > PM,
flz+8>f=, Sflz—r> fz.

Ainsi, lorsque f(z-+h) et f(z—F), seront en méme
temps plus petits que fz, il y aura un maximum , et si ces
deux fonctions sont en méme temps plus grandes que fz,
il y aura un minimum ; enfin, si I'une de ces fonctions
est plus grande et Uautre moindre que fz, il n’y aura ni
aximum ni minimum.

on

on

97. Cherchons donc dans quel cas ces conditions pen-
vent étre remplies : pour cet effet, nous avons, par le
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théoréme de Taylor,

y e &y B
f(x+ﬁ)=.r+d g‘x:r; d;:’ﬁz 3+ ete.... (65).

D’une autre part, si dans cette formule on change s en —7,
on trouve
dy, ,dy B &y B
—h=y——hk4 ==, — — 5 — tetc,... (66).
Y dx +dx’l.z dm‘2.3+ (60)
Pour que y = frsoit un maximum ou un minimum, il
faut donc que ces deux développemens soient tous deux
plus grands ou tous deux moindres que y; or, cela ne
ity d 3 fERast
peut étre, a moins que I‘Z ne soit nul. En effet, si Ton
donne une valeur trés petite 4 2, on pourra toujours faire
d
en sorte quea'zk surpasse la somme algébrique de tous
les termes qui le suivent. Dans ce cas, le signe qui affec—
d Hedid; R
tera -2  sera le méme que celui de <L A joint aux ter—
dx .

dz
mes qui le suivent : ainsi, dans cette hypothese, si j——ih
est positif dans 'un des développemens (65) et (66), ce
développement sera plus grand que y, et sera moindre

dy = |
:ﬁ-k étant

contraire dans ces développemens, il faut que si g‘zk est
: 2
positif dans P'un, il soit négatif dans Pautre; d’ot il suit
que Pune des quantités f'(z+ k) et f(z— k), sera plus
grande que fx, et que 'autre sera moindre que fr.

.d o : :
que y snaL; h est négatif. Le signe qui affecte

dy
5i = 3 2 b n’est pas nul, il ne pourra donc y avoir de maxi-

: o i tartl
mum ni de minimum ; mais si =2 = o, alors les dévelop-

dx

5ie
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pemens (65) et (66) se réduisgnt a

dy b* dy‘fns
flaeEB= o gngde gary T8

dr&’ d?y R
fle—h =y + The — hrg + et

Dans ce cas, le signe des termes qui suivent y dépendra
de %‘1:, si 'on prend h assez petit pour que ce terme sur-
passe lasomme de tous ceux qui le suivent ; et comme a;;
a le méme signe dans les deux développemens, il en résul-
tera que si g‘% est positif, les deux fonctions de (=< h)
et de (x—Fh) seront p:l.us grandes que fr; dansce cas, fx

2,

sera un minimum. De méme, si &,_:_; est négatif, on voit

que fz sera un maximum.

98. Pour compléter cette théorie, nous remarquerons
2

dy ; dy
que outre 7= =0, on peut avoir encore -2 =0; dans ce

dz

cas, il ne peut y avoir maximmum ou minimum que lorsque

::Ja == 0. Alors le signe des guantités qui suivent y dé-

pendra de:} , quand on prendra h trés petit; et l'on

. diy if g
prouvera que si =< est positif, fr est un minimum, et

guipphote o) 1. : o :
que si E;*TGSt négatif, f est un maximum ; ainsi de suite.
En général, lorsque le premier coefficient qui ne s’éva-~
nouit pas est d’ordre pair, il y a un minimum il est po~
sitif, et un maximum s’il est négatif.
99. Pour premier exemple, preuons la fonction.....
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a— bx=-x*; nous aurons donc
y=a—bx 4 2';
différenciant et divisant par dz, nous obtiendrons

dr _ o il
'J_;:'"__b+2x’ i =2

a
. Cette valeur positive de :—I‘Y; nous apprend que la fonction

a un minimum. Pour déterminer Pabscisse qui correspond

i ce minimum , nous €galerons A zéro la valeur de 3% y CC
4 :
qui nous donnera =~ si Ton substitue cette valear

de  dans celle de 7, on trouyera j=a—%: pour le

minimum cherché.

100. Soit encore la fonction a'd=b’z— c'z?; différen-
ciant 'équation y=al4= b’r—c'z*, et divisant par dz,
nous trouvexrons

dy d*y

BN i apa Sl
= b e 2672, P 2c2,
Par la valeur négative de & on voit qu’il y a un maxi-
g d 1.1’ q y 1

mum dans la fonction; 'équation §*— 2¢°z =0 nous
38
» . . . ;
donne z= o pour Pabscisse qui correspond & ce maxi=

mum; et en substituant cette valeur de 2 daus celle de y,
on trouvera

bt
J= at + E‘-
101. Soit encore '"équation

¥ = 3a’x® — bix 4 5,
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nous trouverons, en opérant comme ci-dessus ,

dr 5 iy
B G i R N eas
d.r__ga:r: b, T 18a’z ;
égalant A zéro la valeur de j—‘;, nous avons
D mlt ‘ F . AT b‘ 3
ga’x* — bi=o, don F=_—=a3

ces deux valeurs de z étafi mises successivement dans celle

deE;, , nous apprennent qu’il y a dans la fonction un mini-

mum et un maximun. Le minimum correspond 4 ’abscisse

b I : i
= 35 & le mazimum i Vabscisse 2= — i en

mettant ces valeurs dans celle de », nous trouverons

r=ec 20 pour le minimum, et y=c’-4- 2dt pour
— gian 250 x = =
gﬂ gﬂ

le maximum.

Application de la théorie des maxima'ét minima
@ la solution de divers problemes.

PROBLEME 1.

102. Partager un nombre en deux parties telles , que le
produit de Uune par Uautre soit le plus grand possible.

Soit a ce nombre, et x Pune des parties; Vautre sera
a—z. Donc x (a—x) est la quantité dont on veut cher-
cher le maximum; différenciant et divisant par dz , I'équa-
tion y=x (@—x) = axr—=x*, nous trouverons
d*y

= — 2.

daz*

d——-‘i:a—-:m:,

dq
La valeur de d—xy—; nous montre que la fonction venferme
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effectivement un maximum. 5i ce coeflicient se it trouvé
d’un signe contraire , le probléme aurait été impossible, En

d !
égalant & zéro la valeur de E‘J’, nous trouverons 2 — s %

ce qui nous annonce qu’il faut que le nombre a soit
partagé en deux parties égales pour que Te produit soit un

maximum.
PROBLEME 11.

103, Entre tous les cylindres inscrits dans un cone droit,
déterminer celui qui a le plus grand volume.

Soit a, fig. 14, la hauteur SC du cone, & le rayon AC de Fig. 1§.
sa base, et z la distance SD du sommet au centre di cercle
supérieur du cylindre.

Les triangles semblables SAC, SED nous donneront

SC ; AG :: SD : ED,

ou atb v ED;
donc ED:%E.
a

Soit 1 3 # le vapport du diamétre 3 lacirconférence; on
sait que le cercle, dont le rayon est r, a pour surface xr°.

Donc le cercle EGF, quia %‘r pour rayon, a pour surface

wb? : ol ol

= multipliant cette surface par ta hauteur DC du cy-

lindre, c’est-d-dire par a—z, nous aurons 9-rﬁ:--:c'“ (a—2z)
a

pour le volume du cylindre; ainsi équation 4 différencier

st

2
=— (a2} —2%);

on déduit de cette équation

d b 3 1



n2 CALCUL DIFFELRENTIEL.

; Y dr
égalant a zéro la valeur de—~, on a

dz
P

aﬂ

(2ar — 32°) = o0, ou plutét 2ax —3z'==0,

équation qui étant le produit des facteurs x et 2a—3z,
; 2a

donne par conséquent £ =0, OU Z= .. La valeurz=o0

ne peut correspondre & un maximum, puisque, dans cette

N d? i 2wb* s
hypothése, -d-.zl’“ se réduit A e nombre positif. Cette

doy. piess
valeur de d;': indique unminimum ; en effet, quand x=o,

le cylindre se réduit & Vaxe du céne (car plus le cylindre
est haut, plus il est mince).

La valeur z = %‘f est donc la seule qui puisse répondre

L]
a la question; et, dans cette hypothese, i3 se réduit

dra

arb? e il 2
, nombre négatif. Si l'on retranche donc...

SD=.r=§ SC de la hauteur du cdéne, il restera

CcD :% SC. Il résultede ce qui précede, que le ¢ylindre le

plus volumineuz inscril au c6ne a pour hauteur le tiers de

celle du cone.
PROBLEME I1I.

Fig. 15. 104. Pariager une droite AB, fig. 15, en deux parties
AC et CB, de maniere qne le produit AC® 3 CB soit un
maximum. _

Représentons par a cette droite AB, et par z la partie AC
de cette droite ; 'équation du probléme sera done

r= 2 @—a),
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d’ol Von tire
d.?' 3 diy
ar® — jx — —bar — 127%"
d 3 4 d.’l‘.‘“ 1 5
: dy
en égalant & zéro la valeur de qg2 On trowvexr=o, ou

2 -——— Cette seconde valeur est la seule qui résout le

T
probléme, puisqu’elle réduit celle de g—x{ 4 — —9—2—, résul-
tat négatif.

105. Observops que lorsque dansla valeur du coefficient
_différentiel % il y a un facteur constant positif, on peut

le supprimer. En effet, si nous ayons

%:Apx,

on en tire
L O,
SEEE dz’

Cette seconde équation ne servant qu'a nous faire con=
‘ d g !
naitre le signe de la valeur de —‘{ , ce signe ne dépend

dx
P
di: , parce que A est un fac-
teur constant positif : done A peut étre supprimé dans

cette équation. Il peut Vétre aussi dans 1’équation

d :
a%;_:mpx; car puisque nous devons égaler a zéro le

>

que de celui qui affectera d

second membre de cette équation pour déterminer z,
I'équation Agx =0 nous donnera gxr—=o; d’ou il suit
quon a droit d’omettre la constante.
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PROBLEME 1V.

106. On weut faire entrer dans un vase cylindrique une
certaine quantité d’eau dont le volume est connu; on de—
mande quelles dimensions il jaut donner é ce vase pour
que sa surface interne soit aussi petite qu'il est possible.

Soit Ve volume d’eau donné, et x le rayon de la base
du cylindre; ax* sera l'aire de la base du cylindre. Et
puisque la hauteur de ce cylindre, multiplice par sa base,
est égale & son volume, on aura

kauteur ducylindre X #x* =V,
d’ott on tirera

hauteur du cylindre = -1;
&

En multipliant cette hauteur par la circonférence de la
base qui est 2z2, on aura : .

ng 2
e L —
zx? F- o

pour la surface convexe du cylindre. Si a cette surface on
ajoute #2*, qui est celle de la base du cylindre, Véquation
a différencier serg

J=§+Wx=)

¢t Von en déduira

dy aV dr | 4V
E:—F+2‘II, a“;:-;j—}-zir

d
La valeur de!-—‘g étant ¢galée & zéro, donne

d
Fi b
Vi
r= iy
=
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On voit que cette valeur répond & un minimum, puis—

du
qu’elle rend positive celle de Ir‘:-: : le rayon de la base du

o
cylindre cherché sera donc “ —. Si l'on met cette va—
3

leur dans U'expression de la hauteur, on trouvera, pour la
hauteur du cylindre,

PROBLEME V.

107. Entre tous les c6nes inscrits dans une sphére , dé-
terminer celui qui a une plus grande surface convexe.
Supposons que le demi-cercle AMB, fig. 16, fasse une Fig. 16,
révolution autour de 1’axe AB, la corde AM engendrera
un cone dont AP sera la hauteur, et PM le rayon de la
base.
La surface convexe de ce cone aura pour expression,

circonférence PM < 1AM = 27PM.1 AM = sPM.AM.

11 ne s’agit donc que de déterminer PM et AM,
Pour cet effet, soient AB==2a, AP=xz; MP étant
moyenne proportionnelle entre AP et PB, on a
z:PM :: PM: 2a— x;
done

PM = /' 2az—2*;
AM étant moyenne proportionnelle entre AP et AB, ona

x AM 3 AM : oa;
donc

:\M — ‘/%;
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substituant ces valeurs dans Vexpression de la surface du
cbne, on obtiendra,

surface convexe du cone = 9r|/2a.r—.r‘ l/aa:r:
==V fja'x* — 2ax°;
Péquation i différencier est donc (art. 105)
T — \/4&’:::’ — 2az’,
d’ot 'on déduit
dr [z — 3ax*
dz ™ |V — 2az°
ou, en supprimant le facteur commun z,

dy s fdhmBox = 6o
dz ‘/4a’ — 2ar

égalant A zéro cette valeur de dx, nous obtiendrons
ja*—3ax=o,

équation satisfaite en supposant

x=42

L4 g
Cette valeur appartient & un maximum ; c’est ce qui va

T
dxt
108. Avant que de déterminer la valeur de ce coefficient
différentiel, je vais expliqmer un procédé qui abrégera les
calculs dans de certains cas.

Je ferai préliminairement observer que, lorsqu’une fone-
tion de & est nulle par une valeur qu’on donne i x, il ne
s’ensnit pas qu’en genéral son coeflicient différentiel soit
aussi nul: par exemple, si I'on a la fonction 2*—52x4-6,
qui devient nulle lorsque 2=2, ou lorsque x==3, le
coefficient différentiel de cette fonction, qui est 22 — 5,
ne deyient pas nul dans ces hypothéses,

nous étre confirmé par le signe de
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10g. On peut quelquefois abréger beaucoup les opéra-
tions qu’on emploie pour reconnaitre si une fonetion est
susceptible d’un maximum ou d’un minimum. En effet,
supposons que 1’on veuille déterminer le coeflicient diffé-

rentiel de I'équation % = XX, dans laquelle X et X’ sont

des fonctions de z, dont la premiére seule devient nulle
par une valeur donnée & x; en différenciant cette équa-
tion, art. 14, et en divisant par dz, nous obtieudrons
d’y XdX' K XdX
dz*~ dz dz
X, par hypothése, étant nul, en vertu de la valeur donnée
i x, cette équation se réduit &
dy  XdX
d& T dr

ce qui nous indique que, pour ohteniri—ﬁ, il faut multi-

plier le coefficient différentiel du facteur nul par 'autre
factear (*).

e . d x—a
110. Par exemple si, étant donné d—'i: —, onveut
&

obtenir le coefficient différentiel du second ordre dans

(*) Cetle régle n'est pas sans exception , car :r_X' peut étre nul aussi.

Par exemple, si 'on avait g = x% (z—a)?, équation qui renferme

; ds .
des racines égales, les deux termes de la valeur de Ei!. seraient nuls; et,
xT
g : ax’ .
au leu de supprimer le facteur représenté par X == ondevrait, art. 98,
recourir aux coefliciens différentiels des ordres supérieurs, pour recon-
naitra si la fonction est susceptible d’un maxinmum ou d’un minimum ;

L oIIE RS e
L élait infini, on tomberait dans e cas de lart. 8g.
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I'hypothése de x=a, on écrira ainsi cette équation,

dr S
L e i
et 'on trouvera que
[ i ¢ ><cl(:c'—-a)_ 1
= V= dz ~ =z

111. Reprenons maintenant ’équation (69), de laguelie

2.

d
on veut tirer la valeur de -‘—7,
dr®
fa

@ = en décomposant le numérateur en ses facteurs,
nous aurons

dans Lhypothése de

dy _ az (ja—3z) :
dz = jar'—2ars

le second membre peut s’écrire ainsi :

ax 3
e e e — = ==,
V 4a'x* — 2ax® =< )
Dans I'hypothése actuelle , le facteur fa— 3z étant nul,
nous aurons donc, art. 109,

dy ax d(fa—3z) 3ax
da* T V fa*x*—oax’ dx - Véa‘z"—nar‘

et par conséquent, en divisant les deux termes de
fraction par =,

dhy 3a
da* = V' ia*—2az’
mettant dans cette expression la valeur de x, qui est %‘3

on obtiendra
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d‘f 3a

L 3¢ *
ae o » Ba* = “44"
V-5 Vs

Cette valeur étant négative, celle de = correspond 4 un
maximum.

PROBLEME VI.

112, Un pointC, fig. 17, étant donné dans Uangle YAX, Fig.

mener par ce point une droite DE, qui rencontre les axes
AX, AY, de telle maniére que la longueur DE, de cette
droite , soit un minimum.

Soient Al—=a, IC=204, IE=ux; les triangles rectan-
gles ICE; ADE, nous donnent

IE ; IC:: AE: AD,
ou
xib:latx: AD;

donc
AD = g{a +2);
par conséquent
ADM = f:—: (@ + =)

D’une autre part
AE* = (a4 x)%;

substituant ces valeurs dans la formule
DE = VAD + AF?,
nous trouverons
. ' 2
DE :\/;, (ad-2)' 4 (a4 2)= \/(; -I-:) (a4 2)';

et, en réduissant au méme dénominateur le premier fac—
teur qui est sous le radical,
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b 53_ P T i ST
DE‘.:\/ :;”-(a-;-xy:"';"';/bw-;-f:;-.

En regardant cette expression comme le produit du fac~

I, par le facteur V& 4=*, nous différencie-

teur

rons par L'art. 14, et nous trouverons

a-—l—x

dy=2TEa Vb2 +Vitzd.
effectuant les différenciations, nous aurons

a=x xdx
z Vb
réduisant an méme dénominateur, en multipliant les deux
termes de la premiére fraction par x, et les deux termes
de la seconde par V/ b4 z*, nous obtiendrons
d _at+zx a2z b
4 Ea VA S R L T o

d
et VPEE X X—225

dy=

X — adx;

réunissant et réduisant les termes du numérateur, et di=
visant par dz , il nous viendra enfin

dy x*— ab*

A1 VA y

égalant le numérateur & zéro, nous trouverons

3
e l/ab’. .

Pour prouver que cette valeur répond 4 un minimum dans
cette hypothése, nous mettrons seulement, art, 109, ala
place du numérateur, qui est le facteur nul, son coefficient
différentiel , et nous aurons ainsi
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diy da® 3
dz* " wy/ bzt Vbtat
valeur essentiellement positive. On ne fait pas la substi-

tution de la valeur de 2, car on voit qu'un carré z* est
toujours positif.

PHORLEME VIT.

113. Z'rouver le plus grand triangle rectangle qu’on
puisse construire sur une droite donnde.
Soient @ cette draite, AB, fig. 18, et = I'un des ¢dtés pyy, 15

du triangde, Vautre sera V a* =% dotic la suiface du
triangle a pour expression ’

xT —
Y i 1 il
LR
ainsi I'équation du probléme sera, art. 105,
r=azVa—=2z', ouplutdt y =V axr —al,
d’oit Pon déduira
) dy  a'zx—a2’
dz "y gtz
Cette valeur étant égalée 4 zévo , donne
a 3 »
axr—axi=o, ou z(a@—2x%)=o0;
ol
équation de laquelle on tire
r=90, ou 2x'°=a.

« me pouvant étre nul, nous le déterminerons par la se-

conde équation , qui nous apprend que les deux cités AG,
BC sont égaux,

En différentiant le facteur a>—22", on trouve, art. 100,

e z >< d(@*—2z7) fa*

4 yer—z"  dz Ty o e
Elém. de Calc. diff: G
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Ce résultat étant négatif, hypothése de a* — 22" =0
détermine , pour x, une valeur qui correspond i un
maximum.

De la signification géométrique des coefficiens
différentiels.
dy 2 A

114. On avu, art. 73, que Erepresentaxt la tangente
tigonométrique de ’angle que fait, avec l'axe des abs-
cisses, une tangente menée au point dont les coordonnées
sont z et y ; comme c’est le fondement de ce qui va suivre,
on peutdémontrer a priori cette proposition de la maniére
suivante : soient, fig. 19, PM=jy, PP’=1/; en menant
la parallele MQ a T'axe des abscisses, on a done

M'P = f(z 4+ h),
MQ= f(x+?*J—fx-dJ’s+j&f: ® +ete.
Or
’Q.
MQ '’

et en mettant pour les expressions M'Q, MQ, leurs va-
leurs, on aura

MQ : MQ i1 :tangS =

-,
3

d dy k
i’h-!-—a'x'—{n—!' ete.

mngszd:c " 3 d_y+(:l"j h

dz*1.2

-+ ete.

 Passant 4 la limite, & est nul, et tangente S se change en
tangente T.
Donc alors

dy
tang T = iz

Ceta posé, si PM devient un maximum, la tangente TM,
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fig. 20, étant alors paralléle a 'axe des abscisses, elle fait yig. 0.
un angle nul avec cet axe; et comme on vient de voir que
la tangente trigonométrique de Pangle formé par la tan~

ey
gente avec l'axe des  était iz’ on a donc, dans ce cas,

— == 0.

dx
On démontrerait de méme que s1 PM, fig. 21, était un Fig. ar.
minimum, la tangente trigonométrique devenant aussi

: . dr
nulle dans ce cas, on devrait avoir P

o Y s ¥ e
Ainsi, cette €quation a}:o n'exprime autre chose

que la condition du parallélisme de la tangente en M &
I"axe des abscisses.

115, Examinons maintenant daus quelle circonstance

d2y e ;

is est positif ou négatif.
Pour cet effet, considérons d'abord le cas on la courbe,

fig. 22, tourne sa convexité vers 1’axe des abscisses. Fig. 224
Soient AP, x; PM, y; PPP'=PP"=1h; et par les

points M et M , menons la sécante MM'S , eL les droite.

MN, M'N’, paralléles i I'axe desabscisses, nous aurons

MO=MP — MNP = f(z+ ) — fx,
Cest-a-dire

dy diy A
MO__ J’ +d.:!:‘ + ete.

Or, la similitude des triangles MM'O, MSN, unous
donne
MO : MN ;: MO : SN,
ou
kah MO :SN;
donc,
SN=2aM0,



Fig. 22.

Fig. 23.
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et, en substituant pour MO sa valeur, on a

=2 Gl dy h*
SN_za-I—.&+a J-}-etc.

dz* 1
D’une autre part,
M'P! = f(z -+ 2h);

si l'on en retranche
NP — PM,

on aura

M"N:f(.r—j—ah}——_;r—— 2 +d‘r4..+etc s

Stant de cette valeur de M"N, celle de SN, il restera,

fig. 22,
M5 =L o 4 ete. .. (69).
i dar

Dans le cas ou la courbe, fig. 23, tourne sa concavité
vers l'axe des abscisses, pour aveir M’S il faudra, au
contraire, retrancher de la valeur de SN celle de MN,

ce qui donnera

ds
di’: k> 4 etc... . (6g).

En comparant ces deux valeurs (68) et (69) de M"S, on
voit que, dans l'une, g—é-{, est précédé du signe =, et dans

Vautre, du signe —.

Cela posé, on peut faire en sorte que le signe du pre-
mier terme du développement de M”S décide de celui de
tout ce développement; et comme le carré %, qui est
essenticllement positif , ne peut influer sur le signe de

2 a
.5 2, le coefficient différentiel g L décidera seul du si-
da® dzr®
gue de la somme de tous les termes de la valeur de M'S.
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En ne considérant donc les équations (68) et (6g) que
relativement aux signes qui affectent chaque membre, on

: . sl d:
pourra supprimer ket les termes qui suivent 3{., et ces
équations deviendront
d"T'
dzs?

1
M'S = g;‘*;:.,. M'S =—
d’olt nous tirerons

d*y ie
(T.F—_‘-Mb
dn.yl_ I
gt M3

e we H(770)

Si on regarde y comme une quantité positive, M'S,
fig. 22, tombant du méme c¢6té que y, sera positif; la Fig. 22,
premiére des équations (70) nous apprend donc que,
lorsque la courbe tourne, fig. 22, sa convexité vers 'axe Fig, aa,

4

des abscisses, %L—;: est positif,

Si P’on considére ensuite la seconde des équations (70)
et la fig. 23 qui s’y rapporte, on verra que — M"S repré- Fig. 3.
sente une droite qui est d’un signe contraire 4 celui de y,

et que, par conséquent, fd}:z_{ est négatif dans le cas de

la fig. 23, cest-d-dire lorsque la courbe tourne sa conca- rig, 23,
vité vers axe des abscisses.

116. La courbe jusqu’s présent a été supposée situce
an-dessus de l'axe des abscisses ; examinons ce qu'il arrive
lersqu’elle s’étend au-dessous, comme dans la fig. 24. 11 Fig. 24
est certain, par ce qui précéde, ue puisque la courbe

i ! d?
tourne en Msa convexité vers I’axe des abscisses, H%: et
par conséquent MN, est positif. Or, les droites MN et M'N',



Fig. 25.
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qui sont situées du méme cété de la tangente T'T, doi-
vent avoir le méme signe; et comme MN est positif,
M'N’ doit I'étre aussi; d’o il suit quiau point M, on la
d>y
courbe tourne sa concavité vers Vaxe des abscisses, ir
- . . . 3 - f =
sera d’un signe contraire & celui de Vordonnée P'M/, qui

est négative ; Ja courbe tournerait, au contraire , sa con-
sy 5 d‘u'}" == i f D ¢ u‘o“
vexité, siy et — étaient de méme signe. De sorte q
x

peut dire, en général, que de quelque c61é que tombe la

2

¢ : ;
» courbe, d—'?—: est du méme signe que y lorsque la courbe

r
tourne sa convexité vers I’axe des.abscisses, et prend un
signe contraire lorsque la courbe tourne sa concavité vers
le méme axe.

La courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers
Paxe des abscisses, suivant que Vordonnée est parvenue i

2
7% ; : ey
80N Minimum oud son maximum, on voit pOlqullOl dxn

‘est positif dans le premier cas, et négatif dans le second.

117. On dit encore qu’il peut y avoir un maximum ou
AR dy Rt
un minimum lorsque 3= % Pour expliquer ce que
cette condition signifie, soit y = fr Iéquation d’une
courbe MN, fig. 25; il est certain que si on donne & z une
valeur AP, cette équation détermineral’ordonnée PM.

Si T'on résout ensnite équation par rapport & 7y, et
gu'on en tire =gy ; lorsqu’on fera y=—AP'{ valeur
précédente de 3, Véquation donnera z= P'M. Dans ce
dernier cas, 3 sera considéré comme labscisse, et =
comme lordonnée ; et on construira la méme courbe,
pourvu qu’on porte les ahscisses » sur Paxe AY, et que
Vantre axe soit regardé comme celui des ordonnées.

Dans cette hypotlicse, on peut dont chercher le maxi-
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mum ou le minimum de la fonction & de y. Pour cet

" d
effet, de I'équation proposée on tirera H:; =M, et Yon

Loolda
suppposera M=o ; cela posé, 'équation e M nous

d 1 : dy
donnanta‘?—; = gj» 00 Voit que lorsque M=o, iz =%

ainsi, la condition nécessaire pour qu'il y ait un maximum
ou un minimum dans le sens des abscisses, est qu'on

puisse avoir o — 00 .

dx

118. Par exemple, sil"on prenait I'équation
yi=axr— b,

on en tirerait :-;y =2 Cette valeur égalée 4 zéro donne~
" Vg

rait y=u00; done la courbe ne peut avoir un maximam

dans le sens des ordonnées qu'a une distance infinie de

Vaxe des #. Examinons maintenant si elle a une limite

dans le sens des gbscisses (par limite on dénomme, en

général, le maximum et le minimum); pour cela, il faut

supposer la valeur de % infinie, ce qui nous donne

%: 00, condition remplie lorsqu’on fait y =o; daus
: d*x T :
cette hypothese, la valeur de e réduit a =3 résultat

positif. On voit done que la valeur de y = o correspond
4 un minimum de 2, Nous déterminerons ce minimum en
faisant y =0 dans I’équation proposée, ce qui la ¥é-

duira & ar— b = o, d’oni nous tirerons x = - pour le mi-
a

nimum cherché : ce minimum est représenté par AM dans
la fig. 26. Fig. 26.
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Fig. 27.

Fig. 28.

Fig. 29.
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119. En terminant cette matitre, nous remarquerons

que ’équation %: & nous indigque que la tangente MT,
fig. 26, est eelle d’un angle droit, et par conséquent est

perpendiculaire a I'axe des 2.

Considérations generales sur les points singuliers
des courbes.

120. Le calcul différentiel peut étre d’une grande utilité
pour trouver la forme d’nne courbe dont P’équation est
donnée. La théorie des maxima et minima nous offre déja
les moyens de déterminer les limites dans le sens des
abscisses et dans celui des ordonnées ; mais cela ne suffi-
rait pas pour nous faire connaitre la forme de la courbe.
Par exemple, les courbes des fig. 27, 28 et 29, qui ont
les mémes limites OC et 0D, dans le sens des ordonnées,
et OA et OB dans celui des abscisses, ne se ressemblent
pas. Ce qui distingue la courbe fig. 27 de la courbe
fig. 28, c'est que, dans cette derniére, il n’y a qu'un
point d'inflexion ; on appelle ainsi un point ou la courbe
de concave devient convexe, ou de convexe devient con-
cave. Dans la fig. 25 il y a deux points d'inflexion, 'un
en E, Tautre en G, et un point de rebroussement en C,
<’est-3-dire un point ou la courbe suspend tout d’un coup
son cours.

121. En géuéral, les points ou la courbe éprouve des
changemens s’appellent des points singuliers ; on sent que
si V'on a Yes moyens de reconnaitre les endroits ol ces
points existent, il sera facile de suivre la courbe dans
son cowrs. Par exemple, si 'on savait que la courbe,
fig. 29, a des points d'inflexion en E eten'H, et des points
de rebroussement en F et en G, on pourrait prendre une
idée de cetle courbe par I'analyse suivante :
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En partant dua point A, qui est une limite daus le sens
des abscisses, la courbe tourne d’abord sa concavité vers
P’axe des abscisses jusqu'en E, oit il existe un point d’in-
flexion qui, de concave, le fait devenir convexe. A Vextré-
mité de la partic convexe EF, elle suspend son cours au
point de rebroussement F, au-dela duquel elle est encore
convexe dans la partie FH, pour redevenir concave au-
deld du point d'inflexion H et arriver ainsi jusqu’au
point C, qui est une limite dans le sens des ordonnées;
enfin de C en G et de A en G, la courbe est composée de
deux arcs CBG, ADG, qui, tournant leurs concavilés a
Vaxe des abscisses, se réunissent en un point de rebrous-
sement, et passent par les deux limites B et D, I'une dans
le sens des abscisses et 'autre dans celui des ordonnées.

122, D'aprés ce qui précéde, on sent combien il serait
avantageux de pouvoir, a I'aide de I'équation d’une
courbe, déterminer les coordonnées des points singuliers.
Nous avons déja fait connaitre les moyens de trouver les
maxima et les minima, il nous reste 3 nous occuper de la
recherche des autres points singuliers : ¢’est ce qui va
faire le sujet des paragraphes suivans.

Des points d'inflexion.

123. Nous venons de voir qu’un point d’inflexion est
celui dans lequel la courbe, de convexe devient concave,
ou de concave devient convexe. La courbe M'MM”, fig. 30,
nous offre en M un point de ce genre. Menons en ce point
une tangente TT'; si nous considérons les diverses or-
données comprises entre M'P’ et MP, nous verrons que
le prolongement M'N’ de Vordonnée jusqu’a la courbe,
ra en diminuant, et sanéantira au point M; si nous
considérons les ovdonnées suivantes, le prolongement
M’N" de Pordonnée tombera au-dessous de la tangente,
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et par conséquent changera de signe, de sorte que si M'N'
était positif, M“N" sera négatif. Telle est la condition que
nous allons exprimer par une équation.
Soient donc, fig. 30, PP'—= 2 ="PP"; on a évidemment
M'N = M?P' — NP,
ou .
MN = f(x4h) —NP.... (71).
Pour déterminer la valeur analytique de N'P’, nous avons
NP = MP 4 NO,
ou
NP = 9 4 NO.... (72).
A I'égard de celle de N'O, le triangle rectangle N'MO

nous donne
N'O = MO tang N'MO ;

or on a vu, art. 73, que P'angle N'MO, formé par la tan-
gente en M, avec une parallele a Vaxe des z, avait %
pour langente trigonométrique; par conséquent, rem-
plagant tang N'MO par g% , et mettant & & la place de MO,

nous aurons
, dy
NO = b'c-l._t'
Substituant cette valeur dans ’équation (72), et mettant
ensuite celle de N'P” dans P’équation (71), nous obtien-
drons
ot dy
M'N =f{x+ls)-——_y—-azh.... (73).

Sans avoir besoin de ealculer de nouveau la valeur
de M'N", on peut la déduire de celle de M'N’; en effet,
si nous faisons reculer Pordonnée parallelement 4 elle-
méme, M'N’ deviendra M'N", lorsque % se changera en
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— h : donnant donc & & cette valeur dans I'équation (73),
nous obtiendrons

MN'= fe—h) =7 +3Th ... h.

Maintenant, remplagons les expressions f (x < h) et
S (@ —h) par leurs développemens , nous aurons

] h h? 1
MWtﬁ(-+”' oy +d’ +@t)—r—”1,

dz 1.2

2 3
M"N"’:(‘y—g‘l’k-}- d fal g . d S h 3+e!L )—-j-l- ‘:rf:

dz T dz*1.2 dxd2
ct en réduisant, ces équations deviendront
b/ 3
wy =372 4y 23+ew” (75)-

dz* 1.2 ' dz®
- &kt &y B
NN == — ——= — 4 etc.. 6).
dzixin * deiad + (79
Cela posé, pour qu’il y ait inflexion en M, il faut néces-
sairement que, lorsqu’on dennera a & une valeur trés pe~
tite, les lignes M'N’ et M'N” tombent 1'une au-dessus, et
Fautre au-dessous de la droite TT’, ce qui exige que M'N'
et M"N" soient de signes contraires; or, cela nest possible

: diy A R
que lorsque le premier terme i= —b, des séries (75)
1.2
et (76), est nul. En effet, si ce terme n’était pasnul, on
pourrait donner i & une valeur assez petite pour que le
"E] k'i

terme d:-g‘: g surpassit la somme algébrique de tous les

autres termes de la série. Dans ce cas, le signe de ce terme
serait celui du résultat de toute la suite ; et comme ce terme
estle méme dans les deux séries, il en résulterait que M'N’
et M'N", fig. 30, auraient nécessairement.Je méme signe;

3 NI . A Fig. 5o,
par conséquent, pour que M'N’ et M”N” puissent étre de §
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signes contraires , il faut que Pon ait

2
ji: *= o, ou plutdt

124. S'il arrivait que la méme valeur de z, qui fait

d'y

3
. L b A ;
evanomr-d—- fit aussi évanouir -5 , il faudrait pour

diy o :
qu'il pit y avoir un point d'inflexion, que d_.:g fiit anssi

. @ ' : J -3

nul. Dans ce cas, si a——‘z;; était aussi nul, il faudrait en-
T

cote que ey fat nul, et ainsi de suite; de sorte que

pr="
le dernier coefficient différentiel qui serait nul , devrait
étre d’ovdre pair.

125. Sila valeur de z, qui est la méme dans les dé-
veloppemens 75 et 76, était telle que j—x'}; fit infini , ces

deux développemens le seraient aussi; et alors on ne
pourrait rien conclure de la démonstration précédente,
qui repose sur la possibilité de ces développemens. Dans

a2

7 S el
ce cas, il faut remarquer que la condition d—-{ =0 nous
x

indi A dy . . ;

indique, en général, queg= doit changer de signe au

point d’inflexion, ee qui s’accorde avec l'art. 115, mais

diy

da?

Pour en donner un exemple, soit
gy bt
de* T —a

peut aussi changer de signe en passant par infini.

Si 'on substitue successivement a 2 les valeurs
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d2y b
—a—Ah, on trouvera —_——
% ’ dx® h'’

diy

r=a. %:m,

d2y b
r=a-h, I:ri__}-i;

et U'on voit que c’est le dénominateur de la valeur de
j%, qui fait changer de signe au coefficient différentiel
aprés le point d'inflexion.
126. Il résulte de ce qui précede, que pour qu’il puisse
y avoir un point d’inflexion dams une courbe, il faut qu'on
ait, pour L’abscisse de ce point,
d’_)’ dsj
dzr 02 % o

—_—

Lorsqu’on se sera assuré que l'nne de ces conditions est
remplie, on augmentera et Pon diminuera successivement
d’une quantité h trés petite, l'abscisse du point qui
d*y
da*
velles valeurs de x, est affecté de signes contraires, il
fandra en conclure qu’il y a un point d’inflexion; car,

remplit la condition prescrite; et si—=, pour ces nou-

d Ea .
lorsque di est positif, la courbe tourne sa conyexité vers

) i : de AT
I'axe des abscisses, tandis que lorsque 'J% est négatif,
la courbe tourne sa concavité vers le méme axe : or,
c’est par ce changement de convexe en concave, ou de
concave en convexe, que la courbe manifeste son point
d’inflexion.

127. Pour donner une application de cette théorie,
cherchons s'il y a un point d’inflexion dans la courbe qui
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a pour équation
F=b42@—ap.... (717

La diﬁ:érenciation nous donne
= § dn‘}.
5_3 2. (x—a)?, = 12 (x—a),

Pour qu’il puisse y aveir un point d’inflexion, il faut
donc qu'il existe une valeur de z, qui rende nul le terme

A

&y

m: 12.

d e AN ¥ ; ;
L or, z étant une quantité variable, déterminons 'une

dz®’

de ces valeurs par la condition qu'on ait 12 (z —a)==o,
et mous obtiendrons = a pour I’abscisse ‘qui peut ap-
partenir & un point d’inflexion. Pour nous assurer de
Uexistence de ce point, diminuons l'abscisse @ d’uue

P ’
petite quantité k, et substituons a—% a x, nous trouve-
rons que, pour le point M’, fig. 31, dont Pabscisse est
d: 5 :
a—h, ona d_.z{ — — 12k; substituons ensuite a-} %
4 2, et nous trouverons que le point M’, dont I’abscisse
e
est a =} h, correspond -&% — 12A. Ces deux valeurs de

; ; d*y
différens signes de e

, nous montrent qu’il y a un point
d’inflexion en M.

L’hypothése de z==a fait évanouir %, par conséquent

la tangente au point d’inflexion est paralléle i I'axe des x.
128. Il est& remarquer qu’on n’a pas toujours la faculté

2
d’égaler ainsi & zéro la valeur de 3—‘;; sil’on voulait, par

a4

exemple, chercher ¢’il existe des points d’inflexion dans la
courbe qui a pour éguation

y==0b 4 az*,
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. 93
on trouverait, par la différenciation,

dy diy

-~ — 2@z, =g

dz L

: ‘ o d:
Or, on voit qu’on ne peut égaler a zéro la valeur de cT:c_J:‘ ;

qui ne renferme aucune indéterminée, et que par con-
séquent la courbe n'a pas de point ;i’inﬂejz_;ion, 1é—

sultat auquel on devait s'attendre, puisqu’elle est une
d*
parabole. La valeur de E{ nous montre seulement

que cette parabole tourne econtinuellement sa convexité
vers ’axe des abscisses.
129. Pour troisitme application , prenons I'équation
L

enla résolvant par rapporta 7, eten d:[ferenmant ensuite,
on obtient

2 dy 3 & 1
Jf:x‘, a;:%.r_", di::%%

.
Vz
Si P'on cherchait & déterminer x par I’équation. ....

1 1
3. §——=0, ouplutot-——— =0, onne pourrait satisfaire

V= Vz
i cette équation qu’en faisant z = o0, ¢e qui ne conduni—
rait a rien ; mais comme nous avons la faculté d’égaler

aussila valeur dcfl 2 & Vinfini, nous satisferons I'équa~

tion -;—: o, en faisant  =o0. Cette valeur de x nous
s

apprend qu'il peut y avoir un point d’inflexion a lorigine ;

et, pour nous assurer de existence de ce point, nous

substituerons successivement a x les valeurs =0 -+ %, et

z=o—h, c'est-a-direk et —k, et nous verrons si, dans
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o6

d’y ) ;
ces deux cas, a—-— améne des résultats de signes contraires.

Mais, au lien de faive ces opcrations I'une aprés Vautre,
nous pourrons les exécuter a la fois, en substituanta 2 la
valeur == A, et alors le coefficient différentiel du second

ordre deviendra

La yaleur supérieure se rapporte 4 une abscisse plus grande
que celle du point d'inflexion, et la valeur inférieuve se
rapporte 4 tne abscisse moindre. Comme ces deux valeurs
sont de signes contraires, nous pouvons e conclure que
x ==0 correspond & un point d’inflexion A, fig. 32.

130. Pour derniére application, prenons la courbe,
fig. 33, qui a pour équation

(r — 0=z

Cette €quation nous donne

2y

(=7

¥
——r——3

x

7z

de® 7

o o3

s

=+ :

vafus

=

R
=bta, L
o de

a

3 d C
en faisant x =0, ona d:‘c,‘: = 0, ce quiest un indice qu'il

peut se rencontrer un point d’inflexion A P'origine. Pour
savoir si ce pm.nt existe, faisons d abord z==h, et substi-

tnons cette yaleur dans celle de qui devient

dx "
d"_y=+3 I

= Vi

e

S‘i I’on fait ensuite z=—1%, la valeur de g—g—‘r- devient
2

unagmaue, ainsi que la valeur de », ce qui nous apprend
que la courbe n’existe pas pour des abscisses négatives ;
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inei.. quoique Sl saie AR A VORI L a
ainsi, qunlqtle dz 1 atlongme, i n Y a pas qae
point d'inflexion. Bientdt il nous sera facile de recon-
naitre que ce coefficient différentiel appartient & une
classe de points que I'on a compris sous le nom de points
de rebroussement; c’est ce que nous allons examiner plus
particulitrement dans le paragraphe suivant.

Des Points de rebroussement.

131. Lorsqu'une courbe s’arvéte dans son cours, et re~
vient sur ses pas, on a un point de rebroussement; le
rebroussement est de la premiére espéce lorsque les deux
branches se tournent leurs convexités, comme dans la
fig. 34 , et lerebroussement est de la seconde espéce lorsque pg, 34,
les concavités sont concentriques, comme dans la fig. 35. Fi;. 2,

132. La courbe s’arréte ainsi, parce qu’an-dela du point

C de rebroussement , les valeurs que 'on donne & Pabscisse

en déterminent d’imaginaires pour l'ordonnée, ce qui sup-
d2y ; :

pose que = renferme un radical ; et si, avant que la

d2
courbe suspende son cours, Ea%‘ donne deux valeurs, l'une

du signe de y et I'antre d’un signe contraire, cela annonce
qu’il y adeux branches de courbe réunies an point G, fig. 34, Fig. 34.
I'une convexe vers I’axe des abscisses, et I'autre conecave.
A ces caracléres on peut reconnaitre un point de rebrous-
sement de la premiére espéce; si, au contraire, les deux
d: o :

valeurs de _d.;c’; sont de méme signe , les deux branches qui
se_r_e’unisseut en C, fig. 35, ne peuvent étre que concen- g, 35.
triques : par conséquent le rebroussement sera, days ce
cas, de la seconde espece. LY '

133. Pour premier exemple, examinons s’il y a despoints
de rebroussement dans la courbe qui a pour équation

Elém. de Cale. diff. 7



Fig. 36.
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(y —x)* = 9.
Cette équation donne i
=2t VZeuuo (78).

On voit cue lorsqu’on prend z négatif, y devientima-
ginaire ; donc la courbe s’arréte & Vorigine, ot =0 et
J==0. Mais cela ne prouve pas-encore qu'il y ait a l'ori~
gine un point de rebroussement, car il pourrait n’exister en
ce point qu’un arc de courbe, toujours concave du méme
cdté, comme cela a lieu au sommet de 'hyperbole; ainsi,
pout reconnaitre si la valeur de z—o correspond i un
point de rebroussement, il faut savoir ce que devient,
prés deVorigine, le coefficient différentiel du second ordre:
or, en différenciant et en divisant par dx I'équation

on Lronve
d% 'E fes (79)1
t:li:: e nls L x%=$§.§x"/;.

Pour savoir si la courbe est concave ou convexe, prés du
point ou elle suspend son cours, on augmentera l'abscisse
de ce point d’'une petite quantité &, en faisant 2= ok,

c'est-d-dire h; et en substituant cette valeur dans celle de

2
EI-.I,, on trouvera
dz?
d.'_=--|-a_; ey
dx b sl Sl

Ces deux valeurs de signes contraires indiquent donc deux
branches ; 'une AM, fig. 36, qui tourne sa convexité vers
T’axe des abscisses, et I'autre , AN, qui tourne sa concavite
vers le méme axe; par cunséquent Porigine est un point de
rebroussemen de la premicre espéce.
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134. Pour second exemple, prenons léqualmn .
(y —0) = (x—a)?;
cette é’qua.tion nous donne
ry=bxV(@—a?’.... (8o).
Si Von fait z=a, on trouve y==>0; mais si I'on donne
4 x des valeurs moindres que a, celles de y deviennent
imaginaires ; car en mettant a—hilaplace de =, on trouve
ry=0 :"...‘/-——-h3 8 ‘/—h,
valeur imaginaire : la courbe suspend donc son cours au
point G, fig. 34, dont les coordonnées sont a et b,
Pour connaitre de quelle maniére s’étendent ses branches
au-dela du point C, substituons & x la valeur a+ k, dans

2
celle de E»-"—:, nous obtiendrons

dz
L PR el
4225 YR
dzy

Lesigne supérieur de I nous indique une branche CM,

qui tourne sa convexité vers l'axe des &, et le signe infé—
rieur nous indique une branche CN, qui tourne sa conca-
vité vers le méme axe : donc il y a au point C un point de
rebroussement de la premiére espéce (art. 116 et 132),

135. Pour troisitme exemple, prenons la courbe dont
I’équation est T3

: y=az' bz x.

SiVon fait 2 =0, on trouve y=o ; mais pour x négatif

¥ estimaginaire : donc la courbe suspend son cours a 'ori-

gine ; examinons ce que devient alors —=, Pour ceteffet; en

d'y
dz*

€crivant 'équation de la courbe de la maniére suivante,

5
y=art o by

~3



Fig. 37.
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nous obtiendrons

3
%—‘Z =2ax =& } bx*,
diy -
d—i:mi%.isz;

donnant 4 « une valeur positive trés petite, représentée pax.

h, la partie 3.2.0V/'% de la valeur dei—;{ sera moindre
que la partie 2a, par conséquent les deux valeurs de 373,

données par I'équation
ds

di:aai%.%b[/ﬂ,

seront positives ; d’ou il suit qu’a l'origine, il y aura deux
branches qui tourneront leurs convexités vers axe des x.
Tl existe done, & 'origine, un point de rebroussement de
la seconde espéce (art. 116 et i3;l).

136, Les points de rebroussement appartiennent a une
classe ‘de points compris sous la dénomination de points
multiples.

Des points multiples.

137. On appelle points multiples les points ou plusieurs
branches de courbe se réupissent. Un point multiple est
double lorsqu’il est & Vintersection de deux branches, il
est triple lorsqu'il est a Pintersection de trois branches;
ainsi de suite,

138, Soit A, fig. 37, un point double, formd par les
deux branches de courbe AB; AC, auxquelles on ‘a mené
les tangentes AT et AT'. Si nous représentons par... ..
F(x,y) = o Péquation de la courbe, délivrée de ridicaux,
la différentielle de cette équation , mise sous cette forme,
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pdz +4-Qdy==0, ne renfermera aucun radical , parce que
la différenciation d’une fonction rationnelle n’en introduit
point dans cette fonction; d’ott il snit que P et Q seront
des quantités rationnelles.
Cela posé, I'équation précédente nous donne
gz:—-g.... (81),
dx Q
dy
dz
tangentes, il faudra que : se détermine de maniére que

Q

. il
cette condition soit remplie ; or, elle le serait, si — renfer-

Q

mait un radical ; mais ¢’est une chose impossible, puisque

devant avoir deux valeurs différentes, puisqu’il ya deux

P o > y
nous avons vu que — était rationnel ; dans ce cas, il faut

Q

que PAlgébre nous conduise & un résultat qui €vite cette

contradiction, et c’est ce qui a lien lorsque — se présente

Q
sous la forme %, car nous savons que g est le symbole
d’une quantité indéterminée, et par conséquent suscep-
tible de plusieurs valeurs.

139. Voici de quelle maniére ce théoréme se démontre.
Supposens pour un instant que = et @ représentent les deux
valeurs de la tangente trigonométrique de la courbe, au
point multiple, ces valeurs devront satisfaire i I’équation

P 4 == er_y' o,

et donneront
P4 Qe=0, P4 Qa'=—o0.

Ces deux dernitres équations étant retranchédes l'une de
V'autre, on obtient
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Qe —e)=0;
or, le facteur s — o étant composé de deux quantités iné-
gales, ne peut étre nul ; d’oliil suit qu'ona Q==o0, ce qui
réduit Péquation P 4+ Qe=o0 a P==0. Au moyen de ces
valeurs de P et de Q, ’équation P - Qj—:: 0, ou plutdt

. e — E devient

a0 .
dr o
dz~ o

14o. Si aulieu de deux branches réunies en un point, nous en avons
un plus grand nombre, il suffit den considérer seulement deux, pour

]
prouver qu’au point de rencontre de toutes ces branches, g—: =5 On ne

‘peut parvenir aussi facilement A la méme conelusion, Jorsque plusieurs
branches de ¢ourbe n'ont qu’une tangente commune ; néanmoins, dans

ce cas méme, on peut encore prouver que g doit se présenter sousla

forme E; mmais comme la démonstration de ce théoréme est fondée sur
la considération des contacts des courbes, nous nous réservons de la
donner (art. 172), lorsque nous aurons parlé des courbes osculatrices.
141, On peut remarquer que la démonstration de l'ar-
ticle 13g étant fondée sur ce que 1'équation primitive a été
délivrée de radicaux, si Von différenciait sans les avoir
préliminairement fait disparaitre, il pourrait se faire
(n’une équation qui comporte des points multiples ne
d o I :
donnit pas d—i == Par exemple, I'équation (78) art. 133,
page g8, est dans ce cas : elle a un point double a Vori-
gine, et cependant si 'on fait x==o0, P'équation (7g) se
satue el
réduitd L = 1.
dx
142. Enfin, nous ajouterons ‘que i Véquati
. v v que, quoique requation
0
Yy

0 i . . . .
o= at lieu pour un point multiple, il ne s'ensuit pas
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qu'elle ne puisse subsister que pour un point de ce genre;
car la démonstration précédente ne nous dit pas que cette
propriété, leur soit exclusive. Ainsi, tout ce que I'on en
; ; d D g,
doit conclure, c'est que la réduction de E% A=y indique
seulement qu'il pent y avoir nn point multiple.

143. Ce qui précéde suffit pour nous indiguer le moyen
de reconnaitre s'il peut exister des points multiples dans
une courbe déterminée par une équation. Pour cet cffet,
soit U cette équation, on en déduira, par la différencia~
tion ; Pdxr 4 Qdy = o, et ’on veryg si les mémes valeurs
de z et de y satisfont 4 la fois a la proposée et aux équa-
tions P=o0, Q=o; si cela est, ce sera un indice que ces
valeurs de x et de y peuvent appartenir i un point mul-~
tiple, et alors, en discutant la courbe aux environs de ce
point, on reconnaitra s'il est multiple.

Des points conjugués.

144. Considérons une courbe qui soit telle que, dans la
partie ot ses coordonnées sont imaginaires, il existe seule-
ment deux cgordonnées réelles; ces coordonnées construi-
ront un point ¢qui sera entierement détaché de la courbe,
etauquel ana donné le nom de point isolé ou de point
conjugud,

Représentons maintenant par y= Sz l'équationa_d’une
courbe qui a un point counjugué. Sia et b sont les coordon~
nées de ce point, il faudra qu’au moins, dans ses environs,
les coordonnées soient imaginaires, autrement il ne serait
Pas isolé ; par conséquent, si nous supposons que l'abscisse
a s'augmente d'une petite quantité h, I'ordonnée corres-
pondante, représentée par f(a-+h), devraétre imaginaire ;
or, la série de Taylor nous donue, en général,
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ey dy dy A*
f(x'l'k)—.‘r“!'a;h-l' dx"n

d’y h
Tt

Faisant x=a, il faudra quel’ordonnée correspondante soit
b ; par conséquent nous changerons y en & ; et, appelant

(d-'r) (g?j : (l.r , ete., ce que deviennent les coeffi—
x* e

ciens différentiels dans cette hypothése,, nouns aurons

o f (a4 By=b- "-") ‘;;") . 2-;-( -7) + ete.

dzx,

Or, pourque f° (a+h]‘olt une guan lité imaginaire, il fautau

d?
moins que l’unedesexpresalons(d ) ( j) (d.r]) ete.,

soit imaginaire ; ¢’est-a~dire que ’hypothése de z=a + h
rende imaginaire ’un des coefficiens différentiels ; si cette
condition est remplie, la courbe pourra avoir un point
conjugue.

Par exemple, si 'on a Iéquation

y== (x4 byz,

en la différenciant , on trouvera

2 Yz
Cette valeur devenant imaginaire, lorsqu’on faitz=—1p,
et par conséquent y=o, ilesta présumer que le pointA,
Fig. 38, fig. 38, dont les coordonnées sont z=—"> et y=o, est
un point conjugué ; nous reconnaitrons ensuite si ce point
est réellement conjugué, en augmentant et en diminuant
successivement Vabscisse — &, d’une quantité plus petite
que b, et nous trouverons que dans les deux cas, y de-
vient imaginaire, ce qul annonce que le point dont il est
(uestion est un point conjugue.

145. Les poiuts conjugués , comme les points multiples,



P
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; o i :
manifestent leur existence en rendant = le coeflicient dif-

férentiel g’[

En effet, 'équation
dy
Q dz +P=o,
étant différenciée et divisée par dz, nous donne
d’y , drdQ
Q + d.:: +d.r

d?
et V'on voit que le terme qui est affecté de di a Q pour

coefficient ; en différenciant de nouveau , on trouvera que Q
: d? dstes :
est encore le coefficient de .dTr.J';' et ainsi de suite ; de sorte

que lorsqu’on sera arrivé au coefficient de 'ordre n, nous
aurons un résultat de la forme

Qs

Céla posé, il y a au moins Pan des coefficiens différentiels
qui devient imaginaire pour une valeur de ', et qui par con-
séquent contient un rachcal ; Teprésentant ce coefficient par

-]-Kf._o.... (82).

dx"

dry
by % il faudra done que la fonction de z que représente

cetie expression ait plus d’'une valeur. Cela suffit pour que
nous puissions conclure , comme dans I'article 139, que

Q=o0, ce qui réduira 'équation P -4 Q ir=02 P=o;

il suit de 1A qu’on doit avoir 4 =2,
dr o
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Des courbes osculatrices. *

146. Soient y=pz et y="Fz, les équations de deux
courbes qui se rencontrent, fig. 3g, au point M, dont les
coordonnées sont AP=x', P = »’; on aura donc, pour
ce point ,

or =TFa';
supposons que =’ devienne ensuite 2’ %, les équations
précédentes donneront

MP =p (Z4+h)=pz'+ ‘:f” b4 :;:i —E‘—+etc... (83),
M'P'—F(z'4-h)=Fz +‘2F” a+i§f o Y. D).

Si tous les termes correspondans de ces développemens

‘sont identiquement les mémes, les courbes se confondront;

si I'on a seulement F2' =¢px’, les courbes, comme nous
I’avons vu, n’auront de commun que le point M ; si, outre
dFz’  dox’
dz”  dz
ront davantage ; etencore plus, si, outre ces.équations, on
dFx” d'ex
ALNCOTE —r-o- == -1y
dent que la différence de M“P’ & M'P' sera d’autant
moindre , quil y aura un plus grand nombre de termes
égaux dans leurs développemens.
Cela posé, soienta, b, ¢, etc., les constantes de Véqua-

Fx‘—g¢x' on a , ces courbes se rapproche-

» et ainsi de suite; car il est évi-

tion y=Fz; on peut, sans changer la nature de la courbe,

donner des valeurs arbitraires  ces constantes, Par exem—
ple, silon a Véquation y*==max - nz®, quiest celle d’une
ellipse, quelque valeur que l'on donne aux constantes m
etn, celte équation ne cesse pas d’appartenir a une ellipse,
puisque 1’équation conserye toujours la méme forme (bien
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entendu qu’on ne fait varier m et n que de grandeur et non
de signes , et qu’on ne les suppose pas nuls). D’aprés cette
observation , on peut regarder comme arbitraires, les
constantes @, b, ¢, etc., qui entrent dans les équations
dFz" dez’ d&Fz d*ex
gy’:F.r', -—-—,—=_;?;;', S ER ern e, Gl
da dx dz dz
et en prenant autant de ces équations qu’il y a de cons-
tantes, on déterminera ces constantes par la condition
que ces équations soient satisfaites.
Par exemple, si I’équation 3 = Fz ne contient que trois
constantes @, b, c, on posera
dFz’ _ dpx’ d*Fx’ _ d'px’
TN, L T T - T

Ex'=0x’,
On tirera, de ces équations , les valeurs de a, de b et de

c, en fonction de 27, de y’, de g{,—, etc.; on les substituera

dans I'équation y==Fz. Alors elle jouira de cette propriété
‘que, lorsqu’on y mettra o’ —4h 4 la place de z, I’équa-
tion (84), qu'on obtiendra 4 I'aide de laformule de Taylor,
aura les trois premiers termes de son second membre res-
pectivement égaux aux trois premiers du second membre
de I’équation (83).

Ce que nous disons d’une équation qui ne renferme que
trois constantes, peut s’appliquer 4 une qui en contiendrait
un plus grand nombre.

147. Prenons pour exemple le cas ot I'équation yr="Fzx
représente celle d’une ligne droite; cette équation 3 =TFx
serasdonc remplacée par celle-ci,

Fg=azx4b.... (85).

Les équations de condition , nécessaires pour I'élimi~
nalion des constantes a et b, seront
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pa'=ax’' + b, 7 =a... (80),
et comme @z’ represente Pordonnée en M de la courbe
dont I'équation est y =gz, et que a’ correspond 4 ',
nous pourrons remplacer ¢z’ par y’, et les équations (86)
se changeront en
: d
i —ax' 40, a-—‘r—- =

¢liminant @, on obtiendra
A |
Yy = (-l'-x—, ' '+ b.

Substituant la valeur de & donnée par cette équation,
et celle de @, dans I'équation (85) de la ligne droite, celle-
¢i deviendra

r=r=L@—a)... B

On reconnait dans cette équation, celle d’une tangente
MT, fig. fo, au point M, dont les coordonnées sont =’
ety {art. 73). Nous verrons bientdt pourquoi cette droite
MT est tangente en M.

148. Reprenonsla théorie précédente, et pour éviter les
périphrases , convenons de dénommer les courbes par leurs
équations. Nous avons vu, article 146, que si les courbes
7 = ¢x et y =Fx avaient seulement un point commun,
en représentant par z” et 3’ les coordonnées de ce point,
on aurait ’équation de condition Fa'=¢z'; mais qu'en
déterminant deux constantes de I'équation J=Fz, par

T s’
les conditions Fa' = ga', et d‘ff =d—£-; , les courbes
commenceraient & se rapprocher. i

Rt.presentons par y==jfx ce que devient y="Fx apris

qu'on y a substitue les valeurs de ces deux constantes, la
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courbe y =fx sera une osculatrice du. premier ordre 4 la
courbe = @x; et si, tonjours en verlu des valeurs ar—
bitraires qu’on peut donner aux constantes, on élimine
trois des constantes de I'équation y=Fax, au moyen des
équalions suivantes,

: , dF2’ __dex’ d'Fx’ _ d'pa’ 88
Fo'=ox'y G =47 @G de (88),
et qu’'on représente par Lz ce que devient F, apres cette
substitution, cette courbe y — .lz sera une osculatrice du
deuxiéme ordre & la courbe y=g¢z, dont elle approchera
encore plus, et ainsi de suite ; de sorte que pour une oscu-
latrice du 7*"¢ ordre, nous aurons les équations

dFz/ dcp:r' d¢*Fz’_ d'es’ d"Fz'_d"px
b oA g P Pl el e L

149. Nous allons démontrer que , de deux osculatrices
qu'on a obtenues ainsi, en faisant varier les constantes
d’une méme équation , celle de ces osculatrices qui est d’un
ordre inférieur ne peut passer entre Vautre et la courbe 4
laquelle on a mené ces osculatrices.

Par exemple, soit MB, fig. 39, la courbe y==¢x, et MC Fig 39.
son osculatrice y = lz du second ordre; il sagit de
démontrer que l'osculatrice » = f2 du premier ordre , ne
peut passer entre les courbes MB et MC.

Pour cet effet, en mettant 2" - k a la place de 2, dans
ces €quations, nous trouverons

d d2ga’ ke 3
P'M’ ou g(a'4h) = g2’ + "'H— 2 —-+‘L:,‘:’ :;—P—atc.
P 2 dofx” 's}z ks d3x' R
P ou (' h) = o't TEG'E""”&;I_' o e ote,
dfz difa! by ddfa’ W
h = e i
flz'+h)= fo' fib o= R
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la cowbe y =z, étant une osculatrice du second ordre
a y=¢xz, il faut qu'on ait
; , dlx  dea’ dNax' _ ded
s sk 7 it o B T Ol T

D’une autre part, y=fx élant une osculatrice du
premier ordred y =@z, on a encore

: - d:-': dex’
e =03 ‘f i

en vertu de ces équations, on a donc
g =l =y,
d@x d¢z’ d fr’

Az - dz!?

et seulement
doga’ Az’
- d:r" = dx"n :

faisons, pour simplifier,

d*’@:'::_____v;

LI
=10
2]

les trois développemens précédens pourront s'écrire ainsi:

3
PM ou ¢ (2 +2)= K+Vﬁ‘+dd::‘ ka-]-elc,

" ow (o By=Kop Vi T2 B o5+ ete.y

FPES
re+n=k+3 7 S

dr% 5.3 Tt

et en observant que tous les termes, 4 partir de cclui qui
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est affecté de A% ont A’ pour facteur commun, nous pour—
rons supposer

dpz’ K3

— hi
7 2 3+etc M

ot en faisant des réductions analogues dans les autres
équations, op aura

@ (z' 4 h) =K + VA* 4 MAS,
d(& 4+ h) =K+ Vh* 4 N,
f@'+hH=K+4 ;‘;ff‘; e = PR,

Les courbes y= fx et y=~x}x étant des osculatrices,
'une du premier ordre et "autre du second ordre, V dif-

a r
fere nécessairement de ; df;n

deux hypothéses sur V, savoir :

V<:djvu ou V>;E§

On ne peut donc faire que

9 !

d
§i V est moindre que 3 —'—f',i , soitZVexcesde? sur 'V,
dz"

dsfe’
dx'n

on aura

drfr’

si au contraire V surpasse ; g la quantité Z sera né-

pative.

En substituant cette valeur de % %it; » dans celle de
Sf(@'+4-h), et en observant que k* est facteur commun , nos
trois développemens deviendront
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o (x4 1) =K+ (V4 MR I,
(' 4 b) =K 4 (V + Nh) *,
f(@ + h) =K 4 (V4 Z + Ph)®.

Or, en faisant k& trés petit, il est possible que la quan~
tité Z indépendante de % soit plus grande que les expres—
sions M’ et N2 qui tendent vers zéro. Alors, si Z est po-
sitif, f(x'+h) surpasse ¢ (z'4-h) et} (2'4-F); dans ce cas,
on a donc f (x4 %) ou P'M", fig. 39, plus grand que P'M’
et que P'M”, ce qui montre que la courbe 3= f, repré-
sentée par MM”, ne peut passer entre les deux autres.

Si, au contraire , Z est négatif, on a f(z'4A) ou PM",
moindre que P'M’ et que P'M”, la cowrbe MM'' étant
alors celle qui s'approche le plus de l'axe des x, ne peut
étre comprise entre les deux autres,

150. On peut maintenant expliquer pourquoi la ligne
droite, fig. fo, qui, art. 147, est une osculatrice du pre-
mier ordre, est tangente A la courbe; car il résulte de

. notre théorie, qu'entre cette droite et la courbe on ne

peut faire passer aucune autre droite, ce qui est la pro-
priété de la tangente.

On dit que la tangente a un contact du premier ordre
avec la courbe. En général, une osculatrice d’un ordre n
a un contact du méme ordre avec la courbe a laquelle elle
est osculatrice; ainsi, lorsqu’on a, entre deux courbes, les
équations
dea’ _dF+’ d'sa’  d°Fz'

dd T dd’ " A T dar !

ces courbes ont entre elles un contact du second ordre, Ce
contact sera du troisitme ordre si, outre ces €quations,
on a encore celle-ci :

Lo T Tld%xr’ | IFx

. OETIELON 7S P3P N e
et ainsi de suite.

¢r’' = Fa',
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151. L’équation du cercle, qui est
(r =8+ (x—a)f =49,

renfermant trois constantes, nous pouvons déterminer le
cercle qui a un contact du second ordre, avec une courbe
MN, fig. 41, dont on a Véquation. Pour cet effet, soient rig. 4r.
2’ et 3 les coordonnées du point M de la circonférence
de ce cercle;la valeur de y" sera donnée par I'équation

O — 8+ (& =)=y ... (90),
et deyra remplacer F2’ dans les équations du contact, qui
sont
doz' | dFz" dpx’ d°Fa’
A2 T da’? det T daP

g’ =Fa,

si nous adoptons en meéme temps x et ) pour les coor—
données de la courbe y = ¢z, au point de contact, les
équations précédentes deviendront

A5 dg Tdr dir 4y
T, Az dr A a9

il faudra donc mettre, pour les quantités y*, dj:’ e;j{,

leurs valeurs tirées de I'équation (go), et de ses différen—
tielles successives, qui sont

(y’-—ﬁ)i‘?;, : m’——n=o.l... (92),

= lz« d,,+;__o - (9.

Or, substituer dans les équations (g1) les valenrs de 5, de
n v

:;J‘:’ et de

(93), n'est autre chose qu elnmmer ces quantités entre les

équations (9o),, {g1), (92) et (g3), ce qui revient a effacer
Elém. de Cale. difr, 8§

, données par les equahons (90), (92) et
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les accens dans les équations (9o), (92) et (93), en obser-
vant d’ailleurs que quand

Y=, ena z=72";
supprimant donc les accens, on trouvera

G4 Ao e oh,
P—O L fi—a=o.... &,
(-”_"s)g.;{"'dx' 1= 0.... (96).

De cette derniére équation on tire
I
( d:r’)
FRR =Tt o0 (90)-
dz’

Mettant cette valeur dans l"quation (99) , on obtient

d.r’) d J (68).

dz’

_Si dans Péquation (94) on substitue ces valeurs de y—£
etde 2 —«, on aura

(8 ) e

dir\® i\ dzt i
dz’ dz®

et, en ajoutant les numérateurs qui ont un facteur com-
mun, on aura

X (r.;-. %)‘ (1--}- %)=?“-
_ g%) .
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cette équation s¢ réduit a

(' “"d.—».-*) B

d“y
d‘rl

et, en tirant la racine carrée , donne

8

(I + d.-.r:‘

d'y
dz*

—|—

—

* :
152. Le double signe estrelatif a la position de y: si la
s d:
courbe tourne sa concavité vers Paxe des 2, alors d_.f.; sera
négatif (art. 115); et pour gu’alors y se détermine po-
sitivement, nous le prendrons avec le signe négatif, et nous
‘crirons

( ey
&y«
da?

(99);

car la courbe, tournantsa concavité vers I'axe des abscisses,
%’ tient la place d’une quantité négative, qui, lorsqu’elle
sera substituée dans la valeur de v, la rendra positive.
153. On a donné au cercle que nous venons de consi-
dérer, le nom de cercle osculateur, et i son rayon celui de
rayon de courbure; il ne s’agira donc, pour obtenir le

rayon de courbure, que d’avoir I'équation de la courbe,

pour en déduire les coefficiens différentiels qu’on substi-
tuera dans la formule 99.

Si la courbe devait tourner sa convexité vers ’axe des z,
nous ferions précéder la valeur de y du signe positif.
: 8..
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154. On écrit quelquefois ainsi la valeur de 4
3
(dx? o= dy2)a
dzdey

Cette formule se déduit facilement de Péquation (gg); car en réduisant
au méme dénominateur lés deux termes qui sont sous la parenthése, et

7

3
en observant que la puissance 5 de dx3, est dz3, on obtiendra

3
Al v dya): _(der+dpe 5
dz#® E.J_f d‘ﬁ”’
dz?

155. Pour donner une application de lasformule (99),
cherchons le rayon de courbure de la parabole NAM,

i, fig. 42, dont 'équation est x* = m1y'; nous trouverons

dy 2z &y 2

_(+5) [5G+

= =2

mne m

axdr = mdy,

3

done

et en élevant les deux facteurs 4 la puissance 1, on a

m? AN m“ N5
( vt ) ( “)
. e
or, la normale 4 la parabole ayant pour expression

(T-héarze des courbes , art. 263) (— -+ x‘) y On voit que

le rayon de courbure de la pambol& est égal au cubede la
normale, divisé par le carré du t_iem_z-—parame:re.

-os (10053

156. Le cercle osculateur peut servir & mesurer la cour—

- bure de la courbe en un point M, fig. 41; cax, si en ce
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point M on décrit, avec le rayon de courbure, un are ML Fig. 4r.

trés petit, cet arc pourra étre considéré comme Uarc
méme de lacourbe, dont il s’écarte tres peu ; or, plus I'arc
ML a de courbure, plus son rayon est petit; d’ott il résulte
quepar le décroissement du rayon de courbure, ou parson
accroissement, on pourra connaitre si la courbe augmente
ou diminue de courbure.

Par exemple, en considérant'équation (1 00), qui donne
Ie rayori de courbure de la parabole, or voit qu’au sommet

5 o m 5 .
de la courbe, ot z =0, v =—; mais que lorsque x s’ac-

croit successivement, y angmgnte, ¢e quiannonce que la
courbure de la parabole va en diminuant, lorsqu’on s%é-
carte du sommet,

d ) : 3,
157, T'y exprimant la tangente trigonométrique de
: da
Vangle que la tangente en M, fig. 43, fait avec 'axe des x,
I'équation de la normale assujettie & passer par un point

dont les coordonnées sont « et 8, sera (art, 73)
y—B=— j—j;(.r—u).
Cette €équation étant la méme que I'équation (g5) dans
laquelle « et 8 sont les coordonnées du centre du cercle

osculateur, on voit que le rayon de ce cercle est une nor~
male a la courbe,

158. Si maintenant, par tous les points d’une courbe

Fig. 43.

MMM’ ete., fig. 44, on mene des rayons de courbure Fig. 44

MO, M'O’, M'0", etc., on construira une suite de points
0, 0, 0 etc.; ces points étant assujettis i une certaine
loi (*), cela suffit pour que nous puissions donner le nom

(*) Elle est implicitement renfermée dans équation de la courbe

MMM, puisque cette courhe étant donnée,, la position de ces points en
résulte.
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de courbe & leur systéme; mais nous ne prononcerons en-
core rien sur la nature de cette nouvelle courbe, qu’on
appelle la développée de la courbe MM'M". Celle-ci, con-
sidérée relativement a la développée, est appelée la déve~
loppante.

15g. Si l'on passe d’un point & 'autre de la développée,
non-seulement x et y varient, maisencore , 3 et yvarient
en méme temps : car zet £ étant, en général, les coordon-
nées des centres ducercle osculateur, comme la développée
est formée par le systéme de ces centres, il en résulte
que « et 8 sont les coordonnées de la développée; coor-
données qui doivent varigr d’un point de la courbe a
Tautre, 11 en est de méme de y, qui est le rayon du cercle
osculateur, et qui représente alors la distance d’un point
quelconque de la développée & un point de la développante
d’ou est parti y. Par conséquent, en différenciant ’équa~
tion (gb) par rapport a toutes les lettres (*), et en divisant
par dz, nous obtiendrons

j_,_d_r dydé de

r—#) dx dxdz ' dz
retranchant I'équation (g6) de celle-ci, il reste
_drde_de
dedz " dz %
d’ont Von tire
de
dJ‘ Y !Z.r de 1 "
dz— dg a@’
dx dz

(*} On ne peut pas différencier autrement I'équation
(r — 8+ (z—u)2 =192,
et ses dérivées; cependant il semble que nous ayons agi autrement,
lorsque de Véquation (go) nous avous déduit les équations (g2) et (93).
Je répondrai que, comme nouvs avions deux conslantes arbitraires dans



DES COURBES OSCULATRICES. 119

or, art. 69, daamigh
rhat T
dz
donc g oy : s
dz— dx""dp’
et par conséquent, art, 26,
Q‘Z. — d:‘
dz — d§

Si I’on substitue cette valeur de d— dans V'équation (g5),
on obtiendra
y—E@= @ (x—a).... (r01).

160. Nous avons vu, amcle 157, que V'équation. ..
_y—ﬁ:—‘—i—- (:c—u), était celle du rayon de courbure
qui passait par le point dont les coordonnées sont = et y.
En remplagans — 3% por 32 toujours V'équation

noemplagant = G pat o, e stxa toujours Kéqun

du méme rayon ; mais I’équation (ro1} étant aussi celle
d’une tangente menée au point de la développée , dont les
coordonnées sont w et 8 (¥), le rayon de courbure est donc
tangent & la développée.

Péquation (go) , nous les avons déterminées par la condition que les
fonctions représentées par les premiers membres des équations (g2)
et (93) , fussent nulles; mais , sans cela, nous n'aurions pas eu le droit
de conclure de ce que Iéquation (go)a lieu, que les équations (g2)
et (g3) doivent aussi avoir lieu.

(*) Observons quen général « et @8 étant les coordonnées d’un point
quelconque de la développée, Péquation de ln développée sera f=fx;

dg
donc 7, teprésente, art. 73, Mangle que la tangente au point «, @, fait

avee 'axe des abseisses,
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161, Comme dans la démonstration suivante nous em-
ploierons la différentielle d’un arc de courbe, nous allons
déterminer cette différentielle.

Supposons qu’une abscisse AP ==, fig. 45, s'accroisse
de PP'=F; si nous menons la parallele MO 4 axe des z,
nous aurons évidemment

corde MM’ = {/ MO* + MO* = |/ h*= M'0*;
or,
&y B

etc.
dz2a

M’o:f(z.;_k)_fx:%k.l_

Substituant cette valeur dans I'expression'de MM’, et re-
présentant par A, par B, ete., les coefficiens de #°, de
k4, ete., on aura

MM = \/h*-]- i—-;’:hﬂ-;- ARS4 Bhi+etc. ,

o

dy* :
MM’.—=\/&‘(:+E%; - AR 4~ Bht - ete. ;

donec

_1\1;1:;2 \/;-]—%-FA&—{—B?&’-{—&EC.

Dans le cas de la limite, la corde se confond avec 'arc
gue je représenterai par s, de sorte que nous aurons

ds__‘/ d.y“_
a}—- I+TJ:'f’

d’o nous tirerons, en multipliant par dz,
ds = ‘/(Eq—d__y‘,
162, Pour la développée, dont les coordonnées sont « et
2, nous aurons donc également

ds = /0 7 35
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163. Différencions maintenant Péquation (94) par rap-

port a toutes les lettres, nous trouverons
(r—>~A [dy —d8) 4 (z — =) (dz — da) = vdy;

P’équation (g5) nous donne
r—8dr+(@—adz=o;

retranchant ce résultat de 'équation précédente, il nous
reste
—(r—B) df—(z— &) de=ydy.... (102).

Si dans cette équation (ro2) et dans I'équation (gf),
nous substituons la valeur de y— g, donnée par 1'équa-
tion (101), nous trouverons ces deux équations :

" d .Jgn
= (&—“) — (x —a) da=1ydy,
dg

E@— P (r— ) =y

mettant o —« en facteur commun, et tirant la racine
carrée de la seconde, ces équations deviennent

—e—a o,

v/ de® - d@*

5 Baomm = 12

divisant la premiére de ces équations par la seconde, on
obtient

dy = — V/dB* 4 de'.

Or nous avons vu, art. 162, qu’en appelant s un arc de
la_développée, on avait

ds== V/dp* + du ;



Fit. 46.

Fig. 46.

122 CALCUL DIFEERENTIEL.

‘en comparant celte équation & la précédente, nous en

déduirons
dy—=—ds, ou d(y+s)=o;

et comme toute fonction dont la différentielle est nulle est
constante , nous avons donc y+4-s = constante ; donc si le
rayon de courbure saugmente, il faut que s diminue
d’autant.

On €nonce cette proposition en disant que le rayon de
courbure varie par lesmémes différences que la développée.

164. Soient, fig. 46, MO=y; 0B=s; M'0’=y/,0'B=s";
nous avons donc, pour le rayon de courbure MO,

v~ &§ = constante,
ou
MO 4 arc OB = constante.... (1 03).
Pareillement, le rayon de ccur]w M0’ donne lieu

I’équation
o =+ s' = constante ,
oun
MO’ + arc O'B = constante.... (104);

lesseconds membres des équations (103) et (104), représen
tant une méme constante, nous tirerons de ces équations,

MO’ 4 are O'B = MO -+~ arc 0B,

et par conséquent,
M'0' — MO = arc OB — arc O'B = arc 00,

ce quinous apprend que la différence de deux rayons de
courbure est égale a I'arc qu’ils comprennent enire ez,
165. 1l suitde la que si l'on appligue sur la développée
OB, fig. 46, un fil qui, se terminant tangentiellement,
soit fixé au point M de la développante MC, lorsqu’on
développera ce fil, en le laissant constamment tendu,®on
extrémité M décrim dans ce mouvement la dévelop-
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pante MC; car, en supposant que dans son mouvement
il soit arrivé dans une position O'M’, il se sera aceru
de O0’, et par conséquent égalera en longueur le rayon de
courbure qui passe par le point 0"}; donc lextrémité M/
de ce fil sera sur la développante.

166, Voici de quelle maniére on peut trouver I'équation
de la développée : 1°. on tirera de ’équation de la courbe’
dy d*
or 4 ¢r ,ete. ;
dx’ da* L
2°, onsubstituera ces valeurs dans les équations (g5) et (g6),
ce qui donnera deux nouvelles équations, qui ne seront
plus que des fonctions de x; 3°. éliminant z entre ces
équations, on parviendra i ume équation entre « et f.
Cette équation sera celle de la développée.

les valeurs dey, et des coefficiens différentiels

167. Déterminons par ce procédé la développée de la
parabole, dont ’équation est x*=my : en différenciant,
on trouve

22dx = mdy,
et par conséquent
B e s

dz™ m’ dz* m’
substituant, dans les équations (g5) et (96), ces valeurs de

d dz ; .
7, de a% etde é, ces €quations deviennent

g—ﬁ);—x-!- T—a=o0.... (105),
o it 2 4‘1"
Y

m*

+1=o0.... (106);

retranchant I'équation (105) de I’équation (106), mul-
tipliée par z, on obtiendra

*® “+4.r;’_:

Ba.ore " CLODT,

m
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D’une autre part, ’équation (106) multipliée par m?, et
réduite , nous donne

6z — omf +m* = o,
d’ott 'on tire
3:8’

+— .o (108).

“En éliminant x entre les équations (107) et (108), on aura
I'équation de la développée.
Mais avant de faire cette opération, remarquons que
pour origine ot 22=—o0, les équations (ro4) et (108) se
me ; m - m
réduisent 3 e=o0, f= ) en prenant done AB = =8
Fig. 47. fig. 47, on ale point B de la développée; on voit en-
suite, par l'éguation (108), qu’en donnant des valeurs
positives ou négatives a =, 8 augmente i mesure que ces
valeurs s'accroissent, d’ou il résulte que la développée se
compose de deux branches BC et BD.
£68. Pour éliminer x entre les équations (107) et (108),
la premiére, élevée au carré, donne

p izt
A 160

d’une autre part, on tire de I’équation (108),

e (‘G T L) .
= A Y
en élevant au cube les deux membres de cette équation, on
trouve
m ms
] (.G —_——) —
3

2

égalant ces deux valeurs de 2%, et divisant par m*fPon
obtient
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m m\S 1
Bt — = (;‘3 — ] et
16 2/ 27
i ité T et muliiplionspar 2
appelons &"la quantité g — —, P par 27, celte

équation devient

g0 = 2T mar = nat (%),

o faisantg—g m=n, Vorigine est alors transportée en B, Fig. {7.
1

m
puisque g = B — e

169. Une osculatrice peut étre située de deux maniéres
différentes, 4 ’égard de la courbe avec laquelle elle est en
contact : 1°. elle peut avoir ses deux branches toutes deux
au-dessus de la courbe, comme dansla fig. 48, ou toutes p;; 4.
deux au-dessous, comme dansla fig. fg;alors I'osculatrice ¥ig. 49.
ne fera que toucher la courbe ; 2% osculatrice peut avoir
une branche au-dessus de la courbe et I'autre an-dessous,
comme dans la fig. 50 ; dans ce cas, I"osculatrice coupera Fig. 50.
1a courbe aun point M.

170. On va démontrer, fig. 51, que le cercle osculatenr Fig. 51.
coupe la courbe.

Soient pour une meme abscisse = + b,

Y Pordonnée de la courbe,

Y' 'ordonnée de l'osculatrice ;
on a done

(*) 11 est facile de proaver que les branches BC, BD se tournent leurs
convexités; car en différenciant deux fois de suite I'équation B79= s
3 : 3 27 b} 4 4
ouf=n'a » on trouve Ei_'(:,_:_g,;?a_?:mg ek

: ool Gar Yo 9V ut
gative pour e positif comme pour « négatif, ce qui prouve que chaque
branche tourne sa concavité vers 1’axe des .

il

, valeur né -
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Y =¢(x+k) = px 4+ Ah 4 BR* 4 CK - ete., _
Y'=F(z4h) =Fx+ A’k + B+ Chi+ etc., } (rog).

Or, puisque le cercle est une osculatrice du second or-
dre (art. 148), les trois premiers termes de ces développe—
mens seront les mémes; donc la différence des ordonnées,
qui correspondent & .r+ h, sera

(C — Gk} 4-ete.. .. (110).

Supposons maintenant que 'abscisse devienne x — £; il
faudra changer & en — h dans la différence des ordonnées,

qui deviendra
— (C—CH 4 ete.... (111).

Or, comme le premier terme dessuites (110) et (111) peut
surpasser la somme de tous les autres termes, en prenant &
assez petity il en résulte que la différence des ordonnées
changera de signe, lorsque 1'abscisse, au lieu d’éwre x + 4,
sera x— h ; ainsi; en prenant; fig. 51, PP' =PP' =1, si
la différence des ordonnées correspondantes & & 4~ h est
une quantité positive , c¢’est-a-dire si 'ordonnée P'M’ de la
courbe surpasse P'N’, I'ordonnée P'N" de l'osculatrice sur=
passera U'ordonnée P'M’ de la courbe : d’otx 'on conclura
que Posculatrice est d'un cé6té au—dessus de la courbe et de
Tautre au-dessous , et par conséquent la coupe.

Ce que nous disons du cercle, qui est une osculatrice
du deuxieme ordre, peut s’appliquer & toute osculatrice
‘d’ordre pair.

171, Si Posculatrice était d’un ordre impair, elle tou—

‘cherait seulement la courbe, au lieu de la couper. Cela

est évident d’aprés la démonstration précédente,

172, Voici le théoréme que nous avons promis de donner, art. 140, sur
1es points multiples. Si les courbes qui se réunissenten un de ces points,
ont une tangente commune dont équation soit représentée  par

»=az+ b, nous changeronsFx en ax 4 b, dans la seconde des équn-
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dFx
tions (109), ce qui donnera 4 o LA’ =ua, et tous lés autres eoelli-

ciens de cette équation seront nuls. La tangente étant une osculatrice
du premier ordre, gz - Ah égalera Fr 4 A%, ce qui réduira la diffé-
rence des équations (rag) & Y—Y"= Bk - €A 4 ete.

Cette différence des ordonnées devant avoir une valeur double , QM
et QM’ (fig. 52), il faut que Pun des coefliciens différentiels qui sont

d»
représentés par B, €, ete., ait deux valeurs. Soit T:; ce coellicient; st/

Ton prend les dilférantielles successives de I'équation Pd= - Qdr=o,

nous avons vu, art. 145, qu’i chaque dilférenciationle terme () reste tou=

jours facteur de la différentielle de Pordre le plus élevé dey ; de sorte

que la différentielle de 1'ordre n de la fonction proposée pourra étre re-
de

présentée pang-l- K=o, et puisque d-—;” doit avoir deux valeurs, on

prouvera, comms dans Part. 139, que Q est nul. Cette valéur de Q

réduira celle de P 4 zéro ; d'ott il suit que ’équation ?;_—- - QP don-

dr o

nera d-; =l-l‘

Application du théoréme de Taylor au développe-
ment des fonctions de deux variables qui re-
coivent des accroissemens.

173. Lorsque dans une fonction «, de deux variables in-
dépendantes x et », on change x en :r+ hyetyen yoFk,
le théoréme de Taylor peut nous donner le développement
de cette fonction. En effet, si I'on substitue d’abord i = la
valeur x 4~ %, on aura

Tut d’u 7 d3u B}
f:c+k,_y)—u+”k+d:l-i; d;;s-}-etc... (112);

h étant en évidence dans ce développement, y ne peut
L1 3

étre contenu que dans les fonctions u, du, e : s

dz’ dz*’ dz°

Changeant donc y-en y 4k dans ces fonctions, nous
remplacerons, dans I'équation (112) ,

, ete.
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du d'u k? Bu. kP
e S o i s et
wpar u g k4 i 2+ e +ec

e

du an du du
du  du "dx “dx R Ii.- k3
b P L BT N e t -’
dzpard.r-l- dy el dy* 2 dy +ec
d’u ez d*u , d?u
dw  du d'd_a.; det d;r’ =

Y o L 1.5
i ardx°+ e k i 2-}- o —3 I ete.

elci g eteay ete., etc., etc. ;

2
et formant autant de lignes qu’il y a de termes dans I'é-
quation (112), nous obtiendrons

du d*u k*
fk by dh=ut Tkt T3
du

d dd:c

s ”h +——Mc+etc. cor (13)

d“;

— et

o4

-+ etc.
=} etc.

174. Si Von eiit fait les substitutions dans un ordre in—
verse, on aurait d’abord trouvé, en changeant yen y+k,
dPu k* | d'u A3
i7a NdgPa —!—- ete.
et en metfant ensuite dans chaque terme a:+h a la plaee
de x, on serait parvenu a ce développement

foth zth= + TR LR

du
—k+ d“rhk+etc._ v (0E4)

d*u ﬁ“
d.) P

f(xs.r'l“}) u+—}{-+

- ete.
-+ ete.
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L’ordre dans lequel nous avons fait ces substitutions étant
arbitraire , puisque devant mettre x -/ partout ot entre
x, et y+k partout ol entre y, ces opérations ne peuvent
influer 'une sur Pautre; il en résulte que les deux déve-
loppemens 113 et 11/ doivent étre identiques, et que,
par conséquent, les termes affectés des mémes produits
de % et de k ont les mémes valeurs. Si nous égalons done
entre eux les termes qui sont multipliés par kk , nous ob—
tiendrons

du du
d——‘gg-—d—-—-@ ou plutdt ok e
dges o oda? P dzdy — dydz’

Cette équation nous apprend gue pour prendre la diffé-
rentielle seconde du produit de deux variables, 'ordre
des différenciations est arbitraire. On prouverait la méme
chose pour les coefficiens difféventiels des ordres supé-
rieurs, en égalant entre eux les coefficiens différentiels
des autres termes des équations (113) et (114).

Des maxima et mimima, dans les fonctions de deuzx
wariables.

175. Nous venons de veir, art, 173, que si, dansune fonetion de denx
variables indépendantes = et », on remplacait = par x <k, et » par
» 4k, le développement def(x <4k, y 4 ) serait donné par Péquation
(x13)- Sidans cette équation nous représentons f(z--h, y--k) par U, &

du
d.—
r mh, et — — par —c!:!f— nous aurons
e B axdr’
du de dau dau
U— h a5 o 2
u— ( m-{-dx)-}- h* - m +xdxdrm+-
- termes enh3, en hi, ete.... (119).

Pour que « soit un maximum ou un minimum, il faut que, quelque

valeur que 'on attribue aux aceroissemens ket &, U soit tonjours plus

grand que u ou toujours plus petit ; or, cela n'est possible qu'antant
Elém. de Cale. diff. 9
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que le terme h {% m-- ::—:_) est nul; car si cela n'était pas, ce
terme, art. gr , pouvant étre rendu plus grand que la somme algébri-
que de tous cenx qui le snivent, moyennant une valeur convenable de
h, en prenant successivement cette valeur négative et positive, on ren-
drait, dans I’un des eas, U plus grand, et dans Pautre moindre que u;
ainsi, pour que cette fonction u soit un maximum ou un minimum, il
faut que 1'on ait
h ((.I_u‘ == é.'f =0
dy g ) 7Y
du du
J} "= i o

ou plulde

L'aceroissement k élant arbitraire; il en doit étre de méme de m ; par
conséquent cefte équation alien quel que soit m, ce qui exige qu'elle se
partage en celles-ci:

dn‘"‘() ‘:1-2_0
&S ETY

174 Examinons maintenant ¢e qui distingue le maximum du mini-
mum. Pour cet effet, remarquons que puisque le terme en A est nul,
cest 1e terme en B2 qui doit décider du signe de Ja somme algébrique de
tous ceux qui suivent «; il faut done que le terme en k2, s'il n'est pas
nul, ne puisse, par des valeurs de h et de &, se déterminer tantét po-
sitivement, tantdt négativement, autrement U pourait étre, dans un
cas’, plus petit, et dans un autre plus grand que u ; ainsi, nous allons
chercher la condition qui doit avoir lien pour que le terme en k2 con-
serve toujours le méme signe, quelles que soient les valeurs qu’on donne

Ak etda k Dans cette yue, représentons le terme en h* de Péquation
{(1£5) par

;?:’ (;-&m* ~+2Bm + C) ;
mettant A en facteur commun, ce terme deviendra
I B c
;ﬁ};k (m"f‘ Zﬁm +1)..-. {1'16;1;

ajoutons sous la parenthése la quantité iﬂenliquemenl nulle g: —_ g—’ -
2 L 5
Vexpression (116) pourra s'éerive ainsi :

24 [("H' :‘:)a"‘g 3 i] (117);
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et Von voit quelle sera toujours du signe de A 51, C et A étant de

B2
mémes signes, 'on a §> n’ c'est-i-dire AC B2 ; car alors 1a quan-

1 - Vi
tité, qui est multipliée par ; Ah2, sera essenticllement positive, et

le signe de Pexpression (z17) dépendra de celui de A ; de sorte qu'on

aura un Maximum ou un minimum , suivant que A sera négatif ou po-
ds : :

sitif, c’est-i-dire suivant le signe de @;, qui est le méme que celui de

g=_u’ parce qu'on a vu que C et A étaient supposés étre de mémes signes.
xe

De la transformation des coordonnées rectangu-
laires en coordonnées polaires.

177. Considérons une courbe BDC, fig. 53, dans laquelle gy, 53,
on a déterminé de position un point M, i I'aide des coor-
données rectangulaires AP—x et PM = y°; ce point peut
élre également déterminé si 'on donne Pangle MAC et le
rayon vecteur AM ; mais comme on mesure ordinairement
les angles par les arcs, nous remplacerons I'angle MAC
par l'arc 0, décrit avec un rayon pris pour unité ; ainsi,
en nommant ¢ cet arc mo, et u le rayon vecteur AM,
nous pouvons substituer le systtme des coordonnées po-

laires ¢ et u 4 celui des coordonnées rectangulaires AP = x
et PM— 7.

178. Il est & observer que l'origine desabscisses polaires
est quelquefois placée ailleurs qu'en o; car le point M est
également déterminé , lorsque ayant pris un point o” pour
origine, on donne I'arc o'm et le rayon vecteur AM. Dans
ce cas, nous pouvons représenter o'm par ¢, et alors toutes
les abscisses comptées de I'origine o différeront des abs-
cisses ‘comptées de l'origine o', d’une quantité cons-
tante 00'; etil y aura entre elles la relation suivante :

: 1=t — oo.
Comme , au moyen de cette relation, on peut toujours

Qi



Fig. 54

Fig. 53.
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changer Vorigine de la maniere qui nous convient, nous
supposerons, pour plus de simplicité,, Porigine en o.

179. Représentons maintenant par F(z, y) = o, 'équa-
tion dans laquelle nous voulons changer les coordonnées
rectangulaires AP ==z et PM= y en coordonnées po-
laires' omm—1 et AM=u, et cherchons les relations qui
existent entre ces coordonnées ; nous avons évidemment

AP — AM cos MAP, PM = AM sin MAP,

ou
X=ucost, y=usint.... (118).

11 sufiirait donc de substituer ces valeurs dans 1'équation
représentée par F(z , ) = o, pour obtenir celle qui serait
rapportée & des coordonnées polaires.

180. Sil’origine des coordonnées rectangulaires a et y
n’est pas au centre A de la courbe, fig. 54; soientz', »',
les coordonnées comptées de V'origine A', et a et b les
coordonnées comptées du centre A, on aura

AP=AQ—A'B, MP=MQ—AB,
ou
z==x’ — a, r=y'—b,

valeurs qu'on substituera dans les formules précédentes.

De la transformation des coordonnées polaires en
coordonnées rectangu!a:'res , et détermination
de Uexpression différentielle de larc dans une
courbe polaire.

181. L’équation rapportée a des coordonnées polaires
étant représentée par F(¢, u) = o, on voit d’abord, fig. 53,
qu’on peut remplacer u par sa valeur tirée de 'équation

AM? = AP> 4 PM?,
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on

u'=ax* 4 rio.ee (19}
A Végard de t, les équations (118), divisces 'une par
I’autre, nous donneront

in ¢
R tang ¢,

x cos ¢

= arc (taug = %)

Cette valeur de ¢ et celle de 2 étant substitudes dans 1'é-
quation représentée par F(¢, u) =0, on obtient

Fl:arc(tang_‘r) ‘/.r’+_)f:l_ et E20Y.

C'est ainsi qu’on parvient & une équation en x et en y, et
affectée d’une quaniité transcendante.
182. On peut aussi obtenir entre x et » une €quation

d’ot 'on tire

(ui ne contiendra peint la transcendante arc ( tang = I 5
Z

mais qui renfermera des différentielles. Pour cela, on
différenciera Véquation qui est représentée par la for-
mule 120, ou, comme cela se pratique, on emploiera
le moyen suivant pour arviver & ce but. Représentons
toujours par F(u, &) = o Véquation qu’il s’agit de trans—
former en une fonction des coordonnées rectangulairves x
et y; nous venons de voir, art. 181, que la valeur de u
pouvait s’exprimer en z et en y, sans transcendante , mais
qu’il n’en était pas de méme de ¢; c’est pourquoi mous
chercherons d’abord éehmmertentre F(t,u) =0, et la
différentielle de cette équation, que nous représenterons
par F(¢, 1, d¢, du) = o0 : & la vérité, nous introduirons
dans le résultat de Vélimination, les différenticlles d¢
et du; mais ces différenticlles pourront s’exprimer e¢n
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fonction des variables x, y, dz et dy. En effet, les équa-
tions (118) nous donnent

int="1%
7 smt__u.... (r21).

X
COB L= —
u

Divisant 1’une de ces équations par 'autre , on obtient

sin 2
“cos ¢

on tangt =%;

différenciant, il vient
dte.  ady—ydx
cos’t x°

1
cos*i
équations (121), et supprimant le diviseur commun x*, on
trouve

remplagant par sa valeur tirée de la premicre des

wdt = zdy — ydz,
et par conséquent
_ ady—ydz

Ha

de

iye (AR S

et en miettant pour z sa valeur, cette équation devient
Pt :r{]‘;r-—.y‘da.r:.
Ly
La différentielle de I'autve variable se trouve encore
plus facilement ; car U'équation (119) nous donne
u= 24y
cette équation étant différencide, nous avons
adax
fu= _:__—fz-____rd_,y 3
Va + p
au moyen de ces valeurs de d¢, de du et de z, on chan-
gera P’équation obtenue par I’élimination de ¢, en une



SOUS=TANGENTES, €tt., AUX COURBLS voLAlgps. 135
autre qui ne contiendra plus quex, y, dx et dy, et qui
par conséquent se rappo rtera aux coordonnées reclangu-
laires.

183. On a vu, art. 161, que la différentielle @’un arc z
rapporté aux coordonnées rectangulaires, avait pour ex-
pression

dz= Vdz*+dy.... (123).
On peut se proposer de déterminer la différentielle du
méme arc, lorsque les coordonnées sont polaires ; dans ce
cas, on substituera dans I'équation (123) les valeurs de da
etde dy, tirées des équations

XT==ucost, et yr=usnt,
et Yon trouvera, en différenciant ces €quations ,

dor == — w sin tdt 4~ cos tdu,
dy = ucostdi <4 sin tdu,

Elevant ces équations au carré , et réduisant a Vaide de la
formule
- sin*t - cos? L =1,
on obtiendra
dz = / wide® +, du*. _
Telle est la différentielle de 'are en fonction des cbor=
données polaires.

Des sous-tangentes, sous-normales, normales et
tangentes aux courbes polaires.

184. On sait que dans les courbes a coordonnées rec—
tangulaires, la sous-tangente Pz, fig. 55, est towjours yiy 55,
comprise entre le pied P de 'ordonnée et le point ¢, ot
une perpendiculaire Az 4 cette ordonnée vient rencontrer
la tangente; conservant la méme définition pour les
courbes polaires , oi 'ordonnée n’est plas PM , mais le



Fig.
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rayon vecteur AM | la sous-tangente sera alors la perpen—
diculaire AT, comprise depuis le point A jusqu'a la ren—
contre T de la tangente. La sous-tangente a donc une
position différente dans les courbes polaires que dans les
courbes qui ne le sont pas; car dans les unes la sous-
tangente est toujours comptée sur l'axe des abscisses,
tandis que dans les courbes polaires, ot cet axe n’existe
pas, la sous-tangente varie de position a chaque point
de ' la courbe.

185. Déterminons maintenant 'expression analytique
de la sous-tangente dans les courbes polaires. Pour cet

_effet, soient AM et AM’, fig. 56, deux rayons vecteurs,

et du point M menons la perpendiculaire MP sur le rayon
vecteur AM/, et, a eette perpendiculaire, menons la pa-
ralléle AT ; les triangles semblables ATM’, PMM’, nous
donneront la proportion
PM ;: PM :: AM': AT;

d’on 'on tire
. AM’ < PM
Ap=sh

PMP »

et en observant que PM’ est un ¢6té du triangle reclangle
PMM’, cette valenr de AT devient

- AM' < PM
| v/ MM —PN*
Dans le cas de la limite, AM’ est égal & AM, c’est-a-dire A
u, PM se confond avec I’arc MN , la corde MM’ avec Vare
MM, et AT devientla sous-tangente. Il ne s’agit donc plus
que d’avoir, pour le cas de la limite , les ex pressions M'M
et MN ; la premitre de ces expressions n’est alors que la
différentielle de Varc de courbe ; done, art. 183, '

MM = V/wdE + s
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alégard de MN, les secteurs ARR’ et AMN nous donnent
la proportion

AR :RR':: AM : MN,
on

pie AR w TN,
donc MN=u. RR', quantité qui, dans le cas de la limite,
se réduit a zdz. Mettant ces valeurs de MN et de MM dans
celle de AT, aprés qu'on y aura changé AM en u, et PM
en MN, et réduisant , nous trouverons
w>de

AT:TI-;'

Telle est I’expression de la sous-tangente.

186. Pour déterminer la sous-normale, nous observe—
rons que la normale SM étant perpendiculaire & la tan-
gente, l'ordonnée AM, fig. 55, doit étre moyenne pro- pig, 55.
portionnelle entre la sous-tangente et la sous-normale ;
par conséquent nous ayons

AT : AM :: AM : sous—normale ,
on 3
utdi= ity

T S su sous-normale ;

done

du
sous-normale — —.

de

AVégard de la normale et de la tangente, les triangles
rectangles MAS, MAT donnent

MS= y/MA* 4+ AS*, MT = {/MA*FAT:.

Substituant dans ces équations les valeurs de MA, de AS
et de AT, nous trouverons

du* de
normale = \/"' ‘g tangente=u ‘/1 e ut T
& i
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187. Pour trouver Vexpression analylique du secteur

Fig. 56. dans les courbes polaires, le triangle AM'M, fig. 56, nous
donne .
f>< PM
az‘mAM’M:m > oy

2

Fig. 56. dans le cas de la limite, 1'aire du triangle AM'M, fig. 56,
devient celle d’un secteur élémentaire, la perpendiculaire
PM peut étre remplacée par I'arc MN, que nous avons
trouvé €gal & ude, et AM’ se réduit i u, Substituant ces
valeurs dans I’équation précédente , nous trouverons

I " st
aire du secteur élémentaire = g

On peut aussi exprimer le secteur élémentaire en fonction
des coordonnées rectangulaires; car en mettant dans cette
équation les valeurs de u et de d¢, données par les équa~
tions (119) et (122), elle devient
zdy — ydx

2

aire du secteur élemeniaire =

De la détermination de Uexpression du rayon de courbure
dans une courbe polaire.

188. Nous avons donné, art. 151, Pexpression duo rayon de courbure,
rapportée i descoordonnées rectangnlaires ; en nous réservant ln faculté
d’affecter cetle expression du signe qui rendra 4 positif, nous Pécrirons

ainsi
(: +g:)%

?:'—‘1‘_}'_ o L

da

Pour avoir cetie valeur de 4 exprimée en foneclion des ¢oordonnées po—
laires, il ne s’agit que d'éliminer les coefliciens diflérenticls qui entrent
dans cette expression, an moyen des équations suivantes -

X = wCoOsl, )‘:uﬁnt;



RAYON DE COURBURE DES COURBES POLAIRES. 139
différencions ces équations , et divisons ensuite les vésultats 'un par

- Fautre , nous obtiendrons

dy  dusin ¢ ucos idt
G~ Qucosi— wsin Wt

représentons par met par n les deux termes dé cette fraction, nous au-

rons
m = du sin £ 4= u cos tdt } (135);
n=ducost—usine § " ;

el par conséquent !
m

= ;‘1 e (t:lﬁ) ”

ou

8 ge

EX

Au moyen de cette équation on trouve, pour le numérateur de la
valeur de 3,
dya* n? - m2
(+35 NI
n
élevant chaque terme de I fraction qui forme le 2% membre de cette
3

équation, & la puissance g, et observant que la puissauce; de n* est

ni, ona

('+§ﬁ)§ CERD

=
différenciant ensuite Péquation (126), nous trouverons
dy  ndm—mdn
dx T n* ?
divisant le premier membre de cetie équation par d= et le second parn,
qui équivaut 4 dx, nous aurons
doy  ndm — mdn
dx2 ™ n?

J one o (AEB)

Au moyen des valeurs données par les équations (127) et (128), l'équa-
tion (124) devient

= ngn - {120).

Il ne g'agit plus que de transformer colte équation en une fonction de
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et de u. Pour cet elfet, on déterminera d’abord la valeur de n® 4=ms,
en ajoutant les carrés des équations (125); et en réduisant i mesure, au
moyen de I'équation sin? ¢ - cos?t = 1, on tromvera

n? o= mi= du? 4= u3de*.... {(130).
A Végard du dénominateur de Péquation (129), nous dilférencierons

successivement les équations (ra5) en traitant d¢ comme constant ; et
multipliant respectivement les résultats par » et par m, nous trouverons

ndm == ndw sin ¢ 4 andu cos tdt — nu sin wdz?,
mdn — md*ucos ¢ — 2mdu sin tdt — pwcos tde=;

la seconde équation étant retranchée de la premiére, nous trouverons
ndm — mdn = d*u (n sint — m cos t)
esese (KBTS

- adudt (n cost - m sin i)
— ude? (n sin ¢ —meos t)

multipliant la seconde des équations (125) par sin ¢ et la premiére par
cos ¢, les retranchant l'une de l'aufre, ct réduisant au moyen de la
relation sin? ¢ 4 cos® ¢t = 1, nous obtiendrons

n 8in £ — mi cos £ = — udt,

Opérant d’une maniére analogue pour formerla valenrde n cost-msinti,

nous trouverons
ncos t -~ m sin ¢ = du.

Substituant ces valeurs dans 'éguation (131), cette équaiion deviendra
ndm — mdn = — ud*udt - adurdt 4 wrded. ... (132).

Aumoyen des valeurs quenousvenons de déterminer, les équations (130)
et (152) changeront I'équation (129) en

3

(dee? 4= urdez)2

R Joany
Y= duade — udruds - wrde3 "0 {133),

Des courbes transcendantes.

189, On appelle ainsi les courbes qui contiennent des
quantités transcendantes ou des coefliciens différentiels,
et en général, les courbes dont on ne peut exprimer les
¢quations par un nombre fini de termes algébriques. Nous
ferons connaitre quelques-unes des plus remarquables de
ces courbes.
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De la spirale d’ Arehiméde ou de Conon.

1go. Voici la génération de cette courbe : tandis que le
rayon AB, fig. 57, déait une révolution, un point A se Fig, 57.
transporte du centre A & Vextrémité B de ce rayon, et se
meut d’un mouvement uniforme, de telle maniére que le
point mobile qui était en A au commencement de la ro-
tation de AB, se trouve en B lorsque AB a déerit une
révolution entiére antour du centre A. Le point mobile
déerit dans ce mouvement la spirale d’Archimede.

Soient AB=a, arc BN — ¢, AM =u; on a donc, d’a~
preés la définition précédente , _
AM : AN :: arc NB: BCDB,

ou
u.a.t; 2wa,
d’otr 'on tire
i
U= —.
27
Cette courbe , comme on le yoit, n’a pas ses coordonnées
rectangulaires. Lorsque AB a déerit une révolution en-
titre, ’arc NB équivaut 4 la circonférence; donc alors
¢ = 2za, ce qui change ’équation précédente en
ard

=—, " 0 u=aua.

27
Si le point A continue 4 se mouvoir tonjours uniformé-
ment, le rayon AB décrira une seconde révolution autour
du centre A ; etsi 'on prend BB'=BA, le point mobile
arrivera en B’ au bout de @ette seconde révolution ; alors ¢
sera égal & {#a, ce qui donnera u = 2a; ainsi de suite.

De la spirale logarithmique.

191. La spirale logarithmique est une courbe polaire
dans laquelle Vangle AMT, fig. 58, formé par le rayon Fig. 58.



142 CALCUL DIFFERENTIEL.
vecteur AM, avec la tangente MT & la courbe, est cons-
tant. Ainsi, en nommant a la tangente trigonométrique
de Vangle AMT, nous avons done

tang AMT = a;
or, le triangle TMA, rectangle A, nous donne
1 tang AMT :: AM @ AT,

done
AT

AN
Remplagant le rayon vecteur AM par u, et AT par V'ex-

tang AMT =

pression . que nous avons trouvée, art. 185, pour la
sous-tangente d’une courbe polaire , nous aurons
ude
tang AMT, ou a =
&

d’ou nous tirerons
adu

e ——— d:oo is (134);

[/
et en intégrant, nous trouverons
alog u =t 4 constante.

Soit e la base du systeme Népérien; si l'on regarde «
comme le logarithme de e, dans un certain systétme de
tables, on pourra remplacer @ par Le, et alors Le log u
représentera le logarithme de u dans ce systéeme (¥); de
sorte que nous aurons

L = t 4~ constante.

(*) Pour le démontrer, soit e la base du systéme Népérien ; nous
aurons u= ¢%§** ; prenant les logarithmes dans le systéme des tables
indiqué par L, nous aurons

Lu = Lfeloe ») = log u Le,
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192. On peut construire la spirale Iogarilhmiquc par
points de la maniere suivante : ayant partagé la circon-
férence 00'0", fig. 59, en parties égales, on ménera des
rayons aux points de division, et sur ces rayons on
prendra les parties Am, Am’, Am", Am”, etc., qui soient
en progression géométrique ; les points m, m', m", m",
m', etc.-, appartiendront & une spirale logarithmique. Eu
effet , en supposant que les parties mm', m'm", m"m"”, etc.
aient trés peu d'étendue, on pourra les regarder comme
des lignes droites, et alors il sera facile de prouver que
les triangles Amm’, Am'm", Am"m", etc., sont sembla=
bles; en effet, les angles® en A sont égaux par construc-
tion , et les angles mm'A, m'm'A, m'm"A, etc., le sont
par la propriété principale de la courbe; nous avons done
cette suite de proportions :

Am : Am' ;. Am' ; Am",
Am' 1 Am" i Am" 1 Am",
etc., etc,, ete, ,

ce qui nous montre que les ordonnées Am, Am’, Am',
Am"”, etc., sont en progression géométrique.

1g3. Dans la spirale logarithmique, la normale est égale au rayon de

courbure. En effet, 'expression de ce rayon, dans une courbe polaire,
étant, art. 183,

i
{du? -~ urdia)s
2dudt — udsudt 4= wrdes’

}(:

il faudra, dans cette formule, mettre les valeurs de du et de dau tirces de
Péquation de la spirale logarithmique; or, Péquation (134) nous donne

de 2 '
du="" Q= E"d.: it §
@ a

substituant ces valeurs dans celles de y , nous obtiendrons

= (:—: +n‘)% = \/:::-:“'.

us ~ %
e a =
n,+u)1

i

us
Fri o

Fig. 5o
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D'une autre part, si dans 'expression de la normale , qui est, art. 186,

s

i
ubstit Ia valeurd e Etr:uvero demé&m fu? u”
nous substituonsla valeur de —, nou ns dem ev-a—,-i- »

ce qui prouve gue la normale est égale, dans cette courbe, & son rayon
de courbure; et comme d'aillenrs il est dirigé suivant cette normale,
art. 157, il en résulte que ces lignes se confondent. b

194. Cette propriété va nous servir i démontrer que Ia développée de
la spirale logarithmique est une antre spirale logarithmique. Pour cet
effet , le point N de la normale étant considéré comme appartenant an
rayon de courbure, et se trouvant i son extrémité , est sur la développée.
Soient ¢ et v’ les cordonnées de ce point N, fig. 6o, il sera facile de les
déterminer en fonetion des coordonnées ¢ et w du point M de la courbe;
ear soit oo’ un are de cercie décrit avec un rayon égal & Tunité; les
abscisses des points M et N différeront entre elles de cet are, qui,a
cause que Vangle MAN est droit, sera égal au quart de la circonférence ;

si en adoptant la notation usitée, nous représenions par E le quart de

la circonférence décrite avee I'unité pour rayon, nous aurons ¢ —¢ - —,
e

équation qui, étant différenciée, nous donnera de =dv.
Dune autre part, 'ordonnée polaire u’ du point N de la développée

€lant égale ala sous-normale i—i:de la spirale logarithmique , nous chan-

due
gerons — en u', dans Péquation de cette courbe, et nous trouverons

u—au', el par conséquent du=—adu’. Substituant ces valeurs de di_
dedu et de u dans Déiquation (134) de la spirale logarithmique, nous
irouverons

du’
4 — = df
u’ Y

équation qui, étant de méme forme que la précédente, nous apprend

quc Ia spirale logarithmique a pour développée une autre spirale loga-
rithmique.

De la spirale hyperbolique et des spirales com-

prises dans Uequation u= at".

195. La propriété de la spirale hyperbolique est d’a-
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voir nne sous-tangente constante. Si nous représentons
cette sous—tangente par @, nous en égalerons la valeur
A celle de la sous-tangente (art. 185) d’une courbe po-
laire , et nous aurons, pour l'équation de la spirale hy—
perbolique,

ui dt R— a:
du :
nous prenons la constante a négative , parce qu’alors ona
du _ dt
g g

équation qui étant intégrée donne
1 s
e C;
u ta T

et en remplagant la quantité indéterminée C par une autre
»

quantité —, nous aurons
a

L L g b0
i
prenant P'origine des t de manitre que I'abscisse ¢4=C’ soit
égale a une nouyelle abscisse ¢, ’équation précédente de-
viendra

l
Qe

8=

ou plutét

) u =

ce qui montre que lorsque t==0, u = oo; d’ot il suit
quele rayon vecteur, qui répond au point ot ¢ devient nul,
est une asymptote & la courbe,

a
t

; 7 . @ A
196. L’équation u = nous. montre encore que le

rayon vecteur est en raison inverse de I’abscisse. Si nous
Elém, de Cale. diff. 10
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faisons successivement te=ax, t=/r, t="06x, etc., nous
i i IR

aurons pour u cette surle de valeurs, = 4:-" 6’ ete.,

ce qui nous apprend qu'au bout de deux révolutions le

rayon vecteur est réduit & moitié de ce qu'il était a la fin

. dela premiére, qu’au bout de trois révolutions il est ré-
duit au tiers , et ainsi de suite.

197. L’équation de la spirale hyperbolique et celle e

la spirale de Conon, sont des cas particuliers de I'équa-

: : 1 -
tion u==al"; car en faisant n—i, et a= —, on obtient
¥

la premiére , ¢t en faisant n=— 1, on obtient la seconde.
Parmi les spirales déterminées par cette €quation, on
distingue la spirale parabolique, qu’on trouve en faisant
n=2.

De la logarithmique.

198. La logarithmique est une courbe a coordonnées
rectangulaires, dans laquelle Uabscisse est le logarithme
de Vordonnée ; 'équation de cette courbe est doné

x=log ¥,
d’oni I'on tire
y=a,
et par conséquent
et
A = a” log a.

199. Pour discuter cette équation , faisons r=o; ngm
trouverons y=r1; si I’on donne ensuite des valeurs crois—
santes et positives & 2, y ira toujours en croissant ; mais

s i s
si Pon donne & z une valeur négative —1u, on trouvera
1
— =t ;= i i 2 g R
y=a" =i et Pon voit que Vordonnée diminuera

d’autant plus qu'on s’écartera de 'origine, dans le sens des
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abscisses négatives , et qu’enfin la courbe ne pourrait at-
teindre le prolongement de V'axe des  qua Vinfini, cas

I . 4 I :
o Véquation y = — deviendrait y = —F=0; d’on Ton
peut conclure que le prolongement de l'axe des x est une
asymptote a la courbe.

200. Si, & partir de Porigine; on prend des abscisses
égales, fig. 61, AP==u, AP'=—u, on trouvera Fig. Gi.

PM =a", P'M’:%; done PM < PM'=—1.

201. La propriété la plus remarquable de cette courbe
est que la sous-tangente a une valeur constante. En effet,
I’équation de la logarithmique étant différenciée, nous

Lo
donne :—}Zx =a®loga, d’olinous tirons RT(;:—: = i-cl;_a , ou

id_m:;‘—. Or, le premier membre de cette équation
dy loga

exprime la sous-tangente de la courbe, art. 71; dounc cette
sous-tangente est constante.

De la cycloide.

202. La cycloide est une courbe qui est décrite par le
mouvement d’un point M, fig. 62, situé sur la circonfé- Fig. (2.
rence d’un cercle qui ronle sur une droite RC. Tl est certain
que dans ce mouvement de R en C, tous les points de
Parc RM viendront successivement s'appliquer sur la
droite RA, jusqu’a ce que M, a son tour, s’y applique
en A; par conséquent l'arc RM sera égal 4 la droite RA.

Tous les points par lesquels passe le point M, dans ce
mouvement, €tant, par hypothése, sur la cycloide, le
point A sera aussi sur cette courbe. Prenons-le pour ori-
gine des abscisses, et abaissons 1a perpendiculaire ME sur

I0..
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le diamétre BR, et faisons AP=2, PM=y, BR=12a,
ave MR=2z, ME =u; nous aurons

AP = AR — PR,
x=arc MR— ME,

ou

ou
Z=g—u... « (235).

Nous chercherons d’abord A éliminer l'arc z de la ma-
niére suivante : nous différencierons D’équation précé-
dente, ce qui nous donnera

dz =dz —du.... (136).

Pour avoir la valeur de dz en fonction de u , nous ohser-
verons gu'entre u et z nous avons la relation

#== 8in 2.
Celte équation étant différenciée, art. 44, on trouve

cos 2
du = dz y
a

d’ou1 l'on tire
adu
~ cosz’

11 faut remplacer, dans cette équation, la valeur de cos z

par celle que nous donne Péquation

: sin® z <}- cos’z = a*,

ou plutét
u* == 08’ z = a@*,

et 'on obtient

adu
dz = —t
‘/ Ot =yt

Substituant cette valeur dans 'équation (136), il vient

adn_ —_du, ...

g — : 31).
Ve = (137)
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1l e s"agit plus gue d’exprimer u en fonction de y. Pour
cet cffet, soit O le centre du cercle générateur BMR, Fig. 6a.
fig. 62 , nous avons

OF = V' MO* — ME?,
ou
a—y=Vya—u.... (138).

Elevant cette équation an caté, et réduisant, on en tire

U= Vzay—f;. .o (130),
et en différenciant,
I el R
2ay—y*
Les équations (138) et (140) transforment l'équation (137)
€n
PSR " W ) 0
Vaagy—y* Vaay—y

véduisant on trouve,
4

Jdy
—— e, (0 s, (14‘)3
Vaay—y
telle est I'équation de la cycloide. -

it ==

203. On obtient encore I’équation, de la cyclc:ﬁée en
founction de I'arc, ainsi qu'il suit : 'équation u==sinz
donne '

z = arc (sin —=u) ;

mettant pour u sa valeur tifée de I'équation (13g), on a
z == arc (sin = /207 — %) ;

cette valeur et celle de u étant substituée dans l'éﬁuatinn
(135),0na

z=1arc(sin=12ay—1%) —V2ay—g* H.... (142).

(*) Le sinus ici correspbnd au rayon a; celui des tables , ayont 'unité
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Fig. 64,
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*204. Pour discuter cette équation, on va prouver d’abord
gue y ne peut étre négatif, ni plas grand que 2a. En effet,
si Uon fait 3 = — »*, Pexpression arc (sin = V/2ay—2%)
deyient arc (sin == V—za‘y"——y"), valeur imaginaire.
En second lien, si Von fait y—=2a--d, lexpression
are (sin = V 2a y—y") devientarc (sin=— vV =2a0—3%
valeur imaginaire ; donc, si 4 une distance EF =2a de
Taxe des z, on mene, fig. 63, AB paralléle 4 CD, la
courbe sera comprise entre les paralléles CD et AB.

La plus grande valeur que puisse avoir y est 2a; car si
P’on fait rouler le cercle générateur de A en C, fig. 64, le
point M, qui était d’abord en A, sélévera successivement
jusqu’a ce qu’il arrive en B, 4 Pextrénité du diametre BD ;
alors I'abscisse AD sera égale & DEB, c’est-a-dire 4 la
demi-circonférence du cercle générateur.

Ce résultat est conforme A celui qui nous est donné par
Péquation (142), puisque st on fait y = 24, on trouve
z=arc (sin = o) ; or, V'arc dont le sinus est nul doit étre
I'an des suivans : o, DEB, 2DEB, 3DEB, etc. , et 'on voit
que, dans le cas présent, cet arc est DEB.

Le point M, parvenu en B, ayant donc décrit Parc AB,
de cycloide, si ce point continue & se mouvoir, il déerira
un second arc BC, semblable au premier; enfin, si le
cercle générateur continue toujours 4 rouler sur 'axe des
abscisses , le point M engendre;a une suite indéfinie d’arcs

pour rayon, est le quatriéme terme de cette proportion ,
W

7o' Vm!'_)’r—p . ‘/"’-___La___—l’;

par eonséquent on aura pour l'équation de la cycloide dans laguelle le
rayon des tables est pris pour unité,

::nan(a{n:v.%-ﬂf:) -Lvm
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de cyeloide CB'C, fig. 65, C'B"CY, etc. Le cercle généra- Fig. 65.
teur pouvant aussi se mouvoir dans le sens de A vers A",
Ie point M décrira encore une suite indéfinie d’ares AB'A’,
A'B'AY, ete.

C'est 'assemblage de tous ces ares qui, dans le sens le
plus général , constitue la cycloide.

205. La normale au point M, dont les coordonnées sont
x et y, fig. 66, est déterminée, art. 70, par cette formule Fig. 66,

; normafe:y\/%i—:—l-:;

dr .. g : ;
si nous y mettons la valeur de TJ;’ tirée de ’équation de

la eycloide, nous trouverens
oo 5 \/i‘.’-zj"ff’g:v@.

Pour construire cette valeur, menons la corde MD, fig. 66, Fig. 66.
nous aurons
DE : MD :: MD : DB,
¥ ¢MD :: MD :2a;
done la corde MD = V/2a7 ;

et comme, par la propriété du cercle, 'angle BMD est
droit, la corde MB sera perpendiculaire & I'extrémité de
la normale MD; donc la corde MB prolongée est tangente
au point M de la eycloide; car on sait que la tangente et
la normale forment entre elles un angle droit.

On pourrait donc construire la tangente au point M, en
décrivant le demi-cercle génératenr BMD, et en prolon~
geant la corde BM ; mais pour n'ayoir pas & construire ce
cercle générateur a chaque point de la courbe , il suffira de
construire le demi-cercle générateur sur la plus grande or-.
donnée BD, fig. 67, de la cycloide; et ayant mené par Iepy g

cu
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point donné M, la perpendiculaire ME sur BD, on tracera

la corde BC; alors la paralléle MT a cette corde sera la

tangente demandée : c’est une suite de ce qui précéde.
206. Pour avoir I'expression du rayon de courbure de

la cycloide, il faut, de ’équation de cette courbe, déduire

les valeurs de g-;: etde i que nous substituerons dans

d.‘z_'",
Pexpression du rayon de courbure, art. 152,
d
G ) 5
=
dx“

et dans laquelle nous adoptons le signe négatif , parce que
nous savons que la courbe tourne sa concavité vers I'axe
des x. L’équation de la cycloide nous donne d’abord

d
WNOT=T | ugy

adr L d
Pour obtenir a—%, faisons ﬁ =p; nous aurons donc aussi

P:,WH?;J:= L,

et en différenciant , art. 21, nous trouverons

¥ J-
dp=---—-———-—’r = — ad.y'

2 rVay—gr

done

— e ——

multipliant cette équation par 'équation (143), nous ob~
itendrons, art, 26,
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dp a dy a

. O =
dx J-n da® J.n 2
au moyen de ces valeurs, on a enfin

2y - ke g

o _: - (:a%' n:z a

o

et en faisant passer j au numérateur,

-3_‘__‘ hex
Lroal oo LR

y=sta'y =a.zay’mz|/;q_y;

153

done le rayon de courbure MM’, fig. 68, de la cycloide, Fig. 65.

est double de la novmale MR.

207. On obtiendra Pécpuation de la développée en substi-

tuant les valeursdea— et de~d—-‘z dans les formules, art. 151,
dy?
= ; +.(E$
y e d'zj L
dz*
(145 ..
l.l.‘r* ﬂJ‘
o == d_jf = —(r=— 8) 1=
da* '
et Pon trouvera
2a
r—F~ =%= 1Y, &= — 2\/2{:}—-):‘-;
donc z

B==y a=ax4 2‘/33}_";’
ou, fig. 6g,

QM '=MP, a= AP 4 aME;

Fig. 6g.
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et en observant que AP 4 ME — AR =arc¢ MR, la der- .
niére équation peut s’écrire ainsi :

e==arc MR ++ME. ... (144).
Prolongeons BR, et prenons RL = BR=2a, et sur RL
décrivons la demi-circonférence RM'Lj cette demi-circon—

férence passera par le point M/, 4 cause des cordes égales
M'L et MR, et I'on aura
arc MR —arc MR et ME=ME’;
substituant ces valeurs dans 'équation (144) , on trouvera
@ =— arc M'R 4 M'E’;
done
c a=arc MR 4V 208 — B . ... (245).
Telle est Péquation qui existe entre les coordonnées
AQ = a et QM’ = £ d’un point M’ de la_développée. Pro-
Fig. 6g. longeons maintenant, fig. 69, Pordonnée BD=2a d’une
quantité DA’ encore égale 4 2a, et par le point A" menons
*la paralléle A'D" 4 AD, et transportons Porigine A au
point A", Pour cet effet, soient A'Q'=a’, Q'M’ = £'; nous
avons pour l'abscisse
W {a A'Q :ﬁD‘.....: AQ X
! ou
L= &' = % circonférence génératrice — AQ .

ou
& = ra — L

a I’égard de I'ordonnée £, nous avons
MQ = A'D —QM',
ou
B'=2a— B;
on tire de ces.Equations
&= 7 —a , B=2a—-g’;

an moyen de ces valeurs, équation (145) devient
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wa—o = arc MR 4=V 248 — 8>,

ou

#a— o = arc RM'L — ar¢ M'L 4 /208 — B
= ga —arc M'L -[--_Vzaﬁ' ey
et par conséquent
o = arc WL —/2af — B>
Cette équation est celle d’une cycloide; done la déve-
loppée d’une cycloide est une autre eycloide.

208. On peut démontrer de la mgpi¢re suivante, par la
synthése que la développée AA/, fig. 69, est une cycloide. Yis: 69-
Nous avons :

arc LM <4~ arc RM' = wa,
donc :
A are LM' = za— arc RM';

d’une autre part,
arc RM’ — arc MR = AR, art. 201 ;
substituant cette valeur dans I’équation précédente, on aura
are LM’ = wa — AR = AD — AR,
ou _
' arc LM = LA/,

ce qui est la propriété de la eycloide.

Du changement de la variable indépendante.

209. Lorsqu'une formule qui eontient des ecoefficiens différentiels est
dounée, on ne peut 1és éliminer qu’a Iaide de Iéquation de la courhe

& laquelle on veut appliquer cette formule ; ’est ainsi que ,; lorsqulon
2 la formule :

drs
(‘ i E;'-) ar
day dz’

dz*
et qu'on demande ce qu'elle devient lorsque la courbe est une parabole,

on tirera de Méquation y =ae2 do Ja parabole, les valenrs de j—: ot de
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de .

a-j-:, qu'on substituera dans catte formule, et alors les coefficiens diffé-

rentiels en disparaitront. Si 1’on regarde d—y et E{ com.m-u des incon-
P i B garde o= et o

nues, il faut en général deux équations pour les éliminer d'une formule,

¢t ces éguations nous seront données en différentiant deux fois de suite

’équation de la courbe.

210. Lorsque, par les opérations de PAlgébre, lesdx ont cessé d'étre
sous les dy, comme dans la formule suivante ,

7 (dx* 4-dr2) 6

d.‘i“+d7‘—}'d’f...'. {14 J’ X
la substitution s'opére en.gardant dz, dy et d=y comme des incon-
nues; et puisque pour les ¢liminer il faut en général un paveil nombre
d’équations , il ne semble pas d’abord que I'élimination puisse s'effec-
tuer, parce que la différenciation de I’équation de la courbe ne peul
nous procurer que deux équations entre dz, dr et d2y; mais il fauy
remarquer que lorsqu'an moyen de ces deux équations on aura éliming
dy et d2y, il se trouvera dans la formule un factear commun da® qui
s’éyanouira.

Par exempla, si la courbe est toujours une parabole représentée par
¥ =a=x3, en différenciant deux fojg de suite cette équation , on ob-
tiendra 4

dy = 2axdr, diy = 2adx!;
ces valeurs étant substituées dans la formule (146), on obtiendra , aprés
avoir supprimé le facteur commun dos,
_y{a—faza)
I Garz® — aay’

211. Laraison pourlaquelle dx* devient facteur commun est facile &
saisir; car, lorsque dans une formule gui contenait p_rimitivementg—:{
3 ; : 2

dy sidding e e
at a—;:, on a fait disparaitre le dépoml-nateur de K{ , tous les termes,

day dr e '
hors ceux en I °ten 3o, ont di_acquérir le facteur commun dat }
alors les termes qui étaient affectés de & ne conti

af e niiennent plus dx,

dy
dz

; ; o
mier degré, car le produit tl_ca; par dx2 se réduit a dydr. Lorsquon

tandis que les termes qui étaient affectés de — renforment dz au pro-
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différencie ensnite Péquation de la courbe, et qu'on obtient des résultats
do la forme dy = Mdx, d2y = - Nidz?, ces \m]eurs ¢étant substituées dans
les termes en diy eten d yda, les changeront , comme les autres termes,
en des produits de dz?.

212, Ce que nous disons d'une formule qui contient les différentiellos
des deux premiers ordres pouvant s'appliquer & celles dans lesquelles
oes différentielles s'élévent i des ordres superieurg, il suit de 1a qulen
différenciant autant de fois qu’il sera nécessaire I'équation de la courbe,
on péurrn toujours chasser de Ia formule proposée les différenticlles qui
¥ sont contenues.

213. 1 n'en serait pas de méme &i, outre les différentielles que nous
venons de considérer, la formule contenait des termes en dx, en
d3zx, ete.; ear, supposons qu’il entrit dans cette formule les différen-
tielles suivantes dx, dy, dix, diy, et qu'en différenciant deux fois de
suite Péquation représentée par y = fx, on en tirdt ces équations :

F(z,7,dnde)=0, F(z,r,dz,dr,d*, d»)=0,

on ne pourrait avec ces deux équations, éliminer que deux des trois
différentielles dy, d2ax, d2y, et 'on voit qu'il serait impossible de faire
disparaitre toutes les différentielles de la formule; il y a done, dans ce
cas , une condition tacite exprimée par la difféventielle dax; c’est que Ia
variable = est elle-méme considérée comme une fonction d’one troi-
sieme variable qui ne parait pas dans Ia formule, et quon appelleda
wvariable indépendante. Cela deviendra manifeste, si Pon fait attention
que 'équation y = fir pourrait dériver du systéme des deux équations
=Kty =ty i
(z—c)?

ba

entre lesquelles on aurait éliminé ¢; ¢’est ainsi que Péquation y =«
revient au systéme des deux équations
r=btfe, y=an,

et ’on congoit que = ety doivent varier en vertu de Paceroissement que
¢ peut recevoir; mais cette hypothése , que = et ¥ varient d’aprés ac-
croissement donné i ¢, suppose qu'il y ait des relations entre = et ¢, ot
entrey et ¢; I'une de ces relations est arbitraire , car Péquation , que
nous représentonu en général par y =/, ctant » par exemple,.
(x—e)2 H]

Fy=ua _?ﬂ—;"’ si Von établit entreg et x la velation arbitraire + = -‘7 .
c

cette valeur étant mise dans Péquation ¥ —a {r ;c} : ; la changera en
’ ﬂ{tS-—L‘a L} 13
=) equatmn qui , étant combinée avee celle-ci, r= =5
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doit reproduire par 'élimination, y =a @:;L}' , senle condition & 1.

quelle on doive avoir égard dans le choix dela variablet.

a14. On peut done déterminer arbitrairement la variable indépen-
dante ¢. Par exemple, on prendra la corde , Pare, Pabscisse ou l'ordonnée
pour cette variable indépendante; si ¢ représenie Pare de la courbe , il
faut que I'on ait de2 |/ dz" - dy*; si ¢t représente la corde, et que 1'o-
rigine soit au sommet de la courbe, on aura ¢ = =V 7% + r; enfin, ¢
pourrait &tre I'abscisse ou 'ordennée, et Yon aurait alors t=az, ou
=1

215. Lo choix de I'une de ces hypothéses ou de toute autre devient
indispensablepour que la formule qui contient des différentielles puisse
en étre délivrée § si nous ne le faisons pas toujours, c'est que nous sup-
posons tacitement que la variable indépendante a été déterminde. Par
exemple, dans le cas le plus ordinaire ot une formule ne contient que
les différenticlles da,dy, d2y, diy , ete. , Phypothése est que la variable
indépendante ¢ a été prise pour Pabseisse, car alors il en résulte

d.\:__; d’x__ d3x
B et B v b B

t=x =0, ete.;
et Von voit que la formule ne doit pas renfermer des différentiolles se-
condes , troisiémes, etc, , de x.
a16i. Pour établir la formule dans toute sa généralité, il faut, dlaprés
e qui précéde, que x ety soient des fonetions d'une troisiéme variable
indépendante ¢ ; et que ’on ait, art. 26,
» L

dr _ dr de
‘de T dede?
on tire de cette équation
&
Z=%.... (s
de

prenant la différentielle seconde de 7, et opérant sur le second membre
comme on le fait pourles (ractions, art. 16, on trouvera
deday  dydsx
dy &0 ® T dr dr
dx dxs W
de

Dans ceite expression, d¢ a deux usages : P'un est d'indiquer quelle
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est la variable indépendante t, et Fautre d'y entrer comme signe d’Al-
gébre. Nous pouvons no considérer dt que sous le second rapport , si
nous ne perdons pasde vue que ¢ est la variable indépendante ; alors
supprimant d¢» comme facteur commun , Iexpression précédente se
. simplifiera en éerivant
dy _ dedy —dydis
a= dzee :

et en divisant par d=, elle deviendra

day dedry — dydrx
da da? oy

217. En opérant de méme sur équation (147), on voit qu’en prenant ¢
pour variable indépendante, le second membre de I’équation devient
identique au premier; par conséquent, lorsquon prend ¢ pour variable
indépendante, on n’a qu’un seul changement i faire dans la formule qui

: 4 PR - M LT -
contient les coefliciens différentiels 3 at ) c'est de remplacer ce

second coefficient dilférentiel par

dxd®y — dyd=x
dz3 3

@

-
Pour appliquer ces considérations.au rayon de courbure qui, art, 188
est donné par Péquation 4

.
_T’
das

si 'on veut avoir la valeur dey, dans le cas ot ¢ serait la variable indé-
pendante, on changera cette équation en

(I +%‘7?.: 2
dediy — dydiz
BT R T

Y =

A
en ohsery 3 i et =k dryp
ant que le numératenr revient A %—, on aura

i
Lo (der obidyas
Y= d—'l}d’f == de,; e {I"is“.

216. Cette valeur de 7 suppose done que x et » soient des fonclions
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d'une troisiéme variable indépendante ; majs si # devait bire cette v4-
riable, cest-d-dire si I'on avait = , on aurait d*z=o0, et cette for-
mule retomberait dans la cas ordinaire en redevenant

3 drtyd
(e - dp)t (”‘d’F
P drdty s d2y
das

217. Mais si, aulieude prendre = pour la variable indépendante, on
voulait que Pordonnée fit eette variable indépendante, cette condition
serait exprimée par Péquation y = ¢; et en différenciant deux fois de
suite cette équation , on aurait

dr_goody o
B g

La premiére de ces équations nous dit seulement que y est la variable
indépendante , e qui ne changera rien i la formule; mais la seconde
nous montre que d*y doit étre nul, et alors I'équation (148) se réduit a

L]

3

o fda 4 dyi)e

s e

290. 11 est & remarguer que lorsque x est 1a variable indépendante,

et quel'ona par conséquent d*x= o0, cette équation nous dit que dr est

constant ; d'oil il suit qu'en géndral la variable qui est regardée comme
indépendante , a toujours une difiérentielle constante.

221. Enfin ; si I'on prend Pare pour variable indépendante , on aura
di= Vdar4-dya;
élevant au carré et divisant par de2 , cefte équation nous donnera

dpr iy T
e de
différenciant cctte équation, nous regarderons, art. 220, dt comme
constant , puisque ¢ est la variable indépendante ; et en opérant d’aprés
la régle des exposans , nous trouverons
adedez | adydsy
des dea
d’ott Pon tire
dad’z = — dydoy;

par conséquent, sil'on substitue la valeur de d=a ou celle de d2y dang
I'équation (148), onaura dans le premier cas,
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(dx> + dy? }= Viderdr) -
j 2 de= d2 »
(dz2 4= dy2)day by
ot daus la second cas,

ok o V&G
YE T @ dr)die T ¢
994, Dans ee qui précéde , nous n'avons considéré que les deux coellie

ciens différentiels 4 5 j_%; mais si la formule devait contenir des coef-

ficiens différentiels d’ordres plus élevés, il faudrait, par des moyens
analogues & ceux que nous avons employés , déterminer les valeurs de
diy o iy
e de — et
tions d’une troisi¢me variable indépendante.

etc. , qui se rapporteraient au cas ol = et y sont des fone-

De la méthode des infiniment petits.

223. Les notions que nous avons de 'infini se réduisent
a cette proposition : Une quantité n’est pas infinie lors—
qu’elle est susceptible d’augmentation. Par conséquent,
sil'on a x4 a, et que 2 devienne infini, il faut suppri~
mera, autrement ce serait supposer que peut encore
s'augmenter de @, ce qui est contre notre définition.

224. Cette proposition étant fondamentale, j'ai cherché

4 la démontrer d’une maniére plug satlsfmsante comme 11
suit? Soit Péquation

T 4 a= .. .. (149),
dans laquelle a est une quantité constante. Nous pouvons,
alaide d’une indéterminée m2, représenter par ma le rap-

port des variables y et x, ou, e¢ qui revient au méme,
S“PPOSE[‘

max = y.... (150);

substituant cette valeur dans I'équation (14g), on obtient
# + a=mazily. (151);

divisant tous les termes de V¢ équation ( 15 1) par ax, on 2

é-}—;:m (152);

Rlém, deCale. diff,
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2 73 s
quand @ devient infini, la fracuon; ayant atteint & son

dernier degré de décroissement, se réduit €videmment a
z€ro; alors I'équation (152) devient
} 1

m=—
a

Cette valeur étant substituée dans Véquation (151), on
obtient
x+a—ux,
ce qui montre que quand x est infini 2 - a se réduit a z.
" 225, La quantité a, a Iégard de laquelle x est infini,

est ce quon appelle un infiniment petit, par rapport a x.

226, Comme nous ne considérons ici que les rapports
des ‘quantités, la démonstration précédente a lieu lors
méme que @ a une valenr finie, pourvu seulement que
a soit infiniment petit par rapport a =z,

La théorie des fractions va nous servir encored rendre
sensible cette vérité. En effet, si 'on compare la quantité

finie b & la fraction é, il est certain que plus le dénomina-

teur z angmentera, plus la fraction diminuera; de sorte
que quand z deviendra infini, cette fraction deviendra abso-
lument nulle, et, comme telle, devra étre supprimeée de-

vant &, qui alors sera infini 4 I'égard de _b;;;

227. Quoigue deux quantités soient infiniment pelites,
il ne s’ensuit pas que leur rapport soit nul; car

(: R
— i —iraib.
J [« < T+ 5]

On sent d’ailleurs que deux quantités infiniment petites
peuvent se conteniy comme deux quantités trés grandes;
all}Sl €1 erléSEﬂlaﬂl deux quanlltes n"ﬁmment peutes
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par dy et par da, il suit dela que leur rapport g% ne
sera pas nul : résultat conforme a celui que nous ayons
obtenu par la considération des limites.

228. Lorsqu'une quantité x est infiniment petite, par
rapport & une grandeur finie a, le carré x* est infiniment
petit par rapport a z. En effet, la proportion

R S _
110us°prouve que a* est renfermé daus 2 autant de fois
que x U'est dans P'unité, c’est-a-dire un nombre infini de
fois. On démontrerait de méme, a l'aide de la propor—
tion %z it 2 1 2%, que a* étant infiniment petit. par
rapportax, le terme 2? doit étre infiniment petit par rap-
port & x2*; c’est par cette raison qu’on a divisé les infini-
ment petits en différens ordres : ainsi, dans les exemples
précédens, x est un infiniment petit du premier ordre,
2* est un infiniment petit da second ordre, z° est un
infiniment petit du troisidme ordre ; ainsi de suite.

229. Observons que si = est infiniment petit par rapport
aa, il en sera de méme de x multiplié par une quantité
finie b. En effet, x considéré comme une fraction dont
le dénominateur serait infini , peut étre représenté

¢ it o tie , NG
par " or, que l'on mt;o-ou-;, ces quantités n'en sont

pas moius nulles par rap port 4 a.

230. De méme qu’un infiniment petit du premier ordre
doit étre supprimé lorsqu’il est & cdté d’une quantité finie,
quil ne peut augmenter, on doit effacer un infiniment pe-
tit du second ordre, qui serait & cité d’un infiniment pe-
tit du premier ordre ; ainsi de suite.

Par exemple,, si l'on a cette expression

e+ by +ey* +dy,
el que » soit un infiniment petit du premier ovdre, ¢)* en

ITun
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sera un du second , et dy’ en sera un du troisiéme : il fant
donc effacer dy’, parce que dy* ne peut augmenter cy*;
et comme ¢y* ne peut augmenter by, on Veffacera a son
tour; enfin, on effacera aussi by, puisque cet infiniment
petit du premier ordre.ue peut augmenter la quantité
finie @, et il restera a.

231, Deux quantités infiniment petites x et y donnent
pour produit un infiniment petit du second ordre. En effet,
du produit 2y je tire la proportion

R
ce qui w’apprend que puisque y est infiniment petit pax
rapport 1, zy sera infiniment petit par rapporta ., cest-
i-dire sera un infiniment petit du second ordre.

232. On prouverait de méme que le produit de trois
infiniment petits du premier ordre donne un infiniment
petit du troisiéme ordre.

233. Nous pouvons maintendnt expliquer la théorie de
la différenciation , d’aprés la méthode des infiniment pe-
tits. Pour cet effet , si 'on suppose que dans une fonction
de 2 la variable 2 prenne un accroissement infiniment
petit, représenté par dx, en sorte que x devienne x4 dz,
la différence du nouvel état au premier sera la différen-
tielle de cette fonction.

234. Par exemple, pour trouver la différentielle de ax,
cette fonction de\'_euam a(z 4 dz) = ar 4 adz, si Uon
en retranche ax, il restera adz pour la différenticlle.

235. Cherchons encore la différentielle de ax’; il faut
de a(x + dx)’ retrancher az®; développant et rédui-
sant, on trouve d’abord 3ax’dx 4 3azdz* 4 ada’. Cela
posé , adz® étant un infiniment petit du troisieme ordre,
ne peut augmenter 3axdz?®, par conséquent, on effacera
adz?; de méme 3axda’, qui est un infiniment petit du
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second ordre, doit étre supprimé, parce que 3az*dz en
est un du premier ordre; et il restera 3ax*dx pour la
différentielle.

236. On différenciera , d’aprés le méme principe, toute
autre fonction de z, en ayant le soin de supprimer les in-
finiment petits des ordres supérieurs, ce qui se réduit e‘n ne
conserver que le premier terme du développement, ainsi
qu’on le fait par la méthode des Limites.

Par exemple, pour trouver la différentielle de fz, au
lieu d’écrire

fﬁ_‘t?‘:‘)——ﬁEA-{- Bh 4 Ch* + etc.,
dfs

qui, dans le cas de la limite, donne Ti% dxr=Adx pourla

différentielle, on aurait
f(x 4dz) = fr 4+ Adx 4+ Bdz* 4 Cda® + ete. ;
retranchant la fonction primitive, il resterait
Adz 4 Bda® 4 Cda® <+ ete ;

et comme on devrait supprimer les infiniment petits des
ordres supérieurs, on ne conserverait que le terme Adzx,
qui serait la différentielle cherchée.

237. Pour trouver la différentielle du produit de deux
variables, y, z, onsupposera que quand x devient z-4dz,
J devienne y~dy, et que z devienne z+4 dz. Le produit
Jz se convertira done alors en (y 4-dy) (z 4 dz) ; déve-
loppant el retranchant -z, il restera ydz -4 zd y4- d ydz.
Le dernier terme de ce résultat étant un infiniment petit
d}t second ordre, devra s'effacer; et l'on aura, pour la
différentielle de Iz, Pexpression ydz4-zdy.

238. On déduira ensuite de cette dernitre différentielle,
celle du produit d’un plus grand nombre de variables, et
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ensuile celle de 2, par les procédés que nous avons suivis
lorsque nous avons employé la méthode des limites.

239. La différenticlle de a* s’obtiendra aussi trés faci-
lement , lorsque 'on aura le développement de a*+%; et
ce développement se trouvera comme celui de a*+*, ar-
ticle 36 ; on cherchera ensuite la valeur dea®H*—a*, et,
ne conservant que le premier terme, on rejettera les
autres.comme des infiniment petits d’ordres inférieurs a
celui du terme que on conserve. De la différentielle de o7
on déduira ensuite, comme nous 'ayons fait, celle de
log z.

240, A légard de la différentielle de sinx, ona
sin (x4~ dx) — sinax =sin x cosdxr - sin dx cos x —sin x,
Y'arc dx étant infiniment petit ,

cosdz=1, et sindz=dx;

au moyen de ces valeurs, on trouye
d.sin x = dz cos z.

241. Le probleme des tangentes a donné en quelque
sorte naissance au Calcul différentiel. Voici de quelle
maniére on résout ce probléme par la méthode des infi-
niment petits.

Soient PM et P'M’, fig. 70, deux ordonnées infiniment
proches , ¢t MO une paralléle A Paxe des x ; la tangente
MT pourra étre considérée comme le prolongement de
Vélément MM’ de la courbe , parce que cet élément étant
trés petit, est censé étre en ligné droite. Nommons
AP, x; PM, y; Paccroissement de z sera PP’ =dz, et
celui de y sera M'O=dy. Le triangle infiniment petit
MM'O étant semblable au triangle MPT, on a

MO ; MO :: MP : PT,
ou
dy tdax il i PTy
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done i

On trouvera ensuite la normale, la tangente, et les équa-

tions de ces lignes, comme dans les art. 72 et 73.

242. Pour avoir la différentielle d’un arc, on regardera
V'arc compris entre les ordonnées PM et P'M’, infiniment
proches, comme une ligne droite ; et alors, en nommant
s ’arc total, MM’ sera ds, et le triangle rectangle MM'O
qui a pour cétés MO = dz et M'0 = dy, donnera

ds = y/dz* + dy.

243. La différentielle de I'arc d’une courbe dont les coordonnées sont
polaires, se trouve aussi trés facilement par la considération des infini-
ment petits. En effet, soient , fig. 71, RR' et MN, deux arcs de cercle
déerits Pan avee lerayon 1 et V'autre avecle rayon u, dans Pangle infi-
niment petit M'AN, formé par deuxrayons vecteurs; le triangle NM'M
pourra éire regardé comme reetiligne et rectangle en M; on aura donc

M'N = {/MM#= + MN- ;

et en observant que M'M =du, et que MN est égal 4 ude, en verlu de
la proportion 2

1 sdezzus MN,
nous pourrons remplacer NM” et MN par leurs valeurs; et, en mettant
ds & la plage de M'N , nous aurons

ds = Vdu‘ + wrdie.

Le méme triangle MM'N, comparé au triangle M'AT, nous fera obte-
nir la sous-tangente d’une courbe polaire par la proportion
M'M: MN :: AM: AT,
ou, en remplagant AM’ par AN, qui n'en différe que d’un infiniment
petit, .
du; wdt 23u  AT;
d’oti nous tirerons
dt

AT =w T

Fia.

L.
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De la méthode de Lagrange pour démontrer les
principes du Calcul différentiel , sans la consi-
dération des limites , des infiniment petits , ow
de toute quantité évanouissante.

244. Nousavons vu de quelle utilité €tait le théoréme
de Taylor lorsqu’on voulait développer des fonctions en
séries. Lagrange considérant la grande facilité avec la-
quelle les principes de la différenciation pouvaient se
déduire de ce théoréme, parvint a le démontrer sans faire
usage du Calcul différentiel , par un procédé que nous al-
lons modifier de la maniere suivante :

Soit y» = f(x -+ k); par la nature de cette fonction, il
faut que lorsqu’on fait k=0, f(xz4 1) se réduise a fa;
c’est ce qui aura lieusi la partie qui contient 2 dans cette
équation , est un multiple de %, Représentons-la par Ph ;
nous aurons donc

Sfx+h)=fr 4 Ph;

P pouvant étre une fonction de %, si nous appelons p ce
que devient P lorsque k=0, et Q& la partie qui dépend
de & , nous aurons encore P = p - Qk; en continuant ce
raisonnenient, on aura cette suite d’équations :

¥ =fx + Pk,
P = p 4 Qh,
Q= g + R,

etc. ete. etc.

Mettant la valeur de P, donnée par la deuxieme équation,
dans la premiere, il viendra

y =Jz—+ph+Qh*;

mettant dans ce résultat la valeur de Q, donnée par la



DE LA MEIHODE DE LAGRANGE. 169
troisitme €quation, on aura
y =Jx + ph+ gh* + BA;

en continuant ainsi, et en mettant f(z - k) a la place de
7, on aura en général
flz4h)=fr 3 ph4-gh* - rh® + skt 4 etc..... (153).

245. Lexpression f(z -+ k) représente, en général, la
fonction qui n’est pas encore réduite en série; si dans cette
fonction on change x en 27, on aura le méme résultat
que si 'on eiit changé k en k4 7. En effet, cette fonction
ne pouvant renfermer z sans que cette variable ne soit
suivie immédiatement de £, un terme tel que A (z k)",
par exemple, lorsqu’on aura changé x en x -, deviendra
A(x~4i4-h)", quantité qui estla méme que A(z+h+-2)"
qui résulterait de la substitution de 2+ 74 la place de %,
dans la fonction A (z = h)™. Ce que nous disons de ce terme
devant s'appliquer 4 tous les autres, il s’ensuit que , dans
les deux hypotheses, le premier membre de Véqua-
tion (153) donnera lien 4 des résultats identiques; d’ou il
suit que le développement fr-- ph 4 gh*~4-ete. , ameénera
le méme résultat en remplagant z par 2 4=, ou % par i =4i.

246. En substitnant d’abord h4-¢ a & dans fr--ph
—+ gh* <4 etc., on aura

e phd-i) 4 g4 rh+iP Lete.... (154);
développant les termes en s de ces binomes, il nous
viendra

JeAphi.ghitoghi.. ~rh34-3h2i4-3rki, ete... (155).
POUI‘.Obtenir ensuite le résultat de la substitution de z &
Z~+1, dans Vexpression fx + ph—+ gh® - rk® + ete., ob-
servons que dans cette série, A étant en évidence, cet ac-

1 ? .
croissement n'entre pas dans fr et dans les coefficiens p,
9y Ty 8, ele., quantités qui ne pouvant done renfermer
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que z , en doivent étre regardées comme des fonctions; et
puisque Péquation (153) a lien pour toute fonctionde z,
la substitution de x -7 & la place de & changera
fx en ﬁx‘ 4 pi 4 gt 4 ¥ 4 st 4 ete.,
pen p o+ pid plit4 pli 4 plit 4 ete.,
gen g+ gi4 ¢4 74 Vit 4 et
ren r 4 P4 P4 P4 it ete.,
sen s o4 i P24 "B sVE 4 ete.,
etc. ‘etc.! ete. © ele. etec. etc,
1l n'est pas besoin de prévenir que par les lettres accen-
tuées, nous représentons les coefficiens des différentes
puissances de # dans ces développemens.

En substituant ces valeurs de fr, de p, de ¢, de r,
de s, etc., dans la suite fx 4 ph 4 gh* 4 rh® 4 ete.,
nous obtiendrons

frpit gt 4ritfec. 4 (p+ pi4-p't+ etc)h
+(q4 g'i4q"F 4 ete ) 4 (r4-1"i4-r"* S-ete.) hete.. (156).

247. Ce développement devant étre identique (art. 245)
a celui qui est donné par 'équation (155), il faut que les
termes qui y contiennent les mémes puissances de % soient
égaux (note sixieme); nous aurons donc

P+ pli+ plit,ete. = p 4 agi, ete.;

g+ gt 4 ¢"*, ete. = g + 3ri, ete.;

rf o = P ete. = r 4 fsi, etc.
Ce que nous disons de £ pouvant s’appliquer a 7, en égalant
les termes affectés des mémes puissances de 7, on trouvera

pPi=2g, 19 =3r) ¥ ==ifs, etC:.iun. (159).

Ce qui revient & égaler les termes affectés de i, de h'i, de
%, ete., des équations (155) et (156).

248. Nous avons va, art. 246, que p dtait en général

une fonction de x ; représentant donce p par f'x, etnom-

mant f“z le terme qui multipliera % dans le développe=~
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ment de f’(z 4 k) ; nommant de méme f“z le coeflicient
de % dans le développement de f"(z< %), et ainsi de
suite, nous aurons ces équations
f (a-hy=fx +hf’ x-termesen h?, enh?, ete.
fl@+h)=f z4hf" z+termes enh?, enhd, etc. (158
fUx+h)y=f"x+hf 24 termesenh’, enh® ete. (" )-

ete. etc. etc.
24g. Par hypothése, nous avons, art. 248, p=/'z;
dong, si dans cette équation on faitzx==x -k, on aura
pHph+pht 4 pth 4 ete.= f'(x4h). ... (159);
mettant dans cette équation la valeur de f'(2+4-£) , donnée
par la seconde des équations (158), nous obtiendrons
p+phtp'hrtete.=f'24hf 4 termesenh?, enh’, ete.
Cette équation ayant lieu , quel que soit k, il faut que les
termes des mémes puissances de / soient égaux; donc
Pl . ffrI;
cette valeur de p’ changera la premicre des équations (157)
en' "z =2q; d’ou nous tirerons
g=z/f x
Sidaus cette équation nous changeons « en x4, il viendra
7+ 7k + g+ ete. =& flle 4B,
mettant a la place de f"(x < ) son développement donné
par la troisitme des équations (158), nous aurons
949 h+-g" k4 ete==i(f" a4 hf "x4-termes en h*, enh¥jete.);
comiparant les termes qui multiplient la premiére puissance
de %, nous aurons ¢’ =1 f"x, valeur qui étant mise dans
la seconde des équations (157), la changeraen & fz=3r,
d’ot1 'on tirvera
re=gea e
en continuant ainsi, nous trouverons successivement tous
les autres coefficiens de ’équation (153) ; substituant dans
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celte €quation les valeurs de p, de g, de r, elc. , nous aurons

B 3
f(x-{-k)-.:fx-{-hf’z-}-.?;f"x +£§f"x+e(c.. . (160).

250." §i I'on considére maintenant la premitre des équa-
tions (158), on verra que " étant le coefficient de / dans
le développement de f(x4 h), estce qu’on désigne par

d.fx
—‘L ou par-d— de méme, en considérant la seconde des

equatmns (158), on reconnaitra que le coefficient f“x de
la premiére puissance de %, dans le développement de

4

S(z-+h), doit étre représenté par %f , c’est-a-dire par

Tr_d’ et ainsi de suite; par conséquent, en met
dr  dz* P T
tant ces valeurs de fr,de 'z, de f"x, etc., dans I'é-

quation (160), on trouvera

diy kit &y ¥
dz*1.2 ' dz'a

fla+h) _jr+d'7k+ 3+etc..(16|

251. C'est ainsi qu’on parvient a la formule de Taylor,

dy

sans faire usage du Caleul différentiel. L’expression I’
x

qui entre dans cette formule, est le signe de 'opération
par laquelle on obtient le coefficient de & dans le déve-
loppement de f(x~ h); dés que ce coefficient est tronvé,
diy d_y
dz®’ da’
meéme opération répétée nous fera connaitre les coefficiens
des autres puissances de & de sorte que nous n’avons be-
soin que de conmaitre, par des moyens tirés de 'Algebre,

les expressions , ete., nous indiquent que la

shmy,
ce que doit étre (‘{; pour chaque fonction. Par exemple,
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si I'on demandait quel est 1z Pour la fonction 2™, on dé-
velopperait (x == /)" par la formule du binome; qui don-

d b
unerait "= ma™~'h--ete.; et comme (FI% devrait indiguer
le coefficient de la premiére puissance de %, dans ce déve-

. dy SEs fuiaedd e
loppemnent , on aurait 4= =mz™l. Ainsi, toutse réduit

A pouvoir trouver, par des procédés analytiques, le déve-
loppement des différentes sortes de fonctions que UAlgebre
peut présenter : ces procédés ne sont pas différens de cenx
que nous avous fait connaitre pour développer les diverses
fonctions qui, par leur combinaison , dounent toutes les
autres; cest ainsi que nous avons donné les développe-
mens de a®+t | de log (x4 k), de cos (x 4- &), ete.

252. Voila done une troisitme méthode, d’aprés la-
quelle les principes du Caleul différentiel se trouvent dé-
montrés d'une maniére indépendante de toute considé-
ration de limites , d’infiniment petits, ou de quantités
évanonissantes ; mais cette méthode ne peut néanmoins
exclure celle des limites, parce que lorsqu'on en vient
aux applications, et qu'on veut, ‘par exemple, déter-
miner les volumes, ou les surfaces , ‘rectifier les courbes,
ou obtenir les expressions des sous-tangentes, des sous-
normales , etc. , on est toujours obligé de recourir aux
limites ou aux infiniment petits.

253. En considérant les développemens des diverses
fonctions (x4=h)™, a**+b | log(z - k), sin (z = A), ete.,
que PAlgébre nous offre ; comme ces fonctions sont en
vombre trés limité, il est facile de reconnaitre que, dans
leurs développemens , le coefficient de la premiére puis—
sance de A& n’est ni nul ni infini, du moins tant que x
conserve sa valeur indéterminée ; c’est d’aillewrs ce qui
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résulte de la démonstration précédente. En effet, suppo-
sons qu'on eit p = o dans I’équation
fle4h) = fr 4 ph4 gh* 4 rk® 4 etc.,
il arriverait deux cas + on la valeur de &, que renferme Dy
devrait étre donnée par une équation identique, ou par
une équation qui ne le serait pas. Dans ce dernier cas,
p = o représenterait une équation d'un certain degré, et
cette équation ne donnerait qu'un nombre limité de va-
leurs de 2, ce qui serait contre ’hypothése, qui admet
pour & une valeur quelconque; mais si p == o, clest-a~
dire si f'r=o était une équation identique en x (¥),
faisant z=ua <4 k, on aurait encore f'(x==h)=o0; et
comme h entrerait partout ou entre x, cette équation,
considérée par rapport A k, serait encore identiquement
nulle, ou, en d’'autres termes, cette équation aurait lieu
quel que soit %; il en serait donc de méme de son déve-
loppement qui, d’aprés Véquation (159) , est
P +p'h 4 p'h -} p"h + ete. = o;

mais lorsqu’une équation de ce genre est nulle, indépen~
damment de 4, il faut que les coefficiens des différentes
puissances de h soient nuls séparément (voyez la note
sizitme) , et que , par conséquent , l'on ait

o e e
En substituant ces valeurs dans les équations

: B =2aq, pi=3r, .p" =4, etc.,

qui résultent de Pidentité des termes affectés des mémes
puissances de Zk, de 2k, de 'k, etc., dans les snites 155

(*) Le cas oit p ne contient pas = est compris dans celui-ci ; car si Ia
valeur de p qui est nulle, est représentée par a = a; on peut ln coisi-
déver comme 8 — z— (@ —x).
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et 156, on obtiendrait
g=—o, r=—o, §=0, etc.;
et, comme en outre p = o, I’équation (153) se réduirait &
fle+n=Ffr.

11 faudrait done que & - A, mis a la place de o, ne chan-
geit pas la fonction, ce qui exigerait que cette fonction
fiit identique ou constante ; car on sait que si fz était, par
exemple, de cette forme, *—z", ou decelle-ci, e-fx"—a?,
la substitution de 2 < % i la place de x donnerait toujours
le méme résultal; et ’on voit que, dansle premier cas,
la fonction serait identique, et, dans le second , se rédui-
rait 2 une constante c. Il snit de ce qui préeede, que le
coefficient de la premieére puissance de k ne peut étre nul
dans le développement général de f{z~h).

Il ne serait pas moins absurde de supposer ce coefficient
infini , car le second membre de I’équation (153) devenant
infini, le premier membre le serait aussi, cest-a-dire
quon aurait f(xr - h)==00; et comme f(x-h) est
composé en £+ h, comme fr I'est en z, le terme qui,
dans f(z -+ %), rendrait cette expression infinie, devrait
rendre aussi infini fr. Par exemple, si f(x <4 %) venfer-

mait un terme tel que

@k — (2 k)’ qui est infini,

il est évident qu'on devrait avoir dans fz, le terme

7 —= ui serait aussi infini, 1 snit de 13 que la fonction

proposée serait infinie, ce que nous ne supposons pas.
254. Les expressions [z, f'z, fz, etc., sont ce que
Lagrang.e appelle la fonction prime, la Jonction seconde,
la farfcuon tierce, ete., de fr, et en général, en sont les
fonctions dérivées, Lagrange indique aussi les fonctions
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dy
dérivées d’une autre maniere, en remplagant Iz par i

3
gi‘J—: par »’, g% par 3", et ainsi de suite.
x
Des cas oit la_formule de Taylor est en défaut.

255, En général , lorsque dans une fonetion de = on met x4k 4 la
place de =, la forme dela fonction reste la méme, puisq?e o -k entre
partout o était z; ainsi, lorsque f renferme un radical , f(x~h)
doit aussi le renfermer : par exemple , si 'on a

ik ke ud _a: N
Vax
le méme radical se tronvera dans Vexpression
a
r ) = b (x4 )3 o ———s
Sflz+h) =10 e

1l n’cn serait pas toujours de méme , si I'on assignait la valenr de
Vabscisse = pour 1'un des points de la courbe. Par exemple dans le cas o

3
fr renfermerait un terme tel que \/a: —a, &8i lon donnait &z la va-
3
leura, on voit quele radical cubique 'z — as%évanouirait dans f,
L= ST
tandis que le radical cubique |/ z-k—a, qui devrait entrer dans

3
[f{x +h), loin de s'évanouir, se réduirait alorsa /4. Dans une sem-
blable eirconstance, f(z+-h) ne peut se développer suivant les puissances
de &, ce qui se manifeste par les valeurs infinies que prennent les coelli-

ciens différentiels ; c’est ainsi que Péquation y = l/(x—-a) nous donne
dr
dz 3

I
Tk i ¥
3V (x—ap
et Pon voit que x = a rend ce coeflicient différentiel infini,

{z — n)-% =

256. Pour qu'on tombe ainsi sur des quantités infinies, il suffit que la
fonction f(a < k) étant ordonnée par rapport aux puissances de & , ren~

fermeparmi ces puissanges un exposant fractionnaire n +i compris entre
z

les _naml?res entiers n et n <1; en effet , nous aurons dans cette hypothése

¢

Fla+h) = A4 Bh Chog-Dh. .. . MioNA, | 2
=+ Phnr “+Qkr 41 L Rin+3, ete., .. (162),
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développement dans lequel un terme qui manquerait serait censé avoir
zéro pour coefficient, Cela posé, en regardant a comme variable , nous
trouverons , art. 55 et 56,

M:}T a):dﬂad:-h)’ d'fg;:”)= el i g e XN

Différencions successivement par rapport a b, Péquation (162), et re~
présentons , pour abréger, par M, N, I, @/, R, ete. , par M", N", Q",
R, ete., ce que deviennent les coefliciens M, N,P, Q, R, etc., nous
aurons
i I— -+ n—1
YakB) _ g 4 aCh + 3Dbe... + Mhrt 4 N&

+ Pl - Q’}‘u+l =+ Rifin-a ete.,

; -+ n—2
ﬁ%:tﬂ =26 3 33Dk Liels . M= 4+ N ?
-+ P'hn-t o Q'hr 4= R'A%+r 4 ete.,
elec. ete. ete. elc.

Remplagant les premiers membres de ces derniéres équations par leurs
valeurs tirées des équations (163), nous obtiendrons

1
: - —t1
‘Vf‘;_:"*’ = B4aCh +3Dhs ... + M= + NK*
+ P/hn 4 Qe+ o Rbn+s 4ete.,.. (164),
1
—4n—2
d’{i(:,‘”_‘} = aC A D o+ M'hn—2 4 N'K°
-+ PUhn=a . Qi 4 R4 o ete.. .. (165,
afe. ele. ete, ete.

faisant h =o , dans les équations (162), (164), (165), nous aurons pour
déterminer les coefliciens A, B, C, ete. , de I'équation (16a) ,
dfa d2fa
¥ rias B, -&-’—zﬂc, ete.

Cela posé, dlaprés V'inspection des équations (164) et (165), on voit
que chaque différenciation diminuant » d'une unité , lorsque nous serons

Ja=A,

I
L I - . n—f--
arrivés i lanitme, les exposans destermes en hn en h % , en ke, en

he2, ete., auront pour valeurs n—n 3 1 i' n—n 1, n—n -2, €lc.
£

2 :
De sorte qulen représentant les coefliciens correspondans par M, par
N, , ete., nous obtiendrons

Eém, de Cale. diff.
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V.(ii:‘-m M, +1w + P+ Q2 4 1 43 - efe... (166),

at, & la différenciation suivante, nous trouverons

detiflot )y 7 TR0 £ QB R o bte... (167);
aﬂ' 1

I 7
elcommae - est moindre que I'unité, Pexposant e du premier terme

i .
de ce développement pourra s'écrire ainsi :——(1-—-;). Alors, en faisant
passer b au dénominateur dans le premier terme du second membre,
Péquation (167) deviendra

dn==1frg +k)= N, +P,+ Q5+ R B2 4 ete.... (168).
dart1 1

Lo —

h z

Or, si 'on fait h=0, dans Péquation (166) , on voit que tous les termes
en h s’évanouissent encore, ee qui permet de déterminer M, , d’otiidépend
le coefiicient M du terme MA» de I'équation (162). 11 n’en est pas de méme
sil'on fait k=0 dans l’équntmn (168); caralors le premier se réduisant
i —1-}'! rend la valeur de Tl;z Z{(G) infinie.

11 en serait de méme si nous prenions les coefliciens différenticls des
ordres suivans , parce que toutes les difféventielles successives d’un terme
de In forme J,% contiennent A au dénominateur.

Il résulte de ce théoréme , que lorsqu'on fuit x=a, dans le développe=
ment de f(x+h), il existe une puissance fractionnaire de h dans ce déve-
loppement , et qu'elle soit comprise entre les termes affectés de h» et de
hwtr, on ne pourra déterminer les termes de la série de Taylor, que jus-
qu'a Pordre n inclusivement : tous les autves termes deviendront infinis.

2ly. Une fonction de = représentée par f étant donnée, si I'on veut
déterminer le développement de f(x - k), dans Ihypothése x= a; il
faudra, comme on lo sait, ealeuler les termes de la suite,

dy, | d2y h»
Feb gt g+ ele
mais si en faisant ee calenl.on trouve que 'in des coelficiens différentiels
devienne infini dans Phypothése de x=a, on ne cherchera plus & ob-
tenir le développement de f(x - h) par !“ série de Taylor ; mais voici
le procédé qu’il faudra employer. On mettra x+-h & la place dex,
dans fxj alors le terme qui contient X —a au dénominateur, contiendrs
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x —a=h,etne deviendra plus infini l_onql{,??- ﬁm x=a, mais donnera
lieu & un terme affecté d'une puissance  fractionnaire de .
258. Seit, par exemple,
Jfr = 2ax — x* dalVrr—a;

en-différenciant , on trouve

ax

—

V:" -4
diy

d=
substituant ces valeurs et celles de a;{, de = ete., dans la formule

de Taylor (équation 38 , page 37), on obtient

%zn{s-—x}-}-

Sz-b) =20z —x2+ aVa:-*— a? - [z@n-—x}-h T/-—:i___ h -+ ete.

ri—g2

Or, quand == a, le terme multiplié par k deyient infini ; done ce dé-
veloppement n’est plus possible. )

Dans ce cas , d'aprés la régle précédente , on mettra x -k & la place
de x dans 'équation

Sfr—=oaxr— a2 +d‘/.z'—-u=,
et 'on trouvera

S (& +H) = 20z -+ 26h — 2% —2zh — h* + 4}/ 73 2xh 4 B —a?,
équation qui , dans Uhypothése de r = a, devient

Sla4h)=a* — h* 4 a{/2ah b3,
SflatB)=ar — B +aViV2a+h;

développant par la formule du binome, et représentant, pour abréger,
par A, B, C, ete., les coefficiens que donne cette formule, on a

ou

I
sz-k k= (2a 4~ h)* = A < Bh -+ Ch> 4~ Dh3 =+ ete. :
substituant , on trouve

fla+h) = a2 — b + aAV h + aBEV b 4= aCh> Vi -+ ete.

On voit, par cet exemple, qulen mettant = -~ h dans la fonetion yoet
faisant z— @, on peut introduire une ou plusieurs puissances fraction-
naires de k ; on développe ensuite séparément les termes qui sont sus-
ceptibles de D'étre , soit par la formule du binome , Soit autrement; et
Pon substitue ces termes dans la valeur de £ (@=h) , ce qui en donne le
développement.

259. Lorsque = reste indéterming, Lagrange a démontré que le déve-
loppement de f(x+ %) ne pouvait contenir des termes alfectés d'une
puissange fractionnaire de b, En effet , supposons que Pon et

2. .
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3 -
LR =fc 4+ pht ghte.. =KV ;

3 -

comme , d'aprés la théorie des équations , K VF: est susceptiblede troia
valeurs, M, N, P, nous aurions ces trois développemens de f(z —-k),

flz 4+ h) =fe + ph - gh*... 4 M,

x4 b) =jfx 4+ ph 4+ gh*... 4= N

S(x 4= k) =fx 4+ ph -+ ght... + P
Or, fr devant renfermer les mémes radicaux que f(x--k), art. 255, il
faudrait que £ efit aussi trois valeurs différentes, Q, R ; 8; en substi-
tuant successivement ¢as valeurs A Ia place de fx, on trouverait done

flz+ B =0Q+ ph + gh*... + M,

Sz 40 =Q + ph +ght... + N,

Sflz 48 =Q + ph + gh2... + P,

flzr4+ B =R 4 ph + gh*... + M,

Sz 4 h) =R + ph 4-gh*... = N,

S4B =R+ ph +ghr... + P,

flz+B) =8 + ph+ gh... 4+ M,

Jlx 4= h) =8 + ph = gh*... 4+ N,

Sz 4= k) =8 o4 ph ~~ ghr... =4 P;
de sorte que Texpression f(z 4 k) étant développée , aurait neuf valeurs
différentes, tandis que non développée, elle n’en pourrait avoir quau-
tant'que fr en comporte, et par conséquent trois dans I’hypothése ac-
tuelle; ainsi I'on ne peut supposer que le développement de f(x 4 h)
contienne une p‘uismme fractionnaire dek , sans tomber dans une con-
tradiction.

26o. Enfin®, il est certain que f(r—~A) ne pent admetire dans son
développement .’ un terme affecté d’une puissance négativede h; car il
contenait un terme tel que MA-=, on aurait

S (@ By = fic 4 ph 4 gh>. .. .;.;ﬂ_;
or, en faisant h==0, le premier membre se changerait en fir, et le se-
condy aulieu de se réduire & fr, deviendrait infini , A cause du terme

.1% quil renferme,

Il en serait de mémesi le développement contenait un terme affecté
du Togarithme de /i ; car si Pon avait, par exemple, un terme tel que
Alogh , ce terme, lorsqu'on ferait h =0, deviendrait A logo; or, le
logarithme de o étantPinfini négatif, le terme A lop & serait alors infini ;
d’oil il suit que f devrait Péire aussi; ce qui est contre Phypothése:

FIN DU CALCUL DIFFERENTIEL.
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CALCUL INTEGRAL.

De Uintégration des différentielles monomes.

261. Le calcul intégral a pour objet de trouver la fonc-
tion qui, étant différenciée, a di produire wne différen—
tielle donnée. Pour commencer par le cas le plus simple,
nous allons chercher a iutégrer I'expression z"dz : daus
cette yue, différencions V'expression =™, nous trou-
verons .

d.2™H = (m +1)a"dx,
d’ou nous tirerons
d.xm+t
m--1
et comme la constante m -+ 1 n’influe pas sur la différen=-
clation, nous pourrons écrire ainsi I’équation précédente

s o

-1

=%z

g ™1 \

par conséquent, la quantité qui , par la différenciation, a

_...uﬂ.
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e di
donné zmdz, est _. Pour indiguer cette opération
» —_i_!—m : q P >
nous mettrons javant la différentielle, la caractéristique f,
qui signifie somme oun intégrale (¥), de sorte que nous

écrirons
xm-l-l

m=1’
262. Concluons de 12 cette régle générale : Pour intégrer

x"dx, 7l faut augmenter Lexposant d'une unité , et diviser
par cet exposant ainsi augmenté et par la différentielle.

Serdx =

? adx :
263. Soit, par exemple, —5 3 1ous aurons done

adr . 4 apx— ¥ ax—* a
e farTtdr = — e — e ;.
a’ % — 341 —2 2
on trouvera de méme que
o a .:r% +1 % %
flzy o =faddz = —_ =E5- =§~§—
2
— l —
P

264. Observons que lorsque nous différencions @ 2",
nous treuvons mx™'dz, comme si nous n’eussions diffé—
rencié que z™; par conséquent il faudra, en intégrant,

(*) Ce mot somme, pour désigner Vintégrale, a éié introduit par les
anciens géomeétres , parce que, d’aprés la méthede des inliniment petits,
ils considéraient une fonction y comme une somme d’aceroissemens in-
finiment petits.

Par exemple, on voit que l'ordonnée étant MP, fig. 72, on a

MP = ab 4 a'l! 4= a"b" = a"0"™ - @M,

c'est-d-dire que y est égal & la somme des accroissemens infiniment pe-
tits, représentés chacun par dy.
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ajouter une constante i Pintégrale, Ainsi, dans les txem-
ples précédens, nous écrirons

320

adax a 3 . Bz

il TR S C day/r=—— 4+ C.

23 P + td f V 5 +

265. Cette constante C, qui doit s’évanouir par la dif-
férenciation, est en général arbitraire, & moins que, par
la nature du probléme, elle ne soit déterminée.

Par exemple, si 'on a Véqnation y==ax’—¥b, qui
est celle d’une parabole CBD, fig. 73, dont Porigine est Fig. 53.
enB, et qu'on en tire dy = 2azdz, on trouvera, ¢n
intégrant,

y=azx*-C.... (1).

Cette équation peut convenir A une infinité de paraboles.
Or, si 'on veut que parmi toutes ves paraboles, CBD,
¢B’D’, C"B'D", etc., la courbe qui a pour équation. .
ry==ax*'+4 C soit celle d’'une parabole qui passe par l¢
point E dont les coordonnées sont :

yi==ity == AE:-I—\/%,

il faudra qu’en faisant x = b it y= : '

q — ;? 011 a1 J’—-.-U, e f[.lli
réduira équation (1) &

o=b+4C, :
d"oit Von tivera €= — &. Substituant celic valenr dans
Péquation (1), on obiiendra
y=ax—0b,

comme on 'avait avant la différenciation. .

] 266. Lorsque la natare du probléme ne détermine pas
da m“}fta“le » on pewt disposer de celle constante comme
ans Yexemple suivant : ayant trouye que Vintégrale de



184 CATCUL INTEGRAL.
a"daest

:rﬂl+l 2

4G, Y,

) =

3 m-1

nous donnerons & & une valeur déterminée &, et le second
membre de cette équation deviendra

pmtr

m -1

C étant arbitraire, nous pouvons déterminer cette cons—

tante par la condition que I'expression (3) soit nulle, ou,

ce qui revient au méme, par la condition qu'on ait y =o
lorsque z=="0; alors Péquation (2) deviendra

SR Gty - (30

bm+|

m -1 i

d’ott l'on tivera la valeur de C, qui, étant substituée dans
Péquation (2), nous donnera
M me
Jy = "——”T e (4].
267. Il n’y a qu’un seul cas qui échappe i la régle de
‘Larticle 262 pour intégrer z™dx ; c’est celui ou m = —;
car alors la formule (4) devient

x9—1°
m——

ole

J=

?

il faudrait donc, dans ce cas, faire usage de la régle de

Varticle 83, pour déterminer la vraie valeur de Vintégrale ;

mais on peut éviter cet inconvénient, en observant que
dx s Ox

x"’d:c:-;, et que cette expression — est la différen-
%

tielle de log x; par conséquent, nous aurons

dz
: f;:logx-}-(}.
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Des différenticlles complexes. dont lintégration
peut seffectuer par la régle de Uarticle 262.

268. Nous avons vu, art. 22, que la différentielle d’un
polynome se formait de la somme des différentielles de ses
termes; réciproquement Lintégrale d’'un polynome sera
égale & la somme des intégrales des termes qui le com~

posent.
Par exemple,

- bd. :
f(adz —-b—‘i?-{-xdx ‘/.r):fadx— ;;-l-—f.:’d.t -+ C,
ou, en effectuant les opérations,
5
f(ada:-—-— %‘—'—f-{- zdx V’E) =ax+;i; - %x‘ -+ C.

Nous n’avons mis ici qu’une constante, parce que chaque
terme donnant une constante 4 lintégration, nous pou~
vons représenter la somme de ces constantes par une seule
lettre.

26g. Tout polynome, tel que (a--bx -} ca®+ete.)"dx,
peut s’intégrer par la méme régle, lorsque n est un nombre
entier positif. Pour cela, il suffit d’élever le polynome
ala puissance indiquée, et d'intégrer séparément chaque
terme.

Par exemple, pour intégrer (a- bx)’dzx, nous aurons

f(a+ bxydzx = f(a’dz 4 2abxdx + b*z*dx)
== a’.:r+abx’+b%3+c.
270. Lorsqu'on a une expression telle que (Fa)*dFz,

composée de deux factenrs dont Pan est la différentielle de
la partie Fx qui est sous la parenthése , pour intégrer cette
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expression, on fera Fx—z, par conséquent, dFr=dz;
substituant, on trouvera

(Fx)"dFx = zdz,
et en intégrant,
' sagatih solgdE I (Fymtr

Pour en donner un exemple, soit

+C

(a4 bx cx’)g{bdz -+ 2czdx) 3

comme bdzx =4 2ezdz est Ia différentielle de la quantité
renfermée entre les parenthéses , on fera

a+bxr+er*=z,
et I'on aura, en différenciant,

bdx 4 2cxdz = dz;
done :
(@ 4 bx 4 ex*)? (bdx - 2cxdx) = 2’ d=.
I’intégrale de cette expression sera
3.1 3 2
55 +C= E(“ o+ bx 4= cx?)* - C.

_ 271. Si Yun des facteurs était la différentieile de Pau-
ire, 4 une constante prés, l'on pourrait encore intégrer
par le. méme procédé. Soit, par exemple,

(@ 4 b2 madz.... (5).

Comme je vois que la différentielle de a 4= 52°, qui est
abxdz , ve differe de mxdz que par la counstante , je fais
a4 bx*=z, et par conséquent 2bxdr=dz, d’ou je tire

Y
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zdr = %g; substituant ces valeurs dans Vexpression (5),
j'obtiendrai

2! m L
(a + b2*)* madx = 7 z'dz,
et, en intégrant, il viendra
3 L1 % e 4 '2'
[(@+ ba) mede =T527 4 C=175 (a+ ba)" + C.

272. La méme transformation peuts’appliquer aussi pour
rapporter certaines différentielles i des logarithmes : si 'on

avait, par exemple, ‘%, en faisant a 4-bxr=z, j'en

= dz ’ ; $
déduirais dr —= 7 substituant, j’aurais

dx 1 dz v dz I
,/;m—i-bx_ ET—Ef";-‘z“‘g"*C'

et, en mettant pour z sa valeur,

dx

m — %log{a-}-br} +C.

En opérant de méme pour -, on trouvera que I'in-

a— bx
tégrale de cette expression est
dx 1
Des différentielles qui s'intégrent. par arcs de
cercle.

_273. Soit, ﬁg_. 74> #=CE, le sinus qui a le rayon pour ;. ..
umtf. et dont I'arc CB estz; nous ayons 2 =sin z; diffé-
renciant il viendra dz = cos zdz; d’oii nous tirerons
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dz : :
dz = ——; d’une autre part , 'équation cos’z - sin’ 2=y
CO5 2 .

nous donne
cosz=y1—snz=V1—2a*;
substituant cette valeur dans celle de dz , on obtiendra

dz

o Name

d

par conséquent on trouvera, en intégrant,
dx
2l 8%l g6 i N BY:
|/ 1—x*
Pour déterminer la constante , supposons donc que lors-
que =0, on ait

comme , d’aprés la figure 94, 'arc z, représenté par CB,
est nul en méme temps que le sinus 2, ’équation (6) se ré-
duira donc, dans cette hypothése, 8 o=C; par con-
séquent
d=z ;
—— = arc (sin = Z).... (7).
Vi ( 7
274. Si le rayon, au lien d’étre pris pour unité, est
€gal & @, nommons z” son sinus, nous aurons pour I’arc
d’'un méme nombre de degrés

13y e ai el

d’ot1 nous tirerons

Substituons cette valeur dans Uéquation (7), nous trou=
verons



mm!unums PAR ARCS DE CERCLE. 189

da’ —r &
1/1—-:!." \/!__ a® = _x&_‘f V a'-2"

par conséquent I’équation (7) deviendra

dx’ : x’
—_—arclsm=s-— |,
‘/as__ ' : a

et, si nous appelons « le sinus dont le rayon est a, nous
pourrons supprimer l'accent de z dans Péquation précé~
dente, ce quinous donnera

f‘/ix_;:_ arc(sin:i). )

275. En second lieu, soit z1’arc CD, fig. 74, dont le co- Fig. 74.
sinus AG est &, et qui a lg rayon pour unité, nous aurons

X = (083,
et , en différenciant , '
de = —dzsinz,
d’ou l'on tirera
dr
df.r T —— :
sin z

et, en mettant pour sin z sa valeur tirée de Péquation

cos*z 4-sin®z =1,
on obtiendra

dx
e —
V 1—cos'z

ou, parce que cosz=x,

dx .
\/1--3:"’

dz = —
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et en intégrant, on aura
dz ’
—_ ————=—narc(cos=ux) 4 C.... (9.
V I — x*
Fig. »4. Pour déterminer laconstante C, nous voyons, fig. 74, que
lorsque le cosinus CE =x se réduit A zéro au point B,
I’arc DC = z, qui est représenté par

f_ 8 devbDh e SO
V’ §— z* 4

Wi

s

faisant donc

dx :
—-‘/ —2=;wet Tr=o,
I —

dans I’équation (g), on aura
sr=arc(cos =0) 4+ C.... (10);

et comme l'arc dont le cosinus est zéro est égal & s, on
voit que I’équation (x0) se réduisant 3 C=o, ’équation (g)
devient

f dx
e S R L B B

Vi—az

. - . x
Si dans cette équation nous supposons = =, pour
a

passer a 'hypothése ot le rayon est 2, nous trouverons,
en opérant comme dans Varticle 274,

O

2176. Nous avons vu, art. 47, qu’on avait

dr
cos’x

d.tangzr =

3



INTEORATION PAR ARCS DE CERCLE, 191
si nous faisons z = tang z, nous trouverons
|
] cos* z '
d’ott nous tirerons
dz = dx X cos*z.... (13).
Or, la proportion

“cosz ‘1 1 séeante z

donnant
1
CUs 2= ——
sée z’
on aura
s ' 1 1
co = — e == .
sec’ z  1--tang*z  1-a*’

substituant cette valeur dans l'équation (13), on trouvera

dx

dz= ooy

eten intégrant on aura

da
fm:;*i*c:

prenant lintégrale dans hypothése que cette intégrale
s’évanouisse lorsque 2 = o, z devient nul, et on a

o=0(;
done

dx
fﬁ.}‘a = arc dont la tang est x. ... (14).

Si, comme on Va fait & Uégard du sinus et du cosinus ,on
’ 5 -
passe de Phypothése du rayon pris pour unité,  celle oit

-
lerayon est a, en changeant 2 en =, il faudra mettre ds
a a

& ﬂn_l.a:'-l
1+ m=———, A1 place de dz et de 1 + ="
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Ainsi en divisant 'une de ces expressions par Tautre, on

trouvera
a i = arc (Tang Z
IR 62)

et, en faisant passer @ dans le second membre,

fﬁ_‘:iam (tang E) S

277. Soit z le sinus verse DG, fig. 74, d'un arc DC=z,
Le sinus verse et le cosinus, valant ensemble 'unité, nous
aurons z - cosz =1, et en différenciant , .

dri=dz:sinz
d’otr V'on tire ;
; dx
dz:m... . (I'G).

Or,

sinz=y/1— c08’z = V/(1— cos z) (1 + cos 2)

=Vz(@2—a) = Vazr— a’;
substituant cette valeur dans l'équation (16), on a

dx

dz = ———,
Va2r — 2

et en intégrant

f je arc (sin ) (17}
e US Verse=—x).... (17}
v 7

20 — X

Je n’ajoute point de constante , parce qu’en supposant que
I'intégrale s’évanouisse quand z est nul , z est aussi nul.

. - & 3 -
Si l'on fait @ = > dans Véquation précédente, on
trouvera

d
f_____.x_______ = arc (sr'mts verse = f) we Al (28
a

‘/zax —_at
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278. Lorsqu’on veut avoir la valeur de l’intégrale pour

wune valeur déterminée de z, on opire comme dans
Pexemple suivant.

A A d
Supposons qu'on demande I'intégrale de 3 —: y lors—

xﬂ
que = 7; le rayon étant 1, la tangente sera donc 7 ;
et comme les tables des sinus sont construites avec un
rayon de 1o milliards de parties, la tangente relative a ce
rayon sera 10 milliards de fois plus grande; par consé-
quent cette tangente vaudra 7><10 milliards.

Le logarithme de la tangente tabulaire aura donc pour
expression

log 1o milliards 4 log 7 =10 <~ 1og 9
= 10 4 0,845098 = 10,845008.
Cherchant ce logarithme dans les tables des sinus, on
verra qu’il répond & un arc de
qo°gb’, division décimale,
ou de
81°52', division sexagésimale.

Pour trouver la valeur numérique de cet arc, dans
{'hypothése du rayon =1, nous remarquerons que, dans
cette hypothése, la civconférence =6,283....; par con-
séquent nous aurons

4o0° { go°g’:16,283... : arc cherché =1 ST
on
360” : 81°52':16,283... : arc cherché =1 ,42...

De Uintégration par parties.
279 En prenant la différentielle d'un produit de deux
variables, par le procédé indiqué art. 14, on trouve

d.2wy = udy L ¢du ;
Elém. ds Cale, dif. 13
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intégrant et transposant, il vient
Judv = ue — fudu... (19).

C’est A cette formule que I’on rapporte les différentielles
que l'on veut intégrer par parties.

280. Par exemple, si 'on ignorait quelle est Vintégrale
de z"dz, on ferait 2" =u, dxr=dv, et I'on aurait

w=—am X x=2za"", vldu=z Xda"=xX mz™'de,

Substituant ces valeurs dans I’équation (19) , on trouverait
Srmdz =™t em fx . ma T de = 2 — mfz"dz ;

réunissant les intégrales affectées de 2"dx, on a

(m 4 1) [x"dr =ax™;

donc
= s lewf-l
j:'t dx-_.;z—_’_-—l--i-c. !
281. Soit encore
fdzlog,x;

en faisant log 2 =u et dz =dv, je trouve
fdzloga=xlogz—file=zlogr—r-}C=(logr—1)a+C.
282. Pour dernierexemple, cherchons a intégrer
dz ‘/m s
en faisant
Vaéa—z"=u et de=dv;
nous obtiendrons d’abord

JlaV e —F =z i—z -]-f Az . (20).

Va——.I

Nous chercherons ensuite une autre valeur de

eV e —=x ;
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pour cet effet, en maltipliant cette derniére expression
ar g

‘/a"-—:r"

V’a’-—-x“

nous aurons I'équation identique

I L] a*dx xdx
fdz Va*—z =f _ — —,
Va’— b Va—z*
ct, en effectuant la premiére des intégrations indiqudes
dans le second membre nous obtiendrons (art. 274)

fdzV a* — x* = a* arc (sm = ) V 24 o ——
at—at

ajoutant cette équation a U'équation (20) , nous trouverons

2fdx Va—r=x Va—z* + a*arc (511! = -1:-) ;
a

donc

. . l=§ et _’_ = -_-'-I'.'
fdzV a*—x 2\/& x’-l-za’arc(sm._.;)-l- C.

On voit par ces exemples que lorsqu’en général on a
ame expression telle que fvdu, Vintégration par parties
fait dépendre cette intégrale de celle de fudv, et que, pac

«conséquent , cette méthode d'intégration n’est pas tou-
jours applicable.

De Lintégration par les séries.
283. Soit Xda une différentielle dans laquelle X ye-
présente une fonction de z; si Von développe X en unc

suile

. ¢
Az" 4 Br 4 Co" 402"t B2t . cic,

3. .
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ordonnée par rapport aux exposansa, &, v, ete., on anra

[Xdz=[(Az" 4 Ba' 4 Ca¥ 4Dz’ 4+ L' -+ ete.) dz
‘AIQ—FI(*} Bxc+l Cz?-l-r Dxd‘-{-l Exe 1

rm ) gl B R e
dz : spms
284. Prenons pour exemple oo qui est la diffé-

rentielle de log (@ 4 z) : on éerira ainsi cette fraction :
1

< dx, et il sagira d’abord de trouver le déve-
a--x

% % que I'on fera au moyen de la
division ; ou plutdt on le déduira de cette formule facile
A retenir,

; 1
loppement de =

=14z 2, ete.,. (21) (*).

1—2
T @ ol
En effet, si I'on change z en — = dans cette équation,

on a ;
1 x 5
_;=I —'z +.:‘T_%' + ete.;
1 + E
multipliant les deux termes du premier membre de cette
équation par a, et divisant ensuite toute 'équation par a,
on obtient

Y .r+x' 3 ;
e a o a.d-—-;-]-clc.... (22);

par conséquent

(*) Si 'un des exposans a, €, v, etc., éait égal i — 1, on intégrerait
par logarithmes le terme qui en serait affecté,

(**) On a trouvé ce développement en elfectuant la division de £
par 1 — &
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fa—}-a: ( --; -}-—etc.)d.r

ok, en intégrant chaque terme en' particulier, on obtiendra -

dz =z x* xs___i*_t e ks
e e e P v 4@l (23);
et, en remplagant le premier membre de cette équauon
par log (24~ x), intégrale trouvée en faisant b =1, dans la

formule de lart. 273 on aura

log (a2 =| i 4--3‘1J 4*—-el\n 4+ Coovr (24),

Pour détermmer la constante, nous remarquerons que
lnrsque r=o, cetie equatmn se réduit a 10{, a=—04C;
substitnant cette valeur de C, U'équation (24) deviendra -

& g3 o,
108(“+3)=108¢+§—:?+;?—?|E+e“‘n (M)

285. Pour second exemple, cherchons & intégrer par les

(*) Ohservons qu'en déterminant ainsila constante, on'né la regarde
plas comme arbitraire, puisqu'elle est nécessairement égale aun loga-
rithme de 2, quand on fait == 0, dans Péquation (24). LA pn cetle cons-

5 . =3 o d
tante a pris une valeur déterminée, cest lorsqu’an lieu de -Tx. JJous
~ L a4 &

avons mis log (a+z) : en elfet, équation (33) nous monftre que

ix
a4z
o x x* n _
suiteloga -~ P s =+ etc. , qui est le développement de log (@ - ),

esl, en général , la différentielle de C 4= z— 'lir:: =+ ele. ; ory la

est un cas particulier de la suite précédente ; ¢’est celui ot C = log a.
Ainsi, lorsqu'on a mis log (@ 4 =) & 1a place de [‘ c_l:
a

comme si I'on edt choisi parmi toutes les suites qui sont Pintégrale de

, c'est done
x*

dx
e celle ol la constante est égale & log a.

Cette remarque peut.s’ appliquer aux autres e:preaamus que nous allons
igtéorer par les séries,
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; dx Sebds L
séries —— : en écnvant ainsi cette diflérenticlle

v 2

: + .z-'x dx, il s'agira de trouver le développement de-

1
i + .. Pour cela, en comparant cette expression & me
nous aurons z — — 2? ; substituant cette valeur dans 1’¢-
(uation (21}, nous trouverons

I 5 ;
m:].—-x +4 2t — 28 - ete.. ... (25);
done
4> --+~———+ete.....+C.
I+.‘.!'." {

ou plutée, art. 276,
o3, & . B
are(tang=—a) —x — 3 +-§ =% +ete. +C..... (26)..

(Juand x=0, l'axc devenant nul, on a € =o.

286. Si la tangente est plus grande que Yunité, les
teroles de cette série allant en augmentant, on ne pourra
donner une valeur approchée de V'arc; dans ce cas, on
obtiendra une série descendante en opérant ainsi : on fera:

z =--;- dans Péquation (25), ce qui la changera en

1 1 ¥ 1
__..._---1_-_.+—-_—.._. + elg,
. i & et g %
o

multipliant les deux termes du premier membre par 27,
on aura

x* TSR WG 1
P ) . R S

divisant toute U'écpuation par z%, on obtiendra
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1
*—-— _— —_— ete. (%)
o + 3 P +—5§ _-i + )

done
dx 1
fx +x— (.r" z.;"l'lxs +ntc)dx
et, en effectuant Vintégration indiquée,
; 1 i 1
arc(tang:z)z-—'; ks 35— B8 Joete. 4+ G.... (27).

Pour trouver la valeur de la constante , nous ne ferons pas
r=—o0, car cela rendrait les termes du second membre
de Péquation (27) infinis; mais en faisant 2 =co, lex-
pression arc (tang == x) sera €gale au quart de la circon-
férence, et 'équation (27) deviendra § circonf. =o -+ C;
et en représentant par 2+ le quart de la circonférence,
Péquation (27) nous domuera

i e P B e
bl s .1:+ 3z 5.r’.+ i

287. Pour intégrer par les séries
dzx
V 1 —xt

= ( 2oy e,

on développera (1—z*) *, par la formule du binome,

de ln maniére suivante : on caleulera d’abord les coeffi-

ciens du de’veloppement de (1—2*)", .dans 'hypothése de
=—}, en €crivant pour former ces coefficiens,

L m-—2 m— 3

m, N !
a2 3 4

y el

*
(*) On parviendrait divectemant au mbme résultat en divisant 1 pae
22 +hi,
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et, enchangeant m ¢n — X, ces expressions deviendront

3 5

1
;! 41 —E!

—

—f_:;’ ete.

Multipli ivement — — par En st
ultipliant successivemen 5 P i par 6 ete. ,,

on formera les coefficiens qu’on mettra & la place de A,
de B, de C, etc., dans celte éguation

-

(1—z?) * = 1 — Az’ Bzt — Ca® 4-etc.,

ce qui donnera

1 gl k] 13 5
71-—:-;21-}';1' +; .L-i.t"‘-!-; Z 6 +El|:.,

et ¢en intégrant I’'équation
dx

8 D
-l-/—"" :‘r-‘ . Z . -G::S + etc.)dlr,.

1
e (l e + s 4 xfde =
on trouyera i

m:(:(.'sm._:x:):.:r--}-ns 3+;2 f+; zgr —ete.... (28) =

nous ne mettons pas de constante, parce que lorsque
z =o0, "arc dont le sinus est z s"évanonit.

285, Ily a des cas o, pour déterminer la valeur dela constante, on
ne peut faire ni = =0, ni r=o00. Soit, par exemple ,

.__dx_ =(z1—1)" ndx_.(z" (1-—-—) ﬂdx_..—(i———

Var—1
en posant
m—i m—3
n” 2 E 3 ? e‘e' ?

et faisant

I '

m—= .
2

on fronve
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1 3

5.
= —-z, = ete.,

d’oit Ton conclut > comme dans Dart. 287,
s 5 2y (e
i el
V.r=—| ( +.‘3 .r‘* 4.:4 2§
et en intégrant, on trouvera

ds I R A I S e R TS .
f—vé,_lslog-w—;-;;:—_;'z‘_ i =

d’une autre part,

__[‘ .:+V.r;—~t
an_l V.z"—-l z+‘/.r.=:l
——tdr
- ;/-_.-:__1 i
M e asag (b Y2 —1
x-l—Vx"-I ¥ 2
done
108(-"-“+V3"'—'1)_1°H"~“ —--_.I—-—E'é-.—l'—'ﬁf‘? “(a9)-

Pour déterminer la constante, on ne fera pas @ = oo, puisque alors
log x deviendrait co; d’une autre patt, on n’égalerapas » azéro, car les

I 1 . Y 5 U S ;
termes log 2, i ete., deviendraient infinis; mais si V'on supposc:

& =1, Péquation (ag) deviendra

S By TeF . Em p F Hex i
0_0_5_'.2-_;'3'3_3'3"6_'3514'4”(:_0’
ce qui donne
o= hekged 3 Rgdadnd
C_a 3+2.4.4+§.‘7} g 6+etc

289. La formule (28) peat servir i trouver une valeur

approchée de la circonférence; car en faisant x — —, elle
2

se réduit a ®
I BTy E VR e
il G et B o e . Nl I
( 2) 3053 s 15 BT g s an o

or, le sinus qui a pour expression -, élant égal i 'la moilic
2
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du cdt€ de I'hexagone régulier, comme ce sinus répond i la.
douzitme partie de la circonférence , rious aurons done

urcenf 1 3 3 x T3
12 +23 23+24525+EZG-}‘ +elc.,
el par conséquent
T e L T BT o
crr‘conﬁ_!z( ’+2323+24525+:ZB§ )-f-elc.;

si ’on prend les dix premiers termes de la suite

1 o S

= = = etc.

2 + = . 3 ) 23 + >
on trouvera

0,5235¢877;
done

%cz’monﬂmnm = 6(0,52359877) = 3,14150262,

valeur dans laquelle Verrenr ne porte que sur le derniet
chiffre décimal , qui, comme on le sait, devrait étred.

2g0. Nous ayons trouvé, art. 284,

log@+a)=logat i T et
of (@ 4 z) = —— S LT,
& 5 ac? " 3@
Cette série élant pen eonvergente, faisons x=—x ; nous
aurons :
& (b 23
log (a—2) =loga—-———+— els.;
6 ( ) & 45 aa%v 3g" 2
veltranchant cette équition de la précédente, ccla nous
donnera

3 5
log (a+ ) —logla—ax) =2 (E i 31? - {:;J -+ ctt)s

ou
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g e o
Iog(a__x)_z (ﬂ+ 34 e i Bad =+ etc. ).... (30).
2gr. Pour déterminer , par exemple, 4 l'aide de cette

formule, le logarithme de 2 , on supposera

ad-zx _ 3
a—x 1

»

par conséquent

a+$+r=2, a—x=1;

done ™
3 1 x Qe
=, Z=m—-, —=z, —=—=— el
= e T i 7

substituant, on aura
I I 1 I T
loga: 2(-3--'—5. 2—7'+g.;43+ etﬂ.).

En se bornant aux dix premiers termes de cette série , ré-
duite en décimales, on déterminera la valeur du loga-
rithme de 2; triplant ce logarithme, on aura celui de 2*
ou de 8. Si d’une autre part on calcule par la formule (30)

Ie logarithme de _xgo, et qu'on ajoute ce logarithme A celui

10
8
(ue, par des procédés analogues, la formule (30) donne—
rait tout autre logarithme; mais il est & observer que ces
logarithmes sont des logarithmes népériens, Pour en dé-
duire les logarithmes tabulaires , si nous représentons par

La le logarithme tabulaire d’un nombre a, nous aurons
La

@=10 ; prenant les logarithmes népériens, cette équa-

ton nous donnera ;

de 8, on aura le logarithme de — >< 8 =log 10. On voit

1 La
oga=log 10 =Lalogie:
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el par conséquent
__loga

e log 10

c’est-d-dire qu’un logarithme tabulaire d’un nombre ese
égal au logarithme népérien de ce nombre, divisé parle-
logarithme népérien de 10,

ag2. On a trouvé une série encore plus convergente que eelle qui nous
est donnée par la formule (30) , pour déterminer un logarithme. Voics
de quelle maniére on peut la déduire de cette formule :

En divisant ¢ 4~z par e — 2, on trouve

a et o
=1
a—a a—z

. v : oz
représentons par ~ Ia fraction z

' », ion:.
——jona équaltion:

o
a—x

s
F 4

¢
=1 -=
3

5
el, en multipliant par a — =z, il vient

s bty s ] e
ahr—a—rz-d———
5 s

tous les = étant fransposés dans le premier membre, on obtient: >

multipliant par z , on trouve

25T~ vx = ay,
et par consequent

Ll
@ 25’
'y a-=x
substituant les valeurs de gt S etde z dans la formule (30), on & eer

rigultat :

v v o3 ol
1 = 3
DE( 7 ) 2(2s+v+3(nz+v}=+5,zz+p)s+ Llc.),

ot enfin,

¥ (E] ¥
Py 3(2s 4~ v)2 s B2sw)t

log (e4-v) = log s 4~ a( +etc.)~



THAORLME DES FRACTIONS RATIONNELLES. a0b
“Par exemple, pour avoir le logarithme: de 2, on fera v—=1, z=1, ot
par conséquent log s=0; substituant ces valeurs dans la formule pré-
cédente , on obtiendra
T

I I
log g:z(g e W-}--s—(ﬁ—)g 4 etc.).

11 faudra diviser ce logarithme par le lo_garithme népérien de 1o,
art. 21 , pour avoir le logarithme tabulaire de 2.

De la méthode des fractions rationnelles.

293. Proposons-nous d'intégrer 'expression

Px™ 4+ Qaxm.. .4+ Rz S

ParQz ...+ Rae ¥
dans laquelle le multiplicateur de dx est une fraction ra-
tionnelle ; nous allons démontrer que, dans I'expression
donnée, on peut toujours supposer que n surpasse mz; car,
si cela n'était pas, lintégration pourrait étre ramenée
celle d’une différentielle de méme forme, dans laqueile
la plus haute puissance de x du dénominateur surpasse=-
rait la plus haute puissance de 2 du numérateur; pour cela
il suffirait d’effectuer la division comme dans Vexemple
suivant,

Soit

dz,

Pr’+ Q4 Rz 4+ S
Qr*4 Rz &

en divisant d’abord tous les termes par Q’, on aura

P ) aaNiRs 5

it Tritg

bty 1y c ’

] € +“Qfx+qr
faisons

P Q o 8
‘—-;.‘:‘_P" —_— — Y e o "
Q L QP‘ 'Q) QP_‘R? G!'—S?
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R L
=R =
Q e

P'adi4- Q"z 4Rz 4 §*

i R 4 8 4

=8

nous aurons

On effectuera la division de la maniére suivante:

Pﬂx3+ Qﬂxg+ Bﬂx+sn |xg +Rwr+ s
VB —RPx — DSz | Pz M
i reste.  (Q"—R"PNx 4 (R"—P'§") x4 8",

représentons par M et par N les coefficiens de 2° et de .,

le 1% reste devient  Ma® -4 Nz §'.
Suite de la division — Mzx*— MR"z — MS”,

second reste (N—MRE") x + 8" — M§”;

on peut représenter ce dernier resic par Kz 4L, et alors
ona

P24 QxR -5
Oz Rax+4-§

Kz+Lydr
2* 4 R% + 8"

de= (P'z4M)dz 4

et en intégrant, on obtient

P2'-Qz+ R + S
Qz+ RNz +5
(Kax+4L)dx .

t)mrreey T O

dx:P"%‘-]- M=z

ainsi la question est ramenée a intégrer
(Kxr 4 L)dx
z* 4 R'z 4 8"
294. Tl résulte de ce qui précéde que, quelle que soit la
fraction rationnelle que T'on considére, son intégration
peut toujours étre ramenée, dans le cas le plus général , a
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celle de :
Pzr 4 Qx"%.. .o Re 48 b3
Pa 7 Q@0 Rags o

En regardant le dénominateur de cette fraction comine
le produit d'un nombre n de facteurs tels que z — a,
x—b, x—c, etc., ces faclell'zrs peuavent étre réels ou
imaginaires, égaux ou inégaux.

Pour commencer par le cas le plus simple, nous les
supposerons réels et inégaux, et alors nous opérerons
comme dans les exemples suivans.

adx

2g5. Proposons-nous d’abord d'intégrer e dé-

composant le dézominateur en ses facteurs, on écrira

adz adx :
Z'—a* " (z—a) (z4a)’

et 'on supposera

adx i il B d 3
(x—-a)(x+a}_<;r—-a+x+a Riniox ()
Act B sont deux constantes qu'il sagit de déterminer.

Pour cet effet , réduisant le second membre au méme dé-
nominateur, on obtiendra

ailx __ (Ar 4-Aa 4 Bx —Ba) dx
@=a@E+a - E—a @t

Supprimant le diviseur commun (z— a) (z-a),ct le fac-
teur dx , il restera

a=Ar 4 Aa 4 Bxr—Ba..., (32) ;.
et, en ordonnant par rapport 4 x, on aura

A+Bz+(A—=B—1)a=o.

L]
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x ayant une valeur indétermince , ainsi que le suppose (¥)
la différentielle proposée, cette équation a lien, quel que
soit & ; par conséquent , d’aprésla méthode des coefliciens
indéterminés (wvgyez note 6°), on égalera séparément 3
zéro les coefficiens des différentes puissances de x; ou, ce
(fui revient au méme, on égalera entre eux les termes qui,
dans Véquation (32), coptiennent ‘les mémes puissances
de z, et I'on aura

A+B=—=o0o, (A—B—1)a=o;

ces équations donnent

A=, =—E-.

2

En substituant ces valeurs dans ’équation (31) , on aura

done
adz  idx idx

e ?
x*—a* x—a zx-+4a

et en intégrant, on trouvera

[ =g (e — ) — Hlog @ + )+ C,

a

et par conséquent,

adx - 3l &L —
fx“ . —1lo g x+ S g 105
aq—f—- 6.::'

Pour second exemple , prenons la fraction dx : les
a'x—z°

factenrs du dénominateur sont x et @*— 2? ; et comme
a*—z* se décompose en (a—x) > (a - z), les facteurs
simples du dénominateur sont x, a — z; et a-- x, dont

(*) En effet, la caractéristique d, qui précéde «, annonce que & est
considéré comme variable.
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Texpression & intégrer est
a® 4~ bx* y
———— da&:
. z(a— =) (@)
39, pot e

a* 4 bz

) +

TR Tt atE

je fais

.. {33);

réduisant ces fractions au méme dénominateur, il vient
a4 bz* Aa*— Az’ 4 Bax - B’ 4 Cax — Co»
z(a—zx) (atx)~ z(a— ) (a4 ) -
L
“égalant entre eux les coefficiens des mémes puissances
de x, on aura
B—A—C=5, Ba+4Ca=o; Ad*=2a"
La troisitme de ces équatiops nous donne A =a, ce qui
véduit la premiére 4 B— C=a b, et comme la seconde
donne B4-C=o0, on obtient en prenant successivement la
somme et la dlﬂ'erence de ces deux dernieres équations,
et en divisant par 2,
a4t b b -
B = 'i ) G T — - + -
2 2
mettant les valeurs de A, de B et de C, dans I'équation (33),
on trouve

"‘-}-é:r“d _adz | a4 d a-b

Fz—2 0 e T aate T R
donc en intéprant ,

@ bt a4-b

mdx:a]ogz—( o 1, log (a — ) (¥

— D et my e

(*) Pour prendre lintégrale do gt
— xJ

da, comme la dilférentielle
LElém. de Cale, diff.

A

14
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@D 1og (a —2) + log (a 4-2)] + €
malog.r—(a—-:b) log (a — ) (a+4-a) -+ G

=aloge ————

—=alogx — (—a—-—-:ﬂ'log (a*—a*) 4- C

— alog x = (ab) logV/ @*—a* + C.
3x—5

z*— bx - 8

Comme ils’agit d’abord de décomposer le dénominateur
en facteurs du premier degré, nous remarquerons que st
I'on a une equauon de méme forme, et remsentee par

#*—6z-8=10, et qui soit satisfaite par lesvalenrs z=g °
et z_é, on sera en drcut de conclure qu’elle équivaut au
produit (z—2) (z—4) = 0. Or,.en effectuant la multi-
plication, on voit gque quelque yaleur que I'on attribue
z, le produit sera tovjours z* — 6z 4 8; done, lorsqu'au
lien de z, nous mettrons =, nous aurons encore

(x — 2) (. —4) = z* — 62 + 8.

Par conséquent, quelle que soit la valeur du polynome
a? — Ba =8, il peut se décomnposer en factenrs comme
s'il était égal & zéro.

Ayant donc trouvé que les racines de I'équation....
x* - 6% 8= o sont 2 et 4, nous éerirons

296. Pour troisicme exemple, soit dz.

3x—5 Adz Bdzx
xn_ﬁz+86x—w_2+x—4.-.. (34)’

de a— x est — dz, il faut éerire
b
_(a—,l- ) " g da
2

Q)

(a 1)

ot Yon vait que Vintégralessera mm ~——<lop (a~x) + €.
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‘¢t en supprimant le factenr commun dz, ce que nous au-
rons toujours soin de faire a 'avenir, nous trouverons,
aprés avoir réduit au méme dénominateur,

3z—5 _ Ar—fA+4Bxr—aoB
2t bx 8" z*—bx 48 .

‘égalant-entre eux les coefliciens des mémes puissances

de x (voyez la note 6°), on obtiendra ces équations de
“condition ,

— b6 =—fA —28, 3=A43B,
d’ot1 nous tirerons
B=%f, A=—3;

‘mettant ces valeurs dans 'équation (34), on trouvera
3z—8 1 dx n [dz
f;’r’-—ﬁx-—i—ﬂ-ﬁﬂ; z—2+§/;:—-4+0

=Xlog (z—4) — Llog(z—2) + C.

297. Prenons encore pour exemple

zdx' @ .
2 oF hax — B>

¢galant le dénominateur  zéro, et résolvant Véquation,
on trouve

2+ faz—lr=(x 4204V fam0) (w4 20— V [TET).-
Pour simplifier, représentons ce dernier produit pay +
(@4 K) (z Ty
nous supposeroné done, , * I.
LOLOF u 36y oribdeizg'y; sailing o
e fav—2 T a e K @ L
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réduisant le second membre an méme dénominateur, noys
trouverons
a Ax 4+ AL 4+ Bx 4+ BK
T far—b " x4 fjax—0* 7

d’otui I"on tirve
AL4+BK=o0, A4+B=1,

par conséquent

K AL
K= B =1L

- B

donc

xdx K L
f i =R ot K)— gy log (= +1) +C.

208. En général, soit
Pro=iafiQzm i v+ Rr 4+ §
2™ 4= Q™ ... Rz L8
‘une fraction rationnelle dans laquelle les facteurs du pre=
mier degré du dénominateur sont supposés inégaux ; on
résoudra d’abord 1'équagion
" Q" il R 48 =o0;
“etayant trouvé qu’elle est le produit des facteurs z — a,
x—b, x—c, etc., on écrira

P4 Qe 4 Ra+S - A B
2 Q" s o R -8 2—a =+ T—b

dz,

C
+1—.—_;+91C.

En réduisant au méme dénominateur le second membre de
cette équation , chaque terme du numérateur de l'une des
fractions devra étre multiplié par le produit des dénomi-
nateurs des autres, c’est-d-dire par un polynome enx de
Yordre 72 —1; donc le second membre de cette équation
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sera un polynome composé de m termes. Il'*en résulte que
sil’on égale entre eux les coefficiens .d‘es mémes puissances
dez, on aura m équations de condition pour déterminer
les coefficiens A, B, C, ete. Ces coefficiens étant counus,
éu n’aura plus qu’a intégrer une suite-de termes tels que

Bdx
:ixa-’ z—0’ L)

Pintégrale cherchée sera donc
A log (# — a) 4 Blog (z —5) + ete. + C.

299. La méthode que nous avons suivie , lorsque les
racines du dénominateur sont inégales, ne peut servir, si
parmi ces racines, que nous supposerons toujours réelles,
il y en a d’égales. En effet, nous avons vu que, dgns
Phypothiese des racines inégales, on pouvait écrire

Pat+Qz’ - Ra? + Sz 4+ T
(x—a) (x—0b) (x —¢) (x—d) (x—¢)
A B C D E
= .:t:—a+:r—b+ z.—c+.::-—-d+.:r—~a;

si plusieurs de ces racines étaient égales, si, par exemple,
on avait a= b = ¢, I"équation précédente deviendrait

Pzxiét-etc. __A4B4-C D E
(#—a)¥(z—d)(x—e¢) z—a +.r.—-d'+x—~c_'
o

Alors, en réduisant le second membre au méme dénomi-
nateur, A<4-B 4 C pouvant étre considérés comme une
seule constante A/, on voit que les trois constantes A’, D
¢t E ne pournaient suffire pour établir les cing €quations
de condition quon doit obtenir en égalant entre eux les
coefficiens des mémes puissances de 2.

300. Pour éviter cet inconvénient, cherchons & décom-~
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poser la fraction

Pxt+4- Qa’ 4 ete.
(z —a)® (x—d) (x—¢)

. en un autre assemblage de fractions, qui, réduites ay,
méme dénominateur, puissent la reproduire.
Supposons done

Pat 4 Qz* 4 ete. _ A4 Bz +Cz* D E

(x—a)* (z—d ) (z—¢) = (z—a)® + z—d i ;'_'._‘p

De cette manitre, en réduisant le second membre de
cette équation au méme dénominateur, nous aurons un
polynome en 2 du quatriéme degré, qui renfermera cing
constantes arbitraires; ce qui suffira pour établir 'identité
des termes affectés des mémes puissances de 2. Maintenant
je yais démontrer que le terme -

A + Bz 4 Cz*
(z—a)
peut se mettre sous la forme
A B { o4
e te—a Te—a’

A, B, €, étant des constantes indéterminées. Pour le.
prouver, soit

*—a=z;
ona
z=z-4a;e
done
A4 Bz+-Cz* A~+Ba+ Ca'4 Bz 4 2Caz 4 Cz*
(@®—af s
:A+B:3+Ca‘+ B—l—":’.Ca+:q;

mettant Ja valeur de z dans cette équation, on obtiendea
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A+Bx+(]x'_A+Ba-+Ca’+B+2Ca C
~@—a = (@—a’ ' (@=ay " z—a

yésultat de la forme prescrite , puisque A’ B’y € sont des
constantes.

Cette démonstration pouvant ’appliquer & une équation
d’un degré plus ¢levé, concluons qu’en général on peut
supposer .

Pz - Qz"* ...4-Rax 4§
@—a®
A A/ AY A
== te—a= Ta—a  TE—a

1l résulte de ce qui précéde, que pour intégrer l'ex—.

pression
Pzt 4 ete.

s e Y
on écrira.
Pzl < ete. _
= C—d) T =
A A A D E
et ot E—a " =D w—a’

réduisant les fractions au méme dénominateur, on dé-
terminera les comstantes A, A, A", D, E, etc., parle
procédé que nousavons déja employé, et I'on aura ensuite
a trouver les intégrales des expressions suivantes :

v sAdz Adzx A'dx Ddx Edz
(x=—a)?’ (2—a)’ Z—a’ (x—d)’ . (x—e)’

pour intégrer les deux premitres, comme dz est la diffé-
rentielle de Pexpression & — a, venfermée entre les pa-

renthéses , nous supposerons (art. 270) & == g =3, et nous
aurons.
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- Ada Adz Yalld A Afw) A Slihe b
(z—a)® f 3 i s 2z~ 2(x—a)*’

A'dxa_.—-_fAle_.fA’ "dz—'—%-:— f_ -
(x—a) z x a;

a I'égard des trois autres , elles s'intégrent par logarithmes ;
donc enfin

(Pt~ Qz® 4-ete.)dx e A oz A’
f(x—a)s Cod@E—e  Az—aF z—a
-+ A”log (x —a) 4+ Dlog (x—d) -+ Elog(z—e¢)
~ constante.

3or. Prenons pour exemple la fraction

- 2azdx
(z+a)’
1HOUs auraus
2a A e K
G+ar GFa Tzta’

réduisant le second membre au méme dénominateur, et
supprimant ce dénominateur commun , il reste

Sar— A +A’x+A'n,
d’ol Pon déduira ces équations de condition

2a=A", A4Aa=—o;
clles donnent
A=2a, A=— 2a*;
par conséquent
sazxdx 2a*dx 2adx
= s (B8 «
Erar . wtar T @ra " P
Pour obtenir Iintégrale, remarquons que dz étant la dif=
[érenticlle de x -+ a, nous pouvons (art. 271) supposer
x 4+ a=1z; donc
2axdxe

atar

dz T
=— 20" — 20— ;
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intégrant la premiere fraction du second membre par lu
fégle de Varticle 262, et I'autre par logarithmes , nous oh-
tiendrons '

sazxdx 2a®
e logz - G;
R

et, en remettant la valeur de z,

g_i;.%i 3 a:ﬁ"i‘.}. 2alog (64 2x) 4+ C.

302. Pour second exemple, cherchons l'intégrale de

x*dx
3 EERE 3 ?
x°—axr x4 a

en égalant a zéro le dénominateur, on voit que tous les,
termes se détruisent dans 1’hypothése de x=a; donc
I’équation &’ — ax? — a’x < a’ est divisible par x —a. En
effectuant cette division, on trouvé pour quotient 2*— a*;
ainsi.Ja guantité a intégrer est

2*dx - z*dz
F—t)—a) @+t @—a@E—a
z'dx

| T E—a @ta
Nous supposerons donc

z B A A’ B
G—arEta @—ar tz—ataga - GO

réduisant le second membre au méme dénominateur, on.
gbtient :

z* _Alx4-a)+ A (x*—a*) +B(xr—q)°
F—ar @+ @+ a) (x— a ;
dé?fel_oppant et égalant entre eux les coefficiens des mémes.

puissances de x, on obtient ces équations de condition ,

A+B=1, A~2Be=o, Aa~ANa*4+Ba*=o... (37).
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Si on multiplie la premitre par a?, et qu'on Vajoute & Ja,
troisiéme, on aura
Aa 4 2Ba*=2a*;

celle-ci, & son tour, étant ajoutée 4 la seconde des équa-
tions (37) multipliée par @, on trouve

a*=a2Aa et A=1ia;
mettant ¢ette valeur de A dans la seconde des équa-
tions (37), on obtient

B=3,
et par conséquent la premiére donne
3,
JU S
o

au moyen des valeurs de ces constantes, 'équation (36),
multipliée par dz, devient

xdx S ol 3dz dz '

F—r@ta ae—ar Tie—a T ieta

adzx
Pour intégrer ————, nous ferons z — a=3, et cette
2(xr—a)®
adz az™*
expression deviendra = dz, et aura pour inté-

grale, art, 262,

donc

f a*dz = 2 a 3 '
G—areta se—a t{BE—A
- % log (z 4= a) = constante.

303. On opérera de la méme maniére si, dans le déno
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minateur, il y a plusieurs groupes de racines gales. Soit

r exemple,.
par pie, ooy e

@—1p  @—1) @+’
n0Us SUPpOSErons
'BJ'

a B :
(xh--[)a (:+l)a' (x__l}s—l- + (.1:-]—!)"‘ x+‘ ( }
et, en réduisant an méme dénominateur, nous trouve-
rons

a
(x—1)*(x 1)’
_ Afzd1)4-A'(z—1) (x41)' - Blz—1)'4 B'(.:r-l-:) (.r-l}‘
: @—i @
supprimant les dénominateurs et développant les numé~
rateurs, nous trouverons.ces équations de condition :
A4 B = o,
A4+ AN LB —B =o,
24 — A" —3B — B' = o,
A—AN4+B4 B =a
La premitre de ces équations réduit la troisitme 2
2A — 2B =o0, donc A =B; la seconde réduit la qua-
tricme a 24 + 2B=a; de ces équations on conclut. .

A= §= B, par conséquent la quatritme devient....

¥ — A'=1a; cette équation étant combinée avec la pre~
mieére, on trouve
a

‘ a
A’ = z, B [ Z_.
Au moyen des valeurs de ces constantes, la différentielle
proposée devient

a dx dx dx da ]

——-—-___,

x
4 (T - ) x-l-r T e x 1
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On intégrera les deux premitres de ces expressions par les
régles des articles 270 et 262, et les autres par loga-
rithmes, et 1’on trouvera

/1(;-._,). [ g ; — log (x—1) + log (x.+:)] T o

304. Avant que d’examiner le cas oi le dénominateus
contient des racines imaginaires, faisons quelques obser-
vations sur ces sortes de quantités : considérons d’abord
"équation

x4 pxr 4 g=o.... (39),
ct cherchons les conditions nécessaires pour que les ra-
cines de cette équation soient imaginaires : en larésolvant,
on trouve

P

I
T=—=-p N/ —
2 P 4
La premiére condition nécessaire peur que cette va-
leur de x soit imaginaire, est que le dernier terme de
l'équation (3g) soit positif ; car, s'il était négatif, lex-
pression — g, qui est sous le radical, changerait de mgne,
et le radieal n ‘affectant alors que des quantités positives,’
2 ne pourrait étre imaginaire, Cette condition étant rem—

o . R . |
plie, @ sera imaginaire, si g surpasse 7 p*. Llexces de ¢

e g s " S
L p° étant alors une quantité essentiellement positive,

représentons-le par £*, puisqu’un carré est toujours po-
sitif : nous aurons

a=lp+e,

faisnns‘g:a: pour éyiter les fractions, cette équation

deviendia
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g =4 f; '
substituons ces valeurs de p et de ¢ dans la proposée, nous
trouverons
' sar 4+ o'+ B =o0.... (fo).

Cette équation étant résolue, donne

z=—at BV —1.0.. (§1);

ses deux racines sont done

_g—b,BV-_—_I et —_H—‘G‘/:r

ce qui montre que ces racines sont disposées par couples,
de telle sorte que l'une étant counue, fait connaitre 'autre
en changeant le signe de la partie imaginaire.

305. En général, une équation peut avoir plusieurs
couples de racines imaginaires, et chaque couple donnera
lien & un facteur du second degré, de la forme

2t 4 2ar b 2 4 Beni. (42).

306. Quelquefois les racines imaginaires sont égales, aun
signe prés ; c’'est ce qui arrive lorsque =0 ; alors, Pune
des racines est 8 |/ —1 et Vautre— 8 ¢/ —1, et le fac-
teur (42), du second degré, se réduit & z* - 8°

307. Pour donner un exemple d’une équation dont les
racines sont imaginaires, je prends Véquation

x* — Baxr 4 100> = o;
en la résolvant, je trouve
g=3axy _F=3atay =1,
comparant cette valeur de 2 avec 'équation (41), j'ar

—ar=3a, pf=a;
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donc, dans le cas présent, Péquation (f2) devient
z* — Gazx + 9a* -+ a’.
308. Au reste, quand on a une €quation telle que
x*-fz =12 =0,

dont les racines sont imaginaires (*), on peut la comparer
immédiatement A la formule (42), et I'on a 2a=4, donc
«*={; si on’ retranche 4 de 12, il reste 8 pour @&, et
I’équation proposée peut se mettre sous la forme
pet
2 4 o+ b+ 8=o0.

Le terme 8, 4 la vérité, n'est pas un carré parfait; mais
alors on le regarde comme celui de /8.

309. Oceupons-nous maintenant de Vintégration des
fractions rationnelles dont les dénominatenrs renferment
des facteurs imaginaires ; et, pour commencer par le cas
le plus simple, considérons celui o il n’y a qu'une couple
de racines imaginaires dans le dénominateur : supposons,

par exemple , qu'aprés avoir décomposé le denommnteur
en ses facteurs, on ait trouvé

P4 Qx4 Ra* -} Sat ete,
(x —a)(x="0) ... (x—h) (24 2ar +¢ -1-5‘)

da;

on égalera, comme nous Yavons de_;é fa;it_, art. 300, cette
fraction a cette suite de termes :

Adx =5 Bdx Hdx Mz + N
z—a  z=0""" z— h+m‘+2¢x+¢+§"

dx

et ayant déterminé les constantes A, B... H, M, N, par
 1e procédé que nous ayons employé, tous ces termes, hors

(*} On le reconnait lorsque lgs conditions de Vart. 304 sont remplies,
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le dernier, s'intégreront par log‘arilhn'{es; d Pégard de ce
dernier, il g'intégrera de la maniére suivante :

On remarquera que &'~ 24z + «* étant un carré par-
fait, le terme & intégrer peut s'écrire ainsi :
Mx + N
o +e
Et, en faisant x 4- =2, il devient
X Mz + N—Ma
! 74 + £
et, en nommant P la partie constante N — M, il se ré-
duit &

dx.
dz ;

Mz--P
P e
celte expression se décompose en celles-ci:
- Mzdz Pdz
z% o €2 * 26
Pour intégrer la premiére , nous observerons que zdz étant
la différentielle de z* 4-€*, & un facteur constant prés,

on peut, art. 271, supposer s“-}-F’.—.y, ce qui nous
donnera, en différenciant,

zdz-—-i‘-y-'-
2

substituant ces valeurs, nous obtiendrons %j:‘z’ dont I'in—
tégrale sera

M M M
3 108 = log (2*+-€%) = log [(x 4 )*+ &7
=¥‘as’ (2° 242 + a2 4 6

=M log (& + 267 et -6
=Mlog /= + 222 4 o* 4 C*.
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Pdz a4
oy o) en divisant ses deyx
termes par ¢, elle peut se mettre sous cette forme

dz
)
e—

o'z
&1t

A légard de Pexpression ———-

et 'on voit que son intégrale est

- —M ; .
%arc.(mng — g) = N 7 s arc (lang=. o -;- a’);

donc, enfin,
f Mz 4N d
a:“-]-zux—|—¢ + 62

- arc-(tang:-. x—‘é:f) v (43):

x
+ : dz ¢ e
dénominateur ayant z — 1 pour facteur, nous trouverons
Vautre facteur par la division, et la fraction proposée
pourra se mettre sous la forme

310, Prenons pour exemple la fracuon

a4 bz S
(z—1) (@+4+2x+1) '
x4 241 étant le produit de deux facteurs imaginaires,

ainsi quon peut le reconmaitre en réselvant I'éguation
x4 2 - 1==0, nous €erirons

a+-bx I ORI i
=D @E+x+1) x—1 +:¢:"+x+t ;

réduisant au méme dénominateur et opérant comme nous
I’avons indiqué, nons trouyerons
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a4 b _ (@40 _b—2a
e e e

§—

nous décomposerons ensuite le facteur z*4-x~-1 en fac-
teurs simples, en le comparant a Iexpression (42), ce qui
nous donnera

m=1, &46=1,

et par conséquent

X 3
ﬁ:;, c-——\/&r

substituant ces valeurs et celles de M et de N, dans I'équa~
tion (43), qui nous donne la seconde partie de l'intégrale,
et observant que la premiere est

f..‘m_x__a-l-blog (x—1),

=1

nous trouverons

(a+bx)da:

xd—1

(b—a) (‘“'+ )

- W arc| tang=

a+b log (z—1)— (_a_-tb_) log Vafz+1

Iy

311. Lorsque la fraction aura dans son dénominateur
des facteurs imaginaires égaux, elle comtiendra un ou
plusieurs facteurs du second degré, de la forme......

(®* + 222 4= &* 4 6?)?, suivant qu’elle renfermera un ou

plusieurs groupes de facteurs imaginaires égaux, Le fac-
teur

(* 4 202 4 a* - C)?

correspondra i cette suite de termes
Elém. de Cale. diff. 15
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’ H4 Kz _ H 4+ K'=x
(= Sax 4 o +E)P i (2? - 2wz 4’ 6")P!
‘5 HN:""K"I 1:'l"|"‘:[(l‘:!"‘I (44)).

R o

ayant opéré de méme pour les autres groupes de facteurs
égaux , on déterminera les constantes

H, K, B, K, B, K’,... H,, K}, etc.,

comme précédemment.

On multipliera ensuite par dx, etil ne s’agira plus que
d’intégrer chaque terme séparément, ce que 'on pourra
toujours faire loxsqu’on saura intégrer le premier terme
de la suite ({4) multiplié par dz, puisque tous les autres
sont de méme forme. Pour cet effet, nous écrirons ainsi

ce terme :

H +Ka:_
[(= + a)* -} &°T7

faisant z + & =z, il dﬂviepdra
. H—Ks+Kz

G

et, en nommant M la partie constante H—K«, on aura i
intégrer

dI;

dsz;

M+ Kz
@457y

dz.

Cette fraction peut se décomposer en ces deux-ci :

Kazdz g Mdz
s
Pourintégrer la premiére, comme zdz est la différentielle

de z*-€*, & un facteur constaut prés, nous supposerons
#*+-€* =y, (art. 271), et nous aurons zdz==1d y; subs-
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titaant, on obtiendra

—pt
f_K?d_-’;-: kY Lyt BT
2 2

2 Jﬁp 2 Lr=—p
O e . A5 G 1 c
=~';K . -"P o {I_P) (c-.-_i_zn}p—l + .

Mdz
312. Il nous reste a intégrer m; ou plutét,

M6 4 ) Pdz. ... (45).

Pour parvenir i cette intégrale (note septieme), nousla
déduirons de celle de [(6* - z*)’dz, de la maniére sui-
vanfe : '

En diminuant ’exposant p d’une unité, c’est diviser par
€*<f- 2" ; par conséquent, en multipliant en méme ‘temps
par la méme quantité, nous aurons I'équation identique

@*+2)Pdz = (5" 4 22) 7' (€* o+ 2% dz;

et, en exécutant la multiplication indiquée dans le second
membre, il viendra

(O 4 7Y dem= € O o 2 (E 4 2120

intégrant, on aura
S (@ 4-2*)Paz=C" [ (€4 2*)P~ Ao [(€4-2"P"24dz. o« (46)-

Des deux intégrales qui sont dans le second membre de
cette équation, nous laisserons la premiére sous le signe
qui Vindique; a Végard de la seconde, nous y appligue—
rons. U'intégration par parties. Pour cela, en multipliaht et
€n dtﬁf»ant par 2 Vexpression (5* 4277 —'2°dz, mous Vderi=
rons ainsi :

Z o, -,
;(C + 207 2zdz. ... i(47) 5

15



228 CALCUL INTEGRAL.
(4 a
alors (€* 4 2*)P~'2zdz sera la différentielle de -(——-Tl:-i-)-",

de sorte que l'expression (47) deviendra
W23
3 P
en la comparant a la formule (art. 279)
Sudv = uy — fodu,
de l'intégration par parties, nous ferons
z (5 < zh)P
e W T
2 }J
et nous trouverons

ff €+ 2p—azdz == Ehan e Prd
2 [ AT P 2’

Substituant cetle valeur a la place du dernier terme de
P’équation (46), et mettant les constantes en dehors du
signe d'intégration, cette équation (45) deviendra

S 22 ds = €2 [(6% = 28)P1 dz
2 R R )
2 P_'_"-H@f(c +5)szr
transposant le dernier terme dans le premier membre, ot
réduisant, on trouvera

'+ "P) INVERP) o g e g2 (C +‘”‘ 2P b s 2p—ds

on tire de cette équation

@y di=m S @4 2y + 712 perapds;

faisant p —1=—p, et par conséquent p=1—p, On
a enfin
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[(E*4z*)rdz
z 3 3\—p+1 3_3P_ 8 N=Cr—1)

=2(i-p)& e +(2—2P}C-" f&E4) dz... (48).

Au moyen.ae cette formule, on fera dépendre Pintégrale
de (€*+2°)"? dz, d’une autre, dans laquelie la valeur
numérique de exposant, au lieu d’étre p, sera moindre
d’ane unité; par laméme formule, on fera dépendre ensuite
Vintégrale de (¢*+4-3)~¢—dz, de celle de (6*4-2*)~¢—*dz,
ainsi de suite; de sorte qu'aprés chaque substitution, Uex-
posant de la partie intégrale diminuant d’une unité, il ne
restera plus en dernier lieu qu’a intégrer 'expression

al U nidee .
(G‘+Z) dz_m,

or, nous avons vu, art. 276, que l'intégrale de cette ex-
pression était

g,- arc (tang = g)
On ne cherche pas a faire dépendre l'intégrale f(€*4-2*)~'dz,
de celle de /(6* «}- z%)°dz, guantité qui se réduit a z; car,
si dans la formule (48) on faisait p =1, le terme
= a A S|
2————(1 — 7 G,(C + z3)—F
deviendrait infini.
313. Il résulte de cette théorie que 'intégration de toute
fraction rationnelle ne dépend que de ces trois sortes de
formules :

0. o e da

f— . o S .

S e = = 2,‘/" a_log(x'}'“)'
3“- —'—Ex_._.‘_lar ta ——-x .

:!-"-l-a"_; l:( 8 ;)’

L] * A . N
cest pourquoi on dit que toute fraction rationnelle peut
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toujours s'intégrer ou algébriquement , ou par loga-
rithmes , ou par arcs de cercle, ou par le concours de
ces moyens.

314. Nous terminerons cette théorie par un exemple qui
renferme tous les cas : soit donc la fraction rationnelle

Pz™ - P'gm—! 4= Plam—* - ete, T
6 b Tl o w1 LA

dans laguelle on a
R =z —a,
R=z2—25,

R=x—c¢,

Sfacteurs réels inégaux ;

§ = (x—e),
S'= (x — d)*, p facteurs réels égaux;

T =ua* 4 2ar 4 o' 46,

T'=ua* 4 ad'w <4 &*4-€'*, » facteurs imaginaires inég. ;
U=(z+42a x4u £ )P,

U'=(z*+24 x4 4L ), p facteursimaginaires égauz;

on supposera

P$m+Pfxm—|+anm-—n+elc % A B C
TR R g v Bk
E’-E”. .
+(.\2'.""-' e}m+( 8}"‘_' +‘(_:‘Z'-_:-—EW‘-:".. + etc.
F

=t .'t—f)' -’-'-'—'f)"_ + ‘j)._’. T B
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G + Hx K 4 Lz
+x+au.r+ +C‘+.r“_{. g._x_!_“r,_‘_cr,-‘f-etc.

..... T I T T i T I S I R Y R

M + Nz St M 4 Nax
-+ {.‘Z".'_‘_}s}x.'. ‘JA+GJQ)F + xu+ 20 I+“ n+€ g)P_l + ete.
P4 Qz P+ Qz + g

szt T + T an e, e

Y e s bW aw e PP RN R I SR s e s mie. .. ga |\ mikih

ctayant réduit au meme dénominateur, on opérera comme
nous Vavons expliqué.

De Uintégration des fonctions irrationnelles.

315, Lorsque dans une expression différentielle , qui
contient des radicaux , on peut, a V'aide d’une transfor-
mation, faire évanouir les radicaux, lintégration sera
ramenée i celle des fractions rationnelles.

On peut toujours faire évanouir les radicaux qui n’af-
fectent que des quantités monomes : le procédé que V'on
emploiera, pour y parvenir, sera le méme que celui dont
nous allons faire usage dans Vexemple suivant :

Soit

‘/x = X275 %82, ouplutdt T=—3%4y,

‘/1‘-—-‘/3 r%-——xa LR

on réduira les exposans fractionnaires an méme dénomi-
nateur, et ayant trouve que le denommal.eur commull
est 6, on supposera z = 2, alors on aura

<. M
Viss, Va=s, de=6sds;

substituant ces; valeurs, on trouvma I ¢itol
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g z8 62° — 24z*
‘/a'-' iadx—-z__ 625(12‘—sz3

|/.r— Vz

on intégrera cette expression par la méthode des fractions
rationnelles, et Pon substituera ensunite dans Iintégrale la

valeur de zen .
316. 11 wen est pas de méme lorsque le radical affecte un
polynome; cependant on peut intégrer toute expression

en z, qui renferme /A-fBax+Cx?, c’est-a~dire toute
expression de la forme

F (z, V A+ Bz + Cz*) da.

11 peut arriver deux cas : le terme Cz* sera positif ou né-
gatif ; §'il est positif, on derira ainsi le radical,

. W | e
e/

si ce terme est négatif, nous le regarderons comme le
produit de = C par — 2?, et alors le radical pourra se
metire sous cette forme,

A B e
vey/g+ge—=;

pour simplifier, faisons

A B
c=% E:b;

nous aurons donc 4 intégrer les deux expressions

¥F(z, Vatbr+ 2% dx, F(z, Va+ba— 2z dx.

Occupons-nous d’abord de la premiére,
Notre but étant d’obtenir, par une transformation, les
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valeurs de =, de dz et de Va+bx 4z, en fonction
rationnelle d’une nouvelle variable z, nous supposerons

Vatbz + 2z =z+2 M.... (49),

parce qu’en €levant au carré, les termes en 2* se détrui-
saut, il nous restera entre z et x une équation du pre-
mier degré, de laquelle on pourra tirer les valeurs de
et de dz en fonction rationnelle de z. Elevant donc Ié-
quation (49) au carré, et supprimant les termes en 2*, on

obtient
a4 bxr—=2xs 4 2%.... (Bo),

d’ott Pon tire
—a

P (51);

L —

au moyen de cette valeur, 1’équation (4g) devient

|/a+bx¢?=-ti+z;

b — 2z
ou, en réduisant au méme dénominateur,

(z* — bz <4 a)

t/a-l-bx-]—.r" b —b-—-_—;;———o' .o (52}-

11 nous reste a déterminer dx en z : pour cela nous diffé-
rencierons I'dquation (50), et nous obtiendrons

bdx = 20dz 4~ 2zdx 4 22dz,
d’ol nous tirerons
(b—2z2)dz = 2 (x -+ 2)dz;

et si Pon élimine le radical entre I’équation (4g) et I'équa-~

& = s
(*) On pourrait aussi égaler le radical & z — x, puisquen élevant les

deux membres au carré, les termes en 21 s'évanouiraient également.
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tion (52), on aura
(z*—bz+a)
b—20z '’
substituant cette valeur dans V'équation précédente, on
trouvera

rT~4z= —

a(z* — bz +a)
b—2z

dz,

(b—2z)dx = —

o 2 (2 — bz 4+ a) i
(b — 22)°
317. Prenons pour exemple
g dzx _
2V A + Bz <4 C2* -
nous €crirons ainsi cette expression :

dz
VCx zV a4 bz -tz

en faisant ﬁ:a et ljz b. L'équation (53), divisée par

d.‘t:— LR (53)

G C
équation (52) , nous donnera, aprés avoir réduit,
dz adz

Vatbr+ =2 U—23’
ct, en divisant par Yéquation (51), on aura
dz . adz
xVatbzr +22 = —a
multipliant les dénominateurs par /C, cette équation
deviendra

dx : St dax . ads
zy/CV atbz4z . zV/A+tBetCz & —aVyC’

fraction qui s'intégre par la méthode des fractions ration-

nelles, puisqu’'on peut regarder /C comme une constante
ordinaire.
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318. Pour scecond exemple, prenonsdx {/ mi4-2* : en
comparant le radical & celui de la formule (53), nous
avons a=m*, b=o0, €l en mettant. ces valeurs dans les

- équations (52) et (53), nous trouverons

2 2 ] mi
ymF o= de = EET g,
donc
(z" - m)

d.r‘/m‘-}-x‘:-——-T d'z.

Lorsqu’on aura intégré cette expression rationnelle , on y
substituera la valeur de z en x.

319. La méthode précédente ne peut servir quand Ca#
est négatif, car en opérant comme ¢i-dessus, on aurait

VA Bz —Cx* = /C \/%4.3;: — &%,

: A
et en nommant par a et & les constantes & et &, on

trouverait
|/A +Bz—Cz* — /CVa+ bz — z°,

Or, si nous supposions V¥ a4 bz —z* = z -}z, en éle-
vant au carré les deux membres de cette équation, les
termes en z* ne s'évanouiraient pas, et alors la yaleur de
en z serait irrationnelle. Pour traiter ce cas, nous remar=
querons préliminairement que le polynome a 4 bx — 2’
est décomposable en facteurs réels du premier degré (¥).

(*) Pour le démontrer, nous écrirons ainsi ce polynome:
— (o= b ),

¢t nous trouverons les facteurs de £* — bz — a, en égalant A zéro cetie
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Soient « et &' les racines de I'équation 2*—bx—a=o;
nous aurons, d’aprés les propriéiés des équations,

r'—br —a=(x —a) (x—a), (note huitieme)
et par conséquent, en changeant les signes,
atbx— 1= (x—a) (x—&) = (x—a) (¢ —2z) ;
substituant cette valeur dans le radical, nous supposerons
Vie—a) (@—2) =(x—a)z.... (6);
cette équaﬁon élevée au carré , nous donne
(= a) (& — ) = (z—u)’2";
et, en supprimant le facteur commun, on a

o —x=(r—a)z.... (55),
d’otr I'on tire
xr = ?—;-;:-t-—w -
1
donc
o 4 az?

a
z* 1 .

et, en réduisant au méme dénomina;;%iﬁ‘,

e, g 2

‘e — 8
T — = ———
FAETO |

s e OO 5

expression , ce qui nous donnera

b b2
""—‘*‘;i\/?'l' a;

done, par Ia propriété des équations (voyes la note 8),

ot (o= VD) (=20 V)

ot puisque , par hypothése, a représente une quantité positive, les fac-
teurs qui composent ce produit ne peuvent étre imaginaires. Au reste,
sans résoudre Péquation 22 — bx — 2= o, on peut conclure, dlaprés
le signe de son dernier terme, art. 304, quelle a ses racines réelles.
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cette valeur étant mise dans le second membre de I'équa-
tion (54), on obtient

o

Vm)_z:x oo (57).

A Végard de dz, il suffit de différencier équation (56)
pour en obtenir la valeur en z, et nous trouverons

g(a. — )
—_— vas (58
dx yra %z, (58)

320. Appliquons ce procédé a l'exemple
TR A
Vat bz—z
nous diviserons I'équation (58) par1’équation (59), et nous
aurons

dx 2 —a3 s ads
Y i oy TGN < Yo % =5
(z* 4 1)z  zren
done
" dz
=== am=a+c,

ou, en remettant la valeur de z, donnée par I'équation (54),

=C—2 arcs(tang = VY (z—4) (= —x])

r—a

=C— 2arcs(tang = \/ oA 2 2
X

321. Prenons encore pour exemple dz |/ 327 — % : en
comparant ce radical 4 celui de Véquation ( 54), nous
aurons «=o0, «'=aa, et les équations (47) et (48)

f dz P
Vatbz—2z*
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deviennent

—_— 2az = 4az
Vx{za—x).:;;—_ﬁ, do— — @ +l),d

ces Equations multipliées "une par ’autre, nous donnent

8a*z*dz

dr Vsar — x* = — FE

expression qui s'intégre par la méthode des fractions ra-
tionnelles,

De Uintégration des d;ﬁ’érent:’elles binomes.

322, Nous avons yu qu’un moyen trés fécond pour in-
tégrer des fonctions qui contiennent des radicanx, étaitde
transformer ces fonctions en d’autres rationnelles, pour
pouvoir y appliquer la méthode des fractions ration-
nelles, :
La difficulté est de trouver la transformation qui peut
étre employée pour chaque cas; nous avons indiqué celle
qui convient lorsque les radicaux ne sont que des tri-
nomes, dans lesquels la variable ne surpasse pas le se-
cond degré; ces sortes d’expressions étant trés fréquentes
dans V'analyse, il était ntile de faire connaitre la transfor-
mation propre a les rendre rationnelles. Nous avons aussi
donné un procédf: général pour rendre rationnelles les
fonctions qui ne contiennent que des monomes élevés a
des puissances fractionnaires ; nous allons examiner main-
tenantsi, & T'aide d'une transformation, on peut rendre
rationnelles les expressions binomes qui sont affeetées
d’exposans fractionnaires.

323, La formule générale des expressions binomes est
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2m=t(a 4 by dx (¥).
Si p est un nombre entier, cette formule s'intégrera par

art. 26g; mais lorsgue p sé,ra. égal & la fractiung, nous

aurons

' 1
" a4 bxyidx. ... (Bg).
Pour rendre cette expression rationnelle, nous ferons
a4bx"=2z.... (60),

ou, ee qui revient au méme,

(a+ bx‘),? =23,
et par conséquent
(a b.:r")gz-'— 2 kan o0 (61);
[’équation (66) étant différenciée , nous donne
bna"=lx = qzi7'dz. 0. . (62) 4
la méme équation (6o) étant résolue par rapport i o, on a

1

Ak

(*) LYexpression binome Az’ 4~ Bz étant un cas particulier de celle-
ci, (Azr+ Bat)p, clest & cette derniére formule que nous rapporferons
les différenticlles binomes; nous pourrons Pécrire ainsi :

(2" (A4~ Bes=r]p = 277 (A 4 Bri—r)p,
et, en faisant s — r=n, rp =m —1, elle deviendra
zm=1(A 4 Brn)p.
On a préféré remplacer rp parm— 1, plutdt que par m, parce que Tos

conditions, d"intégrabilité seront plus factles & exprimer, comme nous le
varrons, -
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donc, en €levant les deux membres de cette €quation j I
puissance m, on obtient

i
Z7 —ah\ "
=)
différenciant les deux membres, mettant les constantes en
dehors, et divisant par m, on trouve

21 —a g
pn—iday = __, ) 21—dz ;

nb\ b

substituant, dans I'équation (59), cette valeur ainsi que

F
celle de (a4 bx"), donnée par Iéquation (61), on a
enfin

zf—a ol
nb( 2Pz 0L (63):

- . m
Cette expression est rationnelle lorsque — est un nombre

: o zl—a e :
entier positif ; car alors 5 st élevé a une puissance

entiére, et 'on peut réduire 'expression (63) & un nombre
limité de monomes, qui sontintégrables chacun par I'ar-

: g .m :
ticle 262 ou par Varticle 268, Si -, et un nombre entier

négatif, Vexpression (63) devenant aussi rationnelle, on
peut intégrer par la méthode des fractions rationnelles.
324. Prenons pour exemple I'expression

2%(a 4 bx*)® dx.
Dans ce cas, nous aurons

=2, g=3, m—1=5, on m=6, n=3;
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par conséguent la condition d’intégrabilité est satisfaite,
Sabstituant ces valeurs dans I'expression (63), nous aurons
A intégrer

10 3a 3a* |
-:33,-3— (z° — a)ztdzs _'—.:%- ds — 7w z7dz 4 o5 zidz ;
donc

e z 3z 3az? 3atz®
fetles be") de SCE = o+ 5w + G

on substituera ensuite dans ce résultat la valeur de z
en x.

325. Pour obtenir une autre condition d’intégrabilité,
écrivons Pexpression (5g) de la maniére suivante :

= [(% + b) x“:F de ;

et, en élevant les facteurs du produit (%—i—b).t",;‘:la
P

uissance =, 10us aurons
9’

m4 22

np 3 ;
7 9 q
Mg 7 (a_“i;-i- b) d.:r: i (aa'.‘_" + b)q d.‘.l'.'.

Or, d’aprés la d.émonstration précédente, il faut, pour
que cette quantité soit intégrable, qu’on ait

np
m LI
+9

et nombre entier,
ou, en exécutant la division indiquée ,

L

M ]
= -+ ;... nembre entier.

3
326. Prenons pourexemplelex pressionatde /@ + bz’
Elém. de Cale, diff. 16 |
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En éerivant ainsi cette expression,
v

25=(a 4 ba’) dz,

on a
m=5, n=3, p=1, ¢=3,

par conséquent

:IS

+3

Hal'*-

done cette quantité est intégrable. Dans ce cas, on aura
(art. 325),

2 4 ba) 3dw = 25 (&+ t)adz,

et en réunissant les exposans de x, cette expression de-—
viendra
2ax— + b)¥dzx.... (6§);

faisant ax—3 4= b = 2%, nous trouverons

(ax—" 4 b)% =3z, x = o b,
ou %
(4= 22722,
la derniére de ces équations nous donne
sl i
=0’

d’ona 'on tire, par la différenciation,
az’dz
(z* — by’

multipliant entre elles ces deux derniéres €qpatious, on a
; %

de = —

a'z*dz

Pde = —
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1
cette valeur de 2°dx, et celle de (ax= 4 b)" étant substi-
{udes dans I'expression (64)y on trouve enfin
a‘z'dz
(& —B)Y
expression qui est intégrable par la méthode des fractions
rationnelles.

oz b) dz = —

Des formules de réduction des différentielles binomes.

327. Lorsque Péquation an—rdx (a4 bz")¢ ne satisfait pas aux con~
ditions d’intégrabilité que nous venons de prescrire, on peuty appll-
quer Pintégration par parties, dela maniére suivante:

En comparant la formule fzm~tdx (a - bat)?, au premier membre de
Déquation , art. 279,

3 Juldv = uv — fodu,
nous SUPPOSerons

fa + b2 =u, zr-tde=dv; done v=

31y

3

et nous aurons , en mettant les constantes en dehors du signe d’inté-
gration,

Sam=1dz (a4 bar)p= (a+ bar)P g = P%b Sam (a4 ban)p=izn=idzx,
on, en réunissant les exposans de «,
Jzm=1dx (a+ban)p= {a#—bx“}"%'—f;::i famtn=t{a 4 bar)p=sdzx. .. (65);
d'une autre part, on a l‘étjuation identique ,
(@ bar)p = (a -4 betP~t(a < ban),

et, en exécutant la multiplication indiqués, cette équation donne

(@ bam)r = a (@ 4 ba")p=1 o bx® (@ - benp—r
multipliant les deux memhbres par zm—'da, on trouye
Jantda{abrp=afzn=1daa—t-ber)p~s b f amta=tda{aphan)p-1 ... (66},
Aumoyen decetle équation , on peut éliminer le dernier terme de Péqua-
tion (65); car si Von multiplie Péquation (66) parf’——f i et qu'en Iajoute

16. .
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a Péquation (65), on trouvera
Fn - Y — s i" "I.J.'Ef pr—=1 CF
(I-l-—n; Jem=rda{aebanyp=(ampban)y A L i (atbanpes

multipliant par m et divisant ensuite par le facteur constant du premier
membre, on obtiendra

frm=1dxla-banp= {—-——mimpn){n-l-bx")"ﬁ- ﬁ—;; Sam=rda(a-pbar)p=t...(67).

Par cette formule, on pourra done faire dépendre Pintégrale de. .
am=rdefa-= ber)p , d'une antre dans laguelle Pexposant qui affecte la
puremlhé'se sera moindre d’une unité.

Si dans cette formule on met ensuite p —1 & la place de p, Pintégrale
de zm-tdz (a—ber)p—* dépendra de celle de xm—tdx (4 < bx*)r-2 ; par
un méme procédé, celle-ci, 4 son tour, dépendrarde celle de.. .,
am—tdz{at-bxn)P—3, et ainside suite : de sorte que Vexposant de la paren-
thése sera successivement g, p —1, p— 2, p —3..., p— n. (Parn, nous
représentons le plusgrand nombre entier contenu dans p que nous suppo-
sons fractionnaire). 5il'on peut obtenir Mintégrale de wm— da{a—-ban)p—n
on aura celle ou exposant de a =4 ba® est plus fort @une unité, et
ainside suite, jusqu'a Nintégrale de xm=1dz(a 4~ bz")P, qu'on obtiendra
de cetle maniére,, en un nombre limité de termes algébriques.

5i p était négatil, Péquation (67) donnerait
— 2@ = DO (m = o) =1 dr(a bl

. 7

Srmerdz(ad-ba)p—r = e

faisant p — 1 = p, on aurait

— am{a=ba Pt <k [ p1)n] fzm=t da(a-bzn )t 68}
(p==1)na -(68);

formule dans laquelle, si Pon fait p négatil, Vintégrale proposée dé-

pendra d’une autre dans laquelle Pexposant de la parenthése sera plus

prés de zéro d’une unité,

J'.t =1 ('.r{(z—-]—b.r"‘}?:

328. On peut aussi diminuer Vexposant de x, hors de la paronthése.
Pour cet effet, on égalera entre eux les seconds membres des équa-
tions (65) et (66) , vo que les premiers sont égaux, ce qui donnera

i nb
(a4 brm)r e }—;;l- Jamtn=i(g 4. panp-r1dx
= afwm=tda{a— brr o=t o b famtn—tde(g 4 b=,

diow Pon tirera

nh " L
{bﬂ-}iﬁ-)_f 'Tnl-fu—!(q..f.bran—sz=(a+b‘tw)@w%_ afxm=rde(a 4 brn)p—,
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ot par conséquent ,
o g i o= bar)pam — ma fam=tdz(a o= hen)p=r
[amn—rs(a—baerjp—rdr = b (m —+ pn) 2

faisons m-=n=m, p—1 = p, ceite équation deviendra

bien et ram—n—(m—n)a fzm—r—=1da{a4-pon)p 1
Jemerda(apbonyy = CHIEET el E... )

Au moyen de ceite formule, Dintégrale dépendra d’une autre dans la-
quelle la partie z»—1 | hors de la parenthése, deviendra wm=n—1 ; cette
seconde intégrale dépendrad son tour d’une froisitme, dans laquelle la  ®
partie hors de la parenthése , sera m — 2n —1I: en continuant ainsi, les
exposans de x hors de la parenthése seront suceessivement m—r,
Mm—n—1i, m—an—i, m—3n—1.,.. m—ron—1. (Parrn, on
entend le plus grand multiple renfermé dans m. )

A la derniére de ces opérations , Uexposant de x hors de ld parenthise,
dans le second membre de 'équation de réduction , sera done m—rn—1;
par conséquent x, dans le premier membre de cette équation , aura
pour exposant m — (r—z)n —1 : ainsi, en faisant m=m—(r—1)n,
dans la formule (6g), ¢l en représentant par X la partie intégrée, cette
formule nous donnera

X—(m—rn)afzm-rr—idz(a-t-bx")P

Sam=tr=i—tdr(a4-bar)r = sy

. (70).
Si rn est égal & m, le coefficient m—rn est zéro, ce qui fait évanouir,
dans le second membre de Péquation précédente, la plrtie affectée du
signe d'intégration , et il reste

X

am—(r—)i—1dz (a4 ba" )P = ——
% R T
Cetie intégrale étant déterminée exactement, toutes les autres le sont A
leur tour, par conséquent la formule proposée est alors intégrable.

329. Nous avons supposé que m était positif dans la formule (69) qui
diminue Pexposant hors de la parenthése; pour avoir celle qui convient
W cas pim serait négatif ; nous tiverons de la formule (Gg),

SEm=v=1dz(at-bai)e = (At bar)pt ixm—i—k(m--np) fam—tda(a+- ban P i
(m—nja

faisant m — n— m, on aura

Sam=rdafapanip = Atb" }"*"?’“—b(m-m:’-:#}f Zee AR . i
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Au moyen de cette formule , quand Pexposant hors de la parenthése psy
négatil, Pintégrale dépend d'une autre, dans laquelle la valeur de ey
exposant est moindre de n unités ; ear I'exposant de x, hors de la paren-
thése, dans le second membre de P'équation (71) , étant m—+-n— 1, 5;
T'on remplace m par sa valeur négative, que nous représenterons par m',
cet exposant deviendra — (m'—n) —1, tandis que celui de =, hors de
la parenthése, dans le premier membre , séra — m'—1; el en ne consi-
dérant que les valeurs numériques de ces exposans, il est cerlain que
— (mi— n) — 1 surpassera — m'—1, de n unités,
330. Pour donner une application de ces formules , soit
e

Vice

. L
Jécris ainsi cetle expression : zmdx{r—=7) *; et en la comparant &
celle-ci , zm—1dx (a - bxv)?, Jaurai

m—i=m,; ou m=m-=+t, a=1t, b=—1, n=2a, P:—;-

L’exposant de la parenthése ayant une valeur numérique moiudre que
Punité, nous chercherons & diminuer 'exposant qui est hors de la paren-
thése, et, en conséquence, nous substituerons les valeurs précédentes
dans In formule (6g), ce qui la changera en celle~ci :

1

f;;mdx(p._xl)_ % = e =1 S..I:ai +r_?l_;;-_1 J“_rm—ﬂdz{[__rlj— ;’

m
L
on
zmdr o=/ T m—1 [ am—3dx (72)
T —... (79
Vl—-.r“ L m Vi—x2 4

Si I'on fait successivement

m=m-—32, on af___xm—'dx = Vi—z: m=3 (Camide s

= — pm—3
= a2 nm—13 m—a2 VI__T_;i
wm—4 I ;
olds VIS me5 Cetis
Vi—z m—4 ' m—4 Vi—z

?em—Gda

M=—l.e..-

Vl—-’l:‘ m—7 (Cam—fdx |

G N L e e R

ainsi de suite,

L, 5 iy am—2dx
Lapremiére de ces équations nous donnera la valeur de ﬁt
" —

qu'on meltra dans P'équation (72), et Pon trouvera
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. 5 -3 i >
Y ol dy gjaeemat et an) Lo —tieed i
Vl—x‘ m mo m—1 “m m—n V:—:c'
on substituera ensuite successivement, dans ce résultat, les valeurs de
m— 4 =Gl
———: dz et de —— - ete. i
Vi—z Vi

si m est un nombre entier pair, la derniére intégrale que Pon obtiendra

fv-clx—-_—arc (sin = ) ;
1—

si m est_un nombre entier impair, cette derniére intégrale sera

i

et commealors xdx estla différentielle de »*, & un facteur constant pris,
nous ferons 1— x* = 5, ce qui nous donnera

[' zdx 1 ds =2 1 = :
—_—— e —e ——=f =3 dt=m—p?— \/s:—‘/ 1-x3
Vi—o [. @ Vs f 2

La derniére intégrale étant trouvée ,'il en résulte que lorsque m sera
un nombre entier, la formule pourra toujours &’intégrer.

sera

dz s
331. Prenons encore pour exemple ——-—— : en éerivant ainsi

.xﬂVI—x'

T [ 23 )— '}d'.r

cette expression

on la comparera i la formule (71) pour diminuer I'exposant hors de I
parenthése, et 1’on aura
m—i=—m, a=1, b=—1, n=a3a, P-:—"E;
! 2
4u moyen de ces valeurs , la formule (71) deviendra

f"-md-*’(l—x'}_%zn—l_g:—gm (ahm)frm{-:di{j._xa) ':*
ou plutds

& Vics  m-a
xm VI___-;;_ (m-_l)rm—‘l Tt s I[.I""“ VI-—»I‘"“ {?3)

S5i m est un nombre pair, par exemple 8, I"mtégrale do —————
V’t-—w'




248 CALCUL INTREGRAL.

dépendra de celle de

dx .
; celle-ci, en vertu de la méme forniyfe
i | )
dx
dfpendra i son tour de celle de
A 1—a

dernier cas, la formule (73) donnera

f LA, A
T s e

da gorte que, par des substitutions successives, on obtient Pintégrals
lorsque m est pair.

Dans le cas ot m est impair, par exemple 7, en mettant successive.
ment dans la formule (73) & la place de m, les valeurs 7, 5, 3, on ne

, jusqu'a m = 2; dans ce

e

pourra s’arréter & m ==1; car, dans cette hypothése, le coefficient =
—f

de Ia seconde intégrale deviendrait — g =-—00; ainsi, la plus petite

valeur que 'on pourra donner a m, sera m == 3. Dans cette hypothése,
la formule (73) deviendira

dx i V: —x’ f
i VI—I" VI—\T’

dx
Pour intégrer 1'expression ————. pous ferons 2= ~, ce qui nous
b3

I—z?

donnera
T —
dz=—-;—; ot Vi—z= V5 -
¢l par conséquent ;
dx Yy as -
a Vi. — by VS’— I y

nous avons trouve , art. 288, page 201 ,

bz

done, en changeant = en s, nous aurons

I B Y, o W
['—-‘*/s‘—_l-— (log s + V/ X3

1
remettant pour £ sa valeur > on aura

=lag(r+Vx’TI};
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j dx ——log [i_'._\/;:] +C.=— log(l—ti;_“_ﬁ)-f-{l.

z Y 1—a?
da Fias £ 3 .
Ainsi la formule — peut s’inlégrer, §0it qu'on prenue m pair
am Y 1—a

ou impair.

De lintégration des quantités qui renferment des
" sinus et des cosinus.

332. L’intégration des quantités qui renferment des
sinus et des cosinus dépendant de la possibilité de déve-
lopper cos*x, cosd x, cost ., etc., en fonction des expres-
sions ces x, cos2x, cos 3z, ete., nous allons démontrer
préliminairement comment on peut y parvenir par la
seule Trigonométrie ( note neuvitme).

Si dans la formule

cos (@ 4 b) = cosacos b —sinasinb.... (74),
on fait a==0, on aura
COS 2a=0s*@ — 8in* a = ¢0s8* @ — (1— cos*a)
—acos’a—1;

on tire de 14

cosa = % -4~ ;cos2a;
multipliant cette équation par cos a, elle devient
cos’a = ;cosa + % cosa. cos 2a.... (75).
Or, si a équation (74) on ajoute celle-ci '
20s (b—a) = cos @ cosb +sinasin b,
on obtiendra
cos acos b = ; cos(a + b) = cos (b — a);.

faisant & = 24, on aura

tosa cos 2a = % cos 3a -+ L cosa;
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éliminant cos @ cos 2a; entre cette équation et I’équation
(75), on trouvera

cos’ @ = cosa - | cos 3a.
On calculerait par le méme procédé les puissances supé-
ricures de cos a.

333. Cela posé, lorsqu’on aura a intégrer Vexpression
cos” xdz , dans laquelle m est un nombre entier, on
mettra pour cos™ z, son développement qui , d’aprés ce
qui précede, ne contiendra que des termes de cetie sorte :

constante, cOsx, COs 2%, 083X, COSAX, .:i.cosmx;

ainsi tout se réduit a savoir intégrer cosmada.
Pour cet effet, nous remarquerons que si dans I’équation

d sin z = cos 7. dz,
on fait z==mz, on aura

d sin ma = cos max.mda;
donc
sin mx
feosmadr ——— —,
m

Oan trouverait de méme que

. cosmx
Ssin mxdr = — =
_ m

Prenons pour exempie cos* z.da : mettant pour cos® x sa
valeur } 4 % cos 22, nous aurons

Seos? zdx = [(L 4 L cos 2x)dz =§ -+ % sin2x +- C.

334. Si l'on voulait intégrer sin"xdz, on procéderait
d’une maniére analogue ; ou bien, en représentant par 7
Varc complément de =, on aurait

B | . I
FT=z7=—23 et (].‘j:-_—.—dz., 8ln X'= CcO83%;
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; / :
on changerait donc la formule sin"z.dx, en celle-ci
— cos™zdz, et Pon intégrerait comme ci-dessus,

335. Prenons le cas plus général sin"z cos®zdx: sim
¥ s >
est pair, on fera rn==3m’, et 'on aura  intégrer

sin* z cos" zdx = (1— c0s*Z)™ cos” xdx.

On développera (1—cos*)™, et en multipliant par cos"zdx
on obtiendra une suite de termes, chacun de la forme
costzda, et on intégrera comine ci-dessus; sim est im-
pair, on fera m =2m’-}-1, et 'on aura

sin"z cos” xdx — sin*™x cos"x sin adz
= (1— cos’x)" cos” x < — d cos z;
faisant cos # = z, on changera cette expression en
— (1— z’)mfz"df-',
m' et n étant par hypothése des entiers, on développera
par le binome et l'on intégrera.
336. Pour appliquer ce procédé aux expressions
cos"xdxr - sin® zdz

sintx.

»

cos™ax
3 T

comme la seconde rentre dans l'autre, en faisant r==-—z,
2

nous ne considérerons que la premiére, Si m est pair, nous

supposerons m = am’, et nous aurons

coszdx  (1— sin®2)™
sin"x —  gin"x

xr

— ]

1—m'sin*z 4 m' sinfar 4 ete.
R sin* & b
expression dont Pintégrale dépendra de celles de sin 2'd

dx
et de — .
sink
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Nous savons intégrer la premiére (art 334), et noys
verrons bient6t comment s’intégre la seconde. Si m est im-
pair, en faisant m==2m'+-1, on aura, par le binome,

so8™ rdx —gins xim' gos xdx g cos xdr
coy et G Al = (1—m'sinx S ete.) ——
sin® a sin® x sint g *

expression dont lintégrale dépendra de celles de.... ..

dzx cosx .
sin'z cosxdx et de — 5 5 hous avons traité de la pre-
sin

mitre, art. 334, occupons-nous de la seconde. Pour intégrer
dxcos x
sint z
par conséquent
0s & dz g
fﬂ‘L =[ZF=pra=_4c

sin®

, nous ferons sin z =z; donc dx cosz =dz, el

dx
sin* x’

A Végard de Pintégrale de la méme transformation

changera cette expression en , formule que nous

Y 1r—z

savons intégrer (art. 31g).

dx
cos™ x sin”™ x
tipliera celle expression par cos® &4 sin®x, quantité qui
équivaut a l'unité, et 'on amra

337. Enfin, si 'on a & intégrer , on mul-

dz . dx e dx
cos"xsin®x ~ cos™Yzsin”a cos™ z sin"

par 1a on diminuera la somme des exposans du dénomina-
teur; et, en répétant un certain nombre de fois cette opé-
ration, et en mettant successivement a part toutes les frac-
tions qui, dans leurs dénominateurs, ne renferment
qu’une puissance d’un sinus ou d’un cosinus (parce quion
sait intégrer ces fractions d’apres ce qui préeede), 4 la
derniére opération, on tombera sur des termes ui pour=
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ront encore contenir des puissances de sinus et de cosinus,
ou qui seront des formes suivantes

dx dz da
T T PR AN B g .
§in & cos & cos T sinx

€T O I ’
Pour intégrer -T__d__ , on multipliera le numeérateur
sin & COs &

par cos*x +5in"xl q‘ua]]tile- qlll équivaut a l'unité, etl'on
aura

cosx  sinz cosz ’

osz , ', sinz dsinzx dcosx

_OF ) e g P R e D :
Sln I CoOsx sinx
expression dont 'intégrale est (art. 267)

log sin & — log cos @ = log C = log C tang .

L, dx
Pour intégrer ——, on fera cosx = z, et 'on aura
sin

dz dz dz dz
d:r g et — = — - —— !
sinx sin sin* & 1—=z*

formule intégrable par la méthode des fractions ration-

2 it dz
nelles (art. 295). A Pégard de —» On supposera

sinz=w, d’ou Von tirera (art. {4)dx cosz=dz; et en
divisant par cos*x , on trouvera

dz dz dz dz

P —_— =

cosx  cos’x  I—sSInx  pez2’

intégrant on obtiendra

dx ; dz

COS T 0n T inem iz

33?. En général, on peut toujours transformer les ex—
pressions qui contiennent des sinus et des cosinus en d’au-
tres qui n’en renferment pas : pour cela, il suffit d’égaler
Sin & ou cos x & une nouvelle variable z, Par exemple, si



254 CALOUL INTEGRAL.
dans ’expression sin™x cos” xdx, on suppose sinx =z, on

aura

=t dz
cosr = V1—z* et dz =———=

=

substituant, on trouvera
1

n -—
sin"z cos®zdx = 2"(1— #°)* (1—2") ds
1
= z"(1—2") * dz,
expression qui se rapporte aux différentielles binomes.

On peut aussi appliquer immédiatement l'intégration
par parties a I'expression (¥) sin"x cos®zdx.

339. Enfin, les formules trigonométriques peuvent étre
aussi employées avec avantage dans de certains cas. Pour
intégrer, par exemple, sin mx cos nrda; comme la Tri-
gonométrie nous donne

sin acosh — Lsin(a - b) 4 Lsin(a—b);
en comparant I'expression sin 72 cos nx a cette formule ,
on trouvera
sin ma cosnzdz= {sin[(m+n)z]|dx -} L sin [(m—n)z]dz,
et Vintégrale sera, art. 333,

__cos[(m+4n)x] cos [(m — m)x]
A mef=n R m—n

C

o

De Uintégration des quantités exponentielles et
logarithmiques.

34o. Il a été démontré ,art..37, équation (25), qu’en pre-
nant les logarithmes dans le systtme Népérien, on avait

(*) Pour la comparer & udy, art. 299, équation (19}, on la décomposera
ainsi

1
n eI

sin™—rz,008"r sin xdr — — sinm-12.d cost+ir,
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da* = a® dz ]05 a; done , réciproguement ,

ax

Jardz = loga®

Ceel peut nous servir pour mtegler lexpressmn generalc,
a*Xdz , dans laquelle X est une fonction de z. Pour cet
effet , nous écrirons ainsi cette expression: X.a%dx ; et en

intégrant par parties, art. 279, nous aurons

fX.axdx-—loga ﬁoga St b

Cela posé, en différenciant successivement la fonction X,
nous en tirerons dX = X'dx, dX' =X"dx, etc.; donc

X’ X' f a* .
— . adr=r———a"— [ ——dX’;
ouﬁog a” & (]oga)’a (log a)*
substituant cette valeura la place du dernier terme de 1’6~

quation (76}, nous obtiendrons

X.a*' WX, -
log a (log a)" +_[;iog a)* o

En continuant d’opérer de la sorte, nous parviendrons A ce
développement

[ Xa*dx = a‘(& -

[Xa¥de =

X.r X:\' Xﬂ' & X{n)

(logay T flogay’ — foga = logay™

% fma’dX("J
~J (logay=+

Si, en prenant la suite des coefficiens différentiels X', X",
X“'. - XM, le dernier de ces coefficiens est constant, on
aura dX = o, et alors la partie intégrale s’évanouira.

341. Prencns pour exemple X =%, d’ot I'on déduit

=Gzt X'=9.3x, XY ou X0 —=3.9;

Ll

)
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done

) P S 2.3% T
JrPatda = a (loga-flog a)“+(log a) aw)'

Si on fait a égal au nombre e, qui est la base du systéme
népérien, log a devient loge; or, loge =1, en vertu de
P'équation e = e/°¢-¢; par conséquent

[rrerda = e*(a® —32* 4 2.3z — 2.3),

342. On peutencore parvenir a un autre développement
de fa?.Xdx. Pour cela faisons [Xdz =P, [Pdz=(,
fQdx=R, etc., et intégrons par parties, art. 279, nous
aurons

Jo* Xdx = a*P —fa"loga.Pdx.... (77),
fa*log a.Pdx = a®log .aQ — fa*(log a)’Qdz ;
et en substituant, P'équation (77) deviendra
Ja* . Xdz = a*P — a®log a.Q + fa*(log a)°*Qd =,
En continuant d’intégrer par parties, on aura en général

fa*Xdx = a*[P — Qlog a + R (loga)* — etc.]. ..
== (Za* (log a)dx.

343. Si Pon applique cette formule au cas ot X =—

on trouvera

a’dx " [ loga log a* log a a’-‘d:l:
o 414 " 2.3, 4.5:’]

a®dx
L’intégrale de? — estune fonction transeendante qu’on

n’a pu déterminer jusqu’a ce jour.
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344. En général, on voit que quelque puissance néga-
tive etentiére quel’on prenne pourexposant de z, on doit

a*dax
toujours tomber sur cette transcendante f e, dans

les fonctions successives P, Q, R, etc., les exposans de = -

diminuant tovjours d’'une unité, la derniére de ces fonc-
A :

tions doit étre de la forme Zv et par conséquent la der-

niére intégrale sera

f'éj‘fdx:Afi’_dﬁ,
L] * &

parce que A est constant.
Pour avoir une valeur approchée de l'intégrale de. .

Aadx e ;
, on n'a d’autres moyens que de substituer dans

cette expression le développement de a® qui est, comme
onl’a vu,

1+ zloga+ = (log 9* + = (log @) + etc,,
et d'intégrer ensuite chaque terme.

345. Si dans Péquation (z—:t = d logu, ou plutét.. .,
due = ucﬂog u, on fait u=— 27, on aura
dzr = a¥dlog 27 ;

ainsi, toutes les fois qu'on pourra décomposer une diffé-
rentielle en deux valeurs dont l'une+soit représentée
par z7, et Vautre par d log 7, Vintégrale sera 27 4~ C.
346. L’intégration par parties peut aussi s’appliquer 4
celle de Vexpression Xda (log 2)" ; carsi Von représente

’
par X,, Vintégrale de Xdz, on aura -

SEdz (log 2)" = X (log x)* — n f% dx (log x)*—.
Elém. de Cale. diff,
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On feéra dépendre & son tour cette derniére intégrale
d’'une autre, de la forme /X d# (log z)"~", et ainsi de

suite.

De la série de Jean Bernouilli.

347. Nous avons vu que beaucoup d’expressions diffe-
rentielles n'étaient intégrables qu'aprés avoir été réduites
en séries, et que, pour cet effet, en désignant par Xda une
différenticlle dans laquelle X est upe fonction quelconque .
de z, il fallait préliminairement réduire en série la fone-
tion qul est representee par X et lntegrt.r ensifite aprés
avoir substitué ce deve]oppement dans la formule Xdz,

La série de Bernouilli a I’avantage de réduire fXdx en
série, avant méme que 1’on ait donné la forme de X; cette
série est dans le Calcul intégral ce que celle de Taylor est
dans le Calcul différenticl. Voici de quelle maniére on la
démontre. Cherchant d’abord & intégrer Xdz par parties,
art. 279, on'comparera [ Xdz au premier terme de la for-

mule
Judv= uv — fudu,

et I'on aura
N=u; ~dv=idy;
. e 19- 2 )] 5h v ¥ @
par conséquent l'intégration par parties s'effectuera en
€crivant

SEdr = X — (xdX..., (78);

Vintégrale se prenant par rapport 4 la variable z, nous

avons
aX = $.de;
par conséquent
fraX = [ raz.

Intégrant encore par parties, u sera représenté, dans ce
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cas, par _';.E et dv par zdx; de sorte que nous aurons
x

x——'ﬂ, et nous trouverons

=

2
ax . _dX = e aX
. fﬁ}"xdm_-&;'z 2 " da?
ou, en mettant la fraction ; hors du signe d’intégration,
dX e O DS g g 4
-&-‘de-—-ﬂ . ?"T. T dx""(?g))

o 1=

X dX d T A
remplacant PR 4 et opé€rant de meme, nous

obtiendrons
B T o TN v SR et
rx’n&-oufa—x;.xdr_gxdmﬂ 3 .\T(Tz'—n-... (80},

et ainsi de suite.

Substituant la valeur du premier membre de Féqua-
tion (79) dans I'équation (78), et portant ensuite, dans le
résultat, celle du premier membre de 1’équation (80),
nous obtiendrons

dX - diR g

fde:X.T—H—x. }.—2+@ . m-—-etc. -~ const.

De la quadrature des courbes.

348. Soit s, fig. 75, V’aire ABMP d’une courbe plane;Fig_ 5.
si abscisse AP = z devient AP'= 2”4 %, Vaire s de~
viendra

3 ds dss h*
re ABM'P' =— —_ =y A .
aire 1 $+dxh+tlx“ 2+Etﬁ.,
on aura done
ds d’s h*

aire miztiligne PNIM'P' = —— e -
gne PNIM'P dxh -}~ = = - ete, ;

£&



abio CALCUL INTRGRAL.

cette aire est comprise entre les deux rectangles PM’ ¢
P'M, dont il est facile d’avoir les expressions anal ytiques :

le rectangle PN/ = P'M' X PP' = f(x - 1) .k,
le rectangle PM =PM X PP' = fa.h;

le rapport de ces rectangles est

fladh.h_ flet+h
Jfz.h it

dans le cas de la limite, ce rapport se réduit

j' x
f &

Or, la surface mixtiligne PMM'P’ étant comprise entre
les deux rectangles, difftre moins du rectangle P'M que
le rectangle PM’; donc, si dans le cas dela limite on a
PM’
IT‘ﬁ
Tapport

—1, & plus forte raison l'unité sera la limite du
. aire PMM'P’
rectangle PM’

En remplacant les termes de ces rapports par leurs expres-
sions analytiques, on aura

ds d2s ds d s h
T h d:z:“ + ete. T s i — | ete.
J®. .h = fx >

on passera i la limite en faisant k=0, et I'on trouvera
ds
dafx

valeur, on aura

=1, d’ou ds==fz.dz; et en mettant pour fx sa

ds= ydx.... (81).

349. On peut aussi déterminer la différentielle de l'aire
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d’une courbe, par la méthode des infiniment petits, de la

maniére suivante, fig. 76 : Fig. 56..

®dr=ydx -j——a—‘: .

MY o Y {r4dy
zrapésePMM’P’:PMt:P xPP'= (3. )

rejetant dzdy comme infiniment peut du second ordre, il
reste ydz pour la différentielle.

350. Pour premitre application, cherchons, fig. 77, Vaire Fig. 7.

d’une portion. BME de parabole Soit y* = ma I’équation
de cette parabole, dont l'origineest A; on trouve, en.dif-

férenciant , 2ydy =mdz ; donc dz = z-m{dy,_et_par con-

séquent yda = 2}-5:;—) dy :intégrant, on a
2N
fmd -[—C (82).

Pourdéterminer la constante, j observe que lorsque y==o,
I'intégrale , qui exprime la surface cherchée, est nulle en
méme temps. Cette hypothése réduit Iéquation (82) a
0=—0 = C; done

L i
f_rd:c-_..S —=

351. Nousavonsmaintenantdes observationsimportantes
a faire sur la détermination de la constante : pour cela,

résolvons le méme probléme en prenant la parabole dont
Péquation est

V= m 4 nx..\ (83).
L’origine des abscissesicin’est plus au sommet de lacourbe,

: ; . m
car, en faisant y =o , I’équation (83) donne x —=— -3 et

comune cette abscisse doit se terminex au point B, fig. 78, Fig.

78
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m : :
ol y=o, on portera o de Ben A, et le point A sera I'o-

rigine, Cela posé, en opérant comme précédemment, on
trouyera

27" L
sydy=ndx ; donc yd.:r_—_-%.-d_r et [ ydx:;a;;-[-(};.. (84).

Pour déterminer la constante; j'observe que la surface
ADMP, fig. 78, qui représente ici Iintégrale, doit étre
nulle lorsque Vordonnée MP coincide avec AD; or, AD
étant "ordonnée qui passe par Vorigine A ou I’abscisse
2 =0, léquation (83) nous donnera, dans cette hypo-
these,

» ou DA=y/m; faisantdonc [ ydx=o et y=/m,

‘?

ces valeurs réduiront 'équation (84) 3 0 = ; = ‘ot
H
h i 2 m* i s _
Pon déduit €= — 3=, et par conséquent Vintégrale
cherchée est
3
S BBy
Srda— 3 3 T dire ADMP.

Dans ce qui précéde,, nous avons tiré de l'équation de
Ia eourbela valeur de dz, pour la substituer dans la for-"
mule ydx , et intégrer ensuite, Nous aurions pu opérer
autrement, en mettant dans cette expression la valeur de
J plutdt que celle de dz; car, pour obtenir intégrale, il
suffit que la différentielle proposée ne contienne qu’une
variable ; ainsi on choisira la substitution qui exigera le
moins de calculs,

352. Une intégrale telle que [fx.dz, peut toujours re~
présenter l'aire d’une courbe dont I'équation serait y=/% :
eneffet, cette équation étant donnée, si’on substitue la
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valeur dey dansla formule [ ydz on aura [fz.dz pour
In surface dc cette courbe. Clest pourquoi lorsqu’un pro-
bléme nous a conduit a intégrer une fonction d'une seule
variable, on dit que ceprobléme est ramené aux quadra-
tures. ' ' o DEE

. &3 ’
353. Soit y une fonction X de 2, et supposons qu'en
intégrant Xdz on ait obtenu
SXdz = Fx 4 C... (89),

cette intégrale, dans laquelle la constante C n'est pas encore
déterminde, porte lenom d’intégrale indéfinie générale, oun
plus simplement d’intégrale indéfinie , et elle est compléte
loxsqu’elle renferme la constante arbitraire C.

354. Si, par une hypothése, on détermine cette constante
C; si 'on suppose, par exemple , que fXdz doive s’éva-
nouir lorsque z=a, 'équation (85) donne, dans ce cas,
o=Fa-}-C; donc C=—Fa, et cette méme équation (85)
devient i
S[Xdzr = Fo — Fa;
cette intégrale Fxr—Fa estalors une intégrale particuliére,
etl’on voit que le nombre desintégrales particuliéres d’une
expression différentielle est illimité, puisqu’on peut établir
une infinité d’hypothéses différentes sur la constante.

355. Lorsqu’on fait 'hypotheése de Vintégrale nulle. et
de x = a, cest admettre qu’en prenant, fig. 79, une abs- Fig. g9.
cisse AB==a, la surface soit comprise entre la limite BD
etla limite indéfinie MP qui correspond a AP = 2; donc
Yopération par laquelle nous déterminons une intégrale
particuliere est la méme que celle qui fixerait la position
de la limite BD , depuis laquelle on compte Uintégrale. La
seconde limite PM sera fixée & son tour invariablement, si
nous donnons i z une valeur déterminée b ; alors Vintégrale
particuliere fXdx = Fax — Fa, deviendra
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fXdz —Fb—TFa... (86),

et la surface BDMP ne sera plus arbitraire. Dans ce cas,
Pintégrale porte le nom d’intégrale définie, et L'on dit
qu’elle est prise depuis x =a jusqu'a z=0.

356. Pour désigner une intégrale de ce genre, on em—
ploie la notation suivante, qui est due a M, Fourier,

fb}{dm' R —

ce qui signific que Uintégrale est prise entre les limites ¢
et b. '
Par exemple, si Pon avait

-[;bde +f:de,

cette expression nous indiquerait que l'intégrale prise de-
puis a jusqu’a &, a été continuce de b en c, de sorte que
Vintégrale totale se trouverait exprimée par

¥
f Xda.
357. Cherchons maintenant l'intégrale définie de 2™dx;

nous sommes donc censés connaitre deux valeurs a et b,
qui satisfont 4 Vintégrale indéfinie

xlﬂ-l-i

m

Supposons. que la premiére corresponde a fXda = o,
on aura

et V'intégrale particuliére sera
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‘rm-t-l a'rl-i-l
faRdopi=

m-f1  me1

Nous ferons ensuite =25, et nous aurons pour l'intégrale
définie

pmt amntt

nfx'“da‘: = m_-—f-'—l Ao 7 a—:i-_lo

358. On parvient aussi 4 cetre intégrale en faisant suc—
cessivement x = a et 2 =~ dans l'intégrale indéfinie, et
Yon a

an+t Hint

= — 0
m -1 pe m+l+ 4

on retranchera ensuite le premier résultatdu second; mais,
en prenant cette différence, il faut toujours avoir soin que
la partie soustraite soitla valeur de la fonction de 2a Vo-
rigine de l'intégrale.
35g. Pour troisieme application, déterminons l'aire d’un
triangle rectangle ABCG, fig. 8o : I'équation de la droite AC Fig. 8o..
étant y — ax, en mettant cette valeur de » dans la for—
mule ydz , on obtient axdx; done

fydx:faxdx:iin-l-c;

la surface étant nulle quand z =0, la constante est égale
a zéro, donc
ros: |
aire ABQ =25 L% % ar=— Y,
T 2
360. Si dans la formule ydx on metla valeur de y, tirée
de équation du cercle, on trouvera fdz}/a* — z* pour

; : !
Pexpression de l'aire du cercle, Nous avons vu, art, 282,
que cette intégrale avait pour valeur
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B e f z\
= V/ & —z* 4 L a*are (31 =% -+ C.

i : xT : _
La partie * a® arc (sm = E) ne pouvant se déterminey

qu’en supposant connu le rapport du diamétre 4 la circon-
férence (*), on voit que Vintégration adax Va—3
ne peut conduire i la solution du probléme dela quadra-
turedu cercle. Il enest de méme de la quadrature ‘de 'el-
lipse qui dépend de

{_’ f da ‘/a"— x0
a
Si Von compare ces deux expressions, on en tirera la
proportion
aireellipse | aire cercle . gfd:z Va—z': flx Y @—2*,

ou

- , : b
atre ellipse ; aive cercle }: -1 1,
a
d’on Pon tire

atre ellipse =g < aire cercle — :21 xa® =nxab.

De la rectification des courbes.

361. Rectifier une courbe, c'est obtenir une droite égale
4 un arc de courbe. Nous avons trouvé , art. 15g, que la
différen tielle d’un arc de courbe avait pour expression

ds = Vdz'dy*... (88);

{*) 8i, par exemple, r= 3 a, jai E =é, et jopére comme dn:m

6
Iart. 238, pour déterminer I'are correspondant,
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une équation entre deux variables = et » €lant donnée, si
Von veut rectifier la courbe a laquelle elle appartient, on
différenciera cette équation, eton en tirera la valeur de da _
ou de dy, qu'on substituera dans Vexpression (88) ; aloxrsle
radical ne contiendra plus qu’une variable, et si I'on peut
obtenir Vintégrale , la courbe sera rectifiable.

362. Prenons, pour exemple, la courbe (*) dont'équa-
tion y* =nz?, a été trouvée, art. 166, a1"aide d’autres coor-
donndes ; cette équation étant différencice, nous donnera

32y = a2nadaw,
d’oit nous tirerons
3pdy
an

4
- et d.r’:s—) J
x* 4

ntx?

o=

dy*= % e d.?’“=%'£ dy*;

substituant, on a
sy S 1 T e O
v e

dy étant la différentielle de 'expression qui est sous le ra-

dical, A une constante prés, nous ferons, article 271,
: g n 2

%‘% =+ 1 =2z, d’el l'on tivre dy = % dz ; substituant, nous

aurons
Vdr*4+dy* = %z;dz ;

donc

(*) Elle porte le nom de seconde parabole ciibique, Cotte équation,
ainsi que celle de la parabole ordinaire , n'est qu’un cas particulier de
Péquation généraleym = azn; c’est pourquoi cette équation est appelée
Véquation de la parabole de tous les ordres.

On-a aussi regardé I'équation a2y — a de I'hyperbole entre ses asymp=
Lotes, comme un cas particulier de Uéquation emyr—aqmtn | qui est ap-
pelée pour cette raison » Véquation de Uhyperbole de tous les ordres,
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ou, en remettant la valeur de z,

[Viz+dpr= ( - - ) + C.

Pour déterminer la constante, on voit, d’aprés la nature de
I'équation de la courbe, qu’a Vorigine des abscisses g est
0; ainsi, en supposant que l'intégrale soit nulle en ce
point , on a

et par conséquent

ft/dr’-f—dy’—"# \f[ci{ ) +1]

Si z—=a, larc s, compris entre les limites x=—=o et x=a;

‘/L4(n) ok 3——_°

e 2dye
363. L'équation de la eycloide, art. 200, donne dx* = el

2ay — 72
substituant cette valeur dans la formule (88), nous trouverons.

IdJﬁ'l 2a
b=/ 14 2 \/ 1y 5
drek 24y — .?" & 24) — J" Ap—r

(aa—y) ]
Comitic dy exprime la différentielle de Pexpression qui est sous Ja pa-
renthise , multipliée par —1, nous ferons, art. 251, 20 — y = 7, et nous
aurons
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1 I
aa G
dr \/;‘—___—! =—()"s - ds.

Cette dquation étant intégrée, donne

e X e
fd! V; = y:.‘--zf:za]’l‘ + == BVMs—f-‘C;
—

ou, en restituant la valeur dey,

i === 2 .\/aa {aa —y) 4 C.. -t{Sg)-

2a —

Pour déterminer la constante, nous prendrons Pintégrale de maniére
qu'elle g'évanonisse quand y=2a; dans cette hypotheése, ’équation (8g)
e réduira s =04 C, ce qui montre qu'il n’y a point de constante &
ajouter ; alorsl'arc de cyc]o:de g'étendra depuis le point B, fig. 81, ont Fig. 8.
y=2a, jusqu’au point M , dont les coordonnées sont x et y. La valeur

absolue de D'arc MB étant 2 V/2a (3¢ — ), nous remarquerons que
BE=32a—y; doncaV e (32 — )= 2{/BD x BE=2BG; d’ot il suit
que Yare de eycloide MB est égal au double de la corde GB; par consé-
quent , arc AB = 2BD.

.

De la détermination de Laire des solides de
revolution.

364. Si une courbe BC, fig. 75, tracée sur un plan, fait
une révolution autour de 'axe AX, elle engendrera un so—-
lide de révolution. Cherchons la différentielle de Iaire en—
gendrée par cette courbe. Pour cet effet, soient AP
PM =y, PP’ =k, et par conséquent

PMi=dfe = 9,
ey dy
P'M =f{x+k)=y+d +d:r." -+ ete,

Fig. 75.

==

Dans ce mouvement de rotation , les ordonnées MP et M'P’
décrivant des cercles inégaux , ces cercles seront les bases
d'un cone tronqué, dont la corde MM’ sera le coté. Laire
de ce cone tronqué aura pour expression



270 CALCUL INTEGRAL.

cire. PM 4= cire. P'M < corde MM’.
2

En représentant par 1 i le rapport du diamétre i la cir-
conférence,, Iexpression précédente deviendra

MM—WE\E’ s<¢ cordeMM =#=(PM-+P'M’) < corde MM‘ ;
2

et en m’ettant, pour les ordonnéesPM et P’'M’, leurs valeurs

analytiques, on aura

9 h?
mrecé‘m tranquéMM =" 2‘)*—}- h-{-m-— —etc )cordeMM’

d’ou Pon tirera en divisant,

aire cbne tronqué MM’ dy day A
corde MM/ ( + g da* 2 g i) elc.).

Si nous représentons maintenant par u l'aire engendrée par
le mouvement de rotation de I'arc MM’, et par s cet arc de
courbe ; comme en diminuant &, cet arc tend & se confondre
avec sa corde, le premier membre de I'équation précédente

devra étre remplacé, dans le cas dela limite, par e ; etle

ds
second se réduisant alors & 24y, nous obtiendrons
du .
— T
I 5 i

et par conséquent du=2zyds; et en mettant pour ds sa
valeur trouvée art. 159, on aura enfin

du = a7y Y/ dz* +ds*... (go).

365. Parles infiniment petits on aurait considéré 1'élé~
ment de la surface de révolution , comme celle d'un cdne
tronqué , engendré par la rotation du trapize élémentaire
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5 3 - L .
MPP'M, fig. 76, autour de PP’; ce cOne tronqué aurait Fig. 6.
pour expression

cim.(PM-}-P'M )XMM':ﬁ'(U'FdJ’ )ds== 2zyds | »dyds ;

2

supprimant le terme sdyds, comme infiniment petit du
second ordre, il resterait
amyds=2zy |/dx“+dy_“,élément d’'une surface derévolution.

366. Pour premiére application, prenons Paire du para-
boloide de révolution, ‘qui est le solide engendré par la
révolution d’un arc AM de parabole, fig. 82, autour de son Fig. 82.
axe: I’équation de la parabole y* = px donne

dx—_-w et dr’:i{;—fx.

Cette valeur étant substituée dans la formule. ......
2y V/ da*dy?, la réduit a

AP - 5
2@’\/(4——*‘yp, E*) dy’ =-§J’d.ﬂ/4.?“+1’"°

ydy étant la différentielle de la quantité qui est sous le ra-
dical, & une constante prés, je fais, art. 291, {y*+p* =1z,
et en différenciant je trouve ydy= %; substituant et in-
tégrant, j’obtiens

ik e PN ol e o
f;ydﬂ/ti:rﬂa =5 dzﬂ_ﬁp e
3
i :6%(4.7°+P')’+C-

Je détermine la constante en supposant que l'intégrale soit
nulle lorsque = o, ce qui réduit 'équation précédente a
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. 1
0 —_—Ep’—]-(l, ce qui donne Gx-—-%’_;
et en supposant que l'intégrale soitprise depuis y=o jus-
qu'i y =10, Vintégrale définie sera

- 3
T ke aa'f ey o8
61;[(45’ ) Pl

367. Pour. seconde application, évaluons laire de I
sphére. Cette surface courbe étant engendrée par la réyo-
lution de la demi-circonférence autour du diamétre, soit
x* + y* = a® Péquation du cercle ; en différenciant nous

trouverons xdx + ydy =o; donc

xdx x*da?
dy—— """ et dyi=— —
1 G Al

substituant cetle valenr dans la formule (go), nous obtien.
drons -

25y \/(;'T: ~ I)dx"‘ = famdxy/ x*4-5*
. = [azadx = awazx + C...(g1).

Pour déterminer la constante, nous prendrons lintégrale &
partir du point A, fig. 83, et puisque I'origine des abscisses
est au centre, Nous supposerons l’intégréle nulle lorsque
cette hypothése réduira 'équation (91) &

r=-—a;

0=—o27a’+4G; donc C=aza%
substituant cette valeur dans ’équation (g91), nous aurpns
Soxadx = o7 (ax + a¥).

Prenons maintenant lintégrale définie entre les limites
g==—a et z=a; il faudra changer = en a dans la for-
mule précédente, etnous obtiendrons, pourla surfacedela
sphere,
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faradx = 2% (2a°) = f=a’.

368. On peutaussi trouver I'aire du cylindre droitjcar
cette surface étant engendrée par la révolution du rectangle
AD, fig. 84, autour de Vaxe AB, soient AB = a, CA ==} ; Fig. 84.
I’équation de la droite CD sera y = 4; donc dy =o. En
substituant ces valeurs dans la formule (go), on la réduit

A 2#bdx; et en intégrant on a

Sorbdr = owbz < C.

Sil’on prend Vintégrale définie entre les limites z = o et
z=a, on trouve pour l'aire du cylindre

awba = 2xb >< a= circonférence de labase X la hauteur,

A Végard de Vaire du cdne, ce solide étant engendré par
la rotation du triangle rectangle ARG, fig. 85, autour de Fig. 85.
laxe AB, soient AB=a, CB=1,; l'équation de AC sera

b
J' = &; celte équation donne, par la différenciation,
b b
d_y:a dz et dy'= — da.
a

Les valeurs de y et de dy* étant substituées dans la for-
mule (go), on a

e b —_— e
famy \/dady = 2w£dx V“""b,:"”'bai; V a5 +CH

eten prenant Uintégrale définie entre les limites » — o et
Z=a, on obtient

aire du céne = wh \/ a* 4+ b* = 2xbh > )-\—C-

= ctreonférence BC = C

Elém. de Gale. diff, : 18
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De la cubature des solides de révolution,

L ]

369. Soitvle volumeengendré parla révolution del’aire
mixtiligne ABPM autour del'axe AX, fig. 75; si 'abscisse
AP ==z devient AP’ =z <4~ %, le solide de révolution s’ac~
croitra du corps engendré par la rotation du trapéze miy~
tiligne PMM'P" autour du méme axe. Le volume engendré
par ABMP étant une fonction de z, puisqu'il s'augmente ou
diminue en méme-temps que x, il s’ensuit que le volume
engendré par ABM’P’ sera une fonctionde & -4 &, et aura

our expression
’ . + b ot o= Y < -+ ete.

d dz* 3

par conséquent , si ’oh en retranche le volume engendré par

ABMP, on aura
de P d?w h? .
"d_a: { e o d—xn -2— + €tc. ,

pour le volume engendré par PMM'P’. Or, ce volume étant
compris entre les cylindres engendrés par les rectangles
MP’ et M'P, différera moins de Pun de ces cylindres que
ces cylindres pe different entre eux; donc, sil’on peut
prouyer que, “dans e cas de la limite , le rapport de ces
cylindres est l'unité, il en sera, & plus forteraison, de méme
du rapport du corps décrit par PMMP’, 4 I'un de ces ey-
lindres. Cela posé, on a évidemment

le cylindre décrit par PM' = = [ f(z ~+ I)]*h,
le ¢ylindre décrit par PM = = (fx)h;
donc le rapport de ces cylindres est exprimé par
[f(z+ B
(f=y -

En faisant A=o0, on voit que ce rapport se réduit i
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Punité; il en sera donc de ‘méme cfu rappo'rl‘du volum'c
engendr€ par PMM'P’ & ct'ﬂm c!u cylindre décrit par MP 4
Or, cerapport élant représent¢ par

dv Afp Bt o Apogg o
it at® st et

w(f x)*h = ([ x)* 4
ona, dans le cas de la litni_le .

(_l-‘:
de Ry
w(f.r]‘*_ ?

d’ont U'on tire
1
tdl:.i' = f2)* =wy',

et enfin

de = my'dz. .. (92).

370. On parviendrait au méme résultat par la considd-
ration des infiniment petits : car on peut concevoir le vo-
lume MON, fig. 86, épmme partagé en tranches infiniment Fig. 56
minces , par des plans perpendiculaires & I'axe de révo-
lution ; 'une de ces tranches, qui est I'élément du corps,
peut élre considérde comme un cylindre dont la base est
le cercle déerit par y, et dont la hauteurest égale a Pépais-
seur ab représentée par dx ; par conséquent cet €lément a
pour expression zy’dz. '

371, Appliquons cette formule a la détermination’ du
volume de Vellipsoide allongé ; qui est le volume engentlid
par la révolution de Vellipse antour de son grand axe
Péquation de Pellipse rapportée au centre étant.. ... ..

b :
r=- (@’ —z?), onsubstituera cette valeur de y* dans la
L

formule #p*dz, et I'on aura
1,



Fig..87.

a6 * CALOUL INTEGHAL:
&l
ryidr = e (a* — a") dx ;
el en intégrant, on trouvera

[wyda= wg(a’x—— %—) 4= C... (g3).

Supposons que Vintégrale soit nulle au point A, fig. 8;,
ol &= — @, NOus aurons

. b

C=m= = 54 3 a’;

et en substituant cette valeur de C, l'équation (93) devient

b art g

e a 3
fﬂjfzdx—-w;; a.:r—-g- ga).
Faisons ensuite x = a , pour avoir I'intégrale définie com-
prise entre les limites x = — a et x = -~a; nous obtien—
drons.
b2 4
W 3 .
fﬁ“f"ds‘r =a ; .‘g a3

tel sera le volume de Vellipsoide allongé. Si b —=a, ce
volume deviendra celui de la sphére, et aura pour ex~
pression :

4

LA 2 : . ;
3 a-‘=§ ' X2a= 3 du eylindre circonscrilt.

Déterminonsencorele volume du paraboleidederévolution,
Poun cet effet, prenons la parabole de tous les ordres pour
génératrice ; 'équation de cette parabole nous donnera
N
y = azxm’
substituant cette valeur dans la formule (g2), nous ob-
tiendrons
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MM
i mya‘z ™
L .Z""'——'-—""—-"'C.
p-‘_.ﬁax d-— 2n|”

Pour déterminer la constante, nous supposerons le volame
nul & Vorigine ou @ = 0; alors nous aur(:ns C=o,
Lorsque m=2 et n=1, ou ay=ax?®; d’oii l'on tire
y* = @z, ce qui est I'équation de la parabole ordi- -
naire, dans laquelle @* tient la place de la constante p de
'équation de cette conrbe. Dans cette hypothése on a

2 : x
v:'wa’-:i:wa”x£=xy’.—. X
2 2 2 Fig. 88.

Or, xy* étant Vaire du cercle dont PM, fig. 88, est le
rdyon, 'expression 1#y*.x représente lamoitié ducylindre
déerit par APMB autour de l'ax_e des abscisses : donc le vo-
lume de la parabole ordinaire estla moiti¢ de celui du cy-
lindre ecirconscrit,

De la cubature des corps terminés par des surfaces
courbes, au moyen des intégrales doubles.

373. Proposons-nous de déterminer Pexpression de la différentielle Fig, 8.
d'un volume terminé par une surface dont ’équation est dennée. Soit
EDCB, fig. 8y, un volame comprisdans Pangle des axes coordonnés Az,
Ay ot Az, et terminé par un plan DCG, paralléle i celui desyz; si =
devient x =, ce volume s'aceroitra d’une tranche DDYCC, dont I'épais-
seur sera h 5 ef en nommant V' ce que devient alors le volume, on aura
av d*V he d3V hs
Vi — )
FH¥irdf g e o e . gk )

et la tranche DD'CC'F (1 sera représentée par

av d*V ke dzy p3
V—V="Z —— s ——
el o bt Sl
dans le cas de Ja limite , cette équation nous donne
V—¥ _ V¥
TR gy 91):
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! 4o
Nous avons deja fait assez connaitre les méthodes des limites of deg
infinimens petits, pour jque nous ne craignions pas demployer jci
quelcues considérations tivdes de ceite derniére, afin de jetor plus de
Jour sur cetle matiére; on pourra ensunite, sans difficulté , revenir anx

limites, L'équation (94) nous montre quo"‘-]; est le coefllciont différen-

: T dy
tiel qui détermine le volume ; par conséquent la dilférenticlle est a7 dee

cette différentielle nest autre chose qu'une tranche infiniment minee
DYCCYG, dont dr serait Vépaisseur. Si dans cetlo tranche on fait
varier »; elly deviendra infiniment mince dans le sens des y, comme
ello Nest déja dans celui des x; et, par conséquent, olle se réduirad un
petit prisme élémentaire IVKF, dont = sera la hauteur, et qui aura
pour base FGKL= dad » ; nous aurons done

' di%dzﬂ: sdxdy
équation qui nous donnera nyl
daV
Fedy T

remplacant = par sa valeur tirée de I'équation de la courbe, eclle valeur
sern, en général , une fonetion de x et de y, que nous représenterons par
M, et nons aurons .
d:V -
Gy =

373. Pour déterminer le volume, an moyen de cette expression, deri-
vons-la ainsi:

av

de g4y —Mdy;
dy

la. notation qui est dans le prem?er membre nous montre qu'on est

.

parvenu i Pexpression de Ia différentielle de g » en regardant ¥ comme

variable et » comme constant; la méme hypethése devra done avoir liew
lorsque , par une opéralion inverse, nous intégrerons ; mais alors =
étant traité comme une quantité constanle, pourra s¢ trouver dans la
constante qu'on doit ajouter & l'intégrale. Nous regavderons done, en
géneral , cette constanie comme une fonetion de > et ¢n la roprésentant
par X, nous aurons, parune prowiére intégmtion

IV i :
:Tr-:jI\Idy-J-l.... (99).
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Pour exéeator Ia seconde intégration, neus remarquerons que la notation

Ve quo la dilférentiello du volume doit dtre prisc en regardant z
dx

comme la scule variable : nous devons done conserver la méme Lypo=
ihése dans Vintégration ; ainsi; en représentant par Y. la fonetion de ¥,
qui remplacera la constante, et enm ultipliant préliminairement par de,
pour changer le coeflicient différentiel en une différenticlle . nous trou-

yerons

Vo= fdz(/Mdy 4 X) + Y.

374. L’ordre des intégrations étant arbitraire, on peut indiquer ainsi
les opérations que nous venons d'exéeuter |

V = ffedsdzr.... (g6).

355. Pour donner une application de cette méthode , proposons-nous
de trouver le volume de la sphére : Péquation de la sphére élant

xSt =r

on tirera de cette équation lalvaleur de =, et en la mettant dans la
tormule (¢6), on aura

SSodxdy ou  fdyfadz= [dyfdxV/ iz =77, .. (9)),

regardant 3 comme constant , et appelant A2 la différence rr—y2, qui
et essentiellement positive, puisquer surpasse toujours 3, nous trou-
verons d’abord, en intégrant par rapport iz,

fadeV/P o = = fleVA =

or, d’aprés Particle 282, nous avons

fdeA?-—-.z':';VA'—.:! -+ :; A2 are (sin = E) Y,

et en mettant la valeur de A1, on trouve

SlaV gt ey 4L fr’—y’}ar-c(ﬁin:——L_ )+Y )
. 3 e (5]

Pour prendre I'intégrale définie, observons que Ia constante y étant

repre’s_auté'e par AP, fig. go, tous les points que nous allons déterminey Fig. 90,

par celte intégrale, deivent avoir lears projections sur la direction de

PM; car Pun quelconque de ces points ayant Ta variable s pour or-

donnée , aura AQ et QN pour ses antres coordonnées yet.alors QN sern
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égal i la constaiite AV et Pautre coordonnée AQ, dirvigie dans le sens
des =, pourra étre remplacée par PN : de sorte qu'en comptant les a sup
la droite M, lesy seront conslans. Prenant done Uintégrale de ' en M
c’est-h-dire depuis x = o jusqu'a ¥ = PM = V" —73, nous substi-
tuerons successivement & r, dans le second membre de Péquation (g8),
les valenrs = V;;F—_y' ¢t =0, et retranchant le second résultat dy
premier, nous trouverons , pour Pintégrale définie ,

g (rr —ry2)are(sin=1):

et observant que l'arc dontle sinus est I'unité , vaut le quart de la eiy-
conférence représentée, suivant 'asage , par 2, cetle intégrale définie

devient

I ©

3 (r*—ur) x =i
cotte valour do fdx'/ r*—a?—7* élant substituée dans Péquation (g7),
on aura

3
Sodniy = af e =y =gs(rr =) +X;

et , en intégrant depuis y = 0 jusqu'a » =r, on trouvera

riy 2nxr? 1
il ol esglaaly e i LML
S [ zdxdy i r ) = =& 3.

Tel sera le volume qui reposera sur le quart de cercle BAC, et qui
sera par conséquent le huitiéme de la sphére. (Note diziéme.)

De la guadm!urﬂ des surfaces courles, au maoyen des
intégrales doub!e.r

376. Soit, fig. 8y, EDCB =5, une surface courbe , et supposous que
P'abscisse rs’accroisse deh; cette surface deviendra S+ -3 h+d—§ _+;P ele.;
et, dans le cas de la limite, le rapport de Paceroissement dela fonptwr,l

e
S4a celui dela variable z, se réduira ad—g, @0t Pon conclura quela dif-

: ds L) N
férentielle est i dx: cette différentielle sera repréaente’e, dans la figure,

par la hands DDCE d’une targeur infiniment petite. Si dans DD'CCY on
fait maintenant varier »; et que » devienne encore infiniment petit, Ia

dxdy.

bande DIYCC” se réduira a DIVIL, et aura pour expression rl.drds
o4

Or, cotte surface DD'LI" étant infinimént petite, on peut 1a considérer
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comme plane ; par conséquent., el
inelinaison 4 sur le plan des @y,

1 Ia multipliant par le cosinus de son
elle égalera ded » (note onsidme) ; nous Fig. 89.

SuSRRORES DIV eosy = dzd,

ou
T;Ix_di drdycosy = dxdy;

d'olt nous lirerons
da25 I

dzdy — cosy
Pour déterminer la valeur de y, soit Az~ By 4 Gz D =0, Péquation
du plan tangent ; nous savons que co plan fait avec le plan des 2y un
angle qui est donné par I'équation (nare dou ziéme)

\/r+() (%)

Si nous considérons done Ax < By - (_]z 4 D==0 comme Péquation
du plan tangent au point de la surface courbe dont la projection est

cosy =

dxdy, nons aurons

d—‘f-_—\/ ( +(d + (99)-

Pour déterminer les coefficiens différenticls qui entrent dans cette ex-

~pression , nous remarquerons qu'au point que P'on considére, le plan

tangent se confond avee la surface courbe , dont nous représenterons
ds

Péquation par = f (=, ¥) ; par conséquent , les valeurs de '—jdi_ et de 0
_(ui entrent dans l'expression de eos 5, doivent étre regardées, art. 77,

conime les mémes que celles que Ron déduirait immédiatement de 1'é-

quution 2 =/f(x, 7). Ayant donc fait ees substitutions , en intégrera

ensuite deux fois Péquation (gg), multipliée par daedy, opération que Fig. 89.

nens indiquerons, comme preécédemment , par un double signe d'inté-

gration, el nous aurons

S=Jfasy \/ a+($).’+ Gy
397. Pour donner une applieation de cette formule , cherchons 4 dé-
terminer Pexpression de la surface de la sphére. Son équation étant
2R yrAEd =0, 00 (100)
nous la différencierons, et nous trouyerons , aprés avoir divisé par 2,

xdx o~ ydy 4 2ds =0,
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ol nous Lirerons
x ¥
ds=—-de —=dryj
E f

par conséquent

=

dz ¥
5

z maor

e &£
s == pfo iy

Substituant ces valeurs dans ’expression ¥ dy dz) !
nous la changerons en
R A r
\/ +E+ T =tVErrF o=

¢l par conséquent nous aurons

rrisg/ i () (&Y f L

mettant la valear de =, on aura

e\ (E )+ (o) = [ =

378, Pour effectuer los iutégrations in:hquaes 3 Dous écrirons

f—mmfm = s nais  (EBLY

Vir—zr—ys Vir—aa_jya

el par la , nous marquerons que nous devons commencer par intégrer

3 ) dx .
Pexpression ——————, en considérant 2 comme la seule varighle;
P gi— 2 S

faisant done, comme précédemment ,
ri—yr — Al

L

el intégrant, d'aprés I'art. 274, nous aurons , en ajoutant une constants
fonction de y,
de. it
[‘VAL-—.::; =aresin. + Y;

mettant la valenr de A, et prenant ensuite Vintégrale définie depuis
z=o0 jusqut 2 =Vr"—y*, il viendra

[‘-—d‘r—;—;—ﬁ = are (sin =1) =
ra

T~
;cumnfmence ==
xXA_y a

v 4
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cstte valour étant substituée dans Péquation (101), nous donnera

[,'_‘r_dxd_y_:: grd)f:;my—l-x;

rr—gi—y3

en appelant X la constante qu’on doit regarder comme une fonetion de
z; prenant énsuite Uintégrale définie entro les limites y =o et y=r,
nous trouverons enfin
¢
—_— rdady, — = - nrt.
v Fle— 3 — 2 2
Telle sera la partie de la surface sphérique compriso dans Vangle formé

par les axes des coordonnées rectangulaires x, 7, s, c'est-a-dire la
huitiéme partie de la sphére.

De Lintégration des fonctions de dewx variables.

379. Les deux méthodes principales que l'on emploie
pour parvenir A intégrer les équations différentielles, qui
contiennent deux ou un plis grand nombre de variables,
consistent, 1°. dans la séparation des variables, pour pou-
voir leur appliquer ensuite les procédés usités pour une
seule variable ; 2°. dans la recherche des facteurs propres a
vendre nue différentielle exacte. C'est pourquoi nous allons
nous occuper successivement de ces deux méthodes.

De la separation des wariables , de [égquation
linéaire du premier ordre , et des propriétés des
Jonctions homogénes.

380. Nous avons vu que toute difféventiclle, pour étre
intégrable, devait étre de la forme gadz; ainsi, on serait
arrété dans Pintégration d'une équation, si elle renfermait

: \ d:
des tevmes tels que yd#, zyde, — ete. Cependant, il ne
Ul

faudraitpasconclure que intégration est impraticable; car,
§1, par des opérations algcéhriques, on pouvait faire en sorte
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que chaque terme ne contint plus qu'ane seule \arsahle
Vintégration pourrait s’effectuer ensuite. L’équation, ,
2dy 4 yda = o est dans ce cas. En effet, si P'on dmse
cette équation par zy, elle devient

dy + 0;
et en intégrant, elle donne log_y-j- log #=C; etenrepré-
sentant par A lenombre dont G est le loganthme, on peut
écrire logy 4 logx = log A, et par conséquent
] log 2y = log A;
passant aux nombres, on a Xt
e, e
381. Soit I'équation plus générale
px.dy 4 EFy.da=o0;

pour séparer les variables, on divisera cette équation par
gx.Fy, et l'on trouvera

d AL
F; + (p:r: ey belc
équation dans laquelle les variables sont séparées.
382. Pour en donner un exemple, proposons-nous d’in-
tégrer =
(1 + 2 dy =dz v/ :
en divisant par (1 4+ 2*){/y, on ama
s 82 o
V. doF ab
el en intégrant cette équation, on obtiendra
2y/y = are tang x + C. .

383, Ou séparerait encore les variables par la division.
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dans la formule

oz . Fy.dz 4+ ¢z . Fy.dy =o;
pour cela, il suffirait dediviscrpar Fy.¢'z, et'on aurait
oz d e
e dz + = 0.
Ce procédé est applicable a l'equatlon

2ydr 4 (3y + 1Ndyva* =o;

car, sionla divise par y{/x’% on obtient

@) 32
sz &

384. L'intégration poufrait encore s’effectuer si la pro-
posée renfermait plus de deux variables, et qu’on pitla
ramener a ne contenir dans chaque membre que des dif-
férentielles dont on connait I'intégrale, comme seraient,
par exemple, les fonctions

%ﬁz, zdy + ydz, ete.,

: 5 : . x
qui ont respectivement pour intégrales — et xy.
J

385. 1l est une équation importante , dans laquelle la
séparation des variables s'effectue par un procédé wes
ingénieux, c'est la suivante :

dy 4+ Pydxr = Qdz... (102),
oit P et Q sont des fonctions de x.

Pour cet effet, on égalera y au produit des deux indé-

terminées X et z, ce qui donnera

y=1:zX, dy = zdX 4 Xdz;

substituant ces valeurs dans 'équation (102), on la trans-

oS
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formera en

7dX &= X(dz - Pzdx) = Qda.

X étant arbitraire, on déterminera cetie fonction en éga.
lant entre eux les termes qui ne sontpassousla parenthise,
ce qui décomposera I’équation précédente en ces denx-cj .

X(ds 4 Pzdz) = o, z2dX =Qdz;
la premiére donne
8 e oDl . i alon & e saDds

z
ou , en observant que loge équivaut a I'unité,

- S dz
log z = — [Pdx log e= log e JP ;
passant aux nombres, on a

— [Pdx

Z=¢8 -3
on tire de la seconde

T T

z i

donc
% 2200 dr G
mettant ces valeurs de z et de X dans I’équation
y = X,
on obtient
gide o Sl a0 Ema).

Cette équation porte le nom d’éguation linéaire du premier .
ordre; nous en verrons la raison, art, 450.

&

386. La séparation des variables peut toujours s'effectier
dans les équations dilférentiellesdupremier ordre 4 denx va-
riables, lorsqu’elles sont homogenes. Une équation homo-
gene est celledans laquelle tous les termes, considerés par
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port aux variables, sont de mémes dimensions : ains
1ap ‘

‘équation
i az’y? +bryt + ep'zt = o
est une équation homogene,, puisque la somme des expo-
sans de z et de y étant égale a 5 dans chaque terme, tous
Jes produits z°y?, xyt, ete., sont chacun de cing di-
mensions.
L’équation :
axby® — brdy eyt = o
est aussi homogéne , puisque la somme des exposans des
variables dans chaque terme est 8. La variable # n’entre
pas dans le derniér terme de I'équation, mais cette vaviahle
peut étre considérée comme élevée & la puissance zéro.
387. Soit, en géncral, z une fonction de z et de y com-
posée de termes homogénes , tels que Axfy?, Bzt yv',
Gzr’y3", ete. Sinous représentons parn la somme desexpo-
sans de z et de y, dans un de ces termes, nous aurons, en
vertu de I’homogénéité,

pt+a=n, p+qg=n, p'+q =n, et.

Cela posé, si nous divisons tousles termes par =", I'éga—
lité subsistera encore, et le terme Ax?y9 deviendra

AxPyi Ay'?_Ayi__A i
TE P nedoo] (9

Ce que neus disonsde ce terme pouyant sappliquera tous
les autres, nous aurons donc )

5= (D)

et en faisant é = g, cette équation deyiendra
#"Fg = sz,

équation qu'on peut écrire ainsi:
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Qa® ="k.su0{104);
en appelant Q la fonction représentée par Fg.
388. Considérons maintenant ’équation différentielfe
Mdx + Ndy = o,
dans laquelle les coefficiens M et N sont des fonctions |-

mogenes de deux variables z et  d’une dimension 2,
En divisant cette éguation par 2", elle pourra done sp

~ mettre souns la forme

z l) =o0;

‘p(x)d:r-f—F(I dy=o0;

et si nous faisons . = z, cette équation deviendra
€T

. dzgz 4+ dyFz = o,
ou plutdt

dr
¢z -+ de_x e g )

Pour achever d’éliminer 3 au moyen de 1’e’quati0n‘1=z,
€T

ou plutdt y—zz, nous différencierons cette dernitre équa-
tion, et nous obtiendrons

dy xdz
dz T gy

cette valeur réduit Péquation (105) a

zdz
Pz - Fz(z +-a—;—) =10,
d’oun Von tire

.Ed_z____q_:i_z_____(qaz-kze}
dw = Fz 'L Fz y
et, en séparant les variables,
ﬂi dzFz

x 9z + 3Fz’



prs BQUATIONS DIFFERENTIELLES HoMociNms, 289

et par conséquent

dzFz
log.r:--—fm'f* ¢

Lorsqu’on aura intégré, il nes’agira plus que de mettre dans
le résultat la valeur de z.

38g. Prenons pour exemple léquation..........,.
x’dFJ”dT'f’xfdx : en faisant y = zz, nous trouverons

dy = zdz + xdsz,
et, ensubstituant ces valeurs, I’équation deviendra
2'zdx 4 2¥dz = z*zdx + zz'dz;
réduisant et divisant par 2%, factear commun, on obtiendra
2dz = z'dx ;
cette équation étant divis€e par z* et par x, donne
e ds

—

z 7

et en intégrant, on aura

4 1 -
| =t = C=—=—"C i
0% =l yt ik
x

3go. Prenons pour second exemple I'équation

en faisant disparaitre le dénominateur, on yoit que tous les
termes de cette équation sont de deux dimensions: ainsi,

nous supposerons y ==zx ; et en réduisant, cette équation
nous donnera

4y ot =)

dx 4 (r 4 2) :
Elém, de Cale. diff;

9
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d ' b3
mettant pour 52 s valeur tirée de Péquation y = ;o

dx

on aura

transposant z dans le second membre, et réduisant au
méme dénominateur , en trouvera

dz ___ (14-2) &
& 2z 4

x

et enfm

lch__—fz—z:—- —=——-logz -LC

2z 2z

3g1. Lorsque l'équation proposée, outre les termes Azpye,.......
Barfyd' == ete. , contient des polynomes tels que

My o= Nev'y”  eteedz, (Palrs Qs 4 ote.)idy,
les variables seront encore séparables si Pon a
pEg=p+e =t k= (' 4 k= (t+ u) L = (e+u)L.. .. (106).
Pour le démontrer, faisons
(r+9k=n, (F4sk=n..... (107),
et divisons par 2 tous les termes du polynome
(Marys o Narlys -1 ete.)k,
ce polynome deviendra

(M:D"+Nx",r"+etc ) (M_r +N.r" i )l-
T | i
__,l

or, les équations (107) , nous donnent

;-—-r::, ;-—-r‘::’;
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abstitaant ces valeurs dans V'expression précédente, nous trouverons

(]\1“;; e ‘Ni—':-',- -+ e'tc.)k = [MC:—;)‘ +N (E)J-f. ﬂu_:r ;

ce qui prouve que lorsque les quations (166) ont lieu, les polynomes
&levés A des puissances , se réduisent, comme les autres termes, & des
fonetions de 2

Par conséquent, en ﬁlisanti:x, ou plutdt, »= sz, Péquation peut
se réduire & une fonction de . Pour en donner un exemple , soit

2dy =— ydzr = dx\/;'——? ««. (108).
Cette équation écrife ainsi, :
7oty — a0 = de (oiyp — ey, @

on voit que les équations (106)sont satisfaites] ainsi, nous ferons y = e,

ot par conséquent

dy dz
a;—.._s-}-.ra},

substituant ces valeurs d!i__lg Péquation (108), réduisant et divisant par
le factetr commun , on obtiendra -

L -
dr Aag s
= - =2Vi-n,

d=x ds
z

5wy

et par conséquent

intégrant, on trouvera , art. 293,
logx =are(sin=1z2)+C,
ou, en remettant la valeur de z,

logz= gm'(sin =‘£) 4 C.

392. En général, lorsqu’on a une fonction homogene des
variablesz, 7, z, etc., on peut toujours séparer "une des va-
viables, par exemplex, en faisant y == tz, 2= uz, ete. (*).

(*) Voici ce caleal = goit. Mda 4~ Ndy 4 Pdz = o0; une équation ho-
mogéne, dans laquelle M, N, P, sant des fonctions des trois variables

19..
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393. On emploie quelquefois des exposans indétermings
pour rendre une équation homogene : soit, par exemple,
Péquation

aymz"dz =4 bxPdx 4 cxidy =o;

on supposeray = z*; et comme I'exposant & n’est pas une
variable, mais une constante inconnue, on différenciera par
Part. 18, et 'on aura

dy =#k?"'dz et y"=2";
en substitnant, on chtiendra
@az'"zmdx + bardx 4 ckrizv='dz=o ;
celte équation sera homogene si I'on a

' km4+n=p, g+k—1=p;

.y, 2; ces fonctions M, N, P contiendront des termes tels que AxFyqsr,
By 'z, Cxp'lys"zr", et l'on aura p=-g—4-r=p'+4q¢'+r'= p"+q"4r"=n.
Si dans I'un de ces termes, par exemple , dans AxFy1s7, on substitue les
valeurs y==tx, £ = ux, ce terme deviendra

AzPtiziurat = xPHi+r x Attur = ar Atiur;

1a méme chose ayant lieu pour les autres termes , si I'on y substitue les
valeurs de y et de z, Péquation Mdx < Ndy 4 Pds =0 aura 2* pour
facteur commun; supprimant ce facteur et observant que dy et dsse
changeront en d.tx et en d.ux, elle prendra la forme

g (8, w) de - F (¢, u) d.tx 4 f(t, v)d.ur=0;
et, en exéoutant les différenciations indit‘;uées ;0N aura
glty wyde +F (t? u) (tdx o= xdt) - f(2, u) (udz 4= zdu)=o0;
d’on ’on tirera
g (2, w) 4 ¢F (t, w) d=uf (¢, 0)]dz = — = [F (t, u) dt + £ (¢, u) du;
et par conséquent
de . F(,w)dedf(t,u)du
* o (Eu) + F (¢, W (e,




DEs EQUATIONS DIFFERENTIELLES HOMOGENES. 293

&liminant lindéterminée &, on trouvera

p;n=P+‘—‘?v

équation de condition qui doit aveir lieu pour que la pro~
posée puisse étre homogene par la substitution de... ...
Iy Bt =P R,

394. Hexiste, sur les fonctions homogénes, un théoréme
important que nous allons démontrer de la maniére sui-

vante :
Soit Mdz+Ndy la différentielle d’une fonction homogéne

z entre deux variables x et y, nous aurons donc 'équation
] Mda 4 Ndy =dz... (rog).

Faisant‘g =g, et désignant par n la somme des exposans

des variables, d'un des termes de la fonction z, on trou-

vera, art. 387,
Qe =xz;

et I'on se rappellera que Q ne contient que la seule variable
g, attendu que la fonction d’ou provient Q ne renfermait

que des termes en 'E, qui se sont changés en ¢ par la subs—

titution de g 4 la place de "£ . Cela posé, remplagons, dans

I’équation (109), y par sa valeur gz, substituons Qz" a z
et appelons M’ et N' ce que deviennentalors M et N; 'équa-
tion (109) se transformera en

Mdx 4+ N'd.gx = d(Qz™). . . (110);

la difféventiclle de gz (art. 14) étaut gda - zdg, si nous
mettons cette valeur 4 la place de d.ga, nous obtiendrons

(M’ 4 N'g)da 4 N'xzdg = d(Qz");
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ce qui nous apprend que la différenticlle totale de Qa» g
(M 4+ N'g) dz + Nzdg ;

mais en effectuant la différenciation indiquéedans le second
membre de 'équation précédente, la différentielle totale
de Qx™ est aussi

Q.nz"'dx 4 2"dQ ;
ou plutét, parce que Ja différentielle d’une fonction Q de ¢
est de la forme Fg.dg;

Qnz"—'dx 4-Fg.dg.
Comparant ces deux expressions de la différentielle totale
de Qz",nousvoyons que leurs premiers termes représentent
également la différentielle de Qa" prise par rapport a x.
Nous aurons donc

M 4 N'g = nQzx"*;

si dans cette €équation on remet y au lieu de gz, M' et N’
redeviendront M et N, et I’on aura

M4 N L = nQar—,
ou : ;
Mz +Ny=nzs. . .,

3¢5. Ce théoréme peut sappliquer a des fonctions ho~-
mogtnes d’un nombre quelconque de variables ; carsi Fon
avait, par exemple, ’équation
Mdz =+ Ndy o Pdt = dz,
dans laquelle la dimension fiit toujours n, il suffirait de

s Ly t . _ R
faire > — 9> 7 =7, pourprouver, par un raisonnement

analoguei celui que nous avens employé, quion doit avoir
z=2a"F(q,r), et par suite

Mz 4 Ny 4Pt = nz.
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Des conditions dintégrabilité des fonctions de
deux variables.

396. Lorsqu’on a une différentielle Md2 4~ Ndy ==o,
on ne peut pas affirmer qu’il existe toujours une équation
qui, étant différenciée, donne la proposée ; car, si Pon
différenciait, par exemple, U'équation f(x,7) = o, et qu'on
en tirdt mdx - ndy = o, on pourrait multiplier cette
équatlon par une fonction de z, et obtenir une equal.!on
Mdx 4 Ndy — o dont les coefficiens M et N seraient
différens de m et de n; par conséquent, V'équation.....
Mdx + Ndy = o ne résulterait plus du seul procédé de la
différenciation de .

Sz ) = 0. | 305

11 en serait de méme si 1’on combinait arbitrairemient
mdx + ndy = o0, avec ’équation primitive f(z,5)=0;
par exemple, en €liminant un ou plusieurs termes entre
mdx 4 ndy == o et f(2, ) = o, on pourrait obtenir une
équation -
Mdz 4 Ndy=o,
dans laquelle les coefliciens différentiels M’ et N/ geraient
différens de m et de n.

399. Une équation qui, telle que mdx +nly=o0, a
£t obtenue par le seul procédé de la différenciation, se
nomme une différentielle exacte; il en est de méme de
toute fonction différenticlle qui ne serait pas égale i zéro,
mais qu'on aurait trouvée par le seul moyen de la dufe-
renciation. . Lorsqu'une’ équation differentiele. . 0.
Mda; -~ Nd y == 0 ,n’est pas une différentielle exacte; on ne
peut songer A Pintégrer que lorsqu’on’a rendue une diffé-
rentielle exacte par quelque opération préparatoire.

398. Euler vésolut le premier ce probléme important :
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1°, Une équation différenticlle éiant donnée, déterminer

comment on peut reconnailre lorsqu’elle est une différen.
tielle exacte?

2° Quel est leimoyen d'intégrer celte équation?
Avant de donner une solution de ce probléme, je rap-
pellerai que, d’aprés notre convention , art. 54, V'expres-

sion é nuﬁsindique que la fonction z de = et de y, a été

différenciée par rapport i x, et divisée par dz (*); si en-
dz . ;

suite cette fonction = est différenciée par rapport i une

autre variable y puis divisée par dy, nous €crirons ainsi le

: 5 AR :
résultat de cette opération : ——. Si, au contraire, on
dad y

eiit pris d’abord le coefficient différentiel de z par rapport
A y, et ensuite par rapport & x, on aurait écrit ainsi le

d‘yd

Lorsque z est une foncnon de trois variables =, 7, u, une

résultat de cette opération

expression telle que ———— 5 d.?’ 57, \ndique qu'on a pris d’abord

le coefficient différentiel de z par rapport a x, et ensuite le

coefficient differentiel de :;—vi par rapport a v, et enfin, le

(*j Soit dz = Adx + Bd y 4~ Cdt, ete., la différenticlle totale de z;

- i
le rapport —— n'est autre chose que le coefficient différentiel A, Silon

demandait le rapport de Adx -} Bdy -+ Cde, eto. s dx, il ne faudrait

done pas le représenter par g:_, dans ce cas, le rapport de la différen~

tielle totale a'dx s'écrira de I'une des maniéres suivantes :

El;d‘ ou -';gx—!'}‘
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8

coefficient différentiel de cT'Jlezj par rapport a u. Pareille~

i i A indigue gu’on a effectud ci
ment, 'expression W indique q effectuc eing
différenciations successives sur z, les deux premibres par
rapport a x, et les trois autres par rapport a y.

399. Cela pose’ le théoréme d’Euler repose sur la propo-
sition suivante, qui a été démontrée, art, 174,

Si lon a une fonction 1 de deux variables x et y, et
gu'on prenne le coefficiens différentiel de z, d'abord par

rapport & x , et gu'on prenne ensuite le coqﬂfcient différen—
dz )
tiel de ——, par rapport & y, on aura le méme résultat

que si Uon etit d'abord pris le coefficient différenticl de z
par rapport & y, et ensuile le coefficient différentiel de

é‘par rapport @ x : c’est ce qu’on exprime en disant que
i . 1
dzdy = dyda’

4oo. Si l'on a, par exemple, z =2 4 zy, on trouve

z dz
d .Z' + 2 @ =,
€t par conséquent
d2z d’z

Tly = I

fo1. Cela posé, soit z la fonction dont la dlﬂ'erentlelle
est Mdx <= Ndy; on a

M= -fd-{ N= d_z ;
dz’ dy
La premiére de ces équations , différencide par rapport i 7,
donnera
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dM _ dz
dy "Tazdy’
la seconde , différenciée par rapport i «, donnera

dN _ d%

dr 7 dydz’
Les seconds termes de ces équations étant i'demiques, ilen
résulte que

dM dN Hihey:
o

toutes les fois que cette équation de coudit_ion aura lieu, la
différentielle proposée sera exacte.

4o2. Je reconnais, par exemple, que I expressmn
(22— y) dx — xdy est une différentielle exacte, parc_e
que .

M dN

&y T dz

da
Lexpression

(7 +32%)da + (By* +22y)dy
est aussi une différentielle exacte, car

E_z __dN
dijet JI'= 1z

fo3. L’équation ydx — xdy = o n’est pas une différen-

dr

tielle exacte, puisque %B} =1 etque ﬂ — 1. Eneffet,
cette équation dérive de celle~ci : B

ydz — xdy
—_  — 0
y’ ]

trouvée immédiatement par la différenciation ] ¢t dans la-
quelle on a supprimé le diviseur commun y*; en'leé ¥esti-
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1
tuant, on aura M = 5

dM dN 4
€V — —— serarvemplie.
dy dz 4

Des conditions d'intégrabilité d'une fonction des variables
X, Y, et de leurs coefficiens différentiels successifs.

z Ay
N = — —, et la condition
7%

4o4. La variable indépendante étant z, soient

dz diy
g-g:p, F{ =1, T = (IIB),
et ainsi de suite. 5i 'on prend une expression Vdz dans laquelle V soit
fonetion de =, de ; de p, de g, ete. , il faudra pour que Vdz soit une
différentielle exacte, qu'elle provienne par la différenciation d’une cer-
taine fonction que nous désignerons par 5; nous aurons done Vdr =ds,
ou plutdg .
I
V_.E dz.. 00 (ai3).

Supposons .que V ne pontienne que z et y, et que les coafliciens
différentiéls p et.q ; c’est-d-dire qwon ait- !

Ay Ay

v=r (= i g)

dsy
: =
renferme, appartiendra au second ordre; il en sera donc de méme de
ds; par conséquent z devra étre une fonction du premier ordre et ne
contiendra point ¢. Ainsi 'on aura en la différenciant

de ds ds =
d: dﬂ'+5 d)"‘i"d‘_'pdp--.!' (”‘ﬁi

Vexpression Vdz, 4 cause des coefficiens différentiels g et quelle

ds =

mettant cette valeur de dz dans Péquation (113), on obtiendra
_ 1 fds ds dei N
V—a(a""*a?'*’*a—p ¥)i
faisant passer le diviseur dz sous la parenthése, on aura

ods  ds dr , ds) dp
it~ i ~uste SRl

- mettant au lieu des coefficiens différentiels y lears valeurs données par
les équations (11a), on trouvera
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V_ von {115),

-+ &7 + '
Soit maintenant
dV == Mdz 4 Ndy + Pdp +Qdg.... (116),

les équations (113) et (115) vont nous fournir les moyens de déterminey
les coefficiens M, N, P, Q en fonction des ceofficiens différentiels ;lf,
X

dav
%x— ,ete. Pour cet effet la valeur M = =T tirée de 'équation (116), étant

mise dans Péquation (113) différenciée par rapport & z, ou a

1 dus
M=% &
on trouvera de méme
dv I dag
5 on N=E | _-d,?’”'. [:fl';).

A Dégard de P, le coeflicient différenticl g—:—", qui en est la valeur, se

trouvera en différenciant Péquation (115) par rapport 4 p et en divisant
par dp ; et, sil'on observe que d.uy = ude + vdu, on aura

av deg \
gouP dJ:CI+ +d_)’dp +d,ﬂ'q+dpd (IIB
Or, le terme affecté de :—: est nul, car
ald
dq d*p &p dr  d.constante
= d.rdp A d= dx ¢

¢l comme une constante n’a point de différentielle, nous supprimerons
d
1e terme affecté de _q (*), ce qui réduira la valeur de Iéquation (118) &
dag ds
P=-—= Y
dr+l 1 +dJ’dp P+dp’ vems (129).

Cette valeur va se simplifier ; car Péquation (114) , étant difiérenciée par
rapport & p, nous donne

(¥) 5i, an lien des seuls coelliciens différentiels p et g, on avait encore

ry 5y ty etc, en suivant la méme marche, on tomberait sur les expres-
dr ds
stonsd—-P — a, elc. ; et, par une démonstration analogue , on prou- )

verait facllement que ces expressions sont nulles.
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de ds d2z
da;-_-—-—] dr + dJ,dP d!-l- —dp,

ot en divisant par d=, on a

TR e d2z
= - dxdp + drap

Cette valenr des trois derniers termes de l’éqmmon (r1g) la réduira &
= d
PeEtEly

En opérant de méme par rapport & Q, on trouvera

P*w

ds 1 de,
Q= i higd @
ot comme, dans notre hypothése, la fonetion £ du premier ordre ne peut
renfermer d2y et par conséquent ¢, il faudra supprimer le terme o entre

:—!, ce qui réduirala valeur de Q &

. T dp’

en résumé, nous avons
g 1 d2z ds
B=ggo N= d.r " &

ds [ (120).

P:$+a;d.-d-;, Q:E’

Il ne s’agit plus que d'éliminer entre ces équations la fonction z, qui

nous est inconnue ; or, en considérant les coefliciens différentiels qui s’y
rencontrent, nous voyons qu’il en existe de deuxsortes qui sont communs

4 plusieurs de ces équations : ce sont %—; et% qui entrent dans les va-
leurs de P, de N et de Q). Cherchons a éliminer ces deux coefficiens diffé-

rentjels entra nos irois équations : pour eela, nousremarquerons que la

différentielle de a— qui entre dans la valeur de N est celle du terme %

qu'on trouve dans la valeur de P ; nous différencierons done équation

qui a P pour premier membre, et en divisant par dz, nous trouverons
dp 1 ds 1 ds
E-etotmty

par conséquent on retranchant de cefte équation la seconde des équations

(120}, nous obtiendrons

dp ,ds
ch__N__ '
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11 nous reste encore iti un terme qui contient £ mais nous l‘élimine_
rons & 'aide de la quatri¢me équation (120), différenciée deux fois, ce qui
nous donnera

dp g
N~ = +H;‘—_..o.._“ (xa1).

Telle gera 1’équation de condition qui devra avoir lieu, pour que V dtant
fonction de =, de ¥, de p et de g, Pexpression Vdzxsoit une différentielly

exacte.
En général , si V est une fonetion dex, de y et des coefficiens diffa-

rentiels p, g,r, s, t, etc., on trouvera
P d:Q AR di§ _ d’T
Vit an = de Vs o ab
405. Par exemple , si 'on avait mdr - ndy, en mettant cette expres-
sion sous la forme (m = np)dz, la fonction V serait dans ce cas égale a
m - np, et 'on en déduirait
.
dr

dn 1 1 gdn dn dn  dn
N= +$p,P=niaqua-r(ﬁldx+li—rd])_-d-;+E-yp;

L}
ces valeurs de N el de dchd.’[’ mises dans Péquation N — d—; dP =9, ha

convertiraient en
I dm dn dn dn
' 7% g AL e g
et en réduisant on trouverait
. dm dn
a = &

ce qui est Péquation de condition (111) de 'article for.

Intégration des fonctions de dewx variables qui
remplissent les conditions” d'intégrabilité. —
Recherches des facteurs propres & rendre inté-
grables les équations qui ne le sont pas immé-
diatement.

406. Proposons-nous maintenant d’inte’grer une différen-

tielle & deux variables, lorsqu’il a été reconnu qu’elle est
exacte. Pour cet effet, nous remarquerons d’abord que
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lorsqu’nne fonction u de z et de 7, par la différenciation |
2 donné Mdz + Ndy, le terme Mdx a été obtenu, en re~
g\“d‘m; ¥ comme constant. Par conséquent, lorsque nous
intégrerons la partie Mdz, la constante que nous ajouterons
pourra renfermer y, et en la représentant par Y, sauf, sile
“cas l'exige, 4 regarder Y comme une constante ordinaire ,

nous écrirons
u= [Mdx+Y=0... (123).

Cette équation étant celle qui, par la différenciation, a
4t nous donner Mdz | Ndy = o, il suitdela que N n’est
autre chose que le coeflicient différentiel de [Mdzx <Y, par
rapport & 7.

En effectuant cette différenciation , nous aurons

d/Mdzx

N T
on tire de cette équation

A _ o dfiee

dy dy °
el en intégrant,

d/Mdx
= (a2

cette valeur de Y mise dans ’équation (r23), on obtient

'z‘=mdx+f(u_dmd“’)dy... (124).

dy

: d/Mdx
Il est & observer que N — *f—:i"—r—- ne renferme pas z,

pllisqfl.e l':ette expression , multipliée par d y, doit donner
pour intégrale une fonction Y de la seule variable X :
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407. Pour démontrer que expression N —

Mdr |

day "t Pas upe
fonction de z, nous en prendrons le coefficient différentiel par *Appor
a x, et nous aurons ;
dN _ d@dfMdy) g5,
dx dydx

et en changeant Pordre des différenciations, la seconde partie de cegp
. expression deviendra

d(d/Mdz) _ d(d_f%‘)
dedy ™ dy 2

u;-, intégrale fMdx ayant été prise par rapport dx, la différentielle de

d fMdx
S Mdzx, relativement & la méme variable x, sera Mdx; done j: =M,
g (d [ Mdz
; dx

dr

ee qui réduit Pexpr

dM
A

; substituant cette valeur
dans Pexpression (125), nous aurons'&: e %; or, cette quantité est
nulle d'aprés Péquation de condition d'intégrabilité; d’ou il suit que la
différentiellede N — d"?ﬁ Ll par rapport & x, est nulle, ce qﬁi:':ix__)rnu\re

que cette expression ne renferme pas x. b

408. Au moyen de la formule (124), on peut intégrer
toute fonction de deux variables qui satisfait & la condition
d’intégrabilité. Prenons pour exemple,

6ay —r*)dz + Bx* —22y)dy... (126).
Comparant cette expression 4 Mdz < Ndy, nous avons

bzy —y*=M, 32°—2xy=N.

Par conséquent, la condition d’intégrahilité est remplie,
puisque l’on trouve

i 6r — 2 dN

dy = == g

intégrant Uexpression (6zy — y%dz, dans I'hypothése de
cons:tant, nous aurons
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[Mdz = [(bxy — y*)dz =32y — y'x;
substituant cette valeur et celle de N dans équation (124),
nous obtiendrons
d(32'y — )
u=3xly—y'x-4 f I 3z — WJ"‘"—d%“ dy.
La partie affectée du signe d’intégration, en exécutant la
différenciation indiquée, se réduit &
[(3x* —2xy — 3+ 22y)dy;
et, en dtant le signe d’intégration, on a une différentielle
dont les termes se détruisent : il suit de 14 que Vexpression
d@zy — °)
fl:a.r’—nxj——T— dy,
est constante, vu que toute quantité dont la différentielle
est nulle, est constante; d’ou il résulte que lintégrale
cherchée est 3z — 32z <4 constante.
fog. Silon n’eiit pas voulu employer la formule trouvée
par Vart. 406, on aurait pu faire directement le caleul
de la maniére suivante :
On intégrera V'expression (126), en regardant’ y comfhe
constant, et 'on aura
SMdzx = [(6zy — y)dx <Y,
ou
u=3xy— y'z+Y... (129);
différenciant cette équation par rapport i y, on ob-
tiendra
du . TN )
— = 3z —ary 4 d‘_y-*'

dy
du
d—; n'étant autre chigse que la ceefficient de dy dans Vex-

pression (126), nous avons aussi
Elém. de Cale, dif?, 20
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t—l-c—‘ = 3x' — 2%y,

Cdy

comparant ces valeurs, nous (rouverons dy — © © pae

conséquent Y = constante ; mettant cette valeur dans 1%
quation (127), nous trouverons

u = 3x%y — y’x - constante.
410. Soitencore la fonction
(2r'z 4 3y%)dx + (22°y + 9y® + 8y7)dy;
sion la compare & Pexpression Mdx 4 Ndy, on trouvera
M =2y'z +3y%, N=az'y+ quy*+ &
¢t comme l'on a y

dM A
ar = 4yx + oy ===

la fonction proposce est une différentielle exacte. Intégrant
l)ﬂi' rapport a &, nous aurons
. Mdz = y2z* 4 35% + Y,
u= y'x* 4 3y'2 4+ Y,
différenciant cette expression par rapportdy, on obtiendra

du_d(yiat 4358 | dY
dy dy dy’

oun

: du :
d'une autre parta} représentant le coefficient de dy dans

I'équation proposée, nous aurons encore

du
o = 2w’ Rl
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du ; ’ ;
de ces deux valeurs de i on tive cette équation

Aozt +37%0) AV oy b guyi -85,
dy dy

ot en affectant la différenciation indiquée par rapport
a y,ona
dY . Ssaie b
2ty A grie e = RE e aRr 0T
équation qui se réduit 4
* E_
dy
Y= f8y¥y =254 (C,
et par conséquent U'intégrale cherchée est
v = yx*+4 3z 4 2yt C.

411. Onavu,art. {03, quel'équation yde—ady =0
n’était pas une différentielle exacte, parce que cette égua~

857%;

donc

. . _
tion avait perdu le facteur commun 7 on sent done qu’il

peut exister des équations quai, telles que celle~ci, ne sont
pas immédiatement intégrables, mais quile deviendraient
sion pouvait restituer ce facteur.

412. Soit en genéral I'équation Pdz 4 Qdy = o, qui
est une différentielle exacte, et z l¢ facteur commun, que,

pour plus de généralité, nous supposerons une fonction
de x et de y; nous anurons

P =Mz i0n L Ny

Si on substitue ces valeurs dans I’équation précédente,
le facteur commun z disparaitra, et ’on aura

Mdz 4 Ndy = o.... (129).

20, .
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L'équation Pdzx - 0d y=o étant une différentielle exacte
par hypothese, on aura :
dP _ dQ
dy N4 =iz’
mettant pour P et pour Q leurs valeurs, cette équation

deviendra
: dMz __ dNs

dy T T
et en développant, on trouvera

Mdz | zdM Ndz

dj+ T = + dr «v . (120),

dz dz
413. Lorsque le facteur commun z est constant, 5 et

étant nuls, I'équation {129) devient

dM _ dN
dy-  d=!

et par conséquent la condition nécessaire pour que Péqua—
tion (128) soit une différentielle exacte, est remplie, Mais,
lorsque z est une fonction de a et de y,la détermination
de = dépend de 'équation (129); or, cetteéquation est plus
difficile 4 intégrer que la proposée, qui ne renferme que le

seul coeflicient différentiel g%, tandis que Véquation (129)
dz

renferme les deux coefficiens différentiels de et s et
" L y

contient treis variables =, 7, z

414. Si Véquation est homogene, il est trés facile de
déterminer ce facteur; car soit Mdx 4 Ndy=o, une
¢quation homogeéne, qui devienne intégrable par la mul-
tiplication d’ane fonction homogene z de z et de y ; appe-
lant z Uintégrale de ’équation zMdx 4 zNdy = o, ona
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zMda 4 zNdy = du. ... (130);

cette équation étant homogene, on en déduit, art. 394,
Ma 42Ny = nu.... (:31);

or, sila dimension de M est représentée par m, et celle
de z par k, la dimension de 'un des termes Mz, zN 7
sera donc m -k —+1; cette valeur étant mise i la place
de n, dans 'équation précédente, nous aurons

Mz + zNy = (m -+ k -+ 1) u;
divisant 'équation (130) par celle~ci, nous trouverons

Mdzx+4-Ndy  du 1

Mzx+Ny ~ u ~ma k41

Le second membre de cette équation étant une différen-
ticlle exacte, il en doit étre de méme du premier; d’on

il suit que doit étre un facteur propre 4 rendre

1
Ma 4 Ny
intégrable I'équation. homogéne Mdx 4 Ndy = o.
415. Si le facteur commun z, qui doit rendre homogene

: z :
la proposée, n’est fonction que dex,ona — —o, ce qui

dy
réduit 'équation (129) a T
WM Nds | dN
dy = dz + =’

d’ou U'on tive
Nds _ (M _ N
dz. — " \dy _d-._i‘)’

€l par conséquent

dM  dN
4 s R e
—:_:2 d—'-[—N——df-> dz. ... (132);
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intégrant, on a

dM dN
dy T de I
logzs = ( —~ —— /d -—fN (Lr da;

maltipliant par log e, changeant le coeflicient de loge en
exposant, et passant aux nombres, on trouve
[‘ dl\-l
N \ar ™
2 — . = (333),

Il ne s'agiva donc plus que de.multlplier Péquation pro-
posée par ce facteur z, pour qu’elle devienne une différen-
tielle exacte.

416. Soit, par exemple, ydr —xdy =o0; ona

dM dJdN
M:J", N:—-'J’-‘, H‘J—‘——a—;:=2,

an moyen de ees valeurs la formule (132) nous donne

s 2d.r

d'ot1 'on tire, en intégrant,
€
log z= — 2logx +log C= — log 2* 4 log C =1log =i

C :
et en paasant aux nombres on trouve z — — & par conse-
€

Crdxr—zdy)

quent Vexpression sera une différentielle

exacle.

417. On peut trouver une infinité de facteurs qui jouis—
sent de la méme propriété. En effet, soit z un facteur
qui rende exacte 'équation Mzdx 4 Nzdy —o; en repré-
sentant par u 'intégrale de cette équation, nous aurons

Mzdzx 4+ Nzdy = du;
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multipliant les deny membres par gu, nous obtiendrons
*ou(Mzdz + Nzd y) = pudu.
La forme de gu étant arbitraire, nous pouvons faire, par
exemple, gu=2u’ et alors ar*du étant une différenticlle
exacle,
2u*(Mzdx 4 Nzd y) = 2u’du
¢n sera aussi une ; done le facteur 2z2* aura la propriété
de rendre intégrable 'expression

Mdz 4+ Ndy = o.
On voit qu’on peut faire une infinité d’autres hypothéses
SUr @i,

Des conditions d’intégrabilité des fonctions de trois et d’un
plus grand nombre de variables. Intégration des équa-
tions de trois variables qui y satisfont. De U'éguation de
condition qui a lieu pour que U'iniégration des équations
différentielles & trovs wvariables dépende d'un facteur
commun, et des moyens de satisfaire & la proposée,
lorsque celte équation de condition n'existe pus.'

418. Proposons-nous de déterminer les conditions d'intégrabilité de la
différentielle d’une fonction de trois variables z, y, z; cette fonction
élant représentée par 1, nous aurons

du = Md=z 4 Ndy 4~ Pd=.. . (134);
par conséquent ,

M — du du [

-_— N=-=— —_— -

dz? dy’ x ds

On peut combiner deux i deux ces équations y de trois maniéres diffé-
rentes ;

du du
Li] —_— —_—
I'd_;_M et d—;_N,
du du
0 — — 3 — 3
°. = M et o= By
d
305 S0 BN ofl S

dy- ds
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Par une démunstration analogue & celle que nous avons donngde pré-
cédemment , on déduira de ces équations celles-ci :
dM _ AN dM_c_ll-" dN _ dP . (135)
a7 o dz’ W@ az & T drt i
En général, ¢'il y a n variables, on aura ‘autant d'équations de condi-
tion qua ¢os variables peuvent donner de produits distincts deuxd deux,

(n—1)

¢t par conséquent i équations de condition.

419. Lorsque Ia différentielle du est nulle, Véquation (134) se ré.
duit i
Mdx 4+ Ndyr 4~ Pds =0
mettons-la sous la forme
de = mdz 4 ndy.... (136),
en faisant

%—:— m, %: — nae (137),

Or, si nous regardons z comme une fonetion de x et dey, nous pourrons
traiter ’équation (136) comme si elle ne renfermait que ces deux va-
rizbles ; par conséquent, Ia condition d'intégrabilité se réduira i celle
de Part. jor, c'est-d-dire qu’il fandra que la différentielle de m, prise par
rapport iy, et divisée par cetle variable, spit égale i la différentielleden
par rapport & x, et divisée pur z. Pour obtenir ces expressions , nous re-
: dm :
maryuerons quela premiére ne sera pas seulement T mais devra avoir
.

un second terme provenant de la différénciation de la variablez, regardée
comme fonetion dey; ce terme sera done représenté , art. 26 et 66, par
dm ds

= Ceque nous disons de la différentielle totale, prise par rapport
& y, devant g’appliquer 4 la difiérentielle totale , prise par rapport i =,
Péquation de condition (ir1), art. fo1, sera, dans le eas présent,

dm  dm ds  dn  dnds
dy dz df__dx+tlx—fﬁ"
transposant et observant que, d’aprés Péquation (136), ;-i =m, ol que
X
dz
dy

=n, ona
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O, en différenciant les équations (137), d'aprés art, 16, on

dM dpP dN dp
L P I
gt B g o Mg dogg i B
dr % i O E——
dM dar dN dpP
ol e tEr el " EwTY
3aa gy Sigget, Mg g e

Substituant ces valeurs dans Déquation (138), rédumnnt les deusx der-
niers termes et supprimant le dénominateur commun P2, nous trouve-
rons, en changeant tons les signes,
dM dp dN dp dM dN
Ne——N-——+4M & = O 3g).
P -Me-Pg+iy = -+ (139)
Telle est Véquation de condition qui doit aveir lieu pour que ¢ puisse
itre considérd comme une fonction de deux variables indépendantes x
et 7, e'est-d-dire pour qu'il puisse exister une équation finie entre ces
trois variables ; par conséquent , si 'on prend au hasard une équation

Mdx + Ndy 4 Pds=o0, entre trois variables , avant que de savoir si

Péquation (13;) est remplie, on ne pourra pas affirmer que l'une des
variables est fonction des deux autres ; c'est-d-dire que P’équation diffé-
rentielle proposée néeessite Vexistence d'une cerlaine équation entre
z,¥ el,z, ou, en d'aulres termes, que cette équation différenticlle ait
une équation unique pour intégrale.

420. Une équation différentielle a trois variables , pour laquelle I'é-
quation (13g) ne se réalise pas , était autrefois regardée comme absurde,
ou dumoins comme insignifiante ; Monge, ainsi que nous allons bientds
1e faire voir, prouva que Pon était dans lerreur.

Lorsque les'équations (135) ne sont pas satisfaites, si nous repré-
sentons par a le factenr propre 4 rendre Mdr 4 Ndy 4= Pds une diffé-
rentielle exacte, les équations de condition (135) deviendront

M _daN M dP N dP
dy — dz’ Tds - dx’ Tds dy

effectuant les différenciations indiquées , on obtient

aM  dN
M‘F-—Bd_r-f. (

da dM dP
M e D
I A= d = T )—-Ol
= 1 dN dP
=P S s (22 T

dy h (d.‘. o

& a)=°

con (140)

e ————
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5i Pon multiplie la premiére de ces équations par P la seconde par —1y,
ol Ta Iroisiéme par M, et qu'on les ajoute , les termes qui ne sont pas
entre les parenthéses se détruivont ; Péquation étant divisible par ., ce
laeteur disparaitra, et il restern

dM dN dM dap dN‘_ ‘lP_._, g
Pa?hPE—NES_+NE;+Md£ Mdr-—ﬂ, .

vésullat qui n'est autre chose que Péquation (139), et qui s'accorde aveg
ce que nous avons dit sur la fin de Particle (419) ; car, pour que Ia
proposce soit intégrable & Taide d’un facteur 2, il faut que, comme
dans tous les autres genres d’intégration, elle nous conduise & une
¢quation unique entrex, ¥ et's, condition exprimée par Pégnation (139},
Liorsque cette équation sera satisfaite, la détermination du facteur  ne
dépendra plus que de deux des trois équationsde condition (140), puisque
leur combinaison avee Péquation (13g) reproduira la troisiéme (¥),

421. Examinons de quelle maniére on peut déterminer Pintégrale,
lorsque 1'équation (13g) est satisfaite. Pour cei effet, regardons I'nne des
variables, s par exemple, comme constante , la proposée représentée par

Mdz 4+ Ndy + Pdz = o.... (141,
se réduira nécessairement, dans cette hypothése, &
Mdz =4 Ndy = o.... (142).

Si cetta derniére équation n'est pasfimmédiatement intégrable , cest

() Cela est facile & vérifier ; en offet, si Pon avait, par exemple , les
deny équations

da da dM 4N
ME—-Nd:-{-x(d—j— -—-—) =10,

dax
da d dN P
NE _p D L e T
& ds dr)_'u‘

en ajoutant Ja premiére multipliée par P i 1a seconde multipliée par M,
ot retranchant de cette somme le produit de Péquation (139) par a, on
irouyerait en réduisant, et en supprimant ensuite le facteur communN,

d_i\_PdJL dAM  dPYN
dz dz i T R )

ce qui est la seconde des éguations (14o).
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quiil est possible que cela provienne d'un facteur commun qui aura
disparu de Péquation (141). Désignons-e par  'nous aurons, en le res-
tituant dans la proposée ;

AMdx 4 alNdy + aPds=o0.... (143),
et en faisant = constant , cette équation deviendra
AMdz 4= aNdy = o0.... (144).

Orsi, par un procédé queleconque, nous trouvons un facteur gui rende
intégrable Péquation (142) , nous le regarderons comme étant celui que
nous avons nommé »; alors Péquation (144) devenant une différentielle
exdcta , ious pourrons en obtenir Pintégrale qne nous représenterons
par V. Cette intégrale seva en général une fonclion des variables x , y et
de z, traitée comme constante ; par conséquent elle devra étre complétée
par une constante arbitraire (art. §o6) fonction de z, que nous désigne-
rons par gz ; de sorie que nous aurons

V + 98 = 0von (145)5

différenciant cette équation par rapport i la seule variable =, on ob-
tiendra
dV | dgs
ey TR
la quantité renfermée entre les parenthéses devant ttre identique & celle
qui multiplie ds, dans Péguation (143}, on aura done

v dgs :
aP—-.'a?-F‘d_s'““ (146],

== T g

d'ot VYon tirera
dps
ds

et comme la fonction gz, quia é1é donnée par Vintégration!, ne peut
renférmer d'autre variable que =, il en sera de: méme de (-id—?f. Done, en
E
"

vertu de Péquation (147), il faudra aussi que AP — E% se réduise 4 une

fonction de la seule variable z,

11 suit déce qui précéde , quiaprés avoir reconnu que Péquation (139)
est satisfaite, on regardera I'une des variables comme constante , s par
exemple, ce qui réduira Péquation (141) & Péquation (142). On exami-
nera ensuite si lés deux termes Mdz +Nd» ne peuvent pas devenir
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intégrables , en les multipliant par une quantité que nous avons désignée
par . Lorsqu’on sera paryenu i trouver ce facteur, on déterminera V.

les yaleurs de a, de %r etde P, étant alors substituées dans Péquation

5 o dosz
(147), feront connaitre d_E. Par conséquent, en intégrant ..?_dg’ oh ob-

ds dz
tiendra la valeur de gz, qu'on mettra, ainsique cellede V, dans Péqua-
tion (145), ce qui donnera lintégrale cherchée

422. Soit, par exemple,
yede — zsdy 4= yeds = 0.... (148),

qui satisfait & Véquation (13g). 11 sagit d'abord d'intégrer....,
redz—azd ¥ = o, en regardant ¢ comme constant. Pour cela, on éerira
ainsi cette équation :

z(ydr —ady)=0;

ot en remarquant que la partie qui est entre les parenthéses devieny la
Sy i 1

différentielle exacte de - lorsqu’on la multiplie par — , on reconnait
X o

que, dans le cas présent , on a

s
et V=—.
r,

Diflévenciant done cette derniére quantité par rapport 4 s seul, Dex-

A%l 3
pression — denent:;. Cette valeur et celle de 2 étant substitudes dans

dz
Péquation (147) , cette équation deviendra
A B
=7 "5

et comme P n’estauire chose que le multiplicateur de dz de I’équ&tmn
(148), nous en restituerons la valeur, et nous aurons

ou plutot

done gz = constante. o

Cette valeur et celle de V convertissent enfin Déquation (145), en
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s
o #C =09

ce qui est Vintégrale de la proposée.
423. Prenons pour second exemple , Péquation
srde o xzdy e zyds == astds =0,
qui satisfait également & I'équation de condition (13g). Nous intégrerons
done zydx -4 rzdy, en regardant z comme constant, et nous aurons
zay -+ gz = 0.... (149).

Celte intégration s’élant effectude sans qu'on ait en besoin de restituer
un facteur, ou voit que dans le ca‘asnt apeut étre considéré comme

d f raps 2
étant égal & Punité. Ainsi 'expression ~d—§ s'obtiendra en différenciant

av
seulement le produit szy par rapport i £, ce qui donnera H= Au

moyen de celte quantité et de celle de P, qui est xy 4~ az2, Péquation
(147) deviendra ¢
dys

i e as® — .
e Y -+ Y

ou plutdt
% = asd;

multipliant par ds, et intégrant par rapport & s, nous obtiendrons

agl

pE = -—3—+C=O‘;

d’0i nous eonclurons que Vintégrale cherchée est

2% “—;14- C.

424. Lorsque Véquation (139) n’est pas satisfaite, on ne saurait ad-
mettre qu'il existe une équation qui étant différenciée, produise la pro-
Posée j par conséquent Péquation (147), qui repose sur cette hypothése,
ne saurait subsister; c’est ce qui va devenir sensible dans Pexemple sui-
vany :

Soit done
wyde — sady - (22 — r2)ds = o;

une équation qui ne satisfiit pas i Péquation de condition (13g),
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Examinons de quoi se compose, dans le cas présent, la partie 5P — E}f

var 3 . z
qui formerait le second membre de Iéquation (147), si cette équation
avait lieu. Pour cet effet, en regardant s comme constant , nous aurops

ayde — sxdy = 0,

équation qui devient intégrable si on la divise par zy; done

A= —, ot YN =x—zlogs;

av
par conséquent AP — ~; ® pour valeur
a—ril
log .
xyr ot

Or, cette quantité étant une fonction de trois variables =, », = ne
peut se réduire A une fonction de 5 seul, comme Vexigerait équation
(147) 5 si elle avait lieu ; donc, dans le cas actuel , cette équation (143)
ne saurait subsifter.

425. Soit maintenant Mdz < Ndy— Pds= o0, une équation dilféren-
tielle , pour laquelle Péquation de condition (13g) ne se realise pas; de-
signons par » le facteur propre senlement a rendre intégrable la partie
Mdx—Ndr, prise en regardant s comme constant, et multiplions la
proposée par ce facteur, nous aurons "

aMdr + 3Ndy -+ 2Pdz —o0.... (150);

intégrant la partie AMdx 4 2Nd y, dans Uhypothése de z constant, P'in-
tégrale que nous obtiendrons pourra étre représentée , comme dans l'ar-
ticle 421, par
v - ?8 =0. .
B
La différentielle de cette équation étant prise par rapport aux trois va-
riables , nous ne pourrons en conclure son identité avee 'équation (150}
car Péquation de condition (13g) ne subsistant pas, il en résulte que
Péquation (150) ne peut étre regardée comme provenant de la différen-
ciation d'une autre équation ; et comme ¢est sur cotte hypothése que
repose l'équation (147), on voit qu'alors elle ne peut plus exister : mais
s’il n’est pas permis d'admettre que la proposée provienne d'une seule
équation différenciée, lorsque Péquation {139) ne se réalise pas , chan-
geons done d’hypothése; et regardons cette proposée comme le _résult&l
de deux équations. Prenant V- @2=0 pour la premiére , nous pPoOUrrons
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adopter pour la saconde une relation arhilrn:lre entre =, yetz, pourvy
toutefois que conjoiniement avec Ia gmm:ém, elle entraine la des-
truction de tous les termes de I’équation (150). Supposons done qui
cotte relation soit celle qui est donnée par Véquation (147) , équation
qui ne subsistait plus lorsqu’on exigeait quelle satisfit a la proposee ;
mais qui, dans Phypothése actuelle , est admissible , puisqu’il est
facile de reconnaitre qu'avec le concours de léquation (135) elle satjsm
fait & Péquation (150).

En effel, en différenciant 'équation (145) par rapport aux trois varia-
bles, P’équation (144) nous fournira d’abord les termes qui proviennent
de la différenciation prise par rapport a x et & »; ear nous avons vu que
Péquation (145) était l'intégrale de Péquation (144) prise par rapport 4
ces denx variables. On ajoutera ensuite aux termes aMdx 4 3 Nd » ainsi
obtenus , ceux qui proviennent de la différenciation de Péquation (145,
prise pav rapport i 3 , et P'on aura de la sorte

dV dys

aMdx 4 aNdr <= -"d-‘-"l‘-gs—

% de—=p.

Si dans cette équation on remplace les deux derniers termes par leurs:
valeurs tirées de Péquation (147) , on obtiendra
aMdz 4 aNdy - APdz = o;

équation dans laquelle on reconnait la proposée, et qui est par consé-
quent satisfaite entiérement par les deux équations,

dyz

dV
V4+pz=o0 et ‘E-;-{--&?

AR s (151,
employées simultanément.
. 426. Prenons pour exemple Péquation

ydy o= sdx =ds;

si Von regarde = comme constant , le facteur propre 4 rendre intégrablo
la partie ydy - sdx, est 2; par conséquent nous aurons

wdy 4 2edx — ads =o.... (152);

celte équation sera satisfaite par le systéme des deux suivantes :
¥t 28r gz = 0, 2x+%5‘—$+2 =0,... (153).
5 :

En effet, la premitre édtant différenciée par rapport & toutes les variables,
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donnera 1
¥
aydy zsdx-f—a.rdz-}--ai- de=0;

tirant de cette équation la valeur de 3ydy 4-22dx, et la substituant dapg
Péquation (152), on réduira celle-ci &

_2xdg_iﬁds—2d$r-0,
dz

équation satisfaite d'elle-méme, en vertu de la seconde des équa-
tions (153).
4a7. Les équations (153) nous montrent que la forme de Ia fonetion o
est absolument arbitraire, et que, par conséquent, si I'on fait, par
exemple, gs= 5%, on y satisfera aussi par le systéme des équations
yiagr4zi=0, v -43s242=0.... (15§).

428. Au moyen de ces deux équations entre trois variables, on pourra
construire (note treisitme) une courbe & double courbure qui, dans
tous ses points , satisfera & la proposée ; mais, si au lieu de prendrp
gs=z5% on prenait pour gz une autre fonction de s, on déterminerait
une autre courbe i double conrbure, qui satisferait également & la pro-
posée ; d'out il suit que les équations (153) représentent une suite de
courbes a double courbure qui satisfont & la proposée, et qui sont lices
entre elles par la propriété commune que lenrs équations ne différent

entre elles que par les termes représentés par pset par %’;_z.

Théorie des constantes arbitraires.

429. Une équation V= o entre z, y et des constantes,
peut étre considérée comme l'intégrale complite d'une
certaine équation différentielle dont 'ordre dépendra du
nombre de constantes que V=o renfermera. Ces cons-
tantes sont nommées constantes arbitraires parce que si
Pune est représentée par a, et que V ou l'une de ses dif=
férentielles soit mise sous la forme f(z, y)=a, on voit
que a ne sera autre chose que la constante arbitraire que
donnera U'intégration de d S(x, 7). Cela posé, si I'équa~
tion différenticlle en question est de Vordre n, chaque
intégration introduisant une constante arbitraire, il fau-
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dra que V ==o0, qui est censé nots étre dn-nné par la' der-
niére de ces intégrations, contienne au moins n constantes
arbitraires de plus que notre équation différentielle (¥).

Soient done
dan dy 4%\ _
F(z, y)=o0,F(2,, é)=°:F(x1J"} dz'dz =o0...155),

Véquation primitive d’une équation diff?reqtieﬂe du se—
cond ordre, et ses différentielles immédmtee:; nous Pom--
rons, entre les denx premiéres de ces trois équatwrfs,
dliminer successivement les constantes @ et b, et obtenir

d dy .
? I’J!a‘g, b)=°1 @(x, .T!Esa = Quwinei (156).

8i, sans connaitre F(x, y) = o, on parvenait & trouver ces

T d :
équations, il suflirait d’éliminer entre elles a‘%: pourobtenir
F(x, ) = o, qui serait U'intégrale compléte, puisqu’elle
renfermerait les constantes arbitraives a et b.

430. Si 'on é€limine la constante & entre la premiére
des équations (156) et sa différentielle immédiate, et
qu'on €limine de méme la constante a entre la seconde
des équations (156) et sa différentielle immédiate, on
obtiendra séparément deux équations du second ordre,

(*) Si une équation en = et en y ne renfermait pas n constantes arhi-
traires de plus que P'équation différentielle de Pordre n, elle ne pourrait
en étre regardée comme Péquation primitive. Par exemple, Péquation

¥ =az? qui nous conduit & :-?‘,: = Bar par deux différenciations stic-

cessives, n'cn est qu'nune intégrale particuliére. En offet, cotte intdgrale
s’obtient en faisant b =0 et c —o0 dans Vintégrale compléte, qui est
Y =azxd < hx 4 ¢c.

Observons encore quon ne doit considérer que comme une seule
constante celles qui ensemble affectent une méme puissance de z, Cest
ainsi que dans celte équation y — (a4 B)x+ ¢, onnecempte a + b
que pour une constante.

Elém. de Cale. diff. 21
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quine diffcreront point entre elles , antrement les valeyys
de z et de y ne seraient pas les mémes dans 'une et days
Pautre. Il suit de 1a qu'une équation difféventielle dy se.
cond ordre peut provenir de denx équations différentie]les
du premier ordre, qui sont nécessairement différentes,
puisque la constante arbitraire de Pune n’est pas la méme
que la constante arbitraire de 'autre.” Les équations (156)
sont ce quon appelle les intégrales premieres d’une équa-
tion différentielle du second ordre qui est unique, et dont
I’équation primitive F (¢, 7) = o est l'intégrale seconde.
f3t. Prenons pour exemple V'équation y=ax 4 b,
qui, acause de ses deux constantes, peut Etre regardée
comme Véquation primitive d’nne équation du sccond
ordre. On en tire par la différenciation, et ensuite par ’é-
limination de a,
) j—‘i:a, _;l’:a'i-]'-‘.‘% —+&.... (157).
Ces 'deux intégrales premidres de 'équation du second
ordre que nous cherchous étant différencides chacune en
partieulier, conduisent également, par I’élimination de a

2

== =p,

da®

Dans le cas ot le nombre des constantes surpasse celui
des constantes arbitraires requises, les constantes exceé-
dantes, par la raison qu'elles sont lides aux mémes équa-
tions; n"ameénent aucune relation nouvelle. Cherchons, par
exemple, I'équation du second ordre dont la primitive est

et de b, a I'équation unique

1
i :;a;’r“-}-—bx.}. Lo LLDONS
en la différenciant on obtient

1
{‘-Iza:r-i- bivae (15g).

da
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L’élimination de & et ensuite celle de a entre ces équations

nous donnent séparément ces deux intégrales premiéres :

d t
j-:—"I %——i’ax"i_c! Jv:,_-i» ';a%-[— ;br-’,— e, (160).

En éliminant %Z- entre les équations (160), on tombe sur
x
Péquation primitive (158). D'un autre ¢oté, si Pon diffé-
rencie Ja premiére des équations (160), on trouvera en
réduisant
d*y

T = AN 651 1) e

$i an contraire on eit différencié la seconde des équa-
tions (160), on aurait trouvé en'réduisant,

L ) s

Frt R :
équation qui coincide avec celle qui est désignée par le
n® 161, en remplagant le second membre par sa valeur
tirde de I'équation (159) (¥); ce qui montre que les équa-
tions (160) conduisent a la méme équation par des che-
mins dilférents.

432. Appliquons de semblables considérations a 1’é-
quation différentielle du troisitme ordre : en différenciant
trois fois de suite 'équation F(x, y)== o0, nous surons

ly d2 2 3
F(I,y, %"g):(_’s F(“-'u._)’; ::l_-:'g_gko’ Elz,7, g%! (%;% ==0;
ces équations admettant les mémes valeurs pour chacune
des constantes arbitraires que renferme F(z, Y)=o, on
peut en général éliminer ces constantes entre cette der-

(*) Dans le cas oft nous ne connaitrions pas équation primitive (158),
on pourrait eontester I'emploi que naons avons fait de Péquation (150)
qui en dérive. Je répondrai quil suffit d’avoir les équations (160) pour
en tirer Péquation (159) par V'élimination de c.

2f..
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niére et les trois précédentes équations, et obtenir un pe.
sultat que nous représenterons par

dy diy d .
F(@ 70 s o0 G) =0+ + (a6a);

ce sera léquation différentielle du troisitme ordre dg
F (z, y)=o0, et de laquelle les trois constantes arbitraires
seront éliminées ; réciproquement F(x, 7)==o sera lin-
tégrale troisieme de Véquation (162).

433. Si I'on élimine successivement chacune des cons-
tantes arbitraires entre l'équation F(z, ») = o et celle
que Von en tirerait par la différenciation, on obtiendra
trois équations du premier ordre, qui seront les intégrales
secondes de 'équation (162).

Enfin, si Pon élimine deux des trois constantes arbi-
traires, & I'aide de ’équation F(z, 7) = o et des équations
que I’on en déduira, par deux différenciations successives,
c’est-a-dire si 'on élimine ces constantes entre les équa-
tions

uy d?

F(z, y)=0, F(‘”:f’ j-_'z)=°s F(x,y, T '&%):0 (163),

o pourra conserver successivement dans 1'équation qui
proviendra de l'élimination, 'une des trois constantes ar-
bitraires; par conséquent on aura autant d’équations que
de constantes arbitraires. Soient donc a, b, ¢ ces cons-
tantes arbitraires ; les équations dont nous parlons, con-
sidérées seulement sous le rapport des constantes arbi-.
traires qu’elles renferment, pourront étre représentées
ainsi : :
pc=o0, @b=o0, ga=o.,.. (164).

Comme les dquations (163) concourent toutes & 1'élimina—
tion qui nous donne V'une de ces dernitres, il suit de Ja
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que les e‘qualinus (164) seront chacune du second ordee ;
on les appelle les intégrales premiéres de équation (162).

434. En général, une équation différentielle: d’un ordre
n aura un nombre n d’intégrales premiéres, qui contien—

dront par conséquent les coefficiens dificrentiels depuis
. \

d.;rjusqu’-& dl—_""; inclusivement, c’est-a-dire un nombre
dz dzn

n—1 de coefficiens différentiels; et 'on voit que lorsque
“ces équations sont toutes connues, il suffit d’éliminer enlre
elles ces coefficiens différentiels pour obtenir I'équation
primitive.

Des solutions particulicres des équations diffé-
rentielles du premier ordre. -

435. Nous avons vu, art. 354, qu'une intégrale particu-
liere ponvait t_oujqurs se déduire de 'intégrale compléte,
en donnant une valeur convenable a la constante arbitraire
que renferme cette derniére,

Par exemple, silon nous donne Péquation

zdx 4 ydy =y V> +r — o,
dont 'intégrale complete est
rae=VrE r—a;
et que, pour plus de commodité dans les calculs, on fasse

évanbuir les radicaux par I'élévation au carré, la proposée
deviendra :

o gya dy '
(@* — 2% a‘;:;‘ L zx‘ydiz-j- 2 = 0das0l165Y;

et T'on aura pour Pintégrale compléte i

20 o V=2t @ = 0. .0 (166) i1
IL est certain qu'en prenant pour ¢ une valeur constante
arbitraire c==2a, on obtiendra cette intégrale particu~
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liere ©
. 2¢y ~+ ba* — x* = o,

qui aura’la propriété de satisfaire & I'équation proposée
(165) tout aussi-bien que Vintégrale complete. En effut, on
tive de cette intégrale particuliere

' x*—bat . dy =z

i Beant dn e

ces v:illepi-'_s réduisent la proposée &

114 4

oilnpy | @@a - a%) %:g (s ot == 5},
équation qui-devient identique, en substituant daus le se-
cond ‘membre la valeur de'e® que nous lournit la relation
¢ — 2a, etablie entre les constantes.

Pendant long-temps on crut que cette propriété de V'in-
tégralecompléte était générale, et que lorsqunne équation
différentielle én' 2 et en Y ¢tait donnée, on ne pouvait
yenicontrer une équation finie entre les méines variables,
qui ne [at un cas particulier de 'intégrale complete, en
donnant, comme mnous venons de le faire, une valeur ar-
bitraire 4 une constante; mais on s’apereut enfin que cela
n'était pas toujours, et Euler lui-méme , dans un Mé-
moire publié en 1756, regardait commne un paradoxe du
caleul intégral le fait singulier de Véquation

581 0" . | nardlspl e i, 4D (V6 |

q'l:fi'a’lla'prdpriété de satisfaive a l’é’quation _diffé;qj;-'—
tielle (165) , et qui n’est point comprise dans son inté-
gralecompléte. En effer ; cette équation étant différenciée,
donne xdz =— ydy; cette valeur et celle de 24 »*
étant substituées dans Peéquation (165), en font détruire
tous lés termes, et néanmioins Péquation'(169) n’est pas
comprise dans Uintégrale compléte; car, quelque 'valeur
constante que lon donne i ¢ dans Péquation (166), ja-
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mais celte équation ne pourra aimener Iéquation (167),
puisque la premiére éta'nt celle (%’une parabole, ne peut,
dans aucun cas, devenir U'équation (167), qui est celle
d’un cercle. i
Cette équation (167), qui satisfait ala proposée saus étre
renfermée dans lintégrale compléte, s’appelle une so-
lation particuliére ou singqliér:e de la proposée. Clairaut,
dés 1934, avait remarqué ce fait, et I'on crut long-temps
que ces sortes d’équations n’taient pas lices & lintégrale
complete ; Lagrange fit voir qu’elles en dépendaient, eta
ce sujet exposa la théorie que nous allons développer.
436. Soit Mdz + Ndy=o, une équation différenticlle
du premier ordre d’une fonction de deux variables = et y;
on peut concevoir cette équation comme provenant de
Pélimination d’une constante ¢ enlre une certaine
équation du méme ordre, que nous représenterons par
mdxz4-ndy =o, etlintégrale compléte F(z, r, ¢) = o,
que nous désignerons par u. 0}, dés que tout se ré-
duit & prendre la constante ¢ de mauiére que V'équation
Mdx 4 Ndy =0 soit le résultat de ’élimination, onsent
qu’il est méme permis de fajre varier cette constante ¢,
pourva que Iéqnation Mdx + Ndy=o ait lien :'dans ce
cas, Uintégrale compléte F(z, 7, ¢) = o prendra une plus
grande genéralité, et représentera une infinité de courbes
de méme genre, différant les unes des autres par un para-
meétre, c’est-a-dire par une constante. Cette hypothése est
admissible, puisque, lorsque Iéquation Mdz -4 Ndy=o
est donnée, il est dans Vesprit de Vanalyse de we rejeter
aucun des moyens qui ont pu amener cette équation.

437. Supposons denc que Pintégrale complite étant dif-
férenciée, en considérant ¢ comme variable, on ait obtenu
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équation que, pour simplifier, nous écrirons ainsi:
dy = pdox + gdc.. .. (169).
1l est certain que si p restant fini, gde est nul, le résultag
de ’élimination de ¢ variable entre F(z, 7, ¢) = o et P¢=
quation (16g), sera le méme que celui de ¢ constant entre
F(z, r, c)=o0 et Véquation dy=pdx (*), car Uéqua-
tion (16q), par la raison que gdc est nul, ne differe pas
de d y = pdz; mais pour gu’on puisse avoir gde=—=po, il
faut ¢ue P'un des facteurs de cette €équation soit nul
¢est-a-dire que l'on ait
do='0 ou §= 0.
Dans le premier cas, de=o donne ¢ = constante, conmne
celaalieu pour les intégrales particulicres; ce ne sera done
que le second cas qui pourra convenira une solution parti-
culiére : or, 7 étant le coeflicient de de¢ de équation (168),
ou voit que g==o revient a
j—{ =o0.... (rqe).
Cette équation renfermera ¢ ou en sera indépendante ; si
clle renferme ¢, il peut arrviver deux cas: ou Iéquation
g==o0 ne contiendra que c et des constantes, ou celle
€quation countiendra ¢ avec des variables. Dans le premier
cas, Véquation g =0 donnera encore ¢ = constante, et
dans le second cas, elle donnera o= f(x, y) (*¥); celle
valeur, €lant substituée dans Véquation F(z, y,¢)=o0, la
changera en une autre fonction de x et de y, qui satisfera
a la proposée sans étre comprise dans son intégrale com-
plete, et par conséquent en sera une solution singulitre ;
snais on aura une intégrale particuliere si Véquation

(¥) Ce résultat est par hypothése Mdzx - Ndy = o.
(**) Bien entendu que cetle équation renferme comme cas particuliors
ceux oi l'on aurait ¢ =/ ou ¢ == fy.
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c¢= f(x, y), an moyen de l'intégrale compléte, se réduit
A une constante.

438. Lorsque le factenr g=o de ’équation gde=o0 ne
contient pas la constante arbitraire ¢, on connaitra si 1%é—
quation ¢ ==0 donne lieu A une solation particuliére, en
combinant cette équation avec lintégrale compléte (¥).
Par exemple, side g=o on tire z=M, et qu'on mette
cette valeur dans Uintégrale complete F(z, y, ¢)=o0, on
obtiendra

¢ = constante = B, ou c=fr.

Dans le premier cas, g=—o donne une intégrale parti—
culiere; car changeant ¢ en B dans l'intégrale compléte,
oun ne fera que dounner une valeuyr particulitre & la cons-
tante, tout comme on le fait quand on passe de Vintégrale
compléte & une intégrale particulitre. Dans le second cas,
au contraire, la valeur fj introduite 4 la place de e, dans
Pintégrale compléte, établira entre z et y une relation
différente de celle qui avait lieu lorsqu’on pe faisait que
remplacer ¢ par une valeur constante arbitraive. On aura
done, dans ce cas, unesolution particulitre. Ce que nous
disons de y peut s'appliquer 4 x.

43q. Ilarvive quelquelois que la valeur de ¢ se présente

(*) Dans ce dernier eas, olig ne contient pas ¢, on peut se demander
comment on 4 le droit d’égaler ¢ & zéro, Jo répondrai que la valeur qu'on”
a donnée & ¢ dans Vintégrale compléte détermine égalité de ¢ & zéro.
En eftet, lorsque nous tirons la valear z = £ de équation g =0, pour
la substituer dans F (2, », ¢, et obtenir F (x, f¥, ¢), @est la méme chose
que 1:113 tirer z de F (r, 7, €) = 0 et d’en substituer la valeur dans ¢. Par
conséquent, I résullat de cette derniére opération sera encore F (775}
1 ne s'agit plus que de prouver que ce résultatest égal dzéro pour consta-
ter qu'il en est de mémede g;0r c’est cequi alieu, en considérant F( 7, fryc)
comme provenude la premiére opération, ¢’est-a-dive de F (¢, y;¢) =0,
dans loquel on aurait mis pour x sa valeur.
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0 i : i

sous la forme — : cela indique un facteur commun qu'il fayy
5 L

faive disparaitre. ( Note quatorziéme.)

44o. Appliquons maintenaut cette théorie'a la recherche
des solutions particulitres, lorsque Vintégrale complaty
est donnée.

Soit 'équation

' ylx—ady =aVda + dy*.... (1n),
dont Vintégrale compléte se détermine par le moyen sui-

vant :
Si I'on divise cette équation par dz, ¢t que P'on fasse

—‘t—_p, on obtient d’abord
J__P,z:: a‘/l_-}—_];. ) (lj'.!J;
diffévenciant par rapport & @ et 4 »; ona
apd_p
Vi+ pt

observant que dy = pda, cette équation se réduit &

dy —ple — xdp =

apd
xdp + e g
Vi+p
et Von ysatisfait en faisant dp=o. Cette hypothése donne
p==c¢onstante = c, valeur yui élant mise dans I'équation
" (¥72), pous fait obtenir

?

r—cr—=aV14+c. ... (173).
Cette dquation renfermant une constante arbitraire ¢, qui
n'était pas dans la proposée (171), en est donc Pintégrale
compléte,

441. Cela posé, la partie gde de Péquation (169) s'ob-
tiendra en différenciant I'équation (173) par rapport acl,
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regardé comme senle variable ; én opérant ainsi, on aura

: acde
zde 4= ————= = 0;
* Vitc
P”‘-" conséquent , le coeflicient de de, égalé a 260, nous

donnera

ac

Vit

Pour dégager la valear de ¢, élevons cetle €quation au
carré , nous trouverons

(14 ¢*) a* = a'c?;

SRR 715

X =

d’olt nous tirerons

x‘ a’ - : .___ a
B i :.i._cn—- —all ot x+;e_;$-—~...._.__._._......-
[ -""‘a-.- :'ra-’ a* x? € ‘/ yene Va__“ x‘ b

aumoyen de cette derniére équation, éliminant le radie!
de équation (194}, nous obticndrons ensuite "
v M
= ... (175) (™).
V a*—x*
Cette valeur et celle de /14 ¢*, élant mises dans 'équa-
tion (173), nous aurons :

3 a*

Vaﬂ_ Ih = .V’.a.ﬂ_-rz,

T+

d’olt nous tirerons

1 k3 o . =gTE
: ('.) Nous n’avons pas alleeté' |/ 1 o= ¢ du double signe, Jparee que =
o s 51 H T i 1
et e etant de signes contraires, dans Péquation 194)s il fant qu'ilen soit
de méme dans 1'équation {155).
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équation qui, étant élevée an carré, nous donnera

‘r::g*—-x'...- (1?6);

et l'on voit que cette équation est effectivement upe
solution particuliére; car, en la différenciant, on obtien;

dy—=— a:d_.r ; cette valeur change I’équation (171) en
Y

.r*d.r‘

jd.r-l--—-ﬂ \/d-?—"i"

véduisant aux mémes dénominateurs, et en vertu de 1'é-
quation (176), remplagant x4 y* par a’, on obtient
a*==a"

44=. Dans application que nous venons de denner des
principes démontrés art. 437, nous avons de’termiué la

valeur de ¢ en eba?ant a zéro le coeflicient dlﬁ'erenuel 4

) llc
Ce pwwdé pent étre q,uelquefols inguffisant. En effet,
Iéquation

']I'-Pd‘r + gde,

étant mise sous cette forme :
Adx + Bdy 4 Cde= o,

ot A, B, et Csont des fonctions de z et e y, nous en ti-
Terons:

A G
d_r:‘_ﬁdm e Bdc, (‘I:—%—{]J‘—fﬁdc.... (177)1

et nous voyoens que si tout ce que nous avons dit de y,
considéré comme fonction de z, est appliqué 4 = con=
sidéré comme fonction de ¥, la valenr du coeflicient
de dec ne sera pas la méme, et qu’il suffirait seulement
que quelque facteur de B détruisit dans € un autre facteur
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que celui que pourrait y détruire un facteur de A, pour
que les valeurs du coefficient de‘ de, dans les deux hypo-
théses , parussent entiérement différentes. Aussi, quoique

SR
Dbien souvent les équations ']§=° et T donnent poure

la méme valeur, cela n'arrive pas toujours. C'est pour-

quoi lorsqu’on aura détermin€é ¢ au moyen de I'équa-
tion j-‘—i: o, il ne sera pas inutile de voir si 'hypothése

de g'—: améne le méme résultat.

443. Clairaut remarqua le premier une classe générale
d’équations susceptibles d’une selution particulitre ; ces
équations sont renfermées dans la suivante :

r=gers(l)

L‘quation fque nous pourrons repre’senter par
y=pxr+Fp.... (178);

différenciant, nous trouverons
dy = pdx +xdp+i—%’dp:
cetle équation, a cause de dy = pdx, se réduit 4
dFp
et comme dp est facteur commun , elle peut s’écrire ainsi :

dF,
E-}- ‘deP dp = o.

On satisfait & cetle ¢quation en faisant dp =o, ce qui
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donne p = constante==c; par conséquent, en substitugpy
cette valeur dans I'équation (178), nous trouverons

y=cx 4 Fe;

cette équation. est intégrale compléte de la proposee,
puisqu’une constante arbitraire ¢ a €été introduite par
Vintégration. Si I'on différencie cette équation par rap~
port a c, on aura
dFe
(.r—]- T de,
par conséquent, en égalant a zére le coeflicient de de, on
a I'équation :

dFe .
T + '&“ —--0,

qui, par la substitution de ¢ dans Vintégrale conplite,

donnera la solution particuliere. (Note guinziéme. )

De lintégration des équations differenticlles du
second ordre.

444. La formule générale des équations différenticlles
* du second ordre 4 deux variables est

o d?
f( .?"d{ d:g; =0.... (179)

Nous ne chercherons pas & intégrer cette équation dans ce
degré de généralité ; mais nous allons examiner comment
on en peut trouver Uintégrale dans des cas particulicrs.

445. Considérons d’abord I’hypothése ol I'on a

ol D=o. B
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" I v gy B o1y
e fntggeer cette equatioh on fova Joi=p; 2l o

P
¢t elle se véduira a

d
f Z, Py E‘%)'--- (181).
Si cette équation peut s'intégrer, et quon en tire p=1X,
on obtiendra facilement la valear de j-; car Péquation

i: — p nous donnant y = fpdx, si l'on substitue dans

cette équation la valeur de p, on awa y = [Xda ; mais
si I'équation (181), au lieu de donner la valeur de p en x,
dannait celle de x en fonctiou de p, de manitre qu'on
edt z=P, en intégrant par parties dy = pdz, on aurait
d’abord

y=px — frdp;

mettant dans cette équation la valeur de 2, on trouverait
Jy=px—[Pdp.

446. Considérons maintenant le cas ou l'on a

30,0 o vl

d a2
En faisant a-%-——-p, on trouverait ;{-—t-—(:‘:-, et en, rewi—

dy : . A
plagant da par sa valeur (G cetle équation deviendrait

dr _ pip
e T

dy d*y
mettant ces valeurs ded et ded dans Uéquation (182),

on la conyertirait en

f(J', Py dy; (lp) =)
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si cette équation peut donner p =7, on substituera ceyye
3 d P
valeur dans 'équation da= _;’Z , et P'on obtiendra en i,

tégrant,
d‘y
= | 55
si au contraire y se détermine en fonction dep, et que
'on ait par conséquent 3 = P; pour avoir x, on intégrera

par parties U'équation de= d_;r, etl’on aura (art. 279et1()

2 =Lt [rE,

et en substituant dans cette équation la valeur de y, on
irouvera P
d
L == "I"‘fP _i', ]
j P

et ayant intégré, on €liminera ensnite p au moyen de l'é~
quation y=P.

2

447. Lorsque V'équation (179) ne renferme avec%,
( i

dr
. g A
que 'une des trois quantités o et y, nous avons,

dans le premier cas,

dy  a*
f a-g, d_"r’ = i e (|83J
Faisant L}—r_.p, et par consequenta]z-—jp, on substi-
tuera ces valeurs dans Péquation (183), et 'on trouvera
dp
f(}’! E) = 0. »

On tire de cette équation
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dp _ ;
b N A
- (184),

,x—_—f%‘)—p (185).

dr

D'une autre part l’équation_.—&-.; = p nous donne

et par conséquent

7 =/plr;

et en y substituant la valeur de dz , donnée par I’équation

(184), on obtient :
do
.7=f*—°T,f.... (186).
3

Lorsqu’on aura intégré les équations (185) et (186), on
éliminera entre elles la quantité p pour avoir une équa~
tionen & et en ».

a

J;Z: ne se trouve combiné qu’avee |

une fonction de x, on a

448, Dans le cas on

(=M

o L
qar = %
multipliant par dx et intégrant, on trouve
v :
T = [Xdx +C;
représentant par X’ Vintégrale indiquée dans cette équa-
lion, on a

dr _ 5

e — C:

=X +C;

multipliant de nouveau par da, et intégrant , on obtient
Elém. de Cale, diff, 23
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y = /Xdzx 4 Cz + G

449. Enfin, g;‘: est donné en fonction de 3, i
s'agit d’intégrer I'équation
d2y I
e

Pour y parvenir, on la multipliera par 2d.7, ce qui don-

nera
d dr d J’

2= 4 — aYdy;

le premier membre étant composé comme la différentielle
de x* on trouvera, en intégrant,

tdr
dax*

_— [AYdy + C;

et en tirant la racine carrée , on obtiendra

¥ = T Yy
d'oti 'on tivera, par une nouvelle intégration ,

L4

2
xr= B + C
f VC42/Ydy
Des équations linéaires.

450, Une équation différentielle entre deux variables x ot y, est linéaire
dy dy ddy dn
de’ d%’ @237 dan
cette équation, quau premier degré : ainsi, en supposant que A, B,
C, D..., N, X, soientdes fonctions de =, Péquation linéaire dun ni*"*
ordre sera

lorsque les expressions y, Y e sont élevées , dans

AJ’+B +C£LJ‘+D—- +Nd£’=x...1(:3p}.

dam
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lorsque cette éguation est du premier degréselle se véduiti
dr L
Ar+B el X;

chassant le dénominateur, et ‘divisant par B, on peut la mettre sous cette
forme
dy + Pydx = Qdz,

et neus avons vu, art. 383, que cetle équation avait pour intégrale

y= e_‘de‘r[erde‘r dx<Cl.

451. Lorsque le terme en X est nul dans Péquation (187), si un nom-
bren de valeurs particuliéres p, ¢, r, ete., mises successivement 3 la
place de », ont chacune la propriété d’y satisfaire, il suffira de multiplier
Py ' ete. , par des constantes arbifraires a, 1, ¢, ete., pour conclure
que P'intégrale finie compléite de cette équation est

¥ = ap - bg + en, ete.

La démonstration de cette proposition étant la méme pour tous les de-
grés, nous ne considérerons que I'équation

dr dey d3y
Ay-}-BJJ—:-f-C Y B Dd—..ﬂ:n"" {188).

En mettant successivement A la place de » les valeurs hypothétiques
P5 f; 'y nOUS aurons

3
s +BE+CTL LD =,
M+B3§+ci;j+ng_:§=o.
. dr d3r dir
Ar +BEE_+Ca—x-—’-+DdTI’-=0;

multipliant ces trois équations, la premiére par e, la seconde par b et
la troisitme par ¢, etajoutant les résultats , on trouye

d d dr
A (ap + by +c!'}+B(nc—L§+ b+ .:d_z)
s [‘l'p d‘q da ! d? I
(.( Sf ey 42T o U L
FC(egE+ i g+ ers) R G +ogs )=o
Or, il est évident que cotte expression, qui est identiquement nulle, est

29..
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la méme que celle quon obtiendrmit en faisant ¥ = ap 4= by 4~ cr; daps
Péquation (188); done cette valeur de y;satisfait & Iéquation (188); o
comme elle renferme trois constantes arbitraires, elle est I’integmle finie
compléte de I'équation (188).

§52. Lorsque X nlest pas nul dans 'équation

Ay+B 'i"-f-c +D ——M -«.u (189),

si l'on peut trouver trois valeurs particuliéres p, 7, r; qui, mises succes-
sivement & la place de ¥, satisfassent chacune i equation

A;+B‘“+Cd:,+ 3 = 0ueee (199),

Pintégrale finie compléte de Péquation (28g) sera
r=apdby4er.... (191);

mais alors a, b ¢, au lien d'étre des conslantes, seront des fonetions de =»
que nous apprendrons bientdt a déterminer,
{53. Pour démontrer ce théoréme, difléirencions I'équation (1g1), et

divisons-la par dr , nous aurons

dr dP ff ds de

—_ = b } e

&%t "“’d.z'*'?’dx""?d; e
Disposons des indéterminées a, b, ¢, par trois conditions : par la pre-
miére, faisons

da dh de
(e ST o P = O (192},

il restera

dr dr
a‘; = + b + .

Tne nouvelle différenciation nous donnera

dy _ dy dor  dadp  dbdg  de d
s ‘Tt EE T ET R Ea 9

Pour remplir la seconde condition , posons

dadp 5. db dg | de dr

dzde ™ dr dx T dzap =0 (198)
il restera

day i d'p dag day

dxy T de=+ﬁﬁ?+c¢?ﬂ
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différenciant encore et divisant par da , il viendra

a3y _ d P_H,dfr Sl Ly B de g dadar,
dz? dr dz dx i dea de dzs

Pour remplirla troisiéme condition, nous supposerons

dadip | db drg | deder § (15)

dedo Tdrdar Tdedw D MY

ot Péguation précédente deviendra
diy 2L d’p diy dir X

P e~ =

Jo dis maintenant que Ia valeur » = ap 4 bg + er, satisfait & 'équa-
tion (189) 5 car mettant dans cette équation In valeur de y, et par consdé-
quent celles de ses coefficiens differentiels , que nous venons de détermi-
ner, et effacant les termes en X , qui se détruisent , on trouve

A(ap.;.aq:-;.cr).q.n( dﬁ-{-bg‘i-{— )
deg 2 iq
c(afl+opt+e )+D b et ) =0 (196

454. Comme on ne sait pas si le valeur donnee & » fait détruire mu-
tuellement tous les termes de 'équation (190}, il s'agit maintenant de
démontrer que cette équation est identiquement nulle. Pour cet effet
P, q, ¢ satisfaisant & équation (1go), on a

ds
AP+B +C'—£+Dd~—‘::=0,
4!
ag-;-nil"_-q-cdx‘{-.u-nd_-xfmo,
dr dir
A.?‘—!"Ba';-f-c Da—a—.u,

multipliant la premiére de ces équations par «, la deuxidme par & et Ia
iroisiéme par ¢, et ajoutant les résultats, on trouyera une équution iden-
tiquement nulle, qui sera la méme que I'équation (ig6).

455. Pour déterminer a, b, ¢, los coefficiens différentiels g;, g—:,

de
I n'entrant qu’an premier degré dans les équations de condition (192},

(194) et (195), nous pouvons élimingr denx de ces coefficiens différentlels,
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= i
et nous trouverons l'autre en fonetion des expressions ——, ‘Ti: ete. , qui

sont des fonetions de » déterminées, puisqu'on connait p, g, r; ete,, noy,
aurons done des équations de la forme

da=Xdz, db= X de, de= X, dx,

eten intégrant, on déterminera a, b et .

Ce théoréme est applicable au eas oi Péquation linéuire serait dun
ardre quelconque, par conséquent lintégration de ces équations seréduit
4 celle de Iéquation

dr dar ,d:_?_f_
Ax +B‘—E+CE:—;... -I—I\a‘ﬂ_u 0.0, (1)

456. Lorsque I'équation linéaire de Pordre n a des coefficiens constans,
il est facile d'en déterminer I'intégrale. En effet, si dans I'équation (1gy)
on fait y = em=, on trouvera, en différenciant

d2 ds
gg:emwm’ d——é—t:eﬂum:, d‘_r‘?;:fmrmi, cm.;

substituant ces valears dans 'équation (197), on obtiendra
enx (A +Bm + Cm3... + Nm")=o0..,. (108);
soiant m', m", m¥, ete,, les racines de Péquation
A+Bm—+Cms... 4 Nmr=o0.... (199),
Péquation (1g7) sera satistaite par ces valeurs
Y=gV oy —ehl@ .y —gule oo o

et comme on a nvaleurs de y, Uintégrale finie compléte de Néquation
(rgy) sera
Y ==aew's 4 pen's 4. geml= . otg,

457. Lorsque m’ =m", et que par conséquent les termes aen'® et
bem"= sg réduisent & (a 4 Bem's, Ia somme o 4~ b devant étre considérée
comme une seule constante, Pespression » ne renferme plus un nombre
n de constantes arbitvaires. Dans ce cas , siy — em'= satisfait 4 la pro-
poste, la valeur y = xem'= doit aussi y satisfaire. En effet, en différen-
ciant cetle derniére équation , on trouve (art. 14 et 3y)
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de
W omtsm’ A4 em'e, S gen'=pfs 4 qentim?
dx daxa »
ds
C 7 vom'sm3 4 3w =m's , ete.;

dz?

%
-

cos valours réduisent Péquation (197) 4

wem's (A o B =4 Cn'* = D3 +ete.),
- en'x (B 4=20m’ 4= 3Dm’ s sete.). .. . (200).

Or, 'équation {1gg) ayant par hypothése deux racines égales , on sait,
par la théorie des équations, que Pexpression B =4 aCm =4~ 3Dm?* 4= ete. ,
en renfermera une de moins que la proposée, et sanéantira lorsqu'on
fera m = m'; d'on il suit que Pexpression (200) est identiquement nulle.
Par conséquent , 'équation (197) sera satisfaite par la valeur y- = xen'=,
et aura pour intégrale compléte

= aem'= 4= brem's L cem's 4 alc.,

458. 57l y avait trois racines égales & m, on prouverait de méme que
Péquation (1g9) serait satisfaite en faisant

¥ = en'* o xem's 4o zapm'= .
ainsi de suite.
459. Lorsque I'équation (1) a des racines imaginaires, si Pune de ces

racines est kb 4 ky/—1, Dautre sera b — & y/—1; et T'on aura, dans la
valeur de y, ces deux termes

uehztkzl —x 4o bek:—l‘u]’-—-l’
ou
ehefackzV =1 L he-kaV'=1], . (401).

Or, on sait qu'on a, en général (vares la note neuviéme), la formule

P —I - —) a3
PV =cospsing —1, ¢ A =cosg—sing y/—I;
én comparant Dexpression (201; a ces formules, nous pourrons rem-
placer
: e=¥ =1 par  cos kr == sin kr y—1,
[}

e~kxV=r par cos kr —sin kr =1,

ot la formule (201) deviendra

eh] a cos ko= asin ke y/--7 4= b ¢os fix — ¢ sin kx y—1];
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cxpression qui peut s'éerive ainsi :
eh@[(a < b) cos ka 4= (a —b) sin kxy'—11, .00 (202).
Quand X est nul dans 1équation (187), @, b, ¢ ¢tant des constantes

arbitraires, art. 451, nous pouvons supposer a - b=c¢,a—b=¢ v—i;
alors la partie imaginaire qui est dans Pexpression (201) %vanouira,

De Fintégration des équations simulilanées.

460. Proposons-nous maintenant d'intégrer i la fois deux ou plusieurs
équations différentielles,
Soient
dr da
My + Nz Poie +Q &7 = T
dr

i’ dx L
My+Net P+ Qg =T

vooo (203)

les équations les plus générales du premier degré entre = et y, el les
coefficiens différentiels % 5 g; et dans lesquelles les coefficiens M, N,

P, ete., sont des fonetions de la variable indépendante ¢. On peut écrire
ainsi cos équations :

(My + Nz) d¢ + Pdy + Qdr = Tdt,
My + Na) dt = Pdy 4+ Qldr = T'de;

si I'on multiplie la seconde par une fonction 0 de ¢ , et qu'on ajoute les
résultats, on obtiendra

[ 4 M6l < (N N 0) 1t (P P G)dly 4 (Q -+ Q') = (T4T"t)de;

en représentant les quantités qui sont entre les paventhéses par une seule
lettre, cette équation peut s'éerire ainsi : ‘

Hyde 4 Kade 4+ Rdr 4 Sdx = Tde;
on en tire

K
B(y+ x)ck.-l— n._(a; +2ar Y="Tac.... (s0d),
équation qui sera de méme forme que Péquation

dy 4 Prdz =Qdx. . . (205),

que nons avons intégrée art. 385, si
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K p 5 .
d "+-lf[" I) = dyi = B—fl-"-‘.... {Qubj,
parce qu’alors en faisant
el e (207],
Yéquation (204) deviendra

Hedt -Rds = Tde,

ol

H T !
ds+1—{-sdtzidg.... (208) 3

ot l'on voit que cette équation est de méme forme que 'équation (205),

puisquug- ot ]13 sont des fonctions de la variable indépendante .

461. Pour satisfaire & Péquation (206), il sulfit que T'on ait

Ki 5
d (ﬁ- .'c) = dz;
¢l en exéentant la différenciation indiyuée, d’aprés Iarticle 14 , on trou-
vera
K K '8
q dxz - xd. ik de.

Pour que cette équation soit satisfaita, il faut, en général, que les multi-
plicateurs de dx soient égaux, et que, par conséquent, le terme....
z.d. ﬁ-‘ soit nul; cest-a-dire que Pon 8it

K S K

=g &g =0:.. (29

On remettra dans ces équations les valeurs des expressions K, H, S
el R ; et ayant effectud la différenciation indiquée, on éliminera ¢ ren-
fermé dans ces équations; etl'on aura la relation qui doit subsister entre
les coefficiens , pour que Péquation de eondition soit satisfaite.

462. Dans le cas ot les coclficiens des premiers membres des équations
(203) sont constans, Ia différenticlle d'une constante étant cpale zero, il
nereste que la premiere des équations (209); elle suflfira pour déterminer
ls.u- factour f, qui alors sera constant, puisqw’il deviendra égal i une fonc-
tion du constantes. En remetiant pour K, H, R, 8 leurs valeurs, on &

NN 0+ Qo
MM~ P P75’
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ot en faisant dvanouir les dénominateurs , on voit que b doit dire dégep-
miné par une équation du second degré, Nommant § et 8" ces valeyrs
de 3 et Bupposons quaprés les avoir substituées, successivement dang
l'équation (208), les coefficiens de sdt et de dedeviennent dans le premier
cas, p’ etq 3 et dans le second p" et 4", on aura

ds + p/sdt = 4'de,
ds - pzdt = q"dt;

intégrant d’aprés la formule (103), page 286 , on trouvera

- :_F_fp'dl [fqref.?’dtdz] +C7,
s e—-fp"d! [fq"e-fpnd‘dl] e

On substituera dans ces valears celle de z, tivée de 'équation (a07), et Pon
aura deux équalions en x , en y et en f.

463. Si, excepté T, T et T, que nous regarderins tonjours comme
des lonetions de ¢, les coefficiens M, N, P, Q, etc., sont constans, et
qu’on ait les trois équations

dy + (My 4 Nx —+ Pz )dt = Tde,
dr = (M'y + N'z -+ P'z)de = Tlde,
ds o (M - N'x o4~ PYz)de = T'de,

on multipliera la seconde par une constante §, et la troisiéme par une

autre constante 6 ; et ajoutant les résultats , on aura une équation que
nous pourrons représenter par

dy 4 bde + ¥ds 4 Q (¥ + Rz 4+ Sz)de = Uds.
Or, pour que cette équation soit de la forme (vayes Part. 385)
dy 4+ Prds = Qdx,

il faut qu'en regardant la fonction y -4~ Rx 4+ Sz comme une seule va-
riable >, la différentielle d " de cette fonction soitégale d dy—dx40ds,
oe qui exige que P'on ait les équations de condition

ﬂ:R, B'-_':Si

R et 5 nélnt que des fonctions de 6 et de ', en vertu des opérations preé-
cedentes, il en résulte que ces équations suffiront pour déterminer les
diverses valeurs des constantes f et .

46]. Ceite méthode est générale, et sapplique méme aux équations
diffcrentielles des ordres supérienrs , paree que ces dquations peuvent se
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réduire an premier degré. Si l'on avait, par exemple, les équations
doy dr °
(_E-.--+MJ’+Nx+I' Ttz =1

! dy dx g
d'z 3. : 1Y T e
F_+M:+N’:+P'd‘ +Q =1
ou pluwt
d2y 4 (My - Naojder =+ (Pdr + Qda)dt = Tde %-- R
doz 4 (Wy + Najder 4 (Pdy + Qdz)de="T/der§y""77 00

on ferait
dy = pdt, dr=gdt.... (auz);

et en observant que de est constant, ces équations deviendraient

dp + My + Nz + Bp 4 Qgie = Td,
dg 4+ My + Na+ Pp 4 Qgde= Tde;

ces deux équations, avec les éqguations (211), forment quatre équations
du premier degré, auxquelles on peut appliquer les procédés prégédens.

Des équations diﬁe’r‘entfe(!es pa'rtfelfes du premier
ordre.

465. Une e€quation gui subsiste entre des coefficiens dif-
férentiels, combinés, selon le eas, avec des variables et
des constantes, est, en général, une équation différentielle
partictle, ou, suivant 'ancienne dénomination, est une
¢quation aux différences partielles. On a appelé ainsi ces
équations, parce que la notation des coefliciens différentiels
qu’elles renfermentindique, comme nousl'avons vaart. 54,
que la différenciation ne peut étre effectuée que partielle—
ment, c’est-a-dire en regardant certaines variables comme
constantes. Cela suppose done que la fonction proposée ne
!:f)ntienne pas qu’une seule variable. Pour plus de simpli-
¢1t€, nous n’en admettrons d’abord que denx, et nous con-
sidérerons les équations différentielles partielles du premier
ordre, quisont celles qui ne venflerment qu’un ou plusiears
coefficiens différentiels du premier ordre,
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466. La premitre équation que nous commenceronsy
intégrer est la suivante :

a:‘;? = a:

Si, contre notre hypothése, z au lieu d’étre fonction de
deux variables x et y, ne contenait quex, on aurait une
équation différentielle ordinaire qui, étantintégrée, don-
nerait z = ax -}~ ¢ ; mais, dansle cas présent, z €lantune
fonction de x et dey, les y renfermés dans z ont di dispa-
raitre 4 la différenciation, puisqu’en différenciant par rap-
port & =, nous avons regardé y comme constant. Nous
devons doune en intégrant, conserver la méme hypothese,
et supposer que la constante arbitraire est en général une
fonction de y-; par conséquent nous aurens pour Uintégrale
de I'équation proposée

z=ax+oy.

{67. Cherchons-encore 4 intégrer I’équation dillérenticlle

partielle
dz

P el X

dans Jaquelle X est une fonction de 2 ; multipliant par dx
et intégrant, nous trouverons

z = [Kdz 4 gr.

468. Par excemple, si la fonction représentée par X était
2* 4+ a*, lintégrale serait

3
A — % + a’x -9

469. On ne trouvera pas plus de difficulté i intégrer
V'équation
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dz
Pl
et 'on aura
z==Yu oy,

470 On intégrera de la méme maniére toute équation

dans laquelle % égalera une fonction de deux variables
x

z et y. Silon a, par exemple,
dz x
&= Vet
en regardant » comme constant, on intégrera d’aprés 'ar-

ticle 271, aprés avoir muitiplié par dz; ct en nommant ¢y
la constante qu'on doit ajouter a Uintégrale, on aura

= Vay 42+ ¢
f71. Enfin, si 'on veut intégrer I'équation
dz t
d& \/_7‘ —
on regardera toujours y comme constant, et 'on aura, ar-
ticle 274,

T
Z ==4arc (sin = —) o7,
7 er

472. En général , pour intégrer Péquation

dz .
adx:F{st’) dz,

on prendra I'intégrale par rapport A z, et ajoutant ensuite
une constante fonction _dey,_pour la comypléter, on trouvera

z=[fF(a, y) detpy.
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473. Dapres ce qui préctde, on voit qu’a part ]’I'Ypu-
thése de Vune des variables supposée constante, et de |’j,.
troduction . dans l'intégrale, d'une constante fonction do
cette variable, on suit le méme procédé que dans l'inle’gm..
tion des équations dillérentielles ordinaires.

474. Considérons maintenantles équations différentielles
particlles qui contiennent deux coefliciens différentiels gy
premier ordre ; et soit 'équation

dz dz
NIE;:—‘-NIJ;—-O,

dans laquelle M et N représentent des fonctions données
de x et de 3, onen tire

dz. M dz
dy~ Ndz®
substitnant cette valeur dans la formule

iz dz
dz =Ir~dx+ @l’.‘_}’.- . (?.I?.),

qui n'a d’autre sens que d’exprimer la condition que z est
fonetion de x et de 4, on obtient

o ds M
do_a?ccl:r:—- Edj>,

d_z‘._ Ndax — Md
dx” N 4

on

dz =

Soit & le facteur propre i rendre Ndo — Mdy une différen-
tielle exacte dv, nous aurons

A(Ndz — Mdy) =dv... (213).

Au moyen de cette équation, nous éliminerons Ndz —Mdy
de la précédente, et noys obtiendrons
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1 dz
dz = — —.dv.

AN dz
l o l az . 4
Enfin, si 'on remarque que la valeur de " est point de-
1 dz a4 ; %
terminée, on peutla prendre telle que = 7 dv puisse s'in-

2 s i SR 5
tégrer, ce qui exige que — —‘xsmt une fonction de v; car

AN d
on sait que la difféventielle de toute fonction dennde
de v, doit étve de la forme Fo.dv. Il suit donc de 1d qu’on
doit avoir g
o d—z =y
aN d:e:'

équation qui changera la précédente en

dz = Fv.dv;
d’on 'on tivera
z=0v... (214).
{75. Si l'on intégre par ce moyen 'équation

dz dz
z @_‘r&;:o'“ (215),

nous ayons dans ce cas M=~ y, N=ux, et par conséquent
Iéquation (213) deviendra

dv = a(rdx 4~ yd y).

1l est visible que le facteur 2, propre 4 rendre intdgrable le

second membre de cette équation, est 2. Substituant cette
valeur A A et intégrant, on a

vzt 3,

metiant cette valeur dang Uéquation (214), nous aurons
pour Uintégrale de I'équation (215)
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=@ (@ + 7).

4{76. Soit maintenant I'é quation
dz dz :
== SR =0 (216),
P 1 +de+ ° (21

dans laquelle P, Q et R sont des fonctions des variables z,

¢ R
y et z; en divisant par P, et en faisant % =M, F= N,

nous pourrons lametire sous cette forme :

dz dz : ¥
a}-l-l\!@-}-ﬁ_o... (217);

.r{;'

et en faisant % =g g; =p, elle deviendra TP

p-+Mg 4-N=o... (218).

Cette équation établit une relation entre les coefliciens p
et g de la formule générale

dz = pda +gdy. .. (219);

sans celte relation, p et ¢ seraient entiérement arbitraires
dans cette formule ; car; comme cela a déja été observé,
elle n’a d’autre sens que d’indiquer que z est une fonction
de deux variables « et 7, et ceite fonction peut étre quel-
conque ; ainsi, nous devons regarder, dans I’équation (219),
p et g comme deux indéterminées ; éliminant p aumoyen
de I'équation (218), nous obtiendrons

dz 4 Ndz = ¢ (dy — Mdz)... (220),

et ¢ restera toujours indéterminé ; maison sait (voyez fa
note siziéme) gue lorsqu'une €quation de ce genre a
lieu, quel que soit g, il faut que Von ait séparément
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dz 4+ Ndz = o, dy —Mdz =o... (221).

4g7- SiP,Q et R ne contiennent pas la variable z, il en
sera de méme de Met de N; alors la seconde des e'qua..
tions (221) sera une équation 4 deux variables x et y, et
pourra devenir une différentielle exacte a 'aide d’un fac-
teur (ue nous représenterons par A; €t nous aurons

A(dy —Mdz) =o0... (222).

L’intégrale de cette équation sera une fonctionde ret dey
i laquelle on devra ajouter une constante arbitraire — a,
que nous faisons précéder du signe négatif, pour que,
transposée dans le second membre, elle soit positive ; de
sorte que nous aurons

Flx, y) = w;
y = f(z, a).

Telle sera la valeur de y qui nous sera donnée par la se-
conde des équations (221) ; et, pour établir qu'elles ont lieu
simultanément, il faudra substituer cette valeur dans la
premiére de ces équations ; or, quoique cette variable n'y
soit pas en évidence, on sent qu’elle peut étre renfermée
dans N. Cette substitution, d’aprés la valeur que nous ve-
nons de trouver pour y, revient & regarder, dans la pre-
miére des équations (221), » comme une fonction de x et
dela constante arbitraire . Intégrant donc cette premiére
€quation , dans cette hypothése, on trouvera

d’oft nous tirerons

z=— [Ndz + ¢u.
478. Pour donner un exemple de cette mle{rlatwn y pre=
nons V'équation

dz dz AR
x ‘—]—; Y ==& ‘/xi +J‘,i
Elém. de Cale. diff. 23
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en la comparant & Péquation (217), nous avons
xh 4
M=£, N= auz—... (223).
X £ .
Ces valeurs étant substituées dans les équations (221, Jeq
convertiront en

ORI LS b e e (23f).
I x

Soit  le factenr qui rend intégrable cette dernitre équation,

nous anrons
A(df-— %dx = o,

ou plutét
x (i’.."!..gﬂf) =

. % - I
équatien intégrable si 'on fait 2 = —, parce qu’alors son
P

premier membre devient une différentielle exacte art, 403,
Egalant donc l'intégrale de cette équation & une cunslanu,
arbitraire #, nous aurons .

¥

£

—a,

et par conséquent = ax.
Au moyen de cette valeur de y, on convertit la premiére
des équal.lons (224) en

ou plutdt en
dz=adz V1 + '

intégrant en regardant @ comme consta nt, nons obtiendrons
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,.__-:aﬁ[xy’m + ¢w;
et par conséquent
I z=ax V/?ﬁ + id

Remettant pour # sa valeur, on obtiendra

z=axv l+gx’:;+@-£!

ou plutdt
: A8, >
z=a Va*+ y* +@;.

479. Dans le cas plus général , ot les coefliciens P, Q, I,
de 'équation (216) , contiennent les trois variables x, y, z,
il peut arriver que les équations (221) ne renferment cha-
cung que les deux variables quisont en évidence, et que,
par conséquent , on puisse les mettre sous les formes

dz = fl(r;7)de =0, dy="F(zr,y)d=z.

On ne peut intégrer isolément ces équations, en écrivant,
comme dans 'art. 472,

2= [f(z, 2)dx 4 ¢z, r=[F(z,7)dz+02r;

car alors on voit qu’il faudrait supposer z constant dans la
premitre équation, ety constant dans la seconde; hypo-
theses contradictoires, puisque 'une des trois coordonuées
Z,J, %, ne peut étre supposée constante dansla premitre
€quation sans qu'elle le soitdans la seconde.

480. Voici done de quelle maniere on intégrera les équa-
tions (221), dans le cas ot elle ne renferment chacune que
les deux variables qui sont en évidence : soient wet a les
facteurs qui rendent les équations (22.1) des différenticlles
exactes; si nous représentons ces différenticlles par dU et
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par dV, nous aurons

AMdz 4 Ndz) = dU, w(dy — Mdz) =dV;
au moyen de ces valeurs, ’équation (220) deviendra
dUu -_.-q:—:dV... = (225).
Comme le premier membre de cette équation est une dif-
férenticlle exacte, il faut qu'il en soit deméme du second,
ce qui exige que ¢ E goit une fonction de V; représentant
cette fonction par @V, I'éqnation (225) deviendra
dU=¢V.dV;
d’oit T'on tirera, en intégrant,
U =aV,

481. Prenons pour exemple 'équation

dz | . dz _
x_?'a—_—z—f-z a}"‘"——-)"ﬁ,
étant écrite ainsi :
dz | xds .z
Et;5 "=

on la comparera a ’équation (217), et V'on aura

M=%, Ne—=—

g

aumoyen de ces valeurs, les éqnations (221) deviendront

3

R

dz — ;d:r:: o, dy —%d.r: 0}

eten faisant évanouir les dénominateurs, on aura
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zdz — zdzr = o0, ydy —zdxr = o.
Les facteurs propres a rendre ces équations intégrables

sont -I; et2; en les substituant et en intégrant, on trouve
T

% et y*— z* pour les intégrales; mettant done ces valenrs
X

4 la place de U et de V5 dans I’équation U=oV, nous ob-
tiendrons, pour Pintégrale de la proposée ,
z

] { sl el
= x_wt_y &

482. Il est A remarquer que si 'on eit éliminé g au
lien de p (art. 476), les équations (221) eussent été rem—
placées par celles-ci :

Mdz + Ndy = o0, dy—Mdz=o.... {226);

et comme tout ce que nous avons dit des équations (221)
peut s’appliquer a celles-ci, il s’ensuit que, dans le cas ou
la premiere des équations (221) ne serait pas intégrable, on
a le droit de remplacer ces équations par le systéme des
équations (226), ce qui revient 4 employer la premiére des
équations (226) & la place de la premiére des équa-
tions (221), alors on verra si l'intégration est possible.

483. Par exemple, si 'on avait

dz dz
az&—z-x3}+xy=o;

cette €équation, divisée par asz et comparée & l'équa~

tion (217) , nous donnerait

M:—_—f, N = £
a

az '

par couséquent, les équations (221) deviendraient
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a x
d;—l—-‘-;%d.x:o, dy+;d.r=o;

et en chassant les dénominateurs, on aurait

azdz 4 zydz =0, ady 4 zdz =o.... (2279).
Lapremierede ces éguations, qui contient trois variables,
ne pouvant s’intégrer immédiatemant, nous la remplace-
rons par la premiére des équations (226), et nous aurons,
au lieu des équations (227) , celles—ci »

% T 1 Bl -
—‘—Idﬂ-f-"all_)f_o, ady + zdx =8,

B & : v
SI.IPPTIBI&'D{ - comime fac_teur cominun dans la Prﬂll‘ll_él‘c de
a

c¢s équations, et multipliant 'une par 2 et 'autre par 2,
v lrouvera .

—azdz 4 2ydy =0, 2ady -4 2xdxr =o,

équations qui ont pour intégrales
no slds } Jr“_zﬂ?= e gﬂ]_,,__rn;'
ces valeurs étant mises a la place de U (art. 480) et de V
(art, 481), on aura

Y — 2 = o(aay + x°).

484. Remarquons que la premiére des équations (226)
n'est autre chose que le résultat de Vélimination de dz
entre les équations (221).

En général ; on peut éliminer toute variable renfermée
dans les coefficiens M et N, et, enun mot, combiner d'une
maniére quelconque ces €quations : si, aprésavoir exécuté
ces opéralions, on obtient deux intégrales re présentées par
U=aetpar V=20, a et b étant deux constantes arbi-
traires , on en pourra toujours conclure que l'intégrale est
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U= oV, En effet, puisque a et & sont deux constantes ar=
bitraires , ayant pris & & volonté, on peut composer a en &
J'une maniére quelconque; ce qui revient 4 dive que Lon
a la faculté de prendre pour @ uue fonction arbitraive
de b : cette condition sera exprimée par I'équation a=ob
(note seizieme); pav conséquent, nous.aurons les équa-
tions U= @b, V=0, dans lesquellesx, y etz représentent
les mémes coordonnées; si I’on élimine &' entre ces équa—
tions, on obtiendra U=0V.

On peut encore observer que cette €quation nous dit
qu'en faisant V=10, on doit avoir U= &b == constante :
c'est-a-dire que U et Vsont constans’'en méme temps, sans
que a et b dépendent 'un de I'autre , puisque la fonction @
est arbitraire. Or, ¢’est précisériient la condition qui nous

est donnée par les équations UESPERNSppon. (v
485. Pour donuer une application de ce théorénie, soit
zx(lz . ']z o s :;O 1080 I
dz: T dy £ 22

Aprés avoir divisé par zx, nous comparerons cetle équa-
tion & Véquation (217), ce qui nous donnera
o]

M=, Nat_

x n .

et les équations (221) deviendront..

TR snettog won |,y Iqi
dz — % (h? =0 t%j" —f—‘}; dr— o,
ol

zedz— J*’dx ==ioy .rd_y + ‘TdI =x==T e L O

Al : 3% . : hef-gun"s 3

La puunew,dg ces éf[!j.l_ill._lﬂl_lﬁ contenant trois variables,
II.O;:S ne chercl;nerp:gs pas a Vintégrer dans cet état; mais
si Uon y substitue Ia valear de rda, tirée de la secende,
elle acquiert un S N DM G
1 I lacteur commun & qui, ¢lant supprime,
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la réduit A

zdz 4 ydy=o0,
et l'on voit qu'en la multipliant par 2, elle devient inté-
grable; autre équation I'étant aussi, on trouvera, en les
intégrant,

P4 yi=a, y="l;

d’el on conclura que

- + ‘?"9 — Q.rj-

486. Nous terminerons ce (uie nous avons a dire sur les
équations différenticlles partielles du premier ordre, par
la solution de ce probléeme : Une éguation qui contient une
fonciion arbitraire d’une ou de plusieurs variables éiant
donnée , trouver éguation différentielle partielle quil'a
produtte,

Supposons done que 1'on ait
z = F{z* 4 r?);
nous ferons
x' A yri=u.. . (2a8),

ct notre équation deviendra

z=1‘u;

la différenticlle de Fu devant étre, en général, une fonction
de u multipliée par du, nous pourrons écrire

dz = qudu ;

si nous prenons la différenticlle de z, par rapport & x seu—
lement , c’est-a-dire en regardant y comme une constante,
nous devrons prendre aussi la différentielle de » dans la
meme hypothése; par conséquent, en divisant par dz I'é-
quation précédente, nous aurons
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1 du
:1_; oy ¢ud_.1:“" (229) ;

si nous regardons ensuite x comme constant, et ¥ comme
variable, nous trouverons, par un procéde analogue,
% du
- gu —.... (230);
dy dr

2 i + ndn u 2
les valeurs des coefficiens différentiels T et &’ qui en-

trent dans les équations (229) et (230), s'obtiendront en
différenciant successivement l'équation (228), par rapport
& xeta y,ce qui nous donnera

du

< =az, S =ay;
dz dy

substituant ces valears dans les équations (229) et (230),
1nous aurons

z dz
iz = 279U, 5:2}@:;;

éliminant gu entre ces équations, nous trouverons enfin

d_z_ odE
Yaz =

x @-
s‘.iéj. Prenons encore pour exemple I’équation

f z'+2azx =F (x — y);
faisant

sl R e (23[),
celte équation devient
2 <+ sar = Fu;

et en différenciant, on a '
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d (z* 4= 2ax) = eudu ;
prenant, par rapport a x , la difiérentielle indiquée, noyg
regarderons z comme variable en vertu de 2 qui Y est
contenu, et divisant par dz, nousaurons

dz du
2z EL—:r+ 2@ = gu ... (232);
opérant d'une m:;.niére analogue , par rappert a y, en ye-

gardant z comme une fonction qui ne varie qu’d cause
de y, et divisant par dy, nous trouverons

dz . du :
ZI} —3 @uiTr—..n- (?33),

pour éliminer les coefficiens différentiels de du, Péqua-~
tion (231) nous donue

du_l d_u
dz —_ "’ dr

substituant cés valeurs dans les équations (232) et (233),
101S aurons

:—1;

dz z
2z(rr+ 2 = Qu, 24.@..—._—— Qu

eliminant pu entre ces équations, nous obtiendrons

dz a
=T tzse

De la détermination des fonctions arbitraires qui
entrent dans les intégrales des équations diffe-
renticlles partielles du premier ordre.

488. Les fonctions arbitvaives qui completent les inté=
grales des équations différentielles particlles , doivent se
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déterminer par des conditions qui tiennent i la nature des
problémes qui ont donné lieu & ces équations; prohlémes
qui Ia plupart appartiennent a des questions
mathématiques. Ne voulant point nous écarler ¢ tre
sujet, nous nous bornerous 4 des considérations purement
analytiques, et nous cherchierons d..’abord quelles sont les
conditions renfermées dans 'équation

dz

dz

= f.s= {'234)

48¢. Dés que z est une fonction de x et de -, cette équa-
tion peut étre regardée comme celle d'une surface. Cette
surface, d’aprés la natare deson équation, jouitde la pro-

Pl‘l(ﬂé suivante, qu_ea—a—: doit IOHJQHI‘S elre une Lll.h‘.lllt.!te

constante, 11 suit de la que toute section EF, fig. g1, de Fig. gr.
cette surface faite par-un plan €D, paralléle A celui des x,
%, est une ligne droite. En effet, quelle que soit la nature
de cette scction, si on la partage en un nombre infini de
patties mm’', m'm", m"m", etc.; cés parties, vu lear peu
d’étendue, pourront étre regardées comme des lignes
droites, et représenteront les élémens de la sections 'un
de ces €lémens mm' faisant, avec une paralléle mn a
Vaxe des abscisses, un angle dont la tangente trigonowié-

trique est r&pl.‘éﬁczitée par :1-2 , comme cet :gngle est cons—
tant , il s'ensuit que tous les angles m'mn, m'm'n’,
m“m'n", ete. | formés par les élémens de la courbe, avee
des paralléles mn, m'n', m"n", ete. , & I'axe des abscisses,
seront tous égaux ; sce qui prouve que la section EF est
une ligne droite.

490. On parviendrait au wéme résultat en considérant

" £ a Jr - dz R
Vintégrale de 1 équation Iz = @ que nous avous yu étre,



Fig. g1.
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art. 466,
z—ax 4 @y. . (235);

mﬂr tous les points de la surface qui sont dans Je

plai , Vordonnée est égale & une constante ¢, repré-

sentée dans la fig. g1, par AB; remplagant donc ¢y par gc,

et faisant ge = C, Véquation (235) deviendra
z=ax-4C.... (236);

cette équation étant celle d’'une droite, et appartenant i la
section EF, il s’ensuit que cette section est une ligne
droite.

491. La méme chose ayant lieu par rapport aux autres
planssécans qu’on ménerait parallelementa celui des ., z,
concluons que tous ces plans couperont la surface suivant
des lignes droites, qui seront paralléles , puisqu’elles for-
meront chacune, avec une parallele a l'axe des z, un
angle dont Ia tangente trigonométrique sera a.

492. Si maintenant nous faisons x= o, 'équation (235)
se réduira & z=g9y, et sera celle d'une courbe GHK
tracée sur le plandes 7, z; cette courhe renfermant tous
les points de la surface ; dont les coordonnées sont x =o,
rencontrera la plan CD en un point 72, fig. g1, qui aura
2z = o pour l'une de ses coordomnées; et puisqu'on a
aussi y=AB=c¢, la troisiéme coordonnée , en vertu de
I’équation (236), sera z= G, valeur représentée dans la
figure par Bm. Ce que nous disons du plan CD pouvant
s’appliquer 4 tous les autres plans qui lui sont paralléles,
il en résulte que par tous les points de la courbe dont

-z =@y est V'équation, et qui est tracée sur le plan des y,

z, partiront des droites paralléles 4 'axe des z. Voild
tout ce que nous disent les équations (234) et (235); et
comme cette condition est’ toujours remplie , quelle que
soit la fignre.de la courbe dont z=gy est 'équation,
on voit que cette courbe est arbitraire.
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4o3. Thsuit de ce qu_i ;';re't:t'aclt‘ez1 que la cm:trbe GHK ,
dont z= @y est I'équation , peut étre composée d’arcs de
différentes courbes, qui se joignen.t les uns les antres, on
qui laissent entre eux desinterruptions, en certaines pa.r-—
ties, comme dans la figure 92. Une courbe de ce dernier Fig. g,
genre est appelée discontinue. Une cout;lhe pePt étre m}ss;l
discontigué; c'est ce qui arrive lorsqu 1! ya mte.rrupnon
dans ses parties; sans que, dans I’endroit on a lieu cette
interruption , son cours soit suspendu. La courbe, fig. 93, Fig. 3.
nous en offre un exemple aux points M et N qui ne se
succédent pas, et pourtant ne laissent entre eux aucun
vide. Remarquons qu’en pareille circonstance , deux ordon-
" nées différentes telles que PM et PN, fig. 93, ou que QR
et QS,~correspondent a une méme abscisse. Enfin, il
est possible que la courbe soit composée d’une suite infinie
d’arcs infiniment petits , qui appartiennent chacun i des
courbes différentes ; dans ce cas, la courbe est irréguliére,
comme seraient, par exemple , des traits de plume que I'on
tracerait au hasard ; mais de quelque maniére que soit for-
mée la courbe dont I'éguation est z=gy, il suffira pour
construire la surface, de faire mouvoir une droite toujours
parallélement & elle-méme, avec cette condition, que son
point m parcoure la couthe GHK dont z = @y est I’équa-
tion, et qui est tracée an hasard sur le plan des 7, 3.

. : e et
f94. Siau lien de Véquation Ii_ = a, nous avions

d
celle-ci: d—i—_:X, dans laquelle X fiit une fonction de x,

alors en menant un plan €D, fig. g1, parallele A celui Fig.
desz, z, la surface serait coupée suivant une certaine
section EF, qui ne serait plus une ligne droite, comme
dans le cas précédent. En effet, pour tout point m2’, pris
sur cette section, la tangente trigonométrique de 'angle
n'm’'m" formé par le prolongement de Pélément m'm" de

gI.
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la section ; avec une parailéle a l'axe des 2, sera dgale &
une fonction X de l'abscisse x de ce point; et comme
I'abscisse z est différente pour chaque point, il s'engyje
que langle n'm'm" sera différent a chaque point de |q
section ; ce qui nous montre que EF ne sera plus, Comine
précédeu{ment, une ligne droite. La surface se construira
de méme que dans le probléme précédent, en faisang
mouvoir la section EF parallelement a elle-méme, de
manitre que son point m touche continuellement la
courke GHK, dont'équation est z = qy. '
495. Supposons maintenant que, dans U'équation pré-
cédente, au lieu de X, on ait une fonction Pde z et de y;
Téquation ‘-ji=P, contenant trois variables, appartien-

dz
dra encore & une surface courbe. Si nous coupons cette
surface par un plan paralléle a celui des «, z, nous au-
rons une section dans laquelle y sera constant; et comme

y dz i
dans tous ses points, = €palera une fonction de la va-
riable 2, il faudra douc, ainsi qug dans le cas précédent,

3 ; o MdZ
que cette section soit une courbe. L'équation — = P,

dax

€tant intégrée, nous aurons, pour celle de la surface,

2= [Pla+ o5 ;
si dans cetle équation nous donuons successivement & y
les valeurs croissantes 3, 77, ", »", etc., et que nous
appellions P/, P", P”, P, etc., ce que devient alors la
fonction P, nous aurons les équations
z=[Pdx 4, 2=/Pdx 4 ¢", 1
3= [Pdx+4-0r”, z= P“dzx gy ete. 7

etl'on voit gue ces équations appartiendront 3 descourbes
de méme nature , mais différentes de formes, puisque les

(ﬁé 20



FONCTIONS. ARBETRAIRE DU 17 ORDRE. 367
valeurs de la constante ¥ n’y sont pas‘les mémes. Ces
courbes ne serontautre chose que les sections de la surface
par des plans paralléles a celui des &, 2 ; et, en rencon~
urant le plan des y, 2, elles formet:nnt' une courbe dont
T’équation s'obtiendra en égalant a zéro la va_legr de a
dans celle de la surface. Appelons Y, ce que devient [Pda
dans ce cas, nous aurons

z=Y 4 or.... (238);

et on voit qu’a cause de ¢y, la I:OI.IT.{]ET déterminée par
cette équation, doit étre arbitraire; ainsi, ayant tracé 1
volonté, fig. 94, la courbe QRS sur le plandes », z, si
nous représentons pat RL la section dont z=/P'dx 4 ¢y’
est Véquation, on fera mouvoir cette section, en tenant
son extrémité R toujours appliquée a la courbe QRS ;
mais de maniére que, dans ce mouvement, cette sec—
tion RL prenne les formes successives déterminées par les
équations (237), et I'on construira la surface & laquelle
dz

appartiendra I’équation ==

4g6. Considérons enfin Péquation génerale

dz dz
;E+M;l_.'“y+N——-ol

dont l'intégrale est U=V, art. 484. Dés que nous avons
U=aet V=10, ces équations existant chacune entre trois
coordonnées , nous pouvons les regarder comme celles de
deux surfaces; et puisque ces coordonnées sont communes,
elles doivent appartenir & Ia courbe d'intersection de ces
deux surfaces. Cela posé, a et b étant des constantes arbi-
traires, sidans U==anous donnons 4 z et & » les valeursz’
et 3, nous obtiendrons pour z ung fonction de 2, de » et
de @, qui déterminera un point de la surface dont U=«
est Péquation. GCe point quelconque variera de position si

Fig,

=
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nous donnons successivement diverses valeurs & la ¢opq.
tante arbitraire @, ce qui revient a dire qu’en faisan¢
varier a, nous ferons passer la surface dont U=, est
Iéquation, par un nouveau systéme de points, Ce que
nous disons de U=—a, pouvant s'appliquer & V = b,
concluons que la courbe d’intersection des deux surfaces
changera continuellement de position, et par conséquent
décrira une surface courbe , dans laquelle a et b pouy—
ront étre considérés comme deux coordonnées; et puisque
la relation a == @b, qui lie entre elles ces deux coordon-
nées , est arbitraire, on sent que la détermination de Ia
fonction @ revient au probléme de faire passer une surface
par une courbe tracée arbitrairement.

497. Pour montrer comment ces sortes de problémes
peuvent conduire & des conditions analytiques, examinons
quelle est la surface dont ’équation est

dz dz
r= =IIT_’ (239).
Nous avons vu, art. 475, que cette équation avait pour
intégrale
z=0 (@ + 7). ... (240),
réciproquement on tire de cette intégrale

Tt 4 ¥t = oz; 3

s1 'on coupe la surface par un plan paralléle a celui des x,
7'» la section aura pour équation

Tt == i s
et en représentant par a* la constante @c, on aura
x4 1 = at,
Cette équation appartient au cercle; par conséquent la

surface jouira de cette propriété, que toute section faite
par un plan paralléle & celui des «, -, sera un cercle.
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498 Cette propri€té est encore indiquée par 1'équation
. ¥ 11 3
(23q), car en tire, en vertu de Darticle 26,

dr-
.r:,)"a‘i—-

Cette équation nous apprend que la sous-normale doit
étre toujours égale a I'abscisse, ce qui est la propriété du
cercle,

499. L’équation (240) ne nous disant donc autre chose,
si cen’est que toutes les sections paralleles au plan des z,
7, sont des cercles, il s’ensuit que la loi suivant laquelle
les rayons de ces sections doivent s"augmenter, n’est pas
comprise dans Véquation (afo), et que, par conséquent,
toute surface de révolution satisfera au probléme; car on
‘sait que dans ces sortes de surfaces, les sections paralléles
au plan des x, y sont toujours des cercles, et il n’est pas
besoin de dire que la génératrice qui, dans une révolu-
tion, décrit la surface, peut étre une courbe discontinue,
discontigué , réguliére ou irréguliere.

500. Cherchons donc la surface pour laquelle cette gé-
nératrice serait une parabole AN, fig. g5, et supposons
que, dans cette hypothése, la surface soit coupée par un
plan AB, qui passerait par I'axe des z; la trace de ce
plan sur celui des x, y sera une droite AL qui, mende
par 'origine, aura pour équation y =ax; si nous re~
Présentons par ¢ hypoténuse AQ du triangle rectangle
APQ, construit sur le plan des z, y, nous aurons

¢=2 + 7*;

mais ¢ €tant Pabscisse AQ de la parabole AN, dont
OM =z est l'ordonnée , nous avons, par la nature de cette
conrbe,

_ =g
Elém, de Cale, diff.

Fig. 95.
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mettant pour £ sa valeur 2*+- 3, il nous viendra

=) (a0, ou z=y(@w 4t =1 (@ 4y,

et en faisant—z (@*~= 1) =m, nous obtiendrons
Z= mr';
de sorte que la condition prescrite dans hypothése oii 1,
génératrice doit étre une parabole, est que Pon doive ayoir
z=mz* ‘lorsque y = ax.
501. Cherchons maintenant a déterminer, au moyen de
ces conditions, la fonction arbitraire qui entre dans I'é-

quation (24o). Pour cct effet, nous représenterons par U la
quantité z*- y° qui est affectée du signe @, et Péquation

devi_endl’a
(240) z=20U.... (241),

et nous aurons les trois équations
14 pi=U, p=az, z=ma".

Aumoyen des deux premiéres nous ¢liminerons 7' et nous
obtiendrons 1a valeur de z* qui, étant mise dans la troi-
sitme , nous donnera

z=m L
T a4y’
équation qui se réduit &
X o]
Z-—-'E;U,

., o
parce qu’on ayu que nous avions supposé - (a*=41) =m;

la valeur de z étant substituée dans l’equa.uon (241)’ la
changera en
U

oU =

| -
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mettant la valear de U dans cette équation, nous trouve-
rons

0@+ 7) =5+ 77

et Pon voit que la fonction est déterminée; substituant
cette valeur de @ (z*-= y*) dans I'équation (240), nous
aurons pout Vintégrale cherchée

Ca % (? 55

équation qui jouit de la propriété requise, puisque 'hy-
pothése de y=ax nous donne
z=mx.

502. Ce pmcéde’ est général; ear supposons que les con-
ditions qui_ doivent déterminer la constante arbitraire,
soient que l’mtégrale donne F(z, 7, z) = o, lorsqu’on a
f(=, y,7)=o0, nous nous procurerons une troisicme
équation en égalant a U la quantité qui est précédée
de @; et alors, en éliminant successivement deux des
variables x, 7, z, on obtiendra chacune de ces variables
en fonction de U. Mettant ces valeurs dans lintégrale, on
parviendra i une équation dont le premier membre
sera U, et dont le second membre SEera une expression
composée en U ; remettant la valear de U en fonction des
variables, la fonction arbitraire se trouvera déterminée.

Des équations différentielles partielles du second
ordre,

503. Une équation différentielle partielle du second
ordre, danslaquelle z est une fonction de deusx variables =
et 5, doit toujours contenir un ou plusieurs de ces coefli-

. I e R O
ciens difféventiels —, —, ——, indépendamment
dz*’ dy*’ dxdy i

24
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des coefficiens différentiels du premier ordre qu'elle peyg
renfermer.

504. Nous nous bornerons a intégrer les plus simples
des équations différentielles partielles du second ordre, ¢t
nous commencerons par celles-ci :

d*z

s ='0;
muitipliant pas dz, et intégrant par rapport & x, nous
ajouterons i Uintégrale une constante arbitraire fonction
de y, et nous aurons

dz

> et
multipliant de nouveau par dz, et désignant par Jy une
fonction de 7, qu’on doit ajouter i I'intégrale, nous trou-
verons

z=apy + 7.
505. Proposons-nous maintenant d’intégrer 'équation

)

A% s i
dans laquelle P est une fonction de z et de y ; en opéiant
comme dans lintégration précédente , nous trouverons
d’abord

dz

= Pdx +¢r;
une seconde intégration nous donnera

z=[[[Pdz + ¢y] dz 4 7.
506. On intégrerait de la méme maniére

d’z
dy2

=

et Von trouverait
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2= [[Pdy + ¢x|dy + J=.
507. L’équation
(3 2 T
dydz
sintégrerait d’abord par rapport i I'une des variables, et
ensuite par rapport a I'autre, ce qui donnerait

z= f[fPdz 4 ¢y]dy + ox.

508. En général, on traitera dela méme maniere J’»-
des équations

dnz dnz [ . Ml .
= Bl T

dans lesquelles P, Q, R, etc., sont des fonctions de x et
de ¥, ce qui donnera lieu & une suite d'intégrations qui in-
troduiront chacune une fonction arbitraire dans I'intégrale.

509. Aprés les équations que nous venons de consi-
dérer, I'une des plus faciles 4 intégrer est celle-ci :
dﬂ
d.}' clj
par P et par Q nous désignons toujours deux fonctions de «
etde y. Faisons

Q L

d_.‘)ﬁ’ o T P (242),

nous transformerons cette €quation en
du
T 4+ Pu = Q,... (243).

Pour intégrer, nous regarderons » comme constant , et
alors cette équation ne renfermera que deux varlablcs x
et u, et sera de méme forme que 'équation
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dy 4 Pydz=0Qdz.... (344),

traitée art, 385, et dont l'intégrale, page 286, est

i 8_.-de.7¢|:erde7&; -+ GJ.... (245);
comparant donc les équations (243) et (244), nous aurons
ye=, Z=7;

substituant ces valeurs dans la formule (245), et ehangeant
Cen ¢z, nous obtiendrons

T — e_ﬂdj[chﬁdfdj -l qb.‘!';l;

mettant cette valeur de u dans Iéquation (242), multi-
pliant pard y, et intégrant, on trouvera

— /P d
s =LV dy + o2)] dy + o
510. On intégrerait par le méme moyen les équations
d'z p 9z d*z
Tﬁ:‘&;"‘“ s =Q, d.rdr_,_ d?__-Q’

dans lesquelles P et Q représentent des fonctions de x; et,
a cause du divisear dxdy, on sent que la valeur de z ne
renfermerait pas des fonctions arbitraires de la méme va-~
rviable.

511. Proposons-nous encore d'intégrer I'équation

da d
d.f a2 (i) ()

Pour cela, nous remarquerons d'abord que s étant une fonction de z et
det, ea différentielle doit étre représentée par

(*) Cette équation est celle du famenx probléme des cordes vibrantes.
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d d
dy = 2 dot o dee. (af);

1 faisant
el e ay

dry
d_.‘&“ =7, 'a_; it |
on change Péquation (247), en
dy = pde 4 qde.... (348},

et la proposée an

& _ %
T="a - (9

Liéquation (248), étant une différentielle exacte , on aura, arf. 4o1,

a_dp
T=a (250);
ot comme p et ¢ sont des fonetions de z et de ¢, leurs différenticlles se-

ront »

d
= Laz g L. @),

Il

d. d
g = 3k dr "‘a:.... (252) ;

dg q
mettant dans I'équation (252) les valeurs de T ct de -gz_, données par

les équations (240) et (250), cetle équation (252) deviendra
dp
dg = i dr - a2 %ﬁx A L

Représentant par des mémes lettres les quantités communes aux égui-
tions (251) et (253), ces équations pourront s'éerire ainsi :

dp == mdx + ndt.... (25),
dg = ndz + @mdt.... (255).

Multipliant la premiére de ces équations par a, et V'ajoutant & Pauire 3
on trouvera

adp =+ dg = (am -+ n).dx =+ @ {am -} n)de,
gquation qui, i cause du factewr commun , peut s'écrire ainsi :

adp + dyp= (am 4o n) (dz 4= adt),
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on plutdtde la sorte
adp +dg = (am -+ n)d (x4 at).... (2506).

Retranchant ensuite équation (255) de Péquation (254), multiplice
par a, on trouvera, par une opéraiion analogue i la précédente,

adp — dg = (am — n) (dx —adt).... (257),
et par consequent
adp — dg = (am — n) d{x — at).... (258).
512. Or, si I'on remarque que quand on différencie une fonction de z,
la différentielle doit étre de forme fz.dz (), on conclara que dans Ié-
quation (256), ont la différentielle, au lien d'étre z, est = 4 at, on doit

avoir
am —=n=1F (x4 at).

e méme, en désignant par F* la caractéristique d'une autre fonetion,
on tirera de Péquation (258), °

an —n=F"{x— at};
ce qui changera les éqoations (256) et (258), en

adp ~+dg = Flo4~at) d(z +at).... (25p),
el en
adp —dy =F'(x—at)d (x— at).... (260);

ot comme U'integrale d'unc expressien do la forme fz.ds est une autre
fonction de =, wous aurons en intégrant les équations (259) et (260),
b en représentant par f et par /7 les caractévistiques de deux fonctions
différentes

rlfillE bt } oo (3).

ap —q =Sz —al)
513. Ajoutant les équations (a61), pour éliminer ¢, elles nous donnent
2ap = flx - at) 4" {a — at);

retranchant les équations (26G1) Dune de Tantre pour éliminer p, on

*) 5 pourrait n'entrer qu'd Ia puissance zéro, cas oi fz se réduirait b
une constante,
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aura

2 =Sl 4 at) =f" [z — at);

divisant 'un de ces résullats par 2a , et V'autre par 2, les valeurs dep ct
de 7 sont ainsi détermindes :

_ Sz at) 4 f(x — at)
i 2a ¥
_Seat) = flw—at)
hies e )

metiant ces valeurs dans Péquation (248), nous obtiendrons

P e R R st g,

et en multipliant les deux termes de la seconde fraction par a, pour lui
donner le dénominateur de 'autre fraction , nous aurons

fle—=at) 4 [ [x — at) &g af (x -+ at) — af” (x — at)

dt H
2 A

dy ="

rassemblant les termes qui ont pour facteur £z <= at), et ceux qui ont
pour facteur /(x — qi), on trouvern

e+ at) ([dx 4= adt) + fx — at) [dr — ads)

dy =
24 1

cquation qui revient i

d . Vflz +at)d (x4 at) chs L fr—a)d(x—al)
g a 2 @ }
et nous fondant, sur Ia méme raison qui nous a fait parvenir, art. 512, a
la premiére intégration , nous trouverons en désignant parg et par.) les
caractéristiques de denx fonctions différentes ,

'\'.r+at) T .4.(2.‘—&!:}‘

10
e -
2 @ 3 a

ot 6i T'on observe que le dénominatear « pout étre compris dans 1a fone-
tion, on aura enfin
Lo

V) 5 i z
2 -._;? (= +a.*_)|-f— E\L (.z'-—-‘h[xl.... {'!.5;!).
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Des fonctions arbitraires qui entrent dans g
intégrales des équations différentielles partielles
du second ordre.

514. Les équations différentielles partielles du second
ordre conduisent 4 des intégrales qui renferment deux
fonctions arbitraires ; la détermination de ces fonctions
revient i faire passer la surface par deux courbes qui
peavent étre discontinues et discontigués. Pour en donner
un exemple, prenons I'équation

d’z

oo e it

dont Pintégrale, art, Sof, est

z = 20y + JF:... (263).

Soient Az, Ay et Az, fig. g6, les axes coordonnés;
si Poni méne un plan KL parallélement a celui des z, z,
la section de la surface, par ce plan, sera une ligne
droite ; car, pour tous les points de cette section, y étant
égald Ap, sinous représentons Ap par une constante ¢,
les fonctions gy et |y deviendront ¢c et ¢, et par con-
séquent pourront étre remplacées par deux constantes @
et &; de sorte que 'équation (263) deviendra

z=ax 4 b.... (264),

et sera celle de la section faite par Ie plan KL.

515. Pour connaitre le point ol cette section rencontre
le plan des y, z, faisons = o; Péquation (263) nous
donne , dans cette hypothése,

2= 1y,

ce qui nous indique une courbe aml tracée sur le plan
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"

des y, 2. Thmous serait.facile de démontrer, comme dans
Vart. 492, quela section renct{ntre .la courl?e amb e un

iut 7 et comme cette section eft’ une ligne droite, il
ne sagit, pour en déterminer la position , que de trouver
un second point par lequel passe cette ligne. Pour cet
effet, observons que lorsque 2 ést égal & zéro, Véqua—~
tion (263) se réduit 4

z=¢.‘f:

tandis que loxsque x est égala I'unité, la méme équation
se réduit &
2=0y 4+ 47

faisant, comme précédemment, y = Ap =c, ces deux
valeurs de z deviennent

s=t, z=a- b,

et déterminent deux points m2 et 7 pris sur la méme section
mr que nous avons vue étre en ligne droite. Pour cons—
truire ces points, on opérera de la maniére Suivante : on
tracera arbitrairement sur le plan des y,z la courbe amb,
et par le point p, oule plan séeant KL rencontre 1’axe
des 7, on élévera la perpendiculaire pm =&, qui sera
une ordonnée 4 la courbe; on prendra ensuite 4 Vinter—
section HL du plan sécant et de celui des z, y, la
partie pp’ égale 4 'unité, et par le point p” on ménera
un plan paralléle 4 celui des y, z, et dans ce plan on
construira la courbe a'm’l, sur le modtle de la courbe
amb, et de maniére qu’elle soit semblablement disposée;
alors Vordonnée m'p” sera égale & mp; et si Yon pro-
longe m'p" d’une quantité arbitraire m'r, qui représen—
tera a, on déterminera le point r de la section.

Si T'on prolonge ensuite, par le méme procédé , toutes
les ordonnées de la courhe a’m'l’, on construira une nou-
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velle courbe a'rb’ qui sera telle, gu’en menant par cegie
courbe et par amb, un plan paralléle 4 celui des x, z, 1
deux points ol les courbes seront rencontrées appartien-
dront 4 la méme section de la surface.

11 suit de ce qui précéde, que la surface peut étre cons-
truite, en faisant mouvoir la droite mr, de maniére qu'elle
touche continuellement les deux courbes amb, a'rd’,

516. Cet exemple suffit pour faire entrevoir comment la
détermination des fonctions arbitraires, qui complétent
les intégrales des équations différentielles partielles du
second ordre, revient i faire passer la surface par deux
courbes qui, ainsi que les fonctions arbitraires qui ser=
vent & les construire, peuvent étre discontinues, discon-
tigués, réguliéres ou irréguliéres.

®
FIN DU CALCUL INTEGRAT.



CALCUL .
DES DIFFERENCES.

Du calcul direct des différences. '

517. Ladifférence d’uine fonction variable est acerois-
sement ou la diminution que cette fonction regoit lors-
qu’elle passe d’un certain état de grandeur a un autre.

Cette différence s'indique par l¢ caractére grec A, placé
devant la fonction variable. Par exemple, lorsque la
fonction = a” devient »’ par un accroissement A donné
4 la variable @, on a

g — y=oaxh 4 h*,
ou
@y =oxh 4+ k"

En général, si = se changeant en x 4 A, la fonction y de
x devient y”, le théoreme de Taylor pous donue, pour le
développement de y’', une suite de cette forme,

f = Ak 4 Bh* 4 Ch® 4 DA, etc. ;
& x

et Pon voit que la différence de la fonction sera exprimée
* par

Y —ry ou Oy =Ah- Bk* 4 Ck 4-etc.,
tandis que la différentielle ne se composera, art, 13, que

du premier terme de cette différence , dans lequel on chan-
gera Paccroissement & en dz.

518. Par la méme raison que nous plagons la caracté-
ristique A deyant y, pour indiquer V'accroissement positif
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ou négatif de eette fonction, nous indiquerons par A
Vaccroissement de x ¢qui, suivant le cas, sera positif oy
négatif.

Ainsi, pour connaitre la différence de g, lorsque la
fonction est y = 2™, nous développerons, par la formule
du binome, 1’équation

g = (x <+ Ax)",

et nous trouverons

M1 A 7l —T1 T
% ety qu:ﬂy:mx"‘_'a_x-l-m—z—{&x]_—t-m—z— 5 (Az)ete,

On peut se dispenser de renfermer A entre des paren-
théses, en conyenant que Az?, Az’, Azt ete. , représente~
ront la seconde, la troisieme , la quatri¢me puissance, etc.,
de Az ; mais pour n’étre pas dans le cas de confondre Az,
AZ?, ete., avec les différences de 2?, de 2%, etc. , nous dési-
gnerons ces différences de cette manitre : A,x*%, A.2%, ete.
Au moyen de cette observation , nous pourrons €crire ainsi
I'équation précédente :

e
Wi o
et nous voyons que quand la différence devient infiniment
patite, cas anque] Az et Ay se changent en dx et en dy,
on doit supprimer, art. 236, les termes affectés de da*,
de dz?, etc., comme des infiniment petits des, ordres su-
périeurs : par conséquent la formule se réduit a

— 13— —1m—2
LK IR e — AZ?, elc. ;

dy = mz™\dz,
ce qui est conforme an résultat que nous ayons obtenu
art. 17, parun autre moyen.
519. Il n'est pas méme nécessaire de développer toujours
la fonction yrdea suivant les puissances ascendantes de Az
pour obtenir la différence Ay : par exemple, si 'on avait
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at—a?
ikl

en retranchant la fonction primitive de la fonction acerue ;
il viendrait
5 . (rd=bz)—=—at (z}— g%
Y=y oudy= z + bz PR

dlevant z 4 Az au carré, réduisant ensuite au méme
dénominateur, et effectuant la réduction, on trouverait

: ahz < Az 4 xhzt

£F = z (@ + Bz) ’

ou en rassemblant les termes en Az,
ASE (a*+ 2?) Az 4 xdx®
et @ (x4 A) :

520. Si la différence Ax était négative, et quon voulit
déterminer la valeur de Ay, pour la fonction

3
il l/a’—}-b.‘z:
= 5 )
on changerait xen x— Ax,-et en retranchant la fonction

primitive de la nouvelle, on trouverait

3
_ Ve +bx—bdz—Va & bz
= :

521. Cherchons maintenant la différence de 7, lors~
qu'on a

Ly

y =log .
On déduit de cette équation

J' =log (z 4 Az), &

et par conséquent

¥ =y =log (@ + bz) — log z;
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ou, d’aprés la propri€té des logarithmes,

Lx+AaJ
¥ — ¥ s=log o

«1 en effectuant la division par =,
Ax
=088 ﬁ.?’-ﬂlog("f‘-;)- oo ().

Or, on a, page 39,
h h? k3
log (2 - b =log x + > —H;,—f:- P b ele.s
et en faisant passer log  dans le premier membre, ona
k h? h? it
l.:)g{.r--]-.k)-—lng:r.:;—g—l--sxj 4x‘+etc.
Cette équation nous donne, par la nature des Joga-
rithmes,

x4 h h h h® h?
log( = ) out log(l-}-;)--;-—-—;;—[—?zﬁ — ele. ;

vemplagant ensuite h par Az, on aura

A a 3
log(1+—- b +%—etc.;

x 272"

mettant cette valeur dans 'équation (1), on trouvera

Cherchons ensuite la différence de y=a*; powr cela
nous avons

m.
Y —youdy= i g a® — gt (aﬁx-—l),
et, en mettant la valeur de y,

)
A= (as:r —1).
522, Soit encore y = sin x, on a

J' = sin (v 4 Ax),
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et par conséquent
y —y ou Ay ==sin Z €08 AZ ~} sin Az cos ¥ — sin @,

et en réduisant

Ay = sin AZ cos & == (cos Ax— 1) sin .
De méme, si 'on nous donne y = cos x, on trouvera

¥ =cos(x 4 Ax),
et en développant , il viendra
' = cosx cos Az — sin x sin Az,
d’ott I'on déduira
y — ¥y = cosz cos Ax ~—sin x sin AT —cos T,

et par conséquent

Ay = — sinx sin Az ~+ cosx(cosAx — 1).

523. Sila fonction y, outre la variable x , contenait en—
core d’autres variables z, ¢, u, etc. , on prendrait la diffé-
rence 4y en remplagant x par x -4 Az, z par z -+ Az,¢ par
- At, etc., et en opérant comme ci-dessus.

Par exemple, si 'on voulait déterminer la différence de
¥ = azu , on aurait

7= a (24 Az) (u4-1u),

développant et retranchant la fonction primitive, on trou-
verait

J'— r ou Ay = azAu - aupz - anzAu;

et 'on voit que lorsque 4y et Az deviennent infiniment
petits, cette différence se réduit 2
dy = azdu + audz,

résultat conforme a la régle de Part. 14.
Elém. de Calc. diff, d
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524. Enfin , si 'on se proposait de déterminer la diffg.

- 122 .
rence de la fraction syon aurait

,__ uAu
S T s an?

et par conséquent
u - Au
Ehan AL + sz

u
zl'

¢t en réduisant au méme dénominateur, on trouverait,
apres avoir supprimé les termes qui se détruisent ,
ZAU — UAZ

BN R e
Y z(z - Az)
Quand les différences sont infiniment petites, Az s’évanonit
au dénominateur, Ay, Au et Az se changent en dy, en du
et en dz, et la formule précédente se réduit a

zdu— udz

W= T o

ce qui est conforme a la régle établie, ari. 14, pour trou-
ver la différentielle d’une fraction. '

595. Dans le calcul différentiel , on considére des diffé-
rentielles de divers ordres. Une semblable division a lien
dans le caleul des différences : ainsi en regardant Az, 4y,
Az, etc., comme les différences premicres de z, dey, de
z, etc., ces fonctions aurent A*x, A%y, A%z, etc. , pour diffé-
rences secondes, et A’z, A%y, A%, etc., pour dlﬂ'erences
troisitme, ainsi de suite.

526. La différence seconde d’'unefonction représentée par
Jy=/x ,n’étant autre chose que la différence dela différence,
on pourra regarder M'Q, fig. 97, comme une ordonnée,
dont I’abscisse comptee de I'origine M, serait MQ==Ax; par
conséquent si MQ regoit un accroissement QR, I'abscisse
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MR correspondra & Pordonnée MR ; et la différence M'S,
qui existe entre M“R et M'Q, sera la différence de M'Q ou
la différence seconde de MP ; et, comme QR équivaut a
P'P’, nous avons done ici deux sortes d’accroissemens a
considérer , savoir : PP/ que nous avons appelé Az, et P'P”
gque nous désignerons momentanément par k. Si nous re-
gardons maintenant les ordonnées comme des fonctions
des abscisses correspondantes, nous aurons évidemment,
daprés Vinspection de la figure 97 , Fig. g7.

M'Q — M'P' — MP,

ou
h Ay =@ (x4 ax) —ex... (3);
et ensuite
M'S = MNP —M'P/,
ou

sy =9 @iz + B —p (= +an)... @).

Or, il peut arriver deux cas: ou la différence P'P" = £ sera
égale 4 PP' = Az, ou elle ne le sera pas. Dans le premier
cas , Véquation (4) deyiendra

8% = @ (x + 202) — ¢ (2 4= 82).,. (5);

etVon voit qu’elle se déduit de I'équation (3), en regardant
Az comme une quantité constante, et en changeant = en
x 4~ Az ; mais dans 'hypothése on % différera de az, nous
indiquerons cette différence, qui pourra étre positive ou
négative, par A%z ; en sorte que nous aurons
h = Ax 4 A'z,

¢¢ qui changera U'équation (4) en

Oy (@ +obx 4 0'x) — 9 (x4 b2)... (6);
et P'on voit que dans le second cas, la valeur de A%y se dé-
duira de celle de oy, [€quation (3)], en changeant

Ax en Az - A'm et x en x4 Az
2%..
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527. Par exemple, si I'on voulait avoir la différenee

seconde de la fonction y = 2*, dans laquelle on suppoge..
rait Az consiant, on trouverait d’abord

Ay = 2xlz 4 02 .. (7);

et en changeant seulement x en 2 < Az, on obtiendrait
ensuite

A y=2(x 4 Az) bz + Lx*— (220z -4 A2?). ,, ®):
faisant la réduction, il resterait ,

Ay =202 .. (9)-

5,8. Si au contraire on regardait Az comme une quantité
variable, I’équation (7), au liea de donner I'équation (8),
aménerait celle-ci,

Ay =2a(z+ AZ)(Ax 4 4*2) 4 (x4 4°x) — (22A - A2Y),

et en réduisant, donnerait
Aty =oAz? - (2 + fAz) Az 4- (A*2)*. .. (10).

529. Par des considérations analogues , on prouverait de
méme qu’en donnant I'aceroissement A’z 4 A'z, on deyrait,
dans cette hypothese, changer z en x4 Az,Az en Az A%z
et A%z en A% - A% dans la fonction (10), pour obtenir la
valeur de A%y, ainsi de suite.

530. Quant au choix de 'ane des hypothéses que nous
ayons considérées, il n’est pas douteux que lorsque rien ne
s’y oppose, il vaut toujours mieux faive accroitre » par des
différences €gales; aussi est-ce ’hypothése que I'on choisit
ordinairement. Cependant il peut arriver qufil ne deé-
pende pas de notre choix de donner des valeurs constantes
i Az, Par exemple, si x et y étaient des fonctions d’une
troisitme variable ¢ et que on eiit z = g1, et y=+)t, on
sent que l'accroissement Ax de x dépendrait, comme celui



CALCUL DIRECT DES DIFFERENCES. 389
dey,de l’accroissement' At, et ainsi n’étant plus arbitraire,
nep ourrait élre suppose constau?t. ‘

531, Sinous remplagons maintenant par % la différence
Az que nous ayons prise pour constante, et qu?. nous cheil'—
chions les différences successives d’une fonction y = %,
nous trouverons.
by = 32°h - 3xh* 4 A, : _
Aty = 3(z =+ h)*h+4-3(x+ h)h* =3a2*h—3zh*=62h* -6k’ ,
A%y = 6(x -+ h)h* — 6xh*= 6k,

Aly =0

et on voit que dans cet exemple, comme dans tout autre
semblable d’une fonction rationnelle, les exposans de %
diminuantsuccessivement d’une unité, les différences qu’on
déduit ainsi les unes des autres doivent diminuer, et finic
par devenir nulles.

532. Par exemple, sil’on écrit dans une ligne horizon—
tale la suite des nombres triangulaires, et que 'on place
au-dessous leurs différences successives, comme cela est in-
diqué ici:

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, etc.,

2? 3! 4’ 5! 6! 7! etc"
T G i e el
0y BN 00 Oy ety
on verra qu'a la 4° ligne seulement les différences finissent
par étre nulles. {
533, Prenons maintenant une suite de termes
- @, G;, Q35 A3y Qgyess Gys.. (11),
qui aient pour premieres différences,
by by, by, b3y byynby i (12),
pour secondes différences ,

€y Ciy Ciy €35 Ciyees Cnioe (ID),
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pour troisiemes différences ;
d, di, dy, &5 dgy.. . duii L (1),

ainsi de suite.

On en déduira
a—a—=b,a.—a,=b, as—as—=b,, ay—az;=by, ete.,
b—b=c,b,—b,=c,, bs—b,=¢,, by—b3z=c;, etc.,
e,—c=d, c;—c,=d,, c3— c=d,, ¢j—c3=Hds, etc., (15).
d,—d=e,d,—d=e,, dy—d,=e¢,, dj—ds==ej3, et¢., j

ele, €lcs, ete., etc.

On tirera de la premiére colonne de ces équations,
a,=a+b, b=b+4-c, ¢,=c+d, d=e+ d,. etc. .. (16);
de la seconde colonne ,
ay=a,4b, bo=b,+c, e =c¢ +4d, elc... (i7);
de la troisitme colonne ,

ay=d, +ba; b3=0b,+€s, cs=c¢, 4-da;
ainst de suite.

534. Cherchons maintenant i exprimer les différens
termes des suites (11) et (12) , en fonctions des quantités
a, b, c,d, etc. Pour cet effet, nous avons d’abord , par les
premiéres des équations (16} 2

a=a+4+b, bb=bb+c;

nous irouverons ensuite Ja valeur de a, en substituant
celles de a, et de &, dans la premitre des équations ( !7):
ce qui nous donnera

=a+b=a+b4btc=a+obtc;

d’un autre cd1¢, nous trouveronisa Iaide des équations (17)

et (16),

b, ::bl+cl=&+c+c+d:-$+3c+d,
=c,+d=cadtetd=ct+adte;
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substituant les valeurs de a, et de b, dans celle de a3, nous

obtiendrons
as'=a‘ +b,=ﬂ+3b ‘+'3C"+-d.
On trouvera de iméme
b3=b2+c2=b + ,c+d+c+ﬂd+ E=b+3¢+3d+€.

En continuant ainsi,, on trouvera encore

ag=a+ fb+6c+fd+e... (18),
Zb 4 de HeBd b Gob oo (3004

et en général ,

"fn 1), A ﬂfn-—:lti(.ﬂ;—ﬂ Aot a(a0))

A A

an—a+ b+

535. Cette série s’arréte si 'on tombesur des différenceg
constantes dans 'une des lignes horizontales des équa-
tions (15). Par exemple, si on avait

bzbl =£);,-=&s, ety

- qu’on substitudt ces valeurs dans les équations (15), les pre-
miers membres de celles qui composent la seconde ligne,
se réduiraient a zéro, ce qui donnerait

c=o0, ¢,=090, ¢,=0, c3 = 0, el ;

ces valeurs de ¢, de ¢, dec,, etc., feraient a leur tour éva-
nouir les premxers membres des equauom de la troisienre
ligne, d’on il résulterait

d-—n, dl-._.o, =iy df = @ uele) i



392 CALCUL DEs DIEFERENCES.

et en continuant ainsi on voit queiles équations des |;
suivantes comprises dans les etc. , se réduiraient i zerg,

536. L’équation (20), dans laquelle rentre celle qui est
comprise sous le n°® (21) n’ayant éL€ trouvée que par analg.
gie, il s’agit maintenant d’en prouver la légitimite,

Or, quand n = 4, les équations (20) et (21) deviennent
les équations (18) et (1g) (¥), et comme celles-ci sont de-
montrées, voila donc une valeur de n pour laquelle oy
équations (20) et (21) se vérifient; mais nous ne savons pas
si, en augmentant n d’une unité, les valeurs dé a, et de
ba se composeront d’une maniére analogue, ‘et si, par
conséquent les équations (20) et (21), subsisteront en-
core; autrement ce serait conclure du particulier au gé-
néral ; tout ce que mous pouvons admettre, c'est que
la démonstration ayant eu lieu pour le cas o= f, ‘il
est du moins constaté que dans une certaine hypothése
de n (celle de 4), les valeurs a, et &, se forment sui-
vant la loi qui est indiquée par les équations (20) et

(*) Four concevoir par quelle raison 'équation (20) d’'un nombre illi-
mité de termes se réduit aux cing termes de 'équation (18), soient M,
N, P, QR 5, éte.; 1osnteurd suceshait % B0 2p=n)(a-a) )

S sl L 1.2.3
nous pourrons, éerire ainsi I'équation (20) :

an 't b+ML" =) +N(“ “)d+P‘n43} +Q{"_'@f
+R(n;{)(nﬁ 5) S(n—:;) (n-—a)(n ﬁ}h-}-em

et l’on von que 5 dans l'hy'pot.héaa de n=4, le facteur n;é deviant

nul , ¢ gui fait évanonir tous lestermasde 1a secande ligne, ¢ est—k-rﬁll‘ﬂ
tous ceux qui sont compris depuis le rang § -2 : car les gecuﬂdﬂu pa qs
des quantités renfermées entre les parenthéses étant successivement 1
2, 3, 4, il est évident que le nombre donné 4 indique le rangd partir
du deuxiéme terme; ou le rang 42 & partic du premier. Cetie obn
servation peut g'appliquer A toute aulre hypothése de n.
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(ar); démontrons que si l'o‘n augmente n d’une unité et
que 'on obtieune par conséquent
1)n(n-

ay +1=“+("+ 1)b +(—nij-.—;2fc+(ﬁ—!l_)£-{(3—l—)d+etc... (22),
Ia. valeur de a,., ne sera point absurde, ‘

Pour cela, nous partirons de ce point que, puisque nous
regardons les équations (20) et (21), qui ont lien pour
une hypothése de n, comme légitimes , nous obtien-
drons un résultat qui sera encore exempt d’erreur, si nous
ajoutons ensemble ces équations : en opérant ainsi, nous
trouverons

an +[;,I-_' a+nb -+-

n(n—-l)c +n(n-——1](u—-2)

d-4-ete.,
2 1.2.3 o d

+.§ <+~ nc +’-1(%])d+ ete.

Réduisant et mettant Qa1 4 la place de a,+ by, comme
on en a le droit'en verta des équations (17), il reste
(nd-1)n  (nd-1)n(n-1)

ay=a--(n-41)b + —;Tc+—:;§—-d+etc., +4i(23),

Equation démontzée exacte, et qui, étantla méme que ’é-
quation (22), prouve que celle-ci est vraie.

Il suit donc de Ja que puisque Véquation (20) subsiste
pour Vindice n=4, 'équation (22),qui a lien pour I'indice
n+41=35, sera vraic encore. Faisant ensuite n—=25, 'é-
quation (20) sera donc vraie pour cet indice , et par con-
séquent Véquation (22) prouvera qu'il en sera de méme de
lindice n+41=6. En continuant zinsi, on prouvera que
'équation (20) dura lieu en augmentant successivement
Iindice depuisla valeur-4 jusqu’a une valeur quelconque n.

537. Maintenaut, puisque 4 est la différence des deux pre-
miers termes de la suite (11), Paccroissement de a qu'ondé-
signe par Aasera donc égal a b ; ce que nous disons de b pou-
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vants'appliquerdc,a d, e, etc., d 'égard des termes dop,
ces lettres désignent les aceroissemens ; ona évidemmiep
b=0da,c=ab,d=Ac,e=4d, etc.... (2f);

éliminant & de la seconde de ces €quations (24), au moyen
de la premiére, on aura

c=A.Aa= Aa;
mettant cette valeur dans la troisiéme des équations (24)
nous trouverons

d=—A .A’d'—.":A:’a;
cette valeur substituée dans la quatrieme des équations(24),
on obtiendra
e==A.Aa=Ala,.
ainsi de suite.

Substituantcesvaleursde ¢, ded, de e, etc. , dans1'équa-

tion (20), cette équation deviendra

1) A, +E.(n;:}(n;§)53a,em.... (25).

a,,—._.-a+ -Aa4—- (

Telle est la fm:muIe de Newton.

538. Sil'on prend pour la suite @, @,, @,, @3. ..« @, les
ordonnées pm , p'm', p"m", etc., d’une courbe AM,
fig. 98, et'que la premitre et la dernitre de ces ordonnées
soient désignées par y et pary”, nous aurons donc

a=y, A, =1.
Substituant ces valeurs dans I’équnation (25), nous obtien-
drons

r=r+- AJ

“Supposons maintenant que aceroissement =pP, fig. 05,
donné & Vabscisse Ap soit partagé en n parties pp's PP
p"p”, ete., égales chacune & Az, comme le nombre de ces

n(ﬂ 1) n(n—1)(n—o)

A® Alytete. . . (26).
At oAy ete (26)
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parties sera exprité par n, nous aurons
h—=nAz,
d’on Ton tirera ‘;f;
n=— 27)-
Az’ { 7

Au moyen de cette valeur l"équation (26) deviéndra

hfh __) )
s iaidy —| — ——2
h AZ\AZ )A Ax\Ax

Ay

i 5 3 .
I=r =_Ax I 1.2 ot 1.2.3 L

réduisant les quantités qui sont entre les parenthéses au

méme dénominateur, et mettant les Az sous les Ay, nous

obtiendrons

h(h—az) Ay | h(h—bx)(h—247) ay
1.2, Azt 1.2.3

A
=r+ A Y L 4= _etc... (28).
Quand les ord6nnées sont infininient proches les unes des
autres, Az, qui eéxprime la distance de P'une & lautre,
dev:ent umne quantlte infiniment petlte qm ¢’évanouit ,
art. 230, devant la quantité finie h, représentée par pP,

4 2y aly
fig. 98; alorsles rapports AN T etc. , se réduisent
aux coefficiens différentiels j‘y, j{, ‘7’ ,ete., etla for-

mule (28) , devient

c'est ainsi que le calcul des différences nous conduit au
théoreme de Taylor, dont on reconnait ici la formule.

539. Dans la démonstration précédente, nous avons
partagé l'accroissement pP, fig. g8, enun certain nombrede piy, g8,
parties égales, et nous avons pris pour az I'une de ces par-
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ties ; on pourrait au contraire nommer Az Vacerojgg,.
ment pP, et regarder Az comme composé d'un nomby, .
de parties égales chacune & une quantité constante A, §i I'g,,
adopte cette seconde hypothése , on aura

z' — 2 ou .ax=nh,
d’ot1 nous tirerons

Az
R=—.... (30);

h
substituant cette valeur dans 'équation (26), nous obtien-
drons, aprés avoir réduit les quantités qui sont entre pa-
renthéses au méme dénominateur,

e x(Ax— —
Y=r+gar+ %tﬁh Dy +%(Aik kmxs;m“i"

+ elc‘.'l‘ . (31)1

ct en prenant & pour unité , 'équation (31) deviendra '

F'=y+axa _y+An:(AI; D Ay Ax(ax; ;( pE=y aly... (32).

Celte équation peut se mettre sous une autre forme; car

Ubypothése de 2= 1, réduit’équation (30) & sz =n. Cette

valeur de Az change ’équation (32) en

(n—1) . | n(n—1)(n—2a)rly
2 Ay+ 1.2.3

ce qui nous fait retomber sur 'équation (26).

5 n
Y=+

+-ete... (33).

540. Remarquons que ce que nous appelons 4y, dans
la formule (31), n’est pas la méme chose que y'—7;
car Ay exprime la différence m'n’, fig. 98, qui existe
entre les deux ordonnées consécutives mp et m'p’ ; tandis
que y’—y est la différence MN qui se trouvye entre MR =y'
et mp=y.

541. Pour donner une application de la formule (33)
cherchons I'ordonnée qui répond a Uindice n dans la suite

5y gyt 155 23; 33y ete. s 4(84);



CALCUL DIRECT DES DIFFERENCES, 397
comparant cette suite a ‘celle=ci :

a, a, @i, a3, @ etc,;
et désignant le premier terme par .y, nous ayons

Ay ou b =a,—a = 9— S— &,
b,oua,-—-—a,=15— 9=6:
b,oua;—a,—=23—15=28,
by ou ay — ag =33 —23 = 10,
Ay ouc =b —0b

e, = b, —0b,
C,mt’]s—b,:ﬂ,

Ay oud=¢,—ec = 03

toutes les autres différences sont également nulles.

Par conséquent 'équation (33) se réduit & ces premiers
termes

Y=r+ n.ﬁj.z ngl—:—l}-ﬂ‘_y.. . (35);

mettantdans cette équation la valeur 5 du premier terme y
et celles de Ay et de A%y, elle devient

7' =5+ fn+m—n),

valeur qui se réduit a

y'=543n+4n... (36).

Cette formule donnera le moyen de déterminer le terme
de la suite (34), qui répond 4 I'indice . Par conséquent si
I'on donne successivement & n ces valeurs

05 Xy == doanifsnid) cabuetess

et qu'on les mette dans la formule (36), on retronvera tous
les termes de la suite (34).
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542. Une formule qui, commela formule (36), détermin,
tous les termes d’une suite, & commencer par la valey,
n=o0, en est appelée le terme général. Soit donc ceyy,
suite de termes -

Gy, G,y @iy B3y Gfy:eOny e @),

correspondant aux indices
0, 1, 2y 3 4aevo B3

il est visible que a, sera le terme général de la suite (37);
car un terme quelconque de cette suite, a;, par exemple,
s’obtient en donnant a n la valeur particuliére 4, Le
premier terme a équivaut donc 4 a,, ce qui ne signifie
autre chose, si cen’est que a n’a point d’indice. A Pégard
de a,, Vindice de ce terme indique le nombre de ceux
quile précédent; car en comptant les termes de la suite (37),
a partir seulement de a, inclusivement, ce nombre de
termes sera exprimé par n, et par conséquent deviendra
n - 1 ,si nous y réunissons a. D'ot il suit que le nombre
total des termes qui précédent a, daus la suite (37) aura n
PD“I‘ BXPI‘QSS]UI’I.

Cette observation repose entiérement sur ce que la pre~
miére des valeurs qu’on substitue & n, pour obtenir tous les
termes de la série , doit étre zéro,

Ainsice que nous appellerons le terme général de la suite
des nombres naturels

1y 2948,y 4, §,.65:7, 8, ete..... (38),
ne sera pas n, parce que, bien quw'on obtienne tous les termes
de cette suite en faisant successivement

n=r1, n=2, n=3, etc.,
nous ne commengons point par n=o.

543. On voit que, d’aprés cette définition , le terme gé=
néral de la suite (38) sera n 4 1. De méme, en cherchant
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termes geéneraux des suites
12t B S,
P’ 434§ +54 ... 0
quisontcelles des nombres carrésetdes nombrescubes, ona
(n+1)*, terme général de la suite des carrés,
(n4-1)3, terme général de la suite des cubes.
544. Si Yon demandait le terme général de la suite des
nombres triangulaires (¥), qui est
1,'3,’6, 10, 15, 1, 28, 36, etc.... (39),
en écrivant au-dessous
a, a,, @,y @3, @, G5, @, Gy, a3, eic.... (fo),

les

nous aurions
T

Ayoub =m=a—a= 3— 1=1,
b, ouag,—a = 6— 3=3,
boouag—a,=10— 6=/,
bson gy—as=15 — 10=>5,

A’y ou c——-b—-b—*B—:;_l,
e=b—b=4{—3=1,

A% on d—o,

Ady = o, Ay =uo, elc.

et comme les indices 0,1, 2,3, 4, etc., suivent Vordre
des nombres naturels, leur différence est Vunité, ce qui
nous donne k== 1. Cette hypothese est celle de la for—
mule (33); et comme dans le cas présent nous avouns,
par ce qui précede, y =1, Ay =2, A"y =1,et que foutes
les autres différences A'y, a%y, etc., sont nulles, on ob=-
tient en mettant ces valeurs dans la formule (33),

(*) Elle s'obtient en ajoutant & I'unité les sommesdes deux, des trois,
des quatre premiers termes, ete. de la suite (38) des nombres naturels.



foo CALCUL DES DIFFERENCES.

nn—t)

Kl e ST o

n N
réduisant les deux derniers termes au méme dénominateyy ;

on trouve enfin

. +3n.:.n’ = terme gén. de lu suile des nomb. triang,. ., (41).

545. Remarquons que,dans le cas ot les ordonnées dont
on connait les valenrs sont équidistantes, et oi par con-
séquent on a le droit de prendre % pour unité, il est pos-
sible que n soit fractionnaire. Cest effectivement ce qui

Fig. gg. aura lieu, fig g9, si le point P, déterminé par I’abscisse
2" = x4 nh, ne tombe pas sur un des pieds p, p', p', etc.
des ordonnées équidistantes pm, p'm', p'm’, etc. Par
exemple, si l'on prend la courbe déterminée par les
termes de la série (39), dont nous constrairons les trois

Fig.100, ordonnées, en faisant, fig. 100,

w=pp=r
et en prenant , comme le prescrit la suite (39),
pm=1, pm'=3, p'm'=6,
et que 'on demande quelle sera I'ordonnée correspondante

s y B
4 Pindice n=1 <+ 3» On mettra cette valeur dans la for—

mule (41) , qui est ’expression générale de 1’ordonnée de
la courbe proposée, et I'on trouvera
3+ +8

- =

/ 35 8
F=1+ ) 4t 39 i

e = 4+9
AinsilVordonnée PM =4+ g sera celle qui correspond &

o 2 : !
I'indice 1 <+ 30U, ce qui est la méme chose , a Iabscisse

2
Fig. 100, pP=1 e B fig. 1o0.
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Le probléme que nous venons de résoudre nous conduit
a]a recherche du logarithme d’un nombre qui ne se trouve
pas compris dans les tables.

546. Proposons-nous, par exemple, de déterminer le
logarithme da nombre 2,718281828 qui, art. 38, sert de
base au systéme népérien. Gomnie en déplagant la virgule
on ne change pas les chiffres décimaux du logarithme,
nous la placerons de manitre que la partie entiére du
nombre proposé soit aussi grande que les tables la puis—
sent contenir; et pour cela, au lien du nombre proposé,
nous écrirons 271,8281828, parce que plus un nombre
entier est grand, plus son logarithme est donné avec
exactitude dans les tables.

Notre recherche se réduisant ainsi & trouver le loga-
rithme de 271,8281828 (¥), imaginons que V'on ait cons-
truit les points m, m’, m", m", m", etc., fig. 101, & I'aide Fig. 101.
des coordonnées suivantes :

Ap =2am, pm =log de 271,
Ap" = 292, p'm' = log de 272,
Ap" = 273, p'm' = log de 293,
Ap" = 274, p"m"= log de 274,
Ap" = 275, p"m" = log de 275,

il est certain que si les points 7, m', m", etc., se suceédaient
immédiatement, ils constitueraient une ligne courbe; mais
€tant séparés les uns des autres, si Fon fait passer par ces
points une ligne mm'm'm", etc., cette ligne pourra étre
regardée comme une courbe approximative BC, dont Vin- -
flexion se rapprochera beaucoup de celle de la véritable
courbe. Par conséquent si 'on méne par le point P une
ordonnée PM qui aille rencontrer en M notre courbe ap—

{*) Le logarithme du nombre entier 2718281848, ne diffévant de celui
de_’v 7181828 que par la caraciéristique , qui au lieu d’btreo est g, on
Yoit que ce logarithme se détermine par le mome procéds.

Elém. de Cale, diff, 26
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proximalive, on sent que cette ordonnée dilférera peu de
I’ordonnée qui appartiendrait a la véritable courbe; et cel,
proviendra de U'influence que les ordonnées pm, pm’,
p'm', ont exercée sur Uinflexion de la courbe approxi.
mative ; de sorte quon pourra regarder PM comme upe
_fonction de ces ordonnées : c’est aussi la conséquence que
Ton tire de la formule (33), dans laquelle Vordonnée P,
représentée par ', est une fonction de y et de ses ac-
croissemens successifs. Aussi allons-nous déterminer 1
valeur de PM au moyen de cette formule.
Pour cela, nousavons, fig. 101, par ’état de la question
x ou Ap = 271, y ou pm=logdeaq,
' on AP = x + Ax = 271 ,8281828,
ce qui nous donne
Az = 0,8281828;
et il s’agit de déterminer »'.

Cela posé, les abscisses Ap, Ap’, Ap", Ap”, ete., étant
représentées par les nombres 271, 292, 293, 294, etc., on
voit que la différence de I'une a 'autre est égale a I'unité :
nous avons. done, dans le cas présent, h=1; par consé-
quent nous emploierons la formule (32) pour la solution
du probleme; et, puisque nous connaissons Az, et le
premier terme j°, nous n'avons plus besoin que de con-
naitre Ay, A%, Aly, ete. Pour obtenir ces différences,
posant d’abord, comme dans ’art. 533, la suite

a, a;, a,, 4z, a;, efc,,
nous aurons pour déterminer ces valeurs
a = log de 271 = 1.432g692909,
a, = log de 272 = 2.434568g040, .-
a, = log de 273 = 2./361626470,
a; = log de 274 = 2.4377505628,
ay = lOg de 275 e 2,4393326938,
etc, etc. ete. etc. ;

|
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on déduira de la

Ay ou b ong —a = 0,0015996131
b, ou @, — @y =  0,0015937430,
b, ou ag — ag =  0,0015879158,
bs ou a; — Az = 0,0015821310, -

A’y ou ¢ ou b, — b = — 0,0000058701,
¢, ou b, — b, = — 0,0000058272,
¢, ou by — b, = — 0,0000057848,

Ay on d ou ¢ — ¢ == — 0,0000000429.

Formant d’abord le terme AzAy, nous trouverons
sxay == (0,8281828) (0,0015996)=0, 00132476... (42).

La valeur de Az qui compose le premier facteur n’est qu’ap-
proximative , puisque nous avons négligé les chiffres déci~
maux qui passent le septiéme rang, comme on peut le voir
par cette valeur plus approchée de la base du systéme né-
périen
e = 2,718281828459045, etc. ;

il suit de la que le premier facteur de la valeur de azay,
n'est exact que quand I'on se borne aux sept premiers
chiffres décimaux. Les deux zéros du second facteur de
Pexpression (42), reculent la virgule de deux rangs dans le
produit, ce qui donnerait neuf chiffres décimaux ; mais
4 cause des retenues, ne pouvant compter sur lexacti-
tude du dernier chiffre, nous n’en prendrons que huit ;
et comme la fraction décimale qui est la valeur de ax est
moindre que l'unité, nous remplacerons azx — 1 par
— (1—aAx), et wous trouverons

AT — —
Arg-x—-i), ou -—A.rgz_’ﬁﬁ =—(0,071134264).
Multipliant cette valeur par celle de A%, (ui est aussi
négative, nous obtiendrons ce produit positif

16..
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e (Ax—1)

A%y = 0,0000004175.
2

Nous ne tiendrons pas compie des termes en A’y on

aly, etc., parce qu'en considérant seulement le premier,
qui est

(Ax—1) (Ax —2)

AZ ————

Ay,
2

nous voyons que la valenr de ce terme n’a aucun chiffre
significatif dans les huit premiéres décimales; 4 plus forte
raison en doit-il étre de méme des termes en Aly, en
A%y, ete., qui sont moindres. De sorte que la valeur de
' ne dépend que des huit premieres décimales de cclle
de az.

Nous aurons done en résume

e N S e eidee - 949200000
BRNPUL, i svae s s e sty 10,081 02006

Az —1
ax~(—2—-—).  Garelta s i i i, 0 OB BOBAT

log de 291, 8281828 = 2, 43420446.

Diminuant la caractéristique de deux unités, on conclura
que le logarithme de

e=12,718281828, est o0,{342944 ().

Nous ne prenons que sept décimales dans la valenr du lo—

(*) Dans I’hypothése qui nous a fait trouver ce logarithme , nous ré-
gardons Vordonnée comme le logarithme de I’abscisse; mais dans les
articles 38, 39, 4o et 198, nous supposions au contraire que labscisse
était le logarithme de Yordonnée, en partant de Iéquation

yesa®=a%sr, ou z=logy;
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garithme, parce quon ne peut compter sur la huiti¢me,
qui, quoique cxacte dans chacun_ des nombres que nous
additionnons, peut se trouver fautive dans leur somme, a
cause des retenues qui pourraient provenir des chiffres
négligés a partir de la neuvieme décimale.

Du caleul inverse des différences.

547. Le calcul inverse des différences a pour but de
remonter de la différence 4 la quantité qui I'a produite.
Cette opération, qu’on appelle intégration, sindique par
la caractéristique =, qui signifie somme.

Par exemple, étant donnée la différence Az, supposée

constante, il est évident qu’on aura
ZAr =,

548. On peut metire cette équation sous une autre
forme, si l'on considére que l'unmité y entrant comme
facteur, peut étre remplacée par 2°, on aura donc

TAZ V=3

et alors on pourra faire passer la constante Az en dehors

aulieu de cette équation , nous aurions , dans le eas actuel,
r=br=>bles #, ou y=logax;

ce qui nous conduirait &

o dx loge
t{]og.z'_? e

Cette équation appartiendraita une logarithmiqueaussi bien que celle-ci:

dy log e

dlogr= T

mais dans cetle derniére I'abscisse devenant I'ordonnée ot Pordonnée
Pabseisse, Ia courbe n'aurait pas la méme position.
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du signe d’intégration, ce qui donnera

AT = T,
et par conséquent

Tk
Sat e (43):

549. Dans la méme hypothése de az constant, soit
y = e s

¥ = (x 4 Az)™,
et par conséquent 1

on a

7'—r ou Ay=(z+4sx1)" — &%
développant par la formule du binome, et effagant les

termes en x™ qui se détruisent, on trouve

& m m-—1
Ay = max" Az +-I—-.—-£—x"""’ax’+ ete.;

intégrant et faisant passer les constantes hors du signe 2,
il vient
m—1

4 m
¥y = mzzx"T'ar -+ e Zamaat el ;.

remettant la valeur de y,on a

m-1 m m-1 m—~2 :
AP TET T e — AT Ea" et

2 ye g

On déduit de cette équation

=mArsa" 4 ?,

'3

x' = 242Tx - Ax'Zzx°,

¥ = 3axEx* 4 3M0'Exr 4+ sxsac,

xt = [Azzx’ 4~ BAZ Ex’ + faxdsx 4 Aziza?,
etc. etc. ete.

Tirant de ces équations les valeurs de 2, sa? Tad, ete-;
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de 32°, etc., données par le premier terme de leurs se—
conds membresset divisant par la partie qui est hors dun
signe =, on trouvera -

Lo R, 1

il v 7

Lo & 3azizx  sa’Zae
= gam T 3a 3oz

,_ah o Gax'at far’sx  Azizae
Tz =4-E—;:—- 4‘1‘” —_ 461‘ — 45‘2‘ 5
etc. etc. ele, ete,

Réduisant les termes en Az, qui, dans chaque fraction ,
sont communs au numérateur ¢t au dénominateur, on

obtiendra

S AxZx®
T oAz 2
23 Az?
I = —— — AXZX — —— Za’,
3az 3 voon (44)

, Az®
e il i NzEw" — AT B - —— E2°,
e j

ele. | etc, ete. ete.
Mettant dans la premiére des équations (44), la valeur de
20, tirée de I’équation (43), page 406, on obtiendra’

o a
3z 3 WY

o A ——

substituant ensuite cette valeur de & ét celle de =a°,
dans la seconde des équations«(44), on trouvera
o X1
B = e — — ——
3ar o ot 2 3)'

ou, en réduisant les deux derniers termes ,

a® x* 4 aax
o e o M
21:_...,*‘“_ B TR (46).
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Enfin, si, dans la troisitme des équations (44), on intrg.
duit les valeurs de =z°, de Zx et de 3z, données par lgs
équations (43), (45) et (46), on trouvera

Sple= — —2 23 L 2%z.. .. (47).

Et comme V'accroissement Az, qui est constant, est
d’une grandeur arbitraire, nous pourrons le remplacer
par %, pour éter I'idée d’opération renfermée dans Az, et
nous aurons

E.r“:f
ﬁ,
= a? x
e e
ak 2
9“£#£+Lﬁi LR Y (48]-
Y= g L at3’
4 x3 x*h
s e e
e e A R

550. En général, une fonction rationnelle entiére de 2,
lorsqu'on développe les opérations, se réduisant i une
somme de quantités de la forme Ax™, on voit que l'inté-
gration en peut toujours étre obtenue par ce qui précéde.

551. Cherchons, par exemple, V'intégrale de la fone-
tion
(@ - bx)*.
Pour cela on développera le carré, ce qui donnera
(@ + b2) = a*F 2abx + b*x*;

multipliant @* par z°, intégrant et mettant les constantes
en dehors, nous obtiendrons

(a4 bz)® = a*Z2° + 20b3x - =22,

remplagant Zx°, Ex et Zx®, par leurs valeurs, que nous
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donnent les équations (48) , nous trouverons

3 (a - bx)* , ®
a'xr , abx® bz? '__5’-'3’ bhx
o T+ e abx 4=~ = G AT -+ constanie ,

o en ordonnant par rapport aux puissances de z,
B 2 a b’k

Nous ajoutons une constante, parce que l'intégrale d’une
diffévence Az est aussi bien  que a <4 z, ces fonctions
ayant la méme différence az.

552. Soit encore le produit
(@ea) (4 b) (x+0);

en le développant on aura

(x-a)(@—+b)(x+c)=a°+ a|x*+ab | x 4 abe;
-+ b} -ac
4| Feb
et en intégrant, on trouvera
2(24-a) (24b) (24-c) =2z’ a|s2° - absxt-abesa®4-const.
b —ac
R

Il ne sagira plus que de mettre dans le second membre:les
valeurs de 2%, de 2, dé Zx et de 32°, dounées par les
équations (49).

353. 1l est un cas particulier ot un produit de divers
facteurs présente une intégration aussi élégante que facile;
cest celui ont la différence oz étant constante et repré-
senl€e par 2, on se propose d’intégrer

z(x~4=h) (x 4 2k) (x 4 3h). ... (x 4 nk).
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Pour cela, nous différencierons le produit

¥ = (a=h) 2(x+h) (x4ah) (@+3k). . . (x+nk). v (o,
qui contient de plus, sur la gauche, le facteur (z — 4y,

remplagant 2 par (z -+ k), 7 deviendra
. J+ 47,

et nous aurons
rAsy=a(z4h) (a42h) (x+3h). . .(x+nk) (z4-hinh) ;
tant de ce résultat ’équation primitive, il restera

ay=uz (x4 k) (x4 2k)... (24 nk) (x4 nh)
—(x—h) x(x 4+ h).... (z4nh).

La partie = (x + k). .. (z < nh) étant commune aux deux
produits qui composent le second membre de cette équa-
tion, nous pouvons la mettre en factenr commun, et nous
aurons

sy = [x(x-+h) (x+2B). .. (x4-nh)] [24-h4nh—(z—Hh)].

Le second facteur se réduita (n-4-2)k, etcomme il est
constant, nous pourrons le faire passer hors du signe % ;
intégrant, nous aurons

Jy=(n+4 2)h =[x(x+h) (x4 2h)... &+nh)].
Mettant la valeur de y donnée par 'équation (4g), chau-
geant les deux membres de place et divisant par (n + 2) h,
nous treuverons enfin

zx(x+h)(x+ak (A = }[a_-\H;;) (zLnh]

n+)
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Application du calcul des différences ¢ la
sommation des termes d’une série.

564. Un des grands avantages du calcul des différences
finies, consiste i déterminer le terme sommnatoire d’une
série, c'est-a-dire V'expression algébrique au moyen de
laguelle on peut trouver la somme des termes de cette

série.
Nous allons examiner comment le terme sommatoire

peut étre obtenu lorsqu’on connait le terme général d’une
série. Pour cela, soit la suite

By BiaiGry B3 llgs s ve Quiny Bninss (50),
qui correspond aux indices
B R e =T, .

Nous voyons qu’en donnant successivement a n les valeurs
0,1, 2,3, 4;...n, on formera avec a, tous les termes
de la suite (50); a, en est donc le terme général, Mais
ce terme général peut étre regardé commne la différence
dont gaccroftrait

a+ta +a, +a3... 4+a,_,.... 51),

pour former la suite (50).
Par conséquent, si nous désignons par 8 la somme des
termes de la suite (51), nous aurons

AS = ay;
@’oit nous tirerons, en intégrant,
B i=miza, ol 4 ((Ba)s

555. Telle sera la somme des termes compris inclusive-
ment depuls a jusqu'a a,_,, c’est-ii~dire jusqu’au terme
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qui occupe le (2 —1)#m¢ yang, a partir de a,; mais si, 3
lieu de compter les rangs depuis @, nous les comptons
. £ .
depuis a, le terme a,_, occupera le n'™ rang; et alorsles
indices
0, 1,2, 3"-' (ﬂ— 1),

de la suite (51) se changeront en ces autres indices,
1, 253, fy-ee 13
de cette maniére , le terme sommatoire S exprimera la
= - . PP T
suite des termes compris depuis #==1 jusqua n=n,
556. Pour en donner un exemple, cherchons le terme
sommatoire de la suite

S, I S 1 o TSP L

dont le terme géncral est fn 4 3. Cette formule nous don-
nera

S =3 (4n+3),
S=4zn 4 3zn°.... (B4);

mettant n & la place de o, dans les équations (43) et {(45),
et faisant Ax =1, parce que les indices croissent d’une
unité, nous déduirons de ces équations

on

o Be— Fr= By R 1 o
In°=n, In=3In*—in;

substituant ces valeurs dans 1'é quatmn (54), redmsant et
ajoutant une constante, nous trouverons |

8 = an® 4~ n 4= constante. ... (55)

On déterminera la constante, en remarquant que quand
n—-o, la somme S des termes est nulle, ce qui réduit
Iéquation (55) 4 ro

1!

consianie = o,
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Supprimant donc la constante, nous aurons

S=an*+4n,... (56).

557. Pour appliquer cette formule & la sommation des
termes de la suite (53), nous observerons que ces termes
étant au nombre de six, nous avons, art. 555,

n—=6;
mettant cette valeur dans I’équation (54), nous trouverons
S = 8.
558. Cherchons encore les quinze premiers termes de la
suite des nombres naturels, c’est-i-dire sommons la série
B0y 3o A e 1D

le terme général de cette suite étant n--1, art. 543,
nous av@ns pour son terme sommatoire

S = Zz 4 =a°.

Au moyen de la premiere des équations (45) et (43),
dans lesquelles nous changerons 2 enn et Az en Punité,
nous réduirons celle-ci 4

S=In*<4In.

Cette équation, comme celle de I'exemple précédent, ne
comporte point de constante.

Les indices ne différant pas des termes de la série, nous
trouverons, en faisant n=15, que la somme de ces termes
est

5 = 120.

559. Pour troisiéme application, sommons la suite

134§ 49416 + 25436 4 4o 4 64 4 81 + 100,
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qui est celle des dix premiers termes des carrés de la syji,
des nombres naturels. Le terme général de cette syjqe
étant (x 4-1)?, art. 543, nous aurons pour le terme som.
matoirve 4

S==n-+1)= s’.(}:_".'-lﬂ-.- 2n 1) = En' +23n < Zpo,

substituant dans cette expression les valewrs de =,
de sn', et de =n°, données parles équations (46), (45)
et (43), dans lesquelles on changera z en n et az en
'unité, le terme sommatoire aura pour expression

S=1:n%+4 ;n’ 4 ;n—+ constante.... (57);

et comme le nombre des termes de la série est 10, nous
trouverons en faisant n=r1o,

= 385,

Nous n a_]{)utons pomt de constante, par la ralson que
nous avons expliquée art. 556; mais si, au lieu de compter
la suite depuis le nombre 1, on la comptait depuis le
nombre 36, la somme des termes qui précédent 36 de-
vrait étre nulle. Par conséquent en faisant n=25, on de-
vrait avoir 8 = o. Cette hypotheése réduirait I'équa-
tion (57) a

constante = — 55 ;

cette valeur changerait I'équation (59) en

ey 1 1

§ = znd -1 n — 55 ;
3 35 2 A 6 ¥

etcomme le nombre des termes de la suite proposée est 10,

en faisant » =10, on aurait pour la somme des termes de

celte série, compris depuis 36 jusqu’a 100 inclusivement,

1000 100

+ 224 2~ 55,

B =
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o $ = 385 — 55 =330,
De Ulinterpolation.

56o. L'interpolation a pour but d’inséver dans une suite
de termes qui suivent une certaine doi, d’autres termes
subordonnés A cette méme loi.

561. Si I'on nous donnait, par exemple, les coordon-
nées AP et PM, fig. 102, AQ et QN de deux pnints M et Fig.uoa,
N, situés sur un plan, il suffirait de faire passer la droite
MN par ces deux points pour résoudre le probléme; car
il est évident que les coordonnées AP et PM, AQ et QN, et
toutes celles de la droite AN seraient enchainées par une
méme loi.

562. Si trois points L, M et N, fig. 103, donnés sur Fig.xo3.
le méme plan, étaient déterminés par les coordonnées
Al, IL, AP, PM, AQ et QN, en faisant passer I'arc de
cercle LMN par ces trois points, on satisferait encore
au probléme; mais I'arc LMN ne pourra plus nous en
offrir la solution, lorsqu’on nous donnera un plus grand
nombre de points. D'ailleurs, quoique le cercle soit une
courbe facile & décrire, il n’est point, par son équation, celle
qu'on pourrait regarder comme la plus convenable au cas
présent. Nous en choisirons donc une autre qui se préte
plus facilement aux hypothéses que nous pourrons établir
sur le nombre de points par outla courbe doit passer. Cette
courbe estla parabole de tous les genres, qui est comprise
dans 'équation

Jy =M 4Nz 4 Pa* 4 Qx' 4-ete.... (58).

563. Supposons done que par observation, ou par tout
autre moyen, on soit parvenu a savoir que les abscisses A,
AP, AQ, AR, fig.104, ont pour ordonnées correspondantes Fig.104.
IL, PM, QN, RS, etc. ; si ces abscisses sont représentées
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dela sorte, a, b, c, d, ete., et que leurs ordonnges 1,
soient par A, B, G, D, etc., I'équation (58), dang 1,
quelle les coefficiens M, N, P, Q, etc., sont indéter-
minés, sera satisfaite aussi bien par les valeurs 4 ot 5
que par les valeurs bet B, et ainsi de suite 5 de sorte que
V’on aura pour déterminer les coeﬂilciens N,M,P,Q, ete.,
les équations
— M + Na 4 Pa* + Q&' 4 ete. )
B=M 4 Nbo + P&* 4 Qb + etc.

— M + Ne + Pe’ 4 Qc® + ete. »... (59) .
D =M + Nd 4 Pd" + Qd&® + etc.

etc, elc. etc.

Ces équations devront etre en méme nombre que les coeffi-
ciens M, N, P, Q, etc., qui sont a déterminer. Si la pre-
miére est retranchée de la seconde, ‘et que la seconde le soit
de la troisiéme, etainsi de suite, on obtiendra

B — A= N(b —a) 4+ P(b* —a*) 4+ Q6% — a@’) +-etc.,
Q— B = N(c—b} -+ B(c* — %) + Q> — b)) Fete.,
D—C=N(d—¢) + Pld* —¢*) - Q(d® — %)} elc.,
etc. ete. ete. ete. ;
et en divisant par ce qui multiplie N, on aura
B—A b*—a?)

.—.az)

=N 4 P Q("’3 + etc
b—a b— a TR b—a 2
C—B (c*—b%) (¢*— %)

=N P
c — b P ¢c—b +Qc-—-b H .+« {60).
DG (@— ) (P _
d-—c-_'N+Pd—c +Qd—c i

ete. etc. ete,

Les termes qui se trouvent compris entre les parenlhéses
étant la différence de deux quantités élevées i une méme
pmssgnce , sout de la forme 2™ —pm ; or on sait qu'une ex-
pression de ce genre, lorsque m est un nombre entier , est
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exactement divisible par x—v et _donne ( note diz-sep—
tieme) ,
un-pm=(u- 0) [ U™ L R (61),
et comparant les quantités (b>—a*), (bs——n")_, (e*=b%), etc.,
de cette formule, on peut les décomposer ainsi

b —a) (b+a), (b—a (0" + ab 4 &) ete.

et en substituant ces valeurs dans les équations (60), on
obtient ces vésultats

E— A _ N+ P(o+a)+ Qb +ab+a?) 4 etc.
—'a
G o B 2 a
- = N + P(c+b) 4+ Q(c*+-cb4-0*) + ete. 6!
3 = C LR Y D(otd) + Q@+ cd-+c*)+ ete
-_—
etc. ete. ete,
8i 'on suppose
B—A , C=B  D—C -
b—a=B’ lc_.'bﬂ..C, d—[c_D" ete.,

B, €, D/, se composant de valeurs données, seront encore
des quantités connties; et en les substituant dans les équa-
tions (62), on aura

B =N + P(b + a) 4 Q0" + ab 4 a*) 4 etc.

C =N Ple+b)+0Q(c*+ch 4 b) + ete. 63
D' = N+ Plc +d) +Q(d* -+ cd 4 o) etc. [~ O3
ete. ete. . €ele.

alors ces équations remplaceront les équations (59) dont le
nombre sera diminué d'une unité; et au liew des inconnues
M, N, P, Q, etc., elles ne renfermeront plus que N, P,
Q, etc. , c’est-i~dire une de moins. Si en continuant
d’opérer comme ci-dessus on prend les différences C'—B’,
D'— (', ete., on aura, en divisant par le multiplicateur

Elém, de Cale. dify, aq
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de P, .
C—PF [¢*=—a’+ b(c—a)]
_CT__G-_—P.{-.Q S =+ ete,
D—C =0t L old=0)] ..o
L =5 i tmd s Lo
efc. etc. elc.

et Ton voit que les diviseurs ¢ — a et d — b disparai—
wront encore des seconds membres de ces équations (¥,
délivrées des inconnues M et N. En continuant d’opérer
ainsi I’on parviendra a éliminer toutes les inconnues moins
une seule , et Von obtiendra ensuite les valewrs de M,
de N,deP, deQ, etc., qu'on substituera dans Péqua-
tion (58).

564. La méthode d’interpolation dont nous venons d’ex—
poser la théorie appartient i Newton. Lagrange en a donng
une qui repose également sur le facteur commun que nous
avons supprimé , et dont on peut donner la démonstration
suivante : soient doncp, ¢, r,s,etc., diflérentes abscisses
auxquelles on a reconnu que correspondaient les or-
données P, Q, R, S, ete.; si Vonregarde p, ¢, r, s, etc.,

{*) Pours'assurer qu’il en est de méme de tout terme des éyuations (63),
soient
k(b —am)  k(en—br)  k(dr— cv)
B iy @b d—e
Ies valeurs générales du dernief terme des équations (63), nous trouves
rons en les développant i 'aide de la formule (61),

C'=N-fete.... o k(cn—t o ben—3 o baen=3, . o bn=1),

B' =N ete.... = k(a®=* 4= ban~3 o hagn—3,,, o bu-1).
Nous avons écrit dans un ordre inverse la quantité renfermée entre les
derniéres parenthéses, pour qu’elle 50it ordonnée par rappott & ¥, tonme
Tautre, :

Prenant la différence , nous trouverons
C—B'=....k[en—t—an=i L b (o2 —gn—1) . s (en=3 —an-3)ate s

5 @l

quantité qui est divisible exactement par ¢ — a,
LI en serait de méme des autres différences 1) — €7, ete.
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comme des valeurs qui, mises & la place de # dans une
certaine équation,, aménent pour y celles-ci : P,Q, R, §,etc.,

cette équation devra avoir la forme suivante
7 =AP+ BQ+4 CR + DS + ete.... (64).
En effet, la condition exigée sera remplie,si en faisant

z=p, ona A=1, B=o, C=o0, D=0, etc.... (65),

x=gq, ona B=1, A=o, (=0, D=0, etc.... (66),

z=r, ona C=1, A=o, B=o, D=0, ete.... (67),
ete. ete. ete.

Pour satisfaire anx équations (65) B=0, C=0, D=o, etc.,
il faut que B, C, D, etc., soicnt des formes suivantes

B:(I—P)Q'a C=(I_PJR-’1 D:{.‘?‘.‘ ""P)S’! etc.... (68}

On prouverait de méme que pour satisfaire aux équations
A=o, C=0, D=0, etc.,du n°® (66), le facteur z—g doit
appartenir 4 tous les coefficiens A, C,D, etc., hors a celui
deQ, et qu'il en sera deméme de facteurs r—r, 2—s, ete.,
a ’égard des coefficiens de P, de Q, de S, et de ceuxde P J
de Q et de R, ete.

Si nous nous bornonsaux quatre premiers termes du se-
cond membre de I'équation (64), Cest-a-dire A ceux quine
sont pas compris dans etc,, on voit donc que la valeur de ¥
sera de la forme

y=a(lx—q)(x—r)(x—sP
+ B(z—p) (x—r1) (x—4)Q
v (@ p) (g) @) R 7 OO
+ & (z=p) (x—9q) (x—n) 8.

Or, pour que le coefficient de P se réduise A I'unité quand
*=p, il faut que « soit de la forme -

(=) (p—n) (p—s)

27 .
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On démontrerait de méme guon doit avoir
1 I I .
=GP @G TP DT P - e

substitnant ces valeurs et celle de « dans Uéquation (6g),
on aura done cette formule d'interpolation

_(e—g@)(z—n)(@—s) (x—p)(x—r)(x—s3)
=R (=P =g ="
@—p)a—rfE—s) p , G—p)a—g)z—)

(r—p)(r—q) (r—>s) (s—p)(s—q)(s—7)

«(70).

Par conséquent, si, fig. 105, & Vaide des coordonnées

Ap = p, phki= P,
Ag =4 = 0,

’ Arie=ils, [ Tine= Rj
Asi=8s08n =55,

on_construit les points k,I,m,n, par lesquels passe une
courbe klmn, une valeur arbitraire AP donnée a ’abscisse
x, étant mise dans Péquation (70), déterminera toujours
pour y la valeur PM, qui correspondra a cette abscisse.

Dans cc qui précede, les accroissemens donnés a x
peuvent étre quelconques; mais s'ils étaient égaux , en les
1epresentant par ax, la formule de Newton, démontrée
page 394, et dans laquelle on ferait Az constant, pourrait
servir a l'interpolation; c’est ainsi que nous en avons fait
usage, art. 546, pour trouver le logarithme d’un nombre
donné.

Théoreme d Eluler sur les conditions nécessaires pour deéter-
miner Uintégrale 2u d'une fonction u de x. — Analogie
des d{ﬂ"érenccs avec les puissances.

"Tﬁr Ln {I[l‘lerentlal[a d’une variable d'nne fonetion pouvam Etrél'ﬁ'
présentée par 'expression udxr, dans laquelle u est une fonction dez,si
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l'on pomme s Vintégrale de cette expression, on aura

de = wudr.. .. (71);

¢t comme 5, en vertu de eette éq'u.ntion, ne peut 8tre qu'une fonction
de =, si nous donnons & x Paccroissement A , nous aurons, par le théo-
réme de Taylor, :

dz daz Ae dis &3
s’_s-f--—- L& dz* 1.2 dz? 1.2.3’ £4%

nous tirerons de Ia .
ds A d®s A3
ettt g i = ey g

£ s ole.;

et en observant que ' — s n’est autre chose que la différence Az, nous

aurons
dig ha  diz A}
=& ey sae
A +d.tl1n+d.r.’123 G i (72);
intégrant et regardant k comme une constante que 'on peut mettre en
dehors du signe d'intégration , nous obtiendrons

ka dag h3
z._..'lI——-f-—Sa—; e ¥ dx!+ A8y wvss (73).

Cela posé, l’éqtmtion (71) nous donne

dz du dis dwu

5= f[udx, 4 = o

&P T @ ar
mettant ces valeurs dans Péquation (73), nous aurons

du h3
dx+: 2.3 dx.-l-alc '

Sudz = bEu-}-—-—I

nous tirerons de eette équation

1 h du ha dru
=< e A L i T iy e
# k_:ﬁ.: 1.2 xd.r r.n.3zdx’ s

ou en replagant (*) la constante h sous le signe X, -

I I du dau r
qu.ifmi::——I—l;xah—l.n.azgﬁl—ctc {7_])-

(*) Ce qui me dirige ici lorsque, gontre T'usage jo transporte uns
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Si, dons cette équation, nous prenons pour x la fonction :—::,il fag.

du dru  d2u diu
drn changer 3+ 00 25, yogen
passer de nouveau h sous le signe X,

etc., et nous aurons, en faisany

du d2u P i PN S
33-: _)'«Ll.\-—-r1:‘:‘”,35 g d;sh ey

remplagant fdu par u, et pour nous débarrasser du diviseur quiaffecte
fdu , multipliant par % que nous ferons passer sous les signes d’inti-
gration, nous aureons

du 1 de ll 1 d u
Id—-xk_u-—--—I b o dx!h—ﬂtﬂ..-.{jﬁ};
- du du dw d
changeant dans cette équation u en ==, et par eonBéquent Lo d:': d.:l:
en %-:—; , €tc. , nous obtiendrons
doz du i d3u dén
Pl W — X — hi
2= il 7 1.2.3 G2 e

multipliant par ﬁf qu’on fera passer sous lesigne Z, on trouvera

drz du 1 _ddu diu :
Id?‘- ’l’_.ah-—-l‘—-sx‘mhs—' 3£Ek‘ Etl!.-. (?m.

565. Par un procédé analogue , on obtiendra ensuite

constante sous le signe d'intégration, c’est que k entrant de la méme-
- d
maniéra que &._:’ dans le développement de X, j'enirevois queh se

trouvera élevé, dans co développement, aux mémes puissances que le serd
du ; 1
& Par eonséquent, lovsquion gura prouvé, comme on va le faire,

dru
que Jedéveloppement de Zurenferme une suite de termea an EE 4ni gran
diu -
age oo il en résullera que ces termes seront multiplids respestivement
p‘.'n':'h, par h2, par B3, ele. , c'est-a-dire donneront lieu i une suite d¢
cetle forme

du

'\]—-h-!—D.——k'-}-I’-—h ele.
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d3u T ﬂ sk i,
d—z—ih‘ dx’h T Edw.& mz mh — ele. o
diu S dfu , i de A
Ea-—b" a.:—,h 1.2 zd.wr:" TR T
ete. ete. ete. ete.

Eerivons les équations (74) et (75) de cette maniére abrégée,

dru
Eu_—fud:-l-termsenzd h, en E-d—ﬁ’ ele. .« (78);

dz
z-ck‘fx u =~ termes en Ed—— ha, euI—-M ete.... (79)
R de ao i

Nous pourrons, & I'aide de Péquation (7g), éliminer = a k de Péqua-
tion (78) et obienir ee résultat,

In:—fudx+temmesu,m E%ﬁ' enid—.’s! ete.

L%quation (6), dans laquelle les intégrales du second membre ne com-
mencent qu’a partir du troisime ordre, servira ensuile & éliminer

lg h=; et en eontinuant ainsi on obtiendra une équation dont lv

) I P g .
premier terme sera A Jfudx, et qui, élant une fonction des quantités non

3 L]
éliminées u, :::h : ‘: hs % 13, ele., et des fonetiens numériques,
devra &tre de Ja forme,

d ds
Zu=j fulz + Au+B T h4+Cs b +ete,,.. (o).

567. Pour déterminer les coefficiens A, B, C, etc., supposons = e%,
nous aurons, art. 3g,

du = dex —exdx. ... {BI),

¢t par conséquent
du dou d?

— ¥

S e a;;;ﬂ’, a;;:a_?, ete.... (82).

Substituant ces valeurs et celles do u, dans Péquation (80); nous trouve-
rons .

Sec = [esdz - Re= o Bhe o Cho® + el

et comme la premidre des équations (82) neus donne Serdr = u et que
4 équivaut a e, par Irypothése , on aura

Zex :ﬁ-  Ae® o Bher - Choex < ete., .. (83),
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Le premier membre de cette équation peut se melire sous yug
autre forme. En effet, nous avens trouvé, art. 521, que Ia différence e
a* était

Ax :
Aax —a= {a —TI);
dans le eas présent, nous avons

Ar=Fh et {t' = &;
par conséquent, Aer = e= (e — 1);
intégrant, on obtient ex = Je* (eh — 1);
ot comme eb — 1 est un facteur constant, nous pouvons le mettre en
dehors du signe =, ce qui nous donnera, en mettant le premier membre

a la place du second,
(e — 1) Te* = e*,
d'on nous tirerons
ex
=e e

Substituant cette valeur dans Péquation (83), e disparafira comme fac-
teur commun, et en transposant le premier terme du second membre, il
restera

- X = 7

e";—:_—r ———;__A-I-Bh—é-(:h' <+ ete. ... (84),

et P’on voit que les coefficiens A, B, C, ete. , de I'équation (80), ne sont
autre chose que les termes qui multiplient les puissances de A dans le
développement de
1 1
= e
suivant les puissances ascendantes de A.

Ce beau théordme appartient & Euler, et, comme le montre I'équa-
tion (30), fait dépendre Pintégrale =u de fudz, ainsi que des coefficiens
différentiels

du du d'u
& T

568. Pour déterminer les coefficiens A, B, C, D, ete., cherchons
préliminairement le développement de eb. Pour cela nous avons vi,
art. 38, page 27, qu'on avait

Ar At | A

o S
i 7 hin +r.a.3

=+ ate... - (.3'5}:

! 4 ; log & p,
et que A, d’aprés 'équation 26 de Ia page 27, étail égal & G-E-;- Par



rHEOREME D’ EULER. 425
conséquent, lorsquion prend a = e, la constante A se réduisant i VPu-
nité , équation (85) se change en

x? 3 zh
ex =1 +x+-ﬁ+1—.-;3 =+ —1_2-3_4-1- ete.... (86),

ot en faisant = = h, Iéquation (86) devient
W
1.2

gﬂ_-:[—l—?l-’n;’%-‘- .3+etc.... (89).

Cela posé, Péquation (84) nous donne, en faisant évanouir les dénomi~
nateurs, et en transposant eb — 1 dans le second membre,
h=el— 1+ (cb—1) h (A< Bh+ Cha + DA3 + ete.),
= (eb — 1) (1 4 Ak + Bh» - Ch3 + Dhé - ete.);

mettant dans ce résultat la valeur de ek — 1, donnée par Péquation (87),
on aura =

ou

A yh 0 s G et
h= (ﬁ + R -+ e 17 +ete.)(x+M+Bh -+Ch, ete.)

ou, en exécutant les opérations indiquées,
h=h - Ahv 4+ Bk} = Chi¢ 4 DR* <+ etc.
k2 I3 hi kS
+ 1_3-+AI_:! +B-1-3+CE + ete.
h3 ki RS -
a3 +-1;-'_3+B 33 =+ etc.
Bt 75

TNt an

hS
-+ ate., ete.

e

=+ ete.

Cette équation ayant lieu quel que soit &, nous égalerons & zéro les
coefficiens des mémes puissances de h (vares la note siziéme ), ce qui
nous fournira les éqnations

&+I—t;.-_—o,

B+%+;.l—-3=o,

C+§ﬁ_+ 2_A§+2.13.4=°'
D+T@5+;%+:._§.4+asf43=°'
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ceg équations nous donneront

1 1 1o
=—2 ﬂ=ﬂ, C=o, —-—‘;ﬂ h,ute

569. Nous terminerons cette matiére par Panalogic qui existe enqy,
Jes différences et les puissances. Pour cela, si, dans I'équation (§6), op

F du 2
faitz=— b, on trouvera, en transposant "unité dans le premier

dx
membre ,
“h
d= dy B duyr b du?
& -—lﬂl—'—*dz‘la""dx!]na""m (SB)

Or, w éant une fonction de =, Péquation (73), qui a lien pour la
fonction sde «, nous donue, en changeant s enu,

du?x" ﬂ h3 2ete.... (Bg)

i __dxh-'-dx’ 1.2 " dad1.2.3

En comparant entre eux les seconds membres des équations (88) et (89),
on verra que I'on peut les déduire 'un de Pautre, en changeant du* en
dau, du’en diu, ete., par conséquent , on pourra écrire
g,:a
Ay =87 | —=T.eus (90);
du. du,
pourvu que dans le développement de ed'r on transporte i la caraelé-
ZOE g d
ristique d les exposans qui affectent les diverses puissaneces de d—:~

570. Sous cette méme condition, on aencore

()
dz
A" =\¢ —1/ . (1)

Pour le démontrer, cherchons le développement de A%u, el comppen-
gons par déterminer celui de Asu. Or, puisqu’on a en géncral
dfie difr B dyx i

ke

i e 1,3 + 2 dsd 1.2.3
si nous changeons fz en Az, et que nous appellions Au, ce que devient
Au lorsque = se change en z - h, nous trouverons

(x'i‘-")_f-l- + ete.;

Au; — Auon A’u =& 2 ax M ;l‘ﬁu h —=ele (91).

dx e 1.4 ke = dx? 5

mais h étant constant, 'équation (Bg) nous donne par la différenciatior:
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dru diu h* |ll_u k3
dhu = b+ amra T @ as o
d3u diu k2 dfy f:.

dAu= —h -

i e, ot el
dr drir.a et 2.3 o

substituant ces valeurs dans Péquation (ga), nous obtiendrons un déve-
loppement de la forme

dow b dln B3 AL M
B N R T © dshe.a.3

- ete.,

et, en général, on trouvera par ce méme procédé, pour le premier
membre de P'équation (gt), un déveluppement. de cette forme

dn+
d.r - (93).

dru
.ﬁ"lar-—d——-'ll +A

i nous ¢levons ensuite chacun des deux membres de l’équaiiou (B8) a

la puissance n, nous trouverons que le développement de (ed’r - 1)
est de la forme

&-k~+Ad hn+ +Bd—h+=ew,

et nous verrons qu'il est identique a celui de I'équation (g3), pourvu
quon transporte les exposansde ud la caractéristique. Moyennant cette
condition , 'équation (g1) sera done démontrée.

S71. On peut méme se dispenser de remplir cette condition en deri-
vant ainsi les équations (o) et g1),

d d "
il | —h
ﬁﬂ:(edx -—;l) v, Au = (cd:: — l) B - (01)3

et en convenant que jusqu’a la fin de Fopération indiquée par Iune des
équations (9f), la caractéristique d , séparée do la variable qu'elle ac-
compagne toujours, sera traitée comme une quantité algébrique.

—El-fx

En effet, supprimant momentanément u, si nous développons (4%

d
¢t que nous mettions — &, 4 la place de = dans Péquation (86), nous

dx
durons, en transpesart P'unité dans le premier membre,
3 ¥
T 1
a e :.(1; ds= h» h*

i {l.r3 T e g



428 CALCUL DES DIFFERENCES.
Effectuant ensuite la multiplication, indiquée par u, dans Iy Prémidee
des équations (9f), on trouvera 4 la fin de I'opération ,

du d*u ha din A
Gt Ta T a1 T o

ce qui est lo développement de Au (voyes I'équation 89), exéeuts sans
transposition d’exposans.

Ce que nous disons de la premiére des équations (94) slapplique 4 Ja
seconde,

FIN DU CALCUL DES ‘DIFFERI’.NCES.



CALCUL
" “DES VARIATIONS.

Du calcul des variations.
Principes fondamentaux de ce calcul.

573. Si un point M, fig. 106, pris sur une courbe ou Fig 106,
surface courbe, est transporté en N, I'ordonnée y-=PM,
qui détermine ce point M, recevra un accroissement MN
qu’on nomme la variation de y.

574. Par exemple, lorsque la courbe BG, fig. 107, change Fig. 107,
d'inflexion et devient Be, la variation de I'ordonnée PM
sera Mn; et la méme abscisse AP appartiendra 2 I'or-
donnée primitive PM et & 'ordonnée Pn ainsi accrue de la
variation. Enfin, si Yordonnée PM, fig. 107, en se pro- Fig.io7.
longeant, rencontre d’autres courbes Be, Be’, Be, ete. ;
les: parties interceptées Mn, Mn/, Mn', etc. , seront les va-
riations dont cette ordonnée s’accroitra successivement.

575. On peut remarquer que ce qui distingue une va-
riation d’une différence, c’est que nous changeons de courbe
lorsque V'ordonnée PM, fig. 108, regoit une variation MN; pig. 108,
tandis que nous restons sur la méme courbe lorsque V'or-
donnée PM, deyenant P'M/, s’accroit d’une différence M'Q,
qui,comme on I'a yu, art. 517, se change en différentielle
dans le cas ou cette différence est infiniment petite.

576. Dans ce qui va suivre, nous conseryerons la no-
tation dy pour exprimer la différentielle de PM = y,
fig. 108, et nous emploierons la caractéristique D pour Fig.108.
“exprimer la différence finie M'Q = Dy, dont s’accroit une
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Fig.110.
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ordonnée ; et nous désignerons par Ay la variation jy
de y, et par dy cctte variation lorsqu’elle deviendra jnf_
niment petite.

5q7. D’aprés ce qui précede, une variation ayant dope
lieulorsqu’on passe d’une courbe & l'autre, cela pent ar
river de différentes maniéres. Par exemple, si dans o
parabole CBD, fig. 109, dont I"équation est

y=b+4 ax*.... (1),

la constante @ devient a’; la courbe se rétrécira ou s’élar~
gira, suivant que a’ sera plus grand ou moindre que a (55

578. Si au contraire, la constante & de Iéquation (1)
variait seule, cette constante ne ferait que changer la
position de la courbe en la transportant, fig. 110, de CBD
en C'BD’, ou en C"B"D". i

549. En général, on voit que lorsqu’une courbe est
transportée dans Uespace, les coordonnées de Vorigine qui
entrent comme constantes dans son équation changent de
valeurs; d’olt il suit que c’est encore par la variation des
conistantes qu'une courbe change de position. Aussi les
géometres sont-ils en usage d’affecter la caractéristique &
aux différentielles qui se rapportent 4 des points de 'es-
pace, différentielles qui, comme on le voit, ne sont autre
chose que des variations, et de donner la caractéristique d
aux difféventielles qui se vapportent 4 des points pris sur
une courbe ou sar une surface courbe; et en général a tout
systéme de points cotposant un solide ou le terminant.

580. La constante qui, par sa variation, a donné celle
de 7, était en évidence dans I'équation (1); mais le plus

(*) 11 est facile de s’en convaincre; carsi, pour une méme abseisse
AP ==z, fig."109, « s'augmente,, Péquation (1) montre que Pordonnée
ddugmente aussi. Cette ordonnée PMdevenant PN, appart!eﬂfﬂ“m'ﬂ'
rement & une parabole EBN moihs ‘évasée que Ja parabole GBM.
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souvetil cetteconstante ne parait pas méme dang Péquation
de la courbe. '
Prenons pour exemple Péquation

(f + bz —ay=~¢x+42a.... (2),

qui est celle d’une parabole représentée parlafig. 1x1(¥), Fig.irr.
ot supposons que l'on fasse varier le paramétre, la courbe
écartera ses branches plus ou moins, Or, le parameétre n’est
i @, ni b, ni e, mais est une fonction de ces constantes
(voyes ma Théorie des Courbes (**), page 247); d’ot il suit
que dans la parabole méme la constante qui varie n’est pas
toujours une de celles que renferme son équation,
- Nous verrons bientdt qu’on peut se dispenser de con-
naitre cette constante, et qu’il suffit de déterminer les
coordonnées sur lesquelles elle porte son influence,

581. Soit maintenant V une fonction des variables z et
J»etde leurs coefficiens différentiels ; nous pourrons regar-
der Vcomme I'ordonnée PM, fig. 112, d’une courbe située Fig.112.
dans V'espace, qui aurait et y pour ses autres coor—

(¥) En effet, faisant =z =0, » a deux valeurs qui déterminent les
points B ¢t C ; faisant ensuite ¥ = 6, on trouve les abscisses AD ot AE,
ce qui annonce que la courbe passe encore par les points D et E; nous
voyons de plus qu'elle e peut s'étendre indéfiniment dans le sens des =

négatifs ; car I'équation (2) nous donnant '

y=a— bzi‘/elx+m=,

silony remyplace = par —x, la valeur de y deviendrait imaginaire
lorsque €2 surpasserait 2a%. Cette courbe re peut done Stre situde que
comme nous Pavons représentée, fig. 111. Elle est une parabole, parce
que si Pon développe le carré du premier membre de Péquation (2), il
est manifeste que le carré du coefllicient 2b de xr seraégal i quatre fois
le produit des coefficiens de 3 et de 3, ce qui est le earactére de la
parahale. (Fhéorie des courbes du second ordre, page 87.)

(™) I1 n'est point venu & ma connaissance qu'avant la publication de
Pouvrage cité; on eitt assigné 1a forme de cette fonction.

Fig.irrs



Fig.ia.
Fig.113.

432 CALCUL DES VARIATIONS.
données. Supposons que I’on passe de l'ordonnée PM - y
A une autre ordonnée P'M’, la différence M'r de ces ordoy.
nées sera en général une quantité finie que, conformément
a l'art. 576, nous représenterons par DV (*); nous aukong
donec

PM = PM + M'r,

ou ;
V' =V 4 DV.

Cela posé , supposons que, par la variation de la courbe
MM’, les ordonnées PM et P'M’ deviennent PN et P'IN'; i,
art. 576, nous nous servons de la caractéristique A pour
indiquer laccroissement dii a lavariation, et que par con-
séquent nous représentions par AV et AV les variations MN
et M’N’, nous aurons

PN=V + 4V, PN =V 4aV.... 3);

mettant dans cette derniére équation V 4DV a la place
de V', nous trouverons

PN =V + DV + a(V - DV).

D’une autre part, on peut regarder PN et P'N' comme les
ordonnées d’une certaine courbe NN’ qui passerait par les
points N et N'; et de méme que dans la courbe MM/, ¥
devient 34~ Dy lorsqu’on passe de MP a MP’, de méme
PN ouV 4 AV se changera en

VA AV D (V 4 aV),

lorsqu'on passerade PN 4 P'N’ dans la courbe NN'. Onaura
donc encore

(¥) Nous supposons cette différence positive dans la courbe, fig. 112}
mais il est évident que cette différence Mr serait négative , fig- 113, si
P'ordonnée PM'=V, au lieu d'dtre plus grande que PM , était moindre.
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comparant ces deux valeurs de P'N’, on trouvera
V4+DVA4a(VAEDV) =V4+aV4LD (V4 V).

Effectuant les opérations indiquées par les parentheses, et
réduisant, il restera :
ADV =DaV.... (4),

ce qui nous apprend que Za variation de la différence d'une
fonction Y est égale i la différence de la variation de
cette fonction.

582. Dans le cas oti, au lieu de V= f(x, »), nous
aurions y = fx, la courbe MM’ deviendrait une courbe
plane; etalors on regarderait 'ordonnée PM comme une
fonction y de z. La démonstration étant la méme, dans
cette hypothése on trouverait

aADy = Day.... (5).

583. Dans cette démonstration, nous regardons la va—
riation AV et la différence DV comme des quantités finies ;
mais les équations (4) et (5) ne subsistent pas moins si AV
et DV sont des quantités infiniment petites. Adoptant pour
ce cas, art 576, les caractéristiques & et d, les équa—
tions (4) et (5) deviendront

2V =4dov.... (6);
Vi or adar % Sy

584. Jusqu'a présent mous n’avons attribué des varia-
tions qu’a y, et en cela nous nous accordons ayec cette
observation de Lagrange: Dans les différenciations par &,
i faut regarder comme constante la variable dont la diffé-
rentielle a été prise pour constante. Ainsi, dans I’hypothése
la plus fréquente ol cette différentielle est d, il s’ensuit
que x doit étre regardé comme constant quand on prend les
variations. Eten effet, nous avons vu que la méme abs—

cisse AP, fig. 107, répondait & diverses valeurs PM, Pn,
Elém. de Cale. diff. 28
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Pr’,Pr", ete., de l'ordonnée. Cependant, Lagrange sembly
se mettre Ini-méme en contradiction avec les paroles que
nous venons de citer, lorsque, dans les Mémoires de
P Académie de T'urin , année 1959, il douna, sans en ex—
pliquer la raison, des vaviations .BTHSSi bien a 2 qu'i 5. Ce
changement important dans la nfiarche qu’avaient suiyie
jusque alors les géometres, fit faire un grand pas & cette
partie de I'analyse et en changea absolumentla face; maig
cela nécessitait encore plus de démontrer sur quoi se fon-
daitle procédé de Lagrange. Prétendre que 'on donne par
1i plus de généralité & la méthode, ce serait éluder la
difficulté qu'on ne peut lever qu'en montrant de quelle
maniére la position des plans coordonnés détermine = &
recevoir des variations aussi bien que . Pour cela, nous
ferons préliminairement remarquer que, dans le eas de
Vart. 574, les variations étaient supposées perpendicu—
laires auplan des z, »; mais quelle que soit la cause qui
produise ces variations, on voit qu’elle ne dépend pas de
notre volonté; et qu’il en est de méme dela fixation des
plans coordonnds; qui pent-étre subordonnée 4 certainés
conditions dw probléme; ‘et méme avoir é1¢ déterminée
avant que les points de la courbe aient changé de place:
Il suit de la que dés qu’entre mille positions différentes
que peut prendre la direction de la variation qui affecte
un point M, il n’y en a qu’une o elle soit perpendiculaire
au plan des x, y, nous devons, en thése gendrale, re-
garder cétte variation comme inclinée a ce plan. Celapose,
nous allons démontrer que, dans ce cas,, non-seulement 7,
en vatiaut, feva varier &, mais que leurs variations dé~
pendront encore Puné de Iautre. o
Pour cet effet, soit MN, fig. 114, 1a variation qi"aura
regue I¢ point M d'une courbe , et imaginons quin
plan’ »*Az’, anquel la direction de MN était perpendicti-
laire, passe par Porigine des coordonnées : ce plan ayant
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une position différente de celle de 9 Az, MN sera done
incliné & ce dernier; d’olt il suit que lorsque le:point M
sera transporté en N, les coordonnées AL, LP et PM
deviendront AH, HQ et QN, ct saccroitront des: diffé~
rences LH, QR et NI; ce qui montre évidemment que
quand une ordonnée MP =V subit une variation, il én
doit étre de méme des coordonnées AL =z et LP == 5.
585, Il §’agit maintenant de démontrer la dépendance
qui existe entre les variations de ces coordonnées.

Pour cela, soit toujours, fig: 114, MN la variation qu’aura pj, , 4
regue le point M perpendiculairement a un plan y'Az’; me-
nons par ce point M la perpendiculaire MP au plan donné
des z, y, et prolongeons PM jusqu’en S'; il s'ensuit que
Pangle SMN formé par deux perpendiculaires MS et MN

“aux plans yAz et y"Az", en mesurera l'inclinaison), et que
- ces plans se: confondrent ldrsque Vangle SMN sera nul.
Cela posé, menons les perpendiculaives MI et NS sur la
direction des ordonnées MP et NQ, le triangle MSN sera
rectangle en S; et comme l'angle SMN, qui mesure Tin-
clinaison des plans, est déterminég, il suffira que l'on nous
donne, dans le triangle MSN, le coté SM pour quele cdté
SN:M’J en résulte. : '

Or, ' SM=NI=NQ—MP==4sV, et:SN=PQ;

et comme PQ détermine Ia diffévence LH = AH —AL =iz,
on voit que Az dépend immeédiatement de AV, et qu'il en
est de méme de ay al'égard de sz, S

586. Lorsqu’on passe des différences aux différentielles,
la méme dépendance aura done lieu entre dr et 4y, ce
qui est bien différent de ce que Von remarque dans le
caleul différentiel, ofl, lorsque V est déterminé i Vaide
des coordonnées z et Y, ces coordonnées pouvant varier
chacune séparément, il n’y a en général aucune dépen~
dance entre dz et dy-.

28..
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587. Examinons maintenant comment se modifient Jeg
théoremes démontrés art. 581 et 582, lorsque les yaria~
tions ont des directions inclin€es aux plansdes @, y, et
o par conséquent le point M, fig. 115, pour arriveren N,
ne suit plus la direction du prolongement de l'ordonnce
PM, comme le supposaient les démonstrations des
art. 581, 582 et 583.

Dans ce cas, le point M, parvenuen N, aura regn un
accroissement d’ordonnée qui sera exprimé par la diffé-
rence QN — PM : nons aurons donc

variation de PM ou AV=QN —PM..,. (8).
D'’un autre cdté , l'ordonnée PM de la courbe primitive,
lorsqu’elle deviendra P'M’, s’accroitra d’une différence que
nous représenterons par
DV ==P'M —PM.... (g).
Nous déduirons de cette équation

ADV = wariation de P'M’' — wvariation de PM.... .. (10).

Il s'agit de démontrer que cetlc quantité est égale 4
DaV. Pour cela, nous voyons, par U'équation (10), qu'il
faut d’abord déterminer la variation de P'M’. Or, cette
variation se trouve en supposant qu’aprés qu'elle a trans-
porté M’ en un certain lieu N', on prenne la différence des
ordonnées de ces points. On aura, de la sorte,

variation de P'M’' = Q'N'— P'M’;

et, comme le preserit I’équation (10), retranchant de cette
variation celle de PM, donnée équation (8), nous trouye=
rons

ADV = Q'N' — P'M’" — (QN — PM),
ou plutét

ADV=Q'N' —P'M' — QN 4 PM. ... (11)
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D’un autre edté nous avons
différence de QN = Q'N" — QN ;
ot en mettant la valeur de QN, tirée de 'équation (8), dans
Jaquelle on remplacera PM par V, on aura
D(V 4 aV)=QN — QN,
retranchant de cette équation celle-ci,
DV=PM — PM,
il restera aprés avoir réduit
DAV = QN — QN — P'M' 4~ PM. ... (12).

Les seconds membres des équations (11) et (12) étant

égaux , il en résulte
ADV = PAV.... (13).

Sil’on passe aux limites, ou, ce qui est la méme chose,
aux infiniment petits , on aura donc encore

MV = doV.... (14),
équation qui nous fournit encore celles-ci :
My =ddy, Mzr=ddz.... (15).

588. Les équations (13), (14) et (15) ont un degré de
généralité que nous n’attribuons pas aux équations (4),
(5), (6) et (7); car elles supposent, comme ladmettait
Lagrange , que la variable «, renfermée dans V, est une
quantité dont on peut prendre la variation tout aussi bien
que celle de » comprise également dans V.

589. Les équations (14) et (15) vont maintenant nous
servir 2 modifier convenablement les formules qui con-
tiennent des différentielles et des variations; car les for-
mules qui ne contiendraient que des variations ne diffe-
rent pas des différenticlles. Aussi, comme le dit Lagrange,
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le calcul des variations a=t-il pour but de différencier sous
un nouveaw point de wue des guarzmés qui ont été d{.ﬁ‘_
renciées sous un autre. C'est ce que ’on sentira, si L'on
fait attention que déterminer la variation d’une fonc-
tion V de 7, se réduit A trouver V'accroissement de cette
fonction lorsque g s’angmente de la quantité infiniment
petite &y ; il est ev1dant que celle question doit con—
duire aux mémes rigles que celles que I'on emploie pour
obtenir les différentielles ordinaires.

5go. Par exemple, si l'on voulait avoir la variation de

V=a-+ny:
siommant V ce'que devient V lorsque y s’accroit de la
quantité infiniment petite Jy, on aurait
Vi=a+n(y + 9y,
d’ott Von déduirait
V=V ou &V =o2nydy+ ndy*;
passant 4 la limite , ou, ce qui revient au meme, effa-
cant le terme ndy?, qui, élant un infiniment petit. du se~
cond ordre, doit étre supprimé a cdté du terme 2nydy,
art. 230, il resterait pour la variation cherchée

oV =a2nydy,

et l'on weit que le procédé est absolument le méme que
celui qui déterminerait la différentielle de V, qu’on sait
étre
dV = onydy.
591. En général, pour trouver la variation d’une fonc-
tion 'V, dont la différen tielle est

dV = Mdz 4~ Nd y - Pdp Qflg + ete.... (16),

il suffita de chianger la caractéristique d en & ee qui
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donnera

IV =Mz 4 Ndy + Pdp 4+ Qdq + ete.... (17).

Nous: pouvons meme remplacer M, N, P, Q, ete., par
les coefficiens différentiels que ces lettres représentent, et

nous aurons
dv

;V=gm+ gaﬂy-ka; &‘p—]-g dg - ete.v. . (18).

593. Nous ne changeons pas d s en 8y dans les coefficiens
différentiels; car 1'un de ces coefliciens différentiels, le
premier, par exemple , étant le quotient de Mdz par dz,
on doit avoir M pour résultat, tout aussi bien que si
Von divisait Mdz pér Jz; il en est de méme des autres.
Aussi les coefficiens différentiels ;T:r, g, %, ete,, ne
renferment-ils dz, dy, dp, qu'en apparence, etne sont-
ils dans le fond que de véritables fonctions de y, de p,
deg, ete.

593. Remarquons que, quoique les variations soient des
différentielles d'un genre particulier, il ne faut pas croire
que dx soit & I'égard de &y ce que dxesta Végard de dy.
Eneffet, on choisit ordinairement da pour variable indé-
pendante, et 'on ne peut faire la méme chose & égard
de dz; car nous avons vu, art. 586, que dz dépendait
de &'y Aussi la variable indépendante qui détermine
Vaceroissement de y n’est pas x, mais Ja constante , qui
devient variable lorsque les poin ts de la courbe changent
de position. L’hypothese de différenciation est done.dif-
lévente. Par exemple, si l’on a 'équation

ff‘_‘y' = a‘:,r“,

3 .
L quen supposant @ constant et a variable, on cherche le
cocflicient différentiel , nous trouverons, en désignant pavk
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Vaccroissement de a,

(a -!-}r)’ a‘x*

___._-7"_'-7 N b3 :za.r‘ f—:k-
accroiss, de IR k b3 + =2

si, au contraire, regardant a comme constant, on fait
varier seulement z, dont nous représenterons l'accrois—
sement par k, on a
h
o _ a
. (@ +h) _ 2 a, - +
@ccroiss. de @ 5 o

La premiére hypothése appartient a la courbe variée, etla
seconde A la courbe primitive; et I'on voit gu’en passant
4 la limite, on obtient

dy _ 28 &y aax*

L, . P A DA
¢ qui montre €videmment que la variable indépendante,
dans le cas que nous considérons, loin d'étre dz, est da;
mais lorsque nous déterminons la variation d’une fonc-
tion V de y, nous n’examinons pas si y varie par l'ac-
croissement que regoit x, ou par celui que regoit une
constante; aussi le procédé qui détermine la variation
est-il le méme que celui qui sert i différencier.

594. Cependant, on se tromperait bien si, parce que oz,
dy, ép, etc., entrent dans &V comme dz, dy, dp, ete.,
entrent dans dV, on concluait que &V est égal 4 dV. Ce
cui €tablit une différence entre ces expressions, c’est qu'on
ne saurait assimiler &z, dy, dp, etc., dont se compose la
premitre, aux différentielles dz, dy, dp, etc., qui cons-
tituent la seconde. En effet, dx, dy, dp, etc., d’aprés
ce qui précéde, comportant une autre variable indépen—
dante que celle qui a lieu pour les différentielles dz, dr,
dp, ete., il en résulte qu'on doit étre conduit, par des
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hypothéses différentes de différentiation, A des résultats
différens. Aussi, lorsqu’une formule contient i la fois des
différentielles et des variations, nous ne devons point
.confondre ces deux sortes de quantités; dans le cas on
une semblable formule alieu, le théoréme de Vart. 581
devient applicable, et nous allons voir quil suffit pour
établic une différence entre les résuitats amenés par le
Calcul des wariations et ceux qui nous sont fournis par le

Calcul différentiel.
Cherchons, par exemple, la variation de la formule
e i
_ ‘J‘;.

Pour cet effet, on déterminera la variation par la régle des
fractions, donnée art. 16, et nous obtiendrons

By dzddy — dyddz _ ddy pddz

#5 dz Tdx T dz
transposant les signes, ainsi queleséquations(15), art. 587,
en donnent le droit, on aura pour la variation de p -

dd ddx
l;:n =T£—P$.... (lg}.

En cherchant ensuite la variation des formules

d d

=iz T Az
on trouverait de méine
o ___d_.rdﬂgd—qdpd‘dx’ ek dzddg —dgddx
x da? ;
effectuant la division et remplacant 4z et i) rqet
dx dz P 7

par r, on trouverait .

=l Ne L g an

de 4 e Tl P
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cten transposant les signes,
ddp ddzioy o ddgol  ddw
PE e L b eV St ol e T

Remarquons que la formile (17) ne ressemble 4 1a fore
irule (16), dont elle a été ‘déduite, que parce qu’on n’
pasmis en évidence les différentielles renfermeées implici-
tement dans les fonetions p, g, 7, etc.; mais si nous rem-
plagons dp, dg et Ir, par les valeurs que fournissent les
équations (19) et (20), et que nous rassemblions d'une
part les’ termes positifs et de 'autre les termes négatifs,
nous trouyerons :

FV=Mdx 4Ny + (Pdé‘_y + QdJp + Réd‘q -+ etc.)

—@(PP+Q?+ Rr,ete).

Lorsque _7' seul regoit des variations, celte équation se
réduitd .
J
IV =Ny + P p d j-{-QM? ng+ éttavauafany;.
ct comme en transposant les caracténsthues, on obtient

ddp  ddp _ A.dy d*dy

an dx azE o d
ddg _2d.d*y d%‘i‘r -
dz T 4z 55 dav’
on aura, en substituant ces valeurs dans Péquation (21),
dé‘_y ddy Ay
s NJ‘J‘ R e ey dat dx? W

595. Appliquons maintenant la formule (1g) 4 la re-
cherche dela variation de la sous-tangente. Pour cet effet,
si dans Pexpression de la sous—tangente qui, art. 71, st

dz

L4 dy’ nous €liminons le coeflicient différentiel au moyen
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4% l'équatidﬂ% =p, nous aurons pour cette sous-

tangente ; prenant la variation par la régle des fractions ,
art. 16, nous trouverons

EM
J\ t e =~ — .
sous-tangen

mettant dans cette équation la valeur de dp , donnée par
l_fg_'gua.tion (19) , nous trouyverons
&y yddy yddy 4 gddz

& sous-tangenic = e
dy ?
remplacant p par sa valeur Jz 7 Bous obtiendrons
. _de Jda ¥
? sous-tangente = Ty dy — ar ddy F =~ &7 ddw.

596. Le théoréme renfermé dans l'équation (14)
art. 587, qui seul jusqu’a présent nous a servi i éta-
blir une différence entre les résultats fournis par la diffé-
renciation et eeux qui sont donnés par le caleul des va-
viations , va nous offrir encore des corollaires trés remar-
quables. En effet, si dans I'équation (14), page 437, ou
change V en dV, on aura

dd*V = dddy ;

transposant la caractéristique du second mcmhre on ob-
liendra
dd*V = d*JV.

Par des procédés analogues, on parviendrait a cette équa—
lion générale
"V = d"V,

597. La méme équation (14) va nous conduire 4 un théo-
réme non moins important. Pour cela, si nous représen-
tons par U une certaine fonction de @, de y, dedz, de
bz, de d'z, ete., de dy, de diy, de d° ¥, ete., et que



444 CALCUL DES VARIATIONS.
nous appelions V I'intégrale de cette fonction, nous gy
verons

S0 &= Noaive ifaz); o
différenciant , il viendra
U=4dV.
JU =4dV;

transposant le caractéristique du second membre, en verty
de I'équation (14), on trouvera
U =déV ;

et, par conséquent ,

intégrant, il viendra
U =4V,

éliminant V au moyen de I'équation (22), on obtiendra

enfin

[OU=T... (23) (%;
ce qui nous apprend que Vintégrale de la variation d'une
fonction est f-,‘gale 4 ]a variation de cette intégrale.

5g8. On peut déduire de ce théoréme un autre qui lui
estanalogue pour les intégrales doubles.
En effet, si nous supposons

U=/,

I’équation (23) nous donnera

{*) Le théoréme renfermé dans cette équation a lieu également pour
les différences finies. En effet, si dans Déquation (13), page {37, on
fait DV = U, cette équation deviendra

AU = DAV,
ZAU = AV... (24);
mais de Véquation DV = U, on tire
TR e 2
substituant cetle valeur dans Péquation (24), on obtiendra
FAU = AZT.

intégrant, on aura
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SO =dffx;

et en transposant les signes [ et &, art, 5gg, on obtiendra

ﬂJ\A — J‘ff Ay
On trouvera de méme

" [P = &ff2;
ainsi de suite.

599. Les théorémes :}émontré's. dfms les articles 597 et
598 nous offrent de nouveaux principes que nous pouvons
maintenant employer simultanément avec celui que renfer-
ment les équations (15) , page 437 (c’est ce que nous allons
faire en cherchant quelle est la variation de la formule in-
tégraleindéfinie U, dans laquelle U est une fonction de z,
de y et des différentielles dzr, d*z, d°z, ete., dy,
d*y, d'y, etc. Pour cet effet, supposons qu’on ait trouvé
pat les procédés du calcul différentiel

dU = mdz + nd’z 4 pd’z 4 gdiz 4 etc.
~+ Mdy 4 Nd'y - Pdiy 4 Qdéy 4 ete.

Nous pouvons regarder cette équation comme provenant de
celle d’un ordre immeédiatement inférieur, dout on voudrait
prendre la variation. La derniere différenciation qui nous a
fourni la valeur de dU, nous ayant donné

dU == mdz <4 nd.dz < pd.d*z + gd.d%
< Mdy 4 Nd.dy 4 Pd.d* -+ Qd.d%,

et notre intention étant de faire rapporter cette derniére
opération & une variation, nous avons séparé par un point
sur la droite la caractéristique quiy est relative dans les
termes qui, autres que mda et Md y, ont subi plusieurs diffé-
Tenciations , etalors, ainsi que nous I’avons fait, art. 591,
pour 'équation (16), changeant cette caractéristique en J,
nous obtiendrons



Rl
446 CALCUL ‘DES VARTATIONS.
dU=mdr 4 nddax 4 pdd’z 4 gdd’z 4 etc. {
+ Moy +Notly + Péd2y +Qddly +ete. + (25);

intégrant et mettant ensuite, dans le premicr membre do
cette équation , la caractéristique &> devant le signe d’inge.
gration [, comme on en a le droit, art. 597, ondur

U = fmdz 4 fnddz 4 fpdd’x + fgdd 'z ete. ;
dy Nody+ [Py QU et 00

Si dans le second terme anz‘ on tlanspose la carac~
tensth‘ue et que U'on mtégre ensuite par. parties, art, 279,
on trouvera d’abord .

[frddz = ndw —[lwdn.
Pour {alre subir la méme operahon au tr mswme terme,

nous, obnendrons préliminairement , en transposant les
signes du second membre ,

jj_;é\d’x 3 fpd‘M,
€quation qu’on peuteécrire ainsi :
Jpddia = fpd(ddz);
et en intégrant ensuite par parties, on trouyera
[pddie = pddw — fdpddz. .. (29).
L’intégration par partiés pouvant s'appliquer aussia la
derniére intégrale de cette équation, dans Taguelle le double
signe dd' affecte 2, nous:aurons de méme. yifom 3
fdpdé‘:r =dpdx — fd'pm-
subptltuant cette valenr dans l’eq_uatmn (27), nous obtien=

drons
: Jpidiz = Pdé‘x — dpdz 4 [d*pdz.

Appliquantun méme procédé aux inlégl‘ﬂu{gé‘d’:, et
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nous continuerons A intégrer par parties jusqu'a’ce que
pous parvenions i une intégrale qui ne contienne plus
ae différenticlles de = mélées & 'des intéyrales, et nops

tfrouverons

[qdz = gd*dx — dgddw + d’gé‘.r - fd”g&\:ﬂ

ainsi de suite..

Opérant de méme pour r, et reumssanl d’une part les
termes qui sont délivrés du signe [, et de 1'autre ceux qm
en sont affectés, on aura ce résultat :

fU=(n—dp 4 &g ~ etc.) e
—+ (p — dg - ete.) ddw.
4 (g — ete.) d*dz 4 ete.
4 (N — dP4-d?Q — etcy) iy
-+ (P L dQ + eté)) ddy
4 (Q —ete.) d*dy 4= ete.
-+ f(m —dn 4-d*p — °q 4 etc.) de
-+ (M —-—-dN+d=P —-ds( -~ etc.) é\‘;

boo. Par emmple, sill’on a
s e Viz® +- dy
i A 483 5907 I/.J’

en écuvant ainsi cette équatlon

! (28).

U= T f'—;

on différenciera par la régle de I art. 14, en se servant de'-

la carautemuque Jau Yida de d, etlon aura

W=V Ty gt W dxw—d:r s
' J‘V %

les valeurs'des varid tiofs md’iquées Stant énsuite é[é‘l‘e'r'mi-
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nées par les régles des n® 16 et 21, on trouvera

2[1.1:311.:'-{.23‘,,‘,\1
oottt Sy dr= e,
7 .rV i R T e
mettant ces valeurs dans 'équation (20), et exdentant les
opérations indiquées , on obtiendra
Viz +dy* LI dzJ*dx-{-d‘ym,
Vi Vry Vi +dp

faisant pour simplifier

Vdz*+dy* =ds,

cette valeur de JU se réduira a

ds dy
[r— 4 _.MI'{-'——'——_._J“‘.
R e dsyy

En comparant cette équation & la formule (25), on
trouvera

P v 3

il s

ds da SR,
y = ——, No==
rVr ds vV dsVy5
m=o, p=o0, g=o0; P=o, Q=o, etc;

el ’équation (28), réduite dans notre cas, 4 4

U =ndz + Ny + [[—dndz 4 (M—dN)d) |,

devient

YU =

dx z
= g% —
ds Vy ds Vy

ds |
—-j]-d —*_- S 2 Vy % e ds ‘/y)ay urk

Cette maniere de déterminer la variation de fU ap-
partient & Lagrange; mais , quoique la marche de scs
opérations soit assez simple, on peut trouver & son procédé
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{‘inconve'njeut de confondre trop les quantités différen-
tielles avec les quantités finies. Euler, qui donna au Caleul
des variations une forme plus en concordance avec sa vraie
métaphysique , remplaga U par la fonction Vda, dans la-
quelle V est une fonction des variables x, 5, et de leurs
coefliciens différentiels successifs p, ¢, ete. et en trouva i
peu prés de la maniére suivante la variation ().

6o1. On ad’abord par le théoreme renfermé dans 'équa-
tion (23), -art. 597,

& Vdx = [(Vda)... (31) ;

la variation de Vdz, indiquée dans le second membre de
cette équation , se déterminera par le procédé de Lart. 14,
et en cela nous agirons d’une manitre entiérement con-
formeva hypotheése ot I'on regarde ces variations comme
des quantités infiniment petites; car, dans cet art. 1,
nous n’obtenons la différentielle d'un produit de denx va-
riables qu’en nous bornant au premier terme de la diffé-
rence, ou, ce qui est la méme chose , en négligeant les
termes en A%, en A*, etc., du produit z' y’. Ainsi en dé-
terminant la variation comme on le ferait pour un produit
de deux variables, nous aurons

Vdx = Vidz 4 dadV;

¢t en transposant les signes dei d, en vertn de Péqua-
ton (13), page 437, on trouvera

&(Vdz) = Vddz + dxdV.
Aumoyen de cette valeur, I’équation (31) deviendra

& Vdz=(Vddx 4 fdxdV... (32).

(*) Euler et Lagrange considéraient encore dans V d'autres variables
Tyl uy v, ete.  ¢’est une hypothése que nows examinerons bientot, et
flons verrons qu'elle ne complique pas la solution du probléme.

Elém. de Gale. diff. 9
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Appliquant au premier terme du second membre de cep
équation Vintégration par parties, qui, comme cons.
quence de larticle 14, suppose encore que & affecte des
quantités infiniment petites, ce premier terme deviendra

[Vddz =Nz — [dVdx;
cette valeur changera 'équation (32) en

3 Vdz=Vor + [(dxdV — dViz)... (33).

Développons maintenant la quantité qui est entre les pa-
renthéses : pour cela, nous aurons préliminairement

dV_.u-—d -1-d d +d dp-l—d?d?-i- dreu: (34);

vemplagant les coefficiens différentiels par les lettres M, N,
P, Q, ete., cette équation nous donnera

dV =Mdz -+ Ndy +Pdp+ Qdg - Rdr--ete... (35).

Changeant ]a caractéristique d en &, nous obtiendrons pour
la variation de 'V

IV =Mdx + Ny 4 Pdp 4 Qdg + Rérf-ete.;

équation dans laquelle les fonctions M, N, P, Q, R, etc.,
des variables y, p, g, r,etc., sont les mémes que dans V'é-
quation précédente, art. 592.

Substituant ces valeurs de JV et de dV dans expression
renfermee entre les parenthéses de V'équation (33), nous
changerous cette expression en

dzdV — dVdz = N(dzdy — dydx)
+ P(dzdp — dpdi)
+ Qdxdg — dgdv)
+ R(dadr — drdz) 4 ete.;
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faisant dans ces équations
dy=,Pd"" dp=gdx, dg =rdz, dr =sda, ete.,
pous aurons '
dzdV — dVéz = Ndz (dy — pdz) -
+ Pde Gp — gb) |
+ Qdz (dg — rdz) }.... (36).
4 kdx (dr — sdx) S
etc.

Soit Sy —plr=ua.,... (37);

et différenicions en employant pour pdx le procédé de la
différenciation des produits de deux variables, art. 14,
nous trouverons

ddy — pddr — dpdxr = da.... (38);
prenons ensuite , par le méme procédé, la variation de
dy = pda,
ddy = pdda - dadp ;
et en transposant les signes & 'e.,
ddy = pddz 4 dzdp. ... (3q).

Au moyen de cette valeur de ddy, nous convertirons 1'é-
quation (38) en

dadp — dpdr = du;
remplacant dp par gdz, cette équation deviendia

nous aurons

dz (dp — gdw) = do,
et par conséquent
- d

¢¢ qui est la valeur comprise entre les parenthéses dans la
seconde ligne de équation (36).

a9..
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On trouvera de méme

du

da 1
dx(@g—r&r}:d.a;, dx(J‘r—é‘de=d (T;d.d_;: y ele;

par ces valenrs I'équation (36) deviendra
; da ¢
dzd V—dVoz==Nadz+Pda+Qd .z~ +I{d(a; . a(ﬁ), Siat

Par conséquent , Pintégrale querenferme le second membre
de I’équation (33) sera

de 1 . da
(123 V-dVx)=/Nadz-+/Pda +/Qd. 5 +fﬁ.d(§§.dd:),etc...(4o);

intégrant par parties tous les termes qui, dansce second
membre, contiennent des différenticlles de @, du 1%,
du 2°, et du 3° ordre, etc., nous aurons

[Pdo = Po -—-—f%gad:r,

{]a! de da

JQd 2 == 02— I 405
et, parce que la diﬂ'e’ren_‘le de Q se prend par rapport

ax, on pourra €crire ainsi cette derniére équation,

fQi §2 = ol — (Y,

intégrant de nouveau par parties le dernier terme de celte
€quation, elle nous donnera

d
/Qd. (,r de—d ot fud. 2 Q

En opérant de méme pour le terme en R, on trouvera

m.d(d%'d.%)zﬁal- dj—:—-%%-ﬁ-d—';( dx>

—ﬁw](d d.—
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da
Substituant les valeurs de [Pda, de JQd.3=, de /R.d

(dz d. %E- etc. , dans I’équation (40), ordonnant par rap-

port & o et 4 ses coefficiens différentiels, et réunissant en—
suite les termes qui sont affectés du signe dintégration,
nous trouverons

dR
[@zdV—dVoz)=w (p + =d. o= etc)

L g; (Q_E -r-etc.) +d_d'35 (R—etc.), etc.

dp Q
+ fodr(N— 0. o d d. +etc)

Substituant cette valeur dans 1’équation (33), a laquelle
on ajoutera une constante, pour tenir lieu de toutes celles
que l’intégration par parties exigera, on aura enfin

’d:r—-VJ*x—I- P---—- O
N d.:r: ‘dx
(Q + etc. ) etc.—f-a—d.—— (R —etc.), etc.
L, dQ I dR
+fadx(u—a}_+ﬁ;d.dx Td—d, etc)

Et en prenant d» pour variable indépendante, cette
équatian pourra se inettre sous la forme

J‘dem:VJ‘x-{-u(P jg-{-d, elc.)

tlx(Q—_+Etc>+ i . (1),
dP  d*Q @R
o e (N—-—-— = etc.)

- constante.

6o2, Cette solution d’Euler suppose donc que la fonction
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Udex, de y et des différentielles des différens ordres g
zet de ¥ puisse se ramener 4 la forme Vda. - Or, cela n'est
pas toujours possible; car si, par exemple, on avait

LT G,
et que I’on fit
dy = pdx,
on trouverait par la différenciation,
d’y =dpdx + pd®z.... (43);

mettant ces valeurs dans ’équation (42), on obtiendrait

_dp d*x

— d_.r d;r + 2P E‘.ﬂ".‘_-,
ou plutot

U=a.82 429

et I'on voit que le second membre ne se réduit pasa la
forme Vdz.
Mais cela aurait lieu si, au contraire, on avait

car la valeur de d’y, donnée par I'équation (43), étant
mise dans celle-ci, la réduirait a

d
=0 dax.
r
Des maxima et minima des Jormudles intégrales
indeéterminées.

603. La principale application du calcul des variations
se rapporte & la solution d’un genre de problémes de
maximaetde minima, qu'on tenterait e vain de résondre
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par la méthode exposée art. 97 et 98. On a vu que cette
méthode consistait a déduire de équation y = f du pro-

bleme , la valeur de dr = qu’on devait égdler 4 zéro ou

Vinfini, pour ohtemr la relation entre x et », qui doit
avoir lieu au maximum ou au minimum ; mais si, dans
le probléme proposé, on nous donnait seulement la for-
mule intégrale fVdz , dans laquelle V serait une fonc-
tion de x, de y, de p, de g, etc,, et qu'on demandit
quelle est, parmi toutes les courbes qui jouissent de la
propriété commuue /Vdz, celle pour laquelle [Vdx
est un maximum , un tel probléme serait d’une na-
ture bien différente que ceux que nous avons résolus
sur les maxima ou minima. On se tromperait done bien si
I'on croyait que, pour en obtenir la solution, il suffirait
de passer 4 la différentielle en dtantle signe d’intégration,,
et en écrivant Vdz. Cela ne conduirait a rien , puisque la
caractéristique [, qui ici nous indique que c’est z que I'on
fait varier, n’est plus le signe de P'opération contraire a
celle qui se rapporte i des variations. Aussi voit-on qu’au
lien de passer d’une courbe & I'autre, on resterait sur la
méme courbe, ce que nous ne pouvons admettre, d’aprés ce
que nous avons vu art. §77. Ce ne sera donc point Vdx
que, d’apres la méthode ordinaire des maxima et minima,
on deyra égaler & zéro, mais JfVdx, parce qu’alors,
quoique nous ignorions la relation qui existe entre x et y
renfermés dans V, nous ne considérons pas moins y comme
une fonction de x, et par conséquent [Vda comme une
autre fonction de =, dont la variation est indiquée par le
signe &, variation due aux accroissemens successifs que
regoit une constante qui, le plus souvent, ne parait pas
dans les calculs.

L'intégration de fVdx ne pouvant donc s’excécuter sans
qu'il ne soit ¢tabli une relation entre x et y, nous allons
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voir que cette valeur va nous étre fournie par la conditioy
méme du maximum, En effet, la variation de [Vdy ayant
été déterminég par l’équalmn (41), nommons pour plus de
simplicité A la partie qui s’y trouve hors du signe d'inte.
gration ; la variation dfVdz étant nulle, dans le cas dy
maximuin, rious aurons don¢

A fadx ( N— = + __.Q — ete., )+ conslante==0. ({4).

. fau : dp  dQ

604. On reconmait dans le factenr N— e i T el
de cetteéquation, la quantité qui,.e’galée a zéro, exprime,
équation (122), art. 404, Ja condition d’intégrabilité de
Vdux ; par conséquent, il suffit que Vdx soit susceptible
d’intégration pour que le terme affecté du signe f s'éva-
nouisse dans 'équation (44). Ce terme s’évanouit égale-
ment lorsque Vda n’est pas intégrable ; caralors les termes
en » et en y, renfermés sous ce signe, ne peuvent opérer
la destruction des termes en x et en y des autres termes
de Véquation (44), qui, éwant déliveés da signe d’intégra-
tion, sont d’une nature différente. 11 suit de la que si Von
représente U'équation (f1) par

% + fredx 4 constante = o... (45),

on ne pent satisfaire a cette équation (qu'en faisant
A - constante = o, fudx = o.

605. Cette derniére équation détermine en général une
courbe, et n’exprime autre chose que la sommation d’une
infinité d’élémens que lintégration convertit en courbe.
Nous entrevoyons déja que la partie A + constante deV'é=
quation (45) ne peut se rapporter qu’a des points isolés.
En effet, Yéquation

* - aonstanie = o

>
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étant une équation rationnelle en x et eny renfermés dans
a,il s’ensuit que cette équation ne comporte qu’un nombre
Jimité de valeurs, qui seront détermindes par le degré de
cette équation lorsqu’on y aura mis la valeur dey en 2 je
dis de plus que les points déterminés par ces valeurs ne se
rapportent qu’aux extrémités de la courbe. En effet , lors-
qu'on donuera des valeurs particuli¢res @ et & aux varia~
bles et ¥, on ne fera que déterminer la valear de la cons-
tante qui entre dans 'équation (45), en fonction de a et
de &, valeur qui serapporte toujours au commencement et
4la fin de l'intégrale.

6o6. La condition fedz = o nous donne

o ) v i
fN—E-]-dz'—-etc.)mdx_o,

et comme la différenticlle d'une fonction égale & zéro est
nulle aussi bien que cette fonction, art. 63, on peut dter
le signe d’intégration, ce qui nous donnera

P &'Q X
(N e Tl elc.)adx_o.. . (46),

équation A laquelle on satisfera en [aisant

dp . 40 8
N To T T 04 53 (47)

Cette éq@ation établit la relation qui doit exister entre
et » pour la courbe du maximum et du minimun.

607. Observons que la propriété [Vdax appartient a
foutes les courbes que nous considérons, et que nous pon-
vons passer de Pune a Vantre par degrés imperceptibles,
en faisant accroftre V d’une quantité infiniment petite JV.
Dans cette hypothése, V devenant V 4 4V, la formule
{de se change en fIV 4 V)dx, et s’aceroit de la quan-
ute [dVda, quantité qui, parla transposition des signes
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J et &, revient & df'Vdxr. On reconnait dans cette expres -
sion la variation dont nous avons déterminé la valeyr par
Péquation (41), art. Gox, et qui devant, comme [Vdz,
appartenir & toutes les courbes du genre que nous consi-
dérons , n’en spécifie aucune en particulier. En égalant en-
suite A zéro la variation &Y Vdz, nous déterminons cette
courbe quelconque qui jouit de la propricté requise, a de-
venir, entre toutes les autres, celle qui convient au maxi-
mum ou au minimum ; nous franchissons en idée toutes
les courbes intermédiaires comprises entre la courbe pri-
mitive et la courbe du maximum ou minimum , pour que
I'une de ces courbes se change en l'autre ; alors ordon-
née PM, devenue P'M’, aura regu un accroissement fini,
composé de tous les accroissemens successifs que la courbe
aura regus en passant par toutes ces positions intermé-
diaires ; et, comme PM représente une ordonnée quel-
conque, la méme chose aura lieu pour tous les points de
la courbe variée, qui, par conséquent, sera entidrement
distincte de la courbe primitive ; mais la variation JV
indiquant la variation qui a lien lorsqu’on passe de la
courbe primitive 4 la courbe infiniment proche qui lui
succede , cette variation , lorsque la courhe primitive
deviendra la courbe varide, se rapportera alors & la
courbe infiniment proche qui succédera & la courbe va-
riée, et restera par conséquent une quantit¢ infiniment
petite.

6o8. Aprés avoir parlé du premier facteur de I'équa-
tion (46), occupons-nous du second. Pour cet effet, si
nous mettons dans Péquation (46) la valeur de », que nous
donne P'équation (37), page 451, nous aurons

ap . a-
(= 2+ Beic) = pr=o.. .. 1)

¢t on satisfera encore a cette équation en faisant
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&f i pé‘x =0

Ja relation que nous établissons ainsi entre dy et &z, est une
chose conforme 4 ce que nous avons démontré art. 598,
que d et Jy étaient dépendans I'un de 'autre. Une autre
conséquence,, qui s'accorde avec le méme article, c’est que
Péquation (47)subsiste encorelorsqu'onne tient pas compte
de dz ; car alors équation (48) se réduisant &

dP  d°
J}“(N — d_x + ‘a—‘rgs etc.):o,
on en déduit également
ab o000 A
N — E-{- E‘-etc._o.

On peut remarquer que quand ona &z =o, on tombe
dans le cas ot la variation de y se confond avec la direc~
tion de cette ordonnée, ce qui n’empéche pas que la condi-
tion du maximum ou minimum, entre toutes les courbes,
ne subsiste également.

6og. Lorsque les variations n’ont lien que dans le sens
des ordonnées, il est évident que celles des points extrémes
Cet D sont des lignes droites CC' et DI, fig. 116, dirigées Fig.116.
saivant le prolongement de ces ordonnées,

61o. Mais dans le cas ot 2 varie aussi bien que 7, les
extrémités C et D, fig. 117, des ordonnées AC et BD dé- Figary.
crivent des courbes CC’ et DD ; car les points C et D se
mouvant dans des directions qui ne sont plus celles de AC
et de BD, décrivent en général des courbes, sauf 4 sup-
poser, si le cas Yexige, que ces courbes sont des lignes
droites CC’, D', fig. 118. Fig.118.

611. Nous avons vu, art. {of, que lorsque Vda était
une différentielle exacte,, I’équation
dp d*Q

— — ele. = 0
da dx? ¢

N
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avail lien par elle-méme, et qu’alors la valeur de & Vdz,
ou plutit celle de fVdaz, ne pouvait renfermier que des
quantités intégrées. Or, dfVdx, par la transposition des
signes, art. 597, devenant [dVdz, si 'on regarde » ven
fermé dans V comme une fonction de z, le produit Vdz
ne sera autre chose qu'une fonction V de z multiplice
par dz ; et f'Vdax représentera, art. 348 et 349, ’aire d"une
certaine courbe. La variation de cette aire étant exprimée
par 4/ Vdz, ne sera donc elle-méme qu’un aceroissement
de l'aire dont nous parlons; par conséquent [dVdx sera
la somme de toutes ces aires élémentaires. Désignons cette
intégrale par px 4~ ¢, et prenons-la entre les limites

z—a et x=10,
nous aurons cetle intégrale définie
pa—ob;

et ’on voit qu’elle ne dépendra pas des coordonnées des
points intermédiaires de la courbe variée, mais de a et b,
qui sont les abscisses des extrémités A et B, fig. 117, de
cette coutbe,

6r2. Réciproquement, lorsqu’on nous donne lexpression
SVdx, sil'on a
J

Q ete. —

a4z + S
la variation d'f Vda ne renfermera aucune formule inté-
grale; d’ou il suit que [Vdx sera une fonction déterminée
des expressions x, 7, p, g, ete., ¢’est-a-dire sera une fonc-
tion délivrée du signe d’intégration, ou, ce qui revient an
méme, sera une quantité immeédiatement intégrable.

613. La partie de I'équation (45), art. 6of, qui nest
point affectée du signe d’'intégration, et que nous avons
représentée par
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A == conslanie,

¢’évanonit lorsque les extrémités de la courbe sont des
i-mints fixes. )

En effet, la variation cessant d’avoir lieu en ces points,
si nous en représentons les coordonnées par 2’ et y”, et par
z"et y", &z et &y ne subsisteront plus lorsqu’on donnera
a zetd y les valeurs 2’ et g, 2” et ", ce qui néeessitera
que les termes compris dans (équation 45), s’évanouissent
lorsqu’on prend Uintégrale définie. Il ne restera donc de
I'équation (45) que frdez= o, pour déterminer la relation
qui devra exister entre x et y, afin que /'Vdx soit un
maximum ou un minimum,

614. Le probleme général qui nous occupe est done en
quelque sorte l'inverse de celui que nous offrent les maxima
et minima ordinaires; car, dans ceux~ci, la relation entre
x et y est donnée immédiatement, au lien que dans notre
cas, elle résulte de la condition méme du maximum ou
minimum.

615. Pour donner une application de cette théorie, pro-
posons-nous de trouver quelle est la plus courte des
courbes menées entre deux poinis sur un plan,

L’expression d’un arc de courbe étant

Vdz* 4 dy*, ou dax \/1 +%’

sera, dans le cas présent, celle que nous ayons représenteée
par Vde ; nous aurons donc

d a2
V= VI = di': ’

t dy ; | ;
et en remplagant Jz Par p, celte équation deviendra

V=Vitp.
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Cette formule, qui ne contient que la variable p, gq.

terminera Uexpression %; du coefficient différentic] p .

nous aurons done

spatervad Q¥ ko s as
M_o, N...._O, Pgdp—-‘/i-'-_-p‘, Q'—'o’ Etc"'- (49)-

Par ces valeurs, on voit que les termes oti entrent V, P ¢
j—z, doivent étre seuls conservés dans la formule (41), qui
par cofiséquent devient, dans notre cas,

3[Vdz = Véz +Pa+f dx(—% :
substituant &y — pdz i la place de w, ona
& Vdz= (V—Pp)dz4-P&y—[(dy— pé‘x} -— d.r «(5o).

Le premier membre de cette équation étant nul par la con-
dition du maximum ou minimum, et la partie qui est
indépendante du signe d’intégration n’existant pas dans
Phypothese olt les extrémités A et B sont des points fixes,
I'équation (50) se réduit &

d
— [(Qy — pdz) d—z dzr = o;

cette intégrale étant égale A zéro, il en est de méme de sa
différentielle, art. 606; on a donc

dp
(&y — pdx) o dz=¢.
616. On satisfait & cette équation en faisant
55 dr=="%; . (51).

La valeur de P nous étant donnée par la troisieme des



MAXIMA ET MINIMA DES FORMULES INTEGRALES. 463
équations (4g), on trouvera en la différenciant [art. 26,
équation (13)],

®_®dp_, P

d_.:!'.“—dp dx ‘/1 +P“ da ’
et en différenciant par la régle des fractions, art. 16, on
obtiendra

B ey pdp
dpX Vidp—d j—=
(1—--—P———= - 1+4p ;
Vi p? L+ p ;

yédnisant au méme dénominateur et faisant la réduction,
on trouvera

d i__z i —
Vi+p (4p)Vidp'

par CODSéqﬂEDt, on aura

e : « 9
dz  (@4+p)Vitp  de

Egalant cette quantité a z€ro, et supprimant le premier
factenr, il reste

dp

A%, o o
ou plutot

dp = o;

intégrant, on obtient
P = constanie ;
¢t en désignant cette nouvelle constante par b, on a

p=b,
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et par conséquent

c:]‘—;:b, ou dy=bdx;

intégrant de nouveau, on trouve
y=bz4c.... (52).

617. Pour déterminer les constantes b et ¢, les points ex-
trémes A et B, fig. 119, étant fixes, si leurs coordonndes

sont _
r=ua, y=¢, e 2=4d, =¢,

ces coordonnées devant satisfaire 2 I'équation (52), on a
E=ba+t+c, E=0bd+c;

d’on l'on déduit

¢ —¢ &'s — af’
b=~ ) =i se iy
& — & o —

par conséquent, I'équation (52) devient

€' — & ' — ab
§7= r I

@ — o —a

618. Si les extrémités A et B de la courbe ne sont pas
des points fixes, la partie (V—Pp) oz 4 Pdy, del'équa-
tion (50), qui est représentée par » dans I'équation (45),
page 456, ne s’évanonit plus a cause de la non-existence
des variations 'y et dx ; mais comme le premier membre
de Péquation (45) est égal a zéro, la partie fiuda ne pent,
comme nous Vavons yu art 604, anéantir »: il fant donc,
pour que la condition A4~ fedr —=o soit remplie, que 2
soit nul séparément, et qu'on ait par conséquent l'équa-
tion

(V—Pp)de 4+ Pdy —o.
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T o4 P
Jagant V et P par leurs valeurs V1 5% et - ;
beier Vi +p*
cette équation devient
Sy =o,

e T v £
(Vl +P ‘/——"" +P’ w4 V{ +P'-‘

et aprés qu’on I’aura réduite au méme dénominateur, le

diviseur commun /1 =+ p° étant supprimé, il restera
dx + pdy = o.

Mettant la valeur de p, cette équation donnera

N e 1,

Sy dy :
i = .”.(53),

et ne pourra étre satisfaite que par les coordonnées des
points extrémes de la courbe, coordonnées qui varient avec
tes points. Supposons donc que 'un de ces points soit va-
riable et que l'autre soit fixe; si nous nommons 2’ et y°
les coordonnées du premier, et 2", 7", les coordonnées du
second , 1’équation (53) sera satisfaite en faisant

=2l etilp=y,
et se changera en S
2y dy
O A 0
Telle sera la condition qui exprime que la courbe que

décrit le point mobile 2*, »*, soit coupée & angle droit par
la courbe cherchée (*).

dy*
(*) En effet, Fpedl % exprimant les tangentes trigonométriques,

arl, 93, que la courbe proposés et la courbe variée forment i lenrs points
Elém. de Cale. diff. 30
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Cette condition et celle de la fixité de 'autre point, donne
par les coordonnées =" et y*, suffiront pour déterminey
les deux constantes de ’équation (53).

619g. Maissi les deux points extrémes ne sont fixes ni 'un
ni Vautre, Véquation (53) devant étre satisfaite par leurs
coordonnées, on aura ainsi :

dy’ dy’ Aridy”

e e Uit s S e T (54) ;
équations qui nous apprennent que les courbes GK et IL,
fig. 120, décrites par les points extrémes, doivent. étre
normales & la courbe cherchée, qui, dans le cas présent,
se réduit A une ligne droite AB, art. 616. La relation qui
existe entre les coordonnées de cette courbe cherchée nous
étant fournie par V'équation

dP
N—a—x-l-elc.:u;

cette équation devient dans notre cas
dP =0,

2t nous raméne A Péquation (51). Or, nous avons vu,
art. 616, que cette équation nous conduisait & dp=o, et
que Vintégrale de cette derniére était p = b; remplagant

P par sa valeur d._y’ on a

dx
dy .
S dx by
d’on Von déduit

de contact, la condition nécessaire pour que ces tangentes se coupent a
angles droits , sera exprimée (Théorie des Courbes, art. 703), par
dr" dyf

ECE‘?—'-I:O'
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U

go T d_yr__b

L Ea e

Au moyen de ces valeurs, les équations (54) deviennent

F; i 1 }
%:—%, %:-—3.... (55),

et gﬁ contiennent plus que les variations des points extré-
mes; or, il sera possible d’éliminer ces variations, si 1’on
nous donne les courbes que ces points seront assujettis
a parcourir. Supposons que ces courbes aient pour équa-
tions différentielles

dy =9 (@, n)dx et dy=1(r,p) dx;
on en déduira, art. 591,

dy =@ (2, 5)dw, &y =dl(x,;y)dx.

Ces équations devant étre satisfaites I'une par les coordon-
nées ', 7', et Yautre par les coordonnées z, ", nous
aurons donc

' =@, y) o, dy'=4(z,y) ="

Au moyen de ces équations nous pourrons éliminer les
variations des équations (55), ce qui nous donnera

1 i
¢ @ r)=35, @0 =1
L]

620. Si, outre x et y fonctions de x, et leurs coefficiens
différentiels successifs, Ja fonction V contenait encore une
ou plusieurs autres variables z, t, u, v, etc., et leurs coef-
ficiens différentiels successifs, I'équation (35), page 450,
deviendrait

Jo. .
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V =Mdx -4 Ndy + Pdp 4-Qdg - Rdr - etc.,
+ Ndz +Pdp, + Qdg, 4+ Rdr, $etc.,
+ N,dt 4P dp, +Q,dg,+ R,dr,4etc., ¢*** $6);
<= ete. = ete. -~ etc. =f-etc.
Dans ce cas, I'équation (41), page 453, s'augmenterait
des termes relatifs aux variables z, ¢, u, v, etc., etnous
aurions
J‘de:r: A .
du dp
o (p ___,el >+ (Q _-——, etc. ),ete, +fwda:(N o o etc.)
“+a, ( ’,etc.)+—‘(Q —-@—’, etc.),etc.-f-fa‘d.r(N —-'L, etc.)

o (P ,etc )-}-dw (Q —-—~, ete, ),etc +/fa, d;r(N —-——, etc)
-+ ete. — ete. - etc.

-+ constante.

]

Dans le cas da maximum ou du minimum, le second mem-
bre de l'équation (57) devant étre nul, il faut pour que
cette condition soit remplie que , conformément a V'obser-
vation qui a €té faite art. 6o, page 456, la partie affectée
du signe d’intégration soit nulle d’elle-méme , ce qui nous
fournit 'équation

s dP dP < dP: ..
fadr (N et etc.)-{—fm‘d::(Ni — -&-—;,etc,).}. fﬂ"(N”_-d_x_’Etc')_nj
or, les variables y, z, ¢, etc., étant indépendantes, cette

équation ne pourra se réaliser qu'antant qu'on aura sépa-
rément

fadz (N —-:—i, etc.) = o,
fo d.‘r(N —nﬂg’-, etc.) =0, ).... (68),

fm dx

,etc) = o,
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ce qui donnera en différenciant et en développant un peu
plus ces expressions,

g, _,iiR

N ”%‘F%xg—ﬁ—{—ew' E=0l
d’Q d*R,

tc. =
My d.r dzr dz® I A T, .(59);

d'R,

.._;”-l-—d—g':; PP —L 4 ete. = o,
ete. ete. etlc.

ces équations déterminent les relations qui doivent avoir
lien pour que la courbe appartienne a un maximum ou i
un minimuin. b

621, Donnons une application de cette théorie en nous
proposant de trouver les relations qui doivent exister entre
x, y et z, pour que

Vda* + dy® 4 dz*
Vz

soit un minimum.

(%) Ry (Goy

(*) Cette équation est celle & laguelle conduit le probléme de la bra-
chystochrone, ou ligne de la plus vite descente. En effet, la question
se réduisant d déterminer la courbe pour laquelle Pélément de temps de
doit 8tre un minimum , on a (wares Péquation (200) de mes Elémens
de Mécanique, page 211),

o Vartidrivds
Vogz+ Ve
V étant nul lorsqu’on part du repos , et la constante 2g pouvant e sup-
Primer, art. 103, cette formule se réduit i

. V&R
Vs

ot 'on voit qu'elle rentre dans celle de notré probléme, en changeant
zen x; cest-d-dive en regardant ’axe des « de la formule (60) comme
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8i, pour simplifier, nous faisons

dj_ﬁ dz S
E;-HP! E =P

la formule précédente de_\_riendra
VIiEPe:
Va

Nous avons donc dans le cas présent,

v=zzi"/u....(6m;

et puisque le probléeme ne comporte que les variables z,
¥ %, la troisieme ligne des équations (57) et les suivantes
comprises dans les ete., n'existent pas;a I'égard des deux
premiéres lignes, elles se modifient par ces valeurs qu’il
faut y introduire

T'axe des coordonnées verticales, On pourrait peut-étre dire qu'il edt élé
plus simple de ¢onserver Paxe des »'pour eclui des coordonnées verti-
cales; .en employant au lieu de la formule (60); la formule

B ET T C N

Je répondrai qu'en choisissant 'axe sur lequel se compte la variable in-
dépendante pour Paxe vertical, eels nous procure Tayantage dlavoir &
la fois N = o et N=o, [voyes, ci-aprés, les formules (62)], tandis

que sinous eussions employé Taformule (61); uu leu de It formule (60},
on aurait en

G‘_Y'__ —'*-—-—-—"d.s T Vz ~+ p* 4 22
dz'_vl;"‘u""‘p' ‘e 1T A sV ;

L

N=ocetN,=

ca qui nous eit conduit i des caleuls plus compliqués, tant il est vrai
que le choix des eoordonnées n'est pas une chose indiflérente.
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dv _dY i
= =0, N’—_:E_'—O' » &% (63),
; dv ; dV
Q=o0; R=1uv, ete;, Q,_ 0, R, =0, ete,;
dRr 4P
ne conservant donc que les termes V, P, P | 3’ .d_;‘,
Péquation (57) se réduita
1P
3 Vdz=Vdz+aP+aP 4 fadz(— —)+ foda (=G
-} constan re.(bS},

et comme les formules intégrales du second membre de
celte équation doivent étre nulles séparément, art. 620,

on a donc

fade (— f{—g) =0, fuds(— %_) e

on tire de ces €équations, art. 620,

g—— . e
—4dz —=o0, adx =%

da
et en supprimant les facteurs — adz et — o dz, il reste
dP dp,
— ke o,

dz.. ' Tz
et en passant aux différentielles, on a
dPi G0 dP =0
Les intégrales de ces équations seront
i P — constante, ' P, = constante,

ou plutét J
Y =q, " P =S M0

mais nous ayons
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P= d_V_ e _d_\i_ ;
dp dp,
différencions donc I’équation (62) par rapporta p et a p
nous trouverons

N
L |
b

Moy s s g oy Pt S M b
Vavi+p+p’ A0S I T
mettant ces valeurs de P et de P, dans les équations (66),
nous obtiendrons

P

2 P —a, < __P"____ =
VeV i+p +p/ G ERT T T,
I
éliminant —— — entre ces €quations, on
Vayi+p + P ;

trouvera

P o, rL_r riz

g % 4 z ‘iz’

intégrant, on aura
a
=Ez+u.... 67);

ce qui est 'équation d’une droite RS, fig, 121, tracée sur
le plan des y, z, et dans laquelle les coordonnées

dupoint M sont: AP = 3, PM = z;

du point M'sont: AP'= y, P'M' = z;

du point M"sont: AP"=— y,P'M"=73;
elc. ete. ete.

L’équation (67) nous apprend que, quelle que soit 'abs-
cisse AP= » que I'on prenne, 'ordonnée PM =z déter-
minera, sur la droite RS, le point M par ou 'on doit me-
ner la troisieme coordonnée z. Il suit de la que cette
droite RS contiendra les pieds de toutes les troisiémes
coordonnées , qui, étant paralléles i ’axe des z, sont né-
cessairement parallles entre elles. Or, des paralléles qui
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~ interceptent une méme drqite RS, fig. 122, ne peuvent Fig.122.
qu’étre comprises dans un méme plan; car, si une droite
menée par un point M” sortait de ce plan, elle cesserait
d’étre paralléle aux autres. Concluons de ce qui précéde
que les troisitmes coordonnées étant comprises dans un
méme plan, il en doit étre de méme de leurs extrémités
N, N’, N', ete., fig. 121, qui constituent la courbe KL ; gig ;s
cette courbe cherchée KL , sera donc plane.

622. Maintenant que nous savons que la courbe est &
simple courbure, et par conséquent peut étre déterminée
par deux coordonnées z et z, dont 'une est verticale,
remplagons cette coordonnée verticale par y, Féquation
du probléme deviendra

Vidz* .+ dy®
e .
et en mettant (1 4 p*) do* au lieu de dz* <4~ dy*, on aura

Nl ==

Vi+p
V=—1F%.... (68).
Vi .

Dans le cas présent, Péquation (41), page 453, ou, ce qui
revient au méme , Péquation (65) , se réduit a

ap
M Vdz = Vo + Pa +fmdx(N-—-E .6

et on voit que cette équation pous donne pour notre cas

AV dV'1 +p°
P on sz d -.p - S P—_;n-.. (?0)'
pV ¥ Vrvi+p

623. Dans ’hypothése ot les points extrémes sont fixes,
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la partie Vdx 4 Po, indépendante du signe d’intégraliou,
s’évanouit, art. 613, et il ne reste que I'équation de con-

dition
dP

N——-—=no0,
dx
qui donne
Ndx = dP;
et en la multipliant .pai'_p, on a
on Npda = pdP,
Ndy = pdP;

mettant cette valear dans celle de AV, qui est pour notre
cas,

dV = Mdz + Ndy + Pdp,

et observant que, dans le cas de I'équation (68), M = :g

se réduit i zéro, il restera
dV = pdP + Pdp;
intégrant, il vient
V = Pp -+ constante, ... (71).

P etV étant déterminés par les équations (68) et (70), nous
en mettrons les valeurs dans 1'équation (1), et nous ob=
tiendrons .
Pilgops 0> e s b
Vi VikpVy

multipliant les deux termes de la premiére fraction par

— -} consitante ;

V1 + p*, et rassemblant les termes en p daus le premier
membre, il vient

'I+p P‘

VJ’(V! 7 Vitp

= conslanie ;
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réduisant, il reste

1
———e—e— == cOnslante ;

— T

VrG-+p)
et en élevant au carré, on a

S e = (constante)®,

.T(i g

d'ou P'on tire
: 1
g /
742 " (constante)*’
et comme 'unité divisée par le carré d’une constante est

encore une quantité constante, représentons cetté quantite
par b, notre équation devient

J(@4p)=b;
et, en divisan( par j, on a
- b
1+ p? z}_s
el par conséquent
&b b——_r by =
= el 2)5
= - e i )
dy . ; . — .
mettant -~ au lien de p, et passant a la racine, on obtient
dr- Wiy (73)
dx y i
ce qui donne enfin :
.
(] dr = —2 _,
Vibr—r

En comparant cette équationa V'équation (141), page 149,
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on la reconnait pour étre celle d’une cycloide AMB 4 hye
horizontale, fig. 122, danslaquelle & serait le diameéwe cpy
du cercle générateur. Soit a le rayon OM de ce cercle , o
pourra mettre 2a 4 la place de &, et ’équation de notre
cycloide deviendra

d
Gt ... (1),
Vaay—y*
624. Pour intégrer cette équation faisons
a— y=z

élevant au carré, on obtiendra, en transposantet réduisant ,

aay—r=a'—z.
D’un autre coté, I'équation

a—yr=2z,
nous donne
dy = — dz;
substituant ces valeurs dans la formule (74), on a
Jdy (a—2) dz

Vag—7— Va7
et en exécutant la multiplication indiquée par les paren-
théses, il vient
gydy zdz adz
Var—y Ve—z Va—zo
et en intégrant , on aura

f i A5 f zdz w adz (16)
A Vag—py JVe—2 JyaE—z

629. Pour effectuer I'intégration indiquée [équ. &bl]: par

la formule f i‘.i_z__, on multipliera par 2 les deux
a' — z*

. (75);

termes de la fraction, et on reconnaitra ensuite qu'au signe
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pres le numérateur cst la différentielle de I’expression qui
est sous le radical. Par conséquent, on aura, art. 71,

z S —
_Z-dzr =_f__ 23[1 _:_‘/z_zs.
Vo —2 2ya—z
D'une autre part, pour déterminer la seconde intégrale du

second membre de Véquation {76) ,nous avons[équat. (12),
art. 2757,

adz =
———— = g arc | cos — — ).}
|/a’—-z‘ @

les valeurs des intégrales que nous venons de déterminer
étant substituées dans 'équation (76), nous aurons

—-;—ET_:— Vm+ aarc cns:f);

V2ay—y° a
remettant dans cette équation la valeur a— y de z,
etnommant G la nouvelle constante qu’on doit y ajou~
ter, on aura enfin, en transposant les termes du second
membre,

ydy —aarc cos—-i—_-—‘—r)-—-\/aa —'4-C
Vv o r—1 ( - Ly —r'<-C,
et, en remplagant le premier membre par sa valeur =, on
obtiendra

z=aarc (coaz g__:__}’) —V2ar =5 4C(" ... (99).

(¥) Cette équation , lorsqu'on fait C=n, art. 626, étant mise sous
cette forme

ER Vﬂﬂ."'—!’zanm(cus - f_:ﬂ-_?’)”“ (78),

exprime la condition que la droite AD , fig. 122, est égale & I'arc MD. Fig.122.

En effet, nommons AP = =, PM =y, OM = a, on aura
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Ayant deux constantes, il faudra deux conditions pour Jeg
déterminer.

Vi =7 ouyYa—3)7 = VCD—DEDE = {/CExDE
= V/ME: =ME=PD;
done
- VW=AP -+ PD=AD;
sil'on déerit ensuite avee I'unité pour rayon l'are nr, on a
are nr = are (cos = O¢), .

et la similitude des secteurs OMD, Onr nous fournit la proportion
a1 OE ;2 1: O,

OE a—y

Oe=—=
a a 7

d'ott 'on tire

et par conséquent
=
arcar = are (cos:: ——z) .
! a
On pa.usafa ensuite de l'are nr & are MDD par cette antre proportion

a'; 135 areMD 2 arear,

qui nous donnera

&€
a arc | cos

-—.?’) =areMD;

cette valeuret celle de = + Y/2a — y*, mises dans I"uqual.lon (58), la
reduiront
AD = arcMD;
ce qui est la propriété de la cycloide.
Et siTonremarque que Pare MD ayant pour gosinus 0D — DE, ¢%est-
a-dire a—y, 0 pour sinus ME, et que ce sinus est déterminé par la pro-

portion
DE

ou =4

ME ;: ME : EO

ME :: ME : aay, .

on peut remplacer are cos= (a —) par are sin = 1/;{-;;:- ¥), el par
conséquent

7 gy
arec cos —

Vo —r

i par aresin= ;
a

ee qui fait coincider I'équation 78 avec celle de la note de la page 150,
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626. Par exemple , silescoordonnées des limites delin-

tégrale sont, pour le point A, fig. 122, z=0 et y=0,

et, pour le point B, o = m et 3= o, en substituant

ces valeurs dans Véquation (74), on aura dans le pre~
mier cas ,

o—aare(cos=1)-4C... (79)»

et dans e second
m = a (arc cos = 1) + C;

et comme Varc ui a P'unité pour cosinus est €gal & zéro
ou & un multipledela circonférence , nous adopterens pour
le point A la premiére hypothése, parce que la figure 122
nous montre gu'en A les points D et M coincident; et 'é-
quation (79) se réduira a

o= (.

" Nous voyons d'une autre part quau point B, I'arc qui a
P'unité pour cosinus est égal a la circonférence. Désignant
donc par 27 la circonférence dont le rayon est 1, nous rem-
placerons arc (cos==1) par 274, et nous aurons

n = 2xd.
Ainsi les constantes seront détermindes par les équations

HE— e i
2

627. Dans le cas ou les extrémités de la courbe ne sont
pas des points fixes, on doit tenir compte des termes. ...
Vdz + Po de I'équation (50), qui, quoique renfermant des
quantités infiniment petites v et Jy, ne sont pas a négliger.
En effet, la somme de ces termes étant égale  zéro, par
suite de l'indépendance de la partie intégrale de I’équation

(45) , art. 604, il en résulte

Védzr 4+ Po=o... (80);

Fig.roa.

Fig.122.
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et Ion voit que cette €quation, comme toute équatioy
différentielle, doit, en thése genérale, conduire & une j—
tégrale qui renferme nécessairement une relation entre Jos
variables. .

628. Pour donner plus de développement 3 Véqua-
tion (80), nous y mettrons les valeurs de V, de P et de o,
fournies par les équations (68), (70) et (37), et nous la vé-
duirons a .

_._.,.__..V 5 +£ S + ,_.,__-P_i_._...
Vi VyV i+p
réduisant an méme dénominateur ; en multipliant et divi-
sant la premiére expression par V14 P?, nous obtien-
drons
(1 +p°) x4 P
= == = (Y — pir) =
VrV i+ p ViVt p &P =0,
équation qui se réduit a
oz Py
— L = —o.. (81)
VoVi+p VoV i+p '
et qu'on peut encore simplifier si 'on désigne par ds 1'élé-
ment d’un arc de courbe; car alors nouns aurons

@y — pdx)=o;

Vdz* + dy' =ds;
d’otr nous tirerons, aprés avoir divisé par dz* sous le
radical et multipli€ par dz en dehors,

dry/ 1 +:f}£: =ds;

et en faisant

dy
dz—P°
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on obtiendra

—_— ds
Vitr =g

Au moyen de cette équation, nous éliminerons le radical
de Péquation (81), laquelle se réduira, en changeant pd=
endy,
dz » dy
— dzr + —Jdy —o.
dsVy ds vy

629. Remarquons que cette équation n'aura lieu que
pour les coordonnées 2, ', et 2", »*, des points extrémes
A et B, en sorte qu’on aura

. dx'

g int A ) '-—*—-:J\- i — = ]
au poin v z +ds I/J" QY =100 v DD)
ATy TR il =0 69

dsv'y" ds ‘/_‘r"

ces points extrémes A et B n’étant pas fixes, peuvent
étre assujetlis a se mouvoir sur les courbes KM, LN,
fig. 123, dont les équations sont

M=o, e N=o;

et comme M et N sont des fonctions, 1'une de z’ etde 7,
¢t Pautre de 2" et de »", nous aurons

an dN ay .,
M+ J" = o, d?.M-FF.AD“—O.

Ces équations nous serviront 4 éliminer Pune des variations
contenues dans les équations (B2) et (83), et alors Uantre
de ces variations deviendra un facteur eommun que nous
supprimerons,

Tirant doncgzs équations M=o et N-—-o les valeurs
Elém, de Cale. diff. 3

Fig.123.
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et les substituant dans les équations (82) et (83), on ob-
tiendra

dz

dx’ d]’ 7
el —= M=o -7,.-+ =
dsy'y  dsv )y 7 dsVy dsV'y

et I'on tirera de ces équations

ay = 1 g;:__l
br et LIS T AR |

630. Maintenant, si, au moyen de ’équation {77), nous
éliminons la valeur de x contenue avec ¥ dans les fonctions
M’ et N, ces fonctions se changeront en des fonctions M, et
N, qui seront composées en y de la méme manicre; de sorte
que si 'on fait » = o dans 'une et dans 'autre, ces fonc-
tions se réduironta une méme constante @, qui, suivant
le cas , pourra étre zéro ; nous aurons donc alors

M == & ‘-:!-J—ﬂ =a

doh ™ =gt e
Or, il est facile de voir que ces valeurs sont précisément
celles qui ont lieu aux points A et B, fig. 123 ; car en ces
points on a y==o0, comme nous venons de le supposer;

. e d ”

et si I'on considére que d—i représente en général Iangle
que I’élément de la courbe fait an point z, y, avee axe
desabscisses , on verra que ces élémens forment des angles
égaux , et que par conséquent les tangentes en A et en B
sont paralléles.

631.Les problemes que nous avons résolus jusqu’a présent
par le Calcul des variations, se vapportent a des maxima
ou a des minima absolus ; il existe une autre classe de
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problémes, gu’on peut comprendre sous la dénomination
de maxima ou de minima relatifs. Dans ces derniers, on
considére des courbes qui jouissent d’une propriété com—
mune, et on demande quelle est, parmi ces courbes,
celle pour laquelle une certaine formule intégrale est un
maximum ou un minimum. En voici un exemple : entre
toutes les counges planes de méme longueur, déterminer
quelle est celle pour laquelle la formule intégrale [Ydx
est un maximum o un mInimum.

L’élément d'une courbe plane étant

V dz* 4= dy*,
la longueur de cette courbe aura pour expression
[Viaz +dy,

et en mettant le facteur dz en dehors du radical , deviendra
dg?,
Jd= MI o dz’

or, on veut que cette expression d’'un arc de courbe soit
une quantité constante, on aura donc, par la premiére con-
dition du probléme,

[d=z \/: e :1'1%5: = constante = A.... (84).

Cela posé, la variation d’une constante étant égale & zéro,
on déduit de cette équation

d &
ofdx \/1 . d‘i,zo.... (85).

La seconde condition du probln‘:nie nous donne

MYdx = maximum ou minimum.
)
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Cette seconde condition sera remplie si 'on a
dYdz=o0.... (86).

Sous un certain point de vue, on peut considérer [ Yda
comme l'expression d’une surface,lorsméme que Y ne serait
pas d’une seule dimension, ainsi que I'exige la formule 8y
(art. 348, page 259). En effet, en prenant autant d'unités
linéaires que Y, selon le cas (*), renferme d’unités, ou
carrées, ou cubiques, ou autres, on pourra toujours ra—
mener cette fonction 4 prendre la forme d'une quantité
d’une seule dimension.

Cela posé, si mous représentons, fig. 124, par AMP la
surface quia f'Yda pour expression, nous ne pouvons, en
thése générale, placer Uorigine au point ot /Ydz devient
nul ; car ce serait trop se restreindre dans le choix que
nous pouvons faire de cette origine. Ainsi, pour conseryer
en cela toute la latitude possible, au lieu de compter les
depuis le point A, nous les compterons a partir d’un point
quelconque O; de sorte gue si la formule qui nous est
donnée est exprimée par

[(¥dz)= fz,
AMP = fr.. . (89),

et se rapporte & l'abscisse x=AP qui s'évanouit avec
Fintégrale, et qu’on veuille compter les abscisses d'une
origine 0, il faudra remplacer 2 — AP par

Jest-a-dire par

(*) Par exemple, si Y représentait la fonction ay*, qui est de trois
dimensions , et quele centimétre fif Punité, en prenant autant de cen-
timétres cubes qu’il y a d’unités dans ay*, on aurait pour ¥ un parallé-
lépipéde dont la longueur serait 4y et qui aurait I'unité pour ses deux
autres dimensions. Représentant done par 42 le carré de Punité, on

£ ]
remplacerait ar* par ‘% > etalors Y prendrait la forme d’une expression

linéaire.
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x 4a=0P 4 A0,
et alors nous aurons

[ (Ydz) = aireOBMP + aireABO. ... (88).

Fig.raf.

L’aire ABO se déterminera en supposant que I'espace AMP -

seréduise & ABO lorsque x = a, ce qui changera I'équa-
tion (87) en
aire ABO = fa;

substituant cette valeur dans équation (88), et rempla-
gant aire OBMP par (Ydz, nous obtiendrons

S(Ydz) = fYda <+ fa.

Dans la premiére intégrale, indiquée par f(Ydz), nous
comptons les x depuis le point A, tandis que dans la se~
conde, nous les comptons depuis le point O , ce qui revient
a supposer que la formule [Ydz, renfermée dans Véqua-
tion (86), au lieu de se rapporter & Vorigine A, se rap-
porte & une origine quelconque O, pourva qu’on y ajoute
une constante fa, que nous représenterons par G; dans
cette hypothése, la formule (86) deviendra done

3 (fYdz 4 C)==o0.... (89g).

La constante C qui entre dans cette expression élant arbi-
traire , ne differe de la constante délerminée A qu'en ce
qu’elle peut devenir A par une valeur particuliére, ce qui
exige qu'on ait

Ge=nk.as, 2(go)y

n étant un facteur indéterminé qui se réduit & unité quand
€ =A; remplagant A par sa valeur constante,

‘ dy
fdx \/l 4 T
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que nous donne 'équation (84), nous aurons

dy*
C= nfda:\/l et
et par conséquent la formule [Yda + C deviendra

—
de:c+nfd:r\/ 1+(—1-;—,,,

ou, en comprenant toute Uexpression sous le signe d’inté-

gration ,
d l
f(de + ndz |/ +£;); |

de sorie que D'équation (8g) peut étre remplacée par
celle-ci

de:r(Y-]—n\/1+ :%__ bl

€quation qui, en faisant _1-,{- = p, peut s’écrire ainsi
C

MNdz (Y 4 nV/ 1 4p*)=o.... (91)-

632. Cette équation exprime d’ailleurs d’une maniére
implicite une condition de maximum ou de minimum; car
la partie constante J'dxy/1 + p* étant communea toutes
les courbes que comprend cette équation, si ces courbes
out un maximum ouun minimum , cela ne pourra pl‘ovenir
que de la partie fYdx, si cette partie en est susceptible.

Le probléme ne dépend doncplus que dela formule (91),
qui change la question de maximum ou de minimum re-
latif en celle de maximum ou de minimum absolu,

633. Le procédé auquel nous sommes conduits par cette
thiéorie revient évidemment a multiplier la formule. .. ..
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dzy/1 + p* par une constante arbitraire et & 'ajouter i

V'nutre.

Cest la régle qu’Euler proposa le premier pour conver—
tir un maximum ou minimum relatif en maximum ow mi-
nimum absolu. (Note diz-huili¢me )

. 634. Tl suit de ce qui précéde qu’on peut maintenant ap-
pliquer la formule (1) a Péquation (91). Ainsi, en adop-
tant ’hypothése que les points extrémes de la courbe
soient fixes, cette équation (41) se réduisant a la partie qui
est sous le signe d’inte’gration nous donnera

etsi I'on compare la partie qui est affectée dusigne d'inté-
gration , dans I'équation (g1), & cette formule
Vda = Mdx 4 Ndy 4 Pdp 4 Qdg + ete.,
on aura
V=Y+nV1+p’,
et par conséquent
M=o, N oug_.dY Paugﬂfs—})_
dy — dy’ dp Vit p
au moyen de ces valeurs, la formule (92), donnera

58

D=0}

b
L AT
dy dzx

effectuant la différenciation du second terme par la régle
des fractions, et mettant le diviseur dz en dehors, on
trouvera
2
(l/l Fr—- ALA—
A |/l+p
dr dx 14 p

dp=o;
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réduisant au méme dénominateur, et effacant les termes
qui se détruisent, on trouvera

aY 1 ndp g
dy dz T
(x+p)

multipliant par dy, et changeant Hd% en p, on aura
¥ — P o (g3
(r + p)°
observant que le numérateur npdp, est, un facteur cons-
tant prés, la différentielle du dénominateur, on intégrera
par l'axticle 271, la fraction qui forme le second terme de
I'équation (93), et Pon trouyera

Y+ n(r+p)

on tire de cette équation

X
[l

i

H

Y — =0
(1-4p%*

n

et par conséquent

=b—1,

x

(14p?*

ce qui donne

B

n
Y )
ou, en changeant V'exposant fractionnaire en radical,

n

=% = VW?

dy M
mettant d—‘: i la place de p, et multipliant ensuite par da

on obtient ce résultat,

ndax

=y = Viz+dr,
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Lol Ion déduit, en élevant les deux membres au carré
dz* = dz* 4~ d
& — Y)* 7
faisant passer dz* dans le premier membre, et le mettant
en facteur commun , on obtiendra

[(b_:_YT‘ — 1] dzd—=dy>;

ou en réduisant an méme dénominateur,
nt— (b — Y)
C—Yr
tirant la valeur de d=*, on aura enfin
(b=Yy
n?* — (b —

dI‘ = dj’i

do*=

de’

équation qui donne, en passant i la racine,

e =Ddy :
‘/E_—(E’-—:.Y—)" e (94)!

et en intégrant, on trouve enfin

an‘—(b—Y)'+ - (99).

Quand on aura douné la fonction Y, cette équation sera
celle de la courbe cherchée.

Les constantes & , ¢ et n se déterminent par les conditions
que la courbe passe par les points fixes A et B, et quela
partie de la courbe comprise entre ces limites ait une lon-
gueur donnée.

(1.2: f—

635, Supposons maintenant que la fonction Y de y soit
cette ordonnée méme. L'intégrale [Ydx représenteraalors,
art. 348 et 349 , I'aire d’une courbe plane, et le probleme
¢noncé art. 631, se réduira a celui-ci :

Déterminer, parmi ioutes les courbes planes de méme
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longueur, quelle est celle dont la .m{;cr_‘ficie, exprimée pap
[ydz, est un mazimum ou un minimurn.

Dans ce cas, V'équation (95) se réduit a

¢ =N i

— __________.,_.;9 s (9 ),

Va—(@b—0)
et comme le numérateur est, a une constante prés, la dif-
férentielle du dénominateur, nous parviendrons i inté-
grer le second membre de 'équation (96), en supposant,
art. 271,

dz

n— (b —-gy=n=z,
ce qui nous donnera
dz=2 (b —y)dy,
ct nous changerons ’équation (g6) en
g =tg %le
3 VZ' y H
et en intégrant, nous aurons

1 e

a =1z’ -} constante ;

dor—

rétablissant la valeur de z en mettant ¢ A la place de la
constanie , nous trouverons

z=c+ YV n'—(b—y)*,
etsi Yon observe que le carré de & — y est le méme que
celai de y — b, cette équation pourra se metire sous cetle
forme
(z—&)+ (r — By =n?,
ce qui est I'équation d’un cercle décrit avec le rayon 7, ¢t
qui aurait ¢ et b pour coordonnées du centre.
636. Cet exemple suffit pour montrer comment, en don-
nant une forme particuliére a la fonction Y, on peut obte~
nir la solution d’une foule de problémes de méme genre.

FIN DU GALCUL DES VARIATIONS.
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NOTE PREMIERE (page 23).

Démonstration de la formule de Newlon, par le caleul
différentiel.

Procédant comme dans la méthode des coefficiens indé-
terminés, soit
(t =z)" = A <= Bz <} Cz* 4 Dz 4 Ezf, ete.
En faisant z == o, cefte équation se réduit i
Noa=s
et par conséquent on peut €crire
(x4 z)"=1 4Bz +Cz' + Dz’ 4 Ezt 4 ete.... (1)
Différenciant les deux membres de cette équation, on a
m(1 = z)™* dz = Bdz 4-2Czdz 4-3Dz*dz 4 {Ezidz +-etc.
Supprimant le facteur commun dz , il reste '
m (x4 z)" ' =B + 205 4- 3Dz* 4 fEz? 4 etc.

Cette équation ayant lieu, quel que soit z, je fais z = o,

et elle se réduit &

Différenciant de nouveau, et divisant par dz, on aura
m(m—1) (142)""*= 20 + 2.3Dz + 3.4Ez* + ete.
Faisant encore z = o, on obtiendra

m(m-— 1) =120,
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et par conséquent
m(m— 1)
2

0= =
on déterminera de méme tous les autres coefficiens ; ot
en mettant leurs valeurs dans I'équation (1), cetle équa-
tion deviendra

(142)"=14-mz -

m(m—-—r) m(m—1)(m—2)

z9 3
7% e FAE ST

g £
Faisant z= - on aura
a

m(m—1) (m—s) z*

m(m 1):i’+ —--}-t

a’ 1.943

x
(+ o2
Réduisant le premier membre an méme dénominateur, on

le convertira en

(a -i- I)m ou plutdt en

(a4 x)"
a%

Substituant cette valeur dans I'équation précédente et
chassant le dénominateur du premier membre, on ob-
tiendra

(@ 4 2)" = a4+ ma""'z 4 ke ax v,
+ m (m—t— 12){;’3 =3) a™ 3z} | ete.,

ce qui est la formule de Newton.

NOTE SECONDE (page 24).

Moyen usité pour trouver promptement la différentielle
de a*.

On peut supprimer tout le reste de cet article et le rem=
placer par ce qui suit, ot on prendra connaissance d’un
procédé en usage pour parvenir plus vite au meme

p



DIFFERENTIELLE D'UNE QUANTITE EXPONENTIELLE. 493
résultat , mais qui se rattache moins 3 la théorie générale
ue nous avons exposee.
Si de Véquation (19), page 24, on retranche 'équation
primitive, y = a7, onaura

§y'— y = a‘a* — a*.

Mettant a® en facteur commun, dans le second membre
de cette équation, on trouvera

gy —y=a(@—1).... (1)

Faisant @ = 1 =0 pour que a* puisse se développer par
la formule du hiuome cette formule donne

at =1 + h + h(k—l)— - h(h —1) {h—-a) =
B h(h— 1) (h—2) (?:—3)m+etc.
Multipliant les deux membres de cette équation par a®,

aprés qu'on aura fait passer l'unité dans le premier, on
obtiendra

@ (at—1)= a:(h ~ 4k (h—1) —+k (h—1) Uz——z) +gtc)

En vertu de Péquation (1) on peut remsplacer le premier
membre de celle-ci par 3'— 7, et en divisant par %, on
aura enfin

-}r’_y_._ | 2 i E b .
P L =] 4 ) S () S et
Passant 4 la limite, on fera k= o, et cette équation de—
viendra
de o 51 b3
oo Sat )
on en remettant la valeur de y,

E]-‘-I—-‘— "'(b—— .—-—g—-{—etc)l
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Représentons par A la suite qui est entre les parentheses :
c’est-a-dire posons
b bbb
A= b -—-2'+ g‘“z"’*‘Etc'!

et Péquation précédente deviendra
da®

— = Aat.

dz

NOTE TROISIEME (page 39).

Manitre de trouver le développement du logarithme de
p & h.

Voici un des procédés employés pour trouver le loga—
rithme de # -4~ %. On cherchera d’abord le développement
delog (14 ) en opérant de lasorte : on égalera log (1--£)
A une suite de termes ordonnds snivant les puissances de
z, en observant préliminairement que, dans cette suite, il
ne peut y avoir un terme indépendant de z. En effet, si
Pon avait

log(1 4 x) = A <4 Bz 4 Ca?® + etc.,

cette équation devant avoir lieu, quel quesoit z, il en ré-
sulterait qu’en faisant z = o, on trouverait A =log1=0;
ainsi nous derirons

log (1 4+ x) = Az 4Ba*4-C1® 4 Dzt +etc.... (1);
changeant x en z, on aura pareillement
log (1 4 2) = Az 4~ Bz* 4 €33 4 etc.;

z élant arbitraire, nous pourrons supposer qu'il y a entre
2 et zla relation

(12 ou 1 4or4ar—=14z;
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grant de cette équation la valeur de z, et la substituant
dans Uéquation (1) , nous trouverons

log(1+2)*=A(22 +2°) + B(2a+ 2"+ Claz+27) ete.
ou, en développant et ordonnant par rapport & x,

log(14-x)*=2Az+4- A}x‘+4B 2’4 Byt ete.
+4BS +8C +mcz @)
-+16D

D'une autre part, la propriété des logarithmes étant ex-
primée par cette équation loga"=nloga, nous avons

log (r + 2)* = 2log(1 + ),
ou, en mettant pour r 4 x son développement (1),
log (1 + a)' = 2 (Azx + Bx® - Ca® - ete.);

substituant cette valeur de log(r 4~ )* dans le premier
membre de I'équation (2), nous aurons une équation qui
aura lieu, quel que soit x; par conséquent, en égalant en-
tre eux les termes affectés des mémes puissances de =, nous
obtiendrons

2A=2A, A+ [B=2B, [B48C=2C, etc;
d’olt nous tiverons

T
Dkt thoe el 2o s sy

sty
substituant ces valeurs, nous trouyerons
A el R
log([ + ,'L") —— A(x—- ; + g ‘—Z' + Btﬂ.) +G.

La constante est nulle, car = o donne € = log1 = o.

h=x
L

" k
Faisons = ~» Dous aurons 14 & = ; substituant,
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et changeant en différence le logarithme du quotient, i]

vient
I h* ht
log(x+ h)—logxr=A e e -+ R "'Z;;"}' etc.);

cette équation donne , lorsqu’on passe i la limite,

Cdogz_ A ¢ par conséquent - dlogz = % A,

dx x

équation de méme forme que Péquation (30), page 28.

NOTE QUATRIEME (page 46).

Supplément & la différenciation des fonctions de plusieurs
variables.

Si, comme dans Iart. 68, u est une fonction de trois
variables indépendantes x, ¥, z, nous en trouverons la
différentielle seconde en réunissant les différentielles de

g—;dx+ g—;'dy -+ %dz (1, -

prises par rapport & chacune des variables ; mais pour cela
il faudra observer que dz n’ayant point de différentielle
seconde i cause de 'indépendance de x, ilen sera deméme
dedyetdeds, alégard de y et dez. Ainsi, endifférenciant,
nous traiterons les facteurs dz, dy et dz de I'équation (1)
comme des constantes, et nous aurons, en différenciant,

P a
PARFAPPRIL A &b -'-d_yd 9 + :Iz z,
par rapport a y, d.lr_:l} dad + e ddz 7 dzdy,

du 2

dﬂ
par rapport & z, =T dxdz +d d d dz+dz‘
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ajoutantces résultats , on aura pour la différenticlle totale
de Vexpression (1),

d‘uzg—- (l:c‘-]-f{ nﬂy +— dz?

+2d - + 20 Y dwds 4258 dfdz pr b
dedy dxd d d

Si (u) n’était fonction que de deux variables x et y, ce ré-
sultat se réduirait a

R AT it .
du= e+ T2 b o daly . (33

en continuant de différencier de laméme maniére les équa-
tions (2) et (3), on trouverait les différentielles troisicmes,
quatriémes, etc., de u; et, dans ces différentielles succes—
sives, on remarquerait aisément I’analogie qu’elles ont
avec les puissances d’un binome, d’untrinoine, etc. , selon
que la fonction se composerait de deux , de trois, ou d’'nn
plus grand nombre de variables. ' o0 aaE

Dans ’hypothése de l'art. 71, o parmiles trois variables

z, 7, z que renferme u, il n'y a que les deux premiéres
qui soient indépendantes, il faut regarderz comme une
fonction de « et de 3 dont on tiendra compte dans la dif-

férentielle. Par conséquent, en remplacant dz par.. ...
dz dz - 4 AR
i dx & dy, la formale (1) pourra s’écru‘e ainsi :

nis du dz du' Vdu dyy
e = dzd )d +( d_ydz)d'r’
el u contenant z 1mp].1c1tement sera ramené i une fone~
tion de deux variables. La différentielle seconde de u se dé-
terminera donc par la formule (3); pourvu que nous trai-
tions z comme une fonction de 2 et de y; et la question

s¢ véduira 4 obtenir les valeurs que prendront alors
Elém. de Cale. diff. 3a
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du, dPuo dPan
J.a? G’,? d.?l‘ ij
Pour cet effet, les équations (46) et (47) , art. 69, page 46,
nous donneront d’abord pour les coefficiens différentiels
du premier ordre de u, par rapporta x, ay et ala va-
riable z considérée comme fonction des deux autres
dzy du  du dz du) du  du dz
Ge = de i eidp T gy i
différenciant la premiére de ces équations par rapport a x
seul , d’apres Vart, 14‘, on aurace coefﬁcient différentiel

) ei A les subsntuer dans 1a fom]ule (3)

e ; d* () d* du dz | dPudz )
partie de ?T“d— dzdz d:r+ dz dx’ ; (5)'

différenciant ensnite la | premlere des equauons 4) par 1ap-
portd z, foncunu de Z, on aura cet autre coefficient dlﬂ'e-
rentiel, R
i 290 “B(u) C i dz %y dz  dz
. L= — = (6);
AniBEHG de‘"'&a:“ dxclz' dw = dzt de i da ©)3
&z
ue
Iz dzdz 1
devrait anléner Pl regle de Yart. 14, parce qu’en mettant
e terme sous cefié forme

; du
nous n a;outons pomt ace resultat le terme —

| 3 38 .. * L ” I’; dz ;
du [l’ oy L o dz) o duwdi du d . constante
dz dzdz  dz 9 = didr dz 5

on voit qu il 5 éva.ﬁbﬁit‘; par la vaison qu’une constante n'a
point de différentielles, Ajoutant doneles résultats (5) et (6),
nous awronspour ke goefficient différentiel par rapport a z,
&) &Pu od’n dz r}u &’z | d*u dz’

Az T AL dz’ds dx “dzt T dz dzt (1)
opéraut ﬂe meme pour y, on, u ouvera .
d“(uJ nd u dsz bl dudiz  d*udz 1

dy? ‘,i_é". drdz dy " dzdyt L dz dpn
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2

d
11 ne s’agit plus que de trouver d (d) On y peut parvenir

de deux maniéres différentes, soit que 'on différencie la
premiére des équations (), par rapporta y et i z traité
comme fonction de y, soit qu'on différencie la seconde des
équations par rapport & x et & z traité comme fonction de
z. Opérant dans la premitre hypothése, nous obtiendrons,
en différenciant la premitre des équations (4) par rapport
ay,

d*(w) _ du d’z dz  du dz
dedy — dady ' dzdy’ =Ta " dzdy?

et en la différenciant par rapport a z, fonction de y,

1*¢ pariie de

d*(x) d*u dz+d’u dz dz
dzdy — = dzdz dy ' dz® d_y‘ dx’

of partie de

ajoutant ces deux parties, on trouvera

diw)  dw | dw ds | du d*z d'u dz | d°udzdz

dzdy  dzdy dzdfa}_!-a?'dxd_r dzdz dy " dz dydz"""

Pour obtenir la différentielle de #, dans I’hypothése oit les
deux premitres des variables z, y', z sont seules indépen-
dantes , il faudra donc, comme le prescrit I'équation (3),
multiplier 'équation (7) par dz*, I'équation (8) par d»?,
et 'équation (g) par 2dxdy, et former la somme de ces
produits; mais en prenant cette somme, on aura soin d’o-
pérer quelques re'ductions; en observant que

d + df—dz

et que cetle équation étant différenciée , nous donne
diz d®z d°z
—da’ 2 —— dad carEa] = d*z.
dx? i ﬂ.‘rd_}’ dtt .T—'—d.}ﬂ d_:}’ dz

3.
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NOTE CINQUIEME (page 47).

Accord de la notation de Fontaine avec le signe de I
division.

Voici de quelle maniére on pourrait démontrer directe~

ment que dans la nouvelle acception que donne le signe de
(4

la différentiation & I'équation ;:*—; = A, on a le droit d’en

déduire celle-ci:

gzt 1
&~ K
Soit
i;_—f; = A = Bh 4 Ch* 4 D3 4= etc.;
donc

T T 1

Y—7 — A+ Bh+4 Ch* 4 DB F-ete.’

eflectuant la division ou développant cette fraction & I'aide
du théoréme de Maclaurin, on obtient

22— q B
J"—J’ﬁi_ih-}-etc"

passant 4 la limite, on a

dzx 1

=
ce qui montre qu’en regardant = comme une fonction de
7 le coeflicient différentiel se trouve en divisant Punité

par le coefficient différentiel A, qu'on obtiendrait en re-
gardant y comme une fouctlou de x.
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NOTE SIXIEME (pages 170 et 174).

Principe de la méthode des coefficiens indéterminés.

On peut démontrer de la maniére suivante que, lors-
qu’une équation, telle que

Az"™ 4 Bz + Q2™ ... 4+ Dz 4+ E=o0... (1),
a lien quel que soit a, il faut nécessairement que chacun
des coefficiens A, B, G, D, E, soit pul. En effet, puisque
z peut aveir une valeur quelconque, faisons x=o, I'é-
quation (1) se réduira a E = o et comme E est indépen~
dant de x, ce terme sera donc encore nul lorsque x n’é-
galera paszéro ; d’ou il suit que ’équation (1) seréduirad
Azm <= Bzt 4 Czm2, ., +Dx=0;
supprimant le facteur commun z, il restera
Az o Be™ o Ca™ %, ., = D =a.

Appliquant A cette équation le méme raisonnement que
nous avons employé a I’dgard de l’équation (1), nous
prouverons que D est nul; et-en continuant ainsi, nous
trouverons successivement que les autres coefficiens le
sont aussi.

Dans mes remarques sur l'algebre, j'ai donné la démons—
tration suivante de ce théoréme : soit Péquation

Ax™ 4 Ba®=! 4-Cax"2... 4~ Mz 4+ N =o,

dans laquelle x reste indéterminée. Il s'agit de prouver
qu’on pe peut satisfaire 4 cette équation qu'en égalant sé—
parément chaque coefficient & zéro. En effet, ou les termes
de cette équafion sont nuls par eux-mémes , oun ces termes
n’étant pas nuls séparément, composent plusieurs équa—
tions qui, étant ajoutées ensemble, forment la proposée ;
ou enfin la proposée ne résulte pas de la somme de plu-
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sieurs €quations, et ne peut étre satisfaite que par la deg.
truction mutuelle deleurs termes.

Dans ce dernier cas on sait, par la théorie générale des
équations, que la proposée ne comporte pour x que m
valeurs.

Dans le second cas ou elle est formdée de la somme de
plusieurs équations’égales & z€ro, pour que la valeur de x
soit convenable , il faut qu’elle satisfasse en méme temps A
toutes les équations composantes; ce qui exige qu’elles
aient un factenr commun. Par exemple, siles nombres «,
€, v, etc., satisfont i I’équation somme, il faudra que les
équations composantes admettent les mémes racines, et
soient divisibles par # — «, parz — €, par 2 —y, etc.,
ou plutdt par (2 — «) (z — €) (x—17), ete. Or, ce facteur
commun ne pouvant étre d’un degré supérieur A celui de
la moins élevée des équations composantes, ¢st nécessai-
rement d’un degré inférieur A celui de la proposée, ce qui
limite encore plus les valeurs de .

Enfin, siles termes sont chacun nuls, on aura les équa-
tions

NP =051 1 Baterl= g7 Q=i . ‘M=o, N=/a}

dans lesquels = devant conserver sa valeur indéterminée,
ne pourra étre égalé i zéro; mais si l'on fait

A=o, B=o0, C=o0.u:. M=o, N=o,
la proposée sera satisfaite guel que soit z.

NOTE SEPTIEME (page 227).

Intégration des fractions rationnelles qui, dans leurs dé-
nominateurs égalés & zéro, contiennent des racines ima-
ginaires et égales.

Lintégration des fractions rationnelles de cette espece
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H
se réduisaht a celle’ de 1 i‘ormule ‘,J_in)i,,td" me %Bme

ni¢re dont nous avons mtegré cette expression, page 227,
est un peu compélqﬂee, noub- allons mdlquer un procéde
moms dlrEct mﬂ]‘i q"lll est en usage pOlU' p&l Venlr Pl‘OmlJ'
tement A ce hut =5 3

2O supposerss’h sihugbh s 99

£IE 9 'ﬂj‘”' d uf janegyy "
ﬁg‘-}-z’]l’ @+ -gv—s'l“Kﬁm:?-----(l},

ou, ‘cé qui revient au méme,

dz ; S

PP
LSTa34I

chﬂ'rmmcmnt ona
Gﬂ—g—_z-—zg)-s == Hdz (C’-i— zn)'l‘—F I_‘,_ H I:l ___I;} (Gs_l_; Z’)_Pnz‘dz
daz
+ K’ (cl +z!‘P_||I
g FTIULE PO
dz. Hdz(C“—{- z") zH I= P}; }W‘. (C‘—i-.z’}dz
Py A N (- G

supprimantles facteurs communs, on trouve

Lt

H (¢ -+~z"‘) 4+ 2H(1—p)z --!-K(-g“-!- z“},

egalant entre eux les coefficiens dez’,, et, d’une autre part,
ceux qui en sont indépendans, on obtiendra

1= ‘+Ké’= H—l—a(u—p)ﬂ +K——o,
ces valems donnent

il i L jiREet 21)—-3
T2(p—1)e! a(p —1)E
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Het K étant connus, on. en substituera les valeurs dans
Vé{uation (1), et 'on aura

[ da< 1S 29 4 A ah
tc“-}-'rﬁ"“-z( p—1e @z ' a(p—1)6 42y

ainsi 'intégrale de ————— dépendra d’une autre, dans

dsz
@+zy
laquelle I'exposant de la parenthése sera moindre d’une
unité. Si dans la formnle (2) on suppose ensuite p=p— 1,

de celle de

z
G

; et én diminnant ainsi successivement l’expo-

dz
TF o=
4 A dz
sant de la parenthése d’une unité , on tombera sur [, g

dont l'intégrale est (art. 296) page 192,

b | ¢ z
z e ( ang 5).
NOTE HUITIEME (page 236).

Démonstratign, direbte de cette proposition, que lorsque
Péguation :.t:“‘+P:r'“—‘ ~+ Q™. .. 4 Ra+4-S—o, est
sati.gﬁzzze par,une valeur « mise & la place de x, cette
éqmt:on est a'wzszble par x—a.

Pour commencer par le cas le plus simple et le plus fré-

quent, ‘prenons Véquation du second degré
Vi
.r"--—bx-—-a_.o sty

et, supposons que « et o satisfassent a cette dquation, nous.
aurons

& — b2 — a 0.4k (2);

#? —ba'— a = 0.0 (3).
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l’équatiou (1) nous fournit cette identité :
m'ant la valeur de a de lequatmn (;s) , et la substituant
dans le second memhre de Véquation 4, on obtient

— bz — a=3z"—bx — a* 4 la,
et par 'eonséquehf,‘ / TR
P=br—a=(x—a) (@4 a)—b(xz—2a).... (5),
2~ « €tant Tacteur commun du second membre,
L’équ&tmn 5)] pe,ut se meltre sous cette forme
; —bx—a—(z—u}(x+u—b) . (6),
Malptenantﬂl 'onretranche'équation (3) de l’équatiou (2),
on obtiendra 1 .
: @ —at —b(a—a)=0,
ou | Ay
 (a—4) (@4 o) — b(e—d) =0,
et comme w—¢ st facteur commun, cette €équation
peut s’écrire ainsi,
(2 —a") (& +a — b) = o,
et par conséquent,
e —b=o

d’otli ’on tire X

“""'b:—l';

substituant cette valeur dans le second membre de Vé-
quation (6) , on obtient enfin

2 — bt —ag= (v —a) (x —a’).

Ceci n'est qu'un cas particulier d’une proposition plus
générale qu'on démontre dans les élémens d’algébre , et
qu’il est facile de déduire de la maniére suivante dela
note dix-septicme (page 538).
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En effet, soit . inhii e1753 sindssoh 2000 (1) noBeupy'|
a:"‘-l-Ax""“ -{—-B.'I:‘“"“-' Ly 'F ﬂr—}- -S—..go'.:,_” {'}),
une équation a laquelle o satlsfdlr nous avons dom:

VG ST Drrosse sl suebh

.'“—]-An"“""-l-ﬂa'“" it +I’(a+b=0 sen (8).

La valear deS tirée de Péquation (8) étant, mise dans 1'é-
quation (7} , 0N obtlent

.--'.-'."“'“5- — B~ I‘\‘J .

ao (@ L BEat . AR = (),

0o amed 193308

tous les bmomes qu: composent le;[}wtl.orp(g) q;qnt divi-
sibles par (z—a), en vertu du theon.mp démonue
note (1), il en ‘résulte que dette dquation est divisible par
(z —a), et que cela a lieu égalament pour Féquation' (4)
qui est la meme, qumque sous une forme diffévente; 1o
Par conséqueat, si I'équation (7)sest- Satisfaite par un
nombre m de valeurs, «, €, v elc., celte équation renfer-
mant les factenrs (a:-—ee (z —G’), (.r—-y) ete., qui sont
ennombre 772, elle sera exprimée:par de produit 100 Jo

o
S

(x — &) (2 — 6) (2 — v) etc. =%

NOTE NEUVIEME ( page 2fg )y om0 1o

Développement des puissances des cosinus et des sinus en
Jonctions des arcs multiples , ou théorie des sections an-
gulaires.

.= i
Il existe une formule tres élégante, qui, doune la valeur
d’une puissance d’un cosinus en fonction des quantités
cosz, cosaz; cos 3z, ete., et une formule analogue a lien
aussi pour les sinus: il importe de les faire copnaitre ; mais,
avant que de nous occuper de cet objet, nous commence-
rong par donner la démonstration d’une formule imagis
naire remarquable , que nousiallons bientét employer.
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Soit done 'expression cos* @ 4= sin*p, qui est le produit

des deux facteurs cos@ - sin@ V= , et cosp—singV/ —r;

si nous faisons cos +4-sing ¥/ —i1=Fg, nous aurons en
différenciant

dFg

a—-az-‘-smq)-l-cosp V=

cette équation étant multipliée par —{/ —1, devient

_‘%if V' =i=sin¢V/ =1 4 cosp;

et puisque par hypothése son second membre est égal 4 Fo,
nous avons

dfp ,—
7 et e
d’otr 'on tire

dFe de __de . V=1 —
Fo =S g o v:";=d‘°‘/_”

et en intégrant , on trouve

log Fo= @1/ —1 == (p}/ =1)loge = loge?V' =
passant aux nombres , on a
Fo= etV :,
el en mettant pour Fp sa valeur, on obtient
cos@ -}~ sin rp[/_——f e e?.v':;: saapllls

Cette équation ayant lieu, quel que soit ¢, on pourra
changer ¢ en m¢, ¢t 1’on aura encore

cosmp + sinmp P/ —1 = V=1,
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IL existe une autre expression de cette puissance imagi-
naire de e ; car I'équation (r) étant €levée a la puissance s,
nous donne

(cos+-singy/ T Y Tmm ensV T,

Les seconds membres de ces derniéres €qualions étant les

mémes, ona, en égalant les premiers,

(cosrp-|-— sin @ 1/:;,” = cosm@ -~ sinmo V: oo (2);

si Von fait p = —¢ dans les équations (1) et (2), ces équa-

tions deviendront

cos— ¢ - sin—(p‘/:_1=e"'?v"f. AL g

(cos—p+sin—g 1/ —1)"=cos—mp~-sin—mp V' —r... (§).

Or, si ¢ est représenté par 1'arc AD, fig. 83, — gle sera
par AD’; et comme ces arcs ont les mémes cosinus et des
sinus de signes contraires, on aura

€05 — @==C0S ¢, sSin— Q= —sing;

on prouverait de méme que

€0s — mp = cos mp, et que sin — Im<p= — sinme;
substituant ces valeurs dans les équations (3) et (4), onob-
tiendra

cosp— sinq:‘/:=e"¢vr’. e )
(cosp— sing Y/ —1)"=cosmp—sinmey/ —1... (6).
Cherchons maintenant le développement de cos™z en.

fonction des arcs multiples de x, et sans employer les puis-
sances des sinus et des cosinus. Pour cet effet, soient

COST - sinx]/: — i T IS
OS2 — sinaY =1 = v... (8);
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ces équations €tant ajoutées, donnent
I
Cos® — & (w —4 ),

et par conséquent
1 1
cos"xr = b (w4 o)™, cos"xr = = (v + w)m;

développant ces binomes par la formule usitée, on obtient

(m—1)
2

Ut iyt etc.],

I
cos“‘x:; ut=fmu "4 m

1 e =
cos"xr— ;[v’“+mv"‘ ‘u4-m F—ie i 758 etc.:,;

ajoutant ces équations, on trouve
2m+ sy = u™ -} ¢ - mue (Tt 4= )
- m-(-nj;_-ﬂ uvt (w4 9™=) 4 ete. ... (Q).
On tire des formules (7) et (8),
u"=(cosz + sinzy/ —1)", V= (cosz—sinz y/—1)";

mettant dans les seconds membres de ces équations leurs
valeurs données par les formules (2) et (6), on a

um = cosmzx - sinmzxy/—1, Ca
gy voss (10);
v" = cosmz — sinma}/ —1 .
done
U™ y™ = acosner, Bt uTiR = 1.
et par conséquent

R S S o e e — i
it L = o cos(m — 2)x, umTWmTRI— g,
u™ 4 =t o cos(m — f)x, wrdpm—i= g,
etc. etc. etc.
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En substituant ces valeurs dans ’équation (9), on trovyera

cos™r = —:_..-; [2 cosmz +- 2m cos(m — 2) z
2
=+ am E_"‘T:_ﬂ cos(m— f) x4=ete.]. ... (11),

Ce développement provenant de celuide (« 4 )™, contient
m~} 1 termes ; si Pon fait successivement m — o, m=3,
m= 4, etc., et que 'on change les cosinus d’arcs négatifs
en positifs, en vertu de I'équation cos — @==cos¢, on for-
mera le tableau suivant :

cos® x — % coszx = ;,
cos3z 3 cosax
cosd o = A - —4——,
cos fx
cost ' = 84 ~+ s cosa2z = 2,

On peut abréger ces caleuls, car les termes également
distans des extrémités de la série , sont égaux. Pour le dé-
montrer , nous remarquerons que les cosinus qui entrent
dans I'équation (11) étant

cosmz, cos(m—2)x, cos(m—/4)x, cos(m—23<3)x, etc.,
ou plutét

cosmx, cos(m-—23x 1)z, cos(m—2<2)a,
cos(m—2x 3)xr, etc.,

en considérant les nombres qui suivent le signe > dans
chaque terme de la série, on voit que I'an de ces nombres
indique celui des termes précédens. Ainsi, le terme qui en
a navant lui, sera’affecté de cos(m — an)z. A I’égard du
terme qui en a n apres lui, comme le nombre total des
termes de la série est 2 4 1, celui qui en a n aprés lui
tiendra le rang m 41 — n, et par conséquent , aura m—1n
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termes avant lui; donc il renfermera’lexpression

cos[m — 2 (m — n)] x = C0s(—m 4= 3n) x;

et comme nous avons va qu’on avait le droit de changerle
signe de Parc dont on ale cosinus, on aura

cos (— m - 2n) x = cos (M — 2n)x};,
doncles termes également distans des extrémités de la série
ont les mémes cosinus, et comme ils ont aussiles mémes
coefficiens (¥), puisque ces coefliciens sont ceux de la for-
mpule du binome, il en résulte que ces terines sont égaux.
Ainsi, lorsque m est 1mpalr, le nombre m+ 1 des termes
+
2

de la séric sera pair; etil sufﬁra de doubler les

pre-

miers ternes , pourayoir la totalité des termes de la série ;
si m2 est pair, m-1 sera impair, alors on ajoutera au terme
du milieu , le double de ceux qui le précéderont. Ce terme

: m e g
tiendra le rang — <1 dans la série, et, par conséquent, il

sera affecté de cos (m — m)=cos o= 1; donc il ne con—
tiendra pas de cosinus.

Par un procédé analogue, on pett trouver le développe-
ment de sin™ z. Pour cet effet, en retranchant I’équation (8)
de l’équation (), on trouve

{ > —p
2 51n & l/—r-—-u—v donc smz—‘/_
. —I

élevant les deux membres de cette équation a la puissance
m, on aura

sint e —

= (u -——v)"' s

(2V—-IJ"‘

' (*) On peut le reconnaitre en comparant le développement da (a--5)=
4 celui de (b=f-a)m, écrit & rebours,
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si m est égal 4 un nombre pair 2p, on a
(= )P = [ — oy = [ = 0T = (v —uf;

done
(16 == ¢)B = (v — )™,

On développera les équations

sin"y— aalhe e (u=—v)"etsin"z=

X
(2 V—1)" (2y/ —1)"
et opérant comme nous I'avons fait ci~dessus, on trouvera

sinmr= & \;—_l)"' [cosm.r-mcos(m-ajx-{-m (1:;;) €08 (m— f)x =4 et&] 3

(v—=u)",

la quantité imaginaire (2_;{/--_-?)"' disparaitra du résultat,
puisqu’elle est élevée & une puissance paire.
Si m est égal a un nombre impair 2p 4 1, on aura

(e = 9P = () X (1 ) 2= (0 X (00
= — (V= u)?rt,

par conséquent
: e ()
et

. uw—e)m T L
sin"r — -g— sin"p = (v u)

@y ="’ GvV—=n""

développant (u—v)™ et (v —u)™, par la formule du bi-
nome , et substituant ces développemens dans les équa~
tions (12) , qu’on ajoutera, on aura

2sin"r e

(2V— l}-[um-—ym_l_uv(um-s__ P"“)-{-etc] (13).;

retranchant les équations (10) 'une de Pautre , multipliant
ensuite entre elles ces mémes équations, et observant que la
seconde opération nous donne la somme des carrés de sinma
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et de cosma, qui équivaut i I'anité, on trouvera
U™ — g™ = asinmx YV —1, uwhyt— p,

En opérant de la méme maniére que ci-dessus, on changera

donc I’équation (13) en

m(m-1)
1.2

sin (m-{)z 4= am.] !

1
sinmr= -—-—[sin me- ?sin{m-a}r-i—

a(al/ Sq)m—r
Comme dans cette hypothése m est impair, la puissance
m—1, & laquelle la quantité 2}/ —r est élevée, est paire,
ce qui fait évanouir Iimaginaire Y/ —1x.

NOTE DIXIEME (page 280).

Moyen de déterminer les volumes des corps dont la
surface peut étre exprimée par une fonction d'une
méme wariable,

Lorsque les solides ne sont pas de révolution, on peut
quelquefois en déterminer le volume & I'aide d’une simple
intégration, sans faire usage de la formule (96), page 279.
(’est ce que nous allons exécuter 4 'égard de la pyramide
ABCD, fig. 125. Pour cet effet, concevons une section GFE,
paralléle a la base DBC, et du sommet A abaissons une
perpendiculaire AH sur la base DBC; nommons x et & les
parties Al et TH de cette perpendiculaire, comprises entre
le point A et les plans DCB, GFE; l'aire du triangle GFE
diminuant ou augmentant, selon la valeur que ’on donne
4 x, est une fonction de x; on a done

GEF — fx, DBC = fi(z'+ k).
Le volume de la pyramide AGFE etant aussi une fonction
de =, nous pourrons supposer

vol. AGEF — oz, wol. ADBC=o(x+ 1).
Elém. de Cale. diff. 33



Fig.125.
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Or, il est évident que la pyramide tronquée GB, qui est
la différence de ces volumes, sera moindre que le volume
du prisme, quia BCD pour base et /i pour hauteur, et
surpassera le volume du prisme, qui a EFG pour base et 1
pour hauteur. Le rapport de ces prismes est

flagm)h_ fz+h),

o bt -l

dans le cas de la limite, ce rapport devenant égal i Uunité,
a plus forte raison le rapport qui existe entre le trone de
pyramide GB et 'un de ces prismes, sera alors égal i 'u-
nité. Le volume du tronc de pyramide étant représenté par
¢ (x -+ k) — @, le rapport de ce volume a celui du prisme
dont GFE est la base et & la hauteur, sera

dox d’npx_ff e
ox+h—ex__ dx ' da*2’
fx.h = fz 2
passant a la limite, nous aurons
dex
v 1, on dexr= fa.dx.... (1).

Par la méthode des infiniment petits, on serait parvenu
au meéme résultat; car, en concevant la pyramide comme
composée d’une infinité de tranches paralleles a sa base,
chaque tranche pourrait étre considérée comme un prisme
dont fz serait la base et do la hauteur ; donc fz.dx est
Pélément de la pyramide.

Pour déterminer maintenant le volume de la pyramide,
soient B V'aire de sa base DBC, et A sa hauteur ; nous
aurons

B Fatih vy
donc

Bax*
fx—-_F;

substituant cette valeur dans Véquation (1), on trouvera



VETERMINATION DES VOLUMES DES CORPS, 5{5

dq:x = —Xr- da:,
en intégrant
et, 8 ) B
A"
Le volume AGEF, représenté par g, s'évanouissant lorsque
x==0, iln’y a point de constante & ajouter; si 'on fait
ensuite z = A, onaura, pour Uintégrale définie, Vexpres-

pr =

sion P%, qui est celle du volume de la pyramide ACBD.

En général, si la section GFE, au lien d’étre un triangle,
est une surface quelconque, pourva que cette surface soit
une fonction de 2, on démontyera, comme nous 'avons
fait pour la pyramide , que I’élément du solide a pour ex-
pression fr . dz.

NOTE ONZIEME (page 281).

Ezxpression de la projection sur une surface planc.

Pour démontrer que la projection d’une surface plane sur
un plan , est égale au produit de cette surface par le cosinus
de son inclinaison , nommons o angle de projection qu'une
surface A fait avec une surface B; la surface A étant in-
clinée sur I'autre, la rencontrera néeessairement; plagons
Vaxe des = a leur commune section , et supposons que les
ordonnées y de la surface B soient perpendiculaires i cet
axe; il est certain que toute ordonnée y de cette surface
aura y cos « pour projection sur autre ; par conséquent,
Vélément de la surface A étant représenté par ydz, ar~
ticle 348, celui de la surface B le sera par - cos yda ; pre-
nant les intégrales, nous aurons

A=/fydr, B = [y cosydz= cos vfydz;
¢liminant fydax entre ces équations , nous trouverons
B= A cos v.

A s



Fig.146.
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NOTE DOUZIEME (page 281).

Expression du cosinus de Uangle formé par deux plans,
déterminée directement par un procédé nouveau,

Proposons-nous directement de résoudre ce probleme ;
trouver le cosinus de V'inclinaison de deux plans. Soient
DB, DC, CB, fig. 126, les traces d’'un plan DBC sur les
plans coordonnés , dont les axes rectangulaires sont dirigés
suivant les droites AB, AC et AD; mommons AB, a;
AC, b; AD, c; etreprésentons par«, 8, y, lesangles que
le plan DBC forme , avec les plans des 7, z, des z, zet des
z, 7, les projections de la surface BCD sur ces plans étant,
be ac ab

—, — , —, nous aurons d’aprés la note précédente ,
2 2 2

DBCcos;,:fgé,DBC cosu:%, DBC cosC’:a—:... (1);

élevant au carré chacune de ces équations, si I’on en prend
la somme, et qu’on remplace par l'unité celle des carrés
des cosinus, on obtiendra, aprés avoir tiré la racine carrée,

DBC = L Va*b* 4 b'c? -+ a’c*;

substituant cette valeur dans la premiére des équations (1),
on en déduira

Soit maintenant Az - B_y 4+ Cz4+D=o, I’équation
duplan DBC; sil’on faity = o, on aura Az 4 Cz +D=o,
pour l’equatmn de la trace DB. On tire de cette équation

As s )

LT e e e

(GRS
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Comme on sait que dans I’équation de la ligne droite mise
sous cette forme , le coefficient de = représente la tangente
trigonométrique de I'angle formé par la droite avec l'axe
des &, nous aurons donc
A
tang DBA =— o
mais le triangle rectangle DBA nous donne
c
tang DBA = =i

en comparant ces deux valeurs, on a
s
F=G
faisant ensuite = = o, dans I'équation du plan, pouravoir
celle de sa trace sur le plan des =, ¥, on trouve de méme
s Be
R
substituant ces valeurs dans I'équation (2), on obtient

I

Bn
\/I+G*

Si l'on divise maintenant I'équation du plan par C, et
qu'on la différencie successivement par rapport aux va-
riables « et », on trouvera

dz A dz B

& G By G

substituant ces valeurs dans celle de cos », on aura enfin

T

coS y =

Co8y ==
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NOTE TREIZIEME (page 320).

Comment une courbe a double courbure peut élre construire
au moyen de denzx éguara'om entre trois variables,

11 est facile de prouver que leséquations (154), page 320,
appartiennent a une courbe 4 double courbure. Pour cet
cflet,, changeons les y en z etles zeny, afin de placer les
axes coordonnés d’une maniére plus commode pour notre
démonstration ; nous aurons les équations

22 4 oxy 4 ¥ = o0... (1),
22 4 3y* —~ 2 = o... (2).

Si la premiére existait seule, on pourrait, par son moyen,
construive une surface courbe, En effet, si par tous les
points du plan des &, , que nous supposerons, comme
Vordinaire, horizontal , nous élevons des perpendiculaives,
les valeurs en seront détermindes au moyen de l’équa-'
tion (1); et Pon sent que Jes extrémités de ces ordonndes z
constitueront une surface courbe. Lorsque quelques-unes
de ces ordonnées sont imaginaires, ¢’est un indice que la
surface ne s’c¢tend pas dans les endroits o subsistent ces
ordonnées imaginaires.

Si maintenant nous avons égard & Péquation (2), nous
¢tablissons par cela méme, entre et 5 une relation qui
assujettit les pieds des nrdonneee z & étre sur la courbe qnl
appartient a 'équation (2), et 'on voit que, dans ce cas,
lesextrémités des ordonnées z ne forment plus une surface,
mais une courbe. Le systtme de ces ordonndes z constitue
alors une surface cylindrique, dont l'intersection avec le
plan des 2, 7, est donnée par I'équation (2). C'est Vinter-
section de cette surface avec celle que détermine I'équa-
tion (2), qui forme la courbe dont nous venons de parler;



SUR UN CAS DES SOLUTIONS PARTICULIEBES, 519
et il est évident que cette courbe est i double courbure,
puisqu’on sait que I'intersection de deux surfaces courbes
forme une courbe a4 double courbure.

NOTE QUATORZIEME (page 330).

Valeur indéterminée , que , dans U hypothése d’une solution
particulitre, prend quelquefois la constante éliminée,
lorsque U'équation de condition ne renferme que des
variables.

La recherche des solutions particuliéres d’une équation
différentielle du premier ordre nous a conduits, art. 439,
au cas ou I'équation de condition g=o ne renferme que
des variables, et ou la combinaison de cette équation avec

” . . ¢ 0 .
Uintégrale compléte améne ce résultat c=-~. Clest ce qui
0

arrive lorsque ¢ n'entre qu’au premier degré dans Vinté-
grale compléte u = o. |
En effet, cette intégrale est alors de cette forme :

P+ eQ=o.... (1);

ct par P et Q nous désignons des fonctions de z et de y. Si
nous différencions cette équation par rapporta z, a y et
i ¢, nous aurens

aP + ¢dQ + Qde = 0..... (2);
et puisque les variables renfermées dans P et dans Q sont
x et y, nous pourrons représenter

dP par Mdx 4 Ndy,
et dQ par mdx 4 ndy.
Substituant ces valeurs dans 'équation (2), elle nous don-
nera

(M - cm) da Q

Iy =t ML
£ N4 ¢n N-4cn

e
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Dans P’hypothése d’une solution particuliere, le terme af-
fecté de dc s’évanouit, et nous donne

Qs

N —4en
Cette €quation, qui ne peut se réduir'e, parce que Q ne
renferme pas ¢, n’est satisfaite qu'en faisant N - ch=0,
ce qui donne ¢= oo, ou en faisant Q= 0. Lfe premier cas
nous fait retomber sur une intégrale particuliére, puisque
toutes les intégrales de cette nature sont compri.ses d.ans les
valeurs quel’on donne i ¢ depuis zéro jusqf.l’é l’mﬁ_m. N ous
n’avons donc, pour déterminer notre solution particuliére,
si elle existe, que équation Q=0 ; mais, lorsque Q=o,
Iéquation (2) se réduit a

dP 4-cdQ =o0;
si 'on en tire la valeur de ¢, et qu’on la substitue dans
Véquation (1), on obtiendra

dP
P—quo,

ou, en chassant les dénominateurs,
PdQ — QdP = o.... (3);

ainsi, dans le cas présent, P'intégrale compléte u=oetla
proposée U=o ne seront donc autre chose que les équa-
tions (1) et (3). On tire de la premiére

g
cette valeur de c se réduit a > lorsque P et Q ont un factenr

commun que fait €vanouir une valeur donnée aux varia-
bles, et que nous mettrons en évidence en faisant P= AP
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et Q=2Q’". Alors les équations (1) et (3) deviendront

AP 4+ Q) =0, a(PdQ—Q'dP)=o0.... (§).

La seconde, qui représente la proposée, renferme par hy-
pothése des termes en dz et endy, qui ne peuvent se
trouver qu’entre les parenthéses, puisque a, sousle rapport
de facteur de la premiére des €quations (), ne saurait
renfermer que des 2 et des y; et comme l'opération de
la différenciation tend & diminuer les exposans des varia-
bles, il faut que les variables soient plus élevées dans
la premiére équation que dans la seconde, qui en dérive,
et que, par conséquent, P’ 4 ¢Q’, qui ne leur est pas
commun, soit une fonction de z et de y; et comme d’ail-
lenrs P’ ¢Q" contient une constante arbitraire ¢ qui ne se
trouve pas dans A, on voit que P’ - ¢Q’ a tous les carac~
wres de l'intégrale compléte, et que 2, au contraire, ne
peut étre qu’un facteur étranger a ’équation différen—
tielle.
NOTE QUINZIEME (page 334).

Sutte de la Théoric de Lagrange sur les solutions particu—
liéres, présentée avec quelques modifications. — Moyen
d’obtenir la solution particuliere d'une équation diffé-
rentielle du premier ordre, sans recourir a l'intégrale
compléte ; démonstration de la propriété des solutions
particulieres de faire devenir infini le facteur qui rend
intégrable une équation différentielle du premier ordre.

Nous avons vu qu’ane équation différentielle du premier
ordre Mdz + Ndy = o étant donnée, on pouvait la con-
sidérer comme le résultat de 1’élimination d’une constante ¢
entre U'intégrale compléte et sa différentielle y == pdx, et
que le résultat était le méme que si, en supposant cette
constante variable, I’élimination s’effectuait entre l'inté—
grale complete F (z, y, ¢)= o et d y = pdx+ gdc, mais
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sous la condition quon eit g =o. De méme, si Von
adwet que ’équation différentielle du second ordre,

dy dr

a0 = 4-P=0o

e iz T N dz e s

soit le résultat de Vélimination d’une constante que I'on
aurait fait varier, comme on a dans ce cas les deux
équations '

dy T
dy = pdx +gde, d'-‘d%-’ = pidz 4 ¢de.... (1),
on voit que pour qu'elles se réduisent &
dy =pdz, eta d.%:p’dx,

il faut qu’on ajt ces denx équations de condition
g =20, g’ =0;

et que, pour les réaliser, il ne suffirait pas de disposer
seulement de ¢, car cela ne remplirait quune condition ;
mais comme Uintégration de 'équation du second ordre a
introduit deux constantes arbitraires dans Vintégrale com-
pléte, on disposera de ces deux eonstantes pour que les
équations g—o, ¢ =o aient licu; et il n’est pas besoin
de dire que ¢ sera "une de ces constantes.

Parecillement, la détermination des solutions particu-
liéres d’une équation différenticlle du troisitme ordre,
dépend des équations g=0, ¢'=0, ¢'=0; et en gé-
néral, pour obtenir une solution particuliere de Véqua~
ton différentielle de 'ordre n, il faut le nombre n d’é-
quations de condition :

g==0, ¢'=o, ¢'=o0, ¢°=o0, ete.... (2)

Metlons-les sous une autre forme. Pour cela, les équa-
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{ions (1) nous montrent que ¢ ¢t ¢’ ne sont autre chose
que ce qui multiple de dans les différenticlles de y et de

::—‘-; prises par rapport 4 ¢. On a donc
. 0 R
1= 3¢’ 17 dade’
et, en général, on voit que les équations (2) reviennent i
digie o s i o ndTe s sodle
e dedz ! dedba T o1 m—-o,em. 23)

Il est essentiel de remarquer que ces €quations ne peu-
yvent avoir lieu jusqu'a Uinfini. En effet, j—% étant succes-

sivement différencié par rapport & 2 dans les expressions
dy dy  diy dy

1o Todz' daap e onpsut regarder 1, Somime une
certaine fonction de 2, que nous nommerons Y; et, en
supposant que x devienne x - h, le théoréme de Taylor

nous fera obtenir ce développement

dY »? d*Y &Ad
Y+ —*f*-i‘-ayl :;+HE_5;_—_§’ ete... .. (4);

ou, en restituant la valeur de Y,

L I A Y
de EZ{ +dcd --I-clc.

Or, tous les coefliciens des puissances de h €lant nuls en
vertu des équations (3), qui, par hypothése, auraient lien
jusqu’a Uinfini, il en résulterait que, quand z deviendrait
x + h, Uéquation (4) se réduirait & son premier terme Y;

: . = :
ce qui montre que dans ce cas Y, c'est-a-dire d—‘z, serait
c

] d s
constant. Mais quand é{; est constant, ¢ n’étant combing
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. e € !
quavec des constantes, équation == = o devrait nous

conduire & ¢ = constante. On voit donc qu’alors la so-
lution particuliére se changerait en une intégrale particu-
liére, ce que nous ne supposons pas.

II résulte de ce qui précede, que les équations (3) ne
peuvent avoir lien jusqu’a l'infini ; c’est sur cette considé~
ration que repose la solution de ce probléme important
résolu par Lagrange, et 4 laquelle nous ferons subir quel-
ques modifications : Une équation différentielle du pre-
mier ordre étant donnée, trouver, sans recourtr & l'inté-
grale compléte , la solution particulitre qu'elle peut avoir.
Soit u 'intégrale compléte qui sera une fonction de z, de
et d’une constante arbitraire c; la différentielle de u sera
représentée par

¥ i mdz 4-ndy =o.... (5),

et nous la mettrons sous cette forme =
m
dy:-—;dx.- . (6).

Dans le cas qui nous occupe , cette équation est censée avoir

conservé la constante arbitraire (¥); par conséquent, nous
s m

pourrons éliminer cetle constante entre dy —— — dx et
n

# = o. Tirant donc de’équation (5) la valeur de cen fonc-

> 1
tion de z, de » et de %, nous obiiendrons

e

(¥) Silintégrale compléte ne renfermaitla constante arbitraire qu’au
premier degré, et dans un terme de cette forme ac, elle s’évanouirait par
I_a différenciation , et Pélimination de ¢ serait impossible ; mais alors ¢
€tant constant, la proposéene comporterait pas desolutions particuliéres.
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équation que, par abréviation, nous €crirons ainsi :

=g 0.

Cette valeur étant mise dans I’équation z=o, nous aurons
une €quation du premier ordre , que nous désignerons par
U= o, ou plutdt par

Mda:-[— Nd_;r:o-,

cela posé, sinous différencions U= o, par rapport anx
trois variables x, » et ¢, nous obtiendrons

dU dU dU

et parce que y mne varie qu'y cause de la valeur arbitraire

que nous donnons a4 2, moms pouvons écrire ainsi cette
€quation

dz+j;]jf)d +d do st 00,

Or, si Von fait attention que, dans une fonction de deux
variables, le premier terme de la différentielle s’obtient en
regardant I'une de ces variables comme constante, et en
faisant varier l'autre; on reconmaitra que dans l'équa-
tion (8), qui, sous un certain point de vue, ne renferme
que deux variables, zet ¢ (¥), ¢ est constant dans le

terme

dU d,«
dx +

Ce terme n’est autre chose que la différentielle de u prise
par rapport aux variables x et y, et dans laquelle le
sigue ¢ serait substitué i c. Or, cette différentielle nous est

(¥} Cela provient de ce que y est fraité comme une fonction de x.
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donnée par ’équation (5) : et, comme le second membre de
cette équation nous indique que la destruction de tous
les termes doit s’opérer dans le premier, indépendamment
dec, on sent qu’il en sera de méme lorsque ¢ tiendra la
place de la constante arbitraire ¢. Il suit dela que la partie
qui est renfermée entre les parenthéses dans Véquation (8)
doit étre identiquement nulle, et que, par conséquent, cette
équation se réduit &

40
I dp=o0... (9)
Ony satisfait en faisant
' du
dp =0 ou E 2 R

et puisque ce n’est que par abréviation que nous avons
: dy : .y
remplacé @(:r,y, dz) P2r @) on voit gue la premiere des

équations (10) revient &

d@(x,;'r, g{:) =040 aalilily

et par conséquent est une équation différentielle du second
ordre. Cetle équation étant intégrée, nous donne

fp(x,y,j-—ﬁ) = constanie, .. (12).

D’un autre c6té , la proposée U = o subsiste entre les

memes variables x, 7 et (ilj% - Voild done deux équations du

premier ordre d’une méme équation (11) du second ; par
o O dy ;
conséquent, en éliminant entre elles e , on obtiendra une
da
fonction de 2 et de yet dela constante arbitraire ¢ ren-



SOLUTIONS PARTICULIRRES. 525
fermée dans P'équation (12). Le résultat de cette opération
gera done lintégrale compléte, art. 429, page 320. Pour
effectuer Iélimination dount il s’agit, il suffit de chasser seu-
lement ¢ de I'équation U= o al'aide de celle-ci o= cons~

ds
tante ; car alors tous les termes en I‘; contenus dans ¢, et

qui n’existent pas ailleurs, disparaitront du résultat. Cela
se réduit évidemment & changer @ en ¢ dans I’éguation
U = o, ce qui nous fait retomber sur u =o.

Si Pélimination de :11% entre Vintégrale du second facteur

de 'équation (g) et la proposée U = o nous raméne a l'in-
tégrale complite, nous allons reconnaitre que Iélimination

de %Z: entre U = o et lautre facteur de 'équation (g) va
dx

nous conduire a la solution particuliére. ;
dU

En effet, si 'on élimine & entre U=10 et = = o,
dx d@

on voit d’abord que nous n’introduisons pas de constante
arbitraire dans le résaltat, comme par opération pré-
cédente, attendu qu’ici Pélimination s’effectue sans qu’on
S Ny dU : : R g
intégre préliminairement i Il snit de la que I'élimination
dy ; S At AR :
de ~ entre ces deux équations différentielles du premier
ordre ne peut nous conduire a Uintégrale compleéte , qui
contient nécessairement une constante arbitraire. Pour pro-
céder & cette élimination, remarquons qu’elle se réduit a

y d
celledep, puisque ;:I% ne se trouvant nulle autre part que

dans @, disparaitra du résultat avec ¢, et comme ce résul-
tat ne conserve aucune trace deg; qui entre partout ou en~
trait ¢, on sent que cela se véduit & éliminer ¢ entreu = o,

1 : : dU
et — = o; qui sont ce que deviennentU=o0 et — = o,
de

dp
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. du .
lorsqu’ony change ¢ en c. Or, 5= étant le coefficient diffé—
rentiel de de, on voit que Vélimination de ¢ entre u et
d IRES 3 = t) 3
d—u =o est précisément |'opération qu'on ex€cute pour par-

- .
venir a une solution particuliere.
Cherchons maintenant & satisfaire 4 la condition expri-
mée par la seconde des équations (ro). Pour cela, si nous
yremplagons ¢ par sa valeur donnée par I'équation (7), nous

obtiendrons
dU

de
On me voit pas d’abord comment on peut exécuter cette
différenciation par rapport i ¢, qui ayant été éliminé de U,
ne doit pas se trouver dans dU; cette €limination de ¢ nous
a seulement appris que U est une fonction de 2, de y et de

="0./0  E3)}

%} et que par conséquent dU ne peut étre que de cette
forme :

d
Pdz 4 Qdy + Bd.d-%:-_o... (14).

mais si ¢ n’est pas en €vidence dans cette valeur de dU, il
y existe du moins d’une maniére implicite ; car nous savons
que y est une fonction de z et de ¢, et que, parconséquent ,
dy
dz

dy et d.—== doivent tenir lieu des valeurs suivantes :

df_-_j‘rd +df de,

LR
dy &y dJ’

tl.a—dxzdx-!- dc

Par I'hypothése de ¢ constant, ces valeurs se réduisent a

dy:%dx
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et a d 3
4. L= x4

i PR P b
équationsdont les seconds membres exprimentla condition
expresse que la différenciation soit prise par rapport i =
seul,, condition que nous admettons tacitement dans 1’6 -
quation (14), lorsque nous y supposons ¢ constant ; mais
lorsque ¢ est variable, il faut mettre dans 1’équation (14)
d ; P
les valeurs dedy et ded. El%’ données par les équations(15),

et nous aurons

b
Pdzr+4-Q gdx+j—£dt)+ﬁ(d dz z4 a8 ~dc J=o... (16).

Voila ce que devient dU lorsqu’on regarde ¢ comme va-
riable, et 'on voit qu’on a

dU d?
Q drgc (7).

Présentement, si I'on passe 8 U'hypothese d’une solution
particuliére, on a, en vertu de I'équation(13), (?TU —=o,ce

qui réduit l’équation précédente &
AR
Q + d.rd = 0. (18)‘

Si I'on suppose maintenant que cette équation ne renferme
point de quantités transcendantes , et qu’on ait eu soin ,
dans les opérations subséquentes, de se débarrasser des ra-
dicaux par des €lévations a diverses puissances, et méme
des fractions, les quantités P et Q que contient 'équa-

: Silae T dy |
tion (14), ne pourront devenir infinies, Cela posé , % étant

Elém. de Cale. diff, 34
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nul en vertu de équation (170), page 328, qui exprime
la condition de la possibilité de ’existence d’une solution
particuliére; on voit que I'équation (18) se réduit &

B:'r_o... (19);

: ’ d’y
or, il peutarriver ces deux cas : ou L st aussi nul,ouil

dIn
ne l’est pas; dans cette seconde hypothése , c’est done le
facteur R qui, devenant nul, satisfait 4 'équation (19);

da
mais si, au contraire, d‘r est nul , équation (18) est sa-

tisfaite indépendamment de Q et de R, et par conséquent
Q et Rpeuvent conserver des valeurs finies. Gardons-nous
cependant de conclure que R n’est pas nul; car si, en trai-
tant y comme une fonction de z, I'on différencie I’équa—
tion (18) par rapport a cette variable indépendante x, on

trouve
dly Qdr_
. dizde i d'rdc(Q i d.:o:) + 3% dz de o (*)i». (20).
Les quantités dd‘g‘ et (:l’ étant nulles, et leurs coeffi-

ciens ne pouvant devenir infinis d’apres la remarque faite
au sujet de I'équation (18) , il en résulte que Péquation (20)
diy

serédnita R Tade =% b par conséquent, donne R=o,
°y 1S r
lorsque —~ n'est pas nul. Si, au contrair: ftai
| dPacde I ) €, Dods etait

(*) Observons qut' ce que nous représentons d'ine maniére abrﬂgee

dR
par o= da ot pur — dx, revient a

l

dit dy dQ . dQdy
dr et d [ == S e
((Ia rb" dr ) 2 (tl.r o dy dx ) 4z
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sl A 3 ; My
verait de méme quon aurait R —2— —
nul, on prouve ; q Tade 0,

dt ol :
et que d%{c devrait étre nul pour que R ne le fit pas. En

continuant ce méme raisonnement , on tombe a la fin sar
n

un coefficient différentiel df‘lx‘(?l’c qui ne sera pas nul, parce

qu’il a été démontré que les équations (3) ne pouvaient
avoir lieu jusqu’a Vinfini. Il résulte de cette démonstration
que R, qui conserve toujours la méme valeur, étant nul
dans un cas , 'est pour tous. Mais puisque R est nul, 1'é-
quation (14), mise sous cette forme,

dy
P4+ QT 4R L =0 o,
se réduit & :
[”—!—-Q"}r Reis e (Y
D’un autre e6té, la méme équation (21) nous donnant
dr
Ay Pyt 4 dx
da® R ?

on voit que , dans notre hypothése d’une solution particu-
litre , 'équation (22) et la valeur de R qui est nulle, ré-

5
duisent celle de T & ™,
1L résulte de cette theorie que, dans le cas ot une so-

0 ey ; e e AU
lution particuliére peut exister, on a équation []— =o (¥-
de

(*) Nous avons vu que l'équation U = o n’était autre chose que Ia pro-
posée , considérés comme résultat de Pélimination de ¢ ; quant i celle-ci
d0

=9 elle nous dit seulement que lgs termes qui , dans cette proposée,
provieanent de la variation de la constante arbitraire, sont nuls.

34..
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et que cetle €quation entraine la nécessité que la valeur de
%{- se réduise a E. Les deux termes de cette fraction, c’est-
a-dire lenumérateur et le dénominatenr de celle qui estla
valeur de %, égalés & zéro, nous fourniront deux équa-

tions qui, si elles s’accordent avec U = o, donneront la
solution particuliére.
Prenons pour exemple 'équation

x+Jd fv’x“-f-.r—-f:"--—- (23);

élevant au carré et réduisant, nous ferons disparaitre le
radical, et nous auroens

wtazy L 45 @ =) =o;

différencions en regardant dz comme constant, on obtient

El_“__;:_f . zdx + ydy .
dz* = (2*—c¢)dy —xydx’

égalant les deux termes de cette fraction a zéro, et divisant
par dz, nous aurons

e e sl
.z—i-_y‘a‘—r_.o, (.’t.—c)d—x—.ﬁf_jf'._ﬂ.... (24);
éliminant 4 entre ces équati t ‘im. nite 1
inant - quations, et supprimant ensuite le

facteur commun , on trouvera
2 — -
i xt—ict=0;

et comme cette équation satisfait 4 la proposée, on voit
qu’elle est nne intégrale particuliere.
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Cherchons encore a reconnaitre si I'équation

dy “ dy
—p L ARy
I da _ +d.:r"
comporte une solution singuliére. Pour cet effet, nous fe-
vons d’abord disparaitre le radical, en élevant les deux
membres au carré , ¢t réduisant, nous trouverons
dy

Jyr—oxy = —2*=o0;

dx

et, en différenciant, il viendra

vy o Sf;+ =(g5+1)

da®

LT e ¥
Cette équation se réduit & — quand 2 = o; mais cette hy-
) o

pothése ne satisfaisant pas a la proposée, ne peut nous
conduire a une solution particuliére.

Conformément a P'observation qui nous a été fournie
par les équations (177), page 332, il ne fandra pas se
borner & ’hypothése de y fonction de ; mais en snppo~
sant ensuite # fonction dey, on cherchera les solutions
particuliéres qui peuvent étre données en égalant & zéro la

dz
vale
dy?

Une solution particuliére opérant la destruction mu-
tuelle des termes de ’équation différentielle 4 laquelle elle
appartient, n’cn est qu'un facteur qu’on peut mettre en
évidence 2 l'aide d'une transformation. Nous avons vu,
par exemple, que z* 4 y*— a* = o était la solution
particulitre de 'équation

(wdx 4 pdy) =dg’(x* 4 52— a?). ... (25);



534 NOTE QUINZIEME.
si nous faisons &* -}~ y* — a* = z*, nous aurons
zdz 4 ydy = zds;
substituant ces valeurs dans 'équation (25), elle deviendra
2 (dz* —dy?) =o;

ce qui montre qu'effectivement la solution particuliére re~
présentée par z* est un facteur commun dela proposée.

Une autre propriété des solutions particulidres est de
faire devenir infini le facteur qui rend la proposée une dif-
férentielle exacte. Pour le démontrer, nous mettrons l'in-
tégrale compléte sous cette forme u =constante. Une valeur
qui satisferait & cette équation devrait donc donner du=o,
parce quela différentielle d’une constante est nulle. Réci-
proquement toute valeur qui ne satisfait pas & u=—constante
ne peut donner du = o ; or, ce dernier cas est précisément
celui d'une solution palticullerc qui, parce gu’elle ne sa-
tisfait pasa Uintégrale compléte, ne saurait opérer la des-
truction matuelle des termes dont se compose sa différen-
tielle immédiate; or, cette différentielle immédiate n’est
autre chose que A(Mdx + Ndy). Il faut donc que la solu-

tion particulitre ne puisse rendre égal & zéro le second
membre de cette équation :

A(Mdx 4= Ndy) = du;

ou, ce qui revient au méme, de celle-ci :

(M = N df d(“) ).

(*) Nous désignons ainsi la différentielle totale de w prise en regar-

dant = eomme variable indépendante , pour ne pas confondm ( } aveec

3 . oode : i
le eoefficient différentiel To» Qui suppose que toutes les autres varia-

bles, hors =, sont regardées comme constantes dans ce terme.

'



SOLUTIONS PARTICULILRES. 535
On tire de cette équation
d(z)

dz

T (26);

A=

dy
M—}-Nd—;

mais, par sa nature, la solution particuliére, quoique ne
satisfaisant pas a 'équation a (M +N ::'-g) = o, satisfait

pourtant & celle-ci, M~ N g‘—’E: 0, c’est-d~dire en rend

nul le premier membre. Cela réduit done I'équation (26) 4

Par exemple, 'équation

2dx 4 ydy = dyV '+ y —a*.... (29)

devient une différentielle exacte lorsqu’on la multiplie par

I
——————, et donne
Vot r—a'

xdx 4 ydy
Vet r—a

aussi voit-on que la solution particalitre z* 4= * — a'=o

=d_7'

rend le facteur '_.._—.‘_...: infini.
Vearr—e
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NOTE SEIZIEME (page 359).

Nouvelle démonstration concernant l'intégration des
« équations différentielles partielles.

On avu,art. 484, quesi en intégrant Péquation
%+M%+ Ni=joun e (05
dans Iaquelle MetN sont des fonctions de &, de y et de z,
on obtient deuxintégralesU =aet V=24, on avait néces-
sairement a==¢0. La démonstration de ce théoréme élant
trés importante , nous avons cherché a lui donner le der-
nier degré de rigueur de la maniére suivante :

U et V étant des fonctions de x, de y et de z, les cons-
tantes a et b peuvent étre aussi considérées comme des
fonctions de ces mémes variables, ‘en vertu des équations
U=—a et V=10; par conséquent, si I'on différencie suc—
cessivement ces équations, on aura

da = Xdz 4 Ydy - Zdz
db = X'dx+ Ydy -+ Z'dz

ces différentielles doivent étre nulles, par la raison que a
et b sont constans ; ainsi, les équations da=o, db=o0,

} (@);

nécessitent celles—ci :

Xdr 4 Ydy 4 Zdz = o 3
Xdz + Ydy4-Z'dz= o iy e (3).

Si dans ces équations, divisées par dz, on substitue les
valeurs de dz et de d y, tirées des équations (221)

dz 4+ Ndr =0, dy —Mdr =o.... (4),
données page 353, on aura
XK+ YM—ZN=0, X +YM—ZN=o0;
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on tirera de ces équations

ZX" — X' _ XY —YX
bt 2=y (i ;=

substituant ces valeurs de M et de N dans ’équation (1),
on obtiendra

IX! — XZ'dz . XY =YX
+Z’Y Wit v = O

les coefficiens g et g se déduisent des équations (4), qui

da dy
donnent
dz. dy . dz _dzdx N -
dz o d_.'r-M’ dy ~ dzdy . M ' ©);

dz dz 3 7
mettant ces valeurs de T etde T dans Péquation (5), et

faisant évanouir le dénominatenr, on trouvera
— @Y—ZY)N—(ZX'—XZ)) ?—I-g- XY—YX=o.... (3.

Les quantités X, Y, Z, qui entrent dans cette équation,
ne sont pas toujours connues, puisqu’elles ne doivent étre
données qu'en différenciant les équations U=a et V=4.
Cherchons donc 4 éliminer X, Y et Z de notre résultat.
Pour cet effet, en regardant z comme une fonction de x
et de y, nous tirerons des équations (2)

da dz dé 2
—...X+Z(«—l;, ‘—-X-]—?d,

dx

da dz db

B 4 oaplied S 4 d :
dy + dy’ dy s dJ'

dz d
mettant dans ces expressions les valeurs de d—etded—z
4
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données par les équations (6), et tirant les valewrs de X,
deY, de X' et de Y, nous trouverons

B e e AT e
N= a;-]—ZB, X _cTt+ZN’
da  IN v Ay o TN,
I=twm I =gt
substituant ces valeurs de X, de Y, de X’ et de Y’, dans
l'équation (7) et réduisant, nous obtiendrons
dads  dadd
;'[::a}_ @d_z.“ - (8).
Cette équation nous aprend que a est fonction de b; et

en effet , si nous avons a=F¥, en différentiant celte équa-
tion, nous irouverons

da = @b db,
d’ott nous tirerons
da dé  da db
‘&}—-@b az’ cl_y= ¢ d_j;

éliminant @&, nous trouverons ’équation (8).

NOTE DIX-SEPTIEME (page 479).

Démonstration qui tend & prouver que la différence de
deux quantités élevées chacune & une puissance d'un
nombre entier est divisible exactement par la différence
de ces quaniités non élevées i celle puissance.

Voici de quelle maniére, dans mes remarques sur ’Al-
gtbre, j’ai démontré que 1™ — ™ était divisible exacte-
ment par u— v; on trouve par la division

i s JOEVTPOSI 5,
= T




PROPR. DE LA DIFFERENCE DE DEUX MEMES PU1sSANCES. 539
les termes ex trémes de cette équation étant de méme forme,
on doit avoir encore

J""_""‘_ =
7—1 =

’

substltuant cette valeur i la place du dermer terme de ’é-
(uation précédente, on aura

Yok Lo i gy T REISIRL

Foa TR T r'
Cette transformation pouvant se conlinuer indéfiniment,
parce que la fraction qui termine le développement est
toujours de méme forme, nous voyons que

.Tm 1 — -7‘“_’ e Mm=1 m—a lrm—’

et R +

s x e = +{ e
= "’+y""’+r""*+‘7 ’

et qu’en général , en écrivant une suite dont le premier
terme est y™, et les autres les puissances immédiatement
inférieures, on peut s’arréter 4 un terme quelconque,
pourvu qu’on ajoute une fraction qui ait pour numéra-
teur ce terme diminué d'une unité, et y—i pour dé-
nominateur; si I'on s’arréte donc sur ¥, la fraction a

—

ajouter sera L > et par conséquent vaudra I'unité. On

aura donc alors

jm—! —— M= 1 =3 m—3
A e S S

et en multipliant le premier membre de cette équation par
m

v . X
= et le second par "', qui a la méme valeur, on
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obtiendra
"'mjm_ 9“__ M1 m—1 m=1,m—2 M1 m—3
e . i it i et
ek +plll—l.r+ vm—l;
faisant vy =u, cette équation deviendra

ur v —3, i3 m—1
— =t Mty b M, e T e T
U

NOTE DIX-HUITIEME (page §87).

Démonstration par le Calcul des différences de larégle
d Euler, pour ramener un probléeme de maxima ou de
minima relatifs , & un probleme de maxima ou de mi-
nima absolus.

Lorsqu'un probléeme de maxima ou de minima relatifs
a été réduit A ces conditions

gy Ude =190, dfVdz= o...(1),

et que dans Phypothése ot les variations se trouyant per-
pendiculaires & 'axe des 2, les intégrales sont prises entre
deux limites, on peut regarder les premiers membres de
ces équations comme provenant de ces deux fonctions aux
différences finies ,

AEUAZ " AN ALY, . - (2,

qui, dans le cas de la limite, se réduisent aux premiers
membres des équations (1), en changeant A en J, et =
en [ }

Si, en vertu du théoréme démontré dans la note de
Vart. 597, page {44, on transpose les signes, les expres-
sions comprises sous le n° 2, deviendront

Z(AUAz), =(aVaz)... (3);
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faisons, pour simplifier, '
AU=u et AV=y,
les fonctions (3) deviendront
Zulz, 3ZvAZ;

et en regardant uAz comme un rectangle dont u serait
la hauteur et Az la base, Pexpression ZuAz représen-
tera fig. 127, la suite de rectangles, mp', m'p", m'p”,
m”p", ete.; de sorte que, si nous faisons

pp =iz, p'p' =iz, p'p’ = Az,, p°p'" = Azxs 4-etc.,
pm=u P'm' — i P"m“:u_,, pwm'z ug = etc.,

nous aurons
Surx = udz 4+ u, Az, = u, 07, - ughzg 4 ete. ... (4);

I'autre intégrale représentée par la somme des rectangles

£ i

np’, 7'p", n"p", n"pv, nous donnera pareillement
ZYAx == pAZ 4 v, Az, - vadZ, + v3Axs Fete.,. .. (5).

Cela posé, si ’on nomme

sz la différence wu, — u,
au, la différence wuw, — u,,
au, la différence wuy — u,,
ete., etc., etc. ,

av.  la différence ¢, — ¢,

av, la différence v, — ¢,
av, la différence w3 — v,,
ete., etc. , ete. ,

on frouvera

u,—u 4 Au,

U, = u, 4 Ou,=u~+Du-A 4 Au) =u 4 24u 4 A,
U3 = u, 4 Au, — u -} 3Au 4 3A%u 4 A%u,

etc., ete.) etc.,
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v, =v + ay,
Pp = ¢ “= 249 - A%,
ve = v 4 3Ap = 3% + A%y,
etc., etc. ;

en substituant ces valears dans les équations (3) et (4), on
ohtiendra

Susx = urz - (u = Au) Az, <= (u - 2480 + A'w) Az,
4 (u 4 3au+3a%u 4 A%u) Azz 4 ete.,

SoAz —vAx = (v = Av) Az, = (v 4= 240 =4 A7) Az,
o= (v 4 340 4 34% - A%) ax; 4 ete.;

rassemblant les termes analogues, on trouvera

Susr = (AT 4= Az, 4= AT, | ete.)
=+ (Ax, F 207, 4 3axzt-ete. ) au p.... (),

- termes en A*u, en A'u, elc.
Tvar = (Az + Az, 4 Az, -ete) o
=+ (Az, 247, 4 3axz d=ete.) av ... (6);

-} termes en A%y, en Ay, efe.

ddsignant par X et par X' les termes entre les paren-
theses, qui multiplient u et ¢, les équations (5) et (6)
deviendront

sSusz = Xu -+ X'Au 4 termes en a%u, en a'u, éte.... (7),
syax =Xv - K'av 4 termes ena’, en a’v, ete.... (8),

On peut éliminer le terme en X entre ces équations, en
multipliant Ia premiere par v et la seconde par u, et
prenant la différence, on aura

usyAx—vIusr=X'(uAv—vau)+termesen s’ en a'u, ete.;

passant aux limites, on supprimera les termes qui con~
tiennent les différences des ordres supérieurs an premier,
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et cette équation se réduira &

ufvdz — vfude = X' (ude — vdu) ;

et comme par hypothése les intégrales qui composent le
premier membre sont mnulles, en vertu des équations (1)
dans lesquelles on transposerait les signes & et f, il

restera :
X’ (udo — vdu) = o,

supprimant le facteur commun X', on aura

nde — vdu = o,

équation qui donne

intégrant, il vient
log v — log u <4 constante = o;
et, en représentant la constante par logn, on a
logy — logu - logn = o;
et, par la propriété des logarithmes, cette équation se
réduit a b
log E 4+ logn=o0;

passant aux nombres, on ohtient

¢

- <+ n= 0,

u
d’on P'on tire

v - nu = o;
remettant a la place de v et de u les variations aV et AU,
qui seront devenues dV et &U, on aura

dV 4 ndU = o;
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multipliant par de et intégrant, on aura

[Vda « mdUdr—=o;
et, en transposant les signes ,‘ on obtiendra
& Vdz +4 ndfUdz=o,
expression qui peut se metire sous la forme
&f(V 4= nlU) dz = o.
ce qui est I’équation g1 (art, 631, page 486).

FIN.
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