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Con la correspondiente autorización del Au
tor, se reimprime esta parte de su obra de Mate
máticas por cuenta del Colegio de Artillería, y 
para el uso particular de su Academia. 

Todo ejemplar que no lleve la firma del Ofi
cial comisionado se tendrá por falso y contrahe' 
cha, y se procederá contra el que lo reimprima ó 
venda. 



T R A T A D O S E G U N D O . 

L e c c i ó n Prel iminar. 

4. L a Geometría es aquella de las ciencias 
matemáticas en que se trata de la eüenúon, can
tidad inseparable de los cuerpos en quienes la 
consideramos de tres especies diferentes con los 
nombres de volúmen, superficie y línea. El espa
cio que el cuerpo ocupa es su bulto ó volúmen; 
el aspecto esterior ó término del bulto es la su
perficie del cuerpo; y el contorno ó término de 
la superficie es la linea. Siguiendo por este orden 
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llega el geómetra finalmente al término ó estre
mo de la línea al cual llama punto, y que por su 
naturaleza no es cantidad, sino el principio ó tér
mino inicial desde el cual empieza toda ostensión 
á tomar valor creciendo sucesivamente y sin in
terrupción, la línea en longitud, la superficie en 
longitud y latitud juntamente, y asimismo el vo-

l úmen en longilud, latitud y profundidad. 
Para discurrir acerca de estas tres clases de 

cantidades geométricas y el punto, que como se 
ha diclio son inseparables del cuerpo, necesita
mos íijar nuestra consideración sobre cualquiera 
de dichas cuatro cosas aisladamente haciendo 
abstracción de las demás, así como el aritmético 
sobre el peso que también es una cantidad inse
parable de los cuerpos. 

2. La ostensión ofrece dos clases de cuestio
nes: trátase á veces de bailar el valor de las lí
neas, de las superficies ó de los volúmenes: otras 
veces la posición de algún punto ó de todos los 
que en número iníinito componen las líneas y su* 
perficics. Los conocimienlos que se adquieren en 
ambas cuestiones proceden de comparar según 
reglas lógicas cantidades de una misma especie, 
viniendo finalmente á las relaciones que hay en
tre lo que se busca y lo que se conoce. El valor 
de la ostensión es relativo á unidad de medida, 
y la posición de un objeto es relativa á lugares 
que se fijan de antemano. 
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3. Según lo manifestado en el artículo pri

mero, las lineas por su naturaleza pueden consi
derarse rastros del punto A moviéndose hacia 
B (fig. % á manera que trazamos una raya con 
la punta de la pluma. Se llama recta la línea ó 
distancia mas corta desde A á B, y se nombra 
A B . Todas las demás entre dichos puntos son 
curvas como A F C H B , ó compuestas de varias 
rectas como A J E B . Por la definición de la línea 
recta, y admitiendo por axioma que entre todos 
los caminos imaginables desde un punto á otro, 
solo uno es el mas corto, se pueden establecer 
los teoremas elementales que siguen. 

I. 0 Desde un punto A á otro B no se puede di
rigir mas que una recta, y si muchas curvas; 
pues todas las que se dirijan de la primera clase 
coincidirán sobre una misma según el axio'ma, 
y puede no suceder esto en las curvas entro sí 
por la infinidad de caminos que pueden seguir. 

II. 0 Está prolongada la recta AB hasta un 
punto S, siempre que la parte BS agregada sa
tisface á la circunstancia de ser ABS la mas cor
ta linea posible entre A ?/ S pasando por B: pues 
de este modo, la parte B S de la recta /15 lo es 
también de la recta A B . Lo mismo hay que en
tender acerca de la prolongación A P del otro 
estremo. De esta suerte se puede sin fin prolon
gar una recta A B hacia sus estremos, y por ello 
hay que reputar en general indefinida la recta; 



aunque somos árbitros de tomar en ella la parte 
que se quiera terminada por ambos estrenaos, ó 
terminada por uno é indelinida por otro. 

IDUf Dos puntos cualesquiera A Í/ B determi
nan la posición de una linea recta A B; y cuantas 
rectas PB, AS se puedan imaginar que tengan 
dos puntos comunes con A B , coinciden con ella. 
Lo cual se funda en el razonamiento del teore* 
ma I.0 

IV.0 Dos recías que se cortan solo pueden te
ner un punto común, como AB ?/ AC el punto 
común A; porque si tuviesen dos ó mas puntos 
comunes, está demostrado que coincidirían las 
rectas, 

4. También la superficie puede ser conside
rada como rastro de una línea moviéndose de un 
lugar á otro, á manera que un carpintero y un 
tornero trazan con el filo de sus instrumentos las 
figuras superficiales del cuerpo que desbastan; y 
es bien claro que, si la tal línea se aplica después 
á la superficie en la misma posición que tenia 
cuando la engendró, coincidirá con ella. Se llama 
plana la superficie á quien se ajusta la línea recta 
sobrepuesta en todas direcciones; merece singu
lar atención por su simplicidad y por los usos que 
de ella se bacen, y comunmente se la da el nom
bre sustantivo plano. Según la definición de la 
superficie, es indefinido el plano así como Ja rec 
la que le engendra. 



De un modo análogo se puede imaginar que 
el volumen es el rastro que dejarla una superficie 
que se moviese, á manera de lo que sucede con 
una bejiga al inflarla, con la hoja de un libro 
cuando se la vuelve, con la superficie del agua 
que va subiendo en un vaso, etc. 

5. Con frecuencia se usan en la Geometría los 
nombres espacio, identidad, igualdad, semejanza 
y simetria-, y es necesario convenir en sus defi
niciones. 

El espacio en general se considera indefinido: 
se distinguen el espacio plano que es la misma su
perficie plana, y el espacio propiamente dicho que 
es la inmensa cabidad en que habitamos ó una par
te de ella. En ambos casos puede ser también de
finido el espacio: sucede así cuando se cierra en 
el plano alguna parte con un contorno lineal, que 
empezando desde un punto vuelve á terminar en 
el mismo, sin quedar abierto por lado alguno: y 
en el espacio propiamente dicho, cuando se cier
ra una porción de él con una superficie, que em
pezando desde una línea vuelve á terminar en la 
misma sin dejar abertura alguna. 

Toda cantidad geométrica tiene figura; las hay 
de figura invariable, como por ejemplo la línea 
recta y el plano; y de figura variable, como son 
todas aquellas que en lo sucesivo comprendere
mos bajo una misma denominación sin embargo 
de las variedades que las distinguen entre sí. Son 
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figuras planas las descriptibles en la superficie 
plana; abiertas ó indefinidas unas, como las que 
en la lámina 4.a se indican con los números 5, 
fi, 7,....; y cerradas otras, como las que indican 
los números 17, 18 las cuales forman espacio 
plano limitado. 

Son idénticas dos figuras de Geometría tales 
que, puesta una en lugar de otra, pueden coin
cidir todos los puntos correspondientes de ambas 
entre sí. 

En Geometría son iguales dos cantidades, idén
ticas ó no, con tal que tengan un mismo valor, 
conforme á la significación que en Algebra se 
atribuye a esta voz: de suerte que pueden ser 
iguales dos cantidades geométricas sin verificarse 
la identidad. 

La semejanza de dos cantidades geométricas 
no se refiere sino á la figura de ellas, como se 
csplicará mas adelante. 

La simetría de dos cantidades se refiere á la 
colocación relativa de que son capaces por su 
figura, las planas en el plano y los bultos en el 
espacio. 

Las definiciones de este artículo y del prece
dente, como todas las demás de la lección pre
liminar que aquí termina, presentan solamente 
un bosquejo de los objetos que ocupan la aten
ción del geómetra. En su ciencia, asi como en 
e! curso de todas las investigaciones del enten-
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dimiento, hay que marchar siempre de lo simple 
á lo complicado, y por esto se divide la Geome
tría elemental en dos partes. En la primera se 
trata de figuras descriptas en el plano, y en la 
segunda de las que están situadas en el espacio 
propiamente dicho. Tanto en uno como en otro 
caso hay figuras de que no se hace mención en 
los elementos de esta ciencia; muchas por sus 
cualidades están reservadas para cuando se tra
te de las discusiones geométricas por medio de 
la análisis, prescindiendo aun entonces de iníini'-
tas otras por las razones que se djrán. 



CAPÍTULO PRIMERO. 
LINEAS Y ANGULOS. 

L E C C I O N P R I M E R A . 

C o m p o s i c i ó n j d e s c o m p o s i c i ó n de las 
lineas. 

6. P a r a hallar una recta equivalente á la su
ma de otras, como A B , B C y CD (fig. 5), se to
man en la prolongación de una, A B por ejemplo, 
las B C y CD sucesivamente, empezando una en el 
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punto mismo final de la que precede, y será A D ' 
la suma pedida, cuya espresion geométrica apa
rece en el mismo resultado, y ademas, por ser 
cantidad se podrá espresar también en lenguage 
del cálculo según la forma 

A D ' = : A B + B C + C D . 

Si los tres sumandos fueren iguales, resulta 

A D ' ^ X A B : 

y en general, si hay m sumandos iguales, 

A D ' = i n X A B . 

En esta espresion es m número abstracto ente
ro; y así, para hallar una recta que sea m veces 
mayor que otra dada, hay que ajustar en una in
definida m veces consecutivas dicha dada. Mas 
adelante sabremos construir de otro modo una 
recta múltipla de otra cualquiera, y también una 
que con ésta tenga la razón que se pida. 

7. Para saber la diferencia entre dos rectas 
C B , AB, se sobreponen ajustadas por un estre
mo. Supóngase que se ha de restar CB áe A B ; 
ajustando los estremos B y B, pueden ocurrir 
tres casos en la superposición. 

I.0 Si es A B = C B , resulta 

A B — C B = 0 , 

y el punto C caerá en A eslremo del restando. 
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2.° Si es A B > C B , el punto C caerá entre 

A y i?, y será 
A B — C B = A C ' 

cantidad positiva. 
5.° Si es CB>AB, caerá C mas allá de A 

como en C" ; y si en A B—C B se sustituye por 
CB su igual A B + A C " , será 

A B—A B—A C "=—A C " 

la espresion del residuo. En donde se ve que, 
restada una línea de otra menor, resulta signo 
negativo para la diferencia, y que tomando el 
punto A por origen de las diferencias, las positi
vas caen respecto de este punto hácia la parte 
opuesta de las negativas: luego, siempre que en 
alguna espresim aparezca una recia con signo 
negativo y otra con signo positivo, habiéndose 
de construir, se tomarán hacia partes opuestas de 
un punto A elegido en cualquiera recta indefini
da, puesto que una recta cambia de signo al pa

sar por cero considerándola como residuo de una 
resta. 

8. Conforme al principio general de que las 
cosas comparadas han de ser de una especie, la 
línea se mide con otra línea que sirva de uni
dad, sobreponiendo esta á la que se ha de valuar 
consecutivamente desde un estremo á otro las ve
ces que en ella tenga cabida. Aun exigiría elri-
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gor geométrico que la unidad y la línea medida 
fuesen do la misma naturaleza; esto es, recta pa
ra recta, y para cada curva otra que se ajustase á 
ella en la superposicioii, si la doctrina de los lí
mites no hubiese enseñado á medir todas con la 
unidad recta, como diremos, á debido tiempo. 
Sea de uno ú otro modo, la espresion de las ve
ces que el tipo de mesura cabe en la línea se lla
ma número en lenguage aritmético: así, cuando 
la recta A H contiene m veces a la medida C D, 
se escribe 

y suponiendo sea unidad CD, como en Aritmé
tica, resulta 

A II=m, 

que es el valor de una línea espresada en número, 
y el número espresado enunalíoea. Por lo cual se 
dice que es dada una longitud A H , ya en el caso 
de estar construida, ya en el de ser dada la es
presion de su valor numéricamente. 

9. Cuando se ha de medir una recta á quien 
llamaremos p, se sobrepone, como se ha dicho, 
otra q tomada por unidad las veces que quepa 
desde un estremo á otro:, y si resulta caber n 
veces cabalmente, será 

P 
p ~ q X n , y ~ ~ n 
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la razón de las dos líneas espresada en número 
entero. 

Mas cuando, iieehas las superposiciones su
cesivas, resulta algún esceso ó defecto d, será 
•p—nq-ztid; y para ver si la razón de ^ á g es al
gún número fraccionario, trátese de buscar máf 
xima medida común de ellas. Supóngase que en 
efecto hay una recta h, por pequeña que sea, 
medida exacta de ^ y g simultáneamente, y que 
de las mediciones resulta ser h el número de ve
ces que eslá contenida en p, y k el de veces que 
está en q; dividiendo una p.or otra las ecuaciones 

p—hyih y q^bXk, 
viene 

q ~ b x k ~ ~ T ' 

es decir, espresada en número fraccionario la ra

zón de las líneas p y q, suponiendo — irreductible, 
H 

ó en el caso contrario reduciéndola á su espre-
sion mas simple. 

Si nunca resulta medición sin residuo m una 
ú otra de las líneas., aun con la mas pequeña uni
dad imaginable, p y q no tienen meidida común, 
los números que espresen las magnitudes de es
tas líneas son incomensurabies entre sí, y la ra-

P 
ron — entre ellas es numero irracional puesto 
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que rio puede ser apreciada jamas exactamente 
(Alg. elem. 402). Tal es el origen de los números 
irracionales en esta parte de la Geometría, y el 
concepto de dos líneas incomensurables entre sí. 
Con lo cual sabemos ya lo que significan los nú
meros positivos, negativos, enteros, fraccionarios 
é irracionales en ías comparaciones de líneas 
rectas. 

40. Se dice que un contorno rectilíneo A B C , 
(íig. 1) ó curvilíneo AFCIIB es convexo, cuando 
una recta de cualquiera modo encaminada solo 
puede cortarle en dos puntos. En esta inteligen
cia, supónganse trazados varios contornos con
vexos desde A á y llámese interior al que esté 
descripto entre la recta A B )' otro esterior que 
le envuelva; y sea de ellos A F C H B un contor
no convexo curvo, y un rectilíneo convexo 
que tenga comunes con aquel los puntos A, C, B. 
Por la propiedad característica de las rectas (5), 
verifícase A C < A F C , C B < C Ü B , de donde 

A C B < A F C U B : 

luego, un contorno convexo curvo esterior es 
mas largo que un rectilíneo convexo interior com
puesto de rectas que concurren en puntos de la 
curva. 

Dirigidas también A E y DB rectas, tenemos 
A E < A C E , y añadiendo E B resulta 

A E B < A C B : 
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asimismo es D B < D E B , y añadiendo A D , será 

A,DB<AEB,: 

luego, con mas esceso 

A D B < A C B : 

igualmente por ser JE<JC- \ -CE, resultan con
tornos rectilíneos A J E B < A C B . El método mis
mo de la demostración autoriza para asegurar 
que, tratándose de contornos convexos, el recti
líneo esterior es mas largo que el interior tam* 
bien rectilíneo; y por lo demostrado antes, con 
nías razón un contorno convexo esterior curv i l i ' 
neo será mayor que cualquiera interior rectilí ' 
neo convexo. 

Imagínese una curvaeonvexa A G D K B (flg. 2) 
esterior al contorno rectilíneo ADBS que tiene 
con ella comunes los puntos A , D, B; dirigidas 
á los puntos comunes desde la curva las rectas 
GA, Gl), K D , K B , se verifica en los contornos 
rectilíneos 

A D B < A G D K B . 

Dirigidas después otras rectas desde la curva á 
los puntos comunes que han resultado, será iguala 
mente 

A G B K B < A J G L D M K N B . 

Prosiguiendo .el sistema d§ dirigir nuevas rectas 
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á los puntos comunes que vayan resultando, des
de otros intermedios de la curva, se irán trazan
do contornos rectilíneos mas largos que los inte
riores de su especie, pero siempre menores que 
la curva á quien sucesivamente se van acercando, 
sin que jamás pueda coincidir con ella la mas 
cercana imaginable, á causa del número infinito 
de puntos que la componen. He aquí una línea 
curva á quien, respecto de los contornos rectilí
neos, conviene la definición de limiíe dada en el 
artículo (65) de Algebra elemental. 

Ultimamente, supongamos trazado desde el 
estremo A al i? de la curva convexa un contorno 
rectilíneo convexo esterior A E F B , cuyas partes 
tengan á lo mas un punto común cada una con 
ella: y puesto que el contorno interior rectilíneo 
al fin, si fuera posible llegar, se ajustaría con di
cha curva sin dejar de ser siempre menor que el 
esterior rectilíneo A E F B por lo demostrado an
tes, se sigue que una curva convexa es menor 
también que cualquiera contorno rectilíneo con
vexo esterior, trazado de estremo á es tremo de 
aquella. 

I I . Visto que los valores lineales pueden ser 
espresados por números, también el cálculo ge
neral podrá ser aplicado á esta clase de estension; 
y mas adelante se demostrará que á todas las 
cantidades geométricas. Cuando se traducen las 
relaciones entre dichas cantidades á lenguaje del 
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cálculo, se áice aplicar el Algebra á la Geometría; 
y cuando se traducen las c-presiones algébricas 
á figuras en que las cantidades estén conforme á 
la relación escrita, se dice conslruir ésta. Fácil 
es inferir y en adelante habrá ocasiones de Obser
var que» si en el cálculo una cantidad fuese de
pendiente de algún número irracional, esto es 
de la razón entre dos líneas incomensurables en
tre sí, también la espresion de aquella será irra
cional. 

Mas en la Geometría se construyen asimismo 
cantidades sin que preceda espresion algébrica, 
como ha sucedido en la suma y resta que se aca
ban de hacer, y como generalmente se procede 
en casi toda la Geometría elemental. Se dice en» 
toncos hallar el resultado gráficamente ó por cons
trucción, ó según la Geometría descriptiva. Por 
este medio, aunque fuesen incomensurables los 
datos é irracional el resultado que dependiese de 
ellos, queda construida la figura; al paso que no 
es posible hallar su espresion cabal, ni tampoco 
hubiera sido el construir la figura exactamente 
por su espresion irracional. De suerte que, en 
las operaciones de Geometría descriptiva ó inde
pendientes del cálculo, se manejan las cantida
des incomensurables lo mismo que las comen-
surahles. 

En las construcciones se emplean dos instru
mentos necesarios, que son la regla y el compás; 
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aquella para trazar líneas rectas, y éste para to« 
mar en la recta indefinida una parte de valor 
determinado, es decir para trasportar á ella una 
estension trazada en otra, y que sea dato para la 
construcción geométrica que se vaya á ejecutar. 

L E C C I O N S E G U N D A » 

Rectas que se cortan» 

12. La recta GC que corta á la A D (fig. 5), 
puede hallarse relativamente a esta en diferentes 
posiciones, según las cuales varia el espacio com
prendido entre las dos que se llama ángulo. Se 
nombra éste con tres letras indicativas de puntos, 
uno peculiar de cada recta, y otro común que se 
anuncia siempre con la segunda de las tres letras 
escritas en lila, como A B C , C B D , A B G , G B D 
que son los nombres de los cuatro en que la cruz 
divide el espacio plano que circunda al punto de 
intersección i?. Se llama vértice del ángulo el 
punto B, y lados las líneas que forman el ángulo. 
Este se nombra también por la letra del vértice 
solamente, con tal que no haya lugar á confusión 
de lenguaje, y entonces se dice el ángulo £ ó el 
ángulo en B. 

Cuando los ángulos A B C y C B D que están á 
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un lado de la recta A D son desiguales, se dice 
que la recta i? C es oblicua respecto A D , é igual-
mente A D respecto de B C . El mayor ángulo 
A B C de los dos que una recta forma con otra por 
un lado de ésta c&obluso y el menor C B D agudo. 

Cuando B C forma con A D los ángulos A B C 
y C B D (flg. 6) iguales, se dice que la una es per
pendicular á la otra, y recios los dos ángulos 
iguales. Por ello se establece que el ángulo recto 
es mayor que el agudo, y menor que el obtuso, 
ó lo que es lo mismo, que haciendo girar á la 
recta B C sobre el punto B desde BD hasta B A , 
el ángulo recto es el paso del agudo á obtuso, Y 
puesto que el valor del ángulo determina la po
sición en que una recta se halla respecto de otra, 
diremos que son entre sí mas ó menos oblicuas 
estas según el ángulo que forman se diferencia 
mas ó menos del recto. 

15. Dados dos ángulos B A C , F A D (fig. 7) á 
fin de hallar otro cuya magnitud sea equivalente 
á la suma, se hace coincidir el vértice del uno 
sobre el del otro en disposición que el lado A C 
de aquel caiga sobre A F de éste, y el ángulo 
B A C fuera del ángulo F A D , formando asi ambos 
uno solo cuyo valor será 

B ' A D ^ A D + B A C . 

Si hubiese otro ángulo, sumando GAB se apli-
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caria en igual forma á continuación del resultado 
anterior, y tendriamos 

G'A D = F A D - \ - B A C - \ - G A B . 

Lo mismo se procede cuando haya mas suman-
dosj y si fueren iguales todos resultará un total 
múltiplo de cada uno de ellos. 

La resta de dos ángulos F A D y B A C se eje
cuta haciendo coincidir los yértices, y un lado 
A B del sustraendo sobre A F del minuendo, en 
disposición que los dos espacios angulares caigan 
hácía una misma parte. Si el minuendo es ma
yor se tendrá 

C ' A D ^ F A D — B A C 

cantidad positiva. Si los ángulos son iguales', A C 
caerá sobre A D y la diferencia será nula. Si el 
sustraendo es mayor, el lado A C caerá en A C " 
fuera del ángulo F A D ; y si en F A I ) — B A C 
se sustituye por B A C su equivalente suma 
F A D - \ - D A C " , resul tará—DAC" la diferencia, 
separada de la positiva con la recta A D, En don
de vemos que, si en una espresion de cálculo 
dada para construir hay ángulos positivos y ne
gativos, después de tomar una recta AD por ori
gen de ángulos han de construirse hacia parte di
ferente los de signos contrarios. 

Valuar un ángulo es hallar cuantas veces con
tiene á otro que se toma por unidad de medida. 
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Sea BA C (fig. 8) el ángulo que se ha de valuar, 
y F A C la unidad de medida: sobreponiendo ésta 
de modo que coincidan los vértices y los lados 
A C , resulta el ángulo 

F ' A C = F A C. 

Sobreponiendo en seguida el lado A C de la uni
dad sobre A F ' como para sumarla con F ' A C, 
se tendrá 

F ' ^ C ^ F A C ; 

y por este orden A F A C „ . . f . Si en la úl
tima superposición cae .AF sobre A B después 
de n repeliciones, será 

B A C = n X F A C , F A C = ¿ ^ L y 4 A ^ = n . 
n F A C 

Cuando no se verifica la coincidencia final, 
porque sobra ó falta un pequeño espacio angu
lar d, es 

B A C = n x F A C z i ^ d ; 

pero si no obstante hay un pequeño ángulo t que 
sea común medida de F A C y B A C , de modo 
que se verifiquen 

B A 6=11X1, F A C = k x t , 

la razón de los ángulos será 
B A C h , 
p — ~ numero fraccionario. 
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Ultimamente, si á pesar de repetidas indaga

ciones no se encuentra ángulo, por pequeño que 
sea, que mida exactamente á los ángulos B A C y 
F A C , son en este caso incomensurables entíe 

sí, y la razón ^ g • jamas podrá ser espresada 

exactamente en número entero ni fraccionario. 
.14. TEOREMA I.0 (fig. 9) S i una recta GB es 

perpendicular á otra A B, tiene la misma incli
nación por una y otra parte de A B , asi como ésta 
es perpendicular también á G D por ambas partes, 
resultando de su intersección cuatro ángulos igua
les rectos que componen todo el espacio plano que 
rodea al vórtice común G, 

Puesto que por construcción es la recta GD 
perpendicular k A Br resultarán como se ha dicho 
dos ángulos rectos A C G y G C B sohve la recta 
A B . Siendo pues recto el ángulo G C A , y C I ) 
prolongación de G C, también será recto el án
gulo A CD; y como se puede razonar lo mismo 
acerca de G C B y I i C D , & e debe concluir que 
los ángulos A C B y B C D iguales á los A CG y 
G C B son iguales entre sí. 

En esto se funda la última parte del teorema; 
pues Yisiblemente los cuatro ángulos que resul
tan de la intersección C de las perpendiculares, 
componen todo el espacio plano que hay al re
dedor de ella; y como estos son rectos la suma 
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de cuatro ángulos rectos hecha del modo que se 
sabe (15) ocupará dicho espacio. 

II.0 Haciendo pasar por un punto C cualquie
ra número de recias, la suma de todos los ángu
los que forman vale cuatro rectos, y la suma de 
los que formen por cada lado de una de ellas 
vale dos rectos. 

La primera parto de este teorema es conse
cuencia inmediata del que precede, puesto que 
visiblemenle la suma de todos los ángulos que 
resultan de la intersección de cualquiera número 
de rectas en el punto C, forma el total mismo de 
los cuatro ángulos que forman las dos perpendi
culares. Tan evidente es la segunda parte del 
teorema , pues la suma de todos los ángulos que 
resultan de la intersección de cualquiera número 
de rectas hácia un lado de una de ellas, forma el 
total mismo de los dos ángulos que resultan hácia 
el mismo lado de dicha recta cortada por una 
perpendicular; y según la definición del artículo 
(12) son rectos estos dos ángulos. 

Lo que falta ó sobra á un ángulo para recto 
se llama complemento, y lo que»le falta para dos 
rectos suplemento: asi, el ángulo F C B tendrá 
por complemento GCF y por suplemento A C F , 
Siendo R el valor del ángulo recto, las espresio
nes del complemento y del suplemento de un án-
guio V, serán R — V y 1R—V. Desde ahora se 
previene que en todo el tratado usaremos de la 
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letra i? para espresar el valor del ángulo recto; 

R R R 
de consiguiente^ R,^R, . . .mR, serán 

2 3 m 
valores numéricos de ángulos que se refieren al 
del recto. Para simplificar el lenguaje, se llaman 
comunmente de una misma naturaleza los ángu
los comparados cuando son todos agudos, ó to
dos obtusos, ó todos rectos, 

15. TEOREMA. LOS ángulos opuestos en el vér
tice son iguales. De los cuatro ángulos descritos 
por dos rectas (flg. %) GB y E F que se cruzan, 
Uámanse opuestos en el vértice los que tienen sus 
lados en prolongación, tales como G C F y E C D 
entre sí, é igualmente G^C E y F C I). Para des
cubrir la verdad importante enunciada acerca de 
los ángulos opuestos en el vértice tómense en 
consideración G C F y ECD, , y como por lo de
mostrado tenemos 

GCF+FCD=%R> y F C D + E C B = 1 R } 

viene por supresión de cantidades comunes, 

G C F = E C D . 

Del mismo modo se demostrará la igualdad de 
ángulos 

G C E = F C D . 

Según este principio, todos los ángulos que al 
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rededor del punto C se puedan formar hácia un 
lado de la recta G D, tienen sus correspondientes 
iguales hacia el otro lado de dicha recta: luego 
el valor de cada uno de todos los ángulos imagi
nables está entre cero y ^R. 

16. HEOKKMX. Los ángulos que tienen sus la
dos respectivamente perpendiculares son iguales,, 
siendo de una naturaleza, y s^lplemento uno de 
otro siendo de distinta. 

En los ángulos A Ci? y G CZ> (flg. 10) sean los 
lados respectivamente perpendiculares, de modo 
que se verifique 

A C G = R = B C D ; 

restando la parte ECÓ será 

A C B = G C D . 

Prolongando B C hasta cualquiera punto //después 
del vértice, también los ángulos A C H f G C D 
tienen sus lados perpendiculares, y por 

A C B + A C I I = % R , 

sustituyendo GCD por su igual A C B , será 

A C I I + G C B ^ I B . 
rfl>- hfib.fioBt el j;*in'íí?oífi6h bs ^bom • CMIÚÍÍI Soti 

17. TEOREMA. (íig. 11) Por un punto G que es
té fuera de la recta AB, ó por C que esté en ella, 
no puede pasar mas que una recta que sea per
pendicular á AB. 
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Suponiendo GC perpendicular bajada desde 

G á. A B ; si también lo fuese G B , seria recto el 
ángulo G B C ; y formando 

CBI)=GBC, 

ó sea la estampa de la figura G C B por bajo del 
lado CB común resultaría recto C B D . También 
prolongando GB hasta H seria recto C B H , á que 
se sigue el absurdo 

C B D = C B I L 

Luego, desde un punto G fuera de una recta, no 
se puede bajar á ella mas que una perpendicular. 

Si ademas de la perpendicular C G se pudiese 
levantar otra C L en el punto C de la recta .Ai?, 
resultarla 

G C A = L C A = B , 

lo cual es imposible. Luego, tampoco desde un 
punto C de una recta se puede levantar mas que 
una perpendicular á ella. 

18. TEOREMA, (fig. 11) S i dos rectas A M y GD 
se cortan, solo en caso de ser perpendiculares 
gozan la propiedad de que cada punto B de la 
una diste igualmente de otros dos G y D de la 
otra tomados á iguales distancias del punto C de 
concurso, y la de formar con las oblicuas iguales 
BG ?/ BD los ángulos en B iguales una perpendi
cular, y también los en G y D la otra. 
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Tomados en la perpendicular GD los puntos 

G y D equidistanlcs de C, y sobrepueslo el ángu
lo B C D á B C G sobre el lado común C B , el pun
to D coincidirá con G, resultando las igualdades 
de líneas y ángulos 

G B = D B , C G B ^ C D B , G B C — C B D . 

La primera ecuación significa que cualquiera pun
to B de la perpendicular C B dista igualmente de 
otros dos correspondientes, tomados de uno y 
otro lado del pie C equidistantes de él en la GD 
á quien es perpendicular. Solamente los puntos 
de la perpendicular tienen esta propiedad; pues 
otro punto L fuera de ella dá 

L G<L B+B G; y por B G^=B D, es L G<LD. 

La segunda y torcera ecuaciones maniílestan 
que los dos ángulos formados por dichas oblicuas 
iguales con cada perpendicular son iguales. 

19. TEOREMAS que se fundan en los principios 
demostrados en el artículo precedente (fig. 11). 

1.° Dos punios A y B o C y B tales que cada 
uno esté equidistante de otros dos G y D de la 
recta GD, determinan la recia AB perpendicular 
á GD en el punto G de esta. 

En atención á que solo pertenece á las per
pendiculares la propiedad de que cada punto de 
una diste igualmente de dos de la otra, tomados 
uno á un lado y otro á otro del punto de concur* 
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so equidistantes de él, y que para determinar la 
posición de una recta bastan dos puntos, debe
mos concluir que es cierta la proposición. 

II. 0 La mas corta dislancia desde un punto G 
á una recta AB es la perpendicular GC limitada 
por el punto y por la recta. 

Pues, por la hilacion 

GD=%GC<GB-\-BD=%GB, 

fundada en el articulo (10) será GC<,GB. 
Recíprocamente, si G C es la menor distancia 

desde el punto G¡ a l a recta AB, será perpendicu
lar. Porque, si no lo fuese y sí GB, para sa
tisfacer á lo demostrado se habría de verificar 
GB<GC contra el supuesto. 

III. 0 La oblicua GM mas desviada del pie C 
de la perpendicular es mayor que otra cualquie
ra GB mas próxima. 

Pues, por las relaciones conocidas 

G M + M D ^ Z GM>GB+BD=:%GB, 

será GM>GB. 

Recíprocamente, siendo GM>GB, ha de ser 
con precisión CM>CB; porque á no ser esto, cae
ría el punto M en M ' y resultaría el absurdo 
GM'>GB. 
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L E C C I O N T E R C E R A . 

Rectas paralelas. 

20. Las rectas descritas en un plano (fig. 12) 
que aun prolongadas indefinidamente no se cor
tan, se llaman paralelas. Si dos rectas A B v CD 
son cortadas por otra GII, á quien llamaremos 
secante, resultan en los puntos L y / de intersec
ción con la secante cuatro ángulos iníernos que 
son los que están entre las dos primeras, y cuatro 
estemos que están fuera de su intérvalo. Estos 
ochó ángulos toman de dos en dos diversos nom
bres. A L J y L J D , C J L y B L J son alternos in
ternos: A L I I y D J G como también B L I I j C J G 
son alternos estemos: se llaman correspondientes 
los que están á un lado de G i l , uno interno y 
otro esterno como IIJD y 11LB, é igualmente 
G L B y GJD; y lo mismo sucede en el otro lado 
áe GIL 

21. TEOREMA. S i dos rectas son perpendicula
res á otra, son paralelas entre sí. 

Porque siendo A B y CD perpendiculares á 
E F , si prolongadas aquellas concurren en un 
punto, desde él se* podrán dirigir dos perpendi
culares á E F , lo cual es imposible (17). 
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22. TEOREMA. Siendo los ángulos altemos in

fernos iguales, las rectas son paralelas. 
Si las rectas A B y están cortadas por la 

secante G i l en los puntos L y / , de modo que 
los ángulos A L G , HJD alternos internos sean 
iguales; dirigida desde el punto K medio de la 
secante J L la F E perpendicular á A B , tómese 
E P = E L , y habrá (10) las igualdades de líneas 

P K = K L = K J , 

como también (18) y (15) las de ángulos 

P K E = E K L = F K J y K P E = K L E = K J F . 

Sobrepuesto í1 á P K E debidamente, coin
cidirán K J sobre K P y K F sobro K E , y el punto 
/ en P; como por el supuesto es K J F = K P E , 
se ajustarán / F y P E , ó igualmente los puntos 
E y F , resultando E F perpendicular íx C D , j por 
el artículo (21) demostrado el paralelismo de las 
rectas A B y C D. 

25. TEOREMA. Siendo iguales los ángulos al
ternos estemos, las rectas son paralelas. 

Sean los ángulos alternos esteraos I ILB y 
C J G iguales; como cada uno de estos es igual á 
su opuesto en el vértice,, se sigue por el artículo 
precedente, que las rectas A B y CZ) son paralelas. 

24. TEOREMA. Verificándose la igualdad de 
los ángulos correspondientes, son paralelas las 
rectas.. 



Cuándo son iguales los ángulos correspondien
tes como H L B y H J D , por la misma razón de 
ser iguales los opuestos en el Tértice E J d y 
CJG, se deduce la igualdad de los alternos es
temos H L B = C J G, y de aqui el ser paralelas las 
rectas A B j CD según el teorema precedente. 

25. TEOREMA. Siendo los dos tmgulos internos 
hacia un lado de la secante G i l suplemento uno 
de otro, son paralelas las rectas. 

Supuesto B LG-{-nj !)='2R, será 

H J D ^ H L l l á causa de 11L B-\-BL G— í̂ fi; 

y de resultas paralelas las rectas A B y CD según 
el artículo precedente. 

De aquí se' deduce que por un punto L solo 
puede pasar una recta LB que sea paralela á otra 
dada CD; pues, por dicho punto L solo puede 
pasar una recta L B que forme con la secante J L 
el ángulo B L J suplemento de L J D . 

26. TEOREMAS recíprocos de los cinco demos
trados en los artículos precedentes. 

I.0 Si dos rectas k B y CD (fig. 15) son para
lelas, la perpendicular EF á una de ellas lo será 
también á la otra. 

En el concepto de ser E F perpendicular á 
A B ; si la paralela CZ) ó lo que es lo mismo su 
parte F B no es perpendicular á E F , séalo F M 
interior ÓFK esterior, por consiguiente E F M = R 



ó E F K = R * y de resultas (21) F M ó F K paralela 
á A B; lo cual es imposible (25): y asi la paralela 
CD goza solamente la propiedad de que sea 
E F D = R . 

11,° S i dos paralelas son cortadas por una 
secante, forman los ángulos alternos internos 
iguales. 

Sean (fig. IT} A B y CD paralelas, G H secante 
en J y L , E F otra que siendo perpendicular á las 
paralelas divida por medio á J L en y diríjase 
K P = K L : resultarán 

J K F = E K L = E K P , K J = K P , 

y por ello en la superposición coincidirán los án
gulos J K F y E K P como también los puntos J y 
P : no pudiéndose desde P dirigir mas que una 
perpendicular k E F , coincidirán J F y P E , re
sultando necesariamente 

K J F = K P E = K L E . 

Visto que son iguales K J F y K L E , se sigue que 
lo han de ser también los suplementos C J K 
y K L B . 

111,° S i dos paralelas están cortadas por 
una secante, serán iguales los ángulos alternos 
estemos. 

Pues, por las igualdades H L B = E L K y 
C J G ^ K J F según el artículo (15,) será por el 
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teorema precedente H L B = C J G , de consiguien^ 
te los suplementos A L H — G I D . 

IV. 0 S i dos paralelas están cortadas por una 
secante, serán iguales los ángulos correspon
dientes. 

Habiéndose demostrado la igualdad de los al
ternos estemos H L B = C J G , y la de los opuestos 
en el vértice C J G = K J F , se sigue la igualdad 
de los correspondientes 

H L B ^ K J F ^ 

y de aquí la de sus suplementos 

K L B ~ G J F . 

V. 0 Siendo cortadas por una secante dos pa* 
ralelas, los ángulos internos de cada lado son su
plemento uno de otro., 

Puesto que son iguales los ángulos correspon
dientes H L B j K J F , será 

B L K + K J F ^ R . 

11. TEOREMA. (íig. 14) Cuando dos rectas son 
paralelas á otra, son paralelas entre si. 

Supuestas A B y CD paralelas á E F , y siendo 
GH secante en G, K , H, se verificará entre las 
paralelas A B y E F la propiedad 

B G H + F H G = 1 R ; 
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y entre las paralelas CD y E F también 

D K H + F H G = 1 R : 

formando de estas dos igualdades una sola y su
primiendo cantidades comunes, viene á quedar 

B G H = I ) K H , 

demostración de ser A B y CD paralelas (24). 
28. TEOREMA. Son iguales ó suplementarios 

entre sí los ángulos que tengan sus lados respecti
vamente paralelos. 

Si los ángulos B A O y E D F (fig. 15] tienen 
sus lados respeclivamente paralelos, prolongando 
el lado E D hasta concurfir en / / con el del otro 
ángulo, resultan de las paralelas D F j H C cor
tadas por la secante E I I paralela k B A , las igual
dades de ángulos correspondientes 

E D F = E H C = B A C } 

como también las de sus suplementarios, y de 
los opuestos á sus vértices, que son todos los que 
puede haber de lados paralelos. 

29. Las paralelas están equidistantes en toda 
su estension ilimitada. 

Siendo paralelas A B y CD (fig. 16), diríjanse 
las secantes perpendiculares A C, E F , B D 
que ligan los puntos equidistantes A , E , B de 
A B con los C, F , D áe C D . Sobreponiendo abo-
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ra la figura A E F C á la B E F D en disposiciorr 
que A E caiga sobre B E desde el punto E común, 
coincidirán las rectas F C , F D (17), como tam
bién los puntos A, B, y los ángulos E A C , E B D * 
Ademas,, por ser BD \¡x menor distancia desde B-
á la recta F D y también A C desde A á F C , será 

B D = A C . 

Lo mismo podrá demostrarse respecto de otros 
dos puntos de cada paralela y de cuantos fueren 
imaginables eñ ellas. 

50. TEOREMA. I.0 Las partes de paralelas in-
terceptadas por otras paralelas son iguales. 

Siendo A C y B G paralelas (íig. 17), como 
también entre sí las secantes A B y CD, diríjanse 
á las primeras las perpendiculares A F j CG: so
brepuesto el ángulo B A F á D C G, por ser iguales 
estos (28), coincidirán sus lados; y también los 
puntos F y í? por ser A F = C G (29): no pudién
dose levantar en el punto común G mas perpen
diculares que una (17), caerá F B sobre GD, y 
el punto B en D por coincidencia respectiva de 
las dos líneas que concurren. Habiendo pues de
mostrado que se ajustan los estremos de las pa
ralelas A B y CD, resultan estas iguales. 

Ademas, tomando G D = G B ' se verifica (18) 

C D ' = C D = A B : 

de suerte que dos rectas paralelas pueden inter-
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ceptñr partes iguales de dos secantes no parale
las; mas téngase presente que CD y CD' tienen 
la misma inci ¡nación respecto de la secante per
pendicular C G, una á un lado y otra al otro de 
dicha perpendicular. 

II.0 Inversamente, suponiendo AB y CD igua
les y paralelas, las rectas AC í/ BD que ligan sus 
estremos son paralelas y de consigaienle iguales. 

Porque si A C no es paralela á BD, y si otra 
recta A M dirigida desde A que corlará con pre
cisión a D C en el punto M fuera de C, será por 
lo demostrado antes A B — M D ; y como se ha su
puesto A B=CD9 venimos al absurdo de ser MD y 
CD iguales. 

L E C C I O N IV. 

Rectas proporcionales. 

M 

51. Si —=m espresa la razón de dos líneas 

p 
My iV, como también -Q=m la de otras dos. . M P , 
sera la ly~- ¡ j la esPresion de cuatro lineas propor

cionales por cociente, siendo M, N , P, Q núme

ros que se refieren á la unidad lineal. 
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52. TEOREMA. Dividida una recia en partes 

iguales, las paralelas encaminadas desde los pun
tos de división á otra recta cuya posición es ar
bitraria, dividen también á esta en igual número 
de partes iguales entre si. 

Tomadas en la recta A H las partes A B , B D , 
D E , . . . iguales (fig. 18), y dirigidas desde los pun
tos A, B, D, E , . . . paralelas, dividirán á la secante 
a h arbitraria en otras tantas partes ab, bd, de... 
cuya relación se trata de hallar. Desde los pun
tos a, b, d, e,.... trácense paralelas á la recta A //, 
y estas cortarán á las primeras en los puntos 
p, p% p"..... Por construcción ha^ entre losángu-
los (2G, IV.0) .y (28) las igualdfdes 

pab=p' bd~p" de=....:: 

asimismo también 

apb—bp' d=dp" e= 

y entre sus lados (50) las igualdades 

ap~bp'z=dp"=..... 

Sobreponiendo el ángulo b p' d k su igual a p h, 
en disposición que coincidan los vértices p' y 
lados ap, bp' iguales, caerá el punto & en a, y 
por las igualdades respectivas de los ángulos 
caerán bd sobre aí> y p'd sobre resultando el 
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punto d enb j por ello ab=bd. Lo mismo se de
mostrarán las igualdades 

bd—de, de=ef....... 

El encadenamiento de igualdades 

abt=bd, de=ef=.... 

es la demostración que se pedia. 
53. TEOREMA, (flg. 18) Las rectas paralelas de 

un sistema dividen áJ dos secantes A H ?/ ah arbi
trariamente dirigidas en igual número departes, 
tales que las de una son proporcionales á sus cor
respondientes de la otra. 

Para la demostración del teorema necesita
mos primeramente suponer dividida A H en par
tes iguales á A B, y ah en igual número de par
tes iguales á ab, por medio de paralelas como en 
el artículo precedente. En este concepto^ siendo 
n el número de partes de cada recta, espresan 
sus todos las ecuaciones 

de donde 

A11=A B X n ; ah=abXn; 

_ a h _ 
A B ~ l i b ' 

Cuando no fuere A H múltipla de A B , pero s i W 
mensurables entre sí estas líneas, el número n 
es fraccionario; mas la ecuación precedente se 
verifica lo mismo. 
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En el caso de A # y A B incomensurables en

tre sí, figúrese H K último residuo tal que se ve-
A K ak 

rifique T B ^ ^ T 

ecuación que por las equivalencias 

A A'=A II—HK y ak=ah—hkf 

yiene á ser 
A H H K ah hk A B A B ah ah 

Haciendo las divisiones A B , B D . . . . cada vez 
mas pequeñas, puede conseguirse que la diferen
cia IIK decrezca cuanto se quiera, de que resul
tará lo mismo á hk: pero nunca llegarán á ser 
nulas por el supuesto de irracionalidad(Alg. elem. 
402. 5,°). Según esto es aplicable el principio 
de los límites (Alg. elem. 66.) por el cual hay 

, . A H ah n 
entre las constantes la relación -7-7- = — . De 

A B ah 

suerte que siempre se verifica el teorema esta
blecido para el caso de líneas comensurables. 

En otra forma (Alg. elem. 158.) la proporción 
hallada es A H : A B : :ah:ab, 
de que viene también 

A H—A B : A B : : o h—a b: ah; 

B H hh 
esto es -— 

Ai? ab 
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A < • A H ah Comparando esta ecuación con 
r A B ab 

A I I ah 
resulta 

Como por este método se halla también igualdad 
de razones entre otras cualesquiera partes corres
pondientes, debemos concluir que está demostra
da la proposición, 

54. TEOREMA. 1.° Cuando concurren las se
cantes de las paralelas, las distancias desde el 
punto de concurso á los de división son propor
cionales á las demás partes interceptadas por las 
paralelas. 

Si las rectas A H y ah concurren en el punto 
A (fig. 19), por el mismo sistema de paralelas 
Bb, H h , quedará A h dividida en partes pro
porcionales á las respectivas de AII , á causa de 
ser por lo demostrado en el artículo (30) las partes 

Ab=ab, A h = a h ; 

y sustituyendo en las proporciones del artículo 
precedente, resulta la demostración pedida 

A H _ A h AII A h 
A B ~ Ab '" I T f f - f c F ' B I I ~ " b h ' 

11.° Recíprocamente: so/i poraíeías ías rectas 
Bb i / H h (¡fiíe corlan en partes proporcionales á 
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dos secantes que terminan en un punto de concur
so ó en una recta. 

Pues si no fuese Hh paralela á Bb y sí otra 
recta Hg, resultaría 

ÁB _ Ab 
A H ~ A g 

y como por construcción tenemos 

A B A b 
A H A h ' 

Ab Ab 

se incurriría en el absurdo 

A h A g ' esto es A h = A g . 

55. TEOREMA. Las partes de paralelas inter
ceptadas entre dos rectas que concurren, son pro

porcionales á las distancias respectivas desde el 
punto de concurso de las rectas á los puntos en 
que las paralelas cortan á cada recta. 

Según el primer principio del artículo (34), 
dirigidas BB' paralela ó. A h (flg. 19), y bb' para
lela ¿L A H será respecto del vértice fí, 

A H H h 
A B ~ B ' h ' 

y respecto del vértice h asi mism© 

A h _ H h 
A b ~ Hb' ' ' 
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sustituyase por B'h y Hb' su equivalente Bb, j 
se tendrán las proporciones que se pidieron de
mostrar las cuales se refieren al ángulo H A h y 
á las paralelas Bb, H h , 

A H Hh A h H h 
A B B b . A b Bb 

Este principio se verifica igualmente tomando 
las distancias desde los puntos en que otra pa
ralela corte á los lados del ángulo, como A y a 
en la figura 18, en virtud de la conformidad que 
hay entre el principio del artículo (55) y el pri
mero del artículo (54). 

36. S i tres paralelas equidistantes consecuti
vamente son cortadas por dos secantes que con
curren, será la parte Ce interceptada en la pa
ralela del medio, igual á la semisuma de las par
tes Bh y D á interceptadas en las otras dos para
lelas. 

Entre las paralelas interceptadas por los la
dos del ángulo H A h divididos en partes iguales 
(fig. 20), hay la relación particular enunciada. En 
efecto, tomándose 

A C = I X A B , A D = Z X A B , 

por la proporcionalidad entre las paralelas y las dis
tancias desde sus estreñios al vértice A , resultará 

C c = ^ X B b , Dd='5Bb=Bb-{-Cc; 



multiplicando por 2 esta última ecuación y susti
tuyendo después Dd+ZBb por ^ D d , viene 

F b + D d 
Ce . 

De igual modo se demuestra que es "dM Cc+Ee 
2- • ' 

y en general lo mismo de una paralela y otras 
dos equidistantes de ella. 

Este resultado es conforme á la propiedad de 
la progresión aritmética (Alg. elem. 156.) que 
forman los valores de las paralelas consecutivas 
equidistantes entre sí, de la cual es diferencia el 
término primero mismo ó paralela próxima al 
vértice. 

57. TEOREMA. Todas las recías que concurren 
en un punto serán cortadas en partes proporcio
nales por dos rectas paralelas que las encuentren. 

3Iuchas rectas que concurren en un punto A 
(fig. 25), cortadas por dos paralelas B J , C K , en 
/?, D, G, J y C, F , H , K, dan (54) la seguida de 
razones iguales 

A C A F A F AI I 
A B A ü ' A D A G ' 

' , , A C A F A R 
de donde — == 

A B AD A G 
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58. PROBLEMAS de construcciones, que se re

suelven por lo demostrado en los artículos pre
cedentes, 

4,? Construir en cualquiera punto C dado 
(ílg. 21), una recta C F paralela á BD. 

Trácese una recta A C que pasando por C cor. 
te á l a JBD, y también otra A D que corte á las 
dos: tómense en A D y B D desde los puntos A y B 
en que cortan á A C las partes 

A G=A D, B B ' = B B , 

y la recta GB' indefinida será paralela Á A C 
(54 II.0). Si ahora se loma en 'GB desde el punto 
B ' en que corta á B D, la parle B ' C igual á B C , 
será la recta C'C y su prolongación C F paralela 
á B D según se pide (50.) Del mismo modo se pue
den construir cuantas rectas se quieran paralelas 
á B D en puntos dados de Ai? prolongada inde
finidamente, por ejemplo en E ; pues tomando 
desde B' en GB' la parte B 'E ' igual á B E , será 
E ' E la paralela que se pide. 

II.0 Dividir una recta dada A H (fig. 20) en 
cierto número de parles iguales. 

Trazando en. A otra recta A h arbitrariamente, 
y tomando en esta las partes A b , h c , c d , 
iguales, desde el estremo h de la última encamí
nese al estremo / / la recta UH; y dirigidas las pa
ralelas hB, cC , las intersecciones B, C, 
son los puntos de división (54). 
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Supongamos que se haya de dividir A H en 

cinco partes; tomando cinco iguales de cualquie
ra magnitud en A h desde A , y construida en la 
quinta división h la recta h H , las paralelas á ésta 
levantadas en los puntos e, d, c, b cortarán á la 
propuesta A H en cinco partes iguales. 

III. 0 Hallar geométricamente una cuarta pro
porcional á tres rectas dadas M, N, P. (flg. 2*) 

Formando un ángulo cualquiera F A C , sobre 
uno de sus lados se toman A B — M , A C=^N, y so
bre el otro A Z)=P; dirigida Z? i) y la paralela C F , 
será A F cuarta proporcional, pues resulta (54) 

A B _ A D 
' A C ~ ' A F " 

También se puede construir por la fórmula 

A B B ü 
'J~Q'=~QY según el articulo (55): en cuyo caso 

se toman en la recta A C las partes A B j A C 
dadas; y levantándolas paralelas B D y C F , se 
toma en una de ellas la tercera línea dada como 
B D . Dirigida A D , cortará á la otra paralela en 
el punto JP, resultando F C cuarta proporcional 
á las tres rectas dadas. 

IV. " Dividir una recta A H (íig. 22), de valor 
fijo, en partes proporcionales á las Mm, mn, . . . . 
de otra dada M N . 

En uno de los eslremos A ie A H forme-
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se ángulo con otra recta arbitraria A /t, y tomen 
se en esta con el compás las partes A h=Mm 
hc=mn ; trazando después la recta h l í des 
de la última división h al estremo H , y por úl 
timo paralelas á ella desde los puntos h, c 
resultan (34) 

A B B C B C CD 
Ab be ' be cd 

A B B C CD 

esto es 

Ab cb cd 

que, sustituyendo por A b , be, sus iguales, 
vienen á ser 

A B B C CD 
Mm mn no 

V.0 Construir escalas geométricas de rectas 
comensur obles. 

En las prácticas de Geometría se hace grande 
uso de la construcción de líneas proporcionales, 
formando por los principios demostrados escalas 
de medidas, á manera que con los números se 
forman en Aritmética progresiones arregladas á 
la escala que se quiera. 

Para ello se traza un ángulo B A C (lig. 24) 
de lados indefinidos; se divide la ostensión arbi
traria A B en el número de partes iguales que 
se quiera, y las paralelas be, b'ef, b"e", in
terceptadas son dobles, triples, etc., de be (55): 
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de modo que si hay n divisiones en A B, la últi
ma paralela es 

B C = n X b c . 

Tomadas en la prolongación de B C las partes 
C D , D E , E F iguales á B C , resultan medi
das dobles, triples, etc. de BC—nXbe, como 

B D ^ n X b c , B E = Z n X b c 

1 -2 
Siendo B C = \ , resulta 6c=—, 6'c'=—. 

n i i 

tt 
hasta B C = — = i ; y después B D ^ t , 

En la escala decimal ó de lineas proporciona
les según el sistema actual de numeración, es 
y/,—10. Prolongadas be, b'c', b"c" y tra
zando desde los puntos D, E , F . . . paralelas á 
C A , resultan intersecciones propias para tomar 
con una sola abertura de compás cualquiera nú
mero de unidades y décimas. Para tomar por 
ejemplo 18,7 se fijan las puntas del compás en t 
y en b"'; asi mismo para tomar 9,5, se fijan las 
puntas del compás en los puntos t' y b'": etc. 

La escala duodecimal ó de pies, pulgadas y 
líneas, se construye dividiendo A B' en doce par
tes iguales: si la paralela 6 c es una línea^ será 
B C una pulgada; y si es be pulgada, será F (7 
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el pie relativo á la pulgada. Construidas las para
lelas como en la escala decimal, se podrán tomar 
con una abertura de compás las dimensiones que 
se quieran. 

LECCION aUINTA. 

De la l í n e a eireular y sus relaciones 
eon el á n g u l o . 

59. La única línea curva cuyas propiedades 
examinamos en estos elementos es el circulo, co
mo A H F D G (íig. 25): y tiene la cualidad esencial 
de que todos sus puntos distan igualmente de uno 
C, llamado cenlro, y que se baila dentro del es
pacio cerrado por la linea. La distancia constan
te A C = r es radio: la curva completa es circun
ferencia; una parte cualquiera A H es arco; una 
recta cualquiera como H D de estremo á estremo 
de un arco H F D se llama cuerda; la que pasa 
por el centro como A D es diámetro. 

La cuerda divide á la circunferencia en dos 
arcos, y al espacio plano cerrado por la circun
ferencia, en dos partes llamadas segmentos cir
culares. 

Dos rádios como CA y C H que forman án
gulo, cortan la porción A C H del espacio circular 
llamada sector. 

Ademas del radio, diámetro, arco y cuerda, 
7 
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liay en el círculo otras dos líneas de mucha im
portancia. Es tangente la recta #G (fig. 32] que 
tiene un punto i) solo común con la circunferen
cia, y secante, la recta H N que, cortando á la 
circunferencia en dos puntos como la cuerda 
(íig. 57), aun sigue fuera del espacio circular. 
Asimismo se dice que son tangentes mutuamente 
dos círculos cuyas circunferencias tienen solo un 
punto común i? (íig. 58), y secantes cuando se 
cortan las circunferencias entre sí. 

40. TEOREMA 1.° La circunferencia del círculo 
no puede ser cortada por una recia HD (íig. 25) 
en mas puntos que dos. 

Pues en caso de haber tres ó mas de inter
sección, dirigiendo á ellos radios, sucedería el 
absurdo (18) de poderse encaminar tres ó mas 
oblicuas iguales desde (7 á la recta H D . 

11° E l diámetro es la mayor cuerda, y equi
vale á dos radios. 

Porque siendo A D diámetro, H C j C D radios 
y ligando los eslremos / / y D de estos con la cuer
da H D ; siempre se verifican las relaciones (5) 

H C + C D = A D > H D . 

III.0 E l diámetro divide á la circunferencia en 
dos arcos idénticos y al circuló en dos segmentos 
idénticos también. • 

En efecto, puesto el arco A F D , á quien sub
iendo el diámetro sobre el restante A J D en dis-
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posición que sean comunes los puntos A , C, D, 
coincidirán los dos;arcos desde un estremo á otro 
por distar en toda su ostensión igualmente del 
centro, y también los segmentos en su totalidad. 

41. TEOREMA. I.0 En un mismo circulo ó en 
circuios de iguales rádios, á iguales arcos cor
responden iguales cuerdas é idénticos segmentos 
y sectores. 

Si el arco A G es igual á G J (fig. 25) del mis
mo círculo, sobreponiendo el primero al segundo 
de modo que sea común el punto G y centro Ct 
coincidirán los puntos A y / ; y como no se puede 
dirigir desde G k J mas que una recta, se ajusta
rán las cuerdas A G y GJ . Al mismo tiempo se 
ajustarán los segmentos A G y GJ por coincidir 
las líneas que los forman, y también los sectores 
A G G y G G / por igual razón. 

Cada una de las cuerdas A G y GJ subtende 
ademas otro arco; y estos nuevos arcos iguales 
entre sí por residuos de la circunferencia, coin
cidirán también en la superposición siendo del 

. mismo modo. Suponiéndolos pues en tal estado, 
y aplicando el razonamiento mismo del otro caso, 
se hallará que aun siendo mayores que la semi
circunferencia los arcos iguales, subtenden cuer
das iguales. 

11.° Recíprocamente: á cuerdas iguales cor
responden arcos iguales, ambos menores ó ambos 
mayores que la semicircunferencia ó iguales á 
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ella, con tal que se refieran aquellas á un mis. 
mo circulo ó á circuios de iguales radios. 

Suponiendo iguales las cuerdas A G, G J , y 
sobrepuestas con sus arcos de modo que sea co
mún el estremo G y centro C, coincidirán A j J : 
y debiendo satisfacer los arcos A G , G J á la de. 
finicion de la curva, se ajustarán en toda su os
tensión. Mas, la cuerda A G subtende el arco A G 
y también al restante A F D G de la circunferen
cia: igualmente la cuerda G J pertenece al arco 
G J y también al restante de la circunferencia; la 
demostración misma hace conocer, que al sobre
ponerse las cuerdas A G y G J se ajustarán tam
bién los arcos restantes de la circunferencia. Y la 
misma correspondencia tienen las cuerdas con 
los segmentos y con los sectores. 

Ajustándose pues los dos arcos de una cuer
da con los respectivos de otra igual, referidos á 
un mismo radio, se deduce que son idénticos los 
circuios de iguales radios. 
. 42. TEOREMA. I.0 A menor arco corresponde 
menor cuerda, comparando entre si arcos que no 
sean mayores que la semicircunferencia. 

Siendo A I I F D (flg. 25) una semicircunferen
cia: H F D una parte de ella, y F D otra parte 
menor, tírense desde el estremo D común de los 
arcos, las cuerdas A D , 11D, F D correspondien
tes, y márquense los radios C H , y C F que cor
tará en jfií á la cuerda IID. Por ser 
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C H < C K + K H , es C H — C K = K F < K f f ; 

pero D F < D K - \ - K F , luego con mas razón 

BF<J)1I<DA. 

II.0 Recíprocamente á menor cuerda corres
ponde menor arco, no siendo los arcos mayores 
que la semicircunferencia. 

Sobreponiendo los arcos .DF y D H , el prime
ro de la cuerda menor D F y el segundo de la 
mayor D H , en disposición que sea común el 
punto D y centro C; si el arco D F fuese mayor 
que DI1, resultaria según el teorema 1.° la cuer
da mayor que la DI1; lo cual es contrario 
al dato. Tampoco puede ser (41) 

arco2)F=arc.D//: luego aYC.DF<nrc .DH. 

A pesar de los teoremas precedentes, hay que 
librarse de creer que los arcos están siempre en 
razón de las cuerdas. Para el convencimiento de 
que no hay proporción basta el observar que, 
siendo los arcos A G ~ G J , se verilica 

cuerdas. A G - f G / ^ J , ó bien 

A Í J > — a l paso que are. AG=arc .—r- . 

43. La sumacion y resta de arcos, é igualmen
te las demás comparaciones, se deben hacer en 
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el supuesto de pertenecer a un,círculo mismo ó 
círculos de igual radio. Debiendo sumar losar-
eos D H y B A (fig. 26), se ajustan los centros 
C, c y los estremos B y H áe manera que el ar
co HD sea continuación de A B; de que resultará 

A B + H D = A D ' . 

Si hubiese.mas arcos que sumar, se disponen 
igualmente á continuación del arco A D'. 

Para la resta, se ajusta el estremo íTdel uno 
al estremo A del otro y;los centros al sobreponer 
un arco al otro: si el restando A B es mayor, 
se hallará 

B D " — A B — H D : 

si son iguales, el punto D coincidirá con 5 y sera 

A B — H D = 0 : 

si H B y A B , el estremo i) caerá fuera del punto 
B como en D'", y será 

A B — H D — A B — [ A B-\-B D"']=—B D'" . 

Por lo cual, tomando el punto B por origen de los 
arcos, han de construirse los negativos hacia par
te opuesta de los positivos en la misma circun
ferencia. 

Por la correspondencia de igualdad entre 
cuerdas y arcos (41), se hacen mas cómodamente 
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las sumas y restas de arcos, construyendo el cír
culo y ajustando los estremos de las cuerdas res
pectivas á la circunferencia con la propiedad que 
exige cada operación de estas. Así liaremos en lo 
sucesivo dichas operaciones y la siguiente de va
luar los arcos. 

Se mide un arco A B (flg. 27) tomando en él 
consecutivamente la cuerda/t/í del arco que se 
toma por unidad cuantas veces quepa. Se ajusta 
primeramente el estremo k con B, y h con el 
punto h' del arco que se lia de medir: desde h' 
se repite sucesivamente la operación : y si en la 
última coincide h con A después de n puntos mar
cados, el arco A B será n veces mayor que el ar
co hk, lo que se espresa en A B = n X h k = n , su
primiendo la unidad; y la razón 

A B 
hk = n es número entero. 

Si hechas n mediciones parciales, no cae h en 
A , pero tienen medida común m los dos arcos como 

AB=py .m, hk=qXm, resulta la razón 

1-1-=^- número fraccionario. n fe q 

Pero, si los arcos comparados fuesen tales que 
la razón entre ellos no pueda ser espresada en 
número entero ni fraccionario por pequeño que 
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se imagine, serán incomensurables entre sí. 

44. TEOREMA. Los ángulos cuyo vértice se ha
lla en el centro de un circulo, están en razón de 
los arcos que interceptan sus lados en la circun
ferencia. 

Dirigidos radios al centro desde los puntos 
h \ h", h '" , . . . de la circunferencia (fig. T¡), mar
cados por la superposición consecutiva de la uni
dad lineal hk; resultan tantos ángulos iguales á 
hck, como veces ha cabido el arco de este en 
A B : y siendo n el número exacto de medidas, el 
mismo será de unidades angulares contenidas en 
A C B , Las razones 

A B A C B • A C B A B 
=11, ——r-—n> dan hk ' hck ' hck hk 

Si el arco de medida está con A B en la ra

zón fraccionaria =—, será también 

hk q 

A C B p A C B A B 
. . — —, y por tanto -———= ~r . 
hck q ^ 1 hck hk 

No siendo comensurables entre sí los arcos 
A B y hk, supongamos que dividido este en par
tes iguales y trasladadas al arco A B, falte ó so
bre el pequeño A D para la común medida. Por 
ser B D y hk comensurables^ tenemos 
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hck ~ hk 

que sustituyendo equivale á 

hck — hck ~ hk hk 

Siendo arbitros de aumentar el número de divi
siones en el arco hk hasta el infinito, también 
se podrá disminuir la diferencia A /) y con ella 
A V D indefinidamente, sin llegar jamás á la nu
lidad; por tanto, es aplicable el principio de los 

límites (Alg. elem. 66) —-r-r-'- con lo 
hck hk 

cual está demostrada la proposición en toda la 
generalidad. 

45. TEOREMA. I.0 Dos diámetros cortan á la 
circunferencia en cuatro arcos de dos en dos igua
les; y si los diámetros fueren perpendiculares, 
serán iguales los cuatro arcos. 

Puesto que son los ángulos proporcionales á 
los arcos que interceptan en la circunferencia cu
yo centro sea vértice común de aquellos, y que 
son iguales los ángulos opuestos en el vértice, se 
infiere que el arco interceptado por dos diámetros' 
hácia una parle es igual al interceptado hácia la 
opuesta y comeen caso de ser perpendiculares los 
diámetros resultan iguales los cuatro ángulos, tam-

t 
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Bien lo serán los cuatro arcos, que en este caso 
se llaman cuadrantes. 

11.° E l arco puede ser considerado como cabal 
medida del ángulo. 

: , 2 j A C B A B 
Si en la ecuación hallada " ^ ¿ j f ~ ^ f f 

(fig. TI), se suprimen /t/c y hck como unidades 
respectivas de arcos y ángulos, viene A C B — A B , 
espresion abreviada del mismo concepto y que 
dice ser el arco medida del ángulo; esto es,, que 
tienen igual numero de unidades de su especie 
uno y otro, salvándose de este modo el escollo 
en que se incurriria creyendo ser comparación 
entre cantidades de especie diferente. Por esto 
valuar un ángulo es lo mismo que valuar su arco; 
y así también el sumar ó íe'étar ángulos, lo mis
mo que hacer tales operaciones con los arcos cor
respondientes. Aunque todo ángulo es menor que 
dos rectos, la suma de dos ó mas puede ascen
der á mayor cantidad, y el lenguaje que resulta 
de valuar el ángulo por el arco es acomodado 
para espresar valores angulares por grandes que 
sean. 

* IIL0 En la magnitud de un ángulo no influye 
el ser sus lados mas ó menos largos, sino el que 
intercepten parte mayor ó menor de una circun
ferencia misma, sea cualquiera su radio. 
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B C D B D F G 
Las equivalencias B c J = J l = F H 

(fig. 28), que simultáneamente existen (44), sien
do los arcos B B A y F G H referentes al mismo 
centro C, pero descritos con radios desiguales, 
demuestran la verdad enunciada en la propo
sición. 

IV.0 Los arcos concéntricos interceptados por 
un ángulo de vértice en el centro, están en la 
razón de las circunferencias á que pertenecen. 

n i • ' L L , B B B A De la ecuación anterior procede -—— = -=7^, 

m 
sean cualesquiera los ángulos: conque, supuesto 
recto B C A , serán B A y F H cuadrantes; y mul
tiplicando por cuatro numerador y denominador, 

viene = ^ ~ ~ . Se llaman semejantes los 
F G A x F H l 

arcos B B y F G interceptados por un ángulo en 
círculos de radios diferentes, cuyo centro C co
mún es vértice del ángulo. 

Como puede ser medida del ángulo B C B e l 
arco de cualquiera circunferencia interceptado 
por él, es evidente que para valuar ángulos hay 
que dividir todas las circunferencias imaginables 
en igual número de partes relativas á la ostensión 
de cada una. Por esto se divide la circunferen-
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da en 560 ó en 400 partes llamadas grados, y 
cada grado en partes menores: de suerte que el 
valor gradual ó angular de dos arcos semejaij-
tes es el mismo, á pesar de que el esterior es 
mas largo. 

V.0 Los ángulos de los sectores no son propor
cionales á las cuerdas de los arcos correspon
dientes. 

Porque no siguen los arcos de un círculo la 
razón de sus cuerdas (42). 

46. PROBLEMAS. Enterados de que el arco 
circular mide al ángulo, y éste la inclinación de 
una línea recta con referencia á otra fija, se pro
ponen los problemas siguientes con objeto de 
ensayarse en algunas construcciones fundamen
tales. 

I. 0 Dado el ángulo DAE (fig. 20) construir 
otro igual. 

Tóinése en el ángulo dado el radio arbitrario 
A C ; y desde A con el compás, fija una punta en 
A, descríbase el arco circular C B . Hecha esta 
preparación y dirigida con la regla una recta 
H N , tómese sobre ella con el compás el radio 
H F = A C y construyase desde H el arco F K : por 
último, tomando con el compás desde F la cuer
da F G = C B y tirando desde / í á G la recta H G , 
ésta completará el ángulo F H G igual á D A E 
(41) y (44). 

II. ° Bajar una perpendicular á la recta AB 
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desde un punto C (fig. 50), que está fuera de ella: 
y desde el punto F de dicha recia levantar una 
perpendicular. 

Para lo primero, desde C con radio mayor 
que la perpendicular C F márquense los puntos 
D Y E , en que el arco circular descrito corte á 
la recta: desde estos puntos, con el mismo ó 

cualquiera radio mayor que w=«, descríbanse 

arcos que se cortarán en / / ; y la recta / / C será 
perpendicular á A B (19, I.0). 

Para lo segundo se toman con el compás, des
de el punto F de la recta en que se ha de levan
tar perpendicular, los puntos D y E equidistan
tes de F : desde estos puntos, con radio arbitra
rio mayor que — ~ , descríbanse arcos circulares 

que se cortarán en H ; y la recta H F será per
pendicular á Ai? (19, %.% 

111.° Dividir la recta A B (fig. 20) en dos par
tes iguales. 

Desde los estreñios A y #, con radio mayor 

A B 
que — , descríbanse hacia los dos lados de la 

recta arcos que se cortarán en C y G: la recta 
C G dividirá en el punto F á la dada en las par
tes A F y F B iguales: pues, á causa de A G ~ G B t 
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y CA=CBJslerói C 5 perpendicular íx A B, por 
consiguiente 

A F = F B (18). 

IV.0 Dada la recta AB (fig. 31), constmiir una 
paralela que pase por H. 

Trazada la secante / / G áe posición arbitra
ria, descríbase desde el punto de intersección K 
al arco GL con cualquiera radio K G , y con el 
mismo radio desde H el arco MN; tomada la 
cuerda GL y trasladada á M N , diríjase la recta 
H N que será paralela á A B (M). Lo mismo se 
resuelve el problema valiéndose de cualquiera 
otro sistema de ángulos (lecc. 111). 

Bien se deja conocer que este modo de cons
truir en punto dado la paralelad una recta, es 
mas breve y espedito que el de la práctica 1.a del 
artículo (38). 

LECCION SESTA. 

Perpendiculares y paralelas en el e í r -
eulo. 

47. TEOREMA. I.0 E l radio perpendicular á 
una cuerda divide á esta y al arco en dos partes 
iguales; y la recta que divida en dos partes igua
les al arco y juntamente á la cuerda, pasa por el 
centro y es perpendicular á la cuerda. 
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Siendo en el primer caso por suposición el 

radio CO perpendicular á la cuerda N M (íig. 52), 
y por naturaleza los radios CiV y CM iguales, es-
tan los estremos iV y de la cuerda N M equidis
tantes del punto P en que la perpendicular C O 
la corta {18): y asi tenemos 

N P = P M , cuerda 0 üí—cuerda OiV 

y por ello arco 0 J Í=arco 0iV (41). 

En el segundo caso de la proposición, sabe
mos que la recta OP pasa por los medios O y P 
del arco y de la cuerda: y como dos puntos de
terminan la posición de una recta, coincidirá OP 
con la que según se acaba de demostrar pasa por 
dichos dos puntos, con la propiedad de ser radio 
y perpendicular á la cuerda, 

II.0 E l radio que divide á la cuerda en dos 
partes iguales, es perpendicular á ella y divide 
al arco en dos partes iguales; y el radio que di
vide en dos partes iguales al arco, es perpendi
cular á la cuerda y la divide en dos partes iguales. 

En el primer caso tenemos los datos C N — C M , 
N P = P M ; luego, el rado C 0 que tiene los puntos 
C y P de este modo (19, 1.°), es perpendicular á 
la cuerda NMr y de consiguiente (18) sercán las 
cuerdas N O = O M , y (41) los arcos NO—OM. 

En el segundo caso los datos son, CN=zCM, 
arcos N 0 = 0 M , de consiguiente cuerdas N 0 = 0 M : 
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hiego, el radio C 0 que tiene los puntos C y 0 en 
esta disposición es perpendicular á la cuerda N M 
19, I.0), con la propiedad inherente N P ~ P M que 

le corresponde según el teorema 1.° del artículo. 
111.° La recta pardendicular á la cuerda y 

que la divida en dos partes iguales, pasa por el 
centro y por medio del arco; y la recta que 
siendo perpendicular á la cuerda divide al arco 
en dos partes iguales, pasa por el centro y por 
medio de la cuerda. 
• En el primer caso los datos son iVP—Pilf, y 
ser 0 P perpendicular á N M á lo que es inheren
te la propiedad de contener todos los puntos 
equidistantes de los estremos iV y # de la cuer
da: y como dentro del círculo se halla también 
el centro C equistante áe N y M, precisamente 
será C punto de la perpendicular OP; y ademas, 
al punto 0 en que corta el arco pertenece (18) 
cuerda iVO—cuerda OM, y de resultas arco 
iVO=:arco OM. 

En el segundo caso tenemos "por dato la igual
dad de arcos N 0 = 0 M , á que es inherente la 
igualdad de cuerdas NO=OM; y ademas también 
es dada la condición de ser OP perpendicular á 
la cuerda N M : y como desde 0 no se puede en
caminar á esta mas que una perpendicular, coin
cidirá precisamente con la que divide á iVM en 
tíos partes iguales y que pasa por el centro, se-
jíun el teorema 1.° 
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Por lo demostrado en este arlículo vemos que, 

cortando lo recta CP á una cuerda, si se verifi
can dos de las cuatro condiciones, pnsnr por el 
centro, por medio de la cuerda, por medio del 
arco, y ser perpendicular á la cuerda, se verifi
carán también las otras dos. 

48. TEOREMA. 1.° En un circulo dos cuerdas 
iguales están equidistanles del centro. 

A las cuerdas A D , DB (íig. 53) iguales en un 
círculo diríjanse desde el centro C las perpendi
culares 67/, C L, que concurrirán con las cuer
das en sus puntos medios / / , 'L; y ligúense al 
centro con radios los estremos A , D, B áe las 
cuerdas. Sobreponiendo una cuerda á otra de 
modo que se ajusten sus estremos, se confundirá 
el punto H con L por ser los medios de las cuer
das ajustadas: y como solo se puede levantar en 
el punto común una perpendicular, cao.rá C H 
sobre CL, y por las igualdades de oblicuas 
CA = CB=CD será CL^CH (19, HI.0). 

II.0 Recíprocamente: en un circulo dos cuer
das equidislantes del centro son iguales. 

Supóngase la igualdad de distancias al centro 
C II=CL, ambas por su naturaleza perpendicula
res á las cuerdas respectivas A D y DB: sobrepo
niendo CL a C / / de modo que coincidan los pun
tos H Y L, siendo común C, también coincidirán 
las cuerdas, porque en el punto H solo puede le-
iiantarse una perpendicular. Ademas, por ser 
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C A — C B — C D rodios dirigidos á los estreñios 
A, B, D de cuerdas sobrepuestas, desde C 
p,(!! o de la pe i-ondicular común á ellas, nece
sariamente han de eoincidir dichos radios de ca
da lado de las [ :r;5endieu'ares ajustadas (18), y 
de consigui inie suá respectivo < puntos de concur
so con las cuerdas-, que son los estreñios de estas. 

49. TEOREMA, i,0 De dos cuerdas desig.mles en 
mi circulo la mex-yr dista mas del centro. 

Sea la cuerda A D mayor que B B (íig 54); di
rigidas las perpen diculares respectivas á ellas C H , 
CLy y soi repueslas una á otra de modo que se 
ajuste ei punto X eon fJ, los estremos de la cuer-
dii •• .ícnur /) li caerán- enD' j B! equidistantes de 
H ; y los radios C B , €D dirigidos á dichos estre
mos- eoneurnrán- en el punto K. de la perpendi-
cu'ar couitm H € , mas dislante de la cuerda A B 
que el centro C, por ser D'Q menor que el radio, 
y con mas razoa merioies aun todas las oblicuas 
entre D'C y C#( i9 , 

II.0 Reci;.rocanií!nte: de 'dos cuerdas en un 
circulo la miis dinUmíe del contra es la menor. 

Es?crido BD mas distante del centro C que 
A D, si se (Ur¡i»;en. Im perpendiculares CLyCfí , 
y se sobreponen de modo que. coincidan los pun
tos L y //, el xéi'ü • del ángulo i? caerá en 
K m?.-. .!isl;,:,íe que el con'.ro;, y por ser igua
les Irs oLl c-sas, los erremos de la cuerda B D 
mas distanto del ceaíro caeim en B' y D', entre 
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el pie eomun de las perpendiculpres y los estre-
mos de la cuerda mas cercana al cenlro, pues 
A A' es mayor que A C , y solo puede ser igual á 
A C una oblicua D'K entre A K y H K (1 %, lü.0). 

50. PROBLEMAS cuya solución pende de los 
principios demostrados. 

I. 0 Dividir un arco fíM (íig. 55), ó ángulo 
NCM c« dos partes iguales. 

Levantando en P medio de la cuerda un per» 
pendicular P C, ó lo que es lo mismo diri riendo 
(46, 111.°) desde el vértiGe C de! ángulo al medio 
P de la cuerda la recta C P , prolongándola divide 
al arco en dos iguales y por consiguieniO al án
gulo (47), Dividiendo así mismo cada mitad re
sulta el ángulo dividido en 2x2 parles. Dividien
do cada cuarto en dos, se tiene el ángulo total 
dividido en 2x2xl2=2s partes. De suerte que re
pitiendo la bisección cuantas veces se quiera, sa 
descompone sucesivamente el arco y el ángulo en 
2, en 2*, en 2S y generalmente en partes 
iguales, siendo m el número de veces que se re-
pite la bisección. 

II. 0 Trazar una circunferencia que paso por 
dos puntos dados N y M. (ilg. 35). 

Dividiendo la recta N M en dos partes igunles 
y levantando en su medio P una perpeniieular 
P C , se traza desde cualquiera punto C de ella 
con el radio CN=CE1 un circulo (IB), c! cual 
satisface al problema. Camoson inUnitoá IOÍ púa-
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tos de dicha perpendicular, será también infinito 
el número de circunferencias que podrán pasar 
por dos punios dados N r/ M. 

Si fuere dado también el punto C de la per
pendicular, está determinado entonces el radio 
C N = C M : y no hay mas que una circunferencia 
á quien pertenezcan dos puntos y el centro dados. 

III. ° Hallar el centro do un arco AB (íig. 34) 
propuesto. 

Divídase el arco do la cuestión en dos partes 
iguales ó desiguales A / ) , DB; y levantando-per
pendiculares desdo los puntos H y L , medios de 
sus cuerdas, en ambas perpendiculares está el 
centro del circulo (47, 111.°): y como por cons
trucción concurrirán en el punto C que dista 
igualmente de A , Z), 5, sin que haya otro que 
tenga esta propiedad (18), será C el centro del 
círculo á que pertenece el arco A B. 

IV. 0 Dados tres puntos A, B, D, (fig. 34) que 
no estén en linea recta, construir una circunfe
rencia que pase por todos ellos. 

Dirigidas Ips rectas A D , D B , en los puntos 
íT y L de sus medios levántense las perpendicu
lares H C y L C ; y el punto C en que concurren 
dista igualmente de los dados A , D, B, (18): lue
go, la circunferencia descrita con el radio C A, pa
sará por los tres puntos A, D, B. Como ningún otro 
punto del círculo ó fuera de él tiene esta propiedad 
de C, se sigue que por tres punios dados que no estén 
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en linea recta puede pasar una circunferencia 
sola; y que las circunferencias á que simultánea
mente correspondan tres puntos, tendrán un mis
mo centro y radio, por lo cual han de coincidir 
en toda su estension. 

51. TEOREMA. Los arcos de una circunferencia 
inter cep lados por dos cuerdas para lelas son igua les. 

Dirigidas las cuerdas paralelas A B, D E (figu
ra 56) y el diámetro G F perpendicular á ellas, 
serán los arcos D F = F E , AG-=GB (47); por 
otra parte (40, III.0) 

G A + A D+D F = F E + E B-\-B G; 

de donde A D — B E , suprimiendo partes iguales. 
52. TEOREMA. I.0 E l radio dirigido al punto de 

contacto es perpendicular á la tangente. 
No teniendo la tangente // G (íig. 52) mas pun

to común que el de contacto D con la circuníer 
reneia, y hallándose fuera de ésta todos los de-
mas de aquella, se sigue que la recta D C es la 
mas corta de cuantas pueden dirigirse desde el 
centro C á la tangente; propiedad que solo per
tenece á la perpendicular (19, 11.°). 

II.0 Recíprocamente: la perpendicular al ra
dio en su estremo D es tangente del circulo. 

Siendo H G perpendicular al radio C.D en su 
estremo D, cuantas oblicuas puedan dirigirse á 
ella desde C serán mayores que el rádio(19, II.0); 
esto es, todos los puntos de la perpendicular H G 
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caen fuera í í e la circunferfincta, y solo D en ella. 

"55. TEORBMA. En e l c í r c u l o s a n i g u a l e s l o s 

oíros c o m p r e n - M l o s e n t r e el p u n i ó de c o n t a c t o y 
l o s e s t r o m o s de l a c u e r d a p a r a l e l a á la t a n g e n t e . 

El radio C D perpendicular á la tangente // G 
será también perpendicular á la cuerda B F para
lela á la tangente (26, 1.°); y por lo demostrado 
antes (47),el aveo D.B==DF. 

'54. PROBLEMAS cuya solución se funda en ser 
la tangente perpendicular al radio que pasa por 
el punto de contacto. 

I. 0 Timr u n a t a n g e n t e al, c í r c u l o en , c u a l q u i C ' 

ra p u n t o D d e su c i r c u n f e r e n c i a . 

So traza el radio £ i); y la .perpendicular D H 
que se construya en i) (46, II.0) será la tangente 
pedida. 

II. 0 Traaar l a c i r m n f e r e n o i a > á >que sea tan" 
gente una r e c t a d a d a B D (fig. '37). 

Se levanta en el punto B que deba ser de con
tacto la perdendicular BA-, y todos los puntos de 
esta podrán ser centros de circunferencias res
pectivas que satisfagan á la condición: de suerte 
que es i n d e f i n i d o e l n ú m e r o d e c i r c u n f e r e n c i a s á 

q u e p u e d e s e r t a n g e n t e una recta dada, e n e l pim
ío q u e se q u i e r a d e l a recta. Pero si concurre otra 
condición mas, ya es determinado el problema, 
como se manifiesta en el siguienle caso. 

III. 0 Dada la r e c t a D B y e l f u n í o E f u e r a de 
f i l a , h a c e r q u e pase por es te p u n t o una c i r c u n f e -
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r é n c i a á q u i e n s e a t a n g e n t e DB ew e l p u n t o B. 

Dirigidas la rcc'a B E y la perpendicular H C 
á ella en su m<: ¡o tí, y desde el punió B la per
pendicular E (7 á la recia dada 5/); el punto C en 
que se encuen ren las perpendiculares será cen
tro del círcülo único, que puede cumplir con las 
condiciones propuestas (47, III.0) y (52, I.0). Si el 
punto E buliiesc esfado á la otra parte de 2)5, 
también el circulo resuMa ía en este espacio, y 
el centro siempre en la misma recta C B perpen-
dicu.ar en i? á la tangente. 

55. TEOREMA. Todas l a s c i r c u n f e r e n c i a s de 
t a n g e n t e c o m u n B h (Og. 57), c u y o s c e n t r o s e s t é n h á -

c i a u n l a d o d e l p i m í o B, s e r á n t a n g e n t e s e n t r e 

s i i n t e r i o r m e n t e ; y l a s q u e t e n g a n s u s c e n t r o s á 

l a d o s o p u e s t o s d e l p u n t o B s e r á n m u t u a s t a n g e n 

tes e s t e r í o r m e n t e . 
• • • 

Puesto que es inílnito el número de circunfe
rencias distintas á que puede ser tangente á un 
mismo tiempo en el punto B la recta dada BD, 
sin mas conáiciones; supóngase C el centro de 
uno de los circuios, /V el de otro tangente este-
riormeníe, y iV e! del tangente interior. Como 
todos los centros se balían en A P perpendicular 
á la tangente común B D , será la distancia desde 
un centro á otro de los dos circuios CB-\~BN ú 
se tocan esteríormente: y CB—N'B si se tocan 
interiormente. Esta ecuación última da 



y encaminando las rectas C K , N ' K á otro punto 
K de la circunferencia de radio mayor, será 

C B = C K < C N ' - [ - N ' K ; estoes 

C N ' + N ' B < C N ' + N ' K , ó N ' B < N ' K . 

Lo cual dice que el punto F de la circunferencia 
de radio menor está dentro del círculo de radio 
mayor, es decir, q u e s i d o s c i r c u n f e r e n c i a s se 
t o c a n i n t e r i o r m e n t e la de mayor radio envuelve 
á la de menor. Si en la primera ecuación que fué 
C N = ^ C B i - B N , se restituyen por C B y Vivías 
distancias C K , N K desde los centros de los cír
culos tangentes esteriormente al punto K que 
puedan tener común ademas de B , resulta 

lo cual es imposible (5) mientras el punto K no 
se ajuste á B : luego, dos círculos tangentes este
riormente, solo tienen de común el punto B de 
contacto. 

56. TEOREMA.. I.0 Dos c i r c u n f e r e n c i a s , q u e s i n 

s e r t a n g e n t e s t i e n e n u n p u n t o c o m ú n , se c o r t a n 

e n é s t e y a d e m a s e n o t r o : l a l i n e a d e c e n t r o s de 

es tos d o s c i r c u i o s s e c a n t e s es p e r p e n d i c u l a r á l a 

c u e r d a c o m ú n ; y l a d i s t a n c i a e n t r e c e n t r o s de 

c i r c u i o s s e c a n t e s es m e n o r q u e l a s u m a , y m a y o r 

q u e l a d i f e r e n c i a d e sus r a d i o s (fig. 58). 

Si dos circunferencias cuyos centros son C y 
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N , tienen el punto D común fuera de la línea A P 
de los centros, bajando á esta desde D la perpen
dicular D K , y tomadas en ella DB=:BK, por cons
trucción serán C D — C K , N D = N K i el punto JRT 
comun a las dos circunferencias, D K cuerda co
mún á ellas, CiV<C/)-HV i) y CN>CD—ND. 

11° En las circunferencias que no se tocan ni 
cortan (fig. 59), si están descritas esteriormente, 
será la distancia desde un centro á otro mayor 
que la suma de radios; y si están descritas inte
riormente, será la distancia de un centro á otro 
menor que la diferencia de radios. 

En cuanto á lo primero fácil es observar que, 

por ser CN—C F + F G - \ - G N , resulta 

C N > C F + G N . 

En cuanto á lo segundo, también por causa de 

C N ' = C F — N ' G ' — G ' F será C N ' K C F — G ' N ' . 

57. TEOREMA. Inversamente; verificándose que 
la distancia desde un centro á otro es mayor ó 
menor ó igual á la suma de radios, sucede que 
las circunferencias no se cortan ni tocan, ó se 
cortan, ó se tocan, siendo esteriores:. asimismo 
los interiores, cuando dicha distancia de centros 
es mayor ó menor ó igual a la diferencia de ra
dios, se cortan, ó no se cortan ni tocan, ó se tocan. 

Tomando por ejemplo un caso en considéra
lo 
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cion, sea d la distancia de centros, r el radio de 
un circulo y r' del otro; d=r-]-r' solo pertenece 
á los círculos tangentes esteriorniente; porque si 
también á los demás, se deducirán los absurdos 

r- \ - r '~r—r, r-^-r'<,r-\-r' cíe. 

De un modo semejante se hacen los razonamien
tos para los demás casos. 

LECCÍOM SÉTIMA. 

Aníj iEÍcs eiayo v é r t i c e se IB a l lia f JE e r a d e l 
eemír© e á r e i s l a r , mesIMos p e r l®s arcáis , 

que icatereepiaai. 

58. TEOREMA. Todo ángulo cuyo vértice está 
en la circunferencia, y sus lados son dos cuerdas 
ó un diámetro y mía cuerda, ó la tangente y una 
cuerda, ó secante y cuerda, tiene por medida la 
mitad del arco que interceptan sus lados. 

Tómese en consideración primeramente el 
ángulo B F D (fig. 40) con el vértice F en la cir
cunferencia, formado por la cuerda JtF y el diá
metro F ü , Construyendo otro diámetro H G para
lelo á la cuerda B F , será el ángulo B F D — G C D , 
y la medida de uno y otro el arco &D; este es 
igual á F U por ser medidas de ángulos opuestos 
al vértice; y F t i = B G por interceptados entre 
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B D 
paralelas; luego, ~ ¿ - = G D medida del ángu-

¿i 

lo B F D . 
Sean lados del ángulo con el vértice F en la 

circunferencia dos cuerdas A F y F L , una á ca
da lado del diámetro F D; la medida de 

A F L ~ A F D-\-D F L es 

A D [ D L A L 

Si las cuerdas son A F y F B á un mismo la
do del diámetro, la medida de 

u 2i L 

El ángulo N F D, formado por la tangente y el 
diámetro que pasa por el punto de contacto, es 
recto (52); y como tal tendrá por medida la mi
tad de la semicircunferencia, que es el arco 

- ^ - . E l ángulo N F A formado por la tangen-

te y una cuerda en el punto de contacto, es el 
complemento de A F D , y tiene por medida la 
mitad del arco que intercepta, por ser los arcos 

F A D ^ A D F A 
2 2 "~ 2 ' 
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Igualmente, el ángulo A F P suplemento de A F i V 

, A D L F , . 
tiene por medida el arco • — - — , por ser este el 

25 

F A 
que unido al — c o m p l e t a la semicircunferen-

cia que es la medida del doble recto. Luego, el 
ángulo formado por tangente y cuerda en el pun
to de contacto, tiene por medida la mitad del ar
co que abraza. 

El ángulo 3 Í F L (fig, 40) formado por la se

cante MA y la cuerda F L que concurren en la 

circunferencia, es suplemento de A F L que tie

ne por medida el arco ; y siendo este arco 

, , A F F L . t . 
quien unido a los —̂— y completa la semi-

circunferencia, la medida del ángulo M F L será 
la suma de arcos 

A F . F L A F L 
a—r 2 ' 2 

Luego, el ángulo formado por secante y cuerda 
tiene por medida la mitad de la suma de arcos, 
comprendidos entre el vórtice y los otros dos pun
tos en que cortan á la circunferencia la cuerda 
y la secante. 
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El ángulo cuyo vértice se halla en la circun

ferencia se llama inscrito; y en la propiedad ge
neral que se acaba de demostrar están compren
didas las particulares que siguen. 

4.* L a milad del arco interceptado por el án-
guio mas obtuso posible inscrito será menor pre* 
cisamente que la semicircunferencia. 

2. * E l ángulo inscrito cuyos lados interceptan 
la semicircunferencia es recto. 

3. ' Todos los ángulos inscritos cuyos lados 
intercepten mi mismo arco ó arcos iguales son 
iguales. 

59. PROBLEMAS cuya solución consiste en los 
principios demostrados acerca de los ángulos 
inscritos. 

I.0 Levantar en el estremo B de la recta A.B (fi
gura 41), sin prolongarla, una perpendicular. 

Si desde el centro C arbitrario fuera de la rec
ta se describe una circunferencia que pase por 
B, y se prolonga A B hasta encontrar en F á la 
circunferencia, el diámetro F D que pase por la 
intersección F marcará el punto D segundo es
tremo de la semicircunferencia, y la cuerda D B 
será perpendicular por la segunda consecuencia 
del artículo precedente. Este modo de construir 
una perpendicular es preferible á veces al del ar
tículo (46, 11.°), en especial para dirigir la tan
gente de otro círculo en un punto B de su cir> 
cunferencia, estremo siempre de radio. 
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II.9 Desde un punto G (fig. 42) fuera de la 

.circunferencia F A F' diríf¡ir á esia la tangente. 
Encaminando al centro C la recta G C , desde 

su punto medio iV se describe con el radio N C H 
circunferencia, que cortará á la propuesta en los 
puntos F y f ; dirigidas las cuerdas G F y F C , 
el ángulo C F G es recto, lo mismo que el C F ' G 
que forman las cuerdas C F ' y F 'G . Luego^ des
de un punto Cx fuera de una circunferencia vie' 
nen á ésta dos tangentes, una á cada lado de la 
•linea CG encaminada al centro C. 

111.° Dados que sean un ángulo N (fig. 45) y 
dos puntos A, B, hacer que pase por ellos una 
circunferencia tal que el ángulo A F B inscrito sea 
igual á N . Problema que también se enuncia di^ 
ciendo, construir un segmento circular capaz de 
un ángulo dado N . 

Dirigida la recta A B, construyase en B el án
gulo A B D igual á N : después en B y en H me
dio de A B elévense las perpendiculares H C y 
B C, respectivas á los lados del ángulo construi
do; el punto C en que se cortan las perpendicu
lares es centro y C B radio del círculo, que pa
sando por A y i? tiene iguales á iV todos los án
gulos, como A F B , inscriios en el .otro segmen
to, porque hay las igualdades N=A B D = A F B . 

60. TEOREMA.. E l ángulo cuyo vértice está en 
cualquiera punto dentro de la circunferencia, 
tiene por medida la semisuma de los arcos que 
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interceptan sus lados prolongándolos por una y 
otra parte. 

Sea el ángulo G D H (fig. 44] con el vértice D 
fuera del centro, pero en el espacio circular: pro
longando sus lados por una y otra parte hasta que 
corten á la circunferencia en los cuatro puntos 
ér, H , C, A , y dirigida C J paralela á A H , el án
gulo G C J tiene por medida el arco 

G H + I I J _ G H ± A C 
2 í ¡r • 

lo mismo que su igual G D H por correspondiente. 
61. TEOREMA. E l ángulo formado por dos se--

cantes ó por una secante y una tangente que con
curren fuera del círculo, tiene por medida la se--
midiferencia de los arcos que interceptan sus 
lados. 

Si el ángulo GBI1 (íig. 44) tiene su vértice 
fuera del circulo, y sus lados son dos secantes 
B G , B H , cortarán éstos á ia circunferencia en 
cuatro puntos C, P , H , G. Dirigida C L paralela 
k B H , el ángulo G C L ^ G Bí l tiene por medida 

GII—L H _ G H — C P 
2. 2 " 

Si el ángulo B está formado por la secante 
B H Y la tangente B F ; dirigiendo desde F punto 
de contacto la cuerda FM paralela ñ B H , el án
gulo NFM=FB JI tiene por medida el arco-
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F M _ F H — M H _ F H—F P 
~ Y ~ ~ 2 — 2 ' 

62. Con el objeto de reasumir para alivio de 
la memoria todo lo demostrado acerca de las 
medidas angulares, lo repetimos aquí. 

I.0 El ángulo cuyo vértice está dentro del 
círculo tiene por medida la semisuma de los ar
cos que interceptan sus lados, prolongándolos 
por una y otra parte del vértice. 

2. ° E l ángulo cuyo vértice está en el centro, 
también incluido en el caso anterior, tiene por 
medida el arco que intercepta por un lado. 

3. ° E l ángulo con el vértice en la circunfe
rencia ó inscrito, tiene por medida la mitad del 
arco que interceptan sus lados. 

4. ° E l ángulo cuyo vértice está fuera del cír-
culo vale la semidiferencia de los arcos que in
terceptan sus lados. 

L E C C I O N O C T A V A . 

T r i á n g u l o s . 

65. Se llama triángulo rectilíneo la figura 
cerrada por tres líneas rectas; consta de tres án
gulos y tres lados, y se enuncia por las letras de 
sus vértices escritas en fila, como A B C (fig. 49). 

E l triángulo que tiene sus tres lados desigua-
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les se nombra escaleno; el que tiene dos iguales, 
isósceles; y el que los tres iguales, eq uilátero. 
También toma nombres por sus ángulos; cuando 
tiene agudos los tres se llama acutánguio] cuando 
tiene un ángulo obtuso es obtusángulo; y cuando 
tiene recto uno es reclányulo. 

En el triángulo rectángulo el lado opuesto al 
ángulo recto es hipotenusa, y c t t t ü t o cada uno ue 
los otros dos lados. Base del triángulo es un lado 
cualquiera; altura del triángulo es la perpendí
culo;- á la base, dirigida desde el vértice opuesto; 
mas, ei: el isósceles se llama por escelencia base 
el lado desigual, y altura la perpendicular bajada 
á dicha base desde el ángulo opuesto que se nom
bra vértice de triángulo isósceles. 

Desde luego se vé por la delinicicn de la línea, 
recta, que en el triángulo un lado cualquiera es 
menor que la suma de los otros dos. 

Se dice inscrito al circulo un triángulo cuando 
los tres vértices están en la circunferencia, como 
A B C (íig. 45), y circunscrito el D F G formado por 
tres tangentes: en el primer caso el circulo está 
circunscrito al triángulo, y en el segundo inscrito. 

64. TEOREMAS. I.0 Los tres ángulos de un 
triángulo sumados valen tanto como dos rectos. 

Ya que siempre puede pasar una circunfere i -
cia por tres puntos dados que no estén en una 
recta (50, IV.0), circunscríbase una circunferen
cia al triángulo A B C (fig. 45); y por lo domos-

41 
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Irado en el articula (58) resulta que los tres án
gulos valen media circunferencia ó dos rectos. 

II. ° Dados dos ángulos de un triángulo está 
determinado el tercero. Porque es la diferencia 
de dos cantidades determinadas : se construye 
restando del recto doble I R la suma de los ángu
los dados, ó formando sobre una recta arbitraria 
DG los ángulos dados en D y en G (46, L0], para 
tener el tercero en F . 

III. ° E l triángulo en que hay un ángulo recto 
ó un obtuso, tiene agudos los otros dos; y en el 
rectángulo serívn los dos agudos complemento uno 
de otro: mas puede tener agudos los tres ángulos 
un triángulo, y solo entonces podrán ser estos 
iguales. Todos estos teoremas están fundados en 
que la suma dé los tres ángulos de un triángulo 
no es mas ni menos que la de dos rectos: y por 
consiguiente, dado un ángulo está determinada 
la suma de los otros dos. 

IV. 0 La perpendicular bajada desde el vértice 
á la base que tiene ángulos adyacentes agudos, cae 
dentro del triángulo. Como en A B C (íig. 47), la 
perpendieular B D kla base A C. Porque si cayese 
fuera como B K , resultarla la suma de ángulos 

A B C + A C B ^ A B K + A K B , 

lo que es un imposible á causa de ser 

A B C < A B K y A C B < A K B . 
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V. 0 Cuando uno de los ángulos adjacentes á 

la base es obtuso, cae la perpendicular fuera del 
triángulo. Como en B C F \a BD perpendicular á 
la base C F ; porque si cayese dentro, esto es, 
fuese perpendicular B K , habria en el triángulo 
B C K un ángulo obtuso en C y uno recto en K , 
lo que es imposible. 

VI. 0 E l ángulo esterior de un triángulo vale 
tanto como la suma de los dos interiores opuestos 
á los lados del esterior. 

Si en el triángulo A B C (íig. 45) se prolonga 
el lado A C, resulta el ángulo B C H que se llama 
esterior: trazada una circunferencia que pase pol
los vértices A , B , Cj el ángulo B C H tiene por 

. . . . B C + C A • l 4 
medida el arco ~ , que el es valor tam-

bien de los ángulos en A y B sumados. 
VII. 0 Dos triángulos que tienen ángulos res

pectivamente iguales, pueden tener los lados cor
respondientes desiguales. Pues asi sucede en los 
triángulos D F G , D'F'G' (llg. 46) construidos so
bre una recta DG arbitraria con los, ángulos en 
D, D' iguales, y en G, G' también iguales entre 
sí (28), de que resultan iguales los terceros F y 
F ' por el teorema II.0 

65. TEOREMA. En un triángulo á lados igua
les corresponden iguales ángulos opuestos, como 
también lados iguales á los ángulos iguales, y al 
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mayor lado se opone el mayor ángulo, y al ma
yor ángulo el mayor lado. 

Dado cualquiera triángulo A B C (fig. 45), para 
demostrar la correspondencia que hay entre la
dos y ángulos circunscríbase el circulo á dicho 
triángulo; y es visible la circunstancia de que la 
suma de los tres arcos cuyas mitades miden los 
ángulos equivale á la circuiifereíiem. Establecido 
esto vamos á demostrar las proposiciones. 

En el triángulo equilátero los lados subten-
den arcos iguales (41) que son menores que la 
semicircunferencia (5B3 1.a): y como las mitades 
de éstos, ó lo que es igual los todos, están en 
razón de los ángulos del triángulo (58), se sigue 
que el triángulo equilátero es necesariamente 
equiángulo, inversameale, el íríángulo equiángu
lo es equilátero; porque sus ángulos abrazan ar
cos iguales menores que la semicircunferencia 
(58, 1.a), y estos están en razón de los ángulos 
del triángulo duplicados (58), ó lo que es igual, 
en razón de los mismos ángulos en este caso. 

En el triángulo isósceles los lados iguales sub-
tenden arcos iguales (41), y por la condición ca
da uno de los del caso ha de ser menor que la 
semicircunferencia: y como los arcos están en 
razón de los ángulos (58), se sigue que son igua
les los ángulos opuestos á los lados iguales del 
triángulo isósceles. Inversamente, un triángulo 
que tenga dos ángulos iguales será isósceles. 
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porque los ángulos iguales abrazar* áreos iguales 
menores que la semicircuníerencia por la con
dición., y las cuerdas Gúíxn en razón de los ángu
los en este caso. 

En el triángulo escalenoy si los tres ángulos 
son agudos, los lados subtenden nrcos menores 
que la semicircunferencia; y como entonces mayor 
cuerda subtende mayor arco, y mayor arco sub--
tende mayor cuerda se sigue que en el trián
gulo escaieno acutángulo, á lado mayor se opone 
ángulo mayor, y al ángulo mayor lado mayor. 

Si un.ángulo es recto la misma demostración 
tiene lugar aun. 

Ultimamente, si un ángulo del escaleno es 
obtuso, abrazará un arco mayor que la semicir
cunferencia; cada uno de los otros abrazará arco 
menor que el!a; y no podemos usar del teorema 
(42) para comparar las tres cuerdas con estos ar
cos. PerOi sabemos por una parte que la suma 
de dicbos tres arcos debe ser igual á la circun
ferencia; y por otra,.que lo que falta al arco abra
zado por el obtuso para la circunferencia entera 
es la suma de los arcos abrazados por ios otros 
dos ángulos, de consiguiente será mayor que ca
da uno de estos dicha fa-ta, aunque menor que la 
semicircunferencia:, aplicando pues á estos arcos-
el teorema (42), se sigue que en el triángulo es-
caleño obtusángulo al mayor ángulo se opone 
el mayor lado, y al mayor lado el mayor ángulo. 
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Quedan va demostrados los teoremas com

prendidos en el general de la proposición. Sin 
embargo, como no siguen los arcos en razón de 
las cuerdas (45, V.0), se deduce que los ángulos 
de un" triángulo no son proporcionales á los la
dos opuestos. 

66. TEOREMA. I.0 La jjerpendicular bajada 
desde el vértice del triángulo isósceles á la base, 
divide á esta y al ángulo opuesto en dos partes 
iguales. 

En el triángulo isósceles A C B (fig. 48), des
de el vértice C con el radio C A — C B descríbase 
un circuló, y bajando C D perpendicular á la ba
se A i? del triángulo, divide á esta recta en dos 
parles iguales por ser cuerda, y también al arco 
A B (47). 

II. 0 S i en el triángulo isósceles se baja una 
recta desde el vértice al medio de la base, será 
dicha recta perpendicular á la base, y dividirá 
al ángulo opuesto en dos partes iguales. 

Este teorema es el mismo de la primera par
te del teorema II.0 del artículo (47), baciendo la 
preparación de trazar el arco con el lado del 
triangulo isósceles. 

III. ° S i una recta divide al ángulo del vér
tice del tricingulo isósceles en dos iguales, tam
bién dividirá á la base en dos partes iguales y 
será perpendicular á ella. 

Esta es la verdad misma recíproca del teore-
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ma IL0 del artículo (47), tomando el valor gra
dual del arco por el valor del ángulo. 

LECCION N O V E N A . 

Triáis g-tilos idéíiilcose-

67, Son idénticos los triángulos cuando so
brepuestos debidamente coinciden todas sus par
tes, en cuyo caso las propiedades del uno perte
necen también al otro necesariamente. Se deja 
conocer que los triángulos lian de ser idéndicos, 
siempre que los tres vértices del uno caigan so
bre los del otro, porque se ajustarán los lados y 
ángulos correspondientes (5, 1.°). 

68. TEOREMA. I.0 Son idénticos dos triángulos, 
siempre que el uno tenga dos lados y el ángulo 
comprendido respectivamente igiiales á dos lados 
y ángulo comprendido por estos en el otro. ' 

Los triángulos A B C j D F G (fig. 49 y 50), en 
que se verifica la igualdad de los lados A B — D F , 
B C—F G y la do los ángulos B — F , sobrepuestos 
de modo que coincidan dichos ángulos y lados 
iguales darán el punto G en C y D en A , resul
tando J) G=A C y por ello la coincidencia respec
tiva de los triángulos en todas sus partes, 

11.° Son idénticos dos triángulos rectángulos 
siempre que los catetos del uno sean respectiva-



— 88--
mente iguales á los del otro. Pues bastan estas 
condiciones para que se verifiquen todas las que 
se han exigido para la identidad segnn el teore
ma precedente, á causa dd que todos los ángu
los rectos son iguales. 

69. TEOREMA. I.0 Son idénticos dos triángu
los, cuando el uno tiene un lado y dos ángulos 
respecíivamente iguales á un lado y dos ángtilos 
del otro. 

Dos ángulos de un triángulo respectivamente 
iguales á dos de otro constituyen igualdad entre 
los terceros (M). Si ademas los triángulos ABC 
y DFG tienen un laJo igual como A C==DG; so
brepuestos los dos triángulos de modo que coin
cidan los estremos correspondientes D en A y G 
en C, se ajustarán los ángulos adyacentes y por 
necesidad el punto F sobre B, resultando el ajus
tarse los dos íriángulos en todas sus partes. 

11.° En los triángulos recíángiilos basta que 
un ángulo agudo y un lado del uno sean iguales 
á un ángulo agudo y un lado del otro, para de
terminar su identidad: porque hay siempre en 
ellos otro ángulo igual, que es el recto. 

70. TEOREMA.. Son idéntíbos dos triángulos 
cuando el uno tiene los tres lados respectivamen
te iguales á los tres del otro. 

Si dos triángulos ABC Y DFG (flg. 51 y 50), 
tienen los lados DG=A C, DF=AB, FG=BC, 
sobrepóngase el segundo al primero de modo qu^ 
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coincidan los puntos D en A y G en C. Despueg 
con el radio D F = A B descríbase desde A el ar
co nn', y desde C con el radio C B — G F descrí
base el arco mm'; el punto de concurso B, único 
que hacia esta parle satisface á un tiempo á las 
condiciones dadas A B = B F y C B ~ F G , será 
común á los dos triángulos sobrepuestos, resul
tando los ángulos A = B , C=G, B — F , y por ello 
idénticos los dos triángulos. 

71. TEOREMA. I.0 Son idénticos dos triángu* 
los, ambos obtnsangulos ó acnlángulos, cuando 
sean dos lados de uno respectivamente iguales á 
dos del otro, y el ángulo opuesto á uno de estos 
lados en un triángulo sea igual á su correspon
diente en el otro. 

•Sobrepuestos dos triángulos A B C , D F G 
(fig. 49 y 50), que tienen los ángulos A = D y los 
lados A C = D G , B C = F G de modo que coincidan 
los ángulos iguales, el punto G caerá en C; mas, 
el lado F G puede ajustarse con B C y también con 
su igual B'C; de manera que las igualdades su
puestas se verifican, ya entre los triángulos D F G 
y Ai? ya también entre D F G y A B'C. Pero, 
si ademas concurre la condición de ser obtuso el 
ángulo F , babrá de coincidir con BC e\ lado F G ; 
y si fuese agudo el ángulo F , se ajustaría F G é. 
B 'C. Por lo cual, es indispensable la condición 
de ser de una misma naturaleza los triángulos. 

II.0 Son idénticos dos triángulos rectángulos 
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cuando el uno tenga la hipotenusa y un cateto 
respectivamente iguales á la hipotenusa y un ca
teto del otro. 

Sien los triángulos A BfrC y D F G , ademas 
de A C — D G y B C " — F G , son recios los ángulos 
B " y F ; después de ajustar DG k A C , con el ra
dio F G = B " C descríbase un arco desde el cen
tro C: y como desde A puede venir una sola tan
gente A B " hácia esta parte, coincidirán los pun
tos F y B" . 

72. Haciendo finalmente un resumen de los 
casos en que está determinada la identidad de los 
triángulos, recordamos las siguientes verdades. 
1.a Son idénticos dos triángulos siempre que de 
las seis cantidades ó bien tres ángulos y tres 
lados que constituyen la figura, baya en el uno 
tres, incluso un lado, iguales á otras tres corres
pondientes del otro, con la circunstancia de ser 
ambos triángulos aculángulos ú obtusángulos 
cuando los datos en cada triángulo son dos lados 
y el ángulo opuesto á uno de ellos. Se vé que es
tá e-ceptuado el caso de ser los tres ángulos del 
uno iguales á sus correspondientes del otro, por 
lo que se ha manifestado en el teorema VII.0 del 
artículo (64). 2.a Son idénticos dos triángulos 
reclángulos cuando el uno tiene dos lados, ó un 
lado y un ángulo agudo, iguales á sus correspon
dientes del otrc. 

flecho el recuerdo de los casos mencionados. 
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y considernndo que dos triángulos idénticos vie
nen á s?r uno mismo repetido, se sigue que está 
determinado el triángulo siempre que de sus se is 
elementos haya dados tres, incluso un lado. E l 
modo de construir el triángu'o determinado asi 
se espHca en el siguiente articulo. 

75. PROBLEMAS de construir triángulos y djS 
inscribir ;el círculo á un triángulo dado. 

1.° Construir un triángulo con los datos we-
.cesarios. 

Para construir un triángulo delerminado por 
cualquiera sistema de condiciones que se acaban 
de maniiesfar, se lian de practicar las operacio
nes geométricas según el mismo orden cou que 
se lian hecho las comparaciones al demostrar la 
identidad. Se conslruye primero un lado conoci
do; y desie sus estremos con el compás se "tra 
zan arcos, ya para marcar el tercer vértice cuan
do son conocidos los lados (70), ya las cuerdas 
de los ángulos conocidos (46, I.0), prévia escala 
si fuesen dados en números los valores lineales. 

Al hacer la operación se observará que en 
cada caso se pueden construir dos triángulos idén
ticos sobre el lado conocido, uno hácia cada par
te del espacio que separa esta recta. Tratándose 
por ejemplo del caso comprendido en el artículu 
(70), veremos que los arcos mm' nn' (fig. 51) 
también se cortan en otro punto P á la parte 
opuesta de AC; la recta AC que pasa por los 
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centros es perpendicular á la cuerda común B P , 
y ademas A B = A P , B L ^ L P , resultando los án
gulos B A C ~ C A P . Por igual razón los ángulos 
B C A — A C P , los lados BC=^CP y los triángulos 
A B C , A P C idénticos entre sí y á D F G . Puesto 
que por ambas construcciones hay conformidad 
en los resultados, debe concluirse que está de
mostrado el teorema (70) de uno y otro modo. 

La causa de ser las dos soluciones una misma 
en realidad, proviene de que las figuras planas 
admiten superposición por ambas faces; lo que 
no sucede en las del espacio como veremos cuan
do se trate de ellas (162) y (175). 

No queremos pasar en silencio otra observa
ción importante propia de este lugar; y es, que 
la posición del punto B en el plano está deter
minada no solo por los datos del triángulo obli
cuángulo A B C , sino también por los del rectán
gulo A L B , como por ejemplo A B y el ángulo 
agudo B A L , ó bien los catetos A L y L B (fig. 52). 
Se bace mucbo uso de este último medio para 
marcar en un plano diversos puntos, construyen
do triángulos rectángulos con un cateto tomado 
en la linea fija A C desde el origen A, y otro ca
teto en la perpendicular elevada á la distancta 
correspondiente de dicho origen. Para esto se 
coordenan de antemano las perpendiculares A C 
y AD indefinidas por ambos estremos; y de esta 
suerte la posición de ca<Ja punto, por ejemplo B , 
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está determinada por las distancias simultáneas 
B L y . A i á las dos rectas coordenadas fijas; lo 
cual ofrece un ejemplo de lo que se indicó en el 
artículo (2) acerca de la posición. 

Cuando entre los puntos asi mareados en el 
plano á uno y otro lado de una recta A C (fig. 55), 
hay dos como B y B' tales que la recta B B ' sea 
perpendicular á A C y dividida por ésta en dos 
partes iguales B H y B ' H , se dice que los puntos 
B y B' están simétricamenfe situados respecto 
de la recta A C . Asimismo, si las rectas B E ^ 
B 'E ' se hallan de modo que B B ' y E E ' sean per
pendiculares á A C y estén divididas dichas per- ; 
pendiculares por A C en dos partes iguales, se 
dice que B E j B 'E ' están simétricamente sitúa- , 
das respecto de A C (fig. 56). Lo mismo se debe | 
entender en cuanto á dos curvas cuyos puntos | 
todos de dos en dos estén asi. , 1 

11.° Inscribir el circulo al triángulo D F G ; 
(fig. 45) dado, \ 

Puesto que se pide construir el círculo á que f| 
sean tangentes los lados D F , F G , D&, suponga-
se por un momento ser / , K , L los puntos de W 
contacto, y de consiguiente elevadas las perpen-
diculares JO, L O que concurrirán en el centro 'É¿ 
O del circulo (52). De esto resulta que los trian- > 
gulos rectángulos DOJ , B OL que tienen la hipo- 1 
tenusa común DO son idénticos (71), y en ellos ! 
se verifica la igualdad de ángulos O B J ^ O D L * i 
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es decir que dicha hipotenusa divide al ángulo D 
del triángulo propuesto en dos partes iguales. Por 
la misma razón la hipotenusa OF divide al án
gulo F en dns iguales entre sí, después de aná
logas suposiciones, y lo mismo la hipotenusa OG 
al ángulo G. Hasta ahora hemos -caminado sobre 
el supuesto de ser J . K, L los puntos de contac
to: pero la cues ion es hallar estos y el centro 0, 
lo cual se consigue por el mismo razonamiento 
que se acaba de hacer. En efecto, el resuliado 
nos dice que diviííiendo cada uno de dos ángulos 
del triangulo en dos partes iguales (50), el punía 
O en que se corlan las rectas que los dividen es 
centro del circulo inscrito, y radio de éste la 
perpendicular bajada desde dicho centro á cual
quiera de los lados (46, II.0), 

74. TEOREMA. Dados para un triángulo dos 
lados AB y BC (fig. 54), el tercer lado seré ma
yor según sea magor el ángulo que se forme con 
las rectas dadas; y reciprocamente, este ángulo 
resul ara mayor según sea mayor el tercer lado: 
es decir que, si en un triángulo crece un ángulo 
sin alterarse el valor de los lados de este, crece 
el lado opuesto, y si crece el lado crece el ángu
lo opuesto. 

Tomando por radio el lado B C (fig, 55), trá
cese djsde el estremo B del otro lado A 5 un 
círculo C'CC"; y tirados los radios B C , B C , 
B C " , complétense los triángulos A B C , A B C , 
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A B C" sucesivos desde el menor agudo hasta el 
mayor obtuso, para observar las variaciones de 
los lados Á C , A C, Á C " C o n este objeto toma
mos el punto intermedio C de modo que el án
gulo A C B sea recto, esto es A C tangente. En el 
triángulo A i? (7 se vé desde luego por la inecua
ción (10) A C + C B - C A C + C B , que suprimiendo 
caniidades iguales resulta A C'<A C. Asimismo, 
en el triángulo A B C", tenemos por una parte 
BC"<BD-\-DC" y por otra A C < A D i D C : su
mándolas dos inecuaciones y reduciendo viene á 
resultar A C < A C ' \ 

Queda pues demostrado que en el triángulo, 
siendo constantes los valores de dos lados, el 
tercero vn creciendo según el ángulo opuesto es 
mayor. Recíprocamente se verifica que, según el 
tercer lado es mayor, el ángulo opuesto va tam
bién siendo mayor, como se hace ver por inecua
ciones de ángulos que resultan, aunque omiti
mos aquí el verificarlas por la suma facilidad 
con que lo puede' hacer por si el lector. Por tan
to, se concluye que está demostrado el teorema 
propuesto. 

Sin embargo, como no están los ángulos en 
razón de las cuerdas (45, V.0). se deduce que el 
ángulo de un triángulo no crece proporcional-
mente al lado opuesto. 
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L E C C I O N D É C I M A . 

T r i á n g u l o s semejantes. 

75. Se llaman semejantes dos triángulos cuan
do dos ángulos del uno son respectivamente igua
les á dos del otro, á que se sigue necesariamente 
el ser también iguales entre si los terceros ángu
los (64). Los lados opuestos á los ángulos iguales 
son homólogos, de modo que cada lado de un 
triángulo tiene su homólogo en el semejante. Pa
ra construir un triángulo semejante á otro dado 
GIIK (fig. 56 y 57), se forma un ángulo A igual 
á //, se toma sobre uno de sus lados indefinidos 
cualquiera parte; y construyendo en el estremo 
de esta un ángulo igual á su correspondiente, de 
modo que cierre la figura, quedará trazado al 
triángulo semejante; que para ser el único posi
ble necesita otra condición mas en el problema 
(75, I.0). 

76. TEOREMA. I.0 La secante paralela á un la ' 
do del triángulo corta los otros dos en segmentos 
proporcionales. 

En el triángulo A C F (fig. 56) diríjase B D pa-

ralela a C F ; y por ser ---—-== - ~ según el arti-
B u D F 

culo (34), resulta demostrada la proporción. 
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II.9 Recíprocamente: si la recta BD corta los 

lados A.G ij A¥ del triángulo ACF en partos pro
porcionales, como 4^=-4"7T' la recta BT) es pa-

A C A F 

ralela al tercer lado CF del triángulo. Porque 
sino, supongamos C M paralela k B D , k que si
gue necesariamente 

A B A D 
A C A M ' 

y como tenemos el dato preciso de la otra propor
ción, resulta por igualdad de razones el absurdo 
A F = A M. 

77. TEOREMA. En el triángulo la secante pa
ralela á un lado forma con los segmentos de los 
otros dos un triángulo semejante al total hácia el 
ángulo opuesto á dicho lado. 

En los triángulos A/?Z) y A C F , siendo BD 
paralela k C F , son los tres ángulos del uno res
pectivamente iguales á los tres del otro, (26): y 
por tanto está cumplida la condición de seme
janza. 

78. TEOREMA. En los triángulos semejantes 
son proporcionales los lados homólogos. 

Si en dos triángulos C A F j G H K {fig. 58 y 
57) es cada ángulo del uno igual á su correspon
diente del otro; sobrepuesto el segundo trmngu-
lo al primero, de modo que caiga el ángulo GHK 

ta 
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sobre su igual C A F con el vértice í í en A . y 
los lados H G y H K sobre sus homólogos A C y 
A F , el punto G caerá en G' sobre A C , y K en K' 
sobre A i 1 ; serán idénticos los triángulos 
G'AK' , y por consiguiente G' K' paralela k C F , 
á causa de ser iguales los ángulos G' y C, ó bien 
á causa de iguales los ángulos K y F . De esto 
resulta (54) y (35) 

A G' A K ' A G ' G'K' 
A C A F ' A G C F ' 

y sustituyendo 11G por A G ' , H K por A ^ y GK 
por G'K', viene 

I¡_G __HK _ G K 
A C ~ A F ~ ~ C F ' 

79. TEOREMA. Dos triángulos son semejantes 
cuando los lados del uno son respectivamente 
proporcionales á los del otro. 

Supuestos proporcionales los lados del triángulo 
A C F á los de G H K , de modo que se verifique 

IIG H K GK 
A C A P C F ' 

córtense A G'=H G, A K ' = H K . La recta G' K ' se
rá paralela á C F , con motivo de la proporciona
lidad supuesta; y por tanto los triángulos AG'K ' 
y A C F semejantes, resultando 
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C F ~ G K' ' 

Como por el supuesto es también 

A C _ _ H G . A J ? ' _ _ H G 
C F ~ G k ' G ' K ' ~ G K ; 

estoes G'K'=GK, los triángulos A G ' K ' y H G K 
idénticos, y los tres ángulos de H G K respecti
vamente iguales á los de A C F . La proposición 
que se acaba de demostrar es la recíproca de la 
anterior. 

80. TEOREMA. Son semejantes dos triángulos 
cuando el uno tiene un ángulo igual al del otro, 
y los lados que forman dicho ángulo en el uno 
proporcionales á los que forman su igual en él 
otro. 

Supóngase que en los triángulos C A F y GITK 
(íig. 56 y 57) son los ángulos A = í l , y proporcio-

A C A F 
nales los lados que los forman como - = - T f j / ; 

H G M K 

sobrepuesto el segundo triángulo al primero de 
modo que coincidan los vértices y lados respec
tivos de los ángulos A y 11, el punto G caerá en 
G', j K en K' , resultando idénticos los triángulos 
AG'K ' , H G K ; y por la proporción supuesta será 

A C _ A F 
A G r ~ A K , ' ; 



— 100 — 

esto es, G'AT'paralela á C F y semejantes por ello 
( 77) los triángulos A C P Y A G'K'. 

Según esto, para formar un triángulo seme
jante áotro dado GHK de un modo diferente que 
en el artículo (75), se construye un ángulo A igual 
á H ; y cortando sus lados indefinidos proporcio-
nalmente á / / G y H K , la recta que ligue los es
treñios de aquellos ya cortados completará el 
triángulo semejante. 

81. TEOREMA. Son semejantes dos triángulos 
que tienen sus lados respectivamente paralelos. 

Si dos triángulos A C F y H G K (flg. 56 y 57) 
tienen sus lados respectivamente paralelos, A C y 
H G entre sí, C F y G A igualmente, como también 
A F Y H K ; sobrepuesto el segundo al primero 
de modo que coincidan H en A y HG sobre A C, 
si el punto G cae en & y se traza G'K' paralela 
C F , sesultarán entre los ángulos las igualdades 

G'=G=C (26, IV.0), K '=rK=F. 

Asimismo se verá que los ángulos / / y A son 
iguales, aunque basta que sean dos entre sí para 
serlo los terceros y semejantes los triángulos (75). 

82. TEOREMA. Son semejantes dos triángulos 
que tienen sus lados respectivamente perpendi
culares. 

Si dos triángulos A B C y D F G (fig. 58) tienen 
sus lados respectivamente perpendiculares, como 
GD á AB, F D i A C , y G F k B C ; prolongada 
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F D hasta concurrir con A C, hay entre sumas de 
ángulos la equivalencia 

D i l l -YA Í i I I = R = G D F- ] -FDB, 

que restando ángulos opuestos en el vértice, 
se reduce á D A H — G D F . Prolongando, si es ne
cesario, los otros dos lados hasta concurrir con 
los respectivos del otro triángulo, se demostrará 
del mismo modo que los ángulos G y J5 son igua
les como también jF y C. 

85. TEOREMA. I.0 La perpendicular bajada 
desde el vértice del ángulo recio á la hipotenusa, 
divide al triángulo rectángulo en dos semejantes 
al total y por ello entre sí. 

Bajando desde el vértice B del ángulo recto 
A B C (tíg. 59) la recta B D perpendicular á la hi
potenusa A C, los dos ángulos en D serán iguales 
¿i A B C. Los triángulos A BC y A D B rectángulos, 
con el agudo A común, tendrán también iguales 
los terceros ángulos A BD y A C B . Asimismo los 
triángulos rectángulos A B C y B B C , con el agu
do común C, tendrán iguales los terceros B A C 
y B B C : en consecuencia son semejantes los tres 
triángulos v i 5 C , A B D , B B C . 

Comparando lados homólogos de los triángu
los semejantes que acabamos de reconócer, de-
dúcense los teoremas que siguen. 

II.0 La perpendicular BD bajada desde el vér
tice del ángulo recto á la hipotenusa es media 
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proporcional entre los segmentos AD ?/ DC de esta. 

Por la semejanza de los triángulos parciales 
en que la perpendicular B D divide al A B C , será 

de donde A D x D C = B D . 
B D DO 

III. 0 Cada cátelo AB, BC del triángulo rec
tángulo dividido, es media proporcional entre su 
hipotenusa y el segmento de esta correspondiente 
á dicho cateto. 

Entre los lacios del triángulo A B C y de cada 
uno de los parciales.hay también las relaciones 
que siguen. 

AI) _ AB_ D C _ B C 
A B ^ T C ' Te " T e 

de donde A D x A C=A~D, D C x A C ^ - T c . 
IV. " Las potencias segundas de los catetos A B 

y BC del triángulo rectángulo están en razón de 
los segmentos en que la perpendicular bajada 
desde el vértice divide á la hipotenusa. 

Dividiendo una por otra las dos últimas ecua-

AJ A D 
ciones, resulta 2==7}7r" 

T e 0 

V. 0 En el triángulo rectángulo la segunda po
tencia de la hipotenusa vale tanto como la suma 
de segundas potencias de sus catetos. 
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Sumando las ecuaciones finales del teorema 

2 o. 5 

(III.0) viene A B + 5 6' = (A Z)4-Z)C)XA C = l C. 

Por este principio, dados los valores nu
méricos de dos lados en un triángulo rectán
gulo, está determinado el tercero numérica
mente: pues, siendo 6 la hipotenusa, c un ca
teto y a el otro, la ecuación hallada viene á ser 

6s=c2-fa2, y dá & = / ( c 2 - K ) 

84. TEOREMA. En el triángulo ABC (fig. 60), 
la segunda potencia del lado opuesto al ángulo 
agudo B, es menor que la suma de segundas po
tencias de los otros dos lados con la diferencia 
2 ( A B x B D ] , siendo D el punto en que el lado 
adyacente AB queda cortado por la perpendi
cular CD bajada á él desde el ángulo C. Y en el 
triángulo A B C la segunda potencia del lado 
opuesto al ángulo B obtuso^ es mayor que lasti
ma de segundas potencias de los otros dos lados 
con el esceso 2 ( A B x B D ' ) , siendo D' el punto 
en que el lado adjacente prolongado concurre 
con la perpendicular C B'bajada á él desde C . 

Sea 5 agudo como en el triángulo ABC, ú 
ohtuso como en ABC; dirigidas desde C y C" las 
CD Y C'D' perpendiculares á el lado A B, caerán 
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dentro ó fuera del triángulo según el ángulo B 
fuere agudo ú obtuso (64, IV.0 y V.0), y resulta
rán las ecuaciones 

, 2 2 ,2 2 2 
C'D' = A C — A D ' = C 'B '—B D'. 

Como hay las equivalencias A D = A B — B D y 
A D ' = A B - \ - B D ' , las ecuaciones precedentes des
pués de sustituir cantidades iguales, desenvolver 
binomios y reducir, vienen á ser 

A C — C B - \ - A B —2(A B x B D ) 

A C ' = C ' B + AB-{-%{ABxBD') . 

Por estas relaciones y la que se halló en el 
triángulo rectángulo, (85^ V.0) vemos, que en el 
triángulo la segunda potencia de un lado pasa de 
menor á mayor que la suma de segundas poten
cias de los otros dos lados, al pasar el ángulo 
opuesto de agudo á obtuso, es decir,, en el acto 
de ser dicho ángulo recto. 

Espresando con la letra x cualquiera de las 
distancias B D ó B D ' , y con las minúsculas a, b, c 
los lados opuestos á los ángulos de mayúsculas 
respectivas, están cifradas Ins dos últimas con» 
clusiones en la ecuación doble 
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que, en el caso de B recto viene á ser la misma 
que se halló para el triángulo rectángulo (83, V.0). 

85. TEOREMA. E l triángulo de los lados a, b, c 
será rectángulo y h su hipotenusa siempre que se 
verifique la igualdad b2=as-|-c3: y será acután' 
guio cou el ángulo opuesto á b agudo, ú obtusán-
gulo con el ángulo opuesto á b obtuso, según se 
verifique una ú otra de las ecuaciones compren' 
didas en b2=a2-j-c2-ip2cx3 siendo x la distancia 
desde el vérlice hasta el punto en que el lado 
adyacente concurre con la perpendicular bajada 
á él desde el ángulo opuesto. 

Las tres proposiciones que se acaban de enun
ciar son las recíprocas de las demostradas ante
riormente (85, V.0) y (84), y se prueban con faci
lidad por absurdo. Por ejemplo, si verificada la 
ecuación b'i=ai-\-c> no es recto el ángulo opuesto 
al lado b, será agudo ú obtuso y entonces 62 ma
yor ó menor que a2+c2 contra el supuesto. Lo 
mismo se demostrarán las otras dos proposicio
nes, cuya verificación confiamos al estudiante. 
De aqui se deduce que, dados los valores respec
tivos de los tres lados de un triángulo, fácil será 
conocer si hay algún ángulo recto ú obtuso y cuál 
de ellos es, observando si la segunda potencia 
del mayor escede, iguala, ó no alcanza ó la suma 
de segundas potencias de los dos menores. 

a 
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86. TEOREMA. En el triángulo, la recta que 

divide á un ángulo en dos iguales corta el lado 
opuesto en partes proporcionales á los otros dos 
lados. 

En el triángulo A B C (fig. 61) divídase el án
gulo B en dos iguales con la recta B F ; y pro
longada A 5 hasta que concurra en D con CD 
paralela á B F , será por el artículo (54) 

A F ~ W 

A l mismo tiempo, la igualdad de los ángulos 

F B C = B C D = : A B F = A D C prueba que el trián

gulo B C D es isósceles y B D — B C . Sustituyendo 

en la proporción B C por B D , resulta la que se 

trataba de hallar 

A B _ _ B C 
A F ~ ~ T C ' 

En el artículo (66) vimos verificado el caso par
ticular del triángulo isósceles. 

87. TEOREMA. Cuando dos cuerdas de un cír
culo se cortan, el producto de segmentos de una 
equivale al de otra; ó lo que es igual, las cuer
das se cortan en segmentos inversamente propor
cionales. 

Dos cuerdas A D y B F (fig. 62) que se cortan 
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en H forman los ángulos opuestos en el vértice 
iguales: ligando después los estrenaos 5 y D, A y 
F , con las cuerdas B D y A F , \ o s ángulos D B F 
y D A F son iguales; y los triángulos B H D , A H F 
que tienen dos ángulos respectivamente iguales 
son semejantes. Comparando lados homólogos, 
resulta la espresion pedida 

A H X H D = B H X H F . 

88. TEOREMA. I.0 La perpendicular bajada 
desde la circunferencia al diámetro (fig, 59) es 
media proporcional entre los segmentos en que 
este resulla dividido por aquella. 

Cuando es diámetro una de las cuerdas como 
A C , Y corta la cuerda B H perpendicular á él, 
son iguales los segmentos B D y D H de la cuer
da (47): y el principio demostrado antes viene 
á ser en este caso 

i n ) = A D x D C . 

II.0 Las perpendiculares bajadas desde la cir
cunferencia al diámetro van decreciendo según 
se alejan del centro; es decir, que la media pro
porcional decrece según va siendo mayor la di
ferencia de los estremos, cuya suma no varia de 
valor. 

Nos consta que B D es mitad de la cuerda en 
que se halla (47), y que la cuerda mas distante 
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del centro es la menor (49): luego el teorema 
está justificado. 

PROBLEMA. Constituir una media proporcional 
á dos rectas p |/ q dadas. 

La solución se funda en el teorema I.0 de este 
artículo. Pues tomando una recta A C=p-\-q, con 

el radio ^-4-? se describe el circulo A B C , y la 

perpendicular B D levantada en D punto divisorio 
de las rectas p y q es la media proporcional. 

89. TEOREMA. S i dos secantes que concurren 
fuera del círculo, se prolongan hasta encontrar á 
la circunferencia en los segundos puntos de in
tersección con ella, el producto de una secante 
por su parte esterna es igual al producto análogo 
de la otra secante. 

Cortada una circunferencia (fig. 65) por dos 
secantes A F , AII , y dirigidas desde un punto á 
otro de intersección, como se ve en la figura, las 
cuerdas F i? y D H ; los triángulos A F B y A H D 
que tienen el ángulo A común y los ángulos F y 
/ / iguales, son semejantes. La comparación de 
los lados homólogos da la verdad propuesta 

A F X A D = = A H X A B . 

90. TEOREMA. La parte de la tangente inter
ceptada por una secante es media proporcional 
entre la secante toda y su parte esterior. 
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Sea G H una secante y GB tangente én el punto 

JB; dirigidas desde B las cuerdas B H y B E á las 
intersecciones de secante y curva, resultan los 
triángulos G H B y GB E semejantes, por ser co
mún el ángulo G y ademas G E B — G B E (58). 
Comparando lados correspondientes hallaremos 
la relación 

GEKGJl==Glt. 

Se usa de esta propiedad para resolver el proble* 
ma siguiente. 

PROBLEMA. Dividir una recta GB (fig. 64) da-
da, en dos. partes GL Í/ LB tales, que la mayor 
GL sea media proporcional entre la otra parte 
L B y el total GB, á lo que se llama dividir una 
recta en media y es trema razón. 

Siguiendo por un momento el espíritu del Al 
gebra, nuestro problema está cifrado en 

G L = G B X L B ; 

que, á causa de L B ^ G B — G L . recibe la forma 

G L = G B x { G B — G L ) ; la cual se puede tras-

formar en G i x (G£ + £#) — GIF! 

Consiste pues en determinar GL , de modo que 
GB sea media proporcional entre GL y G L ^ G B ' , 
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y esto se conseguirá por una construcción tal, 
que G B sea tangente cortada por una secante de 
la longitud GL-\-GB, cuya parte esterior sea tan 
larga como GL. Para ello levántese en B una 
perpendicular: cortada en esta la parte 

B G 
B C = -—-, y construido con este radio el círcu-

lo tírese la secante GC. Se verifica en él por el 

teorema, G B=GEy^[GE-\-GB)\ y marcando se-

bre la recta dada la parte GL=GE, será 

G~B^GLx[GL + GB)t ó lo que es igual, 

ITL^GBXLB. 
91. TEOREMA. Si dos rectas que concurren en 

un punto dentro ó fuera del circulo se prolongan 
hasta encontrar á la circunferencia en los pun
tos posibles, quedan cortadas en partes reciproca
mente proporcionales, contándose las partes des
de el punto de concurso de las rectas hasta los 
de concurso de ellas con la circunferencia. 

Observando lo que tienen de común los prin
cipios demostrados últimamente acerca de dos 
rectas que se cortan referidas al círculo, se de
duce que están incluidos en el teorema general 
que enunciamos; y como toda recta de las cir-
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cunstancias que se exigen será con precisión diá
metro, cuerda, secante ó tangente^ se sigue está 
demostrada la proposición. 

L.ECCION U N D E C I M A . 

92. Toda figura cerrada* por líneas rectas se 
llama polígono, como A B C F G (ílg. 65), que tie* 
ne todos sus ángulos salientes, y como A B C D F G 
que tiene salientes todos sus ángulos escepto el 
entrante que forman en B los lados CD y D F del 
polígono. Mas, en estos elementos solo tratare
mos de polígonos convexos, es decir, de los que 
tienen salientes todos sus ángulos; que es el ca
so en que una recta puede cortar su contorno ó 
perímetro en dos puntos solamente (10). El nú
mero de ángulos ó vértices de un polígono visi
blemente es el mismo que el de lados. 

La recta, como A C ó A F , dirigida de un án
gulo á otro no contiguo, se llama diagonal del 
polígono; y si desde un ángulo A se dirigen dia
gonales á todos los demás, resulta dividido el po
lígono en tantos triángulos como lados tiene me
nos dos: es decir, que resultan así n—2 triángu
los siendo n el número de lados del polígono. 
Otro de los modos que se usa para descomponer-
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le en triángulos consiste en trazar rectas como 
K A , K B . . . . (fig. 66) desde un punto K interior de 
la figura á todos los vértices: y entonces resultan 
tantos triángulos como lados tiene el polígono, es 
decir, n número de triángulos en el polígono que 
tenga n lados. Para distinguir unos de otros los 
ángulos que se puedan considerar en estas figu
ras, llámanse ángulos del polígono los compren
didos por cada dos lados de él, como A B C , 
B C D : y se llamón estertores los suplementos 
de aquellos, como L B C , M C D . . . , . 

Los polígonos toman los nombres por el nú
mero de lados que tienen; llamándose triángulo 
el de tres lados cuyas modificaciones y propieda
des conocemos ya; cuadrilátero el que consta de 
cuatro lados; pentágono el de cinco, exágono el 
de seis, eptágono el de siete, octágono el de ocho, 
enágono el de nueve, decágono el de diez, unde
cágono el de once, y asi sucesivamente los de 
mayor número de lados. Se llama regular el po
lígono cuando son iguales todos sus ángulos y 
todos sus lados, diciéndose por ejemplo pentá
gono regular, exágono regular, etc. (fig. 67). 

95. TEOREMA. Dados todos los ángulos menos 
uno y todos los lados menos los dos del ángulo des
conocido, como también el orden de su colocación, 
está determinado el polígono. 

Polígonos idénticos son los que sobrepuestos 
eoinciden en todas sus partes; por lo cual, el pro-
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Mema de construir un polígono idéntico á otro 
dado es el mismo de construir un polígono coa 
lados y ángulos dados, previniéndose ademas el 
orden de su colocación respectiva. Dados pues, 
«—1 ángulos y n—2 lados de un polígono de n 
lados, para construir otro A B C D E F G (figu
ra 66) idéntico se toma un lado A G, y en sus 
estremos se forman los ángulos adyacentes A y G, 
que correspondan: tomando en seguida sobre el 
lado indefinido de uno de estos la parte A B, se
gún el valor que se diere para este lado del po 
lígono, se construye en B el ángulo correspon
diente. Continuando así se llegará por iin á for
mar el ángulo E , cuyo lado indefinido E F cortará 
por sí mismo al indefinido del ángulo G en el punto 
F , y quedarán así determinados G F y F E , como 
también el ángulo F comprendido del polígono. 

Así como en el caso demostrado hemos visto 
que de los 2 n elementos del polígono han basta
do 2«—5 para determinarle, el hecho induce á 
creer también que siempre para construir un po
lígono de n lados deberán bastar 2»—3 datos, 
siendo n—2 lados y n—1 ángulos. Mas, á pesar de 
que hay relaciones entre lados y ángulos del po
lígono, aun está por resolver el problema general 
de hallar dichos dos cualesquiera lados y un án
gulo, dados los 2w—3 elementos restantes; y solo 
en el triángulo, que es el polígono de menos la
dos, está resuelto completamente (Lee. IX). 

13 
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94. TEOREMAr L a suma de los ángulos del po
lígono vale tantas veces dos ángulos rectos como 
lados tiene menos dos; y la suma de los estertores 
vale cuatro rectos. 

Las rectas dirigidas desde un punto K (íig. 66| 
interior á todos los ángulos del polígono, le divi
den en tantos triángulos como lados tiene. Sien
do pues n el número de ellos, y Tí el ángulo rec
to, todos los ángulos que resultan así en la figura 
juntos valen I n R por lo demostrado en el artícu
lo (64); los formados en juntos (14) valen AR: 
y restando estos de aquellos, resulta que la suma 
de los del polígono es 2HÍ?—AR=?lR[n—2). Según 
esto, en el triángulo es n=5, y 2/? la suma de 
ángulos. En el cuadrilátero es n—4, y AR la suma 
de ángulos. En el pentágono, es fi/í la suma de 
ángulos, etc. Como el polígono regular tiene igua
les lodos sus ángulos (fig. 67), será el. valor de 

n «2 
cada uno X2fi ; de consiguiente ^-R el del 

n . 3 

triángulo regular; R el del cuadrilátero regular; 

^-R el del pentágono regular, etc. 
Prolongando cada lado del polígono por uno 

de sus entremos, resultan los ángulos esteriores 
L R C , M C D , . . . . suplementos respetivos de los 
interiores adyacentes del polígono: y como hay 
tantos suplementarios como ángulos tiene, as-
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ciende á la suma clnR—^R[n—cl)=AR el valor 
de todos los ángulos formados esteriormente por 
cada lado y la prolongación del inmediato; que es 
la segunda parte del teorema. En el polígono re-

ÁR ' ' 
guiar será el valor de cada ángulo este-

n 

ñor; de consiguiente -j-R el del esterior del trián

gulo regular; R el del cuadrilátero regular, etc. 
95. Dejando para mas adelante lo demás que 

se dirá de los polígonos en general, tomemos en 
consideración ahora los cuadriláteros entre los 
cuales se distinguen con nombres propios los 
que vamos á definir. Trapecio es el cuadrilátero 
ABCD{ñg . 68), que tiene dos lados B C y A D 
paralelos, sin serlo entre sí los otros dos. Para-
lelógramo es el cuadrilátero A B E F ó A C D F 
(fig. 69 y 70), que tiene sus lados de dos en dos 
paralelos .entre sí, á lo cual es inherente la pro
piedad de ser iguales de dos en dos sus lados (50). 
Cuando el paralelógramo tiene los cuatro ángulos 
rectos sollama redámimío como A C D F en la mis
ma figura 69; y si ademas tiene iguales los cuatro 
lados sollama cuadrado, como A B E F m la mis
ma figura. Cuando no son rectos los ángulos del 
paralelógramo corneen la figura 70, seliarna obli
cuángulo, distinguiéndose con el nombre de rom-
bo el paralelógramo oblicuángulo que tiene i^ua-



— l í e 
les sus cuatro lados, como A B E F en dicha figik 
ra 70. Sentadas estas definiciones, pasemos á ma
nifestar en los teoremas que siguen algunas pro
piedades de los paralelógramos. 

TEOREMA.. 1.° E l cuadrilátero que tiene los 
lados opuestos iguales entre si , es paralelégramo* 

Siendo en el cuadrilátero A B D F (fig. 71) los 
lados A R = F D, B D = A F , y tirada ía diagonal 
A D, resulta dividido en dos triángulos idénticos 
por serpos tres lados del uno iguales á sus corres
pondientes del otro: comparando los ángulos 
opuestos á los lados correspondientes, se halla
rán las igualdades de ángulos B D A — D A F , . 
A D F — B A D, y por ello serán paralelas BD á 
A F y B A á D F . 

11.° E l paralelógramo tiene iguales entre si 
los ángulos opuestos; cada dos contiguos suple-
mentarlos entre si; y resulta dividido en dos 
triángulos idénticos por la diagonal.. 

Tirando la diagonal A i) en el paralelógramo 
A B D F , por lo demosírado en la teoría de para
lelas (26) resultan las igualdades de ángulos 
B D A = D A F , A D F — B A D , y las sumas de estas 
B D F = B A F : tirándola otra diagonal B F , por 
un razonamiento análogo se viene á parar á la 
igualdad de ángulos A B D = A F D . Según esto y 
lo demostrado en el artículo (94), tenemos la 
igualdad de ángulos. 
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^ A B D + I B D F ^ A R ; y reduciendo, 

A B D - ^ - B D F — I B , por consiguiente 

B A F + A F D ^ H R . 

Cada diagonal divide al paralelógramo en dos 
triángijlos que tienen de lado común dicha dia
gonal, y por la definición de la figura los otros 
dos lados de cada triángulo son respectivamente 
iguales á los del otro; luego son idénticos los dos 
triángulos en que la diagonal divide al parale
lógramo. 

III. ° Cada diagonal del paralelógramo está 
cortada por la otra en dos partes iguales. 

Visiblemente se cortan las diagonales A D y 
B F en el punto C,.y forman con los lados del 
paralelógramo cuatro triángulos que tienen un 
vértice común en C. Los triángulos A C B y D C F 
son idénticos, por la igualdad de lados A B = F D 
y de los ángulos del uno respectivamente á los 
del otro. Comparando los lados correspondien
tes á los ángulos iguales, se hallan A C = C J) y 
B C = C F . 

IV. 0 En el cuadrado y el rombo la diagonal 
divide á cada ángulo en dos partes iguales, y es 
perpendicular á la otra; de que resulta dividida 
la figura en cuatro triángulos rectángulos idén-
ticos por las dos diagonales. 

Cuando fueren iguales los cuatro lados del 
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paralelogramo A B E F ( fig. 69 y 70 ) tirando las 
diagonales A E y B F , que se cortan en O , re
sulla á un tiempo A B = B E ; A 0 = OE1; y por 
ello B F es perpendicular á A E y divide al án
gulo B en dos iguales, á lo cual es consiguiente 
el ser los triángulos A B 0 y B O E rectángulos 
idénticos. Por un razonamiento análogo se de
muestra la bisección de cada ángulo en partes 
iguales y la identidad de triángulos B OE Y E O F , 
como tambkm de E OF y A OF: luego por igua
les á otros resultan iguales entre sí los cuatro 
triángulos rectángulos en que dividen las diago
nales al cuadrado y al rombo. 

En el caso particular de ser un cuadrado la 
íigura, hay la circunstancia de igualdad de sus 
cuatro ángulos y por consiguiente de todas las 
mitades, á que se sigue el ser isósceles idénticos 
los cuatro triángulos é iguales todas las cuatro 
partes de las diagonales. 

V.0 TEOREMA. En el paralelógrcimo la suma de 
segundas potencias de las diagonales es igual á 
la suma de segundas potencias de todos los lados. 

Si en el paralelógramo A BC D (fig. 72) se ba
jan desde los vértices A \ B á \a base /) C o su 
prolongación las perpendiculares A F y BG, los 
triángulos A D C \ B B C formados por cada dia
gonal y dos lados del paralelógramo dan (84) 

¿ 1 ' = TJJ + D ' C — VQCXDF, 
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B D = F0+1)1) + ^ D C x C G: 

sumando las dos ecuaciones^ y teniendo presen
tes los datos 

A B = D C , D F = f G—F C = C G, se viene á 

96. PROBLEMAS de construir el cuadrado y el 
rectángulo. 

I. 0 Dándose el lado A F (íig. 69) construir el 
cuadrado sobre él. 

Levantando perpendiculares á la recta dada 
en sus estremos A y F (46, II.0) ó (59,1.0), y cor
tando en ellas las partes AJB y F i ? iguales á el la
do A F , la recta B E completará el cuadrado A E . 

Si se quiere construir de otro modo, leván
tese la perpendicular A en el estremo A de la 
recta dada; córtese A B = A F , y desde los puntos 
B y F con el radio A F trácense los arcos que se 
cortarán en E \ tirando por último las rectas JB/Í y 
F E quedará completa la figura, que tiene iguales 
sus cuatro lados y rectos sus ángulos, pues por 
construcción son idénticos y rectángulos é isós
celes los dos triángulos de la hipotenusa común 
B F (70). 

II. 0 Bada la diagonal B F , construir el cua
drado. 

Desde el punto O medio dq ^ i ^ levántese la 
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perpendicular A E (46, III.0): tomando en ella las 
partes O A y OE iguales á 5 0, y ligando con rec
tas los cuatro puntos B, A , F , E , quedará cons
truido el cuadrado (95, IV.0). Igualmente se cons
truye la figura formando en los eslremos de la 
diagonal dada, á uno y otro lado de ella, los án
gulos semirectos (46, 1.°) F B A , F B E , A F B , 
B F E ; pues por construcción serán rectángulos, 
isósceles é idénticos los triángulos de la hipote
nusa común B F (64) y (65). 

III. 0 Dándose los lados A F y AG (íig. 69), 
construir el rectángulo, 

Formando en el estremo A del lado A F un 
ángulo recto, tómese en el nuevo lado del ángulo 
la parte A C dada; y construyendo en los estremos 
C y F ángulos rectos sobre los lados A F y A C , 
quedará construido el rectángulo (94). 

Si en vez de construir en los estremos C y F 
ángulos rectos, se trazan arcos desde dichos pun
tos, con el rádio A F desde C y con A C desde F 
se cortarán en el punto D, y las rectas CD y D F 
completarán el rectángulo; pues por construcción 
son triángulos idénticos rectángulos los de la hi
potenusa común C F (70). 

IV. 0 Construir el rectángulo, dada la diago
nal CF y el ángulo ACF que ha de formar con 
un lado. 

Construyanse en los estremos (J y F sobre C F 
los ángulos A C F y C F D iguales al dado; y en 
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los mismos puntos sobre las rectas C A y F D há-
cia la diagonal construyanse los ángulo-; rectos 
A C D \ A F D ; con lo que los nuevos lados de 
estos ángulos cortarán á los primeros en los pun
tos A y D vértices del rectángulo que se pide 
(0^ü'(d5^ í)fc9'ú) íwviwo o» oíq: ito >\ ohiuq lo ob 

En cuanto al modo general de construir cual
quiera polígono, y al número de condiciones ó 
datos necesarios para que la figura que se pide 
esté determinada, téngase presente lo dicho en el 
artículo (95), sobre cuya materia se adquirirán 
©tras luces en las lecciones que siguen. 

LECCION DUODECIMA. 
De l o s p o l í g a m o s inscrito y eircunsei'i-

to a l c irculo, 

97, Si ¡todos los vértices de los ángulos del 
polígono están en la circunferencia, es el polígo
no inserito; y circunscrito si los lados son tan
gentes al círculo. Por la definición misma se in
fiere, que los polígonos inscritibles tienen la cua
lidad de que dentro de su contorno haya un pun
to equidistante de todos los vértices de sus ángu
los; y los oircunscritibles la de tener un punto 
equidistante de sus lados. 

98. TEOREMA. E l polígono regular tiene un 
jmnto equidistante de sus vértices y equidistan' 
te de sus lados, y queda dividido por las rectas 
Mrigidas á los vértices desde dicho punto, en 



triángulos isósceles idénticos cuyas bases son los 
lados del polígono. 

Divídase cacfti uno de los dos ángulos A y B 
del polígono regular A B C D F . G [ ñ g . 67), en dos 
iguales, por medio de las rectas A i , B K ; y des
de el punto K en que se cortan tírese K C á otro 
ángulo C inmediato del polígono. Después de es
ta operación se observará que los triángulos 
A K B y B K C tienen K B común, A B — B (7 y los 
ángulos en B iguales; por lo cual son idénticos y 
K A = K B = K C , : como también el ángulo 
K C B = K B C = K A B mitad del ángulo del polígo
no, y por ello isósceles dichos triángulos. Del 
mismo modo se demuestra que la recta K D diri
gida desde K á otro vértice contiguo D , forma el 
triángulo C K D idéntico á los dos anteriores; y 
sucesivamente, que todas las rectas dirigidas des
de JK" á los vértices del polígono son iguales, y 
forman de dos en dos con un lado del polígono 
triángulos isósceles idénticos cuyas bases son los 
lados del polígono. Ademas, por la identidad de 
dichos triángulos isósceles tendrán todos la mis
ma altura K J , es decir, que el punto K está equi
distante de todos los lados del polígono. 

Llámase c e n t r o del polígono regular el pun
to K ; r a d i o d e l p o l í g o n o ó r a d i o o b l i c u o la dis
tancia . O desde el centro á los vértices; a p o 

t e m a ó r a d i o r e c t o la distancia K J desde el cen
tro á los lados, y á n g u l o d e l c e n t r o cada uno de 
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los formados por dos consecutivos radios del po
lígono. Cada ángulo del centro en el polígono 

47? 
regular de n lados vale , por ser A R la W 

ma de todos (14, 11.°); y así, el ángulo del cen-

tro del triángulo regular vale — JR; el del cua

drilátero regular el del pentágono regular 

— ̂  etc.; que son los mismos valores respec-

tivos de los ángulos esteriores (94), 
99. TEOREMA. Dado un polígono [regular, se 

puede circunscribir el círculo á él. 
En efecto^ habiéndose demostrado que todos 

los radios CA, CB, CD.. . . . (flg. 73) del polígo
no regular son iguales, la circunferencia descri
ta con cualquiera de ellos desde el centro G pa
sará por todos los vértices del polígono; y por 
ser isósceles todos los triángulos A C 5 , BCB..., 
será cada lado del polígono cuerda del círculo, 
es decir, circunscrito este al polígono y con un 
mismo centro C ambos. 
. 400. Dado un polígono regular se puede ins

cribir el circulo á él. 
Por estar equidistantes del centro del polígo

no regular a 6 (fig. 73) todos sus lados; tanto 
como es la ostensión del apotema C K, si con 
este radio se describe un círculo pasará por to-
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dos las puntos í , K ' , . . . . de los lados, en que 
se corlan estos con los apotemas; y como todas 
las rectas que se pueden dirigir desde el centro 
del polígono á los lados son mas largas que el 
apotema (19, II.0), se sigue que cada lado del 
polígono tiene común con su circunferencia un 
solo punto, y que todos los demás de cada lado 
salen fuera del círculo; esto es, que los lados del 
polígono regular son tangentes del círculo des-
erito desde el centro del polígono con su apo
tema. 

101. Está demostrado que en todo polígono 
regular dado se puede inscribir y circunscribir el 
círculo; pero la recíproca de esta doble conclu
sión no se puede establecer, porque aun están 
irresueltos los problemas de inscribir y circuns
cribir polígono* de cualquier número de lados en 
círculo dado; y solamente se lian podido resol
ver en algunos casos que vamos á manifestar. 

TEOUEMA. I.0 E l lado del exágono regular es 
igual al radio del circulo circunscrito. 

Suponiendo la cuerda A B (ílg. 74) lado de un 
exágono regular, y M el centro del círculo da
do; en el triángulo isósceles A M B el ángulo M 

4 2 . 
del centro vale = — R; sus ángulos en A y 

2 4 
en B juntos valen 2/?—— = y cada uno 
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'p-jR: luego és equilátero el triángulo; y por 
o 

ello, aplicando el radio deí círculo dado seis ve
ces consecutivamente á su ciminferencia, re
sultará el exágono inscrito. 

Construido el exágonoj las cuertfas como GB 
de los arcos dobles serán lados del triángulo re
gular inscrito (41): y esto nos dice el modo de 
inscribir el triángulo regular al círculo. También 
es fácil hallar la espresion de su lado GB; pues 
trazando los radios Érilí y B M ademas de los la
dos GA y AB d e l exágono, y el radio AM, re
sulta el rombo GMB A cuyas diagonales forman 
en 0 cuatro ángulos rectos, cortándose una á 
otra en dos partes iguales (95). Por lo cual 
suponiendo r el radio del círculo, será 

M O = ^ - r , 

G 0 = i / [ G M * ( ) * ) = [ / [ r ' — y f *)= -^V5, 

y por consiguiente r [ /Z la espresion numérica 
del lado del triángulo equilátero inscrito. Divi-
diendocada arco GB del triángulo equilátero ins
crito en2m partes iguales (50,1.°), resultan po
lígonos regulares inscritos de Sx^"* lados. 

II.0 L a d i s t a n c i a q u e h a y e n t r e l o s e s í r e m o s 

A ?/ B (fig. 75.) d e d o s d i á m e t r o s A D y B F p e r -
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pendiculares de un circulo, es lado del cuadra
do inscrito en él. 

E l ángulo del centro en el cuadrado vale 
4 , ' 
— R=:R; luego construyendo en el circulo dos 
*x • ' ioU'' •') jj'íriJfu?-
diámetros i D y 5 F perpendiculares, las cuerdas 
que ligan sus estremos serán lados del cuadrado 
inscrito (41) y (45, 1.°), 

La espresion del lado A B del cuadrado pre
senta una circunstancia notable: pues, entre los 
lados del triángulo rectángulo A B C que forman 
el lado A B del cuadrado y las semidiagonales A G 
Y C B , hay la relación (83, V.0) 

' T B = ' T c 2 + ~ B i = 2 r4 

de la cual viene 

A B = r \ / 1 , o bien ——==--— 
2r 2 

en donde vemos que la diagonal del cuadrado es 
incomensurable con su lado; esto es, que no tie
nen medida común exacta las dos líneas, ejemplo 
de lo espuesto en la medición de esta clase de 
cantidades (9). Dividiendo cada arco A B que sub-
tende el lado del cuadrado en 2m partes iguales, 
y trazando las cuerdas de estas, resultan los po
lígonos regulares inscritos de 4x2'" lados. 

111.° Dividiendo el radio del circulo en me-
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d i a y e s t r e m a r a z ó n (90), l a p a r t e m a y o r es i g u a l 

á e l l a d o d e l d e c á g o n o r e g u l a r i n s c r i t o . (íig. 76)« 

Siendo A 5 lado del decágono regular inscri-

to, el ángulo C del centro vale --rR, y cada uno 

de íos ángulos A y i? del triángulo C A E tiene de 

4 2 4 
valor «if^H — T-^)= í de suerte que si di-

vidimos el ángulo Á por medio con la recta A G , 
los triángulos CAB y GAB son semejantes,, por 
tener común el ángulo B é iguales los ángulos 
C y GAB. De dicha semejanza resulta la igual
dad de ángulos A G B = A B G y de las líneasi 
A G=AJ?: y comparando lados homólogos, vie
ne para el lado del decágono regular inscrito1 

A B=V[GBy.CB)=\/[ry.GB). 

Por ser los ángulos C y C A G iguales, á que sigue 
CG=GA—AB, la ecuación anterior elevando al 
cuadrado y sustituyendo se convierte en 

GB CG 
-TTTT— TTIT como se propuso demostrar. 

Se deja conocer que construido el lado A B 
del decágono, el duplo del arco A B subtende la 
cuerda AJ) lado del pentágono regular inscrito. 
La división del arco A Z) en 2'" partes dá cuerdas 
para lados de los polígonos de 5X2" lados. 
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IV,0 Restando del arco del exágono el del de' 

cágonOy la cuerda de la diferencia que resultare 
es el lado del pentedecágono regular inscrito. 

Sabemos que la cuerda del arco ——-enlacir-

cunferencia C, es lado del polígono regular de 15 
lados, y se halla facUmente por una simple res-

ta. Pues, el arco del exágono es — , el del de-

cágono l . y l - ^ . 

Dividiendo el arco á que subiendo el lado del 
pentedecágono en 2m partes iguales, resultan los 
i-orrespondienles á los polígonos de 15x2"'lados. 

Ultimamente, aunque se saben inscribir los 
polígonos de 2 "+1 número de lados, con tal que 
2 '"-f-l sea número primero, se omite aqui la de
mostración que por su delicadeza y proligidad nos 
ocuparía demasiado. 

Los polígonos comprendidos en los casos que 
se han enunciado, son los únicos que se saben 
inscribir con prévio conocimiento del correspon
diente lado. Para inscribir otro cualquiera, nos 
vemos precisados á usar de tanteos: siendo por 
ejemplo n el número de lados, hay que dividir la 
circunferencia en ?] partes iguales á tonteo por 
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medio del compás, aplicando sucesivamente sus 
puntas á la circunferencia. 

102. TEOREMA. Sabida la espresion del lado 
AB (íig. 84) del polígono regular inscrito qu& 
tenga n lados, se halla la del lado A L del regu
lar que tenga 2n lados, inscrito en el mismo 
circulo, cuyo radio es O A. 

En efecto, tirando el apotema O 0, los trián
gulos rectángulos A O Q y A L Q dan á causa de 
L Q = O A - ~ 0 Q, las ecuaciones 

A L = ^ ( ~ A B + { 0 A — O Qf ) : 

por la primera se tiene el valor de O Q, pues el 
radio OÁ y el lado A B del polígono inscrito son 
conocidos: y sustituyendo OQ en la segunda, se 
viene al valor A L que se busca. Hallado asi el 
valor del lado correspondiente al polígono de 1n 
lados, se tendrá igualmente el de 2ÍÍX2; después 
el de ^ n x ^ X ^ ; y asi sucesivamente el de cual
quiera polígono regular, incluido precisamente 
€n la fórmula general nX^"1, siendo n el número 
<ie lados que tenga uno de los elementales dados 
á conocer anteriormente. 

10o. TEOREMA. Inscrito un polígono regular, 
se puede circunscribir otro de igual número de 



— 150 — 
tados: é inversamente, dado el circunscrito se 
puede inscribir aquel. 

Dado el polígono A B C . . . (fig. 74) inscrito, 
construyanse las tangentes ga , ab, be . . . al cír
culo, en los vértices A , B . . . . Los triángulos A a B , 
Bb C , . . . . tienen iguales sus bases, y también los 
ángulos adyacentes á ellas por ser diferencias de 
-otros iguales (98); por lo cual serán idénticos di
chos triángulos, y ab=bc—cd— lados del 
polígono regular circunscrito, que visiblemente 
resulta de iguaí número de lados que el inscrito 
en el mismo círculo. En donde vemos que para 
circunscribir al círculo un polígono regular del 
mismo número de lados que otro inscrito á él, 
de modo que formen ángulos iguales los lados 
del uno con los del otro, basta levantar tangentes 
en los vértices del inscrito. 

También se construye de otro modo el polí
gono circunscrito al mismo círculo, dado el ins-
criío. En el estremo K (flg. 75) del radio C K del 
círculo, perpendicular á el lado A B del inscrito, 
levántese la tangente ab; ^ prolongando los ra
dios oblicuos C A y C B hasta la tangente, resulta 
el triángulo C A J semejante á los C a Z y CbK, é 
idénticos estos entre sí; por consiguiente ab==^Kb, 
Hay que demostrnr ahora que b es vértice del 
polígono circunscrito, y Kb mitad de su lado. Le
vantando para ello en b la recta b d paralela á 
B Z), formará con CK' y Cb triángulo semejante 
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á B C L y por consiguiente á K C B, Comparando 
lados homólogos, viene C K = C K ' , Kb==bK'' esto 
es, bK' tangente y semilado del polígono cireuns-
crito que tiene en b uno de sus vértices. Tam
bién prolongando el radio oblicuo C D hasta la 
tangente bK' resulta K'd=^K'b, y d otro vértice 
del polígono circunscrito. Desde ÍÍ se empiezan 
las construcciones y razonamientos mismos que 
desde b, para demostrar que dK" y K " f son otros 
dos semilados, y f otro vértice: y así sucesiva
mente. Luego, para construir un polígono cir
cunscrito regular con igual número de lados que 
otro inscrito, de modo que los lados de éste sean 
paralelos á los de aquel, basta levantar tangentes 
en los estremos de los radios del círculo perpen
diculares á los lados del inscrito. 

Inversamente, habiendo de inscribir el polí
gono, dado el circunscrito, las demostraciones 
análogas á las anteriores nos conducirán á que 
las cuerdas que subtenden los arcos intercepta* 
dos por los radíos rectos, ó por los oblicuos del 
circunscrito, son lados del inscrito que resultarán 
de uno ú otro modo colocados. 

Puesto que dado un polígono regular inscrito 
se sabe circunscribir el de igual número de lados, 
el problema de circunscribir polígonos regulares 
está resuelto en igual número de casos que eí de 
inscribirlos. Entre los lados A B y ab (fy. U4) del 
inscrito y circunscrito al círculo cuyo radio es 
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0 . 4 = 0 1 = . . . , , siende 0 L apotema de este y 
O 0 el de aquel, hay las dos siguientes relacio
nes que vienen de comparar los lados de los 
triángulos semejantes OaL y OAQ, duplicando 
después aL y A Q, 

ab A B ^ / T—-2 i 

Cuando se dá el inscrito, es incógnita ab: si es 
dado el circunscrito, son incógnitas A i? y 0 0, 
y eliminando una incógnita se tendrá el valor de 
la otra, 

104. Nada diremos en general sobre los po
lígonos irregulares inscritibles, ó cireunscritibles-, 
aunque gozan esta propiedad todos aquellos cuyos 
lados pueden ser cuerdas ó tangentes del círculo: 
y solo manifestaremos en los teoremas que si
guen algunas propiedades de ios cuadriláteros 
inscritibles. 

TEOREMA. L0 En el cuadrilátero inscrito la 
suma de cada dos ángulos opuestos es igual á 
dos rectos. 

Suponiendo inscrito el cuadrilátero A B D F 
(flg. 77); es visible que, por estar los vértices en 
la circunferencia y abrazar á tuda ella cada dos 
ángulos opuestos, vale tanto como dos rectos la 
suma de dichos opuestos. 

II.0 Recíprocamente: el cuadrilátero en qim 
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ta suma de dos ángulos opuestos miga dos rectos 
es inscritible. 

Porque si alguno de los vértices cayese en B* 
fuera del círculo, ó en B" dentro, seria la suma 
de los ángulos B " y F , ó B ' y F mayor ó menor 
que dos rectos (00 y 61); lo que es contra el su
puesto. Vemos pues, que siempre se piíede cir
cunscribir el círculo á un rectángulo, y á todo 
cuadrilátero cuyos dos ángulos Opuestos juntos 
valgan dos rectos. 

Para circunscribir la circunferencia, dado el 
cuadrilátero inscritible, se levantan perpendicu
lares en medio de dos lados, y el punto de con
curso es el centro;, porque, no pudiendo pasar 
mas que una circunferencia por tres vértices 
(50, IV.0) claro es que el cuarto ha de estar en 
ella. 

III.0 En todo ciíadfil'átero inscritible, es el 
producto de las diagonales equivalente á la su
ma de productos de los lados opuestos. 

En el cuadrilátero A B D F (ílg. 78) inscrito 
trácense las diagonales A D y B F , y fóVmese so
bre el lado BD G\ ángulo / / B D=A B F con la 
recta BII, que suponemos corta en II á Ja diago
nal A i): y como por otra parte es A F B = A D R 
(58, 3.a), resultan semejantes los triángulos A F i? 
y /ÍJBZ). Ademas hay las igualdades de ángulos 
A B I I = F B D por sumas de otros iguales, como 
también (58,, 5.a) B A D = B F D > y en consecuen-



— 104 — 
cía los triángulos ABH y FBD son semejantes. 
Comparando lados homólogos en las dos seme
janzas demostradas, resultan 

HD _ 4jP AJ¿ _ F_D 
BD ~ ~ B F ' AB ~ BF'[ 

de donde 

HDXBF=A'FXBD, A H X B F ^ F D X A B . 

La suma de estas ecuaciones reducida á la es-
presion 

B F x A D—A F x B D-\-FDXA B 

hace ver que está demostrado el teorema pro
puesto. 

JLECCÍON DECIMATERCIA. 

P o l í g o n o s semejantes y comparacio
nes de sus lineas. 

105. Son semejantes los polígonos AJ5 JD..., 
y abd. . . (fig. 79) divisibles en igual número de 
triángulos T, T', T e l uno. y í, t',t",... el 
otro, respectivamente semejantes, como T k t, 
T k t ' , . . . y situados en el mismo orden. La defi
nición es aplicable (fig. 82) igualmente á los po
lígonos descompuestos en triángulos con metas 
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dirigidas á los vértices desde cualquiera punto 
O interior de ellos. Coníbrme á la definición se
gún el primer método; dado un polígono ABD. . . , 
(íig, 79) se construye otro a6cZ..w semejante to
mando una recta a&de magnitud y posición arbi-
traria, sobre la cual se completa el triángulo 
abd semejante á ABD (75) ó (80); en seguida so
bre ad el triángulo a tí/'semejante á A .DF; y así 
sucesivamente basta completar el polígono. 

106, TEOREMA. En los polígonos semejantes se 
verifican esclusivamente las propiedades de ser 
cada ángulo de uno igual á su correspondiente 
del otro, los lados y diagonales homólogos propor
cionales, y los perímetros proporcionales también 
con los lados y diagonales homólogos. 

Los triángulos ABD Y abd (fig-79) semejan
tes de dos polígonos tales .A JBDJPG... y abdfg... 
tienen iguales los ángulos B y b como también 
D y d, verificándose ademas 

AB BD AD m' 

En los triángulos semejantes AD F j ad /"sucede 
asimismo ser iguales los ángulos D j d como tam
bién F y f, con las proporciones siguientes 

AD DF A F 
ad df af 

De las dos semejanzas resulta ser el ángulo 



B D F = b d f y 
A B B D P F 
ab bd d f ' 

Del mismo modo se demuestra que son los ángulos 
J )FG=dfg , y que los lados tienen la relación 

D F F G 
——= y asi sucesivamente hasta el último 
d f fg J 

triángulo, eonclúyese que en los polígonos se
mejantes cada ángulo de uno es igual á su res
pectivo del otro, y que los lados y diagonales de 
aquel son respectivamente proporcionales á los 
de éste. Se dicen homologas las lineas correspon
dientes de todas las figuras semejantes, asi como 
en los triángulos. 

Recíprocamente; siendo iguales los ángulos 
correspondientes de dos polígonos A B D y 
a bd... (fig. 79) y "proporcionales sus lados homó
logos, serán semejantes los triángulos T y í, por 

A B BJ) , n u • i i ser — I los ángulos i? y o iguales; los 

triángulos T y t' son también semejantes, á cau
sa de tener iguales los ángulos D y d por resir 
dúos de iguales, y 

A D _ _ B D D F 
ad ~ bd ~ ~ T f ' 

Pudiéndose demostrar lo mismo respecto de los 
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triángulos sucesivos, debe concluirse que son se» 
raejanles ¡os polígonos que tienen iguales los án
gulos coiTGspondientes y proporcionales ios lados 
homólogos. De aqui se deduce que son semejan
tes dos polígonos regulares de igua! número de 
lados: pues los ladus del uno tienen razón de 
igualdad entre sí, y lo mismo los del segundo; 
ademas, circunscribiendo los círculos, cada án
gulo de los polígonos abrazará un arco cuyo va
lor gradual será el mismo que el del arco abrazado 
por el ángulo correspondiente del otro polígono. 

Por último, de las ecuaciones (íig. 79) 

A B B D D F . . . . . 
= viene (Aig. elem. 159) ab bd d f 

A B - [ . B D - \ - D F + A B 
a b-\-bd-{-df-\- a b 

y como los lados son proporcionales á las diago
nales, está demostrada la última parte del teore
ma. En el polígono regular tienen razón de igual
dad los lados entre sí, lo mismo ios rádios y tam
bién los apotemas: de consiguiente, en dos polí
gonos regulares semejuaíes ó de un mismo nú
mero de lados, están estos en razón de rádios y 
apotemas; y por ello los perímetros en tasoa de 
los rádios y apotemas también 

Según la propieilad reciproca derhosü'adn, que 
€s la simultaneidad de la semejanza de ios poii-50-

43 
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nos, con la igualdad de sus ángulos y proporcio
nalidad de sus líneas homologas; para construir 
un polígono a 6 rf... semejante áotro dado ABD...t 
en vez del método que indicamos en el preceden
te! artículo se puede usar el que sigue. Construir 
primeramente un lado ab arbitrario ó dado, lio-
mólogo áe AB, y en cada estremo de este lado 
el ángulo igual á su correspondiente del polígono 
ABD. . . ; después cortar cada lado indefinido del 
ángulo proporcionalmente de modo que se veriíi-

AB BD 
que ab bd 

y asi sucesivamente hasta el penúltimo ángulo 
cuyo lado se cortará con el que venga del otro 
ramal del polígono, y dichos lados cerrarán por 
sí la figura formando el último ángulo (93). 

107. TEOREMA. Las distancias homologas en-
tre dos puntos tomados en cada polígono de los 
semejantes están en razón de los lados: por con
secuencia, los perímetros de dos polígonos seme
jantes en razón de dichas distancias homologas. 

Si en dos polígonos semejantes desde los án
gulos iguales A y a se dirigen las rectas AK Y Wk 
{fig. 80) á lados homólogos D F j d f , quedando 
estos cortados proporcionalmente, será 

DK dk 
~ ~ k f ' y d e aciui Yiene 
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D F _ D K _ K F __AB _ A D 
df d k ~ k f ~ ~ a b ~ ~ a d = . . . . (Í06): 

demostración de que, si dos lados homólogos 
de polígonos semejantes fueren cortados en par
tes proporcionales por dos rectas dirigidas desde 
ángulos correspondienles, dichas partes propor
cionales entre sí también serán proporcionales á 
los lados y diagonales homologas del polígono. 

Los triángulos ADK y adk son semejantes, 
porque tienen sus ángulos en D y d iguales y 
proporcionales los lados que comprenden á estos 

ángulos, de que procede :^-=-^-. Como por 
ad ak 

otra parte las diagonales AD y ad son propor
cionales á todos los lados homólogos de los polí
gonos, resulta que las rectas y aA: dirigidas 
desde algunos correspondientes á lados homólo
gos, de manera que los dividan en partes propor
cionales, son también proporcionales á cualquie
ra lados homólogos del polígono. 

Los polígonos A B D K y abdk parciales son 
semejantes; y por ello las rectas K L y kl dirigidas 
desde ángulos correspondientes á lados homólo
gos, de modo que los corten en partes pro-
porcionaleSj darán 
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L K * A B _ B D 
Ik ab bd 

Las rectas L K y ífe tienen ademas la propiedad 
de cortar cada una dos lados en partes propor
cionales: luego, las rectas L K y Ik así dirigidas 
en dos polígonos semejantes, serán proporciona
les á los lados y diagonales homologas. 

Dividiendo así sucesivamente !os dos polígo
nos por rectas dirigidas de ángulos á lados, re
sultarán homologas todas las lincas tiradas de 
una misma manera y serán proporcionales á los 
lados de los polígonos, por consiguiente á los pe
rímetros (106). 

108. TEOREMA. I.0 S i en los estremos de la 
recta a h, de magnitud y posición arbitraria, se 
forman los tíngalos i , i ' , i " , i ' " , (íig. 81) igua
les á los correspondientes v, v', v", v'", de un 
polígono dado ABDF , y los ángulos o, o', 
o", o'", iguales ó sus correspondientes z, 
z', z", z '", . . . . las intersecciones de los lados en 
h, d, f, g — serán vértices del polígono semejan
te á A B D F . . , . 

Para que se verifique el teorema, bastará de
mostrar que son semejantes los triángulos par
ciales que componen los dos polígonos. En efec
to, los triángulos ABI1 y abh son semejantes, 
por tener iguales los ángulos en i i y a sumas de 
iguales, y los ángulos en 11 y h por construcción; 



por iguales razones, semejantes ADII y adk, 
A F H y afh Comparando lados homólo
gos, resulta para los triángulos parciales BAD, 
D A F , had,. da[,....... do que se trata, 

ah ab ad af 

Las rectas bd, df, fg,... completan dichos trián
gulos bad, daf, fag,.... semejantes respectiva
mente á los triángulos BAD, D A F , . . , por tenor 
los ángulos v, v', v " i g u a l e s á los correspon
dientes i , V, i", como también proporcionales 
los lados de estos (80): luego, el polígono abd fgh 
así construido es semejante al lado A B DF GIL 
Este método de construir un polígono semejante 
á otro dado, se emplea en la formación de dibu
jos geométricos que representan alguna parte de 
la superficie terrestre, como se verá en el trata
do de Trigonometría. 

11.° Si en el polígono A B D F . . . (üg. 82) desde 
cualquiera punto O interior se dirigen á los vér
tices rectas; y se toman en ellas partes propor
cionales, es decir -

O A OB OD ] »« 
—~-?\T==~?n — ••• el polígono abdh, , . 

Oa Ob Od J 

cerrado con las rectas ab, bd , df, es seme
jante á A B D F . . . . 

En efecto, serán (76, L0) paralelas AB y ab. 
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B D \ bd... , proporcionales los lados, iguales los 
ángulos correspondientes, y por ello semejantes 
los polígonos A B D . . . . abd. . . . (fig. 85) Si 0 fuese 
centro de polígonos regulares, serán idénticos 
todos los triángulos de cada uno y semejantes á 
los del otro. 

109. TEOREMA. 1.° E l arco es mayor que la 
cuerda, y menor que la tangente interceptada 
por los radios que pasan por los cstremos del ar
co; y la circunferencia es mayor que el perímetro 
del polígono inscrito, y menor que el del cir
cunscrito de igual número de lados, 

.Cada lado .4 B (fig. 84) del polígono regular 
inscrito es menor que el arco A B (10); y por con
siguiente la suma de aquellos, ó el perímetro del 
polígono, menor que la circunferencia circuns
crita. Dividiendo cada arco A B , B C , en dos 
partes iguales, y trazando las cuerdas de estas 
A L , L B , B N , iVC, . . . . resulta (10) el polígono 
A L B N C . ^ A B C . . . . , aunque siempre menor 
que la circunferencia. Continuando la bisección 
de lo» arcos iguales A L , L B , . . . . ó duplicación 
del número de lados, y asi en adelante, resultará 
cada vez un perímetro regular inscrito mas apro
ximado al valor de la circunferencia, sin dejar
de ser menor que ella. Con lo cual están demos
tradas la primera y segunda parte de la proposi* 
cion en cuanto al polígono inscrito. 

Siendo abe,,., polígono circunscrito de tantos 
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íados como el inscrito ABC...; asimismo hjkm..„-
de tantos como A L B N , resultan hipote
nusas aj4-/¿6>catetos AJ-{-KB; y por ello, tan
gente a 5> A J .O>a rco 'AS (10), sumas ó perí
metro a&c...>ii/A; mi...>circunterencia A B C.. . 
continuando la duplicación del número de lados, 
irá cada vez resultando un perímetro regular cir
cunscrito menor, y mas aproximado á ser igual 
con la circunferencia del círculo, sin dejar de ser 
mayor que ella. Quedan pues demostradas tam
bién las dos partes de la proposición en cuanto 
al polígono circunscrito. 

11.° La circunferencia es límite de los poli* 
gonos regulares inscritos y circunscritos, (fig. 84.) 

Habiéndose demostrado que la circunferencia 
es menor que el perímetro del polígono circuns
crito, y mayor que el del inscrito, y que ambos 
se van acercando á ella á medida que se duplica 
el número de lados; supongamos P y p los perí
metros de dos polígonos regulares con igual nú
mero de lados, circunscrito el uno é inscrito el 
otro á la misma circunferencia, como también 
r y í l o s apotemas 0 L y OQ. Según lo demostra-

do anteriormente es — =—, de donde 
P t 

P—p r—f n- p r 
= — , P—p=~ r — í , 

p t t 
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Como i* y /> Tan aproximándose al valor de la 
circunferencia intermedia, creciendo t con p 
mientras r permanece constante, se sigue que 
r— t decrece sucesivamente así como P—p al pa
so- que se aumenta el número de lados. Po;- otra 
parte jamás quede ser l>r ni p>P; luego 

r—l—o y P—p=o 

son los límites de r—t y P—p; á cuyo tiempo 
confundiéndose los dos polígonos inscrito y cir
cunscrito, se ajustarán á la circunferencia que por 
naturaleza está siempre entre los dos. 

H ü . TKOHEMA. 1.° Las circunfcreneias están 
en razón de sus rádios, diámelros, y cualesquie
ra lineas homologas proporcionales con estos. 

Sean P y p (lig. 83] los contornos de dos po
lígonos regulares semejante inscritos en las cir
cunferencias C y c, de los rádios 0 A = r , Oa—t: 
sean también A y ^ ¡as diferencias respectivas en
tre cada polígono y la circunferencia circunscri
ta á él. Las condiciones 

p r A R 

C — P = A y c—p=í dan —r= —=—, 

por ser los polígonos como los radios; de donde 

t C — t j ^ = r c — r í . . 
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En esta ecuación son constantes C y c como tam
bién r y t, pero variables A y s que se pueden 
hacer cuan pequeños se quieran á medida que se 
aumente el número de lados, sin que puedan lle
gar jamás á cero ni pasar de este límite. De suer
te que ha lugar á la ecuación (Alg, elem, 66) 

t C=rc , de donde — = — — . 
c t %t 

II.0 Los ángulos del centro, medidos por ar
cos de radios desiguales, son entre sí como los co
cientes de los arcos respectivos divididos por los 
rádios. 

Según el resultado precedente y el del artí

culo (45, IV.0) tenemos (flg, 28); 
y por lo demostrado en el artículo (44) acerca de 

, , , B C D B D BD B A ' . 
los ángulos, _ _ = = _ = _ : SITSÜÍU-

, B D . , , 
yendo por - su equivalente sera 

B 6 

B C D _ F G B A 
B C A ~ F C : B C 

espresion de la verdad que se propuso. 
111 PROBLEMA. Descubrir la razón de la cir

cunferencia al diámetro, ó lo que es igual, de la 
semicircunferencia al radio. 
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C e ., , 
Si en la ecuación r r = — conocicsemos la ra-

zon — = «• entre una circunferencia estendida en 

línea recta y su diámetro, ó lo que es igual entre 
la semicircunferencia y el radio, podríamos lia!lar 
la longitud de otra circunferencia C, dado su diá
metro 2r, en una cuarta proporcional C=^Mf. 
Inmediatamente sabremos hallar la espresion de 
TT que en lo sucesivo emplearemos con frecuen
cia, y es 

77=5,1415926.. 

Entretanto d é l a ecuación £ = 2 wr viene para 
el radio de una circunferencia cuya ostensión C 
es dada, 

r=-^-=0,1^59155X<?. 

\ 
Suponiendo r—1, resulta ^ ~ - ^ - C . Luego -n es 

el número que espresa la longitud de la circun
ferencia estendida en línea recta, siendo unidad 
el diámetro; ó bien la longitud de la semicircun
ferencia, siendo unidad el radio. Aunque directa
mente no es aplicable la unidad recta á la línea 
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curva que se ha de medir, se halla el valor nu
mérico -n midiendo con el radio r = l los períme
tros del polígono inscrito y del circunscrito de 
muchos lados que se acerquen á la igualdad en
tre sí, por consiguiente á confundirse con la cir
cunferencia intermedia según vamos ápracticarlo. 

Las equivalencias del artículo (402), hecha la 
sustitución de r por OA (íig. 84), y á causa de 

1 .2 2 
— A B -\- 0 Q =r*, vienen á ser 

4fiu¿-. &iñlmtími¿ Húh ébd1 la M uva 1 * 

A ^ ^ | 2 r ( r — 0 0)1; O 0 = - t / ( r — ~ T £ 2 ) . 

Las del artículo (105) son la segunda que se ha 
escrito, y ademas — = . Haciendo para sim-

r O 0 

plificar AB=OL, A L = % , lados de los polígonos 
inscritos de w y de 2 w lados; como también r = \ , 
OQ=r', y ah—y lado del polígono circunscrito 
de igual número de lados que el inscrito; las 
tres equivalencias serán 

€ = K 2 - 2 r ' ) ; r ' ^ i - . - * ' ) ; k ¿ 4 ; 

Tomando desde luego por « el lado de un polígono 
inscrito de n lados que tenga valor exacto cono -
cido, hállese el lado s del inscrito que tenga %n 

ti 
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lados; en seguida el de Tu lados, y asi sucesiva, 
mente. Sabemos por ejemplo que el lado del exá
gono inscrito es igual al radio (101, I.0): ha
ciendo pues » = 1 , resulta el lado del duodecá-
gono inscrito §=0,5L7G haciendo de nuevo-
a=0,5i7Q , será el lado del polígono de 24 
lados e=0,2610....... y asi sucesivamente. Por 
último, llegando á un valor bastante pequeño del 
lado inscrito « y de resultas al de r', la equiva
lencia 7 — ~ dá el lado del circunscrito. Multi-
. . r 

pilcando a y 7 por la mitad del número de lados 
que tengan los polígonos á que corresponden, se 
tendrán los valores de los semiperímetros inscri
to y circunscrito: y la parte de los números en 
que se conformen las espresiones de los semipe
rímetros espresa la longitud' de la semicircunfe-

1 
rencia rrz=—C próximamente. Por ejemplo, á lu 

cuarta operación se halla para el polígono inscri
to de 96 lados «=0,06540 de que resulta para 
el polígono circunscrito de igual número de la
dos 7=0,06545.... Multiplicando por 48 los va
lores de « y 7, las mitades de los perímetros ins
crito y circunscrito de 96 las dos serán 5,1592... 
y 5,1410.... De suerte que la espresion de TT es 
exacta hasta 7r=5,l.. 
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Se ha hecho el ensayo con polígonos-de poeos 

lados; mas, continuando el método de aproxima-
eion que se ha manifestado se puede llegar al 
valor de TT escrito antes con siete decimales, y 
aun al de muchos mas; pues ha hohído quien le 
ha calculado hasta ciento y cincuenta decimales, 
sin haber obtenido por eso mas que una aproxi
mación, á causa de ser número irracional como 
se demostrará á debido tiempo. 

Por este método halló Arquimedes próxima-

22 355 
mente 7 r = y ; y Metius 7rz=^-p- aun mas exae-

ío. Cuando se trate de los métodos generales de1 
aproximación, se darán á conocer caminos mas 
espeditos de hallar ^ con grande rapidez 



— 150 — 

CAPÍTULO SEGUNDO. 
ÁREAS DE LAS FIGURAS PLANAS. 

L E C C I O N P R I M E R A » 

JModú'ioii «1c á r e a s planas. 

L a JJa canHdad superficial de una figura 
se llama comunmente área de ella. Conlorme á 
lo que digimos en la lección preliminar, son idén
ticas dos áreas cuando consideradas en el estado 
de superposición se demucslra que coinciden to
dos sus puntos, do modo que se confunda una 
figura con otra; á lo cual es consiguiente el que 
también se ajusten las líneas de una figura á sus 
correspondientes de la idéntica: de suerte que 
identidad de figuras, de sus áreas y de sus líneas 
homologas suceden juntamente en dos figuras 
idénticas. 

115. Medir una área es indagar cuántas veces 
cabe en ella otra que se toma por unidad de me
dida. Si el área S contiene n número de veces al 
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área unidad s, será — —n=—. Y suprimiendo 
s i 

las unidades abstracta y concreta, viene 5 = « : 
de modo que una área puede estar espresada en 
número, y construirse éste en área. 

Si — no viene espresada en número entero, 
s 

por no caber exactamente s en S, pueden ocur
rir dos casos. I.0 Tener común medida t, como 

S=ht , s=kt; en cuvo caso la razón ——— será 
• • " • S K 

número fraccionario. 2.° Si después de las posi
bles indagaciones no tuviesen medidla común las 
dos áreas, no habrá número entero ni fraccionario 

que esprese la razón -^ , y las áreas serán inco-
s 

mensurables entre sí. 
Las áreas que contienen á la de medida igual 

número de veces, son iguales ó equivalentes; y 
para espresar su igualdad ó desigualdad se pue
den usar los signos = y< como en las demás can
tidades. Claro es que dos áreas idculicas son 
iguales, y que dos no idénticas ni de una clase 
pueden ser iguales también. 

114. TEOREMA. Los paralelógramos de iguales 
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bates é ujuales alturas Vienen iguales áreas (figu
ra 85). 

El rectángulo A 5 y el paralelógramo A D que 
ticncQ la misma base A F y la misma áUtirá F B, 
serán iguales con tal que las partes del uno lo 
sean á las correspondientes del otro. En ellos 
hay C B=GD, C G=C B — G B = B D ; y los trián
gulos A C G \ FBI ) idénticos, por C G = B D , 
C A — B F * A G = F D : agregando cada triángulo 
al trapecio A G B F , resultan el rectángulo i i? y 
el paralelógramo A/) iguales. Del mismo modo 
so demostrará la igualdad entre el rectángulo AB 
y cualquiera paralelógramo que tenga la misma 
base A F y altura F B, de que resulta ser iguales 
entre sí lodos estos paralelógramos. 

115,. TEOREMA, ios t r iángulos de iguales bases 
é iguales alturas tienen iguales áreas (fig. 86). 

Teniendo los triángulos A C B y A C F la mis
ma base A C y alturas iguales, la recta B F que 
liga sus vértices B y F será paralela k A C (50, 
II.0), y completando los paralelógramos Ai)i5 C 
y A E F C , tendrán estos iguales alturas como 
también una base misma. Por dividir la diagonal 
A 5 al paralelógramo A D B C en dos triángulos 
A C B y B A D idénticos (95, 11.°), el valor de ca
da uno será la mitad del paralelógramo. También 
el otro paralelógramo A E F C , de la misma base 
y altura, está dividido por su diagonal A F en 
dos triángulos A E F j A C F , cada uno de los 
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míales tiene de área la mitad de sil paraleiógra-
mo. Y por ser iguales todos los paralelógramos 
de iguales bases y alturas, resulta precisamente 
la mitad del uno igual á la mitad del otro. 

PROBLEMA. Trasformar un polígono en otro de 
igual área que tenga un lado menos (fig. 87). 

Si en el polígono A f í € D F se tira la diagonal 
C F q n e separe el triángulo C D F , la recta D G 
paralela á C F , se prolonga 5 C hasta que con
curra con Z) G, y se dirige F G; los triángulos 
€ D F y C F G son iguales por tener la misma ba
se C F y la misma altura DH, resultando los po
lígonos ABGF=zA B C D F , De tal modo se halla 
un polígono igual á otro, y con un lado menos: 
y continuando según este método se tendrá uno 
con dos lados menos, y por último un triángulo 
equivalente al polígono propuesto. 

H 6 . TEOREMA. Las áreas de los paralelógra
mos que tienen bases iguales, están en razón de 
las alturas: y las áreas de los que tienen iguales 
alturas están en ratón de las bases [ñg. 88). 

Si la altura A B del rectángulo A C se divide 
en partes iguales en los puntos 1, %.. . ; y desde 
estos se tiran paralelas á la base A D, quedará 
dividido el rectángulo en tantos otros iguales en
tre sí cuantas fueren las partes de A B: de modo 
que, suponiendo A h una de las partes del rectán
gulo, y m el número de todas las de su altura, 
será A C=mXA/». Lo cual es un ejemplo de me-

30 
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dir el área, conforme á la definición que dimos 
en el artículo (H5): y que nos es preciso aquí pa
ra la inteligencia de lo que sigue. 

Dos rectángulos A C y que tengan iguales 
bases A D = F L , y cuyas alturas A B y F G sean 
comensurables entre sí, como A B = m x D h , 
F G=^nxDh, tendrán por medida común la uni
dad superficial A h , y el valor de cada uno será 

A C = m X A h , F K = n X A h . 

, A C m 
Dividiendo resulta 

F K n 

y por el supuesto de A B y F G comensurables, 

A B m ^ A C A B 
tenemos — l u e g o , ^ ^ y ^ -

Si las alturas A B y F G spo incomensurables, 
porque la mas pequeña unidad lineal que mida 
exactamente á Ai? no caiga en el estremo G 
de F G , sino en P, de suerte que se verifique 
A B ~ m X D h , F P = n X D k ; será 

F K PE_ _ F G _ GP 
' A C + A C ~ A B + T B ' 

Como la diferencia lineal GP puede disminuirse 
cuanto se quiera y con ella el área P K , sin lle
gar jamás á la nulidad ni pasar de ella, habrá 
entre las constantes (Alg. elem. 66) la relación 
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F K _ F G 
A C ~ A B ' 

Está pues demostrado que las áreas de los rec
tángulos de bases iguales están en razón de sus 
alturas: y como pueden ser igualmente A B y F G 
bases, A D y F L alturas; podemos concluir di
ciendo que las áreas de los rectángulos también 
estarán en razón de bases cuando tengan iguales 
alturas. 

Sustituyendo á los rectángulos paralelógramos 
{114) que tengan la misma base, y cuyas, alturas 
sean las respectivas de los rectángulos5.es eviden
te que las áreas de los paralelógramos de iguales 
bases están en razón de sus alturas, y en razón 
.de las Jaases teniendo iguales alturas, 

H7,. TEOREMA. Las áreas de dos paralelógra
mos están en razón de los productos de base por 
altura de cada uno. 

Si dos rectángulos A C y ac (fig. 89) tienen 
desiguales bases y alturas; sobreponiendo el se
gundo al primero de modo que coincidan los án
gulos a y A , caerá el punto b sobre A B , j d so
bre A D . Supóngase Ad '=ad , Ab'—ab: trazando 
el rectángulo Ac? con estos lados y prolongando 
h'c' hasta concurrir en F con el lado D C, tene
mos por el artículo precedente 

A C A B A F AD1 • , ) • 
T F ^ T F y aF^ZT - 61 Producto 
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ÁC A B X Á D .. . ^ 
do?; ecuaciones, =———7-, es la defnos-

ac abXad 

tracion de que las áreas de los rectángulos estaíi 
en razón de los productos de base por alturtr. 
Sustituyendo á los rectángulos paralclógramos de 
su misma base y altura (114), también las áreas 
de los paralelógramos están en razón de los pro
ductos de base por altura, eomo se propuso de
mostrar. 

Siendo B y b las bases. A y a las alturas de 
dos paralelógramos P y el teorema anterior se 

* P A B m 
espresa en — = — X — . Tomando p, a, h, por 

r p a ú r 

unidades de P. A, B, será F ^ A x B ; en que 
P. A , B, son números que se deben considerar 
abstractos proporcionales á los concretos de sü 
especie. Esta espresion abreviada del teorema 
antecedente se pronuncia diciendo el área del pa-
ralelógramo es el producto de base por altura. 
En caso de A=--B, es P=At un cuadrado; y de 
aquí toma este nombre la segunda potencia de 
cualquiera número. 

118. PROBLEMA.. Valuar el área de un para-
lelógramo. 

Para valuar en número racional según el prin
cipio del articulo precedente el área de un pa-
ralelógramo P (ííg. 90) que tenga la altura A y la 
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tase B, se toma por unidad superficial otro pa-
íalelógramo b, sea ó no semejante que tenga a y 
h por altura y base, tales que B—nb y A—ma 
sean racionales. Acomodando b las veces que que
pa en B, Y a en A de la misma manera, P con
tendrá á p el número de veces nxm. En efecto, 

P A x B 
sustituyendo en la ecuación y - por A B 

sus equivalentes ma \ nb, viene — = » t x « , de 
P 

donde P=mXnXp'y. 

es decir el valor del área P igual á mXn veces 
el área p. 

Si es a=&, la fórmula ~ = £ ^ se aplica del 
P bxb v 

mismo modo á la medreion de P, ajustando b las 
veces que cupiese en A y en 5: entonces la uni
dad superficial es Un ciaadi ado. 

119. TEOREMA,. Siempre se puede ttmr i e i 
madrado comamidad de medida para valuar las 
áreas planas. 

Tratando de- aplicar la fórmula P = A X B al 
cuadrado» P, hemos visto (U7) que por A ~ B es 
/ ' r ^ A 4 ; y comparando con el paralelógrarao 
P'=^A'XB', será 
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P _ A'-

Si es P = P \ viene A t = A ' x B ' , fórmula propia pa^ 
ra construir un cuodrado igual á un paralelógra-
mo pualquiera, pues el lado A de aquel es una 
medio proporcional entre A' y B', sea que A , A ' , B' 
espresen líneas ó números proporcionales con 
ellas. Como siempre nos es posible construir una 
media proporcional (88)-, también para medir 
áreas puedo tomarse siempre por unidad de me
dida un cuadrado, y por consiguiente la misma 
unidad lineal b para medir Lase y altura eif la 
disposición que esplicamos en el artículo prece
dente. Tal es en eíceto la unidad superficial adop? 
tada en la Cccometría por la simplicidad; y asi, 
P — A x B espresa el número de unidades cuadra
das que tiene el área P siendo A él número de 
veces que en la base cabe el lado del cuadrado, 
y B el número de veces que cabe en la altura. 

120. TEOREMAS demostrados acerca de los 
productos de líneas, que abora se traducen al 
lenguage de los valores superficiales. En los re
sultados de líneas proporcionales referentes al 
triángulo y círculo, (cap. 1.° lecc. X) fueron con
siderados como números los factores y potencias 
de estos: mas, abora que sabemos la signiíicacion 
geométrica de diebas potencias y productos, y 
atendiendo á la proporcionalidad entre números 
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y líneas, podemos espresar aquellos teoremas en 
el siguiente lenguage. 

I. » b'—c'-^-a2, relación hallada entre los la
dos del triángulo rectángulo .Ai?C (fig. 59) (85, 
V.0) dice que el cuadrado consíruído sobre la hi
potenusa b de un triángulo rectángulo, es equi
valente á la suma de cuadrados construidos sobre 
¡os catetos o, y 

II. 0 &2=a24-í!2rt :2c«, perteneciente á los 
triángulos acutángulo y oblusángulo (84), signifi
ca que el cuadrado construido sobre el lado b 
opuesto al ángulo agudo ú obtuso^ es equivalente 
á la suma de cuadrados construidos sobre los otros 
dos lados a. y c, restando en el aaítángulo de di
cha suma, y por el contrario agregando á ella en 
el obtusángulo, dos veces el rectángulo cuyos la
dos desiguales son c y x. 

En ambos casos a, b, c, (fig, (50) son lados 
opuestos á los ángulos A , B, C: m el primero es 
B agudo, en el segundo obtuso, y siempre x la 
distancia desde el vértice B hasta donde concur
re c con la perpendicular bajada a ella desde C. 

III. ° k%—fyíg dice que el cuadrado construido 
sobre k es equivalente a l rectángulo cuyos lados 
sean f y g: que es el teorema I.0 del articulo (88), 
siendo f y g los segmentos de un diámetro cor
tado por la perpendicular, cuya parte intercepta
da entre la circunferencia y el diámetro es A;. 

Lo mismo se pudiera demostrar directamen-
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te construyendo cuadrados con una línea y rec
tángulos con otras dos lineas, cuyos valores ge
nerales hemos espresado con las letras a, b, c en 
los dos primeros teoremas, y con k, f, g en el ter
cero : pues, las sumas y restas debidamente eje
cutadas en las áreas construidas conducirán á los 
resultados que se han enunciado. Se omite esta 
duplicada demostración, por considerar suficien
te la que procede de la doctrina desenvuelta para 
satisfacer al rigor geométrico. 

En el mismo sentido se pueden entender los 
teoremas comprendidos en el general del artícu
lo (91); pues la igualdad de dos productos, como 
/iX/f—/"Xgr, siendo h, /.", f, g números ó líneas 
proporcionales con ellos, significa que el-rectán
gulo construido con los lados h y k es equivalen
te al construido con los f y g En general, toda 
igualdad que hayamos hallado ó hallásemos entre 
productos y polencias segundas de las Imeas, no 
debe oírecernos ya dificultad alguna en su signi
ficación geométrica teniendo presente la doctri
na de los artículos precedentes, 

121, TEOUEMA. E l área de un triángulo es el 
semiproducto de su base por su altura. 

Por ser el triángulo F mitad del paralelógra-
mo P de la b ase /> y altura A (95. II'). será el 

área de aquel (418) F = A X B . 



PROBLEMA. Consíruir un cuadrado equivalen' 
te á un triángulo de la altura A y base B dadas. 

' '••'"V '.' . • ' K t M - r ^ 
Siendo x media proporcional entre A y —-, o 

lo que es lo mismo entre i? y la equivalencia 

F ~ - ^ ^ = x* manifiesta que, para construir 

un cuadrado equivnleite á un triángulo de cono
cidas diinensioaes A y B, se halle la media pro
porcional entre una de ellas y la mitad déla otra, 
y dicha media proporcional será lado del cuadra
do que se pi.le. 

i i ' 2 . TEOREMA. E l área del trapecio es el pro
ducto de la distancia entre sus lados paralelos 
multiplicada por la semisuma de estos, ó por la 
parte de paralela equidistante de ellos, que in
terceptan los otros dos lados. 

E l área del po'ígOno la suma de los trián
gulos en que se puede dividir. Por tanto el área 
del trapecio S (fig. 60) cuyos lados paralelos sean 
en números B y b, como también a la distancia 
K H que hay entre estos, vale, 

x, 

t i 



La paralela FG—c que divide la altura a en 
dos partes iguales tiene la propiedad (56) 

= c; y sustituyendo en la ecuación primera, 

resulta 5 = a X c . 
125. TEOREMA. /.0 E l área del polígono regu

lar equivale al scmiproducto de su perímetro 
por el apotema: y el área del círculo es limite 
áé áreas de los polígonos regulares inscrito y 
circunscrito. 

Por ser el polígono regular divisible en trián
gulos idénlicos (98); su área P (tig. 84), supues
ta la de cada triángulo y n el número de es
tos, vale P = n X F : y por tener todos bases igua
les cuya suma es el perímetro X del polígono, 
y una misma altura que es el apotema r, será el 
área del polígono regular 

Siendo r apotema del circunscrito á un cír
culo, y r ' apotema del inscrito con igual número 

de lados, será el área P del primero P = - — , 
2 

X ' X r ' 

y el área P ' del segundo P ' = — - — , supues-

tos X y X ' los perímetros respectivos: de suer-
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te que la diferencia entre el inscrito y circuns» 
crito es 

X X r X ' X r ' 

Por lo demostrado á medida que se aû  
menta el número de lado?, se van acercando á 
la igualdad X y X ' enlre sí y á la circunferen
cia intermedia, al mismo tiempo que r ' se acer
ca al radio constante r del circulo, sin queja-
más pueda llegar á ser r '—r ni r '> r , por con* 
siguiente ni X ' ^ X , X ' > X . P'=:P, P ' > P , y sí 
aproximarse xuanto se qu;era; condiciones pre
cisas y suíiciüntes para que el área del circulo sea 
límite de áreas de los polígonos regulares ins
crito y circunscrito. 

11.° E l área del círculo es el setniproducto de 
la circunferencia por el radio. 

Sea S el área de un círculo, que teniéndo la 
circunferencia C (íig. 84) y el radio r esté inscri
to en el polígono regular: sea también s la dife
rencia de sus áreas, y e la de sus perímetros. El 
área del polígono es 

y aumentando el número de lados indennidamen-
te se hacen s y e cuan pequeñas se quieran, sin 
jamas anularse ni pasar á jaegaüvas: luego. 
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por lo demostrado (Alg. elem. 66) se verifica 

S = ~ r e ^ r \ 

á causa de C—lnr , supuesta TT la razón entre la 
circunrerencia y el diámetro ó entre sus mitades. 

Comparando esta espresioa á las que se ha
llaron para las figuras rectilíneas, vernos que el 
área de un círculo equivale á la do un triángulo 
que tenga por base la circunferencia de aquel 
recliíicada y por altura el radio; y á la de un pa-
ralelógramo que tenga por base dicha circunfe
rencia estendida en línea recta y ' por cUura el 
semiradio, ó bien el radio por altura y la semi
circunferencia por base. 

42.4, TEOREMA. E l área del sector es el semi-
producto del arco por el radio. 

La cuarta parte del área circular ó —^r* es 

el área del cuadrante, y SU arco. Reprodu-
Á 

ciendo aquí los razonamientos del artículo (44) 
con el objeto de hallar las relaciones entre sec
tores y arcos, fácil es deducir que son proporcio
nales. Así, el cuadrante y otro sector s que tenga 
el arco a del mismo círculo, están en razón 



.. ^ — a . . , de donde s=~ry<a. 

Siendo n la razón enlre la circunferencia y el 

2 T r. • , . , • -rrr4.. 
arco, es «— y el sector vale s= ——. 

n n 

El área del segmento A M B (fig. 83) es igual 
al sector A O li M menoi él triánguU) A OB. 

125. TEOREMA. 1.° E l 'área a £ l a corona cir-
miar comprendida entro das circunferencias con
céntricas descritas con los radios r y r' tiene de 
valor 7r(i'2—r'"2). 

Inscribiendo polígonos semejantes regulares 
de lados paralelos á los circuios coocéntíicos 
A B , ab , los trapecios ¿jue los lados pa
ralelos forman con los radios serán en el limite 
partes del área comprendida entre las dos circun
ferencias, y la suma de es as partes componen la 
corona comprendnia entre las dos circunferencias 
completas. Fácil seria reducir el valor de la co
rona por*'la espresion do la suma de trapecios 
iguales, pero una simple resta nos le dará á co
nocer; pues nombrando .S' y S' las áreas de los 
círculos, como también r y r' sus radios, el valor 
de la corona será 

5—5'=̂ *̂—r'*].. 
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II.0 E l área de la porción 4& corona iníer-

ceptada por el sector equivale á -^{TZ — r'a')» 

siendo- r y r' los radios de los círculos, como 
también a ?/ a' ios arcos comprendidos por el 
sector. 

Habiéndose demostraJo en el artículo prece-

1 • • • • • , • 
dente que s=—ra es la espresion del área del 

• ¿ ' ' • . . • • • ' ' . > . , 

sector; y siendo evidente que el área de que se 
trata es la diferencia de ios dos sectores seme
jantes que los radios r y r' formen eon los arcos 
a y a' de dos circuloá concéntricos, resulta para 
el valor de dicha porción de corona el valor 

V | : . . . . . . '.'t 
s—-s=~{ra—r'a']. 

IÍECCION S E G U N D A . 

C o m p a r a c i ó n de á r e a s planas. 

126. TEOREMA. Dos áreas planas están en ra? 
zon de los productos á que son iguales. 

Siendo 5 y S' dos áreas de cualquiera forma, 
espresadas en S = M x N y S'=mXn, por tener la 
primera las dimensiones M y N asi como la se-
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gunda m y «; divídase una ecuación por otra, y 

S M X N resultará 
S' mXn 

Si en esta igualdad se tratase de baMar geométri
camente una de ías rreas 5 o S', habrían de dár
senos tres de las canildades lineales M, N , m, n, 
para conocer la cuarta por coTistrticcion (58, 111.°), 
y por último la figura de quien fuese la incógnita; 
pero la cuestión quedo reducida á mas simple en 
algunos casos, por las modificaciones que la igual
dad padece en virtud de circunstancias que con
curran en las figuras comparadas, como se ob
serva en los siguientes problemas. 

PROBLEMA. I,0 Construir un paralelógramo P ' 
(fig. 91) que esté con otro dado P en la razón de 
los números ó Uncas dadas E y h. 

En la lección precedente se ha manifestado 
que las áreas de los paralelógramos están en ra
zón de las alturas siendo las bases iguales, y en 
razón de las bases cuando son iguales las alturas 
(116): de consiguiente, para construir un parale-
lógramo P' que esté con otro* P en razón de i / á fe 

P N 
se podra hacer uso de la proporción --7=-*-, sien-

do N la base de P, y n la de P ' , en el concepto 
de tener la misma altura M ambos. En eáte pro
blema son incógnitas P' y », pero hay ademas la 
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ecuación —=— en que solo n es incógnita. Para 
» / i 

la solución se toma en la base ÜL—/Vdada, pro
longándola en caso neceoario, una parle Ü G—n 

•• • • • ••.' .. • itatio 
que esté con iV en la razón — (58, ÍIL0); y todos 

los paralelógramos que se construyan con la al
tura M del propuesto y la base n haliada tendrán 
la misma área que se pide. Si ademas por condi
ción bubiese de ser rectángulo el nuevo parale-
lógramo, solo el rect ingnlo "formado con los la
dos M y n (9()) satisface al probleina. 

11.a Conslruir un Iriánguío T' (íig. 91) que 
esté con otro dalo T en la razón de los números 
ó lineas k y K. 

También los triángulos T y T', el primero 
con las dimensiones lineales M j N , y el segundo 
con m y u, están (121) en la razón 

Lo cual nos dice que las áreas de dos triángulos 
están en razón de los pro.luctos respectivos de 
base por altura. La misma espresion manifiesta 
que las áreas de dos triángulos de iguales,alturas 
están en la razón de sus ba^e -; y si tienen iguales 
bases., las áreas están en razón de las alturas. 
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Según esto, para conslrüir un triángulo 7" qu© 

esté con oíro T en la razón de fe á ff, siendo es-
tos números ó líneas, fórmese arbitrariamenSe i 
no fuere ya dado el triángulo T eon la base N y 
altura M : tomando en la base iV, prolongada en 
caso necesario, la parte n que se deduzca de la 

K N 
proporción ---= — , cualquiera triángulo T'que 

tenga por base « y la misma altura M del trián-

T K N 
guio dado satisface á —-=-=—. 

T' k n 

427. TEOREMA. Si dos triángulos tienen un 
ángulo del mismo valor, sus áreas están en razón 
de los dos rectángulos cbmtfuiiós con los lados 
que comprenden dicho ángulo de cada figura. 

Supuestos dos,triángulos A B C y abe (fig. 92) 
con los ángulos A = a , y bajíidas las perpendicu
lares B D y bd k las bases, sus áreas están en la 

razón - ==— :L .'$ como ya se sabe; ademas. T' acxbd ' 

los triángulos A B D y abd semejantes dan 

B D A B 
- ¡ - 7 - = — r » y por ello resulta bd ab 

T__i4 C X A B 
T 1 " ocxaí» ' 
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l'SS. TEOREMA. Las áreas de los triángulos se

mejantes son como los cuairados de sus lineas 
homóloyas. 

Los triángulos A B C y abe (fi|( 93) semejan-
tés cuyas áreas sean T y T' , las alturas H D y 
hd, y las bases A Í7 y ac, ademas de la propiedad 

T AC BD . . 
X - r y > tienen por la semejanza. T' ac bd 

AB AC BD , . 
——= = -— • y sustituyendo, viene 
ab ac bd 

2 ^ 2 
T _ A C l i V _ i 
y"/— .2 — ~ | 2—^0, 

a c b d 

429. TEOREMA. Las áreas de los polígonos se* 
mejantes son co-mo los cuadrados ic cualesquiera 
lineas homologas; y las éreas de los regulares 
como los radios cuadrados de los circuios ins-
critos y circunscrilos. 

Dos polígonos P y P ' (fig. 79) semejantes son 
divisibles en igual número de triángulos respec
tivamente semejantes: llamándose T, T', T" . . . . 
y t, t' t'r.... los triángulos en que están divi
didos los polígonos serán 

T_ _ 'AB* T _ TfF 

ab * d f 
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y por la igualdad de razones consecutivas entre 
los lados (106) ha lugar á las equivalencias que 

r - f r-+-.... _ £ T V _ D F * _ 

' 1 ab df 

man festacion de que las áreas de los polígonos 
semejantes están en razón de los cuadrados dé 
sus lados homólogos. Como en el artículo (107) 
se demostró ser proporciónale-; los lados con las 
demás líneas homólogas, y en I05 (99) y (100) ser 
los radios de los circuios inscrito y circunscrito 
al polígO&Q regular, apotema y raüo de este, se 
debe concluir que está patentizado el teorema 
propuesto. 

130, Las áreas circulares están en razón de 
los cuadraios desús radios y de diámetros. 

Comparando las áreas S y S' (frgj 85) de dos 
círculos cuyos radios sean r y r' (125, II.0) re'sul-

ta la igualdad —-= 
S' irr'2 rn 4r's ' 

431. TEOREMA. S i dos figuras semejantes He' 
nen por ladcs homólogos los catetos de un trián-
guio rectángulo, las áreas de dichas dos figuras 
semejantes están en razón de los segmentos de la 
hipotenusa, corlada por la perpendicular que 
baja desde el ángulo recto del triángulo. 
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Dados dos lados homólogos F G y GH(fig. 94) 

de dos figuras semejantes, cuyas áreas llamare
mos 5 y S', y construido un triángulo rectángulo 
cuyos catetos sean dichos lados; hájese desde el 
ángulo recio la perpendicular G E á la hipotenu
sa la cual quedará cortada en los segmentos F E 
y E H . Tenemos por una parle (129) y (150) 

i . y por otra (83, IV.0) ~ T= TT--: de 
^ G t i 11G 

suerte que sustituyendo esta última razón por su. 

• i i f S F E 
igual, resulta F ^ T / T 

432. TEOREMA. Conslruidas ires áreas seme* 
jantes de quienes sean lineas homologas los la
dos de un triángulo rectángulo, la formada sobre 
la hipotenusa es igual á la suma de las formadas 
sobre los catetos. 

Tres áreas semejantes P, F , P" (fig. 94) que 
tengan los lados homólogos F U , F G , G H , están 

P P' P" 
en la razón — - — i — — - a 7 ^ '• y si: los tres ia-

F H F G G H 

dos homólogos de la doble ecuación anterior son 
lados de un triángulo rectángulo, hay entre ellos 

—- a 9 a 
la relación F U = P G-\- G ü , y por consiguien-



té será P=Pf-\-P": en donde vemos generalizado 
el teorema L " del artículo (l^O). 

Eáte principio es aplicable á la formación 
de una figura cuya área deba ser equivalente á 
la suma ó diferencia de o'ras muchas semejan
tes ála que se ha de construir. Para la ejecución 
se baila desde luego la suma ó difereíicia de dos; 
después la del resultado y otra de las dadas; y 
finalmente la suma ó diferencia de la dada restam 
te y del resultado anterior. El modo de hallar 
cada suma ó ciferencia es como se vé por lo 
que sigue. 

En los casos de ser irregulares las flgurasj 
hay que invesiigar cada lado homólogo de la que 
se ha de construir. Si las dadas fuesen regulares 
con los larloshomólogos A ' y A " ; para construir 
la figura de la suma basta conocer su lado A 
homólogo, que-se halla construyendo un ángulo 
recto con los catetos A ' y A ", de que resulta la 
hipotenusa A . Si hubiese que formar una área 
equivalente á la diferencia de dos áreas regu
lares P y P " de quienes sean lados homólogos 
A y A " supuesto A > A " ; construido el ángulo 
recto, desde el estremo del cateto A " conocido 
se traza con el radio A un arcoJ que cortará en 
el lado indefinido el catel-o A ' íádo homólogo 
dé la diferencia. 

Finalmente la igualdad A ' ^ A ^ + A " ' hace 
ver, que es indeterminado el problema de hallar 
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los lados A ' y A " de dos figuras regulares seme
jantes á una dada, equivalente á la suma de aque
llas; pues hay dos incógnitas, y satisfacen á la 
cuestión todos los catetos de los innumerables 
triángulos rectángulos inscritos en la semicir
cunferencia. 

155. PROBLEMA.S de las figuras isoperimeíras. 
Conc'uiremoá la Geometría plana manifestando 

cuáles de las feúras que se han tomado en con
sideración hasta aquí, gozan la propiedad de te
ner máximo ó mínimo va!or superrici d entre las 
isoperimelras ó de contornos equivalentes; te
niendo entendido que se dice máxima cantidad 
cualquiera que sea la mas grande entre todas las 
de su especie, y mínima la que sea imu pequeña 
entre ellas. El asunto que nos proponemos está 
esplicado en los problemas siguientes. 

I.0 Dada la base para un triángulo, construir 
el que tenga máxima área entre todos los trián
gulos isopenmetros que se puedan formar sobre 
ella. 

Si los triángulos A B C isósceles y A D C (fig. 95) 
escaleno con la base común A C son isoperíme-
tros, y desde el vértice B del isósceles describi
mos con el radio A B = B C una circunferencia, 
esta cortará en un punto £ a la recta A B pro
longada; y trazando la recta Í T , será recto el 
ángulo A C E inscrito. Desde el vértice D del es
caleno coa el radio D C descríbase también otra 
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circimíbreiicin, y sea F el punto en que corte á 
la recta E C . Ullíinamenle trácese la recta A F j -
Lsij mió desiíe B y D las B G y DH perpendicula
res á E C , serán E G ^ G C y E R = H C . Por con
dición íerenns; A D+-D F ~ A E : y por lo demos
trada (10),/\ / í fT) luego será A F s A E , 
de consi ^uicníc (19) F C-CEC, ó bien sus mitades 
I1C<GC cue son ¡as alaras respec'ivas délos 
triángu os en cuestión. Y como las arers de los 
triángulos que tienen bases iguales están en ra
zón de las aliu a d e b e m o s concluir que en/re 
todos los Iriántjuloíi i sopen me Iros de iguales Lases 
tiene mayor arca el que tiene iguales enlre si los 
otros dos lados. 

II.0 ¿Eirre todos los .polígonos isoperimetros 
que tengan igual número de lados,, qué circuns
tancia deberán tener estos lados para que sea 
máxima el área? • 

La cuestión se re luce á observar una figura 
equilátera, y otra rsope ímetra (íig. 96) no equi
látera del mismo número de lados; y según el 
resuliado del problema precedente, ha de ser 
equilátero el polígono para ser máximo entre to
dos los isopsnmelros de un mismo número de 
lados.-Porque si el abe de fg con los lados ab 
y be iguales no es mayor que el ahedefg con 
los lados ah y he desiguales, trazando la, diago
nal ac resullarian las áreas 
abc-}-cdefga<,ahc-{-cdefga; esto es, la con-
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secuencia absurda abc<ahc. Lo mismo se de
muestra que han de ser iguales 6c y cd , y suca-
s.vamente los demás lados. 

III. ° Dados para un. triángulo dos lados, cons
truir el que tenga máxima área. 

Con los lados A C y C B (figi 97) dados cons
truyase el ángulo A G B agudo, A C B' recto, y 
A C B" obtuso: trácense los terceros lados A B, 
A B', A B '; y dascribiendo desde C con el radio 
C B \a circunferencia, estarán en ella los puntos 
B, B ' , B" . Las áreas da los triángulos conslrui» 
dos están en razón de las alturas; y la altura 
B ' C = ^ C = B " C del rectángulo es mayor, por ser 
las oblicuas B'C y B"C mayores que las per pea-
diculares B'G y B"H: de consiguiente vemos que 
entre todos los triángulos conslruibles con dos 
lados dados, tiene mayor área aquel en que di
chos lados formen ángulo recto. 

IV. 0 Dados para un polígono todos los lados 
menos uno, determinar el que tenga má ima área. 

Sean A B , B C , CD, DE, tfif (fig. 9B) los la
dos que se dan para formar el polígono cuyo últi
mo lado A M no conocemos aun; y tomando en 
consideración los vértices A , D, M solamente, 
tírense las diagonales A D y B M . Desde luego su
pongamos que las dos partes A B C D y D E M 
tán construidas como es necesario para ser má
xima el área del polígono, eslo es, la suma de las 
partes A B C D + A D M - \ - D E M ; condición que 
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determina las rectas A D y D M larlns del triángu-
\o A D M : y como por el problema III.0 el triángu
lo máximo que se puede formar con dos lados de
terminados es rectángulo, se sigue que el ángulo 
A D M es rec^o; de consiguiente, haciendo pasar 
una circunferencia por los tres puntos A , D, M , 
será A M su diámetro, igualmente se demuestra 
sucesivamente que los demás vértices se hallan 
también en la misma circunferencia cuyo diáme
tro es A M ; luego, ol polígono de mayor área qué 

puede construir cmi todos ios lados menos uno 
•dados, es el inscrito en la semicircunferencia que 
iiene por diámetro el lado restante. 

También es fácil convencerse de que, sea 
cualquiera la colocación respectiva de los lados 
que se den, siempre será un mismo círculo aquel 
en que se deban inscribir los lados. Agregando 
por ejempk), la parte A B C D á D E M de suerte 
que el pun'o A coincida con M para formar la 
máximasumade áreas bEM-\-MB'€'D'-±-D'MD, 
están determinadas las rectas D M y MD'como 
también el ángulo D M D ' recto, y el diámetro 
D ' D que será igual a Ailí por ser ambos del cír
culo que pasa por los tres puntos- Z), E , M . 

V.0 ¿Dados para un polígono todos los lados, 
qué propiedad deberá gozar el que se forme con 
ellos, para tener área máxima? 

Sean dos polígonos A B C D E F G (íig. 96 y 99) 
inscrito y abcdefg no inscrilible los que se com-
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paran, de iguales lados como A P=ah, BC=hc,..i 
tírese el diámetro A M y las cuerdas D M j M E : 
por último, sobre (¿0=0 fi1 constniyase el trián
gulo dme que sea idéntico á Dil/É', y tírese am. 
Según lo demostrado en el problema IV.0, el 
área A BC D M es mayor que a b c d m, y A G F E M 
mayor que agfe m, ó bien el área 
A B C D M E F G > a b c d m e f g ; y esta espresion 
é.\ce que el polígono inscrihble tiene mayor área 
que el no inscritible de igual nímero de lados, 
iguales respectivamente á los de aquel. Por el 
raciocinio mismo que hicimos en el problema 
IV.0 se hace ver, que solo hay un círculo cir-
cunscritible al polígono máximo, sea cualquiera 
el orden de los lados. 

Si todos los lados fuesen iguales entre sí, el 
polígono inscrito tendrá necesariamente iguales 
también todos sus ángulos, .al paso que no suce
derá así en el no inscritible: luego, por el resulta-
do del II.0 problema, e^re todos los polígonos 
isoperimetros de un mismo número de lados, el 
regular es máximo.. 

VI.0 ¿5¿ dos polígonos regulares son isoperi
metros, y el uno tiene mas lados que el otro, 
cuál será e l de la máxima área? 

Sea A 5 (íig. 100) semilado del polígono de 
mas lados, 0 su centro y QB su apotema; como 
también A ' i ) sernilado del otro polígono, 0 ' su 
centro y 0'/) su apotema. En la figura se supo-



nen los centros 0 y ,0 ' situados á cualquiera dis
tancia 0 0 ' , y en esta recta ios apotemas, á& 
consiguiente A O B y A ' O ' D semiángulos del 
centro correspondientes á los respectivos polí
gonos; y como estos ángulos son desiguales, las 
líneas O A y O' A ' prolongadas han de cnncurrir 
en un punto E . Bajando pues desde E á la-línea 
O O' la perpendicular E F , sea F el punto de 
concurso, y des se los cenaos O y O' de-scríban-
se los arcos y F H que terminan en las res
pectivas rectas OE y O ' E . 

Trazada ya la íi.íura y nombrando los ángu -
los con las letras O y O' de sus vértices, re
cuérdese que al fin del artículo (110) se demos
tró la verdad 

O F G F U 
O ' , O F ' O ' F ' 

Por otra parte, nombrándose P y P ' los períme
tros de los dos polígonos, y ñ el ángulo recto nos 
consta (41) y (99) que hay entre ángulos y líneas 
,\-Gcf w ' l fft •nvií!tf/fn> A A o 'ruri i ., «n) jQvp 'wyfm* 

, . 4 / í P 4/? P ' 
las relaciones = ^ : 

y como son iguales por condición los períme-

O ÁB 
tros P y P ' , tenemos 7̂ = j r ^ 
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Á B F G F H . , . 
esto es. - 0 F : W , l ^ ¿onde vien<* 

por operación simple de cálculo 

A B x O F F G 
A ' D x O ' F ~ F H ' 

Los Iriñn^ulos A O B y E O F semejnnfes da» 
A B x O F ^ O ü x E F ; y los A" 0'I) y E 0' F se
mejantes dan A ' D x O ' F = 0 ' D X . E F . Suáütuyen. 
do estos valores de numerador y denominudor 
en la fracción que ariLccede, resulta 

0 ± _ F G 
O f D ~ F H ' 

Con el fin de ver cuál de estos dos apotemas 
es may^r construyase Id ñgura O'JK idéntica á 
O'KF, trazan ?o Áfigutcl / 0 ' ^ i-íual á E O ' F , 
tomando O J igual á O 'F. y describiendo el arco 
J / í idén'ico á K F con el radio JO ' n u a í á O F . 
Desde luego so a Ivierre mié por ser el radio 0 F 
mayor que 0'F; el arco F K envuelve al F H (55), 
de consiguiente J K F ú J Í F ; y por ello será 
VIO] J K F > J H F ó bien F K > F Ü y eon mas ra
zón F ^ f / Í : luego por la ecuación esc i 'a ú^i-
mamente vemos que el apolema QB es m.'iyor 
que el O'D. Como se sabe que las áreas de los dos 
polígonos están en razón de los productos de perí
metro por apotema (125y, j tenemos por condición 



ígnales los perímetros, resulta el área del polígo* 
no á que corresponde OP mayor que la del polí
gono á que corresponde O'D; quedando asi de
mostrado que de dos polígonos regulares isoperí-
melros, el que tenga mas lados tiene mayor área. 

VIL0 ¿Si un circulo y un polígono son isope-
rimetros, cual de estas dos figuras tendrá ma
yor áreu? 

La cuestión solo debe referirse al polígono 
regu'ar, ijr ía consecuencia del problema V.0 
En este concepto, sean A 3 (fig. lül) semilado 
del polígono y O su centro, como también A'D 
el arco del circulo isoperímetro interceptado por 
los radios O'A' y O'Z) lados det ángulo A ' 0 ' ^ igual 
á /105, y por ello, mxA7> la circunferencia y 
mxA B el perímetro del polígono. Las áreas C del 
círculo y P del poHgono son respectivamente m 
veces las áreas del sector A'WD y triángulo' 
A O B ; y coiiiparando se tiene (123) y (124) 

C A'V%0'D O'D , 

J^AFxo l r -OÜ' aGausade AJ^AItpof 
condición. Tirando la tangente D E , que en
contrará en E al radio O'A' prolongado, los 
triángulos semejantes 0*DE y OBA darán, sus
tituyendo A'D por A B . la proporción 

= ^ ,^ - ; y será de resultas 
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E D X ~ 0 ' D 
C E D 2 
P A'D 1 
r A V A ' D X r r O ' D 

2 

es decir, que el área del círculo á la del polígono 
como la del triangulo £" 07) á la del sector A'O'D; 
y por ser esta menor que aquella, se sigue que 
el área del circulo es mayor que la de todo polí
gono que tenga su perímetro igual á la circunfe
rencia de aquel. 



CAPITULO PRIMERO. 
LÍNEAS RECTAS, PLANOS I ÁNGULOS. 

LECCION" P R I M E R A . 

De la l í n e a recta y el plano. 

154. Todas las cantidades geométricas to
madas en consideración hasta aquí están situadas 
en el plano; y ahora vamos á tratar de las que se 
hallan en un plano y fuera de él. Pronto veremos 
por la esperiencia el modo de ligar las relaciones 
de las cantidades situadas en un plano á las re-
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lacioues de las que se hallan en otro, con la me
diación de alguna cantidad común á los do» 
planos. 

Una recta B A (fig. 102) es perpendicnlar a un 
plano C D G A , silo es á todas las rectas AGé A D , 
etc. descriibles en él desde el puní© A en que 
la perpendicular encuentra al plano. Es proyec
ción de un punto del espacio sobre un plano, 
aquel en que la perpendicular bajada desde dicho 
punto encuentra al plano; así, supuesta B A per
pendicular al piano C D G A es A proyección de 
B, y con las mismas circuestancias para L P es, L 
proyección de P. 

Dos rectas en el espacio son paralelas cuando 
prolongadas indefinidamente no concurren, con 
la circunstancia de que, si la una se moviese pa
ralelamente á sí misma hasta encontrar á la otra, 
coincidan las dos. 

Son paralelos dos planos, á una recta y un 
plano, cuando no se encuentran prolongados in»-
definidamente. 

435. TEOREMA. S i una recta tiene dos puntos 
en un plano, en él e s t a r á toda ella. 

Por la definición (4) del plano, la recta sobre-
puesta á él en todas direcciones se ajustará en 
todos sus puntos; y por lo demostrado en el artí
culo (5), todas las rectas que tengan comunes dos 
puntos coincidirán: luego, la que tenga éstos ea 
un plano se ajustará á él completamente. 



156. TEORKMA.. La intersección de dos planos 
es una linea recta. 

La intersección de dos planos AB y HG (fig. 
405) es la «nica línea qae en toda su estension 
se ajusta ó los dos planos juntamenle, por ser 
una continuación de puntes comunes á ellos: 
y si desde dos puntos p y g de la intersección se 
dirige la recta /).'/, estará toda simultáneamente 
en los dos |;!anos por lo demostrado en el arlícu-
üfO precedente. Luego, la recta pq es la inter
sección de dos planos, por ser la única línea co
mún á ellos. 

137. TEOREMA. Um recta puede ser común á 
muchos planos; por lo cual no determina sola 
por si la posición de uno de ellos en el espacio. 

Si por los puntos A y B (flg. 104) de la inter
sección de los planos A B C y A B C pasa otro 
A B C " , también la recta A B será intersección de 
este con cada uno de aquellos, por consiguiente 
intersección ^comun de los tres planos. Lo mismo 
se discurrirá haciendo pasar otro plano, y así su
cesivamente los que se quieran por los puntos A 
y B , como sucede imaginando al plano A B C e n 
la infinidad de posiciones que tomará girando al 
rededor de la recta fija A B . 

138. TEOREMA. M Por tres puntos del espacio 
siempre puede pasar un plano; y si los tres pun
tas no están en linca recta, determinan la posi
ción un plano en el espacio. 

24 
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Dados tres puntos cualesquiera A , B , C (fig, 

104) del espacio, y ligándolos con rectas^ forman 
la figura triangular A B C ; y para convencerse 
de que es una figura plana basta considerar que 
el plano en que se halla la recta A B , girando al 
rededor de esta ha llegado al punto C ; pues diri
gidas A C y B C en el plano que pasando por la 
recta A B pase también por C , se .ajustarán á 
él (135). 

En cuanto á la segunda parte del teorema; si 
los puntos A , B , C fueren comunes á otro plano, 
también se ajustarán 4 este dichas rectas, y asi á 
todos los planos imaginables. Cada plano de estos 
puede considerarse formado por la recfa B C que 
asida al punto C fijo común á todos se mueve 
resbalándose por la recta fija A B co nun también 
(4): y dicha recta en cualquiera posición B ' C de 
su movimiento tendrá dos puntos B y C e n todos 
los planos, y de consiguiente se ajustará á todos 
ellos; luego, también los planos coincidirán en
tre sí. 

Lo mismo se puede razonar acerca de todos 
los planos que tuviesen comunes los tres puntos 
A , B , C ; y de esta suerte hacer palpable que dos 
de estos A y 5 comunes á muchos planos, con 
otro de los C , C , C " . . . . del espacio determinan 
los planos A B C , A B C , A B C " distintos, 

II.0 P o r d o s r e c t a s q u e se c o r t a n s i e m p r e p u e 

d e p a s a r u n p l a n o r 
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Cómo tres puntos A , B , C (flg. 4 04) pueden 

fijar la posición de dos rectas A B y B G , con tal 
que uno de ellos, B por ejemplo, sea común (5); 
y la recta que tiene dos puntos en un plano se 
halla en él (155), siempre las dos rectas A B y 
B C que se corten en B se ajustarán al plano que 
pase por los tres puntos A , B , C . 

III. ° D o s r e c t a s q u e se c o r t a n f i j a n l a p o s i c i ó n 

d e u n p l a n o . 

Por ser las rectas A B y B C únicas que se 
pueden dirigir desde J5 á (7 y A , como también 
solo uno el plano que puede pasar por dichos tres 
puntos, se sigue que el téorema propuesto está 
demostrado, 

IV. 0 Dada u n a r e c t a AB y u n p u n t o P d e l es

p a c i o fuera de e l l a , s o l a u n a p a r a l e l a 6 F á AB 
p u e d e p a s a r p o r F . 

Siendo la recta C F paralela en el espacio ,á 
A B , hágase pasar un plano A B F por la recta 
A B y el punto F ; trazando en el plano desde el 
punto F una paralela k A B , y haciendo mover 
Á A B paralelamente á sí misma hasta el punto 
F , se confundirá por la definición de paralelas 
con G F del espacio y al mismo tiempo con la 
trazada en el plano; lo qué hace ver que son una 
misma; luego, por la consecuencia del artículo 
(25) está demostrado el teorema. 

V. 0 S i e m p r e p u e d e p a s a r u n p l a n o p o r d o s 

p a r a l e l a s d e l e s p a c i ó ) y s o l o u n o p u e d e p a s a r p o r 
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dos paralelas dadas; de consiguiente, l o demos
trado acerca de las paralelas descritas en un pla
no conviene igualtnenle á dos d-'l espacio. 

Puesto que las paralelns' G F y yi/? del pla
no en que se haHan son las mismas del espacio, 
se sigue que siempre puede pasar un plauo por 
dos paralelas del espacio.. 

Por ser el plano A B F el único que puede pa
sar por la recia AZ? y el punto F del espacio jun
tamente, según el teorema 1.°; y no .o leí' pasar 
por F mas paralela k A B que la G F , resulta 
demostrada la segunda parte de la propobidon. 

139. TEOREMA. L0 Sí una recia es perpendi
cular á otras dos que concurran en un punto con 
ella, es porpendicular al plano determinado por 
dichas dos. 

Sea la recta B A (fig. 105) del espacio perpen
dicular á dos rectas tijas A D y A C que concur
ren en A con la primera; y cortando A D = A C, 
di -ijanse las rectas CD, B C , BD, como también 
desde F medio de CD las F B y F A . 

Estas construcciones tienen por objeto formar 
con cada dos rectas un plano, en donde cierre 
triángulo con ellas una de las otros menciona
das que al mismo tienftpo sea lado de otro trián
gulo en otro plano, á fin de couiparar las líneas 
de un plano con las de otro por medio de la co
mún á los dos, conforme á la indicación hecha 
al principio de la lección. Prevenidos pues para 
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el razonamiento de este modo, obsérvese en pri
mer lugar que tenemos por conslruccion el trián
gulo C A D isósceles y perpendicular á C D 
En segundo lugar, los triángulos rectángulos 
B A D y B A C dan 

2 2 2 —2 

BD = BA + A D = IJG ó B D = B C ~ 

esto es, el triángulo B C D isósceles, y B F pep-
.2 21 2 

pendicular á CD: áe resultas B F ~ B C — CFr. 
2 —2 2 

y por otra parte B C = B A - \ - A C. Sumando las 
dos últimas ecuaciones y sustituyendo después 

2 2 2' ——2' o . 2 
A F por A O - — C F , viene B F — A F - { - BA y 
por ello es Z?A perpendicu'ar á A F . 

Si á otro punto // de la recta C D se dirigen^ 

A H y BII, se verifican ademas de 

B F ^ — A F ^ B A * , las ecuaciones procedentes dé

los triángulos B F H y A F H , B H = B F + F H y 

A F = r H — ñ f : y la suma B 7 l ~ B A - \ - A H 
hace ver que A H es perpendicular á B A . Por 
este método se demuestra que B A es perpendi
cular á cuantas rectas pueden dirigirse desde A 
en el plano triangular A C D fijado por A C y A/>-
perpendiculares á B A , 
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Del mismo modo se hace ver esta verdad res

pecto de to las las líneas del plano indefinido 
(7 A Z> que pasan por A . En efecto, prolongando 
CA hasta G, se verifica en el plano B O A la re
lación de ángulos B A C - { - B A G = 1R; 
B A G=B A C =R. También en el plano B D A , . 
prolongando Z)A hasta K será B A D J - B A K ^ R ; 
B A K — B A D—R. Siendo A perpendicular á AG 
y A / i queso hallan en el plano inierinidó CADt 
será perpendicular á todas las rectas que pasan
do por A se puedan describir en el ángulo K A G . 
Por igual razon B A perpendicular á todas las 
rectas descriptibles desde A en el ángulo C A k 
y en DA G: luego, perpendicular á Cuantas pue
den dirigirse desde A en el plano C A D indefini
do por todas partes. 

11.° T o d a s l a s o b l i c u a s q u e e n n ú m e r o i n 

f i n i t o p u e d e n v e n i r d e s d e u n p u n t o Ji (fig, 105.) 

d e l a p e r p e n d i c u l a r , á l a c i r c u n f e r e n c i a d e s c r i 

t a e n e l p l a n o c o n c u a l q u i e r a r a d i o d e s d e e l p i e 

A d e e l l a , s o n i g u a l e s : y r e c i p r o c a m e n t e , s i e n d o 

i g u a l e s t r e s o b l i c u a s q u e s a l e n d e u n p u n t o B 

d e l e s p a c i o h á c i a u n p l a n o , l a r e c t a q u e b a j a d e s 

d e d i c h o e s t r e m o c o m ú n d e e l l a s a l c e n t r o d e l 

c i r c u l o d e l o s o t r o s e s t r e m o s , es p e r p e n d i c u l a r a l 

p l a n o q u e es tos d e t e r m i n a n . 

En cuanto á lo primero tomando 

A D ~ A C = A G—A K = en el plano será 
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j a s 2 _ a —a 

B D = : B A - [ - A D , B C = B A - { - A C , etc. 

de donde B D = B fe5 G-=etc. 
En cuanto a la segunda parte del teorema, 

siendo iguales las oblicuas/? B G y B D , trá
cese la circunferencia que deba pasar por los tres 
puntos C , G , D ; y hallado el centro A elévese 
la recta A B , que será perpendicular al plano 
C D G : pues de lo contrario,, habria otro punto 
en él, ademas de A , que estuviese equidis!ante 
de los puntos Cy D , G para satisfacer á la pri
mera parte del teorema; lo cual es imposible 
(50, IV.0). 

De aqui se deduce el modo do bajar desde un 
punto B del espacio, la perpendicular B A a l pla
no C A D ; pues tomando en él tres puntos G r D , G 
equidistantes de B , el centro Á de la semicircun
ferencia que pasa por estos tres, el cual sabemos 
hallar (50, IV.0), es el punto de concurso de la 
perpendicular con el plano, ó la proyección del 
punto B r 

III. 0 S i t r e s r e c t a s A B , AD, AG s o n p e r p e n 

d i c u l a r e s e n t r e s i , s e r á c a d a t i n a p e r p e n d i c u l a r 

a l p l a n o d e l a s o t r a s d o s . Porque á cada una de 
estas rectas asisten las dos condiciones del teore
ma primero, necesarias para ser perpendicular al 
plano determinado por las dos restantes. 

IV. 0 D e s d e u n p u n t o B d e l e s p a c i o ó d e s d e A 

t o m a d o e n u n p l a n o , n o se p u e d e b a j a r á este p í a -
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«o m a s q u e u n a p e r p e n d i c u l a r . Porque en todos 
los planos B C A , B D A . . . desde B solo puede venir 
una perpendicular á las rectas C A , D A — (t7). 

V. 0 L a d i s l a m i a ó l i n e a m a s c o r l a d e s d e u n 

p u n t o d e l e s p a c i o á u n p i a n o es l a p e r p e n d i c u l a r 

BA t e r m i n a d a p o r e l p u n t o y p o r e l p l a n o . 

Por ser B A la mas corta línea desde B á las 
rectas C G , D K que cruzándose en A forman 
el plano, considerando infinito su número, se 
íjigue que B A es la distancia mas corta desde B 
á dicho plano. 

VI. 0 D e l a s o b l i c u a s q u e d e s d e u n p u n t o B d e 

l a p e r p e n d i c u l % r p u e d a n v e n i r á u n p l a n o , l a s 

m a s d e s v i a d a s d e l p i e k . d e e l l a s o n l a s m a s l a r g a s . 

Tomando en la recta C G del plano dos puntos 
P Y Q mas distantes de A que C y G , será 

i r p = T A + (A C - f C P ] \ 

T Q = = i r A + { A G X G Q f - , y B P > B C , B Q > B G , 

por ser X c ^ T A - f T í / y T G ^ T A - f A G . 
VII. 0 P o r u n p u n t o A d e u n a r e c t a AB (fig. 

106) s o l o p u e d e p a s a r u n p l a n o A C B q u e s e a p e r ' 

p e n d i c u l a r á e l l a . 

Porque si luibiese otro A C ' D ' , en el plano se
cante B A H sería B A perpendicular á un tiempo 
á las rectas A L sección del uno, y A H sección 
del otro; lo cual es imposible (.17). 
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140. TEOREMA. Dos planos L M y NP (íi?. 107) 

perpendiculares á la recta AB en .los puntos A y 
B son paralelos entre si . 

Si esto ̂ planos se encontrasen, prolongándo
los cuanto es imaginahle, en una recta ,que pase 
por el punto E cualquiera del espacio, se podrían 
trazar en ellos las rectas E B y E A desde diclio 
pun'.o E de su común sección á los puntos A y 
£; y estas rectas no serian perpendiculares k A B 
(17) y por ello tampoco los planos según la defi
nición (134); luego, la proposición es cierta. 

Con este motivo, trazando en los planos per
pendiculares á i? A unas rectas que pasen por los 
estreñios A y B, como taa bien otras que no pa
sen por estos puntos, es fácil observar alguna» 
particularidades de la Geomelría en el espacio. 
4. ' Una recta del espacio puede ser perpendicular 
á muchas que se bailen en distintos planos, sin. 
que sean paralelas. %Í Puede baber en el espa
cio rectas que sin encontrarse jamás no sean pa
ralelas. 

441. TEOREMA, hada la recta CD (fig. 102) en 
el plano CAD á quien es perpendicular la recta 
;BA del espacio, si se tira desde su pie A l a recta 
k ¥ perpendicular á CD, y desde F se dirige á 
cualquier punto h de BA la recta ¥ B , será CD 
perpendicular á la recta FB y por consiguiente 
al plano B¥X. 

Supóngase cualquiera recta CD en el plao» 
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C A D á quien sea perpendicular la recta 5 A, y 
desde el pie A diríjase íx C D la perpendicular 
F A . Cortando las partes F C = F D , *e rk B C = B D ' , 

y C D perpendicular á F B que divide por medio 
a la base C D del triangulo isósceles C B D . La 
recta C D perpendicular á las F A y F B , \ o es al 
mismo tiempo al plano B F A . 

|48i. TEOREMA. I.0 S i d o s r e c t a s BA t/ HP 
(fifí. 102) s o n p a r a l e l a s , y u n a d e e l l a s R A . e s p v r -

p e n d i c u l i a r a l p l a n o A F D , t a m b i é n l a o t r a H F 

s e r á p e r p e n d í c n l a r a l m i s m o p l a n o . 

Sea B F A el plano de las dos paralelas, y la 
recia F 5 del plano A F D perpendicular en F á 
las rectas A F y F B , y por consiguiente al plano 
B F A de las paralelas. Tor ser D F perpendicular 
al p'ano B F A , lo será á todas las rectas de dicho 
plano que pasen por F , una de las cuales es H F , 
y esfa será también perpendicular á F A que lo 
es á B A ; luego, por ser H F peqjendicular á. F A 
y F í ) es i perpendicular al plano A F D . 

II. 0 S i d o s r e c t a s AB ?/ F H s o n p e r p e n d i c u l a 

r e s ' a u n p l a n o , ' s o n p a r a l e l a s e n t r e s i . Porque 
sino,''pudiéramos en el {¡unto F de dicho plano 
levantar otra'perpendicular F G , 'lo cual es im
posible (159, IV.*). 

III. 0 D o s r e c t a s F U y LP p a r a l e l a s á u n a 

t e r c e r a k B s o n p á p a t e l a s e n t r e s i e n e l e s p a c i o . 

Porque, supuesto un plano F A L perpendicular 
fá la recta A ' B , será también perpendicular á ca-



da una délas otras dos paralelas, y estas por con-
sigu^íite paralelas entre sí. 

TEOREMA. L a s i n t e r s e c c i o n e s pq y van 
{%. 103.) d e d o s p l a n o s AB y DF p a r a l e l o s pQ9 

o t r o p l a n o HG q u e l o s co r l a . ) s o n p a r á l a l a s en

tre s i . 

Por nopoderse jamas encontrar uno á otro dQ| 
planos paralelos, tampoco se enco.iirann dicliaa 
líneas que se hal en en ,© tos: ydemas e^lan tam« 
bien las dos en el plano H G , y no pudiendo con
currir son paralelas en él: sati ílaeen -pueá corn-
pletanieate á la deíin¡cj<ín de paralelas (l^'i). 

444. TEOREMA. ¿7 l a r s r A a \ u n es p a r p s y ^ 

c u l a r a l p l a n o AB, i p es Jigaalmiliie 4 o t r o DP 
p a r a l e l o a l p r h i e r o . 

Dirigiendo el plano gp í» que corte á los otros 
dos, las intersecciones y m n con ellos son 
paralelas y se hallan en el plano . q p , m \ y así, 

p rpendiculaf ñ p q ¡am'oien lo es á m n ^ , 
I.0). La posición del plano secante q p m puede va-
•riar al rededor de p m , y en cada posición será 
pw perpendicular á !as recias p q 1 y m n ' \ y sien
do perpendicular pm á las rectas y m n ' , lo 
será al plano en que se hallan estas. 

145. TEOREMA. L a s r e c t a s p m i / q n p a r a l e * 

las, i n t e r c e p l a d a s por p l a n o s p a r a l e l o s , ,$o,n 

iguales. 
Segim lo demostrado (443), los planos para

lelos A B y D F cortado» por H G tienen las inter« 
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secciones mn y pg paralelas que se hallan en 
el plano HG, y si en él se dirigen pm y q n pa
ralelas entre sí terminadas por mn y pq , es de
cir, porlos planosA J? y B F , serán también igua
les (50). • 

146. TEOREMA. S i una recta Gg (fig. 108) es 
paralela á otra Dd, también lo será á todo plano 
Fd que pase por l>d. 

Porque el plano Dg dé las- Dd y &g no puede 
tener con cada uno de los que pasen por D d mas 
que una intersección Dd, y solo en un punto de 
esta recta podría concurrir G*/ con dichos planos; 
pero á causa de ser paralelas Gg y D d no con
curren; luego, tampoco G^ con ninguno de los 
planos que pasan por D d. 

147. TEOREMA. Si los l a d o s D d y D F de un 
ángulo son paralelos respectivamente á los AC y 

de otro del espacia, los planos del los ángulos 
son paralelos entre t i . * 

Desde el punto i) bájese al plano B A C la 
perpendicular Dd, que lo será también á las rec
tas cí/'y dgr paralelas á las correspondientes A B 
y A C en un mismo plano: al mismo tiempo 
D d es perpendicular h D G paralelará dg en el 
plano d G (26, I.0), como también á frF parale
la á d/" en el plano d F ; esto es, Dd perpendicu
lar á un mismo tiempo á los planos F DG y B A C , 
resultando estos paralelos entre sí (140). 

148. TEOREMA. Dadas en el espacio dos rec-
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tas AB y CD (íig. 109), que sin ser paralelas no 
puedan encontrarse, siempre podrán pasar por 
ellás planos p a r a l e l o s ; y la perpendiculaf á es-
ios será la distancia mas corla entre las dos 
recias. 

Para lo primero basta dirigir desde un punto 
de cada recta una paralela á la otra, como A F 
y D G que determinarán los planos B A F y C D G 
paralelos (147). 

En cuanto á la segunda parte del teorema dis« 
cúrrase, quenopudiendo dichas rectas dadas acer« 
earse una á otra mas que los planos, será la mas 
corta distancia entre ellos otra que siendo per
pendicular á los dos planos paralelos concurra 
con dichas rectas. En efecto, desde A diríjase 
A / / perpendicular al plano C D G , y lo será tam
bién al B A F ; el plano H A B hará las dos sec
ciones A B y H L parcelas (143), y esta última 
prolongada encontrará necesariamente á CD en 
el pumo T: ligando las rectas TL y A B en el 
plano H A B con la recta TS paralela á H A , 
será igual á esta y perpendicular á los planos 
GDC y/,AJ5(142), y á las rectas A B y C D . 
Luego, TS perpendicular á las rectas y á los pla
nos es la mas corta distancia entre aquellas; ó 
bien otra cualquiera H A perpendicular común 

• á los planos en que están las rectas. 
149. TEOREMA. Si dos rectas son cortadas por 

tres planos paralelos entre si (fig. U0) las partes 
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de ellas comprendidas entre dos de los planos son 
proporcionales á las partes comprendidas entre 
uno de estos y £l tercero. 

Siendo AB y DC dos rectas cortadas en B y 
C, en F y H, en A y D, por treá planos parale
los; tírenselas reo'as AC, BC, ^i), como tana-
bien las FGy GH dejle el panto G en que el 
plano intermedio corta a la recta A G . En el pía-

BF CG 
no B CA se verifica (143) y (34) H r = T r r ' yen & 

t A ir A 
C G CU 

plano C A D es -Trir— wtt% ê donde se tiena 
Ir A ti 1) 

BF C H 

• ^ - = ¡J-Q'* y componiendo esta, resulta 

A B A F F B 
Wc~in¡^irG Q0™ SQ propaso demostrar. 

LECCION SEGUNDA. 

Angulos diedros» 

450. Dos planos BC y BF {fi*.'iU) que se 
cortan en BA pueden estar mas ó menos abierles 
antes de su encuentro: esta abertura o espacio 
comprendido entre dos planos que concurren 
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se Tama ángulo d i e d r o ó áe , dos caras que son los 
plano • y la común sec ci n e ellos B A es a r i s t a 

de dicho ángulo. Se nombra el diedro por medio 
de fii.it' O letras orcenndas en fila como G B A C , 
enufjdando las dos le! ras del medio la arista, las 
tres primeras üno denlos i lanos, y las tres últimas 
•el otro. Ultimamente, corlando los dos planos del 
ángulo dierlro por otro plano > G D , resulta des-
•crilo en este el ángulo plano G B B , que forman 
las inleísecciones B G y B D del planoisecante con 
las caras del diedro. 

151. TEOKEMA. T o d a s d a s s e c c i o n e s p a r a l e l a s 

d e u n á n g u l o d i e d r o s o w á n g u l o s p l a n a s i g u a l e s 

(íig. l i l ) . 
Corlan lo el ángulo 'diedro G B A ü con dos 

planos pí-ralelos G BD y () P T , tomando en se
guida las rectas B D — B T , B G ^ P 0, y-dirigidas 
JD T f G Q ; el cuadrirátero ^ r y e V B Q son para-' 
lelógramos (145) y (50) y D T ^ B P = G Q . Trazadas 
D G y T Q , también D Q es paralelógramo y por 
tanto I } G = T Q . Resulta, pues, que son idénticos 

' los triángtilüs G B D y (j P T y en ellos iguales los 
ángulos píanos B y P , 

La proposición recíproca des la que «e acaba 
de probar no se verifica siendo las secciones obli
cuas á la arista del diedro. En efecto, suponiendo 
JST// la sección perpendicular, serán E T , E I J , 
T H perpendiculares á la arista B A y á sus para
lelas i) C y GjFV por lo cual, tomando 
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EA—EP~HJ—HQ, y dirigidas en planos cor
respondientes las rectas TA, TJ, AJ, hay las 
igualdades TÁ=TP, TJ=TQ, (18), y AJ=P Q 
(50); esto es, el triángulo A TJ idéntico á PTQ. 
De suerte que pueden ser iguales los ángulos piar
nos que resullan dj cortar un diedro por planos 
no paralelos, excepto en el caso de secante per
pendicular á la arista. 

Por esta razón y á fin de proceder con simpli
cidad, se ha elegido para mediíla del diedro el 
ángulo 11E T plano que resulta de la sección per. 
pendicular á la arista; y según este ángulo plano 
es agudo, recto ú obluso, recibe uno de tales 
nombres el diedro á quien mide. 

152. Valuar un ángulo diedro FJ5A Z) (figu
ra 112) es indagarlas veces que otro fbad es
tá contení Jo en él. Córtense los dos con planos 
perpendiculares á las aristas, y sean FBC y fb.c 
las secciones ó medidas respectivas de los die
dros: ajust ida la aris'a ab con A B y el plano 
bg con BG, en disposicioa que los vértices B y 
b de los ángulos planos coincidan, también se 
ajustarán los planos secantes FBC y fhc, como 
si se hubieran cortado los ángulos diedros des
pués de sobreponer uno á otro, con un plano 
perpendicular á la arista común; y quedará tra
zado en el plano B F C e\ ángulo FBK igual a 
fb c. Haciendo girar al diedro medidor sobre la 
arista BA de modo que bf coincida sohre BK, 
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156 niiistrrñ be con DK': y asi sucesivatnente la l 
'veces que el argulo plano f b c cabe en F BC. Si 
el.mayor B conliene al menor t> exactamente » 
veces, será l { = n x b . Si á pesar de no estar con* 
tenido 6 en /?'exactamente cierto número de ve» 
ees, tienen común medida, será n número frac
cionario; y si no tienen medida común, será » 
irracional. hi 

453. TEOREMA.. L o s á n g u l o s d i e d r o s e s t a ñ en 
r a z ó n d e l o s á n g u l o s p l a n o s q u e r e s u l t a n e n sec -

-c ienes p e r p e n d i e u l a r e s á s u s a r i s t a s . 

Si Jos ángulos diedros D y D ' están espiesados 
•por D^nxb y D ' — m x b , siendo b el diedro que 
•sirve do unidad contenido n veces en D y m ve-
9np eo^Lsih #0(1 .eolíjp'r ^mftsife goJcnc toiJo 
ees en D ' , sera según el método de va-

luacion esplicado en el artículo precedente, serán 
•también P = n x p y P'—mXp los ángulos planos 
correspondientes que resulten de cortar los die
dros con planos perpendiculares á las aristas, su
poniendo p la unidad de medida; y de estas ecua-

«iones procede p7=—. Comparando los resulla-

dos, viene —=^~. 

Según el teorema que se acaba de compró
le 
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bar^en los ángulos diedros se verifican los mis
inos teoremas que en los ángulos planos; y en 
efecto es fácil demoiinr los que siguen descri» 
hiendo para ello una circunferencia en el plano 
que corta todos los diedros imaginables forma
dos al rededor de la arista común BA (fig. 113). 
4." Son iguales los ángulos diedros opuestos á la 
arista,, como los rectilíneos opuestos al vértice: 
y por un razonamiento análogo al del artículo 
{15) se deduce que todos los ángulos diedros po
sibles están comprendidos entre cero y la suma 
de dos rectos. 2.° Dos diedros,, cualquiera que 
abracen la semicircunferencia son suplementarios 
mutuamente; y si un plano es perpendicular á 
otro, ambos diedros rectos. 5.° Dos diedros que 
juntos abracen el cuadrante son complementa
rios entre sí. 4.° Cuantos diedros resultan de 

la intersección común B A de muchos planos va
len cuatro rectos. 5.° Cortados dos planos para
lelos por otro, son iguales los ángulos diedros al
teróos internos, los alternos estemos y los cor
respondientes. 

154. TEOREMA. Siendo la recta BA (fig. 114) 
perpendipular á un plano \LL, todos los planos 
que pasen por BA son perpendiculares á dicho 
plano» es decirr que forman con Kh. ángulos die
dros rectos. 

Siendo A fiF un plano qué pase por la per
pendicular, B A , Y A J su común sección con 
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el plano KL, ola arista del diedro c(ue forman^ 
la recta A m perpendicular á dicha arisia en el 
punto A, forma con B A el ángulo plano BA m 
recto y medida del-diedro. Asi mismov siendo A C 
común sección de otro plano fiAC con el fijo 
EL, y A n perpendicular á la arista A C del nue
vo diedro, será el plano B C perpendicular á 
KL. Por igual razón serán pei'péniíeulaíes á 
KL todos los planos que pasen por B A. 

155. TEOREMA. Duda en el plano K L la recto 
M I , solo un p lanoperpend icu la r á K L puede 
pasar por dicha recia. 

La razón es, que la recta dada y la perpendi
cular fiAáeila y al plano ^ L íijnn la posición 
del único plano pe-peíidicular 5 7 (138, 1ÍI.0), á 
causa de que en A es B A única perpendicula* 
al plano K L (159, IV.0). 

156. TEOREMA. I.0 Si dos planos DF ^ K L 
(flg. 114) son perpendiculares y A. i sít común 
sección, la recia BA perpendicular á ella y qu0 
eslé en uno de los plano*, como e » 0 F , será per" 
pendicular al otro. 

Construida en el plano L la recia A m per-' 
pendicular á la arista A J en el punto A, deter
mina con J? A el plano B A m perpendicular á 
la arista A J (|59, I.0) y forma con BÁ el án
gulo plano B A m que debe ser recto por serlo 
el diediro de dicha arista: y de consiguientte la 
recta i?A perpendicular á l a s rectas AJ f Ám 



lo es a\ piano KL en que se hallan (ISOp 
I II.0 Recíprocamente: simulo lo* planos D P 

y K L perpendic dures, la neta m̂ . parpendi-
cular al plano K L en la coman sección A J, está 
necesariamsnle en el plano {) ¥ . 

Porque sino, en el punto A de un plañó se 
podrían levantar dos perpendiculares; lo cual es 
un absurdo (159, IV.). 

457. TEOREMA. Si un plano es perpend'calar 
á otros que se corlan, la coman sección de estos 
es perpendicular al primero, y por consiguiente 
á sus iiiterseccíones con los seyaihlos. 

Sea A B la común sección de los pin nos A H, 
AF, . . , perpendiculares al KL á quien cortan en 
AC, A / , . . . de suerte que A es puato comuna 
to los los planos y sus intersecciones. La perpen» 
dicular al plano KL en el punto A está (156, II.0) 
simultáneamente en todoá los planos A / / , AF...; 
y como eslos planos no tienen mas línea común 
que la intersección BA, se sigue que el teore
ma está comprobado. 

158. TEOREMA. I.0 Si unplano BDG (fig. l i l i ) 
forma con otros dos B A D y B A G que se corlan 
áiiíjalos diedros dados y abiertos hácia parte 
determinada, todos los paralelos á él tienen la 
misma propiedad que es peculiar de ellos so-
IftBüni&o- otoei * W úút ' ríp -w.!/,' ón^/'q olüj? 

Los planos BDG y PTQ paralelos, al cortar 
el diedro de la arista BA forman, con sus planos 



B A D y B A G otros cuatro diedros de las aíistas 
BD, BG, P T , PQ. Los die r H de las ariscas 
B D )T P T son iguales, como también entre sí 
los de las aristas BG y PQ; porque,- sob-epues-
ta la porción inferior del sistema de planos á la 
superior en disposición que la arista P A caiga 
sobre / i P y el punto P en B, con las abertu
ras hacia un mismo lado, también la recta P T 
caerá sobredi), y P() sobre Í/G (26, IV„0): de 
consiguiente se a.ustarnn los planos respectivos 
de los diedros mencionados por coincidir los pun
tos que Jos determinan. 

Solamente dicbos planos tienen esta propie
dad, pues la sección A T J de otro no paralelo no 
puede caer sobre BDG, al hacer la superposición 
de los puntos A en 6 y de la arista A K sobre B A : 
porque, si bien la arista A J puede ajustarse á 
jBG, la A T no caerá en B D por su diferente in
clinación: luego, tampoco el plano A T J se ajus
tará Ü\ B D G . 

II.0 Solo un piano BDG cumple con lastres 
condiciones de pasar por un punto B común á dos 
planos fijos A D y AG; formar con ellos ángulos 
diedros determinados; y abiertos hacia una mis
ma parte determinada. 

Por el teorema anterior nos consta que sola
mente los píanos paralelos h B DG pueden formar 
dicbos ángulos die Iros dados: y como por un 
punto B no puede pasar mas plano paralelo á 
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BDGqne el mismo^ se sigtie que la proposidoa 
es cierta. 

159. TEOREMA. 1.° En el plano K L (fig. 414) 
las proyecciones A y 1 de dos pantos B y F de 
una recia, que está en el espacio, determinan i® 
recta A J proyección de B F . 

La proposición es evidente; porque, el sistec 
ma de perpendiculares bajadas desde lodos le» 
puntos de 6 F forman el plano perpendicular A F 
(158, V.0) que se llama proyectante, cuya inter
sección con K L GÁ la recta A f. 

Asi también la proyección de B H será A C ; j 
el ángulo plano C A J proyección del ángulo pla
no H B F del espacio, sean paralelos ó no los la
dos de este al plano K L . La proyección de una 
curva es la línea que en el plano de proyección 
resulla del conjunto de proyecciones de todos 
sus puntos; así, la figura M (fig. 115) caúsa la 
proyección m. De aqui se deduce que: l.0 la pro
yección sobre un plano causada por cualquiera 
figura rectilínea del espacio, se halla proyectando 
los vértices de la figura, y ligando las proyeccio
nes de estos con lineas recías correspondientes: 
2.° todas las lineas rectas ó curvas y figuras des
critas en el plano A F (fig. 114) perpendicular á 
K L darán sobre éste proyecciones, que coinci
diendo con la sección recta A J se diferenciarán 
solo en longitud; y la proyección de la recta per
pendicular es un punto. 



IL Toda figura plana rectilínea y su pro' 
yeccion sobre plano paralelo al de aquella son 
idénticas. 

Si los planos M N y K L deí triángulo A B C 
(fig. H6) y de su proyección abe son paralelos, 
concurren la» circunstancias de ser 56 perpendi
cular á A B y B C como también á ab y be, re
sultando en los cuadriláteros Ab y Be paralelas 
é iguales A B y ab, B C y be (145): ademas, hay 
las igualdades de ángulos planos A B C ^ a b e por 
secciones paralelas del ángulo diedro A B b c : 
luego, los triángulos A B C y abe son idénticos-
Como e! polígono es divisible en triángulos, debe 
concluirse que se» verifica la identidad enunciada. 

La consideración de los limites haría ver, que 
así mismo son idénticas una curva plana y su 
proyección sobre plano paralelo; mas en estos 
elementos solo podríamos ocuparnos de la de
mostración con referencia al circulo,, por ser la 
única curva de que se trata en ellos: y para veri
ficarla por sí el estudiante creemos que basten 
las nociones que haya adquirido hasta aquí. 

111.° Son paralelas las proijecciones ab y cd 
(fig. 115) de dos rectas AB Í/ CW del espacio, sean 
ó no paralelas, con tal que estén' descritas en los 
planos paralelos aB y cD proyectantes. 

Esto se verifica por ser paralelas las intersec
ciones aby ed del plano K L con los paralelos 
a B y cD (154). 



IV.' Una recta es mayor que su proyección 
sobre un plano no paralelo á dicha recia. 

Siendo c d proyección de la recta C D sobre el 
plano K L de la proyección, no paralelo a C D ; y 
trazada en el plano p.oyectante la recia cD' pá: 
ralela k C D serán igunles esias (50, I.0); y el 
triángulo rectángulo CíiZ?' manifiesta la desigual
dad c d < r D . 

El ángulo D'cd que hrma la recta C D 6 una 
paralela á ella con su proyección, mide la incli
nación ú oblicuidad de la recta dicha respecto 
del plano K L en que está proyectada. 

J L E C C I O N T E R C E R A , 

m •/ MusJq li/'in'ij;Hn-fcnyiiííiijij mu - crt.i*kif.u:fi 
A n g u l o » poliedros* 

160. Si mas de dos rectas A V, B V , C V . . . > 
(fig, i 17 y 122) que no están en un plano se en
cuentran en el punto V, el sistema de planos de
terminados por cada dos rectas contiguas forman 
un espacio an'iu'ar cerrado por V, que se llama 
ángulo poliedro ó de muchas caras ó ángulo só. 
l ido. Las intersecciones de los planos ó caras son 
aristas del ángulo sólilo, y al mismo tiempo de 
los ángulos diedros que forman sus caras de dos 
en dos: el punto V es vért ice del ángulo sólido y 
de sus ángulos planos A V B , B V C , etc. 
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Son idénticos los ángulos poliedros cuando 

sobrepuestos debidamente quedan ajustados vér
tices y aristas, de consiguiente «us ángulos pla
nos y diedros; debiendo tener para ello igual 
número de caras, y con la circunstancia esencial 
de hallarse estas ordenadas de igual modo en 
ambos. El ángulo sólido toma el nombre según 
el número de sus caras ó ángulos planos: es írie» 
dro, tetraedro, pentae i r , , exaedro, eptaedro, etc* 
el que tiene tres, cuatro cinco, seis, siete, etc. 
caras. El triedro es el mas simple, por ser nece
sarios tres planos á lo menos para cerrar un es
pacio que solo quede ilimitado por la parte opues-
íta al vértice. 

161. TEOREMá.. En el ángulo triedro la suma 
4e dos ángulos planos <£s mayor que el ter
cero. ' • i i- ^Jí^hkol y l -no-mi 

En el triedro A B D V sea A VD (fig. 120) el 
mayor ángulo plano; y dirigida en él una recta 
0 C de suerte que divida el ángulo A V C = A V B , 
córtense V B ~ V C , y ade.nas todas las caras por 
un plano que pase por los puntos B y C. Los 
triángulos A V B y A V C son idénlicos (68), y en 
ellos A B = A C ; y poc A B + B D > A C + C D será 
BD>CD. En los triángulos B V D y ÜFZ)que 
tienen Y B = Y C y VD común, serán los ángulos 
B VD>C VD (74), y añadiendo partes iguales á 
«ada miembro resulta 

A V B + B VD>A V C + C V D = A V D . 
27 
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462. TEOREMA. 1.° 5i los ángulos planos de un 

íriedro son iguales respectivamente á los ángu* 
los planos de otro triedro, los diedros del uno 
UmMen serán iguale* á los correspondientes del 
Mr a. 

Eh los triedros A B C V y A ' Br €r V (fig. 117 
118 y 1190 que lengao los ángulos planos ^es« 
pecbiv«ni€nte igusales, como A V B = A ' V ' ' B ' , 
B V C ^ B ' V ' C , A V C = A ' V ' € ' y córtense las 
aristas V B ^ V ' B ' losplanos A/í Cy A ' ^ ' C 
perpendiculares á ellas.. Los triángulos A Y B y 
A ' V B ' serán idénticos por tener un lado y dos 
ángulos respectivamente iguales: y por la misma 
causa serán idénticos los triángulos B V C jy 
¡B' V ' G 1 . De «iodo que Vos triángulos A ¥ t C y 
A ' V ' y C ' serán idénticos por tener iguales ángu
los en V y los lados A ^ A ' F ' , V C ~ V r C '; re-
Ssultímdo A G = A ' C ' , . y UJS triángulos A B C y 
'A 'S 'Cridént icos pór^enerrespectivnmenfce igua
les sus $rés lados. Por últipiao, á causa de los 
ángulos glanos A5<0=:4 ' ¿ í ' 6 ' h a de 'verifioar-
se precisafiftente ia igudUad de diedros 

A B f C ^ A ' B ' V 0' ('151). 

Del mi sin» moda, «optando nuevamente los 
triedros |)or planos perpeadJcnlares á oirás des 
ariálas cowe^ondientes, se aemuesira que los 
respectivos diedros son igualas: y por" tanto que
da comprobada la proposición. 



— — 

II. * S i d m triedras ABGV y A ' B ' C ' V (fr 
-gura 117 y 418) tienen iodos sus ángulos plam* 
respecüvameate iijmtm: y hacienda coincidir 
wto de elios del primero sabré su igual del «e-
ptndos cm o-iro de e&la háeia .su. eorrespotot*®** 
te de aquel, serán idénticos los triedros.. 

En efecto, por ser iguales, los áiagulos planot 
AYC y A ' V C , caineidieado estos «aeran las 
aristas VC sobre V C y VÁ mbm Y ' A ' . De» 
biend© los diedros formados sobre estas ari^am 
ser iguales por lo demaítraio en el timmim an
terior, y por supotdeioii incliaadas hacia ii»a par» 
te misma las caras AVB y A' V b*, eoiacidirao 
estas; y por la igualdad de los ángulos planos 
A V i ? = A ' V i ? ' , también la arista Vfi eaerástt ' 
bre VfB'. PoriiUKno, á cau^a de cotafttdir las 
aristas sobre V B ' f sobre V se ajus* 
tara la cara B sobre B' V C . Luego, los dos 
triedros se ajustan en todas sus partes» la que 
constituye la identidad. 

III. 0 Pueden ser iguales entre s i todas las par* 
tes correspondientes de los ángulos poliedros wna 
á una, y no por eso coinoiiir los tolos en ta su* 
perposicion (flg. 117 y I 119).. 

Esto se verilíca sie n >re que sobrepuestos dos 
ángulos planos iguales, no se iacliua el imae» 
díalo hacia un mismo Uula erí aml).);, como su
cede en ABCVy A' B^V V ; pues aplicadas de 
fuerte que coincidaaloi ángulos iguales BVC y 



BrV' C , no se pueie efecfuar la superposición de 
lo restante, porque las demás caras de la una ŝe 
van alejando de sus homólogas en la otra, sin 
embargo de ser iguales por lo demostrado en 
teorema I.0 los correspondientes diedros. Esta 
igualdad de todas las partes correspondientes que 
no se puede comprobar por coincidencia de su
perposición simultánea de los' todos, se llama si-
metria, y ángulos poliedros simétricos aquellos en 
que se verifiquen estas condiciones. Por esto es 
circunstancia indispensable para la identidad de 
los ángulos sólidos, la de estar igualmente or
denados los ángulos planos en ambos (160). 

Se dice que están simétricamente puestos res-
pecio de un plano dos ángulos poliedros, cuando 
dicho plano es perpendicular y divide en dos par
tes iguales A 1» recta V V que liga los vértices, 
y á todas las demás rectas como B B ' que ligan 
los puntos de un ángulo sólido á sus correspon
dientes del otro. 

165. TEOREMA. L.0 En un ángulo triedro son 
iguales los diedros opuestos á los ánguím planos 
iguales. 

Supóngase en el triedro A B C V (flg. 121) 
iguales los ángulos planos A VB y B V C , . y diví
dase el tercero A V C en dos iguales A V H y 
H V G con el plano H V B que pasa por la arista 
V B ; de que resultan los tres ángulos planos del 
triedro A H B V iguales respeclivamente á los de 



H B C V, y por ello (162, I.0) iguales entré sí los 
diedros de las aristas VA y VC opuestos á los 
ángulos plnnos que supusimos iguales. 

II. 0 Recíprocnmente: ew tm t r i e d r o s o n i g u a 

l e s l o s á n g u l o s p l a n o s o p u e s t o s á d r i e d r o s i g u a l e s . 

Sien el triedro A B C V siendo iguales los 
diedros de las aristas YA y VC fuese el ángulo 

S V O A V B , fórmese el ángulo A'VB==B VG 
en el plano que pasando por la arista VB venga 
á la tercera cara del triedro propuesto. Dividien
do el triedro A ' B C V con otro plano que pasando 
por VB partiese el ángulo plano A ' V C en áos 
iguales, tendríamos descompuesto dicho triedro 
en dos simétricos, y resultaíian iguales los diedros 
de las aristas V A ' y V C ; pero como por el su
puesto son iguales los diedros de la& aristas V A 
y VC, se sigue que serian iguales los diedros de 
las aristas V A ' y V A ; lo cual es un absurdo evi
dente; porque entonces, sobreponiendo el diedro 
de la arista V A ' al del arista VA desde el plano 
común A V C , se ajustaría el plano .A'Vi? con 
A V B , y formarían ambos con el B V C un mismo 
diedro en la arista V B ; lo que no puede ser 
(158, 11.°). 

III. 0 E n e l t r i e d r o d e d o s á n g u l o s p i e m o s i g u a 

l e s , e l p l a n o q u e p a s a n d o p o r e l d i e d r o i n t e r 

m e d i o d i v i d e a l á n g u l o p l a n o o p u e s t o e n d a s 

i g u a l e s , es p e r p e n d i c u l a r á l a c a r a de este á n g u l o 

y d i v i d e á d i c h o d i e d r o o p u e s t o e n d o s i g u a l e s . 
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f a t » ceitvencerse de ello obsérrese que en el 
triedro A B O Y de dos ángulos planos iguales, el 
plano que pasafndo por la arista VB dmáe 
al tereer ángulo plano A VC en dos iguales, divi
de al triedro A B C V en dos triedros cuyos die
dros de la arista común V H son iguales (162)̂  
como también entre si los de la arisía común VB. 

IV. ' En un triedro a l mayor ánguüo diedro 
se opone el miiyor ángulo plano. 

Dado el triedro A B D V (fig. 120) que tenga 
el diedro de la arista V B ̂ nayor que el déla 
arista VA, fórmese con el plano B V C que pasa 
por la arista VB y con el A VB el diedro A V B C 
igual al de la arista V A , á que se sigue por lo 
demostrado en el 11.° teorema la igualdad de áa-
gulos planos AVC=:ftVC; y tendremos en los 
dos triedros que resultan (161) las relaciones de 
ángulos planos 

B V C + C VD>B VD, 

o bien por sustitución, 

A V C - \ - C V D = A V O B V D . 

V. 0 Recíprocamente: en el triedro a l mayor 
ángulo plano se opone el mayor diedro. 

Porque, siendo en el triedro A B D V e\ ángu
lo plano A VD mayor que B VD; si fuesen iguales 
los diedros de las aristas V B y VA, resulta por 
lo demostrado en el teorema 11.° que serian igua-



Ies los ángulos planos A V D y BVD contra el 
dato propuesto; § si fuese el «Medro de la arista 
VA mayor que'el de la arista V/?r resultaria por 
Ja de mostración del teorema IV.0 ser el ángulo 
.plano B VD mayor que A V D , lo que tamMen íes 
contrario al dato. 

464. TEOREMA.. I.0 L a suma de .ángulos pía-
nos de todo ángulo sólido vále menos que la de 
cuatro rectos. 

Con cualquiera número de planos fórmese el 
ángulo poliedro AJB C D F V . . . (fig. 122); y cor
tando todos con otro planor la sección A B C D F . . . 
limitará sus caras indeíinidns, reduciéndolas á 
triángulos A B V , B C V, etc., los cuales de dos 
en dos con un ángulo del polífono A B C D F que 
resulta dé la sección forman triedros, cuyos vér
tices respectivos están en A, B, C, En los 
ángulos planos de estos se verifica (161), 
A B C < A B V + C B V , B C D < B C V-\-UC Y, etc., 
resultando que la suma de ángulos del polígono 
es menor que la de ángulos de las;bases de-los 
triángulos. Siendo « el numero de lados del po
lígono y R el ángulo rectoy es ln f í el-valor de 
todos los ángulos que hay.en los triángulos idel 
vértice común V^asi como ,2fí (JÍ—2) el valor de 
los ángulos de! polígono (94); y la conclusión pre
cedente eslá' espresada eti ' i n B—^V^Rfa—^), 
que se reduce á V<AB, supuesta V la^suma de; 
ángulos planos del vértice del poliedro. 
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II.' iVo se pueden formar con los ángulos de 

un triángulo regular sino ángulos sólidos de 
3, 4 t/ 5 caras. 

Según el teorema precedente, habiendo de 
formar ángulos poliedros de ángulos planos igua
les, hay que atender al número de estos y al va
lor de uno de ellos. Cada ángulo del triángulo 

2 , 9 m 
equilátero vale y JR según el articulo (94); y el 

ángulo sólido de 5, 4, 5.... caras que haya de tê  
ner cada ángulo del vértice igual al del trián
gulo equilátero, ha de satisfacer al principio que 
se acaba de establecer: lo cual solo se verifica 
en las tres primeras inecuaciones que siguen; 

3 X - | / Í < 4 f l ; 4 x | - / í < 4 / ? ; 5 x | - ^ < 4 / í ; 

6 x | i ? = 4 / ? ; 1 X J R > Z R ; 

por consiguiente mayores que 4R las sumas de 
mas ángulos planos iguales al del triángulo 
equilátero. 

III.0 Con los ángulos del cuadrado solo se 
puede formar el ángulo sólido de tres caras. 

Porque, el valor del ángulo del cuadrado es 
R ; y 5 x ñ < 4 / ? ; 4 X i ? = 4 f i ; 5 X i í > 4 / ? : y con 
mas esceso mayores que4# las sumas de mayor 
número de ángulos del cuadrado, 
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IV. 0 No se puede formar con ángulos del pm-
iágono regular sino el ángulo sólido de tres caras. 

E l ángulo del pentágono regular vale —R; 

por consiguiente 

V. 0 Con ángulos del exágono regular no pue-
de formarse ángulo sólido; y lo mismo sucede 
con los ángulos de polígonos que tengan mas 
lados. 

En efecto, el ángulo del exágono es ~R> 
5 

f resulta 

3 x 4 ^ = ^ ; 4x4i?>4/?: 
3 I I t o. 

de suerte que ni aun se puede formar el triedro 
que es el ángulo sólido de menos caras. El ángulo 
del eptágono es mayor, y por elfo tampoco se 
puede formar con él uno sólido: y con mas razón 
se puede asegurar lo mismo de los ángulos cor
respondientes á polígonos regulares de mas lados. 
De suerte que en todo son cinco los ángulos po
liedros que se pueden formar con ángulos de po
lígonos regulares: con el del triángulo se forman 

t i 
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los de tres, de cuatro y de cinco caras; con el 
del cuadrado uno de tres caras; y con el del pen--
tágono otro tambien de tres caras. 

CAPÍTULO SEGUNDO. 
POLIEDROS Y CUERPOS REDONDOS. 

IÍECCIOIV P R I M E R A . 

P o l i e d r o s » 

165. El espacio cerrado por planos es unjjo--
liedro (fig. 120, 122 y 125), y toma el nombre por 
el número de caras poligoaales que tiene: íeírae-
dro, exaedro, octaedro, dodecaedro, icosaedro, 
etc. son cuerpos terminados pw cuatro, seis, 
ocho, doce, veinte, etc. caras. De suerte que en 
ellos hay aa^ulos poliedros, diedros y planos; 
siendo aristas las intersecciones de cada plano 
con sws adyacentes, y diagonal del poliedro la 
recta que liga los vér-tices de dos ángulos sólidos 
n» adyacentes. Solo trataretaos aqui de los polie
dros convexos ó compuestos de ángulos poliedros 
salientes; el caracker de una superficie convexa 



consiste como el de la línea (10), en que una rec-
ta de cualquiera suerte dirigida solo puede tener 
dos puntos comunes con ella. Llámase p o l i e d r o 

r e g t í l a r aquo.l cuyas caras son polígonos regulares 
idénticos y los ángulos sólidos idénticos también, 
lo cual exige que todas lag aristas y ángulos die
dros y planos sean iguales. El número de polie
dros regulares no puede pasar de cinco, supuesto 
que solo se pueden formar otros tantos ángulos 
sólidos con ángulos planos iguales. En efecto, 
existen los cinco cuerpos polie Iros regulares po
sibles; el tetraedro, el octae lro y el icosaedro 
que están formados por triángulos; el e^aedro ó 
cubo formado de cuadrados; y el dodecaedro de 
pentágonos. El que quiera enterarse del modo 
con que se construyen con solo el A p i o de una 
cara ó una arista, lea el apéndice á los libros VI 
y V i l de la Geometría de Legendre. 

Entre los poliedro? merecen particular 
atención la pirámide y el prisma: por lo cual va
mos á ocuparnos especialmente en las definicio
nes relativas á estas dos clases de figuras. 

Cortando.con un plano todas las caras de un 
ángulo y sólido; ó lo que es igual, sí desde un 
punto V (fig. 122) del espacio se dirijen rectas 
V A , V B . . , á lo? vértices de un polígono A i? 
resulta la pirámide, figura que necesariamente ha 
de constar de cuatro caras á Í6 menos, una que 
es base poligonal de cualquiera número de lados. 
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•y las demás triangulares: de suerte que siendo ba--
se de cada uno de estos un lado del polígono, 
concurren los ángulos opuestos á dichas bases en 
un vértice común V que se Ikma c ú s p i d e . La fi
gura de la base da á la pirámide el nombre de 

• t r i a n g u l a r , c u a d r a d a ^ , p e n t a g o m l , e l e , según 
aquella sea triángulo, cuadrilátero, pentágono, 
etc.; la pirámide triangular ó tetraedro es lamas 
simple de las pirámi les y de toda c'ase de polic-
dros. La perpendicular V O (fig. 125 y 124) bajada 
desde el cúspide á la base ó pro'on'Aaeion de ella 
es a l t u r a d e l a p i r á m i d e . Se puede considerar es
ta íigura formada por el movimiento de una recta, 
que gira sobre el punto fijo V tocando siempre 
dicha recta al perímetro de la base. En este sen
tido se llama g e n e r a l r i z la recta que se mueve, 
y d i r c c l r i z la linca terminal, de la base en que 
va resbalando la generalriz. Aunque á la pirámi
de solo puede convenirla-definición de poüetlro 
.regular, cuando sea tetraedro, sin embargo se 
llama p i r á m i d e r e g u l a r cuando la base es polí
gono regular, y ademas cae en el cen'ro de esta 
Ja perpendicular bajada del cúspide. Según la de
finición de pirámide regular son iguales las obli
cuas V A , V D , V C , V I ) . . . . (íig. 125) á que lla
maremos aristas lalerales {159, II,0), y por esto 
necesariamente las caras laterales de la pirámide 
regular son triángulos isósceles idénticos 

El prisma es un poliedro que teniendo dos 



— 221 — 
caras pótígónales idénticas y paralelas, está ter
minado por pa alelógramos de lado á lado corres
pondientes de los polígonos, que son bases del 
prisma y le dan su nombre de t r i a n g u l a r , p e n t a 

g o n a l , etc. Por naturaleza cada ángulo sólido A 
(fig. 125 y 120) del prisma consta necesariamente 
de tres caras Se puede considerar engendrado el 
prisma por una recta g e n e r a t r i z que se mueve 
paralelamente a sí misma reábalando sobre la d i ' 
rec /m ó conlorno de la base; por esto llamare
mos generatriz del prisma á cualquiera de sus 
a r i s t a l a t e r a l e s ó desde una á otra base, y direc
triz la línea terminal de la base sobre que va res
balando aquella. Si !a generatriz es perpendicu
lar á las bases ó polígonos, se dice p r i s m a r e c t o ; 

si es oblicua, p r i s m a o b l i c u o ; y en ambos casos 
la parte de perpen licuíar á las bases comprendi
da entre ellas es a l l i i r a del prisma. Se dice pris-
m a r e g u l a r cuando es recto y tiene por bases pd-
lígonos regulares. Si las bases son también para-
lelógramos, el prisma que es un exaedro enton
ces, se llama p a r a l e l e p í p e d o ; distinguiéndose con 
el nombre de r e c t a n g u l a r cuando son rectos los 
ápgulos de la base, y perpendicular á ella la gene
ratriz. Finalmente, el paralelepípedo rectangular 
que tiene iguales todas las aristas se llama c u b o . 

167. TEOREMA. E n el p r i s m a t o d a s e c c c i o n 

p a r a l e l a á la base es un p o h g o n o i d é n t i c o á e l l a 

(fig. 125). 
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Si el prisma de la base A B C D F está corta

do oon un pleno paralelo á ella, resulta la sec
ción poligonal G H L J K del mismo número de la
dos que la base, por tener cada uno de estos po
lígonos tantos lados como caras laterales el pris
ma. En el cuadrilátero A K son iguales las parale
las A G y F / í (145), y las intersecciones A P y GK 
paralelas é iguales (145), y lo mismo se verifica 
en los demás planos laierales F J , D L , . . . . etc. 
del prisma. Por otra parte, los ángulos planos 
A F D y GKJ&on iguales como secciones parale
las del d'\edvo G K F D, y lo mismo sucede en los 
demás ángulos planos corresponJienles. Luego, 
los polígonos A B C DF y G H L J K son idenlicos. 

168. TEOREMA.. 1.° En el pamlelepipedo son 
paralelas c idénticas de dos en dos Las caras 
opuestas. 

Por la definición tiene el paralelepípedo igua
les y paralelas las aristas A F y B G , A C y BD 
(fig. 126); asimismo A F y C J , A B y C U ; luego, 
también paralelas é idénticas de dos en dos las 
caras opuestas (147) y (151). 
„ II.0 Recíprocamente: el exaedro cuyas caras 

son de dos en dos paralelases un paralelepiped,o. 
Suponiendo paralelas de dos en dos todas las 

caras de un exaedro A H, la cara F A C J cortará 
los planos F G H J y A B D G paralelos según las 
rectas F J y A C paralelas, y también los planos 
A F G B y C J H D paralelos según las rectas F Á 



J C paralelas (145)r de modo que A F J C es m 
paraíelógramo. Por esle ó'den se demuestra que* 
todas las caras son paralelógramos. 

Por o!ra parieren los paralelogrnmos opues
tos se verifica Á C ^ B D , A F = B G , C J = D H ; 
los ángulos F Á C = G B D , A C J = B D Í I por sec
ciones paralelas de un ángulo diedro; de que re
sulta ser idénticos los paralelógramos A J j B H . 
Por este método se hace ver igualmente que son 
idénticas de dos en dos las demás caras; aunque 
basta haber demostrado que lo son A / y i? H , 
para satisfacer á la definición (166) considerándo
las como bases, 

169. TEOREMA. Todet pirámide es divisible etb 
tetraedros, y todo prisma en prismas triangulares. 

Dividiendo la base dé la pirámide en triánsgu-
los cem rectas dirigidas desde un vértice G (figu
ras 150 y 124) á todos los demás no adyacentes 
á él, ó desde un punto interior O á todas Jos vér
tices, cada recta'de estas con olra y un lado ó 
con dos lados de la base en el primer caso, y ca
da dos con un lado de la base en el segundo, 
forman triángulos cuya suma es la base de la pi
rámide: ademas,, cada recta con una arista late
ral determina un plano que pasa por el cúspide. 
Cortando la pirámide según dichos planos, resulta 
dividido en tetraedros; y por ello siempre es di
visible en tetraedros la pirámide. 

Como de uno y olro modo se pueden también* 



dividir en triángulos respectivamente idénticos 
las bases del prisma, resulta éste divisible siem
pre en triangulares (fig. 125). 

170. TEOUEMA. E l poliedro es divisible siem
pre en pirámides y per consiguiente en tetraedros. 

Si desde un punto cualquiera interior del po
liedro se dirigen rectas á los vértices, cada dos 
de ellas determinan un plano que pasará también 
por la arista que une los dos vértice^ á que se 
encaminan las rectas. Suponiendo secantes todos 
los planos, quedará partido el poliedro en pirá
mides: cada una tendrá por base una cara del 
poliedro y tantas caras laterales ella como lados 
el plano do la base; si ademas en caso necesario 
so divide cada pirámide según el primer modo 
del artículo anterior, quedará partido en tetrae
dros el poliedro. Hay también otro modo de divi
dir el poliedro en tetraedros, que consiste en di
rigir planos secantes desde un vértice á cada dos 
de los demás del poliedro; pues asi los vértices 
de cuatro en cuatro, incluso aquel de donde par
ten los planos, determinan todos los tetraedros 
que -componen el poliedro. 
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LECCION. S E G U N D A . 

Poliedros i d é n t i c o s y s i i n é t r i e o s . 

171. TEOREMA. Zío? poliedros convexos que 
tengan igual número de vértices, de modo que 
iodos los de uno coincidan con sus correspondien
tes del otro, son idénticos. 

Son idénticos dos poliedros cuando puesto eí 
uno en el lugar del otro ocupa aquel completa
mente el lugar de este, ó lo que es lo mismo, 
cuando todas las partes reunidas del uno coinci
den con las corresponuientes reunidas del otro: 
para lo cual habrán de tener igual número de án
gulos poliedros idénticos. En esta inteligencia, 
vamos á demostrar que para la identidad basta 
que coincidan todos los vértices del uno, con los 
del otro. 

Pues, no pudiendo pasar mas que una recta 
por dos puntos fijos, las que se dirijan desde ca
da» vértice sobrepuesto á otros contiguos serán 
aristas comunes de los poliedros, las cuales coin
cidirán y serán iguales. Por otra parte, debiendo 
coincidir dos planos que tengan comunes tres 
puntos, se ajustarán las caras correspondiente^ 
puesto que están limitadas con perímetros idén
ticos: luego, son idénticos los poliedros. 

172, TEOREMA. Son idénticos dos tetraedro» 
99 
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Cuando un ángulo sólido V del uno está formado' 
de triángulos respectivamenle idénticos á los de 
un ángulo sólido V del otro, hallándose coloca
das con el mismo orden dichas caras en ambos. 

Sobrepuestos los triedros V y F' (flg. 117 y 
418).debidamente, coincidirán sus aristas y caras 
(162, 11.°); y por ser los triángulos del uno idén
ticos á los del otro, caerán los puntos A sobre 
A', B sobre B ' , C sobre C resultando coincidir 
todos los vértices respectivos, y por consiguiente 
los dos lelraedi-os idénticos. 

173. TEOREMA.. Dos tetraedros que tienen idén
ticos dos triángulos correspondientes A V B y 
A'V'B', BVC y B'V'C situados del mismo modo, 
é iguales los diedros formados por ellos, son 
idénticos. 

En efecto, verificándose la superposición de 
los diedros iguales de modo que coincidan los 
vértices V y V , se ajustarán sus caras; y por la 
identidad de ellas una á una resultarán confundi
dos uno con otro los vértices correspondientes 
A y A ' , B y B , C y C ; por consiguiente un te
traedro con otro. 

174. TEOBEMA. Son idénticos dos prismas 
miando el uno tiene sus caras respectivamente 
idénticas á las del &tro, y ordenadas de igual 
modo; y con las mismas condiciones también son 
idénticas dos pirámides. 

Si en los prismas AL Y A'U (fig. 125) las ba-̂  
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ses y caras laterales del uno son respectifamente 
idénticas á las del otro, y están sUuadas con el 
mismo orden en ambos; como todos los ángulos 
sólidos del prisma son triedros, bastan las condi
ciones dadas para q̂ue los de uno de dichos pris
mas sean idénticos respectivamente á los del otro 
(ltí2, II.0), y por ello iguales los diedros corres-
pondien'es. De suerte, que si se proce le á la su
perposición empezando por a ustar en debida for
ma los ángulos triedros K y i ^ , coincidirán los de-
mas vértices en que terminan las cavas de dichos 
triedros K y K ; es'o es, los punios A ' , F', D' 
sobre los correspondientes A , F, D, y los puntos 
G'H'L'J* s o h r e G , H, L, J. Per las mismas razones 
de ser las caras de! triedro 5 idénticas á las de G\ 
las de // á las de / / ' , . . . . y asi sucesivamente, con
curriendo ademas la circunstancia de igualmente 
ordenadas, se ajustara i unas á otras en toda su 
estension: y por consiguien'e también los demás 
vértices de las bases ioferiores, como B y F , 
C y C , etc. 

De un modo análogo se demuestra la identi
dad de dos pirámides, por ser también triedros 
todos los ángulos sólidos adyacentes á la base de 
una pirámide cualquiera. 

175. TEOREMA.. Dos polisdros de igual número 
de vértices, y disponibles simétricamente respecto 
de un plano, son simétricos. 

Hay üguras tales, que á pesar de tener una 
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sus parfts constituyentes idén'icas á las de otrav 
el orden con que están dispuestas l)ace que no 
puedan coinci.lir los todos en la superposición. 
En el ángulo triedro se hizo notar un ejemplo de 
esta propiedad; y nuestras propias manos, aunque 
cuerpos irregulares, ofrecen ocasión de meditar 
sobre esto; pues, aunque* fueren idénticas las 
partes correspondientes de ellas, jamas será po
sible que una mano ocupe el lugar de la otra de 
cualquiera modo que se coloquen. Se llaman sí-
m é t r i c o s dos polie Iros de igual número de caras 
tales que siendo idénticas las del uno á sus cor
respondientes del olro, é iguales los diedros uno 
á uno no coincidan los todos en la superposición: 
si dos poliedros están situados uno hacia cada 
^ado del plano MiV (fig. 127) de modo que cada 
vértice del uno y su correspondiente del otro 
disten igualmente del plano y se hallen en la mis
ma perpendicular, se dice que eslos cuerpos es-
tan s i m é t r i c a m e n t e colocados. 

Establecidas estas definiciones, vamos á de
mostrar el teorema propuesto, refiriéndonos por 
la simplicidad á dos talraedros; pues el método 
es aplicable igualmente á dos poliedros cuales
quiera, por lo que sabemos (109) y (170): y para 
ello supónganse colocados simétricamente dos 
poliedros A B C D y A'B'C'D1 , siendo 
correspondientes los vértices de la misma letra. 
Dirigidas las perpendiculares al plano MIS de 



próyéccion, resultarán cuadriláteros como ABQP 
y A'B'QP que tendrán un lado común QP', y si 
sobreponemos los dos cuadriláteros nombrados 
empezando por el lado común Q P, coincidirán 
los puntos A y A ' , é igualmente B y B', resultan
do las aristas A B — A ' B ' . Del mismo modo se ba-
rá ver, con la superposición de los demás cua
driláteros correspondientes, que C caerá en C, 
J)' en D, etc. y por cfonsiguieníe ser iguales las 
aristas y demás líneas bomólogas entre sí. Por tas 
igualdades A B=A'B ' , B C = H'C', A C = A ' C ' , los 
triángulos ,4 i? C y A ' B ' C son itiéuticos; y lo mis
mo se demuestra la identidad de los demás trián
gulos homólogos. Según esto, también cada die
dro de un tetraedro, es igual á su correspondien
te del otro, por lo demostrado en el artículo (162^ 
I.0); con lo cual está completamente manifestada 
la identidad de aristas, ángulos planos, y diedros 
de los dos tetraedros. 

Si cada uno de los tetraedros es parte de un 
poliedro, se procede igualmente para la com
probación relativa á los demás telraeiiros parcia
les. Por tanto, son respectivamente idénticas to
das las partes constituyentes de los poliedros si
métricamente situados: mas, procediendo á la su
perposición, se verá que ajustadas dos caras idén
ticas las demás de un poüe 1ro están invertidas 
en sus posiciones respecto de las del otro, es de
cir, que cierran ks de éste la figura hácia ¡a par-
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te opuesta que las de aquel, siendo el término 
divisorio del espacio el plano de las caras ajus
tadas. 

176. TEOREMA.. E l plano que pasa por las dia-
gonaUs correspondientes de la* bases de un pa
ralelepípedo,le divide en dos prismas triangula* 
res simétricos. 

Corlando un paralelepípedo A G (fig. 128) con 
un plano que pase por las aristas paralelas A H y 
C G opuestas, en cuyo caso también pasa por las 
diagonales que ligan á éstas (155), q iedará el pa
ralelepípedo pá lido ea dos prisimu triangulares. 
Por ser paralelas HG y A C (145), como también 
A 11 y G O paralelas é iguales, sera A G un para-
lelógramo común á las dos parte» de i paralelepí
pedo. Son ademas paralelas é idén icas las bases 
A C D , H G J , A B C , F H G por lo demostrado 
(95, 11.°); y las demás caras de los prismas tam
bién de dos en dos idénticas respeclivamonle( 168). 
Por último, á causa do la identidad de caras de 
un prisma respeclo de las correspondientes del 
otro, serán iguales los diedros de los ángulos trie
dros uno á uno (162, I.0). Resultan todas las par
tes que constituyen uno de dichos prismas idén
ticas á las respectivas análogas que constituyen 
el otro; mas, al aplicar eos caras correspondien
tes para observar si coinciden los lodos en la su
perposición, se ve que no. Ajustando, por ejem
plo, la cara / G U á B A C, el prisma A J G toma 
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la posición B C C á la parte opuesta del otro' 
prisma parcial B C H. 

Aunque basta para comprobar la simetría de 
los dos semiparalelepípedos la identidad de caras 
y de ángulos diedros del uno á los del otro, sin 
poderse veriilcar la superposición de los todos 
según la deíiricion del artículo precedente, sin 
embargo procederemos á rattfcnrio baciendo ver 
que son disponibles simét'icamente respecto del 
plano B A O elegido á voluntad. Sean c( y f las 
proyecciones de los vértices opuestos y corres
pondientes D y F sobre los planos de las bases; 
y diríjanse las rectas G d j Jd por una parte, las 
B f y A f por otra. Los triángulos D J d y F B f son 
idénticos, por sev J I)=B F , D d = F f, é iguales los 
ángulos comprendidos, de que resulta Jd—Bf. 
Por razones análogas es Gd—A f: luego el trián
gulo A B F idéntico a tí Jrf; y al hacer la inversión 
del semiparalelepípedo A J G , caerá el punto d en 
f. Resulta, pues que la recta F D' es perpendicu
lar al plano de la base BA C; que éste la divide 
por medio en f; y que por ello el vértice del án
gulo sólido D'=D y el opuesto correspondiente 
F del paralelepípedo están situados simétricamen
te. De igual modo se demuestra que los vértices 
de los demás ángulos sólidos correspondientes se 
hallan dispuestos simétricamente, porque lo están 
C' y H , A' y G. 

177. TEOREMA. Las diagonales delparalelepi-' 



— 232 — 
pedo se dividen mutuamente en dos partes igua' 
les entre si. 

Habiendo hecho ver al principio del artículo 
precedente que la sección plana A G (flg. Í28) 
que pasa por los vértices opuestos A y C, Hy G 
correspondientes de las bases del paralelepípedo 
es un paralelógrarao; se deja conocer que sus 
diagonales A G y H C que serán también del pa
ralelepípedo, se cortarán entre sí en dos partes 
iguales (95, IIL0). 

L E C C I O N T E R C E R A . 

Poliedros s e m e j a n t e s » 

178. Son semejantes dos tetraedros cuando 
los ángulos triedros del uno son respectivamente 
idénticos á los del otro, y cada dos correspon
dientes están formados de triángulos semejantes 
y ordenados de igual manera en ambos. Se deja 
conocer que á la identidad de triedros es inhe
rente la igualdad de diedros correspondientes; y 
á la semejanza de caras la proporcionalidad en
tre todas las aristas, porque en los tetraedros 
A ' B ' C ' V y FGHV{ñ%, 129) semejantes hay por 
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A'B' B'C A'C 
ana parte JQ == (fu ^ ' Y por otra 

A 'B ' _ A ' V _B^V' _ C ' V 
FG ~ FV ~ GV~ HV ' 

Dos poliedros se dice que son semejantes 
cuando dirigidas diagonales ilesde dos ángulo» 
«olidos homólogos á todo» ios demás, quedan los 
cuerpos descompuestos en tetraedros semejantes 
y colocados en el mismo orden, por los planos 
que dichas diagonales determinan. 

179. TEOREMA. S o n s e m e j a n ! e s d o s t e t r a e d r o s , 

c u a n d o t i e n e c a d a u n o u n á n g u l o t r i e d r o f o r m a 

d o d e t r i á n g u l o s s e m e j a n t e s á l o s r e s p e c t i v o s d e l 

o t r o y o r d e n a d o s i g u a l m e n t e ; ó lo que es igual, 
c u a n d o t o d a s l a s a r i s t a s d e u n t e t r a e d r o s o n p r o 

p o r c i o n a l e s á s u s c o r r e s p o n d i e n t e s d e l o t r o , y es

t á n e n a m b o s o r d e n a d a s e n l a m i s m a d i s p o s i c i ó n . 

Cuando son semejantes y están ordenados 
igualmente los triángulos de que están formados 
dos ángulos triedros V y V (fig. 129) de dos te
traedros A'B'C'Y' y FGHV, si se cortan en el 
segundo las aristas VA^V'A', VB^V'B', 
YC^VC con un plano que pase por los tres 
puntos A, B, C, resultarán idénticos los tetrae
dros ABCV Y A'B'C'V, que tienen idénticos 
y debidamente ordenados los triángulos que for
man los ángulos triedros V y V (172). Por ser 

30 
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íos triángulos VÁB, V B C , V A C respectiva
mente semejantes á V F G , V G H , V F H , v e s u \ ' 

A B B C A C 
tan las igualdades F G G H F H ' 

por ello semejantes los triángulos A B C y F G H ; 
y los triedros de los veilices A, ByC idénticos 
respectivamente á los triedros de los vórtices F , 
O, U , por estar formados de ángulos planos cor
respondientes iguales dispuestos según el mismo 
orden: luego, también son iguales los diedros 
homólogos de los tetraedros F G H V y A B C V 
á quien es idéntico A'B'CrV' . Vemos, pues, que 
existen todas las condiciones de semejanza en los 
tetraedros A ' B ' C ' V y F G i l V. 

480, TEOREMA. S o n s e m e j a n t e s d o s t e t r a e d r o s 

A'B'C'V y P G H V s i t i e m n s e m e j a n t e s l a s c a r a s 

A'V'C á F V H (fig. 129) y A'V'B' á F V G , é i g u a 

l e s l o s d i e d r o s f o r m a d o s p o r e l l a s . 

Ajustando el vértice F ' á V, y el diedro de la 
arista V A ' al de la arista V F , coincidirán tam
bién las aristas V 'B ' con V G , j V ' C con V H , 
por las igualdades de ángulos planos 
A ' V ' B ' ^ F V G y A ' V ' C ' ^ F V H , quedando asi 
marcados los puntos Af B , C, y el tetraedro 
A B C V idéntico á A ' B ' C ' V . Uie-o, por las 
condiciones dadas en la proposiciou serán las 
aristas de A B C Vproporcionalesálas de F G H V 
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(78) y (80), y por el teorema ?inteptór semejantet 
los tetraedros A'B'C'V f FÚH V, 

481. TEOREMA. Son, mní'Uiiites dos pirámides 
qm lienenigual número ds cáras rsspectivamsnte 
semejantes y ordenadas de igual modo en ambas* 

En efecto, las bases poliíonaíes semejantes de 
ellas (fig. 15U) A ' B ' C ' D ' . . . . . . Y FGHJ son 
divisibles en triángulos respeclivamente seme
jantes, y resulta de e^lo que son idénticos los 
ángulos triedros en B1 y G, en C y Ht en etc. 
(162); y por ello iguales los aiedcos correspon* 
dientes, ya de los tetraedros ya de las pirámides. 
Existen, pues, todas las cualkiades de pirámide* 
semejantes, conforme á fa delíi iekmde poliedros 
que gozan esta- propiedad (1711). 

182. TEOREMA. Corlada um p i r á m i d e 

F G H . . . V por un plano p a r a l e l o élahase FCTlíJ..., 
la sección ABG1>... es s e m e j a n t e á l a base. 

Cada, ángulo diedro que forman de dos en dos 
las caras triangulares de la pirámide cortada por 
planos paralelo ; produce áfigíS os planos iguales 
(151);y asi, lospofígonoí A H C D . . . . y F G H J . . . . 
tienen sus ángulos rospectivamente tííaales. Ade
mas, en los triángulos V A B y V F G . sucede 

3 ! (143) y (78); y en los triángulos V B C 

VB' B'G 
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mejontes los triángulos A B C y F G H . De igual 
manera se demuestra la somejanza de los demás 
triángulos que componen ios polígonos F G H J . . . . 
base, y A B C D sección, lo que consiituye la 
semejanza de éstos. 

183. TEOREMA. 1.° Biplano secante paralelo 
á la base de una pirámide separa de la total otra 
semejante á ella (flg. 150). 

El plano secante A B C D paralelo á la 
h n s e F G H J divide á cada cara triangular de 
la pirámide separando otm tiiángul semejante á 
dicha cara (143) y (77); de suerte que en las pirá
mides V A B C D y V F G H J . . son se
mejantes las caras homóíogns y están ordenadas 
en la misma disposición: luego, son semejantes 
dichas pirámides. 

11.° Las aristas y cualesquiera lineas homo
logas de dos pirámides semejantes son propor
cionales. 

La semejanza de las pirámides V A ' B ' C ' D ' . . . . 
y VFGHJ por la de su$ caras, ó bien por 
la de los tetraedros en que se divide, produce 
las proporciones de las aristas 

V A ' V ' B ' V 'D ' A ' B ' 

V F VG V J ~ ~ F G 

VA A B 
De la proporción Y F ' ^ T G ' QUE 86 VERIFI" 
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ca por el teorema que acabamos de demostrar y 
por el precedente, viene 

V A A B 

V F — V A ~ F G — Á É 

que sirve para hallar la cuarla proporcional des
conocida V A , cuando propuesto un t r o n c o d e p i 

r á m i d e como A H se quiera saber la situación 
del cúspide V , por el cálculo geométrico (58), ó 
por el aritmético. 

111.° L o s p e r í m e t r o s d e d o s s e c c i o n e s p a r a l e 

l a s á l a basa e n l a p i r á m i d e s o n p r o p o r c i o n a l e s 

á d o s a n s i a s - c u a l e s q u i e r a c o r r e s p o n d i e n t e s d e l a s 

d o s p i r á m i d e s q u e r e s u l t a n p o r l a s s e c c i o n e s . . 

Siendo (flg. 130) A B C D E y F G H J M 

dos secciones paralelas á la base de la pirámide, 
y por ello semejantes las pirámides parciales que 

F G G H I I J 
interceptan, tenemos -^- - — ., 

A B B G C u 

según el teorema precedente; y componiendOi 
resulta la razón de perímetí os 

F G ± G f f ± H J + G / f V H 

TT^IB'C+CI)+... ~. ~ l i c ' ~ W 

IV.0 E n l a p i r á m i d e l o s p e r í m e t r o s d e d o s 

s e c c i o n e s p a r a l e l a s á l a base e s l á n e n l a r a%on d e 

l a s d i s t a n c i a s a l c ú s p i d e . 
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Dirijida desde el vértice común V la recta VL 

perpendicular á los planos secantes, y suponien
do L y ÍT los puntos en que encuentran á las sec
ciones F G H J y A B C D , serán en el 
plano V L H semejantes los triángulos V L H y 

V H V L 
V K C , y por ello ^ = y^* Suslituyenda en el 

resultado antecedente, se tiene 

FG-{-GH-\-IIJ+ _ VL_ 
ÁB-\-BC+CL>i- ~ V K ' 

V.0 Las áreas de secciones paralelas á la ba
se de la pirámide son como los cuadrados de sus 
distancias al cúspide. 

Suponiendo la misma construcción del teore
ma precedente, y por las equivalencias de razones 

G H V H V L 
- ] f C ~ ~ V C ~ Y K 84321111 l™vema II.0, sera 

IfH* T T * 
también ^ ; y como a caasa de h 

B G V K 

semejanza de las seccionen coyas áreas sean S ys, 

a 
S C U 

nos consta la proporcioa —= se sigue 
* T e * 
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s 

S 
s V K 

484. TEOREMA. E n los p o l i e d r o s s e m e j a n í e s 

son p r o p o r c i o n a l e s l a s a r i s tas y d e m á s l ineas ho

mologas , semejantes las caras homologas , é i d é n 

t icos los á n g u l o s s ó l i d o s h o m ó l o g o s . 

En general, por la semejanza respectiva de 
los tetraedros que componen dos poliedros seme
jantes (fig. 150]; comparando lados y líneas ho
mologas como se ha hecho en las pirámides, re
sulta una série de razones equivalentes entre 
ellas. Por la misma condición de ser semejantes 
los tetraedros do una pirámide y los de su seme
jante, serán también semejantes las caras de una 
á las respectivas de la otra. Asimismo, los ángu
los diedros de los tetraedros componen sumas 
iguales, es decir, diedros respectivamente igua
les en los poliedros semejantes, y por ello serán 
idénticos respectivamente los ángulos sólidos de 
un poliedro y los de su semejante. 

LECCION CITARTA. 

Cuerpos redondos. 

; • o. '{i; i i • • ̂ .(titiHii si l.< • • • • > í •' •v •;•«;;. n "j ;»< Í \KÍ} ' ) «ido 
185. En la Geometría elemental solo tres fi-
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guras redondas se toman en consideración; el 
cono, el c i l i n d r o y la c e r a . 

El CONO de que tratamos por ahora es la figura 
formada por una recta A V (dg. 131), que girando 
en un punto fijo V del espacio va durante su mo
vimiento resbalándose sobre la circunferencia de 
un círculo A D. Superf ic ie c ó n i c a es la que en
gendra la recta A F en toda ó en parte de su 
vuelta; y v o l u m e n c ó n i c o es el espacio cerrado 
por la superficie que engendra la recta y por el 
círculo AD, base d e l cono. La perpendicular ba
jada al plano de la base desde el c ú s p i d e V es 
a l t u r a del cono. Si la perpendicular cae en el 
centro del círculo de la base, decimos que es 
cono recto; y si cae fuera de este punto, cono 
o b l i c u o . Siempre la recta dirigida desde el cúspi
de al centro de la base es eje de l cono. Ultima
mente, nótese que la recta generatriz por ser 
indefinida describe dos conos opuestos en el 
cúspide. 

Aunque en estos elementos se trata solo de 
los conos con base circular, se da también este 
nombre generalmente á toda figura formada como 
ella, siendo base ó línea directriz cualquiera línea 
curva plana, sobre quien vaya resbalándose una 
recta generatriz que gira en un punto cualquiera 
del espacio, como se verá en otro tratado de la 
obra cuando podamos generalizar mas las consi
deraciones geométricas. 
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106, TEOREMA, I,0 Toi ' i sección cónica para-
leía á la ha*e es un circulo. 

Imaínne?;e que en toda la marcha de la recta 
generatriz 1 V (fig. 151) siguen también girando 
el radio C A en el pl mo de la hose, y otra recta 
indefinida ca conslaiitemeate paralela á éste con 
el estremo c en el eje V C . En una de las posicio-

A ^ - i u V C Ve nes del sistema hay -r r r = — ; en otra J C A ca 

7 ^ = - ^ - ; y asimismo en las innumerables (j i) c a 

posiciones: de suerte que se verifica la seguida 

Fe Ve de razones iguales ca c d 

indefinidamente, y por ella siempre c a tiene un 
mismo valor durante la vuelta: es decir que ca 
engendra al rededor del centro e otro circulo pa
ralelo al A D. Como al mismo tiempo la recta in
definida ca engendra el plano secaiile, será dicho 
círculo intersección del cono con el plano en
gendrado. 

II.0 Corlando el cono con un plano AVD (fi
gura 151) que pase por el ciispidc V y un diáme' 
tro AD de la base, y corlándole aderms con otro 
plano paralelo á la base, son proporcionales 

>< 
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ías lineas de sección homologas de los dos conos 

V A V a AD CD 
que resultan como - ü = - - - = - á = 

' < v «; • ; • ,r' Ü JL.' •)}" 0};: l'J iO í'Ji • ti OriiBI 10 

En el plano A VD son paralelas las rectas A D 
y ad por intersecciones de dicho plano con los 
paralelos A D y ad (145); y de resultas semejan
tes los triángulos A VI) y a Vd , y por ello cierta 
la propoiicion. La parle A D d a del cue po es un 
tronco de cono, y la proporción entre los radios 
de lu-; secciones y sus distancias al cúspide mani
festará el lugar del cúspide de un tronco propues
to,, á manera que el de un tronco de pirámide 
(1«3, U S 

111.° Los perímetros dedos secciones parale
las á la base en el cono son como las distancias 
\ h y y i i desde el cúspide á los planos secantes; 
y las áreas de eslas secciones como los cuadrados 
de dichas distancias. 

Suponiendo la preparación del teorema ante
rior, pero de suerte que el plano secante que pa* 
sa por el cúspide sea F V L perpendicular á la ba
se se bailan en dicho plano las inlerseceione? 
C L y efí-, paralelas por lo dicho antes; de resul
tas los triángulos T C L y V c K son semejantes, y 

l VC V L 
por ello -y-- = Y £ - como la primera razón de 



éstas es la misma de los rádios CD y cd, fácil
mente se puede concluir el razonainiento de la 
prueba (HO) (130). 

187. El CILINDRO es la figura formada por una 
recta BC que se mudve paralelatnonl-j á sí mis* 
ma, resbalándose sobre la circunferencia de un 
círculo A D (fig. S32), ó bien por el movimiento de 
dicha recia re balan lose sob'-e las circunferen
cias dedos círculos iguales/1/? y Z)^ paralelos 
que son bases del cilindro. Sap irfioie cilindrica 
es la engendrada pm- la recta BC-, y volumen ci
lindrico es el espacio cerrado por dicha super
ficie y las ios bases. La parte de recta perpendi
cular á los ¡kn planos de las bases comprendida 
entre ellos es altura del cilindro; y si esta pasa 
por los centros de los círculos, el cilindro es rec
io; mas en otro caso, es oblicuo. Siempre la rec
ta que liga los centros es eje del eüiadro, y 
paralela é igual necesariamente á la generatriz 
BC, por ligar ambas los est emos de las parale
las é i ru des F B y GC (30, II.0), En general se 
da este misino nombre á las figuras engendradas 
por una recta que se mueve paralelamente á sí 
misma resbalándose por el contorno de una cur
va plana de cualquiera naturaleza; y asi, los ci
lindros de base circular forman una clase entre 
todas las figuras de tal nombre, y de ella tratare
mos solamente por alm a. 

188. TEOREMA. Cortado el cilindro con »?» 
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píano paralelo á las bases-, la sección es otro cir* 
talo idéntico á ellas. 

Imagínese que juntamente con la recta gene
ratriz B C (tíg. 132) se n ueven los radios . GC y 
F 5 de las bases, y una recta K L paralela á dt-
chos radios con el punto K en el eje. Las rectas 
F G y B C son paralelas é iguales en toda la mar
cha, como también F B y G C . Luego, K L para
lela siempre á estas é interceptada por las prime
ras, igual precisamente á las segundas (30, I.0), 
describe un circulo paralelo é idéntico á las bases 
en el plano que engendra paralelo á ellas, y que 
se puede considerar secante del cilindro. 

189. La ESFERA es una ligura formada por la 
semicircunferencia A F B (fig. 155) moviéndose al 
rededor del diámetro A B, eje del movimiento, 
sobre sus dos eslremos fijos A y B que se llama» 
polos de la esfera. Por la generación de esta fi
gura están todos los puntos de su superficie equi
distantes del centro C de la circunferencia gene
ratriz: por esta razón es C c e n t r o de la esfera; la 
distancia constante C H desde el centro á la su
perficie radio de la esfera; y el doble- radio A B 
diámetro de ella. Las perpendiculares, como L H , 
desde la circunferencia generatriz ai diámetro 
describen en su movimiento circuios paralelos, 
como G tí; se llama circulo máximo el que des
cribe el rádio ó la perpendicular C J que pasa por 
el ceatro; y desde esta hácia los polos A y B vaa 
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siendo sucesivamente menores las circunferencias 
en razón de las perpendiculares (88) y (110). Los 
polos A y B áe la esfera lo son también del cír
culo máximo engendrado por el radio C J per
pendicular al diámetro /1B, y de todos los 
demás círculos paralelos á dicho máximo. 

El sector circular A C í l del semicírculo gene
rador describe en el movimiento de la generación 
el s e c t o r e s f é r i c o G C H A ; cuya parte superficial 
esférica G H A se llama c a s q u e t e . 

490. TEOREMA. T o d a s e c c i ó n h e c h a e n l a esfe

r a c o n u n p l a n o es u n c i r c u l o , c u y o c e n t r o sa 

h a l l a e n e l p u n t o p p r o y e c c i ó n d e l c e n t r o e s f é r i c o 

s o b r e e l p l a n o s e c a n t e . 

Cortada la esfera por un plano M K (fig. iZZ) 
en cualquiera dirección, las rectas C M , C N , C K 
dirigidas desde el centro C á todos los puntos de 
la sección lineal MiV/í de la superficie son 
iguales por radios de ía esfera; luego, dicha sec-
eien es un círculo (159) á cuyo centro p viene la 
perpendicular C p bajada desde C . Si el plano se
cante pasa por el centro de la esfera, este mismo 
será centro de la sección, la cual es entonces 
círculo máximo. Los polos de este y de todos los 
círculos paralelos á él son los estremos del diá
metro perpendicular á los planos secantes. 

De esto se deduce que los perímetros de dos 
secciones planas hechas en la esfera están en ra
zón de sus respectivos radios^ y que las áreas 
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dichas secciones están en razón de los cuadrados 
de sus radios. 

La parle de esfera interceptada por cualquie
ra plano secante M K es un s e g m e n t o : el menor es 
M B K N p , y el mayor ia parte restante en que se 
halla el centro. Si el plano secante pasa por el 
centro de la esfera, los segmentoi serán iguales, 
y se llaman semiesferas ó e m i s f e r i o s . La parle de 
superficie G D F H interceptada por dos planos 
secantes paralelos es z o n a e s f é r i c a ; de suerte que 
el casquete, ó bien la superacie esfé ica del seg-
men!o, es en realidad una zona l i n ; ú . 

191. TEOREMA. C o r t a d a l a e s f e r a p o r u n p l a n o 

GH (lig. 155) c a d a p a n t o d e l a c í r c a n f c r ^ m ú a GH 

q u e r e s a l l a se h a l ' a á i g u a l d i s t a n c i a e s f e ñ c a d e l 

j ) o l o A c o m o l a m b i t t n d e l o t r o p o l o B d e d i c h a 

c i r c u n f e r e n c i a . 

Por la definición del polo, es A B diámetro 
perpendicular al plano G/f y pasa por el centro 
L del circulo €1]; á que sigue t i {159, ll.0)«ser 
iguales las cuerdas .4 G y A H del circulo gene
rador en todas las infini as posiciones que toma 
durante su raavimiento, y de resultas ¡a igualdad 
de todos los urcos correspon;lientes. Restando de 
la ciicunlerencia generatriz cada uno de estos, 
resultan iguales también entre sí los suplementa
rios, «le los cuales son Gfi y I I B . 

Eáte principio enseña el modo de trazar en la 
superficie esiérica una circunferencia G i l y todas 
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las paralelas á ella, cuyo^ polos comunes son Á 
y B; pues, fijando el estremo de un hilo en cual
quiera de estos, ó bien el de un compás curvo, 
ú otra línea del mismo intervalo, y liaeien Jo res
balar á dicho ! i!o sobre la superficie, el otro 
estremo de él trazará la circunferencia. Si es da
do el polo, y un punto G por domle ba de pasar 
la circunferenciar ésta queda determinada por 
dichas doí condiciones y la laci a aneja á ellas de 
ser el plano de la circunferencia pepea licular 
al eje A B: y si el circulo que se ha de trazar es 
el máximo E J , el intervalo del hilo es el cua
drante A E.. Si el polo es desconociJo, pero dados 
dos puntos por donde ha de pasar la circunferen
cia E J del círculo máximo, se hallan sus polos, 
describiendo con un intervalo igual al cundí ante 
desde cada punto dado círculos máximos que se-
corlarán en A y B, polos del que ha de pasar; 
por aquellos. 

492. TEOREMA. Bos circuios máximos AB y 
DF (fig, 134) de una esfera se cortan muiuamente 
en dos partes iguales. 

Considerando á dichos círculos máximos como 
intersecciones de la esfera por planos secantes, la 
común sección de los dos planos enfre si es una 
recta GIJ que pasa por el centro, y por los puntos 
G y / / de la superficie esférica; de consiguiente 
G H es diámetro de los dos círculos máximos 
(189), que los divide en partes iguales (40, IIÍ.0)^ 
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La parte de volumen comprendida entre dos 

semicírculos máximos es úngula ó cuña esférica; 
la parte de superficie comprendida entre dos se
micircunferencias máximas se llama huso esféri
co; y la figura angular que forman en la super
ficie de la esfera dos circunferencias máximas se 
llama ángulo esférico, de quien es vértice el pun
to en que concurren; ángulo que se aprecia por 
el valor del diedro que forman los planos de di
chas circunferencias. 

195. TEOREMA. I.0 Si el radio CA (fig. 155) 
de la esfera es perpe idicular al plano Q? que 
pasa por el estremo A de dicho radio, el plano 
y todas la¿ rectas doscrilibles en él desde A son 
tangentes á la esfera. 

Se llama plam lan'jente á la esfera el que 
solo tiene un punto común con ella: y según la 
condición del teorema todas las rectas dirigidas 
desde € al plano serán mayores que C A (159): 
por consiguiente los puntos, como T, en que le 
encuentren estarán fuera de la esfera y solo A en 
ella: luego, el plano es tangente á la esfera y to
das las rectas de dicho plano que pasan por el 
punto A de contacto son tangentes al mismo tiem
po á ella. 

11.° Recíprocamente: el radio dirigido al pun
to de contacto es perpendicular al plano de tan
gente y á todas las recías d'escritibles en él desde 
dicho punto. 
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Dirigiendo desde el centro el rádio C A al pun

ió A de contacto,, y rectas como C T á otros pun
tos de dicho plano, es C A < C T . Siendo pues CA 
la mas corta distancia desde el centro al plano ' 
tangente, es perpendicular á él (139). 

494. TEOREMA.. I.0 L o s á n g u l o s p l a n o s d e l 

t r i e d r o f o r m a d o p o r t r e s p l a n o s q u e c o n c u r r e n 

e n e l c e n t r o d e l a e s f e r a , t i e n e n p o r m e d i d a s r e s 

p e c t i v a s l o s l a d o s d e l t r i á n g u l o e s f é r i c o q u e t r a 

z a n e n l a s u p e r f i c i e d e e l l a ; y l o s á n g u l o s d i e d r o s 

d e l t r i e d r o , ó s e a n l o s á n g u l o s e s f é r i c o s d e l t r i á n 

g u l o , t i e n e n a s i m i s m o p o r m e d i d a s l o s á n g u l o s 

p l a n o s q u e f o r m a n d e d o s e n d o s l a s t a n g e n t e s d e 

l o s l a d o s e n e l p u n t o d e c o n c u r s o . 

Tres círculos máximos A F B D , AB y DF (íigu-
S*a 134) limitan una parte de superficie esférica co
mo D G B que se llama t r i á n g u l o e s f é r i c o , de quien 
son l a d o s los arcos de dichos círculos intercepta
dos mutuamente. Si á los puntos B, D, G en que 
ge cortan de dos en dos sus lados curvilíneos se 
dirigen desde el centro los radios C B , CD, CG, 
determinan de dos en dos tres planos secantes de 
la esfera en cuya superficie corta cada plano el 
respectivo lado del triángulo esférico; y formarán 
estos planos en C un ángulo triedro, cuyos ángu
los planos tendrán por medida los arcos de círcu
los iguales D B , DG, GB, lados del triángulo. 

En cuanto á la segunda parte del teorema, sa
bemos que la medida de un ángulo diedro es el 
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ángulo plano que forman las intersecciones cte 
sus caras con otro plano perpendicular á la aris
ta (151): y como (195) la de cada diedro del trie
dro determinado por el triángulo esférico es per
pendicular á las dos tangentes de los arcos em 
el punto de concurso con ella (495), de consi
guiente al plano que fijan: se sigue que el án
gulo formado por estas tangentes es medida del 
diedro, y por tanto (192) del ángulo esférico. 

II. 0 La suma de dos lados del triángulo es/e-
rico es mayor que el tercer lado. 

Por ser la suma de dos ángulos planos del 
triedro en C mayor que el tercero (161), se sigue 
que la suma de dos lados del triángulo esférico 
es mayor que el tercero. 

III. ° La linea mas corta descritible en la sw-
perficie de la esfera desde un punto A á otro 6, 
es el arco A G del círculo máximo que pasa por 
dichos puntos. 

Porque, si otra curva A J L G es la que se 
trata de comparar al arco A G, tomando en ella 
diversos puntos / , X , . . . . y haciendo pasar por 
cada dos de éstos el correspondiente círculo 
máximo (191), será siempre 

A J + J G > A G ; J L + L G > J G ; luego, 

A G < A / + / G < A i - f J £ + i e<.... 

Por esta: razón se llama distancia esférica entse 
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dos puntos A y G el arco del círculo máximo 
A £ que pasa por ellos, asi como distancia rec
tilínea la cuerda de dicho arco. 

IV. 0 L a suma de los lados del polígono esfé
rico es menor que la circunferencia de un circu
lo máximo. 

Se llama polígono esférico la figura cerrada 
en la superficie de la esfera por arcos de círcu
los máximos, arcos que son lados del polígono 
(fig. 134). Considerando, pues, á éstos como sec
ciones de la superficie esférica por planos que 
forman ángulo sólido en el centro de la esfera., 
cada ángulo plano del sólido está medido por su 
correspondiente lado del polígono esférico; y co
mo la suma de dichos ángulos planos es menor 
que la de cuatro rectos (164,1.0), resulta com
probada la proposición. 

V. 0 L a suma de los ángulos de un triángulo 
esférico es menor que la de seis rectos. 

En el artículo (155) se demostró que cada án
gulo diedro es menor que dos rectos; luego, la 
suma de los diedros de un triedro y por consi
guiente de los tres ángulos de un triángulo esfé
rico es menor que la suma de seis rectos. En el 
tratado siguiente hallaremos el límite inferior de 
esta suma: entretanto decimos que se llama rec
tángulo el triángulo esférico que tiene algún án
gulo recto; birectángulo el que tiene dos rectos; 
y trirectángulo el que tiene rectos los tres, como 
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es fácil inferir puede suceder, atendiendo á que 
son rectos los tres diedros del triedro en el para
lelepípedo rectangular. 

195. TEOREMA. 1.° Si la recta VB (flg. 155) es 
generatriz del cono A B V , del cilindro VBD, y 
del plano que pasa por otra recta MB tangente 
común en B á los circuios de las bases que se to
quen esteriormente; estas tres superficies son tan
gentes entre si esteriormente en toda la recta V B . 

Se llaman en general superficies tangente» 
aquellas que sin cortarse tienen algún punto ó 
línea común, como sucede en las del caso. En 
efecto, la recta V B se halla en todas tres super
ficies por ser generatriz de ellas^ y ningún otro 
punto / / de las redondas puede estar en el plano, 
ni á la parte opuesta del plano, porque, cortán
dolas con otro plano paralelo á las bases y que 
pase por //, la sección A ' I I B ' ó B ' H D ' . . 
de éstas es un círculo (186) y (188), mientras la 
del plano M V B es una recta M ' B ' paralela é. M B 
(143), y que pasa por el punto B ' de V B , común 
á los dos círculos que resultan con los centros 
C . Cortando ahora las superficies redondas con 
otro plano V C ' B ' , serán C B y C 'B ' paralelas 
(145); luego, los lados del ángulo C B M paralelos 
á los del ángulo C ' B ' M ' : de suerte que al ajus
tarse estas paralelas según la definición (134), 
coincidirán los ángulos respectivos y de consi
guiente serán iguales: y como C B M Q S recto, se 
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sigue que también lo es G ' B ' M ' . Tirando pues, 
el radio C ' H hasta el punto F de M ' B ' , será 
C ' B ' < C ' F ; lo cual dice, que el plano M E no 
tiene de común con las superficies redondas ni 
éstas entre sí, mas puntos que todos los d é l a 
generatriz V B ; y que todos los demás de cada 
una de ellas están hácia una parte misma del es
pacio que separa el plano. 

II.0 C o r t a n d o e l c o n o ó e l c i l i n d r o c o n u n 

p l a n o E'EG q u e p a s a p o r l a c u e r d a EG (fig. 156} 

d e l a base p a r a l e l a á l a t a n g e n t e MB, y p o r l a s 

g e n e r a t r i c e s c o r r e s p o n d i e n t e s á l o s e s t r e n o s E y 

G d e l a c u e r d a , t o d a l a s u p e r f i c i e r e d o n d a c o m 

p r e n d i d a e n t r e d i c h a s g e n e r a t r i c e s y e l p l a n o 

t a n g e n t e M V B esíá f u e r a d e l p l a n o s e c a n t e y h a 

c i a u n m i s m o l a d o d e é l . 

Para convencerse de ello considérese que^ 
siendo H un punto de la parte superficial del cono 
ó cilindro comprendida entre dichas dos genera
trices E E ' y G G ' , si se cortan con otro plano 
que pasando por H sea paralelo á la base, resul
tará que la sección de la superficie redonda es 
un círculo £"FG', mientras la del plano E E ' G es 
una recta E ' G ' cuerda del círculo; y por los ra
dios C ' E ' = C ' G ' > &Qvk isósceles el triángulo 
E ' C ' G ' : de suerte que tirando el radio & H , que 
cortará á la cuerda en K entre sus estremos por 
el dato de la proposición, venimos á concluir 
C ' H ^ C ' E y C K (19, III.0). Lo cual dice que el 
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plano que pasa por dos generatrices del cono ó 
cilindro, no tiene con la superficie de estos cuer
pos mas puntos comunes que los de dichas gene
ratrices, y que toda la parte superficial redonda 
comprendida entre éstas se halla hacia una parte 
misma del espacio que divide el plano secante. 

196. TEOREMA. E l cono, el cilindro y la es* 
fera sen límites respectivos de la pirámide, del 
prisma y del poliedro inscritos y circunscritos. 

Si en la base del cono se inscriben ó circuns
criben polígonos regulares (fig. 157), la recta ge
neratriz moviéndose sobre el cúspide en dispo
sición que siempre toque al perímetro del polí
gono, describirá pirámide inscrita ó circunscrita 
al cono. Si en las bases circulares del cilindro 
(flg. 458) se inscriben ó circunscriben polígonos 
de modo que sean paralelos sus lados correspon
dientes, la recta generatriz dirigida por ellos en 
su movimiento trazará prismas inscritos ó circuns
critos al cilindro. Haciendo lo mismo en el semi
círculo generador de la esfera (flg. 145), resulta
rán troncos de conos inscritos ó circunscritos á 
la esfera, después de dar vuelta el semicírculo al 
rededor del diámetro. Es evidente que en cual
quiera de los tres casos la figura circunscrita con
tiene á la redonda, y esta á la inscrita (190), (195) 
y (195): y como las diferencias defigyras proceden 
de las diferencias entre el círculo y el polígono, 
siendo en el límite iguales éstos (190), también 
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entonces la figura redonda se ajustaría al polie
dro. De modo que el cono es límite de la pirámi
de, el cilindro del prisma, y la esfera del poliedro 
en general. Sin embargo de esta evidencia, en 
las siguientes lecciones se demostrará este princi
pio relativamente á las superficies y á los volú
menes. 

LECCIOIV a U I N T A ^ 

Superficies de poliedros y cuerpos re-
dondos» 

197. TEOREMA. La superficie S del poliedra 
regular de n número de caras tiene de valor 
S=nXs, siendo s el de una de ellas. 

La superficie del poliedro es la suma de su
perficies ó áreas de todas sus caras; por lo que, 
llamándose aquella S y estas«s, s', s", 
resulta la espresion S—s-{-s'-\-s"-{- : 
por consiguiente,, siendo s=:s'=s"=... 
tendremos S=nXs.. . 

498. TEOREMA. 1.° La superficie lateral S del 
prisma recto es el producto del perímetro ^ de 
m base por la altura común a de las "caras late-
raies (íig. 138). 

Porque, siendo las áreas s, sr, de los rec
tángulos que forman las caras laterales s=6xa* 
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s'z=ib'Xa, supuestos b, V , lados de la 
base poligonal; resulta 

p^b+b'i-. y (6-H/+&'4- )Xa=pXa=S. 

II.0 La superficie lateral del prisma oblicuo 
es el producto de la arista que une sus lados por 
el perímetro del polígono resultado de la sección 
perpendicular á esta. 

Cortando el prisma oblicuo con el plano COD 
(flgi 159) perpendicular á las aristas que unen sus 
lados, cada paralelógramo lateral tiene de super-
lície el producto de la arista por la sección per
pendicular (117) á ellas, sección que no puede 
ser idéntica á las bases (159): de modo que las 
superficies L G = L A x C O , G B ^ B F x O D , etc. 
componen la superficie completa lateral, cuyo 
valor á causa de la igualdad de aristas 
£ I A = B F = será 

S = B F X i C O + O D + ). 
a t'á, c3pe.waa f o,mlmipfi ogobncrflcW 

499. TEOREMA. La superficie del cilindro es 
el producto de su lado por el contorno de la sec
ción perpendicular á este. 

Siendo S (íig. 138 y 139) la superficie del ci
lindro circunscrito á un prisma, A la diferencia 
entre las superficies del cilindro y prisma, como 
también el contorno de la sección perpendicu
lar al eje, í la diferencia de este contorno al del 
polígono inscrito de la sección, y a la arista late-
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ral B F del prisma, ó lado del cilindro; las dos 
conclusiones precedentes están esprésadas en 
S—A=(p'—s)xa. Al paso que se aumente el 
número de Indos en el polígono inscrito, va decre
ciendo s indefinidamente sin llegar jamás á la nu
lidad ni á cambiar de signo, y para que subsista 
la ecuación es preciso que suceda lo mismo á Apor 
ser S cantidad constante: de suerte que ha lugar 
al principio de los límites (Alg. elem. 66) S=p'Xcii 

Se deja conocer que en el cilindro recto la 
sección perpendicular al eje es idéntica á las ba
ses (188), mientras en el cilindro oblicuo será 
precisamente una curva distinta de las bases cir
culares (159). 

200. TEOREMA. La superficie lateral de ¡ ap i ' 
rámide regular es el semiproducto del perímetro de 
la base por ta altura común desús caras laterales. 

En la pirámide regular (fig. 157), bajadas des
de el cúspide perpendiculares á las bases de los 
triángulos, serán todas iguales, y cada una altura 
de su respectivo triángulo. Siendo pues h dicha 
altura común VG, y p el perímetro A B C D 
de la base, la superficie S lateral de la pirámide 

esta espresada en S = —pXh. 

201. TEOREMA. La superficie del cono recto 
es e l semiproducto del lado por la circunferencia 
de l a base-, ó b ien e l producto del lado multipli-
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cado por la circunferencia de la sección hecha en 
medio de $u altura paralelamente á la base. 

Circunscrito el polígono regular al círculo, de 
la base de un cono recto, y formada desde el 
cúspide común la pirámide regular circunscrita, 
sea S la superficie lateral del cono, A la diferen
cia entre .dicha superficie y la de la pirámide 
circunscrita, p' la circunferencia de la base del 
cono, s el esceso del perímetro del polígono cir
cunscrito., sobre la circunferencia., y fe la altura 
común VG de los triángulos laterales ó lado del 
eono recto. Por lo demostrado, será la superficie 

< '•• . , . . ' '•• ' " i ' ¡'mi' 
de la pirámide circunscrita S-\-A=-~-h (p'+s); 

z 

y siguiendo el método del artículo (199) sabemos 
que las cantidades variables ^ y A se van acer
cando á la nulidad conforme se aumenta el nú
mero de lados, sin llegar jamás á cero ni á nega
tivas, liuego, en la espresion escrita se verifica 

l • 
(Algebra elem. 66) S=—p'xh. 

La sección hecha en medio de FG paralela-
mete á la base dará un círculo cuya circunferen-

, i ' 

cía sera —pr (186,. 11,° y III,0): luego, también 

la superficie del cono recto es. producto de su 
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lado multiplicado por la circunferencia de la sec» 
cion hecha en medio de su altura paralelamente 
á la base. 

La superficie de la pirámide oblicua es la su
ma de las caras triangulares; y su espresion 
consta de tantos términos como caras tiene la 
figura. El cono oblicuo es limite de la pirámide; 
mas, por falta de espresion regular para la su
perficie de la pirámide oblicua, sucede lo mismo 
para el cono oblicuo: y por tanto, su investiga
ción pertenece á otro tratado. 

202. TEOREMA. Hallar las figuras de las su
perficies cilindricas, recta y oblicua y de la có
nica recta, estendidas en un plano. 

Estendrda en línea recta /7 / / ' (flg. 140) la di
rectriz ó circunferencia de la base de un cilindro 
recto, la cual entra como una de las dimensio
nes en su valor superficial, y haciendo marchar 
á la generatriz /7 paralelamente á sí misma so
bre su perpendicular IIIF desde un estremo á 
otro, resulta el rectángulo llh', y la superficie de 
este será idéntica á la lateral del cilindro recto 
desarrollada en plano; pues los dos factores de 
ambas superficies conservan ^n cada punto de 
una y su correspondiente de la otra una misma 
relación. 

Estendida en línea recta mm' (fig. 141) el 
contorno de la sección perpendicular á la gene
ratriz hH del cilindro oblicuo, y haciendo mar-
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cliar á h l l paralelamente á sí misma sobre su 
perpendicular m m ' , de modo que en cada punto 
de esta recta se verifique tener aquella las partes 
correspondientes h m , k n , . etc. su
periores, y las w / / , n K , inferiores; la 
figura H h ' es idéntica á la lateral del cilindro 
oblicuo desarrollada en plano, porque los facto
res de ambas superficies conservan en cada punto 
de una y su correspondiente de la otra una mis
ma relación. 

Si con el radio V H (fig, 142) lado del cono 
recto se describe un arco circular, y se toma en 
él la parte I I H r igual á la circunferencia de la 
base del cono, el sector V I I H ' será idéntico á la 
superficie lateral del cono desarrollada en plano; 
porque los factores de ambas superficies conser-
ran una relación misma en cada punto de una y 
su correspondiente de la otra. 
. 205. TEOREMA. L a s u p e r f i c i e l a t e r a l d e 

u n t r o n c o de p i r á m i d e r e g u l a r es e l p r o d u c 

to d e l a s e m i s u m a de l o s p e r í m e t r o s de s u s 

bases p o r l a a l t u r a de u n a de su s c a r a s ; ó e l 

p r o d u c t o d e e s t a a l t u r a p o r e l p e r í m e t r o d e l a 

s e c c i ó n e q u i d i s t a n t e de s u s bases y p a r a l e l a á 

e l l a s . 

El tronco A c á e pirámide regular tiene la su
perficie lateral formada de trapecios idénticos; y 
siendo S (fig. 137) dicha superficie, s la de un 
trapecio, y n el número de estos, tendremos 
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S—n'><.s=nX-zr{AB-\-ab)xGg, supuesta G^laal -

tura común de los trapecios. Cortando el tronco 
con un plano paralelo á las bases y que pase por 
el medio de las aristas, la sección a' b' de uno de 
los trapecios equivale (56) á la semisuma 

•¿-{A B-\-ab); por lo cual será S = n X a ' h' XGg. 

204. TEOREMA. La superficie lateral de un 
tronco cónico recto es el producto de su lado por 
la semisuma de circunferencias de las bases; ó 
el producto del lado por el perímetro de la sec
ción paralela á las bases y equidistante de ellas. 

La superficie lateral S del tronco de cono in
terceptado por una sección ac paralela á la base, 
es la diferencia de las superficies del cono total 
y del semejante que separó el ^plano; de suerte 
que supuestas P y p las circunferencias de las ba
ses de estos, el valor superficial del tronco será 

1 1 
S = — P X V G — — p X V g . Sustituyendo en esta 

espresion V g ^ - g G por teniendo presente la 
equivalencia P x V G = p X V G (186), y supuesto 

gG = K, resulta S=Kx^ r{P+p) . 
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Como en el límite el tronco de pirámide se ajus
taría al del cono (261), entonces el perímetro p' 
de una sección paralela á las bases del tronco có
nico y equidistante do ellas, será igual á la semi-

suma de dichas bases ó p '=— {P-\-p), y de aquí 

se viene á S—p'yíK. 
La parte de corona circular/ i / / /7 '^ compren

dida entre los arcos h h ' y H H ' (fig. 142) equiva
lentes á las bases mayor y menor del tronco có
nico, y trazados con los rádios V i l s V h lados 
del cono total y del parcial que le falta, es la su
perficie de dicho tronco desarrollada, por verifi
carse entre los factores de ambas superficies una 
misma relación en cada punto de una y su cor
respondiente de la otra. 

205. TEOREMA. I.0 L a s u p e r f i c i e d e l a e s f e r a 

es e l p r o d u c t o d e l a c i r c u n f e r e n c i a d e l c i r c u l o 

m á x i m o p o r s u d i á m e t r o , y c u a d r u p l a d e l a d e 

s u c i r c u l o m á x i m o . 

El sünipolígono regular i ) i?A . . . . F (fig. 145) 
circunscrito al semicírculo d l l L f, produ
ce en su revolución sobre el diámetro el f tantas 
figuras cónicas rectas como lados tiene, y la su
perficie total será la suma de dichas parciales. El 
lado B D engendra el cono cuya superficie, supo
niendo H K perpendicular bajada al diámetro des
de H punto medio de B D , será s — B D X c i r c . H K . 
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Dirigido el radio H C , perpendicular necesaria
mente á dicho lado (52), serán los triángulos 
H C K y B N D semejantes por tener los ángulos 
iV y .ff rectos como también FIC D y i) 5iV iguales 
á causa de ser sus lados perpendiculares respecti
vamente; y comparando lados homólogos se hallará 

I I C _ BI) 
H K ~ D N ' 

Por otra parte las circunferencias descritas con 
los rádios H C y HK son como estos radios; y sus-

A • c k c . H C B D , , , 
Muyendo viene $ ¿ Ü £ ^ j Í y '' de donde 

círc. HCXDN=CÍYC . HKxBD. 

Sustituyendo equivalentes en la espresion de la 
superficie cónica engendrada por B D , será 

s=c í rc . H C X D Ñ . 

La superficie del tronco cónico engendrado 
por BA será también s '=círc . L M x A i ? , supo
niendo Z/M perpendicular bajada al diámetro des
de L punto medio de A B . Dirigido el radio L C, 
por la misma razón anterior los triángulos seme-

T /~f HM i n r i círc. L C A B 
jantes L C M \ A B J dan — = 

c i r c . L i f B J 

de donde círc. LCXBJ=Qkc. LMxAB. 
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Sustituyendo equivalentes, viene la espresion de 
la superficie producida por A B (fig. 145) que será 

s '=c i r c .LCx .BJ . 

Del mismo modo se demuestra que cada figu
ra redonda originada por la revolución de cada 
lado, tiene de superficie el producto de la cir
cunferencia descrita con el radio de la esfera por 
la parte del diámetro igual a la altura del cuerpo 
engendrado. La suma de todas compone la su
perficie total, y suponiendo S la superficie de la 
esfera, A la diferencia entre ella y la suma de 
superficies cónicas circunscritas, r el radio del 
círculo inscrito, y s la diferencia D d = F f en
tre los radios del círculo y del polígono circuns
crito, será 

^+A^rrs+^+s'^.. .=circ. rx2(r+s)=27rrX2(r+5); 

espresion en donde sabemos que creciendo el 
número de lados decrece indefinidamente la di
ferencia s (109, ILa), á que se sigue la necesidad 
de suceder lo mismo á A para que subsista la 
ecuación por ser S invariable. Constando, pues 
cada miembro de la ecuación de dos partes, inva^ 
riable una y decreciente otra hacia su límite, re
sulta (Alg. elem. 66) para la superficie de la esfera 

5=circ .?x2r=47rr . 

La superficie del círculo máximo en la esfera 
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esta es cuadrupla de la del círculo máximo, como 
se propuso demostrar en la segunda parte de la 
proposición. 

La planificación de la esfera se hace constru
yendo una figura plana cuadrupla de su círculo 
máximo: esto es, tendiendo en línea recta la cir
cunferencia, y dando cuadrupla altura á la figura 
plana cuya área sea igual á la del círculo máximo 
(125). Claro es que por depender de ?r los valores 
superficiales del círculo y de la esfera, solo se 
obtendrán aproximadas sus espresiones numé
ricas (IH). Lo mismo sucede al cilindro y al 
cono, puesto que la espresion de su superficie 
depende del valor de la circunferencia rectifica-
lia. La fórmula 5=47rra, da 

^ 1 ^ 1 =0,282095 X]/S; 

espresion propia para hallar el radio de una esfe
ra cuya superficie S sea dada. 

IL0 L a superficie del casquete esférico y tam
bién de la zona es el producto de la circunferen
c i a del circulo máximo por la parte de diámetro 
que corresponde á cada figura. 

La suma de algunas superficies s, s', s" , 
engendradas por la revolución del semipolígono, 
suponiendo a la parte del diámetro desde el es
tremo d hasta la base inferior del último trozo co-

34 



—266— 

tiícOr y s la diferencia B d, será 
^ s ' - j - s " - ! - = 27rrX(a+s)J ó bien 

<S-}-A = 27rrX(a+s); siendo 5 la superficie es
férica inscrita y A el esceso de la correspondien
te á la figura circunscrita. Como 5 y A decrecen 
indefinidamente hasta su límite, por el principio 
citado antes será la superficie del casquete esfe-» 
rico S=^TrrXa. Quitando al casquete otro, que
da la zona esférica; cuya superficie, supuestas a j 
a' las alturas de los casquetes, será l^rXia— 

III.0 La superficie de la esfera equivale á la 
lateral del cilindro circunscrito á ella^ 

El cilindro recto que tiene por bases círculos 
iguales al máximo de la esfera y por altura el diá
metro (íig. 144), se dice circunscrito á la esfera 
cuando está construido sirviendo de eje dicho diá
metro: y la espresion de la superficie lateral del 

cilindro es c í r c . r X 2 r —47rr9; 

la misma que se halló para la esfera. Añadiendo 
á la superficie lateral del cilindro sus dos bases, 
la total de esta figura vale seis círculos máximos^ 

y entonces la superficie de la esfera vale — de la 

total del cilindro circunscrito.. 
206. TEOREMA. I.0 La superficie A B A ' C A del 

huso esférico es á la superficie de la esfera,, como 
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el ángulo que forman los lados del huso es á cua
tro ángulos rectos.. 

Imagínese que el semicírculo máximo cuyo 
diámetro es .A Ar ya dando vuelta al rededor de 
este eje, y que habiendo empezado desde ACÁ! 
ha llegado á AJBA' después de haber formado el 
uso i l2?A' OA;cuyo ángulo A está medido por el 
que forman las tangentes A G y A G' de la curva 
en ambas posiciones. Es indudable que la semi
circunferencia A C A ' y su tangente A G se mue
ven juntamente, describiendo aquella el uso á 
medida que la tangente el ángulo, ambas por 
continuidad; en términos que cuando el ángulo 
sea mxGAG', resultará el uso mXA BA' C A; 
hasta que llegando ádar vuelta completa la semi
circunferencia generatriz, vendrá el valor angular 
descrito por la tangente A G' á ser mxGAG'—AR, 
y el valor del huso á ser la superficie S de la es
fera ó tnXABA'CA —S.. De las dos ecuaciones 
últimas viene la proporción que se pedia 

A ^ A ' C A GA Gf 
A R 

También se deja conocer que cuando ABA' haya 
recorrido el cuadrante GG", será su plano per
pendicular al de A C A', y dividirán estos dos pla
nos á la esfera en cuatro husos rectangulares. Si 
ademas se supone otro plano D 'D perpendicular 
á los dos y que pase por el centro, resultará la 
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superficie esférica dividida en ocho triángulos es
féricos iguales trirectángulos y con todos sus la
dos cuadrantes. Llamándose s la superficie de 
uno de ellos, y sustituyendo en el resultado- ante
rior por S su equivalente 8s, tendremos 

A B A ' C A _ _ G A G ' 
~ R ' 

Si se toma por unidad de superficie Í y por unidad 
angular R, la igualdad queda reducida á 
A B A ' C A ^ G A G ' , la cual en lenguage abre
viado nos dice que la superficie del huso esférico 
es duplo del ángulo que forman los lados. 

II.0 La superficie de un triángulo esférico 
ABC (fig. 144) es á la del triángulo trirectángulo 
ú octava parte de la esfera, como el esceso de la 
suma de los tres ángulos de aquel sobre dos rectos 
es á un ángulo recto. 

Prolongúense los tres lados hasta completar 
las circunferencias á que pertenecen, y resultará 
que cada ángulo del triángulo A B C es vértice 
de cuatro husos en que se divide la superficie 
esférica. Siendo vértices correspondientes A y 
A ' , B y B ' , C Y C' (fig. 144). Fijando la atención 
en el emisferio del triángulo, vemos que se com
pone del triángulo mismo á que llamaremos T, 
del triángulo C B A ' á que llamaremos del 
A C'B á que llamaremos r, y del B C'A ' á que 
llamaremos §: esto es, el valor de la semiesfera 
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Por otra parte, nombrándose A , B , C los ángulos 
del triángulo propuesto A B C cuya superficie es 
T, se verifican por el teorema anterior del len-
guage abreviado las igualdades « = 2 A — T , 
e = 2 5 — A ' B ' C , 7 = 1 0 — T . De todas estas par
tes solamente el triángulo A ' B ' C se halla en el 
emisferio opuesto, y goza de las cualidades de 
tener todos sus ángulos y lados respectivamente 
iguales á los del triángulo T , pero si se quisiere 
proceder á la superposición se liallaria que no 
coinciden por ser simétricos. No obstante son 
iguales las superficies de ellos; pues porque se
gún la figura (* 144) los polos P y P' de los cas
quetes, á quienes podemos considerar inscritos 
los triángulos A P C y A ' B ' C , distan igualmente 
de los vértices (191), y las distancias esféricas 
P A , P P , P C y P 'A' , P 'P ' , F C , forman con los 
lados triángulos idénticos uno á uno, como P A P 
y P 'A 'P ' , P A C y F A ' C , P B C y P ' P ' C , 
{165, I.0) y (194, I.0); que se ajustarán sobrepo
niéndolos de modo que coincidan los ángulos dé
los polos. De suerte que las sumas de unos y otros 
formarán la igualdad de áreas A B C = A ' B ' C 

cuando los polos caigan dentro de los triángulos; 
y cuando caen fuera como en el caso de la figura 
(* 144), resulta la misma igualdad restando de las 
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sumas iguales P Á C + P B C y FA'C '+FJ5 'C ' las 
partes iguales P A i? de la una, y P'A'B' de la 
otra: y en este-concepto diremos que A'B'C es 
equivalente á T. Sustituyendo pues en la ecua
ción ((*)) los yalores de a, r, tendremos 
•kyi! i'd) •¡wfo.MM: oniH'iuDi lo Mof^nr.0í!n'i7 fi?. t i 
—=2i l+25+2 C—2 T. Como — equivale á dos 
•2 2 
husos rectángulos, será por el teorema anterior 

2 
abreviado — = 4 / í ; y sustituyendo en la ecua-

cion que antecede, se halla después de las reduc

ciones la espresion abreviada del ieorema pro

puesto I W + J B - K — 2 R (**). 

No se debe olvidar que T se refiere á la uni
dad de superficie s que es la octava parte de la 
esférica total, y el segundo miembro á la unidad 
angular R, y que cada unidad de estas , es divisor 
tácito del miembro correspondiente: sustituyendo 
pues, estas unidades suprimidas por la brevedad, 
tendremos en lenguage completo 

T A+B+C—ZR 

La diferencia que hay entre la suma de los 
tres ángulos de un triángulo esférico y la suma 
de dos rectos se llama esceso esférico; y por lo 
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que se acaba de demostrnr vemos que las super-
ficies de dos triángulos esféricos están en razón 
de sus correspondientes escesos- esféricos. 

XECCIOIV SESTA. 

Volumen de poliedros y cuerpos r e 
dondos* 

207. El espacio comprendido en la figura de 
un cuerpo es su volúmen, como se dijo en el 
artículo (i); y aqui tratamos de valuar esta can
tidad en las diversas figuras de cuerpos que se 
toman en consideración en la Geometría elemen
tal. Dos figuras idénticas tienen evidentemente 
iguales volúmenes^ masr pronto veremos que dos 
cuerpos de figuras no idénticas pueden tener vo
lúmenes iguales; asi como se ha visto que dos 
figuras planas no idénticas pueden tener igua
les áreas, y dos poliedros ó figuras redondas no 
idénticas tener iguales superficies: y aun tener 
igual valor superficial una figura plana y una 
redonda. De modo que la espresion de igualdad 
y el signo con que se indica pertenecen esclu-
sívaraente á dos cantidades ó valores iguales de 
una especie, sean líneas, superficies ó volúme
nes; mientras la identidad se verifica solo cuan
do se ajustan las de una misma figura, conforme 
á lo enunciado en el artículo (5). 



— 272 — 
208. TEOREMA. En un prisma la parte inteV' 

ceptada por dos planos paralelos es igual á la 
interceptada por otros dos paralelos entre s i , 
cuando la parte de arista comprendida por es
tos es igual á la comprendida por aquellos. 

La porción prismática H B (fig. 145) compren
dida entre una sección paralela á la base, y otra 
no paralela á ella que atraviese todos los lados 
se llama prisma truncado. Si en el prisma HB 
truncado comprendido entre las secciones H Q 
y A B , se toman sobre la arista las partís 
I 1 F = A C , y se hacen las secciones JP-S" parale
la á y £/) paralela h A B , resultan los dos 
prismas ordinarios H K y C f i . Sobreponiendo los 
prismas truncados HD y F B de modo que se 
ajusten sus bases idénticas H Q y F K , también 
se ajustarán los dos prismas truncados sobre
puestos, por s v v H C F A y 0^=^-6, resultan
do los volúmenes / / D=^FB, ó 
I i K + F D = F D + C B , y de aquí H K ^ C B, 

209. TEOREMA. Dos prismás simétricos son 
equivalentes en volúmen. 

Dado un prisma C B (fig. 146.) y prolongadas 
las aristas indefinidamente, córtense con un pla
no M N perpendicular á ellas: tómense en una 
desde el punto / / en que está cortada por el 
plano M N Izsipavles C ' H = C H y A ' H = A H ; y 
haciendo lo mismo con las demás aristas, los 
planos A ' B ' y C B ' que pasen por los puntos 



c-güidistantes de MN asi marcados, forman el 
prisma C ' B ' simétrico á C B , en los cuales se 
verifican lasigüaldades de aristas A C ~ A ' C ' = . . . 
(l75). Haciendo ademas las secciones F K y 
F ' K ' paralelas al plano MN, y equidistantes de 
él con la circunstancia de intervalos 
J I F = H F ' — A C =stA' C resultarán log prismas 
MK y HK', y por el teorema del artículo pre
cedente se verificarán las igualdades de YO\\I-
inenes M ' = = C ' # ' y HK=CB. Gomo son idén
ticos los prismas iíi£ y HK', y por ello igua
les sus volúmenes, tendremos por las igualdades 
interiores la final CB=C'B'. 

210. TEOREMA.. Dos paralelepípedos de bases 
idénticas é iguales alturas tienen volúmenes 
iguales. 

Si dos paralelepípedos BK y A H (flg. 147) de 
bases idénticas y de alturas iguales son conside
rados en el estado de superposición, de manera 
que A C sea base común y las alturas caigan ha
cia un mismo lado de A C, pueden ocurrir dos 
easos. 

I.0 Caer sus caras laterales BL Y B F en un 
mismo plano A M , k que seguirá necesariamente 
el hallarse también sus opuestas C K y C G en un 
mismo plano DN. En este caso los triángulos 
Á L F y BMJ son idénticos por tener sus lados 
«no á uno paralelos; é igualmente los paraleló-
gramos laterales AK y ^ iV , como también los 
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AG y BH entre sí (i68): de modo que los pris
mas triangulares A K" y JSiV tienen idénticas res
pectivamente todas sus caras, y se hallan estas 
ordenadas igualmente en ambos; luego son idén
ticos (174), y por ello equivalentes. Añadiendo á 
cada uno el cuerpo A N intermedio, resultan 
igual volumen los paralelepípedos B K y AI í . 

11.° Si los paralelepípedo^ B K f A % (flg. 148) 
de hŝ sep idénticas ajustadas en 4 C e iguales al-
turas* no tienen dos caras correspOindientes late
rales en un mismo plano, al menos lo estarán SiUS 
bases idénticas superiores XiV y F H después de 
ajustarse las inferiores, por el dato de iguales al-, 
turas. Prolongando dos lados d.e una de dichas 
bases superiores como L M y K N , é igualmente 
los -F G y J H de la otra, resulta el paralelógra-
mo 0 0 idéntico á ellas (30) y base superior del 
paralelepípedo 4 P , que teniendo la misma base 
y, altura que los propuestos se halla respecto de 
cada uno de ellos en el caso 1.° Luego también 
en el presente que es el único posible ademas de 
aquel, tienen iguales volúmenes los paralelepipe^ 
dos de la proposición. 

241. TEOREMA. Es posi,Me sifimpite- conslruir 
m paralelepípeda re^tai^gu^p A H igual, á otm 
oblicuo AQ dada. 

Primeramente se elevan desde los vértices de 
la base 4 C (fig. 149) del prisma oblicuo perpen
diculares al plano de, ella; estas quedarán corta-
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das con el plano de la base superior del parale
lepípedo oblicúo, y determinado asi uno oblicuán
gulo recto A M (166), que por el artículo precédfeñ-
té será igual al propuesto. Fórmese después en el 
plano A G el rectángulo A F con las Rectas A E1 y 
J?JF perpendiculares al lado A B áe la base A C 
que será equivalente á A F (114); y elevada des
de F y F que son los otros dos vértices del rec
tángulo las perpendiculares E K y F I I al plano 
de la base, resultará determinado el paralelepípe
do AJI rectangular é igual á A IT por tener la 
misma base A / y altura A E . También se puede 
construir un paralelepípedo de oblicuidad arbi
traria equivalente á otro dado , siguiendo un 
método análogo al de la construcción del íéc-
tangular: operación que omitimos por la suma 
facilidad con que la puede ejecutar el estudiante 
por sí. 

212. TEOREMA. Los volúmenes de dos paralele
pípedos rectangulares que tienen idénticas bases, 
están en razón de las alturas. 

Si dos paralelepípedos A B y A ' B ' rectangula
res de bases idénticas como A € y A ' C (fig. 150), 
se sobreponen de modo que se ajusten dichas ba
ses, también las aristas coincidirán (159, IV.0); y 
es indudable que si aplicamos él de menor altura 
al otro sucesivamente desde una base á otra de 
éste cuantas veces quepa una altura en otra, el 
paralelepípedo de mayor altura Contendrá al de 
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menor tantas veces cuantas la arista A'Df quepa 
en la A D, pues las bases coincidirán siempre 
(167). Si al cabo de n número de aplicaciones 
aquella contiene á ésta de rtiodo que en la últi
ma caiga D ' en D, será A D = n X A ' D ' , y los pa
ralelepípedos tendrán la réiacion A B ~ n X A r B ' ; 
luego, entre los paralelepípedos y sus alturas hay 

' i . A B A D 
la relación 

A ' B ' A'JD' 

Si no cabiendo A ' D ' en A D exactamente cierto 
número de veces, tienen sin embargo medida co
mún A a, entonces seráw número fraccionario, y 
se deduce la misma relación que cuando n es en
tero. Si no tienen medida común A D y A ' D ' , se
rá n irracional: pero supuesto G un punto de la 
arista A D que marque la parte A G, tal que re
sulte racional, también lo será j r j f , , y ten-

drá lugar la ecuación 

A B , D H _ _ A D D G 
A ' B ' ^ A ' B ^ A ' D ' ^ A ' D ' ' 

-6d ÍIÍÍÍWÍ! rff)J«ií|G a»'©jip elmn olí nonóqo'idóe 0« 
Como D H volúmen y D G línea son variables que 
indefinidamente se acercan á la igualdad, según 
vaya siendo menor la común medida de alturas 
que se busque, también aqui se cumple la ecua-
clon entre las constantes (Alg. elem. 66) 



„ 5 7 7 = -

A B A D 
A ' B ' A 'D '* 

215. TEOREMA. Los volúmenes de dos parale-
lepipedos rectangulares que tienen iguales altu
ras, están en razón de las áreas de las bases (fi
guras 151 y 152). 

Si los paralelepípedos rectangulares Á M j am 
de las bases A C B D achd, cuyos volúmenes lla
maremos P y p, tienen sus alturas A E y ag igua
les; sobrepuesto el paralelepípedo p á P de modo 
que los ángulos sólidos d y D coincidan, será F L 
un paralelepípedo idéntico á p que resultará mar
cado en P, con sus tres aristas F D, BD, K D 
sobre las del ángulo sólido D, é iguales respec
tivamente á las del cuerpo p, y con la F H para
lela á 57) en la base. Prolongada F H hasta que 
concurra en 0 con el lado C P de la base de P , 
será FO perpendicular al lado A D paralelo á 
C B , y el paralelepípedo F M rectangular de la 
misma base P / í que la ae del paralelepípedo 
am, al paso que dicho paralelepípedo F M tiene 
la base P i l i común al paralelepípedo A M . Nom
brándose 0 el paralelepípedo P M , será conforme 
á lo demostrado en el artículo anterior 

P A P Q F O , . . 
'Q~ 'pJ ) > ' p ~ ' F T l ' y de iamultlPUcacion re" 

sulta, reemplazando cantidades iguales, la reía-
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cion enunciada entre volúmenes y áreas de las 

P A D X A C 
bases p a d x a c 

214. TEOREMA. Los volúmenes de dos parale
lepípedos rectangulares están en razón de. los 
productos de las alturas por las áreas de las ha-
ses respectivas) esto, vs, én razón del producto 
de tres números a l producto de otros tres reépeo-
iivamente proporcionales á las líneas que cons
tituyen bases y alturas. 

Sean los paralelepípedos rectangulares A M = P 
^fig. 152 y 155), y am=p, de bases D T y de 
como también de alturas B K ' y dy arbitrarias, 
los que vamos á comparar. Considerándolos en 
el estado de superposición de modo que coincidan 
los ángulos triedros idénticos D y d, quedará eU 
el volumen P terminado el paralelepípedo F L 
idéntico á p, con sus aristas F d , GD, K D sobre 
las del triedro D, iguales respectivamente á las 
del cuerpo p; y prolongadas sus aristas paralelas 
á D K hasta la base superior de P, quedará traza
do el paralelepípedo F L ' , á que llamaremos 0 , 
de la base F G. Siendo D K ' altura común de P 

P D T 

y Q, es — = — : y por ser F G base común 

Ú D K ' 
d e p y O . es | - = - ^ j : de la multiplicación 
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P D T X D K ' B * A , , r> t i 
viene — = „ r ^ m z — {^rr* siendo 5 y 6 las 

bases de los paralelepípedos propuestos que ten
gan las alturas A y a . 

215. TEOREMA. E l volumen del paralelepípe
do rectangular tiene de valor el producto de base 
por altura. 

Supuestas L y las dimensiones rectilíneas de 
la base B de un paralelepípedo, como también l y 
k las de la base b de otro cualquiera, la ecuación 
en que está cifrado el teorema precedente será 

P = A X L X K 
p a X l X k 

que como sabemos puede cifrarse bajo la forma 

P A L K 
P a l k 

Si en esta espresion tomamos las cantidades a, l , 
k por unidades de las aristas correspondientes de 
P , y por unidad de volumen el paralelepípedo p , 
resulta 

P ^ A X L X K ; 
espresion abreviada de la precedente y que se de
be considerar como una relación entre números. 

Cuando es A = K = L . resulta P=A3 (flg. 152 
y 153) el paralelepípedo es entonces cubo, y de 
aquí toma este nombre la tercera potencia de 
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cualquiera cantidad. También en el caso de 
O = Í = / Í , es p=:as cubo: y tal es en efecto la 
unidad de volumen que se emplea siempre á cau
sa de su simplicidad. 

216. TEOREMA. I.0 E l volumen del prisma es 
el producto de base por altura; y por ello, dos 
prismas de bases equivalentes y alturas iguales 
tienen el mismo volumen. 

El teorema general que se acaba de estable
cer en cuanto al volumen del paralelepípedo rec
tangular puede generalizarse á todos los oblicuán
gulos, y aun á los prismas, como se hace ver en 
el siguiente exámen de los casos. 

i.0 El paralelepípedo rectangular tiene igual 
volumen que otro cualquiera oblicuángulo de su 
misma altura y equivalente base (211)"; y por ello 
es aplicable á todos los paralelepípedos el teo
rema (215). 

2.° Por ser divisible todo paralelepípedo en 
dos prismas simétricos triangulares (176), y estos 
equivalentes en volumen (209), conviene á las 
mitades el teorema de los todos entre sí. En fuer
za de este encadenamiento de principios, y su^ 
puestas A, L, K las tres dimensiones de base y 
altura del paralelepípedo, el volumen del prisma 

triangular es - — , conforme al teorema AXKXL 
2 

•'•ob.v'-totíuo. aooíiojuo ?¡o oboqiqelolíne^ i»• (551..̂  
del artículo precedente. 



ID.6 El prisma es divisible en triangulares (169), 
y tiene de volumen la suma de estos. Si el prisma 
es regular con el número n de lados en la base; 
dividiéndole en prismas triangulares que tengan 
por arista eomun el eje, serán idénticos todos los 
triangulares, y el volúmen del prisma regular tie-

A x K y i L 
ne de va)or ^ . •, supuestas A , K , L 

las tres dimensiones comunes de los parciales. 
Si es irregular el prisma, los triángulos de las 

bases serán desiguales; pero suponiendo K y L , 
acentuadas, las dimensiones respectivas de dichas 
bases parciales, y A la común altura da los pris
mas triangulares, será la espresion del volúmen 
total del prisma 

P ^ A ( ~ - Y - + — +e tc . ) . 

II.0 E l volúmen del cilindro es producto de 
base por altww, y por ello, tendrán el mismo vo
lúmen dos cilindros de iguales alturas y bases 
equivalentes (fig. 158 y 139). 

Inscribiendo el prisma al cilindro, sea V el 
volúmen de éste, A su altura y 5 la superficie de 
la base, como también V-—A el volúmen de] 
prisma, y B—e la superficie de su base. La es
presion del teorema precedente es 
V—&=Ax[B—s); y por ser e cantidad que va 
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decreciendo indefinidamente sin jamás anularse? 
ni cambiar de signo (123), exige que suceda lo 
mismo á A por ser V constante: de suerte que ha 
lugar (Álg. elem. 66) á la ecuacíím V = A x B . 

217. TÉOKÉMA. Los volúmenes de dos prismas, 
y los de: dos cilindros entre sif son como las bases 
en casos de iguales alturas, y como las alturas 
en caso de iguales bases., w 

Siendo P y p dos prismas ó cilindros con las 
bases i? y &y y con las alturas A y a , será 

— = de donde^ si es B=o, viene —=—: 
p ayb p a 

' , á • . P B Y si A—«y viene —=—-. 
p b 

218. TEOREMA. E l tetraedro es limite de las 
sumas de prismas inscritos y circunscritos á él. 

Dividiendo el tetraedro A B C V con planos 
paralelos á la base A B C y equidistantes entre 
sí, levántense desde los puntos A^ A ' . . . . , . . . y B, 
B' (fig. 154) en que cortan á las aristas los 
planos, rectas paralelas á la otra arista lateral 
C V hasta encontrar á dichos planos en los puntos 
D, D' É?, Gr y quedará trazado un pris 
ma esterior ó circunscrito en cada tronco del te 
traedro, como D C en el tronco A B C F A ' B ' 
Bajadas desde los* mismos puntos de sección pa 
ralelas á la arista Y C , quedai'án trazados prismas 
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interiores correspondientes, como A'€ inscrito al 
mismo tronco ABCFA'B'. Cada prisma interior 
;será idéntico al esterior que tiene encima; y por 
tanto, la suma de diferencias entre los esteriores 
é interiores, será el prisma DC esterior: ademas, 
cada diferencia como DE está dividida por el 
plano AB V en dos partes, y la suma de las de 
cada lado del plano es la diferencia por esceso ó 
por defecto entre el tetraedro y la suma de pris
mas esteriores ó interiores, entre quienes el te
traedro .está encerrado siempre. Al paso que se 
aumenta el número de prismas, decrece la altura 
é e cada uno y por consiguiente su volumen, 
acercándose al mismo tiempo á igualarse con el 
tetraedro las sumas de esteriores é interiores in
definidamente, sin que jamás pueda ser la prime
ra menor ni la segunda mayor que él; condicio
nes precisas y suficientes para ser el tetraedro 
límite de una y otra suma. 

219. TEOREMA. Dos tetraedros de bases equi
valentes y allxiras iguales son iguales en volumen. 

Sean dos tetraedros T y T ' de alturas iguales 
y bases equivalentes, como también A y A ' las 
diferencias entre las sumas de prismas esteriores 
y los tetraedros.. Situados los tetraedros con sus 
bases en un mismo* plano, y cortados por pianos 
paralelos á la base y equidistantes entre sí, re
sultarán secciones equivalentes que sean como 
las bases, por la razón común de los cuadrados 
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de las distancias al cúspide (183); habrá igual nú
mero de prismas en ambos, y cada uno de los de 
T tendrá igual volumen que su correspondiente 
de T ('216); y por tanto serán iguales las sumas, ó 
J4.A=T"-f-A'. Como T y T' son constantes 
mientras A y A ' se acercan á cera indeíinidamen-
te sin llegar jamás á él ni pasar á negativas, ha 
lugar á T=T ' . 

220. TEOREMA. E l tetraedro es tercera par-
te del prisma que tenga la misma base y la 
misma altura que é l . • 

Sobre la base A B C del tetraiedro AB C V 
fórmese el prisma ABD (fig. 155) triangular que 
tenga la misma altura que él: y restando de 
este prisma el tetraedro, quedará la pirámide 
cuadrangular A F Z) C Y con el cúspide en V. El 
plano F VC divide á su base paralelógrama A 1) 
en dos triángulos idénticos, y á la pirámide en 
dos tetraedros que teniendo por bases dichos 
triángulos y común altura son iguales en volú-
men. Por otra parte, el tetraedro A B C V , con
siderando ser cúspide el punto A ó el C, es 
igual á cada uno de los otros dos por tener 
igual base y altura que ellos; luego, aunque se 
considere ABC base del tetraedro A B C V y del 
prisma ABD de iguales alturas, será este triplo 
de aquel. 

221. TEOREMA.. EVvolúmen del tetraedro es 
tercera parte del producto de base por al tura. 
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Por ser el "volumen del prisma P que tenga 

la base B y altura A la cantidad P = A y , B , el 
del tetraedro será por el teorema anterior 

5 5 " 

222. TEOREMA. I.0 E l volumen de la pirámi
de es tercera parte del producto de base por altura. 

Dividiendo la base de la pirámide P (fig. 130) 
en triángulos con diagonales, los planos que ven
gan desde el cúspide según ellas partirán la pirá
mide en tetraedros T', T".. . de común altura A 
y con las bases B ' , B " (169), y se verificarán 

las espresiones de volúmenes 1 '= 

A x B " 
T " ~ — s — , etc. La suma es la pirámide cuya 

base componen las áreas B'-{-B"-{-B"'-}-etc., y 
por consiguiente el volumen está espresado en 

p = : é . [ B ' + B " + B " ' - \ - etc.). 

II.0 El volumen del cono es tercera parte del 
producto de base por altura. 

Si se circunscribe al cono la pirámide (196) y 
se nombra Y el volumen del cono, B ' su base, A 
la altura (flg. 137), como también A el esceso del 
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rolúmen de la pirámide, y i el esceso de su base; 
el teorema que se acaba de hallar es 

y-|-A ^-^-(fi'-f-s), de donde por el raciocinio ana-

logo al del artículo (216, II,0) se viene á 
i { - 1 a ^JMífm^r : . . .. 

Y—-7rA'><B ;=—TrriXA> siendo r el radio de la 

base B', 
. III.0 El volútmn del poliedro regular es la 
tercera parle del producío de su superficie por la 
altura común de las pirámides en que se puede 
descomponer. 

El volumen del poliedro en general se obten
drá descomponiéndole en pirámides (169). El po
liedro regular está compuesto de pirámides rectas 
idénticas; y suponiendo n el número de ellas, s la 
base de una, y a su altura, será el volumen del 

poliedro regular de n caras •7rnsxa=—Sxa, 
.5 '5 

haciendo ns=S. 
225. TEOREMA. El volúmen del prisma trian

gular truncado es la tercera parte del producto 
de una de sus bases por la suma de las distan
cias que hay desde esta á los tres vértices de la 
otra base (fig. 156). 

Un prisma triangular ABD truncado puede ser 
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descompuesto en los tetraedros ABC V, FA C V, 
F DC V ; y los cúspides de los dos últimos pueden 
considerarse en B sin que por esto varíe de va
lor su altura, por ser la recta B V paralela á sus 
bases (146). También se puede tomar por base 
del tercero el triángulo ADC—FDC; de suerte 
que la suma de los tres tetraedros en que fué di
vidido el prisma es equivalente á la suma 
A BCF+A B C D-\-A B C V, en que los dos prime
ros tetraedros son ficticios equivalentes á los del 
prisma. Si abora convenimos en que en los tér
minos de la suma enuncien las tres primeras le
tras base, y la última el Vértice de cada tetrae
dro, y llamamos K, K', K" las distancias desde 
la base común ABC á dichos vértices, será el vo-

lúmen P del prisma P = ~ £ - { K + K r + K " ] . 

Cualquiera prisma truncado es divisible en 
triangulares truncados, á manera del prisma rec
to (169), y la suma de estos es el volumen de 
aquel. 

224. TEOREMA. E l t ronco de p i n á m i d e cor ta

d a p o r p l a n o p a r a l e l o á l a base equ iva l e en v o l u 

men á l a tercera pa r te d e l producto de l a a l t u r a 

d e l t ronco, p o r l a suma de las dos bases y o t r a 

que sea med ia p r o p o r c i o n a l entre é s t a s (íig. 150 

y 129). 
Sea FGHJMV la pirámide, y FC el tronco 
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que resulta de cortarla por el plano A C paralelo 
al do lábase FII. Supóngase ademas al tetrae
dro FGIIV de base y altura ecpüvalentes á las 
de la pirámide, y por ello del mismo volumen, 
cortado también por el plano A C paralelo á la 
base á la misma distancia que lo fué la pirámide; 
de lo que babrá resultado un tronco F C de te
traedro con la misma altura que; el de la pirámi
de, y con la base mayor F G II equivalente á la 
mayor F GIIJM de ella. Ademas, puesto que las 
dos pirámides completas tienen iguales alturas, 
fácil es deducir . -il-T que la sección A 5 C del 
tetraedro es á la ABC-DE de la pirámide como 
la base F Gil áe aquel es á la î 1 GíIJM de ésta; 
es decir, que son iguales las secciones, á que se 
sigue la equivalencia entre el tetraedro parcial 
ABC V y ](x pirámide AB CDE V (121). Restando 
de los totales estas partes, vemos que son igua
les los troncos FGIICAB del tetraedro y 
FGIIJME A B C D dé l a pirámide; y por consi
guiente bastará demostrar que el teorema pro
puesto se verifica en el tronco del tetraedro. 

Con tal objeto imagínese en el tronco 
FGIICAB del tetraedro, con sus bases ABC y 
F Gil paralelas, un plano F BII que pasa por 
los tres vértices F , B, II; (fig. l^)) el cual divi-
dirá al tronco en dos partes, una que será el te
traedro F G H B con la base mayor del tronco y 
su misma altura, y otra que será la pirámide cua-
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drangular F H C A B , ambas con su vértice en S. 
Otro plano» A B H dividirá esta pirámide en dos 
tetraedros; el uno es A B C H con la base menor 
del tronco y su misma altura, y el otro es A F H B . 
Mas, este último equivale al ficticio que se puede 
imaginar con la misma base F A H y el vértice P 
en vez de B, marcando el punto P en la recta 
F G por encuentro áe B P paralela á F A , j á e 
consiguiente al plano d é l a base F A H . Aun se 
puede considerar que el tetraedro A F H P tiene 
por base el triángulo F H P , y A por vértice; de 
consiguiente la misma altura del tronco descom
puesto y de los otros dos tetraedros parciales, de 
los que el uno tenia por base la menor del tronco 
y el otro la mayor. De suerte que solo nos resta 
probar que la base F P H del tercero es media 
proporcional entre las bases F G H y A B C . Para 
ello tenemos entre los triángulos A B C y F P I Í 
de iguales alturas considerando A C y F H bases, 
y entre los F P H y F G H también de iguales al
turas considerando JFP y Í1 G SUS bases, las rela
ciones (121) y (126) 

A B C A C F P H F P A B 
F P H F H ' F G H F G F G ' 

y como por la semejanza de los triángulos A B C 

„„TT A C A B . , • , 
y F G H es y ^ ^ y - Q ' se slSue la 

37 
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k , A B C F P H , , 
dad - p f H ^ T G H 1̂16 se ^ 8 0 ^ ^ 

Habiéndose, pues, demostrado que el tronca 
de pirámide es igual al de un tetraedro de base 
y altura iguales (íig. 150), y que éste se compone 
de tres tetraedros de la misma altura a del tron
co, y cuyas bases son la mayor B, la menor b, y 
una media proporcional \ /bB entre estas; se si
gue que el volumen 0 del tronco de pirámide 
con sus bases 5 y & paralelas y con la altura a , 
está espresado en 

Q^jaiB+b+v/Bb) . 

En vista de ello se deja conocer, que por ser 
el cono límite de la pirámide corresponde la mis
ma espresíon al tronco del cono con bases para
lelas: y si suponemos r y r ' los radios de sus ba
ses 5 y &, será B=Trr*, b—mr'"-, B b ^ n ^ r ' * y 
X/Bb='nrr': y por consiguiente la eápresion del 
tronco de cono de bases paralelas con la altura 

a es ^•a(r í ! - f r '2+rry) . 

225. TEOREMA. E l v o l u m e n de l a esfera es e l 

terc io d e l p roduc to de l a superf icie p o r e l r a d i o . 

Para que se pueda valuar el volumen de la 
esfera (íig. 145), considerase qtie cada sólido en-
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gendrado por la revolución del semipolígono cir
cunscrito al semicírculo generador es necesaria
mente un trozo cónico recto de bases paralelas; 
y que Circunscribiendo pirámides á los conos re
sulta un poliedro circunscrito á la esfera cuya 
superíicie es al fin límite de la del poliedro (201) 
y (205). Si desde el centro se dirigen radios á los 
vértices del poliedro, resulta dividido éste en 
otro sistema de pirámides rectas cuyo cúspide 
común es el centro, y altura el radio de la esfera 
por ser tangentes á ella las caras del poliedro ba
ses de dichas pirámides. En atención á esto, 
siendo f ¡ S, r, el volumen, la superficie y el ra
dio de la esfera, como también A la diferencia de 
volúmenes y 'I la diferencia de superficies entre 
la esfera y el poliedro; por lo demostrado acerca 
del volúmen de la pirámide, será la suma de to
das las que componen el poliedro 
^abfflieyq so ojmffíoo is.f.ooi-i î̂ o solaae lo m -

.y-tj-A^-p-rxíS-H). Puesto que según lo mamfes-
'fH^i ?.f,)imfV{k[ 8s.doíf) .pbJñpaml&j lo íVfOa^o'tbfjíf 
tado antes la superficie S es límite de la del po
liedro, necesariamente las diferencias s y de re» 
sultas A se van acercando indefinidamente á cero, 
y por ello (Alg. elem. 66) la espresion del volú-

i 4 ' 
men de la esfera (205) es V — j r x S ~ Y n r ' 

La fórmula que se acaba de hallar da esta.otra. 
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r = ^ ( - | _ ) x / y = 0 J 6 2 0 5 5 5 X k / V , para co-

nocer el radio de una esfera cuyo volumen es 
dado. 

226. TEOREMA. E l v o l u m e n d e l sector equi~ 

2 
vale á — TT r2x, siendo r e l r a d i o de l a esfera 

o 
y x l a pa r te de r a d i o perteneciente [á l a a l t u 

r a ó s á g i t a d e l casquete. 

La parte de superficie poliedral circunscrita 
correspondiente á un casquete esférico, es- el con
junto de bases de las pirámides que resultaron en 
las construcciones del artículo precedente. Lla
mándose, pues, V el volumen del sector esférico-
inscrito en el conjunto de pirámides, s la super
ficie de casquete, A la diferencia de volúmen en
tre el sector esférico y el conjunto de pirámides, 
y s la diferencia de superficies de casquete y po
liedro, será el volúmen de dichas pirámides reu-
- q c B ;>.» mpm áo.e-waíwéqHg «I p Ĵrtfi obflí-
nidas V - \ - A = : y r { s - f í ) . L a s diferencias S j A 

van por lo manifestado en el artículo anterior 
decreciendo indefinidamente según se aumenta 
el número de pirámides, sin llegar jamas á cero 
ni pasar de él: de suerte que por el principio de 
los límites (Alg. eiem. 66] será el volúmen del 
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sector V = — r x s — -^ i r r^x, supuesta ¡s la 

parte de diámetro ó ságita correspondiente al 
casquete. 

Restando el cono G € H del sector A G C H , 
(flg. 155) se tiene el volúmen del casquete GHA; 
y restando del sector A d C F Q\. casquete A G H y 
el cono D C F , se conoce el volúmen de la por
ción esférica cumprendida entre dos secciones 
planas i ) F y G F . 

227. TEOREMA. E l volumen de la esfera vale 
dos terceras partes del cilindro circunscrito. 

La esfera vale — ^ rs; el cilindro circuns

crito á ella vale S ̂ r5, de donde viene la ra-
V " ' ' ' ,'• ' m ' '•' 

zon — = —- entre el volumen V de la esfera 
V o 

y V del cilindro. 

L E C C I O N S E T I M A , 

C o m p a r a c i ó n de superficies y de vo— 
l ú m e n e s entre s í . 

228. TEOREMA. Las superficies capaces de 
espresion regular están en razón de los pro-
ductos de sus dos respectivas dimensiones. 
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Cuando la figura de un cuerpo es de tal na
turaleza que se puede espresar el valor S de la 
superficie suya en producto de dos dimensiones 
como S=iAxB, se dice que es capaz de espre-
sion .regular.. Comparando esta superficie á otra 
de espresion regular cualquiera >S'=̂ A 'X#'> hay 

entre ellas la relación — = ^ f / ^ g T ^ dlce 

ser las superficies de dichos cuerpos como los 
productos de sus dimensiones. 

Obsérvese que la condición S==¿S' es como 
A X B = A ' X B ' , y no dependiendo esta igualdad 
de ser cada dimensión en una figura igual á su 
correspondiente en la otra., sino de ser iguales los 
productos, presenta modos de formar una super
ficie equivalente á otra. Aunque por ahora se 
omiten las aplicaciones, convendrá ejercitarse en 
los problemas que envuelven los siguientes ge
nerales. 

I. 0 Dada una superficie, hallar las dimen
siones para formar otra equivalente-, ó conocer 
los factores A i/ B del número que representa 
la sitper/icic S = A X B . 

II. 0 Dadas las dimensiones de una superficie, 
formar otra de base ó altura dada, que siendo 
de su misma naturaleza equivalga exacta ó pro* 
ximarnente ü la primera. 

La solución consiste en hallar por el me* 
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todo geométrico, ó por el de números, la cuar

ta proporcional en -̂ -f = . 
Jj 

111.a D a d a u n a superf ic ie , f o r m a r o t r a equ i -

va len te de n a t u r a l e z a d i s t i n t a c u y a base ó a l t u 

r a sea d a d a . La solución consiste en lo mismo. 
229. TEOREMA, d o s superf ic ies capaces de es-

p r e s i ó n r e g u l a r , que t ienen c o m ú n c u a l q u i e r a 

de las dos d imens iones , e s t á n en r a z ó n de l a 

o t r a . 
S A y ( , B 

La proporción — == — — — se reduce á 
ÍJ A JJ 

— = — siendo #=5 ' , y á ¿ = ~ siendo á = A ^ 

de suerte que si en el prímerjcaso es A — n y . A r y en el 
segundo B = n x B ' ) será en ambos S=nxS' . Lue
go, para formar una superficie n veces mayor ó 
menor que otra dada, las dimensiones de aquella 
serán una de las de ésta y la otra n veces mayor 
ó menor; y este resultado conduce á la solución 
de los siguientes problemas, 

I. 0 Dadas las d imensiones de u n a superf ic ie , 

f o rmar o t r a de l a m i s m a n a t u r a l e z a n veces m a 

y o r ó menor . 

II. ° Dadas l as d imensiones de u n a superf ic ie , 

f o rmar o t ra de n a t u r a l e z a di ferente n veces m a 

y o r ó menor . 
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semejantes, capaces de espresion r e g u l a r , e s t á n 
en r a z ó n de los cuadrados de cada d i m e n s i ó n de 
u n a y l a correspondiente de l a o t ra , y p o r e l l o 
t a m b i é n en r a z ó n de los cuadrados de cua lesqu ie 
r a l ineas homologas. 

Cuando se trata de dos figuras semejantes en 

la proporción 7^ = - j ? — l a s lineas A y 5 son 

respectivamente homologas de A' y 5 ' , y está 
demostrado que en tales figuras son proporciona-

A B 
les las líneas homúlogas como —=— . Sustitu-A B 
yendo, pues, una razón por otra de éstas en la 
general de las superficies, viene 

S' A " B ' 

Por ser semejanles las esferas, están las super
ficies de éstas 5 y 5 ' incluidas en el caso gene
ral: y á mayor abundamiento la comparación de 
las espresiones (205) conduce al mismo resultado; 

S W rs 
pues, por una parte hay y por lo 

demostrado en el círculo son los radios como dos 
cualesquiera líneas homólogas; luego, las super-
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dos líneas homologas. 

Por lo demostrado en este artículo y en el 
{121) se resuelven varios problemas de superficies 
semejantes. El que con mas frecuencia se puede 
ofrecer es; formar una figura cuya superficie S 
sea n veces mayor ó menor que otra 8' dada se-

S A2 

melante. Para ello discúrrase que — s ^ - j ^ es 

S A2 
como " ^ r — ^ j r i í Y Ia condición S=nS ' como 
A2=wA'2 ó bien A = A ' y n ; es decir, que el lado 
A que se busca es producto del conocido homó
logo A' multiplicado por el número j/w. 

231. TEOREMA. Dos volúmenes capaces de es-
presión regular están en razón de los productos 
de sus tres dimensiones respectivas. 

Se ha visto que en general el volúmen V 
€apaz de espresion regular depende de tres di
mensiones, como V=AxBxC: y si se compa
ra con otro y ' = A ' x # ' X £ ' , "viene 

V _ _ A X 5 X C _ 

Si ha de ser V=V', resulta 

AXBXC^A'XB'XC; 
3$ 



igualdad que puede quedar satisfecha por mu
chos sistemas de factores, y que por ello ofrece 
distintos medios de formar un volumen equiva
lente á otro dado,, como se exije en los proble
mas que están comprendidos en los siguientes 
generales, • 

1.° Dado un volúmen, hallar las dimensiones 
para formar otro equivalente, ó los factores A, 
B, C del número que le espresa- cuando es com
puesto. 

11° Dadas las dimensiones de un volumen, 
formar otro equivalente de la misma naturaleza, 
dadas para ello dos dimensiones de és te 

La solución,, suponiendo por ejemplo C des
conocida, consiste en hallar una cuarta propor-

cional por --̂ — -̂==—. Mas* para ello hay que 

buscar primero otra x por —^-z-x; y sustitu

yendo en la primera el valor # conocido, se tiene 

x C 

la proporción —=— final, que se debe cons

truir para tener C \ 
III.0 Dadas las dimensiones de un volumen, 

formar otro equivalente de naturaleza distinta, 
dadas también dos dimensiones de éste. La 
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solución se tiene como en el caso anterior. 

252. TEOREMA. Dos volúmenes capaces de es-
presión regular, que tienen comunes dos de las 
tres dimensiones, están en razón de la tercera. 

V Ay.BxC Xa p r o p o r c i ó n — ^ j ^ - ^ - se reduce á 

V A ' • ¿ ^ ¿ ¿ J L — j ^ - ' m j ñ •• • • ''• 
tt=~h en caso de BxC=B'xC'; y asi en los 

i V A 
demás casos. De suerte que si ha de ser V=nVr 
basta hacer A=nA': y asi, para que un volumen 
sea n veces mayor ó menor que otro dado, hasta 
que tenga dos dimensiones iguales á las de éste, 
y la tercera w veces mayor ó menor. Sobre es
to ocurren los siguientes problemas. 

I. ° Dado un volumen, formar otro de su mis
ma naturaleza n veces mayor ó.menor. 

II. 0 Dado ún volumen, formar otro de natu
raleza distinta n veces mayor ó menor. 

Estos problemas se resuelven á beneficio de 
lo que consta en la lección precedente. 

255. Los volúmenes de dos figuras semejantes 
son como los cubos de sus dimensiones homologas, 
y como los cubos de cualesquiera lineas homologas. 

En las figuras semejantes las líneas A, B, C de 

— son respectivamente homologas 
W A'XB'XC 



de A', B', C; y está demostrada qne en tales fi
guras son proporcionales todas las líneas homólo-

A B C 
gas como j r ^ J ? — £ > • Sustituyendo en la razón 

general de volúmenes una por otra de estas igua
les resulta 

F _ A5 _ B* _ C5 

El problema de esta especie que con mas. fre
cuencia ocurre es el siguiente. Dado un volumen 
Y , hallar otro V semejante n veces mayor ó me-

• ob'efA'h-'rAílxril ?s$ i .'VvÚ Mh':nwor-9üi> 
ñor. Para ello la ecuación — = • . - — — es como 

¥ ' A'5 

• J L • A? • ' : ^ l 0 •—^—==—7---; Y la condición V—n Y' como AS=»A', » r nA' 

ó A = A ' X i / w : la cual nos dice que el lado A del 
volumen V que se busca es el producto del lado 

A , conocido por el número ^/w. 
254. TEOREMA. El volumen de una esfera es 

mayor que el de un poliedro regular que tenga, 
superficie equivalente. 

Finalmente, vamos á comparar el volumen de 
una esfera con el de un poliedro regular que ten
ga igual superficie que ella: y para el objeto sean 
en la esfera, E el volumen, S la superficie y r el 



— SOI — 
radio; como también en el poliedro, P el volumen, 
S la superficie, y a la altura común de las pirá
mides rectas que componen el poliedro. Según lo 

demostrado (225) y (222) tenemos E = ~ r x S , 
t a ^ i r i a M o J L l .Ru i 1 At{i\J-:- tj .-it «ÜAXAJJI . 

•o -.^fí ./lÁífKMíjíri «jpmaaJ. 
P=—-aXS; y comparando será —=—. 

3 P a 

Para cerciorarnos de cuál volumen es mayor, 
considérese que si fuera r igual á a, el poliedro 
sería circunscrito á la esfera y entonces la super
ficie de esta menor que la del poliedro (205), lo 
cual aun se verificaria con mas esceso en caso 
de a>r. Puesto que no puede ser a igual á r n i 
mayor, tampoco podrá ser P igual k E ni mayor: 
es decir, que la esfera tiene mayor volumen que 
el poliedro regular á igualdad de superíicies. 

Aquí vemos un resultado análogo al que se 
lialló tratando del círculo y polígono isoperíme-
tros (433), y sería conveniente discurrir acerca 
de las demás analogías de esta clase; pero desis
timos de la empresa por atender á los demás ra
mos de la obra. 
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