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Con la correspondiente auforizacion del Au-
tor, se reimprime esta parte de su obra de Mate-
malicas por cuenta del Colegio de Artilleria, y
para el uso particular de su Academia. :

Todo ejemplar que no lleve la firma del Ofi-
cial comisionado se tendrd por falso y contrahe-
cho, y se procedera contra el que lo reimprima o
venda. '
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Leecion Preliminar.

1. La Geometria es aquella de las ciencias
malematicas en que se trata de la esfension, ean-
tidad inseparable de los cuerpos en quienes la
consideramos de tres especies diferentes con los
nombres de volimen, superficie y linea. El espa-
cio que el euerpo ocupa es su bulfo 6 volimen;
el aspecto esterior 6 término del bulto es la su-
perficie del cuerpo; y el contorno ¢ término de
la superficie es la linea. Siguiendo por este érden
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llega el gedmetra finalmente al término ¢ estre-
mo de la linea al cual llama punfo, y que por su
naturaleza no es canlidad, sino el principio 6 tér-
mino inicial desde el enal empieza toda estension
@ tomar valor creciendo sucesivamente y sin in-
terrupcion, la linea en longitud, la superficie en
longitud y latitud juntamente, y asimismo el vo-
1amen en longilud, latitud ¥ profundidad.

Para discurrir acerca de estas tres clases de
canlidades geométricas y el punto, que como se
ha dicho son inseparables del cuerpo, necesita-
mos fijar nuestra consideracion sobre eualquiera
de dichas cuatro cosas aisladamente haciendo
abstraceion de las demas, asi como el aritmético
sobre el peso que tambien es una cantidad inse-
parable de los cuerpos..

2. La eslension ofrece dos clases de cuestio-
nes: tritase 4 veces de hallar el valor de las li-
neas, de las superficies 0 de los voliumenes: otras
veces la posicion de algun punto 6 de todos los
que en namero infinilo componen as lineas y su-
perlicigs. Los conoecimientos (ue se adquieren en
ambas cuestiones. proceden de comparar segun
reglas 10gicas cantidades de una misma especie,
viniendo finalmente & las relaciones que hay en-
tre lo que se busea y lo que se eonoce. El valor
de la estension es relalivo d unidad de medida,
y la. posicion de un objeto es relativa & lugares
que se fijan de antemano,
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5. Segin lo manifestado en el articulo pri-
mero, las lineas por su naturaleza pueden consi-
derarse rastros del punto A moviéndose hicia
B (fig. %), 4 manera que trazamos una raya con
la punta de la pluma. Se llama recta la linea o
distancia mas corta desde A & B, y se nombra
A B. Todas las demas entre dichos puntos son
curvas como AF CHB, 6 compuestas de varias
rectas como AJE B. Por la definicion de la linea
recla, y admitiendo por axioma que entre lodos
los caminos imaginables desde un punto @ otro,
solo uno es el mas corfo, se pueden establecer
los teoremas elementales que siguen.

L° Desde un punto A @ otro B no se puede di-
rigir mas que ung recla, y st muchas curvas;
pues todas las que se divijan de la primera clase
coincidirdn sobre una misma segun el axioina,
y puede no suceder esto en las eurvas enire si
por la infinidad de eaminos que pueden seguir.

I1.° Esta prolongada la recta AB haste un
punto 8, siempre que la parfe BS agrequde so-
tisface d la circunstancie de ser ABS la mas cor-
la linea posible entre A y S pasando por B: pues
de este modo, la parte BS dela recta AS 1o es
tambien de la recta A B. Lo mismo hay que en-
tender acerca de la prolongacion AP del otro
estremo. De esta suerte se puede sin fin prolon-
gar una recta A B hicia sus estremos, y por ello
hay que reputar en general indefinide la recta:
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aunque somos drbitros de tomar en ella Ia parte
que se quiera terminada por ambos estremos, ¢
terminada por uno é indefinida por otro.

I1.° Dos puntos cualesquiera A y B determi-
nan la posicion de una linea recta AB; y cuantas
rectas PB, AS se puedan imaginar que lengan
dos puntos comunes con AB, coinciden con ella.
Lo cual se funda en el razonamiento del teore-
ma L°

IV.®  Dos rectas que se corlan solo pueden te-
ner un punto comun, como AB y AC el punto
comun A; porque situviesen dos 6 mas puntos
comunes, esta demostrado que coincidirian las
ractas,

4. Tambien la superficie puede ser conside-
rada como rastro de una linea moviéndose de un
lugar 4 ofro, @ manera que un carpintero y un
tornero trazan con el filo de sus instrumentos las
figuras superficiales del cuerpo que desbastan; y
es bien claro que, si la tal linea se aplica despues
a la superficie en la misma posicion que tenia
cuando la engendrd, eoincidira con ella. Se llama
plana la superficie a quien se ajusta la linea recta
sobrepuesta en todas direcciones; merece singu-
lar atencion por su simplicidad y por los usos que
de ella se hacen, y comunmente se la da el nom-
bre sustantivo plano. Segun la definicion de la

superficie, es indefinido el plano asi como Ja ree-
ta que le engendra,
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De un modo analogo se puede imaginar que
el voliimen es el rastro que dejaria una superficie
que se moviese, & manera de lo que sucede con
una bejiga al inflarla, con la hoja de un libro
cuando se la vuelve, con la superficie del agua
que va subiendo en un vaso, etc.

5. Con frecuencia se usan en la Geometria los
nombres espacio, identidad, igualdad, semejanza
y simelria; y es necesario convenir en sus defi-
niciones.

El espacio en general se considera indefinido:
se distinguen el espacio plano que eslamisma su-
perficie plana, y el espacio propiamente dicho que
es la inmensa cabidad en que habitamos ¢ una par-
te de ella. En ambos casos puede ser tambien de-
finido el espacio: sucede asi cuando se cierra en
el plano alguna parte con un contorno lineal, que
empezando desde un punto vuelve & terminar en
el mismo, sin quedar abierto por lado alguno: y
en el espacio propiamente dicho, cuando se cier-
ra una porcion de él con una superficie, que em-
pezando desde una linea vuelve a terminar en la
misma sin dejar abertura alguna.

Toda cantidad geométrich tiene figura; las hay
de figura invariable, como por ejemplo la linea
recta y el plano; y de figura variable, como son
lodas aquellas que en lo sucesivo comprendere-
mos bajo una misma denominacion sin embargo
de las variedades que las distinguen entre si, Son
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figuras planas las descriptibles en la superficie
plana; abiertas 6 indefinidas unas, como las que
en la lamina 1.® se indican con los niimeros 5,
6, 7,....; v cerradas otras, como las que indican
los niimeros 17, 18..... las cuales forman espacio
plano limilado.

Son idénticas dos figuras de Geometria tales
que, puesta una en lugar de otra, pueden coin-
eidir todos los puntos correspondientes de ambas
enlre si,

En Geometria son iguales dos eantidades, idén-
ticas & no, con tal que tengan un mismo valor,
conforme & la significacion que en Algebra se
atribuye a esta voz: de suerte que pueden ser
iguales dos cantidades geométricas sin verificarse
la identidad.

La semejanza de dos cantidades geométricas
no se refiere sino & la figura de ellas, eomo se
esplicard mas adelante.

La simelria de dos cantidades se refiere 4 la
colocacion relativa de que son capaces por su
figura, las planas en el plano y los bultos en el
espacio.

Las definiciones de este articulo y del prece-
dente, como todas las demas de la leccion pre-
liminar que aqui termina, presentan solamente
un bosquejo de los objetos’ que ocupan la aten-
cion del gedometra. En su ciencia, asi ecomo en
el curso de todas las investigacienes del enten-
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dimiento, hay que marchar siempre de lo simple
4 lo complicado, y por esto se divide la Geome-
tria elemental en dos partes. En la primera se
trata de figuras descriptas en el plano, v en la
segunda de las que estan situadas en el espacio
propiamente dicho. Tanto en uno como en ofro
caso hay figuras de que no se hage mencion en
los elementos de esta ciencia; muchas por sus
cualidades estan reservadas para cuando se fra-
te de las discusiones geomeéfricas por medio de
la analisis, prescindiendo aun entonces de infini-
tas otras por las razones que se djiran.
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CAPITULO PRIMERO.

LINEAS Y ANGULOS.

LECCION PRIMERA.

Composicion y desecomposicion de las
lineas.

6. Para hallar una recta equivalente a la su-
ma de otras, como AB, BC yCD (fig. 3), se to-
man en la prolongacion de una, A B por ejemplo,
las BCy CD sucesivamente, empezando unaen el
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punto mismo final de la que precede, y serd AD’
la suma pedida, cuya espresion' geométrica apa-
rece en el mismo resultado, y ademas, por ser
cantidad se podra espresar tambien en lenguage
del calculo segun la forma

AD'=AB4B(C4CD.
Silos tres sumandos fueren iguales, resulta
AD'=3XAB:
v en géneral, si hay m sumandos iguales,

AD'=mxXAB.

En esta espresion es m nimero abstracto ente-
ro; y asi, para hallar una recia que sea m veces
mayor que otra dada, hay que ajustar en una in-
definida m veces consecutivas dicha dada. Mas
adelante sabremos construir de otro modo una
recta maltipla de otra cualquiera, y tambien una
que con ésta tenga la razon que se pida.

7. Para saber la diferencia entre dos reetas
CB, AB, se sobreponen ajustadas por un estre-
mo. Supéngase que se ha de restar CB de A B;
ajustando los estremos B y B, pueden ocurrir
tres casos en la superposicion.

£.° St es AB=CB, resulta

AB—CB=0,

y el punto € caera en A estremo ‘de! restando.
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2.° Si es AB>CB, el punto C caeri enire
Ay B,yserd
: AB—CB=AC('

cantidad positiva.

5.° Si es CB>AB, caerd C mas alla de A
como en C"; ysi en AB—C B se sustituye por
CB su igual A B+AC", serd

AB—AB—AC"'=—AC"

la espresion del residuo. En donde se ve que,
restada una linea de otra menor, resulla signo
negativo para la diferencia, y que tomando el
punto A por origen de las diferencias, las positi-
vas caen respecto de este punto hicia la parte
opuesta de las negativas: luego, siempre que en
alguna espresion aparezca una recla con sigino
negalivo, y olra con signo positivo, habiéndose
de construir, se tlomaran hicia paries opuestas de
un punto A elegido en cualquiera recta indefini-
da, puesto que una recta cambia de signo al pa-
sar por cero considerandolacomo residuo deuna
resia.

8. Conforme al principio general de que las
cosas comparadas han de ser de una especie, la
linea se mide con otra linea que sirva de uni-
dad, sobreponiendo esta dlaque se ha de valuar
eonseculivamente desde un estremo a otro las ve-
ces que en ella fenga cabida. Aun exigiria elri-
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gor geométrico que la unidad y la linea medida
fuesen de la misma naturaleza; esto es, recta pa-
ra reeta, y para cada curva olra que se ajustase a
ella en la superposicion, si la doetrina de los li-
mites no hubiese ensenado & medir fodas con la
unidad recta, como diremos a debido tiempo.
Sea de uno 1 otro mode, la espresion de las ve-
ces que el tipo de mesura cabe en la linea se lla-
ma nimero en lenguage aritmélico: asi, cuando
larecta A H contiene m veces & la medida €D,
se eseribe

A H=mXCD;

y suponiendo sea unidad €D, como en Aritmé-
tica, resulta

A H=m,

que es el valor de una linea espresada en nimero,
yel nimero espresado enunalinea. Porlo cual se
dice que es dada una longitad A/, ya en el -caso
de estar construida, ya en el de ser dada la es-
presion de su valor numeéricamente.
9. Cuando se ha de medir una recta & quien
- llamaremos p, se sobrepone, como se: ha dicho,
otra q tomada por unidad las veces que quepa
desde un estremo a otro: y si resulta caber n
veces cabalmente, serd

p=qxn, y 1;,=n |
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la razon de las dos lineas espresada en niimero
entero. '

Mas cuando, heehas las superposiciones su-
cesivas, resulta algun esceso o defeeto d, sera
p=nq=t=d; y para ver si la razon de p i g es al-
gun namero fraccionario, tratese de buscar ma-
xima medida comun de ellas. Supongase que en
efeclo hay una recta b, por pequena que sea,
medida exacla de p y ¢ simultaneamente, 'y que
de las mediciones resulta ser h el nimero de ve-
ces que esli contenida en p, y kel de veces que
esta en g; dividiendo una por otra las ecuaciones

: p=bxXh y q=bxk,

viene

p_bXh 'k

g bXE &
es decir, espresada en mimero fraccionario la ra-
zon de las lineas p y ¢, suponiendo % irreductible,
0 en el caso contrario reduciéndola 4 su espre-
sion mas simple.

Si nunea resulta medicion sin residuo en una
0 otra de las Jineas, aun con la mas pequeiia uni-
dad imaginable, p y ¢ no tienen medida comun,
los mimeros que espresen las magnitudes de es-
tas lineas son iucomqnsuruhles entre si, y la ra-

P ; SH
I0n E- entre ellas es nimero irracional puesto



que no puede ser apreciada jamas exactamente
(Alg. elem. 102). Tal es el origen de los mimeros
irracionales en esta parte de la Geometria, y el
concepto de dos lineas incomensuraliles entre si.
Con lo cual sabemos ya lo que significan los ni-
meros positivos, negativos, enteros, fraccionarios
é irracionales en fas comparaciones de lineas
rectas,

10. Se dice que un contorno rectilineo A BC,
(fig. 1) 6 curvilineo AFCIHB es convexo, cuando
una recta de cualquiera modo encamipada solo
puede cortarle en dos punfos. En esla inteligen-
cia, suponganse trazados varios confornos con-
vexos desde A a B, y lliimese interior al que esté
deseripto entre la recta AB y otro eslerior que
le envuelva; y sea de ellos AF CHEB un contor-
no convexo eurvo, y ACB un reclilineo convexo
que tenga comunes con aquel los puntos A, €, B.
Por la propiedad caracteristica de las rectas (3),
verificase AC<AF €, CB<LCHRB, de donde

ACB<AL CHB:

luego, un contorno convexo curvo esterior es
mas largo que un reetilineo convexo interior com-
puesto de rectas que concurren en puntos de la
eurva.

Dirigidas tambien AE y DB rectas, tenemos
AE<ACE, yanadiendo E B resulla

AEB<ZACB:
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asimismo es DB<DE B, y anadiendo A D, seré

- ADB<AEB:
luego, con mas esceso
" ADB<ACB:

" jgualmente por ser JE<JC+CE, resultan con-
tornos rectilineos AJE B<A CB. El método mis-
mo de la demostracion autoriza para asegurar
que, tratdandese de contornos converos, el recli-
lineo esterior es mas largo que el inferior tams
bien rectilineos y por 1o demosirade antes, con
mas razon un contorno convero esterior curvili-
neo sera mayor que cualquiera interior rectili-
Neo CONVero,

Imaginese una eurvaeonvexa A GDK B (fig. 2)
esterior al contorno rectilineo ADB, que liene
con ella comunes los puntos A, D, B; dirigidas
A los puntos comunes desde la curva las rectas
GA, GD, KD, KB, se verifica en los contornos
rectilineos :

ADB<AGDKB,

Dirigidas despues otras rectas desde la curva &

los puntos comunes que han resultado, serd igual-
mente

AGDKB<AJGLDMEKNGB.

Prosiguiendo ¢l sistema de dirigir nuevas rectas
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a los puntos comunes que vayan resultando) des-
de otros intermedios de la curva, se iran frazan-
do contornos rectilineos mas largos que los inte-
riores de su especie, pero siempre menores que
la curva & quien sucesivamente se van acersando,
sin que jamas pueda coincidir con ella la mas
cercana imaginable, a causa del numero infinito
de puntos que la componen. Hé aqui una linea
curva & quien, respectode los eontornos rectili-
neos, conviene la definicion de limile dada en el
articulo (65) de Algebra elemental.

Ultimamente, sapongamos trazado desde el
estremo A al B de la eurva convexa un contorno
rectilineo convexo esterior A F F B; cuyas partes
tengan a lo mas un punto comun cada una con
ella: y puesto que el contorno interior rectilineo
al fin, si fuera posible llegar, se ajustaria con di-
cha curva sin dejar de ser siempre menor que el
esterior reetilineo A EF B por lo demostrado an-
tes, se sigue que una curva convexra es menor
tambien que cualquiera contorno reclilineo con-
vewo esterior, trazado de estremo a eslremo de
aquella,

14. Visto que los valores lineales pueden ser
espresados por niimeros, tambien el cilculo ge-
neral podra ser aplicado a esta clase de estension;
y mas adelante se demostrarda que 4 todas las
cantidades geométricas. Cuando se traducen las
relaciones entre dichas cantidades 4 lenguaje del

3
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calculo, se dice aplicar el Algebra a la Geometria;
y cuando se traducen las e<presiones algébricas
a figuras en que las canlidades esten conforme a
la relacion eserita, se dice construir ésta. Facil
es inferir y en adelante habra ocasiones de bbser-
var que, si en el cilculo una cantidad fuese de-
pendiente de algun nimero irracional, esto es
de la razon entre dos lineas incomensurables en-
tre si, tambien la espresion de aquella sera irra-
cional.

Mas en la Geometria se consiruyen asimismo
cantidades sin que preceda espresion algébrica,
como ha sucedido en la suma y resta que se aca-
ban de hacer, y como generalmente se procede
en casi loda la Geometria elemental. Se dice en-
tonces hallar el resultado graficamente 6 por cons-
truccion, 0 segun la Geomelma deseripliva. Por
este medio, aunque fuesen incomensurables los
«datos ¢ irracional el resultado que dependiese de
ellos, queda construida la figura; al paso que no
es posible hallar su espresion cabal, ni tampoco
hubiera sido el construir la figura exactamente
por su espresion irracional. De suerte que, en
las operaciones de Geometria descriptiva ¢ inde-
pendientes del calculo, se minejan las cantida-
des incomensurables lo mismo que las comen-
surahles.

En las eonstrucciones se emplean dos instru-
mentos necesarios, que son la regla y el compas;
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aquella para trazar lineas rectas, y éste para to-
mar en la'reeta indefinida una parte de valor
determinado, es decir para trasportar & ella una
estension trazada en otra, y que sea dalo para la
comstruccion geométrica que se vaya 4 ejecutar.

LECCION SEGUNDA.

Recias que se cortan.

12. Larecta GC que corta a la AD (fig. 5),
puede hallarse relativamente a esta en dilerentes
posiciones, segun las euales varia el espacio com-
prendido entre las dos que se llama angulo. Se
nombra éste con tres letras indicativas de puntos,
uno peculiar de cada recta, y olro comun que se
anuncia siempre eon la segunda de las tres letras
escrilas en fila, como ABC, CBD, ABG, GBD
que son los nombres de los cuatre en que la eruz
divide el espacio plano que circunda al punto de
interseccion B, Se llama wvértice del dngulo el
punto B, y lados las lineas que forman el dngulo,
Este se nombra tambien por la letra del vértice
solamente, con tal que no haya lugar & confusion
de lenguaje, y entonees se dice el angulo B ¢ el
angulo en B.

Cuando los angulos ABC'y CB D que estan &
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un lade delarecta AD son desiguales, se dice
que la recta B € es oblicua respecto A'D, ¢ igual-
mente A D respeeto de BC. El mayor angulo
ABC delos des que una recta forma conotra por
un. lado de ésta es obiuso y ¢l menor € B D agudo.

Cuando B C' forma con AD los angulos AB ('
y C'BD (fig. 6) iguales, se dice que la una es per-
pendicular & la otra, y rectos los  dos :mgulos
iguales. Por ello se establece que el angulo recto
es mayor que el agudo, y menor que el obtuso,
6 lo que es lo mismo, que haciendo girar & la
recla £ C sobre el punto B desde BD hasta BA,
el angulo reclo es el paso del agudo 4 obtuso. Y
puesto que el valor del angulo determina la po-
sicion ‘en que una recta se halla respecto de ofra,
diremos que son entre si mas 6 menos oblicuas
estas segun el dngule que forman se dlferencn
mas 6 menos del reclo.

15. Dados dos angulos BAC, FAD (fig. 7) 4
fin de hallar otre cuya magnitud sea equivalente
ala suma, se hace coincidir el vértice del uno
sobre el del otro en disposicion que el lado A€
de aquel caiga sobre AF de éste, yel angulo
BAC fuera del angulo FAD, formando asi amhos
uno solo cuyo valor sera

B'AD=FAD4BAC.

Si hubiese otro dngulo, sumando GAB se apli-
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caria en igual forma & continuacion del resultado
anterior, y tendriamos '

G'AD=FAD+BAC+GAB.

Lo mismo se procede, cuando haya mas suman-
dos; y «i fueren iguales todos resultard un total
mltiplo’ de eada uno de ellos. ‘

" La resta de dos angulos FAD Yy BAC se eje-
cula haciendo coincidir los vértices, y un' lado
A B del sustraendo’ sobre A'F del minuendo, en
disposicion que los dos espacios angulares caigan
hacia una misma parte. Si el minuendo es ma-
yor se lendra '

CAD=FAD—BAC

cantidad pesitiva. Si los dangulos son iguales;, A C
caera sobre AD yla diferencia serd nula. 5i el
sustraendo, es mayor, el lado A C caera en AC”
fuera del éangulo FAD; y si en FAD—BAC
se sustituye por BAC su equivalente suma
FAD+DAC", resultarvi— D A C" la diferencia,
separada de la positiva con la recta A D. En don-
de vemos. que, si en una espresion de cdleulo
dada para construir hay dngulos positives y ne-
gativos, despues de tomar una recta AD por ori-
gen de dangulos han de construirse hdcia parte di-
ferente los de signos conlrarios,

Valuar nn angulo es hallar cuantas veces con-
tiene & otro que se toma por unidad de medida.
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Sea BAC (fig. 8) el dngulo que se ha de valuar,
y F A C la unidad de medida: sobreponiendo ésta
de modo que coincidan los vértices y los lados
AC, resulta el angulo

F'AC=FAC.
Sobreponiendo en seguida el lado AC de la uni-
dad sobre A F' como para sumarla con F'AC,
se tendra

F'"AC=2F AC;
y por este orden 3FAC, AFAC,...,. Si en la 1l-
tima superposicion cae AF sobre AB despues
de n repeliciones, sera
BAbY BAG

1R AC,

Cuando no se verifica la coincidencia final,

porque sobra ¢ falta un pequeno espacio angu-
lar d, es ’

BAC=nXF AC==d;

pero si no obstante hay un per[uéﬁo angulo ¢ que
sea comun medida de FAC y BAC, de modo
que se verifiquen

BAC=hXt, FAC=kxt,
la razon de los dngulos sera

BAC _.h &
F AC f numero accionario.

BAC=nXFAC, FAC=
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- Ultimamente, si & pesar de repetidas indaga-
ciones no se encuentra angulo, por pequeno que
sea, que mida exactamente a los angulos BAC y
FAC, son en este caso incomensurables entfe

. BAC . _ g S
81, y larazon ———— jamas podra ser espresada
FAC
exactamente en nimero entero ni fraccionario,
A4, TeEOREMA L.° (fig. 9) St une recta GD es
perpendicular @ olra AB, tiene la misma incli-
nacion por una y olra parte de AB, asi como ésla
es perpendiculur tambien ¢ GD por ambas partes,
resullando de sw inlerseccion cualro angulos igua-
les reclos que componen lodo el espacio plano que
rodea al vértice comun C.

Puesto que por construccion es la recta G D
perpendicular & A B, resultarin como se ha dicho
dos angulos rectos A C Gy G C B sobre la recta
AB. Siendo pues recto el dngulo GCA,y CD
prolongacion de i €, lambien serd reeto el dn-
gulo ACD; y como se puede razomar lo mismo
acerca de GCBy BCD,se debe coneluir que
los dngulos A P y BCDigualesd los ACGy
G € B son iguales enlre si.

En esto se funda la ultima parte del teorema;
pues visiblemente los cuatro angulos que resul-
tan de la interseccion C de las perpendiculares,
componen todo el espacio plano que hay al re-
dedor de ella; y como estos son rectos la suma



-
de cuatro angulos rectos hecha del modo que se
sabe (15) dcupard dicho espacio.

ll ° " Haciendo pasar por un punto G cualqme-
ra*nimero de reclas, la suma de todos los angu-
los que forman vale cuatro rectos, y la suma de
los que formen por cada lado de una de ellas
vale dos reclos.

La primera parte de esle leorema es conse-
cuencia inmediata del que précede, puesto que
visiblemente la suma de todos los dngulos que
resultan de la interseceion de eualquiera nimero
de reetas en el punto €, forma el total mismo de
los cuatro angulos que forman las dos perpendi-
culares. Tan evidente es la segunda parte del
teorema , pues la suma de todos los angulos que
resultan de la interseccion de cualquiera nimero
de rectas hicia un lado de una de ellas, forma el
total mismo de los dos angulos que resultan haeia
el mismo lado de dicha reecta corlada por una
perpendicular; y segun la definicion del articule
(42) son rectos estos dos angulos.

Lo que falta 6 sobra & un dngulo para recto
se Hama complemento, y lo quetle falta para _dos
reclos suplemento: asi, el dngulo F €8 lendra
por complemento GCF y por suplemento 4 0 F.
Siendo R el valor del dngulo recto, las espresio-
nes del eomplemento y del suplemento de un én-
gulo V, serin R—V y 2 R—V. Desde ahora se
previene que en todo el tratado usaremos de la



lefra R para espresar el valor del angulo recto;

de consiguiente2 R, 5R,...mR, '25’ —,_‘?,f- seran
J m

valores numéricos de @ngulos que se refieren al
del recto. Para simplilicar el lenguaje, se llaman
comunmente de una mismae naluraleza los dngu-
los comparados cuando son todos agudos, 6 to-
dos obtusos, 0 todos reectos.

15. TreoremA. Los dngulos opuestos en el vér-
tice son iguales. De los cuatro dngulos descritos
por dos reectas (fig. 9) GDy EF que se cruzan,
lldmanse opuestos en ¢l vértice los que lienen sus
lados en prolongacion, tales como GCF y ECD
entre si, é igualmente Gs«CE y F C D. Para des-
cubrir la verdad imporlante enunciada acerca de
los angulos opuestos en el vérlice tomense en
consideracion GCF y ECD, y como por lo de-
mostrado tenemos

GCF+FCD=2R, y FCD+ECD=2R,
viene por supresion de cantidades comunes,
GCF=ECD.

Del mismo modo se demostrard la igualdad de
dngulos

GCE=FCD.

Segun este principio, todos los angulos que al
3
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rededor del punto € se puedan formar hacia un
lado de la recta G D, tienen sus correspondientes
iguales hicia el otro lado de dicha recta: luego
el valor de cada uno de todos los angulos imagi-
nables esld entre cero y 2R, -
16. TroremA. Los dngulos que tienen sus la-
dos respectivamente perpendiculares son iguales,
siendo de una naluraleza, y suplemenlo uno de
olro siendo de distinla.

En los dngulos ACB y G €D (fig. 10) sean los
lados respectivamente perpendiculares, de modo
que se verifique

ACG=R=BCD;
restando la parte BC @ serd

ACB=GCD.
Prolongando B C hasta cualquiera punto H despues
del vértice, tambien los dngulos ACHy GCD
tienen sus lados perpendiculares, y por
ACB+ACH=2R,
sustituyendo G C D por su igual A C B, serd

ACH+GCD=2R.

17. Teorema. (fig. 11) Por un punto G que es-
té fuera de la recta AB, 6 por C que esté en ella,
no puede pasar mas que una recla que sea per-
pendicular @ AB.
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‘Suponiendo G C perpendicular bajada desde

G 4 AB; si tambien lo fuese G B, seria recto el
angulo G B C; y formando

CBD=GBC,

o sea la estampa de la figura GC B por bajo del
lado € B comun resullaria reclo € BD. Tambien
prolungando G B hasta H seria recto € BH, & que
se sigue el absurdo

CBD=CBH.

Luego, desde un punto G fuera de una recta, no
se puede bajar 4 ella mas que una perpendicualar.

Si ademas de la perpendicular € G se pudiese
levanlar otra € L en el punto C de la recta A B,
resultaria -

GCA=LCA=R, ;
lo enal es imposible. Luego, tampoco desde un
punto € de una recta se puede levantar mas que
una perpendicular a ella.

18. Teorema. (fig. 11) Si dosrectas AM y GD
se cortan, solo en caso de ser perpendiculares
gozan la propiedad de que ‘cada punio B de la
una diste igualmente de otros dos G y D de la
otra tomaios d iguales distancias del punto € de .
conecurso, y la de formar con las oblicuas iguales
BG y BD los dngulos en Biguales una perpendi-
cular, y tambiew los en G y D la olra.

.
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* Tomados en la perpendicular & D los puntos
Gy D equidistantes de C, y sobrepuesio el dngu-
lo BCD 4 BC G sobre el lado ecomun € B, el pun-
to D coineidira con G, resultando las igualdades
de lineas y dngulos

GB=DB, CGB=CDB, GBC=CBD.

La printera ecuacion significa que cualguiera pun-
to B de la perpendicular C B dista igualmente de
olros dos correspondientes, tomados de uno y
otro lado del pie € equidistantes de €l en la GD
& quien es perpendicular. Solamente los puntos
de la perpendicular tienen  esta propiedad; pues
otro punto L fuera de ella da

LGLBL-BG:ypor BG=BD, es LGZLD.

La segunda y tereera ecuaciones manifiestan
que los dos dngulos formados por dichas oblicuas
icunales con eada perpendicular son iguales.

19. Teoremas que se fundan en los prineipios
demostrados en el articulo precedente (fig. 41).

L* Dos puntos A y Bo Gy B tales que cada
uno esté equidisfante de' olros dos G y Dde lu
recta GD, deferminan la reela AB perpendicular
d@ G en el punto C de esta.

En atencion @ que solo pertencce  las per-
pendiculares la propiedad de que eada punto de
una diste ignalmente de dos de la otra, tomados
uno & un lado y otro i otro del punto de concur-
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so equidistantes de ¢l, y que para determinar la
posicion de una recla baslan dos puntos, debe-
mos concluir que es cierta la proposicion.
1I.° La mas corta dislancia desde un punto G
@ una recta AB es la perpendicular GG limitada
por el punto y por la recla.
Pues, por la hilacion

GD=2G (<G B+BD=2G B,

fundada en el articulo (10) serd G C<6G B.

Reciprocamente, si GG es la menor dislancie
desde el punto G d la recta AB, serd perpendicu-
lar. Porque, si no lo fuese G C vy si GB, para sa-
tisfacer & lo demosirado se habria de verificar
G BLGC contra el supuesto. )

II.>  La oblicue GM mas desviada del pie C

de la perpendicular es mayor que otra cu-al-;;uie-
ra GB mas prozvima.

Pues, por las relaciones conocidas

GM4AMD=2GM>GB+BD=2GDH,
sera GM>GB.

Reciprocamente, siendo GM>GB, ha de ser
con precision CM>CB; porque & no ser esto, cae-
ria el punto M en M’ y resultaria el absurdo
GM'>GB.
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LECCION TERCERA.

Reectas paralelas.

20. Las rectas descritas en un plano (fig. 12)
que aun prolongadas indefinidamente no se cor-
tan, se Haman paralelas. Si dos rectas ABy CD
son corladas por olra G I, & quicn llamaremos
secante, resultan en los puntos L y J de intersec-
cion con la secante enatro dngulos inlernos que
son los que estan entre las dos primeras, y cuatro
esternos que eslan fuera de su intéryvalo. Estos
ochd angulos tomani de dos en dos diversos nom-
bres. ALJ y LJD, CJL y BLJ son allernos in-
ternos: ALI y DJG como tambien BLHy CJG
son allernos esternos: se Maman correspondientes
los que estan a un lado de G /I, uno interno y
olro esterno eomo HJD y IILB, éigualmente
GLEB y GJD; ylo mismo sucede en el otro lado
de 11.

21. reoreMA. Si dos rectas son perpendicula-
res d otra, son paralelas enlre si,

Porque siendo AB y €D perpendiculares 4
EF, si prolongadas aquellas concurren en un
punto, desde ¢l se” podrin dirigic dos perpendi-
culares a4 E'F, lo cual es imposible (17).



- 22. TEOREMA. Siendo los dngulos alfernos in-
ternos iguales, las rectas son paralelas.

Silas rectas AB y CD estan cortadas por la
‘secante GII en los puntos L y J, de modo que
los angulos ALG, HJD allernos internos sean
iguales; dirigida desde el punto K medio de la
secante JL la FE perpendicular & A B, tomese
EP=E L, y habri (18) las igualdades de lineas

BK=K1l:=—=KJ,
como tambien (18) y (15) las de dngulos
PRKE=EKL=FKJ y KPE=KLE=KJF.

Sobrepuesto I' KJ a P K E debidamente, coin-
cidirin KJ sobre KP y K I sobre K E, y el punto
J en P: como por el supuesto es KJF=KPE,
se ajustarin JF y PE, é ignalmente los puntos
E y F, resultando £ FF perpendicular a €D, y por
el arliculo (21) demostrado el paralelismo de las
rectas ABy CD.

23.. TEOREMA. Siendo iguales los angulos al-
ternos eslernos, las reclas son paralelas..

Sean los dngulos alternos esternos HLB vy
CJ G ignales; como cada uno de estos es igual a
su opuesto en el vérlice, se sigue por el articulo
precedente, que las rectas A B y € D son paralelas.

24, tEOREMA. Verificindose la igualdad de
los dangulos. correspondientes, son paralelas las
reclas..
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Cudndo son iguales los angulos eorrespondien-
tes como HL By HJD, porla misma razon de
ser ‘iguales los opuestos en el vértice HJD y
CJG, se deduce la igualdad de los alternos es-
ternos HL B=0CJ G, y de aqui el ser paralelas las
rectas A B y O D segun el leorema precedente.

25. TEOREMA. Siendo los dos dangulos internos
hdcia un lado de la secante GH suplemento wno
de olro, son paralelus las reclas.

Supuesto BLG-HJD=2R, sera
HID=HLB, dcausade HLB+BLG=2R;

y de resultas paralelas las rectas ABy C D segun
el articulo precedente.

De aqui se deduce que porun punto L solo
puede pasar una recta LB que sea paralela d olra
dada CD; pues, por dicho punto L solo puede
pasar una recta L B que forme con la secante J L
el angulo B LJ suplemento de LJD.

26. TEOREMAS reciprocos de los cinco demos-
trados en los articulos precedentes.

1.> Si dos rectas AB y CD (fig. 15) son para-
lelas, la perpendicular EF ¢ una de ellas lo serd
tambien d la otra. ;

En el concepto de ser EF perpendicular 4
AB; silaparalela €D 6 1o que es lo mismo su
parte FD no es perpendicular & EF, séalo FM
interior 6 F K esterior, por consiguiente E F M=R
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6 EFK=R, y de resultas (21) FM ¢ FK paralela
4 AB; lo cual es imposible (25): v asi la paralela
CD goza solamente la propiedad de que sea
EF D=R. _

IL° Sidos paralelas son cortadas -por una
secante, forman los dngulos allernos internos
iguales.

Sean (fig. 12) AB y € D paralelas, G H secante
enJy L, EF otra que siendo perpendicular & las
paralelas divida por medio a JL en K, y dirijase
KP=K L: resultarin

JKF=EKL=EKP, KJ=KP,

y por ello en la superposicion coincidiran los an-
gulos JKF y EKP como tambien los puntos J y
P: no pudiéndose desde P dirigir mas que una
perpendicular a EF, coincidiran JF y PE, re-
sultando necesariamente

KIF=KPE—KLE.

Visto que son iguales KJF y KLE, se sigue que
lo han de ser tambien los suplementos €JK
y KLB.

HL.°  Si dos paralelas estin cortadas por
una secanle, serdan iguales los angulos alternos
esternos.

Pues, por las igualdades HLB=ELK vy
CJG=KJF segun el articulo (15,) serd por el

5
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teorema precedente HL B=CJG, de consiguien-
te los suplementos A LH=GJD.

IV.° Si dos paralelas estan corladas por une
secante, seran iguales los dngulos correspon~
dientes. -

Habiéndose demostrade la igualdad de los al-
ternos esternos HLB=CJG, y la de los opuestos
en el vértice CJG=KJF, se sigue la 1gualdad
de los correspondientes

HLB=KJF,
y de aqui la de sus suplementos.

KLB=GIJF.

V.? Siendo cortadas por unw secante dos pa-
ralelas, los angulos internos de cada lado son su-
plemento uno de olro.,

Puesto que son iguales los angulos correspon-~
dientes HLBy KJF, sera

BLK+KJF=2R.

27. TROREMA. (fig. 14) Cuando dos rectas son
paralelas a olra, son paralelas entre si.
Supuestas A B y €D paralelas 4 E'F, y siendo
G H secante en G, K, H, se verificard entre Lls
paralelas AB y EF la propiedad

BGH+F HG=2F;
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y entre las paralelas €D y EF tambien

DK HAF HG=2R:

formando de estas dos igualdades una sola y su-
primiendo cantidades comunes, viene & quedar

BGH=DKHN,

demostracion de ser AB y CD paralelas (24).

28. TEOREMA. Son iquales ¢ suplementarios
entre st los dngulos que tengan sus lados respecti-
vamente paralelos.

, Silos angulos BAC y EDF (fig. 15) tienen
sus lados respectivamente paralelos, prolongando
el lado E D hasta concurtir en H con el del otro
dngulo, resullan de las paralelas DF y HC cor-
tadas por la secante E I paralela & B A, las igual-
dades de angulos correspondientes

EDF=EHC=BAC,

como tambien las de sus suplementarios, y de
los opuestos a sus vértices, que son todos los que
puede haber de lados paralelos.

29. Las paralelas estan equidistantes en toda
su estension ilimitada.

Siendo paralelas AB y €D (fig. 16), dirijanse
las secantes perpendiculares AC, EF, BD......
que ligan los puntos equidistantes A, E, B de
AB conlos C, F, D de € D. Sobreponiendo ako~
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valafigzura AEFC dla BEFD en disposicior
que A E caiga sobre B E desde el punto E comun,
coincidiran las rectas FC, FD (17), como tam-
bien los puntos 4, B, y los angulos EAC, EBD.
Ademas, por ser BD la menor distancia desde I
4 la récta FD ytambien AC desde A & FC, serd

BD=AC.

Lo mismo podra demostrarse respecto de olros
dos puntos de cada paralela y de cuantos [ueren
imaginables efi ellas. :
30. tEOREMA. 1. Las partes de paralelas in-
terceptadas por olras paralelas son iguales. *
Siendo AC y BG paralelas (fig. 17), como
tambien entre si las secantes A B y € D, dirijanse
i las primeras las perpendiculares AF y CG: so0-
brepuesto el angulo BAF & D C G, por ser iguales
estos (28), coineidiran sus lados; y tambien los
puntos F' y G por ser AF=CG (29): no pudién-
dose levantar en el punto comun G mas perpen-
diculares que una (17), caerd F B sobre 6D,y
el punto B en D por coincidencia respectiva de
las dos lineas que concurren. Habiendo pues de-
mostrado que se ajustan’ los estremos de las pa-
ralelas A B y CD, resullan estas iguales.
Ademas, tomando G D=6 D' se verifica (18)

CD'=CD=AB:

de suerte que dos rectas paralelas pueden inter-
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ceplar partes iguales de dos secantes no parale-
las; mas téngase presente que €Dy CD' tienen
la-misma inclinacion respecto de la secante per-
pendicular € G, una & unlado y otra al otro de
dicha perpendicular,

I.°  Inversamente, suponiendo AB y CD igua-
les y paralelas, las rectas AC y BD que ligan sus
estremos son paralelas y de consiguienle iguales.

Porque si A C no es paralela d BD, y si olra
recta AM dirigida desde A que cortara con pre-
cision 4 DC en el punto M fuera de C, sera por
lo demostrado antes A B=M D; y como se ha su-
puesto A B=C D, venimos al absurdo de ser MD y
CD iguales. ®

LECCION 1V,

Reetas proporecionales.

.M v
. Si =M espresa la razon de dos lineas
4 =P
My N, como tambien —Q—=m la de otras dos,

: £ : "
sera —,v:--a la espresion de cuatro lineas propor-

cionales por cociente, siendo M, N, P, ( niime-
ros que se refierena la unidad lineal.
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52. TEOREMA. Divididae una vecla en paries
iguales, las paralelas encaminadas desde los pun-
tos de division a olra recta cuya posicion es ar-
bitraria, dividen tambien d esta en igual nimero
de paries tguales entre st.

Tomadas en la recta A H las partes AB, BD,
DE,...iguales (fig. 18), y dirigidas desde los pun-
tos A, B, D, E,... paralelas, dividiran a la secante
a k arbitraria en otras tantas partes ab, bd, de...
cuya relacion se trata de hallar. Desde los pun-
tosa, b, d, e,... lracense paralelas & la recta A H,
y estas cortardn a las primeras en los puntos
P, Pl p''.... Por construccion hay entre losangu-
los (26, IV.%) y (28) las igualdfdes

pab=p' bd=p" de=....:
asimismo tambien

apb=bp’ d=dp" e=.......::
y-entre sus lados (50) las igualdades

ap=bp'=dp/'=..... be

Sobreponiendo el angulo b p" d & su igual ¢ p b,
en disposicion que coincidan los vértices p, p' y
lados ap, bp' iguales, caerd el punto b ena, y

por las igualdades respeclivas de los angulos
caerdn bd sobre ab y p'd sobre pb, resullando el
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punto d en b y por ello ab=bd. Lo mismo se de-
mostraran las igualdades

bd=de, de=¢f........
El encadenamiento de igualdades
ab=bd, de=ef=.....

es la demostracion que se pedia.

53. TEOREMA. (fig. 18) Las reclas paralelas de
un sistema dividen @ dos' secantes AH y ah arbi-
trariamente dirigidas en igual nimero de parles,
tales que las de una son proporcionales @ sus cor-
respondientes de la olra.

Para la demostracion del teorema IlGCBSlld-
mos primeramente suponer dividida A H en par-
tes iguales 4 AB, y ah en igual nimero de par-
tes iguales 4 ab, por medio de paralelas como en
el articulo precedente. En este conceplo, siendo
n el namero de partes de cada recta, espresan:
sus todos las ecuaciones

AH=ABxXn; ah=abxXn;

A ah
de donde IF=—&_5_

Cuando no fuere A # miltipla de A B, pero sico-
mensurables entre si estas lineas, el niimero n

es fraccionario; mas la ecuacion precedente se
verifica lo mismo. '
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En el caso de A H y A B incomensurables en-:
tre si, figurese H K ultimo residuo tal que se ve-

: AK ak
rifique B ab

ecuacion que por las equivalencias
A K=A H—HK y ak=ah—hk,

viene  ser
AH HE ah hk
S AD AR Togh o iab
Haciendo las divisiones A B, BD.... cada vez
mas pequenas, puede conseguirse que la diferen-
cia H K deerezea cuanio se quiera, de que resul-
tard lo mismo 4 hk; pero nunca llegarin a ser
nulas por el supuesto de irracionalidad (Alg. elem.
102. 5.°). Segun esto es aplicable el principio
de los limites (Alg. elem. 66.) por el cual hay
. AH ah
entre las constantes la relacion 1B —ab’
suerte que siempre se verifica el teorema esta-
blecido para el caso de lineas comensurables.
En otra forma (Alg. elem. 158.) la proporcion
hallada es AH:AB: :ah:ab,
de que viene tambien
AH—AB:AB: :ah—ab:ab;

BH _bh
AB ab

eslo es



e AH ah

Comparando esta ecuacion c¢on TF b
sy Al _ah
SRR B

Como por este método se halla tambien igualdad
de razones entre otras cualesquiera partes corres-
pondientes, debemos concluir que esti demostra-
da la proposicion.

34. 7teEOREMA. L.° Cuando concurren las se-
cantes de las paralelas, las dislancias desde el
punto de concurso a los de division son propor-
cionales a las demas partes inlercepladas por las
paralelas, : .

Si las rectas AH y a h concurren en el punto
A (fig. 19), por el mismo sistema de paralelas
Bb, Hh,.... quedara Ah dividida en partes pro-
porcionales & las respectivas de A Il, a causa de
ser por lo demostrado en el articulo (30) las partes

Ab=ab, Ah=ah;

y sustituyendo en las proporciones del articulo
precedente, resulta la demostracion pedida

AH__Ah . AB __Ab_ AHl _Ah
AB~ Ab' '"BH b®h’ BH boh"

II.° Reciprocamente: son paralelas las rectas
Bb y Rh que cortan en partes proporcionales @
[
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dos secantes que terminan en un punto de concur-
s0 0 en una recta.

Pues si no fuese Hh paralela @ Bb ysi otra
recta Hg, resultaria

AB _ Ab
AH  Ag

y como por construccion tenemos

AB Ab

TA=an’ e incurriria en el absurdo

i_g-_—A—z; esto fes Ah=Ag.

55. TEOREMA. Las partes de paralelas inler-
cepladas entre dos reclas que concurren, son pro-
porcionales a las distancias respectivas desde el
punto de concurso de las rectas d los puntos en
que las paralelas cortan a cada recta.

Segun el primer principio del articulo (34),
dirigidas BB" paralelaa Ah (fig. 19), y bb' para-
lela & A H sera respecto del vértice H,

AH HB
AB B'h’

y respecto del vértice h asi misme
Ah Hh

Ab Wb
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sustitiiyase por B'h y Hb' su equivalente Bb, y
se tendran las proporciones que se pidieron de-
mostrar las cuales se refieren al angulo HAh y
a las paralelas Bb, Hh,

AH Hhk, Ak Hh
AB - B’ A - Bh-

Este prineipio se verifica igualmente tomando
las distancias desde los puntos en que olra pa-
ralela eorle a los lados del dngulo, como A y @
en la figura 18, en virlud de la conformidad que
hay entre el principio del articulo (55) y el pri-
mero del articulo (34). !

36. Si tres paralelas equidistantes conseculi-
vamente son corladas por dos secantes que con-
curren, serd la parte Ge intercepluda en la pa-
ralela del medio, igual @ la semisuma de las par-
tes Bb y Dd interceptadas en las olras dos para-
lelas.

Entre las paralelas interceptadas por los la-
dos del angulo H A h divididos en parles iguales
(fig. 20), hay la relacion particular enunciada. En
efecto, tomandose :

AC=2XAB, AD=3XAB,

por la proporcionalidad entre las paralelas y las dis-
fancias desde sus estremos al vértice A, resullara

Cc=2XBb, Dd=3Bb=BbtC¢;
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multiplicando por 2 esta ultima ecuacion y susti-
tuyendo despues D d+-3Bb por 2 Dd, viene

AT i Ay
2
De igual modo se demuestra que es
D CB-;E&’ ,

y en general lo mismo de una paralela y otras
dos equidistantes de ella. ;

Este resultado es conforme 4 la propiedad de
la progresion aritmética (Alg. elem. 156.) que
forman los valores de las paralelas conseculivas
equidistantes entre si, de la cual es diferencia el
término primero mismo 6 paralela proxima al
verlice.

37. teorEMA. Todas las reclas que concurren
en un punlo seran cortadas en partes proporcio-
nales por dos rectas paralelas que las encuentren.

Muclias rectas que concurren en un punto A
(fig. 23), cortadas por dos paralelas BJ, CK, en
B, D, G, JyC, F, H K, dan (54) la seguida de
razones. iguales

AC AF ''AF "AH
ﬂ, ‘—'H » D AG 3 vl enensassienss

AU AR AR

d hirlh
de donde DB = AD —AG rereemereeeees
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58. PROBLEMAS de construcciones, que se re-
suelven por lo demostrado en los articulos pre-
cedentes., .

1.° Construir en cualquiera punto C dado
(fig., 21), una recta CF paralela a BD.

Tricese una recta A € que pasando por € cor.
te 4la BD, y tambien olra AD que corte a las
dos: tomense en ADy B D desde los puntos A y B
en que cortan a AC las partes

AG=AD, BB'=BD,

y la recla GB' indefinida serd paralela a AC
(54 I1.°). Si ahora se toma en G B desde el punto
B' en que corla a B D, la parte B'C" igual & BC,
serd la recta €'C y sn prolongacion CF paralela
a B D segun se pide (30.) Del mismo modo se pue-
den construir enantas rectas se quieran paralelas
4 BD en puntos dados de A B prolongada inde-
finidamente, por ejemplo en E; pues tomando
desde B' en GB' la parte B'E' igual & BE, sera
E'E 1a paralela que se pide,

IL°  Dividir una recta dada AH (fig. 20) en
cierto numero de partes iguales.

Trazando en. A otrarecta Ah arbitrariamente,
y tomando en esta las parles Ab, be, ed,.......
iguales, desde el estremo & de la (ltima encami-
nese al estremo H la recta hi; y divigidas las pa-
ralelas bB, ¢C....., las intersecciones B, C,.....
son los puntos de division (54),



i

Supongamos que se haya de dividic A H en
cinco partes; tomando cinco iguales de cualquie-
ra.magnitud en Ah desde A, y construida en la
quinta division h la recta h H, las paralelas 4 ésla
levantadas en los puntos e, &, ¢, b cortaran 4 la
propuesta A H en cinco partes iguales.

H1.°  Hallar geométricamente una cuarta pro-

porcional d Ires rectas dadas M, N, P. (fig. 21)

Formando un dngulo cualquiera FA (, sobre
uno de sus lados se toman A B=M, A C=N, y so-
bre el otro A D=P; dirigida BD y la paralela CF,
sera AF cuarta proporcional, pues resulta (54)

AB_AD
AC~ AF°

Tambien se puede constrair por la formula

28 5 B0 egun el articulo (55): €aso
A0 — cF Sesun el articulo (35): en cuyo

se toman en la recta AC las partes AB y AC
dadas; y levantando las paralelas BN y CF, se
toma en una de ellas la tercera linea dada como
BD. Dirigida A D, cortard 4 la otra paralela en
el punto F, resullando FC cuarta proporcional
a las tres rectas dadas.

IV.> " Dividir una recta AH (lig. 22), de valor
fijo, en partes proporcionales ¢ las Mm, mn,....
de otra dada MN. '

En uno de los estremos A de A H forme-
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se angulo con otra recta arbitraria A h, y tomen-
se en esta con el compas las partes Ab=Mm,
be=mn..... ; trazando despues la recta h H des-
de la ultima division h al estremo H, y por ul-
timo paralelas a ella desde los puntos b, c,.....,
resultan (34)

AB_BC BC CD

Ab_'bc._’ Bo —og ttein ..; esto es
AB BC CD :
Abiiichiadiedibinavig s 3

que, sustituyendo por Ab, be,...... sus iguales,

vienen a ser

V.* Constrwir escalas geomélricas de rectas
comensurables.

En las practicas de Geometria se hace grande
uso de la construccion de lineas proporcionales,
formando por los prinecipios demostrados escalas
de medidas, & manera que con los numeros se
forman en Aritmélica progresiones arregladas a
la escala que se quiera.

Para ello se traza un dngulo BAC (fig. 24)
de lados indefinidos; se divide la estension arbi-
traria: AB en el niimero de partes iguales que
se quiera, y las paralelas be, b'e/, b"¢",..... in-
terceptadas son dobles, triples, etc., de be (55):
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de modo que si hay n dmsmnes en A B, la ulti-
ma paralela es

B C=nxbe.

Tomadas en la prolongacion de BC las partes
CD,DE, EF...... iguales & BC, resullan medi-
das dobles, triples, ete. de BC=nXbe, como

BD=2uxbe, BE=3nxbe.....

4 1
Siendo BC=1, resulla bc=;, b’c’:;—

Liasta BC:%:[; y despues B D=2, BE=5.

En la escala decimal 6 de lineas proporciona-
les segun el sistema actual de numeracion, es
n=A40. Prolongadas be, b'¢’, b'c"........ y fra-
zando desde los puntos D, E, F... paralelas &
(' A, resultan intersecciones propias para tomar
con una sola abertura de compas cualquiera ni-
wero de unidades y décimas. Para tomar por
ejemplo 18,7 se fijan las puntas del compas en ¢
y en b"'; asi mismo para tomar 9,5, se fijan las
puntas del.compis en los puntos ¢’ y b": ete

La escala duodecimal 6 de pies, pulgadas y
lineas, se construye dividiendo A B en doce par-
tes iguales: si la paralela be es una linea, sera
B'C' una pulgada; y sies be pulgada, serd B'C’
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el pie relativo a la pulgada. Consiruidas las para-
lelas como en la escala decimal, se podrin tomar
con una abertura de compas las dimensiones que
se quieran.

" LECCION QUINTA.

De 1a linea circular y sus relaciones
con ¢l angulo,

59. Latnica linea curva cuyas propiedades
examinamos en eslos elementos es el circulo, co-
mo A HFD G (fig. 25): y tiene la cualidad esencial
de que todos sus puntos distan igualmente de uno
C, Nlamado cenlro, y que se halla dentro del es-
pacio cerrado por la linea. La distancia constan-
te A C=r es radio: la curva complela es circun-
ferencia; una parle cualquiera A Il es arco; una
recla cualquiera como H D de estremo & estremo
de un arco HF D se llama cuerda; la que pasa
por el centro como A D es diametro.

La cuerda divide dla eircunferencia en dos
arcos, y al espacio plano cerrado por la circun-
lerencia, en dos parles llamadas segmentos cir-
culares.

Dos riadios como CA vy CH que forman an-
gulo, cortan la porcion A € H del espacio circular
Hamada sector.

Ademas del radio, diametro, arco y cuerda,
7



hay en el circulo olras dos lineas de mucha im-
portancia. Es langente la recla HG (fig. 32) que
tiene un, punto D solo comun con la circunferen-
cia, y secante, la recta HN que, cortando a la
circunferencia en dos puntos como la cuerda
(fig. 57), aun sigue fuera del espacio circular.
Asimismo se dice que son tangenites mutuamente
dos circulos cuyas circunfereneias lienen solo un
punto comun B (fig. 38), y secantes cuando se
corlan las circunferencias entre i,

A0. - TEOREMA 1.° La circunferencia del circulo
no puede ser corlada por una recia HD ([ig. 25)
en mas puntos que dos.

Pues en caso de haber tres 0 mas de mter
seceion, dirigiendo a ellos radios, sucederia el
absurdo (18) de poderse encaminar fres 6 mas
oblicuas iguales desde € @ la recta H D.

IL°  El didmetro es la mayor cuerda, y equi-
vale d dos radios.

Porque siendo A D diametro, HC y € D radios
y ligando los estremos H y D de estos con la cuer-
da HD; siempre se verifican las relaciones (3)

 HCLCD=AD>HD,

I.° El diametro divide d la circunferencia en
dos arcos idénticos y al circulo en dos segmen!os
idénticos tambien,

En efecto, puesto el arco AF D, & quien suh-
tende el diametro sobre el restante AJD en dis-
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posicion que sean comunes los puntos A, €. D,
coincidiran los dos arcos desde un estremo a otro
por distar en toda su estension igualinente del
centro, y tambien los segmentos en su tolalidad.

1. TeoreMAa. L° En un mismo circulo ¢ en
cireulos de iguales rddios, d ‘iquales arcos cor-
responden iguales cuerdas é. tdéntwos sey Jmenlos
1y seclores.

Siel arco AG es ignal & GJ (ﬂg 25) del mis-
mo circulo, sobreponiendo el primere al segundo
de modo que sea comun ¢l punto G y centro O,
coincidirin los puntos A y J; y como no se puede
dirigir desde G @ J mas que una recta, se ajusta-
rin las cuerdas AG 'y GJ. Al mismo tiempo se
ajustaran los segmentos AG y GJ por coineidir
las lineas que los forman, y tambien les sectores
AOCG y GCJ por igual razon,

Cada una de las cuerdas AG 'y GJ subtende
ademas olro arco; y estos nuevos arcos iguales
entre si por residuos de la eircunferencia, coin-
cidiran tambien en la superposicion siendo del
mismo modo. Suponiéndolos pues en tal estado,
y aplicando el razonamiento mismo del otro caso,
se hallard que aun siendo mayores que la semi-
circunferencia los arcos Wnales subtenden cuer-
das’iguales.

IL.° Reciprocamente: ¢ cuerdas iguales cor-
responden arcos iguales, ambos menores ¢ ambos
mayores que lg semicircunferencia ¢ iguales @
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ella, con tal que se refieran aquellas d un mis-
mo circulo 6 @ circulos de iguales radios.

Suponiendo iguales las cuerdas A6, &J, y
sobrepuestas con sus arcos de modo que sea co-
mun el estremo G y centro C, coineidirdn Ay J:
y debiendo satisfacer los arcos AG, GJ ala de.
finicion de la curva, se ajustarin en loda su es-
tension. Mas, la cuerda A & subtende el arco 4 G
y tambien al restanle AF DG de la circunferen-
eia: igualmente la cuerda GJ pertenece al arco
zJ y tambien al restante de la circunferencia; la
demoslracion misma hace conoeer, que al sobre-
ponerse las cuerdas A Gy GJ se ajustarin tam-
bien los arcos restantes de la circunferencia. Y la
misma correspondeneia tienen las cuerdas con
los segmentos y con los sectores.

~ Ajustandose pues los dos arcos de una cuer-
da con los respeclivos de otra igual, referidos a
unt mismo radio, se deduce que son idénticos los
circulos de iguales radios.
. A2, reOoREMA. L.° A menor arco corresponde
menor cuerda, comparando. entre st arcos que no
sean mayores que la semicircunferencia.

Siendo AHFK D (fig. 25) una semieircunferen-
cia: HFD una parte de ella, y F D otra parte
menor, tirense desde el estremo D comun de los
arcos, las cuerdas A D, HD, F D ecorrespondien-
tes, y marquense los radios CH, y CF que cor-
fard en K 4 la cuerda /D). Por ser
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CHSCK4KH, es CH—CK=KF<KH;
pero DF<DK-+KF, luego con mas razon
DF<DH<DA.

IL.° Reciprocamente ¢ menor cuerda corres-
ponde menor arco, no siendo los arcos mayores
que la semicircunferencia.

Sobreponiendo los arcos D F y DH, el prime-
ro de la cuerda menor DF y el segundo de la
mayor DH, en disposicion que sea comun el
punto D y eentro. C; si el arco DF fuese mayor
que D H, resultaria segun el teorema 1.° la cuer-
da DF mayor que la DII; lo cual es contrario
al dato. Tampoeo puede ser (41)

arco D) F=arve.D H: luego arc.DF<arc.DH.

A pesar de los teoremas precedentes, hay que
librarse de creer que los arcos eslan siempre en
razon de las cuerdas. Para el convencimiento de
que no hay proporcion basta el observar que,
siendo los arcos A G=GJ, se verilica

cuerdas. A G4-GJI>AJ, 6 bien

AJ AT
AG> T al paso que arc.A G=arc.T !
43.  La sumacion y resta de arcos, é ignalmen-

te las demas comparaciones, se deben haeer en



el supuesto de pertenecer & un eirenlo mismo 6
circulos de igual radio. Debiendo sumar los ar-
cos DH y BA (fig. 26), se ajusian los centros
C, ¢y los estremos By H de manera que el ar-
co H D sea continuacion de A B; de que resullara

AB+HD=AD.

Si hubiese mas arcos que sumar, se disponen
igualmente 4 continuacion del arco A D', _

Para la resta, se ajusta el estremo H del uno
al estremo A del otro y los centros al sobreponer
un arco al otro: si el restando A B es mayor,
se hallard

BD'=A B—HD:
si son iguales, el punto D coincidird con By sera

si HD>A B, el estremo D _caerd fuera del punto
B como en D', y sera

A B—HD=A B—(AB+4BD")=—B D™,

Por lo cual, fomando el punto B por origen de los
arcos, han de construirse los negalivos hicia par-
te opuesta de los positivos en la misma circun-
ferencia.

Por la correspondencia de igualdad entre
cuerdas y arcos (41), se hacen mas comodamente
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las sumas y restas de arcos, construyendo el cir-
culo y ajustando los estremos de las cuerdas res-
pectivas 4 la circunferencia con la propiedad que
exige cada operacion de estas, Asi haremos en lo
sucesivo dichas operaciones y la siguiente de va-
luar los arcos. ailie

__Se mide un arco. A B (fig. 27) tomando en él
conseculivamente la_cuerda hk del arco que se
toma por unidad cuantas veces quepa. Se ajusta
prirrlermnenle el estremo k con B, y hcon el
punto &' del arco que se ha de medir: desde b/
se repile sucesivamente la operacion : y si en la
Ultima coincide it con A despues de # puntos mar-
cados, el arco A B serd n veces mayor que el ar-
co ik, lo que se espresa en A B=nxhk=mn, su-
primiendo la unidad; y la razon

AB :
-—’&Tc..:n es numero entero.

Si hechas' n mediciones parciales, no eae & en
A, pero tienen medida comun m los dos arcos como

A B=pXm, hk=qXm, resullala razon

BB T . g
———=— numero {raceionario.
hic q

Pero, si los arcos comparados fuesen tales que
la razon entre ellos no pueda ser espresada en
numero enlero ni fraccionario por pequeio que
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se imagine, seran incomensurables entre sf.
A4, tEomEMA. Los dngulos cuyjo vértice se ha-
lla en el centro de un circulo, estan en razon de
los arcos que inlerceptan sus lados en la circun-
ferencia.

Dirigidos radios al centro desde los puntos
I, k", h",... de la circunferencia (fig. 27), mar-
cados por la superposicion consecutiva de la uni-
dad lineal hk; resultan tantos angulos iguales &
hek, como veces ha cabido el arco de este en
A B: y siendo n el namero exacto de medidas, el
mismo sera de unidades angulares contenidas en
A C B. Las razones

AB .« ACB | il AGB AB
Bk Thekniat ol s S Thoke! bRk

Si el arco de medida estda con A B en la ra-

; e ; :
zon f{raccionaria W =f—;—, sera tambien

ﬂ_ﬂ por tanto -—A €0 4%
hek —q’ Vi hek — hk '

No siendo comensurables entre si los arcos
AB y hk, supongamos que dividido este en par-
tes iguales y trasladadas al arco A B, falte 6 so-
bre el pequeno A D para la comun medida, Por
ser BD y hk comensurables, tenemos



S 4 BN
BCD BD
“hek T hk”
que sustituyendo equivale &

ACB  ACD_AB__AD
hek- = hek! 7ok hk

Siendo arbitros de aumentar el numero de divi-
siones en el arco h/k hasta el infinito, tambien
se podra disminuir la diferencia A D y con ella
AT D indefinidamente, sin llegar jamas a la nu-
lidad: por tanto, es aplicable el principio de los

ACB AB

limites (Alg. elem. 66) S : eon lo

= 'hT' .
cual esti demosirada la proposicion en toda la
generalidad.

45. rteomemA, L.° Dos didmelros cortan d la
circunferencia en cualroarcos de dos en dos igua~
les; y silos didmelros fueren perpendiculares,
seran iguales los cualro arcos.

Puesto que son los angulos proporcionales a
los arcos que interceptan en la circunferencia cu-
yo cenfro sea vérlice comun de aquellos, y que
son iguales los dngulos opuestos en el vértice, se
infiere que el arcointerceptado por dos diametros
hieia una parte es igual al interceptado hacia la
opuesta y como en caso de ser perpendiculareslos
diametros resullan iguales los cuatro angulos, tam-

L]
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bien lo seran los cuatro arcos, que en este caso
se llaman cuadrantes.
11.° El arco puede ser considerado como cabal

medtda del angulo.

ot st ACB - AB

Si en la ecuacion hallada ——— .3 A R
[fig. 27), se suprimen hk y hck como unidades
respectivas de arcos y angulos, viene ACB=AB,
espresion abreviada del mismo concepto y que
dice ser el arco medida del angulo; eslo es, que
tienen igual nfunero de unidades de su especie
uno y otro, salvandose de este modo el escollo
en que se incurriria creyendo ser comparacion
entre canlidades de especie diferente. Por esto
valuar un angulo es lo mismo que valuar su arco;
y asi tambien el sumar 6 reStar dngulos, lo mis-
mo que hacer tales operaciones con los arcos cor-
respondientes. Aunque todo dngulo es menor que
dos rectos, la suma de dos 6 mas puede ascen-
der @ mayor cantidad, y el lenguaje que resulla
de valuar el augulo por el arco es acomodado
para espresar valores angulares por grandes que
sean.

O HL® Enla magnitud de un dngulo no influye
el ser sus lados mas 6 menos largos, sino el que
intercepten parte mayor ¢ menor de una circun-
ferencia misma, sea cualquiera su radio.
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BCD _BD_FG .
BCA  BA__FH

(fig. 28), que simullaneamente existen (44), sien~
do los arcos BDA y FGH referentes al mismo
centro C, pero descritos con radios desiguales,

demuestran la verdad enunciada en la propo-
sicion,

Las equivalencias

IV.®  Los arcos concéntricos interceptados por
un dangulo de vérlice en el centro, estan en la
razon de las circunferencias da que pertenecen.

LAUSE.L

FG FH’
sean cualesquiera los dngulos: con que, supuesto
recto BC A, serin BA y F H cuadranles; y mul-
tiplicando por cuatro numerador y denominador,

40, IXBA Se llaman semejantes 1
FG_‘iXFH. jﬂ €8 108

De la ecuacion anterior procede

viene

arcos BD y F & interceptados por un d@ngulo en
eirculos de radios diferentes, cuyo centro € co-
mun es verlice del angulo.

Como puede ser medida del angulo BCD el
arco de cualquiera circunferencia interceplado
por €1, es evidente que para valuar dngulos hay
que dividir todas las circunferencias imaginables
en igual nimero de partes relativas 4 la estension
de cada una. Por esto se divide la circunferen-
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eia en 560 6 en 400 partes llamadas grados, y
cada grado en parles menores: de suerte que el
valor gradual ¢ angular de dos arcos semejan-
tes es el mismo, a4 pesar de que el esterior es
mas largo.

V.°  Los dngulos de los sectores no son propor-
cionales a las cuerdas de los arcos correspon-
dientes. :

Porque no siguen los arces de un circule la
razon de sus cuerdas (42).

46. eropLEMAs. Enterados de que el arco
circular mide al angulo, y éste la inclinacion de
una linea recta con referencia & otra fija, se pro-
ponen los problemas siguientes con objeto de
ensayarse en algunas construcciones fundamen-
tales.

1.° Dado el dngulo DAE (fig. 29) construir
otro igual. :

Toimese en el dngulo dado el radio arbitrario
AC; y desde A con el compas, fija una punta en
A, describase el arco cirecular € B. Hecha esta
preparacion y dirigida con la regla una recta
HN, tomese sobre ella con el compas el radio
HEF=AC y constriyase desde H el arco FK: por
altimo, tomando con el compas desde F la cuer-
da F G=CB y lirando desde H & G la recta HG,
ésta completara el angulo FHG igual & DAE
(A1) ¥ (44).

IL°  Bajar una perpendicular d la. recta AR
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desde un punto C (fig. 50), que estd fuera de ella:
y desde el punto F de dicha recta levanlar una
perpendicular.

Para lo primero, desde € con radio mayor
que la perpendicular CF mirquense los puntos
Dy E, en que el arco circular descrito corte &
la recta: desde estos puntos, con el mismo 0

i 2 . DE /
cualquiera radio mayor que saBy deseribanse
arcos que se corlardn en H; y la reela HC sera
perpendicular a A B (19, 1.°).

Para lo segundo se loman con el compis, des-
de el punto I de la recta en que se ha de levan-
tar perpendicular, los puntos Dy E equidistan-
tes de F: desde estos puntos, con radio arbitra-

; DE . 91
rio mayor que —--, describanse arcos circulares

que se cortardn en I; y larecta HF sera per-
pendicular & A B (19, 1.%).
HL.°  Dividir la recla AB (fig. 20) en dos pur-
tes iguales. :
Desde los estremos A y B, con radio mayor

AB
que ——, describanse hacia los dos lados de la

recta arcos que se cortaran en C y G: la recta
€ G dividira en el punto F 4 la dada en las par-
les AF y F B iguales: pues, 4 causa de AG=GRB,
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Yy CA=CB,sera CG perpendmular a AB, por
consiguiente

A F=FB (18).

1V.> Dada la recta AB (fig. 31), construir una
paralela que pase por H.

Trazada la secante H G de posicion arbitra-
ria, describase desde el punto de interseccion K
al areo GL con cualquiera radio KG, ycon el
mismo radio desde H el arco MN; tomada la
cuerda 6L y trasladada & MN, dimjase la recta
HN que sera paralela 4 A B (24). Lo mismo se
resuelve el problema valiéndose de cualquiera
.otro sistema de angulos (lecc. I1I),

Bien se deja conocer que este modo de cons-
truir en punto dade la paralela a una recta, es

mas breve y espedito que el de la practica 1.* del
articulo (38).

LECCION SESTA.

Perpendiculares y paralelas en el ecir=
culo,

47. teorema. L1.° El radio perpendicular d
una cuerda divide a esta y al arco en dos partes
iguales; y la recta que divida en dos partes igua-
les al arco y junlamenle d la cuerda, pasa por el
ceniro y es perpendicular d la cuerda,
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Siendo en el primer caso por suposicion el
radio € O perpendicular & la cuerda NM (fig. 52),
y por naturaleza los radios CN y CM iguales, es-
tan los estremos N y M de la cuerda N M equidis-
tantes del punto P en que la perpendicular € 0
la corta (18): y asi tenemos

NP=P M, cuerda O M=cuerda ON
y por ello arco O M=arcoON (41).

En el segundo caso de la proposicion, sabe-
mos que la recta OP pasa por los medios Oy P
del arco y de la euerda: y como dos puntos de-
terminan la posicion de una reela, coincidird OP
con la que segun se acaba de demostrar pasa por
dichos dos puntos, con la propiedad de ser radio
¥ perpendicular 4 la cuerda.

I.°  El radio que divide @ la cuerda en dos
partes iguales, es perpendicular d ella y divide
al arco en dos partes iguales; y el radio que di-
vide en dos parﬁes iquales al arco, es perpendi-
culara la cuerda y la divide en dos partes iguales.

En el primer caso ténemos los datos ¢ N=C M,
NP=P M; luego, el rado € 0 que liene los puntos
Cy P de este modo (19, 1.°), es perpendicular &
la cuerda NM: y de consiguiente (18) serin las
cuerdas N 0=0M, y (41) los arcos NO=0M.

En el segundo caso los dates son, CN=CM,
arcos NO=0M, de consiguiente cuerdas NO=0M:
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luego, el radio € 0 que liene los puntos €y 0 en
esta disposicion es perpendicular d la cuerda NM
(49, 1.°), con la propiedad inherente NP==P M que
le corresponde segun el leorema L.° del articulo.
. UL°  La recta perdendicular d la cuerda y
que la divida en dos paries iguales, pasa por e}
centro y por medio del arco; y-la recla que
siendo perpendicular @ la cuerda divide al arco
en dos parles iguales, pasa por el centroy por
medio de le cuerda.

En el primer easo los datos son NP=PM, y
ser 0P perpendicular & NM & lo que es inheren-
te la propiedad de contener todos los punfos
equidistantes de los estremos N y M de la cuer-
da: y eomo dentro del eireulo se halla tambien
el centro C equistante de N y M, preecisamente
sera C punto de la perpendicular 0 P; y ademas,
al punto 0 en que corta el arco pertenece (18)
cuerda NO=cuerda OM, y de resulias arce
NO=arco OM.

En el segundo caso tenemos por dato la igual-
dad de arcos NO=0M, & que es inherente la
izualdad de euerdas NO=0M; y ademas tambien
es dada la condicion de ser O P perpendicular &
la cuerda NJM: y como desde 0 no se puede en-
‘caminar a esta mas que una perpendicular, coin-
cidird precisamente con la que divide 4 NM en
dos partes iguales y que pasa por el centro, se-
gun el teorema L.°
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Por lo demostrado en este articulo vemos que,
cortando la recta CP  una cuerda, si se verifi-
can dos de las cuatro condiciones, pasar por el
centro, por medio de la cuerda, por medio del
arco, y ser perpendicular a la cuerda, se verifi-
caran lambien las otras dos. _

48. teonesa. 1.° En un cireulo dos cuerdas
sguales estan equidistanles del centro.

A las cuerdas AD, DB (fig. 33) izualés en un
circulo dirtjanse desde el centro € las perpendi-
culares CH, C L, que concurririn con las cuer-
das en sus punios medios H,+L; y liguense al
centro con radios los estremos A, D, B delas
cuerdas. Sobreponiendo una cuérda & olra de
mode que se ajusien sus estremos, se confundird
el punto H con k por ser los medios de las cuer-
das ajustadas: y como solo se puede levantar en
el punto comun una perpendicular, caerd CH
sobre CL, y por las igualdades de oblicuas

CA=CB=CD serj CL==CH (19, 1iL°).
- IL® Reciprocamente: en un c¢irculo dos cuer-
das equidislantes del cenlro son iguales.

Supongase la igualdad de distancias al centro
C H=C L, ambas por su naturaleza perpendieula-
res & las cuerdas respectivas AD y D B: sobrepo-
niendo CL a C [ de modo que coincidan los pun-
tos Hy L, siendo comun C, tambien coineidiran
las cuerdas, porque en el punto H solo puede le-
vantarse una perpendicular. Ademas, por ser

L
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CA=CB=CD radios dirigidos a los estremos
A. B, D de las cuerdas sobrepuestas, desde €
puno de la pecpendicular eomun a ellas, nece-
sarianienle lan de eoineidir diclios radios de ca-
da lado de las perpendieu’aves ajustadas (18), y
de consignienie sus respectivos puntos de coneur-
80 con las enerdas, que som los estremos de estas.

49. TEorEMA. L.° De dos cuerdas desiguales en
un cireulo e menor diste mas del eentros

Sea la euerda A4 D mayor que D B (fig. 54); di-

rigidas las perpendicalares vespectivas a ellas C H,
CL, y solvepueslas una & otra de modo que se
ajuste el punte L con H, los estremos de la cuer-
da menor DB enerdn en D' y B equidistantes de
H; y los radios € B, € D divigidos a dichos estre-
mos eoneurrirdn eny el punto. K de la perpendi-
eular coman £ G, mas distante de la cuerda A D
que el centro €, por ser D'€ menor que el radio,
Y coi mas razon menoves aun todas las oblienas
enire D'C y C # (19, ILL.°).

1.° Reeiprocamente: de'dos cuerdas en un
circulo la mus dislanle del centro es la menor,

Estando. B.D mas distante del eenlro C que

A D, si se dirizen las perpendiculares C L, CH,
y se sobreponen de modo que coineidan, los pun-
tos Ly i, el véstice del angulo BC D caerd en
K mas dislanle que el ceniroy y per ser: igua-
les Ivs obl cuas, les estremos de la cuerda BD
mas distante del cendro eaeranen B y I, entre
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el pie eomun de las perpendicularesy 1os estre-
mos de la cuerda mas cercana al eeniro, pues
A K es mayor que AC, y solo puede ser igual &
A€ una oblicua DK entre AK y AK (19, 11L.%,
50. prosLEMAS cuya solucion pende de los
prineipios demostrados.
1.° Dividir un arco NM (fig. 55), ¢ dngulo
NCM en dos partes iquales.

Levantando en P medio de la cuerda un pers
pendicular P €, 6 1o que es lo mismo diriziendo
(46, 111.°) desde el vérlice € del angulo al medio
P de la cuerda la reeta € P, prolongindola divide
al arco en dos iguales y por consiguienie al dn-
gulo (47). Dividiendo asi mismo cada milad rve-
sulta el angulo dividido en 2x2 pavles. Dividien-
do cada cuarto en dos, se tiene el angzulo total
dividido en 2xX2%x2=2" partes. De suerie que re-
pitiendo la biseccion cuantas veces se quicra, se
descompone sucesivamente el arco y el angulo en
2, on 2N en' N Ll y generalinente en 27, partes
iguales, siendo m el numero de veces que se res
pile la biseccion. .

IL.°  Trazar una circunferencia que pase por
dos puntos dados N y M. (lig. -.55).

Dividiendo la recta N en dos partes igunles
y levantando en sumedio P una perpendionlar
PC, se traza desde cualquiera punto € de ella
con el radio CN=CH una eirculo (18), ¢! cual
satisface al problema. Gomo son infinites 105 pun-
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tos de dicha perpendicular, serd tambien infinito
el nizmero de ctrcuﬂferemas que podran pasar
. por dos punlos dados N y M.

Si fuere dado tambien el punto C de la per-
pendicular, esta determinado entonces el radio
CN=CM: y no hay mas que una circunferencia
& quien pertenezcan dos puntos y el centro dados.

UL°  Hallar el centro de un arco AB (fig. 34)
propueslto.

Dividase el arco de la cuestion en dos partes.
iguales 6 desiguales A D, DB; y levantandosper-
pendiculares desde los puntos H y L, medios de
sus cuerdas;, en ambas perpendiculares estd el
centro del circulo (47, 111.°): y como por’ cons-
truecion concurrivin en el punto ¢ que dista
igualmente de 4, D, B, sin que haya otro que
tenga esta propiedad (18), serd € el centro del
circulo & gue pertenece el arco A B.

IV.>  Dados tres puntos A, B, D, (fig. 34) que
no eslen en linea recla, consiruir una circunfe-
rencia que pase por todas ellos.

Dirigidas las rectas AD, DB, en los puntos
Hy L de sus medios levintense las perpendicu-
laves HCy L C; y el punlo € en que concurren
dista igualmente de los dados A, D, B, (18): lue-
g0, lacircunferencia descrita con elradio € A, pa-
sard por los tres puntos A, D, B. Como ningun ofro
punte del eiveulo 6 fuera de ¢l tiene esta propiedad
de €, se sigue qué por tres puntos dados que no esten
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en linea recta puede pasar una circunferencia
sola; y que las circunferencias a que simulidnea~
mente correspondan tres puntos, tendrdn un mis-
mo centro y radio, por lo cual han de coincidir
en toda sw eslension. q
- 51, TEoREMA. Los arcos de una circunferencia
interceptados por dos cuerdas paralelas soniguales.
Dirigidas las cuerdas paralelas A B, DE (figu-
ra 36) y el diametro GF perpendicalar a ellas,
serdn los arcos DF=FE, AG=GB (41); por
otra parte (40, IIT.9)

GA+AD+DF=FE4+EB+BG;

de donde A D=B E, suprimiendo partes iguales.

52.  TrOREMA. I.° El radio dirigido al punto de
contaclo es perpendicular d la tangenle.

No teniendo la tangente H G (fig. 52) mas pun-
to comun que el de contacto [} con la circunfe.
reneia. y hallandose fuera de ésta todos los de-
mas de aquella, se sigue que la recta D€ es la
mas corta de cuanlas pueden dirigirse desde el
centro € a la tangente; propiedad que solo per-
tenece a la perpendicular (19, 11.9),

IL.° Reciprocamente: la perpendicular al ra-
dio en su estremo.D es tangente del circulo.

Siendo HG perpendicular al radio C.D) en su
estremo D, euantas oblicuas puedan dirigirse a
ella desde € serdn mayores que el radio (19, IL.°);
esto es, todos los puntos de la perpendicular HG
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caen‘fuera {le “la circunferencia, y solo Deen ella.

5%. TEOREMA, En el cwrculo son iguales los
arcos comprendidos entre el punto de contacto y
los estremos de la cuerda paralelad la tangente.

El radio € D perpendlicular a la tangente H.G
sera tambien perpendicular a la cuerda B F para-
lela @ la tangente (26, L1.2); y porlo demostrado
antes (47) el avco D B=D4".

‘54, propLEMAS cuya solucion se funda en ser
la tangente perpendicular al radio que pasa por
el punto de contacto. ¢

L°  Tirar una langente al circulo en cualquie-
ra punto D de su circunferencia.

Setraza el radio €D; y la perpendiowlar DH
que se construya.en D:(46, 11.°) serd la itangente
pedida.

IL.° Trasarla cireunferencia d quesea ‘tan-
gente una recta dada' BD (fig.37).

Se levanta en el punto B quedebaser de con-
tacto la perdendicular BA; y todos'los puntos de
‘esta podrdn ser cenlros de cireunferencias res-
pectivas que salisfagan d la condicion: de suerte
que es indefinido el wimero de circunferencias
que puede ser tangente una recta dada, en el pun-
to que se quiera de la recta. Pero si concurre otra
condicion ‘mas, ya es determinado el problema,
como se manifiesta en el sizuienle caso.

AL°  Dada la recta DB y el punio E fuera de
¢lla, hacer que pase por esle punto una circunfes
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rencia ¢ quien sea langente DB en el punto B.

Dirigidas la reeta B E y la perpendicular H (5
a ella en su melio H, y desde el punto B la per-
pendicular BC & la vecla dada BD; el punto € en
que se encueniren las perpendiculares sera cen-
{ro del cirenlo umico, que puede cumplir con las
condiciones propuesias (47, HL°) y (52, L.°). Si el
puite £ hubicse estade & la olra parte de DB,
tambien el cireulo resullavia en esle espacio, y
el centro siempre en la misma reeta C B perpen-
dicuiar en B a la tangenle.

55. teonema. Todas las circunferencias de
tangente comunBD (lig. 57), cuyes centros estén hd-
cia un lado del punto B, serdn tangenfes entre
st interiormente; y las que lengan sus cenlros &
lados opuestos del punto B seran miuluas tangen-
tes eslerionmente.

Puesto que es infinito el nimero de circunfe-
rencias dislintgs & que puede ser tangente a un
mismo tiempo en el punto B la recta dada BD,
sin mas condiciones; suponzase C el cenlro de
uno de los cu'enlos, Vel de otro langente esle-
riormente, y N el del tanzenle interior, Como
todos los centros se Lallan en A P perpendicular
a la tangente comun £ I, sera la dislancia desde
un centro & otro de los dos circulos CB+-BN si
se locan esteriormente; y €P—NB si se tocan
interiormente. Esta ecuacion Gllima da

CB=CN'+N'B:



y encaminando las rectas CK, N'K a otro punto
K de la circunferencia de radio mayor, sera

CB=CK<CN'+N'K; esto es
CN'+N'B<CN'+N'K, 6 NBLN'E.

Lo cual dice que el punto F de la circunferencia
de radio menor esta dentro del eirenlo de radio
mayor, es decir, que si dos circunferencias se
tocan inleriormente la de mayor radio envuelve
@ la de menor. Si en la primera ecuacion que fué
CN=CB+BN, se restituyen por C.B y BN las
distancias CK, NK desde los centros de les cir-
culos tangentes esteriormente al punto K que
puedan tener comun ademas de B, resulta
ON=CK+NK,
-

lo cual es imposible (3) mientras el punto K no
se ajusle a B: luego, dos circulos bangentes este-
riormente, solo tienen de comun el punto B de
conlaclo. y '

56. TeOREMA. L.° Dos circunferencias, que sin
ser langenles lienen un punfo comun, se cortan
en éste y ademas en otro: la linea de centros de
estos dos ctrculos secanles es perpendicular d la
cuerda comun; y la distaneia entre centros de
circulos secanles es menor que la suma, y mayor
que la diferencia de sus radios (fig. 38).

Si dos circunferencias cuyos centros son C y
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N, tienen el punto D comun fuera de la linea A P
de los centros, bajando & esta desde D la perpen-
dicular DK, y tomadas en ella D B=BK, por cons-
truccion seran € D=C K, N D=NK, el punto K
comun 4 las dos circunferencias, DK cuerda co-
mun 4 ellas, CN<CD+ND y CN>CD—ND.
IL.° En las circunferencias que no se tocan ni
cortan (fig. 39), si eslan descrifas esteriormente,
sera la distancia desde un cenlro @ olro mayor
que la suma de radios; y si estdn descritas inte-
riormente, serd la dislancia de un centro d ofro
menor que la diferencia de radios.
En cuanto a lo primero facil es observar que,

por ser CN=C F4F G+4GN, resulta
' CN>CF+GN.
En cuanto a lo segundo, tambien por causa de
CN'=CF—N'G'—G'F sera CN'<CF—G'N'.

57. reoreMA. Inversamente; verificandose que

la distancia desde un centro d ofro es mayor 6
menor o igual @ la sumae de radios, sucede que
las circunferencias mo se cortan ni tocan, 6 se
cortan, o se locan, siendo eslteriores: asimismo
los interiores, cuando dicha distancia de centros
es mayor 6 menor ¢ igual @ la diferencia de ra-
dios, se cortan, 6 no se cortan ni locan, d se tocan.
Tomando por ejemplo un caso en considera-

i



—Th—
cion, sea d la distancia de centros, r el radio de
un circulo y »’ del otro: d=r-2' solo perienece
a los circulos tangentes esleriormente; porque si
tambien a los demas, se dedueirdn. los absurdos

r4r'=r—, r4r'<rr ele.

De un modo semejante se hacen los razonamien-
tos para los demas casos.

LECCION SETIMA.

Angulos cuyo vértice se halla fucra del
centro cireular, medidos por los arcos.
gue intercepian.

58. TeEOREMA. Todo angulo cuyo vértice esla
en lo circunferencia, y sus lados son dos cuerdas
¢ un didmetro y una cuerda, o la langenle y una
cuerda, ¢ secanle y cuerda, tiene por medida la
milad del arco que interceplan sus lados.

Tomese en consideracion  primeramente el
angulo BF D (fig. 40) con el vértice & en la eir-
cunlerencia, formado por la cuerda BF y el dia-
metro F D, Gonstruyendo otro diametro /G para-
lelo @ la cuerda BF, serd el dngulo BFH=GCD,
y la medida de unv y etro el areo GD; esle es
igual & F il por ser medidas de &ngulos opueslos
al vértice; y FH=BG por interceptados entre
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paralelas; luego, _%E =GD medida del angu-

lo BF D,

Sean lados del angulo con el vértice F' en la
circunferencia dos cuerdas A /'y F L, una a ca-
da lado del diametro F D; la medida de

AFL=AFD+DF L es

ADE DT AT
2+2‘2'

Si las cuerdas son A F y FB 4 un mismo la-
do del diametro, la medida de

AD.  _BD AB

AFB=AFD—BFD es erhpkar 3

El dngulo NF D, formado por la tangente y el
didmelro que pasa' por el punto e contacto, es
recto (52); y como tal tendra por medida la mi-
tad de la semicircunferencia, que es el arco

.}ig_D.. El dngulo NF A formado por la tangen-

te y una cuerda en el punto de contacto, es el
complemento de AFD, y tiene por medida la
mitad del arco que intercepta, por ser los arcos

FAD, AD _FA

) CTRE Y Ty




Tgualmente, el angulo A F P suplemento de AF N

tiene por medida el arco 4 DLF, por ser este el

2

que unido al %‘i completa la semicircunferen-

cia que es la medida del doble recto. Luego, el
angulo formado por tangente y cuerda en el pun-
to de contacto, tiene por medida la mitad del ar-
co que abraza.

El dngulo M F L (fig. 40) formado porla se-
canle MA y la cuerda FL que concurren en la
circunferencia, es suplemento de A F L que lie-

ne por medida el arco —A—Q-E, y siendo este arco

) 2HRl, ‘AR . Fili .
quien unido a lps B 2 completa la semi-
circunferencia, la medida del angulo MF L serd
la suma de arcos

AFL
o

Luego, el éngulo formado por secante y cuerda
tiene por medida la mitad de la suma de arcos,
comprendidos entre el vértice y los otros dos pun-

tos en que cortan a la clrcunferencla la cuerda
y la secante,

AF ,  FL
i



El angulo cuyo vértice se halla en la circun-
ferencia se llama inscrifo; y en la propiedad ge-
neral que se acaba de demostrar estan compren-
didas las particulares que siguen.

1.* La milad del arco interceptado por el an~
gulo mas obluso posible inscrito sera menor pres
cisamenle que la semicircunferencia.

2.*  El angulo inscrito cuyos lados inferceptan
la semicireunferencia es recto,

5. Todos los angulos inserilos cuyos lados
inlercepten wi misino arco o arcos iguales son
iguales.

59. pnoBLEMAS cuya solucion consiste en los
principios demostrados acerca de los angulos
inscritos.

1.° Levantar en el estremo B de la recta AB (fi-
gura 41), sin prolongaria, una perpendicular.

Si desde el eentro € arbitrario fuera de la ree-
ta se describe una circunferencia que pase por
B, y se prolonga A B hasta encontrar en I 4 la
circunferencia, el diametro FD que pase por la
interseccion F marcara el punto D segundo es-
tremo de la semicireunferencia, y la cuerda DB
sera perpendicular por la segunda consecuencia
del articulo precedente. Este modo de eonstruir
una perpendicular es preferible a veces al del ar-
ticulo (46, 1L1.°), en especial para dirigir la tan-
gente de olro circulo en un punto B de su eir-
cunferencia, estremo siempre de radio,
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- 1.° Desde un punto G (fig. 42) fuera de la
circunferencia F A ¥ dirigir d esta la tangenle.

Encaminando al eentro € la recta GC, desde
su punto medio N se describe con el radio NC la
circunfereneia, que cortara a la propuesta en los
puntos F y ¥: dirigidas las cuerdas GF y FC,
el angulo CF G es recto, lo mismo que el CF'G
que forman las cuerdas CF' y F'G. Luego, des-
de un punio G fuera de una circunferencia vie-
nen d ésta dos langentes, una d cada lado de la
dinea CG encaminada al centre C.

II.° Dados que sean un angulo N (fig. 45) y
Ados puntos A, B, hacer que pase por ellos una
circunferencia tal que el angulo AFB inscrilo sea
_igual @ N. Problema que tambien se enuncia di-
ciendo, construir un segmento circular capaz de
un dangulo dado N.

Divigida la recta A B, constriyase en B el an-
gulo A BD igual & N: despues en By en H me-
dio de AP elévense las perpendiculares HC y
BC, respectivas a los lados del Angulo construi-
do; el punto C en que se cortan las perpendicu-
lares es centro y OB radio del circulo, que pa-
sando por A y B tiene iguales & N todes los an-
gulos, como A F B, inscrilos en el otro segmen-
to, porque hay las igualdades N=A BD=AFB.

60. TEOREMA. El dngule cuye vértice estd en
cualquiera punlo dentro de la eircunferencia,
tiene por medida la semiswma de los arces que
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interceptan sus lades prolongdindoles por una y
oira parte:

"~ Sea el angulo GD A (fig. 44) con el vértice D
fuera del centro, pero en el espaeio eirenlar: pro-
longando sus lados por una y otra parte hasta que
corten @ la circunferencia en los cuatro puntos
G, H; C, A, y dirigida CJ paralela & A, el an~
gulo GCJ tiene por medida el arco

GHLAJ GH+AC
Doy o12h (i1
To mismo que'su igual @ D H por correspondiente:.

61. TEoREMA. Bl angulo [ormado por dos se<
cantes 6 por una secanle y una fangente que con-
curren fuere det cireulo, tiere por medida la se~
midiferencia de los arcos que inferceplan sus:
lados.

Si'el angulo GBH (fig. 44) liene su vértice:
fuera del circulo, y sus lados son dos secantes
B G, BII, cortaran éstos ala eircunferencia en
euatro puntos €, P, H, G. Dirigida € L paralela
& BH, el angulo GCL=GBH tiene por medida:

GI—LH GH—CP
Rl ik

Si el angulo B estd formado por la secante
BH y la tangente B F; dirigiendo desde F punto:
de contacto la cuerda F M paralela &4 BH, el an-
gulo NF M=F BII tiene por medida el arco-
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FM _FH—MH FH—FP
. ratinliic et s
62. Con el objeto de reasumir para alivio de
la memoria todo lo demostrado acerca de las
medidas angulares, lo repetimos aqui.
1.° El angulo cuyo vértice esta dentro del
circulo tiene por medida la semisuma de los ar-
cos que interceptan sus lados, prolongandolos
por una y otra parte del vérlice.
2.° El angulo cuyo vérlice esta en el centro,
tambien incluido en el caso anterior, tiene por
medida el arco que intercepta por un lado.
3.° El angulo con el vérlice en la circunfe-
rencia 6 inscrito, tiene por medida la mitad del
arco que interceptan sus lados.
4.° El 4ngulo cuyo vérlice esti fuera del eir-
culo vale la semidiferencia de los arcos que in-
terceptan sus lados.

LECCION OCTAYA.

Triangulos.

63. Se llama tridngulo rectilineo la figura
cerrada por tres lineas rectas; consta de tres dn-
qulos y tres lados, y se enuncia por las letras de
sus vérlices escritas en fila, como A BC (fig. 49).

El tridangulo que tiene sus tres lados desigua-
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les se nombra escaleno; el que tiene dos iguales,
isdsceles; v el que los tres iguales, equildlero.
Tambien toma nombres por sus dngulos; cuando
tiene agudos los tres se llama acutdangule; cuando
tiene un dngulo obtuso es obiusangulo; y cnando
tiene recto uno es reetangulo.

En el bridugn's rectangulo el lado opuesto al
angulo recto es hipolenuse, y cofelo cada uns ue
los otros dos lados. Base del triangulo es un lado
cralquiera; altura del triangulo es la perpendi-
cula a la base, dirigida desde el vertice opuesto;
mas, ei: el isdsceles se llama por escelencia base
el lado designal, y altura la perpendicular bajada
a dicha base desde ¢! dangulo opuesto que se nom-
bra vérlice de triangulo isosceles.

Desde luego se vé por la definicicn de la linea
recta, que en el triangulo un lado cualgiiera es
menor que la suma de los ofros dos.

Se dice inscrifo al eirculo un tridngulo cuande
los tres vértices estan en la citeunferencia, como
A BC (fig. 45), y circunscrito el D i G formado por
tres tangentes: en el primer caso el circulo esta
circunserito al triangulo, y en el segundo inserito.,

64. Teoremas. L° Los fres angulos de un
triangulo sumados valen tanto como dos reclos.

Ya que siempre puede pasar una circunfere.i-
cia por tres puntos dados que no esten en una
recta (50, IV.°), eircunseribase una circunforen-
cia al triangulo ABC (fig. 45); y por{lu demos-

i
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trado en el articulo (58) resulta que los tres an-
gulos valen media circunferencia 6 dos rectos.

. Dados dos angulos de un lriangulo estd
determinado el tercero. Porque es la diferencia
de dos cantidades determinadas: se construye
restando del recto doble 2R la suma de los angu-
los dados, ¢ formando sobre una recta arbitraria
DG los angules dados en D y en G (46, L.°), para
tener el lercero en F7, )

1L El triangulo en que hay un dngulo recto
o un obtusoe, tiene agudos los otros dos; y en el
reclangulo serdn los dos agudos complemento uno
de olro: mas puede lener agudos los lres angulos
un (riangulo, y solo entonces podrin ser estos
iguales. Todos estos leoremas estan' fundados en
que la suma de los res angulos de un triingulo
no es mas ni menos que la de dos reetos: y por
consiguiente, dado un Angplo esta determinada
la suma de los otros dos.

IV.°  La perpentlicular bajada desde el vértice
acla base que tiene angulos adyacenles agudos, cae
deniro del trianguto. Como en, ABC (fig. 47), la
perpendicular B D alabase A €. Porgue si caypse
fuera como B K, resullaria la swna de angulos

ABC+ACB=ABKLAKB,
o que es un imposible 4 cansa ‘de ser

ABC<ABK y ACB<AKB.
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V. Cuando uno de los dangulos adjacentes d
la base es obluso, cae la perpendicular fuera del
tridngulo. Como en BC F la BD perpendicular a
la base CF; porque si cayese dentro, esto es,
fuese perpendicular B K, habria en el tridangulo
B CK un angulo obtuso en € y uno recto en K,
lo que es imposible.

VL.° El dngulo esterior de un trianguilo ﬂale
tanto como la swma de los dos interiores opuestos
a los lados del esterior.

Si en el trilngulo A BC (fig. 45) se pmlonga
€l lado A C, resulta el angalo BCH que se llama
esterior: trazada una circunferencia que pase por
los vértices A, B, C, el éngulo BCH tiene por

BCHCA

medida el arco 3

, que el es valor tam-

bien de los angulos en A y B sumados.

VII.® Dos lriangules que tienen dangulos res-
pectivamente iguales, pueden tener los lados cor-
respondientes desiguales. Pues asi sucede en los
triangulos D F G, D'F'G' "(lig. 46) construidos so-
bre una reeta D& arbilraria con los, angulos en
D, I’ iguales, y en G, G' tambien iguales entre

s1(28), de que resultan iguales los lerceros F y
F' por el teorema I1.°

65. TEOREMA. En un tridngulo ¢ lados igua-
les corresponden iguales dngulos opuestos, como
tambien lados iguales d los angulos iguales, y ad

1
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smayor lado se opone el mayor angulo, y al ma-
yor angulo el mayor lado.

Dado cualquiera triangulo A BC (fig. 45), para
demostrar la correspondencia que hay entre la-
dos y angulos circunscribase el circulo & dicho
triangulo; y es visible la circunstanein de que la
suma de los tres arcos cuyas mitades miden los
dngulos equivale & la civcunfereneia, Establecido
eslo vamos a4 demostrar las proposiciones.

En el triangulo equilatero los lados subten-
den arcos iguales (41) yue son menores que la
semicircunferencia (58, 1.%): y como las mitades
de éstos, 0 lo que es 1gual los todos, eslan en
razon de los angulos del tridngulo (58), se sigue
que el triangulo equilitero es necesariamente
equidngulo. Inversamente, el iriangulo equidngn-
lo es equilatero; porque sus angulos abrazan ar-
cos iguales menores que la semicircunferencia
{68, 1.%), y eslos estan’ en razon de los dngulos
del triangulo duplicados (58), 6 lo que es igunal,
en razon de los mismos énguios en este caso,

En el wridingulo isdsceles los lados izuales sub-
tenden arcosiguales (41), y por la condicion ca-
da uno de los del easo ha de ser menor que la
semicircunferencia: y como los arcos estin en
razon de los dngulos (58), se sigue que son igua-
les los dngulos opuestos & los lados iguales del
trigngulo isosceles. Inversamente, un triangulo
que tenga dos angulos iguales serd isdsceles,
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porque los angulos iguales abrazan areos iguales
menores que la semicircunferencia por la con-
dicion, y las cuerdas estan en razon de los angu-
los en este caso.

En el trianzulo escaleno, si los tres imgulos
son agudos, los lados subtenden arcos menores
que la semicircunferencia;'y como entonees mayor
euerda sublende mayor areo, y mayor arco sub-
tende mayor cuerda (42), se sigue que en el ridn-
gulo escaleno acutingulo, & lado mayor se opone
angulo mayor, y al angulo mayor tado mayor.

Si unsiingule es recto la misma demoat{'aclon
tiene lugar aun.

Ultimamente, si un angulo del escaleno es
obtuso, abrazard un arveo mayor que la semieir-
cunferencia; cada uno de los otros abrazard arco
menor que elia; y no podemos usar del teorema
(42) para comparar las tres cuerdas con estos ar-
cos. Pero, sabemos por una parte que la suma
de dichos tres arcos debe ser izual 4 la cireun-
fereneia; y por otra, que lo que falta al arco abra-
zado por el obituso para la circunferencia entera
es la suma de los areos abrazades por ies otros
dos angulos, de consiguiente serd mayor que ca-
da uno de estos dicha fa'ia, aunque menor que la
semicircunferencia:z aplicando pues a estos arcos.
el teorema (42), se sigue que en el tridngulo es-
caleno obtusingulo al mayor angulo se opong
el mayor lado, y al mayor lado el mayor angulo.
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“Quedan va demostrados los teoremas com-
prendidos en el general de la proposicion. Sin
embargo, eomo no siguen los arcos en razon de
las cuerdas (45, V.°), se deduce que los angulos
de un®triangulo no son proporcionales a los la-
dos opuestos. Y
66, rteomema. L° La perpendicular bajade
desde el vértice del triangulo isisceles @ la base,
divide d esta y al angulo -opuesto en dos partes
tquales.

En el triingulo isésceles A € B (fig. 48), des-
de el vértice € con el radio € A=0C B deseribase
un cireuld, v bajando € D perpendicular & la ba-
se A B del tridngulo, divide & esta reeta en dos
partes ignales por ser cuerda, ¥ tambien al arco
A B (47).

IL.°  Si enel triangulo isdsceles se baja una
recta desde el vertice al amedio de la base, serd
dicha recta perpendicular “a la base, y dividira
al angulo opuesto en des parles iquales.

Este teorema es el mismo de Ia primera par-
te del teorema I1.° del artieulo (47), haciendo la
preparacion de trazar el areo con el lado del
triangulo isdsceles. 3

HL.®  Siuna recta divide al angulo del vér-
tice del (ridngulo isdsceles en dos iquules, lam-
bien dividird 4 la base en dos partes iguales y
serd perpendicular d ella.

Esta es la verdad misma reciproca del teore-
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ma I1.° del articulo (47), tomando el valor gra-
dual del arco por el valor del ingulo.

LECCION NOVENA.
Triangulos idénticos.

67. Son idénticos los triangulos cuando so-
brepuestos debidamente coinciden todas sus par-
tes, en cuyo caso las propiedades del uno perte~
necen lambien al otro necesariamente. Se deja
conoeer que los tridngulos han de ser idéndicos,
siempre que los tres vértices del uno caigan so-
bre los del otro, porque se ajustarin los lados y
ingulos correspondientes (5, 1.°).

68. TEOREMA. L.° Son idénticos dos triangulos,
siempre que el uno tenga dos lados y el dangulo
comprendido respectivamente iguales @ dos lados
y angulo comprendido por estos en el otro.

Los triangulos ABC y DF & (fig. 49 y 50), en
que se verifica la igualdad de los lados AB=DF,
BC=F G ylade los angulos B=F, sobrepuestos
de modo que coincidan dichos dngulos y lados
iguales darian el punto Gen C y D en A, resul-
tando DG=AC y por ello la coincidencia respec-
tiva de los triingulos en lodas sus partes.

I.° Son idénticos dos tridngulos rectangulos
siempre que los caletos del uno sean respectiva-
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mente igquales a los del otro. Pues hasian estas
condiciones para que se verifiquen todas las que
se han exigido para la idenlidad segun el teore-
ma precedente, @ causa de que todos los dngu-
los rectos son iguales.

69. Teorema. L° Son idéuticos dos tridngu-
los, cuando el uno liene un lado y dos dangulos
respeclivamente iguales @ un lado y dos dngulos
del olro.

Dos dngulos de un tridngulo respeetivamente
iguales & dos de otro constituyen igualdad entre
los tereeros (64). Si ademas los triangulos ABC
y D F G lienen un lado igual como A C=D G: so-
brepuestos los dos tridangulos de modo que eoin-
cidan los estremos correspondientes Den Ay
en (, se ajustaran los dngulos adyacentes y por
neeesidad el punto F sobre B, resultando el ajus-
tarse los dos trijngulos en todas sus partes,

1L.e  En los tridangulos rvectangilos basta que
un dangulo agudo y un lado del uno sean iguales
@ un dangulo agudo y un lado del otro, para de-
terminar su idenfidad: porque hay siempre en
ellos otro dngulo igual, que es el reeto,

70. rTeOREMA. Son idéntices dos (ridngulos
cuando el uno tiene los (res lados respeelivamen-
te iguales a los tres del otro.

Si dos tridangulvs ABC y DFG (fig. 51 y 50),
tiehen los lados DG=A C, DF=AB, FG=BC,
sebrepongase. el segundo al primero de modo qu-
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cmneidan los puntos D en A y & en C. Despues
-eon el radio D F=A B deseribase desde 4 el ar-
co na', v desde € con el radio € B=GF descri-
base el arco mm'; el punto de eoncurso B, Gnico
‘que hécia esta parte satisface 4 un tiempo 4 las
condiciones dadas AB=DF y CB=FG, sera
comun a los dos fridgngulos sobrepuestos; resul-
tando los dngulos A=D, =G, B=F, y por ello
idénticos los dos (riangulos.

71. TEOREMA. 1.° Son idénticos dos ftridngu-
los, ambos oblusangulos 6 acuidngules, cuando
sean dos lados de wno respectivamente iguales &
dos del otro, 1y el angulo opuesto d uno de estos
lados en un triangulo sca zg:ml 4 su correspon-
diente en el otro.

* Sobrepuestos dos triangulos ABC, DFG&
{fig. 49 y 50), que tienen los dngulos A=D y los
lados AC=DG, BC=F G de modo que coincidan
los angulos iguales, el punto G caera en C: mas,
el lado F G puede ajustarse con BC y tambien con
su igual B'C; de manera que las igualdades; su-
puestas se verifican, ya entre los tridngulos D F G
'y ABC, ya tambien entre DF G y AB'C. Pevo,
i ademas concurre la condicion de ser obtuso el
angulo F, habri de coineidir con BC el lado F' &
y si fuese agudo el dngulo ¥, se ajustaria FG &
B'C. Por lo eual, es indispensabie la condicion
de ser de una misma natucaleza los tridangulos,

IL°  Son idénticos dos triangulos rectingulos

i1
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¢uando el uno tenga la hipofenusa iy un caleto
respectivamente iguales d la hipolenusa y un ca-
teto del otro.

Si en los triangulos A B”C y DF G, ademas
de AC=DG y BC"=F G, son reclos los dangulos
By F; despues de ajustar DG a A C, con el ra-
dio F G=PB"'C desenbase un arco desde el een-
tro C: y como desde A puede venir una sola tan-
genle A B” hacia esta parte, coincidirdn los pun-
tos F'yB".

72. Haciendo finalmente un resimen de los
casos en que estda determinada la identidad de los
triangulos, recordamos las siguientes verdades.
1.* Son idénticos dos triangulos siempre que de
las seis caniidades 0 bien tres dngulos y tres
lados que constituyen la figura, haya en ‘el uno
tres, iveluso un lado, iguales & otras tres corres-
pondientes del otro, con la -circunstancia de ser
ambos (ridgngules aculangulos  obtusingulos
“cuando los datos en eada triangulo son dos lados
¥ el angulo opuesto & uno de ellos. Se vé que es-
ta escepluado €l caso de ser los tres dngulos del
uno iguales a sus borrespuntli;antes del ofro, por
lo que se ha manifestado en el teorema VIL.° del
articalo (64). 2.* Son idénticos dos triangulos
reclingulos cuando el uno tiene dos lados, 6 un
lado y un angalo agude, iguales & sus correspon-
dientes del otre.

Hecho el recuerdo de los casos mencionados,
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y considerando que dos triangulos idénticos v ie-
nen a sor uno mismo repelido, se sigue que estd
determinado el triangulo siempre que de sus seis
elementos haya dados tres, incluso un lado. E1
modo de construir el triangulo determinado asi
se esplica en el siguiente articulo.

75. propLEMAS de construir trrmgulos y de
inseribir el eirculo & un triangulo dado.

1.°  Consiruir un tridngulo con los datos ne-
cesanios,

Para construir un trmnﬂulo determinado por
cualquiera sistema de condiciones que se acaban
de manilestar, se han de practicar las operacio-
nes geomeétricas segun el mismo orden con que
ge han heclio las eomparaciones al demostrar la
identidad, Se consiruye primero un lado conoci-
do; y desle sus estremos con el compas se ‘tra
zan arcos, ya para marcar el lercer vériice cuan-
do son conocidos los lados (70), ya las cuerdas
de los angulos conocidos (46, 1.?), prévia escala
si fuesen dados en niimeros los valores lineales.

Al hacer la operacion se observard que en
cada caso se pueden construir dos triangulos idén-
ticos sobre el lado conocido, uno hacia cada par-
te del espacio (ue separa esta recta. Tralandose
por e;emplo del caso comprendido en el articuls
(70), veremos que los arcos mm' nn' (fig, 51)
tambien se cortan en olro punto P & la parte
opuesta de. AC; la recla AC que pasa por los

]
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“centros es perpendicular 4 la cuerda comun BP,
'y ademas A B=A P, BL=LP, resultando los én-
‘gulos BA C=C A P. Por igual razon los angulos
BCA=ACP, los lados BC=CP vy los triangulos
"ABC, APC idénlicos entre siy & DF G. Puesto
que por ambas construeciones hay conformidad
en los resultados, debe concluirse que esta de-
mostrado el teorema (70) de uno y otro modo.

La causa de ser las des soluciones una misma
en realidad, proviene de que las figuras planas
admiten superposicion por ambas faces; lo que
no sucede en las del espacio como veremos euan-
do se trate de ellas {162) y (175).

No queremos pasar en silencio otra ohserva-
cion importante propia de este lugar; y es, que
la posicion del punto B en el plano estd deter-
minada no solo por los datos del triangulo obli-
“endngulo A BC, sino tambieén por los del rectin-
gulo ALB, como por ejemplo AB y el angulo
agudo BAL, 0 bien los catetos AL y L B (fig. 52).
Se hace mucho uso de este Ultimo medio para
marcar en un plano diversos puntos, construyen-
‘do trisngulos reetingulos con un cateto tomado
en la linea fija A C desde el origen A, y olro ca-
teto en la perpendicular elevada & la distancia
correspondiente de dicho origen. Para esto se
coordenan de antemano las perpendiculares A €
y ADindefinidas por ambos estremos; y de esta
‘suerte la posicion de cada punto, por ejemplo B,
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esia determinada por las distancias simultdneas
BLy AL 4 las dos rectas coordenadas fijas; lo
“eunal ofrece un ejemplo de lo que se indico en el
-articulo (2) acerca de la posicion.
Cuando entre los puntos asi marcados en el
plano 4 uno y otro lado de una recta A € (fig. 55),
- hay dos como B y B’ tales que la recta BB’ sea
perpendicular & A € y dividida por ésta en dos
partes iguales BH y B'H, se dice que los puntos
B y B' estan siméiricamente siluados respecto
de la recta AC. Asimismo, si las rectas BE y
B'E’ se hallan de modo que BB' y EE' sean per-
pendiculares & AC y esten divididas dichas per-
pendiculares por AC en dos partes iguales, se

dice que BE y B'E' estan simélricamente situa-

das respecto de A € (fig. 56). Lo mismo se debe
entender en cuanto & dos curvas cuyos puntos
todos de dos en dos esten asi.

I1.°  Inscribir el circulo al trigngulo DFG
(fig. 45) dado.

o

Puesto que se pide construir el circulo & que

sean tangentes los lados DF, F G, DG, suponga-
se por un momento ser J, K, L los puntos de
contacto, y de consignienle elevadas las perpen-
diculares JO, L 0 que concurririn en el centro
0 del circulo (52). De esto resulta que los trian-
gulos rectingulos D0J, DO L que tienen la hipo-
tenusa comun D0 son idénticos (71), y en ellos
se verifica la igualdad de angulos O0DJ=0DL,
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es decir que dicha hipotenusa divide al angulo D
del triangulo propuesto en dos partes iguales. Por
la misma razon la hipotenusa OF divide al an-
gulo F en dos iguales entre si, despues de ana-
logas suposiciones, y lo mismo la hipotenusa 0 G
al angulo 6. Hasta ahora hemos caminado sobre
el supuesto de ser J, K, L los punios de conlac-
to: pero la cues ion es hallar estos y el eentro 0,
lo cual se consizue por el mismo razonamiento
que se acaba de hacer. En efeclo, el resultado
nos dice que dwidiendo cada uno de dos angulos
del triangulo en dos partes iguales (50), el punto
0 en que se cortan las rectas que los dividen es
centro del cirenlo inserilo, i radio de éste la
perpendicular bajada desde dicho centro d cual-
quiera de los lados (46, 11.°).

74, 7teorEMA. Dados para un tridngulo dos
lados AB y BC (fig. bA4), el lercer lado serda ma-
yor segun sea mayor el angulo que se forme con
las reclas dadas; y reciprocamente, este dangulo
resul.ara mayor segun sea mayor el lercer lado:
es decir que, si en un (rigngulo crece un dangulo
sin alterarse el valor de los lados de esle, crece
el lado opuesto, y si crece el lado crece Bf- angu-
lo opuesto.

Tomando por radio el lado BC (fig. i‘m). tra-
cese dosde el estremo B del olro lado A B un
eirculo C'CC"; y tirados los radios B!, BC,
BC", complélense los triangulos ABC’, ABC,
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ABC" sucesivos desde el menor agudo hasta el
mayor obluso, para observar las variaciones de
los lados AC, A, AC". Con este objeto toma-
mos el punto infermedio € de modo que el dn-
gulo A C B sea reclo, esto es A € tangente. En el
triangulo A BC" se vé desde lnego por la inecua-
cion (10) AC4+C'BLACHCB, que suprimiendo
cantidades iguales resulta A C'<A C. Asimismo,
en el triangulo A BC", tenemos por una parte
BC'<BD+DC" y por otra ACLAD+DC: su-
mando las dos inecuaciones y reduciendo viene a
resultar AC<A (V.

Queda pues demostrado que en el triangulo,
siendo conslantes los valores de dos lados, el
tercero va creciendo segun' el angulo opuesto es
mayor. Reciprocamente se verifica que, segun el
tercer lado es mayor, el angulo opuesto va tam-
bien siendo mayor, como se hace ver por inecua-
ciones de dngulos que resultan, aunque omitis
mos aqui el verificarlas por la suma facilidad
con que lo puede hacer por si el lector. Por tans
to, se concluye que esti demostrado el teorema
propuesto..

Sin embargo, como no estin los dngulos en
razon de las cuerdas (45, V.°). se deduce que el
angulo de un (riingulo no crece proporcional~
mente al lado opuesto.



LECCION DECIMA.

Triangulos semejanies.

75. Se llaman semejanfes dos triangulos cnan-
do dos angulos del uno son respectivamente igua-
les & dos del otro, 4 que se sigue neeesariamente
el ser tambien iguales entre si los terceros dngn-
los (64). Los lados opuestos 4 los dnzulos iguales
son homdlogos, de modo que cada lado de un
triangulo tiene su homolozo en el semejante. Pa-
ra construir un triangulo semejante 4 otro dado
GHK (fig. 56 y 57), se forma un dngulo A igual
d H, se toma sobre uno de sus lados ‘indefinidos
cualquiera parte; y construyendo en el estremo
de esta un angulo igual a su correspondiente, de
modo que cierre la figura, quedara trazado al
triangulo semejante; que para ser el tinico posi-
ble necesila otra condicion mas en el problema
(73, L.°).

76. TeOREMA. 1.° La secante paralela a un la-
do del tridngulo corla los olros dos en seqmentos
proporcionales.

En el tridingulo A CF (fig. 56) dirfjase B D pa-
8 AB AD
ralela a CF; y por ser BC = DF

culo (34), resulta demostrada la proporcion.

sezun el arti-
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[1.°" Reciprocamente: si la recfa BD corta los

lados AC y AT del tridngulo ACF eh‘jmrtc‘s pro-
' B AD

~..~-——' 3 a'
C AR’ iarectaBDe P
ralela al tercer lado CF del tridngulo. Porque
sino, supongamos C M paralela & BD, 4 que si-
ue necesariamente

AB AD

AC A’
y como tenemos el dato preciso de la otra propor-
cion, resulta por igualdad de razones el absurdo
AF=AM.

77. TEOREMA. En el triangulo-la secante pa-
ralela @ un lado forma con los segmentos de los
otros dos un {riangulo semejante al total hacia el
angulo opuesto @ dicho lado.

En los tri:’mgglos ABD y ACF, siendo BD
paralela & CF, son los lres dngulos del uno res-
pectivamente iguales & los tres del otro, (26): y
por tanlo estd cumplida la condicion de seme-
janza.

78. reorEMA. En los triangulos semejantes
son proporcionales los lados homdlogos.

Si en dos triangulos CAFy G HK (fig. 56 y
57) es cada dngulo del uno igual & su correspon-
diente del otro; sobrepuesto el segundo trizngu-
1o al primero, dg¢ modo que caiga el zin;gulo GHK

i

porcionales, como
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sobre su igual CAF con el vértice Hen A,y
los lados /I G y HK sobre sus homdloges A C y
AF, el punto G caeri en G’ sobre AC, y K en K
sobre A F; serén idénticos los triangulos GHK,
G'AK', y por consiguiente G' K' pfua]ela acCF,
4 causa de ser iguales los angulos G' y €, ¢ bien
i causa de iguales los angulos K’y F. De esto
resulta (34) y (35)

AG_AK  AG_GK.
ACT MRTTAE T CF

y sustituyendo f G por A@* HK por AK'y GK
por G'K’, viene

JG WK _GK_
AC: AF _CF. &

79.  TEOREMA. Dos fridngulos son semejantes
cuando los lados del uno son respectivamente
proporeionales a los del otro.

Supuestos proporcionales los lados del tridngulo
ACF dlos de GHK, de modo que se verifique

HG HK 6K
ARG AR CF’

cortense A G'=HG, AK'=HK. Larecta ¢' K' se-
rd paralela 4 € F, con motive de la proporciona-
lidad supuesta; y por tanto los tridingulos A G'K’
¥ ACF semejantes, resultando



(.
4 A0
CF GK~
Como por el supuesto es tambien
AC_HG L AGHG.
CF  GK’ GK'  GK’

esto es G'K'=GK, los tritngulos AG'K’ y HGK
idénticos, y-los tres angulos de HGK respecti-
vamente iguales 4 los de ACF. La proposicion
que se acaba de demostrar es la reciproca de la
anterior. ;

80. TtEOREMA. Son semejantes dos [riangulos
cuando el uno tiene un dangulo ignal al del otro,
y los lados que forman dicho angulo en el uno
proporcionales a los que forman su igual en el
alro,

Supongase que en los triangulos CAF y G HK
(fig. 56 y 57) son los dngulos A=, y proporcio-

AC __AF
HG  HK’
sobrepuesto el segundo triingulo al primero de
modo que coincidan los vérlices y lados respee-
tivos de los dngulos A y I1, el punto @ caerd en
G', y K en K, resultando idénticos los tridngulos
AG'K', HGK; y por la proporcion supuesta sera

Ac_AF.

AG@ AR’

nales los lados que los forman como
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~ esto es, G'K'paralela a CF y semejantes por ello
( 77) los triangulos ACF y A G'K'.

Segun esto, para formar un tridangulo seme-
jante @ otro dado GHK de un modo diferente que
en el articulo (75), se construye un dngulo A igual
a H: y cortando sus lados indefinidos proporcio-
nalmente & HG y HK, la recta que ligue los es-
tremos de aquellos ya cortados completard el
tridngulo semejante.

81, TeOREMA. Son semejantes dos Iridngulos
que tienen sus lados respectivamente paralelos.

Si dos tridngulos ACF y HGK (fig. 56 y 57)
tienen sus lados respectivamente paralelos, ACy
H G entre si, CF y G K igualmente, como tambien
AF y HK; sobrepuesto el segundo al primero
de modo que coincidan Hen A y H G sobre AC,
si el punto G cae en G'y se traza G'K’ paralela
CF, sesullaran entre los dngulos las igualdades

G'=G=C (26, IV."), K'=K=F.

Asimismo se vera que los angulos I y A son
iguales, aunque baslta que sean dos entre si para
serlo los terceros y semejantes los trisngulos (75).
82. TeOREMA. Son semejantes dos (ridngulos
que tienen sus lados respectivamenle perpendi-
culares.
Si dos riangulos ABC y DF G (fig. 58) tienen
sus lados respectivamente perpendiculares, como
GD A AB, FDa AC, y GF & BC; prolongada
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F D hasta eoncurrir eon A C, hay entre sumas de
angulos la equivalencia

DAH+ADI—=R—=GDFLFDB,

© que restando dngulos opuestos en el vérlice,
se reduce a DA =@ DF. Prolongando, si es ne-
cesario, los ofros dos lados hasta concurrir con
los respectivos del otro triangulo, se demostrard
del mismo modo que los dngnlos G y P son igna-
les como tambien F y C.

85. 1TeEoREMA. 1.° La perpendicular bajada
desde el vértice del angulo reclo d la hipotenusa, -
divide al triangulo rectangulo en dos semejantes
al total y por ello entre si.

Bajando desde el vértice B del angulo recto
ABC (fig. 59) la recta BD perpendicular & la hi-
potenusa A C, los dos angulos en I serin iguales
a4 A B C. Los triangulos A BC y A D B rectangulos,
con el agudo A comun, lendran tambien iguales
los terceros dngulos A BDy A € B. Asimismo los
triingulos rectingulos ABC y DBC, con el agu-
do eomun €, tendran iguales los terceros BAC
y DB C: en consecuencia son semejantes los tres
triangulos A BC, ABD, DBC.

Comparando lados hemologos de Tos triangu-
los semejanles que acabamos de reconbcer:, de-
dicense los feoremas que siguen.

IL.*  La perpendicular BD bajada desde el vér-
tice del dngulo recto d¢ la hipotenusa es medis
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proporeional entre los segmentos AD y DC de esta.
Por la semejanza de los triangules parciales
en que la perpentlicular BD divide al ABC, sera

AD __BD
BD ™ bC’

I.° Cada calelo AB, BC del triangulo rec-
tangulo dividido, es media proporcional enlre su
hipolenusa 1y el segmento de esta correspondiente
a dicho caleto. - ! .

Entre los Iados del tridngulo A BC y de cada

uno de los parciales;hay tambien las relaciones
que siguen,

de donde ADxD C_BD

AD_ Ak DC_BG
AB 7 AG' BC 1 AG

de donde A DXAC=4 B, DExA C=FC,
IV.® Las potencias sequndas de los catetos AB
y B del tridngulo rectangulo estan en razon de
los segmentos” en que' la perpendicular bajada
desde el vértice divide @ la hipotenusa.
Dividiendo una por oltra las dos dltimas ecua-

—_—
: : AB_ 4D
ciones, resulla =
. -__‘*2 T
i i De

V.®  En el trigngulo rectingulo la segunda po-
tencia de la hipotenusa vale tanto como la suma
de seyundas polencias de sus catelos.
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Sumando las ecuaciones finales del teorema

_dgiaikg HTgl
(IIL?) viene A B -+ B C—(A D+DC)xA €=A C.

Por este principior, dados los valores nu-
meéricos de dos lados én un (tridngulo reclin-
gulo, esta determinado el lercero numérica-
mente: pues, siendo b la hipotenusa, ¢ un ca-
feto y a gl otro, la ecuacion hallada viene a ser

b=c+a’, y dd b=}/ (c4-a*)
e=)/ (B=a), o=/ (B,

84. TtEOREMA. Enel tridngulo ABC (fig. 60),
la sequnda potencia del lado opuesto al dangulo
agudo B, es menor que la suma de sequndas po-
tencias de los olros dos lados con la diferencia
2(ABXBD), siendo D el punto en que el lado
adyacente AB queda cortado por la perpendi-
cular G bajada @ ét desde el angulo G, Y en el
tridngulo ABC' la sequnda potencie del lado
opuesto al angulo B obluso, ¢s mayor que la su-
ma de sequndas potencias de los otros dos lados
con el esceso 2(ABXBD'), siendo D' el punto
en que el lado adjacente prolongado concurre
con la perpendicular C'D bajada d él desde C'.

Sea B agudo como en el tridngulo A BC, G
obluso como en A B €'; dirigidas desde € y €' las
CDy C'D perpendiculares el lado A B, caerdn
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dentro 6 fuera del tridngulo segun el Angulo B
fuere agudo 1 obluso (64, IV.> y V.°), y resulta-
ran las ecuaciones

I ._n‘_ sifus

D= D-——" 'B—BD,

C‘\

CD AC’-—AD HCB' BD'

Como hay las equivalencins A D=AB—BD ¥y
AD'=AB+BD, las ecuaciones precedentes des-
pues de sustiluir cantidades iguales, de:envolver
binomios y reducir, vienen & ser

AC — 0B + A B —2(A BXBD)
s . T i i
AC =c'38+ AT +2(A BXBD).

Por estas relaciones y la que se hallo en el
tridngulo rectangulo, (85, V.°) vemos, que en el
triangulo la segunda potencia de un lado pasa de
menor a mayor que la suma de segundas poten-
cias de los otros dos lados, al pasa el angulo
opuesto de agudo & obluso, es decir. en el acto
de ser dicho éngule recto.

Espresando con la letra z cualquiera de las
distancias BD 6 B D', y con las miniisculas a, b, ¢
los lados opuestos a los angulus de mayisculas
respeclivas, estan cifradas Ins dos ultimas con-
clusiones en la ecuacion doljie
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brt=n*tc*=2cx; " .

que, en el caso de B recto viene a ser la misma
que se hall6 para el triangulo rectingulo (83, V.°),

85. TEOREMA. El triangulo de los ladosa, b, ¢
serd rectangulo y b su hipolenusw siempre que se
verifigue la igualdad b*==a’4-c?: y serd aculan-
qulo con el angulo opuesto a b agudo, @ oblusdn-
gulo con el angulo opuesto d b obluso, segun se
verifique una @ olra de las ecuaciones compren-
didas en b*==a"4-c*==2cx, siendo x la distancia
desde el vértice hasta el punto en que el lado
adyacente concurre con la perpendicular bajada
a él desde el angulo opuesto.

Las tres proposiciones que se acaban de enun-
ciar son las reciprocas de las demostradas ante-
riormente (83, V.%) y (84), y se prueban con faci-
lidad por absurdo. Por ejemplo, si verificada la
ecuacion b*=a’4-¢* no es recto el angulo opuesto
al lado b, sera agudo 10 ebtuso y entonces b* ma-
yor 6 menor que a’-c* contra el supuesto. Lo
mismo se demostraran las otras dos proposicio-
nes, cuya verificacion confiamos al estudiante.
De aqui se deduce que, dados los valores respec-
tivos de los tres lados de un trianzgulo, facil sera
conocer si hay algun angulo reeto i obtuso y cual
de ellos es, observando sila segunda polencia
del mayor escede, iguala, 6 no alcanza 6 la suma

de segundas potencias de los dos menores.
14
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86. TeEOREMA. En el triangulo, la reclta que
divide ¢ un dangulo en dos iguales corta el lado
opuesto en partes proporcionales d los otros dos
lados.

En el tridngulo ABC (fig. 61) dividase el an-
gulo B en dos iguales con la recta B F; y pro-
longada AB hasta que concurra en D con €D
paralela & BF, sera por el articulo (34)

AB _BD
AF " FC'

Al mismo tiempo, la igualdad de los dngulos
FBC=BCD=ABF=ADC prueba que el frian-

gulo BCD es isosceles y BD=B C. Sustituyendo
en la proporecion BC por BD, resulta la que se
trataba de hallar

Ap_pC
AF™ FC”

En el articulo (66) vimos verificado el caso par-
ticular del triangulo isosceles.

87. reEoREMA. Cuando dos cuerdas de un cir-
culo se cortan, el producto de segmentos de una
equivale al de otra; 6 lo que es igual, las cuer-
das se corlan en segmentos inversawmente propor-
cionales.

Dos cuerdas AD y BF (fig. 62) que se cortan
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en H forman los angulos opuestos en el vértice
iguales: ligando despues los estremos By D, Ay
F, con las cuerdas BDy AF, los angulos DB F
y DA F son iguales; y los triangulos BHD, AHF
que tienen dos angulos respectivamente iguales
son semejantes. Comparando lados homologos,
resulta la espresion pedida

AHXHD=BHXHEF.

88. TeomEMA. L.° La perpendicular bajada
desde la circunferencia al diamelro (fig. 59) es
media proporcional entre los segmentos en que
esle resulia dwidido por aquella.

Cuando es didmetro una de las cuerdas como
AC, y corla la enerda BH perpendicular 4 él,
son iguales los segmentos BD y DH de la cuer-
da (47): y el principio demostrado antes viene

a ser en este caso

By of
BD=ADXDC.

I1.°  Las perpendiculares bajadas desde la cir-
cunferencie al diamelro van decreciendo segun
se alejan del centro; es decir, que la media pro-
porcional decrece sequn va siendo mayor la di-
ferencia de los estremos, cuya suma no varia de
valor.

Nos consta que B D es mitad de la eunerda en
que se halla (47), y que la cuerda mas distante
i
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del centro es la menor (49): luego el teorema
esta justificado.

PROBLEMA. Constituir una media proporcional
@ dos rectas p y q dadas.

La solueion se funda en el teorema 1.° de este
articulo. Pues tomando una recta A C=p--q, con
el radio 1_’_‘}‘5’_? se describe el circulo ABC, y la
perpendicular B D levantada en D punto divisorio
de las rectas p y ¢ es la media proporcional.

89. TeoneEMA. Si dos secanles que concurren
fuera del circulo, se prolongan hasla encontrar d
la circunferencia en los sequndos punlos de in-
terseccion con ella, el producto de una secante
por su parte eslerna es igual al producto andlogo
de la olra secante.

Cortada una circunferencia (fig. 63) por dos
secantes AF, AHl, y dirigidas desde un punto &
otro de interseccion, como se ve en la figura, las
cuerdas "By DH; los triangulos AFB y AHD
que lienen el dngulo A comun y los dngulos F y
H iguales, son semejantes. La comparacion de
los lados homdlogos da la verdad propuesta

AFXAD=AHxAB.

90. TEOREMA. La parte de la tangente inter-
ceplada por una secante es media proporcional
enire la secanle toda y su parte esterior.
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Sea G H una secantey G B tangente en el punto
B; dirigidas desde B las cuerdas BH y BE alas
interseceiones de secanle y curva, resultan los
triangulos G H B y G B E semejantes, por ser co=
mun el angulo G y ademas Gl B=GBE (58).
Comparando lados correspondientes hallaremos
la relacion

S
GEXGH=GB.

Se usa de esla propiedad para resolver el proble-
ma siguiente. ,

PROBLEMA, Dividir una recta GB (fig. 64) da-
da, en dos paries GL y LB lales, que la mayor
GL sea media proporcional enlre la ofra parte
LB y el total GB, @ lo que se llama dividir una
recla en media y estrema razon.

Siguiendo por un momento el espiritu del Al-
gebra, nuestro problema esta cifrado en

—LiE

G L=GBxL B;
que, & causa de L B=G B—G L, recibe la forma
PR L |
GL=GBX(GB—GL); la cual se puede [ras-

i
formaren GLX(GL+GB) =G B.

Consiste pues en determinar G L, de modo que
G B sea media proporcional entre GL y G L+GB,
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y esto se’ conseguird por una construccion fal,
que G B sea tangenle cortada por una secante de
la longitud G L+4-G B, cuya parte esterior sea lan
larga como GL. Para ello levantese en B una
perpendicular: corlada en esta la parte

BC= %E-, y construido con este radio el eircu-

1o tirese la secante G €. Se verifica en él por el

— ]
teorema, G B=GEX(GE- G B); y marcando se-
bre la recta dada la parte G L=G E, serd

E"BS‘:GLX(GL-I-GB), 6 lo que es igual,

G L=GBxLB.

91. TEOREMA. Si dos reclas que concurren en
un punto dentro o fuera del cireulo se prolongan
hasta encontrar @ la circunferencia en los pun-
tos posibles, quedan cortudas en partes reciproca-
mente proporcionales, contandese las partes des-
de el punto de concurso de las rectas hasta los
de concurso de ellas con la circunferencia.

Observando lo que tienen de comun los prin-
cipios demestrados allimamente acerca de dos
rectas que se cortan referidas al circulo, se de-
duce que estan ineluidos en el teorema general
que enunciamos; y como toda reeta de las eir-

“
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cunstancias que se exigen serd con precision dids
metro, cuerda, secante ¢ ltangente; se sigue esta
demostrada la proposicion.

LECCION UNDECIMA.

Poligonos.

92. Toda figura cerrada’por lineas rectas se
llama poligono, como A BC F G (fig. 65), que ties
ne todos sus angulos salientes, y como ABCDF &
que tiene salientes todos sus angulos escepto el
enlrante que forman en B los lados CD y DF del
poligono, Mas, en estos elementos solo tratare-
mos de poligonos convexos, es decir, de los que
tienen salienles todos sus angulos; que es el ca-
80 en que una recta puede cortar su contorno o
perimelro en dos puntos solamente (10). El ni-
mero de dngulos ¢ vérlices de un poligono visi-
blemente es el mismo que el de lados.

La recta, como A C 6 A F, dirigida de un an-
gulo 4 otro no contiguo, se llama diagonal del
poligono; y si desde un angulo A se dirigen dia-
gonales & todos los demas, resulla dividido el po-
ligono en tantos triangulos como lados tiene me-
nos dos: es deeir, que resultan asi n—2 triangu-
los siendo n el nimero de lados del poligono.
Otro de los modos que se usa para descomponer-
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le en triangulos consiste en trazar reclas como
KA, KB.... (fig. 66) desde un punto K interior de
la figura & todos los vértices: y enlonces resulfan
tantos triangulos ecomo lados tiene el poligono, es
decir, » numero de triangulos en el poligono que
tenga n lados, Para dislinguir unos de otros los
angulos que se puedan considerar en eslas figu-
ras, llamanse angulos del poligono los compren-
didos por cada dos lados de él, como ABC,
BCD....: yse Naman esteriores los suplementos
de aquellos, como LBC, MCD.....

Los poligonos toman los nombres por el ni-
mero de lados que tienen; lfTamindose triangulo
el de tres lados cuyas modificaciones y 'propieda-
des conocemos ya; cuadrildtero el que consta de
cuatro lados; pentigono €l de cinco, exdgono el
de seis, epldgono el de siete, ocligono el de ocho,
endgono el de nueve, decdgono el de diez, unde-
cagono el de once, y asi sucesivamente los de
mayor nimero de lados. Se llama regular el po-
ligono cuando son iguales todos sus dngulos y
todos sus lados, diciéndose por ejemplo penta-
gono regular, exdgono regular, ete. (fig. 67).

95. TEOREMA. Dados todos los angulos menos
uno y todos los lados menos los dos del angulo des-
conocido, como Lambien el orden de su eolocacion,
esta determinado el poligono.

Poligonos idénticos son los que sobrepuestos
eoinciden en todas sus partes; por lo cual, el pro-
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blema de construir un poligono - idéntico & olro
dado es el mismo de construir un poligono con
lados y angulos dados, previniéndose ademas el
orden de su colocacion respectiva. Dades pues,
n—1 angnlos'y n—2 lados de un poligonn de n
lados, para construir oiro ABCDEFG (figu-
ra 66) identico se toma un lado A G, y en sus
estremos se forman los angulos adyacentes 4 y G,
que correspondan: tomando en -segqiila sobre el
lado indefinido de uno de estos la parte A B, se-
gun el valor que se diere para esta lado del po-
ligono, se construye en B el angulo eorrespon-
diente. Continuando asi se llegara por (in a for-
mar el angulo E, cuyo lado indefinido £ F cortara
por si mismo al indefinido del angulo (7 en el punte
F, y quedarén asi determinados GF v F £, como
tambien el angulo F comprendido del poligono,

Asi como en el caso demostrado hemos visto
que de los 2n elementos del poligono han basta-
do 2n—73 para determinarle, el hecho induce a
creer tambien que siempre para construir un po-
ligono de » lados deberdan bastar 22—3 datos,
siendo n—2 lados y n—1 angulos. Mas, & pesar de
que hay relaciones enftre lados y angulss del po-
ligono, aun estd por resolver el problema general
de hallar dichos dos cualesquiera lados y un an-
gulo, dadui los 2n—735 elementos restantes; y solo
en el triangulo, que es el poligono de menos la-

dos, esta resuelto completamente (Lec. 1X),
i3
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94. TEOREMA. La suma de los angulos del po-
ligono vale tantas veces dos angulos reclos como
lados tiene menos dos; y la suma de los esleriores
vale cualro rectos.

Las rectas dirigidas desde un punto K (fig. 66}
interior a todos los angulos del polizono, le divi-
den en tantos tridamgulos como lados tiene. Sien-
do pues n el namero de ellos, y R el dngulo ree-
to, todos los angulos que resultan asi en la figura
juntos valen 2z R por lo demostrado en el artica-
lo (64); los formados en K juntos (14) valen 4R:
¥ restando estos de aquellos, resulla que la suma
de los del poligono es 2nR—AR=21(n—2). Segun
esto, en el (ridngulo es n=3, y 2R la suma de
anculos. En el cuadrilatero es n=4, y 4R la suma
de angulos. En el pentagono, es 6R la suma de
angulos, ete. Como el poligono regnlar tiene igua-
les todos sus angulos (fig. 67), sera el valor de

n—=2 o
cada uno T"x‘.’R: de consigniente 2R el del

triangulo regular; R el del cuadrilitero regular;
=R el del pentagono reguiar, etc.

Prolohgando cada lado del poligone por uno
de sus estremos, resultan los angulos: esteriores
LBC, MCD,.... suplenientos respeglivos de los
interiores adyacentes del poligono: y como hay
tantos suplementarios como angulos liene, as-
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ciende 4 la suma 2nR—2R(n—2)=AR el valor
de todos los dngulos formados esteriormente por
cada lado y la prolongacion del inmedialo; que es
la segunda parte del teorema. En el polizono re-

. AR 5
gular sera R el valor de cada angulo esle-

rior; de consiguiente %R el del esterior del trisin-

gulo regular; R el del cuadrilatero regular, ete.

95. Dejando para mas adelante lo demas que
se dirda de los poligonos en genefal, tomemos en
consideracion ahora los cuadrilateros entre los
cuales se distinguen con nombres propios los
que vamos a definir. Trapecio es el cuadrilatero
ABCD (fig. 68), que tiene dos lados BCy AD
paralelos, sin serlo entre si los otros dos. Para-
lelégramo es el cuadrilitero ABEF 6 ACDF
(fig. 69 y 70},‘que tiene sus lados de dos en dos
paralelos entre si, 4 lo eual es inherente la pro-
piedad de ser iguales de dos en dos sus lados (30).
Cuando el paralelégramo liene los cualro dngulos
rectos se llama rectangulocomo A €D F enlamis-
ma figura 69; y siademas tiene iguales los euatro
lados sellama cuadrado, como A BE K en lamis=
ma figura. Cuando no son rectos los dngnlos del
paraleldgramo como en la figura 70, sellama obli-
cudngulo, distinguiéndose con el nombre de rom-

bo el paralelogramo oblicuangulo que tiene igua-
n
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les sus cuatro lados, como A BEF en dicha figu-
ra 70. Sentadas estas definiciones, pasemos & ma-
nifestar en los teoremas que siguen algunas pro-
piedades de los paralelégramos.
TeoneMA. 1.° Bl cuadrildafero que tiene los
lados opuestos iguales entre 1, es paraleldgramo.

Siendo en el cuadrilatero A BDF (fig. 71) los
lados AB=FD, BD=AF, y tirada la diagonal
AD, resulta dividido en dos triingulos idénticos
por ser los tres lados del uno iguales a sus corres-
pondientes del otro: comparando los dngulos
opuestos a los lados correspondientes, se hallas
ran las icualdades de angulos BDA=DAF,
ADF=BAD,y por ello seran paralelas BD a
AFyBAaDF. :

1. El paraleldgramo tiene iguales enire si
los dngulos opuesios; cadw dos contiguos suple-
mentariocs entre si; y vesulla dividido en dos
triangulos idénticos por la diagonal..

Tirando 12 diagonal AD en el paralelégramo
ABDF, por lo demosirado en la teoria'de para-
lelas (26) resultan las igualdades de éngulos
BDA=DAF, ADF=BAD, y las sumas de eslas
BDF=BAF: tirando la otra diagonal BF, por
un razonamiento analogo se viene a parar a la
igualdad de dangulos ABD=AF D. Segun esto y
lo demostrado en el articulo (94), tenemos la
igualdad de angulos.
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2A BD4+2BDF=AR; y reduciendd,

ABD+BDF=2R, por consiguiente
BAF4+AF D=2R.

Cada diagonal divide al ‘paraleldgramo en dos
triéngglos que tienen de lado comun dicha dia-
gonal, y por la definicion de la figura los otros
dos lados de cada triangulo son respectivimente
iguales a los del otro; luego son idénlicos los dos
triangulos en que la diagonal divide al parale-
légramo. A
IL.°  Cada diagonal del paralelégramo estd
cortade por la olra en dos paries iguales.

Visiblemente se cortan las diagonales ADy
BF en el punto €,y forman con los lados del
paralelégramo cuatro triangulos que fienen un
vérlice comun en (. Los triangulos ACBy DC F
son idénticos, por la igualdad de lados A B=F D
y de los dngulos del uno respectivamente @ los
del otro. Comparando los lados correspondien-
tes & los dngulos iguales, se hallan AC=CD y
BC=CF.

IV.° En el cuadrado vy el rombo la diagonal
dwide a cada angulo en dos partes iguales, y es
perpendicular d la otra; de que resulta dividida
la figura en cuatro trigangulos rectingulos idén-
ticos por las dus diagonales.

Cuande fueren iguales los cuatro lados del
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paralelogramo ABEF ( fig. 69 y 70 ) tirando las
diagonales A E y B I', que se cortan en 0, re-
sulta a un tiempo A B=BE: AO0=0E ;y por
ello BF es perpendicular & AE y divide al an-
gulo B en dos iguales, @ lo enal es consiguiente
el ser los tridangulos A B Oy BOE rectingnlos
idénticos. Por un razonamiento anialogo se de-
muestra la biseccion de cada dngulo en partes
iguales y Ia identidad de tridngulos BOE y EOF,
como lambien de EOF y AOF: luego por igua-
les it otros resultan iguales entre silos cuatro
triangulos rectingulos en que dividen las - diago-
nales al euadrado y al rombo. s

En el easo parlicular de ser un euadrado la
figura, hay la circunstaneia de igualdad de sus
cuatro angulos y por consiguiente de todas las
milades, a que se sigue el ser isosceles idénticos
los cuatro tridngulos é izuales todas las euatro
partes de las diagonales.

V.” teorema. En el paralelograme la suma de
sequndas polencias de las diagonales es; igual d
la suma de sequndus polencias de todos los lados.

Si en el paralelogramo A BC D (fig. 72) se ba-
jan desde los vértices A v B 4 la base D 6 su
prolongacion las perpendiculares AF y BG, los
triangulos ADC y BDC formados por cada dia-
gonal y dos lados del paralelogramo dan (84)

]

—_— ——l
AC=AD+DC—2DCXDF,
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SEEN SapEm e .
BD=BCH+DCH+2DCX0G:

sumando las dos ecuaciones, y teniendo presen~
Lles los datos

AB=DC, DF=F G—F C=CG, se viene &
WA W\ e ) S S0 T e < [ RESESUN ) e
ACH+BD=AD+BC+ D C+AB.

96. rproeLEMAS de construirel cunadradoy el

rectangulo.,
L° Ddndose el lado AF (fig. 69) construir el
cuadrado sobre él. LS s

Levantando perpendiculares a la recla dada
en sus estremos A y F (46, I1.°) 6 (59, L.°), y cor-
tando en ellas las partes A B y F' E igualesa el la-
do AF,larecta BE completari el cuadrado A E,

Si se quiere construir de otro modo, levéan-
tese la perpendicular A B en el estremo A de la
recta dada; cortese A B=AF, y desde los puntos
By F con el radio A F tracense los arcos (ue se
cortardn en E: tirando porllimo las rectas BE y
FE quedari complela la figura, que tiene iguales
sus cuatro lados y rectos sus angulos, pues pbr
construccion son idénticos y rectangulos é isos-
celes los dos friangulos de la hipotenusa comun
BF (70).

II.>. Dada la diagonal BF, construir el cuas
drado,

Desde el punto 0 medio de BF levéntese la



—120—

perpendicular AE (46, 11L.°): tomando en ella las
partes 0 A y OF iguales & B0,y lizando con rec-
tas los cuatro puntos B, A, F, E, quedara cons-
truido el cuadragdo (95, IV.?). Igualmente se cons-
truye la figura formando en los estremos de la
diagonal dada, & uno y otro lado de ella, los én-
gulos semirectos (46, 1.°) FBA, FBE, AFB,
B F E; pues por construceion serin rectangulos,
isosceles é idénticos los triangulos de la hipote-
nusa comun BF (64) y (65).

IIL.°  Dandose los Iudos AF y ACG (fig. 69),
construir el reclangulo.

Formando en el estremo 4 del lado A F un
angulo recto, tomese en el nuevo lado del angulo
la parte A € dada; y construyendo en los estremos
C y F angulos rectos sobre los lados AF y AC,
quedari constraido el rectangulo (94).

Si en vez de construir en los estremos C y F
angulos rectos, se Lrazan arcos desde dichos pun-
tos, con el radio AF desde € y con AC desde F
se cortaran en el punto D, y las rectas CDy DF
completarin el rectangulo; pues por construccion
son triangulos idénticos rectiangulos los de la hi-
potenusa comun CI' (70).

IV.°  Construir el rectangulo, dada la diago-
nal GF y el dngulo ACF que ha de formar con
un lado.

Constrayanse en los estremos C y F sobre C F
los angulos ACF.y CF D iguales al dado; y en

-
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los mismos puntos sobre las recfas 0.4 y F D ha«
cia la diagonal constriyanse los angulos reclos
ACDyAFD; eon lo' que los nueves, lados de
estos angulos cortardn a log primeros en los pun-
tos A y D vértices del wwin"nle que se pide
64) ¥ (95). 111 1

En cuanto al modo general de comtmlr cual«
quiera poligono, y al nimero, de condiciones ¢
datos necesarios para que la: figura que se pide
esté determinada, téngase presente 1o dicho en el
articulo (93), sobre cuya materia se adqummn
otras luces en las lecciones que siguen.

LECCION DUODECIMA.

De los poligonos inserito y elreunseri-
to al eireuleo,

i

97. i |todos los vértices de los dngulos 'del
poligono estin én'la circunferencia, es el poligo-
1o ‘inserito; y eircunserifo i los lados son ‘tan-
gentes al cirealo. Por la definicion misma se ' in!
fiere, que los poligonos inseritibles tienen la cua-
lidad de que dentro de su contorno haya un pun-
to equidistante de todos los vértices-de sus dngu:
los; y Jos eircunseritibles 1a de tener un puuto
equidistante de sus lados. :

98. TROREMA. El poligono rcgulmr Liene un
punto equidistante de sus vértices y equidistans
te de sus lados, y queda dividido por las rectas
dirigidas a los wértices desde diche punto, ¢n

16
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triangulos isdsceles idénlicos cuyas bases son los
lados' del poligono.

Dividase cada uno de los dos angulos AyB
del poligono regular A B CDF G (fig. 67), en dos
iguales, por medio de las rectas A K, BK; y des-
de el punto K en que se cortan tirese K€ 4 otro
angulo € inmediato del poligono. Despues de es-
ta operacion se observard que los tridngulos
AKB y BKC tienen KB comun, A B=BC y los
ingulos en B iguales; por 1o cual son idénticos y
K A=K B=K C, ecomo tambien el dngulo
K C B=K B C=K A B mitad del dngulo' del poligo~
no, y por ello isésceles dichos triangulos. Del
mismo modo se demuestra que la recta K D diri-
gida desde K 4 otro vértice contiguo' D, forma el
triangulo CKD idéntico & los dos anteriores; y
sucesivamente, que todas las rectas dirigidas des-
de K a los vértices del poligono son iguales, y
forman de dos en dos con un lado del poligono
triangulos isésceles idénticos euyas bases son los
lados del poligono. Ademas, por la identidad de
dichos triangulos isosceles tendrin todos la mis-
ma altura KJ, es deeir, que el punto K esti equi-
distante de todos los lados del poligono.

Llimase centro del poligono regular el pun-
to K; radie del poligono 6 radio oblicuo la dis-
tancia KB desde el centro a los vértices; apo-
tema 6 radio reefo la distancia KJ desde el cen-
tro a los lados, y angulo del centro cada uno de
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los formados por dos consecutivos radios del po-
ligono. Cada dngulo del centro en el poligono

AR
regular de n lados vale }—;—, por ser AR la 'su-

ma de todos (14, IL.°); y asi, el angulo del cen-

4
tro del triangulo regular vale ~5—_R; el del cua-

drildtero regular R; el del peﬁt_ﬁgono regular

4 .
?R’ etc.; que son los mismos valores respec-

tivos de los dngulos esteviores (94).
99. TeEOREMA. Dado un poligono "regular, se
puede circunscribir el circulo a él.

En efecto, habiéndose demostrado que fodos
los radios CA, €B, CD..... (fig. 73) del poligo-
no regular son iguales, la circunferencia deseri-
ta con cualquiera de ellos desde el eentro € pa-
sard por todos los vértiees del poligono; y por
ser isosceles todos los triangulos ACB, BCD...,
sera cada lado del poligono cuerda del circulo,
es deeir, eireunserito este al poligono y con un
mismo centro ¢ ambos.

. 100.  Dado un -poligono regular se puede ins-
cribir el cireulo a él.

Por estar equidistantes del centro del poligo-
no regular abd, (fig. 73) todos sus lados; tanto
como es la estension del apotema CK, si con
esle radio se describe un circulo pasara por to-

]
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dos los puntos K, K',.... de los lados, en que
se corlan estos con los apotemas; v como todas
las rectas que se pueden dirigir desde el centro
del poligono 4 los lades son mas largas que el
apotema (19, IL.°), se sigue que cada lado del
poligono tiene ‘comun'con su  circunferencia un
solo punto, y que todos los demas de cada lado
salen fuera del eirculo; esto es, que los lados del
poligono regular son tangentes' del circulo des-
erito desde el centro del poligono con su apo-
tema. \

101. Esla demostrado que en todo peligono
regular dado se puede inseribir y circunseribir el
circulo; pero la reciproca de esta doble coneclu-
sion no se puede establecer, porque aun  estan
irresueltos los problemas de inseribir y circuns-
cribir poligones de cualquier nimero-de lados en
cireulo dado; y solamente se han podido resol-
ver en algunos cases que vamos & manifestar,

reoreMA. L°  Ellado del exigono regular es
igual al radio del cirewlo circunscrito.

Suponiendo la cuerda 4 B (fig. 74) lado de un
exagono regular, y M el centro del eirculo da<
do; en el tridngulo isosceles A MB el angulo M

A 2 - .
del centro vale ER:—_5 R; sus dngulos en A y

en B juntos valen 23—%3.—_-;-3, y cada uno
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|

25—
%—R: luégo es equﬂétem el trigngulo; y por

ello, ':'apli'can&o el radio del circulo dado seis ve-
ces consecutivamente, & su circunférencia, re-
sultara el exagono insecrito.

Construido el exagono, las cuerdas como GB
de los arcos dobles serdn lados del triangulo re-
gular inscrito (41):y esto nos dice el modo de
inseribir el triangulo regular al circulo. Tambien
es facil hallar la espresion de sulado G B; pues
trazando los radios GM y B M ademas de los la-
dos GA y A B del exdgono; y el radio AM, re-
sulta el rombo GME A cuyas diagonales forman
en 0 cuatro angulos rectos, cortindose una a
otra en dos. partes iguales (95). Por lo cual
suponiendo » el radio del circulo, sera

1
JMOZ-Q*f,

GO=y (GM* =M 0* )=y fr’—% ) TE-VS‘,
y por consiguiente rp/3 la espresion numérica
del lado del triangulo equilatero inscrito. Divi-
diendo cada arco G'B del triangulo equilatero ins-
crito en 2" parfes iguales (50, L.°), resultan po-
ligonos regulares inscritos de 3 x2™ lados.

IL® - La distancia que hay entre los eslremos
Ay B (fig. 75.) de dos didmetros AD y BF per-
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pendiculares de un circulo, es lado del cuadm-
do inscrito en él. - -

El angulo del centro en el cuadrado vale
-:—:f-R—_.-R; luego construyendo en el cireulo dos

diametros AD y BF perpendiculares, las cuerdas
que ligan sus estremos seran lados del cuadrado
inserito (41) y (45, L.°).

La espresion del lado A B  del cuadrado pre-
senta una eircunstaneia notable: pues, entre los
lados del triangulo reetangulo ABC que forman
el lado A B del cuadrado ylas senndmgonales AC
y €B, hay la relacion (83, V.%

e SR Gl
AB=AC4C D=2y
de la cual viene '

AB  y2

AB—r|./2 6 bien T B
en donde vemos que la diagonal del cuadrado es
incomensurable con su lado; esto es, que no tie-
nen medida comun exacta las dos lineas, ejemplo
de lo espuesto en la medieion de esta clase de
cantidades (9), Dividiendo cada arco A B que sub-
tende el lado del cuadrado en 2" partes iguales,
¥y trazando las. cuerdas de estas, resultan los po-

ligonos regulares inscritos de 4x2" lados.

I1.°  Dividiendo el radio del circulo en me-
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dia y estrema razon (90), la parte mayor es igual
d el lado del decagono regular inscrito. (fig. 76)-
Siendo' A B lado del decagono regular inscri-

to, el angulo C del centro vale %B, y cada uno

de los angulos A y B del triangulo C A B tiene de

valor -%(2 R— -;:-:R]= %R:‘- de suerte que si di~
vidimos el dngulo A por medio con la recta A G,
los tridngulos CA B y GAB son semejantes, por
tener comun el fngulo B é iguales los angulos
C'y GAB. De dicha semejanza resulta la igual-
dad dé angulos A GB=ABG y de las lineas
A G=A B: y comparando lades homdlogos, vie~
ne para el lado del deeagono regular insecritor

A B=y/(GBXC B)=y/(rXGB).

Por ser los angulos €y C A iguales, & que sigue
0 G=GA=A B, la ecuacion anterior elevando al
euadrado y sustituyendo se convierte en

L mo s demost
TC —é-E- COmo se propuso demosirar.

Se deja conocer que construido el lado A B
del deedgono, el duplo del arco A B subtende la
euerda A D lado del pentigono regular inserito.
La division del arco A D en 2~ partes di cuerdas
para lados de los peligonos de 5x2" lados.
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IV Restando del arco'del exdgono el del de<
cagono, la cuerda de lw diferencia que ' resullare.
es el “lado del pentedebagono regular inserilo.

T = nip Sann fah C

Sabemos que la cuerda del arco —ig-enla cir-
cunfl,rencm C. es lado del polwono regular de 15
lados, y se halla lacllménm por una snnpla resy

C
ta. Puds, el arco del exu«ono es -6——, el del de~

i cdgpno ¥ E -(?- -E-

"ﬁ T
Dmdmndo el arco @ que sublende’ e’l lado del
pentedecigono en 27 partes iguales, resultan: los
correspondientes a los poligonos de 15x2" lados.
“Ultimamente, aunque se saben inscribir los
poligonos de 2 "4 nimero de lados, con tal que
241 sea niunero primero, se omite aqui la de-
mostraeion que por su delicadeza y proligidad nos

ocuparia demasiado. :

Los polizonos comprendidos en los casos que
se han enunciado, son los finicos que se saben
inseribir con prévio conoeimiento del correspon-
diente lado. Para inseribir' otro cualquiera, nos
vemos precisados & usar de lanteos: siendo por
ejemplo n el niimero de lados, hay que dividir la
circunferencia en n partes iguales 4 tanteo por
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medio del compis, aplicando sucesivamente sus
puntas a la circunferencia.

102. 7veEOREMA. Sabida la espresion del lado
AB (fig. 84) del poligono regular inscrito que
tenga n ladoes, se halla la del lado AL del regu-
lar que tenga 2n lados, inscrito en el mismo
cireulo, cuyo radio es OA.

En efecto, tiraqdo el apotema 00Q, los tridn-
gulos rectangulos A 00 y ALQ dan & eausa de
L0=0A—010, las ecuaciones

PP, IRy s
oozy(og—zm);

AL:V(%E?-HOA—OQ)’):

por la primera se liene el valor de 00, pues el
radio 0 A y el lado A B del poligono inserito son
‘conocidos: y sustituyendo 00 en la segunda, se
viene al valor AL que se busca. Hallado asi el
valor del lado correspondiente al poligono de 2n
lados, se tendra igualmente el de 2nx2; despues
el de 2nX2X2; y asi sucesivamente el de cual-
(uiera poligono regular, incluido precisamente
en la formula general nX2", siendo n el nimero
de lados que tenga uno de los elementales dados
@ conoeer anteriormente.

103. TEOREMA. Inscrifo un poligono regular,
se puede circunscribir ofro de igual nitmero- de

AT
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lados: é inversamente, dado el circunscrito se
puede inscribir aquel.

Dado el poligono ABC.... (fig. 74) inserilo,
constriyanse las tangentes ga, ab, be.... al cir-
culo, en los vérlices A, B.... Los triangulos Aa B,
BbC,.... tienen iguales sus hases, y tambien los
dngulos adyacentes a ellas por ser diferepcias de
ofros iguales (98); por lo cual serian idénticos di-
chos triangulos, y ab=be=cd=..... lados del
poligono regular cireunserito, que visiblemente
resulta de igual niimero de lados que el inscrito
en el mismo circulo, En domde vemos que para
cireunseribir al eireculo un poligono regular del
mismo numero de lados que otro inscrito a él,
de modoe que formen dngulos iguales los lados
del uno con los del otro, basta levantar tangenies
en los vértices del inserito,

Tambien se construye de otro modo el poli-
gono eireunserito al mismo eirculo, dado el ins-
crito. En el estremo K (fig. 75) del radio C K del
circulo, perpendicular a el lado A B del inscrito,
levantese la tangente ab: y prolongando los ra-
dios oblicuos € A y C B hasta la tangente, resulta
el triingulo € A J semejante alos CaK y CLK, é
idénlicos estos entre si; por consiguiente ab=2Kb.
Hay que demostrar ahora que b es vértice del
poligono circunscrito, y Kb mitad de su lado. Le-
vantando para ello en b la recta bd paralela a
B D, formara con CK' y Cb triangulo semejante
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a BCL y por consigniente a K € B, Comparando
lados homologos, viene CK=CK', Kb=bK": esto
es, b K' tangente y semilado del poligono eireuns-
erito que tiene en b uno de sus vértices. Tam-
bien prolongando el radio oblicuo €D hasta la
tangente bK' resulta K'd=K'b, y d olro vértice
del poligono circunscrito. Desde d se empiezan
las construcciones y razonamientos mismos que
desde b, para demostrar que d K” y K" son olros
dos semilados, y f otro vértice: y asi sucesiva-
mente. Luego, para construir un poligono cir-
cunserito regular con igual niimero de lados que
olro inserito, de modo que los lados.de éste sean
paralelos a los de aquel, basta levantar tangentes
en los estremos de los radios del civculo perpen-
diculares a los lados del inserito.

Inversamente, habiendo de inseribir el poli-
gono, dado el circunserito, las demostraciones
analogas @ las anteriores nos conduciran 4 que
las cuerdas que subtenden los arcos interceptas
dos por los radios rectos, ¢ por los oblicuos del
eircunserito, son lados del inserito que resaltardn
de uno 1 otro modo colocados. "

Puesto que dado un poligono regular inserito
se sabe eircunseribir el de igual nimiero de lados,
el problema de circunseribir polisonos regulares
esta resuelto en igual niimero de easos que ef de
inscribirlos. Entre los lados A By ab (fiz. 84) del
inscrito y circunserito al eirculo cuyo radio es
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0A=0 L=...., siende 0L apolema de este y
00 el de aquel, hay las dos siguientes relacio-
nes ‘que vienen de comparar los lados de los
triangulos semejantes Oa L y 0AQ, duplicando
despues aL y A0,

sk
00’

e
00=y(0A—— B)

4
Cuando se da el inscrito, es incognita ab: si es
dado el circunserito, son inedognitas A By 00,
y eliminando una inedgnita se tendra el valor de
la otra. ;

104. Nada diremos en general sobre los po-
ligonos irregulares inscritibles, 6 cireunseritibles,
aunque gozan esta propiedad todos aquellos cuyos
lados pueden ser enerdas ¢ tangentes del civculo:
y solo manifestaremos en los leoremas que si-
guen algunas propiedades de los cuadriliteros
inserilibles, :

TEOREMA. 1.° En el cuadrildalero inserito la
suma de cada dos angu!os opueslos es igual @
das rectos.

Suponiendo inscrito el cuadrilitero ABDF
(fig. 77): es visible que, por estar los vérlices en
la circunferencia y abrazar a toda ella cada dos
dangulos opuestos, vale tanto eomo dos rectos la
suma de dichos opuestos.

IL°  Reciprocamente: el cuadrildlero en que



—153—
la suma de dos angulos opueslos valga dos reclos
es inscritible,

Porque si alguno de los vérlices cayese en B'
fuera del circulo, 6 en B dentro, seria la suma
de los angulos B" y F, 6 B’y F' mayor 6 menor
que dosrectos (60 y 61): lo que es contra el su-
puesto. Yemos pues, que siempre se puede cir-
cunscribir el circulo @ un rectangulo, y 4 todo
cuadrilitero cuyos dos angulos opuestos juntos
valgan dos rectos.

Para circunseribir la clrcunfuencm, dado el
cuadrilatero inseritible, se levantan perpendicu-
lares en medio de dos lados, y el punto de con-
curso es el centroy porque, no pudiendo pasar
mas que una circunferencia por Ires vérlices
(50, IV.°) claro es que el cuarto ha de estar en
ella. "

1I1.°  En todo cuadrilatero  insecritible, es el
producto de las diagonales equivalente a la su-
ma de productos de los lados opuestos.

En el cuadrilitero A BDF (fig. 78) inscrito’
tracense las diagonales AD y B¥, y férmese so-
bre el lado BD el angulo HBD—=ABF con la
recta B H, que suponemes corla en H a la diago-
nal A D: y como por olra parte es AFB=ADR
(58, 5.%), resultan semejantes los triangulos A /' B
¥y HBD. Ademas hay las igualdades de dngulos
A BH=F B D por sumas de otres iguales, coma
tan‘lbien (68,3.") BAD=BF D,y en consecuen-
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cia los triangulos ABH y FBD son semejantes,
Comparando lados homdlogos en las dos seme-
janzas demostradas, resultan

YD AF, "AH . FD

BD - BF' . AB._ BE’
de donde

HDXBF—=AFxBD, AHXBF=FDXAB,

La suma de eslas ecuaciones reducida & laes-
presion

BFXAD=AFXBD-+FDXA B

hace ver que estda demostrado el feorema pro-
puesto.

LECCION DECIMATERCIA.

Poligonos semejantes y comparaecics
nes de sus lineas.

105. Son semejantes los poligonos AB D...,
yabd... (fig. 79) divisibles en ignal nimero de
tridngulos 7, T, T",.... eluno,y ¢, ¢, t",... el
olro, respectivamente semejantes, como T a ¢,
T at',... y situados en el mismo 6rden. La defi-
nicion es aplieable (fig. 82) ignalmente a los po-
ligonos descompuestos en tridngulos con rectas
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dirigidas a los vértices desde cualquiera purto
0 interior de ellos. Conforme a la definicion se-
gun el primer método; dadoun poligono A BD...,
(fig. 79) se construye otro abd.... semejante lo-
mando una recta ab de magnitud y posicion arbis
traria, sobre la cual se completa el tridngulo
abd semejante & A BD (75) 6 (30); en seguida so-
bre ad el triangulo ad [ semejante & ADF; y asi
sucesivamente hasta completar el poligono.
106. TEOREMA. En los poligonos semejantes se
verifican esclusivamente las propiedades de ser
cada angulo de uno igual a su correspondiente
del otro, los lados y diagonales homologos propors
cionales, y los perimelros proporcionales lambien
con los lados y diagonales homilogos,

Los triangulos ABD y abd (fig.79) semejan-~
tes de dos poligonostales ABDF G... yabdfy...
tienen iguales los dngulos By b como tambien
D y d, verificandose ademas .

A P ey

En los triangulos semejantes AD F }"adf_suce{le
asimismo ser iguales los angulos D y d como tam-
bien F y f, con las proporciones siguientes
AD _DF AF
ad. df._ _af’

De las dos semejanzas resulta ser el angulo
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AB _BD _ DF

BDF=bif y Tp=—o= 7

Del mismo mode se demuestra que sonlos dngulos
DF G=d[g, y que los lados tienen la relacion

2-{: ——?- y asi sucesivamente hasta el ultimo
el g

triangulo. CGoncliiyese que en les poligonos se-
mejantes cada dngulo de uno es igual & su res-
peetive del otro, y que les lados y diagonales de
aquel son respectivamente proporcionales a los
de éste. Se dicen homdlogas las lineas correspons
dientes de tedas las figuras semejantes, asi como
en los triangulos.

Reciprocamente; siendo iguales los éngulos
correspondientes de dos poligonos ABD..... y
abd... (lig. 79) y proporeionales sus lades homo -
lIogos, seran semejantes los triangulos Ty ¢, por

AB ; N, 108
BBR sty y los angulos By b iguales; los

triangulos 7"y #' son tambien semejantes, a cau-
sa de tener iguales los angulos D y d por resi-
duos de iguales, y

AD BD DF

——— e

Pudiéndose demostrar 1o mismo respecto de los
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{riangulos sneesivos, debe coneluirse gue sonse-
mejantes los poligonos que tienen ignales 108 an-
gulos corresponidientes y pro porcinﬁale% los lados
homoélogos. De aqui se deduce que son semejan-
tes dos poligonos regulares deigual nimero de
lados: pues los lados del uno tienen razon de
igualdad entre si, y lo mismo los del segundo;
ademas, ecircunscribiendo los: eirculos, cada in-
gulo de los poligonos abrazard un arco -cuyo va-
lor gradnal serd el mismo que el del arco abrazado
por el dangulo correspondiente del otro poligono.
Por tltimo, de las ecuaciones (fig. 79)

AB BD D |

ab ~ bd  df viene (Alg. elem. 159) -
AB+BDADF+..... AB _
al:+bd+df+ _____ PP IS ORI anT 1

y como los lados son proporeionales & las diago-
nales, estd demostrada la ultima parte del teore-
aa. En el poligono regular tienen razon de igual-
dad los lados entre si, lo mismo los radios y tam-
_bien los apotemas: de consiguiente, en dos poli-
gonos regulares semejunies ¢ de un mismo nd-
mero de lados, estan estos en razon; de radios y
apotemas; y por ello los per: anelros en 1azon de
los radios y apotemas tambien.

Segun Ja propiedad reciproca demostrads, que
es la simultaneidad de la semejanza de los polizo-

is
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nos, con la igualdad de sus angulos y proporcio-
nalidad de sus lineas homdlogas; para construir
un po]igmfoabd... semejante a otrodado A BD...,
en vez del método que indicamos en el preceden-
te articulo se puede usar el que sigue. Construir
primeramente un lado ab arbitrario ¢ dado, ho-
mologo de A B, y en cada estremo de este lade
¢l dngulo igual a su correspondiente del poligone-
ABD...; despues cortar cada lado indefinido del
angulo proporcionalmente de modoque se verifi-

48 BD s,
e ab . bd

y asi sucesivamente hasta el penultimo angulo
cuyo lado se cortara con el que venga del otro
ramal del poligono, y diches lados cerraran por
si la figura formando el Gltimo dngulo (93).

107. reoreMA. Las distancias homdlogas en-
tre dos punlos tomados en cada poligono de los
semejantes estan en razon de los lados: por con-
secuencia, los perimetros de dos poligonos ‘seme-
jantes en razon de dichus distancias homdlogas.

Si en dos poligonos semejantes desde los 4n-
gulos iguales A y a se dirigen lasrectas AK y a¥%
{fig. 80) & lados homdélogos DF yd f, quedando
eslos cortados proporcionalmente, sera

DK dk S
-ﬁ»="ﬁ:; y de aqui viene



w
DFE D E R AR AD
e | Gy s o e L)

demostracion de que, si dos lados homdlogos
de poligonos semejantes fueren cortados en par-
tes proporcionales por dos rectas dirigidas desde
dngulos correspondientes, dichas parfes propor-
cionales entre si tambien seran proporcionales
los lados y diagonales homdlogas del poligono.
Los triangulos ADK y adk son semejantes,
porque tienen sus angulos en Dy diguales y
proporcionales los lados que comprenden & estos

angulos, de que procede H—AK Como por
gulos, (Jue pro P Rl 10 p

otra parfe las diagonales AD yad son propor-
ciongles & todos los lados homdlogos de los poli-
gonos, resulta que las rectas AK y af dirigidas
desde algunos correspondientes & lados homélo-
gos, de manera que los dividan en partes propor-
cionales, son lambien proporcionales & cualquie-
ra lados homologos del poligono.

Los poligonos A BDKy abdk parciales son
semejanles; y por ello lasrectas K Ly ki dirigidas
desde dngulos correspondientes & lados homolo-
gos, de modo que los corten en paries pro-
porcionales, dardn
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Las rectas LK y Lk tienen ademas la propiedad
de cortar cada una dos lados en partes propor-
cionales: luego, las rectas LK y Lk asi dirigidas
en dos poligonos semejantes, serin proporciona-
les @ los lados y diagonales homologas. '

Dividiendo asi sucesivamente los dos poligos
nos por rectas dirigidas de angulos d lados, re-
sultardn homologas todas las lineas tiradas de
una misma manera y seran proporcionales i los
lados de los poligonos, por eonsiguiente i los pe-
rimetros (106).

108. 7teEonEMA. 1.7 Si en los estremos de la
recte ah, de magnitud y posicion arbifraria, se
forman los dangulos i, ', 17, 1",.... (fig. 81) igua-
les a los correspondientes vy v', ' v, ... de un
poligono dado ABDF....., y los dangulos o, o,
0", 0",...... tquales @ sus correspondientes z,
2, 7', 2",.... las iniersecciones de los lados en
b, 4, 1, g.... serdn vérlices del poligono semejan-
tea ABDF....

Para que se verifique el teorema, bastara de-
mostrar que son semejantes los triangulos par-
ciales que componen los dos poligonos. En efec-
to, los tridngulos ABH y abh son semejantes,
por tener iguales los dngulos en A y @ sumas de
iguales, y los édngulos en H y h por construceion;
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por iguales razones, semejantes ADH y adb,
AFH y oafhi...... Comparando lados homdlo-
gos, resulta para los tridngules parciales BA D,
B 1. RN, bady afsienss de que se (rata,

A AT A AT

ah  ab  ad a{' MOELL,

Las rec.L_as bd, df, [g,... completan dichos triin-
gulos bad, daf, fag,.... semejantes respectiva-
mente a los triangulos BAD, DA F,... por lengy
los angulos », ¥/, v”,.... iguales a los correspon-
dientes i, ', i,.... como tambien proporeionales
los lados de estos (80): luego, el poligono abd fqh
asi construido es semejante al lado ABDF GII.
Este método de construir un poligono semejante
a otro dado, se emplea en la formacion de dibu-
jos geomélricos que representan alguna parte de
la superficie terrestre, como se vera en el trata-
do de Trigonomeltria.

IL°  Sien el poligono ABDF... (fig. 82) desde
cualquiera punto O interior se dirigen @ los vér-
tices reclas; y se toman en ellas partes propor-
cionales, es decir -

ﬂ--—OB s I poli bd
i T S . el poligono abdt.,..

cerrado con las rectas ab, bd, df,.... es seme-
jante ¢ ABDF....

En efecto, seran (76, L°) paralelas A B y ab,
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BD y bd..., proporcionales los lados, iguales los
angulos correspondientes, y por ello semejantes
los poligonos A BD.... abd.... (fig. 83) Si 0 fuese
centro de poligonos regulares, serian idénticos
todos los triangulos de cada uno y semejantes &
los del otro.

109. TeorEMA. 1.° El arco es mayor que la
cuerda, y menor que la tangenle interceptada
por los radios que pasan por los estremos del ars
co; y la circunferencia es mayor que el perimetro
del poligono inscrite, y menor que el del cir-
cunserito de igual nitmero de lados,

Cada lado A B (fig. 84) del poligono regular
inscrito es menor que el areco AB (10); y por con-
siguiente la suma de aquellos, 0 el perimetro del
poligono, menor que la eircunferencia ecircuns-
crita. Dividiendo cada arco AR, BC...., en dos
partes iguales, y frazando las cuerdas de estas
AL, LB, EN, NC,.... resulta (10) el poligono
ALBNC...>ABC...., aunque siempre menor
que la circunferencia. Continuando la biseccion
de los arcos iguales AL, LB,.... 6 duplicacion
del niimero de lados, y asi en adelante, resultari
‘cada vez un perimetro regular inscrito mas apre=
ximado al valor de la circunferencia, sin dejar
de ser menor que ella. Con lo cual estan demos-
tradas la primera y segunda parte de la proposi-
cion en cuanto al poligono inscrito.

Siendoabe.... poligono circunscrito de tantos
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Iados como el inserito ABC...; asimismo hjkm...
de tantos como ALBN........ , resultan hipote-
nusas aj-+Fkb>caletos AJ+KB; y por ello, tan-
gente ab>AJK B>arco A B (10), sumas 6 peri-
metro abc...>A Jkmi...>circunlerencia A B C...
continuando la duplicacion del niimero de lados,
ird cada vez resultando un perimetro regular cir-

cunscrito menor, y mas aproximado a ser igual
con la circunferencia del eirculo, sin dejar de ser

mayor que ella. Quedan pues demostradas tam- .
bien las dos partes de la proposicion en cuanto

al poligono circunserito.

IL.° La circunferencia es limite de los polis
gones requlares inserilos y circunseritos. (fig. 84.)
Habiéndose demosirado que la circunferencia

es menor que el perimetro del paligono ¢ircuns-

erito, y mayor que el del inserito, y que ambos
se van acercando 4 ella & medida que se duplica

el nimero de lados; supongamos Py p los peri-

metros de dos poligonos regulares con igual ni-

mero de lados, circunserito el uno ¢é inscrito el

otro & la misma ecircunferencia, como tambien

r y ¢ los apotemas OL y 0 Q. Segun lo demostra-

: Py
do anteriormente es ;=it" de donde

P—p r—¢ P

o A e PRORE IR 4
P=

(r—t).
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Gomo Py p van aproximandose al valor de la
circunferencia intermedia, ereciendo £ con p
mientras r permanece constante, se sigue que
r—¢ decrece sucesivamente asi como P—p al pa-
so que se aumenta el niunero de lados. Por olra
parte jamas quede ser {>r ni p>P; luego

r—I=0 Yy P—p=0

-son los litnites de r—! y P—p; & cuyo tiempo
eonfundiéndose los dos poligonos inscrito y cir-
cunserito, se ajustarin 4 la civeunferencia que por
naturaleza esti siempre entre los dos.

110, reorema. L.° Las circunfereneias estin
en razon de sus radios, didamelros, y ecualesquie-
ra lineas homdadogas proporcionales con estos.

Sean Py p (lig. 83) los eontornos de dos po-
ligonos regulares semejante inscritos en las cir-
eunferencias €y ¢, de los radios 0 A=r, Oa=t:
sean tambien & y 4 las diferencias respeclivas en-
tre cada poligono y la eireunferencia eircunseri-
ta a él. Las condiciones

’ P C—A r
(_..-P——_—ﬁ }" I‘j‘!--—'p-_—'-di~ dan F_——E—-—T -t-'-,

por ser los poligonos eomo los radios; de donde

{C—t A=ro—ri,



— 45—

En esta ecuacion son constantes € y ¢ como tam-
bien ry {, pero variables 4y que se pueden
hacer cuan pequenos se quieran i medida que se
aumenle el numero de lados, sin que puedan lle-
gar jamas 4 cero ni pasar de este limite. De suer-
te que ha lugar a la ecuacion (Alg. elem. 66)

o : C 2
10=rc, de donde —-__f-z-’:
c it

“ 1L.° Los angulos del centro, medidos por ar-
cos de radios desiguales, son entre st como los co-
cientes de los arcos respectivos divididos por log
radios.

Segun el resultado precedente y el del arti-

culo (45, IV.°) tenemos -’-3-9- f ‘f (fig. 28);

y por lo demostrade en el articulo (44) acerca de

BCD BD BD BA

ol ST TR N [ 7

Siretitu-

yendo por —— su equivalente sera

BC
BCD FG _BA_
BCA  FC' BC’
espresion de la verdad que se propuso.
111 proBLEMA. Descubrir la razon de la cir-
cunferencia al diametro, o lo que esigual, de la

semicircunferencia al radio.
it
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A D i '
Si en la ecuacion TRCT conoci¢semos la ra-
-

-

et SaLY Wigiinls o3os
Z0n Y, == entre una circunferencia estenrhda- eq
linea recta y su difmetro, 6 lo que es igual entre
la semicircunferencia y el radio, podriamos hallak
la longitud de otra circunferencia C, dado su dia-
metro 2r, en mwna cuarta proporeional C==2mr.
Inmediatamente sabremos hallar la espresion de
« que en lo sucesivo emplearemos con frecuen-
cia, y es

n=3,1415926. ......

Entre’ tanto de la ecuacion C=2=r viene parx
el radio de una circunferencia cuya estension €
es dada, -

p—=— —0,159155X 0.

2

2 . 1
Suponiendo r=1, resulla ~=—C. Luego = es

el nimero que espresa’la longitud de la circun-
ferencia estendida en linea reeta, siendo unidad
el diametro; o bien la longitud de la semicircun-
ferencia, siendo unidad el radio. Aunque divecta-
mente no es aplicable la unidad recta & la linea
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curva que se ha de medir, se halla el valor nu-
mérico = midiendo con el radio r=1los perime-
tros del poligono inserito y del circunserito de
muchos lados que se acerquen & la igualdad en-
tre si, por consizuiente & confundirse con la ecir-
cunferencia intermedia segun vamos a practicarlo.

Las equivalencias del articulo (102), hecha la
sustitucion de rpor 0A (fig. 84), y 4 causa de

4 —2 — : .
AB+4 0 (0= -vienen a ser

|

i kg
A L=y | 2r(r—00)|; OQ:V{r!__.f; AB)
Las del articulo (103) son la segunda que se ha

: ab A 2 1
-escrito, y ademas G Tyl Haciendo para sim-

pliicar AB=«, A L=%, lados de los poligonos
inseritos de n y de 2n lados; como tambien r=1,
00=r', y ab=y lado del poligono circunserito
- de igual nimero de lados que el inscrito; las
tres equivalencias seran

2 Pl 1=
Tomando desde luego por « el lado de un poligono
inscrito de » lados que tenga valor exacto cono-
cido, hallese el lado S del inserito que tenga 2n

b
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lados; en seguida el de 2°n lados, y asi sucesiva.
mente. Sabemos por ejemplo que el lado del exa-
gono inscrito es igual al radio (104, IL.°): ha-
ciendo pues a=1, resulta el lado del duodeca-
gono inscrito 3=0,5176..... haciendo: de nuevo:
a=0,5476..... , sera el lado del poligono de 24
lados 5=0,2610....... y asi sucesivamente. Por
tltimo, llegando & un valor bastante pequeno del
fado inscrito « y de resultas al de r!, la equiva-

lencia 7=% dd el lade del circunserito. Multi-
plicando « y » por'la mitad del nmimero de lados
que fengan los poligonos a que corresponden, se
tendran los valores de los semiperimetros inseri-
‘toy circunscrito: y la parle de los nimeros en
que se conformen las espresiones: de los semipe-
rimetros espresa la longilud de la semicircunfe-

; 1 e ; . 7
rencia n:_—ﬂ-c proximamente.. Por ejemplo, & la

cuarta operacion se halla para ek poligono inscri-
to de 96 lados «=0,06540..... de que resulta para
el poligono circunserito de igual nimero de la-
dos 7==0,06543.... Multiplicando por 48-los va-
lores de « y 7, las mitades de los perimetros ins-
erito y circunscrito de 96 las dos seran 3,1392...

¥y 5,1410.... De suerte que la espresion de = es.
exacta hasta ==3,1.
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Se ha hecho el ensayo con poligones de poees
fados; mas, continuando el método de aproxima-
eion que se ha manifestado se puede llegar al
valor de = escrito antes eon siele deeimales, y
aun al de muchos mas; pues ha habido quien le
ha calculado hasta ciento y cineuenta decimales,
sin haber obtenido por eso mas que una aproxi-
macion, 4 causa de ser # nimero irracional como
se demostrara 4 debido tiempo.

Por este método hallé Arquimedes proxima-

i

. 922 ’ 555
mente i e Metins o ={j5 ‘2un mas exac-

to. Cuando se trate de los métodos generales de!

aproximacion, se dardn & conocer caminos mas
8 .

espeditos de hallar = con grande rapidez.
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CAPITULO SEGUNDO,

AREAS DE LAS FIGURAS PLANAS,

LECCION PRIMERA.

BMedicion de areas pla-n;:s.

112 'Ln eantidad superficial .de upa figura
se llama eomunmente drea de ella. Conforme i
lo que digimos en la leceion preliminar, son idén-
licas dos dreas cuando consideradas en el estado
de superposicion se demuesira que coinciden to-
dos sus puntos, de modo que se confunda una
figura con otra; a lo “cual es consiguiente el que
tambien se ajusten las lineas de una figura & sus
correspondientes de la idéntica: de suerte que
identidad de figuras, de sus areas v de sus lineas
homdlozas suceden juntamente en dos figuras
identicas,

115. Medir una area es indagar cuintas veces
cabe en ella otra que se toma por unidad de me-
dida. Si el area S contiene n nimero de veces al
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; S n 2 S
drea unidad s, serd oY Y suprimiendo
las unidades abstracta y concfeta, viene S=n:
de modo que una drca puede eslar espresada en
niimero, y construirse éste en iarea.

.

. S v 1 ¥
Si ~ 1o viene espresada en niimero entero,

por no caber exaclamente s en S, pueden ocur-
vir dos casos. 1.° Tener comun medida ¢, como

Si2uh ;
S=ht, s=k{; en cuyo caso la razon -s—=—!-c- sera

nimero fraccionario. 2.° Si despues de las posi-
bles indagaciones no tuviesen medida comun las
dos areas, no habra nimero entero ni fraccionario

T . )
que esprese la razon el las dreas seran inco-

mensurables entre si.

Las areas que contienen i la de medida igual
niamero de - veces, son iguales 6 equivalentes; y
para espresar su igualdad ¢ desigualdad se pue-
den usar los signos=y < como en las demas can-
tidades, Claro es gue dos areas idénticas son
iguales, y que dos no idénticas ni de una clase
pueden ser iguales tambien.

114,  TEOREMA. Los paraleldgramos de iguales
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bases & iguales alturas tienen iguales dreas (figu-
ra 835).

El rectingule A B y el paralelogramo A D que
tienen la misma base A F v la misma altura F B,
seran iguales con tal que las partes del uno lo
sean 4 las correspondientes del otro. En ellos
hay € B=GD, CG=CB—GB=BD: y los triin-
gules ACG y FBD idénticos, por CG=DD,
CA=BF, AG=F D: agregando cada triingulo
al trapecio A GBF, resultan el rectingulo AB Y
el paralelégramo A D iguales. Del mismo modo
se demostrard la igualdad entre el rectingulo AB
y cualquiera paralelogramo que tenga la misma
base AF y altura F B, de que resulta ser iguales
entre si todos estos paralelogramos.

115, rteoremMA. Los tridngulos de iguales bases
é iguales alluras tienen iguales areas [fig. 86).

Teniendo los tritngulos A CBy A CF la mis-
ma base A C y alturas igunales, la recta BF que
liga sus vérlices B y.F sera paralela 4 A C (350,
I1.°), y completando los paralelogramos ADB €
vy AEFC, lendrin estos iguales alturas como
tambien una base misma. Por dividir la diagonal
A B al paralelogramo ADBC en dos tridngulos
ACB y BAD idénticos (95, H.°), el valor de ea-
da uno serd la mitad del paralelégramo. Tambien
el otro paralelégramo AEF €, de la misma base
y altura, estd dividido por su diagonal AF en
dos triangulos AEFy ACF, cada uno de los
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cuales tiene de drea la mitad de su paralelogra-
mo. Y por ser iguales todos los paralelégramos
de iguales bases y alturas, resulta precisamente
la mitad del uno igual 4 la mitad del otvo.

PROBLEMA.  Trasformar un poligono en ofro de
igual area’que tenga un lado menos (fig. 87).

Si en el poligone A BC DF se tira la diagonal
CF que separe el tridngulo CDF, la recta DG
paralela a CF, se prolonga B C hasta que con-
curra con DG, y se dirige F G; los triangulos
CDF y CF G son iguales por tener la misma ba-
se CF y la misma altura D H, resultando los po-
ligonos ABGF=A BCDF. De tal modo se halla
un poligono igual 4 otro, y con un lado menos:
y continuando segun este método se tendra uno
con dos lados menos, y por allimo un triangule
equivalente al poligono propuesto.

116. TEOREMA. Las drcas de los paralelogra-
mos que tienen bases iguales, estan en razon de
las alturas: y las dreas de los que lienen iguales
alturas estan en razon de las bases (fig. 88).

Si la altura A B del rectingulo AC se divide
en partes iguales en los puntos 1, 2....; y desie
estos se tiran paralelas & ia base A D, quedard
dividido el reetingulo en tanlos otros iguzles en-
ire si cuantas fueren las partes de A B: de mode
que, suponiendo A k una de las partes del reclin-

+gulo, y m el nimero de todas las de su altura,
serd A C=mxAh. Lo cual es un ejemplao de me-
2
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dir el area, conforme & la definicion que dimos
en el articulo (113): ¥ que nos es preciso aqui pa--
ra la inteligencia de lo que sigue.

Dos reclangulos A, € y F K, que tengan :guales
bases A D=F L, y cuyas. alturas 4B y, F G sean
comensurables enlre si, como A B=mxDh,
F G=nxDh, tendran por medida comun la uni-
dad superficial Ah, y el valor de eada uno sera.

AC=mXAh, FEK=nxAh,

ey : AC m
Dividiendo resulta FE=

y por el supuesto de A By F(G comensurables,

tenemos. ﬂ=ﬁ' luego £=ﬁ£
FG n’ SULNK Cupe®
Si las alturas AB y F G son incomensurables,
porque la mas pequeia unidad lineal que mida
exactamente a AB no caiga en el estremo G
de FG, sino en P, de suerte que se verifique
AB=mxDh, FP=nxDh; seri

FKE PK FG @GP
q6 Fap= AB+H'

Como la diferencia lineal GP puede disminuirse:
cuanto se quiera y con ella el area P K, sin lle-
gar jamas a la nulidad ni pasar de ella, habra
entre las constantes (Alg. elem. 66) la relacion
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FK_FG
A AP

Esta pues demostrado que las areas de los ree-
tangulos de bases iguales estdan en razon de sus
alturas: y como pueden ser igualmente A B y F G
bases, A Dy FL alturas; podemos concluir di-
ciendo que las dreas de los rectangulos tambien
estaran en razon de bases cuando lengan iguales
alturas.

Sustituyendo a los rectangulos paralelogramos
(114) que lengan la misma base, y cuyas, alluras
sean las respectivas de los rectingulos,es eviden-
te que las areas de los paralelogramos de iguales
bases estan en razon de sus alluras, y en razon
de las bases teniendo ignales alturas,

117, rEoREMA. Las dreas de dos paraleldgra:
mos eslan en razon de los productos de base por
allura de cada uno.

Si dos rectangulos AC y ac (fig.  89) tienen
desiguales bases y alturas; sebreponiendo el se-
gundo al primero de modo que coincidan los an-
gulos a y A, caerd el punto b sobre A B, y d so-
bre AD. Supongase Ad'=ad, Ab'==ab: trgzando
el rectangulo A ¢’ con estos lados y. prelongando
b'c' hasta coneurrir en F con el lado D@, tene-
mos por el articulo precedente.

AC 1 AB AF . AD
AFT AV Y AeT Ad

: el producto de las
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AC _ABXAD

'G—E‘—W,' es Iﬂ demo‘g"

doe ecuaciones,

tracion de que las dreas de los réctingulos estan
en razon de los productos de Dbase por altura.
Sustituyendo alos rectingulos paralelégramos de
su misma base y altura (114), tambien las areas
de los paralelégrames estin en razon de los pro-
ductos de base por altura, eomo se propuso de-
mostrar.

Siendo B y b las bases, A y a lds alturas de
dos paralelégramos P ¢ p, el teorema anterior se

- B

espresa en F:-&-)( % Tomando' p, a, b, por

unidades de P, A, B, sert P==AXB; en que
P, A, B, son niimeros que se deben censiderar
abstraclos proporcionales & los concretos de siu
especie. Esia espresion abreviada del teorema
antecedente se pronuncia diciendo el drea del pa-
raleldgramo es el producto de base por altura.
En caso de A=DB, es P=A" un cuadrado; y de
aqui toma este nombre la segunda potencia de
cualquiera niunero. f

118. proprema. Valuar el drea de un para-
lelogramo.

Para valuar en niimero racional segurr el prin-
cipio del articulo precedente el irea de un pa-
ralelogramo P (fig. 90) que fenga la-altura A y la
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base B, sé toma por unidad superficial otro pa-
ralelégramo b, sea 0 no semejante que tenga a y
b por altura y base, tales que B=nby A=ma
sean racionales. Acomodando b las veces que que-
paen B, yaen A de ila misma manera, P con-
tendra 4 p el nimero de veeces nxXm. En efeclo,

AXB
X b

-
sustituyendo en la ecuacion —ﬁ: por 4B

/ : ) is
sus equivalentes ma y nb, viene ;:m}(n, de

donde P=mxuxp;

es decir el valor del drea P igwal & mxn veces
¢l area p.

Si es a=b, la formula & =‘33‘_B se aplica del
p bxb
mismo modo 4 la medieien de P, ajustando b las
veces (ue cupiese en A y en B: entonces la uni-
dad superficial es un cwadrado.

119. TEOREMA. Siempre se puede uwsar del
cuadrado como wridad de medida para valuer las
areas planas.

Tratando de: aplicar la formula P=AXB al
cnadrado P, hemos visto (117) que por A=2P es
P=A*%; y comparando con el paralelégramo
P'=A'% P, sera
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ool kel |
PEAXE "

Si ps P=P, viene A*=A"XB’, formula propia pas
ra constrair un cuadrado igual & un paralelogra-
mo enalquiera, pues el lado A de aquel es una
media proporcional entré A"y B', sea que A, A", B’
espresen lineas ¢ nameros proporcionales con
ellas, Como siempre nos es posible construir una
media proporeional (88), tambien para medir
areas puede lomarse siempre por unidad de me-
dida un euwadrado, y por consiguiente la misma
unidad lineal b para mediv base y altura erf la
disposicion que esplicamos en el articulo prece-
dente. Tal es en electo la unidad superficial adop:
tada en la Geometria por la simplicidad; y asi,
=AXB espresa el numero de unidades cuadra-
das que tiene el drea P siendo A el nimero de
veces (que en la base cabe el lado del cuadrado,
¥y B el ntmero de yveces que cabe en la altura.
420. rteomemMAS demostrados acerea de los
productos de lineas, gue aliora se traducen al
lenguage de los valores superficiales. En los re-
sultados de lineas proporcionales referentes ol
tridangulo y eirculo, (cap. L.° lece. X) fueron con-
sidefados como niuneros los factores y potencias
de estos: mas, ahora que sabemos la significacion
geométrica de dichas petencias y productes, ¥
atendiendo a la proporcionalidad entre ndmeros
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y lineas, podemos espresar aquellos teoremas en
el sicuieénte lengnage. . ; -

.. b*=c*+a®, relacion hallada entre los la-
dos del triangule rectingulo A BC (fig. 59) (85,
V.°) dice que el cuadrado construido’ sobre la hi-
potenusa b de un tridngulo rectangulo, es equi~
valente a la suma de evadrados construidos sobre
los: catelos e ¥ a.

IL.° b*=a*+e’==2c2, perleneciente a los
triangulos acutingulo y obiusdngulo (84), signifi-
ca que el cuadrado conslruitlo sobre el lado b
opueste al angulo agudo 1 obluso, es equivalente
a la suma de cuadrados constrindos sobre los ofros
dos lados a y ¢, restando en el acutingulo de di
cha suma, y por el contrario agregando a ella en
el obtusangulo, dos veces el rectangulo cuyos la-
dos desiguales son ¢y x. :

En ambos easos a, b, c, (fig. 60) son lados
opuestos a los angulos A, B, €: en el primero es
B agudos en el ségundo obtuso, y siempre z la
distaneia desde el vértice B hasta donde concur-
re ¢ con la perpendicular bajada a ella desde €.

IL.°  ==[Xg dice que el cuadrado construido
sobre k es equivalenie alrectdngulo cuyos lados
sean £ y gt que es el teorema L.° del articulo (88),
siendo [y g los segmentos de un didmetiro cor-
tado por la perpendicular, cuya parte intercepta-
da entre la circunferencia y el didmetro es k.

Lo mismo se pudiera demostrar directamen-
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te construyendo cuadrades con una linea y ree-
tangulos con otras dos lineas, cuyos valores ge-
nerales hemos espresado con las letras a, b, ¢ en
los dos primeros teoremas, y con k, f, g en el ter-
cero : pues, las sumas y restas debidamente eje-
cutadas en las areas eonstruidas eonducirdn 4 los
resultados que se han enunciade. Se omite esta
duplicada demostracion, por considerar suficien-
le la que procede de la deelrina desenvuella para
salisfacer al rigor geométrico.

En el mismo sentido se pueden entender los
teoremus eomprendidos en el general del articu-
lo (91); pues la igualdad de dos productos, como
hyck==fxg, siendo h, k, f. ¢ nimeros ¢ lineas
proporeionales eon ellos, signifiea que elrectan-
gulo eonstruido con los lados It v k es equivalen-
te al construido con los fiy g En general, toda
igualdad que hayamos hallado é hallisemos entre
produelos y polencias segundas de las lineas, no
debe olrecernos ya dificultad alguna en su signi-
ficacion geomélrica teniendo presente la doctri-
na de los arliculos precedentes, _

124, TeOREMA. El drea de un tridngulo es el
semiproducto de su base por su allura,

Por ser el tridngulo I’ mitad del paralelégra-
mo P de la base By altura A (95. II°). sera el

area de aquel (418) F= A’;B )




PROBLEMA.  Consiruir un cuadrado equivalen<
te d un triangulo de la altura A'y base B dadas.

’ aae A B
' 'Siendo # media proporcional entre A Y5 6

| : Aince i sl e
Io que es lo mismo entre By 5 la equivalencia

AXB
ks

-

F=

=2 manifiesta que, para' construir,

win caadrado equivalente & un triangalo de cono-
cidas dilmensiones A y B, se halle Ya media pro-
porcional enire una de ellas y In mitad de la ofra,
y dicha media proporcional serd lado del euadra-
do que se pile. -

122. teoREMA. El drea del trapecio es el pro-
ducto de la distancia enfre sus ludos paralelos
mulliplicada por la semisuma de esfos, 6 por le
parte de puratela equidistante de ellos, que in-
terceptan los ofros dos lados.

Bl drea del poligono es la suma de los tridn-
gulos en que se puede dividir. Por tanto el drea
del trapecio S (fig. 68) cuyos lados paralelos sean
en nimeros B y b, como tambien a la  distancia
K H que bay enlre estos, vale,



La paralela FG=c que divide la altura ¢ en
dos parteés iguales tiene la propiedad (56)

‘.B%'-b == ¢; y sustituyendo en la ecuacion primera,

resulta S=a Xec.

125. teoneMA. 1.° El drea del poligono requ-
lar equivale al semiproducto de su perimetro
por el apotema:- y el area del circulo es limile
de dreas de los poligonos: regulares inscrito y
circunscrilo.

Por ser el poligono regular divisible en trian-
gulos idénticos (98); su area P (lig. 84), supues-
ta & la de cada tridngulo y n el nimero de es-
108, vale P=nX{": y por tener todos bases igna-
les cuya suma es el perimetro X del - poligono,
y una misma altura que es el apotema r, seri el
aréa del poligono regular

Xxr .

P== 3
_ Siendo r apotema del civeunserito & wn cir-
oulo; ¥ ' apotema del inscrito eon igual nimero
de lados; sera el area P del primero P= il

i

»

- " '
yel area P’ del segundo=.P’=X ;(r , supues-

tos X y X' los perimetros respectivos: de suer-
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te que la diferencia entre el inserito y -Circuns.
crito es

XK XX
R

Por 1o demostrado (109, a medida que se au-
menta el nimero de lados, se van acercando &
la igualdad X y X' enlresiy d la circunferen-
cia intermedia, al mismo tiempo que r' se acer-
ca al radio constanle r del circulo, sin que ja-
mas pueda llegar & ser #'=r ni r'>r, porcon-
siguiente ni X'=X, X'> X, P'=P, P'>P, ysi
aproximarse cuanlo se quera; condiciones pre-
cisas y suficientes para que el area deleirculo sea
limite de areas de los poligonos regulares ins-
crito y eircunscrito.

11.° El drea del circulo es el semiproducto de
la circun/erencia por el radio.

Sea S el area de un eirculo, que (eniendo la
circunferencia € (fig. 84) y el radio r esté inscri-
to en el polizono regular: sea lambien 3 la dife-
rencia de sus areas, y ¢ la de sus perlmcuos El
‘area del poligone es

S 7 (049);

¥ aumentando el niimero de lados indefinidamen-
te se hacen 3 y € cuan pequeiias se quieran, sin
jamas anulars¢ ni pasar & megativas: luego,

EL]
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por lo demostrado (Alg. elem. 66) se verifiex

S:—;f- r C=n 1",

4 cansa de C=27r, supuesta = la razon entre la
circun’erencia y el didmetro ¢ entre sus mitudes.
. Comparando esla espresibn a las que se ha-
Naron para las figuras rectilineas, vemos que el
érea de un circulo equivale a la de un tridngulo
que tenga por base la circunferencia de aquel
reclificada y por altura el radio; y 4 la'de un pa-
raleldgramo que tenga por base dicha circunfe-
rencia estendida en linea recta y*por sltura el
semiradio, 6 bien el radio por allura y la se:m-
circanferencia por base.

124. TeoREMA. El drea del sector es el somi-
producio del arco por el radio.

> - Ty 2h i
La cuarta parte del drea circular o -Z"ﬁf" es

i v
el area del cuadrante, y = T su arco. Reprodu-

ciendo aqui los ‘razonamientos del articulo (44)
con el objeto de hallar las relaciones entre sec-
tores y arcos, ficil es deducir que son proporcio-
nales. Asi, el euadrante y otro sector s, que tenga
el arco & del mismo. circulp, estdn en razon



.
=

e i e @ . dedonde s=—rXa.
eag Y 2

— g -:j-nr

Siendo » la razon entre la circunférencia y el

L | i
L~ apt

Tt i pr
arco, es a=—— y cl sector vale s= HL
n ! -

El drea del segmento A M B (fig. 83) es igual
ral sector ‘A 0 LM menos el triimgulo A 08, )

495. teonreMA. 1.° El drea de la corona cir-
‘cular compr endida entre dos ¢ir tmﬂ'rr'nrms con-
céntricas deseritas con tos radws r yv liene dB
‘valor (). -

Inseribiendo poligonos semejintes r("rﬁ}ar
de lados paralelos ‘4 fos eirenlos concéntiicos
ARy ab oS Lrnpeuub que los lados pa-
ralelos forman con'los radios’ serin en el limite
partes del drea comprendida entre las dos civoun-
ferencias, y la suma de esas partes componen la
corona comfirendiila entre Tas dos cireunferencias
complelas, Ficil ser ia reducir el valor de la co-
roma por*la’ espresion de la suma de U apecios
iguales, pero una simple resta nos le dard 4 co~
nocer; pues nomln'-mdu Sy 'S las éreas -de los
circulos, como tambien r y # sus radios, el valor
de'la’ corona serd .

" S—S'=n(rm—r").
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II.° Eldrea de la porcion de corona inter-

i
ceptada por el seclor equivale d -E-(ra—lr’a'],

siendo r y r' los radios de los circulos, como
tambien a y a' los arcos comprendidos por el
sector.

‘ ’
Habiéndose demostralo en el articulo prece-

dente que s=-%ra es la espresion del area del
sector; y siendo evidente que el direa de que se
trata es la diferencia de los dos seclores seme-
jantes que los radios r y #’ formen con los arcos
a y ' de dos circulos coneénlricos, resulla para
el valor de dicha porcion de corona el valor

{ F
s—s-:-q{ra—ra).

LECCION SEGUNDA.,

Comparacion de areas planas.

126. TEOREMA. Dos dreas planas estin en ro-
zon de los productos ¢ que son iguales.
Siendo § y 8’ dos dreas de cualquiera forma,
espresadas en S=MxN y S'=mxn, por tener la
primera las dimensiones M y N asi como la se-
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gunda m y n; dividase una ecuacion pbr ofra, y

S MxN
S mxn

resullara

Si en esta irualdad se tratase de hallar geométri-
camente una de las ¢reas S 6 §, habrian de dar-
genos lres de las cantidades lineales M, N, m, n,
para conocer la cuarta por construccion (58, I1L.°%),
¥ por Gltimo la fizura de guien fuese la incognita;
pero la cuestion queda reducida & mas simple en
algunos casos, por las modificaciones que la igual-
dad padece en virlud de circunsiancias que con-
curran en las figuras comparadas, como se ob-
serva en los siguientes problemas..

PROBLEMA.  1.° Construir un puralelégrame P "
(fig. 91) que esté con otro dado P en la razon de
los nimeros ¢ lineas dudas Hy h.

Enla leccion precedente se ha manifestado
que las areas de los paralelégramos estin en ra-
zon de las alturas siendo' las bases iguales, y en
razon de las bases cuande son‘iguales las alturas
(146): de consiguiente, para coustruir un parale-
16gramo P’ que eslé con otro P en razonde Ha h

se podra hacer uso de la proporeion ;::‘I}, sien-

do NV la base de P,y n lade P, en-el convepto
de tener la misma altura M ambos. En este pro-
blema son incdgnitas P’ y n, pero hay ademas la
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v 710 .9 H-. ¥ i 3] LR A _’.4-..-=-
ecuacmn e en que snlo 2 es mcogmta Para
la solucion se toma en la base DL:N—dada, pro-
longandola en case necesario, una parte I G=m

2 (58, 10,7 v todos

que esté con N en la razon 7

los paralelogramos que se construyan con la al-
tura M del propuesto y la base » hallada lendrdn
la misma irea que se pide. Si ademas por condi-
cion Lubiese de. ser reclangulo el nuevo parale-
ldgramo, solo el reetingulo formado con los la-
dos M y n (96) satisfuce al problema. _
VALY Construir un riangulo T! (fig, 91] que
esté con otrodalo T en la razon de los numeros
o linegs k y K. ' -
Tambien los tridngulos T y T', el prlmero
con las dimensiones lineales M y N, y el segundo
con m .y n, estan: “(121) en la razon

T MYN
T mxn °

Lo cual nos dice que las areas de dos {riangulos
estan en razon de los proluctos respectivos de
base por allura. La misma espresion manifiesta
que las areas de dos trizngulos de izuales alluras
estan en la razon de sus base:; y si lienen iguales
bases, las dreas esldn en razon de las alturas, ||
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-Segun esto, para consiruir un tridngulo T que
esté con olro T en la razon de k & K, siendo es=
tos niimeros ¢ lineas, [ormese arbitrariamente
no fuere ya dado el tridangulo T con la base Ny
allura M: tomando en la base N, prolongada en
caso necesario, la parte n que se deduzca de la

proporeion E-:g-, cualquiera triingulo 7' que

[5

tenga por base n y la misma altura M del trian-
- o e - Sy

gulo dado satisface & TR

127. TeomrEMA. Si dos iriangulos lienen un
angulo del mismo valor, sus areas estdn en razon
de los dos rec angulos construidos con los lados
que comprenden dicho angulo de cada figura.

Supuestos dos triingulos ABC y atie (fig. 92)
con los angulos A=a, y bajadas las perpendicu-
lares BD y bd & las bases, sus dreas eslan en la

T ACXPD

n
¥azo C R A comoya se sabe; ademas,

los tridngulos ABD y abd semejantes dan

L —ﬂ or ello result
3 a2 AP g

T ACXAB
T acxaeb °
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428. TEOREMA. Las dreas de los friangulos se-
mejantes son como los camfmdns de sus lineas
‘homilogas.
' Los triangulos ABCYy abc (fiz. 93) semejane
tes cuyas dveassean T v T, las alturas BD'y
bd, y las bases A C y ac, ademas de la propiedad

g, 40 X b d tienen por la senie]anza,
th =‘tg = §£ =......; ¥ susliluyendo, viene
. . i
i § e 3
T C B D
Y cinaehs  olpe § =etc

4129. veomema. Las dreas de los poligonos ses
mejantes son como los cuadrados e eunlesquicra
tineas homologas; y las dreas de los requlares
como los radios cuadrados de' los eirculos ins-
critos y circunscrilos.

Dos poligonos Py P’ (fig. 79) semejantes son
divisibles en igual namero de tridgngulos respec-
tivamente semejantes: llaméandose T, 1", 1.

y L, t'¢".... los tridngulos en que estan duﬂ-
dldos los pohgonos ‘seran
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v por la igualdad de razones consecutivas entre
los lados (106) ha lugar & las equivalencias que
siguen. -

iy
T Tkt .__11_1_*'___ AR 1 DRSS
2 L ¢ “ —Ef” —&7,3

man‘festacion de que las dreas de los poligonos
semejantes estan en razon de los cuadrados de
sus lados homologos. Como en el articilo (107)
se demostro ser proporeionales los lados con las
demas lineas homsdlogas, y en los (93) y (100) ser
los radios de los eireulos inserito y circunscrito
al polignno regular, apolema y radlio de éste, se
debe concluir’ que eslda patentizado el I;emema
propueslo.

150. Las dreas circulares eslan en razon ds_
los cuadrados de sus radios y de sus diamelros.

Comparando las areas S'y S (fiz. 83) de dos
circulos cuyos radios sean r y 7' (123, IL°) reSul-

41,,!
T

151. reonemA. Si dos figuras semejantes tie
nen por lados homdlogos los caletos de un tridn-
gulo reclangulo, las areas de dichas dos figuras
semejanles estan en razon de los segmentos dc la
hipotenusa, corlada por la perpendicular que
baja desde el angulo recto del triangulp,

TN T
T

S
ta laigualdad 5
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Dados dos Iados homélogos F G'y GH (fig. 94)
de dos figuras semejantes, cuyas areas lamare-
mos S y ¥, y construido un triangulo rectangulo
cuyos catetos sean dichos lados: bijese desde el
angulo recto la perpendicular G £ a la hipotenu-
sa la cual quedara cortada en los' segmentos F E
y £ H. Tenemos por una parte (129) y (150)

—— ‘I --'—.

F _

SE- FG,, y por otra (83, IV.) H_(_;, g—g— : de
GH G

suerle que sustituyendo esta ltima razon por su.

L G
S H"

4132. TEOREMA. Consiruidas {res dreas semee
jantes de quienes sean lhineas homélogas los la-
dos de un lriangulo rectangulo, la formada sobre
la hipolenusa es igual a la suma de las forinadas
sobre los calelos.

Tres areas semejantes P, P’, P" (fig. 94) que
tengan los lados homologos F H, F G, GH, estin
P! Pﬂ'
en la razon —— =3 = Y si los tres. la-

FH FG G H

dos homologos de la doble ecuacion anterior son
lados de un triangulo rectingulo, hay entre ellos

igual, resulta.

N e A ™ - S T
la relacion F H=F G+ G H, y por consiguien-
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té sera P=P'+P”: en donde vemos generalizado
el teorema L.° del articulo (120).

Este prineipio es aplicable & la formacion
de una figura cuya area deba ser equivalente a
la suma 6 diferencia de oiras muchas semejan-
tes ala que se ha de construir. Para la ejecucion
se halla desde luego la suma 6 diferencia de dos;
despues la del resultado y otra de las dadas; y
finalmente la suma 6 diferencia de la dada restan:
te y del resultado anterior. El modo’de hallar
cada suma G ciferencia es como se' vé porlo
que sigue,

En los casos de ser irregulares las figuras,
hay que investigar cada lado homdlogo de la que
se ha de construir. Silas dadas [uesen regulares
con los lndos homologos A’ y A"; para construir
la fizura de la suma basta conocer su lado A
homélogo, que'se halla construyendo un dngulo
recto con los catetos A" y A", de que resulta 1a
hipotenusa A. Si hubiese que formar una area
equivalente & la diferencia de dos &reas regu-
lares P y P" de quienes sean lados homdlogos
A y A" supuesto: 4 >A"; construido el angulo
recto, desde el esiremo del cateto A" eonocido
se traza con el radio A un arco, que corlara en
el lado indefinide el cateto A’ lado' homélogo
de la difereneia.

Finalmente la igualdad A'=A"4A"" hace
ver, que es indelerminado el problema de hallar
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los lados A’ y A" de dos figuras regulares seme-
jantes a una dada, equivalente a la suma de ague-
Has; pues hay dos incdgnilas, y salisfocen @ la
cuestion todos los calelos de los innumerables
triangulos rectangulos inseritos en la semicir-
cunferencia.
1553, PproBLEMAS de las figuras isoperimelras.
Concluiremos la Geomelria plana manifestando
cudles de las fizuras que se han tomado en cons
sideracion hasta aqui, gozan la- propiedad de tes
ner maximo 0 minimo valor supericial entre las
isoperimelras 0 de contornos equivalentes; te-
niendo entendido que se dice maxima cantidad
cualquiera que sea la mas grande eatre todas las
de su especie, y minima la que sea mas pejueina
entre ellas., El asunto que nos proponemos esta
esplicado en los problemas siguientes.
1.°  Dada la base para un triangulo, consiruir
el que tenga marima area entre lodo$ los lridn-
gulos isoperumelros que se puedan formar. sobre
ella. - '
Si los triingulos A B C isosceles y A D C (fig. 95)
escaleno con la base comun A € son isoperime-
tros, y desde el vérlice B del isdsceles describi-
mos con el radio A B=BC una circunferencia,
esta cortara en un punto E i la recta A B pro-
longada; y trazando la recta E ¢, sera recto el
angulo A CE inserito. Desde el vértice D del es-
caleno eon el radio D C describase tambien otra
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eircunferencin, y sea F el punto en que corte a
la recta £ C. Ullimamente (ricese I reclta AF y
baj ndo desde By D las BG y DI perpendicula-
res & EC, serdn EG=GC y FH=HC. Por con-
dicion tenemns; A'D4-DF=AE: y por lo demos-
trado (10), A F<A DD E: luego serd AF<AE,
de consizuiente (19) F.C<EC, ¢ hien sus mitades
HC GO cue son las allaras respectivas: de los
lrianguos en euestion. Y como las areas de los
tridngulos que. tienen bases izuales: estan’ en ras
zon de Jas alluras, debemos coneluiv: que enlre
todos los [ridngnlos isoperimetros deiguales Lases
tiene mayor arza el que tiene iguales en!rssi los
olros dos lades, ) r

1L.° . jEare todos los poligonos isoperimelros
que lengan igual nimero de lados, qué circuns-
taneia . deberan lener eslos lados para que sea
maxima el area? -

La cuestion se reduce d observar una figura
equilitera, y olra isopesimetra [ig. 96) no equi-
latera ' del mismo niwero de lados; y segun el
resullado del problema precedente, ha de ser
equilalero el polono para ser marimo enlre lo-
dos los isoperunelros de wun mismo mimero de
lados."Porque si el abedefg eon los lades ab
y be ignales no es' mayor que el ahecdefy con
los lados a kb y he desiguales, trazando ladiago-
nal ac resultarian las areas
abetcdefga<atictcdefyga; -esto es, la con-
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secuencia absarda abe<ahe. Lo mismo se de-
muestra-que han de ser iguales bcycd, y suce-
sivamente los demas lados,

Hi.° Dados para un (ridngulo dos lados, cans-
truir el que tenga mirime area. .

€on los lados A € y C B (fig. 97) dados cons-

triyase el dngulo ACB agudo, ACB' reclo, y
AC B obtuso: tracense los terceros lades AB,
A B, AB”; y deseribiendo desde € con el radio
O B la circunferencia, eslarian en ella los puntos
B, B’, B". Las areas de los triangules construi-
dos esltan en razen de las alluras; y la altura
B'C=BC=B"C del rectangulo es mayor, por ser
las oblicuas B'C y B"C mayores que las perpen-
diculares B'G y B”H: de consiguiente vemos que
entre todos los triangulos construibles con dos
lados dados, tiene mayor drea aguel en que di-
chos lados formen dangulo reclo.

IV.* Dados para un poeligone todos los lados
menos uno, determinar el que tenga md 1ima drea.

Sean AB, BC, CD, DE, EM (fig. 98) los la-

dos que se dan para formar el poligono euyo ilti-
mo lado AM no conocemos aun; y tomando en
consideracion los vémices A, D, M solamente,
tirense las diagonales AD y P M. Desde luézo su-
pongamos que las dos partes ABCDy DEM es-
tan construidas como es necesario para ser ma-
xima el area del poligono, eslo es, la suma de las
parles ABCD4+ADMLDE M; condicion que
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determina las rectas A D y D M lados del tridngu-
lo A D M: y como por el problema I11.° el tridingu-
lo miximo que se puede formar con dos lados de-
terminades es rectangulo, se sigue que el angule
A DM es recto; de consiguiente, haciendo pasar
una circunferencia por los tres puntos A, D, M,
serda A M su diametro. {gualmente se demuestra
sucesivamente que los demas vértices se' hallan
tambien en la misma circunferencia cuyo diame -
tro es A M; luego, el poligono de mayor drea que
se puede constrair con Lodos Yos lados menes uno
dados, es el inscrito en la semicircunferencia que
tiene por diamelro el lado restante,

Tambien es ficil convencerse de que, sea
cualquiera la colocacion respecliva de los lados
que se den, siempre serd un mismo circulo aquel
en que s¢ debaninscribiir los lados. Agrezando
per ejemplo, la parte ABRCD & DEM de suerte
que el pun'o A coincida eon M para formar la
maximasumade dreas PEM4-MB'C'D'+D'MD,
‘estan deferminadas las rectas DMy MD' como
tambien el angulu DM D' recto, vy el diametre
D'D que sera igual @ A M por ser ambes del cir-
eulo que pasa por los tres puntos: D, E, M.

V.® (Dados para ur poligono todos los lados,
qué propiedad deberd gozar el que se forme con
ellos, parua tener drea mdzima?

Sean dos poligonos ABCDE F G (fig. 96y 99)

inscrito y abede g no inscritible los que se com-
113
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paran, deiguales lados como A B=ab, BC=be.:
tirese el diametro A M y las cuerdas DMy ME:
por tltimo, sobre de=D E constriyase el : tridn-
gulo dme que sea idéntico a DME, y tirese am.
Segun lo demostrado en el prohlema IV.% el
area A BC DM es mayor que abedm, y AGFEM
mayor que agfem, o bhien el drea
ABCDMEFG>abedmefg: y esta espresion
dice que el poligono inscrifible tiene mayor drea
que elno inscritible de igual mimero de lados,
iguales respectivamente d los de aquel. Por el
raciocinio mismo que hicimos en el problema
IV.° se hace ver, que solo thay un circulo cir-
cunscritible al polizgono maximo, sea cualquiera
el orden de los lados.. .

Si todos los lados fuesen, xguales entre s, gl
poligono inscriter tendri; necesariamente iguales
tambien todos sus angulos,.al paso que no suce-
derd asien el novinseritible; luego, por el resulta -
do: del 11.° problema, entre todos los poligonos
isoperimelros-de un mismo: numero de lados, el
regular es mazimo..

. YL? §Si dos poligonos regulares son isoperi-
melros, y el uno tiene mas lados que el otro,
cual serda el de la maxima drea?

Sea A B (fig. 100) semilado del poligono de
mas lados, O sucentroy 0B su apotema; ¢omo
tambien A'D semilado del otro poligono, 0’ su
~ceniro y 0'D suapolema. En la figura se supo-
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nen los centros 0 y 0’ situados & cualquiera dis-
tancia 00', y en esta recta los apotemas, de
consiguiente A OB y A'0'D semiangulds del

centro correspondientes & los respectivos poli-

gonos; y como estos dngulos son desiguales, las
lineas 0 A y 0’A’ prolonzadas han de concurrir

en un punto E. Bajando pues desde E a lalinea

‘0 0" 1a perpendicular EF, sea F. el punto de

concurso, y desie los ceniros 0 y 0’ deseriban-

se los arcos F Gy FH que terminan en las res-

pectivas rectas 0E y 0'E.

Trazada ya la fizura y nombrando los anga-
los con las letras O y 0' de sus vértices, re-
cuérdese que al fin del articulo (110) se demos-
tré la verdad

0 FG_ FH

0" O0F 0F
Por otra parte, nombrindose Py P’ los perime-
tros de los dos poligonos, y R el angulo recto nos
consta (41) y (99) que hay entre angulos y lineas

, R P 4R pr
las relaciones TR L TR Sy

¥ como son iguales por condicion los perime-

AB

0
r —_— -
tros Py P, tenemos o5 =-p .
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AB _FG  FH,
A0 BATTTD o Ob ST O

por operacion simple de cilculo
ABXOF T -OpEom
A'DRO'F T FH
Los tridgnzulos AOBy EOF semejantes dam
A BXOF=0BXEF; y lo:. A'0'D VEO'F se~
mejantes dan A’ DX (' F=0'DXEF. Sustitnyen«

do estos valores de numerador y denominador
en la fraccion que ontecede, resulta

de donde viene

op Fa
0D FH®

Con el fin de ver cudl de estos dos apotemas
es mayor constriyase la figura 0'JK idéulica &
O'KF, trazando el angulo JO'E'icual &4 EO'F,
tomando OJ izual a 0'F, y describiendo el arco
JK idéntico 4 KF con el radio JO' ioual a OF.
Desde luego se advierte que por ser el radio 0 F
mayor que O'F, el arco K K envuelve al F I (53),
de consiguiente JKF w JITK; y por ello serd
W0 JEKF>JHF 6 bien FE>FH yeon mas ra-
zon FG>F H: luego por la ecnacion escrila nilis
mamente vemos que el apolema 0B es magor
que el 0'D. Como se sabe que las dreas de los dos
poligonos estin en razon de los productos de peri-
metro por apotema (123}, y tenemos por condicion
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iguales Tos perimelros, resulta el area del poligo-
no & Gue cotresponde 02 mayor que la del poli-
gono 4 que corresponde €'D; quedando asi de-
mostrado que de dos pdligonos requlares isoperi-
melros, el que tenga mas lados tiene mayor drea.,
VIL® Siun etrculo y un poligono sou isope-
rimelros, cual de eslas dos figuras lendra mos
yor dreu? -
1. La cuesfion solo debe referirse al pollgono
regular, per laconsecuencia del problema V.°
En este concepto, sean A B (fig; 401) semilado
del polizono y O su cenlro, como tambien A'D
el arco del eirenlo isoperimetro interceptado por
losradios 0'A’ y /D lados del dangnlo A'0'D igual
a A0B, y porello, mxXA'Dr la circunferencia y
mxA B el perimetro del poligono. Las areas ¢ del
eirculo y P del polizono son respeclivamente m
veces las arcas del sector A'0'D y triangulo
AO0B; y comparando se liene (123) y (124)

C APX(J’H 0'nh
P AB 05 0B

, @ causa de A'D=A B por

eondicion. Tirando la tangente DE, qhe en-
contrard en £ al radio 0'A” prolonzado, los
triangulos semejantes O'DE y O BA daran, sus~
tituyendo A'D por AB, la proporcion

oD  ED g
0B = g1p ¥ serd de resultas
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| d

A'DX -E-.O'IJ

: 2

es decir, que el area del circulo 4 la del poligono
como la del triangulo E 0D a la del sector A'0'D:
y por ser esta menor que aquella, se sigue que
el drea del circulo es mayor que la de todo poli-
gono que lenga su perimelro igual ¢ la circunfe-
rencia de aquel.
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CAPITULO PRIMERO.

LINEAS RECTAS, PLANOS Y ANGULOS.

LECCION PRIMERA.

De l'a; linea rects y el plano.-. il

X34, Todas las ecantidades geométricas Lo-
madas en consideracion hasta aqui estan siluadas
en el plano; .y ahora vamos a tratar de las que se
hallan en un plano y fuera de él. Pronto veremos
por la esperiencia el modo de ligar las relaciones
de las cantidades situadas en.un plano 4 las re-
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laciones de las que se hallan en otro, con la me-
diacion de alguna cantidad comun a los dos
planos. :

Una recta B A (fig. 102) es perpendicular 4 un
plano CDGA, silo es & todas lasveclas AC, AD,
ete. deserilibles en él desde el punie A en que
la perpendicular encuentra al plano. Es proyec-
cion de un punto del espacio. sobre un plano,
aquel en que la perpendicular bajada desde dicho
punto encuentra al plano; asi, supuesta BA per-
pendicular a8l plano CDGA es A proyeccion de
B, y con las mismas circunstancias para L P es L
proyeccion de P.

Dos rectas en el espacio son paralelas euande
prolengadas indefinidamente no concurren, con
la circunstancia de que, si la una se moviese pa-
ralelamente a si misma hasta encontrar a la otra,
. coincidan las dos.

Son paralelos dos planes, ¢ una recta y un
plano, euando ne se encuentran prolongados in-
definidamente.

135. TEOREMA. Si una recta tiene dos punios
en un plano, en él estard toda ella.

Por la definicion (4) del plano, la recta sobre-
puesta 4 él en todas direcciones se ajustara en
todos sus puntos; y por lo demostrado en el arti-
culo (3), todas las rectas que tengan comunes dos
puntes coincidirdn; luego, la que tenga éstos em
un plano se ajustara 4 él completamente.
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156. reoneMA. La interseccion de ‘dos planos
es una linea recta.

La interseccion de dos planos AB'y HG (fig.
403) es la ¥inica linea que én toda su estension
se ‘ajusta & los des planos juntamente, por ser
una coulinnacion de: puntes comunes a ellos:
y si desde dos punios p y q de la interseccion se
dirige 1a regta pq, estari toda simulianeamente
en los dos planos por lo demostrado en el arlicu~
Io precedente, Luego, la recta Pq ex la inter-
seecion de dos planes, por ser la linica llnea co-
mun a ellos. (i)
- A57.  tEoneMA. Una recfa puede ser comun @
wmuchos planoes: por lo cual no determina solw
por s1 la posicion de uno de ellos en el espacio.

Si por los puntos A 'y B (fig. 104) de la inter-
seccion de los planos ABC y A BC' pasa otro
A BC", tambien la recta A B sera interseccion de
este con cada une de aquellos, por consiguiente
terseecion comun de los tres planos. Lo mismo
se discurrira haciendo pasar otro plano, y asi su-
cesivamente los que se quieran por los puntos A
y B, como sucede imaginando al plano ABC en
la infinidad de posieiones que tomara girando al
rededor de la recta fija AB.

138. reorEMA. L.° Por tres puntos del espacio
siempre puede pasar un plano; y si los tres pun-
los no estan en lineca recta, determinan la posi-

cion de un plano en el espacio.
4



. Dados tres puntos cualesquiera A, B, C (fig.
104) del espacio, y ligandolos con rectas, forman
Ia figura triangular A BC; y para convencerse
de que es una figura plana basta considerar que
el plano en que se halla la recta A B, girando al
rededor de esta ha llegado al punle C; pues diri-
gidas AC y BC en el plano que pasando por la
recta AB pase tambien por €, se ajustaran a
el (135). ‘

En cuanto a la segunda parte del teorema; si
los puntos A, B, € fueren comunes & otro plano,
tambien se ajustarin g este dichas rectas, y asi &
todos los planos imaginables. Cada plano de estos
puede considerarse formado por la recta BC que
asida al punto € fijo comun 4 todos se mueve
resbalandose por la recla fija A B co.nun tambien
(4): y dicha recta en cualquiera posicion B'C de
su movimiento tendra dos puntos B y € en lodos
los planos, y de consiguienle se ajustara a todos
ellos; luego, tambien los planos coincidirdn en-
ire si.

Lo mismo se puede razonar acerca de todos
los planes que tuviesen eomunes los tres puntos
A, B, C'; y de esta suerte hacer palpable que dos
de estos A y B comunes & muchos planos, con
otro de los G, €', €".... del espacio determinan
los planos ABC, ABC', ABG"..... distintos,

IL.°  Por dos rectas que se corlan siempre pue-
de pasar un plano,
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‘Como tres puntos A, B, € (fig. 104) pueden
fijar la posicion de dos rectas AB y B, con tal
que uno de ellos, B por ejemplo, sea comun (5);
y la recta que tiene des punfos en un plano se
halla en €1 (135), siempre las dos rectas ABy
“BC que se corlen en B se ajustardn al plano que
pase por los Ires puntos A, B, C.
 TL°  Dos rectas que sé cortan ﬂjan M posicwn
de un plano.

Por ser las rectas AB y BC unicas que se
pueden dirigir desde B & ¢y A, como tambien
.solo uno el plano que puede pasar por dichos tres
‘puntos, se sigue que el téorema 'pmpueslb esla
demaostrado.

IV.” Dada una recta AB y un p-unta F dei es-
pacio fuera de ella, sola una paralela GF @ AB
puede pasar por F.

Siendo la recta GF paralela en el esPamuh
A B, hagase pasar un plano A BF por la recta
AB y el punto F; trazando en ¢l plano desde el
punto F una paralela @ A B, y haciendo mover
4 AB paralelamente 4 si misma hasta el punto
F, se confundird por la definicion de paralelas
con GF del espacio y al mismo tiempo con la
trazada en el plano; lo que hace ver que son una
misma; luego, por la consecuencia del articulo
(25) esta demostrado el teorema.

V.o Siempre puede pasar un plano por dos
paralelas del espacios y solo wno puede pasar por
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dos paralelas dadas; de consiguiente, lo demos-
trado acerca de las paralelas descrilas en un pla-
no conviene igualmenie @ dos del espacio.

Puesto que las paralelas GF y AR del pla-
no en que se hallan son las mismas del espacio,
se signe que siempre puede pasar un plano por
dos paralelas del espacio. -

* Por serel plano A B F el twico que: puede pa-
sar por la recta A B y el punto F del espacio jun-
tamente, segun el teorema L.°; y no poder pasar
por F mas paralela & A B que la GF, vesulta
demostrada la segunda parte de la proposicion.

439, TeEomEMA. [.° 8@ una reclw es perpendi-
cular d olras dos que concurran en un punio con
ella, es perpendicular al plano delerminado por
dichas dos.

Sea la recta B A (fig. 105)del espacio perpen-
dicular a dos rectas fijas A D y 4 € que concur-
ren en A con la primera; y cortando AD=AC,
dirmjonse las reclas €D, BC. BD, como Lambien
desde F' medio 'de CD las F By F A.

Estas construceciones tienen por ohjeto formar
con cada dos rectas un plane, en donde cierre
triangulo con ellas una. de las otras mencionas
das que al misme tiempo sea lado de olro lridn-
gulo en otro plano, & fin de comparar las lineas
de un plano con las de otro por medio de 1a co-
mun i los dos, conforme & la indicacion hecha
al principio de la leccion.. Prevenidos pues para
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el razonamiento de este modo, obsérvese en pri-
mer lugar que Lenemos por consiruccion el tridn-
gulo C A D isosceles y AF perpendicular & C D
En segundo lugar, los triangules reclingulos
BAD yBAC dan

BD-—BA+A (‘ 6 BD=RC:
esto es, el trilngulo B C D isoseeles, y BF per-
' Ly DS B o
pendicular a CD: de resultas BF=BC—CF.

etk -— —2
y por otra parte BC=BA+A C. Sumando las
dos ullimas ecuaciones y suslituyendo despues

" — —2 3 S TS =9
AF por AC—CH', viene BF==AF-+{ BA y
por ello es B A perpendicular 4 AF.

Si a otro punto I de la recta C D se dirigen
AH y BH, se verifican ademas de
BF*=AF*+BA°®, las ecuaciones procedentes de-

los friangulos BF Il y AF H, BH= -I—FH v

L plasp Bl wse\ Uiaqit 5y
AF=AH—FH: y la suma BH=BA+AH
hace ver que A H es perpendicular 4 BA. Por
este método se demuestra que B A es perpendi-
cular a cuantas rectas pueden dirvigirse desde 4
en el plano triangular A €D fijado por AC y A D
perpendiculares a DA,
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Del mismo modo se hace ver esta verdad res-
pecto de tolas las lineas del plano indefinido
C A D que pasan por A. En efecto, prolongando
A hasta G, se verifica en el plano BT A lare-
lacion de dngulos BAC4BAG=2R;

BA G=B A C =R. Tambien en el plano BDA, ,
prolongando D A hasta K serd BAD+BAK=2R;
BAK=B A D=R. Sieado B A perpendicular & AG
¥ A K que se hallan en el plano indefinido CA D,
sera perpendicular & fodas las rectas que pasan-
do por A se puedan describir en el dngulo KAG.
Por igual razon B A perpendicular 4 todas las
rectas descriplibles desde A en el dngulo C AK
y en D A G: luego, perpendicular a cuantas pue-
den dirigirse desde A en el plano € A D indefini-
do por todas partes.

I1.° Todas las oblicuas que en nimero in-
finito pueden venir desde un punfo B (fig. 105.)
de la perpendicular, @ la circunferencia descri-
ta en el plano con cualquiera radio desde el pie
A de ella, son iguales: y reciprocamente, siendo
iguales tres oblicuas que salen de un punto B
del espacio hacia un plano, la recta que baja des-
de dicho estremo comun de ellas al cenlyo del
circulo de los ofros estremos, es perpendicular al
plano que estos determinan,

En cuanto 4 lo primero tomando

AD=AC=AG=AK=......, en el plano sera
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FD=FA+AD, BC=FA+AC, ee.
de donde BD=B C=B G=elec.

En cuanto 4 Ia segunda parte del teorema,
siendo iguales las oblicuas BC, BG y BD, ftra-
cese la circunferencin que deba pasar porlos tres
puntos: €, &, D; y hallado el cenfro A elévese
la recta A B, que sera perpendicular al plano
C D G: pues dé lo contravio, habria otro punto
en él, ademas de 4, que estuviese equidisiante
de los puntos C, D, G para satisfacer & la pri-
mera parte del teorema; lo cual es 1mposlble
(50, 1V.9).

‘De aqui se deduce el modo de bajar desde un
punto B del espacio, la perpendicular BA al pla-
no C A D; pues tomando en él tres puntos G, D, C
equidistantes de B, el centro A de la semicireun-
ferencia que pasa por eslos tres, el cual sabemos
hallar (50, 1V.°), es el punto de concurzo de la
perpendicular con el plano, 0 la proyeccion del
punto B.

11" Sitres rectas AB, AD, AG son perpen-
diculares enire si, sera cada una perpendicular
al plano de las otras dos. Porque a cada una de
estas rectas asisten las dos condiciones del teore-
ma primero, necesarias para ser perpendicular al
plano delerminado por las dos restantes.

1IV.® Desde un punto B del espacio ¢ desde A
tomado en un plano, no se puede bajar d este pla-
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no mas gue una perpendicular. Porque en todos
losplanos BC A, BD A... desde B solo puede venir
una perpendicular a las rectas CA, DA.... (17).

V.° Lu distancia ¢ linea mas corta desde un
punto del espacio @ un plano es la perpendicular
BA terminada por el punto y por el plano.

Por ser BA la mas eorta linea desde B 4 las
rectas CG, DK..... que cruzandose en A forman
el plano, considerando infinilo sa namero, se
sigue que BA es la distaneia mas corta desde B
a dicho plane.

VL° De lus oblicuas que desde un punto B de
la perpendicullr puedan venir ¢ un plano, las
mas desviadas del pie A.de ella sonlas mas largas.

Tomando en la recla € G del plano dos puntos
P y O mas dislantes de A que C y G, sera

==

BP=TFA+AC+CP),

i

AT
#0=BA-+(AGXGQ)?; y BP>BC, BO>BG,

ey [ONS =S MRS, B SRSt PSS e AL
porser BC=BA4+AC yBG=BA-+AG.
VIL® Por un punto A de una recla AB (fig.
106) solo puede pasar un plano AGD que sea per-
pendicular a ella.

Porque si hubiese otro A C'D', en el plano se-
cante BAH sevia BA perpendicular 4 un tiempo
a'las rectas A L seccion del uno, y A H seccion
del otro; lo cual es imposible (17).
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140. rEomEMA. Dos planos LM y NP (fig. 107)
perpendiculares d la recta AB en los punfos Ay
B son paralelos entre si. ,

Si estos planos se encon!rasen prolo'wando-
los euanto es imaginahle, en una recta que pase
ppor el punto E cualquiera del espacio, se podrian
trazar en ellos las rectas E By EA desde dicho
punio E de su comun seccion a los puntos Ay
-B; y estas rectas no serian perpendiculares & AB
{17) y por ello tampoco los planos segun la defi-
nicion (134); luego, la proposicion es cierta.

Con esie motivo, trazando en los planos per-
pendiculares a B A unas rectas que pasen por les
estremos A y B, como taa bien otras que no pa-
sen por estos puntes, es facil observar algunas
particularidades de la Geomelria en el espacio.
4.* Una recta del espacio puede ser perpendicular
a muchas que se hallen en distintos planos, sin
que sean paralelas. 2.* Puede haber en el espa-
cio rectas que sin epcontrarse jamas no sean pas
ralelas.

141. reoreMA. Dada la recta CD [fig, 102) en
el plano CAD a quien es perpendicular la recla
BA del espacio, si se lira desde su pie A la recta
AF perpendicular ¢ CD, y desde F se dirige ¢
cualquicr punio B de BA la recta FB, sera CD
perpendicular d@ la recla FB y por consiguicnte
&l plano BF A.

Supongase cualquiera recta CD en el plane
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“WCAD a quien sea perpendicular larecta BA,y
‘desde el pie A dimjase a €D la perpendicular
FA. Cortando las partes F C=FD, sera BC=BD,
y C D perpendicular & FB que divide por medio
4 la base CD del tricngulo isosceles CBD. La
recta € D perpendicular & las F Ay B, 10 esalk
‘mismo tiempo al plano BFA.

142. reomema. 1.° Si dos reelas BA y HF
(fig. 102) son paralelas, yuna de ellus BA esper-
pendicular al plano AFD, lambien la olra HF
sera perpendicular al mismo plano,

Sea BF A ‘el plano de las dos paralelas, y la
recla F D del plano AFD perpendicular en F' a
las rectas A F'y F B, y por eonsiguiente al plano
B F'A ‘de'las paralelas. Por ser DF perpendicular
al'plano B'F A, 1o sevd & todas las rectas de dicho
plano que pasen por F, una de las chales es /I F,
y esta ‘serd tambien perpendicular & FA que lo
‘es & BA; luego, por ser HF perpendicalar & F A
y FD'es'perpendicular al plano A FD,

IL.° Si dos recltas AB y T H son perpendicula-
res ti'un 'pland, ‘son paralelas entre si. Porque
girio,)pudiéramos ‘en el'panto '/ de’dicho ‘plano
Tevantar olra ‘pefpendicular FG, 1o cual ‘es'ifn-
posibile (139, 1V.9).

HL° Dosrectas 'FHy LP paralelas ¢ una

- tercera 'N'B “son pardlelas entre ‘sien ‘el espacio.
Porque, supuesto un plano F A L perpendicular

*4 la recta A'B, serd tambien perpendicular a ca-
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da una delas ofras dos paralelns y estas por \oun-
sigueate paralelas enlre si.

145. Teonema. Las infersecciones pq y mn
(fig. 103.) de dos planos AB y DF paralelos con
otro pluno HG que los cortay son paralglas en-
tre si.

Por no poderse jamas encontrar uno d.otro doy
planos paralelos, tampoco se encanirarin dichag
lineas que se hal'en ene:tos: ademas esfan tams
bien las dos en el plana I/ 7, y no pudiendo con<
ceurrir son paralelas en €l: salisfacen pues eom-~
pletamente 4 la definicion de paralelas (134).

444, teomrema, Si lo recle pin es perpepdis
cular al plano AB, o es iguabmepte @ olro DR
paralelo al primero.

Dirifiendo el plano g pm que eorte a los otros
dos, las intersecciones pq y mn con ellos son
paralelas y se hallan en el plano gpm; y asi,
pm p rpendiculal a pq lambien lo es & mn (26,
L.°). LLa posicion del plano secante g pm puede va-
riar al rededor de pm,y en cada posicion zerd
pm perpendicolar a las rectas pg’ y ma'; y sien-
do perpendieular pm a las reclas ma y mna’', lo
serda al plano DF en que se hallan estas.

145. rEomEMA. Las rectas pm y qu parale-
las, inlercepladas por planes paralelos, son
Aguales.

Segun lo demostrado (145), los planos para-
lelos A B y DF coriados por HG tienen las inter-
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secciones mn y p q paralelas que se hallan en
el plano HG, y si en él se dirigen pm ygn pa-
ralelas entre si terminadas por mn y pq, es de-
¢ir, porlos planosA B y DF, serdn lambien iguas
les (30). .

146. rteoreMa. Si una recla Gg (fig. 108) es
paralela @ otra DA, tambien lo serd a todo plano
Fd que pase por Dd.

Porque el plano Dg dellas: Dd'y Gg no puede
tener con cada uno de los que pasen por Dd mas
que una in'erseccion Dd, y solo en un punio de
esta recta podria concurrir G.g con dichos planos;
pero 4 causa de ser paralelas Ggy Dd no con-
curren; luego, tampoco Gg con ninguno de los
planos que pasan por Dd.

147. teorema. Silos lados DG y DF de un
angulo son paralelos respectivamente @ los ACy
A B de olro del' espacio; los ptuuos del los angulos
son paralelos enlre 6i.

Desde el punto D bijese al plano BAC la
perpendicular Dd, que lo sera tambien a las rec-
tasdf y dgparalelas a las correspondientes A B
¥ AC en un mismo plano: al mismo tiempo
Dd es perpendicular & D G paralelada dg en el
plano d G (26, 1.°), como tambien & I'F parale-
laa df en el plano dF; esto es, Dd perpendicu-
lar & un mismo tiempo a los planos F DG y BAC,
resultando estos paralelos entre si (140).

148. teEOREMA. Dadas en el espacio dos rec-
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tas AB y CD (fig. 109), que sin ser paralelas no
puedan enconlrarse, siempre podrain pasar por
ellas planos paralelos; y la perpendiculur @ es-
tos serd la distancia mas corta enlre las dos
reclas. ;

Para lo primero basta dirigir desde un punto
de cada recta una paralela & la otra, como A F
¥y DG que determinarin los planos BA Fy CDG
paralelos (147).

En c¢nanto ala segunda parte del teorema dise
currase, que nopudiendo dichas rectas dadasacere
carse una a4 otra mas que los planos, serd la mas
corta distancia entre ellos olra que siendo pers
pendicutar a los dos planos paralelos concurra
con dichas rectas, En efecto, desde A dirijase
A H perpendicular al plano €D &, y lo sera tam-
bien al BAF; el plano HA P hara las dos sece
ciones AB y HL paralelas (143), y esta ultima

“prolongada encontrard necesariamente: a CD en
el punto T: ligando las rectas TL y AB en el
plano HA B con la reclta TS paralela a HA,
serd igual- & esta y perpendicwlar & los planos
GDC yFAB(142), y a las rectas ABy CD.
Luego, TS perpendicular a lasrectas y & los pla-
nos es la mas corta distancia entre aquellas; &
bien otra cualquiera HA perpendicular comun

« @ los planos en que estan las rectas.

149, TeEOREMA. Sidos reclas son cortadas por
tres planos paralelos enire st (fig, 110) las partes.
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de ellas comprendidas eatre dos de los planos so®
proporcionales d las paries comprendidas enire
uno de eslos y el lercero.

Siendo A By DC dos reclas cortadasen By
C,en FyH, en Ay D, por tresplanos parale-
los; tirense las rec'as AC, BC, AD, como tam-
bien las FGy GH desle el punto G en que el
plano intermedio corta a la recla AC. En el pla.

ik : BF G

no B C A severifica (143)y(34) FA '_T}T’T enel
, én-ch :

plano CA D es A= D’ de donde se tiene

BF CH :
=i -7 componicndo esta, resulla

AB _AF _FB . "
TC=DH—HE *°mose propusodemosirar,
LECCION SEGUNDA.

Angulos diedros.

150. Dosplanos BC 'y B'F {fiz. 111) que 8¢
cortan en B A pueden es'ar mas & menos abiertos
antes de su encuentro: esta abertura o espacio
comprendido entre dos planos que concurren
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se I'ama angulo diedro 6 de dos caras que son los
planos; y la comun secci-n 'e ellos B A es arisia
de dichio angulo. Se rombra el diedro por medio
de cualio letras ordenadas en fila-como GB A C,
enunciando las dos letras del medio la arista, las
tres primeras uno deslos planos, v las tres Gltimas
el otro. Ultilnamente, cortando los dosplanos del
dngulo diedro por otro plano ¢ G D, resulta des-
<rito en este el angulo plano G BD, que forman
las intersecciones B:'Gy B D del planosecante ‘con
las caras del diedro.

151. TeomEms. Todas:las secciones paralelas
de un angulo diedro son dangulos planos iguales
(fig. 111).

Cortando el angulo rdiedro GBAC con dos
-planos-peratélos G 8Dy QP T, tomando en se-
‘guida lasreetas: B D=PT, B G=P (), y:dirigidas
DTy GQ; el cuadrilitero BT y el B sonpara-
lelogrames (145) y (30) y D T=8P=G Q. Trazadas
DGy TQ, tambien DQ es paralelogramo y por
‘tanto’ D G=10. Resulta,  pues, que son idénticos
‘fos tridngulos' GB D y @ PT yew ellos iguales los
angulos planos Bly P..

“La proposicion’ reeiproca ‘de la «ue s¢ acaba
de probar no'se verilicasiendo las seeciones obli-
-eups'd la arista del diedro. En efecto, suponiendo’
E'T H 'la seccion perpendicular, sevin £ T, E1I,
TH perpendiculares a la arista BA y & sus para-
lelas- DC y GF; por lo cual, tomando
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EA=EP=HJ=H(, y dirigidas en planos cor-
respondientes las reclas TA, TJ, AJ, hay las
igualdades TA==TP, TJ=T0, (18), y AJ=PQ
(30); esto es, el triangulo A I'J idénlico a PTQ.
De suerte que pueden ser iguales los angulos pla-
nos que resultan de cortar un diedro por planos
no paralelos. exceplo en el caso de secanle per-
pendicular a la arista.

Por esta razon y a fin de proceder con simpli-
cidad, se ha elegido para medida del diedro el
angulo HE T plano que resuita de la seccion per.
pendicular 4 la arista; y segua este angulo plano
es agudo, reclo G obtuso, recibe uno de tales
nombres el dieldro @ quien mide.

152.  Valuar un dngulo diedro FBA D (figu-
ra 112) es indagar las veces que oiro fbad es.
ta coatenilo en él. Corlense los dos con planos
perpendiculares a las avistas, y sean FBCy fbe
las secciones & medidas respectivas de los die-
dros: ajustada la avisla ab con A B y el plano
bg con BG, en disposicion que los vértices B y
b de los dngulos planos coineidan, tambien se
ajustarin los planos secantes FBC y fbe, como
si se hubieran corlado los dngulos diedros des-
pues de sebreponer uno @ oiro, con un plano
perpendicular 4 la arista eomun; y quedara tra.
zado en el plano B F C el angulo FBK igual &
fbe. Haciendo girar al diedro medidor sobre la
arista BA de modo que bf coincida sobre BEK,
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-6 njustard b eon BK': 'y ‘asi sucesivamente Tad
weces que el argualo plano fbe cabeen FBC. Si
el mayor B contiene al menor'b exaclamente'n
veeos, serit B=nxb. 8i & pesar dé noestar cons
tenilo b'en Blexactamenteé cierto niimero deves
ces, tienen comun medida, serd n nimerofrac-
eionario; vy si no tienen medida comun, serd. n
irracional. - i - D 1
CUAB3. reEoreMA. Los angutos dzedros t'strm en
vazon de'los dngulos planos que’ resultan en sec-
wiones perpendiculares @ sus aristas. 11000 2ol

1 8itdos dngulos diedvos Dy D' estin esplesadus
por D=uxb 'y D'=mxb, siendo b el diedro que
sirve ‘de unidad contenido n veces en' Dy m ve-
‘ges en D', serd| = segun gl mélodo e va-
-luacion esplicado en el artieulo precedente, serdan
fambien P=nxp y P'=mxXp los ingulos planos
correspondientes que resulten de eortarlos die-
-dros ‘con planos perpendiculares & las aristas, su-
pomenda p launidad de medida; y de: eslas evua-

ciones procede ;--—-—- Compﬁrandd los reaulla-

dos, viene

VP
T p

197 Segun el teorema que se’ acaba de ‘compro-
e
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bar, en los angulos diedros se verifican los mis-
mos teoremas que en los. angulos plaros; y en
efecto es facil demostrar los que siguen descri
biendo para ello una circunferencia en el plano
que corta todos los diedros imaginables forma-
dos al rededor de la arista comun BA (fig, 113),
4.° Son iguales los angulos diedros-opuestos a la
arista, como los: rectilineos opuestos al vértice:
y por un razonamienlo: andlogo: al del articulo
{15) se deduce que todos los dngulos diedros po-
sibles estan comprendidos entre cero y la suma
de dos rectos. 2.° Dos diedros,. cualquiera que
abracen la semicircuaferencia son sunlementarios
mituamente; y si un plano es perpendicular &
otro, ambos diedros rectos. 5.° Dos diedros que
juntos abracen el cuadranle son complementa-
rios entre si. 4.° Cuantos diedros resultan de
la interseccion comun B A de muchos planos va-
len cuatro rectos. 5.° Cortados dos planos para-
lelos por ofro, son iguales los angulos diedros al-
ternos inteenos, los alternos esternos y los cor-
respondientes. .

154. TeoREMA. Siendo la recta BA (fig. 114)
perpendicular ¢ un plano KL, todos los planos
que pasen por BA son perpendiculares & dicho
plano, es decir, que forman con KL dngulos die-
dros rectos.

Siendo A BF un plano que pase por la per--
pendicular, BA, y AJ su comun seccion con
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el plano K L, 6 la arista del diedro que formany’
la recta A m perpendicular 4 dicha arista en el
punto A, forma com BA el angulo plano BA'm
recto y medida del diedro. Asimismo, siendo AC
comun seccion deotro plano BAC con el fijo
KL,y An perpendicular a la arvista 4 ¢ del nue-
vo diedro, sera el plano BC -perpendicular &
KL. Por igual razon serdn perpéndiculares &
KL todos los planos que pasen por BA.

155. TEoREMA. Dada eén el plano Kk lo recte
Al, solo un planoBJ perpendiculur ¢ KL puad«
pasar por dicha recta,

La rozon es, que la recta dada y la perpendi-
calar B A & ella yal plano KL fijan la posicion
del tnico plano pe-pendieular BJ (138, HL.°), &
cansa de que en A es BA Gnica perpendicular
al plano K L (159, V.%).

156. Teowema, L° Si dos plansg DF ¢ KL
(fig. 114) son perpendiculares y AJ sw comun
seccion, la recia BA perpendiculard elle y que
esté en uno de los planos, como en DF, serd per«
pendicular al otro,

Construida en el plaio KL la recta A m per-
pendicular & la arista AJ en el punto A, deter-
mina con B A el plano BAm perpendicular &
la arista A J (159, 1.°) y forma econ BA el an-
gulo plano BAm que debe ser recto por serlo
el diedro de dicha arista: yde consizuiente la
recta BA perpendicular a las reectas AJ y Am
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Yo es al plano KL en que se hallan < (139).
“1L° Reciprocamente: sicndo los planos D F
v KL perpendiculares, la recta BA perpendis
cular al plano KL en lu comun seccion AJ, estd
necesariamente en el plano'D F. )

Porque sino, en el punto A de un plano se
podrian levantar dos perpendicularves; lo cual es
un -absurdo (159, 1V.).

157. reOREMA. Si un plano es perpendicular
@& otros que se cortan, la comun seccron de eslos
es perpendicular: al primero, y por consiguiente
@ sus intzrsecciones con los segumlos.

. Sea A B la comun seccion de los planos A I,
AF,... perpendiculares al KL i quien cortan en
AC, Al,... desuerte que A es puito comun @
todos los planos y sus inlersecciones. La perpen-
dicular al plano K L en el punto 4 esti (156, 11.%)
simultaneamente en todos 1os planos A H, AF..;
¥ como estos planos no tienen mas linea comun
que la interseccion B A, se mgue que el Leore-
ma  esla comprobado.

158. TeEOREMA. Lo Siun plano BDG (fig. 114)
forma con olros dos BAD y BAG que se corlan
angulos diedros dados .y abierlos hicia parte
delerminada, todes los paralelos a él tienen la
misma propwdad que es peculiar de ellos  so-
lamente,
¢! Los planos BD G y P T Q paralelos, al cortar
el diecro de la arista BA forman. con sus planos
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BAD y BAG otros euatro diedros de las aristas

BD, BG, PT, P(Q. Los dieiros de las arisias

BD y PT soniguales, como lambien entre si
{os'de las avistas BG y P O; porque, sobrepuess
- ta la porcion inferior del sistema: de planos & la

superior en disposicion que la arista P A caiga

gobre' BP 'y el punto P en B, con las abertu-
ras: haecia un mismo lado, tammbien la -recta P '
caerd 'sobre BD, y PQ sobre BG (26, IV.%): de
consicuiente se a ustarin los planos respectivos
de los diedros mencionados por coincidir los pun~
tos que ios deferminan.

Solamente dichos planos tienen esta propie-
dad, pues la seecion A T'J de otro no paralelo no
puede caer sobre BB G, al hacer la'superposicion
delos puntos A en B y delaarista AK sobre B A:
porque, si bien la arista AJ puede ajuslarse &
BG,1a AT nocaerd en BD por su diferente in-
-elinacion: lnego, tampoco el plano A T'J se ajus-
tara al BDG.

11.° * Solo un plano BDG cumple con las tres
‘condiciones de pusar por un punlo B comun d dos
planos fijos AD y AG; formar con ellos dngulos
diedros determinados; y abiertos hacia una mis-
ma parle delerminadaw.

Por el teorema anterior nos consta que sola-
mente los planos paralelos a B DG pueden formar
dichos dngnlos diedros dados: y como por un
punto B no puede pasar mas plano paralelo &
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B8 D6 que el mismo, se sigue que la proposicion
es cierla. :

159. TeoreMa. [.° En el plano KL (fig. 414)
las proyecciones A y J de dos puntos B y F de
una recla que estd en el espacio, delerminan lo
recta AJ proyeccionde BF.

~ La proposicion es evidente; porque, el siste-
ma de perpendiculares bajadas desde todos los
puntos de B F forman el plane perpendieular A F
(138, V.°) que se llama proyeclante, cuya inter-
seecion con K L es la recla A f.

Asi tambien la proyeccion de BH sera A C;y
el angulo plano C A J proyeccion del angulo pla-
no II B I del espacio, sean paralelos 6 nolos la-
dos de este al plano KL. La proyeccion de una
curve es la linea que en el plano de proyeccion
resulla del conjunte de proyeceiones de (odos
sus puntos; asi, la figura M (fig. 115) causa ka
proyeecion m. De aqui se deduce que: 1.°la pro-
yeccion sobre un plano causada por cualquiera
figura reciilinea del espacio, se halla preyectando
los vérlices de la figura, y ligando las proyeccio-
nes de estos con lineas rectas eorrespondientes:
2. todas las lineas rectas 0 eurvas y figuras des-
critas en el plano A F (fig. 144) perpendicular 4
K L darén sobre ésle proyeceiones, que eoinci-
diendo con la seccion recla AJ se diferenciaran
solo en longitud; y Ia proyeceion de la recta per-
pendicular es un punto,
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1. Toda figura plana rectiline@ y sw pro-

yeccion sobre plano paralelo al de aquella son
sdénticas.

Silos planos MN y KL del triangulo ABC
(fig. 116) y de su proyeccion abec son paralelos,
concurren las circunstancias de ser Bb perpendi-
cular & ABy BC como lambien & ab y be, re-
sultando en los cuadrilateros: Ab y Bc paralelas
€ iguales AB y ab, BC y be (143): ademas, hay
las igualdades de angulos planos A B C==abe por
secciones paralelas del angulo diedro ABbec:
luego, los tridangulos ABC y abe son idénticos.
Como el poligono es divisible en triangulos, debe
concluirse que sesverifica la identidad enunciada,

La consideracion de los limites haria ver, que
asi mismo son idénticas una curva plana y su
proyeccion sobre plane paralelo; mas en estos
elementos solo podriamos ocuparnos de la de-
mosiracion con referencia al circulo, por ser la
unica curva de que se trata en ellos: y para veri-
ficarla por si el estudiante ereemos que baslen
las nociones que haya adquirido hasta aqui.

1L.° Son paralelas las proyecciones ab y cd
(fig. 115) de dos reclas AB y CI del espacio, sean
.6 no paralelus, con lal que estew descrilas en los
planos paralelos aB y c¢D proyectantes.

Esto se verifica por ser paralelas las intersec-
ciones aby cd del plano KL con los paralelos:
aBycD (134).
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IV.® Und recta es mayor que su proyeccion
sobre un plano no paralelo d dicha recla. !
Siendo cd proveccion de la recta € D sobre el
plano K L de la' proyeecion, no parilelo & C D;y
trazada en el'plano proyectanie la recla e’ pas
ralela & €D serdn iguales estas (50, L.°) y el
tridngulo rectangulo ¢d 2" manifiesta la deu"ual-
dad ed<OD. ]
El ingulo D'ed que forma la recta €D 6 una
paralela & ella con su proyeecion, mide la incli-
nacion i oblieuidad de la recta dicha respecto

del plano K L en que estd proyectada.

LECCION TERCERA.
Angulos poliedros.

160.  Simas de dosrectas AV, BV, CV....
(fig. 117 y 122) que no estan en nn plano se en-
cuentran enel punto V, el sistema’de planos de-
terminados por eada dos reetas contizuas forman
un espacio angular cerrado por V, que se Hama
dangulo poliedro 6 de muchas caras 6 dngulo so.
lido. Las interseeciones de los planos 6 caras son
arislas del angulo solide, y al mismo tiempo de
fos dngulos diedros que forman sus caras de dos
en dos: el punto V' es vértice del angulo solidoy
de sus angules planos A VB, BVC, ele.
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© Son‘idénticos los 4ngulos poliedros cuando
sobrepuestos debidamente quedan ajustados vér-
fices'y aristas, de consiguiente susangulos pla-
nos y diedros; debiendo tener para ello igual
numero de caras, y con la circunstancia esencial
de hallarse estas ordenadas de igual ‘modo en
ambos. El 4apgulo solido toma el nombre segun
el nimero de sus caras ¢ angulos planos: es{ries
dro, tetraedro, penlaelre, exaedro, eplaedro, etc.
el que tiene tres, cuatro ecinco, seis, siele, elc.
caras. El triedro es el mas simple, por ser mnece:
sarios tres planos & 1o menos para cerrar un es-
Ppacio que solo quede ilimitado por la parle opues-
da al vertice.

161. reorEMA. En el dngulo triedro la sume
de dos dngulos planos es mayor que el ter-
cero.

En el triedro ABDV sea A VD (fig. 120} el
anayor dangulo plano; y dirigida en él una recta
W C de suerte que divida el angulo A VC=A VB,
cortense VB=V C, y ademas todas las caras por
un plano que pase por los puntos B y C. Los
triangulos A VB y A VC son idénticos (68), y en
ellos A B=AC; y pox AB+4+BD>AC+C D serd
BD>CD. En los triingulos BVDy €CVD que
tienen VB=VC y VD comun, serin los éngulos
BVD>CVD (74), y anadlendo partes iguales a
cada miembro resulla

AVB4BVD>AVCHCVD=AVD,
27
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- 462. TEOREMA. L.°Si los dngulos planos de un
friedro son iguales respeclivamente a los angus
los planos de otre triedro, los diedros del uno
tembien serdn iguales @ los-correspondientes del
biro. -
En dos triedros ABC V y A'B'C' V' (fig. AT
118 y 149) que lengaa los angules planos. res.
pectivamente iguales, como A VB=A'V'EB',
BV(C=B'V'C', AVC=A'V'C', c¢ortense las
aristas VB=V'B' ¢on losplanosABCyA'B'C/'
perpendiculares & ellas. Los tridngules A VB y
A’ VB’ seran idénticos por tener un lado y dos
dngulos respectivamente iguales: y por la misma
causa seran idénticos los triangulos B VL y
B'V'€'. Demodo que los triangulos AVIC y
A 'V'C' seran idéalicos por tener iguales ngu-
losen'Vylos lados A V=A"'V', VC=V'('; re-
sultando A C=A'C', y los triangulos 4 BC y
A '8'C"idéntieos poritenerrespectivamente igna-
les sus tres lades. Porqillimo, & cansa de los
angules Ela’nos ABC=A'B'C’, hade werificar-
#e precisamente da igualiad de diedres

ABYC=2"B' V' ¢ (151),

Del misms mode, eertando noevamente los
triedros por planos pecpendiculares 4 vivas dos
avislas correspondientes, se damuesiva que los
respeclivos diedros son igunles: y portante’que-
da comprobada la proposicion.
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~I.®  Si dos triedros ABCV 4y A'B'C'V" (i
gura 117 y 418) tienen todos sus @ngulos planes
respeclivamente igquales: y haciendo coincidir
uno de ellos del primero sobre su igual del se-
gunido, cae ofro de esle hacin su correspandiens
te de aquel, seran idénticos los Iriedros,

En efecto, por ser iguales los anzulos planos
AVEy A'V'C', coincidienda estos eaerin lag
aristas V€ sobre V'C' y VA sohre V'A'. Dee
biende los diedros formados sobre estas aristas
ser iguales por lo demostrado en el teerama an=
terior, y por suposicion inclinadas hacia una paps
te misma las caras A VB y A' V' B, eoincidiran
-estas; ypor la igualdad de los angulos planos
‘A VB=A"V'B’, tambien la arista V B ecaend sor
‘bre V'B'. Por iillimo, & eausa de coineidiv las
.aristas VBsobre V'B"y VCsobre V*C', se ajuss
tara la cara B VC sobre B' V' C'. Luego, los dos
triedros se ajustan en todas sus partes, lo que
constituye la identidad.

IIL.°  Pueden ser igualesentresi todas las par-
tes correspondientes de los angulos poliedros una
d una, y no por eso coincilir los lodos en la sus
perposicion (fig. 117 y ¥ 119).

Esto se verifica siempre que sohrepuestos dos
angulos planos iguales, no se inclina el inme.
diato hacia un mismo lado e ambos, comn su-
cedeen ABCVy A"B“C' V'} pues aplicadas de
Auerle que coincidan los dngulos iguales BVE y
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BV’ €', no se puede efectuar la superposicion de’
lo restante, porque las demas caras de la una se
van alejando de sus homélogas en la otra, sin
embargo de ser ignales por lo demostrado en el
teorema 1.° los correspondientes diedros. Esta
igualdad de todaslas partes correspondientes que
no se pnede comprobar por eoincidencia de su-
perposicion simultidnea de los'todos, se llama si-
melria, y dngulos poliedros simétricos aquellos en
que se verifiquen estas condiciones. Per esto es
circunstancia indispensable para la identidad de
los angulos: s6lidos, la de estar igualmente or-
denados los dngulos planos enr ambos' (160).

Se dice que eslan simélricamente pueslos res-
pecto de un plano dos dngulos poliedros, cusndo
dicho plano es perpendieular y divide en dos par-
tes iguales a4 la reeta V V' que liga los vértices,
y 4 todas las ‘demas rectas .come BB' que ligan
fos puntos de un dngulo sélido & sus correspon-
dientes del otro.

165.  TeoREMA. L.° En un dngulo triedro son
iguales los diedros opucslos a los dngulos planos
tguales. '

Supéngase en el triedro. A BC V (fig. 124
ignales los dngulos planos A VBy BVC, y divi-
dase el tercero AVC en dos iguales A VH 'y
HVC con el plano [ VE que pasa por la arista
V B; de que resultan los tres angulos’ planos del
triedro AHB V iguales respeclivamente 4 los de
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HBCV, y porello (162, 1.9 iguales entre si los
‘diedros de-las aristas, VA y V.C opuestos alos
dngulos planes que supuslmos iguales,
JL° Reeiprocamente: en wn (riedro son igua«
-les los angulos planos opuestos @ driedros iguales.
Si en el triedro A BCV siendo iguales los
diedros . de las aristas VA y VC fuese el angulo
BVO>A VB, f{ormese el dngulo A'VB=BVC
en el plano que pasande por la- arista: VB venga
@ la tercera: cara del triedro propuesto. Dividien-
do el triedre A'BC Vicon otro plano que pasando
por VB partiese el angulo. plano A’V.C! en dos
iguales, tendriamos descompuesto: dicho triedro
en dos simétricos, y resultarian igualeslos diedros
de las aristas VA’ y. V.C; pero. como por el sn-
puesto:son iguales los diedros de las aristas VA
'y VO, se signe que serian iguales, los diedros de
las aristas VA’ y V4A; lo cual es un absurdo evi-
dente; porque entonees;, sobreponiendo el diedro
de la arista VA" al del arista VA desde el plano
comun A VC, se ajustaria el plano A'VB' con
A VB, y formarian ambos con el B V.C un mismo
diedro en la arista VB; lo que no puede ser
(158, 1L.°). i
NL°  Eu el (riedro de dos anguias ptanas igua-
des, el plano que pasando por ek diedre inler-
camedio  divide al angulo plano opuesto en dos
dguales, es perpendicular & la cara deeste angulo
-y dawvide d dicho diedro opuesto en dos iguales.



Para contvencerse de ello obsérvese que en ol
triedro 4 BCV de dos dngulos planos iguales, el
plano H VB que pasando por la arista VB divide
al tereer dngulo plane A V€ en dos iguales, divi-
de al triedro A BCV en dos triedros ecuyos die-
dros de la arvista coman VI sen iguales (162),
como lambien entre si los de la arista eomun VB,

IV.*  En uw triedro al mayor dngulo diedro
se opone el mayor angulo plano.

Dado el triedro ABDV (fig. 120) quetenga
el diedro de la arista VB mayor que el dela
arista VA, formese con el plano BVE que pasa
por la arista VB y con el A VB el diedro AVBC
igual al de la arista VA, & que se sizue por lo
demostrado en el I1.° teorema la igualdad de an-
gulos planos A VC=RV(; y lendremos en los
dos triedros que resullan (161) las relaciones de
angulos planos

BYVC4+CVD>BVD,
6 bien por sustitucion,
AVC+H+CYVD=AVC>BVD.

V.® Reciprocamente: en el {riedro al mayor
dngulo plano se opone el mayor diedro.

Porque, siendo en el triedro A B D V el dngu-

~lo plano A VD mayor que B V D; si fuesen iguales

los diedros de las arislas VB y VA, resulta por

lo demostrado en el teorema il.° que serian igua-



Jes los angulos planos AVD vy BVD contra el
dato propuesto; y si fuese el diedro de la arista
VA mayor que el de la arista V B, resultarvia por
la denostracion del teorema IV.? ser el dngulo
plano. B VD mayor que A VD, lo- que tambien es
contrario al dato.

164. rteoreEMa, 1.° La suma de dngulos pla-
908 de todo angulo sélido vale menos que la de
cualro rectos, '

Con cualquiera nimero de planos formese el
dngulo .poliedro A'BCDF V... (fig. 122); y cor-
tando tollos con otro plano, laseccion A BCDF...
limitard sus caras indufinidas, reduciéndolas &
triangdlos A'BV,'BCV, elc., los cuales de dos
‘en dos conun dngulo del polizono A BCDF que
resulta de'la seccion forman triedros, cuyos vér-
tices ‘respeclivos estan en A, B, C,.... En los
angulos planos de estos se verifica (161),
ABC<A BVACBV, BCDLBCVHDLY, ete.,
resultando que la suma de angulos del poligono
es menor que la de dngulos de las:bases de-los
triangulos. Siendo z. el nimero de Jados del . po-
ligono y R el angulo reclo, es 2aR el.valor de
todos los angulos que hay.en los Iriangulos (del
vérlice comun V, asi:como.2 R (n—2) el valor de
los dngulos del poligono (94); v la conclusion pre-
cedenle esid espresada en .2m R—V>2Rn—2),
que se reduce & V<A R, supuesta V la suma  de
angulos planos del vérlice del, poliedro.
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" IL.*  No se pueden formar con los anqulos de
un triangulo vegular sine dngulos silides de
5, Ay 5 caras.

Segun el teorema precedente, habiendo de
formar angulos poliedros de angulos planos igua-
les, hay que atender al numere de estos y al va-
lor de uno de ellos. Cada angulo del triangulo

equilatero vale -%—R segun el articulo (94); y el

angulo solido de 3, 4, 5.... caras que haya de te-
ner cada angulo del vértice igual al del trian-
gulo equilatero, ha de satisfacer al principio que
se acaba de establecer: lo cual solo se verifica
en las tres primeras inecuaciones que siguen;

5X R<AR; AX 3 REAR; 55 R<AR;

A 8x-§-ﬁ=4ﬁ; 7><_§.R>4R,-

por consiguiente mayores que 4R las sumas de
mas angules planos iguales al del tridngulo
equilatero.

IL.° Con los dngulos del cuadrado solo se
puede formar el angulo solido de tres caras.

Porque, el valor del angalo del cuadrado es
B;y 3XR<AR; AXR=4AR; 5XR>4R: ycon
mas esceso mayores que 4 R las sumas de mayer
namero de angulos del cuadrado,
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DIV No se puede forinar con angulos del pen
tagono regular sino el angulo sélido de trés-caras:
: £ O'L0 O i
El angulo del pentigono regular vale %R;

por conswulente o 9z
.:n><——R<4R 4><— 5 RS AR,

X2 Con fiﬂgulas de‘I _cxdgono régular 10 pue=
de formarse angulo solido; y lo mismo sucede
con los angulos de pohgmws que tengan mas
lados. hala "

En efecto, el '&ng{f’[’o" ﬁ'e"l: exagono es —:-R,

¥ resulta - ) D [
; Pl it
- o>< H-&R’ 4><——-R>4ﬂ:

de suerte que ni aun se puede formar el tnedro
que es el angulo sélido de menos caras: El angulo
del eptagono ' es mayor, y por: ello tampoce se
puede formar con él uno sélido: y con mas razon
se puede asegurar lo mismo de los angulos cor-
respondientes a poligonos regulares de mas lados.
De suerte que en todo son ¢inco los angulos po-
liedros que: se pueden formar con fdngulos de po-

ligonos regulares: con el del tridngulo se forman
u
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jos de tres, de cuatro y de cinco caras; com el
del cuadrado uno de tres caras; y con el del pen-
tagono otro'tambien de tres caras..

=

CAPITULO SEGUNDO.

POLIEDROS - Y CUERPOS  REDONDOS, -

—

LECCION PRIMERA.

P;)lledros. .

165. EI espacio cerrado por planos es un po--
liedro (fig. 120, 122 y 125), y toma el nombre por
el nimero de caras poliganales que liene: telrae-
dro, exaedro,. oclaedro, dodecaedro, icosaedro,
etc. son cuerpos terminados por cualro, seis,
acho, doce, weinte, etc. caras. De suerle que en
ellos hay anfulos poliedres, diedros y planos;
siendo aristas- las inlerseceiones de cada plano
eon sus adyacenles,  y diagonal del poliedro la
recta queliga los vérlices de dos dngualos solidos
ne adyacenies. Solo'trataremes agui de los polies-
dros convexos 0 compuestos de angulos poliedros
salientes; el caracter de una superficie convexa:
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«consiste como el de la linea (10), en que una rec-
ta de cualquiera suerte dirigida solo puede tener
dos puntos comunes con ella. Llamase poliedro
reqular aquel cuyas caras son poligonos regulares
idénticos y los angules sdlidos idénticos tambien,
lo cual exige que todas lag aristas y angulos die-
dros y planos sean iguales. El namero de polie-
dros regulares no puede pasar de ¢inco, supuesto
que solo se pueden formar otros tantos dngulos
sélidos eon dngulos planos igmales. En efecfo,
exislen los cinco cuerpos poliedros regalares po-
sibles; el tetraedro, el octaelro y el icosaedro
que estin formados por (rianzulos; el exaedro 6
cubo formado de cuadrados; y el dodecaedro de
pentigonos. El que quiera enterarse del modo
con que se constraven con solo el dato de una
cara 6 una arista, lea el apéndice a los libros VI
y VII de la Geometria de Legendre. ;

166. Entre los poliedros merecen particular
atencion la piramide y el prisma: por lo cual va-
mos 4 ocuparnos especialmente en las definicio-
nes relativas 4 estas dos clases de figuras.

Cortando.con un plano todas las cards de unm
“angulo V solido; 6 lo que es igual, si desde un
punto V (fig. 122) del espacio se dirijen rectas
VA, VB.., d los vértices de un poligono A B C..,
resulta la pirimide, fizura que necesariamente ha
de constar de cualro caras 4 I» menos, una que
_es base poligonal de cualjuiera nimero de lados,
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y las demas triangnlares: de suerte que siendo ba-
se decada uno de estos un lado del | polizono,
.coneurren los angulos opueslos 4 dichas bases en
un vértice comun V que se llama cuspide, La fi-
gura de labase da & la pivamide ‘el nombre  de
riangular , cuadrada, pentagonal, ele.,  segun
‘aquella sea triangulo, cuadrilatero, pentigono,
ele.; la piramide triangalar 6 tetraedro es la mas
simple de las piramiles y de, l.oda clase de, polie-
dros. La perpandlcular VO (fig: A23 y,424) bajada
desde el easpide a la base 6 prolongacion de ella
es altura de la piramide. Se puede considerares-
ia figura formada por el movimiento de unaregta,
que gira. sobre el punlo. fijo V. tocando. siempre
dicha recta al perimetro de la base. En este sen-
tido se llama; generalriz la recla que se. mueve,
y directriz. la hnea terminal, de la base en que
va resbalando la generalriz. Aunque 4 la pirami-
de solo puede convenirlasdefinicion de poliedro
regular, cuando sea tetraedro, sin embargo se
Nama piramide regular cuando la hase es poli-
gono regular, y ademas cae en el cen'ro de esta
Ja perpendicular bajada del caspide. Segun la de-
finicion de pirdmide re"ular son iguales las obl-
cuas VA, VB, VE, [ﬁg |9") & que u;;.
maremos austas _l_;nl_eralcs {1_.:9 1L.°), y por es__lo
necesariamente las caras lalerales de la piramide

regular son triingulos isosceles idénticos.
El prisma es un poliedro que teniendo dos.



—27) =

earas poligonales” ilénticas y paralelas; esta fer-
‘minado-por pa-alelogramos de lado 4 lado corres=
-ponilientes de los poligonos, que son bases del
-prisma y le dansu nombre de ériangular;:penta-
-gonal, ete. Por naturaleza cada dngulo sélido A
~(fige 425 y 126) del prisma counsla necesariamente
Tde tres/caras Se puede considerar engendrado el
cprisma por-una recla generaliriz que se mueve
paralelamente a'st misma resbalando sobre la di-
irectrizo6'contorno de la base; por esto: llamare-«
-mos generalriz «del prisma a cualquiera de sus
carista lalerales & desde nud a otra base, y divec-
triz la linea terminal de la- base sobre que va res«
balando aquella. 8i'la generalriz'es: perpendicu-
Jdar & las bases 6 poligonos, se dice prisma recto;
.sioes oblicua, prisma oblicuo; v en ambos eases
la parte de perpendicular & las bases comprendi-
da entre ellas es allura del prisma. Se dico pris-
‘ma regqular éuando ‘es recto y ticne por bases po«
Jigonos regulares. Si'las bases son fambien para-
elogramos, el prisma que es un exaedro enton-
ces, se llama paralelepipedo; distinguiéndose eon
el nombre de rectangular enando son vectos los
~dngulos de la base,y perpendicular della 12 gene-
“ratriz. Finalmente, el paralelepipedo rectangular
gue tiene ignales todas las aristas se llama cubo.
"A67.  TEOREMA. En el prisma loda sececion
paralela d la base es un poligono idéntico 4 eMla

'(fig. A25). &
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Si el prisma de la base A B CDF esta corta-
do con un plano paraleio 4 ella, resulta la sec-
cion polizonal @ H LJK del mismo nimero de la-
dos que la base, por lener cada uno de estos po-
ligonos tantos lados como caras laterales el pris-
ma. En el enndrilalero A K son iguales las parale-
las A G y F K (145), y las interseociones A F y 6K
paralelas é iguales (145), y lo mismo se verifica
-en los demas planos lalerales FJ, DL,.... ete,
del prisma. Por otra parte, los dngulos planos
AFDy GKJsonignales como secciones parales
-las del diedro G K F D, y lo mismo sucede en los
-demas angulos planos correspondientes. Luego,
los poligonos ABC DF y GHLJK son idénlicos.

168. reoremA. L.° En el parulelepipedo son
paralelas é idénticas de dos en dos las caras
opuestas.

Por la definicion tiene el paralelepipedo igua-
les y paralelas las aristas AF y BG, ACy BD
{fig. 126); asimismo A F y CJ, ARy CD; luego,
tambien paralelas é idénticas de dos en dos las
caras opuestas (147) y (151). ' :

. IL®  Reciprocamente: el exaedro cuyas caras
son de dos en dos paralelas es un paralelepipedp .

Suponiendo paralelas de dos en dos todas las
caras de un exaedro A H, la cara F A ¢ J cortara
los planos FGHJ y ABDC paralelos segun las
reclas F'J y AC paralelas, y tambien los planos
AFGBy CJHD paralelos segun las rectas FA
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¥ JC paralelas (145): de modo que AFJC es urt
paralelogramo. Por este 6rden se demuestra que’
todas las caras son paralelogramos. _

Por oira parle, en los paralelogramos opues-
tos se verifiea AC=RBD, AF=0G, CJ=DH;
los angulos FAC=GBD, ACJ=BDH por sec-
ciones paralelas de un angulo diedro; de gque re-
sulta ser idénticos los paralelogrames AJ y BH.
Por este mélodo se hace ver ignalmente que son
idénticas de dos en'dos las demas caras; aunque
basta haber demostrado que le son AJ y BH,
para satisfacer a la definicion (166} considerando--
las como bases,

169. TEOREMA. Teda piramide es divisible en
tetraedros, y todo prisma en prismas triangulares.

Dividiendo la base de la pirdmide en triangu-
los con rectas dirigidas desde un vértice @ (figu-
ras 430 y 124) & todos los demas no adyacenles
a él, 0 desde un punto interior 0 a todos los vér-
tices, eada recta'de estas con’ ofra y un lado 6
con dos lados de la base en el primer caso, y ca~
da dos con un lade de’ la base en el segundo,
forman triangulos cuya suma es la base de la pi-
ramide: ademas, cada recta con una arista late-
ral determina un plano que pasa por el cispide.
Cortando la piramide segun dichos planos, resulta
dividido en tetraedros; y por ello siempre es di- -
visible en tetraedros la pirdmide.

Como de uno y otro modo se pueden tambien’
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dividir en triangulos respectivamente idénticos
las bases del prisma, resulta éste divisible slem-
pre en triangulaves (fig. 125). CHCLE

4700 reoneMAa. El poliedro es dwmble siem-
pre en pirdmides y por consiguiente en tetraedros.,

Si desde un puato cualquiera interior del po-
liedro se dirigen rectas a los vérlices, cada dos
de ellas determinan un plano que pasari tambien
por la arista que une los dos vérlices & que se
encaminan las rectas. Suponiendo secantes todos
los planos, quedard partido el poliedro en pird-
mides: cada una tendrd por base una cara del
poliedro y tantas caras laterales ela eomo 'lados
el plino de la base; si ademas en ‘caso necesario
so divide eada piramide ‘segun el primer modo
del articulo anterior, quedara partido en tetrae-
dros el poliedro. Hay tambien otro moilo ‘de divi-
dir el poliedro en tetraedros, qie consiste en di-
rigir planos secantes desde un vérlice & eada. dos
de los demas del poliedro; pues asi los wvérlices
de cuatro en cuatro, incluso aquel de donde par-
ten los planos, determinan todos los tetraedres
que-componen el poliedre.



=225 —

LECCION, SEGUNDA.

Poliedros idénticos y simétricos,

171. TEOREMA. Dos poliedros converos que
tengan igual numero de vérlices, de modo que
todos los de uno coincidan con sus correspondien-
tes del olro, son idénlicos.

Son idénticos dos poliedros cuando puesto el
uno en el lugar del otro ocupa aquel completa-
mente el lugar de este, 0 lo que es lo mismo,
cuando todas las partes reanidas del uno coinei-
den con las corresponaientes reunidas del olro::
para lo cual habran de tener igual nimero de an-
gulos poliedros idénlicos. En esta inteligencia,
vamos & demostrar que para la identidad basta
que coincidan todos los vértices del uno, con los
del ofro.

Pues, no pudiendo pasar mas que una recta
por dos puntos fijos, las que se dirijan desde ca-
da*vérlice sobrepuesto & otros couliguos serin
aristas comunes de los poliedros, las cuales coin-
eidiran y serdn iguales. Por otra parte, debiendo
coincidir dos planes que tengan comunes tres
puntos, se ajustaran las caras correspondientes
puesto que estan limitadas con perimstros idén-
ticos: luego, son idénticos los poliedros.

472, TEOREMA. Son idénticos dos.tetraedros
29
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cuando un dngulo sélido V del uno estaé formado
de triangulos respeclivamente idénticos @ los de
un dngulo silido V' del otro, hallandose coloca-
das con el mismo drden dichas caras en ambos. .‘

Sobrepuestos los triedros Vy V' (fig. 117 y
418),debidamente, coincidiran sus- arislas y caras
(462, 11.%); y por ser los tridngulos del uno idén-
ticos & los del olro, caeran los puntos A sobre
A’, B sobre B’, C sobre C' resuliando coincidir
todos los vértices respectivos, y por consiguiente
los dos tetraedros idénticos.

A75. teoneMa. Dos telraedros que tienen idén<
ticos dos (riangulos correspondientes AVDB y
A'VEB, BVC y BV'C siluados del mismo modo,
é igquales los diedros formados por ellos, son
idéntlicos.

En efecto, verificandose la superposicion de
los diedros iguales de modo que coincidan los
vértices Vy V', se ajustarin sus caras; y por la
identidad de elias una & una resultarin confundi-
dos uno eon otro los vérlices correspondientes
Ay A, By B, C y C; por consiguiente un be-
traedro eon otro. _ _

174. Teonema. Son idénlicos dos prismas
cuandp el uno liene sus caras respeclivamente
idénticas d las del olro, y ordenadas de igual
modo; y con las mismas condiciones lambien son
idéntlicas dos piramides.

Si en los prismas ALy A'L’ (fig. 125) las ba-
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:ses y caras laterales del uno son 'respectsamenm
idénticas a las del otro, y estan sifuadas con el
mismo 6rden en ambos; como todos los angulos
sblidos del prisma son triedros, bastan las condi-
ciones dadas para que los de uno de dichos pris-
mas sean idénticos respectivamente i los del otro
(162, 1L.°), y por ello ignales los diedros corres-
pondien‘es. De suerfe, que si se procele a la sus
perposicion.empezando por a ustar en debida for-
ma los angulos triedros K y K/, coincidiran los de-
mas vérlices en que lerminan las caras de dichos
triedros K y K'; es'o es, ‘los puntos A', F', D"
sobre los correspondientes A, F, D, y los puntos
G'H'L'J sobre G, H, L, J. Por las mismas razones
de ser las caras de! triedro & idénticas 4 las de &,
las de H a las de II,.... y asi sucesivamente, eon-
curriendo ademas la circunstancia de ignalmente
ordenadas, se ajustaran unas @ otras en toda sa
estension: y por consiguien'e tambien los demas
vértices de las bases inferiores, como B y B,
Cy (', ele.

De un modo analogo se demuestra la identi-
dad de dos pirdmides, por ser tambien triedros
todos los dngulos sdlidos adyaeentes a la base de
una piramide eualquiera.

175. rtEOREMA. Dos poliedros de iqual nitmero
devértices, y disponibles simélricamente respecto
de un plano, son simélricos.

Hay figuras tales, que a pesar de tener una
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sus pmﬂs constituyentes idén‘icas 4 las de ofra,
el orden con que eslan dispuestas hace que no
puedan coincilir los todos en la superposicion.
En el dnguio (riedro se hizo notar un ejemplo de
esta propiedad; y nueslras propias manos, aunque
euerpos irregulares, ofrecen ocasion de meditar
sobre esto; pues, aunque’ fueren idénticas las
partes correspondientes de ellas, jamas serd po-
sible que una mano ocupe el lugar de la otra de
cualquiera modo que se cologuen. Se llaman si-
métricos dos poliedros de ignal nimero de caras
tales que siendo idénticas las del uno d sus cor-
respondientes del oiro, é iguales los diedros uno
4 uno no coineidan los todos en la superposicion:
si dos poliedros estan sitwados uno hacia cada
ado del plano M N (fig. 127) de modo que cada
vértice del uno y su eorrespondiente del otre
disten igualmente del plano y se hallen en la mis-
ma perpendicular, se dice que eslos cuerpos es-
tan simélricumente colocados,

Establecidas eslas definiciones, vamog 4 de-
mostrar el teorema propuesto, refiriéndonos por
la simplicidad 4 dos telraedros; pues el mélode
es aplicable igualinente a dos poiiedros cuales-
quiera, por lo que sabemos (169) y (170): y para
ello suponganse colocados simétricamente dos
poliedros ABCD........y A'BC'D. ......., siendo
correspondientes los vérlices de la misma letra.
Dirigidas las perpendiculares al plano M N de
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‘proyeccion, resultarin cuadriliteros como ABQP
y A'B'QP que tendrin un lado comun QP; ysi
sobreponemos los dos cuadriliteros nombrados
empezando por el lado comun QP, enincidiran
Jos puntos A y A’, é igualmente B y B', resultan-
do las aristas A B=A'B’. Del mismo modo se ha-
ra ver, con la superposicion de los demas cua-
drilateros correspondientes, que €' caera en C,
D' en D, ete. y por consiguiente ser ignales las
aristas y demas lineas homdlogas entre si. Por lag
igualdades A B=A'B', BC=01'0', A=A'C, los
triangulos' A BC v A'B'C" son idénticos; y lo mis=
mo se demuestra la identidad de los demas (rian-
gulos homélogos. Segun esto, tambien cada die-
«ro de un telraedro, es igual a su correspondien-
te del otro, por lo demostrado en el articulo (162,
1.°); eon lo cual estd completamente manilestada
la identidad de aristas, angulos planos, y diedros
de los dos tetraedros.

Si ecada uno de los tetraedros es parte de un
poliedro, se procede izualmente para la coms-
probacion relativa & los demas tetraedros parcia-
les. Por tanto, son respectivamente idénticas to-
das las partes constituyentes de los poliedros si-
metricamente situados: mas, procediendo 4 la su-
perposicion, se verd que ajustadas dos caras idén-
ticas las demas de un polielro estan invertidas
en sus posiciones respecto de las del otro, es de~
cir, que cierran las de éste la figura hicia la par-
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te opuesta que las de aquel, siendo el término
divisorio del ®spacio el plano de las caras ajus-
tadas.

176. TeoREMA. El plano que pasa por las dia-
gonales correspondientes de las bases de un pa-
ralelepipedo, le divide en dos prismas (riangula-
res simélricos. :

Cortando un paralelepipede A G (fig. 128) con
un plano que pase por las aristas paralelas A H'y
C G epuestas, en cuyo caso lambien pasa por las
diagonales que ligan & éstas (135), quedara el pa-
ralelepipedo pactido en dos prisinas triangularves.
Por ser paralelas HG y AC (143), como tambien
AflyGC paralelas éiguales, sera A G un para-
lelogramo comun a las dos partes dal pavalelepi-
pedo. Son ademas paralelas é idénticas las bases
ACD, HGJ, ABC, FHG por lo demostrado
(95, I1.°); y las demas caras de los prismas tam-
bien de dos en dos idénticasrespectivamente (168).
Por ullimo, & causa de la idenlidad de ecaras de
un prisma respecto de las correspondientes del
otro, seran iguales los diedros de los dngulos Lrie-
dros uno @ uno (162, L.°). Resultan todas las par-
tes que constituyen uno de dichos prismas idén-
ticas @ las respectivas analogas que constituyen
el otro; mas, al aplicar Cos .caras eorrespondien-
tes para observar si coinciden los todos en la su-
perposicion, se ve que no. Ajustanido, por ejem-
plo, la cara JGH a BAC, el prisma AJG loma
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Ta posicion BCC' & la parte opuesta del otre
prisma parcial BC H.

Aunque basta para comprobar la simetria de
los dos semiparalelepipedos la identidad de caras
y de angulos diedros del uno a los del otro, sin
poderse veriiicar la superposicion de los todos
segun la defiricion del articulo precedente, sin
embargo procederemos a ratifiearlo haciendo ver
que son disponibles simétricamente respecto del
plano B A€ elegido & voluntad. Sean d y [ las
proyecciones de los vérlices opueslos y corres-
pondientes Dy F sobre los planos de las bases;
y dirijanse las rectas Gd y Jd por una parte, las
Bfy Af por otra. Los triangulos DJd y F Bf son
idénticos, porser J P=B F, Dd=F f, é iguales los
angulos comprendidos, de que resulta Jd=B .
Por razones andlogas es Gd=A [: luego el trian-
gulo A BF idéntico & G J d; y al hacer la inversion
del semiparalelepipedo A J G, caerd el punto d en
f. Resulla, pues que la recta F I’ es perpendicu-
lar al plano de la base BA C; que éste la divide
por medio en f; y que por ello el vértice del an-
galo sélide D'=Dy el opueslo correspondiente
F del paralelepipedo estan situados simétricamen-
ie. De igual modo se demuestra que los vértices
de los demas angulos solidos eorrespondientes se
hallan dispuestos simétricamente, porque lo estan:
C'yH, Ay G.

A7T7. teoreMA. Las diagonales del paralelepi-
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pedo se dividen mutuamente en dos parles igua-
les entre si.

Habiendo hecho ver al principio del articulo
precedente que la seccion plana 4 G (fig. 128)
que pasa por los vérlices opuesios AyC, Hy 6
correspondientes de las bases del paralelepipedo
es un paralelogramo; se deja conocer que sus
diagonales A G y HC que seran tambien del pa-
ralelepipedo, se corlaran entre si en dos partes
iguales (95, L°).

LECCION TERCERA.

Poliedros semejantes,

178. Son semejantes dos fetraedros cuande
los @ngulos triedros del uno son respectivamente
idénticos a4 los del o'ro, y cada dos correspon-
dientes eslan formados de triangulos semejantes
y ordenados de ignal manera en ambos. Se deja
conocer que a la identidad de triedros es inhe-
rente la igualdad de diedros correspondientes; y
i la semejanza de caras la proporcionalidad en-
tre todas las aristas, porque en los tetraedros
A'B'C'V' y FGHV (lig, 129) semejantes hay por
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Dos poliedros se dice que son semejantes
cuando dirizidas diagonales desde dos dnguloy
golidos homologos a todos los demas, quedan los
cuerpos descompuestos en letraedros senejantes
¥ colocados en el mismo orden, por los planos
que dichas diagonales determinan,

179. rteorEMA. Son semejanles dos letraedros,
cuando tiene eada uno un angulo triedro forma-
do de triangulos semejanles a los respectivos del
otro y ordenados igualmente; 6 lo que es igual,
cuando.todas las aristas deun tetraedro son pro-
porcionales a sus correspondientes del olre, 1 es-
tan en ambos ordenadas en la misma disposicion.

Cuando son semejantes y estan ordenados
igualmente los lridngulos de que estan formados
dos angulos triedros V' y V (fig. 129) de dos te-
traedros A'B'C'V' y FGHV, si se corlan en el
segundo las aristas  VA=V'A', VB=V'R,
VCO=V'C" con un plano que pase por los tres
puntos A, B, O, resultaran idénticos Jos tetrae-
dros ABCV y A'B'C'V', que tienen idénlicos
y debidamente ordenados los triangulos que for-
man los angulos triedros V'y V' (172). aEc:ur ser
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los triangulos VAB, VBC, VAC respectiva-
mente semejantes a VF G, VGH, VF H, resul-

tan las igualdades —%,—g-=§%=g—g—;

por ello semejantes los triingulos 4 BC y FGH;
y los triedros de los verlices 4, B, € idénlicos
respectivamente a los riedros de los veértices F,
G, H, por estar formados de dngulos planos cor-
respondientes iguales dispuestos segun el misme
orden: luego, tambien son iguales los diedros
homéloges de los tetraedros FGHYV y ABCYV
a quien es idéntico A'B'C'V'. Vemos, pues, que
exislen todas las condiciones de semejanza en los
tetraedros A'B'C'V' y FGHYV.

480. 7TEOREMA. Son semejanies dos lelraedros
ABCY' y FGHV si tienew semejantes las caras
AV'CG a FVH (fig. 129) y A'V'B & FVG, é igua-
les los diedros formadas por ellas.

Ajustando el vértice V' a V, y el diedro de la
arista V'A’ al de la arista VF, ecoincidiran tam-
bien las aristas V'B' eon V.G, y V'C' com VA,
por las igualdades de angulos planos
AV BE=FVGy AV C=F VH, quedando asi
marcados los puntos. A, B, C, y ¢l tetraedro
ABCV idéatico & A'B'C'V. Luegv, por las
condiciones dadas en la proposicion serdn las
aristas de AB C V proporcionales ilas de FGH V
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(78) y (80}, y por el teorema anterior semm
los tetraedros A"B'C'V' ¢ FGHV,
481, TEOREMA. Sow semeiwnies dos pirdmides

‘quee tienen iqual nismero de caras respeclivamente

semejanles y ordenadas de igual modo ew ambas.
En efecto, las bases polizonales sémejantes de

‘ellas (fig. 150) A'B'C'D"...... y POHI ... son

divisibles en tridngulos respeclivamente seme-
janles, y resulla de esto que'gonidénticos los
dngulos triedros en B 'y &, en-C'.y i, en ete.

(162); y por ello igunles los diedios corvespon-

dienles, ya de los letraedros ya de las pirdmides.

‘Bxisten, pues, lodas las cualidades de piramides

semejantes, conforme a'ta defuieion de poliedros

que gozan esta propiedad (174). '
182. TeOREMA. Corlada un@ prrimide

FGH... V porun plano paratels d o base F CH ..,

“la seccion ABCD.., .. es semeiante & la base.

Cad dngulo diedro que forman de dos ent dos
las earas (riangtlares de la piramidle cortada por
plarios paralelos produce angu‘es planos iguales
(151); y asi, lospohigenos A 8CH.[.'y FGHJ....
tienen sus angulos respectivamente twaales. Ade-
mas, en los (riangulos . VAB y V7(G sucede
AB VB

Vo (143 ]y (76); y en los tridngulos VBC

VBl BE’
y VGH es Ve oH? d¢ ‘que resulton se-
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mejontes los tridngulos ARC y FGH. De igual
manera se demuestra la scmejanza de los demas
triangulos que componen los poligonos F GHJ....
base, y ABC D..... seccion, lo que consiituye la
semejanza de éslos.

183. TeEOREMA. L.° El plano secante paralelo
@ la base de una piramide separa de la total ofra
semejanle a ella (fig. 150).

El plano secante A BCD......... paralelo & la
base FGHI....... divide 4 enda cura triangunlar de
laspiramide separando otre triangul  semejante &
dicha cara {143) vy (77); de suerte que en las pira-
mides YARCD....... Yo VEGH L isass. . $0n see
mejantes las carvas homologps y estan ordenadas
en la misma disposicion: luego, son semejantes
dichas piramides.

L% Las aristas y cualesquiera lineas homd-
logas de dos piramides semejantes son propors
cionales. .

La semejanza de las pirimides. V'A'B’C’D', ...
y VEGHI...... por la de sus caras, 6 bien por
la de los telraedros en que se divide, produce
las proporciones de las aristas

Vial VB D ek AR
‘F_VG _W_“"”'_T— .....
: VA  AB
De la —_—— ifi-
proporcion VF Fg: 10 se verif
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ea por el teorema que acabamos de demostrar y
-por el precedente, viene

. L D I . B
VF—VA . FG=AB
que sirve para hallar la cuarta proporcional des-
‘eonocida VA, cuando propuesto un froneo de pi-
ramide como A H se quiera saber la situacion
del ciaspide V, por el calculo geométrico (58), 6
por el aritmético, :

HI.° Los perumeélros de dos secciones parale-
las a la base en la piramide son proporcionales
@ dos arislas cualesquiera correspondientes de. las
_dos piramides que resullan por lus scceiones..
~ Sierdo (fiz. 130) ARC DE...... y FGHIM.. .
dos secciones paralelas a la base de la piramide,
);_por ello semejantes las piramides parciales que
interceptan, tenemaos z G-: 2 '!{: 0y

? AL REG - -CD TN
segun el teorema precedente; y componiendo,
-xesnlta la razon de perimetros.

FGHGIAHIA........ _GH _VH
ABLBCHC P50 7286 01 ViC"

IV.° En la piramide los perimelros de dos
secciones paralelus d la base eslan'en la razon de
las distancias al cuspide.
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Dirijida desde el vértice comun V la recta VE
perpendicular a los planos secantes, y suponien-
do L y K los puntos en que encuentran a las sec-
ciones FGHJ...... Yy ABCD,...., seran en el
plano VLH semejantes los triangulos VLH y

' VE VE Z
VK C, y por ello Ve = VE® Susliluyendoen el

resultado antecedente, se tienae.

FG+GHAHI+..... VL .
AB4BC+CD+...... VK
V.® Las areas de secciones paralelas ¢ la ba-
se de la pirdmide son como los cuadrados de sus
distancias al cuspide. '
Suponiendo 1a misma construecion del feore-
ma precedente, y por las equivalencias de razones

GH YR VD e ’
BT wcavxwgunslteommam,aom

¥ B de% 7 A
tambien ———= —— ¥ como & causa de la
BC VK

semejanza de las secciones cuyas iveas sean S y s,

P T :
nos consta la proporcion 5T e sigue

BC
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iy
S VL

# o Vil
484. TEOREMA. En los poliedros semejantes
son proporcionales las aristas y demes lineas ho-
mologas, semejantes las caras homglogas, é Ldoﬂ-
ticos los angulos solidos homélogoes,

En general, por la semejanza respectlva e
los tetraedros que componen dos poliedros seme-
jantes (fig. 130); comparando lados y lincas ho-
mologas como se ha hecho en las pirdmides, re-
sulta una série de razones- equivalentes entre
ellas. Por la misma condicinn' de ser semejantes
los tetraedros de una pirdamide y los de su seme-
jante, seran tambien semejantes las caras de 'I.lIli:l
a las.respectivas de la otra. Asimismo, los angu-
los diedros de los telraedros eomponen sumas
iguales, es decir, diedros respectivamente igua-
les en los poliedros semejantes, y por ello: serdn
idénticos. respeclivamente los dngulos solidos de
un poliedro y los de su semejante.

LECCION CUARTA.

Cuerpos redondos.

185. En la Geometria elemental solo fres fi-
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guras redondas se toman en consideracion; el
cono, el cilindro y la es era.

El cono de que tratamos por ahora es la figura
formada por una recta A V (fig. 151), que girando
en un punto fijo V del espacio va durante su mo-
vimiento resbalindose sobre la circunferencia de
un eirculo A D. Superficie conica es la que en-
gendra la recta AV entoda 6 en parte de su
vuelta; y volimen conico es el espacio cerrado
por la superficie que engendra la recta y por el
‘eirculo A D, base del cono. La perpendicular ba-
jada al plano de la base desde el cuspide V es
alfura del cono. Si la perpendicnlar cae en el
centro del circulo de la base, decimos que es
cono reclo; y si cae fuera de esle pun‘tu, cono
oblicuo. Siempre la recta dirigida desde el ctspi-
de al cenlro de la base es ¢je del cono. Ullima-
mente, notese que la recta generalriz por ser
indefinida describe dos conos opuestos en el
cuspide.

Aunque en estos elementos se trata solo de
los conos con ‘base eireular, se da tambien este
nombre generalmen!e 4 toda figura formada como
ella, siendo base 0 linea direclriz cualquiera linea
curva plana, sobre quien vaya resbalindose una
recta generatriz que gira en un punto cualquiera
del espacio, como se vera en olro tratado de la
obra cuando podamos generalizar mas las consi-
deraciones geométricas,
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186. wreomEMA, I.° Toda scecion conica para-

lela d la base es un circulo. -
Imaginese que en toda la marcha de la recta
generatriz A V (fig. 451) sizuen tambien girando
el radio C A en el plano de la base, y otra recta
indefinida ¢ a constantemeate paralcla a éste con
el estremo ¢ en el eje VC. En una de las posicio-

nes del sistema hay % = { 5- ; enolra

s ;Y asimi las innumerabl
o SR AL smo en la umerables

posiciones: de suerte que se verifica la seguida

' v Ve Ve
de razones iguales ——————=—,...., TABET
ca cd

indefinidamente, y por ella siempre ca tiene un
mismo valor durante la vuelta: es decir que ca
engengdra al rededor del centro ¢ oiro circulo pa-
ralelo al A D. Como al mismo tiempo la recla in-
definida ca engendra el plano secante, sera dicho
circulo interseccion del cono con el plano en-
gendrado. "

I.° Corlando el cono con un plano AVD (fi-
gura 131) que pase por el cuspide V y un diame-
#ro AD de le base, y cortundole ademas con olro

plano ad paralelo 6 la base, son proporcionales
7
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fas lineas de seccion homdlogas de los des conos

VA Va _AD _GD

que resullan como YD ad e

En el plano A VD son paralelas las rectas AD.
y ad por intersecciones de dicho plano con los
paralelos A Dy ad (145); y de resullas semejan-
tes los triangulos A VI y a Vd, y por ello cierta
la proposicion. La parie A D da del cuerpo es un
tronco de cono, y la provorcion entre los radios
de las secciones y sus distancias al edspide mani-
festard el lugar del edspide de un (roneo propues-
to, a manera que el de un tronco de plranude
(183, 11.°).

HI.> Los perimetros de dos secciones parale-
las d la base en- el eono son como lus distancias
VL y VK desde el cuspide a los planos secantes;
y las areas de eslas secciones como los cuadrados
de dichas distancias,

Suponiendo la preparacion del teorema ante-
rior, pero de suerle que el plano secante que pa-
sapor el caspide sea F VL perpendicular 4 la ba-
se se ballan en dicho plano las inlerseceiones
CL y cK, paralelas por lo dicho antes; de resul-
tas los Lriangulos V'C Ly VeK son semejantes, y

VG e, o

porelle 4= = 7 como la primera razon de
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éstas es la misma de los radios €D y ed, facil-
mente se puede concluir el razonamiento de la
prueba (110) (130).

187. ' El ciasoro es la figura formada por una
recta BC que se mueve paralelamente 4 si mis
ma, reshalindose sobie la eircunferencia de un
circulo A B (fig. 132), 0 bien por el movimiento de
dicha recia re balinlose sobre las circunferens
cias de dos circulos iguules A By DG paralelos
que son bases del cilindro. Superficie cilandriea
es la engendrada por la recta BC; v vol'imen ei-
hindrico es el espacio eerralo por dicha supers
ficie y las Jdos bases. La parte de recta perpendi-
cular i los dos planos de las bases com rendida
entre ‘ellos es allura del eilindroy y si esta pasa
por los eentros de los civendos, el cilindro es ree-
do; mas enolro caso, es oblicuo. Siempre la ree-
ta £ G que liga los centros es gje del ecilindro, y
paralela ¢ igual necesariamenle & la generatriz
BC, por ligar ambas los esl emos de las parale-
las ¢ iguales F B y GC (30, 11.°), En general se
da este mismo nombre 4 las figuras engendradas
por una reeta que se maeve paralelamente & si
misma reshaldndose por el coutorno de una cur-
va plana de cualquiera naturaleza; y asi, los ei-
lindros de base eireular forman una clase entre
todas las figuras de tal nombre, y de eﬂn (ratare-
mos solamente por ahora.

188. qeoRreMA. Cortedo el cilindro con wn
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plano paralelo a las bases, la seccion es olro cirs
eulo idéntico a ellas.

Imaginese que juntamente con la recta gene-
ratriz B € (fig. 132) se nueven los radios. GC y
F B de las bases, y una recta K L paralela & di-
ehos radios con el punto K en el eje. Las reclas
F Gy BC son paralelas ¢ iguales en toda la mar-
cha, como tambien F By G C. Luego, KL para-
lela siempre a eslas é interceptada por las prime-
ras, igual preeisamente & las sezundas (50, L.°),
describe un circulo paralelo é idénlico 4 las bases
en el plano que engendra paralelo a ellas, y que
se puede considerar secante del eilindra.

189. La xsrera es una figura formada por la
semicireunferencia A F B (fiz. 155) moviéndose al
rededor del diamelro A B, eje del movimiento,
sobre sus dos estremos fijos 4 y B que se Haman
polos de la esfera. Por la genecacion de esla fi-
gura estan todos los puntos de su superficie equi-
distantes del centro € de la eircunterencia gene-
ratriz: por esla razon es C centro de la esferay la
distancia constante i desde el centro 4 la su-
perficie radio de la esfera; y el doble radio A B
diamelro de ella. Las perpendiculares, como LI,
-desde la cireunferencia generatriz al diametro
deseriben en su movimiento. eirculos paralelos,
-como G H; se llama circulo mazimo el que des-
cribe el radio 6 la perpendicular € J que pasa par
ek cenlro; y desde esla hacia los polos A y B van
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siendo sucesivamente menores las circunferencias
en razon de las perpendiculares (88) y (110). Los
polos A y B de la esfera lo son tambien del cir-
culo maxiwo engendrado por el radio CJ per-
pendicular al didmelro A B, y de todos les
demas circulos paralelos & dicho maximo.

El sector circular A € /T del semicirculo gene-
rador deseribe en el movimienlo de la generacion
el sector esférico G C HA; cuya parte superficial
esférica G A se llama casquele.

190. reorema. Toda seccion hecha en la esfe-
ra con un plano es un cweulo, cuyo centro se
halla en el punto p proyeccion del centro esférico
sobre el plano secante.

Cortada la esfera por un plano MK (fig. 15%)
en cualquiera direecion, las rectas CM, CN, CK
dirigidas desde el centro € a todos los puntos de
la seccion lineal MNK....... de la superficie son
iguales por radios de Ta esfera; luego, dicha sec-
cion es un circulo (159) & ecuyo cenlro p viene la
-perpendicular Cp bajada desde €. Si el plano se-
cante pasa por el centro de la esfera, este mismo
sera centro de la seccion, la eual es entonces
circulo maximo. Los polos de este y de todos los
eirculos paralelos @i él son los estremos del dii-
metro perpendicular d los planos secantes.

De esto se deduce que los perimetros de dos
secciones planas hechas en la esfera estin en ra~
zon de sus respeclivos radios, y que las dreas.de



— %6 —
dichas seeciones estin en razon de los cuadrados
de sus radios.

La parte de esfera intereeptada por cualquie-
ra plano secante MK es un segmenlo: el menor es
MBEKNp, y el mayor la poarte restante en que se
halla el eentro. Si el plano seeanle pasa por el
centro de la esfera, los segmentos serdn iguales,
y se llaman semiesferas 6 emisferios. La parie de
superficie GDF H inlerceptada por dos planos
secanles paralelos es zona esferien:; de suerle que
el casiquele, 0 bien la superiicie esférica del seg-
men'o, es en realidad una zona final,

191. reoreEMA. Corlada la esfera por un plano
GH (fig. 133) cada-punto de la circunferenciu GH
que resulla se halla aigual distancia esferica del
polo A como lambien del olro polo B de dicha
circunferencia.

Por la definicion del polo, es 4 B didmetro
perpendicular al plano & f y pasa por el centro
L del eirculo GH; a que sigue ¢l (139, 1L.%ser
iguales fas cuerdas AG y A H del cireulo gene-
rador en todas las infini as posiciones que loma
durante su movimiento, y de resullas ia igualdad
de todos los arcos correspondientes. Restando de
la circunierencia generatriz cada uno de estos,
resultan iguales lambien entre si los suplementa-
rios, de los cuales son G5B y HB.

Este prineipio enseiia el modo de trazar en la
superficie esiérica una circunferencia G I/ y todas
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las paralelas 4 ella, cuyos polos comunes son A
y B; pues, fijando el estremo de un hilo en cual-
quiera de estos, 6 bien el de un compis curvo,
1t otra linea del misme intervalo, y haciendo res-
balar & dicho bilo sobre la superficie, el otro
esiremo de él trazara la circunferencia. Si es da-
do el polo, y un punto & por donde ba de pasar
la eircunferencia, ésta queda determinada por
dichas dos condiciones y la tacila aneja i elias de
ser el plano de la circunferencia perpendicular
al eje A B: vy si el circulo que se ha de trazar es
el maximo £.J, el intervalo del hilo es el eua-
drante A L. Si el polo es desconocilo, pero dados
dos punios por donde ha de pasar la circunferen-
cia EJ del circéllo miximo, se hallan sus polos:
deseribiendo con un intervalo igual al cuadrante
desde cada punto dado eirculos miximos fque se:
corlavan en A y B, polos del que ha de pasar
por aquellos. )
192. weorema. Dos circulos marimos AB y
DF (fig. 154) de ung esfera se corlan muluamente
en dos paries iguales., )
Considerando & dichos eirculos maximos como
intersecciones de la esfera por planos secantes, la
comun seccion de los dos planos entre s1 es una
reeta G I que pasa por el centro, y por los punlos
Gy H de la superficie esférica; de consigniente
GIH es diamelro de los dos eireulos miximos
(189), que los divide en parles iguales (40, IIL.%).
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La parte de volamen comprendida entre dos
semicireulos miximos es ungula ¢ cuna esférica;
la parte de superficie comprendida entre dos se-
mieircunferencias maximas se llama huso esféri-
co; y la figura angular que forman en la super-
ficie de la esfera dos circunferencias maximas se
llama angulo esférico, de quien es vérlice el pun-
to en que concurren; angulo que se aprecia por
el valor del diedro que forman los plunns de di-
chas eircuaferencias.

195. wTeoroMA. L.° Siel radio GA (fig. 133)
de la esfera es perpeadicular al plano QP que
pasa por el esiremo A de dicho radio, el plano
y todas las reclas descrilibles en él desde A son
tangentes a la esfera.

Se llama plano tangente & 1a esfera el que
solo liene un punio comun con ella: y segun la
condicion del teorema todas las rectas dirigidas
desde € al plano serin mayores que C A (159):
por consiguiente los puntos, como T, en que le
encuentren estaran fuera de la esfera y solo A en
ella: luego, el plano es tangente a la esfera y to-
das las rectas de dicho plano que pasan por el
punto A de contacto son tangentes al mismo tiem-
po @ ella. '

IL®  Reciprocamente: el radio dirigido al pun-
to de conlaclo es perpendicular al plano de tan-

gente y a todas las reclas descritibles en él desde
dicho punto.
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Dirigiendo desde el centro el ridio € A al pun-
% A de contacto, y rectas como € T a otros pun-
tos de dicho plano, es CA<O T, Siendo pues CA'
lamas corta distancia desde el centro al plano”
tangente, es perpendicular a é1(139). -

- 494, TEOREMA. L° Los dngulos planos del
triedro formado por tres planos que concurren
en el centro de la esfera, tienen por medidas res-
pectivas los lados del triangulo  esférico que (ra-
zan en la superficie de ella; y los dangulos diedros
del triedro, ¢ sean los angulos esféricos del tridn-
gulo, tienen asimismo por medidas los dangulos
planos que forman de dos en dos las tangentes de
los lados en el punto de conecurso.

Tres circulos méaximos AFBD, ARy DF (figu-
ra 154) limitan una parte de superficie esférica co-
mo DG B que se llama tridngulo esférico, de quien
son lados los arcos de dichos eirculos intercepta-
dos mutuamente. Si & los puntos B, D, & en que
se cortan de dos en dos sus lados curvilineos se
dirigen desde el cenfro los radios CB, CD, CG,
determinan deé dos en dos tres planos secantes de
la esfera en ecuya superficie corta cada plano el
respeclivo lado del triangulo esférico; y formarin
estos planos en € un angulo triedro, cuyos angu-
Yos planos tendrin por medida los arcos de  eircu-
los iguales D B, DG, G B, lados del triangulo.

En cuanto 4 la segunda parte del teorema, sa-

hemos que la medida de un angulo diedro es el
31
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angulo plano que forman las intersecciones de
sus caras con otro plano perpendicular a la aris-
ta (154): y como (193) la de cada diedro del trie<
dro determinado pov el triangulo esférico es per-
pendicular a las des tangentes de los arcos em
el punte de concurso con ella (195), de consi-
guiente al plano que fijan: se sigue que el an-
gulo formado por estas tangentes es medida del
diedro, y por tanto (192) del angulo esférico..

M. La suma de dos lados del triangulo esfé-
rico es mayor que el tercer lado.

Por ser la suma de dos angulos planos del
triedro en € mayor que el tercero (161), se sigue:
que-la suma de dos lados del triangulo esférico
es mayor que el tercero.

UL  La linea mas corla descritible en Iw SU~

perficie de la esfera desde un punto A & olro G,
es el arco AG del circulo maximo que pasa por
dichoes puntos.,

Porque, si otra curva AJLG es la que se
trata de comparar al arco AG, temando en ella
diverses puntos J, L,.... y haeiendo pasar por
cada dos de éstos el correspondiente  eirculo.
méximo (191), serd siempre

AJ+IG>AG; JLHLG>IG.......,.; luego,
AGCCATHIGLATLIENL 6<..0.00 0

Por-esta razon se HNama distarcie esférice entye
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dos puntos A 'y & el arco del circulo maximo
A6 que pasa por ellos, asi como distaneia rec-
tilinea la cuerda de dicho arce.

IV.°  La suma de los ladoes del poligono esfe~
rico es menor que la csmunfcrencm de un eireu-
lo maximo.

Se Nama poligono esférico la figura ecerrada
en la superficie de la esfera por arcos de circu-
los maximos, arcos que son lados del peligono
(fig. 134). Considerando, pues, i éstos como sec-
ciones de la superficie esférica por planos que
forman #éngulo solido en el centro de la esfera,
cada angulo plano del sélido estz’x medido por su
correspondiente lado del pohrruno esférico; y co-
mo la suma de dichos dngulos planos es menor
que la de cuatro rectos (164, 1.°), resulta com-

probada la proposicion.
V.o La suma de los dngulos de un Iriangulo
esférico es menor que la de seis rectos.

En el articulo (153) se demostrd que cada an-
gulo diedro es menor que dos rectos; luego, la
suma de los diedros de un triedro y por consi-
guiente de los tres dngulos de un triangulo esfé-
rico es menor «que la suma de seis rectos. En el
tratado signiente hallaremos el ‘limite inferior de
esta suma: entretanto deeimos que se llama rec-
tangulo el triangulo esférico que liene algun dn-
gulo recto; birectangulo el que tiene dos rectos;
y trirectangulo el que tiene rectos los tres, como
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es faeil inferir puede suceder, atendiendo & que
son rectos los tres diedros del triedro en el parae-
lelepipedo rectangular. :

195. TeEOoREMA. 1.° Si la recta VB (fig. 105] es
generatriz del cono ABV, del ¢ilindro VBD, y
del plano que pasa por otra recta MB langente
comun en B a los circulos de las bases que se to-
quen esteriormente; eslas res superficies son lan-
gentes entre si esteriormente en toda la recta VB,

Se llaman en general superficies tangenics
aquellas que sin eortarse tienen algun punto &
linea comun, como sucede en las del easo. En
efecto, la recta VB se halla en todas tres super-
ficies por ser gencratriz de ellas; y ningun otra
punto /1 de las redondas puede estar en el plano,
ni a la parte opuesta del plano, porque, cortans
dolas con olro plano paralele & las bases y que
pase por I1, la seccion A'HB ......6 BHD .......
de éstas es un circulo (186) y (188), mientras la
del plano M VB es una recta M'B' paralela & M B
(143), y que pasa por el punto B’ de VB, comun
dlos dos eireulos que resultan con los centros
C'. Cortando ahora las superficies redondas con
otro plano VC'B', serdan CB y C'B' paralelas
(145); luego, los lados del angulo € B M paralelos
alos del dngulo C'B'M': de suerte que al ajus-
tarse estas paralelas segun la definicion (134),
coincidiran los angulos respectivos y de consi-
guiente seran iguales: y como € B M es recto, se
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sigue que tambien lo es €'B'M’. Tirando pues,
el radio C'H hasta el punto F de M'B', serd
C'B'<C'F; lo cual dice, que el plano M B no
tiene de comun con las superficies redondas ni
éstas entre si, mas puntos que todos los de la
generatriz VB; y que todos los demas de cada
una de ellas estan hacia una parte misma del es-

pacio que separa el plano.
11.°  Cortando el cono 6 el eilindro con un
plano E'E G que pasa por la cuerde EG (fig. 156)
de la base paralela d@ lo tangente MB, y por las
generalrices correspondientes a los estremos By
G de la cuerda, toda lo superficie redonda con-
prendida entre dichas generalrices y el plano
tangente MV B esta fuera del plano secande y hi-
cia un mismo lado de él. -
Para convencerse: de ello considérese que,
siendo H un punto de la-parte superficial del cono
0 cilindro eomprendida entre dichas dos genera-
trices EE' y G @', sise cortan con otro plano
que pasando por H sea paralelo d la base, resul-
tard que la seccion 'de la’ superficie  redonda es
un circulo £'H G, mientras la del plano £ E'G es
una recta E'G' cuerda el eirculo; 'y por los ras
dios C'E'=C'G",  serd isosceles el triangulo
E'C'G': de suerte que tirando el radio: €'H, que
cortara 4 la cuerda en K entre sus estremos por
el dato de la proposicion, venimos & concluir
C'H=C'E'>CK (19, HL°). Lo cual dice que et
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plano que pasa por dos generatrices del ‘cono 6
cilindro, no tiene con la superficie de estos cuer-
pos mas puntos comunes que los de dichas gene-
ratrices, y que toda la parte superficial redonda
comprendida entre éstas se halla hacia una parte

misma del espacio que divide el plano secante.
196. TeEOREMA. FEl cono, el cilindro y la ess
fera sen limites respeckivos de la pirdamide, del

prisma y del poliedro insoritos y circunseritos.
Si en la base del cono se inseriben 6 cireuns-
criben poligonos regulares (fig. 157), 1a recta ge-
neratriz moviéndose sobre el caspide en dispo-
sicion que siempre toque al perimetro del poli-
gono, describird piramide inscritaé cireunscrita
al cono. Sien las bases circulares del cilindro
(fig. 138) se inseriben 6 cireunseriben poligonos
de modo que sean paralelos sus lados correspon-
dientes, la recta generatriz dirigida por ellos en
su movimiento {razara prismas inseritos 6 cireuns-
critos al cilindro. Haciendo lo mismo en el semi-
circulo generador de la esfera (fig. 145), resulta-
ran troncos de conos inscritos ¢ circunseritos 4
la esfera, despues de dar vuelta el semicirculo al
rededor del diametro. Es evidente que en cual-
quiera de los tres casos la figura circunserita con-
tiene & la redonda, y esta & la inscrita (190), (193)
¥y (195): y como las diferencias de figpras proceden
de las diferencias entre el cireulo y el poligono,
siendo en el limite iguales éstos (190), tambien
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entonces la figura redonda se ajustaria al polie-
dro. De modo que el cono es limite de la pirdmi-
de, el cilindro del prisma, y la esfera del poliedro
en general. Sin embargo de esta evidencia, en
las siguientes lecciones se demostrara este princi-
pio relativamente & las superficies y & los voli-
menes.

LECCION QUINTA.

Superficies de poliedros y cuerpos re=
dondos.

197. TEOREMA. La superficie S del poliedro
regular de n numero de caras tiene de valor
S=nxs, siendo s el de una de ellas.

La superficie del poliedro es la suma de su-
perficies 6 areas de todas sus caras; por lo que,
llaméndose aquella S y estas#s, ¢/, §7,......
resulta la espresion’ S=s-4s4-8"4 . iiiiiniiinaas z
por consiguiente, siendo: s=§=s"=i..ciiciiis;
tendremos S=nXs. ,

198. TEOREMA. L° La superficie laleral S del
prisma recto es el producto del perimelrop de
su base por la altwra comun a de las Ccaras late--
rales (fig. 138).

Porque, siendo las dreas s, §,....e. de los rece
tangulos que forman las caras laterales s=bXa,.
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§'==h'Xd,.....s. sSupuestos b, b...0... lados de la
base. pohgonnl resulta - Joh

p=bH 4. (b4_-_b'+b"+..ﬁ_..)xa—__-.pxez='s_.,

1L La supc‘rﬁcie lateral del prisma oblicuo
es el producta de la arista que une sus lados por
el perimetro del poligono resullado de la seccion’
perpendicular d esta.

Cortando el prisma oblicuo con el plano € 0D
(fig. 159) perpendicular & las aristas que unen sus
lados, cada paralelégramo lateral tiene de super-
ficie'el producto de la arista por la seccion per-
pendicular (117) 4 ellas, seccion que no puede
ser idéntica a las bases (159): de modo que las
superficies LG=LAXC0, GB=BFX0D, elc.
componen la superficie completa lateral, cuyo
valor 4 causa de la igualdad de «aristas
biA=siB P . 0d. 0. sera

S=BFX( 040D 00

199, TEOREMA. La superficie del cilindro' es
el producto de sw lado por el contorno de la sec-
cion perpendicular a este.

Siendo S (fig. 158 y 139) la superficie del ci-
lindro cncum.cuto a un prisma, A la diferencia
entre las superﬁcles del ecilindro y prisma, como
tambien p’ el contorno de la seccion perpendicu-
lar al eje, 5 la diferencia de este contorno al del
poligono inserito de la seccion, y @ la arista late-
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ral BF del prisma, ¢ lado del cilindro; las dos
conclusiones precedentes estin espresadas en
S—a=(p’'—s)xa. Al ‘paso que se aumente el
nimero de lados en el poligono inserito, va decre-
ciendo 3 indefinidamente sin llegar jamas & la nu-
lidad ni 4 cambiar de signo, v para que subsista
la ecuacion es preciso (ue suceda lo mismo 4 A por
ser S cantidad constante: de suerte que ha'lugar
al principio de los limites (Alg. elem. 66) S=p'xa.
Se ‘deja conocer que en el cilindro recto la
seecion perpendicular al eje es idéntica & las ba-
ses (188), mientras en el cilihdro oblicuo serd
precisamente una eurva distinta de las bases cir-
culares (159). : ™ -
200.  TEOREMA. La superficie lateral de la pi-
ramide reqular es el semiproducto del perimetro de
la base por la allura comun de sus caras laterales.
En la pivamide regular (fig. 157), bajadas des-

de el ctspide perpendiculares 4 las bases de los |
triangulos, serdn lodas iguales, y cada una altura
de su respectivo Iriangulo. Siendo pues h dicha
altura comun V@, y p el perimetro ABCD......
de la base, la superficie S lateral de la piramide

estd espresada en S= prx!;.
201. rEorEMA. La superficie del cono recto

es el semiproducto del lado por la circunferencia
de la base; ¢ bien el producto del lado multipli-
33
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cado por la circunferencia de la seccion hecha en
medio de sw altura paralelamente @ la base.
Circunscrito el poligono regular al circulo de
la base de un cono recto, y formada desde el
cispide comun la piramide regular circunserita,
sea S la superficie lateral del cono, A la diferen-
cia entre.dicha superficie y la de la pirdmide
circunserita, p' la cireunferencia de la base del
cono, 3 el esceso del perimetra del poligono. eir-
cunscrito, sobee la circunferencia, y k& la altura
comun VG de los triangulos laterales ¢ lado del
¢ono recto. Por lo demostrado, sera la superficie

de la piramide circunserita S+A=-—;—h (p'H3):
y signiendo el método del articulo (199) sahemos
que las canlidades variables § y a se van aget:
cando a la nulidad eonforme. se aumenta el nii-
mero. de lados, sin llegar jamas, & cero ni a nega=
tivas. Luego, en la espresion escrila se verifica

(Algebra elem. 66). S,:%p’ Ky

La seccion hecha en medio de VG paralela-
mete i la base dard,un circulo cuya circunferens

; s |
cia, serd -;Ep' (186, IL° y IL°): luego, tambien

la, superficie del cono recto: es, producl.b de su
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lado multiplicado por la circunfereneia dé 1a see.
¢ion hecha en medio de su altura paralelamente
& 1a base. : . il

La superficie de la pirdmide oblicua esla su-
ma de las caras triangulares; y su espresion
consta de tantos términos como caras tiene la
figura. Bl eono oblicuo es limite de Ia pirdmide;
mas, por falta de espresion regular para la su-
perficie de la pirimide oblicua, sucede 16 mismo
para el cono oblicuo: y por tanto, su investiga-
cion pertenece 4 otro (ratado.

202. reoreyx. Hallar las figuras de las su="
perficies cilindricas, recta y oblicua y de la co-
nica recta, estendidas en un plano.

Estendida en linea recta M. (fig. 140) la di-
reetriz ¢ circunferencia de la base de un cilindro
recto, Ia cual entra como una de las dimensio-
nes en su valor superficial, y haciendo marchar
4 la generatriz kIl paralelamente & si misma so+
bre su perpendicular I H" desde un estremo &
otro, resulla el rectangulo HA', y la superficie de
este sera idéntica & la lateral del cilindro recto
desarrollada en. plano; pues los dos fictores de
ambas superficies conservan ¢n cada punto de
una y su correspondiente de la olra una misma
relacion.

Estendida en linea recta mm' (fig. 141) ¢l
eontorno de la seceion perpendicular 4 la géne-
ratriz i i del cilindro oblicuo, y haciendo mar-
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char & hH paralelamente & si misma sobre su
perpendicular mm', de modo que en cada punto
de esta recta se verifique tener aquella las partes
correspondientes hm,........ kn, . cois eles su-
periores, y las mH,...... s RS inferiores: la
figura HR' es idéntica & la lateral del eilindro
oblicuo desarrollada en plano, porque los facto-
res de ambas superficies conservan en cada punto
de una y su cofrespondiente.de la otra una mis-
ma relacion.

Si con el radio VH (fig. 142) lado del cona

weclo se describe un arco eircular, y se toma en
él la parte HH' igual & la circunferencia de la
base del cono, el sector VHH' serd idéntico a la
superficie lateral del cono desarroliada en plano;
porque los factores de ambas superficies conser-
van una relacion misma en cada punto de una y
su correspondiente de la otra,
. 203. TEOREMA. La superficie lateral de
un_tronco de pirdamide regular es el produc-
to de la semisuma de los perimetros de sus
bases por la allura de una de sus caras; ¢ el
producto de esta altura por el perimetro de la
seceion eqmd:szante de sus bases y paralele a
ellas.

El tronco A ¢ de plramule regular tiene la su-
perficie lateral formada de trapecios idénticos; y
siendo S (fig. 137) dicha superficie, s la de un
trapecio, y n el namero de estos, tendremos
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S_—.nxs:nx%(:l B4-ab)X G g, supuesta Gg laal-

tura comun de los trapecios. Cortando el tronco
con un plano paralelo a las bases y que pase por
el medio de las aristas, la seccion ' b’ de uno de
los trapecios equivale (36) a la semisuma ;

-;—(A B--ab); por 1o cual sera S=nXa' b X Gyg.

204. TEOREMA. La superficie lateral de un
tronco conico recto es el producto de su lado por
la semisuma de circunferencias de las bases; ¢
el producto del lado por' el perimetro de la sec-
cion paralela d las bases y equidistante de ellas.

La superficie lateral S del (ronco de cono in-
terceptado por una seccion @e¢ paralela a la base,
es la diferencia de las superficies del cono lotal
y del semejante que separd el plano; de suerte
que supuestas Py p las-circunferencias de Ias ba-
ses de estos, el valor superficial del tronco serd

S:-;-P XV G-—-%“px Vg. Sustituyendo en esta

espresion Vg4-g G por VG teniendo presente Ia
equivalencia PXVG=pX VG (186), y supuesto

gG=K, resulta S:—.Kx%(P-[—p),
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Como en el limite el fronco de piramide se ajus-
taria al del cono (201), entonces el perimetro p'
de una seccion paralela & las bases del tronco ¢o-
pico y equidistante de ellas, serd igual 4 la semi-

A : 2
ma de diehas bases 0 p'=—(P+p), ¥ deaqui
suma B)

se viene a4 S=p’' XK.

La parte Je corona circular hH H' i cem[n'en-
dida entre los arcos hh' y HII' (fig. 142) equiva-
lentes a las bases mayor y menor del tronco  ¢d-
nico, y trazados con los radios VH y Vh lados
del cono total y del parcial que le falla, es la su-
perficie de dicho lronco- desarrollada, por verifi-
carse entre los factores de ambas superficies una
misma relacion en cada punto de una y su cor-
respondiente de la otra.

205, TEOREMA. L° La superficie de la esfera
es el produclo de la circunferencia del cirewlo
maximo por su didmetro, y cuadruple de ta de
su circulo mdzimo.

El simipoligono vegular DB A ....F (fig. 145)
cirennserito al semicirculo dHL........ f’, produ-
ce en su revolucion sobre el didmetro d  tantas
figuras conicas rectas como ladosliene, y la su-
perficie total serd la suma de dichas parciales. El
lado B D engendra el cono cuya superficie, supo-
niendo HK perpendicular bajada al diametro des-
de H punto medio de B D, seri s=BDX circ. HK.
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Dirigido el radio HC, perpendicular necesaria-
mente 4 dicho lado (52), serén los tridngulos’
HCKy BND semejantes por tener los angulos
Ny H rectos como tambien H C D y D BN iguales
4 causa de ser sus lados perpendiculares respecti-
vamente; y comparando lados homdlogos se hallarda
aC_BD
HK ~ DN’
Por otra parte las circunferencias descritas con
los radios HC y HK son como estos radios; y sus-
circ. HC'  BD

tituyendo viene o =N

de d‘onde‘

civc. HCXD N=circ. HKXBD.

Sustituyendo equivalentes en la espresion.de. la
superficie conica engendrada por BD, serd

s=cire. HOXDN.,

La- superficie del tronco ednice engendrado
por BA: serdv tambien §'=cire. LMXAB, supo-
niendo L M perpendicular bajada al didmetro des-
de L punto medio de A B. Dirigido el radio L C,
por la misma razon anterior los triangulos seme-

cire. LC AB -

jantes LC M y ABJ dan TR

de donde circ. L CXBJ=circ. LMXAB.



Sustituyendo equivalentes, viene la. espresion de
1a superficie producida por A B (fig. 145) que sera
g=¢cinc. LGB V.

Del mismo modo se demuestra que cada figu-
ra redonda originada por la revolucion de cada
lado, tiene de superficie el producto de la cir-
cunferencia descrita con el radio de la esfera por
la parte del diametro igual & la allura del cuerpo
engendrado. La suma de todas eompone la su«
perficie total, y suponiendo S la superficie de la
esfera, a la diferencia entre ella y la suma de
superficies conicas eircunscritas, » el radio del
circulo inscrito, y ¢ la diferencia Dd=F [ en-
tre los radios del circulo y del poligono circuns-
crito, sera '

StAa=—g-+8'+8"+., . =circ. rX2(1'+5)=27:r><2(r+5_];

espresion en donde sabemos que creciendo el
nimero de lados decrece indefinidamente la di-
ferencia 3 (109, I1.%), a que se signe la neeesidad
de suceder lo mismo 4 & para que subsista la
ecuacion por ser S invariable. Constando, pues
cada miembro de la ecuacion de dos partes, inva-
riable una y decreciente otra hacia su limite, re-
sulla (Alg. elem. 66) para la saperficie de la esfera

S=circ.r}2r=4mr*,

La superficie del circulo maximo en la esfera
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del radio r es =r%; la de la esfera 4mr': luego,
esta es cuadrupla de la del circulo maximo, como
se propuso demostrar en la segunda parte de la
proposicion,

La planificacion de Ia esfera se¢ hace eonsiru-
yendo una figura plana cuadrupla de su eirculo
maximo: esto es, tendiendo en linea recta la cir-
cunferencia, y dando cuadrupla altura 4 la figura
plana cuya area sea igual a la del circulo maximo
(125). Claro es que por depender de = los valores
superficiales del circulo y de la esfera, solo se
obtendrin aproximadas sus' espresiones numé-
vicas (111). Lo mismo sucede al cilindro y al
cono, puesto que la espresion de su superficie
depende del valor de la eircunferencia rectifica-
da. La formula S=4=»r*, da

re=g D =0,282095....... e XV/S;
espresion propia para hallar el radio de una esfe-
ra cuya superficie S sea dada.

I1.° La superficie del casquele esférico y tam-
bien de la zona es el producto de la circunferen-
cia del circulo mazimo por la parte de didmetro
que corresponde @ cada figura. ‘

La suma de algunas superficies s, §', §',......
engendradas por la revolucion del semipoligono,
suponiendo @ la parte del diametro desde el es-

tremo d hasta la base inferior del tltimo trozo co-
34
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nico, y 3 la diferencia Dd, sera -
s4-s'FsTF ... =27rX(a+?), ¢ bien
S4+a=2nrx(e+3); siendo S la superficie es-
férica inserita y & el esceso de la correspondien-
te a la figura cireunserita. Como 3y A decrecen
indefinidamente hasta su limite, por el prinecipio
cilado antes sera la superficie del casquete esfé-
rico S =2mrXa. Quitando al casquete otro, que-
da la zona esférica; cuya superficie, supuestas a y
a las alturas delos casquetes, serd 2=rX(e—a').

1L  La superficie de la esfera equivale a la
lateral del cilindro circunserito d ella.

El cilindro recto que tiene por bases circulos
ignales al maximo de la esfera y por altura el did.
metro (fig. 144), se dice circunserito-a la esfera
cuando estd construido sirviendo de eje dicho dig-
metro: y la espresion de la superficie lateral del
cilindro es : circ, r X 2r=4dnr*;

4
la misma que se hallé para la esfera. Anadiendo
d la superficie lateral del cilindro sus dos bases,
la total de esla figura vale seis eireulos maximos,

y enfonces la superficie de la esfera vale -%— de la
. ]

total del cilindro circunserito,
206.  reorEMA. L.° La superficic ABA'CA del
huso esférico es d la superficie de la esfera, como



- .
el dngulo que forman los lados del huso es i cua-
iro dangulos rectos.

Imaginese . que el semieirculo méximo cuyo
diametro es A A’ va dando vuelta al rededor de
este eje, y que habiendo empezado desde A C A’
ha llegado & ABA' despues de haber formado el
uso A BA'"CA cuyo angulo A esta medido por el
que forman las tangentes A G y A G de la curva
en ambas posiciones. Es indudable que la semi-
circunferencia A C A’ y su tangente 4 G se mue-
ven juntamente, describiendo aquella el uso &
medida que la tangente el angulo, ambas por
continuidad; en términos que cuando el dngulo
sea mX GAG, resullara el uso mxXABA'CA;
hasta que llegando a dar vuelta completa la semi-
eircunferencia generatriz, vendra el valor angular
descrito por la tangente A G' & ser mxG A G'=4R,
y el valor del huso a ser la superficie S de la es-
fera 6 mXABA'CA=S. De las dos ecuaciones
fltimas viene la proporcion que se pedia

ABACA™ gAg
B v oAn o

Tambien se-deja,conocer que cuando A B A" haya
recorrido el cuadrante GG, serd su plano per-
pendicular al de A C A’, y dividiran estos dos pla-
nos a la esfera en cuatro husos rectangulares. Si
ademas se supone otro plano D' D perpendicular
a los dosy que pase por el centro, resultara la
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superficie esférica dividida en ocho fridngulos es
féricos iguales trirectingulos y-con todos sus la-
dos cuadrantes. Llaméndose s la superficie de
quno de ellos, y sustituyendo en el resullado ante-
rior por S su equivalente 8s, tendremos

ABA'CA__ GACG
98 AR

Si se toma por unidad de superficie sy por unida®
angular R, la igualdad queda reducida a
ABA'CA=26GAG', la cual en lenguage abre-
viado nos dice que la superficie del huso esférico
es duplo del angulo que forman los lados.

IL.°  La superficie de un triaugulo esférico
ABC (fig, 144) es @ la del triangulo [rirectangulo
it oclava parte de la esfera, como el esceso de la
suma de los tres dngulos de aquel sobre dos reclos
es a un anguwlo recto.

Prolénguense los tres lados hasta completar
las circunferencias & que pertenecen, y resultara
que cada angulo del tridngulo ABC es vértice
de cnatro husoes en que se divide la superficie
esférica. Siendo vértices correspondientes A y
A, By B, Cy € (fig. 144). PFijando la atencion
en el emisferio del tridngulo; vemos que se com-
pone del tridngulo mismo & que Namaremos T,
del tridngulo CBA’ & que llamaremos «, del
AC'B 4 que llamaremos 7, y del BC'A" & que
Hamaremos 8: esto es, el valor: de la semiesfera
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STt ()

Por otra parte, nombrandose A, B, € los dngulos
del triangulo propuesto ABC cuya superficie es
T, se verifican por el teorema anterior del len-
guage abreviado las igualdades «=24—T,
€=2B—A'B'C', »=2C—T. De lodas estas par-
tes solamente el triangulo A’B'C' se halla en el
emisferio opuesto, y goza de las cualidades de
tener todos sus angulos y lados respectivamente
igugles a los del triangulo T, pero si se quisiere
proceder ala superposicion se hallaria que no
‘coinciden por ser simétricos. No obstante son
iguales las superficies de ellos; pues porque se-
gun la figura (* 144) los polos Py P’ de los cas-
quetes, & quienes podemos eonsiderar inscritos
los triangalos ABC y A'B'C’, distan igualmente
de los vértices (191), y las distancias esféricas
PA,PB, PCy PA, PB,PC, forman con los
Jados triangulos idénticos uno & uno, como PA B
vy PA'B, 'PAC y'PAC, PBC Yy PBC,
(163, 1.°) y (194, 1.°); que se ajustarin sobrepo-
niéndolos de mode que ceincidan los dngulos de
los polos. De suerte que las sumas de unos y olros
formaran la igualdad de areas ABC=A'B'C’
cuando los poles caigan dentro de los triingulos;
y cuando caen fuera como en el caso de la figura
(* 144), resulta la misma igwaldad restando de las
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sumas iguales PAC+H+PBC y P'A'C'H+P'B (' las
partes iguales P A B dela una,y P'A'B dela
otra: y en este.concepto diremos que A'B'C' es
equivalente 4 T. Sustituyendo pues en la ecua:
cion ((*)) los yalores de «, 8, v, tendremos

%’:ﬁ A+2B+26—2T. Como ;;- equivale & dos

husos rectangulos, sera por el teorema anterior

: S :
abreviado —c}-=4R; y sustituyendo .en la ecua-
" _.J
) "
cion que antecede, se halla despues de las reduc-
ciones la espresion abreviada del teorema pro=

puesto F=A4-B4C—2R[**).

No se debe olvidar que T se refiere 4 la uni-
dad de superficie s que es la oclava parte de la
esférica total, y el segundo miembro 4 la unidad
angular R, y que cada unidad de estas es divisor
tacito del miembro correspondiente: sustituyendo
pues, estas unidades suprimidas por la brevedad,
tendremos en lenguage completo

T A+4B4+C—2R
s e R - I
La diferencia que hay entre la suma de los

tres angulos de un tridngulo esférico y la suma
de dos rectos se llama esceso esférico; y por lo
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que se acaba de demostrar vemos que las super-
ficies de dos friangulos esféricos estan en razon
de sus correspondientes escesos esféricos.

LECCION SESTA.

Volumen de poliedros y euerpos re=
dondos.

207, El espacio comprendido en la figura de
un euerpo es su volimen, como se dijo en el-
articulo (1); y aqui tratamos de valuar esta ean-
tidad en las diversas figuras de cuerpos que se
toman en consideracion en la Geometria elemen-
tal. Dos figuras idénticas tienen evidentemente
iguales volimenes; mas, pronto veremos que dos
cuerpos de figuras no idénticas pueden tener vo-
lamenes iguales; asi como se ha visto que dos
figuras planas no idénticas pueden tener igua--
les dreas, y dos poliedros ¢ figuras redondas no
idénticas tener iguales superficies: y aun tener
igual valor superficial una figura plana y una
redonda. De modo que la espresion de igualdad
y el signo con que se indica pertenecen esclu-
sivamente & dos canlidades ¢ valores iguales de
una especie, sean lineas, superficies 6 volime-
nes; mientras la identidad se verifica solo cuan-
do se ajustan las de una misma figura, conforme
dlo enunciado en el articulo (5).
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908. TEoREMA. En un prisma la parte inter-
ceplada por dos planos paralelos es igual d la
interceptada por olros dos paralelos enlre st
cuando la parte de arista comprendida por es-
tos es igual d la comprendida por aquellos.

La porcion prismatica H B (fig. 145) compren-
dida entre una seccion paralela a la base, y otra
no paralela & ella que atraviese todos los lados
se llama prisma (runcado. Sien el prisma HB
truncado comprendido entre las seccienes H (Q
y A B, se toman sobre la arista las par
HF=AC, y se hacen las secciones F K parale-
laa O, y CD paralela a A B, resultan los dos
prismas ordinarios HK y C B. Sobreponiendo los
prismas truncados HD y FB de modo que se
ajusten sus bases idénticas HQ y FK, tambien
se ajustaran los dos prismas truncados sobre-
puestos, por ser HC FA y QD=K B, resultan-
do los volumenes HD=FB, 6
HEK4-FD=F D+C B, y de aqui HK=C B,

209. TEOREMA. Dos prismds simélricos son
equivalentes en volimen.,

Dado un prisma C B (fig. 146.) y prolongadas
las arislas indefinidamente, cdrtense con un pla-
no MN perpendicular a ellas: tdmense en una
desde el punto I en que estd cortada por el
plano MN las partes C'H=CH y A'H=AH; y
haciendo lo mismo con las demas aristas, los
planos A'B* y C'D' que pasen por los puntos
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equidistantes de MN asi marcados, forman ¢l
prisma €' B' simétrico 4 C B, en los euales se
verifican lasignaldades de aristas A C=A"0'=
(175). Haciendo ‘ademas “las secciones FEK 'y’
F'K" paralelas al plano MN, y equidistantes de
€l con la circunstancia de intervalos
HF =HF'=AC=A"C' resultarin los prismas’
HK'y HEK', y por el teorema del articulo pre-
cedente se verificaran las igualdades de voli-'
menes HK'=C'B" y  HK=C B. Comoson idén-
ticos los prismas HK y HK', ypor ello igua-’
les susvolimenes, tendremos por las lgualdades
anteriores la final CB=C'B".

©210. reorEMA. Dos paralelepipedos de bases

idénticas ¢ iguales alturas tienen wvoldmenes
squales. '

Si dos paralelepipedos BK y A H (fig. 147) de
bases idénticas y de alturas iguales son conside-
rados en el estado de superposicion, de manera
que AC seabase comun y las alturas caigan hé-
cia un mismo lado de A €, pueden ocurrir dog’
€asos.

1.° Caer sus caras laterales BL y BF en un
mismo plano A M, & que seguira necesariamente
el hallarse tambien sus opuestas CK v C G en un
mismo plano DN. En este caso los triangulos
ALF y BMJ son idénticos por tener sus lados
uno & une paralelos; é igualmente los paralelé-

gramos laterales AK y ‘?N como tambien los
33
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AG y BH entre si (168); de modo que los pris-,
mas triangulares A K y BN tienen idénlicas res-
pectivamenle todas sus caras, y se hallan estas:
ordenadas igualmente en ambos; luego son idén~
ticos (174), y por ello. equivalentes. Anadiendo &
cada uno el cuerpo 4 N intermedio, resultan de,
igual volumen los paralelepipedos BK y AH.

IL.° 8 los paralelepipedos BK y A H (fig. 148).
de bases idénticas ajustadas en. A € € iguales al-,
turas, no tienen dos caras correspondientes late~
rales en un mismo plano, al menos lo estardn sus
hases idénticas superiores LNy F H despues de’

" ajustarse las inferiores, por el dato de iguales al«:
turas. Prolongando dos lados de una de shchas
bases superiores como LM,y KN, ¢ igualmente
los FGy JH de la ofra, resulla el paraleldgra=
mo 0.0 idéntice & ellas (30) y base superior del
paralelepipeda 4 P, que tepiende la misma base
y altura que los prepuestos se halla respecto de:
cada uno de ellos en el caso 1.° Luego tambien
en el presente (ue es el imica posible ademas de
aquel, tienen iguales volimenes los paralelepipes
dos de la proposicion.

211, TEOREMA. Fs paaﬁble siempre: emstrmr
un paralelepipedo rectangular AH iguel d otm
oblicuo AQ dade.

Primeramente se elevan desde los vért;cas :13
la base A C (fig. 149) del prisma oblieuo  perpens;
diculares al plano de ella; estas quedardn corta«
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das eon el plano de la base: superior del parale-
lepipedo oblicuo, y determinado asiuné oblicuén-
gulo recto A M (166), que por el articulo preceden-
4 serd igual al propuesto. Formese despues en el
plano' AC el reetangulo A F con las rectas A E y
BF perpendiculares al lado A B dela base A€
que serd equivalente 4 A F (114); y elevada des-
de E y F que son los ofros dos vértices del ree-
tangulo las perpendiculares FK y F I al plano
de la base, resultara determinado el paralelepipe-
«do AH rectangular é igual & AM por tener la
‘misma base AJy altura A E. Tambien se puede
construir un paralelepipedo de oblicuidad arbi-
traria equivalente 4 otro dado, signiendo un
método andlogo al de la construceion del rec-
tangular: operacion que omitimos por la suma
facilidad conque la puede ejecular el estudiante
por si.

212. TEOREMA. Los volimenes de dos paralele-
pipedos rectangulares que tienen idénticas bases,
estan en razon de las alturas.

Si dos paralelepipedos A B y A’ B' rectangula-
res de basesidénficas como A € y A" C’ (fig. 150),
se sobreponen de modo que se ajusten dichas ba-
ses, tambien las aristas ceincidiran (139, IV.%); y
eg indudable que si aplicamos ¢l de menor altura
‘al otro sucesivamente desde una base @ otra de

éste cuantas veces quepa una altira én otra, el
paralelepipedo de mayor altura eontemin': al de
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menor fantas veces cuantas la arista A"D’ quepa
en la A D, pues las bases coineidiran siempre
(167). Sial cabo de n nmumero de aplicaciones
aquella contiene a ésta de rhodo que en la ulti-
ma caiga D' en D, serd AD=nXA'D’,y los pa-
ralelepipedos tendran la relacion A B=nXA'B';
luego, entre los paralelepipedos y sus alturas hay

AB_AD

_ B XD

Si no cabiendo A'D' en A D exactamente cierto
nuamero de veces, tienen sin embargo medida co-
-mun A a, entonces sera n niumero fraccionario, y
se deduce la misma relacion que cuando n es en-
-tero. 8i no tienen medida comun 4D y A'D’, se-
rd n irracional: pero supuesto G un punto de la
arista A D que marque la parte A G, tal que re-

la relacion

AXE ST : AT
sulte T racional, tambien lo sera Ty ten-

dra lugar la ecuacion

AB'_{_-DH:AD_I_DG
A'B "A'B"ADADT

Come DH volimen y I G linea son variables que
indefinidamente se acercan 4 la igualdad, segun
vaya siendo menor la comun medida de alturas
que se busque, tambien aqui se cumple la ecuas
cion entre las constantes (Alg. elem. 66)



el P =

AB_AD
ARTAD"

215. TEOREMA. Los volumenes de dos parales
lepipedos rectangulares que tienen iguales altu-
vas, estin en razon de las dreas de las bases (fi-
guras 151 y 152).

Si los paralelepipedos rectangalares A Myam
de las bases ACB D acbd, cuyos volimenes lla-
‘maremos Py p, tienen sus alturas A E'y ag igna-
les; sobrepuesto el paralelepipedo p & P de modo
que los angulos solidos d'y D coincidan, sera F L
un paralelepipedo idéntico & p que resultara mar-
cado en'P, con sus fres aristas FD, BD, KD
sobre las del angulo sdlido D, é iguales respec-
tivamente & las del cuerpo p, y con la F I para-
lela & B D en la basg. Prolongada FH hasta que
concurra en 0 con el lado € B de la base de P,
serd F 0 perpendicular al lado A D paralelo a
CB, vy el paralelepipedo FM rectangular de la
misma base F K «que laae del paralelepipedo
am, al paso que dicho paralelepipedo F M tiene
la base DM ecomun al paralelepipedo A M. Nom-
brandose 0 el paralelepipedo F M, sera conforme
4 lo demostrado en el articulo anterior

: o W el el s
=70 P70 de la multiplicacion re-

sulta, reemplazando cantidades iguales, la rela-
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cion enunciada entre volumenes y areas de las

P L ADXAC
p adxac.'

bases

214, ' TEOREMA. Los voliumenes de dos pm-ale-
lepipedos rectangulares estan en razon de. los
productos de las alturas por las dreas de las ba-
ses respeclivasy estoy es, én razon del producto
de tres numeros al producto de olros tres respeo-
Livamente proporeionales 4 las lineas que cons-
Zituyen bases y alturas.

Sean los paralelepipedos rectangulares AM::P
(fig: 152 y 155), y am==p, debases DT y dc
como tambien de alturas DK’ y dg arbitravias,
los que vamos & comparar. Considerindolos en
el estado de superposicion de modo que ¢oincidan
los angulos triedros idénticos D y d, quedard en
el volumen P terminado el paralelepipedo F L
idéntico a p, con sus aristas FD, GD, KD sobre
las del triedre D, iguales respectivamente A las
del cuerpo p: y prolengadas sus aristas paralelas
4 DK hasta la base superior de P, quedara traza-
do el paralelepipedo F L', a que llamaremos @,
de la base F G. Siendo DK’ altura comun de P

Proipm
y 0, es DFg: Yborser F G base comun

i

0 DK .
TIBP y 0, es oy de la mulnphcac;oln
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T i "
viene %:D. s =BxA’ siendo B y b las

FGXDK bxXa

bases de los paralelepipedos propuastos qrue ten-
gan las alturas A y a.

- 215. TEOREMA. El volumen del parale!eptpe-
do rectangular tiene de valor el producto de base
por altura.

Supuestas L y K las dimensiones rectilineas de
la base B de un paralelepipedo, como tambien [ y
k las de la base b de otro cualquiera, la ecuacion
en que esta cifrado el teorema precedente serd

P AXLXK
p  axIxk

que como sabemos puede cifrarse bajo la forma

A e K
Si en esta espresion tomamos las cantidades a, I,
k por unidades de las aristas correspondientes de
P, y por unidad de volamen el paralelepipedo p,
resulta
P=AXILXK;

espresion abreviada de la precedente y que se de-
be considerar como una relacion entre niimeros.

Cuando es A=K=L, resulta P=A" (fig. 152
¥ 155) el paralelepipedo es entonces cubo, y de
aqui toma este nombre la tercera potencia de
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cualquiera cantidad. Tambien en el caso de
a==l==k, "es p==a’ eubo: y lal es en efecto la
unidad de volimen que se emplea siempre a cau-
sa de su simplicidad.

916. tEOREMA. 1.° El voliimen del prisma es
el producto de base por altura; y por ello, dos
prismas de bases equivalentes y alturas iguales
tienen el mismo volimen. ;

El teorema general que se acaba de estable-
cer en cuanto al voliimen del paralelepipedo rec-
tangular puede generalizarse & todos los oblicudn-
gulos, y aun & los prismas, como se hace ver en’
el siguiente eximen de los casos.

1.° El paralelepipedo rectangular tiene igual
volimen que otro cualquiera oblicuangulo de su
misma altura y equivalente base (211); y por ello
es aplicable & todos los paralelepipedos el teo-
rema (215).

2.° Por ser divisible todo paralelepipedo en
dos prismas simétricos triangulares (176), y estos
equivalentes en velumen (209), cenviene & las
mitades el teorema de los todos entre si. En fuer-
za de este encadenamiento de principios, y su~
puestas A, L, K las tres dimensiones de base y
altura del paralelepipedo, el volimen del prisma

AXKXL ; ;
gy conforme al teorema

-

triangular es

del articulo precedente,



5.2 El prisma es divisible en triangulares (169),
vy liene de volimen la suma de éstos. Si el prisma
es regular con el nimero » de lados en la base;
dividiéndele en prismas triangulares qué tengan
por arista eomun el eje, seran idénticos todos los
triangulares, y el volamen del prisma regular tie-

ne de v%or nxé—&;ﬁg’.—, supuestas A, K, L
las tres dimensiones comunes de los parciales.
Si es irregular el prisma, los (riangulos de las
bases serdn desiguales; péro suponiendo K y L,
acentuadas, las dimensiones respectivas de dic_haé
bases parciales, y A la comun altura de, los pris-

mas triangulares, serd la espresion del veliumen

total del prisma .
\ K:'X Lr K:fx er’
P=A( ST g emhele. )-

1. El volumen del cilindro es producto de
base por allura; y por ello, tendrdan el mismo vo-
Limen dos cilindros de iguales alluras iy bases
equivalentes (fig. 138 y 139). (.

Inscribiendo el prisma al eilindro, sea V el
volimen de éste, 4 su altura y B la superficie de
la base, como tambien V—a el volimen del
prisma, y B—=3 la superficie de su base. La es-
presion del teorema precederle es
V—A=AX(B—5); y por ser ¢ canlidaai que va
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decreciendo indefinidamente sin jamés anularse
ni cambiar de signo (123), exige que suceda lo
mismo 4 A por ser V constante: de suerte que ha
Ingar (Alg. elem. 66) a la ecuacion V=AXB.
917. TEOREMA. Losvolumenesde dos prismas,
o los de dos cilindros entre si, son como las bases
en casos de iguales alturas, i eomo las alluras
en caso de iguales bases. , «
Siendo P y p dos prismas 6 cllmdros con las
bases B y b, y con las alturas A 'y a, Serd

P AxB

—

P axb

¢ de donde, si es B=b, viene E—:‘-}-

ysi A=a, viene 5-:

B
"b'-x
.
248. rEOREMA. El lelraedro es limite de las
sumas de prismas tnscritos y circunscritos d él.
Dividiendo el tetraedro A BCV con planos
paralelos & la base ABC vy equidistantes entre
si, levéntense desde los puntos 4, A'........ y B,
B, (fig. 154) en que cortan a las aristas los
_planos, rectas paralelas @ la ofra arista lateral
€V hasta encontrar 4 dichos planos en los puntos
B DAl G, G"......; ¥ quedara trazado an pris-
ma esterior 0 circunscrilo en cada tronco - del te-
traedro, como DC en el tronco ABCFA'B.
Bajadas desde los” mismos puntos de seccion pa-
ralelas 4 la arista V€, quedaran trazados prismas
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interiores correspondientes, como 4'C inserito al
‘mismo tronco A BCFA'B. Cada prisma interior
serd idéntico al esterior que tiene encima; y por
tanto, la suma de diferencias entre los esteriores
4 interiores, sera el prisma DC esterior: ademas,
cada diferencia como DE estd dividida por el
plano ABV en dos partes, y la suma de las de
cada lado del plano es la diferencia por esceso 6
por defecto entre el tetraedro y la suma de pris-
mas esteriores 6 interiores, entre quienes el te-
traedro esta encerrado siempre. Al paso que se
aumenta el mimero de prismas, deerece la altura
de cada uno y por consiguiente su voliimen,
acercandose al mismo tiempo 4 igualarse con el
tetraedro las sumas de esteriores ¢ inleriores in-
definidamente, sin que jamas pueda ser la prime-
ra menor ni la segunda mayor que él; condicio-
nes precisas y suficientes para ser el tetraedro
limite de una y ofra suma.

219. -reenEMA. Dos telraedros de bases equi-
valentes y alluras iguales son iguales en voliimen.

Sean des tetraedros Ty T' de alturas iguales
y bases equivalentes, como tambien a y a’ las
diferencias entre las sumas de prismas esteriores
y los fetragdros. Situados Jos tetraedros con sus
bases en un mismo+ plano, y cortados por planos
paralelos & la base y equidistantes entre s, re-
sultardn secciones equivalentes que sean como
las bases, por la razon comun de los cuadrados
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de las distancias al cispide (183); habra igual ni-
mero de prismas en ambos, y cada uno de los de
T tendrd igual voliimen que su correspondiente
de T7 (216); y por tanto seran iguales las sumas, 6
T4a=T'4a’". Como T y T' son econstantes
mientras a y &' se acercan a cero indefinidamen-
te sin llegar jamds d él ni pasar 4 negatwas, ha
lugar a T=T'. . - -

220. TeoREMA. Kl telraedro. es tercera pa'r-
te del prisma que tenga (o misma base y la
misma allura que él.

Sobre la base A BC del tetraedro ABGV
formese el prisma 4 BD (fig. 155) triangular que
tenga la misma altura que él: y restando- de
este prisma el tetraedro, quedard.la pirdmide
cuadrangular AFDCV con el ecuspideen V.El
plano F V€ divide a su base paralelograma A B
en dos (ridngulos idénticos, y a la piramide en
dos  letraedros que teniendo por bases dichos
tridngulos y comun altura son  iguales en:voli-
men. Por olra parte, el telraedro A B €V, con-
siderando  ser elspide el punto: A .é el C, es
ignal & eada wno de los ofros. dos. por tener
iguol base y altura que ellos; luego, aunque se
considere A B C base del tetraedro ABCV y del
prisma A BD de iguales alturas, serd este Lriplo
de aquel. -

221.  TEOREMA. Elvolimen del tetfaedm es
tercera parte de! producto de base por altura.
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Por ser el volimen del prisma P que fenga
la base B y altura A la cantidad P=AXB, el
del tetraedro sera por el teorema anterior
' e 64

35 R
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222. TEOREMA. L.° El woltmen de la pirdmi-
de es tercera parte del producto de base por altura.
Dividiendo la base de la pirdmide P (fig. 150)

en triangulos con diagonales, los planos que vens
gan desde el chspide segun ellas partiran la pira-
mide en tetraedros T, T"... de comun altura A
Y-con las bases B/, B"..... (169), y se verificaran
las espresiones de voliumenes T'= é—éf—

3

AXDB" P
T = 5 etc. La suma es la piramide cuya

base componen las areas B'+B"+4B""+ete., y
por. consiguiente el voliumen estd espresado en

P=-‘%(B'—]—B”+B’”+ ...... ete.).
IL°  El volimen del cono es tercera parte del
produeto de base por allura.
Si se circunseribe al cono la piramide (196) y
se nombra V el voliimen del cono, B’ su base, 4
la altura (fig. 157); como tambien & el esceso del
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volimen de la piramide, y ¢ el esceso desn base;
el teorema que se acaba de hallar es

V44 =-‘i—(8’+a), de donde por el raciocinio ana-
]

logo al del articulo (216, IL.°) se viene &

V.—.-%-Axﬁ':—-;—-nr!x‘i, siendo r el radio de la

base B', )

M.> EL voliumen del poliedro regular es la
tercera parte del produclo de sw superficie por la
allura comun de las piramides en que se puede
“descomponer.

El voliimen del poliedro en general se obten-
dra descomponiéndole en piramides (169). El po-
liedro regular esta compuesto de piramides rectas
idéntieas; y suponiendo n el niimero de ellas, s la
base de una, y @ su altura, sera el volumen del

poliedro regular de n caras -;—fn s-xa:-—--;-S Xa,

haciendo ns=5.

225. 7TeOREMA. El volimen del prisma trian-
gular truncado es la lercera parte del producto
de una de sus bases por la suma de las distan-
cias que hay desde esta i los. tres vértices de la
olra base (fig. 156),

Un prisma triangular A B D trancado puede ser
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descompuesto en los tetraedros ABCV, FACV,
F D€ V;y los cispides de los dos ltimos pueden
considerarse en B sin que por esto varie de va-
lor su altura, por ser larecta BV paralela & sus
bases (146). Tambien se puede tomar por base
del tercero el triangulo A DC=FDC; de suerte
que la suma de los tres tetraedros en que fué di-
vidido el prisma es equivalente @ la suma

ABCF4+ABCDHABCYV, en que los dos prime-
ros tetraedros son ficticios-equivalentes 4 los del
prisma. Si ahiora convenimos en que en los tér-
minos de la suma enuncien las tres primeras le-
tras base, y la tltima el vértice de cada tetrae-
dro, y llamamos K, K', K" las distancias desde
la base comun A B € a dichos vértices, serd el vo-~

. AB

Iomen P del prisma P= = ¢ (K+K'4-K").

Cualquiera prisma truncade es divisible en
triangulares truncados, & manera del prisma rec-
to (169), y lasuma de estos esel volimen de
aquel.

224. TEOREMA. EI tronco de pigamide corta-
da por plano paralelo d la base equivale en voli-
men a la tercera parte del producto de la alfura
del tronco, por la suma de las dos bases y otra
que sea media proporcional enlre éstas (fig. 150
y 129).

Sea FGHJM V la piramide, y FC el tronco
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que resulta de cortarla por el plane A€ paralelo,
‘al de la base F [I. Supongase ademas al . tetrae-
deo F:GILY . de base y altura eguivalentes # las,
de la piramide, y' por ello del mismo- voliunen,
cortado tambien por el plano A €| paralelo.a la:
base @ la misma distancia que lo fué la piramide;,

de lo que habra resultado. un, tronco F.C. de te-
traedro con la misma altura qug el de la []ll‘ﬂm.l"
de, y con la_base mayor F G H equivalente & la
‘mayor F GHJ M de ella, Ademas, puesto que, las,
dos piramides complelas tienen iguales alturas,
facil es deducir (183) que la seccion ABC. del
tetraedro es & la ABCDE de la pirdmide eomo
la: base F G Il de aquel es & laF GHJ M de ésla;

es decir, que son ignales las secciones, a que se
sigue la equivalencia entre el tetraedpo parcial
ABCG V.y la piamide A B 0D E YV (121), Restando
de los totales estas parles, vemos que son igua-
les los troncos FGHCAB del tetraedro y
FGHIMEABCD dela piramide; y por: consi-
guiente bastara demostrar que el teorema pros
puesto se verifica en el tronco del tetraedro. |

Con tal objeto imaginese en el tronco

FGHCAB del tetraedro, con sus hases ABC y
F GH paralelas, un plano F B que pasa por

los tres vérlices F, B, H; (ig. 129) el cual divis

dird al tronco en dos partes, una que serd. el le-
traedro F G HB con la base mziyor del troneo y
su misma altura, y otra que serd la pirdmide cua-
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drangular F HC A B, ambas con su vértice en 5.
Otro planes A BH dividird esta pirdmide en dos
tetraedros; el uno es ABCH con la base menor
del tronco y su misma altura, y el otro es A FH B.
‘Mas, este altimo equivale al ficticio que se puede
imaginar con la misma base F' A H y el vértice P
‘en vez de B, marcando el punto P en la recta
"F'G por encuentro de BP paralela & FA, yde
consiguiente al plano de la base FAH. Aun se
puede considerar que el tetraedro AF HP tiene
por base el triangulo FHP, y A por. vértice; de
consiguiente la misma altura del tronco descoms=
puesto y de los otros dos tetraedros parciales, de
los que el uno tenia por base la menor del tronco
y el otro la mayor. De suerte que solo nos resta
probar que la base FPH del tercero es media
proporcional entre las bases FGH y ABC. Para
ello tenemos entre los triangulos ABC y FPH
de iguales alturas considerando A C y F H bases,
y entre los F P H y F G H tambien de iguales al«
turas considerando F P y F G sus bases, las rela-
ciones (121) y (126)

ABC .. A Qi FPEEP . AB .
FPH FH' FGH FG FG

y como por la semejanza de los triangulos ABC

AC AB

y FGH es ﬁ=7ﬂ}-’

se sigue la iguals

37
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ABC FPH

Sl T PR

busca}na.

Habiéndose, pues, demostrado que el tronco
de piramide es igual al de un tetraedro de base
y altura iguales (fig. 130), y que éste se compone
de tres tetraedros de la misma altura a del fron-
€0, y cayas bases son la mayor B, la menor b, y
una media propercional /b B entre estas; se si-
gue que el volimen Q del tronco de piramide
con sus bases B y b paralelas y con la altura a,
esta espresado en

0 =-;;-a(B+b+p’/Bb).

En vista de ello se deja conocer, que por ser
el ¢ono limite de la pirdmide corresponde la mis-
ma espresion al tronco del cono eon bases para-
lelas: y si suponemos r y ' los radios de sus ba-
ses Byb, sera B=mr', b=n1'", Bb=n'r'p'* y
/ Bb==nrr': y por consiguiente la espresion del
tronco de cono de bases paralelas con la altura

a4 es %wfra(r"—[—r”—]—rr').

225. TEOREMA. El voliumen de la esfera es el
tercio del producto de la superficie por el radio.
Para que se pueda valuar el volimen de la
esfera (fig. 145), considérese que: cada sélido en-
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gendrado por la revolucion del semipoligono cir-

cunscrito al semicirenlo generador es necesaria-
mente un trozo conico recto de bases paralelas;

¥y que eircunseribiendo piramides 4 los eonos re-

sulta un poliedro circunserito & la esfera cuya’
superficie es al fin limite de la del peliedro (201)

¥ (205). Si desde el centro se dirigen radios 4 los

vértices del poliedro, resulta dividido éste en’
otro sistema de piramides rectas cuyo cispide

comun es el centro, y altura el radio de la esfera

por ser tangentes & ella las caras del poliedro ba-

ses de dichas piramides. En atencion a esto,

siendo V, S, 7, el voliimen, la superficie y el ra-

dio de la esfera, como tambien a la diferencia do
volumenes y 3 la diferencia de superficies entre

la esfera y el poliedro; por lo demostrado acerca

del volimen de la piramide, serd la suma de to-
das las que componen el poliedro

-V+A=—%--r-><(s+8). Puesto que segun lo manifeg-
tado antes la superficie S es limite de la del po-
liedro, necesariamente las diferencias 3 y de re»
sultas A se van acercando indefinidamente 4 cero,
y por ello(Alg. elem. 66) la espresion del yolu-

1 4
men de la esfera (205) es 'V:-gvr XS ——43-?1'-.:‘5.

La férmula que se acaba de hallar da-esta.otra,
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1 3 -4
=|}’ (—%)x;/ V=0,620355X})/ V, para co-

> °

nocer el radio de una esfera cuyo volimen es
dado.
9226. tTEOREMA. El volumen del sector equi-

: 9 . :
vale d -gwr‘x, siendo r el radio de la esfera

y x la parte de radio perteneciente 'd la altu-
ra ¢ sdgita del casquele,

La parte de superficie poliedral circunscrita
correspondiente & un casquete esférico, es el con-
junto de bases de las piramides que resultaron en
las construeciones del articulo precedente. Lla-
miandose, pues, V el volimen del sector esférico
inscrito en el conjunto de piramides, s la super-
ficie de casquete, A la diferencia de volumen en-
tre el sector esférico y el conjunto de piramides,
y '8 la diferencia de superficies de casquete y po-
liedro, serda el volimen de dichas pirdmides reu-

; 1 ; 1 .
nidas V+A=-5-r(s+a}. Las diferencias & y A

van por lo manifestado en el articulo anterior
decreciendo indefinidamente segun se aumenta
el nimero de pirdmides, sin llegar jamas & cero
ni pasar de €él: de suerte que por el principio de
los limites (Alg. elem. 66) serd el volimen' del
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i. 2
sector V=—5-_1'>(s =-5—-.-rr‘a:, supuesta z la

parte de didmetro 6 sagita correspondiente al
casquete.

Restando el cono G CH del sector AGCH,
(fig. 133) se tiene el volimen del casquete GHA;
yrestando del sector ADCF el casquete AGH y
el cono DCF, se conoce el volimen de la por-
cion esférica cumprendida entre dos secciones
planas DF y G H.

227. teOREMA. El vollmen de la esfera vale
dos terceras partes del cilindro circunscrito.

A s :
La esfera vale = 7r% el eilindro eircuns-

crito a ella vale 2#7°, de donde viene la ra-

4 3 entre el volamen V de la esfera

y V'’ del cilindro.

LECCION SETIMA.

Comparacion de superficies y de vo=
lamenes entre si.

228, TEOREMA. Las superficies capaces de
espresion reqular estan en razon de los pro-
ductos de sus dos respeclivas dimensiones.
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Cuando la figura de un cuerpo es de tal na«
turaleza que se puede espresar el valor S de la
superficie suya en producto de dos dimensiones
como S=AXB, se dice que escapaz de espre-
sion_regular. Comparando esta superficie 4 otra
de espresion regular cualquiera S'=A'XB', hay

) AXB
51T TAYXB"

ser las superficies de dichos cuerpos como los
productos de sus dimensiones.

Obsérvese que la condicion S=S§' es como
AXB=A'XB', y no'dependiendo esta igualdad
de ser cada dimension en una figura igual & su
correspondiente en la otra, sino de ser iguales los
productos, presenta modos de formar una super-
ficie equivalente & otra, Aunque por ahora se
omilen las aplicaciones, eonvendra ejereitarse en
los problemas que envuelven los siguientes ge-
nerales.

1.° Dada una superficie, hallar las dimen-
siones para formar olra’ equivalenle; 6 conocer
los factores A y B del nimero que reprcsenm
la superficie S=AXB.

IL.°  Dadas las dimensiones de una superficie,
formar olra de base ¢ altura dada, que siendo
de su misma naturaleza equivalge exacta 6 pro'-
vimamente d da primera.

La solucion consiste en hallar por el mé-

entre ellas la rclacmn - que dice
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todo geométrico, ¢ por el de numeros, la cuar-

ta proporcional en -’J!- . A
AR

IL.°  Dada una superficie, formar olra equi-
valente de nuturaleza dislinta cuya base 6 allu-
ra seq dada. La solucion consiste en lo mismo.

229. TeOREMA. Dos superficies capaces de es-
presion regular, ‘que tienen comun cualquiera
de las dos dimensiones, estan en razon de la
olra.

La propercion Sl %8 se reduce &
prop E—; Vi A !XB:

g A s S B =

g IsuendoB._B,yaS, B,swnﬁoA =A":

de suerte que sien el primerfeaso es A=nx A"y enel
segundo B=nxB', sera en ambos S=nxS'. Lue-
go, para formar una superficie n veces mayor 6
menor que otra dada, las dimensiones de aquella
seran una de las de ésta y la otra n veces mayor
¢ menor; y este resullado conduee & la solucion
de los siguientes problemas.

1.° Dadas las dimensiones de una superficie,
formar otra de la misma nafuraleza n veces ma-
yor ¢ menor.

II.° Dadas las dimensiones de una superficie,
formar ofra de naturaleza diferente n veces ma-
yor ¢ menor. : ?
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© 250, reoREMA. Las superficies de dos figuras
semejantes, capaces de espresion regular, estan
en razon de los cuadrados de cada dimension de
una y la correspondiente de la otra, y por ello
tambien en razon de los cuadrados de cualesquies
ra lineas homdlogas.

Cuando se trata de dos figuras semejantes en

.8 AXB
la proporcion =

T AXE las lineas A y B son

respectivamente homélogas de A’y B', y esla
demostrado que en tales figuras son proporciona-

2 3 A .
les las lineas homologas como —:2 . Sustitue

A" B
yendo, pues, una razon por otra de éstas en la
gencral de las superficies, viene ’
> e B*

S G A

Por ser semejantes las esforas, estanlas super-
ficies de éstas S y S’ incluidas en el caso gene-
ral: y a mayor abundamiento la comparacion de
las espresiones (205) conduee al mismo resultado;

: ]
pues, por una parte hay gﬁzjﬂ, .

'ﬁ'?‘":rﬁ, y por 10

demostrado en el circulo son los radios como dos
cualesquiera lineas homologas; luego, las super-
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ficies esféricas proporcionales 4 los (madrados de
dos lineas homdlogas. -

Por 1o demostrado en este articulo y en el
‘{121) se resuelven varios problemas de superficies
semejantes. El que con mas frecuencia se puede
ofrecer es; formar una figura cuya superficie S
seq 1 veces mayor 6 menor que ofra S' dada se-

mejante, Para ello discarrase que Sy L

a1
COMO | - = yss ¥ la condicion S=n S’ como
A*=nA'"* 6 bien A=A"yn; es decir, que el lado
A que se busca es producto del conocido homé-
logo A’ multiplicado por el niumero /n.

251. TeEoREMA. Dos volumenes capaces de es-
presion regqular estdn en razon de los productos
de sus tres dimensiones respeclivas,

Se ha visto que en gencral el volimen V
capaz de espresion regular depende de tres di-
mensiones, como V=AXBXC: ysi se compa-
ra con otro V'=A'"XB'XC’, viene

V_ AXBXC
Vi AXBXC

Si ha de ser V=V’, resulta

AXBXC=A"XB'XC"; ;
3
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- jgualdad que puede quedar satisfecha por mu-
chos sistemas de factores, y que por ello. ofrece
distintos medios de formar un volimen equiva-
lente 4 otro dado, como se exije en los proble-
mas que estan comprendidos en los. siguientes
generales. .

1.e  Dado un voliimen, hallar las dimensione
para_ formar otro equivalente, ¢ los factores A,
B, C del numero que le espresa cuando es com-
puesto.

11.° Dadas las dimensiones de wuw volumen,
formar otro e¢quivalente de la misma naturaleza,
dadas para ello dos dimensiones de éste.

La solucion, suponiendo por ejemplo ¢" des-
conocida, consiste en hallar una cuarta propor-

. AXB ("
cional por i T Mas, para ello hay que

buscar primero otra & por

B.—m' Lit
L YSI.IS.IU-

yendo en la primera el valor 2 conocido, se tiene

't

: L. 0 :
la proporcion = final, que se debe cons-

truir para tener (.

HL.° Dadas las dimensiones de un voldmen,
formar otro equivalente de naluraleza distinta,
dadas tambien dos dimensiones de ésle. La
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solucion se tiene como en el case .anterior.
252, TEOREMA. Dos voliumenes capaces de es-
presion regular, que tienen comunes, dos de las
Ares dimensiones, eslan en razon de la lercera.

3 .V AXBXC :
La proporeion = ;707 se veduce 4

YA KON

Ji— en caso de BXC=B'XC"; y asien los

demas casos. De suerte que si ha de ser V=nV"
basta hacer A=nA": y asi, para que un volimen
sea n veces mayor ¢ menor que otro dado, basta
que tenga dos dimensiones iguales a las de éste,
y la fercera m veces mayor 6 menor. Sobre es-
to ocurren los siguientes problemas.

1.° Dado un volumen, formar olro de su mis-
ma naturaleza n veces mayor 6 menor.

Il.° Dado un volitmen, formar olro de nalu-
raleza distinta n veces mayor ¢ menor,

Estos problemas se resuelven @ beneficio de
lo que consta en la leccion precedente.

233. Los volitmenes de dos figuras semejantes
son como los cubos de sus dimensiones homdologas,
1y como los cubos de cualesquiera lineas homdlogas.

En las figuras semejantes las lineas 4, B, € de

Ko o AMIRG,
lyf_A:xBrx (]

son respectivamente homoélogas

s
H
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de A', B!, €'; y estd demostrado que en tales fi-
guras son proporcionales todas las lineas homolo-

Sustituyendo en la razon

4 ol ol
gas COMO Z=5= 7.

general de volimenes una por olra de estas igua-
les resulta

L e i

F"" AS = B® = cr "

El problema de esta especie que con mas fre-
cueneia ocurre es el siguiente. Dado un volimen
V', hallar otro V semejante n veces mayor ¢ me-

nor. Para ello la ecuacion = g7E o como

___V_:_Au’_s; yla condicion V=nV" como A*=n4’,
2V ad

3
6 A=A"Xy/n: la cual nos dice que el lado A del
volimen V que se busca es el producto del lado

A, conocido por el niimero 1/3’ .

254. TEOREMA. Kl volimen de una esfera es
mayor que el de un poliedro regular que tenga
superficie equivalente.

Finalmente, vamos & comparar el volimen de
una esfera con el de un poliedro regular que ten-
ga igual superficie que ella: y para el objeto sean
en la esferp, £ el volimen, S la superfieie v r el
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radio; como tambien en el poliedro, P el volimen,
S la superficie, y @ la altura comun de las pira-
mides rectas que componen el poliedro. Segun lo

demostrado (225) y (222) tenemos E=-;— rXsS,

i - s , FE 4
P=-g-a><S, y comparando sera 7=

Para cerciorarnos de eual volimen es mayor,
considérese que si fuera » igual & a, el poliedro
seria circunserito a la esfera y entonces la super-
ficie de esta menor que la del poliedro (205), lo
cual aun se verificaria con mas esceso en caso
de a>r. Puesto que mo puede ser a igual & » ni
mayor, tampoco podra ser P igual & E ni mayor:
es decir, que la esfera tiene mayor volliimen que
el poliedro regular a igualdad de superficies.

Aqui vemos un resultado andlogo al que se
hallé tratando del circulo y poligono isoperime-
tros (133), y seria convenienle discurrir acerca
de las demas analogias de esta clase; pero desis-
timos de la empresa por alender a los demas ra-
mos de la obra.
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