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firrafas més nofables que deber eorregirse

Pag.® |Livea (%) Dice Debe decir

8 20 |52 lo tienen st lo tiene

8 22 |silo tienen st lo tiene

9 2 |cosa cos a

9 3 |cosa sn a
12 | —10 |tan continuo también conlinuo
28 9 [{OA4+ACGOA4AT $0AXACGOAXAT
32 13 \logaritmos, senos logaritmos senos
32 |13y 1 {|legaritmos, tangentes logaritmos tangentes
32 14 |logaritmos, secantes logaritmos secantes
34 | —4 |awmentados aumentadas

(*) Los niimeros de las lineas, precedidos de una rayita, indi-
can que debe principiarse & contar por la parte inferjor de la
pégina,
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PROLOGO

Este volumen trata de lo que nosotros llamamos
Aspecto general de la Geometria, atendiendo las razo-
nes aducidas en nuestra ntroduccion al estudio de las
Matemdticas elementales, y consta de una leccion pre-
liminar y de tres libros. En la leccion preliminar estu-
diamos la manera de representar analfticamente los
segmentos y los dngulos rectilineos, y razonamos la
divisién en tres libros. El libro primero, que trata de
las lineas trigonométricas en general, estd dividido en
dos capitulos, el primero de los cuales comprende di-
versasrelaciones entre lineas trigonométricas, y el se-
gundo todo lo relativo 4 tablas logaritmico trigonomé-
tricas. El libro segundo, que trata de la trigonometria
rectilinea, estd también dividido en dos capitulos, el
primero de los cuales comprende la resolucién de tri-
dngulos rectdngulos, y el segundo, la de tridngulos
oblicudngulos. El libro tercero, que trata de la trigono-
metria esférica, estd dividido en otros dos capitulos, -el
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primero de los cuales, comprende la resoluciéon de tri-
dngulos esféricos rectdngulos y rectildteros, y el se-
gundo, la de tridngulos esféricos oblicudngulos. Y, al
final, resolvemos algunos problemas, como aplicaciones
notables de la trigonometria.

Expuesto concisamente el plan, que detallamos en
el indice, réstanos manifestar que nuestro objeto, al es-
cribir esta obrita, ha sido armonizar lo racional con lo
diddctico, para, de esta suerte, hacer lo m4s ameno
posible el estudio de las Matemdticas. Si hemos dado
siquiera un paso en la consecucion de tal fin, quedardn
completamente satisfechas nuestras aspiraciones.
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ASPECTO GENERAL DE LA GEOMETRIA

LECCION 1.

Noclones preliminares

1. El aspecto general de la Geomelria estudia las leyes rela-
tivas d los hechos de extension; es decir: no considera cada ex-
tensién en particular, sino un conjunto de extensiones que, por
cumplir con unas mismas condiciones, obedecen 4 una ley,

2. Las leyes relativas 4 los hechos de la extensién, se ex-
presan por medio de férmulas, que nos permiten apreciar debi-
damente, no solo la magnitud, sino también la posicién yla fi-
gura de las extensiones,

Para la determinacién de estas formulas, es necesario saber
antes representar, mediante una expresion literal, la magnitud y
posicién de una recta y de un dngulo rectilineo dados,

8. Si trazamos en un plano dos rectas AA" y BB, perpen-
diculares entre si, y considera-
mos (Fig, z.') el punto O en
que se encuentran como origen V.4
de segmentos rectilineos y la ¢
recta OA como unidad de direc-
cién, Zoda recta, tal como la
OA, gque tengala misma direc- 4+
cton que la unidad, es una can-
fidad evidentemente positiva, y se
representa por el niemero que ex-
presa la medida de su longitud c’
precedido del signo +, 6 sin sig- ’
no alguno antepuesto; 'y la recta
que, como OA', tenga direccion opuesia & la de la unidad, es

FIGURA 1."
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una cantidad negativa, que se representa por el niimero que expre-
sa su magnitud precedido del signo —.

Para hallar la expresion de OB, perpendicular 4 la direccién
de la unidad, tomemos sobre OA y OA', 4 partir del origen,
una longitud igual 4 la de OB, y representemos estas tres longi-
tudes iguales por el nimero . En magnitud, OB es media pro-
porcional entre OA y OA/, porque OB, OA y OA' tienen, por
construccién, la misma longitud @; en direccién, también es OB
media proporcional entre OA y OA’; porque el dngulo que for-
ma OA con OB es igual al que OB forma con OA’; luegola
expresién de OB, si ha de ser su fiel representante, serd también
media proporcional entre las expresiones -2 y —a de OA
y de OA’'; es decir, que se verificard: expresion de OB =
= .VW) =+ \/F—_E‘_" = +a\/—1. Ahora bien; la ex-
presién +a\/—1, segtin indica el signo == que la precede, repre-
senta dos rectas de igual longitud y de direcciones opuestas, y
como una de esas rectas es OB, la otra serd OB/, de igual lon-
gitud que OB y de direccién opuesta. Por consiguiente y pues-
to que es ==a\/—1 =a X(=\/—1), la recta que sea perpendi-
cular & la direccion de la unidad, es una cantidad imaginaria,
cuya expresion se obtiene multiplicando el nitmero que representa
su medida por =\|—1, debiéndose tomar el signo + 6 el sig-
no —, segtin que dicha perpendicular esté encima 6 debajo de la
recta gue marca la diveccion de la unidad.

Supongamos, por ultimo, que se quiere hallar la expre-
si6n de OC, oblicua 4 la direccién de la unidad: tracemos, des-
de el extremo C de la oblicua, la perpendicular CD 4 la di-
reccién de la unidad, y, evidentemente, la expresién de OC
serd +a -+ \/—1, suma de las expresiones de OD y DC, toda
vez que OO es la resultante, que pudiéramos llamar, de estas dos
tltimas rectas, cuyas longitudes respectivas hemos representado
por los niimeros a y 3. De aqui se deduce que toda recta oblicua
d la direccion de la unidad es una cantidad compleja de la forma

o £BY—1, en que Brepresenta la longitud de la perpendicular
trasada 4 la diveccion de la unidad, desde el extremo de la obli-
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cua,y o la distancia entre el origen y el pie de dicha perpen-
dicular.

EscoL1os.—1.0 Cada una de las expresiones -a, —a,
+a\—1 y +a=B\/—1, es un producto de dos factores, el
primero de los cuales se llama coeficiente de magnitud 6 modulos
y el segundo, coeficiente de direccion 6 argumento. El médulo de
las cuatro primeras expresiones es @ evideatemente; el mdédulo
de la tltima, segin el teorema de PITAGORAS, es \/m"-l—fﬁ"‘, y los
respectivos argumentos que se obtienen dividiendo cada una de
dichas expresiones por su médulo correspondiente, son: 4-1,—I,

kel b " g2

—t,—\/—1 = o 1
+v v y Y +VG3+?‘2 vua‘l‘iaa\/ 1. Es preciso
advertir que o lleva el signo menos, cuando se toma 4 la iz- -
quierda del origen.

2.° Quando la recta, cuya expresién nos propongamos de-

terminar, no tenga su origen en coincidencia con el origen de -

segmentos rectilineos, se toma a partir de este dltimo puato y
sobre la paralela trazada por él 4 la recta dada, una longitud
igual 4 la de esta recta, y estamos en uno de los casos ante-
riores.

4. La magnitud de un dngulo se representa, segiin sabemos,
por el nimero que expresa la medida de uno cualguiera de sus
arcos correspondientes, en virtud de tener todos estos la misma
graduacion; y la posicidn se determina, fijando la de uno de di-
chos arcos, para lo cual se establecen los convenios siguientes:
se trazan en un circulo dos didmetros perpendiculares y se con-
sidera como unidad de magnitud y de direccién el radio de la
derecha del primero de los referidos didmetros, el cual se llama
eje real; el didmetro perpendicular al eje real recibe el nombre
de eje imaginario, segiin lo expuesto en el nimero 3; el extremo
derecho del eje real se considera como origen de arcos, y el ex-
tremo superior del eje imaginario, como origen de complementos
de arcos; los arcos, que van desde el origen de arcos hacia el
origen de complementos, se consideran como positivos, y los
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descritos en sentido contrario como negativos; los arcos cuya
suma literal es un cuadrante, se llaman complementarios, y
tienen el mismo extremo, y los arcos cuya suma literal es
igual 4 una semicircunferencia reciben el nombre de suplemen-
tarios. (Fig. 3.2

5. Siendo dificil establecer relaciones directas y sencillas
entre las expresiones de los segmentos rectilineos y las de los
arcos, es preciso sustituir las expresiones de los arcos por las de
ciertas rectas, de tal manera relacionadas con los arcos 4 quie-
nes afectan, que, conocidos estos, en magnitud y posicién, es
muy facil determinar la magnitud y posicién de aquéllas, y al
contrario. Dicha sustitucidn se justifica demostrando el siguiente
teorema.

Si, dado un dngulo, se describe con un radio arbitrario su
arco correspondiente, se verifica que son constantes, independien-
lemente de la longitud del radio, los cocientes de dividir por éste:
1." La perpendicular trazada desde el extremo del arco al did-
melro que pasa por el origen; 2.° La tangente al arco en su ori-
gen, comprendida entre este punto y la prolongacion del didmetro
que pasa por el extremo, y

FIGURA 2.! 3.° la distancia entre el centro
X 2.5 y €l extremo de dicha tangen-
Z2Z te.=En efecto: las relaciones
AB A'BR" DO D'OY
/ CO VGO 4 COxr w60
4 AB T —g—g—:% son evidentes, en

virtud de la semejanza de los tridngulos rectingulos CAB y
CA'B', COD y C'O'D’ rFig. 2.")

EscoLio,—En virtud del teorema anterior, ¢l radio del arco,
correspondiente 4 un dngulo dado, puede tener una longitud ar-
bitraria, que se foma siempre por unidad; lo cval hace que los
cocientes de dividir por el radio las tres rectas, 4 que se refiere
el teorema, sean respectivamente iguales 4 ellas mismas. Estas
rectas que dependen del arco 4 que afectan, y, por lo tanto, del
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dngulo correspondiente, son las que sustituyen 4 los dngulos, por
lo cual reciben el nombre de Jineas goniomilricas, y, mds co-
munmente, el de /lineas trigonométricas, en atencion 4 ser el
triangulo la figura fundamental de la Geometria.

8. Las férmulas que nos proponemos determinar con el fin
de expresar sintéticamente las leyes relativas 4 Jos hechos de
la extensién, nos sirven también para resolver las figuras geomé-
tricas, operacion que consiste en calcular los elementos desconoci-
dos de una figura en funcion de los elementos conocidos que la
detevminan. Ahora bien; como la figura fundamental de Plani-
metria es el tridngulo rectilineo, y la fundamental de Estereome-
tria, el tridngulo esférico, la resolucién de figuras queda reducida
4 la de tridngulos, por lo cual el aspecto general de la Geometria
se divide en dos partes, denominadas: TRIGONOMETRfA RECTI-
LINEA, que trata de resolver tridngulos rectilineos, y TRIGONO=-
METRIA ESFERICA, gue se ocupa en la resolucion de tvidngulos
esféricos; pero, siendo necesario, para el estudio de cada una de
estas partes, el conocimiento de todo lo relativo 4 la teorfa de las
lineas trigonométricas, ¢l cuadro sintético de la divisién del as-
pecto general de la Geometria, es el siguiente:

ASPECTO GENERAL DE LA GEOMETRIA

Lineas trigonométricas

Trigonometria Trigonometria

Aplicaciones

rectilinea. esférica,

P P e e

MW
Bstoreomatrin

Planimeltia
Aplicaoionss



LIBRO PRIMERO

Lineas trigonométricas

CAPITULO I

Relaciones entre las lineas tridgonométricas

LECCION 2.

Lineas trigonométricas de un arco

7. LINEAS TRIGONOMETRICAS DE UN ARCO son ciertas
rectas, de tal manera relacionadas con ¢l arco & quien corvespon-
den, que, conocido éste, en magnitud y posicion, se puede determi-
nar la magnitud y posicion de agquéllas; y reciprocamente: conocida
la magnmitud y posicion de las lineas trigonométricas, correspon-
dientes & un arco dado, se puede determinar la magnitud y posi-
cion del arco.—las principales lineas trigonométricas de un

“arco, son el seno, la langente y la secante,

COLINEAS TRIGONOMETRICAS DE UN ARCO son las lineas
trigonométricas del complemento de dicho arco.—Las principales
colfneas trigonométricas de un arco, son e/ coseno, la cotangente
y la cosecante.

SENO DE UN ARCO es la perpendicular trazada desde (1
extremo del arco al didmetro que pasa por el origen,
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COSENO DE UN ARCO es el seno de su complemento, 6 la
distancia entre el centyo y el pie del seno.

TANGENTE DE UN ARCO es la porcion de la tangente al
arco en su origen, comprendida entre estc puntoy la prolongacion
del didmetro que pasa por el extremo del arco.

COTANGENTE DE UN ARCO es la tangente de su comple-
mento.

SECANTE DE UN ARCO es la distancia entre el centroy el
extremo de su tangente.

COSECANTE DE UN ARCO es la secante de su complemento.

Las lineas y colineas trigonométricas principales de un arco
se representan abreviadamente anteponiendo 4 la expresién del
arco las caracteristicas sn., cos., lg., ¢tg., sc.y ¢sc. Asi, siendo la
a la expresion del arco AC (Fig, 3.%), se tendri: CD=sn.a,
CF=cos.a, AE=tg.a, BG=ctg.q, OE=sc.qa y OG==csc.a.

Escorio.—Ademas de las

lineas y colineas trigonomé- : FIGURA 3. s L RA
tricas.. principales que hemos G 2 “G)/
definido, hay otras tres lineas /

auxiliares, e/ senoverso,el ver-
5oy el subverso, cuyas corres-
pondientes colineas son res-
pectivamente e/ cosenoverso, A 7] A
el coverso y el subcoverso.—
SENOVERSO DE UN ARCO é&s
la distancia entre el pie de
su seno y el origen; COSENO- c _/
VERSO DE UN ARCO ¢s &/ se- z V.
noverso de su complemento;

VERSO DE UN ARCO es la mitad de su senoverso; CQOVERSO DE
UN ARCO es e/ verso de su complemento; SUBVERSO DE UN ARCO
es el verso de su complemento, y SUBCOVERSO DE UN ARCO es ¢/
verso de su complemento ¢ 270°.—El verso, el coverso, el sub-
verso y el subcoverso, se llaman lineas de Mendoza, por haber
sido este célebre matemadtico espafol el primero que las di6 4
conocer en sus excelentes Zablas de Navegacion,—Siendo de
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muy poco uso las lineas y colineas Trigonométricas auxiliares,
limitaremos nuestro estudio 4 las principales, debiendo advertir
que, al decir, en lo sucesivo, lineas trigonométricas de un arco,
queremos expresar Jineas y colineas trigonométricas principales
de dicho arco.

8. Cualquiera que sea el arco de que se trate, el cosenoy la
cotangente son siempre reales, el seno y la tangente imaginarias
¥ la secante y la cosecante complejas, porque las dos primeras son
paralelas, las dos siguientes perpendiculares y las dos dltimas
oblicuas 4 la direccion de la unidad (3). Mas, como una linea
trigonométrica puede ser positiva 6 negativa, estableceremos la
siguiente REGLA: /as /ineas (seno, tangente y secante) son posi-
tivas, cuando estdn encima del eje veal, y negativas, cuando estén
debajo; las colineas (coseno, cotangente y cosecante) son positi-
vas, cuando estén & la devecha del eje imaginario, y negativas,
cuando estén & la isquierda.

9. Aplicando la regla anterior 4 las lineas trigonométricas
de los arcos AC, AC', AC" y AC", se observa que sz un arco
tiene su extremo en el primer cuadrante, todas sus lineas son po-
sitivas; st lo tienen en el segundo, son todas negativas, menos el
sena; st en el lercero, todas son posttivas, menos el seno y el cose-
no, y st lo tienen en el cuarto, todas negativas menos el coseno.
(Figura 3.%)

10. La expresién de una recta (F7g. 2.") DC oblicua 4 la
unidad OC de direccién, se puede transformar en otra expresion
que sea funcion del angulo C que forme dicha recta con la direc-
cién de la unidad.

En efecto: tracemos desde el extremo D de la oblicua DC la
perpendicular DO4 la direccién OC de la unidad;describamos con
un radio CO'=1, el arco correspondiente al dngulo C; tracemos
la perpendicular A'B’ 4 C'O, y designemos por los niimeros 2 y &
las longitudes respectivas de las rectas OC y DC. Segiin sabemos

por el nlimero 3 y su escolio, la expresién de DC es a+-bp/—1,

la cual es igual 4 |/a%+}-b? (

a b &
ﬁ“'—ﬁg—jb—,l/ —1). Aho-



— 9 —_—
ra bien; ¥a® b2 es la magnitud de DC, que podemos represen-
a. w e ige - CAY

tar por el niimero Vaifp: m DC CB'

he: b DO _A'B
Ya’4b: m DC CB
a-by/ 7 es igual 4 m (cas.a+sen.ap/__ﬂ‘ que es la expresién
trigonométrica de DC. Por consiguiente, /a expresion trigonomé-
trica de un segmento rectilineo oblicuo é la direccion de la unidad
se obtiene multiplicando el niimero que expresa su longitud por el
coeficiente cos.a—+-sen oV —1, siendo « el arco, de radio igual &
uno, correspondiente al dngulo que dicho segmento forma con la
direccion de la unidad.— Cuando la longitud de la recta sea igual
4 la unidad, su expresion trigonométrica queda reducida & cos,o.

_|_1/ = T

=CA'=cos.a,y

—A'B’ =sen.a; luego la expresién

LECCION 3.*

Variaciones de las lineas trigonométricas de un arco

1. Las lineas trigonométricas de un arco no sufren varia-
ctom alguna, ni en magnitud ni en signo, cuando se agvega al arco
un niimero cualquiera de circunferencias,

En efecto: la magnitud y el signo de las lineas trigonométricas
de un arco, dependen del extremo del arco (7 y 9). Si, pues, 4 un
arco @ se le agrega un niimero cualquiera de circunferencias,
como resulta otro arco &' con el mismo extremo que el anterior,
se verifican las siguientes igualdades, que demuestran el teore-
ma: sng=—sna’, cosa=cosa’, tga=tga', sca=—sca’ y csca==csca'.

EscoL1o.—El teorema anterior puede también enunciarse
diciendo: dos arcos, que se diferencian en un miltiplo de la cir-
cunferencia, tienen las mismas lineas trigonomélricas.

12. Las lineas trigonométricas de un arco no sufren varia-
cion alguna en su magnitud, cuando se agrega al arco un nimero
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impar de semicircunferencias, pero el seno y el coseno varian de
signo,

En efecto: agregar 4 un arco un nimero impar de semicir-
cunferencias, es lo mismo que agregarle primero una semicircun-
ferencia y después un niimero entero de circunferencias, porque
un nimero impar de semicircunferencias equivale 4 una semicir-
cunferencia més un nimero par de semicircunferencias, el cual, 4
su vez, equivale 4 un niimero de circunferencias mitad del ante-
rior. Si, pues, 4 un arco cualquiera, tal como AC (Fig. 3."), se le
agrega una semicircunferencia, resulta otro arco AC”, con su
extremo en el cuadrante opuesto; por lo cual {g), y por ser
iguales los tridngulos rectingulos ODC y OD'C”, se verifican
las siguientes igualdades: snAC—= —snAC”, cosAC=— cosAC’,
tgAC—=tgAC’, ctgAC—ctgAC", scAC=scAC” y cscAC=
cscAC", Agregando, ahora, al arco AC” un niimero cualquiera
de circunferencias, resulta otro arco, cuyas lineas trigonométri-
cas son respectivamente iguales a las del mismo nombre del
arco AC" (11).

EscoLio.—El teorema anterior puede también enunciarse
diciendo: dos arcos que se diferencian en un nitmero impar de se-
micireunferencias, 6 cuyos extremos son simélricos con relacion al
centro, tienen sus lineas trigonoméiricas del mismo nombre iguales
en magnitud y en signo, menos los senos y los cosenos, que son de
signo contrario.

13. Dos arcos, cuyos extremos son simétricos con relacion al
eje real, o con relaciin al eje imaginario, tienen sus lineas trigo-
nométricas del mismo nombre iguales en magnitud y de signo
contrario, menos los cosenos, en el primer caso, y los senos, en el
segundo, que son del mismo signo (Fig. 3.%)

En efecto: de lo dicho en el mimero g y de la igualdad
de los tridngulos rectangulos ODC y ODC”, OAE y OAE/,
OBG y OBG', se deducen las siguientes igualdades que de-
muestran el teorema: snAC”"=DC"= - DC=—snA(C, cosAC"
—O0D=cosAC, tgAC"=AE'=—AE= —tgAC, ctgAC"=BG'
=—BG=- ctgAC, scAC"=0E'=—0E= —scAC y cscAC"
=0G'=—06G=—cscAC; snAC'=D'C'=DC=snAC, cosAC’
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=0D'=—0D =—co0sAC, tgAC':AE':—-AE:-—-tgAC,
ctgAC'—BG'——BG=——ctgAC, scAC'=0E'=-0E=--scAC
y c¢scAC'—=0G'=—0G=—cscAC.

COROLARIOS, 1.* Dos arcos de igual magnitud, uno positi-
vo y el otro negativo, tienen sus lineas trigonométricas del mismo
nombre iguales en magnitud y de signo contrario, menos los cose-
nos, que son del mismo signo. Porque los extremos de dichos
arcos son simétricos con relacién al eje real.

2.° Dos arcos suplementarios tienen sus lineas trigonométri-
cas del mismo nombre iguales en magnitud y de signo contrario,
menos los senos, gue son del mismo signo, Porque los extremos
de dichos arcos son simétricos con relacién al eje imaginario,

3.9 Las lineas trigonoméiricas de un arco, que no lenga su
exiremo en el primer cuadrante, son iguales en magnitud a las li-
neas trigonométricas de un arco menor que un cuadrante. Porque
el extremo de dicho arco es simétrico del extremo de un arco
menor que un cuadrante, verificindose la simetria con relacién
al eje imaginario, con relacién al centro, 6 con relacién al eje
real, segiin que el extremo del referido arco esté en el segun-
do, en el tercero, ¢ en el cuarto cuadrante,

4. Las lineas trigonométricas de un arco cualquiera son
iguales en magnitud & las del mismio nombre, correspondientes &
un arco que no exceda de 45°. Porque, segin el corolario ante-
rior, las lineas trigonométricas de un arco cualquiera tienen igual
magnitud que las del mismo nombre, correspondientes 4 un arco
menor que un cuadrante. Si este arco, menor que un cuadrante,
pasa de 45° sus lineas y colineas son respectivamente las coli -
neas y las lineas del arco complementario, el cual es evidente-
mente menor que 45°.

14. Si un arco crece de un modo continuo desde cero hasta
el infinito negativo, sus lineas trigonométricas sufren las mismas
variaciones de magnitud que cuando el arco crece de un modo
continuo desde cero hasta el infinito positivo (nim, 13, C.° 1.9),
y las variaciones de magnitud que experimentan las lineas trigo-
nomeétricas de un arco, al crecer éste de un modo continuo desde
cero hasta el infinito positivo, son las mismas que hasta llegar el
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arco, en su crecimiento continuo, 4 los 360°, porque todo'arco
mayor que una circunferencia tiene el mismo extremo que un
arco que no exceda de 360°.

Las variaciones de magnitud que experimentan las lineas
trigonométricas de un arco, al crecer éste de un modo continuo
desde cero hasta 360° son las que expresa el siguiente cuadro:

Co- Co-
Arco Sene | Coseno |Tangente tangente | Secante | gecante
a=0" 0 1 0 oo 1 0
a crece crece |decrece| crece |decrece| crece |decrece
a=90° 1 0 00 0 (o’e) 1
@ crece decrece| crece |decrece| crece |decrece| ctece
a—180° 0 1 0 00 1 @8]
a crece crece |decrece| crece |decrece| crece |decrece
a=270° 1 0 ee] 0 e 1
@ crece decrece| crece |decrece| crece |decrece; crece
a=360" 0 1 0 0o 1 ee)

De lo expuesto se deduce que, si un arco crece de un modo
continuo, en el sentido positivo é en el negativo, desde cero hasta el
infinito, sus lineas trigonométricas varvian en magnitud, de un
modo tan continuo, entre los limites siguientes: de cero d uno el
seno y el coseno, de cero & infinito la langente y la cotangente, y de
uno & infintto la secante y la cosecante.

EscoL108.—1.° Si un arco varia de un modo continuo, posi-
tiva 6 negativamente, desde cero hasta el infinito, sus lineas tri-
gonométricas varian de signo, en el momento de pasar el arco
de un cuadrante al siguiente, (9). A/ pasar el arco del primer
cuadrante al segundo, y al contrario, 6 del tevcer cuadrante al
cuarto, y al contrario, todas las lineas varian de signo, menos
el seno; y al pasar el arco del tercer cuadrante al segundo, y al



-_ 13 —

contrario, 6 del cuarto cuadrante al primero, y al contrario, todas
las lineas varian de signo, menos el coseno.

2.° Siun arco crece de un modo continuo desde cero hasta
&l infinito positivo 6 negativo, las expresiones de sus lineas trigo-
nométricas, segiin se desprende de lo anteriormente expuesto y
de lo dicho en los nimeros 8 y 10, varian entre los limites si-

guientes: de V=1 46—V —1 el seno, de 4+ 14 —1 el coseno, de
-|-Cx3f:? & ——OO'i/—-_l la tangente, de 4+-00 & —QO la cotan-
gente, de + 14 +00V —1 y de 414 —coV—11/a secante, de
400V —1 4 + '/:;y de —i—'l/—TI & —O0V —1 la cosecante.
El seno y el coseno varian de signo al pasar por cero, la tan-

gente y la cotangente al pasar por cero 6 por el infinito, y la
secante y la cosecante al pasar por el infinito.

LECCION 4.°

Hxpresiones generales (e 10s arcos

15. Hallar la expresion general de todos los arcos que te-
nen el mismo extremo.

El extremo dado puede ser un punto del primer cuadrante,
del segundo, del tercero 6 del cuarto. En cada uno de estos
casos, el problema se resuelve agregando un nimero 2mr de
circunferencias positivas 6 negativas 4 la expresién correspon-
diente al arco de menor magnitud, entre todos los que tengan
por extremo el referido punto.

18. Hallar la expresion general de todos los arcos gne tie-
nen el mismo seno.

ositivo =--np/ —1 -
Si el seno conocido es P + l/__t, témese (Figu-

nggati\u’o =——-IIV’—]
i g : : encima
ra 3.'), sobre el eje imaginario, 4 partir del centro, dehﬂjﬂE

el eje real una longitud igual 4 la magnitud # del seno propues-




S
to, y tracese, por el {extremo de dicha longitud, la paralela al
Cf

Ic” y ¢’
circunferencia, son los extremos de todos los arcos, cuyo seno
es igual al dado (13), y cuyas expresiones respectivas son (15)
2mn+-a y (2m-- 1)n—a)
2mr—a y (2m+-I)n4-a)
quiera, positivo 6 negativo, incluso cero, y @ representa la mag-
nitud del menor arco, cntre todos aquellos, cuyo sero tiene la

magnitud dada #.
17. Hallar la expresion general de todos los arcos que lie-
nen el mismo coseno.

en que esta paralela corta 4 la

eje real. Los puntos ;

en que 7 es un nimero entero cual-

positivo—--n)
negativo—-—n
4 la derecha
a la izquierda
nario, una longitud igual 4 la magnitud # del coseno dado, y trd-
cese, por el extremo de dicha longitud, la paralela al eje imagi-

"

— =
Si el coseno conocido es , tomese (Fig. 3.%),

sobre el eje real, 4 pa;rtir del centro, del eje imagi-

nario. Los puntos , €n que esta paralela corta 4 la cir-

8% o 0y
cunferencia, son los extremos de todos los arcos, cuyo coseno es
2mn=ta -
(2m-{—1)rr:i:a£
en que s es un nimero entero cualquiera, positivo 6 negativo,
incluso cero, y a representa la magnitud del menor arco, entre
todos aquellos, cuyo coseno tiene una magnitud # igual 4 la
dada.
18. Hallar la expresion general de todos los arcos que tie-
nen la misma langente.

igual al dado (13), y cuya expresion general es (15)&

ositiva—+4-n)/—1
Si la tangente conocida es \P 0 , témese (Fz-
? negativaz=—an)/ —1
gura 3.%), sobre la tangente 4 la circunferencia en el origen de

ma

‘ enci :
arcos, 4 partir de este punto,, . tdel eje real, una longitud
debajo
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igual 4 la magnitud # de la tangente propuesta, y trdcese la rec-
ta que pasa por el extremo de dicha longitud y por el centro.

L4

C ; 2 ;
Los puntosig,,,y , €n que esa recta corta 4 la circunferencia,

yC

son los extremos de todos los arcos, cuya tangente es igual 4 la

dada (12 E.°), y cuya expresién general es (15)

mmn—a

¥ l, en que
mn—a
# €s un numero entero cualquiera, positivo ¢ negativo, incluso
cero, y @ representa la magnitud del menor arco, entre todos

aquellos, cuya tangente tiene una magnitud 7 igual 4 la dada,
EscoL1o,-—Las expresiones respectivas de todos los arcos

. OyCY (mmtay
que tienen por extremos los puntos C’"yc'ﬁ' songzl.nﬂ_ay
(2m—+-1)n-}-a

(2m +1)1':—a;' La primera representa un nimero par de semicir-

+

2
_a,

cunferencias, positivas é negativas, mds el arco , ¥ la segun-

da un nimero impar de semicircunferencias, positivas 6 negati-

—La

vas, mds el mismo arco . Por lo tanto, pueden ambas con-

m7—-a
a

densarse, digimoslo asi, en una sola expresi6n< ;-c que re-
mimt—

presente un ntmero cualquiera s, par 6 impar, de semicircun-
ferencias, positivas 6 negativas,

19. Hallar la expresion general de todos los arcos que tienen
la misma cotangente.
positiva—--#

Qtémese (Fig. 3.%)

Si la cotangente conocida es 2
negativa=——|

sobre la tangente 4 la circunferencia en el origen de complemen-

4 la derecha |

fon 4 X Jyaia geter 2w i o
s, 4 partir de este punto § A teie da(dcl €je imaginario, una

longitud igual 4 la magnitud z de la cotangente propuesta, y
tricese la recta que pasa por el extremo de dicha longitud y
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CycC
Gy
circunferencia, son los extremos de todos los arcos, cuya co-
tangente es igual 4 la dada (12 E.°), y cuya expresién general

por el centro, Los puntos ,en que esa recta corta d la

es (15 y 18 E.°)

o L, en que 7 es un nimero entero cual-
mn—a
quiera, positivo 6 negativo, incluso cero, y @ representa la mag-
nitud del menor arco, entre todos aquellos, cuya contangente tie-
ne una magnitud » igual 4 la dada.

20. Hallar la expresion general de todos los arcos que tienen

la misma secante.
1+n‘l/—_-1
1——-#1/:_1

témese (Fzg. 3."), sobre la tangente 4 la circunferencia en el ori-

Si la secante viene dada por su expresién general

i encima
gen de arcos, 4 partir de este punto, 4

ldel eje real, una
ajo

longitud igual 4 la magnitud », y tricese la recta que pasa
por el extremo de dicha longitud y por el centro. Los pun-

Cy (!
" y Cf
extremos de todos los arcos, cuya secante es igual 4 la dada

mn-4-a
T—a

tos , en que esa recta corta 4 la circunferencia, son los

(12, E.%), y cuya expresién general es (15 y 18, E,9), en

que sz es un nimero entero cualquiera, positivo 6 negativo, in-
cluso cero, y a representa la magnitud del menor arco, entre to-
dos aquellos, cuya secante tiene por coeficiente de la parte ima.
ginaria una magnitud #, que es la dada, en la expresion general

1+n\/:i(
1—:;‘\/-_1\'

Si como generalmente ocurre, la secante viene dada solo por
el niimero o que expresa su magnitud, precedido del signo mds
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6 del signo menos, para proceder como anteriormente, es preciso

determinar antes la expresién general ld:nl/m_l, en la cual no
hay mds incégnita que #. Esto se consigue, teniendo en cuenta
que el médulo '/]W de dicha expresién es igual al nimero da-
do « (3, E.°). En su virtud, se tendrd sucesivamente! ]/msza;
14ni=a? n®=u®—1y n—V a2 —1.

21. Hallar la expresion general de todos los arcos que tie-
nen la misma cosecante.

Si la cosecante viene dada por su expresién general
WV i4n
? —1—
ferencia en el origen de complementos, 4 partir de este punto,
4 la derecha

4 la izquierda

ttémese (Fig. 2.%), sobre la tangente 4 la circun-

ldel eje imaginario, una longitud igual 4 la mag-

nitud 7z, y trdcese la recta que une el extremo de dicha longitud
C.y-0"
C! y CI'H'
circunferencia, son los extremos de todos los arcos, cuya cose-
cante es igual 4 la dada (12, E.°), y cuya expresién general es

mrn-ta

mn—a

con el centro. L.os puntos en que esa recta corta 4 la

(15 y 18, E.°), en que » es un nimero entero cualquie-

ra, positivo 6 negativo, incluso cero, y & representa la magnitud
del menor arco, entre todos aquellos, cuya cosecante tiene por
coeficiente de su parte imaginaria una magnitud igual 4 7.

Si la cosecante viene dada solo por el nimero que expresa
su magnitud, precedido del signo mds 6 del signo menos, se
procede como hemos explicado en el problema anterior.

22. EscOLIO GENERAL.--El problema: «dado un arco, ha-
llar cada una de sus lineas trigonométricass, tiene una solucién
Unica, que se determina, grdficamente, aplicando el procedimien-
to que inmediatamente se desprende de la definicién de cada una

de las lineas trigonométricas de un arco dado, 6 numéricamente,
2
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por medio de las tablas trigonométricas, que mds adelante expli-
caremos; pero el problema inverso: «dada una linea, determinar
el arco correspondientes, es indeterminado, porque 4 cada linea
trigonométrica dada corresponden infinidad de arcos, que se de -
terminan dando @ » todos los valores enteros posibles, desde
cero hasta el infinito, positivo 6 negativo, en las férmulas esta-
blecidas al resolver los problemas de los nimeros 16, 17, 18, 19,
20y 21, después de que, por el método explicado en dichos nu-
meros, 6 por medio de las tablas, se haya determinado el arco a,
menor de todos los comprendidos en las referidas férmulas.

La indeterminacién de este problema inverso desaparece por
completo, cuando se sabe de antemano que el arco, de que se

(1]
trata, no es mayor que—-, porque todo arco, que no exceda de

un cuadrante, tiene cada una de sus lineas trigonométricas dife-
rentes de las del mismo nombre, correspondientes 4 cualquier
otro arco que tampoco pase de un cuadrante (14). Siel arco no
es mayor que 180° puede ser determinado, sin ambigiiedad, por
cada una de sus lineas trigonométricas, menos por el seno, por-
que éste determina dos arcos, menores que 180°% cuyos extremos
son simétricos con relacién al eje imaginario (13). Si el arco
puede llegar 4 valer 360°, es necesario, para determinarlo, el co.
nocimiento simultdneo de dos l{neas, siempre que no sean estas
las que forman una cualquiera de las combinaciones binarias que
pueden hacerse con la tangente, la cotangente, la secante y la
cosecante, porque dos cualesquiera de estas lineas determi-
nan dos arcos, cuyos extremos son simétricos con relacién al
centro.

LECCION 3s.*

Relaciones entre las lineas trigonométricas de un arce

23. Siconvenimos en designar las expresiones generales de
las lfneas trigonométricas de un arco « por las notaciones Sua,
Cosa, Tga, Ciga, Sca y Csca, y suponemos que las magnitudes,
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representadas por sna, cosa, iga, ciga, sca 'y csca, son suscepti-
bles de ser positivas y negativas, podremos establecer las siguien-

tes igualdades(3, 8 y 10): Sna—snaV —1; de donde: sna— j‘ﬁ;

— 7;
Cosa=cosa; Tga— ;’ga]/-——l; de donde: tg‘a:—g:% ; Clga=ciga;

Sca :
cosa+’/:1 sna
Csca
cosa+V —1 sna
Estas igualdades nos permiten transformar las relaciones que
existen entre las magnitudes, positivas 6 negativas, de las lineas
trigonométricas de un arco, en las relaciones andlogas entre sus
expresiones generales, y viceversa; mas, como ordinariamente se
opera con las magnitudes, y no con las expresiones generales de
las lfneas, y como, por otra parte, es mas facil hallar las relacio-
nes que hay entre las primeras que las ligan 4 las segundas, nos
limitaremos 4 determinar las relaciones entre las magnitudes de
las lineas trigonométricas de un arco; debiendo advertir: 1.0 que,
cuando, en adelante, hablemos de relaciones entre las lineas tri-
gonométricas de un arco, se sobreentenderd que nos referimos 4
las que existen entre sus magnitudes, lo mismo cuando éstas son
positivas que cuando son negativas; y 2.° que en Trigonometria
siempre se supone que el radio se toma por unidad, porque, si
asf no fuera, bastarfa sustituir cada linea por su razén al ra-
dio (5), en las férmulas obtenidas en el supuesto de ser el radio
la unidad, para pasar 4 las férmulas analogas, que se obtendrian
directamente, aunque con menos facilidad, si no se tomara por
unidad el radio.
24. Las relaciones fundameniales entre las lineas trigonomé-
fricas de un mismo arco son las siguientes:

Sca=sca {casa+1/—1 sna); de donde: sca=

Csca—csca (ca.ra+1/—_-1 scna); de donde: csca=

snlatcosba=1... (I); iga— ‘;L . (11); ctga"" o (1II);

1 1
@=——.. (IV); csa i (V).
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En efecto: designando por z el arco AQ (Fig. 3."); aplicando
el teorema de Pitigoras al tridngulo rectingulo COD; compa-
rando los tridngulos semejantes COD y EOA, BOG y FOC, y
teniendo en cuenta que es OA—0OC=0B=1, CD=FO=sna,
CF—0D=cosa, AE=tga, OE=sca, BG=ctga y OG=csca, se
pueden establecer las relaciones (I), (II), (III), (IV) y (V), que
nos hemos propuesto demostrar, y que son completamente ge-
nerales, porque se verifican, segiin acabamos de ver, no solo
para un arco que, como el AC, tenga su extremo en el primer
cuadrante, sino también para un arco cualquiera (13, C.° 3.9,
aunque el extremo de éste coincida con uno de los extremos de
cualquiera de los ejes (14).

EscoLio.—Por la simple inspeccién de las relaciones ante-
riores, vemos: 1.° que el seno y el coseno son las tnicas lineas
que, en realidad, pueden considerarse como principales; y 2." que
el seno, la tangente y la secante, son respectivamente reciprocas
de la cosecante, de la cotangente y del coseno,

26. Las relaciones, establecidas en el nimero anterior, nos
permiten resolver los problemas siguientes;

1.° Dado el seno de un arco, hallar cada una de las demds
lineas.—Trasponienfio sz#%z en la relacién (I), y extrayendo la
raiz cuadrada de los dos miembros de la ignaldad resultante, se
tiene: cosa—)/1 —sn?a, Teniendo en cuenta estevalor y las demds
relaciones podemos escribir:
tga—— —— ctga—p ; sca ———;; CEEAEa—r

v/ 1-—- sn%a’ sna /1 —sna sna

2.° Dado el coseno de un arco, hallar cada una de las demdbs

lineas trigonométricas.—Trasponiendo cos® en la relacién (I), y

extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros de la igualdad

resultante, se tiene: sna—|/1—cos”a. Teniendo en cuenta este
valor y las demds relaciones, podemos escribir:

cosa 1
tga— V1 cos®a, L =008, ctgam— ———: sca=———; csca— :

cosa /' 1-cos?a cosa /1-cos®a
3.° Dada la tangente de un arco, hallar cada una de las
demds lineas trigonométricas,—Elevando al cuadrado la relacién




(II), y agregando la unidad 4 los dos miembros de la igualdad
] snfa _  snafcosfa_ 1

s el A
resnltfnte, se tiene: 1--tg a_"cos“a+1_ o e

de donde: cos®a—

T—T—%g—”a ; & bien: cosa:l/—l;lgnz. “Teniendo
en cuenta este valor y las relaciones fundamentales, podemos es-
cribir:

tga !
7 1-_tg”a'
4.° Dada la cotangente de un arco, hallar cada una de las

BMa=

sa-abas TR
ctga:—l; sca—}/ 1+tg?a;csca:lLt_g_ja_.
tga tga

demds lineas trigonométricas.—Elevando al cuadrado la rela-
cién (III), y agregando la unidad 4 los dos miembros de la

igualdad resultante, se tiene:

2 2 3
14 ctgta—1 +cos a_ sn®a+-cosfa_ 1

sn®a—  snfa "~ sn%’
de donde: snga:—l-—;*' 6 bien: sna:——-;_—_—l_-h—__. Teniendo
14 ctg®a’ V/ 1+4-ctg?a
en cuenta este valor y las relaciones fundamentales, podemos
escribir:  cosa— i; tga— —1; sca:l/—j.c—tgff;
V/1-4-ctgta ctga ctga

csca—}/ 1-4}-ctga.
5.° Dada la secante de un arco, hallar cada una de las de-

mds lineas trigonomdtricas.—La relacién (IV) dd: cosa::—-l—.
sca

Teniendo en cuenta este valor y las relaciones fundamentales po-

23 gt
demos escribir; sna:_\ﬁc_‘i_l;tga:‘/scea-_l; ctga——— 3
sca Vscfa—1

sca
Vscta—1

6.° Dada la cosecante de un arco, hallar cada una de las de-

csca—/

.

més lineas trigonométricas.—La relacién (V) dd: sna— cslca.
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Teniendo en cuenta este valor y las relaciones fundamenta-

ey _\/csc gl g ?
les, podemos escribir: cosa=———— ga— "I/—'—_CFa—_l 3

csca
\escla—1

EscoLios.—1.° Al determinar las formulas que resuelven
los problemas anteriores, hemos prescindido del doble signo ==
que debe afectar 4 todo radical de 2.° grado, porque, segiin he-
mos advertido en el niimero 23, aqui solo tratamos de las mag-
nitudes de las lineas.

2. Cuando hayamos de aplicar las formulas precedentes, 4
la resolucion de algin caso particular, conviene racionalizar
previamente los denominadores que no sean racionales, Asf,

ctga—}/ csc?a—1; sca—

t .
para aplicar la férmula: sna:-L‘ multiplicaremos los
Vitrgta
dos términos del segundo miembro por su denominador, y re-

sultard: sna:w
14-tga

3. Teniendo en cuenta que ¢/ seno CD de un arco AC (Fi-
gura 3.") mnor que un cuadrante es de igual longitud que la mi-
tad de la cuerda CC" del arco duplo CAC", en virtud de la pro-
piedad de que goza todo didmetro perpendicular 4 una cuerda
CC", y recordando los valores de los lados de algunos poligonos
regulares inscritos, asi como las formulas fundamentales (24), po-
demos hallar los valores numéricos de las lineas trigonométricas
de algunos arcos particulares, Asi por ejemplo las lineas tri-
gonométricas de los arcos de 30° y 45° son las siguientes; sn 30°

=% °°53°°—"; tg 30°=—- \/ » ctg 30°=)/3,sc 300:2“8/3:
csc 30°=2; sn 45°=—cos 45°:~'_/2—2, tg 45°=ctg 45°=l,

s¢ 45°=csc 45°=}/2.

p = =
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LECCION 6.

Operaciones con los arcos ¥ sus lineas trigouométricas

FIGURA 4." 28. Hallar las lineas tri-
gonomélricas de la suma y de

g la diferencia de dos arcos.
e 1° Sean AC y AD (Fi-

gura 4.") dos arcos cuales-
quiera, cuyas respectivas
magnitudes representaremos
A A poray b, ysea AF la suma
de dichos dos arcos, que ven-
drd representada por a—0.
Siendo la longitud del radio
igual 4 la unidad, las expre-

Z’ siones respectivas de los ra-
dios OC, OD y OF serén (10): cosa-|/—1sna, cosb+1/—1snb
y cos (a+b)+/ -1 snfa-+5); pero lo mismo en posicion que
en magnitud, OF es respecto de OC, lo que es OH respecto de
la unidad OA= +-1; luego OF es el producto de OC por OD,
y por consecuencia, cos (a-+0) -+ |/:1 sn (a+-b) = cosa+

+ vV —1 ena) (cosby/—1 snb)=/(cosa cosb— sna snb) + (sna
cosb-cosa snb) |/ —1. Igualando las partes reales, asi como las
coeficientes de las partes imaginarias, resulta: su (a--8) =sna
cosb+-cosa snb (1); cos(a+b)=cosa cosb—sna snb. (1),

2,° Si, en las férmulas anteriores, sustituimos & por —J4,
se tiene (13, C.° 1.°): sn/a—b) =sna cosb—cosa sné (I);
cos(a—b)=cosa cosb-+sna snb (1I).

3.° Sabemos (24) que

__ snfa+-b) __cos(a-+8)
tg’(a-—l—é)._c—m (ats) y ctg{a-—{-é)_——m fats)
Sustituyendo, en cada una de estas igualdades; snfa-}-8) y
cos(a-4) por sus respectivos valores, hallados anteriormente, y



dividiendo los dos términos de la primera fraccién resultante por
cosa cosb, y los dos términos de la segunda por sna snb, se tiene:

tga--tgb __ctga ctgb—1
fg(“-l-é)—_'—-l_-tzw L R v (I1).
4.° Si, en las dos férmulas precedentes, sustituimos & por

t teb
—b&, se tiene (13, C. °1.°): tg (d__é):_g_a—l—_g_ (I); ctg (a—b)

1-4-tga tgb’
__1+4-ctga ctgb -
" ctgb—ctga L
5. Sabemos (24) que
1 1
5¢(ﬂ+5)—m y csc(’a-{—é)__s—n(;-_‘_—b).

Sustituyendo, en cada una de estas igualdades, snfa-+4) y
cosfa+0) por sus respectivos valores; poniendo, después,
en vez de los senos y de los cosenos, sus respectivos re-
ciprocos, (24, E.°), y efectuando la sustraccién indicada en
el denominador de la fraccién resultante, se tiene: scfa--6/—
sca scb csca cscb sca scb csca csch
. )

csca cscb—sca scb ®; m:(‘a+6,_5ca cscb-f-csca scb’ .

6.° Si, en las dos formulas precedentes, ponemos —& en
lugar de 4, resulta (13, C.” 1.%):

sca scb csca cscb
il ~ sca scb-+-csca csch’ (D;

sca scb csca csch
5 (In)

G " sca cscb—csca scb’

EscoL1o.—Las férmulas, que expresan los valores de las
lineas trigonométricas de la suma de dos arcos, pueden aplicarse
4 determinar las lineas de la suma de tres 6 mds arcos. Asf, por
ejemplo tenemos: snfa+-b-+-c)=snfa-b) cosc4cos(a+-b) sne=
(sna cosb~-cosa snb) cosc(csna csnb—sna snb)sne=sna cosb cosc
~+-cosa snb cosc-{-cosa cosh sne—sna snb snec, Andlogamente halla-
riamos las demds lineas de a-4--¢, y pasarfamos de Ja suma de
tres arcos dla de cuatro, de ésta 4 la de cinco, y asf sucesivamente.

27. Hallar las lineas trigonométricas del duplo y de la mi-
tad de un arco,




= 2§ =

~.1.° Si, en las férmulas, obtenidas (26, 1.2, 2.° y 3.%). hace-
mos b=a, resulta: sn2a=32sna cosa.. (I], cos2a—cosPa—sna, (IT);
th ctga— sc®acsc?a
2= (111}, Ig2a_-2——(IV) se2a=g .

]

sca csca
csc2a=—

(VI).
2.9 Sl, en la férmula (II), que hemos concluido de hallar, y

en la (I) del nimero 24, ponemos.a, en vez de a, se tiene

cosa= co.r"‘%a—-m“%a; 1=m’.i'9%a-|-m“%a. Sumando, prime-
ro, ordenadamente, estas igualdades, y restando, después, la pri-

7 |
mera de la segunda, resulta: l—l—mm:%as";—a; 1"595“:*25”25“;

de donde: cos? L a

1+cosa 9"]2_1 1-—cosa

; O bien:

cos-—a -—-‘\/1 -|-coaa (I); sn —a“"\/ =L . (1D

y por constgmente (24):

/1—cosa 1 [1--cosa '
il ) \T v
tg i \/ 1-4cosa” (T ete 2 \/ 1— cosa’ (V)

1 _VZ(l-l—casea) -—V"‘"l cosa)
L b e s °“C‘§"‘ T oohs bk

EscoLio,—Las formulas (I) y (II) precedentes, suelen tam-
bién emplearse en la siguiente forma:

2cos? 2—a=1—|—cosa (1); 2sn? %—a: 1—cosa (2)
28. Hallar la swmay la difevencia de dos lineas trigonomé-

tricas del mismo nombre, pertenecientes & dos arcos distintos,

1.° Sia y & son dos arcos cualesquiera, y designamos por

@' y &', respectivamente, la semisuma y la semidiferencia de di-
b ]

chos arcos, se tendrd: a'——— ,l) : &'_—:.‘lé—é; de donde, sumando

y restando, sale: g=a'+-8"; 6=a'—4&'. Si, ahora, aplicamos 4 los

arcos @' y 4 las férmulas halladas (26, 1.° y 2.°) resulta:

su(a’+ &' \=sna'cosb’' t-cosa' snb'; snfa' —6')=sna' cosb' —cosa'snb';



A

cos(@’+-8')=cosa cosbt' —sna' snb' ; cos(a' -+ 8 y=cosa' cosb'+-sna' snd’

Combinando por suma y por resta, sucesivamente, las dos pri~
meras de estas cuatro igualdades, y haciendo lo mismo con las
otras dos, se obtienen las siguientes: sn(a'+-b')+-snfa'—b')=
Osna'cosb’; snfa'4-b' )—sn(a —b&' )=2cosa'snd’; cos(a'+4-b' )4
cos(a'—b')=2cosa'cosd'; cos(a’' &' )—cos(a'—b')—2sna'snb’. X
sustituyendo &', &', a'-+-&' y a'—&' por sus respectivos valores, se
tiene finalmente:

sm+sné=2sn‘i¥cosa—;é wI);sna— snb:?co:a—z—l_—bm%_&. ~(ID);
cosa--cosb = 2ca:a;i~:—bcosagé. (I1L);
casa—cosé:—-%sn%éma;b. (IV).
Escorio,—Dividiendo, miembro 4 miembro, las férmulas (I)
(IT), que concluimos de establecer resulta: e
s © sna—snb

j::si(‘:x;]ci %%(E:j;) =t § (a+b)clg & (a—b) = tg}(a+tb)

X 1 gi(atd)

whia—b) tghia-0
los senos de dos arcos, partida por su diferencia, es igual é la
langente de la semisuma de dichos arcos, partida por su semidi-
JSerencia,

2.° Teniendo en cuenta las férmulas (II), (III), (IV) y (V)
del ndmero 24, las (I) del 26 (1.° y 2.°) y las del 28 (1.°), pode-
mos escribir:

(I). Por lo tanto: /a suma de

lga—-igb =§’§—,ff—;'§§ (D); iga—igd = %%L- (ID);
c{g’a+ctgé=i?-g-j%§)—. (II); ciga—cigh — %‘y' av);
sietichim o VI )

o s A "j;fi :;j e A 1
esca+-csch = il (a;tj st; 3(e—) . (VII)y
esca — ¢scb— 2528 dfatd) mdiprd) . (VIII.

sna snb
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CAPITULO II

Tablas trigonométricas
LECCION 7.

Construccién de unas tablas trigonométricas

29. TABLAS TRIGONOMETRICAS, son estados 6 cuadros que
contienen, en progresion aritmélica creciente, arcos que no pasan
de 90°, juntamente con los valores numéricos de las lineas trigo-
nométricas de dichos arvcos, 6 los logaritmos de estos valores
numéricos, De esta definicién se deduce que las tablas trigono-
métricas pueden ser naturales & logaritmicas, segin que
contengan , ademds de los arcos, los valores numéricos de
sus lfneas trigonométricas, 6 los logaritmos de esto valores
numéricos. No es necesario que las tablas contengan arcos
mayores que 0o° porque las lineas trigonométricas de un
arco mayor que un cuadrante tienen igual wvalor que las
lineas del mismo nombre, correspondientes 4 un arco me-
nor que un cuadrante (13, C.° 39), y, por lo qie respecta
al signo, éste se conoce siempre sabiendo en qué cuadrante
tiene el arco su extremo (9). Como los arcos crecen de un modo
continuo, y, por lo mismo, desde cero hasta 9o hay infinidad
de arcos, las tablas solo pueden contener los arcos creciendo
en progresién aritmética; por ejemplo: de 1” en 1”, de 10"
en 10", de 1" en 1’ 6 de 10" en 10'. Para construir unas tablas,
solo es necesario hallar directamente los valores numéricos de
las lfneas trigonométricas correspondientes 4 los arcos que figu-
ran en ellas hasta 45° porque las lineas y colineas de un arco,
que, sin exceder de 90° pase de 45°, son respectivamente las
colineas y las lineas de otro arco menor que 45° (13, C.24.°).
En la construccién de unas tablas, se empieza por determinar
el valor numérico de las lineas del arco menor que ha de figu-
rar en ellas; para conseguir esto, demostraremos los teoremas
siguientes,
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80. Todo arco positivo, menor que un cuadrante, es mayor
que su seno y menor que su tangenie.

En efecto: si el arco AC (fig.* 3."), que representaremos
por a, es positivo y menor que un cuadrante, su seno CD es
menor que la cuerda 4C, porque el primero es perpendicular
y la segunda oblicua al didmetro A4, y como la cuerda 40 es
menor que el arco que subtiende, se tiene, evidentemente:
sna < a. Por otra parte: el area del sector OA C es menor que el
area del tridngulo OAT; luego si es § OA+AC <4 OA+AT,
también serd AC—=a < AT—iga. Se tiene, pues, la siguiente
limitacién: sna < a < iga.

COROLARIO. La relacion entre el seno de un arco positive
menor gqne un cuadrvante y el mismo arco, tiene por limite la
unidad, cuando el arco tiende hacia cero.

En efecto: de las desigualdades sna < ay fga= cf.:z s

4 < Bk sna sna
se deducen respectivamente las siguientes: ——< 1y —>cosa;
a a

mas como el limite de cosa es la unidad, cuando & tiende hacia
cero, con mayor razén serd la unidad el limite de f%‘-{.

81. Elseno de un arco positivo, menor que un cuadrante,
es mayor que la diferencia entre ¢l arco y la cuarta parte del
cubo de dicho arco,

En efecto: segin el teorema anterior, se verifica:
snia
cos % a
snta>%acosta Multiplicando los dos miembros de esta
ultima  desigualdad por 2cost a, resulta: 2snda coska>a
cos® } a. Teniendo en cuenta que 2sn % @ cos % a = sna
(27, 1:9), y que cos* ¥ a = 1—sn® ya (24, 1), podemos escribir:
sna > a(1—sn*§ a)= a— asn® § a; pero como es sn % al }a,

sna
tg‘a——wczfz- > a; de donde: >4 a; y, por lo tanto:

2 i
también serd sn® } a < :—. Si en la diferencia a—a s#* % g po-

2
a* { 3 OO RIEG S
pemos Ten vez de sn'§ a, dicha diferencia disminuye , por
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1 a® a® -
aumentar el sustraendo, y se convierte en a—a ——4—:0—7,

a®
y como es sua >a—asn® @, con mayor razon serd sna >a— T

que es lo que nos habfamos propuesto demostrar.

82. Siendo igual 4 un minuto el arco menor de las tablas
que nosotros usaremos, vamos 4 resolver los siguientes pro-
blemas.

1." Hallar el valor numérico del arco de un minuto.— Como
la longitud de la media circunferencia, 6 del arco de 180" es
igual 4 w, en el supuesto de que el radio se tome por unidad, la

K1

longitud del arco de un grado serd 185 Y del arco de 1’ vendra
expresado por

o, ™ et B TAIROD i o

T 60— oo 10800 =0'000290888208... ..

2.2 Hallar el valor del seno de un minuto, —Ségﬁn los teore=
mas 30 y 31, se verifica:
0'000290888208.... > sn 1' > 0'000290888208...

' 8 ! 3

2 SRIQOBRIAI0 v > 0'000290888208..... — i e
4 4

=0'000290888208. . — 0000030000027 > 0'000290888208....

SOUSUROGoag e 0'000290888208.... — 0'000000000007

4

= 0'000290888201. Vemos, pues, que el valor del seno de un
minuto estd comprendido entre los valores 0'0002g0888208.... y
0000290888201, cuya diferencia 0'000000000007 es menor
que una unidad del undécimo érden subdécuplo, y, por lo tanto,
cualquiera de dichos dos valores sera el del seno de un minuto,
con un error menor que una unidad del expresado érden,

3.° Hallar el valor del coseno de un minuto.—Sabemos que

a 5 @ :
2sn® — - = {—osa; de donde: cosa :1—2;;1"7; pero siendo

a a ' : a a? ; e |
B e también serd .mﬁ—z— < 7; luego, si sustituimos
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N 2 a?
A a =
P B por 2 se tendra: cosa = 1 —2)(—{{—, con un error £ =
2

2 ” @2
=(1 --2sn® —‘;—)—(: —2 X—:—):: r—zsn"-z— — 142X G
a a® a a a a
=— 25?:’7 + 23X 7 =2(—~4— -33‘7) 22(—2* —+ sn T]
(i-— m-z—). Sumando—j— 4 los dos miembros de la des-
2
a a y any? g
igualdad s» =S T despejando i(—a—- en la desigualdad
a a au\S pan a ) ( a
e -—-}( = ) , resulta: > +sn—— <a} . )

a. B0 s i AT a a
>T—sn—?~,yswn la igualdad K = 2(——2 ~+ sn - )X

8

a a a a
X [—— — sm——), ponemos a en vez de —+ sn Y 1
2 2 2
/

a 8 a a ! a \3
——) envez —sn—— setiene; E< 2 X a (——
(= . -~ <zxaxi(5)

8 4 _.

. )(( £ ) =-( s ) Pero, como el arco de un minuto
2 2 2

es menor que 0'0003 < 0'0005= 3 g 5 =

0000 10X 1000

1 " et i I I'\¢ 4 &
X5 se verificard: = < FXIE Y(T) <(_4X 758 )
T 1 3 r 7 e
X T 256K 10" > 200X 10 =2)10%)X 102

.

I r
= 7L luego el error que se comete tomado por cos 7 el

valor 1 —2)(—-;-?;:1-—2)( RRPeR) 23380662 0'99999995769,
no llega 4 media unidad del 14.° 6rden subdécuplo.

Conocidos el seno y el coseno de un minuto, se hallan las
demds lineas trigonométricas, teniendo en cuenta las relaciones
(24), y una vez determinadas todas las lfneas del arco de un mi-
nuto, se pueden obtener las de los demds arcos, hasta 45°, me-
diante las férmulas que expresan las lineas de la suma de dos




arcos, y las que expresan las del duplo de un arco; pero, para la
determinacion del seno y del coseno, es preferible hacer uso del
siguiente teorema, debido 4 SIMPSON.

33. EZ; seno ! Seno i

de un arco,mitltiplo de otro, esigual al
coseno) coseno

del mitltiplo precedente, multiplicando por el duplo del coseno del

seno S
arco dado, menos el { } del multiplo anteprecedente.
coseno

En efecto: sumando las igualdades sz(a+4-8)=.... y sn(a—2b)
=....., asi como las cos fa-}+b)=-... y cos (a—0b) =...., se tiene:
sn (a+6) + sn (a—b) = 2sna cos b; cos (a+b) + cos (a—b)=
== 2 cosa cos b, Haciendo é—u y @ = mau, resulta: su (ma. 4 o)
~=sn(ma—oa) =sn(m-+-1)a--sn(m —1)a=2snmucosan;cosmo—+a)
~-cos (ma—a)=cos (m-+1) o+ cos(m — I)a=2 cosm a. cos o; de
donde: sn(m—-1)a—snmo X 2cos0—sn(m—1)a.... (1), cos(m—-1)a.
==cosma. ) 2cosd—cos(m—1I)o.... (I1).

Para aplicar estas formulas, se supone que es a==1', y se d4
d m, sucesivamente, los valores 1, 2, 3,.... Asi para m=1 tene-
mos: sn2'==2sn1'cos1’; cos2'=2cos®s'—1. Para m=2, resulta:
sn3'==sn2'4-2cos1'—sni'; cos3'—=cos2' X 2cost' —cos1',

EscoL10' GENERAL, —Conviene advertir que, procediendo
segin hemos explicado, podriamos llegar 4 formar unas tablas
trigonométricas naturales, y, tomando logaritmos, unas tablas tri-
gonométricas logaritmicas; pero este método elemental, expuesto
solo con el fin de probar la posibilidad de construir, mediante él,
unas tablas, es sumamente engorroso y deficiente; por lo cual los
constructores de tablas emplean métodos superiores mucho mas
rdpidos y seguros. -
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LECCION 8.

Disposiciéon ¥y uso directo

de las tablas logaritmico-trigonométricas

34. Puesto que las tablas trigonométricas logaritmicas
facilitan mds los cdlculos, 4 que se aplican, que las naturales,
s6lo trataremos aquf de las primeras, debiendo advertir que,
entre las diferentes tablas logarftmico-trigonométricas cons-
truidas, damos la preferencia a las de triple entrada por
que, ademds de contener los logaritmos de todas las lineas
trigonométricas con una aproximacién mds que suficiente para
las ‘aplicaciones ordinarias de la Trigonometria, son de mds
facil manejo que todas las demds, tanto nacionales como ex-
tranjeras.

35. Las tablas de triple entrada, que, para mayor como-
didad de nuestros alumnos, insertamos al final de esta leccién,
son tres: Ja ‘de logaritmos, senos y cosenos, la de logaritmos,
langentes y cotangentes, y la de logaritmos, secantes y cosecantes.
Cada una de ellas consta de dos pdginas contrapuestas, conti-
nuacién una de otra, y estd formada por dos partes, que son la
central 6 principal, de la derecha, y Ia auxiliar, de la izquierda.

(descendente

La columna % Scetdiate de la parte principal, que en-

G : St
cabeza con la letra ct( estd constituida por los nimeros, 0, 1

2, 3,...... 37, 88, 89, que 4 la vez que representan grados, son
superior
inferior

indicadores de filas; y la fila

de la misma parte prin-

(G

cipal, que también encabeza con la letra l C

, estd constituida

{ de izquierda 4 derecha

| de derecha 4 izquierda por los nimeros o, 10, 20, 30, 40,

50, 60, que, 4 la vez que representan minutos, son indicadores
de columnas. Todas las demads filas y columnas interiores de la
parte central estdn formadas por nimeros de cuatro cifras, que




representan mantisas logaritmicas, aproximadas en menos de
media diezmilésima. La parte ¢ tablita auxiliar, que estd situa-
da 4 la derecha de la principal, contiene filas de 4 nueve ntme-
ros, de una, dos 6 tres cifras cada uno, las cuales tienen por
superiores

inferiores---
de izquierda 4 derecha
de derecha 4 izquierda

86. Las tablas, que someramente acabamos de describir,
sirven, como todas las demds tablas logaritmico-trigonométri-
cas, para resolver los dos problemas siguientes: 1.° dado un
arco, hallar el logaritmo de una cualquicra de sus lineas tri-
gonomélricas; y 2.° dado el logaritmo de una linea trigonomé-
trica, hallar el arco corvespondiente. Para hallar el logaritmo de
cualquier linea trigonométrica, correspondiente 4 un arco dado,
que es de lo que vamos 4 tratar en esta leccién, haremos uso
directo de tablas, y distinguiremos varios casos, que se resuel-
ven aplicando las reglas que exponemos 4 continuacidn, las
cuales se limitan 4 explicar como se determinan las mantisas
logaritmicas, porque la caracteristica, que debe anteponerse 4
cada mantisa hallada, es la que se encuentra al principio de la
fila correspondiente, 6 la mds préxima de las anteriores, 4 me-
nos que la mantisa hallada esté precedida de una estrellita, pues
entonces le corresponde la caracteristica que hay al principio
de la fila siguiente,

37. REGLAS PARA DETERMINAR LAS MANTISAS LOGA-
RITMICAS DE LAS LINEAS TRIGONOMETRICAS CORRESPON -
DIENTES A UN ARCO DADO.—1.* La mantisa logaritmica de
linea

colinea

indicadoresa los ndimeros 1, 2, 3,4, 5, 6, 7,8, 9,

escritos

cualguier

de un arco, que solo consta de grados, se

& la derecha
4 la izquierda

dos dado, el cual deberd buscarse en la columna\¥Scendente que
lascendente

encuentra inmediatamente del nibmero de pra-

r

encabeza con la letra

G
c




BEjemplos:

lgsn25°—1 6259; lgtg 44°=1'9848; lgsc 75°=0'3870.
lgcos 84°=1"0192; [gcty 13°=0'6366; ng 7°=0'g141I.

linea
e coltnea

co, que consta de grados y decenas de minulos, se encuentra en
el concurso de la fila, indicada por el nitmero de grados, con la

2,

La mantisa logaritmica de cualguier de un ar-

e a7 superior a
columna, cuyo indicador | . A 3 es el nitmero de decenas de
inferior
minuto,
Ejemplos:

lgsn (70° — 20') = 1' 9739; lgtg (28°-- - 40')= 1'7378 ; fgsc
(89°-—- 30")=2"0592.

lgcos (54°-- - 40')= 1'7622; lgctg (42°---- 30') = 0'0379 ; Igese
(35%-=- 10)=0"2396.

3." La mantisa logaritmica de cualguier ? ﬁ”f’“ ‘ de un
colinca

arco, que solo consta de decenas de minuto, se encueniva en la

primera fila f"""fﬂf, SKPETLOr | mediatamente de&‘.’-’ 2 E del
inferior encima
nitmero de decenas de mnulo,
Ejemplos:

lgsn 10'=3' 4637; letz 50’ =2' 1627; lgsc 60'—0'0001 .
Igeos 10' =0'0000; letg 40" = 1'9342; lgesc 20'= 2' 2352.
4.*  La mantisa logaritmica de cualquier lbmz s de un areco,

que consta de grados, decenas de minuto y umdades de minulo,
se obtiene, agregando, & la mantisa corvespondiente & los grados
¥ decenas de minuto, aumentados en dies minutos las de las coli-
neas, el nimero que, en la tablita auxiliar se encuentra en el con-
curso de la fila, cuyo indicador es el ntomero de grados, con la

B, superior ! ;
columna, cuyo ma’tmdari inferior f son las unidades de minuto.




Ejemploa:

! = —
igsm (9% - 119 = } i T12030. Igm (?4“--57‘)—3 I, 413: {::'4144.
1

2022 (_
8)
Imuo---sr)—%‘ 936"% =1 9384. ‘@rtg(ss--n") %“3393:?3405.

1‘o18 of
gsc (84"~ 35=)_—_3 52 g—:‘ 0250. || feese(23°-- 26')=3 39?2 §=°' 4905 .

linea
colinea ﬁ @

arco, que solo consta de grados y unidades de minuto, se obtiene,
. \primera|
agregando, & la mantisa que en la 55egun da

al nitmero de grados, el nivmero, que, en la ta-

5. La mantisa logaritmica de cualquier

columna interior
inmediala
et % Jrente
blita auxiliar, se encuentra donde concurre la fila, indicada por
superior
inferior

el nivmero de grados, con la columna, cuyo indicador %
son las unidades de minuto. -

Ejemplos:
lgsn (35°~ 9)= 1586 {_Ti60s lgeos (77°-- 8%)= Ti3466 | _—
6 Py R T e AL AT

lgtg (40°-- z‘)=% 9238 :':::"‘9243. lgctg {64“——5‘)E{F63-:’g %=1'6866.

: ‘2988
s 41‘4% ity )('0'2532 lgese (30%—-19)= 3 2919 =0‘3007.
6.° La mantisa logaritmica de cualguier Hes de yn arco
: colinea )

que consta de gradoes, minutos y segundos, se obliene, trans-
Jormando el nivmero de segundos en decimal de minuto, y agre-
gando d la mantisa correspondiente d los grados

IR 08 o S e e o
Y decenas de minulo, aummmrias en 10’
la tablita zmlemr, se encyentran donde concurre la fila, indicada
por el nitmero de grados, con las columnas, cuyos indicadores

§auferiores son las
3 inferiores -

, los nilmeros que, en

Aeienrialis e BRI 15 it s S BN S NN LSO S

‘a5 unidades y decimales de minuto, aumentadas ¢n 1 todas menss la @lima |’
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debiendo advertir que cada uno de estos sumandos se reficren &
unidades del orden inmediato inferior al del sumando anterior,
¥ que el resultado debe limitarse & cuatro cifras.

Ejemplos:
1—;1060 5
lgsn (7°---24'--57")=lgsn (7°--24'95')= 3%7 =1"1108,
48
Totio™ | ..
lgtg (39°---17'~- 48")=lgtg (39--17'8')= 18 ~=:'91 30.
21
1'0184 )
lgsc (84°---38"- -4")=lgsc (84°- -38'07")=] 106 | =1'0291
092 )
i watye} 12934 -
lgcos (78°- -39'- -53 ):{ 9306 =1"2935
. 12
0’1847 a
lpetg (33%-=7'--15")=1 3 \-——0’1854‘
)
0'188g )
lgese (40°--- 15---6")= 6 =0"18g6

ST

7. Para hallar la mantisa logaritmica
del seno y de la tangente-=---- -=--
de la cosecante y de la cotangente ; fe gnaro ey de g

grados, como no hay tablita auxiliar, lo que se hace es agregar,
d la mantisa correspondiente & los grados y

( decenas de minuto- ==--==e caveee ... o s ;

l decenas de minulo, aumentadas en 10' } ’ L5 oo gt

( propuesto

| aumentado }  reducido & minutos,y ¢l cologaritmo

del arco

| mismo arco, limitado & decenas de minuto
| arco primitivo, reducido también & minutos---



Ejemplos:
Igsn (1.%-09=2'2410
Igsn (1.0 7= Ig 67 =1'8261
clg 60 —2'2218

clg 230 =3°383
lgese (2."-40)=13323
lg 160 =22¢41
g 155 =3'8097
lpetg (4.%---60)=1'0580
Ig 300 —2'4771

lgese (2--35,)=

lefg (3."-509—2'8261
iy 3. "52‘)—? i 232 —2'3655 ; 8207.
lgetg (4."~57") = ]
dg297  —3'5272
8." Para hallar la mantisa logaritmica
de la tangenle y de la secante
{ de la cotangente y del coseno-----

entre 85 y 9o grados, como no hay tablita auxiliar, lo que se

hace es agregar, & la mantisa correspondiente al arco formade

(y decenas de minuto---- ---- e mmmeiiras

| » decenas de minuto aumentadas en 10'\’ eliias

MISIMO AFCO-=m=r ~===

del arco primitivo \ ’

reducido & minutos, y el cologaritmo del complemiento del arco
e = reducido también & minutos

? rmfmw { limitado & decenas de mz’nnro}

Ejemplos:

‘fg! (889 5&‘)—z'5911r}
& 70 =1'8451 =17369
el 63 ==2"2007 )

\fiwr 89“ ~40%)—2,2352 |
—=1'3mcr—z*39m.

de un arco, comprendido

por los grados

Laritmo vulgar del complemento del

gty (88.%57% )= |

Jese (89™--40%)

Jr{g 14 =z_‘8539
ia’g’arg(ﬁg —109—2" |627i 4
lgety 89" 67)— 54 =1'7324 } —2‘1961.
e 5 =2'3010

] lgeos (8740 ):-2‘6097
{g’r.o_r{Sgn.,.__'S-}= gfg 142 =2'152 3‘—2‘6l56.

g 140 u3l8536
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EscoL10S.=Los logaritmos de las lineas trigonométricas
de un arco, mayor que 9o°y menor que 360°, se delerminan,
en cuanto al valor absoluto se refiere, hallando los logaritmos
de las lineas del arco que resulta de rvestar
gel arco dado de 180°

180° del arco dado---=", | cuando dicho arco dado esté com-
el arco dado de 360°---

90° y 180°)
prendido entre ! 150° y 270° . ; y los logaritmos de las lineas
§z7o° ¥ 360"_\.
trigonométricas de un arco mayor que una circunferencia, se
determinan hallando los de las lineas del resto de dividir el
arco propuesto poy 360°,

E jemplos:
lgsn (125° -17')=lgsn | 180'—(125°--17") |=lgsn (54°-- 43')=
U9119; lgtg (194°---12')= lgtg [ (194°--12') — 180° | =
lgte (14°--12") =1'4031; lgsc285°-10")=lgsc [ 360" —
(285°-~lo')]=lgs¢: (74°--50")=0'5823; lgetg 2.752°=lgcly
(7X3604-232%)=/lycty 232°—180" lgety 232°)=lgcty 52°
=1'8928,

2.° Fara hallar el colegaritmo de una linea trigonométrica,
se determina el logaritmo de su reciproca,

Ejemplos:
clgsn (40°--15'--6" )=lgcsc ( 40--15'--6" ) = 0'1896 ; clegr)
(84°-38'~4")=lgsc (48°--38"-4")=1"0291; clytg (42° 30)=
lgety (42°--30") = 0'0379; clgety (33°- 17'--48" ) = lgtg
(33°--17'--48") = 1'9130; clgsc ( 78°--39'--53") = lycos
78°--30"-53")=1'2035; clyesc (7° -24’- 57")=lgsn (7°- 24’
--57")= 1'1108,
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TOGCARITMOS SENOS

gl oA 20 3¢ 4 D Y TR B
0" 3.4637]7648 9408%0658|*1627%2419|89° - - - | - - -| -
1922419 3088)3668 4179 4637] 5050 5428188°) - - -| - - s
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8| 1136 1525{1612 1697 1981 a1°f 817 25|34 4251 |50
g°| 1043 2022}2100 2176 2251 80 | 81523(303845/53
10°) 2397 2458|2538 2606 2674 79°1 7142027344148 ¢
11°] 2806 2870|2934 2097 3058 78°) 6121925313744
129 3170 323313206 3353 3410 7'l 611 17[23 29 34[40
13°] 3521 3575|3620 3582 3734 76°| 511162126 32|37
14°] 3337 9887|3937 3986 4035 75°| 510 15/20 24 20(34 :
15°] 4130 417714223 4269 4314 74°l 5 914|1892327(32
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BQUIVALENCIAS GONIOMETRICAS

SENOS Y COSENOS

sn @ =csn (90" — a)

=—csn (N +a)
=sn (180° — a)
~g= i

T esca

csna=sn (90° —aq)
=sn (90* + q)
= —csn (180" —a)
1

SC a

“asilid
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TLLOGARITMOS TANGEINTES

lg.] O 10 200 300 400 500 60° O R T G
| o'} 3.4637]7648 9409+0658)1627*2010089°) - - - |- - - |- -
| 1°02.2419 308913669 4181 4638] 5053 543188°) - - -|- - |- -
| 2] 5431 577918101 6401 6682] 6945 719487 - - -|- - -| - -
| 37l 7194 742007652 7865 8067] 8261 8446)86°1 - - LN R
4] 8446 8624187958960 91181 9272 9420185°f - - - |- - -| - -
| 5|_0420 9563]9701 9836 9066]*0003°0216]84°418 27 40/53 67 80|03 107 120
| 610216 0336]0453 0567 0678] 0786 0891]83°f11 23 34 |45 56 68(79 90102
77| 0R91 099511096 1194 1291] 1385 1278]82°§10 20 2939 49 59(69 T8 8
8| 1478 1560]1658 1745 1831] 1015 1997|81°] 917 26/3543 52|61 69
9°] 1997 2078]2158 2236 2313] 2380 2483180°] 516 23|31 3947 (54 62
10°] 2463 2536]2609 2680 2750] 2819 2887]79°] 714 21 (28 3542{49 56
11°] 2887 2053[3020 3085 3149] 3212 3275}78°| 613 19|26 3239|145 52
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30°] 9024 9110§9135 9161 9187] 9212 9238]50°] 8 5 8/101315[18 21
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LOG—ARIT MOS TANGE NTES

] R L 200 300 40° 50° 60 (12345678 9
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53°] 1920 1255] 1282 1308 1334] 1361 1387]36°] 3 5 81113 16[18 21
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620 2743 2774] 2504 2835 2866] 2807 2928127°) 3 6 912151922 25
639l 20928 2060] 2001 3023 3054] 3036 3118]26°) 3 6 913 16 19|22 25
64°] 3118 3150] 3183 3215 3248] 3280 3313125°] 3 710(13 16 20{23 26
o5l 9313 3346] 3380 3413 3447]°3480 3514 24°] 3 '710i1317 2023 27
66°] 3514 ©548] 3583 3617 3652] 3686 3721123°) 8 710114 1721{24 28
67 8721 3757] 3792 3825 3864] 3000 3036)22°f 4 711014 1821|125 20
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EQUIVALENCIAS GONIOMETRICAS

TANGENTES Y COTANGENTES

tg a=ctg (N0°—q)

=—ctg (N° +a)
=—tg (180° —a)
Al

T ctga

ctg a =tg (90° —a)
=—tg (90° 4+ a)
—ctg (180° —a)
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T tga
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LECCION o °*

Uso inverso de las tablas lugariumloo-triganométricas.

38. Para hallar el arco correspondiente 4 una linea trigono-
métrica, cuyo logaritmo se conoce, haremos uso inverso de las
tablas logaritmico-trigonométricas, distinguiendo varios casos.
qus= s¢ resuelven aplicando las reglas siguientes:

1. Para hallar los grados de que consta el arco correspon-

( linea |
| colinea )
busca la mantisa de dicho logaritmo en la primera columna

diente d una trigonométrica, cuyo logaritmo se conoce, se

de la izquierda |

SESS T E T el nlimero de grados que se encuentra inme-
'y J

%

menor |
| mayor f
aquella no aparece en la referida columna, serd el niimero de gra-
dos buscado.

diato & la mantisa dada, 6 la mds proxima , cuando

Ejemplos:

antlgsn 1'0192=69; antlgtg 0'2577=610; antlgsc 0'0716=32°

antlgcos 19876 = 13° antlgetg ?,5 842 = 69%
antlgesc 10594=5".

2." Para hallar los grados y decenas de minuto de que consta
: : linea ;
el arco correspondiente & una olineal) 0 logaritmo se conoce,
¢

se busca la mantisa de dicho logaritmo en la parte interior de la
tabla, y los indicadores de la fila y columna que concurren en la

f
; ; , . _\menor
manltisa dada, 6 en la mds pmxzmai } , cuando aquella no
mayor

Se encuentra en la tabla, son, respectivamente, los grados y dece-
nas de minuto que se buscan.


file:///mayory
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Ejemplos:

antlgsn 1_’9846=y4°—--5o'; antlgtg 0’ 1111=52%=-10;
antlgse 0'1274=—41°- -40".

antlgcos 1’ 9880=13"---20'; 11tlgetg 1’ 7526=60°- -30;
antlgese 1'0314=5%---20".

3.2 Para hallar los grados y minutos de que consta el arco
linea ! :

Solined cuyo logaritine se convce, se de -

terminan, en primer tdrmino, los gradoes 'y decenas de minuto; des-

pués, se busca en la tablita auxiliar, y en la fila indicada por cl

niimero de grados, la diferencig entre la mantisa dada y la tabu-

inferior ) Superior ]
lar inmediata | superior } Y el indicador inferior J de la columna

correspondiente & ama{

donde se encuentra dicha diferencia, 6 la mds proxima menor, es
el nitmero de unidades de minuio,

Ejemplos:

antlgsn ?5__[;9:24“---13’; antlgty 0'1353 =53"---47'; antlgsc
0'7650—80°---6'".

antlgcos 1’ 3883 =75%---51"; Fmt‘gr:tg;—;‘_l-T 6789 =640 .--29";
antlgesc 0'4875 =19"- 0
4.2  Para hallar los gr_ada.f minutos y segundos de que consta

s ( linea |
el arco correspondiente & una i i , y cuyo-logaritmo se conoce,
se determinan, en primer término, los grados y minulos; después,
se buscan en la tablita auxiliar, y en la fila indicada por el ni-

mero de grados; los décuplos de las que llamaremos diferencias
derivadas, y los indicadores

e
{i;:ﬁﬂ'orn, Aisminuidos en 1 todos menvs el i'timo | ¥ las co-
lumnas donde_se encuentran los décuplos de dichas diferencias. 6
los niemeros menores inds proximos & ellos, son las decimales (16 -
cimas, centésimas,.. ) de m¥nuto, que conviene reducir & s grma’o.r
limitando el resultado d decenas de .re{umio



Las llamadas diferencias derivadas se determinan proce-
diendo del modo siguiente: se resta, de la mantisa logaritmica
dada, la tabular inmediata inferior, y si el resto no estd en la ta-
blita auxiliar, y en la fila indicada por el nimero de grados, la
diferencia entre dicho resto y el nimero inmediato menor, que
se <ncuentra en la referida fila, es la primer diferencia derivada;
se multiplica esta primer diferencia por 10, y, si el producto no
estda en la referida fila de la tablita auxiliar, la diferencia entre
dicho producto y el nimero inmediato menor de la misma fila es
la segunda diferencia derivada;y asi se continta hasta que apa-
rezed en la tablita auxiliar el décuplo de una diferencia derivada.

Ejemplos:
antlgsn 1’ §678 = 21°--241'63" = 210----41%-.. 38"; antlgtg
1'9773 = 430 --30'4' = 43° --30'---20"; antlgsc 0’2468 —
—55 ---29"- 30",
antlgcos 1’ 2345=80°--7'- -10"; antlgctg 0'7688=9° -39"-~50";
ant!gesc 0'5535—=16%- 15"---0".
5. Para hallar el arco correspondiente
\ & un seno 6 tangentes------- _ ‘
| duna cosecanteé cotangentey cuyo logaritmo dadoe carece de tabli-
ta auziliar, por ser el arce que buscamos menor de 5°, se deter-
minan, en primer término, los grados y decenas de minuto, y des-
pués se agrega, a la diferencia entre la mantisa propuesta y la
1 | inferior] :
inmediala ( superior | el logaritmo vulgar del arco hallado, redu-

cido & minutos; el antilogaritmo de la suma expresard en minutos
el arco buscado.

Ejemplos:

antlgsn 3’ 9952=34’; antlgtg 298165 =3%-45".
antlgesc 1 6498=1%--17"; antlgetg 1'0623 =4°--57".
6." Para hallar el arco correspondicnte

g 4 una tangente ésecante : dednbll
é una cotangente 6 coseno ) cuyo logaritmo dado carece de tablita


file:///o6zi~
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auzxiliar, por hallarse el arco que buscamos comprendido entre
85 y 90 grados, se deiermina el arco, menor de 5°, que resulta de
considerar
'[la tangente como cotangente, y la secante como coseca nte}
la cotangente como tangente y el coseno como seno- -- -
y despues se resta de 90° el arco hallado.

Ejemplos:

antlgtg 1'1777=86"--12'; antlgsc 2’2575—89°%---41".
antlgctg 2’ 1961 —8go---6'; antlgcos 2’ 9O57—=85°---23'.
EscoL10s.—Determinado, por medio de las tablas, el arco,
menor de 9o° correspondiente 4 una linea trigonométrica cono-
cida, para hallar todas las demds soluciones del problema, no hay
mas que dar valores 4 m en las expresiones generales de los
arcos que tienen una misma linea trigonométrica dada en valor
y en signo. )
2.°  Para hallar un arco, dado el cologaritmo de una de sus
lineas trigonométricas, se considera el cologaritmo dado como lo-
garitmo de la linea reciproca.

Ejemplos:

antclgsn 0’5535 =antlgesc 0’5535 =16"--14".
anlclgctg?-g;';!:;:antlgtg 1' 9773---—=43°--.30'---20".



LIBRO |l

“Trigonometria rectilinea

CAPITULO 1

Tridngulos rectanguwlos

LECCION 10."

Foérmulas para resolver triangulos rectiangulos y casos
generales de resolucién.

39. Como un tridnguio rectdngulo queda determinado, sin
ambigiiedad, por dos de sus lados, 6 por un lado y un dngulo
agudo, para poder resolverlo, solo necesitamos hallar férmulas
que relacionen dos lados y un dngulo agudo, puesto que la rela-
cién, que liga 4 los tres lados, ya la conocemos por el teorema
de PITAGORAS.

40. En todo tridngulo recldngulo se verifica: 1.° un catelo
es igual & la hipotenusa por el seno del dngulo opuesto al cateto,
6 por el coseno del comprendido entre la hipotenusa y el cateto;
2.° un cateto es igual al otro multiplicado por la tangente del dn-
gulo opuesto al primero, b por la cotangente del opuesto al segundo,

En efecto: sean a, &, ¢ la hipotenusa y los catetos de un
tridngulo rectangulo, y 4, B, C los dngulos respectivamente
opuestos, 4 los arcos, de radio igual 4 la unidad, correspondientes



— 56 =
4 dichos angulos. Si tomamos por unidad de direccién el cateto
CA, la expresion de la hipotenusa serd (2 y 10): é-—|—c‘\/ =

a{ca:C+V:T$"C):a£OJC+V — 1 asnC; de donde: b=acosC

—asnB; c—=asnC—acosB. Dividiendo cada una de estas igualda-

des tltimas por la otra, resulta: i__cth —gB; .__th' —cigB;

6 bién: b==c. tg B —c. ctg C; e=b. tg C=b. ctg B.
EscoL1o.—De las férmulas, que hemos concluido de hallar,
y que sirven para relacionar dos lados y un dngulo agudo; de la
relacién, que, segin el teorema de PITAGORAS, liga entre sf 4
los tres lados, y de la propiedad que tienen de ser complementa-
rios los dos dngulos agudos, se deducen las férmulas que, 4
continuacioén, escribimos ordenadas, con el fin de aplicar, en cada
caso, las que expresen las incégnitas en funcién directa de los
datos, para que, procediendo de esta manera, disminuyan las
causas de error, Las demds férmulas pueden emplearse, después

de resuelto el triangulo, como medio de comprobacién de los re-
sultados.

Valores de @ | Valores de & | Valores de ¢ | Vulores de B | Valores de C
a=\/BIFc¥ | b=V/JFT@ | c=/a%—b’ | B=go'—-C | C —go"—B
a=Db:snB | b=a.snB|lc=as0 C | suB=b:a|snC-—c:a
a=b:cosC | b=a.cosC | ¢c =a.cos B | cosB=1c:a | cosC=b:a
a=c:snC | b=cig Blc=btgC|tgB=bic|tgC=c:b
a==c:icosB | b=c.ctgC|c=nbh.ctgB |ctgB=c:b |ctgC=b:c |

; |

41.

Los casos generales de resolucion de tridngulos rectan-

gulos son cuatro, y se enuncian diciendo: resolver un iridngulo
recténgulo, dados los dos catetos, un dngulo agudo y la hipote-
nus@, un cateto y un angulo agudo, un cateto y la hipotenusa,

En cada uno de estos casos, se procede segun expresa el
siguiente cuadro:



(8128, E b~ 6P (eBp+qd|) soaBpue =1 B (== S00 ) w z6,185€ = ®
s lz=91- ob=(e8[p+qF|)us Fpue—g B =y us q P
wog,zElz Hw—r_nnl nvm_u_.nﬂuTNVwL.hm dpue = o (a—e) _ﬁ_._a..ﬂu_\\, =gl—gt =2 2 w 28,515z = q ’
1
285V 6b=0 g=.06—7 o sBle0T=of = g
w 08,2 Le=(g §a8[+q I Fpue-—2 g8 q =2 % e
2
w z6,185€ = (g usSp+q J)) Spue —= qusiq=—=® A w 25,518z — q
o35 PP 670 H—00 —0 o ST\ oF = g
w 9g,zELz=(gsoad+ed[) Bpus— o q 5008 =2 5 ‘B
0
m 25,51€z =(g usd|+edp) Fpue-—q guse = q q w 26,1g5€ — ©
4TE- Eh— 6¥=(q3[o+28]) B Spoe = 5 q:3=0% 0 w 9g,z€lz = o
2T L2==91 = ov="(3]p+q 3)) Hifpue =g 2:q=—gdh q =T
w z6,185¢= Tmulfmn_vu_h‘\_ Spue—=¢ gt A=y g w 25,518z = q
1
oapumyeSo] omaly) se[nug g sejradgoug soyeq sosED)




CAPITULO I

Tridngulos oblicuandulos

LECCION 1:1.

Formulas fundamentales y derivadas parala resolucion
de triangulos oblicuangulos

42. Como un tridngulo oblicuingulo queda determinado
por tres de sus seis elementos, entre los cuales tiene que figurar
un lado, por lo menos, necesitamos, para poder resolverlo, hallar
formulas que relacionen los tres lados y dos Angulos, los tres la-
dos y un dngulo, y dos lados y dos dnzulos; pues la que liga 4
los tres angulos es, segtin sabemos, A-4-B4C=180°.

43. En todo tridngulo se verifica: 1.° los lados son propor-
ctonales é los senos de sus dngulos opuestos; 2.° un lade cualqute-
ra es igual a la suma de los productos que vesultan de multiplicar
cada uno de los otros dos lados por el coseno del dngulo que for-
ma con el primevo; y 3.° ¢l cuadrado de un lado cualquiera es
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos, mds el duplo de
su producto por el coseno del dngulo comprendido.

FIGURA 5.2 En efecto: como, en el tridngu-

# lABC(fig"s5'),elladoC B
es la suma 6 resultante de los CA

: y AB, la expresion del primero

: serd igual 4 la suma de las ex-

& A2 _é__ presiones de los otros dos; luego,
si tomamos por unidad de direc-

cion la recta CE, se tcndra’. (10): afcos C+V:* sn C)=b 4 ¢

[cos (180°—A)4+V -1 sn ( 130°_A)]=b+c (—cosA4Y =1
sn A). Efectuando las operaciones indicadas en los dos miem-
bros, € igualando, después, los coeficientes de V—I, asi como
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los términos reales, resulta sucesivamente: acos C—I-V —1asnC=

=b—c. cos A-{—V:l_c. snA; a. sn C=c. sn A--(I); a. cos C=
b—ec. cosA---(II). De estas Gltimas igualdades se deducen res-
cn A
S C
Elevando al cuadrado las relaclones (I) y (II), y sumando los
resultados, se tiene: a* sn® C4-a’ cost C=c* sn*A+4-b*}-c*cos’A—
2bc. cos A; de donde: a¥(sn*C+-cos*C)=b*+}-c*(sn*A-}-cos’A)—
2be. cos A; 6 bien: a*=b*4-c*—2bc.cosA. Queda, pues,’demos-
trado el teorema.
EscoLios.—1.° Aplicando las férmulas obtenidas 4 los tres
lados, y teniendo en cuenta la relacién que liga 4 los tres dngu-

a
pectivamente las dos s:gulentes —=———;b—a.cos C4-c.cosA.

los, podemos escribir los tres sistemas siguientes de férmulas
fundamentales:

1% St s Lane
= R N e e snC
(IT) ---- a=b.cos C4-c. cosB; b=a cosC4-c. cosA; c=a cos B4

beos A,
(IIT)--m=-~ a*=b*4-*—2bec. cosA; b*=a’4-c*—2ac. cosB; c*=a’}-
b*—2ab, cosC,

2." Las relaciones, que hemos concluido de establecer, no
solo son suficientes para resolver, en todos los casos que pueden
presentarse, un tiidngulo oblicuingulo, sind que también sirven
para resolver un tridngulo rectingulo, haciendo A=q0°, y te-
niendo en cuenta que s290°=r y cosgo"=o0. A pesar de esto,
demostraremos los teoremas que siguen, con objeto de obtener,
mediante las férmulas anteriores, otras, que se llaman derivadas,
¥ que son mds cdmodas para el cédlculo logaritmico.

44,  En todo tridngulo, la suma de los lados, partida por su
diferencia, es igual & la langente de la semisuma de los dngulos
respectivamente opuestos, partida por la tangente de la semidife.
renciq de los mismos dngulos,
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"En efecto; de la férmula fundament - B e se dedu-
b snB
_a+b  snA4-snB snA4snB  tg §(A+B)
e ey e O e adey mares tg 4 (A—B)’
se tiene: ol = ted(A+B) , Segun querfamos demostrar.

a—b "~ tgiA -B)
EscoL10,—De la relacion precedente se deduce:(ab)tg 4

—b
(A—B)=(a—bjtg}(A+B); te}(A--B)=tgh(A+B) X~ pero,
siendo A4-B=180"—C, tambiéa serd § (A 4 B)=90° — {C; y
como tg3(A-+B)=tg(9o —4C)=ctgiC, se teadra por ditimc:

teh(A—B)=ctgiCX .

Luego: la tangente de la semidiferencia de dos dngulos de un
tridngulo es igual d la cotangente de la mitad del tervcer dngulo,
multiplicada por el cociente de dividir la diferencia por la suma
de los lados respectivamente opuestos & dichos dos dngulos.

45. Entodo tridngulo se verifica: 1.0 el seno de la mitad de
un dngulo es igual 4 la raiz cuadrada de una fraccion, que tiene
por denominador el producto de los lados que forman dicko én-
gulo, y cuyo numerador es el producto de las diferencias entre el
semiperimetro y los mismos lados; 2.° el coseno de la mitad de un
dnqulo es iqual & la rais cuadrada de una fraccion, que tiene por
denominador el producto de los lados que forman dicko dngulo, y
cuyo numerador s el producto del semiperimetro por la diferen-
cia entre el semiperimetro y el lado opuesto al mismo dngulo; 3.°

la tangentede la mitad de un éngulo es iqual & la raiz cuadrada
de una fraccion, que tiene por denominador el producto del semi-
perimetro por la diferencia entre el semiperimetro y el lado opues-
to d dicho dngule, y cuyo numerador es el producto de las diferen-
cias entre el semiperimetro y los lados que forman el mismo
dngulo; y 4.° la colangente de la mitad de un dngulo es tgual 4 la
raiz cuadrada de una fraccion, que tiene por denominador el pro-
ducto de las diferencias enire el semiperimetro y. los lades que
Jaorman dicko dngulo, y cuyo numerador. es el producto del semi-

a
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 perimetro por la diferencia enwre el semiperimetroy el lado opues-
o al mismo dngulo.

En efecto: si del primer miembro de la identidad 1=1 resta-
b c2—,
2bc

lacién fundamental a*=b*4-c* —2bc. cos A, se tiene:
b'-[—c*-——.a’___ 2bc—b'—c'4a?  a’—(b—c)*
2bc & ) 2bc 7= gbe "L

: |
mos cosA, y del segundo su valor ;deducidode la re-

I—CosA—1r—

(a_{_b_:;(:-i-c-—b) Si hacemos a6+ c=2p, serd: a 4+ b —c¢

a4-b+4-c —2¢ =2p —20=2(p—), a+c —b=2(p—b) y b+c—a=
2(p—a). Luego sustituyendo a6 —cy a<-c —& por sus respec-
tivos valores, y teniendo en cuenta que es 7—cosA=—2sn'%4, re-

st srcth A O=b1EA(0—0) _ a(p=Dilps)
. 2bc be

sn 4 A=\/@ vme==(T).

Si al primer miembro de la identidad 1=1, le sumamos cos4,
y al segundo su valor

§ 0 bien:

b’-]—c‘___ '—l-c’ _a? .
= resulta: 1—|—-:05A_l-|-—-—c—_
2be4-b'4-c' —a*  (b+c)*—a’®  (a4-b+-c)(bfc—a)
2bc i 1 2bc (i
2X2 (p—3) _ 2p (p—2) b Sy
2be b i Pero, como es 14-cos A=2c0s% 4,

se tiene: 2c0s*4 4 = L(Pb_ 6bien: cos§ A "’\/p il . (II).

Dividiendo cada una de las igualdades (I) y (II) por la otra_. po-
demos escribir las dos siguientes:

tg} A= ‘\/(D—b)(P- ) ctgd A= '\/ p (0—a)
p(p—a) (p—b) (p—c)’
Queda, pues, demostrado el teorema, puesto que las cuatro
férmulas halladas son aplicables 4 los tres dngulos,
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EscoL1o.—Para resolver un tridngulo oblicudngulo, en los
casos que vamos 4 distinguir, se emplean generalmente, como
mads comodas para el calculo logaritmico, las siguientes rela-
ciones, aplicables 4 todos los elementos andlogos.

(I)=--==----A 4+ B 4 C=180".

a b c
e o2 snA _ seB  snC

=
(IT)---- --g} (A- B)=ctg} CX g?b“
V-2 tgfA—\/_(P—b(p—0)
(! £ \/ P (P—a)

LECCION 122

Casos generales de resolucién de tridingulos

oblicudngulos

46. Los casos generales de resolucién de tridngulos obli-
cugngulos son cuatro ques se enuncian diciendo: resolver un
tridngulo oblicudngulo, dados un lado y dos dngulos, dos lados y
¢l dngulo comprendido, los tres lados, y dos lados y el dngulo
opuesto & uno de ellos.

En cada uno de estos casos, se procede seglin expresa el
siguiente cuadro:

£
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EscoL1os.—~1.° En el 4.° caso la incégnita B depende de su
seno, y, por lo mismo, puede tener dos valores: uno menor que
90° que es el que dan las tablas logarftmico-trigonométricas, y
el otro mayor que 90° que es el suplementario del anterior,
Ademas, como C'y ¢ dependen de B, es necesario averiguar, por
medio de una discusién conveniente, cudndo tendrd el problema
dos soluciones, una 6 ninguna. Si A es igual 6 mayor que go°,
es B €90° y el problema tiene una solucién dnica; pero, si es

A £90°, puede suceder que sea a>6,a=—6, 6 a<b. Si es a; b,

también es A;B, y €l problema tendrd una solucién tnica; mas,

si es a<_ &, A serd menor que B, y para averiguar las soluciones
del problema, hay que distinguir sies @ > bésn A,a = bsn ,A 6
@< bsn A En el primer caso hay dos soluciones, por ser
sn B<Z 1; en el segundo, una, por ser sn B =1, y en el tercero,
ninguna, por ser s# B > 1.

2, En la resolucién del 2 © caso, hemos determinado el
valor de ¢, en funcién de la incégnita 4, que, previamente, habfa-
mos hallado, en funcién directa de los datos; y al resolver el
cuarto caso, hemos obtenido, en primer término, el valor de B
por medio de los datos, para poder, después, determinar la in-
cégnita ¢. Hemos procedido asf, porque el método, que se em-
plea para hallar, tanto en un caso como en el otro, las incégnitas
en funcién directa de los datos, es mucho mds laborioso,

B N D



LIBRO I

Trigonometria esférica

CAPITULO 1
Triandulos rectangulos y rectildteros

LECCION 13.!

Férmulas para la resolucidén de triangulos rectangulos
v rectilateros.

47. Como un tridngulo esférico rectdngulo 6 rectildtero
queda determinado por dos de sus elementos, solo necesitamos,
para poder resolverlo, hallar férmulas que relacionen tres ele-
mentos, siendo dos de ellos conocidos. Con tal objeto, demostra-
remos los teoremas siguientes, suponiendo siempre que el radio
de la esfera es igual a la unidad,

48, En todo tridngulo esférico rectangulo, el coseno de la
hipotenusa es igual al producto de los cosenos de los catetos.

En efecto: si ABC (fig.® 6.2) es un tridngulo esférico rectin-
gulo en A y trazamos, por B, la perpendicular BD 4 OA, asi
como, por D, la perpendicular DE & OC, la recta BD serd per-
pendicular al plano AOC, por ser recto el
diedro de arista OA, y BE serd perpendicu-
lar 4 OC, que estd situada en dicho plano, en
virtud de uno de los teoremas de las tres per-
pendiculares; luego, si aplicamos un teorema
muy conocido & los tridngulos rectangulos
OED, ODB y OEB, podremos escribir: OF
=0D. cosb, 0D—=0B. cosc y OE=0B.
cosa; pero como esta iltima igualdad tiene
su primer miembro idéntico al primero de
la OE= OB. cosb. cosc. que resulta de multi-
plicar ordenadamente las OE=0D. cosb y 0D=0B cosc, se tie.
ne: OB cosa = OB cosb casc; 6 bién: cosa=cosé. cose, segin que-
riamos demostrar.

FiGura 6.*

6
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49. En todo tridngulo esférico birrectdngulo, los senos de los

lados son proporcionales & los senos de los dngulos opuestos.
En efecto: si ABC (fig." 7.") es un tridngulo rectangulo en A
FIGURA 7.* ¥ en B, el punto C serd el polo de AB,y AB Ia
medida del dngulo C; luego se tendrd: sna—=snA,

sna

snb — sn B, snc = sn C; de donde: A =h

snb snc R ISP snb
=3 | =1, ¥ = - E
snB — 7 snC i snA  snB
snc : .
A Z o Segun queriamos demostrar,
sn

50. En todo tridngulo esférico rectdngulo, el seno de un ca-
teto es igual al seno de la hipotenusa por el seno del dngulo opues-
o al catelo,

En efecto: si en el tridngulo ABC, rectdngulo en A (fig.* 8.%),

prolongamos los lados CA y CB,
hasta que cada uno valga un cua-
drante, y prolongamos también
los arcos AB y EE, hasta su en-
cuentro en D, los puntos C y
D serdn los polos respectivos de
FE y CF, y, por lo tanto, en los
tridngulos birrectdngulos CFE y
DAF, se verificard, segiin el teo- ¢
rema anterior:
snCE _ soF I snDF _ snA
snFE = snC (0; snAD  soF
el tridngulo BDE, podemos escribir (48): cos BE X cos DE —
==cosBD; pero cosBE X cosDE=cos(CE—CB) X cos(DF —EF)
—(cos CEcosCB —sn CEsn CB) (cosDFcosEF —sn(DFsnEF), y
cos BD = cos (DA —BA) — cos DA cos BA — sn DA sn BA;
luego: (cos CE cos CB —sn CE sn UB) (cos DF cos EF--sn DF
sn EF)=(cos DA cos BA -—sn DA sn BA); y, como los minuen-
dos de los dos miembros de esta igualdad son iguales 4 cero,
por serlo cos CE, cos DE y cos DA, se tiene: sn CE sn CB sn
DF sn EF — sn DA sn BA.

FiGura 82

(II). Por ser rectangulo
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Multiplicando, miembro 4 miembro, esta igualdad y las (I) y
‘(I1), simplificando el resultado, y teniendo en cuenta que CE, DF

~ y AD son cuadrantes, obtenemos sucesivamente:

snCE X snDF X snCE X snCB )X snDF X snEF
sn FE X sn AD
snF X snA X snAD X snBA
snC X snF 2
sn2 CE X sn? DEXsnCB ~ sn A X sn DA XsnBA
sn AD 3 sn C !

v BA
sn? CE X sn?DF X sn0B= it ;sn CB =

sn C L
sn BA
snC '’
nos habfamos propuesto demostrar.

COROLARIO,—En todo tridngulo esférico rectdngulo, el coseno
de un dngulo oblicuo, multiplicado por el seno de la hipotenusa, es
igual al coseno del cateto opuesto al dngulo oblicuo, multiplicado
por el seno del otro catelo,

En efecto: los tridngulos rectingulos BEF y BAF (figura 8.%)
dan (48): cos EF X cos BE=cos BF—=cos AB}Xcos AF; y como
CE y CF valen go°, y el arco EF es la medida del dngulo C, se
tiene: cos B—cos (CE — BC) = sn BC; cos AF =cos(CF —AC()
=sn AC; de donde, sustituyendo, resulta: cos Csna=cos csn b,
conforme con el enunciado.

Bl. En todo tridngulo esférico rectdngulo se verifica: 1.° la
tangente de un cateto es igual a la tangente de la hipotenusa, por
el seno del dngulo comprendido; 2.° la tangente de un cateto es
igual 4 la tangente de su dngulo opuesto, por el seno del otro ca-
teto; 3.° el coseno de un dnguleo oblicuo es igual al coseno de su ca-
teto opuesto, por el seno del otro dngulo oblicuoy 4.° el coseno de la
hipotenusa es igual al producto de las cotangentes de los dngulos
oblicuos,

sn BA = sn CB Xsn C; 6 bién: snc'= sna. sn C, segiin

coscsnb

En efecto: segtin €l corolario anterior, cos C= e

cosa
y como (48) cosc= R

, s tiene, sustituyendo:
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cos C = ﬂb— = ctga ctgb; de donde: tgh—tga sn C, Di-
snacosb

vidiendo ordenadamente las férmulas snc—=sna sn Cy cosc snb=

= sna cos C (50, c.?),-se tiene: tgc = snb tgC. Dividiendo orde-

nadamente las formulas cos ¢ cos b =snacos Cy sn b —sn a snB

os C

c
(50, ¢.%), tenemos: cos ¢ = p

; de donde: cos C = cos c sn B.
2 cos C
Multiplicando ordenadamente las igualdades cos = B VoS &

= _c%’ que acabamos de demostrar, y teniendo en cuenta el
sn

numero 48, resulta: . cos 2 = ctg B ctg €. Quedan, pues, demos-
tradas las cuatro partes del teorema. :

52. En todo tridngulo esférico rectildtero se verifica: 1.° el
coseno del dngulo opuesto al cuadrante es igual ¢ menos ¢l pro-
ducto de los cosenos de los otros dos dngulos; 2.° el seno de un dn-
glo adyacente al cuadrante es igual al seno del dngulo opuesto
al cuadrante, por el seno del lado opuesto d dicho dngulo adya-
cenle; 3.° la tangente de un dngulo adyacente al cuadrante es igual
@ menos el producto de la tangente del angulo opuesto al cuadran-
te por el coseno del lado no opuesto & dicko dngulo adyacente; 4.°
la tangente de un dngulo adyacente al cuadrante es igual al pro-
ducto del seno del otvo dngulo adyacente al cuadrante, por la tan-
gente del lado opuesto al primer dngulo; 5.° el coseno de un lado
adyacente al cuadrante es tqual al coseno del dngulo apuesio por el
seno del otro lado; 6° el coseno del dngulo opuesto al cuadrante
es tgual & menos el producto de las cotangentes de los otros dos
lados.

En efecto: designando por 4, B, C, a, 4, ¢, los dngulos y los
lados de un tridngulo rectilitero, y por 4', B', C', &', ¥', ¢, los
del tridngulo polar correspondiente, el cual serd rectangulo en 4,
tendremos: a'=180" —A, b’:ISO“——B,C':ISQnC,A'::So“—
—a, B'=180"—b, C'=180"—c¢; luego de las (6rmulas cos a'—
cos b’ cos C',snc’=:na’ snC', tg b'=tg a’ cos C/, tg b/,=sn ¢’
tg B', cos B'=cos b’ sn C’, cos a’=tg B’ ctg C’, que hemos con-
cluido de hallar para los tridngulos recténgulos, se deducen, por



__69 =
simples sustituciones, las siguientes: cos A=-—tosBcosC,snC=
sn A sn ¢, tg B——tg A cos ¢, tg B=3saC tgb, cos b=cos Bsnc,
cos A=— ctgb ctge, que demuestran el teorema.

EscoL10S.—1.° En todo tridngulo esférico rectdngulo, 6 los
tres lados son menorves que 90", 6 uno ¢s menor y los otros dos ma-
yores que 90°; pues: de la relacién cos a=cos & cos ¢, se deduce
que si cos @ es positivo, cos & y cos ¢ son ambos positivos 6 am-
bos negativos, lo cual significa que, en el primer caso, @, 4 y ¢ son
menores que 9o°, y en el segundo, es a<go° y &y ¢ mayores que
90°% y si, cos @ es negativo, cos & y cos ¢ son uno positivo y el otro
negativo, y, por lo tanto, @ es mayor que 90.% y & y ¢ uno mayor
y el otro menor que 90°,

2.9 Fn todo tridngulo esférico vectdngulo, un cateto y su dn-
gulo opuesto son ambos mayores 6 ambos menores que 90°; pues
en la férmula cos B=cos & sn C, sn C s siempre positivo, por ser
C< 1802 luego cos By cos & teadrdn el mismo signo, lo cual sig-
nifica que B y & son los dos mayores 6 los dos menores que 90°,

3.° En todo tridnguls esférico rectildtero, o los tres dngulos
son mayores que 90°, 6 uno es mayor y los otros dos menores que
90°; pues, de la relacién cos A=-—cosB cos C, se deduce que, si
cos A es positivo, cos B y cos C son uno positivo y el otro nega-
tivo, y, por lo tanto, A es menor que 9o° y 8 y C uno mayor y
el otro menor que 9o°; y si cos A es negativo, cos B y cos (! son
ambos positivos 6 ambos negativos, vy, por lo tanto, es a>90°, y
B y C ambos mayores 6 ambos menores que 9o°.

4.  Entodo tridngulo esférico rectildtero, un dngulo adya-
cente al cuadrante y su lado opuesto son ambos mayores 6 meno-
res que ¢0°% pues, enla férmula cos b=cos B sn ¢, sn ¢ es siem-
pre positivo, por ser ¢ menor que 180°, luego cos B y cosb tendrdn
el mismo signo, lo cual significa que B y 4 son ambos mayores
6 ambos menores que go°.

5.° Para resolver un tridngulo esférico rectingulo ¢ rectila-
tero, se hace uso de las formulas siguientes, las cuales son apli-
cables 4 todos los elementos andlogos:



_79-—

Tridngulos esfericos rectangudos. Tridngulos esfericos rectilileros.
cosa=cos bcos ¢ cosA == cosBcos C
snc=sn a sn C st = sniAisn. ¢
tgb=1tg a cosC tg B= -tg Acosc
tgb—=sn c tg B te B—= snCtg b
cosB—cosb sn C cosb— cos Bsn ¢
cos a=cotg Bctgc cos A ——ctg betg ¢

LECCION 14.*

Casos generales de resolucién de triangulos esféricos
rectingulos ¥ rectiliateros.

58. Los casos generales de resolucién de triangulos esféri-
cos rectangulos son seis, que se enuncian diciendo: resolver un
tridngulo esférico recténgulo, dados la hipotenusa y un cateto, los
dos catetos, la hipotenusa y un dngulo oblicuo, un cateto y el dngu-
lo adyacente, y los dos dngulos oblicuos.

En cada uno de estos casos, se procede segiin expresa el si-
guiente cuadro:
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EscoL1o.—Teniendo en cuenta las propiedades generales de
los tridngulos esféricos, y los escolios 1.° y 2.° del nimero 52, es
fécil ver: 1.° que los problemas, de los casos 2.% 3.° y 5.° son
siempre posibles, y tienen una solucién tinica; 2.° que el del pri-
mer caso serd posible, siempre que sea sz /<sn @, para lo cual es
preciso que sea @=90° 6 que, siendo @ X 90° seaa X 4, 6
46X 180°—a; 3.° que el del 6.° caso serd posible siempre que la
suma de los dngulos dados esté comprendida entre 9o° y 270°,
y su diferencia entre —go° y 90°% 4 ° que el del cuarto caso tiene

a, (o «,
180°—a, 180° _c, 180°--C¥’

0 o
y para 6<go°, 1803"’—a ISOC & ESOC % , siendo e, ¢ y (C los
] ' ’

dos soluciones, que son, para & > 90°.;

valores de las incégnitas dados por las tablas; y 5. que, cuando
loa.problemas de los casos 1.° y 6.° son posibles, tienen una so-
lucién tnica.

64. Los casos generales de resolucién de tridngulos esféri-
cos rectildteros son seis, y se enuncian diciendo: resolver un tridn-
gulo esférico rectilatero dados dos dngulos, siende uno opuesto al
cuadrante, dos dngulos, no opuestos al cuadrante, un lado yel dn-
gulo opuesto al cuadrante, un lado y su bngulo opuesto, un anqulo
» el lado adyacente, y dos lados.

En cada uno de estos casos, se proceds segin expresa el si-

guiente cuadro:
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EscoL10S.—1.° Teniendo en cuenta las propiedades genera -
les de los tridngulos esféricos, y los escolios 3.0 y 4.° del niimero
52, es facil ver que las condiciones de posibilidad y las solucio-
nes de los problemas que hemos concluido de resolver, son ané-
logas 4 las de los casos correspondientes de resolucion de tridn-
gulos esféricos rectingulos.

2.° Para resolver un tridngulo esférico isésceles, basta resol-
ver uno de los tridngulos rectdngulos iguales, en que el propuesto
queda dividido, si se traza el arco de circulo maximo bisector del
4ngulo opuesto & la base; y para resolver un tridngulo esférico,
en el que la suma de dos angulos 6 de dos lados sea igual 4 180°,
basta resolver el tridngulo esferico isésceles que se forma prolon-
gando uno de los lados dados y el tercero, 6 bien uno de los la-
dos opuestos 4 uno de los dngulos dados y el opuesto al tercero,

3.° Los tridngulos birrectangulos y trirrectingulos no ori-
ginan ningtn caso de resolucién, porque los dos lados que for-
man el dngulo oblfcuo de un birrectdngulo valen 9o° y el tercer
lado es igual al angulo opuesto, y en el trirrectangulo, los tres
lados son jguales 4 go°,

e et T



CAPITULO II

Triangulos oblicudndulos.

LECCION 15"

Férmulas fundamentales para resolver tridangulos
oblicudangnlos.

B5. Como un tridngulo esférico oblicudngulo estd determi-
nado por tres de sus seis elementos, para poder resolverlo, nece-
sitamos hallar férmulas que relacionen cuatro elementos, siendo
tres de ellos conocidos, Con tal objeto, demostraremos varios
teoremas,

B8. En todo tridngulo esférico, los senos de los lados son pro-
porcienales 4 los senos de los dngulos respectivamente opuestos.

En efecto: sea ABC (fig." 9.") mn
tridngulo esférico, y OABC su tiedro
correspondiente. Si trazamos, desde el
vértice C, la perpendicular CD al plano
AOB, y, desde el pié de esta perpen-
dicular, trazamos las perpeudiculares
DE y DF 4 las aristas OB y OA,y, por
tltimo, unimos el punto C con los E y
F, las rectas CE y CF serdn respecti-
vamente perpendiculares 4 OB y OA,
en virtud de uno de los teoremas de las tres perpendiculares, y
las rectas CE, OE, CF y OF respectivamente iguales 4 s»a, cosa,
snb y cosb.

Ahora bien; si, en el plano CFD, tomamos 4 FD como uni-
dad de direccién, la expresion de CF serd igual 4 FD4DC sy

=snb(cosCFD -f—\/:_fsn CFD)=snb (cos A-}J/::I_snA):snb

FIGURA 9."
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cosA+V:T snbsnA; de donde: DC—snb sna; pero en el tri-
dngulo CDE, rectdngulo en D, se verifica: DC=sna snB; luego,
igualando los dos valores de DC, se teadrd: sna snB=snb snA;
. By, 6 bien: —— = i :
snb~ suB’ snA = snB
demoav.trar'.

‘de donde:

,segin deseabamos

57. En todo tridngulo estérico, ¢l coseno de un lado es igual
al producto de los cosenos de los otros dos lados, mds el producto
de los senos de los mismos lados, por el coseno del drigulo com-
prendido.

En efecto: sea ABC ~ FIGURA 10
(figura 10.%) un tridngu-
lo esférico, y OABC su
tiedro correspondiente,
Si trazamos en A las
tangentes AD y AE 4
los lados ¢ y &; si, desde
los vértices By C, traza-
mos las paralelas BD y
CE 4 la arista OA, has-
ta que encuentren 4 di-
chas tangentes, y las pa-
ralelas BD' y CE' 4 las
mismas tangentes, hasta que encuentren 4 la arista OA, y, si, des-
pués de unir E con D, trazamos la cuerda BC del lado «, y, por
F, la paralcla EF 4 esa cuerda, las rectas BD’, CE', OD' y OF’
son respectivamente iguales su¢, snb, cosc y cosh, y, por consi-
guiente, en los paralelégramos ADBD' y AECE', se tiene: AD—
BD'=snc, BD=AD'=0A—O0D'=1—cosc, AE=CE'=snb y

CE=AE'=0A—O0FE'= r—cosb; pero, en el tridngulo AED, es
ED?=sn%4-sn®0o—2sncsnbcosA, y en el tridngulo DEF, rec-
tingulo en D, es ED®=4sn*}a——(cosc—cosb)?, por ser EF=
BC=2snfa y DF,=BD—CE; luego, igualando los dos valores



oy —
de ED?, y verificando transformaciones, resulta: 4sn®§a— (cosc—
cosb)?=—sn®c - sn®h —2snc snb cos A. 4sn?}a=sn%+} cos’c+
sn®h—-cos?b — 2cosccosb— 2snc snb cosA =2—2cosc cosb —
—2snc snb cosA; 2snfa=1—cosa—1—cosb cosc —snb snccosA;
cosa=cos cosc -+ snb snc cos A, lo que queriamos demos-
trar. o

58. En todo tridngulo esférico, la cotangente de un lado, por
el seno de otro, es igual al coseno de éste por el coseno del dngulo
comprendido, mds el seno del mismo dngulo, por la cotangente
del opuesto al primer lado.

En efecto: en virtud de los dos teoremas precedentes, se
verifica: snc snA=sna snC, cos c=cosa cosb-}-sna snb cosC, cos
a=—cos bcosc}snbsnc cos A, Si sustituimos en esta tltima
igualdad los valores de sz ¢ y cos ¢, dados, respectivamente, por
la primera y la segunda, se tiene: cos a=cos b (cosa cosb--sn a
sna snb snC cosA

snA
cosC—~-sn a sn b sn C ctgA. Restando de los dos miembros cos a
cos®b, resulta: cosa—cosa cos®b=—=cosa (1—cos?b)=cosa
sn?b=sna snb cos b cosC+4sn a sn bsn C ctgA; de donde, divi-
diendo por sna s n b, se deduce: ctga snb=cos b cos C4sn C
ctgA, segiin querfamos demostrar,

59. En todo tridngulo esférico, el coseno de un dngulo es
1gual é menos el producto de los cosenos de los otros dos, més el
producto de los senos de los mismos, por el coseno del lado opuesto
al primero,

snb cosC) 4 —cos a cos®b 4 sna snb cosb

En efecte: si 4, B, C, a, &, ¢, son los dngulos y los lados de
un tridngulo esférico,y A', B', C', a', &', ¢, Jos del polar corres-
pondiente, y, en la férmula cos a’=cos b’ cos ¢'-4-snb’ snc’ cosA’
(57), ponemos en, en vezde a', &', cy A', sus respectivos valores
180%—A, 180°— B, 180°—C y 180°—a, tendremos:—cos A=cos



e
B cos C-- sn B sn C cos a; 6 bien: cos Az=—cos B cos C4sn B
sn C cos a, segin el enunciado.

EscorLio.—De las relaciones obtenidas, al demostrar los
cuatro teoremas anteriores, se deducen las férmulas halladas para
resolver tridngulos rectdngulos y rectildteros, sin mas que hacer
Ay aiguales a 9o°% y aunque dichas relaciones son suficientes
para poder resolver un tridngulo esférico oblicudngulo, en los
seis casos'que vamos 4 considerar, demostraremos, no obstante,
algunos teoremas, con objeto de obtener otras férmulas mads
cémodas para el cdlculo logaritmico. Tal es el objeto de la lec-
cién siguiente.

LECCION 16.

Formulas derivadas para resolver triangunlos esféricos

oblicuangulos

60. Entodo tridangulo esférico se werifica: 1.° el seno de la
mitad de un dngulo es igual 6 la rais cuadrada de una fraccion,
que tiene por denominador el producto de los senos de los lados
que forman dicko dngulo, y cuyo numerador es el producto de los
senos de las diferencias entre el semiperimetro y los mismos lados;
2.° ¢l coseno de la mitad de un dngulo es igual & la raiz cuadra-
da de una fraccion, que tiene por denominador el producto de los
lados que forman dicho dngulo, y cuyo numerador es el producto
del seno del semiperimetro por el seno de la diferencia entre el
semiperimelro y el lado opuesto al mismo dnugulo; 3.° la tangente
de la mitad de un dngulo es igual 4 la raiz cuadvada de una
Jraccion, que tiene por denominador el producto del seno del semi-
perimetro por el seno de la diferencia entre el semiperimetroy
el lado opuesto & dicko dngulo, y cuyo numerador es ol producto



de los senos de las diferencias entre el semiperimetro y los lados
que forman el mismo dngulo; 4.° la colangente de la mitad de un
dngulo es igual 4 la rais cuadrada de una fraccion, que tiene por
denominador el producto de los senos de las diferencias entre el
semiperimetro y los lados que forman dicho dngulo, y cuyo nu
merador es el producto del seno del semiperimetro por el seno de
la diferencia entre el semiperimetro y el lado opuesto al mismo
dngulo.

- ; . = s
En efecto: si, en la formula sn&A:‘\/_.;__m, sustituimos

cosa — cos bcose
snbsne

cos A por su valor , deducido de la rela-

cién fundamental cosa=—cosbcosc4-snbsnccosA, resulta: sn}A—=

- cos a—cosbcosc
snbsnc __‘\/coshcosc + snbsnc—cosa
5 =

2 snb snec
cos(b —c)—cosa 'sng(a-}-c—b)sng(a+}b—<)
= PR - Hacien-
2snbsnc \/ snb sne

do a-+b4-c —=2p,serdia4+c—b=a+4b-+}c—2b=2p—2b=
2(p — b); a44-b—c=2(p—c);b 4 ¢ —a=2(p—a). Luego sustitu-
yendo a-+c—b y a-}-b—c por sus respectivos valores, se tiene:

sn 3 A=\/sn(p hisa(p—c) --(I). Poniendo el valor de cosA4 en

snb snec

la férmula cos&A:\/-I.F:—om , resulta: cos § A=

- cos a—cosb cos ¢
' snb snc \/ cos a—cos b cos c4-snbsnc__
2 2 snb snc

cos a —cos (b4-c) _\/sn # (a-b+-c) sn # (b4c—a)__

2 snb snc snb snc
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snp sn (p—a)

snb snc

---(II). Si dividimos cada una de las férmulas

(I) y (II) por la otra, podemos escribir: tg § A—

SR snp sn (p—1)
me—bm (=0 .

snp sn (p—a) SRPb) s (prvc)

Estd, pues, demostrado el teorema.

COROLARIO.—ZEn todo tridngulo esférico se verifica: 1.° el
seno de la mitad de un lado es igual 4 la vaiz cuadrada de
una fraccion, que tliene por demominador el producto de los
senos de los dngulos adyacentes & dicho lado, y cuyo numerador
es el producto del seno del semiexceso por el seno de la diferencia
entre el dngulo opuesto al mismo lado y el semiexceso; 2.° el cose-
no de la mitad de un lado es igual 4 la rais cuadrada de una
Jraccion, que tiene por denominador el producto de los senos de los
dngulos adyacentes & dicho lado, y cuyo numerador es el producto
de los senos de las diferencias entre los mismos dngulos y el semi-
exceso; 3.° latangente de la mitad de un lado es igual 4 la raiz
cuadrada de una fraccion, que tiene por denominador el producto
de los senos de las diferencias entre los dngulos adyacentes & dicho
lado y el semiexceso,y cuyo numerador es el producto del seno del
semtexceso por el seno de la diferencia entre el dngulo opuesto al
mismo lado y el semiexceso; 4.° la cotangente de la mitad de un
lado es igual & la rais cuadrada de una fraccion, que tiene por
denominador el producto del seno del semiexceso, por el seno de la
diferencia entre el dngulo opuesto & dicho lado y el semiexceso,
Y cuyo numerador es el producto de los senos de las diferencias
entre los angulos adyacentes al mismo lado y el semiexceso.

En efecto: designando por 2 £ el exceso del tridngulo esfé-
rico propuesto, se tendra: A4-B-4C-—180°=2E, y, por lo tanto:
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A+4-B+4C=180°+4-2E. Si aplicamos las férmulas del teorema al
tridngulo polar del ABC, resultan las siguientes: sn $a =

\/' snEon(A—E). 4. 'sn (B—E) sn (C—E) o
_SnBan ' sn Bsn C

=. / snEsn (A—E) ctg 1}.3::. sn (B—E) sn {C.—E].
\/ sn (B—E) sn (C—E) ’ \/ sn E sn (A—E)

Estd, pues, demostrado el corolario.
61. ANALOGfAS DE DELAMBRE.—En la resolucion de trian-
gulos esféricos, pueden emplearse, 4 veces con ventaja, las cua-

tro férmulas siguientes, debidas 4 DELAMBRE:
sn 4 (A4B _cos §(a—b)

Y cos P &—t—a{Ds
et o i
e

. Para obtener estas férmulas, se procede del modo siguien-
te: multiplicando los valores de sn § A y cos 4 B, y teniendo en
cuenta el de cos § C (60), podemos escribir: sn + A cos 4B —

\/ sn (p—b) snp—csn psn(p—b)

snbsncsnasnc

=\/sn* (pP—b) ysnpsn(p—c) _ sn (p—b)

sn? ¢ snasnb: B
snpsn (p—¢) (L $0(P=h) o/ o0 C: de donde:
snasnb ™5 ;
sn} A cos$ B sn (p—b) (1)
tRFCH+A) e "
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cos+ Asn4B sn(p—a)
Andlogamente, tendremos: %os o RS e

TeaE)

coa%AcnséB_tnp ()sn&AcniB sn[p c) G
sng C sn ¢ o snd0 snc

Combinando por suma y resta las igualdades (1) y (2), asf como

las (3) y (4), resulta:

sn 3 A cos} Bz=cos# A sn} B sn(p—b)dsn (p --a)

cost C ' snc oo (5%
cos 3 AcostB=sniAsntB snpztsn(p—c) (©)
sny C L SRVEIU A0SR 4

pero, siendo p=#(a-}-b--c), p—a=j(b4c—a), p—b=3(a}c--b)
y p—c=i(a+b—c), también serd sen (p—b+-sn (p—a)=sn}
(a4-c—b)4-sn § (b4+c—a)=2sn}(a}c b-4b+4c—a)cos } (a4
—+c—b—b—c+a)=2sn}2c co:}2 (a—b)=2snic cosi(a—b),y,
de un modo analogo, sn (p—b)—sn (p—a)==2coric sn § (a-b),
sn p4sn (p—c)=2sn § (a-}-b) cos # ¢, snp—sn (p—c)=2cos }
(a+4b) sn 3 ¢, Poniendo estos valores en las igualdades (5) y (6),
separando los signos, y teniendo en cuenta que es snc=2snic
cos 4 c, resultan las cuatro formulas (I), (II), (1) y (IV), que nos
habfamos propuesto determinar,

62. ANALOG{AS DE NEPER.—Dividiendo la férmula (I) de
DELAMBRE por la (III), 1a (I) por la (IV), la (IV) por la (III) y
la (IT) por la (I), resultan las cuatro férmulas siguientes debidas 4
NEPER, que también pueden emplearse con ventaja en la resolu-
cién de tridngulos esféricos:

ctg3Ceosi(a—Db)

tg ¢ (A+B)= costlatb] @

4 (AT
todccosi(A--B

igila+b= —%—;—(ﬁ(—:{-_——m—) (ILI);

tg 4 (2—b)= = BRCe (A D) . (IV).

" sng(AFB)
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EscoL10.—Para la resolucién de tridngulos esféricos, en los
seis casos que vamos 4 considerar, haremos uso de las férmulas
siguientes, aplicdndolas 4 todos los elementos andlogos:
A=§(A+B4-4(A—B) ---(1); B=4(A4B)— §(A—B)---(2);

sia _snb_ snc \/ sn E sn (A—E)
tgia=

shA snB snC. -(3) su(B—E)sn(C—E) @)

; £ <#a—b :
tg 4 (A+B)=%------ (5); de donde: ctg ¥ C =
tgs(A+B)eoci(34-b) (6); tg s ( A_B)zctgiCﬁr 3(a—b)

costfa—D) sui(a—-D)
de donde: ctgiC=t’°‘i-\A;§:j:)§a+b) <(8); tg #(a4b) =

-(7)

tgdccoci(a—B) tgi(a--b)cos3( A4B)
ToI N ALD --(9); de donde: tgic= cosi(A—B) (10).

LECCION 17.¢

Casos generales de resolucionde tridangulos esféricos

oblicuangulos.

63. Los casos de resolucion de tridngulos esféricos oblicu-
dngulos son seis,y se enuncian diciendo: resolver un tridngulo
esférico oblicudngulo dados dos lados y el dngulo comprendido,
dos dngulos y el lado adyacente, los tres lados, los tres dngulos, :

- dos lados y el dngulo opuesto & uno de cllos, y dos dngulos y el

lado apuesto & uno de ellos.
En cada uno de estos casos se procede, segin expresa el

:«.igui- nte cu-idro:
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=5 5 Incbgnitas Férmulas : SR Céleulo logaritmico
@S i SHE07 ctgdCecosf(a—b) | 1},
=760~ ~25' =36 A s fg%lA‘l'B):W . §(A+4Bj=antlgte[logctglC+-lgco: }(a—b)4-clgcosd (a-+b)]
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1.9lbe=50%---L10"==(0" B ‘ tg%(fA——Bl:W [|A=4A+4B)+44(A— B)=121°--36'--.19'48"
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= 2 v t i (A— i
\ A 121° =36/ -19'48" a red(a-b)=— g %::::ZA_(FB) B) ‘ i(a-}b) :antlgtg[!g:g§¢+1g¢0, HA—B)--clgeosi(A+B)]
sy ' __tgkcsng (A—B) flla—b)=antlgtg[lgte jc+lgsn (A~ B)-clgsri(A1B)] |
2." B=y 2" 13- ~13'46" teda=bl T ARES) l~==é(&+b)+§(d—b)=76°---35’---36 |
o i 512 e % (@ -c' ted(A - Bsni(a+b) \|b=4#(ab)—4(a—b) - 50°---10" -- 30" : '
€c=40"----0----10 ctgyl= sn § (a—b) C=2antlgotg[ 'gtgd(A--Bj4-lgsnd(a+-b)4-c'gsn(x -b)]=34" 15" 278"
=2 | : %A__:\/sn (p—-b)sn(p ¢ KA
a=76"---35"-~ -36" A .' g [ sopsn (p—a) A—zautlgl%['g&n(p—h)—klgsl-(p— ¢)+clgsnp+clgsn(p— nj“m-lzl“- 36!---10'¢8"
: 2 o B\ /8P{iEra) 50 (n—c¢) -
3. |b=50%---10"----30 tgdB= snp sn (p—b) B=zantlgtg %[Igsn(p—- a)-+lgsn(p- c)+c‘|gsnp+ulgsn{p—-hjl|=42' -15% 13'46"
c=40°----0'10" 8] ! tg,}c—-\/"n (p—a)sn p—b) C—zantltg}&[Tgsn(p—a)-bigsn(p—b)—l—clgsnp-l-c!gsn(p c)]!a-34'l---15'--2'78"
snp sn (p—rc)
& K \/ sn Eso (A—E)
A=121-- 36'---19'48" 2 tgla= (B—E)sn (C- E) n=zantlgtglé[lgsnl:?-l—igsn(z\—E}+c]gsn_B E)—i-ctgsn(c-—E)]‘:yﬁ’,..ss'...35’
4. |B=42%-15'----13'46" b tgéb_"\/ :; - :‘) (}: (_I,L} k) ; ; b=23nt1glg:#{Ing.._[gm[‘]s_ E)+clgsa(A ~E)+elgsn(C—E)]{=50%10% 30"
. Kee : sn L)s — b
C=34°- =1 5'-—- 2"}'8"'r c Tgifi\/ sn E «n (C b} / ‘__] cwzautlglgié['gsni’i+lgsn(C-—E)+c1gsn(.—\ - E)+clgsn(B- E)](=4o'---o'-—-|o"
sn (A —E) sn (B—E) ©
5 sna sn A snbsnA
a=760 ---35'----36" B st ST e Q B=antlgsn(lgsnb 4 'gsnA-c'gsna)=420-- 15"---13"46"
4 : < b R
5+ |b=3§0°- --10/----30" G ctgiC:.:tE% Ac;l;l?gj_ég-k ) 3 C=2zantlgctg[lgtg}(A+4B)4lgco: §(a 4 b)4-clgco: ¥fa--b) | =34"-15'-2"78"
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| | A=1219--436'-- 19'48" b P e b= o b=antlgsn(lgsna 4 IgsnB+4-clgsnA)=50%-10'- -30"
s3(A-+B
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EScor10s.—1.° Los problemas de los casos 1.°y 2.° son
Siempre posibles, y tienen una solucidon dnica; los de los casos
3.0y 4.° tienen una solucién tnica, cuando son posibles, para lo
cual es preciso que, en el tercer caso, la suma de los datos sea
menor que 360° y en el cuarto caso, el exceso esférico esté com-
prendido entre cero y 360° siendo, ademds, cada dngulo, mayor
que el semiexceso.

2.° En el problema del 5.° caso, el angulo B puede tener dos
valores, porque viene dado por su seno, y lo mismo sucede con
C y ¢, porque dependen de B. Conviene, por lo tanto, discutir el
problema, teniendo en cuenta que, para que sea posible, es pre-

snbsn A
sna

Siendo s#B < 1, puede ser 4 menor, igual 6 mayor que 9o°, Y,
en cada uno de estos tres casos, 2 menor, igual 6 mayor que &,
Sies 4 < 90°y a < 4, serda A<CB, y el problema tendrd una so-
lucidn, cuando un solo valor de B sea mayor que A, y dos solu-
ciones, cuando los dos valores de B sean mayores que A; si es

ciso que se tenga: snB= < 1; 6 bien: sna > snb snd.

A< 90°y a>b, seri A> B, y el problema solo tendra una so-
lucion, Andlogamente se prueba que hiy una 6 dos soluciones,

cuando es A=>g0°% y en cuanto 4 las incégnitas C'y ¢, es eviden-
te que, en el caso de dos soluciones, los dos valores de dichas in-
cognitas son menores que 180°% y, en el caso de una solucidn,
uno de ellos es mayor, y el otro menor que 180°.

3. El problema del caso 6.° se discute como el del 5.°, te-
niendo, por consecuencia, dos soluciones, una 6 ninguna, segta
los casos,



Aplicaciones del aspeeto general de I Geometria
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LIBRO I

I. Determinar, en una circunferencia dada, un arco que ten-

S . 3 10
ga:. por seno %! por coseno,T; por tangenfe,—7—; por colangen-

6
te,;%; por .remute,v?‘r:—. Y por m.femrste,?—. = Este problema se

resuelve teniendo en cuenta lo dicho en los nimeros 16, 17, 18,

19, 20 y 21.—Si los valores dados fuesen negativos, se procede-
ria de un modo andlogo.

II, Hallar el seno de 60°, 36°, 20°30' y 15°.=Para resolver
este problema, con un error menor que una diezmilésima, basta
tener presente lo dicho en el escolio 3.° del ndimero 25. Asi: seno

60°=4ly=1})/ 3 =0'8660; sn 36°= 4 l,=3/10 —21/ 5 ==0'5878;

sn 22“30’::&13__":5\/2—]/ 2 =0'3826; sn15°=41,,=3(\/6-\/2")
==0"2588.—Conocido el seno, es fécil calcular cada una de las
demads lineas trigonométricas (25, 1.%),

IIl. Sabiendo que la tangente de un arco es—o'85 40, caleular
cada unade las demds lineas trigonométricas.—Este problema se
resuelve recordando el n.® 9 y el tercer problema del n.° 25. Asi,
tendremos: sna=—::0'6495; cosa=F0'7404; ctga=—=—1'1707;
sca——1'3152, y csca——1"5399.

IV. Determinar las lineas trigonométricas del arco de 1236°.
==Este problema se resuelve, aplicando el escolio 1.° del nime-
ro 37.

V. Sabiendo gue la suma del duplo del seno y del triplo del
coseno de un arco es igual @ 3, kallar los valores del arco meno-
res gue 9o°.=Llamando x al arco pedido, tendremos: 2 s# ¥+
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~+3 cosz=3; 6 bien: 3 coss=3 —2snz. Elevando al cuadrado, y
poniendo, después, en vez de cos®x, su igual 7—sn%, resulta:
geos?x =g —12snx—4-4sn?x; 9 —9gsn?x=0—12snx—-3sn’x; de don.
de: 13sn®x—12snX=0; snx (I3snX—I2)==0, y, por tanto: snx=
12 s r = y

0; snX= 13=0 9230; lgsnx=lg 0'9230=1'9652; x =0, y x =
—=67022",

V1. Determinar el seno de la suma de dos arcos, sabiendo que

el seno del 1.° es% y el del seguwdo%;':l.lamando x é yadi-

chos arcos, tendremos w:x:\/; gut 9 _—_i; cosy\/ I — 120,

t.nlm

; luego: .m\x-{—y)——)( —~——|-—- -—X --—-_..[ —Lo mismo

que hemos hallado el seno de la suma1 determmarfamos el seno
de la diferencia, y cada una de las demds lineas de la suma y de
la diferencia de dos arcos, conocizndo solo una de las lineas tri-
gonométricas de cada uno de dichos arcos.

VIL.  Hallar los valores de las lineas trzg’anamétﬂms del
arco de 51°=Como (IT)sn 36°=0"5878, y sn 15°—=0'2588, r
sulta: sn (36°4-15°)—sn 36° cos 15°4-cos 36" sn :5":0'7771;
de donde: cos 51°=—0'6293; tg 51°—1'2349; ctg 51°=0"8099;
sc 51°=1'5888; csc 519=1'2867.—Lo mismo pudimos haber
aplicado las formulas de las demas lineas trigonométricas de la
suma de dos arcos.

VI, Hallar el seno del duplo de un arco, sabiendo que el
seno de dicho arco es—o'¢g.=Aplicando la férmula snza=2sna
ca:a_':zsnav: —sn®a, tendremos: s#2a=—0"3328.—Del mismo
modo hallarfamos aplicando las férmulas correspondientes, el co-
seno, la tangente, la cotangente, la secante y la cosecante del
duplo de un arco, conociendo el coseno, la tangente, la cotan-
gente, la secante y la cosecante de dicho arco,

IX.  Determinar la cosecante del duplo de un arco, sabiendo

que la cotangente de dicho arco es ;”—.zSi la cotangente es e 21



G s

— 39 —

3

la tangente ser:’i—s—, el senoi-:\/ 1 ——, ¢l coseno 1:
4 4 57

G~
16—

\/“i‘% 5:—, ¥, segtn el problema antzrior, el seno del du-

24 25
plo 25 luego la cosecante del duplo es .

X.  Hallar el seno del triplo de un arco, sabiendo que el seno
de dicho arco es 0'y =Poniendo 2a, en vezde 4, en la férmula
sn(a+-b)==sna cos b+4-cosa snb, resulta: sy3a—sna cos2a--cosa
sn2a. Sustituyendo sn2a y cos2a por sus respectivos valores, se
tiene: s#3@=——sna (cosa—sn?a)+2sna cos®a; de donde: snza—
sna (1—sn%)—sn®-}-2sna(1—sn%a)—3sna—4sn®a, y, por con-
secuencia, $7232=—0'044.

XI. Determinar el seno de la mitad de un arco, sabiendo que
el seno de dicho arco es 0'8.=El coseno del arco es \/1—0’8“

=0'6; luego el seno de la mitad ssa-r:i:‘\/I ~96_ ‘\/6:?:0'44_
2

—Del mismo modo hallarfamos, aplicando las formulas corres-

pondientes, el coseno, la tangente, la cotangente, la secante y la

cosecante de la mitad de un arco, conociendo el coseno, la tan-

gente, la cotangente, la secante y la cosecante de dicho arco.
XII. Hallar la tangente de 27°, sabiendo que es cos 54°=

=0'5876.—=Tenemos:

: 1—cos 54° \/1—0'5876 s
18:27°=1Y/ 19 cos 54°“\'/7f+—0——-5§§3 =1/0'2597 = 0'509.

XU, Hallar la formula de MOIVRE, que sirve para elevar d
la emésima polencia una expresion de la forma wsa-]—v —7 sna.
—Puesto que (26,1.°) es (cosa.-]-\f 1 sna) (cosb-i-v —1 snb)—
:cos(a-l—b)e{-v 1 sn (a+b), también sera: (cosa-]-v —1 sna)
(cosb+\/—T1 snb) (cosc-}-\/:—_l snc).,....—=cos(a4+b-+c+4-.....)+
+\/_—_l sn(a-b-+-c+.....). Haciendo a==6—=c—.. .., y suponien-

do igual 4 7 el nimero de factores, tendremos:
Y
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(co:a-{—\(:} sna)*—cosma+\ —1 snma, Que es la formula pe-
dida, de la cual se deduce:

a a

= ———¢0s —— V. =
\/cosa-i— _psha— "o —I S

porque, elevando el segundo miembro 4 la emésima potencia,
resulta el radicando. Esto nos permite demostrar que la formula
de MOIVRE es también cierta cuando el exponente es fracciona-

rio. En efecto: (cosa—+}/ —1sna) — V/ (cosa+V —sna)™

n ma —_— ma e
:l/cosma+v— L snma'_cos n + L/-_-Isn T'—

o m 4 £
=—C08 3:;--]-|,/ —1 sn —a, Si el exponente fuera negativo, ten-
n n

e 1
drfamos: (cosat}/—1sn a) | = TRy ST =
I cosma—|}/ —1 snma
cosma-}-l/_LTsnma:(cosma-{- ¥/ — 1 snma)(cosma—}/ —snma)
—cos( r:ozlizl'_;‘;‘:l;{ i) —cos(—ma) 4}/ =i sn (—ma);
luego también es cierta la férmula, cuando el exponente es ne-

gativo,

XIV. Hallar las formulas que sirven para conocer el des-
arrollo del seno y del coseno de un miiltiplo cualquiera de un arco,
=Desarrollando el primer miembro de la férmula ‘'de MOIVRE
por la férmula del binomio de NEWTON; igualando el segundo
miembro al desarrollo obtenido, é igualando, en el resultado, las
partes reales, asf como los coeficientes de |/, tendremos:

cOsmaz=cos "‘a—(uz‘) cos "~* asnﬂa-{-(':) cos ™ a sn*a — (g')

cos™®asna+-......;
snma—mcos™asna— (?)cos »—%asnda- (?) cos =93

m
sn®a— ( 7) cos *~" asn"a+ .......

XV. Transformar en producto la expresion msna--ncosa, =
Multiplicando y dividiendo por 7 esta expresién, y haciendo, en
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n . . -
el resn]tado,—&l—:tgu, lo que siempre es posible, se tiene: msna--

n
"“"m:m(s“a+—mc°53)=m(sm-l-’gacosa):m(sna..|_ sna eaika)
cosa

cOSasny SNacosa—-COSESNa m
—m(sna —=m o= sna cosa
( Cosa x Cosa cosa ( +
msn(a o -
cosasna):-——‘:gj—l_ El valor de « se calcula, por logaritmos,
O5%

de la manera siguiente: tgu:%; a=—antlgtg (lgn--clgm).
XVI.  Transformar en producto la expresion M=tN, siendo
My N cantidades positivas.—Procediendo de la misma manera

que en el problema anterior, tendremos: M:i:N=M(1:t% ).——_M

2, —3 sne (snga:t:cos’a)_ M 2 ol
(1=t __‘\d(i:twbsa\_ 5% ._.cmaa(sn a—t-cos®a);
de donde: M-|—N=—-—N£. ¥ M—N=Mc°:21. El valor de a se

cos?a cos?a

N
calcula asi; tg*a:—g—; tga— \/-Iﬁ—;a:antlgtg[i(lgN+clgM)].

LIBRO I

XVIL.  Determinar la distancia entre dos puntos visibles, sten-
do accesible solo uno de ellos,—=Midiendo, sobre el terreno, una
recta, llamada dase, y los dngulos que forman con ella las visva-
les dirigidas, desde sus extremos, al punto inaccesible, queda la
cuestion reducida 4 resolver un tridngulo, del que se conocen un
lado y los angulos adyacentes,

XVIUIL  Hullar la distanciaentre dus puntos visibles, pero inac
cestbles =Se miden un. b s: y los angulos qie esta furma con
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las visuales dirigidas, desde sus extremos, 4 los puntos dados; se
resuelven los dos tridngulos, que tienen por base comtin la medida
sobre el terreno, y por vértices, los puntos inaccesibles, y, por
tiltimo, se resuelve el tridngulo, cuyos lados son la distancia pe-
dida y las dos visuales dirigidas desde uno de los extremos de la
base. Cuando no sea posible medir una base, desde cuyos vértices
sean visibles los dos puntos inaccesibles, se elige un punto, desde
el cual se vean los propuestos, y se miden dos bases que partan
de dicho punto.

XIX. Determinar, en terveno horizontal, una altura de pié
accestble.—Se mide, sobre el terreno, una base que parta del pié
dado, y se resuelve el tridngulo rectdngulo, cuyos catetos son la
base medida y la altura pedida. De dicho tridngulo, se conocen
un cateto y un dngulo agudo.

XX. Determinar, en terreno no korisontal, una altura de pis
accesible —Se mide, sobre el terreno, una base, que tenga por
origen el pié dado, y se resuelve el tridngulo, cuyos lados son la
base medida, la altura pedida y la distancia entre los extremos de
estas dos ltimas rectas, De dicho triangulo, se conocen un lado
y dos dngulos.

XXI1. Determinar una altura de pié visible, pero inaccesible.
=Se mide, sobre el terreno, una base, y se resuelven sucesiva-
mente tres tridngulos, que son los dos formados por la base me-
dida y las visuales desde sus extremos, al extremo y »ié de la al-
tura pedida, y el formado por la altura y las visuales, 4 sus dos
extremos, desde uno de los extremos de la base, De los dos pri-
meros tridngulos, se conocen un lado y los dngulos adyacentes, y
de_l tercero, dos lados y el angulo comprendido,

XXIL,  Determinar, en terreno horizontal, una altura de pié
#nvisible,—=Se miden, sobre el terreno (fig.* 5.%), una base CA y
los dngulos BCA y BAC, que ésta forma con las visuales dirigi-
das, desde sus extremos, al extremo de la altura, y se resuelve el
tridngulo resultante BOA. La cuestién queda, después, reducida
4 resolver un teidngulo rectingulo BAD, conocida la hlipotenusa
BA y un dngulo agudo BAD=18p"—~BAC,



XXIMI. Determinar el drea de un tridngulo, conocidos dos la-
dos y el angulo comprendido.=El\ édrea de un tridogulo ABC es:
S,=1ACXBD, siendo AC la base y BD la altura; pero, como es
AB=#4, y BD =AB. snA==c.snA, resulta: S;=3dc.sn4. Luego ¢/
drea de un tridngulo es igual 4 la mitad del producto de dos la-
dos, por el seno del dngulo comprendido, y, por consecuencia, /a
de un paralelogramo es igual al producto de dos lados por ¢l seno
del angulo comprendido.

XXIV. Determinar el érea de un tridngulo, conocidos un lado
¥ los dngulos adyacentes.=Poniendo el valor de 4, deducido de
la relacién E:ﬁ. en la formula del problema anterior, re-
c?snAsnB

————, facilmente traducible al lengua-
snl

sulta la expresion: S,=
je vulgar. ‘

XXV. Determinar el area de un tridngulo, conocidos los tres
lados,=Sustituyendo szA por su valor 2sniAcost A, en la ex-
presion S;—4besnA, y, poniendo, en la igualdad resultante, en
vez sn+ A y cos 4 A, sus valores respectivos, se obtiene la ex-
presién: Sszl/ptp—u)(p-—b)(p—c), que también se puede tra-
ducir al lenguaje ordinario con facilidad,

XXVI. Determinar el drea de un cuadriléiero, conociendo
sus diagonales y el dngulo que forman,=Sumando las dreas
$0AXOCYsr0, 10CX0OBXsn0, §0BX0ODXsnO y §0DX
X OAXsnO de los cuatro tridngulos AOC, COB, BOD y DOA,
en que queda dividido el cuadrildtero por sus diagonales, tendre-
mos la expresién: S,=3ABXCDXsnO, que, traducida, dice: ¢/
drea de un cuadrildtero es igual ¢ la mitad del producto de sus
diagonales, por el seno del dngulo que forman. - En el rombo y
en el cuadrado, es snO==1; luego: ¢/ drea de un romébo esigual d
la mitad del producto de sus diagonales, y la de un cuadradoey
igual & la mitad del cuadrado de su diagonal.

XXVII. Decterminar el dreade un poligono regular, cono-
ciendo su apotema y el nivmero de lados.=Siendo OG la apotema,
y trazando los radios, queda el poligono descompuesto en # tri-

dngulos isésceles iguales al AOB, luega se tendrd: S=nX AOB
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=nX1ABXOG=nXAGXOG; pero, como es AG=0GXtg

AOB=0GX1giAOB=0GXtg 180" esulta: S.—=n X OGIX tg
180°

n
mero de lados, por el cuadrado de la apotema y por la tangente
del semidngulo céntrico—Teniendo en cuenta la férmula ante-
rior, se pueden hallar facilmente otras formulas, que expresen
el area de un poligono regular, en funcién del radio y del nimero
de lados, y en funcién del lado y el ntimero de lados.

: lo que dice: e/ drea de un poligono regular es igual al ni-

L.LIBRO 1II

XXVIIL.  Determinar la distancia entredes puntos de la su.
perficie terrestre, conocidas sus coordenadas geogrdficas.=Se
resuelve, primero, un tridngulo esférico rectangulo, y, después,
otro oblicudngulo. Dzl 1., se conocen los dos catetos (latitud de
uno de los puntos y suma 6 diferencia de sus longitudes respec-
tivas), y del segundo, dos'lados (latitud del otro punto é hi-
potenusa del tridngulo rectingulo resuelto) y el angulo com-
prendido ( liferencia entre 92° y un dngulo agudo del mismo
tridngulo rectangulo),

XXIX.  Determinar el dreade un tridugulo esférico, cono-
ciend> sus lados.=Si, en las férmulas primera y tercera de DE-
LAMBRE, sustituimos 4 (A 4 B) por su valor 9go°—(3C—E), de-
ducidode la expresién 2E—=A+B4C —1 807, rcsulta:c———ns(aL_E)

CU.‘*\:
ﬂ-i e sr C - F sy 1
e W(d_ )y _E' - 2 “:") (0 D2 la igusldad

FONCE: . 1 e e 20 e b
KOR W = coru»'*—h)-]-_-uu.-ﬁu _._Cu:i\.,—-_[_,)_t_b‘”*c

Trans-

—a
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formando las sumas en productos, se tiene: tg3Etg3(C—E)=
—tg4(p—a)tgd(p—Db)...(1). De la igualdad (lI), siguiendo un
t
tg#i—%_l;m:tgiptg&(?d-(z}-
Si multiplicamos ordenadamente las igualdades (1) y (2), resulta,
por Gltimo, la expresién: tgdE=Y 1gptg(p—a)ig(p—b)1g(p—c),
que es muy comoda para calcular E y, por lo tanto, el drea de
un tridngulo esférico en funcién de sus lados,

ESCOLIO GENERAL.—Para mds aplicaciones de la Trigono-
metria, nos remitimos 4 las obras especiales de ¢jercicios y pro-
blemas, y 4 los tratados de Topografia y Geodesia, que es donde
se estudian los instrumentos, de campo y de gabinete, necesarios
para la resolucidén d= multitud de problemas.

procedimiento andlogo, se deduce:
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Obras del mismo autor
Aritmética.
Algebra.
(Geometria.
Nociones de Aritmética, y
Nociones de Geometria.
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