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Con la correspondiente autorización del Autor, se reim~ 
prime este primer tomo de su obra de Matemáticas por cuen~ 
ta del Colegio de Artillería, y para el uso particular de su 
Academia. 

Todo ejemplar que no lleve la firma del Oficial comisio* 
nado se tendrá por falso y contrahecho ¿y se procederá contra 
dique lo reimprima ó venda.. 



PROLOGO, 

X i l deseo de ser út i l á mi Patria contribuyendo a l a 
propagación de los xonocimientos matemáticos, y el 
auxilio que ofrecen para ello los trabajos magistra
les de tantos sabios que al cabo de siglos han eleva
do la ciencia hasta el alto grado en que hoy se halla, 
me animaron á emprender esta composición de un 
curso completo. Siguiendo el consejó de Laplace he 
procurado fundar en principios generales las doctri
nas, porque, ademas de tan respetable autoridad, la 
práctica en la enseñanza me ha persuadido que se 
hace asi mas cómodo el estudio de la ciencia, y mas 
ventajoso para recordarlas ideas de cada asunto. 
Yo considero á cada principio general como un polo 
de todo el sistema de ideas referentes á él, y que 
dirige al hombre pensador librándole de perderse aun 



(11) 
cuando se exlrayíe por ofuscación de alguna idea 
subalterna. Si este método se presenta dificil y re
pugnante á los jóvenes cuando principian el estudio 
de la filosofía de la cantidad, no debemos atribuirlo 
solamente á la edad, y sí principalmente á la cos
tumbre viciosa que de la primera educación traigan 
de afirmar cualquiera proposición general, por ana
logía con alguna particular que sepan; vicio fecun
do en errores, y que se arraiga con el uso sino se 
arranca en la juventud. Asi me fundo para decir que 
desde los primeros pasos en las matemáticas debe
mos empezar con el método de una rigorosa lógica, 
del cual se irá posesionando el joven conforme pro
gresare con el tiempo en las reglas gramaticales del 
cálculo. En la primera edición de la Aritmética y 
Algebra elemental llevé tal vez hacia el estremo la 
mira de las teorías generales, y por indicaciones que 
me han hecho mis amigos la he variado mucho en 
esta segunda. 

Algunos acaso notarán en toda la obra la falta 
de abundantes ejemplos ó casos particulares de un 
principio esplicado; mas yo creo que en el testo no 
deben seguir á una teoría mas aplicaciones que ías 
necesarias para su aclaración, y que al profesor toca 
el proponer nuevas diariamente en su academia, y 
aun exigir de los discípulos resoluciones de otras que 
proponga para el siguiente dia, precaviendo el que 
para todos no sea una misma la cuestión. Obligado 
por este medio cada discípulo á discurrir sobre las 
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materias, adquirirá posesión de las ideas; manifesta
rá su capacidad en las pequeñas composiciones que 
habrá de formar espresando por escrito el discurso 
de la cuestión; y con el ejercicio se irá perfeccionan
do en el arte de pensar y en el de esplicar» 

L a obra consta de cuatro tomos, en los cuales 
presento los tratados por el orden mismo con que se 
han de estudiar; y es como sigue. 

En el tomo primero se trata de la Aritmética y 
Algebra elemental. E l tomo segundo abraza dos tra
tados, que son: 1.* Geometría elemental con prácti
cas: 2.B Triijonomelrla plana y esférica con aplica
ciones á la Geodesia, E l tomo tercero contiene tam
bién dos tratados: 1.° Algebra sublime: 2.° Geome-
tria analilicU ó aplicación del Algebra á la Geome
tría. E l tomo cuarto es un tratado del cálculo l l a 
mado infinitesimal y en que actualmente están com
prendidos los cálculos diferencial y integral y de ua-
rtactor*. Por esta distribución de materias y la que 
hago de asuntos de cada una, opino que pueden ser
vir de testo mis libros en todos los establecimientos 
donde se enseñan Matemáticas, ya para los que so
lo necesiten algunos conocimientos elementales de 
ellas, ya también para los que hayan de abanzar 
mas en la carrera de la> ciencia. 

En cada tomo la numeración consecutiva de ar
tículos y de fórmulas se refiere solo al tratado cor
respondiente de los seis que comprende la obra, á 
íin de citar de un modo no equívoco después cual-
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quiera principio ya demostrado, cuando fuese nece
sario para ayudar al entendimiento y testiQcar a lgu 
na aserción. De modo, que en el tomo primero hay 
una seguida de artículos desde el principio hasta él 
fin: en el tomo segundo hay una para Ja Geometría 
y otra para la Trigonometría : en el tercero hay 
también una seguida para el Algebra sublime y otra 
para la Geometría analítica; y por último, en el to
mo cuarto hay una seguida sola desde el principio 
hasta el fin. Advierto ademas que se citará el art í
culo con el numero dentro de un paréntesis, y la 
fórmula con el numero ó señal en doble paréntesis 
vcomo aqui se vé (( )). 

. José de Odriozúia, 
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ARITMÉTICA Y ALGEBRA ELEMENTAL. 
-a-o&O-Om-C-CO-co-

CAPÍTULO PRIMERO. 

p r i n c i p i o s y convenios fundamentales, 

LECCIÓN PRIMERA. 

Objeto del razonamiento en las Matemáticas y principios ló
gicos en que se funda éste, 

•v t 

1. Xja cantidad es el asunto de las matemáticas, y se ad
quieren ideas de ella por la repetición de sensaciones. Todo lo 
que se puede considerar capaz de recibir aumento ó diminución 
es cantidad, como por ejemplo el peso, el bullo, el espacio que 
un cuerpo arrojado camina, el tiempo que emplea en andar, la 
fuerza que le arroja, el precio de las mercancías, &c. 

La cantidad, por pequeña ó grande que sea, está compuesta 
de partes: aquella parte que se elige para término de compara
ción se llama unidadt y la espresion de las veces que ésta se 
halla contenida en el todo es número. Por ejemplo, tratándose 
de medir la altura de un edificio, esta es la cantidad; y si se to-
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ma por término de comparación otra altura cualquiera^ sea la 
braza, la vara, el pie, &c., sea otra que no sirva de tipo en me
didas usuales, esta es la unidad; y la espresion de las varas ó 
unidades de altura que tiene ei edificio es el número. Si habien
do aplicado la vara sucesivamente quince veces, como ya debe 
saberse, resulta cabal sin la mas mínima diferencia en la última 
superposición del tipo, es quince el número, y unidad la vara. 

La unidad puede ser mayor ó menor que el número: por 
ejemplo, si tomando la braza por unidad se quiere medir laJon-
gitud de un pie,humano, j se halla que ,coincide cabalmente 
con la sesla parte de la braza, diremos que el número es un 
sexto, y unidad la braza. En este ejemplo el número es fraccio
nario; en.e\ anterior de veces cabales es entero; y siempre es-
presa la relación que hay entre dos magnitudes comparadas. 

Como la unidad mas pequeña ó mas grande puede ser aun 
mayor ó menor, es también ella misma otra cantidad; nombre 
que no pocas veces en la lengua vulgar se da también al nú
mero, aunque la cantidad es un valor y el número su espresion. 

Se dice número abstracto cuando espresa cantidad sin re
ferirse á especie; y.concreto cuando,espresa j?1 valor de una 
.cantidad cuya especie se nombra. Por ejemplo, el número quince 
sin mas especificaciones es abstracto; pero si se dice quince va
ras, es concreto, porque se refiere á medida, que es una de las 
especies de la cantidad, así como el peso es otra especie. 

á. Ademas de la lengua vulgar en que se espresan comun
mente las ideas de todas las cosas, hay para la cantidad lengua-
ges particulares, ó por mejor decir.uno solo, porque en é\ están 
comprendidos los demás. En este lenguage, que se llama de cal ' 
cular, hacen oficio de nombres los números, que se espresan con 
cifras, y la oración se organiza por medio de signos: pronto se
rán aquellas y.estos objeto de nuestras consideraciones. Entre 
tanto sépase que, cuando las cifras denotan valores fijos, como 
nueve, cinco, ochenta, mil, &c., abstractos ó concretos, el len
guage de ellas es aritmética: y cuando las cifras representan 
cualquiera número, como sucede haciendo uso de letras, ya de 
nuestro alfabeto, ya del griego ú otro, el lenguage de ellas es 
álgebra, como por ejemplo, si hacemos el convenio de espre
sar cualquiera cantidad, sea abstracta sea concreta, con la letra 
b sin atribuirla valor alguno determinado ó aritmético. En esta 
aptitud de los caracteres algébricos para representar cualquiera 
valor que les queramos atribuir, consiste el estar comprendidos 
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en el lenguage algébrico lados los aritméticos que puede haber. 
3. Un lenguaje sirve para manifestar los razonamientos: 

la ciencia de formarlos es lógica, y á esta se llama cálculo 
coando es la cantidad asunto del raciocinio. Se emplea la ló
gica para investigar lo que se desconoce'; pero siempre ha de 
haber para ello datos ó principios en que fundar el racio
cinio, que consiste en formar tal encadenamiento entre l§ 
conocido y lo desconocido y que al fin sea tan evidente lo uno 
como lo otro. 

La propuesta que se hace de investigar una verdad se l la
ma cuestión ó problema: y una verdad ya demostrada es pr in
cipio ó teorema. La espresion de la idea en ambos casos se 
llama proposición. 

Los principios fundamentales del cálculo, ó bien, de la ló
gica matemática (1), de los cuales se deducen otros menos 
generales y al fin todo lo que se dcmueslra. son los siguien
tes, á quienes la razón natural admite como innegables. 

1.° Las cantidades de una misma especie son las únicas 
comparables entre si, considerándose de una especie aquellas 
que se refieren á la misma unidad. Cuando se irata de la 
estension, por ejemplo, el valor de una línea solo es compara
ble con el de otras, el de una superficie con el de otra super
ficie, y el de un bulto con otro: y cuando se trata de peso, hay 
-que comparar arrobas con arrobas, libras con libras, &c. 

2.° E l todo es igual al conjunto de sus partes: como 
cuando se dice, que la estension superficial de un reino es el 

k conjunto de eslensiones superficiales de todas sus provincias 
ó de todos sus partidos. 

3.° Cada parte es igual al todo menos el conjunto de 
las demás partes: como por ejemplo, si se dice que, gastando 
de veinte reales diez y seis, quedarán cuatro por gastar. 

4.* E l todo es mayor que cualquiera parte suya, y es
ta menor que el todo. Un reino, por ejemplo, es mayor <jue 
cualquiera de sus provincias; y una de estas por grande que 
sea, y aun el conjunto de todas menos un pequeño rincón, siem
pre será menor que el reino en su totalidad. 

5.° Las cantidades iguales á otra ¿on iguales entre s i . 
Por esto, si dos valores A y B son ¡guales, y sabemos que L' y 
C lo son también, diremos que A y C son iguales. 

B / Si de cantidades iguales se •quitan partes iguales, ¡o 
restante de mm de aquellas es igual ú lo restante dt (n otra: 

Tomo I. 2 
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y si á caniidades iguales se añaden otras, iguales, las que 
resulten son iguales entre s i . Por ejemplo, si llevando dos c a 
ballos iguales cargas se les quita ó añade igual número de l i 
bras, les quedarán cargas iguales-

7.° S i a cantidades desiguales se añaden ó quifWi paf -
tes iguales, quedarán otras cantidades tan desiguales como 
las primeras; en virtud del principio 3.° Asi sucederá aña
diendo ó quitando pesos iguales á las cargas desiguales de 
dos caballos. 

S.u Es verdadera una proposición part icular comprert-
d ida en una general verdadera', mas, puede no ser cierta lo,: 
general aunque lo sea la part icular. Lo primero sucede en el 
siguiente ejemplo de lógica general que proponemos, por ño 
poder aun cita^ los'de esta clase de lógica matemática. Estan
do admitida como cierta la proposictoil general de que íorfos los 
hombres tienen algunas necesidades, sevb indudable la part i 
cular de que todos ibs españcles tienen algunas necesidades, 
como también la mas particuhc de i\ue todos los castellanos 
las tienen, y asi Sucesivamente hasta la mas individjud Lo s e 
gundo sucede en el siguiente ejemplo: hay uno ó muchos es— 
pañoles que andan veinte leguas a l d i a ; mas no por eso és 
cierto, que lodos los españoles andan otro tanto. 

Téngase también cuidado en no confundir una proposición 
con su recíproca; pues, aunque sea cierta la una puede no sef-
lo la otra. Tal Sucederia si de la proposición, el hombre tiene 
necesidades, dedugésemos ser cierta la recíproca, todo el que 
ítwieie necesidades no puede menos de ser hombre; pues hay 
otros muchos seres a quienes lo mismo sucede. Mas, pueden ser 
ciertas las dos recíprocas; y asi acontece cuando todbs l esea 
ses de una están comprendidos en la otra, 'comben estas re
ciprocas; el que es biieno ama la virtud y abomina el v ic io, 
y el que ama la virtud y abomina el vicio es bueno.. 

9.° Es verdadera una proposición general siempre que lo 
sean todas las* particulares comprendidas en el la. E l modo 
mas elcganie y rigoroso para demostrar una proposición gene
ral es el deducirla de otra mas general evidente, conforme á 
la parte primera del principio 8.°. Cuando, sin embargo de Com
prender una proposición general muchas particulares, ha sido 
demostrada sin valerse de estas para el razonamiento, esto es, 
por el método'de dicha primefa-parte del princinio 8.° , se dice 
que ia demostración es á pr ior i , como en el ejemplo de la parle 
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ciíada, cuando se dedujo que todos los españoles tienen a lgu
nas .necesidades. 

Pero no siempre podemos razonar asi: por lo cual, muchas 
•eces hay que demostrar una proposición general haciendo ver 
que todas las parliculares imaginables comprendidas en ella 
son exactas y conformes al sentido de.aquella. En tal caso se 
dice, demostrar k posteriori ó por inducion ó por analogía 
de casos; y es menos apreciable la conclusión entonces, por la 
sospecha de que puede haber comprendida en ella alguna pro
posición particular falsa que no haya ocurrido. Lá misma pro~ 
ftosic'ion síenera\, todo hombre tiene algühas necesidades, en 
que hemos fundado la demostración á priori antes, ha sido ele
vada á principio por la demostración á posteriori de que, h a 
biendo tenido necesidades un hombre, otro y otro y todos cuan
tos se han-conocido, se debe concluir que todos los hombres 
por conocer tienen algunas necesidades. f. 

9.° St tomando por principio de la dernostraciQn á p r i o r i 
una proposición general, se viene por encadenamiento r igoro
so á nna particular evidentemente fa lsa, se deduce que lo es 
igualmente la general de que se part ió. De .este razonamien
to, que se llama por ataurcfo. nos valemos muchas veces para 
demostrar la falsedad de una proposición. Suponiendo por ejem
plo, ser verdad, que todos los bultos iguales tienen pesos 
iguales, se sigue que una fanega de trigo y una.de paja pesan 
lo mismo; pero como esto es falso á la evidencia, se sigue que 
lo es igualmente el principio en que se fundó el raciocinio. 

LECCIÓN «. 

Cifras de aritmética^ y sistema de numeracioru 

4. Las cifras llamadas romanas, que en algún tiempo se 
usaron en aritmética, y que aun se emplean á veces en las 
inscripciones de arquitectura y en la numeración 4e paites de 
un tratado, por su bella figura, son I. V . X . L. 0 . 1). M . , 
•y espresan los números que en lengua vulgar están iqter* 
pretados por los moles que sobre ellos van escritos ca la cs^-
eala siguiente: 
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uno/ cinco, diez, cincuenta, ciento, quinientos, mil. 
L V. X . L. C. D. ' M . 

Los números intermedios, y los que pasan de mil, se es
presan combinando estas cifras oportunamente. Desde uno 
nasta cinco» 

uno, dos, tres, cuatro, cisca: 
i. u. ni. iv. v. 

desde cinco hasta diez» 

cinco» seis, siete, ocho, nueve, dietr 
Y. VI. VIL V1U. IX . X . i '. 

desde diez hasta cincuenta, 

diez, once,... catorce» quince, diez y seis,...» 
X . XI. XIV. X V . XVI . 

diez y nueve, veinte, veinte y uno,.... veinte y nueve, 
X IX . X X . X X I . X X I X . 

treinta cuarenta,.... cuarenta y nueve, cincuenta. 
X X X . X L . IL. L. &c. 

Por este orden se combinan las cifras para espresar los de-
mas números, observándose las dos reglas que siguen. Cuando 
6 una cifra se antepone otra de menos valor, hay que quitar 
éste del valor de aquella: y cuando la cifra de menor significa
do va después de 1» de mayor, hay que agregar el valor de és
ta al de aquella. 

En la-ortografía de nuestra lengua, publicada por la Aca
demia, se ven otras cifras usadas en algún tiempo, y á ella re-
mitimof al que quiera enterarse del modo con que se usaban. 
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Las cifras aritméticas admitidas actualmente son las diez 
arábigas, que se llaman guarismos,. 

O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

y por los convenios que hay hechos en cuanto al modo de com
binarlas, bastan ellas para espresar cualquiera número, por 
grande ó pequeño que sea. La traducion de dichas diez cifras 
á lenguage vulgar es como dice el mote sobre-escrito que aquí, 
ponemos á cada una: 

cero, uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve. 
0, 1, 2 , a, 4, 5 , 6, 7, 8, 9. 

La primera cifra es et símbolo de la nada, la segunda es
presa uno, la tercera dos unos,. la cuarta tres unos, la quinta 
cuatro unos,, y asi hasta la última, que espresa nueve unos: 
por esto se llaman cifras significativas las nueve que siguen 
al cero. 

5. La primera idea feliz para establecer el actual sistema 
de numeración, ó de ordenar las dichas cifras en unión de 
suerte que el coiijunto de ella esprese cualquiera número ente-
ro, fue la de considerar á este como un total compuesto de 
partes tales, que tomando la menor por unidad hubiese otra 
diez veces mayor;, otra diez veces mayor que la segunda, ó 
cien veces mayor que la primera; otra diez veces mayor que 
la tercera, ó mil veces mayor que la primera; y asi sucesiva
mente hasta donde se quiera llevar 1» composición décupla con
secutiva. Era necesario espresar el valor del total compuesto 
de esta manera, y de aqui provino el convenio de escribir en 
fila unidos los guarismos suíicientes, poniendo á cada uno en 
el lugar donde se le atribuya el valor que le corresponda se
gún la escala décupla. Supongamos el sencillo caso de que d i 
cho número total compuesto de partes décuplas, no contenga 
mas que una sola de cada orden. Escribiendo pues el guaris
mo. 1 taulas veces en fila» cuantos órdenes, de parles haya eu 
el lodo que se quiera espresar, dicha cifra 1 representará 
por el lugar que en la Gla ocupe, una parte del orden que 
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pertenezca según dicha escala de composición, como 

.11111111. 

La cifra última de la fila, que es la primera empezando por 
la derecha del que escribe, representa la parte menor: el s i 
guiente 1, que es el segundo empezando por la derecha, re
presenta una parte diez veces mayor que la primera: el siguien
te 1, que empezando por la derecha es el tercero, representa 
una parte diez veces mayor que el segundo 1, y cien veces 
mayor que el primer 1. En general, se cuenta el lugar de cada 
cifra empezando por la derecha, y cada una vale diea veces 
mas que la inmediata á su derecha; por consiguiente, fácil es 
conocerá la vista de la fila á qué orden pertenece lo que re
presenta la cifra por el lugar que ocupa. Cada 1 de estos se 
llama unidad; pero se distingue con su nombre particular la 
de cada orden, como aparece en Josjnotes -sobre-escritos de 
la siguiente fila 

o a 
== .2 II 
-o a» 

ns • 
*• a • ti ' 

-2 fe = o 5 « Sí 
_ ¡ i — ^ "^ co 3 

"o « ^̂  -a « -o ^ .S 
-a_& " - o ^ 1 3 , oí 

. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

He aquí el modo sencillo de espresar con una misma cifra, 
el todo organizado con.cuantas unidades décuplas se le quiera 
suponer compuesto. En fa nomenclatura de dichas unidades se 
observa también cierta ley de composición; pues, vemos que los 
•ombres'de unidad, decena y centena se repiten de modos ana* 
togos de tres en tres cifras de derecha á izquierda; yes fácil 
continuaren la formac;^ -tombres de cuantas cifras quera
mos escribir en la IHe «bierta <qne marcan los puntoi. 
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6. Se ha supuesto un,todo en que solamente hay una un i 
dad de cadaor ien, por esplicar de ácil modo la idea del siste
ma: pero puede suceder que haya de cada orden vacias unida
des; aunque si llegan á diez, ya componenuna del orden mayor 
inmediato, que debe ser escrita en el puesto que la corresponde. 

Decimos pues que, si hay varias unidades de un mismo o r 
den sin llegar á diez, es necesario escribir, en vez del l , la c i 
fra de las diez arábigas (5) que esprese el número de las dichas 
partes. Por ejemplo, 18315 se compone de cinco unidades sim
ples, una decena, tres centenas» ocho millares y una decena de 
rtiillar: asimismo, 3732154698 espresa el conjunto de , ocho 
unidades, nueve decenas, seis centenas, cuatro millares, cinco 
decenas de millar, una centena de millar, dos millones, tres de
cenas de millon„ siete centenas de millón y tres millares de m i 
l lón; según la interpretación que aquí presentamos escrita encima 
de cada cifra: 

• 5 . *-

C (y S g m 

S O — 3 ü i V . — ~ 3 S ü C > c « C i O 
1.8 3 1 5 ; 3 7 3 2 1 5 4 6 9 8 . 

8. También puede suceder que no haya parte alguna de 
cierto orden; y en este casa ocupa su lugar el cero. As i , 3502 
espresa un total de dos unidades simples, ninguna.decena, cinco 
centenas y tres miliares. En la espresion 6007 no hay decenas 
ni centenas, si unidades simples y millares.. En 40000 no hay 
mas que decenas de millar.. En 20 solo hay dos decenas. De 
modo, que cuando baya solo partes de un orden, su número se 
espresa escribiendo la cifra arábiga que denote el número de 
partes, y hacia su dertcha tantos, ceros cuantos fueren menes
ter para que dicha cifra ocupe el puesto de su orden. Por esto, 
á las decenas seguirá un cero, á las centenas dos, á los milla
res tres, á las decenas de millar cuatro, á las centenas de m i -
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ilar cinco, álos millones seis, &c. Con objeto de presentar ejem
plos de números en que solo hay una parte de cada orden, es 
decir, la espresion respectiva de la unidad en cada orden, están 
elegidos los casos que siguen, desde la unidad simple hasta el 
fnillon. 

rat. ••.. .• 'a . , - . ...-, «3 
S S -H. 

es es « 

<« <« es es es 
a c c: 0 a a a 
0 = 0 9 0 0 0 
1000000, 100000, 10000, 1000, 100 10, 1. 

Es fácil conocer que si en vez de una hubiese mas partes 
hasta nueve, se ha de escribir en lugar del guarismo "1 ei 
correspondiente de los nueve significados, como en los casos 
que siguen: 

-§ 

& « 2 2 ^9 
nj C —' W •-" ^ es a <o a 

V » t í ES 

§ g S « * 
•2 S £ .2 -§ 
«? S C* w o 
50000, 9000, 300, 70, 8. 

(̂ on estos ejemplos está evidente la utilidad de la cifra 
cero en el sistema de numeración, porque sirve, no solo para 
espresar que no hay partes del orden cuyo lugar ocupa en la 
fila el cero, sino también para en este caso hacer que cada 
cifra de su izquierda ocupe el puesto del orden correspondien
te. Solo por esta última circunstancia es. necesario el cero en 
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fila con otras cifras; de suerte, que por no influir en la es 
cala cuando está escrito á la izquierda de significativas, se d e 
duce que es inútil en este caso: por lo cual, 00062 es lo mis
mo que 62, y esta espresion, mas simple que aquella, carece 
del defecto de superfluidad. 

9. La nomenclatura de las partes de todos los órdenes re 
cibe una pequeña rnodificacion, al pronunciarse cursivamente 
la espresion de todo el número. Por ejemplo, los números, 
1000000, 100000, 10000, 1000, 100, 10, 1, conservando 
siempre el nombre sobre-escrito que les pusimos en el articulo 
anterior, se 'pronuncian diciendo cuando así conviene, un m i 
llón, cien mil, diez mil, mil, ciento, diez, uno: igualmente, los 
•úmeros 4000000, 700000, 20000, 9000, 800, 60, 3, se p ro 
nuncian también diciendo, cuatro mil'0^8» setecientos mil, vein
te mil, nueve mil, ochocientos, sesenta, tres. De este modo se 
cuentan las unidades simples de que se compone el total de 
cada orden; y del otro, el número de unidades de cada orden; 
pues, ochocientas unidades simples, por ejemplo, equivalen á 
ocho centenas. , 

La pronunciación de un número por unidades simples, aún 
es mas ventajosa para espresar cursivamente el valor de un 
total compuesto de unidades de varios órdenes, ó sea, una fila 
que contenga varias cifras significativas. Suponiendo, por ejem
plo, un número ó total compuesto del conjunto de partes es -
presadas en los números últimamente escritos, el valor de dicho 
todo es, 4729863, ó cuatro millones, mas setecientos mil, mas 
veinte mil, mas nueve mil, mas ochocitHito&, mas sesenta, mas 
tres. Comunmente se suprime la conjunción mas en el lenguage 
aritmético, y dicho número se pronuncia con mas fluidez d i 
ciendo que vate, cuatro millones, setecientos veinte y nueve mil, 
ochocientos sesenta y tres: en donde se advierte que la dicción 
se divide en tres, que son, ochocientos sesenta y tres, sete
cientos veinte y nueve mil, y cuatro millones, comprendiendo 
la primera parle de la dicción las tres cifras de la derecha, la 
segunda las tres que siguen, y la tercera la cifra 4 restante 
sola, por no haber mas. Teniendo presente lodicho en el articu
lo (6) acerca de la reproducción de los nombres, unidad, decena, 
centena, de tres en tres cifras empezando por la derecha, se 
advertirá que la espresion del número entero en lenguage vu l 
gar está compuesta de un modo conforme al sistema de la nu
meración décupia. 

Tomo 1. 3 
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, L a observatííoó precedente manifiesta un modo fáeilde pro

nunciar en lengua vulgar la espresíon de cualquiera numero en
tero, por muchas cifras que tengan pues;, dividiendo la flta coík 
tildes en periodos 6 porciones de tres en tres' curas, emp«íjbút-
do por la derecha, y adoptando la nomenclatura de contar por 
unidades simples, se leerá el número de modo análogo al caso 
de 4'729'8G3, de izquierda á derecha como toda clase de es
critura.. Gada periodo consta de tawtos cieoíos, dieces y unos, • 
como dicen^ sus; cifras tercera, segunda y primera> y hay que « 
aombrar el orden á que- según el periodo corresponden^ pues, 
eU el de la derecha son unidades simpleSv en el siguiente m i 
les, en el tercero millones,, en et cuarto milesr de millones, eit . 
el quinto billones, e le. • 

Dado, pues, el número^S 'SS l 'GOS'e^m, y hecha la d i -
tfeion de periodos <on l¡lde&, resultan cuatro comnleíos', yudo 
incomptelo; con que, espesa un^ t ó M de unicratles simples 
compuesto de noventa y dos miHones, quinientos ochenta y un 
mil, seiscientos cinco millones, novecientos veinte y siete míf 
trescientos treinta y cuatro^ unidades. Asi también^ 31/728 vale 
treinta y un mil, setecientos1 veinte y ocho unidades. Ef nútne-
ro 605 vale seiscientas chico unidades. E l 6052 vale seis mil 
y cincuenta y dos unidades. E l 30'007 vale treinta míf y siete 
unidades. En la pronunciación se hace siempre una corta paUj¿ 
sa al fin de cada periodo. 

10. Con la misma facilidad se escribe'en cifras aritmética* 
cualquiera numero entero espresado en lengua vulgar: por 
ejemplo, cuatrocientos cíncuenla y dos está cifrada en 452. E l 
número ochenta y un mil, doscienlos cuarenta y siéle, en 81247.. 
Once millones, cuatrocrentos ochenta y seis mil, quinientos-
ochenta y dos, en 11486582. Trescientos cincuenta mil ocho
cientos y siete, en 350807.. Dos millones y cinco unidades, 
en 2000005. 

11. Lo dicho basta para que no haya dificullad en tradu
cir á lengua vulgar cualquiera número espresado en cifras arit
méticas ordenauas en fila, ni tampoco en escribir de este mo-
po el número enffro esprtsado en lengua vulgar; en cuanto á 
ío prihiero, la división de periodos dicta el modo de pronunciar; 
y en cuanto á lo segundo, la pronunciación misma, indica los. 
íuganes de las tildes. 

12. Cuando el núrocco está espresado por un solo gua-
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rismo se dbc que es dígito; y cuando está espresado pop varios 
guarismos le llamaremosj7o/í'¿%íí0. 

13. Mas adelaate se dirá el modo de espresar por escrito 
en aritmética el número fraccionario ( l ) /y de pronunciar cual
quiera espresion fraccionaria. 

14. Las cifras de la aritmética general ó a/^6ra suelen 
ser todas las letras de nuestro alfabeto y las del griego, usán
dose también algunos acefllos ortqgréficos ó de otra clase para 
distinguir con ellos ciertos accidentes de la cantidad espresada 
por la letra. Es tanta la generalidad de la significación de las 
letras en álgebra, que no .solo pueden representar cualquiera 
número según el actual sistema de numeración, sino también 
según otro cualquiera. 

Los signos con que se organizan las oraciones algébricas, 
de que se habló en el artículo (2), son: 

y á su tiempo esplicaremos las significaciones: jpero ,no podemos 
dejar aquí de indicar las de = , < y >, porque sin ellos no 
hay oración, ĵomo «ucede faltando el verbo en la lengua vul
gar. El signo = puesto entre dos cantidades A y /?, como 
A= f f , espresa que A es igual á B. E l signo < puesto entre 
dos cantWades, como A<.B, dice que A es menor que B. El 
mismo signo según está, ó vuelto, como /?>4, d'06 q06 B es 
mayor que A. 

La oración completa .r4=# se llama ecuación, ó igualdad, 
ó equivalencia; y la A</? ó la B>A se llama inecuación. En 
ambos casos diremos que es jormer Wíemóro toda la parte que 
antecede al signo = , ó <, ó >; y segundo miembro toda la 
parte escrita después de dicho signo. 
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ALFABETO OEIIE^O. 

httras 
griegas. 

A , « , 

B.C.fJ. 

r ,v . . 

E.t. £ 

/^. . 
H,T!. . 

<y,6,-5. 

itt. . 

K.íc. . 

\ ,X. . 

M,y. . 

N.v, . 

H,?. . 

n.tr.. 

P,p. • 

T,T. . 

r,u.. 

x.x • 
v,^. 

Su ffiinun-
dación. 

alf» . 

beta . 

gama, 

delta . 

epsiloh 

d^eta. , 

eta. . 

treta. 

iota . 

¡tapa, 

tañida, 

mu. . 

wx. . 

análogas de 
nuestro a/faéelo. 

i t . 

omicron. 

pi. . . 

ro. . . 

sigma. . 

tau. . . 

upsilon . 

f i . . . 

fhi. . 

psi. . 

omega. . 

b 

d 

rbrere -

ds 

e larga. 

U 

i 

k 

l 

es ó x suare-

o breve 

P. 

r 

5-

I 

U 

| 
j 6 X foerte' 

ps 

o larga. 
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CAPITULO II. 

Cálmlos de sumar, resíarr multiplicar y dividir, 
cotilas unidades enteras y partes decimales en arit

mética. 

LECCIÓN PRIMERA. 

Sumar con enteros, 

15. Sumar es reducir á una sola espnsion varios números 
que se propongan*, y de consiguieiUe, sumar enteros én arilmé-
lica es formar una fila de guarismos que valga tanto, como to
das las ííias sueltas que se propongan para la operación. Si. se 
dan por ejemplo los números 12 y 7 para sumar, el total 19 es 
lo que se pide. Cada uno de tos números parciales que se pre
sentan es un sumando, como por ejemplo el 12 y el 7; y el to
tal que se hallare es la «tma, cual en el ejemplo el número 19. 

Seria muy penoso el vernos precisados á«descomponer cada 
sumando én tantas unidades simples como représenla, para des
pués juntarlas ó bailar asi la suma, á manera que hace la gente 
ruda cuando cuenta por los dedos de la mano; y para evitar 
esta necesidad, conviene adquirir destreza en sumar de memo— 
Bia de dos en dos los números que los guarismos represeutao, á 
cuyo- fin sirve la tabla siguiente: 

• r 

81 . _ \ 
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TABLA DE SUMAR. 

son 

•" J * • • • • 
2 y 2.,.. 
2 y 3.... 
2 j 4 . . . . 
2 y 5.... 
2 y 6.... 
2 y 7.... 
2y8 . . . ; 
2y 9.... 

f y l 
4 y 3.... 
i y * 
4y 5..., 
i y S .... 
4y 7 
4y8 . . . . 
4 y 9..,. 
5 y l .... 
5 y 2 .... 
5 y 3 . . . . 
5 y 4 .,.. 
5y 5 ,... 
5y6 , . . . 
5^7.. . . 
5 y 8.... 
5 y 9 .... 

T y 1 son -8 

S j i .... S 
8 y 2.,,, 10 
8 y 3...,11 
8 y 4.... 12 
8 y 5.... 13 
8 y 6 .... 14 
8 y 7.... 15 
8 y 8.... 16 
8 y 9.... 17 
9 y l 
9ya 
9 y 3... 
9^4..., 
9 y 5..., 

9 y 7.... 
9y8 . . . . 
9 y 9.... 

• • • • 
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KT. Hay un modo propio de ordenar para la sumacion los 
números, y conúste en escribir unas f i lm; dé sumandvs tle-~ 
frajo de otras> de moda que las unidades de cada orden de 
todos ellos formen también fila de arr iba abajo,, á que l l a 
maremos columna; tf por úílimo: trazando una raya, escri
bir debaia l a suma de cada columna por su' orden. 

Tratándose' de sumar, por ejemplo,. los números 3, 
521 y 13, se ordenan de modo que las unidades ~ 
simples formen una columna^otra las decenas y otra r^* 
las centenas. Se disponen asi los números con el ob - ^ 
jeto de reunir las unidades de cada orden, y de que 
los guarismos que espresen las^sumas parciales ó de 
eoloimnas, escritos debajo de todos los sumandos guarden 
el lugar correspondieule según el sistema establecido de n u 
meración. Procedamos pues á calcular, fundándonos en el prin
cipio (3, 2.°) de que el todo es la suma de sus partes; y tra
zada la raya, empezáremos la operación por. la columna de 
las Unidades simples. Se suman primeramente los dos guaris
mos superiores de la columna de unidades simples,, diciendo 
3 y 1 son 4; y después se junta la suma 4con-el tercer gua
rismo de la columna, diciendo 4 y 3 sou 7. Como ya no hay 
mas guarismos en la columnB, se escribe bajo Hi raya el 7, que 
es la suma de la columna de unidades simples. Procédase á la 
sumacion de las decenas, diciendo-2 y 1 son 3, y escribase el 
3 en su lugar bajo la raya. Ultimamenle, la columna de las 
centenas en este ejemplo consta.solamente de un guarismo, el 
cual, por no haber con quien sumarle, se escribe bajo la r a 
ya en su correspondiente Golumna.. 

Concluido el cálculo vemos, que 7 es la su
ma de unidades simples,, de las decenas es 3, y 
de las centenas 5, cuya total asciende á quinien
tos treinta y siete , 6 5 centenas 3 decenas y eq-y 
7: unidades. ^ 

• 
E l ejemplo que-se acaba de practicar está exento de una 

dincullad muy común en la sumacion, y es e l pasar de 9 la 
suma de alguna columwa, cómo sucederá en el siguiente caso. 

El escollo de que se trata ge presenta desde luego §n la 
columba de unidades, que es por donde se em^rera; pues 
vemos que asciende á 18 unidades, ó 1 decemV y 8 unidades, 
tá suma de ella; pero cómo, flor la regla establecida al prin-
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cipio, sólo se deben escribir bajo la rayalas uní - 7*51 o 
dades simples, hemos puesteen efecto la cifra q i ? 
8 de ellas, y agregado la l decena í la-columna 02026 
de decenas. Por lo cual diremos para la suma de fncnn 
estas, 1 y i son 2; en seguida 2 y 3 son 5; y por 
último 5 y 2 son 7. íün las centenas nos hallamos 71370 
con el mismo escollo, pues asciende la suma de 
ellas á 23 centenas ó 2 millares y 3 centenas: por lo cual 
<sci'ita la Cifra 3 centenas en su lugar, agregaremos los 2 
millares á la columna inmediata. La suma de millares es 11, 
ú bien un millar y 1 decena de millar: -escribiendo pues 1 
millar en la columna de millares, agregamos 1 decena de mi
llar á la columna inmediata, que entonces compone 7 dece
nas de millar. 

En cualquiera caso aritmético de sumacion que se propon
ga se procede asi hasta donde alcancen las cifras de los s u 
mandos; y lo dicho basta para establecer la regla de que se 
debe sumar en cada columna, el primer guarismo con el se
gundo, después la suma de estos con el tercero, después l a 
suma de los tres con el cuarto, S f c : y s i en l a suma de cada 
columna resultan unidades de l orden mayor inmediato, se 
deben agregar estas como un sumando á l a columna corres
pondiente, después de escribir l a suma de las de orden infe~ 
r ior en l a suya. Para vencer siempre el escollo del ejemplo 
segundo, es necesario estar prevenidos de que en las sumas 
que pasan de 9, se necesita Incer de memoria la separación de 
la parte que se ha de escribir en la misma columna, y la que 
se na de agregar á la columna inmediata. En cuanto á la parte 
que ha de quedar, lo dice por el sonido la misma termi
nación de la suma, según concluya en una ú otra de las diez 
cifras; como por ejemplo, 8 en la suma 18 de las unidades, 3 
en la suma 23 de las centenas, y 1 en la suma 11 d2 los mi 
llares. En cuanto á la parte de suma que se ha de agregar«á 
la columna inmediata, sirve también de gobierno ia espresion 
npisma de la suma: pues, dicha parte es la restante en la suma, 
después de haber dejado la última cifra de ella bajo la columna 
sumada; como por ejemplo, 1 en la suma 18 de unidades, 2 en 
la *uma 23 de cercenas, y 1 eji'la suma 11 de millares. Para 
este último objeto de,saber cuánto se ha de llevar á la columna 
inmediata, apréndase á mayor ahundamiouto la tabla siguiente 
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de sumos, en la cual se observará la separación de dichas dos 
partes visiblemente. 
Desde 
Desde 
Desde 
Desde 
Desde 
Desde 
Desde 
Desde 
Desde 

10 hasta 
20 liasta 
30 hasta 
40 hasta 
50 hasta 
60 hasta 
70 hasta 
80 hasta 
90 hasta 

19 se lleva 
29 
39 
49 
59 
69 
79 A.. 
89.1 
99 

Desde 100 hasta 109 ....10 

Desde 110 hasta 119... 11 
Desde 120 hasXa 129... 12 

Desde 990 hasta 999... 99 

Desde 1000 basta 1009... 100 
etc. 

*Las reglas dadas bastan para sumar cuantas filas se propon
gan; pero encargamos al principiante que no cese de ejercitarse 
en muchos ejemplos, hasta adquirir facilidad y destreza en la 
práctica; y para que ningún caso^straño le pueda sorprender, 
añadimos aquí los siguientes-. 

Cuando fallan las unidades simples por terminar con cero 
todos los sumandos, se escribe cero' en el lugar correspondiente 
de la suma. Si ademas la columna de decenas no tuviere cifras 
significativas, se escribe también cero en la suma, y asi suce
sivamente; como en los ejemplos que siguen: 

1960 
572100 
30640 

819000 

1423700' 

84000 
500 

9200 

93700' 

2004000 
30000 

•600000 
2634000 

Cuando la columna en que falte cifra significativa es de las 
intermedias, se escribirá cero en la suma correspondiente, siem
pre que no hubiese que agregar á ella unidades procedentes de 
la anterior; pues en caso de haberlas, se escriben estas en dicho 
lugar; como sucede en los ejemplos que siguen: 

47012 90006 7408012 
23 81 309021 

(005 20 9000 
1049 50000 6806045 

54089 
Tomo I. 

140107 14532078 
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17; Sé han dado reglas para sumar los enteros-abstPactos 
y las luismas han de observarse cuando sean concretos sia 
faltar ademas al. principio lógico de ser precisamente de'una 
misma especie y clase todos ©líos. Por el lenguage en que se 
pide una sumacion de número* concretos^ suele deseonocer el 
principante la naturaleza del problema, pero la distinguirá me
ditando un poco. 

5f gastan, por ejemplo, en una casa 25 reales en un dia 
8 reales en otro y 107 en el tercero; y se pide hallar el t o l 
tal gasto de dichos días. Es evidente que la cuestión se resuel 
ve sumando los gastos parciales; y e* cálculo ejecuta
do maniíiesta, que en los tres dias se gastaron 140) 25-
reales. Lo mismo se hacen las cuentas de cualesquie- 8 
ra números homogéneos, siendo lodos de ganancias 107 
ó todos de pérdidas, es decir, cairtidadés que se de-
ben agregar unas á otras. 140 

Muchas veces ocurre la necesidad dé sumar varias partidas 
escritas en una plana, con las escHtas en otras; en cuyo caso 
hay que agregar la suma de cada plana á la otra como un 
sumando; ó bien, hallada la suma de cada plana por sí juntar 
al fln todas como sumandos. Este último medio se emplea tam
bién á veces cuando, se propone una larga columna de partidas 
a bn de que sea menos trascendental cualquiera equivocación 
Supongamos por e j emp lo . ^ un jugador apunta los reales 
qpe dtanamente ganó á otro en tres semanas, y quiere s a 
ber lo que ganó él y perdía el otro. Hechas las sumas de rea
les que espresan las tres cuentas primeras abajo escritas de 
siete en siete dias, y reuniendo finalmente las tres sumas sema
nales, en la cuarta suma halla que la ganancia tetai suya á 
bien la perdida del contrario es veinte y tres mil ciento v caá-
tro reales. J-

20 1010 522 
500 308^ 87 

9 1500 5 
11 211 26 

8532 9 6000 11339 
2 l 9 l 6 1500 3122 

70 7 * 403 8643 

11339 312a 8643* 2310X 
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18. La operación de sumar.dos números,^ bien de agregar 
á uno do ellos él otro, se indica de «n modo general con el 
signo + puesto entre los dos, que significa la conjunción mas, 
como por ejemplo 5-h2 que se pronuncia cm^o mas dos: y se 
llama signo positivo el + en el cálculo. Si ademas hay (Aros 
sumandos, también se ponen á continuación afectando á cada 
uno con dicho signo, como 5-h2-{^65h-18; &c. Asi se espresa 
en1 el álgebra él concepto de sumar los números que.se hayan 
propuesto; y en general en la forma 0+6-he... lasumacion de 
las cantidades generales a, b, c, etc., como praclicaremos á 

; debido tiempo. Aqui nos proponemos únicamente el dar las pri
meras ideas del carácter que á la escritura algébrica distingue. 
Se llama ;>o/í»o»íío en general toda frase compuesta de par
ciales en que á una siguen otras afectadas con sus correspon
dientes signos positivos ó de adición: y cada frase parcial ó 
componente se llama monomio, y también parte del polinomio. 
Si este consta de dos monomios, se llama binomio; si de tres, 
trinomio; &c. 

Cualquiera numero espresado en fila según el modo de 
4a aritmelica particular, .puede ser descompuesto arbitramen
te para espresarlo según el moda de la aritmética general. 
Por ejemplo, el número 91 equivale á 90+1, á 70-1-20-+-1, á 
66-f-18-f-5-t-2, &c.; pero de los muchísimos polinomios en que 
se pudiera descomponer el número 91, el binomio 90-hl es el 
mas conforme al sistema de numeración actual, porque cada 
término contiene unidades de un solo orden; decenas el primer 
término, y unidades el segundo. El número 3685, descom
poniéndole también así, equivale á 3O0O-f-600-f-80-l-5; el 
202710 equivale á 200000-i-0-+-2000-+-700-MO-hO, &c. Aqui 
se ve la ingeniosa sencillez del sistema de numeración actual; 
pues en realidad, cada Ola de guarismos representa sucinta
mente lo mismo que un polinomio-

Guando está concluida una sumacion de cantidades ligadas 
con el signo-f-, se forma la oración algébrica con el signo = pues
to ácontinuación del polinomio que forman los sumandos, y des
pués del signo la suma: como-por ejemplo, 5214-144-3=538; 
y en general a-h-b..,=:s; conforme al convenio admitido (14). 

http://que.se
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LECCIÓN II. 

Restar con entero*. 

19. La operación de hollar la diferencia entre dos números 
cualesquiera se llama restar, y en aritmética es formar una fila 
de guarismos que esprese las unidades que quedarán, quitando 
á uanúmero dado las unidades que esprese otro número tam
bién dado; come por ejemplo, si de 9 se quitan 5, quedarán 4. 
£1 número que ha de padecer diminución, coma aqui el 9, se 
llama restando o minuendo; el número que se ha de quitar ó 
sustraer, como aqui. el 5, es reslador ó sustraendo; y la dife
rencia que queda, como aqui el 4, se llama diferencia ó 
residuo, ó resto. Vor la definición vemos que el restando es la 
sumardel reslador y el resto; y pues la suma es el conjunto de 
uní Jades de cada orden (16); claro está que el resto debe ser el 
conjunto de restos de unidades de cada orden también. Por lo 
cual,, dadas las dos cantidades cuya diferencia se traía de ave
riguar, se escribirán tas filas de guarismos de manera que las 
unidades de cada orden formen columna*, como en la suma~ 
cion, pero con la advertencia de poner el reslador debajo del 
restando; y se trazará bajo la fila inferior una raya, que s i r 
ve pura separar el resto, que se hallará restando las unida-
des de cada orden. 

Dado por ejemplo el número 5683 para restando, y el 4321 
para restador, dispónganse como acabamos de indicar, y precé
dase á comparar las unidades de cada orden empe- 5533 
zando por la columna de las simples. En ella vemos 4321 
que de 1 á 3 van 2; y este es el guarismo que se ha —í-~ 
de escribir bajo la raya en la columna de unidades simples. En 
las decenas, de 2 á 8 van 6; y escrito el (i bajo la raya en la 
columna de las decenas, se continúa la operación por el mismo 
orden, hallando y escribiendo la diferencia 3 de las 55^3 
centenas, y por último, la diferencia 1 de millares; ^321, 
como patentiza la operación concluida que presenta- r ^ j 
mos, habiendo resultado la diferencia total 1362. 13o2 

Lo mismo se practica el cálculo en los tres ejemplos que 
liguen; 
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935 1935 71935 
124 1124 ail24 
—-; ;, . 
811 811 40811 

En el seguiMfo se ha omitido eí escribir cero millares en el 
resto, por ser inútil esta cifra al principio de la fila (8). 

Si en el restador falta cifra que comparar con el restando, 
se supone que ocupa el cero aquel lugar, pues nada puede i n 
fluir esto en los valores, en atención á que solo jmede suceder 
la falla de cifra al principio de la fila. Sirvan de ejemplos los 
dos casos adjuntos: 

restando 6859 68o9 
íeslador 25, es lo mismo que... 0025 

,¡2/JÍI9j) 6834 6834 

. restando 27305 27305 
restador 7 i 0 2 es lo mismo que... 07102 

. . *( ' i • 

20203 20203. 

20. Puede presentarse en otros ejemplos que áe propongan 
alguno de los escollos que vamos a clasificar. 

l.e Cuando espresa mayor número de unidades alguna de 
las cifras del restador que su respectiva del restando, hay que 
agregar á esta una unidad del orden mayor inmediato, despo
jando de ella á lacifca de la izquierda, como en el siguiente 
ejemplo; . 

5948 que equivale á... 5900 f 304-18 
3829 que equivale á... 3800-|-204- 9 

2119 que equivale á... 21004-104- 9. 

Vemos por la espresion aritméticamente ordenada, que al em
pezar el cálculo por laá* unidades simples, como está esplicado, 
ocurre el inconveniente de no poderse quitar 9 unidades de 8: 
pero, tomando una decena de las cuatro que hay en el m i 
nuendo, si agregamos sus 10 unidades á las 8, la cuesli m es 
J'a restar 9 unidades de 18, y 2 decenas de 3; y resulta, la 
diferencia total 9 unidades simples, 1 decena, 1 ceuleua y 2 
millares; ó dos mil, cieuio diez.y nueve. 



2.° Puede PHceder cpie la cifra inmediata de mayor orden 
se halle en igualcaso al hacer su resta; y entonces hay que r e 
currir á la de su izquierda, como en el siguiente caso; 

7123 equivalente á... 7000-1-1104-13 
4085 equivalente á,.. 4000^- 80-f- 5. 

3038 
No pudiéndose restar 5 de 3, se toma una decena de las 2 ; y 
es 13 asi el minuendo parcial de las unidades simples, y 8 
la diferencia. Quedó una decena por minuendo de este orden, 
y siendo imposible también su resta, hay que agregar una cen
tena tomada en la cifra inmediata; así el minuendo parcial de 
las deccnas.-és 11, de quienes restamos 8 , y viene la dife
rencia 3. La resta de las centenas es practicable á pesar de 
haber quedada cero el minuendo de ellas, por ser lo mismo el 
suslracnd/ij Resulta la diferencia tolal. 3 millares, O centenas, 
3 decenas y 8 unidades: ó tres mil, treima y ocho. 

3.° A veces el escollo viene solamente en la resta parcial de 
las cifras (jueliay en. medio de las espresiones, como en el ca
so actual; 

3 Í405 equivalente á̂ 20000H-12000-h300-f-100-h5 
18352 equivalente á lOOOO-h 8üOO-f-300-h 50-h2. 

14053 
4.° Otras veces, qoerieodo tomar «nídad-de orden mayor 

en la cifra inmediata, ésiatíarece de ella ; y entonces hay que 
recurrir á la siguiente cifra, como en el caso adjunto; 

96502 equivalente á 960004-400+904-12 
74318 equivalente á 7400G4-3004-104- 8. 

22184 
Aqtii no se pueden •l'eslflr tes unidades simples sin agregar de
cena; pero no habiéndola en la inmedia'ta cifra, hay que llegar 
hftsta las cetñems- se toma una y se distribuyen sus 10 dece
nas agregando O á la cifra de las decenas y 1 á las de unidades, 
que ya son 12. La operación es ahora fácil, y resulla la d i 
ferencia 2 decenas de millar, 2ínillares, 1 centena, 8 decenas 
y 4 unidades; ó veinte y dos mil, ciento ochenta y cuatro. 

5»° Cuando la mayoría del resiador suceda en las un í -
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dades del mayor orden, habiendo igual número de cifras en 
restando y reslador, será absurda la operación propuesta; como 
por ejemplo, en los dos casos 

S582a 82499 
6412 82500 

pues, aunque iiialvertidamenle fuésemos calculando hasta lo 
posible, nos hallai iamus al fiu con la imposibilidad de quitar, 
en el primer ejemplo 6 millares á 5 millares, y en el segundo $ 
decenas de millar á 7 decenas de millar. Sin embargo, nos i lus
trarán sobre esta materia* las observaciones que se harán des
pués al tratar de la resta con signos algébricos. 

6.° St el resiauio terminare con varios ceros, hay que l le
gar hasta la primera cifra significativa que se encuentre; y to 
mando en.ella una unidad de su orden, distribuirla entre las 
que necesiten agregación; como en el ejemplo que siguej 

2000 equivalente á 1000-t-900-h90H-l(^ 
843 equivalente á . . . . . . 800-}-40-h 3. 

1157 

Vemos en é l , que un millar esVk repartido en 9 centenas, 
9 decenas y 10 unidades. Ademas ofrece la cuestión el'acciden
te de no haber millares en el restador; pero es lícito suponerla 
cifra O-en^su lugar; y hacer asi la comparación de millares. 

7.* Vamos á un caso parlijular de esta especie, que es el 
de ser minuendo la cifra 1 seguida de tantos ceros cuantas 
cifras hay en el sustraeado; como por ejemplo, en el siguiente 
mso: 

1000 equivalente t... 9004-90+10" 
843 equivalente á... 800-H-40-h 3. 

157 

E l resultado es la diferencia entre un número y la unidad 
del orden mayor imnediato, diferencia que se llatna comple
mento aritmético de dicho número; como por ejemplo, 157, 
que es complemento de 843, asi como 843 complemento de 
157; pues, ifcada número de estos es la diferencia que hay en 
tre el otro y 1000. 
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También, por las restas que se ven á continuaciou, 

10000 10 100000 
1124 « 84862 
8876 . 4 15138 

resulta ser 8876 y 1124 complementarios múluanlfente: asi 
mismo, 4 y 6 complementarios eulre sí: é igualmente 15138 
y 84862 uno de otro. 

21. Por medio de los complementos la operación de restar 
se cambia en la de sumar, con la precaución siguiente. 

Tratándose, por ejemplo , de restar 4 17 
unidades de 17, el cálculo ordinario nos 4 
daría inmediatamente la diferencia de ellas, — 
que es 13. Para formar idea del célenlo 13 
por complementos discúrrase , que si tomamos el com
plemento de 4 que es 6, y escribimos éste 17 
bajo el minuendo 17, la suma 23 escede 6 
en 10 al resto 13, Por lo cual , si á la — 
izquierda del 6 escribimos I decena, con ra 23 
ya sobre puesta para recordar que hay que quitar una 
decena á la suma, pues en vez de - restar 17 
4 hemos anudido 6 á 17, resulta la s u - T6 
ma 13 cercenando á Jas decenas una, c o - -— 
mo se ve en el cálculo. 13 

Consiste, pues, la operación de cambiar una resta en s u 
ma por el método del complemento aritmético, en sumar el 
minuendo con el complemento del suslraendo y quitar una 
unidad á l a suma de las del orden mayor inmediato que 
preceden a l complemento: se funda en que á la suma se 
quita tanto, como importan juntos el rcstador y lo que se le 
añadió á este. 

Animismo, debiendo restar 4 de 125, la ^ ^5 
difirencia es 121, conforme al método ordi 
nario de restar que practicamos. Para con
vertir esta operación en la de sumar, escrí- ¿q* 
base en lugar del 4 su complemento 6, con T 
á la izquierda para indicar que se debe disminuir la sama de 
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las decenas en una, como en el cálculo ad- ^ r 
junto se ve. No hay duda en que el resultado _!? 
es legitimo, porque, á la suma de 125 y 6 se 
quita 10 ó su igual 4-h6, cantidad compues- - a ^ 
ta del reslador y lo que se le añadió. 

-Siguiendo también ol método de los complementos, en vez 
de restar 428 de 535 súmese con éste el eqe í>99'H[ 
complemento de aquel, que es 572, y su- 7570 
Enmiendo T millar, resulta 107 como si se 

ubiera restado 428 de 535. ^q -

22. Después que el aritmético ha concluido la operación 
de restar, puede cerciorarse de la exactitud del resultado por 
laprueba: que consiste en sumar el restador tfooiQñ 
con el resto i pues debe salir por suma el res- oft-ofS 
tando según lo establecido en el artículo (19). 
Practicando, por ejemplo, la prueba.en.la res- S87117 
ta adjunta, hay certeza de no haber padecido 
equivocación, porque la suma de resto y restador sale igual al 
restando. 

En el mismo.principio se funda l-a prueba de la sumaciom 
pues, restando de una suma total hecha, la de todos los su
mandos menos uno, si sale la diferencia igual á éste, será prue
ba de estar bien ejecutada la suma de que se trata. 

Asi sucede en el ejemplo que sigue; r w * 
pues que, si se resta de la suma total 7354 ^ 
la suma 6539 de los sumados, escepto uno, J : l 
que aquí es el último, resulta igual á éste la 
diferencia. wor. 

7354 
23. Sabiendo las reglas para la resta de los enteros abs

tractos, su aplicación á la de concretos no presenta dilicuita-
des; y solamente puede haber alguna en acostumbrarse á dis
tinguir la naturaleza de la cuestión que se proponga en lengua 
vulgar. 

Por ejemplo, un sugelo ha ganado con su trabajo 76 rea-
les; á cuenta ha percibido una vez 8 reaks y otra vez 5 rea
les; y se quiere hallar lo que aun debe de percibir. -

Tomo 1. 5 
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Claro es que se pide restar de la total g ~*~ 

ganancia la suma de cantidades percibidas: . i « 
con que; twiy una sumaciou y uaa resfca: aque- ^ . . 
Ha es. de. sumar 8 reales co» S reales^ y ia ^ ' ^3 ' 
segunda,, restac 13 reales de 76; reales; re
sulta que aurv debe percibir 63 reaíes. 

24.. £n la aritméUca general la- operación de restar se es
presa escribiendo en un mismo renglón el restando y después 
el signo —»que se• pronuncia iwenoí̂  y al lin.eKresladór; como 
por ejemplo,. 8—5,. 1273^—495s &c. y en generat ^ ^ J ; y se 
pronuncia & menos 5v asi como. 1273 f»0«oí<49&, &c.» y en 
general ̂  ffi^nos A. El signo—se llama n^aíiüo para, distin
guirle del posiVíro -+- en el lenguage vulgar, y cuando trate
mos de restar cantidades algébricas entenderemos los motivos 
que Hay, para, llamarse negativo el signo y positivo el -h . 
Por ahora, solamente nos> hemoS'pfopiíesto el dar les primeras 
ideas acerca deJ uso^de los signos, para, tener este auxilio en 
los cálculos de aritmética» cuando nos convenga. A lo dicho 
añadiremos, que después de haber indicado el problema de 
restar un número de otro,. en el bmomio que se forma con el 
restando y el restador mediante el signo,, como por ejemplo 
1273-L-495; se procederá ejecutar la resta según queda dicho 
en las reglas de aritmética (19)í y (20);.}'' luego que se haya 
encontrado elresto, como aquí el-778^ se forma la oración al 
gébrica por medio del signo ==, según está, admitido (14j, 

1273—495=778. 

25. La resta eá el medio propio de hacer la descomposi-
oion de un número en sumandosf asi como por la sumacion 9e 
hace lo inverso, que es componer el número cwmdo se dieren 
los sumandos. El problfema dé componer es absolutamente de» 
terminado, porque los sumandos que se den jamás pueden pro
ducir mas que aquella sumar pero el problema dé la descom
posición en sumandos es indeteirminado, porque un número 
puede ser descompuesto en mucho» sistemas de sumandos, co
mo ya está̂  dicho en el artículo (18). Ademas está sujeto á la 
restricción de que cada sumando ha de ser menor que el Wr-
roero dado para descomponer, y siempre igual á la diferencia 
entre éste y el valor á que ascienda la totalidad de los otros 
sumandos. Dado por ejemplo el número 1273, podemos elegir 
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por primer samando eaalquiera BÚmero menor. Sea este 825; 
y restándole de 1273, sale para el total de los otros sumandos 
el número 448 por la resta, ó bien 825-h448=l273. Si que
remos proseguir la descomposición en polinomio de mas térmi
nos, desconjipóngase £43 ep otros dos, eligiendo uno (jue sea 

. menor que el aúmero 448; y así sucesivamente. 

• • ' • • 

LECCIÓN 111. 

¡Multiplicar con enteros, 
26. Cuando se propone un problema de sumar varios nú-' 

meros iguales, la operación del cálculo se abrevia ingeniosamente 
convirtiéndola en la áe multiplicar. Dados por ejemplo los su
mandos 8 y 8, el modo ordinario es cual sabemos e» la „ 
disposición que aqui se ve, y en el problema se pide ha- ? 
llar el número que debe resultar duplicando el 8. Si el 
& entra por sumando tres veces, el problema será t r i - 71 
pitear el 8; asi como cuadruplicar, quintuplicar, etc., 
y en general multiplicar, si -entra cuatro veces, cinco veces, 
etc., y en ¿generaI cualesquiera «úmero de veces. £1 húmero 
que se lia de multiplicar se llama multiplicando; el número que 
espresa las veces que aquel entra por sumando es multiplica
dor; el resultado es producto; y se llaman también factores de 
este el multiplicando y el multiplicador, porque ambos hacen 
que salga el resultado. £n el ejemplo propuesto de multiplicar 
el número 8, este es el multiplicando: el número 2 ó 3 ó 4 etc., 
por quien se ha de multiplicar, ó bien el que espresa las veces 
que aquél entra por sumando, es multiplicador; y el número 16 
ó 24 ó el 32, etc., es el producto. 

27. El problema de multiplicar cualquiera número dígito 
por otro tal, está resuelto en la tabla siguiente, que se dice ha
ber sido formada por el filósofo Pitágoras. Ka ella está omitido 
el guarismo cero, «porque según la definición de multiplicar, si 
fuese cero el multiplicando se pedirla una suma de ceros que 
es cero (16); y si fuese cero el multiplicador, se pediría la con-
tradicion de no entrar por sumando vez alguna el número que 
fuere multiplicando, y por consiguiente no puede haber pro
ducto. Debe aprenderse de memoria cada operación de lascom-
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prendidas en la tabla; porque, según pronto veremos, en saber 
todas ellas consiste el hallar los productos de números mayores. 

.«a fs 
TABLA PITAGÓRICA/. 

£ 16 
9, 18 

12'l4 

•¿£!28 
30 3S 

-
16 |1 

3« S6 

2^;30 
28 35 
32 40 
36 ¡Ti S4 (>3. 

40 iS 

64 172 
72 81 

Ninguna dificultad presen
ta el entenderla, pues en la 
segunda columna y lo mismo 
en la segunda fila, están los 
productos del 2 mullipiicado 
por cada una de las nueve 
cifras: en la tercera columna 
ó fila los productos del 3 mul
tiplicado por cada una de di
chas cifras, y asi sucesiva
mente; de modo, que para 
hallar cualquiera de los productos entre dos de las nueve c i 
fras, se busca en el pequeño cuadro que jndtamente cor
responde á la columna de un factor y á la fila del otro. Si se 
trata por ejemplo, del producto que deben dar 5 y 7, se ha
lla en el cuadro que á un mismo tiempo corresponde á la colum
na del 5 y á la ítla del 7, ó igualmenie en eí cuadro que cor
responde á la fila del 5 y á la columna del 7. La idea de la 
operación se pronuncia diciendo 5 multiplicado por 7 es 35, 
ó bien 5 por 7 es 35; y entiéndase lo mismo en cuanto á- otro 
cualquiera producto. 

28. La operación de multiplicar un número polidígilo por 
un dígito, equivale á la sumacion de tantos sumandos iguale» 
al primero, cuantas unidades tenga el guaris
mo multiplicador. Si se pide, por ejemplo, 
el sumar 537 y 537, el número entra par 
sumando 2 veces y la suma, según el método 
ordinario es, lo mismo que duplicar el nú
mero 537, ó bien duplicar las unidades, 
las decenas y las centenas de que consta. Si La cantidad fue
se propuesta por sumando 3 veces; la ope- 537 
ración según el método ordinario, daría un 537 
resultado conforme al problema de triplicar 537 
el número, ó bien triplicar las unidades, las 
decenas y las centenas. 1611 

Sin proseguir mas adelante, se puede conocer que, sea 

537 
537 

1074 
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cualquiera la füa de guarismos que se proponga por mul
tiplicando, y cualquiera el guarismo multiplicador, la ope~ 
ración consiste en multiplicar por este las unidades de cada 
orden de aquel, siguiendo de menores á mayores; g agre
gar unos a otros los productos parciales que asi se obten
gan, para tener el total producto que se- pide. Segon esta 
regla, basla ia tabla pitagórica también para ejecutar las mul
tiplicaciones de esta clase; pues la operación viene á reducir
se á multiplicar un guarismo por otro cada vez^ cuidando de 
colocar en la fila del producto las unidades de cada orden en 
su respectivo lugar, agregando las del orden mayor que pu
diere dar cada multiplicación parcial, á sus correspondientes 
de la multiplicación sucesiva. 

Para ello se escribe el multiplicando y debajo el multipli
cador, formando columna los guarismos de cada orden, y al 
fin el producto, separado, con una raya; como por ejemplo, 

537. multiplicando 
3 multiplicador 

1611 producto. 

* El cálculo se empieza diciendo 7 por 3 son 21, ó & uni
dad y 2 decenas: se coloca el guarismo 1 en el primef l u 
gar del producto, y se reserva él 2 para el siguiente. Des
pués diremos 3 por 3 e s ^ y 2 que llevaba son 11, ó bien 1 
decena y 1 centena: se coloca aquella en su lugac y se reserva 
para el siguiente la 1 centena. Proseguiremos diciendo 5 por 
3 son 15, y 1 que llevaba son 16, ó 6 cenlenas y 1 millar: 
se coloca el guarismo 6 centenas en su lugar, y como ya no 
hay mas producto parcial que hallar, se coloca también el gua
rismo 1 millar en el puesto que le corresponde. 

A la misma clase.de problemas pertenecen los siguientes, 
que insertamos para que. sirvan de ensayo al principiante, en
cargándolo» que se ejercite mucho en otros que le ocurran; 

61284 1952136 471359182 
IH 5 2 4 

306420 3904272' 1885436728 

Sí fuere multiplicando un número dígito y multiplicador un 

http://clase.de
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polidígito, el ppobleaaa exigirá que se halle la suma que resul
taría, de ser aquel tantas veces sumando como unidades tie
ne el multiplicador, ó bien, el producto que saliere de mal -
tiplicar el multiplicando sucesivamente por cada guarismo del 
raullipíieador; operación que /viene á ser.en realidad la misma 
que se practica en «1 caso de ser multiplicando la fila, y mul
tiplicador el guarismo solo; pues, la tabla pitagórica da un 
raismo produelo con el multiplicando y el multiplicador cam
biados entre sí. Sirvan de ejemplo Jos casos que siguen; 

3 '5 2 
537 61284 1952136 

1611 306420 3904272 

29. Cuando se ha de multiplicar un número polidígito por 
otro tal, se conocen mas aún las ventajas del cálculo de la mul
tiplicación, considerando que la sumacion de tantos números 
como unidades tiene el muUiplicador, va siendo xnas penosa 
conforme sea mas crecido el multiplicador. ¿Y qué diriamos si 
se tuviese que apelar al rudo medio-{15) de sumar descompo
niendo en unidades simples todos los sumandos? 

Para establecer la regla de mulliplicar un número polidígito 
por otro de esta clase, propongamos el ejemplo de ser 82 mul
tiplicando y 23 multiplicador; y hagámonos cargo deque se 
pide el número que resultaría del sumando 82, repetido 3 veces 
y ademas 2 decenas de veces: luego, si se encuentran estos dos 
productos parciales, la suma de ellos es lo que se pide. Escri-
«ase, pues, el multiplicando y debajo el multiplicador, formando 
columna las unidades de cada orden, y al fln tírese la raya, 
como aqui hacemos. 

Primeramente se halla el producto del g^ multiplicando 
multiplicando perlas unidades simples, 23 multiplicador 
conforme á lo establecido en el artículo — • 
anterior, y se escriben bajo la raya los productos parciales, de 
modo que también las unidades de cada orden ocupen el lugar 
designado en et sistema de numeración. En seguida se halla el 
producto de todo el multiplicando por las decenas, con la ore* 
caución de escribir los productos parciales bajo los que haya 
de la operación primera en lugares respectivos, como se ve por 
t i tipo 8««i?0tó: 
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82 mulliplicando 
23 multiplicador 

246 primer producto 
164 segundo producto.. 

E l producto primero está? formado así: 2 unidades tomadas 3 
veces ascienden á 6 unidades; y escrita la cifra 6 en la columna 
de unidades, se procede al cálculo de las decenas^ diciendo 8 
decenas 3 veces ascienden^ según la tabla pitagórica, á 24^0-
cenas, ó 4 decenas y 2 centenas^ hA- segundo producto empieza 
desdé 2 unidades del mulliplicando tomadas-dos decenas de 
vecesí como exige el moltiplicador, y se escribe-su producto 4 
decenas, en el lugar que á estas corresponde: dicho segundo 
producto consta, ademas, de 8 decenas tomadas 2 decenas de 
veces; y* como la tabla pitagórica dice 8 por 2 es 16, que son 6 
centenas, y 1á millar, se: escriben aquellas y este en dónde les 
pertenece. Falta únicamente hallar la suma de los dos produc
tos» cofcforme é 4á. regla de la sumacioH, y es fácil notar que en 
eF segundó producto1 está: suprimida el 0 unidades,, «^ 
que se debía escribir para dar al 4 el carácter de de- 0r. 
cenas en su> fila; mas, por otra parle vemos que es • 
indiferente el que se. escriba ó no, puesto que el 4 es- Qig 
tá en la columna de decenas para la sumacion de que < g < 
se trata. Resulte; pues, ia suma 1886 de los produc
tos, ó producto de tos factores^ propuestos, cuyo cal - \qqq 
culo completa es el que se ve ya ejecutado. 

£1 método que se ha seguido en este ejemplo para obtener 
los productos parciales de iodo el mulliplicando por cada cifra 
del multiplicador, escribiendo cada cifra de estos productos en 
la columna de su orden, y al fin sumarlos, es el que se ha de 
seguir en todos los casos, por el raciocinio en que se ha fun
dado la operación, ya sean largas ó ya cortas las filas del mul
tiplicando y multiplicador. Según dicho razoDamienlo, han de 
resultar con precisión tantas filas de producios parciales cuan' 
tos guarismos tenga el multiplicador; y vemos que para su cál
culo basta la tabla pitagórica, pues- la dificultad está reducida 
á i r sucesivamente formando los productos de cada guarismo del 
multiplicando por cada uno del multiplicador. De suerte, que 
la regla general de la multiplicación será, escribir el multipli-
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cando y debajo el mulliplicador formando columna los gua
rismos de cada orden; hallar los productos parciales, del 
multiplicando por cada guarismo del multiplicador% por el 
orden de menores . á mayores unidades, escribiendo los pro
ductos, unos bajo de otros debajo de la raya, de manera que 
formen columna las utíidades de cada orden; y a l fin sumar 
los productos parciales. Asi están ejecutadas las multiplicacio
nes que á continuación, proponemos para ejercicio 

8293 
132 

16586 
24879 

-8293 

1094676 

621357 
69 

5592213 
3728142 

42873633. 

39. Pueden ocurrir varios casos particulares en la multi
plicación; unos que presentan ciertas diGcultades fáciles de 
vencer, y otros que ofrecen alguna circunstancia favorable pa
ra abreviar el cálculo. 

1.° Cuando hay algún cero entre las cifras del multiplica
dor, ciertamente será nulo el producto parcial de dicha cifra, y 
por ello se puede suprimir la fila de ceros de que constará, pe
ro sin .perjuicio de las demás filas, llevando en cuenta el lugar 
de los productos significativos. Debiendo, por ejemplo, multi
plicar 6172 por 304, hallaremos tres filas de productos, á 
causa de haber tres cifras en el multiplicador: por la misma 
razón habrá cinco filas de productos en la multiplicación de 
9285 por 13007; y los cálculos de ambos ejemplos, con arre
gle al método general, serán 

9285 
6172 13007 
304 64995 

24688 0000 
0000 0000 

18516 ' 27855 
. 9285 
1876288 ' 120769995. 
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Lo mismo que si se hubiera suprimido la multiplicación parcial 
por los ceros, según ahora lo haremos: 

QOft=i 
6172 
304 

13007 

24688 
18516 

1876288 

64995 
27855 
9285 

120769995. 
2.° Si termina con ceros el multiplicando ó el multiplica

dor, serán insignificantes por nulos, tantos productos parcia
les consecutivos desde las unidades simples, cuantos ceros ha
ya al fin de uno ú otro factor, como sucede en los dos ejem
plos que siguen, 

307215469 
800 

000000000 
000000000 

2457723752 

495000 
17 

3465010 
495000 

245772375200 8415000 
y está Tisible que se pudo abreviar la operación, suprimiendo 
los ceros para el cálculo, y añadiéndolos al fin después del 
producto total de las cifras significativas. 

3.° Cuando ambos factores terminan con ceros., .se reunea 
tantos al fin del producto cuantos hay al fin de aquellos, como 
sucede en los doSiCJemplos que siguen, á pesar de haberse su
primido en el segundo las dos filas de ceros que dañan loi 
que hay entre las cifras significativas del multiplicador: 

O0CÜ80 ; , O j ^ » 
886800 esSr 

Jomo / . 
8868000 «31830000. 



36 ARITMÉTICA 

notoriamente se puede abreviar el cálculo, suprimiendo las 
muiliplicaciones de ceros, y añadiendo al fin del producto com
pleto de las cifras significativas, el conjunto de ceros que hay 
al fin de ambos factores. 

31. Fúndase una proposición general sobre los dos últimos 
casos, en que el producto de unidades por decenas asciende á 
lo menos á decenas; el de unidades por centenas, á lo menos 
á centenas; decenas por decenas, á lo menos á centenas, por 
ser el menor producto de esta clase 10 multiplicado por 10, ó 
bien 100; decenas por centenas á millares, por ser el menor 
de esta clase 100 multiplicado por 10, ó bien 1000; &c. De 
modo, que el producto de dos números que terminan con ce~ 
roSy es el producto de las cifras significativas, terminado 
con tantos ceros como hay en ambos factores; y por esto se 
pueden suprimir las multiplicaciones con los ceros finales de 
ios números, hallando el producto de las cifras significativas, 
y añadiendo á este á su derecha los ceros que hay al fin del 
multiplicando y del multiplicador, ó en uno sola de los faca
lores cuando etotro carezca de ellos. 

En esto se fonda también la siguiente psoposicion que va
mos á demostrar: y es, que el producto de l a multiplicación 
tendrá tantos guarismos ó tantos menos uno i como tienen el 
multiplicando y el multiplicador juntamente. Porque, si fue
se multiplicando ó multiplicador la unidad cabal del orden 
mayor inmediato al valor de uno de estos factores, resultaría 
de píoducto el otro factor, seguido de tantos'ceros como tuvie
ra el primero; es decir, un produelo de tantos guarismos eomo 
tienen juntos los dos factores propuestos: luego, no puede te
ner mas que otros tantos el producto de estos. Para demostrar 
que á lo menos ha de tener tantos menos uno; supóngase por 
un momento multiplicando 6 multiplicador, la unidad cabal del 
orden menor inmediato; y resullana de producto el Otro factor 
seguido de tantos ceros menos uno, como guarismos tuviere- el 
primero; es decir, un producto de tantos guarismos menos uno, 
como tuviesen el multiplicando y multiplicador propuestos: lue
go, no puede tener menos de.otros tantos el producto de estos. 
Nopudiendo tener mas que los dichos en la primera consecuen
cia, ni menos que los de la segunda, está demostrada la pro
posición. Por ejemplo, el producto de 5723 y 980 no puede 
tener mas de siete guarismos, ni menos de seis; porque, si fue
sen 10000 y 986 los factores, ó 5723 y 1000, resultarla de 
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producto 9860000 en el primer caso, y 5723000 en el segan
do, y en ambos un total de siete guarismos. Si fuesen 1000 y 
986 los factores, 6 5723 y 100, resnltaria de producto 986000 
ó 572300, ambos de seis cifras. Luego, el producto que se 
busca no puede tener mas de siete cifras ni menos de seis. 

Del principio primero de este artículo se infiere el modo de 
hacer mayor cualquiera número, diez, ciento, mil, etc., veces, 
conforme al que se manifestó en el sistema de numeración. 
Pues dicha canlidad multiplicada por 10, producirá todas sus 
«ifras y uo cero mas á fe derecha: si se multiplica por 100, dos 
ceros mas; si por 1000 tres ceros mas; y asi sucesivamente. E l 
número 83025, por ejemplo^ es diez veces menor que 830250; 
cien veces menor que 8302500; mil veces menor que 83025000, 
&c. Cada cero de aumento hace diez veces mayores las unida
des de cada orden que hay en el número propuesto, pasando 
en el acto cada cifra al lugar inmediato de su izquierda, en lo 
cual consiste nuestro sistema de numeración. 

Todavía podemos deducir del principie primero otro, y es, 
que ei multiplicar un producto por la unidad seguida de 
ceros, equivale á multiplicar por este numero cualquiera de 
los dos factores, quedando el otro sin alteración alguna. 
Ejemplo de esto es el producto 24 de 3 por 8; pues 30 por 
240, lo mismo que 3 por 80. 

32. Para ensayo en la inteligencia de problemas de multi
plicar cantidades aritméticas propuestos en lenguage vulgar, y 
en la aplicación de las reglas á operaciones de números con
cretos, proponemos los siguientes: 

1.° ¿A cuánto asciende la ganancia de un jornalero en 
30 dias, habiendo ganado 7 reales diarios? 

2.° ¿Cuánto le quedará de esta ganancia, después de 
pagar su gasto durante los mismos días, á 5 reales diarios? 

En la primera cuestión se pide un número que esprese rea
les; y no hay duda que es el producto de 7 reales multipli
cados por 30. La segunda cuestión envuelve dos; la una es 
hallar el importe del gasto, multiplicando 5 reales por 30; y 
la otra es restar el valor del gasto del valor de los jornales. Los 
tres cálculos vienen a ser: 

7 5 210 
_30 J*0 m 

ganancia 210 rs. gasto 150 rs. debe percibir 00 rs. 
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. Obsérvese que en los números concretos el producto es de 

la especie del multiplicando, y que el multiplicador hace oficio 
de número, abslrato: de modo, que en este cálculo pueden en
trar cantidades de dos especies diferentes: 

3.° ¿Cuántas pulgadas contienen 14 brazas? 
4. ' ¿Cuánto valen H varas détela á 3 reales la pu l 

gada? 
La tabla (86) de medidas maniñesta que una braza tiene 

72 pulgadas; y la primera cuestión es tomar ^ pujgadas 14 
veces, ó multiplicar 72 por 14. La segunda cuestión envuelve 
dos; una es la misma primera, y otra es bailar el producto 
de 3 multiplicado por el número de pulgadas que hay en 14 
brazas. £1 cálculo de ambas conduce á las respectivas solu
ciones. 

pulgadas 12. 
14 

288 
72 

pulgadas en 14 brazas 1008 

3 rs» 
1008 

importe de 14 brazas 3024 rs. 
. " •'.—,• ' • • ' • • • ' ' - • ' , . ' - . ' . [ 

33. En lenguage algébrieo, el problema de multiplicar un 
número por otro se indica con el signo X . puesto entre los dos 
números formando renglón, como 5 X 7, 82 X 23, y en gene
ral d X c: y se pronuncia en el primer caso. 5 mulíiplioado 
por 7; en ej segundo,. 82, multiplicado por 23; y en generat 
á multiplicad o por c. Otras veces en lugar del signo X se pone 
un punto, como 5 . 7; 82 . 23 ; rf . c. 

Cuando fuere necesario espresar el problema de multipli
car números descompuestos en polinomio, como 807f-2 por 
20-t-3. se cierra dentro de paréntesis cada polinomio, y se l ¡ -
p n poj- üiedio del signo X ó d^l punto, como (80-^,2) X (20-f-3), 
ó (804-2) . (20-f-3); y lo misrHo aunque sea monnmia una de 
las cantidades, como (8+-2J X 7; ó (80-f-2) . 7 : y aUn se 
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suprime a veces el punto en tales casos, como (804-2) (20-[-3), 
y (80-1-2) 7 ; porque no se puede equivocar el concepto de es
tas frases con el de otra alguna de las que aludan a otras ope
raciones de cálculo, que iremos dando á conocer. 

La oración algébrica se forma escribiendo en seguida el 
signo=; y después el resultado, como 5x7=35; 82X23=1886, 
&c.: y en g^uerai, espresando d y e los factores del producto 
A", la ecuación es 

dxc=tf. 
Estos convenios del lenguage algéhrico nos van á servir, 

para espresar con la competente generalidad ciertas consecuen
cias que vamos á deducir de los principios de cálculo estable-

* i!» Por la regla de la multiplicación (28), si uno de los fac
tores es 1, resulla de producto el otro factor. Luego, toda can
tidad d multiplicada por íes la misma cantidad; por lo cual 
diremos que 1 es factor tácito de todo número, como se 
espresa en la oración algébrica. 

• 

dx\=~d, 
y se observa en la tabla de multiplicar (27). 

S." Si uno de los factor^ de la mulUplicacion es el cero, el 
producto de cada cifra del otro por cer^ e3 también cero (27):. 
Iueg^,(en el producto resultará cero ó una fila de tantos ceros 
como guarismos tenga el factor significativo. Queda pues de
mostrado, que toda cantidad multiplicada por cero es cero 
también, como se espresa en la oración 

[qüium lí a X 0 = 0 . 
S;1 Cada cifra del sistema de numeración espresa una suma 

de unidades; y la frase éTxc compuesta de las cifras d y c, es
presa que la suma d se ha de tomar c veces: de suerte, que 
siendo l -Ht-M-f - i - j - l -K. . . el valor de d, fa frase dXc espe
cifica la suma de c polinomios camo 1-hl 4-1-hl-f-.... Si los 
escribimos unos debajo de otros, íormando columnas los térmi
nos, la suma de la primera columna será i X c , ó bien <r, seguu 
la consecuencia 1.'; la suma de las dos primeras columnas será 
tfX2; la de las tres primeras cx3^ etc.; y asi sucesivamente; 
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hasta que, llegando á los últimos términos, será VXd la soma, 
representada también por dxc . Por lo cual, podemos estable
cer la ecuación 

dxc=cxd, 

cuya significación es, que dados ios dos factores para la muí" 
tiplicacion, se puede tomar por muiliplicando cuaiqaiera de 
ellos, y por mmíptícador el otro, sin que por ello padezca el 
producto variación alguna. Según esto, 5 x 2 es lo mismo que 
2 x 5 , en conformidad con la tabla pitagórica; asi como 371x8 
equivale á 8x371, conforme al párrafo final del artículo (28); 
y por último, 527x3841 lo mismo que 3341x527. 

4.* En el artículo (31) hemos demostrado, que siendo d y e 
los dos factores que dan el producto TV, se verificao las dos 
equivalencias 

•(í/XlO....)X«?=iVxlO ; 
dXÍcXtO..")=JVXiO ; 

y que por consiguiente multiplicar un factor por la unidad ca
bal de cualquiera orden, es lo -mismo que multiplicar el otro, 
pues de ambos modos el producto resulta multiplicado también 
por la misma unidad. Ahora vamos á dar estension á este prin
cipio, siendo cualquiera el número por quien se multiplique uno 
de los factores del producto. 

Para esto espresemos de un modo general el concepto de la 
multiplicación, coa la equivalencia que se admitió, 

dXe=N. 

Desde luego se puede sentar como verdad, que el multiplicar 
por un número « cualquiera, el producto indicado ((/x^)« es 
Jo mismo que multiplicar por n el producto efectivo N , pues de 
ambos modos equivale á la suma de tantos términos iguales á 
iV como unidades tenga n, y asi (3. 6.°) admitiremos la equiva
lencia 

{ d x c ) X n = N X n . 

Veamos ahora lo que significa la espr'srn { d x c } X n . Según 
está escrita, equivale á n veces el polinomio ¡ c - f J-\~d-\~d...* 
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hasta c veees); ó bien á la suma que resultaría de entrar por 
sumando n veces este polinomio: y supongamos indicadU la ope-? 
ración formando columnas los términos como en ariimética (3.a). 
La suma de la primera columna valdrá d x n ; la délas dos 
primeras (dXn)X2; la de las tres primeras {crxw)X3; etc.: y 
como hay e columnas, la suma total equivaldrá á {¿/Xn)xc; 
eanlidad que fue presentada también bajo la forma (í/XcJXn., 
Por tanto, está demostrado que {dXc )Xn , y por consiguiente 
iVX n, es lo mismo que {dXn)X c. Análogo raciocinio se puede 
hacer en cuanto ó ser (cXéÍ)X« lo mismo que (cX«)Xrf. Y 
como d x cequivale é c x d por lo demostrado en la conse
cuencia 3.a, y de consiguiente {dXc)n á (cX</)Xw; se sigue 
cpie ((/Xn)X e y (cX«) X </ son iguales entre si, y á ÍYX«, co
mo se espresa en 

{dXn)Xc^={cXn)Xd=NXn. 

Lo cual nos dice, que nmltiplicar por cualquiera número n 
uno de los factores del productor equivale á mulliplicar esto, 
por el misma número n, y que asi permanece invariable i el 
otro factor. 

5.a Si el multiplicador c representa una suma de dos par
tes o y ó , siendo dé. multiplicando, la espresioa de este caso 
será </x(a-h6), y significa la suma 

(dH-d-MÍ-K..». basta a-hó veces). 

Si la espresion fuera ¿ X o - H f X * » equivaldría á 

(é?-h/-k .hasta o veces)-h(i-hrf-h hasta 6 veces): 
-

y como, juntas estas dos sumas, contendrían al término i tan
tas veces cuantas unidades valga a+¿, se sigue que es 

dx{a+h)̂ =d X a-h-dX b: 

é bien, que el producto de dos cantidades equivale á la 
suma de productos que resultan de multiplicar la una por 
cada parte de la otra: demostración de la regla de multi
plicar cuando sea polidigito uno de los factores (28). Si el otro 
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factor d lambien esluviere descompuesto en dos sumandos h 
y k, sería h-hk equivalente á d; y sustituyendo h-hk por d en 
ia igualdad que acabamos de hallar, viene á ser 

ih~hk)X{a-hb)={h~hk)Xa-h[h~hk)Xb. 

Los dos productos indicados que hay después del signo de igual
dad serán, por el teorema precedente, 

hxa-hkxa y hxb-hkXb; 

y sustituyendo estos por sus equivalentes en la igualdad ante
rior, nos resultará 

{h-hk)Xia-hb)=^hxa-hkXa-hhXb-hkXb. 

En donde se halla cifrado el teorema, de que el producto 
de dos factores compuestos de sumandos , es la suma de 

productos que resultan de multiplicar cada sumando del uno 
por cada uno del otro: demostración de la regla de multi
plicar un polidígito por otro (29). 

6.a Según la definición de factor del producto (26), en la 
oración 5x1=35, son 5 y 7 facieres de 35:en82X23=1836, 
son 82 y 23 factores de 1886; pero nO se emienda por esto, 
que aquel producto pueda dejar de tener otros factores que el 
multiplicando y el multiplicador que le produjeron en una ope
ración, ó bien, que aquel número no pueda ser producido tam
bién de otros dos factores. El número 35 ciertamente no pue-r 
de venir, según manifiesta la tabla pitagórica, sin© de 5X7 ó 
de 1X35: pero otro número que escojamos, como por ejenif 
pío 24, puede venir de ' 

.6X4, de 8X3 , de 12x2, y de 24x1» 

LECCIÓN IV. 

Dividir e'on enteros, 

34. E l problema de restar una misma cantidad varias ve-
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ees de ólra mayor, hasia que la diferencia final sea mas d i 
minuta que el reslador, hizo que se inventase el cálculo de d i 
vidir ó par t i r una'cantidad en todas las partes iguales de 
que sea capaz, siendo dado el valor que ha de tener cada par
te. Proponiéndose, por ejemplo, el número 28 para dividirle 
en parles, de modo que sea 4 el valor Je cada parte; lo pr i 
mero que ocurre es restar 4 de 28, en seguida 4 del residuo, 
y así sucesivamente, como en las restas consecutivas adjuntas, 

28 24 20 10 12 8 4 
4 4 4 4 4 4 4 

24 ' 2 0 ' 1 6 ' 1 2 ' 8 ' 4 ' O 

Por él resultado vemos que 4 está contenido 7 veces en 28: aun
que á la verdad hemos necesitado un procedí nienlo muy pro
lijo, capaz de cansar la paciencia mas completa cuando sea 
muy grande el número que se ha de partir y pequeña cada 
parte. 

Pero sabemos (19) que la resta es operación inversa dé la 
suma, y que la de mulíiplicar es una sumacion breve de c a n 
tidades iguales (26); por la cual, el número 28 equivale á 
4-f-4-i-4-h4-h4-i-4-t-4, ó mas brevemente á 4 x 7 : luego, el 
problema actual será, dado el número 21 y la parle 4, hal lar 
el número de veces que 4 está contenido en 28: problema i n 
verso del de la mulliplicacion. 

A vecPs la cantidad que se propone para dividir no contie
ne cabal número de veces á la parte, como por ejemplo 27 á 4, 
pues las restas nos conducen hasta la impracticable de res
tar 4 de 3 ; 

27 23 19 15 11 7 3 
4 4 4 4 4 4 4 

23 19 15 11 7 3 

y asi, 27 equivale á 4 x 6 , mas el residuo 3. 
Pudiéramos esponer innumerables ejemplos de la misma na

turaleza que uno ú otro de los dos, que se acaban de presen
tar, y aun de impracticables desde su pincipio, y en que fuese 
mayor ó menor la cantidad que se hubiere de partir, y mayor 

Tomo l . 7 
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ó menor también la parte; problema que se pronuncia diciendo,. 
dividir una cantidad por otra: pero sin que sea necesario 
detenernos mas, podemos establecer que, dimdir una cantidad 
por otra es hallar el número que espíese las veces que esta 
úhima.está. contenida en la primera: El número que se ha de 
partir se llama í/m//á«í/o; la parte ó bien el número por quien 
se ha de dividir se llama divisor; y el número que espresa las 
veces que el divisor está contenido en el dividendo se llama 
cociente. Asi, en 28 divi lido por 4 es dividendo el 28, divisor 
el 4, y cociente el 7. En 27 dividido por 4 es dividendo el 27,, 
divisor el 4. cociente entero el 6, y res/o del cociente el 3. 

35. En la definieron mism* del cálculo de parlir que aca
bamos de establecer está comprendido el principio, de que 
et dividendo equivale al producto que restdtaria de multi
plicar el divisor por el cociente, salvo el resto final que pue
da haber del dividendo, y que nunóa puede igualar ni esce
der al divisor. De suerte, que el problema de dividir es inver
so del de multiplicar, puesto que se trata de hallar uno de. 
los factores del producto, asi como en la multiplicación se t ra
ta dé hallar el producto de dos factores dados. Por tanto, po-
démos;aqui formar oración con las tres cantidades del cálcu
lo de dividir, en la forma que se adoptó para formarla con las 
tres de la mülñpücacion, como, 28—4X7, y en general cuan
do fio hay resto, siendo iV el dividendo, d el divisor y c el 
cociente, bajo la forma; 

asi como 27=4x6-t-3, y en general habiewdd rata r, bajo 
la forma (3. 2.°) 

]S=dxe+r. 

Pero según están escritas estas dos oraciones, espresan en 
lenguage del cálculo el principio que acabamos de pronunciar 
en lengua vulgar, mas no el actual problema, de dividir na 
número/V dado, por otro ¿/dado también, para encontrar el 
número c desconocido y el resto r, si es que hay. 

El problema de diüidir una cantidad por otra se espre-
sa escribiendo el divisor debajo del dividendo, separados con 
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una raya, come ~ , y en general - 7 . Esta forma de la escri
tura indicará ciei tamenle una «operación impracticable, si el 

3 
dividendo es menor que el divisor, como en —; mas no por 

• * 

eso deja de ser también útil para indieor tales operaciones, que 
nos ofrecerán el buslo asunto del cálculo de números fraccio
narios. Por ahora basta decir, que después de haber hallado el 

" N 
cociente c de la división - r , y al mismo tiempo el resto r, si le 

28 
hay, se escribe la oración algébrica en la forma - v = 7 í 

-—; y en general 

N í N r 
- = 0 o 7 = c + T . 

Los aritméticos han convenido en ordenar de otra manera, 
el dividendo, el divisor, el cocienle y, el resto final, para eje
cutar este calculo con guarismos.'Escriben el dividendo y en 
seguida el divisor separado con desrayas en escuadra, como 

2S\2_ 

t debajo de la raya del renglón escriben el cociente, como 

28 | 4 
7 

y si después de concluida la operación hay resto final, escriben 
. leste á continuación del entero del cociente, como 

27 I 4 
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3 
Siente puede copocer que el cociente 6— significa lo mismo 

3 -
que 6 + ~ usando del signo -}- : y asf, la norma para la cofo-

cacion del dividendo N, del divisor d, del cociente í?, y del res
to r, si le hay, será para el cálculo aritmélico, 

ívk 

^ 

Con las ideas que se han desenvuelto acerca de la división de 
números enleros, no sera diíicil ya el deducir las reglas para 
ejecutar la operación en todos los casos que se puedan ofrecer, 
y de que presentaremos ejemplos en los artículos que siguen, 
fundando siempre nuestro cálculo en el principio de que el d i 
videndo es producto del divisor por el cociente, tal vez con al
gún esceso, que nunca debe valer tanto como el divisor. 

36. Divisor dígito. Puesto que se lrala de hallar el nú
mero que multiplicado por el cociente dé un producto igual a 
el dividendo, sin que^en. éste sobre un residuo tan grande ó 
mayor que el divisor, ni falte, la mas mínima cantidad para 
valer tanto como dicho producto: la tabla pitagórica dará el co
ciente, siempre que deba resullar número dígito. 

Proponemos los ejemplos, dividir 72 por 9; dividir 78 por 
9 : dividir 35 por 7; dividir 6 por 3; dividir 9 por 2; y los cál
culos respectivos conducen á los resultados que se piden; 

72 L9 78 (J) 35 |7_ 6 \J_ 9 [ST 
8 ; 8% ; ' 5 ; 2 ' VJ¿ 

Porque, en el primer ejemplo, con el factor 9 el 8 es quien da 
el producto 72; en el segundo, con el factor 9 el mayor con-
(enido en 78 es el 8, y sobran 6 unidades al dividendo: en el 
tercero, con el factor 7 es el 5 quien da el produelo 35: en el 
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cuarto, el factor 3 con el 2 da el producto 6; y en el quinto, 
el factor 4 es el mayor que con el 2 cabe en 9, quedando el 
reslo 1. Después de hacer, mediante la tabla pitagórica, el 
tanteo del guarismo que conviene para cociente, se escribe el 
produpto debajo del dividendo para hacer la sustracción, con 
objeto de hallar e! resto, s i lo hay, y siempre con el de cercio
rarse de que el producto no es mayor que e l dividendo, ni tan 
pequeño que el resto iguale ó esceda á el divisor, estremos 
que sirven de guia en esta clase de operaciones; como se ve prac?-
licado e/i los ejemplos que aqui se presentan;, 

72 Ü?. 78 1̂ . 35 LZ . 6 IJÍ. 9i U? 
72 8 ; 72 8 ; 35 5 ; 6_ 2 ; 8. 4 ' 
00 T 00 'O ± 

Si el dividendo es tan grande respecto del divisor dígito, 
que el cociente deba ser número policligito; la tabla pitagórica 
nos dará también las cifras del cociente de una en una. En 
efecto, sea 68 el dividendo y 2 el divisor; y desde luego se 
nota que el cociente debe tener mas de una cifra, porque el 
mayor dígito, que es 9, da con el factor 2 el producto 18; 16 
cual nos indieu que 2 está contenido en 68 eierlo número de 
decenas de veces, ademas de unidades de veces. Para encon
trar estos números recordemos (35 y 28), que el dividendo es 
una suma de productos parciales, que resultan de multiplicar 
el divisor por las unidades y perlas decenas del cociente (35) 
y (28); luego, la división de 68 por 2 se deberá también hacer, 
dividiendo primero el 6 por el 2 y después el 8 por el 2, te
niendo cuidado de colocar las cifras de los cocientes parciales 
en sus respectivos lugares del total cociente. Y puesto que son 
generales las demostraciones dé los artículos (35 y'28), se s i 
gue que el método de este ejemplo debe ser general también* 
Procediendo á la ejecución del calculo indicado 

68 r r 

diremos; el cociente de 6 por 2 es 3. Escribase e l 3 debajo de 
la raya, y multiplicando después el divisor %W\f el cociente 3 
decenas, escríbase el producto 6. decenas debajo del dividendo 
para la resta parcial; y lo hecho hasta el presente será 
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dividendo 68 [2 divisor 
2 X 3 producto 6 3 

: resto primero 0. 

Bájese ahora el 8 unidades para dividir 8 por 2; escríbase Híi 
cociente i unidades en seguida del co
ciente-de decenas, como sevepor el tipo; €8 |2 
y últimamenl*, -mulliplicaiído el divisor g :34 ' 
por las unidades. Téstese su producto de r^ 
la cantidad 8 unidades, que ahora es d i -
videndo, para cerciorarse del cociente 4: 

dividendo..... . . . . . . . . . . . 68 | 2 divisor 
. 3 x 2 producto primero 6 34 cociente 
dividendo pafcial ®8 
4 x 2 producto segundo 8 
resto segundo -t). 

L a operación está concluida, y el resultado nos dice que 2 está 
contenido 34 veces en 68 cabalmente, porque el resto final es 
cero. Claro está que si el dividendo hubiera sido 69 ó 67, h a 
bría resu'lado el re^lo 1, y *1 cociente 34 ó 33. 

Muchas'veces acontece haber también resto en alguna de 
las divisiones parciales que no sea 78 19 
la final, asi como en las multipli- 78 12 L ; 
caciones al producto parcial se g $7 6 (39 
agregaron las unidades de aquel — 18 
orden provenidas de la operación * 18 
análoga precedente. En el cjem- qq 
pío de dividir 78 por 2 , el primer 
paso del calculo nos da el resto 1 de decenas. Fajando el gua
rismo 8 á el lado del 1 resultan 18 unidades para dividendo, 
y el cálculo completo da cociente cabal. 

E l procedimiento de unir el resto parcial á las unidades 
del orden wenor inmediato del dividendo, pa ra hal lar el 
guarismo consecutivo del cociente, es legitimo y se ha de se~ 
áuir siempre: porque, la división tiene pur objeto el deshacer 
los productos parciales; y el agregar aqui los residuos de un i 
dades mayores á las menores inmediatas, es restituirlos al ori-
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gen de donde fueron segregados por la rnultipUcacion (28'). Pues 
que. si se tratase de nvulliplicar 39 por 2, el producto parcial 
9 por 2 daría 8 unidades y 1 decena, la cual se debería agre
gar á el producto de 3 decenas por 2 un idades . * 

Si el dividendo es tan grande respecto del divisor dígito, 
que deban resultar para el cociente unidades mayores que de
cenas, aquel contendrá indudablemente una suma de produc
tos parciales (35 y 28) provenidos de multiplicar el divisor 
dígito por cada una de las cifras del cociente: y la cuestión 
es hallar cada una de estas cifras. No cabe duda en que de
bemos empezar por las de orden mayor, siguiendo las re
glas establecidas para el caso de tener dos ci fras el cocien
te, pues aquellos raciocinios,.fundados en la generalidad délos 
artículos^35 y 28), alcanzan también al caso actual. 

Sirvan de ejemplo los dos problemas que siguen: dividir 
4571 por 3; y dividir 94805 por 7. Escritos los problemas 
eomo se sabe. 

4571 I 3 94805 17 

empezaremos las operaciones;<tóvidieiido la cifra de mayor or
den por la dd divisor, como si estuvieran solas; y después 
bajaremos consecutivamente una á una las demás cifras al 
lado de los restos parciales, para ir hallando las demás cifras 
descociente. 

Hivideodo 4571 ^ 3 divisor 
producto primero. 3 1523,< cociente: 
dméendo parc ia l . . 15 
producto segundo. 15 
éividendío parc ia l . . j j p l 
producto tercero., 6 
dividendo parc ia l . . í í 
producto cuar to . . . 9 
resto c u a r t o . . . . . . ~~2 
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dividendo 94805 j 7 divisor 
producto primero. 7 13543 cociejitiC 
dividendcT parc ia l . . 24 
producto segundo. 21 
dividendo parc ia l . . 38 
producto tercero.. 35 
dividendo parc ia l . . 30" 
producto cuar to . . . 28 
dividendo parc ia l . . 25 
producto qu into. . . 21 
resto quinto 4 

En e\ primer ejemplo ha resultado el resto final 2 , y en d 
segundo el 4; lo cual manifiesta que al dividendo de aquel so
bran 2 unidades, disp-je!-de contener cabal número de veces 
al divisor 3 ; y que al dividendo del ejemplo segundo sobran 
4 unidades, después de contener cabal número de veces al 
divisor 7. 

Eu los ejemplos anteriores nos hemos librado de una difi
cultad que se presenta muy comunmente en la división, y es el 
ser alguno de los dividendos parciales menor que el divisor, 
como por ejemplo, en 382 | 5 , pues no cabe 5 en 3 vez 

alguna. E n c u j o casóse debe to 
mar corno dividendo primero el con- 282 15 ^ ^ 1^ 
junto 38 de las dos primeras c i - i — ; 35 j q * 
iras, que dará el cociente 7, como 35 1 q^-j-
tesliíica la diferencia 3 de la resta "T 30 
en el cálculo que presentamos hecho ^ r r r -
Jhasia aquí. Bájese ahora el 2 á el • 
Jado del 3, y concluida la operación en la forma ordinaria, se
rá 76 el cociente completo, aunque no cabal por el sobrante 
2 que se ve. 

Otras veces ocurre también esta dificultad en algún otro 
dividendo, com) en este caso de divi- 2431 14 
sion que proponemos por ejemplo: pues 24 ~a— 
habiendo bajado el 3 á el lado del resto t~~- • 
cero, no contiene el dividendo 3 al d iv i -
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sor 4, vez alguna. E n vista de tal suceso, póngase un cero 
á continuación del 6 en el cociente; ba- 2431 | 4 
jese el l del dividendo á el lado del 3 ; y 24 fi?^", 
«era 31 el dividendo tjuc ha de dar la 
tercera cifra de cociente. Desde aqui se 
procede por los pasos ordinarios hasta 
concluir la operación. 

Finalmente, haremos observar que en los casos de esta 
clase jamas puede haber necesidad de tomar para la primera 
división parcial mas que dos guarismos del dividendo; pues 
aunque estos fuesen los menores posibles, que son 10, y el 
guarismo diviser fuese 9 que es el mayor posible, cabe éste 
una vez en aquel. 

Con las luces que nos han dado las prácticas de los ejem
plos propuestos, nos hallamos en estado de comprender la re 
gla general fundada en los artículos (35 y 28), de que para 
dividir cualquiera número de varios guarismos, por otro 
de un solo guarismo, se deben hallar ios guarismos del co
ciente uno á uno empezando.por los del orden mayor, p a r a 
lo cual se hacen dicisiones parciales: se toma para la p r i 
mera por ditidendo el guarismo ó los dos guarismos de 
mayor orden del total propuesto, y se toma por dividendo su-
eesico el resto anterior agregado á la c i f ra siguiente del 
dividendo total. A l hacer el tauteo de cada cociente parcial 
hay que atender á los dos estremos que se señalaron, y que 
ahora volvemos á definir para recuerdo. 

1.° Debe ser tal el cociente, que n^ultipiicado por el d m ~ 
sor, no haga que el producto esceda a l - dividendo pa i c i a l . 

2 0 Iñcho producto debe ser el mayor posible, y para ello 
también el cocieme, pues de otro modo el resto parcial conten
dría al divisor alguna vez; y por tanto, el resto ha de ser me~ 
tior que el dit isor. 

37. Dtvisou PoiiDíGiTO. Pasemos á ejerritarnos con d i 
visor compuesu» de varias cifras, teniendo igual ó mayor n ú 
mero de «lias el dividendo, curno se requiere por condición pre
cisa. Lo demostrado en los articulos (35 y 29) es et funda
mente de esta operación, sirviendo también de guia la regla 
deU36). 

Con este objeto se propone dividir 517 por 24, operación 
que se anota en la forma ordinaria 517 | 24. Para la eje-

Jomo / . % 
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eucion se tetm por dividendo primero el conjunto 5 Í ípie 
tiene tantas cifras como el divisor- 24; y al tanteo se advertirá 
que 2 cabe en 5 dos veces y sobra 1; y este 1 con 1 siguiente 
hace 11, que también admite á la 4 dos veces. En vista del laa-
teo, diremos, que 2 es la primera cifra del cociente, y la es
cribiremos en su lugar 

51T |J£ 
2.. 

Multipliqúese todo el divisor por el cociente parcial 2 
que se acaba de hallar, y restando él 5^7 124 
pmdúcto 48 del dividendo parcial 51, 43 ^ — 
será 3 el residuo pritecro. Bájese á la - ^ ^ 
fila de la diferencias la siguiente cifra 7 
del dividendo, con lo cual será 37, el nuevo dividendo, 
cuya cifra primera *)nt?ene tffia vez á la primera del di
visor y sobra 1; y la agregación de este uno z ,~ ^* 
di 7 siguiente hace 17, y también admite fo ' 
una vez y aun mas á la cifra 4 segunda 1-^-- ^1 
del divisor. Dé suerte, que por el tanteo 
sabemos q'óé 1 es la segun'la cifra del co
ciente. Escrita, pues, la cifra 1 en el co
ciente, y rhüllipTicándola por lodo el divi
sor, hallaremos la diferencia final 13; te cual, por ser me
nor que lodo el divisor ^4, asi como lo fue también la diferen
cia anterior 3, nos da certeza de estar bien deducidas las cifras 
del corriente 21. 

En el cálculo que se acaba de hacer para haHar la cifra 
primera del cociente, se han lomado tantas cifras'primeras 
del dividendo, cuantas hay en el divisor, porque la 5, prime
ra del dividendo, admite al menos 2 veces á la 2, primera del 
divisor. Pero si dicha primera cifra del dividendo no fuese 
igual ó mayor que la primera del divisor, como sucede eo 

3r65102 I 71, será necesario tomar las tres primeras 365 j im
ias por priiner dividendo,, y tantear él cociente parcial, ob
servando (|utí 9íG couliene al 7 cinco veces y sofera 1; que 15 
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admite tatnbien 5 v^ces al 1, (y aua mas veces, pero no se 
altera por esto el cociente parcial á causa cte qi^e hsj de ser 
tal que quepa en las dos partidas). Visto que es 5 e l e o -
ciente parcial pí'imero, escríbase en su 565102 i 71 
lugar; mulíipliquese pur e! 5 todo el 355 ' ' — -
divisor, y «alíese la (Ji^erep^ia, como a T í f 
hacemos aqui, " ^ " 

Bajando la cifra siguiente l del dividendo á l^ jpja del resto, r e 
sulta 101 el dividenilo nuevo, en que 10 365102 171 
contiene al 7 una vez y sobran 3, como 35- ' — 
también ^31 al 1 una vez y sobran 30: n M ~ ***• 
será pues 1 el cociente parcial, y com
parando con 101 el producto de 71 por 

. 1 , se halla la diferencia 30. 

En la operación subsecuente, bajando á 1̂  filji de residuo 
30, la cifra cero que sigue en el divi- 36>102 | 71 
dendo total, resulta el iuicvo parcial 300, 355 514 
cuya parte 30 contiene al 7 cuatro ve - 0101 
ees y sobran 2, asi co^p 20 contiene ^ | 
también al 1 las mismas veces á lo me- •• 
nos. Será pues 4 la tercera cifra del c o - o¿!| 
cíente, y abanzará el calculo hasta don4e ^ ^ 
se vé aqui. 0J.G 

FftUa tajar la última cura 2 del dividendo total á la 61a del r e 
siduo 16, y hedió el tanteo de 162 d i - 365102 I 71 
vidido por 71 , resulta 2 para última c i - 3^5 ¡r r r^ 
fra del cociente; de modo, que procedien- n i n T £)1'*'¿ 
do como hasta aqui. )Se linalizará la ope- ' 2} 
ración en |a íorma que se ve, resultando 
el cociente completo 5142, y el residuo 0300 
20 que sobra para ser cabal. 284 

De un modo análogo se hace la par
tición cuando el divisor tiene mas de dos 
cifras, pues hay que lomar tantas prime
ras del dividendo como tenga el divisor, 
si ia primera de este cabe una ó mas veces «en la primera de 
aquel; y si no, se tomará una cifra mas del dividendo para d i 
cha primera división parcial. 
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Sea por ejemplo la cuestión 83705 f3621 vemos que, por ser 
83705 
7242_ 
11285 
10863 
00422 

8 mayor que 3, hay que lomar las cua
tro primeras cifras 8370, para el primer 
cociente, que será 2 por caber este nú
mero de veces el 3 en 8, el 6 en 23, etc. 
El residuo primero será 1128, el cual es, 
como debe, menor que el divisor. Bajando 
á la fila del residuo la cifra 5 final del dividendo propuesto, se 
tiene el nuevo 11285, con la parte 11 para compararla con la 
cifra primera 3 del divisor, como se ve eula operación completa. 

En los siguientes, casos, hay que tomar para primer divi
dendo una cifra mas que las que tiene el divisor: 

190286 
18036 
009926 

8016 
1910 

)2004 2659790 
26247 
003509" 
0000 

|8749 
304 

35090 
34996 
00094 

El segundo de estos ejemplos ofrece un accidente que suele ser 
muy común, y consiste en que algún dividendo compuesto de 
la cifra que se baja y el residuo, sea menor que el divisor, y 
de resultas el ser cero la cifra del cociente, como sucede aquí, 
y sucedió en el ejemplo último del articulo precedente; lo cual 
consiste en haber quedado poca diferencia en-la resta. 

Por último, presentramos los dos ejemplos que siguen para 
después definir la regla general, 

3059 
24 
65 
48 
179 
168 
11 

frjA j j 1487613 1492 
127+24 1476 3023 + |92-

1773 
li7 6 _ 
297, 
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Bastan los ejemplos de este artículo, y el fundamento estable
cido al principio de él, en virtud de los (35) y (29), para esten
der y adoptar la regla, de que en la división de un número 
polidigilo por otro tal, menor precisamente, se toma por di
videndo parcial primero et conjunto de tantos guarismos de 
mayor orden del total, cuantos basten para que sea igual ó 
mayor que todo el divisor; y cada- dividendo parcial sucesi
vo es el que resulte de agregar al restó anterior ei guarismo 
siguiente del dividendo total. 

38. El método general que se ha seguido de escribir todas 
las partidas de la división, admite algunas simplificaciones. 

1.a Cuando se adquiere destreza en la práctica según el 
método ordinario, suele omitirse el escribir los productos; y 
entonces, al tiempo de formar estos, hay que hacer de memo
ria las restas parciales de cifra á cifra, anotando las diferencias 
en sus lugares respectivos..De este modo, los dos últimos ejem-
(dos que se han propuesto, aparecen según la forma que ahota 
os damos: 

3059 124 MM 1487613 1492 ¿ _ 
127+2T 116L3023 + 492 

1773 
297 

2." Cuando terminan con ceros el dividendo y el divisor, 
se puede suprimir igual número de ellos en ambos, y no por 
esto varía el cociente; pues, por lo demostrado (33. 4.a), la 
igualdad N=dXc es como iVxlOO....=(rfXlOO....)Xc, con 
igual número de ceros en ambas partes. La primera igualdad 

en forma de división es -_ = o; 

. . . iVxioo 
y la segunda, - ^ o o T ^ 
de suerte, que el cociente c permanece lo mismo, suprimiendo 
igual número de ceros en dividendo y divisor, cuando los 
tienen al/ in de fila. Por ejemplo, sea dividendo 47102000, 
y divisor 235700; escríbanse uno y otro según la forma de in 
dicar en álgebra ¡a división; el número 
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4714)2000 , . I,0,. 47102OX100-
2 3 5 9 ^ ' O S U , g U a l ( 3 1 V ^ 3 5 § 7 x Í 0 r ' 

suprimieado el factor común se reduce á —^Q^=-

y éste dará, por lo deoaoslrade, el mismo cociente que la d ¡ -
yisiofl propuesta, .pero con menos trabajo. Si se practica el cál
culo según el método abreviado que resulta de no escribir los 

, productos» bailaremos 

235030 19-+-^—li . 
22677 2359h/ 

•39, Aunque, observando las reglas de multiplicar y diyi-r 
dir, son infalibles los resultados, puede quedar al calculador 
sospecha de haberse equivocado eu las operaciones; y en tal 

, caso, las relaciones 

f f = d x e ; y -t = c, 

entre producto, mulliplicaindo y multiplicador, ó bien entre d i 
videndo, divisor y cociente, enseñan que uno de estos cálculos 
puede ser empleado para comprobar la exacta ó inexacta eje-
eucií>n del otro. Cuando el cálculo hecho faere de dividif i 
multipliqúese el divisor por el cgcienle; y si ei prodmtfi que 
resulie es ipual al dividendo, menos el restq, en caso corrpsr 
pondicnte, la operación fue bien hecha. Inversamente, cuandq 
después de haber ejecutado una multiplicación, se aviere com
probar la verdad, divídase el producto por el mulliplieador; 
y si resulta cociente el otro factor de la multiplicación, ha
brá certeza de no haberse equivocado. Para ei ensayo pueden 
servir ios ejemplos de esta lección y de la prceedente, ú otros 
cualesquiera. 

40. La división de números concretos debe hacerse confor
me á las regias que se han dado para los abstractos, puesto que 
uquella es meramente aplicación; y la única dificultad que puede 
haber, estará en la ¡uieligei.eia de la cuestión por haber sido 
propuesta eu lengua vulgar» como ep las W? s¿gU£n-
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1'.* Vendidos 120 quintales de fierro alzadamente- por 
9600 reales ¿á cuánto vale el quintal? 

2.a Debiendo comprar carbón á 12 reales el quintal ¿cuán
tos quintales pueden comprarse con et importe del fierro ven
dido? 

La primera cuestión es hallar el número de veces que 120 
quintales están contenidos en. 9600; la segunda, cuántas veces 
12 reales están contenidos en 9600; y se propone-dividir j W 
distintos divisores un- mismo dividendo, como se ve á conti
nuación: 

reales 96001 120 quintales reales 96001 12 reales 
0000180 reales ' 001 800 quintales' 

En el primee cálculo son de una misma especie el dividendo 
y el cociente: en- el segundo cálculo son de una misma especie 
el dividendo y el divisor. Las cuestiones de esta lección se pre
sentan, ya de un modo, ó ya de otro: y ambos están conformes 
con lo dicho en la multiplicación de concretos (32); pues, el 
dividemfo es producto del divisor por el cocienie (35), y p u -
diehdc ser multiplicando cualquiera de Cstos, si fueran abstrac
tos (33, 3.a), se cumple siempre el ser de una misma especie el 
multiplicando y el producto. 

41. En lenguage algébrico, el problema de dividir una can-

iV ' 
lidad N por otra rf, se espresa en la forma - j como se dijo al 

principio <>e la lección; y entonces admitimos también, que es -
presando c cociente exacto, la oración algébrica entre las tres 
cantidades, TV, d , c puede ser escrita bajo cualquiera de las dos 
ftrtiwas. 

N=dXc y ^ = c, (•) 

de las cuales ya hemos usado en el artículo (39): y ahora v a 
mos á deducir con su auxilio otras verdades que interesan 
mucho. 

i.a S i el factor rf es 1, sabemos (33, 1.a) que c X l equi
vale ó c; y por tanto iV será igual á c, stHiun la equivalencia pr i 
mera de las (*). Sustituyendo eu la segunda de dichas etpi i -
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valencias la letra iVen lugar de la c, y también 1 en lugar de 
la d, viene á ser 

Demostración de que dividiendo por 1 cualquiera número Ny, 
t i cociente es el mismo número: ó bien, que 1 es divisor tácito 
de cualquiera cantidad. 

2.* Si el factor c es cero, sabemos (33, 2.,,) que dará ©1 
producto </xO=0; por lo cual, resulta que iV también es cero 
según la ecuación primera de las (*); y sustituyendo cero por 
i Y j por c en la segunda, viene á ser 

fe 

con lo cual está demostrado, que cero dividido por cualquiera 
número da cero para cociente. 

3. ' Por serd 'xc lo mismo que cXcí» según lo demostrado 
(33, 3.a): si sustituimos d por c, y c por d, en la segunda ora
ción de las (*), hallaremos 

c 

y comparando esta espresion con la segunda de las (*) se ye^ 
que si el dividendo se divide por el cociente que haya resulta
do, vendrá por cociente el.número que fue divisor. 

c 
Valiéndonos de esté principio, la ecuación -r-=<r pueda ser 

cambiada e n — = 1 ; y por eHo resulta, que la división de 

cualquiera número por el mismo da 1 para cociente. 
4." Puesto que un producto contiene dos factores, á lome-

nos (33, 6.a), y que dividiendo el producto por uno de ellos 
resulta de cociente el otro factor, según la consecuencia pre
cedente; el problema de averiguar si el número d arbitrario 
es factor del número N dado, y cuál es también el otro fae~ 



ior, sé resolverá dividiendo N por d: y será á factor de N 
siempre que resulte cociente exacto, asi como siendo d factor 
de 1S resultará cociente sin residuo. 

Dado por ejemplo el número 375 para averiguar si erfaclor 
3 le conviene, y en este caso cuál es el otro faclor, se dividirá 
375 por 3. Hecha la operación se verá que en efecto es 3 fac
tor, y con él también el número 125. 

Si después de practicar la división, queda resto, será prue
ba de que el divisor dado no es factor de aquel número. Asi 
sucederá con el divisor 3 y el dividendo 374; porque resultará 
el resto 2. Sin embargo, el número 371 puede tener algunos 
otros factores; y en efecto lo son el 4 el 2 , &c. ; porque, div i 
diendo 374 por 2 sale cociente t;abal. En cuanto al 1, sabemos 
que es divisor tácito de todo número (t.a), y que dividiendo 
este por si mismo (3.a) resulta el cociente 1: luego, son f a c 
tores de cualquiera número ei mismo número y el 1. 

S.41 En la multiplicación (33, 4.a) quedó establecido por 
principio la espresion d X { c y . n ) — N X n : y sustituyendo aho
ra en la seguuda oración de las (*), la cantidad c X n Por c, y 
la i V x « por iV, resulta, 

= í ;Xn : 

con lo cual está demostrado, que multipl icar el dividendo por 
cualquiera número í\, es lo mismo que multipl icar el cociente 
por n; y que tisi queda el mismo divisor: ó bien, que tanto 
mayor es el cociente cuanto mayor sea el dividendo, con tal 
g m permanezca el mismo divisor. 

También es cierta (33, 4.") la espresion 

( í í X n ) X c = / V X n ; 
. 

que según la forma de la segunda ecuación de las (*), viene 
é ser 

- i ü \ . ^ — c: 
d X n 

JVx»» ' 
comparando ésta <;oii — r — = ^ X w vemos, que tanto me" 

a 
Tomo 1. 9 
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norfociente sale cuanto mayor es el divisort subsistiendo tn-r 
variable el dividendo. 

Ademas es de observar,' que las espresiones - r y - , — 
r d f d x n 

son equivalentes, por iguales .1 una tercera c, y que la segunda 
proviene de multiplicar por una misma cantidad n el dividendo 
y el divisor. Luego, no se altera el valor del cociente aunque 
se multipliqutM dividendo y divisor simultáneamente por una 
misma cantidad. 

6.a Siendo JV y N ' dos dividendos,, y cí el divisor de ara-
N N ' 

bos; si — da cociente cabal c, y -̂7 también da cociente e' ca

bal, tendremos-las igualdades 

Añadiendo á cantidades iguales otras iguales debeu resultar-
todos iguales (3, 6.°); y por esto será 

N N ' 
d d 

N Nf 
También alas igualdades —==c y —==c' se pue^e dar k 
form^ siguiente, conforme á la primera de las (*], 

N = d X c y N'=i lxe ' : 
y por el principio fundainenlíil citado, ser* 

N-i-N'=dXc-hdxc\ 
En esta espresion la suma 4e productos dXc-HJTXc' equivale 
á í/x^-hc'), según el artículoM33, 5.4); y por;tanto «qt» 

N+X'^áXic+c') : 
espresion, que por el conceptó. dk-ser N~\-N' dividendo, d d i 
visor, y ch-c' cociente, recibe ía^forma 

• 
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Luego, pof iguales á c-\-c' lo serán entre sí las que a crontinuá-
cion se ponen, 

d ^ d ~ d : 
lo cual manifiesta que el cociente de una división, en me el 
dividendo es la suína de dos partes divisibles por Un divisor 
dado, equivale á la suma de cocientes de dichas partes d i 
vididas por el mismo divisor que el todo. E\ leoréma que se 
acaba de pronunciar es el fundamento-de la división que se ha 
hecho para encontrar'los cocientes polidigilos Í36) y (37), pues
to que la fila de guaramos es un polinomio abreviado (18). 

,.. , , 45 . , , 304-15 . 30 15 
Ejemplo de esto es —, que equivale á — - — y a —-I--5-, 

45 
3 

que tía la suma de cocientes 10-i-5, igual al cociente 15 de — . 

LECCIÓN V . 

Descomponer el número entero en todos sus factores 
simples y compuestos, 

i á . Dado un número para dividendo, y otro para divisor, 
sabemos que éste sera fac or de aquel siempre que resultare 
cociente exacto (41, 4.a). En el mismo lugar que se cita vimos 
que aun cuando no sea factor de aquel número el divisor pro
puesto, puede serlo algún otro, sin contar con el 1 y su aso
ciado conocido; y aquí ?e traía de hallar todos los núiticros que 
sean factores del que se q'Viere dcscompiiun-. Sm duda que-' 
daría resuello el problema dividiendo el número sucesivamente 
por 1, por 2, por 3, &c , hasta quo fuese divisor elmismo di -
vi í j^dfr, jpero MQftdg consideraciones que haremos aquí, nos 
dispensarán de fiacer tantas operaciones para lograr el objeto. 

Se llama número primero ó simjAe aquel'que no tiene mas 
factores que él misma con el 1, y se llama HimeKO compuesto 
el que ademas de tener estos factores, tiene 01ro, y de consi
guiente su apareado. Los números ^shnples son 1, 2 , 3, 5, 7, 
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J l , 13^ f7t &c . ; y todos los de otra clase seo compuestos, 
como 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14... &c. Los factores de todo nú
mero compuesto serán simples ó compuesios; de suerte, que 
si se descompusieran los compuestos, y lo mismo, en caso ne
cesario los que dieren estos al fia- se habla de llegar á solos 
factores simples. 

Este raciocinio, en que se advierte un medio para déscom^-
poner el número eu factores simples y compuestos, nos indica 
otro modo seguro para descomponerle de manera que ninguno 
de ellos quede oculto; pues del raciocinio resulla, que s i ha l la 
mos primeramente por medio de la divimon. todos los facto
res simples que tenga el número, por el orden de menor á ma
yor, y después multiplicamos estos de dos en dos, de tres 
en tres, de cuatro en cuatro, etc.,.hasta l legará un produelo 
que no esceda a l número propuesto-, indudablemente aquellos 
y estos factores serán todos los que pertenezcan a l tal número. 

Empecemos dividiendo por 1; pero sin que sea necesario 
cansarnos, bien sabido es que ePfactor 1 pertenece á todo n ú 
mero, y esto cuantas veces se quiera (33, 1.a). Suprimiendo 
pues tan inútil trabajo, inténtese dividir iV por 2 ; y si da c o 
ciente c exacto, sin duda es 2 factor; y por ello 

i V = 2 X c . 

Antes de proceder á la indagación def factor 3 simple, que 
sigue al 2 en el orden de menor ó mayor, I engase presente que 
el factor 2 puede serlo nías de una vez en iV: y esto se sabrá 
divMiendo el cociente c por el mismo divisor 2, pues que si.de 
aquí saliere cociente cabal c ' , aquel divisor será dos veces fac
tor de l número propuesto. Porque, de ta primera operación r e 
sulta que es cierta la espresion 

N=2xc r 
y de la segunda, que también es cierta la espresion 

c = 2 X c ' : 

luego, sustituyendo por c su igual 2 X c ' en la primera igual
dad, será Í V = 2 X 3 X ^ . 

Si dividiendo el cociente últ imor' por el mismo divisor 2 sa-
k f̂ctro1 cociente c" exacto, será 

( ^ « X c " , 

http://si.de
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y de resultas i V = 2 x 2 X 2 X c " . 
Asi proseguiremos hasta que resulte un cociente dé quien 

no fuere 2 divisor, y supongamos que sea c" este cociente. 
La cuestión está ya reducida á indagar si en iV entra por 

factor una 6 mas veces el número simple 3, que sigue al 2; 
pero veamos si buscando el factor 3 en c", se abrevia la ope
ración. Dividiendo <?" por 3; si 3' resulta factor de e" con el 
cociente c" \ será 

c"=3Xc'" y JV=2X2x2X. . .XaXc ' , ' ; 
ó bien, que si 3 es factor de c'' lo sea también de iV. Lo in
verso es también cierto; porque, si 3 es factor de iVcon el co
ciente C, será iY=3 X C; é igualando los dos valores de Ar, sala 

2 X 2 X 2 X . . . X 3 X C " ' = 3 X ^ 
ó bien,. £=^2X2X2X...Xcf ' f . 

Luego, el cociente que resultaria de dividir JV por 3 en caso de 
ser 3 factor, es producto de los factores hallados ya, y del co
ciente c"' que resulta de ser 3 factor de c"\ ó en otro lenguage, 
f̂ite sí 3 es el factor efe N, /o ha de ser precisamente de c": y 

c" N 
como la división -—. es mas simple que la —, porque c" es me-

o o 
ñor que iV, conviene hallar el factor 3 dividiendo c". 

Divídase, pues, c" por 3, y si da cociente c,n exacto, diví
dase c'" también por 3, y asi sucesivamente hasta encontrar un 
cociente que no sea divisible por 3; cociente que aqui espresa
mos de un modo general con la nota c(n; indicando (n) cual
quiera número de tildes de c, según el concepto que se las ha 
dado. 

Estamos en el caso de averiguar si 5 es factor de iV; mas, 
la demostración del párrafo anterior aplicada al caso actual nos 
hará ver, que conviene dividir cfnl por 5 mas bien que dividir 
Tí por 5, á causa de que si 5 es factor de iV lo ha de ser pre
cisamente de c "^ 

Sin que sea necesario proseguir en esta análisis, recorrien
do la escala de todos los números simples que pueden ser fac
tores del número propuesto, el camino trazado hasta aqui bas
ta para dirigirnos en lodo el curso de las operaciones: y en con
secuencia eslablecemos la regla de que, para descomponer 
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vn número en todos los factores simples que tenganse inten
ta primeramente l a división del mi mero, por 2, y s i da co
ciente exacto se divide Jste por 2, y asi sucesivamente has
ta encontrar un cociente de quien 2 no sea factor. En s z -
guida se empiezan operaciones análogas con el factor p re 
sunto 3 y el cociente final precedentes que será primer d i v i 
dendo. Y el mismo orden se ha de sequir con cada número 
simple consecutivo a l de l a operación que preceda. 

43. Los aritmélicos han convenido en escribir las cantida
des como en el siguiente cíiso, de hallar 8 i 0 l 2 
los factores simples del número 840. Los A90r> 
divisores van escrilos á la derecha de los <-¿\(yv 
dividendos, separados con la raya; y se ;ve ^ - o 
que el número propuesto es divisible por 2, oc 
como también el cociente 420 y el 2 Í 0 ; „ 
mas, el cociente 105 no: por lo cual se 1 
procede á intentar la división por 3, que 

produce el cociente 35. No siendo éste divisible por 3 , se in
tenta por 5, y resulta el cociente 7, que no es divisible por 
5, y sí por 7; concluyéndose aqui las operaciones del pro
blema de hallar los factores simples de 840, y son todos los 
que se ven escritoá en la columna de la derecha de la raya. 
No cabe duda en que solos ellos tienen la cualidad esencial 
de ser factores simples del número propuesto, por lo demos-
trado en el artículo precedenle. 

Falla encontrar los factores compuesto^ de cada par de 
simples ó de dos en dos, como también de tres en tres, de 
cuatro en cuatro, &c. Las series de factores de cada orden, ó 
de productos binarios, ternarios, cuaternarios, &c . , se escriben 
á la derecha de Ja serie de factores simples, deJ modo s i 
guiente: 
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hí. to *» 00 
CO O >** tO *s« 

**.»4 0x Qi O O O 
-a c^'w 10 te to 

l ^ o os í*. el 2 por los que siguen 

u> CíT 

09 
Oí 

3 por los que sigiíen 

5 por los que siguen 

oo o S í0 2X2 por los que siguen 

2X3 por los que siguen 

2xó por los que siguen 

3x5 por los que siguen 

l>0 o 

3 
O 

^ 5 ? í* I 2X2X2 por los que siguen 

Jí" ? I l 2X2X3 por los que siguen 

1 : 2X2X5 por los que siguen 

o 
2 x 3 x 5 por los que siguen 

00 Q 2X2X2X3 por los que siguen 
'•.• • * • 

S^: : : 2X2X2X5 por los que siguen 

SK : i 2X2X3X5 por los que siguen 
_ _—_ 1 1 j j _ ; ; . 
I* I : 2X2X2X3X5 por los que siguen 

i 

En vista de la labia que resulta, fácil es comprender el 
método deolas operaciaoes para,cualquiera caso que se pro
pusiere. . 

1 
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Pnede suceder que alguno ó algunos délos números sim

ples dejen de ser factores, y entonces tampoco se escriben; 
como en el siguiente ejemplo: 

651 
217 

31 
1 

21 
93, 217 651. 

S i el número propuesto es simple, en vano se intentará el 
buscar factores; mas, por desgracia hasta el dia carecemos 
de una espresion general que solo pertenezca á los números 
simples (42), y por ello es inevitable hacer tentativas á fin de 
averiguar si el que se propone consta ó no de factores. Sin 
embargo, se debe cesar en el empeño de indagar mas facto
res del número propuesto iV, cuando se haya llegarlo á conocer 
que no es factor aquel número simple que multiplicado por sí 
mismo diere un producto mayor que TV. Porque, espresando 
con d el dicho simple y con d ' el otro mayor, será N<,dxd?. 
En este caso se halla, por ejemplo , el número 85: inútil 

será el investigar factores desde el 10 en s - r 
adelante, porque 10x10=100 es mayor que 1717 
85 . Escribiéndole para el cálculo según la 

forma establecida, resulta que solamente & y 17 son factores; 
ademas de 1 y 85. 

44. Daremos fin á la lección con dos demostraciones ge
nerales acerca de los factores. 

1.a Sin que sea necesario prevenir el error del que pensare 
que un número iV sea producto de todos sus factores compues
tos, no debemos omilir la jusiificacion de que TV es produelo de 
todos sus factores pimples. Sean estos «, f i , r ,s, . . . pbrel orden 
de menor á mayor, y cada uno cualquiera número dé veces, 
como también c , c ' , c " , . . . los cocientes de que se habló en el 
articulo (42); y de consiguiente podemos admitir como allí las 
ecuaciones consecutivas 

jy=axc, c=*xc', , c'=pxc", y — p x c " , ._ 

c"r=7Xc/v ,cfv=í7X.cv...,rv=íXcv', cv'=áXcT",... 

Sustituyendo en la igualdad primera por c, el valor que ésta le-
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traliene en la segunda igualdad; después, por e' el que ésta 
letra tiene en la igualdad tercera; y según este orden hasta el 
cociente indivisible, que será último factor simple, resultará 

iV=aX«X....X PX í*X....X7XrX....XSXíX.... 
• • • • ' ' • • 

^ 0 El método deformarlos factores compuestos quedará 
Justificado con el siguiente raciocinio. Por ser factor el 
aXaXaX. . . , sin duda lo es a como también ^x^, y aXaXa. 
etc., hasta un producto en que a entre todas las veces. Lo 
mismo se podrá decir de P, y sus productos, y asi también de 
todos los demás factores simples: y como cada uno de los del 
número se ha de multiplicar por cada uno de los demás, para 
Jos factores binarios; cada uno de aquellos por cada factor b i 
nario para encontrar los ternarios, cada simple 5por cada ter
nario para los cuaternarios, etc.; se sigue que cada término del 
polinomio 

. 
h mb i l-H*-+-(«XaH-(aXaXa)-K... 

e consta de los factores simples, binarios, ternarios, etc., de 
se .ha de multiplicar por cada término del polinomio « i i 

1-h P4-( í*X P)+|[ PX PX P)-h 

que consta de los de P; el producto, por cada término del 

telón i l-H^rXrj-f-^XrXy)-*-.. ' .»; 
• 

él npevo producto, por cada uno de 

i-hs+ísxO^xiXí)^....; 
jp'írsf sucesivamente. Luego, el problema de hallarlos factores 
compuestos del número iV, cuyos simples fueron a, p, r , í 
está cifrado en las mulliplicaciones indicadas 

(H-ataX«-+-....)X(l+ N - PX 3 + . . . ) X ( H - ^ X r + . . . . ) X 

Refiriéndonos al número 840, cuyos faclores simples fueron 
2,2,2,3,5,7, el problema es ejecutar las multip'liüaciones 

(l+2+4-h8)X(l-h3)X(l4-5)X(lH-7); 

Tomo L 10 
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que se hacep, multiplicando el primer polinomio por e! segun
do, luego el producio de estos por el tercero, después el pro
ducto de los tres por el cuarto, y asi sucejíivameoUi si hubiera 
mas polinomios debidos a mas factores, simples. De multiplicar 
los dos polinomios primeros resultan ocho factores; <de mul l i -
plicar estos por el tercero, resultan diez y seis; y por último, 
de multiplwar los cuatro resultan los. treinta y dos ¡factores que 
se hallaron del número 840, contando este mismo y el i * 

EEGCIONYI.1 

-Gémpíemenío ̂ def, &isíemad& numeracióny con e l ü t 
pürtes¿d€€iínaivs.de iat tmdad simjpje, 

45. Los adjetivos é^Vm^/o y decimal se aplican á nuestra 
sistema de numeRackmj el priflfte^^Guantlo «fe considera el sis— 
tema según escala ascendente, ó de derecha á izquierda la íUa 
de guarismos; y e l segundo adjéiivo cuando se considera el 
sistema segnn escala descendente, ó de izquierdj-á derecha la 
fila. Pero esla.distincmn.de nombpes no ha sid )̂ precisa basta 
ahora, cuando ya las.cuatro reglas de números enteros, y es— 
p*c¡elílfófito Jpííilivtóip^fcií^oífnian^pifostadié qiie diieisteniíi 
de numeración aclual'está incompleto mientras,no se establezca 
después de las tíiMdatf^^iíipies^'HH /OTflenAle otras menores 
en escala descendente según el sistema decimal: pues hemos 
visto, que habiendo ejeculatío la partícíótijen algunos casos, 
ha quedado un resto considerable que noseppdia dividir por no 
conocer unidades'imetídi^que'ta antera jinfifile. Está en efecto 
completado ya,el sistema de numeración, en,esta |>aite, s^guij 
vanros a espHcar inmcdiatíjmetíre. 

•Se dijo erf los convenios, que el valor de las cifras en la es
cala decimal va de mas a meno¿ de izquierda á derecha; esto 
es, que la espresion. 11 significa una decena, mas ía unidad 
•simple. Condbase asraBSínola idea de otra unidad diez veceá 
n 
1 

y una décimfrltbrxHñse también idea de otra unidíd diez veces 

http://esla.distincmn.de
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mas pequeña' (jnela1 anterior; y escribiendo 1 á la derecha áe 
esla, la espresion es 11,I t ahora, cjiíedandb siempre la coma 
en sú lugai4', ponHíé es eí regulador de la eseata; y se leerá una 
decena, una unidad simóte, una decima, y una centésiim. De 
este flfiodo se^uede continuar sin Gn escribiendo uiúdades^ coa-
secttlivas hacia la derecha de las simples, que sucesivamente 
Tídiían diez veces menos que la de su izquierda; y asi resulta 
urta peffecfa continuación del sistema decimal, pues cada cifra 
t M námert) représenla fe unidades cuya maguUud depende 
del lugar que ocupa, decreciendo de izquierda á derecha. De
cimos que es conlinuficion perfecta del sistema de numeración, 
porque la idea presenta clararaenle la facultad de que la parte 
dfrffta que-si^tre á la com» se componga de cualesquiera cifríis 
de dicho sistema, asi cerno puede compíonerse ía parle que pre
cede á la Coma. La espresion 25,8 escrita caprichosameBle^ 
por ejemplo, representa 2 decenas, 5 unidades y 8. décimas. 
Asimismo 2,58 representad unidades, 5 décimas y 8 centési
mas, &c. 

E l convenio establecido aqui de separar con la cwtía toda 
la parle del número que signo á la derecha délas unidades 
simples, llene por objeto el distinguir asi la parle de fila que 
espresa el conjunto de uuidades simples, llamada carocímsü'ca, 
de la parte que espresa el conjunto de «ni da des menores que 
la simple y que se llama parte decimal ú mantisa, empezándo
se desde la coma la escala ascendente de aquellas, y la des
cendente de estas. L a noraenclalura de las unidades nuevas es 
muy parecida a la que se mstituyó para la escala de las ente
ras: llámanse décimas, centésimas, milésimas, diezmitéimas, 
cienmilésimas, millonésimas, &c., por su orden do.le la mas 
ifrmetHata á las unidades simples, ó á la caractensfioa, he la la 
mas femota^asi como decena, centena, millar, decena de mi
llar, centona de millar, millón &c . , desde las uimUdes simples 

Entendido esto, no cabe duda en leer una espresion cual 
quiera dv\ sistema compjeto: mas, en la piaqurwiaoi^n wrs iva 
ífé'ef^ recibe el lenguage una* modificación análoga á la que se 
esplicó en el articulo (9). Por ejemplo, el número 83,512 se 
traduce á lenguaje vulgar diciendo, ochenta y tres unida Íes, 
qoi^ieirtasry d.we miteskiréís; terminando siembro la wibfod con 
el nombre de la última cifra de cada periodo. En lenguage de 
la análisis diriamos que dicho numera vale 8 deceaas, 3 uní-
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dades, 5 décimas,. 1 centésima y 2 milésimas. Asimismo, 
7524,63928 vale siete mil quinientas veinte y cuatro unidades, 
sesenta y tres mil novecientas veinte y ocho cienmilésimas. 

Si enmedio del número faltase alguna,de las nuevas.unida
des, ocupará su lugar ei cero,, como en las enteras: la espre-
síon 892,35076 se pronuncia, ochocientas noventa y dos uni
dades, treinta y cinco mil setema y seis cienmilésimas. Igual
mente, 26,00035 significa veinte y seis unidades, treinta y 
cinco cienmilésimas: 7,03 significa siete unidades y tres cen
tésimas. 

Cuando no hay en lá cantidad mas que decimales, se pone 
cero por caracteristica y en seguida la coma: 0,23 representa 
veinte y tres centésimas: 0,08 representa ocho centésimas: 
( ,̂006 representa seis milésimas: &c«-

Si al fio de las decimales hay ceros^.hacen igual oficio que 
en los números enteros en cuanto, a la pronunciación; 8,3200 
vale ocho unidades, tres mil doscientas, diezmiiésimas: pronta 
veremos lo que infliiyen en cuanto al valor del número. 

Con la misma facilidad se escribe con cifras arilmcticas una 
espresiou pronunciada en lengua vulgar. Por ejemplo, ciento 
veinte y cinco unidades, cuatro mil trescientas viente y ocho 
diezmilésimas, está escrito cq 125,4328. También, veinte y tres 
unidades, quinientas y nueve milésimas, en 23,509. Igualmen
te, seis unidades y doscientas diezmilésimas, está escrito ea 
6,0200. 

46. Por el principio dé la división (35) sabemos que — es 

operación impracticable, y que son espresiones legítimas — = r 

y 1=10 r. Esta segunda nos dice que r ó su igual - - es diez 

veces menor que 1> ó bien que - - vale una décima parle xle la 

1 
unidad simple.. Lo mismo se demuestra que ^ r vale una cen« 
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\ 
tésima parte de la unidad simple; —— la milésima parte de la 

1 
unidad simple, y asi en adelante. De modo, que •—• y 0,1 son 

1 

equivalentes espresiones de una décima: Igualmente, -—— y 

0,01 espresan bajo dos formas una centésima; como también, 

•—-r y 0,001 una milésima, &c.; y la espresion 1,111...., 

equivale al polinomio 
1 ' ¿- _ 1 _ 
10 "^ 100 ^ l O O O 4 " " " * 

Por la misma razón, indicando con letras las cifras de la esca

la decimal, será — décima parte de m, ó décima parte de la 
n 

suma de unidades simples que vale m'r igualmente, —— es 

centésima parte de cuantas unidades simples vale n; y así en 
7 

adelante. De suerte, que 0,7 y — son equivalentes; como tam-

4 7 4 
bien 0,04 y -77^7; de resultas, también 0,74 y 77: -f- 77^- son 

100 10 100 

una misma cantidad bajo dos. formas; igualmente que 39,528 y 

39+1 • 2 8 10 ^ 100 1000 * 

Vemos que hay dos modos de escribir el valor de las para
les decimales de la unidad simple; bien como enteros en la 
forma instituida (45), ó bien como división indicada en que 
sea divisor la unidad seguida de tantos ceros, como cifras 
tiene la mantisa del número escrito según la primera forma» 
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Pero se deja conocer la preferencia de la escritura en forma 
de BÚmei^ enteros, tanto porqne así goza de simplícichid, 
como jorque completa e! sistema décuplo de numeración, pu
diéndose con este complemento estender sin fin la fila de c i 
fras itíc/e b dei'echa é izquierda de la^coma, es decir, espre
sarse un conjunto de unidades de la escala décupla que com-
preiída las mayores y las menores imaginaljíes. 

47. Se demostró en la división (41, 5.a) que se pueden 
multiplicar dividendo y divisor por una misiiH cantidad: por 
lo oual; escribiendo cualquiera cifra decimal, como por ejem
plo 2 décimas, en forma de la, división, hay las equivalencias 

j T J>0 200 
io " T o o ' - i o o o c*; 

y según la forma de enteres, 0,2^=50f,20=r0,200, &c. Demos
tración muy sencilla de que se pueden añadir cuantos ceros 
S€ quieran al fin de wna espresion d'ecimat escrita en forma 
de números enteros, sin que varíe su valor. En efecto, siem
pre las 2 décimas del ejemplo propuesta existen, y tos ceros 
que siguen espesan cero centésimas, cero milésimas, &c.: ade
mas, bien se comprende que son equivalentes entre sí 2 dé
cimas, 20 centéstmi» y 200 milésimas, pues cada número de 
estos vale una quinta parte de la unidad entera á que se re-
ííer^. 

No por esto creamos hay anomalía en el sistema de nume
ración que acabamos de completar, antes bien consecuencia 
inmediata por el carácter que da la coma á cada cifra, sea 
déla parle cwactcristica ó entera, sea de la decimal, según 
té lugar que dicha cifra ocupa. Luego, considerando á la coma 
vcual centro á que se refiere un número compuesto de enteros 
y decimaks, puede concluirse que no se altera el valor de 
dicho número, aunque se añadan ó quiten ceros al p i inc i -
pió y al fin. Asi, 23.821 es de igual valor que 023,8210, 
y que 0002a,8210, &c. 

48. Por el mismo conyenio de regular la coma el valor de 
cada cifra, tanto de la parle entera del número como de lade-
eimal, no se putde añadir ó quitar cero alguno entre los e$-
írewoi de una espresion. En cnonto ú la parte característica 
está demostrado en et sistema de números enteros, y en cuan
ta á la dcoimd también se ha establecido que el valor de cada 
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«fra depende del lugar que ocupa respecto de la coma, y cada 
cero mas ó menos en medio de la (Lia, hace que se alejea ó se 
acerquen un puesto á la coma las cifras que le sigan. 

49. Por lo mismo es fácil conocer, que si la coma se ade
lanta un puesto á la derecha, vale después cada cifra diez ve
ces mas; y s ise aíielanta dos puestos, vale cada cifra cien 
veces mas; y mil si gana tres puestos, «Sic; é inversamente si 
se retrasa la coma. Por ejemplo, en 94,37821 vale cada cifra 
y por ello todo el número diez veces menos que en 943,7821, 
y cien veces menos que en 9437,821; porque en la primera 
mudanza han pasado las unidades á decenas, éstas á centenas 
y éstas amil lares, al mismo tiempo queá uniílades simples 
las décimas, á éstas las centésimas y á éstas las milésimas, d e ; 
y á cien veces mayores en la segunda mudanza. Concluyese 
que, pa ra jrmll ipHcar un número pot diez, ciento, m i l l gc , , 
hasta mudar la coma á uno, dos, ires.,..8[c. Iwpares á su de-
rec/ia: y para d iv id i r según l a misma escala, basta mudar 
l a coma hacia la izquierda hasta el lugar correspondiente. 

LECCIÓN Vil. 

Sumacion9r¿sia, mulíipUcacion y divisióny con en
teros y decimales. 

50. Sumar. Ya que en i m espresion de enteros y d e d -
raales se si^ue el orden clécuplo, habrán de escrihirse los n ú 
meros sumandos, unos bajo.de otros, formando columnas Us c i 
fras de cada^ord,en, y ge ¿ara. la suma.como-en los enteros, ¡por 
Ips mismas ruzones en que-se «poyaba su ^ - q ^ 
método. Propóíiese litoer la suma de kts O S * ? ? 
tres números 47,013; 0,8257; 349,2031: 349,,2Ó3l 
se colocan eomo' se ba.iicfao, y el cáletil© ^— ' • 
es como se ve. Enipeíada ila. snmacion por 097,041» 
las menores unidades, que aquí son diezmilésímas, el total 8«es
tá escrito en el lugar correspondiente; la suma de las milésimas 
asciende á 1 milésima y 1 centésima, que se agrega á las de su 
orden: el total délas décimas es diez, ó una simple unidad c a 
lera; por lo cual, agregando ésta a las de su orden, se escrih» 
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cero décimas y la coma para empezar la sijma de los enteros 
como ya se sabe. Inútil es el proponer mas ejemplos de opera
ción tan simple. 

51. Restar. Para este cálculo se escriben el minuendo y 
sustraendo como en el caso de mímeros enteros, é igualmente i a 
diferencia. Pueden ocurrir todos los accidentes que alli se adr-
virtieron, y para ensayo proponemos los ejemplos que siguen: 

«3.215 1.5301 9254,020 31,9524 
4,132 ; 0,6112 ; .3,214 ; 0,6700 

79,083 0,9189 9250,806 ,31,2824. 

Cuando al hacer cada sustracción parcial ha sido menor la 
cifra superior que la inferior, se ha tomado para el acto de la 
resta uña unidad del orden mayor inmediato. En el tercer ejem
plo hemos añadido un cero al fin del minuendo decimal, como 
permite el principio demostrado (47), y solamente porque apa
rezca en dicho minuendo cif™ á quien comparar la 4 del sus-
traendo, aunque en realidad ninguna-falta hacía. En el cuarto 
ejemplo no hemos querido añadir ceros al ña del sustraendo, 
porque no causara novedad la falta de ellos al comparar las 
unidades respectivas, con el recuerdo de casos análogos que 
ocurrieron al restar enteros., aunque entonces la falta de cifras 
solo pudo verificarse al principio del sustraendo. 

Puede haber que restar una cantidad decimal de una entera; 
roas, teniendo presente ía uniformidad que existe en todo el sis
tema decimal, se infiere que debe tomarse una unidad simple y 
distribuirla en decimales, á semejanza de lo que se hace cuando 
termina con ceros un entero minuendo. Hay por ejemplo que 
restar 0,8713 de 462: el sustraendo equivale á 462,0000, f 
quitando á las unidades simples una, el calculo es 

462,0000, igual á 461-f-0.9-t-0,09-M),009-fO,0010 
0,8713, igual á 0-1-0,84-0,07+0,001+0,0003 

461 1287 
-
52. El bello descubrimiento de convertir la resta en suma 

del minuendo con el complemento del sustraendo, descontando 
lo que valga la cifra sobretildada (21}, es aplicable también á la 
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sustracción con decimales. Se propone restar ! 4 gg 
3,15 de 4,28, y por el método ordinario es 3^5 
1,13 la diferencia. Esto mismo en ieuguage i ~ 
algébrico se escribe ** 

4,28—3,15=1,13: 

y si á la primera parte de la igualdad se añade y quita simul
táneamente 1 seguido de tantos ceros como cifras tiene el sus-
traendo, no padecerá alteración alguna; por lo cual subsiste la 
igualdad 

4,28—10,00+10,00—3,15=1,13. 

En esta espresion, -+-(10,00—3,15) es el complemento de 3,15, 
y según ella, se debe sumar dicho complemento jq qq 
con el minuendo 4,28, separando 1 decena de 3*15 
la suma. Hállese pues el complemento 6,85 - * — 
del suslraendo 3,15 por la resta adjunta; y " ' ° ^ 
agregando al complemento 1 decena sobretildada para señalar 
que se deberá descontar de la suma en vez de 4 28 
incluirla, se hace la sumacion como se ve al Í685 
margen, y da el mismo resultado que la sus- ' 
tracción propuesta. ^ á 

Para conocer la diferencia entre 37,421 y 2,3 sumando el 
complemento de este con aquel, 
se busca primero por la resta di- 10,0 37,421 
cho complemento, el cual con la 2,3 ^ Í7,7 m 
cifra lijdacla es 17,7, y ejecutan- 7,7 * 35,121 * 
do la sumacion, resulta ser 35,121 
la diferencia de los números 37,421 y 2,3, que se propusieron. 

La diferencia entre 9254,725 y 3,294, usando del com
plemento que para el restador 
da el cálenlo adjunlo, se halla 10,000 9254,725 
por la sumacion del reslando con 3,294 ^ 16,706 ^ 
el complemento afectado T6,706 6,706* 9251,431' 
del sustraeiulo, y resulta ser 
9251,431. 

Se dirá qne el método no presenta ventajas, porque en vez 
de una operación que exige la resta ordinaria, hay que hacer 
dos, una de restar para tener el complemento, y otra de sumar 

Tomo L 11 • 
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para conocer ía diferencia que tlesde luego se pide. Pero debe
mos contestar que aqui se hace solo conocer el método, cuya 
ventaja será palpable cuando se ofrezca un cálculo de sumar y 
restar muchos números que procedan de una misma cuestión; 
pues con este auxilio se convierte la cuestión á sumar, como 
se verá mas adelante. 

63. Mult ip l icar. Oespues de situar el multiplicando y ei 
multiplicador como se dijo en el cálculo de los enteros forman
do columna cada dos cifras de un mismo orden; proeédase por 
los principios establecidos entonces, á la multiplicación de to
do un factor por cada cifra del otrp, empezando por las de 
menor orden. Sea por ejemplo multiplicando 2,181, y multi
plicador 0,47: la disposición que se acaba de indicar, propia 
de los factores, debe regularse por la coma, y es * 

2,181 multiplicando 
0,47 multiplicador. 

En seguida, búsquense los dos productos que las dos únicas 
cifras significativas del mulliplicado? enuncian, pero inmediata
mente se ofrece la dificultad de conocer con la presteza nece
saria, á qué orden de unidades pertenece el producto parcial 
de cada cifra por otra. Con este motivo se pretiere el siguiente 
modo. 

En el artículo (33, 4.a) se bizo ver, qne multiplicando por 
cualquiera número uno de los factores, el producto resulla 
multiplicado por dieho número. Luego, si multiplicamos por 
el número m uno de los factores, y por el número n el otro, 
el producto resultará multiplicado por m y después por w, es 
decir, mXn veces mayor. Da suerte, que siendo a y o dos nú
meros con decimíiles, si se quitan las comas, en el hecho mul
tiplicamos cada uno de ellos por la Unidad seguida de tantos 
ceros como cifras decimales tiene: y si reducidos asi á enteros, 
los multiplieamos entre si como tales, el producto será mXn 
Teces mayor; supuesta m la unidad seguida de los ceros que 
ha lugar en un factor, y » la correspondiente del otro. Habrá 
pues que hacer el producto bailado, mXn veces menor, sepa
rando con la coma tantas cifras de la derecha cuantas decima
les haya en multiplicando y multiplicador, juntamente. 

Con esta sencilla reflexión el cálculo de multipücar deci-
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fílalas entre si, haya ó no cifras significativas en las caracte
rísticas, viene á ser lo mismo que con enteros, suprimiendo 
las comas de los factores y haciendo finalmente la separación 
de las correspondientes decimales en el producto, que deben 
ser tantas como tengan los dos factores. 

£1 cálculo de "2,181 multiplicado por 0,47» ejecutado asi 
viene á ser 

2181 multiplicando 
47 multiplicador. 

15267 
8724 

102507. 

E l producto 102507 es 1000X100=100000 veces mayor, por 
haber adelantado la coma tres puestos en el multiplicando y 
dos puestos en el multiplicador; es decir, por haberla supri
mido: y á fin de restiluir á los factores y al producto su ver
dadero valor, hay que dividir 102507 por 100000; lo cual se 
consigue separando con la coma cinco cifras últimas en dicho 
producto, deque resulta 1,02507. 

Para ensayo se añaden estos ejemplos: 

0,92 8 5,4 7 54.752 
0,3 21,8 2,181 

0,2784' 4 3 7 6 * 54 752 
5 4 7 4 380 16 

109 4 5 475 2 
119,2 4 6 . K>9 504 

9 119,414112. 
54. Div id i r . Si se divide el número a por otro b, ambos 

ton decimales ó solamente uno de ellos, el cociente es -—. 

6 

Multiplicando o por m, y b por n, el cociente será - — p , 

distinto del verdadero: si m es la unidad seguida de laníos ce-
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ros caantas decimales hay en el dmiendo, y n de igual for
ma con tantos ceros cuantas decimalas en el divisor, uno y 
otro están convertidos en números enteros; y si hacemos la 
división con ellos en tal estado, hay qne modificar el cocien
te —t- » haciéndole que sea -j-. Fácil es entender aue de 

nyib n b ^ 

los números m y n ha de ser uno múltiplo del otro, á causa 
de ser uno y otro productos de 10 multiplicado por sí mismo 
cierto número de veces, y según m es mayor ó menor que n, 

en el cociente — r resultará libre de factor el dividendo a ó nxb 

el divisor b (38.2.a), de suerte que dicho cociente será 

10....Xa o 10. . . .X6 ' 

Eb el primer caso, hay que separar con la coma en el co-
cíente de la propuesta división tantas cifras de l;i darecha, cuan
tos ceros acompañen á la unidad, por haber hecho al divi
dendo otro tanto mayor (ll.S.*); y en el segundo caso hay 
que multiplicar el cociente, esto es, añadirle tantos ceros á su 

derecha, cuantos tenga el factor 10.... en -ĵ r r-, por ha

ber empleado un divisor otro tanto mas grande que «1 propues

to b. En arabos casos el número de ceros del factor 10 , 
y por consiguiente de cifras que se han de separar con la co
ma, ó el de ceros que se han de añadir en el cociente, es la 
diferencia de los que haya en í» y n. 

. Según esto, para dividir ^» número que tiene cifras 
deduiales por otro que tenga menos cifras de esta clase, se 
hace la división como en los números enteros, suprimiendo 
¡as comas, y en •el cociente se separan con la coma tantas 
decimales cuantas había en el dividendo menos las del d i 
visor. Debiendo por ejemplo dividir 49,95 por 3,7, se pro-

49 95 
pone la operación • ' - , y la que varaos á ejecutar es 

o, 7 
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4995 (49.95)X100 . . . . 
" - ^ r - = - .Q „t~7j:—J »aego el cocieote que se Ualle resul-

100 
lará ——-==10 veces mayor que el pedido; y para reducirle al 

valor de este, habrá que separar una cifra de la derecha con la 
coma. E l cálculo como enteros, hecho ¿qq- i o-
del modo abreviado, nos da el cociente —-— '—— 
135, diez veces mayor que el pedido: ^ ^ 135 
éste será pues 13,5. Desde luego se pudo 185 
notar -á la vista de los números propues- —ft-
los, que en el eociente hallado como en
teros había de separarse con la coma una cifra, por haber dos 
decimales eu el dividendo y una en el divisor, es decir, una mas 
cu aquél. 

Para ensayo del segundo caso, ó de haber mas decimales en 
el divisor que en d dividendo, sea éste 816,4 y aquel 3,14; se 

. , , . ^ «16,4 ' [\ . fMíie el cocicale de • ; y tratando como enteras a los nu-á,14 . 
fileros propuestos, hiy que hallai' el cociente de 

8 * 6 4 _ 816.4X10 816,4 
314 " " 3,14X100 " " 3 , 1 4 X 1 0 * 

En donde se ve» que el quitar las comas al dividendo y al d i 
visor es en realidad to mismo que dividir por 10 el cociente 
verdadero; con que, habrá que añadir un cero á la derecha del 

•que diere •377-- Calculando éste por el método ordinario abre-
314 

viado, es 26 el cociente como números enteros; y si se restitu
yen las cosas á su primer estado añadiendo un cero á dicb* co
ciente, el pedido es 200. Si hay duda en 
ello, multipliqúese 2G0 por 3,14, y se 8164 ¡314_ 
verá producir 816,40, que es igual á J884 26 
816,4. En Vista de los números que se —rr-
propusieron para la división , se pudo 
conocer <lesde luego que tratándolos como enteros, habia de 
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añadirse un cero á la derecha del cociecle para tener el que 
porreponde á ios niimeros con sus decimales. 

Este método de ejecutar la división de un número, por otro 
que tenga mas cifras decimales, podría conducir é equivocacio
nes, en el caso de haber algún resto del cceiente; pbrque al nu
merador de didio reí lo hay que agregar en realidad laníos ce-
tos como al cociente. Por lo cual, ovando el divisor tiene mas 
guarismos decimales que el dividendo, es mas seréilto el aña
dir ú éste los ceros necesarios para igualar el número de sus 
cifras decimales á las del divisor, ceser qne no altera el valor 
de la fila (47); y suprimiendo entonees la eoma en dividenda 
y divisor, el cociente que asi saliere es el de la división pedi
da. Por ejemplo, el cociente de 66,3 partido por 2,85 es el 
mismo de 66.30 por 2,85, y el rní^mo de GG30 por 285. 

Para la práctica de la división con decimales presentamos 
los ejemplos que siguen; 

242,5375 |97,015. 18,372 161,2^ 
48 5075 2,5 ' o T 0,3 ' 

15695,4 |2,517 
O 

P 593 4 6 2 3 5 + ^ 
2,8876 j721,9 90 0Q 
~Ó 0,004 ; l ^ ^ Q 

1 905. 

55. Sabemos que cuando hay un número dividido por otro 
mayor, no puede resultar entero alguno al cocioníe, por .\o 
cual nos ha sido preciso dejar indicadas tales divisiones' en 
el cálculo de números enteros, y en esta clase están compren
didos los residuos que se ven al fin de los cocienles. Tralán-

2 
dose, por ejemplo, de dividir 2 por 4, es visible que-— no 

dará cociente que sea entero; mas, por un momento agre
go 

guese al dividendo un cero á la derecha, y resulta -p pracli-
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cable ya; pero el cociente será diez veces mayor que el pedido 
á causa de haber hecho diez veces mayor el 
dividendo; serán pues, décimas las unidades g^ . . 
de la cifra cociente. De la división resaltan 5 — L-— 
simples uaidade* para el cociente; luego, ^ 5 

2 
6,5 es el que se pide, corespondiehte á —. 

• ' ^ 
2 

Sea — la división que se quiere hacer; agregando m\ 

cero al divideiido, residía — , y el cociente que diere se

rá diez veces mayor que el de la cuestión. Agregando otro 

cero, —=— dará ua cociente cien veces mayor; asimismo 

2 0 0 0 • * M 1 1 
——- «o cocwntc rail veces mayor mego, al que se halle 
4e este modo habrá que hacerle diez, ciento, mil, veces 
menor, reduciéadole á espresion decimdl por medio de la 
coma. 

Se pueden ir agregando los ceros uno á uno ó de una vez 
los que se quieran, á fin de hallar el cociente, exacto á veces 
como en el ejemplo anterior, y otras veces aproximado tanto 
raas cuanto mayor número de ceros se añadan al dividendo. 
E l grado de aproximación llegará hasta ser la diferencia en
tre el exacto y «l bailado, menor que una décima si se agre
ga un cero, menor que ana cenlésimí si dos ceros, y en ge
neral menor que una unidad del orden correspondiente al nú-
fnero de ceros añadidos; es decir, al de cifras decimales se
paradas por la coma en el cociente: paes cada cifra de éste 
no debe admitir una unidad mas ni menos (36). 

Según lo dicho, para íormar xü co-
2 

«iente de -~- aproximado "hasta milési
mas, el cálculo nos da 235, y por tanto 
«1 pedido será 0,285; y por haber aún 
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residuo, se pudiera llevar mas adelante la aproximación. 
De este modo se logra también aproximar en deci

males el residuo de nna división con ente- g^ • ¡r 
ros. Divídase per ejemplo 64 por 5: ha- - - ta
llada la parle entera del cociente por el • *£ 42 
cálculo que se ve al margen, resultan 12 4 

unidades simples y el residuo - * . Añadiendo un cero 
o 

al dividendo, la cifra que resulte al 640 15 
cociente será . décimas; la división asi " J ^ ~ j28 
continuada es como se ve ai margen, ——-

64 -i2 
y t - = 12,8 exactamente. 0 
J 5 
En el siguiente caso, las decimales menores á que llega la 
aproximación proyectada son centésimas: 

375219 ¡364078_ 
1114100 1,03™' 

21866 

En los dos ejemplos que siguen la aproximación del co
ciente no pasa de centésimas: en el primero resulta cociente 
exacto; mas e» el segundo, aún se pudiera continuar el cálculo 

68013 12475 # 94261 ) 3582 
Í 8 5 Í 3 ~ 2 7 ^ 8 ' 22621 20,31* 
T lSSO" 11290 

19800 _?44? 
~ 0 ~ 1858 
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CAPITULO III. 
• 

Cálculos de sumar, restar, multiplicar y dividir 
con cantidades Hiérales enteras. 

LECCIÓN 1L 

Sumar y restar con enteros literahs. 

56. Según las ideas que se indicaron en el articulo (2), el 
álgebra es la ciencia que traía de reducir á reglas generales, 
todas las cuestiones que se pueden ofrecer acerca de las canti
dades en cualquiera sistema de numeración: y habiendo ya da-
•do las primeras ideas generales de estos cuatro cálculos, con 
referencia á los números del actual sistema, nos hallamos en el 
caso de hacerlas estensivas á todos los sistemas, y de com
pletarlas. 

57. Stmar. Cuando se trató de la sumacion aritmética 
(18), digimosque en él álgebra se espresa con el signo H- pues
to antes de la cantidad literal B, la idea de añadir esta canti
dad á otra A, cerno A-\-B. Si se quiere añadir otra tercera C 
á ellas, y asi sueesivomente las que se quieran, se ponen á 
continuación precedidas del respectivo signo + de adición ó 
positivo, y suprimiendo este signo en la cantidad primera, como 

A-hB-hC-h* 

A veces alguna de las cantidades que se dan para sumar 
viene afectada con el signo —, cuya significación, según digi-
mos en el capítulo anterior (24), es que el valor de aquella 
letra debe ser quitado ó susí raido del eonjuoto de las que van 
escritas con signo positivo, como 

A+B—C-hD. &c. 

. En ambos casos, llámase polinomio ó conjunto de mono-* 
Tomo L 12 
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míos á la espresion que consta, de varías cantidades con sus 
respectivos signos de agregación ó de sustracción, y cada par
te de estas-es un /^r/aiíio del polinomio; que como ya está d ¡ -
cl ia (18)^ será binomio, trinomio, &c.,.según conste de dos, de 
tres,, &c . términos, 

Aunq-ue cambien de lugares en e l polinomio los términos, 
éste no vari&. de «a/<?r„puesto que queda satisfecho el pr inci
pio de que la suma es el conjunio de todas, sus partes (3~ 2.°): 
{)ero, si hay algún término negativo, «o se acostumbra escribir-
e en el primer lugar, y en caso que se pusiere,, debe ir afec

tado de su signo. Con estas nociones preÜminares diremos, que 
p a r a sumar cantidades en- l'enguar/e algébrico se- escriden 
unas á continuación de otras con sus respectivos signos, í « -
primiendo el del pr imer término cuando es positivo*, 

58. Dejando para la ocavión propia el tratar particular
mente de las cantidades sustractivas, nqui nos pertenece dar 
ideas acerca de la reducion.do lns-po!rnoiníos,.»n que hay lér-
jminos iguales, ó términos semejantes. No podemos aun presen
tar de un iikkIo iiilcli^ible la deíiníeioih de estos últimos, y asi, 
por ahora nos Jiiiikarcmos á decir que cuando en un polino-
xuio hay. dois términos de la misma, letra y signo, cano en 
A-f-Zf-f-A-f- *.., se abrevia la espresion suprimiendo uno de los 
dos términos iguales y anleponiendo el guarismo 2 a l otro en 
fija,. Gamo ^ t ^ - Z ^ q bien, I t - h M - Si esliiviese repetido tres 
veces en el polmomioel término -f-^, como A - i - B - h A - h A , se 
abrevia escribkaulo 3A-f- j^, ó kiiüJ, ^ -^3.4 . S i viniera el mis
mo término cuatro veces, cinco veces. &c . , y en general n nit-
mero de veces, st? escribifia 4 4 , ó .3.i, &c . , y en general nA, 
E l uúmeio antepuesto á ia letra que viene varias veces por s a 
mando, como aqui eJ 2, el 3, el 4, el 5, &c. , y en general n, 
se llama coeficiente del sumando A ; y no porque se hallare un 
sumando espresado con Jeira minúscula,, y tal vez el coeficiente 
con mayúscula, dejan de tener la misma significación respecti
va, H eoeficieirte y el somando. 

E l convenio <le espresar con el coeficiente la reducion en la 
suma dé términos iguahíS. ó sea el modo de cifrar con algunas 
de tes espreswnes 2L¿, 3 i , . i . . nA Iiusuma de tantos sumandos 
iguales como unidades tiene el coeficiente, deberá estarán con
formidad precisamente eon la multiplicación, cuyo objeto es el 
mismo (26): y por tanto en álgebra, las espresiones 2.1, 3 A , 
i á t „ . y en general n i son ¡equivalentes respectivas de 2X¿> 
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3 X ^ 4 X i . &c., y en general n X A , ó bien,, i x » , segu» el 
articulo (33). 

Prosiguiendo en tratar del coeficiente para dar mas estén-
sion á las ideas; supongamos que el término nA venga fov su
mando tantas veces como unidades tenga uno de los números 
2,3,4, &c., y eu general m; y con arreglo «1 convenio anleriop, 
tamüicu reduciríamos lodos los iguales de ésla clase, á solo 
uno, que seria 2nA, ó 3n4, &c., y en general mnA, en el cual 
seria m el coeficiente de nA, y asimismo m» el coeficiente de 
A, con la-siguificacion de myCnXA. Sin que sea necesario con
tinuar el discurso ise .puede ya entender, íjne el coeficiente pu»1-
de constar de cualquiera número de factores. Cuando hay tér
minos que difieren solo en el coedciente, como por ejemplo 
H-mA y -f-nA, significan que A entra por sumando w-H» 
veces: luego, por el convenio del coeficiente se reducen á 
{m-hn)A* 

Ademas, pueden ocurrir otros dos casos de reducion de 
términos del polinomio, y son: 1.° venir términos iguales ó se
mejantes con el signo negativo: 2.* venir estos con signos con
trarios, ílejando este segundo caso'para cuando se trate dé 
la resta, ahora corresponde raanifeslar que la reducion de tér
minos negativos iguaks ó semejantes se hace por medio del 
coeficiente, como la de los términos positivos, en virtud del 
raciocinio en que vamos á fundarlo. Si los términos fueren 
—-A y —A, su sigaii.cacion en el polinomio es la de restar de 
los positivos el valor de A dos veces, concepto que también es
presa —2/1, segun el oficio (24) del«igno - ^ y el del coefi
ciente 2. Lo mismo se delierá entender ile —A—A—At 6 
—3i4, y en general de —nA, siendo n el número de veces que 
—A fuere término del polinomio. Otro tanto diremos cuando 
vengan juntos dos términos semejantes negativos —nA—mA, 
que por el párrafo anterior se puedefí reducir á —-{m-hnjA. 

fiasla lo dieho para eMewteir, yue el coeficiente de m a 
cantidad algébrica, posilira <> i, es el número que es
presa tas veces gue aquella cu 'i "l.-a por término dei 
polinomio con su mismo signa. Adtin m consiguiente á la 
generalidad con que una letra reprc. ta v .< álgebra cualquiera 
cantidad, el que Jas A, lí, m, n.... stgniüqfqQ suma, resto, 
producto, cociente, ó caniidades que depenü.:i de otras opera* 
cienes de cáMblo que mas addanle sabremos; y asi, lo que se 
ha dicho y se diga ahora es general para la suraacion de toda 
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clase de cantidades algébricas, debiéndose eoncepluar por tér
minos semejantes aquellos que solo difieran entre si , por el 
coeficiente, ó por el signo, á por ambas cosas. Prescindiendo 
pues ahora de los dos últimos casos, quedamos convenidos en 
Ja idea de que todos los términos femejantes de un mismo 
signo, y lo mismo los iguales, se reducen á un solo término^ 
¿empueslo de la cantidad común, y la suma de coeficientes 
de .todos con st« mismo signo* considerando l el coeficiente 
íáoHo de todo término. 

59. Cuando es necesario sumar varios polinomios algébri
cos en (fufrhay términos semejantes ó iguales, por conreniencia 
se suelen escribir para su fácil reducion á manera que las can
tidades aritméticas (16), de suerte que formen columna los tér». 
mines semejantes de cada especie, separando con raya la su 
ma: como en los tres polinomios; 

6ÁR-hiAC+B-hD; AR+ZiÁC-hW; 2ÁC-hJ)-hF(h, 

cuya disposición y suma será 

6AB-h i A C - h B +~D 
-H AB+2\AC-{-ZB 

-I- 2A C -hD+FQ 
lAB-hVIAC-hkB-i-ZÜ-i-FQ' 

Por este solo ejemplo se puede conocer la utilidad' del coeficien
te; pues vemos que con su auxilio se ha reducido á cinco tér
minos un polinomio de cuarenta y un términos, compuesto de 7 
veces A B , de- 27 veces ACt de 4 veces B, dé 2 veces D, y de 
una vez F Q , 

El método establecido para sumar cantidades aritméticas 
(16) viene a ser e} mismo de reducir las algébricas positivas, 
entendiéndose por términos semejantes entre aquellos, los nú
meros que espresan las unidades de cada orden. Pues, debiendo 
sumar por ejemplo 3 con 14 y 521; la operación algébricamente in
dicada será 3-f-14-h521, que equivale á 3-hl0-|-4-h500-f-20-^l; 
y para la operación aritmética se ordenan los sumandos en la 
forma sabina, 
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521 500-h20H-l 
14 H-10+4 
3 +3 

p que viene á. ser ^ 
538 500+30+8 

También los polinomios 4B - | -AF í )—i f l f - f ^ y BD—M+SQ 
se ordenan y suman en la disposición que á continuación se ve: 

A B + A B D — m + Z Q 
— M+bQ+BIT 

AB-\ -ABD—5M+7Q+BI* 

60. Concluiremos presentando un problema de sumar can
tidades algébricas, propuesto en lenguaga vulgar. Un comer
ciante que empezó con el capital Qa, agregó á este en el p r i 
mer año la ganancia bm, en el segundo 3a, en el tercero 5m, 
y*5 quiere saber qué caudal tendrá a l fin del tercer año. 

Se deja conocer que se pide la suma de todas las cantida
des mencionadas, y será, 

&»4-^m4-3<i-|-5m', ^feien, fa-f-(&-f5)^. 

61. Restar. Para Ta resta de cantidades algébricas recor-
demos, que el signo — indica deberse restar la cantidad á que 
afecta, de olraqtre tenga el signo--4- tfeifo 6 expreso, como en 
A — B : y por consiguienie, si el restando y el restador son 
fgmtles, resultará el anulamiento de la cantidad á quien pu~ 
diera .espresar la frase, como en A — A * que será lo mismo que 
cero: y con este símbolo se espresa en álgebra, cuando con
viene, cualquiera cantidad anulada. 

Si el restador consta de varios- términos, como ÍT-f-C^ se in-
cluyeen un paréntesis precedido del signo—, como A—(fí-\-C]; 
é igualmente caando sea restador B-—C, como A—[B—C). 
Pero falta concluir la operación, y es necesario que sepamos el 
modo en estos casos; con cuyo objeto haremos un sencillo ra-
eiocinio. 

Si en la expresión A—{B—€) se añade al restan Jo y al res
tador una misma cantidad, la diferencia quedará siempre la mis
ma (3, 6.°). Añadiendo por ejemplo C i uno y otro; la espre-
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sion A—(B—C) lo mismo vale que jl-ftf—tfl—C-\-€). Reduz
camos esla espresinn en que -4-^—C se destruye, según 3a de
finición del párrafo primero de este artículo, y viene á ser 

.A-{-C—B Ja resta que A—{B—f) índica. 

La operación ^sta ya concluida, y el resaltado nos dice, 
que para ejecutar la r-esta se cambia el signo que tenga cada 
término del restador anteriormente. 

6á. Para deducir otro teorema importante, haremos uso del 
siguiente raciociuio. "Piéstese S - \ - F de .C-$-D., operación indi
cada en 

y que ejecutada «egun «I teorema precedente será 

C + v — E - F 6 {€—E)+[D-~F). 

Lo cual nos ^ice que la diferencia de dos cantidades com
puestas departes, •equivale á la suma de las diferencias que 
haya entre cada parle del resíartdo y su correspondiente del 
Testador. E l teorema ^ue-se acaba-de hallar justifica de nue
vo el método que -se adopto ;de restar con .espresiones aritmé
ticas (19); pues conforme á dicho teorema, supóngase já=35, 
#=5=24, y será 

^—#=35 -24==30—20-f-5—4, 

como en realidad se lia practicado en aritiuética restando las 
unidades de cada orden para hallar el residuo. 

El teorema conduce ademas á la regla para la reducion de 
términos semejantes <]ue tengan signos contrarios. Pues en la 
espresion mA—nA por ejemplo, mA equivale á /t-f-jd-h-i 
hasta m veces, y —nÁ equivule á —A—.... . hasla n veces: de 
suerte, que reemplazando ^ííI—nA con los equivalentes po
linomios, resultará 

A—A+A—A+A—A.... 

en que se destruyen l̂e dos en dos tantos pares de términos 
como unidades tenga el menor coeficiente m ó n, y quedarán 
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tantos términos positivos como espresa el número (w—íí), ó 
sino tantos negativos como espres* —-{n-—m)',. es decir, que se 
reducirá precisamente á (tf*—i)A,, ó sino, á —{n-—m)A.. Lue
go, los términos senvqantés de signos contrarios quedan re
ducidos á uno solo, que tiene por coeficimte la diferencia de 
los coeficientes de aquellos, y por sijno e l del mayor coe
ficiente. 

63- Según estas reglas, que/se refieren á términos de la 
fraseaigébrica sea cualquiera I*composición pOTíimtiat de ellos, 
el polinomio ABO—'BCD—iüC) es una resta indicada, con 
el signo —antepuesto al paréntesis que es ct suslraendb: y he
dió el c.» mino de signos en los términos que'incluye (61), se 
presenta ejecutada la operación en la forma 

A B C — B C D + A B C ; 

que reducida (58), viene á su espresion mas simple* 

2 : i B C - B C D r 

También es resta ifidicada. la espresion compuesta 

2DF~-GHk ' ' - JDF+GHK—mrP) : 

y reslaejeculada la j 2 D F ~ G a K - - D F — G H K + M N P 

ó' bien, D F + D F — D F - G H K — G B K + M N K 

que, por admilir las dos clases-de reducion {58) y (62), viene 

áser D F - 2 G H f L + M i \ P . . 

Vemos pues, ^u^ fn la resta se reduce también el número 
de términos semejante^ ya por agregación de unos á otros 
cuando tienen un misino si§nor ya por destrucción cuando 
tienen signos diferentes; resultando en e l primer caso para 
el término r.cducido el signo dé los que comprende, y en el 
segundo el signo del mayor coe/iciente, considerando reuni
dos en un termina todos los semejantes positivos, y en otro 
los negativos. De suerte, que en la resta de cantidades algé
bricas se halla también comprendida la suma y por esto se 
dico, que usando de signos, la suma y la resta son un mismo 
cálculo, que es la reducion, á quien debe su origen el coe
ficiente de toda espresion algébrica. 
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Es evidente que en la resta de cantidades aritméticas, eon-
forme al modo propio .deliacerla (19), se verifica una verdade
ra reducion enire las imidades de cada crden; pero destruyén
dose, y no por agregación cerno en l̂a suma de cantidades po
sitivas y en la de negativas entre si; pues, la resta indicada 
236—25, por ejemplo, escomo 20043046—20^5t cuya 
disposición y resultado en forma de aritmética es 

236 20043046 
25 —20—5 

v, que viene á ser como 
211 2 0 0 4 1 0 4 L 

"De este modo se suelen ordenar también para la resta, los 
polinomios algébricos cuando hay i n el restando términos se
mejantes á los del restador, por la Facilidad de comparar 
sus coeficientes para la reducion. Sea por ejemplo, restando 
S A J i - n C D F + A , y resiador SA~SCüF~PQ: escribiendo 
este con signos cambiados bajo el restando, la operación será 

GAB-S1CDF1-A 
+ SCDF-~3A+PQ 

GAB~-29CDF~-2A+PjQ ' 

64. El concepto que por lo dicho se ha podido formar del 
signo — es, que solamente indica deberse restar de cierta can
tidad aquella á quien afecta dicho signo, como en A — B : pero 
si la operación es ,4 —(Z?4-^)» ejeculáiulola (61) resulta la d i 
ferencia — Z?, cantidad negativa sin haber otra de quien restar
la. Mas, observando la operación propuesta, fácilmente se nota 
que el restador es mayor que el restando, y que se pide un im
posible por esta circunstancia: tal es el origen del signo nega
tivo ̂  cuando la espresion consta*de un solo término, y á éste 
afecta dicho signo. En el cálculo de las espresiones aritméticas 
vemos que no es posible restar 8 de 5, por ejempto; pero usan
do de signos, esta justificado que 

5—8 equivale á 5—(543)=5—5—3=—3. 

De lo espuesto se puede inferir cuan luminosas hacen los 
*igoos 4 y — 6 las ideas del cálculo; y que tan signiücaule y 
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nccesaHo es él signo nugal¡vo como él positivo en el lenguage 
algébrico, para espres-̂ r el senlido en que se deben tomar las 
cantidades comparadas y hs consecuencias de las operaciones, 
ccpmo se acaba de advertir y se conocerá mejor en adelante. 

xeccion n. 

Multiplicar con enteros literales, 

'65. vS¡ 4iay que sumar varias cantidades algébricas iguales, 
oomo fl4-«+fl+-« hasta w veces, liemos dicho en la precedente 
lección (58) que la suma equiva'e á ma y significa lo mismo que 
mxa ó m.a Los nombres de multiplicando, muUiplicador, pro
ducto, y factores, fueron admitidos en el artículo (26) para las 
cantidades aritméticas, representadas ahora en general por a, 
por m, y por ma, y los mismos convienen á.las cantidades de 
la mullip'icacion algébrica 

66. El haber demostrado los principios necesarios para la 
rnulUplicacion en el sistema décuplo, no nos dispensa de "tener 
que demostrar los correspondientes á la multiplicación general. 
Con este motivo y el de averiguar otras verdades fundamenta
les de este cálculo, nos ocuparemos de los asuntos que se verán 
á continuación. 

1.° Puesto que a y m son enteros, supóngase descompuesto 
a en unidades, y será mXo equivalente á la suma de m polino
mios idénticos al 

(1+1-f l+l-f--.t. hasta a veces). 

Suponiendo escritos los polinomios unos debajo de otros, de ma
nera que formen columnas los término^ la suma de la primera 
columna será w, la de las dos primeras 2m:y asi sucesivamen
te básia la suma de todas las -columnas que no puede menos de 
ser «m. Lo que nos hace ver que en todo sistema de numera
ción, se verifica la equivalencia a;/í—;»«, .eslo es, que mientras 
a y m sean números abslraclos, en la espresion bajo cualquier 
ra de las dos formas puede S'r muHipricando a o m, « m«/-
tiplicatfor el otro, por cuya razón se llaman factores del pro
ducto. 

Si empleamos la multiplicación para Sumar abreviadamente 
Tomo I. 13 
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el polinomio ma-{-ma-\-.... con n términos iguales, eK resultado 
es nma conforme á la acepción del coeficiente (58), y espresa 
el polinomio de a número de unidades escrito en columna tan
tas veces como unidades contiene el número nm. La columna de 
los primeros términos asciende á m» unidades, y ta suma de 
todas las a columnas importa ayínm: luego, anm es equivalen
te á wma; y como nm equivale á mn, y an a na, según la con
clusión del párrafo anterior» se sigue que son equivalentes las 
espresiones 

mna, man, nma, nam, amn, anm.. 

En donde vemos.que tampoco se altera el valor de un producto 
de tres factores, cambiando.estos de lugares respectivos. M u l 
tiplicando por otro, factor el producto de los tres, y asi suce
sivamente hasta cualquiera número de ellos, se generaliza mas 
Id demostración, pero sin que haya necesidad de verificarlo, el 
método mismo nos autoriza para concluir, que el valor del 
producto de cualquiera numera, de factores no se altera aun
que cambien estos de lugares en la fila. Según esto, sean 
cuantos quisiéremos los /actores cuyo producio se haya de 
ba i lar , se forma primero el producía de dos, este se mu l t i 
p l ica por otro factor, el resultado po r ei cuarto factor, y 
as i sucesivamente. 

Propónese por ejemplo la multiplicación de cantidades. ar iU 
mélicas que á conlinuacion. está indicada;, 

6 X 8 X 2 5 X 3 . . 

E l producto de los dos factores primeros es 48; el de los 
tres primeros, 48x25 ó bien 1200; y el de los cuatro, 1200x3 
ó 3600: cual resultará de multiplicar dichos factores ordenán
dolos de cualquiera modo» 

2.° Si-es cero uno de los factores, el producía resulta n u 
lo, pues OXa quiere decir ninguna vez a: y si un factor es 1, 
como 1 X a , sabemos que el producto equivale al otro factor 
(58). Luego, en cualquiera sistema de- numeración se ver i f i ' 
can las equivalencias 

# 
axO=0, oXl=o.. 

3.° Supóngase que el polinomio o-j-fr-fc es uno de tos n u 
meroso factores de la multiplicación, y el monomio m el otra 
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factor. La operación se indica encerrando aquel en un pa
réntesis, como 

(a+6+c)XOT, 
espresion equivalente á la que sigue de las tres sumas reunidas 
en una, indicando con puntos la indeterminación del número m 
de términos iguales de cada clase 

o-|-a+o-|-a-f....-}-¿+¿-f-¿4-6-f....+c+c-l-c-fc+.... 

En ella hay m términos de cada sumando, y hecha la reducion 
(58), viene á ser aXw-|-bX»í-NXm la cantidad que se pre
sentó bajo la forma ka-\-b-\-c)xm-, como dice la oración 

Esta equivalencia enseña que cuando es polinomio uno de los 
factores, hay que multiplicar cada término de éste por el 
otro factor: verdad en que se halla comprendida la .regla del 
artículo (28), j lo den»ostrado después en el (33. 5.a). 

4.° Si también m es polinomio, que suponemos j¡>+q; sus
tituyéndole por m en el resultado precedente, será 

{a+b+c)X{pm+q)=?aX{p+q)+bx{p+q)+cX{p+q): . 

y ejecutando las multiplicaciones indicadas conforme á la regla 
que antecede, tendremos 

{a+b+c)X{p-\-q)=:+<ip+aq+t>P+bq+cp-hcq: 

Luego, para multiplicar dos factores polinomios entre si , ha 
de multiplvarse cada término del uno por cada término del 
otro; es decir, que el producto de dos cantidades descompues
tas en sumandos equivale á la suma de productos de cada 
término de la una por cada término de la otra. 

En conformidad con esie principio se hizo la multiplicación 
de números de varios guarismos (29); y en él está comprendí-' 
dp el segundo del arliculo (33, 5.a). Sean por ejemplo 82 y 23-
los factores; descomponiendo el primero en 80H-2, y el segun
do en 20-|-3, el cálculo será 

(80-|-2)X(20+3)=80x204-2X204-80x3-h2X3. 

5 °̂ Los productos de factores iguales, cerno oX«> se«spre-
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san por convenio con solo uno de los factores poniéndose ad
junto el guarismo 2, algún tanto elevado hacia la derecha, corno 
aa.. También aXoXa se espresa mas simplemente en la forma 
a*; y en general siendo p e\ número de veces qpe o es factor, 
se espresa el concepto en la forma 

El número/), cualquiera que sea en la espreswn ap, se llama' 
esponente, y se dice a elevada al esponente p. El cálculo de las 
cantidades de la forma op, que >e Wamm polencias, es un asun
to que tomaremos en consideración á debido tiempo; y por aho
ra usaremos de eHas como espresiones abreviadas del producía 
de factores iguales. 

6.° El producto op><(»1, equivale al dé los factores com^ 
puestos 

(aXflXaX.....hasta/? veces)X(aXaXaX.«..hasta y vecesj; 

y, según el convenio del esponente, como también lo demostrado 
(66. 1.°), deTbe ser ap+<í dicho producto; Portanlo, podemos 
cifrar la equivalencia 

«PX«q=flp+V 

y nos dice, que en la multiplicación de cualquiera número de-
lactoresque difieran solo en sus esponenlest el producto es uno 
de dichos factores, dándole ñor esponente la suma de espo— 
nenies de todos ellos, y considerándose que 1 es el táciío espo
nente de toda cantidad. 

7.° Si un factor es mapy d olfo a? , «!' producto indicado 
fmivX<»q es lo mismo qtre 

(«p+a,,-|-a,,-f-"" hasta w veces)xaq~ 

espresion, que par los teoremas 3.° y 6*° de este articuló, es I¿ 
misma que 

op+q-}-ap+q4-ap+q-j-.... hasta m veces,. 

que vale mav+q segua el. artículo (58). Formando con las 
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dos espresiones do U4ia misma cantidad' la equivalencia 

mapX«q =ma?+, í „ 

ella manifiesta que para multipl icar dos faeloresque tengan 
en fila* una misma letra, acjitDaña la de cwficiente ea un /'.ac
tor, se suman los esponmfes de dicha letra, y que el coeficien
te lo es también del resultado^. Por igaal razón, el produelo de 
rna por w6 es 

(a-l-a-t-o-H.... hasta wi veces) X(ft-h&-+-S+••••. hasta «veces); 

y puesto que sé hade muUiplicar un factor por cada término 
del otro (4.°), habrá n producios iguales al que sigue 

ab-\~abJt-ah->r.., hasta^m veces?• 

y el total, será » X ' » o ^ luego, 

ma%nh=mnalf.-

Demostración de que sí en ambos*factores hay coeficientes, de
ben estos entrar en la multiplicación igualmente que todos los 
factores que haya', es decir; que el uro Judo de un monomio 
de letras por otro tal , es l a remion de let-is de ambos en f i la, 
y s i ademas hay cifras aritméticas a l primioio de dichos 
monomios, también el prodnelo llevará al principio de fila e l 
produtio de dichos factores aritméficns'. 

8.° Para saber lo que p ís » eti dos cantidadesijuales coando 
se multiplican por otra cuálq-iica, sifpongaíttosíoW»! La igual
dad subsistirá según et pviuci|)io fundamiMital (3, 6.°), añadiendo-
tánlas veces al primer miembro ia'cantulad a, como al segundo 
la cantidad 6, do que resultarán-igual número, de términos en' 
los miembros de la igualdad^ 

«-t-cr-H-cH-..» hasta w vécese -h5H4-K . t s liasía m veces,' 

que por el articulo (58) es com^ mi—mh. En donde vemos 
que dos cantidades iguales multiplita-fa^ por otírá cualquie
r a dan producto* iguales: ó bien q îe so puedan m u k i p l i -
car dos cantidades iguales por otra c u a l q u u i sin que por 
esto se altere la igualdad, hn esté principio éséá comprendido 
el del artículo (33. 4.a). 
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9.° En la mulliplicacion de cantidades algébricaa hay que 
atender á los signos, al formar los productos parciales, con 
arreglo á los principios (3.°) y (4.°) de este articulo. 

Para el producto de un factor polinomio a—b por otro 
monomio m, ó (a—bjxm, supóngase a b=n. Añadiendo b 
á cada parte de esta igualdad, y hecha la reducicn, quedará 
a=n-hb. Multipliqúense porj» las dos partes de ̂ sta igual
dad, que vendrá entonces á recibir las dos formas, 

,{ip={n-hb)Xp=np-\-bp; 

y restando bp de la primera y última de estas tres canti
dades iguales, viene ap—bp=np. Finalmente, de restituir 
a~b por n, sale la ecuación que se buscaba, 

(a—b)xp—ap—bp. 
Aunque por este resultado vemos ya la regla de los signos 

cuando la multiplicación propuesta es entre dos cantidades 
positivas, y también cuando una es positiva y otra negativa 
aun la vamos á deducir mas completamente. Una letra puede 
representar cualquiera cantidad; suponiendo pues, en el re
sultado que acabamos de obtener, que p equivale á c-~d} ve
nimos á la espresion 

{a-b)yXc~'d)=a[c--'d)--b[c-~d). 

En ella, por ío que se acaba de demostrar nos consta 

a[c~-d)=ac—ad; .—b{c~-d)=—{bc—bd)i 

y por el principio fundamental (3.6°), 

a{c—d)—b{c—d)=ac—ad—{bc—bd). 

En la segunda parte de esta igualdad hay una resta indica
da (61), y ejecutándola, dicha segunda parte viene á reci-
hir la forma 

ac—ad--bc-\-bd, 

que debe espresar lo mismo que (a—b)xic~d) de quien 
ha procedido; y por ello está justificada la equivalencia 

(o—b] X{c—d)=ac—ad~bc-hbd: 
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en donde se hace ver, que e i producto tiene el signo -\-
cuando los factores tienen signos iguales, y — cuando des
iguales. Los cuatro teoremas comprendidos en este general 
se espresan como áconlinuacion. se ver 

-f aX + c = + ac; —bX-~d=-{-bd 
-{-aX—dr——ad'^ ~-hX-{-c=—bc. 

&1. Enterados de las reglas que se deben observar eñ cuan
to al modo de tratar los signos, factores y esponentes (66), 
en la muiliplicacion de un monomio por otro , como también 
en cuanto h la sucesión de términos cuando es poünomiouoo 
de los factores ó lo son: ambos; nos ejercitaremos en algunos 
ejemplos. 

I. Factores monomios: Confiando al interesado en estudiar 
er proponerse muchos ejemplos para adquirir destreza, sirvan 
de ensayo los que siguen; 

abch Xflc£Í- será. a*bch+td; —6bqXcdp t serétr—Sbcdpqf; 

—3 afX(— Sw»3); será i 24 a1^ n*; &c. 

I í . Factores polinomios. No es mas dificultosa la mul
tiplicación de los polinomios, pues, por los principios 3.° y 
4.° del articulo (66), la operación consiste en hallar los pro
ductos parciales de cada-término del mulliplieando por cada 
término del mulliplicador. Para ensayo se proponen los fac
tores polinomios 

a? íf^-a'ó'—5 a 6V, y afi— b c. 

Colocando, si se quiere, uno sobre otro como en la multiplica
ción de cantidades aritméticaspara evitar un, largo renglón de 
polinomios,; y trazada la raya correspondiente á fin de separar 
el producto; se pVocede á multiplicar todo el multiplicando por 
cada término del mujtiplicaJor (66. 4.°), que arbitrariamente 
(66. 1.°) suponemos el mas corto de los polinomios propuestos, 
y después de haber hallado el total producto, se procede á la 
redúcion en caso necesario, escribiendo el resultado con sepa
ración por medio de la raya, según se ve en el cálculo 
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ab—he 
tfbd-^cfb*—Scftfc—a^cd- tfb'c+Safrc* producto 
a^bd-^-aW—QaWc—azbcd-\-^ab*c* producto reducido. 

68. Algunos .casos de la multiplicación ofrecen mérito para 
que nos detuviésemos en observar los productos de ciertos fac-
lores; pero af|ui solamente fijaremos la atención en e| ¡producto 
t{e am4-6n multiplicado por fl,n—¿n. El resultado-de este cálc
enlo, después de.su reducion, yieue á ser 

y dice, que la multiplicación de la suma de dos cantidades 
por su diferencia, produce l<a diferencia de dichas cantidades 
dotadas con el esponeníe duplicado. 

En esta espresion generalísima están comprendidos todos 
los casos mas ó menos generales que se pueden imaginar: como 
por ejemplo, 

t«-RX(o—í)^1--^, 
.espresiojí de que se h.iee uso con frecuenciR en adelante, para 
descomponer cualquiera cantidad de la forma oV-í* en sus 
factores (a-f-fr) y (a—¿). 

xeccion m. 

Dividir jcon enteros Hiérales. 

69. 1.a espresion N—d—é—d—.... en que se halla re 
pelida aveces la d, es la misma que iV—de (58), ó la canti
dad iV despojada de tantas unidades cuantas vale dyie. Si des
pués de hacer el calcule nada sohra en iV, será 

pero Si N es mayor que de, con fl esceso r, que por supuesto 
ha de ser menor que d, pelemos cifrar la ecuación (3. 2.°) 

N^dc+r, 
ka cuesiwu que «os ocupa es dados N y d soiamente, hallar 
fi, deduciendo al fin r, si hay: y se deja conocer, que eJ roe-

http://de.su
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todo de restas consecutivas nos conduciría por fin al residuo 
cero ó r, y que el número de las que se hiciese para llegar al 
caso, seria c. 

70. En vez de operación tan penosa, hay un modo mas bre
ve para llegar al mismo resultado: consiste en comparar la 
cantidad rf a la cantidad iV, y según pronto veremos, deducir 
el número c de veces que d está contenida en iV; operación 
que se llama dividir N por d, que segua lo ya dicho (35) se 
indica en la espresion ) í\ •/ 

TV 
d1 

y cuyo resultado equivale al número entero c en caso de ser 
f i=dc; de suerte, que serán entonces ecuaciones legitimas 

J\=dc; y ^•=c. 
^?. o si 

Mas, en el caso N—dc-^r] después de hallar el entero c so
bra en N la parte r, menor que c?; y el cociente ó número 
de veces que d está contenido en iV será mayor que el en
tero c como ch-A, espresando-A necesariamente una cantidad 
menor que 1; y cuya relación con las demás del cálculo ha
llaremos luego; y en este concepto son legítimas las ¡ ecuaciones 

iV 
N=dc-hr, JS=d{c-\-h); - -=c+h. 

• 

Los segundos miembros de las dos primeras igualdades for
man por el principio fundamental (3. 5.°) la igualdad 
dc-hr=d{c-hh), ó bien por el articulo (66), dc-hr—dc-hdh 
y esta exige que sea r^=dh, ó según lo establecido antes 

n—"t > a . i r 

que es división impracticable por la circunstancia d>r (69): 
iV 

y sustituyendo por h esta espresion en -r=c-H/i, 
0 

Tomo L 14 
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viene á ser cenforme á la del artículo (35), 

N r 

En este cálculo general se nsan también los-nombres de 
N dividendo, d divisor, c cociente, r residuo de dividendo, 

y A ó su igual -7 residuo del cociente} y las ecuaciones 

arriba escritas dicen qne el dividendo equivale a l producto del 
divisor por el total cociente, ó bien a l producto del divisor 

por solo el cociente entero, restituyendo ademas a l producto 
el residuo r en caso de haberle. 

La cuesüon está siempre reducida á encontrar el factor 
entero c, que multiplicado por el divisor á conocido, nos dé 
un producto que no esceda de N, n i le falte para igualarse 
con N cantidad tan grande ó mas que d. comprobando l a 
certeza con restar del dividendo el producto d c para dedu
cir la diferencia r, que ha de ser menor que d , como se 
ha dicho. Ejemplos arilméticos de los dos casos practicables 
de la división > del impracticable, son los siguienles: 

28 
— = 7 , a cansa de 28^=4x7; 
4 

— = 6 - | - — , a causa de 27--=.ix6-|-3; 

— impraolicable, á causa de ser 3 menor que 4. 

E l primero du cociente exacto, el segundo aproximado, y en 
él se verifiea el hallarse su cociente 0 entre los dos estremos 
enunciados, de no ser el produelo 1 x 6 mayor que 27, y d« 
fallarle para ser igual una canlUad menor que el divisor 4. 

71. Antes de proceder á las divisiones con las cantidades 
algébricas, necesitamos algunos principios que podemos inferir 
de los essti'bli/éidos en la multipiicacion, atribuyendo siempre á 
las íeiras del cálculo tal generalidad, que pueda representar 
cada una de ellas eunlquiepa caotnáad y frase del.cálculo, sea 
monómia ó polinomio. 
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1.° En - j -=c , el dividendo o es producto de\ divisor 6 

y el%ocieule, c (70): y por ello el signo de este ha de ser cual 
convenga para que á dicho producto resulte el signo del divi
dendo (66. 9): es decir, que á signos iguales en dividendo y 
divisor corresponde positivo en el cociente, y negativo cuan
do sean aquellos desiguales; como en la tabla siguiente se ha
lla escriio; 

-ha — a ( - h 6 X 4 - c = - H í 
—-= - f - c ; —t -=+c ; por causa de { 

•^•a -ha , 
—t- =—e; —r-=—c; por causa de 
-hb —b r 

-hbx—c=-~a 

— 6 X — c = -ha 

2.° De la igualdad ( j= l xa» (66. 2.°) viene, en caso de ser 

a cociente (70), la demostración —=a, luego 1 es divisor tá 

cito de toda cantidad. 
También puede ser a divisor; (66, 1 .•) y (70) y entonces, 

_ = 1 dice qué todo número dividido por otro igual, da 1 de 

copíente. 

3.° Sabemos (70) que son ecuaciones legilimas -r^=c 

y a~hy.c. Por otra parte, si se muhiplican por cualquiera 
cantidad^m.las dos iguales de la última ecuacimí, ^C'o 8 0), hay 
entre los produolos la igualdad (66. 1.°) mi =inbAC, de lu cual 
procede legilimameote según el artículo (70) 

fna . • i i * 
——=»€, que ha venido de - r=c . 
mb b 

Luego, aunque se multipliquen dividendo y divisor por una 
misma cantidad, no varia su cociente: que es el teorema de 
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giitmética (41. 5.a) generalizado, para todos los sistemas denu-
meracion. Según esto, 

48 48X3 ^ ühpq_(ohpqx{am~-b) 
25" " 25X3 ; 7¿2 —' Wx^—Sf ' 

4.° Siendo cierta la igualdad - r - ^c , también lo será por d 

articulo (70) a=6c; como también por el (66. 8.°) ma^mbe; 

y por el mismo artículo {10),—z~-=mc. Esta espresion,. auque 

«e ha venido de la igualdad - r=cs nos dice, que multiplicar 

por cualquiera cantidad m el dividendo solo, es hacer m-ve* 
ees mayar el cociente. Asi sucede, por ejemplo, en las divisio
nes aritméticas que siguen 

en donde vemos que el cociente 6 es 3 veces mayor que el 2, 
por haber hecho 3 veces mayor el dividendo solo. 

Inversamente, si se multiplica por m solo el divisor de 

~j-=Cí ha de resultar otro distinto cociente; supongámosle A, 

ó bien -r—=fc; de donde proceden (70) a=bmk y -r=mk. Las 

dos cantidades equivalentes á — forman la igualdad c=mk, la 
cual dice que c es m veces mayor que fc, 6 bien, que multipli~ 
car solo el divisor par cualquiera cantidad m, es hacer m ve-

24 
ees menor al cociente. Esto sucede á ~ =:4. respecto dt 
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5.° Tratando de indagar si en cuanto á dividir dos cantida

des ¡goales a y b por otra cualquiera m, se verifica la verdad 
análoga á la de poderlas multiplicar (66, 8.°), discúrrase del 
modo siguiente, biendo a = 6 , y supuesto a = m h , también será 

h=mh; y por el articulo (70), también —=h y — = ^ 6 con

siguiente, las dos cantidades iguales á la A forman la ecuación 

— = — , que ha venido de a^=b. 
m m 

Luego, aunqpe se dividan dos cantidades iguales por una 
misma cualquiera, resutta igualdad entre los dos cocientes, 

« r» . • • • « ma a . 
6.° Puesto que por el principio 3.? tenemos — r " = T " e* 

segundo miembro de esta iguaMad resulta despojando del fac
tor m común al dividendo ma y divisor mb, de la espresion 

equivalente — r - . Luego, se puede quitar de l a espresion un 

factor común á dividendo y divisor, sin que varié por esto el 
cociente. 

Con arreglo á este principio serán legitimas las equivalen-
ma mb • . . . . ma . 

cías = « ; — = 6 : y de coirsiguieute, el venir de — r - é 
m m J mb 

su igual -v- por supresión del factor común «í, es en realidad 16 

mismo que dividir por él á dividendo y divisor. Por tanto, el 
teorema precédeme esprcsailo en otro lenguage s;jiá. que es 
licito d iv id i r por una misma cantidad el dividendo y el d i 
visor simultáneamente. En eí»te principio general esiá com
prendido el que se demostró en el artículo (28. 2."), de supri-

50 
mir igual número de ceros en dividendo y divisor; pues, — ó 

su.igual • es equivalente a —. 
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7.° De las divisiones -7-, - ~ , -r-» , suponiendo c+A, 
o b o 

c'-\-h', c"+h" . . . . . los cocientes completos (70), vienen 

a=b{c+h), g=b{c'+h% k^b[c"+h") . . . „ . 

La suma de primeros miembros debe ser igual á la de segun
dos (3. 6.°), de que resultarán 

Dividiendo por b la primera de estas ecuaciones y suprimiendo 
después el factor b en dividendo v divisor, tendremos 

Observemos que igual valor tiene -r* 4 " T" "h ~r en Ia ecuación 
0 0 0 

precedente; y por tanto estará bien deducida Ja equivalencia 

b " b ^ b ^ b ' 
Ja cual nos dice, que el cociente de un polinomio dividido por 
cvalquiera cantidad, es la suma de cocientes que provienen 
de dividir cada parte ó término del dividtndo por lodo el 
dtvuor. La flemostracion es general, sea el divisor monomio ó 
polinomio, porque la letra b puede representar á toda cantidad 
compuesla de cualquiera modo, sin que varíe por ello el curso 
de dicha demoslraci m. 

8.° Según este principio, será exacta la igualdad 

ab±g+k ^ab . ff fc . 
b b ^ b ^ b ' 

el primer término de la cantidad .descompuesta, cual está r e 
presentada en el segundo miembro, es reductíble á cociente 
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exacto a; el segundo y tercero no se hallan en esle caso; mas, 
por lo demostrado en el caso anterior, es 

b ^ b b ' 
de suertej que tenemos la consecuencia 

ab+g+k g-+-k 
—b 0H~~r* 

Esta igualdad nos dice que, después de hacer la división en 
la parte posible, se deje lo demás en forma de una d i v i 
sión indicada; lo cual está conforme con lo que digimos ai 
principio, en cúanio al residuo de la división (70). 

9.* El teorema que acabamos de inferir es general para 
todos los casos, pero aun se necesita otro para su apiicaeiou. 
E l objeto de este cálenlo es hallar un cociente entero, que mul 
tiplicado pOr el divisor produzca el dividendo, con agregación 
del residuo, s¡ lo hubiese (70). Sea el dividendo [a+l).{c-{-h)t 
y el divisor a + l . 

r: , . . . . ( « - ^ ) • (<H-*) 
En la división \ * f , 

a-h l 
sin duda es c-\-k el cociente, pues á esto queda reducida la es-
presión suprimiendo el factor común del dividendo y divisor; 
y digamos que c es primera parte y /¿segunda del cociente. 
Esto entendido, trátese de dar otra forma sola al dividendo por 
medio de la multiplicación que en él está indicada (66.4.°); 
como 

{a-hl). {c+k)=c.[a-^l)-h-k'.{a-hl): 

y restando de las dos cantidades iguales la parte c.{a-\-l), viene 

[a+l).[c+k)—c{a+l)=k{a+l). 

Luego, si después de hal lar una parle c del cociente, se res
ta del diridendo el producto de dicha parte muüiplicada por 
el divisor, el tesiduo de esta operación es igual a l producto 
del dii i>or por lo demás del cociente. 

Dividiendo por a-f-/ los dos miembros de la ecoacion úl--
tima , queda el segundo reducido á k, segunda parte del co -
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cíente. Luego, el residuo que de dicha resta venga es un d i 
videndo nuevo, en que se debe hallar el segundo término k 
del cociente por igual método que el primero. 

Fiícil es conocer que rije también este principio acerca del 
residuo que del nuevo cálculo resulte, para hallnr el tercer 
término del cociente, si le hay, considerando la suma de los 
dos términos hallados como primera parte: y !o mismo en cuan
to á las restas sucesivas: de modo, que solo debe buscarse 
cada vez un término del cociente. Está pues completamente 
generalizado el procedimiento que se observa de la división en 
las cantidades aritméticas del actual sistema. 

72. Con la guia de los principios en que se acaba de fun
dar la división en general, ninguna dificultad ofrecerá este cál
culo en las operaciones algébricas de las tres clases; que son, 
dividendo y divisor monomios, dividendo polinomio y divisor 
monomio, y dividendo y divisor polinomios. 

lac lase. Si dividendo y divisor son monomios, el cálcu
lo consistirá en simplificar la espresion propuesta, suprimien
do los factores comunes á uno y otro, si los hay (71. 6.°), y 

sino, en dejar indicada la operación en la forma -7- se*-

gun convenio. Por lo cual, 

Jíafcp Áabb'p 
, que es como be ,;.:,r r — be 

después de reducida por supresión de factores comunes 
Aab'p 

viene a ser 

A . . 6¿s> 2.36T» . . , 
Asimismo, - ^ - 7 ^ - es como — ... - ; y suprimiendo 

á o c ¿¡o c 

factores comunes queda — ^ . 
c 

Vemos que todo el artificio viene á ser la reducion de los es* 
ponentes que tengan las letras comunes. 
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P a r a deducir la regla en cuanto á estos, divídase por j ) " ^ 

la cantidad pm"t'a, que admite la forma pmXpu según lo de
mostrado (66. 6.°); y será 

Pto+n . . , pmpa . pm 
-£—r— equivale a ~ r ~ y a —. 

p q p q q 
Pm V 

Obsérvese que — equivale á — 
m+n—n 

q q 
luego, cuando haya factores comunes en dividendo y d imso r , 
l a reducion se hace restando los esponentes de dichos fac tores. 

P o r esto, ah dividido por o k , cua l está espresado en 

h 1i-k 
a a . h—k 

—•—, es como — - — o como a 
k 1 

a 1 
M a s puede suceder que el esponente del divisor esceda al que 
tenga el dividendo, y entonces h—k será cantidad negativa (64); 

a . , m —2m ,,,.. —m 
como en — j ^ - , que viene a ser o , y por ult imo a 

Este es el origen de los esponentes negativos. 
Cuando sean iguales dividendo y divisor, está demostrado 

que resulta 1 de cociente (71. 2.°) , y por esto será 

íLm=i. 
am 

Ademas, por la regla precedente se verifican las equivalencias 
a m—m 0 

y entre las dos espresiones de una misma cant idad, resulta 

o 0 = l . 

Luego , t oda can t idad cuyo esponente sea cero equivale á 1, y 
es procedente de d iv id i r una can t idad po r s i mtsma. 

E n cuanto al signo del cociente hallamos al principio la r e -
Tomo 1. 15 
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gla general, y según ella están adjudicados el + ó el ~ á los. 
cocientes respectivos de la tabla siguiente: 

+ 3 6 W ~ + l r f " ; " Z ^ r ^ + ^ í 

4-24^yh _ Jkpqh~* ^ —5h3kp 5A> 
—66^ 6 ; +7a*a ~ l a k ' 

11.a c/aíí. La división de un polinomio algébrico por un. 
monomio se debe hacer término por término (71. 7,°), y para 
ejecuiarla bastan las reglas establecidas en la de monomios: 
por tanto, no debemos dudar en el caso que á continuación se 
présenla por ejemplo. 

40*^»—pm^bcPc* ba'mn pnf , hd'c* 

que se reduce á 2a2n 

Zam ' 2am 2am 2am 

pm% b&c* 
2a 2am 

En este método está comprendida también la división de 
un polinomio por otro en fuerza de la generalidad con que se 
demostró el principio (71. 7.ü). Propónese pues, dividir asi 
2m(j-]-abd-\-2mh por g+h; y como este caso nos ofrece la 
circunstancia de que el dividendo es redticiible a la forma 
2m{g^h)-{-abd, la operación ejecutada será como sigue: 

2m{g-\-/i)~{-abd A , abd 

III.1 dase. Pero no en todos los casos podemos hallar con 
igual facilidad el resultado mas simple de la división á que 
debe siempre aspirar el calculador; y por esto, la de u» poli
nomio algébrico por otro se hace generalmente á manera que 
con las espresiones aritméticas guhndo los principios (71, 7.°, 
8.° y 9.u). Para ello haremos una útil advertencia. 

El objeto de la división es hallar un factor que multiplica
do por el divisor produzca el dividendo, salvo el residuo si tu
viere: y bien se pudo notar (66.6.°) y (67), cuando se trató 
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de la multiplicacien, que si en algunos términos del multipli
cando y multiplicador hay letra común, al formar los produc
tos parciales, el mayor esponente de esta letra viette de los dos 
términos en que mayor le tenga, y que dicha letra se halla 
á lo menos en tantos términos del producto Cuantos tenga el 
factor por quien se multiplica. Lo cual sirve de gobierno para 
ordenar los términos del dividendo y divisor, de suerte que el 
primer término de cada unq sea el de letra común de mayor es-^ 
ponente, y en seguida los que tengan la misma letra según el* 
valor del esponenie. 

Sea dividendo 4o3¿—3a63^26M-6a%—Oa1*»1 y divisor. 
%ab—b%-+-2a*. en este ejemplo se pueden ordenar los térmi
nos, ya según la escala de los espOnentes de b, ya según los 
de a, por hallarse ambas lelras en igual caso. Elíjase pues o; 
y después de haber colocado al dividendo y al divisor como 
«n aritmética, compárense sus términos primeros^ y resultará 

2fla =3oa 

primer término del cociente. Ahora se ha de multiplicar este 
por todo el divisor, para restar su producto mío todo el dividen
do. Escribiremos además todo el cálculo, para en su vista 
referir la esplicacion restante: 

édM-áa^—Oo'ft"—3a6,+2¿k 

! .• prod.—6afc—6oJ¿-h3as^ 

^o ' -hM—6a 

3o«—a&—26* 

l. 'resid -2íi36_6oa6i—3a6i-f-26* 
2.° prod +2ü*b+2á*b*-ab* 

a.'i-esid —4a,ií—4o^-h26% 
3.° prod.. .-h4a264-+-4a63-26* 

3.° resid.........,i........O; 
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producto, lo que resultare se escribe bajo de una raya, y será 
residuo primero y nuevo dividendo; que también se debe orde
nar por los esponentes de la letra común. Su primer término 
—2a36 dividido por 2a4 da el cociente ~ a b : multiplicando este 
por todo el divisor, da lo que llamamos proiucto segundo que 
se escribe con signos cambiados: y de la reducion' entre el 
nuevo total dividendo y duho producto resulta el segundo re 
siduo para tercer dividendo. E l cociente de su lérmino primero 
dividido- por 2as es —264; y multijélicando este por el divisor 
completo, escríbase el tercer producto debajo del segundo r e 
siduo, de los cuales procede cero para residuo tercero. Este 
resultado no hace solo ver que la operación está concluida, 
sino que lo propuesto para dividendo es producto cabal de 
dos factores, que son el divisor y el cociente 3a?—ab 2'>t. 

Cuando hay residuo final, esto es, cuando resulte uno* en 
que no exista ya la letra común, ó sea de menor esponente 
que en el divisor, y por ello no pueda resultar lérmino entero 
para el cociente, está concluida la operación, y en seguida del 
cociente se escribe dicho residuo con el divisor bajo él, como 
en el cálculo aritmético. Esto sucede en el siguiente caso: 

—a'A3 — o % 

bmk+bkq 

Aun se podrían ordenar el residuo y el divisor por la letra <yr-
pero volvería a reproducirse nuevamente h \ y el siguiente r e 
siduo se hallaría respecto de esta letra en igual caso, resul
tando calculo inútil é interminable. 

Si en dividendo ó divisor hay varios términos con un mis
mo esponente de la letra por quien se ordena el polinomio 
conviene incluirlos en un paréntesis sacando fuera el factor de 
igual esponente, y se trata á este producto como un término 
solo. 

73. Cuando se quiere reconocer si una cantidad es factor 
de otra, se averigua dividiendo esta por aquella. Tratándose 
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por ej€mpb de indagar si a~b es factor de as—65, el cálculo 
siguiente muniíiesta que lo es: 

a3—63 
—a5+a26 

+a96— 63 
—a96-f-«6a 

a—6 
a2+a6-i-^ 

—rt62+^ 
O 

El resultado nos induce a indagar si a—b es también factor de 
am—6m; y llevando el cálculo hasta cualquiera número de tér
minos del cocienie, se observa que vienen estos con arreglo ú 
la siguiente ley en que está comprendido el caso anterior: 

m iva 

o—6 
Nos permite la ley con que los términos del cociente salen for
mados, el escribir por último ó111-1; pues los esponeutes de a 
van decreciendo y creciendo los de b de unidad en unidad, y 
por consecuencia de analogía se concluye que por tín ha de lle
gar el término a^m—', que es o"1-"1. Para esla aserción concur
re ademas la circunstancia deque, sise hubiesen ordenado por 6 

A01 _ia 
dividendo y divisor, multiplicados por —1 la espresion — 

o—a 
que es igual á la propuesta, daría el cociente mismo que ella, 
pero en forma que los esponeutes de b iriau decreciendo desde 
b™"* primer término, y creciendo los de a desde a0. 

Si es 6=1 en la espresion general, tendremos el siguiente 
caso^ 

^—-i=a,n- l+om—+om-5+. . . .+ l , 
o - 1 

Esta diferencia de ir decreciendo ó creciendo los esponen-
tes de la letra común en el cociente, procede, como es fácil ob
servar en la igualdad 

m • m fi,J/ím__/»0/.m 

T '—t t -s rsr> de que se ordenen dividendo y divisor 
a—o 60a — a06 -^ 
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or el mayor esponenle de la letra común ó por él menor: y 

a cau^a de ordenarse habitualmente por el mayor, es la con
veniencia de obtener un cociente cuyos términos prosigan pop 
el orden de mayor á menor en lo posible, pues las espresiones 
de esta forma inspiran la idea de un polinomio que camina a su 
fin. Lo dicho acerca del crecimiento en los esponentes sucesivos 
cuando se ordenan de menor á mayor en dividendo y divisor, 
se ve también claro en el ejemplo siguiente, cuyo cálculo se 
suprime desde el tercer término del cociente 

-—o'-f-o5—o^-ha* 

—2q5-2qfc —20» 
'~3q4-t-2tí,,—2tf* 

E l siguiente ejemplo servirá de ensayo para el otjeto áe 
este artículo, y al mismo tiempo para el método de hacer la 
división cuando la letra por quien se ordena el polinomio sé 
baila con un mismo esponenté en varios términos, como sé i n 
dicó al fin del artículo precedente. Se trata de dividir 

3a*bt+abc+2a,bh+a€h—'a*h, por Sab—ah+c; 

ó bien, incluyendo en paréntesis los coeficientes de o' y de a 
por quien se ordenan los polinomios, dividir 

tfiW+M—h^+aibc+ch) por fl(36-A)f <?; 

y el cálculo será 

" q,(36,+2W--A,)+fl(óc+cft) \a{3b~h)-\-Q 
^-a\3b^l>h] —abd . ¡áb+M 

a*{3bh--h*)+ach 
—üidbh—h'j—ach 
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LECCIÓN IV. 
Algunas propiedades de los números* 

L* Descomposición del número en sumandos. 

74. Representando con letras las cifras de aritmética; 
sean ....deba, por el mismo orden con que están escritas, las 
de un número á cuyo valor llamamos A ; pero sin qae se con
funda esta significación que damos aquí á la fila de letras, con 
la que tiene consignada en álgebra (66. 1.°). En todo sistema 
de numeración arreglado á la ley de proceder según escala 
uniforme de múltiplas las unidades consecutivas, y que tenga 
n cifras; cada una de las arriba escritas, y cuantas puedan 
agregarse á la fila marcada con los puntos, vale n veces mas 
que si ocupara el siguiente lugar hacia la derecha. Per tanto, la 
espresion algébrica general de cualquiera número A descom
puesto en sumandos, en todos los sistemas de numeración con
forme á escala constante, será cual está escrita en el segundo 
miembro de la equivalencia 

Dos cuestiones hay comprendidas en esta espresion; cuyo se
gundo miembro tiene forma analítica porque representa des
compuesto ó anaiizaao el número, y el primer miembro tiene 
forma sintética porque representa reunidas todas las partes 
dd número. 1.a Dadas las cifras aritméticas a,b,e,d,.... y 
el número n de las que hay en el sistema, hallar el valor A 
que espresa su conjunto cuando eUan ordenadas en la fila. 
2.a Dados los números A y n, hallar cada cifra según el or
den de las unidades que espresan. La primera se reduce me
ramente á traducir, la espresion sintética de un número á la 
analítica equivalente. En cuanto á la segunda cuestión discúr
rase que, dividiendo por n toda Ja igualdad (71, 7.° y 8.°) será 

—=dn*+cn--hb-+- ~~; 
n n 
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Juego, el residuo a de esta división es. la cifra de las unidades 
simples. Divídase por n también el entero cociente hallado, 

dn*-\-cn^-b, y resultará dn-\-c-\ , apareciendo la segunda 
n 

cifra b en el residuo. La tercera cifra c se hallará dividiendo el 
segundo cociente por n; y asi sucesivamente. 

Para resolver dichas dos cuestiones hay que suponer valor 
á n: el actual sistema de numeración, por ejemplo, consta de 
diez cifras, y por ello debe ser w=lO; con que, todo número 
,4 de esla escala se halla espresado analíticamente por el se
gundo miembro de la igualdad 

A = . . , í/Xl03-jo<102+¿XlO+a(M): 

como por ejemplo, 

4728=4Xl03-l-7Xl02-f2Xl0+8, 
• 

según sabemos ya desde que se esplicó el mecanismo de dicho 
sistema. Tratándose de hallar cada cifra, la división manifiesta 
efectivamente en el residuo la cifra 8 de las unidades simples; 
y siguiendo se hallarían las demás: 

4728 fl 
- ^ = 4 X l 0 2 + 7 X l O + 2 - f - ~ . 

Supóngase otro sistema de numeración con cinco cifras, que 
sean las primeras del actual, 0,1,2,3,4; y según aquel dé las 
cinco, al número 243, por ejemplo, corresponde la espresion 

243=2 x52+4x5+3. 

Y como en este sistema parece deberiamos decir que la escala 
sigue por el orden, unidad, quinlena, veinlicinquena etc., se si
gue que diclia espresion es la suma de 2 veinlicinquenas, mas 
4 quintenas, mas 3 unidades, ó írien 2x254-4.5-|--3; que se
gún el sisltma décuplo es 73. Obsérvese que llene una cifra 
mas la espresion 243 de la de la escala quínlupla. que la 73 de 
la décupla que usamos actualmente, signiíicando las dos una 
misma cantidad. 
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A l conlrario, para conocer las cifras del número que en el 
sistema quínlnplo espresen él 7 3 de nuestro sistemft, divídase 

.73 por 5. El cálenlo que.se ve al margen 73 15 
niauifiesUi en el residuo la cifra 3, de las - - ' 
unidades simples que hay en el número z z ^ - \ " Y ' 
pedido scgijJi el sistema qninlupla. D i v i - 3 
diendo por 5 el cociente ,14 entero del cálculo anteriop, la ope
ración de la cifra 4 en el residuo, para Uis 14 |5 
unidades de segundo orden qne hay en el ~jj[ A ' 
número pedido. Divídase el cociente 2 por T " ! " 

2 
• 5 , y en crresnltado O-f— él residuo 2 Tnanifieáta que 2 os la 

cifra de mayores unidades de dicho número. Escritas en fila 
por su orden las tres cifras halladas, resulla 243 conforme al 
sistema quínlnplo, la espresion del número espresadojpof 73 en 
el déeuplo niieslro. * 

Basta lo dicho en esta digresión acerca de las dos cuestio
nes, para conocer que cuantas mas cifras hay en un sistema de 
•numerar según escala de unidades múltiplas, lanías menos de 
aquellas eiitran en lia espresicn de una cantidad. Y no se crea 
tpie cada número admite solamente 1a espresion analítica de 
parles aditivas que acahamos de* manifestar, pues ya se sabe 
•(18) que puede ser descompuesto en monomios de diferentes 
modos; aunque para el objeto de aliora hemos establecido al 
polinomio general (*) arreglado á escala. 

11.a Descomposición del número en factores, 

75. Los números también se consideran descompuestos en 
factores, aunque no es lan arbitraria esta descomposición como 
en sumandos El número que solo tiene por factores el mismo 
y la unidad, se llama primero ó simple, a m o en el sistema de 
numeración actual (i-i); y todos los de esta dase, escepto el 
2 y el X se deduce por artólo^ía que están comprendidos en la 
espresion general Gm-ízU indicando con m cualquiera número 
entero imaíiinable desde cero en adelante, y con el doble signo 
- H la idea de que tanto 6m-f- l , como Cm—1 pueden espre-
«ar número simple: y se pronuncia diciendo todo número s im-

Tomo I. 1G 

http://que.se
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pie*es igual aun múltiplo efe 6, aumentarld o disminuido en 
1. Mas, la proposición reciproca no es cierta; porque hay nú
meros compre.ndidos en 6 ? i i t l que no son simples. 

El número, que consta de otro ú otros factores, ademas de! 
mismo y la unidad, se llama compuesto, como en el sistema 
nuestro (42), y su supresión genera! es ap fi r1 . ^ conforme á 
la definición, representando las cifras a, 3, 7,¿,_ los factores 
simples,, y ;>, 55, í,... tas veces que cada númoro sfmple es fac
tor; espresion que tiene también forma ancdüíccr, porque en 
ella el número aparece descompuesto con ciiírlo orden. 

En el problema general que aquí se propone, de hacer la 
descomposición del número de cualquiera sistema en sus fac
tores simales y compuestos, está comprendido el que se resol
vió en aritmélica (42), (43) y (44) en cuanto á los números del 
sistema décuplo: y puesto que los razonamientos en que se fun
daron aquellas teorías no dependen de condición alguna de 
sistema especial, se sigue quejón aplicables generalmente. Re
pítanse pues aquí si se quiere, y se d«duciráii lo» siguientes 
principios generales á todo sistema. 1,° Los factores simples 
ael número se obtienen, sin que se- oculte alguno, dividiendo 
el número desde luego por el simple menor del sistema; des
pués el cociente por el mismo divisor, y en caso de no ser 
exacto éste, por el siguiente número simple; y asi sucesiva
mente hasta llegar á un cociente que sea número simple (42); 
cesando de indagar factores, cuando se haya obtenido uno cu
ya segunda potencia esceda al número p^oprest» (43). 2.° Este 
será producto de todos sus factores simples (44)» o bien,. 

ftp p9 r* , como antes hemos asegurado también por la defini
ción misma. 3.° Todos los factores compuestos, binarios, ter
narios, cuaternarios, &c., se obtendrán de practicar las mul
tiplicaciones indicadas en la espresion 

(.l-fa-|-a4+...)x(l+3 + ^-f--.)x(i-fr+/+,..)x....^ 
entre quienes aparecerán también todos los simples. 

Admitiendo pues como demostrados estos principios, de-
feíéramos proponer para ejemplos de la descomposición algu
nos números de sistemas a.-bitrarios-; p r̂o atendiendo á que 
fueron pocos los presentados en aritmética, sirvan de ensayo 
fos números del sistema décuplo 210, 58, 1800, 3225, cuyos 
actores simples resultan de los cálculos que siguen: 
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A 

210:2 
11053 

7T7 
1 

56] 2 

14!2 
7 
1 

1800 
900 
450 
225 
75 

322513 
107515 

215 5 
43 

1 
255 
5 5 
1 

Hallados los faclorcs simples, y formados los polinomios.que 
se han de multiplicar, los productos que diere la multiplica-. 
cion son todos los Tactores, simples y compuestos. 

Al primer número propuesto correspende el 

cálculo indicado... (1+2).(1-|-3).(1+5).(1-P7); 
al segundo (l+2-[-4+8). (1-f 7); 
al tercero ( i+2-f4+8}.(1+34-9).( i+5+25), 
al .cuarto ,. (1-f 3). {l-t-5+.25). (1+43). 

Para indagar si cada número simple es ó no factor del d i
videndo, liemos tenido que hacer una división, tal vez infruc
tuosa; y á fin de evitar el empeñarnos en ella, será muy útil 
conocer de antemano en cualquiera número señales de si es 
•factor suyo aque l lo se quiera someter á la prueba^conoei-
mienlo útil en mudias Otras necesidades del cálculo. Con este 
objeto haremos la siguiente análisis en lo< números del actual 
sistema, y por ella se podrá inferic la análoga que correspou-
deria en los de otro cualquiera. 

I." Dividiendo por 2 la espresion (#*) de A, resulta 
d \ V ilOa 610 a ^ ¿/X(2X5^ cX(2x5r , . ¿X(2X5) 

"• c% * o "I o **• o T" ñ 5 2 
Cada término del número descompuesto en que hay paréntesis 
da cociente exacto (71, 6.°), y de ser« múltiplo de 2 Ide-
pende el que todo el número A sea divisible por 2. Luego, 
todo mime) o entero cmjn cifra de unidades sea, cero ó múlti~ 
pía de 2, tendrá el factor 2. Los números de esta dase de
cimos que son pares, y eslan comprendidos en la espresion 
general 2m, significando m el número de veces que 2 es factor, 
tales como 3568; 106; 310; &c. Llámanse impares los demás, 
y eslan comprendidos en la espresion general 2« iH t l . 

2.* Dividiendo por 5 la espresion (**)• el resultado 

a 
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A ^(2X5)3 , g(2X5)3 , ¿(2X5) . a . _ . . ^ 
5 = . — y — + - y - + - 4 - + g hace ver (71. (>,% 

que 5 es fnctor de todo número cuya df ra de unidades sea? 
cero ó 5; tales como 635; 860; 1175; &c. Por fa misma rat-
zon habrá también el factor 10 siempre que sea cero la ú l~ 
íima cifra. • 

3.* Divídase por 4 la espresion (**), descompomendo al 
mismo tiempo según coavieoe el facloivaritmético de los divlr-
dendos: y 

A rfx(lQX4X25) [ ^X(4X25) ¿XlO-X^ u 
4 —••• ^ { 4" ' 4 hace ve^• 

que $ es factor dé todo número cuyas dos últimas cifras j u n 
tas representen un múltiplo dé i como 516; 9432; 10040; Sfc*~ 

„ A rfx(125x8) cXlOs-l-6xl04-o 
En •^.=,.. —v— i-{ ^ — aparece, que a 

es factor del número en que las tres cifras- últimas juntas 
representen un múltiplo de S; como $3120; 5296, &c. Igual
mente que 8 ^ 2 ' ha de ser factor del conjunto de las-tres ú l 
timas cifras para ser A divisible por 8> asi también 16 ó ^ 
lo ha de ser del periodo que forman las cuatro últimas c i 
fras reunidas para que sen el número- A divisible por 16, y-
asi sucesivamente para que 2P sea factar del numera, ha de 
ser divisible por 2V el periodo que formen las p últimas ci
fras. 

4.a Dividiendo por 9 cualquiera de tas unidades 10, 
100, 1000,... ., se halla el residuo 1; luego, la división 

díW c \0 * ¿40. a , A .. , . . . . , 
— - — i — — h -— -t- - dará h suma de residuos parciales 

d c b , « „ . d'-i-ü-hb-ha .. . . 
-—+ -—f--—f-—. Por esta causa, si -7—— , o ote»' 

%j *J %j O * * 

la suma de cifras de- ut minero com9 s i representasen uni~ 
dades simples, dividida por 9 da enih.Ue ezatto, el «»<-
mero A es mMtiplo de-fy Ul comí 9783, porque sumadas 
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fes cifras de que consta cuma si fueren uniiades ^mpl'es as-
ciendea á 27 que contieae tres veces ai 9; coma se deja ver 

94-7'-f-84-.T 2T ^ 
en — ^ = 9 - ^ 

5.a' üividienJo por 3"cualquiera da Ia<5 uiiidades 10, 100r 
1000, da^iempre ef residuo 1; y p*3P la misma razón que an
tes no puede m-snos de ser el 3 favtor dvl número k, sism-

, . d-hc-\-b-Hr . 
pre que de cociente exado • , que es la suma-

de cifras como nniiains simples dimdida. por 3. En este 
casóse hallan 9783; 34215; &c. 

&* Para el factor T obsérvese; #qjie —; da 1 de residuo, 

10 10" ÍO1 10* 10' 
— da el residuo 3; —-- da 2; ——- da 6'; ——- da 4; 7 - , * 7 ~ ' % ~ , r ~ . , ^ 

10» 
da. 5 - Desdé ——— empieza otra vez el orden de residuos 

1, 3, 2; 6, 4» 5v y Helando al últiraovij^vea á reprodacii>-
sc con el mismo orden siempre. 

dlO4 , c í a ' , 610 «r. , 
Luego, en — - — | — — 4-—=—+ -=-"ayla sunaade re* 

.-, .. . t rfK&-H;X2-+*í>X3-+-axr . . . . 
«dúos de cocrente — — . Asimismo^ 

% 
caando el número conste de seis cifras /> íí c & a, la suma 
de residuos' de cociente será 

/X5+gX4-hrfX6-HrX24-6x3~HiXl 
- :• 

si el numero constase dé mas ó menos cifras, siempre se de
ben iocluir en la suma los residuos correspondieales. Luego, 
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7 es [ador deí-odo número enqve sea divisílle por 7 fa 
mma de los productos que siguen; la última cifra muítipli-
cada por la unidad; la penúltima por 3; {a anterior por ? ; 
la que antecede á esta por 6; la inmediata anterior por 4; 
la anterior á esta por 5; y asi otra vez lasque preceden ha
cia el principio del número. Tíú es, por ejemplo 2751, que da 

2x6- f7X2+5x3+ÍXl 42 . 
. ^ ^ •n» ^=-—=0. 

7.a Les residuos de—, —, — , — son, 1, 10, .1, 

10, , reproduciéndese siempre los dos primeros. jAiego, 

—r--+——-+'-Tt- 4 — uara la suma de residuos de cociente 
11 11 11 11. 

^10-H?-H>l04fl 
11 

; y por ello, í í es factor del número en que 

sea divisible por 11 la.suma de cifras de lugar impar, jun
tamente con la suma de cifras ae tugar par multiplicada 
jpor 10, empezando á contar los puestos desde la derecha. 

4 
38.a EJ resid«o de la dñision •-- será necesariamente me-

D 
ñor que 6, ó «na de tas cifras 5, 4, 3, 2 , 1, por lo dicho en 
la dñision (34). Si es 2 ó 4 didio residuo, laminen el número 
«era divisóle .por 2. Si es 3 el residuo, también el número 
divisible por 3. Si es 1 ó 5 el residuo, sobra ó falla 1 al mi-
.mem pitra ser mú'tiplo de 6.,'Luego, a iodo número que no es 
divisilile por 2 ni 3, soira ó falta 1 para ser dkisible por $, 

llcelm hi enumersejon de las cualidbdes que caructerizan 
al número del sjsUína décuplo para «cr factor suyo alguno de 
los epie se (sj)resí!)n con una sola cifra, y aun varios de dos, 
suspendemos aqni esta análisis que continuada manifestaría las 
señales para otros varios factores consecutivof; y sin repetir 
aqni los pi.oeedifnicr.lrs de bailar los factores simples; diremos, 
en c.uanlo á estos, que lus propiedades demostradas en el arti
culo sirven al calculador para reconocer con poca perdida de 
lipmpo, si es ó no factor el que por su turno fia de ser somc-
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tida á la prueba. Esla economía de ti?iityo no se logra sí el fac
tores grande, y por ello sexa nías cauvenients hacer entonces 
el tanteo por la división. 

111.a Ccesos der cociente exactv. 

76. Todo número descomponible en dos factores B y ^ s e 
rá divisible por otro nánero P, siempre rpie ésle sea factor 
de cualíjniera de aquellos; porque sabemas (71. 6.°) .que la 

frase — - — se reduce a cociente exacto1 suprimiendo el fac^-
* • . • 

tor P c'ornun de drvi.lendb y tnvisor. Pero alrorn proponemos 
demostrar la proposición reciproca, ó bien, qte si B x H es d i 
visible por P siendo P número primero, necesaniamenle será 
divisible por P um de los factores B ó H del dividendo. Si 
B no es divisible por P, sino (yie da el cociente c y el residuo. 
r, tenemos la ecuación (10) 

'B=Pc-±r.-
Por ser P numero simple, si se quiere dividir P por r, dará 
también un cociente o' y un residuo r' seguit la ecuación. 

P=rcf-\-¥^ 

Tampoco entonces r dividido por r dará cociente exacto; por— 

quc si lo diera, tendríamos el absardo —̂  número entero. D i -
r' * 

vidiendo pues, r por r , hültaremos uo. cociente c", ua residuo^ 
r" y la ecuación 

r=r'c"+r"r 

Sin que sea necesario proseguir el Jisc jrso, cuyo método con
siste en dividir cada divisor por el ro<iJuo, ujs consta (69) que 
r es menor que P, r raenii- que r, y sucesivamy;iie menor el 
residuo consecutivo: de suerte, que va ésle acercándose á 1; y 
no pucJe menos de ser l e í finj!, porque basla entonces no 
pueden terminar las divisioajs á causa de ser P" número sim
ple; cohw se puede cerciorar p̂ 3r la serie de absurdos análogos 
al q43 antes hemís deJujido. Suponga uos tenmuadas on efecto 
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las operackmes coDSCculníis, ccn el resto finnl 1, que vino dea 
.dividendo r', divisor íf" y ccckTiie.c-", óbienccu la ecuanon 

Volviendo al>ora á repasar lodas las cctiaciones desde la jpn~ 
mera, inulliplkiuemos'por ÍT y dividamos por / * todos los tér
minos de ellas, como os permitido (66, 8.° y 3:°) (71. 5.0y 7.°), 
y resultarán las siguientes: 

Z?// „ Hr „ E r e ' fír' 
P i ' f P 

fír Hr'c" í l r " Ur ' fír"c"' H 
P P P ' P P P 

Según la primera ecuación ñe estas, #s¡ B H es divisible por P* 
debe también el úllimo tCNniRO i / r ^er divisible por P . La se
gunda ecuación dice, que siendo H r divisible por P , lo es taro-
bien H r . La lercera manifiesia que con dichas condiciones, H f " 
será divisible por P . y ^ n la ecuación final >'emos, que con las 
-condiciones anteriores debe precisamente B ser divisible por /*. 
L a hilacion de juveslro rirzonamiento ha empraado desde supo
ner que /¿//es divisible por / ' sin serlo fí* para venir á que ne-
cesarianunte ba de ser también H divisible por P : luego, para 
<¡ue vn número co-mpueslo de dos factores sea divisible por un 
¡número ^nrple, neceHüiamente lia de ser divisible por éste 
ni)o de los das facto/es, á lo menos. 

77. Según el principió (71. 6.í,), tina divisioin apurada hasta 
•decimales dará cociente exacto con alguna» de éstas , cuando 
«ea divisible por el divisor el número 1 0 . . por quien se mul 
tiplique el dividendo para la aproximación. D< aqui se deduce 

que, si en una íUvísíób -r- impracticable por enteros é irreducti

ble -es &=:2,nx5n, -que equivale á 

(2.2,2. ^ hasta.i» veces), (5.5.5... . basta n veces), 

.se tendrá cociente exaclo en decimales cou añadir al dividendo 
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o tantos ceros como unidades tenga el mayor esponente m ó n; 
pues entonces resulta aXlOO ó su igual, 

a(2.2.2.~. hasta m ó n vece5).(5.5.5...... hasta m ó n veces) 

y destruyéndose los factores comunes, desaparecerá el divisor. 
Por otra parte, según lo demostrado en el articulo anterior, 

no pudiendo dar cociente cabal entero -7- , preciso es que en 

—t—^ sea b factor de 10... para que salga cabal en decíma-

Jes. Luego, no puede menos de ser ~ — ^ la forma; general 

de las divisiones que den cociente exacto llevando el cálculo 
hasta las decimales necesarias, que serán tantas cuantas w»i-

dades valga el mayor esponente m ó n. Asi, • ^ t dará co-

cíente axacto con tres decimales, y lo níismo 2x53 

Cuando el divisor no es de tal forma, el valor del co
ciente será aproximado, tanto mas cuanto mayor sea el núme
ro de las decimales. Pero como el residuo es meiíor siempre 
que el divisor, y todos los residuos que puede haber en una 
división están comprendidos entre el divisor y la unidad; al ha
llar una cifra del cociente suele aparecer en algún caso un 
residuo que ya lo fue al hallar otra cifra anterior; y por con
siguiente vuelven á reproducirse los mismos restos y cocientes 
que hubo entre las dos restas iguales, y por el mismo orden. 
Cada porción de cifras que asi resultan para el cociente se l la
ma periodo: en algunos casos el periodo es de una sola cifra, 
por ser iguales lodos los residuos, y enlonces lo son todas las 
del cociente: otras veces el periodo consta de dos cifras que 
van alternando sin fin en el cociente, porque los restos vienen 
asi; el periodo suele también constar de tres, cuatro, cinco, &c,, 
cifras, por haber tamos residuos diferentes entre dos iguales. 
Suele empezar el periodo, ya desde la primera cifra decimal, 

Tomo L 17 
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ya después de algunas que no forman parte. Son ejemplos de 
tales accidentes los casos que siguen: 

— =0,666...; -r=0,2727^7.v.; ^ = 0,342342.... ,. 
3 , 11 111 

4=0,571428571....; •^•=0,583333. 
7 12 

78. Puede convenirnos.el saber cuáles dividendo y divisor -
engendraron urreociente decimal dado. Para ello, si el cocieo-
te íuere exacto «scribase la espresiou«decimal en fonfta de una 
división indicada, como ya se sabe; y suprimiendo sus facto
res comunes, quedará restituida á la misma espresion que te
nia antes de empezar el cálculo de las decimales. La razón 
del hecho se verá.por el siguiente raciocinio. Espresando c el. 

. t , axio... 1 . . . . . «xio... .'.,!;' 
«ocíente de —-«-; é la igualdad m— • -̂  t**=c pwe-

mos (70) darla forma rfxl0....í=ícX6. Las dos cantidaders 
que forman esta igualdad pueden ser divididas (71. 5.°) por 

aX6; y entonces ——111 ^ , se reduce (71. G.1) á 

la espresion — ' j ^ ~ = — ; la cual nos dice que a «slá 

contenida en c tantas Teces-como b en 10.... Sea pues fe este 
número de veces, ó bien, €^=aXh y \0.,».^=bXh. El oocien-

c oxA 
te decimal es • • • , 6 bien, -—7- ; y suprimiendo el 

factor común H, queda reducido á la espresion generatriz ^- . 

Divídase por ejemplo 12 por 25; y resultará —=0,48. 

Pero si, dado el número decimal 0,48 queremos hallar la d i -
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visión á tjnié debe su origeo, escribase c« la forma 'T^jr» 

4X12 
equivalente á ' i"-'; y suprimiendo rf factor coniun 4, re-

4Xí¿ó -

121 
salta ~ , de que vino en efecto el número decimal pro-

So 
puesto. 

Si la espresion decimal eá'inexacta, puede corresponder á 
muchas divisiones, y no es posible averiguar á cuál precisamea-
te, á menos que la decimal sea periódica: y entonces ocurren' 
dos casos. 

1.° Si empieza el periodo desde la coma, obsérvese la ley 

de los resultados ^.=^,11111 ; ^=0,010101 ; 

— - =0,001001....*; &c. Por ser el dividendo produc-
yyy . 
to del divisor y cociente, las espresiones halladas son como las 
simientes, 1=9x0,11111 ; l=99xO,0t0lOl. ; 
1=999x0^094001..... 
Por otra parle hay las equivaíencias Q,666tí=65íO,lH ; 
0,2727..=27X040I01,.; 0,34^42..=342XO,001001..; &c. 
Como 1 es divisor de toda cantidad (71. 2.*), divídanse las se
gundas partes de las últimas igualdades por los respectivos 
equivalentes de 1 en las primeras: y suprimiendo.factores co
munes resultan 

0,666 =exo.ii it ^ ^ 

9X0,111 9 3' 

0 2727 2̂7><0-0101 V & d v 
' 99x0*01̂ 1 '• * 9^ tjr. 

O qA9W _ ^XCOOlOOA _ 542 _ 2$_ 
U,34¿d4i -99^X0^001001'^ 999^ if*'* 
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Aunque de casos particulares nupca se debe inferir una pro
posición general; sin embargo» en el caso presente el método á' 
quien son debidos los resultados induce á concluir que, dada 
una espresion decimal periódica desde la coma, se tiene la 
división generatriz dividiendo el periodo por. una fila com-
puesía de la cifra 9 tantas veces, cuantas* decimales tiene 
dicho periodo. 

2.° Si empieza el periodo después de algunas decima
les que siguen á la coma, se puede considerar compues
ta de dos espresiones decimales aditivas; como en 
0,58333....=0,254-0,33333 , que por lo demostrado eo 

1 25 r 3 . 1 , 1 
los casos anteriores vale——4- — , o Y " ^ T ^ después. 

de multiplicar el dividendo, y el divisor de la primera parte por 

3, y de la segunda por 4, equivale a ¡ 2 + l 2 = ' l 2 ' = Í 2 f 3 

presión generatriz de 0,58333.,.. 
También es ejemplo de esto el siguiente caso,. 

3 12 1 3' 
0,21333=0,33333....—0,12=—— — = — — — : mum^ 

pilcando por 25 el dividendo y el divisor de la primera parte,. 
y por 3 los de la segunda, se bailan las equivalentes 

~ ~ ^ Í ^ - = 1 ? generalriz de 0,21333. 
75 75 7o 75 

lV.a Limites de las cantidades. 

79. La división que no esté comprendida en la general 
a 

— jamas dará cociente exacto, per mas cifras decimales-. 
2m.5' 

que para éste se quieran investigar (77); pues el cálculo será 
interminable, y solameiiie se conseguirá el aproximar cuanto se 
quiera el valor del cociente al exacto de la división propuesta. 
Aquí hallamos ocasión para indicar una idea, que conviene 
adquirir desde los primeros pasos cu la ciencia de la cantidad. 
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Dividiendo para ejemplo 4 por 7, y escrito el resultado 
0^5714 en forma anaülica, será 

4 0 . 5 7 1 : . 4 ., 
7 1 ' 10 ' 100 ' 1000 ' 10000 ' 

La operación siempre queda inconclusa, aunque la suma de 
partes decimales se acerca tanto mas al valor exacto, cuanto 
mayor número de términos comprenda; y por ello, el calcula
dor es arbitro de llegar á tal aproximación que la diferencia sea 
cuan pequeña quiera imaginarse, sin que pueda ser jamas la 

4 
suma de cualesquiera número de términos igual á —•, ni mayor 

4 
que ---. Por otra parte nos consta que la suma de todos los 

términos equivale á -—; y así decimos, que este valor es /ímtfe 

de la dicha suma. Tamlven hay limite de cantidades que se 
van acercando á él decreciendo. Sabemos por ejemplo que es 

cierta la igualdad 3=7—4, y también —=---—-.==1—-, 

SustituyencTo por - s u espresion analítica hallada, coa 

el signo negativo correspondiente, resulta 
£ = = 1 _ _ 0 £ 7 1 4 
7 1 10 100 1000 10000 

3 Por l ^ misma razón que antes, el — será limite del polinomio 

3 cuya suma decreciendo se acerca tanto mas á — cuanto ma-
7 >• 

yor número de términos se incluyan en ella, sin que jamas 
pueda llegar el caso de anularse la jJiferencia, ni pasar á ne
gativa, y sí aminorarse cuanlo se quiera. 
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Asimismo, las cantidades crecentes hacia su límite pueden 
tener alguna parte agregada como las decrecenles. Por ejemplo, 
7 a + 4 4 . . . 1 . . 4 

- — ^ — ==a_l__. 5^.3^ después deiSustitmr por •=- su espre-

7flH-4 0 5 7 1 4 

m* " - ^ ^ ^ T + io^Ioó^íóoo^Toooo ^ 
, , 14á-h4. ^ 4 , . , 
Igualmente, — - — = 2 6 - } - — sera, suslituyeado, 

Ub+^2bl 0 l 5 | 7 I 1 l A 1 
7 ^ 1 ^ 1 0 ^ 100 ^ 1 0 0 0 ^ 10000 ^ 
Los ejemplos lomados en consideración y todo polinomio 

con términos d(?!(jimaleaTi ^o, iKpn^mas ^uií,,casos particulanes. 
de los límites; porquejiay otros muchos polinomios de diver
sa composición interminables también, ycu>o valor total seco* 
n ^ , Eu la icifu^ia del cálculo seMama Urn te deMna'fimtim 
dad, otra á quien se puede acercar aqueUa cuanto se quiera, 
sin que j.amas nueda ser múa ni cambiar de signo, la dkfe* 
r ^ c i a ; y de aqui se procede á sentar el principio hipoléfci'JOix 
siguiente; dos catitüladts cuya diferenciü pueda llegar á ser 
cmn.pequeña .se quiera y jamas á ser nuln n i á camhim'. 
de signo, en el limite •serian iguales. 

En todos los casos ha de tenerse presente, que la suma 
de cualquiera número de términos es una parte co»ííí<w*í0:de 
la cantidad que se acerca al límite, y' la diferencia hasta el to 
tal es la parte variable,; de suerte, que el palinomio estéis- ; 
presado en A - h * , siendo A la constante,.y a la diferencia que 
puede lle^ír á ser cuan peqjoañajse quiera sin.anularse jamas 
ni" cambiar de signo. 

86. De aqui se procede á otro principio de grande i m -
p ^ ^ n c i a sat|re los limites. Sean por ejemplo A 4 - * y «B^-fr 
dos cantidades que se van .acercando á sus respectivos limites 
siendo constante A , B y variables «,y que pueden llegar á ser 
cuan pequeñas se quieran, sin jamas anularse ni «cambiar de. 
signo cada una de ellas. 5t par algún medio legitimo ha lu~ 
gqr ó esiablecür la igualdad 

A4-«=i?4-£% 
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dé suerte que deba subsistir en todo el curso de la variación, 
es necesariamente sima de las 

Porque, si fuese una de las coastantes mayor que la otra, como 
A = B d r i h , supuesta constante h como es debido j subs

tituyendo i ? - H * por A eü la %uaWad legítima, sesá 
B-i~.h-±-*=B-+-[i, y quitamlo iguales cainlidades resulta 
a::f::/i=p .Consecuencia absurda, pues « y P no serian capa
ces de decrecer iudefinidamenté, babieodo siempre eatre las 
dos la diferencia constante h,. 

- GMITULO IV. 

Cálculo de cantidades fraccionarias en aritmética. 

IEGCION i i ; 

Espresion y tras formaciones de los números fraccionarios» 

81. Todo número menor que 1 es fraccionario (1), y para 
espresarle de un modo conforme á lo que llevamos dicho acerca 
de la locución del cálculo, esplicaremos el origen de tales can
tidades. En el articulo (35) sedijo, que el problema de dividir 
una cantidad a por otra 6 está espresado en la frase 

a 

y que siendoo menor que b, la operación de dividir propuesta 
es imposible, porque el cociente no llega á valer 1. Según esto, 
podemos establecer la desigualdad 

a ^ 
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y en tal caso la frase -r- es un número fraccionario, porque es
presa una cantidad que se llama fracción ó quebrado , tales 

2 35 
como—, —, etc. Los nombres de dividendo y divisor que 

puéimos entonces á los números a y b, se sustituyen por otros 
aquí, llamando numerador al número a que está escrito encima 
de la raya, y denominador al b que está debajo. No son capri
chosos los nuevos nombres que se han puesto á las dos canlH-
dades n y b, las cuales también se conocen como términos del 
quebrado; pues la propiedad de aquellos nace de la significa
ción respectiva que tienen, como se verá por el siguiente raciO'-
cinio. 

Imagínese que el número entero 1 está descompuesto en b 
número de partes iguales, cuan pequeñas queramos considerar; 
y siempre se verificará la igualdad (41. 3.a) 

b 

Por lo cual, podemos escribir también la desigualdad de antes 
bajo la forma 

a b 

en donde vemos, que dividiendo la unidad entera en b ntí-
mero departes iguales cuan pequeñas queramos imaginar, 
el denominador del quebrado espresa el número de estas par
tes en que se'supone dividida la unidad entera, y el «uwe-
rador espresa cuantas de estas partes hay para dividendo 
según el problema. Estas parles ea que se divide la unidad en
tera se llaman a'os generalmente; y la espresion del quebrado 
se lee pronunciando primero el numerador como los números 
enteros, y después lo mismo el denominador añadiendo al fin la 

o en 
palabra abos. Asi, — se pronuncia diciendo ocho onzabos; ~ se 

pronuncia diciendo, cincuenta y nueve setenta y dos abos, etc. 
Pero desde el denominador 2 hasta el 10 tienen particulares ñora-
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bres las partes en que se divide la-unidad, llamándose medios, 
tercios, cuartos, quintos, sesios, séptimos, octavos, novenos, dé-

. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
cxmos; y asi, - , - , - . - , - , - , ^ - , - , se pro-

nnncian diciendo, un medio, un tercio, un cuarto, un q a i n ^ un 
sesto, un séptimo, un octavo, un noveno, un décimo ó una dé
cima; siendo notable que entre ellos haya solo el octavo con 
la terminación de abo. * 

82. La forma y nomenclatura de las fracciones propias, 
que son las del caso en que el numerador es menor que el de 
nominador, ó bien mas pequeño que 1 el valor del quebrado 
se suelen también aplicar al caso de ser él numerador mas 
grande que el denominador, ó bien mas grande que 1 el valor 
del quebrado, pero en este segundo caso se llama impropio] 

8 3 25 223 
Ules como por ejemplo, -—, —, —-, ——- '&c . , tpie espre-

o A ó -7 
san problemas de dividir capaces de dar entero al cociente, 
pero con residuo. 

Entre los quebrados impropios se presentan algunos que 
equivalen á números enteros: y esto sucede siempre que el 
numerador sea exactamente divisible por el denominador, pues
to que en una frase de tal forma está indicada una división. 

9 156 
Ejemplos de elfo son —- y -—— que equivalen á 3; como 

ó O í 

3 52 
también ~ y — , & c . , que equivalen á 1, 

o OÜ2 

P Lo dicho acerca de las fracciones impropias nos da luces 
para ejecutar las.operaciones que siguen: 1.a reducir un ente
ro á la forma de quebrado: 2.,, reducir a e?ta forma también 
un cociente que tenga resto, ó sea un número misto de entero 
y quebrado: 3 • hallar los enteros que contenga el quebrado 
impropio. 

1." Reduci r dn entero A l a fo rma de quebrado. En 
este problema necesitamos que sea dado el denominador, ade
mas dei número que se ha de trasformar; y lo que se pide 
es hallar el numerador que ha de tener la espresion fracciooa-

Tomo I. 18 
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m* Dado por^jemplo el número 2 paríi formfar tal éspresi<m, 
^Jarojeslá que puede venir de lodas las que tengan «m nume
rador, que sea duplo del denominíMlor; pero si éste es dado, 
no admite ya mas que un determinado numerador. Suponga
mos que se quiere reduoir a tercios, ó bien qffe sea 3 el de
nominador; y si llamamos iV el numerador, la equivalencia ea-
tretíl dividendo divisor y cociente (41), 

^ = 2 X 3 , . . 

dice <fwe se multiplique el número propuesto pof el denomina
dor elegido; y el producto será el nu.nefador. 'lEjcfeútese pues 
la operación, y el producto 6 debe ser el numerador de la frííC-

cion — equivalente á 2. 
o. 

En general,,espresando con c el número prop«esti(y,acoo.irf' 
el denominador, y coa N el numerador, la igualdad (35) 

N=dXc, o su igual —=:<», 

dice que, para Jar á «n entero c ia forma de quebrado, 
cuyo denominador sea d, se muiUjikcúrá « por d, y cí 
producto N .será el numerador. Queriendo, por ejemplo, re
ducir a dozavos los números 5. 16, 148, &c.,se muUiplicaii 
por 12 estos númercrs, y los productos '60, 192, 1776 serán 

los numeradores, y la fracción - - equivalente4 ^ , la -—--
• 12 12 

equivalente á 16, y la —-- equivalente, á 148. 
122 . 

11.a Reducir á forma fracoionaria -on kumero místo de 

entero yqübbrado. Todo número mislo <>+•** «e puede 

considerar como el resultado dé «na división,.cffyo dividendo 
fiie iVy el divisor fue oi deuotainador ddéla/p«pte fraccionfa-
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ria, espresada en el reslo - r del cociente, siendo c el cociente 

entero y r el resto de la división, según las igualdades (35) 
N r 
'd^+'l'' N=c*d+r* 

y el problema de ahora, es halla» i\r,. cuando se nos da el nú-
r 

mero misto c-\- - j . Luego, para reducir á forma (retcciona-

r 
ríd tm número misto c-f- -t- rffe entero y, quebrado, se multi ' 

pitea el entero c por el denominador d del quebrado; á este, 
producto se añade el entero r, ^ la suma.será el mmerad»?' 

del que se pide. Según esto; debiendo reducir 3-q á novenos, 

áe multiplicará 3 por 9, y agregando al producto 27 ét núme-
29 

ra2^«I ^9 q^e weuUa^.numera^dor, d^l^fuaoflie^» -g- que* se 

1 14' 2 
pide. Asi también, 5 -r- reducido á medios es —¡ y 23— equi-

2, Ü Q. 

vale 4 - — ; &C4 
5 » 

MI.' H a l l a r los enteros que contenga cn quebrado, 
impropio, es la operación inversa de la que acabamos de ha-

iV cer; pues el problema se reduce a, dada la fracción —, hallar 

el cociente c entero que exacta ó próximamente le convenga. 
Luego, ^ara encontrar Los. enteros que contenga una fmecto* 
impropia., se dicidirá el numerador por ¿Idenaminador,, y et 
cociente entero que salga es el númerv que se ousca. Conforme 

<> o í ^^ÍV 
á e ^ r e ^ — equivale á 2; -p á 2 —; - j ^ . b M t p r̂quev 
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8 
— contiene al entero 2 exactamente; 

9 • , „ u ! 
-— contiene al entero 2 y sobra —; 
4 ^ 4 
572 . , , ^ 
- — - equivale a 48 exactamente. 

83. Sean propios ó impropios los quebrados, aun ofrecen 
á nuestro examen oirás clases de problemas, en que debemos 
estar ejercitados para después iiüinejur en el cálculo tales ira--
ses con inteligencia y facilidad. 1.° Trasformar cualquiera que
brado en otro equivalente de mayores términos. 2.° In
versamente, reducir alguno á términos mas simples. 3.° Tras-
formar varios quebrados de dislinlos denominadores, en otros 
quebrados que tengan un mismo dennininador, y sean equiva-!--
lentes a los respectivos de la primitiva forma; ó bien, reducir 
á común denominador dos ó. mas. quebrados que se propongan.. • 
4.° Conocer cuál dé dos quebrados es mayor. 

1.° Trasformar cualquiera quebrado en otros eqüi-
N 

valentes de mayores términos. Sabedores de que - - es la. 
« 

forma general de todo número fraccionario, y de que podemos 
multiplicar dividendo y divisor por una misma cantidad cual--
quiera, sin que por ello se altere el valor dé la espresioo 
(41. 5.*); se sigue que el valor de un quebrado no se altara 
multiplicando numerador y denominador par cualquiera nti* 
mero m; como se espresa en 

d dxm' 

Luego, multiplicando numerador y denominador de la frac-'' 
cíbn propuesta por cualquiera número entero qie nos ocurra, 
aquella se irasformaen otraequiünlmte de mayores términos. 

Así, la fracción — equivale « 77; a r r a -x.-rr é..*>, quo resur-
á- 12- 10 ¿v i 



Y ÁhGtlííiX ELEMENTAL. 1 3 5 

tan de nmltipücar los dos términos de la primera, por 4, por 5, 
por 116, por &c. 

II.0 Redücik A espresion mas simple dn qdebhado, se 
funda en que el dividendo y el divisor pueden ser divididos por 
una misma canlidad cualquiera que sea en ellos factor, sin que 
por esto varíe algo el valor de la espresion que resulte (41. 5.'); 
como está cifrado en la espresion adjunta, que conviene igual
mente á los quebrados, 

Nxm _ N ' K 
d y . m ~ d ' 

L a segunda forma viene de haber dividido el numerador y e l ' 
denominador de la primera por el factor común m: luego, para 
reducir á^spresion mas simple un quebrado^sin que vane su 
valor, se dividen el numerador y el denominador por el fac 
tor común que tengan. 

De este modo -^- se reduce á - - dividendo por el factor co-
o 4 

imm 2 el numerador y el denominador: asimismo — - se redu-

12 
ce á — dividiendo por 10; &c. 

Cuando se trata de simplificar la espresion de un quebrado, 
las mas veces nos interesa reducirle á su espresion mas simple, 
y claro está que si se dividen sus dos términos por el producto 
de todos los factores simples comunes auno y otro, el quebrado 
que resulte quedará reducido á su mas simple espresion. Para 
conseguirlo necesitamos conocer este factor ó ditisor máximo 
común de numerador y denominador; y aunque hallando todos 
los divisores simples y compuestos de cada uno de los términos 
del quebrado por el método del articulo (43), entre ellos vería
mos el máximo común, los aritméticos han encontrado un-modo 
mas breve, que vamos á esplicar. 

jy 
Sea -7 la fracción propuesta ó problema de dividir el nú-* 
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N 
mero N por á, si saliere un cociente c exacto, será - r = c , y d 
c\ njá^imp común divisor de iV y d. Pero si hay resto r d^líU-
videndo, la espivsion será (35), 

iV r 
- - — c - ^ - . , ó bie^ iV—dXc-l-r. 
d d 

Convencidos de t(ue J no es divisor máximo comun, veamos si 
otro número menor que d cumple con la condición. Uno de los 
números elegibles es el resio r, que sabemos es menor que d 
(35); y por lo que sigue CDiioceremos que debe ser elegido r. 
Pnra ser S divisible por r, lo ha de ser su igual ¿Xc+r» es d«» 

d^CC-\~T 
cki que — ha de dar cociente exacto. Recordemos ahora 

r 
que (41. 6.a), 

d¿<c+r . . . ( /Xc r 
. equivale a h-*-: 

r r r 

y pop líyalo, si r es,divisor d© d lo seí;á(4t.l.. 4.*) de «ÍX^»,^ 
f 

también de í/X^-l-r por ser —=1 , y en consecuencia, de iV: 

y será máxkno común, porque r |o es de r; y aquí está la razón 
Sorque se ha elegido r entre todos los números menores quQ.rf, 

¡asta ahora hemos deducido que si el resto r de la división pri
mera es máximo divisor común de r y d, lo será también de d 

y H: de suerte, que si la división— da cociente.exacto c', será 

r máximo comnn divisor de cí y iV. Adviértase que el ser r d i 
visor de d es condición precisa, pues sin ella, aunque r sea di
visor de dy,c y por consiguiente de iV, es inútil, porque lo ha 
de ser de tí y A1 simuHéueamenle. 

En esta inteligencia, si r no divide justamente á dt será (35) 

d r' 
. —=5rc'-i , 6 bien, d=rxc'^-r,: 

r r 
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ycomo el razonattiiento que se Ira hecho antes, puede aplicarse 
ahora también, se sigue que fei r' ^H.íe juslamenle á r, será r' 
máximo común divisor de r' y r, y por e\\o de r y d , y de re
sultas de d y N . Si f ito fuere (Jivisor de r, la division.de r 
por r', dará olro resto r" y asi sueesivamente. El resto va c a ^ 
da vez siendo^ menor, puesto que pertenece á dividendo que es 
el resto preceden e (35): y por tanto, hemos de llegar precisa
mente áencontrar divisor exacto, que al tin será la unidad si 
alguno de los restos anteriores no satisface. 

Por la análisis que arábamos de hacer se ve que, para bus
car el máximo comnn dirisor dt (ios números se divide el ntú-
yor por el menor, y s i no resulta cociente exacto se divide el 
menor,por el resto. S i tampoco de aqui sa l iee cociente exac
to, se divide por v i resto de esla nuera división el m í o de 
l a precedente; y se prosigue asi hasta encontrar cociente 
exacto; en cuyo oeso el divisor de 'oqml la división será el 
máximo común de ios números propuestos. Los aritméticos 
colocan en el renglón del uividendo el divisor y el resto; y 
debajo los cocientes; en la forma que á continuación presenta
mos por Tipo, siendo los ntcmeros propuestos 2346 y 805: 

2346805 736 

T-M i 
69 4 6 2 3 

El'ftti&xlmo ffhrism* común es 23, que está eonienidd en to
dos les •fíúfíttttts que le preceden, conforme a la ilación; 
4 6 ^ 2 X 3 3 ; 69=464-23; 7 3 6 - 6 9 x 1 0 f 46, 805=736+69 ; 
2 3 4 6 ^ 8 0 5 X 2 + 7 3 6 . De modo, qae 23 está contenido ddS 
veces en 46; tres veces en 69; treinta y dos veces en 736, 
tteinla y cmco veces en 805, y ciento y dos ve< es en 2346. 

Si el objeto de la investigación tue reducir el quebrado 
805 
234^ ; dividiendo sus términos por 123, ^ieiie é la espresion 

35 
102 ttiaS simple que puede recibir. 

Ocurre muchas veces el que por último residuo aparece 1: 
entonces los números propuestos no tienen otra comua medida» 
y se llaman primeros entre s i , aunque uno de ellos ó ambos 
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fueren compuestos; como sucede con 56 y 15, cuyo cálculo es 

56¡1!5 

I3 
- r !3 
i jijT 

15 
• Y por esto irreductible la fracción „ 

56 
A veces hay que hallar el máximo común divisor de tres 6 

mas números: y para ello se busca priineramenle el de dos; en 
seguida el del tercero y del divisor hallado para los otros; y se 
continúa así hasla el último número. Sean por ejemplo 120, 42 
y 45 los números dados; indágase primero el factor máximo 
de 120 y 42, después el de 6 factor hallado y el restante nú
mero 45, como se ve á contiguación: 

120 42 36 
2 T 

45 '6 
7 

Resulta 3 el máximo común divisor de los tres números. Si a l 
guno de los propuestos no tuviere mas divisor que el mismo y 
la uniJad, y sí los otros; en tal caso se dice que estos respecto 
de aquel son primeros. 

111.° Reducir á coiidn denominador varios quebrados, 
de manera que cada uno de estos equivalga al que resulte de la 
operación, poca dificultad ofrece, puesto que nos está permiti
do el multiplicar numerador y denominador por una misma can-

jy ¿y' A' ' 
tidad{83: I.0). Dadas por ejemplo las fracciones -¿»-77, -«7».» 

podemos multiplicar los dos términos de la primera por el 
producto rf'X^'X-. de los denominadores de. los otros, y 
resultará 

JVX^'XcT'X.... 
equivalente . iV . 

denominador de la 
</x</'x¿"x... 

Asimismo, multiplicando numerador y 
N ' 

fracción -r, por el producto dy.d" de los otros denomina
dores, hallaremos 
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N'xdxd"* . . . . . , JV' 
-.—Tl—rr; • equivalente á -7-. 
d x d ' x d ' X ' " d' N " También si se multiplican los términos de la fracción - — 

por el producto de los otros denominadores, vendremos á 
N"xdxd'x. . . . , . iV" 
^ r f ^ ^ : . e q u , v a , e n l e a - ^ • -

Obsérvense los denominadores de las fracciones de nueva 
forma, y se verá que tienen por denominador común el pro
ducto de todos los denominadores, y qne han proveniuo de 
multiplicar los términos de cada fracción propuesla por el 
producto de los denominadores de las otras. Luego, cuando 
se dan varias fracciones para reducirlas á común denomi-
nador, se consigue el objeto multiplicando numerador y de
nominador de cada fracción por el producto de los deno-
Jhinadores de todas las demás. 

1 5 4 
Haciendo así en los quebrados —, - 5 - . ^ » vienen á ser 

1X3x85 5X2X85 4 x 2 x 3 255 850 J £ > 
2x3x85 ' 2x3x85* 2x3x85' 510* 510' 510* 

A veces la reducion á común denominador se puede hacer 
rtias brevemente cuando tienen ciertas cualidades los denomi
nadores: queremos decir, cuando estos presentan la circuns
tancia particular de que multiplicando por cierto factor los 
twminos de una de las espresicnes, por el mismo ú otro fac
tor los términos de otra, &ci, se obtienen fracciones equiva
lentes á las propuestas y con un común denominador. Asi, 

2 11 6 
dadas por ejemplo las fracciones - - , —-, —, claro estaque 

los denominadores 3 y 9 son reductibles á 18 multiplicando 
por 6 el 3 y por 2 el 9. Y como al. mismo tiempo se han de 
multiplicar también los respectivos numeradores, resultarán 

2X6 11X2 5 12 22 _5 
3 X 6 ' • S ^ - ' 18 Ó bieI1 18' 18 y 18* 

Tomo i . 19 
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IV.0 CoNOtER CDÁL.DE DOS OüEBRADOé OlíÉ SE PROPONGAN 
iV TV' es mayor. Sean - j y — , los quebrados propuestos y re-

dueiendolos á denominador común, recibirán las formas 
N X d ' N"kd . . u . 
—j—•rr y —.—rr sin haberse vanado sus valores respecli-dxd' J dxd' r 
vos. Por la,detinicion qne dimos de los términos de un que-
bradOi él núftíbrador de cada unid de los de borrtüh éémmím-
éúr espresa las parles que se toAañ de lü tiKidad; cfeséttttt̂  
Siesta eh dxd' pai les; &&§&, el que de ellos l^lgá mayítf 
Hifleradór valdrá mas. Fundados en esto direlní>S,,.^ í tr f t í í 

fáebfádos tienen deiiothifia'l'óres íguüksi el quéWado Que téft-
ga mayor úumeradur es éf thaffüh y cumitíó tfmm dit í i r i* 
tus denominadores, se reducen fyerieruikeMe á XomiiH \ M * 
mímíHador, para cóvincer los vahres relativos de los qUWW* 

i 
dos. Conforme á lo primero,: se ve desde luego que — esma-
' ' o 

yor '4110 - í ^ este mayor tfie --", asirAfem»:^- rtiéyor qhe 

- ^ e - , Iíc. .Siguiendo la segunda, parle de la regla; para co-

nocer cuál de los quebrados -v- y ijr vale, «tías,. redúa-

^ . 3fc 3S 
canse á común denominador; y vendraiLa.ser —- y 73; con , 

lo'xwal'séfeoiíoéfeqite a* l *s .mayor qde ^ -

w ' ü s¡ ' 'kxo' 'a 
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LECCIÓN II. 

• • • 
JSunWCÍQH , msfa, mUtiplicacim y dwiston, fspn 

fracciones, 

84. Scmar con los NÚMKROS f rvco ionar ios , es hallar uno 
que sea equivalente al cónjuulo de los ;que se propongan para 
sumar. La circunslan J a (3. 1.°) ¿de que sean prec1samerfte7íf« 
una misma magnimd las U í^a^esr^h iáas , exige que se reduz
can las fracciones propu<*sías á olrag en que ia magnitud de ia 
parle que sirve de unidad sea una ruis;na; lo cual se conseguirá 
reduciéndolas á común denominador (81) y (83. 111.°); y por ia 
misma condición el número ijíje sejbusca-habrá de tener forma 
fraccionaria, con el ílenóminador común. r ' l f v 

-Dadas por ejemplo las fracciones 

N NJ ¿ i " . 
T dr,'dr'' &c*; 

la condición de convertirlas á uniiades de una misma m^gqiHid 
se cumple reduciéndolas á común denominador; como aquí se 
ve practicado: 

TMKd" N'Xdxd" N'Wxd' 
dxd'xd''' dAd'kd"* dXd'Kd"' 

Ahora falta ejecutar la suma, y para ello sirve de fundamento 
«Lprincipio del artículo (41. 6.a). Poi* él sabemos, que lá'su
ma de las dos primeras fracciones reducidas á común denomi
nador es 

Nxd'xd"-hN,xd*<l" 
dxd'xd" 

que la syma de esta y la tercera es 

Nxd' X ffi'+N X dX^ ' -hN" X dxd! 
JXd'Xd" 
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y que si hubiese mas sumanchs, se habrían de agregar al n u 
merador los numeraílores de ellas. De aqui viene la regla de 
sumar quebrados; que coasUie en reducir á común denomi
nador todos Its propwtt)?. y formar díipuies un quebrado 
cuyo denominador sm el connn, y el' numerador sea l a strmflr 
de numeradores de las reducidas á común denominación. 

Dadas por ejemplo las fracciones - - , —, — , resultan lasde 
4 3 7 

común denominador 

63 .56 60 
84 ' 84 ' 84; 

3 2 5 
y la suma propuesta-—-t-—-+-—- equivale á la indicada 

63-h56-t-60 . , . , . 179 . . / Q ^ 
— ; — , , ' y a la e.ecuiada - 0 - , que por fin se reduce (82 l 

4 X 3 X 7 84- r v 

11 11 
III.*) é 2 h — , y según los anlmélicos á 2 - - . 

' 84 ' c 84 

Igualmente se hallará la suma en cualquiera otro caso, com» 

6 + 1 2 + 4 ^ 12 12 6 * 

Cuando el resultado es fracción impropia, conviene á vece* 
el hallar k)8.enteros que baya en ella, como en el p.-imer ejem
plo: y por esto, si entre los sumandos hay algún entero, se 
puede o no reducir á fracción, para evitar supérfluas operacio-

7 3 
ncs. As i , - 5 - 4 - 2 + - r » reduciendo solamente á común deno-

nsrate t i í im 
13 5 

minador las fracciones , equivale á 24- - s - ^ S - f - -5-; y h a -
o o 

ciendo la suma después de reducir 2 á fracción, será 
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7 . 16 , 6 29 0 , 5 . , , , , . 
-—+"F+-5-=="3"—3+-s-- Ambos melodos son legítimos, 
8 8 8 0 0 

porque se fundan en el principio (3. 2.") de que el todo es el 
conjunto de sus pjuies. 

85. Res ta r con los números f racc ionar ios , es hallar 
uno que esprese la diferencia cutre (las que se propongan, el 
uno para suslraendo y el otro para minuen lo Fieles al pr inci
pio iundameittal (3. I 0) de que no se pueden comparar sino 
unidades de una magnitud mÍMiró, deberemos ante todo reducir 
á común denominador- los números que se nos den para la resta. 

N N( 
Dadas por ejemph) las fracciones - j y -j,* Ia primera ma~ 

-

yor que la segunda, se trasforman en - , .,- y , - sin 

que varíen de valores respectivos, y por consiguiente sin dejar 
de ser la primera mayor que la segunda. Se pide el resto entre 
dos números cuya unidad está caracterizada por el denomina
dor común; y por ello, el resto deberá tener por denominador 
el común d x d ' de las fracciones trasformadas. Ademas, bus— 
camos un número que esprese la diferencia dé los números 
comparados; luego, el numerador del resto es la diferencia de 
los numeradores M x d ' — N ' x d de las fracciones reducidas á 
común denominador. La espresion conforme á estas condicio
nes, ó bien la diferencia de ias fracciones propuestas es 

Nxd'—Nxd 
dxd' : 

En vista de todo, ya podemos establecer la regla, de que l a 
resta de quebrados consiste en reducir á común denominador 
el restando y restador, y formar después un quebrado que 
tenga por denominador el común de aquellos, y por nume
rador la diferencia de numeradores de los reducidos. 

5 
Por esta regla, queriendo restar de la fracción — la frac* 

2 
cion —-, el cálculo es 

O. i 
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5 £ i5_li_1A'~Ji_ 1 
7 3 ^ 2 1 21"" "21 ^21* 

igiiélttiwte, se liarán l̂as restas en cualesquiera otros casos;" y 
si es entero el minuendo ó el susi.raeudo, habrá que reducirle 
á fracción \82. I.-}: como 

. 5 86 5 31 . , 4 

8 8 8 8 

Si fueren mistos los números minuendo y sustraendo, ó so
lo uno de ellos, 4a operación >e hace bien sea reclvicî flclo 4 
fracciones los eutonos, bit n sea restando enlre si los enteros y 
lo mipmo las fracciones. No cabe duda en q.ue el primer jfno.̂ Q 
es líciio, pues el minuendo ?e puede reducir á un sp!« quebrjjk-
flo, y lo mismo ebsusiraendo, sin que por esto varíen de valpr 
res: y entonces la operación está conforme con la regla cyic^e 
acaba de establecer. Por ejemplo, la resta indicada $ i 

Í r 3 \ /'o 4 ^ ^ ^ « . j , 

23 10 
común l̂eooHiioador será y ^ - ' j - ; y ejecutando kuresia, *fle 

13 1 1 
reduce á -r-, ó bien 3-1--—, 6 3—según los aritméticos. 

- -4 4 4 

Con «rregW a! segu n¿o «éloáo t w «1 «je«»f4o 4c ^horaque^ 

i ¿tria Ja 4ifercBCÍa .3 «otee Iw ent«r»s, y ianüfereBcia •j-iwrtfe 

4««ijuébpadas, « bien Ja.ídiíeüencia total S-f-rj- 9 oomo -antes. 

Para demostrar que este segundo método es licito en tollos los 
casos, y cómodo con tal que la parte quebrada del regtador s^a 
menor que la del restando; basta considerar que la resta es Ja 
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operación inversa de la sumacion, y que los dos métodos de 
restar de qae se tr^ta. viene» tle los correspnrirdienie» de samar 
(84), fundados en el principio fundaniMíUd (3. ^.0). 

86. M u l t i p l i c a r con los NüMERcsFRACcrox^Rios, ofrece 
rarios casos que meiecen discutió íes" parlicu'ares. 

I* Cuando se propone inuitiplicar un quebrado por un en-
2 

tero, como por ejemplo - ^ por 5, se pi Je la suma de tanloa 
o 

sumandos iguales al quebrado, como unidades tiene el multi-
^ t 2 2 2 2 fi 
plicador, la cual en el ejemplo será -g—h-y-t—; 3 3 3 

10 • 
bien, - k i y según la regla de sumar (84), en todos los casos 

dé multiplicar un ^uelrado por un eniero, el producto debe ser 
un quebrado, que tendrá por denominador el mismo del muí" 
tiülicando, y per numerador el que resulte de multiplicar por 
el multiplicador entero el numerador del quebrado multipli
cando. También son ejemplos de esto I 

21 . . . x 1 8 9 ' 1023 , . i 2046 
- X O que equ.vale á ^ - ^ x á que vale m . 

CnJfá demostración que acabamos flé dar está incluido tam-
biííh d principio, de que cntindo se multiplica por un entero 
el Mmurador de an quebrado, se hace á este tantas teces ma-
jflf db'kt qué erh cua.das unidades tenga el entero por quien 
st multiplica su numerador; pues, el resultado es la suma de 
otros tantos quebrados ijiualcs: y lo mismo se deduce por el a r 
ticulo (41. 5.•). Este prineipio envuelve también, que un que
brado es tanto mayor cuanto mayor es el numerador, perma-
rii&hndo intariabíe el denominador. Luego, quedarla converti
do el quebrado á su primitivo spr dividiendo su numerador por 
el wimero por quien se multiplicó: y en %eaen\, un quebrado 
s&hatiá tantas teces menor encintas unidades tuviere un entera 
por quien se dimdiera su numerador. En virtud de lates prio-

15 3 
cipios; el fjuekrodo 7^ es ¿ ttecs mayor que 7 - y 3 v«o«s nut-
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5 3 
yor que 7 - , porque resuUa de multiplicar el numerador de — 

5 7 
por. 5, ó bien, el de — por 3. Inversamente, el quebrado—es 

1 — 1 j 

dos veces menor que -r-, y 6 veces menor que — , porque re-

14 42 
salta de dividir el numerador de — por 2, ó bien, el de — 

i y !«# 

por 6. 
Pero como esta división será posible únicamente cuando 

el numerador contenga «x'U'lamenle aliíiina ó algunas veces 
al número entero, por quien se inltntare dividir, busquemos 
otro medio de con.^nMiii en tolos los casos el hacer un que
brado tanto menor onitnlo se quiera. Si se multiplica el deno
minador del qu('br;»do por un entero, resollará según la de
finición (81) la unidiul divMi ia en 1 antas partes cuantas es-
prese el nuevo denominador; y cada parte nueva será tartle 
menor que la antigua, cuanto el denominador primitivo fuese 
menor que el resultado. Kl nuinecador pcrmarenie dice que se 
toma igual número de parles antes que después; luego, el 
nuevo quebrado vale menos que el antiguo , tanto cuanto se 
ha herbó menor cada parle, 6 bien por lo diclio, cuanto raa-
ypr se ha hecho el denomiiiuJor. Por este lotiucinio vemos, 
que mult ipl icar el denominador de un quebrado por un en 
tero, es hacer a l quebrado lautas veces menor de lo que era 
cuantas vnidades tenga el entero por quien se mult ipl ica el 
denominador: principio que podemos deducir también del ar
ticulo (41. 5.d). Ejemplos de esto son los siguientes: 

2 2 
E l quebrado — pasa á ser — multiplicando por 4 el de-

O ' 1 — 

nominador de aquel; antes la unidad estaba dividida en tres 
partes y ahora en 12; de suerte que la nueva parte es 4 v e 
ces menor que la primitiva, y por ello 2 parles nuevas ó bien 
2 2 
75 valen cuatro veces menos que dos primitivas ó ~ . 
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8 8 
También -^- es diez veces mayor que —, porque se ha 

multiplicado por 10 el denominador y se han hecho 10 veces . 
menores las partes de la unidad entera. 

2.° Si el multiplicando y él multiplicador son quebrados, 

• , 2 5 ' 5 , .L. 
como por ejemplo en - tX - t - ; sabemos que — puede recibir 

5 ' ' 

la forma -—j , y entonces el problema estará espresado en 

^- X -—r • Si se multiplicase — por solo — o bieo por 5, 

el resultado -— seria 4 veces mayor que el pedido, porque 
el multiplicador se ha supuesto 4 veces mayor que el verda
dero; y de consiguiente, para convertir el producto al valor 
que debe tener según el problema, se ha de multiplicar su 

10 
denomin ador por 4: con lo cual sale — el valor de la espre-

\¿ 

2 4 
sien -—x •=- En general, si se multiplica el multiplicando por 

ó i 

el numerador del multipiicador, el producto que resulta es 
tantas veces mayor que el pedido cuantas unidades tenga el 
denominador del multiplicador; y dicho producto quedará con
vertido á el que se pide, multiplicando su denominador por 
el del multiplicador. Luego, para multiplicar un quebrad* 
por otro, se hace la oj)eracion multiplicando sus numeradores 
entre si , é igualmente sus denominadores, formando después» 
un quebrado cuyo numerador sea el producto primero, y 
denominador el segundo. Ejemplos de este cálculo son los ad
juntos: 

Tomo I. 20 



24 2491 £ 
:35; 567 X 8"""4536 

3 8 _ 2 4 2491 3 _ 7473 

Se^n la regla que nc^bamos de eslablecer, el p r o ^ f f , 
de dos'quebrados no varia de valor aunque se can}fñeyq reci
procamente los oficios di-l multi¡dicandQ y del multiplicador: 
jmes de ambos muios e\ numerador y el denominador del 
producto son producios respeclivos de numeradores y de
nominadores, y estos productos no varían con el cambio 

2 5 
de oficios (33. 3.a). Por tanto, — x -r es ^ mHmo V10 

o 4 
5 2 . 
Tx3:&c- • 

3.° Siguiendo este principio después de dar á im entena 
* " 2 5 

forma de quebrado (82.1.a); el producto - ->£—, ó bi^n 

- X 5 . es lo mismo que T x - . ó bien 5 x | : y eî  gep^a?, 

el prod^9f de up quebrado por un enlero es Iq. mismo- quG ê  
de esto por aquel, l/e suerte, que la regla del caso 1.° se es-
tiende también al de ser multiplicando un entero, y multi-r 
pUcpdart ua quebrado: y por contign Lente, enltt mittiplica-
cien de dos factor es, uno entero y otro-quebrado, el producto 
no varia aunque cambien de oficios los factores. 

No debemos pasar en silencio un becho n^bje qi i f i .sv^ 
suceder en la muiliplicacion de quebrados, y es, que el pro
ducto puede ser menor que alguno de sus factores, ó que ain-

2 
bos. Lo primero se obseevaen el ejemplo arbitrario ~ X 5 ; pues 

o. 

^ no csvmas que S'-fc--̂ » visiWfmentomenoD, quq.elí múltipla 

cador 6 multiplicapdo o- Lo segundo sucede o» este otro ejem-
2 5 10 

pío arbitrario también, — x ^ que produpe ~ , menor que 
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cualquiera de los factores, pues reduciendo eslos'á común de-

Dominador, el primero será ¡r; y el segundo —-. 

4.° CuaHdb alguno de los factores consta dé enteri) y í¡üe-
brado, se puede hacer la operación reduciendo el entero á la 
especie del quebrado que le acompaña, y entonces el problema 

1 1 
esta incluido en el segundo caso. Por ejemplo, 2 — x S - - es co

tí Js 

17 Í19 5 
X —, y dará el producto - -— qtíe equivale á 19'—» 

j¿ O O 
z*0m 

De otro moütcr sC puede hscer también esta ofpcracitfní y 
consisle en multiplicar el entero y el quebrado de un fqptor, 
pHínerámente por el enteró y después pot{ et qñeb'rado d ú 
otro factor* y sumar estos productos parciales, á semejanza 
que se hacen y se suman las rnulliplicaciones parciales de eute-

/ 1 \ / i'-V «" 
rt)s(29). Él ejemplo ( ^ l y U + l ) d a f á ' l ^ - | efé 

2 l1 
producto parcial primero^ y de segunüo, -5-, + --• ^ bien 

1 ^ — . La suma es 1 7 4 - ~ + -pr» ó bien 17-1 ? — y al 
D d O O 

5 
fin 19-r, como por el otro método. La legitimidad de la regla 

no viene de que los resultados de este problema particular sal-
fan conformes por los dos mcflodos, sino de que por amlios se 

alia uh todo igual al conjunto de todas hs partos; v solo hay 
la novedad de que la (iescomposícion del todo está hecha en 
partes ciíya magnitud cu un método es diferente de la raagni-
tiífl'se^un el otro méiodo. 

87. Dividir con los, números fraccionarios. El pro
blema de dividir cbn quebrados se espt-e^a póoi6nd¿ el díWdenílo 
y á continuación el divisor separados con dos puntos; como por 
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ejemplo —: -r- cuando el diridendo y el divisor son fracciona* 

1 3 2 
ríos; ó —: 2 cuando el divisor es entero; 6 3 : — cuando el 

4 y 

dividendo es entero ó | S-f— J : | 7 - l - ~ j cuando se trata 

2 5 
de números mistos, ó 3-r : 7—según los aritméticos. Eo las 

o O 
reglas de la multiplicación (86) están los principios para dedu
cir las de la división en los cuatro casos. 

1.° Si el dividendo es quebrado y el divisor entero, como 
3 .. , 

en —: 2, se pide un numero que sea tantas veces menor 
4 

que el dividendo cuantas unidades tenga el divisor: luego, e» 
virtud del último teorema del articulo (86 1.°), en este caso 
el cociente es un quebrada que tienepor numerador el misma 
del dividendo, y por denominador el producto que resulte 
de multiplicar su denominador por el divisor entero. En el 

3 3 
ejemplo propuesto y : 2 , será ~ el cociente que se pide; 

2.° Cuando son fraccionarios el dividendo y el ditisor,. 

3 2 
eomo en —: - - , si se divide el dividendo por el numera-

4 9 
dór del divisor, el quebrado que resulte será tantas veces me
nor que el cociente pedido cuantas aquel divisor entero es ma
yor que el divisor fraccionario pi opuesto (86. Io): es decir, que 
el cociente hallado es tantas veces menor que el icdido, cuan
tas unidades tenga el denominador del quebrado divisor: luego. 
el cociente hallado se ha de multiplicar por este denominador,! 
lo cual se hace multiplicando el numerador del cociente peque-

3 2 ño (86. I.').* Haciéndolo asi en el ejemplo - - : . - será 
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27 3 
JSÍ— ó' bien — el "cocienle; pues, r—rres 9 veces menpe 

que el pedido, y de consiguiente se ha de multiplicar por. 9 
para tener el que se requiere. Del razonamiento general que 
se ha hecho y aclarado con este ejemplo, se concluye que la 
división de un quebrada por, otro- se hace multiplicando en 
cruz los lérini\ws de los dos quebrados, sin trastornar el 
orden de los términos del dividendo para formar el cocien
te. Por esta regla están ejecutadas las divisiones que siguen: 

J l . 1 _ ™. 1.. JLL _1995 
285 :i6~f995; 16 : 2»5 — 176* 

En la presente regla está comprendida también la del ca
so 1.°; pues (82. 1.a) el divisor entero puede ser espresado en 

3 
forma fraccionaria con el denominador 1: y asi -— : 2 es 

4 
3 2 3 

como - r : - r , y al fin -Jr- de ambos modos. 
4 1 8 

3.* La división de un entero por un quebrado, como 
2 3 2 

3 : — puede ser espresada en la forma — : —-, y asi está 
v i y 

comprendida en la regla del caso precedente, por la cual 
. 

3 2 27 
será - r : -rr = t * Luego, el cociente de un entero por un 

1 9 2 

quebrado es otro quebrado, que tiene por numerador H pro
ducto del entero por el denominador del quebrado divisor, 
g por denominador el numerador de este. 

4.° Con los números mistos se hace generalmente la divi
sión reduciendo antes los enteros que haya á la clase de los 
quebrados que los acompañen, y ^si'rige ía regla del caso 2.* 
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2 5 17 47 
para fa división. Deestt modo 3 -r-: 7 -4- es-coma -^ : —, 

, . 102 
que da ef cocienlie •—--. 
^ 23i> 

Aq^i se ^uedé hacer laminen la observación del hecüo in
verso del que uolarnos en la imlliplicacion (86), y es', el dé 
resultar á veces un cociente rnu\or que el dividendo. 

8S. Con frecuencia se su»íle desconocer un pfrdblerria d^" 
mullipiicar ó partir fracciones, pitr la locución en que se pro
pone, como suwHÍe cuamlo se piJe hallar una pflrle fracciona-
rih de otra fpqcnon, ú segnn el lenguage oomim, hallar un 
quebrado de quebrado. 

Trátese por templo de hallar la tercera parte de -3;,.como 

1 5 
se indica en*— de -—.Meditando un poco se concibe que selra-

5¿ 
ta de dividir —- por 3; con que, son equivalenleá lasAespre-

siones 
1 .¿ 5. 5 . 5 
— de — V — : 3*=*—. 
3 7 ^ 7 21 

2 5 t* 5' 
Si se pide hallar — de - - , claro es que siendo -rr de - - el 

r 3 7 n 3 7 
• 

5 
valor —, lo que se pide es el doble de esta cantidad, y se ha -¿1 

5 fó'1 
de multiplicar por 2 lairaceion^rr; deque resvUará jr^otaér* 

2 5 
^e§e que el cálculo ha sido -srXiz» 

o i' 
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Geaeralizau<io el raciocuMO <ifil ejemplo aaterior vendremos 

h c 
a concluir que, cuando se dice hallar - - de -7 es lo mismo que 

, 
c 

dividir -7 por ft, y'tomap A veces erresultado: ó bien, que el 
4 

h e * 
problema d * conocer to parte ~r de ~ etíá cifwflé 9 rmeltQ 

en ¡a espresion de multipticar un quebrado por otro, 

c h C\h 

' EEQrJON III. 

Numeres denominados, y tablas de ellos* 

89.' En toda fracción que se reflere á medida, peso, tiempo, 
moneda, ele., su d«noinin^i^r espresa una do estas cantidades 
dividida en partes, y se debe protmnciar eu lengua vulgar el 
nombre de la uttMadr para lo cwaKsujtorríWHs aí lector impues
to en la sobdivision y nomenclíiluru ch» K-ts-mas usadas en eí 
Reino, y de algunas otras eslrangeras de que se da noticia ent 

las tablas.iosertas al fin de esta tecciou. Por eiemplo, ~ <íeun 
o 

doblón significa que dividida un d«Wen e» \rm paites, se to^ 
man dos'de ellas, que serán dos pesos fuertes: é inversamente, 

t 
cuando se dice 1 real, es como -— de peso fuerte; y asf tam-

tón son. equivalentes; modos de espresarse, decir 3 pulga-* 
3 3 3 

d&s< * 7 ^ de pie ó ~ de tara, ó ¿- de-braca; PorwttKseswí-
Xéí 00 7̂ 3 
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leo llamar nümeTos denominados los fraccionarios concretos. 
Cuando se pueda espresar el valor de la fracción por su equi-

v alenté número entero concreto, como -— de doblón que vale 2 
. o 

3 
pesos, ó —- libra que vale 12 onzas, se dice que aquélla frac-

4 
cion es pai te alícuota de la unidad á que se refiere. 

Los números compuestos de entero y quebrado, que se lía-
marón mistos en el cálrulo de cantidades abstractas, suelen 
llamarse números co/aí/í/í^oí cuando son concretos. Por ejem
plo, | 2-[-— ) arrobas, ó bien 2.arrobas y 5 libras, es núme-

to complexo; y también ( 6-[- -— J reales;, etc. y los aritméti-

5 
eos abrevian las espresiones reduciéndolas á las formas 2 j -

2 
arrobas, y 6 ~ reales, con la supresión del signo -j- aditivo 
del cálculo; como lo hacen también aunque la parte fracciona" 
ria sea alicuota, escribiendo 2 ar. 5 lib., en vez de 2 arrobas + 5 
Ubras. 

90. Una de las operaciones que con frecuencia ocurre, 
suele ser la de cambiar un número denominado en otro equi
valente que se refiere á unidad menor. Si por ejemplo nos con
viene contar por maravedís mas bien que por reales, diremos 
68 maravedís en vez de 2 reales, 6 según el cálculo de abstrac-

68 2 
tos, - - en vez de -—. Esto se hace mas usual aun cuando ne-

cesitamos hallar con la mayor aproximación posible las unida
des enteras que pueda contener un quebrado concreto, como 

2 
por ejemplo-~- de real. Según está, no es parte alícuota de 
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otra moneda esta fracción. Mas, haciéndola 34 veces mayor, es 
2 

decir, tomando — de 34 maravedís (88), serán equivalentes 
¿> 

2 68 
— reales y — maravedises; teniendo esta última la ventaja de 
que una gran parte suya es alícuota; pues, practicando la d i -

68 
3 

visión que indica vemos que — maravedís vale 22 maravedís y 

2 2 
— maravedís, ó 22— maravedís, conforme á la escritura de los 
o 3 • 

aritméticos. No queda duda en que — de real y ~ de mara-
o o 

vedi son equivalentes;*puesto que en lenguage del cálculo la 

primera espresion es — de — o bien —; y la segunda, ~ de 
3 1 o ¿ 

t t ó bien -77—-» que vale — también. 
34 102 3 

De un modo análogo se hacen los cambios de cualesquiera 
«úmeros denominados a otros de menor unidad: y aplicando el 
método de la demostración del caso parliciHar que acabaño? 
de ver á todos los que ocurran, podemos admitir la regla de 
que si es entero el número que se ha de reducir, el cambio só 
hace multiplicándoleppr el número de unidades menores que 
contiene la del número propuesto. Si es fraccionario este, el 
cambio se l\ace muliiplioflndo el numerador-por el número de 
unidades menores ú que se quiere referir la fraüciQn. y si el 
objeto es hallar aproxUñadamente los enteros que contiene la 
cambiada, se practica la división que estará indicada en ella. 

Aunque la división- de medidas, pesos y monedas, no sea 
conforme á la escala decimal, en las ciencias comenmente'sé 
reduce á decimales ana fracción denominada. Por ejemplo, el 

. . _ . . 700000 . ; „ , . 
pie de París vale , , . _ - „ . del pie castellano, es lo mismo que 

600434 
Tomo L 21 
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decir 1 pie ée París vale 1,163823... pies de Castilla prówma-

700000 
iMüMl; ft biert, (fte • te es^s ion - • • • ' ; os h) taiitño qtm 

DÜ04o4 

1,165823... como ya se sabe, haciendo la división por de-
¿ímales. 

91. Las operaciones de sumar, restar, mullipUcar y divi
dir con tos nümerbs denominados, sean «nteros, fraccionarios, 
ó complexos,. no presentan dificultad gobernándose por los 
principios de dichas operaciones con enteros, y con fracciona
rios abstractos. En la ejecución de estos cálculos usaremos ó 
no de los signos algébricos, según, convenga: y haremos los 
éambios de cada espresion conlo/nie á lo que se ha dicho en d 
artículo precedente. 

92. Sümaciow os números denominados. Se suman de 
dos modos: 1 .** reduciéndolos á común denominador: 2.* t ra
tándolos como uni.iades de diferentes órd^aes, á manera que 
en la sumacion de enteros abstractos. 

Sú propone ««mar ilei primer modo 2 mras, i -pie* S¡piU* 
gadas y 3 lineas, con % ¡migadas y k lineas; ó en otro ien-

1 8 5 
guage , 2 varas, ~ de Vftra, — de 'Vara y ^r - Se vara». 

2 »4 
tf>ú 33 de vara Y -^rz áe vara. El cálcufo es 

1 8+2 3-Hi 
*"4'¥ ^'sé" "'""ifS * 

271 
432* 

Como se refiepe á vara y e»ta Ueoe 432 iíaeiis, la suma es 2: 
varos -+-2Í1 üoeas. 

•Conforme 1̂ alétotfo se îndo, preferiMe cuando ¿on f»rte« 
alicuolas de la unidad mayor las canütodes que se propon-
gafi, esetríbatfse icomo iui«oros'enteros poi* el «rden de unida
des; y empezando la sumacion desde hts menores, agregúense 
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á las mayores inmediatas fas que resulten de su orden: como 
en el siguiente problema 

Quintales. Arrobas, Libras. Onzas. Ádarmei. 
1 2 0 3 8 
O O 24 5 2 
6 3 9 0 7 

T" 2 8 9 "T 
Hecha la suma de adarmes, vemos que son 17 ó 1 onza y 

1 adarme. Se escribe este, bajo lai unidades de su magnitud; y 
agregada la onza á la columna de ellas, resultan 9, que no ad
miten reducion. Pasando á toa libras, el iptal asciende á 8 de 
estas unidades y 1 arroba, que se agrega á la columna inme
diata. Animismo se hace la suma de arrobas y resulta el to
tal 6, ó 2 arrobas y 1 quintal: se agrega l quintal á la co
lumna de quíntales, y hecha la suma de esta& unidades Tiene 
el total 8 de ellas. 

93. Be^ta de «ümero§ PEIÍOMJÍÍA905. frto qperacipft se 
hace también ¿fe uno y otro modo. S e ^ u el jn-i^ero; r^í-

tm l a wniiéad 1 dia y yr horas de 2 dias p 8 her*s> 

como se escribe «oo 8̂ JW» «O ^ • — l ) (Jiip-I-í 8 — y j 

horas. Por no ser -=> parte alionóla de tora , y habiendo 

de reducir 8 á fracción, no contiene á unidades alícuotas, 
y si á séptimos. Será pues el cálculo, 

( 2 — I ) d i a s 4 - f 3 — y H o r w ^ l d w - i - y hora, 

Asimismo, de 2 dias y 8 horas te restan \ d i * y-^r tora* 
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aunque reduciendo á minutos las horas si se quiere, por 

5 5X60 
ser—hora = — 3 — minutos =50miautos. £1 cálculo de 

6 0 . 

un modo «i 

(2—1) dias+ [ 8 — r - j horas=l dia -4 — horas= 1 dia. 

-4-|7 — • - - )horas= l d ia+7 horas-hlO minutos. Y re

duciendo á minutos las horas desde luego, er cálculo es 

(2—1) dias-hf 8 — — jhoras= 1 dia-f-í — — j horas, 

6 bien 1 d i a - h - 7 ^ horas = 1 diaH-7 horas-f-10 minutos. 
60 

Conforme a! segundó modo que antes indicarais de hacer Ia< 
suma, es decir, escribiendo el Testador debajo del restando» 
modo que se debe preferir en caso de ser alienólas las cantida
des, réstese la cantidad.4 pesos, S rs..y 2 maravedís, de ope~ 
ws, 11 reales y 3 maravedís. El cálculo es 

+ Pesos. Reales, Maravedís. 

5 11 3 
4 8 2 

-: 1 a 1 
y resulta la diferencia 1 peso +3 reales -h l maravedí. 

En este ejemplo último todos los minuendos han sido mayo
res que los respectivos suslraendos; pero cuando asi no suceda», 
hay que tomar una unidad del orden inmediato mayor y agre
garla á las de menor, habiéndola reducido antes á la clase do 
éstas, como ca 
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Ps. Rs. Mrs. Ps, Rs. Mrs. 

5 4 3 4 23 37 
4 8 5 4 8 5 

equivalente á 
O 15 32 O 15 3a 

La diferencia es 15 reales y 32 maravedís, habiendo considera
do de 20 reales el peso. 

94. MüLTIPLICACIOIt DE NÚMEROS DENOMINADOS. Se hace 
de varios modos: el general para lodos los casos, pero que solo 
convendrá emplear cuando hay partes no alienólas en las frac
ciones, consiste en reducir á fracciones ó menores unidades el 
multiplicando y el multiplicador, y hacer el cálculo en seguida 
eomo en las fracciones ordinarias. Tal como en la cuestión, de 

1 
saber el importe dé 3 »araí y — de vara, valiendo 4 reales 

1 
y — real cada vara. Reduciendo las varas á séptimos y los 

reales á cuartillos, el cálculo es 
17 22 374 . / _ 5 
4 X T = ' 2 8 ' e S = \ 14/ ^eaÍBS, i"6 vale 13 

reales +12 maravedís -{-—maravedís. 
7 

El segundo modo consiste en multiplicar cada término de un 
factor por todo el otro, después de reducido en caso necesario 
este á un solo término, distinguiéndose el multiplicando como 
ya sabemos, en ser de la misma especie que el producto. Ocur
ren tres casos, cuya distinción se hace según sean los factores, 
complexo y entero, ó ambos complexos; y cada caso envuelve 
dos en cuanto á ser ó no de una misma especie los factores. 

1.° JUultipiicador entero, .como en el ejemplo siguiente. 
Hallar el importe de 2 varas de tela á 4 reales y, 6 mara^ 
vedis cada vara: y la ecuación en que se pide repetir 4 reales 
6, maravedís dos veces, será 

• 
(4 rs. 4-6 mrs.) X 2 = 8 rs, •+• 12 mrs. 
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Si los maravedís ascendiesen á valer algunos reales, se agre
garán á los de su dase. 

Propóiíese también indagar el rédito de 5 pesos á 8 reales 
y 4 maravedís cada peso. Aqni se ha de repetir.8 reales y A 
maravedís 5 veces, como en el cálculo se hace: 

(8 rs. 4-4 mrs.) x5=40 rs.-t- 20 mrs. 

2.° Multiplicador complexo cual viene ahora. ¿Cuánta ef-
tensiofi tendrá el trabajo de 5 día* y 8 horas, siendo 4 varas 
la de un dia? Hay que repetir 4 varas tas veces que espresa 

5-Hrr» Y resultará 

i var. x(5+l)- (20+|) . .™*=(21+i) var. 

Bai lar el precio del trabajo empleado en 30 dios y 11 ho
ras á 6 reales diarios, ó bien repetir 6 reales las veces que 

apresa ( 3 0 + ^ ) ; y el cálculo es 

6 rs. x (30+|í)=(l80 + g) rs.= {m +4) r.. 
3.' Complexos ambos factores. Reduciendo uno de ellos 

á unidades de la menor especie, estara incluido el caso en uno 
de los dos anteriores. Propónese hallar et importe de 4 v«-
ras, 2 pies y 5 pulgadas, valiendo una vara tres pesos y 6 
reales. Después tle reducir el multiplicando á reales, el caso 
viene á ser como el anterior, según está cifrado en el corres
pondiente cálculo, 

66 rs. X (4 + T + 3 1 ) = ( 2 6 4 4- - ^ ^ ) « * l * , 

que vale ( 3 1 7 - í - ~ ) reales. 
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Stse quiere reducir — real ánaar0V€dis; tendremos — mará-
6 p 

vedis ó —• real = / s - f - - s - ) maravedís; y el total importe, 

/ 2 v 
317 rs, -4-45 + ^-1 mará vedis.. 

95. División de números denominados. Se pueden usar 
también los dos métodos mismos que en la multiplicación. £1 
primero, ó el de reducir el ,divi4eHdo y también el divisor á 
sola una fracción cada" uno, es úlilcuando en ambos hay frac
ciones no alícuotas. Por ejemplo, fratese de hallar el m -

2 
porte de cada «ara de tela, habiendo 4 varas y ~ tari» 

2' 
costado íó reales y -% reates. 

Después de deducir las varas á apuntos y tes reales á tercios, 

22 47 
resultan ser ~ viras y — rs. Se deja ver que el importe de 

O o 

22 47 
una vara multiplicado por-= varas asciende i ---,reales, [y 

que este número es el dividendo: luego, el cálculo será 

47 22 235 /o 37v 
- r s . : - varas = _ r s . ^ - H ^ ) r s . ^ -

El segundo método consiste en reducir, cuando ̂ earn®ee-
sario, á un solo término el divisor, y dividir en seguida por 
él cada término del dividendo. Ocurren tres casos^ según que 
uno de éHos es entero é ambos complexos. 
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1.° Divisor entero, como aqui. En tres jornadas iguales 

se anduvieron 2H leguas y 60 «aras: ¿cuánto fué lo andado 
en cada jornada? El problema es hallar las veces que 3 está 
incluido en 28 leguas y en 60 varas: y el cálculo viene á ser 

(28 leguas -h 60 varas): 3 = ( 9-f- - - ) leg. + 2 0 varas. 

E l problema está resuelto; pero si queremos dar otra espresion 
1 

á la cantidad hallada, redúzcase á varas -— legua, en el su-
ó 

puesto de tener 4000 cada legua» y tendremos 
4000 / . . _ . I v * 
^— varas = 113334—--) varas, 

que se deben unir á las 20 de la solución. Esta será enton
ces (28 leg. + 60 var.): 3=9 leg. + 1353 var. + 1 pie. 

2.° Divisor complexo, como en el caso que lomamos por 
ejemplo. En 2 años y 6 meses se han construido 300 cosas, 
y se quiere saber cuántas en cada año, suponiendo haberse 
construido igual número de cada uno. Se deja ver que el nú-

mero de cosas anual multiplicado por 2 + 75 asciende á 300, 

y que este es dividendo: redúzcase pues el divisor á un solo tér~ 

mino % y el cálculo será 
Jup 

^ 30 3600 
300: 7^ = - — cosas = 120 cosas. 

: 
3.° Complexas dividendo y divisor, de que ofrece un 

ejemplo el siguiente caso. En 4 arrobas, 15 /í¿»ra« y 10 onzas 
se han ganado 5 rs. y 20 maravedís; trátese de saber cuánto 
en cada arroba. Discurriendo que lo ganado en cada arroba 

multiplicado por 4-f — -f -—r- debe producir 5 reales -f 20 

maravedís, se conoce que este es el dividendo. Después de re» 
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ducir él divisor á solo ud termino, será -—- , y el caso queda 
convertido al anterior, según se presenta en el cálculo adjunto: 

{Svs. +20mrs.): _ 5 o = _ o r s . - f — m r s . == 

( 1 + Í 8 5 o ) r S - + < 4 + Í 8 5 o ) m r S -

Reduciendo á jnaravedis Ja fracción de reales, y agregando el' 
residuo demaravedis que diere al que de esta especie hay en 
el cálculo, resulta la total ganancia 

1 real-j-(7rf —) mrs. en .cada arroba. 

TABLAS 

de medidas? pesas y monedas. ; V 
——OOCQO •• ' 

ll 

HEDIDAS LIJÍEALES. 

96. La distancia desde un punto á otro, tal como el largo 
ó ancho de un cuerpo, es cantidad lineal, y la unidad aplicada 
para valuar esta distancia es medida lineal. La idea que tene
mos de ladislancia está espresada con una raya derecha, situa
da en la dirección que convenga, ó con el filo de una regla, 
atendiendo solamente á la largura. Las medidas menores espa
ñolas tienen los nombres braza, var<i, pie ̂ 'pulgada, linea; y 
el tipo ó patrón de estas medidas es la vara conservada en el 
archivo de la ciudad de Burgos. La descomposición de unas en 
otras es como aparece por la tabla siguiente. 

Tomo I. 22 
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Brazas, TaMtS.. Pies¿ Pulftadat. lineas* 
1 = 2 = 6 = 72 = 864 

i = 3 = 36 = m 
t =* 12 = 144 

1 ^ tó 

En Francia *se ha usado, por mucho tiempo-el mismo sistema 
de medidas menores' lineales» llamándose toesa* la mayor de; 
ellas, descompuesta eu píos, pulgadas y líneas, coAio sigue: 

Toesas. P*e&., Pulgadas* Úneos,'. 

i = 6 = 72 = m , 
1 = 12 = 144 

l l = fíL 

Estos tipos franceses se usan todavía en España para medir \& 
estatura de los reclutas^ y fueron también admitidos para los 
Reales arsenales de tierra y mar», por lo cual se- llama en E s 
paña pie de Rey al francés. Pero es necesario advertir, que ni 
la toesa equivale á nuestra braza, ni el pie francescv sus partes 
¿ las medidas castellímas del ttriétito nombre. Las francesas es
ceden algo á las nuestras, pues<>a|tfOximando el valor en deci
males de braza, 1 toesa equivale á 1,165823 brazas, y la mis
ma relación hay entre los pies,, entre las pulgadas y entre las 
lineas. 

Son. medidas mayofes^ e$p?rñftíks" íá %«« y el estadal^ 
aquella para distancias itinerarias , y esta para las agrarias., 

2 
i légs* ccmsU.de. 6666—var.=2000G pies oasUllados;. 

1 estadal consta de 4' vara3= 12 pies casteHanos^ 

• 

MEDIDAS Dt SOPEWFieiB; 
b 
9T. Las itíedráas de superficie haí tamhiétt* superficies dé 

la figura que se describte al urárgen , y eriti'cuadro plátt»' 

http://ccmsU.de
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que tiene iguales sus cuatro líneas laterales. Toma el .aombre 
seguu la «gtension «pie leuga su la
do, y consta de laclas parles dicha 
medida superficial, cuaulos peque
ños cuadros resultan en ella divi
diendo los lados en igual número 
de parles y cncarmnando líneas 
derechas de punto á punto de di
visión correspandieiites, como la 
figura representa. Se halla el nú
mero de parles que hay en el cuadrado superficial, multipli
cando por sí mismo el numero de partes lineales que tiene stt 
lado. Así, habiendo n partes lineales en el lado, resultan nXn 
parles superficiales en el cuadrado-. 

Las medidas agrarias superficiales de España son unos cua
drados que se llaman, fanegada, aranzada, estadal cwtttfct* 
do, y pie cuadrado castetíano. 
1 fanegada liene de lado 24 estadales =988 pies. 
1 aranzada tiene de lado 50 evádales =240 pies. 
1 estadal cuadrado tiene de lado 12 pies. 
1 pie cuadrado tiene de lado 1 pie. 6 fibílugn 
Dé consiguiente los valores de dichas medidas superficiales vi«-
neo a ser como espresan las tablas que siguen: 

JfanegadQs. Estadales cuadrado», 

1 F5 

Pie& cuadrado*. 
82944 

144 

Apmzaéa?, Mstaéales cuadrados, Fies cnadhidor. 
1 = 400 = 576000 

MEDIDAS DE VOLüMJEN Ó CAPACIDAD. 

98. Para semillas y otros frutos secos* eu España se usan 
caix, fanega, celemín y cuarULlo. El tipo es lar medía fanega 
conservada en el archivo de la ciudad de Ávila; y tienen las 
relaciones que la tabla espresa: 

Caices. Flmegas, Celemines. CUartiüos. 
1 « 12 = 144 = 576 

1 ^ 12: *» 43 
1 « 4. 
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Para líquidos, escepto el aceite que se valúa por peso, es-
tan admitidas arroba de capacidad ó cántara, azumbre y 
cuartillo. El tipo origiáal de'estas medidas es la cántara con 
servada en el archivo de la ciudad de Toledo; y su composición 
como sigue: 

Cántaras. 
1 

Azumbres. 
8 
1 

Cuarti l los. 
32 

Se miden grandes bultos de tierra, agua, &c., por el volú~ 
men que encierra la figura ter
minada por seis cuadro^ superfi-

é iguales, como al ciales planos e iguaies, como ai 
margen S£ dibuja en perS|>ectiva, 
1» cual se llama cabo. Toma el 
nombre segua la estension que-
tenga el lado lineal de los cua
dros, y consta.de tautas partes-
cúbicas cuantos pequeños cubos 
resultan á el total, dividiendo los 
lados en igual número de partes 
iguales, y haciendo cortes planos desde unos á otros como re 
presenta la figura. Se halla el número de partes cúbicas m u l 
tiplicando por sí mismo dos veces el número de partes lineales 
que tiene «u lado. As i , habiendo apartes lineales en el lado» 
consta deiñXnX« partes cúbicas él volumen. 

Limitándonos, á nuestras, medidas legales, 1 braza cúbica 
iiene de.lado lineal 1 braza = 2 varas=6 pies. 
1 vara cúbica tiene de lado lineal 1 vara = 3 pies» 
1 pie cúbico tiene de lado lineal 1 p ie^s l2 pulgadas. 
Luego, por lo manifestado resulta que 
1 braza cúbica consta de 8 varas cúbicas=216 pies cúbicos. 
1 vara cúbicas=27 pies cúbicos. 
1 pie cúbico=1728 pulgadas cúbicas. 

MEDIDAS GENERALES DE TIEMPO, 

99. Actualmente son unidades de twmpo, siglo, año, metí. 
diat hora, minuto y segundo; y su composición es como sigue» 

http://consta.de
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üa ario consta de 12 meses ó de 365 días; escépto el b i 
siesto que tiene 366 días, y tal es el qiuí viene cada cuatro áñóé 
contados desde el nacimiento de nuestro Señor Jesucristo. !Éa 
adición de 1 dia en el año bisiesto se hace con el objeto de 
compensar un pequeño esceso fraccionario de dia que el año sop
lar, ó tiempo en que se veritíca el viage anual completo del glo
bo, tiene sobre el año comuñ, cfue es de días cabales. 

El mes no consta de igual número de dias:.* tienen 31 dias, 
enero, marzo,.mayo, julio, agosto, octubre y diciembre. Tienen 
30 días, abril, junio, setiembre y noviembre. El restante que es 
febrero tiene 28 dias comunmente, y 29 en el año bisiesto. La 
composición del dia es como sigue: -

Dias. lloras* Minutos.. • Segundos:, . - ^ 
1 = 24 = 1440 *= 86400 

1 = 60 = . 3600 
1 = 60. 

Para retener en lá memoria la idea de los dias que tiene 
eada mes de los doce, puede servir de regla, que tienen 31 dias 
todos los meses contados alternando desde enero hasta julio, y 
lo mismo desde agosto en adelante, y 30 dias todos los demás, 
esceptuando febrero, que tiene 28 ó 29 como se ha dicho; 

• 

UNIDADES DE PESO, LLAMADAS PESAS* 

100. Son unidades de peso en España, yimrta/, orrofta, 
libra, onza, adarme, tomín y grano: y el tipo es el marco 6 
pesa de media libra conservada en el archivo del consejo de" 
Castilla. La composición es conforme á la tabla siguiente: 

Quint.' Árs.* Lib.9 Onz.' Ádarm.' TominS' Cfrm.* 

1 = 4=100 = 1600=25600 = 76800 = 921600, 
t «= 25= 400= 6400 = 19200 = 230400 

1 = 16= 256= 768= 9216 
1 = 16= 4 8 = 576 

1 = 3 = 36 , 
1 = 12 

En Francia usaban antes un sistema de pesas con los nom-

~£KI 
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bjp^s, qymtylylibra, marco ó media libra, onza, i racrm, es* 

Í vúpu lo y "grano: su cofliposicion desde quiulal hasia ouza es 
a minina de Jas njueslias, |iero noel valor de cada uiiidad en 

^fyflS mips; Ijasirajicesas.escedeu á las muestras, C^mp se ve 
DOf^labla 

Quint.l úfáfrf Qn^.s Jafprft en p m s 4$ &$<$&? 
1 = 1 0 0 = 1 0 0 0 = 1,063^28 Quintales. 

1 = l ^ « 1,063928 Libras. 
1 = 1,063928 Onzas. 

La composición desde onza hasta grano es come sigue: 

Onzas. Dracmas. Escrúpulos. ^Granos. 

1 ^ § = 24 = 576 
1 = 3 = 72 

1 = 24 

% ^ f JASÓLAS. 

101. Se usan en el Tocino monedíis de opo, (^ pl^t^ y ííft 
cobre; unas que se acunan actualmente y otras puramente 
ideales adoptadas desde tiempos antiguos. La composición de 
ellas es cual vamos á decir. 

Doblón de áS ú onza de oro,=2 medias onzas de oro=4 
d q W ^ d e o r a ^ e w u d o f c í j ^ o ^ i a peso^ f n e r t e s ^ O 
rsaJJES, yeUqn. 

Af/sdia onza df oro,=?2 (}pj)lqnes de oro^=4 í^m#P 4» W 
==8 pesos fucrl(LS=lG0 rpal̂ a vellou. 

Doblón de oro, = 2 escudos de oro=4 pesos fueples=80 
r e a ^ y^lon. 

Dpblon sepcillp, moped̂ a idea^=3, pesps ^uerte§=60 reales 
vellón. 

"Escudo de qro, = 2 pesos fuertes. 
ífedio esQt{do de oro 6 escudito nuevo, = i peso fuerte. 
Peso fuerte, moned^ de plata = 2 escudos de plata=5 pe-

jetas=20 reajes veiron=^680 maravedís. 
Peso sencillo, moneda ideal=15 reales vellón. 
ítyfa*». Wm&L MlP̂ rr44 realas, wilw.i 



Esemh de plata ó medio peso /Wr^ , moneda de plartaf 
=10 reales vel lon^^O inat'avedísi . 

. Peseta, moneda de plata = 4 reales vellon=Í36 maravedís. 
Media peseta, moneda de plala==2 reales vellon=68 ma

ravedís. 
Real de vellón, moneda de phiíii, (Sjué és el de laS divisio

nes precedentes=34 maravedís 
Se distingue comunmente al re&t con el epitcio de Vellón 

fTcf dos razofiés. 
1.a En las Américas españolas está en uso otro real 

WdmwLátplatay.y es la octava parlií del peso fuefledá -j-

rettes dé vdten. Híj^ táfrifbíerí rflofleílas (fue valen el: (fuptó; y 
el cnadruplo del1 réíil dé plata, cptrsón1 la^s^frí de5reátár 
vellón y h píeSa* de i b rfales vellm. 

2." En el cambio don at̂ unás p\anh¿ estrangeras aun* á!? 
usan ciertas otras irio'nWfó^rilíésli'tfS ifn^inarias, titulada^ ¿^ 
phta vieja,, de las' oaalé^ ya no h icemos casi mención ert; él^ 
comercio InteViorV afuriq^élf oTrcf ttempop^aircorrierires: Ea»' 

J•elaeiones,del real'y d míifavédí dé pl&t íe ja corre* real y ét* 
'maravedí de vellón vienen á ser las s^íientef*? 

1 real de plata vieja=i3lfiharfii,vedis de pírft»viejai¿¿6*fflí^ 
ravcdís dfe VéHofl.. 

í maravedí dé plata vieja = í ? - ^ maravedís de vellón. 

De esta clase son los maravedís de que se habla en muchas 
leyes, relaciones liislóricas de precios, y disposiciones testa
mentarias antiguas: aiemlieiulo pues al shiniücado de ellas y 
al gran valor de la moneda en Europa antes del descubrimien
to de las Américas, no debemos entrañar la diferencia eHre 
aquellas recompensas pecuniarias y las actuales. 

E l ntaravedfide velton es moneda de cobre, y ademas hay 
dtf- éSte- raeliU olfas tres, (fue &tt, p fáa M'ét dóí cuáf-
tos, cuarto y ochavo. Su composición es como sigue. 

dovcurttoi. CumoL Úchaios' n i lom 
t **• á = i" ==• ff 

1 dÉé , 2 = 4 
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Medidas, pesas y monedas nuevamente establecidas en 
francia, ¥ sds relaciones con las nuestras. 

102. Las unidades cardinales para la numeración respec-
tivaJienen los nombres que i.continuación espresamos. 

üfo/ro, unidad lineal. 
Aro , unidad de superflcie. 
Stéreo, ó metro cubo, unidad fle volumen para grandes 

ijullos. 
L i t ro , unidad de capacidad para líquidos y granos. 
Gramo, unidüd de peso, 
Franco, unidad de moneda. 
Pdbiéndose propuesto los que instituyeron esta clase de" 

iwidudes el simpliücar los cálculos necesarios en el comercio, 
eslablecioron en cada especie de canlidatles un sistema de ma
yores y menores según la escala decimal, arreglando al mis-
iuo tiempo la nomenclatura de suerte que fuese uniforme. Esta 
cpnsisle en anteponer al nombre de la unidad caidií ai el con*. 
junto de algunas sílabas griegas, como rfeca, hecto, k i lo ,™ t r ia , 
6ic. para espresar unidades, diez, ciento, mil, diez mil, &c . 
veces mayores que aquella; y el conjunto de algunas sílabas 
latinas, como deci, centi, m i l i , decimi l i , &c. para espresar 
las unidades, diez, ciento, mil, diez mil, &c . veces menores. 
Se podrá formar idea de esia nomenclatura por la tabla s i 
guiente del valor sucesivo de la l medidas lineales. 

s « s § ^ g a « | 3 1 2 J f a 
a s S S g S £ ^ 

...,10000, 1000. 100, 10, 1, ^ , - j ^ - , iooo«— 

En las monedas, aunque los institutores no siguieron tan
to el sistema decimal, uniformaron sin embargo el orden de 
composición refiriendo al franco todas las de oro y de plata que 
establecieron. De esta última especie es el /rancp, y tiene 5 gra-

9 1 
inos de peso total compuesto de — de plata y tt; de cobre. El 
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franco se supone dividido en 100 céntimos, y en nuestro co
mercio equivale á 3 reales y 23 maravedís próximamente. 

Los tipos para medir distancias superficiales y bultos y pa
ra los pesos fueron arreglados por datos de la naturaleza, sir
viendo para su instifucion las medidas métricas lineales. Véase 
eomo los comisionados formaron todo el sistema. 

!• 
EH metro es ——rr—r del arco de la meridiana de Paris 

10000000 
comprendido entre el polo y el ecuador, que se llama cuadran
te de meridiana, y consta de 100 grados geográficos, estando 
ei contorno de la tierra dividido en 400 grados. Los sabios co
misionados hallaron que dicho cuarto de meridiana tiene de es-
tensión 5130740 toesas, y dividiendo por 10000000, resultó 

Metro» Toesas. Pies franceses. 
i == 0,5130740 = 3,0784440. 

Cada 1000 metros de los 10000000 que componen el cuadran
te es la milfa decimal, y cada 10000 metros legua decimal: 
de suerte, que el cuadrante consta de 10000 millas ó de 1000 
leguas decimales, y por consiguiente cada uno de sus 100 gra
dos consta de 100 millas ó de 10 leguas decimales. 

Por el valor hallado para el metro, y la relación que se
gún dijimos en las medidas lineales (96) hay entre el pie fran
cés y el español, resultan las equivalencias 

fnetro. pies franc.1 piesespañ.* pulgadas españS 
1 = 3,0784440 = 3,5889208 « 43,0670496; 

decimetro. pulgadas españolas. iineas españolas. 
1 = 4,3067049 — 51,6804595; 

centímetro. lineas españolas. puntos españoles. 
1 = 5,1680459 62,0165634; 

milimetro. puntos españoles. 
1 =« 6,2016563. 

Tomo 1. 23 
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Coma, ea el supuesta de dividir e l . cuadrante en 100 grados,, 
la estension de cada uno será la centésima parle de 5130740 
toesas, ó 51307*40 toe«as=3!07844,40 pies franceses; sust i 
tuyendo por cada pie francés su equivalente l , t£5823 de me* 
dida española, esto es, multiplicando el numero de pies fraa-
ceses por 1.165823, resulta la estension del grado geogréfi» 
centesimal.en pies españoles. 

1 giado centesinvaÍ5=358892,0819 pies españoles. 
Dividiendo por 20000T|ue es el. numero de pies de nuestra 
legua, se halla que el grado geográfico centesimal consta de 
17,9446 leguas españolas. 

S i el cuadrante de ia meridiana se supone dividido e» 90j 
grados, como se acostumbraba antes de la época de las nue
vas medidas,, y aun ahora se usa en otros países, ia esteask» 

de cada grado de esta clase-será — — ^ — loesas=57008,22; 

toc6as=342049^3u.. piesír»nceses.=^39876a,9410..^.. pies' 
españoles. 

dividiendo por 20000,, resulta, que el grado geográfico. 

- - del cuadrante contiene 19,9384 leguas españolas.. 

Habiéndonos ocupado, bastante la. digresión motivada por 
el metro,.daremos una ligera idea de los demás tipos nuevos 
fiombrados al, principio del articulo. 

iáfú es una, superficie cuadrada;Cuyo lado tiene 10 metros 
lineales: consta por consiguiente el aro de 100 metros cua
drados, y equivale á 8,9446872 estadales cuadrados de á 
^ . p i c s españoies de lado. 

Stéreo/ó metro cubóles un bulto de la figura á que se l l a 
mó cobo en nuestras medidas de capacidad (98); tiene de Jado 
el metro lineal, y cada.una de sus seis caras es un metro cua
drado. 

Zuro es la cabida de un cubo cuyo lado tiene un decí
metro lineal* y 4e eonsiguiente cada una de sus 6 caras un de
címetro cuadrado. E l litro equivale á 0,863562 cuartillos de 
celemín, y á 1,9828? cuaitilíos de azumbre nuestros. E l Aec-
tól i t ro equivale á 21,5*^9 celemines. 

Gramo es el peso de agua destilada ó puraque cabe en 



T ÁLGEBRA ELIMENTAt. m 
la figura cúbica que tiene de lado el centímetro , bajo ciertas 
condiciones en cuanto al grado de calor y jpeso atmosférico, 
porque según ellas varían, se altera la eslension de los cuer
pos algún lanío. El gramo equivale á 20,030741 granos espa
ñoles: el kilogramo á 2 , f íS l l^S libras españolas: el rñtria-
gramoy á 21,734745 libras españolas. 

Considerando que á muchos interesa el saber la relación de 
nuestras pesas medicinales del marco francés con tas modernas 
francesas, damos la irolicia que sigue.. 

Pesa* medicinales españolas Pesas modernas 
del marco francés. equivalen á francesa*. 

1 libra medicinal de 12 onz. 3,671292 
1 onza 3,05941 
1 dracma 3,8242& 
1 escrúpolo 1,27475 
1 óbute 5,3738 
1 gilicma 2,1246 
1 graao. . 5,3115' 
1 gramo equivale á t8,82715 granos níetficináíes: 
1 decigramo equivale á 1,882715 granos medicinales. 

hectógramos. 
deeágr'afnos. 
gramos. 
gramos. 
decigraitw. 
<lecígpaflw«. 
•eíefntlgraftw*. 

Mi ALGUNAS OtEAS MEDíDAÍ, PESAf Y M05EDAS, CGK « B U * 
CION A LAS NUESTRAS. 

105*. A pesar de las grandes ventajas que ofrece par» cien-
cias, artes y comercio, la iíeneralizucion dd sistema decimal 
de pesas y medidas, no se ha estaWeeido aun «» ou»as nacio
nes; y ademas, la variedad caprichosa de sistemas y fiomen-
clatura es tal, que embarazas escesivamenle para las relacio*-
nes comsirtaks, como se puede ver §n« fes laWas míe se inseí-
tan en la traducion fi-anccsa de la Geo^fafia de Gutri^. Aqtti 
solo lurreuios mención de algunas equivalencias inferidas efe los 
datos que con mas confianza de su exaclitud hemos tomad» de 
varias obpaa. 
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MEDIDAS UNEALES MEN.^ Pies etpañolet» 

1 pie inglés— ^ . . 
1 pie de Viena— 
1 pie del fíhin, usado en cas i \ 

toda la Alemania 

1,0938«9 
1,134467 

1,090608 

Cada toesa inglesa consta de 2 yardas; la yarda de 3 pies 
ingleses; el pie de 12 pulgadas; y asi sucesivamenle conao en 
nuestras medidas. 

MEDIDAS ITINERARIAS. _w Pies españoleta 

1 twiV/a legal de Inglaterra. 5769,84 
1 mi l la de Alemania 26496,72 
1 m i l l a común de Italja.... e 6625,92 
1 milla, de Suecia y de Dinamarca , 378oo,44 
1 mi l la común de Holanda 20211,84 
1 berris de Turquía 5964,72 
1 werste de Rusia 3799,16 
1 legua de Portugal 20782,56. 

La libra inglesa llamada de troy se divide en 12 onzas, la-
onza en 20 penny weighl, y cada penny weight en 24 granos; 
de suerte, que la libra trog consta de 5760 y r ^ o s troy: esta, 
lib-a y sus Iracciones son las que se emplean para pesos pe
queños. En los pesos grandes emplean otra libra mayor l lama
da avoir dtt pois, que se diride en 16 onzas de su clase, y 
eípiivale á 7004 granos troy: el quintal inglés, llamado hundrea,. 
consta de 112 libras de esta clase. La relación de las pesas 
inglesas á las nuestras es como sigue: 
1.libra avoir du poids «=0,985703 libras españolas, 
1 libra t roy=0.810630 libras espafnlas, 
1 grano tpoy = l,21906i8 granos meiüeinales de España. 
1 grano troy = 1,297000 granos del mareo español. 

Los ingleses usan para medir líquidos el gal lón, que cua»-
l de vino equivale á 7,50589 cuartillos españoles: la Iwta 

de vino consta de 126 gallones. E l gallón de cerbeza es algo. 
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mayor, y el de aceite equivale a la medida nuestra de 7,53289 
libras de aceile. 

Para granos usan la cuartera, cuarter, que equivale á 
5,1368 fanegas nueslras, y el bushel, que es la octava parle 
de la cuartera y equivale á 7,7052 celemines nuestros. 

MONEDAS ESTRANGERAS. Valor en rs. y.mr*. 

1 cheling, moneda inglesa de plata, vale 12 
peniques ó dineros. 4 19 

1 guinea, moneda kglesa de oro, vale 21 che
lines. 98 2 

1 libra esterlina, moneda de cambio de In
glaterra, ó Soberana- efectiva rie oro, vale 20 
chelines. 93 11 ; 

1 rtible, efectiva de Rusia, v^le 100 copeches.. 15 4 
1'mito/, efectiva de Suecia, de 48 escalines.. . 21 11 
1 piastra, imaginaria de Turquía, vale 4 solis

tas ó 80 aspres 18 2 
1 mrfá/, efectiva de Dinamarca, que vale 6 

marcosi 18 12 
1 risdal de banco, efectiva de Hamburgo, que 

vale 3 marcos 21 13 
1 risdal ó (/mcík/o, efectiva de-Holanda, que 

vale 10 stuieers 20 10 
i- risdal ó.doble florín, efectiva de Austr ia. . . . 21 13 
1 escudo ó risdal de Prusia,, de 2 i gruesos 

buonos 13 26 
1 peso de cnméto, imaginaria de Genova, vale 

115 sueldos, de los que 20. componen una 
l i ra 18 20 

1 ducado de cambio, efectiva de Ñapóles, vale 
10 cQrlines, ó 100 granos 15 26 

1 libra tornesa, imaginaria de-Francia," cqui-

vale á -̂ - de franco, y se divide en 20 suel

dos 6 2\0 dineros 3 22 
1 cruzado nuevo, efectiva de Portugal, vale 

480 reís U ^ 
1 escudo, efectiva de Roma, vale 10 paoios o 

juiws, ó 100 bayocos k .'mh\ .ub.-íj*™ .•> AmB 181 
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Eo el cottiírcío se emplea también papel moneda, que á pe

sar de haber tenido en su creación valor fijo, igual al que re
presenta como sucede en vafes y eü billetes de banco, ó me
nor del qne fepresei»<;i como suele suceder en billetes de los 
empréstitos, recjbc vai'iacionps en el va'or ocrrieotíe segiin la 
escasez ó abundancia loca! del dinero respecto del papel, y se
gún el crédito rfe éste. £•. tal senikie te dice que en Londres, 
por ejemplo, esiaittos bületes de tal empréstito á tanto: y para 
conocer cuánto ^iefílct' ó garran hay que safcer á cóino se his>-
tilUJerob en su ciracion, si poniendo 100 el .valor que repre
sentan. Si el valor de creaci m fue el mismo <tel papel, y se dî -
ce que etlá al 80 en el dia. claro es que pierde áO por 100. 
Si se creó al 90 y en el din se halla al 80, fácümente se deduce 
que pierde 10 por 90 del valor que mvo en su ereaoioB, y 20 
po# 100 del valor que representa el.papel; valor que desde un 
principio fue 10 p^r 100 mayor que el dinero darfoper el papel. 

LasWonedas espinólas de camtio con las plazas eslrange-
ras, se refieren ̂ l reíd y al maravedí de plata vieja (101), y son; 
du¿ado,-j|ue vale 11 rs, y 1 mrs.; peso,, que vale 8 rs.; doblón 
de plata que vale 32 rs,; dpbfoi de oro, que vale 40 rs. Y 
cuando sé dice que el cambio está á tanto ejiire una de aquellas 
plazas y otra espopola» Madrid por ejemplo, delwmoa enieníler; 
coA Lónrtres, tantos peniques por 1 peso; conParis, francosjwr 
doblón de piala; eenAmsUmla», dineros de^rueso.por ducado; 
coilGéitóVa, liraíipor doblón de oro; con Hamburgo, dinew^de 
gntefeo por ducado,- cOn Lisboa, reis por^doMop 4e plata; con 
Liorna, pesos de plata por 100 pezzas. 

CAPITULO V. 

Cálculo de cantidades fraccionarias literales, 
OOCOiJi 

LECCIÓN Ú 

Espresion y tras formaciones dv los quebrados literales. 

104. Está demostrado que en la división 4e « por ¿ 
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es5>-r> 1 si a>h 7 - = l si rn^b; ^ < l si a;<fiv ó m * m * 
O 0 * 0 

s r 8 & 

L» del tercer caso dá matfiria pana este capitulo, esfresa 
cantidad fraccionaria propia ó menor que l , é indica división 
impracticable por no dar entero al cocienie, como se ha visto 
al tratar de la» fracciones arilméticas de nuestro sistema de 
numeración. 

Papa valuar la fracción: ó qpeteado yrd/íío que indica ea 

general-r-<ttJ mstiiiBfam^ -*- en tegar de la unidad ( t i . 
O' o • 

2L0), suponiendiQ está dividida^ en &• partes iguales á - j r ; y 

aera -~<i--^ fina donde se hace weh que -7. es tanto meoor 

fi SÍ I 
que 1 cuanto 6 mayor que o,, como^ por ejemplo e n — < — . 

Por esta rwontse llama ««««raí/or el náíneí^íqiie «stá enci
ma de la raya; pues enumera las partes de unidad cine vate 
la fraecion; y el que está debajo -se Uama denominador, por
que da nombre á la fracción, manifestando las partes en que 
está.dividida la unidad. Ambas cantidades se nombran &*•-
minos de la fracción. 

La forma y nomenclatura de las fracciones literales pro

pias lanabáén i es empleada siendo - r > l ; mas entonces la 

fracción se flama impropia; coum en las aritméticas 
8 5 24 123 . , ,. hcd 
T*7 "2^ " 5 ' " l " ' y eB " ^ ^ — T i *$** equuraie 

k, bd, en * * L equivalente á ^ t y en M ± ^ L qUe equî -
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vale á bd^- - - — según las reglas de la división (71); divi-
c 

sienes capaces de dar enteros al cociente con residuo ó sin él. 
105. Por ser las espresiones fraccionarias divisiones i n 

dicadas, no se altera su valor aunque se niulíipliqíCen apar
tan sus dos términos por una misma cantidad \ 1 i . 3.a y 6.°). 

fcregun esto, —- es como -r—; — equivale a - - ; a - - ; á 
b om 6 0» 1a 

—, &c.: asimismo son equivalentes "T Y "T' 19' "a ^ T * 

106. De aquí se deducen los modos con que á una fracción 
se puede dar la forma de entero, y á un entero forma fraccio
naria. 

ú 
Para el primer objeto sea la fracción dada — multiplican

do por 6 numerador y denominador, la fracción propuesta 

equivale á - — : y según la regla establecida en la división 
OT -̂

para cuando haya letras iguales en dividendo y divisor 
(72. I.), la fracción que ha resultado viene á ser 

=ap6-<i. La cual nos dice que en una fracción 

el denominador puede pasar al numerador con esponente 
de signo contrario, recibiendo asi la fracción forma de en
tero compuesto de dos factores, uno que era numerador, y 
otro que era denominador con signo cambiado en su esponente. 

Si hubiéramos multiplicado los términos de la fracción 
por a-p, nos diria el resultado que tamhien se puede pasar 
con esponente de signo contrario el numerador al denomif 

nador, resultando entonces la fracción -— trasformada en 

oía-1 
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íara el segundo objeto que indicamos de espresar un en

tero en forma fraccionaria, sabemos por el principio citado, 
que será n el entero ó número de unidades enteras que exacta
mente ciará la división — concepto espresado en - r ^ w * 

Esta equivalencia de espresiones del número n entero dice, que 
¡sara dar á la cantidad entera forma fraccionaria, se mul
tiplique y parta por la cantidad que haya de ser denomina
dor en la fracción. Según esto, 4 enteros reducidos á tercios 

4X3 12 
darán la fracción ——=--- equivalenteá4: también2reducido 

«3 «3 

:;; 2X7 14 

á séptimos da —3—= •—: &c.; tjomo ya se sabia (82.1.). Asi

mismo, el /entero hk reducido á fracción del denominador d, 
, dhk 

sera —=—. 
d 

107. Del principio (105) citado, para fundar las dos con
clusiones precedentes, se infieren también los medios para con
seguir los objetos que se van á proponer. 1.° Reducir las frac
ciones á un mismo denominaaor ó numerador. 2.° Conocer 
cuál de dos fracciones propuestas vale mas. 

t , r . . a c q , . . 
1.° En cuanto á lo primero, sean t- » - t »"T" las fraccio-0 a n 

oes: multiplicando los términos de la primera por dh produc
to de los otros denominadores, igualmente ios términos de la 
segunda por bh, y los de la tercera por bd, resultan 
adh cbh gbd 
Idh ' bdh ' bdh 

sin alterarse el valor de cada fracción. Si 

se multiplican los términos de la primera fracción propuesta 
por cg producto de los otros numeradores; igualmente los tér
minos de la segunda propuesta por ag, y los de la tercera por 
ac; resultarán las fracciones equivalentes respectivas con nu-

. acá acg acg r . 
merador común, ~ ~ , ~~f- , — i . Luego en general, se 

bcg adg ach 
Tomo 1. 24 
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multiplican los términos de cada fracción por el producto 
de los denominadores de las otras para reducirlas á común 
denominador; y por el producto de numeradores de las obras 
para numerador comnn; y aun se rx^drá logrará veces él 
mismo re^tiltado, multiplicando ó dividiendo por al̂ ffiin fac
tor, solamente los, términos. íe algunb de ¿Has. Por ejemplo,, 

•=- y -=• redacidos á conitta dériominador son - - ^ y ¿ — t ^ 
7 5. 'ZXS. 6 X 5 

20 2?1 
bien -óc y or • ías mismas propuestas, reduoiéndolas á numera

os oo, 

a . 4X3 3X4 , 12 12 _. . . . 
dor común, serán — y -— o —-jy —. S i las. fracciones 

7X.o. "&Xhí 21 ^0 
9 3 

dadas fueran t^ y x » bastafía mUltipKcar^los «téwniBfos irfe'ía 

segunda por 4 para reducirlas á común denominador, asi cOftio 
multiplicarlas por 3 para reducirlas á numerador común.. 

2.° Para conocer cuál de dos facciones vale Was harcímos 
'A 

los SiguifeUfés r*áeft)cní¡os. 'Sábentósqtfe'i. és raaydr'qtte í~: :y 

dando á 1 forma fraccionaria, como , y operando de modo. 

que ambas fracciones tengan un mismo denominador, también 

á e r á i ^ ^ i n a y o r q u e ^..-Ctnttpafaádo; ^ -41 ^oa . 

IXw 
- V<1> ventos que -por afir-ín.'tnayor que n, cmñdo dos 
on 

fracciones tienen igual dfíiofnirUádór «ale mas la de mayar 

ritífoér'ádbr;, tbtúo por éjéhíiplo. ^—•>— con. tal que 6 sea 
V c 

mayor que 1. Son igualmente casos de esta ley general los par
ticulares de aritmética que ya conocemos, 
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Ó ^ S 1 137 > 1 3 ? ; 3 - ^ 3 ^ 

También dando á 1 la forma fraccionaria - — - , y redu-

i 
deudo estay —- al mismo numerador; liaUaremos que, á causa 

1 i X w 1 Xw 
de ser 1 mayor que —, resulta —— mayor que —.—. Luego, 

o n on 

mcmdo den fracoiones tienen iguales numeradores vale m$§ 
¡a fracción del mas pequeño denominador. Por esto, 

4 4 2 2 1 5 . 1 5 » 

Asi vemos que «1 método de reducir á uumerador común puede 
ser empicado-también, en yez del de reducir á común denomi
nador, para conocer cuál de dos fracciones áadas es la mayor, 
cuando son desiguales los numeradores entre si como también 
ios denominadores; y las reducidas manifestarán cuál es mayor 
de las propuestas. 

i,a utilidad que resulla de simplificar las espresiones que en
eran en los cálculos, induce á dividir numerador y denominador 
por los factores comunes que tengan, como permite el principio 
del artículo (105), y pora mayor brevedad por el factor mas 
crecklo común á ellos, Ilamaddrw/á^7«í0 común divisor. Sin du
da se conoceria este hallando primero los faciores simpjes, y 
después los compuestos de caáa término de la fracción (75), 
pues el mayor de ellos, común á uno y otro término es el que 
se pide, Pero, siendo este medio bastante prolijo, la siguiente 
análisis nos enseñará otro mas breve y elegante. 

Sean A y B dos cantidades cuyo factor común se (juiere 
dallar: divídase A, que suponemos mayor, por B: y sí hay co-

cieute exacto Q ep la división fi—Q, ¿era B máximo común 
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Á K 
divisor de A y i?. Pero si hay un residuo Rt será —=Q-\-— 

B B * 
ó bien por lo establecido (70), A = 0 X 5 + J ñ . Según estaespre-
sion manifiesta, el factor que couveüga k B y H tambie» debe 
convenir á A para que sea cociente exacto el que dé cada miem
bro déla ecuación dividido por dicho factor (71. 7.°). Está pues, 
reducida la cuestión a dividir B por R, á fin de observar si hay? 

n 
cociente cabal (?'; y si viniere exactamente - -= ( ) ' , será i2má-

• B 
ximo común divisor de R y B, por consiguiente de ¿. 

Si aun de esta división resultase el residuo / í ' , seria 
B—Q'xB-hR' : el divisor de B y B' ha de serlo también de B 
)or la misma razón que antes; y la cuestión está pendiente de 
lallar el factor común áe B y B' por la división. Si esta diere 

R 
cociente exacto Q", seria —=()", y Bf máximo común divisor 

de B \ B t B , A . Pero si aun hubiere residuo, se procederá en el 
cálculo como hasta aquí. 

La ilación d.» igualdades manifiesta, que los residuos van 
siendo cada vez menores, pues han de ser mas diminutos que los 
divisores correspondientes (70); y que por ésto al fin se na de 
llegar hasta el residuo 1, si antes no se hubiere hallado cero. 
Por tanto, será la regla general para obtener ei máximo co
mún divisor de dos cantidades propuestas A y B, dividir la 
mayor por la menorr y en caso necesario después seguir divi-r 
diendo sucesivamente cada divisor por el residuo, hasta lle
gar á un cociente exacto', y el divisor de la operación que le 
diere es el máximo común de las cantidades A y B propues-^ 
tas. En esta regla general está incluida la que fundamos en aritr 
mélica (83. II.). 

En las fracciones algébricas, cuando son monomios el nu-r 
morador y el denominador aparecen á la vista los factores co
munes, y es fácil reducirlas; como —t-j que simplificada es 

ab* Wd1 • ^ c- . , y como 777-7- que se reduce a - - . Si el numeradores me t 3 12¿c ^ 4c 
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polinomio y el denominador monomio, también se hallan fácil
mente los factores comunes que tengan, comparando el deno
minador con cada término del numerador (TI. 7.°), pues el 
factor de que se trata lo ha de ser de todos lOs dichos térmi
nos y el denominador. 

Mas, cuando son polinomios el numerador y el denomina
dor, hay que hacer uso de la teoría general buscando el má
ximo divisor común por divisiones consecutivas; y para ello 
conviene que hagamos algunas advertencias. Supóngase (jue 
a-l-6-t-c-h represente un polinomio, y cada letra de éstas 
un término de aquel; si hay un factor monomio h de dicho po
linomio, se ha de verificar la siguiente igualdad por el princí-!-
pio de la división, (71. 7.°),, 

04-&-I-C-K.. _ a h e 

es decir, que el factor de un polinomio debe serlo de cada tér
mino. Ademas, existiendo el factor común, h en polinomio 
o-t-ÍH-c-f- ; aunque éste se multiplique ó parta por cual
quiera cantidad />, varía sí el valor de la espresion, mas exis
te siempre el factor A, pues en el primer caso tiene la forma 

ap bp cp , , a b c 
- f H- - f 4- - r +•••» y en el segundo - r -H - r + ""7 -h 
h h h J\ ph ph ph 
Por esto, cuando la cuestión es hallar el factor común h de. 
dos polinomios, puede multiplicarse ó dividirse cada, una 
de éstos por una cantidad cualquiera, que no sea factor del 
otro polinomio. El objeto de esto se verá por lo que sigue: 

Sean dados para investigar el mayor común divisorios po
linomios a3c—Zad-i-a'bc—3bd y 2ai~\-ab—bi. Conceptua
remos mayor cantidad polinomia, aquella en que tenga ma
yor esponente la letra que se halle en varios términos de uno 
y otro polinomio, como a en los propuestos; y después de or
denarlos por ella, se procede á la división. 

Al dividir el primer término por su correspondiente, vemos que 
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el 2 impide Tesullado enlero; mas también se advierte la po-
sibilkíail ^e mutliplicar eí dividendo por 2, que no es factor 
general en el divisor. Con esta nuiliplicscion se transforma en 
divisible, y el cálculo para el primer término del -ccciefite será 

2fl3éH-2fl^í?—ÍMil-^fibd h2as-+-tift—f53 

—2fl''c — rfhc-hüb^c ac 

• 

fíafíítíVctános eíi el mismo ea^o anierier, tmíhípii^aremes por 
2 el (Titittauld, íflíé aqtrí éTs í l tesíduo y no el qtte fue divisor, 
á causa de haUer en aíjuei mas térfliiiíos con Q y ser o9 la ma
yor potencia-en ambos; de lo cual resulta para el cálculo 
del segundo término ctel cociente lo que abora presentamos por 
dividendo, 

Za'bc—12a d-h2ab*c—í 2b d 12a2-+-a¿—¿e 

^ é t b c - v - a t f t ^ c be 
1—,—1*** n i , b 

2.* Residiio..*..^~íüad-h4b*-i>~~i'¿bd-+'bsc. 

estar a elevada á la segunda potencia en el divisor y á la 
aera cto el residuo 'segundo, esle será divisor en Ta ojps-

Por 
primera 
ración iiífnedidt»; y ordenando por las potencias de letra c«-
mun, é incluyendo con paréntesis los términos del nuevo d i -
fí&ot que tienen dieba letra con el mismo esponcrite, 'la op&-
fticiofl * m 

Pero se deja vef en el primer término del divisor el factor 
b*c—i'2d, (fue nhpWle'léttninio entero para el cociente y que no 
es íá'dtfr (íel'dividendo: por lo cual, divídase por ^ — Í Z d 
este divisor, seguros tte qire el máximo factor común délos 
polinomios propuestos, si le tienen, quedará siempre en el re
sultado. Haciendo la díviáion de 

a{b1f '^ \2d]—nbd^c por b2c—12d. 
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viene de cociente &^-by coíx q^er í^wi^s par^^lpálc^ÍQ5resa
lante 

2<f^ab—br ]a-{-b 

H.* residuos...—46—6 a 

4.* residuo^ (V 

El" cociente cabal: imüca ser a4-^ nráximo común divisor de los 
polinomios dados. Si et objeto- fue* simplificad* fracción 

divídanse numerador y denominador por a-f-S» y quedará* re 
ducida, á la m»3.̂ ¿mple espresion 

asc—'ód. 

Aunque se pudieran1 dar algunas otras* reglas.para simplifi--
'carel ̂ ividendo^é élH(iivisor,t-en^ l«s operaciones que: tienen, por 
objeto hallar el máximo; factor común, las quef se lians cfadlo son̂  
suficiente* y generales:, pero _sí debaos adverliRvló siguiente* 
1.° Cuandorapareoe un-resfcíiio*sin-alguna'letira^comun á'élcy 
al divisor de la operacion^correspondienle, los polinomios pro
puestos carecen de factor común., 2-?' Si viene- un residuo* en 
que no haya1iá,letra^por^oiejiL3e,oi'deQaronílos. pfl^npmios, es 
prueba de que el factor común,. skAe hayw.es.indepemlienle de 
dicha letra,, y se ha. de buscar en lo; ĉ ue hay* quedado-

Smmcim ? resíct r tmliyp Ucmiop; *y éinkim ¿ cow 
fracciones' lilemies.. 

1.091. Sümacion co» fraccionen Para reunic varias frac-
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ciones en una sola equivalente á la suma de aquellas, con pre
cisión han de ser de igual magnitud las unidades reunidas, por
que solo asi puede convenir á la suma un solo denominador. 

Dadas para reunir en una fracción solavarias, como-r-, - r , —, 
d a n 

se ve desde luego que las unidades de la primera son de la 
1 1 

clase -t- (104), que de la segunda es unidad —, y de la ter-
o a 

1 
cera—. Pero sabemos reducirá un mismo denominador las 

n 
fracciones que tengan diferentes denominadores (107. 1.°); 
pues nos consta que 

a adn c __ dbn m mbd 
b bdn' d d lm' n « W 

son equivalencias legítimas entre las fracciones propuestas y 
1 

bdn 
1 

otras cuya unidad común es de la magnitud -v-r-r De resultas. 

•r- - f - r -j suma pedida, es (71. 7.°) equivalente á 

adn cbn mbd adn-\-cbn-\-mbd 
bdn dbn nbd bdn 

en que son de una magnitud misma las unidades y se hallan 
reunidas en una sola espresion. Luego, para sumar quebrados, 
primeramente se reducen á denominador común, y este será 
el denominador de la suma, cuyo numerador debe ser el con-
jmto de los numeradores que tengan las fracciones reduci
das á unidades de igual magnitud. Sirvan para ensayo las 
operaciones que vamos á proponer. 

Habiendo de sumar las fracciones —rr» - ^ -V , - ^ t » 
. - , , . ' c a cu c 
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se preparan, multiplicaiido por c los términos de la segun-r 
da y por d los de la terceraj de que resuílará 

fl'6» pq* ghk a2bn-hpq*c-+-ghkd 
Vd ^ "cd ^ T iF ~ c*d * 

Cuando el resultado es fracción impropia, nos conviene á 
veces el hallar los enteros que haya en ella: y por esto, si 
entre los sumandos hay algún entero se puede ó no reducir 
á fracción para evitar supérfluas operaciones. Sean por ejem-

, 6 a 1 dk . . . . , 
pío —7- , c, y — las cantidades propuestas para la suma-

cion; cálculo que se indica en la forma — ; — \ - c - \ — . i Ha-

ciendo la operación de la suma después de reducir k cor 
mun denominador todas las cantidades parciales, tendremos el 

u , 6flam cbm dhb 
resultado —j -̂t- 1—-— , ó en otra forma, 

bm bm bm 

i 6a*m-\-dhb , . , , . . , . 
h — ~ ' • mism0 tlue se huluerá tenido masbrer 

vemente reduciendo á común denominador las fracciones, de
jando al entero su forma primitiva. Se funda esta indiferencia 

b e 
de métodos en que a-\ \-tf-\- —, es lo mismo que 

c f 

. 1. bf4-ec acf , def , bf , ee ,n n . 

a+d+,iJ-y *** ^r+-.r+?+w(3-20'-
110.' Restar con fracciones. Para éste calculo también 

es preciso que sean de una magnitud las unidades de minuen
do y sustraendo, porque se trata de comparar dos cantidades 
a fin de hallar la diferencia espresada' en una sola fracción; 
y se escriben como para sumar, cambiando el signo del sus-

Tomo 1. - 25 
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C~—h A /nía 
Iraeado (61). Sea el objeto restar — j ^ de - - fc coma se i a -

a c—h 
dica en y — ~—j-j redocfenda á comua denominador ambas 

(rtcctones, tenemos ± ~ 0 - = Í = a¿- tófc. Como 

bc~hh he bh 
— ^ — e s en otra forma (71. 7-*)t^ "~ 1^ Ia resla 'm^~ 

cada se trasforma en r-? —[ -q —^ o )» í ejecutándola 

forme á la regla general (61) sobre el cambio de signos del 

snstraendo , resulta TV "*" m "^ T/* ^abemos también (71. 

l.0)qHe —t-; es como - T 7 - ; sustituyendo; pues en la res-

„ ad—bc+hh . . . . . « c—h 
ta , será por Bn rr1 la mdieada en t- . 

1 bd b a. 

tuego.. para restar una fracción de otra, se reducen á 
común denominador; este será denominador en el residuo, y 
será numerador la diferencia, de numeradores, que resulten 
para las reducidas, 

Cuando es entero el minuendo ó el sustraendo^ hay que re
ducirle á quebrada de común denominador para que sea com
parable al término fraccionario. Debiendo restar por ejemplo 

i . * • « z 0 i cb a de c la fracción -r,. sera tf— - r 1° mismo que -7- r , y esto fe 0 00 . 

lo mismo que —--—>• Si el problema es restar de y el cen-
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tro c, Gwmo se índica en -7—c; el cálculo dará -r-, y al 
o 0 0 

fin el resultado — Por este orden, conforme al que se si-
0 • 

guió en las fracciones numéricas, están ejecutadas las restas 

9 9 9 9 + 9 

2 2 5 3 

E l uWm» caso es wn ejemplo de que en arilnaéfica, solo TaBéu-
dose de signos paede restarse una fracción de otra menor, co
mo tamiMcn sucede en el cátenlo de números enteros ̂ 6^ . 

Si hay enteros y fracciones en minuendo y suslraendo; te 
comparación .puede tener lugar entre los enteros, y entre las 
fracciones, por lo cual se hace ka operación de dos modos; se» 
reduciendo á fracciones los enteros, sea restando entre sí los 
enteros y lo mismo los quebrados. Se funda esta indiferencia de 
métodos en que la resta indicada 

a ^ / d ^ - — ), ó bien la misma ejecutada +f-H) 
b e 

a—d-\ , es equivalente (3. 3.°) á la reducida á frac-
c c 

ac de í b e 
cienes . 

c c ' c c 

111. Mul t ip l icar con fracciones. El problema de mul-

tiflHear ht fracción -r- por el entero (?, se indica en -r-X<% J ^ s -

presa que se ha de lomar ~ tantas veces (íuairtas unidades ten-
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ga c: de suerte, que se busca el resultado -7—] {--r—4-,..-

repitiendo c veces la fracción, y por la regla de sumar fraccio-

. ; , a4-a4-fl+-»'« h^sta c veces ca T 
nes el resultado es ——-^—• ==—.. Lo que • 

nos dice, quedara multiplicar una fracción por el entero c, 
ú en otro lenguage, para hacerta c veces mayor, se multipli
que por c el numerador. 

Multiplicar un quebrado por otro, como se indica en 
a c . . 
" r - X - r , es tomar el uno las veces que espresa el otro; y cuan-

do este es menor que la unidad, se sigue que aquel ha de to
marse menos de una vez, es decir, que el producto será menor 
en tal caso que el multiplicando. Para encontrar la regla de la 
operación discúrrase, que si el multiplicador fuese c, tendria-

mos el producto —-; pero como el multiplicador propuesto es 

d veces menor, necesariamente el producto supuesto — es rf 
b 

veces mayor, y hay que dividirle por d multiplicando el deno-
a c-

minador (74. 4.°); de lo cual resultará el exacto — . Luego, 

a £ _ a c 
TXJ~bd ' 

Si el problema es multiplicar el entero c por la fracción -r-, 

en 
se puede dar á c la forma fraccionaria — y espresar el proble
ma en la forma — X-r» que da el resultado —r- , y se redu-

n b r 1 «6 ' 



Y ÁLGEBRA ELEMENTAL. 1$1 

ce á -t- lo mismo que ea la raultiplieacioa de uo quebrado por 

un entero. 
Reasumiendo todos los casos de la multipíicacion de quebra

dos, podemos ya eslublecpr la siguiente regla general. E l pro
ducto de un entero y un quebrado ó de dos quebrados, es otro 
que tiene por numerador el producto de los numeradores y por 
denominador el de los denominadorest suponiendo partido por 
la unidad el entero. 

112. Dividir con fracciones. El problema de dividir la 

fracción -r-por el entero c se indica en —, ó mas generalmente 
o o 

en -j-:c como en e! cálculo de fracciones numéricas (87), y se 

resuelve multiplicando por c el denominador de] dividendo (71. 
* a a . 
4.°), porque se pide hacer c veces menor á —-*Será pues^- el 

¿i 
cociente de la división indicada — : cry el -resultado dicta que 

6 
para dividir una fracción por el entero c, ó en otro ler.guage, 
para hacerla c veces menor, se multiplique por c el denomi
nador. 

• . á 
Mas, cuando haya que dividir el entero c por la fracción-r-,. 

como se indica en —, ó mejor en <?: —, considérese que si v i-
a o 

c 
mera por divisar a, el cociente seria —; pero como el divisor 
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es 6 veces menor qm a , el coGÍe«te — ha de ser 6 Teí5es n » -
a 

yor, y hay que multipliearle por b (71. 4.°), de lo cual resul-
. , a cb r 
tara c : -~ .= -~, tsla espresjon dice, que para dividir un en
tero por un guehrado, se multiplica el denominadar de este 
por aquel, y el prodvelo que resulte es el numerador del CO" 
denle, cuyo denominador es el numerador del ditisor* 

JSí se iruía de dividir «iia fracción por olra, como se in 
dica en - - ; - r , supóngase c el divisor, y habrá el csociente r-,-

b a - . he* 

pero como el divisor c supueslo es d veces menor que el dado, 

con firecisíofl el cocieriíe — es d veces menor que el pedido, y 
se ha de multiplicar por df lo cual dará el cociente exacto ~ 

pedido en el problema -r- • «y» 

Reasumiendo todos los casos de la división podemos esta
blecer l« si>ui(Tiíe regla general. 

La división de un quebrado por un entero á <te un entero 
por un quebrado, ó de un quebrado por otro, da wn eocienfc 
quebrada cuyo numerador es produeio del numerador del d i 
videndo por el denominador del divisw, y el ámommtféor es 
producto del denominador del dividendo por el numerador 
del divisor, supuesto el entero partido por la unidad. 

113, Las rr^las de los dos artículos preoedeules, feonn da 
toda generalidad, sean mono/nias ó polinoRiias las dos cantida
des que coneurren á las dos operaciones: y siguiéndolas, vamos 
á praeliear algunas operaciones de multiplicar y dividir frac
ciones. 

En primer lugar es necesario ejercitarse en el cálculo con 
monomias, de /jue son ejemplos las siguientes: 
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X tt- ^ ^ ' = — r - » c n ^ tambiea se escribe 
c. 6a Cae 2 ^ 

1 . , 1 2 « • 
a ' 2 tOOO 2000 iooar 

JL i. -i ^. I^.í£f?_ ^ ^ _^. 

"5 : 8 ~* 35' 3 : 8 ~ 18 ~~ » * -
Cuando se propone mullíplbar ó dividir dos fracciones po-

Knomias enlre síV debenws observar los principios generales de*-
mostrados al tratar de esta operación por enteres en cuanto 
á mullipiicar ténnino par lénnino, y la regla establecida para 
las fracciones» 

(X- c w w 
Debiendo nMihipíícar—-—|—T por- r - + ~ » el cálculo será 

b * a k q 

\ T + 7 / X V T ^ qf~ bt^ dk+ ^ dq 
Si hay término entera en: alguno de los factores ó eu ambos 

se hace la operaciou, ya< reduciendo-los enteros á. fracciones, 

ya sin reducirlos. Dados- por ejemplo los factores c -f- —- y 

d-h-— redúzcanse los enteros á fraccioties,, que por norayot: 
Ir 

simplicidad tengan h y k por deaominadores; y el cálculo^ será 
¿eh a \ í d k , ^ \ cbdk adk cbh ah 
\ T * * & * Vk"^ T ' Tk"^ I T ^ Ik * Tky 

, , , , «^ , cV ah 
qp& se reduce á ca-f- TT " T T " i * T I 1 
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como re&uha igualmente «sin reducir los enteros á fracción, 
per el cálculo que sigue: 

(^fM^rH^+r + r + f;-
También si se calcula según el método primero, 

11 49 Í 9 ,.„ , 1 oUen, Txri=r = 12 + T: 

y conforme al segundo método^ 

que haciéndola reducíon vale 12-}-—. Asimismo, 
4 

reduciendo á un término los dos del medio es 

7 2 

Para dividir un polinomio de fracciones por otro, se* reducen 
las de cada uno á común denominador , convirtiendo en frac
ciones los enteros que haya : y de este modo la operación está 
incluida en la regla de dividir una fracción por otra. Pro-

pónese por ejemplo í ^+7- ):( ^~1~"r / 

Que viene á ser 
/ c b + a \ / dk+h \ _ l c k + a k 
\ b J ' \ k / t>dk+bh ' 
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Igualmente será 

j í o t ^ \ f 2 i 1 \ 29 "7 261 i t W 

lección m. 
Fracciones continuas. 

m 
114. Cuando viene una fracción —, irreductible á enteros, 

n 
to mas que se puede conseguir es un cociente entero, si lo 
tiene, y un residuo fraccionario. Sea dicho entero a , y r el re-

siduo del dividendo, comoiespresa — = a - \ : y dividiendo 

tn "I 
por r los términos de la fracción residua, será —=aH—.Por 

n n 

n 
ser w>r, dará también — otro cociente entero b y otra frac-

r' 
•cíoií residua — ; y escribiendo lo hecho hasta aqui, será 

r • 
m , 1 , 
n b A — 

' r . 

r' 
Discurriendo lo mismo acerca de — y «uamos residuos consfr-

r 

cutivos vinieren, resulta la espresion de la forma 

Tomo 1. 26 
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m Y/f 
El valor de — asi desenvuelto se llama fracción contima. Por 

su misma ilacioMe infiere ^ue a por sí solo es un Valor aproxH 
tn 1 

mado escaso, de la fracción. — ; que «4—r- es otro valor aproxi-

m mado de —, pero-mayor que M e por despreciar el residuo — 

rf 
ipie hay en el denominador ^- j—-: que tomando tres términos, 

r 
«i í 

J> bien, suponiendo — =a-j- -r- 1 

cercenamos á la propuesta una parte de su valor, pues — y de 

consiguiente et denominador 6-j—- de la primera fracción gana 
c 

válol*. Continuando el raciócúüo de este modo se observa que, 
según tomemos número par ó impar de términos de la frac
ción continua.por valor-aproximado, resjullará éste mayor ó 

m • 
menor que et exacto de —, que se hallará, entre dos consecu
tivos; y solo en el caso, de tomar todos los términos, que pro-
dugera el desenvohimienío, conducido hasta, el f n , se puede 
lograr el verdadero. 

115. Las diyersas porciones de términos en numero par ó 
impar, de quienes hennshaBlado, pueden recibir la forma or
dinaria de los quebrados, como se demuestra en la tabla si*-
guiente: 

a , 1 « -̂M . », * _ fl^+c+a t; a+*~-r": a+í+x- *'+i 
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_ 1 • # abcd+cd+ad-]^-^! . 

Por este wden se hace la Irasformacion de cualquiera número 
de térorinos de la continua en fracción ordinaria, y-se halla que 
existe una ley para formarlas; pues cada aproximación Tiene de 

X 1 
la precedente, sustituyendo *H-t- por a, $H por 5, y asr 

las tiernas que sitien; de suerte, que hallada una, sabemos or
ganizar la, que sigue; pero hay que conocer para ello los cocijen-
tés «,&, c,d,. . ; que fadimenle se pueden adquirir. Pues, a vie-

. «í . . w , r . . , . r' ^ „ 
ne de -^-; 6 de - r ; c de - 7 ; a asimismo de - - ; etc.: y ^s me» 

observar que ésle método es el que se estableció para investigar 
«I máximo común divisor (83. II.) y (108). 

También se observa que la segunda fracción es mas compli
cada que la primera; la tercera mas que la seguirda; etc. y por 
el melodo ccn que se forman se deduce que, ha de ser menos 
simple la suma fraccionaria que abrace mas términos de la 
fracción continua propuesta. 

Restando la primera fracción de la segunda, ésta de la ler-» 
cera, y sucesivamente cada una de la que sigue á ella, vienen 
las diferencias 

4-1 —1 +1 
b * b*c + b' b^d+Fc+lbcd+b+d* ' 

Continuada la investigación de las diferencias entre 1$$ poifcifr--
nes con número par y con impar de términos correspondientes 
á la continua, se observa que: 1.°, allernalivamente vienen -f-1 
y —1 por numeradores de l̂ s diferencias^ el primero si es res
tando la suma del número par., y el segundo si de número im
par: 2.°, los denominadores de las diferencias van creciendo su
cesivamente, y por ello, cuantos mas términos de l a fracción 
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contima se comprendan y tanto se acerca mas la suma de ellos 

al valor exacto de —; aunque siempre la suma dé número 

impar es menor, y la de número par mayor que —. 

Según esta análisis, vemos el medio para hallar en términos 
mas simples, aunque aproximadamente, el valor de una fracción 
complicada irreductible á enteros, y que la aproximación mas 
simple ser.á la menos exacta, ya por escesa, ya- por defecto, se
gún haya comprendidos en ella número par ó impar de términos 
de la continua. 

flRJÍf\(\ 
416. Para ensayo se proponfrla fracción irreductible • • 

con grandes términos; y trátese de hallar otras de términos me
nores, y que se acerquen á valer tanto como ella. A fin de ejer
citarnos en toda la teoría espuesta, seguiremos la marcha de 
ella en el caso particular que se propone. Hecha la división i n 
dicada, resulta 

m . 2684-
—=4- ' n 20929 

Dividiendo los términos de la fracción resíJua por su numera
dor, es 

m 
H 20929 ? 2UI 

Volviendo á dividir ambos términos de la fracción resídua ú l 
tima por su numerador, se halla 

m . t . 
—=4-4-— 1 
« 7-f-— 543 

1 H ' 
2141 
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De este modo se pudiera continuar el cálculo Rasta el última 
cociente de la fracción continua, pero basta lo hecho para en 
terarse del método; y en'aleneiom á'que sabemos hallar los co
cientes a'iUt c, d,... conforme-al cálculo del míximD común d i 
visor (^3. H.), emplearemos éste para indagar los que faltan^ 
Ejecutando'asi el cálculo,. 

'86400 20929 2684 2141 543 
3. 

512 
t 

3% 16 15 
15 

tenemos a==4:,. b=%, e=*i\',. é^=2, c=1, )f=16, ^ = 1 , ^=1 
fc=15, y la fracción continua,. 

86400 
20929 = 4 + T 1 i 

1- I 1 
16H- - i 

15' 

. Cbn lo& cocientes Ralladós-íacir seria formar las nueve frac
ciones, inclusa la propuesta, que deben resultar, tomando cada 
vez uno, dos> Ipes,...-términos Hasta Ios-nueve' quer tiene U> 
fracción continua, ya sustituyendo-dichos valores por cr, b, c,... 
en las espresiones generales de las-sumas» ya-ejecutando estas 
por la misma fracción conlinua de cifras aritraélicas que se 
acaba de formar. Preferimos este método; y asi resultan las-
nueve sumas ó'las ocho fracciones aproximadas »-' la propues— 
te, según el orden sucesivo.con?que-van.escritas-

4 29 33 128 
3 t 

161 
39 r 

270^ 2865 5569; 86400 
6a5.; 694.; 134ft' 20929* 

Por lo demostrado, la penúltima fracción es la que mas 
próximamente espresa el valor de: la propuesta; y las demás 

üasta la primera -r- al paso que van siendo mas simples se-
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^oercan menos á dicho valor, observándose en ellas la ley de 
ser menores que la prepuesta hs de lugar impar y mayores las 
de par. Ademas, toda otra fracción ^ue espresase valor apro
ximado de la propuesta y que esJuviese iockiida entre dos con
secutivas de dichas nueve, seria por la misma razón mas in<-
exacla que cualquiera otra de tcmiinos mas complicados. 

117. Vemos ea Ja leoria de fracciones conlimias un segun
do modo para ohlen<T valores aproxwnados, de una división 
ámp.racljcable prtr el cálculo de los enteros, oífefnas del <|«e 
««^ociamos ya por el de las decimales, y han ocurrido suficien
tes casos en lo que hasta el présenle va tratado acerca de la 
caniidad, para penetrarse de cuanto á veces interesa un valor 
aproximado. 

CAPITULO VI, 

PolejficiüS y raices en arilméticaí 

LECCIÓN I.« 

Ideas generales acerca de las potencias y raices de los « » -
meros. 

118. Sabemos que potencia de una cantidad es el produe
lo que resulta de la multiplicación de la cantidad por si misma 
varias veces como factor (66. 3.°); operación que se indica en 
general esciihieudo el factor, y á su derecha sohre el renglón 
el número que dice las veces qiue entra por factor, y que se 
llama esponcuíede la potencia. Siendo por ejemplo n eliiúmero, 
la espresion n* indica que n es dos veces factor, y se llama 
segunda potencia de n, 6 cuadrado de n por lo que se vecá en 
la geometría y se puede inferir por lo djeho en el artículo (97). 
E n la espresion w'1 el esponente 3 indica que «es tres veces 
factor, y se llama tercera potencia de n, ó cubo de n por lo 
que laminen se dirá en la geometría y se puede inferir de lo 
ya dicho en el articulo (98); asi como « V w1, &c . , so» polen-
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cías cuarta,, quinta,, &c.,. de wv Las potencias segundas y ter
ceras de los números dígitos desde 1 Imsta 9 están escritas en 
la tabla siguiente, que coavieae aprenderla, de memoria para 
los usos que se ofrecei'áa en adieiasUe^ 

«r 

9 
2T, 

lt> 
61 . 

5 
25 
125, 

6 
36 

216, 
49 

a43 . 

8 
64 

512, 

9 
81 

7 2 a 

, Las potencias segundas y tercens de los números 10, 100,, 
1000, etc. seIbrmau de memoria fácifmeníe , añadiemla para; 
'las segundas potencias á continuación del mimcro» otros tantos 
ceros como ya lenga por sí (3-1); y para la. tercera potencia,, 
añadiendo á continuación del número dos> veces tantos ceros 
como tenga ya por sh Las potencias de los números polidigitos 
se forman; por la rmiltiplicaGiou cuando se ofrece.. 

119.. Las potencias de cualquiera quebrado se hallan. muC-
tiplicaado el quebrado por s i mismí>, y sucesivamente el pro^ 
ducto por el quebrado propuesto, hasta que entre por factor 
tas veces que el grado dé la potencia exija.. Se indica la ope-
facion enceiTando; en un paréntesis^ el quebrado^ y escribien
do fuera sobre el renglón et expcwienle.- dJe, la. pijieacia.. Asi poc 

ejemplo, (—) 
2. - 3 3 

indica lo mismo que -r- X -r-
4. 4. 

y en; general 

f—) indica lo mismo — X — , que seguiu las resdas de l * 

ti1 / ^ \ 3' 
multiplicación es —j. También^ I—V indica lo; mismo que 

« . « . n na w «f 
— X — X —>, ó biéa —aX —» ó̂  flhahnente—,. Ofosécvese- que 

las potencias segunda y tepcera de. la fraccioli! generad — son: 

- ; i — í y generalizando mas; la idea, puesta qoe-ki mirflL-
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plicacion de guebrados se hace numerador por numerador, 
y denominador por denominador, no cabe duda en que la po-

tencia de cualquiera erado », de la fracción —,, será un que-
i m ^ 

brado en cuyo numerador entrará por factor el número 'n las 

veces que espresa p, y otras tantas por factor en el denomi

nador êl número m: luego, «iendo /—) la operación indicada, 

será —p la ejecutada; «s ^eclr, gue la potencia del grado p 

de una fracción* es otra que time por numerador la poten-
fila del grado p del numerador prapuesto, y por denomi
nador la poíeticw del grado $ del denominador. Según es-

/ 2 \» 2" 
ío, podemos decir que por ejemplo, i-^-J es —, 

, . 2 2 2 2 2 2X2X2X2X2 
W reSulla d e J X J X J * J X y=3x3x3x3x3 y ***-

vale a 
243 

120. Conviene que tagarnos aqui unas observaciones [que 
«os han de ser útiles en le sucesivo. 

1.a S i la fracción — es irreductible á número entero ó á 
* m 

misto, su potencia — , también será irreductible á entero ó 

misto, como se demuestra del modo siguiente. La fracción — . 
m 

es irreductible á entero por no ser m factor de*(41. 4.a); é 
irreductible á misto por ser n menor que m (81). río siendo m 
facior de «, tampoco myyn puede serlo de «X« porque «X» es 
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producto de los factores simples que tenga w, y puesto que m 
no pertenece a estos, tampoco el compuesto wxw puede ser de 

w9 
los compuestos que haya en nXw (44); y de consiguiente - ^ re-

m 

sulta fraccionario. Lo mismo «e puede ̂ ecir de —s ó —z. 

, n'Xw , wv _ i j wP , * 
asi como de —= v —., &c., y en general de —= por la rey 

misma en que se funda el razonamiento. Ademas, no siendo — 
m 

fp 71 X w X..c 
reductible á misto, tampoco —n ó bien — puede serlo: 

r inp toxwX— 
porque el producto nX«X.' . es menor que i»X«»X..«í * «ausa 
de ser mas pequeños sus factores (26). 

n 
2.a Inversamente, si — es fracción reductible á entero m 

« misto, también ¡o será cualquiera poitncia suya —=, 
mp 

n 
Porque — es reductible á causa de ser i» factor de «, ó á lo 

menos tener estos un factor común. En el primer caso — será 
m 

reductible á entero y también —|,, pues viene del producto de 

enteros — x — X . . . . hasta ser p veces factor el entero —. En 
m m v m 

el segundo caso, si — es reductible á número misto, lo será 
m 

Tomo L 27 
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también — , porque viene del producto de números mistos 
ñ^ZT*"" hasta ^ ~ factor/> veces-, y en laraalliplicacion 

"* Vt fí l ,' 

de tales números (86.) hemos hecho ver que el producto con
tiene parte entera. 

S.*1 S i — es fracción irreductible á espresion mas sim~ 

np „ 

pie, lo será también ~ . Porque, el ser — incapaz de espre

sion mas simple, viene de no tener factor común el numerador 
y el denominador, y si — fuere reduclible á espresion mas sim-

m-

ple, tendrían nxw y mXm un factor común que debería sería 
de n en «Xw, y de m en mXm. (44). Mas, como esta condición 

w 
última de factor común á n y w no tiene lugar, se sigue que —; 

w 
*̂ 9 1 

no admite ceduciou. Lo mismo se podrá dtecir de —4 ó —, 
m xm m 

y en general de " - . 
* 

121. Raiz de cierta gradare na número es el factor que 
con la multiplicación sucesiva por si mismo debe producir una 
potencia igual al número, ó á la mayor potencia del mismo gra
do contenida en dicho número. Decimos que 1» ntiz es del mis
mo gr^lo quí1 la potencia, porque tambicn se dieje raiz según-
4k ó curidrada, raiz tercera ó cúbica, miz cuarta, raiz qnin 
ta, %c. El signo con que se espresa el problema de eslraer la 
raiz dp un número es i / : en seguida del signo se escribe el nú
mero cuya raiz so quiere eslraer; y entre hs brazos del signo sé 
pone el nújnero que indica el grado de la raiz, y <\Mt por esta 
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«eMímia Índice^ cotdo por ejemplo \ / N , para espresar que se 
ha de estraer la raiz 3.a ó cúbica del número N , según el í n 
dice 3 lo indica. Cuando se traía de eslraer la raiz 2.a se supri
me el índice 2 por la simplicidad; y asi, \ / N espresa que se ha 
de eslraer la raiz segunda ó cuadrada del número N. Poniendo 
pftr ejemplo un número cualquiera de las potencias de la tabla 
anterior, tendremos que 

— — 3 _ 3 
p/81 es 9 , ^ / 2 5 es 5 , ( /216 es 6,p/512 es 8. 

Pero las mas veces el número propuesto no es potencia 
exacta del grado mismo que el índice de la niiz que se quiere 
hallar; y entonces, asi como en la divis/on de números no 
múltiplos del divisor, tenemos que conlenlainos con hal lar la 
raiz aproximada, ó factor que ptodueiriu la mayor potencia de 
aquel grado contenida en el número propuesto. Por la tabk ¿de 
potencias vemos, que lodos los números comprendidos entre 
dos consecutivos de las terceras potencias, como por ejemplo 
512 y 729, no pueden leuer tercera raiz espresada en número 
exacto, pues la del primero es 8 y la del segundo 9; y fo m i s 
mo sucede á los números comprendidos, entre otras dos poleí*-
cias de un mismo grado de cualesquiera dos números cofisecii'-
livos del ?i«lema de numeración. 

122. Hemos dicho que los números comprendidos enlre las 
potencias de un grado de dos números consecutivos no pueden 
tener raiz entera cabal dd.grado de la potencia: y ahora vamos 
á demostrar que tampoco tienen raiz exacla fraccionaria ni 
mista los números enteros que no la tengan entera cabal. P o r 
que, si una cantidad entera JS pudiese tener raiz fraccionaria1 

•7- de algún grado w , podríamos escribir la oración \ /N== -r-; 

las cantidades iguales multiplioadas por otras iguales también 
dan productos iguales {3 . ^ . ° ) y (20) y por tanto, multiplican
do por sí misma cada una de las de la igualdad hasta ser m 

xa 

• Veces factor en el producto, resultará iV— r s ; pero este r e -
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sultado es absüfda por ser — tan fraccionaría como -r- (120". 

1,*); luego, la raiz de urv entero nunca puede ser fraccionaria. 
De suerte, que Im canlidades enteras que no tengan raiz en~ 
tera cabal, twnpocú la dan fraccionaria-cabal. Por cuya 
razón los números intermedios a t, 4, 9, 16,. 25, 36,.,.. na 
tendrán raíz exasta cuadrada, ni tampoco cúbica las interme
dias á 1, 8, 27, 64,... Mas no se entienda por esto que los 
números fraccionarios no pueden tener exacta raiz: fracciona
ria, pues el número 3— por ejemplo tiene la segunda potencia; 

49 , . . j?. •••'! , , , 49 ftf 
-j-, y de consiguiente la raíz cuadrada de — „ es 3—, 

Según esto, hay cantidades cuya raiz jamas puede cifrarse 
con exactitud en. espresion entera ni fraccionaria,, sino en la 

indicada radical [ / N ; y cuando- sea necesaria intentar el co
nocerla, hay que esperar solo una aproximación á pesar de 
cuantos medios puedan aplicarse:, tales cantidades se llaman 
incotmnsurarble& ó irracionales, pues no hay entera ni frac
cionaria alguna que sea unidad de medida para valuar la raiz 
que exige el Índice del radical.: Por esto se llaman también 
comensurables ó racimales todas las demás cantidades que 
contienen cabal número de veces á la unidad entera ó fraccio
naria, por pequeña que sea; es decir, que son comensurables 
lodos los. números enteros y fraccionarios libres de signo radi
cal, ó que á pesar de hallarse afectados por él, equivalgan á 
entero ó fraccionario: asi, el número 5» y todos los enteros son 
comensurables por contener á la unidad 1 exactamente cierta 

3-
número de veces. Igualmente la fracción -— y cuantas pueden 

o 
imaginarse sin estar afectadas-de radical ni esponente fraccio— 

3 1 
nario, son racionales: en la fracción -*» propuesta es — la uní-

o o 
dad, á quien contiene tres veces. 

123. Mas adelante se tratará de estraer las raices cuadra-
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da y cúbica; de los número* entefos que escecfen! a Fas poten
cias segunda y tercera dei mayor número de un solo guarismo r 
que es 9$ y también del modo de hallar las raices cuadrada y 
cúbica aproximadas de todos los números cjue no las tengaa 
exactas. En cuanto á las raíces de grados superiopes, hallare
mos recursos para estracrlas por otros métodos que nos propor
cionarán los conocimientos mas elevados de la ciencia> 

124, La regla para estraer las raices de los quebrados se 
infiere por la regla de la elevación ú potencias {il&). Fues,, 

• n 
de que la fracción — elevada k la potenci a det esponente 
p é indicada en. 

n^ 
m* 

sesígi» (pie la rafcdel gradep de Fa. potencia— coma s* 

indicae» X —nr es — 

Y como lá raiz — , Ra venido de estraer las rafees (fe 
m 

numerador y denominador;, claras esta que cmndv se haya- efe 

del numerador y Ip del dmominadory & fa fracción $ur 
vesulte de las dos raices kalladav es la miz de- la pr&puesfar 

64 
Dado pop ejemplo el número-—r para estraer la raíz 

cúbica; por la tabla de potencias tendremos las individua-
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les 4 y 7 del numerador y del denominador , y diremos/que 
3 

V 64 
343 ' 

ó según otra forma 

^ 6 4 4 , es -=-. 
/ 3 4 3 

# 
En las lecciones que signen propondremos casos de estraer 

por aproximación las raices cuadrada y cúbica de los quebra
dos que no ias tengan exactas, y por ahora reoordamois que lo 
dicho en los articulos {121) y (122), acerca de las raices de 
los números enteros, se deberá entender también de las raices 
de los fraccionarios. 

LECCIÓN 11. 

Potencia segunda de los números polidlgiíos, y 
melado para estraer la raíz segunda que tiene mas 

de un guarismo. 

125. En primer lugar nos interesa examinadla composición 
de la potencia segunda de un número, formada por la mul
tiplicación del número descompuesto en dos sumandos, ó lo 
que es ígnal, dando al número fowna »*le binomio. Sea pues, 
A-hB la suma de las «los partes de que conste cualquiera núme
ro: y ejecutando la multiplicación indicada por(A-i-/?)X(AH-/?) 
ó bien {A-hB)2, resultará por el segundo teorema de la mul
tiplicación por partes (33. 5.a), 

que por las reduciones (118) de ̂ X ^ y de By<¡t en A2 y /?*, 
como larribien (26) de AXjü+AxB en 2 x ^ X ^ , viene á ser 

{A+Bf^Á'+Z.A.B+B*. 
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E l objjBto de presentar esta cornposicion de la segunda po
tencia del número compuesto en dos partes^ significadas en 
general aqui con las letras 4 y Br es el que se vean las tres 
partes; de que consta la segunda potencia: que son. A* cua-
dradcTde la primera parte del hinomto, 2AB duplo producto 
de la primera parte del binomio por l a segunda* y B* c u a 
drado de la secunda parte del binomio. 

Todo número puede ser descompuesto en dos partes de va
rios modos (J 8); pero aqoi se trata de números polidígilos,'y 
el método adecuarfo pura ellos es incluyendo en 6 todas las 
unidades de menor orden, y en A todas de mayor orden, con 
tando por decenas las de A y por uenídades las: de B. P a 
ra que se comprenda mejor lo que decimos, tómese por ejem
plo el número 3749 , el cual podemos descomponer ea 
3000-|-749 ó sea en 300 decenas y '749 unidades; ) por con
siguiente su cuadi*ade según la formula dará^ las equivalencias 

(3000-|-749)X=30001-|-2.3000X749-|-T49,=14033001. 

en que A representa 300 decenas, y B represent» 749 u n i 
dades. . 

También podemos descomponer el número 3749 en 
37004-49; y por lanío,, será bajo esta forma 

(3700-h49)1=370044-2.3700;49-l-49l=1405500U 

en (pie A representa 370 decenas^y B representa 49 unidades.. 
- Aun admite la descomposición «n 37404-9 el. número pro
puesto, y de este modo será» 

(3740-f9),=374014-2.3T40.9492=í405300Ir 

en donde A representa 374 decenas» y B representa 9-uni
dades. 

Obsérvese que según la última descompQsic'ton» esta ihcFui— 
dá en A la cifra 4 , que era la de mavor orden de las de B eu 
fa descomposición precedente: en esl;? conliene .4 las cifras 4 
y 7 de las cuales carecía en l<| primera (ieseomposic'mnr de 
suerte, que en la raíz cuádrala (h cualquiera n imem po~ 
l idígi fo pnede ennfener A una ci f ra ó dos rífrns ó tres S¡¡c* 
desde la de orden mdyor, esceplo l a de simples unidades que 
siempre corresponde á B» 
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126. Esta análisis, tjue ha servido para presentar aisladas 
las tres partes de la segunda poteneia de cualquiera mimero 6 
raíz, y para (fue se Tea qne la primera de estas puede contener 
tina 5 mas cifras; índica el camino para la estraccion de Ja raíz 
«uadrada de cuafífuiera número, considerado como potencia 
«egund^. En efecl-o, la cuestión cslá siempre reducida á buscar 
Jas dos partes A y B de la raíz, considerando Á decenas j B 
unidades, d é orden que correspottda; y coa» 

l / Á a es A , y • ' •• , equivaleá B , (83. 11.), 
fl*A 

se sigue que, s i conociéramos el primer término A de la rai% 
hinomia, lendriamos ¿l seymdo término J$ dividiendo por 
el duplo'Qh del primer término Juillodo, l a segunda parte 
2 . A . B de la potencia. 

Por esta verdad, y ia observación que se ha becho al fin 
del artículo (125), se presenta bien clara la posibilidad de ha
llar «no á uno iodos los guarismos de la raíz, empezando por 
los del orden mayor; y vamos á enterarnos ahora del modo. 

Para ello leñemos q»e aclarar dos puntos: l .u conocer en 
qué parle del número, dado como-potencia, se halla cada parte 
de las tres principales, y en donde se ha de buscar cada parte 
de la raiz: ¿.0 después de sacar cada guarismo de la raiz, co 
mo tamlMen cada dos, cada tres, &c . ; hacer la comparación 
conveniente para cerciorarse de si estón bien hallados o no. 

1.° En cuanto á conocer en que lugar del número dado 
como potencia debemos buscar cada paite de la raiz, haremos 
las reflexiones que siguen. 

Las unidades de todos los órdenes del sistema actual de 
numeración están representadas por 10", pues todas son poten
cias de 10 según lo demostrado en el artículo (31). Si es n = 0 , 
resulla la potencia 1 0 n = l ; 

si n = l , 10"=10; si n = 2 , 10 '=100 , &c. 

Por otra parte, los números entre 1 y 10 tienen una cifra: 
entre 10 y 100 tienen dos, y asi sucesivamente; de modo, que 
consta de n ci f ras todo número entero comprendido entre 
iOn~ i y 10° sin que llegue á ítí0; y todo número imagina ' 
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tie de n cifras, tiene su valor entre 10n—* y 10" sm lle~ 
f a r á 10". 

Puesto que habrá n cifras en un numeró cuyo valor sea 
entre 10«- * y 10" sin llegar á 10", y que el cuadrado de d i 
cho número cslaná (66. 6.°) y (58) entre los cuadrados 
10an—2 y lO*" sin llegar á 102"; claro está <jue tendrá el 
cuadrado de tal número por la misma razón 2n 6 2w—1 c i 
fras, es decir, doble ó doble menos una; será 2n—1 si el 
cuadrado no llega á 102n—*, y 2" sino llega á 10ÍU. Luego, si 
el número propuesto para esiraer 4a miz tiene 2n é 2n—1 
cifras, su roiz cuadrada constará de n cifms. Según esto, 
los números de una ó dos cifras darán una'para su raíz; los de 
Ires ó cuatro darán dos; los de cinco ó seis darán tres; los de 
once ó doce cifras darán seis, &c. 

Ademas, eJ cuadrado de las unidades se hallará siempre en 
las dos úllimas cifras del número propuesto, porque 12=1 y 
9*=81; el de las decenas simples oslará en las dos cifras pre
cedentes, porque 10i==100 y OO4—8100: el de las centenas 
o decenas equivalentes se hallará en las dos cifras que prece
den, porque 1O02=1OOOO y 900i=810000í el de Jos milla
res en las dos precedentes, porque 

1€002=1000000 y 90002==81000000; 

y por este orden sucesivamente. Por lo cual, separando las c i 
fras del núfnero propuesto en periodos de á dos cifras em
pezando por las últimas de la derecha, se deberá buscar la 
raíz de las unidades en et periodo de la derecha , la raíz 
efe las decenas en el periodo inmediato, la de centenas en 
el que preceda, y asi sucesivamente tos raices de órdenes 
mas elevados: bien entendido que el periodo primero de la iz
quierda puede no constar mas que de una cifra, como sucede
rá cuando haya número impar de ellas en la espresion pro
puesta. 

Como por otra parte hay 2.A .B en la potencia cuya raiz 
tenga dos términos, puede resultar en cada periodo el aumen
to de algunas unidades de su orden. Para saber en donde 
pueda recaer el producto 2.A.JÍ, supóngase A decenas y /? uni
dades: el menor producto es 2x10x1=20, y el mayor 
2x90x9=1620; aquel recae en un periodo y este en dos 
consecutivos. Luego, se habrá de buscar en general 2.A.B 

Tomo L 28 
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en los dos periodos consecutivos juntos, que eontienen á A* 
y á B2. 

11,° Es llegado el caso de aclarar el segundo punto, que 
consiste en cerciorarnos de si la raiz hallada necesita ó< no 
corrección, porque de los números los ntas no son potencias 
exactas, y aun cuando lo sea el total propuesta puede no ser 
potencia, cabal de A el periodo de que se estrae A. El moda 
de cerciorarse da lo que aquí se trata es el siguiente, funda
do en lo que llevamos dicho* Elévese 4 la segunda potencia 
el binomio ó raíz presunta que se haya encontrado; y restando 
dicha potencia de toda la ca«tidad propuesta, si el residuo es 
cero* la raiz hallada será exacta; si el residuo es negativo, la 
raiz hallada será mayor que la exacta, y hay que corregir la 
operación; si el residuo es positivo, la raiz hallada será la que 
se busca siempre que no admita otra mayor en unidades de 
Ja misma gerarquía la espresion propuesta. Vemos que la resta 
de que se trata es una operación indispensable para cerciorarse 
de si es ó no verdadera la raiz hallada; y como esta se estrae 
por partes ó términos Ó guarismos, es necesario también hacer 
sucesivamente por partes dicha resta del modo siguiente. Ha
llado primeramente A, se resta A4 de la cantidad propues
ta', en este residuo se busca B% y de él se resta 2^.6-1-6 ' : 
k> cual es lo mismo que haber de la propuesta cantidad res
tado al fin tf-tZ.A.BA-D*. 

127. Habiéndose demostrado los fundamentos para la ex
tracción de raices cuadradas, vamos á practicarla. • 

Dado por ejemplo el número 67G como potencia, se ve des^ 
de luego que su. raiz segunda constará de dos cifras, es decir, 
decenas simples y unidades. Hecha la divisiou en periodos de 
derecha á izquierda resultan das, corno 6'70; el cuadrado de 
las decenas debe hallarse en el periodo 6, el cuadrado de uni 
dades en 76, y al mismo tiempo el duplo de decenas por uni
dades en el conjunto 676. 

Indagúese pues, con el auxilio de la tabla dé potencias, la 
raiz cuadrada mayor conleuida en et i/6'7& |2 
periodo 6, que es dos decenas; y escri- ^ I— 
hiendo el 2 por separado como aparece —^7— 
ea el tipo del cálculo, y el cuadrado 4 a 
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de 2 baj© t i periodo 6, réstese 4 de 6. La diferencia es 2, y 
agregando á eüa el periodo 76, resulta i /6 '76 12 
276; en que debe hallarse el duplo de las ^ '— 
dos decenas multiplicadas por las unida- " " o ^ " " \in i 
des y el cuadrado de las unidades, que * * " I— 
aun están ocultas. 6 

Para saber cuántas unidades corresponden, la espresion 

% A . B 
~ ' ' =zB dice (126) que se divida 276 por 40, duplo de las 

¿A 

decenas halladas, con la precaución de que ademas en el divi
dendo quepa el cuadrado de unidades i?*, por estar incluido 
en 76- Hecho el tanteo resulta adecuado ^ = 6 ; y escrita esta 
cifra de la raiz en seguida de la anterior tenemos 26; pero es 
necearlo comparar con el dividendo 276 la cantidad ^.A.B-^-B* 
ó bien (2/í-4-/í)X^ que aquí es 46x6, á fin de hallar la dife
rencia (126 II.0). En efecto, escrito el producto 276 bajo el 
dividendo» resulta cero el residuo; lo que indica ser 26 raiz 
cabal del número propuesto. El tipo completo del cálculo es 
como sigue: 

v/6'76 126 raiz. 
21 4 

dividendo . . . 276 40 divisor 20x2^ 
4 6 X 6 . . . 276 6 
dividendo.... 0 

Propónese ahora para estraer la raiz cuadrada el número 
105625; y según lo manifestado debe dar tres cifras en su raiz, 
la cual por ello constará de centenas, decenas y unidades. He- ' 
cha la separación de cifras, como 10'56'25, el cuadrado de las 
unidades estará conlenido en 25, el de las decensvs simples en 56, 
y el de las decenas compuestas que en el caso actual son centenas 
se hallará en el restante periodo 10. Al mismo liempo hay en el 
número oíros dos productos, que son el duplo de unidades por 
decenas y el duplo de decenas por centenas; el primero debe ha
llarse en 5625 y el secundo en 1056, según lo manifestado en 
la teoría (126. 1.°). 

Teniendo en consideración estas observaciones, indagúese 
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la mayor raíz cuadrada contenida en el período primero 10t, 
íjne es 3: escribiendo esta separadamente, y su cuadrado bajo 
del 10, al residuo 1 agregúense fas dos cifras siguientes de la 
propuesta. La porcbn Í5G debe contener 2.A.fí+Z?*» siendo 
j |=3 decenas compuestas, y B unidades, conforme á la teoría 
establecida. Indagúese por tanteo un factor B tal que multipli
cado por 2.4 que es 6 decenas compuestas y agregando B*, el 
producto 60X^4-fi2 6 bien (604-fi)Xi? sea iguaí á 156,. ó se-
acerque á serlo: Z?=2 produce 62x2=124<156; /?=3 pro
duce 186>156; vemos que. debe ser B = 2 . Escrito el 2 eu 
seguida de la raiz anterior 3, resulta 32, que consideradas 
como decenas componen el primer término A binomio de la 
raiz trinomia. 

En este concepto, para hallar eí término fí correspondiente», 
réstese del dividendo 156 el producto 62X2 que es 124, y re 
sulta la diferencia 32; á quien se debe agregar el periodo s i 
guiente 25. De suerte, que en 3225 ha de estar contenido 
2X320X/?-+-/?*, ó sea (6404-/?}Xfl; y debemos inferir por tan
teo el número B que cumpla con la condición de acercarse di
cha cantidad al número 3225. Sin mas objeto que et tanteo se 
halla que 2x320 cabe 5 veces en 3225; y no podiendo ser 
1?>5, hagamos #—5, espueslos á la corrección si fuese de
masiado grande (126, IU0). Escrito el 5 en seguida de los gua
rismos antecedentes de Hi raiz, componen 325. 

Falta restar del dividendo 3225 el producto {2.A-i-B)XB 
q-ue ahora es. 645X5; y ejecutando la comparación se halta que 
no hay diferencia; con que, 325 es raiz.cuadrada cabal del n ú 
mero 105625. 

EJ tipo del cálculo completo es como aquí se presenta 
|/10'56'25 ¡325 

dividendo,.... 156 [60 divisor 3 0 X ^ 
6 2 X 2 . . . , 124 2 
dividendo 3225 [640 divisor 320X2; 
645X5 3225 5, 
dividendo.,..» ' O 

Nos pareceo suficientes, los ejemplos presentados para que sepa 
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ya eV discípulo manejarse por sí en todos los demás, y solamen
te haremos dos observaciones para amplificar lo que se dijo en 
el articulo (126. II.0). 

1.a Debiendohallarseencadaresiduo hcantidad 2.A.B-hB% 

íiabrá de ser JS< IV'en 0 ;. como sucede en el ejemplo, 2<--—-
2 A oO 

3325 
en eí primer dividendo, y en el segundo 5<-^-r. La raiuorfa 

del cociente debe ser tanta cuant* baste para que no resulte re
siduo negativo, coma está dicho (126. 11.°). 

2»* Si á una raíz A monomia ó polinomia se aumenta 1 „ 
sera 

y hace ver esta espresion, que si á la ciíra de la raíz se diere1 
Hua unidad de menoŝ  el cuadrado Á* de- la part« hallada ten
drá de faifa 2^4-1-1, por consiguiente de exceso el residuo. 
Luego, cuando cabe en el residuo el duplo de la vais hallada 
mas la unidad, hay que aumentar 1 á lo menos á la cifra ad
mitida en el tauteo jmra que sea l a verdadera: de suerte, que 
precisamente debe ser positivo y menor que- dicha cantidad ef 
residuo. Por esto el primero del ejemplo indic» acierto, pues 
resulta l<2x3- i - t ; el" segundo residuo igualmente, porque 
32<2x32-Mj y el tercera lamhienr porque 

• 
0<2x325-hU 

La primera observación manifiesta el estremo «royorv y la se^ 
gunda el menor, de la cifra tí del tanteo^ 

128.- Cuiíndo ya. se tienen conocidas mas de la mitad- de 
cifras correspondientes á la raiz, se pueden obtener las demaŝ  
por simples divisiones; lo cuuI abrevia mucho-el cálculo de la 
estraccion total y el siguiente raciocinio' manifestnrá el método» 
para conseguir el objeto. 

Siendo P el número dado,. Á la parte conocida dé la raiz, 
B la que falta, y A el sobrante de P sobre (/Í4-/?)%, hay l¿ 
igualdad 

i>=,i,4-2.A.fiH-fi,-H5L 
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Pesiando i ! de una y otra cantidades iguales, y di\$diendo deso
piles los restos por 2A, será 

2A ~~ 2A 

El segundo roiembro puede ponerse bajo otra forn^a (41. 6.a), 
y ealonces la eí|ujvalencia será 

m T 2A ' 

tn donde vemos que dividiendo por el duplo del número ha-*-
Hado, el esceso del propuesto sobre el cuifdrado de aquel, re
sultará un cociente que en general escederá al D que se bus-

ca én tanto como sea la cantidad ———, 

Pero sabemos que A está seguido de m ceros; y como A 
Sin contar con ellos consta |ior si de r/H-1 cifras á lo menos 
por condición establecida al principio, se sigue que A tendrá 
por lo menos 2m-i-l cifras, y con mas ventaja las tendrá áA 
denominador de la fracción sobre cuyo valor se discute, Pov 
otra parte sabemos por condición que /» consta á lo mas de f» 
cifras, y que por ello li* tendrá 2hi á 1^ mas. De estas babrá 
tantos ceros al fin de 1P cuantas cilras tenga A; y por tanto 
Bi-\-h tendrá á lo mas 2m cifras. Luego, el denominador 2A 
es mayor (jue el numerador, y por consiguiente menor que 1 
el valor del quebrado que sigue á B en el cociente de 

/>—A4 

Esta espresion á que hemos llegado por encíidenamiento rí-
goiroso de verdades nos dice, que, halúendo hallado en el nú
mero P ujm parte A de la raiz cuadrada con mas de la 
Iñilafl de cifras de la raíz completa,, se puede hallar la 
partís restante dividiendo V—A* por el duplo de la parte 
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hallada. Eq el ejemplo anterior es P=105825 ; A = 3 2 % 
2vi=640; Aa=102400, 

B 105625—102400 * 25 
64U J ' 640^' 

129^ Hasta aquí hemos tratada solamente Je fí^Iíar fa par-
te entera de una raíz; y el residuo final cero de los ejemplos 
dados para ensayo hace* ver que se propuso ua cuadrado-
exacto: pero según Indemostrado en l * precedente lección1,, 
los mas de los números enteros han de tener algún residuo" 
final (121). Por otra parte, sabemos que toda cantidad entera 
que no es cuadrado cabal no puede'tener raiz segunda exac
ta (122); y ahora vamos a tratar de si se podrá obtener mas 
aproximada que la entera en aquellos números que son ineo-
mensurables: es decir, que si después de haber estraido la rais 
entera conforme al métotíb'establecido y usando si se quíeredel-
auxilio para abreviarle, hay residuo fibal, que neeesamme-srte-
ha de ser menor que el duplo de. ella mas 1, se trata de apro
ximaciones. 

Una simple reflexión basta para eonveneernos dê  que se 
puede aproximar cuanln se quiera por dccimiles la raiz cua
drada de cualquiera número Irracionaí. Porque, si agregamos. 
al fin del número entero propuesto cualquiera nútTvenypai* efe 
cerosv habremos d'ecu')licadoa4 número .tanto, cuantos ceros 
hayamos agregado. E l número multiplicado asi nos dará en 
su raiz fanlas cifras mas, cuantas haya en la mitad del núme
ro de ceros añadidos, en aqueL Esta raiz será mayor que l a 
entera conocida del número propuesto sin la añadidura,.tañían 
veces cuantas esprese la unidad seguida de la, milad de ce— 
fos añadidos, porque sabemos q;te cada cero finaí' de una 
raiz produce dos en la potencia [31). Luego, en la raiz (¡ite 
diere el número con pares de ceros añadidos^ serán cifras 
decimales tantas cuantos pares db ceros fueron- agregados», 
Por ejemplo, sea 54el número propuesto gara la estraccioa 
de su raiz cuadrada: 

| / 5 = 2 - h « . . . es mayor que 2? 

y si tratamos de aproximarla hasta décimas, habremos de aña
dir do* ceros al 5. EsUaígase la r a k de 500 por las reglas d*> 
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das, separando las dos úllimas cifras con ííi fílde,y Iraláhdo'íe 
durante la operación cerno si A fuese decenas y B unidades; 
y el tipo del cálculo .es: 

j / 5 '00 |22 
25 4 

100 [40 
42X2 _j84 2 

16" 

Hesulta 1X5=2/2 aproximada hasta décimas. 
En el ejemplo siguiente se practican todas las realas dudas, 

llevando Ja aproximación basta lüezmiiésiraas: 

^/6'63'73'21'92 |26763 

263 |40 
4 5 X 5 . . . . . . . 22o 5 

3873 |5W 
507X7 . 3549 7 

32421 |5140 
5 1 4 6 X 0 , . . . , 30876 6 

154592 }51520 
5 1 5 2 3 X 3 - . , 154569 3 

23 

En vista de que hay residuo final después de estraida la raíz 
entera 25763, y que se trata de aproximarla hasta diezmilési-
mas; agréganse ocho ceros á la cantidad propuesta, y se pro
sigue la eslraccion bajando dos ceros para cada cifra que se 
busque de la raíz: 

V/663732192,00000000 {^57630 
dividendo para décimas.... 2300 ¡515260 

515260X0.. 0000 ""o 
dividendo para centésimas.. 230000 
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Siguiendo el métodcí ordinario llegariamos á'tener las tres c i 
fras decimales restantes; pero habiéndose propuesto -el «jemplO' 
para ensaye de toda la teoría, las hallaremos por la fórmula 

aproximativa B=—^-—-. Siendo en el caso presente 

P=6^3732192OQ00OO00, y 4^=257630, 

tendrá el conjunto B de dichas tres cifras restantes por la 
Vision 

se 
división 

66373219200000000—257630a _ 
—i =005; 

2X257630 

Hesülta pues i/66373219^=25763,0005, ráiz aproximada 
que se pedia, llevando la aproximación hasta ser menor que 

•^nn„ la diferencia entre dicha raiz hallada y la exacta, 
10000 

-
Si el número que se proponga para la estraccion trae a l 

guna ó algunas cifras decimales, y el número de estas es par, 
se hace la estraccion. suprimiendo la coma, y por la razón es-
puesla se separan después Con ella en la raiz tantas cifras ú l 
timas cuanlos fueren los pares de las decimales que tenia el 
número. Si es impar íel número de cifras decimales de aquel, 
se completan con ceros hasta ser par el número de ellas, y se 
procede como está dicho. Debiéndose por ejemplo estraer la 
raiz cuadrada de 26,37, se considero entero, y será decimal 
una cifra de la raiz. Lo mismo si fuese 26,3 que equivale á 
26,30. Al discípulo toca el ejercitarse en las prácticas de es
ta clase. 

130. Ninguna dificultad ofrece la estraccion de la raiz cua
drada en las fracciones, sabiendo las reglas para estraerla en 
los enteros; porque (124), siendo 

' b \ /h 

liay que estraer separadamente las raices del numerador y del 
Tomo 1. 29 



220 ARITMÉTICA 

decrpmm^dor, coijaQ en ios. dos cansos pacticulares' qusê  pre
sentamos aquí para: modelo 

^169_ j / l 69__13 

, 5 ' | / 5 2,2... /r 

aproximando hasta décimas el numerador del segundo ejemplo: 
y si á su raiz.hallada queremos dar forma de entero, será 

Si numerador y denominador Son irracionaíes, se evita la 
doble aproximación multiplicaiuio por el denominador ambos 
términos (^3. I?*), i t i M h no hay factor mas iümpttí que • haga 
racional el denominador: como en 

aproximando hasta i decimas,la raíz del numerador., . 

LECCIÓN i l l . 

Potenc ia terbéra de los números potidlgiíos^ y 
método p u r a estraer lü ra íz tercera que tiene mas 

de un gitarisino. 
• 

s 

131. Elevando á la tercera potencia el binomio A-\-B y ha
ciendo reduciones análogas á las efe la potencia segunda (125), 
resulta 
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Esta espresion represéntala tercera ̂ potencia de cualquie

ra número polidigito, considerando ser .4 decenas y J? unida
des: y por ella vemos queia potenciú, 3." de ciiaUjuiera nú-* 
mero dtscompuesto asi en binomio, como A-}-B» consta de 
cuatro partes; que son á5, 3.4?.ft, 3,A.BS y jB3. Si el nú
mero que se ha de cubicar consta de unidades mayores que 
simples decenas, pueílen cpmprenderse en'-A los guarismos que 
se quieran desde él de orden mayor, esceplo el guarisitfo \Íé 
Unidades simples; como por ejemplo 478, que de'Un modo es 

- . ! r , . . , . . r . 
47&3=(*00+78)5=40Q,+3.*002.7í + l.400.782+7S3 = 4 09»15352, 

haciendo A=40 decenas y J5=78 unidades; y de otro, 
*783 =(470 + 8)'=470:; + 3.470.%8 + l.470.82-1-85 = 409»^535? 

Siendo A==47 decenas y B=?8 unidades. 
13^. La potencia desenvuelta de A-\~B enseña el camino 

' para estraer la raíz cúbica; pues 

| / A 3 es i , y - 3Aa • es í; 

y estas espresiones dicen, que la rais cúbica de la primera 
parte fa la potencia es prirker término det binomio, y que 
dividiendo la segunda parte por el triple cuadrado del p r i 
mer término, résúfin' el segundó de la rpiz. Y como A pue
de contener la cifra de orden mayor solamente, ó dos ó tres, 
&c., cifras consecutivas desde aquella, escéptuando la de sim
ples unidades, que siempre corresponde a /?; no es difícil co
nocer que podemos indagar una á una las cifras de la'raiz. 

Hay en las cantidades propuestas para esta operacron aná
logas circunstancias á las qúéinanifesiamos én la lección an
terior: t.a hallarse envueltas en el número las cuaifo partes 
del cubo,dé la raiz blubmia: 2." tenerse que recurrir al tanteo 
para hallar B. Algunas reflexiones aclararán sin embargo el ca
mino para llegar 1 la raiz cúbica. . 

t i * A fin de saber en ^ué'lugar del número se halla cada 
parte de su raiz, cómese dfe nuevo en consideración lo (ficho so
bre esto anleriormehte. Habiendo demostrado (126. 1.a) que ua 
número de n cifras (lene s'ÚVaW entre 10"""'y 10n sin llegar 
a l O V y su cubo (31) entre 103,,w, y 103° sin llegar á 10in; 
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constará dicho cubo de 3n óde 3»—1 6 de3n*—2 cifras. Gomo 
en esta verdad están demostradas las dos reciprocas, se sigue 
que cuando nn número propuesto para estraer su raiz consta 
de 3u ó de.Sn—i ó deSb—'b cifras, su raiz cúbka constará 
de n cifras,. Por lo cual, si en el número propuesto hay una, 
dos ó tres cifras, la raiz tercera tendrá una cifra; si hay cuatro, 
cinco ó seis, la raiz,tendrá dos; si hay siete, ocho ó nueve, la. 
raiz tóndrá tfes; y asi sucesivan&enle. Del principio establecido 
se deduce también que el cuba de las unidades simples estará 
siempre contenido en las Tres últimas cifras del número propues
to; el cubo de las decenas en las seis últimas cifras; el de cen
tenas en las nueve últimas cifras; y asi en adelante. Por esta 
razón, separadas de tres en tres las cifras, empezandopor la de 
orden menor, el periodo que resulte de fas de orden mayor con
tiene el cuba de la primera cifra de la raiz; el siguiente periodo 
hacia la derecha contiene el cubo de la segunda cifra de la 
raiz; &c. 

Ademas, para saber en qué lugar del número se hallan los 
productos 3Á3B y 3Ai?',.adviértase que los menores productos 
posibles, que son 

3 X 10a X 1=300 y 3 x l O X l , = 3 0 , 

están incluidos en un solo periodo; y los mayores, que son 

3.90a.9=218700 y 3.90.9a=21870, • 

están en dos periodos consecutivoSi 
11.a Para cerciorarse de si la raiz binomja hallada por el 

calculador en cada caso es Ja verdadera, elévese ala tercera 
potencia, y réstese esta del número dado. Si hecha la operación 
asi no hay residuo, exactamente dicha raiz es la de aquel nú
mero, y este un cubo completo: si el residuo es negativo, el se
gundo término de la raíz fue demasiado grande y hay que cor
regir la operación: si el residuo sale positivo, la raiz hallada es 
verdadera, con tal que sea la mayor contenida en el propuesta 
número. Al fui del articulo siguiente ampliaremos esta observa
ción, teniendo á la vista un caso particular. 

133. En fuerza de lo espuesto, la estraccion de la raiz cú
bica se hará del modo siguiente. Después de dividir el número 
en periodos de á tres cifras empezando>pór la derecha, se 
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estráerá la raíz A del primer periodo de la izquierda; y h a 
llada la diferencia de A3, el residuo unido al periodo s i " 
guienle ha de ser dividendo para indagar B, y divisor 3Aaí 
con la previsión de que en &l dividendo quepa ademas 
S A B ^ B 3 : de suerte, que de dicho dividendo se ha de restar 
la cantidad 

SA'B-t-aÁB'-hBJ, que v iemást r (SA'+BM-SABjB. 
, , 

S i después de estas operaciones aun queda algún periodo en 
el número propuesto, se junta dicho periodo al residuo que se 
acabe de hallar; y el resultado es nuevo dividendo y 3A4 rme-
vo divisor para B; en concepto de ser A el conjunto de las 
dos cifras halladas y B ía que se busca. Por este orden se lle
ga hasta la última cifra de la raiz, considerando siempre A 
atcenas y B unidadeL Bien se deja conocer qne restar del d i 
videndo la cantidad 

equivale á restar de la propuesta el cubo de la parte hallada 
hasta entonces, que es A?-|-34*54-3AjB2-l-fiJ, por haberse res
tado antes A1. 

Siendo 17576 por ejemplo, el número cuya raiz cúbica se 
quiere, y empezando por las cifras de orden menor la división 
en periodos; como 17 576, vemos que hay dos; y que por ello 
ha de tener dos cifras la raiz. Eslráigase la mayor raiz cúbica 
A = 2 contenida en 17, y réstese de este periodo el cubo A3=8i 
Bájese á el lado del residuo el siguiente periodo, y en su con
junto 9576 búsquese la segunda parte de la raiz, que es el co-

, , , . . . 9576 , , . 
cíente 6 por tanteo de la división ——-; ; sm perder de vista 

r 3x'i0* 
que el dividendo ha de contener 6 veces no solo á 3x20*, sino 
también á 36 y ademas á 3x20x6. Computada pues la cifra 6 
de este modo, y escrita en la raiz á el lado del 2, precédase á' 
restar de dicho dividendo la cantidad 

(3 l ' + ^ - f 3 A ^ ) que es 

(3x20,-f36-l-3x20x6)x6, ó bien (1200+36-i-360)X6,. 
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y que hacien^Q Aparte s\i cálculo se hallará ser 9576. Resul
tará cero la diíereiiéia, y terminada Ja operaciou por no haber 
ya «las periodos que bajar de la cantklad propuesta. 

E l tipo del cálculo es corpo á continuación se ve: 
9 

V/17'576 [26 raiz 

^ • ^ 
dividendo 9576 I S ^ O ' ^ ^ O D 
(1236-f-3.20.6)x6... 9576 6 

dividendo O 

Para el tanteo de los cocientes, ó valores de Bt se ha de 
atender á las circunstancias siguientes. 

1.* E l dividendo contiene á 3A2B+ZAB*-{-B\ y por ello 

ha de ser 2?< lv' '° °; como en el ejemplo propuesto, ^<:t2oo' 

La minoría de i? ha de ser tal, que nojesulte residuo nega
tivo, como está dicho (132. 11.a). 

2.a (4-f l)3=43-f3As-f-3A-f l hace ver, que siendo A ¡a 
parte de raiz hallada hasta cualquiera térmpnp, si en el re
siduo correspondiente cabe S A ^ S A + l , la raiz hallada es 
defeetuosa por admitirla lo menos otra unidad mas, y hay 
que hacer esta corrección: de suerte, que el residuo ha de ser 
po$itioo y menor que dicha cantidad, para que la raiz ha 
llada sea verdadera. E l residuo 9 positivo de las decenas en 
el ejemplo cumple con la minoría 

9<12- f6- f l , 

y por ello 2 es la verdadera cifra de la raiz; igualmente el se
gundo residuo 0<3x2G--H>x26-fl indica que 6 es la cifra 
debida: y la circunstancia de resultar cero el residuo final ma-
Biliesla que el número propuesto es cubo exacto de 26. Por 
los estemos indicados al fin del teorema de la segunda obser
vación se hace el tauteo del cociente B en cada división. 

134. Si después de eslraer la raiz entera mayor contenida 
en el número propuesto queda residuo, como sucederá las mas 
veces (121), somos arbitros de mayor aproximación por deci
males conducida hasta donde se quiera, sin que jamas pueda 
esperarse raiz exacta por la irracionalidad del número (122). 
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Bl'modb con qué se ha de proceder viene de un razonamiento 
análogo al que hicimos para la raiz cuadrada (129); y por él 
se deduce que agregando triples ceros al número en la derc 
cha» y tratándole como si los hubiera traido • por s i , al fin 
sedeben caracterizar por decimales en la raiz cúbica tantüs 
cifrad cuantos trilles ceros se hayan agregada úl númefo. 

Dado por ejemplo fácil el número 95 para eslraer su ráiz 
cúbica, sé halla por la iabla'(ll8j que, la raiz cúbica mayor 
entera contenida en 95-es 4; y elevando esta al cubo, de la 
comparación resulta el residuo 3 í . Queriendo aproximar la raiz 
hasta centésimas, agregúense al número 95 seis ceros divididos 
en dos periodos; y continuando según ej método establecido 
como si A fuese decenas y B unidades, se tienen las dos cifras 
decimales, por el siguiente cálculo: 

^95'000'0Q0 14,56 
4S. 64 

dividendo 31000 J4800 
(4825+3^05)5. 27125 5 
dividendo 3875000 
(607536+3.4506)6.... 3693816 _ |6Q7500 
dividendo. 181184 6 

Resulta 1/95^=4,56..;.. aproxiraírdá hasta centésiitíaS. 
Cuandor el número Irae-décimalesv .baly ípift completar con 

ceros elnúmero de ellos, si no era triple, y separar con la 
coma en la ráiz una Vifrá ^ «cadU Î̂ EÍrtoao decimal del 
número. 

135. l ia raiz cútjica de un número fraccionario se halla 
eslrayehd'óía separadamente del numerador y del denominador, 
según la regla cifrada (124) fen 

a ¡ n/á 

después de reducir, en Caso necesario, á racional el denomina
dor multiplicando los dos términos de la fracción por el cua
drado de dicho denominador, ó por cualquiera otro factor que 
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haga el náismo efecto (83.1.^) A§i se tendrán las raices en 
los casos que siguen: 

3 . .3 
1331 v/1331 11 S n V 2 1 2,3» 

aproximando hasta décimas la raiz del numerador 4el según* 
do ejemplo. 

CAPITULO VIL 

Potencias y raices literales» 

LECCIÓN l.« 

Principios generales de potencias y raices. 

136. El caso especial de la rairitiplicacion (66. 5.°) cuando 
el producto consta de factores iguales, como 

^Xo=oi ; .aXaXa—aax«=oV. . . y en .general 

flXflX«X :=an entrando n veces el factor a, es la materia 
de esle capítulo; y el principio fundamental para todo lo que 
sigue es el convenio (66. 5.°) de ^üe el esponeate n esprese 
la suma de los esponenles de la raiz a en la potencia an, 
convenio que tiene lugar siendo la raiz a entera ó fraccionaria, 
positiva ó negativa, monomia ó polioomia. En el caso n=2 
se dice o' cuadrado de a, y siendo 71=3 también o5 cubo de 
o, como en las potencias de nuestra sistema (118). Pueden 
ocurrir varios casos de potencias, y haremos el examen de 
ellos para deducir las reglas correspondientes. 

1.° Cuando la raiz es por si misma una potencia, como 
am; lodo producto cual amX«mXflmX.... en que entra n veces 
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«1 factor a"1, se espresa abreviadamente bajo la forma (am)n por 
el oücio designado al esponente (66. 5.°). Cada factor am es 
producto de a repetida por factor m veces; y -como hay n* 
factores de aquellos, el total se compone del factor a repeti
do d número de veces nm, y será por el mismo convenio 
a"in la potencia «sima de am. Con las dos espresiones de un mis
mo concepto podemos establecer la equivalencia 

(om)n=<rn, 

laxstial dice que para elevar á potencia unQ miz con esponente, 
se multiplica este por el de m potencia. 

2.° Si la raiz consta de dos factores, como ah; en su poten
cia (a6)n=a6xa6xabX... que consta del factor ab repelido n 
veces, el segundo miembro es por la regla-de productos de mu
chos factores (66. I.0) lo mismo que 

(ííXaXaX..v)"(6X&X6X....>, 

y esta espresion bajo otra forma (66. 5.*) es <i,1X&n. 
Luego, sera(a6)"=anéu. 

El método con que se Tía venido á este resultado por prin
cipios de la multiplicación conduce, cuando hay tres factores, 
al resultado análogo (abc)"==on.6ir.cu. La misma ley se observa 
cuando bay mas factores en la raiz, y el método de la demos
tración autoriza para establecer ló regla general de que, la po
tencia n,i,na de un producto de cualquiera número de factores 
monomios ó polinomios, equivale &l producto de las potencias 
nsinws de ca(ia uno ¿0 eiiosf como se cifra en 

{abcd....)li=,anbDcnd\.„ 

Según esta regla y la precedente, podemos establecer también 
las equivalencias formulares, que siguen: 

(ap6Vmrf....)n=opn.6tn.c"'mn.¿r: 
.•[(a-+-6).(c-f-(/)Jn=(a+6)n.(c4-rf)n. 

Si hay factor aritmético por coeficiente de la raiz, ó es raiz 
un valor aritmético, está comprendido ên las reglas generales: 
y por esto serán también 

Tomo 1. 30 
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{ W c y ^ W c ^ m V ; (2a)s^=2.2.2.2.2.2.o8=c64o6 

12,=12X12=144=2^6,—S'X^, 

Í4S=25.75=8.343=2744;. SO^SMO^SIOOOO, Ó bien 
30v=5k.6%=810000. 

137.. La potencia nslma de la fracción-r- se indica-en la: 
O' 

forma ( t - ) " : su origen, es la multiplicación-

a- a a 
' T ' X "T^X *T*X«»»"r' 
0 0 0 

n 

y el producto seguir elartícubc (111) ha: de se r—. También la. 

fracción -7^- elevada á la potencia, n está- indicada en (-j^- \ a; 

. . . . ah be ah be , . . . 
equivale al producto -7^-X-7^-X. . . .> repitiendo n veces el 

ahf)c 
f a c t o r - ^ ; y según la citada regla (111), el producto será 

^ 1 , y por el articuló precedente, ( - ^ ^ = ^ n - p . Lúe-

go, son legitimas las equivalencias 

V 6 / " V ' \df*/ =~ {df* Y ~~ d'F* ; 
por las cuales, la potencia de una fraceion ts el coeiente de 
la potencia del numerador partida por la potencia del deno
minador. Casos de tal naturaleza son los que siguen: 
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S J 5 m ^ 5 y _ ( 1 5 ) ' _ 2 2 5 . f V b c ^ y ^ W c 

138. El problema -de eslraer la raiz «9ima de una potencia 
n 

se cifra con el signo i / , poniendo á continuación la cantidad 
iV cuya raiz se quiera eslraer, como [/Nf según se estableció 
en aritmética (121), y consiste la solución en hallar el número 
que elevado á la potencia n produciria exacta ó próximamente 
á N, E\ número n es Índice de la raiz, y siendo n=2 se supri
me. También se dice raiz cuadrada cuando es el Índice n=2, 
y rah cúbica cuando n=3. 

Veamos lo que dice» las equivalencias que resultan retroce
diendo desde la espresion de la potencia á la espresion de la 
raiz según el articulo (136) en las cantidades enteras, y usando 
después el derecho de nuritíplicar y dividir el esponente por 
cualquiera número n, ó sea multiplicarle por 1, como por ejem
plo en los dos casos adjuntos: 

| / a P = r t = « n ; ^/(ak),,=t/akD~ak=an. 

Mas, cuando en la espresion y /a no es m múltiplo de nt 
veamos cual será el esponente de a en el resultado. Para ello 
supóngase h dicho esponente, cuya forma y valor se igpora; 

n 
y asi, cifraremos legílimamente la ecuación {/am—aYl. Si ele
vamos é la potencia n ambos miembros, resulta ü " la del pri~ 
mero, y a11" la del segundo (136), y necesariamente habrá 
igualdad entre ellas, como «spresa a,n=obn. Esta igualdad de 
potencias de una misma cantidad a exije también la de sus es-
ponentes, por lo cual podemos cifrar m=hn; y dividiendo por 

n los dos miembros tendremos A = — , que es lo que se bus-
n 

caba. Luego, si en oh se sustituye por h el valor — hallado 

resulta la espresion dte la regla general 
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en que a puede representar cualquiera cantidad monomia ó pa— 
lipomia, sea simple ó.compuesta da factores,.y estos coa es-
ponentes particulares ó sin ellos. 

n 
Según esto, la raiz [/{cTb* ...) dé cualquiera número de, 

J - . 
factores ha de ser (^f i* ...]D . Y como, por consecuencia de. 
lo demostrado en eF artículo (Í36. 2.°), la raíz de un pro-̂  
ducto am6t..... considerado como potencia es el produc
to de las raices de sus factores, las cuales por la regla 

m t 

que acabamos de hallar son o , , o ....... se sigue que la 
m t 

raiz pedrda es an X ^ X Luego, serán, equivalentes las
tres esprcsiones de distintas formas 

n _*' JL' «L 

Debe pues concluirse que, para estraer la rais de una 
cantidad, descompuesta ó no en factores, se divide el espo~ 
nente de cada factor ó bien el de la patencia del producto 
por d Índice del radicall Cuando Ifay coeficiente aritmético 
bajo el radical, se halla su raíz por la tabla de potencias s i 
está incluido en ella; 6 por los procedimientos conocidos en 
caso que sea poiidigita; y sino, calcularla por los medios que 
se espliquen mas adelante. Por este principio serán legitimas 
las equivalencias adjuntas: 

fL .1 .1 

_L 
ó bien, ^(an,6W)=(a,n6,cBrf)n ; 

\/[ia+-br]={a-hbY ;.&*.:. 

de suerte-que, si el cponenle de la cantidad es 1 ó número 
no múltiplo del índice do la raíz, queda dicha cantidad coa 



r Algebra elemental. 231 
esponente fraccionario; y he aqui el origen de esta clase de 
esponentes, aunque en general uñ esponente fraccionario enun
cia la operación de eslraer dé la cantidad á que- afecta» laraiz 
cuyo índice es el denominador. 

139. Para deducir la regla de estraer las raices de can
tidades fraccionarias, seguiremos el método mismo que nos 
condujo al teorema precedente: esto es , venir de la po

tencia í -t- r á la raíz -7- según el articulo (137); mul-

tipüeaF después por — el esponente de lo qtje resulte, de 

lo cual procederá -r-=:=( T" ) " ^ —¡T * y Por ̂ W1110 dar á 

n-' 
i /an 

esta fracción la forma —-—., como lo permite la tlémostra-

cion del artículo antecedente. Procediendo asi tendremos 

iH=(fj on _ t / a a 

Siguiendo otro método%se sabe que por la regla de raicesr 

y~Hif-(138) debe ser 
y u y o 

y; por la de potencias (137) debe ser (-^ Jn =-—-; 
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B _ ' A 

de ío cual resulta | > / -7-==—r=^T~~* 

Luego, la raiz de una fracción es el cociente de la raiz del 
numerador partida por la raiz del denominador.Woy esta re-

r / ( 2 V / ) 2da fn ' 

y también, y / { ^ j ^/646), 46 3 

140. De los principios demostrados proceden otros impor
tantes. 

a 
1.° Sea -— fracción irreductible, -circunstancia tpie necesa-

riamenle proviene de carecer sus términos de común divisor 
d. Pero (76), si «f no es medida exacta entera de a, tampoco 
lo es de a2: no siendo de a ni de o*, tampoco de a*=aXa*, 
&c.: por igual pazon, si d no mide exactamente á 6, tampoco 
a 6* ni á b% &c. y por la naturaleza misma de la demostración 

se deduce, que siendo irreductible el quebrado -r-, también 

serán irreductibles todas sus potencias 

b*' 65 í 6m* 

2.° S i una cantidad entera JY pudiese tener alguna raiz 

n 
J fraccionaria, como j / í V = - t - ; elevando los miembos de es-
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t&ecuaciott á «H seria í V = t ^ : pero'este resultado es absurdo 

por ser — irreductible¿ luego, la raiz de un entero nunca' 
b 

puede ser fraccionaria: Según estonias cantidades enteras que 
no tengan raíz entera cabala tampoco la dan fraccionaria cabal, 
como se dijo en aritmética (122): y se1 llama irracional ó m -

comensurable ó sordo todo número [ S N que jamas puede ser 
espresado por equivalenie-exacto, entero ó fraccionario. 

3»? Tratando de lá cantidad irracional p/iV, supóngase el 
wa „ . va ,'-

número d> [ /N ; y otro c tal que sea \ /N>c . Se halla pues el 
valor de la 'cantidad irracional entre los números d y c, que 
supondremos las raices enteras mas próximas por esceso y por 
defecto; Quitese. k dy. añadas^ á c una parte fraccionaria, co
m a — , las veces que se pueda, como por ejemplo h veces á 

d y ft veces á é» pero quedando siempre 

l ' V - i 
d — A x — > y Ñ > c - \ - k ^ — ; y tenemos dos raices 

1 l 
d—hx— y c-\-kX— nías aproximadas que d y c á la i r 
racional. Continuando asi podemos acercarnos cuanto se quie
ra á la valuación de la irracional; mas la naturaleza de esta es 
tal, que llegarían a ser, mayor que ella la que era menor, y 
menor la que era mayor, por pequeña que fuese la fracción 
1 
—» con una especie de salto inevitable al pasar por el punto de 
igualdad. 

El meditar sobre que aumento pueda convenir á <? y que 
diminución \ dt para que no se ocultase el valor cabal de 

\ / N entre dos operaciones sucesivas, inspira la nueva idea 
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deia pequenez que se debe suponer á — , y que sólo se po
dría conseguir por aumentos ó diminuciones de continuidad, 
á manera de lo que sucede á las cantidades -de agua de dos 
vasos cuando se va llenando el uno á espensas del otro que 
se va vaciando. Idea á que debe su origen el considerar 
toda cantidad formada por incesantes y continuos aumentos ó 
diminuciones, como se verá mas adelante en el cálculo infi
nitesimal, y para mejor concebirla dará luces la geometría. 

4.° §i los términos de la fracción -r- afectada de ra-

• m dical como || / t-, se multiplican [105] por a*'""1 ó 

por é11—S tendremos y = ^ = I ^ - = — ^ — ; y por ello, 

el artículo (139) son ciertas las equivalencias 

—' \/ah*—x i/a¿n—' 

Resulta pues demostrado que, cuando afecta signo radical 
a 

á numerador y denominador de una fracción -r- , se puede 
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librar de dicho signo á uno de ellos multiplicando por éste 
cuantas veces fuese necesario ambos términos, sin que nada 
se altere su relación por el cambio de fon 

Dada por ejemplo I y S — , que equivale á -—j si que-

remos que el denominador tenga forma racional, multipli-

, . a ab*—! 
quense ambos términos por 6 —•', y será -r-——-r-—: y sus-

• —v * a ^ 
tituyendo bajo el radical, viene ! • - S I 

aó"—' v/a6n—' 

V V KOÍXI3J 

Por tales procedimientos vienen también las transformacioaes, 

Í—I v / lS t/15 

h ~ \ / 25 5""*' 

112 t / T l 2 vw- 64 

para las cuales ya estábamos facultadas (130) y (135). 
Hay casos en que, multiplicando numerador y denomi

nador por alguna otra cantidad que se'deje ver, se libra 

de signo radical á uno de ellos, cómo a » 

que multiplicando numerador y denominador por (T, se 
convierte á 

Tom L 31 
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cnd° ~ cd * 

Lo mismo I / - j , en que multiplicando por 2 numerador 

y denominador, este se convierte aracional,, según mámnesta 
el resultado 

J 3 

\ I 
LECCIÓN II. 

PóMciWy-raicé* segundas de tos poTíkomos. 

141. Practicando tas • operaciones que indica la espresion 

segunda potencia de un binomio, se tendrá 

í [A+B^A'+ZÁV+ÍB* . 

Por otra parte, un polinomio a-t-l+c+d-^..'.. compuesto 
de cualquiera, numera de términos es reductiblé á binomio, re
presentando Á una porción de e l ^ y B los restantes, de modo, 
que si espresamos con u lá suma de todos los no incluidos en 
-4, será 

^̂  • 
v {flt+¿-fc-frf-f..;.+tt)^= 

(fl-f-Hc4:rf+-..)t+2(o+fr+c+rf+....)w+tt,; 
^aüii^i'e'élntlthéro'aelérniínosen la potencfti se attHiéntaHi 
según haya mas en la raiz, siempre aquella constará de'fós 
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tres partes que fray en la segunda potencia deü ^¡npmio des
envuelta. 

Consta pues de tres partes el cuadrado de nn binomio, 
que son, cuadrado del primer término del binomio, doble 
producto del primero por él segundo, y cuadrado del segun
do; y por ello, ¿os e$pon.ente$ del pmrt̂ er térjfiino van decre
ciendo de unidad en unidad desde 2 hasta cero, y los del 
segundo crecen lo mismo desde cero hasta 2. 

142. Estas leyes de la composición manifiestan el camino 
para indagar la raiz cuadrada binomia de una cantidad palinó-
mia; pue¿, ' 

hacen ve^, que la raiz cuadrada de la primera parte ps pr i 
mer término del binomio; y que disidiendo la segunda parte 
de Ja potencia por el duplo de la raiz hallada, el cociente 
será término segundo del binomio. 

Está demás el adverlir que cunndo A conste de dos térmi
nos, como por ejemplo en (a-f-A+<>)a= 

^p que es A={a-\-f\) s ¡B^h, también hay en A2 las tres par-
l i ^ rpc^cionadas, Q',%ah, Ir-, y lo dicho e^ el párrafo prece
dente sobre el modo de hallar la raiz y de comparar su duplo 
se refiere solp á A4, como si la esprcsion propuesta no tuviese 
mas términos. Por la misma razón, después de hallar la raiz 
binomia {a-\-h) de A-, y considerando este binomio como pri-

, . , j . . . ZAfí . , . 
mer termínese procede a la división —-—- para tener el termi-

¿A 
no siguiente B===6 de ja raíz. 

Cuando A conste de tres términos, por la misma razón 
las ipdagaciones de la(ra¡z y comparación de iyi duplo se 
)ian de hacer en el cuadrado A*. El mi.smo raciocinio es apli
cable cuando deba tener cualquiera número de términos la raiz: 
de sjuerte, que Sfempre ?c ha de seguir el método de hallar el 
primar término A de la raiz, y para el segundo B dividir 
J a segunda parte de la potencia por Zk, duplo de la raiz ha-
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l iada. Mas, pafa saberlo ejecutar es preciso que aclaremos el 
camino, con observaciones análogas á las del artículo (126). 

1.a Cuando se eleva a el cuadrado un polinomio hreducti-
bte de cualquiera número n de términos, como 

" {a-\-b-\-e-\-d-h...)i={a-hb-hc*hd'-h...){a-hb-hc-{-d-h...); 

habiéndose de multiplicar el primer factor por cada término del 
segundo, habrá « productos de á n términos cada uno, y por 
esto el número total de ellos será »2. Pero en cada producto de 
los n parciales hay un término con la segunda potencia del mul
tiplicador, y n—1 términos con dicho multiplicador reunido á 
las n—1 letras restantes, una á una; luego, en el total de los 
n productos habrá n términos de segundas potencias, y 
n(n—l)=n1—n productos como ab-\-ab-¡-ac-hac-hbc-{-bc-\-... 
cuyo número es reductibie á la mitad, por la duplicación de 

iguales» Hechas fas reduciones quedan n-i——=-~— tér-
• 

minos: y sigúese de aquí que Uniendo n términos una raiz, su 

potencia segunda constará de ——- desiguales, 
p 

Como ías que se propongan para eslraer su rair han podido 
estar espuestas á otras reduciones, por casos del cálculo á que 

deban su origen; se concluye que un polinomio de —¿r- lér-

minos irreductibles, tiene á lo menos n términos en su raiz 
cuadrada. Dando á n alguno de los valores 1, 2, 3,... veremos 
que la raiz cuadrada de un monomio es otro tal; la de un tr i
nomio tiene dos términos á lo menos en su raiz cuadrada; la 
de seis términos dará tres á lo menos en su raiz; &c. 

II.• Para la certeza de que la raiz parcial ó la total es cual 
corresponde, elévese á la segunda potencia el binomio ó raiz 
f(resunta que se encontrare; y restando dicha potencia de toda 
a cantidad propuesta, si el residuo es cero la raiz hallada será 

exacta; si el residuo es negativo, la raiz hallada será mayor que 
ia efectiva y hay que corregir la operación; si el residuo es po
sitivo, la raiz hallada sera la que se busca, siempre que no ad-
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mita otra mayor en unidades de la misma gerarquia l a espre-
sion propuesta. Vemos que la resta de que se trata es una ope
ración indispensable para eerciorarse de si es ó no verdadera la 
raiz hallada: y como éste se eslrae por partes, necesario es tam-
biea hacer sucesivamenle por- parles dicha resta del modo s i 
guiente. Hallada primeramente A, se resta A2 de la cantidad 
propuesta: en este residuo se busca B, y de él se resta 2AB-Í-B*: 
lo cual es lo mismo qué haber de la propuesta cantidad restado 
al fin 

Á,-h2AB-hB\ 

143. Con objeto dé presentar un ejemplo de todo lo que se 
ha dicho en el articulo precedeute, propónese hallar la raiz cua
drada de la cantidad 

-.08 
O^-l-ia^-ma^—20a65+256v, 

fa cual debe producir una raiz de dos términos á lo menos. Toda 
espresion dada para este cálculo conviene sea ordenada, en d i s 
posición que precedan los términos en que tenga mayor espo— 
nente aquella letra que interviniere en mas términos, «orno 
aqui a, aunque lo mismo sucede á 6: y en la elección influye 
Va mira de cual acomoda para el primer término de la raiz. O r 
denada pues la espresion por las potencias de a , el primer tér
mino 9aw da la raiz cuadrada 3a t=A : comparando su cua 
drado con el polinoiíio, viene el residuo 

—12atb-+-Ua*b'-20abi-h25b\ 

que, dividido por 6»% nos da —2a6 para R. Escríbanse estos 
dos términos en la raiz presunta á el lado del polinomio separa
damente, y réstese de dicho dividendo el produelo {2Á-\-B)xBt 
que aqui es (Ba*—2a6)X—2a6, y se hallará el segundo residuo 
¿Oo'ft*—20a63H-25'>*. Este nos indica que la raiz ha de tener 
mas términos; y así, suponiendo de uuevo 3o1—2ab=Ai t ra 
temos de hallar B* 

Dividiendo el segundo residuo por el duplo Je la raiz halla
da, resulta el cociente 56?: escribamos éste á continuación de los 
dos términos hallados antes, y restando (6fl4—4a6-K>61)X56a 
del polinomio propuesto^ no queda residuo alguno; lo cual inr 
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dica que el trinomio hallado es raiz exacta de la cantidad pro -̂
puesta. 

Ei tipo del cálculo es como sigue: 
m ti i * 

[ /{W—ntfb-hUaW—ZOaP-hZSV) |3a,—2a6+5&a. 
(3fl2)a...9ak _ ^ _ 

dividendo,..—12fls¿+34aa62-20a63+256% |6aa 
(Ga1—2a6)x—2a6...12ari6--4al6a_________-2a6 

dividendo .T30a:!6í-20a65+256* |6a8—4a6 
(6fl4--4a6+56,)X56! —30«9694-'20a65-T256v ^ 6 a 

.0 

Por este orden se debe proseguir él cálculo en todos los ca
sos, hasta llegar á un residuo que no dé cociente entero, ó has
ta que sea nulo. 

144. Las fracciones polinomias que se propongan para 
la estraccipn de su raiz cuadrada cpiiv/iens que ante todo 
sean reducidas á su espresion mus si limpie; y la regla cifrada 

. . / O V a . , j . • , 
«a | /y=—7*-Jmoe iver.que se han ae.eBttJiapr las raices de 

numerador y denominador separadamente. Asi está ^ejecutada 
la operación que sigue: 

lección m. 

Patencias y raices ierceras de los po l inomios. 

145. Elevando á la tercera potencia el binomio A + J i , 
resulta 

( A + B Y ^ A ' + Z A ' B + Z A B ' + B K 

Todo polinomio, sea cualquiera el número de sus términos, está 
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representado por el binomio como se dijo en la segunda poten-
.cia, siendo i suma de unos términos, y Z? de otros: como por 
ejemplo espresando Con «cierta porción de ellos ó uno solo, 

(a-fM-í?-K-w)3-= 

(a+&-j-c-f...)3+3(a+í>+c+...)íMH-3(a-}-&+c4-...)tt,+tts; 

y su cubo consta de las mismas cuatro partes que el cubo de 
{A-\-B), aunque á la verdad el número de términos de la poten
cia se aumenta con el de términos de la raiz. 

146. La potencia desenvuelta de A-hB enseña el camino 
ppra estraer Ja raiz cúbica; pues, 

• 
dicen, que la raiz cúbica de la primera parle es primer tér~-
iñino del binomio; y míe dividiendo la segunda parte por tres 
veces el cuadrado fiel primer término, resultará el segundo 
de la rain. La ĵecttcioft será fácil Con las preveiMáones q«€ 
sigafen. 

1.a Siento iel ctíbo un producto de tres facieres igualesv 
cotno 

(«+&+&+••.) (a+̂ -H-f...) («+H«-h...), 
el producto de los dos primeros Tía h* térmicos siendo n los tjue 
tenga la taiz; y<;Offto hay yf«emult^)lic-jr aquellos por cadft 
término del tercer ftw*^ habtá en «t m¿\ «3 térfflínos; de Jos 
cuales hay n cubos, y los otros n3—n son productos como 
abc-{-al)C-\-abc-\-abd-ha!)d-+-ahd-\-..., cuyo número es reduc-
tiWe^ la tercera parte par 4a Ipiplicaofon de términos iguales. 

De modo, tqueTednriendo^liiroducto'quedan n cubos y «—5 

términos reducidos, esto es, mi total de n^ — . ^ J l — • 
o o 

tt)*minos,\q\ie seYá>él número'de los desiguales que tendrá el 
etíboiemja raiz tenya n Yáv/ií/íoí. Según estofe! cubo de ua 
monomio es otro monomio: el de un binomio constará-de 'cua-
tFo)téítiiitíOá; eLdeJunUrioomio constaré de ¡once términos, o&c. 
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Per lo mismo y á causa de otras reduciones que hayan pa
decido eu el cálculo á̂ que deben su origen los polinomios cuya 
raiz cúbica se ha de eslraer, diremos que un polinomio de 
ns4-2n , . , , . , 
— r — términos dará a lo menos n términos en su raiz, es-

to es, que uno de cuatro .términos dará dos á lo meuos en su 
raiz; que uno de once dará tres á lo menos; &c. 

11.a Para cerciorarse de si la raiz binomia' sacada por ei 
calculador en cada caso es cual corresponde, elévese á la ter
cera potencia, y réstese éste del polinomio dado: si hecha la 
operación asi no hay residuo, exactamente dicha raiz es la del 
polinomio, y este un cubo completo; si el residuo es negativo, 
el segundo término de la raiz fue demasiado grande y hay que 
corregir la operación; si el residuo es positivo, la raiz hallada 
es verdadera con lal que sea la mayor contenida en el poli
nomio. 

U l . Dade el polinomio 8^—12(r6c:f 6fl6-cV-6sc5, que 
ya es4á ordenado según las potencias de a; "su raiz cúbica tiene 
dos términos á lómenos. El orden de los cálculos para el ob
jeto será, estraerla raiz cúbica de 8a5 para tener el primertér-
ipino 4'de,la raiz; comparar el cubo de éste con el polinomio; y 
hallada la diferencia, dividir esta por el triple cuadrado del pr i 
mer término A para tener el segundo B; y al Gn comparar con 
el dividiéndola cantidad {3A*-\-Bi-\-'dAB)B, que es lo mismo 
que comparar el cubo del binomio hallado con la espresion 
propuesta, según aparece en el tipo siguiente: 

üonq noe «—-*« • .uo 
—ouhoi 3 

4í~- (2a)5 —8a5 
dividendo.... —12a,6c-f6a6V—6 V \\2<f 

(^a^V—6a6c)(—6c)...+12oa6c—^o6V+b5c5 —6c 
dividendo. O cuitméJ 

E l segando residuo dividendo que aquí es cero, convence de 
que 2a—-6a es la raiz verdadera, y que el polinomio propuesto 
es un cubo exacto. 

Si aun hubiese quedado residuo capaz de dar término en-
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tero á la raíz, se trataría la hallada como si fuera primer tér
mino del binomio, y se dividirla el residuo por el triple cua
drado de ella, para conocer la segunda parte B del binomio 
que seria tercer término de la raiz; y comparando con el poli
nomio el cubo de lodo lo encontrado, se tendría el tercer resi
duo dividendo; y asi sucesivamente hasta un residuo incapaz 
de dar término entero para la .raiz. 

148. En las fracciones polinomias se estraen las raices de 
numerador y denominador conforme á estas reglas. También 
se puede reducir la operación á solo el numerador, haciendo 
jantes para ello racional el denominador como en aritmética 
(135). Sigue un ejemplo del primer caso. 

m3+9mín-f27mní4-27n5 \ ín+3n y / / mM-9 

LECCIÓN IV. 

^Observaciones acerca de las potencias y cantidades 
radicales. 

1.a Observación. 

149. De la regla establecida para eslraer la raiz de un pro
ducto (138) se deducen otras. 

np m 

1.a Déla equivalencia [/a,n=onp, suponiendo —=A, 

viene anp=ap ^{ /ah. 

Restituyamos — por h, y se tendrán las equivalencias 

Tomo J . 32 
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k ah — v a n *=rjr ,M\ am; últimjaroente, , por iguaJ4ad,¿e 
aínas espresiones con otras venimos á 

np 

[/tr=v V\ 
lo CuálWee que la tspresion del doble tadicñles la fnis-
ma que la de uno solo que ienga por índice el producto de 
los índices de aquel. Este resultado dos enseña que, cuando 
el índice del radical es descomponible en factores, puede faci
litarse la eslraccion total si se eslrae primero la raiz que in
dica uno de ellos, y de lo que resulte se estrae la que indica 
otro factor, y asi en adelante. 

Hagamos el ensayo de estraer asi las raices de las espre
siones aritméticas cuyo radical tenga un índice grande com-

puesto. Por ejemplo, suponiendo iVlin número y iV equina-

s 
le á r k i / iV; é irtdica que, descomponiendo 12 en 
sus tres factores simples 2.2.3, se estraiga primero la raiz 
tercera de N ; de lo que rebulle se extraiga la raiz cuadrada, 
y de ésta en seguida también la raiz cuadrada. Según la regla, 
lo mismo se conseguirá siguiendo el orden inverso en las es-
tracciones, como en el ejemplo siguiente, 

a 
3 ^ / 1 0 6 2 5 = ^ / 1 5 ^ 2 5 = ^ 25=5; ó frien. 

s 
9 V y 15625=t/ 125=5. Aunque sea iV irracional, se po

drá tal vez simplificar'el índice con la previsión de ordenar 
debidamente las operaciones, como en 

5 

l / 8 1 = 1 / / 8 1 = / 9 . 
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2.a Las equivalencias que á conünuacion van escritas, 

4 / [abe) =(abc) n =^an bn ca = \ / a . \ / b,*[/c 

dicen, que la raíz de un producto es equivalente al producto 
de las raices de sus factores. Lo cual nos enseña un medio 
particular de estraer la raíz de una cantidad descomponible 
en facieres que la tenga exacta, como en 
1^/324=^/4 . t /8^=2 . 9 . =13. Aunque no sean raciona
les todos los factores, por este medio se consigue simplificar 
la espresion, como 

* t / ' l 0 8 = t / 4 . ^ 2 7 = 3 ^ 4 . 

Para tantear si asi se puede estraer la raiz y N , se deja co* 
cocer que descomponiendo N en factores (43) y (75), habrán 
de elegirse con preferencia los que sean potencias del grado n. 

ra 
&* I V ser {ab)A =f/[(ai)m] y ^ - ^ — i - , también será 

t / p ^ n ^ t / ^ r 5 ] . Lo que hace ver que se puede multi-
piiear por una m ima cantidad el Índice del radical y el 
esponente de la potencia, sin que se altere el valor de ta 
espresion. Según esto, es fácil reducir á común índice dos 

n 

radicales que le tengan diferente, como j / [(a¿)m] y 
• 

k [(Cí0q]í Pues, hapiendo encada radical dicha m.uUipli-
cacion, tenemos 

n np P nP 

t/[(a6n=t/[W"P] y V[{cdr]=\/[{cd ]̂. 
Luego, quedan reducidos á común Índice dos radicales, mul
tiplicando el índice y el esponente de la potencia en cada 
uno por el índice .^el oírü; $ no ,por eso se altera el t a -
lor de la espresion. 

a s 
Siguiendo esta regla, los radicales >/6 y | / 7 serin res-

6 < 
pectivamenle como |/216 y / 4 9 . 
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II.' Observación» 

150. La multiplicación de una cantidad por sí misma p r o 
duce los esponentes positivos (66. 5 ° ) ; la división de una can 
tidad con osponente positivo por la misma también con espo-
nenle positivo mayor que en el dividendo, origina: los esponentes 
negativos (72. La); y la eslraccion de la raiz «si,na de una can 
tidad ./V,n, siendo n mayor que w engendra los esponentes frac
cionarios (138), que también pueden ser negativos concurriendo 
el caso anterior. Es preciso,,pues, conceptuar tales esponentes 
como símbolos de las operaciones á que deben su origen, y esta* 
consideración desvanece toda la obscuridad que pueda inducir 
á cuestiones metafísicas sobre ellos* 

Hasta d presente solo liemos dado regla» para la reducion 
de potencias iguales ó diferentes de una misma raiz a con e s -
ponente positivo, en los cálculos de multiplicar y partir (66. 
6.°) y (72.1.a), como igualmenie para elevar dichas cantidades 
á potencias y estraer sus raices (136. 1.° ) y ( 138 ) : y es ne
cesario deducir las reglas que se deben observar en dichos 
cálculos con cantidades afectas de esponenle negativo ó de 
fraccionario^ reglas que proceden de los principios estableci
dos en la primera lección de este capitulo, y de los teore
mas (106) 

am 1 

a auXa 

En efecto, dando estas varias formas legítimas á cada es-
presion, las equivalencias que resulten manifestarán las reglas 
para cada clase de las espresadas operaciones, como se ve a l ! 
margen de dichas equivalencias. 

í 1 flm 
Maltiplic.r c a a 0 - l o « X a — - - - ^ . i _ ^ ^ — n 
do es negativo \ q" q 
el «fiponente Se/ turnan lo* de los i a * n 

I 

faelore» de lelra i / » " - m V i í ~ * n — V - /» 
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. __-=amxan=am+n; 
DÍTidir cnaodol^j—' 

uno ú ambos es-
ponentes son ne- I -

>:..,*. c- J O .=a—mXa—n=o" gatívos. Se res
tan los espooen* \ . ^ 
tes de la letra co
mún á dividendo. , 
i divisor. [ z__,==a—mxan=a' 

Potencia deunara-í * a 
iz con esponente ne- ! / —n\p / * \ p # i 
gatiro. Se mullipli-jv" / Vo" ' ~ á 
can los esponentes. ( 

Raíz de una po 

np *" * 

/ m 
i y 4 

tencia con « s p o - w . / ^ — n 1 y^ 1 1 nente negativo. Se ̂ K I >r >üñ'==:rr==^ 
divide e) esponen-
te por el Índice. 

Fundándonos en los principios citados, y en el de po
derse multiplicar por una misma cantidad los dos términos de 
una fracción, tendremos las equivalencias que siguen. 

n. n . 2n 

Muiupiicr üendoK X a ^ = ) / ( a n x a " ) = a ^ ; 
fraccionario el es-] a n 
ponente. Se suman/ — — m — 
los esponentes de \0n» >< am _ _ ^/Z an^flp\ 0 m . 
letra común. . r \ i 

— I- ^1 ^ mq »<I-Hnp 

am Xoq=o,n,iXom(í==/(aBq+"p)=a ^ • 
/ n 

[~=amxa ,n=o"»~: 
Dividir cuando el I P 
espósente es frac- i^m 
cionario. Se restan I 
lo» esponentes «̂ e/ 
la letra común á \ 
dividendo y divt- lam - L . . i 21 _ ! ? £ B^~mP 

J6r- i~y^=amXa 9=am('xa mqi=a ^ . 



248 ARITMÉTICA T 
En virtud de que para multiplicar entre si dos cantidades 

con esponente fraccionario, se han de sumar los esponenles de 
la letra común que haya en ellas, se viene,áíos resultados que 
siguen. 

/ n \ « n n -<an 

EleTar i poten-J ^ d * / =jBm Xam=5=fl~ 
cia una cantidad 
que tenga esponen
te fraccionario. Se 
multiplican ios es-
ponentes. 

( j l \ * — jl j l 3n 
a"/ =« m xam Xa m = a ^ 

y por analogía Vam 7 =:om. 

Deshaciendo e l ^ á M o precedente, y multiplicando después 
por una misma cantidad el numerador y el denominador del es-
ponente fraccionario, se verificarán las equivalencias que siguen. 

9n n 2n 
I 1/ ^ ~ y."5" y.'?» 

^ l l JL l l 

' 'Pn « DB 

Raitde tma canti- wn geaeral, suponiendo k el esjio4ente que de
ponente fMCciona / . v Jl_ 
rio.sedi»ide ei es Aba resultar, la suposición K a m ==« conduce á 
ponente por el ín- ' 

|la igualdad de potencias del gradop, om=okP; 

'á la cual es consiguiente —=Jcp , y de aquí, 
fít 

por lo demostrado (71. 5.°), (72. i,¥) y (142), 
P n n 

sálele»»^- Luego, será y amx=^a**• 
mp 

Reasumiendo todos los resultados que se acaban de hallar 
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acerca de los esponenles negativos y fraccionarios, enlas ope
raciones dé multiplicar, diyidiV, elevad á 'potencias y festraet 
las raices, vemos que con las cantidades afectas de esponen* 
te negativo ó fraccionario se deben' observar, en cuanto á 
éstos, las mislnas reglas que cuando'es entero y positivo et 
esponente. 

151. l̂ as cantidades radicales, ya de Igtras comunes, ya 
dé diversas, entran en los cálculos de sumar, restar, multi
plicar, dividir, eleVar á,patencias y eslraer sus'+aices: las dos 
últimas oper'áciones'eitah ya:ejecutádas en la obseWacion pre
cedente habiendo. sustituido á( la forma radical la de esponen
te fraccionario;, mas, volveremos á ¿binarlas en consideración 
para incluir los casos en que los radicales tienen coeficientes. 

1.° liksíima 
5 JL JL 1- * 

l/bj-y/b+y/b+y/a, ó su igual 6 2 +62 +5 3 4-a'T, se re
duce por la institución del coeficiente á 

2b*+b3-\-a*; 

y restituyendo los signos radicales tetídrefhos } 

y/b+¡/b+i/b+\/a=2i/b+Vb+iSa. 

Por igual método "se'íiatlarán también las efquivalencias 

i»^/a-f-n/a=(w-f-w)|/a; 

2.° En lá resta hay por la misma razón las equivalencias 
s J - ± ± 'm* JL , 
]/a-\-[Sb--2]/b=pa a +b*—2b 2 ^ a » —6 2 =|/a—j/fi; 

p\/a--qi/a=paxm ~qam =(p—9)/». 

Del 1.° y 2.' caso resulta, ^«^ la suma y resta con can* 
tidades radicales se deben hacer cómo con las raciónale*. 
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3.° El encadenamiento de las equivalencias que siguen está 

fundado en el teorema del articulo (138), 

{/aX]/b=.am Xbm=iab)m =/(a6); 
m n J _ _L iL JL mn 
V^o X[/b=a m X 6 n =aran x * mn=i/(aT'x6m); 

^ V / a x ^ K *=/?« m Xqb m^=pqy{ab). 

Las cuales hacen ver, que el producto de dos radicales de 
común índice es la raíz del producto de las cantidades afec~ 
tadas por el signó radical; y el de dos radicales con distin~ 
to índice; después de reducidos á uno mismp es también la 
raiz del producto de Jas c,antidades á que afectan los redu
cidos, entendiéndose tjue en ambos casos la raiz es del índice 
común. Si hay coeficientes de los radicales, viene el produc
to de aquellos por coe/ioiente del resultado. Conforme á estas 
reglas están hechas Las multiplicaciones aritméticas que in
sertamos: 

i / 9 X t / 7 = k / 6 3 ; ^ 5 X | / 2 5 = ^ t 2 5 = 5 ; 

5 / 3 x 2 ^ / 4 = 5 / 2 7 x 2 1 / 1 6 = 1 0 / 4 3 2 . 

4.° Las siguientes equivalencias consecutivas están funda
das en el artículo (139), 

1 m 

am / a 

T V * 
I n mn 

'a fl"™ 0°"' y / 0 " 

b a bnm r 
« i m 

^/o^pj y a 

/ a 
m 

Vi 

n 
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y manifiestati que el cociente de dos radieales de común Índice 
es la raiz del cociente de las cantidades á que afecta el s ig
no radical; y el de dos radicales con distinto índice, después 
de reducidos auno mismo, es también la raiz del cociente 
de las cantidades a que afectan ios reducidos, entendiéndose 
que en ambos casos la raiz es del íodice común. Si hay coefi-
cienies de los radicales, viene su cociente por factor del 
resultado. Según esto, se ejecuta fácilmente la división con 
radicales, como por ejemplo en los casos adjuntos: 

3 

V IO1/6 10 

5.° El encadenamiento de equivalencias que siguen, funda
do en el artículo (138), 

X ^ a ™ ) = ^ a h ) =p0Xa h = / | / amB, 

•es demostración de que para elevar un radical á una poten" 
cia, basta elevar á ella la cantidad á quien afecta el rad i 
cal; y sí este tiene coeficiente, hay que elevarle á la misma 
potencia, de cuyo modo viene por coeficiente del resultado. Lo 
cual se ve practicado en los casos particulares que acompañan: 

5|/^==125|/fts; ( 7 / 5 , ) = 3 4 3 / 5 1 2 

6.° La seguida délas equivalencias que siguen, estable
cida también por el artículo (138) y por la demostración Anal 
del (150), 

m / n \ m / J _ \ JL J _ m mn 
l/\q\/a)=\/(qa n )=q m Xamri=[ /qX[ /a 

dice que para estraer la raiz de un radical, basta multipH~ 
Tomo 1, 33 
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car entre i i los indiees de ambas raices; y si hay'coefteimite 
en el radical* se estrae sa raiz, y ésta strá coeficiente del re
sultado. Lo cual se ve aplicado á coniiuuacion á ciertos casos 
aciltnélicos. 

3 

IV. O^í ero ación. 

152. Habiéndose dado á conocer la ley de coeficientes y 
esponentes cuando en el cátculo entran potencias con esponen-
tes enleros ó fraccionarios positivos ó negalrvos, resta decir ío 
que pasa en cuanto á signos de dichas potencias, como tanabien 
de ios productos de las espresiones negativas con espononte frac
cionario. 

1.° De o X a X a X . . . , siendo -ha factor n veces, está dicho 
que res«lta +an siempre positiva; y que lo mismo sucede con 

_n_ • ±_ 
cualquiera potencia fraccionaria -f-a m de la raiz -ha m positiva, 

Pero si la raiz es negativa, de la generación de la potencia 
se deduce (66. 1.° y 9.°] que ésta s#ra positiva ó negativa se
gún el esponente del grado á que se eleva sea de grado par 6 
impar, como se cifra en las espresiooes qtre siguen: (—a)1=a,; 
( - a ^ - a ^ y en general ( _ a r ^ a 2 m ; (—a)2m+4=—a^^1 
Be suerte, que será un absurdo el ivtentar la estraccion de 
cnalqniera raiz con índice par. de una cantidad neyativa, c©-
ato por ejemplo (/—iV, ^ — N y en general i/—iV. 

Sin embargo tales espresiones, Mamadas imaginarias, resul
tan á veces en el curso de un calculo y hacen gran papel en es
ta ciencia, como se verá en adelante. 

2.° En v ina, pues, de ser (—a}X{—a)=a* y también 
(-ha) X (+a)=a2, asi como en general (—a2,,1)=aira y 
(-ha)*,"=a,m, claro está que j / a ' es -ha ó — a , lo mismo que 

en general | /aim. Por esto se escribe ( / V = - f - a y w gene-

r a / | / N = d t l i » con doble signo la raiz h que diere la poten-
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cia é numeró N afectado por un radical de índice par. Pero 
cuando es conocido cisiono de la raíz, no ha lagai* ai doble; co-

2in 2ni 

mo en |/—rt,,' que será—o, asi como en j/-H»iul es -hx. 

3.a Para evitar las dudas en cuanto al signo que debe te
ner el producto de las espresiones imaginarias, se desconipofle 
cada una de estasen dos, una real y otra imaginaria, como 
>/—o en j / a x i / — 1 , por ser licúo (149. 2.'] a causa de 

j _ j _ j _ 
o'2 X—1 2 =—o 2 = i /—a ; y asi hallaremos, por lo dicho en 
los dos casos precedentes, 

V / — á X / — a = / a X t / a X / — l X / — l = o X — l = = - a ; 

yS—axv'—ayV—«=—«Xt/—^^—«v7—a; 

( /—af^aX-K—lJi=««X—1=—a; 

\ ¡ / -a f~x=] /an±% X t / — l 0 - 1 . 
También se llegará por igual método á el producto de radica-
Jes con distintas letras^ como en los casos que siguen: 

[/—aX\/—b=[/aX[/bX[/—iyk[/-\=\/aby.~i=-[/ab; 

/ — « X / — ¿ X t / — c = V ' a x / ¿ X t / c X t / - l X t / - l X ^ / - l , 

que equivale á | / ( ( r t í )x—iXl /—1=—1/(—abe) . 

Se .observa que el producto 4e dos radicales imaginarios es real, 
y el de tres imaginario: y según el método, consiste la varie
dad en las veces que t/—1 entra por factor. En efecto, 

( t / - l ) ' = / - l ; ( / - l ) ' ^ - . ! ; ( / - l ^ - ^ A - l ; 

. { v Z - l ^ + l ; ( / ^ l ) ^ / - ! ; ( i Z - i p ^ H l ; 

( i /—1),=*-V—1; ( v z - l ^ + l ; etc.; 

manifiesta» que kis potencias de y — i desde la pi i f ima has
ta l a cuarta sen* 
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que se repiten por el mismo orden desde la quinta potencia 
hasta la octava-, y continuando hasta cualquiera grada, 
siempre vuelven á reproducirse periódicamente dichas cua
tro primeras potencias, reales las de grado par é imagina
rias las de impar. Luego, por consecuencia de analogía de
bemos establecer, que cuando hay ^número par de factores 
radicales imaginarios, et producto es real; y cuando hay 
número impar de dichos factores, el producto es imagina
rio. El signo del resultada depende de los q|ie tengan los fac
tores, y del correspondiente á lá potencia de j/—1 según et 
número de aquellos. 

CAPITULO VIII. 

Xeorla. de las ecuaciones de primero y» segundo' 
grado. 

LECCIÓN I." 

Ideas generales sobre las ecuaciones y los problemas. 

153. El sistema de investigar la verdad, ó la exacta l ó 
gica, se reduce á encadenar el raciocinio pasando en lodo sir 
curso de lo conocido á lo desconocido (3), y las cuestiones 
que ofrece la cantidad son propias para ejercitarse en esta 
píirte de la íilosofía, porque patentizan las comparaciones, y 
dan á conocer si la cuestión es determinada ó indeterminada, 
y posible ó imposible; esto eŝ  si hay ó no suíicientes datos 
para conocer la verdad, como también si hay ó no datos con
tradictorios; 

Suponiendo bien organizados los razonamientos, hay dos 
dificultades en los problemas de la cantidad. 1." Trasladar á 
lenguage algébrico los discursos, ó sea, cifrar el problema 
con caracteres propios. 2.a Verificado esto, hallar la verdad 
que se busca, esto es, resolver el problema. Para lo primero 
es necesario saber traducir á lenguage de los cálculos el vul* 
gar; y para lo segundóse ha de manejar con propiedad el 
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artificio de dicho lenguage, y ademas conocer bien los modos 
de componer y descomponer la cantidad. 

Mas,.no es^posible adquiíir completa instrucción en todo el 
sistema gramatical del cálculo artes de ejercitarse en la lógica; 
juntamente y paso á paso hay que avanzar en una y otra en
señanza; asi hemos llegado hasta aquí, y continuaremos en ade
lante por necesidad en toda la ideología matemática. 

154. Tratemos en primer lugar de la segunda dificultad 
enunciada en el articulo precedente; y ante todo se debe re 
cordar, que una oración algébrica ó verdad sobre cantidades 
espresada con los caracteres del cálculo, es como se dijo en 
el artículo (14) la igualdad entre dos números, como M = ] S , 
ó bien la mayoría de M respecto de jV, como M y - N , ó la m i -
noria como M < N , espresando en general cada letra de las que 
hemos usado un conjunto de cantidades Comunmente inte
resa mas la relación de igualdad, porque fija un principio 
que decididamente existe; mientras la inecuación da lugar á 
mas arbitrariedad, porque, si á J /> iV satisfacen ciertos valo
res de M y N , también sucede lo mismo con valores mayo
res atribuidos á M ó con menores atribuidos á iV. 

40 41 
Ejemplos de esto son —->5, •-->5, &c . como también 

7 7 

•=->4, t í ->3 , &c. mientras —=54 - - - - es una relación de-
7 7 7 7 

cidida, que dejará de ser cierta si se aumenta ó disminuye cual
quiera de las cantidades constituyentes. 

Si no hay en la ecuación mas cantidad parcial desconocida 
que una, combinada con las conocidas según los métodos que 
hasta aqui sabemos, se llama ecuación determinada; porque, 
despejando la incógnita, es decir, preparando como se dirá 
mas adelante la ecuación de modo que dicha incógnita ocupe 
solo un miembro, y las conocidas el otro, el resultado manifies
ta el valor de aquella, como se ha practicado en algunos cá l 
culos de las lecciones anteriores. 

Cuando la ecuación envuelve mas de una incógnita, es m -
determinada; porque aun cuando se despeje una de dichas i n 
cógnitas, esta queda dependiente de la otra, que se hallará en 
el segundo miembro. As i sucede en 

3íc- i-a=2«; 
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paes, en concepto de ser rncógnhas jí, 5, tfe cuak|U¡era modo 
que se ordenen y sea cualquiera la que se despeje, siempre 
una depende de hi otra. l>ivulicndo por 2.ambos miembros, 
vieae la solución 

asi como restatHto « de ambos miembros y dividiendo después 
por 3, resuUa 

La ecuación determinada ó indeterminada se llama áe p r i 
mero, segundo, tercero, etc. grado, según ei esponenle mayor 
que tenga la incógniw sea 1 ,2 ,3 ,4 , . . . . después de haber 
desaojado de radical su espresion, en caso de ocurrir tai cir-
cunstmrin. En esta p;jrle elemental solo están comprendidas 
tas ecuaciones de t.0 y 2.* grado; quedando para mas adelan
te las de grados superiores. 

£1 arle de resolver las ««uacichtes se funda en los teoremas 
que se han establecido ya; según }os cuales, tío se altera la 
verdad, de una ecuación aunque en sus dos miembros se haga 
simultáneamente la variación de añadir ó quitar parles iguales, 
de multiplicar 6 dividir por cánliidades ¡guales, de elevar á po
tencias de un mismo grado ó estraer la raiz de un mismo ín
dice, porqne toda operación de estas no es en realidad sino 
añadir ó quitar partes iguales á cantidades iguales, y ñor con
siguiente habrá ecuación entre las resultantes (3. 6. ). En lo 
sucesivo se tratará de las realas para resolver las ecuaciones 
de cada grado. 

155. Tomando ahora en consideración la primera dificultad 
enunciada en el artículo (153). acerca de expresar en lenguage 
de cálculo el razonamiento pronunciado en lengua vulgar, no 
podemos establecer para conseguirlo reglas tan precisas que A 
calculador tenga poco que meditar en su aplicación; pero sir
ven de gobierno las observaciones de prevención siguientes. 

1.* £1 razonamiento puede constar de una ó mas oraciones 
irtgébfíóas, y lo que se diga de una se debe entender de cual
quiera de ellas. La primera atención del calculador al propo
nérsele un problema, debe Ojarse ea distinguir mentalmente 
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cada oración, para escribirla seguu la forma que la perte
nezca (154). 

2 .^ En la oracbn eslan ligadas las cantidades conocidas 
coa las desconocidas por medio de esprosiones propias de la 
lengua valgar; y para cifrarla con caracteres del algebra, es 
necesario e}ercitarse eu traducir las conjunciones vulgares á 
las algébricas, y en distinguir los modos con que se espresan 
combinaciones de cantidades en ambos lenguages. 

3.a Adiestrado el calculador en este ejercicio, debe proce
der á escribir la oración de igualdad ó desigualdad (14), pres
cindiendo de que sean conocidas ó desconocidas las cantida
des que vengan combinadas entre si; pero con la distinción de 
que cada descanocida esté significada con una letra de las 
que para este uso se destinen de antemauo, como por e jem
plo, las últimas de nuestro alfabeto; y las conocidas, con las 
restantes letras adoptadas. 

Bien se advierte que las tres observaciones hecbas indican 
el método de-plantear problemas, pero con tanta generalidad é 
indecisión, que es necesario recomendar la mucha práctica pa
ra que adquiera el individuo la maestría necesaria. Por otra 
parle, suelen ocunir en los problemas varios casos para los 
cuales debemos estar prevenidos. 

Si el problema consta de una sola ecuación, será determi
nado ó indeterminado, según el número de incógnitas (154), 
de suerte, que en este caso tienen un mismo carácter la ecua
ción y d problema. 

Algunas cuestiones, como se ha dicho antes, no se pueden 
cifrar en una sola ecuacio^, porque envuelven varias verda
des aisladas, y cada una de estas exige ser espresada por sí 
sola en ecuación. Si entonces hay tantas incógniías como ecua
ciones distintas, el problema es determinado, pues tenemos 
medios de encadenar el razonamiento desde lo conocido has
ta hacer que de ello dependa cada incógnita, como se mani
festará á debido tiempo. 

Otras veces al calculador se presenta una cuestión sin 
verdades sulicicntes, ó lo que es lo mismo, con mas incóg
nitas que ecuaciones; y por ello, es indeterminado el pro
blema. 

Con frecuencia también se cifran paciooinios falsos, aun
que arreglados á los datos; en lo cual consi-íte un problema 
(tbswdo ó imposible : y no^sc debe odtoílmdir este error de 
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la cuestión por si misma, con un desatino del cálculo, que 
siempre conduce á resultados inadmisibles, por mal demos
trados. 

Hay problemas que tienen mas ecuaciones distintas que in 
cógnitas, de modo que sobran las escedentes al número de 
estas, si únicamente se trata de conocer los valores de las 
incógnitas. Pero en muchas ocasiones en que lleva otros ob
jetos el calculador, interesan dichas ecuaciones escedentes; 
pues introduciendo en ellas por las incógnitas los valores ha
llados, se convierten a anas relaciones entre cantidades cono
cidas, que sirven para conocer si la cuestión es posible ó no 
cuando son arilméticas dichas cantidades conocidas, y para 
establecer condiciones precisas en la cuestión cuando las 
cantidades son generales. 

LECCIÓN II. 

Ecuación determinada de primer grado. 

r 156. Las ecuaciones de esta clase deben su origen al si
guiente problema general; hallar él valor de una cantidad 
que no se conoce, y que está comhinada con otras ponoci-
aas, por adición, sustracción, multiplicación ó división. 
Dada la igualdad, primeramente se dirige el calculador á sim
plificarla, tanto en la forma como estrayendo los factores 
comunes de sus dos miembros, y en seguida pasa á despe
jar la incógnita dejándola despejada ó aislada y sola en uno 
de los miembros. Esta última operación, que consiste en l i 
brar á la incógnita de todas las cantidades á quienes está 
ligada en el miembro, por adición ó sustracción ó multipli
cación ó división, se hace por las siguientes reglas. 

1.a En la«cuacion a 4 - ^ = ^ réstese o de sus miembros, 
y queda x=h—a. En x—a=c, añádase a á los dos miem
bros, y resulta #=a-w?. Luego, para despejar la incógnita 
cuando viene sumada con algunas conocidas que tienen sig* 
no -\- ó —, se pasan éstas al otro miembro con signo con
trario al que tenian. 

11.a Si trae la forma ax=b, divídanse ambos miembros 
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b 
por a y resultará a ¡ = — . Luego, para despejar la incógnita 

cuando ocupa un miembro multiplicada por un factor co
nocido, se pasa éste á divisor del segundo miembro, 

x 
III.* En — = í , multipliqúense los dos miembros 

por a , y se tendrá x=ah. En donde vemos que para 
despejar la incógnita cuando es numerador de un miembro^ 
hay que pasar el denominador al otro miembro como fac
tor de toda la cantidad que hay en éste. 

a * 
IV.* Sea —=b la ecuación; y multiplicando por x los dos 

a/ 

miembros, resulta a=bx1 que por la regla segunda equivale 

á x = -j-. Demostración de que cuando la incógnita es deno

minador de un miembro, debe pasar al otro como factor, 

despejándola por fin según la regla 11.a 

V.* Dada la ecuación ax—•---j-^rf^-9—\-.nf mul

tipliqúense los dos miembros por 26, producto de los denomi

nadores que hay, y se transformará en 

Zabx—Zx+Zbcd^bmx+Zbn. 

Restando de ambos miembros el binomio bmx-^Sbcd1, resulta 

2abx-~2x—bmx=2bn—'2bcdM, 

que, separando el factor x, viene á ser 

a!(2ab—2—bm)==2b{n—cdiy 

De donde, por la regla segunda, procede 

26(n—crf') 
2ab—2—6«i 

Tomo L 31 
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Por el método conque se han hachólas operaciones consta, 
que cuando la incógnita se halla en varios términos de la 
ecuación, primeramente se multiplica toda por el producto 
de los denominadores, si los hay i á fin de librarla de f rac* 
dones; en seguida se pasan a un solo miembro iodos los tér
minos afectados por la incógnita, cambiando el signo á los 
guíe vengan deiotro miembro; y por último, sacando el fac
tor incógnito se despeja éste pasando el factor conocido á 
divisor, del segundo- miembro. 

tas reglas que se acaban de inferir para despejar la incóg
nita son generales, representando las letras a, b, c . . . cantida
des enteras ó fraccionarias, simples ó afectadas con cualquiera/ 
signo del cálculo, conforme á los. convenios establecidos en el 
tratado. 

Si en ytz de la oración de igualdad entre cantidades, está 
cifrada una desigualdad con los signos > 6 <, la incógnita se 
despeja de igual modo, fundándose las operaciones-en el prin
cipio análogo (3. 7.°) de que subsiste desigualdad haciendo en 
los dos miembros una misma variación « de aibrdir, quitar, 
multiplicar,, dividir, elevar á potencia ó eslraer la raiz; porque 
todo viene á ser lo misma que añadiré quitar. 

157. Para ejercicio en el arte de plantear los problemas, 
y con el objeto-de hacer, sobre ellos algunas observaciones de 
grande importancia,, se proponen los siguientes. 

1.* Haítar el númem que dividido p o r ' i y por 4, ha de 
dar 14 por suma dé los-cocientes. Suponiendo x el número 
desconocido, la tra&róemdel problema á lenguage det calcule 
será 

3 4 . 

Multipliqúese por 3.4 esta ecaacio» según la regla V . " , y re*-
cibirá la forma 

4«+3x==3.4.14, ó bien,. 43-f4)=3.4.14: 

y por ultime según la regla 11.a tendremos la solución. 

3 X 1 4 _ ^ 
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2.° ¿Cuáf es el número que dividido pctr a y por b da tú 
suma s de cocientes? Fácil es distinguir que o, ft, s, son cono
cidas, y desconocido el dividendo, que supondremos x. El pro-

X X 
blema está cifrado en j-—.=5; y multiplicando por a.b 

según la regla Y.a , resulta 

ahs 
x{a-\'h)=ábs, de donde ap==e a+b' 

3.° Si el problema fuere, hallar §1 número x que d iv id í -
dvpar 2l. por b y por o de Ja suma s de cocientes; :Con igual 
método se hallaría 

xlab-hac+bc)=abcs, de donde x = -7 r-. 
v J ab-hac+bc 

Si comparamos los problemas I.0 y 2.°, se observará que 
en el segundo está comprendido el primero y todos los de su 
forma, sean cualesquiera los divisores y la- respectiva suma- de 
cocientes; pues dando valores á las letras de la cuestión gene
ral, como o=3, 6=4, í = 1 4 , y sustiluyendo ¿stos en la solu
ción de aquella, viene la particular ¿b=24 de la cuestión pr i 
mera. Sí queremos atribuir á dichas letras cualesquiera otros 
valores, como a =4, 6=6, 5=90, por sustitución hallaremos 

2160 e % - } ' \ . . L.. 
ar=-—'=216, valer mismo que si hubiéramos planteado este 

problema de cifras aritméticas. El problema 3.° es un ejemplo 
que hemos presentado, para llamar la atención sobre la corres
pondencia de las espresiones que han resultado de los proble
mas 2.° y 3.°, en cuanto á la organización de ellas; correspon
dencia de que se suele hacer mérito en muchas ocasiones, para 
saber organizar por analogía una espresion, mas general ó com
plicada que otras consecutivas conformes en cierta ley de com
posición que se advierta en ellas. 

Se llama fórmala toda oración general escrita en caracte
res algébricos: asi, la ecuación en que está escrito el problema 
segundo es fórmula de todos los aritméticos de su forma, y la 
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ecuación final en que se halla despejada la incógnita es I» fór
mula de soluciones ó la solución general de ellos. De suerte, 
que en una fórmula están comprendidos infinitos casos, á quie
nes podemos aplicarla sustituyendo por las letras que repre
sentan cantidades conocidas, los números correspondientes del 
caso que se ofrezca. 

La utilidad que se puede sacar de las fórmulas generales 
no consiste solo en esto. Sirven ademas para resolver tantas 
clases de cuestiones cuantas cifras hay en la ecuación de modo 
diferente combinadas; porque, tratando á cada una de estas co
mo nueva incógnita y á las restantes como valores dados, y 
despejando aquella, resulla una nueva fórmula general para la 
solución de todos los problemas aritméticos correspondientes. 

4.° Por ejemplo, se trata de hallar un divisor b del núr-
x 

mero dado x, tal que, sumando el cociente — con otro d a 

do — resulte una suma determinada s. 
a 

Si procedemos á plantear el problema, vuelve á reproducir-

x x 
se la ecuación —\--—=s, pero el resultado final será el mismo 

a b 

que si despejamos b en la solución x = — j - . De este modo, 

por las reglas (156) hallaremos b{as—x)=ax), de donde 
• ax 
b— , prescindiendo de la impropiedad que se advierte, 

en indicar la letra x destinada para incógnitas y la & para las 
conocidas, lo contrario de su instituto; aunque es fácil notar 
que lo hemos hecho para hacer mas sensible la fuerza del ra -
cioeinio. 

5,° Con el objeto que se propuso al principio del arliculo y 
el de recomendar las fórmulas, trátese de hallar dos números 
cuya swna valga s, y la diferencia d una y otra dadas* 
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Suponiendo x el menor de los desconocidos y % el mayor, 
el problema eslá cifrado en las dos ecuaciones 

x-\-z=s, z—x=(k -

pero de este modo no pertenece á esta lección por concurrir dos 
incógnitas con dos ecuaciones, cuando tratamos de problemas 
que solo den una ecuación con una incógnita.. 

No obstante, recapacitese un poco y se advertirá que he
mos formado sin la detención debida el juicio, porque el pro
blema es de aquellos que se pueden cifrar y resolver como de 
ana sola incógnita. Pues con suponer x el menor número des
conocido, el mayor será aH-rf: y escribiendo las dos ecua-
cioaes 

x-¡t-x-lrd=s1 x+d—x=dt 

se ve que la segunda no es relación conducente, sino una ecua
ción de aquellas que se llaman idénticas por espresar que 
una cantidad es igual á ella misma; por lo cual no hay mas 
(Jue la primera, como corresponde á un problema determinado 
con una incógnita. De la ecuación 

x-+-x+d=s viene 2x=s—rf, y por último 

•4(*-d)-
Añadiendo d á los miembros, resulta para el otro número, des
pués de las redaciones, 

x-hd=-~{s+d).. 

Vemos que, dadas la suma y la diferencia de dos cantida
des, la menor es mitad de la suma menos la mitad de l a 
diferencia; y la mayor, mitad de la suma mas la mitad 
de la diferencia. La cuestión que nos ha conducido á este 
teorema ó traducion de las dos fórmulas halladas, ha sido pro
puesta de intento para deducir dichos resultados de que hare
mos mucho uso en adelante. Si las cantidades que se nos die
ren fuesen múltiplas, como ns y md, hallaríamos, bien por 
nuevo planteo, bien por sustitución en las fórmulas, los va
lores 
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x=-j[m—mrf) y aj-f-mrf=-j-(nj+nicí). 

s d 
De igual modo, ^si la suma y la diferencia fuesen — y —, 

,n í» 

. , 1 / ms—nd \ d 1 / wií-hw? v 
2 V mn * m 2 V mn f 

Otras .veces el .problema parece de una sola ecuación y 
produce varias disliutas. Muchas veces tambiea se presenta 
como determinado en la apariencia, y no lo es en realidad, 

.como notará el calculador al -cifrar la ecuación. Mas adelante 
se propondrán ejemplos de estos dos escollos. 

158. La solución general de un problema indica por la com
binación dé las letras, el cálculo que se debe hacer con los nú
meros en casos particulares; y mientras conserva su genera
lidad no se hulla espuesta á cieilos accidentes r que pueden 
ocurrir dando valores á las letras, como son los casos de re
sultar al fin ^=—m cantidad negativa cuando se pide posi-

liva, o bien « = ~ , o n=-7Z' 

En este articulo únicamente pos proponemos decir algo so
bre estos símbolos en sí, dejando .para el artículo siguiente lo 
que significan acerca de los problemas de que procedan. 

En cuanto al residuo negativo .se hizo ver en el artículo 
(64), que procede siempre de un problema de restar: mas, para 
observar otra circunstancia de las cantidades negativas, tómese 
en consideración la resta x=(i-~h algébricamente indicada', cuyo 
residuo será como sabemos positivo, nulo ó negativo, según 
a fuere mayor que 6 ó igual ó menor. 

í.0 Siendo o=6-i-c, resulta x=h-^-c—h=ct ó seaa?—c=0. 
2.° o=6 ocasiona #=6—6, que equivale á ¿r=0, 
3,° a^=6—c hace x=h—h—0=—c, ó bien aM-c=0. 

Como se puede considerar c cuan grande ó pequeño se quiera, 
vemos claramente que toda cantidad x positiva es mayor 
que cero; que toda nesativa —x es menor que cero; y qu-
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céró es el paso de la cantidad al cambiar de signo, para, 
crecer cuando pasa á pasiliva, y para decrecer cuando á¿ 
negativa :•• 

Una fracción en cuyo denominador se destruye»* 
p - q 

Ios> términos, queda reducida á —^— ; y por simplificar el 

lenguage se h** cmvexúáo en indicar con el sírríbolo oo cual~ 
quiera fracciom cuyo denominador sea cero; lo cual nos au-

U.rUa; para sustituir la cifra oo por la frase fe£ Si se des-

truyerén ademas entre si los términos del munerador, quedará la 

fracción reducida á —: con que, sabemos también el origen 

de esta espresion. 
El símbolo oo entra muchas veces ¡en los cálculos, asi como 

las cantidades negativas y las imaginarias á pesar de su orí-
gen ; y para cuando llegue la ocasión es necesario hacer ad
vertencias, j 
, 1.a €<wsiderand« qoe q se acerca á p por suceBivos é in*-

terminahles crecimientos, ó que p se acerca á q por sucesivas 
é interminables diminuciones , sin Heg»r jamas é 4a igualdad ai 
pasar de ella; será cero el límite de p—q (79), y en este con
cepto el símbolo oo es limite del valor crecente de una fracción 
cuyo denominador se acerca h cero. Mas , cuando los incre
mentos de q b diminuciones de p sean tales, que pueda llegar 
el caso p=q y aun pasar á gf>/): entonces oo uo es límite, 
sino tránsito del valor variable x de la fracción para cambiar 
de signo, como sucede al pasar pnr cero/ 

2.a En un eálculo no se pueden comparar dos ó mas sím
bolos oo que deban su origen á té cotrversioH de distintas letras 
á,cero ; y si ocurriere tal caso , la comparación se debe hacer 
oon las espresiones respeclivas sin adoptar dicho símbolo. 

3.a Cuando oo es término de un miembro en alguta ecua
ción, como 0-4-°° » ^—oo , oo—c \ si se repone por infinito 
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5U igual ~ , y se reduce todo el miembro á eomon denomi

nador , los tres supuestos vendrán á ser 

, 6x0—m m 
4 ) — 0 0 = = = — o o ; 

0 0 * 

*»—cXO m 

Luego, siempre que el símbolo oo sea término de un miembro, 
todo éste se reduce á oo( con el signo mismo que tenia antes 
de la reducion. 

S i en el polinomio entran potencias de oo, de un mismo 
origen, como ooh Htoo1, y es h>k, al reducir á común deno-

h k 

minador los términos —r- y —7— se destruye el de menor 
oh ok y 

esponente: porque, si es n=k-\-tt tendremos —z—rdo 
O k+i o1' 

que reducido ¿ común denominador viene á ser 

k+i k k+i 
m . ^. m m .dbO1 x ^ . = ^ .=0^* 0 k - H — 0k+. 0k+. 

Por esto sucederá 
00*^4—eo=a»oo*; oo5-|-oo'-|-oo=oos. 

4.a Siendo 00 factor é divisor, como rfX00! —; si se susti-
90 

tuye - - por oo, resultan 
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O ' oo * o m 

'Luego, siempre que oo ven^a por factor, el producto será ooj 
ry si viene por divisor, el cociente nulo. 

Entendidas las signiGcaciones de los símbolos —m,»©, — en 

si, vamos á reconocer las circunstancias del problema cuando 
la solución está espresada por uno de estos símbolos. 

159. Cualquiera ecuación determinada de primer grado 
está comprendida en la general 

Áx+B=Cx+D ...{i) 
que, pasando á un miembro los términos, viene á ser 

{A~-C)úo-]-B—D=0. 

Si para simplificar la espresion suponemos A — C — a , 
B—D=6, la ecuación general de primer grado reducida á 
mas simple forma será 

£ld;+6"=0...(2). 

Tomando en consideración para los fines que ahora nos in
teresan la igualdad ((1)), réstese Cx-\-B de ambos miembro 
y resultará {A—C)(E=D—B, de donde 

D - B 

Se trata de investigar lo que pasa en la ecuación general 

((i)) cuando la solución ((3)) viene á ser negativa ó oo, ó ~ . 

Pueden ocurrir tres casos en cuanto al signo positivo ó nega
tivo dea?. 

1.° Si las cantidades conocidas tienen las relaciones 
D>B y A>(7, la solución resultará positiva por ser cocien
te de dos cantidades positivas. 

2.° Si ocurren las dos circunstancias B>D y C>4 la so
lución será positiva por cociente de dos cantidades negativas. 

Tomo /. 35 
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á pesar de dos restas imposibles con números, defecto que" 
se cometió al resolver la ecuación, pues que se restó Cx-hB 
de ambos miembros,, siendo mayor que ellos; pero defecto que 
se pudo evitar restando en su lugar la cantidad Ax-{-D, de 
que hubiera provenido 

solución positiva como antes y obtenida sin reciproca conv-
pensacion de errores. 

Nótese sin embargo que, multiplicando por — 1 los dos 

términos de la fracción ~-—^-, se cambia en 

queda corregido asi el defecto que se cometió en la marcha 
de las operaciones, sin la necesidad de volver al principio del 
cálculo. 

3.° Si resultan # > » y A>C, ó sino, C>A y D>B, la 
solución es negativa por cociente de cantidades con signos 
contrarios; y en vano se intentará buscar el defecto en el sis
tema de resolver, porque se halla en la misma ecuación dada 
((1)). Efectivamente, cuando proceJa de ser B>D siendo A>Ct 
el primer miembro es mayor que el segundo y por ello fa l 
sa dicha ecuación. Eo caso de C>A y />>0, será el se
gundo miembro mayor que el primero y por consiguieale £aU 
sa la igualdad. En ambos casos, supuesta una fiel traducción 
del problema, será este absurdo: luego, toda solución ne
gativa procede siempre de mprobiema imposible. Cambian-
do el signo de x al plantearle, b si se quiere en la solución 

B—fí 
((3)),. resulta: libre de ahsurdidez.aJ=-j—7; cuando es 

B>D, y x—-r;—r- cuando es C>A. Dice pues la tíilu~ 
C—A 

don negativa, que i a weófnila se debió tomar en Simtidé con-' 
trario a l proponer el problema. 

Esto sucede -en «1 sjgweote. Hacendóse dispersado nn 
ejército de 24000 'hombres* se hm remido ^000; ¿cufaOos. 
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•mm deberán reunirse para que sumados con los 9000, la 
suma llegue á ser tercera parte del primitivo ejército^ La 
espresion del problema en leuguage del cálculo es 

aH-9000^=—-—; 

y la soíocion 05=8000—9000=—1000. 
Por el valof negativo de x se infiefe ser imposible la cues

tión conforme se ha propue«lo; mas, quedará corregida toman
do ar en sentido contrario, es decir, que debió proponerse la 
cuestión en la forma signiente. Dispersado un ejército de 
24O00 hombres y reunidos ya 9000, ¿cuántos sobran é cuán~ 
tú tscede este número al tercio del total? Su traducción va 
lenguage del cálculo es 

24000 9 0 0 0 — « = — — ; y la solución «=1000. 
ó 

Para reconocer d origen úe los otros <los accidentes, que 
según enunciamos en el articulo precedente pueden ocurrir al 
dar valores numéricos á las letras de la fófBiula ((3)), fijemos 
otra vez en eUa la consideración 

1.° Guando sea á = € , resultará 

:00: 

pero en tal caso no es cierto lo que dice Ax-\-B=^Cx-\-Dt sien
do diferentes B y A>. Luego, el símbolo oo en la solución x=oo 
manifiesta que el pro^dema es absurdo, 

2.° Si juntamente ocurren A = C y B = D , saldrá 

Eü fféte cfífiiola edracioñ ((1)) es cierta porque se convierte en 
Ax-hB=Ax-{-B1 sea cualquiera el valor de re: pero espresa un 
problema indeterminado á causa del inünito número de valores 
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que pueden corresponder á x , como por otra parte puede i n 
ferirse también de la ecuación A x - h B = A x - h B , en que no hay 

dato alguno para el razonamiento. Luego, el símbolo — de una 

solución x=-~- proviene de fa l tar datos pa ra ser determinado • 

el problema. 
160. De lo dicho se infiere que el cálculo algébrico mani

fiesta por señales ev¡dentes> que aparecen siempre en la solu
ción, si lo que tratamos de averiguar es ó no posible con las 
condiciones dadas, y en caso de no serlo, descubre la causa de 
dicho resultado. Esta es la gran ventaja de la espresion en len-
guage propio de los cálculos; ojalá pudiera ser aplicada á la m-
vestigacion de la verdad en lorias las materias como lo es'en la 
de cantidades, para que el sofisma y error envueltos en los ra-r-
ciocinios apareciesen al fin. Pero á pesar de tan buen deseo, el 
cálculo matemático no es aplicable sino á la cantidad; y cuando 
se quiera razonar asi en otros asuntos, únicamente se podrá en 
cuanto al número de sucesos, para dedbcir la certeza ó la pro
babilidad de que acontezca ó no otro de la misma clase; ce r 
teza si hay suficientes datos, y probabilidad si no es posible a d 
quirir é introducir en el discurso todos los necesarios. E l c á l 
culo de probabilidades; tratado con magisterio por Lacrox y 
otros, conduce á soluciones verosímiles en que se suelen fundar 
muchas especulaciones mei«cantiles. La exactitud-, sencillez, 
claridad, etc., del método matemático han prendado de tal ma
nera á los sabios, que aun en obras de metafísica célebres, que 
pudiéramos citar, se ve un estilo.semejante al de nuestro cal— 
culo* 

LECCIÓN m . 

Eliminación de incógnitas entre las ecuaciones in
determinadas del primer grado, 

161. Toda ecuación del primer grado con dos incógnitas 
puede reducirse á la forma 

ax+bv^d, . (4) 
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siendo a la suma de coeficientes de la incógnita í», asimismo 6 
la de lodos 'os coeficientes de o, y d la suma de términos cono
cidos. Despejando una de las incógnitas, se ve que depende de 
la otra,.como-

d—ho , 
x=z o Vz 

y por ello, es indeterminada la ecuación y también el proble-1 
ma. Pero si hubiese ademas otra ecuación con una ó ambas i n -
cógnilns, como alx-+-b'v~d', es ya determinado el problema 
por tener dos ecuaciones y dos incógnitas, como bien pronto se 
verá. 

La ecuación general de tres incógnitas después de hacer la^ 
reunión de coeficientes, viene á ser 

ax-hbv-hcz=d; (5); ' 

y para que el problema venga determinado es necesario que 
nos dé otras dos ecuaciones, y que entre ellas haya las tres ó 
al menos dos de las incógnitas. 

En general, un problema que envuelve n incógnitas ha dé 
constar de n ecuaciones distintas que contengan dichas incógni
tas, para ser determinado, como se dijo en el artículo (155). E í 
medio que hay de resolver un problema cifrado en varias ecua
ciones con otras tantas incógnitas, consiste en la eliminación de 
éstas; y se hace de varios modos que inmediatamente vamos á 
emplear. Siempre se deben combinar dos ecuaciones cada vez, 
de manera que se venga á otra despojada de una de las incóg
nitas; y por combinaciones sucesivas llegará por fin el calcula
dor, cuando el problema es determinado, á una ecuación con 
una incógnita sola que despejándola queda conocida. Todo lo 
hecho hasta aquí puede llamarse primer periodo de la elimina
ción; porque falta el segundo, que consiste en retroceder hécia 
los primeros resultados de aquel á fin de conocer los valores d& 
las otras incógnitas. Se principia el segundo periodo por susti
tuir el valor que ya se há encontrado de una incógnita, en otra 
ecuación de las que produjo el cálculo y que tenga ademas otra 
incógnita. Asi queda también sola ésta en dicha ecuación; y des
pejándola, se sustituye su valor en una de las ecuaciones pre
cedentes del cálculo. Seguidamente se sustituyen los valores de 
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testas dos ineógnílías en lia ecuación que haya precedente Con tres 
incógnilas; y asi se llega hasta la primera que hubiere quedado 
indeterminada. 

Si el problema es indeterminado, quedarán en la ecuación 
final del periodo primero dos ó mas incógnitas; y de consiguien
te, sustituyendo la espr&ion de una en las ecuaciones preceden
tes, solo podemos esperar valores imUíterminados para todas las^ 
incógnitas. Vamos á practicar la eliminación de los diversos mé
todos, según se han ofrecido. 

162. Por smsíí/mcíow se elimina cuamJo, después de haber 
despejado una de las incógnitas en una de las ecuaciones, se 
sustituye su espresion en las otras; de que resulta una ecuación 
menos, habiendo al mismo tiempo desaparecido en las restantes 
dicha incógnita. Aplicando, á éstas el método , se reduce otra 
vez el número de ecuaciones y de incógnitas; y continuando se 
llega á una sola ecuación. Sean dadas para ensayo las tres 
ecuaciones generales de primer.grado con tres incógnitas, 

ax-\-bv-hcz=d, a'¿ü-hb'v-hc'z=d', a"x-\-b"v-)-c"z=d". 
Despejada la ¿r ea la primera, sustituyase después en las otras 

, á—hv—cz . . 
la espresion x = , \*) 

• y resultarán las siguientes con t y z, 

vb"í}'~<i"ln)+(K"x~A">e*=*d"-~u"d. 

Despejemos v en la primera de estas, y sustituyendo en la se
gunda por v su espresion 

ad''~*a'4-+-ttfcz—ac'z ¡, % 
«= a í w » • ' ^ 

viene la ecuación determinada 

(o6v,-o"í) (tó—ac^-Kat»'—a'ó) ( á ^ — ó c ^ ) 

í -^-o '^^r^) [adl-a'd) ^[tb'—dh) («r—o"*) -

Fiuatmente, despéjese la incógnita restante z y la operaciea 
preseotará determinado el valor que ignorábamos de -esta «a»* 
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tidad, y que llamaremos/) con objeto de simplificar su es-
presion. 

Ahora debemos retroceder por el mismo camino que se 
ha trazado eo el cálculo anterior; y proceder haciendo susti
tuciones de incógnitas ya determinadasj en las espresiones de 
las otras que quedaron dependientes de aquellas. La inme
diata precedente á z fue v: sustituyase pues el valor ja de z en 
la ecuación ((p)), y esta nos dará el valor de » que supon
dremos q, 

ad'—a'd-^-a'cn—ac'p 

Sustituyendo también ^ pQf u, y p por ^ en la ecuación ((a)), 

d—ha—cp 
sera ¡2?= ' — — . 

a: 
Este método es ventajoso cuando en cada ecuación del pro

blema no se hallan todas las incógnitas; como en el siguiente 
caso, que presentamos por ejemplo, 

17 ^ • 
La tercera ecuación da « = • — - — ; y sustituyendo el valor de 

Á 
v ejQ las dos primeras resuUan 

16a?T^3a-^10iP3:25, 4á;rrj?==13. 

134-^ 
La segunda á« las de este par da í c= —~-~i J Ae sustituir 

4 
en la primera viene la determiaadíi 

27 
9,2=27, de donde z = : ^ =^3. Retrocediendo, ?e hf l to 

a;=4, « = 7 . 
163, Por igugjQcion se eUmina» ,cuando después de itaber 

despejado una .misma incógnita en todas las ecuaciones, se 
igualan de dos en dos las esprésiones de ella; operación que 
conduce a otro siaVema te ecuaciones en ̂ ue W UQa menos, 
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-habiendo laiíibien desaparecido una incógnila. El método con-
duce hasta llegar por fin á una ecuación sola determinada, si 
tal es el problema. Apliquemos este método á las ecuaciones 
numéricas del articulo precedente, y se hallarán empezando 
por despejar o, 

38-8a:+5z '1 0 17—a 
v = _ , «==15—ar, « = — 2 — • 

Îgualando la segunda á la primera y á la tercera, resultan las 
;siguientes, 

'5z—2a;=7, 4a^-«=13, 

quedan z = — ± — , %=Jíx—13. 
5 r • ••••> 

De su igualación procede la final 18a;=72, y de esta el valor 
¿r=4. Retrocediendo se encuentran 2=3, v=T. 

164. Por íMííraccíon se elimina preparando las ecuaciones 
de modo, que una misma incógnila tenga un mismo coeficiente 
en todas las ecuaciones. Se resta en seguida una de otra, y 
resulta de dos ecuaciones una sola con una incógnita menos: y 
continuando por este orden, se llega a la final. Guando las pro
puestas no vienen desde luego con iguales coeficientes de una 
misma incógnita, podemos prepararlas multiplicando cada ecua
ción por el producto de los coeficientes que la incógnita elegi
da tenga en las restantes, ó por algún factor adecuado. Si la 
incógnita se halla con signos contrarios, se deben sumar las 
preparadas. En las ecuaciones numéricas de los ensayos an
teriores no viene incógnita alguna con un mismo coeficiente; 
pero fijemos la atención en una de éstas, en v por ejemplo, y 
haciendo la preparación como se ha dicho, tendremos 

16;r-|-6t;—10z=76, 12¿r-|-6r=90, 6o+35r=¿51. 

Si restamos la tercera de estas ecuaciones, de la primera y se
gunda, vienen sin v las dos resultantes 

16¿r—13«=25, 12a;—3«=39. 

Por último, preparando á ¿c en este par de ecuaciones, queda
rán convertidas á 

48a?—39z=75, 48íc—12ar=156; 



Y ÁLGEBRA ELEMENTAL. 275 

'y la resia dará la ecuación determinada final del primer perio
do del cálculo 27s=81, de donde 3=^3. 

No habiendo hallado por este método espreéiones de las 
otras incógnitas, hay que sustituir el valor de s en una de las 
ecuaciones anteriores que ademas tenga otra incógnita, y por 
último los valores de ambas, generalmente, en otra de las 
ecuaciones anteriores, para obtener el de la tercera incógnita. 
En el problema actual basta introducir el valor de una sola, y 
se tienen para las otras los « = 4 , ü—7. 

165. Por solución general se conocen también los valores 
de las incógnitas. Para ello es necesario deducir fórmulas de las 
soluciones generales de los problemas determinados con mu
chas incógnitas y ecuaciones, á manera que se obtuvo en los de 
una ecuación la fórmula ((3)), para resolver el problema parti
cular que se ofrezca sustituyendo en la fórmula los datos. P r i 
meramente, dadas las ecuaciones generales con dos incógnitas, 

ax-\-bv=d, a'íc-\~b'v=d'i 

háganse iguales en ambas los coeficientes de v por el método 
del articulo (164), y réstese después una de otra para obtener 
la expresión de x. Hallándose de un modo análogo la espresíon 
|le v por igualación de los coeficientes de ¿r, resultan tas fór
mulas 

_b 'd—hd' _ a d ' ~ a ' d 
x— ab'—ab * 1)~" ab'—a'b ' " • ' " " < >' 

Sea cualquiera el problema dado con dos ecuaciones y dos i n 
cógnitas, se conocerán los valores de estas por sustitución de 
coeficientes en las fórmulas (i6j); bien entendido que si á las 
propuestas faltare algún término, se puede suponer que existe 
con el coeficiente cero: regla general para el uso de cualquiera 
fórmula. 

En segundo lugar nos proponemos la solución general de 
los problemas cifrados en tres ecuaciones con tres incógnitas, 
como 

aa7+6ü-l-cs=í7, a'x+b'v-Vc'%=d', a"s4-6"«-fc"*=rf". 

Hay un modo elegante y general para deducir las espresiones 
geaerales de x, t>, s, modo aplicable á cualquiera número de 

Tomo I. 36 
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ecuaciones: pero siendo, nuestro objeto solamente descubrir 
la ley de los resultados, y aun poi" ahora no mas que dar á 
conocer el método, hallaremos la solución general como en 
el caso de dos incógnitas y dos ecuaciones,, usando el mé
todo de sustracción (164). 

Para eliminar x en primer lugar,.multipliqúese la primera 
ecuación por a'a", la segunda por aa'r y la tercera por aa'; 
de que resultara ¿c eliminada, y el quedar dos ecuaciones con 
tí y 2. Preparando éstas de modo que una de las incógnitas 
tenga igual coeficiente, quedará eliminada, y al mismo tiempo 
resultará una sola ecuación con la otra incógnita, cuyo valor 
se tiene por el despejo. Desde aqui se retrocede sustituyendo 
para los valores de las otras dos incógnitas; y por todo ío^ 
practicado se halarán.las fórmulas generales que siguen; 

dh'cn~-dc'h"+cd'b',-hd'd'+hc'd"-~ch'd" 
x^s ab,c"-~ac'b"+ca'b"— ha'c"+bc'a!'-ch'a" 

^ . ad'c"~-ac'dr'-\-ca'd'—da'c".+de'a"—cd'a" 
Vt- ab'c''~(ic'b,;+ctfb,'~bac"-\-bc'a!'-~cb'a' 

^_alM"—adrh"+dfi'b"-bad"-]-bd'a"—dh'a" 
Z~~ ab77^a(fbrF+ca;b'—ba'c',+bc'a''~-cb'a'' 

,(7). 

Obsérvese que-en las fórmulas ((6)) hay denominador co--
mun, y también en las ((7)) propiedad estensiva á cualquierai 
número de ecuaciones. Este denorqmador, en que solo entran 
los coeficientes de las incófíniías, está organizado con arreglo 
á una ley, que consiste en la allernaliva de signos -4- y — y en 
que cada término es producto de tantos factores cuantas incóg
nitas hay, formado con elsi^uiente artificio. En el caso de dos 
incógnitas tómese ab—ba, póngase un acento á las segundas le
tras, y será ab'—ba' denominador común. En el caso de tres 
incógnitas'tómese ab—ba, hágase que <? ocupe todos los luga
res empezando por la derecha en cada término de. estos, guar^ 
dando la ley de la alternativa de signos en los que resulten 
de tres letras; y finalmente pónganse un acento á las segundas 
letras y dos á las terceras de cada término. Cuando sean cua
tro incógnitas, se observará también que el denominador co
mún se forma del modo siguiente arreglado á la misma ley. 
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Se toma el denominader común ((7)) sin acentos en las letras; 
se hace que el coeficiente de la cuarta incógnita ocupe todos 
los lugares de cada término, guardando en los que resulten la 
alternativa de signos, y marcando las segundas letras con un 
acento, las terceras con dos, y las cuartas con tres, se tendrá 
el denominador común de las cuatro incógnitas. Por índucioa 
se infiere el modo de componer «1 denominador en el caso de 
cualquiera número de ecuaciones. 

Atendiendo ahora al respectivo numerador de cada fórmula 
se verá, que tiene el mismo número «le términos que el deno
minador, y se compone reemplazando en este por el coeficiente 
de la incógnita respectiva el término conocido, acentuándole 
como la letra á quien sustituye. Por inducion se infiere que 
esta ley es general también para cualquiera número de ecua
ciones. 

166. Habiéndose dado noticia de los modos que hay para 
eliminar incógnitas y hallar sus valores, la elección del mas 
breve según las circunstancias se debe á la perspicacia del 
Calculador, y á su destreza el suprimir trabajo supérfluo en el 
flurso del cálculo, simplilícamlo las e^preswmes por despojo de 
factores comunes, si hay, ó de fracciones, y dejando indicadas 
ciertas operaciones cuando asi convenga. Los problemas s i 
guientes que corresponden agesta lección, servirán de ensayo 
para los modos de .cifrarlos en lenguage algébrico y de r e 
solverlos. 

1.° Ha l l a r dos número» cuya suma sea 8, y el uno 5 ve 
ces mayor que el otro. Se distinguen claramente dos ecuacio
nes, que, nombrando las incógnita? 4? y z , serán x - \ 'Z=Sf 
x = 5 z : y por cualquiera de los métodos pueden ser hallados 
fácilmente los valores 

2.° Se han pagado \$9 jornales de tres clases, tales que 
el duplo de los primaros menos el triplo de los segundos 
mas (os terceros son 63r, ¡ feí cüadruplú de los segundos mas 
el quintuplo de los terceros menos la mitad de los primeros 
stimah 3 Í 7 . ¿GuúW&s'hai/ de cada clase? Sean ¡r, v, a las i n 
cógnitas de la primera, segunda y tercera díase; hay ttes ora
ciones que escribir, las cuales serán 
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&v-{-5Z'. =317;- y los valores de las iacógnitasf. 
<á., 

2576 1ta Um .„ 575 0. 
c=_=ll2> «=^-=62, ^-23-=25. 

.3.° En suposición de mezclarse varias sustancias cuyas 
cantidades m, ni', mn,.... son sumables de cualquiera modo 
que se haga la mezcla; si el •precio de la umdai de la p r i 
mera sustancia es $, la unidad de la segunda vale p', la uni
dad de la tercera vale p", y asi sucesivamente, ¿cuál será 
el precio z que corresponde á ta unidad de sustancia mezcla-
doR El precio de la primera sustancia es /7m; el de la segunda 
t/w'; el de la tercera p"m",..~ y el precio total x será 

x=pm-\-p'm'-\-p"m"-±-

Por otra parte, será también el precio z de launidad de mezcla 
multiplicado por la suma de sustancias igual á el precio total, ó 

Eliminando x entre las dos ecuaciones, resulta 

pm-{-p'mf-\-p"m"-{- ={m-]-m'-\-m"-\- )zf 

de donde U P'"+>>,"''+P"^+ 
m-]-m'-\-m -{• 

Por ejemplo, hecha la mezcla de dos liauidos tomando del 
primero 8 arrobas á 15 reales arroba, y del segundo 20 ar-
robas á 9 reales, trátase de saber d precio de la arroba de 
mezcla. Sustituyendo por las^letras p, p', m, w', los números 
respectivos de la cuestión, será 

Los problemas comprendidos en el 3.° general y en el 4.° y 5.°-
son los que llaman de aligación los aritméticos; debiendo su
poner siempre, y en cada caso verificarse, la circunstancia de 
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que el volumen de la mezcla sea igual á la suma de volúmenes 
de las sustancias componentes; y lo mismo en cuanto á los pe
sos: prevención que hacemos por ciertos fenómenos que la na
turaleza presenta de otro modo. 

4.° Antes de hacerse la aligación se quiere saher cuánta 
parte se ha de tomar de cada sustancia, dado el precio que 
ha de tener la unidad'de mezcla,y el que tiene cada sustan
cia. Entonces son incógnitas las cantidades m, m', m", .•., y 
es indeterminado el problema mientras no haya tantas ecuacio
nes como incógnitas. Debiendo-yor ejemplo, aligarse dos sus
tancias una de í 5 reales arroba y otra de $ reales, con la 
precisión de valer 10 reales la unidad de mezcla; ¿cuantas 
partes m de la primera y m' de la segunda se habrán de to
mar? En este caso hay dos incógnitas m y m' en la fórmula, 
y la cuestión es indeterminada nó concurriendo otra condición 
ademas. Seí\ por ejemplo esta, wí-i-m'=60 arrobas. Sustitu
yendo 60r—»i' por m en la fórmula, y 10 por z, será 

600«15(60—m')4-9m'; de donde » » ' = - — = 5 0 arrobas y 

4»=60 —m'=10 arrobas. 
5.fl Como en muchas aligaciones hay mermas y gastos de ela

boración, se propone el mismo problema 3.° con la circuns
tancia de haber en la masa total el déficit ó merma d, y en 
la elaboración al gasto q que se debe añadir al precio total» 
Los razonamientos serán del modo siguiente. El gasto total, he
cha la mezcla, es 

o**=pm-t-p'm'+-p"m"-\-....-hq 

por uha partea y por otra, x={m-i~m*-hm"-h —d)z. E l i 
minando, será 
'i ? " 

pm-hp'm'-\-p''m"-h....-hq={m+m'-\-m',-h.,t.~~d)z, 
de donde viene el precio de la unidad de mezcla 

__pm-{-p'm'-hp"m"-h -hq 
~m-f-w*-f-m"-h — d ' 

167. Concluiremos esta lección dando una breve noticia de 
lo que pasa cuando el problema da mas ecuaciones que incóg-
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nilas. Como el esceso procede necesariamente de haber mas tla-
tos^que los precisos (155), entre todas las ecuaciones se eligen 
tantas como incógnitas haya, y por eliminación se indagan los 
valores de estas; valores que han de satisfacer á las escedentes 
condiciones, para que sea posible el problema. 

Trátese, por ensayo, «fó hallar.dos números x, z cuya SU' 
ma sea st la diferencia d, y el producto p. Escritas las tres 
ecuaciones, 

a;-{-z=s, x — z ~ d , xz=p; 

las dos primeras, que solas hubieran constituido un problema 
determinado, resuelto ya (157. 5.°), dan 

a;=±{s+d) , z=± is—d) : 

pero habiendo aun otra ecuación, es preciso sustituir estos valo
res en ella, de lo cual resulta una relación. entre las cantida
des conocidas 

s * - d * 

En <[ue se espresa la condición esencial que ha de concurrir en 
los datos, para que el problema no sea absurdo: y dice que da
dos « y cf, no es ya p arbitraria, sino que ha de valer tanto como 

Si aun hubiese otra ecuación mas, habrían de satisfacer á ella 
las incógnitas. Por ejemplo: sf la cuestión comprende que e/ 

cociente de las incógnitas sea q; escrita la ecuación -~=q y 
z 

sustituyendo los valores de las incógnitas, se hallará que el da
to q no es arbitrario, pues tiene la dependencia 

s-hd a 
1 s—d 
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LECCIÓN IV. 
Ecuación indeterminada de primer grado: 

168. AI principio de la lección; precedente se manifestó la ' 
forma de la ecuación de primer grado con dos y con tres i n -
eógíiitas, análoga á laque tendrá con cualquiera número de 
ellas. También se indicó allí, que el valor de una incógnita des-
£ejada depende de la infinidad de valores que se pueden alri— 

uir á las otras de la misma ecuación. Asi, la general con dos 
incógnitas • 

ax-\-bz=c; 

que suponemos reducida hasta ser a y 6 números primeros en—' 
tre sí, ofrece la cuestión de hallar lo los los valores de las incóg
nitas que satisfacen á ella, llnitánílose algunas veces á que sean 
valores enteros, y otras á que positivos; circunstancias que re
ducen á menor número las soluciones. 

169. Trátese de hallar los valores enteros de a; y « en la 
ecuación general a.v-\-hz—c. Si uno de los coeücieotes 6 ó a 
es, la unidad, despejando la incógnila correspondiente seria 

x=c—bz, ó z=c—-ar. 

En el primer caso, si atribuyéramos á z todos los valores en
teros imagiaablesr resiiltai'ianpara.x también enteros; quedando 
asi resuello el problemaJ Lo mismo resüllarian para z atribu
yendo á x valores enteros en z^c—ax . 

Cuando sean a y o mayores que la unidad, y primeros entre 
si como queda dicho; despejando la incógnita de menor coefi
ciente, que suponemos a;, resulta 

c—hz 
ar=— . 

Esta divisiott no puede dar cociente cabal entero; mas, en, su • 
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c h 
posición de ser fc y h los enteros de — y —, como también c' 

¡a a 
y V los coeficientes del residuo, tendremos 

d—h'z 
x=h—hlz-\-

a 

. . , c'-~b'z . , v ' - a z ' _ ,. . . 
y-naciendo ~ z t sera z = — r i — . Por nueva división, 

y espresando con las mismas letras acentuadas en debida forma 
los resultados análogos del cálculo, será 

Z=h'-^h'z'-\ ^ ,; 

-
c"~-a'z' tf , . , c" - -V3" ' 

y r i — = z " dará z = • — . 
o a 

Por este orden van disminuyéndose los coeficientes sucesivos, 
que son como los residuos que se obtienen al eslraer común d i 
visor de 6 y a (108); de suerte, que se ha de llegar al cabo á 
una ecuación en que alguno de los coeficientes sea la unidad; y 
entonces quedará finalizado el periodo primero del cálculo, co
mo en la eliminación (161). 

El segundo periodo consiste en una serie de sustituciones 
análoga á la del citado articulo. Supóngase a ' = l en la última 
esprésion escrita; y atribuyendo A z" en la ecuación s'=c"—6'z'.' 
lodos los números enteros w....2,1,0,-1,—2,....—n, lo serón 
también los de z'\ y sustituyendo los de z' y z" en la ecuación 
anterior, también serán los de z, y por ultimó los de x, 

Gomo en esta investigación hay el único empeño de lograr 
valores enteros para las incógnilas, y llegar á una ecuación final 
en que sea unidad alguno de los coeficientes, se pueden usar to
dos los recursos legítimos de la análisis; como es, el descompo
ner la fracción residua en factores siendo alguno de ellos entero, 
6 el transformar la fracción de un modo conveniente para el 
objeto. 
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Sirva de ensayo el hallar los valores enteros tle x y z que 
satisfagan á i a ecuación 

25a;-f 72z=460. 

Por, ser menor él coeficiente de x, feay primeramente 

460-72^ 
25 

Haciendo la división parcial posible, resulta 

10—22í 
37=18—2H rrz ? 

¿O 

10—22js , _, 10--25Z' e /2—oz'x 
y desdes, — 2 5 — « ' da * = - ^ _ = 5 ( - 2 2 - ) ; 

2-<5a' ,, . 2—222r' 
a que siguen —ññ- = 2 ; 

2—2z" • 

2—Sz'" 2—2^" 

5 " ' = 2 ^ . 

Estamos en ocasión de principiar el segundo periodo «leí 
cálculo, y según la condición del problema se han de sustituir 
por z'v todos los números enteros poskivos y negativos. Em-
fieziuulo las sustituciones desde cero, viene el sistema de va— 
ores2'v=0, « " = 0 , s"=^l, 2 ' ^ — 4 , 2=5, x = i . Todos 

los demás sistemas de valores enteros que pertenecen á 2 y 
s se hallan del mismo modo, sustituyendo por,2'T el corres
pondiente número entero, positivo ó negativo. Operación pro
lija que ha motivado el desoubrimiento de un medio mas bre
ve para hallar todos los valores enteros de x y z, después de 
haber adquirido los de un sistema: ved en qué consiste. 

Sean p y o los números enteros que han resultado para 
Tomo f. 37 
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« -y;* de ana sustHticion sola. Gomo ha quedado satisfecha 
con ellos la ecuación av-{-bz~c en aquel caso particular será. 
ap-\-bq=c: y restando, esta, ecuación de la general viene 

b / L 

Para ser a* entero, también lo ha de ser — {z—q); y por ser 

b y. a primeros entre su necesariamente debe ser z —q d m -
sibJe por a (76), es decir que, indicando m el cociente, ha 
brá, de ser z—q=atn> De modo que 

x—q+ank y x^p—bm ...,..(8), -

son espresiones generales, para hallar todos los valores ente
ros de a; y 3, conocien lo los p y q, sin mas que sustituir por 
•n -ooosecutivamente todos los números enteros positivos y ne
gativos, de la serie enunciada: conocimiento que nos dispensa 
de aquella larga operación, para cada sistema. 

En el ejemplo aritmético propuesto antes conocemos el sis
tema de valores p==it í=»5; y las fórmulas. ((8)), aplicadas 
á él, dan 

íc=4—72/w; í=5-f-25m. 

Sustituyendo por m los números naturales progresivamente-
se hallarán los correspondientes á. las incógnitas. Los posiú-
»foS^ 1» 2 * 3 , 4, de m corresponden 

/éiios deap; 4,-68,—140,—212,—284, ,. 

á los de z; 5, 30, 55, 80, 105, 

rrO. Limitándonos todavía á las soluciones enteras de la 
«Cuacion general de primer grado con dos incógnitas, haremos 
Wiatíííeve «fcieneioa aqui con objeto de completar mas la teó

f i la . Cuando se -quiei-an solamente positiva*, téngase presente 
que las cantidades positivas «valen tanto mas que cero cuanto 
mayor sea el número: y las negativas lauto n^uos cuanto mu-



T iLGBBttA KLMreNTAL. 2 ^ 

yo r se * d ' número: concepto que como está ¿Relia «e espreisa enr 
k cuestión actual del modo siguiente: 

y - h n y O , q-¡-am>Qí 

Despejando m, resultan m < ^ - > 7 » » > — - ^ - y pueíen 

ocurrir tres casos. 

1.° Si ios valores que admite m están calificados por dos 
mayorías ó dos minorías, como por ejemplo m>7 y f » ^ » se?* 
podrán «isl i tuir por tn lodos los enteros mayores que 7 ; e n 
tonces admilQn x y z infinitos valores que serán crecentes «n 
ambas incógnitas; y a y 6 s Q n de signos contrarios.precisa
mente; porque se deben suponer positivos p y q. 

2 . ° Si una desigualdad limita por una parte y la segunda 
por otra los valore* de m. por ejeisplo, //?<8 y w > l , soló a d 
mit ir* w los intermedios; y "entonces íc y 3 tendván número-de1' 
soluciones limitado, procediendo esto de afectar un mismo sig
no á los coeUcipuies a y b. 

3.° Si resultase un imposible, como, por ejemplo «i>10. y ' 
in<3 , será prueba de cuestiou absurda. 

Con referencia" al ejemplo numérico resuello anteriormente, 
las condiciones para valores positivos serán 

1 t 
t—72m>0 y 5-J-25w>0, de donde m < 7 z y m>—=- . 

l o O 

Como no hay mas entero comprendido entre los dos estremos 
que m = 0 , solo éste da los valores enteros positivos j?=4,-
z^=o de un mismo sistema. 

171. Apliquemos la teoría de los artículos precedentes á 
algún problema, para que sea mas; luminosa y se vo»-su enlace 
con h de los probiemas determinados de dos incógnitas. S iem
pre que el problema diere tañías ecuaciones menos una, cuan
tas incógnitas tr»igav por la elrmmacion se llegará á una de la 
forma ax-$-bz=c: y resolvieirdo ésta por las reghs dadas en 
la teoría, se bailarán los v»Ures-.de l(is«otwis ineégnítas sust i
tuyendo en las ecu.iciones por ¿r y, 31 conseculivftMente, cada 
vez un sistema de los que dierca p-^bm-y q+am; como en el 
siguiente problema. 

^ í retiran tres columnctt d d cvmbatr, l a ' pr imera perdió 
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50 hombres, la segunda 225. y la tercera 210; con esta pér
dida quedó á la primera columna doble número que á la se— 
gunda, y quintuplo que á la tercera: y se trata de saber 
cuánta gente llevó cada una al cómbale. Nombrándose x, o, z 
los números de tropa que llevaron las respectivas columnas 
al combate, se escribirá» las ecuaciones 

>F—50=:2(ü—225], «—50=5(2—210). 
De las dos resulta 2(ü—225)=5(r—2t0)r 

de donde, * = 3z""60(>==2z—300+-Í; 
J¡ Jé 

% 
y haciendo -5-=^'» se llega á 3=2^ . 

Para evitar soluciones negativas debe suponerse, que la gente 
z de la tercera columna fue á lo menos tanla como perdió, y 
para ello es necesario que sea z'=t05: de cuya sustitución 
procede el sistema de valores z=210-, r==225. Estos son \o» 
de p y 2 en la fórmula ((8))» la cual es ahora 

r=225+5m, z=210+2i» . 

Sustituyendo por z su espresion hallada, en la segunda de las 
ecuaciones propuestas, resulta para los valores de x la fórmula 

¿r=50-f-10ffi. 

Resta conocer los diversos sistemas de números enteros 
correspondientes á x, v, z, sustituyendo por m ios que permi
tan las condiciones 

225+5íw>0, 2ie-}-2m>a, 5O+10m>0; 
según Tas cuales lodos ios valores de m son mayores que — 5 ; 
eslremo que resulta de la tercera inecuación. Desde cero ar
riba solamente, vienen por el orden 

iw=0 , x=50 , t>=225 , r=210 ; 
«1=1 , a?=6(> , v=230 , 5=212 ; 
in=2 , « = 7 0 , »=235 , 5=214. 

Aunque parece que el supuesto f»=0 00 corresponde á la 
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condición de ser el número restante de la primera columna 
duplo déla segunda y quintuplo de la tercera, pues resulta 
cero para Tas tres; fácil es discurrir (jue son equivaienles 

5X0=0 , 2X0=0. 

No proponemos mas ejemplos de la ecuación indeterminada del 
primer grado con dos incógnitas; cuyas principales utilidades-
pertenecen á la geometría, como se verá cuando apliquemos á 
esta ciencia la análisis general. 

172. En laecuacion indeterminada con tres incógnitas^ coma 

ax-\-bv-hcz=ra% 

se-\iene la solución procediendo según vamos á decir. 
Hágase </—6«=u, y sustituyendo en la ecuación propuesta, 

se trasforma en 

Resuélvase ésta como si u fuera un número cuaFquiera; y se ha
llarán los valores análogos á los que en la ecuación de dos in
cógnitas hemos llamado p y q, bien entendido que éstas conten
drán á u. Las fórmulas (̂ 8;) serán aquí 

y reemplazando en éstas por u su igual d—bv* dependerán Ios-
valores de & y s de los que arbitrariamente sé quieran asignar 
a « y w. 

En las aplicaciones del álgebra á la geometría se verán los 
colmados frutos que las ecuaciones indeterminadas de esta clase 
producen. . 

LECCIÓN W 

Ecuación determinada de segundo grado. 

173. De multiplicar entre sí dos ecuaciones generales de 
prhner grado, como bx-\-e=0 y b'x-{-c'=r-Ot resulta una de se^ 
gundo, 
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Si espresámos «od A todo f l coeficiente de a?', «on B d de ar, 
y con C el término conocido., esta ecuación recibirá la modifi
cación de forma 

Ax '+B jc+C^O, ....{y) 

cuyo primer miembro es el producto de los dos factores/tíel pr i 
mer grado 

{bx+c\ {b'x+c'). 

S i estos fueren iguales, resultará para el primer miembro de la 
ecuación una segunda polrncia eafwl. 

Aun podemos hacer otra ísimpliíicacion de forma en laecuá^ 
cion ((7)), librando de coeíicientc al primer tiá*mJno; para lo^cual 
se dividen todos los términos por £l ^coeficiente que se quiero 
desaparezca. Praclicando esto, la ecuación ((7)) se convierte á 

B 
y finalmer.le, espresando con k el coelicienle -r-, y con q el 

C 
término - - , queda reformada en 

A 
x'+kx+q^O; ....(s) 

cuyo primer miembro es el mismo que, si habiendo librado dfc 
coeficiente á x en las ecuaciones del primer grado generalrices, 
hubiésemos ejecutado la multiplicación de los dos facloreá 

(x-\—r-), (£C+T7) • Y claro está que á ser iguales dichos fac

tores, el producto resultara segunda potencia de uno di* ellos, 

como se lia dicho también respecto de la ecuación ((r)). 
Todo producto que tiene por factor el cero, se anula (66. 

2.°), y solo asi puede anularse; lo cual sucede á la*) ecuacio-
rjes- ((r)) y ((s)) por cualquiera de sus dos factores binomios res
pectivos; y estos fio pueden ser nulos de otro modo que susli-
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tuyendo por ¿ r d valor que correspomla » esta incógnita con el 
signo respectivo, según la ecuación de primer grado genecalrfe, 

esto es„ r- ooray en el factor bx-^c k e n ^ 4 - - r *> y — ttPOP 
o o b 

x en h'x-^-c' ó en íc-f-TT» Llámanse raices de l a ecuación de 

segundo grado los valores: de la incáynita que sustituidos por 
ella satisfacen á la ecuación; nombre igualmente ostensivo al 
primer grado y á todos los superior.ís: y puesto que segnn el ra
ciocinio que acabamos de hacer, la ecuación de segundo grada 
bajo cualquiera de sus dos formas ((r)), ((*)), solamente puede 
quedar satisfecha; sustituyendo por x cualquiera de sus dos v a -

c cr 
lores —-r-, — r r » se s,8ue íwe son preci&dmenie raices de l a 

ecuación de segundo grada aquellas cantidades que sust i tu i
das por x , la reducen á cero s i todo» sus términos están en 
un mierthbro, ó cumplen con la igualdad s i están distribuidos 
en ambos miembros los términos. 

La ecuación ((7)) es completa, de segundo grado; porque 
tiene los tres términos afectados de las respectivas potencias de 
la incógnita, que-son ¿ r , * 1 y #0» y toda ecuación, determinada 
de este grado que se pueda imaginar está comprendida en 
aquella», espresando con. A la suma de coeficientes de los tér 
minos afectados de jc*, con ftTa suma de coeficientes- de o?, y 
con C la de términos conocidos; o suponiendo cero el coeficien
te del término segundo 6 tercero en caso de que falte á la pro
puesta. La misma generalidad tiene la ecuación ((&)) en cuanto 
á las de dicho grado, cuyo primer lermitio tenga la unidad por 
coeficienle; y por. ello podemos confeiderar como formulares á 
una y otra. 

174. En esta inteligencia, hagamos análisis de la ecuación 
formular de segundo grado, que será en su primitivo estado,, 

¿rM-/?.r-K=0 i (10) 
y retormada, x%-\-kX'\-q^=Q , (U ) 

después de hacer —=sfc, -7-=9,« 
A A 
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1.a Si es ̂ i un número que sustituido por x satisface á la 

ecuación ((11)), resullai-á 
ú%-{-1ta-\-q=0; de donde , q=—a*—ha. 

De modo que la propuesta es como ¿r'—aa-|-fcr—ka; y por ser 
x*—a*=[x-{ á).{x—a) seeun el arlicuio (68), será bajo otra 
forma dicha ecuación general, 

{x-{-a){x—a)-\-k{x—a)=0, 
ó bien (jr—fl)(¿F-fa+fc)=0. 

Esta quedará satisfecha, y de consiguiente lo mismo la pro
puesta, ya cuando según el supuesto sea 

¿c—a=0., ya cuando « 4 a + ^ = 0 , 
ú que se reduce entonces: por lo cual según la definición de 
las raices (173), Uida ecuúcicn {{ít ;) de segundo grado que 
tenga una raíz a, tiene también otra —(a4 *). 

2.a La suma de las dos raices viene ó ser a—ú—k=—fc, 
y el producto es a{—a—k)=—a2—ak~q. Luego, el coefi
ciente k del segundo término en la ecuación ((11)) es con sig
no contrario la suma de raices; y el tercer término q es el 
pioducio de el las. 

3.a Si tuviere las dos raíces iguales la ecuación, cada una 

1 1 
¡será «-k; el tercer término, g— y k ' ; y la ecuación. 

i*+W- 4 

En donde se ve, que es un cuadrado cabal toda espresion de 
segundo grado, bajo la forma (II), cuando carece el primer 
término de coeficiente, y el último sea cuadrado del semicoe" 
fteiente del .segundo. Asi, para convenir en exacta potencia 
segunda el primer miembro de una ecuación x%-\-\iX-{q~0 de 
raices desiguales, se pasa q al segundo miembro, y se añade 

á los dos - r V i que es el cuadrado del semicoeficiente del sc-
4. 

gundo término. De este modo, sin que las raices dejen de ser 
tas mismas, la ecuación se transforma en 
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y se resuelve eslrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, 
que será 

»+lk=±|/(ik,-*): 
de la cual viene la forma general de las dos raices que hay ea 
la ecuación del segundo grado, 

La observación que acabamos de bneer nos enseña el modo de 
resolver cualquiera ecuación delerminada de segundo grado, 
sea reduciendo á cuadrado exnclo su primer miembro y es* 
trayendo la raiz cuadrada, sea sustitmiendo en la fórmu* 
la ((12)) por k y fj los coercientes que La propuesta tenga 
después de librar de él al primer término. Pronto haremos 
aplicaciones de esla doctrina, y para cuando' llegue el caso 
debemos tener entendido, que ios dos valores de la incógnita 
espresados en la solución se distinguen tomando para el uno el 
radical con el signo positivo, y con el negativo para e! otro. 

4.a La caatídad f|ue se halla bajo el signo radical de la 
fórmula ((12)) manifiesta las tres clases de soluciones que ad
mite la ecuación del segundo grado. 

1 
Si •— k2—q es cantidad negativa, lo que exige que sea q 

. . . 1 . , • . 
positiva en la ecuación y mayor que — k', son imagina
rias las dos raices. Sin embargo satisfacen á ella, como se 
puede ver sustituyéndolas por x; é indican problema absurdo, 
porque exige hallar dos cantidades que no puede haber (152). 

St resultare •— ks—q=0, en cuyo caso es q necesa-

Tomo I, 08 



292 ARITMÉTICA 

riamente positiva en la ecuación, ésta será cuadrado c a -
1 

hal de x-\- — k, es decir, que tendrá sus. dos raices reales 

é iguales. 

S i - j k4—«[ sale positiva,, entotices '^ habrá de ser ne~ 

gativa, ó sino, q<-T- k*, y l a propuesta tiene dos raices 

reales desiguales * * 

positivas ó negativas anhas, ó uñar positiva y otra negati-
va, según los valores y signos de k y q. Las raices reales; 
tendrán un signa mismo, si eX 

•f ̂ (t11-^ esl0 es' Tkí>TAa."'^ 6 y>0' 
que quiere decir q posit iva en. l a propuesta,, con l a c i r 

cunstancia dicha de ser <\<~t k \ Por. consiguiente, siendo, 

<\ negativa tendrán signos: diferentes las dos raices reales. 
En cuanto al signo negativo de las raices, y los demás símbo
los de que se habló en las^ de primer grado,, téngase, presente 
lo dicho en aquella ocasión sobre ellos. 

. Para practicar estas observaciones en una ecuación, tenga 
ó no todos- los términos y sean- cualesquiera! los- coeficientes, 
considérese que la unidad es coeficiente de todo término que 
no tenga otro; y que si faltEu algún término-se puede suponer 
con el coeficiente ccío. Como interesa conocer á primera vista 
é cual de los tres casos pertenece una ecuación, aunque ten
ga coeficiente su primer término, restituyanse i , i B , C , por 
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sus equivalentes en los resultíidos de !a análisis que se acaba 
de hacer, y halbaremos que Corrcspoutfen las condiciones apro* 
piadas á las tres clases de raices, 

á reales des igua les . . . . . . / ? * — 4 J C > 0 ) 
á reales i gua les . . . . . . . . B * — ^ C=*0 L . . . (13). 
á i m a g i n a r i a s . . , . , . . . , . . B*—4.1 C < 01 

175. Para ensayo en plantear y resolver las cuestiones de 
2.° grado, se proponen las siguientes: . 

1.a H a l l a r un número ta l , que restando de su potencia 
segunda otro número triple de aquel, resulte el residuo 10.1 
L a ecuapion es 

S i no se quiere usar dé lá fórmula ((12)), prepárese la ecua
ción del problema, haciendo cuadrado exacto el primer míétt»^ 
bro, y el cálculo seguirá por el orden que observamos aquí: 

*^3.+ l = l ( H 4 ; *_ |_± / (10+ | - ) ; 

Ambos valores de x convienen á la cuestión, sin embargo de 
que el segundo, por ser negativo, indica que se tome algún da
to en sentido contrario, como sucederá enunciándola del modo 
siguiente. I l a í la r un número ta l , que sumando con su cua 
drado otro número triple de aquel, salga l a suma igual á 
10. Ahora cambian de signos las raices, de modo que resulla 
negativa la raiz 5 que anleá era positiva. Lo tpie mahifiesla que 
las ecuaciones de segundo grado envuelven dos problemas d i 
ferentes. 

2.a ¿Cuál es el número cvi/o cuadrado menos el quíntu
plo was 13 forman l a suma 9? Por igual método seguiremos 
en la serie de las operaciones correspondienl'es hasta la solución: 
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3.a Se pide un número cuyo cuadrado mas la cantidad 
4 . 2 

•j—- formen una suma, igual á -*•• áe/ mismo número. De 
100 o 

la ecuación 

^ ^ 100 — 5 " ^ 

viene la preparada « • - 1 * £ i = l • J ^ 

y sus d(^ raices #=-r-}-0- , as=-r-—0^ 
5 5 

Las dos raices son iguales,, como se debió advertir desde que 
se cifcó el problema en ecuación, que por ser cuadrado'exacto 
se pudo haber resuelto sin prepararla. 

4 a ¿Cuál es el número cuyo cuadrado mas 5 suman el 
triplo del mismo número? Eaciendo el cálcuio 

t 4 

3 , , 11 3 . 11 

resultan imaginarías las raices, y por ello es absurdo el pro
blema. 

5.a Dividir 7 en das partes tales que, restando del pror-
ducto de ellas la mitad de la primera, venga de residuo la 
segunda aumentada con 4. Llamándose x el primer número, el 
segundo será 7—a?, y la ecuación, 

a?(7—¿f)—-x=n--x-\-\ i 
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r̂ a a . 15 i 225 225 44 15_i_7 
Je donde, « » - _ ^ + — ^ — ^ u , ^ z f c - j . 

l í 
Para el primer número salen #—— , « = 2 ^ 

3 
y para el segundo 7—¿c=~ , 7—«=5. 

6.' Conocer el número que cumpla con la condición de 
que si de su segunda potencia muí ti ¡Meada por 2, se resta 7 
veces dicho número, quede el resto 5. El cálculo es 

' 2 ^ 1 ^ 2 ^ 1 6 

Bastan eslos ejemplos para dar una idea de las aplicaciones, 
dé la tcoria; cual hasido el objeta; consideranílo'que en la en 
señanza enriquecerá cada profesor esta parle con vüriados y 
oporlunos casos prácticos^ 

Coní'hmcjnos aclaraiulo íuiaobscui'itlad fjue parece haber,, 
en cuanto á la diversidad de valores eepresenlados por la.letra< 
con que está significada la incógnita. En el principio del tratado 
se hizo el convenio de que cada letra en un cálculo no tuviese 
mas que un significado, y parece una contradicion el tener ar 
dos valores en estas ecuaciones. A fin de tomar dicho convenibr 
en su verdadero sentido, se debe meditar que x representa la 
eantidad que en general satisface tulas condiciones del proble
ma; y esta es la significación que únicamente corresponde á di
cha incógnita en las ecuaciones de todos los grados. 
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LECCIÓN VI. 

JElimtnacton en las ecuaciones de segundo grado 
con dos incógnitas, 

176. E l produrto de dos ecuaciones generales de primer 
grado es una de segundo; y eí.presanrio por una letra las res
pectivas sumas de coeíicienlcs, la ecuación general del segundo 
grado icón tíos incógnitas a? y 3 será 

^,+6za7+<ca;'-f^z+ea;-f/=0 ....(14). 

Despejando 2 como si fuera única desconocida, y reduciendo á 
solo el numerador del segundo miembro la irracionalidad, se 
Jhalla 

%=~\ -hx-d^v'l[ha'~Uc)tfM^d-Ué)¡t+d%-Aaf\ I ....{15). 

Si el protdema es determinado, liabrá olra ecuación, que supo-
uemos semejante con las mi?mas letras, pero acentuadas las que 
.representan cantidades conocidas, como 

a 'z^h 'zx+c' t f+d 'z-h i fx- i r f '^Ü' , 

que también dará 

í = 2 - f i 'h'x-d,±\/[[h' '1^a'(f)xi^{2h,d'--la:e')x-^d'^ia,f ' ] | % 

Formando igualdad con las dos espresiones de z, quedará el i 
minada esta incógnita, y el resultado será una ecuación deter
minada pero afecta de radicales, que en general ir cria difícil re
solver, según el alcance de los conocimientos actuales. 

Cuando se trate de la segunda parle de esta ciencia,-que la 
titulamos álgebra sublime, se daríin medios de eliminar sin este 
defecto. Aquí solameule indicaremos los casos en que por el 
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método de sustitución (16^) se pueden eliminar incógnitas en el 
segundo grado, sin que afecten radicales- á los términos. 

1.° Dadas las ecuaciones-. 
az*-hbxz-\-cx*-{-dz-\-€x-+-f~0>. 

d'z+e'x-hf^O, 

una general de segundo grado, y otra del primero; si en la se
gunda se despeja una de las incógnitas,, como 

éx- i r f 
* = ¿ r - . . 

y se sustituye por z su cspresibn en la primerav ésta queda r e 
ducida á una de segunlo grado determinada con la incógnita x. 
Es inútil advertir que después- deresolveiv la determinada, se 
ha de sustituir el valor que diereparaa? err. la espresioiv de z.. 

Si la primera es cnal(|«ierade- segundo grado- con dos in
cógnitas* y la segunda carece de í? ó a?2, como 

despejando z en. esta últimav resultará 

' / c'x*-\-e'x+-fr v 
£ ~ ~ V h'x+d' ) ' 

Sustituyanse por z y ss sus espresiones eirla primera; y. re^-. 
soltará determinada esta;; mas^clgrado se eleva sobre eF s e 
gundo, y no corresponde á- los elementos la solución. La mis
mo sucederá aunque la segundar carezca- dea?1 y z'r si-- queda 
¡ex. Adfemas, si: x es- irracional;. v¡cn& para z- una espresion 
complicada de radicales^ que no? sabemos resolver siempre; 

11.° Cuando ambas ecuaciones carecen; dej xz\ dea; y de 
z, como 

oz'- f -ca^H-/"^. (ízl+cxi-{-f'=Qy:. 

despejando z* en la segunda, sale 

¿e+r v. =.=-( 
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^ sustituyendo en la primera quería convertida esta en deter
minada de segundo grado. Lo mismo sucede á la segunda 
con la sustitución de ar; -y } or ccnsiguieTíte una y otra serán 
resolubles por la .estrpceiou ordinaria déla raiz cuadrada. 

111.° Si en las ecuaciones faltan los términos dearz, y ade-
nías los de ^ ó les de ce, cerno <ín 

ozaH-ftc,H-ex4-/'=0, a'za-+€'&*-+*'x-hf~0; 

despejando z* en la segunda, resulta 

c V - f V a H - / " 
^ - ( ^ ^ - ) . 

Sustituyendo la espresion de 31 en la primera, se convierte en 
determinada de segundo grado. S i ésta lia para x valores 
racionales, se susliiuirán en la espresion de z2 y se hallará 
z por Ja estraccion ordinaria. Pero .si ¿c no es racional, incur
re z* en el defecto de radical complicado con otros radicales, 
que no sabemos aun resolver eirgeneral. 

177. Para e*sa}o de estas observaciones proponemos los 
íigüienles ejemples. 

1.° Se piden dos números x, z cuyo producto sea 4 y 
cuya diferencia [ /2. Las ecuaciones 

a;js=4, x—z=i /2 , 

.minifieslan que el problema es del caso primero, y fácil de 
resolver por su simpíici huí. De la según Ja vien? s = x —1/2; 
y sustituyendo en la primerj, resulla ar1—x^2^4 cuyas rai-

ees son sc^z ; esto es a?=2t/2, ar=:—1/2. 

Sustituyendo en la espresion de z los dos valores de x se tie
nen z=y/2i z=—2j/2. 

2.° Hallar las raices ó valores de % y z en el problema 
de fas ecuaciones que siguen, 

2r-f-5^=143. - i ^+4^—a?-40. 
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Desde luego se Te que pertenece el caso tercero. Preparada 
la segunda para el despejo de st", es 

5^28^—7^=280; 

de donde, z V 280+7a;—28^ 

Sustituyendo en la prhnera, viene 

, 1 4 417 
^ — S l ^ 51 f 

que completada y resuelta según la fórmula ((12)), dará 

5 1 — b V 51 

La raíz positiva es x=3 ; y sustituyendo en la espresiOB d« 
«', viene s=H--|/49— I 7. 

LECOON VH. 

Ecuación sola de segundo grado con dos í n -
cógnitas, 

178. Cuando el problema del segando grado está escrito 
en una sola ecuación con dos incógnitas, será indeterminado, 
é induce á descubrir la dependencia que hay entre los valores 
de una incógnita y sus correspoiulientes de la otra, como en 
el primer grado (Lecc. iv ), aunque aquí pueden ser enteros ó 
fraccionarios, positivos ó negativos, racionales ó irracionales. 

Por ser agena de los elementes la -cuestión de todos modos, 
nos limitaremos á sola una breve teoría sobre las raices racio
nales de la ecuación de segundo grado con dos incógnitas 
({14)), de la cual sale para z la espresion ((15)) 

Z = L \^x~d±:)/[{bi~-ia€)x*+{2M--iúe)x+dt~-iaf] L 

Tomo I. 39 
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Con c! objeto de reducir esta larga ecuación á otra mas abre
viada, bagamos los convenios 

62—iac=m , 26^.—4ae=» , d*-~iaf=p,. 

y se convertirá en 

2a2rí-6aj-|-d=rt:/( »»«*+«»+/>). 
Si hay valores, de a; que hagan cuadrado exacto; alo contenido 
bajo el radical, quedará reducida la dificultad, á las.soluciones 
del primer grado (Lecu. iv.)-

Sea t la raíz cuadra la de mx*-\-nxí-{-p: y de lal suposición 
provienen, las ecuacioües, 

2ag-t-6¿c-frf=-l-¿ , mx*-\-nx-\-p=ti.. 

Resuélvase la segunda, tratando á x como única incógnita; 
(174), y bailaremos 

n [/{Ímt%-\-n*—\pm) 

ó en otra forma* 2nLB-{-n'=-+~/{ím<tj-f n?—\pm).. 
Haciendo 4w==A , n*~~ipm=lt f 2mx-\-n=u , serán 

».=±^f+B) l * ^ ~ ; .=-í=^....(l«Í 
Queda pues reducida la-cuestión, á determinar los valores de t 
qiie hagan cuadrado exacto á^íf4-i?, porque de é l depende m, 
de éste x, y por último 2; de x y t. 

179. Las dificultades, que se presentan.en hacer la<análisis 
de todos los casos que pueden ocurrir sobre la. racionalidad de 
x y z, nos obliga á.ceñirnos.solamente á tres en que se verifica. 

l.# Supóngase A cuadrado exacto y A su raiz, como tam
bién ^ la segunda parte de la raiz ^(^í*^-/?), siendo AMa pr i 
mera (142) j y la espresión de u será, 

u=ht-\-g=i/{h*tx+B):. 

que por la elevación á segunda potencia, y poi* la reducion, 
conduce á 
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tyht+g^B, de donde, t = ^ - , 

í s visible que siendo g racional, igualmente lo serán í y «, y 
por consiguiente x y z. 

2.° Orando B es racional y cuadrado de la raíz h; s i l l a - ' 
mamos gt la segunda ^arte de la raíz, liabrí las ecuaciones 
B=h1, u^=\/{Att-{-B)z=h-\'gt. Por la elevación de laiíkiíaa 
á segunda potencia, y-reduciendo, se viene á 

At=git-{:2gh, de donde, i = ¿^^T* 

Como de g depende el ser i y u Tacionales, sucede lo mismo 
á x y z. 

3.° Si Á l ' + B se compone de dos factores racionales, 
(ht+j) y (til•\-j,)'J sea'[/{Áf+ty—ght-l- j), signilicatido con g 
una indeterminada por quien se iiaga electiva esta ecuación. De 
los supuestos viene la 

. «=í(^+y)=^[(^+y)^-h;'')J; 
que elevando "al cuadrado, engendra la reducida 

g\ht+j]=m+j>, de donde, t = J ¡ ^ ~ * 

Sea cualquiera la arbitraria g, liará racionales í, u, &,'%, 
180. Hasta ahora solo \r,\y un valor racional de í, debien

do admitir precisamente otros muchos que por su indetermina
ción den ios correspondientes valores a las iucóguilas. Con el 
objeto de inferir unos de otros, vamos ep busca de fórmulas 
propias, como en el primer grado. 

Sea q un valor de / hallado según la análisis precedente, $ 
li el que dio á u. Sustituyanse en la ecuación 

tta=.^,-f//, para deducir k ^ i ^ - f f f : 

y restando una de otra, se tendrá 

tta=ri(r—^j-l-^; y de aqui w=v/ [^( í , - - / )+) i * ]» 

Como u es racional, supóngase 
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sustituyase el «uadrada de esta ecuación en m'; y simplificando, 
se reduce á 

9?{t-q)-h2kg=A{t+q); 

adonde. ^Jkg-Aqrq9^{^ 
¿—9* 

Sustituyendo la espresión de t en las de w, x, s, resultarían 
para éstas las fórmulas qne en la ecuación del segundo grado 
hacen el mismo oficio rjiie las {(8)) en la del primero, aunque 
basta la de t para el fin que se desea. 

181. Por ensayo se propone, hallar los valares racionale& 
dexy z en la ecuación 

^H-ezz+SíT4—92-1-2^—30=0. 

Ella nos presenta los valores particulares de las letras de la 
teoría 

m=16, «=—116, p=20 l , 1=64 , /?=592r 
y después de hacer las sustituciones en la fórmula general. 

« ^ / ( i - í 4 - ! - / ^ 
esta viene á ser M=t/(64í24-592). 

El valor iá==8Mnd'¡ca que-nuestro ejemplo perteneceal caso^ 
primero de la análisis precedente; y asi, por las fórmulas halla
das entonces resultan. 

t+9r-bx «+116. Q#. , 5 9 2 — / 

« 
Dando &g todos los calores racionales consecutivamente, se 
hallarán los de.M, y por úkimo los correspondientesá las incóg
nitas x, z. 

Se omiten las aplFcaciónes die la fórmula ((17)), porque lo 
dicho basta para formar una idea de las soluciones racionales.. 
En las aplicaciones del álgebra á la geomátría hacen gran papel 
las ecuaciones indeterminadas de todos los grados, con dos y 
coa tres incógnitas. 
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capitulo ix 

Razones, proporciones, progresiones y logaritmos .̂ 

LECCIÓN í > . 

Razón, proporción y progresión por difermcm. 

182. •Cuando se comparan dos cantidades a y b con eloB*-
jéto de hallar la diferencia k, se escriben el restando- y el res-1 
tador como se sabe (61); y lauespresion. 

a>—k=& á &—(&=—fc . . . , ( 1 ^ 

se llama razón de diferencia, y también impropiamente m^wi* 
aritméticja. En la pri!ne,,a de las-espresiones ((18)) es-a el an 
tecedente, b el consecuente y k la dirérencia ó razón: en la s e 
gunda es b antecedente, a consecuente y —fc la razón. Según el'i 
antecedente sea mayor ó' menor que el consecuente, seca la dLr' 
ftrencia positiva ó^negativa^como por ejemplo euü 

8—3^=57 3—8=^-5^ 

Elprobfema dé Kalláf la razón de diferencia entre dos cantidad-
des viene á ser una resta. Dados por ejemplo 30 y 20 para ha--
llar la razón positiva por diferenciarse tiene por la resta seguns 
la fórmula (18), el resultadoy. 

30—20=IOÍ 
183'. Si hay dos razones con una misma diferencia, como 

a—&=/£ y c—d*=k, 

será «^•.. . . . .„ . . , a—b—c—d, i• 
rjíie también se-escribe se- [ . . . . . (19) , 
gun la forma a . b : c . d*)' 
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Una espresion bajo cualquit-ra de las dos formas se llgma equi
diferencia ó proporción por difermcfa, y lambien propor-
cí in aritmética', se promnicia diciendo a es á b como c á d 
por diferencia; la primera y xdlima cantidades son estrcmos y 
las otras dos medios •de la equidiferencia. Ejemplos de ellos son 

. 7 - 4 = 3 , 12~9= -3 , 
de consigüienle 7 — A = i 2 — 9 ; 
ó en otra forma 7 - 4 : 1 2 . 9 . 

Cuando sean los medios ieuales; se abrevia la espresion 
(̂351)) escribiéndola bajo la íonma 

~ , a . b . d . . ^..(20), 

y se llama prcpcrctcn *(ntir.ua, en que h es el medio linico, 
ó la media p r ipo rc iomí por diferencia entre los húmeros 
a y d ; como en el cajo 

1 5 - 9 = 6 j 9 - 3 = 6 , 

á que corresponden 

15—9=9—3 , 1 5 . 9 : 9 . 3 , ' 2 1 5 . 9 . 3 . 

184. De la prnporcjon a—h=c—dl, ó a . b ~. c . d , Irans-
poniendo los .términos se^un convenga (156¡, resultan: 

1.° /i-.?==$)—*f, o a . c : b . d. Existe pues la equidi
ferencia aunque se reemplacen los medios uno á otro: como 
por ejemplo en el caso parlicuíar 7 . 4 : 12 . 9 } 7 . 12 : 4 . 0. 

2.° d — b—c—üy ó d . b : c . a . Tampoco se altera la 
equidiferencia reemjjLizándose los estremos uno á otro: como 
sucede en 

7 . 4 : 12 . 9 y 9 . 4 : 12 . 7. 

3.° b—a=d—c, ó h . a : d . c. Ao 5^ altera l a equ i 
diferencia cambiando Ijs estremos en medias \j estos en es 
tremos; como en 

7 . 4 : 12 . 9 y 4 . 7 : 9 . 12. 

i.0 a-hd—b-^c. La suma de esiremos es i yua l á la su
ma de medios en la equidiferencia; como es fácil notar que 
se veri/ica en todas las variaciones de 7. 4 :12 . 9; pues 
constantemente refulia en ellas 

http://ntir.ua
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7+9^4-}-12=16. 
S10 Si es b=c , la ecuailDü procedente de las sumas ea: 

lá; proporción continua a . b : b. d,. será' 

a - K = 2 6 ; de- donde,. ¿ = ^ (21).. 

Luego, w» medio proporcional' aritmético entre dos wtí^e--
ros dados -á y des la semsunm de estos; como por. ejera— 

45+-3' 
pío entre 15 y 3; cuyo- medio es 9 ¿ = — - — ; y de consl-

guíente: la proporción será; 

^ 1 5 . 9 . 3.. 

E l problema de hallan un término medio aritmético entre' 
dos números,.es de uso muy frecuente; y véase un; ejemplo de-
esta clase. 

Hecha l a medición de una longitud' en dos* ocasiones» 

resultó que en la pr imera tenia. 8 vaias, y en; la-segunda 8-2-

varas: hay. duda en la exactitud, y j w r ello*se-quiere to
mar una media proporcional entre (fichas medidas^ Este-
proWema exige hallar: b según la fórmula ((21)); y por tais 
procedimiento será 

8 + 8 + -|- 50 
6== , de donde 6=- —«=8,333;.. . . 

G 

En- las operaciones meeámca& deníedir ó pesar las cosas; 
hay. que tener siempre desconfianza de que sea^ exacto al re— 
sullftdo de una sola vez; y poreüo so suele hacer la operacioíi 
varias veees y anotar ca'Ia resultado, para deducir después 
un valor medio. Supongamos, por ejemplo, que habiendo re 
petido m veces la operación, lutb) los //i valores av &,.c, <£,.£„„.> 
Dividiendo por w la suma dé ellos, tendremos' 

a-hb-hc-h d-he-hñ.. 
«í: 
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y este valor será mas exacto probablemente á causa áe la 
.compensación de errores., que cualquiera de ios a, b, c, &c. 

:asi como ——- lo será también, aunque menos que la 

jíw*ima parle de ios m -valores. 
185. Cuando hay varias razones Iguales, como 

a—h=-+~k , y—Á=>-4-fe , p — q = ± k , eto. 

«jene la s^uida de razones -iguales 

a—íte=r^— h=rp — g'=etc. 

¡que también se escribe .a .b :g J i :j) ..g : etc. 
.{22). 

Si el consecuente de cada razón .es antecedente de la que 
sigue en toda esta ilación, como 

^i-^é=¿—i7=ír-~í/=rf—f= etc., 

ó bien & .b'.b , c : c . d : d . f z e le , 

«e abrevia su espresion de un modo análogo á la equidiferencia 
4e medios igualeí, en esta formaf 

- a . b . c . d . f (23) 

a que se llama prof/resion por diferencia ó aritmética. 
Esta ofrece varios puntos de examen, que vamos á tomar 

en consideración. 
1.° De a—6=H-fc , b~c=~¥-h , c—d=~i-k, 

d—fm ijjjjfc, cuyo número será n—1 cuando tenga n térmi
nos la progresión, vienen las ccuaeiones 
¿=a=p¿ , c=b^pk , d—c^f-k , f=d'=pk , etc (24), 
las cuales hacen ver que «n término cualquiera de la progre
sión aritmética es la sama del precedente y la razón, toman
do esta con el signo que la pertenezca. Será crecente ó ascen
dente la progresión cuando catre k positiva en la suma, y de
crecen te ó descendente cuando k negativa. 

Es fácil por esta iey formar Ja progresión, dado el primer 
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tépmmo o y la diferencia 1c. Asi, a—2, k=3 determinan la 
progresión 

- . 2 . 5 . 8 , 1 1 , 1 4 
También «=20 , k=—4 dan 

^20.16 .12 . 8 . 4 . 0 . — 4 . - 8 

Los términos de la primera van creciendo, y decreciendo los 
de la segunda, como se ha indicado antes. 

2.° Hemos visto por el teorema precedente que todos los 
términos de la progresión están formados bajo una ley misma, 
ley que espresaremos en general por la ecuación t'=ííCpk, sig
nificando t un término cualquiera que por esto se llama generai, 
n el número de los que tenga la progresión, y r el que antece
de á ̂ . Si sumamos ordenadamente las «-^-1 ecuaciones ((24)) 
inclusa la general que acabamos de escribir, suprimiendo el do
ble signo de k por la simplicidad, pero considerando sujeta k á 
ser afectada por el que corresponda, hall-aremos la igualdad 
de sumas 

en donde los claros que ccupan los puntos tienen la significa-
clon de reticencia, para manifestar que se suprimen términos, 
según antes de ahora hemos hecho varias veces. Como en esta 
ecuación se destruyen mutuamente los términos de un miembro 
con los del otro, esceplo el que se llama general y los a y . 
k(K—1), queda redxwida á la simple espresion de dicho término 
general 

í=a-l-k(w—1) í.(25): 

fórmula para conocer una de las cuatro cantidades t, a, k, n, 
dadas las otras tres, teniendo presente lo dicho sobre el signo 
de ft y su influencia «n el crecimiento de la progresión. Por 
ejemplo, el término duodécimo en la decrecente arriba escrita 
será 

1=20—4X11=—24. 

Otro de los problemas de esta clase que ocurre con fre-
cuencia es, introducir cierto número de términos en progre
sión aritmética entre dos números dados para estrenuos de 

Tomo L 40 
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ella. Como por ejemplo dados los estreñios 1 y 2, introducir 8 
términos intermedios. Es necesario hallar la diferencia k pqc la 
fórmula ((25)), y será 

. ' ' 7 ' T* 
Con ella se forma ta progresión 

- . 1 . lH-k . l -h2k, l+3k.. 
que ahora es 

-.1 . Idr** l+^.l-hy^l-h-y. l-h~. l-h-^.2. 

S.0 Siendo a y t los eptremos, como tamhien b el segundo 
té,rmiiio, r el penúltimo y k 1 a.razoq;.existen las ecuaciones ((24)) 

r^ r+k y 6=a4-k ó Vien a = ^ - k ; 
súmense ordenadam?nte la primera, y tercera de estas, ecuacio
nes, y reduciendo, sale • 

a-\-t=h+r. 
Asimjsmo, siendo b el término precedente 6 c, y ^ el precedente 
á r» e^istea las ecuaciones 

e=H-k c* bien 6=c^-k y r=q-\-W 
y si sustituimos por & y r estos equivalentes en la. ecuación de 
a-f-í, se hallará 

o -\-t~o—lL4-^+k=c4-9f ̂  
Igualmente hallariamos.suslUuyendo aqui porc y q sus esnre-
siooes, y asi sucesivam 'ule, que la suma de la$ eslremos de la 
¡¿wffi'-eúon arilmélicn vale lauto como la suma de otros dos 
términos equidistantes de ellos, y coma el duplo del termina 
media cuando n es nütneraimpar. 

4.° Como hay n términos en la progresiónK solo se podrán 

formar — sumas de dos en dos, en cuyo número entra la de 

los ertremos; de suerte, que juntando todos los términos de la 
progresión por diferencia, la suma total S de ellos ascenderá á 

file://-/-t~o
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Aplicando esta fórmula á la progresión -decrecente numérica cíe 
antes, resulta la suma de siete lérmiuos 

S = ^ (20-4)=5e. 

Por medio de las fórmulas ({25}) y ((28)), que se componen de 
cinco cantidades literales, pillemos conocer dos cuaiulo las tres 
Testantes sean dadas (161), como en el siguienle caso. 

Hay en una pila de barriles 20 filas una sobre olra, fot» 
mando progresión por diferentia de nwdo que la fila supe
rior tiene solo 2 barriles, siendo ia diferencia \ : y se quiere 
hallar el número l de imrriles qnc tiene la fiia inferior y la 
suma S de todas» Las fórmulas ((25)) y ((26)) dan 

1=24-1x19=21 ; ^=10(2-h^l)=230. 

LECCIÓN H. 

Jkfzcnj proporciou g progresión por cociente* 

186, Cuando se comparan dos cantidades a y b con el Cn 
de saber él número q de veces que la primera contiene á la se
gunda, el concepto espresado según la forma establecida en la 
división es 

y se llama rasan por cocimte b impropiamente razón ffeomS-
irica*, en que a es el antecedente, b el consecuente y ^ la r a -
json, entera ó fraccionaria según o es ó no múllipla de b. Si el 
objetó fuese hallarlas-veces^ico estácontcnulo en ^ la^com-

b 
paracion ~-=q' conála del «illecedente A, del eousecueote o, y 
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de la razón q'. De uno y otro modo se llama razón por cocien
te, y siendo esta q en el primgr caso y q! en el segundo, hay 
entre las dos la relación 

1 

una de las razones, — ̂ ^ —=q'\ se dice que es inversa de 
o o 

la otra, como en 

16 2__1 

Por lo cual, siempre que dos números a y 6 de la divi
sión — den un'cociente ^, y otros dos c y d áe la di-

b 

visión —?, den un cociente — , deeúnos que a w b están en-
a 9 

razón- inversa d'e (>t/ d. Asi sucede en las razones -— y ^ r , 

qqe dan los cocientes 8 y -^t y por elfo 16 está con a 

en razón inversa dé la de 3 con 24. Cuando una. razón, es 
igual á otra, se dice qm un antecedente está con su con-
secuente en razón directo de la. del otro antecedente con 

. , 16 24 ^ 2 3 
su consecuente: como por ejemplo — y ^ i ^ y o i ^ 6 1 1 

general - r—9 y — — ? • ^ ^ segunda razón se ha cam-
o c 

biado en directa respecto de te primera, habiendo cambia
do de lugares c y d; y por tanto, una razón se- convierte 
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de inversa á directa, ó al revés, cambiándose uno por 
otro el antecedente- g el comecttenie. 

Si el antecedente y el consecuente son productos de » 

ae 

dos factores» como T7, este producto equivale (f 11) al dé

las cazones -j- y -tj , que se llama, rosón, compuestas 

2X3 6 
En el ejemplo -—-• la. razón — es< compuesta de 1&& FSh-

oy\Á ¿Jo-

K-nes 5 y T a de T y ^ 

c c 
187». Dos razones iguales,, como - r = q y l t ~ & 

forman la igualdad. ~ ~ = - l | (29) 

que también se escribe.......... a::;b : : ai.d'l 

Se llama este concepto proporción de cociente 6 proporción* 
fj/eoméirica, y se pronuncia* a'es &b comoc á (t por cocien-
le. El primero y úUimo números de la proporción son eííre-
mop, y los otros áos medios. 

8 12 
Ejemplos de ello son -ñ-=4,. -q =a4» de donde pro— 

-v 8 12" 
cede —~-t 6 en.otra forma 8 : 2 ~i 12 : X -

2' «i 
Guando los medios son iguales,, la proporción 

—-=-7 también se escribe —• a : b : d1 (30) 
6 a 

, y se dice proporción continua por cociente, en que b es mc-
aío proporciona/ entre a y rf. Tal sucede en. 
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9 3 
—=— , ó en otra forma, ~ 9 : 3 í 1. 
/ó 1 

188. Puesto i\ue ia ecuTicion ~r=~j dice lo mismo que ía 

proporción v . h : : c : d, dcduzcanios !a« modificaciones que 
admite bajo esla forma por las que aditíile ti etustfíoii, Va 
lransponici)do de un micmlno á olí o las cantulades, ya por ha
cerse iguales operacínues fu limbos miendíros; y paras ello 
^resollamos Ja proporción gtneral s^ííuii su fiirnilivo eslado, 
que fue 

-r—"!- « lien ia~.'h i ' . c x d , o 4 

S 12 
y el caso particular ^r=-x ó lien 8 : 2 : : 12 : 3 . . r8 í 

! , • Alternando los medios, la proporción primitiva se 
transforma en 

—• = — o bien a : c ' . : b : d . 
c a 

« 
La proporción existe aunque cambien de hujares los medios 
entre ü ; como zn 8 : 2 : : 1 2 : 3 y 8 : 1 2 : : 2 : 3. 

2.a alternándolos eslreiuos, la primitiva recibe Ja nueve 
forma 

- - = — ó bien d : h : : c : a. 
b a 

No se altera la proporción aunque cambien de higtires en
tre si los estreñías: \ por ello, la primitiva 8 : 2 : : 1 2 : 3 se 
cambia en 3 :2 : • 12:8. 

3.a Jnvertiendo las dos razones, resulta 

- -—— ó bien b : a : : d : c . 
a c 

Ni) se altera la proporción aunque se cambien los medios en 
estremos y estos en medios; como por ejemplo en 
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8 : 2 : : 12: 3 y 2 : 8 : : 3 : 1 2 r 
y por lo anterior, 2 : 3 : : 8:12. 

I." Inverttendó\as dos razones y trasponiendo ademíis la 
primera por la segumla y. ésia por a<|uellj, se veriftea . 

—=:— ó hiei* d : e: : b: a. 
c a 

También existe la proporción auncfue se crmbien los estremos 
uno por otro, cambiando al misino tiempo los medios entre s L * 

Asi sucede en. 8 : 2 : : 12:3 y 3 :12 : r 2 :8 . . 
5.a Librando de forma fraccionaria á la ecuación ({29)), 

viena la igualdad de producios de loŝ  estreñios y de los medios 

ad^bc y «.,.,«431) 

la cual dice que el predupío- de los estremos equivale al de 
los medios. Eslo sucede en todas las variaciones que ha reci— 
bido la proporción 8 : 2 : : 1 2 : 3 ^ pues resolta siprapre 
8x3=2X12. Por esla propicvlad notable^ dadas tres cantida
des, podemos hallar otra que estahlvzca proporción entre las 
cuaíro siendo incógnila una de las qv.e hay en ad=he: y los 
arilmétieos \bíinvi\\ reída de tres al cálcuio'de tules problemas. 
Imagínense por ejemplo tres cantidades; de cuale«q«¡eE» valores 
y de cualquiera modo ordenadas-para formar proporeuwv como 

3». 5-~ y 9, que caprichosan»nlé4 las; üolócamos- eit el orden 

1 
&~x: 3 : : J : 

— 

Falta el número que ha de cerrar lai proporción; y llamándole1 

atenemos la igualdad ((31)) o—Xíc==3xí); y despejando x, 

eesulta a?=21: 5—=4— ; luego , la proporción es 
¿- 11 

4—4 
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6.a Librando de forma fraccionaria á la proporción de 
medios iguales, la fórmula ((31)) viene á ser 

ad=b*, de docde b=y/{ad). ..*...(32). 

Vemos que el producto de estrenos equivale t i l cuadrado del 
término medio en la proporción (jeométrica continua: y que 
para hallar un medio pwporcioital por cociente entre dos 
números dados, hay que estraer la raiz cuadrada de m pro
ducto. Ejemplo de esto es 

^ 9 : 3 : 1 , 

*n donde el medio |?eométr¡co 3 se tendrá por el cálculo 
t / ( 9x l ) ^ sea | / 9 = 3 . Asi tombicn si quisiératnos un media 
geométrico entre dos cualesquiera números cuyo producto sea 

2 8 
potencia -segunda «xacta, como por ejemplo -—y r=-; «e «Mil-

o o 

t¡plica uno por otro, y «1 del producto — «e «straeía raiz cua-

dríida —, que será el medio geométrico entre — y —. 
«o o o 

7.* Componiendo los antecedentes. Si se añade ó quita á 
jos dos miembros de la ecuación ((¿0)) cualquiera cantidad m, 
hay la ecuaciou 

o c 
T±m==rf±m: 

que, después de reducir k común denominador cada miem
bro, es 

-==—= — ,— ó azbfo» : o : : czizdm : d. 
o a 

Luego, no Be altera una proporción aunque se añada ó quite 
á cada antecedente, m veces el consecuente respectivo. 

Si es « — 1 , hay —r—=—=J— ó a~í-b :b : : c ± d i d ; 
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y por la 1.a verdad, a-+-b : cdtzd :'. b : d. Asi se obser
va usando de la proporción 8 : 2 : ; 12 : 3 ; pies resalta 
8 ± 2 : 2 : : l ^dzS : 3 , y por la 1.a verdad, 

8zt:2 : 12^1:3 : : 2 : 3. 

8. ' Componiendo los consecuentes. Si á los dos miembros 

de la igualdad ———, que vino de la facultad 3.a, se añade ó 
a c 

' h ñ. 
<juita una misma cantidad m, resultará —-4-» !=—h-m. que 

, . , . i ' • , . . 6-f-ina d ± m e 
reduciendo a común denominador viene a ser = : 

a c 

y por la facultad 3.a, =7-1 , ó con otras notas, 

a : h ± m a : : c : d-\-mc* 

No se altera la proporción añadiendo ó quitando á cada con" 
secuente el mismo número de veces el antecedente respectivo, 

9.* Proporción de producios. Multiplicando la ecuación 

a c e a ac co 
-—=-r por otra semejante —^r^-, será r?=="7r también pro-
0 a í " bf ah 
porción (66. 8.°) y (111); y escritas las tres en forma propor
cional, serán a '.b : : c '. d, e : f : : g : h , ae : b f : : cg : dh\ 
y la última visitílemenle resulta de muUipücar entre sí los tér
minos respectivos de las precedentes. Sea cualquiera el nú
mero de razones que se multipliquen, siempre la ecuación de 
producios y de consiguiente la proporción, que se llama com-
puesta, resulla couíoime á esta ley: luego, podemos concluir 
por analogía, que multiplicando ordenadamente los términos 
de cualquiera número de proporciones, resulta otra propor
ción. Siendo por ejemplo 7 : 2 : : 28 : 8 y 3 : 9 : : 2 : 6 las 
simples, resulta la compuesta 

7x3 : 2X9 : : 28x2 ; 8x6, ó 21 : 18 : : 56 : 48. 
Tomo I. 41 
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O C' 

10*a Proporción de potencias. Pop sen- - r - ^ - r lo '. mismo 

que (66. 8.°) y (111) i". 

según et artículo (139); si escribimos en otra forma estos que
brados, resultan las proporciones 

m m m ni 

an : Jn : : c* : da y [ /a : \ / b : : \ / c : [ /d . 
Luego,, sí cuatro cantidades son propotcionales, también-
guardan la misma relación sus potencias de un mismo grado 
entre si, y las raices de un mismo Índice.. Tal sucede en la 
proporción 1 : 4 : : 25 : 100,. de que procede la de potencias. 
1 :16 :-. 6 i5 : lOOQO, y la de raices 

1 : 2 : : 5 : 10. 

189; Habiendo muchas razones iguales, como 

|= í • |p í • 7=í • 1=* 
nesulta la seg»i«la de a ¿ e <i [ 
moaes iguales T = _ = 7 = ^ = l ^ 

que se escribe también a : b : : o : d : : e : f : : g : h : :... \ 
y «se lee a es á b, como c á d, como e á / , como g á h; &c.. 

Sumadas, ordenadamente las ecuaciones 

a=b<i , c=dq \ e=fq , g=hq „ 
nesulta oH-c-f-^-f-^-f-. =q{b+d+f+-h-\- ); 

de acode r—¡ „ ^ «=»= - - , 

y en otra forma, a-\-c \-e-\-g \b\-d']-f\-h•[-.... : : a : b. 
Luego, en toda seguida de razones par cociente iguales, 

file:///-e-/-g


Y ÁLGEBRA ELEVtENTAL. • 317 

tntte la éutíM de afíteeeckntes y la de consecuentes hay fa 
misma razón que entre el antecedente y consecuente de cual
quiera parcial. 

Cuando el consecoente de cada razón es igual á el ante-
cedeiíle de la inmediata, «orno en 

o h c d 

a b c d 
se escribe ' — a : b : c : d : f : 

y se llama progresión por cociente ó geométrica. Visitteih^tí-
le consla de n téiminos la prc^rcskn cuando es n—1 el nú-
inero de razones. 

La progresión gecmétrka ofrece á nuestro examen varios 
punios. 

1.° Siendo íun térmico cualquiera que se Warna generah 
y r el precedente, les ecuaciones de ía segunda seguida ((34)) 
puestas bajo las formas 

¿=0^, c=lq't d=cq', f=dq\, l^rq' (35) 
maniticstan, que un término cualquiera de la progresión 
geométrica es producto del precedente y la razón. Asi, 
« = 3 y g'—S dan la progresión 

H 3 : ^ : 12 : 24 : 48 : «; y a=3 con q ' ^ 1 . i s a 

, . « . 3 3 3 3 
^ ; , í • 2 ' - T * '8"•T6:,•" , , 

La primera es ascendente por ser fl<6<¿r<í/<...„ á causa 
de q'>i. La segunda descendente por ser í O - ^ í ^ ^ " • • • • ' 
á causa de Y < 1 ' 

Siendo q'=a, \iene la progresión 
H a } * P : « H r t : a \ 

file:///iene
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Si el primer término es am y la razón q'—av, hay la pro^ 
gresian con n términos. 

'¿a™ : am+p: am+ap: am+3P: am+iV : : am+ín-')?. 

Luego, forman progresión por cociente las potencias de la 
cantidad, cuyos esponentes forman progresión por di fe -
renda. 

2.° Mulliplbando entre sí todas las nr—i razones 

6 , c , d » í , 
a o * c r 1 

que dau la progresión de n términos, como está indicado, se 

. , 4 by.cxdxfx...xt ,„_! tiene el producto —r y— =q ' \ 

Todos los factores del primer miembro se destruyen esceplo* 
a y t, quedando la espresion reducida á la siguiente en que 

se suprime el acento de q por no ser necesario; —ís¿j"""7*, de 

de donde vieoe la espresion del término t general 

t=aqa'^1 (36). 

Por ella se sabe eí valor de cualquiera término,, cuando 
es dado ef número» <fe\ lugar que ocupa, el primer térmi
no a, y la razón q de las veces que cada término contiene a 
su precedente. El séptimo de la progresión cLescendente que 

tiene a-««3 y ^=4-, ser* 

Despejando q* viene para hallar la razón, cuando sen dar
dos los términos primero y ultimo, y el número n de los que.. 
tiene la progresión,. 
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Hay que usar de ella para intercalar «—2 téf miiiüs ínterme1-
dios que formen progresión con los estrenaos a y t* Asi, que
riendo hallar dos términos entre a=3. y í=24 , e& 

iÜ 
Ta progresron^ que por tener so!b cuatro término» es una meras 
proporción. 

3.° La suma de todos los términos 

S=a-\r 6+c-K-K.. . . .+r- f f 

da S^a=b-\~G--\-d:-\- --{-*-\-t 

y S—t=±a-{-b-\-c.-{-d-{-*„.„-{-r~ 

Memas, por las ecuaciones (¡&5)) viene iu de sutnas 

y como él primer miembro equivale á S — a , y et segundo- a» 
(S-—t)q, dicha ecuacioa de sumas puede recibir la forma 

S—a={S—t)qy, dedoucTe fc-fcíL J ^ ^ ¡ 

E» la progresión ^¿T : 6»: 12 : 24 : 4S : formada ao?-
leriormenle, es a=3rg,=2., y la sunía de cinco términos, por 

. - c 48X2—31 _ 
ejemplo^ 6 = —_—~—=93L 

Con las dos fórmulas ((36)) y ((37)), que comprenden cinco; 
cantidades, pueden conocerse dos, siempre que l«s tres restan— 
tes fueren dadas (161); aunque es verdad- ([ue siendo ^ría iu-
cógnita necesitamos resolver la- ecuación arf1—Sy-f-S^so- dei 
gi'ado n, de que se tratará ma& adelante: y si la incógnita es n? 



320 ATnrMETiCA 

¡precisa á resolver una ecuación de clase particular que 'corres
ponde á la iv.a LECCJON. 

190. Prescindiendo de es{o»dos -caisos y de la investigación 
n—r 

de q cuando I / pasa del tercer grado, hay un gran número 

de problemas que se resuelven por las teorías de proporciones 
y progresiones: pues en peñera!, todo proidema que diere una 
ecuación en que sea descomponible cada miembro en dos fac
tores envuelve ppopnreiun (£88. 5."), confiderando estreñios 
los dos de un miembro y medios los del otro. Sin embargo, se 
cifran y se.resjuclven sin que se necesile dicha doctrina muchos 
en-que desde ÍJiego no apnreeen condiciones espresas que la 
requierain, es decir, porque efUvn prepuestos-en otro lenguaje; 
«orno se verív rn la siguiente lección, cuyo asunto será la solu
ción de problemas de estas clases. 

Por ahora nos resta decir lo conveniente sobre la disposi
ción en ipie fe hají ale colocap las cuatro cantidades de h pro
porción por cocicnle. No ofrece dificultad esto ínterin sean abs
tractas Jas tres erntidados conocidas arbitrarias, come 3, 7 , 
50, y la desconocida x ; basta «rdenarlas de modo que el pro
ducto de dos sea el mismo que el de las otras dos; y recor
dando a-qui lo que digimos en el arlículo ( t88. 5.*), se ve que 
el objeto es asequible de cualquiera modo que se combinen, 

ÍPX3=7X50 da 4P=^ • • = - ^ — 7 3 : 7 : : 5 0 : - r - ; 
d 3 3 

- . « ^ , 3 X 5 0 150 w 0 • 130 ' 
^ X 7 = 3 X o O da ¿ c - = — — = - = — ? 7 : 3 : : 5 0 : - — ; 

a j X S O - S X ? da x ^ ^ - = : J L f 5 0 : 3 : : 7 : - ^ -
50 50 50 • 

Mas, cuando son concreíos los números, hay tpie atender 
ñ las especies, y no es ya tan libre la combinación. E l principio 
del arlículo (40) exige el que sean de una especie dos de las 
tres cantidades, dividendo, divisor y cociente, y el tercero abs-
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fl c 
tracto: por lo cual, ea -~=qr-—=qy precisamente Je4 las tres 

cantidades a , h, q han de ser dos de uní' espscíe, y también de 
la misma ó de otra dos de las caulklaies c, d , q. Ademas, parai 

a c 
formar la igualdad — ^ " r » es necesario que sea ^ ahsfpacto ó* 

de una misma especie en ambas razones; luegov si taz cuatro> 
cantidades a, b, c. d ds tnm proporción son concretas,, nece
sariamente dos perienvee* á una misma especie-ij dos' á otra. 
Verdad es que: estahieeida la propoH'cion , se pueden tratar 

, , a hombres . 
como números abstractos, pues; . , — , — es la. misma razón; 

a nombre& 

crunidades abstractas 
6unidades abstractas* 

Con tal precisión, dadas- las canlidaies A, k, w conocitfas y 
x desconocida, siendo h y k de una especie como tambiea m y 

íc dé otra, la proporción! es: de dos mados: — = — ,« de dónde 

h se 
h x ^ k m ; ó — = — , de donde ^»»=fejc. De suerte,, que en l a 

k. n i *-

proporción geométrica de cantidades concretas * l a mayor de1 
cada especie hade venir nmtt ipikada por la menor de l a 
obra* y esta es la regla que sirve de íritiu pura- Corimc la- pco^ 
porción en las cuestiones, qiiclos aiilmélicos ilatmut de kv.rerjía 
de í m , porque en ellas buseuu siempre un término de la: pro
porción, sabiendo ciuiles son las eairiídades para los otros tres. 
Por ej-émplo, dados 3 hombres, 6 hombres, 20 di as y j ; dias,. 
necesitamos atender á I;is coniliciones vlel pro&lema- para saber 
si a? dias lia de ser mas ó menos que :i0:. 

S ie i problema dice, gnmmdo '6 hombres-^lómales¿cttán-
ios ganarán ü ftornlires?'lúavo est.>que la incogniía ar representa 
d número de jornales que ganan los fr li^nbres^ y ^ue l ia de 
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ser mayor que 20 por ser 6 mayor que 3. La proporción viene 
asi entonces, 

3 20 
—= ó 3 : « : : 2 0 : ^ 
"o x 

i j ^ 6X20 ,rt 
uc oonde sr«=—2—=40. 

S i el problema dice, haciendo 3 hombres una obra en 20 días, 
¿cuántos dias de trabajo se necesitan para que hagan la mis
ma obra 6 hombres? es visible que x represenlíi el número de 
«lias <Je trabajo que gastaran 6 hombres, y tjue x ha de ser 
menor que 20, pues hay mas hombres de trabajo. La propor-

cion es -Tr=r7;, ó 6 : 3 : : 20 : a:, de donde 

3X20 
« = - ^ = 1 0 . 

En el primer ejemplo la proporción se llama directa, y en 
e\ segundo inversa; en aquel eslán los hombres en razón direc
ta de Jos dias de trabajo, porque á mayor número de hombres 
corresponde mayor número de dias; mas en el segundo están 
en razón inversa los números de hombres con los de dias, por
que á mas hombres corresponden menos dias. 

LECCIÓN I1L 

Problemas pertenecientes ¿ las proporciones y 
progresiones geométricas» 

191. Los aritmélicos han eslendido mucho esta parte del 
cálculo de números, tratándola con separación del álgebra. 
Distinguen los casos de regla de tres ó proporción directa, de 
inversa, de simple y de compuesta; y para la traducion de 
los problemas desde la lengua vulgar á la del cálculo, se ven 



Y ÁLGEBRA ELEMBNTA1. 3^3 

precisados á descifran' si es directa ó inversa la proporción; es
collo considerable cuando el probleiiia envuelve mas de una, 
y que nosotros evitaremos planteando esta clase de ecuaciones 
por los métodos generales que ya quedan espuestos: y vamos 
á esplicar el arte. 

Sea cualquiera el prolilema de razones por cociente igua
les entre cantidades concretas; á íin de prescindir de las difi
cultades que ofrece la atcnciou de si el problema presenta la 
relación directa o inversa, seguiremos eí método de escribir 
cada razón separadmnente,, y de aqui pasar á la igualdad 
4e razones: mas, para que se forme también idea del método 
de la solución por.la regla de tres, la presentaremos en a l 
gún caso por manifestarse claramente el modo de plantear 
asi el problema. 

192. La regla de tres simple consiste en que la pro-
pofoíon no sea compuesta de dos ó mas proporciones (188 9.a); 
como en los ejemplos <jue siguen. 

1.° Si 1 hombres hacen 10 cosas, ¿cvantas harán 6 hom
bres? Espresando q lo hecho por cada hombre, será 2q \o he
cho por dos: y como son diez las cosas hechas, tenemos la 
ecuación 2</=10. Igualmente, si espresamos con x lo que ha
gan 6 hombres, será Qq-=x. Despéjese q en ambas ecuacio-
»es, y por eliminación resultará 

—=— , de donde x = -^-=30. 
2 6 2 

Tan espresa estaba la proporción 2 : 10 : : 6 : « , que 
desde luego se pudo haber escrito, y de ella venir á 

l í i v f i 
2x= lQX$ para tener x = — - — = 3 0 . Pero es fácil en-

31 

ganarse en algunos casos de proporción invertida, como en 
el siguiente. 

2.° Habiendo ejecutado 8 hombres en cinco dias una 
obra de N unidades de trabajoy ¿cuántos homhres necesi
tamos para hacer la misma en dos dias? Significando q la 
cantidad de trabajo de un hombre en un dia, y j- el número 
de hombres que se quiere hallar, será la primera razón 
^X8x5= iV, y la secunda 5fX^X2=iV; de las cuales vienen 

Tomo L 42 
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40 
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Si luibiésemos querido eseribir desde luego la proporción, sê  
notará que venia invertida, pues los liomhres de la obra he 
cha y por hacer no esláit en la misma razón quo los dias en
tre si de las mismas obras, á causu de que en menos dias se 
necesitan mas.hombres; y asi, habría sido necesario ordenar 
las cantidades en la disposición 2 : 5 : : 8 : x para venir á 
2 ^ = 5 x 8 . Pero escribiendo oada razón separadamente se 
ha evitado el escollo, con menos atención y peligro de equi-
ypcarse que por el método de los aritinéucos. Basta suponer 
y la unidad de la. especie, y en lo dcmaá proceder como en 
toda clase de cuestiones conforme á las re-glas que se-han es -
fcajilecido en el capitulo precedente para eliminar á </. 

' 3.° S i 8 yesos refl i lúan 4 reales, ¿para un rédito de 
9 reales cuántos pesos lia de haher?* En suposición dé espre
sar ^ el rédito de cada peso, hay las ecuacio nes 

9 X 8 
8gc=4 y ^ = 9 ; de donde, x=*—r—=18». 

4.° ¿A cuántas varas equivalen 100 metros, en con
cepto de que b vacas valen m metros exactamente? Si es (̂  
el valor de ujia. vara, se tendrá ^ x = l Ü 0 , hq=m; de don
de, & = . Bien clara estaba también aciuí la proporción 

3fcp , ^ m 
• 

193. Reg la i>b t r e s compuesta se dice, cuando se cii-
fra el prohhmia en una proporción compuesta de otras s im
ples (188, 9.«). 

1.° S i 2 hacen 10 cosas en 3 días, ¿cmntas harán S e n 8 
dias? Siendo q lo hecho per 1 en 1 dia, y x lo hecho por 5 en 
8 dias, tenemos 

. , , 10 a; 2^X3^10, 5</x8=¿c; de donde -g-^^» 
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Yisiblemeuie la proporción es producto de dos simples, como 

2 / s 3 - 5 X 8 ' 

2.° naciendo 3 obreros 9 manufacturas en 4 dias, ¿pan* 
hacer 8 en dos días cuántos obreros se necesitan? Sea q lo he
cho por 1 obrero eu 1 (lia, x los necesarios para hacer 8 en 2 
•días, y el seiícillo cálculo siguiente dará el valor de x: 

3^X4=9 , </xX2=8, 

a i a 3 4 16 r . 1 ' " yiJP 
de donde —=— , x=~=o- \ -—. 

3.* ¿Cuánto reditúan en 1 meses 1000 pesos a 4 por 100 
nt uño? En este problema se espresa He un modo abreviado el 
siguiente que consta de 6 cantidíules. Si 100 dan 4 en 12 mo-
ses, ¿1000 cuánto en 7? Supuesto q el rédito de 1 peso en 1 
mes, y a? el de 1000 en 7, el cálculo es 

100^X12=4, 1000^X7=^; de donde- — £ = — , 

*=23-¡4 
Este problema es de los qne se llaman de ínteres simple, 

y á la misma clase corresponden también los problemas de a l i 
gación resuellos en el articulo (106). 

194. Wegla de ínteres cojipchsto es cuando ías ganan
cias quedan unidas al capital sucesivamente. 

l.u Se tiene ú rsdito la cantidad p á r por c en tiempo 
determinado, con i a condición de que el rédito de dicho 
iiempo se reúna al capikil pura ei siguiente rédito; deh mis
mo modo el seynido rédita pwa el tercero, y asi sncesiva-
mente; y,se quiere súber el rédito de cualquiera de estos 
tiempos if/nales. 

Suponiendo x el rédito del primer tiempo, el conocimiento 
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de su valor viene del problema de proporción directa simple 
espuesto en estos, términos,,Si a dar , ¿cuánto daráj)? ¥ la: 
espresion: e ;̂ 

rp 
c 

Eq suposición dé ser jj' el rédito del 2.° tiempo, ó bien el del 
capital fr^-x; el problema será, si c da r ¿cuán¿o prf-x? y está; 
resuelto en 

c !=?0+T>-
De un modo análogo se sabrá el rédito a?" del tercer tiempo,. 
que es del capital p ^ - ^ - x ' , y resulta, 

v, rjp^rx^x') rp 
x = c ^ c I 

Por este ordén^ se hallarían los réditos- sucesivos: todos vienen 
según la ley de los términos de la progresión por cociente cuya 

razones {\r\ V, y por analogía se deduce la general s i 

guiente, representando por n el numero de tiempos iguales 

pasados: 

H2: 2 í ^ > : rE/i+-!l)...LP(:1+-H:....... 

lÍ2#*f-£W-¿ 
El término general dé esta progresión espresa el rédito «-

del tiempo n™0 ((36)): y para ensayo en las aplicaciones de la 
fórmula se propone la siguiente cuestión particular. ¿Teniendo-
impuestos \000 pesos á rédito de k por 100 al año, con la 
condición de que el rédito anual se agregue al capital para 
el siguiente, ¿cuál será el rédito x del quinto año? Las cantL-
dades dadas y. la iucognUa son 
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A s/1000 / 4 \ 
p=\m, r=4, c=10í>, ^ 5 , ^ 100 (1-^ioo')-
2.° Cuandb el problema general es, haliar el capital que 

hay en uno de dichos tiempos determinados^ será pe\ del prin
cipio del prinaero, del segundo p4-^» del tercero p4-^4-^'» ete-r 
y sustituyendo las espresiones de ar; a?', a?",.«.,v viene la pro--
gresíon^ 

"^(t+7>' 
El capital z que habrá en el principio del » ,̂,"" tiempo está 
espresado en el término general de-esta progresión. Refirién
donos por ejemplo al casa especial de antes, el capital s deli 
principio del quinto año será 

l^iooo (i+Toq/-
195» Regla^ de r^ lsa posición. Putlieadbvalüaret; error 

dé un resultado, está conocido' el exacto; y en. esto se fun
da la regla de qufr tralamost 

Sea ax—-b la- ecuación en que se espresa un problema 
dado y que- por el método ordinario se pudiera resolver. Pero» 
habiendo de hallar la solución por la regla enunciada, con
sidérese que si* á la incógnita ar damos- valor arbitrario,, se
rá casual que satisfaga a la. cuestión. Supongamos ¿r=í, y 
en el hecho tendremos la ecuación a«=tf, entre los factores; 
a, s y su producto c Si se divide orilenadamente esta ecua^ 
cion por la propuesta, resulla la fórmula. 

—=— o bieu; r : a r : : í r r J f c 
& b 

En donde se ve, que entre la incógnita y su valor su*-
puesto hay la misma razón que entre el término conocido' 
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4e l a ecuación Jada y el correspondicnie de ¡a supuesla. Para 
ensayo se projioiien los ejemplos <fue siguen., 

1. Ha l la r vn mivero y. ¡al (¡ve la mma de sn cuarfa 
y quinta partes r a l ^ a 9. S e ^ n el inélotlo ordinalio (156) 

la ecuaciones - r - - - -r-=^9, -tle donde úo^=20. i bb 
4 5 

• 

Mas por falsa posición, snpónííase 57=16, de lo cual r e 
sulla para el primer mí in i l io de la ecuación del problema 

. . . . 16 16 36 36 n , 
el valor incierto — - ; - — = _ - ; y como es -=-<", el v a -

4 ó 5 ó 
lor snpueslo rcsulla pequeño. Pero aplieando-ki^ fórmala* pre-
cedeule, será 

16 : a ; : : - - . : 9 ; de donde x= -—r - ; = 2 0 . 
5 06 

2.° ¿En ctuhfos (Ims consumirán 3 fraguas la cantidad 
A de carbón^ trahajaudo tudas « nn tiemjw; en inteli'/encia 
de que l a juiinera .sola consumiria dicha cantidad en 6 dias. 
Ja tegnniu cu ^ y ía tercera en 18; siendo 12 horas la ta* 
rea d iar ia? Los- consumos de cada Iragua son proporciona
les á los liempos 4e trabajo; y por esto el consumo de la 

Ase ' Á(c 
primera es ^ - — , .el de la segunda — ¿ - el de la tercera 

—•—-; y puesto que lodos compouea la suma A , la ecua -

cion del problema es 

Áx Ax A x x x x ' 
"6" '^ "9~ "^ liT.r'31 Ü 6" + 9"~h T T ^ 

fácil de resolver por el método ordinario (156). Pero como 
h; trata de ello por falsa posición, supóngase que deban con-
fumir dieba cantidad A en, 10 dias. Haciendo ¿r=10, resul
ta pura el primer miembro de la ecuación del problema el va 
lor inderlo 
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10 , 10 , io_io# 

10 
en donde vemos que a causa de -^>1 es erróneo por esceso el 

valor suimesl» 10; porque ha de ser I el de todo el miembro. 
10 10 

Aplicando la fórmula, s e r á — = — ; de donde #=3 dias. La, 

condición de las horas de tarea sa lia dado para reducir á ellas 
si resultaba fracción de un dia, aunque supürtluamenle para 1* 
cuestión actual, -wirj 

196. Regla conjíjnta: viene á ser; dadas varias razones 
iguales á l entre ciertas caniidades, hallar la razón entre 
una cantidad de la especie de uno de tos antecedentes y oír& 
de la especie de uno de los consecneutes. 

1.° Por ejemplo» ¿qué relación ha)/, entre Rf rublos y F 
pesos? en conce/do tk qne P' pesos valen L luises, L' luises 
valen E lihras esierlithis, y É' libras valen R rublos. Las 
equivalencias que acabarnos de admitir por datos están espre
sadas bievemcnle en 
rublos ftesos peso* luises luises librat- libras ruhJó-ss 

R'=l> ; P' = L ; L' = E y E! = ñ. 

Para que estas equivalencia» de monedas pasen á ser ecuacb— 
ues entre números, es preciso si.-poner (pie el núituro de mo
nedas de cada clase esté multiplicado por un faolor que esía-
hlezca la igualdad, y que Uamareinos lít/or especificqó reluti— 
no de cada clase de moneda. Siendo por ejemplo ?• el del rublo^. 
p el del peso, / el del luis, y e el de la libra, tendremos para< 
el cálculo las" relaciones 

R '^Pp , P'p^Ll ,. m=±8i , E'e=Rr: 
y el producto de todas eslas ecuaciones da la siguiente, en quej 
se suprimen los factores comunes,. 

/rx/,'x//xEWx£x£x/% 
, j j R' LxEx/t 
de donde T:~-7r,—r,—ĵ r-

P P'XL'XK' 
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^2.° Si se hubiera pregiinlado ¿qué relación hay entre un 

1 
rublo y m peso? el segumfo niianbro seria el misino, y -r- eí 

primero; de lo cual resultarla 1 rublo ^ - ^ — j - , — ™ - pesos. Si 

Ja cueslion fuese ¿cuántas pesos iva/cnH' rublos? liínnaodo x 
R' 

«1 número de pesos, seria R'r=a:p la primera ecuación, y — 

«1 primer miembro xle la fórmula. Despejando .#, se hallaría 

.#=- Lx£xB 

3.° Se libran en Madrid 30000 reales vellón sólre Lon
dres a l cambio <le 2S jcniqvfs for cada peso sencillo, esto 
es, á recibir en Landres 38 peiiiíjnes por cu-da fresa entrega
do en Madr id; y se /¡nierc saher ¿guantas libras esterlinas st 
recibirán en Londres jwr los SOOOO rentes? La ilación de las 
equivalencias es, (101) y (103), 

x libras esterlinas = 2000 pesos 
1 peso = 3S peniques 

240 peniques = 1 libra esterlina; 

y la Cual ó conjunta será la igualdad de productos 

«X1X240=2000X38X1; 

, , . 2000x38 / ' ^ , 2% ..^ 
de donde ¿ r = — ^ r — — (316 - f - - j libras esterlinas. 

4.° Estando en Londres el cambio sobre Madrid ú 36 
peniques por cada peso sencillo; y en Paris el cambio sobre 
Londres á 24 francos por libra esterlina: ¿á cuánto saldrá 
cada peso, remitiendo á Londres papel tomado en Paris? 
Escritas las equivalencias por su orden, como 
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x reales=1 peso, 
1 peso = 36 peniques, 

240 peniques=l libra esterlina» 
1 libra esterlina=24 francos, l 

5 francos = 19 reales; 
k compuesta será írXl2O0==16416) y de ella salé 

'25^ 
x = (13-1—) reales. 

Í 91 . Regla de distribución, en que está comprendida la 
de compañía, consiste en distribnir cierta cantidad en partes 
proporcionales á otras canlidades dadas, como sOn, capitales 
puestos en compañía de comercio, baberes de sugetos, &c. 

1.° Hay que distribuir M r-eales entre a sargentos, b co-
bos y c soldados, en proporción de los sueldos -que tienen, 
siendo m el de los primeros, n el de los segundos, y y el de 
los terceros: y se quiere saber las cantidades x, v, z, que cor-
responden á cada individuo de las tres clases. Los tres razo
namientos y el resultado serán 

. . . „ x m x m Gx-\-hv-\-cz—M , —=— , —=—; v n z p 

Mm Mn Mp 
V— •"-;—:— . £ = -am+bn+cp * am-\-bn-\-cp * am-{-bn-\-cp 

En los casos particulares se sustituyen las canlidades aritmé
ticas en lugar de las letras, y se sabe lo que toca á cada indi
viduo. 

2.° Un cuerpo de caballería embiste á otro de infantería, 
que se halla fijo á la distancia de P pasos: aquel rompe á tro
te desde luego, en seguida á galope á la distancia P' del ene~ 
migo, y por último á escape á la distancia P". ¿Cuánto tar~ 
dará en llegar al choque? suponiendo que en m segundos anda 
p pasos á trote, en m' segundos pT pasos á galope, y en m'' se
gundos p" pasos á escape. * 

Fácilmente se infiere rjue P—P' es el espacio andado á tro
te, F — P " , el andado á galope, y P " el andado á escape. Sea 
T el tiempo que tardará en llegar al cboque, y t,t',t" los tiera*-

2'omo / . 43 
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pos respectivos que gastará en cada aire; y el problema da las. 
ecuaciones 

K e las tres, últimas, vienen, 

p p p " ' 

y sustituyendo en la primera por t, t ' , í " sus espresiones, t en -
dremos 

wt- tn' m " 
t = j {?•-?)+j {P'-n+j,p"-

198. Haremos por último,las siguientes^ajt)/^í^acíone5(/e (a i . 
fracciones continuas, que, como, se sabe (114), proceden de 
k s razones de cociente irreducljbles. 

!.•= L a tierra concluye su órb i taó viage anual en,365. dias,. 
5 horas, 48 minutos, 49 segundos; y este espacio de tiempo es 
el año so la r , aunque a lano co/mm reputamos de-365 dias.cám
bales.. í 'nsj ípoííc/on pues desque el nña.Sfilar ó trópico-eseede 
a l común en,:b horas, 48 minulps, l&seyundos , y^siendo-n eL 
numera.de añps comunes necesarios p a r a que l a suma da tas. 
diferencias sea m veces 2 Í horas., ó nv, d i as comunes, sep ropo^ 
•n^ha l la r l a razón entrega y m. E l problema.estará? cifrado en, 
la ecuacipo. t 

n (5.hor. -|- 48 minut..4- 49 segund. )=mX24 hor.. 

ItZ. razón — abstracta es l a misma que hay entre n años y m* 
mi 

dias {190):: y asi,, reduciendo el numerador y e l denominador 

24i horas-
de —: r-rz—; 77: ' a U 

5 hor. - f 48 mmut. -f- 49 seg. 
ctpecie, ó segundos, para calcular será 

24! horas-
de —; r-rs—i tt í ' ^ unidades de la menor 

5 hor. - f 48 mmut. -f- 49 seg. 

http://numera.de
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n 24 horas 86400 
m 5 hor. + 48 minüt. + 49 seg. 20929 

E l resallado manifiesta que en el espacio de 86400 íiñoS 'co
munes escederán los solares á los comunes en "20929 dias, y 
que se deben intercalar estos dias en dichos años comunes 
para que se cuenten pasados tantos años comunes como so
lares. > -

La intercalación de los dias que se acaba de manifestar 
es la exacta; pero siendo liempo tan dilatado e! necesario, 
y á fin de hacer durante él otras intercalaciones para repaTlir 
las diferencias, de modo que nunca pueda Iraher una grande 

., 86400 . . . . , , : , ; | u .i 
redúzcase :t»n<Sii a facción continua (116), y hallaremos 

otras aproximadas mas simples. Según el método esplicado 
piara la reducion á continua, el cálculo será 

86400 20929 
4 

2684¡2141 —n 543 512 3 l l l 6 ! l 5 
16! I J l 

1 
15* 

Con los cocientes liallados fórmese la fracción continua, y 
las convergentes aproximadas de la propuesta vendrán por el 
orden que -sigue: 

£ 29 33 128 16l_ 2704 2865 5569 864Ó0 
1 * 7" ' 8 ' 31 ' 39 ! 655 ' 694 ' 1149 ' 20929 * 

Cada fracción de estas espresa la razón úe >í años i m dias 
aproximadamente; es decir, que en este toncepto cada cuatro 
años debe intercalarse un dia de mas en un año común; 7 dias 
en 29 años; 8 dias en ̂ 3 años: etc. Las fracciones de lugar im
par son inexactas por defecto y las de lugar par por esceso 
(116), contando los lugares desde la mas simple. 

u 4 
Julio Cesav adoptó la primera de las fracciones ó—=-r - * 

1 J * m i 

t|ue aunque la mas simple, por lo mismo es la mas defectuosa 
(116); y puesto que nace con valor escaso pof esceso de Su de* 
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nominador, la corrección adoptada tiene el inconveniente Je que1 
el principio del año solar se adekmte al común, habiéndose que
rido evitar el defecto contrario. Contituia sin embargo el a u 
mento de un dia cada cuatro años, y se llama bisiesto el año 
múltiplo de 4, á quien se aumenta dicho dia, como se dijo en el' 
aslículo (99^ 

Para corregir el pequeño esceso que Fesulta de este aumer*-
ta, posteriormente la reforma gregoriana, suprime tres años b i -
sestiles cada 400 años, es decir, intercala en vez de 100 dias. 
solo 97 en 400 años; de- que resulta haber admitid» la fracción 

-rr— que no se halla entre la& de nuestro cálculo; y por cuya 

r.a?on se pudo haber adoptado otra mas exacta (116). Aun con. 
esta corrección hay alguna diferencia, que es necesario reparar. 

~ « . , ^ .w . 400 . . , 
En efecto., sí se reduce la fracción - — - a otra equivalente y, 

¡ . ^ 86400 . 400 86400 
que tenga el imsmo numeradnr que - ^ ^ ^ sera — = ^ ^ ; 

de modo, que aun al cabo de 86400 años se intercalan (fe mas 
23 dias, y será necesario suprimir en este tiempo 23^ años bises-
tiles por esceso de l a corrección gregoriana. 

Esta corrección del Calendario juliano y su arreglo según la 
era cristiana, ftie maní!a<la por el Papa Gregorio XII I ; y el C a 
lendario gregoriano que nos «¡ge desite entonces tuvo principio 
en el año 1582 en los paises católicos. 

2.a E l mes lunar es de 29,530588 dias, y por esto el año 
lunar consta de 354^361056 dias: comparando, con eV año solar 
que es de 365^242222, hay la diferencia de 10,875166 días. 
Escediendó pues el año*solar a l lunar en 10,875166» rfíaí, y 
úendo n el número de meses lunares necesarias para que la* 
diferencias de dichoi años compongan minases lunares, hallar, 

i j - r A f a i ' 10,875166 la razón de^n a m. Ladiferencia;de cada mes sera ĵ— • 

j asi, el problema está cifrado en la ecuación: 
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% 10,875t66 
nX 12 = m 

,. : 1 n 12 meses 365,242222 r 
de d o n d e — = - , 0f,^,,ft .. = ^ v Q ^ ^ ^ » después de* tn 10^87ol66 días 10,87at166 r 

reducir á dias los 12 meses trópicos, para que teniendo la mis
ma unidad ambos números pueda ser considerada la razón co
mo de ab&lraclos. 

Esta razón de meses lunares hace ver, que en 365242222 
lunaciones se han de intercalar 10875156 para que el princi
pio de los años lunares caiga! en un mismo dia y momento det 
año solar; pero siendo de raudia duración e'ste periodo aunque 
exacto el cómputo, redúzcase á coatínua la fracción hallada,, 
como en el problema anlferibr, y resultará la seguida de frac
ciones aproximadas mas simples, 

33 34 67 168 235 
T * T * 2 * 5 * ~ *""r 

Es decir, que se.debe intercalar una lunación en 33 ó en 34;. 
2 lunaciones en 67; 5 en 168; 7 cu 235, etc. Según esta ú l t i 
ma, caen los principios de los.años lunares en un mismo d i * 
aunque no en un mismo momento al cabo dé 19-años; pues,. 235. 
lunaciones hacen 19 años lunares maŝ  7: meses lunares, ó> 
6939,68 dias; y 19 años solares liacen; 6939,60. dias. 
La diferencia es de 1 dia en 300 años, poco mas ó menos. 

Los atenienses fueron los primeros en admitir del malemá-
ticoMéton e! periodo dé 19'años, al cabo dé los cuales coinci
den las épocas lunares con. las solares; queremos decir, que la 
Urna y el so! vuelven á las posiciones relativas que poco mas ó 
menos tenian 19 años ames, Llamaron ciólo dé oro ó ciclo lu
nar á este periodo, que lo escribierou con oro; y por estose 
llama número áureo el correspondienlc de dichos diez y nue
ve, con elcual se distingue cada año dol'ciclo. En el calenda
rio romano, se llama epacta el arréelo de las épocas lujinnes 
con las solares, partiendo de la; idea deque la pascua de re
surrección caiga en el domingo siirmente al plenilunio que1 
ocoira en el dia dtl equinoccio de la primavera ó al primer 
plenilunio después de dicho dia. 
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lECCION TV. 
Logaritmos. 

199. Ánícs de péüfavpúr la tecria general áe los logaritmos, 
daremos una idea de lo que sipi f ica su nombre, observando 
lo que resulla de la ecuación 

10 = 5 . 
S i s e atribuyen á*aj ^alorcs con cierto orden, «abemos que 

4^=0 3iace 2 = 1 
x = \ . , , z = 1 0 
a = í 2 . , «-=100 
^ = 3 . . . . . . . 2=1000 

ele e le , : 

y las dos eoJeceínsves «de equivalencias nos presenlan el heclio 
«olaWe (189. 1,°% de que si al «sponenle w damos valores en 
progresión arilmética desde cero liasla el núrnero positivo y 
entero que se quiera, siendo 1 la diferencia: los valores de x, ó 
s:i igual 10x , forman progresión por cociente, desde el primer 
número qtie es la unidad simple, basta cualquiera término que 
será unidad de orden mayor, siendo 10 la razón de cocienle 
de la progresión. 

Si en vez de fiar á & valores crecenles cuya diferencia es 1, 
diésemos á este esporvente valores en progresión crecente cuya 
diferencia fuese cuan pequeña se quisiere, observaríamos tam
bién qoe á cada valor de x en progresión ariiméllca corres
ponde siempre otro de z , ó bien Ú)x , en progresión geomélri-
ea. Lá misma ley se notaría dando á x valores negativos en 
progresión arilmética, <le que resultarían para z ó bien para 

1 . 
—-— fracciones en progresión geemétrica decrccenle. 

Esta preciosa observación eslá convidando á formar labias 
de valores de ^ y de los correspondientes de z , dando á S 
todos los valores enteros y fracciónanos que se quisieren, para 
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eesolver corii ellas en 1* mancr cualquiersi dé los; dos problemas; 
que siguen.. 

I.0- Dado x , hallar z sin cálculo alguno:-
2.° Dado z;. hallar w también s i i cálculo, porque ya es -

taria hecho por el que fórmj las tablas. E":i la? nomenclalura de 
los problemasque se Ivaiv indicado y otros que dependen de 
estos,, la cantidad z ó bien el término da la< progresión» geomé
trica se llama íiMwm?', porque ya s c h * supuesto que las tablas 
constan de todos los valores de 10^ enteros y fraccionarios; 
que se pueden apetecer: el esponcnte ,r ó sea* el término de la< 
progresión aritmética que corresponde á e l numero ó término1 
de-la geométrica, se llama íóyaritmodci-dV numero; y el cons
tante-10\ se llama base-Ael sistema de- logaritmos que- liemos 
considerado. 

Pero como este-sistema no es íiims que-un^ caso particular, 
dé lo^ ¡numerables sistemas que deben; resultar si en vex.de 
10 ponemos una letra que represente cualquiera- base;, v a -
ims á emprender un vuelo: mas-elevado? para-observar-lo que 
hay en este asunto.. 

200* Dada la ecuación? general- de- laíraencionadh' eras?,. 

o ± X = 2 t (38> 

hádase crecer y decrecer-¿c por grados insensibles y con t i 
nuos- para notar, las. variivciones que z padece, ya. se cwi— 
sidere- a > l ya; a<.I, siendo en ambo-s casos x posrtiva ó ne
gativa. 

1.? o > l . SI hacemos 57=0 en a K = z r resulta 2=^1: si 
se hace x ^ i . viene z=a ' , y sucesivamente cuanto mayor se 
haga x , también es-mayor z . l)e modo que- en l aecaac io i 
f ¡ i t=z, . pasando x.por íüdos. los valores: desdo cero hasta 
el mayor imaginable, z crece a l misino lieinpu con mas r a 
pidez desde 1 hasta el máximo de su orden. 

1 
S i x es negativa, la ecuación a—*'=—-««s da los siste-

r 
mas de valores correspond¡efltcs,:r—0; z -= \ ; ar—1, ar=:—<!;. 

a 

&c. y sucesivamente s decrece á mei iJa que x es mayor. 

http://vex.de
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hasta el máximo valor i Tsaginnbfe de x y el mínimo de z. Lo 
que nos hace ver que en la ecuación a~"x==.z, pasando x por 
todos los valores desde cero hasta el final de los negativas% 
resultan para i todos los imaginables decrecenles desde 1 
hasta cero* 

1 1 
2-° a< l . Sea pues « = -1-'. las ecuaciones o" =•=-=* en 

Jo bx 

«aso de x positiva, y ft* = z en caso de x negativa, vuelven 
á ser las mismas del caso anlerior, con la diíerencia de que 
aqui creciendo x posiliva desde cero al máximo, z decrece 
desde 1 hasta cero; y creciendo x negalivamenle desde cero 
hasla el fin, crece 2 larabieu desde 1 hasta el máximo cor-
respondieDle. 

3.° a = l . No ofrece maleria, pues cualquiera valor de 
x hará s = l . 

De todo lo cual se concluye que en la ecuación a ^ ' ^ z , 
siendo a cualquiera numero, escepto la unidad, hay siem
pre un valor para x que haga a x igual á una cantidad 
diada z positiva; é incersamente, que á todo valor positivo 
de z corresponde otro de x positivo ó negativo. Es de notar 
al mismo tiempo, que no hay valor alguno de x positivo ó ne
gativo que dé valor negativo ptira z. 

201. La correspondencia observada entre x y z dio origen 
á un invento feliz, debido á Neper. Consiste en calcular los va -̂
lores de x correspondientes á todos los qne se quieran atribuir 
á z, sin que a varíe de valor en lodo el cálculo. Formando as! 
tablas, el inventor stistiluyó á las operaciones aritméíicas que 
se pueden hacer con los valores de z, otras que se bacen con 
los de x , como luego se dirá. Llámase x logaritmo del número 
s, y la cantidad invariable a se llama Oase de logaritmos. 

Es evidente que variando de valor x y (le. resullas z en la 
ecuación axc=s, con uno mismo de a, resultará un sistema de 
logaritmos; pero tomando por base otro valor de o, el sistema 
de logaritmos será distinto que en el primer caso. Como la base 
a puede ser cualquiera, mayor ó menor que la unidad, puede 
haber infinitos sistemas de logaritmos» Suponiéndose dado el 
valor de la base fl^la ecuación 
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a x = z equivale á ír=logaritmo de £ 

en el nuevo lenguage: é indicando el concepto con las iniciales 
de la palabra logaritmo, convenciónalmeute en cada sistema, se 
refieren á distintos las ecuaciones 

tc=log.z ; x = L o g . z ; x — L . z ; x= \ . z ; etx;. 

De lo observado en la ecuación ((38)) se deducen varias 
consecuencias: 

1.a E n cualquiera sistema el logaritmo de la base es l a 
un idad, y el logaritmo de la unidad es cero. 

2.a S i es la base a > l , los logaritmos de i y \ son pos i t i 
vos, y los de z < l hasta z = 0 negativos. Lo contrario sucede 
cuando es a< l 

3.a En cada sistema no puede tener un número mas que 
un logaritmo, n i un logaritmo puede corresponder mas que á 
un número. 

4.a Según las relaciones entre los números y sus logarit
mos, los nú tueros negativos no tienen logaritmos. 

202. Volviendo á la ecuación a x = z , supóngase que toma 
a los valores consecutivos de la progresión por diferencia 
0, a, 2a, 3a, 4a, 5 a , . . . «je desde cero al infinito positivo, y que 
resulta o* = m . En tal supuesto dicha «cuacien será progresi
vamente a * = \ , a% = m , o2a=^ma , a3a=w3, etc.: de suerte, 
tjue á logaritmos en progresión por diferencia corresponden 
números en progresión por cociente, según manifiestan los tér
minos respectivos de la tabla general 

logaritmos, 0 , « , 2» , 3a , 4» » 5» , 6a , . . . .na; 
números,... 1 , m , w * , m3, mk, t»8, m* ,...«in. 

Lo mismo sucede tomando términos correspondientes salteados 
en ambas progresiones, con tal que los que se elijan en la p r i 
mera tengan esta cualidad, como por ejemplo en la tabla s i 
guiente, que se deduce de la anterior: , 

logaritmos...0 , 2a , 4a , 6* , . . . . ; 
números 1 , m* , w* , m' , . . . . ; 

lo mismo que eligiendo los términos de la primera por el orden, 
logaritmos....a , 3a , 5* , 7a , . . . . ; 
números m , m* , m% , m7 , . . . . ; 

y también aunque las progresiones empezasen desde cualesquie
ra términos respectivos. 

Tomo 1. 44 
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Verdad es que serán fraccionarios los mas de los valores 
que resulten j)ara z ; pues no pudiehdo formarse progresión 
geométrica de números enteros que crezca mas lentamente que 
la 1 . 2 . 4 . 8 . 16 . 32. . . . , aun los natupalcs intérmeáios de 
éstos son en mayor número. Por lo cual, para lograr la seguida 
de los logaritmos de lodos los números enteros hay la precisión 
de tomar a cuan pequeña es necesario^ para que la progresión 
de logaritmos dé en la de números, términos tan aproximados á 
«ada uno de dichos números naturales, que la diferencia sea 
despreciable. 

Entre todos los sistemas ha merecido el de la base aMIO, 
el ser elegido para el uso ordinario del cálculo pOr logaritmos, 
llamándole vulgar ú ordinario ó tabulür, y también siíftema 
de Brigs por el apellido de quien le adoptó. En el sistema de 
tablas vulgares no aparecen escritos mas logaritmos que los cor
respondientes á los números naturales, desde cero hasta el que 
ha parecido bastante grande al constructor de las tablas, y fellos 
solos bastan para calcular en las necesidades los logaritmos de 
ios "números fraccionarios propios desde 1 haáta cero, y los 
impropios intermedios á dos cualesquiera enteros consecutivo», 
como se verá mas adelante. 

203. Para manifestar los motivos que astetiefon al inventor 
de los logaritmos en la empresa del nuevo cálculo, y las gran
des utilidades que produjo la ¡dea, vamos á deducir los fun
damentales. 

En un mismo sistema, es decir, en elsistema de logaritmos 
que tengan una base determinada cualquiera, sean 
a;=log.^, a;'=log.5', 6 de otro modo, áx = z , ax'=js', 

dos relaciones, cada una «ntre el número y su logaritmo. Si se 
hace la multiplicación de una por otra, y ío mismo la división, 
resultarán las ecuaciones 

qat según la-nueva forma equivalen á 

íe-f¿i/=log.«2' , ¿p^-a/^log.—. 
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SustiUiyQndo por a? y ¿c'sus nombres lQg#̂ yv lo^sV resultan 

. log z~k\o%\z'=\ogíZzf 

:logjs—Iog.«r=log.— 
.(39): 

espresiones de dos teoremas. \.0 E l logaritmo.Se un,producto 
es la suma de logaritmos de sus factores 3i4<B¿ logaritmo 
de un cociente es el logaritmo del dividendo menos el' del1 
divisor. Según el.primer leorema, facilmejite JiáUaremos el lo
garitmo de. un número compuesto de dos factOEes, ;conociendo 
los logaritmos de éstos; y por, el'segundo teorema, el logaritmo 
de un número fraccionario, conociendo los logaritmos del nu
merador y del denominador: como en los casos que siguen, 
por ejemplo; 

log.8=log.44-log»2- ; Iog.35=»Iog.74*log.5j 

3 83 
log.~=log.3—log.5 ; - l og . - ^ log .SS- log .a . 

La ecuación js=ax elevada á la potencia í» es jsm=amx , 

y su raiz f?jsima, 1/^=0^ ; ó segup.eL.nuevo lengi^ajet! 
z in /p 

\o%.zm=mx, log.i/«==—; las-cuales, sustituyendo por x su 
,-fB' 

igual log.s, equivalen á 

log.am=mlog.z , \ o g . ) / z ~ ^ ^ (40), 
t/» 

espresiones de otros dos teoremas. 3 ° EÍ.loaarilmo> de una. 
potencia €$ producto del esppnente por el logaritmo déla, 
raiz. 4.° E l logaritmo de una cantidad radical es el cociente: 
del logaritmo de la cantidad que hay bajo.del radical., par~ 
tido por el Índice de la traite En-virtud de estos dos teoremas, 
no hay duda en cuanto á la exactitud de las e([u i va léñelas que 
siguen: 
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log.45=log.64=3.1og.4 ; Iog.52=log.25=2.1og.5r 
, 0 ^ 3 2 = » ; 10^126 J i ? ^ 6 ; e.c. 

Según los cuatro principios escritos en las fórmulas ((39)) 
y ((40)), de tener formadas las tablas logarítmicas de un siste
ma depende ya el que, á los cálculoSr de rnulliplisar y dividir 
dos cantidades entre sí, puedan sustituir los de sumar y restar 
sus logaritmos; y asimismo á los de elevar á potencias y estraer 
las raices, los de multiplicar y dividir. 

Ademas, el teorema primero de la fórmula ((40)) condu
ce al descubrimiento de poder despejar la incógnita cuando 
en una ecuación viene por esponente; problema que hasta aqui 
no hablamos propuesto. En efecto, sea 6X = c una ecuación 
en que se desconoce x: por el principio demostrado (201 3.a) 
tendrán un mismo logaritmo los dos miembros de la ecuación 
supuesta, que por esto viene á ser log.ó" =log.c; 
y según el teorema 3.%, también es legítima la. 

x\ofí.b=\ó8..c; de donde, x=.-^-T. 
log.0 

Despejando asi el esponente n ' del término general de la, 

progresión por cociente ((36)), t=aqn~iI después de pre

parada según la forma '—=qD'~ml viene 

log.—=(n—l)log.ff; de donde n=-2— 2—j_j^ 
0 a v o z l0g ^ 

Desde el citado teorema primero de la fórmula ((40)) se da 
otro grande paso en el cálculo, pues despejando \o¿.q en la 
ecuación de n que acabamos de sacar,, tendremos la siguien
te, que se conforma con el segundo teorema de la misma 
fórmula,. 

log.í—log.e 
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y queda resuelta la cuestión de hallar cualquiera número de 
términos medios por cociente, entre dos números a y t da
dos; diflcullad considerable sin el auxilio de los logaritmos, y 
que hasta ahora solo podíamos resolver cuando se tratase de 
intercalar dos términos (189> 3.°). 

204. Los principios demostrados facilitan el medio paraf 
hallar el logaritmo de un número z según cualquiera sistema, 
conociendo el de dicho número en uno de los sistemas, es de
cir, para hallar la relación que hay entre los logaritmos del 
número ^ que se refieran á dos bases diferentes. Sea en el uno 
ax =z , y en el otro a'x '=^: ecuaciones que según la nue
va forma se escriben £C=log.z, x'=\og.z. El número s es uno 
mismo en ambas ecuaciones^ pero son distintas x y x' como, 
también a y a'. Si en la ecuación a'x'=z usamos de loga
ritmos del otro sistema, !>erá (203. 3.°) 

¿p'log.a'—log.;S, de donde x ' = - ~ - j - = \ o g , z -
log.a' '"0'~ \og,a' ' 

Y de sustituir Log.z por a?r, resulta 

Log'Z=í:=l0g^"i¿r - • ^ 
Considerando á log.2 como del sistema conocido, y á Log.2 
con la base a' como del nuevo, se concluye que el logaritmo 
de un número en el sistema nuevo * es e i cociente que salga 
de dividir su logaritmo del sistema conocido por el loga-
ritmo que en este corresponde á la base nueva. De modo 
que, dadas las tablas logarítmicas de un sistema, se pueden, 
formar las de otro cualquiera. En suposición de ser a la base 
de aquellas y a' la de éstas., la operación se reduce á multipli
car los logaritmos conocidos por el factor r , constan
te eü cada sistema y que se llama módulo* 
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LECCIÓN V. 

pormqcion S e tafylas lagprlímtcas migares y mo
do de usarlas. 

205-. Según la correspondencia entre números y logaritmos 
de la ecuación 10x = z , á quienes hemos llamado vulgares; 
nos consta ((199)) que si se atribuyen á ¿c los valores conse
cutivos enteros, vienen para z los términos salteados de la pro
gresión geométrica por el ordensiguiente: 

nogaritmos......O, 1 , 2 , 3 » 4 , , 
números... 1, 10, 100, 1O00, 1009Q,.. . . . . . . 

Los números ó valores de.z entre 1 y 10 tendrán sus logarit
mos correspondientes mayores que cero y ruenores que 1: los-
que hay entre 10 y 100 tendían logaritmos mayores que l y 
merlores que 2, etc. En general, las.potencias.4f 10 tienen lo
garitmos enteros exactos, que son;los mismos esponenles, pero 
los núrnerosenteros comprendidos entredichas potencias tienen 
logaritmos fraccionarios; y los mas de estos números no pueden 
ser términos de' la progresión geométrica, por lo demosiradp 
(202). ¿Cómo se hallarán pues los logaritmos de dichos núme
ros intermedios? Por aproximación, es decir, hallando los de 
les números fraccionarios tan aproximados á les enteros, que h 
diferencia sea despreciable. 

206. Antes que la análisis algébrica presentase medios fá-
cfleapara dio, se discurrió el formar la progresión-geométrica 
que tenga el primer término 1 y el último 10 con, un gran nú
mero, «te medios, y otra aritmética que tenga el primer termina 
cero y el último 1 con igual número de medios, cerrando en
tre sí una y otra hasta ̂ resultar en aquella términos l>ien aproxi-, 
mados á los enteros 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. De igual modo otra 
progresión geométrica entre 10 y 100, y la correspondiente 
aritmética entre 1 y 2, hasta encontrar en aquella términos 
muy aproximados á cada uno de los enteros desde 11 hasta 99 
inclusive; y asi sucesivamente para los comprendidos entre las 
potencias consecutivas de 10. 
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207. La dificultad que ofrecía este método, obligó á em
prender el siguiente: hallar «ada vez.un sola medio geométrico 
entre dos números, uno mayor y otro menor que él de la cues
tión, y ai mismo tiempo un medio por diferencia entre los lo
garitmos de dichos números mayor y menor. A'cercándose de 
este modo poco á poco hasta hallar el medio geométrico bien 
aproximado al número entero qus se quiere, podemos conside
rar logaritmo de éste el medio aritmético correspondiente: El 
caso se considera llegado cuando las siete primeras cif-as de
cimales son cerosr pues generalmonte no constan de mas los 
logaritmos que se emplean en los cálculos por el método de las 
fórmulas ((39)) y ((40)).-

A fin de adquirir por este método el logaritmo tabular de 
2, hállese el medio por cociente entre 1 y 10 que es 3,16227766 
aproximado hasta ocho cifras decimales, y el medio por dife
rencia entre 0 y 1 que es 0.5; otro metlio por cociente entre 
1 y 3,16227766 que es 1,77827941, y el medio por diferencia 
entre 0, y 0,5 que es 0,25; el medio por cociente entre 
1,77827941 y 3,16227766 que es 2,37137370. y el medio 
por diferencia entre 0,5 y 0,25.que es 0,375; el medio por co
ciente entre 1,77827941 y 2,37137370, y el medio por dife
rencia entre 0,25 y 0,375; etc. 

Continuando por este orden de hallar medios por cociente 
entre los dos mas próximos al 2, uno mayor y otro menor, y 
sus correspondientes por diferencia, se llegará ai de esta clase 
0,3010300, y al de cociente 2,0000000 respectivo. En aten
ción á que las siete cifras decimales de éste son ceros, pode
mos admitirle por el número 2, y el medio aritmético 0,3010300 
por logaritmo tabular de 2. 

Para buscar el logaritmo de 3, se empieza y sigue el 
mismo cálculo hasta llegar á los números 3,16227766 y 
8,37137370, cuyo medio geométrico se debe hallar por ser los 
mas cercanos al 3; y tambten el otro cálculo hasta llegar á los 
correspoiid¡entes logaritmos 0,5 y 0,375. Desde aquí se conti
núa la investigación por el orden esplicado, y se hallará 
0,4771212, logaritmo de 3. 

Actualmente hay modos mas fuciles y elegantes de formar 
tablas íogarítmrcas de los números simples, como se verá mas 
«delante; pero emre tanto hemos Hado á conocer éste, para 
Manifestar que solo con las ideas adquiridas hasta ahora pode
mos lograr el objeto. De lodos taodos, teniendo los logarUmos 
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de los números simples, se deducen por sumafcion ó múllipli-
eacion los de todos los compuestos, usando de las fórmulas 
•((39)) y ((40)), como por ejemplo 

teg.4=log.(2x2)=log.2-Hog.2^21og.2 
log.6=log,(2x;3Mog.2+log.3, 

-log.8=log.t2x4Hlos.2-flog.4=31og.2, 
log.9=log.32=21og.3 ele. 

No nos hemos propuesto hallar los logaritmos de los nú
meros fraccionarios, porque baslan para el cálculo los de los 
números enteros, á causa de que según el teorema 2.° del ar
tículo (173), el logaritmo de una fracción es igual á él logaritmo 
del numerador menos el del denominador. En atención á esto, 
nos hemos también ocupado desde el principio déla lección 
solamente del caso 10x=z, correspondiente á los números z que 
hay desde 1 arriba, y no del caso 10—x—z correspondiente á 
los números fraccionarios (200). 

En el dia ya estamos dispensados del penoso trabajo de for
mar tablas logarítmicas, porque se hallan construidas por varios 
autores, aunque mas ó menos completas y corregidas. Las de 
Don Tadeo Lope, que alcanzan hasta el número 107500, son en 
nuestro concepto las mas completas publicadas en España. De 
las estrangeras lo son aun mas las de Callet que alcanzan hasta 
el número 108000, y las que últimamente se han publicado en 
Francia bajo la dirección del célebre Prony, las cuales alcanzan 
hasta el número 200000. Para el uso de los que asisten al es
tudio son suficientes otras menos estensas, como las reducidas 
de Laland, impresas á la eslerolipa por Oidot. €ada editor ha
ce al principio de las suyas las advertencias que se necesitan 
para el manejo de ellas, pues como se ha dicho antes, suprimen 
todos la característica, y emplean aJemas otros varios artiücios 
para hacer menos voluminoso el libro. En ellas consta de va
rias columnas cada plana, alternando una columna de núme
ros y otra de sus correspondientes logaritmos; aquella encabe
zada con la letra N inicial de número, y ésta con la letra /. ini
cial de logaritmo. 

Aqui pertenece solamente hacer algunas advertencias que 
faciliten la inteligencia de las tablas, y otras que conduzcan á 
emplear oportunamente el cálculo de logaritmos. Este será el 
objeto de los artículos que siguen. 
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20^. El logaritmo de todo número consta de una parle ca

racterística en que se escriben enteros, si los hay, y otra deci
mal: aquella, según lo demostrado (205), necesariamente consta 
de tantas unidades como cifras de enteros menos una tiene el 
número a que corresponde. Los logaritmos de los números que 
hay desde i hasta 9 tienen la característica cero; desde 10 hasta 
99 la característica 1; desde 100 hasta 999 la caracteríslica 2; 
desde 1000 hasta 9999 la caraclerística 3; etc.; y por este co
nocimiento en las tablas está suprimida la característica, pues 
cualquiera puede inferirla del número que está escrito en la l í 
nea de su logaritmo. 

209. Dado un número z y "su logaritmo, los números 10^, 
lOOz, 1000^,..... l O ^ tienen por logaritmos, según el teorema 
l.üdel articulo (203), las sumas l+log.2,2-f log.2r 34-log.¿... 
w-f-log.í: en donde vemos que la parte decimal del logaritmo 
de un número es la misma en todos los que son 10, 100, 
1000.... 10° veces mayores, y que la característica se aumenta 
con 1,2,3 ....n unidades. Asi, por ejemplo, 

log.l4=:l,1461280 , log.l40=2,146t280, 

log. 140000=5,1461280. 

De suerte que: 1.° dado un logaritmo que esté en las tablas fá
cilmente se sabe el de todo número 10, 100 .... etc. veces ma
yor: 2.° dado un logaritmo que no esté en las tablas por su ca
racterística c elevada, es decir por no alcanzar las tablas hasta 
sq número, se halla primero el número suponiendo cero la ca
racteríslica; y multiplicándole por 10c, el producto será número 
del logaritmo dado. 

210. Siempre que se deba emplear el calcula ((?9)) ó ((40)) 
de logaritmos en hallar el valor de una espresion, es necesario 
reducir ésta á la forma de producto; cocieirle, potencia 6 raíz, 
y simplificarla también cuanto se pueda para que resulten me-
«os grandes los números y libre de superfluidad la espresion. 

211. El logaritmo de una fracción se deduce fácilmente por 
Ja fórmula ((39)) 

log.~=log.z—log.-s'; 

mas, cuando fuere V>js, será negativo el resto, y en las cues-
Tomo J , 45 
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tiones aritméticas se hace la operación restando el logaritmo 
menor del mayor y anteponiendo el signo — á la diferencia.. 
Por ejemplo, según las tablas vulgares tenemos 

log.i-=log.3—log.5==0,4771212—0,6989700= 

-v0,2218488 ; log.~=log.7—log.lOO= 

0,8450980—&=—1,1549020; &c. 
Inversamente, si queremos el número á que corresponde 

el logaritmo negativo —0,2218488, de nada servirá el que se 
registren las tablas; pues como se ha dicho antes, no contie
nen mas logaritmos que los positivos, es decir, correspon-» 
dientes á números enteros, y el que se nos presenta aqui de
be ser necesariamente de una fracción propia. Sin embargo» 
estableciendo la equivalencia 

Iog.10—0,2218488=1—0,2218488=0,7781512, 
las tablas dan 0,77815l2=log.6. 

Mas, como se ha aumentado el logaritmo de 10 al negativo 
propuesto, sigúese que el número hallado es 10 veces jmayop 
que el de la cuestión: haciéndole pues 10 veces menor, será 

--0,2218488=log.O,6.. 

Asimismo, queriendo saber el número del logaritmo 
—1,3979400, es claro que se ha de restar de 2 para que 
el residuo venga positivo: veritícada la resta, se halla 
2-rl,3979400=0,6020600, y registradas las tablas vere
mos que 0i,602060i0 es algo mayor que el logaritmo de 4 y 
mucho menor que el de 5; de modo que el número entero á 
que próximamente corresponde es 4, y en este concepto diré— 
ipos 0,6020600—log.4 próximamente. Como el propuesto fue 
aumentado en 2 que es el logaritmo de 100, será 
—l,3979400=log.0,04 próximamente. 

En general para hallar el número correspondiente á un 
logaritmo negativo por las tablas ordinarias, es necesario res
tarle del logaritmo de 10, 100, &c. según convenga' para que 
la diferencia sea positiva; buscar después en las tablas el nú
mero de este logaritmo residuo; y partiendo el tal número 
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por el del logaritmo añadido, el cociente será el número que 
corresponde á el logaritmo negativo propuesto. 

212. Bien se puede notar que la operación precedente con
siste en hallar el complemento del logaritmo negativo que se 
propone, y dividir el número del complemento logarítmico 
por la potencia de 10 á que se refiere. 

En efecto, sabemos (21) y (64) que son equivalentes .los 
logaritmos —0,2218488 y 1,7781512, pues el primero es re
siduo de resta efectuada, y el segundo la misma resta indica
da, como 0,7782512—1. 

Generalmente, á fin de evitar los logaritmos negativos en 
el cálculo de fracciones, se dispone desde luego por el méto
do de complementos: y asi, en vez de 

log.-l=log.3—log.5=-0,22l8488, se escribe 

log.-|-=log.3-t-complemento log.5, 

cuyo cálculo es log.3=0,4771212 
comp. log.5= 1,3010300 

suma, ó log.-|-=í,7781512. 

Los logaritmos de las fracciones decimales se encuentran 
con facilidad haciendo solamente la resta de características, 
como por ejemplo, 

log.^=log.3241-2=l ,5106790=log,32,41; 

log. ~p=Iog.7—2= 2,8450980=10^0,07; 

log. í f á ^ f á =6,8450980=log.0,000007; 

sin el circunloquio que resultaría por el método de los com
plementos, como en 
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Iog-Io^óoó==log,7+corap,6=:=14'84509803= 

ldg.0,000007. 

Cuando se presenta un logaritmo con lá cifra c acentuada 
en la caracteríslica, para hallar en las tablas el número corres-
pendiente se busca el de lo restante del logaritmo; y dividiendo 
el número que dieren las labias por 10* , con la previsión de 
atribuir á c el.carácter correspondiente de unidades, decenas»., 
etc. saldrá por cociente el número que se pide, ejemplos de 
ello son los siguientes casos: 

2,6020599=^.0,04 ; 1,7781512=lbg.0,6; 
2,8450980=log.0,07 ; 6,8450980=10^0,000007;; 

T4,8450980=log.O,OOOOOT. 

213. Cuando hay que sumar y restar en nn cálculo varios 
logaritmos, se puede convenir en sumaciou todo, por el méto
do de los dos artículos precedentes. 

1.° Sisón dados, los logaritmos, se escriben en columna 
todos, con la precaución de sustituir á los negativos los com
plementos de ellos, anotando con el acento la caracteríslica 
como está esplicado. 

Sean 0,5-203108 , —3,7605912 , 5,2631102, 
—0,3176382 los logaritmos que se habrían dé reunir en uno,., 
fumando los positivos y restando los negativos; operación equi
valente á multiplicar los números que corresponden á los p r i 
meros, y dividir este producto por el de los números corres
pondientes á los segundos. £1 cálculo de restar la suma de los 
logaritmos negativos propuestos, de la suma de los positivos, 
daría el residuo 1,7051916; y acudiendo á las tablas se halla
ría que este logaritmo corresponde al número 51 próximamen
te. Mas aquí se trata de hacer todo el cálculo por sumaciou, y 
para esto se halla que el complemento de 3,7605912, ó su d i 
ferencia á 10, es 6,2394088; el de 0,3176382 ó su diferencia 
i\ 1, es 0,6823618. Añadiendo á tos características respectivas 
los enteros 10 y í, acentuados para marcar que el calculador 
se reserva el restar estas unidades de la suma que sin ella&. 
dieren todos Jos logaritmos, el cálalo será 
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(H5203108 
tf,2394088 
5,2631102 
1,6823618 

Suma l,7051916=log.51 próximamente^ 

Sh*» Si son dados los números, y entre ellos hay fracciona-
rios de que procedan logaritmos negativos; desde luego se 
dispone el cálculo por el método de complementos, como en el 

ejemplo log.-|- del articulo (212); y después de hacer la su-

macion se registran las tablas, como alli se dijo, para tener 
el número correspondiente á la suma. 

214. Las tablas mas completas no es posible que lleguen 
hasta el mayor número que se pueda ofrecer: las de Callet, por 
ejemplo, célebres por su corrección y abundancia de logaritmos, 
alcanzan solo hasta el número 108000; y suele haber necesidad 
con frecuencia de un logaritmo á cuyo número no llegueulas 
tablas que se tengan á la mano. En tales casos podemos hallar 
dicho logaritmo por el siguiente medio, que es general, pero 
solo conveniente para números primeros. Sea por ejemplo 9000 
el mayor número de las tablas que se tengan, y trátese deJia-
Uar el logaritmo de 15452: con este objeto divídase el número 
propuesto por 10 separando con la coma, una cifra de la de
recha, y será, 

Io^.l5452=log.l545,2-flog.l0; 

más para el cálculo hay que saber el logaritmo de 1545,2, y 
no es posible haliarle por el método ordinario (212) de los nú
meros con décimaIfs; porque según él, volveriamos á necesitar 
el logaritmo de 15452. Precisados pues á seguir otro método, 
y á fin de que por el ejemplo actual quede bien esplicado, es
presemos con d la dileiencia entre los números 1545,2 y 1545; 
con a la diferencia entre sus logaritmos; con d' la diferencia 
entre los números 154G y 1545; y finalmente con a' la dife--. 
rencia entre los logaritmos de éstos. Búsquense en las tablas los 
logaritmos de 1545 y 1546, que son 3,1889285 y 3,1892095: 
fórmese entre las diferencias de números y las de logaritmos. 
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^1545,2—1545=0,2 , (i'-=1546—1545=51^ 

A==log.l545,2—log.1545, 

A'=:3,1892095—3,1889285=0,0002810, 

la proporcioQ — =-— , y ella nos dará el valor 

A ^ = 0.2XO,0002810^0)00()0562> 

Añádase la diferencia a á el logaritmo de 1545, y resultará 

log.l545,2=3,1889847; 

y por último, según lo dicho (203. 1.°), 

Iog.l54o2=14-3,1889847=4;1889847. 

La regla de tres planteada para indagar la diferencia A, se fun
da en suponer que los números esta» en razón de sus logarit
mos, y es falsa en realidad; pero hemos usado de ella por ser 
el error de poca consideración, como se deduce por el racioci
nio siguiente. 

La diferencia entre los logaritmos de 10 y 1 es 1—0=1; 
de modo que esta diferencia se reparte entre los logaritmos de 
los números que hay desde 1 hasta 10, y cuanto menor es la 
diferencia de los números, lambien resulta menor la de sus lo 
garitmos. La diferencia de logaritmos de 100 y de 10 es 
2—1=1: también 3—2=1 la de logaritmos de 1000 y de 100; 
y siempre 1 la diferencia de logaritmos correspondientes á 10" 
y 10n—*, diferencia que se reparte entre los números compren
didos. Como, según es mayor n, hay mas números comprendi
dos, se sigue que cuanto mayor es el número por quien se em
plee la proporción supuesta, tanto menos error se comete y con 
mas ventaja se puede hacer uso de ella. 

•Si el número es compuesto, se debe preferir el medio deba-
llar su logaritmo por sumacion de los logaritmos de sus facto-
f«es, teniendo la advertencia de no descomponerle en mas facto
res que los precisos, es decir, aquellos que estén en las tablas 
que se tengan á la mano. Por ejemplo, el mismo número 15452 
equivale á 3863x4; y por ello será 
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log.l5452=log. 3863+log.4= 

3,5869247+0,6020599=4,1889846. 

El articulo (209) enseña el medio de hallar el número de un 
logaritmo dado á que no alcancen las tablas. También se llegará 
al mismo resultado descomponiendo el logaritmo en dos partes, 
hallando los números de cada parte, y multiplicando estos entre 
sí ((39)). Pero es necesario para emplear cualquiera de los dos 
medios, calcular exactamente por el artículo que sigue, en caso 
necesario, dichos números parciales. 

215. Muchas veces ocurre, al buscar en las tablas el nú
mero de un logaritmo dado, que á ninguno corresponde cabal
mente, como nos aconleció con el logaritmo 1,7051916 á quien 
vimos pertenecer aproximadamente el número entero 51: pero 
tí.exacto es necesariamente algo menor, por ser 

log.51=l,7075701>l,705191'6.. 

Cuando se quiera hallarle cabal, nos valdremos de la pro
porción supuesta en el artículo anterior, tratando como incóg
nita la diferencia í/ de números. Sean 

a=1 ,7075701—1,7051916=0,0023785; 
A'=log.51—log.50=l,707570l—1,6989700=0,0086001; 

d = 6 i — número del logaritmo 1,7051716; 
¿ ' = 5 1 - 5 0 = 1 . 

A d 
La proporción es —,=-77 ; y ella nos da, sustituyendo los 

valores conocidos de las letras, el valor de la diferencia de los 

. 0,0023785 A_QOO 
nUraer0S d== 0,0086001 °(V27888 

Restando d de 51, es 51—0,27888.....=50/72112.... el nú
mero del logarilmo l,7{)ol916. 

216. Concias advertencias no puede haber diGcultad en 
el cálculo por logaritmos, ni en el manejo de cualesquiera ta
blas logarítmica^. Por tanto, concluiremos proponiendo para 
ensayo de calcular por logaritmos las espresiones que siguen: 
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z -25x1 ->- O-6*72 . ¿.L{M\. 

Los tipos de ios cálculos respectivos coavirtiendo las res
tas en sumackmes por el método de complementos, vienen Á 
ser como á continuación se ve: 

7 
Para s=25X-^ ó log.s^log.254-log.7—log.^ 

log.25 1,3979400 
log.7 0,8450980 \ 

compl. log.9 1,0457575 

suma ólog.¿ 1,2887955 
^=19^48 

Para « — ^ ^ ó Iog.5'-=log.0,6+log.72-log.8,3D2 

log.0,6 1,7781512 
log.72 ;i,8573325 

compl. log.8,302 1,0808173 

suma ólog.^ 0,7163010 
zf=5,21..... 

Para *"=( ~ V 6 lpg.z,'=s5(log.36—log.43) mü 
log.36 1,5563025 

compl. log.43 18,3665316 

suma 19,9228341 
quintuplo de la suma ó log.a" 59,6141705 

3"=0,4..... 
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5 

^ 1 ,„ A i >/342,( 

„ , log.342,01—log.63 . ~ . -
o log.js",= — — hlog.i—log.T 

log.342,01 2,5310388 
comp!. log.63 18,2006595 

suma 0,7346983 

5.a parte de la suma 0,1469396 
log.4 0,6020599 

compl. log.7 14549020 

suma total ó log.s'" 1,9039015 

^ = 0 , 8 

Los cálculos respectivos de las mismas ̂ cuatro espresiones 
empleando los logaritmos negativos, serán- como á conlinua-
cioa se ve. 

Para log.js=log.25-i-Iog.7—log.9 

log.25 1,3979400 
log.7 0,8450980 

«uma 2,2430380 
—lo£9 —0,9542425 

diferencia 1,2887955 =log.jj 

«=19,548 

Tomo I, 46 
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Paralog.2r=log.0,6-hlog.72—log.8,302 
log.0,6 1.7.7^512 
log.72 1^2rdS25 

suma 1,6354837 
—Ibg.S^fci —0,9191827 

diferencia 0,Tt63010=log.2r 
¿'=5,21 

Para. log^'^5(k)g.3S - l«g.4a^ 
log.36 1^563025 

—log.43 -1,6334«»4 

. difereneisi —a,0771«i»9 
el quintuplo ó l o g ^ - 0^8582^=0,6141705-1 

„ . „, log.342,01—log.63 , , , -
Para log.z'"=r-2 1— ° hlog.4—log.7 

5 

—4e| .6a ~1,19934^5 

difecenda 0,7346983 

5.a parte 044«9396 
1(^4 0^02dó9» 

soma 0,7489995 
—lQg.7 —0^450980 

diferencia 6 log.a^ - O,0960985*»0,9039015~ 1 

8;=0,8. 
10 

FIN DEL TOMO PRI51EB0. 
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