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ESCOLIO IIL

448  Los prismas semejantes BEFH ; MPQS
estin en razon triplicada de sus lados homdlogos
BC, MN. Fig. 1 1.

: Tirense desde los 4ngulos iguales 4 y Z 4 los
opuestos las rectas AC, 4D ,'y LN, LQ; y que-
dardn ( 319 ) divididas las bases de los referidos
prismas en tridngulos respectivamente semejantes,
esto es, . ABC 4 LMN , ACD 4 LNO,y ADE 4
LOP : asimismo tirense las rectas GI, GK, y RT,
RV, Siendo las rectas CI y AG iguales y paralelas
4 BH, ser4 CI igual y paralela ( 385 ) 4 4G, y
la figura ACIG serd (106 ) un paralelégramo. Del
mismo moédo se demostrard que la figura LZNTR es
un- paralelégramo. Ahora por ser semejantes ( sup.’)
los paralelogramos BAGH , MLRS , sers GA: AB
= RL: LM; pero AB : AC —= ML : LN, por la
semejanza de los tridngulos BAC, MLN : luego po,t’
igualdad ordenada serd GA: AC—=REL:LN; adea
ma$ por ‘ser los 4ngulos GAB — RLM, BAE =
MLP , GAE = RLP, y BAC — MLN , es e} 4
gulo GAC=—RLN: luego los paralelogramos GACT,
RLNT serdn semejantes, y siéndolo’ tambien ' respeca
tivamente los demas planos de los prismas BACHGI,
MENSRT ,; serdn estos semejantes: por consiguien-
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te ( 417 ) estardn en razon triplicada de los lados:
homologos BC, MN. Del mismo modo se demostra-
rdi que los prismas GIKACD , RTVLNO éstin en
razon triplicada de CD' 4 NO, y que los prismas
GKFADE, RVQLOP estin en.la triplicada de DE
4 OP; pero por ser iguales las razones BC 4 JMN,
CD 4 NO, DE 4 OP, son tambien iguales (313)
sus triplicadas : luego seri el prisma GHIABC:
RSTLMN — GIKACD: RTVLNO —GKFADE:
RVQLOP ; por consiguiente ( 262 ) el prisma
BEFH: MPQS — GHIABC: RSTLMN 6 bien
como la triplicada de BC 4 JN.

PROPOSICION IX.

449 ‘Las pirdmides  iguales DABC ; HEFG
de bases triangulares ABC, EFG , tienen' sus bases
reciprocamente proporcionales 4 sus alturas; y las
pirdmides triangulares, que tiénen las bases recipro-=
camente ' proporcionales 4 sus alturas , son iguales
entre si. Fig. 10.

. I. Complétense los paralelepipedos AKX, EO; y
siendo ('sup. ) las pirdmides DABC, HEFG igua-
les, serdn tambien ( 445 ) iguales los paralelepipe-
dos AK,; EO: luego sers { 418 ) la base AF 4la
base EN como la altura del paralelepipedo EQ 4 la
del’ paralelepipedo AK; pero (267 ) A¥: EN =
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ABC: EFG,y las alturas de dichos paralelepipedos
son las mismas que las de las referidas pirémides:
luego serd la base 4BC 4 la base EFG como la
altura de la pirdmide HEFG 4 la de la pirémi-
de DACB. '

II. Si la base ABC es 4.la base EFG como la
altura de la pirdmide HEFG 4 la de la pirdmide
DABC; dichas pirdmides serdn iguales. Siendo los
paralelégramos A¥ , EN duplos de los tridngulos
ABC, EFG, serd tambien el paralelégramo A% al
paralelogramo EN. como ‘la altura de la pirdmide’
HEFG, 6 bien del solido EQ, 4 la altura de la pi-
rdmide DARC , 6 bien del sélido AKX : luego se-
rd ( 418) el sélido ZK == EO; por consiguiente
(445 ) la pirimide DABC — HEFG. Que es &c.

PROPOSICION X.

430 ' El cono es ‘la tercera parte del cilin-
dro , que tiene la misma base FGH ¢ igual altura.
Fig. 12.

Inscribase en el circulo FGH el quadrado
EFGH , y cortense por medio los arcos EF, FG,
GH , HE en los puntos L , M, N, O ; tirense las
rectas EL , LF , FM, &c. y por L la tangente
QLP; finalmente prolénguense las rectas GF', HE
hasta los. puntos Q ; P. Siendo ( 209 ) €l quadrado
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EFGH mitad del quadrado circunscrito al circuloy
serd ( 444 ) el prisma elevado sobre dicho quadra-
do inscrito con.la altura del cilindro, mitad del pris«
ma elevado sebre el circunscrito con igual altura;
por consiguiente aquel prisma seri mayor que la
mitad del referido cilindro. Del mismo modo -se de-
mostrard que el prisma elevado sobre el tridngulo
ELF con la altura del cilindro es mayor que la mi-
tad del segmento del cilindro, cuya base es ELF;
y por la misma razon los prismas elevados sobre los
demas tridngulos FMG, GNH , HOE serin mayo-
res que las mitades de los segmentos cilindricos, cu~
yas bases son los segmentos FMG , GNH , HOE,
Dividiendo asi por medio los arcos EL , LF;
FM, &ec. juntando las secciones, y sobre cada uno;
de los tridngules elevando prismas de iguales alturas
4 la del cilindro; y prosiguiendo siefhpre la misma
operacion, vendrin 4 quedar al fin ( 428 ) ciertas
porciones del cilindro menores que qualquiera canti-
dad dada ¥ ; por consiguiente el prisma se acerca
continua y constantemente al cilindro; de suerte que
~ su diferencia Hega & ser menor .que qualquiera can--
tidad dada: luego ultimamente el prisma es igual
(430) al cilindro, es 4 saber, quando el nimero:
de los lados del poligono base del prisma se consi=
dera aumentado al infinito. Igualmente se demostra-:



[ﬂl?!. 24.()




- ; (A L
s i Ak | ; X L
e W e . Al ) ' ‘ s
SRV SRR o |
. - - - - v - - ; \
N ! 5 S '
N i 4 2k
S | . I ]
{ I- i __* 3 ‘= “‘\’.: l'
H i ¥
/ p y ’ 1y bl A |
# LIT_;"' ——;-t —-—. : / \
e e W AN 7N |
A l 3. el e ol e
o R, ST SRR %
. i 3 i3 i
+ |
\ ¥ :
- i
I3 ] .l ‘. | (
[ b Pl Py Al ]
¢ Rl g A Y Ve ,.--j-;\. ~ ;
] { - i i ‘/_j'| S i ‘"_{_..'..; -5.-_—-‘%_\ 4
| s ! Yo ""_"f‘ E - ‘I. ; & "
T & . F i
] . i f‘. / # l.h A \
foacl] 4 1‘ ! /{‘ i L A
J ‘} A\ e N {
s : N iy _.\
A \ L4 i
4
J J :||
4, / JHN

J
..w..ﬁ-.s..-q—-—-s_..f. avr




(237)
4 que el cono es igual 4 la pirdmide de igual altu-
ra, cuya base es dicho poligono ; pero (443) 1a
pirimide es la tercera parte del prisma de igual
base y altura: luego tambien el cono serd la terce-
ra parte del cilindro de igual base y altura. Que
es &c. |
DE OTRO MODO.

Si el cono no fuese igual 4 la tercera parte del
cilindro, seria menor 6 mayor.

I. Sea menor; serd por consiguiente el cilindro
igual al triplo del cono mas la diferencia ¥: y héd-
gase la construccion de la figura como antes. Se
ha demostrado que ciertos segmentos del cilindro,
como los que tienen por bases los segmentos EL,
LF, FM, MG , GN , NH , HO, OE queda-
rdn al fin menores que ¥: luego el prisma forma-
do sobre la base ELFMGNHO de igual altura del
cilindro serd mayor que el triplo del cono; pero (44 3)
el prisma es triplo de la pirimide de igual base y
altura : luego la pirdmide formada sobre la base
ELFMGNHO de igual altura del cono serd mayor
que €I, esto es, la parte mayor que el todo, lo que
es imposible: luego el cono no puede ser menor que
la tercera parte del cilindro.

II. Sea el cono mayor que la tercera parte del
cilindro; y sea la diferencia ¥; serd por consiguien-
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te el cono igual 4 dicha tercera parte mas ¥: y he-
cha la misma construccion de la figura, se demos-
trard de un modo semejante que al fin quedarin
ciertos segmentos del cono menores que ¥, por exems-
plo, los que insisten sobre los segmentos EL, LF,
FM, MG, &e. luego la pirdmide , cuya base es el
poligono ELFMGNHO, y vértice el mismo que el
del cono, serd mayor que la tercera parte del ci-
lindro ; pero dicha pirdmide es ( 443 ) la tercera
parte del prisma de igual base, y altura: luego este
prisma serd mayor que el cilindro, lo que es impo-
sible: luego el cono debe ser precisamente igual 4
la tercera parte del cilindro de igual base y altura,
respecto 4 que no puede ser menor, ni mayor, Que
es &c. s '
COROLARIO L

451 El cono es igual 4 la pirdmide de igual
altura , cuya base es el poligono inscrito en la del
cono, con tal que sea infinito el nimero de los

lados del poligono.
COROLARIO IL

452 Los conos son ( 267 ) como los cilin=
dros de igual altura y base, por ser los cilindros
triplos de los conos.
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PROPOSICION XL

453 Los cilindros , y los conos XABCD,
MEFGH de igual altura son entre si como sus bases
ABCD , EFGH. Fig. 13.

Las pirdmides KATBVCXDY, MEPFQGRHS
de igual altura son ( 440 ) como los poligonos se-
mejantes ATBYVCXDY, EPFQGRH.S, sobre que in-
sisten ; pero aumentado el nimero de los lados de
estos poligonos al infinito, las pirdmides son (451 )
ultimamente iguales 4 los conos de igual altura, cu-
yas bases son los circulos #4BCD, EFGH,y los po-
ligonos son iguales 4 dichos circulos : luego los co-
nos KABCD, MEFGH serin entre si como los cir-
culos ABCD , EFGH , que son sus bases ; pero
(452 ) los conos son como los cilindros de igual
altura y base: luego tambien los cilindros de igual
altura serdn entre si como sus bases 4BCD, EFGH.
Que es: &c.

DE OTRO MODO.

Supéngase el circulo ABCD al circulo EFGH
como el cono KABCD al sélido N; y si la propo-
sicion fuese falsa, serfa N menor 6 mayor que el
cono MEFGH.

I.. Sea menor, y la diferencia O; serd por con-
siguiente N =~ O—=MEFGH: y hecha la construc-
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cion de las figuras como antes ( 450 ), se demos-
trard del mismo modo que ciertos segmentos del co-
no, como los que tienen por bases EP, PF ,; FQ,
090G, GR, RH, HS, SE, quedar4n al fin menores
que qualquiera cantidad dada O: luego la pirdmide,
cuya base es el poligono EPFQGRHS, y su altu-
ra la del cono, seri mayor que N. Describase aho-
ra en ¢l circulo ABCD el poligono ATBYCXDY se-
mejante al poligono EPFQGRHS'; y elévese sobre él
una pirdmide de igual altura: y siendo (44 0) la pir4-
mide KATBYVCXDY 4 la pirimide MEPFQGRHS
como el poligono ATBVCXDZ al poligono
EPFQGRHS , serén tambien ( 434 ) las dos re-
feridas pirdmides como el circulo ABCD al circu-
lo EFGH ; pero (sup.) el circulo ABCD al circu-
lo EFGH como el cono KABCD & N : luego ser4 el
cono KABCD 4 N como la pirdmide KATBYV CXDY
4 la pirdmide MEPFQGRHS'; pero el cono KABCD
es mayor que la pirdimide KATBYCXDY : luego
serd (2 6 3) N mayor que la pirdmide MEPFQGRHS
que estd en el cono MEFGH,lo que es imposible:
luego no puede ser IV menor que €l cono MEFGH.

II. Sea el s6lido &V mayor que el cono MEFGH:
y siendo el circulo ABCD al circulo EFGH como
el cono KABCD al sélido NV, serd invirtiendo (2 5 4)
el circulo EFGH al circulo ABCD como el solido
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N al cono KABCD. Supbngase ahora N al cono
KABCD como el cono MEFGH al sblido O; y por
ser N > MEFGH (sup. ), serd tambien (265 )
KABCD > 0: luego serd el circulo EFGH al cir-
culo ABCD como el ceno MEFGH al sélido O,
1o que es imposible por lo demostrado en la suposi-
cion precedente: luego no puede ser N mayor que
MEFGH, ni menor como se demostrd anteriormen-
te; y por lo tanto serd N — MEFGH : luego serd
el circulo ABCD al circulo EFGH como el cono
KABCD al cono MEFGH ;5 pero el cono es al co-
no como el cilindro al cilindro ( 452 ): luego los
cilindros de igual altura serén como los circules que
son sus bases. Que es &c..

ICOROLARIO I.

454 Los cilindros, y conos , que tienen igua-
les bases y alturas , son entre si iguales; y si son
iguales, y tienen iguales alturas, tendrdn iguales las
bases.

COROLARIO IL

455  Los cilindros, y conos, que tienen igua-
les bases y diferentes alturas, son desiguales, y se-
rd mayor el .que tenga mayor altura.



(242)
PROPOSICION XIL

456 Los cilindros , y los conos KABCD,
MEFGH semejantes estin entre si en razon tripli-
cada de los didmetros BD, FH de sus bases
ABCD, EFGH. Fig. 13.

H4gase la construccion de las figuras, como en
la antecedente ; tirense las rectas K, CK, V¥,
C¥, como tambien QM, GM, OL, GL: y siendo
(sup. ) los conos KABCD , MEFGH semejantes,
sertd (369 ) Kf: ML—=BD : FH=V%:QL,y
alternando ( 270 ) K¥: V¥ = ML: QL; pero los
dngulos ZJK , QLM son iguales por rectos: lue-
go (298) los tridhgulos ZZ¥K, QLM serdn equidn-
gulos, y por consiguiente ( 295 ) AV : V¥ — MQ;:
QL; pero V§: VC—=QL: QG por la semejanza de
los tridngulos ' ¥C, QLG : luego por igualdad ordena-
da serd KV: VC — MQ: OG. Del mismo modo se
demostrard ser KC: CV — MG : GQ ; ademas es
KV : KC—=MQ: MG por ser los antecedentes -igua-
les 4 sus conseqiientes : luego los tridngulos 7 KC,
QMG serdn ( 297 ) equidngulos, y semejantes
entre si. Del mismo modo se demostrardn semejantes
los demas tridngulos de la pirdmide KATBY CXDY
4 los de la pirdmide MEPFQGRHS , y siendo en
igual nimero, las referidas pirdmides serdn semejan-
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tes ; por consiguiente ( 447 ) estarin entre si en
razon triplicada de ZC 4 QG, 6 bien de ¥ 4 QL, 6
bien de BD 4 FH; pero aumentado el niimero de los
lados de las bases de las pirdmides al infinito , las
pirdmides son ( 45 1) tltimamente iguales 4 los co-
nos de igual altura, cuyas bases son los circulos en
_quienes estdn inscritos los poligonos que son bases
de las pirdmides : luego estos conos, que son
KABCD, MEFGH , estarin tambien entre sf en ra-
zon triplicada de BD 4 FH; pero ( 452 ) los ci-
lindros son como los conos: luego tambien los cilin-
dros semejantes tendrdn entre si la misma razon, es-
to es, la triplicada de los didmetros de sus bases.
.Que es &ec.
DE OTRO MODO.

Esté el cono KABCD con el sélido NV en ra-
zon triplicada de los didmetros BD, FH; y 4 no
ser- cierta la proposicion, seria N mayor ¢ menor
que el cono MEFGH.

I. Sea N < MEFGH, y O su diferencia; serg
por consiguiente N ~— O — MEFGH ; y hecha la
construccion de las figuras como en la antecedente
proposicion , se demostrari del mismo modo ser la
pirdimide MEPFQGRHS > N. Consta por lo arri-
ba demostrado que la pirdmide KATBYVCXDY estd
con la pirdmide MEPFQGRHS en razon triplica-

Qj
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da de BD 4 FH; pero (sup.) el cono KABCD es-
t4 con NV en razon triplicada de BD 4 FH: luego
serdi el cono KABCD 4 N como la pirdmide
KATBYVCXDY 4 la pirdmide: MEPFQGRHS ; pe-
ro el cono KABCD > KATBYCXDY: luego serd
N mayor que la pirdmidee MEPFQGRHS conteni-
da en el cono MEFGH , lo qual es contra lo de-
mostrado : luego no puede ser N < MEFGH.

II. Sea N > MEFGH. El cono KABCD esti
con NV en razon triplicada de BD 4 FH , ¢ invir-
tiendo estard N con el cono- KABCD en razon tri-
plicada de FH 4 BD. Supongase N al cono KABCD
como el cono MEFGH al sélido O y por ser N>
MEFGH (sup.), serd (265 ) KABCD > O: lue-
go estard el cono MEFGH con el sélido O en ra-
zon triplicada-de FH 4 BD, lo que es imposible,
como se demostré antecedentemente: luego no pue-
de ser NN mayor, ni menor que MEFGH ; por con-
siguiente N —= MEFGH, y el cono KABCD esta~
r4 con el cono MEFGH en razon triplicada de BD
4 FH;y tambien ( 452 ) tendrdn los cilindros en=
tre si la misma razon. Que es &ec.

PROPOSICION XIII

457 Si un cilindro #BCD se corta por un
plano EF paralelo 4 los planos opuestos 4D, BC;
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estardn sus segmentos en razon de los segmentos
del exe , esto es AEFD : EBCF — G¥ : YH.
Fig. 14. !

Prolénguese por ambas partes arbitrariamente
el rectdngulo AH, con que se ha descrito el cilin-
dro ABCD; y témense quantas partes se quieran
GK, KR, RS iguales 4 G¥, y otras HL , LX igua-
les 4 H¥%. Por los puntos ¥, K, R, §', L, X tiren-
se las rectas ¥E , KM, RQ,, ST, LV, XP paralelas
4 GA, 4 quien serdn ( 107 ) tambien iguales ; y
por la revolucion del rectingulo PS cerca del exe
§X, dichas rectas describirdn los circulos EF', MN,
oY, TZ, &e. iguales, y paralelos 4 los AD , B(C;
por consiguiente los sélidos PO, OB , BF, FA,
AN , &, serdn cilindros. Y porque los cilindros
ED, DM, MY, T, tienen iguales bases y alturas,
serdn ( 454 ) iguales entre si: por la misma razon
serdn iguales los cilindros B, BO, OP. Por tanto
quan multiplice sea el exe %S5 del exe ¥G, tan mul-

tiplice serd el cilindro T'F del ci~ [¥G. 3 H= 47: FB|
[f}fs ¥X TF FP

lindro AF : asimismo quan mul-
tiplice sea el exe FX del exe FH , tan multiplice
-serd el cilindro FP del cilindro FB; pero ( 455 )
si el exe JS es menor, igual, 6 mayor que el exe
X, tambien respectivamente el cilindro T'F es me-
nor, igual, 6 mayor que el cilindro FP: luego se-

Qiij
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ri (230) 7G: JH = AF: FB. Que es &c.

PROPOSICION XIV.

458 Los conos EAB, FCD, y los cilindros
AH,CK, que tienen bases iguales , estin entre si
en razon de sus alturas EM, FN. Fig. 15.

Prolonguese el exe EM, de suerte que sea ML
== FN; y conciba‘e el cilindro AP descrito cerca
del exe ML. Los cilindros ZP, CK son (4 5 4) iguales,
por tener iguales bases y alturas; pero ( 457 ) el
cilindro AH al cilindro AP como EM 4 ML —
FN: luego sers el cilindro AH: CK — EM: FN;
por consiguiente (452 ) serd tambien el cono EAB:
FCD — EM: FN. Que es &ec.

PROPOSICION XV,

439 Las bases y alturas de los conos ABC,
DEF, y de los cilindros BH, EK iguales, son re-
ciprocamente proporcionales; es 4 saber, BC: EF
—MD: LA:y al contrario, los conos, y cilindros,
cuyas bases y alturas son reciprocamente propor-
cionales , son iguales entre si. Fig. 16.

I. Se suponen los conos , y los cilindros igua-
les: y si en este caso son las alturas AL y DM
iguales , serdn las bases BC' y EF tambien igua-
les (454 ): luego serd BC: EF — MD; LA. Si
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las alturas AL, DM son desiguales, cértese de la
mayor DM la parte MO — AL ; por el puato O
higase ( 393 ) pasar el plano PQ paralelo 4 los
planos opuestos ¥X, EF, y se tendrda los dos ci-
lindros EX, EQ, que tendrin ( 458 ) la Yazon de
DM & MO; pero OM = AL (const. ), y el ci-
lindro EX — BH (sup.): luego serd DM: AL
= BH.: EQ ; pero (453 ) BH : EQi="BC: .
EF: luego DM: AL—=RBC: EF. Del mismo modo
se demostrari que siendo los conos ABC, DEF
iguales, serd DM: AL — BC: EF.

II. Se suponen proporcionales las magnitudes,
esto es, BC: EF — MD: AL: y en este caso si
las alturas DM y AL son iguales, serdi BC — EF,
¥y ( 454 ) los cilindros BH, EX, como tambien los
conos ABC, DEF serin iguales. Si dichas alturas
son desiguales, hdgase la referida preparacion en la
figura: y siendo los cilindros BH , EQ de igual al-
tura, seri (453 ) BC: EF—BH: EQ; pero (sup.)
BC: EF — MD: AL 6 bien O : liego serd BH:
EQ—MD: OM; pero ( 458 ) MD:0M — EK:
EQ: luego serd BH: EQ — EK:EQ; por consi-
guien_te‘ los cilindros. BH 'y EK son iguales. Con el
mismo método se demostrard .ser el cono ABC —
DEF, Que es &c.

Qiv
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PROPOSICION XVI.

460 Dados dos circulos BAC, MDF , que
tengan un centro comun M, inscribir en el mayor
un poligono de un nimero par de lados, que no
toquen al circulo menor. Fig. 17.

Tirese el didmetro. AC, y sobre ¢l en el pun-
to F levdntese la perpendicular GH ; dividase el ar-
co ABC en dos partes iguales , y repitase la mis-
ma operacion con su mitad , y asi succesivamente,
hasta que se tenga ( 429 ) un arco JC menor que
HC. Desde el punto ¥ bdxese la perpendicular ¥LZ
al didmetro A4C, y prolonguese hasta X: tiradas las
rectas C¥, CK, serdn estas lados del poligono que
se pide inscribir en. el circulo BAC. Consta (const.)
que el arco C¥ mide 4 toda la circunferencia del
circulo , y que el niimero de los arcos C¥ es par;
por consiguiente serd par el nimero de los lados del
poligono. Y porque la recta HG toca al circulo en
F, y larecta K le es paralela (g5 ), ¥X no
- encontrard 4 dicho circulo, como tambicn C¥, CK,
y por consiguiente los demas lados del poligono, que.
por ser iguales 4 C¥ distan ‘igualmente ( 167 ) del
centro M. Que es &c, :
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PROPOSICION XVII

461 Dadas dos esferas concéntricas, y sus
radios AX, AH , inscribir en la mayor un sélido
poliedro , cuya superficie no toque 4 la menor.
Fig. 18.

Cértense dichas esferas por un plano, que pase
por el centro A; y las comunes secciones serdn los
dos circulos concéntricos DCBE , HGF. Inscriba-
se ( 460 ) en el mayor de ellos CRED un poligo-
no BKL &e. que no toque al menor HGF'; y le-
vantado el radio AX perpendicular al plano CBED,
tirense en la esfera los planos XX, XB, que serin
quadrantes perpendiculares ( 396 ) 4 dicho plano.
En estos quadrantes acomédense ( 202 ) las cuer-
das BO,OP,PR,RX,y KS, ST, TI, IX igua-
les 4 BK; y tirense las rectas OS, PT, RI; y con-
tinuando esta operacion en todos los quadrantes que
pasan por el radio A4X 6 por su prolongacion A7,
y por todos los puntos L, M, &ec. se tendrd inscri-
to en la esfera el poliedro que se pide.

Tirense las rectas OV, §Q perpendiculares 4 las
comunes secciones de los quadrantes X 4B, X AK con
el circulo CBED, las que serdn paralelas ( 95 ) al
radio AX, y perpendiculares 4 dicho circulo ; por
consiguiente ( 385 ) serdn paralelas entre si., Te=
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niendo los tridngules OB, SQK el lado OB=SK
( const. ), los 4ngulos en »7, Q iguales por rectos,
y los OBV, SKQ iguales ( 180 ), por insistir so~
bre arcos iguales, serd OF — §Q,BV — KQ; y
tirada 270, serd ( 106 ) paralela ¢ igual 4 SO; pe-
ro OV es (290 ) paralela 4 BK, por ser AV
VB — AQ: QK: luego las tres rectas SO, QV,
BK serdn ( 385 ) paralelas entre si, y por consi-
guiente ( 382 ) OB, §K estarinen el plano BOSK.
Del mismo modo se demostrari que TSOP es un
plano , y asi de todos los demas; por consiguiente
se tendri inscrito un poliedro en la esfera mayor.

Béxese desde el centro A la perpendicular 4Z
al plano BOSK , y tiradas las rectas §Z, Z0, ZB,
ZK serdn iguales, porque el quadrado de cada una
de estas junto con el quadrado de dicha perpendi-
cular es igual ( 124 ) al quadrado del radio de la
esfera. Por tanto el circulo descrito con el radio
Z K, pasari tambien por los puntos B, O, §; y por
ser BK>VQ 6 bien 0§,y BK — K§ — BO, se-
rd el dngulo BZK obtuso; por consiguiente el qua-
drado de BK seri ( 140 ) mayor que el duplo
quadrado de BZ. Tirese BQ que seri perpendicu-
lar & AK, porque siendo en los tridngulos BKQ,
S$KXQ, el lado BK = §X, QK comun, y el 4dngulo
BKQ —= §KQ, seid BQ =503, y el dngulo BQK
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igual al recto SQKX; pero BQ>QK, por ser NQ:
OB—0B: QK y la primera mayor que la tercera:
lnego el duplo quadrado de QB sers mayor que el
quadrado de BA': luego serd BQ*> BZ*; y sien-
do BQ*—+ AQ"= AB*= BZ’~+ A4Z", serd A0*
< AZ* y AQ < AZ; por consiguiente distard menos
el punto Q que el punto Z de la superficie de la es-
fera menor; y no encontrando la perpendicular BQ
al arco GU, por ser paralela 4 la tangente del ar-
co GU en el punto U, el plano SXBO tampoco en=
contrar4d 4 la superficie de la esfera menor.

Bixese la perpendicular A% al plano PISO;
y tirada FO, se demostrard del mismo modo que
las rectas PT, OS serdn paralelas, 0§ > PT, y que
el circulo descrito con el radio FO pasari tambien
por los puntos S, P, T'; y por tener los quadriliteros
PTSO, OSKB, paralelos los lados PT, SO, BK, y
el lado T8 — PO — OB — §K, seri el radio JO
< 0Z ; por consiguiente §0* << 0Z*; pero A7 —=
F0*=A0*=AZ" +Z0": luego serd A7 > AZ%
por consiguiente AF > AZ: luego el plano PTS0
caerd fuera de la superficie de la esfera menor , y
asi de todos los demas planos: luego la superficie
del poliedro inscrito en la mayor esfera no toca 4
la de la esfera menor. Que es &c.
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COROLARIO.

462 Si en la esfera AHGF se inscribe un
solido poliedro semejante al inscrito en la. mayor
AXBY, lo que se tendrd si se tiran radios 4 los
angulos de la base del poliedro inscrito, y por ca=
da dos puntos , donde la superficie de la esfera me-
nor esti cortada por dichos radios, se tiran rectas
en el mismo orden en que estdn tiradas en la super-
ficie del poliedro inscrito en la esfera mayor; estard
el poliedro inscrito en la una esfera con el inscrito
en la otra en razon triplicada de la que tiemen los
didmetros de las esferas. Estando, pues, divididos los
dos poliedros en igual nimero de pirdmides seme-
jantes, cuyos lados homélogos son radios de la es-
fera, cada una de las pirdmides, que estdn en la es-
fera mayor, tendrd ( 447 ) 4 cada una de las cor-
respondientes pirdmides que estin en la esfera me-
nor, la razon triplicada de los radios de las mismas
esferas: luego ( 262 ) el poliedro inscrito en la es-
fera mayor seri al inscrito en la menor, como la
triplicada de dichos radios , 6 bien ( 313 ) de los
didmetros de dichas esferas , por ser igual (267 )
la razon de los radios 4 la de los didmetros.
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ESCOLIO.

463 Se ha supuesto en la demostracion de la
proposicion antecedente, que'si dos trapecios ZDE B,
FMNG estdn inscritos en los circulos CAD, LFM,
y tienen paralelos los lados 4B 4 DE, FG 4 VN,
y ademas es AB > FG, DE > MN ,y AD — BE
— FM — GN; ser4 el radio C4 mayor que el ra-
dio LF. Fig. 19.

Si se niega , serd el radio CA igual, 6 menor
que el radio LF.

I. Sea el radio C4 — LF. Tirense los radios
CB,CD,CE, LG, LM, LN. Por ser los lados CA4,
CB iguales 4 los LF, LG, y el lado. 4B > FG,
serd (92 ) el dngulo ACB > FLG: por la misma
razon seri el 4ngulo DCE > MLN; pero los 4n-
gulos DCA, ECB son iguales ( 69 ) 4 los MLF,
NLG: luego los quatro dngulos al rededor'del pun-
to C serdn mayores que los quatro cerca del punto
L, lo que es imposible ( 77 ): luego no puede ser
el radio CA4 —= LF. : .

II. Sea el radio' €A <7 'LF. Toémense las rec-
tas LH, LK, LP, LO ‘iguales § CAy y tirense las
HK, KP,PO,OH. Por ser LH: HF —= LK : KG;
serd ( 290 ) HK paralela 4 FG, y del mismo mo-
do se demostrard que son paralelas PX .4 NG, OP



(254)

& JMIN,y OH & FM; por consiguiente las rectas
FG, MN, FM, NG sern respectivamente mayores
que las HK, OP , HO, KP; y siendo las rectas- 4B,
DE respectivamente mayores (shp.) que las FG,
MN , y las rectas AD , BE, FM,GN iguales, se-
rin las rectas 4B, DE , AD, BE respectivamente
mayores que las HZK, OP, HO, KP: luego los qua-
tro dngulos ACB, DCE , ACD , BCE serin mayo-
res (92 ) que los quatro HLK, OLP,OLH, KLP,
lo que es imposible; por consiguiente no puede ser
tampoco CA4 < LF. Luego &c.

PROPOSICION XVIIL

464  Las esferas BAC, EDF estdn en la ra-
zon triplicada de sus didmetros BC, EF. Fig.19.
Si se niega , estard la esfera BAC con otra
esfera G en razon triplicada de BC 4 EF,y la es-
fera G seri menor, 6 mayor que la esfera EDF.
I. Sea la esfera G menor que EDF. Concibase
la esfera G concéntrica 4 la EDF, ¢ inscribase (46 1)
en la mayor EDF un poliedro, cuya superficie no
toque 4 la menor, y en la’ esfera BAC un poliedro
semejante al inscrito en la EDF': luego estardn (462)
estos poliedros en razon triplicada de BC 4 EF'; pe-
ro ( sup. ) la esfera BAC estd con la esfera G enla
triplicada de BC 4 EF: luego seri el poliedro ins-



(255)
crito en la esfera BAC al inscrito en la esfera EDF
como la esfera BAC 4 la esfera G; por consiguien-
te (263 ) el poliedro inscrito en la esfera EDF
serd menor que la esfera G, esto es, el todo menor
que la parte, lo que es imposible : luego no puede
ser la esfera G menor que la EDF.

II. Sea la esfera G mayor que la EDF. Supén-
gase que la esfera G es 4 la BAC como la esfe-
ra EDF 4 otra esfera H; y por ser G > EDF
(sup.), serd tambien (265 ) BAC> H; pero (sup.)
la esfera BAC estd con G en razon triplicada de
BC 4 EF, é invirtiendo es G 4 BAC como la tri-
plicada de EF 4 BC': luego serd la esfera EDF §
H como la triplicada de EF 4 BC, lo que es im-
posible por lo demostrado en la suposicion antece-
dente : luego no puede ser G > EDF'; y habiéndo-
se demostrado antes, que no puede ser menor, serd
G =— EDF. Que es &c.
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De las propiedades de los senos, cosenos,
tangentes , secantes , corangentes .,y €0se=
cantes: y de la relacion de estas cantida=
des con los -lados de los tridngulos
rectilineos.

DEFINICIONES.

- 4635 Si los didmetros 42", FE ( Fig. 1) del cir-
culo ZFYE se cortan en 4ngulos rectos; y en los ex-
tremos A4, E de dichos didmetros se levantan las
perpendiculares MH, PQ ; y tomado qualquier arco
AD se tira DB perpendicular al didmetro A71"; y
el radio CD se prolonga , hasta cortar dichas per-
pendiculares MH, QP en los puntos G, N: La per-
pendicular DB tirada desde el extremo D del arco
AD al didmetro AY que pasa por el otro extremo,
se llama seno recto del arco 4D ¢ del dngulo ACD.
El radio CE 6 qualquiera otro del circulo se suele
llamar seno total. '

COROLARIO L

466 Los senos de un quadrante ZE y de tres
quadrantes’ ZEZ'F son los radios CE y CF.
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COROLARIO IL _
467 Los senos de dos quadrantes AEY y de
quatro quadrantes AEY" FA son cero.

E_S-COLIO_.

468 Nobtese que los senos de los arcos 4D,
AED, &, hasta la semicircunferencia «/E?", est4n
todos 4 una parte del didmetro A2"; y los senos de
los arcos AEYD , AEYFD, c. mayores que la
semicircunferencia , estdn 4 la parte opuesta.

469 La parte CB del didmetro A7 compre-
hendida entre el centro C' y el seno recto BD, se
llama- coseno del arco. 4D 6 del 4ngulo ACD.

COROLARIO L

470 Los cosenos de un quadrante AE y de
|
tres quadrantes 4EZ'F son cero.

COROLARIO IIL

471  Los cosenos de dos quadrantes' ZE2"y de
quatro quadrantes AEZ'FA son los radios C7" y CA.

ESCOLIO.

472  Noétese que los cosenos, asi de qualquier
arco 4D menor que un quadrante , como de qual-
quier otro arco 4EVFD mayor que tres quadrantes,
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estdn en el radio.4C; pero los cosenos de los arcos
AED , AEYD mayores que un quadrante hasta los
- tres AETF, estin en el radio C?", esto es en par-
tes contrarias 4 los dichos antecedentemente.

473 Seno verso de un arco, 6 de su 4ngulo
en el centro, se llama la diferencia entre el radio
y el coseno ¢'e dicho arco. Tambien coseno verso de
tn‘arco , 6 de su 4ngulo en el centro, se llama Ia
diferencia entre el radio y el seno del mismo arco.

474 La parte 4G de la perpendicular AH,
cortada por el radio CD prolongado, se llama tan-
gente del arco AD 6 del 4ngulo ACD ; y dicho
radio CD prolongado hasta la perpendicular AH )y Se
llama secante del arco 4D 6 del dngulo ACD.

COROLARIO L

475 Las tangentes, y secantes de un quadran- .
te AE y de tres quadrantes AETF, son infinitas, °

COROLARIO IL

476  Las tangentes de dos quadrantes 'y de
quatro. quadrantes son cero; pero las secantes de es=
tos arcos son el radio AC.

"ESCOLTIO.

477  Notese que las tangentes asi de qualquier’
Rij
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arco AD menor que un quadrante , como de otro
qualquier arco AEYD mayor que dos quadrantes
hasta los tres , estdn en AH; pero las tangentes de
qualquier arco ZED mayor que un quadrante has-
ta dos, y de otro qualquier arco AEYFD mayor
que tres quadrantes hasta quatro, est4dn en AM, esto
es, en partes contrarias 4 las antecedentes.

478 La parte EN de la perpendicular EP
cortada por el referido radio CD prolongado , se
llama cotangente del arco 4D 6 del 4ngulo ACD :
y dicho radio CD prolongado hasta la cotangen~
te, esto es CN , se llama cosecante del arco AD
6 del 4ngulo ACD.

COROLARIO L

479 Un quadrante 4AE vy tres quadrantes
AETF, tienen las cotangentes iguales 4 cero, y las
cosecantes al radio CE.

COROLARIO 1II. s

480 . Las cotangentes y las cosecantes de' dos
quadrantes AEY y de quatro quadrantes AET1F.A,
son infinitas.

ESCOLI1O.

481 Las cotangentes de qualquier arco 4D

hasta un quadrante, y de otro qualquier arco 4E2D
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mayor que dos quadrantes hasta tres, estin én EP;
pero las cotangentes de.qualquier arco AED mayor
que un quadrante hasta dos, y ‘de otro qualquier
arco AEYFD mayor que tres quadrantes hasta qua-
tro, estin en EQ, esto es en partes contrarias 4 las
precedentes.

o 482 - Las rectasexpresadas en las definiciones
se llaman ' generalmente senos , cosenos, tangei—
tes, &c. circulares 4 distincion de los hiperbolicos,
de que se tratard en' su''lugar. )

Quando en las proposiciones siguientes se trate
en general de los senos, cosenos, &c. se entenderd que
pertenecen 4 arcos menores que un quadrante, & me-
nos de advertir lo ‘contrario. Pero dichas proposicio=
nes serdn igualmente ciertas, aunque los arcos sean
mayores, con tal que en este caso se varien los signos
4 las cantidades que estdn en partes contrarias 4 las
del quadrante,” poniendo ‘el signo <~ 4 la que tenga
—, y al contrario: solo se omitird esta regla, quan-
do ocurra que dos de estas cantidades formen um
rectingulo, 4 quien se le debe dexar su propio sig-
no: por lo demds sé detostrardn'con el mismo 6 se~
mejante ‘método.

-1 Para abreviar, se representarin las rectas defi-
nidas:con la siguiente notacion':

. 15¢, ‘significa seno circular:

Riij
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Cc. coseno circular,

Tc. tangente circular.

Sec. secante circular.

Ctc. cotangente circular.

Csc. cosecante circular,

R radio 6 seno total, .

Aunque estos senos , cosenos , &c. se notan de
esta suerte para distinguirlos de los hiperbélicos; sin
embargo quando se dice seno , coseno, &c. sin otra
adicion , se entienden los circulares,

ESCOLTIO.

483 Adviértase que mientras mayor sea el
arco AD hasta ser un quadrante, lo serin igual-
mente su seno , tangente y secante; y al contrario,
serin menores su coseno , cotangente y cosecante:
entiéndase lo mismo respecto 4 un arco mayor que
dos quadrantes hasta tres. Y todo: al contrario suce-
derd en los arcos AED , AEVTFD, que son mayo-
res que el quadrante hasta dos, 6 que tres quadrantes
hasta quatro. ¥ 909 (isiLif
PROPOSICION I.

484 Qualquier arco mayor que el quadrante,
y su diferencia 6 4 la semicircunferencia ¢ 4 la cir-
cunferencia, tieneq iguales senos, ‘cosenos , tangen-
tes , secantes, cotangentes y cosecantes, £7g. I.
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I. ‘El seno, coseno , tangente , secante, cotan-
gente y cosecante del arco #ED mayor que el qua-
drante AE y menor que la semicircunferencia
AEY , son iguales respectivamente al seno, cose-

no; &c. del arco DFY. Béxese la perpendicular
" DSB al didmetro " A7, y sobre ¢l levantese la per=
pendicular 2°K’; tirese el radio CXD, y proléngue-
se por ambas partes hasta cortar en G la linea MH
de las tangentes, en N la linea PQ de las cotan-~
gentes , y en K la perpendicular 2A. Los tridngu-
los ACZG, 7CK tienen el lado AC = C7’, el 4n-
gulo ACG == IYCK, y los 4ngulos en A, ¥ iguales
por rectos : luego tendrdn el lado  AMG = 7K, v
CZG = CK; pero' las rectas AMG ;' 'VK' son las
tangentes respectivas de los arcos AED, ¥VD,y
tambien las rectas CZG, CK son las secantes res-
pectivas de los mismos: luego los arcos AED, 77D
tienen iguales tangentes 'y secantes. Y ademas; por
las  definiciones , D.S'B es el seno , CLB el coseno,
EQN la cotangente , CXN la cosecante , tanto ‘del
arco AED ;como del ‘arco 177D, ' il

II. Con semejante preparacion se¢ demostrard
que el ‘arco AEY'D mayor que la semicircunferencia
AEY,y el'atco YOD qué es 1a diferencia 4 la misma,
tienen-iguales senos; ‘cosénios , &¢. Tambien seé demos-
trard del mismo modo que qualquier arco AETFD

Riv
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mayor que tres quadrantes, y el arco 4D que es la
diferencia 4 la circunferencia, tienen iguales senos, co-
senos &c. Que es &c.
PROPOSICION 1L

485 Qualquier arco 4D menor que el qua=
drante AE, tiene su seno, coseno, tangente, secan-
te, cotangente y cosecante, igual respectivamente al
coseno , seno , cotangente , cosecante , tangente y
secante del arco DE que es la diferencia al quadran-
te AE. Fig. 2.

Bixense las perpendiculares DF y DB 4§ los
radios CE y CA; en los extremos E, A4 de dichos
radios levdntense las perpendiculares EH , 4G, y
aldrguznse hasta encontrar el radio CD prolonga-
do en los puntos A, G. En el rectdingulo BF es
BD — CF; pero BD es el seno del arco 4D, y
CF' es el coseno del arco DE : luego el seno del ar-
co AD es igual al coseno del arco DE. Tambien
en el rectdngulo BF es CB — DF; pero BC es el
coseno del arco 4D,y DF es el seno del arco DE;
luego el coseno del arco AD es igual al seno del arco
ED. Porlas definiciones , es 4G tangente del ar-
co AD y cotangente del arco ED; EH cotangen-
te del arco 4D y tangente del arco ED ; y final-
mente CH cosecante del arco 4D y secante del ar-
co ED. Que es &c, /
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PR OPO SICION II1.

486 El coseno de qua]qmer arco AD es al
seno como el radio 4'la tangente : el coseno al ra-
dio como el radio 4 la secante : y el seno al radio
como la tangente 4 la secante : esto es, Cc. 4D :
SciAD =—=R: - Te..AD; Ce. " AD:i R=R: Seci AD;
Sc. AD: R = Tc. AD: Sec. AD. Fig. 3.

Desde el ‘punto Ir bdxese la perpendicular DB
al radio AC; sobre este, en el punto A, levéntese la
perpendicular AF , y aldrguese hasta encontrar en
F al radio CD prolongado.  Las « tridngulos CBD,
CAF tienen los 4ngulos .en! B, 4 iguales por rec-
tos, y el 4ngulo BCD comun; por consiguiente se-
rén equidngulos y tendrdn ( 295 ) proporcionales
los lados: homélogos ; esto es BC: BD =— AC: AF;
pero.las rectas"BCy; BD , AC 'y AF-son respecti-
vamente el ‘coseno, seno, radio y tangente del arco
AD 6 del 4ngulo ACD : luego serd Cc. AD : Sc.
AD=R: Tc. AD. Tambien en dichos tridngiilos ser4’
CB: CD,=—'CA:CF,y BD: CD— AF:CF; esto
€35 CeidD; R.= .R:.Seci-AD, y:.Sc. AD: R =
Tc. AD : Secy ADy Que es &e.)

PROPOSICIONOIV:

487 La tangente de qualquier arco 4D es al
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radio como el, radio 4 la ,Gotangente : la tangente 4
la secante como el radio 4 la cosecante: y el ra-
dio-es' 4 la' secante’ como la cotangente 4 la’cose-
cante: estoes, Tc. AD: R=R: Ctc. AD; Tc. AD:
Sec. dD =R 'Csc.. AD yR #'Secs . AD = Ctcv AD:
CscoAD) Fig. g5 @ sinsose «l & winzgnet sl omod

Tirese el radio CE -perpendicular al radio C4;
en los extremos'A, 'E .de" dichos radios levéntense
las’ petpendiculares' ' AR EB’, v 'aldrguense! hasta
encontrar én F, B al tadio CD prolongado. ‘Por!set
las rectas AF', CE perpendiculares 4 AC, serdn pa-
ralelas; por consiguiente. (' 96 )/ los 4ngulos alternos
AFC,; FCE serdn iglales; ‘peroilos 4ngulos 4, B
son iguales ‘por frectos : luego los tridngulos CAF;
BEC serdn equidngulos y tendrdn ( 295 ) ‘propor-
cionales loslados :héméiogos;',: esta €s AF 1 AC =
CE : EB;ipero las rectas . 4F y EB:son respecti
vamente la’ tangente y la cotangente del arco AD)
y es . AC = CE=— R luego seri Tc. AD: R—R:
‘Ctc. AD. Tambien en-los mismds 'triéhgulos ‘serd
AF: CF='CE:+CB} y CA: CP=EB+CB; esto
es, Tc.'AD i 'Sec, AD =R : Csci AD; y R Sec/
AD — Ctc. AD: Csci-AD; Que'es &e.w - '»

PROPOBICITON VI

488 - El seno de qualquier arco 4D es al ra-
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dio como el radio 4 la cosecante : el coseno al ra-
dio como la cotangente 4 la cosecante:y el seno al
coseno como el radio 4 la cotangente: esto es, Sc.
AD sy R:—R ::Cs0: 14D y Cc..AD 1R = Ctc.. AD:
Csc.. AD 5.y 'Sc. AD 21/ Cei AD == R : Ctc. AD.
Figijg o ik 19 ne

-y Tirense las rectas DBy 1CE  perpendiculares al
radio. AC'; en el extiemo, &, del- radig CF' levdntese
la perpendicular EF; y aldrguese hasta encontrar
en F al radio CD prolongado. Por .ser las rectas
DB y CE perpendiculares al radio AC, serdn para-
lelas, y. por: consiguieate (-9 6-) 'los dngulos :alternos
BDC, DCE iguales ; pero los ‘4ngulos B, E son
ignales por.rectos: luego los: tridngulos. CBD , FEC
setdn: equidogulos .y, tendrdn (.2 9.5 ) proporcionales
los lados homdblogos, esto: es. DB : DC = CE: CF;
pero DB y CF son respectivamente. el seno y 'la co-
secante del arco 4D G dél dngulo ACD, y es CD
= CE — R luego: serd Sc. 4D i R=R: Csc. AD.
Tambien en‘los mismos tridngulos serd CB: CD —
EF:CF,y DB: BC=CE.: EF; estoes, Cc. AD:
Ri=Ctec: AD i CscioedD oy Sc AP SCcucdD =
- R Cte. ' AD./'Que es &c.

.. PROPOSICION VL.

489. En los circulos designales, los senos, co-
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senos, tangentes, secantes, cotangentes y cosecantes
de dngulos iguales ACD , IHK son proporcionales
con los radios. Fig. 6. 7. I3 om0 dis

Desde- los puntos- D y K tirense: las—perpendi~
culares DBy KO 4 los radios'AC y IH. Los tridn-
gulos DCB, KHO tienen el 4ngulo DCB — KHO,
el dngulo B==0 porirectos: luego serin equidngu-
los y tendrdn ( 2:95 ) porporcionales los lados Ho=
mologos , esto es DB: KO =— CD: HK ; pero las
rectas DB y OX son los senos de los dngulos igua-
les ACD y IHK :'luego serd' Sc. ACD:: S¢. IHK
= CD : HK. Tambien en dichos tridngulos serd
CB: HO = CD ;: HK, esto es: Cc. ACD: Cc. IHK
= CD: HK. Tiradas las rectas 4Gy IL perpendi-
culares 40los’jradios - AC y IH , se demostrari del
mismo modo que en los tridngulos CAG|, HIL es
AG . IL=CA:HI; y CG: HL=CA: HI :es-
toes; Tc. ACD: Tc. IHK=CA: HI;y Sec. ACD:
Sec. THK =— CA: HI En fin tiradas las rectas CE
y HN perpendiculares 4 los radios CA 'y HI, co-
mo tambien las rectas EF y NM perpendiculares 4
los: radios CE y. HN , se demostrari con semejante.
método que en los tridngulos ECF, NHM es EF':.
NM—=CE:HN, y CF: HM — CE: HN; esto
es, Ctc. ACD : Ctc. IHK — CE: HN, y Csc.
ACD ; Csco IHK =;CE :: HN. Que es'&c.o &
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PROPOSICION! VIL

490 Los quadrados del seno y dél coseno de
un arco AD son juntos iguales al quadrado dei ra<
dio: los quadrados del radio y de la tangente son
juntos iguales al quadrado de la secante: y los qua-
drados del radio y'de la cotangente, iguales juntos
al quadrado de la cosecante ; es decir Sg, 4D~
Cc.AD*= R*; R*—+- Tc.AD" = Sec. AD* y R* +-
Ctc..AD* = Csc.AD". Fig. 6. =

‘Hégase la misma construccion que antes. En el
tridngulo rectingulo CBD'es BD*+ CB*= CD%
péro DB y CB: son respectivamente €l seno 'y cose-
no del arco 4D ¢ del 4ngulo ACD ,'y es CD —
R : luego serd Sc.4D” -+ Cc.A4D" = R*. Del mismo
modo se” demastrard por los tridngulos rectdngulos
CAG y CEF, ser R* %= Tc.AD* = Sec. AD? y
R* -+~ Ctc. AD* = Csc.AD?. Que es &c.

' COROLARIO IL

491/ 78e infiere quet S¢.4D* == R*~ Cc.4D"
y Cc.AD* = R* — Sc.AD".

COROLARIO IL

492  Tambien serd R*=Sec, AD*>—Tc.AD?,;
Y Tc.AD*= Séc, AD*— R*.
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CIOROLARIKO (II 1L

493 Finalmente setd R*=Csc..4D"— Ctc. A D,
y. Cte.AD? = Cse. AD*— R

PROPOSICION VIII

494 El radio y el coseno de; un arco. AD
son al seno como el radio 4:la tangente de la mitad de
dicho.arco :'y el seno-verso al seno‘conio la tangente
de la mitad del mismo .arco al radio ; esto és, R ~=
Cc. AD: Sc.-AD =R : Tc. .'”-’, R — Cc, 4D: Sc.
-AD =T, 22 ;: R, Fig. 8

‘Tirense las rectas DB, AG perpend:culares al-
didmetro EA, la cuerda ED, y por el centro C la
recta CG ‘paralela 4 ella. _

I. El dngulo DCA en el centro es ( 573 ) duer
plo del 4ngulo DEA en la circunferencia; pero (9 6);
los 4ngulos.alternos DEA , GCA son'iguales: luego.
seri el dngulo DCA — zGC'A » Y por consiguien~
te (179 ) AG serd fa- tangente de la mitad del
arco 4D 6-del 4ngulo DC A, Por ser €l dngulo DE A
= GCA, y los 4ngulos B, CAG iguales por rectos,
los tridngulos DBE, GA’C’ serdn equidngulos y ten-
drin (295 ) pr0porcwnales los' lados homélogos,
estores, EB i BD —=.CA4: AG; pero CE = CA. —
R,y EB,BD y AG .son respectivamente el R ==



h?r)
Cc. AD, el Sc, AD y la Tc — luego serd R -+
Ce. AD: Sc. AD=R:Tc. 42"

I1:' Tirada 4D , serd ( 308 y BY : BD. —
BD 31 BE ; pero'BD: BE — AG :1.AC i luego:serd
BA: BD —= AG : AC, esto ess R —"Cc. AD": Sc.
.f!D ==Tey “—D : R. Que es &c.

| PROPOﬂCION.D{ L_[ J

.~ 495 :Sivel seno DB de un arco AD:se pro-
longa hasta encontrar la circunferéncia en E ;. serdn.
el seno DB y el arco D4 mitades’de la cuerda DE
y 'delcarcor DAEFighoebsl dse A0, sbyous sl o

Tirense los radios CD-, CE. Por (ser el dléme-
‘tro AF perpendicular 4 la cuerda DE, serd!(156)
DB — DE, y pot consiguiénte el. senoDB mitad
de la cuerda DE Los tridngulos CBD, CBE tienen
el lado CB corhun, 103 4ngulos en’ B iguales por
rectos, y DB = BE : luégo tendrdn elidngulo DC.A
— ECA ; por! consiguiente, (\v%7.9 ) el arco . AD—>
AE;, y por lo tanto eliarco: 4D 'serd la'mitad del’
arco DAE, Que es &c. |

COROLARIO,
496 . Luego el seno decun carco: es (la ‘mitad -
de la cuerda del arco duplo. ‘
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PROPOSICION X.

497 El seno DB del arco AD sexta parte-
de lax semxexrcunferencm ADF, és 1gual 4 la mitad

o, del radio AC.-Fig. 9 *

Prolonguese el seno DB hasta encontrar la cir-
cunferencia en E. Por ser ( 495 ) el arco DAE
duplo ‘del arco D./f, sers (267) ADF : AD —
ADFEA: DAE:; pero . AD es la sexta parte de
ADF: luego DAE seri tambien ( 269 ) la sexta
parte de la-circunferéncia ADFEA; por consiguien-
te la cuerda DE serd lado del exdgono, y por lo
tanto ( 221 °) DE = AC; pero( 495 ) el seno
DR es la mitad de la cuerda DE : luego serdi DB
igual 4 1a mitad de 4C. Que es &c, ~ = 1 -

PROPOSICION XI.

498 La tangente 4D de un 4ngulo ACE que
es mitad del recto . 4CB, y tambien la cotangente:
BD de dicho 4dngulo','son iguales al radio. Fig. 1 0.

Por ser en el tridngulo CAD el 4ngulo A recto,
y el 4ngulo ACD mitad de un recto, seri tambien
el 4ngulo ADC la mitad de un recto: luego AD
== AC. Del mismo modo se demostrard ser BD —
CB. Que es &c.
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PROPOSICION XII.

4909 Si 4 un arco AD se le aiiade otro DF;
el rectdngulo del radio por el seno de dichos arcos
juntos ‘serd igual 4 la suma de los rectdngulos del
coseno del un arco por el seno del otro, y del seno
del primero por el coseno del segundo; esto es, R x
Sc. AD+DF = Cc. DA % Sc. DF ~~ S¢. DA x
Cc. DF. Fig. 11. '

Tirense , la recta FH perpendicular al radio
CD, las rectas FX, HL y DB perpendiculares al
radio AC, y HG perpendicular 4 FK. Por ser el 4n-
gulo FIH —=CIK , y el 4ngulo IHF — CKI por
rectos , serd el 4ngulo JFH — ICK ; pero los 4ngu-
los en G, B son iguales por rectos: luego los tridm-
gulos HF G, DCB ser4n equidngulos y tendrdn (29 5)
proporcionales los lados homoélogos , esto es CD :
CB—=FH: FG, y por consiguient’e (gre ) CDx
FG — CB x FH. Tambien por ser los tridngulos
DCB, HCL equidngulos, es CD: DB — CH: HL
6 GK, y por consiguiente CD x GK == DB x CH.
Por tanto serd CD x FG + CD x GK = CB x FH
=+ DB x CH 5 pero CD x FG + CD x GK = CD
x FK: luego serd CD x FK = CB x FH =+~ DB x
CH ,estoes R x Sc. AD+ DF — Cc. AD x Sc. DF
= Sc. AD % Cc, DF. Que es &c.

S
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COROLARIO,

soo Si los arcos 4D, DF son iguales, tam-

bien serdn iguales sus senos y cosenos; por consi-
guiente serd R x Sc. 24D — 2Cc. AD xSc. AD.

PROPOSICION XIIL

gor En la hipétesis de la proposicion antece-
dente , el rectdngulo del radio por el coseno de di-
chos arcos juntos serd igual 4 la diferencia del rec-
tdngulo de los senos de dichos arcos al rectdngulo
de sus cosenos ; esto es R x Cc. 4D +DF — Cc.
AD x Cc. DF — Sc. AD x Sc. DF. Fig. 11.
Hiégase la_misma construccion en la figura, y
se demostrard del mismo modo que los tridngulos
DBC, HGF son equidngulos ; de lo que resulta la
proporcion CD: DB — FH : HG 6 LK,y por con-
siguiente ( 311 ) CDx LK = DB x FH. Tambien
en los triingulos equidngulos DCB , HCL serd CD:
CB =CH : CL, y por consiguiente CD x CL =
CB x CH. Por tanto serd CD x CL — CD x LK
— CBx CH — DB x FH; pero CD x CL — CD
x LK = CD x CK: luego ser4 CD x CK — CB x
CH — DB x FH, esto es R x Cc. AD +DF =
Cc. 4D x Cc. DF — Sc. AD x Sc. DF. Que es &c.
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COROLARIO.

so2 Silosarcos 4D, DF son iguales, tambien
serdn iguales sus senos y cosenos; por consiguiente se-
14 R x Cc. 24D = Cc.AD*— Sc.AD*; y aiadiendo
R* 4 ambas partes , serd R* +— R x Cc. 24D —
R* 4+~ Cc.AD* — Sc.AD"; pero ( 491 ) R* —
Sc.AD* = Cc.AD": luego serd R*~+ R x Cc.2.4D
=12 Ce:ADY

PROPOSICION XIV.

503 Si de un arco 4D se quita otro menor
DF, ¢l rectdngulo del radio por el seno del arco
residuo AF serd igual 4 la diferencia del rectdingu-
lo del coseno del arco AD por el seno del arco DF
al rectdngulo del seno del arco 4D por el coseno
del arco DF'; esto es R x Sc. AD—DF — Sc..AD
x Cc. DF — Cc. AD x Sc. DF. Fig. 12.

Béxense las perpendiculares F'H al radio CD,
HL, DB y FK al radio ACs y FG 4 HL. Los
tridngulos HID, EIF tienen los dngulos en H, E
rectos, y los 4ngulos en I iguales por verticalmen=
te opuestos : luego serd el dngulo CDB — HFG;
pero los dngulos en B, G son iguales. por rectos:.
luego los tridngulos DBC, FGH serdn equidngulos,
y tendrdn ( 2935 ) proporcionales los lados homolo-

Sij
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gos , esto es CD : CB — FH: HG, y por consi-
guiente ( 311 ) CD x HG = CB x FH. Ademas
por ser los tridngulos HCL , DCB equidngulos , es
CD:DB — CH: HL , y por consiguiente CD x
HL — DB x CH. Por tanto serd CD x HL—CD
*x HG — DB x CH — CB x FH; pero CD x HL
— CD x HG = CD x GL 6 bien CD x FK: luego
serd CD x FK == DB x CH— CB x FH, esto es
R x Sc. DA—DF = Sc. DA x Cc. DF — Cc.DA4
% Sc. DF. Que es &c.

PROPOSICION XV.

804 En la hipotesis de la proposicion antece-
dente , el rectdngulo del radio por el coseno del ar-
co residuo AF serd igual 4 la suma de los rectin=
gulos del coseno del arco 4D por el coseno del ar-
co DF, y del seno del arco 4D por el seno del
arco DF'; esto es, R x Ce. AD—DF — Cc. DA x
Cc. DF =+ Sc. DA x Sc. DF.. Fig, 12,

Higase la misma construccion en la figura que
la de la proposicion antecedente ; y se demostrard
del mismo modo que los tridngulos CBD , HGF son
equidngulos , de donde resulta la proporcion CD :
DB —=—FH:GF 6 LK,y por consiguiente (311 )
CD x LK — DB x HF. Tambien por ser equidngu-
los los tridngulos CDB, CHL, es CD: CH —CB;
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CL, y por consiguiente CD x CL — CH x CB. Por
tanto serd CD x CL 4+ CD x LK —CH x CB =
DR x HF'; pero CD x CL + CD x LK —= CD x
CK: luego serd CD x CK — CH x CB -+ DB x
HF, esto es R x Cc. AD—DF = Cc. DF x Cec.
AD —+ Sc. AD x Sc, DF, Que es &c.

PROPOSICION XVIL

so0s El duplo rectingulo del seno de un ar=-
co AD por el coseno de otro arco menor DF , es
igual 4 la suma de los rectdngulos del radio por el
seno de la suma de dichos arcos, y por el seno de
la diferencia ; y el duplo rectdngulo del seno del
arco menor DF por el coseno del arco mayor 4D,
es igual 4 la diferencia de los mismos rectdngulos:
esto es, 25c. 4D x Cc. DF—=R xSc. DA - UF =
R x Sc. DA—DF,y 2Sc. DF xCc. AD — R x»
Sc. DA+DF — R x Sc. DA—DF. Fig. 12.

I. Por lo demostrado ( 503 ) es Sc. DA x Cc.
DF — Cc. DA x Sc. DF=R x Sc. DA—DF; pe-
ro (499 ) Sc. DA xCc. DF —+ Cc. DA x Sc.DF
= R x Sc. DA+DF : luego serd 25c. DA x Cc,
DF—=R xSc. DA+DF —+ R x Sc¢. DA—DF.

II. Siendo 2Sc. DA x Cc. DF -~ 2Cc. DA x
Sc. DF —= 2R x Sc. DA+DF ( 499 ), serd tam~
bien 2Sc. DA »x Cc. DF -+ 2Cc. A4 x Sc. DF ==

Siij
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sRxSc. DA+DF -+ R x S¢. DA—DF — R %
Sc. DA—DF; pero se ha demostrado antes que es
2Sc. DA x Ce., DF —= R x Sc. DA+DF —+ R x
Sc. DA—DF: luego serd 2Cc.' DA x Sc. DF — R
% Sc. DA+ DF — R x Sc. DA—DEF. Que es &c.

PROPOSICION XVII

506 El duplo rectdngulo de los cosenos de
dos arcos DA, DF desiguales , es igual 4 la suma
de los rectdngulos del radio por el coseno de dichos
arcos, y por el coseno de la diferenciay y el duplo
rectdngulo de los senos es igual 4 la diferencia de
los mismos rectdngulos: esto es, 2Cc. DA x Cec.
DF = R x Cc. DA+DF <+ R x Cc. DA—DF, y
2Sc. DA x Sc. DF = Rch.m-——Rx
Cc. DA+ DF. Fig. 12.

I. Por lo demostrado ( sor ) es R x Ce.
DA+DEF=Cc.DA % Cc. DF — Sc.' DA x Sc.
DF; pero (504 ) Rix Cc. DA—DF = Ccl DA
x Cc. DF =+ Sc. DA x Sc. DF': luego serd'R x Ce.
DA+DF+RxCc. DA—DF—=2Cc.DAxCc. DF;

IL. Consta que es*('s04 ) 2Ce. DA x Cc:
DF ~+25c. DA x S¢. DF=2R x Cc. DA—DF b
bien igual 4 2 R x Ce. DA—DF~+RxCc. DA+ DF
~— R x Cc. DA+DF ; pero se ha demostrado sef:
2Cc, AD x Cc. BE=R %'Ce..AD+DF “ R %
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Ce. AD—DF : luego tambien ser4 2Sc. ZD x Se.
DF =R x Cc. AD—DF — R x Cc. AD+ DF-
Que es &c.
PROPOSICION XVIIL

goy Lasuma de los senos de dos arcos AD,
AF desiguales es 4 la diferencia de los mismos se=
nos como la tangente de la semisuma de los arcos
4 la tangente de la semidiferencia ; esto es, Sc. 4D
= Sc. AF: Sc. AD — Sc. AF = Te. e
P Bt

. Fig. 13,

Tirese la cuerda DF, y béxese desde el centro
C 4 ella la perpendicular CM prolongada hasta la
circunferencia en H ; por este punto tirese la tan-
gente HI que encontrard 4 los radios CA, CF pro-
longados en los puntos Z, I. Tambien tirense las
rectas FB, DN perpendiculares al radio 4Cj;. y las
rectas FIV, JME, paralelas 4 dicho radio. Finalmens
te tomese ER = EO,y HP — AH.

Siendo, pues, FJ/ seno del arco FH, serd es-
te ( 495 ) la semisuma de los arcos AD, AF; por
consiguiente AP seri la diferencia de los mismos
arcos , y el arco AH su semidiferencia. Tambien
por ser CH perpendicular 4 DF, serd DM — F,
pero por ser paralelas FN, ME, es (290 ) DM:
MF—=—DE : EN: luego (266 ) NE — ED, y
por consiguiente ED seri la semisuma de los senos

Siv
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DO y FB que es igual 4 NO: luego la recta EO
serd su semidiferencia. Porque los trifngulos CHMF,
CMG son respectivamente equidngulos 4 los CHI,
CHL, serd (295) FM: MC—=1IH : HC, y MC:
MG — CH : HL; de donde por igualdad ordenada
seri (277 ) FM: MG — IH: HL; pero por ser
las rectas EM, OG paralelas, es ( 290 ) DE: EO
=— DM 6 bien MF: MG : luego serd IH : HL —
DE : EO = 2DE : 2EOQ, esto es Tc, 244,
Te. 22=4 —Sc. AD ~+Sc. AF': Sc. AD—Sc. AF.
Que es &c. ' :
PROPOSICION XIX.

508 El coseno de uh arco 4D es 4 la suma
del radio y del seno como el radio 4 la tangente de
la semisuma del quadrante AE y del arco AD; y
el coseno verso es al coseno como el radio 4 Ila tan-
gente de dicha semisuma: esto es , Cc. 4D: R —=
Sc. AD = R Tc: 2342, 'R ww 8¢, AD:: Co
AD=R:Tec. AE';""D. Fig. 14.

I. Tirese el radio CB perpendicular 4 la cuers
da DE; en el extremo B de dfcho radio levéintese
la perpendicular BL terminada por el radio CD pro-
longado en L ; en fin bixense las perpendiculares
DM, DF & los radios CG, AC. Por ser las rectas
DH, BL paralelas, seri el dngulo CDH = L; pe-

ro en el tridngulo isosceles ECD es CDE —= CED:
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Tuego serd CED = L; pero los 4ngulos en M, B
son iguales por rectos : luego los tridngulos' DME,
'CBL serén equidngulos y tendrdn (295 ) propor-
cionales los lados homélogos, esto es DM : ME —
CB: BL; pero DM — CF —= Cc. AD, ME — CE
~+CM =R -+ Sc, AD, y BL — Tc. ‘i*t‘“ﬁ , por
ser BD mitad de DBE ( 495 ): luego Cc. A’D:
R = SciAD = R : Tc:s E42, !

II. Por ser ( 308) GM MD =DM: ME,y
MD : ME — CB: BL por lo demostrado ; serd
tambien GM : MD — CB: BL: luego R — Sc.’

.AD Ce. AD —= R: Te. AE'*'AD Que es &c.
PROPOSICION X X.

509 Los 4ngulos rectilineos BAC, EAF tie-
nen entre si la razon compuesta de la directa de los
arcos BC, EF , y de la reciproca de los radios
AC, AE. Fig. 15.

Prolonguese el radio menor 4F hasta encon-
trar la circunferencia del circulo 4ABG en D. Por
ser iguales los dngulos EAF, CAD, serd (341)
EF :CD—EHE : CGC; pero EHE: CGC— AE:
AC : luego serd EF : CD — AE : AC; y estando
el arco BC con el arco CD en razon compuesta de
las razones de BC 4 EF y de EF 4 CD, estard
tambien én razon compuesta de BC 4 EF y de AE
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4 AC; pero ( 338 ) el arco-BC es al arco CD
como. el 4ngulo BAC al 4ngulo-CAD: luego iesta-
r4 el dngulo BAC con el: dngulo CAD 6 EAF
en razon compuesta de las razones de BC 4 EF'y
de AE 4 AC. Que'es &c. -

“ESCOLIO. -
s1o Se ha supuesto en la demostracion de la
proposicion antecedente , que las circunferencias de
dos circulos son como los radios , esto es EHE :
CGC — AE : AC; lo que se demuestra del modo
siguiente.. Los circulos AHE:, ACG son iguales
(435 ) 4 los tridngulos rectdngulos , cuyas bases
son las circunferencias de los mismos circulos , y
alturas sus radios ; por consiguiente dithos circulos
serdn mitades : de’ los- respectivos rectingulos que
tengan iguales bases yalturas: luego serd  AHE ;
ACG — EHE x AE : CGC x AC ; pero'( 433 )
AHE : ACG = AE*: AC®: luego serd EHE x
AE : CGC x AC — AE*: AC”?, y alternando EHE
x AE : AE*==CGC x AC : AC*; por consiguien=
te (289 ) EHE: AE — CGC: AC, y alternan=
do EHE : CGC.= AEFE : AC.

PROPOSICION XXI.

g1 En qualquier tridngulo A4CB los lados
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son proporcionales con los senos’ de sus 4ngulos
opuestos. Fig. 16. 17,

Si los 4ngulos son Ay C; serd Sc. A : Sc. C=BC:
AB (Fig.16). Determinado un radio.constante 4 D=
CF—R, bixense desde los puntos D , F', B las per-
pendiculares DE , FG, BH 4 la recta AC prolongada,
8i' €5 ‘hecesario ; 'y las rectas: DE, FG 'serdn 103 se-
noside los  dngulos Ay C referidos ‘4 'dicho radid.
Por ser'los “tridngulos DAE ; BAH equidngulos;,
serin-('2 95 ) proporcionales 'sus lados homélogos,
esto es DE's ' AD = BH': \AB : tambien’ por ‘set
los 'tridngulos ‘FCG ; BCH équidngulos, serd FC, 6
AD : FG — ' BC : BH : luego por igualdad pertur-
bada (27:87) DE: FG= BC: AB, esto es los se-
nos de los dngulos A 'y C serdn proporcionales con
los lados opuestos 4:los mismos: 4ngules. Del' mismo
modo se demostrard ser Sc. B Sc. /I =10z CF,
y Sc. B:S¢. O= AC: AB."

."8i ‘unolde  dichos 4ngulos fuesel rééto , st *seno
seriael radiorR; 'y ash supuéstooel 4ngulor C rec
to (.Fig. 1 7 Yy serd: Sau A tIR==- BC': AB, por set
ED: Dd L GB: BA:Que: bs Seeior ol L

g\ ¢ C I up obseos

COROLARIO T

1512 i Luego dados en wun tridngulo ABC 10§
senos' de dos 4nguloy A y*C sreferidos 'al radio” dade



(284)

AD = R, y ademas un lado 4B opuesto & uno
de dichos 4ngulos, se determinari el lado opuesto

al otro 4ngulo , hallando una quarta proporcxonalﬁ
Sey, C 3 8ce udy Y. AB.

COROLARIO II,

st3 ‘Tambien dados en un trifngulo ZBC dos
lados 4B, BC y el seno del 4ngulo A4 opuesto 4
uno de ellos BC ; se determinard el seno del 4ngu-
lo C opuesto al otro lado BC, hallando una quarta
proporcional 4 4B, BC y Sc. C. Adviértase que si
BC no es menor que BA ,serd el 4ngulo C agudo;
y si el seno del 4ngulo C es igual al radio, serd el
4ngulo C recto; en otro caso puede corresponder el
referido seno tanto 4 un 4ngulo agudo , como al ob-
tuso que sea su diferencia 4 dos rectos,

PROPOSICION XXII

8§ 14 Dividir 6 aumentar un dongulo BAC, de
suerte que los senos de los dos 4ngulos , que resul-
ten, estén en la razon dada de M4 N. Fig.18.19.

I. Prolongnese la. recta BA indefinidamente
(Fig. 18), y tomado qualquiera punto F' en AC,
héllese ( 306 ) una quarta proporcional AE 4 las
tres M, N, AF; tirese Ja recta EF , y 4 esta: por
el vértice 4 la paralela AD, que dividird al dngu«
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16 ‘BAC 'como’ se pide. En el tridngulo EAF es
(s11) el seno del dngulo E al seno del 4ngulo F
como AF 4 AE; pero ( 96 ) los dngulos E, F son
respectivamente iguales 4 los BAD , DAC : luego
ser4 el seno del dngulo BAD al seno del 4ngulo
DAC como AF 4 AE 6 bien como M & N. He-
cha la construccion antecedente en la Fig. 19, se
demostrard de un modo semejante que se aumenta
el 4ngulo BAC de tal suerte que es el seno del dn-
gulo DAE al seno del 4ngulo DAC como M 4 N;
pero en este caso deberd ser M << N.

 II. Si se ha de aumentar el dngulo BAC, de
suerte que sea el seno del 4ngulo BAD al seno del
dngulo BAC como M 4 N ( Fig. 19 ) en cuyo ca-
so no podrd tener M 4 N mayor razon que el se-
no total al seno del dngulo BAC ; higase entonces
M: N —= AF: FE , y tirese AD paralela 4 FE.
En el tridngulo EAF es el seno del dngulo AEF
al del dngulo EAK como AF & FE; pero el 4n-
gulo AEF—DAE ( 96 ): luego serd el seno del
dngulo DAB al del dngulo BAC como AF 4 FE
6 bien como M 4 N. Que es &c.

PROPOSICION XXIIL

515 « Sien qualquier-tridngulo BAC se divide
la base BC' por medio en D,y se tira la recta A4D;
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ser4d el seno del 4dngulo BAD al seno del 4ngulo
D.AC como el seno del 4ngulo B al seno del: dngu-
lo C. Fig. 20.

En el tridngulo BAD es ( §11) Sc. BAD: Sc. B
= BD: DA; y tambien en el tridngulo DAC es Sc,
DAC: Sc.C=DC: DA; pero BD:DA—=DC: DA,
por ser BD — DC (sup.): luego seri Sc. BAD :
Sc.B =S8c.DAC : Sc. C, y alternando ( 270 ) Sc.
BAD : Sc. DAC = Sci B: Sc. C: Que es &c.

COROLARIO.

§16° Porset SciB: Sc.C—AC: AB(§11),
serd tambien Sc. BAD : Sc. DAC — AC : AB.

PROPOSICION XXIV.

g17 Si4la semisuma de dos magnitudes 4B,
BC se anade su semidiferencia, se tendrd la mayor
BC: y si de la semisuma se resta la semidiferencia,
resultard la menor AB. Fig. 2 1.

Cértese de la mayor BC una parte CD=—AB,
y dividase BD por medio en E. Esto supuesto, se-
r4 BD la diferencia de las magnitudes CB y AB;
BE la semidiferencia ; y CE 6 bien AE la semisu-
ma : luego "anadiendo la semisuma CE de las dos
magnitudes 4B y BC 4 la semidiferencia BE de las
mismas, resulta la mayor BC, y restando de la se-
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misuma AE la semidiferencia BE, se tiene la menor
AB. Que es &c.
COROLARIO.
518 Luego se determinarin dos magnitudes,
de las quales se conoce la semisuma y la semidife-
rencia , 0 bien la suma y la diferencia.

PROPOSICION XXV.

519 En qualquier tridngulo 4BC la suma de
dos lados desiguales. 4B, AC es 4 la diferencia de
los mismos como la tangente de la semisuma de los
dngulos B y C opuestos 4 dichos lados 4 la tangen-
te de la semidiferencia de los mismos 4ngulos; esto
s, AB = AC: AB — AC =Tc. “=L: Te, &2,
Fig. 20,

En el tridngulo BAC es (511 ) AB: AC—
Sc. C': Sc. B : luego componiendo serd ( 272 ) AB
—+ AC: AC=S8c.C —+ Sc. B: Sc. B,y dividien-
0 (271) AB — AC: AC = Sc. C — Sc. B :
Sc. B, ¢ invirtiendo esta proporcion serd ( 254 )
AC: AB — AC — Sc. B : Sc. C — Sc. B : luego
ppor igualdad ordenada serd ( 277 ) AB —+ AC:
AB ~— AC = Sc. C -+ Sc. B: Sc. C — Sc. B; pe-
ro (507 ) Sc. C~+Sc.B: Sc. C—Sc. B=Te. ‘“"B
Te. S22 1 luego serd, 4B —+ AC: AB — AC’_..
T S e "—';-‘—B. Que es .&c.

2
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COROLARTIO.

520 Luego dados en el tridngulo BAC los
dos lados A8, AC y la tangente de la semisuma de
dos 4ngulos B y C opuestos 4:dichos lados, se de-
terminard la tangente de la semidiferencia de los
mismos 4ngulos ; y suponiendo ahora conocidos los
4ngulos , que corresponden 4 dichas tangentes , se
hallardn ( §18 ) los dos 4ngulos B y C. Si el 4n-
gulo A es recto, los dos 4ngulos B y C serdn jun-
tos iguales 4 un recto; por consiguiente ( 498 )
Te. 222 — R : pero en este caso se determinars
( 489 ) la tangente del dngulo C respecto 4 un ra-
dio dado R, hallando una quarta proporcional §
AC,R y AB; asimismo se determinard la tangen-
te del 4ngulo B, hallando una quarta proporcional
4 AB ; Ry AC.

PROPOSICION XXVL

g21 Sien un tridngulo ABC, que tienen los
lados AB y BC desiguales, se baxa desde el 4ngu-
lo comprehendido B la perpendicular BE al tercer
lado AC ; ser4i este lado 4 la suma de los otros dos
como la diferencia de estos mismos 4 la diferencia
6 suma de los segmentos AE , EC, que forma la
perpendicular , segun esta caiga dentro ¢ fuera del
tridngulo. Fig. 22.23.
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Haciendo centro en B, con el intervalo del la-
do menor BC describase el circulo DCG ; prolén-
guese el otro lado 4B hasta cortar la circunferen-
cia en D,y en la Fig. 2 3. prolénguese tambien .AC
hasta cortar la circunferencia en F'; serd por con-
siguiente 4D — AB -~ BC, AG — AB — BC,
y (136) FE = EC, por ser BE perpendicular
4 la cuerda CF; de donde resulta que enla Fig.2 2.
es AF — AE — EC diferencia de los segmentos
formados por la perpendicular, y en la Fig. 23. AF
= AE -+ EC suma de los mismos segmentos. Se
ha demostrado (192 ) que es AC x AF — AD
x AG , y .por consiguiente ( 311 ) AC: AD —
AG : AF: luego en la Fig. 22. serd AC: AB =
BC —=AB — BC: AE — EC, y en la Fig. 23,
serf AC: AB -~ BC — AB — B(C : AE -~ EC.
Que es &c.

PROPOSICION  XXVIL
522 - Dados en un tridngulo escaleno ABC los
tres lados AB , BC y AC, hallar los senos de sus
tres 4ngulos referidos al radio 6 seno total R. Fig.2 2.

Témese el lado.mayor AC por base, y sobre
€l, desde el 4dngulo opuesto B, bixese la perpendicu-
lar BE. Hillese ( 306 ) una quarta proporcional 4
las rectas AC, AB -~ BC, y AB—BC, y se ten-
drd ( 521 ) la diferencia de los' segmentos AE;

T
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E(C ; ahadida ahora la mitad de dicha diferencia 4
la mitad del lado AC, y restada aquella de esta,'se
tendrin (517 ) los segmentos AEy EC, Por tan
to-en el tridngulo rectdngulo AEB serdn .conocidos
los lados 4B , AE y el 4ngulo E opuesto ‘al lado
«4B ; asimismo en el tridngulo BEC serdn conoci~
dos 1os lados BC, CE y el 4ngulo-E opuesta al)las
do BC: luego se determinardn (5T 3 ) los’senos
de los dngulos A y C referidos-al radio R. Por lo de=
mostrado ( 513 ) el seno del 4ngulo A4BC serd quar-
ta proporcional 4 BC) AC y al seno -del- ﬁngulo A.
Qie es:fies. x Ok es cQi ) ol ( )
PROPOSICION XXVIIT.

523 Si quatro senos EX, DI, CH 'y BG son
proporcionales, y el primero es mayor-que ‘el segun~
do, y que el tercero ; tirados los 'radios FE, FD,
FC y FB, serd el 4ngulo EFD mayor que el 4n-
gulo CFB. Fig.24. . A

Prolénguense los senos  EX, CH, hasta encon-
trar la circunferencia del circulo/FBI en los pun+
tos O, R ; tirense las cuerdas DN , BM parale-
las'al radio AF, y tambien las cuerdas DE', BC.
Siendo ('sup.) EK : DI — CH ' BG , 'seri'cons
virtiendo (273') EK 1 EP = CH ::CL % pel
ro.( sup.) EK > CH: luego serd (265 ) EP>
CL; y por ser PO > LR, seri también ' EP. x PO
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=~ CLx LR ; por consiguiente (190 ) DPxPN >
BLxLM; pero PN <LM : luego seri DP > BL:
y habiéndose demostrado antes que es EP > CL,
sers tambien DP*~+EP*>BL"~+ CL*, 6 bien (12 4)
DE*> BC?, y por consiguiente DE > BC : luego
serd (92 ) el dngulo EFD > CFB. Que es &c.

Tij
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De las prmczpaZes propzedades de Zas tres
_secciones cémcas Pardbola., Elipse.

LIBRO PRIMERO

DE LA PARABOLA
DEFINICIONES.

s 24 Paréb@sla ses iha ‘curva L:AH lque tiene deti-
tro de ella un punto fixo F, desde el qual todaslas
rectas FG tiradas 4 la: periferia: son:iguales: 4 las
perpendiculares GV baxadas desde los ‘puntos G 4
una recta: CD dada de 'posicion fueral de :la curvas
la que se desctribe del modo siguiente. 'Fig. 1. D

Si sobre la recta fixa CD :se; acomoda el lado
NP de la esquadra MNP , y en el.extremo /M
del. otro: lado: se fixa el-cavo,de: un-hilotiguat § NV,
y el otro: cavo se asegura en, un puntoqualquiera F
dado fuera de la recta , pero que esté en el plano
que forma la esquadra, y icon una punta G se opri-
me el hilo contra la esquadra de moda que. quede
igualmente tenso; y finalmente se mueve el lado: NP
de la esquadra  por:la: recta: CD , permaneciendo
siempre tirante el hilo. por medio.de la punta que

T iij
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correrd por. el ladaM.'N de la ,esquadra descnbuﬁ
esta punta una ‘parte de la ‘pardbola que se termma
en 1 pérpehdlcular ’baxada‘desde F4icCDy y con-
tinuard por la otré;“[ia‘;i't“}(giﬁﬁ-irt“iendo la posicion de
la regla, y rep1t1endo la ‘misma operamon porque
siendo FGea—GM—*HN serd thmbiea FG—=GN.
Es ,g\wdqn ”estﬁirv%‘pue e eﬁ-enderge Aeuna
distAricta-d 'fitm ¢ # mayor que qud quiera da”d%, si
se toma ANV ‘mayor)que) dicha’distanéia.

525 La recta CD dada de posiciczn se llama
-Directrix depld'\patibolai ZMH 2o yslel’ punto fixo F,
Foeusos lsup lo sheeb N
ot § 26001 Qualquiera’ recta :MN -perpendiculdr 4 Ta
ditectrix €D se llama Didmetro = .y el punte’ donde
encuentra <& laispardbola o Véitice tdel ‘disnietros El
dismetro; BK queipasa por el focas Fyse lama Exé
«de la pardbola, ysu’ vémce Aes el vértice=pr1ma-
tiooFiga. 19 09 ¥ VAW sibsupao sl obh 9N

g 27 cPardmetro.del ‘exe 6 de-qualquieta’ dig>
metro se llama el quédruplo de la>distancia del' vér-
tice del exe G del didmetro al focus: y asi”una rec-
tac igual 4 4FGlseriﬂ el parimetro del®didmetro
GM » Fige obon . ped Bl S0

" 528 !> Tangente ‘de-una parsbola 's¢ ' llama la
recta  que encuentra 4°1a ‘curva ‘en un solo punto,’y
que prolongada cae toda fiera del-espacio compre-

oxit olnug nir sliv 90 01
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hendido por esta curva;y taliesla recta GiSu Fig. 32

g29 Ordenadaal exel 4K se'llamada perpens
dicular EG baxada 4 él desde qualqmer punto G de
la curva ( Fig. 3) Ordenada 4 un difmetro G se
llama la irecta. A tirada al-didmetro desde qualquier
punto H de Ja. curva ; y-paralela; 4 Ja recta) GS
tangente de la curva en el ipunto G vértice: del mis<
mo didmetro. Fig, 4. . gione SUD

§30 ) -Abscisa de gualquiera ordenadaj e lla-g
ma la parte ' del, exe 6 del didmetro comprehendi-
da entre el vértice del exe 6 del didmetro, y la
misma ordenada : y asi las rectas AE , GI son las
abscisas; correspondientes 4 las. ordenadas EG), IH.
Fig. 3. 4+ 6! 1sq

531 . La:parte del exe 6 del didmetro com-
prehendida entre una ordenada 4 ¢l y-la tangente
al mismo punto-de la curva de'donde sale la orde-
nada , se llama subtangente: y asi ssuponiendo las
rectas GS', HO tangentes de la’curva en los respecs
tivos. puntos' G, H, las irectas) B ; IOQ/isérdn sibtan-
gentes (-Fig:.- 3.4 ).~ Tiradala, perpendicular; 4 da
tangente en el punto delcontacto,la parte delexe ¢
del didmetro comprehendida centre esta: pecpendicu=~
lar y la ordenada tirada desde dicho punto. al exe
6 al didmetro, se llama subnormals y asi suponien-
do GP perpendicular (.Fig. 3:) 4 la tangente GS en

Tiv
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el puntoidel: contacto'G,'y la recta EG ordenada al
exeyla recta EP-serd la‘subnormak”'© o <¢z

PROPOSICION I

1vi1g32p olLa perpendiculat FP ‘baxada~4'l1a ' direc-
frix CD desde qualquier punto 7 totmado fuera del es=~
pacio comprehendido por la pardbola LZAH , ¢s menor
que la distancia 1F del mismo phinto al focus F': y'la
perpendicutar ' EO ‘baxada'd la directrix CD desde
qualquier punto  E tomado" dentro’ de dictio ‘espacio
es mayor que la distancia’ EF del 'mismo punto al
focusFagz L 261 126 Y ! BLBOIDIC Bl
. 1. 'Desde ellpunte! G en''queldlrécts IF cors

ta la pardbola , bixese la perpendicular-GN 4 la
directrix CD, y!tirese FN. En %l 'tridngulo 'rect4n-
gulo IPN 'es IP < IN; pero'en el tridngulo IGN
es IN < IG 4 GN = luego serd PP IG —+ GN;
y por-ser (1§24) GN= GF, seré IG—I-GN--
IF: luego IP < IF. . erIoe
IL ‘Del focus F'tirése 1a ‘recta Fgffiali punto Q

en que la'récta’ EO corta '1a’pardbolas yseérd (§24)
Q0 = QF'; y anadiendo EQ, serd tambien EO —
EQ —~ OF ; pero" Eg - QF s EF Iuego seré
£0 > EF/Queies &ebeob ehetiy bane i

"COROLARIO.
533 Infiérese'que si la distancia de un punta

\p P
Y
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al focus F' es igual 4 la distancia de] mismo punto
4 la directrii'C’D, estard dicho punto en la pard-
‘bola ; y'si es'menor 6 mayor, estari el punto dentro
o fuera del espac1o comprehendido por la pardbola.

PROPOSICION 11,

‘534 “El qu'adrado de qualquiera ordenada MP
al exe AI de la pardbola SAT es igual al rectin-
gulo hecho del' pardmetro'4 AF y de' la abscisa AP;
esto ‘s, MP = 4 AF x AP, Fig. 5.

“- Desde el focus F tirese la recta FM, y del
punto M bixese la perpendicular MN 4 la direc-
trix €D. Siendo ‘las rectas FM, BP iguales 4 MNj
serd FM — BP, y por consiguiente Fif*> == BP*;
pem(124_)FM FP’-l-PM’ y (136)
BP*— FP* —+ 4AF x AP por ser AB — AF':
luego setd FP*~+ PM*==FP*~+ 4 AF% AP; y qui-
tado el quadrado comun de FP, ser4 PM“: 4 AF %
AP. Que es &ec.

"COROLARIO L~

535 Del mismo modo se. demostraré. que el
quadrado de la ordenada PH es lgual al rectdngulo
de'la'abscisa AP por el pardmetro 44F: luégo se-
14 PH*=—PM* y por consigiiente PH =— PM.
Por- tanto en la parébola q'u‘a;‘lESquie"ra ‘dos ordenadas
4 un mismo punto def exe son iguales,
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COROLARIOIL_

536 Por ser el quadrado de la ordenada PM'
igual al rectdngulo del pardmetro 4A4F por la abs>
cisa AP ,serd (312 ) 4A4F: PM — PM: AP;
esto es qualquiera ordenada” al exe serd media pro-
porcional entre ¢l parimetro y la correspondiente
abscisa. -
COROLARIO IL o .:

537 Tambien de ser el quadrado de la orde=-
nada al exe igual al rectdngulo del parimetro 4 AF
por la abscisa, resulta que si recta QL es' perpen-
dicular al exe AI y es QL == 4A4F x AQ, estard
el punto Z en la paribola SAT,

COROLARIO IV.

538 - Tirada desde el-focus F'la -ordenada FK
al exe, serd KF®= BF"® 6 bien 4. 4F*, y por cons
siguiente AF — 2 AF : luego la ordenada KF ser§
igual 4 la mitad del parimetro 4.4F.

PROPOSICION III. i

539 Los quadrados de las ordenadas QL y
PM al exe AI tienen la razon de las abscisas A0,
y AP esto es, QL*: PM*=.A4Q: AP. Fig. 5.

Sea el punto F focus de la pardbola SAT. Cons-
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ta ( §3%) diees QI*=4AFx AQ,y i’ =
4 AF X AP:luego serd QL*: P> = 4 AF x AQ;:
4AF X AP § pero ( 289) 4AF x AQ : 4AF %
AP = AQ /AP ' luego serd _QL“ P == AQ,
AP.° Que es &c. - ]
COROLARIO.

540  Silas rectas MP LQ son perpendxcu
lares al exe AI, y es LO: MP“‘—H_Q, AP, y
ademas estd” el punto L en la'pardbola SAT; esta-
r4 ‘tambien'el ‘otro piunto M en-la misma paribola.
Poi‘ser BQ*s MIP*=AQ: AP} serd tambien Z (%
MP*— 4 AF x AQ : 4AF x AP pero ('534')
ZO>== 4 AF x' AQ,;, 'porestar el'punto L en la pa-
rébola (sup. )i luegod sers MP*= 4 AF x AP ; por
@i‘ms;gt‘uente € 53_? ) el punto Mlestaré en la mis=
ma-ciarva. ' ,

PROPOSICfO‘J IV,
g4 1 “Describir’ la pardbola SAT , cuyo exe
sea‘la feéta AT dada de ‘posicion , su vértice pri-
matio €l punto A, y ‘su pardmetro’igual 4 la rec-
ta R. Fig. 5:" ' '

Témense las rectas AF, AB, iguales 4 la quar-
ta parte del parémetro R; y levantada la perpen-
dicular CD 'sobre la recta BI, describase ( 524 )
la pardbola SAT que tenga su focus'en ¥,y por
directrix CD; 'y serd la que se pide: porque Ia rec-
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ta BFI es perpendicular 4 la directrix CD y pasa
por el focus F, serd el exe de la paribola SAT; y
por ser F. A — AB, el punto A estard (533 ) en
la curva: luego serd el vértice “primario ;  pero
4AF — R : luego el parimetro del exe 4T dela
pardbola §AT seri igual 4 R. Que es &c.

PROPOSICION V.

§42 Descr:blr la parébola SAT cuyo exe sea
la recta AI dada de posicion , su vértice prima-
rio el punto A4, y que pase por el punto Z inferior
al punto A. Fig. 5. ‘-_

Desde el punto L tirese la recta LQ, perpendi-
cular ‘al exe AI ; hillese (13035 ) una_tercera pro-
porcional R 4 las rectas. 40 , QL ;_"y, describase
( 541 ) la pardbola SAT, qué tenga AI —.‘po_f exe;
el punto A4 por vértice primario, y el parimetro
del exe igual 4 la recta R: y serd la que se: pide.

Siendo 20 : QL = QL: R serd (312 ) Rx
AQ — QL*; por consiguiente ( 537 ) el punto L
estard en la paribola S'AT. Que es &c,

PROPOSICION VI

543 Entre las dos rectas dadas /4 y B hallar
dos. medias proporcionales. Fig. 6.
- Tirense las rectas CD, CG en dngulo recto; y
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describase ( 341 ) la pardbola CEH, cuyo exe sea
CD y su pardmetro A4 : asimismo describase la pa-
rdbola C&I que tenga CG 'por ‘exe, y por pari-
metro B ; desde el punto E donde se cortan las
curvas, bixese la perpendicular ED al exe CD:y
ser4n continuas. proporcionales las rectas 4, ED,
CD, B. Tirese EG perpendicular 4 CG. Siendo ED
ordenada al exe CD de la pardbola CEH, serd (536)
A: ED=—ED: DC; y por ser EG ordenada al
exe CG de la-pardbola CEI,serd (1536 ) CG: EG
— EG:B=—CD: B; pero ED: DC=CG: GE:
luego serd A: ED=ED: DC=DC: B. Que es &c.

PROPOSICION VIIL

544  Tirar una tangente 4 la paribola P.AQ
en un punto dado. Fig. 7.

I. Si el punto dado es el vértice .4 del exe
BL, levintese la perpendicular A2 sobre dicho exe,
la qual ser4 tangente de 1a curva en 4. Del focus F
tirese FM, y del punto M béxese la perpendicular
JMN 4 la directrix BE. En el tridngulo rectdngulo
FAM es FM>FA; pero (524 ) FA—AB —
DN : luego serd FM>MN ; por consiguiente (53 3)
el punto MM estard fuera de la pardbola : lo mismo
se demostrard de qualquier otro punto tomado en la
recta .M prolongada por ambas partes: luego la
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perpendicular , AM serd! tangente de:la turva'en ¢}
punto A. b prnelmiies s I\ oo {12 )

IL. Si el punto ‘dado. es quaiqulera otro D dela
curva, bdxese DC perpendicular 4 la directrix BE;
tirese CF'y yudividida'esta pormedio en O , tirese
12" recta-ODG que 'serd 'tangente cen el spuntorD. Desa
de qualquier punto G de la recta ODG ; bixese GE
perpendicular 4 la’ directrix BE, y.-tirense las rectas
FG, GC. Los:tridngulos| DOF, DOC" tienen 'los 13«
dos OF — OC;ODcomuny y FD:z=:DC, por es3
tar el punto D en la curva::luego tendrin:los 4n=
gulos DOF, DOC iguales , ‘esto—es ‘rectos; y sienda
ademas FO — OC, y OG comun § los tridngulos
FoG, COG, seré FG= C’G pero GC> GE': lue-
go serd FG > GE, y por consiguiente ( 5:33-) el
punto G estarzi fuera de la; pardbola. Luego &c.. )

COROLARIO Ta

545 Prolongada CD por el punto D, seri el
dogulo HDG , formado -por el didmetro DH y la
tangente DG, igual ab dngulo FDO formado por la
recta FD y la misma tangente OD: porque siendo
los tridngulos DOC ; DOF' totalmente iguales , serd
el dagulo :CDO = FDO: ;:pero los. dngulos: CDO,
HDG son iguales por verticalmente opuestos: luego
el 4ngulo. HDG — FDO. ; . 1] O
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‘“F'”“COROLARIOII

546 Prolongada la tangente. Do hasta que
corte el exe en -S'., serd FD = FS pues, por ser
las:rectas"SL 'y DH parfilélas', serd el 4ngulo ex-
terdo FSD==HDG ;pero ( 545 ) el 4ngulo FD.S
=HDG luego el dngulouFED = F.DS, y per
conmgmente FD —= FS§. % £2i9

b . PROPOSICION S
= §47°8i las! rectas LIE ,MIJE son-tangentes
de la—pardbola en los puntos'Z, D, y desde ellos
$e ‘titan las—rectas IF', DF al focus F'; el dngulo
DFI formado.ea éL por estas.rectas:serd duplo del
4ngulo DEI formado en el pun}tc‘) E, donde se cor-
tan dlchas tangentes. F:g D

" Cortando la jtangente. DE prolongada al:exe
HS' en €l puntoo8ly serdb (0546 ) eb dhgulo FS D
L= FD§;yporconsiguiente el 4ngulo externo HFD:
serd’ duplo.'del interno opuesto FSD. Del mismo
modo se démostrard ser el dngulo IFH -duplo del
dngulo IKF: 6) biew de'su igual 55 KE.» Por tanto. se-
r4 ‘el ‘4ngulo DFI 'duploide los dngulos juntos ASE,
SKE 5 pero! eldngulo externo DEK = KSE —-
S'KE: luegovserd el dngulo:DRI == 2 DEK. Es gvi~
dente-que estd demostracion- comprehende el cago, en
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que las dos tangentes se cortan en un mismo punto
del exe. Que es &c.

PROPOSICION IX.

5§48 SI la recta §'D es tangente de la par&-
bola en el punto D,y la recta DG es ordenada al
exe A4H; séri la subtangente G§ dupla de la abs-
cisa AG. Fig. 8. . 3

Sea BC la directrix de la parébola » ¥ Su fo—
cus F: tirense FDy bN perpendicular 4 BC. Sien-
do las rectas FD , BG iguales 4 DN, serd- FD —
BG; pero ( 546 ) FD = FS': luego BG — F'S};
pero (524 ) AB=AF: luego AG=2AS, y por
consiguiente G.§' ==2 4G. Que es &c.

~ PROPOSICION X.

549 Sila recta DH es perpendicular § la
tangente DE en el punto del confacto D, y la rec-
ta DG es ordenada al exe AH ; el pardmetro 4 AF
del exe seri duplo de la subnormal GH. Fig. 8.

Por ser el dngulo SDH recto, y:la ordenada
DG perpendicular “al:.exe SH., serd (.302!) GS :
GD =— GD': GH; por consiguiente ( 312 ) GH x
GS = GD*; pero (534 ) GD*—= 4AF x AG:
luego serd GH x GS = 4.AF:x AG;y por lo tan-
to (311) 44F :GH == GS+AG) pero (548 )
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la subtangente GS' es dupla de-la abscisa 4G : lue-
go serd el pardmetro 4 AF duplo de.GH. Que es &¢.

PROPOSICION XI

sso  El quadrado de la tangente DS com-
prehendida entre el punto del contacto D y el ‘exe,
es igual al quadruplo rectdngulo hecho: de la distan-
cia de dicho punto D al focus F,y de la abscisa
AG ; esto es, DS*— 4DF x AG. Fig. 8
Se supone CB la directrix de la pardbola, y
DN perpendicular 4 ella. Siendo el tridngulo DGS
rectingulo en G, serdi DS§* = DG* -+ GS?* pero
DG*=4ABx 4G (534), y §G"=.4AG", por
ser SG—2.4G ( 548 ): luego serd DS*—4A4RB
x AG -~ 4 AG*—= 4BG x AG ; pero BG — DN
= DF: luego DS*=="4DF x AG. Que es &c.

PROPOSICION XIL

gg 1 Si 4 qualquiera ordenada HR al exe AT
son perpendiculares las rectas K7, GLZ , tiradas de
qualesquiera dos puntos X, G de la parsbola H.40;
serd KI: GL—=HI x IR : HL x LR : y prolonga-
da dicha ordenada HR , estardn tambien las perpen-
diculares OP, N en la razon de los rectingulos

HP x PR, HM x MR. Fig. 9.
Sea F el focus de la-pardbola HAO: tirese la

\'%
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ordenada GE ‘al exe “AT. Por-sef ( 535 ) TH =
TR , serd .( 133") el quadrado de TR igual al rec-
tingulo de HL por LR y al quadrado de TL 6 QG;
pero ( §34 ) TR*=4AF x AT,y 0G*=4AF x
AQ,: luégo serd ‘4. AF x AT = HL x LR 4~ 4 AF
xAQ ; y quitando el rectingulo comun 4AF x
AQ, , sers tambien 4 AF x QT 6 bien 4 AF x LG
== HL 'x LR. Del imismo modo ‘se demostrars ser
AAF x IK = HI % IR. Por tanto serd HI x IR :
HL x LR = 3 AF x IK: 4AF x LG = IK: LG
(289 ). De un modo semejante se demostrard la
proporcion-OP NM s HP x PR: HM % MR.

Quees &c.m -

PROPOSICION XIIIL

g g2  Tirada qualquiera ordenada VA & un di4-
metro EG de la pardbola 4N que tiene su focus-en
F, serd el quadrado de esta ordenada igual al rec-
tingulo de la abscisa EM por el parimetro del mis-
mo didmetro; esto ‘es, MYN*= 4EF x EM. Fig.1o.
Tirense las rectas NH, ED y AL perpendicu~
lares al ‘exe 4H ; y ( 544 ) la ‘tangente ES al
punto E de la pardbola, la que serd paralela 4 la
ordenada MN; en fin prolénguese la recta AL has-
ta encontrar €l digmetro GEC en C. Por ser las rec-
tas HN, ED ordenadas al exe AH, serd ( 539 )
‘HN* DE*—= AH: AD — AHGC: ADEC (289);


http://4EFx
http://EM
http://Fig.10
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pero por ser los tridngulos HKN, DSE equidngulos,
es'(295.323) HN* DE*— KHN: SDE: lue-
go serd AHGC : ADEC — KHN : §DE ; y por ser
SD=— 24D ( 548 ), es el paraleldgramo ADEC
= SDE: luego serd AHGC == KHN ¥ quitando el
trapecio. comun KMGH , quedard AKMC— MGNy
pero AKMC — SKME , por ser los tridngulos SAL,
ECL iguales : luego el paralelégramo SKME —
MGN : y siendo por la semejanza de los tridngulos
MGN 'y SDE , MN* ES* = MGN : SDE , ser4
tambien YN*: ES*—= SKME ; ADEC — 8K : AD
(289 ), por estar entre unas mismas paralelas los
paralelégramos SKME y ADEC; pero K : AD —
SK x 4EF: AD x 4EF: luego serdi JN*: ES*==
SKx 4EF: AD x 4EF; y habiéndose demostrado
ser (550 ) ES*=—.AD x 4EF, seri tambien /N>
— SK x 4EF = EM x 4EF. Que es &c.

COROLARIO L .

A\

553 Con el mismo método ;se demostrard sét
Mn*— EM x 4EF : luego setd MN*= Wn*, y por
consiguiente MN — Mn. Por tanto las dos ordena-
das correspondientes 4 un-mismo ‘punto’ de qlml-~
quiera didmetro son iguales.
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‘COROLARIO IL-

554  Por ser el quadrado de la ordenada MN
igual al rectdngulo del parimetro 4 EF por la absci-
sa EM , serd ( 312 Y 4EF: MN — MN : EM;
esto es, qualquiera ordenada 4 un didmetro serd me-

dia proporcional entre el pardmetro del mismo di-
metro y la abscisa correspondiente.

COROLARIO IIL.

555 Tambien de ser el quadrado de la orde-
nada:4 un-didmetro igual al rectdngulo del parime-
tro del mismo: didmetro ‘por la’ correspondienté ‘abs-
cisa’, resulta que si.la'recta OP es paralela' 4 las
ordenadas al didmetro EG, y es OP*—=4EF x EO,
estaré el punto P en la parabola TAN

PR OPOSICION xw.

§56 Los quadrados de las ordenadas MN y
OP al dismetro EG tienen la razon de las abscisas
EM y EO. Fig. 10. ¢ g

Siendo JMN ordenada al didmetro EG , serd
(552 ) MN*= 4EF x EM; y por la misma ra-
zon serd. OP*=— 4EF 'x EO: luego JMIN®*: OP*=
AEFXEM: 4EFx EOspero ( 289 ) 4EFx EM:
4EF x EO = EM : EO : luego serd JIN*: OP*=
EM ; EO. Que es &c.
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COROLARIO.

557 Si las rectas OP, M N son paralelas 4 las
ordenadas al didmetro EG de la curva, y es OP*:
JMN*— EO : EM, y el punto P esti en la pard-
bola AN ; estari tambien el otro punto N en la
misma paribola. Por ser OP* MN*— EO: EM,
serd tambien OP* MN*—4EF x EQ: 4EFx EJM;
pero ( 552 ) OP’==4EF x EO por estar el punto
P en la pardbola : luego serd MN,— 4EF x EM;
por consiguiente ( 355 ) el punto NV estari en la

misma pardbola.

PROPOSICION XV.

558 Dadas la recta BQ y la posicion de las
rectas GE , ES que se cortan en E; describir una
paridbola que tenga EG por didmetro y que el pa-
rdmetro de este sea igual 4 la recta dada BQ, y
ademas que la recta ES sea tangente 4 la curva en
E. Fig. 10.

En la recta GE prolongada por el punto E, t6-
mese EI igual 4 la quarta parte de BQ ; tirese la
recta IR perpendicular 4 IG ; higase el d4dngulo
FES — GET, y larecta EF — EI; en fin describa-
se ( 524 ) la pardbola ZEN que tenga el focus en
F'y por la directrix RI; y serd la que se pide. Siendo

Vijj
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EI—=EF, la pardbola descrita pasard ( 533 ) por
el puato E, y serd la recta IG uno de sus didme-
tros ( por ser IG perpendicular 4 la directrix RI)
cuyo parimetro — 4EF — 4EI — BQ. Ademas
por ser el dngulo GET — FES§, la recta SET se-
ri ( 545 ) tangente 4 la curva en el punto E. Que
es &c.
PROPOSICION XVI.

559 Dadas la posicion del didmetro EG cuyo
vértice sea E , y la posicion y la magnitud de la
recta OP que encuentra 4 dicho didmetro en O baxo
del vértice ; describir una pardbola que pase por el
punto P, y que la recta OP sea ordenada al diime-
tro EG. Fig. 10.

Por el vértice E tirese la recta ES paralela 4
OP; hillese ( 305 ) una tercera proporcional BQ, 4
las rectas EO, OP; en fin describase ( 558 ) la pa-
rdbola 4N que tenga EG por didmetro cuyo pari=
metro sea — BQ , y que la recta ES sea tangen-
te 4 la curva en E: y serd la que se pide. Sien-
do , pues, la recta OP paralela 4 la tangente ES,
serd ordenada al didmetro EG ; y por ser propor=
cionales el parimetro BQ , la ordenada OP y la
abscisa EO , seri ( 312 ) el quadrado de la orde-
nada OP igual al rectingulo del parimetro BQ,
perteneciente al didmetro EG , por la abscisa EO:

L
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]uego estard ( 555 ) el punto P enla parébola VAN,
Que es &c.
PROPOSICION XVIIL

§60 Siun cono ALBDC estd cortado por un
plano GK paralelo 4 la base DL ; el plano KHGY
terminado por la superficie cénica serd un circulo,
cuyo centro serd el punto F comun al exe AE del
cono. Fig. 11.

El tridngulo BEA , que describe el cono mo-
viéndose al rededor de AE, considérese en qualquie-
ra otra situacion DEA ; y tirense las rectas HF,
GF. Porque el plano BAE corta los planos parale-
los DL y GK, serdn ( 394 ) las comunes seccio-
nes BE y HF paralelas : y por la misma razon lo
serin DE y GF. Por tanto los tridngulos BAE y
HAF serin equidngulos , como tambien los DAE
y GAF ; por consiguiente seri BE: HF — EA : .
FA,y DE:GF — EA: FA; de donde resulta ser
BE : HF — DE : GF'; pero las rectas BE y DE
son iguales por radios del circulo DL : luego sers
HF = GF. Del mismo modo se demostrari que to-
das las rectas tiradas desde el punto F al perimetro
de la seccion KHGZ" son iguales : luego dicha sec-
cion serd un circulo cuyo centro es F. Que es &c.

Viv
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PROPOSICION XVIII.

561 Si el cono CAHB esti cortado por el
plano triangular CA4B, que pasa por el exe del mis-
mo cono, y ademas por otro plano FOH que pasa
por las rectas, HF perpendicular 4 la base AB de
dicho tridngulo , y GO paralela 4 uno de sus lados
AC ; la linea FOH , que es la comun seccion del
plano FOH y de la superficie del cono , serd una
pardbola, y la recta OG serd uno de sus didmetros,
Fig. 12.

Por qualquier punto X de la seccion comun OG
tirense las rectas #°L y DE respectivamente parale-
las 4 las FH y AB; y el plano DYEL, que pasa
por aquellas, serd ( 392 ) paralelo 4 la base 4FBH
que pasa por estas; por consiguiente ( 560 ) el
plano DYEL terminado por la superficie cénica se-
rd un circulo, cuyo difmetro es DE. Tambien por
ser las rectas KL y KD paralelas 4 las GH y
GA, serd (386 ) el dngulo DKL =— AGH: pero
AGH es recto : luego tambien lo serd DKL ; por
consiguiente ( 156 ) la recta 2L estard cortada
por medio en el punto K. Por tanto siendo las rec-
tas GH y LK perpendiculares 4 los didmetros AB
y DE , seré (308.312) GH*=AG x GB y
KL= DK x KE; de donde resulta GH*: KL* =



(313)

AG x GB : DK x KE; pero AG — DK por lados
opuestos del paralelégramo ADXG: luego seri GH ™
KL*— BG: EK — GO: OK, por ser los tridngulos
GOB, KOE equidngulos: luego descrita ( 559 )
una pardbola , cuyo didmetro sea OG y su vértice
0, y que pase por el punto H, estard tambien (557)
el punto Z en la misma curva: y lo mismo se de-
mostrard de todos los puntos de la seccion FOH.
Que es &c.
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LIBRO II

DE LA ELIPSE,.
DEFINICIONES.

562 Elipse es una curva AMBM que tiene den-
tro de ella dos puntos F'y f, desde los quales la suma
de las rectas FM y fM tiradas 4 qualquier punto de
la periferia, es constantemente la misma. Fig. 1.

Si en qualquiera plano se toman dos puntos F
y f,y se afianzan en ellos los extremos de un hilo
FMf cuya longitud sea mayor que la distancia Ff
entre dichos puntos, y por medio de una punta se
tiene tirante el hilo, y en esta disposicion se hace
girar dicha punta 4 una y otra parte del hild; la
linea AMBHA que se describe por la punta, serd
una elipse.

5§63 Los puntos F' y f se llaman focus de la
elipse : y el punto C que divide por medio la rec-
ta Ff que junta los focus, se llama centro de la
elipse.

564 Qualquiera recta GH que pasa por el
centro C' y se termina de una y otra parte en la cur-
va, se llama didmetro de la elipse: y los puntos G
y H donde encuentra 4 la elipse, vértices de é€l.
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g65 El didmetro 4B que pasa por los focus
F y f, se llama exe mayor de la elipse: y el dif-
metro ED perpendicular al exe mayor, se llama exe
menor de la elipse. Fig. 2. '

566  Dosdidmetros se llaman conjugados, quan-
do las paralelas 4 el uno terminadas en la curva se
dividen por el otro en partes iguales,

567 La tercera proporcional 4 dos didmetros
conjugados se llama pardmetro del didmetro que sea
primer término de la proporcion.

En esta curva se dd el mismo sentido 4 los tér-
minos de tangente, ordenada 4 un exe, 6 4 un did-
metro, abscisa , subtangente y subnormal, que en la
paribola.

_ PROPOSICION L

568 La suma de las dos rectas FH y fH ti-
radas desde qualquier punto A de la elipse 4 los fo-
cus F'y f, es igual al exe mayor A4B: y la suma
de las dos rectas F'M y fM tiradas desde qualquier
punto M, tomado en el espacio comprehendido por
la elipse , 4 los focus F' y f, es menor que el exe
mayor AB : en fin la suma de las dos rectas FN
y fN tiradas desde qualquier punto 2V, tomado fue-
ra de dicho espacio, 4 los focus Fy f, es mayor
que el exe mayor 4B. Fig. 3.

I. Consta (562) ser Fd ~~ Af — FB - fB;
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y quitada la patte comun Ff, setd 2FA — 2fB;
por consiguiente FA = fB,y FA -+ Af— AB;
pero ( 562 ) FA — Af — FH ~+ fH : luego seri
FH —+ fH = AB..

II. Tirese por el centro C y el punto M la
recta CM, y alirguese hasta encontrar la elipse en
Hy y serd FM —+ fM < FH - fH ; pero FH —+
FH = AB : luego serd FM —+ fM < AB. Del mis-
mo modo se-demostrard ser FINV -~ fN > AB. Que
es &l == '

COROLARIO- L
§69 - Iafiérese que'si es FH ~- fH — AB,
estard el punto H en la elipse: y si es FM —+ fM
< AB, estar4 el punto M dentro del espacio com-
preliendido por la elipse: en fin si es FN —+ fN >
AB, estard el punto N fuera de dicho espacio.

COROLARIO IL

s7o El centro C de la elipse divide por me-
dio el ‘exe mayor AB : porque siendo ( 563 ) CF
= Cf, y por lodemostrado ( 568 ) FA —=fB, se-
t4'CAd = CB.

COROLARIO IIL

§71 - La recta FE tirada desde el focus # al
vértice E del exe menor ED, es igual al semiexe
mayor AC. Fig. 2, Desde el otro focus f tirese al
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mismo - vértice E la recta fE ; y por ser los lados
FC y CE iguales 4 los fC y CE, y los 4ngulos en
C rectos, serd FE — Ef; pero FE =+ fE — AB
—24C: luego serd FE — AC.

COROLARIO 1V.
s72 El exe menor ED estd dividido por me~
dio en el centro C. Tirense las rectas FE 'y FD;y
por ser estas iguales' (571 ) al semiexe mayor AC,
ser4n iguales entre si: luego FC*~+ CE*— FC’+

CD?; y quitado el quadrado comun de FC, serd
CE*= CD?"*; pot consiguiente CE = CD.

E PROPOSICION IL

§73 El quadrado del semiexe -menor CE es
igual al rectingulo formado por los segmentos del:
exe mayor AB comprehendidos entre el focus F', y
sus vértices A4 y B ; esto es CE* — AF x FB.
Fig. 2. ¥ 0

Siendo (371) FE _;40 seré FE’_. AC"
peto FE*=— FC*+ CE*y ( 133)) AC*= FC’+
AF x FB por estar el exe mayor AB dividido por
medio en el centro C: luego serd FC>— CE:=
FC*—+ AF x FB, 'y :poriconsiguieate CE"‘— AF %
EFB. Que es &c. '



(319)
COROLARIO.

g74 Siendo la recta 4G pardmetro del exe
mayor AR, serd (567 ) AB: ED = ED: AG,y
por consiguiente ( 312 ) 4B x AG = ED?% pero
ED?*— 4EC*—=44F x FB : luego ser4 AB x AG
—44dF x FB,
PROPOSICION L
~g§7sg ' Si se tira qualquiera ordenada-HG al
exe mayor 4B de la elipse, y la recta HF al fo-
cus proximo F'; serd el semiexe mayor 4 la distan-
cia' del centro al focus como‘la distancia del centro
4 la ordenada 4 la diferencia del semiexe mayor 4
dicha recta esto es, AC.: CF=(CG:4C — FH,
Fig. 4.
Tirese lairecta Hf al otro focus f; témese AKX
— FH ; y haciendo centro en H, con el intervalo
HF describase el semicirculo NFM que cortari al
exe mayor 4B en el punto O, y 4 la recta fH prolon-
‘gada en los puntos M y N. Siendo, pues, Ff —2CF
y FO = 2 FG, serd Of — 2CG : y siendo tambien
(568) FH—~Hf—=AB; 6 bien Nf=24C (570),
y NM—=2HF —= 2 4K, serd Mf — 2CK. Porque
las rectas Nf y Ff son secantes del circulo NFOM,
serd ( 192 ). Nfx fM = Ff x fOs por consiguien~
te (311 ) Nf: Ff= fO: fM: luego tambien las
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mitades de estas rectas serdn proporcionales, esto es
AC: CF = CG: CK 6 AC — FH. Que es &c.

COROLARIO,

576 Porser AC: CF—=CG:CK,seri(311)
dC % CK == CF x CG

PROPOSICION 1V,

577 Supuesta la construccion de la proposi-
cion antecedente , el quadrado de la ordenada HG
serd igual 4 la diferencia de los rectdngulos AG x
GB y FK x Kf'; esto es HG*=AG x GB — FK x
Kf. Fig. 4.

Por estar la recta AC dividida en X, serd (13 5)
CA+ CK*=2ACx CK + A4K*; pero (.576)
AC x CK=CF x CG, y AK* 6 bien FH’= FG*
- HG*; luego serd CA*—+ CK*==2CF x CG -~
TG+ HG?; pero (135 ) 2CF x CG + FG* =
FC*+ CG*: luego CA*+ CK*= FC*—+ CG*+
AG*, 6 bien AG x GB +GC*+ CK*= FK x Kf
-~ CK *+ CG*—+ HG"; y quitando de ambas par-
tes los quadrados de las rectas CK y CG, quedari
AG x GB = FK x Kf -+ HG*, y por consiguiente
el quadrado de la recta HG serd la diferencia en-
tre los rectdngulos 4G x GB y FAx Kf. Que es &c.
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PROPOSICION V.

g7 8  Sisetira una ordenada 4 uno de los exes
de la elipse ; serd el quadrado de este exe al qua-
drado del otro como el rectingulo formado por los
segmentos del exe cortado al quadrado de la orde-
" nada. Fig. g.

I. Si la recta HG es ordenada al exe mayor
AB de la elipse AEBD, y la recta ED es el exe
menor ; serd 4B* ED*— AG x GB : HG"

Suponganse F y f los focus de la elipse; ti-
rese. FH; cértese AK — FH , y serd ( 575 )
AC: CF=—CG:.CK: luego ( 323 ) AC*: CF'=
CG*: CK*. Por tanto siendo el todo al todo como
la parte 4 la parte , serd tambien (274 ) 4C* 4
CF*como el residuo AG xGB al residuo FK x Kf;
y. convirtiendo ( 273 ) AC* AF x FB — AG %
-GB : GH?, por ser este quadrado ( 577 ) la dife-
rencia entre los rectdngulos 4G x GB y FK x Kf;
pero (5§73 ) AF x FB — CE" luego serd AC*4
CE* 6 bien 4B* ED*— AG xGB: GH™

II. Siendo la recta HLZL ordenada al exe menor
ED; serd ED*: 4AB*— EL x LD: HL>

- Consta por lo arriba demostrado que es 4B
ED*— AGxGB: GH* 6 CL*, por ser GH —CL:
luego tambien serd (274 ) AB* ED*=GC*: DL

X
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x LE; ¢ invirtiendo ED* AB*>=DL x LE: (CG* ¢
HL®. Que es &c.

COROLARIO L

579 Tirada otra ordenada G2" al mismo pun-
to G del exe mayor AR, se demostrard del mismo
modo ser 4B*: ED*— AG x GB: GT*: luego se-
rd GH®*=— G7% y por consiguiente GH — G¥. Por
tanto 4 qualquiera abscisa tomada en el exe mayor
AB corresponden dos ordenadas iguales, una 4 cada
lado de dicho exe. Lo mismo se demostrard respec-
to 4 las ordenadas al exe menor ED. Luego los
exes AB y ED son dos didmetros conjugados.

COROLARIO 1II

580 Si la recta QP es perpendicular al exe
mayor AB , y ademas es 4B*: ED*— AP x PB:
PQ? estard el punto @ en la elipse AEBD.

COROLARIO IIL

581 Siendo el pardmetro AX del exe AB ter-
cer término proporcional 4 los exes 4B y ED, se-
r4 (321 ) AB* ED*— AB: X; pero 4B% ED*
= AG x GB: GH": luego serd AB : AX = AG x
GB : GH*.
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COROLARIO IV.

582 Descrito con el semiexe mayor CA el
semicirculo CAZRB, y prolongada la ordenada GH
hasta encontrar la circunferencia de él en Z, serd
(308.312) AG x GB = GZ*: luego GZ* GH"
— AB": ED"; por consiguiente (323 ) GZ: GH
=—=AB : ED: de donde resulta que la perpendicu-
lar baxada desde qualquier punto de la circunferen-
cia de dicho circulo al exe mayor de la elipse, es-
td con el segmento comprehendido por dicho exe y
la elipse enla razon constante del exe mayor al menor.

PROPOSICION VL

583 Los quadrados de las ordenadas 4 qual-
quiera de los exes de Ia elipse , tienen entre si la
misma razon que los rectdngulos de los segmentos
del exe. Fig. 5.

Si las rectas HG y QP son ordenadas al exe
mayor AB ; serd HG*: QP* — AG x GB: AP
x PB.

Siendo (578 ) ABR*: ED*=AGxGB: HG",y
AB*: ED*— AP x PB: P(?, seri tambien AG x
GB: HG*—= AP x PB: PQ*; y alternando, AG x
GB: AP x PB — HG* PQ* Del mismo modo se
demostrard que si las rectas LT y NM son orde-

Xij
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nadas al exe menor ED; serd ZT2 JMN*=— EL x
LD : EN x ND. Que es &c.

COROLARIO L

584  Si las rectas HG y QP son perpendicu-
iares al exe AB, y es HG*: PQ*— AG x GB: AP
x PB, y el punto H estd en la elipse AEBD; lo
estard tambien el otro punto Q.

COROLARIO IL

585 Siendo GH* PQ*— AG x GB: AP x
PB ; sers tambien GH®: PQ*— AC*— CG* AC*
— CP?, por ser AG x GB — AC*— CG*y AP x
PB — _4C*— CP*. Del mismo modo se demostra=

ti ser ZT*: NM*— CE*— CL*: CE*— CN*.
s
PROPOSICION VIIL

886 Sila recta HF es ordenada al exe ma-
yor ARB en el focus F'; serd mitad del pardmetro 4G
del mismo exe. Fig. 2.

Siendo (381 ) AF x FB: FH*= AB : AG,
serd tambien AF x FB: FH®>— AB x AG: 4G
pero ( 574 ) 4AF x FB — AB x AG : luego ser
4FH" = AG* y por consiguiente 2FH — AG.
Que es &c.



(323)
PROPOSICION VIIL

587 Dada una recta 4B y en ella los pun-
tos F y f-equidistantes de los extremos A4 y B de
la misma recta ; describir una elipse .que tenga la
recta AB por exe mayor, y los puntos F y f por
focus. Fig. 1.

Témese un hilo FMf — AB , afifncense sus
extremos en los puntos F'y f; y describase (562 )
la elipse AMBM que seri la que se pide, por te-
ner los focus 'y f, y la recta AB por exe; pues
(568) FM —+ Mf = AB. Que es &c.

PROPOSICION IX.

588 Dadas las dos rectas desiguales 4B y
ED , que se corten por medio en C' y en 4ngulos
rectos ; describir una elipse cuyos exes sean dichas
rectas. Fig. 2.

Haciendo centro en E extremo de la recta me-
nor , con el intervalo EF — AC describase el cir-
culo EFf, cuya circunferencia cortard la recta AR
en los puntos F'y f; y con el exe mayor A5 y los
focus F' y f describase ( 587 ) la elipse AEBD,
que serd la ‘que se pide. Pues, siendo FE - Ef —
4B, la elipse descrita pasard ( 569 ) por el punto
E, y tambien por el punto D por ser FD ~ fD—=

X iij
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FE - Ef — AB; pero la recta ED es perpendi-
cular al exe mayor AP en el centro C: luego ED
serd el exe menor de la elipse. Que es &c.

PROPOSICION X.

589 Dadas las rectas 4B y HG perpendi-
cular § ella, describir una elipse que tenga la ree-
ta dada AB por exe, y que pase por el extremo H
de dicha perpendicular. Fig. 5.

Dividase 4B por medio en C; y haciendo
centro en este punto, con el intervalo C4 describa-
se el semicirculo CAZB ; prolonguese;, si es necesa-
rio , la recta GH hasta encontrar la circunferencia
de dicho circulo en Z; en fin hallada ( 306 ) una
quarta proporcional DE 4 las rectas GZ , GH y 4B,
describase ( 588 ) la elipse ZAEBD que tenga las
rectas AB y DE por exes, y se tendrd la que se
pide. Por ser GZ : GH —= AB: ED,serd (323 )
GZ: GH=— AB* ED*; pero ( 308.312 ) GZ*
=— AG x GB : luego ser4 AG x GB: GH*= AB":
ED*; por consiguiente ( 580 ) el punto H estard
en la elipse AEBD. Que es &c.

PROPOSICION XI.

590 Dado un punto en la elipse, tirar 4 ella
una.tangente. Fig. 6.
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I. Si el punto dado es uno de los vértices B
del exe mayor 4B, levintese la perpendicular BN
sobre el mismo exe; y serd esta la tangente que se
pide. Tirense desde los focus F' y £ las rectas FN
y N 4 qualquier punto XV de la recta BN ; y por
ser el dngulo B recto, serd FN —+ fN > FB ——
fB : luego el punto NV estard ( 569 ) fuera del es-
pacio comprehendido por la elipse: lo mismo se de-
mostrari de qualquiera otro punto tomado en la rec-
ta BN prolongada por ambas partes : luego la rec~
ta BN es tangente 4 la elipse en el punto B.

II. Si el punto dado es qualquiera otro D de
Ia elipse, tirense de €l 4 los focus F' y f las rectas
DF 'y Df; y prolongada: FD , dividase el 4ngulo
FDK por medio con la recta ODL que serd tangen-
te 4 ‘la elipse en el punto.D. Cértese DX — Df,y
tirese Kf; y tomado qualquiera piunto O en la rec<
ta OL, tirense de €l las rectas OF,Of y OK. Los
tridngulos fDL , KDL tienen fD — DK , el lado
DL comun, y el 4ngulo fDL — KDL : luego ten-
dran los lados fL ; LK iguales , como tambien: los
4ngulos LD , KLD, esto es rectos; y siendo ademas
OL comun 4 los tridngulos OLf , OLK , seri Of —
QK , y por consiguiente, OF 4= O0f = OF + OK; pe-
ro OF ~ OK > FK 6 FD == Df i luego serd OF
—~+ Of > FD -+ Df 6 AB ( 568 )3 por consiguien-

Xiv
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te ( 569 ) el punto O estard fuera del espacio com-
prehendido por la elipse. Luego &c.

COROLARIO L

591 Se infiere que son iguales los 4ngulos
FDO, fDL, que forma la tangente OL con las rec-
tas FD y fD que salen desde los focus F y £ 4 el
punto del contacto D : porque siendo el dngulo FDO
== KDL por verticalmente opuestos , y el 4ngulo
KDL —=fDL (const.), serd el dngulo FDO=fDL,

COROLARIO IL

592 La tangente al punto D vértice del exe
menor DH de la elipse , es perpendicular al mismo
exe : porque siendo el d4ngulo F#DO == fDL, por lo
demostrado, y el dngulo FDC— fDC, por ser to-
talmente iguales los tridngulos FDC y fDC , serd
el d4ngulo HDO —= LDH.

PROPOSICION, XII

393 Supuesta la construccion de la' proposi-
cion antecedente , si la tangente DZ encuentra en
E al exe mayor AP prolongado, y se tira 4 €l la
ordenada -DP desde el -punto del contacto; serd el
semiexe CB medio’ proporcional entre las -distancias
del ‘centro C 4 la ordenada,y al punto en que di--
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cho semiexe prolongado corta la tangente ; esto es,
CP:CB —CB:CE, Fig. 7,

Dividiendo la tangente DE por medio el 4n-
gulo fDK , serd (294 ) FE: fE —= FD: fD; y
componiendo FE = fE : fE =—= FD —+ fD: fD —
AB: fD (568 ); y tomando las mitades de los
antecedentes , serd CE : fE — CB :fD, y convir-
tiendo CE: Cf = CB: CB — fD; pero (575 )
CB: Cf—CP:CB — Df, ¢ invirtiendo Cf: CB
— CB—Df: CP: luego por igualdad ordenada ser4
CB:CP =CE:CB, éinvirtiendoCP:CB —=CB :
CE. Que es &c. :

COROLARIO 1.

394 Por ser C4 — CB, ser4 tambien CE ¢
CAd = CA: CP: Iuego (262 ) AE: AP — AC;
CP; y convirtiendo AE : EP — CB : BP; y divi-
diendo AP : PE — CP : BP ; por consiguiente la
subtangente PE serdi el quarto término proporcio-
nal-4 CP, BP y AP 3 ademas ser§ EP x CP =
AP x PB.

COROLARIO IL

5935 Siendo por lo demostrado CP : CB —

CB: CE, serd (312 ) CE x CP = CB*

COROLARIO IIIL
5§96 Y sies CP: CB=CB:CE, se de-
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mostrard con método inverso que la recta DE di-
vide por medio al dngulo fDKX , y por consiguien-
te ( 590 ) es tangente 4 la elipse en el punto D.
Ademas entre la tangente DE y la elipse, no se pue=
de tirar del punto del contacto D otra recta DI,
sin que corte 4 la elipse. Haciendo centro en C, con.
el intervalo CA describase el semicirculo 4OB , y
prolénguese la ordenada PD hasta encontrar la cir-
cunferencia de €l en Oj tirense las.rectas OE , OI
y CO. Siendo CP: CB =— CB : CE , seri tambien
CP: CO—=CO:CE: luego seri ( 298 ) el 4ngu-~
lo COE — CPO; y por lo tanto el 4ngulo COE se-
r4 recto: luego la recta OF tocard el circulo en O,
y la recta OI lo cortard. Desde qualquier punto QO
de la circunferencia cortada por la recta O, bixe-
se la perpendicular QF al didmetro AB: y por ser
OP s Pl==RV « VL, y PI't PD = VI V8, ser§
por igualdad ordenada OP : PD — RV : V'§'; pe~
ro (582 ) OP: PD—=QF : VT : luego Q7 : VT
— RV : VS§; y por ser OQF > RV, serd tambien
VT > VS, y por consiguiente la recta DI corta 4
la elipse.
S PROPOSICION XILE

597  Si la tangente LD encuentra al exe
menor N prolongado en G, y del pimto del con-
tacto D se tira 4 él la ordenada DH ; serd el se-
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miexe menor medio proporcional entre las distancias
del centro C' 4 la ordenada y al punto en que dicho
semiexe corta la tangente ; esto es, CH: CM —
CM: CG. Fig. 7.

' Tirese del punto del contacto D la ordenada
DP al exe mayor 4B. Por lo demostrado ( 593 )
es CE: CB — CB: CP 6 DH ; por consiguiente
(321 )serd CE: DH = BC*: DH"; pero (578)
CM?*: BC*— NH x HM: DH?, y alternando C7*:
NH x HM — BC* DH*: luego ser4d CE : DH —
Ca*: NH x HM; y por ser los tridngulos GCE y
GHD equidngulos, es CE : DH— CG: GH ; por
consiguiente serd tambien CG : GH =— CM*: NH x
HM , y convirtiendo CG : CH = CM™* CH?; pe-
ro (289 ) CG x CH: CH*=—CG : CH : luego se-
r4 CG x CH : CH*=— CM": CH"; de donde resulta
ser CG x CH — CM*, y por consiguiente ( 312 )
CH :CM — CM : CG. Que es &c.

PROPOSICION XIV,

- 898 Qualquiera didmetro EO de la elipse #DBL
estd dividido por medio en el centro C: y las tangentes
EG, OI tiradas 4 los puntos E, O, vértices de di~
chos didmetros, son paralelas. Fig. 8.

Tirense las ordenadas EF, OK al exe me-
nor DL ; y aldrguese este, hasta encontrar dichas
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tangentes prolongadas en los puntos G, L.

I. Por ser los tridngulos EFC, OKC equidngu-
los , serd EF : OK — FC: CK; por consiguiente
(323) EF*: OK*= FC*: CK®; pero (593 ) EF™
OK*>— DF x FL: DK x KL : luego serdi FC*: CK*
=DFxFL: DKx KL y la suma de los antecedentes
4 la de los conseqiientes como un antecedente 4 su
conseqiieate , esto es CD* CL*=FC* CK*; y por
ser CD* = CL*, serd CF*=— CK*, y por consiguien-
te CF — CK; pero los 4dngulos FCE — KCO ,y F
— K : luego serd el lado EC = CO. _

II. Consta ( 597 ) que es CG: CD=CD:
CF,y tambien CI: CL = CL: CK; pero es CD =
.CL,y CF—CK: luego ser4 CG: CD = CI : CP,
y por consiguiente CG — CI ; pero es CE — CQ
por lo arriba demostrado, y el 4ngulo ECG — OCT:
luego serd el dngulo CEG — COI, y por consi-
guiente las rectas EG, OI serdn paralelas. Que es &c.

PROPOSICION XV.

‘599 Tirada qualquiera ordenada OP al di4-
metro GF, serd el rectdngulo de las partes GP y
PF en que se divide el didmetro, al quadrado de di-
cha ordenada como el quadrado del mismo didme-
tro al quadrado del didmetro H¥ paralelo 4 dicha
ordenada. Fig. 9. '
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Tirese 1a tangente GT en el punto G de la cur-
va ; aldrguese la ordenada OP hasta encontrar el
exe AB prolongado en Z ; y por los puntos O, G;
% y B tirense las rectas OL, GQ , 77 y BX per-
pendiculares al exe A4B. Por lo demostrado (593)
es CT: CB = CB: CQ; pero por ser los trifngu-
los CBX y COG equidngulos, esCB: CQ — BX:
QG : luego serd CT: CB ' — BX : QG ; por con-
siguiente ( 311 ) CT x QG = CB x BX, y el
tridngulo CGT — CBX ; y quitando el tridngulo
comun COG, serd GOT — GQRAX. Siendo las rec-
tas OM .y GO ordenadas al exe 4B , serd (585)
OM*: GQ*=CB*— CM*: CB*— CQ*: luego tam-
bien OMZ : GQT — CBX — CMN : CBX — CQG
— MBXN : QGXB'; pero se ha demostrado GQT

— OGXB : luego serdi OMZ — MBXN— MNGT; "

y quitado el trapecio comun MNPZ , quedari el

tridngulo OPN — PGTZ. Asimismo por ser la l;e&-ﬂ N
Q -8 *

tas ¥R y GQ ordenadas al exe AB, ser§

6D =CB—~ CR*:CB*— CQ’: luego tam\ b
JRC: GQT — CBX — CRV : CBX+— COG —

BRVX: GQBX ; y siendo por lo demostrado GQT
— GQRX , seri tambien YRC — BRFV'Y , y por
consiguiente JC¥ —CBX=—=CGT. Y siendo ademis
los tri4ngulos CGT y CPZ equiéngulos, serd CG*: CP?
— CGT : CPZ , y conyirtiendo CG*: GP x PF —

J/

\'.I
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CGT : GPZT = JCV : OPN — C%*: OP*, por ser
semejantes los tridngulos ¥CZ7 y OPN : luego al-
ternando serd CG* 4 C¥* 6 bien FG*: HY* = GP x
PF: OP® Que es &c.

COROLARIO L

600 Con el mismo método se demostrari ser
FG*: H7*= GP x PF: Py luego seri GP x PF:
PO*—=GP x PF: Py* por consiguiente PO*= Po*, y
PO — Po: de donde resulta que 4 qualquiera punto
del didgmetro GF' corresponden dos ordenadas iguales,
una 4 cada lado del didmetro.

COROLARIO IL

6or Sise tira OK paralela al didmetro GF,
serd HY*: FG'— HK x K¥: OK": pues, por ser
CG* CH*=GP x PF: OP*6 CK?, serd tambien
(274 ) CG*: CH'=CP* HK x K¥; pero CG*
CH*=GF*: Hy",y CP*= 0K™: luego serf GF™:
H¥*=O0K" HK x K}, ¢ invirtiendo H¥*: GF'=
HK x K% : OK™

COROLARIO IIL
602 Con el mismo método expresado antes

(600 ) se demostrar4 que qualquiera recta OI ter-
minada por ambas partes en la curva, y paralela al
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didmetro GF, estd dividida igualmente por el didme-
tro H¥: luego los didmetros GF'y H¥ serdn conju-
gados , y la tangente al punto H, vértice del dii-
metro H¥, serd paralela al didmetro GF.

COROLARIO 1V.

603 Si la recta DE es paralela 4 las orde-
nadas al didmetro GF, y es FG*: Hy* = FE x EG:
ED?% el punto D estard en la curva.

PROPOSICION XVI.

604 Si el didmetro MCP es paralelo 4 la rec-
ta HEG tangente 4 la elipse en E; serd el quadrado
del semididmetro conjugado CM igual al rectdngulo
hecho de los segmentos HE , EG de la tangente HG
terminada . por los exes BA , LD prolongados; esta
es, CM*— HE x EG. Fig. 8. :

Tirense las ordenadas E¥ , MN al exe mayor
AB, la ordenada EF al exe menor DL, el didmetro
EO, la recta AR ordenada 4 €I, y Ia recta AQ, para~
lelad EO. Consta ( 593 Yquees HC: CA=—=CA:
C¥#; pero por ser HE y AR paralelas, es ( 291 )
HC: CA=EC:CR: luego serd EC:CR=CA4:
C¥; y siendo ademas el 4ngulo C comun 4 los tridn-
gulos ACR , EC¥, serdn ( 310 ) estos iguales. Del
mismo modo se demostrard ser el tridngulo A0C =
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MNC; pero el tridngulo 4QC = ACR, por ser la
figura ARCQ un paralelégramo : luego serdn los
tridngulos rectdngulos E¥C, MNC iguales, y por
consiguiente E¥ x EF — JIN x NC. Ahora por ser
los tridngulos HE¥ , CMN , EGF equidngulos, serd
HE : Ef = CM:MN ,y GE: EF — CM:
CN:y por lo tanto ( 326 ) GE x EH : EY %
EF—CM* CN x NM; pero se ha demostrado
ser E¥ x EF == CN x NM : luego serd GE x EH
= CM". Que es &c.

COROLARIO.

605 Consta por lo arriba demostrado, que es
E% x ¥C —= MN x NC ; por consiguiente serd Cf:
CN — MN : E¥, y tambien C§*: CF x CN =
PIN*: MN x FE: luego alternando serd C¥*: JMN?
—C¥ x CN: NMx JE, ) .23

"PROPOSICION XVIL

606 Silas rectas DE y OP son ordenadas al
didmetro GF; los quadrados de ellas tendrin la ra-
zon de los rectingulos de las partes, en que queda
dividido el didmetro ; esto es , DE*: OP* — FE x
EG: FP % PG. Fig. 9.

Siendo las rectas DE y OP ordenadas al di4-
metro GF , serd (599 ) GF*: HP*—=TFE % EG :
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DE*, y GF*: ¥H*=—FP x PG : OP*: luego serd
FE x EG: DE*— FPx PG : OP% y alternando FE
x EG : FP x PG = DE*: OP* Que es &c.

COROLARIO.

607 Sila recta OP es ordenada al diimetro
GF, y la recta ED es paralela 4 ella, y es ED*
OP'— FE xEG: FP x PG; el punto D estar4 en la
elipse HG¥F.

PROPOSICION XVIIIL

608 El paralelégramo ADBL , cuyas diago-
nales son los exes 4B y DL de la elipse, es igual
al paralelégramo MEPO cuyas diagonales son: los
didmetros conjugados EO y MP. Fig. 10.

Tirense por los puntos M, E las ordenadas
MN, EF al exe mayor 4B, y la ordenada EF al
exe menor DL ; por el punto E tirese la tangente
HEG, y del centro C bixese 4 esta la perpendicu-
lar CY. Siendo NM perpendicular al exe AB, se-
14 (§78) AN x NB : NM*= AC*: CD*; pero
(B0:8) HC ==HCxCF: ¥y 502812 ) CD*=
GCxCF : luego ANxNB: NM*—= HC x C¥: GC
x CF; ypor ser HC:CG =CN:NM,y C¥:CF
== Cf: YE, sevd ( 326 ) HE % Cfii CG-x-EF =
CN xC¥: NM x JE. Por tanto ser§ AN x NB :
NM*=CN xC§: NMx JE = Cy*: NM"*(605),

¥
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de donde AN x NB — C¥*: luego CF*: NM*=
AC*: CD*; por consiguiente (323 ) C¥: NM =
AC: CD, y alternando C¥ 4 AC 6 bien (593)
AC: CH —= NM : CD; pero por ser equidngulos
los tridngulos CYH , CNM , es HC: CY — CM :
JMN : luego serd por igualdad perturbada AC: CT"
=— CM : CD; por consiguiente el tridngulo ACD —
MEC : luego los paralelégramos ADBL y MEPO,
que son quédruplos de dichos tridngulos, serdn igua-
les. Que es &c.

COROLARIO L

609 Consta por la demostracion antecedente
que es C¥* 6 bien EF*: NM*— AC*: CD*; pe-
ro (578 ) CD*: AC*— LF x FD: EF*, é invir-
tiendo AC*: CD*—= EF*: LF x FD: luego serj
EF*: NM* = EF*: LF x FD; por consiguiente
NM*= LFx FD.

COROLARIO IL

610 Asimismo consta ser C3*—= 4N x NB,
y con el mismo método se demostrari CN*— AF¥ x
78 pero (594 ) AF x FB=—=HJFx FC: luego se-
ri CN* = H% x JC. -
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PROPOSICION XIX.

61r La suma de los quadrados de los exes
AB y DL, es igual 4§ la suma de los quadrados de
dos qualesquiera didmetros conjugados EQ y MP;
esto es, AB*~+ DL*=—— EO*—+ MP*. Fig. 10.
Tirense las ordenadas E¥ , MN al exe mayor
AB, y la ordenada EF al exe menor DL. Por ser
los tridngulos CNM y CFE rectdngulos, serd CM*
— CN*+ NM* y CE*=CF*=+ E} *=—= CF*+
C¥*; por consiguiente CM* + CE* = CN* +
NM*+ CF*~+ Cy*; pero (609 ) MN*= LF x
FD,y (610) CN*= A¥x¥B: luego serd CM*~+
CE*=A¥x JB -+ LF x FD + CF*+ C¥ =
AC* 4+ CD?, por estar las rectas AB y DL dividi-
das por medio en C; y tomados los quddruplos de
dichos quadrados , seri tambien EQ* -+ MP* =
AB*+ DL Que es &c.

PROPOSICION XX.

612 Describir una elipse que tenga por dii-
metros conjugados las rectas EQ y PA dadas de
magnitud y de posicion. Fig. 11.

Tirese por el punto E vértice del didmetro

EO la recta HEG paralela al conjugado MP ; en'la

prolongacion del didmetro EQO cortese EN igual &
Y ij
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la tercera proporcional de las rectas CE y CM;
dividase la recta CN por medio en Q, y levdntese
sobre ella la perpendicular QR prolongada hasta
encontrar la recta HG en R ; haciendo centro en R,
con el intervalo RNV describase el circulo RNHCG,
que pasard por el punto C, por ser los tridngulos
RON y RQOC totalmente iguales; tirense las rectas
HCB y GCL, y bixese 4§ HC la perpendicular E¥;
tomese CA igual 4 la media proporcional entre CH
y C¥; cortese la recta CB — CA; y finalmente
con el exe 4B describase ( 589 ) la elipse ADBL
que pase por el punto E , y serd la que se pide.
Siendo, pues, CH: CA —=CA:C¥%, la recta HEG
serd ( 596 ) tangente 4 la elipse en E; y por ser
MP paralela 4 1a tangente HEG, el didmetro con=
jugado al didmetro EO, estard en la direccion J/P:
tambien por ser GC perpendicular al exe 4B, el
exe conjugado 4 4B estari en la direccion GCL;
pero por ser continuas proporcionales CE , CM y
EN, esCM*=CExEN — HE x EG (190 ):
luego el punto M estard ( 604 ) en la elipse des-
crita; y porser CO—=CE,y CP =CM, lo esta-
rdn igualmente los puntos O y P. Que es &c.

PROPOSICION XXI.
613 Si el cono AFER estd cortado por el
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plano triangular FAR , que pasa por el exe del
mismo cono, y ademas por-otro plano QMNG que
pasa por las rectas , HZ perpendicular al didmetro
PV del circulo PHY paralelo 4 la base del conag;
y NQ que corta’ de qualquier modo los lados del
tridngulo FAR baxo del vértice 4, con tal que no
forme con ellos el tridngulo AQN equidngulo al
tridngulo FAR ; la linea QGNM , que es la sec+
cion comun del plano QGNM y de la superficie del
cono , serd una elipse que.tendrd por didmetros con~
jugados las rectas QN y G que es paralela 4 LH
y divide por medio QN en el punto K. Fig.12.

Tirese por el punto X la recta BKD paralela
al didmetro PV7; y por sgr ademas MG paralela 4
HL, serd (392 ) el plano BMDG paralelo al cir-
culo PHZL & bien 4 la base FER ;-de donde re-
sulta que el”plano BMDG. terminado por la- super-
ficie conica serd ( 560 ) un circulo cuyo didmetro
BD. Tambien por ser las rectas BK y KM respec-
tivamente paralelas 4 las PCy CHyseri (386) el
dngulo BKM — PCH ; pero el dngulo PCH es
recto : luego tambien lo serd BKM. Por tanto las
rectas GM y LH estardn cortadas igualmente por
los didmetros BD y PV en los puntos K 'y C; y
ademas serd ( 308. 312 ) KM* — BK x KD,
CH®=— PC x CV ; de donde X*: CH* — BK

Y iij
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x KD: PC x CV ; pero (326 ) BK x KD : PC
XxCV = QK x KN : QC x CN; por ser BK:
PC=QK:0C,y XKD : CV = KN: CN : lue-
go serd QK x KN: QC x CN = KM*:CH®; y
alternando QK x KN 4 KM* 6 bien QN*: GM*=
QC x CN : CH": luego descrita ( 612 ) una elipse
que tenga los didmetros conjugados QN 'y GM, es-
tar4 ( 603 ) el punto H en la misma curva: y lo
mismo se demostrard de todos los puntos de ]a sec-
cion QMNG. Que es &c.
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LIBRO IIL

DE LA HIPERBOLA.
DEFINICIONES.

614 La Hipérbola es una curva HAH, en quien
es constante la diferencia entre las rectas FH, fH
tiradas desde qualquiera de sus puntos H 4 dos pun-
tos fixos F', f, uno de los quales F' estd en la su-
perficie plana HAH comprehendida por dicha cur-
va, y el otro punto f estd fuera de la curva y en
el mismo plano. Fig. 1.

615 Las hipérbolas HAZH y hBb se llaman
opuestas , quando la diferencia entre las rectas FH
y fH tiradas desde los puntos fixos F'y f 4 qual=
quiera punto A de la hipérbola HAH , esligual 4
la diferencia entre las rectas f& y Fh' tiradas desde
dichos puntos 4 qualquiera punto # de la hipérbo-
la ABh. | _

Si en un punto f se fixa el extremo de una re.
gla 7", de modo que esta pueda moverse libremen«
te al rededor de dicho punto, y en el extremo 2" de
la misma regla y en otro punto ' se afianzan los
extremos de un hilo cuya' longitud sea menor que
la recta; y si en esta disposicion por medio de una

Yiv
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punta H se tiene sujeto el hilo contra la regla y ti-
rante al mismo tiempo, mientras la regla se mueve
en un plano inmobil , la punta describird la hipér-
bola HAH. Ahora si la extremidad de la regla se
fixa en el punto F' y el extremo del hilo en f, ha-
ciendo lo mismo que antes, se describird la hipér-
bola opuesta 4B5. Es evidente que dichas curvas po-
drin extenderse 4 una distancia de los puntos F y
f mayor que qualquiera dada, tomando un hilo, cus
ya longitud sea mayor que la!dicha distancia.

616 Los puntos F''y £ se llaman focus: y el
punto C que divide por medio la recta Ff, que une
los focus, se llama centro de la hlpérbola 6 de las
hipérbolas opuestas. Fig. r. |

6 17  Qualquiera recta NG , que pasa por el
centro C'' y se termina de una y otra ‘parte en las
hipérbolas opuestas , se llama ' didmetro ‘transverso
de ellas: y 'los puntos &V y O donde encuentra 4
dichas hipérbolas, vértices de é€l.

618 El didmetro AB que pasa por los focus
Fy f; se llama exe transverso de las hipérbolas: y
si haciendo:centro en uno de los extremos' .4 de di=
cho exe, con el intervalo AE igual 4 la recta CF
distancia: del-céntro al focus , se ‘describe el cir-
culo AELD:, y setira la recta DE perpendicular
al exe transverso 4B en el centro C de la hipérbo-
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la, y se prolonga hasta encontrar la circunferencia
de dicho circulo en los puntos D y E, la cuerda
DE se llama exe segundo de las hipérbolas opuestas.

619 Sila recta RAG es perpendicular al exe
transverso 4B en uno de sus extremos .4, é igual
al exe segundo ED, de modo que el exe transver-
so la corte por medio, las rectas CP y CS tiradas
por el centro C de las hipérbolas y por los extre-
mos R y G de dicha perpendicular, se llaman asin-
totas de la hipérbola HAH., Fig.1.

COROLARIO.

620 Las asintotas forman con ‘el semiexe
transverso 4ngulos iguales , esto es, PCA — ACS,
por tener los tridngulos ACR y ACG los lados R.A
— AG , AC comun, y los dngulos RAC y GAC -
iguales por rectos.

621  Sipor un extremo A del exe transverso
AB se tira la recta AM paralela 4 una de las asin-
totas ', y se prolonga hasta encontrar la otra en
M, el quadrado de la recta A4M se llama potencia
de la hipérbola.

COROLARIO.
w622  Siendo las rectas AM y CS paralelas,
serd el dngulo MAC — ACG ; pero ( 620 ) ACG
= ACM: luego serd el dngulo MAC—=MCA; por
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consiguiente MA = MC,y AM x CM = AM*.

623 Tangente de una hipérbola se llama la
recta que encuentra 4 la curva en un solo punto, y
que prolongada por ambas partes cae toda fuera
de los espacios comprehendidos por las hipérbolas
opuestas.

624 Sila recta TCV que pasa por el centro
C de la hipérbola HAH , es paralela é igual 4 la
recta ANO tangente 4 la hipérbola en el punto N
vértice del didmetro transverso NQ y terminada en
las asintotas CP y CS', y ademas estd dividida por
medio en el centro C, dicha recta TCV se llama
didmetro segundo del transverso QNV:y los dos did-
metros se llaman conjugados. Fig, 1.

625 La tercera proporcional de dos didme-
tros conjugados & de los exes de las hipérbolas opues<
tas, se llama pardmetro del didmetro 6 del exe que
es primer término de la proporcion: como si AX
es tercera proporcional del exe transverso 4B y del
exe segundo DE, serd AX pardmetro del exe trans-
verso.

En esta curva se d4 el mismo sentido 4 los tér-
minos de ordenada 4 un didmetro 6 4 un exe, abs-
cisa, subtangente y subnormal , que'en la pardbola.
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-PROPOSICION 1.

626 En las hipérbolas opuestas HAZ, PRQ,
la diferencia de las dos rectas Hf y HF tiradas de
qualquiera punto H de ellas 4 los focus F'y f es
igual al exe transverso AB: y la diferencia de las
dos rectas fR y FR tiradas de qualquiera punto R,
puesto fuera del espacio comprehendido por dichas
hipérbolas, 4 los focus F' y f, es menor que el exe
transverso AB: en fin la diferencia de las dos rec-
tas 5 y SF .tiradas de qualquiera punto §, toma-
do en el espacio comprehendido por una de dichas
hipérbolas , 4 los focus F' y f, es mayor que el exe
transverso AB. Fig. 2.

I. Cértense las rectas AT = AF,y B) — Bf.
Estando los vértices 4 y B del exe transverso 4B en
las hipérbolas opuestas, serd ( 615) Af — AF —
BF — Bf': luego fT = FV ; y quitada la parte co-
mun VT, seri fV/ — FT, y tambien las mitades de
estas serin iguales, esto es, fB = AF'; por consi-
guiente f A — AF—fAd—fB—AB; pero(614)
fA— AF — fH — FH : lvego serd fH — FH — AB,

1I. En el tridngulo fHR es fR < fH -+ HR :
luego tambien serd fR — HR << fH ; y quitada de
ambas partes la recta FH, seri fR — RF < fH
~— FH ; pero fH — HF — AB : luego serd fR
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— FR < AB. Con el mismo método se demostra=
rd ser 5 — SF > AB. Que es &c.

COROLARIO 1.

627 Infiérese que si es fH — HF — AB,
estard el punto A en la hipérbola HAZ ; y si es
fR — RF < AB, estard el punto R fuera del es-
pacio comprehendido por dicha hipérbola; en fin si
es f§ — FS§S > AB, estari el punto § dentro de
dicho espacio.

COROLARIO IL i

628 El exe transverso 4B queda dividido por
medio en el centro C : porque siendo Cf—=CF, y
Bf = AL, seth CB = CA.

COROLARIO IIL

629 Si seprolongan por el centro C' (Fig. 1)
las asintotas CP y CS de la hipérbola HAH, las rec-
tas prolongadas Cs y Cp serdn tambien las asintotas
de la hipérbola opuesta ABh: pues tiradas las rectas
RAG y rBg perpendiculares al exe transverso AB,
y prolongadas hasta encontrar las rectas pS§' y Ps,
serd RA — Bg, por tener los tridngulos CAR y
CBg los lados CA, CB iguales , como tambien los
4ngulos formados sobre estos lados: € igualmente
serd . AG =— Br; pero las rectas AR y AG son igua-
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les al semiexe segundo CD: luego tambien las rec-
tas Br y Bg serdn iguales 4 dicho semiexe; y ade-
mas siendo perpendiculares al exe transverso 4B,
serdn Cp y Cs asintotas de la hipérbola ABA.

PROPOSICION 1II

630 El quadrado del semiexe segundo CE de
las hipérbolas opuestas HAZ , PBQ , es igual al rec-
tingulo formado por las rectas comprehendidas en-
tre uno de los focus F' y los vértices del exe trans-
verso AB; esto es, CE*— BF x FA. Fig. 2.

Tirese la recta AE. Por ser AE — CF, serd
tambien 4E*=— CF*; pero AE*=AC*—+ CE* 'y
(134) CF*=BFx FA~+ CA*: luego serd AC*+
CE*— BF x FA + A4C*; y quitando el quadrado
de A4C comun 4 ambas partes , se tendrd CE*=—
BF x FA., Que es &c.

COROLARIO.

631 Sila recta AX es el parimetro del exe
transverso AR, serd AB x AX=—= 4BF x FA: por~
que siendo CE*=— BF x FA por lo arriba demos-
trado , serd tambien 4CE®* 6 bien DE* — 4BF x
FA; y siendo ademas las rectas 4B, DE y AX
continuas proporcionales , serd DE*— AB x AX:
luego BA x AX — 4BF x FA.
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PROPOSICION 1III.

632 Sise tira qualquiera ordenada HG al exe
transverso 4B prolongado, y la recta HF al focus
proximo F'; serd el semiexe transverso CA, 4 la
distancia del focus al centro C, como el segmento
CG de dicho exe comprehendido entre el centro y
la ordenada, 4 la suma del semiexe transverso CA
y de dicha recta ‘HF j esto es;CA4: CF=CG:
CA + FH. Fig. 2.

Tirese la recta Hf al otro focus f, cortese AKX
— FH ; y haciendo centro en H, con el intervalo
HF' describase el semicirculo MFN , cuya circun=
ferencia cortard al exe transverso B4 prolongado en
otro punto O, y 4 la recta Hf prolongada en los
puntos' M y N. Siendo, pues, fF — 2CF,y OF =
2 FG , seri tambien fO — 2CG. Asimismo siendo
fM — Hf — HF, 6 bien fM — 24C , y MN —
o HF — 24K, serd fN — 2CK. Porque las rectas
FN y FO son secantes del circulo MFN , serd (192)
fM x fN = fF x fO; por. consiguiente fM : fF =
fO: fN: luego tambien sus mitades serin proporcio-
nales , esto es, AC: CF =CG: CK 6 CA —+ FH.
Que es &e.
COROLARIO.
633 Siendo las rectas AC, CF, CG y CK
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proporcionales , serd (311 ) ACxCK==CF xCG.

PROPOSICION IV.

634 = Supuesta la construccion de la proposi-
cion antecedente , el quadrado de la ordenada HG
serd igual 4 la diferencia de los rectdngulos Kf x
KF y BG x GA; esto es, HG*—=Kf x KF — BG
x GA. Fig. 2. :

Por estar la recta CK leldlda en .4, serd (133)
CK*—+ CA*= 2CK x CA -+ AK?*; pero ( 633 )
CKxCA =CExCG, y AK* 6 HF*— HG" —+
GF*: luego serd CK*—+ CA*= 2CF x CG ==
HG*+ GF*;pero (135 ) 2CFxCG -+ GF*=
CF* + CG*: luego serd CK* —+ CA* = CF* —+
CG’-+— HG?*, 6 bien (134 ) Kfx KF ~+ CF* -

— CF* 4+ BG x GA =+ CA*+ HG*;'y qm—
tan_do de ambas’ partes los ‘quadrados de CF y CA4,
quedard Kf x EK—PBG % GA + HG?, y par consi=
guiente el quadrado de la ordenada HG serd la di-
ferencia entre los rectangulos Kf X KF BG x GA.
Quees &co :

PROPOSICION V.

635 . Si:por qualquiera punto H deé-las h;pér—
bolas opuestasise tira una ordenada HG al exe trans-
verso AB prolongado; serd el quadrado de este exe
al del exe segundo DE como el rectingulo forma-



- (352)
do por los segmentos BG, 4G comprehendidos en-
tre los vértices 4 y B del exe transverso, y el pun-
to G en que dicha ordenada lo encuentra, al qua-
drado de esta; esto es, 4B*: DE*— BG x GA:
GH". Fig. 2. :

Supbnganse F' y f los focus de las hipérbolas
opuestas ; tirese FH, y cortese AK — FH; por lo
que serd ( 632 ) CG: CK—=AC: CF; ¢ invirtien«
do CK: CG =CF:CA:luego'( 323 ) CK*: CG*
— CF*: CA*. Por tanto siendo el todo al todo co-
mo la parte 4 la parte, ser4 tambien (274 ) CK*
4 CG* 6 bien CF* 4 CA" como el residuo fK x FK
al residuo BG x GA ; y dividiendo BF x FA:
AC*—= fK x FK— BG x GA: BG x GA ; pero
(634)fKx KF—BGxGA=GH", y (630)
BF x FA = CD"*: luego seri CD*:CA*=—GH®*:
BG % GA; ¢ invirtiendo C4* 4 CD* 6 bien 4B*:
DE*=— BG x GA: GH* Que es &c.

COROLARIO L
636 Tirada otra ordenada GZL al mistmo pun-
to G del exe transverso 4B prolongado, se demos-
trard del mismo modo ser 4B*: ED*—= BG x GA:
GL*: luego sersi GH* = GL’, y por consiguiente
GH — GL. Por tanto qualquiera recta HL parale-
la al exe segundo DE y terminada de una y otra
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parte en la hipérbola , la divide por medio el exe
transverso prolongado. ;

COROLARIO IL

637  Sila recta IZ es perpendicular al exe
transverso AB prolongado’', y ademas es _#B*:
ED*=— BI x IA:1Z"* estari el punto Z en la hi-
perbola HAL.

COROLARIO IIL

638 Siendo el parimetro AX del exe trans-
verso AB tercer término proporcional de 4B y DE,
serf (321 ) AB*: DE*—=AB: AX ; pero 4B*:
DE*—BG x GA:GH"*: luego seri AB: AX —
BGxGA:GH"

COROLARIO 1IV.

639  Descrito con el semiexe transverso CA
el semicirculo A¥B (Fig.3), y tirada 4 ¢l la tan-
gente G¥ desde qualquier punto G tomado en el exe
transverso 4B prolongado, la razon de esta tangen-
te 4 la ordenada GH correspondiente 4 dicho pun-
to serd igual 4 la del exe transverso 4B al segun-
do DE : porque siendo BG x GA: GH*=— AB*:
DE,y (191) BG x G4 =G7*, serd tambien
G¥*: GH*>= AB*: DE*; por consiguiente ( 323 )
G¥:GH = AB: DE.

Z
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PROPOSICION VL

640 Sila recta HL es ordenada al exe se-
gundo ED de las hipérbolas opuestas QA4%", NBO;
serd el quadrado de este exe al quadrado del exe
transverso 4B como el quadrado de la ordenada 4
la suma de los quadrados del semiexe segundo CD
y del segmento de este comprehendido entre el cen-
tro y dicha ordenada j esto es, DE*: AB*— HL™
CD*~+ CL*. Fig. 3.

Tirada la ordenada HG al exe transverso BPA
prolongado, serd ( 635 ) A4C*: CD*=— BG x GA:
GH*; ¢ invirtiendo CD?*: 4C *—= GH®: BG x GA;
y en la misma razon estard la suma de los antece~

dentes con la de sus conseqiientes, esto es CD?* ~=
GH":CA"+BGxGA=CD*: AC"; pero (134)
AC*+ BGxGA=CG*=HL yGH'=CL*:
luego serd CD*—~ CL*: HL*=CD*: CA* 6 bien
como DE* 4 4B* Que es &c.

COROLARIO.

641 Tirada otra ordenada LN al mismo pun-
to L del exe segundo, se demostrard del mismo mo-
do ser DC* 4 CL*: LN* = DE*: AB*: luego
HL*=—= LN?*, y por consiguiente HL =— LN. Por
tanto qualquiera recta HV paralela al exe transver-
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so 4B,y terminada de una y otra parte por las hi-
pérbolas opuestas, queda dividida igualmente por el
exe segundo 6 su prolongacion; pero se ha demos-
trado (/636') que qualquiera recta: H?" paralela al
exe segundo. DE,y terminada de una y otra parte
en la hipérbola , queda dividida igualmente por el
exe transverso B4 prolongado : Tuego cada uno de
los exes AB y ED divide igualmente las paralelas
4 el otro terminadas en la hipérbola & en las hi-
pérbolas  opuestas.

 PROPOSICION VIL

642 Silas rectas QK 'y HL son ordenadas
al exe segundo ED de las hipérbolas opuestas .47,
NBO ; los quadrados de estas ordenadas tendrdn en-
tre si la razon de las sumas de los quadrados del se-
miexe segundo 'y del segmento de €l comprehendido
entre el centro y la ordenada ; estoes, QX *: HL*
— CD* -+ CK*: CD*—+ CL®: y si las rectas QP
y HG son ordenadas al exe transverso AB; los qua-
drados de dichas ordenadas tendrin entre si la ra-
zon de los rectdngulos de las abscisas; esto es, .@J":
HG?=— BP:x PA: BG xGA. Fig. 3.

I. Siendo las rectas QK y HL ordenadas al
exe segundo ED, serd ( 640 ) DE*: AR*—= CD"*
-+ CK*: K0 y DE*: AB*=CD*~+ CL*: HL*

Zij
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luego CD* + CK*: KQ*=CD* + CL*: HL"; y
alternando CD*~+ CK*: CD*~+CL*=KQ* HL".
IL. Por ser las rectas QP y HG ordenadas al
exe transverso' 4B prolongadoy serd. ( 635") AB*:
DE*—= BPxPA: PQ* y AB*: DE*=—=BG xGA4 -
GH*: luego BP x PA: PQ*= BGxGA: GH”;y
alternando serd BP x PAd : BGx GA— P_Q GH?%
Que es &c. i ebi 1A v :
PROPOSICION VIII
643 Sila recta MF es ordenada al exe trans-
verso BA prolongado en el focus F de la hipérbo-
la QAY; dicha ordenada ser4 la mitad del paréme—-
tro AX del mismo exe. Fig: 3. '
Siendo ( 638 ) 4B : AX'— BF x FA: FM?
serd tambien AB x AX : AX*=— BF x FA: FU%
pero ( 631 ) ABx AX=—=4BF % FA: luego el qua:
drado de AX seri quddruplo del de FAM, y por con-
siguiente el pardmetro 4X duplo de FM. Que es &c.

PROPOSICION IX.

644 Dada una recta 4B y en su prolonga-
cion los puntos F' y f equidistantes de los extremos
A y B de la. misma recta; describir las hipérbolas
opuestas , que tengan la recta A8 por exe transver=-
$0, y los puntos F' y £ por focus. Fig. 1.

Tomense una regla fH2 y un hilo FHY , de
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suerte que la diferencia entre la regla y el hilo sea
igunal 4 AB; fixense los extremos de dicho hilo en
el punto dado.F y en el extremo 2" de la regla %,
que se colocard de modo que pueda moverse libre-
mente cerca del otro punto dado f: y en esta dis-
posicion describase ( 6 15 ) la hipérbola HAH que
pasard ( 627 ) por el punto A, por ser fd ~— AF
=— AB. Igualmente descrita la hipérbola B4 , se
demostrard que pasa por el punto B. Por tanto la
recta AB seri el exe transverso de las hipérbolas
descritas', y los puntos F y f serdn los focus de
ellas. Que es &c.

PROPOSICION "X,

645 Dadas las dos' rectas 4B 'y DE , que se
cortan por medio en C, y en dngulos rectos ; des-
cribir dos hipérbolas opuestas cuyos exes sean di-
chas rectas. Fig. 1.

. Tirese la recta AE, 4 quien se cortardn igua-
les las rectas CF' 'y Cf en la AB prolongada por
ambas partes; y con el exe transverso 4B y los
focus F' y f describanse ( 644 ) las hipérbolas
opuestas HAH y hBh que serdn las que se piden.
Los tridngulos ACE 'y ACD tienen el lado 4C co-
mun, CE — DC, y los 4ngulos en C iguales por
rectos: luego tendrdn el lado AE — AD; pero AE

Ziij
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= CF == €fs!luego lasirectas 1 AE ;. AD; CF 'y Cf
serdn iguales entre si, y por consiguiente los pun-
tos D y B serdn los términos del:.exe segundg de
las l‘upérbolas descritas. [Luego &c. 1500l

PROPOSICION XL

646 - Dadas la. rectai AB y la perpendicular
HG 4 dicha recta AR iprolongada ;! describir. dos
hipérbolas opuestas , que tengan por exe la recta
AB,y que unade ellas pase por el punto H. Fig.3.

.. Dividase:la rectay 4B por medio en.C:; y ha
ciendo centro en este punto, con.el intervalo C.A4
describase el semicirculo AIB ; tirese 4 ¢l desde el
punto G la tangente G¥; héllese una quarta propor-
cional DE 4 ‘las rectas:’G¥, GH y AB ; 'y final-
mente describanse ( 645 ) dos hipérbolas opuestas
QAT y NBO que tengan las rectas AB y DE por
exes, y se tendrdn las qué se piden. Por ser G¥:
GH=AB:DE, sertd ( 323) G¥*: GH*= AB*
DE*; pero (191) GF*= BG x GA : luego serd
BG x GA : GH*>=— AB”*: DE"*; por consiguien=
te ( 637 ) el punto H estard en la hipérbola Q A7,
Que es &c. ' (

PROPOSICION XIL

647  Tirar una tangente 4 la hipérbola HAI

en un punto dado. Fig. 4.
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1. 'Si el ‘punto vdado; es. el vértice Adel' exe
transverso B A ; levdntese la perpendicular. AM  so=
bre el ‘mismo: exe, la qual serd tangeate de la cur<
va en A. Tirense desde los focus: F;yi:fi las rectas
FM yofM & qualquieta punto | M de dicha perpen=
dicular ; cortese AT — AF , y tirese TA. En el
tridngulo f'TM es fM <fT ~+ TM, y por consi-
guiente fM — TM << fT; pero por serilos tridghgu-
los TAM y: FAM: totailmente 'iguales yoesi FM o=
FM : luego'serd fM — FMZfT 6 bien menor que
fA — AF: luego el punto M estard ( 627 ) fue-
ra'de los espacios comprehendidos por las hipérbo=
las: lo:'mismo se demostrard de qualquieraotro. pun=
to tomado en la recta 4Mprolongada por ambas
partes: luego la recta A es tangente de la hipér=
bola en elipunto' 4. ™ [ugnd l9 1mizs 104 ;

' IL Si‘el: punto dado es: qualqu‘lera otroH deilas
hlpérbola tirense de €l 4 los focus ' F'y f las rectas
HF'y Hf,y dividase el dngulo, F'Hf por medio'con
la' recta ' KHR que serd tangenté 'de-la hipérbola en
H, Cortese ' HN'— HPFy!y tirense 'las rectds BN
KN-iy KFo Los' tridhgulos FHL' y NHL tienen-
FH=—HN, el lado HL comun,'y el 4ngulo FFHL
== NHL : luego tendrin-tos lades 'FL ;~LN-igia-)
les),) como Ltambien los “dngulos’ | FLH ; NLH: ; y-
siendo ademas KL comun 4 los’'tridngulos KLFy

Ziv
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KLN ,; serd KF == KN pero en el tridngulo KNf
es  Kf < KN == Nf; 6 bien Kf' == KN < Nf lue:
go serd Af — KF < fH — HF ; por consiguien-
te (627 ) el punto K estars fuera de los espacios
comprehendidos por las ‘hipérbolas. : Luego &c.
PROPOSICION XIIL
648 - Supuesta da construecion de la proposi=
cion antecedentey si la:tangente. F/L encuentra en
R al exe transverso. AB}'y se tira ‘4 €l la ordena-
da HG; serd el semiexe transverso 4C medio pro-
porcional entre Jascdistancias del ceatro: 4 .la erde=
nada, y del'mismo: centro:alpunto; donde lartarigen+
te encuentra al exe transverso; esto es, CG: CAd =
Cd i CR. Figo gy : !
Por estar el 4ngulo fHF dividido: igualmente
por:la'fangente HR j serd (293 ) fH : HF = fR:
FR : luego dividiendo serd fH — HF: HF =— fR
~—— FR :FR; pera (1626 ) fH-— HF = AB =
24C, 'y fR — FR == 2CR,, por estar la recta Ff
dividida por medio en C'::luego. 240 HF = 3CR:
FR, y tambien AC: HF =—CR = FR; ¢ invirtiendo
HF: AC=FR: CR: luego componiendo serd HF ==
CA:CA = CF:CR; pero( 632 ) CG: HF ==
AC.== AC : CF : luego-por igualdad ordenada CG:
CA = Cd:CR: Que es &ec.
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"COROLARIO.

649 Siendo CG: CA=CA:CR, y CA—=
CB, serd tambien CG: CB —= CB: CR, y en la
misma razon estard la suma de los antecedentes con
la. de 'sus conseqiientes , esto es, CG: CB — BG :
BR : luego convirtiendo CG : AG — BG : GR. Por
tanto la subtangente es quarta proporcional de las
distancias del centro 4 la ordenada baxada desde el
punto del contacto al exe transverso B.A prolonga-
do, y de los vértices de este exe 4 dicha ordenada.

PROPOSICION XIV.

6350 Las asintotas CT' y C§ no concurren en
ninguna distancia finita con las hipérbolas opuestas
PAK, pBk. Fig. 5.

Si se niega, concurra, pot exemplo, la asintota
CT con la hipérbola AP en el punto Z. Tirese por este
punto la ordenada ZX al exe transverso B4 prolonga-
do; y: levéntese la perpendicular 4R sobre el mismo
exeen el vértice 4, la que prolongada hasta encontrar
la asintota en R serd igual al semiexe segundo CD.
Siendo los tridngulos CXZ , CAR equidngulos, serd
€CX: XZ — AC: AR ; por consiguiente ( 323 )
CX*:XZ'=A4C*: AR* 6 CD"; pero (635) BX
X XA ZX*=AC*: D% luego serd CXKZ =
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BX x AX: ZX* y por consiguieute CX*== BX x
XA, lo que es imposible. Luego &e.

PROPOSICION XV.

651 Sipor qualquiera punto ¥ del exe trans=
verso B.A prolongado se tira. una paralela: LN al
exe segundo DE terminada por una y otra parte
en las asintotas CT y CS§' de la hipérbola PAK; las
partes HL, MN de dicha paralela comprehendidas
por las asintotas y la curva serin iguales entre si:
y tambien el rectingulo formado por los segmentos
HL, HN, en que la curva divide 4 la misma pa-
ralela LN, serd igual al quadrado del semiexe se-
gundo CD. Fig. 5.

I. Levéintese la perpendicular RAG sobre el
exe transverso AB en el vértice A4, y prolénguese.
hasta cortar las asintotas en los puntos R y G. Sien-
do los tridngulos L7C y RAC equidngulos, serd L¥:
AR — JC: AC: del mismo modo se demostrard ser
FN: AG =C¥: AC: luego LF¥: AR = ¥N: AG;
y por ser AR =— AG , serd tambien LF =— FNj
pero ( 636 ) HY = JM : luego LH — MN.

II. Por ser los tridngulos CF¥L y CAR equidn~
gulos, serd C¥: FL — AC : AR ; por-consiguien=
te (323) CF': JL* = C*: AR*6 CD%; pero
(635 ) B x §4: HFY*= AC*: CD*: luego TF:
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FL'=B¥x F4: Hy s yporser (134 ) Cy'=
" BYx3A-+ AC* y (133) FL*= LHx HN -
H¥?, serd tambien (274) C¥ 4 FL* 6 bien A4C*:
CD*='4C*:. LH x HN ,.y por 1o tanto CD*=
LH x HN. Que es &c.

COROLARIO.

652 .Silas rectas 08 y LN son paralelas al
exe segundo DE, y estdn terminadas por las asinto-
tas, serd OP.x PS§S — LH x HN =— LM x MN,
por seriestos rectdngulos iguales al quadrado del se-
miexe segundo CD.

PROPOSICION XVI

653 Si se tira qualquiera recta TPZ” obliqua
al exe transverso..4B prolongado, y terminada por
las asintotas CT' y CS de la hipérbola PAK ; los
segmentos de esta recta comprehendidos entre las
asthtotas. y la-curva serdn iguales entre si , como
tambien los réctdngulos formados por los segmentos
en que la curva divide 4 dicha recta : esto es, TP
=M,y TP % PVe=TM %MV . Figig.:

Desde los puntos M y P tirense las ordenadas
M¥ y PQ al exe BA prolongado, y aldrguense has-
ta encontrar las asintotas. Siendo las rectas LM y
OP paralelas , serdn los tridngulos LTM y OTP
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equidngulos ; por consiguiente serd LM: OP—=TM:
TP : del mismo modo se demostrard ser PS : MN
= PV : VM; pero por ser ( 652 ) LM x MN =
OP x PS,es (311 ) LM:0P = PS: MN : lue-
go serd TM: TP — PV : V' M; y dividiendo PM :
PT — PM : MV ; por consiguiente serd PT —
MY, Y siendo por lo demostrado T/ : TP — PV :
VM, serd (311) TMx MV = TP x PV. Que
es &c.
PROPOSICION XVIIL

654 Si por dos qualesquiera puntos H y K
de la hipérbola HAK referida 4 las asintotas CQ,
y CP se tiran las dos rectas H? y KZ paralelas
4 la asintota CQ , y otras dos HX y KO parale-
las 4 la otra asintota CP ; los paralelégramos
CXHY y COKZ, que resultan, serin iguales entre
si. Fig. 6.

Tirese por los referidos puntos H y K la rec~
ta HK,y alirguese por ambas partes hasta encon-
trar las asintotas en los puntos T' y Z., Siendo las
rectas H? y KZ paralelas, serdn los tridngulos HZ?
y KV'Z equidngulos ; y por lo tanto H/ : KV —
HY : KZ : del mismo modo se demostrard ser KT:
TH — KO : HX ; pero por ser ( 653 ) H/ xTH
=KV x KT, e (gt ) HV + &V = EKI':TH;:
luego serd HY: KZ — KO : HX; "pero el dngulo
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XHY — OKZ , por ser iguales (''1.07 ) .ambos al
4ngulo XCZ : luego serd ( 309 ) el paralelogramo
CH = CK Que es &c.

£

'COROLARIOI

655  Siendo por lo amba demostrado HY¥":
KZ =— KO : HX, serf tambien HY : KZ ,— CZ :
C%: de donde! resulta’’ que si de dos qualesquiera
puntos-de 1a hipérbola se tiran dos rectas paralelas
d una de las asintotas y se prolongan hasta encon-
trar la otra,:estas rectas tendrdn lal razon inversd
de: los' segmentos. cortados: por €llas en la asintota
desde el centro C.

COROLARIO IT.

6356 81 por el vértice A del exe trafisverso se
tira la recta AN paralela 4 la asintota CQ,,y es KZ
paralela 4 la misma asintota ; serd CZ x ZK igual 4 la
potencia de la hipérbola, por ser: £Z : AN —= CN :
€Z ,'y ademas (622 ) CN ==i4N.

PROPOSICION XVIII

657 . Si qualqulera recta: SHG terminada en
las asintotas \CR y C'N encuentra 4 la hipérbola en
un punto /A, y queda cortada por medio en este
punto ; dicha recta: §HG serd tangente de la curya
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en el mismo punto H: y al contrario, si es tan-
gente,, quedard dividida por medio en el punto del
contacto. Fig. 7. 5

I. Tirese la recta HX paralelq 4 la asintota
CN, y por qualqmer punto P tomado en la asin-
tota C'S', higase pasar la recta PQ paralela 4 la
asintota CN, y aldrguese hasta encontrar la curva
en Q y'la recta ST en O. Por ser las rectas OP y
HX paralelas ' los tridngulos PSO 'y XS§H serin
equidngulos ; por consiguiente tendrin proporciona-
les sus lados homoélogos , esto es OP : HX — PSS :
§X; pero (655 ) HX:PQ=—CP :CX luego se-
ri (326 ) OP x HX 4 PQ x HX 6 bien OP: PQ
=— P§S xCP: CX x §X; y por set SH = HG, se-
ri tambien SX — CX, y P§ x CP < CX x SX:
luego OP < PQ. Del mismo modo se demostrars
que qualquiera otro punto de la recta ST estd fue=
ra de la curva:luego dicha recta serd tangente de
la curva en el punto A. !

II. Hecha la misma pteparacion en la figura
que antes, se demostrari ser PO: PQ — PS§ x CP:
CX x X§ ; pero PO < PQ,, por ser la recta SG
tangente de la curva en H': luego serd P§S x CP <
CX x X§ 35y verificindose ‘esto’ de qualquiera punto
P tomado en la recta CS respecto al punto X, se-
r4 CX — X§'; pero por ser las rectas HX y CG
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paralelas , es §X : CX = HS': HG : luego  serd HS
— HG. Que es &c.
COROLARIO L

658  Sila recta SHG es tangente de la hi-
pérbola en el punto H, y encuentra 4 la asintota
CR en §'; la recta HX, que pasa por el punto A
del contacto y es paralela 4 la otra asintota CN,
dividird ;por medio el segmento CS de aquella asin=
tota comprehendido entre el centro y el punto en
que dicha tangente la encuentra.

COROLARIO II

659  Entre la tangente SHG y la hipérbola
no se puede tirar del punto del contacto A otra rec-
ta THM sin que «corte 4 la hipérbola : pues dividi-
da CI por medio en P, y tirada PL paralela 4 la
asintota CN , se demostrari con el mismo método
de la proposicion antecedente ser PZ > PQ,,y por
consiguiente el punto L estard dentro-de la hipérbola.

PROPOSICION XIX.

660 | Las asintotas CO, CN y la hipérbola
K AM prolongadas al infinito' se van acercando con-
tinua y constantemente , de suerte que su distancia
llega ltimamente 4 ser menor que qualquiera dada.
Fig. 8.
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Tirese la recta GAR perpendicular al exe trans-
verso AB en el vértice A4; y por el punto R, don=-
de dicha perpendicular corta la ‘asintota, higase pa-
sar la recta RH paralela 4 la otra asintota. CN, y
alirguese hasta encoatrar la curva en H; por este
punto tirese la recta THP paralela 4 AR , de mo-
do que sea HT igual 4 la recta HP intercepta en-
tre la curva y la asintota CN. Asimismo por el
punto T tirese la recta TX paralela 4 la asintota
CN , y por el punto K donde encuentra 4 la cur-
va, hdgase pasar la recta KN paralela 4 AR, de
modo que sea ZK—KN: y del mismo contintiese
dicha consttuccion al infinito. Siendo, pues, (65 1)
HL x HP— AR* seri (312) HP: AR—AR:
LH; pero HP =RG = 2.AR:luego setd AR =2 LH.
Tambien por ser' (652 ) KN x KO =— HP x HL,
serdi (311 ) KN:HP = HL: OK; pero KN—
TP — 2HP: luego LH =— 20K : luego si de la
distancia AR se quita la mitad, la parte residua se-
r4 igual 4 la distancia ZH; y si de dicha parte re-
sidua se quita la mitad , quedard la distancia KO;
perosi de AR se quita la mitad , y de la residua
parte .se quita la mitad , continuando esta operacion
al infinito , se llega ( 429 ) 4 una parte menor que
qualquiera dada: luego iltinamente la distancia en-
tre la asintota CZ y la curva 4K llegard 4 ser me-



(369)

nor que qualquiera dada. Lo mismo se demostrar4
respecto 4 la asintota CQ y la curva AM, como
tambien respecto 4 las asintotas Cn y Co de la hi-
pérbola opuesta kBm. Que es &c.

COROLARIO.

661 Infiérese que si la recta CH, tirada des-
de el centro C' 4 qualquiera punto H de la hipér-
bola K. AM, se prolonga por el centro C, encontra-
rd 4 la hipérbola opuesta kBm en un punto Z.

PROPOSICION XX.

662 Qualquiera didmetro transverso HS estd
dividido por medio en el centro C': y las tangentes
GHY, g8 tiradas 4 la curva en los vértices H,
aS del mismo didmetro, y que estin terminadas por
las asintotas Rj, Tg, son paralelas ¢ iguales. Fig. g.

I. Tirense las ordenadas Hb y Ss al exe trans-
verso AB prolongado por ambas partes. Siendo (63 5)
las razones de Bh x bA 4 Hp*, y de As x sB 4§ §s°
iguales 4 la de .4B* 4 DE®, sertd Bh x bA: Hb*—
As x sB: 8s5"; pero por ser los tridngulos ChH y
CsS equidngulos , es Hb: Ch=—= Ss: Cs,y Hp*: Ch*
== '§5": Cs: luego serd por igualdad ordenada Bh
x bA: Ch*== As x sB: Cs*; é invirtiendo Ch*: Bb
% bd =5 As xsB; ypor ser (134 ) Ch*=

Aa
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Bh x bA == AC* y Cs* = As x sB == AC?, sers
convirtiendo Ch*: AC*= Cs*: AC*; por consiguien-
te Ch*= Cs*,y Ch = Cs: y como en los tridngu-~
los HbC y 8sC sean tambien los 4ngulos bh=—s, y
HCh = SC¢; serd CH = (CF.

II. Por ser las rectas Hz y Sx tangentes de las
hipérbolas opuestas en los puntos H y §,'serd (648 )
Ch: CA=04: Cz,y Css CB=CB: Cs3pero Ch=
Cs, por lo arriba demostrado, y CA4=CB: luego AC
: Cz2 == BC: Cx; por consiguiente Cz —= Cx: y co-
mo los tridngulos HCz, SCx tengan el lado CH
= CS, y el 4ngulo HCz —=SCx, tendrdn los 4ngu-
los CHz, CS« iguales, y por consiguiente ‘las rec-
tas GHY , jSg serdn paralelas. Los tridngulos HCY¥
y CSj tienen el lado CH=—=CS, y los 4ngulos CH¥} =
CSj , HCF = 8Cj: luego tendrin el lado HY =
Sj: del mismo modo se demostrari HG —=Jg: lue-
go tambien serd G¥ — gj. Quees &c. ‘

PROPOSICION XXI.

663 Silarecta HG es tangente de la hiperbo-
1a en el punto A vértice de qualquier didmetro trans~
verso , y por qualquier punto P de la misma curva se
tira 4 dicha tangente la paralela TV prolongada has-
ta encontrar las asintotas CT" y CR en los puntos T
y-N; el rectingulo de las partes PT.y PN de di-

P
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cha -paralela serd igual al quadrado de la tangente
HG comprebendida entre €l punto H del contacto y
la asintota CT; esto es, TP x PN = GH"*. Fig. 9.

Por los puntos P y H tirense las rectas OPR
y VHQ, paralelas al exe segundo ED; y aldrguense -
dichas rectas, como tambien la tangente GH , hasta
encontrar 4 las asintotas en los puntos O, R, 77, O,
y % Siendo las rectas TP , PO respectivamente
paralelas 4 las GH , HV, serdn los 4ngulos PTO =
HGV,y TOP =GV H; por consiguiente los tridngu~
los TOP , GFVH serdn equidngulos : del mismo modo
se demostrard ser los  tridngulos PRN , HOQY¥
equidngulos. Por tanto serd TP : PO = GH : HV,
y PN:PR—HY¥: HQ: luego (326 ) TP x PN
PR x PO—Hj}xGH: HQ x HV ; pero ( 652 )
PR x PO —= HQ x HV : luego seri TP x PN —
H¥xGH=—HG"*, por set GH—HY ( 657 ). Que
es &c. '

PROPOSICION XXII. ,

664 Tirada qualquiera ordenada PL al dif-
metro transverso S/ prolongado, serd el rectdngu-
lo de las abscisas S'Z y HL al quadrado de dicha
ordenada como el quadrado del mismo didmetro 4 el
de su didmetro conjugado UZ; esto es, SL x HL :
PL = GH*!uz" Fig. 9.

Sea GHf tangente de la hipérbola en el pun-
Aaij
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to H vértice del didmetro transverso SH; y pro-
longuense la tangente y la ordenada PL paralela 4
ella, hasta encontrar las asintotas CT' y CR. Siendo
la recta TL paralela 4§ GH, serdn los tridngulos
TCL y GCH equidngulos, y tendrdn proporcionales
sus lados homélogos, esto es TZ: GH — CL: CH:
del mismo modo se demostrari ser LN : H¥ —=CL:
CH: luego serd TL: GH — LN: H¥; y por ser
GH—HY (657), serd tambien TZ=—_LN. Ade-
mas por ser CL: CH — TL: GH, set4 CL*: CH"
=TL*:GH*6 TP x PN ( 663 ); y dividiendo
SL x LH: CH*=— PL*: GH"*: luego alternando
serd SLx LH: PL*— CH*: GH*6 CU*: y como
las rectas SH y UZ sean duplas de las CH y CU,
serd tambien SLx LH: PL*=SH"*: UZ"*. Que es &c.

COROLARIO L

665 Qualquiera recta PM terminada por am=
bas partes en la curva en los puntos P y M, y pa-
ralela al didmetro conjugado UZ , la dividird por
medio el exe transverso S prolongado : pues por
ser 7L — LN como se ha demostrado, y TP —
MN (653 ), serd PL — L.

COROLARIO IL

666 Sila recta p/ es paralela 4 las ordenadas
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al didmetro transverso SH , y es 87 x IH: p]* =

COROLARIO IIL

667  Descrito con el semididmetro transverso
CH un semicirculo, y tirada 4 ¢l una tangente des-
de qualquier punto Z tomado en el exe transver-
so §'H prolongado ; la razon de esta tangente 4 la
ordenada LP correspondiente 4 dicho punto serd
igual 4 la del didmetro transverso S'/H al conju-
gado UZ : lo qual se demuestra con el meétodo dado
antes ( 639 ).

PROPOSICION XXIII

668 Sila recta PI es ordenada al diimetro
ZU conjugado al didmetro transverso SH ; seri el
quadrado de este al quadrado de su conjugado como
¢l quadrado de la ordenada 4 la suma de los qua-
drados del semididmetro conjugado CU y del seg-
mento de ‘este didmetro comprehendido entre el cen-
tro 'y la ordenada ; esto es, §H*: UZ* = PI*:
CU*~ CI* Fig. 9.

. Tirada la ordenada PZ al didmetro transverso
§H prolongado , serd (664 ) CH*: CU*= 8L x
LH: PL*6 CI*: luego la suma de los antecedentes
estard con la de los conseqiientes en la misma ra-

“ Aaiij
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zon que un antecedente con su conseqiiente , esto €s
CH'+ SLxLH:CU*~+ CI*=CH": CU*; pero
CH"—+ SL x LH = CL*=PI™ luego serdi PI’:
CU* 4+ CI* = CH®: CU* 6 bien como SH*4
UZ*. Que es &c.
PROPOSICION XXIV.

669 Si las rectas p/ y PL son ordenadas al
didmetro transverso S'H prolongado ; los quadrados
de dichas ordenadas tendrédn entre si la razon de los
rectdngulos de las abscisas ; esto es p/*: PLi=51
x/H:S8L x LH: y si las rectas pX y PI son or-
denadas al di4metro conjugado ZU prolongado si es
necesario; los quadrados de estas ordenadas tendr4n
entre si la razon de las sumas de los quadrados del
segmento del mismo didmetro comprehendido entre
el centroy la ordenada, y del semididmetro conju-
gado; estoes pK *: PI*=CK*+ CU*: CI*+CU™
Fig. 9. : - ' :

I. Siendo las rectas p/ y PL ordenadas al di4:
metro transverso SH , serd ( 664 ) SH*: UZ*=
S!x IH: % y SH*: UZ*=SL x LH: PL*: luego
8§ xIH: pj*=8L'x LH : TP*;'y dlternando se-
14 8IxIH:S8Lx LH="Tp}*: PL* "

II. Por ser las rectas pK y PI ordenadas al
didmetro conjugado UZ, serd ( 668 ) Kp*: CK*+
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(3753)
CUr =€’ : CU*, Sy \PI*+:CI*=+ CU*= CH™
CU?: luego Kp*: CK* -+ CU*= PI*: CI* +
CU?; y alternando serd Kp*: P1*= CK*—+ CU"*:
CI*—+ CU*. Que es &c.

COROLARIO.

670 Sila recta PL es ordenada al didmetro
SH,y la recta p/ paralela 4 ella, y ademas es p/*:
PL*=SixI!H: SLx LH; el punto p estard en la
hipérbola pAW.

PROPOSICION XXV.

671 El paralelégramo 4ADBE, cuyas diago-
nales son los exes AB y DE de la hipérbola , es
igual al paralelégramo HQFP cuyas diagonales son
qualesquiera dos didmetros conjugados HF y QP.
Fig. 10.

Tirese la recta O AT perpendicular al exe trans-
verso AB en el vértice A; tébmense las partes .70
y AT iguales al semiexe segundo CD ; tirense las
asintotas COR y CTN, como tambien la recta GH¥
tangente 4 la curva en el vértice H del didmetro
transverso HF, la que se ha de prolongar hasta en-
contrar las asintotas en los puntos G y F. Siendo,
pues , el didmetro conjugado igual y paralelo 4 la
tangente G¥, serd tambien el semididmetro CP igual
y paralelo 4 GH, por ser GH = HY (657 ), de

Aaiv
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donde resulta ser la recta HP igual y paralela 4
CG : del mismo modo se demostrard HQ, igual y
paralela 4 C¥; y por ser CP — CQ, serd tambien
PL — LH: luego la figura HMCL seri un para-
lelégramo y este igual al tridngulo PCH. Asimismo
se demostrard ser el paralelégramo AV CK — ACE;
pero ( 654 ) el paralelégramo HMCL — AVCK:
luego serd el tridngulo PCH — ACE; y siendo los
paralelogramos HQFP y ADBE quddruplos de di-
chos tridngulos , serdn tambien estos paralelogra-
mos iguales. Que es &c.

COROLARIO.

672 Siendo el tridngulo #CE — PCH, serd
tambien el tridngulo ACE — GCH ; pero el tridn-
gulo GC¥ es duplo de GCH, por ser GH — HY¥
(657); y el tridngulo DAE 6 bien OCT es du-
plo de ACE: luego serd el tridngulo GC¥ — OCT.

PROPOSICION XXVIL

673 En la hipérbola la diferencia de los qua-
drados de los exes 4B y DE es igual 4 la diferen-
cia de los quadrados de dos qualesquiera didmetros
conjugados HF y QP; esto es, AB*— DE*— HF*
— OP*. Fig. 11.

Hégase la misma preparacion en la figura que
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antes; 'y ademas"bdxense desde los puntos H, 4, T
y § las perpendiculares HL, AM , TK y ¥R 4 la
asintota CI. Siendo, pues, los tridngulos ( 672 )
GC% y OCT iguales, y el d4ngulo OCT comun 4 ellos,
serd ( 3102 GC: CO = CT: C¥s pero por ser pa-
ralelas AT'y R}, es CT':: C} — CK : CR : luego
serd§ GC: CO—=CK: CR; por consiguiente ( 311 )
GC x CR =C0 x CK. Y siendo las rectas HL y
R paralelas, serd GH : Hf = GL : LR ; pero
(657) GH=HY:1luego GL = LR por consiguien~
te (134) GC x CR—=CL*— LG* = CH"* —
GH?: del mismo modo se demostrard ser CO x CK
= AC*— AO0*; pero GC x CR —= CO x CK: lue-
go CH*— HG* = AC* — A0*; y tomando los
quédruplos de dichos quadrados, serd FH®— @T‘;’ —
AB*—0OT?% 6 bien FH*— PQ*—= AR*— DE™
Que es &c.
~PROPOSICION XXVIL

674 Describir una hipérbola que tenga por
didmetros conjugados las rectas S/, UZ dadas de
posicion y de magnitud , y que se cortan mutua-
mente por medio en C. Fig. 9.

Por el punto H extremo de la recta SH, tirese
la recta GHY paralela ¢ igual 4 la UZ , de suerte que
sea HG — HY ; tirense tambien las rectas CGT,
CJR, que pasen por el punto C'y por los extremos
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de la recta G¥; higase pasar por el punto H la
recta HX paralela 4 CR ; hillese una media pro-
porcional C¥" entre las rectas CX, XH, y tirese la
recta 9’4 paralela 4 CR ¢ igual 4 C?'; tnanse los
puntos C, A4 por la recta CA, y sobre ella levin-
tese la perpendicular Ef prolongada hasta encontrar
las rectas CG, CR en los puntos f, F'; finalmente
con los exes AB =— 24C, DE — Ff, describa-
se ( 645 ) la hipérbola PAW que seri la que se
pide. Siendo, pues, C¥'=12'4, serd ‘el 4ngulo CAY
= ACY'; pero los 4dngulos CAY, ACF son iguales
por alternos : luego serd el dngulo ACY — ACF;
y como los tridngulos ACf, ACF tengan ademas
el lado AC comun, y los 4ngulos en A4 iguales por
rectos , tendrin los lados Af, AF iguales entre si
y al semiexe segundo DC : luego las rectas CG,
CR serdn asintotas de la hipérbola PAW, que pa-
sard por el punto H (656 ), por ser CX x XH
igual 4 la potencia de esta curva respecto 4' que son
continuas proporcionales las rectas CX , A7, HX.
Tambien siendo HG—=HY, la recta G¥ serd (657)
tangente de la hipérbola en el punto H; y por ser
UZ —=GY¥, seri la recta UZ el didmetro conjuga-
do al transverso HS. Por tanto la hipérbola descri-
ta PAW tiene por didmetros conjugados las rectas
HS y UZ dadas de posicion y de magnitud, y que
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se cortan mutuamente por medio en C. Que es &¢.

COROLARIO 1.

675 Infiérese el modo dedescribir una hipérbo-
la PAW , que tenga -por asintotas las rectas CG y
CR dadas de posicion , y que pase por el punto
H dado dentfo del esPamo comprehendldo por di=
chias ‘réctas; - 1000 g A '

COROLARIO II.

676 . Tambien dadas-de posicion:y de magni-
tud las rectas SH y PL que corta 4 la SHen su
prolongaciofi’; se'describird aina hipérbola PAW, que
tenga por didmetro transverso la- recta HS', y por
ordenada 4 €l la recta PL;usi desctito ‘sobre SH,
como 'didmetro , un’ semicirculo, y ‘tirada'4 &l :des~
de el 'punto L una tangente, se halla 4'esta, 4 PL
y 4 §H una quarta proporcional UZ, que se ha de
tirar paraléla 4 PZ, 'y con los didmetros SH'y UZ
se describe’ Ta ‘hipérbola "P AW porque siendo  di-
chas quatro 'féctas ‘proporcionales; tambien ‘sus ‘qua=
drados ser4n ‘proporcionales , esto es<, -el‘quadrado
de la. referida’ tangente &' bien SZ| x LH v PL* =
SH*:UZ*: luego 1a hlperbola PA‘W seré la'‘que
se pide. - :

' PROPOSICION XXVIIL
677 - Si-el-codo AFLH ests  cortado por el
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plano triangular 4R que pasa por el exe del mis-
mo cono , y ademas por otro plano LFH que pa-
sa por las rectas, HL perpendicular al didmetro
FR de la base del cono, y »71" que corta por baxo
del vértice A al lado AF de dicho tridngulo , y
por cima de dicho vértice al otro lado AR prolon-
gado ; la linea LV H , que es la comun seccion del
plano Z¥VH y de la superficie cénica, serd una hi-
pérbola , cuyo didmetro transverso es la recta Pu
terminada por:los lados F A, AR del trlénguln FAR.
Fig. 12. (3169 stp A9 7 W2 |
Por qualquier punto If de. la. comun seccion
VY de los planos LVH , FAR , tirense las rectas
BD: y MG respectivamente paralelas 4 las FR y
LH ;y hidgase pasar por ellas el plano BMDG ter-
minado ren la suyperficie del cono. Siendo las rectas
BD y MG respectivamente paralelas 4 Jas FR y
LH, setd (392 )el plano BMDG paralelo al cir-
culo FLRH : luego dicho plano. terminado por la
superficie cbnica serd (560 ) un eirculo cuyo did-
metro BD. Asimismo por ser las rectas BK , KM
respectivamente paralelas 4 las F2°, 'L, serd (38 6)
el dngulo BKM — FIL; pero el dngulo FI1'L es
recto : luego tambien lo serd BKM. Por tanto las
rectas GM 'y LH estarin cortadas por -medio en los
puntes K, 2°; y ademas serd ( 308.312 )‘KTIJ’
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! — BKx KD, Z7*=— F? x YR ; de donde K /*:
Z7*—=BKx KD: F¥'x YR ; pero (326 ) BK x
KD : FVx YR—uK x KV : u¥"x ¥V, por ser BK
cFY=VK:VY,y KD: TR —uK: ul": luego se-
14 uKx KV : u¥'x YW — KM*: TL*. Por tanto des-
crita ( 676 ) una hipérbola que tenga por didme-
tro transverso la recta u”, y por ordenada 4 €l la
recta 9L , estard ( 670 ) en ella el punto M: y
lo mismo se demostrard de todos los puntos de la
linea LV H. Que es &c.













b I‘i‘l’frl"‘f’r.} 2

- T;,.“;.:;-T &:;‘

s










