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E S C O L I O I I . 

4 4 8 Los prismas semejantes B E F H * MPQS 
están en razón triplicada de sus lados homólogos 
BC, M N . Fig. 1 1. 

Tírense desde los ángulos iguales y Z á los 
opuestos las rectas , A D , y L N r L O ; y que
darán ( 3 1 9 ) divididas las bases de los referidos 
prismas en triángulos respectivamente semejantes, 
esto es, ABC á L M N , ACD á L N O , y A D E i . 
LOP: asimismo tírense las rectas G I , GKy y RT, 
R y . Siendo las rectas C I y AG iguales y paralelas 
á B H , será C/ igual y paralela ( 3 8 5 ) á AGt y 
la figura ACÍG será ( 1 0 6 ) un paralelógramo. Del 
mismo modo se demostrará que la figura ZNTR es 
un paralelógramo. Ahora por ser semejantes ( sup. ) 
ios paraleiógramos B A G H , M L R S , será GA : A B 
- = R L \ L M , pero A B : AC =1 M L : L N y por la 
sem^ánza de los triángulos BAC, M L N : luego pQ^S^S 
igualdad ordenada será GA-, A C = RL 1 LNh 2dm 
ttias por ser los ángulos GAB zzz R L M , B A E z=z 
MLPy GAE zrz RLP , y BAC — M L N , es ei á i l 
guio GACzzzRLN: luego los paraleiógramos GACIy 
R L N T serán semejantes, y siéndolo también respec
tivamente los demás planos de los prismas BACHGI, 
M L N S R T , serán estos semejantes: por consiguien-
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te ( 4 i 7 ) estarán en razón triplicada de los lados 
homólogos BC, M N . Del mismo modo se demostra
rá que los prismas G I K A C D , RTFLNO éstán en 
razón triplicada de CD á NO , y que los prismas 
G K F A D E , RFQLOP están en la triplicada de 1)5 
á OP; pero por ser ¡guales las razones BC á MW, 
CD á NO y DE á OP, son también iguales ( 3 1 3 ) 
sus triplicadas : luego será el prisma GH1ABC; 
R S T L M N = GIKACD: RTFLNO z=: GKFADE: 
RFQLOP ; por consiguiente ( 2 6 2 ) el prisma 
B E F H : MPQS = G H I A B C i R S T L M N ó bien 
como la triplicada de BC i M N . 

P R O P O S I C I O N I X . 

4 4 9 Las pirámides iguales D A B C , HEFG 
de bases triangulares A B C , EFG , tienen' sus bases 
recíprocamente proporcionales á sus alturas; y las 
pirámides triangulares, que tienen las bases recípro* 
camente proporcionales á sus alturas , son iguales 
entre sí. Fig. 1 0 . 

L Complétense los paralelepípedos A K , EQ-, y 
siendo ( sup. ) las pirámides D A B C , HEFG i g n ^ 
les, serán también ( 4 4 5 ) iguales los paralelepípe
dos AKy EO: luego será ( 411:8 ) la base A J á la 
base E N como la altura del paralelepípedo EO á la 
del paralelepípedo A K , pero ( 2 6 7 ) A J : E N ~z: 
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J4BC: EFG>y las alturas de dichos paralelepípedos 
son las mismas que las de las referidas pirámides: 
luego será la base udBC á la base EFG como la 
altura de la pirámide HEFG á la de la pirámi
de DJCB. 

I I . Si la base <dBC es á la base EFG como la 
altura de la pirámide HEFG á la de la pirámide 
DABCy dichas pirámides serán iguales. Siendo los 
paralelógramos , E N duplos de los triángulos' 
ABC y EFG, será también el paralelógramo A J al 
paralelógramo JSiV como la altura de la pirámide' 
HEFG, ó bien del sólido EO} á la altura de la pi
rámide DABC , ó bien del sólido A K i luego se
rá ( 4 1 8 ) el sólido A K EO; por consiguiente 
( 4 4 s ) la pirámide JDABC zzt HEFG. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X. 

4 5 0 El cono es la tercera parte del cilin
dro , que tiene la misma base FGH é igual altura. 
Fig. 1 2 . 

Inscríbase en el círculo FGH el quadrádo 
E F G H , y córtense por medio los arcos E F , FG, 
GH f HE en los puntos £ , M , N , O; tírense las 
rectas E L , L F , F M , &c, y por L la tangente 
Q L F ; finalmente prolongúense las rectas G F , H E 
hasta los puntos Q , P. Siendo ( 2 0 9 ) el quadrado 
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E F & H mitad del quadrado circunscrito al círcülof 
será ( 4 4 4 ) el prisma elevado sobre dicho quadra
do inscrito con la altura del cilindro, mitad del pris
ma elevado sobre el circunscrito con igual altura; 
por consiguiente aquel prisma será mayor que la 
mitad del referido cilindro. Del mismo modo se de
mostrará que el prisma, elevado sobre el triángulo 
E L F con la altura del cilindro es mayor que la mi
tad del segmento del cilindro , cuya base es ELF\ 
y por la misma razón los prismas elevados sobre los 
demás triángulos FMG, G N H y HOE serán mayo
res que las mitades de los segmentos cilindricos t cu
yas bases son los segmentos FMG , G N H , HOE. 
Dividiendo así por medio los arcos E L , LFy 
F M , &c, juntando las secciones, y sobre cada uno-
de los triángulos elevando prismas de iguales alturas 
á la del cilindro; y prosiguiendo siempre la misma, 
operación, vendrán á quedar al fin ( 4 2 8 ) ciertas 
porciones del cilindro menores que qualquiera canti
dad dada J ; por consiguiente el prisma se acerca 
continua y constantemente al cilindro, de suerte que 
su diferencia llega á ser menor que qualquiera can
tidad dada: luego últimamente el prisma es igual' 
( 4 3 0 ) al cilindro, es á saber, quando el número 
de los lados del polígono base del prisma se consi-* 
de ra aumentado al infinito. Igualmente se demostrad 
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fá que el cono es igual á la pirámide de igual altu
ra , cuya base es dicho polígono ; pero ( 4 4 3 ) la 
pirámide es la tercera parte del prisma de igual 
base y altura: luego también el cono será la terce
ra parte del cilindro de igual base, y altura. Que 
es &c. 

D E O T R O M O D O . 
Si el cono no fuese igual á la tercera parte del 

cilindro, sería menor ó mayor. 
I . Sea menor; será por consiguiente el cilindro 

igual al triplo del cono mas la diferencia J : y há
gase la construcción de la figura como antes* Se 
ha demostrado que ciertos segmentos del cilindro, 
como los que tienen por bases los segmentos EL, 
L F , F M , MG , G N , N H , H O , OE queda
rán al fin menores que J : luego el prisma forma
do, sobre la base ELFMGNHO de igual altura del 
cilindro será mayor que el triplo del cono; pero ( 4 4 3 ) 
el prisma es. triplo de la pirámide de igual base y 
altura: luego la pirámide formada sobre la base 
ELFMGNHO de igual altura del cono será mayor 
que él, esto es, la parte mayor que el todo, lo que 
es imposible: luego el cono no puede ser menor que 
la tercera parte del cilindro. 

I I . Sea el cono mayor que la tercera parte del 
cilindro; y sea la diferencia j ; será por consiguien-
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te el cono igual á dicha tercera parte mas J : y he
cha la misma construcción de la figura , se demos
trará de un modo semejante que al fin quedarán 
ciertos segmentos del cono menores que J , por exem^ 
pío, los que insisten sobre los segmentos E L , LF9 
F M , M G , Se. luego la pirámide , cuya base es el 
polígono EJUFMGNHO > y vértice el mismo que el 
del cono, será mayor que la tercera parte del c i ' 
lindro ; pero dicha pirámide es ( 4 4 3 ) la tercera 
parte del prisma de igual base, y altura: luego este 
prisma será mayor que el cilindro, lo que es impo
sible : luego el cono debe ser precisamente igual á 
la tercera parte del cilindro de igual base y altura, 
respecto á que no puede ser menor, ni mayor. Que 
es &c. 

C O R O L A R I O I . 
4 5 1 El cono es igual á la pirámide de igual 

altura, cuya base es el polígono inscrito en la del 
cono, con tal que sea infinito el número de los 
lados del polígono. 

C O R O L A R I O I I . 

4 5 2 Los conos son ( 2 6 7 ) como los cilin
dros de igual altura y base , por ser los cilindros 
triplos de los conos. 
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P R O P O S I C I O N X I . 

4 5 3 Los cilindros, y los conos KABCD, 
MEFGH de igual altura son entre sí como sus bases 
A B C D , EFGH. Fig. 1 3 . 

Las pirámides KATBVCXDT, MEPFQGRHS 
de igual altura son ( 4 4 0 ) como los polígonos se
mejantes ATBVCXDT, EPFQfiRHSy sobre que in
sisten ; pero aumentado el número de los lados de 
estos polígonos al infinito, las pirámides son ( 4 5 1 ) 
últimamente iguales á los conos de igual altura, cu
yas bases son los círculos ^fBCZ), EFGH y y los po
lígonos son iguales á dichos círculos : luego los co
nos K A B C D , M E F G H serán entre sí como los cír
culos ^íi?CZ>, ^ i ^ G / / , que son sus bases ; pero 
( 4 5 2 ) los conos son como los cilindros de igual 
altura y base: luego también los cilindros de igual 
altura serán entre sí como sus bases ABCD y EFGH, 
Que es &c. 

DE O T R O M O I > 0 . 
Supóngase el círculo ABCD al círculo EFGH 

como el cono KABCD al sólido iV"; y si la propo
sición fuese falsa , sería iV* menor ó mayor que el 
cono MEFGH, 

I . Sea menor, y la diferencia O; será por con
siguiente N ^nOzizMEFGH: y hecha la construc-
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cion de las figuras como antes ( 4 5 0 ) , se demos
trará del mismo modo que ciertos segmentos del co
no , como los que tienen por bases E P , P F , FQf 
QG, GR, R H , H S , SE , quedarán al fin menores 
que qualquiera cantidad dada Oí luego la pirámide, 
cuya base es el polígono EPFQGRHS, y su altu
ra la del cono, será mayor que iV« Descríbase ahor
ra en el círculo ABCB el polígono ATBVCXDT se
mejante al polígono EPFQGRHS-, y elévese sobre él 
una pirámide de igual altura: y siendo ( 4 4 0 ) la pirá
mide KATBVCXBT á la pirámide MEPFQGRHS 
como el polígono A T B V C X B T al polígono 
EPFQGRHS , serán también ( 4 3 4 ) las dos re-r 
feridas pirámides como el círculo ABCD al círcu
lo EFG^H; pero ( sup.) el círculo ABCD a] círcu
lo E F G H como el cono KABCD á N : luego será el 
cono KABCD á N como la pirámide KATBVCXDT 
á la pirámide MEPFQGRHS; pero el cono KABCD 
es mayor que la pirámide K A T B f C X D T : luego 
será ( 2 6 5 ) iVmayor que la pirámide MEPFQGRHS 
que está en el cono M E F G H , lo que es imposible: 
luego no puede ser N menor qué el cono MEFGH, 

I I . Sea el sólido iV mayor que el cono MEFGH: 
y siendo el círculo ABCD al círculo EFGH como 
el cono KABCD al sólido N , será invirtiendo (2 5 4 ) 
el círculo EFGH al círculo ABCD como zl solidó 
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N al cono KABCD. Supóngase ahora N al cono 
KABCB como el cono MEFGH al sólido (9; y por 
ser N > M E F G H ( sup. ) , será también ( 2 6 5 ) 
KABCB > O: luego será el círculo EFGH al cír
culo como el cono MEFGH al sólido O, 
jo que es imposible por lo demostrado en la suposi
ción precedente : luego no puede ser iV mayor que 
MEFGH, ni menor como se demostró anteriormen
te; y por lo tanto será N z=z M E F G H : luego será 
el círculo ABCD al círculo EFGH como el cono 
KABCB al cono MEFGH h pero el cono es al co
no como el cilindro al cilindro ( 4 5 2 ) : luego los 
cilindros de igual altura seráti como los círculos que 
son sus bases. Que es &c, 

C O R O L A R I O í. 

4 5 4 Los cilindros, y conos , que tienen igua
les bases y alturas , son entre sí iguales ; y si son 
iguales, y tienen iguales alturas, tendrán iguales las 
bases. 

C O R O L A R I O I L 
4 5 5 Los cilindros, y conos, que tienen igua

les bases y diferentes alturas, son desiguales, y se
rá mayor eKque tenga mayor altura. 
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P R O P O S I C I O N X I I . 
• •. . A . - ^ 

4 5 6 Los cilindros , y los conos KABCD, 
MEFGH semejantes están entre sí en razón tripli
cada de los diámetros B D , F H de sus bases 
A B C D , EFGH. Fig. 13 . 

Hágase la construcción de las figuras, como en 
la antecedente ; tírense las rectas , C K , Vyy 
Cy, como también Q M , G M , Q L , G L : y siendo 
( sup. ) los conos KABCD , M E F G H semejantes, 
será ( 3 6 9 ) K J . M L = : B D ' , F H = r j ' , Q L i Y 
alternando { 2 7 0 ) K J : V J zn M L -. QL -, pero los 
ángulos A", Q L M son iguales por rectos: lue
go ( 2 9 8 ) los triángulos V J K , Q L M serán equián
gulos, y por consiguiente ( 2 9 5 ) K f : f J z ^ M Q : 
Q L ; pero f C = : Q L : QG por la semejanza de 
los triángulos ¿ ^ ^ Q ^ G ^ luego por igualdad ordena
da será X & i PC = MQ: QG. Del mismo modo se 
demostrará ser TfC: Cl^ zz: MG : GQ 5 ademas es 
K F : KCz=zMQ: MG por ser los antecedentes igua
les á sus conseqüentes : luego los triángulos VKC, 
QMG serán ( 2 9 7 ) equiángulos, y semejantes 
entre sí. Del mismo modo se demostrarán semejantes 
los demás triángulos de la pirámide K A T B f C X D T 
á los de la pirámide MEPFQGRHS , y siendo en 
igual número, las referidas pirámides serán semejan-
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tes ; por consiguiente ( 4 4 7 ) estarán entre sí en 
razón triplicada de l^C á QG, ó bien de ^ á ó 
bien de BD á F H ; pero aumentado el número de los 
lados de las bases de las pirámides al infinito , las 
pirámides son ( 4 5 1 ) últimamente iguales á los co
nos de igual altura, cuyas bases son los círculos en 
quienes están inscritos los polígonos que son bases 
de las pirámides : luego estos conos, que son 
KABCD, M E F G H , estarán también entre sí en ra
zón triplicada de BD á F H \ pero ( 4 5 2 ) los c i 
lindros son como los conos: luego también los cilin
dros semejantes tendrán entre sí la misma razón, es
to es , la triplicada de los diámetros de sus bases. 
.Que es &c. 

D E O T R O M O D O . 
Esté el cono KABCD con el sólido N en ra

zón triplicada de los diámetros 2?D, FH-, y á no 
ser cierta la proposición, sería N mayor ó menor 
que el cono MEFGH. 

I . Sea N < MEFGH, y O su diferencia; será 
por consiguiente N -^- O z=z MEFGH j y hecha la 
construcción de las figuras como en la antecedente 
proposición , se demostrará del mismo modo ser la 
pirámide MEPFQGRHS > iV. Consta por lo arri
ba demostrado que la pirámide KATBFCXDT está 
con la pirámide MEPFQGRHS en razón triplica-

Qij 
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da de BD á F H i pero (sup.) el cono KABCD es
tá con N en razón triplicada de BD á F H : luego 
será el cono KABCB á N como la pirámide 
K A T B ^ C X D T á la pkimiáe MEPFQGRHS-, pe
ro el cono KABCD > KATBVCXDV-, luego será 
M mayor que la pirámide MEPFQGRHS conteni
da en el cono M E F G H , lo qual es contra lo de
mostrado : luego no puede ser N < MEFGH, 

I I . Sea N > MEFGH, El cono KABCB está 
con en razón triplicada de BD á F H , é invir-
tiendo estará N con el cono KABCD en razón t r i 
plicada de F H á # D . Supóngase iV al cono KABCD 
como el cono MEFGH al sólido O ; y por ser A ^ > 
M E F G H (sup. ) , será ( 2 6 5 ) KABCD > O: lue
go estará el cono MEFGH con el sólido O en ra
zón triplicada de á Z?JD, lo que es imposible, 
como se demostró antecedentemente : luego no pue
de ser N mayor, ni menor que M E F G H \ por con
siguiente N t=z M E F G H , y el cono KABCD esta
rá con el cono M E F G H en razón triplicada de B D 
á F H ; y también ( 4 5 2 ) tendrán los cilindros en
tre sí la misma razón. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I L 

4 5 7 Si un cilindro ^5CZ> se corta por un 
plano -EiP paralelo á los planos opuestos Á D , BC', 



( 2 4 5 ) 

estarán sus segmentos en razón de los segmentos 
del exe , esto es A E F D : EBCF = : GJ : ejH. 
Fig. 14 . 

Prolongúese por ambas partes arbitrariamente 
el rectángulo A H , con que se ha descrito el cilin
dro ABCD'i y tómense quantas partes se quieran 
GK, K R , RS iguales a G^, y otras H L , L X igua
les á HJ , Por los puntos $ , K , R, S, L , X tíren
se las rectas JE , K M , RQ, ST, L V , XP paralelas 
á G A , á quien serán ( 1 0 7 ) también iguales 5 y 
por la revolución del rectángulo VS cerca del exe 
SX, dichas rectas describirán los círculos E F , MNy 
QT, T Z , &c. iguales, y paralelos á los AT> , BC; 
por consiguiente los sólidos PO , OS , B F , FA, 
A N , Se. serán cilindros. Y porque los cilindros 
E B , D M , MT, T T , tienen iguales bases y alturas, 
serán ( 4 5 4 ) iguales entre sí: por la misma razón 
serán iguales los cilindros F B , BO, OP, Por tanto 
quan multíplice sea el exe JS del exe JG, tan mul
típlice será el cilindro TF del ci
lindro ^i71: asimismo quan mul-

JG: J H - A F : FB 
JS J X TF FP 

típlice sea el exe J X del exe J H , tan multíplice 
será el cilindro FP del cilindro F B ; pero ( 4 5 5 ) 
si el exe JS es menor, igual, ó mayor que el exe 
J X , también respectivamente el cilindro TF es me
nor , igual, ó mayor que el cilindro FP : luego se-

Qüj 
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t i ( 2 3 0 ) JG\ JHzzzAF-. FB. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

45 8 Los conos Ej4B , FCD, y los cilindros 
CK, que tienen bases iguales , están entre sí 

en razón de sus alturas E M , F N . Fig, 1 s. 
Prolongúese el exe E M , de suerte que sea M L 

es FN-, y conciba e el cilindro descrito cerca 
del exe M L . Los cilindros^fP, CK son (4 S 4) iguales, 
por tener iguales bases y alturas; pero ( 4 5 7 ) el 
cilindro al cilindro ¿4P como E M á M L r s 
F N : luego será el cilindro CK =z E M : F N ; 
por consiguiente ( 4 5 2 ) será también el cono E A B : 
FCD = E M : F N . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V . 

4 S 9 Las bases y alturas de los conos ABC, 
D E F , y de los cilindros B H , E K iguales, son re
cíprocamente proporcionales; es á saber, BC: E F 
zz iMD: L A : y al contrario, los conos, y cilindros, 
cuyas bases y alturas son recíprocamente propor
cionales , son iguales entre sí. Fig. 1 6. 

I . Se suponen los conos , y los cilindros igua
les : y si en este caso son las alturas A L y D M 
iguales , serán las bases BC y E F también igua
les ( 4 5 4 ) : luego será BC: E F =z M D ; L A , Si 
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las alturas A L ̂  V M son desiguales, córtese de la 
mayor D M la parte MO z=z A L ; por el punto O 
hágase ( 3 9 3 ) pasar el plano paralelo á los 
planos opuestos J K ¡ E F , y se tendrán los dos c i 
lindros EIC^ EQ, que tendrán ( 4 5 8 ) la tazón de 
D M á MO; pero O M = A L ( const. ) , y el c i
lindro E K = B H ( sup. ) : luego será VM-, A L 
z = i B H i EQ ; pero ( 4 5 3 ) i? / / : £ 2 = 
E F : luego D M : ALzzzBC: EF. Del mismo modo 
se demostrará que siendo los conos A B C , D E F 
iguales, será D M i A L = BC: EF. 

I I . Se suponen proporcionales las magnitudes, 
esto es, BC: E F ±z M D : A L : y en este caso si 
las alturas D M y A L son iguales, será BC zz: EF, 
y ( 4 5 4 ) los cilindros B H , E K , como también los 
conos ABC, D E F serán iguales. Si dichas alturas 
son desiguales, hágase la referida preparación en la 
figura: y siendo los cilindros B H , EQ de igual al
tura, será ( 4 5 3 ) £ C : E F = : B H : EQ; pero (sup.) 
BC: E F z = M D : A L 6 bien OM: Uezo será B H : 
EQ = M D : OMy pero ( 4 5 8 ) M D : 0 M = EK: 
EQ: luego será B H : EQ = E K v E Q i por consi
guiente los cilindros Z?// y 7?^ son iguales. Con el 
mismo método se demostrará ser el cono ABC zz. 
DEF. Que es &c. 

Qiv 
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P R O P O S I C I O N X V I . 

4 6 0 Dados dos círculos B A C , M Ü F , que 
tengan un centro común M , inscribir en el mayor 
un polígono de un número par de lados , que no 
toquen al círculo menor. Fig. 1 7. 

Tírese el diámetro A C , y sobre él en el pun
to F levántese la perpendicular G H ; divídase el ar
co ABC en dos partes iguales , y repítase la mis
ma operación con su mitad r y así succesivamente, 
hasta que se tenga ( 4 2 9 ) un arco JC menor que 
HC. Desde el punto ^ báxese la perpendicular J L 
al diámetro AC, y prolongúese hasta K i tiradas las» 
rectas C^, C K , serán estas lados del polígono que 
se pide inscribir en el círculo BAC. Consta (const.) 
que el arco CJ mide á toda la circunferencia del 
círculo , y que el número de los arcos CJ es par; 
por consiguiente será par el número de los lados del 
polígono. Y porque la recta HG toca al círculo en 
F , y la recta le es paralela ( 9 5 ) , J K no 
encontrará á dicho círculo, como también Cy,CK9 
y por consiguiente los demás lados del polígono, que 
por ser iguales á distan igualmente ( 167 ) del 
centro M . Que es 6cc, 
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P R O P O S I C I O N X V I I . 

4 6 1 Dadas dos esferas concéntricas , y sus 
radios A X , A H , inscribir en la mayor un sólido 
poliedro , cuya superficie no toque á la menor. 
Fig. 1 8. 

Córtense dichas esferas por un plano, que pase 
por el centro ; y las comunes secciones serán los 
dos círculos concéntricos DCBE , HGF. Inscríba
se ( 4 6 0 ) en el mayor de ellos CBED un polígo
no BKL &c. que no toque al menor HGF-, y le
vantado el radio A X perpendicular al plano CBED, 
tírense en la esfera los planos X K , X B , que serán 
quadrantes perpendiculares ( 3 9 6 ) á dicho plano. 
En estos quadrantes acomódense ( 2 0 2 ) las cuer
das B O , O P , P R , R X , y K S y S T , T I , I X igua
les á BK\ y tírense las rectas OS, PT, R I ; y con
tinuando esta operación en todos los quadrantes que 
pasan por el radio A X 6 por su prolongación AT, 
y por todos los puntos Z , M , &c. se tendrá inscri
to en la esfera el poliedro que se pide. 

Tírense las rectas O/7, SQ perpendiculares á las 
comunes secciones de los quadrantes X A B , X A K con 
el círculo CBED, las que serán paralelas ( 9 5 ) 3 ! 
radio A X t y perpendiculares á dicho círculo; por 
consiguiente ( 3 8 ^ ) serán paralelas entre sí.. Te-r 
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nlendo los triángulos OVE, SQK el lado ÜEzzzSK 
(const.), los ángulos en jQ iguales por rectos, 
y los OBV, SKQ ¡guales ( i 8 o ) , por insistir so
bre arcos iguales, será OV = SQ,, B V KQ,\ y 
tirada /^Q, será ( i 06 ) paralela é igual á SO\ pi
ro es ( 2 9 0 ) paralela á B K , por ser A V : 
V B 53 ^ 3 : Q K i luego las tres rectas SO , QK, 

serán ( 3 8 5 ) paralelas entre s í , y por consi
guiente ( 3 8 2 ) 0 5 , ¿ t e s t a r á n en el plano BOSK. 
Del mismo modo se demostrará que TSOP es un 
plano , y así de todos los demás; por consiguiente 
se tendrá inscrito un poliedro en la esfera mayor. 

Báxese desde el centro A la perpendicular ¿42 
al plano BOSK, y tiradas las rectas S Z , ZO, ZB, 
Z K serán iguales, porque el quadrado de cada una 
de estas junto con el quadrado de dicha perpendi
cular es igual ( 1 2 4 ) al quadrado del radio de la 
esfera. Por tanto el círculo descrito con el radio 
Z K ) pasará también por los puntos B ¡O yS\ y por 
ser B K > ó bien OS, y B K ~ KS = BO, se
rá el ángulo B Z K obtuso; por consiguiente el qua
drado de B K será ( 1 4 0 ) mayor que el duplo 
quadrado de BZ. Tírese BQ, que será perpendicu
lar á AKy porque siendo en los triángulos BKQ^ 
SKQ, el lado B K = z S K t Q K común, y el ángulo 
BKQ = SKQ, será BQz=zSQ, y QÍ ángulo BQK 
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igual al recto SQK; pero B Q > Q K i por ser NQ¿ 
QB — QB : QK y la primera mayor que la tercera: 
luego el duplo quadrado de QB será mayor que el 
quadrado de BK: luego será WQ* > BZ*; y sien
do BQ* -4- = ¿tB2 = :BZ2-¥ - A Z \ será ^ g » 
<mAZ1i y A Q < . A Z \ por consiguiente distará menos 
el punto Q que el punto Z de la superficie de la es
fera menor; y no encontrando la perpendicular BQ 
al arco GU, por ser paralela á la tangente del ar
co GU en el punto U , el plano SKBO tampoco en
contrará á la superficie de la esfera menor. 

Báxese la perpendicular A J al plano PTSO; 
y tirada JO, se demostrará del mismo modo que 
las rectas PT9 OS serán paralelas , 0^ > PT, y que 
el círculo descrito con el radio JO pasará también 
por los puntos i ' , P, T ; y por tener los quadriláteros 
PTSO, OSKB, paralelos los lados PT, SO, B K , y 
el lado TS = P O = : O B = z S K , será el radio JO 
< O Z ; por consiguiente yo*<OZ2y pero ^ p - H 
JO2 — 'AO2 — 'AZ'1 M-¿TO2: luego será Aj'1'>AZ%', 
por consiguiente A J > A Z : luego el plano PTSO 
caerá fuera de la superficie de la esfera menor , y 
así de todos los demás planos : luego la superficie 
del poliedro inscrito en la mayor esfera no toca á 
la de la esfera menor. Que es &c. 
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C O R O L A R I O . 

462 Si en la esfera A H G F se inscribe un 
sólido poliedro semejante al inscrito en la mayor 
A X B T , lo que se tendrá si se tiran radios á los 
ángulos de la base del poliedro inscrito, y por cam
ela dos puntos , donde la superficie .de la esfera me
nor está cortada por dichos radios , se tiran rectas 
en el mismo orden en que están tiradas en la super
ficie del poliedro inscrito en la esfera mayor; estará 
el poliedro inscrito en la una esfera con el inscrito 
en la otra en razón triplicada de la que tienen los 
diámetros de las esferas. Estando, pues, divididos los 
dos poliedros en igual número de pirámides seme
jantes, cuyos lados homólogos son radios de la es
fera, cada una de las pirámides, que están en la es
fera mayor, tendrá ( 4 4 7 ) á cada una de las cor
respondientes pirámides que están en la esfera me
nor , la razón triplicada de los radios de las mismas 
esferas: luego ( 2 6 2 ) el poliedro inscrito en la es* 
fera mayor será al inscrito en la menor, como la 
triplicada de dichos radios , ó bien ( 3 1 3 ) de los 
diámetros de dichas esferas , por ser igual ( 2 6 7 ) 
la razón de los radios á la de los diámetros. 
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E S C O L I O . 

4 6 3 Se ha supuesto en la demostración de la 
proposición antecedente, que si dos trapecios A D E B , 
FMNG están inscritos en los círculos CAI) , L F M , 
y tienen paralelos los lados A B á D E , FG á M N \ 
y ademas es A B > FG > DE > M N , y A D 

FTÍf = : GiV; será el radio CA mayor que el ra
dio L F . Fig. 1 9. 

Si se niega, será el radio C/f igual, ó menor 
que el radio LF , 

I . Sea el radio CA zz LF . Tírense los radios 
C B } C D , CE, L G , L M , L N . Por ser los lados CA, 
CB iguales á los L F , LG , y el lado A B > FG, 
será ( 92 ) el ángulo ACB > FZG: por la misma 
razón será el ángulo DCE > M L N ; pero los án
gulos D C A , ECB son iguales ( 69 ) á los M L F , 
NLG : luego los quatro ángulos al rededor del pun
to C serán mayores que los quatro cerca del punto 
L , lo que es imposible ( 7 7 ) : luego no puede ser 
el radio CA = L F , 

I I . Sea el radio C-^ < LF . Tómense las rec
tas L H , L K , LP , LO iguales á CA 'r y tírense las 
H K , K P , VO, OH, Por ser L H : H F =z L K -. KG, 
será ( 2 9 0 ) H K paralela á FG, y del mismo mo
do se demostrará que son paralelas PiT á N G j O F 



( 2 S 4 ) 

á M N , y O H i F M \ por consiguiente las rectas 
FG, MN'7 F M , ÑG serán respectivamente mayores 
que las H K , OP, HO, KP ; y siendo las rectas ̂ i ? , 
DE respectivamente mayores ( sup. ) que las FG, 
M N f y las rectas ¿4D, BE , F M , GN iguales, se
rán ias rectas ¿4B, D E , ¿4D, BE respectivamente 
mayores que las H K , OP} HO, K P : luego ios qua-
tro ángulos A C B , DCE , ACD , BCE serán mayo
res ( 9 2 ) que los quatro H L K , OLP, O L H , K L P , 
lo que es imposible; por consiguiente no puede ser 
tampoco CA < L F . Luego &c. 

P R O P O S I C I O N X V I I I . 

4 6 4 Las esferas BAC, E D F están en la ra
zón triplicada de sus diámetros BC, EF. Fig. 1 9. 

Si se niega , estará la esfera BAC con otra 
esfera G en razón triplicada de Z?C á E F , y la es
fera G será menor, ó mayor que la esfera EDF, 

%, Sea la esfera G menor que EDF. Concíbase 
la esfera G concéntrica á la EDF, é inscríbase (4 61 ) 
en la mayor E D F un poliedro, cuya superficie no 
toque á la menor, y en la' esfera BAC un poliedro 
semejante al inscrito en la E D F : luego estarán ( 4 6 2 ) 
estos poliedros en razón triplicada de BC á E F , pe
ro ( sup. ) la esfera BAC está con la esfera G en la 
triplicada de BC á E F : luego será el poliedro ins-



crito en la esfera BAC al inscrito en la esfera E V F 
como la esfera BAC á la esfera G; por consiguien
te ( 2 6 5 ) el poliedro inscrito en la esfera E D F 
será menor que la esfera G, esto es, el todo menor 
que la parte, lo que es imposible : luego no puede 
ser la esfera G menor que la EDF, 

I I . Sea la esfera G mayor que la EDF. Supón
gase que la esfera G es á la BAC como la esfe
ra E D F á otra esfera H , y por ser G > E D F 
(sup.), será también ( 2 6 5 ) B A C > H p e r o (sup.) 
la esfera BAC está con G en razón triplicada de 
BC á EFy é invirtiendo es G á BAC como la t r i 
plicada de E F á BC: luego será la esfera E D F á 
H como la triplicada de E F á BC, lo que es im
posible por lo demostrado en la suposición antece
dente : luego no puede ser G > EDF\ y habiéndo
se demostrado antes, que no puede ser menor, será 
G = EDF, Que es &c. 
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D e las propiedades de los senos, cosenos, 

t angentes , secantes, co tangen tes ,y cose-* 

cantes \ y de l a r e l a c i ó n de estas cant ida* 

des con los lados de los t r i á n g u l o s 

rect i l ineos . 

D E F I N I C I O N E S . 

4 6 5 S i los diámetros udT, FE ( Ftg. 1 ) del cír
culo AFTE se cortan en ángulos rectos; y en los ex
tremos A y E ÚQ dichos diámetros se levantan las 
perpendiculares M H , PQ; y tomado qualquier arco 
¿4D se tira D B perpendicular al diámetro vííT; y 
el radio CD se prolonga , hasta cortar dichas per
pendiculares M H , QP en los puntos G, N : La per
pendicular DB tirada desde el extremo D del arco 
¿4D al diámetro A T que pasa por el otro extremo, 
se llama seno recto del arco A D ó del ángulo ACD. 
El radio CE Ó qualquíera otro del círculo se suele 
llamar seno total, 

C O R O L A R I O I . 

4 6 6 Los senos de un quadrante A E y de tres 
quadrantes A E T F son los radios CE y CF. 

R 



( 2 5 8 ) 

C O R O L A R I O I I . 
4 6 7 Los senos de dos quadrantes A E T y de 

quatro quadrantes A E T F A son cero, 

E S C O L I O . 

4 6 8 Nótese ^ue los senos de los arcos A D , 
A E D , Se. hasta la semicircunferencia *4ET} están 
todos á una parte del diámetro A T ; y los senos de 
los arcos AETD , A E T F D , &c. mayores que la 
semicircunferencia , están á la parte opuesta. 

4 6 9 La parte CB del diámetro A T compre-* 
hendida entre el centro C y el seno recto B D , se 
llama; coseno del arco A D ó del ángulo ^Cr>. 

C O R O L A R I O I . 

4 7 0 Los cosenos de un quadrante A E y de 
tres quadrantes A E T F son cero. 

C O R O L A R I O í% 

4 7 1 Los cosenos de dos quadrantes A E T y de 
quatro quadrantes A E T F A son los radios CT y CA. 

E S C O L I O . 

4 7 2 Nótese que los cosenos, así de qualquier 
arco A D menor que un quadrante , como de qual
quier otro arco AETFD mayor que tres quadrantes, 
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están en el radio ̂ C ; pero los cosenos de los arcos 
j í E D f A E T D mayores que un quadrante hasta los 
tres AETF, están en el radio CT, esto es en par
tes contrarias á los dichos antecedentemente. 

4 7 3 Seno verso de un arco , ó de su ángulo 
en el centro , se llama la diferencia entre el radio 
y el coseno áe dicho arco. También coseno verso de 
úri arco , ó de su ángulo en el centro, se llama la 
diferencia entre el radio y el seno del mismo arco. 
. 4 7 4 La parte AG de la perpendicular A H , 
cortada por el radio CD prolongado, se llama tan
gente del arco A D ó del ángulo ACI) ; y dicho 
radio CD prolongado hasta la perpendicular A H , se 
llama secante del arco A B ó del ángulo ACD. 

C O R O L A R I O 1. 

4 7 5 Las tangentes, y secantes de un quadran
te A E y de tres quadrantes AETF,son infinitas. > 

C O R O L A R I O I I . 

' 4 7 6 Las tangentes de dos quadrantes y de 
quatro quadrantes son cero; pero las secantes de es
tos arcos son el radio AC. 

f E S C O L I O. 

4 7 7 Nótese que las tangentes así de qualquier 
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arco A D menor que un quadrante, como de otro 
qualquier arco AETD mayor que dos quadrantes 
hasta los tres, están en AH- , pero las tangentes de 
qualquier arco A E D mayor que un quadrante has-; 
ta dos, y de otro qualquier arco AETFD mayor 
que tres quadrantes hasta quatro, están en A M , esto 
es, en partes contrarias á las antecedentes. 

478 La parte E N de la perpendicular EP 
cortada por el referido radio CD prolongado , se 
llama cotangente del arco A D 6 del ángulo A C D : 
y dicho radio CD prolongado hasta la cotangen
te , esto es C iV, se llama cosecante del arco A D 
ó del ángulo ACD. 

C O R O L A R I O I . 

4 7 9 Un quadrante A E y tres quadrantes 
A E T F , tienen las cotangentes iguales á cero, y las 
cosecantes al radio CE, 

C O R O L A R I O I I . 

4 8 0 . Las cotangentes y las cosecantes dé dos 
quadrantes A E T y de quatro quadrantes A E T F A , 
son infinitas. 

E S C O L I O . 
4 8 1 Las cotangentes de qualquier arco A D 

hasta un quadrante, y de otro qualquier arco A E T D 



mayor que dos quadrantes hasta tres, están en EP; 
pero las cotangentes de qualquier arco mayor 
que un quadrante hasta dos , y de otro qualquier 
arco AETFD mayor que tres quadrantes hasta qua-
tro, están en EQ, esto es en partes contrarias á las 
precedentes. 

4 82 Las rectas expresadas en las definiciones 
sé llaman generalmente senos, cosenos ^ tangen
tes , &c. circulares á distinción de los hiperbólicos, 
de que se tratará en su lugar. 

Quando en la.s proposiciones siguientes se trate 
en general de los senos, cosenos, &c. se entenderá que 
pertenecen á arcos menores que un quadrante, á me
nos de advertir lo contrario. Pero dichas proposicio
nes serán igualmente ciertas, aunque los arcos sean 
mayores, con tal que en este caso se varíen los signos 
á las cantidades que están en partes contrarias á las 
del quadrante, poniendo el signo -f- á ía que tenga 
— , y al contrario: solo sé omitirá esta regía, quan
do ocurra que dos de estas cantidades formen un 
rectángulo, á quien se le debe dexar su propio sig
no: por lo demás se demostrarán con el mismo ó se
mejante método. 

Para abreviar, se representarán las rectas defi
nidas con la siguiente notación : 

. Se. significa seno circular. 
Riij 



( ( » « » ) 
Ce. coseno circular. 
Te. tangente circular, 
Sec. secante circular. 
Ctc. cotangente circular. 

; Csc. cosecante circular. 
R radio ó seno total. 

Aunque estos senos, cosenos, &c, se notan de 
esta suerte para distinguirlos de los hiperbólicos; sin 
embargo quando se dice seno, coseno, &c. sin otra 
adición, se entienden los circulares, 

E S C O L I O. 

483 Adviértase que mientras mayor sea el 
arco A D hasta ser un quadrante , lo serán Igual
mente su seno , tangente y secante; y al contrario, 
serán menores su coseno , cotangente y cosecante: 
entiéndase lo mismo respecto á un arco mayor que 
dos quadrantes hasta tres. Y todo al contrario suce
derá en los arcos A E D , AETFD^ que son mayo
res que el quadrante hasta dos, ó que tres quadrantes 
hasta quatro, 

P R O P O S I C I O N I . 
484 Qaalqvjier arco mayor que el quadrante, 

y su diferencia ó á la semicircunferencia ó á la cir
cunferencia, tienen ¡guales senos, cosenos , tangen
tes , secantes, cotangentes y cosecantes. Fig. 1 . 
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I . El seno, coseno, tangente secante, cotan
gente y cosecante del arco A E D mayor que el qua-
drante A E y menor que la semicircunferencia 
A E T , son iguales respectivamente al seno , cose
no , &c. del arco D W . Báxese la perpendicular 
DSB al diámetro A T , y sobre él levántese la per
pendicular T K ; tírese el radio CXD, y prolongúe
se por ambas partes hasta cortar en G la linea M t í 
de las tangentes, en iV la linea PQ de las cotan
gentes i y en la perpendicular T&. Los triángu
los ACZG, TCK tienen el lado ^ C z ^ CT, el ixx~ 
%\X\Q ACGz=-TCK, y los ángulos en r iguales 
por rectos : luego tendrán el lado AMG ^ TK^ y 
CZG't=¿\ CK-i, pero las rectas A M G , T K son las 
tangentes respectivas de los arcos A E D s T f D , f 
también las rectas CZG, CK son las secantes res
pectivas de los mismos Í luego los arcos AÉDy Tf^D 
tienen iguales tangentes y secantes, Y ademas ¿por 
las definiciones i DSB es el seno f CLB el coseno, 
E Q N la cotangente < C X N la cosecante # tanto del 
arco ^KZ>^ como del arco TJf D* ! 

I I . Con semejante preparación se demostrará 
que el arco A E T D mayor que la semicircunferencia 
AETy y el arco TOD que es la diferencia á la misma, 
tienen iguales senos ¿ cosérios f También se demos
trará del mismo modo que qualquier arco A E T F D 

Riv 
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mayor que tres quadrantes, y el arco ¿4D que es la 
diferencia á la cirGunferencia, tienen iguales senos, co
senos &c. Que es &c. 

PROPOSICION IT. 
4 8 ^ Qualquier arco A D menor que el qua-

drante A E , tiene su seno, coseno, tangente, secan
te, cotangente y cosecante, igual respectivamente al 
coseno , seno , cotangente , cosecante , tangente y 
secante del arco DE que es la diferencia al quadran-
te AE. Fig, 2, 

Báxense las perpendiculares D F y D B á los 
radios CE y CA\ en los extremos i ? , ^ de dichos 
radios levántense las perpendiculares E H > AG ¡ y 
alárguense hasta encontrar el radio CD prolonga
do en los puntos / / , G. En el rectángulo 2 ? e s 
BD +z. CF\ pero B D es el seno del arco AT> , y 
CF es el coseno del arco D E : luego el seno del ar
co A D es igual al coseno del arco DE, También 
en el rectángulo B F es CB == D F ; pero BC es el 
coseno del arco A D ¡ y D F es el seno del arco DE \ 
luego el coseno de\ arco A D es igual al seno del arco 
£ D . Por las definiciones, es AG tangente del ar
co A D y cotangente del arco EDs E H cotangen
te del arco A D y tangente del arco E D ; y final
mente CH cosecante del arco A D y secante del ar
co ED, Que es &c. 



P R O P O S I C I O N I I I . 
±í:'i t'SÍn&z'ptfo U\ h óiij&i lo otñoá c i r t c . j I 

4 8 6 El coseno de qualquier arco ¿4D es al 
seno como el radio á la tangente : el coseno al ra
dio como el radio á la secante : y el seno al radio 
como la tangente á la secante : esto es | Ce. : 
Se. A D = R: Te. A D , Qc. A D i RzzzR: Sec. ̂ ¿D; 
Se. u4D : R. = Te. A D : Sec. A D . Fig. 3. 

Desde el punto D báxese la perpendicular 7)2? 
al radio ACt, sobre este , en el punto A , levántese la 
perpendicular A F , y alargúese hasta encontrar en 
.F al radio CZ> prolongado. Los triángulos CBD, 
CAF tienen los ángulos en B , A iguales por rec
tos , y el ángulo BCD común; por consiguiente se
rán equiángulos y tendrán ( 2 9 5 ) proporcionales 
los lados: homólogos , esto es BC: BD z=z A C : A F ; 
pero las rectas i?C, B D , AC y A F son respecti
vamente el coseno , seno^ radio y tangente del arco 
A D ó del ángulo ACD : luego será Ce. AZ>: Se. 
ADzz R : Te» A D . También en dichos triángulos será 
CB: CD — CA : CF, y B D : C D = : A F : CF; esto 
es. Ce. A D : R = R: Sec. A D , y^Sc. A D i R z z z 
Te. A D : S ĉ. A D . Que es &c. Í 

P R O P O S I C I O N ; IV* 

487 La tangente de qualquier arco A D es al 
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radio como el radio á la cotangente: la tangente á 
la secante como el radio á la cosecante: y el ra
dio es á la secante cómo la cotangente á la cose
cante s esto es, Te. A D : RzzR-. Ctc. J ÍD\ Te. A D : 
Sec. A D = . R : Csc A D ¡ R i-Kécj A D d a Gtc. ^Z>Í 
Csc. jFVĝ  4. jjns*?n£J Í.1 

Tírese el radio CiE" perpendicular al radio CA; 
en los extremos , E -de dichos radios levántense 
las perpendicnlares; U^P1, y alárguense^ hasta 
encontrar en F , B ai radio CD prolongado. Por ser 
las rectas A F , CE perpendiculares á A C , serán pa
rálelas; por consiguiente ( 9 6 ) los ángulos alternos 
AFCy FCE será» igiaales ; pero los ángulos A , E 
son iguales por rectos Í luego los triángulos CAF} 
BEC serán equiángulos y tendrán ( 2 9 5 ) propor
cionales los lados homólogos V esto és A F 1 A C ± z 
QEv EBs pero las yéclas • Á F y EB son respecté 
vamente la tangente y la cotangente del arco A Di 
y. es A C ~ i C E = : R t luego será Te. A D : Rz=i R 1 
Gtc. A D . También en los mismos triángulos será 
A F : C F m CE . CB, y CA : C F ~ É B : CB; esto 
es, Te. A D : Sec. A D z z z R : Csc. A D , y R : Sec. 
A D = Ctc. A D : Csc. A D . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N VJ 

4 8 8 El seno de quaíquier arco A D es al ra-
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dio como el radio á la cosecante : el coseno al ra
dio como la cotangente á la cosecante: y el seno al 
coseno como el radio á la cotangente: esto es, Se. 
¿ I D : R = z R : Ose, A D ; Ce. A D : R =z Ctc. A D : 
Csc. A D 5 y Se. A D ; Ce. A D = R : Ctc. A D , 
Fíg . $. 

Tírense las rectal Z?5 perpendiculares al 
radio A C ; en el extremo E del radio levántese 
la perpendicular E F , y alárguese hasta encontrar 
en F al radio CD prolongado. Por ser las rectas 
D B y perpendiculares al radio AC, serán para
lelas, y por consiguiente ( 9 6 ) los ángulos alternos 
BDCy DCE iguales ; pero los ángulos B , E son 
iguales por rectos: luego los triángulos C5Z>, JP^C 
serán equiángulos y, tendrán ( 2 9 5 \ proporcionales 
los lados Jiómólogos, esto es D B : DC = CE: CF; 
pero 7)5 y CF son respectivamente, el seno y la co
secante del arcó i^í) o del ángulo A C D , .y es CZ) 
= CE zn R : luego será Se. A D : R = R : Csc. A D . 
También en los mismos triángulos será CB: CD zz: 
E F : CF, y D B : B C = C E : E F ; esto es, Ce. A D : 
R = . Ctc. A D i Csc* A D , y Se. A D : Ce. A D ~z 
R : Ctc. A D . Que es &c. 

; PROPOSICION V I . 

4 8 9 En los círculos desiguales, los senos, co-
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senos, tangentes, secantes, cotangentes y cosecantes 
de ángulos iguales A C D , I H K son proporcionales 
con los radios. Fig. 6. 7. 

Desde los puntos D y K tírense; las perpendi
culares DB y KO & \m radios y I H . Los trián
gulos DCB} KHO tienen el ángulo DCB = ¡ KHO> 
el ángulo 5zz:O porjrecíos: luego serán equiángu
los y tendrán ( 2 9 5 ) porporcionales los lados ho
mólogos , esto es JDB: KO zzz CD: H K ; pero las 
rectas DB y OK son los senos de los ángulos igua
les ACD y I H K : luego será Se. ACD : Se. I H K 
sa CD : HK, También en dichos5 triángulos será 
CB :HO =z CD : H K , esto es Ce. A C D : Ce. I H K 
rz: CD: HK. Tiradas las rectas AG y I L perpendi
culares á los radios A C y I H , se demostrará del 
mismo modo que en los triángulos CAG , H I L es 
AG : I L = z CA : H I , y CG : H L =z CA : H I 3 es
to es, Te. A C D : Te. I H K — CA: H I , y SeC. ACD: 
Sec. I H K z=z CA: H I . En fin tiradas las rectas 
y H N perpendiculares á los radios CA y H I } co
mo también las rectas E F y N M perpendiculares á 
los radios CE y H N , se demostrará con semejante 
método que en los triángulos ECF, N H M es E F : 
N M — CE : H N , y CF : H M = CE: HN-, esto 
es , Ctc. ACD : Ctc. I H K = : CE : H N , y Csc. 
ACD : Csc. I H K ziz CE: H N . Que es &c. 



Í 2 6 9 ) 

P R O P O S I C I O N V I I . 

4 9 0 Los quadrados del seno y del coseno de 
un arco ¿4D son juntos iguales al quadrado dei ra
dio: los quadrados del radio y de la tangente son 
juntos iguales al quadrado de la secante: y los qua
drados del radio y de' la cotangente, iguales juntos 
al quadrado de la cosecante ; es decir Sc.^fD* -H-
Cc.^I>2 = H - Tc.^Da = Sec.^D1', y 
Ctc .^Z)a= Csc.^2)a. 6. 

Hágase la misma construcción que antes. En el 
triángulo rectángulo CBD es ^ D * -H Ci?a ~ CD*; 
jJéro Z)5 y CJS son respectivamente el seno y cose
no del arco ¿4D ó del ángulo , y es CD zz: 
R : luego será Sc.^D2 -+- Cc.¿4D*=: R2. Del mismo 
modo se demostrará por los triángulos rectángulos 
CMG y CEP, ser R* -H TC^Z)2 fa S e c . y 
^a C t c . ^ P ^ Csc.^7)2. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

4 9 1 Se infiere que Sc.^D3 = :7 l a — Cc.^Z>% 
y Cc.^Z>4= R*— Sc.ÁD*. 
- n';j v eofu^niiops» nlis? OV.D CBEC1 ?,oÍ0^n^nj <tol 

C O R O L A R I O I I . 

4 9 2 También será R* -r Sec. ^JD2 — Tc.^Z?4, 
y Tc.^Z>a=:Sec.^I>2—i^2. 



( 2 7 o ) 

€ O R O L A R I O. I I íí 

4 9 3 Finalmente sei*á R 2 - CSCÍAD1— Qtc.AD** 
Y CtcAD2 tes CscAD2 — i^2. 

P R O P O S I C I O N V I H . 

4 9 4 El radio y el coseno de un arco ¿4D 
son al seno como el radio á la tangente de la mitad de 
dicho arco; y el seno verso al seno como la tangente 
de la mitad del mismo.arco al radio ; esto es, R 
Ce. Se. ¿4Dz=:R: r c . ^ 5 R — C c . s í D : So. 
¿ D — Tc. ^ :R, Fig. S . 

Tírense las rectas D B , AG perpendiculares alr 
diámetro JE^, la cuerda JEJD, y por el centro C la 
recta CG paralela á ella. 

I . El ángulo DCA en el centro es ( 17 3 ) du-* 
pío del ángulo D E A en la circunferencia; pero (9 6); 
los ángulos.alternos D E A , GCA son iguales 4. luego 
será el ángulo DCA rr: 2GCA, y por consiguien
te ( 1 7 9 ) AG será la tangente de la mitad del 
arco A D 6 del ángulo DCA, Por ser él ángulo D E A 
tÉz GCA, y los ángulos B , CAG iguales por rectos, 
los triángulos D B E , GAC serán equiángulos y ten
drán ( 2 9 5 ) proporcionales los lados homólogos, 
esto es EB : BD ~z CA : A G ; pero CE = : CA = 
R9 y E B , BD y AG.soa respectivamente el R j-Hr 



Ce. A D , el Se. A D y 1̂  Te. ^ ¡ luego será R 
Ce. ^ P : Se. ADzzzR : Te. 

I I . Tirada A D , será ( 3 0 8 ) 5 ^ : ¿?7) zz: 
BJÜ : B E ; peto B D : BE = AG : A C : luego será 

: yfG : A C , esto es ü — - C e . A D : Se. 
^fZ) = Te. ^ : ÍRS Que es hm 

P R O P O S I C I O N I X . 

49 S Si el senoi D B de un arco ^JD se pro
longa hasta encontrar la eircunfereñeia en E ; serán 
el seno DB* y el arco D A mitades de la cuerda D E 
y del arco D A E . Fig-. g . 

Tírense los radios CD, CS. Por ser el diáme
tro A F perpendicular á la cuerda D E , será ( r 5 6) 
D B = D E , y por consiguiente el seno DB mitad 
de la cuerda DE. Los triángulos CBD, CBE tienen 
el lado CB común', los ángulos en B iguales por 
rectos, y DB —z BE : luego tendrán eLángulo DCA 
zsl ECA; por consiguiente,(1.7 9 ) el arco ADzzz 
A E , y por lo tanto el ateo A D será la mitad del 
arco DAE» Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

49 6 Luego el seno de un arco es la 'mitad . 
de la cuerda del arco duplo. . .. 



( > 7 2 ) 

P R O P O S I C I O N X. 

4 9 7 El seno D B del arco A D sexta parte 
de la . semicircunferencia A D F > és igual á la mitad 
del "radio AC, Fig. 9 . • 

Prolongúese el seno 2)5 hasta encontrar la cir
cunferencia en JS". Por ser ( 4 9 5 ) el arco D A E 
duplo *del arco V A , será ( 2 6 7 ) A D F : A D zz: 
A D F E A : D A E ; pero A D es la sexta parte de 
A D F : luego D A E será también ( 2 6 9 ) la sexta 
parte de la circunferencia A D F E A ; por consiguierf* 
te la cuerda D E será lado del exágono, y por lo 
tanto ( 2 2 1 ) D E SS A C ; pero ( 4 9 5 ) el seno 
DB es la mitad de la cuerda D E : luego será DB 
igual á la mitad de AC. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I . 

4 9 8 La tangente ^7 ) de un ángulo ACE que 
es mitad del recto A C B , y también la cotangente . 
BD de dicho ángulo , son iguales al radio. Fig. 1 0 . 

Por ser en el triángulo CAD el ángulo A recto, 
y el ángulo ACD mitad de un recto, será también 
el ángulo ADC ía mitad de un rectq: luego A D 
z=z AC, Del mismo modo se demostrará ser BD 
CB. Que es &c. 
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P R O P O S I C I O N X I I . 

4 9 9 Si á un arco A D se le añade otro DF; 
el rectángulo del radio por el seno de dichos arcos 
juntos será igual á la suma de los rectángulos del 
coseno del un arco por el seno del otro, y del seno 
del primero por el coseno del segundo; esto es, x 
Se. A D + D F = • Ce. D A x Se. D F H - Se. D A * 
Ce. DF. Fig. i i . 

Tírense , la recta F H perpendicular al radio 
C D , las rectas F K , H L y DB perpendiculares al 
radio AC, y HG perpendicular á FK. Por ser el án
gulo F I H =z C I K , y el ángulo I H F =z C K l por 
rectos, será el ángulo I F H zzz ICK\ pero los ángu
los en G, B son iguales por rectos: luego los trián
gulos HFG, DCB serán equiángulos y tendrán ( 2 9 5 ) 
proporcionales los lados homólogos , esto es CD : 
CB zzz F H : FG, y por consiguiente ( 3 1 1 ) CD x 
FG ~ CB x F H . También por ser los triángulos 
DCB, HCL equiángulos, es CD.DBzzz CH: H L 
6 GK, y por consiguiente CD x GK ~ DB x CH. 
Por tanto será CD x FG -H CD x G K = CB x F H 
—H DB x C H ; pero CD x FG -H CD x GK zn CD 
x F K : luego será CD * F K z = i C B * F H H - DB x 
C H , esto es R x Se. A D + D F Ce. A D x Se. D F 

Se. -̂ Z? x Ce. jPi^. Que es &c. 
S 



( 2 7 4 ) 

C O R O L A R I O . 

500 Si los arcos A D , D F son iguales, tam
bién serán iguales sus senos y cosenos; por consi
guiente será R x Se, 2 A D =z 2 Ce. A D x Se. A D . 

P R O P O S I C I O N X I I I . 
c 

g o i En la hipótesis de la proposición antece
dente , el rectángulo del radio por el coseno de di
chos arcos juntos será igual á la diferencia del rec
tángulo de los senos de dichos arcos al rectángulo 
de sus cosenos; esto es i l x Ce. y í D - h D F =z Ce, 
A D x Ce. D F — Se. A D x Se. DF, Fig. 1 1 . 

Hágase la.misma construcción en la figura, y 
se demostrará del mismo modo que los triángulos 
DBC, HGF son equiángulos ; de lo que resulta la 
proporción CD: DB zzi F H : HG ó L K , y por con
siguiente ( 3 1 1 ) C/) x L K -=.• DB x F H , También 
en los triángulos equiángulos DCB, HCL será CDi 
CB zn CH : CL , y por consiguiente CD x CL 
CB x CH, Por tanto será CD * CL — CD x L K 
— CB * CH — DB x F H i pero CD * CL — CD 
x L K z=z CD x CK: luego será CD x CK = CB x 
C H — D B x F H , esto es x Ce. A D + D F =ss 
Ce. A D x Ce. D F — Se. A D x Se. DF, Que es &c. 



C O R O L A R I O . 

5 0 2 Si los arcos A D , D F son iguales, también 
serán iguales sus senos y cosenos; por consiguiente se
rá x Ce. 2 A D = CcAD* — Sc.^Da 5 y añadiendo 
R% á ambas partes , será JR2 x Ce. z A D ps 
/ í4-4- C ^ D 2 — S ^ D 2 í pero ( 4 9 1 ) Z^ — 
Sc3fDa=: CcAD2: luego será i l a - H / i x Cc. i A D 
t=: 2 . Cc.^D2. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

§ 0 3 Si de un arco A D se quita otro menor 
2>jFV el rectángulo del radio por el seno ,del arco 
residuo A F será igual á la diferencia del rectángu
lo del coseno del arco A D por el seno del arco D F 
al rectángulo del seno del arco A D por el coseno 
del arco DF' , esto es R x Se. A D — D F = Sc.^Z> 
x Ce. D F — Ce. A D x Se. DF, Fig. 1 2 . 

Báxense las perpendiculares F H al radio CD; 
H L , DB y F K al radio AC'-> y FG i H L . Los 
triángulos H I D , E I F tienen los ángulos en H , E 
rectos, y los ángulos en / iguales por verticalmen-, 
te opuestos : luego será el ángulo CDB án HFG% 
pero los ángulos en J5, G son iguales por rectos:, 
luego los triángulos DBC, FGH serán equiángulos, 
y tendrán ( 2 9 5 ) proporcionales los lados homólo-

Sij 



gos , esto es CT> : F H : H G , y por consi
guiente ( 3 i i ) CD x HG z=: CB x FH. Ademas 
por ser los triángulos HCL , DCB equiángulos , es 
CD : D B = C H : H L , y por consiguiente CD x 
H L = : V B x CH. Por tanto será CD x H L — CD 
x HG — D B x C H — CB x F H ; pero CD x H L 
— CD x HG = CD x GL ó bien C D x F K : luego 
será CD x F K ~ D B x C H — CB x F H , esto es 
R x Se. D A — D F = Se. D A x Ce. X>F — Ce. D A 
x Se. DF, Que es & c 

P R O P O S I C I O N X V . 
, . • • • •. • • r ¿A *a 

^ 0 4 En la hipótesis de la proposición antece
dente , el rectángulo del radio por el coseno del ar
co residuo A F será igual á la suma de los rectán
gulos del coseno del arco A D por el coseno del ar
co* D F , y del seno del arco A D por el seno del 
arco DF-, esto es, # x Ce. A D — D F = Ce. D A x 
Ce. DF-^-Sc, D A x Se. DF. Fig. 1 2 . 

Hágase la misma construcción en la figura que 
la de la proposición antecedente ; y se demostrará 
del mismo modo que los triángulos CBD, H G F son 
equiángulos , de donde resulta la proporción C D : 
D B s r F H : GF ó L K , y por consiguiente ( 3 1 1 ) 
CD x L K D B x HF. También por ser equiángu
los los triángulos C D B ^ C H L , es CD; CH = CB; 



{ 2 7 7 ) 
CL) y por consiguiente CD x CZz=zCHx CB. Por 
tanto será CD x C L ~ * - C D * L K = C H x CB - t -
7)5 x H F ; pero CD * CL CD * L K = CD * 
CK-. luego será CD x CA" = C// x CB D B * 
HFy esto es ü x Ce. A D — D F = Ce. D F x Ce. 
¿4D H - Se. x Se. Z)^. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V L N 

go^ El duplo rectángulo del seno de un ar
co ¿4D por el coseno de otro arco menor D F , es 
igual á la suma de los rectángulos del radio por el 
seno de la suma de dichos arcos , y por el seno de 
la diferencia ; y el duplo rectángulo del seno del 
arco menor D F por el coseno del arco mayor s2D9 
es igual á la diferencia de los mismos rectángulos: 
esto es, 2Se. A D x Ce. D F = R x Se. D A \ - D F - H 
R x Se. DA-~DF> y aSc. D F x Ce. A D =z R A 
Se. D A + D F — / t x Se. D A - ~ D F . Esgl i 2. 

h. Por lo demostrado ( 503 ) es Se. D A x Ce, 
D F — Ce. D A x Se. D F — R x Se. D A ~ D F \ pe
ro ( 49 9 ) Se. D A x Ce. D F Ce. D A x Se. D F 
Z-z R * Se. DA- \ -DF : luego será 2 Se. D A x Ce. 
D F = R x Se. D A + D F R * Se. DA—DF-

I I . Siendo iSz. D A * Ce. D F i Q c . D A K 
Se. sz3 2R x Se. D A + D F ( 49 9 ) , será tam-

2Sc. D A x Ce. 1?^ -h- 2Cc. x Se. Z>F =3 
Snj 



( 2 7 8 ) 

2 ^ x Se. B A + B F R x Se. D A — D F — 
Se. Z )^—DFí pero se ha demostrado antes que es 
2Sc. D A x Ce. D F = R x Se. D A + D F R * 
Se. D A — D F : luego será 2 Ce. x Se. D F = R 
x Se. D A ^ r D F — / I x Se. DA—DF. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V I I . 

506 Él duplo rectángulo de los cosenos de 
dos arcos D A , D F desiguales , es igual á la suma 
de los rectángulos del radio por el coseno de dichos 
arcos, y por el coseno de la diferencia; y el duplo 
rectángulo de los senos es igual á la diferencia de 
los mismos rectángulos : esto es, ¿Ce. D A x Ce. 
D F = R x Ce. D A + D F R * Ce. D A — D F , y 
2Sc6 D A x Se. D F — R x Ce. D A — D F — i l x 
Ce. D A + D F . Fig. 1 2. 

I . Por lo demostrado ( 501 ) es x Ce. 
D A + D F = Ce. D A x Ce. D F — Se. D A * Sĉ  
DF-, pero ( 504 ) R x Ce. D A — D F = Ccl D A 
x Ce. Di?" Se. D A * Se. D F : luego será # x Ce. 
D A + D F - * ~ R * Cz.DA—DF—iCe. DAxCc . D F . 

I I . Consta que es ( 5 0 4 ) 2 Ce. D A * Ccr 
2 Se. D^f x Se. DFzz: 2ÍI x Ce. D A — D F o 

bien igual á 2 x Ce. DA—DF-+- R x C c . D A + D F 
• — i l x Ce. DA-+-DF; pero se ha demostrado sê  
2 Ce. ¿ÍZ) x Ce. B í ' = x Cc- A D + D F H - ü x 



( ^ 7 9 ) 
Ce. A D — D F - luego también será 2 Se. A D x Se. 
D F = : R x Ce. A D — D F — x Ce. A D + D F * 
Que es &e. 

P R O P O S I C I O N X V I I I . 
5 0 7 La suma de los senos de dos áreos A V , 

A F desiguales es á la diferencia de los; mismos se
nos eomo la tangente de la semisuma de los áreos 
á la tangente de la semidifereneia; esto es, Se. A D 
H - Se. A F : Se. A D — Se. A F = Te. — 
J c . ^ — - . Fig, 13 . 

Tírese la cuerda B F , y báxese desde el centro 
C á ella la perpendicular C M prolongada hasta la 
circunferencia en H ; por este punto tírese la tan
gente H l que encontrará á los radios C.^, CF pro
longados en los puntos L , / . También tírense las 
rectas F B , J ) N perpendiculares al radio A C ; ylas 
rectas Í W , M E paralelas á dicho radio. Finalmen* 
te tómese ERzzzEO , y HP = A H . 

Siendo, pues, Fiíf seno del arco F H , será eŝ  
te ( 4 9 S ) Ia semisuma de los arcos A D , A F \ por 
consiguiente AP será la diferencia de los mismos 
arcos , y el arco A H SM semidifereneia. También 
por ser C//perpendicular á DFtse r i DMi^z F M ; 
pero por ser paralelas F N , M E , es ( 2 9 0 ) D M : 
M F = D E : E N : luego { 2 6 6 } N E = ED , y 
por consiguiente JEP será la semisuma de los senos 

Siv 



( 2 8 o ) 

1)0 y FB que es igual á NO : luego la recta EO 
será su semidiferencia. Porque los triángulos CMF, 
CMG son respectivamente equiángulos á los C H I , 
C H L , será ( 2 9 5 ) F M : M C = I H : H C , y MC: 
MG C H : H L ; de donde por igualdad ordenada 
será ( 2 7 7 ) . fW: MG = I H : H L 5 pero por ser 
las rectas E M , OG paralelas, es ( 2 9 0 ) BE-. EO 

D M 6 bien M F : MG : luego será I H : / / Z zz 
iDE : = : 2EO , esto es Te. ^ ^ - F : 
Tc. ^ ~ ^ = z S c . ^D- i -Sc . A F : Se. AI>~$z<AF* 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I X . 
5 0 8 El coseno de un arco A D es á la suma 

del radio y del seno como el radio á la tangente de 
la semisuma del quadrante A E y del arco A D \ y 
el coseno verso es al coseno como el radio á la tan .̂ 
gente de dicha semisuma: esto es , Ce. A D : R -H« 
Se. A D = R i Te. y R ~~ Se. A D : Ce. 
A D = R : Te. é £ ± ^ , Fjg, j 4. 

1. Tírese el radio CB perpendicular á la cuer
da D E ; en el extremo B de dicho radio levántese 
la perpendicular B L terminada por el radio CD pro
longado en Z ; en fin báxense las perpendiculares 
D M , D F á los radios CG, AC. Por ser las rectas 
D H , B L paralelas, será el ángulo C D H = : L ; pe
ro en el triángulo isósceles ECD es CDE = CEDi 



( 2 8 i ) 

será CED S= Z ; pero los ángulos en M , 5 
son iguales por rectos : luego los triángulos DME, 
CBL serán equiángulos y tendrán ( 295 ) propor
cionales los lados homólogos, esto es D M : M E zrz 
CB \ BL h pero T)M-=z CF = Ce. ^ D , ME z=z CE 
H - C M zzz R -+~ Sc, ¿!D, y B L = Te. é^±áP.j p0P 
ser BD mitad de D B É ( 4 9 5 ) : luego Ce. f̂Z? : 

I I . Por ser ( 3 o 8 ) GJf: M D Má D M : M E , y 
M D : ME zzr CB : B L por lo demostrado ; será 
también G M : M D = CB : B L : luego R — Se.' 
l¿D i Q c . A D z u R : Te. á ^ f f i ; Que es &e. 

P R O P O S I C I O N X X . 

5 0 9 Los ángulos reetilineos B A C , E A F tie
nen entre sí la razón eompuesta de la direeta de los 
áreos BC, E F , y de la recíproca de los radios 
A C , A E . Fig. 1 s. • 

Prolongúese el radio menor A F hasta encon
trar la circunferencia del círculo yfjBG en D . Por 
ser iguales los ángulos E A F , C A D , será ( 3 4 1 ) 
E F : CD = E H E : CGC; pero E H E : C G C ~ A E : 
A C : luego será E F : CD z=z A E : AC\ y estando 
el arco BC con el arco CD en razón eompuesta de 
las razones de BC á E F y de E F á C D , estará 
también en razón compuesta de BC i E F y ÚQ A E 



( 2 8 2 ) 

á ^ C ; pero ( 3 3 8 ) el arco SC es al arco CD 
como el ángulo BAC al ángulo C^fZ) : luego esta
rá el ángulo BAC con el ángulo CAD ó E A F 
:€n razón compuesta de las razones de BC á JSi^y 
de A E á AC. Que es &c. 

E S C O L I Ó . 

5 1 0 Se ha supuesto en la demostración de U 
proposición antecedente , que las circunferencias de 
dos círculos son como los radios , esto es E H E : 
CGC zz: A E : A C ; lo que se demuestra del modo 
siguíenjte. Los círculos A H E , ACG son iguales 
( 4 3 5 ) á los triángulos rectángulos , cuyas bases 
son las circunferencias de los mismos círculos , y 
alturas sus radios; por consiguiente dichos círculos 
serán mitades de los respectivos rectángulos que 
tengan iguales .bases y alturas.: luego será A H E ; 
ACG = E H E x A E : CGC x A C ; pero ( 43 3 ) 
A H E : ACG ~ AE2 : AC* : luego será E H E x 
A E : CGC x AC = ~AÉ* '. AC? \ y alternando E H E 
x A E : AÉ* ~ CGC x A C : AC*; por consiguien
te ( 2 8 9 ) E H E : A E ~ CGC: A C , y alternan^ 
do E H E : CGC = A E :'AC. 

P R O P O S I C I O N X X I . 

; 5 1 1 . En qualquier triángulo ACB los lados 



í > 8 3 ) 

son proporcionales con los senos'de sus ángulos 
opuestos. Fig. i 6. i 7. 

Si los ángulos son^fy C; será Se. A : Se. C—BCi 
A B {Fig* 1 6). Determinado un radio constante ADzz 
CF^zRy báxense desde los puntos D , Fy B las per
pendiculares D E , FG, B H á la recta AC prolongada, 
l i 'és necesario; y las rectas D E , FG 'seráñ IcS se
nos de los' ángulos A y C referidos á dicho radie/. 
Por ser los -triángulos D A É , B A H equiángulos', 
serán ( 2 9 5 ) proporcionales sus lados homólogos, 
ésto es DE : A D trz B H : A B : también por seí* 
Jos triángulos FCG, BCH equiángulos, será FC, ó 
A D : FG — BC : B H : luego por igualdad pertur
bada { S ) D E : FG ~ BCi A B , esta es los se
nos de los ángulos A y C serán proporcionales con 
los lados opuestos á los mismos ángulos. Del'mismo 
modo se demostrará ser Se. B : Se. A zz; A C : CB} 
y Se. B : Se. ü =2 A C : A B , 

rjh Si uno. de dichos ángulos fliese? «rééto , isti ̂ seno 
seria el radio R ; y así;- subuésto el ángulo C rec^ 
to (.Fig. 1 7 ) , será Se. A : R zzi BC : A B , por seí 
E D : D A ~ i?^h^^o@ue£fesslaitgnoioi^ . i 

na 1 •oifíucj sitiití ; r . ; i obBffioj V . / f - ^ i 
C O R O L A R I O L 

i 2 k -luego • dados ^éi ^un triángulo loá 
senos de te ángulosW y^C^eiendo^ :al>radio dad^ 
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\AD R y y ademas un lado ¿4B opuesto á uno 
de dichos ángulos , se determinará el lado opuesto 
al otro ángulo , hallando una quarta proporcional i 
Se. C , Se. , y s íB. 

C O R O L A R I O 11. 

§ 1 3 También dados en un triángulo ABC dos 
lados A B , BC y el seno del ángulo A opuesto á 
uno de ellos B C ; se determinará el seno del ángu
lo C opuesto al otro lado BC, hallando una quartá 
proporcional á A B y BC y Se. C. Adviértase que SÍ 
BC no es menor que B A , será el ángulo C agudo; 
y si el seno del ángulo C es igual al radio, será el 
ángulo C recto; en otro caso puede corresponder el 
referido seno tanto á un ángulo agudo, como al ob
tuso que sea su diferencia á dos rectos. 

P R O P O S I C I O N X X I I . 

§ 1 4 Dividir ó aumentar un ángulo BACyáe 
suerte que los senos de los dos ángulos , que resul
ten , estén en la razón dada de M á N . Fig. 1 8 . 1 9 . 

I . Prolongúese la recta B A indefinidamente 
( Fig, 1 8 ) , y tomado qualquiera punto F en AC, 
hállese ( 3 o 6 ) una quarta proporcional A E á las 
tres My Ny A F \ tírese la recta FuF > y á esta por 
^.l vértice A la paralela A V , que dividirá al ángu^ 
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lo BAC como se pide. En el triángulo E A F es 
( 5 i i ) el seno del ángulo E al seno del ángulo F 
como A F á AE-, pero ( 9 6 ) los ángulos i?, F son 
respectivamente iguales á los B A D , D A C : luego 
será el seno del ángulo B A D al seno del ángulo 
V A C como A F á A E ó bien como M á N . He
cha la construcción antecedente en la Ftg. 1 9 , se 
demostrará de un modo semejante que se aumenta 
el ángulo BAC de tal suerte que es el seno del án
gulo D A E al seno del ángulo D A C como M á N ; 
pero en este caso deberá ser M < . N . 

I I . Si se ha de aumentar el ángulo B A C , de 
suerte que sea el seno del ángulo B A D al seno del 
ángulo BAC como M & N ( Fig, 1 9 ) en cuyo ca
so no podrá tener M k Ñ mayor razón que el se
rio total al seno del ángulo BAC \ hágase entonces 
M ' . N = AF- . FE , y tírese A D paralela á FE, 
En el triángulo E A F es el seno del ángulo A E F 
al del ángulo E A F como A F á F E ; pero el án
gulo A E F - = . D A E ( 96 ) : luego será el seno del 
ángulo D A B al del ángulo BAC como A F á F E 
ó bien como M & N . Que es 6ÍC. 

P R O P O S I C I O N X X I I I . 

5 1 5 Si en qualquier triángulo BAC se divide 
la base BC por medio en Z>, y se tira la recta AD-, 
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será el seno del ángulo B A D al seno del ángulo 
D A C como el seno del ángulo B al seno del ángu
lo C. Fig. 20. 

En el triángulo B A D es ( g 11 ) Se. B A D : Se. B 
zz B D : D A 5 y también en el triángulo DAC es Se, 
D A C : S c . C - D C : D A ; pero B D : D A - D C : D A , 
por ser BD — DC (sup.) : luego será Se. B A D : 
Sc.B — Se. D A C : Se. C, y alternando ( 2 7 0 ) Se. 
B A D : Se. D ^ C zz: Se. 5 : Se. C. Que es &e. 

C O R O L A R I O . 

5 1 6 Por ser Se. B : Sc. C = : A C : A B {s 1 1), 
será también Se. B A D : Se. D A C = A C : A B , 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

5 1 7 Si á la semisuma de dos magnitudes A B , 
BC se añade su semidifereneia, se tendrá la mayor 
BC: y si de la semisuma se resta la semidifereneia, 
resultará la menor A B , Fig, 2 1. 

Córtese de la mayor BC una parte C D z n A B , 
y divídase BD por medio en E. Esto supuesto, se
rá BD la diferencia de las magnitudes CB y A B ; 
BE la semidifereneia ; y CE 6 bien A E la semisu
ma : luego añadiendo la semisuma CE de las dos 
magnitudes A B y BC á la semidifereneia BE de las 
mismas, resulta la mayor Z?C, y restando de la se-
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misuma A E la semidiferencia B E , se tiene la menor 
A B . Que es &c. 

C O R O L A R I O . 
5 i 8 Luego se determinarán dos magnitudes, 

de las quales se conoce la semisuma y la semidife
rencia , ó bien la suma y la diferencia. 

P R O P O S I C I O N X X V . 

5 1 9 En qualquier triángulo ABC la suma de 
dos lados desiguales A B , AC es á la diferencia de 
ios mismos como la tangente de la semisuma de los 
ángulos B y C opuestos á dichos lados á la tangen
te de la semidiferencia de los mismos ángulos ; esto 
es, A B A C ' . A B — AQ as Te. % í : Te. ~ . 
Fig. 20. 

En el triángulo BAC es ( 5 1 1 ) A B : ACz=, 
Se. C: Se. B : luego componiendo será ( 2 7 2 ) A B 
- i - A C : A C = Se. C Se. 5 : Se. i?, y dividien
do ( 2 7 1 ) A B — A C : A C =z Se. C — Se. B : 
-Se. B y é invirtiendo esta proporción será ( 254 ) 
A C : A B — AC zz. B : Se. C — Se. 5 : luego 
:por Igualdad ordenada será ( 2 77 ) A B -H- A C : 
A B — A C = S c , C ~ t - S c . B : S c . C — S c . B ; pe-
ro ( 507 ) Se. C-HSC.S: SC.C—Se. BZZTC. — : 
Te.—^- : luego será A B A C : A B — AC = 
Te. : Te. Que es Me. , 
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C O R O L A R I O . 
5 2 0 Luego dados en el triángulo BAC los 

dos lados A B , y la tangente de la semisuma de 
. los ángulos B y C opuestos á dichos lados , se de
terminará la tangente de la semidiferencia de los 
mismos ángulos ; y suponiendo ahora conocidos los 
ángulos , que corresponden á dichas tangentes , se 
hallarán ( g 1 8 ) los dos ángulos B y C. Si el án
gulo A es recto, los dos ángulos B y C serán jun
tos iguales á un recto; por consiguiente ( 4 9 8 ) 
Te. ^— -̂ R : pero en este caso se determinará 
( 4 8 9 ) la tangente del ángulo C respecto á un ra
dio dado R , hallando una quarta proporcional á 
y í C , R y A B ; asimismo se determinará la tangen
te del ángulo 5 , hallando una quarta proporcional 
á A B , R y AC. 

P R O P O S I C I O N X X V I . 

5 2 1 Si en un triángulo A B C , que tienen los 
Jados A B y BC desiguales, se baxa desde el ángu
lo comprehendido B la perpendicular BE al tercer 
\záo A C s e r á este lado á la suma de los otros dos 
como la diferencia de estos mismos á la diferencia 
ó suma de los segmentos A E , E C , que forma la 
perpendicular , según esta caiga dentro ó fuera del 
triángulo. Fig. 2 2 . .23. 
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Haciendo centro en B , con el intervalo del la
do menor BC descríbase el círculo DCG ; prolon
gúese el otro lado A B hasta cortar la circunferen^ 
cía en D , y en la Fig, 2 3 . prolongúese también ¿4C 
hasta cortar la circunferencia en ÍP; será por con
siguiente A D zn A B H - BC, A G = A B — BC, 
y ( 1 5 6 ) F E =z E C , por ser BE perpendicular 
á la cuerda CF\ de dpnde resulta que en la Fig.2 2* 
es A F = A E — EC diferencia de los segmentos 
formados por la perpendicular, y en la Fig. 2 3. A F 
zz: A E EC suma de los mismos segmentos. Se 
ha demostrado ( 1 9 2 ) que es AC x A F zz: A D 
x AG , y por consiguiente ( 3 1 1 ) A C : A D zz 
A G : A F : luego en la Fi^, 2 2 . será A C : A B -+-
B C z z : A B — BC: A E — EC, y en la Fig. 2 3* 
será A C : A B - H BC tzz A B — BC: A E H - E C 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X V I I . 
S22 Dados en ün triángulo escaleno ABC los 

tres lados A B , BC y A C , hallar los senos de sus 
tres ángulos referidos al radio ó seno total R. Fig. 2 2 . 

Tómese el lado mayor AC por ha.se, y sobre 
él , desde el ángulo opuesto i?, báxese la perpendicu
lar BE. Hállese ( 3 0 6 ) una quarta proporcional á 
las rectas A C , A B BC, y A B — BC, y se ten
drá ( 5 2 1 ) la diferencia de los segmentos AE} 

T 
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Í2C; afiádida áhora la mitad de dicha diferencia á 
la mitad del lado A C ^ y restada aquella de esta, se 
tendrán ( $ i 7 ) los segmentos A & y EC, Por tan
to en el triángulo rectángulo A E B serán conocidos 
los lados A B y A E y el ángulo E opuesto al lado 
A B ; asimismo en el triángulo BEC serán conoci
dos los lados BC, CE y el ángulo É opuesto al;la
do BC t luego se determinarán ( 5 1 3 ) los senos 
de los ángulos A y C referidos al radio R. Por lo de
mostrado ( 5 1 3 ) el seno del ángulo A B C será quar-
ta proporcional á BC, A C y al seno del ángulo A* 
Que es &c. . x JV- sup ( >C-QX ) ob^i.^oxnsb crf 
: P R O P O S I C I O N X X V I I L 
- S23 Si quatro senos E K 9 D I , C H y BG son 
proporcionales , y el primero es mayor -qué el segun
do , y que el tercero ; tirados los radios F E , FD, 
FC y FB y será el ángulo E F D mayor que el án
gulo CFB. Fig, 24 . 

Prolongúense los senos i?A', C H , hasta encon
trar la circunferencia del círculo en los pun
tos O , ; tírense las cuerdas D N , B 3 I parale -̂
las al radio A F , y también las - cuerdas .Di? , BC, 
Siendo ( sup.) E K t D I =z CH i BG , será con^ 
virtiendo ( 2 7 3 ) E K : EP = C H : CL ; pe
ro.( sup.) E K > C H : luego será ( 2 65 ) > 
CL ; y por ser PO > L R , será también EP x PO 

1 
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> CX x L R ; por consiguiente ( 1 9 0 ) D P x P j V > 
B L K L M - , pero P N < L M ' . luego será D P > 
y habiéndose demostrado antes que es E P > C L , 
será también 5 P 2 - H £ P 4 > ^ Z 2 - Í - C L 4 , ó bien (124) 
Z>£2 > BC*, y por consiguiente DE > Í3C : luego 
será ( 9 2 ) el ángulo E F D > CFB, Que es &c. 

Tij 



i 
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De las principales propiedades de las tres 
secciones cónicas Parábola r Elipse 

é Hipérbola. 

LIBRO PRIMERO. 
D E L A P A R A B O L A . 

D E F I N I C I O N E S . 

§ 2 4 X^rábslaves a i ñ a x u m X ^ H ' q u e tiene deii^ 
tro de ella un punto fixo F , desde el qual todas l̂ s 
rectas FG tiradas á la periferia sOn iguales á las 
perpendiculares GiV baxadas desde los puntos G á 
^ma recta CD dada de posición fuera de la curva; 
la que se describe del modo siguiente. Fig. 1 . 1 

Si sobre la recta fixa CD se acomoda el lado 
NP de la esquadra M N P , y en el , extremo M 
del otro lado se fixa el cavo.de un hilo igual á N M , 
y el otro cavo se. asegura en un punto qualquiera F 
dado fuera de la recta , pero que esté en el plano 
que forma la esquadra, y con una punta G se opri
me el hilo contra la esquadra de modo que quede 
igualmente tenso; y finalmente se mueve el lado N P 
de la esquadra por la recta C D , permaneciendo 
siempre tirante el hilo por medio ..de la punta que 

Tüj 
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correrá por el ladaMZy de la .escuadra; describir^ 
esta punta una parte de la parábola que se termina 
en la pérpehdicular baxadá desde F á CT) \ y con
tinuará por la oti*á • ̂ rteV^ínvktiendo la posición de 
la regla, y repitiendo la misma operación: porque 
siendo FG + 'GMz-zMN*9 será- también FGZZLGN. 
Es .evidente q^e^stf-cyrv^pueíle ex|endQrse .áruna 

v-- i 41 .r\ jrv \ K \ . wL ¿j| C3L 
distancia d'el puntó mayor'qué qúálquiera ldaat, si 
se toma Mlf^ 'Hiá /pr^e j dicha\dist^ncía. 

5 2 5 La recta CD dada de posición, se llama 
Directnix depláxjparábolaíL¡éli 10yp>let: punto f xb • JP, 
Focus. kr:p sb:;'ib,nl oH'Lq ÍUI '.Hi) en 

CÍÚ 5 2^6 ^ualquíéra^ wct^MN-''pferpfendicula'i^ á la 
clirectrix C D SG llanda i)láme6rd i y el ipunte^ donde 
«flcaentr^ 'S I m p a r á b o l a ; é k i d é ' í ^ 3íámetroi ^Bl 
diámetro; JB̂ T que pasa por elif^üsHFv'sé llámá Ex^ 
de la parábola, y su vértice es el Vértice = prima» 

• r í o . . i % 2. H c ^ • ^ 
\í 5 2 7 Parámetro del exe ó de qualquiet̂ a diá-̂  
metro f d ^ t t ^ a i a n c ^ c ^ d r a ^ i ^ ^ ^ ^ l S V d l ^ i ^ ^ l ^ é i ^ 
tice del exe ó del diámetro al focus: y así una rec^ 
tac igual:»á. • ̂ FG-será^-él parámetro del diámetro 
GM** Fig, 2^ • 

52 8 b Tangente de una parábola se llama la 
erecta que encuentra á la curva en un solo punto, y 
que prolongada cae toda fuera del espacio compre-
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hendido por esta curva; y tal es la. recta GS. Fig. 
5 2 9 Ordenada-a] exes-^GseillÉmajia perpen

dicular E G baxada á él desde qualquier punto G de 
la curva ( Fig: 3 ). Ordenada á un diámetro G M se 
llama la recta / í / tirada al diámetro desde qualquier 
punto H de la curva , y paralela á la recta GS: 
tangente de la curva en el punto G vértice del mis
mo diámetro. Fig, 4. 

g 3 0 Abscisa de qualquiera ordenada se Ua-? 
ma la parte del exe ó del diámetro comprehendi-^ 
da entre el vértice del exe ó del diámetro , y la 
misma ordenada : y así las rectas ¿ Í E , G I son las 
abscisas correspondientes á las ordenadas E G , I H . 
Fig. 3. 4. 

5 3 1 La parte del exe ó del diámetro com-
prehendida entre una ordenada á él y la tangente 
al mismo punto de la curva de donde sale Ja orde* 
nada , se llama subtangente : y así suponiendo las 
rectas GS y HO tangentes de la . curva en los respec
tivos puntos Cr, M, las rectas 1 E $ # JOz serán Jubtan-
gentes ( Fig, 3. 4 ) . Tirada la perpendicular á la 
tangente en el punto del contacto, la parte del exe ó 
del diámetro comprehendida entre esta perpendicu
lar y la ordenada tirada desd^ ^icho i(punto alr exe 
ó al diámetro, se llama subnormar:> y así suponien
do GP perpendicular ( Fig, 3 ) á la tangente GS en 

Tiv 
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el puntó del contactó G / y la reetá EG ordenada al 
exey la recta £ P será la subnormal. Q 1 B 

P R O P O S I C I O N I . 

S32 La perpendicular /P baxada á lá ̂ direc-
írix CD desde qualquiér punto / tomado fuera del es
pacio comprehendido por la parábola L A H , es menor 
que la distancia 1F del mismo punto al focus F-, y la 
perpendicular EO baxada á la directrix CD desde 
qualquiér punto E tomado dentro de dicho espacio 
es mayor que la distancia E F del mismo punto al 
focus. Fig, 2, 

I . Desde el punto G en que la recta I F cor
ta la parábola , báxese la perpendicular G N á la 
directrix CD, y tírese JTV. En él triángulo lrectán-
gulo I P N es IP < I N \ pero en el triángulo I G N 
«s I N < IG + -GN-: > luego •sétó ̂ p . < -/G GiV; 
y por ser ( 5 2 4 ) G N — G F , será /G H— GiV=3 
/¿ r ; luego /P < / i ^ . 

I I . Del focus F tírese la recta FQ al punto Q 
en que la recta EO corta la parábola; y será (5 2 4 ) 
Q O = : Q F ; y añadiendo EQ, será también EO =z 
EQ, v pero - i - > £ F : luego será 
EO > EF, Que es &c. 

C O R O L A R I O. 
5 3 3 Infiérese que si la distancia de un punto 

vi T 
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al focus P es igual á la distancia del mismo punto 
á la directrix C D , estará dicho punto en la pará
bola; y si es menor ó mayor, estará él punto dentro 
ó fuera del espacio comprehendido por la parábola, 

P R O P O S I C I O N I I . 

5 3 4 El quadrado de qualquiera ordenada M P 
al exe A I de la parábola S A T es igual al rectán
gulo hecho der parámetro 4 y de la abscisa A P , 
esto es j M P * = 4 A F x AP, Fig. 5. 

Desde el focus F tírese la recta F M , y del 
plinto M báxese la perpendicular M N á la álrec-
trix C o siendo las rectas. F M , BP iguales á MN^ 
será F M = BP , y por consiguiente FM7, ITP*", 
pero ( 1 2 4 1 F M * = FP* H— PJ?2, y ( 1 3 5 ) 
BP^ — FP* HH 4 A F x A P por ser A B =z A F : 
luego será F P * ^ ¥ m * = ¥ P 2 -H 4 ^ * ^ Í P ; y qui
tado el quadrado común de FP , será P M Z ~ 4 A F x 
AP. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 
5 3 S Del .mismo modo se demostrará que el 

quadrado de la ordenada P H es igual al rectángulo 
de la abscisa A P por el parámetro 4 A F : luego se
rá PH* ~ PM2, y por consiguiente = : PM. 
Por tanto en la parábola qualésquiera dos ordenadas 
á un mismo punto deJ exe son iguales. 
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• i ' 
C O R O L A R I O 11. 

• .. íia binifq úáom m%m t.Ol'jL x iuwib si ü 
5 3 6 Por ser el quadrado de la ordenada P M 

igual al rectángulo del parámetro 4 ¿ 4 F por la abs
cisa ¿4P , será ( 3 1 2 ) : P M =z P M : AP\ 
esto es qualquiera ordenada al éxe será media pro
porcional entre el parámetro y la correspondiente 
abscisa. 

C O R O L A R I O I I I . 
5 3 7 También de ser el.quadrado de la orde

nada al exe igual al rectángulo del parámetro ^ A F 
por la abscisa , resulta que si recta Q L es perpen
dicular al exe A I y es QZ* z=z 4 A F x A Q , estará 
el punto Z en la parábola SAT. 

C O R O L A R I O I V . 

S 3 8 Tirada desde el focus F la ordenada FÜC 
al exe, será KF^^z BF2 6 bien 4 A F i ' t y por con» 
siguiente J£F zz: 2 ̂ f /^: luego la ordenada K F será 
igual á la mitad del parámetro 4^fF. 

P R O P O S I C I O N I I I . 

5 3 9 Los quadrados de las ordenadas QL y 
P M al exe A I tienen la razón de las abscisas A Q 
y A P ; esto es, QL*: PM2 = AQ : AP. Fig. 5. 

Sea el punto F focus de la parábola SAT. Cons-
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ta ( 5 3 4 ) que es Q L Z = 4 ^ F x A Q , y RM* — 
4^7? x y í P : luego será QLa : R M 2 4 ^ F x ^ Q : 
4¿4F x t̂/P f pero ( 2 8 9 ) x ^fQ • H 
¿4P ZÉZ AQ i AP : luego será QL2 : PM2 =z A Q : 
^fP. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 
5 4 0 Si las rectas M P , LQ son perpendicu 

lares al exe A I , y es LQ^ :MP2=z A Q : A P , y 
ademas está el punto L en la parábola S A T ; esta
rá también el otro punto M en la misma parábola. 
Por ser l & : WP7r = AQ> i será también XQ1: 
J l P 2 ~ 4 A F x ^ Q : 4 ^ F x ^ P ; pero ( $ 3 4 ) 
'Zjg*:±- 4 ^ ^ x ^ ( ^ , por estar el punto Z/ en la pa-
rábola ^ ü ^ . ) ! luego^ será M P ^ = 4 A F X A P ^ pot 
umkigttieütei ( S 3 1 ) püntí> M Estará eh la mis-
iña curva* ; 

P R O P O S I C I O N I V . 
5 4 1 ^Describir la parábola SAT9"cuyo exe 

sea la reéírá A I dada, de posición T sií vértice pr i 
mario el punto A , y su parámetro igual á la rec
ta i ^ . Fig. S' 

Tómense las rectas AF> A B , iguales á la quar-
ta parte del parámetro y levantada la perpen
dicular CD sobre la recta 5 / , descríbase ( 524 ) 
la parábola que tenga su focus en Fy y por 
directrix CD.; y será la que se pide: porque la rec-
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ta B F I es perpendicular á la directrix CD y pasa 
por el focus F , será el exe de la parábola SAT\ y 
por ser F A zz A B , el punto A estará ( S 3 3 ) en 
la curva : luego será el vértice ^primario ; pero 
^ A F zn R : luego el parámetro del exe A J áo- í̂a 
parábola S A T será igual á R. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V. 
y .; r . : : ' - / . \ 2»,v t \ K ra té $msl 

5 4 2 Describir la parábola S A T cuyo exe sea 
la recta A I dada de posición , su vértice prima
rio el punto A , y que pase por el punto L inferior 
al punto A . Fig. $. 

Desde el punto L tírese la recta LQ perpendi
cular al exe A I ; hállese ( 3 0 5 ) una tercera pro
porcional R á las rectas A Q , QL ; y descríbase 
( 5 4 1 ) la parábola S A T , que tenga ^7\poF exei 
el punto A por vértice primario , y el parámetro 
del exe igual á la recta R: y será la que se pide. 

Siendo A Q : QL = Q L : R será ( 3 1 2 ) R x 
AQ zn QL* ; por consiguiente ( 5 3 7 ) el punto L 
estará en la parábola SAT, Que es &c, 

P R O P O S I C I O N V I . 

S 4 3 Entre las dos rectas dadas A y B hallar 
dos medias proporcionales. Fig. 6, 

Tírense las rectas CDl CG en ángulo recto; y 
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descríbase ( g 4 1 ) la parábola CEHy cuyo exe sea 
CD y su parámetro A : asimismo descríbase la pa
rábola Cfí*/ que tenga CG por exe , y por pará
metro B ; desde el punto E donde se cortan las 
curvas, báxese la perpendicular E D al exe CD: y 
serán continuas proporcionales las rectas-^, 
CD, B. Tírese EG perpendicular á CG. Siendo E D 
ordenada al exe CD de la parábola CEH, será ( 5 3 6 ) 
A : E D as E D : D C ; y por ser EG ordenada al 
exe CG de la parábola CE/ , será ( 5 3 6 ) CG: EG 
i = : E G : 'B = CD : B-, pero E D : D C = : CG : GE: 
hugo será A ; E D = z E D : DCzziDCi B. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V I I . 
: • : • • 

544 Tirar una tangente á la parábola PAQ 
en un punto dado. Fig, 7. 

I . Si el punto dado es el vértice A del exe 
B L , levántese la perpendicular A M sobre dicho exe, 
la qual será tangente de la curva en A . Del focus F 
tírese F M , y del punto M báxese la perpendicular 
M N á la directrix BE, En el triángulo rectángulo 
F A M es F M > F A ; pero ( 5 2 4 ) F A =z A B = : 
M N : luego será F M > M N ' , por consiguiente ( 5 3 3 ) 
el punto M estará fuera de la parábola : lo mismo 
se demostrará de qualquier otro punto tomado en la 
recta A M prolongada por ambas partes: luego la 



( 3 0 2 ) 

perpendicular, ¿ÍM' será I tangente;' ée; la curva " en el 
punto sí . i : h : ) 

If. Si el punto dado es qualquiera otro D de lav 
curva, báxese DC perpendicular á la directrix 
tírese CF ; y-dividida esta por piedio en O, tírese 
la recta ODG que será tangente en el punto D. Des-* 
de qualquier punto G de la recta. ODG , báxese GJ5 
perpendicular á la directrix -Sfí , y tírense las rectas 
FG, GC Los . triángulosqZ)PF-^l)9^ denen los la
dos OF z-z OGf.QD'icomú'i y FD — DO, por es-* 
tar el punto D en la curva: luego tendrán los án-i 
gulos DOFt DOC igualesesto es rectos; y siendo 
ademas Ĵ O i ^ OC, y OG común á los triángulos 
FOG, COG; será FG = CG; pero G O G E : lue
go será Ĵ G > GE,. y por consiguiente ( 5 3 3 -) el 
punto G estará fuera de la parábola. Luego 6ÍC» na 

C O R O L A R I O I . 

54S Prolongada CD por el punto D , será el 
ángulo HDG , formado por el diámetro D H y la 
tangente D G , igual al ángulo FDO formado por la 
recta FD y la misma tangente GP: porque siendo 
los triángulos DOC, DOF totalmente iguales , será 
el ángulo CDO = FDO ; pero los ángulos CDO, 
HDG son iguales por verticalmente opuestos: luego 
el ángulo HDG = FDO. í 1 
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'- C O R O L A R I O I I . 

5 4(5 Prplqngad^ taag^p^ .Z^O hasta que 
corte el exe en S , será FT) sá; F i ' ; pues, por ser 
í^:rectás M y parálalas , será él ángulo ex-
h r ü a F S D t t H D G ; pero ( $ 4 $ ) el ángulo 

^ H í D & k íúeg& M ángvdQi F S D ==z F I ) S r y por 
consiguiente FZ> = : F S . »6 • b 

P R O P O S I C I O N V I I I . 

^:; ^í^y; : Si las rectas J ^ I B p J l ^ D M son tangentes 

le íaqpárábola en los puntos l , Z> T y desde ellos 
Se' cj:itao'-; las:- -.rectas;/.F: ̂  D F al focus -2^; el ángulq 
7)F/ formado.eo- éIipor,€stás nectas será dupjp dd 
ángulo formado ea el ountoi?, donde se cor
tan dichas tangentes. F i g . 8. 
t i 2 Cortando la itangente^ D E prolongada al exe 
H S en i^I p u n t é ' s e r á b ( 6 i)) d áhgulo i ^ I ^ 
¿ z r i ^ ^ y porí consiguiente el ángulo Externo H F D 
será duplo del interno opuesto F S B , Dei mismo 
modo se demostrará ser el ángulo I F H . . -duplo del 
ángulo 1KF 6; bSen? 4es"sü igual nS7^^. /Por tanto se
rá el ángulo ;DF/ dup^ de los ángulos ¡fántós i M S , 

5 pero él 4ngulo externo D E K z- X ^ E 
S K E i luego tsérá e l^ángulo^E/z^: i B E ^ E ^ gvi^ 
4ente que esta dertiostiadorí coniprehende et ca|o^ eií 
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que las dos tangentes se cortan en un mismo punto 
del exe. Que es &c, 

P R O P O S I C I O N I X -
• '>q f89üq : ¿.'^ zzz 0!%. hvj?. ? ' l i;') oxo h slioo 
5 4 8 Si la recta SD es tangente de la pará

bola en el puntó Z), y la recta DG es ordenada al 
exe será la subtangente GS dupla de la abs
cisa y4G. Fig, 8. 03 

Sea BC la directrix de la parábola , y su fo-
cus F : tírense FD y bisr perpendicular á BC, Sien
do las rectas FD , BG iguales á Z W , será F D =: 

pero ( 5 4 6 ) F i ) = F i ' : luego = i7^; 
pero ( 5 2 4 ) A B z i z A F : luego AG = AS7 y pos 
consiguiente = : 2^fG. Que es &c. 

3-! oifibq. la *fís 
P R O P O S I C I O N X. 

5 4 9 Si la recta JD// es perpendicular á la 
tangente Z>JE en el punto del contacto D , y la recr 
ta DG es ordenada al exevf//; el parámetro 
del exe será duplo de la subnormal GH, Fig, 8. 

Por ser el ángulo SD H recto, y la ordenada 
DG perpendicular al exe S H , será ( 3 0 2 ) GS : 
GD z=z GD : G H ; por consiguiente ( 3 12 ) GH x 
GS E± GDa; pero ( 5 3 4 ) G D * = x ^ 
luego será G í / x G^ = 4 ^ ^ x A G ; y por lo tan
to ( 3 11 ) 4 A F ; G H == GS'.AG-, pero ( 5 48 ) 
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la subtangente GS es dupla de la abscisa : lue
go será el parámetro 4¿4F duplo áe GH. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N 
:, • . . . . ; , g 

S S o El quadrado de la tangente D S , com-
prehendida entre el punto del contacto D y el exe, 
es igual al quadruplo rectángulo hecho de la distáa-
cia de dicho punto D al focus y. de la abscisa 
¿4G; esto es, DS* = • 4 D F x yíG. Fig. S. 

Se supone CB la directrix de la parábola , y 
D N perpendicular á ella. Siendo el triángulo DGS 
rectángulo en G, será DS* = : DG* ~+- GlS'̂  pero 
DG* = 4 A B * A G ( S34 ) ' , y 'SG* = , 4 ^ G a , por 
ser S G z z i i A G ( 548 ) : luego será ^3,2z=: 4 ^ 5 
x ^ G - H - 4^G2z=: 4BG x ^ G ; pero BG == D N 
= DJP: luego ^DS2 = 4 D F x ^ G . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I . 

5 5 1 Si á qualquiera ordenada H R al exe 
son perpendiculares las rectas G Z , tiradas de 
qualesquiera dos puntos G de la parábola HAO\ 
será K I : GL = . H I * I R : H L x Z/¿ : y prolonga
da dicha ordenada H R , estarán también las perpen
diculares OP , N M en la razón de los rectángulos 
U P x PR, H M * MR, Fig. 9. 

Sea F el focus de la parábola H A O : tírese la 
V 
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ordenada GÉ al exe Por ser ( 5 3 S ) T H z ~ 
TR, será. ( 1 3 3 ) el quadradó de TR igual al rec
tángulo de H L por L R y al quadrado de TL ó QG; 
pero ( 5 3 4 ) T R ^ ^ A F x A T , y gG2— 4 ^ * 
^ f í : luego será 4 A F *. A T = H L * L R 4 A F 
x y^ig ; y quitando el rectángulo común ^ A F x 
AQ , será también 4 A F x QT ó bien 4^fF x LG 
ZZL H L x ZrR. Del mismo modo se demostrará -ser 
4 A F x / ^ z z : H / x IR, Por tanto será H l x I R i 
H L x Z / i — AtAF x x L G z = . I K \ L G 
( 2 8 9 ). De un modo semejante se demostrará la 
proporción OP . N M z=z HP x : H M x 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I I I . 
v 5 S 2 Tirada qualquiera ordenada M M á un diá
metro EG de la parábola T A N que tiene su focus eii 
F , será el quadrado de esta ordenada igual al rec
tángulo de la abscisa E M por el parámetro del mis
mo diámetro; esto es, M N 2 = 4 E F x EM . Fig.10, 

Tírense las rectas N H } E D y A L perpendicu
lares al exe A H ; y ( 5 4 4 ) la tangente ES al 
punto E de la parábola , la que será paralela á la 
ordenada M N ; en fin prolongúese la recta has
ta encontrar el diámetro GEC en C Por ser las rec
tas H N , ED ordenadas al exe A H , será ( S39 ) 
WÑ2: DE2=: A H : A D =zAHGC: ADEC ( 2 8 9 ) ; 

http://4EFx
http://EM
http://Fig.10
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pero por ser los triángulos H K N , DSE equiángulos, 
es ( 2 9 5 . 3 2 3 ) WÑ*: DE* = K H N : SDE: lue
go será AHGC x A B E C t a K H N : SDE ; y por ser: 
S D = : l A D ( 548 ) , es el paralelógramo A D E C 
z= SDE : luego será AHGC z=z K H N \ y quitando el 
trapecio común K M G H , quedará A.KMCz=z MGN"; 
pero A K 3 í C = z S K M E } por ser los triángulos SAL, 
ECL iguales : luego el paralelógramo S K M E zzz 
M G N 1 y siendo por la semejanza de los triángulos 
M G N y SDE , ~MÑ2\ ES2 =z M G N : SDE , será 
también MÑ7". E S ^ SKME ; ADEC = SK: A D 
( 2 8 9 ) , por estar entre unas mismas paralelas los 
paralelógramos SKME y ADEC', pero S K : A D = 
SK x 4 E F : A D x 4 E F : luego será MÑ*: ES*=Z 
S K x 4 E F : A D x 4.EF; y habiéndose demostrada 
ser ( s 5 o ) ES2z=:ADx 4 E F , será también M Ñ * 
= SK x, ^ E F z z z E M x 4 E F . Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 
Ziid'jv.v-: BQ] NP * L I ía m í m 7 - T Í»a .-o'íísíaáifo m 1 0 

5 53 Con el mismo método ;se demostrará ser. 
Mfzzz E M x 4 E F : luego será M Ñ 2 = W n , y por 
consiguiente M N zzz Mn. Por tanto las . dos ordena
das correspondientes á un mismo punto de qual-
quiera diámetro son iguales, 
.. . • . ^ ' • 

Vi i 
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C O R O L A R I O IT. 
5 5 4 Por ser el quadrado de la ordenada M N 

igual al rectángulo del parámetro ^ E F por la absci
sa E M , será ( 3 1 2 ) 4 ^ : M N = M N : EMi 
esto es r qualquiera ordenada á un diámetro será me
dia proporcional entre el parámetro del mismo diá
metro y la abscisa correspondiente* 

C O R O L A R I O I I I . 

5 5 5 También de ser el quadrado de la orde
nada á un diámetro igual al rectángulo del paráme
tro del mismo diámetro por la correspondiente abs
cisa , resulta que si la recta OP es paralela á las 
ordenadas al diámetro EG, y es OPazz: 4 E F x E09 
estará el punto P en la parábola T A N , 

V i - l . . 
P R O P O S I C I O N X I V . 

5 5 6 Los quadrados de las ordenadas M N y 
OP al diámetro ÉG tienen la razón de las abscisas 
E M y EO. Fig. 1 0 . 

Siendo M N ordenada al diámetro E G , será 
( 5 5 2 ) 7 t fÑ*= 4 E F x E M ; y por la misma ra
zón será CJP2~ 4 E F x EO: luego MÑ*: 0 P * = : 

l E F x E M : 4EFx EOv pero ( 2 8 9 ) 4 E F x E M : 
4 E F xEO = E M : EO : luego será l m 2 - 0 P 2 = 
E M ; EO. Que es &c. 
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-

C O R O L A R I O . 

557 Si las rectas OJ?, M N son paralelas á las 
ordenadas al diámetro EG de la curva , y es OP2: 
Ü Í Ñ 2 ^ EO 1 E M , y el punto P está en la pará
bola T A N ; estará también el otro punto N en la 
misma parábola. Por ser OP2: MÑ2 = EO : E M , 
será también 0~P2: M Ñ 2 ~ 4 E F x EO: 4 E F X EM', 
pero ( 5 5 2 ) OPa~ 4 E F x EO por estar el punto 
P en la parábola : luego será ~ M Ñ 4 E F x E M ; 
por consiguiente ( 5 S S ) el punto N estará en la 
misma parábola. 

P R O P O S I C I O N X V . 

I 558 Dadas la recta BQ y la posición de las 
rectas GE ^ ES que se cortan en Z?; describir una 
parábola que tenga EG por diámetro y que el pa
rámetro de este sea igual á la recta dada BQ7 y 
ademas que la recta ES sea tangente á la curva en 
E. Fig. 1 o. 

En la recta GE prolongada por el punto E , tó
mese E l igual á la quarta parte de BQ; tírese la 
recta I R perpendicular á I G ; hágase el ángulo 
FES =2 GET, y la recta E F z ^ E I ; en fin descríba
se ( 5 2 4 ) la parábola T E N que tenga el focus en 
F y por la directrix y será la que se pide. Siendo 

Vüj 
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E í = : E F j la parábola descrita pasará ( 5 3 3 ) por 
el punto E , y será la recta I G uno de sus diáme
tros (por ser IG perpendicular á la directrix R I ) 
cuyo parámetro 23c 4 E F bz ^ E I aaá BQ. Ademas 
por ser el ángulo GET =z FES y la recta SET se-

( S 45 ) tangente á la curva en el punto E . Que 
es 6ÍC. 

PROPOSICION X V I . 
5 5 9 Dadas la posición del diámetro E G cuyo 

vértice sea £ , y la posición y la magnitud de la 
recta OP que encuentra á dicho diámetro en O baxo 
del vértice; describir una parábola que pase por el 
punto P , y que la recta OP sea ordenada al diáme
tro EG, Fig. 1 o. 

Por el vértice E tírese la recta -Ei* paralela á 
GP; hállese ( 3 0 5 ) una tercera proporcional BQ á 
las rectas EO, OP; en fin descríbase ( 5 5 8 ) la pa
rábola T A N que tenga EG por diámetro cuyo pará* 
metro sea rz: BQ , y que la recta E S sea tangen
te á la curva en Z? : y será la que se. pide. Sien
do , pues, la recta OP paralela á la tangente ESy 
será ordenada al diámetro EG ; y por ser propor
cionales el parámetro BQ , la ordenada OP y la 
abscisa EO , será ( 3 1 2 ) el quadrado de la orde
nada OP igual al rectángulo del parámetro BQÍ 
perteneciente al diámetro E G 3 por la abscisa EOv 



(3 i O 
luego estará ( 5 5 5 ) el punto P en la parábola TsíN. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X V I I . 
g 6o Si un cono A L B B C está cortado por un 

plano GK paralelo á la base D L ; el plano KHGT 
terminado por la superficie cónica será un círculo, 
cuyo centro será el punto F común al exe ¿IE del 
cono. Fig. i i . 

El triángulo BE A , que describe el cono mo
viéndose al rededor de A E , considérese en qualquie-
ra otra situación D E A ; y tírense las rectas HF9 
GF, Porque el plano B A E corta los planos parale
los D L y GK, serán ( 3 9 4 ) las comunes seccio
nes BE y H F paralelas : y por la misma razón lo 
serán DE y GF. Por tanto los triángulos B A E y 
H A F serán equiángulos , como también los D A E 
y G A F ; por consiguiente será BE : H F zzz E A : 
F A , y D E : GF = E A : F A ; de donde resulta ser 
BE : H F = D E : G F ; pero las rectas B E y D E 
son iguales por radios del círculo D L : luego será 
HFzz: GF. Del mismo modo se demostrará que to^ 
das las rectas tiradas desde el punto F al perímetro 
de la sección KHGT son iguales : luego dicha sec
ción será un círculo cuyo centro es F . Que es &c. 

V i v 
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P R O P O S I C I O N X V I I I . 

$6 i Si el cono CAHB está cortado por el 
piano triangular C/fi?, que pasa por el exe del mis
mo cono, y ademas por otro plano FOH que pasa 
por las rectas, H F perpendicular á la base A B de 
dicho triángulo , y GO paralela á uno de sus lados 
A C l a linea F O H , que es la común sección del 
plano FOH y de la superficie del cono , será una 
parábola, y la recta OG será uno de sus diámetros» 
Ftg. 1 2 . 

Por qualquier punto K de la sección común OG 
tírense las rectas TL y D E respectivamente parale
las á las F H y A B ; y el plano D T E L , que pasa 
por aquellas, será ( 3 9 2 ) paralelo á la base A F B H 
que pasa por estas ; por consiguiente ( 5 6 0 ) el 
plano DTEL terminado por la superficie cónica se
rá un círculo, cuyo diámetro es DE. También por 
ser las rectas K L y K D paralelas á las G H y 
G A , será ( 3 8 6 ) el ángulo D K L =z A G H : pero 
A G H es recto : luego también lo será D K L ; por 
consiguiente ( 1 5 6 ) la recta TL estará cortada 
por medio en el punto K, Por tanto siendo las rec
tas G H y L K perpendiculares á los diámetros A B 
y DE , será ( 3 0 8 . 3 1 2 ) GH2 = AG x GB y 
KL* z=: D K x K E i de donde resulta QH2: K l 2 = 



( 3 * 3 ) 
¿4Gx GB : D K x K E 5 pero AG =2 D K por lados 
opuestos del paralelógramo A D K G : luego será GH*'-
KL2z=: B G ; E K = G O \ OK, por ser los triángulos 
GOB , KOE equiángulos : luego descrita ( 5 S 9 ) 
una parábola , cuvo diámetro sea OG y su vértice 
O, y que pase por el punto H , estará también (557) 
el punto L en la misma curva: y lo mismo se de
mostrará de todos los puntos de la sección FOH, 
Que es &c. 
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L I B R O I I . 
B E L A E L I P S E . 

D E F I N I C I O N E S . 

5 6 2 Elipse es una curva que tiene den
tro de ella dos puntos F y f , desde los quales la suma 
de las rectas F M y f M tiradas á qualquier punto de 
la periferia, es constantemente la misma. Fig. 1, 

Si en qualquiera plano se toman dos puntos F 
y / , y se afianzan en ellos los extremos de un hilo 
F M f cuya longitud sea mayor que la distancia F f 
entre dichos puntos , y por medio de una punta se 
tiene tirante el hilo , y en esta disposición se hace 
girar dicha punta á una y otra parte del hilo ; la 
linea A M E R A que se describe por la punta, será 
una elipse. 

563 Los puntos F y f se llaman focus de la 
elipse : y el punto C que divide por medio la rec
ta F f que junta los focus , se llama centro de la 
elipse. 

5 6 4 Qualquiera recta G H que pasa por el 
centro C y se termina de una y otra parte en la cur
va , se llama diámetro de la elipse: y los puntos G 
y H áoüáe encuentra á la elipse, vértices de él. 
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565 El diámetro ¿IB que pasa por los focus 
JP y / , se llama exe mayor de la elipse : y el diá
metro E D perpendicular al exe mayor, se llama exe 
menor de la elipse. Fíg. 2. 

5 6 6 Dos diámetros se llaman conjugados, quan-
do las paralelas á el uno terminadas en la curva se 
dividen por el otro en partes iguales, 

5 6 7 La tercera proporcional á dos diámetros 
conjugados se llama parámetro del diámetro que sea 
primer término de la proporción. 

En esta curva se dá el mismo sentido á los tér
minos de tangente, ordenada á un exe, ó á un diá
metro , abscisa , subtangente y subnormal, que en la 
parábola. 

P R O P O S I C I O N L 
5 6 8 La suma de las dos rectas F H y f H t i 

radas desde qualquier punto H de la elipse á los fo
cus F y f , es igual al exe mayor y4B: y la suma 
de las dos rectas F M y f M tiradas desde qualquier 
punto M , tomado en el espacio comprehendido por 
la elipse , á los focus F y es menor que el exe 
mayor A B : en fin la suma de las dos rectas F N 
y f N tiradas desde qualquier punto N , tomado fue
ra de dicho espacio , á los focus F y f , es mayor 
que el exe mayor ¿4B, Fig. 3. 

I . Consta ( 5 2 ) ser F ¿ i Afzz. FB ~*-fB'7 
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y quitada la parte común Ff , será 2 F A t=~ 2 / ^ ; 
por consiguiente F A ~= f B , y F A -+- A f = z A B , 
pero ( 5 6 2 ) F A -t- ^ P é s i ® H - / / / : luego será 
F H f H z=: A B . 

I I . Tírese por el centro C y el punto M la 
recta CM, y alárguese hasta encontrar la elipse en 
fí ; y será F M -H f M < F H H - / / / ; pero F / / - t -
f H z=.AB : luego será FM-*~ f M < A B , Del mis
mo modo se demostrará ser F N -¿t- f N > A B , Que 
es &c. 

C O R O L A R I O I . 
5 69 Infiérese que si es F H -\~ f H = - A B , 

estará el punto H en la elipse : y si es F M -H / M 
< . A B , estará el punto iÉF dentro del espacio com-
preíiendido por la elipse: en fin si es F N f N > 
A B , estará el punto N fuera de dicho espacio» 

C O R O L A R I O I I . 

5 7 0 El centro C de la elipse divide por me
dio el exe mayor A B : porque siendo ( 563 ) 
^z Cf, y por lo demostrado ( $ 68 ) F A = f B 9 SQ* 
rá CA z=z CB, 

C O R O L A R I O I I I . 
57 1 La recta FE tirada desde el focus F al 

vértice E del exe menor E D , es igual al semiexe 
mayor AC, Fig. 2 , Desde el otro focus / tírese al 
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mismo vértice E la recta f E ; y por ser los lados 
FC y CE iguales á los f C y CE, y los ángulos en 
C rectos, será FE == Ef\ pero FE -4- f E zzz A B 
zz 2 A C : luego será FE = ^fC. 

C O R O L A R I O I V . 

5^2 El exe menor E D está dividido por me
dio en el centro C. Tírense las rectas Fi? y F D ; y 
por ser estas iguales ( 5 7; 1 ) al semiexe mayor AC, 
serán iguales entre s í ; luego ^Ca-+-CEa = FG^-H 
CD2 '-, y quitado el quadrado común de FC, será 

CD2r por consiguiente CE = : CD. 

j P R O P O S I C I O N I I . 

573 El quadrado del semiexe menor CE es 
igual al rectángulo formado por los Segmentos del; 
exe mayor A B comprehendidos entre el focus F , y 
sus vértices A y B ; esto es CE2 ¿5 A F x FB. 
Fig. 2 . 

Siendo ( 5 7 1 ) FE ~ ^ C , será FE2 =2 AC2'r 
pero F E 2 = R72-H CE2, y ( 133 ) ^ C 2 = ^Ü2-H 
yfF x FJ5 por estar el exe mayor A B dividido por 
medio en el centro C : luego será FC2 H- CE2 zz 
FC2-H ^ F x F ^ , y por consiguiente QE2ziz A F x 
Fi?. Que es &c. 
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C O R O L A R I O . 

§ 7 4 Siendo la recta AG parámetro del exe 
mayor A B , será ( 5 6 7 ) ^ 5 : ED = : ED : A G , y 
por consiguiente ( 3 12 ) ^ 5 x c á £I)2j pero 
ED*— 4 l C 2 = ^ d F x F J B : luego será ^ 5 x ^fG 
^:4^JP x FB. 

PROPOSICION I I I . 1 
- ' g 7 § Si se tira qualquiera ordenada HG al 
exe mayor de la elipse, y la recta H F al fo-
cus próximo F ; será el semiexe mayor á la distan
cia del centro al focus como la distancia del centro 
á la ordenada á la diferencia del semiexe mayor á 
dicha recta; esto es, A C : CF = CG : A C —- F H . 

Fig. 4-
Tírese la recta H f al otro focus / ; tómese A K 

—: F H i y haciendo centro en / / , con el intervalo 
H F descríbase el semicírculo N F M que cortará al 
exe mayor A B en el punto O, y á la recta / / /prolon
gada en los puntos M y N , Siendo, pues, F f z i z i C F 
y FO = . 2FG, será Ofzzz 2CG: y siendo también 
(S 6 8 ) FH~*~Hf=zAB' , 6 bien iVT/zz 2 ^ ( 5 7 0 ) , . 
y N M = z 2 H F = z I A K , seri M f = 2CK. Porque 
las rectas N f y F f son secantes del círculo NFOM, 
será ( 19 2 ) N f x f M zzz F f x fO > por consiguien
te ( 3 1 1 ) N f : Ffz=, f O \ f M \ luego también las 



(3 2 b ) 

mitades de estas rectas serán proporcionales, esto es 
A C : C F = CG : CK ó A C — F H . Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

S 7 5 Por ser A C : CF^zCG: C K , será (3 11} 
A C * C X = CF x CG, 

P R O P O S I C I O N I V , 

577 Supuesta la construcción de la proposi
ción antecedente , el quadrado de la ordenada H G 
será igual á la diferencia de los rectángulos AG x 
GB y F K * Kf'-> esto es H G ^ A G x GB — F K x 
Kf. Fig. 4» 

Por estar la recta AC dividida en K , será ( 1 3 5 ) 
CJÍ1-*- C K 2 ~ I A C X C K - ^ A K * ' , pero ( 5 7 6 ) 
AC x C K = C F x CG, y A K * ó bien i ^ z z : FGZ 
H - HG4; luego será CA1-^- CK* =1 2CF x CG HH 
F G 2 - ^ HG2 ; pero ( 1 35 ) 2CF x CG -H FG2 
FC^-h- CG2: luego C A 2 ^ C K 2 = = F C 2 ' ^ C G 2 ' ^ 
HG*, ó bien x GB -+-GC2-+- C^2zz: F K x K f 

CW2~*~CG2-*~ HG y quitando de ambas par
tes los quadrados de las rectas CK y CG, quedará 
A G x GB =z F K x K f 1TG2, y por consiguiente 
el quadrado de la recta HG será la diferencia en
tre los rectángulos AG x GB y F K x K f Que es &c. 



( 3 2 O 

ú P R O P O S I C I O N V. 

§^8 Si se tira una ordenada á uno de los exes 
de la elipse ; será el quadrado de este exe al qua-
drado del otro como el rectángulo formado por los 
segmentos del exe cortado al quadrado de la orde
nada. Fíg. g. 

I . Si la recta HG es ordenada al exe mayor 
]dlB de la elipse A E B D y y la recta ED es el exe 
menor; será ^B2: E D * = AG x GB : HG*. 

Supónganse F y f los focus de la elipse ; t í 
rese F H ; córtese A K z=z F H , y será ( 5 7 S ) 
A C i C F z z z C G : C K : luego ( 323 ) A C ^ . C F 1 ^ 
CG2: CK*. Por tanto siendo el todo al todo como 
la parte á lat parte , será también ( 2 7 4 ) ^fC2 á 
CF11 como el residuo AG xGB al residuo F K x K f i 
y convirtiendo ( 2 7 3 ) 3fC2: A F x FB = AG x 
GB : GH^y por ser este quadrado ( 5 7 7 ) la difer 
renda entre los rectángulos AG x GB y F K x Kf% 
pero ( S 7 3 ) A F x FB =z CE2', luego será ^C2 á 
CE* ó biQnJÍB^^ED^^z AG x GB : GH2. 

I I . Siendo la recta H L ordenada al exe menor 
M m será ED2: A B 2 = E L x L D : HL2. 

Consta por lo arriba demostrado que es AB2: 
E D 2 = A G x GB: GH2 ó CZ% por ser QHzzzCL: 
luego también será ( 2 7 4 ) ZB2: K D 2 — GC2: TJL 

X 



( 3 2 2 ) 

x L E ¡ é inviftiendo ED2: ¿ÍB^zzzDL * L E : CGa ó 
HL*, Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

5 79 Tirada otra ordenada GIT al mismo pun
to G del exe mayor , se demostrará del mismo 
modo ser ^ZZ?2: E D Í = : ^ G x G B : GT2: luego se
rá GH*=z Gf*, y por consiguiente GHzzzGT. Por 
tanto á qualquiera abscisa tomada en el exe mayor 
¿4B corresponden dos ordenadas iguales, una á cada 
lado de dicho exe. Lo mismo se demostrará respec
to á las ordenadas al exe menor E D . Luego los 
exes A B y E D son dos diámetros conjugados. 

C O R O L A R I O 11. 

5So Si la recta QP es perpendicular al exé 
mayor y4B , y ademas es AB*: ÉDZ ~ A P x PB: 
PQ*y estará el punto Q en la elipse A E B D . 

C O R O L A R I O I I L 

S 8 i Siendo el parámetro A X del exe A B ter
cer término proporcional á los exes A B y E D , se
rá ( 3 2 i ) AB*: ESfc=i A B : Xy pero AB*-. E D * 
¿= AG x GB: GH*: luego será A B ; A X z=z A G Y, 
GB : G H \ 



( 3 2 3 ) 

C O R O L A R I O I V . 

582 Descrito con el semiexe mayor CA el 
semicírculo C A Z B , y prolongada la ordenada G H 
hasta encontrar la circunferencia de él en Z y será 
( 3 o 8 . 3 i 2 ) ^ G x G i 5 = : GZ4: luego GZ*-. GH% 
= AB2'. ED11; por consiguiente ( 3 2 3 ) GZ : G H 
zzz A B : E D : de donde resulta que la perpendicu
lar baxada desde qualquier punto de la circunferen
cia de dicho círculo al exe mayor de la elipse, es
tá con el segmento comprehendido por dicho exe y 
la elipse en la razón constante del exe mayor al menor. 

P R O P O S I C I O N V I . 

583 Los quadrados de las ordenadas á qual-
quiera de los exes de la elipse , tienen entre sí la 
misma razón que los rectángulos de los segmentos 
del exe. Flg, 5, 

Si las rectas HG y QP son ordenadas al exe 
mayor A B ; será HG*: QP* = AG x GB : A P 
x P B . 

Siendo ( $ 7 8 ) AB*: ED* zz iAGxGB: H G \ y 
AB*: E D * = A P x P B : PQ*, será también ÁG x 
GB: HG* i = z A P x P B : PQ*; y alternando, AG x 
GB : A P x PB = HG*: PQ*. Del mismo modo se 
demostrará que si las rectas L T y N M son orde-

Xij 



( 3 2 4 ) 

nadas al exe menor E D ; será ZT2: WÑ2 =± E L x 
L D : E N x N D . Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

5 8 4 Si las rectas HG y QP son perpendicu-
lares al exe s í B , y es TíG2: PQ* = síG x G B : AP 
x PB , y el punto H está en la elipse A E B D ; lo 
estará también el otro punto Q. 

C O R O L A R I O I I . 

585 Siendo GH*: PQ* tzn AG x GB : AP x 
PB ; será también gS"2: P ( ¿ = A C * — CGa: 
— CP% por ser AG x GB = . A C * — CG*,y X 

nz ^ C 2 — CP2. Del mismo modo se demostra
rá ser ZJ2: NM¿ = CE*-~ CL*: CiS2— Ci^2. 

P R O P O S I C I O N V I L 

S 8 6 Si la recta H F es ordenada al exe ma
yor A B en el focus F ; será mitad del parámetro A G 
del mismo exe. Fig. 2 . 

Siendo ( 5 8 1 ) x FB : F H ~ A B : AG, 
será también ^ x FB : F H 2 =2 A B x AG : ^G2; 
pero ( 5 7 4 ) 4AF x FB =2 A B x AG : luego será 
4FH2 = y por consiguiente 2 ^ z= ^fG. 
Que es &c. 



( 3 ^ ) 

P R O P O S I C I O N V I I I . 

587 Dada una recta A B y en ella los pun^ 
tos F y f equidistantes de los extremos A y B de 
la misma recta ; describir una elipse que tenga la 
recta A B por exe mayor, y los puntos F y f por 
focus. Fig. 1 . 

Tómese un hilo F M f zz ¿4B , afiáncense sus 
extremos en los puntos F y f ¡ y descríbase ( 5 6 2 ) 
la elipse A M B M que será la que se pide , por te
ner los focus F y / , y la recta A B por exe; pues 
( 5 6 8 ) i W - f - Mfz=: A B . Que es 6cc. 

. 

P R O P O S I C I O N I X . 

§ 8 0 Dadas las dos rectas desiguales A B y 
ED , que se corten por medio en C y en ángulos 
rectos; describir una elipse cuyos exes sean dichas 
rectas. Fig. 2 . 

Haciendo centro en E extremo de la recta me
nor , con el intervalo E F zz: A C descríbase el cír
culo EFfy cuya circunferencia cortará la recta A B 
en los puntos F y f ; y con el exe mayor A B y los 
focus F y f descríbase ( 5 8 7 ) la elipse A E B D , 
que será la que se pide. Pues, siendo FE H- Efz=z 
A B , la elipse descrita pasará ( 5 6 9 ) por el punto 
E , y también por el punto D por ser F D -^ - fD ziz 

XiiJ 



( 3 2 6 ) 

F E - k - E f zzi A B \ pero la recta ET> es perpendi
cular al exe mayor A B en el centro C: luego E D 
será el exe menor de la elipse. Que es &c. 

•- • • . 

P R O P O S I C I O N X. 

5 8 9 Dadas las rectas A B y HG perpendi
cular á ella , describir una elipse que tenga la rec
ta dada A B por exe, y que pase por el extremo H 
de dicha perpendicular. Fig, 5. 

Divídase A B por medio en C ; y haciendo 
centro en este punto, con el intervalo CA descríba
se el semicírculo C A Z B , prolongúese-, si es necesa7 
rio , la recta G H hasta encontrar ia circunferencia 
de dicho círculo en Z ; en fin hallada ( 3 0 6 ) una 
quarta proporcional D E á las rectas G Z , GH y A B , 
descríbase ( 5 8 8 ) la elipse A E B D que tenga las 
rectas A B y DE por exes, y se tendrá la que se 
pide. Por ser GZ ; GH = A B : E D , será ( 3 2 3 ) 
GZ*: GH2 = AB2: EDapero ( 3 0 8 . 3 1 2 ) GZ2 
zm AG x GB : luego será A G x G B : GH2=z A B * : 
ED2; por consiguiente ( g 8 o ) el punto H estará 
en la elipse A E B D . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X L 

5 9 0 Dado un punto en la elipse, tirar á ella 
una ? tangente. Fig, 6, 



( 3 2 7 ) 

I . Si el punto dado es uno de los vértices B 
del exe mayor A B , levántese la perpendicular B M 
sobre el mismo exe; y será esta la tangente que se 
pide. Tírense desde los focus F y / las rectas F N 
y f N á qualquier punto N de la recta 5 i V ; y por 
ser el ángulo B recto, será F N -H f N > FB - { -
f B : luego el punto iVT estará ( S 69 ) fuera del es
pacio comprehendido por la elipse: lo mismo se de-
mostrará de qualquiera otro punto tomado en la rec
ta B N prolongada por ambas partes : luego la rec^ 
ta B N es tangente á la elipse en el punto B, 

I I . Si el punto dado es qualquiera otro D de 
Ja elipse, tírense de él á los focus F y f las reatas 
T)F y Df ; y prolongada F£> , divídase el ángulo^ 
f D K por medio con la recta ODL que será tangen
te á la elipse en el punto D. Córtese D K z=i Df , y 
tírese ^Z*; y tomado qualquiera punto O en la rec
ta OLj tírense de él las rectas QF} Of y OK- Los 
triángulos / D L , K D L tienen f D zz: D K , el lado 
D L común y el ángulo f D L ~ K D L : luego ten
drán los l a d o s , L K iguales , como también los 
ángulos f L D , K L D , esto es rectos; y siendo ademas 
OL común á los triángulos OLf j O L K , será Ofzzz 
OK, y por consiguientei Oi^H-O/—OF-t -O^j pe
ro »tfcr 0 : K > F K 6 FD. ^-Df iAnego será OF 

0 / > F D ^ ~ D f ó ¿IB ( 5 6 8 ) ; por consiguien-
Xiv 



( 3 2 8 ) 

te ( g 6 p ) el punto O estará fuera del espacio com-
prehendido por la elipse. Luego &c. 

C O R O L A R I O I . 

5 9 1 Se infiere que son iguales los ángulos 
FDO, f D L , que forma la tangente OL con las rec
tas FD y f D que salen desde los focus F y f á él 
punto del contacto D : porque siendo el ángulo FDO 
t=z K D L por verticalmente opuestos , y el ángulo 
K D L = f D L (const.), será el ángulo FBQ—fDL. 

C O R O L A R I O I I . 
ü 

5 9 2 La tangente al punto D vértice del exe 
menor D H de la elipse , es perpendicular al mismo 
exe : porque siendo el ángulo FDO zzzfDL, por lo 
demostrado, y el ángulo FDCzzz/DC, por ser to* 
talmente iguales los triángulos FDC y f D C , será 
el ángulo HDO z=. L D H , 

P R O P O S I C I O N XIT. 
" - n c V c T ^ u r « : V Í U A zzz. -i.k.; :v c i ; . i : riü :Ja \ .f n¡.r:í:oD ^ x x 

593 Supuesta la construcción de la proposi
ción antecedente , si la tangente D L encuentra en 
E al exe mayor ^ i? prolongado, y se tira á él la 
ordenada DP desde el punto del contacto ; será el 
semiexe CB medio proporcional entre las distancias 
del centro C á la ordenada, y al punto en que di-
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( 3 2 9 ) 

cho semiexe prolongado corta la tangente ; esto es, 
CP : CB =z CB : CE. Fig. 7, 

Dividiendo la tangente DE por medio el án
gulo f D K , será ( 2 9 4 ) FE : f E = FD : f D 5 y 
componiendo Ffí - H / E : f E ~ F D - + - f D : f D = z 
A B : f D ( 5 6 8 ) ; y tomando las mitades de los 
antecedentes , será CE : f E nz CB ' . f D , y con vir
tiendo C E : C f = C B i CB — f D i pero ( 5 7 5 ) 
CB : Cf = CP : CB — D f , é invirtiendo Cf: CB 
-— CB — D f : CP: luego por igualdad ordenada será 
CB :CP=z CE: CB, é invirtiendo CP : CB — CB : 
CE, Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 
§ 9 4 Por ser C A z=. CB, será también CE 1 

C A = L C A : CP: luego ( 2 6 2 ) A E : A P z = . A C : 
CP % y convirtiendo A E : EP =̂1 CB : BP h y divi
diendo AP : PE CP : BP ; por consiguiente la 
subtangente PE será el quarto término proporcio-' 
nal á CP j BP y A P ; ademas será EP x CP z=z 
A P x PB. 

C O R O L A R I O I I . 
S 9 S Siendo por lo demostrado CP 1 CB 

CB : CE, será ( 3 1 2 ) CE x CP zzz CB*. 

C O R O L A R I O I I I . 

$96 Y si es CP : CBz=:CB: C E , se de-



( 3 3 ° ) 
mostrará con método inverso que la recta D E di
vide por medio al ángulo f D K , y por consiguien
te ( S90 ) es tangente á la elipse en el punto D , 
Ademas entre la tangente DE y la elipse, no se pue
de tirar del punto del contacto D otra recta D I , 
sin que corte á la elipse. Haciendo centro en C, con 
el intervalo C¿4 descríbase el semicírculo síOB , y 
prolongúese la ordenada PD hasta encontrar la cir
cunferencia de él en O; tírense las rectas OE , O I 
y CO. Siendo CP : CB n= CB : C E , será también 
CP : C0z=2 CO: CE : luego será ( 2 9 8 ) el ángu
lo COE = CPOi y por lo tanto el ángulo se
rá recto: luego la recta OE tocará el círculo en O, 
y la, recta O I lo cortará. Desde qualquier punto Q 
de la circunferencia cortada por la recta O / , báxe--
se la perpendicular al diámetro ¿4B: y por ser 
OP : P I = R V '. V I , y P l : P D z = , V l : VS > será 
por igualdad ordenada OP \ PD R V \ VSh pe
ro ( 5 8 2 ) OP : PD-=i (¿V'. V T : luego fí^: V T 
z=z R V : VS; y por ser QJZ > R V , será tambiea 
V T > V S > y por consiguiente la recta D I corta á 
la elipse. 

. P R O P O S I C I O N XI IT . 
5 9 7 Si la tangente L D encuentra al exe 

menor N M prolongado en G, y del punto del con
tacto D se tira á él la ordenada .Di1/; será el se-



( 3 3 0 
miexe menor medio proporcional entre las distancias 
del centro C á la. ordenada y al punto en que dicho 
semiexe corta la tangente ; esto es, C H : C M =z 
C M : CG. Fig. 7. 

Tírese del punto del contacto D la ordenada 
DP al exe mzyov A B . Por lo demostrado ( S93 ) 
es CE : CB = CB: CP ó D H ; por consiguiente 
( 3 2 1 ) será CE: D H m i 2 ; pero ( 5 7 8 ) 
CM0". BC'2'= N H x H M : D H * , y alternando CM'1: 
N H x H M = BC*: D H * : luego será CE : D H = 
CM2: N H x HM-, y por ser los triángulos GCE y 
GHD equiángulos, es CE : D H ~ CG : G H ; por 
consiguiente será también CG : G H — CM2: N H x 
H M , y convirtiendo CG : CH z=z CM2: CH2; pe-
ro ( 2 8 9 ) CG x C H : C H * = CG : CH : luego se
rá CG x CH : CH2z=z CM2: CH2; de donde resulta 
ser CG x CH zz: CM2, y por consiguiente ( 3 1 2 ) 
C H : C M = z C M : CG, Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

S 9 8 Qualquiera diámetro EO de la elipse A D B L 
está dividido por medio en el centro C: y las tangentes 
E G , 0 1 tiradas á los puntos E , 0 9 vértices de d i 
chos diámetros, son paralelas. Fig, 8. 

Tírense las ordenadas E F , OK al exe me
nor D L ; y alárguese este, hasta encontrar dichas 



( 3 3 2 ) 
tangentes prolongadas en los puntos G , I . 

I . Por ser los triángulos EFC, OKC equiángu
los , será E F : OK = FC: CK\ por consiguiente 
( 3 2 3 ) EF*- O K * ~ FC2: CX2; pero ( S 8 3 ) 
OA'2 ~ D F K F L : D K x K L : luego será FC2: CK2 
~ D F * F L i D K x K L -, y la suma de los antecedentes 
á la de los conseqüentes como un antecedente á su 
conseqüeate , esto es CD2: CL2 =2 FC2: CK2; y por 
ser CD2 z= CL2, será CF2 = : CK2, y por consiguien
te CF = CK; pero los ángulos FCE — KCO , y F 
^ K : luego será el lado EC— CO. 

I I . Consta ( 5 9 7 ) que es CG : CD = CD t 
CF, y también C I : C L z n C L : CK; pero es CD ms 

. CZ, y CF =z CK: luego será CG: CD zzzCI: C&, 
y por consiguiente CG zz: C I ; pero es CE — CQ 
por lo arriba demostrado, y el ángulo ECG z=z OCI: 
luego será el ángulo CEG C O I , y por consi
guiente las rectas EG, 0 1 serán paralelas. Que es ¿kc, 

P R O P O S I C I O N X V . 

599 Tirada qualquiera ordenada OF al diá
metro G F , será el rectángulo de las partes GP y 
PF en que se divide el diámetro, al quadrado de di
cha ordenada como el quadrado del mismo diáme--
tro al quadrado del diámetro H J paralelo á dicha 
ordenada. Fíg. 9. , , . • ,;: 



( 3 3 3 ) 

Tírese la tangente GT en el punto G de la cur~ 
va ; alárguese la ordenada OP hasta encontrar el 
exe ¿4B prolongado en Z ; y por los puntos O, G, 
J y B tírense las rectas OL , GQ , $¡0 y BX per-
pendiculares al exe ^i? . Por lo demostrado ( S93) 
es CT : CB =z CB : CQ; pero por ser los triángu
los CBJ y CQG equiángulos, es CB : CQ zzz B X : 
QG : luego será CT: CB =z B X i QG ; por con
siguiente ( 3 i i ) CT x QG zz: C5 x BX , y e\ 
triángulo CGr zzz CBX ; y quitando el triángulo 
común CQG, será GQT l a GQBX. Siendo las rec
tas O M y GQ ordenadas al exe ¿4B , será ( 5 8 5 ) 
OM* • GQ? CB2— CM2: CB2—CQ2: luego tam
bién OMZ : GQTzzz C B X — C M N : C B X — CQG 
- z ' M B X N : QGXB ; pero se ha demostrado G g r 
zzzQGXB : luego será OMZ = M B X N = M N G T ^ % ^ 
y quitado el trapecio común M N P Z , quedará el 
triángulo OPN ~ PGTZ. Asimismo por ser las rec
tas JR y GQ ordenadas al exe A B , será 
GQ2— CB2— CR2' CB2—CQ2: luego tamlS 
JRC: GQT = CBX — C R ^ : CBX*— CQG = 
B R V X \ GQBX; y siendo por lo demostrado GQT 
— GQBX, será también JRC = E R F X , y por 
consiguiente . 5 ^ ^ = CSX—CGT. Y siendo además 
los triángulos CGTyCPZ equiángulos, será CG2: CP* 
z - CGT : CPZ , y con virtiendo CG2: GP x PF =z 



( 3 3 4 ) 

CGT : GPZT = J C V : OVNzrz ' c f ' . OP^ por ser 
semejantes los triángulos J C f y O P N : luego al
ternando será CG2 á C^2 ó bien FG2: H j J m GP x 
P F : OP*. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

6 0 0 Con el mismo método se demostrará ser 
FG*: H f - z ^ GP x PF'.To*'. luego será GP x P F : 
POa—GPxPFtT? ; por consiguiente POa=~Po*, y 
PO ~zPo 1 de donde resulta que á qualquiera punto 
del diámetro GF corresponden dos ordenadas iguales, 
una á cada lado del diámetro. 

C O R O L A R I O I I . 

6 0 1 Si se tira O K paralela al diámetro GF, 
será W f : F G * = H K x K J : OK*: pues , por ser 
CG4: C H a ~ GP x P F : OP4ó CK2, será también 
( 2 7 4 ) CG*:CH*==CP2: H K x K J \ pero CG2: 
C^2z= GF2: H f , y CP2=zOK2: luego será GF2: 
fíf2— OK*-. H K * K J , é invirtiendo ^ 2 : G F 2 = 
H K K K J X ' 0 K \ 

C O R O L A R I O I I Í . 

6 0 2 Con el mismo método expresado antes 
( 6 0 0 ) se demostrará que qualquiera recta O I ter
minada por ambas partes en la curva, y paralela al 



( 3 3 5 ) 

diámetro GF , está dividida igualmente por el diáme
t r o / ^ : luego los diámetros GF y H J serán conju
gados , y la tangente al punto H , vértice del diá
metro H J , será paralela al diámetro GF, 

m 
C O R O L A R I O I V . 

603 Si la recta D E es paralela á las orde
nadas al diámetro GF, y es FG2: HJ* ~ F E * EGi 
E D * i el punto D estará en la curva, 

P R O P O S I C I Ó N x v r ; 

6 0 4 SÍ eí diámetro MCP es paralelo á la rec
ta HEG tangente á la elipse en ; será eí quadrado 
del semidiámetro conjugado C M igual al rectángulo 
hecho de los segmentos H E , EG de la tangente H G 
terminada por los exes B A , L D prolongados; esta 
es, CM*z=z H E x EG, Fig. 

Tírense las ordenadas E J , M N al exe mayor 
A B , la ordenada E F 2X exe menor 7>Z, el diámetro 
EG, la recta A R ordenada á ély y la recta AQ, para
lela á EO. Consta ( S 9 3 ) ^ es ' ^ ~ ^ A i 
CJ j pero por ser H E y A R paralelas y es ( 2 9 1 ) 
H C : C A — E C : CR : luego será E C : CR z r CAz 
CJ ; y siendo ademas eí ángulo C común á los trián
gulos ACR y ECJ y serán ( 3 1 a ) estos iguales. Del 
mismo modo se demostrará ser el triángulo A Q C s 
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MNÚ:; pero el triángulo ¿4QC =z udCR, por serla 
figura ARCQ un paralelógramo : luego serán los 
triángulos rectángulos EJC, M N C iguales , y por 
consiguiente E J x E F ~ M N x NC, Ahora por ser 
los triángulos H E J , C M N , EGF equiángulos, será 
H E : E J z=z C M : M N , y GE : E F = C M : 
C N : y por lo tanto ( 3 2 6 ) GiS x E H : E J x 
E F 2¿ CM2- C N x N M ; pero se ha demostrado 
ser E J x E F = : CN * N M 1 luego será GE x E H 
í = CVj/2. Que es &c. 

i 
C O R O L A R I O , 

6 0 5 Consta por lo arriba demostrado, que e* 
E J x J C ^ M N x ArC ; por Consiguiente será CJ : 
C N = : ^ , y también Cf2: x C N =3 
^OT2: MAT x ^S : luego alternando será C^2: 
~ C ? * C N : N M x J E . 

P R O P O S I C I O N X V I I . 

606 Si las rectas y OP son ordenadas al 
diámetro GF; los quadrados de ellas tendrán la ra
zón de los rectángulos de las partes, en que queda 
dividido el diámetro ; esto es , DÉ7,: OP* = FE x 
EG : F P x P G , Fig. 9. 

Siendo las rectas DE y OP ordenadas al diá
metro GF> será ( 5 99 ) GF7", H } 2 = z F E K E G : 
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TTE?, y GF* ' f H * = z F P x PG : 0P%: luego será 
FE x EG: 101?= F P x P G : OP2, y alternando FE 
* E G : F P xPGzzi DE2: ~0P2. Que es 6{c. 

• • 

C O R O L A R I O . 
' ' * ' « 11 .-' > • / i 

6 0 7 Si la recta OP es ordenada al diámetro 
GF , y la recta ED es paralela á ella, y es ED7"* 
OP2 r z FE x EG: FP x PG 5 el punto D estará en la 
elipse HGJF. 

P R O P O S I C I O N X V I I I . 
6 0 8 El paralelógramo , cuyas diago

nales son los exes y D L de la elipse, es igual 
al paralelógramo MEPO cuyas diagonales son los 
diámetros conjugados EO y MP. Fig. 10» 

Tírense por los puntos M , E las ordenadas 
M N , E J al exe mayor ¿IB , y la ordenada E F al 
exe menor D L \ por el punto E tírese la tangente 
H E G , y del centro C báxese á esta la perpendicu
lar CT. Siendo i V M perpendicular al exe A B , se
rá ( 5 7 8 ) A N x N B : W Í Í 2 = A C 2 : CD2\ pero 
{ S S ^ A C ^ — H C x C J . y ( 597-3 r ^ ) CD% = 
GC x C F : luego ¿ ! N x N B : N M 2 = HC x CJ : GC 
x,CF; y por ser H C : CG = C N N M , y CJ : CF 
X=LCJ:JE , SQVÍ ( 3 2 6 ) H C x CJ: CG x CF = : 
C N x C J i N M x JE, Por tanto será A N x N B 1 
~ÑM2= CN x CJ'. N M x J E = CJ*, N~M2{6o$), 

Y 
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de donde A N x N B z=z ~CJ'1 ¡ luego C^4 \ 7\W213 
!3C2: CD2 í por consiguiente ( 3 2 3 ) : ^ ü f — 
A C : C D , y alternando CJ k A C ó bien ( 5 9 3 ) 
^fC: C H zzz N M : CZ); pero por ser equiángulos 
los triángulos CTH , C N M , HC: CT z=z C M : 
M N \ luego será por igualdad perturbada AC \ CT 
m: C M : CD; por consiguiente el triángulo ACD — 
MEC:. luego los paralelógramos A D B L y MEPO, 
que son quádruplos de dichos triángulos, serán igua
les. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

6 0 9 Consta por la demostración antecedente 
que es ~CJ'1 ó bien j S p : ~ÑM'1~ 'AC2: CD2; pe
ro ( 578 ) CD1: A C * = L F * F D : EF2, é invir-
tiendo 3ÍC2: CD2z=:EF2 : L F x FZ> : luego será 
EF2: iVÍM2 as £ F 2 : L F x ; por consiguiente 
' Ñ M 2 = = . L F * F D , 

C O R O L A R I O I I . 

6 1 0 Asimismo consta ser C^4— ^SV" x 
y con el mismo método se demostrará CW2 x 

pero ( 5 9 4 ) A J ^ y B = HJx , JC: luego se
rá CW2 = ^ x ^C. 
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P R O P O S I C I O N X I X . 

6 i i La suma de los quadrados de los exes 
¿4B y D L , es igual á la suma de los quadrados de 
dos qualesquiera diámetros conjugados EO y MPi 
esto es, ~AB2-+- TH? ~ E O * ^ W ? 1 - . Fig. i o. 

Tírense las ordenadas E J , M N al exe mayor 
A B i y la ordenada E F al exe menor D L . Por ser 
los triángulos C N M y CFE rectángulos, será CM2 
nz CA^-H y C£a = CF* 2 — Cx̂ 2 -H 
Cy2 ; por consiguiente CM1 -+- CE12 = CW2 H— 
WM2-^ CF2-i- Cj2', pero ( 6 0 9 ) JIÑ2= L F x 
jPDjy ( 6 1 0 ) C W ^ z z z ^ x ^ : luego será CM^H-
C £ ; 2 = A J * J B - * ~ L F x F D - ¥ - CF1 -+- Cjr2 = 
!^C4 -t- CD2, por estar las rectas y Z)Z dividi
das por medio en C; y tomados los quádruplos de 
dichos quadrados , será también EO'1 -4- MP* 
I í f í2- i - PZ3. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N XX. 

6 1 2 Describir una elipse que tenga por diá
metros conjugados las rectas EO y P M dadas de 
magnitud y de posición, Fig. 1 1. 

Tírese por el punto E vértice del diámetro 
EO la recta HEG paralela al conjugado M P ; en'la 
prolongación del diámetro EO córtese E N igual á 

Yi j 
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la tercera proporcional de las rectas CE y CM\ 
divídase la recta C N por medio en Q, y levántese 
sobre ella la perpendicular QR prolongada hasta 
encontrar la recta HG en R; haciendo centro en 
con el intervalo R N descríbase el círculo RNHCG, 
que pasará por el punto C, por ser los triángulos 
R Q N y RQC totalmente iguales; tírense las rectas 
HCB y GCL, y báxese á HC la perpendicular EJ; 
tómese Csí igual á la media proporcional entre C H 
y CJ ; córtese la recta CB zz: C A ; y finalmente 
con el exe A B descríbase ( 5 8 9 ) la elipse A D B L 
que pase por el punto E , y será la que se pide. 
Siendo , pues , C H : CA '±z C A : CJ, la recta HEG 
será ( 5 9 6 ) tangente á la elipse en i? ; y por ser 
MP paralela á la tangente H E G , el diámetro con
jugado al diámetro EO, estará en la dirección MP: 
también por ser GC perpendicular al exe A B , el 
exe conjugado á A B estará en la dirección GCL; 
pero por ser continuas proporcionales CE , C M y 
E N , es C M * = . CE x E N = H E x EG ( 1 9 0 ) : 
luego el punto M estará ( 6 0 4 ) en la elipse des
crita ; y por ser CO = CE, y CP C M , lo esta
rán igualmente los puntos O y P. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I . 

6 1 3 Si el cono AFER está cortado por el 
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plano triangular F A R , que pasa por el exe deí 
mismo cono, y ademas por otro plano QMNG que 
pasa por las rectas , H L perpendicular al diámetro 

del círculo P H V paralelo á la base del cono, 
y NQ que corta de qualquier modo los lados del 
triángulo F A R baxo del vértice A , con tal que no 
forme con ellos el triángulo A Q N equiángulo al 
triángulo F y ^ i l ; la linea Q G N M , que es la sec
ción común del plano Q G N M y de la superficie del 
cono, será una elipse que tendrá por diámetros coa* 
jugados las rectas Q N y G M que es paralela á L H 
y divide por medio Q N en el punto K. Fig. i 2 . 

Tírese por el punto A" la recta B K D paralela 
al diámetro P/^; y por ser ademas MG paralela á 
H L , será ( 3 9 2 ) el plano BMDG paralelo al cír
culo P H V L ó bien á la base j ^ i S i l ; de donde re
sulta que el plano 5MZ)G, terminado por la-super
ficie cónica será ( 5 60 ) un círculo cuyo diámetro 
BD* También por ser las rectas B K y K M respec
tivamente paralelas á las PC y Cti^ será ( 3 8 6 ) el 
ángulo B K M = PCH ; pero el ángulo PCH es 
recto : luego también lo será B K M , Por tanto las 
rectas G M y L H estarán cortadas igualmente por 
los diámetros BD y P V en los puntos K y C; y 
ademas será ( 3 0 8 . 3 1 2 ) KM1 ~ B K x K D , 
CH* = PC x ; de donde ~ K j f : CH* = B K 

Yi i j 
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>< K D : PC x C y ; pero ( 3 2 6 ) BK x K D : PC 
x = : Q K x K N QC x C N , por ser B K : 
PC = : QK : QC, y K D : CV = K N v C N : lue
go será Q K x K N : QC x C N = KM2 : C H 2 ; y 
alternando QK x K N á K M * ó bien Q Ñ 2 : GM2=: 
QC x C N : C / / 1 : luego descrita ( 6 1 2 ) una elipse 
que tenga los diámetros conjugados Q N y GM, es
tará ( 6 o 3 ) el punto H en la misma curva : y lo 
mismo se demostrará de todos los puntos de. la sec
ción QMNG, Que es &c. 

. . . . 

-

i 
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L I B R O I I I . 
D E L A HIPÉRBOLA. 

D E F I N I C I O N E S . 
„• ̂  t« i ¡/i \,' j% - ' ' ''z&tSs-H sup-'-OírM-'n oí )i)trüeM-7 ' 

6 1 4 L a Hipérbola es una curva H A H y en quien 
es constante la diferencia entre las rectas F H , f H 
tiradas desde qualquiera de sus puntos H á dos pun
tos fixos F , / , uno de los quales F está en la su
perficie plana H A H comprehendida por dicha cur
va , y el otro punto / está fuera de la curva y en 
el mismo plano. Fig. i . ¿\ 

6 1 5 Las hipérbolas H A H y hBb se llaman 
opuestas , quando la diferencia entre las rectas F H 
y f H tiradas desde los puntos fixos F y f á qual
quiera punto H de la hipérbola H A H , es igual á 
la diferencia entre las rectas fh y Fh tiradas desde 
dichos puntos á qualquiera punto h de la hipérbo
la hBb, 

Si en un punto / se fixa el extremo de una rer 
gla / T , de modo que esta pueda moverse libremen
te al rededor de dicho punto, y en el extremo 2^de 
la misma regla y en otro punto F se afianzan los 
extremos de un hilo cuya longitud sea menor que 
la recta; y si en esta disposición por medio de una 

Yiv 
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punta J I se tiene sujeto el hilo contra la regla y t i 
rante al mismo tiempo, mientras la regla se mueve 
en un plano inmobii , la punta describirá la hipér
bola H A H , Ahora si la extremidad de la regla se 
fixa en el punto F y el extremo del hilo en / , ha
ciendo lo mismo que antes , se describirá la hipér
bola opuesta hBh. Es evidente que dichas curvas po
drán extenderse á una distancia de los puntos F y 

f mayor que qualquiera dada, tomando un hilo, cu
ya longitud sea mayor que la dicha distancia. 

6 i 6 Los puntos F y f se llaman focus : y el 
punto C que divide por medio la recta Ff, que une 
los focus, se llama centro de la hipérbola ó de las 
hipérbolas opuestas. Fig, i . 

6 1 7 Qualquiera recta iVQ , que pasa por el 
centro C y se termina de una y otra parte en las 
hipérbolas opuestas , se llama diámetro transverso 
dé ellas : y los puntos N y Q donde encuentra á 
dichas hipérbolas, vértices de él. 

6 1 8 El diámetro A B que pasa por los focus 
F y f , se llama exe transverso de las hipérbolas: y 
si haciendo centro en uno de los extremos ^ de di
cho exe, con el intervalo A E igual á la recta CF 
distancia del céntro al focus , se describe el cír
culo A E L D , y se tira la recta D E perpendicular 
al exe transverso A B en el centro C de la hipérbo-

V L í 
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la , y se prolonga hasta encontrar la circunferencia 
de dicho círculo en los puntos D y E , la cuerda 
DE se llama exe segundo de las hipérbolas opuestas. 

6 1 9 Si la recta RAG es perpendicular al exe 
transverso ¿ÍB en uno de sus extremos é igual 
al exe segundo E D , de modo que el exe transver
so la corte por medio, las rectas CP y CS tiradas 
por el centro C de las hipérbolas y por los extre
mos i l y G de dicha perpendicular, se llaman asín
totas de la hipérbola i / ^ f / / . F i g . i , 

• 

C O R O L A R I O . 

6 2 0 Las asíntotas forman con el semiexe 
transverso ángulos iguales , esto es, VCA ACS, 
por tener los triángulos ACR y ACG los lados R A 

AG , A C común , y los ángulos RAO y GAO ' 
iguales por rectos. 

6 2 1 Si por un extremo A del exe transverso 
A B se tira la recta A M paralela á una de las asín
totas Ci*, y se prolonga hasta encontrar la otra en 
M , el quadrado de la recta A M se llama potencia 
dé la hipérbola. 

C O R O L A R I O . 
. 6 2 2 Siendo las rectas A M y CS paralelas, 

será el ángulo M A C zzz ACG; pero ( 6 2 0 ) ACG 
zz A C M : luego será el ángulo MACz= M C A , por 
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consiguiente M A =z M C , y A M x CMz= A M * . 
6 2 3 Tangente de una hipérbola se llama la 

recta que encuentra á la curva en un solo punto, y 
que prolongada por ambas partes cae toda fuera 
de los espacios comprehendidos por las hipérbolas 
opuestas. 

6 2 4 Si la recta TCP que pasa por el centro 
C de la hipérbola H A H , es paralela é igual á la 
recta KNO tangente á la hipérbola en el punto iV 
vértice del diámetro transverso NQ y terminada en 
las asíntotas CP y CSy y ademas está dividida por 
medio en el centro C, dicha recta T C f se llama 
diámetro segundo del transverso Q N : y los dos diá
metros se llaman conjugados. Fig. 1. 

6 2 5 La tercera proporcional de dos diáme* 
tros conjugados ó de los exes de las hipérbolas opues
tas , se llama parámetro del diámetro ó del exe que 
es primer término de la proporción : como si A X 
es tercera proporcional del exe transverso A B y del 
exe segundo D E , será A X parámetro del exe trans
verso. 

En esta curva se dá el mismo sentido á los tér^ 
minos de ordenada á un diámetro ó á un exe, abs
cisa, subtangente y subnormal, que en la parábola. 
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P R O P O S I C I O N I . 

526 En las hipérbolas opuestas H A Z y PBQ, 
la diferencia de las dos rectas H f y H F tiradas de 
qualquiera punto H de ellas á los focus F y f es 
igual al exe transverso A B : y la diferencia de las 
dos rectas fR y FR tiradas de qualquiera punto 
puesto fuera del espacio comprehendido por dichas 
hipérbolas, á los focus F y f , es menor que el exe 
transverso A B : en fin la diferencia de las dos rec^ 
tas f S y *yF tiradas de qualquiera punto S, toma
do en el espacio comprehendido por una de dichas 
hipérbolas, á los focus F y f , es mayor que el exe 
transverso A B , Fig. 2. 

I . Córtense las rectas AT-zzAF^y BVzizBf, 
Estando los vértices y B del exe transverso A B en 
las hipérbolas opuestas, será ( 6 1 5 ) A f — A F z=i 
B F — B f : luego f T zn FV'-, y quitada la parte co
mún V T y será f F ' z ^ . F T , y también las mitades de 
estas serán iguales, esto es, f B = : A F ; por consi
guiente/^f— A F = : f A — fBzzzAB; pero (6 14 ) 
f A — A F z z f H — F H : luego será f H — F H = z A B . 

I ! . En el triángulo f H R es fR < / / / -+- HR : 
luego también será f R — HR < f H ; y quitada de 
ambas partes la recta F H , será f R — R F <. f H 
— F H ? pero f H -— H F = A B : luego será f R 
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— FR < A B . Con el mismo método se demostra
rá ser fS — S F > A B . Que es &c. 

C O R O L A R I O 1. 

6 2 7 Infiérese que si es f H — HT? zn A B , 
estará el punto H en la hipérbola H A Z ; y si es 

— R F < ^ 5 , estará el punto R fuera del es
pacio comprehendido por dicha hipérbola; en fin si 
es fS — FS > A B , estará el punto S dentro de 
dicho espacio. 

C O R O L A R I O I I . 
6 2 8 El exe transverso A B queda dividido por 

medio en el centro C : porque siendo C f — C F , y 
Bfzzz A F , será CB = CA. 

C O R O L A R I O I I I . 

6 2 9 Si se prolongan por el centro C {Fig. 1 ) 
las asíntotas CP y CS de la hipérbola HAHy las rec
tas prolongadas Cs y Cp serán también las asíntotas 
de la hipérbola opuesta bBb: pues tiradas las rectas 
RAG y rBg perpendiculares al exe transverso A B , 
y prolongadas hasta encontrar las rectas pS y Ps, 
será R A zzz Bg , por tener los triángulos CAR y 
CBg los lados CA j CB iguales , como también los 
ángulos formados sobre estos lados : é igualmente 
será AG =z Br ; pero las rectas y AG son igua-
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les al semiexe segundo CD: luego también las rec
tas Br y Bg serán iguales á dicho semiexe; y ade
mas siendo perpendiculares al exe transverso A B , 
serán Cp y Cs asíntotas de la hipérbola bB&. 

P R O P O S I C I O N I I , 

6 3 0 El quadrado del semiexe segundo CE de 
las hipérbolas opuestas H A Z ¡ PBQ, es igual al rec
tángulo formado por las rectas comprehendidas en
tre uno de los focus F y los vértices del exe trans
verso A B ; esto es, CE2 = B F x FA. Fig. 2 . 

Tírese la recta A E . Por ser A E — CF, será 
también A É 1 CF'1pero AE*—AC'3'-*~ CE's', y 
( 1 3 4 ) CF*—BF*FA + l3A'1\ luego será AC*-*-
CTE'1 ~ B F x F A —f— AC2; y quitando el quadrado 
de AC común á ambas partes , se tendrá CE2 = 
B F x F A , $)ue es &c. 

C O R O L A R I O . 

6 3 1 Si la recta A X es el parámetro del exe 
transverso A B , será A B x A X ^ z ^ B F x F A : por
que siendo CE* -S B F x F A por lo arriba demos
trado , será también 4CE* 6 bien D E 2 = 4BFX 
F A ; y siendo ademas las rectas A B , D E y A X 
continuas proporcionales | será JJF? A B x A X i 
luego B A x A X = 4BF x FA, 
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P R O P O S I C I O N I I I . 

6 3 2 Si se tira qualquiera ordenada HG al exe 
transverso A B prolongado, y la recta / / F al focus 
próximo F ; será el semiexe transverso C A , á la 
distancia del focus al centro C, como el segmento 
CG de dicho exe comprehendido entre el centro y 
la ordenada, á la suma del semiexe transverso CA 
y de dicha recta H F ; esto es, C A : CF = : CG : 
CA -H F H . Fig. 2 . 

Tírese la recta H f al otro focus / , córtese A K 
z=z F H \ y haciendo centro en H , con el intervalo 
H F descríbase el semicírculo M F N , cuya circun
ferencia cortará al exe transverso B A prolongado en 
otro punto O , y á la recta H f prolongada en los 
puntos M y N . Siendo, pues, / F z = zCF, y 0 F ~ 
2 FG , será también fO =2 2 CG. Asimismo siendo 

f M =z H f — HF, ó bien f M = . 2 A C , y M N z=z 
2 H F = 2 A K , será f N zz 2 CK, Porque las rectas 

/7V y FO son secantes del círculo MFNy será (19 2) 
f M x f N z = i f F xfO-, por consiguiente/ÍW:/i?1 zr: 
fO ; f N : luego también sus mitades serán proporcio
nales , esto es, A C i CF = CG: CK ó CA H - FH, 
Que es &c. 

C O R O L A R I O . 
6 3 3 Siendo las rectas ^ C , CF * CG y CK 
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proporcionales , será ( 3 1 1 ) AC* CKz^z CF x CG. 

P R O P O S I C I O N I V . 
• • • . ••• • 

6 3 4 Supuesta la construcción de la proposi
ción antecedente , el quadrado de la ordenada HG 
será igual á la diferencia de los rectángulos A^x 
K F y B G * G A ; esto es, l l G * K f * K F — B G 
x GA. Fig. 2 . 

Por estar la recta C-ff"dividida en A , será (135) 
^ + C A * = 2 C K * C A ^ A K * - , pero( 6 3 3 ) 
C K * C A = . C F x C G , y ó l w 2 — l Ü G * 
GF* : luego será WFfartr CA* = 2CF x CG H -
H G 2 + G F 2 ; pero ( 1 3 5 ) zCF x CG Gy2 — 
CF2 —H CG* - luego será CK* -H C^2 z=z CF* - i -
CG2-*~ WG2, Ó bien ( 1 3 4 ) i ^ / x K F CF2 H -

= CF2 -+~BGx GA 4 - C^2 "SG2 ; y qui
tando de ambas partes los quadrados de CP y CA, 
quedará X f x FKzizBG x GA -+- 'HG2> y por consi
guiente el quadrado de la ordenada HG será la d i 
ferencia entre Tos rectángulos ííjfx K F , BG x GA, 
Que es &c* : 

P R O P O S I C I O N V. 
6 3 5 Si por qualquiera punto H dé las hipér

bolas opuestas! se tira una ordenada HG al exe trans
verso A B prolongado; será el quadrado de este exe 
al del exe segundo D E como el rectángulo forma-
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do por los segmentos BGyAG comprehendidos en
tre los vértices A y B del exe transverso, y el pun
to G en que dicha ordenada lo encuentra , al qua-
drado de esta ; esto es, ^ B * : DE2 Ep BG x G¿4: 
GH2. Fig. 2 . 

Supónganse F y f los focus de las hipérbolas 
opuestas; tírese F H , y córtese A K z = z F H \ por lo 
que será ( 6 3 2 ) CG: CKzziAC: CF\ é invirtien-
do CiTtCG — C F : C ^ : luego ( 3 2 3 ) CK2'.CG% 
:rz CF2: CA2. Por tanto siendo el todo al todo co
mo la parte á la parte, será también ( 2 7 4 ) CK% 
á CG* ó bien CF2 á CA2 como el residuo f K x F K 
al residuo BG x G A ; y dividiendo B F x FA-, 
AC2z=ifK x F^T— BG x Gyí: BG * G A ; pero 
( 6 3 4 ) x K F — B G x G A = GH2, / ( 6 3 0 ) 

* F A z = i CD2: luego será CD2: C^f2 ¿fc GH2: 
BG x G^f ; é invirtiendo CA2 á CO2 ó bien : 
V E 2 ^ B G x G/ í ; G^2. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

6 3 5 Tirada otra ordenada GL al mismo pun
to G del exe transverso A B prolongado, se demos
trará del mismo modo ser AB2: ÉD2 = BG x G A : 
Gi^2 : luego será G H — GL , y por consiguiente; 
G H zzz GL. Por tanto qualquiera recta H L parale
la al exe segundo D E y terminada de una y otra 
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parte en la hipérbola , la divide por medio el exe 
transverso prolongado. 
- - , •• 

C O R O L A R I O I ! . 
• • 

6 3 7 Si la recta 1Z es perpendicular al exe 
transverso A B prolongado , y ademas es AÉ1, ' 
ED2 = B I * I A : Tz2., estará el punto Z en la hi
pérbola H A L . 

C O R O L A R I O I I I . 
6 3 8 Siendo el parámetro A X del exe trans

verso A B tercer término proporcional de A B y DE, 
será ( 3 2 1 ) ~ A B * \ l J E f l = A B \ A X \ pero~AB*: 
WE* = BG * GA : GH2: luego será A B : A X z=z 
BG x GA : GH*-

C O R O L A R I O I V . 

6 3 9 Descrito con el semiexe transverso CA 
el semicírculo A J B (Fíg, 3 ) , y tirada á él la tan
gente Gy desde qualquier punto G tomado en el exe 
transverso A B prolongado , la razón de esta tangen
te á la ordenada G H correspondiente á dicho pun
to será igual á la del exe transverso A B al segun
do DE : porque siendo BG x GA : GH* dz. ~AB'1: 
D Eñ, y ( i g i ) BG x G A ~ G J 2 , s e r á también 
GJ2: G H 2 ~ AB2: DE2 í por consiguiente ( 3 2 3 ) 
GJ : G H = A B : DE. 

Z 
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P R O P O S I C I O N V I . 

6 4 0 SÍ la recta H L es ordenada al exe se
gundo E D de las hipérbolas opuestas Qs íT , NBO; 
será el quadrado de este exe al quadrado del exe 
transverso como el quadrado de la ordenada á 
la suma de los quadrados del semiexe segundo CD 
y del segmento de este comprehendido entre el cen
tro y dicha ordenada ; esto es, DE2: A T Í ' — H Ü ' i 
CD4H- C~L%, Fig. 3. 

Tirada la ordenada HG al exe transverso B A 
prolongado, será ( 6 3 5 ) A C ' x : C D ' i = BG x GA: 
GF4; é invirtiendo CDa: A C * sáe GÍÍ2: BG x GA; 
y en la misma razón estará la suma de los antece
dentes con la de sus conseqüentes, esto es CD* 
G H 1 ' CA2 -H BG x GA z=z CD2 AC2> pero (134) 
AC*-*~ BG x GA C G * ~ H L \ y G H 2 = CZa: 
luego será CD4-H CZ*: 7 i L 2 = C D 2 : C^T4 ó bien 
como Di?1 á Que es &c. 

¿ • 

C O R O L A R I O . 

6 4 1 Tirada otra ordenada L N zX mismo pun
to L del exe segundo, se demostrará del mismo mo
do ser DC1 CZa: ZAT1 — "SE1: IZB4 : luego 
HL2 LN%, y por consiguiente H L ~ L N . Por 
tanto qualquiera recta H N paralela al exe transver-
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so A B , y terminada de una y otra parte por las hn 
pérbolas opuestas, queda dividida igualmente por el 
éxe segundo ó su prolongación; pero se ha demos
trado ( 6 3 6 ) que qualquiera recta / / f* paralela al 
exe segundo D E , y terminada de una y otra parte 
en la hipérbola , queda dividida igualmente por el 
exe transverso prolongado : luego cada uno de 
los exes A B y E D divide igualmente las paralelas 
á el otro terminadas en la hipérbola o en las h i 
pérbolas opuestas. 

P R O P O S I C I O N V I L 
-Díinnfíní i^b- 4)fí3im Bisa mmoi^o &cn>íw ; -»--Ó¿ LÍ 

6 4 2 Si las rectas Q K y H L son ordenadas 
al exe segundo E D de las hipérbolas opuestas QAT, 
PfBOylos quadrados de estas ordenadas tendrán en
tre sí la razón de las sumas de los quadrados del se-
miexe segundo y del segmento de él comprehendido 
entre el centro y la ordenada ; estoes, HL1, 

CDa -+- C^2: CD2~H CZ2: y si las rectas QP 
y HG son ordenadas aí exe transverso A B ; los qua
drados de dichas ordenadas tendrán entre sí la ra
zón de los rectángulos de las abscisas; esto es, jQP2: 
HG2— BP x P A : BG x GA. Fig. 3. 

I , Siendo las rectas Q K y H L ordenadas al 
exe segundo ED y será ( 6 4 0 ) D É 2 : A B Z = : C D Z 

KQ?, y DE*: A B ' 1 ^ CD'1-*- CZ2: Í^Z2: 
Zij 
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luego CLi1 -f- CK'1: K ( £ sn CD2 -4- C I ? : / /Z2 5 y 
alternando CZ)2-+- C^2: C D a C Z 2 = A^2: ^ Z 2 . 

I I , Por ser las rectas y HG ordenadas al 
exe transverso ^ 5 prolongado, será ( 6 3 5 ) ^ZZ?2: 
D E 2 = i B P x P A : PQ2, y 2B2 : D E * = . B G x G A : 
G H * : luego BP x P A : PQ* =z BGxG¿4: G H * ; y 
alternando será .SP x P A s .SGx GAziz FQ* : OH2. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V I H . 
6 4 3 Si la recta M F es ordenada al exe trans

verso prolongado en el focus -Fde la hipérbo
la QAT; dicha ordenada será la mitad del paráme
tro A X del mismo exe. Fig. 3. 

Siendo ( 6 3 8 ) ^ : A X — BF x F A : FM2i 
será también A B x : A X 2 = : B F x F A \ FM*', 
pero ( 6 3 1 ) A B x A X — ^ B F x F A ' . luego el qua^ 
drado de ^fXserá quádruplo del de F M , y por con
siguiente el parámetro A X duplo de FMi Que es &Ci 

P R O P O S I C I O N I X . 

6 4 4 Dada una recta A B y en su prolonga
ción los puntos F y f equidistantes de los extremos 
^ y i? de la misma recta; describir las hipérbolas 
opuestas, que tengan la recta A B por exe transver
so, y los puntos F y f por focus. Fig. 1 . 

Tómense una regla f H T y un hilo F H T , de 
• 
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suerte que la diferencia entre la regla y el hilo sea 
igual á A B \ ñxense los extremos de dicho hilo en 
el punto dado F y en el extremo T de la regla/2", 
que se colocará de modo que pueda moverse libre
mente cerca del otro punto dado / : y en esta dis
posición descríbase ( 6 i 5 ) la hipérbola H A H que 
pasará ( 6 2 7 ) por el punto A , por serfA — A F 
zz= A B , Igualmente descrita la hipérbola hBh , 
demostrará que pasa por el punto B. Por tanto la 
recta A B será el exe transverso de las hipérbolas 
descritas , y los puntos F y / serán los focus de 
ellas. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X. 

645 Dadas las dos rectas A B y D E , que se 
cortan por medio en C, y en ángulos rectos ; des
cribir dos hipérbolas opuestas cuyos exes sean di
chas rectas. Fig. 1. 

Tírese la recta A E , á quien se cortarán igua
les las rectas CF y Cf m la A B prolongada por 
ambas partes ; y con el exe transverso A B y los 
focus F y f descríbanse ( 644 ) las hipérbolas 
opuestas H A H y hBh que serán las que se piden. 
Los triángulos ACE y ACD tienen el lado A C co
mún , CE zzz DCy y los ángulos en C iguales por 
rectos: luego tendrán el lado A E ~ A D ; pero A E 

Zi i j 
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= : CF z=z i*,: luego las . rectas A E , A D , GF y Cf 
serán iguales entre s í , y por consiguiente los pun
tos D y E serán los términos del exe segundq de 
las hipérbolas descritas. .Luego &c. - : 
-^b 'n:<o do v' 6bub oifi-q onó hb LT.'.O oiim:x 

P R O P O S I C I O N X I . 

, 645 Dadas la recta A B y la perpendicular 
JHG á dicha recta prolongada ^ describir dos 
hipérbolas opuestas , que tengan por exe la recta 
A B , y que una de ellas pase por el punto H.F ig .^ , 

Divídase la recta yfi? por medio en, C; y ha
ciendo centro en este punto , con el intervalo CA 
descríbase el semicírculo A I B ; tírese 4 él desde el 
punto G la tangente ; hállese una quarta propor
cional D E á las rectas GJ , GH y A B ; y final
mente descríbanse ( 6 4 5 ) dos hipérbolas opuestas 
Q A T y NBO que tengan las rectas A B y DE por 
exes, y se tendrán las que se piden. Por ser G^ : 
GHziz A B : D E , será ( 323 ) GJ*'- G H 2 = : AB*: 
DE%; pero ( 1 9 1 ) G f ^ B G x G A : luego será 
BG x GA : GH2 = AB2 i IDE2 ; por consiguien
te ( ^3 7 ) el punto / /es tará en la hipérbola QAT, 
Que es &c. c 

P R O P O S I C I O N X I I . 
647 Tirar una tangente la hipérbola JtfAI 

en un punto dado. Fig. 4. 
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I . Si el punto dado es el vértice A del exe 

transverso B A , levántese la perpehdieuiar A M so-» 
bre el mismo exe, la qual será tangente de la cur
va en A . Tírense desde los focus. F ^ / las rectas 
F M y,. f M £ qualquiera punto M de dicha perpen
dicular ; córtese A T z=z A F , y tírese En el 
triángulo f T M es f M < f T H— T M , y por consi-
guiente f M —^ T M < f T ; pero por ser los "triángu
los T A M y F A M totalmente :iguales ^ es; T3Ic=: 
F M : luego sera f M * ~ F M < f T ó bien menor que 
f A — A F : luego el punto M estará ( 6 2 7 ) fue
ra de los espacios comprehendidos por las hipérbo
las: lo mismo se demostrará de qualquiera otro pun
to tomado en la recta A M prolongada por ambas 
partes: luego la recta A M es tangente de la hipér
bola en el: puntov^. W \ '.•Í.'Í^E la 1B389 IO5 . 
: I I . Si el. punto dado es qualquiera otro de la 
hipérbola , tírense de él á los focus F y / las rectas 
H F y Hf, y divídase el ángulo F H f por medio con 
la recta A ' H i l que será tangente de la hipérbola en 
H¿ CóvtQ& MW-z i H F , y tírense las rectal :FN^ 
E N lyi l^F; Los triángulos F H L y N H L tienen 
F H z - i H N , el lado H L común, y el ingulo F H L 
Z-z N H L : luego tendrán los lados F L , -Z'iV igua-* 
leg)!,) cbmo ^también los á n g u l o s ' M / / , N L H ; y 
siendo ademas T̂Zr común á los. triángulos- K L F , 

Ziv 
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K L N ^ será K F ^ - K N ^ pero en el triángulo TTiV^ 
es K f ^ K N r ^ N f , ó bien K f — K N < Nf-AUQ-
go será K f — K F < f t l — H F \ por consiguien-. 
te ( 6 2 7 ) el punto A" estará fuera de los espacios 
Gomprehendidos por las hipérbolas. Luego &C. 
fe n3 , W I -saéih' v . I K ^ ¿ áj&í^s : i-RÍucúb 

P R O P O S I C I O N X I I I . 

648 Supuesta la construcción de la proposi
ción antecedente , si la tangente H L encuentra erí 
K al exe transverso A B , y se tira á él la ordena
da l i G \ será el semiexe transverso A C medio pro
porcional entre last distancias del centro á la orde
nada, y del mismo centró al punto donde la ¡tangen-? 
te encuentra al exe transverso; esto es, CG : CA 533 
CA : CK. Fig, 4. 

Por estar el ángulo f H F dividido igualmente 
por la tangente H R , será ( 2 9 3 . ) f H : H F = : f R : 
FR : luego dividiendo será f H — H F : H F = f R 
— F R : FR ; pero ( 6 2 6 ) f H — H F z=. A B ' & 
z AC, y f R — FR =2 iCRy por estar la recta 
(Jividida por medio en C: luego. 2 A C : H F z n 2CR: 
F R y también A C : H F =z CR : FR | é invimendo 
H F : ACznFR: CR\ luego componiendo será HF-* -
CA : CA = . C F : CR y pero ( 6 3 2 } CG : H F -fes: 
AC zz: A C : C F : luego por igualdad ordenada CGi 
CA = C A ; CR, Que es 6ÍC. 
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C O R O L A R I O . 

649 Siendo CG-. C^zzzCA: CR, y C A ~ 
CB , será también CG : CB =z CB : CR 7 y ea la 
misma razón estará la suma de los antecedentes con 
la. de sus conseqüentes , esto es, CG: CB z=z BG : 
BR : luego convirtiendo CG : AG z=. BG : GR, Por 
tanto la subtangente es quarta proporcional de las 
distancias del centro á la ordenada baxada desde el 
punto del contacto al exe transverso B A prolonga
do, y de los vértices de este exe á dicha ordenada. 

P R O P O S I C I O N X I V . 
H 

. - • : ;• 

6 5 0 Las asíntotas CT y CS no concurren en 
ninguna distancia finita con las hipérbolas opuestas 
P A K , pBk, Fig, 5. 

Si se niega, concurra, por exemplo ̂  la asíntota 
Crcon la hipérbola AP en el punto Z. Tírese por este 
punto la ordenada Z X al exe transverso B A prolonga
do; y levántese la perpendicular AR sobre el mismo 
exe en el vértice-^, la que prolongada hasta encontrar 
la asíntota en R será igual al semiexe segundo CD. 
Siendo los triángulos CXZ, CAR equiángulos, será 
€ X : X Z rz: A C : AR í por consiguiente ( 3 2 3 ) 
CXa: ^ a = ^ C a : ^ R a ó CDa; pero ( 6 3 5 ) B X 
YsXA\ 'zx ' í -AC' i - \ CBa: luego será C W i ^ é 1 ^ 
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B X x A X \ Z X 1 , y por consiguieute C X 2 ~ B X * 
XAy lo que es imposible. Luego &c, 

P R O P O S I C I O N X V . 
• i ) v \ . - - i - i - : : 22: d j Í ^iuiefícaJí Í-ÍS> , (au 

6 5 1 Si por qualquiera plinto ^ del exe trans
verso B A prolongado se tira, una paralela Z/iV al 
exe segundo V E terminada por una y otra parte 
en las asíntotas CT y CS de la hipérbola P A K , las 
partes H L , M N de dicha paralela coáiprehendidas. 
por las asíntotas y la curva serán iguales entre sí: 
y también el rectángulo formado por los segmentos 
H Z , H N , en que la curva divide á la misma pa
ralela Z i V , será igual al quadrado del semiexe se
gundo CP. Fig. s. 

I , Levántese la perpendicular RAG sobre el 
exe transverso A E en el vértice A , y prolongúese 
hasta cortar las asíntotas en los puntos R y G. Sien
do los triángulos LJC y RAC equiángulos, será L J t 
A R S3 JC\ AC\ del mismo modo se demostrará ser 
J N x AG = CJ: AC\ luego LJ-. A R z= JN-. AGy 
y por ser A R =2 AG , será también L J zz: JWj 
pero ( 6 3 6 ) ^ = y i t f : luego L H = M N . 

I I . Por ser los triángulos CJL y CAR equián
gulos , será CJ : J L A C : A R ; por coñsiguien^ 
te ( 3 2 3 ) C^2 ^ = • ó CT2; pero 
( 63S ) B J * J A \ H J % z ~ ' A C 1 : CD2: luego Q 2 : 
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f V — B J ^ J A - . l l f ' S Y por ser ( 1 3 4 ) — 
B J x y A ^C2, y ( 1 3 3 ) ¥ 1 * = L H * HN~*~ 
fíj2, será también ( 2 7 4 ) CTj2 á Y l ? ó bien ^Ca: 
CD*—'AC*'. L H * H N > y por lo tanto CD% =z 
L H * H N . Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

6 5 2 . Si las rectas 0*5" y LN" son paralelas al 
exe segundo D E , y están terminadas por las asínto
tas, será OP x PS z=. L H x H N as x ^fA^, 
por ser estos rectángulos iguales al quadrado dél se-
piiexe segundo CD. 

P R O P O S I C I O N X V I . 
. . . . . . . . . 

6 5 3 Si se tira qualquiera recta TPF' obííqua 
al exe transverso ^ 5 prolongado, y . terminada por 
las asíntotas CT y CS de la hipérbola P A K ; los 
segmentos de esta recta comprehendidos entre las 
asñitotas y la curva serán iguales entre sí i como 
también los rectángulos formados por los segmentos 
en que la curva divide á dicha recta Í esto es, TP 
= i m ¿ y TP x P F ziz T M x M F . Fig. 

Desde los puntos M y P tírense las ordenadas 
M J y PQ al exe B A prolongado, y alárguense has
ta encontrar las asíntotas. Siendo las rectas L M y 
OP paralelas , serán los triángulos L T M y OTP 
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equiángulos; por consiguiente será L M \ OPzziTM: 
TP : del mismo modo se demostrará ser PS : M N 
r z P y : VM-, pero por ser ( 6 5 2 ) L M * MNz=, 
OP *PS, es { 3 1 1 ) L M : OP =z PS v M N : lue
go será T M : TP =z PF-. V M \ y dividiendo P M : 
PT = P M : MIS; por consiguiente será PT = 
MIS. Y siendo por lo demostrado T M : TP zzz P V i 
V M y será ( 3 1 1 ) T M * 23 TP x P f . Que 
es &c. 

PROPOSICION X V I I . 
654 Si por dos qualesquiera puntos H y K 

de la hipérbola H A K referida á las asíntotas CQ, 
y CP se tiran las dos rectas H T y K Z paralelas 
á la asíntota CjQ , y otras dos H X y KO parale
las á la otra asíntota CP ; los paralelógramos 
CXHT y COKZj que resultan, serán iguales entre 
sí. Fig. 6. 

Tírese por los referidos puntos H y K la, rec
ta H K , y alárguese por ambas partes hasta encon
trar las asíntotas en los puntos T y V , Siendo las 
rectas H T y K Z paralelas, serán los triángulos H V T 
y K V Z equiángulos ; y por lo tanto : K l f z=z 
H T : K Z \ del mismo modo se demostrará ser K T : 
T H = . KO 1 H X pero por ser ( 6 5 3 ) HIS x T H 
— K F K K T , es ( 3 1 1 ) H F : K I S ^ K T ' . T H - , 
luego será H T : K Z z=. KO : H X 5 pero el ángulo 
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X H T Z=L OKZ, por ser iguales ( 107 ) ambos al 
ángulo A V Z : luego será ( 3 0 9 ) el paralelógramo 
C H =z C^. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 
-•nl-L al Í-'J obamoi -oinuq -juiuplcíjp -.'oq ^ .•t'VlO1 

655 Siendo por lo arriba demostrado H T : 
K Z — KO : H X , será también / f r : K Z z=z CZ : 
GT: de donde resulta que si de dos qualesquiera 
puntos de la hipérbola se tiran dos rectas paralelas 
á una de las asíntotas y se prolongan hasta encon
trar la otra , estas rectas tendrán la razón inversa 
de los segmentos cortados por ellas en la asíntota 
desde el centro C 

C O R O L A R I O I I . 
f&.Z.fx > mSk m T¿4.'x h W$ rz^XI» •••naidmiiir.^' 
: 6 5 6 fb Si por el vértice A del exe transverso se 
tira la recta A N paralela á la asíntota CQ, y es K Z 
paralela á la misma asíntota; será CZ x Z K igual á la 
potencia de la hipérbola, por ser K Z : A N = , C N j 
CZ y y ademas ( 6 2 2 ) C N = z A N . 

P R O P O S I C I O N X V I I T . 

6 57 Si qualquiera recta ii'ií/G terminada en 
las asíntotas CR y C N encuentra á la hipérbola en 
un punto / / , y queda cortada por medio en este 
punto ; dicha recta tfi^G será tangente de la curva 
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en el mismo punto H : y al contrario , si es tan
gente , quedará dividida por medio en el punto del 
contacto. Fíg, 7. 

I . Tírese la recta H X paralela, á la asíntota 
C N f y por qualquier punto P tomado en la asín
tota CS, hágase pasar la recta PQ paralela á la 
asíntota C N , y alárguese hasta encontrar la curva 
en Q y la recta ST en O, Por ser las rectas OP y 
/ / X paralelas , los triángulos PSO y serán 
equiángulos ; por consiguiente tendrán proporciona^ 
les sus lados homólogos , esto es OP : H X z=. PS : 
SXi pero ( 6 5 5 ) H X t P Q z - C P : CX; luego se-
rá ( 3 2 6 ) OP x H X á PQ x H X ó bien OP \ PQ 
z=z PS x CP: CX x SX; y por ser S H = : HG, se
rá también SX zn CX, y PS x CP < CX * SX: 
luego OP < PQ* Del mismo modo se demostrará 
que qualquiera otro punto de la recta ST está fue
ra de la curva: luego dicha recta será tangente de 
la curva en el punto H . 

I I . Hecha la misma preparación en la figura 
que antes, se demostrará ser PO: PQ PS x CP: 
CX x XS ; pero PO < PQ, por ser la recta SG 
tangente de la curva en 77: luego será PS* CP < 
CX x XS j y verificándose esto de qualquiera punto 
P tomado en la recta respecto al punto X , se
rá CX ~ XS , pero por ser las rectas i/Ar y CG 
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paralelas , es SX : C X z ^ H S \ HG : luego será HS 
=1 HG. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 
658 Si la recta SHG es tangente de la h i 

pérbola en el punto H , y encuentra á la asíntota 
Cft en S; la recta H X , que pasa por el punto H 
del contacto y es paralela á la otra asíntota C7V, 
dividirá por medio el segmento Ci* de aquella asín
tota comprehendido entre el centro y el punto en 
que dicha tangente la encuentra. 

C O R O L A R I O I I . 
Qzmsmimo omzim ioh \ : viA r z S Î oup obom 

659 Entre la tangente SHG y la hipérbola 
no se puede tirar del punto del contacto H otra rec
ta I H M s'm que corte á la hipérbola : pues dividi
da Cí por medio en JP , y tirada PL paralela á la 
asíntota CiVV se demostrará con el mismo método 
de la proposición antecedente ser PL > PQ, y por 
consiguiente el punto L estará dentro de la hipérbola. 

P R O P O S I C I O N X I X . 

6 6 0 Las asíntotas CO , CiV y la hipérbola 
K A M prolongadas al infinito se van acercando con
tinua y constantemente , de suerte que su distancia 
llega últimamente á ser menor que qualquíera dada. 
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Tírese la recta perpendicular al exe trans
verso A B en el vértice A \ y por el punto don
de dicha perpendicular corta la asíntota, hágase pa
sar la recta R H paralela á la otra asíntota CiV, y 
alárguese hasta encontrar la curva en H% por este 
punto tírese la recta THP paralela á A R , de mo
do que sea H T igual á la recta HV intercepta en
tre la curva y la asíntota CW. Asimismo por el 
punto T tírese ia recta T K paralela á la asíntota 
C N , y por el punto K donde encuentra á la cur
va , hágase pasar la recta V K N paralela á A R , de 
modo que sea V K z = . K N y del mismo continúese 
dicha construcción al infinito. Siendo, pues, ( 65 1 ) 
H L x HP z=z ~AR*> será ( 3 1 2 ) //P : A R = AR'. 
LHipQto HP — RG— 2 A R : luego SQráAR = 2 L H . 
También por ser ( 6 5 2 ) K N x KO = HP x H L , 
será ( 3 1 1 ) X N : HP zz: H L : OK; pero K N = z 
TP = 2 HP : luego L H é s 2 OK: luego si de la 
distancia A R se quita la mitad , la parte residua se
rá igual á la distancia L H ; y si de dicha parte re
sidua se quita la mitad , quedará la distancia KO; 
pero si de AR se quita la mitad , y de la residua 
parte se quita la mitad, continuando esta operación 
al infinito, se llega ( 4 2 9 ) á una parte menor que 
qualquiera dada: luego últimamente la distancia en
tre la asíntota CZ y la curva A K llegará á ser me-
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ñor que qualquiera dada. Lo mismo se demostrará 
respecto á la asíntota CQ y la curva ¿4My como 
también respecto á las asíntotas Cn y Co de la hi 
pérbola opuesta kBm. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

6 6 1 Infiérese que si la recta C H , tirada des
de el centro C i qualquiera punto H de la hipér
bola K A M , se prolonga por el centro C, encontra
rá á la hipérbola opuesta kBm en un punto / . 

i 
P R O P O S I C I O N XX. 

6 6 1 Qualquiera diámetro transverso H S está 
dividido por medio en el centro C: y las tangentes 
G H J , gSj tiradas á la curva en los vértices i / , 
S del mismo diámetro, y que están terminadas por 
las asíntotas i y , Tg, son paralelas é iguales. Fig, 9. 

I . Tírense las ordenadas Hh y $s al exe trans
verso A B prolongado por ambas partes. Siendo (63 5) 
las razones de Bb x hA á y de J f J x sB á ~Ss'z 
iguales á la deAB* i~DE'1, será Bb x b A : Hb2=z 
As x sB : 'Ss'2; pero por ser los triángulos CbH y 
CsS equiángulos, es Hb : Cb = Ss : Cs, y Ifb21 CV" 

: CV2: luego será por igualdad ordenada Bh 
x b A i Ch%~As x sB-. CÍ2; é invirtiendo Cb*-. Bb 
x bA z = C ¡ * : As KSB i y por ser ( 1.34 ).. CS.A = 
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Bh * hA AC2, y CV2 = As x sB H - AC*, será 
convirtiendo C7>2: A C * — Cs2"- AC2', por consiguiea-
te C^4=: O4, y =z Cs: y como en los triángu
los HbC y SsC sean también los ángulos b zizs, y 
HCb = SCs, será C H = CS. 

I I . Por ser las rectas Hz y Sx tangentes de las 
hipérbolas opuestas en los puntos H y S, será ( 6 4 8 ) 
Ct>: CAz=iCA; Qz, y Cs\ CBz^CB: Cx; pero Ct>z=: 
Cs, por lo arriba demostrado, y CAzzCB: luego A C 
: Cz zzz BC: Cjf; por consiguiente Cz z=z Cx: y co
mo los triángulos HCz , SCx tengan el lado C H 
z=z CS, y el ángulo HCz zzz SCx, tendrán los ángu
los CHz, CSx iguales , y por consiguiente las rec
tas GHy , jSg serán paralelas. Los triángulos HCJ 
y CSj tienen el lado CH^zCS, y los ángulos C H J ~ 
CSj , HCJ z=z SCj : luego tendrán el lado H J z=z 
S j : del mismo modo se demostrará HG-=zSgi lue
go también será Gy = gj . Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I . 

663 Si la recta HG es tangente de la hipérbo
la en el punto H vértice de qualquier diámetro trans
verso , y por qualquier punto P de la misma curva se 
tira á dicha tangente la paralela T N prolongada has
ta encontrar las asíntotas CT y CR en los puntos 2* 
y JV; el rectángulo de las partes PT y 1?N de d i -
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cha paralela será igual al quadrado de la tangente 
HG comprehendida entre el punto H del contacto y 
la asíntota CT; esto es, x P N = z G H * . Fig. 9. 

Por los puntos V y H tírense las rectas OVR 
y V H Q paralelas al exe segundo £ / ) j y alárguense 
dichas rectas, como también la tangente G H , hasta 
encontrar á las asíntotas en los puntos O, R , V , Q, 
y y. Siendo las rectas TP , PO respectivamente 
paralelas á las G H , fíf, serán los ángulos PTO ±S 
HGFyy TOP'zuGVH-, por consiguiente los triángu
los TOP , G V H serán equiángulos ; del mismo modo 
se demostrará ser los triángulos P R N H Q J 
equiángulos. Por tanto será TP : PO z=zGH. H l ^ , 
y P N : PR = : H J : HQ : luego ( 3 2 6 ) TP x P N 
%PR x PO=z H J x G H : H Q x H V ; pero ( 6 5 2 ) 
PR x PO — HQ x H V : luego será TP x P N =z 
HJxGHzzzHGi-iPor ser GHz=zHJ \ 6 5 7 ). Que 
es &c. 

PROPOSICION X X I I . 
6 6 4 Tirada qualquiera ordenada PL al diá

metro transverso ^ /Z prolongado, será el rectángu
lo de las abscisas SL y H L al quadrado de dicha 
ordenada como el quadrado del mismo diámetro á el 
de su diámetro conjugado UZh esto es-, SL x H L : 
PZ4 = S Í Í * : VZ2. Fig. 9. 

Sea G / ^ . tangente de la hipérbola en el pun-
Aaij 
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to H vértice del diámetro transverso S H \ y pro
longúense la tangente y la ordenada PL paralela á 
ella» hasta encontrar las asíntotas CT y CR. Siendo 
la recta TL paralela á G H , serán los triángulos 
TCL y GCif equiángulos, y tendrán proporcionales 
sus lados homólogos, esto es TL t G H zs CL: CH: 
del mismo modo se demostrará ser L N : HJ-=z.CL\ 
CH: luego será TL : G H =3 ZiV: i / ? ; y por ser 
GHzzz H J ( 6 5 7 ) , será también T L ^ = . L N . Ade
mas por ser CL-, C H zzz T L : G H , será CZ*: CH* 
= r Z 4 : GH2 ó JP x PiV ( 663 ) ; y dividiendo 

x Z / / : CH* t z ¥ L * : : luego alternando 
será iS'Z x L H : PZ2z=: CH2: GH2 ó CÜ2: y como 
las rectas S H y U Z sean duplas de las C H y CU, 
será también S L K L H : JH^—SH'1: UZ?. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

555 Qualquiera recta V M terminada por am
bas partes en la curva en los puntos P y y pa
ralela al diámetro conjugado UZ , la dividirá por 
medio el exe transverso S H prolongado : pues por 
ser T L nz L N como se ha demostrado, y TP =5 
M N ( 653 ) , será PL =z L M . 

C O R O L A R I O I L 

6 6 5 Si la recta es paralela á las ordenadas 
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al diámetro transverso SH y y es SI * I H : p/2 z=z 
SH2: ÜZ0"-, el punto p estará en la hipérbola p/4lV. 

C O R O L A R I O I I I . 

6 6? Descrito con el semidiámetro transverso 
CH un semicírculo, y tirada á él una tangente des
de qualquier punto L tomado en el exe transver
so S H prolongado ; la razón de esta tangente á la 
ordenada LP correspondiente á dicho punto será 
igual á la del diámetro transverso S H al conju
gado UZ : lo qual se demuestra con el método dado 
antes ( 6 3 9 ) . 

P R O P O S I C I O N X X I I I . 

668 Si la recta P I es ordenada al diámetro 
Z U conjugado al diámetro transverso S H ; será el 
quadrado de este al quadrado de su conjugado como 
^1 quadrado de la ordenada á la suma de los qua-
drados del semidiámetro conjugado CU y del seg
mento de este diámetro comprehendido entre el cen
tro y la ordenada ; esto es, SH2 : UZ2 sx; P/2 : 
a72-H C7a. Fig. 9. 
„ Tirada la ordenada PL al diámetro transverso 
SH prolongado., será ( 664 ) CH2' C l / 2 = : S L x 
L H : PL2ó CI2 '- luego la suma de los antecedentes 
estará con la de los conseqüentes en la misma ra-

Aaiij 
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zon que un antecedente con su conseqüente, esto es 
CH2~*~SL x L H : CÜ2 -\-~Cl2 =2 c l í 2 • CU2; pero 
CH*-*-SL x L H z=z CL2 ^ P I 2 : luego será Ti2: 
CÜ2 •+- C/2 == C ^ 2 : C£7a ó bien como á 
UZ2. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

669 Si las rectas pl y PL son ordenadas al 
diámetro transverso S H prolongado ; los quadradoá 
de dichas ordenadas tendrán entre sí la razón de los 
rectángulos de las abscisas ; esto es p l 2 P Z 2 — Si 
x I H : SL x L H : y si las rectas pK y P I son or
denadas al diámetro conjugado Z U prolongado si es 
necesario; los quadrados de estas ordenadas tendrán 
entre sí la razón de las sumas de los quadrados del 
segmento del mismo diámetro comprehendido entre 
el centro y la ordenada, y del semidiámetro conju
gado; esto es pK2: 'PÍ2z=: 'CK2^Cl72: C I 2 ^ W 2 > 
Fig. 9. 

I . Siendo las rectas pl y PL ordenadas al diá
metro transverso S H , será ( 664 ) SH2: I J Z 2 ~ 
S I * l H : J i 2 , y SH2: UZ2 =zSL K L H 1PL2: luego 
S ¡ x l H r ~ f i 2 ~ S L x L H i LP2; y alternando se
rá SI x l H : S L x L H -=z J í * : RL2. 

I I . Por ser las rectas p / f y P I ordenadas al 
diámetro conjugado UZ, será ( 6 6 8 ) ~Ap2: C?2-H 

Ü;.A 
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CU'1 = CH1 : 07% y P/2 : C/2 -H- CÜ* = CH* i 
CU2 : luego l íp* : CE2 H— CU2 = T i 2 : C/2 -H 
CC/1; y alternando será Ify2: T i 2 = C K * C Ü * i 
CI2-*- CÜ2. Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

6 7 0 Si la recta PL es ordenada al diámetro 
S H , y la recta p/ paralela á ella, y ademas es p¡2: 
PL2 — SI x I H : SL x L H \ el punto p estará en la 
hipérbola p-^íF. 

P R O P O S I C I O N X X V . 
6 7 1 El paralelógramo A D B E , cuyas diago

nales son los exes A B y D E de la hipérbola , es 
igual al paralelógramo HQFP cuyas diagonales son 
qualesquiera dos diámetros conjugados H F y QP. 
Fig, 1 0 . 

Tírese la recta perpendicular al exe trans
verso A B en el vértice A ; tómense las partes AQ 
y A T iguales al semiexe segundo CD ; tírense las 
asíntotas COR y CTN, como también la recta GHJ 
tangente á la curva en el vértice H del diámetro 
transverso H F , la que se ha de prolongar hasta en
contrar las asíntotas en los puntos G y J . Siendo, 
pues , el diámetro conjugado igual y paralelo á la 
tangente G^, será también el semidiámetro CP igual 
y paralelo á G H , por ser GH zn H J ( 6 5 7 ) , de 

Aaiv 
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donde resulta ser la recta HP igual y paralela á 
CG : del mismo modo se demostrará HQ igual y 
paralela á ; y por ser CP =z CQ, será también 
PL L H : luego la figura HMCL será un para-
lelógramo y este igual al triángulo PCH. Asimismo 
se demostrará ser el paralelogramo ^^C^Trz^^Cift 
pero ( 6 5 4 ) el paralelógramo HMCL m AVCK\ 
luego será el triángulo PCH z=z A C E ; y siendo los 
paralelógramos HQFP y A D B E quádruplos de di
chos triángulos , serán también estos paralelógra
mos iguales. Que es &c. 

. - • • 
C O R O L A R I O . 

• • • . •• • ¡ 

67 2 Siendo el triángulo ACE zzzPCH, será 
también el triángulo ACE zzz G C H ; pero el trián
gulo GCJ es duplo de GCH, por ser G H mz H J 
( 6 5 7 ) ; y el triángulo D A E ó bien OCT es du
plo de ACE: luego será el triángulo GCJ ±= OCT. 

P R O P O S I C I O N X X V I . 

673 En la hipérbola la diferencia de los qua-
drados de los exes A B y DE es igual á la diferen
cia de los quadrados de dos qualesquiera diámetros 
conjugados H F y QP; esto es, AB2— D E 2 = . HF* 
— Q P \ F i g . i i . 

Hágase la misma preparación en la figura que 
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antes; y ademas báxense desde los puntos H ^ A ^ T 
y J las perpendiculares H L , A M , T K y JR. á la 
asíntota CL Siendo, pues , los triángulos ( 6 7 2 ) 
GCJ y OCT iguales, y el ángulo OCT común á ellos, 
será ( 3 1 0 ) GC: CO z=z CT: j pero por ser pa
ralelas K T y R J , es CT: CJ — C K C R : luego 
será GCi COzzzCK: CR; por consiguiente ( 3 1 1 ) 
GC * CR = CO x CK. Y siendo las rectas H L y 
R J paralelas , será G H : H J sa GL : ; pero 
( 6 5 7 ) GHzzz H J : luego & L R ; por consiguien
te ( 1 3 4 ) GC x C R ^ C L 1 1 — LG^^zCH^ — 
GH2- del mismo modo se demostrará ser CO x CK 
ssa ^C2 — ^O2; pero GC x Ci i cás CO x C K : lue
go CHa — 7/G2 ^ C 2 — AO*; y tomando los 
quádruplos de dichos quadrados, será F H 2 — G J 2 ~ 
' A B * — G f 2 , ó bien F í f 2 — P Q * z z : Z Í B 2 — l ) E \ 
Que es 6cc. 

P R O P O S I C I O N X X V I I . 
6 7 4 Describir una hipérbola que tenga por 

diámetros conjugados las rectas S H , UZ dadas de 
posición y de magnitud , y que se cortan mutua
mente por medio en C. Ftg. 9. 

Por el punto H extremo de la recta S H , tírese 
la recta GHJ paralela é igual á la UZ , de suerte que 
sea HG zz: H J ; tírense también las rectas CGr, 
CJR, que pasen por el punto C y por los extremos 
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de la recta Gjf; hágase pasar por el punto H la 
recta paralela á CR ; hállese una media pro
porcional CT entre las rectas CX, X H > y tírese la 
recta Tyí paralela á CR é igual á CT; únanse los 
puntos C, ¿4 por la recta C¿4, y sobre ella leván
tese la perpendicular F f prolongada hasta encontrar 
las rectas CG, CR en los puntos / , F ; finalmente 
con los exes A B r = 2 A C , D E z=: F f , descríba
se ( 645 ) la hipérbola P A W que será la que se 
pide. Siendo, pues, C r = r ^ , s e r á el. ángulo O ^ r 
= ACT; pero los ángulos CAT, ACF son iguales 
por alternos : luego será el ángulo ACT z=z ACF; 
y como los triángulos A C f , A C F tengan ademas 
el lado AC común, y los ángulos en A iguales por 
rectos , tendrán los lados A f , A F iguales entre sí 
y al semiexe segundo DC : luego las rectas CG, 
CR serán asíntotas de la hipérbola PAW, que pau
sará por el punto H ( 656 ) , por ser CX x X H 
igual á la potencia de esta curva respecto á que son 
continuas proporcionales las rectas C X , A T , HX, 
También siendo HG = 1 H J , la recta G^ será (6 57) 
tangente de la hipérbola en el punto H ; y por ser 
UZ zz: G^ , será la recta UZ el diámetro conjuga
do al transverso /£5'. Por tanto la hipérbola, descoi?-
ta P-^ l^ tiene por diámetros conjugados las rectas 
HS y UZ dadas de posición y de magnitud, y que 
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sé cortan mutuamente por medio en C. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

675 Infiérese el modo de describir una hipérbo
la P¿41V, que tenga por asíntotas las rectas CG y 
CR dadas de posición , y que pase por el punto; 
H dado dentro del espacio comprehendido por di
chas rectas. '} 

C O R O L A R I O I I . 
67 6 /También dadas de posición y de magni

tud las rectas S H y PL que corta á la S H en sá 
prolongación, Se describirá una hipérbola F^AW, que 
tenga por diámetro transverso la recta H S \ y por. 
ordenada á él la recta P L ; si descrito sobre SHr 
cómo diámetro, un semicírculo, y tirada él des
de el punto L una tangente, se halla á • esta, á P L 
y. á S H una quarta proporcional UZ , que se ha de 
tirar paralela a PXj y con los diámetros SH y UZ 
sé describe la hipérbola PstfJV: porque^ siendo di
chas quatro rectas ^rdporcionaíes ^ también sus 'cua
drados serán proporcionales , esto es , el quadrado 
de la deferida- tangente ó: bien SL] x L H : PZ^ z^i 
S:fl* i UÉ^f'MQgb la hipérbola JP^ÍI^ será la quer 
se pide. • ^ 5 

P R O P O S I C I O N XXVÍII . 
67 7 1 Si ol com ¿4FLH está • cortado-' por el' 
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plano triangular Fu^Ü que pasa por el exe del mis
mo cono , y ademas por otro plano L V H que pa
sa por las rectas , H L perpendicular al diámetro 
FR de la basé del cono, y V T que corta por baxo 
del vértice A al lado A F de dicho triángulo , y 
por cima de dicho vértice al otro lado prolon
gado; la linea L V H , que es la común sección del 
plano L V H y de la superficie cónica, será una hi
pérbola , cuyo diámetro transverso es la recta Vu 
terminada por los lados F A , A R del triangula FAR. 
Fig. i 2 . 

Por qualquier punto K de la común sección 
V T de los planos L V H , F A R , tírense las rectas 
B D y MG respectivamente paralelas á las FR y 
L H ^ y hágase pasar por ellas el plano BMDG ter
minado en la superficie del cono. Siendo las rectas 
B D y MG respectivamente paralelas á las FR y 
L H y será ( 3 9 2 ) el plano BMDG paralelo al cír
culo F L R H : luego dicho plano terminado por la 
superficie cónica será ( 5 6 0 ) un círculo cuyo diá
metro BD, Asimismo por ser las rectas B K , KM: 
respectivamente paralelas á,las FT., T L , será (3 8 6 ) 
el ángulo B K M r = FTL , pero el ángulo F T L es 
recto : luego también lo será BKM, Por tanto las 
rectas G M y Z/ /es ta rán cortadas por medio en los 
puntos K i T \ y ademas será. ( 30 8. 3 1 2 ) K M * 
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I — B K x K D , Tr2=: F T X T R ; de donde ^ f 2 ; 
2 r " 2 = B K x K D : F T x T R ; pero ( 3 2 6 ) 5 ^ x 
/TD : F r x TRzzzuK * : uTx T f , por ser i?^" 
: FTzzzFK - .yr , y A7>: r R = : u K : uT: luego se
rá w^x ^ : uTx T F = K M * : TL*, Por tanto des
crita ( 6 7 6 ) una hipérbola que tenga por diáme
tro transverso la recta u f , y por ordenada á él la 
recta T L , estará ( 6 7 0 ) en ella el punto M : y 
lo mismo se demostrará de todos los puntos de la 
linea LVH, Que es &;c. 
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