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"PROLOGO.

En este primer tomo se contienen los Elementos
de Geometria Plana y Soélida ; las principales pro-
piedades de los Senos, Cosenos, Tangentes, &c. cir-
culares, y la relacion de estas cantidades con los la-
dos de los tridngulos rectilineos ; como tambien las
propiedades principales de las Secciones Cénicas.

Los Elementos de Geometria son de Euclides
el Matemitico que florecié en Alexandria , siendo
Tolomeo Lago Rey de Egipto, de cuya gracia y fa-
miliaridad gozaba. Yo los he compendiado , usando
de los signos-algebrdicos, acortando unas demostra-~
ciones-, y substituyendo otras mas sencillas , para
~que con la mayor brevedad puedan mas bien com-
prenderse. He: afiadido diferentes nociones, y cono-
cimientos titiles para la mejor inteligencia de los
tratados siguientes, como tambien el método moder-
no de las primeras y tltimas razones : método uti-
lisimo' para poder adelantar las doctrinas Geométri-
cas, y necesario para la perfecta inteligencia de los
nuevos Cilculos Diferencial ¢ Integral. He aplicado
dicho- método 4 algunas proposiciones del Libro XII,
anteponi¢ndolo 4 ¢l de Exhaustion de los Antiguos,
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4 fin de que los jovenes gedmetras aprendan entram-
bos métodos, de cuya comparacion inferirdn facil-
mente que el moderno es una abreviacion del anti-
guo, y que uno y otro son igualmente geométricos.
He omitido los Libros VII, VIII, IX, y X, porque en
los tres primeros trata Euclides de la proporcion
de los ntimeros, y en el décimo de las magnitudes
Conmensurables ¢ Inconmensurables. En lo demas,
la Geometria de Euclides no necesita mas elogio que
la sola consideracion de que por espacio de cerca
de dos mil afios ha sido la que tnicamente se ha
estudiado por todos aquellos que han querido instruir-
se 4 fondo en esta facultad , habiendo sin duda habi-
do en este intervalo de tiempo Geémetras de mucho
mérito ; y que no obstante la multitud de los nuevos
cursos de Geometria , que desde el afio de 1650
hasta el presente han salido, Newton , Leibnitz y
otros insignes Matem4ticos posteriores recomiendan
vivamente el estudio de aquella.

A continuacion de estos Elementos expongo las
principales propiedades de los Senos, Cosenos, Tan-
gentes, &c. circulares, y la relacion de estas can-
tidades con los lados de los tridngulos rectilineos,
reservando para otro lugar el método de calcular
las Tablas Trigonométricas, y las pricticas que cor-
responden 4 estas doctrinas.



()

Ultimamente ‘en la Teorfa de las Secciones Cé-
nicas he demostrado las propiedades principales de
la Paribola, Elipse ¢ Hipérbola , ya sean referidas
4 sus exes, 6 4 sus didmetros. En los tratados si-
guientes haré ver otras muchas propiedades de estas
tres curvas por medio de los cédlculos modernos, los
quales serdn aplicados 4 doctrinas ttiles ¢ interesan-
tes, para que moviendo de este modo la curiosidad
de los jovenes que estudian, puedan hacerse cargo de

los dos métodos Sintético, y Analitico.
En la composicion de estos tratados (que fue-

ron hechos para explicarlos privadamente 4 los Ca-
balleros Cadetes en el Colegio) me he valido de'las
Obras Geométricas de Clavio , Tacquet , Barrow,
Simson , Grandi y otros , los que cito aqui con la
mayor complacencia para manifestar l-a_grande esti-
macion en que los tengo, y lo que les pertenece.
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LIBRO PRIMERDO.
DEFINICIONES.

S | Punto en la magnitud es un signo sin parte
alguna,

2  Linea es una longitud sin latitud.

3  Los extremos de la linea son puntos.

4 Linea recta es la que se extiende igualmente
entre sus puntos.

5  Superficie es una extension en quien solamen-
te concebimos longitud , y latitud.

6 Los extremos de la superficie son lineas. -

7  Superficie plana es la que estd igualmente
extendida entre sus lineas.

8  Angulo plano es la inclinacion mutua de: dos
lineas , que se encuentran en un plano, y no tienen
una misma direccion.

9" Angulo rectilineo es el formado por dos rec-
tas : estas suelen llamarse lados del 4ngulo : y el pun-
to de su concurso vértice del 4dngulo. .

Es de notar, que la magnitud de los 4ngulos,
como mas ampliamente verémos despues , no se apre-
cia por la extension de sus'lados, sino por la ma-
yor abertura de ellos. Igualmente se debe advertir,
que aunque los 4ngulos se nombran , 6 sefialan por

A
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una sola letra , que se pone en su vértice , sin embar-
go quando hay dos, 6 mas 4ngulos con un" vértice
comun, se nombran para evitar equivocacion con tres
letras , estando precisamente en medio la del vérti-
ce; por esta razon el dngulo que forman las rectas
CG, AG ( Fig. 1.) se nombra CGA, 6 AGC.

10 Si una linea recta CG , insistiendo sobre
otra AR , formare los 4ngulos CGA , CGB ( Fig. 1)
de uno y otro lado iguales entre si, se llamardn es-

tos dngulos rectos , y la recta CG perpendicular
4.4B;

11 Angulo obtuso es el mayor que un recto;
y tal es el dngulo DGA. Fig. 2. '

12  Angulo agudo es el menor que un recto;y
tal es el 4ngulo DGB. Fig. 2.

13  Término se llama el extremo de alguna cosa.

14 Figura es una extension comprehendida , 6
cerrada por uno, 6 muchos términos.

15 Circulo es una figura plana comprehendida
entre una sola linea ABCD ( Fig. 3 ), que se llama
circunferencia, 6 periferia , 4 la qual todas las rectas
EA,EB , EC, &c. tiradas desde un punto E , que
estd dentro de la figura , son iguales entre sf.

16 Dicho punto E se llama centro del circulo.

17  Didmetro del circulo es qualquiera recta,
que pasando por el centro E, se termina por ambas



(3)

partes en la circunferencia , y tal es la recta AEC.
Fig. 3.

Las rectas tiradas desde el centro 4 la circun-
ferencia , suelen llamarse radios 6 semididmetros ; y
tales son EC, EB.

18 Semicirculo es la figura contenida por el
didmetro , y la parte de la circunferencia cortada
por este ; y tal son ABC, ADC. Fig. 3.

19 Figuras rectilineas son las que estin com-
prehendidas entre lineas rectas.

20  Figuras triliteras , que comunmente se lla-
man tridngulos , son las terminadas por tres rectas.

21 Quadrildterasson las que lo estdn por quatro.

22  Multildteras, y comunmente poligonos, son
las que lo estin por mas de quatro rectas. El poli-
gono de cinco lados se llama pentigono , el de seis
hexdgono , el de siete heptigono , &c.

23 Tridngulo equildtero es el que tiene sus
tres lados iguales , como el tridngulo 4. Fig. 4.

24  Tridngulo isosceles es el que tiene solo dos
lados iguales , como el tridngulo B. Fig..5.

25  Tridngulo escaleno es el que tiene sus tres
lados desiguales , como C. Fig. 6.

Estas tres denominaciones son las que tiene un
tridngulo por la diferencia de sus lados, teniendo
tambien por la de sus dngulos estas otras tres.

A ij
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- 26 Tridngulo rectdngulo es el que tiene un 4n-«
gulo recto, como D. Fig. 7.

27  Tridngulo obtusingulo es el que tiene un
éngulo obtuso , como E. Fig. 8.

28  Tridngulo acutingulo es el que tiene los
tres 4dngulos agudos, como F. Fig. 9.

29 . Quadrado es una figura quadrildtera , cu-
yos quatro dngulos son rectos , y los quatro lados
iguales entre si , como ABCD. Fig. 10.

Generalmente se .llaman equildteras las figuras

qué tienen todos sus lados iguales entre si; y equi-
dngulas las que tienen igualmente todos sus 4ngulos
iguales. _
30 Quadrilongo , 6 simplemente rectingulo es
una figura quadrildtera , que tiene los quatro 4ngu-
los rectos , pero no todos los lados iguales , como
EFGH. Fig.11.

31 Rombo es un quadrilitero , cuyos' lados
son todos iguales, pero sus 4ngulos no son rectos,
como K. Fig. 12.

32 Romboyde es un quadrilitero , que fiene
los lados opuestos iguales , como MNOP. Fig. 1 3.

33 Trapecio es qualquiera figura quadrilitera,
‘que no esté comprehendida en las definiciones ante-
.riores , como QRST. Fig. 14.

34 Paralelas son las rectas, que estando sobre
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un mismo plano , aunque se prolonguen al infinito
por uno y otro lado , nunca concurren, y tales son
CD, AB. Fig.15.

. 35 . Paralelogramo es todo quadrildtero, que tie-

ne sus lados opuestos paralelos,como. #BCD(Fig.1 6).
La recta, que une sus dngulos opuestos , se llama did-
metro, 6 diagonal , y tal es BD. Los paralelogramos
se nombran por las quatro letras puestas en sus qua~
tro 4ngulos ;6 solo por dos, que estén en &ngulos
opuestos.
... 36  Sien un paralelogramo 4C ( Fig.16 ) se
tira la diagonal BD , y por un punto de ella E dos
rectas FG , HK paralelas 4 los lados 4D , 4B,
dichas dos rectas dividen la figura en quatro parale-
logramos , de los quales los dos FFH , KG , por quie-
nes pasa la diagonal , se llaman circadidmetros , y
los ‘otros dos complementos.

Postulado se llama una proposicion , por la qual
se supone hecha , 6 se pide que se haga una opera-
cion evidentemente factible.

Axioma es una proposicion manifiesta por sus
términos.

‘Theorema se llama una proposicion , que enun-
cia y demuestra una verdad, 6 propiedad del asuntg
que se trata.

Problema es una proposicion , que enuncia una

A iij
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operacion , que se debe hacer, 6 una verdad , que
se ha de hallar.' - 9 gsoun o cnil oo v onr

Corolario se llama una consegiiencia ,. que se'in-
fiere facilmente de un theorema demostrado 6:de un
problema resuelto.

Lema ‘es. una proposicion preparatoria ,"que sir-
ve para demostrar otra , que directamente pertenece
4 la materia que se trata. El lema puede sér de la
clase de los theoremas, 6 de los' problemas, .

Escolio es una anotacion , que se afiade algunas
veces al fin de las' proposiciones , para ilustrar las
doctrinas, que en 'ellas se ensefian..

POSTULAD_OS_.

3%  Que se pueda tirar una recta de un punto
4 otro. RIS j s o ipnonsib sl me

38 Que se pueda prolongar una recta termina-
da por qualquier lado quanto se quiera.

39  Que con qualquier centro, ¢ intervalo , que
determine el radio , se pueda describir un - c1rculo. )

AXIOMAS.

40 Las magnitudes iguales 4 ‘una tercera son
iguales entre sf. [ B

41 Si 4 magnitudes iguales se afiaden otras
iguales , los todos serdn iguales.



(7)

42 -~ Si de magnitudes iguales se quitan magni-
tudes iguales , los residuos serdn iguales.

43 Si4 magnitudes desiguales.se afiaden otras
iguales , los todos serdn tambien desiguales.

44 Side magnitudes desiguales se quitan mag-
nitudes iguales , los residuos serdn desiguales.

435 - Las magnitudes ‘duplas , triplas ,  &e. de
una misma magnitud ,: 6 de-otras iguales, son tam-
bien:iguales. BiG O 2E309 ' !

46 Las magnitudes, que son mitades , tercios,
&c. -de otras iguales , 6 de iina misma , son tambien
iguales. 2]

..+4% Las magnitudes’, que sobrepuestas se ajus-
tan exdctamente por todas partes, son iguales.

Este axioma tiene uso ,y vale en ‘rectas , 4ngu-

los, 'y superficies 5 pero €l -inverso , 4 saber , que las
magnitudes ' iguales sobrepuestas se ajustan , no vale
sino en rectas y 4ngulos.

48 El todo es mayor que'su parte.”

.49 ' Dos lineas rectas no tienen un szgmento, &
parte comun.

50 : Si.dos rectas que:se tocan en un punto se
prolongan:, se cortardn necesariamente en dicho punto.

51 . Todos;los: 4ngules rectos’ son iguales en-
tre: si. il s )
.52 Si cayendo.una recta BA (Fig. 177 ) 5 so=

A iv
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bre otras dos AD, BC , forma los 4ngulos internos
4cia una misma parte CBA , DAB menores juntos
que dos rectos , prolongadas estas rectas al infinito,
vendrdn 4 concurrir por la parte que mira 4 dichos
dngulos.

Este axioma no es tan claro, que en sentir de
la. mayor parte de. los Geémetras no necesite demos-
tracion : esta se dard en su lugar.

53 Dos lineas rectas no pueden cerrar espacio.

54  Si 4 magnitudes iguales se afiaden desigua-
les , el exceso. de los todos seri .igual al de las mag~
nitudes afiadidas. .

55 - Si4 magnitudes desiguales se afnaden igua-
les , el exceso de las magnitudes que resultan serd
igual al de las desiguales.

56 . Si de magnitudes iguales se quitan desigua-
les , el exceso de los Tesiduos serd igual -al de~las
magnitudes restadas. ; "

57  Si de magnitudes desiguales se quitan igua-
les , el exceso de los residuos serd igual 4 el de los
todos. :

58 El todo es igual 4 todas sus partes juntas.

59 Si de dos magnitudes , dupla una de otra,
se restan otras dos , pero de:modo que la que se
quite de la mayor sea dupla de la que se quite de la
menor , tambien serd el un residuo duplo del otro.
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., Con el fin de evitar prolixidad , se usarf en
,» adelante de algunos signos comunes en las mate-
5» Miticas , y serdn:

»» 1.° Para representar que una magnitud es
»» igual 4 otra , nos valdrémos del signo de dos li-
s» Neas paralelas y orizontales en esta forma — ; asi
»» =B querri decir, que la magnitud A4 es igual 4 B,

s 2.0 Para decir que una magnitud estd sumada
s» CON otra , usarémos del signo de una cruz, que
»» tenga un brazo orizontal , y otro vertical en esta
3, forma == ; asi A4 -+ B querrd decir , la magnitud
5» A aiiadida, 6 sumada con B , y se leerd A4 mas B.

»» 3.0 Para representar que de una magnitud se
»» ha de restar otra , se usari del signo de una recta
», Orizontal en esta forma —; asi /— B querr4 decir,
55 que de A4 se ha de restar B, y se leerd A4 menos B.

»» 4.° Para representar 'la desigualdad de dos
»» magnitudes , se usard de este signo >. La canti-
»» dad mayor se pone por el lado de la abertura,
s» 12 menor por el de la punta; asi #>B, B< A4
» Significa que A es mayor que B, 6 B menor que 4,
» Yy se lee 4 mayor B, 6 B menor 4.

»» 5.0 Para representar un rectdngulo se usari de
s» UN' aspa, 6 cruz inclinada, en esta forma x entre las
» letras que nombren dos lados contiguos del rectin-
» gulo , asi EH x HG significa el rectingulo EHGF:
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;» lo propio se expresard con un punto, como EH . HG
on(Fig.x'1 ).
» 6.° 4 D" significa el quadrado A4BCD , que
» tiene por base . AD ( Fig. 10 ).

PROPOSICION 1.

60 Sobre una recta dada 4B construir un tridn-
gulo equildtero. Fig. 18. :
Haciendo centro en A con el intervalo AB des-=
cribase ( 39 ) el circulo 4BD ; -asimismo haciendo
centro en B, con el intervalo B.4 describase el circu=
lo BAE: desde el punto C, donde se cortdn las'cirs
cunferencias de dichos circulos , tirense (. 37.) las
. rectas CA4, CB 4 los puntos A4, B extremos de la
recta dada;y se tendrd formado el tridngulo equild-
tero ACB. La recta . AC == AB ( 15 ) por serira-
dios de un mismo 'circulo 4BCD; pero AB — BC
por ser radios de un mismo circulo BACE : luego
serd (40 ) AC = AB — BC; y por consiguiente
equildtero’el tridngulo A4BC construido sobre la rec-
ta dada AB. Que es &c. ¢

PROPOSICION IL

61  Desde un)punto dado A4 tirar una recta
igual 4 otra dada CB. Fig.19. :
Tirese ( 37 ) larecta CA4, y constriyase sobre
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ella( 60 ) el tridngulo: equilitero CDA; y haciendo
centro en C, con elintervalo CB describase ( 39 ) el
circulo CBEL: prolénguese DC ( 38 ) hasta encon-
trar la circunferencia en E: asimismo haciendo ceatro
en D, con el intervalo DE describase el circulo DEH:
prolénguese DA hasta encontrar la circunferencia en
G:y serd AG la recta que se pide. Siendo DG, y DE
radios del circulo DEH ,serd (15 ) DG — DE; pero
DA =1DC (23 ) por Ser el tridngulo CDA equi-
litero (const.): luego serd ( 42 ) AG—=CE, y por
ser CB , CE radios del circulo CBL , es CB — CE:
luego'serd ( 40 ) AG==CB. Que es &c. .

PROPOSICION IIL

162 Dadas dos rectas desiguales 4 y BC cor-
tar de la mayor'BC una parte igual 4 la menor A.
Fig. 20,

Del punto B tirese ( 61 ). la recta BD =24,
y haciendo centro en B con el intervalo BD , des-
cribase ( 39 ) el circulo BDE, cuya circunferen-
cia cortard la parte BE que se pide. Por ser (15 )
BE—=BD, y (const.) A=BD, serd (. 40 )
BE — A, Que es &ec.

PROPOSICION 1IV.

63  Si dos tridngulos BAC, EDF tienen dos



(12)

lados del uno respectivamente iguales 4 dos del otro,
y los 4ngulos comprehendidos por dichos lados son
tambien iguales ; esto es, si AB — ED, AC — DF,
y el dngulo 4 — D, dichos tridngulos serdn total-
mente iguales , es decir que seri la base BC—EF,
el tridngulo BAC — EDF , y los 4ngulos B — E,
C=F , que son los opuestos 4 los lados iguales.
Fig, 2 1.

Si se coloca el punto D sobre A4, y la recta DE
sobre la AB , caerdi tambien el punto E sobre B,
por ser la recta DE — AB ( sup. ). Asimismo por
ser el dngulo D=— 4, caerd la recta DF sobre la
AC , como tambien el punto F' sobre C, pues es
DF — AC (sup.) : luego las rectas EF, BC se
ajustardn ( 53 ), y serdn iguales ( 47 )= por
consiguiente los tridngulos EDF , BAC, los éngulos
E , B, tambien los dngulos F', C se ajustarin entre
si, y serdn iguales. Que es &c.

PROPOSICION V.

64 En el tridngulo isésceles BAC , cuyos la~
dos AB, AC son iguales, los 4ngulos ABC , ACB
sobre la base son iguales ; y prolongados dichos la-
dos , tambien serdn iguales los 4ngulos DBC , ECB
formados baxo de la base. Fig. 2 2.

“omese ( 62 ) DA—AE,y por ser AB—AC
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( sup.) , quedard ( 42 ) BD=—CE: tirense (3% )
las rectas EB , CD.

Los tridngulos CAD, BAE tienen el lado AC
— AB (sup. ), ellado AD — AE (const. ), y el
dngulo A comun : luego tendrdn ( 63 ) la base
CD — BE, el éngulo D —=E, y el dngulo ACD
— ABE. Y por lo tanto los tridngulos CDB , CEB
tienen el lado CD —= BE , BD—CE , y el 4ngulo
D — E : luego serd ( 63 ) el 4ngulo DCB —EBC,
y el 4ngulo DBC — ECB. Que es la segunda par-
te de la proposicion.

Se ha demostrado antes que el dngulo ABE —
ACD ,'y que el dngulo EBC — DCB ; por ‘consi-
guiente quitando unos de otros , quedard ( 42 ) el
dngulo ABC — ACB. Que es &c.

COROLARIO.

65 De esta proposicion se infiere , que el tridn-
gulo equildtero es equidngulo.

PROPOSICION VI

66 Si un tridngulo BAC tiene dos 4ngulos
ABC , ACB iguales , los lados 4C, AB opuestos 4
dichos 4ngulos tambien ser4n iguales. Fig. 23.

Porque si no, serdi uno de los lados 4B ma-
yor que el otro AC, y entonces cortese ( 62 )
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BD=AC, y tirese ( 37 ) la recta DC. En los
tridngulos DBC , ACB es BD — AC ( const. ), el
lado BC' comun , y los 4ngulos DBC, ACB igua-
les (sup.): luego serdn ( 63 ) los tridngulos DBC,
ABC iguales ; esto es, el menor igual al mayor , lo
que es imposible ( 48 ): luego &ec.

COROLARIO.

67  Siguese que el tridngulo equidngulo es equi-
ldtero.

PROPOSICION VIIL

68 De los extremos de una recta AB , base
del tridngulo 4BC , no pueden salir otras dos rec-
tas 4cia la misma parte , que siendo iguales 4 los
respectivos lados del tridngulo, concurran en otro
punto diverso del vértice C. Fig. 24,25, 26.

Si fuese posible , que el concurso de las rectas
AD , BD respectivamente iguales 4 los lados AC, BC
fuese en otro punto D, se hallaria este 6 en uno de los
lados del tridngulo ACBR ( Fig.24 ), 6 dentro de
este tridngulo ( Fig. 25 ), 6 fuerade él ( Fig. 26 ).

I. Si el punto D ( Fig.24 ) cayese en el lado
AC , no serfa ( 48 ) AD=— AC.

II. Siel punto D ( Fig. 25 ) estd dentro del
tridngulo ACRB, tirese ( 37.) CD, y prolénguen-
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se ( 38 ) las rectas BD, BC. Siendo 4D = AC
serd el tridngulo CAD isdsceles 5 y por consiguien-
te ( 64 ) el dngulo ADC = ACD. Asimismo por
ser BC — BD , seri el dngulo FDC — ECD ; pe-
ro ( 48 ) el dngulo ADE > FDC : luego seri el
dngulo ACD > ECD ; esto es, la parte mayor que
el todo , lo que es imposible ( 48 ): luego &c.

III. Si el punto D ( Fig.26 ) estd fuera del
tridngulo ACB , tirese ( 37 ) CD. Siendo AC =—
AD , ser el tridngulo CAD isésceles , y por consi-
guiente ( 64 ) el dngulo ADC = ACD. Asimis-
mo por ser BC — BD , serd el 4ngulo BDC — BCD;
pero ( 48 ) el dngulo BDC > ADC: luego serd
el dngulo BCD > ACD ; esto es, la parte mayor
que el todo , lo que es imposible ( 48 ): luego &c.

PROPOSICION VIIL

69 Si dos tridngulos ABC, DEF tienen los
tres lados del uno iguales 4 los tres lados del otro; esto
es, AB — DE , AC — DF, BC — EF, tendrin
tambien' iguales los 4ngulos A4, D opuestos 4 los lados
iguales BC, EF, y asi de los demas 4ngulos. Fig.27.

Si se sobrepone la base EF 4 la base BC, se
ajustardn ( 47 ) por ser iguales; y siendo DE —
AB ,DF — AC, el punto D caerdi ( 68 ) sobre
el punto A4 , y se ajustardn los tres dngulos E,D,F
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con los tres dngulos B, 4,C; y por consiguien-
te ( 47 ) serdn iguales uno 4 uno. Que es &c.

PROPOSICION IX.

70  Dividir un 4ngulo rectilineo BAC en dos
partes iguales. Fig. 28,

Témese ( 62 ) AD — AE , y tiresela rec-
ta DE, sobre la qual constriiyase ( 60 ) el tridn-
gulo equildtero DFE , ¥y tirese AF, que dividird el
dngulo BAC en dos partes iguales. Los tridngulos
-DAF , EAF tienen el lado AD — AE ( const. ),
el lado AF comun, y la base DF—=FE (23 ):
luego serd ( 69 ) el dngulo DAF — EAF. Que
es &c.

PROPOSICION X.

71  Dividir una recta AB en dos partes igua-
les. Fig.29. :

Sobre la recta dada 4B constriiyase ( 60 ) el
‘tridngulo equilitero ACB , y dividase ( 70 ) el
4ngulo ACRB en dos partes iguales por la recta CD,
que dividird tambien 4 AB por medio en el punto D.

Los tridngulos ACD , BCD tienen el lado AC
.=CB (23 ), el lado CD comun-, y el 4ngule
ACD — BCD (const. ) : luego serd ( 63 ) AD=
DB. Que es &c.
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PROPOSICION XI.

72  Dada una recta 4B ,levantar una perpen-~
dicular en un punto C dado en ella. Fig. 30,

Témese (62 ) CD=—CE : sobre DE cons-
triiyase ( 60 ) el tridngulo equilitero DFE , y ti-
rese FC , que serd perpendicular 4 AB.

‘Los: tridngulos DCF', ECF tienen el lado DF
c==FE(23), el lado FC comun, y el lado.CD
==CEF (‘const.): luego serd ( 69 ) el dngulo FCD
= FCE; y por consiguiente ( 10 ) FC perpendi=
cular 4 AB. Que es &c.

: PROPOSICION XIIL

7 3.. - Desde el punto C dado fuera de una recta
indefinita AB , baxar 4 ella una perpendicular
Fig. 31. = A
""" Tomese qualquiera punto D baxo de la recta
#AB ; y haciendo centro en C con el intervalo CD,
describase .el circulo: CDEF , cuya circunferéncia
cortard la recta AB en los puntos E, F : dividase
esta ( 71 ) en dos partes iguales GE, GF, y ti-
rese CG, que serd perpendicular 4 AB. Tiradas CE,
CF , tendrén los trifngulos ECG-, FCG el lado CE
=CF, GE=GEF (const. ), y CG comun: luego
seré ( 69 ) el 4ngulo EGC — FGC; y por consi-

B
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guiente ( 1o ) la recta CG perpendicular 4 AB.

Quees &c. B | '
PROPOSICION XIIL'

74 Siuna recta AB insiste sobre otra CDj
formard los dngulos ABC , ABD rectos, 6 1guales
juntos 4 dos ‘rectos. Fig. 32. 3

Si los dngulos ABC, ABD son 1guales , Se+
rén ( 10 ) ambos rectos; y si desiguales , levdn-
tese« (172 ) del punto B la perpendicular BE, 4 la
CD, y seri el dngulo CBA — CBE —+ EBA: lue-
-go (41 ) los 4ngulos CBA, ABD juntos serin
iguales 4 los tres dngulos CBE, EBA, ABD; pero
los d4ngulos EBA -+ ABD —EBD : luego los dngu-
los CBA, ABD serin juntos iguales 4 los 4ngulos
CBE yEBD, que son dos rectos. Luego &c.

COROLARIO I.

75" Seinfiere, que si uno’ de los {mgulos ABD
es recto , tambien lo serd el otro ABC, y si aquel
agudo , este otro obtuso', y ' al contrario.

COROLARIO II.

¢ I6 Sl dos , 6 mas rectas insisten sobre otra
€n un mismo punto,. todos los 4ngulos que formen
en ¢, serdn juntos iguales 4 dos’ rectos. -

e |
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COROLARIO IIL

77 Si dos, 6 mas rectas se cortan en. un mis-
mo punto , serin los dngulos formados al rededor
de dicho punto iguales 4 quatro rectos.

PROPOSICION XIV.

78  Sidos rectas BC, BE, que concurren en un
mismo punto B de otra B.A, formaren con ella los
dngulos ABC, ABE iguales 4 dos rectos ; dichas
dos rectas BC, BE formardn una sola recta. Fig. 3 3.

Si no es asi, prolongada CB tomari la posi-
cion BD , y los dngulos ABC, ABD juatos se-
rén ( 74 ) iguales 4 dos rectos; pero los 4ngulos
ABC , ABE juntos son tambien (sup.) iguales &
dos rectos : luego serdn los 4dngulos ABC, ABE
iguales 4 los 4ngulos ABC, ABD; esto es, el to-
do igual 4 la parte, lo que es imposible. Luego'&c.

PROPOSICION XV.

79 Si dos rectas AB, CD se cortan en el
punto E:, los dngulos verticalmente opuestos: serin
iguales ; esto es , AEC = BED , CEB — AED:.
Fig. 34. - -
Insistiendo la recta CE sobre AR, forma (74)
los' dngules, AEC', CEB iguales 4 dos rectos: por

Bij
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lo mismo forma BE con CD los 4ngulos CEB,
BED iguales 4 dos rectos : luego ser4n los 4ngulos
AEC, CEB iguales 4 los 4ngulos BEC, BED ; y
quitado el comun BEC, quedard AEC — BED. Del
mismo modo se demostrard ser el 4dngulo CEB —
AED. Que es &c.
ESCOLIO.

80 - Si en un punto E de la recta AB, insis-
ten 4cia diversas partes las ED, EC formando los
dngulos AED, BEC iguales, serdn una misma rec-
ta ; es decir que prolongada la una se ajustari con
la otra. Los dngulos #/ED ~~DERB son iguales:(7 4)
4 dos rectos : pero (sup.) AED — CEB : luego
los 4ngulos CEB -+~ DEB iguales 4 dos rectos, y
CED una misma recta (( 78 ). - '

PROPOSICION XVL

81 . Prolongado un lado BC de qualquier tridn-
gulo ACB, el 4ngulo externo ACD es mayor que
qualquiera de los internos opuestos CAB, 6 CBA.
Fig. 35. '

Tirese (*71 ) la recta BE, que divida al la-
do AC por medio en E : prolonguese BE , de suerte
que sea EF — EB, y tirese FC. En los tridngulos
CEF , AEB es (const.) CE — EA, EF — BE,
y (79 ) el dngulo CEF — AEB: luego 'serd (63)



(21)
el 4ngulo ECF = EAB ; pero el 4ngulo ACD >
ECF: luego serd el 4ngulo ACD >> BAE, é6 BAC.
Con semejante preparacion se demostrari el dngulo
BCG> ABC; pero ( 79 ) el dngulo BCG= ACD:
luego serd el 4dngulo - ACD > ABC. Que es &c.

PROPOSICION XVIL

82 Dos qualesquiera dngulos BAC , ACB de
un tridngulo BAC, son juntos menores que dos rec-
tos. Fig. 36.

Prolonguese BC, ¢ insistiendo AC sobre BD,
serdn ( 74 ) los dngulos ACD —- ACB iguales 4
dos rectos ; pero ( 81 ) el d4ngulo ACD > BAC:
luego serdn los 4ngulos BAC, ACB menores que
dos rectos. Que es &c.

COROLARIO 1L

83 Se infiere, que en qualquier tridngulo que
tenga un 4ngulo recto , i obtuso, los otros dos son
agudos. _

COROLARIO IIL

84 Si una recta AC insiste sobre otra BD,
formando con ella 4ngulos desiguales; esto es, ACD
obtuso, ACB agudo; la perpendicular AE baxada
desde qualquier punto de la A4C 4 la BD, caerd
dcia la parte del 4ngulo agudo ACB.

Biij
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PROPOSICION XVIIL

85 En qualquier tridngulo ABC el 4ngulo
opuesto 4 mayor lado es mayor. Fig. 37.

. Sea el lado AC > AB; ser4 el 4ngulo ABC
> C. Del mayor lado AC cértese ( 62 ) AD =
AB , y tirese DB. Por ser B4 =— AD,seri (64)
el 4dngulo ADB — ABD ; pero ( 81 ) el 4dngulo
externo ADB > C: luego serd ABD > C; por con-
siguiente el 4ngulo A4BC seri mucho mayor que el

dngulo C. Que es &c.

PROPOSICION XIX.

86  En qualquier tridngulo ABC el lado opuesto
4 mayor 4ngulo es mayor. Fig. 38. .
Sea el dngulo 4 > C; serd BC> BA: pues
si no fuese asf, seria el lado 4B mayor, é igual 4
BC': pero no puede ser mayor, porque resultaria (8 3)
el 4ngulo C> A contra lo supuesto; ni tampoco
igual , porque serfa ( 64 ) el dngulo C = A: lue-
go serd AB < BC. Que es &c.

PROPOSICION XX.

87 Dos qualesquiera lados BA, AC de un
tridngulo BAC son juntos mayores que el tercero,
Fig. 39.
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Prolénguese BA, de suerte que sea.( 62 ) 4D
—AC, ¥y tirese DC. Por ser DA — AC seré (64)
el 4ngulo ACD — D; por consiguiente BCD > D,
y (86 ) BD> BC; pero es BD — BA —+ AC
(const.): luego serd BA -+ AC > BC. Que es &c.

¥

PROPOSICION XXI.

88 Si de los extremos de la base BC del
tridngulo BAC se tiran dos rectas BD , CD, que
concurran dentro de él en un punto D ; dichas rec-
tas serdn menores que los lados BA, AC del tridn-
gulo; pero el d4ngulo BDC serin mayor que BAC.
Fig. 4o0. '

I. Prolongada BD hasta E serin en el tridngulo
CDE ( 87 ) los dos lados DE + EC > CD, y aiia-
diendo la comun DB, serdn BE +—EC > CD + DB:
y por ser tambien en el tridngulo BAE los dos lados
BA—+ AE > BE , anadiendo CE , serin BA —+ AC
> BE - EC; pero se han _demostrado BE+EC >
CD —+- DB : luego serin BA - AC mucho mayores
que CD —+ DB. :

II. El 4ngulo externo BDC > DEC ( 81 );
pero el dngulo externo DEC> BAE : luego serd el
dngulo BDC mucho mayor que el 4ngulo BAE , 6
BAC. Que es &c.

Biy
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PROPOSICION XXII.

89  Construir un tridngulo de tres rectas da-
das A4, B, C, con tal que qualesquiera dos de ellas
sean mayores que la tercera. Fig. 4 1.

De la recta indefinita DE cortese DF — A,
FG — B, GH — (C': haciendo centro en F con el
intervalo FD, describase el circulo FDK ; igual-
mente haciendo centro en G con el intervalo GH,
describase el circulo GHK, y al punto A donde se
cortan las circunferencias de dichos circulos , tiren~
se las rectas FK, GK: y serd el tridngulo FKG
el que se pide formado por tres rectas iguales 4 las
dadas A4, B, C. Porque siendo FX, FD radios de
un mismo circulo, serd FX — FD; pero FD —= A4
(const.) : luego FK — A. Asimismo se demostrard
GK = C; pero FG = B (const.) : luego serd FK
=4, FG =B, GK = . Que es &c.

PROPOSICION XXIIL

9o En un punto dado A4 de una recta dada
AB, construir un dngulo rectilineo igual 4 otro dado
D. Fig. 42.

Tirese CF', que corte de qualquier modo los la-
dos del 4ngulo dado D. Despues cortese ( 62 ) 4G
= DC; y sobre AG constriyase ( 89 ) el tridn-
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gulo AHG, de suerte quesea A4H—=DF,GH = CF,
y serd el 4ngulo 4 — D : pues teniendo los tri4n-
gulos CFD , GHA todos sus lados respectivamen-
te iguales (const.) serd ( 69 ) el 4ngulo D — 4,
por estar opuestos 4 lados iguales. Que es &c.

PROPOSICION XXIV,

91 Si dos tridngulos ABC, DEF tienen dos
lados AB, AC del uno respectivamente iguales 4
dos DE, DF del otro, y el 4ngulo BAC > EDF;
seri la base BC opuesta al mayor 4ngulo mayor
que la base EF opuesta al menor. Fig. 43.

Los expresados tridngulos serdn isésceles, 6 ten-
drén los lados desiguales entre si: en este caso serd,
por exemplo DE < DF ; y construido ( 9o ) so-
bre DE un 4ngulo igual A4, y cuyo lado DG sea
igual AC — DF,si se tira EG, serd ( 63 ) EG
— BC. Prolénguese DE hasta ser DH — DG, y
tirando las HG, GF, serd ( 64 ) el 4ngulo DHG
-=—=DGH ; pero ( 81 ) DLG > DHL, y por con-
signiente DLG > DGH: luego ( 86 ) DG>DL,
y siendo DG =DF (const.) , caerd el punto F baxo
de HG, y dichos tridngulos tomarin una posicion
semejante 4 la que tienen en la figura ; en la que
por ser DG—=DF, serd ( 64 ) el 4ngulo DGF—
DFG , y por consiguiente el dngulo EFG > EGF:
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luego serd ( 86 ) EG> EF; pero se ha demos-
trado BC = EG : luego serd BC > EF.

Si dichos tridngulos son isdésceles , hecha la
construccion del dngulo EDG =— B.AC, y del lado
DG — AC, se demostrard igualmente, que el pun=
to F' debe caer baxo de EG,y tirada la GF se ex-
tenderd 4 este caso la demostracion del anterior.
Que es &ec. :

PROPOSICION XXV.

92 Si dos tridngulos BAC, EDF tienen dos
lados AB, AC del uno respectivamente iguales 4
los dos DE, DI del otro, y el tercero BC > EF;
serd el 4ngulo 4 opuesto 4 dicho mayor lado BC,
mayor que el dngulo D opuesto al menor. Fig. 4 4.

Si A4 no es mayor que D, serd igual, 6 me-=
nor; pero no puede ser igual, porque seria ( 63 )
BC — EF', ni tampoco menor, porque seria BC <
EF ( 91 ), uno, y otro contra lo supuesto : lue-
go serd BC > EF. Que es &c.

PROPOSICION XXVI

93 Si dos tridngulos BAC, EDG tienen dos
dngulos B, C de el uno respectivamente iguales 4
los dos E, EGD del otro, y un lado igual 4 otro,

siendo estos los adyacentes , i opuestos 4 4ngulos
iguales ; tendrdn tambien los otros lados respectiva-
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mente iguales , y el otro dngulo igual 4 su corres-
pondiente. Fig. 45.
) 1. Sea BC—EG; y si en este caso no fuesen los
otros lados de los tridngulos respectivamente iguales,
sea ED > BA, y por lo tanto se podrd cortar un
segmento EH—BA; y tirada la recta HG serd (63)
el tridngulo ABC — HEG, y el dngulo ACB —
HGE; pero ACB — DGE (sup.): luego DGE—
HGE, es decir el todo igual 4 su parte: luego los
lados serdn precisamente iguales , y por consiguien-
te ( 63 ) los tridngulos totalmente iguales.

II. Sea 4B — DE : en este caso si BC, y
EG no se creen iguales, seri uno de ellos, por
exemplo, BC < EG, y se podrd cortar un segmen=
to EY — BC, y tirada DY seri el tridngulo DE?
totalmente igual 4 4BC ( 63 ), y el 4ngulo DYE
— ACB; pero. ACB =—= DGE (sup.): luego DGE—=
DYE; esto es, el interno igual al externo, lo que
no puede ser ( 81 ): luego &c.

PROPOSICION XXVIL

94 Siuna recta EF cortando las AB, CD,
formaré los 4ngulos alternos AEF, EFD iguales;
dichas rectas 4B, CD serdn paralelas. Fig. 46.

Si no fuese asi, las rectas 4B, CD prolonga-
das se cortarian en un punto G, y el 4ngulo exter-
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no AEF seria ( 81 ) mayor que el interno opues-
to EFG, que es contra lo supuesto : luego &c.

PROPOSICION XXVIIL

95 Siuna recta EF que corta las rectas AB,
CD, formare el 4ngulo externo AGE igual al inter-
no opuesto, 4cia la misma parte, CHG; 6 bien los
4ngulos internos, 4cia la misma parte, 4GH, CHG,
iguales 4 dos rectos; dichas rectas 4B, CD serin
paralelas. Fig. 47.

I. Siendo el 4ngulo AGE =— CHG (sup.), é
igual tambien 4 BGH (79 ), serd CHG — BGH;
y por consiguiente ( 94 ) las rectas 4B, CD serdn
paralelas.

II. Los 4ngulos AGH -~ CHG son iguales (sup.)
4 dos rectos ; pero los dngulos AGH -~ BGH son
tambien ( 74 ) iguales 4 dos rectos: luego serdn
los 4ngulos AGH -+ CHG — AGH —~ BGH ; y
por consiguiente el 4ngulo CHG — BGH': luego las
rectas AB, CD serdn ( 9 4 ) paralelas. Que es &c.

PROPOSICION XXIX.

96  Si una recta EF corta dos paralelas 4B,
CD; formar4 los 4ngulos alternos DHG, AGH igua-
les , el 4ngulo externo BGE igual al interno opues-
to, 4cia la misma parte, DHG , y los 4ngulos inter~
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nos BGH, DHG, 4cia la misma parte, iguales 4 dos
rectos. Fig. 47.

I. Si se niega que los 4ngulos alternos DHG,
AGH son iguales; serd uno de ellos #4GH > DHG;
pero ( 74 ) los 4ngulos: AGH -~ HGE son iguales
4 dos rectos : luego los 4ngulos DHG -+~ BGH se-
r4n menores que dos rectos; por consiguiente (52)
las rectas AB, CD concurrirdn 4cia la parte BD
contra-lo supuesto : luego seri el dngulo AGH —
DHG.

II. El 4ngulo EGB — AGH (79 ); pero se
ha demostrado AGH — DHG : luego seri el éngu—-
lo EGB — DHG.

HI.. Los 4ngulos 4G H -+~ BGH son iguales (7 4)
4 dos rectos; pero se ha demostrado el dngulo AGH
= DHG : 'luego serdn los dngulos DHG —+-'BGH
iguales 4 dos rectos. Que es &c.

COROLARIO.

97 Se'infiere, que si una .recta corta dos pa-
ralelas , y es perpendicular 4 una de ellas, lo ser4
tambien 4 :la otra ; y por ‘consiguiente qualquiera
paralelogramo BADC ( Fig. 48 ),-quetenga uno:de
los dngulos A recto, serd rectdngulo,~ "1.0 | B
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) ESCOLTIO.

98 Sila recta AB es perpendicular. 4 PD,y.
forma con la - AC el 4ngulo ' BAC agudo; las rectas
AC, BD prolongadas concurrirdn 4cia la parte CD,
y se apartarin continuamente mas por la otra par-
te. EF, Fig. 49.

L. Bédxese'BG perpendicular & AC, GH 4 BD,
HY 4 AC, ¥K & BD, y asi succesivamente. En el
tridngulo rectingulo BG4 es (86 ) BA > BG:
asimismo BG > GH en el tridngulo rectingulo BHG:
luego serd AB mucho:mayor GH. Del mismo mo-
do se demostratd GH > JK, FK > CD , y asi suc-
cesivamente: luego las rectas AC, PD se van acer-
c¢ando por la parte CD; y por consiguiente con-
currirdn 4cia esta parte. B
" II. Sobre 1a recta AC levéntese ( 72 ) la perpen=
dicular AL , la qual concurriri con la BL en un
punto L por ser el dngulo LB.A recto, y el 4ngu-
lo LZAB agudo :'levéntese sobre PB la perpendicular
LM sobre EC la MN ; NO sobre PB, y asi suc-
cesivamente. En el tridngulo rectingulo LBA es BA
< LA por lamisma razon LA <LM : luego BA
mucho menor que. ZA. Del mismo. modo se demos-
trard , LM < ON, ON < EP, &¢: luego las rec-
tas AE, BP se apartarin continuamente mas por la
parte EF, Que es &c.
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§i una recta AL corta 4 otras’ dos A4C, LD,
formando los dngulos ZAC, DL.A internos de una
misma parte, 6 ambos agudos, 6 uno obtuso, y el
otro agudo , con tal que sean juntos, menores - que
dos rectos ; dichas rectas prolongadas concurrir4n
4cia esta parte, y se apartarin continuamente por
la otra EF. Fig. 5o0. 3

I. Sean los dngulos LZAC, DL.A agudos : des-
de el ipunto..4 bixese AB perpendicular 4 LD, El
éngulo BAC es agudo; pero el d4ngulo ABD es rec-
to (const.) : luego por lo demostrado las rectas AC,
BD prolongadas concurrirdn 4cia la parte CD, y
se ‘apartarin continuamente por la otra EF. '

II. Sea uno de los 4ngulos ZAC abtuso. Pro=
16nguese AL, y constriiyase ( 9o ) el dngulo LAR
— BLQ. Siendo,’ pues, los dngulos 4LB —+ BLQ
== 4'dos rectos, y - ALB~CAL < dos rectos (sup.),
serd el 4dngulo LAR > LAC; por consiguiente ld
recta AC estard entre las LA, y AR. Tambien sien-
do el dngulo externo BLQ — LAR interno, y
opuesto 4cia una misma parte , las rectas SR, FD
serdn ( 9's ) paralelas; pero el 4ngulo 4BD es rec:
o0 : luego lo serd tambien el 4ngulo BAR , porque
de lo contrario las rectas BD, AR concurririan por
lo demostrado 4cia la parte donde estuviera el 4n-
gulo agudo ; por consiguiente el 4ngulo BAC es
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agudo ; 'es asi que el dngulo ABD es recto : luego
por lo demostrado, las rectas AC; LD concurrirdn
4cia 1a parte CD, y se apartardn continuameate por
la EF, Que es &c.

PROPOSICION XXX.

99 Si dos rectas 4B, CD son paralelas 4 una
tercera EF'; serin paralelas entre si. Fig. 51.

Tirada la recta G¥°, que corte de 'qualquier
modo dichas tres rectas., por ser A8 , EF parale=
las, serd ( 96 ) el dngulo AGY'—EHY; pero EHY
— HYD, por ser las rectas EF', CD paralelas (sup.):
luego el dngulo AGY — HYD; 6 G¥D ; por con-
siguiente ( 9 4 ) las rectas 4B, CD: serdn paralelas.
Que es &c. . 1
PROPOSICION XXXI.

100 Por un punto dado A tirar una parale-
la 4 una recta dada BC. Fig. 52.

Témese qualquier punto D en la recta BC, y
tirese AD. En el punto A de la recta AD, cons-
triiyase el dngulo DAE — ADC, y prolonguese la
recta EA , que serd ( 94 ) la paralela que se pide;
pues son iguales (const.) los 4ngulos alternos DAE,
ADC. Que es &c.
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PROPOSICION XXXIL

ror En qualquier trifngulo BAC prolongado
uno de sus lados BC, seri el dngulo externo ACD
igual 4 los dos internos opuestos A, B ; los tres 4n-
gulos internos A4, B, ACB del tridngulo , serin
iguales 4 dos rectos. Fig. 53.

I. Por el punto C, tirese ( 100 ) la CE para-
lelad B4,y serdi (g6 ) el dngulo 4 —=ACE, y
el 4ngulo B == ECD : luego seri A4 - B — ACE
== ECD — ACD.

II. Por ser A—+ B—=ACD, tambien seri 4=
B -~ ACB — ACD -+~ ACE ; pero los 4ngulos
" ACD -+~ ACB son iguales (74 ) 4 dos rectos: lue-
go serdn los dngulos A -+ B - ACB iguales 4 dos
rectos. Que es &c.

COROLARIO I

102 Se infiere que los tres 4ngulos juntos de
qualquier tringulo son iguales 4 los tres juntos de
otro.

COROLARIO IL
103 Si dos dngulos de un trigngulo son 1#

les 4 dos de otro, los 4ngulos residuos serin tam- o
bien iguales,.y los tridngulos equidngulos. \\\s

““—:....
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COROLARIO IIL

104 Ea un trifngilo ‘rectingulo la suma de
los dos 4ngulos agudos compone un recto: y si un
dngulo de un tridngulo es igual 4 los otros dos jun-
tos , serd 'recto , y el tridngulo rectdngulo.

COROLARIO 1V,

105  En un tridngulo rectdngulo, ¢é isOsceles,
cada 4ngulo sobre la base serd la mitad de un recto.

PROPOSION XXXIIIL

106  Las rectas AC, BD, que de unas mis-
mas partes juntan los extremos de otras dos parale-
las, é iguales; son tambien iguales, y paralelas en-
tre si. Fig. 54.

Tirada la CB, los tnéngulos BAC, CDB que
resultan, tienen el lado AB — CD (sup.), CB co-
mun, y el dngulo #BC — BCD ( 96 ): luego
tendrin (6 3) las bases AC, BD iguales, y los
dngulos ACB, DBC tambien iguales; y por consi-
guiente (94 ) AC, BD serin paralelas. Que es &c.

"PROPOSICION XXXIV.

107 .En todo paralelogramo ABD(C, los la~
dos opuestos 4C, BD, y AB, CD son iguales;
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como tambien los dngulos opuestos A4, D, y ABD,
ACD: y la diagonal CB lo divide en dos tridngulos
iguales. Fig. 54.

Por ser paralelas 4B, CD (sup.) es el 4ngulo
ABC — DCB (96 ); y por serlo tambien AC,
BD es el 4ngulo ACB — DBC : luego los tridngu-~
los CAB , BDC, que tienen el lado CB comun, y
adyacente 4 4ngulos iguales, serdn ( 93 ) totalmen-
te iguales, y el d4ngulo 4 =D ; y finalmente si 4
los 4ngulos iguales ZBC, DCB se afiaden los igua-
les DBC, ACB, resultarin iguales ABD, y ACD.
Que es &c.

ESCOLIO.

108 Todo quadrilitero ABDC, que tiene los
lados opuestos iguales ; esto es, 4B = CD, AC
= BD, es un paralelogramo: porque los trisngulos
CAB , CDB tienen (sup.) el lado #4C = BD, AB
=—=CD, y CB comun; y por consiguiente ( 69 )
serd el 4ngulo ABC—=DCB,y (94 ) AB para-
lela § CD. Del mismo modo se demostrarin las rec-
tas C4, BD paralelas. Luego la figura ACDB se-
r4 un paralelogramo.

PROPOSICION XXXV.

109 Los paralelogramos BCDA, BCFE, que
tienen una misma base BC,y estin entre unas mis-
Cij
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mas paralelas AF, BC, son iguales. Fig. 53.
Por ser AB, y DC lados opuestos del paralelo-
gramo BADC serén iguales (107 ); y por ser AB,
y EB paralela 4 DC,y FC, serdn ( 96 ) los d4ngu-
los 4= CDF,BEA—CFD: luego los tridngulos
BAE ,CDF tendrin ( 93 ) los otros lados respec-
tivamente iguales; y por consiguiente ( 63 ) serdn
iguales. Alora si del trapecio BAFC se quita €l tridn-
gulo BAE, y del mismo trapecio se quita el tridn-
gulo CDF , quedari ( 42 ) BEFC — BADC.
Que es &c.
PROPOSICION XXXVI . /
110 Los paralelogramos BCDA, GHFE , que
tienen iguales bases BC', GH, y estin entre unas
mismas paralelas BH, AF, son iguales. Fig. 56.
Tirese BE , y CF. Siendo BC — GH (sup.),
y (107 ) GH = EF,serdi BC—=EF; pero BC
tambien es paralela 4 EF'; luego las BE, CF se-
rdn ( 106 ) paralelas, é iguales; y por lo tanto
serd ( 35 ) la figura BCFE un paralelogramo; pe-
ro (109 ) los paralelogramos BCDA—BCFE,y
EFCB —=EFHG: luego ( 40 ) BCDA—=GHFE.
Quees &ec.

PROPOSICION XXXVIL
r11. Los tridngulos BCA, BCD, que estin
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sobre una misma base BC, y entre unas mismas
paralelas BC , EF, son iguales entre si. Fig. 57.
 Tirense (100) BE paralela §C4, y CF paralela 4
BD:y estando los paralelogramos CE, BF que resul-
tan sobre una misma base, y entre unas mismas para-
lelas (sup.), serdn iguales (109 ); pero los tridn-
gulos BCA, BCD son ( 107 ) mitades de ellos:
luego ( 46 ) son tambien iguales. Que es &c.

PROPOSICION XXXVIIL
r12 Los tridngulos BCA, EFH, que estin
sobre iguales bases BC', EF, y entre unas mismas
paralelas BF', GH, son iguales entre si. Fig. 58.
Tiradas BG paralela § CA, y ED paralela 4
FH, se tendrin los paralelogramos CG, FD sobre
iguales bases BC , EF, y entre unas mismas pa-
ralelas ; por consiguiente ( 1 10 ) iguales; pero los
tridngulos BCA , EFH son ( 107 ) sus mitades:
luego ( 46 ) dichos tridngulos son tambien iguales.
Que es &c.
COROLARIO.
: 113 Se infiere, que si la-base BC > EF; se-
rd el tridngulo BAC > EHF ; y si es BC < EF,
serd el tridngulo BAC < EHF.

Ciij



(38)
PROPOSICION XXXIX.

114 Los tridngulos iguales BAC, BDC, que
tienen una misma base BC,y estdn construidos dcia
una misma parte, estin entre unas mismas paralelas
BC, AD. Fig. 59.

Si AD no es paralela 4 BC, séalo otra AF.
Tirese FC, y los tridngulos BAC, BFC tendrdn,
la misma base BC, y estarin entre las paralelas
BC, AF ( sup. ); y por consiguiente ( 111 )
serdn iguales ; pero el tridngulo BAC — BDC
(sup. ): luego ( 40 ) BFC = BDC, y siendo es~,
to imposible , tambien lo serd , que AF sea parale-
la 4 BC, y lo mismo qualquiera otra recta distinta
de AD. Que es &c. '

PROPOSICION XL.

115 Los tridngulos iguales BAC, EDF, que,
tienen iguales bases BC, EF segmentos de una mis-.
ma recta BF, y estin construidos 4cia una misma.
parte ; estin tambien entre unas mijsmas paralelas
BF , AD. Fig. 60. T

Si se niega, que 4D sea paralela BF lo se-.
r4 AH ; y tirada HF resultardn iguales (. Z12-)
los tridngulos BAC , EHF, por estar sobre iguales
bases , y entre unas mismas paralelas ; pero BAC
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— EDF: luego EHF — EDF, lo que es imposi-
ble : luego tambien &c.

"PROPOSICION XLIL

116 Si un paralelogramo 4BCD, y un tridn-
gulo BCE tienen una misma base BC, y estin entre
unas mismas paralelas BC , AE ; el paralelogramo
serd duplo del tridngulo. Fig. 6 1.

Si se tira AC, serd ( 111 ) el tridngulo BAC
= BEC ; pero el paralelogramo ABCD es ( 107 )
duplo del trisngulo BAC : luego tambien lo es de
su 1gual BEC. Que es &c.

" PROPOSICION XLIL

117 Lonstrmr un paralelogramo igual 4 un
tridngulo dado ZBC, 'y que tenga un 4ngulo igual
al rectilineo dado D. Fig. 62.

Por el punto A tirese ( 100 ) la recta AG
paralela 4 BC'; higase (9o ) en C un 4ngulo BCG
igual al dado D ; dividase ( 71 ) la base BC del
tridngulo por medio en F, y por este punto tirese
FE paralela 8 CG: y se tendri el paralelogramo
FG con las condiciones que se pide. Tirese AF; y
por ser BF —FC (const.), serd (112 ) el tridn-
gulo BAF — FAC; y por consiguiente el tridngu-
lo BAC serd duplo de FAC ; pero el paralelogra—-

Civ
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mo FG es ( 116 ) tambien duplo del tridngulo F.AC:
luego ( 45 ) el paralelogramo FG es igual al tridn-
gulo BAC, y tiene el 4ngulo FCG — D ( const. )
Que es &c.

PROPOSICION XLIIL

118 En todo paralelogramo 4ADCB los com-
plementos DG, GB, son ignales entre si. Fig. 63.

El tridngulo ADC —= CBA (107 ), como
tambien les tridngulos AHG —= GEA , y GFC =
C¥G: luego ( 42 ) ADC ~— AHG — GFC =
ABC—GEA—C1G ; esto es, los residuos, 6 pa-
ralelogramos DG, GB, son iguales. Que es &c.

PROPOSICION XLITV.

119 Sobre una recta dada A construir un pa-
ralelogramo FL igual 4 un tridngulo dado B, y que
tenga un' 4ngulo (igual -4 otra rectilineo dado C.
Fig. 64. o
' Higase (117 ) el paralelogramo FD igual a
tridngulo B, y con el 4ngulo GFE — C; prolén-
guese GF hasta H , de suerte,: que sea FH — A:
por H tirese 'L paralela 4 EF, hasta que encuentre
4 la DE prolongada en el punto 2'; en el paralelo-
gramo EH tirese la diagonal 'F, y aldrguese hasta
que concurra con DG prolongadaen X (52 )5 en fin
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tirese 1a KL paralela 4 GH , hasta que la corten
en M, L las EF, TH prolongadas: el paralelogra-
mo FL serid el que se pide. El paralelogramo FZL
=— FD ( 118 ); pero FD es igual al tridngulo B, y
tiene el 4ngulo GFE igual al dado C (const.); y
el 4ngulo GFE — MFH ( 79 ): luego el parale-
logramo FZL es igual al tridngulo B , y tiene el
4ngulo MFH igual al dado C, y estd sobre FH
= A. Que es &c.

PROPOSICION XLV.

120 Sobre una recta dada FG, construir un
paralelogramo FZ igual 4 un rectilineo dado ABCD,
y que tenga un 4ngulo igual al dado E. Fig. 63.

Resuélvase el rectilineo en los tridngulos BDC;
BAD,y en mas, si tuviere mas lados; sobre la ree-
ta dada FG, y con el 4ngulo F — E, constriiya-
se (119 ) el paralelogramo FH igual al tridngulo
BAD ; p.rolfmggff: FT, y sobre la recta H2" con
el dngulo HYK == F — E, constriiyase el paralelo-
gramo ¥'L igual al tridngulo BCD (y asi consecuti-
vamente si hubiese mas tridngulos): y serd FL=FH
== YL =— ABCD. Siendo K71 paralela 4§ LH , se-
-14n (96 ) los dngulos K¥YH , LHY juntos iguales
4 dos rectos; pero ( 96 ) los 4ngulos alternos X7'H,
GHY son iguales : luego los dngulos GHY ; THL,
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juntos serdn iguales 4 dos rectos; por "consiguien-
te (78 ) las rectas GH, HL ser4n una misma
recta , y las rectas GL , FK serdn paralelas ; pe-
ro ( 99 ) las rectas FG, KL son paralelas, por ser
paralelas 4 una tercera : luego la figura FL serd un
paralelogramo , que por lo dicho es igual al rectilineo

dado 4BCD, y tiene el 4ngulo F— E. Que es &c.

ESCOLIO.

121 Por medio de la proposicion antecedente
se hallard la diferencia entre dos rectilineos dados
ABCD ,y M. Constrityase el paralelogramo FL—
ABCD; y sobre la recta GF' con el dngulo F' cons-
triyase tambien el paralelogramo FN — M; y seri
el paralelogramo VK igual 4 la diferencia de los dos
rectilineos dados.

PROPOSICION XLVI

122 Sobre una recta dada 4D, construir un
quadrado. Fig. 66.

En los puntos A, D, levdntense (72 ) las per-
pendiculares 4B , DC ; cortense ( 62 ) iguales 4 la
dada AD ; y tirada la BC se tendri el quadrado
ABCD sobre AD. Por ser los 4ngulos 4 -+ D igua-
les 4 dos rectos (const.), las 4B, CD serdn (95)
paralelas ; pero ademas son iguales (const.) : luego
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las BC, AD son tambien ( 106 ) iguales, y para-
lelas ; y por consiguiente la figura ABCD: es equi-
litera , y paralelograma; pero tiene el dngulo A4
recto ( const.): luego serd ( 97 ) tambien rectin-
gula; y por lo tanto la figura 4BCD es (29 ) un
quadrado. Que es &c.

ESCOLIO.

123 « Sidos rectas AD, EH. son iguales, sus
quadrados serdn iguales: y'al contrario, si dos qua-
drados AC, EG son iguales , los-lados', 6 rectas
sobre que estdn descritos, son iguales. Fig. 67.

Lo primero es evidente :- porque sobrepuestos’
los quadrados, se ajustarin: por la igualdad de las
rectas , y é4ngulos. Si se niega lo segundo, h4gase
EQ — AD, y por lo que acabamos de decir, seria-
el quadrado de EQ, esto es, EP = AC ; pero AC’
= EG.(sup.): luego EG = EP, lo que es impo-
sible , como tambien el que los quadrados iguales
dexen de tener iguales bases. Del mismo modo se
demostrard , que todos los rectéflgulos equildteros
entre si.,, son-iguales. '

PROPOSICION XLVIIL

124 En qualquier tridngulo. rectingulo BAC;
€l quadrado. BE del lado BC.opuesto‘al 4ngulo.rec-
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to BAC es igual 4 los quadrados BG, CH de los
otros dos lados AB, AC, que contienen el dngulo
tecto. Fig. 68.

Tirese la recta AM paralela § CE ; y tirense
AE , BY. Si 4 los 4ngulos ACY", BCE rectos (sup.),
y por consiguiente iguales ( 5.1 ), se les aiade el
comun BCA, seri el 4ngulo BCY = ACE; pero el
lado BC—=CE,y CT = CA: luego ( 63 ) los
tridngulos BCY , ACE serin totalmente iguales.
Ademas por ser rectos los 4ngulos CAH , CAB
(sup.),la BH es una sola recta (78): luego el qua-
drado CH serd ( 116 ) duplo del tridngulo BCY,
que tiene la misma base C?", y est4 entre las mismas
paralelas C?", BH. Por igual razon el paralelogra-

-mo MC es duplo del tridngulo ACE ; pero se ha
demostrado BCY — ACE: luego ( 45 ) MC=CH.
Del mismo modo se demuestra ( tiradas las rectas
AD, EC) que BG — BJM : luego el quadrado BE
= BG -+~ CH. Que es &c.

ESCOLIO.

125 Construidos dos paralelogramos quales-
quiera FA, A, sobre los lados 4B, AC de un
tridngulo ABC, y alargados los lados FG, 7'H, has-
ta que concurran en M; si se tira MA, y por los
extremos de la base BC se levantan dos parale-
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las BD,CE 4 MA, que se terminen, 6 en los lados
FG, TYH de los paralelogramos, 6 en sus prolon-
gaciones GM, HM ; y en fin se tira DE : serd
BDEC un paralelogramo igual 4 los dos CH , y BG.
Fig. 69.

Prolénguese M.A, hasta que corte la base BC
en N: siendo ( 107 ) DB, y CE iguales, y para-
lelas 4 la tercera AM , serin iguales, y parale-
las ( 99 ) entre si, y BE seri un paralelogra-
mo ( 106 ) dividido en dos PB,y PC por la JMN;
de los quales PC — AE ( 109’) por estar sobre
la base comun CE, y entre unas mismas paralelas;
pero AE — AY por la ‘misma razon : luego PC=
AY. Del mismo modo se demostrard sé;r PB:— AF,
y por consiguiente seréd BE:AF-&-ET. Que es &c.
Se vé claramente ser la proposicion un caso particu-
lar del teorema demostrado en este escolio.

PROPOSICION XLVIIL

126 Si el quadrado descrito sobre el lado BC
de un tridngulo BAC, es igual 4 los quadrados de
los otros dos lados 4B, AC; el 4dngulo BAC com-
prehendido por estos lados serd recto. Fig. 7o0.

Sobre AC en el punto A levdntese la perpen-
dicular AD=—AB), y tirada CD serd ( 124 ) CD*
= AC* + AD* = AC* + AB* por AD — AB
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(const.) ; pero BC* ==AC*~+ AB* (sup.): luego
CD*=BC"; por consiguiente ( 123 ) CD = BC.
Luego los tridngulos BCA, DCA tienen iguales sus
tres lados ; y por consiguiente sus 4ngulos (69 ),
y siendo recto el 4dngulo DAC (const.), tambien lo
seri su correspondiente en el otro tridngulo CAB.
Que es &c.
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LIBRO IL
DEFINICIONES.

127 Todo paralelogramo rectingulo EFG.A se
dice estar contenido por las dos rectas EF, EA,
que comprehenden qualquier 4ngulo. Fig. 1.

128 En todo paralelogramo ABCD, qualquie-
ra de los circadidmetros junto con los complemen-
tos se llama gnomon. Fig. 2. AE <= EC == FH es
un gnomon. Por abreviar, suele -nombrarse KDG.
Tambien AE == EC == GK, 6 bien FBH, es un
gnomon. :

"PROPOSICION 1.

129 Si de dos rectas M, AB, la una est4
dividida en qualquier nimero de partes 4D, DE,
EB, y la otra noj el rectingulo contenido por las
dos M, AB, es igual 4 los rectingulos hechos de
la toda M, y de los segmentos de la otra AB.
Fig. 3.

Levéntense AC perpendicular 4 AR , y corte-~
se AF — M; por el punto F, tirese la recta inde-
finita FG paralela 4 4B, y en los puntos D,E, B,
levintense las perpendiculares DH, E7', BG, que
serdn (195 ) paralelas entre si, y 4 la AF. El rec-
tingulo FA x AB — Fd x AD -+ HD x DE +
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TE x EB; pero DH, y E¥ son(107) iguales 4 AF,
6 M (const.): luego serf Mx AB==Mx AD~~Mx
DE -+ M x EB. Que es &c.

PROPOSICION IL

130 Si una recta 4B se divide de qualquier
modo en C; el quadrado de la toda es igual 4 los
rectingulos hechos de la misma 4B por cada uno
de sus segmentos AC , CB. Fig. 4.

Suponiendo DE—_4B seri (129 ) DExAB
=— DE x AC + DE x CB ; pero DE — AB: lue-
go serd AB*=— AB x AC -~ AR x BC. Que es &c.

PROPOSICION IIL

131 Si una recta AB estd dividida de qual-
quier modo en C; el rectdngulo de la toda 4B, y
de uno de sus segmentos AC , es igual al quadrado
de este segmento, y al rectingulo de los segmentos
AC, CB. Fig. 5.

Suponiendo DE — AC, serd ( 129 ) AB x
DE — AC x DE —+ CB x DE; pero AC — DE:
luego serd ABxAC = AC*~+ CB x AC. Que es &c.

PROPOSICION IV.

132  Siunarecta 4B esti dividida en dos qua-
lesquiera segmentos AC, CB; el quadrado de la toda



(49)

AB es igual 4 los quadrados de las partes 4C, CB,
y 4 dos rectdngulos hechos ‘de ' las mismas partes;
esto es; AB*—=AC*—+ CB*+ 24C x CB. Fig. 5:

Consta ( 130 ) que AB*— ABx AC <+ AR
x CB; pero (131 ) AB x AC = AC*+ AC x
CB, y por lo mismo 4B x CB = CB*~+ ACxCB:
luego AB*=AC* + CB*+ 2 AC x CB. Que es &c.

PROPOSICION V.

133 Siuna recta 4B se divide en dos partes
iguales AC, CB, y en dos desiguales 4D, DB; el
rectdngulo formado de las partes desiguales, junto con
el quadrado de 'la parte’ intermedia C'D, es igual al
quadrado de la mitad de la propuesta; esto es, 4D x
DB -+ CD*— CB*. Fig. 6.

~ Se ha demostrado (129 ) que ADx DB — AC
x DB +CDx DB pero AC=—CB (sup.):'luego 4D
x DB —=CB x DB =~ CD x DB. Y siendo (131
CB x DB —=CD x DB -+ DB*, ser4 AD x DB —
2CDxDB -+ DB*; y afiadiendo CD?, serd AD x DB
~+ CD*=2CDx DB+ DR*+CD*=CB*(132)
Que es &c.

PROPOSICION VL

134 Siuna recta 4B se divide en dos par-
tes iguales AC, CB, y directamente se le aiade
otra BD ; el rectingulo de toda la compuesta AD

D
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por la afiadida BD, junto cou el quadrado de la mi-
tad CB de la propuesta, es igual al quadrado for-
mado sobre la compuesta de esta mitad , y la afiadida;
esto es , 4D x DB -+ CB*=— CD*. Fig. 7.

Consta ( 131 ) que 4D x DB — AB x DB
~+ DB pero (129 ) ABx DB — AC x DB —+
CBx DB=—2CBxDB, por ser AC—CRB (sup.): lue-
go AD x DB — 2CB x DB -+~ DB*, y afiadiendo
CB®, serd AD x DB + CB*= 2CB x DB -+ DB"
o~ CB*=CD*( 132 ). Que es &c.

PROPOSICION VIL

135 Si una recta AB esti dividida de qual-
quier modo en C; el quadrado de la toda, junto con
el de una de las partes CB, es igual 4 dos rectin-
gulos hechos de la toda por esta parte, mas al qua-
drado de la otra parte AC; esto es, AR+ CB*=
2A4B x CB -+ AC* Fig. 5.

Se ha demostrado (132 ) que AB*—= AC* =
CB* -+ 2.4C x CB , y aiiadiendo CB*, serd AR
~+ CB*=AC*+ 2 CB*+ 2ACxCB; pero(131)
CB*+ ACxCB—ABxCB,y 2CB*+ 2A4Cx CB
=2ABxCB: luego AB*+CB*—= AC*+ 2ABxCB.
Que es &c.

PROPOSICION VIIL
136 Si una recta 4B estd dividida de qual-
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quier modo en C; el quidruplo del rectingulo he-
cho de la toda por una de las partes CB, junto con
el quadrado de la otra AC, es igual al quadrado de
una recta compuesta de la toda 4B, y de la parte
CB; esto es, 4A4AB x CB + 4C* = AB+BC*.
Fig. 5. ,

Se ha demostrado ( 135 ) que 2A4B x CB —~
AC*—=AB*~+ CB*, y afiadiendo 24B x CB , serd
4AB x CB ~ AC* — 2 AB x CB + AB*+ CB*
= A.Eu’--l—C'}.?z (‘132 ). Que es &c.

PROPOSICION IX..

137 Si una recta AB se divide en dos partes
iguales en C, y en dos desiguales en D; la suma de
los quadrados -de las partes-desiguales 4D, DB, es
igual al duplo de la suma de los quadrados de la
mitad AC, y de la- parte intermedia CD; esto es,
AD*+ DB*— 2AC"—+- 2CD". Fig, 6.

Consta ( 135 ) que CR*—+ CD* — 2 BCxCD
-+'BD* per6 CB*== AC*('123),3BCxCD=
2AC x CD , por ser CB — AC ( sup. ): luego serd
AC* =+ CD*= 2 AC % CD —+ BD? y afiadiendo
AC*~+ TD* serd 2 AC*+ 2CD*—= AC*+ CD*+
24AC x CD -+ BD"; pero ( 132 ) AC*+ CD*+
2ACxCD == AD"*: luego serd 2A4C" + 2CD* =
AD*~~ DB Que es'&c. ;

Dij 3
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PROPOSICION X.

1'38 ' Silupa recta AB se divide en dos par-
tes iguales AC, CB, y directamente se le afiade otra:
BD ; el quadrado de la ' compuesta 4D, junto con
el quadrado de la afiadida BD, seri igual al duplo
de 16s 'quddrados de 1a mitad AC de la propuesta,
y de la'compuesta CD de esta mitad , y ‘la afiadida;.
ésto es, AD* =+ DB* = 2 AC*~+ 2CD" Fig.7.

Por estar la recta CD dividida en B, serd (13 5)
CB* -+ CD*= 2BC x CD —+ BD" pero CB" =
AC* (123 ),y 2BCx CD'=2A4C x CD, por ser
AC = CB : luego serd AC*—~+ CD*='2.4C xCD
<~ BD?* y ailadiendo AC* =+ CD?, serd 2 AC* ~+
2CD*=. A0 <+ CD*+. 24C x CD —~ BD?* perol
(132 ) AC*+ CD*—+ 24C x CD—=AD": luego
2 AC* =+ 2CD*—=4D*~+ DB* Que es &c.

" PROPOSICION XL

139  Dividir una recta dada 4B en dos seg-
mentos tales , que el rectdngulo hecho de la toda
uno de sus segmentos sea igual al quadrado del otro.
por Fig. 8. -.

" Sobre 4B constriyase ( 122 )el quadrado A’C"
dividase el lado 4D por medio en E, y tirese EB; en
la EA prolongada cértese EF =—EB; sobre la AF

l.
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constriiyase el quadrado 4H , y serd AG*=— 4B x
BG. Prolénguese HG hasta 2°, y por estar DA di-
vidida por medio en E, y AF aiadida, serd (134)
EF*—DFxFA—+EA* pero( 123 ) EF*—EB%
por ser EF — ER ( constr. ): luego ER*= DF x
FA -+ EA* pero ( 124 ) EB* = EA* + AB“
luego AB*—+ EA*—=DFx FA—+ EA", y por con-
siguiente AB*—=DFx FA; esto es, el quadrado AC
— DH rectdngulo; y quitando el rectingulo comun
DG, quedardi CG=—=AH ; pero CG—_A4B x BG por
ser BC=BA,y AH— AG"*: luego AB x BG = AG"
Que es &ec.
PROPOSICION XII

140 En qualquier tridngulo obtusdngulo ABC,
el quadrado del lade A4C, opuesto al 4ngulo obtuso
ABC, es igual 4 los quadrados de los lados #B, CB,
y 4 dos rectingulos de la base BC, y de la prolon-
gacion BD de dicha base, hasta encontrar la perpen-
dicular 4D ; esto es , AC*—AB*—+ BC*—+ 2CB
x BD. Fig. g.

En el tridngulo rectdngulo ADC es ( 124 )
AC*=CD*~+ 4D pero (132 ) CD*=CB*+
2CB x BD -+ BD": luego serd AC* —=CB*+ 2CB
x BD -+~ BD*~+ 4D*; y por ser (124 ) BD*—+

D*—_/4B"*, tambien serd 4C*= CB* + AB" —+=
2CB x BD. Que es &ec.
Diij
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PROPOSICION XIIL

141 En qualquier tridngulo acutingulo BAC
el quadrado de uno de los lados 4B, opuesto al 4n-
gulo agudo C, es menor que los quadrados de los
otros lados AC, CB, de dos rectingulos de BC por
CD , es decir, del lado sobre que se baxa la per-
pendicular 4D,y del segmento contenido entre di-

- cho 4ngulo, y'la perpendicular ; esto es, 4C* -+ BC"
—=AB*—+ 2BC x CD. Fig, 10.

En el tridngulo rectdngulo ADCes (124 ) AC*
== AD*~+ DC?; y afiadiendo CB?, tambien serd 4C*
—+CB*= AD*+ DC*+ CB* pero (132) CB* = -
CD* + 2BD x DC -+ BD*: luego AC* -+ BC*
= AD* ~+ 2CD* ~+ 2BD x DC -+ BD*; y por
ser AD*+BD*=4B* (124 ), y CD*—+ BD x
DC=BCx CD (131), tambien seri AC* —+=
BC*=AB*~ 2BC x CD. Que es &c.

PROPOSICION XIV.

142 Hacer un quadrado igual 4 un rectilineo
dado A. Fig. 11,

Hégase (120 ) el rectdngulo DB=—2A, y pro-
longuese el lado DC, de suerte que sea 'CF — CB
(62 ): dividase DF por medio en G (71), y
haciendo centro en G, con el intérvalo GD descri-
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base el semicirculo DHF ; finalmente prolongada |
BC hasta la circunferencia en H, serd CH* — A4. .
Tirada GH, en el tridngulo rectingulo GCH es (12 4),,
GH*=GC*~CH"; pero ( 123 ) GH*=GF*, por
ser GH = GF : luego serd GF*=GC*—+ CH% y
siendo ( 133 ) GF*= GC* + DC x CF', tambien
serd GC* +— DC x CF — GC* + CH*, y quitan-
do GC? comun, resultari CH*— DC x CF, 6 DC
xCB, por ser CF — CB. Que es &c.

Div
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LIBRO IIL~
DEFINICIONES.

143 Circulos iguales son los que tienen diime-
tros, & radios iguales; y tales son GACB , HDFE,
cuyos radios G4 , HD son iguales. Fig. 1.

144 Sedice que una recta 4B es tangente
del circulo FED , quando encuentra un punto de su
circunferencia, y prolongada cae toda fuera del cir-
culo. La recta HE, que une dos qualesquiera pun-
tos H, E de la circunferencia, se llama cuerda, 6
subtensa , y qualquiera parte de la circunferencia
arco del circulo. Fig. 2.

145 Circulos que se tocan son los que toc4n~
dose mutuamente no se cortan; y tales son los cir-
culos DAC , EAB, BGF': pero los circulos BGF,
HFG no se tocan, sino que se cortan. Fig. 3.

146 Se dice que dos cuerdas FE, KL distan
igualmente del centro G de un circulo, quando las
perpendiculares GH , GN  tiradas de dicho centro
sobre las mismas cuerdas , son iguales: al contra-
rio se dird, que BC dista mas del centro que KL,
porque la perpendicular G2° es mayor que GMN.
Fig. 4..- _ :

147 Segmento de un circulo es una figura
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comprehendida e un arco, y su cuerda como ABC.
Fig. 5. :

148 Angulo del segme‘nto es el formado por
un arco, y su cuerda; y tales son los dngulos 04D,
ODANFigags wip 2ol vz 22luirgl eolystind © 2 31

. 149  “Angulo en el segmento ies el formado
por dos cuerdas, que concurren en un punto de la
periferia del segmento , y se terminan en los extre-
mos de la;cuerda, que es base de.dicho segmento;.
y- talesison los dngulos: ABC; AEC en el segmento:
ABC. Fig. 5.

150 - El dngulo formado por dos cuerdas, que
concurren; en un punto.de la circunferencia , yitam-
bien el formado por dos radios, se dicen insistir so-.
bre el arco contenido por los lados del dngulo y
asi los dngulos ABC, A’GC insisten (sobre ‘el: arco:,
LY Figugia ol eisg "N SARA OB 2ol

151  Sector del circulo es la figura-contenida:
por dos radios, que forman &dngulo en el ceatro, y
por el arco que: comprehenden: La figura ADB es:
sector del circulo #BA, cuyo céntro es D. Fig. 6.

152 Segmentos semejantes de circulos son en
los que hay dngulos iguales; y asi los segmentos
ABC , DEF serén semejantes, si soniguales los 4n«
gulos ABC, DEF formados en ellos. Fig. 7... ..'%
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PROPOSICION 1.

yg3 Hallar el centro F de un ¢irculo: dado
ABC. Fig. 8. . ' '

Tirese en el circulo qualquiera cuerda 4C, que
se dividird por medio en E; levdntese la perpendi-
cular BD , que se alargari por una, y otra parte
hasta la circunferencia , y dividida por medio en F,
se tendri el centro del circulo en este punto de su
division. Si F' no es el centro, estard este fuera de
la BD en un punto G, por exemplo, del qual tira=
das las rectas G4, GC, GE, serd GA — GC; pero
AE — EC (constr. ), y GE comun: luego en los
tridngulos AEG, CEG serdn ( 6 9 ) los 4ngulos AEG,
CEG iguales; y por consiguiente rectos; y por lo tan-
to el 4ngulo GEA — BEA, lo que es imposible:
luego no estando el centro fuera de la BD , ni tampo-
co en otro punto de ella, seri el punto F centro
del circulo ABC. Que es &c. ’

COROLARIO.

154 Es claro que si alguna recta BD corta en
un circulo perpendicularmente 4 otra CA en dos
partes iguales , se hallard en ella el centro del cir-
culo.
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PROPOSICION IL

155 La recta 4R que junta qualesquiera: dos
puntos A4, B de la circunferencia del circulo ACB,
cae dentro del circulo. Fig. 9.

Toémese qualquier punto D en la recta 4B, y
tirense al centro C las rectas CA, CD, CB. Por ser
CA—CB,serd ( 64 ) el dngulo CAR — CBA,;
pero ( 81 ) el 4dngulo externo CDB > CAD: luego
seri el 4ngulo CDB > CBA, de donde resulta que
en el tridngulo CDB serd ( 86 ) el lado CB > CD:
luego el punto D estd dentro del circulo. Lo mismo
se demostrard de qualquier otro punto de la recta
AB; por consiguiente toda ella cae dentro del circulo.
Que es &c.

PROPOSICION IIL

156 Sila recta DB, que pasa por el centro
E del circulo EABC, divide en dos partes iguales
AF, FC una recta AC, que no pasa por el centro;
dicha BD serd perpendicular 4 AC; y si BD es
perpendicular 4 AC, la dividird por medio. Fig.1o0.

Tirense los radios EA, EC.

I. En los tridngulos AFE, CFE es AF — FC
(sup.), EA4 = EC, y el lado EF comun : lue-
go (69 ) serdn iguales los dngulos EFA, EFC; y
por consiguiente rectos.
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11. Los 4ngulos EFA, EFC son rectos (sup. ),
y por consiguiente iguales , lo son tambien ( 64 )
los 4ngulos EAC, ECA , y finalmente el lado'EF
es comun & los tridngulos EFA , EFC : luego se-
14 (93 ) AF — FC. Que es &c.

PROPOSICION 1V.

157 Sienelcirculo 4CD' se cortan dos cuer-
das AB, CD, que no pasan por el centro; no se
dividirdn mutuamente en partes iguales. Fig. 11.

'Si la una pasa por el centro ; es évidente’que
cortdndola la otra fuera de él , no la dividird en
partes iguales. Pero si ninguna de las rectas 4B,
CD pasa por el centro, tirese EF del centro E, y
si se dixese que dichas rectas estdn divididas por
medio en -F, serfan ( 156 ) rectos los 4ngulos EFD,
EFB; y por consiguiente iguales, lo que es imposi-
ble. Luego &c.

PROPOSICION V.

158 Sidos circulos BAC, BDC se cortan mu-

tuamente ; no tendrdn un mismo centro E. Fig.12.

Si esto fuese posible, tirando' del comun centro

E los radios EB, EDA, serian iguales ED, EB,
EA, lo que es un absurdo. Luego &c.
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PROPOSICION VI

]

159 Sidoscirculos BAC, BDE se tocan in-
teriormente en un ‘punto B; no tendrin un mismo
centro F. Fig. 13.

Si tienen un mismo centro F, tiradas las rec-
tas FB, FDA, serin iguales las FD, FB, FA, lo
que es imposible. Luego &ec.

PROPOSICION VIL

160 Si en el didmetro 4B de un circulo se
toma qualquier punto G, que no sea el centro, y de él
se tiran rectas GC, GD, GE 4 la circunferencia; la
mayor de todas ellas serd la parte GA del didmetro
en que se halla el centro, y la mas pequefia la otra
parte GB del didmetro; de las demas rectas la GC,
que estd mas cerca de la GA , serd mayor que la
DG mas apartada ; y del punto G tnicamente se
podrdn tirar dos rectas, una 4 una iguales, es 4 sa-
ber, una 4 cada lado del didmetro. Fig. 1 4.

Del centro F tirense las rectas FC, FD, FE;
constriiyase ( 9o ) el dngulo BFH — BFE , y
tirese la recta GH.

I. Por ser FA—=FC, ser4 tambien GA—GF =4~
FC; pero (87) GF+ FC> GC:luego serd AG>GC.

II. En el tridngulo FGE es (87) FE < FG -+
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GE ; pero FE — FB: luego seri FB<FG -+ GE,
y quitada la comun FG, seri GB < GE.,

11I. En los tridngulos GFC , GFD el lado GF
es comun , FC — FD, y el 4dngulo GFC > GFD:
luego ( 91 ) la base GC > GD.

1V. Los tridngulos GFH , GFE tienen el lado
GF comun, FH — FE , y el 4ngulo GFH —GFE
( constr. ) : luego serd ( 63 ) la base GH — GE.
Consta por lo dicho, que ninguna otra GC puede
ser igual 4 GE, GH. Que es &c.

PROPOSICION VIIL

161 Si de un punto A puesto fuera del cir-
culo XBEF, se tiran rectas A7, AH, AG , AF 4
la circunferencia concava; la mayor de todas serd
AT que pasa por el centro K, y de las demas, la
mas cercana 4 esta serd mayor que la mas distante,
como AH> AG ; pero de las rectas termingdas en la
gircunferencia convexd , serd la mas pequeiia la 4B,
que prolongada pasa por el centro, y la AC, que
estd mas cerca de 4B, serd menor que' la mas apar-
tada 4D ; finalmente de dicho punto A4 no se po-
drdn tirar mas de dos rectas iguales, una 4 una 4 la
circunferencia convexd , y lo mismo 4 la céncava,
una 4 cada parte de la que pasa por el centro.
Fig. 15. '
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Del centro X tirense las rectas KH, KG, KF,
KC, KD, KE; construyase ( 9o ) el dngulo 4KZL
= AKC, ytitese AL, |

I. En el tridngulo AKH es (87 ) AKX+ KH
> AH; pero AK +~ KH — A2 : luego serd AY
o AH,

Il. Los tridngulos AKH, AKG tienen el lado
AK comun, KH— KG, y el dngulo AKH> AKG:
Juego serd ( g1 ) la base AH > AG.

III. En el tridngulo KCA es ( 87 ) KA < KC
—+ CA; pero KB — KC: luego AB < AC.

IV. Por estar el punto C dentro del tridngulo
ADK,serd (88 ) CA + CK< 4D = DK ; pero
CK — DK : luego AC < AD.

V. Los tridngulos AKC, AKL tienen el lado
AK comun, KC—KL, y el dngulo AKC—AKL
( constr. ) : luego ( 63 ) A4C — AL. Consta por lo
dicho, que ninguna otra AE puede ser igual 4 AC,
AL. Con semejante preparacion se demostrard lo
mismo respecto 4 la circunferencia concava. Que
es &c.

PROPOSICION IX.

162 Si de un punto 4 puesto dentro del cir-
culo BCK se pueden tirar 4 la circunferencia mas
de dos rectas iguales; dicho punto serd el centro;
Fig. 1 6.
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Constando ( 160 ) que de ningun punto fuera
del centro se pueden tirar 4 la circunferencia mas
de dos rectas iguales, serd por consiguiente dicho pun-
ta A el centro del circulo BCK, Que es &c.

PROPOSICION X.

163 Dos circulos ¥Y4AKBL , YEKFL no se
pueden cortar mas que en dos puntos. Fig. 17.
Cértense, si fuese posible, dichos circulos en tres
puntos 2%, X, L ; tirense K, KL ; dividanse por me-
dio en M, N y de los puntos M, N levintense las per-
pendiculares MC, NH: los dos circulos tendrén (15 4)
el centro en cada una de dichas perpendiculares; y
por consiguiente en el punto O , donde ellas se
cortan: luego dos circulos, que se cortan, tienen un
centro comun , lo que es imposible ( 158 ). Lue-
go &ec,
PROPOSICION XIL
164 Si dos circulos GADE, FABC se tocan
interiormente ; la recta FG , que junta los centros,
prolongada pasard por el punto 4 del contacto.
Fig. 18. i
Si no es asi, la recta F'G prolongada cortari
las circunferencias de dichos circulos fuera del con-
tacto A4, de suerte que no sea FGA una recta, y
lo sea FGDB : en este caso por pasar GB.(supi)
E
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por ‘el centro F del circulo mayor, serd BG < GA
(160 ); pero GA — GD, por radios del circulo
ADE : luego serd BG < GD, lo que es imposible.
Luego. &ec. .
PROPOSICION XIIL

165 Si dos circulos ACD, BCE se tocan ex-
teriormente en C'; la recta, que junta los centros 4,
B, pasari por el punto del contacto. Fig.19.

Porque 4 no ser asi, la recta ADEB , que jun-

ta los centros A, B, cortaria las circunferencias fue-
ra del contacto C en los puntos D, E, y tiradas AC,
yCB,seria (87 ) ADEB < AC—+CB; pero AC
~+CB —AD - BE : luego seri ADEB < AD -
BE, lo que es imposible. Luego &c.

PROPOSICION XIIIL

166 Un circulo no puede tocar 4 otro , ni inte-
rior, ni exteriormente, mas que en un punto. Fig. 20,
I.' Si fuese posible , tdquense -interiormente los
circulos CAE, BAH en dos puntos A4, H: en este
caso la recta CB, que junta los centros C', B, pro-
longada ( 164 ) pasard por 4,y H; y por consi-
guiente serd CH—CA; pero BH>CH, y BH —
BA: luego serd BA > CA, lo que es imposible,
« II. ‘Asimismo si los circulos CAE, EFG se pu-
diesen tocar exteriormente en dos puntos E, F'; tirada
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EF,estarfa ( 155 ) dentro de ambos circulos: luego
dichos cfrculos se cortarian mutuamente contra lo su-
puesto. Que es &c.

PROPOSICION XIV.

167 En el circulo EABC las rectas iguales
AC, BD distan igualmente del centro E; y las rec-
tas AC, BD ; que distan igualmente del centro E,

son iguwales entre sf. Fig. 21.. :
Bixense del centro E las perpendlculares EG' EF
4 las rectas BD, AC, que quedarédn divididas por me-
dioen G, F (156 ); y tirense las rectas EA , EB.
I. Siendo la recta AC=BD (sup.), tambien se-
rin iguales sus mitades AF, BG: esto supuesto, por
ser los tridngulos AFE , BGE rectingulos, serd (12 4)
AE*= AF* -+ FE®, y BE*= BG* —+ GE®; pero
( 123 ) AE* = BE?, por ser AE — EB: luego
seri AF >~ FE*— BG*~+ GE®, y quitando los qua-
drados iguales de las rectas AF, BG iguales, resultarf
FE*— GE"; y 'por consiguiente ( 123) FE—GE:
IL. Por ser los tridngulos AFE , BGE rectin-
gulosen F, G, serd 4E*— AF*—+ FE*, y EB* =
BG*~+~GE?; pero ( 123 ) AE*=PBE?, por ser AE
= BE : luego seri’ AF* -+ FE*==BG*-+ GE*, Y
quitando los quadrados iguales de las:rectas. FE,
EG iguales (sup. ), resultari 4F*— BG"; por con=
Eij
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siguiente 4F — BG, y AC = BD. Que es &c.

PROPOSICION XV.

168 De las rectas que se pueden tirar den-
tro de un circulo GABC, la mayor es el didmetro
AD, y la mas préxima 4 él, como EF, es mayor

que la mas distante BC. Fig. 22,
I. Tiradas GB, GC, serj el didmetro AD—GB

-~ GC'; pero (87 ) GB-+~GC>BC': luego AD>BC.

II. Sea la distancia G¥ > GH. Cortese GN —
GH , y ‘en el punto N levédntese la perpendicular
KL: finalmente tirense las rectas GX, GL. Los tri4n-
gulos KGL , BGC tienen el lado G — BG, GL
=GC, y el dngulo KGL > BGC:'luego ( 91 ) ten-
drén KL> BC; pero (167) FE—KL: luego sera.
FE > BC. Que es &c.

PROPOSICION XVI

169 La perpendicular CD 4 la extremidad del
didmetro AH es tangente al circulo BAZH en el
punto A4 ; y entre ella, y la circunferencia no se
puede tirar del punto .4 otra recta A4Z , sin que
corte al circulo. Fig. 23. e
v UL Del centro B tirese 'BF 4 qualquier punto
F de’la recta CD, y por ser el tridngulo BAF rec-
tdngulo, serd (86 ) BF > BA ; pero BA = BG:
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luego serd BF > BG; y por consiguiente el punto
F', como qualquiera otro punto de la recta CD , cae-
r4 fuera del circulo, y solo el punto 4 serd comun
4 la recta, y al circulo : luego CD tocari (144 )
al circulo en el punto A4,

IL. Tirese del centro B la perpendicular BE 4
la recta AZ, y en el tridngulo rectdngulo BEA se-
rd (86 ) B4 > BE; por consiguiente BE menor
que el radio: luego la AZ corta el radio BY, y por
consiguiente al circulo. Que es &c.

PROPOSICION XVIIL

170  Dado un punto en la circunferencia del
circulo DBC, como B, 6 fuera de ella, como A, ti-
rar desde €l una tangente al circulo. Fig. 2 4.

I. Tirese el radio DB, y levintese sobre ¢l en
el punto B la perpendicular BE , que seri ( 169 )
la tangente que se pide.

I, Tirese la recta DA, y con ella como radio
desde el centro D describase un circulo; en el punto
B, en que el circulo dado corta § la DA, levdntese
sobre esta recta la perpendicular BE , que cortari
al circulo que se ha descrito en E ; tirense ED, y
CA, que ser§ la tangente que se pide. Pues los tridn-
gulos ACD , EBD tienen los lados AD — ED, CD
= BD, por radios de unos mismos circulos, y &l

Eiij



(70)
4ingulo ADC comun: luego (63 ) el 4ngulo ACD =
EBD, y siendo este recto , tambien lo serd el otro
ACD;; por consiguiente, ( 1 69 ) AC tangente al cir-
culo DBC. Que es &c.

PROPOSICION XVIIL

171 Sila recta AB toca al circulot#EDC en
el punto E, y se tira el radio FE al punto del con-
tacto, E ; serd este perpendlcular 4 la tangente.
F:g 28, i N
Si se dixese que FE no es perpendxcular i AB
lo seri otra FG, que cortar4 ( 144 ) la circunfe-
rencia en D, y por ser el dngulo FGE recto (sup.),
serd FE > FG; pero FE=—=FD; luego FD> FG,
lo que es imposible, Luego &c.

PROPOSICION XIX. '

172 Sila recta 4B toca al circulo CDE,y
en el punto C' del contacto se levanta la perpendi-
cular CE 4 la tangenie AB ; estard el centro’ del
circulo en dicha perpendicular, Fig. 26,

Si no fuese asi , estaria el centro F fuera de
CE ; y tirando FC , seria ( 171.) recto el 4ngu-
lo FCB; pero el 4ngulo ECB es recto ( sup. ): lue-
go serd el dngulo ECB — FCB, lo que es imposi-
ble.. Luego &c.
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PROPOSICION XX

173 El dngulo BDC, formado en el centro D
de qualquier circulo DABC, es duplo del 4ngulo
BAC en la circunferencia; con tal que ambos insis-
tan sobre un mismo arco BC. Fig. 27.28. 29.

1. Esté el centro D dentro del dngulo BAC
(Fig.27 ). Tirese AD, y prolongada serd ( 101 )
el 4ngulo externo BDE — DAB -~ DBA; pero
en el tridngulo isésceles BDA es (64) DAB —
DBA: luego setd BDE — 2 BAE. Del mismo 'mo-
do se demostrari el 4ngulo CDE — 2CAE : luego
serd el 4ngulo BDC — 2 BAC.

II. Si el centro D ( Fig. 28) estuviese en BA,
' se demostrard del musmo modo el dngulo BDC —
2BAC.

ITI. Finalmente esté el centro D fuera del 4n-
gulo BAC (Fig. 29). Tirese el didmetro ADE , y
serd el d4ngulo EDC—2DAC, y el dngulo EDB—
2EAB: luego serd ( 59 ) el 4ngulo BDC==2 BAC.
Que es &c.

PROPOSICION XXI.

174 En todo circulo EDAB los 4ngulos
DAC, DBC, que estdn en un mismo segmento, son
iguales entre si. Fig. 30.31.

I. Si el segmento DABC es mayor que el se-

Eiv
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micirculo ( Fig. 30); tirense los radios ED, EC, y
el dngulo E serd (17 3) duplo de A4, y tambien de B:
Iuego 4 —= B.

IL. Si el segmento DABC no es mayor que el
semicirculo ( Fig. 31 ); dichas 4ngulos serdn tam-
bien iguales : parque en los tridngulos AFD, BFC
es el dngulo FDA — FCB, por el caso anterior,
y(79) AFD=BFC; luego (103) DAF=CBF.
Que es &c.

PROPOSICION XXIL
175 En todo quadrilitero ABCD, cuyos 4n-
gulos estdn en la circunferencia de un circulo ; los
dngulos opuestos son Juntos iguales 4 dos rectos.
Fig. 32.

Tirada AC , sera ( 174 ) el fngulo BAC =
BDC, y BCA— BDA: luego BAC = BCA—
BDC ~+ BDA; esto es, el dngulo ADC — BAC
-+ BCA, y aiadiendo el 4ngulo ABC, serd ABC
ADC =— ABC -+ BAC -+ BCA; pero estos tres
dngulos-son ( ro1 ) iguales 4 dos rectos: luego
ABC ~~ ADC son tambien iguales 4 dos rectos.
Del mismo modo se demostrari ser los otros dos
BAD, BCD iguales 4 dos rectos. Que es &c.

PROPOSICION XXIIL

176  Sobre una misma recta CA4, y 4cia una
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misma parte, no se-pueden describir dos ségmentos
de circulo CDA, CBA desiguales , y semejantes.
Fig. 33

Dichos dos segmentos CDA , CBA no se po-
drin cortar sino en los puntos C, y A; pues de lo
contrario se cortarian dos circulos mas que en dos
puntos , lo que es imposible (1163 ); por consi-
guiente el uno como A4BC contendri al otro ACD.
Esto supuesto tirese CB, que corte la circunferen-
cia interior en D , y tirense AD , AB. Siendo,
pues , los segmentos CD.A, CBA semejantes (sup.),
los 4ngulos en ellos serin (‘132 ) iguales ; esto
es, CDA — CBA, lo que es imposible ( 81 ).
Luego &c.

PROPOSICION XXIV.

177  Los segmentos de circulo semejantes ABC,
DEF , descritos sobre rectas iguales 4C , DF, son
iguales entre si. Fig. 3 4.

Coléquese el punto D sobre el punto A4,y la
recta DF' sobre la AC; caerd el punto F en C, por
ser DF — AC (sup. ): en este caso si no se ajus-
tasen los segmentos semejantes DEF, ABC, queda-
rian descritos sobre una misma recta AC, y 4cia
una misma parte, dos segmentos desiguales, y seme-
jantes, lo que es imposible (1176 ): luego se.ajus-
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tardn dichos segmentos , 'y por consiguiente serin
iguales. Que es &c. '

PROPOSICION XXV.

178  Dado un' segmento A4BC de un circulo,
completar el circulo. Fig. 33.

Tirense de qualquier modo ‘dos cuerdas AB,
B(C'; dividanse por medio en D, E ; y en estos puns
tos levdntense las perpendiculares DF, EF, que se
cortardn en un punto F, que serd el centro; por
consiguiente desde €l con el radio FB se comple=
tard el circulo. Debiendo estar ‘el centro (154 )
en las perpendiculares DF, EF, estari en el punto
F comun 4 las dos. Que es &c.

PROPOSICION XXVL

179 En los circulos iguales GABC, HDEF
los 4ngulos iguales, que est4n en los centros G, H, 0
en las periferias B, E, insisten sobre arcos iguales
AC, DF. Fig. 7.

Los tridngulos AGC , DHF tienen GA— HD,
GC — HF, y (sup.) el 4ngulo AGC — H : luego
(63) AC—=DF; pero (173 ) losdngulos B, E son
mitades de los 4ngulos G, H: luego B—=E,y (152)
los segmentos ABC, DEF son semejantes.; pe-
ro estos segmentos estin sobre  rectas igu’ales 2AC,
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DF ( demost. ) : luego (177 ) el segmento 4BC
— DEF'; y si se restan de Ilo_s circu_los iguales (sup.),
los segmentos residuos’ 42T, DKF serin iguales, y
se ajustardn sus arcos. Que es &c. |

PROPOSICION XXVIIL

180 En los circulos iguales GABC, HDEF
los 4ngulos que insisten sobre. arcos iguales A%C,
DKF,y que estdn en los centros'G , H, 6 en las pe:
riferias B, E, son iguales entre si. Fig. 7.

Si se niega , sea el 4ngulo AGC > H : higa-
se el 4ngulo AGY' — H, y serd ( 179 ) el arco AV
— DKF; pero (sup. ) AYC=—=DKF: luego AYV—
AYC, lo que es imposible: luego el 4ngulo AGC=H,
y B = E, que son sus mitades -( 173 ). Que es &c.

ESCOLIO.

18r Si la recta EF es tangente al arco de
circulo BAC en el punto .4, donde queda dividido
el mismo arco en dos partes iguales; serd paralela
4 la cuerda BC ( Fig. 36 ). Tirados los radios DB,
DA, DC, los tridngulos DGB, DGC tienen DB —
DC, DG comun, y (180) el.d4ngulo; BDA —=ADC,
por ser el .arco AB==AC,(/sup: ); por consiguien-
te (63 ) serd el 4ngulo DGB —=DGC, y cada uno
de ellos recto; pero ( 171 ) el 4ngulo DAF es
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recto: luego (95) las rectas CB, FE serdn paralelas.
PROPOSICION XXVIIL

182 En los circulos iguales GABC, HDEF
las cuerdas iguales AC, DF cortan las periferias en
arcos respectivamente iguales, el mayor ABC al ma-
yor DEF, y el menor A%C al menor DKF. Fig.7.

Tirense los radios G4, GC, y HD , HF. Los
tridngulos AGC ,- DHF tienen GA — HD, GC
— HF,y (sup.) AC=DF: luego ( 69 ) el 4ngu-~
lo AGC = H ; y por consiguiente ( 179 ) el ar-
co AY¥C =— DKF, y quitando estos de las circunfe-
rencias iguales, quedari el arco residuo #BC—=DEF.
Que es &ec. '

ESCOLIO.

183 Si la cuerda A4C es mayor, 6 menor que
DF en circulos ighales, tambien el arco AYC serd
respectivamente mayor, 6 menor que DKXF, si los
arcos A2C, DKF son menores que la semicircunferens
cia (Fig.7). Porque siendo los lados ZG, GC del tridn-
gulo AGC iguales 4 los DH , HF del tridngulo
DHF,y la base AC > DF,seri ( 92 ) el 4ngulo
AGC > DHF ; y si se construye -el dngulo 2GA
— FHD, seri ( 179 ) el arco YA — FKD; por
consiguiente el arco C¥4 > FKD.
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PROPOSICION XXIX.

184 En los circulos iguales GABC ,  HDEF
las subtensas AC, DF' de arcos iguales 4YC, DKF
son iguales. Fig. 7.

Tirense los radios G4, GC, y HD, HF. Los
tridngulos AGC , DHF tienen G4 — HD , GC
= HF, por radios de circulos iguales, y ( sup.) el
arco AYC—=DKF: luego tendrin ( 180 ) los 4ngu~
los AGC, y H iguales; por consiguiente ( 6 3 ) las ba-
ses, 0 cuerdas .AC, DF serdn iguales. Que es &c.

PROPOSICION XXX.

183 Dado un arco de circulo, dividirlo en dos
partes iguales. Fig. 37.
Tirese la cuerda AC; dividase por medio en
D; y levintese en este punto la perpendicular DB:
serd el arco 4B — BC. Porque juntando 4B,y BC,
los tridngulos DB , CDB tienen AD=DC (const.),
DB comun , y los 4ngulos ADB , CDB rectos
(const.) : luego la base 4B — BC ( 63 ); pero
las cuerdas iguales en circulos iguales (y por con-
siguiente en un mismo circulo ) subtenden arcos igua-
les (182 ): luego el arco 4B = BC. Que es &c.
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PROPOSICION XXXI.

186 El 4ngulo ABC que estd en el semicir-
culo es recto ; el que esti en un segmento mayor
que el semicirculo es agudo, como BAC; y el 4n-
gulo que estd en un segmento menor que el semicir-
culo es obtuso, como BFC; finalmente el 4ngulo del
mayor segmento BAC es mayor que el recto; y el
del segmento menor BFC es menor que el recto.
Fig. 38.

I. Del centro D tirese el radio DB, y por ser
DB — DA ,seri ( 64 ) el 4ngulo 4 = ABD; por
lo mismo en el tridngulo BDC serd DCB — DBC;
pero el dngulo A4BC es la suma de 4BD , y DBC:
luego tambien es la suma de sus iguales BAC,y BCA,
y.por consiguiente ( 104 ) el 4ngulo ABC recto,
como tambien EBC.

- IL Siendo el 4ngulo ABC recto, serd ( 83 ) el
dngulo BAC agudo.

III. En el quadrilitero ABFC los 4ngulos A, F
son ( 175 ) iguales 4 dos rectos; pero .4 -es menor
que un recto ( demost. ): luego F serd mayor que
un, recto.

... IV, Finalmente el 4ngulo formado por la cuer-
da BC, y el arco del mayor segmento BAC es ma-
yor que el recto CBA ; y el formado por la misma



(79)

BC, y el arco del segmento menor BFC es menor
que el recto CBE. Que es &c.

PROPOSICION XXXII.

187 Si en un mismo punto C de la circunfe-
rencia de un circulo concurriesen una tangente 4B,
y una secante EC; los 4ngulos que forman las dos
en el punto del contacto, son respectivamente igua-
les 4 los que pueden formarse en los segmentos al-
ternos; esto es, ECB—EDC, ECA—EFC. Fig.39.

I. En el punto C del contacto levdntese la per-
pendicular CD , y tirese DE. Siendo CD (172 )
didmetro , el 4ngulo DEC en el semicirculo serd
recto (186 ), y por consiguiente (104 ) serdn los
dngulos EDC, y DCE iguales 4 un recto ; pero el
dngulo DCRB es recto ( const. ) : luego si de los 4n-
gulos EDC, DCE , y DCB iguales se quita el co-
mun DCE, quedard ECB—=EDC— 4 otro qualquie-
ra formado en el mismo segmento ( 174 ).

II. En el quadrilitero DCFE los 4ngulos D, y F
son iguales ( 175 ) 4 dos rectos; pero ( 74 ) ECA,
y ECB son iguales 4 dos rectos: luego ECA —+ ECB
=D~ F; y quitando ECB=—2D (demost. ), queda
ECA = F. Que es &c.
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PROPOSICION XXXIII
188 Sobre una recta dada AB describir un
segmento de circulo capaz de contener un 4ngulo
igual 4 un 4ngulo rectilineo dado. Fig. 40, 41.

I. Siel 4ngulo dado es recto; dividase 4B por
medio en F', y haciendo centro en F, con el inter-
valo F' A describase el semicirculo ADRB , que se-
rd ( 186 ) el segmento que se pide. Fig. 40.

II. Si el 4ngulo dado C es agudo; constriyase
‘el dogulo BAD — C ( Fig.41 ), y en el punto A4
levdntese sobre HD la perpendicular ZE ; en el otro
extremo B de la dada 4B hdgase un 4ngulo ABF
—FAB, y el lado BF cortard (52 ) 4 la AE en
un punto F. Con el centro F, y el radio F.4 descri~
base un-circulo, que pasard por B (por ser el 4n-
gulo FAB—FBA (const.), y por consiguiente (66)
FA—FB), y el segmento A%'B serd el que se pi-
de. La recta AE es didmetro, por estar en ella el
centro (const.), la recta AD tangente (169 ), por
serle perpendicular en 4 ( const.), y AB secante:
luego el dngulo BAD—ATB (187), y el segmen-
to AYB es capaz del 4ngulo BAD — C. .

IIT. Si el 4ngulo dado G es obtuso ; higase el
dngulo HAB —= G, y con la construccion antece-
dente se demostrard del mismo modo, que el seg-
mento ALPB es el que se pide. Que es &c.



(81)
PROPOSICION XXXIV.

189  Cortarde un circulo dado ABRC un seg«
thento capaz de un 4ngulo igual 4 un 4ngulo recti~
lineo dado D. Fig. 42. _ 1
- * Por un punto A de la circunferencia tirese (t 7o)
la tangente EF" al circulo dado BAC ; hégase en A4
el dngulo CAF — D,y el segmento ABC, que
cotrta la: AC ; serd el que se pide : pues por ser ek
dngulo B=CAF (187 ),y CAF D (const.),'
serdi B — D. Que es &c. - -

_PROPOSICION XXXV.

190 - Sidos rectas AR, DC se cortan dentra
el circulo; el rectingulo formado de los segmentos
de la-una serd igual:al rectingulo de los segmento&
de la otra=Figs 430443 » Dol = - B
I. Si se cortan en el centro F, es ev1dente, pors
que los segmentos son radios.
o'll."8i la'recta: A8 pasa porel centro F; y es
perpendicular‘ 4 CD ( Fig.43 ) tirese FD,y serk
(133) AEx EB + FE*=FR*=FD"; pero (12 4)
FD?=— FE* - ED": luego ser§ AE x ER -~ FE*
—= FE*¥ED% y qu'ttando‘-ﬁE‘-"',".que €5 comun 4 $es’
¢ AE x EB = ED" 4 CE'x ED ,por ser ( £56 )
CE = Efhisid AT cibas'ly Gasinies lub o26u 15 98
F
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I1I. Pase la recta 4B por el centro F, y
corte 4 la CD formando con ella dngulos desiguales;
tirense FG perpendicular 4 CD, y IFIC ( Fig. 44 ).
Consta (133) que AE x EB~+ FE*=FB*=FC?
por ser FB—FC; pero en los tridngulos rectingulos
FGE, FGC e (124 ) FE'= FG*+ GE*, FC*=
FG*+GC* luego AEX EB+FG*+GE*=FG*+
GC?, y quitando FG?, serd AEx EB 4 GE*=GC%
pero por estar CD dividida por medio en G-(156),es
GC*==CEx ED—+ GE" luego . AE x EB -4~ GE*=—
CE x ED -+ GE"; y por consiguiente AE x EB =
CE x ED. : M _

1V. Si ninguna de las rectas 4B, CD, que se
cortan en 'E, pasa por ‘el «centro; tirese por E el
didmetro MN , y serd por lo demostrado ME x EN
= CEx ED, y tambien ME x EN — AE x EB;
luego CE x ED — AE x EB. Que es &c.

PROPOSICION XXXVL

191 ' Si de unpunto D fuera del circulo se
tiran 4. €l una tangente DB, y una secante D.A;el
quadrado de la tangente seri igual al rectingulo de
toda la secante DA por su segmento exterior DC;
esto. esy DB*—='AD x DC'( Fig. 45,46 ).
<L Pase DA por el centro E (Fig. 45 ); tire-
se al punto del contacto el radio EB. Siendo ( 171 )
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el 4ngulo DBE ‘recto, serd (124) DB*~+ BE*=
DE*=AD xDC—~+ CE"*(134), y por ser(123)
CE*= BE*,serd DB*+ BE*=AD x DC + BE?,
y restando BE*, queda . 4D x DC'— DB™ 3
II. Dexe de pasar DA por el centro E ( Fig. 46)

bixese EF perpendicular 4 DA, que dividird la AC
por medio en F'( £56 ), y tirense ER, ED,EC.
Siendo los d4ngulos DBE ; DFE rectos, serd ( 124 )
DB* -+ BE* = ED% y EF* + FD"*= ED"; por
consiguiente DB*~+BE*—=E F*~+ FD*; pero(134)
FD*= AD x DC ~= CF*: 'luego DB* 4+~ BE* =
EF* = AD x DC <4 CF*, y por ser (124 )
EF*+CF*~=CE*=DBE*( 123 ), serd DB+
BE*— AD x DC - BE* v restando BE*, queda
DB"......AD X DC'. Que es &c.,

COROLARIO I

192 Si.de un punto A fuera del circulo sé
tiran: 4 €l muchas. secantes' 4B, AC,. serdn los rec=
tingulos BA x AE, CA x.AF,; de cada una de ellas
por su segmento exterior, iguales entre si ( Fig.47):
porque cada uno de estos rectingulos serd igual (1 91)
al quadrado de la tangente AD.

COROLARIO IL

193 Si de un punto A fuera del circulo se
: Fij

-
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tirati' 4 ¢é[ ‘dos tangentes 4D ; AG7 Setdn’igualds
éntre si (Fig. 47 )+ porque tirada la secante ‘AB;
sérd (1917 AD°_.BA><AE..,.AG ; por consi=
gmente ( f23 ¥ AD..:.AG. thotp SRR obustest ¢

_' PROPOSICION XXXVIL =

194"  Si-de un punto D fuera det circulo se
firan una secante DA, y otra DB, que caiga en la
circunferencia’, de suerte, que siquadrado sea-igual
al rectdngulo de toda la'secante por su segmento ex=
terior; dicha recta. DB serd tangente. Fig. 48.

% ‘Desde el punto D tirese- ( 170 ) 'la tangente
DF, y del centro. E las ED, EB, EF. Por sér la
DF tangente (constr.), serd (1 9 ¥) AD x DC—DF?;
pero (sup.) AD x DC = DB luego- DR*—=DB?
y (123 ) DF = DB ; pero ademas los tridngulos
DBE, DFE tiehen DE comun, EB= EF por radios:
luegd tendrdd (69 ) el 4ngulo B.=— Fjpera este es
recto (‘1.1 ) : luego tambien el éngulo Bz y (169)
DB tangente Que es &c, ° ;
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LIBRO IV.
DEFINICIONES.

193 Una figura rectilinea se dice inscrita en
otra figura rectilinea,'quando cada uno de los 4ngu-
los de la que se inscribe , toca 4 cada uno de los
lados de la otra, en quien se inscribe; y asi el tridns
gulo DEF est4 inscrito en el tridngulo ABC. Fig.x.

196 Tambien una figura se dice circunscrita
4 otra , quando cada uno de los lados de la que se
circunscribe , toca 4 cada uno de los dngulos de la
otra, al rededar de quien se describe; y asi el tridn-
gulo ABC esti circunscrito al tridagulo. DFE,
Fig. 1.

197 Una figura rectilinea se dice inscrita en
un circulo, quando cada uno de sus dngulos toca
4 la circunferencia del circulo , como el tridngula
CBA. Fig. 2.

198  Una figura rectilinea se dice circunscrita
al circulo, quando todos sus lados son tangentes 4
la circunferencia del circulo, como el tridngulo EDF.
Fig. 3.

199 Tambien un circulo se dice  inscrito en
una figura rectilinea, quanda todosles lados de esta
son tangentes 4 la circunferencia del circulo; y tal

F iij
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es el circulo GH respecto al tridngulo EDF. Fig.3,
200 Un'circulo se dice circunscrito 4 una fi-
gura rectilinga ,' quando cada uno de los 4ngulos de
esta toca la circunferencia del circulo; y tal es el
eirculo. ABC respecto del tridngulo 4BC. Fig. 2.
201 ~Se dice, que una recta estd acomodada
4 un circulo , quando sus extremos se hallan en la
circunferencia del circulo, como A4B. Fig. 4.

PROPOSICION I.

202 Dado el circulo ABC, acomodarle una
recta AB igual 4 la dada D, con tal que no sea
mayor que el didmetro AC de dicho circulo. Fig. 3.

Haciendo centro en A4 con el intervalo A8 —D,
describase el circulo #4EB, que cortard en B 4 la cir=
cunferencia del circulo dado, y tirese AR, que serd
la recta que se pide. Por ser 4B — AE,y AE —
D ( constr. ), serd AB=—= D ; por consiguiente s2
habrd acomodado en el circulo dado ABC la recta
AB (201 )igual 4 la dada D. Que es &c.

PROPOSICION IL

203 Dado el circulo ABC incribirle un tri4n-
gulo“equidngulo al dado D{E'F. Fig. 6.

Tirese |(170') la tangente GH en qualquier

punto A del circulo ; constriyanse ( 9o ) los 4n~
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gulos CAH , BAG iguales respectivamente 4 los 4n-
gulos E, F, y tirese BC : serd el tridngulo BAC
el que se pide. Porque siendo ‘el dngulo B —
€CAH (187 ),'y ¢l 4ngulo CAH —E ( constr.),
serd el 4ngulo B — E ; del mismo modo se demos-
trard el dngulo C—= F': luego ( 103 ) el tridngulo
BAC serd equidngulo 4 EDF , ¢ inscrito ( 19F )
en el circulo dado BAC. Que es &ci

~PROPOSICION IIL

204 Circunscribir 4 un cfrculo dado ¥4BC
un tridngulo equidngulo al dado EDF. Fig. 7.
Prolénguese por ambas partes el lado EF ; en
el centro 2" constriiyanse ( 9o ) los dngulos A7B,
BYC iguales respectivamente 4 los DEG, DFH ; ti-
rense ( 170 ) las tangentes LN, LM, MN en los
puntos 4, B, C, y estas formarin el tridngulo LNM
que se pide. Siendo los dngulos LBY', LAY rec-
tos ( 171 ), tirada BA serin los 4ngulos LBA,
LARB juntos ‘menores que dos rectos; por lo quese
encontrardn las'rectas BL, AL en un punto L. Del
mismo-modo ‘se demostrard , que BM encontrard 4
€M,y la AN 4 CN ; de lo'que’ resulta, que ‘di-
chas tangentes ZM, LN, NM formarén ( 19 8 ) el
tridngulo circunscrito al circulo dado A4BC. Ademas
los 4ngulos del trapecio LAYB. son iguales 4 qua-
Fiv
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tro rectos , por ser iguales 4 los 4ngulos juntos de
los dos tridngulos AYB, ALB (101 ); y los 4n-
gulos LAY, LBY son rectos: luego L, AYB igua-
les 4 dos rectos 5 pero los dngulos DEG, DEF son
( 74 ) iguales 4 dos rectos : luego L -+ AVB =
DEG -+~ DEF, y por ser AYB — DEG (constr. ),
tambien serd el dngulo Z — DEF. Del mismo
modo se demostrars el dngulo M — DFE : luego
serd ( 103 ) el tridngulo ZNM equidngulo 4 EDF,
y circunscrito al circulo ABC. Que es &c.

PROPOSICION IV.

203 Dado el tridngulo 4BC inscribirle un
circulo EFG. Fig. 8.

Dividanse ( 70 ) en dos partes iguales los 4n-
gulos B,y C por las rectas BD, CD, las quales se
cortardn en un punto D, y de este bixese la per-
pendicular DE 4 qualquier lado 4B del tridngulo
dado ; y describiendo un circulo con el radio DE,
ser4 este el que se pide. Pues baxada la pérpendicular

* DF al otro lado BC, los tridngulos DEB, DFRB ten-
drin la base BD comun, el 4ngulo DBE — DBF
(constr.), y el d4ngulo DEB = DFB, por ser ain-
‘bos rectos: luego serd ( 93 ) DE = DF. Del mis-
mo modo se demostrar4 , que baxada la perpendicu-
lar DG al lado AC, serd DF — DG : luego el cir-
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culo descrito con el radio DE pasar4 por los pun-
tos E, I', G, y por ser los 4ngulos en E, F, G rec-
tos, tocard ( 169 ) 4 los lados del tridngulo 4BC,
y estard inscrito en €l. Que es &c.

PROPOSICION V.

206 Circunscribir un circulo FBAC al tri4n-
gulo dado BAC. Fig. 9.
Dividanse por medio qualesquiera dos lados BA4,
AC en los puntos D, E, y por estos levdntense
sobre dichos lados las perpendiculares DF , EF,
las quales se cortarin en el punto K, que serd el
centro del circulo que se pide. Tiradas F A, FB,
FC, los tridngulos FDB, FDA tendrin el lado BD
= DA (constr.) , DF comun, y los 4ngulos en D
rectos ( constr.): luego serd ( 63 ) BF —=FA. Del
mismo modo se demostrard F.A— FC: luego el
circulo descrito con el radio FB' pasard por los
puntos B, A, C, y estard circunscrito al tridngu-
lo BAC. Que es &c.

PROPOSICION VI.

207 Ea el circulo dado EABCD inscribir un
quadrado ABCD. Fig. 0.

Tirense los didmetros AC, BD perpendiculares

entre si, y tambien las rectas' 4B, BC, CD, DA:
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serti ABCD el quadrado que se pide. Por ser los
quatro dngulos en E rectos, é iguales los lados AE,
ER, EC, ED, serin iguales (63 ) las cuerdas 4B,
BC,CD, DA: luego la figura ABCD es equildtera;
pero ademas los 4ngulos de la misma son rectos
( 186), porque estdn en semicirculos : luego ABCD
serd un guadrado que estard ‘inscrito en el circula
EABCD. Que es &c.

PROPOSICION VIL

208  Circunscribir un quadrado al circulo da-
do ABCD. Fig. 11.

Tirense dos didmetros AC, BD perpendiculares
entre si, y por sus extremos ( 170 ) las tangentes
FH, HY, G ,GF, que se encontrarin en los pun=
tos F, H, ¥, G; y formardn el quadrado FHYG
que se pide. Por ser FG, HY tangentes al cir-
culo-en los extremos A4, C del didmetro ( constr.),
serdn los dngulos FAC , HCA rectos ( 71 ); y
por consiguiente (95 ) las rectas FG, HY serin pa-
ralelas. Del mismo modo se demostrarin paralelas
FH , GT: luego el quadrilitero FHYG es parale-
logramo. Igualmente se demostrard que los-quadri-
ldteros FBDG, FACH son paralelogramos: de don-
de 'se deduce ( To7 ) quelos lados FG, FH son
iguales al didmetro del circulo, y por consiguiente
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iguales entre si. Tambien por ser los 4ngulos FAC,
CAG rectos en los paralelogramos AH, AT, lo se-
rén ( 97 ) los dngulos F, H, 7, G: luego FHYG
serd un quadrado, y estard circunscrito al circulo
ABCD. Que es &c.
ESCOLIO. _

209 El quadrado FHYG circunscrito al cir-
culo es duplo del quadrado A4BCD inscrito : por-
que siendo el rectdngulo BG duplo (1 16) del tridn-
gulo BAD, y el rectingulo BY duplo del tridngulo
BCD, seri el quadrado FHYG duplo del quadrado
ABCD.

PROPOSICION VIIL

2 10 Inscribir un circulo al quadrado ABCD.
Fig. 12.

Dividanse por medio los lados del quadrado en
los puntos H , E, F, G; tirense las rectas HF, EG,
que se cortardn en un punto 2", y haciendo centro en

€1, con el intervalo 7’H describase el circulo YEFGH
que serd el que se pide. Por ser 4D para'ela, ¢ igual
(r07) 4 BC, serén sus mitades #4H y BF, HD y FC
paralelas, ¢ iguales; por consiguiente (106 ) 4B, HF,
DC serén iguales, y paralelas, y (97 ) los dngulos en
H,y F rectos. Del mismo modo se demostrard, que
4D, EG, BC son iguales, y paralelas, y los dngu-
losen E, y G rectos: luego 2’4, ¥'D, 1'C, I'B serén
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paralelogramos ; y por ser iguales AE, 4H, HD,
DG, GC, CF, FB, BE, tambien ser4n iguales (107)
HY,7TE,YG, TF: luego el circulo descrito con el
radio 'H pasard por los puntos E, F, G, y tocari
(169 ) 4 los lados del quadrado, por ser los 4ngu-
los en H, E, F, G rectos. Luego &c.

PROPOSICION IX.

211 Circunscribir un circulo al quadrado da-
do ABCD. Fig. 10.

Tirense las diagonales ZC, BD, que se corta-
rdn en un punto E; y describase con el radio EA
el circulo EABCD, que serd el que se pide. Por
ser AB =— AD, y el 4dngulo A recto (sup. ), serdn
semirectos ( 105 ) los dngulos 4BD, ADB; y co-
mo los 4dngulos ABC, ADC son rectos , tambien
serdn semirectos los dngulos DBC, BDC. Del mis-
mo modo se demostrard , que son semirectas los 4n-
gulos BCA, BAC, 'y tambien los dngulos ACD,
CAD; de donde resultard ( 66 ) que serdn iguales
EB,EA, ED, EC: luego el circulo descrito con
el radio EA pasard por los dngulos 4, B, C, D del
quadrado dado. Que es &c. '

PROPOSICION X.

212  Construir un tridngulo isésceles ABD,
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de suerte, que'cada dngulo ZBD, :4DB sobre 1a bise
sea duplo del 4ngulo vertical 4. Fig. 13, ~°~ .=

Dividase qualquiera recta AB en un punto C
de modo/, que ( 139 ) sea 4B x BC = AC*, y
haciendo centro en .4 con el intervalo AB des-
cribase el circulo #BD , acomddese en ( 202 )
BD = AC, y tirada 4D, serd ABD el tridngulo
que se pide. Tirese DC, y circunscribase ( 206 )
al tridngulo ACD el circulo ACD, 4 quien ser4
tangente BD: pues siendo BD — AC (constr. ), se=
r4 BD* = AC?; pero AB x BC =— AC" ( constr. )
luego, serd .BD* = AB x BC; y por- consiguien=
te ( 194 ) la recta BD tocard al circulo-en D, y
serd el dngulo BDC — A4 (187 ), y aiadiendo el
4ngulo CD A, serd el dngulo BDA=—A~+€CDA; pe+
Y0 BDA = ABD (64),y BCD = A -+ CDA
(101 ): luego serd ABD — BCD,: y por_consi=
guiente ( 66 ) DC—= DB, 6 CA; de donde resul-
ta, que tambien seri el 4ngulo "C’DH'I—A : luego
serd el dnguloBD.A duplo del dngulo A, Que ex&ec.

- PROPOSICION XI._ | E
07 192X B ,Inscrlbn' ‘un p,entégono [ eqmlé‘te'r-o R 4
equidngulo en el circulo ABCDE. Fig. 1 4.

Constriiyase (2 1 2 ) el tridngulo isbsceles GFH,

:que  tenga cada dngulo de la; base duplo del vertis
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cal; é inscribase en el circulo dado (203 ) el tridn-
gulo CAD equidngulo al otro GFH ; dividanse los
dngulos, sobre la base , ACD, ADC ena dos partes
iguales por las rectas CE, DB y tiradas CB, BA,
AE, ED, el pentigona ABCDE A seri el que se pide.

Por ser el tridngulo CAD equidngulo 4 GFH, se-
rdn los 4ngulos, sobre la base, ACD, ADC duplos del
dngulo CAD; pero los dngulos ACD , ADC estin
divididos en dos partes iguales por las rectas CE,
DB : luego serin los 4dngulos CAD, ECD, ACE,
BDC, BDA iguales, y por consiguiente (179)
los arcos , y las cuerdas ( 184 ) CD, DE, EA,
AB , y BC : luego serd el pentidgono equildtero;
pero 2demas sus 4ongulos BAE , AED , &e. son
iguales, porque insisten sobre arcos iguales BCDE,
ABCD , &ec: luego el pentigono descrito ABCDE.A
serd equildtero, y equidngulo. Que es &c.

PROPOSICION XIL

214 . Circunscribir un pentdgono equilitero,y
equidngulo al circulo FFABC. Fig. 15. ]
Inscribase en dicho circulo (213 ) el pentdgo-

no ABCDE equildtera:yy equidngulo ; del centro
F tirense las:rectas- F A, FE, FD  FC, FBy 4 las
quales levéntense las perpendiculares: GAH , HBY,
YCK, KDL, LEG;que prolongadas. se’encontrargn
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en los puntos H, 2", K, L,G, y formarin el pen-
tdgono HGLKY equilitero, y equidngulo. Por ser
G A, GE perpendiculares 4 los radios F4, FE (const.),
tocardn ( 169 ) al circulo en 4, E ; y por consi-
guiente serd ( 193 ) G4 — GE; pero F4 = FE,
y FG comun 4 los tridngulos GFA , GFE : lue-
go ( 69 ) serd el dngulo GFA=—GFE;y por con-
siguiente el dngulo AFE — 2 AFG. Del mismo mo-
do se demostrard el dngulo AFB — 2 AFH ; pe-
ro ( 69 ) el dngulo AFE — AFB : luego seri
el dngulo #FG — AFH; pero el dngulo FAH —
FAG, y FA comun 4 los tridngulos FAH , FAG:
luego (93 ) AH—AG=—GE. Con el mismo método
se demostrardn iguales GE , EL, LD, DK &¢. por
consiguiente los lados del pentigono HG , GL,
LK &e. serdn iguales ; pero tambien lo son sus 4n-
gulos HG, HGL &c. por ser iguales sus mitades
FHG, FGH &c¢: luego el pentigono GLKYH serd
equildtero, y equidngulo. Que es &c.

|

COROLARIO.

215 Sise inscribe qualquier figura equilitera,
y equidngula en un circulo, y en los vértices de los
dngulos de la misma figura se tiran tangentes 4 di-
cho circulo, se demostrard del mismo modo que la
figura inscrita serd equildtera, y equidngula.
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PROPOSICION XIIL %
216 Inscribir un circulo en el pentigono equis
latero , y equidngulo BAEDC. Fig. 16.

Dividanse dos qualesquiera dngulos: 4, B del
pentdgono en dos partes iguales por: las rectas AF;
BF; desde el punto & donde se encontrardm dichas
rectas, bixese la perpendicular G al lado B4, y
el circulo descrito con el radio FG serd el que se
pide. Tirense FC, FD, FE, y del punto F' bixense
las perpendiculares F'H, FY, FK, FL 4 los démds
lados del pentégono. Los tridngulos FBA, FBC tie-
nen BA — BC (sup. ), BF comun, y el 4ngulo
FBA=— FBC'( constr.): luego serd ( 63 ) FA=
FC, y el dngulo FAR — FCB ; pero ¢l 4ngulo
FAB es mitad del 4ngulo BAE : luego serd el 4n-
gulo BCF mitad del 4ngulo BCD—=BAE. Del mis=
mo modo se demostrard , que los dngulos Dy E es+
tin divididos en partes iguales por las rectas' DF;
EF. Tambien los tridngulos F'GB, FHZD tienen los
dngulos en G, H iguales por rectos, el dngulo FBG
—FBH,yel lado FB comun: lzle§0 serd 'G—=FH.
Con €l mismo método se demostrardn’ iguales #7H,
T, FK, FL: luego el circulo descrito con el radie
FG pasard tambien por los puntos H, 7, K, L,
¥ tocard 4 los lados del pentdgono, por ser rectos
los 4ngulos formados en dichos puntos. Que es &c.
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COROLARTIO.

a1y Si en qualquier figura equildtera , y
equidngula se dividen en dos partes iguales quales-
quiera dos 4ngulos adyacentes, y del punto F, don-
de se encuentran las rectas que dividen dichos 4n-
gulos , se baxan perpendiculares 4 los lados de la
figura 5 se demostrard del mismo modo que dichas
perpendiculares serdn iguales, y ‘por consiguiente en
dicha figura se inscribird del mismo modo un cir-
culo. Tambien si de dicho punto F' se tirdn rectas
4 los vértices de los 4ngulos de la misma figura,
dichas rectas serdn iguales.

PROPOSICION XIV.

218 Circunséribir un circulo al pentigono
equildtero, y equidngulo ABCDE, Fig. 17.
Diyvidanse qualesquiera dos 4ngulos CBA, BAE
del pentigono, en dos partes iguales, por las rectas
BF, AF, que se encontrarin en un punto F', y el
circulo descrito con el radio F.4 estard circunscrito
al pentigono dado. Tirense las rectas FC, FD, FE.
Por estar los dngulos CBA, BAE divididos en dos
partes iguales, tambien serdn iguales (2 17 ) las rec-
tas FB,FA, FE, FD, FC: luego el circulo des-
crito con el radio FA pasard por A,B,C,D,E
G
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vértices de los 4ngulos del pentdgono. Que es &c.

COROLARIO.

219 Del mismo modo podr4 circunscribirse el
circulo 4 qualquiera figura equildtera, y equidngula.

PROPOSICION XV,

220 Inscribir un exdgono equildtero, y equidns
gulo en el circulo ABCDEF, cuyo centro G. Fig. 8.
Tirese qualquier didmetro 4D, y haciendo cen-

tro en D, con el intervalo DG ‘describase otro cir-
culo DGC, que cortari al dado en C, E; tirense
los didmetros EB, CF por los puntos E, C, y las
rectas CD, DE, EF, FA, AB, BC, que formar4n
el exdgono ABCDEF que se pide. Todos los lados de
los tridngulos CGD, DGE son iguales entre si, por
ser radios de circulos iguales; y por consiguiente
serd ( 69 ) el 4ngulo CDG—=DGE,y ( 94 ) BGE
paralela 4 CD; pero es BG — CD , por ser ra-
dios de circulos iguales : luego ( 106 ) CB = DG,
y CB,CD, DE serin tambien iguales. Ademas los
tridngulos BGA , DGE tienen los lados BG, GA
iguales 4 los lados DG ,GE, y los 4ngulos BGA,
DGE verticalmente opuestos iguales (79): luego
serd ( 63 ) BA=DE. Del mismo ‘modo se demos-
trard AF — DC, FE—=BC : luego serdi ABCDEF
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un ex4gono equilitero, y tambien equifngulo, por-
que sus dngulos BAF, AFE, &c. son duplos de los
iguales BAG, AFG, &¢: luego el exdgono ABCDEF,
que estd inscrito en el circulo #ABCDEF, es el que
se pide. Que es &c.

COROLARIO.

221 El lado del exdgono inscrito en un circu-
lo es igual al radio.
PROPOSICION XVI -
222 Inscribir. en el circulo dad(}r EACB un
quindecdgono equildtero, y equidngulo. Fig. 19.
Inscribase ( 2 13 ) en el circulo dado el penté-
gono equilitero AEFGHA , y ademas (203 ) el
tridngulo equilstero ABC. Por ser AR, BC, CA
iguales ( constr. ), tambien serin iguales los ar-
cos (182 ) AB, BC, CA: por la misma razon se-
rdn iguales los arcos AE&, EF, FG,GH, HA. Por
tanto si se concibe la circunferencia del circulo di-
vidida en quince partes iguales, estarin cinco de di-
chas partes en el arco 4B, y tres en el arco AE;
por consiguiente seis en el arco AEF': luego el ar-
co BF serd una parte de las quince iguales, en que
se dexa dividida la circunferencia. Tirese BF, y
acomodando ( 202 ) en el circulo las rectas BY,

Gij
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YE ; @e. iguales 4 BF, se tendrd inscrito el quin-
decdgono equildtero, el-qual serd tambien equidn-
gulo, porque sus 4ngulos insistirdn sobre arcos igua-
les. Luego &c.
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"LIBRO V.
DEFINICIONES.

223 P 0 magnitud se llama 4 otra me-
nor , quando esta la mide exdctamente,” - -

224 Quando una magnitud estd medida por
otra exdctamente , se llama multiplice de ella.

Dos magnitudes 3.4, 3B se llaman ( Fig. 1 )
equimultiplices , 6 igualmente multiplices de otras
dos menores A, B, quando una de las menores A
se contiene. en su multiplice 3.4 el mismo numero
_de veces, que la’ otra menor B se contiene en su
multiplice 3 B. Entiéndase lo mismo de qualquier nii-
mero de magnitudes. La notacion de los equimulti-
plices , y sus partes es la siguiente: supuesto sean
A, y B equimultiplices de C, y D, se escribird
multiplice 4: C = B : D, y se lee A4 multiplice
de C, como B de D.

225 Razon se llama la relacion, 6 respecto
que tienen entre si dos magnitudes de un mismo gé-
nero en orden 4 la' cantidad.

-~z En toda razon la magnitud que se refiere 4

otra’, se llama. antecedente; y la cotra, 4 quien la

-primera’ se refiere, conseqgiiente de la razon. Ea la

razon de 6 4 4, 6. es el antecedente, y 4 el con~
Giij
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seqiiente : al contrario en la razon de 4 4 6.
226 Proporcion, é analogia se llama 4 la se-
mejanza de algunas razones.

ESCOLIO.

22%  Algunos llaman proporcion 4 la razon,
y proporcionalidad 4 la analogia, 6 semejanza de las
razones ; lo qual es indiferente, con tal que se entien=
da una misma cosa. Las especies de proporcion son
varias, como la Aritmética, la Geométrica, y la Ar-
monica. Euclides solo trata de la Geométrica: en sus
Comentadores se podrdn ver las especies, y nombres
de ella, si fuere preciso para la inteligencia de los
Escritores antiguos. La razon geométrica se nota co-
munmente en forma de fraccion , partiendo el antece-
dente por el conseqiiente : asi %, %, 6 bien A: D,
B: C denota la razon que tiene el antecedente A4 4
su conseqiiente D, y la que tiene B 4 C.

228 Se dice que tienen razon entre si aque-
1las magnitudes , que multiplicadas se pueden superar
mutuamente.

ESCOLIO:

229 Aunque las magnitudes sean de un mis-
mo genero , si no tienen la condicion predicha, de
que qualquiera de ellas multiplicada por algun mi-
mero pueda exceder 4 la otra, no tendrin entre si
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razon alguna; por esto una linea no la tiene con una
superficie. Tambien es de notar, que aunque las
magnitudes , entre quienes puede haber razon, deban
ser de un mismo género (225 ), como todas las lis
neas entre si, todas las superficies, los sélidos, los
pesos, los movimientos, &c. no es preciso que sean
de un género individual , y subalterno, sino de un
género comun, y universal: asi una linea recta, y
una curva son en este sentido de diverso géneroy
pero de uno mismo en orden de lineas, & extension;
y asi tienen razon , como sucede al difmetro, y 4
la circunferencia del circulo; porque aunque la razon
del didmetro 4 la circunferencia no sea hasta ahora
conocida, sin embargo se demuestra, que el didme-
tro tomado tres veces no llega 4 igualar la circun-
ferencia, pero tomado quatro veces la excede; y por
consiguiente son lineas entre quienes hai razon.
230 Se dice que la razon

2 B C

de una primera mag?itud A& |54 3B 5C 315

otra segunda B es semejante, igual, 34 5B 3C sD
';ud 2B 7C 2D

5 1 isma que la razon
6 la mis q a razon de una Bee. &b Ricihee:

tercera C 4 una quarta D, quan- _

do tomados dos qualesquiera equimultiplices de la

~ primera , y tercera, esto es, de los antecedentes

A, C,y otros dos qualesquiera equimultiplices de la

segunda, y quarta, esto es, de los consegiientes B, D
Giv
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siempre ' se verifica , que si el multfplice de 4 es
igual, mayor., 6 menor ‘que el multiplice de B, tam=
bien el multiplice de C es respectivamente igual,
mayor, 6 menor que el multiplice de D.

La razon'de 4 4 B serd igual, 6 la misma que
la razon de C4 D, sisiempre se verifica, que sien=
do 2.4 mayor, igual, 6 menor que 3B, tambien es
respectivamente 2 C mayor, igual, é menor que 3D;
que siendo 3.4 mayor, igual, 6 menor que 5B, tams
bien es respectivamente 3C mayor, igual, 6 menor
que §D;y asi de otros equimultiplices qualesquiera.

231 Quando la razonde A 4 B es igual, 6 la
misma que la razon de C 4 D, las quatro magnitudes
A, B,C, D se llaman proporcionales. Entiéndase lo
mismo ' de qualquier niimero de razones iguales. La
notacion de las magnitudes proporcionales es la si=
guiente 4: B =C: D, 6 esta %:g, y se lee 4
4 B,como C 4 D.

232  Pero si tomados dos qualesquiera equi-
multiplices de la primera, y 't'ercera, esto es, de los
antecedentes 4y C, y otros dos qualesquiera equi-
multiplices de la segunda, y quarta, esto es, de los
conseqiientes B y D, se encontrase que algun mul-
tiplice de A excede al multiplice de B, pero que el
correspondiente multiplice ‘de la tercera C no ex-
cede al correspondiente multiplice de la quarta D,
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sino que es igual, 6 menor que él; entonces se dird
que la primera A tiene mayor razon 4 la segunda
B, que la tercera C 4 la quarta D: esto es, si se
verifica ‘que algun multiplice de A4, como 2. 4> 3B;
pero al mismo tiempo el correspondiente multiplice
de C,esto es, 2C no es mayor 3.D, sino igual, é
menor ; la razon de 4 4 B se llamard razon mayor,
que la: de C'4 D.

Las razones desiguales se notan asi 4: B > C:
D, 6asi 4> 45,y selee 44 Ben mayor razon
que C'4 D, :
3 ESCOLIO.
‘{ 233 Euclides en el lib. 7. definicion 20. ex-
plicé la igualdad de las razones aplicada 4 los ni-
meros , y por consiguiente 4 las cantidades comen=
surables entre sf (esto es 4 las que tienen alguna me-
dida comun, y pueden expresarse por nimeros) de
este modo: Niumeros proporcionales son en los que
el primero , y tercero son respecto del segundo, y
quarto , 6 equimultiplices , 6 una misma parte, 6
unas mismas partes; es decir, que los nimeros son
proporcionales, siempre que el primero contiene , 6
est4d contenido en el segundo del mismo modo, 6 el
mismo nimero de veces que el tercero en el quartos
y ‘como esto consta en los mimeros por la division
del antecedente por el conseqiiente, pues el quocien-
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te expresa este nimero de veces ; se infiere que los
nlimeros , 6 magnitudes, que se pueden expresar por
ellos, son proporcionales, siempre que los quocieates
de esta division son iguales; y no son proporciona-
les, 6 las razones son desiguales, quando estos quo-
cientes son desiguales. Esta definicion era sin duda,
por mas clara, preferible 4 la que hemos dado (2 30),
si fuese universal; pero como es evidente, na convie-
ne 4 las razones que tienen entre si las magnitudes
inconmensurables, esto es, que no tienen alguna me-
dida comun. Debi6é pues Euclides , para definir las
magnitudes proporcionales por un caracter universal,
y seguro, recurrir 4 otra coadicion mas universal,
como es la de los equimultiplices de los anteceden-
tes, que 4 un tiempo son iguales, 6 mayores, 6 me-
nores que otros qualesquiera equimultiplices de los
conseqiientes , condicion que igualmente conviene 4
las razones iguales, asi de las magnitudes comensu-
rables, como de las inconmensurables.

234 Toda proporciou‘cousta 4 lo menos de
tres términos.

Quando la proporcion consta de tres términos,
se llama continua, y el término madio es conseqiien-
te de la primera razon, y antecedente de la segun-
da. La proporcion puede continuarse qualquier ni-
mero de términos ; porque puede el primero tener
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al segundo igual razon, que el segundo al tercero,
que el tercero al quarto &c. Las magnitudes que
forman de este modo una proporcion continua de
qualquier numero de términos , se llaman continuas
proporcionales, y se notan con este signo <+ puesto
delante , 6 detras de ellas en esta forma = A4, B,
CiyD, Ee. '

235 Quando tres magnitudes 4, B, .C son
continuas proporcionales , la primera £ se dice que
estd con la tercera C en razon duplicada de la que
tiene con la segunda B3 y quando quatro magnitudes
A,B,C, D son continuas proporcionales , se dice
que la primera 4 estd con la quarta D en razon tri-
plicada de la que tiene con la segunda B; si fueren
cinco, se dird que la primera estd con la quinta en
razon quadruplicada de la que tiene con la segunda;
y asi-en qualquier nimero de proporcionales conti-
nuas, la razon de las extremas se dird tantuplicada
de'la razon de la primera 4 la segunda, quantos
fueren los términos menos uno.

236  Magnitudes homdlogas, 6 semejantes se
llaman en la proporcion los antecedentes con los an=
tecedentes, y los conseqiientes con los consegiientes.

SiesA:B—=C:D,tanto Ay C, como By D
serdn magnitudes, 6 términos homélogos.

237 Alternar una proporcion es comparar
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entre si los antecedentes , .y conseqgiientes.
Si fuere A: B — C: D, se alternard la pro-
porcion asi 4: C—=B: D.

ESCOLIO.

238 La proporcion alternada no tiene lugar
sino quando las quatro magnitudes son. del mismo
género , ‘como es evidente -por la definicion de la
razon.

239 Invertir una proporcion, es comparar los
conseqiientes con sus respectivos antecedentes; y asi
se invertird la proporcion A4 ; B = C: D de este
modo B: A=1D:C.

240  Componer una proporcion , es comparar
las sumas de los antecedentes, y conseqiientes de ca-
da razon <con sus respectivos consegiientes : la pro-
porcion 4 : B —C: D se compondrid asi A4 —— B:
B=C=D:D.

012 4 1. Al contrario, dividir una proporcion, ser
comparar las diferencias de los antecedentes, y con-
seqiientes con estos ; y asi la proporcion A4 : B —
C: D se dividir4 de este modo 4 — B: B=1C
— D D. ' v j
(. 242  Convertir una proporcion ,. es .comparar
los antecedentes con las diferencias de ellos, y sus
respectivos conseqiientes: por lo que la proporcion
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A:B—=—0C:D se convertird asi 4: 4—— B =C:
C — D.

243 Quando habiendo mas de dos magnitudes
de una parte, é igual nimero de otra; pero de mo-
do, que tomadas de dos en dos estén en la misma
razon, la comparacion que se hace de la razon de
la primera de la una parte 4 la ultima de la misma,
con la razon de la primera 4 la ultima de la otra
parte , se llama igualdad de razon, la que puede
ser de dos diferentes modos.

244 Seri igualdad ordenada, quando las mag-
nitudes de un lado son proporcionales con las del
otro, guardando el mismo orden; esto es, que sea la
primera 4 la segunda en las primeras, como la pri-
mera 4 la.segunda en las segundas, y la segunda 4
la tercera en aquellas , como la segunda 4 la ter-.
cera en estas , y asi siguiendo : por lo que dadas
tres magnitudes-A4, B , C de una parte, y otras
tres D, E, F de otra, y que sea A: B — D:
E,y B: C— E: F; seri por igualdad ordenada
AiC:=DuF,

245 Serd igualdad perturbada, quando las mag-
nitudes de un lado son proporcionales con las del
otro, pero sin guardar un mismo orden; esto es, que
sea la primera 4 la segunda en un lado, como Ia se-
gunda 4 la tercera en el otro, y la segunda 4 la
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tercera en el primer lado, como la primera 4 la se-
gunda en el otro, &c. Asi dadas las magnitudes A,
B,C;,y Dy E,;F,sifiereAd;:B—=E: F,yB:C
=D: E; serd por igualdad perturbada A: C=D: F.

ESCOLIO.

246 En las definiciones anteriores hemos ex-
puesto los varios modos que hay de comparar las
magnitudes que son proporcionales, que se llaman
modos de arguir. Las proposiciones siguientes demos-
trardn que todos ellos son vilidos, es decir que se
conserva la proporcion alternando , invirtiendo, com-
poniendo , dividiendo, y convirtiendo, y que tam-
bien son vdlidas las proporciones hechas por igual-
dad ordenada, 6 por igualdad perturbada.

AXIOMAS.

247 La magnitud multiplice de una mayor
es mayor que la equimultiplice de una menor.

248 La magnitud, cuya multiplice es mayor
que la equimultiplice de otra, es mayor que esta. .

PROPOSICION L

249 Si dos, 6 mas magnitudes 4, B, C fue-
sen respectivamente equimultiplices de otras D, E, F'
en igual nimero; quan multiplice sea una A respecs
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to de  su parte D, tan multiplice serd la suma de
las multiplices A4, B, C respecto de las partes D,
E, F;esto es, si es multiplice 4: D — B: E —
C: F; serd multiplice 4: D=A—+ B~ C: D~
E -+ F. Fig. 2.

Siendo multiplice #: D—=ZF: E=C: F (sup.),
el numero de las partes D contenidas en A4 ser4 igual
al nimero de las partes E contenidas en B, como
tambien al de las partes F' contenidas en C; por con-
siguiente el nimero de las partes D—-E -~ F conte-
nidas en A = B - C serd igual al ntmero de las
partes D contenidas en 4: luego serd (224 ) mul-
tiplice 4+ B+ C: D+ E + F = A : D. Que
es &c.

PROPOSICION IL

‘250  Sila primera magnitud 4 es tan multi-
plice de la segunda E, como la tercera C de la
quarta F,y la quinta B es tan multiplice de la se-
gunda E, como la sexta D de la' quarta F'; la su-
ma de la primera, y quinta serd tan multiplice de Ila
segunda , como la suma de la tercera, y sexta lo es
de la quarta; esto es, si es multiplice 4: E=C: F,
y tambien es multiplice B: E — D: F'; serd multi-
plice A =~ B: E—=C—+ D: F. Fig. 3.

Siendo multiplice £: E—=C: F' (sup.), el ni-
mero de las partes E contenidas en 4 serd igual al
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nimero de las partes F' contenidds en:C. Tambien
por ser multiplice B: E—D: F (sup.), el mime-
ro de las partes E contenidas en B serd igual al
-numero de las partes ‘F' contenidas en D: luego el
niimero de las partes E contenidas en A4 -+ B serd
igual al nimero'de las partes F' contenidas en C~+ D;

por consiguiente (224 ) serd multiplice A -~ B:
E=C-+D:F. Que es &ec.

COROLARIO.

251 De aqui se infiere, que si las magnitudes
A, B, C, D en qualquier nimero fuesen multiplices
de E, y otras tantas F, G, H, J fuesen respectiva-
mente equimultiplices de Z; la suma de las primes
ras A + B—+C -+ D sera tan multiplice de E, co-
mo la suma de las Gltimas F ~+= G =~ H — 3 lo
es de L. i

PROPOSICION IIIL _

252 Sila primera magnitud £ es tan multi-
plice de la segunda B, como la tercera C de'la quar-
ta D; qualesquiera equimultiplices E¥, FM de la
primera, y.de la tercera serdn, por igualdad, res-
pectivamente equimultiplices de la segunda, y de la
quarta ; esto es, si es multiplice #: B=C:D, y
tambien es multiplice E¥: A — FM: C; serd mul-
tiplice E¥: B —= FM: D. Fig. 4.
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Dividase E¥ en las partes EG, GH, HY igua-
les 4 A; y FM en las partes FKX, KL, LM iguales
4 C. Por ser multiplice E¥: A =— FM: C (sup. )y
sersd el nimero de las partes .4 contenidas en E¥
igual al nimero de partes C' contenidas en FJL Y
como es multiplice (sup.) 4: B—=C: D, seri tam-
bien multiplice EG: B — FK: D; por lo mismo
serd multiplice GH: B — KL: D; y ademas mul-
tiplice H¥: B—=LM : D : luego seri ( 251 ) mul=
tiplice EG + GH <+ HY: B—=FK —+ KL < LI
D; esto es, E¥: B— FM: D. Que es &c.

PROPOSICION 1V.

253 Sies 4: B=C: D, y dos magnitudes
E, F son qualesquiera equimultiplices de los antece-
dentes A, C, y otras dos G, H son otros quales-
quiera equimultiplices de los conseqiientes B, D;
tambien serd E: G = F: H. Fig. 3.

Toémense ¥, L, K, M, de suerte que ¥, K sean qua-
lesquiera equimultiplices de E, F; y L, iA4: B=0: Dl
M otros qualesquiera equimultiplices de |E G F H
G, H. Por ser multiplice E: A=F: C & K.
(sup.), y tambien multiplice ¥: E=XK: F (constr. ),
serd ( 252 ) multiplice ¥: 4 — K: C. Del mismo
modo se demostrard ser multiplice Z: B — M: D

‘pero es Ja magnitud A£: B—=C: D (sup. ): lue-
H



(r1g4)
go'si ¥ es mayor, igual , 6 menor que L, tambien
ser4 respectivamente ( 230 ) K mayor -, igual, 4
menor que M ; pero ¥, K son equimultiplices de
E,F,y L, Mlo son de G, H ( constr. ): luego
serd (230 ) E: G=F: H. Que es &c.

ESCOLIO.

A:B=C:D
tambien invirtiendoB: A=D:C.Fig.5. |E G F

BiA=D:
G E H F

2g4 Sies d:B=—C:+D; serd -——a

Témense qualesquiera equimultiplices
E, F de los antecedentes A4, C, y otros

qualesquiera equimultiplices G, H de los conseqiien-
tes B,D; y por ser A: B—=C:D, si E es ma-
yor, igual, 6 menor que G, tambien serd respecti-
vamente ( 230 ) F mayor, igual, 6 menor que H;
por consiguiente si G menor, igual, 6 mayor que E,
tambien respectivamente serd A menor, igual , 6 ma-
yor que F'; pero (const.) E, F son qualesquiera equi-
multiplices de 4, C, y G, H son otros qualesquiera
equimultiplices de B, D: luego serd (230 ) B: A4
= D: C. Que-es &eci

PROPOSICION V.

258  Si la magnitud 4B es tan multiplice de
otra CD, como la parte A4E de la primera 4 la par-
te CF de la segunda; tambien la residua parte ER



(r1s5)

de 1a primera serd tan multiplice de la residua par-
te DF de la segunda, como la total ZRB de la total.
CD; esto es,. si es multiplice #B: CD — AE: CF,
serd tambien multiplice AB:CD—BE : DF. Fig. 6.
Prolonguese B4, de suerte que sea multiplice:
AG:DF —= AE: CF; serd ( 249 ) multiplice AE:
CF=AG-~ AE: DF 4+~ CF; pero (sup.) es mul-
tiplice AB: CD — A& : CF': luego serd multiplice
AB: CD—AG <+ AE: DF + FC; por consiguiente
AB — AG -+~ AE , y quitada la parte comun AFE,
serd AG—ERB; pero es multiplice 4G: DF — AE:
CF=AB:CD: luego serd multiplice BE: DF — A4B:
CD. Que es &c.
PROPOSICION VI
256 Sies multiplice 4B: E =CD: F, y
tambien es multiplice 4G : E — CH: F'; las resi-
duas partes GB, HD, 6 serdn respectivamente iguales
4 E, F, 6 serd muitiplice GB: E=HD: F. Fig. 7.
Siendo multiplice AB: E—=CD: F (sup.), se~
rd el nimero de las partes E contenidas en AP igual
al nimero de las partes F coantenidas en CD : asi=
mismo por ser multiplice #4G: E — CH: F, serd
tambien el nimero de las partes E contenidas en
AG igual al nimero de las partes F contenidas en
CH : luego el nimero de las partes £ contenidas
en BG serd igual al nimero de las partes F conte~
Hij
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nidas en DH ; por consiguiente, 6 serd BG=E, y DH
—F, 6 serd multiplice BG: E—=DH : F. Que es &c.
PROPOSICION VIIL

257 Las magnitudes iguales 4, B tienen la
misma razon 4 una tercera C; y esta tiene la mis-
ma razon 4 cada una de ellas. Fig. 8. f K
Témense qualesquiera equimultipli- | 4.0—p.C

ces D, E de A, B; y otro qualquier |DF E F|
multiplice #'de C. Por ser A=—=28 ( sup. ) tambien
serd D—E ; por consiguiente si es D mayor, igual,

6 menar que F', tambien serd respectivamente E ma-
yor , igual , & menor que F': luego ( 230 ) serd
A: C=DB: C; é inversamente (254) C: Ad=C:B;
Que es &c.
PROPQSICION VIIL
258 De dos magnitudes desiguales 4B, y C,
la mayor AR tendrd mayor razon 4 otra D, que la
menor C'; y D tendri mayor razon 4 la menor C;
que 4 la mayor AB. Fig. 9.
I. Si es AB > C: digo que serdi AB: D>
C: D. De la mayor AB cértese AE — C ; t6-
mense de AE y EB ; los equimultiplices HG y
GF mayores que D ; y témese de D el multipli-
ce 7K proximamente mayor que HG; por consiguien-
te menor que HF. Por ser multiplice HG: AE =
GF: EB (constr.), serd ( 249 ) multiplice. HG —+=
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GF: AE +—~ EB — HG : AE, esto es, HF: AB
== HG: AE 6 C; pero HF > ¥K multiplice de D, y
HG < 7K : luego (232 ) serd AB: D> C: D...

II. Sies AB>C; serda D: C > D: AB. Su-
puesta la misma preparacion que antes, seri multi-
plice HF: AB—HG: C; pero es JK < HF, y 7K
> HG: luego (232 ) serd D: C> D: AB. Que
es &c. ! . :

PROPOSICION IX.

250 ' -Las magnitudes 4, B, que tienen una
misma razon 4 otra tercera C, son iguales entre si:
y al contrario si-C tiene una misma razon 4 dos
-'rhagnitudes A, B estas serfn iguales entre si. Fig.8.

I. Sies A: C— B:(C;seri A—B. Pues si se
dixese que A>B,seria (258 ) A4:C>B: C con-
tra lo supuesto: tambien si'se dixese que A4 < B,
seria ( 258 ) B: C>.A4: C contra lo supuesto: lue-
go no pudiendo A ser mayor, ni menor que B, se-
rd A—=2B.

II. Sies C: A=C: B, se demostrari del mis-
mo modo que A es igual B. Que es &c.

PROPQSICION X.

260 Sies A:C>B:C ser§ A>B;ysi
C:B>C:A4,serd 4> B. Fig. 10.

GBSl ey A Co> B Cy stk A > B
Hiij
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Pues si fuese.4 = B, seria (257 ) 4:C=2R:C
contra lo supuesto : tambien si fuese 4 < B , se=-
ria (258 ) B: C>4A: C contra lo supuesto: lue-
go serd A4 > B.

L. Si es:CuB>C: A se demostrard Jgualmen—
te que 4> B. Que es &c. :
PROPOSICION XIL

261 Las razones iguales 4 una tercera son
iguales entre si: es decir, que si /: B—E: F, y
C:D=—E:F; serd d: B==C:D. Fig. 11>

Témense qualesquiera equimultiplices G, H, ¥ de
los antecedentes A4, C, E, y

A:B,C:D,E: F

otros qualesquiera equimultipli- GK HLGM

ces K, L , M de los conseqiientes
B, D, F. Por ser A: B—=E : F (sup.), si fue-
re G mayor , igual , 6 menor que KX , seri res-
pectivamente ( 230 ) ¥ mayor , igual, 6 menor
que . Asimismo por ser E: F=C: D, si fue-
re ¥ mayor , igual , 6 menor que M, serd igual-
mente A mayor, igual, 6 menor que L: luego si es
G mayor, igual, 6 menor que X, seri tambien res-
pectivamente H mayor, igual, 6 menor que Z; por
consiguiente ( 230 ) serd A: B—C:D. Que es &c.

PROPOSICION XIL

262  Siqualquier nimero de magnitudes 4, B,
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¢, Dy E, F son proporcionales, ésto es, 4: B—C:
D — E: F; la suma de los antecedentes tendr4 4 la
suma de los conseqiientes la misma razon, que qual-
quier -antecedente 4. su conseqiente ; esto es, A —
C+ E: B+ D—- F—2A: B. Fig. 11.

" Témense qualesquiera equimultiplices G , H,
% de los antecedentes 4 , C, E , y otros qua-
lesquiera equimultiplices. X , L , M de los con-
seqiientes B, D , F; y serd ( 249 ) multiplice
G:A=G+H-+F: A+

‘ _ . A:B=C:D=E: F
C—+E; por la misma ra- (¢ X' H L L yMm
Itinlice K- B— |4: B=A+C+E:B4+D+F
An Sk it ‘f K G+H+7 K+L+M

KL+ M:B—~D—F;
pero siendo A: B—=C: D = E: F (sup.), si G
es ‘mayor, igual, 6 menor que X', tambien serd (230)
H mayor, igual, 6 menor que L; y en esta supo=
sicion ¥ mayor, igual, 6 menor que M; por consi-
guiente si G es mayor, igual, 6 menor que X, tam-
bien serd ‘G == H <+ ¥ mayor, igual, 6 menor que
K —~ L —+~M: luego serd (230 ) A: B—= A ~+
C—+E: B+ D~ F. Que es &ec.

PROPOSICION XIIL

263 Siesd:B=C:D,yC:D>E:F;ser§
A:B>E:F. Fig.12.
Témense algunos equimultiplices G, H, ¥ de
Hiv :
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los antecedentes A, C, E,y algunos otfos €quimul:
tiplices X, L, M de los conseqiientes B, D, F'; y por
ser A1 B=C:D,sies G>K, serd (230 YH>L:
tambien por ser C:'D > E: F, si es- H> L, pue-
de ser (232 ) ¥ igual, 6 menor |7:B=C:D~E: 7|
que M: luego si es G> K, puede R LM
suceder que ¥ no sea mayor que /: luego serd (2 3 2)
A: B> E:F. Que es &c.

COROLARIO.

264 Del mismo modo se demostrari que si es
A:B>C:D, yC: D=E: F,tambien seri A: B
o o
: PROPOSICION XIV.

265 Sies A:B=C: D,y la primera A es ma~
yor , igual, 6 menor que la tercera C; tambien la
segunda B serd respectivamente mayor , igual, 6 me-
nor que la quarta D. Fig.-13.

1. Si A>C; serd B>D. Por ser A>C‘(sup)
serd (258 ) \A: B> C: B; peroes (sup. ) C: D
— A: B: luego seri (263 ) C: D>C B, y por
consiguiente ( 260 ) B> D.

1. Si 4<C;serdi B<D, lo que se demues-
tra de un modo semejante.

IIl. Si 4 = C, tambien B — D: porque se-
rd (257).A4: B=C: B;pero (sup.) A: B=C: D:
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luegd (267 ). C: B.=C: D; y por consiguien=
te (259 ) B=2D. Que es &c.

ESCOLIO.

266 Sies A:B=C:D, y la primera A es
mayor , igual , 6 menor que la segunda B; la ter-
cera C serd respectivamente mayor, igual, 6 menor
que la quarta D. Témense qualesquiera equimultipli-
ces 24, 28, 2C, 2D de dichas magnitudes. Sien-
do 4: B=C:D (sup.), si 24 es mayor, igual,
6 menor que 2B, serd respectivamente ( 230 ) 2C
mayor, igual, 6 menor que 2D: luego tambien si
A es mayor, igual, 6 menor que B, serd respecti-
vamente C mayor, igual, 6 menor que D.

PROPOSICION XV.

267 Las partes E, F tienen entre si la mis-
ma razon, que sus equimultiplices 4B, CD; esto es,
AB: OD = E: F. Fig. x4

Dividanse los multiplices 4B en las partes AH,
HB iguales 4 E; y CD en las partes CG, GD igua-
les 4§ F: y serd (257 ) AH: CG —=E: F, por ser
AH—E,y CG=F; asimismo seri HB: GD—E:
F; por consiguiente (261 ) AH: CG—=HB: GD:
luego serd (262) AH+HB: CG+GD= AH: CG;
esto es , AB: CD = AH: CG; pero AH: CG ==
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E: F: luego serd AB: CD —E: F. Que:es &c.
ESCOLIO I

268 Si es multiplice A: B—=C: D; seri A:
B —=Cy D (Fig. 1.2"). Toménse qualesquiera equi-

multiplices G, H de las magnitudes 4, | 7. 5=¢. D
C, y otros qualesquiera X, Z de las |¢ K H L

B, D. Siendo, pues, multiplice G: A= H: C (const.),
y multiplice A: B = C: D (sup.); serd (2352 }
multiplice G: B—=H: D ; pero tambien es multiplice
K:B=—L: D;y por lo tanto si es G =K, serd mul-
tiplice G: B—K: B, y por consiguiente multiplice
H:D—L:D, y H=L: asimismo 5si G>X, se-
rd G mayor multiplice de B que X, y por consi-
guiente A mayor multiplice de D que L, y H>L.
De un modo semejante se demostrari que si G< KX,
setd H < L: luego serd (230 ) A: B—=C: D.

ESCOLIO IL

269 Sies4:B=C:D, y la primera A es
multiplice de la segunda B;la tercera C serd igual-
mente multiplice de la quarta D (Fig. 13 ). Téme-
se multiplice F: D—=A:B;yserd (268 ) F:D
==A4: B;pero (sup.) A: B==C: D: luego (261)
F:D=C:D, y por consiguiente ( 259 ) F=C:
lnego serd multiplice C: D — A4: B.
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PROPOSICION XVL

270 Sies A: B=C: Dj; ser4 alternando 4: C

= B: D. Fig. 15.
Témense dos qualesquiera equimultiplices de .4,
B, como E, F; y otros dos qualesquiera equi-
multiplices de C, D, como G, H: serd (267 )
E: Fic= 43 Byy Gl i= CuDspetd My B'=x
C: D: luego serd (261 ) E: F—=G: H; y por
consiguiente ( 2635 ) si E es mayor, igual, 6 me-
nor que G, tambien serd F mayor, igual, 6 menor
que H: luego (230) serd A: C—=B: D. Que es &c.

PROPOSICION XVIL

271 Sies AB: BC—=DE: EF; seri tambien
dividiendo /B — BC: BC —= DE —EF: EF; esto
es, AC: BC — DF': EF. Fig. 16.

De las magnitudes 4C, BC, DF, EF tomense por
su orden qualesquiera equimultiplices GH , H¥, LM,
JMN, y tambien otros dos qualesquiera equimultiplices
JO, NP delas BC, EF. Ser4, pues, (2 49) multipli-
ce G¥: AB=GH: AC, y multiplice LN: DE —= LI
DF'; pero es (constr.) multiplice GH: AC — LM:
DF': luego tambien serd multiplice G¥: AB—LN:
DE. Asimismo por ser multiplice H¥: BC — MN:
EF, y tambien multiplice 0: BC — NP : EF
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(constr.), serd ( 250 ) multiplice HQ: BC== MP:
EF; pero (sup.) es AB: BC—=DE:EF: luego (2 30)
si G} es mayor, igual, 6 menor HQ, tambien: LN
serd mayor , igual, 6 menor MP , y quitando de
ambas - partes las comunes H¥, MN, si GH es ma-
yor, igual, 6 menor JO, tambien LM seri respec-
tivamente mayor, igual, 6 menor NP ; pero (const.)
GH y LM son qualesquiera equimultiplices de AC
y DF, y 50, NP son otres qualesquiera equimulti-
plices de BC , EF luego (230 ) serd AC: BC
w—=DF: EF. Que es &c. '
PROPOSICION XVIIL

272 Sies AB: BC—=DE: EF; seri compo~
niendo 4B =~ BC: BC—DE -+-EF EF resto es,
WC: BC = DF: .EF. Fig. .t 7%.

Si no es AC: BC — DF: EF, se darf una
magnitud FG mayor, 6 menor que EF', § quien DF
tenga la misma razon que A4C & BC, de suerte que
sea AC: BC=DF: FG: luego dividiendo serd (27 1)
AB: BC == DG: GF; pera (sup.) AB: BC=DE:
EF:luego (261 ) DG: GF—=DE: EF'; por con-
siguiente (265 ) si DG> DE, seri tambien GF
> EF, que es un absurdo. Del mismo moda si DG <
DE, serd FG<EF, lo que tambien es absurdo. Lue-
go &c.
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ESCOLIO.

273 Silatoda AC es & la parte BC, como
la toda DF 4 la parte EF; serd tambien la toda
AC 4 la residua AB, como la toda DF 4 la resi=
dua DE : porque siendo AC: BC — DF': EF, seri
dividiendo (271 ) 4B: BC — DE: EF, é invir=
tiendo ( 254 ) BC: AB—EF: DE, y componien-
do (272 ) AC: AB — DF': DE. Fig. 17. 5

Notese que el resultado de esta proposicion es
lo que hemos llamado ( 242 ) convertir una pro-
porcion, porque de haber supuesto A4C: BC — DF~
EF, hemos inferido que AC: AB — DF': DE, 6 lo
que es lo mismo AC: AC — BC— DF: DF—EF,

PROPOSICION XIX.

274 Silatoda AC es 4 la toda DF, como la
parte BC4 la parte EF'; serd la residua 4B 4§ la resi-
dua DE, como la toda AC 4 la toda DF. Fig. 17.

Por ser AC: DF — BC: EF, ser alternando
(270) AC: BC=DF: EF, y convirtiendo (27 3)
AC: AB — DF': DE, y alternando de nuevo AC:
DF —= AB: DE. Que es &c.

PROP_OSICION X X.

275 Si se dieren tres magnitudes A4, B, C de
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una parte, y otras tantas D, E, F' de otra, de suer-
te, que sea A 4 B en las primeras, como D 4 E en
las segundas, y B 4 C en aquellas, como E 4 Fen
estas ordenadamente; si la primera 4 es mayor, me=-
nor, 6 igual 4 la tercera C de una parte, serd tam-
bien la primera D respectivamente mayor , menor,
6 igual 4 la tercera F en la otra. Fig, 18.

Es decir primero ; que si es A4 >C, tambien ser4
D > F. Por la suposicion es B: C — E: F, é in-
virtiendo (254 ) C: B—=F': E; pero (258) 4: B
>C: B, porser A>C (sup.): luego (264) A: B
>I:E;peroes (sup.) A: B==D: E; luego (263)
D: E>F: E; y por consiguiente ( 260 ) D>F.

De un modo semejante se demostrard , que si
A<C, tambien D<F'; y si A=C, tambien D—F.
Que es &c.
' PROPOSICION XXI

276 Si se dieren tres magnitudes A4, B,°C de

una parte , y otras tantas D, E, F' de otra, de
suerte que sea A4 4 B en las primeras, como E 4 F
en las segundas, y B 4 Cen aquellas, como D 4 E
en estas perturbadamente ; digo que si la primera A
es mayor , igual, é menor que la tercera C en una
parte , serd tambien la primera D respectivamente
mayor, igual, 6 menor que la tercera ¥ en la otra.
Fig, 18,
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I. Si es 4> C; serd tambien D > F. Por la
suposicion B: C—= D: E, ¢ invirtiendo (254 )C:
B—E: D; pero (258 ) A: B > C: B, por ser
A > C (sup.): luego (264 ) 4: B>E: D; pero
es (sup.) A: B=E: F: luego E: F>E: D (263),
yD>F ( 260 ).

De un modo semejante se demuestra que si A4
=—C, tambien D—=F; y si A<C, tambien D << F.
Que es &ec.

PROPOSICION XXIIL

277 Si se diere qualquier nimero de magni-
‘tudes A, B,C, D de una parte, y otras tantas E,
F, G, H de otra , de suerte que sea 4 4 B en las
primeras, como E 4 F en las segundas, B 4 C en
aquellas, como F' 4 G en estas otras, y asi siguiendo
ordenadamente; serd por igualdad ordenada la primera
A 4 la \ltima D en la una parte, como la primera E
4 la Ultima H en la otra. Fig.19.

- Témense qualesquiera equimultiplices, como 3 4,
3 E, de las primeras A4, E de cada parte, tambien
qualesquiera equimultiplices 2B, 2 F de las segun-
-das B, F, y finalmente otros qualesquiera equimul-
tiplices, como 4C, 4G, de las terceras C, G en cada
parte. Siendo 4: B— E: F ( sup.), serd tambien
3A4: 2B = 3E:2F (253 ), y siendo asimismo
B: C=F:G, serd tambien 2B: 4C = 2F: 4G:
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luego (275 ) si 3.4 mayor, igual; 6 menor que
4C, serd respectivamente 3 E mayor, igual, 6 me-
nor que 4G ; esto es, los equimultiplices de A4, E son
respectivamente mayores, iguales, 6 menores que los
equimultiplices de C, G ; por consiguiente (230) 4
C—=E: G; pero ademas (sup.) C: D=G: H: lue-
go del mismo modo se podrd deducir que es 4: D—
E: H, y siempre serd la primera 4 la tltima en la
una parte, como la primera 4 la tltima en la otra.
Que es &c.
PROPOSICION XXIIIL
278  Si se dieren tres magnitudes 4, B, C de
una parte, y otras tantas D, E, F de otra, de suer-
te que sea 4 4 B en las primeras, como E 4 F en
las segundas, y B 4 C en aquellas, como D 4 E
en estas otras perturbadamente; digo que seri por
igualdad perturbada la primera A4 4 la tercera Cen
una parte, como la primera D 4 la tercera F enla
otra. Fig.2o0.
Tomense qualesquiera equimultiplices 2.4, 2 B,
y 2D de las dos primeras A4, B de una parte, y
-de la primera D de la otra; como tambien otros qua-
lesquiera equimultiplices 3C, 3E, y 3F de la ter-
cera C de la primera parte, y de las E, F, segun-
da, y tercera de la otra. Siendo A:B—E: F (sup.),
serd (267 ) 24: 2B = 3E: 3F, y sienda asi-
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mismo B: C—=D: E (sup.),serd (253 ) 2B: 3C
—2aD: 3E; luego (276 ) si 2.4 mayor, igual, 6
menor que 3C , serd respectivamente 2D mayor,
igual , 6 menor que 3 F': esto es, los equimultiplices
de A,y D son respectivamente mayores, iguales, 6
menores que los equimultiplices de C, y F; por
consiguiente ( 230 ) A:C=D: F. Que es &c. _

ESCOLIOQ.

279  Si las magnitudes dadas de cada parte
son mas de tres, comparadas primero las tres A4, B,
C contiguas, con otras tres contiguas D, E, F; y
despues tomando las otras dos’ G,. y H, se tendrin
de nuevo 4,C, G deun lado, y 2, D, F del otro,
de las quales se demostraré , por igualdad perturbada,
que'seré A:G—=H: F;y asi en qualquier nime-
ro de magnituci’es de un lado, y otras tantas de
otro , que esten en proporcion perturbada , siempre
serd la primera 4 la iltima en una parte, como la
primera 4 la tltima en la otra.

PROPOSICION XXIV.

280" Si la primera magnitud 4 es 4 la segun-
da B, come la tercera C' 4 la quarta D, y una
quinta- E es 4 la segunda B, como una sexta F 4
la quarta D; la suma de la primera, y. quinta serd

I
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4 la segunda, como la suma de ‘la tercera, y sexta
es 4 la quartajestoes, si A: B=C: D, y tam-
bien E:B—=F:D,serf A+E: B=C—=F: D,
Fig. 2 1. :
Por ser (sup.) £:B=C: D,y E: B= F:
D, serd, invirtiendo esta segunda analogia, B: E—
D: F (2 54): luego por igualdad ordenada serd (277)
A: E=C:F, y componiendo ( 272 ) A4+ E:
E—=C—+F: F; pero es E: B—=F: D (sup.): lue-
go otra vez por igualdad ordenada A+ E: B==C_C
== F: D. Que es &c.

'COROLARIO.

281 ' Se infiere que si tres, 6 mas razones que
tienen un conseqiiente comun, son respectivamente
iguales 4 otras tantas razones, que tienen tambien
un conseqiiente comun; serd la suma de los antece-
dentes en las primeras al conseqiiente comun, como
la.suma de los antecedentes en las segundas al con-

seqiiente comun.
PROPOSICION XXV,

282  Si quatro magnitudes AB, DE, C, F
del mismo género son proporcionales ; esto es, que
sea AB: DE — (C: F; la suma de la mixima 4B,
y la minima F, serdi mayor que la suma de las
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otras dos; esto es, 4B == F > C —+ DE. Fig. 2 2.

Cértese de la primera 4B la parte 4G igual 4
la tercera C', y de la segunda DE la parte DH
igual 4 la quarta F. Siendo AB: DE=—C: F, serd
tambien 1a toda 4B 4 la toda DE como la parte
AG 4la parte DH , y (274 ) la residua GB 4 1a
residua HE como la toda 4B 4 la toda DE; pe-
ro AB > DE (sup.): luego GB> HE (266 ),
pero AG + F—=C—+ DH,porser AG —=C, y
DH — F (const. ): luego seri AG - GB —+ F
>C~+DH~ HEj; esto es, AB —+~F>(C + DE.
Que es &c.

Tij
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LIBRO VL
DEFINICIONES.

283 Figuras rectilineas semejantes son las que
tienen los dngulos respectivamente iguales , y pro-
porcionales los lados, que contienen 4ngulos iguales.

Los tridngulos 4#BC, EDF ( Fig. 1.) se llama-
rdn semejantes, siel 4ngulo 4—E, B—D, C—F,
y si ademas es 4B: AC — DE: EF, AC: CB =
EF:FD,CB: BA — FD: DE. Lo mismo que se
dice de los tridngulos, se ha de entender de quales-
quiera figuras rectilineas.
e

f ‘{. -
1o &

ESCOLIO.

284 Tambien serdn semejantes dichos tridn-

1%
A |

gulos, si teniendo sus 4ngulos respectivamente iguas o/

les, son los lados de uno proporcionales 4 los &;—,

otro en esta forma AB: DE — BC: DF, BC: DF
=—CA:FE, AC: EF =— AB: ED; pues se ve que
estas proporciones formadas de los lados, que com-
prehenden 4dngulos iguales, no son otra cosa que al-
ternaciones de las que exige la definicion. Entiénda-
se esto en las demas figuras.

285 Figuras reciprocamente proporcionales
son en las que los términos medios de la proporcion

1iij
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son tomados de-la una mientras que los extremos
son de la otra.* “

Los paralelogramos #BCD, BEFG ( Fig.2.)
se llamar4n reciprocamente proporcionales, si es 4B:
BG = BE: BC. Asimismo dos magnitudes 4, B-se
dicen reciprocamente proporcionales 4 otras dos C,
D, quando 4:C—=2D: B.

286 Una recta estd dividida en extrema y
media razon, quando toda la recta tiene la misma ra~
zon al mayor segmento, que este al menor.

Si es . AB»AC = AC: CB ( Fig. 3.), 1a rece
ta AR estd dividida en media, y extrema razon.

287 La altura de qualquier figura 4BC esla
perpendicular 4D tirada desde el vértice A4 4 la
base BC prolongada, si es necesario. Fig. 4.

© 288  Se dice que una razon se compone de
otras , quando estd formada de las cantidades de las
razones multiplicadas entre si. El uso de esta definicion
es el siguiente. Si se tiene una serie de qualquier nime«
ro de cantidades A4, B, C, D, E, se dird que la pri-
mera A estd con la dltima E en razon
compuesta de las razones 4: B, B: C,
C: D, D: E. Tambien si la razon de
A4 Besiguald lade M4 N, la ra- C: =R
zon de B 4 Ces igual 41a de O4 P, Ko
la.-razon de C4 D esigual 4 lade Q4 R ,y la razon de

A:B=M:N
B:C=0: P
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DAE 41a deS4T, se dird que la primera A est4
con la gltima E en razon compuesta de las razones
M:N,0:P,Q:R, §:T.

PROPOSICION L

289 Los tridngulos BAC, CAD, y los para-
lelogramos. BCAE , CDFA que tienen una misma
altura, son entre si como sus bases BC, CD. Fig.s5.

En la BD prolongada por ambos lados téme-
se ( 62 ) qualquiera nimero de “partes BG , GH,
HL iguales 4§ BC,y D¥, ¥M iguales 4 CD ; tirens
se AG, AH , AL, A%, AM. Por estar los tridngu~
los BAC, BAG,GAH , HAL sobre iguales bases,
y entre las mismas paralelas, serdn iguales ( 112 );

por consiguiente serd multipli- |
ce el tridngulo LAC: BAC — ijg Cc‘j ;; -L‘Bg gj; :
L(C : BC. Del mismo modo se

demostrard multiplice CAM: CAD —=CM: CD; pe~«
ro si CL es mayor , igual, 6 menor que CM, tam-

bien ( 113 ) LAC respectivamente es mayor, igual,
6 menor que CAM: luego serd el tridngulo BAC:
CAD—=BC: CD; pero (116.267.) BAC: CAD
= BCAE : CDFA : luego serd tambien BCAE:
CDFEA — BC: CD. Que es &c. :

liv
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PROPOSICION II

290 Sien un tridngulo BAC se tira una rec-
ta DE paralela 4 uno de sus lados BC; cortard 4
los otros dos €n segmentos proporcionales: y si los
dos lados se dividen en segmentos proporcionales, la
recta que los divide serd paralela al otro. Fig. 6.

I. Si DE es paralela & BC'; serd AD: DB —
AE : EC. '

Tiradas DC y BE, los tridngulos DBE, DCE
serdn iguales ( 111 ), por estar sobre una misma
base DE , y entre las mismas paralelas BC', DE:
luego serd ( 257 ) el tridngulo ZED : DEB —
ADE: EDC; pero(289) AED: DEB—AD: DB,
y por la misma razon ADE: EDC — AE : EC:
luego serd AD: DB — AE: EC.

Il. Si es AD: DB — AE: EC; ser4d DE pa-
ralela 4 BC.

El tridngulo AED: DEB = A4D: DB (289 );
tambien por lo mismo el tridngulo ADE : EDC —
AE : EC; pero es AD: DB — AE: EC ( sup. ):
luego serd AED: DEB — ADE: EDC; por con-
siguiente serd el tridngulo DEB=EDC: luego (114)
serdn las rectas DE , BC paralelas. Que es &c,
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COROLARIO 1,

291 Luego invirtiendo serdi ( 244 ) BD:
DA—=CE:EA4,y compomendo (‘272 ) BA: AD
== CA: AE,

COROLARIO IL

292 Tambien por ser ZD: DB — AE: EC,
serd (272 ).-AB+BD — AC: CE.

PROPOSICION IIL

293 La recta AD que divide un 4ngulo BAC
de qualquier tridngulo A4BC en dos partes iguales;
divide la base BC en segmentos proporcionales 4 los
lados del tridngulo; esto es, BD: DC = BA: AC:
y la recta DA, que partiendo la base BC en''seg-
mentos proporcionales 4 los lados , sale del 4ngulo
BAC, lo divide en dos partes iguales. Fig. 7.

Proléonguese BA hasta E, de suefte que
HAE — AC,y tirese CE. | ; ;

I.' Siendo en el tridngulo CAE “eF lado ZE —
AC (const. ), serd el dngulo ACE=E ( 64 ); por
consiguiente ( ro1 ) el 4ngulo externo BAC seri
duplo del 4ngulo E ; pero el dngulo BAC es duplo
del dngulo BAD (sup. ): luego serd el 4ngulo E
= BAD; por lo que ser4 (95 ) la recta CE pa-
ralela 4 4D : luego serd ( 290 ) BD : DC =
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BA: AE g EA AC, por ser AE = AC.

. Si es #D: "DC—=BA: AC' ; serd el dngu-
lo BAD =D AC, Por ser BD: DC = BA: AC 6
AE,: setdn (.290 ). paralelas las rectas 4D, CE; y
por consiguiente ( 96 ) el 4ngulo BAD —E, y el
dngulo DAC —='ACE; pero en el tridngulo isbsce-
les CAE el dngulo E — ACE (64 ): luego -serd
el dngulo BAD — DAC; Que es&c. | -

ESCOLTIO.

' 294 : Deunmodo semejante se démuestra: que
si el 4ngulo: -externo «CAB. de’ un tridngulo FAC
(F:‘g. 8.) se-divide en dos partes iguales, y'la recs
ta 4D que lo corta, encuentra 4 la base FC prolonga+

da en D; serd FD: DC—=FA: AC:y al contrario;

PROPOSICION 1V, .

295 . Los tridngulos equxéngulos ABC’ DC'E
tienen proporcionales los lados homdlogos; esto es,
si-los: dngulos B'=DCE , ACB — DEC , BAC —
CDE/, serd AB:BC—=DC: CE,BC:CA—CE:
ED, AB: AC = CD: DE. Fig. 9.

Colbéquese CE directamente con BC, y prolén-
guense las rectas BA, ED, las quales se encontra-
rén en un punto F (52 )3 pues siendo’( 82 ) los
dngulos B, ACB juntos menores que dos rectos, y
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el 4ngulo ACB=F (sup.). tambien serén los 4n-
gulos B, E juntos menores que dos rectos. Porque
los 4ngulos ACB, B son respectivamente iguales 4
los E, DCE, serd ((95) CA paralela 4 EF, y BF
paralela 4 CD 3 por consiguiente la figura ACDF es
un paralelogramo , en quien ( 107 ) AC = DF,
y AF =— DC': esto supuesto sers:
I 4B BCz=DC : CE.

Por ser paralelas C4, EF, 'setd (290 ) BA:
AF = BC:CE, y alternando (270 ) BA: BC =
AF: CE; pero AF—=CD : luego serd BA: BC =
DC:.CE. 2

II. BC: CA=CE : ED.

Siendo CD paralela 4 BF, serd (290 ) EC: CB
= ED: DF 6 AC, ¢ iavirtiendo (254 ) CB': CE
=CA: ED: luego ‘alternando (270 ) serd CB~
¢4 =CE: ED.

{5 IIl. En fin BA4: AC=CD: DE.

Se bha. demostrado antes que 4B : BC — CD-
CE,y que BC: CA — EC: ED: luego por igual-
dad ordenada ( 277 ) serdi AB: CA4 — CD: DE.
Que es &c. ‘ » Bas

COROLARIO.

296 Infirese de la proposicion antecedente.

que los tridngulos equidngulos son ( 2 8 3 ) semejantes.
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PROPOSICION V.~

297 Si dos tridngulos ZBC; DEF tienen los
lados proporcionales ; esto es, #B: BC—=DE: EF;
AC: CB=DF: FE, AB: AC— DE : DF; dichos
tridngulos tendrdn iguales los 4ngulos opuestos 4 los
lados homélogos; Fig. 10. _

Constriyanse ( 9o ) los 4ngulos FEG—=2PR, y
EFG = C; y serdn ( 103 ) equidngulos los trifn-
gulos EGF, BAC,y por lo tanto (295) GE: EF
=—=AB: BC; pero AB: BC=DE: EF ( sup.): lue-
go GE: EF—=DE: EF; y por consiguiente (2:59)
GE — DE. Tambien por ser los tridngulos EGF,
BAC equidngulos, serd GF: FE — AC: CB; pero
AC: CB.—= DF: FE (sup.): luego serd GF: FE
== DF: FE ; y por consiguiente GF == DF : luego
sera‘in ( 69 ) los tridngulos EDF, EGF totalmente
iguales , y los dngulos D =G —= 4, DEF — FEG
—=ABC, y DFE=EFG =C. Que es &c.

PROPOSICION VI

298 Si dos tridngulos ABC, DEF tienen un
fngulo B del'uno igual 4 un dngulo DEF del otro,
y los lados que los comprehenden proporcionales, es-
to es, que sea AB: BC — DE : EF'; dichos tridn=
gulos serdn equidngulos, y tendrdn iguales los 4n-



(r41)

gulos opuestos 4 los lados homélogos, es 4 saber el
4ngulo A=D, y el dngulo C=DFE, Fig.10.

Constrityanse ( 9o ) los 4ngulos FEG =B 6
DEF,y EFG=C, y ( 103) serin equidngulos los
tridngulos EGF, BAC; y por lo tanto ( 295 ) GE:
EF —= AB: BC; pero AB: BC — DE: EF (sup.):
luego serd GE: EF — DE: EF ; por consiguien-
te (259 ) GE==DE; y como el 4ngulo DEF—
FEG, serd (63 ) el 4ngulo D = G, y siendo A
— G , tambien seri D — 4. Por tanto siendo en
los tridngulos EDF , BAC los 4ngulos D, DEF
respectivamente iguales & los A4, ABC, tambien se~
r4 (103 ) DFE —=C. Que es &

PROPOSICION VIEL

299 Si dos tridngulos BAC, EDF tienett un
4ngulo 4 =D, y proporcionales los lados que for=
man otros dos 4ngulos ABC, E; esto es, AB: BC
— DE: EF, y los 4dngulos C, F son, 6 ambos rec~
tos, 6 ambos mayores, 6 menores que un recto; di-
chos tridngulos serin equidngulos. Fig. 1 1.

Si los 4ngulos ABC, y E no son iguales, serd
uno de ellos ABC > E : en este caso constriiya-
se ( 90 ) el 4dngulo ABG — E. Siendo en los
trifngulos 4GB, DFE el 4ngulo. A=—=2D (sup.),y
el 4ngulo ABG—FE (const. ), serd ( 103 ) el 4n-
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gulo 4GB — F: luego dichos tridngulos serdn
equidngulos, y (295 ) AB: BG = DE: EF; pe-
ro AB: BC—=DE: EF (sup.): luego 4B: BG
— A4B: BC; por consiguiente BG — B(C: y sienda
en el tridngulo isdsceles GBC (64 ) el d4ngulo BGC
—C, seri por consiguiente ( 82 ) cada uno de
dichos dngulos menor que un recto; y por lo tan-
to (75 ) el d4ngulo BGA, 6 su igual F seri obtu:
so, quando el dngulo C se ha demostrado agudo, la
que es contra la hipétesis : luego serd el dngula
ABC — E, y sienda tambien el dngulo 4 — D
(sup.), serdn { 103 ) los tridngulos ABC, DEF
equidngulos. Que es &c.

PROPOSICION VIIL

3oo En el tridngulo rectdngulo BAC la per-
pendicular 4D, que del dngulo recto A se tira 4 la
base BC, divide el tridngulo en otros dos ADB,
CD A semejantes entre si, y al total. Fig. 12,

Los tridngulos ADB, CAB tienen el ingulo B
comun, y los dngulos BAC, BDA iguales por rec-
tos : luego ( 103 ) serin equidngulos. Del mismo
modo se demostrardn equidngulos los tridngulos
ADC, BAC: luego todos tres serdn equidngulos,
y ( 296 ) semejantes. Que es &c.
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COROLARIO I

go1 Por la semejanza de los tridngulos BAC,
ADC es BC:CA=CA:CD: tambien por ser se-
mejantes los tridngulos BAC, BDA,serd BC: BA
= BA: BD.
COROLARIO IL
302 Porla semejanza de los tridngulos BD A,
ADC serd BD: DA — DA: DC. '

PROPOSICION IX.

303 Cortar de una recta dada 4B qualquie-
ra parte que se pida. Fig. 1 3.

Tirese por el punto A la indefinida AC, en la
qual témese qualquier punto. D, y higase AF tan
multiplice de ZD, como lo sea 4B de 11 parte que
se ha de cortar: tunanse los puntos. F', B por la rec-
ta FB, 4 quien por el punto- D se ha de tirar (100)
la paralela DGy serd AG la parte que se pide.

Siendo DG paralela al lado. BF" del tridngulo
FA3, serd (291 ) AF: AD — AB: AG ; pero
AF es multiplice de 4D ( const. ): luego (269 )
B serd igualmente multiplice de 4G. Que es &c.

PROPOSICION X.

304 Dividir una recta dada 4B, de suerte
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. que sus segmentos sean proporcionales con los de
otra dada AC dividida en D, E. Fig. I 4.

Tirese BC, y por los puntos D, E tirense (100)
las rectas DF , EG paralelas 4§ CB; y la recta
dada 4B quedari cortada en los puntos F, G como
se pide. Tirese la recta DH paralela 4§ FB. Por
ser DF paralela 4§ EG,sérd ( 290 ) AD: DE —
AF: FG. Tambien siendo EZY" paralela 4§ CH, ser4
DE: EC—=DT: ¥H; pero ( 107 ) DY = FG,
¥H —GB, por lados opuestos de los paralelogramos
FT, GH : luego serd DE: EC — FG: GB. Que
es &c. '

PROPOSICION XL
305 Hallar una tercera proporcional 4 dos
rectas dadas AB, AD. Fig. 15.

Tirese BD,y prolénguense indefinidamente las
rectas AB, AD; tobmese BC— AD, y por el pun-
to C tirese CE paralela 4 BD; y serd DE la ter-
cera proporcional que se pide. Por ser BD paralela
4 CE,serd (290 ) AB: BC—=AD: DE; pero BC
— AD ( constr. ): luego AB: AD — AD : DE.
Que es &c.

PROPOSICION XIL
- 306  Hallar una quarta proporcional 4 las tres
rectas dadas DE, EF, DG. Fig. 16.
Tirese EG, y prolongada DG indefinidamente,
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tirese FH paralela 4 EG; y GH seri quarta propor-
cional 4 las tres rectas dadas. Pues siendo EG parale-
la 4d FH,serd (290 ) DE: EF=DG:GH. Que
es &c. :
PROPOSICION XIIL

307 ' Hallar una media proporcional 4 dos rec-
tas dadas AE, EB. Fig. 17.

Sobre AB describase el semicirculo AFB, y en
el punto E levintese la perpendicular EF prolonga-
da hasta encontrar 4 la circunferencia en F'; serd EF
media proporcional entre las rectas dadas AE, EB.
Tirense las rectas AF, BF, que formarin ( 186 )
el 4ngulo AFB recto; pero FE es perpendicular 4
AB (constr.): luego serd (302 ) AE: EF—EF:
EB. Que es &c.
: COROLARIO.

308  Seinfiere que la recta baxada desde qual-
quier punto de la circunferencia perpendicular al di4-
metro, es media proporcional entre los segmentos,
en quienes queda dividido el didmetro.

PROPOSICION XIV.

309  Si dos paralelégramos ABCD , EBGF
son 'iguales , y tienen el dngulo #BC— E3G; ten-
drén los lados, que forman dicho 4ngulo, reciproca~
mente proporcionales; esto es, AB: BG—=RBE: BC:

K
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y al contrario, si dos paralelogramos cerca de igua-
les 4ngulos tienen los lados reciprocamente propor-
cionales , serdn iguales. Fig. 2.

Coléquense directamente las rectas 4B, BG, y
por ser el dngulo #ABC — EBG (sup.), tambien
formarén ( 80 ) una sola recta las CR, BE ; pro-
lénguense los lados DC, FG, hasta que se encuen-
tren en H, y resultard el paralelégramo BH. Sien-
do el paralelégramo BD — BF (sup. ), serd BD:
BH — BF: BH; pero ( 289 ) el paralelégramo
BD: BH—AB: BG, y el paralelogramo BF: BH
— EB: BC: luego serd AB: BG — EB: BC.

Y al contrario, si el d4ngulo #4BC—=EBG, y
AB: BG—ERB: BC; serd el paralelogramo BD —
BF. Consta ( 289 ) que el paralelégramo BD: BH
— AB: BG, y el paralelégramo BF: BH — EB:
BC; pero AB: BG — EB: BC (sup. ): luego serd
el paralelégramo BD: BH — BF : BH; por cousi-
guiente el paralelogramo BD = BF. Que es &c.

PROPOSICION XV.

310 Los tridngulos iguales ZBC, DBE, que
tienen un 4ngulo ABC igual 4 otro DBE; tendrin
los lados, que comprehenden iguales 4ngulos, recipro-
camente proporcionales ; esto es, 4B : BE — BD:
BC': y al contrario, los tridngulos que tienen los lados,
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que comprehenden iguales dngulos , reciprocamente
proporcionales ; serdn iguales. Fig. 18.

Coléquense directamente los lados CB, BD,y
por ser el dngulo CBA — EBD (sup. ), tambien
formardn ( 80 ) una sola recta los lados 4B, BE.
Tambien siendo el tridngulo ABC=DBE (sup.), serd
ABC : CBE — DBE : CBE; pero ( 289 ) ABC:
CBE —=AB: BE,y DBE: CBE —DB: BC: luego.
serd (261 ) AB: BE— DB: BC.

Y al contrario, si es 4B: BE—=DR: BC, y
el dngulo ABC — EBD; seri el tridngulo ABC—
EBD. Pues (289) el tridngulo ABC: CBE — AB:
BE, y el tridngulo DBE: CBE — DB: BC; pero
(sup.) AB: BE — DB: BC: luego seri el tridngu-
lo ABC: CBE — DBE: CBE ; por consiguiente el
tridngulo 4BC — DBE. Que es &c.

PROPOSICION XVI

311 Siquatro rectas son proporcionales, esto
es, AB: FG — EF : BC; el rectdngulo AC com-
prehendido de las extremas 4B, BC seri igual al
rectingulo EG comprehendido de las medias GF,
FE: y siel rectdngulo AC de las extremas es igual
al rectingulo EG de las medias ; las quatro rectas
serdn proporcionales; esto es, AB: FG — EF': BC.
Fig. 1 9.

Kij
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I. En los rectdngulos AC, EG son reciproca~-
mente proporcionales los lados, esto es, AB: FG —
EF: BC (sup.); pero ademas los 4ngulos B, F son
iguales por rectos : luego serd ( 309 ) el rectdngu-
lo A4C = EG.

II. Siendo ( sup.) el rectingulo 4C = EG, y
los 4ngulos B, F iguales por rectos, serd ( 309 )
AB: FG — EF: BC. Que es &c.

ey
-

PROPOSICION XVII

312 Si tres rectas son continuas proporciona-
les , esto es, AB: EF — EF : CB; el rectingu-
lo CA de las extremas serd igual al quadrado EG
formado sobre la media EF': y si el quadrado EG
de la media EF es igual al rectdngulo AC de las ex-
tremas 4B, BC; serin continuas proporcionales las
tres rectas 4B, EF, y CB. Fig. 20.

1. Siendo AB: EF — EF: CB, tomada FG —
EF, tambien serd AB: EF — FG: CB ; pero los
4ngulos en B, F son iguales por rectos: luego (309 )
serd el rectingulo DB igual al quadrado EG.

1. Siendo (sup.) el rectingulo AC igual al qua-
drado EG, y los 4ngulos B, F iguales por rectos,
serd (309 ) AB: EF — FG: CB, y por ser FG
— EF, tambien serd AR: EF—EF:(CB. Que es &c.
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ESCOLIO L
313 Si las razonesde 4 4 B,y de C 4 D son
iguales ; tambien las duplicadas de las mismas razo-
nes serdn iguales.

Higase (305) A: B=B:E,yC:D= |4 C
D: F. Siendo (sup.) A: B=C: D, ser Ié g

B:E = D: F: luego por igualdad ordena-
da (277 ) A: E=C: F; pero ( 235 ) la razon
de 4 4 E es duplicada de £ 4§ B,y ladeC4 F
es duplicada de C 4 D : luego &c.

De un modo semejante se demostrard que si
las razonesde 4 4 B, y de C 4 D son iguales, lo
serdn tambien las triplicadas de dichas razones.

ESCOLIO Il

314 Sila razon duplicada de 4 4 B es igual

4 la duplicada de C 4 D; serd 4: B—=C: D.
Supuesta la construccion antecedente (313), serd
ANE=C:F; yisi seniegaqued: B="T7 77

@eC
C: D, serd 4: B—=C: R: higase entonces [B D R
C:R=R:T,y serd por igualdad orde- % H:0)

nada A: E—=C:T; por consiguiente C: F—=C: T,
y F=T:ysiendo C: R=R:T, serf§ Cx T=R*(312)
tambien por ser C: D —=D: F, seri C x F = D*
luego R*—="D% y ( 123 ) R=D; por consiguiens
te A B==Ci D,

Kiij
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PROPOSICION XVIIIL

315 Sobre una recta dada AB describir un
rectilineo semejante, y semejantemente puesto al rec-
tilineo dado CDFE. Fig. 2 1.

Resuélvase el rectilineo dado en los tridngulos
CFD, CEF, y constriiyanse ( 9o ) los 4ngulos B
=D,y BAH — DCF ; por consiguiente serd
(103)el dngulo AHB — CFD. Constriiyanse tam-
bien los 4ngulos HAG — FCE, y AHG — CFE;
y tambien serd el 4ngulo G =E: digo que el rectilineo
AGHB ser4 el que se pide. Por ser los 4ngulos BAH,
HAG respectivamente iguales 4 los dngulos DCF,
FCE, serd el dngulo BAG — DCE. Asimismo por
ser los 4ngulos BH.A, AHG respectivamente iguales
4los DFC,CFE, seri BHG=DFE; pero el 4ngu-
lo B—= D, y G=E: luego los rectilineos 4GHB,
CEFD serin equidngulos. Por ser los tridagulos
AGH , CEF equidngulos, serd (295 ) AG: AH=
CE : CF. Asimismo siendo los tridngulos AHBRB,
CFD equisngulos, serd AH: AB — CF: CD: luego
por igualdad ordenada ( 277 ) 4G : AB = CE:
CD, y ademas en estos tiltimos tridngulos serd tambien
AB: BH — CD: DF. Del mismo modo se dermos-
trard que BH: HG—=DF: FE,y HG: GA—=FE:
EC: luego los rectilineos 4BHG, CDFE son seme-
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jantes , y semejantemente puestos. Que es &c.

PROPOSICION XIX.

316 Los tridngulos semejantes BAC , EDF
estdn en razon duplicada de sus lados homologos.
Fig. 22.

Sean los dngulos BAC, B, y C respectivamen-
te iguales 4 los dngulos D, E, y F'; témese la ter-
cera proporcional BG 4 los lados homélogos BC, EF,
y estard (235 ) BC con BG en razon duplicada de
BC 4 EF; y tirese AG. Por ser los tridngulos BAC,
EDF semejantes , sus lados homdlogos serdn (28 4)
proporcionales ; esto es, 4B: DE—BC: EF'; pero
BC: EF —= EF: BG ( const.): luego serd AB: DE
— EF': BG, y siendo los 4ngulos B, E iguales, serd
(310 ) el tridngulo BAG — EDF ; pero el tridn-
gulo (289 ) BAC: BAG—BC': BG: luego el tridn-
gulo ABC: DEF — BC: BG, 6 bien en razon du-
plicada de BC 4 EF. Que es &c.

COROLARIO L

317 El tridngulo ABC es al tridngulo seme-
jante DEF como BC 4 BG, con tal que sea BG ter-
cera proporcional 4 los lados homélogos BC, EF.

Kiv
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COROLARIO IIL

318 Tambien si tres rectas BC, EF, BG son
continuas proporcionales, la primera BC'ser4 4 la terce-
ra BG como qualquier tridngulo BAC descrito sobre
la primera al tridngulo semejante EDF descrito sobre
la segunda EF. i

PROPOSICION XX. o

319 Los poligonos semejantes 4BCDE,
FGHYFK se dividen en igual nimero de tridngulos
semejantes 4BC con FGH, ACD con FH¥,y AED
con K%, y proporcionales 4 sus todos (esto es ABC:
FGH — ABCDE : FGHYK — ACD : FHY —
ADE : F§JK ) ; y dichos poligonos estin en razon
duplicada de sus lados homdlogos. Fig. 2 3.

I. Desde los vértices 4, F de los 4ngulos igua-
les BAE, GFK tirense las rectas AD y F¥, ACy
FH 4 los vértices de los respectivos 4ngulos iguales,
y quedardn divididos los poligonos en igual niime-
ro de tridngulos. Teniendo los poligonos semejantes
ABCDE , FGHJK proporcionales los lados que coms-
prehenden 4ngulos iguales , serd ( 283) A4B: BC
= FG: GH : luego serin ( 298 ) equidngulos los
tridngulos ABC, FGH ,y el 4ngulo BCA — GHF.
Del mismo modo se demostrarin equidngulos los
tridngulos AED, FK¥, y el 4ngulo ADE — FJK;
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pero los dngulos BCD , CDE son respectivamente
iguales 4 los 4ngulos GHY, H¥K , por la semejanza
de los poligonos : luego serd el dngulo /CD—=FHY,
y ADC—=FJH ; por consiguiente (103 ) equidngu-
los los tridngulos CA4D, HF ¥. Por tanto serdn (296)
semejantes los tridngulos ABC, con FGH , ACD
con FHY,y AED con FKY.

II. Los tridngulos ABC , FGH, por ser seme-
jantes, estdn ( 316 ) en razon duplicada de los la-
dos homélogos AC , HF. Asimismo los tridngulos
CAD, HFY estdn en razon duplicada de los lados
homélogos AC, FH. Del mismo modo se demostra-
ré que los tridngulos CAD , HF¥, y DAE , FK
estin en razon duplicada de 4D 4 F¥; pero por
la semejanza de los tridngulos CAD, HF¥ es (28 4)
CA:FH=AD: F¥,y (313 )la razon duplica-
da de CA4 4 FH es igual 4 la de 4D 4 F¥: lue-
go serd el tridngulo BAC: GFH —= CAD: HFy—
DAE: FFK; por consiguiente ( 262 ) la suma de
los antecedentes 4 la suma de los conseqgiientes como
un antecedente 4 un conseqiiente; esto es, el poligono
BAEDC: GFKyH —BAC: GFH, 6bien (316)
en razon duplicada de los lados homélogos BC', GH,
Que es &c. !

COROLARIO L
320 Luego serd el poligono 4/BCDE al po-
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ligono semejante FGHFK como BC4 R (317), sien-
do R tercera proporcional 4 los lados homologos BC,
GH. Si dichos poligonos son iguales , serd BC —= R
== GH;
COROLARIO IL

321 Tambien dadas tres rectas continuamente
proporcionales, serd la primera 4 la tercera como el
poligono descrito sobre la primera al poligono seme-
jante descrito sobre la segunda.

PROPOSICION XXI

322 Lossrectilineos ABC, D¥E , que son se-
- mejantes 4 un tercero HFG, son tambien semejan-
tes entre si. Fig. 2 4.

Por ser el rectilineo ABC semejante 4§ HFG,
serdn ( 283 ) los 4ngulos del uno respectivamente
iguales 4 los del otro, y tambien proporcionales los
lados cerca de i.guales dngulos ; pero por la seme-
janza de los rectilineos DFE , HFG son los 4ngulos
del uno iguales 4 los del otro, y tambien son pro-
porcionales los lados cerca de iguales 4ngulos : lue-
go los dngulos del rectilineo ABC serdn iguales 4 los
del rectilineo DFE, y los lados cerca de iguales 4n-
gulos serdn proporcionales ; por consiguiente-(283')
los rectilineos ABC, DJE serin semejantes. Que
es &c.
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PROPOSICION XXIIL

323 Si quatro rectas son'proporcionales; tam-
bien los rectilineos semejantes, y semejantemente des-
critos sobre ellas serdn proporcionales: y si rectili-
neos sefnejantes, y semejantemente descritos fueren
proporcionales ; tambien las rectas, sobre que estdn
descritos, serdn proporcionales, Fig. 2 5.

I. Siendo proporcionales (sup.) #B: CD—=EF:
GH, serd ( 313 ) la razon duplicada-de AB 4 CD
igual 4 la duplicada de EF 4 GH; pero el rectili-
neo A¥B al semejante CKXD estd ( 319 ) en razon
duplicada de 4B 4 CI; y por lo mismo el recti-
lineo EM al semejante GO como la duplicada de
EF 4 GH: luego serd el rectilineo A¥B: CKD —
EM: GO.

IL. El rectilineo A7B: CKD =—EM: GO (sup.);
pero el rectilineo A¥B al semejante CKD estd (319)
en razon duplicada: de 4B 4 CD. , y el rectilineo
EM al semejante GO como la duplicada de EF 4
GH : luego la duplicada de 4B 4 CD serd igual 4
la duplicada de EF 4 GH; por consiguiente ( 314 )
AB: CD — EF:GH. Que es &c.

PROPOSICION XXIIL

324 Los paralelégramos equidngulos 4BCD,
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BEFG estin en razon compuesta de los lados que
comprehenden 4ngulos iguales ; es 4 saber, que si
el 4ngulo del uno ABC — EBG del otro, estari el
paralelégramo ABCD con el paralelégramo BEFG
en razon compuesta de B4 4 BG, y de BC 4 BE,
Fig. 2.

Pénganse las bases AB, BG 4 continuacion, y
siendo (sup. ) el dngulo ABC == EBG, los lados
CB, BE formardn ( 80 ) tambien una recta. Com-
plétese el paralelogramo BH, y héllese (306 ) la
quarta proporcional X 4 las rectas CB, BE, BG.
Consta ( 289 ) que el paralelogramo ABCD: BGHC
—AB: BG, y el paralelogramo BGHC 1 BGFE —=
CB: BE — BG: K ( constr. ): luego por igualdad
ordenada serd (277 ) el paralelégramo ABCD":
BGFE — BA: K; pero la razon de BA 4 K se
compone ( 2 8 8 ) de las razones de 4B 4 BG,y de BG
4 K, 6 bien de las razonesde 4B 4 BG,y de CB 4
BE: lﬁego estard el paralelégramo 4BCD con el pa-
ralelogramo BGFE en razon compuesta de 4B §
BG,y de BC 4 BE. Que es &c.

COROLARIO

325 Luego la razon compuesta de dos razo-
nes 44 B, C4 D seri la razon del rectingulo
de los antecedentes A, C al rectingulo de los conse-
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qgiientes B, D; y hallando la quarta proporcional &
4 las magnitudes C, D, B, serd A xC: Bx D =
A: K.

ESCOLIO.

526151 es Ad: B—=E: F;ly C: D=@G:
H,seth AxC: BxD=FEx G: Fx H.
Hégase (306 ) C: D—=2B: K,y tambien G: H=
F: N; y siendo (sup. ) C: D — G: H, seri tam-
bien B: K = F: N; pero A: B — E: F (sup. ):
luego por igualdad ordenada (277 ) A: K—=E: N;
pero (325 ) A: K—= A x C: B x D,y por lo
mismo E: N——=ExG: Fx H: luego AxC: BxD
— E xG: Fx H. Que es &c.

PROPOSICION XXIV.

327 En qualquiera paralelégramo ABCD los
circadidmetros EG , HF son semejantes al total , y
entre si. Fig. 26.

- Los: paralelégramos EG, BD tienen el 4ngulo
BAD comun , ‘el dngulo AEY— ABC (96 ) por
ser paralelas EY"y BC , como tambien AGY —
ADC por ser paralelas G2" y DC ; en fin los 4n-
gulos. EYG, EAG, BCD iguales entre si (107 ):
luego dichos: paralelégramos serdn equiingulos. De
un modo semejante se demostrardn equidngulos los
tridngulos AET", ABC , y en ellos serd (295 )
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AE : EY —= AB: BC, y por ser EV"— AG, BC—
AD (107 ), tambien serd AE: AG — AB: AD.
Con igual método se demostrard que es AG: G¥'=
AD: DC, y ET: ¥G —= BC: CD: luego los parale-
légramos EG, BD ‘tienen cerca de los 4ngulos igua-
les los lados proporcionales ; por consiguiente se-
rin ( 283 ) semejantes entre si. Con el mismo mé-
‘todo' se demostrard el paralelégramo HF semejante
al paralelégramo BD: luego los paralelégramos EG,
HF son semejantes al total; y por consiguiente (322)
entre si. Que es &c. :

"PROPOSICION XXV.

328  Construir un rectilineo P semejante, y se-
mejantemente puesto al dado ABEDC , ¢ xgual i
otro dado F. Fig. 27. )

Sobre la recta AB constriiyase ( 120 ) el rec-
tdngulo AL — ABEDC ; asimismo sobre B.L cons-
triyase ‘el rectingulo BM — F. Entre las rectas
AB ," BH hillese ( 30%:) una media proporcional
NO, y sobre NO constriayase (( 315 ) el rectilineo
P semejante al dado ABEDC: y serd el que se pi-
de. Siendo los rectilineos ABEDC, P semejantes,y
BH tercera proporcional & sus lados homélogos A5,
NO,serd ( 321 ) ABEDC: P —= AB: BH; pero
(289 ) el rectdngulo. AL: HL — AB: BH: luego
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ser4 ABEDC: P—=AL: HL,y por ser ABEDC —
AL (constr.), serd (265) P— HL=TF. Que es &c.

PROPOSICION XXV

329 Los paralelégramos semejantes EG, DB,
que tienen un 4ngulo comun EAG, los corta un
mismo didmetro AC. Fig. 28. s

Si se ‘niega que AC es didmetro comun ; séalo
AHC del paralelogramo DB que corta 4 EF en H.
Tirese H?" paralela 4 BC,y serdn semejantes (327)
los paralelogramos E?°, DB, y cerca de los 4ngulos
iguales E , D tendrdn proporcionales los lados, es-
toes, AE : EH—AD: DC; pero ( 283 ) AE:
EF — AD: DC por la semejanza de los paralelé-
gramos EG, DB: luega serd AE: EH — AE: EF;
por consiguiente EH — FEF, lo que es imposible.
Luego &c. '

PROPOSICION XXVIIL

330 De todos los paralelégramos 4D , AG
aplicados 4 una misma recta 4B, y deficientes en
figuras paralelogramas CE , K1 semejantes, y seme-
jantemente puestas 4 la AD descrita sobre la mitad
AC de la recta AB; el paralelégramo_'AD aplica-
do 4 la mitad , siendo semejante al defecto K1", se-
rd el mdximo. Fig. 2 9.

I. Sea 4K > AC. Prolénguese KG hasta N, Por
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ser los paralelégramos CE , K7 semejantes, estarin
(329 ) cerca de un mismo difmetro DB: luego se-.
rin (118 ) los complementos EG, CG iguales, y
aiiadiendo el paralelogramo comun A7, seri KE —
Cr—=AM (110 ): tambien aiiadiendo el parale-
légramo comun CG, serd el paralelégramo AG igual
al gnomon MBN ; pero este es menor que el para-
‘lelégramo CE —=CH { 110 ): luego seri el para-
lelégramo AG << AD. Que es &c.

II. Sea AK << AC. Prolénguese CD hasta M,
y serd el paralelégramo DF=—=D% (110 ), por es-
tar sobre iguales bases MF, M7, y entre unas mis-
mas paralelas; pero D¥'— DK (118 ): luego DX
— DF; por consiguiente DX > NF, y anadiendo
NA, seri DA > KF. Que es &c.

PROPOSICION XXVIIL

331  Sobre una recta dada AB aplicar un pa-
ralelégramo igual 4 un rectilineo dado C, y deficien-
te en una figura paralelégrama semejante 4 un para-
lelogramo dado D ; con tal que el rectilineo 'C' no
sea mayor ( 330 ) que el paralelogramo aplicado
4 la mitad de AB. Fig. 30.

Dividase 4B por medio en E; sobre EB cons-
triyase ( 315 ) el paralelégramo EG semejantemen-
te puesto al dado D; y complétese el paralelogramo
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AG. Si es EG =0 se habr4 aplicado sobre la rec-
ta AB el paralelégramo EG iguak & C, y deficien-
te en el paralelogramo 4 F semejante al dado D, por
ser AF igual, y semejante 4 EG. Si es EG mayor
que C'en la maghitud Z ( &2 1), constriyase (32 8)
el paralelogramo QG ~ semejante , "y -semejantemente
puesto al paralelégramo EG 6 D, é igual 4 L: pro-
longadas QP, PO hasta;Z, §, seré el paralelégramo
AP el que se' pide. Prolonguese SP hasta R, y tire-
se el didmetro: FB ; que lo serd tambien ( 329 )
del paralelégramo OQ semejante, y semejantemente
puesto { constr.‘). El paralelégramo EG — C —+ L
= C =00 y quitado €l comun 0Q,, serd el gno-
mon OBQ = C'; pero el paralelogramo ER — A0
( xro ) por tener iguales bases y estar entre unas
mismas paralelas,:.y los complementos PG, EP son
iguales (‘118 ): luego el gnomon OBQ—AP, y C
=AP; pero ZR es ( 327 ) semejante 4§ EG, 6 bien
4 D. Luego &c.
' ESCOLTIO.

332  Sobre unarecta dada AR aplicar un rec-
tdngulo igual 4 otro dada CKX, deficiente en un qua-
drado ; con tal que el rectdngulo dado ne sea ma-
yor que el quadrado descrito sobre la mitad de dicha
recta (133 ). Fig. 31. e

En los extremos 4, B de la recta AB levdn~
L
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tense las perpendiculares AE =—"CD, BF — C¥; ti-
rese EF, y sobre ella como didmetro describase el
semicirculo EHF'; y encontrando ‘este 4 la recta 4B
en uno, 6 dos puntos H, G, seri AH x HB,
-6 bien AG x GB igual :al rectidngulo dado CK. Ti-
rense las' rectas [EH , HF.:Siendo el dngulo EHE
recto ( 186 ), sefdnlos 4dngulos ('74) EHA ==
FHB — 4 un recto; pero’ ( 104 ) los 4ngulos
AHE -+ AEH=— 4 un recto: luego AEH — FHBE,;
es asi que los 4ngulos 4, B son iguales por rectos:
luego serdn los tridngulos AEH, HBF equiingulos,
yen ellos (295 ) AE: AH—HB: BF; por con~
siguiente ( 311 ) AH'x HB — AE x BF — CD
x CZ. Del mismo modo se demostrard que si el
semicirculo EHF corta 4 la recta 4B en otro punto
G, seri tambien AGxGB=—CD x CY. Que es &c.
Si el rectdngulo AE x BF ‘es igual al quadra-

do de AH mitad de 4B el semicirculo descrito
sobre EF como didmetro tocard 4 la recta 4B en
el punto H. Levédntese en él la perpendicular HL, y
por los puntos E, L tirense las rectas ES, LR pa-
ralelas 4 4B,y por set AH — HB,serd EZ —
ZS (107 );pero (290 ) EZ: ZS — EL: LF:
luego (266 ) EL=—=LF": con igual método se de-
mostrard SR=— RF: luego (134 ) RB*=SB x BF
“+8R?, 6 bien ZH*=EAx BF~+ Z L*; pero (sup.) EA



(1v63)
x BF — AH* = EZ*: luego IH" = FZ" + ZL*
—EL ( 1 '.;4 ); por counsiguiente LH:_EL:LF,
y el semicirculo “descrito ‘con el radio LE pasari
por los puntos. H , F; y siendo el dngulo ZHA
recto 5 la recta. AB serd ( 169 ) tangente en H.
Que es &c. _
Siendo"AE ==TCD, BN==C?} y. AExBN-::

AE x BF ¢ bien'menor que el quadrado de . ZH mitad
de la dada 4B ; €l semicirculo descrito sobre EN
como difmetro!'cortard 4 la recta A4B. Em el punto
H de la -rectaAB levintese:la perpendicular HL yy
tirada  EF, serdn las tres rectas. EL, HL y LF iguales
el;irzz si, como se ha demostrado. Por ser LH paralela
4.FB,serd (2 9oy ELy LE—=EM: MNjpero EL
— LF: luego EM=—=MN, y el puntd) M serd centro
del circulo!descrito’sobre EN como' didmetros; pero
es asi que ( 87 )-EM ~ ML > LE , 6 bien LH:
luego-serd EM > MH , -y por' consiguiente el “cir+
culo~descritoc consel fadio+E/M cortard 4 la recta
AB. De un'modo semejante se demostrard , que
siéndo AE = CD;, BP.—CY,, y AE x BP > _JE",
el circulo descrito sobre el didgmetro.EP no cortari
4 la recta AB. Quéres &c,, » © d
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PROPOSICION XXIX.

333 Sobre una recta dada 4B aplicar un pa-
ralelégramo igual al rectilineo dado C, y exceden~
te en un paralelégramo semejante 4 otro dado D.
Fig. 32,

- Cortese 4B por-medio en' E; y sobre EB cons-
triyase ( 315 ) el paralelégramo. EG semejante , 'y
semejantemente puesto al dado D.; constriiyase tam-
bien ( 328/) el paralelégramo LM semejante , y
semejantemente puesto 'al: paralelégramo  EG 6 D, &
iguat 4 EG = C; y complétese el paralelégramo. AN,
que serd el que se pide. Prolénguese GB hasta O, y
tirese el didmetro FIN, que serd comun (‘329 ) al pa-
ralelégramo \EG. El paralelégramo LM.— EG == C
( constr. )5 'y quitado el comun EG', quedars el gno-
mon ENG =C. El paralelégramo- AL = LB (1 10), y
{118) el complemento ZB— BM; por consiguiente el
paralelégramo 40 —=EQ~~BM, y aiiadiendo el comun
OP, resultard AN igual al gnomon ENG : luego ser4
AN — €3 perdOF (327 ) es seme,]ante i LM 6
D. Luego &c. ) ira29b
ESC.OL‘IO. 0 % BB

334 Sobre una recta dada AB aplicar un
recténgulo igual 4 otro dado CK, excedente en un
quadrado. Fig. 33+
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En los. extremos A, B de la recta AB levin-
tense las perpendiculares A4E — CD, BF — C7;
‘tirese EF , y tomada como difmetro describase el
circulo EGFH , que cortard 4 la 4B prolongada de
una. , y otra parte en los puntos G, H ; y serd
AG x GB, 6. bien  BH x HA el rectdngulo: que se
pide. Tirense EG , GF ; y por ser el dngulo EGF
recto. ( 186.), y'los dngulos BGF —+ BFG iguales
4 un recto ( 104 ), quitando. de ambas: partes ‘el
comun BGF, quedari el 4ngulo. EGA — BFG; pe-
ro los 4ngulos en A4, B son iguales por rectos: lue-
go los tridngulos EAG, BFG serin equidngulos , y
por lo. tanto:( 295§ ). AE:: AG — GB : BF; por
consiguiente ( 311 ) AGx GB—EA x BF— CD
x C7. Del mismo. modo se demostrard que tiradas las
EH, HF, ser4 BH x HA—AE x BF. Que es &cs

PROPOSICION XXX.|

335 Cortar una recta dada 4B en extrema,
y media. razon. Fig. 3.
Cortese- AB-en.C , de suerte que sea ( 139 )
AB x BC—= AC* yserd (312 ) AB: AC=AC:
B(C. Que es &c.

Liij
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PROPOSICIO\T XXXL

336  En qualquier tridngulo rect:ingulo BAC
el rectilineo BE' descrito sobre el lado BC opuesto
al dnguloirecto, s igual 4 los rectilineos AL, BG
semejantes y descritos 'semejantémente sobré los otros
Tados. Fig. 3 4.

Desde el-4ngulo recto A4 bdxese la perpendlcular
AD 4 la base BC,ly serd i(301)0BC: CA=C4:
CD : luego-por ser las figuras BF, AL semejantes
(sup.), serd( 320 ) BF: AL=PBC:CD, é in=
virtiendot AL BF—=CD % BC.. Con el mismo méto-
do se demostrard que'es la figura BG: BF—=BD: BC:
luego-serd ( 280 ) AL <+~ BG: BF — CD'+~ DB:
BC, y por ser CD -+~ DB — B(C, seri (2 66) AL
=~ BG — BF. Que es &c. i

PROPOSICION "XXXII.

337 Si dos tridngules ABC, DCE tiengn dos
lados del uno proporcionales 4 dos del otro, esto es,
AB: AC=CD: DE, y tocdndose por el 4ngulo C
el uno y el otro tridngulo, quedan paralelos los la-
dos homélogos : digo que los demas lados BC, CE
de los tridngulos formardn una sola recta. Fig. 35.

Siendo el dngulo 4=—=ACD ==D ( 96 ), y
AB: AC — DC: DE (sup. ), serd (298 ) el
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ingulo B = DCE; por consiguiente serd el 4ngulo
B+ A= DCE + ACD ; y afadiendo el 4ngulo
ACB, serd tambien B = A =~ ACB — DCE ~+
ACD —+ ACB; pero los: tres 4ngulos B, 4y ACB
son iguales 4 dos rectos ( 1or ): luego tambien los
tres DCE, ACD y ACB serdn iguales 4 dos rectos;
por consiguiente ( 78 ) las rectas BC, CE forman
una sola recta.. Que es &ec. -

PROPOSICION XXXIII

338 < En circulos iguales ' DBCA' ,»HFGB los
4ngulos en el centro BDC, FHG ; y en la citcun+
ferencia BAC, FEG , tienen ]a. misma razon que
los arcos. sobre quienes insisten, y la misma tienen
los sectores. Fig.';; 6.

! I. Tirense las cuerdas BC, FG, y -acomdbdense
las rectas (202 ) C¥, &¢.—=CB, GL, LP, &c. =
FG;y tirense DY'; HL, HP. Por ser BC = C¥,y
GF=GL=—LP, serin ( 182 )losarcos BC=CY,
FG — GL=—LP; como tambien los 4ngulos (1 80)
BDC = CDY, FHG — GHL — LHP: luego ser4
multiplice el arco BCY : BMC =— el 4ngulo BD7":
BDC; tambien' serd multiplice el arco FGP: FRG =
el dngulo FHP: FHG; gy Fre=p0C: FilG

pero si el arco BCY es | BCY FGP BDY FHP |
mayor, menor, 6 igual al arco 'GP, tambien (180)

Liv
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el dngulo BDY es respectivamente mayor, menor,
igual al 4ngulo FHP : luego serd ( 230 ) el arco
BC: FG — BDC : FHG ; 6 como el 4ngulo BAC &
FEG ('26% ), por ser( r73 ) el 4ngulo BDC =
2BAC, y FHG = 2 FEG.

IL. Siendo las cuerdas BC, y C? iguales (const.),
lo serdn tambien los arcos ( 182 ) BAC, CAY,y
por consiguiente ( 180 ) los 4ngulos BMC, CNY,
y (177 ) el segmento BCM — C¥N ; pero (69 )
el tridngulo BDC — CDY" : luego serid el sector
BDCM = CDY'N. Del mismo modo se demostrarin
iguales los sectores FHG ,GHL, LHP; y por tan-
to serd multiplice BCY : BMC — BDYC : BDCM.
Tambien serd multiplice 1 BAMC. FRC—=BDCM- FACEI
FGP : FRG — FHPG: |BCY. F¥GP BDYC FHGP
FHGR; pero si' el arco BCY es igual al atco FGP,
tambien el sector BDYC — FHPG (por la misma
razon que se demostro ser el sector BDCM—=CDTN),
y si BCY es mayor 6 menor que FGP; tambien es
respectivamente el sector BD¥C mayor 6 menor qu’e'
el sector FHPG : luego serd el arco BMC: FRG —
BDCM : FHGR Que es &e.

'COROLARIO I
339 De aqui se sigue que el sector al sector
tiene la misma razon que el dngulo al dngulo; porque
entrambas son iguales 4 la que tiene el arco al arco.
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COROLARIO IL

340 Tambien se infiere , que como el 4ngulo
en el centro es 4 quatro rectos, asi es el arco, sobre
quien insiste dicho dngulo, 4 toda la circunferencia.
Pues como el dngulo BDC es al recto, asi el arco
BC es 4 el del quadrante, y es ( 268 ) el 4ngulo
recto 4 quatro rectos como el arco del quadrante
4 la circunferencia : luego por igualdad ordena-
da (277 ) serd el 4ngulo BDC 4 quatro rectos co-
mo el arco BC 4 toda la circunferencia.

COROLARIO IIL

341 Los arcos L, BC de circulos desigua-
les ( Fig. 37 ), sobre quienes insisten iguales 4ngu-
los, 6 en el centro como 4L , BAC, 6 en la cir-
cunferencia, son proporcionales con las circunferen-
cias LY, BCB;esto es, 'L: BC == TLY : BCB.
Pues (340 ) L 4 LY como el dngulo YAL 4
quatro rectos ; tambien BC 4 BCB como el dngulo
BAC 4 quatro rectos; pero el dngulo YAL—BAC
(sup. ) : luego serdi 'L : VLY — BC: BCB, y al-
ternando ¥L: BC = YLY": BCB,
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LIBRO XL
DEFINICIONES.

1342 Sc’;lido es el que tiene longitud, latitud, y
profundidad. -

343 Los extremos ¢ términos del sélido son
superficies.

344 ' Una recta es perpendicular 4 un plano,
quando es perpendicular 4 todas las rectas , que la
tocan , y estin en el mismo plano.

La recta 4B serd ( Fig. 1) perpendicular al
plano GFCE , si forma con todas las rectas GB, FB,
DB, CB, &¢. tiradas por el extremo B en dicho plano
los 4ngulos rectos A4BG, ABF, ABD, ABC, &e.

345 Un plano es perpendicular 4 otro, quan-
do las rectas tiradas en uno de ellos perpendiculares
4' la comun seccion 'son tambien perpendiculares
al otro plano.

El plano HGEY serd ( Fig. 1) perpendicular al
plano GFCE, si qualquiera' recta ' A4B: tirada en uno
de ellos HGEY" perpendicular 4 la ‘comun seccion
GE, es tambien perpendicular al otro plano GFCE.

346 ' La inclinacion de una recta'A4D al pla-
no FCE es el 4ngulo agudo AZDBque resulta , si
desde el extremo superior .4 de dicha recta se baxa
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la perpendicular 4B sobre el plano, y se tira la rec-
ta DB que junte los extremos de ambas rectas 4D,
AB. Fig. 2.

347 La inclinacion de un plano 4 otro es el
dngulo agudo contenido por dos rectas tiradas , una
en cada plano , perpendiculares 4 la comun seccion
€n un mismo punto,

Asi la inclinacion ( Fig. 3) del plano GFCH al
plano FCE es el dngulo agudo ADB conteaido por
las rectas DA, DB tiradas desde un mismo puato
D perpendiculares 4 la comun seccion FC de ambos
planos en cada uno de estos..

348 Dos planosestarin igual, 6 semejantemente
inclinados que otros dos planos, quando la inclinacion
de los dos primeros es igual 4 la de los segundos.

349  Planos paralelos son los que continuados
nunca se encuentran.

350 Angulo sélido es la inclinacion de mas de
dos rectas, que concurren en un punto, y no estdn
en un mismo plano; y asi (Fig. 4) la inclinacion de
las rectas DA, DC, DB, que concurren en un mis-
mo punto D, y estdn en diferentes planos , forman
el 4ngulo sélido D. _

351  Figuras sdlidas semejantes son las que es-
tin contenidas por igual nimero de planos semejantes:

352 Figuras solidas semejantes ¢ iguales son
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las que estdn contenidas por igual nimero de planos
semejantes € iguales.
ESCOLLO.

353 Esta definicion contiene un toeréma asi
como la primera del libro tercero; esto es, que dos
circulos son iguales, si tienen iguales sus radios. Sin
embargo usarémos de ella’, sea de Euclides. ¢ de
Theon, 4 imitacion de tantos sabios Geémetras pos-
teriores 4 Euclides, quando facilmente se puede de-
mostrar por medio. de la '_so.breposicion » que las
dos figuras sélidas contenidas por igual niimero de
planos semejantes é iguales se ajustan. exdctamente.

354 Pirdmide es la figura sélida contenida por
planos., que saliendo de los extremos de otro concur«
ren en un punto..

Las figuras sélidas-DABC, EABCD , FABCDE
son ( Fig. 4 ) todas pirdmides , y para distin-
-guirlas unas de otras se dice pirdmide triangular la
figura solida DABC que tiene por base un tridn-
gulo; pirdmide: quadrangular- la EABCD que tiene
por base un quadrilitero.; pirdmide pentagonal la
FABCDE qie tiene por base: un: pentdgono , y asi
succesivamente, Se entiende por base de la: pirdmide
el plano, en quien: concurren todos los demas.

5358 Prisma es una figura sélida: contenida por
planos, de quienes dos apuestos son"iguales , seme-
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jantes y' paralelos, y los demas paralelégramos.

356 Esfera es la figura descrita por la revo-
lucion de un semicirculo al rededor de su didmetro
inmovil, hasta volver al lugar de donde 'salid.

357 El didmetro inmovil se llama exe de la
esfera.’

358 ' El centro del referido semicirculo se lla~
ma centro de la esfera. j

359 Didmetro de la esfera es qualquiera recta
tirada por su centro, y terminada por ambas partes
en su superficie.

360 Cono es una figura sélida descrita por la
revolucion de un tridngulo rectingulo al rededor de
un lado inmovil de'los que contienen el dngulo recto,
hasta volver al lugar de donde salib.

361 Si el lado ‘inmovil fuese igual al otro,
que con €l forma dngulo recto; el cono se llamar4
orthogonio ; si fuere menor, ambligonio; y si ma-
yor, oxigonio. ;

362 Exe del cono es la'recta fixa al rededor
de la qual gira el tridngulo. _

363 Base del cono es el circulo descrito por
el lado que gira. ' :
ESCOLIO

364 ' El cono, que Euclides define, tiene el exe
perpendicular 4 la base, y en este caso se llama recto.
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Los Gedmetras consideran otro cono que llaman
escaleno , y describen los dos del modo siguiente. Da-
do un circulo ACB ( Fig. 5 ) cuyo centro’sea C,y
un qualquier punto D superior al plano ACB; si se
considera que una recta DA tirada desde este punto
4 la circunferencia, estando firme en el punto D, se
mueve al rededor de la circunferencia del circulo,
hasta que vuelva al lugar de donde sali6 ; la figura
sélida contenida por el:circulo ACB , y la superfi-
cie formada por la recta DA, se llama cono, y es
recto, si DC es perpendicular al circulo 4CB, y
si no, escaleno. Generalmente el circulo ACB se lla-
ma ‘base 'del cono, DC exe, el punto D vértice del
cono , y la superficie descrita por la DA prolonga-
da por ambas partes se llama superficie cénica.

365 Cilindro es la figura sdlida descrita por
la revolucion de un paralelégramo rectdngulo al re-
dedor de uno de sus lados inmovil, hasta volver al
lugar de donde salid.

366 Exe del cilindro es la recta inmovil al
rededor de la qual se mueve el rectingulo. ot

367 Bases del cilindro son los circulos des-
critos por los dos lados opuestos, que giran,
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ESCOLIO.

368 En el cilindro, que Euclides define , es
el exe perpendicular 4 la base, y en este caso se
llama recto. Los Geémetras consideran otro cilindro,
que llaman escaleno, y se conciben ambos descritos
del modo siguiente. Si dos circulos CD, 4B (Fig.6)
son iguales y paralelos, y la recta GH se mueve al
rededor de las circunferencias de dichos circulos has-
ta volver al lugar de donde sali6 ; la figura sélida
comprehendida entre dichos circulos, y la superficie
producida por la recta DB, se llama cilindro, y es
recto, si la recta EF, que junta los centros de los
dos circulos, es perpendicular 4 la base 42°B, si no,
el cilindro es escaleno.

369 Los conos, y los cilindros se llaman se-
mejantes, quando son propercionales sus exes con los
didmetros de las bases. :

370 Cubo es una figura sélida contenida por
seis quadrados iguales.

371 Tetraedro es una figura sélida contenida
por quatro tridngulos iguales , y equildteros.

372 Octaedro es una figura sélida contenida
por oche tridngulos iguales, y equildteros.

373 Dodecaedro es una figura sélida conteni-
da por doce pentigonos iguales , equildteros , y
equidngulos.
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¢ 374"  Jeosaedro es una figura sélida contenida
por veinte tridngulos ‘iguales;, y ‘equil4teros.

375 Paralelepipedo es una figura sélida conte-
nida por seis paralelogramos, de los quales cada dos,
-opuestos son paralelos.

PROPOSICION L

376 - Una recta no puede estar parte en un

‘plano inferior ,''y parte en otro: superior. Fig. 7. "

De lo contrario, estando 1a parte A4C de la rec-
ta ACB en el plano DE, podria estar la parte CB
en otro superior , y alargada la AC hasta F en

dicho plano DE, tendrian dos rectas FCA, BCA un
segmento comun A4C  loque es imposible. Luego &c.

PROPOSICION i

377 Dos rectas 4B, CD que se cortan mu-
tuamenteé , eStdn.en un plano, como tambien qual-
-quier tridngulo DEB. Fig. 8.

: Si el tridngulo DEB no estuviese en un solo
plano’, una parte de él FEG se hallaria en un pla-
no inferior, y otra DFGB en otro superior, y por
‘consiguiente las rectas EFD , EGB estarian parte
en un plano , y parte en otro , lo que es imposi-
ble (376 ): luego el tridngulo DEB estd todo en
un plano ; pero las rectas CD, AB estin (376)
M
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‘en el mismo planoen que: se hallan ED, EB: luego
estar4n tambien en un: mismo plano.

PROPOS_'IC,ION_ 111,

378  Si dos planos ZB, CD se cortan mu-
tuamente 3 su secciqn_ comun, EE_"_serd una recta.
Fig. 9. CUeE ot

Si la seccion comun EF no, es unai recta, tirese:
en el plano 4B la recta EGF', y en el plano.CD la
recta EHF': y se verificaria que dos rectas EGF, EHF
cerraban_espacio, lo que es imposible. Luego &c.

PROPOSICION. IV.

379 Si una recta EF es perpendicular, enlz
comun, seccion, 4 dos rectas, 4B, CD, que se cor-
tan mutuamente ;. serd tambien: perpendicular al pla-
no. ADBC, en. que estin. Fig. 10..

Tomense las rectas: EA4 , EC, EB, ED. iguales
entre si, y por el punto. E en el plano. ADBC tire-
se qualquiera recta GEH , que se termine en 4D,
CB; en fin. tirense las.rectas F. 4, FG, FD, FB, FH,
FC. Siendo. AE—EB, DE—EC, y (79) el 4n-
gulo AED —CEB ,seri (63 ) AD=CB, y el
dngulo DAE — EBC5 pero. ( 79 ) el. 4ngulo AEG
—BEH y AE — EB: luego serd ( 93 ) AG =
BH y GE — EH. Asimismo siendo iguales los la-
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dos AE, ED, EB, EC, y EF comun 4 los quatro
triéngulos FEA, FED , FEB, FEC, y ‘ademas los
4ngulos en'E rectos, serdn (163 ) iguales los lados
AF, DF, BF, CF; pero se ha demostrado DA =—
BC: luego serd ( 69 ) el dngulo FAD—=FBC; y
siendo por lo demostrado Fd — FR. AG = BH,
serd (63 ) FG'=TFH: luego los triéngulos FEG,
FEH tienen los Jados' dél ‘uno respectivamente igua-
les 4:/los ‘del ‘otro 3 ' por: consiguiente ( 69 ) serdn
iguales los 4ngulos FEG , FEH, esto es, FE per-
pendicular 4 GH. Del mismo modo' se' demuestra que
FE es perpendicular. 4 todas las rectas' que pasan
por el punto. E, y estdn ‘en el plano- ADBC; por
consiguiente 'FE es (*344 ) perpendmular al refen-
do plano Que es &eo! -

PROPOSICION V.

©380 . Si'una'rectd 4B es perpendicular, en la-
comun secciony; 4'ttés rectas AC, AD, AE, que se
cortan’, estardn estas'en un mismo plano. Fig. 1 1.
De lo contrario, una de las tres rectas como AE
estaria en-otro plano BE diferenté del plano CF que
pasa por'las dos CA ; AD, y 'sea’en este caso la
recta 4G (378 ) la' seccion comun del plano FC
con el plano' BE prolongado si es necesario. Siendo
AB perpendicular ( sup.) 4 las rectas AC, AD,
Mij
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tambien serd’ (3 7 9) perpendicular al plano FC,y por
consiguiente ( 344 ) 4 la recta AG ; pero la recta
BA es perpendicular 4 la recta AE (sup.): luego
serdn iguales los dngulos BAE , BAG , lo. que es
imposible. Luego &c. [ 2735

PROPOSICION VI.

381  Sidos rectas;. 4B, DC son perpendxcula_
res 4 un mismo plano EF'; serdn paralelas entre si.'_
Fig. 12. :

Tirese la recta AD, v sobre ella Ievéntese laj
perpendicular DG en el plano EF ; témese DG =—.
AB,y tirense las rectas BD, BG, AG. Siendo.AB:
perpendicular al plano, EF, lo; serd tambien (344 )
4 las rectas AD, AG. Del mismo modo. se demues~
tra DC perpendicular 4 las rectas DA, DG: luego
los tridngulos BAD, ADG tienen los dngulos BAD,
ADG iguales por- rectos; y. los lados. BA, AD res-
vectivamente iguales 4 los GD ,.D«Z; por: consiguiens:
te ( 63 ) tendrdn las bases BDy AG iguales ; pero:
BA—DG, y BG es comun 4 los tridngulos B.4G,
BDG: lnego ( 6.9 ) serd el 4ngulo: BAG.—= BDG;>
y: por ser BAG recto, lo seri tambien BDG : lue-:
go GD es perpendicular 4 las tres rectas DA, DB,
DC; por consiguiente ( 380 ) estas tres. estardn en
un mismo plano en quien estd (377 )i tambien 2.
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AB; y siendo 16s dngulos BAD, CDA rectos, se-
v (95 ) AB paralela 4 DC. Que es &c.

PROPOSICION VIL

382 Si dos rectas AB, CD son paralelas , la.
recta EF , que junta dos puntos qualesquiera E, F dé.
ellas , estard en el mismo plano, en que se hallan las.
paralelas. ‘Fig. 13. ' !

' Si se niega, que EF esti en el plano de las pa-
ralelas 4B, CD, cértese dicho plano con otro, que:
pase por los puntos E, F, y la seccion comun de:
los referidos dos jplanos serd ( 378 ) una linea recta
EGF : luego dos rectas EF , EGF cerrarian espa=
cio, lo que es imposible. Luego &c.

ESCOLIO.

L

(. 383 Esta proposicion es verdadera, aun quan-
do las rectas 4B, CD no sean paralelas , con tal
que estén en un mismo plano ; como se evidencia
por la demostracion. : g

PROPOSICION VIIL

-~ 384  Si dos rectas AB, DC son paralelas , y
una de ellas como AF es perpendicular al plano EFj
la otra DC serd tambien perpendicular al mismo
plano. Fig, 12, . R

M iij
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Con la misma preparacion y raciocinio de la pro-
posicion sexta se demostrar4 ser recto el 4ngulo GDB;
pero el d4ngulo GDA es recto ( constr.): luego serd
GD perpendicular 4 las dos rectas DA, DB ; por
consiguiente ( 379 ) al plano que pasa por ellas,
Ademas siendo 4B paralelas 4 DC ( sup.) , las
rectas AB, AD, DB, DC estardin ( 382 ) en un
mismo plano : luego ( 344 ) serd GD perpen-
dicular § DC; pero ( 97 ) el 4ngulo CDA es
recto, por ser AB paralela 4 DC y el 4ngulo BAD
recto: luego serd CD perpendicular 4 las rectas DA,
DG, y por consiguiente ( 379 ) al plano EF que
pasa por ellas. Que es &c.

PROPOSICION IX.

385 Lasrectas AB, CD paralelas 4 otra EF,
aun quando no estén todas en un mismo plano, serin
paralelas entre si. Fig. 1 4.

En el plano de las paralelas 4B, EF tirese HG
perpendicular 4 EF : asimismo-en el plano de las
paralelas EF, CD tirese GF perpendicular 4 EF,y
serd ( 379 ) EG perpendicular al plano que pasa
por las rectas HG, G¥; pero AH , C¥ son parale-
las 4 EG (sup.): luego serdn ( 384 ) las rec-
tas AH , C¥ perpendiculares al plano que pasa
por las rectas HG , G¥; por consiguiente ( 381 )
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AH ; C3 son entre si paralelas. Que es &c.

PROPOSICION X.

386 . Sidos rectas B4, AC que se cortan, son
paralelas 4 otras dos ED, DF que tambien se cor-
tan, no estando en un mismo plano; contendrin 4n-
gulos iguales , es 4 saber BAC — EDF. Fig. 13,

Témense BA, AC, ED, DF iguales entre sf,
y tirense AD, BE, CF, BC, EF. Siendo, pues, AB
paralela € igual 4 DE , tambien BE serd (106 )
paralela ¢ igual 4 DA; y por la misma razon seri
CF paralela ¢ igual 4 DA : luego CF serd igual y
paralela (1385 ) 4 BE ; por consiguiente ( 106 )
serd BC paralela ¢ igual 4 EF. Por tanto los tridn-
gulos BAC , EDF tendrin los lados del uno igua-
les respectivamente 4 los del otro, y serd ( 69 ) el
dngulo BAC — EDF. Que es &c.

PROPOSICION XI.

387 De un punto dado A superior 4 un pla-

no BC, baxar 4 este una perpendicular. Fig. 16.
Tirese en el plano BC qualquiera recta DE, y
bixese 4 ella desde A4 la perpendicular AF; tirese
en el plano BC la FH perpendicular 4 DE , y sobre
ella bixese la perpendicular 4F que lo ser al pla-
no BC. Por el punto ¥ tirese la recta KL paralela

Miv
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4 DE. Siendos pues, DF perpendicular 4 128 rectas
FA,FH, lo serd tambien ( 379 ) al plano FF.;
pero K¥ es paraléla 4 DF ( constr. ): luego serj
(384 ) K¥ perpendicular al plano ¥FA; por con-
siguiente ( 344 ) el 4ngulo K74 recto, y siéndolo
tambien A7F (constr.), serd (379 ) AF perpen
dicular al plano BC. Quees &c. )

PROPOSICION XII

. 388  Levantar sobre un plano BC' una perpen-
dicular en el punto A. Fig. 17.

Desde qualquier punto D superior al plano BC
béxese 4 ¢l (387 )la perpendicular DE, y tirada EA4
tirese AF paralela 4§ DE, que serd perpendicular al
plano BC: porque siendo AF, ED paralelas, y ED
perpendicular al plano BC, tambien ( 384 ) lo serd
AF, Que es &c. 3

PROPOSICION XIIL

.->38¢9 " -En un punto C de un planc 4B ne se
pueden levantar dos perpendiculares CD , CE 4 él
4cia la misma parte. Fig. 18.

Si las rectas CD, CE fueren perpendiculares al’
plano 4B, serian tambien ( 38 1 ) paralelas, lo que:
es imposible. Luego &c.
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COROLARIO.
390  Por la misma razon se infiere que des-
de un punto superior 4 un plano, tinicamente se pue-
de baxar 4 ¢l una perpendicular.

PROPOSICION XIV.

391 Si nna recta 4B es perpendicular § dos
planos CD , EF'; estos serdn paralelos. Fig. rg.

De lo contrario, continuados'dichos planos con-
Curririan, y su seccion comun serd (378 ) la rec-
ta GH: témese en esta qualquier punto ¥, y tirens
se las rectas ¥4, ¥B. Siendo , pues, AB perpendi=
cular- '4 los planos CD, EF ( sup.), serdn rectos
(344) los 4ngulos JA4B, ¥BA, lo que es nnposx—
ble ( 82 ). Luego &c.

PROPOSICION XV-

392 Si dos rectas AB, AC que se: cortan en
un plano , son paralelas 4 otras-dos DE , DF que
se cortan en otro; tambien serdn paralelos los planos
BAC, EDF, que pasan por ellas. Fig. 20.

Desde el punto A4 béxese ( 387 ) 4G perpendi-
cular al plano. EF', y por el punto G tirense ( 100 )
las rectas GH , G¥ respectivamente paralelas 4 las
DE, DF. Siendo, pues, GH , AB paralelas 4 una
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misma DE , serd ( 38 5 ) GH paralela 4 AB: asi-
mismo serd GF paralela 4 AC; pero AG es (344)
perpendicular 4 las rectas GH, G¥, por ser perpen-
dicular ( constr.) al plano EF': luego serd (97 )
G A perpendicular & las paralelas 4B, AC; pot cons
siguiente ( 379 ) serd tambien GA perpendicular al
plano BC ; pero AG o ‘es (cl'onstr' ) al plano EF:
luego ( 391 ) los planos BC, EF serdn paralelos.

Que es &c.
ESCOLIO.

393 Por un punto G fuera de un plano BAC
se hard pasar un plano ‘paralelo 4 BAC , si por el
punto G seé tiran las rectas GH, G¥ tespectivamen-
te paralelas 4 las AB, AC; pues serd por lo demos-
trado el plano que pasa por HG, G¥ paralelo al
plano BAC.

PROPOSICION XVI.

304 Sidos planos paralelos 4B, CD se cor-
tan por otro HEGF; las comunes secciones EH,
GF serdn paralelas. Fig. 2 1. _

A no sef asi, dichas comunes secciones con-
curririan en un punto ¥ ; pero ( 376 ) las rectas
HE¥, HE estdn en el plano BA, y las rectas FGY¥,
FG estdn en el plano DC: luego los planos 4B,
CD concurririan, lo que es contra lo supuesto. Lue-
go &c.
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PROPOSICION XVII

395  Sidos rectas ALB, CMD se cortan por
planos paralelos EF, GH , ¥K; quedarin divididas
en iguales razones ; esto es, AL: LB —= CM: MD.
Fig. 22. ,

Tirense las rectas ' AZC, BD en los planos EF,
FK ; tnanse los puntos A, D por la recta AD,
que encontrars al plano GH en N; y tirense las rec-
tas NL, NM. Dividiendo. el plano: triangular ABD
4 los dos planos paralelos GH', ¥K', sus comunes
secciones. LN, BD serén paralelas ( 394 ): del mis-
mo modo se demostrari AC paralela 4 NM. Por tanto
serd (290 ) AL: LB—AN: ND; peroes(291)
CM: MD = AN : ND, por ser NJM paralela al la-
do AC del tridngulo. ACD : luego AL: LB—=CM:
MD. Que es &c..

PROPOSICION XVIII

396  Si una recta 4B es perpendicular 4 un
plano CD; todos los planos que pasen por ella, le
serdn perpendiculares. Fig. 2 3.

Pase por 4B un qualquier plano FE, y sea EG
la comun seccion de los planos EF, CD: témese en
EG qualquier punto H,y por este tirese en el pla-
no EF la recta HF perpendicular 4 la comun sec-
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cion EG. Siendo 4B perpendicular al plano CD, se-
r4 recto el 4ngulo ABH ; pero el 4ngulo FH3 es
recto ('constr. )z luego (g5 ) -serdn las rectas #7,
BA patalelas, y por ser. BA perpendicular al. plax
go .CD, tambien HJ¥ serd (384 ) perpendiculat al
mismo plano; por consiguiente ( 345 ) serd el plaz
no ‘EF perpendiculat’ al plino-CD,  Que -es &c,

: ' PROPOSICION XIX.

397 Sidos planos AB, CD, que mutuamente
se cortan , son . perpendiculares & otro GH ; le ser&
tambien perpendicular la comun seccion EX de los
referidos. dos planos. Fig. 2 4. ¢
‘A no ser asf; levantada la recta F¥ en el pla-
no AR perpendicular 4-la,comun seccion FB, y FK
perpendicular 4 la comun_ séccion FD en el plana
CD, seria ( 345 ) FJ perpendicular al plano GH,
por ser el plano 4B per‘pendlcular (sup ) al pla-
no GH ; asimismo por ser el plano CD perpendi-
cular al plano GH, serd FK perpendicular ral pla-
no GH : luego dos rectas F'§¥, FK serian perpendi-
culares al plano GH, lo que es jmposible ( 389 )
Luego &ec.' | _
| PROPOSICION XX. !

398  Siun 4ngulo sélido A est4 contenido por
tres dngulos planos BAD, CAD, BAC; la suma dg
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dos qualesquiera serd ‘mayor que el tercero. Fig.2 3.,

Si dichos tres dngulos son iguales, es evidente
lo propuesto; pero- si fuesen desiguales, sea el 4ngu-
lo BAC mayor BAD , y no menor que CAD, Cons~
triyase ( 9o. ) el 4ngulo. BAE — BAD ; cértese
AD — AE ; en fin tirense las rectas BD, BC, CD..
Siendo, pues, BA comun 4 los. dos tridngulos. BAE,
BAD., AE—=AD, y el dngulo BAE=—=BAD, se~
14 (63 ) BE=BD:; pero (87 ) BD—+DC> BC:
luego sers DC> EC; y siendo DA, AC iguales res-
pectivamente 4 AE , AC, serd ( 92 ) el 4ngulo
DAC>CAE , y por lo tanto serdn- los dngulos BAD:
— CAD. > BAC; pero BAC es mayor que BAD,
y- no menor que CAD : luego la suma del dngulo
BAC y de uno de ellos serd mayor que el tercero.
Que es &c.

PROPOSICION XXI.

399 - La suma de todos los dngulos: planos que:
contienen un 4ngulo sélido no. equivale 4 quatro
rectos. Fig. 2 6. '

Sea A'un 4ngulo sélido » cortense- con qualguier:
‘plano BCDEF los. planos BAC, CAD, &e. en que!
estdn los dngulos, que componen-el d4ngulo sélido- 4.
y setd el plano BCDEF un: poligono por ser (378)
lineas rectas las comunes secciones BC, CD , &¢. Re-
stelvase este poligono ea. tridngulos BRC, CRD, &¢}
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y serd la suma de los 4ngulos de estos tridngulos
igual ( 102 ) 4 la de tridngulos BAD,CAD, &,
pero en ‘el dngulo sélido B los dos 4ngulos ( 398 )
CB A <~ ABF> CBF ; tambien en el 4ngulo sélido F
los dos dngulos BF A <= AFE> BFE; y asi en los
demas 4dngulos sélidos E, D, C: luego serd el 4ngu-
lo sélido A4 menor que la suma de los Zngulos en
R que forman ( 77 ) quatro rectos. Que es &c.
PROPOSICION XXIL
400 Si tres 4ngulos planos A, B, HCY estin
contenidos pot ftectas iguales DA, AE , FB, &e.
y dos qualesquiera de ellos son mayores que el ter-
cero; se podré construir un tridngulo de las rectas
DE, FG, H¥, que juntan dichas tectas iguales.
Fig. 27. |
Constriyase ( 9o ) el 4ngulo HCK = B ; y
'siepdo { sup. ) los 4ngulos B~ HCY} > A, serd
tambien KC% > A: tbmese CK = CH, y tirense
las rectas KH , K¥. Los tridngulos KCH , FBG que
tienen los lados KC, CH iguales & los FB, BG,y
los 4ngulos KCH, B iguales, tendrdn tambien (63)
iguales las bases KH, FG. Y por ser/los lados KC,
C¥ iguales 4 los DA, AE , y ‘el 4ngulo KCy¥> A,
setd { 91 ) KJ > DE; pero FG + HYf — KH —+-
Hf> Ky (87 ): luego con mucha mas razon se-
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t4i FG + HF > DE, Con semejante traciocinio se
demostrard , que la suma de dos de estas rectas es
mayor que la tercera; por consiguiente ( 8 9 ) se po-
dr4 construir un tridngulo con las tres rectas DE,
FG, HY. Que es &c..
- ESCOLTO.

401 Si de las rectas DE , FG , HY¥ se for-
‘ma el tridngulo, MLN , y se le circunscribe el cir-
culo. MLN ; el radio. XM serd menor que AD.
Fig..27.28.

Tirense. XL y XN.,

I. Esté el centro. X dentro. de: dicho. tridngulo
MLN. Si fuese XM=—AD, seria. ( 69 ) el 4ngulo.
MXL = A5 por lo.mismo.el 4ngulo. MXN—RB,y
el 4ngulo NXL—HCY¥; pero. (77} NXL~+MXN
=~ MXL — quatro rectos :. luego, £ = B -~ HCY¥
== quatro.rectos, contra lo. supuesto; por-consiguien~
te no. puede ser MX — AD:. Si fuese MX > AD,
seria. ( 88 ) el 4ngulo. MXL << A ; por lo mismo.
MXN < B, y NXL < HC¥; pero. MXL —~ MXN
—= NXL — quatro. rectos : luego. 4 = B =~ HCY¥
> quatro.rectos, contra. lo, supuesto., Luego. el radio

XM serd menor que AD.
' II.. Esté el centro. X en un: lado MN. Si fuese
XM = AD, seria MN — BF +BG; pero MN —
FG: luego FG = BF —+ BG, lo que es imposible.
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‘Del mismo modo se demostrard, que X/ no puede
ser mayor que AD: luego XM < AD.

IIl. Esté el centro X fuera del tridngulo ZMN
Si fuese XM — AD, seria ( 69 ) el dngulo MX L
= A; por lo mismo el 4dngulo MXN — B, y el
dngulo LYN — HC¥; peto MXN — MXL —+ LXN:
-‘luego B = A4 -+ HCY¥, contra lo supuesto." Si:fuese
MX > AD ; hdgase el d4ngulo HCK — A ; cbrtese
CK = 4D, y tiradas las K¥, KH serd ( 63 ) KH
— DE — ML, Y siendo XM > AD é6 KC , sétd
el éngulo (88 ) KCH > MXL, y por consiguien-
‘te el dngulo KHC < XLM. Del mismo modo se de-
‘mostrard el 4dngulo CHY < XLN : luego KHF
"MLN ; por consiguiente ( 91 ) en los tridngulos
KHF; MLN serdi K¥ < MN 6 FG: ']uego en los
tridngulos FBG , KC¥ serd el 4ngulo (92 ) B>
-KC¥, 6 bien mayor que 4~ HCY¥, lo que es contra
Ao supuesto. Por tanto serd XM < AD. !

_ PROPOSICION XXIIL

402  Construir un 4ngulo sdlido de tres dngu-
dos planos dados A, B, HC¥, con tal que la suma
de dos qualesquiera de ellos sea mayor que el terce-

ro, y lasuma de todos ( 399 ) menor que qua-

tro rectos. Fig. 27. 28.
Cortense iguales las rectas 4D, AE, BF, BG,
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CH, CY, y tirense DE, FG, H¥; constriyase (8 g)
el tridgngulo MLN , de modo que sean DE — LM,
FG=MN , Hf=— LN y circunscribase ( 206 ) 4
dicho tridngulo el circulo MLN , cuyo radio XM'<
AD (4071 ). Tirese del punto X ( 388 ) la per-
pendicular XR al plano del circulo LMN, y hacien-
do centro en /M con unintervalo igual 4 AD des-
cribase en el plano M.YR un' circulo que cortard %
la rectaXR en un punto R: en fin tirensé las rec-
tas RM,; RL, RN, y el dngulo sélido R ser4 el
queose ' pide. Tirense las rectas: XL , XN. Siendo,
pues, RX perpendicular ( constr.) ‘al'plano ZMN, lo
serd tambien' ( 344 ) 4 los radios XL, XM, XN;
ademas los ‘tridngulos MXR , LXR tienen los lados -
MX, XR respectivamente iguales 4 los LX, XR:
luego ( 63 ) serd MR=—RL. Del mismo modo se de-
mostrard MR—RN; por consiguiente serdn las rec-
tas MR, RL, RN iguales 4 AD. Por tanto los tri4n-
gulos: DAE ; LRM tendrin DE — LM, y los lados
AD , AE iguales 4 LR, MR ; por consiguiente ( 69 )
serd el dngulo DAE — LRJM. Del mismo modo se
demostrard que el dngulo B=MRN , y HC} =
LRN., Luego &c.

PROPOSICION XXIV.

403  Si un solido 4B estd contenido por seis
N



(194)

planos paralelos; los opuestos AE y HB, &¢. serdn
paralelégramos semejantes ¢ iguales. Fig. 2 9.

Cortando el plano A4C los dos planos paralelos
AG, DB, sus comunes secciones ( 394 ) AH, DC
serdn paralelas ; y por lo mismo lo serdn las AD,
HC: luego la figura AC es un paralelégramo. Igual-
mente se demuestra que los demas planos del sdli-
do AB son paralelégramos. Tirense las diagonales
DF, CG; y siendo las rectas AF, AD respectiva-
mente paralelas 4 las HG, HC, serd ( 386 )el 4n-
gulo DAF —=CHG; pero dichas rectas son (107 )
respectivamente iguales : luego serd el tridngulo
DAF — CHG, y por consiguiente ( 107 ) el pa-
ralelégramo 4E — HB ; pero estos cerca de los 4n-
gulos iguales DAF y CHG tienen los iados propor-
cionales , esto es , AF: AD — HG: HC, por ser
AF — HG, AD — HC : luego los paralelégramos
iguales AE , HB serin semejantes. Lo mismo se
demostrard de los demas planos paralelos. Que es &c.

PROPOSICION XXV,

404 Si un paralelepipedo .4BCD se corta por
un plano EF paralelo 4 los opuestos AD , BC; los
segmentos estardn entre si en la razon de sus bases;
esto es, el sélido #4HD: BHF — AH: BH. Fig. 30.

Concibase €l paralelepipedo 4BCD prolongado
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indeﬁﬁidamen'te por ambas partes, y témense quan-
tas partes se quieran A7, ¥X , XS iguales 4 AE,
y otras BK, KZ , &e¢. iguales & BE; por los pun-
tos 8 ; X, %, K;Z héganse pasar ( 393 ) los
planos SN, XV, ¥Q , KP, ZY paralelos 4 4D, EF,
BC. Siendo , pues , el plano DG paralelo al plano
ME , y el plano DA paralelo al plano FE , como
tambien el plano AG paralelo al plano DH, seri el
solido AHD un paralelepipedo, en quien los referi-
dos planos opuestos serdin ( 403 ) paralelégramos
iguales y semejantes. Del mismo modo se demostra-
rd que los solidos HBF,BTC,TZO , ¥MQ,, RFV,
SRN son paralelepipedos. Por ser ¥4 — AE, AM
= EH,serd JA4: AM—AE: EH; pero ( 96 ) el
dngulo FAM— AEH: luego los paralelégramos 7/,
ME serdn semejantes , y tambien ( 110 ) iguales:
por la misma razon serin los paralelégramos LA,
AG semeéjantes € iguales; y como el paralelégramo
OF (403 ) es semejante € igual al paralelégramo
DA, los tres planos M, AL, FQ serfn semejantes
¢ iguales 4 los tres AH , AG, AD s pero los tres
(403 ) son semejantes ¢ iguales 4 los tres opuestos:
luego los paralelepipedos ¥MQ,, AHD tendrén sus pla-
nos respectivamente iguales y semejantes; por consi-
guiente serdn ( 352 ) iguales. Del mismo modo se de-
mostrari el paralelepipedo FMQ—= R7V—S8SRN,y
Nij
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sus bases ¥M, R¥, RS semejantes ¢ iguales; coma
tambien el paralelepipedo HBF — BTC:'TZP, y
sus bases BH , BT , TZ iguales y semejantes. Luego
quan multiplice sea el sélido |75  FEF= 4 FE
SHN del sélido AHD , tan |SHN ZHF SH. HZ
' multiplice serd la base SH de la base A4H; asimis-
mo quan multiplice sea el sélido ZHF del sblido
HBF , tan multiplice seri la base HZZ de la base
HRB; pero si-la base §H es mayor, igual, 6 menor

‘que la base HZ, tambien respectivamente es el s6-
lido SHN mayor, igual, 6 menor que el sélido HZF
luego serd ( 230 ) el paralelepipedo AHD al para+
‘lelepipedo HBF como la base AH 4 la base HB.
Que es &ec. : :
; PROPOSICION XXVL .
405 En un punto A4 de qualquier recta 4B
construir un 4ngulo sélido igual al dado C' conteni=
do por tres 4ngulos planos DCF , FCEj, DC‘E
C g3 1.
De qualquier punto F' tomado en la CF tirense,
FG ( 387 ) perpendicular.al ‘plano DCE; y las recs
tas DGE, DF, FE ; cértese AH=—CD, y constriiya=
se (9o ) el 4ngulo HAF—DCE; cértese A¥=CE,
y en el plano HAY¥ constriiyase el dngulo HAK =
DCE , y por ser el 4ngulo HA¥ =— DCE , ser§ el
dngulo KAFf — GCE; cortese AKX =CG, y en el
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punto K& levéntese ( 388 ) la perpendicular XZ al
plano HAY; en fin cortese KL=—=GF; y tirada AL—
CF (63), serd el dngulo sélido A igual al dado C. Ti-
rense las rectas HK, K¥, HL, LY. Siendo, pues,
(constr.) AH—=CD, AK=CG, y el 4ngulo HAK—
DCG, serd (63) HK—= DG: asimismo siendo 4K —
CG, AF¥—=CE ,y el dngulo KAY—=GCE, seri K%
== GE ; y siendo las rectas LK, FG perpendicula-
res 4 los planos HA¥ , DCE, serdn rectos los 4n-
gulos HKL, LKY¥, DGF, FGE , y por consiguien-
te iguales; pero los lados HX, KL son respectiva-
mente iguales 4 los DG, GF; y los lados LK, K¥
4 los FG , GE : luego serd ( 63 ) HL = DF, y
LY = FE. Por tanto los tridngulos HAL , DCF,
como tambien los tridngulos LZA¥, FCE tendr4n los
tres lados del uno respectivamente iguales 4 los tres
del otro; por consiguiente serdn ( 69 ) los 4ngulos
HAL=DCF, LA}—=FCE, y siendo ademis HA¥
— DCE (constr. ), ser4 el 4ngulo sblido A igual al
dado C. Que es &c. :
PROPOSICION XXVII.

406  Sobre upa recta dada 4B describir un
paralelepipedo sémejante , y semejantemente puesto
al dado CD. Fig. 32.

Sobre la recta AR en el punto A4 constriya-
se ( 4052) el 4ngulo sélido .4 igual al dngulo s6li-
Niij
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do C, de manera que los 4ngulos BAH , BAY,
H .AY¥ sean respectivamente iguales 4 los FCE, FCG,
ECG. Higase ( 306 ) FC: CE —= A4B: AH, y
CE:CG — AH: A¥; serd por igualdad ordenada
(277 ) FC:CG = AB: A%: en fin complétese el
paralelepipedo 4K que seri el que se pide. Sien-
do CF: CE—AB: AH,y el dngulo FCE —BAH,
serdn ( 283 ) los paralelégramos FE, BH semejan=
tes ; por la misma razon el paralelogramo FG serg
semejante al paralelégramo BY¥, y el paralelégramo
EG al paralelogramo HF; pero los referidos ‘parale-
logramos son (' 403 ‘) iguales y semejantes 4 los
opuestos : luego los seis paralelégramos del paralele-
pipedo CD son respectivamente semejantes 4 los seis
del paralelepipedo. 4K; por consiguiente serdn (35 1)
los paralelepipedos CD , AK semejantes , y seme=
jantemente puestos. Que es &c.

COROLARIO

407 Sila recta AB = CF, serd el paralele-
pipedo AK igual al semejante CD : y al contrario,
si el paralelepipedo AKX es igual y ‘semejante 4
CD, serdn los lados homélogos AB; CFiguales.

PROPOSICION xxvm. :

- 408  Siun parallepipedo 4B se [corta por
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un plano que pasa por las diagonales DF, CG de
dos paralelégramos opuestos 4E , HB; quedard di-
vidido en dos prismas iguales. Fig. 29.

Siendo (I 07) los lados opuestos de qualquier pa-
ralelégramo paralelos ¢ iguales, serdn tambien las rec-
tas DC, FG paralelas ¢ iguales 4 la recta AH; por
consiguiente serd DC paralela ( 385 ) € igual 4 la
recta FG , y el plano DFGC serd ( 106 ) un pa-
ralelégramo. Y siendo ( 403 ) el paralelégramo AE
igual y semejante al paralelogramo HB, serdn tam-
bien los tridngulos DAF , DFE iguales y semejan-
tes 4 los CHG,CGB; pero los paralelogramos AC,
AG san ( 403 ) iguales y semejantes 4 los FB,
DB: luego todos los planos del prisma FGCDAH
son iguales y semejantes 4 los del prisma FGCDER;

por lo..que serdn ( 352 ) iguales los referidos pris-
mas. Que es &c. '

PROPOSICION XXIX.

4009 Los paralelepipedos AGHEFBCD,
AGHEMLKY, que tienen una misma base AGHE
é igual altura, y cuyas rectas insistentes AF, A,
GB,GL,y ED,EY¥, HC, HK estin en unas mis-
mas rectas &L,y DK, son iguales entre si. Fig.33.

Siendo ( 107 ) ML — AG — FB, seri tam-
bien BL — FM; pero BG—=FA y el 4dngulo GBL

Niv
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= AFM: luego ( 63 ) los tridngulos GBL , AFM
serdn iguales y equidngulos; por consiguiente (2 9 6)
semejantes : igualmente lo serdn los HCK, ED¥;y ses
mejantemente se demostrard lo mismo en los los tridn-
gulos GBL, HCK; pero ( 403 ) el paralelégramo 4D
es igual y semejante 4 GC, EM 4 HL,y tambien DM
4 CL, por ser FM{—BL,y DF igualy paralela § CB:
luego los planos del prisma AFMEDF son semejantes
¢ iguales 4 los del prisma GBLHCK , y por consi=
guiente ( 352 ) serdn iguales; y quitando de estos
el s6lido comun NBMFCP, y aiiadiendo 4 los resi-
duos el solido AGNPEH , seri el paralelepipedo
AGHEFBCD — AGHEMLKY. Que es &c.

PROPOSICION XXX.

- 410 Los paralelepipedos: ABCDEHGF,
ABCDYKLM que tienen una misma base ZBCD
¢ igual altura , aunque las rectas insistentes 4AH y
A%, DO y DM, como tambien BG y BK, CF y
CL , no estén en tnas mismas rectds , son-iguales
entre si. Fig. 3 4. i

Prolénguense las rectas HE, GF, K%, LM, y ti-
rense las AP, DO, BQ, CN. Siendo en el paralelepipe-
do ABCDKFML los paralelégramos opuestos CDML,
BAJK paralelos, serd el plano CDON paralelo al
plano BAPQ, ; pero el plano BADC es. paralelo al
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plano GHEF & bien PQNO, que es ‘su prolongacion;
y por la misma razon el plano BONC es paralelo
al plano APOD.: luego. el s6lido . BADCQPON es
un paralelepido; pero este es igual (409 ) 4 los
paralelepipedos BADCKYML , BADCGHEEF": luego
los dos serdn iguales. Que es &c.

PROPOSICION XXXI.

411 Los paralelepipedos ALFM, CPKONDQH,
que tienen iguales bases AL, CPKQO ¢ iguales. altu-
ras, son iguales entre si. Fig. 35.36.

I. Sean ( Fig. 35 ) las rectas insistentes perpen-
diculares 4 las bases 4L, CPKXO, y serd PQ — I¥
por ser ‘iguales ("sup. ) las alturas de'los paralelepi-
pedos. Coléquese el sélido ALMYF en SRYQ,, de ma-
mera ‘que: ¥I se ajuste exdctamente con QP y el
paralelogramo QR == %L esté ‘en un mismo plano
con el paralelégramo CQ,; y' por ser los 4ngulos
CPQ,, QPR rectos, las rectas CP, PR formardn una
sola : prolonguense las rectas NDZ , OKE., KPZ,
DQOF , TSZ , YXF; y por los puntos R, U tirensé
las rectas ERB',” GUV respectivamente paralelas 4
las KPZ , DQF'; en fin tirense las rectas EV, BG,
ZF. Siendo, pues, CO, PK , RE paralelas , como
tambien CH, PQ,, RU, serdn ( 3 92.) los planos CN,
PD, RV paralelos. entre si; pero (s375.) los pla-
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nos opuestos 0D, CQ,, 6 bien OF, CU son paralelos:
luego serd ( 404) el paralelepipedo CD al parale-
lepipedo P/ como la base COKP 4 la base PKER;
del mismo modo se demostrar4 que es el paralelepi-
pedo ZU al paralelepipedo P¥ como la base PZBR
6 bien PSTR ( 109 ) 4 la base PREK ; pero la
base PSTR — CPXO (sup.): luego serdn propor-
cionales los paralelepipedos , esto es, CD: Pl=
ZU: Pr7y por consiguiente CD == ZU; pero-(409)
el paralelepipedo ZU — SU: luego serd el parale=
lepipedo CD.=—= SU — AMLY.

II. No sean las rectas insisteéntes perpendicu-
lares 4 las bases (Fig.36) AL, CPKO de los pa-
lelepipedos ALFM , CPKONDQH. En los puntos
A,I,L,G levdntense ( 388 ) las perpendiculares
AT, 17, LZ ; GR al plano AGLI, y én los puntos
C,0, K, P levdntense tambien las perpendiculares
CX,0B, KF, PE al plano COKP; y serin dichas
perpendibulares iguales entre si, por ser iguales (sup.)
las alturas de los referidos paralelepipedos : tirense
las rectas T, ZR, BX, FE, y resultarin los para-
lelepipedos AILGRTYZ , COKPEXBF, que serin
iguales entre si por lo demostrado en el caso ante-
cedente; pero estos paralelepipedos son iguales (409)
4 los ALFM , CPKONDQH : luego tambien estos
serdn iguales entre si. Que es &c.
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PROPOSICION XXXII.

412 Los paralelepipedos ABCD, EFGL, que
tienen 1guales alturas , son entre si como sus bases
AB, EF. Fig. 37.

Prolongada EH, y aplicado ( 120 ) 4 la rec~
ta FH en el d4ngulo FHY el paralelégramo F'¥ =
AB ;y en fin' completado el paralelepipedo’ FFMN,
serd ( 404 ) el paralelepipedo FFNM al paralele-
pipedo EFLG como la base F¥ &6 bien 4B 4 la
base FE ; pero (411 ) ‘el paralelepipedo FyNM
== ABDC, por tener iguales bases (.const.) ¢ iguales
alturas (sup.): luego. serd el paralelepipedo ABDC
al 'paralelepipedo  EFLG como la base /B 4 1a ba=
se EF. Que es &c.

COROLARIO L

413 ' De’'donde se infieré: ‘que los prismas
triangulares ADSBPQ, ELHFYM, que tienen igua-
les alturas, son como' sus bases ; pues dichos pris-

mas son ( 408.) mitades de los respecuvos para-
le}eplpedos ABCD), EFGL:

COROLARIO II

414 . Los paralelepipedos ‘iguales, que tienen
iguales ‘alturas, tendrdn' las.bases iguales: jgualmen=
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te los prismas triangulares iguales, que tienen igua-
les alturas, tendrdn las bases iguales.
PROPOSICION XXXIIL
415 Los paralelepipedos semejantes ABCD,
EFGH estin entte $i en la razon triplicada de sus
lados homodlogos A%, EX., Fig. 38. :
Prolénguense las rectas A¥, D¥, B¥, de madera
que sean L — EK, JO—KH,y N—=KF'; com-
plétense los paralelégramos LO, LN, 3T, y el pa-
talelepipedo FXMT. Siendo ¥L — EK, 70 = KH,
y el dngulo OfL == AFD =— EKH , serin semejan=
tes ¢ iguales los paralelégramos L0, HE. Del mis~
mo 'modo ‘se -demostrardn semejantes € iguales los
paralelégramos ¥M , VK , como  tambien los JT;
RK; pero ( 403 ) tres planos de un paralelepipedo
son semejantes € iguales 4 los tres opuestos : luego
los planos del: paralelepipedo FMAXT-sérin semejan-
tes ¢ iguales 4 los del paralelepipedo  EFGH ; por
consiguiente (352 ) dichos paralelepipedos serdn se-
mejantes € iguales. Complétense: ahora los paralele~
pipedos BOLP, BDLV ; y por la' semejanza.(sup.)
de los planos de los paralelepipedos ABDC' EFGH 6
bien ¥MTL, serd A’}' $L—=D%: 50 — BY: 3N,
peroi( 289 ) AF1 Fl=AD:+ DL, D¥: J0—=DL:
L0,y BY: JN=BQ:0N: lucgo tambien serd AD:
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DL = DL: LO= BO: ON; por; cotisiguiesnite.(4 1 2)
el paraleleptpedo’ ABDC: DLQY = DLQY s FXBP
© == 9XBP :JXMT 6 bien EFGH: luego sers el 86~
lido' ZABDC al sélido EFGH en razon triplicada de
ABDC & DLQY, b:de:AD & DL 6ode 47 4 7L
-"—EK Quees&c..-" 18g £l DR 1oy &l sl

COROLARIO L

416 : De aqui se mﬁere‘, ‘que sivquatro' rectas
son ‘continuamente - proporcionales , serd’ la: primera
4 la quarta, como el paralelepipedo descrito sobre
la primera al paralelepipedo semejante, y semejante-
mente descrito sobre la segunda.i

COROLARIO II
=~ 417 ' Tambien se infiere;, que dos. prismas trian-
‘gulares semejantes estdn entre :si*en  rfazon triplica>
da de sus lados homélogos’, ‘pot ser’ dichos! prismas
mitades ( 408 ) de paraleleplpedos semejantess -

4

PROPOSICION XX.XIV. %2

A J100150
~127418( "Las bases de los paraleIEpzpedos iguales
WADCB, EHG F' son reciprocamente’ proporcionalés 4
- das ralturas :"ylos: paralelepipedos, cuyas. bases’ son
Teciprocamente proporcionales 4 las'alturas, son-iguar
les entre’ si. Fig. 39 40. .
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¢ I.-Sean (Fig. 39 ) las rectas insistentes 4C, EG
perpendiculares 4 Tas bases' 4D, EF. Si las alturas
AC 'y EG son: iguales, serin'( 4 14 ) las bases EH,
‘AD tambien iguales, por ser los paralelepipedos igua«
les ( sup. ). Si dichas ‘alturas son desiguales, cértése
de la mayor EG la parte E¥—=ACj y por el pun-

to ¥ hdgase pasar ( 393 ) el plano ¥X paralelo 4
la base EH. Consta que (412 ) AD: EH— ADCB:

EHYK 3 pero ADCB — EHGF (sup.): luego se-
14 AD: EH—EHGF: EHJK—GL:JL (412);
pero (289 ) GL: L — EG: Ef —= EG: AC:
- -luego serd AD: EH—=EG: AC.

Si al contrario es 4D : EH — GE: AC; ser4
el paralelepipedo ADCB — EHGF : pues consta
( 412 ) que el paralelepipedo ZDCB: EH¥K — AD:
EH = EG: AC (sup.); pero ( 289) GL: ¥L—
GE: E¥ 6 bien AC: luego setd ADCB: EHYK ==
GL: L = EHGF: EHYK ( 412 )3 por consi-
guiente ADCB — EHGF.

IIl. No sean las rectas insistentes ZC, EG per-
pendiculares ( Fig. 40 ) 4 las bases AD , EH. En
los puntos A4, R, D, U levéntense ( 388 ) las per-
pendiculares AM, RN , DO, UP al plano AD; y
en los puntos E , L, H, V levintense tambien las
perpendiculares EQ ,. LK , HS , ¥T al plano-EH.
Tirense las rectas MN, PO, QK, TS, y resultardn
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los paralelepipedos ADNP , EHKT , en quienes las
rectas insistentes serdn perpendiculares 4 las bases:
luego serd ( 409 ) el paralelepipedo ADNP —
ADCB, y por la misma razon EHQS—=EHGF; péro
ADCB — EHGF (sup.): luego seri ADNP —
EHQS,y por lo demostrado AD: EH—EQ: AM.

Al contrario; sies AD: EH—="EQ: AM;, seri
el paralelepipedo ADCB =—EHGF. Pues por lo de-
mostrado es el paralelepipedo ADNP — EHQS;,
pero (412 ) ADNP=ADCB,y EHQS—EHGF:
luego serd ADCB — EHGF. Que es &c.

COROLARIO.

419  Tambien las bases de los prismas: trian-
gulares iguales son reciprocamente proporcionales 4
las alturas , por ser ( 408 ) los prismas mitades de
los paralelepipedos: y los prismas , cuyas bases son
reciprocamente proporcionales 4 las: alturas |, son
iguales  entre si, '

PROPOSICION XXXV.

420 ' Sien los vértices de dos dngulos planos
¢ iguales BAC; EDF se elevan dos rectas 4G, DH
sobre los planos de los 4ngulos, de' manera que con
los lados de ellos contengan 4ngulos respectivamen=
te iguales ; esto es, BAG — EDH, GAC.— HDF,
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y'si desde qualesquiera ‘puntos de’dichas rectas: se
baxan perpendiculares G¥, HX 4 los planos, y de los
‘puntos ¥ y K donde los encuentrany, se tiran rectas
A¥, DK & los vértices; westas rectas formarén con
las ‘elevadas 'dngulos iguales; esto es, GAF —=HDX.
Fif 480 =

; Cortese) AL = DH tirese: LM paralela 4 G}’,
y-'béxense las perpendicularés MC & AC; FIB 4 AB,
KF 4§ DF, KE 4 DE,y finalmente' tirense las rec-
tas BC, BL, LC, EH, EF , HF. Siendo, pues, LM
perpendicular (1384) alplano-BAC, serdn ( 344 )
rectos los dngulos LMC , LMA, LMB : por la
misma razon serin rectos los ﬁngulos HKF, HKD,
#HKE : luego serd ('124) AL == LM+ AM*=
LM UC* +~AC* =="LC* -+ AC" por consi
guiente (‘1 26 ) el dngule ACL ser recto. Del mis-
mo modo se demostrarin rectos los dngulos 4BL,
HED ; HFD yy por-lo tanto los tridngulos ABL,
DEH tendrén los dngulos ABL — DEH; BAL=—
EDH (sup.), y el lado AL—DH (constr.); por con-
siguiente serd (93 ) AB—=DE, BL—EH: por la
misma razon serd en los tridngulos ACL, DF#H el la-
do AC— DF; LC— HF" y siendo por lo demostra=
do BA—ED , AC—=DF,y (sup.) el dngulo BAC
—EDF,serd (63) BO=—EF, y los 4ngulos ABC,
ACB respectivamente 'iguales 4 los DEF, DFE; y
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restando dichos 4ngulos de los rectos iguales, que-
dardn los 4ngulos MBC, MCB respectivamente igua-
les 4 los FEK, EFK: luego ( 93 ) en los tridngu-
los BMC, EKF seri CM — FK; pero AC — DF,
y los dngulos ACM, DFK iguales por rectos : lue-
go serd (63 ) AM — DK. Por ser rectos los 4n-
gulos AML , DKH, serd AL* = AM* ~+ ML*,
DH*—=DK*—+ HK® y por set AL—DH, AM
— DX por lo demostrado, tambien seri LM— HK:
luego los tridngulos ZAM , HDK tendrdn los tres
lados del uno respectivamente iguales 4 los tres del
otro, por consiguiente ( 69 ) serd el dngulo LAM
— HDK. Que es &ec.

COROLARIO.

421 Consta por lo demostrado, que si en los
vértices de dos dngulos planos iguales se elevan rec-
tas iguales que contengan dngulos respectivamente
iguales con los lados de los 4ngulos, las perpendi-
culares baxadas desde los extremos de ellas 4 los

planos de los dngulos serdn iguales entre si ; es-
to es , LM — HK.

PROPOSICION XXXVI.

422  Si tres rectas DE, DG, DF son propor-
cionales; el paralelepipedo DH de las tres serd igual
0]
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al paralelepipedo equilitero de la media DG siendo
los dos equidngulos. Fig. 42.

En el punto ¥ de una recta ¥X constriiyase (405)
el 4ngulo sélido ¥ — D, de modo que sea el 4ngu-
lo KfM = EDG, K¥L—=EDF, 'y LYM — FDG;
cortense las rectas YK, FL, JM iguales 4 DG ;' y
complétense los ‘paralelégramos KL, KM, LM,y el
paralelepipedo ¥V : digo que este serd igual al pa-
ralelepipedo DH. Siendo (sup.) DE: DG — DG:
DF,y DG —= ¥K — JL (const. ), serd DE: K =
FL: DF; pero los dngulos EDF, K¥L son iguales:
luego ( 309 ) serdn las bases EF y KL iguales. Y sien-
do DG — M, y los 4ngulos planos EDG — K7 M,
GDF—=M3L, serin ( 42 1) iguales las perpendicula-
res baxadas desde los puntos G, M 4 las bases I'DE,
LFK, que son las alturas de los paralelepipedos ; pero
se ha demostrado la base EF—=KL:luego (411)
serd el paralelepipedo DH — ¥N. Que es &c.:

PROPOSICION XXXVII

423 Si quatro rectas 4, B, C, D son pro-
porcionales, lo serdn tambien los paralelepipedos se-
mejantes, y semejantemente descritos sobre ellas; y
si los paralelepipedos semejantes , y semejantemente
descritos sobre quatro rectas son proporcionales, tam-
bien lo serdn las quatro rectas. Fig. 43. -
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I. Higanse continuas proporcionales ( 305 ) las
rectas 4, B, E, F; asimismo las rectas C, D, G, H.
Siendo ( sup.) las razones 4 4 By C 4 D iguales,
serdn tambien las demas razones iguales entre si; y
por igualdad ‘ordenada serd ( 277 ) 4: F = C:
H; pero ( 416 ) el paralelepipedo A al paralelepi-
pedo B como la recta 4 4 la F, y por lo mismo el
paralelepido C al paralelepipedo D como la recta C
4 la H: luego serdn proporcionales los paralelepipe~
dos, esto es, A: B=C: D.

II. Si no es la recta A: B — C:D, higase
(306) A: B=C:F, y sobre la recta ¥ descri-
base un paralelepipedo semejante 4 los dados: y por
lo demostrado en el caso antecedente serdn propor-
cionales los paralelepipedos, esto es, Z: B=C: ¥%;
pero (sup.) el paralelepipedo A4: B = C: D: luego
serd C: D —= C: ¥; por consiguiente los paralelepi-
pedos D, # son iguales, y siendo tambien semejan=-
tes, serdn ( 407 ) iguales los lados homdlogos D,
Fi pero es la recta A: B—C: ¥: luego serd tam-
bien la recta A: B = C: D. Que es &c.

PROPOSICION XXXVIIL

424 Siun plano AB es perpendicular 4 otro
AC , y de algun punto E tomado en uno de ellos
se baxa una perpendicular al otro , caeri en la co-

Oij '
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mun seccion AD de eatrambos. Fig. 44.

Si se niega, caerd dicha perpendicular ea el pla-
no AC fuera de la comun seccion 4D : sea EF la
referida perpendicular. En el plano AC tirese FG
perpeadicular 4 4D, y tnanse los puntos E, G con
la recta EG. Siendo, pues, el plano 4C perpendi-
cular al plano 4B, y FG perpendicular 4 la comun
seccion AD, seri (345 ) FG perpendicular al plano
AB, y por consiguiente ( 344 ) el 4ngulo FGE rec-
to; pero el 4ngulo EFG es recto (sup.): luego dos
gngulos del tridngulo FEG serdn iguales 4 dos rec-
tos , lo que es imposible ( 82 ). Luego &c.

PROPOSICION XXXIX.

425 Si cada dos lados (AE y FC, AFy EC,
DHy GB, DGy HR) de los planos opuestos AC,
DB de un paralelepipedo se dividen en dos partes
iguales, y por las secciones se tiran los planos Y0QLZ,
PXMR ;5 la comun seccion ST de los planos, y la
diagonal EG del paralelepipedo se dividirdn mutua-
mente en dos partes iguales. Fig. 43.

Tirense las rectas SE, SF, TG, TH; y siendo
en qualquier paralelégramo (107 ) los lados opues-
tos iguales , tambien sus mitades serdn iguales, esto
es, GO = HQ,OT=TQ; pero ( 96 ) los 4ngulos
alternos TOG , TQH son iguales : luego ( 63 ) sers
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GT = TH, y el dngulo GTO — HTQ, por lo qual
(80 ) las, rectas GT , TH formarin| una.sola. Del
mismo modo se demostrard. que las rectas FS, SE
forman una sola recta ; y siendo (-107 ) las rectas
FG , EH paralelas ¢ iguales 4 la recta CB, lo serdn
entre si (385 ): luego EF paralela ¢ igual § HG;
por consiguiente ( 382 ) las rectas EG , ST estarin
en el plano EFGH: y porque los tridngulos EZS,
GZ'T tienen los 4ngulos alternos ESY — GTV, SEG
— EGT, ¢ iguales los lados ES, GT (que son mi-
tades de los iguales EF, GH) seré - (93) BY =
GV, SV = Vi' Que es &c.

COROLARLQ*

426 De aqui se infiere, que en qualquier pa-
ralelepipedo las diagonales se cortan mutuamente por
el medio.

PROPOSICION XL.

427  Dos prismas triangulares ABCFED,
GHMLFK de igual altura , pero que uno de ellos
tenga por base un paralelégramo, y el otro un tridn-
gulo , y sea el paralelégramo duplo del tridngulo; son
iguales entre si. Fig. 46.

Complétense los paralelepipedos AN , GO ; y
siendo el paralelogramo AC duplo del tridngulo
GMH, y ( 107 ) el paralelégramo GP duplo de di-

Oiij
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cho tridngulo, serd la base #C—=GP; pero (sup.)
las alturas de los: referidos prismas, é bien de los pa-
ralelepipedos son iguales: luego ( 411 ) seré el para~
lelepipedo AN —=GQ,, y sus mitades, esto es, (408)
los prismas ABCFED , GHMLJK serén iguales.
Que es &c.
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LIBRO XIL
LEMA I

428 Dadas dos magmtudes desiguales 4B, DF‘,-
si de 1a mayor 4B se quita una patte mayor que
su mitad , y del residug otra pdrte mayor tambien
que su mitad , y asi succesivamente ; llegari 4 re-
sultar una parte menor que la magnitud menor pro-
puesta DF., Fig. 1 )

Témese DE multiplice de DF, de modo ‘que
sea DE > AB , y sean las partes DF, FG, y GE
iguales; quitese de 4B la parte AH mayor que la
mitad, y de HB la parte HF¥ mayor que la mitad,
y asf succesivamente, hasta que el nimero de las par-
tes AH, HY,; §B sea igual al nimero de las partes
DF,FG, GE. La recta AB < DE (const.); pero
la recta AH es mayor que la mitad de 4B, y DF
no es mayor que: la mitad de DE: luego. serd HB <
FE; pero ¥H es mayor que la mitad de HB, y
FG no es mayor que la mitad de FE: luego tam-
bien serd BF menor que EG, 6 bien que DF. Que
es &c. .
ESC O L .I1,0.

429 La proposicion antecedente se demuestra
del mismo modo en la suposicion de que se quite de

Oiv
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AB la mitad , y del residuo tamblen la mitad , y
asi succesivamente. ° i
LEMA J11.

430 Las magnitudes, y las razores de las
magnitudes , que continua 'y constantemente se acer-
can' 4 la igualdad , de suerte que su diferencia ven-
ga'4 ser menor que qualquiera diferencia dadaj fi-
nalmente son iguales.

De lo contrario serian desiguales, y se diferen-
ciarian ultimamente en una magnitud X5 y por con-
siguiente ‘no-podrian acercarse iina 4 otra, sino has-
ta la diferencia K, lo '‘qual es contra' la hipdtesis.
Luego &c. |

PROPOSICION 1.

431 Los ' poligonos seméjantes 'ABCDIE,L
FGHYK inscritos en los circulos ABRD; FGF son'
entre si como los quadrados de sus didmetros AL,
FM. Fig. 2. !

: Tirense las rectas 4C, BL, y FH MG’, y por
1a semejanza de los referidos’ poligorios ‘serg (283)
el dngulo ABC — FGH, y AB: BC= FG:GH;
pot consiguiente ( 298 ) serd el dngulo ACB —
FHG; pero ( 174 ) los 4ngulos ACR, FHG sow
respectivamente iguales 4 1os ALB; FMG : luego tam-
bien serd el 4ngulo ALB=—FMG;y siendo (186)
los dngulos ABL, FGM iguales por rectos, los tridn-

Q)
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gulos ABL, FGM serin equifngulos , y por consi-
guiente (295 ) AB: AL — GF: FM,y alternan-
do AB: GF—=AL: FM: luego serd ( 323 ) el po-
ligono ABCDE al poligono FGHFK como el qua-
drado de AL al quzidrzido de FJL. Que es &c.

ESCOLIO.

432  Los perimetros 6 sumas de las rectas, que
comprehenden las areas de los poligonos semejantes
i:'nscritos en los circulos, son entre si como los did-
metros; es 4 saber ABCDE : FGHYK—AL: FM.
Por la semejanza de los poligonos es AB: FG=BC:
GH=CD: HYy = DE: K =—=FEA: KF,y lasu-
ma de los antecedentes tendrs (262 ) 4 la suma
de los conseqiientes la. misma razon que un antece-
dente 4 su conseqiiente; esto es , serd el perimetro
ABCDE : FGHYX — AB: FG 5 pero AB: FG —
AL: FM por lo demostrado : luego seri 4BCDE:
FGH3K — AL : FU. '

PROPOSICION IL

433 - Los circulos X, Z estdn entre si en la
razon de los quadrados de sus didmetros. Fig. 3.

En el circulo Z inscribase el quadrado EFGH,

que serd mitad ( 209 ) del quacliraldo- circunscritoy

y por consiguiente mayor que el semicirculo ; cér-
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tense por medio los arcos EF, FG, GH, HE en los
puntos L, M, N, O; tirense las rectas EL, LF,
FM, &e. y la tangente PQ,, que serd ( 181 ) parale-
la § FE ; finalmente prolénguense las rectas GF, HE
hasta Q,, P. El tridngulo ELF es mitad ( 116 ) del
paralelégramo EQ,, y por consiguiente mayor que la
mitad del segmento ELF; por la misma razon qual-
quiera de los tridngulos FMG , GNH , HOE, ser4
mayor que la mitad del segmento eh que se halla:
y si los arcos EL, LF, FM, &e¢. se cortan por me-
dio, y 4 los puntos de division se tiran rectas, se
demostrard del mismo modo que qualquiera de los
tridngulos que resultan, serd mayor que la mitad del
segmento, en que se halla; y por lo tanto si del cir-
culo Z se resta el quadrado EFGH, y de los seg-
mentos que quedan , se restan los tridngulos, y se
prosigue siempre la misma operacion, finalmente que-
darin ( 428 ) algunos segmentos del circulo, me-
nores que qualquiera diferencia dada K: luego el area
del poligono inscrito se acerca continua y constan-
temente al area del circulo, de suerte que su dife-
rencia llega 4 ser menor que qualquiera diferencia
dada : luego tltimamente ( 430 ) el area del poli-
gono es igual al area del circulo; es 4 saber, quan-
do el nimero de los lados del poligono se considere
aumentado al infinito , y disminuidos estos tambien
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al infinito; pero los poligonos semejantes inscritos en
los circulos X, Z son (431 ) entre si como los
quadrados de los didmetros 4C, EG : luego tambien
los circulos X, Z son entre 'si como los quadrados
de los didmetros AC, EG. Que es &c.

DE OTRO MODO.

Si se niega que es X: Z — 4C*: EG?, supén-
gase X: ¥=— AC*: EG* y se demostrari que ¥ no
puede ser menor, ni mayor que Z; por consiguien-
te le ser4 igual: luego serd X: Z — 70*: EG>.

I. Sea $< Z,y K su diferencia; serd por con-
siguiente ¥ -+~ K — Z; pero constando por lo de-
mostrado que al fin quedardn algunos s'egmentos de
circulo menores que X, supéngase que estos sean los
segmentos EL, LF, FM, &c. luego seri el poligo-
no ELFMGNHO > ¥. Describase en el circulo X
el poligono ARBSCTDV semejante § ELFMGNHO,
y aquel serd ( 431 ) 4 este como 4C* 4 EG*; pe-
ro (sup.) el circulo X: ¥ — 4C*: GE*: luego ser4
ARBSCTDV : ELFMGNHO = X: $; y por
ser ARBSCTDV < X, serd tambien ( 2635 )
ELFMGNHO < ¥, lo que es imposible por haber-
se demostrado mayor: luego ¥ no puede ser menor
que el circulo Z.

II. Sea ¥ > Z; y siendo { sup. ) el circulo X
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¥ = AC*: EG? serd invirtiendo ( 254 ) F: X =
EG?*: AC®. Supdngase ser J: X=—=2Z: K; y por ser
F> Z (sup.), serd (2635 ) el circulo X> K lue-
go serd EG*: AC*=—Z: K, lo que es imposible por
lo demostrado en la suposicion primera. Luego ¥ no
puede ser tampoco mayor que el eirculo Z, y por
consiguiente serd igual. Que es &c.

COROLARIO.

434 Los circulos son proporcionales con los

poligonos semejantes inscritos en ellos.

ESCOLIO.

435 Elcirculo ABCD es igual 4 un tridngu-
lo rectingulo GEF, cuya base EF' sea igual 4 toda
la circunferencia , y la altura EG igual al radio,
Fig. 4. '

Si se niega, ser§ el circulo ABCD mayor 6 me-
nor que el tridngulo GEF.

I. Sea el circulo ABCD > GEF, y % la dife-
rencia ; por consiguiente 4BCD — GEF — ¥. He-
cha la misma preparacion que antes, llegardn 4 que-
dar ciertos segmentos del circulo , como AR, RP,
BS , &¢, menores que F: por tanto serd el poligono
ARBSCTDY mayor que el tridngulo GEF ; pero
tirada desde el centro N la perpendicular NX 4 BR,
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el poligono ARBSCTDV es igual 4 un tridngulo
rectingulo , que tiene por base su perimetro , y
por altura NX , por ser ( 167 ) NX igual £
las alturas de los tridngulos ANR , BNS , &e. én
quienes se divide el poligono: luego serd dicho tridn-
gulo mayor que GEF, lo que es imposible, porque
la base , y altura del primero son menores que la
base , y altura del segundo : luego no puede ser el
circulo ABCD >> GEPF.

II. Sea el circulo ABCD < GEF,y % la dife-
rencia ; por consiguiente #BCD ~+ ¥ — GEF. Cir-
cunscribase al circulo ABCD el quadrado HM; di-
vidanse los arcos 4B, BC,CD , DA por medio en
los puntos R, S ,T, 7, y tirense las‘ tangentes PQ,
ZY, &c. Siendo (86 ) QO>QR,y (193 ) QR
= QA, serd ( 113 ) el tridngulo ORQ, > QR A:
del mismo modo se demostrard ser el tridngulo PRO
> PRB: luego el tridngulo POQ, serd mayor que la
mitad del segmento exterior BRAO : igualmente se
demostrard que el tridngulo ZH?" es mayor que la
mitad del segmento exterior BSCH; y asi de los
demas. Dividiendo de nuevo por medio los arcos
AR, RB, BS, &¢. y tirando por los puntos de di-
vision tangentes , se demostrari tambien que los
tridngulos , que resultan, son mayores que las mita-
des de los respectivos segmentos exteriores ; por con-
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siguiente continuada dicha operacion , llegardn 4 que-
dar (428 ) ciertos segmentos exteriores menores
que ¥. Sean estos, por exemplo, ZQR , RPB,
BZS', &e. ser el poligono AQPZYKUIW < GEF;
pero dicho poligono es igual 4 un tridngulo rectdn-
gulo, que tenga por base su perimetro, y por altu-
ra el radio VR: luego este tridngulo serd menor que
GEF , lo que es imposible ; porque teniendo una
misma altura , el primero tiene mayor base que
el segundo : luego no puede ser el circulo ABCD
< GEF,.y habicndose demostrado antes que no pue-
de ser mayor, serd el circulo #4BCD — GEF. Que
es &c.
PROPOSICION TIIL

436 '« Toda pirdmide triangular se divide exic-
tamente en quatro partes, que ‘son dos pirdmides
triangulares iguales, y semejantes entre si y 4 la
total, y dos prismas iguales , y mayores juntos que
la mitad de la pirdmide. Fig. 5.

Dividanse por medio los lados ‘de la pirdmide
ACDB en los puatos E, H,G, ¥, K, F; y tiradas
las rectas EH, HG ,GE, H¥, HX, ¥X, GF, F¥%,
se tendrdn las referidas quatro partes, esto es, las
dos pirdmides 4EHG, HYCK , y los dos prismas

EHGBYF, HYKFDG. '
I. Las dos pxrémldes tnangulares AEHG,



_'ZQ)‘?I. 28,




BY wwX

;
= ¥
e Y
SSLESte
AN
\
i\
b |
| o
I'.I *
-




(223)
HYJCK son iguales , y semejantes entre sf y la to«
tal ABCD.

Por estar los lados 4B, AC, CB divididés por
medio en los puntos E , H, ¥, serd AE: EB ==
AH: HC;CH: HA—C¥: ¥B,y BE: EA=RY:
§C's por consiguiente ( 290 ) serdn -paralelas HE 4
CB,H}4 4B,y E¥ 4 AC: luego serdn ( 96 ) los
dngulos AEH — ABC — HJC,y AHE — HCY,
y los lados ( 107 ) AE ='HY, EH = jC3s por
consiguiente los tridngulos ABC, AEH, HJC serdn
semejantes (296 ), y los dos tiltimos iguales ( 63 ).
Del 'mismo modo 'se demostrard que los tridngulos
AHG, HCK son iguales,y semejantes entre si y al
total' ACD; y que los tridngulos: AEG , ABD son
semejantes, y los tridngulos BYF, JOK iguales. Sien-
do por lo demostrado las rectas AE , AG respecti=
vamente’ paralelas 4 las rectas /¥, HK, serd (386)
el. dngulo EAG — FHK ;5 pero dichas rectas son
tambien respectivamente iguales por lo demostrado:
luego los tridngulos AEG , HFK serdn iguales, vy
semejantes; y por ser el tridngulo AEG semejarite
al tridngulo ABD, serdn los tridngulos #BD; AEG,
HjFK semejantes eotre si, y los dos tltimos iguales;
Por la misma razon los tridngulos BCD, YCK, EHG
son semejantes - entre sf, y los dos ltimos iguales.
Por' tanto las dos pirdmides AEHG , HJCK son
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( 332 ) iguales, y semejantes entre si y (351 ) 4
la total ABCD.

II. Los prismas EHGBFF, HGDF7X son igua-
les , y mayores juntos que la mitad de la pirdimide
ACBD.

Por ser las rectas HE ; HG respectivamente pa-
ralelas 4 las CB, CD,serd ( 392 ) el plano EHG
paralelo al plano BCD ; por consiguiente los dos
prismas EHGBYF, HGDF¥K tendrdn iguales altu-
ras ; y siendo el tridngulo BFF, base del primero,
mitad del’ paralelogramo FFKD base del segundo,
serdn ( 427 ) dichos prismas iguales; pero el pris-
ma EHGBYF es mayor que la pirimide EFBF,y
esta es igual 4 la pirdmide HCFK por la misma razon
que se demostrd ser AHEG — HCFK : luego los dos
prismas EHGBYF y HGDFJK serdn mayores que las
dos pirdmides iguales HCYK y AHEG , y por consi-
guiente mayores que la mitad de la pirdmide ACBD;
Que es &ec. : -

PROPOSICION 1V.

437 Si dos pirdmides triangulares ADZBC,
EHFG de iguales alturas se dividen cada una en
dos pirdmides AMYL, MDNO, y ESPR, SHIV,
iguales, y semejantes entre si y 4 la total, y. en dos
prismas iguales ¥MLBNK, MLCONK, y PSRFTQ,
SRGVTQ, y las pirdmides resultantes se subdividen
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del mismo modo, y asi succesivamente; serd la ba-
se de una pirdmide 4 la base de la otra, como la
suma de todos los prismas de la una pirdmide 4 la
suma de todos los prismas de la otra. Fig. 6.
Supuesta la construccion de la proposicion an-
tecedente, serd por lo demostrado el tridngulo BNK
semejante al tridngulo BDC; y por la misma razon
el tridngulo FTQ serd semejante al tridngulo FHG;
pero (268 ) BC: BK— FG: FQ, por ser los an-
tecedentes duplos de sus conseqiientes ( const.): luego
serd (323 ) el tridngulo BDC: BNK—FHG: FTQ,
y alternando ( 270 ) BDC: FHG — BNK: FTQ;
y por ser iguales las alturas de las pirdmides totales, y
estar divididos por medio sus lados por planos parale-
los 4 las bases, los prismas yMLBNK, PSRFTQ tie-
nen tambien iguales alturas, y es (413 ) BNK: FTQ
—=FMLBNK:PSRFTQ—=FMLBNK-+ MLCKNO:
PSRFTQ—+ SRGQTY (267 ), por ser $MLBNK
= MLCKNO, y PSRFTQ —8RGQTV : luego se-
ri BDC: FHG — JMLBNK -+ MLCKNO:
PSRFTQ -~ SRGQTV. Si del mismo modo se di-
viden las dos pirdmides AMFL, ESPR,y las otras
dos MDNQO, SHTV , seri tambien la suma de los
dos prismas contenidos en la pirimide AM¥L 4 la
suma de los dos prismas contenidos en la pirimide
ESPR, como el tridngulo FML al tridngulo PSR,
P
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6 bien como el tridngulo BDC al tridngulo FHG:
asimismo serd la suma de los dos prismas conteni-
dos en la pirdmide MDNO 4 la suma de los dos
prismas contenidos en la pirdmide S'HTY , como el
tridngulo BDC al tridngulo FHG; y lo mismo de
todos los demas prismas que resultasen en las demas
divisiones : luego ( 2 62 ') serd la suma de todos los
prismas inscritos en la pirdimide ADBC 4 ]a suma
de los inscritos en la pirimide EHFG en igual nu-
mero, como la base BDC 4 la base FHG. Que es &c.

PROPOSICION V.,

438 Las pirdmides tridngulares #DBC, EHFG
de igual altura son entre si como sus bases BDC,
FHG. Fig. 6.

Dividase ( 436 ) la pirdmide EHFG en dos
prismas iguales , y en dos pirdmides tambien igua-
les, y semejantes entre si y 4 la total ; por consi-
guiente’ ( 436 ) los dos prismas serdn mayores que
la mitad de toda la pirdmide : dividanse del mismo
modo estas dos pirdmides resultantes ; y continuan-
do sast las operaciones, quedarin finalmente (428 )
ciertas ‘pirdmides en la pirdmide EHFG , menores
que. qualquier cantidad dada 2°; por consiguiente la
suma de todos los prismas inscritos en:la pirimide
EHFG se acerca continua y constantemente 4§ ella,
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de suerte que su diferencia llega 4 ser menor que
qualquiera cantidad dada: luego tltimamente (430)
la suma de dichos prismas es igual 4 la pirdmide,
es 4 saber, quando el nimero de los prismas se con-
sidera aumentado al infinito ; pero la suma de los
prismas inscritos en la pirimide ADBC es 4 la su-
ma de los inscritos semejantemente en la pirdmide
EHFG, como la base BDC 4 FHG ( 437 ): lue-
go las pirdmides ADBC, EHFG, 4 quienes son 1il-
timamente iguales dichas sumas , serin tambien co.
mo las bases BDC, FHG. Que es &c.

DE OTRO MODO.

Si.no es DBC: HFG — ADBC: EHFG; ser4
DBC: HFG—=ADBC: X, y X ser4 menor 6 ma-
yor que la pirimide EHFG.

1. Sea X< EHFG,y X -+ 1 — EHFG. Ha-
ciendo la misma operacion que en la demostracion
antecedente , quedardn finalmente ciertas pirdmides
en la total EHFG menores que 2°, como por exem-
plo las EPSR, STVH; y por ser X +~1V—=EHFG
(sup.) , los prismas restantes PSRFTQ,, STFRQG
serdn mayores que X. Si la pirdmide ADBC se conside-
ra ahora igualmente subdividida, serd ( 437 ) la base
DBC: HFG = yMLBNK + NMOKLC: PSRFTQ
=~ TSV QRG ; pero (sup.) la base DBC: HFG =

Pij
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ADBC: X: luego serd FMLBNK ~- NMOKLC:
PSRFTQ -~ TSVQRG — ADBC : X 5 pero
FMLBNK~+ NMOKLC<ADBC: luego serd (265)
PSRFTQ + TSPVQRG < X, lo que es imposible
por lo arriba demostrado: luego X no puede ser
menor que EHFG. :

II. Sea X > EHFG. Héigase X: ADBC —
EHFG: 2 y por ser X>EHFG (sup.), serd (263)
ADBC > 75 pero ( sup. ) DBC: HFG — ADBC:
X, é invirtiendo (254) HFG: DBC=X: ADBC:
luego serd HFG: DBC—EHFG: 7, lo que es im~
posible por lo demostrado en la suposicion primera:
luego X no puede ser tampoco mayor que EHGF:
luego serd igual, y por consiguiente DBC: HFG
= ADBC: EHFG. Que es &c.

COROLARIOQ.

439 Las pirdmides triangulares iguales , que
tienen iguales alturas, tendrin las bases iguales : al
contrario, las pirdmides triangulares iguales, que tie-
nen iguales bases, tendrdn iguales alturas.

PROPOSICION VL

440 Las pirdmides FABCDE , MGHYKL de
una misma altura, y de qualesquiera bases, tienem
la razon de estas. Fig. 7.
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‘Tirense las rectas AC, AD,y G¥, GK. Porque’
las _pirémides triangulares FABC , MGHY tienen
(sup. ) iguales alturas, serd (438 ) ABC: GHy=
FABC: MGHY;y por la misma razon ACD: GHY¥
— FACD : MGHY , y ADE: GHY — FADE:
MGHY : luego serd (281 ) ABCDE: GHY —
FABCDE : MGHY¥. Dél mismo modo se demosttar
ser GHIKL: GHY — MGHYKL : MGHY, é in-
virtiendo ( 254 ) GHY: GHYKL = MGHY:
MGHFKL : luego por igualdad ordenada (277 )
serd ABCDE : GHYKL — FABCDE : MGH}KL
Que es &c.

COROLARIO.’

441 Luego qualesquiera pirdimides, que 'tie-

nen iguales bases y alturas, son iguales entre si.

PROPOSICION VIL

442 Todo prisma ABFDEC de base triangu-
far se divide en tres pirimides triangulares lguales
entre si. Fig, 8. :

. Tirense las diagonales AC, FC, FD de los resi
pectivos paralelogramos BD, BE, AE. Las pirdmi-
des FABC, FACD son ( 441 ) iguales, por tener
un mismo vértice F, é ( 107 ) iguales bases 4ZBC,
ACD. Tambien .son iguales las pirdmides CDFA,
CDFE , por. tener un mismo vértice C¢ (' 107°)

Piij
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iguales bases DF.A, DFE; pero la pirimide FACD
es la misma que la CDFA: luego las tres pirdmi-
des FABC, FACD , CDFE, en quienes se divide:
el prisma, son iguales entre si, Que es &c.

COROLARIO 1.

4473 De aqui se infiere que toda p;rémlde es.
la tercera parte del prisma, que tiene la misma ba-
se € igual altura ; porque si la base de la pirimide
tuviera qualquiera otra figura rectilinea ; podria di-
\{idirse en tridngulos , y resultarian pirdmides trian-
gulares,

COROLARIO IL
: "444 -Los prismas de iguales alturas son:entre
si como sus; bases; pues las pirdmides de iguales al=
turas tienen ( 440 ) esta razon.

COROLARIO III

445  Por ser ( 408 ) el prisma ABFDC'E
( Fig. 9 ) mitad del paralelepipedo 4G , ser4 la pi=
rimide DABF sexta parte de dicho paralelepipedo.

PROPOSICION VIII

. 446  Las pirdmides semejantes DABC HEFG
de bases triangulares ABC , EFG , estdn en razon
triplicada de sus lados homélogos AC, EG. Fig. 10:
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" Complétense los paralelégramos AF¥, AL, AM,
y EN , EP, EQ, y los paralelepipedos AKX, EO.
Siendo , pues, las pirdimides DABC, HEFG seme=
jantes , lo serdn tambien los tridngulos CAD y GEH,
CABy GEF,DAB y HEF;.y en ellos serdn pro-
porcionales los lados homologos , esto es, CA: AD
= GE: EH,CH ;y AB'=CE 4B DA :14B =
HE : EF: luego los patalelogramos AL, AY, AM
serdn respectivamente semejantes: 4 los EP , EN,
EQ; y como los tres planos de un paralelepipedq
son' ( 403 ) semejantes ¢ iguales 4 los tres opues-
tos, el paralelepipedo AKX serd semejante al parale-
lepipedo A0 ; por consiguiente ( 415 ) el sblido
AK estard con EO en la razon triplicada de AC 4
EG pero las pirdmides DABC, HEFG son (445)
iguales partes de los paralelepipedos AKX, EO: lue-
go tambien la pirdmide DABC estard con la pird-
mide HEFG en razon trip].icada. de AC 4 EG.
Que es &c. -

ESCOLIO I

447  Las pirdmides semejantes FABCDE,
MGHFYKL , que tienen poligonos por bases , estdn
en la razon triplicada de sus lados homélogos BC,
HY. Fig. 7.

Tirense desde los 4ngulos iguales 4 y G 4 los
opuestos las rectas 4C, 4D, y G¥,GK; y queda-

Piv



(232)

. rén divididas ( 319 ) las bases #BCDE, GH}KL
en los tridngulos ZBC, ACD, ADE , respectiva-
mente semejantes 4 los GHY, GIK , GKL. Siendo
(sup.) las referidas pirimides semejantes, los. tridn-
gulos. FAB , MGH 1o serén tambien, y FA: AB .
= MG: GH; pero AB: AC—=GH: G¥, por la se-
mejanza -de los tridngulos BAC, HGY : luego 'por

igualdad ordenada serd FA: AC — MG: G¥. Del - -

mismo modo se demostrari ser FC: CA — M%:
JG ¢ invirtiendo CA: CF — ¥G: ¥M: luego otra -
vez por igualdad ordenada serd AF: CF — MG:
M¥; y por lo tanto los tridngulos CF.A, FMG. se-
rdn semejantes : ademas siendo ( sup. ) respectiva-
mente semejantes los demas planos de las pirdmides
FABC, MGHY, lo setdn estas, y por consiguiente
estarin ( 446 ) en razon triplicada ‘de 'sus- lados
homoélogos BC' , H¥. Del mismo modo se demostra-
r4 que las pirdmides' FACD, MGFK estin en ra-
zon triplicada de CD 4 7K, y que tambien ‘las:pi-
rimides FADE | MGKL estin en la triplicada de
DE i KL ; pero por. ser iguales las razones BC:
H3,CD: §K, DE: KL, sus triplicadas son (313)
iguales : luego la pirdmide FABC: MGH¥— FACD:x
MGYK—=FADE: MGKL; por consiguiente (2.6 2
la pirdmide - FABCDE : MGHYKL — FABC:
MGHY, 6 bien como la triplicada de BC 4 HY. o



