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GEOMETRIA PLANA

LIBRO PRIMERO

DEFINICIONES, DIVISIONES Y NOGIONES PRIMITIVAS.

§ 1.°—Noeiones generales sobre las cantidades geométricas,

1. Extension, es la propiedad que tienen los cuerpos de
ocupar un lugar en el espacio.

2. Cuerpo geomélrico es una porcion limitada del espacio
indefinido.

3. Qe llaman dimensiones de un cuerpo, sus tres modos
de ser extensos, & saber, su longitud, latitud y profundi-
dad, denominados tambien su ancho, su largo y su grueso.

4. TUn cuerpo se halla separado del resto del espacio por
su superficie, que se define como el limite de un cuerpo.

5. Las superficies pueden concebirse, por abstraccion,
como separadas de los cuerpos a ¢ue pertenecen, y enténces
se dice que son: la extension en dos dimensiones, longitud
v latifud.

6. Una porcion de la superficie de un cuerpo se halla li-
mitada del resto por una 6 varias lineas, definiéndose, por
consiguiente, la linea como el limile de una superficie.

7. Las lineas pueden concebirse, por abstraccion, como
separadas de las superficies & que pertenecen, y entonces se
dice que son: la extension en wuna sola dimension, longttud.
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8. En fin. Las porciones de lineas se hallan separadas
entre si por puntos, definiéndose, por consiguiente, el punto
como el limile de una recla. Bl punto no tiene dimensiones.

J. En unalinea pueden considerarse infinidad de pun-
tos, en una superficie infinidad de lineas, y en un espacio
infinidad de superficies.

10.  Una linea, una superficie 6 un cuerpo se pueden
concebir como engendrados, respectivamente, por el movi-
miento de un punto, de una linea 6 de una superficie.

11. Lalineapuede ser recla, curva,
quebrada 6 mixia (representada por
A, B, Cy D enlafig. 1.4. ¢

12, Linea recta es aquella cuya re-
presentacion mds exacta puede ha-
cerse por el borde de una regla bien

construida. Su propiedad esencial consiste en 70 poder exis-
tir dos distintas entre dos puntos.

13.  Tampoco pueden ser distintas dos rectas fuera de la
parte comprendida entre los dos punlos comunes.

Ln efecto.—Supongamos que ABD y ABD’ sean dos
rectas confundidas en el intervalo AB (fig. 2.%); y (ue se se-
paran, & partir desde cierto punto ¢ de su direccion comun,
Es evidente, que si hacemos girar la ABGD' alrededor de A
hasta que el punto D’ se haya confundido con otro punto de
la ABCD, resultara que, entre estos dos puntos confundidos
y el A, habri dos rectas que no se confunden, puesto que
todos los puntos dela ABCD', comprendidos entre A y DY,
habrin pasado por el movimiento de giro hicia la parte su-
perior de la ABED,

4. De esto resulta el principio de la determinacion de
la recta, 4 saber: que dos punios determinan la posicion de
wna recta.

Figura 1.2

15.  Una porcion limitada de una recta se llama segmen-
to rectilineo 6 simplemente segmento.

16. Nos formamos idea de la longitud de una recta, ave-
riguando la relacion de su longitud con la de otra, fomada
por unidad, es decir, midiéndola por medio de ésta. '
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17. Para medir una recta por medio de otra, tomada
como unidad, se ve si ésta se halla exactamente contenida
en aquella, y si asi sucede, el nimero de veces que resulte
expresard su medida; en el caso confrario, se buscard una
comun medida de la menor y el resto que se hubiere obte-
nido, practicindose con las rectas la série de operaciones #
que di6 lugar en Aritmética la obtencion del m. ¢. d. de dos
niimeros, hasta obtener una recta que sensiblemente s¢
halle contenida en la menor,

Ejemplo.—Sean las rectas ALy
0D (fig, 2.%. Llevando CD sobre AD
todas las veces que sejpueda, se ob-
tiene

AB = AE 4 EB = 3CD + EB.

Llevando EB sebre OD, se ve que

CD = 2EB;

Figara 2.*

luego AB = 3 X 2EB + EB = TEB:;
pero EB = (i,[l 5
ltego AB=7X 2 — — CD,

La medida de 1a recta AB por medio de la CD estd ex-

presada por la fraccion

2

18. Linea curva es la que no es recta en ninguna de
sus partes. Una porcion limitada de una curva se [lama
areo, y al segmento rectilineo comprendido entre sus extre-
mos se llama cuerda.

19. Linea quebrada es la formada por una combinacion
de rectas distintas.

30, Linea mixta es la formada por una combinacion de
rectas y cufvas.

91. Una superficie puede ser plana, curva, quebrada 'y
rixta.

99. La superficie plana, 6 simplemente plano, es agquella
cuya propiedad esencial consiste en confener completamente
todas las rectas trazadas entre dos cualesquiera de sus pun-
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tos. Su represenfacion mds exacta estd dada por la superfi-
cie de una mesa 6 un espejo bien construidos.

23. Superficie curva es la que no contiene ninguna par-
te plana,

24:  Buperficie quebrada es la formada por un conjunto
de planos distintos.

25.  Superficie mixta es la formada por superficies pla-
nasy curvas.

26. Las lineas, objeto de la Geometria elemental, son la
recta y la circunferencia.

27. Las superficies, objeto de la Geometria elemental,
son las de revolucion, 6 las engendradas por una linea plana
(recta 6 semicircunferencia) queé gira alrededor de una recta
fija, situada en su plano.

28.  Figura es un conjunto de puntos, lineas 6 super-
licies.

29. Las figuras se llaman lineales, superficiales 6 sdli-
das, segun que sus puntos se hallen situados en una linea,
en una superficie 6 en el espacio, en general.

30. En las figuras hay que considerar su modo de ser,
de estar y su magnitud, denominados forma, posicion y ex-
tension.

3l. En Geometria elemental, bajo el concepto de su
modo de ser;unido al de magnitud, se dividen las figuras en
iguales, semejantes y equivalentes.

32, Dos figuras son iguales, cuando tienen la misma for-
ma y extension, de modo que pueden superponerse y con-
fundirse: son semejantes, cuando tienen la misma forma y
distinta extengion; y son equivalentes, cuando tienen distinta
forma y la misma extension.

33.  Geometria es la ciencia que trata de lag figuras. La
Geometria elemental tiene por objeto establecer las propie-
dades fundamentales de las figuras, ya mediante sus recur-
s0s propios, ya mediante el auxilio de la Aritmética. Asi es,
que puede dividirse en constifutiva y métrica. Tambien se
divide en plana y del ¢spacio, segun trate, de las figuras
contenidas en un plano 6 en el espacio.
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§ 2.°—De los angulos y rectas paralelas,

34. Dos rectas que se encuentran, comprenden un espa-
cio que se llama dngulo. Cada una de las dos rectas que
forman un dngulo se lama lado, y vértice el punto de inter-
seccion.

ABC (fig. 3.") es un dngulo cuyos la-
dos son AB, BC, y cuyo vértice es B.

35. Un dngulo se nombra por fires
letras, expresando siempre en el medio
la del vértice. Cuando hay un dngulo
solo, basta nombrar la letra del vértice, y
cuando hay virios con un vértice comun,
. es indispensable nombrar cada uno con

Figura 3.2 lag tres letras.
36. Corolario: Un dngulono allera,
aungue varte la longitud de sus lados.

37. Para comparar la magnitud de dos dngulos, se colo-
can de manera que coincidan sus veértices y dos de sus la-

dos, respecto 4 los cuales resulten igualmente colocados log
angulos. Cuando los ofros lados coinciden, los dngulos son
iguales; cuando esto no sucede, el segundo lado del menor
angulo queda comprendido entre los lados del mayor.

38. Paramedir un dngulo por mediode ofro, tomada
como unidad, se sigue la misma regla que para la recta.

39. Paraswmar varios angulos, se colocan unos 4 conti-
nuacion de otros, de manera que, coincidiendo sus vértices,
el primer lado de cada uno coincida con el segundo del an-
teriormente colocado, Lia suma sera el Angulo formado por
el primer lado del primero y el segundo del @ltimo (1).

/ ABO = ; ABE -+ . EBC (fig. 3.%).

40. Para rvestar un dngulo de otro mayor, se colocari el

sustraendo de modo que, coincidiendo el vértice y un lado

(1) Lossignos [, |® 1% 02 A, £, L/, léanse respectiva-
mente: punto, recta, lado, pardlela, perpendicular, dngulo, dngulo
recto, triangulo, v los signos ==, = léanse: no es igual 4, equivalente
4, 0 es equivalente 4.
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con los respectivos del minuendo, cubra parcialmente #
éste; la parle comprendida entre los lados no comunes es la
diferencia
L ABE = / ABO — / EBO (fig. 3.%).
»

4l.  La mulliplicacion de un éngulo por un ntimero en-
tero es el caso parficular de la adicion angular, en que los
sumandos son izuales al fingulo dado.

42. Para el caso de un multiplicador fraccionario, seri
preciso saber dividir un dngulo en un nimero dado de par-
tes ignales.

43.  Se llama biseclriz de un angulo 4 la recta que lo di-
vide en dos partes iguales.

4%.  Un dngulo puede considerarse como una suma an-
gular, y tambien como una diferencia.—Asi

[ ABC = / ABE + /. EBO (fig. 3.
L ABE = ; ABC — £ EBC.

45. Una recta puede considerarse como una suma angu-

lar cuyo vértice sea uno de sus puntos. Asi
L ABD = /[ ABC + £ CBD (fig. 3.4

46. Por consiguiente, un dngulo se llama {lano cuando
sus lados tienen direceiones opuestas y caen, por lo tanto,
sobre una misma recta.

47. Un 4dngulo se llama convexo 6 coneavo, segun que
es mayor o menor que uno llano (1),

48. Axioma.—La suma angular 4 un lado de una rec-
ia es constante.

49.  Se llaman dngulos adyacentes, los que tienen el vér-
tice y un lado comun y los otros dos en linea recta, y cuan-
do esto ultimo no sucede, son conseculivos.

Los ;s ABC, CBD (fig. 3.") son adyacentes.
Los ;8 ABE y EBC (fig. 3.") son consecutivos.
50. Llamase angulo recto, cada uno de los angulos adya-

)

Denominacion dada por Baltzer.
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centes iguales que una recta forma con ofra; y recta
perpendicular 4 olva, la que forma con ésta dos dngulos
rectos.

51. Corolarios: 1.° Por un punilo de wna recta solo pue-
de trazarsele una perpendicular, pues no puede haber mas
que un caso en que los angulos adyacentes sean iguales.

2.° Todos los dngulos rectos son
iguales, pues siendo siempre posible
la superposicion de dos rectas OC y
OD, tiene que verificarse necesaria-
mente las de sus |3 OA y OB (figu-
ra 4.%).
3.° Los dngulos adyacenies Su-
i mados valen dos reclos, y reciproca-
mente, si dos dngulos consecutivos sumados valen dos rec-
tos, serdn adyacentes.

«. Kl £ ABC excede al / ABE (fig. 3.%), lo que el DBC
es excedido por el ; DBE; luego la suma es igual 4 dos dn-
gulos rectos.

Figura, 4.2

6. Siendo , aob + [ boc
— 2158 (fig. 5."), si oc no fuese
prolongacion de ao, lo seria, por
ejemplo, o/, y enfonces segun
el directo (a),

L aob 4/ bocl =2 Ls;
luego /. boe serin igual & L boe',
lo que e¢s absurdo; Inego tambien serdl absurdo suponer que
oc no e¢s prolongacion de oa.

Consecuencia.—De este fecipro-
co y de (14) se deduce que: por
un [.] exterior 4 una recla no se le
puede trazar mas que una perpen-
dicular; pues si por un [.] P{fig. 6.%)
se pudieran trazar 4 una | * AB dos
¢ PN y PM; doblando la figura
PMN, sirviendo de ejela | * AB,
se oblendra la figura P'MN, que

Figura -5."

Figuari 6.
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representard la primera en su nueva posicion, y resultardn
las relaciones siguientes:

L PNM+ £ MNP/ =2 |
L PMN + / NMP' =92 | &

[pues por hipotesis los 25 PNM y PMN, y tambien sus igua-
les MNP/ y NMP' son L_5); luego (segun el reciproco ante-
rior) PNP' y PMP’ son dos lineas rectas, lo cual es impo-
sible (12).

4.° Todos los dngulos consecutivos que pueden formar-
se a un lado de una recta, valen swmados dos reclos, pues
todos, ménos uno de los angulos extremos, forman el adya-
cente 4 éste.

8

5.° Todos los dngulos consecutivos formados alrededor
de un punto, valen swmados cuatro angulos rectos, pues
trazéandose por este punto una reeta cualquiera, la suma
angular & cada lado de ésta valdrd dos angulos rectos.

6." Los dngulos que no son rectos se llaman oblicios, y
se dird que dngulo agudo es el oblicuo menor (que un recto,
y obtuso el que es mayor.

El 1 ABC es obtuso; el /. UBD es agudo (fiz. 3.%).

52.  Dos dngulos son complementarios cuando sumados
valen un dngulo recto, y suplementarios cuando sumados
valen dos reclos.

03. Angulos opuestos por el vértice son
acquellos de los que el uno estd formado por
la prolongacion de los lados del otro.

Ejemplo.—El L AOB y el £ QOD (figu-
ra 7.%).
5%, Corolario 6.°—Los dngulos opuestos
por el vértice son iguales, pues
[ AOB + ; AOC =2 |
L DOE + L AOR=2'15;
luego L AQB = p DOC.

bb. Se llaman rectas paralelas las que no se encuenfran
por mas ue se prolonguen.

ozt AL
Figura 7.5

(fig. 7.%)

(s
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56. Se llama proyeceion de un punto
A sobre unarecta CD, el pié de la perpen-
dicular trazada desde aquél A ésta (Gg. 8.%),
y se llama proyeccion de una vecta AB
sobre otra CD, la parte de ésta comprendi-
da entre los piés de las perpendiculares
trazadas desde los extremos de la primera
a lasegunda (fig. 8.").

Figura 8.*

$ 3. "— Combinaciones de mas de dos rectas.
57. Se llama secante 6 fransversal la reeta que corla 4

58. Cuando unarecta BF (fig. 9.%) encuentra & otras AB
¥ €D, forma con éstas ocho dngulos;
cuatro internos, 3,4,5,6, y cuatro ex-
ternos, 1.2.7.8.

Los angulos 3y 6, 4 y 5 internos
no adyacentes, situados 4 distinto lado
de la secante, se llaman alfernos-in-
ternos.

Los dngulos 1 y5,3y7, 2y 6, 4 y 8, situados al mismo
lado de la secante, uno interno y ofro externo se llaman
correspondientes.

Los externos 1 y 8, 2y 7, situados & distintos lados de la
secante, se llaman alternos-externos.

58. Poligono es una porcion de plano limitada por ree-
tag. Estas se llaman lados, y los vértices y angulos que for-
man, vértices y dangulos del poligono.

5Y9. Contorno de un poligono es el conjunto de sus lados,
y perimelrola medida del econtorno.

60. Diagonal eslarecta que une dos vértices no conti-
guos 4 un lado.

En la figura10, ABCDE es un poligono; AB, BC...., son
sus lados; ABC, BCD.... sus angulos, ¥ AC, AD sus diago-
nales.

Figura 9"
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Angulos externos de un
poligono son los formados
por eada lado y la prolon-
gacion de su conseculive,

61. Dos poligonos son
iguales cuando superpues-
tos coinciden; para que esto
suceda basta evidentemente
que tengan sus lados y dn-
gulos respectivamente iguales ¢ igualmente dispuestos.

En efecto, sean

AB = A'B/, Bl =B/(Y, €D =0D..... (fig. 10},
L ABUI= 7 ANBW@, ¥ BOD =/ B "']l

Trasportindose el polizono ABODE sobre el A'B'O'D'E!
de manera que AB, por ejemplo, se confunda con A'B’; B(!
se conlundira con B'CY, porser [ ABU = / A'B/C’

L |.] Cse confundira con el [.] €', por ser BU = B/C

CD se confundira O'D', y asi ge seguird hasta haber lle-
zado a los puntes If y E (que tambien coinecidirdn.

62.  Poligono equildtero es el que tiene sus lados igua-
“les: poligono equidngulo es el que tiene iguales sus dngu-
10:3,._ y regular el que liene iguales unos y otros.

63. Linea quebrada regular es toda linea quebrada eon-
vexa siempre en un mismo sentido, cuyos lados y dngulos
son iguales,

64. Tridngulo es un poligono de tres lados; base es uno
cualquiera de éstos, y entdnees se llama vértice al opuesto,
y serd su altura la perpendicular, bajada desde el vértice 4
la base.

Figura 10

En la figura 11, siendo AC la
base, serda B vértice y BD la altura.
65. Por razon de sus lados sc
dividen los triangulos en equilileros,
isosceles y escalenos, segun sean los
tres lados iguales, dos solamente O
ninguno.
El A ABC es equilatero,

Figura 11,

-
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El A A'B/CY es isdseeles,
El A A"B"C” es escaleno (fig. 11,1).

66. Porrazon de sus Angulos, se dividen log tridngulos
en rectangulos, obltusdngulos y acutdngulos, segun fengan
un angulo recto, uno ohtuso 6 los fres agudos.

El A ABC es rectingulo; el A AB'QY es obtusdngulo
(g, 11.2).

67. Cuadrilatero es el poligono de cuatro lados. Se divi-
de en frapezoide, trapecio y paraleldgramo, segun no tenga
ningun lado paralelo & otro, tenga dos y otros dos no, 6 los
tenga paralelos dos a dos.

68. El paraleldgramo se divide en rombdide, rombo,

rectangulo y cuadrado.
: Rombdide es el paralel6-
gramo. que tiene desiguales
los lados centiguos & un angu-
lo y los dngulos contiguos &
un Iado (fig. 12,1).

Rowbo es el paralelégramo
que tiene iguales los lados
contiguos 4 un angulo, y des-
iguales los dngulos contiguos
aun lado (fig. 12.2).

Rectangulo es el paralelo-
gramo que tiene desiguales los lados configuos & un angulo,
é iguales los dngulos contiguos 4 un lado (fig. 12,3).

Cuadrado es el paraleldgramo que tiene iguales los lados
contiguos & un dngulo, € iguales los angulos contignos & un
lado (fig. 12,4).

Figura 120 }.'

& 4.~ Circunferencia.

69. Circunferencia es una curva plana cerrada, cuyos
puntos equidistan de uno interior llamado centro.
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70. Arco es una parle cualquiera de la
circunferencia.

71. Riadio es la vecta limitada que une el
centro con la circunferencia; AO, y OB son
radios (fig. 13).

72. Cuerda es la recta limitada gue une
dos puntos de la circunferencia; AB es una
cuerda (fg. 13).

73. Diamelro es toda cuerda AC que pasa por el centro.

74. Circulo es la porcion de plano comprendida 6 limita-
da por la circunferencia.

75. Sector es la parte de eirculo comprendida entre dos
radios y un arco.

OABDO esun seclor circular (fig. 13).

76. Segmento es la parte de eirculo comprendida entre
nna Ull(ﬂl'dﬂ..}" un arco.

77. Cirveunferencias concéniricas son las ue tienen un
mismo centro, y excéniricas las que lo tienen distinto.

78. Corona 6 anillo es la parte del ecirculo comprendida
entre dos circunferencias concéntricas.

79. Oorolarios: 1.° El didmetro divide & la cireunferen-
cia en dos partes iguales, llamadas semicircunferencias,
pues doblando la mitad inferior AEC (fig. 13}, por ejemplo,
por el diametro, tendrda que superponerse con la superior
ADO, sin lo cual habria puntos desigualmente distantes del
centro, lo que es contra la definicion.

Reciproco.—St ADBC y AEC son semicircunferencias,
A0 y OC estan en linea recta, 6 forman un didmetro, pues
si OO0 no fuese prolongacion de AO, lo seria, por ejemplo,
00/, y enténees, segun el directo ADBCY, seria una semi-
circunferencia, y por consiguiente, seria igual 4 ADBC, lo
cual es un absurdo, miéntras OC no se confunda con la pro-
jongacion de AO.

Corolario 1.°—8i una recta no es didmetro, no divide
4 la civeunferencia en paries iguales; pues si la dividiera
en dos partes iguales, seria didmetro, segun el directo, lo
que es contra la hipolesis,

Iigura 13.
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2.° Si una recta no divide & una cireunferencia en dos
partes iguales, no es didmetro, pues si fuera diametro, la di-
vidiria en dos partes iguales, lo cual es contra la hipo-
fesis.

Jorolario 2.°—Dos circunferencias o dos circulos de -
dios iguales, son iguales, puessuperpuestas aquéllas, de ma-
nera que coincidan sus centros, tienen que coincidir todos los
puntos de 1a una con los de la otra, sin lo cual, habria puntos
que distarian desigualmente del centro, en conftradiccion
con la hipdiesis.

Uorolario 3.°—Todo punto que se halle en una circun-
[erencia, 6 sea exterior 4 ella, 6 interior, distard del ceniro
una longitud que es igual, mayor 6 menor que el rddio,
respectivamente, pues si el punto es interior, tendrd que
prolongarse su distancia hasta encontrar 4 la circunferencia,
y si es exterior, la recta que lo una al centro tendra que
encontrar & la eircunferencia, y por consiguiente, excedera
al radio en el segmento exterior.

Observacion.—El reeciproco se demuesira ad absup-
dum.

80. Una recta es tangente 4 una cireunferencia, 6 ésta a
aquélla, cuando solo tienen un punto
comun. Cuando tienen més de un
punto comun (1], son secantes. AB es
tangente & la circunferencia O en el
[.] P de contacto (fig. 14).

81. Se llamanormal, la perpen-
dicular 4 la tangente en el punfo de

Figura 14. contacto.
82. La posicion relativa de un an-
gulo y una circunferencia da lugar a los casos siguientes:

Cuando el vértice es exterior 4 la circunferencia: 1.° 8i los
lados son tangentes, el dngulo se llamara -circunserito

{1) Mads adelante se demostrars que una recta y una circunferencia,
asi como dos circunferencias, no pueden tener més de dos puntos co-
miunes. y

2
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(fig. 15,1), 6 la circunferencia es-
tard inscrita en el dngulo. 2.° Si los
lados son secantes, el angulo se lla-
mara exterior secante (fig. 15,2).
Cuando el vértice se halla en la
circunferencia: 1.° Silos lados son
una tangente y una cuerda el 4n-
EALRETED: gulo, se llama semi-inscrifo (figu-

ra 15,3). 2.° Si son una cuerda y la prolongacion de otra,
ex-inscrito (fig. 15,4). 3.° Si son dos cuerdas, inscrifo

(fig. 15,5).

Cuando el vértice es interior 4 la circunferencia: 1. Si el
angulo no tiene su vértice en el centro, se llama inlerior
excénirico (fig. 15,6). 2.° Si tiene su vértice en el centro, se
llamara central, y entonces se llama arco correspondiente &
dicho dngulo, al arco de la circunferencia comprendido por
sus lados.

83. Un poligono estd inserito en una circunferencia, 6
ésla eireunserita & aquél, cuando los vér-
tices del poligono se hallan en la circun-
ferencia y sus lados son cuerdas. El cua-
drado ABCD estd inscrifo en la circunfe-
rencia o (fig. 16).

Figura 16.

84. Un poligono esti circunscrito & una circunferencia,
6 una circunferencia inserita 4 un poligo-
no, cuando los lados son tangentes de la
misma. El A ABC estd circunscrito a la
circunferencia O (fig. 17).

IFigura 17.

85. Un poligono se llamara inscrifo respecto de otro,
cuando sus vértices se hallen situados en los lados de éste,
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que se dira circunserito & aquél. El
A DEF estd inscrito en el A ABC
(figura 18).

Figura 18,

86. Dos circunferencias en un plano pueden sor exferio-
res, ltangentes exteriormenle, secanles, tangentes interior-
mente & interior la una & la otra (fig. 19).

Figura 19.







LIBRO II
PRINCIPIOS DE LA EXISTENCIA, DETERMINACION

y sustituciones geométricas.

| .—EXISTENCIA ¥ DETERMINACION DE LAS FIGURAS RECTILINEAS.

§ l.°—Determinacion de los triangulos,
TEOREMA.|
1

87. Dos /\° que tienen respectivamente iguales un L 1
los | %¢ que lo formaii, SON IGUALES.
Hipoétesis.— Ein los A% ABC y A'B'C (fig, 20), se tiene:

[AB= |*ABY, | CAG=1 [ AN, L A= 1 A",

Tésis.—Seran iguales el lado y los dngulos restantes.

Demostracion.—Si se coloca
el A A'B'C' sobre el A ABC, de
modo que el | * A'C’ coincida con
el | A0, los | °8 AB y A'B' coin-
cidirdn tambien, por ser el
' A="p A
v las extremidades B y B/ de di-
chos | °% coincidirdn, por ser

|°AB= | °A’B.

En fin, como los [.]* B y C coin-
ciden respectivamente con los B' y €', las | 35 que los unen
tambien se confundirin, y por consiguiente, los AS pro-
puestos.

Figura 20.
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COROLARIO.

88. Enun A, & |©siguales, SE OPONEN /% 1GUALES.
Hipétesis.— | ° AB = [° AC
(figura 21).
Tésis.—; B= / C.
Demostracion.—Considerando
el A A’B'C’ que resulta de invertir
el A ABC, de modo queel |°AB
esté representado porel | °A'B' y
el | AC esté representado por el

Figura 21.

| * A'C, se tendra:
L A=/ Al [por pertecer & la misma figura invertida.

Ademas:
J]°AB= |° J\(" (hi potesis) =Y, S e
[ AB= B' (construccion) ilueao | "AC = |°A'B
| A€ = |° AB (hipétesis) Tl A
| “AC = | °A'0' (construccion) lluego | *AB = | °A'C

luego los AS ABC y A'B'C' serdn iguales (teorema).
{ L B'= / C (por ser iguales los /%)
{/L B = / B (por construccion);

B — (), ~0

i J
TEOREMA. </

luego

89. Dos /s que tienen respectivamente iguales un | °y
los (s adyacentes, SON IGUALES.

Hipotesis. — |° BC = |° B'U, LB = /B
LC= .0 (1)
Demostracion. — Despues de colocarse el A A/B/C’

(figura 20) de modo que B'C’ se confunda con B(,‘, y hicia
la parte superior de la figura, lo que puede hacerse por ser
BC = B/C, se tendrd que:

| ° B'A! coincide con | ® B§f

(por ser /B—B' v | G=1 ¢
| * C'A’ coincide con | ° CA (porsercy BB ye (0=~

luego tambien coincidirdn sus intersecciones comunes
Ay A,

(1) Puede tomarse como hipélesis la igualdad de cualquier otro de
los lados y de sus éngulos adyacentes,
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COROLARIO.

90. Enun A, A LS IGUALES SE OPONEN | ° IGUALES.
Hipétesis.—L B= / C.
Demostracion. — Considerando, como en el corolorio

anterior, el A A'B'C’ (fig. 2l) resultante de invertir el
A ABC, se tendra:

| °BC = | °B'C’ (por pertenecer ila misma figura invertida)
;j gz i g ((?;ggggiiéﬂion} :luego LOTE BN

i Ei i 103’ ({;}{jgs::iicsc)ion] }luego L Bl O

luego los A$ ABC y A’B’C' seran iguales (teor.);

it oA =G oo il e o

luego |°“AC= |°AB
PROPIEDADES DEL /\ ISOSCELES.
91. 1.° Larecta que une el vértice i es perpendicularaéstay
con el punto medio de la base ! bisectrizdel /. A{fig.21).

pasa por el punto medio
2.° La perpendicular & la ]Jasc{de éstay esbisectriz del
L A.
es perpendicular a la
3.° La biseclriz del /, A {hase, y pasa por el pun-
to medio de esta.
Demostracion. — Considerando, como anteriormente,
el A A'B/C' que resulta de colocar invertido el A ABC
(Rgura 1), se verd inmediatamente que los punios medios
de las bases, 6 las perpendiculares 4 éstas, (51, consee) 6 las
bisectrices del L del vértice, se confunden en las dos figu-
ras. Y cualquiera de estos resultados, dara origen & alguno
de los siguientes razonamientos:

1.2 £ O'D'Ar 6 / CBA (1. Los L3 BDAy CDA
= / BDA...... son 7'eclos.

2° /) C'A'D' 6 [ GAD Tae \9." AD es bisectriz del
= LBAD...... B! feA:

S B o 00T RS (8 2 ’3.“ D es el punto medio
=SB J v de BC.
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TEOREMA.

92, Si dos As tienen sus tres | °° respectivamente igua-
les, SERAN IGUALES.
Hipétesis. — | "AB = | * A'B’, || A= AYE
{2 BE=a = BICt
Construcciones auxiliares.—Coldquese el A\ A/B/CY
(figura 22) de modo queel | ° A'C/ se
confunda con el | ® AC, lo cual pue-
de hacerse por ser iguales, segun la
hipotesis, y ademds que el vértice BY
caiga & distinto lado que el B, respec-
to & la base AC. Unanse, en fin, B y
B" por la | * B'PB".

Figura 22.

Demostracion.
I o I%E = [[ o (&1133 e ‘f a E\:‘]?.r.r}pov hipatesis y construccion.

7 5750 £ Boo) B9
luego .. ABB” + LB"BC = L AB”B 4 1 BB"“C,
6 [ ABO=y/ AB"C = . A'BC".
Los AS ABC y A'B'C tienen, pues, un /£ igual compren-
dido entre | ¢ iguales, y por consiguiente, son iguales (87).

§ 2.%—Extension de la determinacion de los tridingulos 4 la determinacion
de los poligonos.

TEOREMA.

93. Si dos poligonos se componen de igual nitmero de
A iguales é igualmente dispuestos, SON 1GUALES, y Tecipro-
camente si dos poligonos son iguales, PUEDEN DESCOMPO-
NERSE EN IGUAL NUMERO DE /S IGUALES E IGUALMENTE DIS-
PUESTOS.

1.° Hipoétesis.— A ABOXAABO, AACD= AACD/,
A ADE 2= A A'D'E" (fig. 10).
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Demostracion.

| * AB = [B2S7ASB Bl =5 B

| 20D = | 20D, [°DE="]"* DB ..ci;
por ser

A ABC 22 A A'B'CI, A ACD 22 A AT Dl :

/ ABC = ; A'B'C’ (porser A ABC & A A'BIT),
[ BOA = L B/0’A’ {porser A ABOG = A A'B/C) )
L ACD= / AO'D [porser A ACD = A A'CD) %
pero L BCD = . BCA + , AOD
1B = BIGAL 1. L AT
luego £ BCD = / B'OD,
y asi se contfinuara para los demas LS,

2.” Construccion. — Des-
pues de fomar arbitrariamente
un [.] O y unirlo con A, B,....
tricese sobre A'B’como base,
un A AOB = A AOB, ¥y
{inase el punto, asi determina-
Figura 24, do, con los vertices A',B,C"...

Demostracion.
B0 = B'C! (por hipdtesis)
OB = OB’ (por ser A AOB =~ A'O'B/)
Lo, (L ABC= L A'B'C’ (hipotesis)
[ OBO = L O'B'C/ (por ser { L ABO= [ A'B'O’ (por de-
l duccion|;
luego A OBC 22 A O'B'CY (87).
De igual manera se deducird la igualdad de los de-
mas /5.

§ 8.°—sistamis de las reclas no coneurreéntes O paralelas,

94. Principio de la existencia.—FPorwun [.] SE PUEDE
TRAZAR A UNA | " UNA PARALELA.

Para demostrarlo, basta probar que: dos rectas perpen-

diculares & ofra, soN PARALELAS, lo cual se conecluye ad ab-

surdum, pues si se encontrasen, habria trazadas por el [.]
de encuentro dos || * & una | *, lo que es absurdo, y, por
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eonsiguiente, que se encuentren dichas | %; luego no pue-
den encontrarse, es decir, son || 5.
i 9. Principio de determinacion. — Por un [.], s6L0
PUEDE TRAZARSE UNA || d una | "
Este es el postulado de la Geometria euclidiana.

GEOMETRIA ELEMENTAL

f CONOLARIOS.

Y6. Toda secante cualquiera, secanie | ¢ |4 una | *
| LO SERA IGUALMENTE A SUs || .

1

Figura 24. Figara 25.

..‘ Demostracion.—1.° Sila secante C (fig. 24) 4 una de
las || ®8 A, no lo fuese & la otra B, le serfa||®, y porel [.] O

habria dos | * 4 una | *

|‘ 2.° Sila | CdlaA (fig. 25) no lo fuese 4 la B, le seria

|" oblicua (paralela no puede ser, 1.°), y ésta lo serfa & aquélla;

|" y trazindose porouna | 4 la C, seria ||* 4 la A (94), y

‘| habria por o dos |#s4dla |* A, pues dicha perpendicular y
la oblicua B no podrian confundirse.

Figura 24. Figura 27.

3.° SiCes ||*4A,loseradasu ||*B (fig. 26], pues sino
| 1 - 1
I lo fuese, la enconfraria, y por el [.] de encuentro habria
dos |[ ™ & una |*
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4.* Dos paralelogramos que tienen iguales un L vy los
| °* que lo forman, SON IGUALES.

Hipoétesis.— | ° AB = | ° A'B/,
oA =t AR AT ST
(figura 28].

Demostracion. — Superponien-
do el {7 A'B'C’'D" al ABCD de ma-
nera, que el | ° A‘B’ se confunda
con el |°AB;el |°A'D" se con-
fundird con |° AD, por ser . A’ = L A (hipotesis) y
el [.] D' conel[.] D, porser | °AD = |° A'D’ (hipétesis),
y como por un [.] sélo puede trazarseuna || * auna |[°*,los
| *DC"y B'CY se confundiran con los DC y BC.

Extension del corolario 2."—Si dos | 8 son |8, sus
_|_® RESPECTIVAS TAMBIEN LO SERAN.

Demostracion.—Siendo OB | & OD (fig. 27), lo serd
4 0C (96,2.°); luego A y B seran || 85 (94).

Contrario.—Si dos | 28 noson || #, sus | S RESPECTIVAS
TAMPOCO LO SERAN, pues si éstas fuesen || 28, sus |5 lo se-
rian, lo cual es contra la hipotesis.

Figura 28,

I, —TRANSFORMACIONES O SUSTITUCIONES DE UNAS ESPECIES
DE RELACIONES EN OTRAS.

& 1.°—Transformacion 6 sustitucion de las relaciones angulares por relaciones
de paralelismo.

TEOREMA.

97. Si dos |2 cortadas por
olra, forman cada wuna con ésta
LS iguales ¢ suplementarios, SE-
nin | 8 y reciprocamente.

1. Hipotesis.

Figura 29.

L APQ = L PQD. (fig. 29).
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Construcciones auxiliares.

l”&’:af;g {[[,} ;“e‘_ho — introducirdos | ®iguales (OP =QO)

GEOMETRIA ELEMENTAL

Trazar por el.] o
la |* MN | 4 introducir dos Ls opuestos por el vér-
una de las pro- = tice (MOP — NOQ) y un |_ en uno de
puestas (AB por log As OMP y ONGQ,
gjemplo] que...

y asila demostracion se reduce # probar que: dicho |_ es
igual & su correspondiente del otro A\, y por consiguiente,
(fue las dos |28 AB y CD son | % 4 la MN.
Demostracion.—De las construcciones combinadas con
la hipotesis de seriguales los L5 APQ y PQD, resulta
A MOP = A NOQ (89) (1)

luego L OMP = ; ONQ:
pero el (. OMP es | _(construccion];

luego el £ ONQ tambien es | ;
luego las | 5 ABy CD s a MN, son |28 (94).
Escolio.—Las hipétesis / 2 — , 6; L 1 = ¢ 8, etcé-
tera (fig. 9.%), se reducen inmediatamente & la anterior de
seriguales los [ alternos internos agudos, pues si se trata-
se de L5 obtusos iguales, conducirian & la igualdad de sus
suplementos agudos, y la igualdad de los (83 y 6064 y5,
por ejemplo, conduce inmediatamente & la de sus opuestos
por el vértice 2y 76 1 y 8. Las mismas indicaciones se apli-
can al caso de sustituciones de .3 suplementarios.
2. Reciprocamente.—Dos rectas || @ cortadas por otra,
FORMAN CON ESTA LS IGUALES 0 SUPLEMENTARIOS.
Hipotesis.—ADB || "4 CD (fiz. 29).
Construcciones auxiliares.—Tomar el [.] o medio de
PQ, que = 4 introducir dos | 8 iguales.
Trazar, porel [.] o,la | MN | 4 AB, queserd tam-
bien | 4 CD.
Demostracion.—De las construcciones, combinadas con

(1) El £ QON= / POM yOP = 0Q por consbruecion, y el L OQN
= L OPM por hipdtesis.
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la hip6tesis de ser AB || & CD que =— 4 laigualdad de los
/& PMO y QNO como rectos (51, 2°), resulta

A MOP &= A NOQ,
cuya superposicion se establece inmediatamente (1);

luego A APG = APQD.
luego L APQ=L PQD.

Escolio.—La igualdad de dos 4ngulos distintos de APQ
y PQD, 6 el ser suplementarios, s¢ reduce al caso demostra-
do, ya porque sean opuestos por el vértice, ya porque ten-
gan suplementos iguales.

Observacion.—Se suelen enunciar estos teoremas dicien-
do que: si dos reclas paralelas se hallan cortadas por una
secante, L.OS ANGULOS CORRESPONDIENTES, LOS ALTERNOS-INTER-
NOS ¥ LOS ALTERNOS-EXTERNOS SON 1GUALES, ¥ LOS INTERNOS DE
[N MISMO LADO DE LA SECANTE SON SUPLEMENTARIOS, y reci-
procamente.

Figuora 31.

COROLARIOS.

98. 1.° Los .5 que lienen sus lados respectivamente
|| P8, SON IGUALES O SUPLEMENTARIOS.
Demostracion.—Prolongando el Jado A'B (fig. 30}, se
tiene
i ABC = ;. A'NC (97,2.°)= [ ABC (97,2.°%).
Si uno de los Iados se tomara segun su prolongacion, se
obtendrian 4ngulos suplementarios en vez de iguales.

(1) Haciendo girar el /\ MOP alrededor de 0, hasta que OP se con-
funda con 00Q; la | ® OM se confundird con ON, y la direccion de PA con
la de QD, porque por un [.]solo puede trazarse una | fuana |2
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2. Sidos |8sforman Ls iguales 6 suplementarios con
respecto & cada una de ofras dos, FORMARAN TAMBIEN ANGU-
LOB IGUALES O SUPLEMENTARIOS ENTHE Si.

Hipétesis.—/ BA, B'A’ — ¢ suplementario con / BO,
B¢ (fig. 31).

Construccion.—Tricense por B las | &5 BC” y BA” | as 4

B'CY, y B’A’, respectivamente.

Demostracion.
L ABC = /'A"BO— , A”BA
L AYBO"= 4 A"BC — ; C"BC ;1“%’0 d
L ABC = ; A"BC” '

o PAr
£ 00 = £B0B0 19721
Yy L BA, B'A" = [ BC, B'CY (por hipétesis).
Observacion.—La 2.% parte del teorema queda demostra-
da, considerando en vez de uno de los lados de un Ly
prolongacion. ,
Corolario 3.° Sidos L5 tienen sus | os respectivamen- '
te | %, SON IGUALES 0 SUPLEMENTARIOS, (figura 32.)
Demostracion.—Iste es un caso del corolario anterior,
pues los lados de cada / forman /5 iguales con respecto 4
cada lado del otro,
La demostracion puede hacerse, pues, repitiendo el razo-
namiento anterior,

porque

Figura 82, Figura 33,

TEOREMAS CONTRARIOS.

99. Silas | % ABy CD cortadas por la EF (fig. 33) no
forman con ésta ;s iguales 6 suplementarios, no serdn || @8,
Y reciprocamente.
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1. Hipétesis.— .5 APQ y PQD, por ejemplo, no son
iguales.
Construccion.—Tricese la | * C'PD’ que forme con EF’
: L ¢'PQ=_LPQD
Demostracion. Si AB fuese || *& CA, se tendria que
L APQ = £ PQD
y ademés por la eonstruccion,
L OPQ = L PQD;
luego L APQ = L OPQ,
lo que es absurdo; luego AB y CI) no son || 2.
2.° Hipétesis.— | % AB y CD no son || 2.
Construccion.—Tricese la | "C'PD" || * 4 CD.
Demostracion.—Si la secante formase con AB y CD los
L8 BPQ, PQU iguales, se tendria
BA [|*4 €D
y ademas, por la construccion,
D¢ ||*4DC
luego por el [.] habria dos [ #d una |2, lo cual es absur-
do (95); Iuégo los L& BPQ y PQC son desiguales.

COROLARIOS,

100.  1.° Las | s AB y CD se encuenlran hicia el lado
donde la suma de los L8 inlernos de un mismo lado de la
secante es inferior & 218 .

Figura 84. Figura 35.

Tratandose del caso en que la suma de los (8 internos
de un mismo lado de la secante sea diferente de 2| # ; como
entre éstos y los del otro lado valen 4| 5, esevidente que,

si los de un lado exceden 4 2| s, los del otro, en compen-
sacion, seran excedidos de dicha suma.
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So6lo dos casos ocurren, segun que los /8 situados al lado
de la menor suma, sean los dos agudos 6 uno agudo y ofro
obluso.

En el primer caso, se tienen las relaciones siguientes,
entre los ;5 alternos-internos (fig. 34),

ag’ < ob’ ag << ob.

En el segundo caso, se observa, desde luégo, que los /38
alternos-internos han de ser de igual especie, sin lo cual, en
una de las rectas se juntarian dos /5 adyacentes obtusos y
en la ofra dos agudos, lo cual es imposible. (51,3.°) Ademas,
se tendra (fig, 35},

ob < ob’ ag < ag’,
pues si ob’, por ejemplo, fuese — ob, en compensacion ten-
dria que ser su adyacente ag > ag’, de lo que resultaria

ob +ag > ob" 4 ag’,
lo cual es contfra la hipotesis.

En virtud de este razonamiento, si por el [.] P (fig. 33,
v hécia el lado de la mayor suma de los L$ infernos & un
Iado de la secante, se {raza la ||&@ PD’ 4 CD, se tendrd

L BPQ = A PQCY A DPO— £ BOGHIT, 2.9
¥. por consiguiente,
o BRQU L = DPQ,

luego PD' se halla en el interior del ; BPQ); y eomo PD’ no
puede encontrar & PD (construceion), eon meénos razon la
encontrard & PB; pero AB y CD se encuentran porhipétesis;
luego se encontrarin hicia el otro lado, es decir, el de me-
nor suma de /S internos.

2. En el lado del encuentro se formara un /. Al otro
lado, cada /£, no sélo excede a cualquiera de los del A, no
adyacentes a él, sino que es igual & su suma. Asi, por
ejemplo, (figura 33):

L BPQ=/ BPD'/ D'PQ =/ BLD{| £ PQU (97, 2:°),
pero. L BPQ~+ / QPL =2 |8 (51,3.%;
luego: La suma de los L5 deun Nesigual 42 8.

3.° Tambien resulta, que: Desde un punto Q (fig. 33) no

se puede trazar 4 una recta AB mds que una vecla que
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forme un [ dado (1)econ ella, pues formarin respecti-
vamente con éstaun ; interno y un externo de un 4.

4." Esta propiedad se extiende & cualquier poligono, de
manera que, la suma delos /8 de un poligono vale tantas
veces 2 |8 , como lados tiene el poligono, ménos dos.

Construccion.—Tricense por
un punto o (fig. 36), las || 88 OA”,
OB a las prolongaciones
BAYIGBY! ;o de los | 5 del po-
ligono, y en la misma direccion
de cada una.

Demostracion.—La suma de

Figura 34, los (/s alrededor del punto o,

es decir, de los / s exteriores del

poligono es igual & 4 |_5 .
Ademds, en cada vértice,
ettt =2 L

luego 8; + Se— 2 | 7 (2) (expresando 7z el ntimero de la-
dos del poligono); y como Se = 4 |_s, resultard
Si=2Ln—4L =21L (n—2)

$2.°—Transformacion de las relaciones angulares y de posicionen relaviones de
magnitud lineal, mediante la consideracion del tridngulo.

THOREMA.

101. En un A, & mayor |°se
OPONE MAYOR [, Y reciprocamente.

1. Hipotesis.— | *AC > | "AB
(fig. 37.)

Construccion.--Tomese AD=AD
v tracese DB.

I'igura 37,

{4} Los /& se consideran formados hacia un mismo ladodela | 7 BA
(2) 8i v Se expresan las sumas de los / S interiores y exteriores.

3
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Demostracion.— /. ADB > £ C (100, 2°);

. ADB = /. ABD (88);
pero L ABC > / ABD;
luego L ABC> y G,

2." Hipétesis. — . ABC > . C.

Tésis.— | “AC > | ° AB.

Demostracion (ad absurdum).

Sino fuese | *AC > | °AB,
setendria: |°AC = |"AB, 6 | °AC < | °AB;
Inego £ €= LABC (88) 6 /. C< [ ABC (1%,
resultando cualquiera de estas conclusiones contra la hi-
potesis.

Observacion.—Eslos dos teoremas pueden demostrarse
ad absurdum porque se demostraron ya, el directo y reci-
proco (88,90).

| THEORKEMA.

102. En todo A, UN LADO ES MENOR
QUE LA SUMA DE LOS OTROS Dos (fig. 38).
Construccion.—Proléngueseel |° CA
del A propuesto ABO en una longitud
CD = CB y tricese DB.
Demostracion.—Se¢ tendrd en el A
isosceles DCB,
.. CDB = . CBDL
luego L ABD que es > L OBD di L ABD > ; CDB:
luego |°AD> |°AB, 6 |°AC+ |°CB> |°AB,
pues | *CD = | *CB [(90)
Observacion.—Tambien: En un A, uN | ° BS MAYOR QUE
LA DIFERENCIA DE LOS OTROS D0OS, pues de la desigualdad altima
' se deduce, por ejemplo, [*AC > |°AB—|°CB, 6 |°CB
> |"AB — | " AB.

Figura 38,

COROLARIO.

103. 1. En un poligono, v~ | ° ES MENOR QUE LA SUMA DE
LOS DEMAS.
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Construccion.—Tricense por un vértice A (fig. 10) las
diagonales del poligono.
Demostracion.
AB < AC  CB (102)
AC < AD + DC (id.)
AD < AE + ED (id.) ;
luego AB 4 AC + AD < AC+ OB+ AD + DC 4 AE+ED,
¥, suprimiendo los segmentos AC y AD, comunes 4 los dos
miembros de la desigualdad, resulta,
AB < OB+ DC -+ AE + ED.

2.° Sidesde los exlremos A y O
deun |° de un A ABC (fiz. 39), se
trazan dos | as AD, CD que se en-
cuenlran en su interior, LA SUMA
AD '+ DO seri MENOR QuE AB 4+ BC.

Construccion. —Prolénguese AD
hasta que encuentre al | ® BC,

Figura 39, Demostracion. — Siendo AN <
AB + BN (I°), se tendra, anadiendo
NC 4 los dos miembros,
AN + NOC < AB -+ BN + NC = AB - BC;
pero siendo CD < CN 4~ ND (1°),
se tendra, anadiendo DA 4 los dos miembros,
€D+ DA < CN 4 ND + DA = CN - NA;
luego, con mayor razon, CD -+ DA < AB + BC.

3. La quebrada ACDB convexa, com-
prendida por la AEFCB, con la cual tiene el
lado comun AB, &5 MENOR QUE E8TA. (fig, 40).

Construccion. — Prolénguense las | @
ACy CD hasta encontrar a los | % de la que-
brada AEFOB.

Figura 40.

Demostracion.
AC -+ CM < AE + EM (1°)
CD 4+ DN < CM + MF -+ FN (id.)
DB < DN - NC - CB (id.)
Si se suman estas desigualdades, miembro & miembro,
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y suprimiendo los segmentos CM y DN que entran & uno y
otro lado del signo <, resultara

AC 4 CD 4+~ DB < AE 4+ EM + MF 4~ FN +NO +- CB,
6 AC + CD + DB < AE + EF - FOU + CB.

4.° Un poligono convexo A'B'C'D’ en-
vuelto por otro cualquiera ABODE (figu-
ra 41), TIENE UN PERIMETRO MENOR QUE EL
DE ESTE.

Construccion.—Prolénguense los lados
del poligone A'B/C'D’, en el mismo senti-
do, hasta encontrar al ABCDE.

Demostracion.

A'B' +-A'M < B'N + NB - BM

0'B'+ B'N < C'P 4+ PC - CON

CD' 4+ CP < PD 4 DE + EQ - QD'
AD + D'Q < A'M + MA - AQ - QD!

Sumando ordenadamente estas desigualdades, y supri-
miendo los segmentos A'M, B'N, C'P, D'Q, comunes 4 los
dos miembros de la suma, resulta:

BA" - CB'+C'D' + D'A" < NB 4+ BM -+ PC+ CN-- QE
~+ ED + DP + MA - AQ

¥, reuniendo los segmentos de una misma recta,

B/A“+ O'B' 4+ 0D’ +D'A' <IAB+ BC+ CD 4 DE 4 EA.

Figura 41.

THOREMA (1).

104. Si dos ¢ tienen desigua-
lesun [ comprendido enlre dos | 9
respectivamenteiguales, En 3°F | °sgE-
RA MAYOR EN EL QUE TIENE MAYOR [ .

«. Hipétesis.—En los A® ABC
A'B'C (fig. 42), se tiene,

Figura 42,

L ACB> A/C'B/, |"AC= | ®A'¢/, | °BC — | °B'C.

(1) Este es el contrario der 87,
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Demostracion.—Colocando el A A'B'CY sobre el A ABO
de modo que el | ® A’/ coincida con el | °AC;el |°BC
ocupar4 una de las posiciones B,C, B,C 6 B;C, deduciéndose
respectivamente, que:

1. AB, ++ B,C < AB + BC,
y suprimiendo B,C y BC que son iguales (construccion|,
resulfara AB 6 A'B’ < AB.
2.° Evidentemente AB, 6 suigual A'B’ < AB.
3. Los ASAOB;, COB originan las relaciones
AB; < AO + 0B, , OB < CO + OB,
y sumando, miembro & miembro, resulta que
AB. 4t OB < AQ 4 OB; - CO+- 0B = AB + 0B
y suprimiendo OB y CB; que son iguales [consiruccion),
AB. 6 A'B" < AB.
5. Reciprocamente.—Si dos A\s tienen dos | © respec-
tivamente iguales y el 3er | °es mayor en el uno que en el
0lro; AL MAYOR |  SE OPONDRA MAYOR /.

TEOREMA.

105. Si desde un |.]| situado
fuera de una | ", setrazan 4 ésla
una |y diversas oblicuas: 1.° La
| ES MENOR QUE GUALQUIERA OBLI-
cuA; 2.° LAS OBLICUAS que distan
igualmente del pié de fa | soN
IGUALES; 3.° DE DOS OBLIGUAS des-

Figura 43. iqualmente dislantes del pié de
la | BS MAYOR LA QUE MAS DISTA.

Demostracion.—1.°En el A rectingulo MNP (fig. 43},
se liene

PN < PM (101, 2.7).

2.° Los As rectingulos M'NP, MNP son iguales (87],
porque PN es comun y MN = M'N (hipétesis);
luego PM! = PM:

3. Prolongando la | * PN una longitud P'N = PNy,
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uniendo P’ con M y R, resultarin la | * PNP’ ¥ las quebra-
das PMP’, PRP' que originan las relaciones siguientes:

PM+ MP’ < PR + RP’ 6 2PM < 2PR (105, 2.8
luego PM < PR.

Tambien puede decirse: En el A rectangulo PMN el £
PMN es agudo; luego el . PMR es obtuso; luego PR > PM
(101,2.%)

Reciprocamente.—La | * mds corta comprendida en-
fre un [.] y una recta Es va | A fisa: 2.° Dos oblicuas igua-
{eS DISTAN IGUALMENTE DEL PIE DE LA L .3.° De dos oblicuas
dcsig,uaies LA MENOR DISTA MENOS DEL PIE DE LA | .

Demostracion.—CUomo en el directo se ha hecho 1a va-
riedad de hipotesis que cabe en esta cu estion, y cada una ha
dado conelusion distinta, los reciprocos son cierlos y se de-
muestran ad absyrdum, negando la tésis de cada caso, como
se hizo ya (101, 2.°)

Escolio.—Por un [.] no se pueden trazar & una | * mis
que dos | s iguales, una & cada lado de la i

Observacion.—Andlogamente & (100, 3.°) por un [.] P,
Yy 4 un lado de la |, s6Lo puede trazarse & una | * AB oTRA

DE LONGITTD DADA.

COROLARIOS.

106.  1.°Sidos As recténgulos ABC,
A'B'C (fig. 44) tienen iguales la hipo-
lenusa y un cafeto, SERAN IGUALES.

Hipoétesis.--Sean AC=A’C', BO—B/'C

Demostracion. — Superponiendo Ilos
As; de manera que AC se confunda con
A'C’, AB tomar la direccion de A’B’, por ser los ;S A y A’
rectos, y las hipotenusas coincidiran por ser oblicuas iguales
(105, observ.)

. Sidos As rectangulos ABC, A'B'CY (fig. 4%) tienen
iguales la hipotenusa y un ;. aguco, SERAN I1GUALES.
Hipétesis.—CB = ("B, . B = /. B'.

Figura 44,
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Demostracion.—Superponiendo los As, de modo que
OB se confunda con (/B'; AB y A’B’ se confundirdn en di-
reccion, por ser L B= L B', y tambien se confundiran en
direceion AC y A'CY, porque forman /s iguales con la mis-
ma direccion de AB y A'B" (100, 3.°).

3.° Todo[.] P situado en la | PN (fig. 43) trazada a la
[ MM’ en su [.] medio, EQUIDISTA DE SUS EXTREMOS My M,
pues siendo las distancias PMy PM' oblicuas igualmente
distantes del pié de la |, serdn iguales.

Reciprocamente.—Todo [.] P, igualmente distante de
los extremos de una | * MM/, SE HarLa EN LA | PM TRAZADA
poR §U |.] MEDIO N, pues siendo PM y PM’ oblicuas iguales,
PN esla | 4 MM’ en su [.] medio (105 recip.® y 91, 1.%).

4.° Tado [.] situado en la bisec-
triz de un [, EQUIDISTA DE SUS LADOS,
y reciprocamente: Todo [.] que
equidista de los | 5 de un L, ESTA
EN SU BISEGTRIZ.

«. Hipétesis.—Sea el [.] M, si-
tuado en la hisectriz BM del £ ABC
Figura 45. (fig. 45).

Construccion.—Tracense las | 5 MQ y MP 4 los | s del
£ ABC.
Demostracion.—Los A rectingulos MPB, MQB son
iguales (106, 2.%);
luego MP =MQ.
6. Hipotesis.—Sea MP = MQ.
Demostracion.—Los AS rectangulos MPB, MQB son
iguales (106, 1.%);
luego /[ MB@Q = 7 MEP.
Observaciones.—1.* Los contrarios de los corolarios 3." y
4.° se demostraran ad absurdwm , fundédndose, ya en el uno
(directo), ya en el otro (reciproco).
2.* La perpendicular trazada & una | *en su punto me-
dio y 1a bisectriz de un / sonreclas que tienen la propiedad
de equidistar de los extremos de la 1.* 6 de los lados del 2.°
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Se dice, pucs, (que una y otra son los lugares geométricos (1)
de los [.]° que tienen dichas pl‘OplCdadCEs, ¥ dos punlos que
equidisian de los extremos de una | *6 de los | 9 de un L,
determinan & aquéllas respectivamente.

§ 8.°—Transformacion de las relsciones de posicion'y de magnitud lineal,
mediante un doble sistema de paralelas.

TEOREMA,

107. En todo [, nos | os
Y LOS /.8 OPUESTOS SON RESPEG-
TIVAMENTE IGUALES, ¥ LAS DIA-
GONALES QUEDAN DIVIDIDAS EN
DOS PANTES IGUALES.

Construccion.—Tricese la
diagonal BO (fig. 46),

Demostracion.—1."Los As
DBC y ABO son iguales

Figura 40. (97, 2.% ¥ 89);
luego DC = BA, BD =— AC,

2.° L BDC= ; BAC, ; DBA — / DCA (98, 1.%)

3.” BiendoDO=BA, / BOD= . ABCG, / ADC — ; DAB
(97, 2.%) los A% ABO y CDO serdn iguales (89);
luego BO = €0, DO = AOQ,

Corelario.—Las partes de | @ comprendidas entre [|as
SON IGUALES,

Reciproco.—Ux cuspririreno ABCD SERA [

1. 8i |[°DO0= |[°BAy |°DB= |°AGC.

2% Bi |°DO= |°*BAy |°DC |°s |°BA

3.° 8i L DOA = ; DBA ¥ £ BED =/ BAC
S DO = A0, BO = CO.
Demostraclon —1.° y 2.° De las hipétesis de los dos
primeros casos se deduce: Q DAC = A BAD (92, 87);

(1) Se llama lugar geométrico la linea 6 superficie que conliene to—
dos los puntus que tienen una misma propiedad.
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lnego /. BDA = L DACy . CDA =/ DAB
luego [°BD ||°a |°AC, |°DO|°a|”*AB (YT5d0)
3. En virtud de la hipéfesis,
2} By D=41%6LB4 LD=2|s5
9. B+2 /. A=41%6,.B+ /[ A=21"%
luego BA ||°a DOy BD |°aAC.
%.° De las hipGtesis, juntamente con las relaciones:
/ BOA = , COD, L BOD = . AOC (54),
se deduce (87):
1.° ABOA DO, 2.° A BOD = A AOG;
luego: 1.° L OBA = [ OCD, 2.2 0BDI=

1 OCA;
luego: 1.°AB. ||°5 OD, 22 AC |° aBD (97,45

TIT.—APLICACIONES DE LA IGUALDAD Y DESIGUALDAD TRIANGULAR
AL DOBLE PARALELISMO.

108 Para cada una delas especies del [, & saber, el rom-
boide, el rombo, el rectingulo y el cuadrado, resultan las
propiedades siguientes:

1.2 Bl romboide tiene las diagonales oblicuas y ==

2.2 Bl rombo LR, 5 15y s
3. El rectingulo » » » ablicuas y =*
4.° Elcuadrado » » » [

Demostracion.—Se efectiia en cada caso aplicando los
teoremas correspondientes de igualdad y desigualdad de
triangulos.

Asi, por ejemplo, en el 1.°¢ caso, teniendo los NS AOB
y AOO (fig. 46) OA comun, OB = 0C (107, 3. y BA> CA,
(definicion), se tendra

/ BOA > [ AOC (104, recip.);
luego AD es oblicua & BC.

Teniendo ademds, los AS CDAy CDB:
| °CD comun; | * AC = | °BD (107, 1.%) L BDC = . DCA
(definicion), resultard:

| *BCG=% | *AD.

Los demas casos se tratan aplicando las andlogas pro-
piedades de los A5 AOB, AOC, para la direccion y de los
A$ DCA, DCB, para la magnitud, en cada caso de la figura.
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Observacion.—Cada reciproco se demuestra, empleando
el teorema de igualdad 6 desigualdad de AS reciproco del
que sirvié para su respectivo directo.

IV .—EXISTENCIA ¥ DETERMINACION DE LAS FIGURAS CIRCULARES.
§ 1.°—Determinacion de la circunferencia.

TEOREMA.

109. Tres [.]8 , no situados en linea
recta, DETERMINAN UNA CIRCUNFERENCIA.

Construccion.—Unanse los [.}5 da-
dos A, B, O (fig. 47), por medio de las
| 8 AB, BC, y tricense 4 éstas, las | s
en sus [.]5 medios.

Demostracion.—Istas | s se encon-
trardn (96, ext. cor. 2.° contrario.)

El [.] o de encuentro, por hallarse en on, equidista de A
¥ B, por hallarse en on, equidista de B y C; luego equidista
de A, By C; pero solo los [.]5 de éstas | s tienen, en el pla-
no de la figura, la propiedad de equidistar de A y B, de B y
O; y sélo tienen dichas | un [.] de interseccion, luego
éste es tnico; luego solo puede trazarse una circunferencia
que pase por A, By C.

Figura 47,

§ 2.°—~La recta en eireulo y en la circunferencia,

TEOREMA.

110.  Una cireunferencia NO PUEDE SER CORTADA POR UNA
| * en mds DE pos [.J5 , porque si tuvieran tres[.]s comunes
la recta y la circunferencia, por un [.] (centro) se podrian
lrazar & una | " més de dos | 2 iguales. (105, recip.® escol.)

TEOREMA.

I11. En una circunferencia ¢ en circunferencias igua-
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les, & arcos iguales CORRESPONDEN
CUERDAS IGUALES, ¥ 4 mayor arco
GORRESPONDE MAYOR CUERDA,

Demostracion.—1.° Superpo-
niendo la circunferencia o’ con la
0, fig. 48) de manera que coin-
cidan los centros, y el [.] A" con
el A, los arcos AB y A’B’ se confundirin, por hipétesis, y el
[.] B’ caera sobre el B; luego las | 3¢ 6 cuerdas AB, y A'B’
son iguales.

9.° Seael arco A’B'B” > arc. AB (fig. 48).

- Coloeando la circunferencia o’ sobre la 0 de manera que
sus centros coincidan, y el [.] A’ caiga sobre el [.] A; el [.]B
tomard cierta posicion B’ entre A y B'.

Sise unen B’ y B’ con el centro o', por ser, en los As
AOA y A'O'B,
rad. AO —rad.” A’O’, rad.* 0 B = rad.® O'B’,
L AOB' < L A'O'B”,

Figura 48,

resultard:
A'B' < A'B” (104) 6 AB < A'B".
Reciprocamente.—En dos circunferencias iguales 6 en
una eircunferencia, & cuerdas iguales CORRESPONDEN ARCOS
IGUALES, ¥ 4 mayor cuerda CORRESPONDE MAYOR ARCO.
Demostracion.—(Ad absurdum).

TEORKMA.

112. En una cireunferencia, lodo diz-
metro | 4 una cuerda LA DIVIDE EN DOS
PARTES IGUALES, ASI GOMO A LOS DOS ARCOS
QUE SUBTIENDE ESTA.

Demostracion.—Los ridios OA y OB
(fig. 49) son oblicuas iguales; luego EE’
es la | trazada & la cuerda AB ensu [.]
medio (105, recip.’, 2.°); luego los [.]s By B’ equidistan de
A y B (106, 3.°);
luego cuer. EB = cuer. BA; cuer. E'B = cuer. B'A;
luego arc. EB = arc. EA; arc. E'B = arc. E'A (111, recip.®)

Figura 49,
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Observacion.—La | * EE' satisface 4 cinco condiciones:
L.* pasar por el centro; 2.* ser | 4 la cuerda AB; 3. divi-
dirla en dos partes iguales; 4.* y 5." dividir 4 los dos arcos
en partes iguales.

Basta que satisfaga 4 dos para que satisfaga 4 las demds,

TEOREMA.

113. En wnra circunferencia, d circun-
ferencias iguales: 1.° cuerdas iguales BQul-
DISTAN DEL CENTRO; 2.° de dos cuerdas des-
iguales, L4 MENOR DISTA MAS DEL CENTRO,

1. Hipétesis.—Cuerda AB — cuerda
A'B’ (fig. 50).

Construccion.—Tricense las |5 OP,
OP' 4 1as cuerdas AB, A’B’ y los radios 0A, DA/,

Demostracion. — Los AS AOP, A'OP’ son iguales
(106, 1.°); pues [° AP — | *A'P', como mitades de cuer-
dag iguales; OA — OA’, por ser radios de una circunfe-
rencia,
luego OP. — QP!

2. Hipétesis.—Cuerda AB > cuer-
da CD (fig. 51).

Construccion . — Tricense la cuerda

Figura &0,

cada una de las cuerdas.

Demostracion.—Siendo el arco A <
AB, el centro 0 de la circunferencia y el
[.] medio R de la cuerda AR estardn 4 dis-
linto lado de la cuerda AB; luego ésta encuentra 4 la |
OR en un cierfo [.] 8, situado entre O y R:

Figura BI.

luego 0S < OR;
pero la | OP < la oblicua OS;
luego OP < OR.

Reciprocamente.—En una circunferencia 6 en circun-
ferencias iguales: 1.° las cuerdas que distan igualmente del
centro soxN 1gUuALEs; 2.° de dos cuerdas que distan desigual-
mente, La QUE DISTA MAS ES LA MENOR.

AB =dla OD y las |5 OP, OQ, OR 4
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TEORKMA.

114. Toca oblicua CM (fig. 52) que
parte de un [.] O, no situado en la eireun-
ferencia 0, TIENE U LONGITUD COMPRENDIDA
ENTRE LAS DoS NormALES CA, OB QuE pAR- '
TEN DE DICHO [.]

Figura 52,

Demostracion.
CA = C0 — AOQ = 00 — MO ([.] exterior};
6 CA — AO — CO — MO — CO ([.] interior);

pero en los AS CMO, se tiene
CM > CO — MO 6 CM > MO — CO (102, observ.);
luego CM > CA,
Ademas, (B = CO + OB = 00 + OM;
pero en los A8 CMO, se tiene,
OM < CO - OM;
luego M < CB.

TEOREMA.

115. Toda | AB (fig. 53) al ra-
dio en sy extremo, ES TANGENTE A LA
CIRCUNFERENCIA, |
Hipotesis.— | " AB es | alradio. ‘
Demostracion. — Cualquiera, | *
que se trace desde 0 & la | " AB es
oblicua, pues por o, sélo puede tra- I
zarse una | 4 AB {aI 3.° consec. |: |
Tuego OP es la menor de las | 2 {razadas desde o & AR |
|
]

Figura 53.

(105, 1.°); luego todos los [.]J8 de AB, ménos el [.] P, se ha-

[

Ilan fuera de la circunferencia (79, cor. 3. r)bscm:.}; es de-

cir, AB es tangente & la circunferencia.
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Reciprocamente.—Toda tangente 4 una circunferen-
cia es | al ridio que pasa por [.] de contacto.
Hipétesis.— | * AB tangente 4 la circunferencia o.
Demostracion.—Todos los [.]s de AB, excepto el P, se
hallan fuera de la circunferencia, por hipétesis; luego OP ex
la méas corta de las | 8 que pueden trazarse desde el[.Jod
la | * AB (79 cor. 3.°);
luego OP es | & AB (105, recip.® 1.°)
Contraries.—Toda oblicua 4 un vridio en su extiemo
ES SECANTE A LA CIRCUNFERENCIA, ¥ foda Secante BS opricua i
LOS RADIOS QUE PASAN POR LOS [.]8 comungs.
Demostracion. —(Ad absurdum,).
Corolarios: 1.° Por un [.] P de una circunferencia se
puede frazar una | * que le sea tangente; pero s6no vya.
R.° Toda tangente es || * i LAS CUERDAS QUE EL DISAMETRO
TRAZADO POR EL [.] DE CONTACTO DIVIDE EN DOS PARTES IGUA-
LES (94).

TEOREMA.

116. Des | s (| 25 INTERCEPTAN SOBRE UNA CIRCUNEERENGIA
ARCOS IGUALES,
Ocurren fres casos, segun sean las | # dos cuerdas,
una cuerda y una ltangente, 6 dos tangentes.
L.er caso. Hipétesis.—Sean las dos cuerdas Il'as AB y
CD (fig. 49).
Construccion.—Tricese el didmetro BE’ | & una de las
cuerdas; que lo serd tambien 4 la otra (94).
Demostracion. .
arc. D = arc. EC (112),
arc. EB = are. EA (112);
luego (restandoj are. (ED — EB) = arc. (BC — EA)
6 arc. BD = arc. AC,
2.” caso. Hipétesis.—Sea la cuerda AB || * 4 Ia tangen-
te PQ (fig. 49).
Construccion.—Tricese por el [.] de contacto E, el did-
metro EE' que, por ser | & PQ (115, reeip.®) lo serd & AB
(96, 2.9
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Demostracion.—De la construccion resulta que, EE’ di-
vide & la cuerda AB y al arco AB en dos partes iguales (112};
luego arc. EB = arc. BA.

3.er caso. Hipotesis.—Sean las tangentes PQ, P'Q’ || 2
entre si (fig. 49).

Construccion.—Tricense los rddios que pasan por cada
[.] de contacto.

Demostracion.—Estos ridios estan en prolongacion uno
de otro; porque, si no formdran una |* comoson |5 &la
vez 4 las dos tangentes || 8 (115, recip.’); por el [.] o habria
trazadas & una |* dos |, lo cual es imposible (51, 3.
consec.)

Bstando los ridios en prolongacion, forman un diametro
que dividira 4 la circunferencia en dos partes iguales (79,
Garel

§ 3.°—F1 4ngulo en el cireulo ¢ en la circunferencia,

TEOREMA.

117. En una circunferencia, ¢ en circunferencias igua-
les, & angulos en el ceniro iguales CORRESPONDEN ARCOS IGUA-
LES y reciprocamente.

Demostracion.—1.” Siendo (fig. 48)
| © A0 = | °A'O'; | °OB =0B’
y L AOB= £ A'O'B’
resulta que A AOB = A A'O'B’ (88];
luego cuer. AB = cuer. A'B';
luego arc. AB = are. A’B’ (111, recip.)
2.° Siendo por hipotesis arc. AB = arc. A’B/, se tendrd
cuerda AB = cuerda A'B' (111};

E (hipotesis),

luego en los AS ABC y A'B'C

[°A0 = |°AQ, |°BO= |°BO’"y [*ABy |°A'B};
luego A AOB=A'O'B' (92);

luezo L AOB = /L A'O'B’

CoroLARIO.— Tocdlo | TIENE POR ARCO CORRESPONDIENTE UN
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CUADRANTE y, reciprocamente, & todo cuadrante coRRESPON-
DE UN| .

Demostracion.—1.° Si un . A'O'B' es|_ (fig. 54), su
adyacente tambien sera |_ (51, cor. 3.°), y se tendra que

L. A'OB'=|_ C'O'B (51, 2.°);

luego arc. A‘B' = are. B'€! (117),
Y como entre los dos sumados valen la semi-cireunferencia,
cada uno valdrd un cuadrante.

2. Reciprocamente.—Si ¢l arco A’B’ es un cuadrante,
el arco B'C' que se obtiene, prolongando el radio A’O’, serd
otro cuadrante, luego

LoAOB = 1 (B’
¥ como sumados valen 2 |_8 | cada uno serd un .

TEOREMA.

18. En una circunferencia, los & inseritos, cuyos | o8
pasan por los exiremos de una cuerda y cuyos vértices se
hallan & un mismo lado de ésta, soN 1GUALES ENTRE i, y los
que se hallan 4 distinlo lado, sON SUPLEMENTARIOS.

Yigura 54. Figaura 53.

Construccion.—Por el vértice B del / ABC (fig. 55)
tracese el didmetro BOD.,
1.° Demostracion.—Siendo los A5 AOBy BOC isésce-
les, se tendra:
L COD =2 ; CBO, 1 DOA =2 ; OBA;
luego (sumando) £ COD + £ DOA =2 (. CBO + £ OBA),
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) L COA =2 ; CBA (fig. 54);
pero el L COA es constante;
luego L OBA tambien es constanie (cualquiera

que sea el [.] B del segmento ABC).

2. Demostracion.—Siendo los /5 AOB y BOC (fig. 54)
exteriores de los AS idsceles AOD, DOC, resultara:
AOB' =2 / ADO, 1 BOC=2 /| CDO;

I~

luego' /[ AOB 4 / BOC =2 [/ ADO + L ChO),
6 L concavo AOC =2 / ADC;

pero [ cdncavo AOC + £ convexo AOC = 4 |_5;
luego £ ABC 4 ADC = 2 [ 5.

Cororario 1.° De lademostra-
cion anterior resulta que, cuando
la cuerda AC no es diametro (fi-
gura 54), es décir, cuando los ra-
dios que unen sus extremos for-
man un L coénecavo y otro conve-
xo0, el / inserilo agudo es la
mitad del L central convexo,y
el / inscriio obluso es la mitad del £ central cdnecavo.

Coronarto 2.° Cuando log radios AO y OC [fig. 54) se
hallan en prolongacion, los /% cénecavo y convexo pasan &
ser llanos, y entonces los [ * inscritos situados & uno y otro
lado del didmetro son |_%,

El razonamiento seria el mismo cue el arriba expuesto,
y enténces resultaria que, como los L% AOD y DOC, 6 los
.5 AOB y BOC serian adyacentes, sumados valdrian 2 [_s,
ylos £s ABO 6 ABC serian | 5 .

Figura 54/,

TEOREMA.

119. En la parte de plano situada & un lado de una | *

AC (fig. 55) el lugar geométrico de los [.[* desde los cua-

les se ve esta | * baje un p dado, ES UN ARCO DE CIRGUNFE-
RENCIA QUE PASA POR LAS EXTREMIDADES A y O dela | =

Demostracion.—1." Todos los [ ® que, como el ABC, tie-

nen el vértice en la circunferencia trazada por los [.[* A, B

+




a0 GEOMETRIA ELEMENTAL

¥y C 80N IGUALES 4 ESTE, pues son todos la mitad del / cen-
tral AOC (118, cor. 1.°%)

2.° Tados los 15 que tienen el vértice en el inierior de
la cireunferencia sox mavores QuE EL L ABC, pues prolon-
gando el | “ AB"del / AB'C, por ejemplo, y uniendo el [.] B
en que encuentra 4 la circunferencia con el [.] O, resultard
que el £ AB'C es externo del A BB'C, y, por consiguiente,
seri mayor que el £ ABO,

3. Todos los [ 5 que tienen su vértice en el exterior de
la eircunferencia soN MENORES QUE EL / AB(, pues uniendo
el .]Benqueel |°AB”del . AB”C (fig. 55) encuentra &
la circunferencia, con el [.] C, se formara el A BCB”, en el
cual es / externo el ¢ ABC.

Resultando, pues, que los / ® cuyos vértices se hallan en
la circunferencia que pasa por A, B y C son iguales 4 la mi-
tad del £ AOC, miéntras que los interiores 6 oxteriores son
respectivamente menores 6 mayores, queda demostrado
(ue los unicos /% cuyo valor esigual al £ dado, son los que
tienen el vértice en dicha circunferencia, que sera, por con-
siguiente, el lugar geoméltrico de sus vértices.

Observaciones.—1." En la parte inferior de la | * AB
pueden hacerse anilogas construcciones, y obtenerse de és-
tas iguales resultados, pudiéndose extender el teorema an-
terior y decir que, el lugar geoméirico de los [.]5 desde los
cuales se ve una | " AC bajo un L dado, se compone de
dos arcos de circunferencias iguales enire st y que pasan
por las extremidades de dicha [

2.* Cuando el L considerado es |_, los arcos son dos
semi-circunferencias, pues los . centrales céncavo y con-
vexo se han reducido & un £ [lano, y, por consiguiente, el
lugar de los [.J%, desde los cuales se ve una | * bajoun |_
es la circunferencia deserita sobre la | * como didmetro.

TEOREMA.

120.  Por un [.] exterior de una circunferencia soro sE LE
PUEDE CIRCUNSCRIBIR UN L DADO Y TRAZAR OTRO QUE INTERCEP-
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TE EN AQUELLA CUERDAS IGUALES, 0 de
otro modo, por un [.] exterior & una
circunferencia SOLO SE Lg PUEDEN
rRAZAR: 1. DOS TANGENTES v: 2.° DOS
SECANTES QUE INSCRIBAN EN LA MISMA
SEGMENTOS DE MAGNITUD BADA (Siendo
wnas y olras respectivamente 16UA-
LES. |

1.° Demostracion.—Si tomando el [.] dado P y el con-
tro de la circunferencia O (fig. 56) como extremos de un did-
metro, se traza una circunferencia, ésta tendrd que cortar
necesariamente 4 la propuesta, por tener 4 la vez [.]* interio-
res y exteriores & la misma; y la tendra que cortar sélo en
dos [.]# T y T’, porque dos circunferencias no pueden tener
mds de dos [.]s comunes, sin confundirse (109};
pero los /8 PTO y PT'O son L_s (118, cor. 2.%);
luego PT y P’ son tangentes & la circunferencia O (1 15).

Ademas, los A8 OPT, OPT' son iguales (106, 1.%);
luego PR
ConoLario.—Los L& TOT" y TPT' son suplementarios.

2.° Demostracion.—Si se¢ traza la
circunferencia tangente a todas las
cuerdas de longitud igual 4 la dada
(113,1.°y 115) y porel |.] P dado (ligu-
ra 57) las dos tangentes PAB y PA'B
4 dicha circunferencia; como todas las
cuerdas iguales 4 la AB tienen sus [.]5 medios en dicha cir-
cunferencia (112), y dichas tangentes son todas lag que pue-
den trazarse desde el [.] P, resulta que sélo pueden {razarse
125 dos secantes PAB y PA'B/, cuyos segmentos ABy A'B’
gean de longitud dada. Ademds, dichas secantes son iguales:
porque, siendo el A PTO = A P10 (106, 1.7,

Figura 55.

Figura 7.

resultara que ) S el il
y siendo BA — B'A’ (113, recip.1.°),
se tendra BT'—BT 2]

luego (sumando [1] y [2]) PTB = P"T'B".
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V.—L0s POLIGONOS EN EL CIRCULO Y EN LA CIRGUNFERENCIA

§ 1.°— Cuadrilatero inserilo y cireunserilo.
TEOREMA.

121, Dadas tres | *s que se encuentran dos & dos, puE-
DE TRAZARSE UNA CIRCUNFERENCIA TANGENTE A LAS TRES y S0-
lo una.

Demostracion.—Por cstarel [.] 0 en Ia bisectriz del £ A
(fig. 58] equidista de AD y AB; por estar en la bisectriz del
[ B equidista de AB y BC:
luego equidista de AD, AB y BC.

Pero s6lo los [.]8 de la bisectriz AO equidistan de AD y
AB, y solo los [.]¢ de la bisectriz BO equidistan de AB y BC;
luego sélo puede existir la circunferencia, cuyo cenfro es el
unico [.] de interseccion de dichas bisectrices, tangente &
DA, AB y BO.

122.  En lodo cuadprilatero inserito; 1os /8 OPUESTOS SON
SUPLEMENTARIOS, Y en lodo cuadrilatero circunserito r.os

| 95 OPUESTOS SUMADOS DAN VALORES IGUALES,

1.” Demostracion.—Los ;s ABC
y ADC (fig. 54) son suplementarios
(118, eor. 1.9

2.” Demostracion . — Siendo los
| o del cuadrilitero ABCD tangen-
tes & la circunferencia, se tendra
(fig. 58];

Figura 58,

BE = BF, EA — AH, CG = CF, GD = HD, (120, 1.°)
¥, sumando miembro # miembro,
BE + EA +- CG+ GD = BF + AH <+ FC + HD
() BA -+ 0D = BC + AD.
Reciprocamente.—Si en un cuadrilitero los s opues-
tos son suplementariosé los | s opuestos sumados, dan re-
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sultados iguales, SERAN RESPECTIVAMENTE inscriptibles 6
circunscriptibles EN UNA CIRCUNFERENCIA.
1.° Demostracion.—Si el £ ABC es suplemento del .
ADO (fig. 54), tendra que estar inscrito en el segmento eir-
cular ABC (119).
2.° 8ila circunferencia que fuese tangente a los tres | o
DA, AB y BC del cuadrilatero dado (121}, no lo fuese al
cuarto DC, se podria obtener un cuadrilifero circunscrito
DABM, trazando por el [.] D una tangente DM 4 dicha cir-
cunferencia, y se tendria
AB + MD = BM + AD;
pero 0D < OCM -+ MD (102);
luego (sumando) AB 4+ MD + CD < BM -+ AD - CM+- MD,
y, suprimiendo el segmento MD, comun & los dos miembros,
AB +~ CD < AD + BO,
lo cual es contra la hipétesis; luego si ésta se verifica, las
sumas de los | o opuestos del cuadrilafero tienen que ser
iguales.

§92.°—Poligonos regulares,

TEOREMA.

Figura 59, Figura 60,

123. Todo poligono regular ES INSCRIPTIBLE EN UNA CIR-
GUNFERENGIA'Y GIRGUNSGRIPTIBLE EN OTRA (1).

(1) Sellamaridio de un poligono regular, el radiode la circunferen-
cia circunscrita y apotema el de la inserita,
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1.” Hipétesis.—Sea cl poligono regular ABCDEF (figu-
ra 59).

Construccion.—Tricese la circunferencia que pasa por
los [.J5 A,B,C, y desde su centrola OL | 4 OB.

Demostracion.—La circunferencia trazada pasara, por
el vértice D, pues siendo los cuadriliteros OLBA y OLCD
iguales, por {ener

[LIOLB — | QL5 2:8) .

L LBA = £ LCD, |[°*BA = |*CD (por hipotesis), '
resultard que OA = ODy;
luego el [.] D pasard por la circunferencia trazada, y como
de i'g'ual manera se demuestra esta propiedad para los olros
vértices, queda demostrado el teorema,

2% Demostracion.—Siendo un poligono regular, ins-
criptible en una circunferencia, sus lados serdn cuerdas
iguales; luego equidistarin del centro (113, 1.°) y serdn tan-
gentes i la circunferencia trazada con el mismo centro que |
aquélla y con un radio igual & la distancia comun de éste #
los lados.

TEOREMA.

124, Todo poligono inscrito y equildtero 6 cireunserito
Y equiangulo, BS REGULAR.

1.” Demostracion.—Siendo los | 9 AB, BC...... (figu- ;
ra 59) iguales, se tendrs
arc. AB — arc. BC = are. €D, ...:
luege L ABC = £ BCD = [/ ODE,......
2." Siendo
A OL'O= A OC'Q, AOQ'D" > A OD'P..... (106, 1.°),

se.fendrd / L'CO = L QC'0O, L Q'D'O = . P'DO..... :
¥ como son mitades de L* iguales, resultard que todos estos
L% son iguales enfre si;

luego tambien

AOBC = A 00D =2 A OD'E..... (89) \
luego |* B¢ = | °CD = | *DE..... .

Siendo, pues, el poligono, ademéas de equidngulo ecui-
latero, serd regular,
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TEOREMA.

125. En wna circunferencia PUEDE INSCRIBIRSE O CIRCUNS-
CRIBINSE UN POLIGONO REGULAR DE GIERTO NUMERO DE [ ezl

1.° Demostracion.—Trazando las cuerdas AB, BC....,
(fig. 59) que unen los [.[* de division, resultard un poligono
inscrito y equildtero que sera regular (62),

9.° Trazando por los [.]* de division A, B, C..... (figu-
ra 60), tangentes & la circunferencia, formaran un poligono
circunserito cuyos L5 M, N..... serdn iguales, por ser suple-
mentarios de los L% centrales iguales (120, cor.); luego serit
regular (124, 2.%).

Tambien se llegard 4 este resultado, trazando los radios
OLS0Qivs (fig. 59) que dividen & los arcos B@, G en
partes BL', L'C.-... iguales, y las tangentes B'C), (7] IS
en los [.Js de division, pues tambien los /S A‘, B, €', son
iguales, como suplementos de los /5 centrales que son {o-
dos iguales.

Observacion.—Los [.]F Ay A/, By B'..... se hallanen
linea recta con el centro, pues, equidistando el [.]O delos
[.]s L' y @, por ejemplo, porque s el cenfro de la circunfe-
rencia y el [.] ¢ de los [.]p L'y Q/, por ser catetos iguales
en los A rectangulos iguales L'OC, Q'OC', la |*COes |.
dla | *L/Q en su [.] medio y contiene al [.] @, que tambien
equidista de los L' y Q.

VI1.—LAS CURVAS CON RELACION A LAS QUEBRADAS INSCRITAS
() GIRCUNSCRITAS.

DEFINICIONES,

126. Se llama voncrrup de un arco de curva el limile
hicia el cual tiende el perimetro de una linea quebrada

(1) Este tdorema exige la posibilidad de dividirse la circunferencia
en el nimero dado de partes iguales.
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inscrila en este arco, cuando sus
lados tienden hacia cero.

Dada una linea quebrada ins-
crita ABCD en el arco AD (figu-
ra 61), sellama linea quebrada
circunscrita correspondiente, 1a

Figura 61, linea AM'N'P’'D que se forma, tra-
zando las tangentes & la curva
AB en los vértices de la linea inserita,

Si se inscriben nuevamente en el arco AD lineas quebra-
das que vayan formédndose, segun una ley determinada, y
no se les impone mis que la condicion de que sus lados
tiendan hécia cero, diremos que Ia ley de inseripeion es eual-
quiera; pero si las lineas quebradas sucesivas son ademéas
tales, que los vértices de cada una de ellag sean tambien
vértices de la siguiente, se dira que la ley de inscripcion es
simple (1).

TEOREMA,

127.  Lavelacion de los perimetros de una linea quebra-
da inscrita y de la circunscrila correspondiente TIENDE ni-
CIA LA UNIDAD, sea cualquiera la ley, sequn la cual tienden
hécta cero los lados de la linea inscrita.

Construccion.—Tricense las proyecciones M, N...., so-
bre la linea inscrita, de los vértices AlY, N'..... de la circuns-
crita (fig. 61).

Demostracion.—El valor de la relacion

AM' -+ M'B + BN - ......
AM +MB BN - ...
estd comprendido entre los valores de Ia mayor y menor de
lag relaciones
AM’ M'B BN’ :
AM- . T MB Y TBN, T ‘
pero cada una de éstas tiene por limite la unidad, pues
cuando cada lado AB,BC... de la linea inscrita tiende hécia

(1) Estas denominaciones estin tomadas de la Geomelria de los se—
fiores Rouché y Comberouse, que adopfamos por brevedad,
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cero, cada A AMM/, MBM'..... tiende 4 convertirse en dos
| 8 superpuestas, y por consiguiente, cada hipotenusa tien-
de & confundirse con el cateto que es su proyeccion sobre la
quebrada inscrita;
AM - MB L BN’ - ....e
AM + MB + BN + .....

luego tiene por limite la unidad.

TEOREMA.

128. El perimetro de una linea quebrada inscrita (1)
segun una ley simple, TIENDE HACIA UN LIMITE DETERMINADO,
1 este limile es el mismo, cualquiera que sea la ley simple
que se considere.

Demostracion.—1.° Si varias lineas quebradas inscritas
en un arco dado, se suceden, segun una ley simple determi-
nada, sus perimetros tienden hicia un limite determinado L,
porcue estos perimetros crecen incesantemente, siendo me-
nores que el perimetro de una linea quebrada cualquiera
circunserita al arco AD (103, 4.°) y ademds (127) las lineas
quebradas circunscritas correspondientes tienden hécia el
mismo limite.

9° (onsiderando dos lineas inscritas que pertenecen
dos leyes simples diferentes, llamando py p’ sus perime-
tros; P y P’ los de las circunscritas correspondientes, L el
limite comun de p y P, L/ el de p’ y P’, se tendra

p<P
{porgue una linea inscrita es < una linea circunserita cual-
quiera) (103, 3.° y 4.%);
luego el lim. L de p no puede ser > que el limite L" de P’

Siendo, por otra parte, p’ < P se deduce, de igual modo
que el lim. L’ de p’ no puede ser > que el limite L de P;
luego si L no puede ser > que L, ni L puede ser > que L,
geran iguales,

(1) Seconsidera en este teorema una quebrada convexa, pues si asi
no fuere podria reducirse la demostracion & esle caso, descompo~
niendo la quebrada en porcioneg convexas.
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TEOREMA.

129.  El perimetro de una linea quebrada inscrita, se-
gun una ley eualquiera, TIENDE HAGIA UN LIMITE DETERMINA-
o, y este limile es independiente de la ley de inscripcion
adoptada.

Demostracion.—Consideremos una série de lineas que-
bradas inscritas en un arco dado, segun una ley cualquiera.

Sean p el perimetro de una quebrada de las de la série,
¥ P el perimetro de la quebrada circunscrita correspon-
diente. Se pueden tomar los lados de la linea quebrada ins-
crita bastante pequefios para que la diferencia P — p sea
menor que una cantidad fija, tan pequefia como se quiera,
puesto que (127) la relacion de p 4 P {tiende hacia la
unidad.

Sea L el limite de los perimetros de las lineas quebra-
das inscrifas en el arco dado segun una ley simple cualquie-
ra; siendo P > que una linea quebrada cualquiera inscrita
segun una ley simple, serd > 6 4 lo ménos = que limite L.
Se tendra, pues, que siendo

P—p<eop+e>P,
resultard 4 fortiori,
p+e>Lop>L—e

Pero siendo p < que una cualquiera de las quebradas
circunscritas correspondientes & las inscritas, segun una ley
simple, serd < que su limite L; luego

p < L.

Estando, pues, p comprendida entre L y L — & que di-

fiere de L en fan poco como se quiera, tendra por limite L,

COROLARIO,

La longitud de la circunferencia es el Limire coMun de
los perimetros de dos poligonos regulares inseritos y cir-
cunscritos, cuando se hace crecer indefinidamente el ni-
mero de lados de éslos.

-
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VII.—POSICIONES HELATIVAS DE DOS GIRGUNFERENCIAS,

TEOREMA.,

Figura 062,

130. Si dos circunferencias tienen un [.] A comun,
fuera de la linea 00" que une sus centros, TENDRAN OTRO [-]
coMuN B A DISTINTO LADO DE ESTA LINEA, es decir, SBERAN SE-
CANTES,

Construccion.—Tricese porel [.[] Ala | AP dlalinea
de los centros, (fig. 62, 3) y prolonguese una longitud
PB —=PA.

Demostracion.—Siendo 00" la | trazada 6 ABen su[.]
medio P, 0’ y O equidistan de A y B; luego Oy 0" son los
centros de dos circunferencias que pasan por los [.]° A y B.

Conronario,—Si dos circunferencias son tangentes, Br [.]
DE GONTACOTO ESTA EN LA LINEA DE LOS CENTROS.

Demostracion ad absurdum.—Si el [.] supuesto co-
mun estuviese fuera de la | * de los centros, serian secantes
las circunferencias, segun el teorema, lo que es confra Ia
hipotesis.

TEOREMA,

131. 1.°Si dos circunferencias son exleriores, LA DIS-
TANGIA DE LOS CENTROS ES IGUAL A LA SUMA DE LOS RADIOS,
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2.° Si son tangenies exteriormente, LA DISTANGIA DE LOS
CENTROS ES IGUAL A LA SUMA DE LOS RADIOS,

3.° Si secoran, LA DISTANGIA DE LOS CENTROS ES MENOR
QUE LA SUMA DE LOS RADIOS ¥ MAYOR QUE SU DIFERENCIA.

4.°  Si son tangentes inleriormente, LA DISTANGIA DE LOS
CENTROS ES IGUAL A LA DIFERENCIA DE LOS RADIOS.

5.° Sies interior la una 4 la ofra, LA DISTANCIA DE LOS
CENTROS ES MENOR QUE LA DIFERENCIA DE L.0S RADIOS,

Demostracion.

1. 00’ = 0A 4 AB + BO'> OA + BO’ (fig. 62, 1.°)
2.° 00" = OP + PO’ (fig. 62, 2.%
3.° 00" <O'A+0Ay>0A—O0A (fig. 62, 3.°)
4.° 00'= OA — O’A (fig. 62, 4°)
5. 00 = OA—O'A=0A—(0'A"+AA’) < OA —O'A’
(igura 62, 5.%)

Reciprocavente.—1.° Sila distancia de los centros es
mayor que la suma de los 14dios, LAS CIRCUNFERENGIAS SON
EXTERIORES,

2.° Sila distancia de los centros es igual & la suma de
los rddios, LAS CIRCUNFERENGIAS SON TANGENTES EXTERIOR-
MENTE.

3.° . Si la distancia de los centros es menor que la suma
de los rédios y mayor que su diferencia, LAS GIRCUNFEREN-
CIAS SE CORTAN.

4.° Si la distancia de los centros es igual & la diferencia
de l0s 74di0s, LAS CIRCUNFERENGIAS SON TANGENTES INTERIOR-
MENTE.

5.° Sila distancia de los centros es menor que la dife-
rencia de los rddios, UNA CIRCUNFERENCIA ES INTERIOR A LA
OTRA.,

Demostracion.—(Ad absurdum).

Ejemplo.—Si la distancia de los centros os igual 4 la su-
ma de los ridios las circunferencias son tangentes exterior-
mente, pues si esto no se verificase, serian exteriores, secan-
tes, tangentes interiormente 6 interiores, y en ninguno de
cstos casos, la diferencia de los centros seria igual 4 la su-
ma de los radios, lo que es contra Ia hipdtesis.
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LIBRO III.

APLICACION DE LA TEORIA DE LA PROPORCIONALIDAD

de las magnitudes 4 la geometria.

].—NOCIONES PRELIMINARES SOBRE LA PROPORCIONALIDAD DE
LAS MAGNITUDES GEOMETRICAS.

132. Para que dos entidades puedan considerarse como
magnitudes y entrar en el dominio de las Matematicas, bas-
ta que estén definidas su igualdad y su suma. En este caso
podra obtenerse su medida.

Mecdlir una cantidad conmensurable con otra, es hallar lag
veces que contiene & ésta 6 4 una de sus partes alicuotas, y
el niumero que expresa esta medida sera entero.en el primer
caso, y [raccionario en el segundo.

Si se frata de medir una magnitud inconmenswrable con
la unidad elegida, se dividira ésta en un nimero cualquiera
n de partes iguales entre si y menores que la magnitud M

que quiere medirse, y tomando 1, 2, 3..... de estas partes,
se tendrd una série de magnitudes.
My, Mo ceerrns My, Mitg ooeenes :
cuyas medidas respectivas son los niimeros
1 2 k k-1
ol g e A

Lia magnitud, cuya medida buscamos, tiene que hallarse
necesariamente entre dos de lag magnitudes de la série su-
perior, asi como su medida entre los dos niimeros corres-
pondientes de la série inferior, y por consiguiente, tomando
como su medida, uno cualquiera de éstos, se cometerd un
error por exceso 6 defecto menor que la n sm2 parte la
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unidad, error que puede hacerse menor que cualquier valor
dado, haciendo suficientemente grande el niimero 7.

La relacion examinada entre las magnitudes M, My y
M1, que se expresa diciendo, que la primeraes el limite de
las segundas, se (raduce aritméticamente diciendo, que el
nivmero que mide la primera es el limite de los niimeros
que miden las sequndas.

Este transito de Ias magnitudes 4 los nimeros que las
miden, debe considerarse en el estudio de su relacion 6 ra-
zon, diciéndose que: cuando dos magnitudes han sido me-
dicdas con una misma unidad, se obtiene su relacion, divi-
diendo el niimero que mide la primera por el nimero que
mide la segunda, es decir, se obtiene la relacion de dos
magnitudes, mediante la relacion de.los miimeros que las
miden.

133. La medicion de unas magnitudes por otras s6lo es
realizable cuando se halla establecida su proporcionalidad;
¥ las condiciones necesarias y suficientes de ésta, son la cor-
respondencia en la igualdad y en la suma; la cual se esta-
blece por el siguiente

Principio: Dos magniludes son proporcionales enire i,
cuando a des valores cualesquiera, pero iguales, de la pri-
mera, corresponden dos valores iguales de la sequnda; y
cuando ademas, & la suma de dos valores cualesquiera de
la primera. corresponde la swma de los valores correspon-
dientes de la sequnda (1).

Demostracion.—Sean a y a” dos valores cualesquiera
de la primera magnitud, b y b’ los valores correspondientes
de la segunda.

S o ] 1 Y P i 2 3
Supongamos, por ejemplo, (ue la relacion — sea —=
Si representamos por « la quinta parte de a’, se tendri:

8 —3% a =ba,

(1] No encontrando medio de sustituir ventajosamente la excelenle
exposicion que sobre el particular hacen los Sres. Rouché v Combe-
rouse en su Geometria elemental, la trasladamos integra.
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Representando por 6 el valor de la segunda magnitud,
correspondiente al valor « de la primera, tendremos las dos
séries de valores correspondientes de las mismas:

&40 d 2, 2 ad 3z, 3e4-a06 42 ba 4 26 5
616626, 216636 36460646, 46460656

Pero & los valores 32 6 a y 52 6 &’ de la primera magni-

tud, corresponden, por hipotesis, los valores b y b’ de la se-

gunda;
luego, segun dicha série, se tendri:
b= 36 b = 56;
luego e £ = =
b’ b a/

Reciprocamente.—Si dos magnitudes son proporcio-
nales: 1.° la relacion

a b
Al B

manifiesta que para a = a’ se tiene b = ', es decir, que
A VALORES IGUALES DE LA PRIMERA MAGNITUD CORRESPONDEN VA-
LORES TGUALES DE LA SEGUNDA.
2.° Dicha relacion da tambien,
a+a b+
. SN =

es decir, que & LA SUMA DE DOS VALORES CUALESQUIERA DE LA
PRIMERA MAGNITUD CORRESPONDE LA SUMA DE LOS DOS VALORES
CORRESPONDIENTES DE LA SEGUNDA.

II,—ESPECIES PARTICULARES DE MAGNITUDES PHROPORCIONALES,
@ 1.°—Begmentos reclilineos,
TEOREMA.

134. Si dos lineas que se encuentran (1) se hallan corla-
das por un sistema de || 25; 1.° LOS SEGMENTOS INTERCEPTADOS

(4) Sifuesen {| a5 los segmentos serian respectivamente iguales, co
mo partes de [/ 25 comprendidas entre || as,
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POR LA UNA SON PROPORCIONALES A LOS SEGMENTOS INTERCEPTA-
DOS POR LA OTRA, ¥ 2.° DICHAS || 28 SON 4 SU VEZ PROPORCIONA-
LES & LAS DISTANCIAS RESPECTIVAS DE sUS [.]% DE INTERSEGCION
CONTAS | 3 pADAS AL [.] DE ENCUENTRO DE ESTAS.

Figura (3. Figura 64,
1.° Hipétesis.—A'B’'=E'F/, 0D’ = F'¢, ' — A'B’
-+ C'D’ (fig. 63).
Construccion.—Tricense A’M, E'N || a5 § PG,
1. Demostracion.—A'B’' = E'F’ (hipotesis)
L MA'B — [ NEF' (97);
L MB'A’= |y NF'E' (97);
luego el - A AMB = N E'NF (89); |
luego A'M = E'N 6 AB = EF (107).
2.” Biendo E'F' = A'B/, F'G' = C'D’, se tendr4 (1.")
BF = AB, FG = OD;
luego (sumando] EF 4+ FG = AB + CD.

El principio de la proporcionalidad de las magnitudes,
es, pues, aplicable al caso actual; y el teorema queda demos-
trado en su primera parte,

Observacion.—Siendo proporcionales los segmentos de
cada | " con sus correspondientes de la otra, tambien seran
proporcionales sumas cualesquiera de segmentos de la 1.°
con las sumas de los segmentos correspondientes de la 2.5
Yy d su vez dos sumas cualesquiera de segmentos correspon-
dientes, con dos de éstos tambien correspondientes;

PA - AR PA AB

lego sy AT = Pa = aps (08 63).
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5 PRI EADN AT
Pl __ PAT 0 AZES Y

lo cual puede enunciarse diciendo que, si dos | o de un A
& sus prolongaciones (fig. 63) se cortan por una || * al ter-
cer | °, aquellos | °% son proporcionales & los segmentos cor-
respondientes interceptados por la || *.
2.° Enel A PBB, por ejemplo, pueden considerarse co=

mo paralelas las | % PB y MA/, y como secantes las | asBP
y B'B, y se tendra:

B'B 6 BB BP (1.9

BM A'A 0 e
conforme con la 2.* parte del enunciado del feorema.

TEOREMA.

135. Siporun[.] Cdeun |°DPde un /A APD (figu-
ra 64) 6 de su prolongacion, se traza una |" anti-parale-
la (1), conolro | © AD (respecto al L P) , CORTARA AL 3.° P'B,
( 4 8U PROLONGACION, EN UN PUNTO TAL, QUE SE TENGA

PEIPD=—PA- .
Construccion.—Témesesobre PA una distancia Pe=PC
y por ¢, fracese una || "¢ b a DA.
Demostracion.—El triangulo Peb =2 /A POB, porque
Pe = PC (construccion), ;. P es comun,
£ Phe= . PDA (97, 2.°) = L PBC (hipotesis);

luego tambien Pb =PEB.
Pero, siendo be || * 4 AD, se tiene (134, 1.°)
2 > (Y P
Pc _ Pby 4 PO _ PB ;55 pD=PA.PD,

PA  PD PA PD
y el teorema queda demostrado.
§ 2.0— Angulos ¥ arcos.

TEOREMA.

136. Los LS son proporcionales & sus arcos correspon-
dienles.

(1) Se dice que dos |25 AD y BC (fig. G¥) son anti-paralelas respeclo
de dos | s By PC de un / P, cuando una de ellas forma con uno de
égtos | °Sun [ igual al que la otra | 2 forma con el otro | o,

b
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Demostracion.—Como la su-
perposicion de dos (%6 de dos
sumas angulares iguales, lleva
consigo la superposicion de los
arcos correspondientes, queda
establecido el teorema.

Figura (7. Corouarto.—La medida de un
dngulo es la misma que la del
arco que interceplan sus lados en una circunferencia des-

erita desde s vértice como cenlro con un rédio cualqiliera.,
Demostracion.—Segun el teorema, se tiene (fig. 65):
arc. AB . AOB
arc. A’B’ ~ L AIO'B/

Pero, si se supone que el ; A'O'B’ y su arco A'B’ son
las unidades de medida angular y de areo, resultard que el
primer miembro de la igualdad obtenida expresa Ia medida
del arco AB, y que el segundo expresa lamedida del £ cor-
respondiente AOB,

Observacion.—Se han adoptado como unidades angular
y de arcos el dngulo recto y su arco correspondiente, que es
el euadrante (117, cor.)

Yara mayor facilidad en la prictica, se considera el cua-
drante dividido en 90 partes iguales que se llaman grados,
cada grado en 60 partes iguales, que se llaman minulos, y
carda minuto en 60 partes iguales llamadas sequndos.

Asi, 15% 13" y 14" se lee 15 grados, 13 minutos y 14 se-
cundos.

Lios grados, minutos y segundos se expresan en la cscri-
tura por medio de un cero y uno 6 dos acentos colocados &
la derecha del nitmero 4 que afectan y un poco mas elevados,

Tambien se suele dividir cada cuadrante en 100 grados,
cada grado en 100 minutos y cada minuto en 100 segundos.

TEOREMA.
137.  Lamedida de los dngulos inseritos y semi-inscri-
f0S ES LA MITAD DEL ARCO (1) QUE INTERGEPTAN SUS | %S en la

(1) Enunciadoabreviado; se toma el arco porel nimero que lo mide.
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eircunferencia; la de los interiores excentricos ES LA SEMI-
SUMA DE LOS ATGOS INTERCEPTAIOS POR SUS | 95 ¥ SU PROLONGA-
croN, y la de los exteriores secanles ¢ fangentes 15 LA SEMI-
DIFERENCIA ENTRE LOS ARCOS CONCGAVOS ¥ CONVEXOS.
Demostracion.—1." Siendo ¢l

ABO = L/ AOC (118, cor, 1.7 (fi

cura o)y la medida del 2 ABC serd
tambien la mitad de o medida del

: |
AOG, es decir, —- arco AC.

[3

25 AGD = £ AGHE == .. BEED
(fig. 66); pero el [ ACH tiene por me-

Figura (6,

dida un cuadrante, & sea —- are, CDE; luezo ¢l L ACD

tiene por medida

< | -
—l)— are. ODE == — ave. ED,
es deeir, —_t- are. UD O —5 are. CDED.

Frgura 67, : Figura 3.
8. nSeiliene; 1‘cspecliv'1mcnlc, en las figuras 67 y 08:
/L BEC = / BAC + L ACD, [ BEC =BAC — L ACD;
perolos / § BAC y ACD tienen, respectivamente, por medida

Tl) arc. OB, —] arc. AD
luego:
g é— {are. BC + are. ADJ.
{ (fig. 67) | tiene por :
el L BEC o SR P
['(fig. 68]( medida ( L, laze, B — aro. A,
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De igual manera que cuando los | o5 del ; exterior son
dos secanies, si son una secante y una tangente 6 dos ltan-
gentes, la medida serd la semi-diferencia entre los arcos
concavo y convexo, pues, por ejemplo, si se trata del £
BET (fig. 68), se tendra que, en el A ART:

L ABT 6 , BET — / BAT — t ATE;

luego su medida serd —1)- (arc. BCT — are. ADT).

§ 3.°~Areas y dimensiones.

TEOREMA.

138.1.° Las dreas de dos =5 (1) de igual
base 6 allura sON PROPORCIONALES A SUS AT.-
TURAS O A 8US BASES, i 2.° las dreas de dos
0 de distinlintas bases y alturas soN pro-
PORCIONALES A LOS PRODUCTOS RESPEQTIV(S
DE TiAS UNAS POR TAS OTRAS,
Construccion.—Tricese en el I MNRS
Figura 69, (fig. 69) de igual base que los ABCD y
EFGH y cuya altura es MS = AD 4 EH,
la [|* PQ, de manera que se fenga:
MP = AD, PS — EH.

Demostracion.—Como & =5 de bases y alturas iguales
corresponden superficies iguales, y como & 3 de hages igu:i-
les, y cuyas alturas son, en el uno, la suma de lag alturas
de los demis, corresponde una superficie que es la suma de
las superficies de éstos, segun resulta de la construccion,
el principio general es aplicable, y queda demostrado que la
relacion de dos =3 de bases iguales es igual & sus alluras.

Si ahora se consideran las bases como alturas y las altu-
ras como bases, podra decirse que: la relacion de dos =5 de
iguales aliuras es igual & la relacion de sus bases; pero,
segun se demuestra en Aritmética:

Cuando una magnitud M es proporcional & otras varias
A, B, G; la relacion de dos valores cualesquiera de M es

(4) Los signos 1, ], [], léanse, respectivamente, rectdngulo, pa-
raleldgramo, cuadrado,
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igual al producto de las relaciones de los valores correspon-
dientes de las otras (1), y cémo, de lo expuesto, vesulta que:
el drea de un 01 es 4 la vez proporcional & s base y allu-
ra; resulta, en fin, que: la relacion de las areas de dos ”F
cualesquiera es igual al producto de las relaciones de sus
bases y de sus alturas, con lo que queda demostrada la
2." parte del teorema.

Cononanio.—El drea de un & tiene por medida el produe-
to del migmero que mide su base por el mimero que mide
su altura, euando se toma por unidad de drea el L] que
tiene por lado la unidad de longitud.

Demostracion.—Aplicando el teorema demostrado, al
caso de considerarse un 01 R, cuya altura y base sean a y b,
y un _], euyo | ° sea la unidad, resultara que

R a. b

W = .1"_‘{ = d. I[j_

Figura 70. kigura 7L,
TEOREMA.

139. Dos = de igual base y allura sON EQUIVALENTES.

(1) Seanm, a,b,e; m', a',b',¢' dos sériesde valores correspondientes
de las magnitudes M, A, B, C, obtenidos refiriendo cada una de éstas
4 una unidad de su espécie; se tendré:

mo_ 8 b ¢
e e e
Sea, en efecto, iy el valor de M que corresponde & los valores a', b,
cdeA, B, C, msel correspondiente 4 a!, b', ¢. Por definicion, se liene

O TR T R [ I
Th =TT 3 E— W E-' = Bk
y, multiplicando miembro & miembro, se tiene
m.oangms m o ] ¢
e e e . L R
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Hipétesis.—Secan los (75 ABOD y BCEE de la misma
bage y de alturas iguales (fig. 70).

Demostracion.—Si del trapecio BOFA (fig. 70, 1) se r
quita el fridngulo CDF ¢ el EBA, quedard uno de los [ |
ABCD 6 BCFE; y lo mismo sucedera, si al {rapecio ABCE
(fig. 70, 2) se le aumenta uno i otro de los A CDF 6 EBA;
pero siendo

CD =y ||°4AB; €F =y | ° 4 EB(fig. 70, 1 ¥ 2);
resulta que el A CDF 22 A ABE (87 y 98);
luego los restos en el 1 caso y las sumas en el 2.° tendean
igual valor, es decir que
el /7 ABUD es equivalente al /~ BOTE,

Cononario.—Bl drea de un [J tiene por medida el pro-
ducto de su base por su altura; porque el drea de un =
cualquiera ¢s igual & la de un O de la misma base y altura.

TEOHEMA.
~ |
140.  Dos As de igual base y allura soN BQUIVALENTES, " 4
. o I T - T a [
Construccion.—Por el [.] O (fig. 71, 1) trdcese la i

OD & ABy por el [.] B, trdcese la || * BD 4 AC.
Demostracion.—En el /= ABCD se tiene
A ABC = A BCOD;
luego, siendo un A cualtpuiera la mitad de un [7 de igual ba- -
se y altura, resulta, en virtud del teorema anterior, demos
trade ésle
Conoranio 1.°—El drea de un /A tiene por medida la mi-
tad del producto de su base por su altura, pues, segun cl
teorema, el drea de un A es la mitad de la de un /5 de la
' misma base v allura, '
; Conoranio 2 “—[l drea de un lrapecio liene por medida
el producto de la semi-swma de sus bases por su altura.
Demostracion. —Las #reas de los dos A% ABD y DBO
(fig. 71, 2) estin expresadas, respectivamente, por

4 ¥
__IJ'- H, AB, y ~IT I CD (Uamando H & la altura comun); |

luego (sumando),
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area del frapecio =H.—% (AB - €D).

Clonorario 3.°—El drea de un poligono regular liene por
medida la milad del producto de su perimetro por si apo-
tema (fig. 59, pues

Area de A OBC = OL. -]—, BC

drea de AOCD = 0Q. - _;lj__ (B18)

S TSI TS Y R R T U L

y sumando, y sacando OL como factor comun, porser
(Ol = 0Q = OP,.....],

drea del poligono = —!} OL (BO +.CD + DE.....)

Observacion.—Para hallar el drea de un poligono cual-
quiera, se descompone en tridngulos, y se hallala de cada
uno de éstos,

CoroLanto 4.°—El &rea de un circulo tiene por medida el
producto de su circunferencia Por la mitad del racdio,

Demostracion.—El area del circulo, es el limite de las

Areas de los poligonos regulares inseritos, cuyo nimero de

| 95 crece indefinidamente; pero, para un poligono regular
inscrito, se fiene

s = P. — a

(designando por s, p y a el area, el perimetro y la apotemaj
y8i 8, 0y R designan el area del eirculo, su circunferencia,
y su radio; tendremos, en el limite, (observando que s Lien-
de héacia S, p hicia C y a hicia R}:

= ; IR
§— - C.R

111, —DETERMINACION DE LAS FIGURAS MEDIANTE LA PROTORCIO-
NALIDAD DE DISTANCIAS,

§1°—Delerminaeion del punto enla recka.

141. Axioma.—En la direccion deuna | "y, & contar

desde un [.] fijo, & un lado de éste, NO HAY MAS QUE OTRO [.]
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cuya distancia 4 aquél se halle en una razon dada eon otra
distancia 6 longitud dada.

Este axioma no es mis que una generalizacion de ésfe:
In la direccion de una |y, 4 un lado de un [.], NO mAY
MAS QUE 0TRO, cuya distancia al 1.° sea igual 4 wna longitud
dada, pues es evidente, que si no hay mds que un solo [.],
en este caso, tampoco dejard de haberlo, y tinico, cuando la
distancia haya de ser, por ejemplo, una distancia igual 4 la
mitad, tercera parte..... de la distancia fija, y en general,
una distancia en razon fija con la dada.

TEOREMA,

142,  Dacdos dos [[PAyB (fi-
gura 72), existen siempre en
la | “indefinida que los une, 6
mejor, se hallan determinados
DOS [L]%, Y SOLAMENTE DOS lales,
que las relaciones de las distan-
cias de cada uno deellos 4 los [.]s
A y B, tengan un mismo valor dado; y dichos [.]5 se hallan
situados al mismo lado del [.] medio Odela |* AB, uno
entre A y B, y el otro fuera; hallindose los dos 4 la izquier-
da del O, cuando la relacion es < | Yy a la derecha, cuando
es > 1.

Demostracion.—1.° Supéngase un [.] P en movimiento
desde el centro O de la | * AB hicia la izquierda, Se tendra

OA

EnO AO = 0B, o 1
PA _ ! i \
G <1 [decreciendo hécia cero)
(PA va disminuyendo, miéntras PB va aumentando).
En A PA =10 hicson i = 500 —0

PB = AB 2 :

PB AB
Ala izquierdade A, P'A < P'B, g,—g < 1 (creciendo hi-

Figura 72.

Entre Oy A, PA < PB,

cia 1).
(P’A y P’B aumentan en el mismo valor ¥, como el que-

-

S —

&

=%
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brado es propio, aumenta, siendo siempre inferior a 1, que es
su [{mile cuando P’ se halle en el infinito).

2. Supongamos un [.] Q en movimiento desde O hécia
la derecha. Setendra:

) OA =

En O OA = OB OB —il
_g];_. > 1 (creciendo siempre).

(QA va aumentando, miéntras QB va disminuyendo, y
como crece sin limite la fraccion, su valor se acerca al infi-
nito, 4 medida que el [.] Q se aproxima 4 B).

En B ("QA = AB Hiceo QA ABL
QB= 0 g8 0
(es decir, la relacion ha llegado & su valor limite, el infi-
nito).

: Oy i QA :
A la derecha del [.] B, Q'A > Q'B, OB > 1 (decrecien-

Entre Oy A, QA > QB,

do siempre).

(Q'A y Q'B aumentan en el mismo valor, y como el
quebrado es impropio, disminuye, siendo siempre mayor
que 1, valor limite del mismo, en que éste se convierte,
cuando Q se halle en el infinito).

En restimen:

[A la izquierda de O).

Entre Ay O la relacion DEGRECE siempre
de 14 0.

En A la relacion es = 0.

A la izquierda de A la relacion crece siempre de
14 ca.

{A la derecha de O).

Entre O y B la relacion crEcE siempre de
14 <.

En B la relacion es = ce.

A laderechade B la relacion DECRECE siempre

de so 41,
Como el erecimiento ¢ decrecimiento es siempre conti-
nuo con el movimiento del[.] P 6 ); para cada situacion, en
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cada region designada de la | %, la relacion tiene un vALOR
iNIco, sometido 4 las econdiciones arriba designadas.

HEFINICIONES. [

| l-i3._ Los seauuxtos PA v PB !ji;_‘._*. 7:?]. que tienen por su-
ma AB se llaman aditivos, y los P'Ay P'B que tienen AB

por diferencia se llaman susfraclivos.

Cuando o -I--I-,‘\' se dice que los [.J* P y P’ dividen
| PB B i
| armdnicamenle 4 la | * AB 6 que son conjugados arme-
I nicos respeclo de esta | * y, reciprocamente lo mismo pue-
‘ de decirse de los [.J° A y B, respecto de la | * P P".

§2.°—Determinacion de la rectaen el plano. i
TEOREMA,

|
‘ 144, Siporun [.JA"d A", tomado en un | ° SA de un
‘ A SAD, densuprolongacion (lig. 73). se lraza wna recta que
|
|
|
|

P

corte al ofro SD, ¢ i su prolongacion, de modo que se lenga
A'S DS R | DI ;

FE i o = == 77
AN DD AT DLy
DICHA RECTA SERA PARALELA AL TERCER | "‘

Figura 73. Figura 74

I Hipétesis.—Sca el A ASD yla | * A'D" 6 AD”,

i Demostracion.—Segun (134): si por A" 6 A" se traza
. una | *al | * DA, corlara al | 8D, 6 4 su prolongacion, en
un cierto [.] d" 6 d", y se tendra

dig AR = gliB L N AT
d’D

AN

A'A d'D
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pero (142) entre 3 y D, 6 en la parte superior de 5D; s6lo hay
un [.] D/ 6 D” que satisfaga i la relacion del enunciado;
luego el [.] d' se confunde con D’ 6 el d” con el D7, y por
consiguiente: la | * A'D’; 6 la A”D” se confunde con la pa-
alela trazada & AD porel [.] A’ 6porel [.| A”.

TEOREMA.

145. Siporun [.] A" 6 A", tomado en un | * SA de un
A ASD 6 en su prolongacion (fig. T4), se traza una | *A'D’
6 A'D que corte & otro de sus | %5, 6 & su prolongacion,
de modo que se tenga,

SA. SA=8D. 8D’ 6 8A.SA"=8D.SD", [l
DIGHA RECTA SERA LA ANTI-PARALELA QUE POR EL [.] A" 6 A’ sm
PUEDE TRAZAR AT 3.¢" | © AD,

Demostracion.—Segun (135), si por el [[]A" 6 A" se
traza la | " anti-paralela & la AD con respecto al L S; cor-
tara al | ° 8D en un [.] d' 6.d" tal, que:

SA. SA’ —=8D. 3¢ 6 SA. SA"=SD. 5d";
. no es otro.que D" 6

oo, en virtud de las relaciones [1]
d” no es ofro que D" luego la recta A'D” 6 A”D™ se confun-
de con la anti-paralela que porel [.] A* 6 A" puede trazarse
ala | *AD.

luego

1V.—HOMOTECIA Y SEMBJANZA,
& 1.°—Poligonos homoléticos y semejantes.
DEFINTGIONES.
146. Dado un sistema de | A, B, C.... (figs. 75
sttuados en un plano; st se toman 4 partir de un || cual-
quiera del plano, o en la diveccion de los radios SA, SB,

-~
i

v 76]

8C....., ¢ en su prolongacion, los segmenios SA’, S,
SC'....., lales que se lenga:
SAS SBY S K
SRR e L e T
SA 5B 80 /

se dird que el nuevo sistema de [.]° es homotético del sistc-
ma primitivo; los poligonos formados, uniendo dos & dos
los [.]3 correspondientes de los dos sistemas, se llaman ho-
molélicos; el |.] 8 es el eentro de homotécia y el n.° K es la
relacion de homaotéeia.
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Figura 75, Figura 6.

La homotécia serd directa 6 inversa, segun que los seg-
mentos estén fomados, eon relacion al centro, al mismo 6 &
distinto lado. Los [.]°A y A’, By B se llaman homdlogos y
las rectas que los unen rectas homdélogas.

TEOREMA.

147.  El poligono ABODE formada, prolongando en una
razon constante las distancias de un [.] 8 (figs. 75 y 76) del
plano & los vértices de un poligono A'B'0O'D'E/, TIENE SUS LA~
DOS RESPECTIVAMENTE | 95 ¥ PROPORCIONALES A& LOS DE ESTE ¥
SUS / S HOMOLOGOS IGUALES.

Demostracion.—Segun (144) ABes ||*4 A'B, BC [ *4
B'C'........ Ademds, siendo |8 las |as de un sistema 4 sus
homoélogas de otro, se tendra (134, 2.%)

SA” _ AR SB° _ BOY 80" CD
SA AB * 8B BO ® 86  @p *
: SxT BB T H=Ho L
y como A 8B - E K (hipotesis),
resultara que AB' __ BO _ O =K
ara q AB T WBE T Tdm Y :

Observacion.—De igual manera se demostrard que las
diagonales de dichos poligonos son tambien respectivamen-
te || & proporcionales, entre si y con los | s,

Reciprocamente.—Si los poligonos tienen sus | o8 res-
peclivamente paralelos y en una razon constante, LAS REG-
TAS QUE UNEN SUS' VERTICES HOMOLOGOS SE ENCONTRARAN EN LN
LT CUYAS DISTANCIAS A ESTOS S8E HALLAN EN UUNA RAZON DADA.

Demostracion.—Las | 8 A’A y C'C, por ejemplo, (-

guras 75y 76) tienen que encontrar & la DD’ prolongada en

-

<P

L
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un mismo |[.] S, pues silo verificase la1."en un [.[S y
la 2." en un [.] distinto 8’ resultaria (134, 2.°;
8D"  A'D’ -K B = SR

B A oD e
es decir, que 4 un lado del segmento DD, (fig. 75), 6 entre
D y D’ (fig. 76), habria dos [.]° tales, que las relaciones de
sus distancias 4 los extremos de éste, tuvieran un mismo
valor, lo cual es absurdo (142).

Se tendra ademas:

SAS SB’ (0l

TBA © BB 80
y por consiguiente, los poligonos seran homotéticos.

Caso particular. Sien vez
del poligono ABCDE (fig. 75),
se considera la | * ABCDE (fi-
gura 77|; se observard que las
figuras homotéticas A'B'QT,
A"B"C"D' sontambien lineas

| &, y que silos segmentos de

Figura T7. dos de ellas se hallan en una

misma relacion, LAS RECTAS

QUE UNAN DOS A DOS'LOS [.]° HOMOLOGOS, SE CORTARAN EN UN
aisno [.] O.

Conoranio.—Dos poligonos homolélicos SE PUEDEN DES-

COMPONER (ON IGUAL NUMERO DE A% HOMOTETICOS E IGUALMENTE
DISPUESTOS.

=K (147 observ.),

= e = K134,229);

DEFINICION.

148, Be llaman poligonos semejantes los que tienen sus
.5 homologos iguales, y sus | ° homoélogos proporciorna-
les; y el teorema directo puede enunciarse, diciendo que: St
dos poligonos son homotéticos, SERAN SEMEJANTES, ;

De esto se deduce que: para demostrar que dos poligo-
nos son semejantes basla probar que uno de ellos es igual
4 uno de los homoléticos del otro.

Cororarto,—Dos poligonos regulares SON SEMEIANTES,
puesto que los | s del uno estin en la misma razon que los
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lados del olro y los /% son iguales, como la misma parte ali-
cuota de una misma suma,

§2.°—Cusus do la semejanza de trinnsulos
TEOREMA,

149, Dos TRISNGULOS SON SEME-
JANTES ENTRE sI: 1." enando tienen
dos L5 respectivamente iguales,

2. Cuandolienen un 7 igual,
comprendido enlre dos | “5 pro-
porcionales,

3.2 Cuando tienen sus | ° ges- '
peclivamente proporcionales. '

Figtira 78, I.er caso. Hipotesis,  A'= / A, f
S g
Construecion.—Desde un [.] cualguiera 8, tomado como
centro de homotéeia, tricense Ias | = SA, SC, SB (fig. 78].
Témese desde S, en la direccion SA, un segmento SM, en
la misma razon con SA, que dos |95 hamdlogos AC y AQ! r
de los ASpropuestos; y (racense, en fin, la | " MP 4 la AQ,
Ta [|* PN 4 la'CB y 1nase el [:] N con el M.
Demostracion.—El /. MNP es homolético con el ABC.
Siendo la relacion de homotécia la misma que la de sé-
mejanza, ge tendra que MP y A'C) estdn con respecto 4 AC
en la misma razon, luego
MP — A'C
Ademas L NMP = / BAC (construccion|
L B'ACY .. BAC (hipdtesis);

luego ) NMPY— £ BIAYGT
/. MPN = ; ACB (consiruccion)
/L A'C'B" = ; AOUB (hipotesis);
luego . MPN =~ £ A'C'B’
El A MNP es, pues, igual al A A'B'@ (89); pero aquél
es semejante al ABC (148); Iuezo éste tambien lo serd. 3

e 4 o C'B’
[ JiL e - jo YR — A T = e—
2.% caso. Hipétesis.—; AOB= y A'C'B’, 0 Oh

Construccion.—La misma que anferiormente.
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Demostracion.—Il A MNP es homotético del ABC, y
se liene:

_\_t — _(T”H‘ (hipotesis)
AC B d
MP PN SM AT ]
T el e s - [eonstruceion|;
Al (811 NA
4 MP _\_f . W o (ihff = LA
AC AC E on (BIET
lnega) AGI=MP y OB'= PN;
Y COTNO L ACB L AlG'B! Hlipl':l.f_'-ﬂis_:.
v / ACB = £ MPN (construceion;
serd f ANOB = £ MPN
luego ¢l A MPN = a ATBIC™ (8T
luego el A A/B'C' es semejante al A ADBC (148),

Algt Bt A'B’
TA@ T BO.S T AR
Construccion.—La misma que en log casos anferiores.
Demostracion.—BEl A MNP ¢s homotético del ABC,
Siendo la relacion homotética, en virtud de la construc-
cion, igual & la de semejanza, teniéndose por lo tanto

Jer caso.  Hipotesis.—

\’(_ on _I"-j('_‘.’d i _.-\"I‘;’ (hipétesis)
\C BO AR Y "
'\!I)_ = i — _N'\[ — _':W[_ == AC (construceion);
AG OB AB SA A !
o . * 4 :.f
luego (m: virtud de la razon comun --f\-”-)
AN, BV A'B! MP: PN = NM
BOT BO - BB TR0 B - A

AC  Mp  BC PN A'B! NM
AC

TAGT' BO  BQ C AB  AB
luego A'0' =MP , B'C°'=PN, A'B'=NM

luego el A MPN == A A'B'CY, (82);

lnego el A A'B'0" es semejante al A ABC {148). .

TEOREMA.

150. Dos AS RECTANGULOS SON SEMEJANTES, cuando lienen
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un [ agudo igual, ¢ cuando tienen proporcionales las hi-
polenusas y dos calelos homdlogos.

La demostracion es andloga 4 las anteriores, reducién-
dose a dedueir la igualdad de uno de los A8 propuestos con
uno de los homotéticos del ofro, en virtud del caso de igual-
dad, anilogo al de semejanza de que sc {rata.

TEOREMA.

151. Dos AS que tienen sus | © respeclivamente || °5 6
| 5, SON SEMEJANTES. '
Demostracion.—Llamando A, B, C, los L5 del uno, y
Al B, @', los homologos del otro, tiene (ue ocurrir alguno '
de estos tres casos:
i pA L N =2 & L Bl B =21 5,

e B =28
20 LN =0 8 B B =28
LG = @
3.5 A=y A LB= 1 B L C= /€. |
Y como los dos primeros no pueden ocurrir, porgue !

entre los seis L5 no pueden valér mas de 4 |_5 , los AS pro-
puestos seran equiingulos, y por consiguiente semejantes.

§3.°—=emejanza de los poligonos.

Figura 7. Figura 80,

TEOREMA.

152. Si dos poligones se componen del mismo nimero
de A5 semejantes y semejantemente dispuestos, SON SEME-
JANTES, =
Hipétesis.— A ABF semejante 4 A A’'BF'; A BCF se—
mejante al AA 'B'F/.......
Demostracion.—En virtud de la hipotesis:
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[ A=/ A (fg.79) AB AF __ FB
/ ABF — , A'B'F VN S
L FBO— [ FBC s BE, . OF
/ BOF = [ BOF B0 . OF
, - CD _ DF
L FOD = L F'CD ¥ = 0D DF
!uega
L ABF 4/ FBO =/ A'BF'4, F'B'C’ 6 L ABG—=, A'B'C/
/ BOF -/ FOD — /. B'O'F'+/ F/C'D’ 6 L BCD= / B'C'D’
AB _ AF _"BO _ 0D
BT AW BO oD

Reciprocamente.—Si dos poligonos son semejantes,
PUEDEN DESCOMPONERSE EN IGUAL NUMERO DE A® SEMEJANTES Y
SEMEJANTEMENTE DISPUESTOS (fig. 80).

Construccion.~—Dado un [.] O en el poligono ABCDEF,
tracese el homodlogo O del A'B'C'D’'E'F’, es decir, un [.] tal,
quelos 25 AOB y A’O'B/ sean semejantes, y unanse dichos
[.]® & los vértices de sus poligonos respectivos,

Demostracion.—El A AOB es semejante al A A/O'B’
{por construccionl];

AB 0B

luego AB - on Y [ OBA =/ O'B'A’;
AB
pero R % y L ABO =/ A'B'C’ (hipotesis);
BC :
luego —327 = §ig- ¥ L OBC = £ O'B'C,

y los As OBC y O'B’C’ son semejantes.
Continuando de esta manera, se concluira por demosirar
1a seriejanza de todos los /AS componentes de los poligonos.

§4.°—Triangulos semejantes en el cirealo.

TEOREMA.

153. Si desde un |.] tomado en el plano de un circulo,
se trazan secantes 4 dicho circulo, el producto de las dis-
tancias de dicho [.] 4 los dos [.]* de inferseccion de cada
6
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ecante con la eircunferencia, es constante, cualquiera gue
sea la direccion de la secanie.
ler caso, Hipétesis.—Seael [.] E situado en el interior
de la circunferencia O (fig. 67).
Construceion.—Tracense lag cuerdas AC y DB,
Demostracion.—Los A% AEC y DEB son semejantes,
por tenérel / ACE =/ ABD yel L CAB =/ ODB {149, 1.%);

AE  EC . S
luego BB - BB o EA, EB = EC. ED.

2. paso.—8e demuestra repifiendo las considerationes
del 1,° (fig. 6G8).

Observacion.—Las relaciones expresadas en el teorema
se deducen inmediatamente considerando que AC y DB son
anti-paralelas respecto al £ .

Uoronario.—Si desde un [.] B exferior & una eircunfe-
reneia se le trazan una tangente y una secante; el segmento
de la tangente comprendido entre el [.] Ey el de contacio, es
medio proporeional entre el segmento externo de la cuerda
y toda ésta (fig. 68).

Demostracion.—Se ve que este corolario es un caso
particular del teorema, considerado cuando el [.] E es exte-
rior & la circunferencia; porque la tangente es el limite de
Ias posiciones de la secante AB que gira alrededor del [.] E,
hasta que los dos segmentos AE y BE seéan iguales, y entén-
ces el cuadrado del segmento de la tangente serd igual al
produclo constante dado.

Observacion.—Tambien puede deducirse esta proposi-
cion de la semejanza de los A AET y EBT (fig. 68).

V.—RELACIONES METRICAS ENTRE LOS ELEMENTOS RECTILINEOS
DE UN TRIANGULO.

TEOREMA.

154, Si desde el vértice del |_ de un A rectingulo se
traza la | 4 la hipolenusa: 1.° cADA CATETO ES MEDIO PRO-
PORCIONAL ENTRE LA HIPOTENUSA Y SU PROYEGCION SOBRE HSTA.
2.°1a | AD ES MEDIA PROPORCIONAL ENTRE LOS SEGMENTOS
BD v 0D pe ra mrroreNusa (fig. 81]. \

’x
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Demostracion.—1.” Las [ a5 ACy
AD son anti-paralelas respecto del ; B,
puesto ‘que forman un | la primera
con ABylasegunda con BC, luego (135)

BA*— B(. BD, '
Figura:8l, ¥y analogamente se demuestra que
A2 = BO. CD.
2.° Teniendo los AS rectdngulos ABD y ABC el L B co-
mun, resullard que

O BAB— LE:
pero, si se traza la | @ AB" de modo que el [ B'AD sea —
al 1 DAB, se tendra.que
AB’ = AB (106, 2.7
y AB’ y AC son anti-paralelas en ¢l ; ADC;
luego (135) AD®* — B'D. €D 6 AD: = BC. GD.

Observacion.—La semejanza de los /AS parciales con el
total, 6 de los parciales entre si dd inmediatamente estas
relaciones,

Cononario,—Uniendo un |.] cualquicra de wna eircun-
ferencia con las extremidades B y € de un didmelro, se
forma un A rectangulo BAC (fig. 81], lo cual permite enun-
ciar la proposicion anterior de la manera siguiente:

1.° Toda euerda AB de una ecireunferencia Es MEDIA
PROPORCIONAT, ENTRE EL DIAMETRO BC QUE PASA POR UNA DE SUS
EXTREMIDADES ¥ 80U PROYECCION BL) SOBRE DICHO DIAMETRO.

2.° La | AD bajada desde wn [.] cualquiera de la eir-
cunferencia sobre un didmetro BC ES MEDIA PROPORCIONAL
ENTRE LOS D08 sEGMENTOS BD v CD nE DICHO DIAMETRO.

TEOREMA,

155. Silos tres | °s de un A rvectingulo estan evaluados
en nibmeros por medio de una unidad comui, BL CUADRADO
DEL NUMERO QUE MIDE LA HIPOTENUSA ES IGUAL A LA SUMA DE LOS
CUADRADOS DE LOS NUMEROS QUE MIDEN LOS CATETOS,

Demostracion.—Sumando las dos igualdades obtenidag,
AB®* = BC. BD A= BE. CD,
resulta AB:+ AC* = BC (BD 4+-DC) = BC*
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TEOREMA.

156. Entodo A, elevadrado
de un | ¢ opuesto & un L agu-
do esigual & la suma de los
euadrados de los olros | °5 mé-
nos dos veces el produclo de

Figura 82. uno de éstos | 5 por la pro-
yeceion del otro sobre él.
Construecion.—Tracese la | BE al | ¢ AC (fig. 82, 1).
Demostracion.—En el A rectingulo ABE se fiene:
AB® = BE® 4 AE® [1];
pero AE = AC—EC y AE* = AC* — 2 AC. EC 4~ EC%
y sustituyendo este valor en [1], se tendra:
AB® = BE: -+ AC* — 2 AC” EC + EC? [2];
pero, en la figura, se tiene (155 BE*+ EC* = BC®
¥y, sustituyendo en [2], se tendrai:
AB* = BC* 4 AC* — 2 AC. EC.

TEOREMA,

157. En un A obtusangulo, el cuadrado del | ° opuesio
al / obtuso es igual & la suma de los cuadrados de los
otros dos | ©5 mas dos veces el producto de uno de éstos por
la proyeccion del otro sobre él.

Construccion.—Bajese desde el vértice Bla | BD 4 la
base prolongada AC (fig. 82, 2).

Demostracion.—En el A rectingulo ABD se tiene (155)

AB* = BD®*+ AD® [1];
pero AD=AC + CD y AD: =DC?*4 2 AC. CD - OA%;
Y, sustituyendo este valor en [1], se tendra:
AB* = BD* + DC* + 2 AC. OD 4- CA2 [2];
pero, en la figura, se fiene (155)
BD*® + CD* = BC?,
¥, sustituyendo en [2], se tendra:
AB* — BC* 4- 2 AC. CD - CA=.

Cororario,—De los tres teoremas anteriores se puede

deducir que, en un A, el cuadrado de un | ®es < =06 > que
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la suma de los cuadrados de los otros dos, segun que el L
opuesto & aquél es agudo, recto 1 obtuso.

Reciprocamente.—Un L de un A es agudo, recto i
obtuso, sequn que el cuadrado del | © opuesto es < =6 >
que la suma de los cuadrados de los otros dos | °5.

TEOREMA.

158. La suma de los cuadrados de dos | % de un A es
igual 4 dos veces el cuadrado de la mediana (1) relativa al
3er | o mas dos veces el cuadrado de la mitad de dicho 3¢

| © (fig. 82, 1).
Demostracion.—De los As ABD y CBD se deduce:
AB: = BD?® 4 AD® 4+ 2 AD. DE (157)
y BO* = BD® - CD* — 2 ¢D. DE (156)
y, sumande miembro & miembro,
AB*+ B(? = 2 BD* + 2 AD?
pues AD = CD.
159. Restando dichas expresiones, se tiene:
AB— B@* =4 AD, DE=2 AC. DE,
pues AC = 2 AD, luego:
TEOREMA.

La diferencia de los cuadrados de cos | 5 de un A es
igual al doble producto del 3¢ | © por la proyeccion sobre
éste | © de la mediana correspondiente.

TEOREMA.

160 Bl produeto de dos | °
de un A esigual al cuadrado de
la biseélriz del L comprendido
mas el producto de los dos seq-
mentos que esta bisectriz deter-
mina sobre el 3¢ | °,

y ] Hipotesis.—Sca ABC el A
Hhgusa. B propuesto, BE la bisectriz del L B
y AECBF la circunferencia circunscrita (fig. 83).

(4) La mediana del A\ ABC respecto del | @ AC (Hg. 82, 1), €5 la:| D
BD que une el vértice B con el [.] medio de dicho | o
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Demostracion.—Los As ABE y BDC son semejantes,
porgque
L OBD = L DBA (hipdtesis) y L BCD — ; BEA (118};
ot AB _ BE
e BI B0
6 AB.BC=BD. BE — BD (BD 4 DE) = BD® - BD, DE;

pero BD. DE — DC. DA (153, 1.°);
luego AB. BC = BD* + D0. DA.
TEOREMA.,

161, El producto de dos | o AB Y
BO de un A ABC es igual al producto
del didimetro de la circunferencia cir-
cunscrita por la altura relativa al 3er
| © (fig. 84).

Construccion.—Tricese el didme-

Figutn 84, tro BE y la cuerda EA.
Demostracion.—En los As rectin-
gulos BCD y BEA se tiene
: L BOD = ;. BEA (118):
Iuego son semejantes (149, 1.°), y se tendra:
BC  BE ’ -
BD — BA ¢ BC.BA=BE.BD.

TEOREMA.

162. La vazon entre dos

| 8 deun A ABC (fig. 85) es
la misma que|la de los dos
segmentos adilivos o sustracti-
vos que la bisectriz del ;. com-
prendido, ddel | suplementa-
rio 4 éste, forma con el 3er | °,
1. Construcecion. — Tri-
cese por el verlice A la |j @ AE & la bisectriz BD del 2 ABO.

Demostracion.—Se tendré (134, 1.°)

Figura 85.

DG _ “BO
_DA._ = BE L1y
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pero, siendo  / CBD = , CEA (97, 2:8)
/ DBA — ; BABE (id.)

v L -OBD = /. DBA (por ser DB la bisectriz);
se tendra /. 6EBA = [ BAE;

luego el A ABE es isosceles y
BE = BA (40);
¥, en fin, la proporcion [1] se reducira &
DO _ BO 1o
DA BA = !
como ge queria demostrar.
29 Construceion.—Tracese por el vértice A la || * AE
4 la bisectriz BD’ del ; ABE (fig. 85).
Demostracion.—S¢ tendri {134, 1.°)
DG BO o
DA BR/ -
pero, siendo © £ EBD' = ; EE'A (97,°2.5%)
L D'BA — [ BAE/, (97, 2.7)
; EBD'= ;. D'BA (por ser BD' bisectriz del L EBA),

se tendra . EE'A = [ BAE';
luego el A ABE' es isosceles (90), y
BE = BA,
y la proporcion [3] se reducira 4
D'C BC .,
s e f_{]!
D'AT T TBA

como se queria demostrar. ,
Reciprocamente.—Cuando la razon entre dos | 98 de
un A es la misma que la de los segmentos aditivos 6 Sus-
tractivos formados sobre el 3¢t | ° por una | * trazada desde
el vértice comun de aguéllos; picHa | * SERA LA BISEGTRIZ DEL
/. FORMADO POR LOS MISMOS O DE SU SUPLEMENTO.
Demostracion.—Entre A y O solo hay un [.] tal, que la
velacion de sus distancias & los [.]# A y O sea igual & la re-

S8 ] ;
lacion -—(J%- (142); y fuera de este segmento, sélo hay un [.]

D’ tal, que la relacion de sus distancias dlos [.]PA yCsea

: AB . .
tambien igual & o0 (142); luego, segun el teorema di-
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recto, las | 28 que satisfagan 4 estas condiciones, no pueden
ser mis que la bisectrizes BD y BD',
Conrorario 1.°—Losdos [. |*Dy D’ satisfacen 41aproporcion
DA D'A

Dg — Dlg.’
son pues, conjugados arménicos respecto de la recta AC (14 3);
luego, los dos | °s de un L, la biseclriz de dstey la del [
suplemeniario, determinan sobre una secante cualquiera
cualro [.J¢ tales, que los dos ltimos son conjugados con
Tespecto 4 los olros dos.
2° Si un A MNP (fig. 86) se
hallainscritoen una civeunferencia,
EL DIAMETRO DD’ | 4 uNo DE oS | 9
NP DE AQUEL, QUEDA DIVIDIDO ARMGONI-
CAMENTE POR LOS OTROS DOS | 95; pues
siendo arc. DN = are. DP (112),
la | *MD es bisectriz del / NMP y la
Figura 86, LMD’ 4 ésta (118, cor 2.°), es la bi-
seciriz del / suplementario PMC,
Reciprocamente.—Si se tiene un A MNP inscrito en
una circunferencia y el didmetro DD’ queda dividido armd-
nicamente en los [.J* A y C por los | °5 MP y MN; picuo nid-
METRO ES | AL 3¢% | © NP, pues si la | bajada desde N al
didmetro cortase 4 la circunferencia en otro [.] P’ distinto
del P, Ia | * P'M cortaria al didmetro DD/, segun el directo,
en un [.] A’ conjugado arménico del C con respecto 4 DD, y
habria dos [.]s Ay A’ entre D y D’ conjugados armodnicos
del C, Io cual es absurdo (142).

TEOREMA.
163. El lugar geométrico de los' [.J¢ cuyas distancias &
= : i m
dos fijos A y C estan en una relacion dada o 2 ES UNA

GIRCUNFERENGIA (fig. 86),
Demostracion.—Si M es un |.] del lugar, se tendré:
Ll PR

MC =2

=

|
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pero existen sobre la | @ indefinida AC dos [.]s del lugar, 6
sea, dos [.]* D y D’ que satisfacen 4 las relaciones

DA m DA L

SO e e Rl
luego, en virtud de la anterior,

DA MA DA  MA

D0 MG ’ D6 MO

La primera de estas proporciones demuestra que MD’ es
la bisectriz del [ AMO, y la segunda que MD es la bisec-
triz del / suplementario AMN; pero las bisectrizes de dos
£s suplementarios son | s entre si; luego el [.] M, variable,
es el vértice de un |_ cuyos | s pasan por los [.]° fijos D y D;
luego todo [.] del lugar estd en la circunferencia descrita
sobre DD' como didmetro y ademas, reciprocamente, todo
[.] M de la civcunferencia PERTENECE AL LUGAR; es decir, sa-
tisface & la relacion [1], pues dividiendo los [.]s A y C© ar-
ménicamente al didmetro DD’, la | * NP (fig. 83) serd la |
a éste (162, cor. 2.° recip,) luego (112);
arc. DN =arc. DP;

luego DM es Ia bisectrizdel , NMP yla | * DM’ es la bi-
sectriz del £ PMC;

N DA
luego (162) —\l[i?_ - _D_(XT = _%l

VI.— RELACION ENTRE ANGULOS Y LADOS DE UN TRIANGULO.
§1.° —Ideas y principios fundamentales.

164. Sea M un [.] de una cir-
cunferencia (fig. 87| trazada con un
radio OM, y consideremos el [.] A
como origen desde donde se cuentan
los arcos de la circunferenciad log /s
correspondientes a éstos.

Se llama seno de un £ AOM, en
la circunferencia AM.....,la | MP
bajada desde el extremo M de su arco correspondiente AM
al radio que pasa por el origen. Coseno del L AOM es el seno
MQ de su complemento L-MOD, 6 tambien, la parte OP

Figura 87.
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de radio comprendida entre el centro y el pié del seno.
Tangente del ; AOM es la parte AT de tangente compren-
dida entre el origen y la prolongacion del radio que pasa
por el extremo. Cotangente del L AOM es la tangente DS
de su complemento.

El seno, coseno, tangente Yy cotangenfe, se conocen con
el nombre de lineas trigonométricas.

Como todos los AS equiangulos enire si TIENEN SUS | os
HOMOLOGOS PROPORGIONALES ¥, reciprocamente, como focos los
AF ewyos | 95 homdlogos son proporciones, soN TAMBIEN
EQUIANGULOS ENTRE 8i; se concluird, como consecuencia in-
mediata que, inversamente, los As que no son equidangulos
entre si, NO TIENEN SUS | 95 HOMOLOGOS PROPORCIONALES, ¥ (ue
los A® que no tienen respectivamente proporcionales sus | o8
NO SON EQUIANGULOS ENTRE si. Si ahora, suponemos que el rd-
dio OM, girando alrededor del centro 0, tome fodas las po-
siciones posibles en el cuadrante AD, desde la posicion AQ
hastalafinal DO y que, en cada una desusposiciones, se forma
el A rectangulo correspondiente MOP, M'OP’,.... resul-
fard que: ?

1.° Cada unode los A® rectingulos MOP, MIOPa
podré considerarse como tipo de una especie de AS, en la
cual estan incluidos todos los A5 semejantes a él.

2. Oada A tendrs comunes, con todos los de su: misma
especie, las relaciones entre sus | 95, y estas relaciones seran
disfintas para dos AS de distinta especie.

Considerando A* de una misma especie, tendremos que:

1. Cada L de un A rectingulo estara determinado,
cuando se dé la relacion de magnitud entre la hipotenusa
y uno de los catetos, 6 entre los dos catetos; es decir, cuando
se dé una de las relaciones.

PM op MP O
oM ' oM ' ©OP ' WMp °°™N
PM oP AT OA
0N TONE' Y TGRS A AT
{reemplazando, por las dos tltimas, sus iguales correspon-
dientes al A OAT).
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2.° Tomando como unidad de longifud el radio, estas
relaciones expresaran los valores numeéricos del seno, coseno,
tangente y colangente del L AOM, que estard determinado
por cualquiera de estas lineas, es decir, que & cada valor
dado de una de estas cuatro lineas corresponde un valor de-
terminado de un [, y reciprocamente; y por esta corres-
pondencia resulta, que la consideracion de una de eslas li-
neas lleva consigo la del [ correspondiente, 6 la considera-
cion de un (*la de cada una de eslas euatro lineas.

3.° 8idecada A tipo de una especie se desea pasar a
alguno de los de ésta, bastard multiplicar cada linea por la
relacion entre el | © correspondiente al | ° unidad y éste.
Asi tendremos que, si se frata del ,\ OBC:

BC = L\I- 0B == AOM, OB

J= 5% - 3 = sen £ AOM. OF

DE=—= —O—P— OB ="¢ AOM. OB

= oM ° = (08 [ : M. 3
AT

BO— —5x - 00 =g/ AOM. OC

6 mas brevemente, reemplazando el /. AOM por su arco,
que llamamos a .
BC —sen a.0B[l] OC=cosa.OB[?]
BC = tang a. OC (3] 0C — cota. BO [4] (1).
Las lineas trigonométricas, pues, son factores 6 coefi-
cientes que sirven para extender una relacion enire | os de
un A tipo, 4 cualquier A de su especie.
Bstas férmulas, traducidas al lenguaje ordinario,; pueden
enunciarse en el siguiente

TEOHREMA.

165. En lodo A rectiangulo: 1.° un catelo es igual & la
hipotenusa multiplicada por el seno del L opuesio 6 por
(1) Anadimos esta ;elacian, por la importancia que tiene en la prac-
tica; es la reciproca de 3] como las siguientes: OB = % . BC = cose-
oT
cante / AOD. BC y OB = OA " 0C = secante £ AOM. OC son las re-
ciprocas de las [1] y [2].
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el'coseno del / adyaeente, 2.° un cateto es tgual al otro ca-
leto multiplicado por la tangente del L opuesto & por la
colangente del | adyacente.

§ 2.°—Aplicacion 4 las relaciones entre las lineas de un mismo dngulo.

TEOREMA.

166. El cuadrado del seno de un arco mas el cuadrado
de su coseno es siempre igual 4 la unidad (1),
Demostracion.—En un A rectingulo cualquicra MOP
(fig. 87) de los que tienen por hipotenusa la unidad, resulta:
sen® ; AOM -+ cos® / AOM =1 (155)
bcos*a+senta=1 [1]

TEOREMA,

167. La tangente de un arco, menor que un cuadrante,
es igual al cociente de dividir el seno por el cbseno, y la
colangente es igual al cociente de dividir el coseno por el
seno (fig. 87).

Demostracion.—Siendo (165)

BC oc
tang a = o0 cot & = BT °

se tendrd, reemplazando por BC y OC sus valores (164);
sen a. OB cos a. OB
HRE 2= 5 OB wha = 208

) tang a = —o ‘& [2] cot e e [3]

cogg sen'a -

Conroranto.—De estas expresiones se deduce evidenfe-
mente que tang a. cota =1 [4].

Tambien se obtiene, considerando que tang a, y cot a.
tienen por denominador la unidad, en las expresiones 2] ¥y

[3], y despues de elevar al cuadrado,

fang®*a ~ sen*a cofa . cosfa
1 cos® a 1 - senfa

de lo que resulta,

(1) Enlas proposiciones y expresiones sucesivas reemplazaremos
108 /S por sus arcos correspondientes, para mayor brevedad.

P——
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14 tang*a _ sen*a-|-cos’a
; cos® a
1 +tang®a _  sena+cos*a
~ tang*a “sen® a :
d1+cotta _ senaf cos® a
GOt A Ll cos® a J
1--cot*a gen® a 4+ cos’ a
1 i sen® a '
5 1 4 tang*a 1 1-+tang®a 1
: cos*a tang® a sen® a
1 peotfial & 1 1+ cotta 1
cotfa  costa i~ sen*a
y, en fin,
cos®a — o AT gen® a — ke O
1 + tang® a 1 4 tang® a
cog*a = . T gen® a = ——-——-1
1 4+ cot®*a - 1 4+ cot*a

expresiones por las cuales se obtiene el valor numérico del
geno y el coseno de un arco, cuando se conoce la tangente
6 la cotangente del mismo,

§ 8o—Aplicacion a las relaciones entre lineas correspondientes
4 arcos distintos,

TEDOREMA.

168. El seno de la suma ¢ dife-
rencia de dos arcos es igual & la
suma 6 diferencia de los productos
del seno de cada arco por el coseno
del ofro (1).

1. Construccion. — Dados los
arcos AB y BC que expresaremos,
para brevedad, por las letras ay b
(fig. 88); tracense las | ° BP =sen a,

(1) La demostracion de este teorema s6lo se extiende aqui 4 los ar-
¢0s cuya suma no excede de un cuadrante.
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OL = sen (a - h) al radio AO, Ia | ON = sen b al radio
BO y la || * NM al rddio AO.
Demostracion. {
Sen (a 4 b) = 0L = LM 4 MQ;
pero, en el A rectingulo ONT, se tiene:
NT 6 ML (107) — NO. sen a (165, 1.°) = cos b sen a.
En el A rectangulo NOM se tiene:
CM = ON. cos ; MCN = ON. cos / BOA (98, cor. 3.9
ON. cos a (136) = sen b cos a,
¥, sumando lag dos etpluimms resulta:
sen (a2 4 b] —sen a cos b + ¢os a sen b[1]:
1. Como sen (a —b) = RS = HT = NT — HN

¥ HN = OM, B
resulta, restando las mismas expresiones, E
sen (@ — b) = sen a cos b — cos asen b [2]

TEOREMA.

169. El coseno de la suma 6 diferencia de dos arcos es
igual & la diferencia entre el producto de los cosenos 1 el
producto de los senos de los mismos.

Demostracion. —Siendo

TO = NO. cos a (165, 1.°) — cos b cos a,
¥y RT = SH (107) — SN.sen / HNS — SN. sen / BOA —
SN. sen a = sen b sen a
se tendrd, restando y sumando sucesivamente,
OL = OT' —TL = OT — RT (107 y 106) = cos a cos b —
' sen a sen b
OR — OT 4 TR = cos a cos b - sen a sen b
es decir,
o8 (a +b) = cos a cos b — sen a sen b [3
cos (a—b) = cos a cos b +sen a sen b |

Conrorario.—Sustituyendo en las expresiones Ty [3]a
en vez de b, resulta:

sen 2 a = sen a cos & + cos a sen 4 = 2 sen 4 cos 4 a [b]
COS 2 a = cOS & CO8 & — §en a sen a = Cos® & — gent 4 [6].

Observacion.—Andlogamente se podrian obtener las

cxpresiones que dan los valores de sen 3 a y cos 3 a cuando

]
4],
1

T NN = T
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so conozcan los valores de sen a y cos a y asi sucesivamen-
te: pero se ha de tener presente que hasta ahora sdlo esta-
mos autorizados para admitir estos resultados miéntras el
multiplo dado del arco no exceda del primer cuadrante.

TEOREMA.

170. La suma de los senos de
dos arcos es igual al doble del
seno de la semi-suma. de estos
arcos por el coseno de su semi-
diferencia; la diferencia de los
senos de dos arcos es igual al
doble del seno de la semi-dife-
rencia de eslos arcos por el cose-

Figurd &), no de si Semi-suma.

La suma de los cosenos de
dos arcos es igual al doble del coseno de la semi-suma
de estos arcos por el coseno de la semi-diferencia, Yy la di-
ferencia de los cosenos de dos arcos es igual al doble del
seno de la semi-suma de estos arcos por el seno de la semi-
difevencia (1.

1.° Construccion.—Tomese hicia la parte superior de
O la longitud OL = sen a y hacia la parte inferior la lon-
gitud OH = sen b trdcense las || % LB y HC' al radio OAy
las BB/ y CC' | & éste; y unase B con C'.

Demostracmn.—’I‘em.mm

are BAC = a 1+ b; arc BO =

are B'0" = a— b;

. : 1
BM = sen % (a + b) cuerdaBC' =2 sen 5 (& -~ B}

En el A rectangulo BRC', se tiene que
BR 6 LH = BC'. cos L B' BC' (165, 1
luego, haciendo las sustituciones necesar 1‘1&

1
gen a4-sen b =2 sen — (a + b) cos —- [4 — b) [1].

(1) Esta demoslracion por ahora s6lo se extiende 4 los arcos cuya
suma no llegue 4 valer la semi-circunferencia.
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9o
2,

Si, en vez de tomar OH = sen b en prolongacion de
OL, tomamos OH’, en ¢l mismo sentido, y por el extremo
H', se trazala | " FC, que serd | * al didmetro AD (107,
recip. 2.°), y se une F con B, se tendra
arc BF = 180° — (a + b), BR' =sena —senb
1
FB = 2 sen —- [180° — (a + b)] = 2 cos —- (a + b);
i pero, en el A recténgulo BFR/, se tiene que

BR’ = BF. sen / BFU 6 BR’' = BF. sen .1 (2= b)

6 sena —sen b= 2 cos —- 1 (2 4 b) sen —- {a—-—b}[]

3.° En el A rectingulo BI‘R , 5@ tiene que
FR = cosa 4 cos b

FR = FB. cos . BFC 6 FR = FB. cos — (a — b)

(S

. 1
‘ (s h) cos -~ (a — b) [3].
4.° En el A rectingulo RBC ge fiene )

RC' = BC'. sen £ B'BC’ 6 RC = BC'. sen —~1—- (a b); 1

|
‘ pero RC'=cosb—cosa y BC =2sen— (a + b);

luego

cosb—_cosa_n.scn-i— (a2 + b) sen flfa—b] [4].

§ 4.°—Extension de las relaciones por medio del Algebra;

171. Consideremos A como el origen desde donde se
cuentan las tangentes hécia la parfe superior 6 la inferior
(fig. 90); sea B el origen desde donde se cuentan las cotan-
gentes hacia la derecha 6 la izquierda; sea el diimetro AB
el origen desde donde se cuentan los senos hicia su parte #

superior 0 inferior; y, en fin, sea O el origen desde donde
se cuentan los cosenos.

Podremos considerar como positivos Ia fangente y el seno ¥
tomados hécia la parte superior de sus origenes respectivos, f




———————— et e ————

—

GEOMETRIA ELEMENTAL 97

asi como el coseno y la cotangente
tomadog hicia la izquierda de los
suyos.

En virtud de esfas convenciones,
resulfard que los genos, terminados
en el primer cuadrante, tendrin las
cuatro lineas positivas,

Ejemplo: Para el arco AM, el
seno, el coseno, la tangente y la co-
tangente son MP, OP, AT y BS,

Los arcos terminados en el se-
gundo cuadrante, tendrén todas sus lineas negativas, ex-
cepto el seno, que sera positivo. Asi, el seno, el coseno; la
tangente y cotangente del arco AM’ son M'P’, OP/, AT y BS',

Lios arcos terminados en el lercer cuadrante, tienen el
seno y el coseno negativos, la tangente y cofangente positi-
vag. Asi, el seno y el coseno del arco AM'M” son M"P’ yOP/,
Ia tangente y cotangente del mismo son AT y BS. «

Lios arcos terminados en el cuarto cuadrante, tienen ne-
gativas todas sus lineas, excepto el coseno, que es positivo.
Asi, elseno, coseno, tangente y cotangente del arco AM'M" M
son M"'P, PO, AT" y BY',

Figura 90,

TEOHREMA,

172. Las lineas trigonomeéiricas de un arconegativo Son
iguales, en valor absoluto, 4 las del mismo arco hecho po-
sitivo; pero de signos contrarios, exceplo el coseno, que es
igual para los dos arcos.«

Demostracion.—1.° Siendo arc AM =arcAM'” (fig. 90},
sus LS correspondientes seran iguales (117, recip.); luego
_ A MOP 22 A M"OP, A AOT = A AOT’ (106, 2.°)

Ademids, / BOM = £ BOM'; por tener complementos ¢
iguales, luego:
X MOQ 22 A MOQ, A BOS == A BOS (id.),
igualdades que demuestran la igualdad, en valor absoluto,
de las lineas correspondicntes & los arcos AM y AM™
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2.2 Siendo MP y M/"'P, AT y AT/, BS y BS' de signo
contrario y OP coseno comun de dichos arcos, queda de-
mostrado lo concerniente & los signos.

173. La consideracion de las lineas correspondientes &
los arcos AM y AM” permite enunciar que: El seno 1y coseno
de dos arcos que difieren en una semi-circunferencia, son
iguales, en valor absoluto, y de signo contrario; la langente
y cotangente son iguales en magnitud y signo. De manera,
que siendo a uno de los arcos, el otro serd 180 4-a, y se
tendra:

sen (180 +a) =—=sena  ecos (180 4 a = —cos a

tz (180 4-a) =tg a cot (180 --a) = cot a.

Cambiando — a por -+ a en estas expresiones, se tendri:

sen (180 — a) = — (sen — a) = sen a (172)
cos (180 — a) = — (cos — a) = — cos a (172)
tg (180 — a) = (tg. —a)—tga
cot (1B0 —a) = (cot — a) — cota.

Es decir, que los senos de dos areos suplementarios son
iquales y del mismo signo, miéniras que las demas lineas
son iguales en valor numérico, pero de signo contrario.

174. Expuestas estas consideraciones, pueden extenderse
lag relaciones demostradas para el primer cuadrante 4 los
demds. Asi, el teorema (166) serd cierto siempre, porque los
cuadrados de las cantidades positivas d negativas son siem-
pre positivos; el teorema (167) sera cierto en todos los casos,
porque, observando la fig. 90, cuando la tangente & colan-
gente consideradas son positivas o negativas, sus senos 1
cosenos correspondientes son de igual signe en el 1er caso y
de desigual en el 2.°

El teorema (168) se extiende enseguida al caso de estar -

la suma de los arcos a y b comprendida entre el 1.° y 2.°
cuadrante; pues, siendo la suma de sus complementos a’y b'
menor que un cuadrante, se tendrd para éstos:

sen (a' - b') = sen a’ cos b + cos a’sen b';
y observando que a8’ = 90 — a y b’ = 90 — b, y reempla-
zada linea 6 colinea por la colinea 6 linea de su arco eomple-
mentario, resultard la férmula [1].

AT e




e ——————— e — iy
-

N

GEOMETRIA ELEMENTAL 99

Se puede hacer constar enseguida, que las fdrmulas
[1] ¥ [2] (nim. 168) subsislen cuando se agrega & los arcos
ay b un cuadrante.

Sea, porejemplo,a’=a+-90°; demanera, quea==2a'—90°,
Reemplazando por a la diferencia entre el arco a’ y 90°; re-
sultara:
gen (a/ + b— 90°) =

sen {a' — 90°) cos b + cos (' — 907) sen b
cos (2’ 4+ b — 90°) =
cos (2’ — 90°) cos b — cos (" — 90° sen b
y en virtud de que sen (2 —90°) = — sen (90°—a) = — cos a
: cos (a — 90°) = cos (N — a) = sen a
resullara que:
cos (a’ 4 b) = cos @’ cos b — sen a’ sen b
sen (a' -+ D) = sen a’ cos b + cos a’ sen b,
férmulas donde el arco a esta reemplazado por otro que le
excede en un cuadrante,

Andlogas consideraciones serviran para extender las de-

mas formulas.

8 5.0—Aplicacion 4 las relaciones entre los lados y angulos de un {ridngulo.

TEOREMA.

175. Entodo A oblicuangulo los | °= son proporcionales
& los senos de los L° opuestos.
Construccion.—Tracese Ia | BE 4 la base AC del A
ABC (fig. 82, 1).
Demostracion.—En los As BEC y BEA se tiene
EB = BC. sen L C, EB = BA. sen L A (165, 1.°%);

luego BCO.sen / €= BA.sen L A
BC  sen /[ A 5 BC sena
Y BA = ‘®en L O BA — Eene .l

reemplazando todo / por su arco correspondiente, que se
acostumbra a representar por la letra minuscula igual 4 la
del vértice (1).

(1) Sellegaria 4 la misma conclusion empleando la (fig. 83, 2) pu-
diendo reemplazar el sen / BCD por el de su suplemento [ ACB.
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TEOREMA.

176. En todo A oblicudangulo, el cuadrado de un | ° es
igual 4 la suma de los cuadrados de los olros dos menos
el doble producto de éstos multiplicado por el coseno del L
que comprenden.

Construccion.—Tricese la | BE (fig. 82, 1.°) al lado
AC del A ABC.
Demostracien.—Se tiene en el A ABC (156)
BC* — AB® 4~ AC* — 2 AC. AE
pero AHE = AB. cos /L A (165, 2.°);
luego, reemplazando por AE su valor,
BC®* = AB® 4 AC* — 2 AC. AB. cos £ A

TEOREMA.

177.  En un /N oblicudngulo un | “ esigual & la suma
cle los otros dos mulliplicacdos respectivamente por el coseno
de los L3 que forman con aquél.

Construccion.—Tricese la | BE (fig. 82, 1) al | ® AC.

Demostracion.—Iin los As EBC y ABE se tiene,

CE = CBcos L C, AE= ABcos [/ A
v, sumando, AC=CBcos ; C+ ABcos . A
Observacion.—Lo mismo resultaria empleando la (figu-
ra 82, 2).

TEOREMA,

178. El area de un A esigual & la mitad del producto
dedos | o3 por el seno del /[ que comprenden.
Demostracion.—Llamando S al 4rea del A ABC (figu-
ra 80, 1), se tiene
1
Bl 5 EB. CA
peroc EB—=BCsen L C 6 = ABgen / A;

1
luego S = - BC.CAsen /1 O 6 = —_;— AB/CAsen [ A,
eg decir, 8 = —1) abgen L. C 6 = —;—- c.hsen L A

T —— ———
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TEOREMA.

179. En todo A inscrito un | ° es igual al didmetro de
la etrcunferencia por el seno del [ opuesio.

Construccion.—Tricese el diametro BE (fig. 84) y
unanse A con B

Demostracion.—In el A rectangulo BEA, se tiene

BA =2 R. sen . E; pero, . E= L C (118);
luego BA —2Rgen L .C.

Observacion.—Este teorema es el (161) demostrado por
distinto procedimiento, y tanto ¢l uno come el otro razona-
miento, aunque distintos en la forma, son el mismo en el
fondo, pues se fundan en los mismos principios. :

ConcrustoN.—Si, pues, se consiguiese determinar, para
los As MOP, M'OP ete. de cada especie comprendidos en
la circunferencia O (fig. 87) el valor de cada una de las
lineas, llamadas irigonomélricas, es evidente que se podrian
determinar ciertos elementos de cualquier A rectilineo, me-
diante los valores numéricos de otros que fueran conocidos,
en virtud de las relaciones establecidas entre ellos por los
teoremas anteriores.

Este es el objeto de la Trigonometria, que lo realiza con
el auxilio de Tablas donde estin calculados, no las lineas
de cada L & arco, sino los logaritmos de éstas; lo cual faci-
lita los cdleulos, segun se demuestra en Algebra, y despues se
pasa con facilidad de los logaritmos & los valores buscados.

VI[.-—RELACIONES METRICAS DE LOS POLIGONOS SEMEJANTES.

TEOREMA.

180, La relacion de dos perimetros de dos poligonos se-
mejantes, es igual & su relacion de semejanza.
Demostracion.—En los poligonos ABCDEF y A'B'0'D’
E'I (fig. 79), se tiene :
AB BC CD
AR — AP WO e ;

—
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lego . AB + BC 4 CD..... B
HeB0 T B B Ok 0D, SRR TR SR
llamando P y P’ 4 los perimetros.

TEOREMA.

181. En dos A semejantes, las bases
son proporcionales & sus alturas.

Demostracion.—En los As ABO y
A'BC (fig. 91), se tiene

AB BC hipttesi
AB = BO (hipotesis).

En los As recténgulos BAD y B'A/D’

(ueson semejantes por tener [ B= ; B’ (hipbtesis), se tiene

Iigura 1.

AE™ TAD
AB T XD
BC AD

L B = ADY

TEOREMA.
182. Los perimetros de dos poligonos requlares seme-
Jjantes, son proporeionales 4 sus rédios y apotemas.

Demostracion.—En los poligonos ABCD...y A'B'C'D’ ...
(fig. 59), se tiene (146)

P BC
PR
pero oLl I 0o
B¢ OL’ g
luego -P_. at _ﬂ‘_ o .&
' P OLf og

(J e e R g
(lamando A y A"y R y R’ los radios y apotemas).
TEOREMA,

183.  Dos circunferencias son enfre st como sus radios ¢
didmelros, o la razon de la longitud de una circunferencia
a su didmetro es constante.

o ——————
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Demostracion.—Sean dos circunferencias O y 0" de
radios R y R'. 8i inscribimos en cada una un poligono re-
gular de un-mismo nimero de lados el uno que el ofro; Ila-
mando P y P’ sus perimetros respectivos, se tendra

BiupueRe

W R
y, siendo cierta esta proporcion, cualquiera que, sea el na-
mero de lados de los dos poligonos, subsistird haciendo
crecer indefinidamente el nimero de lados; pero entdnces
los perimetros Py P’ tienden hdcia sus limites respectivos,

, mss o O ‘ R,
y su relacion tenderad hacia o Setendra, pues, enel limite:
L
(8] R
€T 3R
(0] (o8 ¢ (0

6 = = w7 - = 9B
R R 2 2R R
El nimero que expresa la relacion de la circunferencia
al didmetro se indica por la lefra =
; | C :
Observacion 1."—Siendo 5 = = 8¢ tendra
G -
A
de manera que, siempre que esté determinado el valor de =,
podra calcularse la longitud de la circunferencia cuando

esté dada la del radio y reciprocamente.
Ademds, siendo = R la longitud de la semi-circunferen-

C=2=R y kK=

B bianE .
cia, la del arco 1.” sera —my- ¥, POr consiguiente: la longl-

iud L del arco de n grados, en la circunferencia de rédio R,

. . ©=Rn
tendra por expresion L = —jgn=

; 1
Estando expresada el drea de un circulo por — C. R
~

(140 cor. 4.°); si se sustituye por el valor de la circunferencia
gu expresion hallada, se tendra
Area del circulo = = R,
Observacion 2."—Llamando L. 4 la base de un sector
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| circular, anéilogas consideraciones i las empleadas para el
cireulo (140 cor. 4.°) conducen # la expresion de su drea

1 m Rn
——— b ] o U e b ]
| D= "*"—'2 lu. -L y = 2 I\a, J_SU |

0 drea del sector —

n -
: T IE‘
360 TV
I designando 7 el numero de grados de la base.

TEOREMA,

18%. Das arcos semejantes, es decir, dos arcos que cor-
I responden a [ 3 en el centro iguales, en dos circunferencias
diferentes, son proporcionales & sus rédios.
'| ; Demostracion.—Siendo L y L/ las longitudes de log
I arcos, R y R' los radios y O y O’ los £* en el centro iguales
| que corresponden & estos arcos, se tiene

L O L 0’
| Bl e oA 0 B e 150
' ¥ como estas proporeiones tienen una razon comun, resulta
| bl o L B T R 3
| 2zR ~ 23R

S A GRSl S,
R R L R
TEOREMA.

185. La relacion de las 4reas de dos poligonos semejan-
les, esiiqual al cuadrado de sw velacion de semejanza, o
dos poligonos semejantes son entre st como los cuadrados
de sus | ‘= homdlogos.

Demostracion.—Sean, primeramente, dos Af ABC y
A'B'C' (fig. 91) semejantes; se tiene

—

1
area de ABC = —5- BC. AD, dreade A'B'0' — —E B/C'. A'D’

[ 4rea del A ABC B¢, AD' BC AD
|: U0 Freadel AAB'C' = BO.AD  —BO ' AD

¢ AD
drea de ABC ‘BC?

luego

irea de A'B'C, B0®
Sean ahora los dos poligonos ABC... y A'B'C'... lfig. 79).
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Si los descomponembs en A%, llamando T, T, Ts... los As del
uno y T, T', T';... los del otro, se tendra:

T, At o PG e NBY, it mABY
P 15 R e A S T DABE
{Geso WA T AR 8 _AB*
€0 - F T, + T, . ATpE LR CAYRE

Observacion.—De esta relacion se deduce, reciproca-
mente,

AB S
BT Moo
es decir, que la relacion entre dos | e homologos es la mis-
ma que la de las raices cuadradas de las areas.

TEOREMA.

186. La relacion de las dreas de dos poligones requlares
del mismo mimero de | %, es igual & la relacion de los cua-
drados de sus apotemas ¢ de los cuadrados de sus pédios.

Demostracion.—Sean p, a, r, ¢l perimetro, Ia apotema
y el radio del primer poligono; p/, a’, v, cl perimetro, la
apotema y el radio del segundo; se tendrd que la relacion
de sus 4reas serd (140 cor 1.°)

)

Bl s @\ kb

"-lTP’.a’ Bl ST
oro (18 SPGB
pero (182) T ReaT o e

drea del 1.er A a? rt
Juego “ares del'2C AT B E o
TEOREMA.

187, La relacion de las dreas de dos circulos y.la de dos
seclores circulares semejantes es igual & la de los cuadrados
de sus radios.

1.° Demostracion.—Siendo Ry R’ log radios de cada
circulo, se tendra (183, observ. 1.%;
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area de circulo R m R B
drea de circulo B ~ wR® — RE

Demostracion.—Siendo §, L, R, el 4rea, la longitud
del arco y el radio del primer sector yh L', R, el 4rea,

la longitud del arco y el radio del segundo, se tendra (183,
obsery. 2.%

L)b

I ! R
B e o b R -
S L _]]_ B L R
L
pero L R" (181
por ser los arcos semejantes;
lueco .E =i ....E‘":..
uee AT &
TEOREMA.

188. La relacion de las dreas de dos segmenios seme-
janles (es decir, limitados por arcos semejantes) es igual 4
la de los cuadr tdos de sus radios.

Demostracion.—Sean S y T las dreas del sector y del
A cuya diferencia es el primer segmento, y 8' y T’ las del
sector y A cuya diferencia es el scgundo segmento.

Siendo semejantes los AS, asi como los seclores, se ten-
dra (187 y 185):

s R? T R*®
BT R, LT o R

! S !F ]R‘E

o <L == 'TF-E_ = _'R_fz 3
:n!__rlu I{g

luego - = -

o
i

-
=




LIBRO IV.

1,—PROBLEMAS.

§ 1.0—Problemas relativos & la linea recta.

Figura 92. Figura 93, Figura 941,

189. ProsuEvA 1.°—Dividir una | * dada en dos parles
iguales por medio de una | .

Resolucion.—Haciendo centro en sus exiremos, y con
un radio mayor que la mitad de la | * AB (fig. 92), tracense
dos arcos de circunferencia, y inanse los [.]s Cy D de in-
terseccion por una | °, que serd la buscada (106, ohserv. 2.

ProsLEMa 2.°—Por un [.] dado P, trazar una L 4 una
| " dada.

Resolucion.—1.° Siel [.JPestienla |* AB (fig. 93);
haciendo centro en él, tracense, con un radio cualguiera, dos
arcos que determinarin, por sus intersecciones con la |°
los [[FAYB; Y haciendo con respeclo & éstos la consiruc-
cion del problema anterior, se obtendré Ia | * buscada DPC
{106, observ. 2.%)

9.° Siel[.] P estdfueradela | " AB (fig. 94); haciendo
centro en ¢, trédcese un arco AB que corte 4la | ® propuesta
enlos LPAYB; Y repitiendo la construccion anterior, se
obtendra la | * buscada DPC (106, observ. 2.5

3.° Siel[.] dado os el extremo A dela | AB (fig. 95);
describase, desde un [.] cualquiera P como centro, una cir-
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cunferencia que pase por A, tricese la | * DO, que pasa por
los [sDyPy la |* queunael[.] C de interseccion de
ésta con la circunferencia al |.] A, serd la | * buscada AC.

Figura §5. Figura 98. Figura 97.

ProsrEMa 3."—Trazap la bisectriz de un o dado.
Se distinguen dos casos, segun esté dado el vértice 6 no.
1.* Resolucion.—Tréicese el arco DE (fig. 97) y, hacien-
do centro en D y I, trdcense dos arcos que se corten, El [.]
de encuentro P yel A determinan la hisectrizhuscada(91,2.°
2. Resolucion.—Tricese una | * MN que corte los | o8
dados AB y CD (fig. 97); triacense las bisectrices MG, NG,
ME' y NF de los cuatro £ % que forma dicha | " con los | o5,
La | * IHI serd la bisectriz buscada, pues el [.] G equidista
de AM y MN, de MN .y CN (106, observ. 2."), y, por consi-
guiente de AB y OD, lo mismo que el [.] I'; luego determi-
naran la bisectriz,

Figura 98. Figura 99,

Prosrema 4."—Por un [.] D exterior 4 una | °, trazarle
una || ".

Resolucion.—Haciendo centro en un [.] A de la | * AB,
Yy con un rddio igual 4 la distancia al |.] dado D (fig. 98),
tracese un arco BD; haciendo centro en D con el ridio AD,
tracese el arco AC; tomese la cuerda AC igual 4 la cuerda
DB. La | * €D que une los [.]* Cy D es la | " buscada, pues
frazando la | * AD, resulta que los £ 5 ODA y DAB son igua-
les (117, 2.°) y, porconsiguiente, ABy CD son | 28(97, 1.°).
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PropreMA 5.°—Por un [.] frazar una | * que forme con
otra dada wn L igual 4 otro dado.

Se distinguen dos casos, segun que el [.]esté enla [ *0
fuera de ella,

Resolucion.—1.° Haciendo centro en el [.] dado D, trd-
cese un arco G (fiz. 99) con el mismo rédio que el arco A
trazado en el L dado; tomese la cuerda EFF = cuerda AB, v
unase el [.] F con el [.] D. La | " OH serd la buscada (111
y 117, recip.s) i '

2.° Siel[.]dado esel H (fig. 99}, por un [.| Q dela | “.
tricesc el ; PQL = , ACBy porel [.] H una|*® a4 la PQ
que serd la | * buscada (97).

§2.9—Problemas relativos 4 poligones.

Figura 402, Figura 101,

§£190. Prosuema 1.°—Construir un A, dados sus lres Jres
a, by e (fig. 100). - .

Resolucion.—Desde los extremos B y O de una [°
BC — a, tracense dos arcos con radios iguales & cada uno
de los | s dados b y ¢; inase su [.] de interseccion A con B
y 0. El A ABC ser# el buscado (92).

Nota. Para que el problema sea posible se necesita y
hasta que el mayor de los | °8 sea menor que la suma de
los otros dos.

Prosiema 2.°—Constriir un, A, dados dos | °=a; by el
L © comprendido (fig. 101).
Resolucion.—En uno de los extremos C del | * CA =1

tracese un / ACB = L C; desde C como centro, tracese,

con un radio iguald la | * a, un arco que determina el [1B
enla|*® OB, La | * BA que une su [.] de interseccion, de-
termina el A buscado (87). s
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Prosuena 3.—Consiruir un A, dados dos |9 a, by el
L B opuesto a uno de ellos (fig. 102),

Figura 102. Figura 103,

Resolucion.—En el extremo B de la | * BO — a, tricese
una | * que forme el /. CBA = / B; haciendo centro en a,
con un radio igual al | ® b, tricese un arco cuya intersec-
cion A con la |* AB, determinara el vértice C del A
buscado, .

Observacion.—Cuando el ; B es agudo, si b-< a, el
problema admite dos soluciones, dadas por los” AS” BCA
y BCA'; pero si b no es < a, s6lo admite una.

Cuando el L B es recto, el problema es imposible si b es
menor 6 igual que a y admiteunasolucionsib>a (101, recip.)

Cuando el £ B es obtuso, para que el problema sea po-
sible; se necesita que b sea mayor que a (101, recip.)

Prosuema 4.°—Construir un A, dados dos 15 A yCy
el | ° a adyacente & los mismos (fig. 103). '

Resolucion.—En Ios extremos de BC — a, tricense dos
| % que formen /5 respectivamente iguales a los £ % dados.
El & ABC sera el buscado (89).

Observacion.—Para que el problema sea posible se ne-
cesita y hasta que la suma de log 2% dadog no llegue & 2| ¢
ni exceda de esta suma.

ProsrEya 5.°—Construirun parale-
légramo, dados dos | a, b y el
comprendido (fig. 10%).

Resolucion.—Tricese un ;£ BCA
= (. C; tomense en sus | o5 dos longi-
tudes CB = b, OA — a y, por los ex-
fremos B y A, tracense dog || 8 que s¢

Figura 104.
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cortaran en cierto [.] D. EI paralelégramo ABOD es ¢l
husgcado (96, 4.°)

Prosrema 6.°—Construir un poligono igual & ofro dado.

Resolucion.—Descompdngase en A% y constriyanse,
sucesivamente y en el mismo érden.. A® iguales 4 los com-
ponentes del poligono, 6 {racense || s deigual longitud, que
pasen por todos los vértices del poligono dado, y unanse losg
extremos de las que corresponden & cada |°. El nuevo
poligono tendré sus | o respectivamente iguales y || 5 4 los
del propuesto y serd el poligono buscado.

§ 8.°—Problemas relalivos a lineas proporeionales.

Figura 105, Figura 106,

191. Pnosrema 1.°—Dividir una | * a en parfes propoi-
cionales 4 otras dadas m, n, p (fig*. 105 y 106).
Resolucion.—1.° Témese, en uno de los | %S de un L
cualquiera, una longitud BE =a y en ¢l otro, las longitudes
BC' — m, G'D' = n, D'E' = p; tnanse los extremos By E’
por una | * EE'y trécense las || % 4 ésta D'D y ¢C. Los
segmentos BC, OD y DE son los buscados (134, 1.7)
2.° Tricense, 4 continuacion uos de otros, y sobre una
| %, los segmentos BC = m, OD = n, DE = p, y tricese
sobre 1a | * BE un A equilitero BOE; tdmense los segmen-
tos OB' = OB’ — a; tmanse los [.]* B’ y B’ por una | %, asi
como los O y €, O y D. Los segmentos B'C', o’y D'E
gon los buseados (144 y 134). '
Observacion.—Si en vez de ser proporcionales los seg-
mentos 4 longitudes dadas, hubiesen de ser iguales, lacons-
truccion seria la misma.
ProsueMa 2.°—Hallar una cuarta proporcional & (res
| a8 dadas a, b y c (fig. 107).
Resolucion.—En uno de los | ° do un L NMQ, tomen-
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se, a contar desde el vértice, dos segmeiitos MN = a,
MP =Dbyen el otro |° el segmento MQ = ¢; tinase N
con Q y tricese PX [|" 4 NQ. EI segmento MX serd ol
buscado (134, ebserv |

Figura 107. Irigura 108.

Observacion.—El segmento igual & I’ podrd tambien to-
marse en la prolongacion del MN == a y ent6nces, el seg-
mento buscado estara en la prolongacion del MQ — ¢.

Prosrema 3."—Hallar una media proporeional & dos | »
dadas a<y b (fig. 108).

Resolucion. —1." Témense los segmenfos CE = a,
BD’ = b, & continuacion uno de otro en una | * cualquiera;
tracese una semi-circunferencia sobre 0D’ como didmetro ¥
porel [.]Ela | EF a CD’; EF seri la media proporeional
buscada (154, 2.°).

2.° Témense, desde el [.] C, los segmentos CE — a,
OD = b; tricese una semi-circunferencia sobre CE como
didmefro y la | DH & éste. La cuerda CH serd la media
proporeional buscada (154, 1.°).

3.° Sise toma D'C igual 4 una de las longitudes dadas' y
D’E igual 4 la otra; la tangente DG trazada 4 Ia circunferen-
cia, cuyo diametro es EC, serd la media proporcional busca-
da (153, cor.)

ProBLEMA 4.°—Construir dos | ® cuya suma y producto
se conocen (fig. 109).

Resolucion.—Sobre la | * BO igual 4 la suma dada,
tomada como didmetro, constriiyase una semi-circunferen- -
cia; por uno de los extremos de dicho didmetro, tricese la |
a éste, de una longitud, cuyo valor numérico sea la raiz
cuadrada del producto dado; por su extremo D trdcese la || *
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DF’ al didmetro OB. Las | s E'E y F'F determinan los seg-
mentos buscados BE y OE 6 BF y FC (154, 2.°)
PropLEnA 5.°—Construir dos | # cuya diferencia y cuyo
producto se eonocen (fig. 110).

Figura 109, © . Figura 110.

Resolucion.—Sobre la | * BCigual 4 la diferencia dada,
como diametro, frécese una circunferencia; levantese la
| BD al didmetro BC, de una longitud igual & la raiz cua-
drada del producto dado, y tracese la | * BF que pasa por el

~ centro. Los segmentos DEy DF seréin los buscados (153, cor.)

Prosuena 6.°—Dividiruna | *
en edia y extrema razon, es
" < decir, en dos segmentos lales,
que el mayor sea medio propor=
cional entre el menor y loda la
| * (fig. 111).
Resolucion.—Trécese por el
. extremo B dela)| *dada AB, Ia |
4 ésta, igual en longitud & la mitad de la misma; desde el
extremo O como centro, y con OB como rddio, describase
una cireunferencia; tinase el extremo A con el centro. El
segmento AX = AU resuelve la cuestion.
Demostracion.—Considerando la secante AC" y la tan-
gente-AB, se tiene:

Figura 144,

AC . AB e ., AB—AC AC/ — AB
S TR (158, cor.) 6 —x5 — NG
XB AX
< AX T NABL?
pues AC=AX,AB—AC=AB— AX=XB
Y AC — AB = AQ — CO' = AQC = AX

B
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; ; ¢ AC AB
Observacion,—Tambien, de la proporcion AR ACE
se deduce que 4B = 25
AB 4 AC AB - AC/
¥, tomando el [.] X’, de manera que X’A sea 10"11.11 a AQ,
s AB X'A
resultara que . XA — XDB

lo cual econduce & decir que: los [.]s X y X’ son tales, que
sus distancias @ uno de los extremos de la | * AB son me-
dias proporcionales entre las distancias respeclivas al olro
y loda la | *; manera mas general de definir la chusmn de
una | " en media y extrema razon. :

Se notard ademas que no hay més [.]5.que tengan esta
propiedad; pues si, por ejemplo, eéntre A y B hubiera otro

-1 X XUB v AKX
[.] X tal que X'A = AB
fendsi AB + AX”  (AX" 4 X'B) 6 AB
se tendria que ———= i AX" :

proporcion' incompatible con la que establece la relacion
entre la tangente y los segmentos de 1a “secante; porque los
extremos AB 4+ AX" y AX"” de launa son 4 la vez mayores
6 menores que los extremos ACy AC! de la otra, siendo
los medios iguales,

§ B.°—Prohlemas relativos 4 la circuuferéncia.

192, * Prosrema 1.°—Dados tres [.]8 A, By C, no situados
et linea recta, trazar una w'camﬁ,rcnua que pase por ellos
(fig. 47).

Resolucion. —Unanse Ay B, By O por lag [ 2 ABy
BC, y, en'sus [.]¢ medios m y n, trécense las 1.8 moy no,
cuya interseccion o determina el centro de la circunferencia
buscada (109]). _ : .

Proprena 2 “—Porun [.] dado, trazar una tangente.4
ung circunferencia.

Ocurren dos casos, segun que el [.] esté en la circunfe-
rencia 6 fuera de ella,

Resolucion.—1.° Sea el [.] P de la circunferencia (figu-
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ra b3). Tracese el rddio OP y la | AB 4 éste, la cual serd
la tangente buscada (115).

2. BSea el [.] P exterior 4 la circunferencia (fig. 56) cuyo
centfro es O; tomando OP como diimetro, tracese una cir-
cunferencia y unanse los [.J5 de interseccion T y T' con el
[.]dado P. Las|ss PT y PT’ satisfacen & la cuestion (120, 1.°)

Prosnema 3."—Trazar sobre una
| * NT un arco de circunferencia
capaz de un / ABO (fig. 112),

Resolucion.—Tricese en el ex-
tremo Tide NT la | * MT que forme
un ;| MTB = /£ ABC'; levantese la

gt LOT4TM yla | RO 4 NT en su
[.] medio. El [.]de interseccion O es el centro del arco
buscado (118, cor 1." y 98, cor 3.°)

Figura 118

Prosrena 4.°—Tprazar una circunferencia tangenie &
tres | »s dadas (fig. 113).
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Resolucion.—Tricense las bisectrices de log y8del A
ABC. Bl [.] O de interseccion de dos de ellas es el centro de
una de las circunferencias que resuelven la cuestion.

Lias hisectrices de los 5 exteriores del A ABOC deter-
minan los centros I, 17, 1”7, de otras circunferencias que sa-
tisfacen tambien « la cuestion,

1.—PROBLEMAS RELATIVOS A LOS POLIGONOS REGULARES.

§ 1."—Problemas grificos.

193, Prosuema 1.°—Dividir una cir-
cunferencia en cualro parles iguales é
inseribir 6 cireunseribir a ella un cua-
drado fig. 114).

Resolucion.—Tricense los diametros -
BD y AC | entresi. Las cuerdas de los
arcos que determinan son los [©°% del
cuadrado,

Demostracion.—Siendo |_S log cuatro /5 formados al-
vededor de O, son iguales {51, 2.%); luego los arcos corres-
pondientes son iguales (117); luego tambien sus cuerdas
(111), que forman un poligono inscrito y equilitero, que serd
regular (124).

Bl cuadrilitero formado por las fangenfes serd a4 su vez
circunserito y equiangulo y por consiguiente regular
(124,2.5)

Figora 114,

Figara 415, Figura 118,

ProerEMa 2.°—Dividir una circunferencia en seis partes
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iguales ¢ inseribir 6 cireunscribir 4 ella un exdgono regi-
lar (fig. 115).

Resolucion.—Tomdindose como cuerda el ridio, se ob-
tendra el exagono bugcado.

Demostracion.—Siendo BC = OB = OA por cons-
truccion, el /A OAB es equilatero, luego sus L5 son iguales
(88) y, como sumados valen 2 L8 (100, 2.%), cada uno

91 g A S
valdrd LSL— = i{l?—b— :
luego el /. AOB puede colocarse seis veces exactamente al-
rededor del [.] O, y las cuerdas AB, BO....... seran iguales
(117 y 111); de manera que el polizono ABEDEF, que es
inserito y equilatero, ser a regular (124).

El exagono circunserito correspondiente que serd equidn-
gulo, serd tambien regular (124, 2.°)

Observacion.—3e obtendran log AF equiliteros inscrito
y circunscrito, uniendo los vértices alternados del exagono,
y trazando tangentes en éstos (124, 1.° y 2.7

Prosreva 3.°—Dividir una cireunferencia en diez pay-
tes iguales ¢ inseribir y eircunseribir & la misma un de-
cagono regular (fig. 116),

Resolucion.—Dividase el riadio en media y extrema
razon, y el segmento mayor aditivo sera la cuerda del arco
que divida 4 la circunferencia en diez partes iguales. Tra-
zindose tangentes por los |.]8 de division, se obtendra el
decdgono regular cireunserito (124, 2.°)

Analisis.—1.° Supdngase que AB esel | ° del decigono
regular buscado (fig. 116},

Bl A AOD es isdsceles y ademas el [ AOB es, por hipo-
tesis, igual 4 —J_-;JE-— = 36%; luego entre los ;5 OBA y OAB
valdrian 180° — 36° = 144° (100, 2.°) y cada uno 72° (88).

Si se traza la bisectriz A.\-I del ; OAB, se tendra que los
AB BMA y AMO son isésceles; pues en el primero, valiendo

ABM 72° y el » BAM 36°, el L BMA valdrd 72°% yen
cl segundo, los £5 MAO y AOB valen cada uno 36
luego (90) AB = AM = MO;
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pero, siendo AM la bisectriz del ; BAO, se tiene {162)

BM AB ., BM AB
MO = TRO ¢ YRR = RO

(reemplazando MO y AO por AB y BO), con lo cual queda
justificado el procedimiento enunciado.

2.% Se eircunscribira el decigono regular, trazando tan-
gentes por los [.]5 de division obtenidos al construir el
inscrito (124).

Observacion 1."—Siendo OD la bisectriz del £ BOF su-
plementario del £ AOB, se tendrd (162, 2.°)
que DA A _:?L(') o DM

DM MO 6 AM
[pues, teniendo los /% DOB y OMD la misma medida, (136,
cory 137. 3.°) el A\ OMD es isésceles]; es decir, que AD es
el mayor segmento sustractivo del ridie OD = MD dividido
en media y extrema razon.

Iista cuerda que comprende fres arcos del decagono
regular convexo puede servir de | ° 4 ofro decigono regular
llamado estrellado.

Observacion 2.*—Uniendo los vértices del decigono con-
vexo alternadamente, se obfendra el pentigono regular
inserito.

Propuema 4."—Dividir una circunferencia en guince
partes iguales ¢ inseribir o circunseribir & ella un penta-
decigono regular.

Resolucion.—T6mese la cuerda del arco, diferencia en-
tre los del exdgonoy decigono convexos regulares, y podra
colocarse quince veces en la circunferencia.

El pentadecigono eircunserito se obfendrd frazando
tangentes en los [.]s de division (124, 2.°)

Demostracion.—Se tiene, en elecio,

—6- de ¢.fla — ~1—l— de ¢.cit — -_11,,]— de c¢.oia

PropruEyMa 5.°—Dado un poligono regular inserito 6 ¢ir-
eunserilo, inseribir ¢ cireunseribir otro de doble nimero
de | o8 (fig. 117).

Resolucion.—Tracense radios | ® 4 cada | ° del poli-
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gono inscrito, que dividiran 4 los arcos correspondientes en
dos partes iguales (112), y uniéndose cada [.] medio con los
extremos del arco correspondiente, 6 trazando tangentes por
los nuevos y primitivos [.]* de division, se obtendrin uno y
ofro poligono.

Observacion.—Aplicando este procedimiento se podran
inscribir y circunscribir exactamente los poligonos de los
siguientes nimeros de | o8

3, 6,12, 24, 48........
48,16, 32, B4
50,20, 405 805
15, 30, 60,120, 240,.......

§2.0—Problemas numérieos.

194. Prosrema 1.°—Hallar la relacion que exisle entre
los | °s de los cuadrados inscrito y eircunscrito y el radio
(fig. 11%).

Resolucion.—1.° En el A rectangulo AOB se fiene
AB? = OB® 4+ OA® (155) = 2 OB*
] = =715
{reemplazando [ por AB y » por OB, y extrayendo la raiz
cuadrada de ambos miembros);
l
o
2° Bl |° del cuadrado circunscrito es evidentemente
igual al didmetro, es decir, que [ = 2 7.
ProsuEma 2.°—Hallar la relacion que existe enire los
| o3 del A regular inserito y circunscrito, Y el radio (ligu-
ra 115). :
Resolucion.—1.° En el A rectingulo ACD se tiene (155)
AC? = AD* — CD*

luego =1/2

0 P=RrpP—r=4r*—1r=31"
(reemplazandol por AC, 2rpor AD yr por CD (193, prob. AR
Ii_‘l

l ==
-;_?=3 (6] —1‘—=‘I'r"’3

92° (omo el cuadrildtero ABOD es rombo 6 cuadrado,

luego
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por tener sus | ° iguales {IQ‘B prob, 2.° y 68), las diagona-
les OB y AC son | % entre si y se cortan en partes iguales
(108, 2. y 4.°); y ademdas ACes || "4 A'CY por ser |5 al ra-
dio OB; resultando de esto que
A'CY (0)6;
AT T 007
es decir, que el | ° de un A equilitero circunserito es doble
que el del inscrito, pues OB = 2 00; luego
il
B 7 oVE

Prosrema 3.°—Hallar la relacion que existe entre el |°
de los decigonos inscriltos y el radio.

Resolucion.—Si AB (fig. 111) es el radio la circunfe-
rencia dada, los segmentos AX y AX’ 6 sus iguales ACy A
representaran los | °s de los decigonos regulares convexo y
estrellado (193, prob.-3.°); pero

AB = 00U = AC' — AC
y ademads, en el A rectdngulo AOB, se tiene
AO = /ABE - 0B
Las expresiones que se buscan de AC y AC' serdn, pues,.
AC = A0 — CO = AR - 0B® — (O
AC = A0 + 0C' = ¢/AB*J-0BY 4 OC';

It

Yy, sustituyendo en dichas expresiones, R por AB ARt

por CO y CO', resultara:

\MV@+ *__ﬁvwwﬁ_i
B A §kR® - R® R
.\C':\/R=+ - ~I—f=\/-”‘—;£ +

R S —
=5 V5 + 5 = 5 (V& 1)

PROBLEMA 4. —HaH&r la relacion que existe enire el | *
del pentdgono regular y el radio.

Resolucion.—Siendo FD (fig. 116) el | ° del pentigono
regular (193, prob. 3.°, observ. 2.%), AD el del decigono re-
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gular estrellado (id. observ. 1.") y el A AFD rectdngulo en
D, resulta que

FD = \/AF* —AD* = \/(z’ R)? —-—rf:— (v8 + 1)
\/tR —ﬁp—i—? vs 1]

iy \/ BRI =SR WS =R (R =g

2

i~

- . R =L
[reemplazando 2 R por AF y —- (/5 + 1] por AD].

Andlogamente se obtendrd el | ° FB del pentigono regu-
lar estrellado considerando el A rectingulo FAB. Asi

FB =,/ AF*— A \/ R* — — (v5 — 1)

R T e —
— 0T

Observacion.—Si n es nimero de | 9 de un poligono re-
gular convexo, existen tantos estrellados como n umeros in-
ni==

b , I f .
feriores 4 ~5-—1 6 ——F—— — 1 (segun sea m par o

impar) y primos con .

ProsuEMA 5.%—Hallar la velacion que existe entre el | *
de un poligono regular inserito y el del circunserito de igual
mimero de | °s (fig. 117).

Figura 117. Figuri 148,

Resolucion. —Sean AB y OD los | 8 de un peligeno re-
gular insecrito y del circunserito de igual numero de | 9.
Tracese el radio OF que serd |_al | * AB (115 y 96, 2.%)
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En el A rectingulo OBE, se tiene

OE* =OB* — EB* = 1* — (- 1) =1*— T'le B

ey
—n

‘41‘2‘“‘!:

4

5

i (reemplazando OB por 7, BE por -—i:,— l y efectuando ope-

SRR L il LS. Sy v yemy 1o
raciones); luego OE = \/_:i— =5 \/3” =P
pero, siendo AB || * a4 CD (115, 112 y 96, 2.°), se tiene
€. . OF B A P 2p

on13h 2= —

T\_E_ 8 7 a2 ‘]/'-5- r— =
= WA —=b
I| . ! 2ol
i 0 tambien G T
[ Y Err— 2

. Prosruena 6.°—Hallar la relacion que existe entre el | °
] de un poligono regular inscrito y el del inscrilo de doble
I nmero de | o (fig. 118).
' Resolucion.—Sea AB el | ° de un poligono regular
‘ ingerito y AC el del que tiene doble numero de | s,
' En el A AOC, siendo agudo el £ AQOC por ser | el £
i AEO que pertenece con aquél al A AOC; se tiene que

' AR = AO®* + CO*— 2 OC. OE (156)

A 1 Ly li ol
= 4 —27. 5 vVir—T
=20 —ryir—F =1 @2r—ykrr—F)
ACG=v7r (27— yar—F)
(reemplazando r por el radio, I por el | ° del poligono dado
y efectuando operaciones).

Figura tHL

PropLemA 7.°—Dados el radio vy la apotema a de un
poligono regular, calcular el rédio v’ y la apolema a’ del
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poligono regular 1sorEriNETRO (1) de doble numero de | %
(fig. 119).

Resolucion.—Siendo AB el | ® del poligono dado, ftra-
cense la | OF & dicho | ° las |® AF y BF,la [ * LI que
une los [.]° medios de AF y BF y las | LO, I0. Lia | * LI
esel | ° buscado, pues es la mitad de AB (1 3% 20000 yel vt
en el centro LOI es la mitad del £ en el centro AOB (91, 1.%:
de manera que el | ° LI, mitad del AB, puede inscribirse
doble niimero de veces que éste en la circunferencia.

Siendo N el [.] medio de EF y el A OLF, rectingulo en
L (91, 1.°), se tendra que:

1
ON = — (OE + OF) [1]

(pues OE = ON — NE y OF = ON+ NF = ON + NE|
y OL®=OF. ON (1564,1.°) 6 OL = +/ OF. ON [2],
O mejor,
8= -;— a7 [8] y v=\/r-a [4]

(sustituyendo OF, OE, OL y ON porr, a, r' ¥ a)s

Despues de obtenido el valor de a’ por la primera ex-
presion, se obtendra el de 7' por la segunda.

Observaciones.—1.* Cuando se pasa de un poligono re-
gular al isoperimetro regular de doble nimero de |, la
apotema aumenta y el réadio disminuye.

2.* 8i obtenido el primer poligono isoperimetro, se ob-
tiene otro de doble nimero de | 95 que éste, y asi se continia
indefinidamente, los | *5 de los mismos irin siendo cada vez
mads pequefios, y tanto como se quiera, 4 medida que aumente
elntimerode |°5; peroenel A OAEsetieneque AO —O0E>AE;
luego el exceso del radio sobre la apotema puede hacerse
lan pequeio como se quierd.

ProsrLema 8.°— Determinar la razon de la circunferencia
al diamelro.

Resolucion por el método de los perimetros.—Ins-
cribase un poligono regular; por ejemplo, el cuadrado, Yy

(4) De igual perimelro.
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caleulese el valor de su | ° y, por consiguiente, el de su peri-
metro por la expresion obtenida (194, prob. 1."); calcilese
enseguida el valor del | ° del octdgono por medio de la’ ex-
presion
AC=1vr (2r— yhr—@)| (194, prob. 6.°)
Hallada la longitud del | ® del octégono regular, y, por
consiguiente, de su perimetro, se obtendrd el perimetro del
poligono de 16 | °5 y, asi sucesivamente, obteniéndose, en
fin, el de la circunferencia, con la aproximacion que se
quiera (129, cor.)
Resolucion por el método de los isoperimetros.—
Si se congidera la circunferencia igual & 2, la expresion
i |
R = jb? se reduce 4 R = —_f_ y el problema & calcular
el valor del ridio de la dicha circunferencia; pues éste sera

; 1N
el valor de la cantidad — , inversa de =.

Pero la apotema y el rddio de todo poligono regular,

cuyo perimetro es igual & 2, son dos valores aproximados de
1 : 3

— el primero por defecto, y el segundo por exceso; pues
lag cireunferencias inscrita y ecireunscrita a dicho poligono,
cuyos radios son la apotema y el radio del mismo, son la
una menor y la otra mayor que el perimetro 2 del poligono,
¥, por congiguiente, que la circunferencia dada; por lo cual
sus radios serdn, respectivamente, menor y mayor que el
de ésta.

L

Consideremos, pues, el cuadrado cuye | ° es

1
perimetro serd igual & 2, su apotema a, = o ysu radio

n=\/ =)=/ F () =\/ = =1 VZ

8i se calculan sucesivamente los ridios y apotemas a, y
I3y &5 ¥ T5,.0.0. de los poligonos regulares isoperimetros de
8, 16, 32,..... | °3, se obtendri la série de valores
gy Tyg gy Tyy sy Pggeienn

-

ERNEN
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quecontendralostérminosa, , a, , a;,..... de lugar impar, cre-
cientes indefinidamente ¢é inferiores & — , ¥ los de lugar
par, decrecientes indefinidamente, y cuyos valores son su-

1
periores & — : de manera que entre dos consecutivos de

s et
estos valores, se hallara el de — , y tomando uno de ellos,

) 1
se tendrd el de — por defecto 6 exceso, segun sea de lugar
(]

par 6 impar, con tanta aproximacion como se quiera, sin
mds que tomarlo suficientemente lejano del origen (194,
prob. 7.°, observ, 2.°

ProsuEna 9.°—Dados los perimetios de dos poligonos
requlares, wno inscrito y otro circunscrito 4 una circunfe-
rencia, calcular los de los poligones de doble niimero de

| o5, uno inscrito Y ofro circunserito 4 la misma circunfe-
rencia (fig. 119).

Resolucion.—Sean p y P los perimetros de los poligo-
nos regulares inscrifo y circunscrito, cuyos | o= son AB y
CD; sean tambien p’ y P’ los de dos poligonos inserito ¥
circunscrito, cuyos | ° son AT y GH, es decir, los poligonos
inserifo y circunscrito de doble niimero de | 8 (193, prob.5.°)

En virtud de (182), se tiene:

6 e, e S O
PO T R T O i
es decir, OF.p=OE. P, OL.p =ON.P,

: OF _ OE OL _ ON
s e il i
P P Nl P

Pero fambien, por ser semejantes los A® rectangulos
OLF y ATE, que tienen el . AFO comun, se tiene:
OL AR p
OR T A Tl
(pues AB, que es mitad del | ® AB del poligono cuyo peri-
metro es p, se halla contenido en este perimetro, el mismo

ntimero de veces que el | ° AF del poligono de doble nime-
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ro de | %, cuyo perimetro es p' se halla contenido en éste); t
OL OF |
O OL. p’ = OF. p, es decir, T e !
v D '

Pero estas razones iguales pertenecen a las proporeiones
arriba deducidas; luego

OF OE -OL . ON F
ps Ul e e
D P P’ P’ :
resultando de estas expresiones que ]
L 1 i*
P =i
OF = - ON, OE = — ON
1 1
e NN, g
y oF — £ on, ON = + OL
P’ P’

si ge sustituyen estos valores de OF y OE, OF y ON, res-
pectivamente, en las expresiones [1] y [2] (194, prob. 7.°)
se obtendr4: ;

1 1 | I
e o Mo . i
ON=—o [-5-ON+4 -~ ON|] 6 1 =75~ =

P P iy

P iiokdes’ LT

B T
(6] 2 oL 1,, oL =\ LR oy
P P p*
Yo
= o
0 = p_[ 2
p’
y, en fin,

SOl Gt ) PR S

P



GEOMETRIA DEL ESPACIO.

LIBRO PRIMERO:
PRINGIPIOS DE LA EXISTENGIA, DETERMINAGION

y sustituciones geométricas.

I.—DETERMINACION DEL PLANO.

TEOREMA.
196, Tres [.]5, no situados en
| * vecta, determinan un plano.
Construccion. —Unanse los
{res-[.]s dados B, B' y B" por | &
(fig. 192).
Demostracion.—La cuestion -
se reduce 4 probar que no pueden
ser distintos los planos que pasen por dichos [.]5 y, en efecto:
sea P un |.] eualquiera que se halla en uno de los planos.
Si se traza en el mismo una | * PAQ, que cortard necesa-
riamente 4 dos de las | 2 BB', BB” y B'B", 6 sus prolon-
gaciones (1), en dos [.]5 A y C, por ejemplo, resultara lo si-
guiente:

Por hallarse los [.JE B, B/ y B” en los dos planos, se ha-
llaran, en éstos, las | # que los unen (22). Por hallarse en
los mismo dichas | ®, ge hallardn los [.[S A y € que estin
en las BB' y BB". Por hallarse los [.]5 A y C enlos dos pla-

Rigura 142

(1)) Porque, sila | 2 PA no encontrase 4 des de lag BB, BB'"6 B'B,
indefinidamente prolongadas, halivia por el [.] de encuentro de éstas,
dos || 2% & la PAC, lo cual es absurdo (5]
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nos, se hallarala | " PAC que los contiene (22), y en fin, el

|.] P que se halla en esta | *;'ldego, cualquier [.] de un.plano

pertenece al ofro; luego no son dos planos distintos, sino
uno sélo.

COR(’ILAHIOS.

1. Un [.Jyuna |® dos| 3 que se encuentran y dos

| as || as DETFRM]\'AN UN PLANO.

Demostracion.—En el 1 cago, el plano estara determi-
nado. por el [.]y dos [.]s cualesquiera de la | * dada; en el
2.° por €l [.] de interseccion y un [.] cualquiera de cada | *
y enel 3.° por dos [.]¢ de una de las || 3 y uno de la otra.

25 La interseccion de dos I;Eanos es una linea |, pues,
si la interseccion tuvjera tres [.]s, no en linea | *, los dos pla-
nos seé confundirian en uno solo, lo cual es contra la hipé-
tesis, : ;
3.° Toda | * que se mueve, pasando constantermente por
un [.]y una | * fijos, engendra un plano, pues, corno Ia | *
mévil contiene, en todas sus “posiciones, al [.] fijoy d.un [.]
de la | * fija, se hallard siempre contenida en el plano deter-
minado por los mismos.

I1.—EXISTENCIA ¥ DETERMINACION RELATIVA
DE LA RECTA Y EL PLANO,
§1.°~Reetas y'planos paralelos.
DEFINICION.

197. Se dice que dos | 2s son || as ap el espacio, cuando,
situadas en un plano, no se encuentran (1) por mis que se
prolonguen; luego, se puede decir (95) que: Por un [.] del
espacio se puede trazar & una | * oNa || %, ¥ sOLO UNA.

COROLARIOS.

1. Como las |25 || % no se encuentran, lampoco podra
encontrar ninguna de ellas & un plano que pase porla olra;

(1) Ademés de las | 38 situadas en un plano que se encueniran ¢ son
paralelas, existen las | 2 que no se hallan en un plano, ni se encuen-
tran, es decir, que se cruzan.
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pues si una de ellas encontrase al plano que pasara por la
otra, tendria que encontrar & ésta, lo cual es contra Ia hi-
potesis.

Queda, pues, justificada la siguiente

DEFINICION.

Un plano y una | * son | °%, cuando no se encuentran
por mas que se prolonguen.

Figura 124. Figura 122,

infinidad de planos || ° & una |*®
2° Por un [.]'se) (fig.121),
pueden trazar infinidad de |8 |28 & un plano
(fig. 122);
pues en el 1.er caso se hallan los planes P, Q, R,............
que pasan por la Gnica | * AB que puede trazarse ala | * CD
porun [.] A; yen el 2.° se hallan las | s P’A’, P'B/, P'CV/,.....
|| 2 respectivamente 4 las | 2 cualesquiera PA, PB, PC,.....
del plano XX.

Figura 123. Figura 124.

3. Sipor una | ®* AB 4 un plano (fig. 123) se traza un
plano que corie 4 éste, LA INTERSECCION CD SERA || * 4 AQUELLA
y, reciprocamente; si por un [.] Cde un plano XX (figu-
ra 124) se trazauna [|[*CD 4 la | * AB, SE HALLARA CONTE-
NIDA TODA EN EL PLANO.

9
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En el 1.r caso, las | @ GD y AB no pueden encontrarse,
sin que ésta encuentre al plano XX, lo cual es conira la
hipétesis.

En el 2.° caso, si UD no estuviese contenida en el plano
XX, lo estaria la interseccion OD’ de este plano con el
(AB, C) y habria por el [.] G las || 2 CD’ (1.%r caso) y CD
(hipdtesis) a la | * AB, lo cual es absurdo. (197).

4.° Sidos|# AByCD (fig. 125)
se cruzan en el espacio, es deeir, si
no se encuentran ni se hallan en
un plano, POR UNA DE ELLAS PUEDE
TRAZARSE UN PLANO [ ® 4 LA OTRA, Y
sélo uno; pues si por un'[.] O de la
_ | * CD se traza una ||* CE4 la [ *
AB, el plano DCE no podrd encontrar 4 ésta (cor. 1.%)

Figura 125,

Figara 1286, Fizura 127
5° Siporun[.] P (fig. 126) se trazan dos | * PQyPR
& un plano XX, DETERMINAN OTRO PLANO QUE NO PUEDE ENCON-
TRAR 4 EsTE; pues si lo encontrase, la interseccion MN seria
| * & la vez & las dos | 8 P'Q y P'R (eor. 3.7, lo cual es
absurdo. Esto justifica la siguiente
: DeriNicion.—Dos planos gaue
no se encuentran, indefinida-
mente prolongados, se lamai
PLANOS PARALELOS.
6. Las intersecciones AB y

XX, X'’X’ con un lereero [AB,
A”B") sox | ®s; pues dichas | o
estdn en un plano y no pueden cncontrarse; porque si esto
se verificara, los planos tambien se encontrarian.

Figura 123,

A"B" (fig. 127) de dos planos || °=,
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7. Porun|.] P (fig. 128), S0LO PUEDE TRAZARSE UN PLANO -
PX"” || * 4 orro XX; pues si se pudiera trazar otro PX" tam-
bien || * al XX, frazandose por el [] P un plano que cortara
i los tres, resultarian las | & PQy PQ’ || 2sdla AB (cor. 6.°),
lo cual es absurdo (197).

§ 2.°—Rectas y planos perpendiculares entre si.
TEOREMA,

198. (Existencia.)—Por un [.] O.de una | " OP pukpEN
trazarse dos | 8 OA y OC |5 4 aquélla y:

1.* Cualguiera |* OB tra- 2.° Cualguieta |* OB fra-
zada en el plano AOC por el zada porel [.] O | & la OP,
[.] O, SERA TAMBIEN | dla OP SE HALLARA TAMBIEN EN EL
(directo). PLANO AOC (reciproco).

1. Censtruccion.--Tracense por
la ) * OP los planos POA y POC, y
en cada uno de éstosuna | OA, OC
ala | * OP (fig. 129). :

Para demostrar que la | * OB es
Al & la | “OR, tomese OB — OP
en la prolongacion de esta | y
unanse, por medio de los [.]8 P y P’

Figura 120,

con los A, By C.
1. Demostracion.—En Ios As PAC y P'AC se tiene

| “CP = °CP/, | “"AP = | ° AP’ (106, 3.°), | °'AO comun;
luego A PAC =2 A PAC
luego L POB= /. P/'CB
y los As POB y P/CB son iguales por lener

[ 0R= |=CP' ) POB = OBy |*«CBicomum;
luego BP:=—BP&

luego la |“OBes | d4la |*OP ('[(}6, observ. 2.%)

2.> Demostracion.—Siuna | OB:dla OP, no estuviera
en el plano AOC; trazando porestas dos | 2 un plano, su in-
terseceion OB’ con el plano XX, geria | dala | " OP (1.°), y
habria pov el [.] O, en un plano, dos | s &4 dicha | %, lo cual
es absurdo (51, 1.°)
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Observacion.—De este reciproco resulta que el plano
AOC contiene todaslas |5 41a OPen el [.] O, es decir, es

el lugar geométrico de éstas.

DEFINICION.

199. Un plano que contiene todas las | s irazadasduna

| ® en uno de sus [.]®

se lama plano | & la misma en

dicho [.] y, reciprocamente, se dice que una | “es | aun
plano, cuando es | & todas las que pasen por su pié en di-

cho plano.

TEOREMA.

200. (Determinacion.)
1. Porun[.] de un pla-
no sOLO se puede trazar una
| * L al mismo.

Figura 130.

2.° Porun[.]deuna |*
séLo se puede trazar un pla-
no |_a la misma.

Figura 134,

Demostracion.

1. Siporel [.] P (fig.130)
hubiera frazadas dos |® PA
y PA/ al plano XX trazando
por dichas |25 un plano PAA’,
su interseccion con el pri-
mero seria | alas |2 PAy
PA’ (198, 1.°), lo cual es ab-
surdo (51 ,cor. 3.7, consec.)

9.2 Siporel [.] P(fig.131)
hubiera trazados -dos planos
PX, PX’ | s ala |*dada; tra-
zando por dicha | “yel [.] P
un plano PA’A", susintersec-
ciones PA’y PA" serian | %4
la |*dada (198, 1.°), lo cual es
absurdo (51, cor.3.°, consec.)

TEOREMA.

201.

Siuna | * ABes | 4 un plano XX (fig. 132},}1301-
su pié se traza una | BD 4 ofra | * EF situada en dicho
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plano; uniéndose el [.] de encueniro D con cualquiera [.]
Adela|™AB, 1a | * AD sEri TamBiEN | Axa EF (1).
Construccion.—Tomense las
distancias DE y DF iguales entre
si, ytnanse los [.]* Ey F con
los B y A por medio de | 2s,
Demostracion.—Los AsBDE
y BDF son iguales (87),
luego  BE = BF,
y como AB es un cateto comun
de los AS ABE y ABF, éstos serdn iguales (87], luego
AE —AF,
luego ADes | 4 EF en su [.] medio D (106, observ. 2.°

Figura 132,

COROLARIOS.

202. De la consideracion y comparacion de los As ABE,
ABF y ABD, resulta que:

1. Sidesdeun [.]-A exterior 4 un plano, se le trazan
la | ABy diferentes oblicuas: 1. Lo | ES LA MENOR; 2.°
LAS OBLICUAS (QUE DISTAN IGUALMENTE DEL PIE DE LA |, SON
IGUALES; 9.” DE DOS OBLICUAS QUE DISTAN. DESIGUALMENTE, ES
MAYOR LA QUE MAS DISTA,

Ademds: El lugar geomélrico de los [.]* del plano que
distan igualmente del [.] A, es una circunferencia trazada
desde el pié de la | como ceniro.

§ 8.°—Correlaciones del paralelismo 6 delerminacion directiva de la recta y el

plano.
TEOREMA.

203. Dos |2 AA’ y BB’ || & 4 una 3." OC', 50N || %5 ENTRE
si (fig. 133).

Demostracion.—Las | 3 AA’ y BB’ no pueden encon-

trarse; porque si se enconfrasen, habria por el [.] de en-

(1) Este teorema se llama de {as tres perpendiculares.
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cuentro dos |2 ala | * CC. Ademas,
dichas | ® estin en un mismo plano,
porque, trazando un plano que pase por
la | *BB/yun [.] A dela AA’, este pla-
no sera | ® ala | * CO" (197, cor. 1.°); Y,
por consiguiente, contendra dla | * AA"
(197, cor. 3.°, recip.); luego AA" y BB/
‘Figura 133. son | @ entre si.

TEOREMA.

204. Sidos | 3sABy CD son || s entre si, ToDO PLANO || °
A LA UNA SERA || ® 4 1A OTRA O LA CONTENDRA, y; (contrario)
TODO PLANO QUE CORTE A LA UNA CORTARA 4 LA OTRA,
1. Hipétesis.—Seala | * AB || "4 laCD y al plano XX
(fig. 134).
Construccion.—Por la | * AB fricese un plano AB A'B’
que corte al dado.

Figura 134, Figura 135,

Demostracion.—La interseccion A'B’ serd || “d1a | * AB
(197, cor. 3 °); luego tambien lossera 4 su [| * CD (203); luego
el plano XX es || “4la | ® CD, si no la contiene.

2.° (Demaostracion ad absurdum.)

TEOREMA.

205. Si dos planos son || 4 una |°*, éstaserd ||* 4 su
" comun interseccion (fig. 135).

Demostracion.—Si por un [.]| de Ia comun interseccion
de los planos, se traza una | * || " 4 la AB, estard contenida
la vez en los dos planos (197, cor. 3 °, recip.}; luego serd su
comun interseccion.
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TEOREMA.

1. Toda || ® al uno, d eontenida en
206. Si dos{el mismo, SERA || * AL OTRO § ESTARA (CON-
planos son || °S{ TENIDA EN KL (directo).
enire si: l 2.° Toda | * que corta al uno, CORTARA
AL o'imo (contrario).
1.° Construccion.—Sila | * AB (fig. 127) es | * al plano
XX, tricese un plano ABA'B’ que corfe & ¢ste.
Demostracion.—La | * A’B’ contenida en el plano XX,
no puede encontrar al X'X'; luego su [|* AB, tampoco lo
podra encontrar (204, 1.°)
Si la | ® propuesta estd en uno de los planos, evidente-
mente no podra encontrar al otro.
2.° (Demostracion ad absurdum.)

TEOREMA.

207.. Dos planos || °8 & un tercero, soN || °5 ENTRE Bi; ¥
contrario, si dos planosson || °, T0D0 PLANO QUE ENCUENTRA
AL UNO ENGUENTRA AL OTRO.

1. Demostracion.—Si los dos planos ‘dados se encon-
trasen, por cualquier |.] de la interseccion, habria dos planos

|| o8 al tercero, lo cual es absurdo,

2.° (Demostracion ad absurdum.)

§ 4.9—Angulos en el espacio.

TEOREMA.

208. Dos (% que lienen sus | %57
SON IGUALES (0 SUPLEMENTARIOS; 2.° SE HALLAN EN PLANOS || °%.
1.° Construccion.—Tomese [A'B" = AB, A'0" = AC
(fig. 133), y inanse los [.]* AyA’, ByB’, CyC/,ByC, B'y U'.
Demostracion.—Siendo AA'BB’ y AA'CC" [° (107, re-

<iproco, 2.%), resultara que:

BB =y | ® con AA/, 00" =1y | * con AA’;
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es decir, que: ;
BB' = (CC' y BB ||*4CC’ (203);

luego BB/OC esun 7 (107, recip. 2.°)
luego BC = B¢’ (107, 1.°);
luego el A ABO = A A'B'CY (92);
luego el /| BAG = ['BAE,
Si uno de los | °s estuviera en prolongacion, los / s serian
suplementarios.

2.° Demostracion,—Si los planos ABC y A'B'C’ se cor-

tasen, habria por un [.] dos [l 2 4 una | * (197, 1.° y 3.%)

Observaciones.—1.* No produciendo alteracion en los
valores angulares de las | # la sustitucion de éstas por *sus
(| e, podra extenderse la nocion del L diciéndose que: el [
de dos | # que se cruzan en el espacio es el formado por
las || 8 respectivas trazadas por un [.| cualquiera. De esta
nocion del /, resulta el signiente

CoRroLARI0.—Si dos | 8 son || %, TODA | & UNA LO SERA
A LA OTRA,

2.* De esto se deduce que: todas las | 8 de un plano |
4duna | “soN | 5 4 Esta; y el plano XX (fig. 132) estara de-
terminado, no sélo por dos | @ trazadas perpendicularmente
4la|® AB por el [.] B, sino por una cualquiera BD de éstas
y otra | 4 la AB, trazada desde cualquier [.] de la BD; re-
sultando, por consiguiente, que el plano |_&una | * en uno
de sus |.]s, es el Luear EOMETRICO de todas las | 3" | S que
pueden trazarse 4 aquélla por todos los|.]s de cualquiera |
4 la misma en dicho [.]

DEFINICIONES.

209. Se llama angulo diedro el espacio comprendido
por dos planos que se encuentran; éstos se llaman caras y
la interseccion, arista.

OABX (fig. 136) es un £ diedro, cuyas caras son AX y
B(, y cuya arista es AB.

Un / diedro se nombra por cuatro letras, colocindose
siempre en medio las de la arista; cuando haya un L diedro
solo, hasta nombrar las letras de la arista,
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‘Cononario.—Un /. diedro no altera, aungue varie la
extension superficial de sus caras.

210. Sedice que dos L5 diedros son iguales, cuando su-
perpuestos coineiden.

211. Sellaman /5 diedros adyacenfes, los que tienen
la arista y una cara comun y las otras dog en un mismo
plano, como los XABC y OABX (fig. 136).

912. Se llama / diedro recio & cada uno de los [° ad-
yacentes iguales que un plano forma con otro (fig. 136).

Figura 136, Figura 137,

913. Existencia del ; diedro recto.—Si el plano BC
gira alrededor de la | * AB (fig. 136), desde la posicion pri-
mitiva BX', hasta la final BX, formar4 siempre con el pla-
no XX’ dos . °® diedros, de los que el menor va constante-
mente aumentando y el mayor disminuyendo; luego ha de
haber necesariamente una posicion BH, y s6lo una, en que
sean iguales.

214, Se dice que un plano es perpendicular a otro,
cuando forma con-éste dos L® diedros adyacentes iguales.

Del anterior razonamiento, resulta el siguiente

Cororario.—Por una | * de un plano no se puede,trazar
4 éste mas que otro que le'sea |.

215. Se dice que dos /8 diedros son complementarios &
suplementarios, cuando sumados valen uno 6 dos /% die-
dros L5,

Observacion.—La nocion del £ diedro conduce & propo-
siciones analogas 4 las expuestas en la Geometria plana, y
que se demuestran empleando los mismos razonamientos.

El L retilineo correspondiente 4 un, L p ABCD (fig. 137)
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esel / EFG formado por lag | % FE y FG tfrazadas & la
arista en cada una de las caras y por un [.] de aquélla.

TEOREMA.

216. Sidos / ¢ diedros son iguales, sus /s RECTILINEOS
TAMBIEN LO SERAN,
Demostracion.—(Por superposicion.)
Reciprocamente.—Si dos LS ‘reclilineos correspon-
dientes & dos L5 ps son iguales, BSTOS TAMBIEN LO SERAN;
pues, superponiendo los /5 EFG y E'F'G (lig. 137), las | ®
BC y B/C'" & sus planos, tambien se confundiran (200, 1.°),
¥ por consiguiente, las caras de sus /8 b’
. COROLARIO.—Si un £ D es |, SU REGTILINED TAMBIEN LO
SERA y reciprocamente.

§ 5.*—Correlaciones de la perpendicularidad y el paralelismo:
TEOREMA.

217. Dos | ® | & 4 un plano, SON || # ENTRE 8i.

Construccion.—Tricese la | * BD (fig. 132 que une los
piésde las |8 AB y CD al planoyla | EF ala | “BD, en
dicho plano; unase, en fin, el [.] D ‘con uno cualquiera de
la | AB.

Demostracion.—La | “ BD es | 4 la EF, por construc-
cion; la CD, lo es por hipotesis, y la AD, por el teorema de
las tres | s (201); luego estin en un mismo plano ABCD
(198, recip |; luego las | a8 AB y OD estin en un mismo
plano; ademas, son | $4la | " BD por ser [5al plano XX
(198, 1.°); luego son || @ entre si (94). ' '

Reciprocamente.—Si dos | 8 AB y y CD son || 8 entre
st y una de ellas AB, por ejemplo, (fig. 132) es | & un
plano XX, 1.a oTRA TAMBIEN L0 SERA; pues si CD no fuese |
al plano, seria oblicua y, trazando por el [.] Duna | D’ al
mismo, seria | * & la AB (directo), y habria por un [.] dos
[| es & dicha | %, lo cual es absurdo (197).
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TEOREMA.

(R ®

218, Si una |* es

2.t
| 4 un plano,

Toda | || *al plano, 5 |
Ara | " (directo).

Toda |* L & la | ®s ["

AL PLANO O ESTARA CONTENIDA. EN EL

~ \(reciproco).
Construccion.—Tracese por el [.] B" (fig. 138}, una | *

B0 4la | * BC.

Demostracion.

DIRECTO.

Siendo la |* BC | * al
plano XX, la | * B'C’ se ha-
llara contenida en éste (197,
3.° recip.); luego es | & la
AB (198, 1.°); luego su | *
BC tambien lo sera (208, cor,)

RECIPROCO.

Siendo la BC | 4 la AB,
su || * B'C’ tambien lo sera
(208, cor.); luego se hallara
confenida en el plano XX
(198, recip.); luego la | * BC
serd || * al plano XX (si el [.]
B’ no pertencce al plano) 6
estara en el (204, 1.%)

TEOREMA.

18

Todo plane | ° al propuesto,

219. * 8i una | * es)sEri | A 1A | * (directo).

| & un plano, 2.

Otro plano | & la |" serd

|| * AL PLANO DADO (reciproco).
-Construceion.—Tracense por un [.] cualquiera B del
plano ZZ, y en éste (fig. 138) dos | 28 BO y BD.

Demostracion.

DIRECTO.

Siendo el plano ZZ || ° al
XX, las | a5 BC y BD tambien
lo serdn (206, 1.°); luego se-
rdan | S dla|* AB (218, 1.°);
luego el plano ZZ sera | &
la | * AB (198, 1.%)

RECIPROCO.
Siendo ¢l plano ZZ | 4la
| * AB, las |8 BC y BD
tambien lo serdn (198, 1.%);
luego serdan || #s al plano XX
(218, 2.°); luego el plano ZZ
serd || ®al XX (197, 5.%)
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Figura 138, Y Figura 139.

TEOREMA.,

220. Si dos planos son |5, y en uno de ellos se traza
una |_a sucomun inlerseccion, LO SERA TAMBIEN | AL OTRO.
Construceion.—Tricese, en el plano XX (fig. 139), la

| “ EF | 4 la interseccion MN.
Demostracion.—Como los £5 p8 XMNL y X'MNL son
iguales (214), sus rectilineos CDE y CDF tambien lo seran
(216); luego CD, que es | 4 MN y EF, lo serd al plano XX'.

TEOREMA.,

| ESTARA CONTENIDA

2215051 (som |08 ! ¥ por un [.] del (e
4 al otro %
{ EN AQUEL,

dos planos|son Ls § unose traza una“_
Demostracion.—1.° Si la || * BC al plano XX no esiu-
viera contenida en el plano ZZ (fig. 138); frazando por dicha
| * un plano que cortase al XX, la interseccion con éste seria
dlavez | * 4la | * BO (hipdlesis) y 4 la interseccion del pla-
no secante con el ZZ (197, cor 6.°), lo cual es absurdo (197).
2. Sila | DO al plano XX’ no estuviera contenida en
el plano ML (fig. 139); trazando en éste 1a | * CD 1 & MN,
seria | al plano XX’ (220); luego habria por el [.] D
dos L8 4 un plano, lo cual es absurdo (200, 1.%)

TEOREMA.,

1.° Todo plano que contiene &
la |"dquelees |° ES | AL PLANO

8! XX (directo).
2.° Todo plano | al XX', s [f°
O CONTIENE 4 La | * [reciproco).

222. 8i una |*
|4 un plano XX,
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pirECTO (1.2 caso).

Demostracion.—S8i Ia | * CD, :| al plano XX, esté con-
tenida en el plano ML (fig. 139); como forma con la | EF
4 la interseccion ML los /s rectilineos |_® CDE y CDF, los
diedros correspondientesseran |_Syel plano ML seral_al XX.

Construccion.

pIRECTO (2.° caso)s RECIPROCGO,

Si el plano ML es | ® ala Trécese por un [.] cual-
|* AB; ftracese por un [.] quiera del plano ML una |
cualquiera de aquél una || * @D al plano XX.

D a ésta.

Demostracion.

La | *OD sera | al pla- La 1.CDserd ||*ala|®
no XX (217, recip.); estara AB (217, direc.), estard ade-
ademsés contenida en el plano mdascontenidaen el plano ML
ML (221, 2.°), y, por consi- (221, 2.°), y, por consiguien-
guiente, éste serd L al XX te, éste serd | °ala |*ABO
(1.%) la contendra (197, 3.° recip.)

Observacion.—Puede verse como las construcciones del
directo y reciproco corresponden, respectivamente, con las
hipétesis del directo y reciproco (217). En la demostracion,
esta correspondencia de reciprocidad, se conserva al dedu-
cirse, respectivamente, las tésis de dichos teoremas. Inme-
diatamente se deduce, en uno y otro razonamiento, mediante
* el teorema (221, recip.), la continencia de la | * CD en el
plano ML; y, en fin, queda demostrado uno y otro teorema,
fund4indoge, respectivamente, en dos teoremas correlativos;
4 gaber:

1.° Toda || * trazada por un [.]
del plano, estard contenida en éste

Si una | * y un pla- ) (197, 3.° recip.)
no son || %, 2.° Todo plano _L al plano dado,

trazado por un [.] de la | %, conten-
dra 4 ésta (217, 2.°)
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TEOREMA,

223. St dos planos son || 5, TODO PLANO | ALTNO LO SERA
AL OTRO. : .

Construccion.—Suponiendo que el plano AG (fig. 141)
sea | al BD, trdcese un plano m'pg | 4 la arista BO, el cual
cortard 4 los dos planos || 95 BD y B’D".

Demostracion.—Siendo BC || * 4 la B'C’ (197, cor. 6.%)
el plano secante m‘pq, que es | a la primera, lo serd 4 la
segunda, y los L5 m'n'q' y m'pq serdn los rectilineos de log
L5 ps ABCDy ABC"D’; pero ; m'nlq’ = (. m'pg (97,2.°);
luego L pABCD = / p AB"C'D’ (216, recip.);
y como el primero es |_, el segundo tambien lo sepa.

TEOREMA.

224, Sidos planos RQ y MN
son |84 ofro XX (fig. 140), sv
INTERSECCION AB TAMBIEN LO SERA.

Demostracion.—8Si por el [.]
B se traza una | al plano XX,
‘estard contenida & la vez en log
Figura 440, dos (221, 2.°); luego serd la. AB.

§ 6.°—Transformaciones O sustifuciones de las relaciones angulares por
relaciones de paralelismo.

DEFINICIONES,

225. Cuando un plano AC” (fig. 1%1) corta & ofros BD
y B'DY, se llama secante y forma con éstos ocho /5 psque
reciben las mismas denominaciones que en el mim. 58,

TEOREMA.

' .
226, Sidos planos BD y B'D’ (fig. 141), cortados por
otro AC"”, de manera que las intersecciones BC y B"C"' sean
| 8s'entre st, forman con éste Lsiiguales ¢ suplementarios,
SERAN | ©5,
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Figura 141. Figura 142,

Constraccion.—T'racese un plano m’q}'} | 4 unade Iac
intersecciones BC, que lo seré tambien & la otra (208, cor.

Demostracion.—Siendo BC | & g'n' y n'm’ y B"C” 1
4 pg y pm’ (198, 1.°); los L5 qn'm/ y qpm’ serdn los rec-
tilineos de los 25 b’ ABOD y AB"C"('; pero como éstos son
iguales por hipdtesis, aquéllos tambien lo serdn; luego g ‘n’
es | * & pq (97); pero BC es || * 4 B'C” (hipdlesis); luego el
plano BD es || ° al plano B'D" 217, recip.)

Observacion.—Analogo razonamiento se aplicard 4 otros
(.8 cualesquiera,

Reciprocamente.—Dos planos | ° cortados por otro,
FONMAN CON ESTE /5 DS AGUDOS U1 OBTUSOS IGUALES, ¥ LOS AGU-
DOS SERAN, RESPECTO DE LOS OBTUS0S, SUPLEMENTARIOS.

Demostracion.—{Analoga 4 la anterior, pasindose de
la jgualdad de los /¢ rectilineos 4 la de los /5 p%.)

Contrario.— (Demostracion ad absurdum.)

TEOREMA.

997. Dos (5 ps cuyas aristas son || 8 y cuyas earas sor
| s entre si, SON IGUALES () SUPLEMENTARIOS (figs. 141 y 142).

i 1.° Construccmn —Prolénguese el plano AC, y tricese
otro | 4 una de las aristas, el cual lo sera tambien 4 la otra
(217, recip.)

Demostracion.—Las intersecciones n'q" y ng son | #

(197, 6.%);
luego L mnq = [ mpq = [ mnq (98);
luego L b I'M_’»(}D_/ nAB”0"D/= L o A'B'C'D" (216, 7ecip.)

92° Construccion.—Tricense los planos CA” y CE || °=
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respectivamente 4 los C'A’ y /D’ y ademas, un plano | &
una de las aristas, que lo sera & la otra, formando los recti-
lineos de los 5 psde la figura.

Demostracion.—Siendo |_* los .8 p® DBCE y ABCA”
(223), sus rectilineos aoa” y bob’! tambien lo serdn (216);
luego L aoh = ¢ a”ob”" = ; a'0’b' (98, 3.°);
luego . p ABCD = £ p A’/B'C'D*“ (216, recip.)

GEOMETRIA ELEMENTAL

JII.—PROYECCION ORTOGONAL.
DEFINICIONES,

228. Se llama proyececion ortogonal, 6 simplemente pro-
yeccion, de un [.] sobre un plano, el pié dela | tirada desde
dicho |.] al plano, EL [.] A" es la proyeccion del A (fig. 143).

229. Se llama proyeccion de una | * sobre un plano, el
lugar geométrico de las proyecciones de todos sus [.]5

230. Todas las | 2, que proyectan los diversos [.]¢ de
una | *, se hallan en un mismo plano | al plano de proyec-
cion,’ que se llama plano proyectante; y como la interseccion
de ambos es una | *, resulta que: la proyeccion de una linea

| ® es tambien-una linea | *.

Figura 143. Figura, 144,

TEOREMA.

231. Las proyecciones de dos |28 [[% AB y CD son
‘TAMBIEN || @8 ENTRE si (fig. 143).

Demostracion.—Siendo AB [[*4CD y AA" [|* & CC/
{216), 1o serdn los planos ABA'B’y CDC'D’ (208, 2.°); luego
sus intersecciones A'B/ y O'D’ con el XX tambien lo gerdn
(197, 6.*)
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TEOREMA.

232. Sidos |2 AByCD son |5 entre st (fig. 144), sus
PROYECCIONES SOBHE UN PLANO || * £ UNA DE ELLAS, TAMBIEN LO

SERAN y Veciprocamente.

Demostracion.

DIRECTO. Y
CD es | 4 AB; luego C'D’
tambien” lo serd (208, cor.);
pero BB .que es | al plano
XX, lo serd a C'D’ (198,1.°%);
luego C'D" es | al plano
proyectante ABA'B" (208, ob-
servacion 2.); luego C'D’ es
14 A'B,

RECGIPROCO.

C'D'es | AA'B’; Iuego OD
tambien lo serd (208, cor.);
pero BB', que es | al plano
XX, lo sera 2-C'D’ (198, 1.°):
luego OD es | al plano
proyectante ABA'B’ (208, ob-
servacion :2."); luego CD es
1 4 AB.

TEOREMA,

Figura 4145,

233.
& un plano (fig. 145), EL £ AGUDO
ABA' QUE FORMA CON SU PROYECCION
SOBRE ESTE PLANO;
EL QUE FORMA CON CUALQUIERA OTRA
| ® QUE PASE POR SU PIE EN DICHO
PLANO.
Construcecion.—Tomese una

Siuna | * AB es oblicua

E8 MENOR QUE

longitud BA” — BA’ y tinase A con A’y A",
Demostracion.—En log As ABA' y ABA” se tiene:

AB comun, BA'=BA" ¥y

luego

AA’ < AA” (202, 1.%;

. ABA’ < ; ABA" (104, recip.)

Dxrmvicion.—El 22 ABA" sellamael ¢ dela|® con el plano.

TEOREMA.

234.

Dadas dos | @3 AB y CD (fig. 125) que se cruzan en

el espacio: 1.° Existe una | *y s6ro uNa.que las encuentra
formando | con aquéllas. 2.° Esia | comun es la mis
CORTA DISTANCIA de las mismas.

10
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Construccion. —Tricese por un [.| C de la | * €D una
[*CE &la | *ABj el plano CDEsera ||®4 la|* AB (197,
1.°). Trécese tambien Ia proyeccion NQ de Ia | * AB sobre I
dicho plano.

Demostracion.—1.° Siendo el plano ABNQ | al ECD
(222, 1.°); si por el [.] N se traza la | NM 4 éste, se hallard
en aquél (221, 2.°); pero encuentra ANQ y lees | (198, ob-
servacion' y 199); luego tambien encontrara y serd | 4 su
I *AB (96, 1.°y 2.%); ademds es | 4 la [* OD, quees lo
que se (ueria demostrar, s

2.° Una | ® cualquiera PP’ comprendida entre las pro-
puestas es mayor que la | PQ trazada porel [.] P (202, 1.9),
es deeir, que sea igual MN.

IV .—PRINCIPIOS DE SIMETRIA.

DEFINICIONES.

235. Dos [.]s Py P' (fig. 146) san simélricos con velacion
un centro O, cuando este centro es el medioidela | * PPX
236. Dos [.]1s P y P! son simélricos con rvelacion & un
eje & & un plano XX, cuando este eje 6 plano son | =4 PP’
en su [.] medio. '

237. Dos figuras son siméfricas con relacion 4 un centro,
4 un eje 6 & un plano, cuando sus [.]J8 son, dos 4 dos, simé-
{ricos con relacion 4 este centro, 4 este eje & 4 este plano.
Los [.]8 simétricos de dos figuras, se llaman homdlogos.

Fizurno 146. Figura 447.

TEOREMA,

238. Dos figuras F y I [fig. 147) simétricas de una mis-
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ma figura B, con relacion & dos centros diferentes O y O,
SON IGUALES,

Demostracien.—Sean A, A’y A" tres [.]* homologos
de las tres figuras.

Siendo O'A = O'AY y OA’ = OA”, resulta que

AAY=2, 00" (13%4,2.);

eg deeir, que cada [.| de la figura F, pasard & confundirse
con su homélogo de la F', mediante una traslacion, doble
(que la distancia de los centros de simefriay | * 4 la direc—
cion de la | * que los une.

TEOREMA.

239.  Si dos figuras ' y B (fig, 147) son simétricas con
relacion & un plano XX, se pueden colocar de manera
que sean siméiricas con relacion 4 un eceniro O loemado
arbitrariamente en dicho plano; y, reciprocamente, si
dos figuras ¥ y T son simétricas con relacion 4 un centro
0', se pueden colocar de tal manera, que sean simélricas
con relacion § un plano cualquiera XX que pase por dicho
cenlro.

Demostracion.—1.° Siendo A’ y A" dos [.]s simétricos
de las figuras F' y P, respecto al plano XX; si se hace girar
ala figura " 180° alrededor de'la | OC al plano XX, el
[.] A’ tomard la posicion A en prolongacion de A'C; ¥, como

AC—=ACyOCes | ®aAA (217);
se tendra O/A — O'A (134).

2.° 8i AyA”son dos [.]s simétricos de las figuras F y F”
respecto del centro O’; haciendo girar la figura F 180° alre-
dedor de la | OC al plano XX, se vera ignalmente que-el[. |
A tomard la posicion del A’; de manera que A'0 = A”0.

V. —DETERMINACION DE LAS FIGURAS COMPUESTAS DE PLANOS.
§ 1,°— Condiciones necesarias y suflcientes para la existencia del angulo Iriedro.
DEFINICIONES.

240, Angulo poliedro es el espacio comprendido por
varios planos que coneurren en un [.J; cuando éstos son
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tres, se llama dngulo {riedro; los planos que los forman se
Ilaman caras, y sus infersecciones aristas Un L triedro
consta ademas de los tres / diedros que forman sus caras,
dos & dos,

TEOREMA,,

241. En un [ triedro una cara es
menor que la suma de las olras dos y
mayor que su diferencia (fig. 148).

Construccion.—Tomese, en la cara
mayor ASB, un ; BSD — ; BSC;
tracese una | * arbitraria AB; tomese
SC = 8D y unanse A y B con C,

- e Demostracion.
e El A BSD & A BSC (87);
luego : BD — B¢:

ddemds, en el A ABC se tiene
AB 6 AD 4+ DB <BC 4 CA{102) 6
(restando BD y BC, que son iguales), AD < AC;
luego en los AS ASD y ASC, £ ASD < £ ASC (104, recip.);
¥, sumando los / & iguales BSD y BSC, resulta '
BSD + DSA 6 BSA < ASC 4 BRC.

TEOREMA.

242. Entodo [ triedro, la suma de los /5 planos 6 ea-
ras es < que 4 |
Construcecion. —Tricese un plano que corte 4 las tres
aristas, y sea la seccion producida, el A ABC (fig. 148).
Demostracion.—Los (5 de los tres As SAB, SAC y
SBC, valen 3. 2 s =06 L_s; pero los ;5 de las h.'.tses' de
estos AS que forman parte de los triedros A, B y €, valen
mas que 2 L5, suma de los £5del A ABC que forman los
restantes de dichos triedros (241); luego los /5 en 8 valdran
ménos que & |5,
Observaeion.—Si se tratara de un ; poliedro convexo de
7 caras, los / ®de los AS en'S valdrian 2 n |_8; pero los de las
bages valdrian mas que los del poligono de seccion, es decir,
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mas que 2 n s — 4 |_s; luego los del vértice 8 no llegarian
a valer 4 | _s. De manera que el teorema se extiende a un £
poliedro convexo cualquiera. : /

243. Construccion del £
triedro.—De los teoremas ante-
riores resulta que el ser una cara
menor'que la suma de las otras
dos, y valer log tres L5 de un
triedro ménos de 4 |_® son condi-
cionesnecesarias; tambien es faeil

Figura 449, ver que son suficientes, es decir,
que cuando estin satisfechas, la
construcecion del triedro es posible con tres caras dadas.

En efecto, siendo
L A'SB+ L BSC + ¢ @SA < 4L 38 (hipdlesis) (fig. 149),

el are. ACBA' es. < que una circunferencia;
pero L BBO < L ASC + | BSA’ (hipdlesis);
luego arc BC < are. AC -+ are. A’B (117, cantr.);
tracense las | 8 AFa a4 SCy A'Ea’ & 8B; R
como ademés are. a’B = BA’ y are. aC = are. AC (112);
los arcos Ba' y aC se cruzan, y las cuerdas A'a’ y Aa’ se
cortan en un [.] P.

Tracese la. | PM al plano BS(, y, haciendo centroen E,
con un radio BA’, tricese en el plano EPM un arco de cir-
cunferencia que cortara dla | PM (pues EP es <BEA'=1M).

Uniendo el [.] de interseccion con S, se formard el trie-
dro buscado, pues

AMES =2 A ESA” (87);
por tener ES comun, | MES —| - A'ES (51,2.°)y ME=EA’;
A MSE &= A FSA (106, 1.7,
por tener SF comun, AS — AS' (constr.) = MS y
L SFA = L. MES;-
luego L MSE—= ;, A’SB y MSF = L CSA.

TEOREMA,

9244, Enun [ triedro la suma de los L diedros es in-
ferior a 6 |_s.
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Demostracion. —Cualquier /. plano BAC, por ejemplo,
frazado en las caras de un £ b del triedro SABC (fig. 148)
forma parte de un A\ ABC y vale, por consiguiente, ménos
que 2 |_s (100, 2.°); luego los tres rectilineos correspondien-
tes a los tres diedros valdran ménos que 61 s

VI.—DETERMINAGION DE LOS TRIEDROS,
§ 1.°—Determinacion del triedro suplementario.
TEOREMA.

245,  Dado un briedro, queda de-
terminadosu triedrosuplementario,
es deeir, un triedro cuyas caras y
L= DS son suplementos respectiva-
mente de los 158 y de las caras
de aguél.

Construccion del triedro su-
Figura 150, plementano —Por un [.] interior
del triedro SABG, f{récense las |*

SA’, 8'B’ y 8'C, respectivamente, 4 lag caras SBC, SAC ¥
CAB; el triedro formado serd el wplemu:muo del 111‘01)11::510,
Demostracion.—1.° Si por 8'B' y 8'C! se traza un pli-
no, sus intersecciones PGy PB’ con los ASC v ASB deter-
minarin con S'B! y 8! el mmdrilﬁtcro I’T"-"'C" en el cual
los L5 PB'S" y PC'S" son |_8, por ser /B’ y S'0° respecti-
vamente |4 las caras ASC y ASB (198, 1.%); ]uelm los ¢
C'8'B"y C'PB’ son suplementarios (100, 4.°); pero el 2 C'PB’
es el rectilineo del diedro AS; pues, siendo 'el plano B8/
1 dlos ASCy ASB, Io es 4 su interseccion AS (224), v,
por consiguiente, ésta lo es 4 las | a8 O'P y B/P; luego cada

L plano del triedro S"es suplemento de cada /. diedro del S.
2.° Biendo AS | i la cara B'S/(Y del triedro § y SB |

4 lacara A'S'C: en virtud tiLl razonamiento anferior, el L

rectilineo ASB dcl triedro 3 serd suplemento del diedro 8/
del'S’, y lo mismo se dlm, respeclivamente, de los demds
rectilineos del S relacionados con su diedro correspondiente
del triedro 8°.

g,
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§ 2.9—Determinacion de 1os triedros,
TEOREMA.

246. Dos ANGULOS TRIEDROS SON IGUALES;
1° Cuando tienen igual una cara adyacente & dos |5 b°
respectivamente iguales ¢ igualmente dispueslos.
2° Cuando tienen un [ b igual comprendido entye
caras respectivamente iguales é igualmente dispuestas.
3o Cuando Henen sus caras respectivamenle iguales ¢
igualmente dispuestas.
4° Cuando fienen sus (5 bS respectivamente iguales ¢é
igualmente dispueslos. :
1,°y 2.° Demostracion.—(Por superposicion) (1)
3. Hipétesis.— L ASC =
1 A0, & BSA = BEA,
. BSC = £ BEO (Ag 151}
Construccion.—Tomese
AN — S'M. frdcense los /3 rec-
tilincos NMP y N'M/P' de los L*
ps SA y YA/, y tricense las |4
PN y PN,

.

Figura &4,

Demostracion. _

1 A rectangulo NSM 2 A rectdngulo N/S/M! (89),

el A rectingulo PMS 22 A rectangulo POMEB: (id, ]
luego NS = N/S/, P3 = P'8/, NM = N'M/, MP = MP’;

pero ;. P3N = ¢ P/S'N’ (hipotesis);
luego NP — NP (873

luego A MPN =2 A MP/N (92);
luego _ ) PMN = . P/M/N;
lnego LDiSAi =/ D SIAY (216, recip.);

y (queda este caso reducido al 2
Observacion.—Este razonamiento supone que, por lo

(4) Para demostrar por superposicion oo leorema de Geometria
del espacio, bastara reemplazar en el razonamiento correspondiente
de la Geometria plana las palabras lado, ingulo v punto, por las si~
guientes: eara, dngulo diedro y arista 6 recta, respeclivamente.
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ménos, dos / 8 planos de los triedros S ¥y 8’ son agudos. Si
esto no se verifica, se tomara
SN = SM = 8P — §'N' = §'M/ — S'P,

Y, construyendo los A® MNP y M'N'P', resultard que los
sels A" concurrentes en § y §', tendran, cada uno, iguales
los /% de sus bases (88), y que seran, por consiguiente,
agudos; pues ningun A puede tener dos angulos rectos ni
obtusos, y la igualdad de dos (8 diedros de los triedros
propuestos, se deducird inmediatamente, aplicando el razo-
namiento anterior 4 cualquiera de los triedros N yN,PyPr
6 M y M', que tienen, por lo ménos, dos /¢ agudos cada uno.

4.* Siendo los ;5 ps de los triedros propuestos, respecti-
vamente iguales, serin iguales los /& rectilineos de los
triedros  suplementarios (245, 1.°); luego los £.% b8 de éstos,
tambien serdn iguales (246, 3.°); luego log /5 rectilineos de
los triedros propuestos tambien lo serdn (245, 2.%)

§ 8.°—Determinacion de log poliedras,
DEFINICIONES.

247. -Se llama poliedro el espacio encerrado completa-

mente por planos.

Estos planos, limitados mituamente, forman poligonos

. que son las caras del poliedro, :

248. La interseccion de dos caras, se llama arista, y ej
bunto comun de tres 6 mas, vértice.

Los elementos, pues, de un poliedro, son las caras,
aristas, vértices, dngulos diedros y dngulos poliedros, y
ademas las diagonales, que son las rectas (que unen dos vér-
tices cualesquiera no situados en una misma cara,

249. Se llaman tetraedro, exaedro, octaedro, dodecaedro
€ icosaedro, los poliedros de cuatro, seis, ocho, doce y vein-
te caras, Y ' :

250.  Los poliedros se dividen en céneqvos Yy convexos.

201.. Poliedro convexo es-el que se halla situado en su
totalidad 4 un mismo lado de una cualquiera de sus caras

252. Poliedro cdneavo es el que no satisface 4 esta con-
dicion, '
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Los poliedros se dividen tambien en regulares é irregi-
lares: seran regulares cuando tengan sus caras, dngulos die-
dros y poliedros iguales; é irregulares;en el caso contrario.

253. - Entre los poliedros se considera particularmente el
prisma y la pirdmide.

254... Prisma es el poliedro formado por dos caras poli-
gonales opuéstas, iguales y paralelas, que son sus bases,
unidas por paralelogramos 6 caras laterales. Altura de un
prisma es la distancia de sus tres bases. _

Los poligonos ABCDE y A/B'C’DE’ (fig. 152) son las
bases del prisma ABODEA'B'C'D'E, los paralelogramos
A’B, BC..... sus caras laterales y las rectas AN/, BB, CC'...
sus aristas laterales. -

255. Existencia del prisma.—Si
. se trazan por los vérlices de un poligo-

no ABUDE (fig. 152] | # cualesquiera,

AAS BBGUGET . || s entre si, que ter-
minen en un plano | * al ABCDE, y se
trazan los planos A'B, B'C, €¢'D,..... se
B tendra que ;
Figura 452 A'B'es | "4 AB, BC'.es ||* 4 BO,
D es’|| "4 CD..... (197, 6.%)
“ | A'B'QY = ¢ ABC, £ BCD = y BC'D..... (208);
luego - A'B, B'C, G'D..... son [T (67)

y ademds poligono A'B'C/'D'E’ 22 poligono ABODE (61).

Coronario.—Si un plano cora & las aristas de un pris-
ma paralelamente & sus bases, DETERMINARL UN POLIGONO
IGUAL A ESTAS. :

256. Un prisma sera triangular,

euadrangular, pentagonal.....segun
que sus bases sean triangulos, cua-
drilateros, pentagonos.....

257. Entre los prismas debe con-
siderarse el paralelepipedo (fig. 153),
que es aquél cuyas bases son [F..

Cororanto, —1,” Cada dos ca-
ras laterales opuestas de un pa-

Figura 153.
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ralelepipedo son iguales y paralelas, pues, por ejemplo,
ABes =y | *4DUOyBFes =y |"aCa;
luego y ABF = /. DCG (208, y /7 AF = 7 DG (96, 4.°)
2.° Todo plano que encuentra las caras opuestas de un
paralelepipedo, lo corta sequn un [7 (197, 6.° y 67).

258, Se llama tronco de prisma & prisma truncado, la
parte de prisma comprendida entre una de las bases ¥y un
plane no paralelo & éstas.

259. Pirdmide es un poliedro formado por una cara
poligonal cualquiera, y las demsis triangulares concurrentes
en un [.] (fig. 154); éste se llama vértice; las caras {riangula-
res, caras lalerales; sus intersecciones, aristas laterales; la
cara poligonal, base, y la distancia del vértice & la base,
altura.

260. Lapirdmideserafriangu-
lar, cuadrangular, pentagonal...
cuando la base sea un fridngulo,
cuadriliatero, pentdgono....,

2061. La pirdmide es regular
cuando su base es un poligono
regular cuyo centro se confunde

Figura 154, con el pié de la altura de la pird-
mide.
Cororario.—Las arislas de la pirdmide reqular son
iguales (202, 2.°) y las caras laterales AS isdsceles.

262. Tas alturas de las caras laterales, se llaman apo-
lemas.

263.  Se llama fronco de pirdmide, la parte de pirdamide
comprendida entre la base y un plano cualquiera. Si éste
es paralelo 4 la base del tronco, se dice de bases paralelas.
Si la piramide es regular, el tronco de bages paralelas se
llamari tambien regular.

La parte ABCDEA'B'C'D'E’ de la pirdmide SABCDE
{fig. 154] es un tronco de hases || 25.

TEOREMA.,

206%. . Dos TETRAEDROS 0N I1GUALES: 1.° Si tienen igual
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una cara comprendida enlre tres dngulos diedros iguales é
igualmente dispuestos; 2.° Si lienen igual un diedro com-
prendido entre dos caras respectivamente iguales é igual-
mente dispuestas; 3.° Si tienen tguales un triedro y las
caras que lo formdn, y éstas igualmente dispueslas, y 4.° Si
tienen iguales las aristas é igualmente dispuestas.

1.°,2.°y 3. Demostracion.—(Por superposicion.)

4.° Demostracion.—Siendo las ariglas respeclivamente
iguales, lo seran tambien las cagas, y, por consiguiente,
cualquiera de sus triedros (246, 3.%), y queda la cueslion
reducida al tercer caso. '

TEOREMA.

265. Dos prismas son iguales si tienen wn triedro igual
comprendido enire tres caras respectivamente iguales é
igualmente dispuestas.

Demostracion.—{Por superposicion. )

TEOREMA,

266.  Dos POLIEDROS SON IGUALES Si se componen de igual
nlinero de tetraedros iguales ¢ igualmenle dispuestos; re-
ciprocamente, si dos poliedros gon iguales, PUEDEN DES-"
COMPONERSE BN IGUAT, NUMERO DE TETRAEDROS 1GUALES E IGDAL:
MENTE DISPUESTOS,

Hipoétesis.—Tern. ABCD =TETR. A‘BCD’, TErR. ACDG
— pEr, A'G'D'G, TETR. ‘\IJI"%F‘ = =teETR. A'DIGE,
rerR. AGEF = terr. A/G'EF’ (fig. 155).

Figura 155,

Demostracion.—En virtud de la hiptesis se tendrai:
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ABCD2ABCD', ABCANAB/O/A/, ACAGRACAG ...
luego
ABCD=AB'O'D, BOGA —=B'C'G'A’, C(DEG =0'D'E'G (93)
por la misma razon, se tendra
L b BODA = /£ p B'UD'AY, [ p ACDG = £ p A'C'D'GS
luego

L p BCDG = £ B'GD/G
tambien se tendra ;

LbBA=/ pBA, L pBD=/ pBD.....
ademds ;, DDGEA=/ pD'G'E'A’y L DAGEF =/ A'G'E'F
¥; por consiguiente, sumando

L b DGEF = ; p D'G'E'F’,

Figura 1506,

" 2.° Reciprocamente.—Sea O un [.] cualquiera, por
ejemplo, en el interior del poliedro ABCDER (fig. 156); uni-
remos dicho [.] O 4 todos sus vértices, por medio de |as; ¥
se vad demostrar quese podri hacerdel poliedro A'BO'D,...
igual descomposicion en tetraedros. :

Construccion.—Tricese un / b O'A’B/(Y — .. b OABC
Y, en el plano O'A'B/, el A O’A’B’ > A OAB, y énase O’
conA'y B,

Demostracion.—El trrr. OABC & 1err. O/A'B/QY
(264, 2.°);
ademas se tiene

AADB asiac NSHIB
Lon D_.-\i%c ik ;__u%’;’&’ﬂ’g’ { (hipdtesis)
L D OABC = £ p O’A’B'C’ (construcéion)

restando,
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4, DDABC — L pOABC= LD D/A'B'CY — £ p O'A'B'CY
) / p DABO = L p D'A'B'O’; '
luego  TETR. OADB = TETR. O'A'D'B (264, 2 °);
o ( A ODA = N O'D'A
¥, por consiguiente, 1 7 5.OPAB— L' O'DAD":
luego . p ODAE = £ b O'D'A'E’
(por ser suplemento de los anteriores);
y ademas A DAE o2 A D'A'E (hipbtesis);
luego  TETR, ODAE = TETR. O'D'A'E’ (264, 2.°)

. - . . . . . . L

§ 4.0—Posibilidad de los poliedros regulares.

TEOREMA.

267. No pueden existir mds de cinco poliedrosregulares
CONVexos.

Demostracion.—Debiendo ser Ia suma de los /& planos
de un / poliedro convexo inferior 4 4 |_8, si las caras de un
poliedro convexo son As equilateros, no pueden reunirse
de éstos, alrededor de un L] mas que tres, cuatro 6 einco:
pues y
60°5¢ 3 — 180°% 60¢><X4=240° 60° X5= 300°%; 60°><6=360"

No se pueden emplear cuadrados 6 pentagonos regulares

_mis qué en mimero de tres; pues

90° % 3 = 270°% 90° x 4 = 360°
108° x 3 = 324°; 108° X 4 = 432°
En fin, con exagonos,..... regulares no pueden formarse
.8 poliedros; luego 4 lo més podran formarse con poligonos
regulares, cinco poliedros.

VI1.—EXISTENCIA Y DETERMINACION DE LAS FIGURAS ESFERICAS.
§ 1 °—Determinacion de la esfera.
DEFINICIONES.

268. Superficie esférica es una superficie cerrada por-
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todas partes, euyos puntos equidistan de uno interior (que
se llama centro, y puede ser engendrada por la revolucion
de una semi-circunferencia alrededor de su difimetro.
269. Esfera es el cuerpolimitado porlasuperficie esférica.
Ridio es toda | " que une el centro con un [.] de la su-
perficie esférica: y didmetro toda | * que une dos [[]s de la
superficie esférica, pasando por el centro. '

TEOREMA,

270. Dos esferas de radios iguales, SON 1GUALES; pues si
superpuestas no coincidieran en todos sus [.J%, habria [.]s
mds distantes que otros, lo que es contra la definicion.

TEOREMA.

271. Cuatro [.Js, no
situaelos en un plano,
determinan una esfera.

Censtruccion. —
Tricense los A8 ABCy
ADOC (fig 157), ylos een-

j tros O y O° de sus cir-
culos circunscritos; tricense las |8 OM y O'M al lado
comun CA, las cuales se encontraran en el [.] medio M (112),
. ¥y tricense las | 8 OP y O'P 4 cada uno de log planos ABC

v ADOC. :

Demostracion.—ACes | & MO y MO’; luego lo es al
plano OMO’ (198, 1.%); luego éste lo serd & los ABC y ADC
(222, 1.%); luego las | 48 OP y O'P estin en el plano OMO’
(221, 2.%), y como son |5 dlas OM y O'M (198, 1.°) que se
cneueniran; se enconfrardn en un o] B [96 eas contr.), el
cual, por estar en OP, equidista de A, B y C (202)y, por
estar en O'P, equidista de A, Dy O (id.); luego equidista de
A, B, Cy D; luego puede pasar una esfera por dichos [-]5.
Ahora bien; esta esfera es tN10a, pues son 1inicos los centros
Oy 0, las | OPy O'P y, por consiguiente, el [.] P,

Figura 457,
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§2.9~=El plano en la esfera.
TEOREMA.

272, Siun plano corta & una
esfera, LA INTERSECCION CON SU SU-
PERFICIE ES UNA CIRCUNFERENCIA,

Construccion. — Tracese la |
OC al plano del eirculo y varios ra-
dios OM, ONj..... de la esfera.

Demostracion.—Siendo OM,
ON,..... oblicuas iguales, los [.]* M,
N,... equidistan del pié dela | OC
(202, 2.° recip.); luego LMNH es una circunferencia.

Figura 158,

Figura 159, " Figura 160,

Conoatio 1.—EIl didmetro | al plano de un circulo

de la esfera, PASA POR EL CENTRO DE ESTE.

2.° En una esfera 6 en esferas iguales, CIRCULOS 1GUALES
FOUIDISTAN DEL CENTRO, EL MAYOR CIRCULO DISTA MENOS Y re-
ciprocamente (figs. 159 y 160).

Esto se deduce inmediatamente de la relacion d*=R*—1%,
en la que d, Ry r representan, respectivamente, la distancia
y los ridios de la esfera y circunferenciag dadas.

3.° De todos los elrculos de una esfera, el mayor es el
que pasa por el centro, y se llama CIRCULO MAXIMO.

Observacion —Tres [.]¢ de la superficie esférica determi-
nan un etreulo minimo, y dos .8 un cireulo maximo.
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4.° Todo circulo maximo divide 4 la esfera en dos pai-
tes iguales; pues si despues de haber separado las dos par-
tes, se aplican sobre su base comun, volviendo la eonvexidad
hécia el mismo lado, las dos superficies coincidirdn, sin lo
cual, habria, en Ia esfera, [.]¢ desigualmente distantés del
cenfro. .
5.° Dos circulos maximos se cortan” en partes iguales,
porque el centro de la esfera, que pertenece 4 sus dos
| planos, esté situado en su interseccion, la cual es, por con-
siguiente, un diametro.
6.° La superficie esférica es de revolucion alrededor de
un diametro cualgquiera; pues la cireunferencia determinada
por un plano cualquiera que pase por dicho diametro, te
niendo el mismo centro y radio que la esfera, la engendrari
i evidentemente. !

DEFINICION.,

273. Polos de un circulo LMNH de una esfera (fig. 158),
son las extremidades Py P’ del didmetro ] al plane de
auél, :

TEOREMA.

274. Todos los [.]s de una circunferencia de la esfera,
equidistan de su polo (fig. 158). ,
Demostracion.—La | " PC, que une el polo al centro
de la circunfeérencia, es | al plano de ésta (272, cor. 1.° y+
273); luego las | @ PL, PM,..... son oblicuas que se separan
igualmente del pié de la | ¥, por consiguiente, iguales.

DEFINICIONES,

275. La distancia rectilinea PN (fig. 158) que separa el
polo P de un [.] N de la circunferencia, se llama distancia
polar, y la longitud de circulo maximo correspondiente,
radio esférico de dicha circunferencia,
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TEOREMA.

276.  Todo plano | & un ra-
dio en sw extremo, ES TANGENTE
EN DICHO [.] 4 LA ESFERA Yy reci-
procamente.

Demostracion.—(Aniloga &
la correspondiente de la Geome-
tria plana | '

Figura 161, Contrarios.—Si un plano es
oblicuo a un radio en. un extre-
110, SERA SECANTE, Y Si es Secanie, SERA 0BLICUO A LOS RADIOS
QUE PASAN POR T0DOS LOS [.] DE INTERSECCION.
Demostracion.—(Ad absurdum.)

§ 8.°—Los poligonos en la superficie esférica.

DEFINICIONES.

277, Se llama poligono esférico la parte de superficie
esférica comprendida por varios arcos de circunferencia
méaxima,. Los poligonos esféricos reeiben aniloga denomi-
nacion ¢ue los planos, segun el nimero de sus arcos.

Lio§ arcos que forman un poligono esférico, se llaman
sus lados; sus dngulos son los curvilineos formados por
cada dos lados, y sus vértices son lag intersecciones de éstos.

TEOREMAS.

278; Aqui se enunciaran todos los
teoremas ya enunciados en Ia teoria de
triedros, reemplazando, respectivamen-
te, las palabras triedro, dngulo plano
y dngulo diedro, por las siguientes:
tridngulo esférico, lado y angulo esfé-
rico; pues, efectivamente, & cada A es-
férico ABC (fig.-162) corresponde un
. triedro OABC, y 4 cada [ plano é diedro de éste, corres-
ponde un lado 6 dngulo de aquél, por tener cada lado la
i1

Figura 482,
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misma medida que su dngulo plano correspondiente (136,
corolario), y cada angulo esférico la misma medida que su
diedro correspondiente (133, princip.)
Demostraciones.—Las mismas que las empleadas para
los triedros, sustituyendo los elementos que se corresponden.

4 LEMA.

279. Unlado de un poligm'io esféri-
co s menor que la suma de los demds.
Construccion.—Tricense las dia-
gonales EB, EC..... (fig, 163) formadas
por arcos de circunferencia maxima.
Demostracion.
AB < AE + BE (241 y 117)
BE < BC + CE (id.)
CE <D +DE (i)
y sumando, y suprimiendo términos comunes & los dos
miembros de la suma, resulta, en fin, que
AB < AE -+ ED + DC + CB.

Figura 163,

TEOREMA,

280. Enla superficie esférica,
el cAMING MAS CORTO que une dos
[T, es el MENOR ARCO DE CIRCULO
MAXIMO que pasa; por los mismos.

Construccion.—Siendo AMB
el arco menor de circunferencia
mdxima que une los [.]S A y B,
inscribase en la curva dada una
linea poligonal formada por arcos de circunferencia maxima
AC; CD, DE, EB.

Demostracion.—En el poligono esférico ABCDEA se
tendra AMB < AC + CD + DE 4+ EB (279);
pero esta relacion no dejara de subsistir cuando se aumente
el nimero de lados de la quebrada inscrita; luego subsistira
para el limite, que es la eurva ACDEB.

Figura 164.




LIBRO II.

APLICACION DE LA TEORIA DE LA PROPORCIONALIDAD

de las magnitudes a la geometria del espacio.

1,—ESPECIES PARTICULARES DE MAGNITUDES PROPORCIONALES,
§ 1.9—Segmentos reclilinecs,

TEOREMA,

281. Sidesdeun[.]S cual-
quiera (fig. 165), se trazan
varias | @ corladas por un
sistema de planos || °s: 1.° tos
sEaMENTOS AA', BB/, C0.L....,
A'AY B'BY, ¢'QY...., INTER-
CEPTADOS ENTRE ESTOS, 0 ENTRE
CADA UNO DE ESTOS ¥ DICHO [.],

Figura $67. 4 saber, nos S8A, 8B, 80C.....,
SA’, 8B', 8C'....., SON PROPOR-
CIONALES; 2.° Los | 98 AB, BC, CD....., A'B, B'CY, C'D".....,

DE LOS POLIGONOS FORMADOS EN .CADA PLANO POR LAS | 85 QUE
UNEN, DOS A DOS, LOS [. |5 DE INTERSECCION, SON PROPORCIONALES
A L.0S NOMOLOGOS DE LOS DEMAS PLANOS, respectivamente,
Demostracion.—1.° Siendo AB, A'B’, A"B" | 8 entre
si (197, 6.°), lo mismo que las B@, B'C/, B"C"....,, resulta
que (134, 1.°) '
QA : AA': A’A” :: SB:BB': B'B” :: 8C: CC : C'C".....
y SA:SA':8SA":SB: 8B :8B":: 80! SC B,
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2.° BSiendo homotéticos los As SAB, SA/B'....., SBC,
SB'C'..... y teniendo, cada dos de ellos, comunes las razones
delos | °sno | s, es decir, SA, SA’, SA”.... 6 5B, SB',
SB"... .; resultaran para los [ ®s AB, A‘B'y A"B”,.... BC,
B'C', B0C"....., las siguientes relaciones (134, 2.°):
AB BO CD
NB GRTBI 2 BOGH O . GDLOGMT, St
Reciprocamente.—Dados un 8 (fig. 165) y varias | as
que van & parar desde ésle & un plano A"B""C".....; &i por
dos [.]8 cualesquiera A y B que dividen & las | 8 BA” y
SB en una razon dada, se traza un plano que divida a
cualquiera otra | * SC" en la misma razon, DIGHO PLANO
SERA || ® AL DADO. i
Demostracion.—Sean, por ejemplo, los [.]5 Ay B que
dividen 4 las | 2 SA” y SB" en parte tales, que
SA SB
AAT = BB =K,
(representando K la razon dada).

Tenemos ademais
™
—(\%J,,— =G (hipotesis);

luego BC es || ® & B"C" (144);
pero tambien AB es | " 4 A”B" (144);
luego el plano ABC es || ® al A”B”C” (208, 2.°)

Cororanto.—El lugar geoméirico de los |.]5 que dividen,
en una razon dada, 4 todas las | @ trazadas desde un [.] 8
dado & un plano A"B"C"D! ....., es un plano ABC..... || ® 4
éste, trazado por el [.] que divide &4 cualquiera de las | &s
en dicha razon, pues, segun se acaba de demostrar, dicho
plano || * pasa por el [.] que divide & cualquiera de las | @
dadas SC”, SD'.....'en la razon dada; y, reciprocamente,
el tnico plano || ° que puede trazarse por un [.] A, divide a
todas las | @ SB'', 8C/..... en la razon dada.

Observacion.—Estos teoremas incluyen los que se enun-
cian de la manera siguiente: Todo plano || ° & la base de una
piramide es un poligono semejante 4 aquélla; y, recipro-
camente, fodo plano que corta & las aristas laterales de
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una pirdmide en partes proporcionales Es || ° A LA BASE Y sU
SECCION UN POLIGONO SEMEJANTE A HSTA.

§ 2,°—Homotecla ¥ semejanza.

282, Sien vez de considerar, como en 146, un sistema de
[.J¢ situados en un plano, se consideran éstos situados de
un modo cualquiera en el espacio, y aplicamos 4 los mismos
las definiciones ya expuestas acerca de la homotecia en un
plano, resultaran las correspondientes 4 la homotecia en el
espacio.

TEOREMA.

283. Toda figura homotética de una | *, esolra | * ||* &
la primera.
Demostracion.--Se tiene,
por hipétesis, (fig. 166)

0A 0B
DA RO
oc 0D _
OG . 0D | 2
luego A/B'es | "4 AB,
Figura 166, BCes || *aBO,...... [144);

pero por B, sélo puede trazar-
geuna || * & la | * ABCD (95); luego B'CY es prolongacion de
A'B’, y lo mismo se deducird que C'D’ lo es de B'C......

TEOHREMA.

284. Toda figura homotética de un plano, es ofro plano

|| ®al primero. *
L.a demostracion de este teorema se halla incluida en Ia

del num. 281.
TEOREMA.
285, Toda figura homolética de un poliedro es olro

poliedro cuyas caras homdlogas, situadas en planos || °,
son respectivamente semejantes, y cuyos angulos poliedros
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son iguales ¢ simélricos, sequn que la homolecia sea divecla
o inversa.
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Figura 167,

Demostracion.—1.° Sila homotecia es directa, en cada

plano SAB, SBC..... (fig. 167) se tiene
AB || "4 A'B/, BO || " a B/C/ ... (144);

luego fodos los £ & de los AS de un peliedro, son iguales 4
sus homologos del otro (208, 1.Y); lnego los A4S serin, res-
pectivamente, semejantes (149,1.°) y, por consiguiente, todas
las caras (152).- Ademds, sus planos seran, respectivamente,
[l o5 (208, 2.°], hallandose los L® poliedros dispuestos de
icual manera.

Tigura 168.

2. Si la homotecia es inversa (fig. 168), resultan las
mismas coneclusiones, respecto al paralelismo y semejanza
de las caras; pero no sucede lo mismo con los /5 poliedros
que se hallan formados por iguales /# planos; pero inver-
samente colocados alrededor de sus vértices.
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En este caso, los 28 poliedros, ge-
neralmente, nose pueden superponer;
pues, siendo, por ¢jemplo, las aristas
AB, ACy AF del triedro A, respecti-
vamente || 84 Tas A'B' A'C" y A'T" del
A’, y hallandose dirigidas en sentido
opuesto; si se transporta el friedro A’
(lig. 168), manera que el vértice A’
llegue # confundirse con el A y que sus arislas se conserven

| 88 & sus direcciones primilivas, resultardn los dos triedros

de la fig. 169, de los cuales, cada uno tiene sus aristas en
prolongacion de las del otro; y si los superponemos, de ma-
nera que AB’ se confunda con AB y AEF" con AT, entdnces
Ia avista AC' éaerd al otro lado del plano BAF; i, en fin, los
superponemos de manera que la arista AB’ se confunda con
la AF y la AF' con la AB, enténces no coincidirian mas
que en el caso particular de ser iguales los /8 D8 AB y AT,
en cuyo caso, lo seran los AB" y AF, AF'y AB, y lag mis-
mas consideraciones se aplicardn & un ( poliedro cual-
quiera.

Observacion.—1.* De la coincidencia de los triedros
ABCF y AB'C'F’ cuando / D AB =/ D AF, resulla que:
en lodo triedro, & 18 psiguales, se oponen caras iguales y
tambien se demuestra que, reciprocamente, d caras igua-
les se oponen L8 ps iguales, mediante un razonamiento cal-
cado sobre el del num. 83'(1).

Figura 160,

COROLARIO,

986. Cuando dog poliedros son homotéticos, tambien Io
son, respectivamente, los fefracdros compongntes homolo-
gos; luego dos poliedros homotéticos, directos o thversos, se
componen de igual niimero de tetraedros homotéticos di-
reclos 6 inversos, igualmente dispueslos en el prinmer caso.

(4) Tambier se pueden deducir inmedialamente las propiedades de
los triedros andlogas & las de los /S, sefialadas con los nims. 101, 103,
2.9y 104, - -
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0 inversamente en el sequndo, alrededor de cada vértice.
Este corolario sirve de fundamento 4 Jas siguientes

DErivicioNgs.—Se llaman poliedros semejantes los que
tienen sus /5 ps homélogos iguales y las caras homélogas
semejantes; y, cuando un poliedro es semejante al simétrico
de ofro, se dice que son inversamente semejantes.

OBseRVACION. — Para demostrar que dos figuras san se-
mejantes, basta probar que una de ellas es igual & una de
las homotéticas de la otra, y asi las cucstiones de semejanza
se reducen & cuestiones de homotecia.

TEOREMA,

287.  Dos tetraedros serdn semejantes: 1.° Si tienen se-
mejante una cara é iguales los tres /5 oS adyacentes; 2.° si
tienen dos caras semejanies é iguales los L8 D3 que forman;
3.° si tienen tres caras semejantes é igual al triedro que
forman, y la semejanza serd directa ¢ inversa; segun. que
los elementos se hallen igual 6 inversamente dispuestos al-
rededor de cada vértice.

Demostracion.—(Aniloga 4 la correspondiente de la
(reometria plana, )-

TEOREMA.

288.  Dos poliedros que se componen de igual mimero
de letraedros semejantes é igualmente dispuestos alrededor
de cada vértice, SERAN DIREGTA O INVERSAMENTE SEMEJANTES;
¥, reciprocamente, si dos poliedros son directa ¢ inversa-
mente semejantes, SE PODRAN DESCOMPONER BN EL MISMO NU=
MERO DE TETRAEDROS SEMEJANTES, IGUAL 0 INVERSAMENTE DIS~
PUESTOS (1).

Observacion.—Cuando la razon de homotecia inversa es
la unidad, es decir, cuando las distancias al centro S (figu-
ra 168) de los [.]Js homélogos son iguales y se hallan dirigi-
das en sentido opuesto, las figuras son simétricas respecto

(1) Para demoslrar este teorema, bastard repelir el razonamiento
del ntimero 266, sin mas que considerar la semejanza de los poligonos,
en vez de laigualdad.
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al centro 8, y asi resulta que: la simelria es un caso parti=
cular de la homotecia.

289, Toda figura homotética de una cireunferencia, es
otra circunferencia.

Figura 170,

Demostracion.—1.° Si el centro de homotecia se halla
en el mismo plano que la circunferencia dada, se concluye
inmediatamente (144), que

AO BO co :

A0 GAT07 — BOGBO’ | GO0 6007 T UtV
ycomo A0 = BO =00 =..... por hipotesis,
tambien resultara que
AQ' =B =00 =.. 6 A"0"=B"0"= EE@=,

2.° Siel centro S de simetria se
halla fuera del plano de la circunfe-
vencia ABCD (fig. 171), se ve inme-
diatamente que

QAT DI SAEEORCIN
OARZ I AT B e ;
y como OA =0D=O0B=00C.....,

resultara que
O/A" = O'D! = O'B' = 0'C' = .....
La consideracion de la fig. 171, conduce 4 las siguientes

Figura 171,

DEFINICIONES,
290. Se llama superficie conica 4 la engendrada por el
movimiento de una | * sujeta al pasar por un [.] fijo S y por
unalinea dada, Esta se llama directriz y la | * generadora
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de la superficie, generatriz. Sila direclriz es una circunfe-
rencia, la superficie se llama ednica civcular. Kn este caso,
se llama eje la | * S0 (fig. 171) que une el vértice con el
centro de la cirecunferencia, :

291. Cono es el espacio comprendido entre la superficie
cbnica y el plano de la directriz. Este plano, se llama base:
el [.] fijo dado, wértice del cono y de la superficie conica, y
lado, Ta generatriz en cualquiera de sus posiciones. El cono
sera recto 6 oblicuo, segun que el eje sea perpendicular &
no 4 la base. SABCD (fig. 171) es un cono circular recto.

El cono puede considerarse engendrado por un A rec-
tingulo que gira alrededor de uno de sus catetos.

Cono truncado 6 troneco de eono es la parte de cono
comprendida entre Ia base y un plano || ° 4 ésta, que es su
base superior. Lado del tronco de cono es la parte del lado
del cono correspondiente, comprendida entre las dos bases.

Observacion.—Teniendo presentes cstas definiciones,
pueden enunciarse los siguientes teoremas, incluidos en
el 281: La seccion de todo plano que corla & las generatri-
ces de un cono circular, paralelamente & la base, Es UNA
UIRCUNFERENC1A; ¥, Veciprocamente, el plano que corta las
generalrices de un cono en paile proporcionales, DETERMINA
EN LA SUPERFICIE DE ESTA, UNA CIRGUNFERENCIA GUYO PLANO
ES || ® A LA BASE.

292. Bi, en vez de concurrir la generatriz en un 1515
cuando pasa por sus diferentes posiciones, se conserva [I*
4 su posicion primitiva, enténees la su perficie engendrada
se llama superficie cilindrica, ¥y cilindro, la parte del espa-

¢io comprendida enfre la superficie cilindrica y dos planos
|| °s'entre si. En Geometria elemental, sélo se considera la
superficie cilindrica y el cilindro de revolucion, siendo la
primera la superficie engendrada por una | * que gira al-
rededor de ofra | * fija, & la cual permanece invariable-
mente unida y || *, y el segundo el cuerpo engendrado por
un B que gira alrededor de uno de sus | %. La | * alrede-
dor dela cual gira la | * generadora de la superficie cilindrica
6 ¢l O generador del cilindro, se llama eje,
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293,  Se dice que una pirdmide estd inscrita ¢ eircuns-
erita 4 un cono, cuando, teniendo el mismo vértice, la base
de aquélla esté inscrita 6 eircunscrita 4 la de éste, y tambien
un prisma estd inscrito 6 circunserito 4 un cilindro, cuando
Jas hases de aquél se hallan inscritas 6 circunseritas a las
de éste.

‘994, Cuando una pirdmide 6 un prisma se halla: cir-
cunserito & un cono 6 & un cilindro, s6lo tienen comun con
éste una de sus generatrices, y se dice en esle caso (ue las
caras laterales de aquéllos son langentes a éstos, sequn di-
chas generalrices. t '

TEOREMA.

905. Toda figura homotética de-una esfeva, es olra
esfera.

Demostracion.—Siendo O la esfera dada (fig. 170), co-
mo para cada plano que pase por la | * 00’8, se verifica
quelos [.Js A, B/, U'..... equidistan del [.] 0" (289}, resultard
que la superficie que contienen dichos [.]¢ es una esfera.

§ 3.°—r;ngulos diedros ¥ rectilineos.

TEOREMA.

996. Los / S ps son proporcionales & sus /S reclilineos
correspondientes.

Demostracion.—Como la superposicion de dos /[ © D° 6
de dos sumas de £ 5 ps lleva consigo la superposicion de los
/.5 rectilineos correspondientes, queda establecido el teore-
ma (133, principio).

Coronanio.—La medida de un L D es la misma que la
de su L rectilineo correspondiente.

§4.0—Areas y lineas.
TEOREMA,

(Prisma y cilindro.)
997. EI 4rea lateral de un prisma tiene por medida el
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producto del nmimero que mide wna de sus aristas latera les,
por el mimero que mide el perimetro de una seccion | 4
éstas (1).

Demostracion.—Los [78 A'B, B/C,
C'D,..... (fig. 172) tienen por medida
AAY, A'B", BB BICY, CCLEBY L.
si ahora se suman estas expresiones,
sacandose el factor comun

AA" = RB" = CG; =—ils
resultard

Figura 172, area lateral = AA’ (A"B"” 4 B/C" +...)

6 drea lateral = arista < seccionrecta.

Cororawios.—1.° Bl 4rea lateral de un prisma recto
liene por medida el producto de su altura por el perimetro
de la base (2). Asi, pues, llamando s al drea, a 4 la altura y
p al perimetro de la base, se tendra

§=a.p [1]-

2.° El drea lateral de un cilindro cireular recto v obli-
cuo, liene poi medida el producto del mitmero que mide la
arista, por el mimero que mide la cireunferencia de la base;
pues un cilindro puede considerarse como el limite hécia
que tiende un prisma regular inscrito en aquél, cuyo nii-
mero de caras va aumentando indefinidamente, asi como
va disminuyendo la magnitud de éstas, miéntras sus bases
poligonales tienden hécia las circulares de aquel,

Llamando, por consiguiente, 7 al radio de la circunfe-
rencia y a 4 la altura, se tendra

S=4a.2nr [2].

teary

THOREMA,

298. El desarrollo, en un plano, de la superficie lateral
de un prisma recto, es un — cuya altura es la del prisma y
cuya base es igual al perimetro de la base de éste.

(f) Esta seccion se llama seccion recta del prisma.

(2) Enunciado abreviado. Se sobreentiende aqui como en otras
ocasiones los nimeros que las miden.
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Demostracion.—Siendo L.slos £sen A, B, O,..... A,
B/, C,..... fig. 173); si se hace girar la cara B'C alrededorde
la arista BB’, hasta que resulte colocada en la prolongacion
de la cara A'B; si ge hace lo mis-
mo con la D'C alrededor de la
arista CC'....., los segmentos AB,
BG, CD,..... ABB'C, C:D.....
quedaran en prolongacion unos
de otros (51, 3.° recip.) formando
lag bases AB..... N AL N

Figura 4173. del D ANN'A’.
Conorario.—E! desarrollo de
la superficie lateral de un cilindro circular recto es un O
cuya altura es la del prisma y cuyas bases son las circunfe-
rencias de las de aquél, reclificadas.
Demostracion.—(Método de los limites).

A B:C-D E N

TEOREMA.

(Pirdmide y cono.)

299. Elarealateral deuna pi-
vimide regular tiene por medida
el produetodel nimeroque mide
la apolema, por la mitad del
que mide el perimetro de la base.

Demostracion.--Las dreas de
los A SAB, SBO,... (fig. 174),

Vg € B

Figura 174,

tienen por gxpresmnes 5

{pues, en la pirimide regular todas las apotemas son iguales)

y sumando, resultard

e 1 5
§=-58L. AB+ —o-SL.BO +..=

e

SL (AB-+BC +...)

A 1 1
OF Sy = - d. P [3-
{representando por a la apotema y por p el perimetro de la
base).

Corovario 1.°—El 4rea lateral de un cono circular recto
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tiene por medida el producto de la mitad del nimero que
mide la apotema por el que mide la circunferencia de la
base; pues el drea del cono es el limite del drea de una pi-
rémide cuya base tiende indefinidamente hacia la de aquél,
Y, en el limite, se tendra (fig. 175, 1);

S = 11? SA. 2=, AP [4]
6 S—=rl =T

(representando por 7 el radio y por [ el Iado del cono).

Conroranio 2.°—8i se traza un
plano || ° 4 la base por el [.] me-
dio de la altura del cono, se ten-
dra, en el plano SAP (fig. 175, 1),

ST | HI
BPL, AR
de lo cual resulta que 2HI = AP,
Frigura 175. y sustituyendo en la expresion
[4], se obtiene que
S=AS. 2=. HI i_ﬁ]

4 [(sustituyendo) S=12x —-12— [7];

s deeir, que: la superficie lateral de un cono cireular reelo,
tiene por medida el producto de sw lado por la civeunferen-
eia que determina el plano trazado por el [.] medio de la
altura, paralelamente & la base.

Conorarto 3."—El drea de la superficie lateral de un
cono cireular recto, tiene por medida el produclo del eje
por la cireunferencia, cuyo radio es la | al lado en su [.]
medio, interceptada entre éste y el eje; pues, siendo seme-
jantes los As ASP y SHL (fig. 175, 2), resulta

AS Bl = :
Js = @ ¢ AS.HI=PS HL
¥, sustituyendo en la expresion [6],
' 8 = 2= HL, PS [9].

TEOREMA.

300. La superficie lateral de una pirdmide truncada de
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bases || @ tiene por medida el producto del numero que
mide la apotema por la semi-suma de los que miden los
perimetros de las bases. '

Demostracion.—Sumando las éreas de los trapecios la-
terales A'B, B'C,..... (fig. 174) y, sacando, como ‘factor co-
mun, la apotema que llamaremos &, resultara

"/ AB+AB _ BO+BC
s=a( 222" + —F5——)
AB - BO 4 i AR 41 BIGk )
=a( 2 + 3 )
5 gt Pl [10]

(representando por p y p' los perimetros de las bases).

Cororarto 1.°—FEl érea lateral de un tronco de cono
circular recto tiene por medida el producto del nimero
que mide el lado por la semi-suma de los que miden las
eireunferencias de las bases; pues el tronco de cono es el
lmite de un tronco de pirdmide, cuyas bases tienen por li-
mite las de aquél; resulta, pues (fig. 175, 2), que

2 g S f ’P'r
18 BEABEIRAR L e ARl

9
o s=m=l(r+7) [1215

Coronanio 2.°—El drea de un tronco de cono liene por
medida el producto del nimero que mide el lado porel que
mide la circunferencia de la séceion, producida por el plana
equidistante de las bases Y || ® & éstas; pues, en el trapecio
APA'P’ (fig. 175, 2), se tiene

AP 4+ AP

HI = 5 : [13]
y, sugtituyendo en la expresion [11], resulta |
=1. 2= HI [14].

Coronario 3.°—EL drea del lronco de cono liene por
medida el producto del nimero que mide el eje por el que
mide la circunferencia cuyo rédio es la | al lado en su [.]
medio, interceplada entre éste Y el eje; pues, siendo seme-
jantes los As AA’E y LHI (fig. 175, 2) (98, cor, 3.° y 149},
resultarad
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AA’ HL : .
BN T 6 AA'.HI = EA'.l HL
¥, sustituyendo en [12] (observando quel = AA' y, en virtud
de la relacion [13]), se tendra :
s=EA' 2= HL, = PP’ 2= HL (107, 1.°)

DEFINICION.

(Superficie esférica.)

301. Se llama zona la porcion de superficie esférica
comprendida entre dos circunferencias cuyos planos son
Il 9%, las euales son sus bases, siendo su alfura la distancia
de dichos planos. El arco BCD (fig. 176), girando alrededor
del didimetro AA/, engendra una zona y los [.L]F By D sus
bases; cuando uno de los circulos se reduce 4 un [.], la zona

tiene una sola base y se llama casquete.

TEOREMA.

302. El drea engendrada por la
base de un sector poligonal regular,
quegiraalrededor de uno de sus radios
extremos, tiene por medida el producto
del mimero que mide la proyeceion de
aquélla sobre el eje, por el niimero

Fignra 476, que mide la circunferencia cuyo rédio
es la apotema.

Demostracion.—Sea el sector OABCDE (fig. 176).

El | ®AB engendra la superficie lateral de un cono, el
CB la de un tronco de cono, el OD la de un cilindro.,. .. y,
representando por a la apotema, resulfa:

superficie engendrada por AB =2z a. AB’
» " » BG=2=a. B'C

) ‘. » 1 CB =2ran D!
,. » » DBE =2ra. D'E
Y sumando, y sacando los factores comunes,
superficie total = 2m a (AB" + B'C' + .....) = 2r a AR,

Cororanto 1.°—El &rea de una zona esférica, tiene por
medida el producto del nmimero que mide su altura, por el
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que mide una circunferencia maxima; pues, el sector cir-
cular es el limite del poligonal; y como la apotema se con-
vierte en el radio, resulta, en el limite,
§'= 2mr AES

(representando por s y 7 la superficie de la zona y su radio),

2. El drea de la esfera tiene por medida el producto
del diametro por una circunferencia maximas; pues, siendo

superficie engendrada por ABOD = 2xr. AD/
» » » DEA”=2=r, DA

sumando, resulfara:
sup. eng. por ABODA'=2nr(AD/-D'A’) =2xr. AA = 4m*,
lo que se expresa tambien diciendo que: la superficie de la
esfera es el cuddruplo de la de un circulo maximo.

§ 5.°~Volamenes y dimensiones.
TEOREMA,

303. Los voliimenesdedos
paralelepipedos vectangulos,
de iguales bases, son propor-
cionales 4 sus alturas (figu-
ra 177).

Demostracion.—La mis-
ma que la andloga de la Geo-
metria plana, sustituyendo la
palabra paralelepipedo rectingulo 4 la palabra rectangulo.

Conorario 1.—Los volumenes de dos paraleleptpedos
rectingulos de iguales alturas, son proporcionales a sus
bases. '

Demostracion.—(Resulta del teorema y de 1a nota del
nim. 138). Asi, siendo P, a, b, ¢, P’, a, b/, ¢/, dos parale-
lepipedos y sus dimensiones respectivas; si se considera un
paralelepipedo P, , cuyas dimensiones sean a,by¢’, resultard

Figura 177,

PR _P,__ e _h_
<P B PSS hS
P. P, a0 R S AR el
BRlL T Ahety (e DR S X

12
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Observacion.—Pudiéndose tomar como altura cualquie-
ra de las dimensiones del paralelepipedo, este teorema se
enunciara tambien diciendo: Los volumenes de dos parale-
lepipedos rectingulos que tienen dos dimensiones comunes,
son enire §t como sus terceras dimensiones.

Aplicando & dos paralelepipedos rectingulos cualesquie-
ra el razonamiento de la nota del nim, 138, resulta el
siguiente:

Conornario 2.°—Los voliimenes de dos paralelepipedos
rectangulos cualesquiera son enire st como los productos
de sus tres dimensiones.

Coronarto 3."—EI velumen de un paralelepipedo rectan-
gulo tiene por medida el producio del niimero que mide su
altura por el numero que mide su base, 6 el producto de
los nitmeros que miden sus ires dimensiones; pues, to-
mando como unidad de volimen un cubo €, cuyas aristas
tengan por longitud la unidad, y llamando P al paralelepipe-
do propuesto, euyas dimensiones son a, b y ¢; se fendrd que

P a.h.c
0T AT TR
DEFINICION.

304.- Dos cuerpos geométricos son equivalentes, cuando
tienen voliimenes iguales y distintas formas.

TEOREMA.

305. Dos paralelepipedos cua-
lesquiera de bases y altyras iguales
SON EQUIVALENTES.

1. Construceion.—Sean los pa-
ralelepipedos CA" y BIY (fig. 178)
que tienen la base inferior BCB'CY
comun, y cuyas bases superiores,

Figura {78, que se hallan en un plano (por ser

iguales las alturas), se encuentran

comprendidas entre las [ 8 AF y A'F’, Tracense los planos
ABCF y A'B'C'T".
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1. Demostracion.—Si de la figura total se quita el
prisma triangular CDFC'D'F', queda el paralelepipedo A'C;
si se quita el prisma ABEA'B'E', queda el BF'.

Pero estos prismas son iguales (265), pues
TRIED, DFD'C = TriED. AEA'B,

porque

L FDC = ; EAB, ;. FDD' = EAA’ (97, 2.°)
y L CDD’ = L BAA' (208, 1.°);
ademas,

AFDC > A BEAB, /7 CD' = [ BA’
(lo cual se deduce, recordando los teoremas citados y los
87, 96, 4.° y 107, 1.°) '
Y OFD' = [ EA'
(pues [J FE' y [ DA/, que son iguales al BC' (hipdtesis),
son iguales entre si y el [0 ED’ es una parte comun),

2.° . Construccion.—Si los paralelepipedos son BE' y BH,
trdcense los planos CH', BG', BF y B'F’ que se obtienen
prolongando dos caras opuestas de cada paralelepipedo.

2. Demostracion.—El paralelepipeda CA’, obtenido
por dichos planos y los de las bases, es equivalente 4 cada
uno de los propuestos, segun el 1.6 caso; luego éstos son
equivalentes entre si.

Cororanto.—El vohimen de un pavalelepipedo cual-
quiera tiene por medida el producto del nimero que mide
su altura, por el mimero gque mide sy base ¢ el producto
de los miimeros que miden sus itres dimensiones; pues el
volimen de un paralelepipedo cualquiera BPF" (fig, 178)
tiene la misma medida que-el paralelepipedo recto D'B que
le es equivalente, y, 4 su vez, éste fienc la misma medida
que el paralelepipedo rectingulo, que se obtendria, tomando
el o ABCD como base, como aristas laterales las | ® trazadas
A éste en sus vértices A, B, C y D, y cuya otra base se ha-
llara en el plano A'B'C'F'.

TEOREMA.

306. Todo prisma triangular es equivalente d la mitacd
de un paralelepipedo de la misma altura y-dupla base.
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1.ercaso, Si el prisma friangular es
recto, por ejemplo, el MLNPQR (fig. 179);
completando el paralelepipedo KQ, se ve
inmediatamente que el prisma dado y el
NKMBSP son iguales, por tener iguales
los friedros 8 y L, y las caras que los

Figura 479, forman (257, cor. 1.° 107, 1.° y 92).

2.° caso. Construecion.—Dado el pris-

ma oblicuo triangular ABCDEF, complétese el paralelepipe-
do BH; prolénguense todas las aristas; tracese un plano cual-
*quiera MLNK | 4 éstas (217, recip.); tomese la distancia
MP — AD, y fracese el plano PQRS | tambien 4 las aristas.

Demostracion.—Siendo AD = MP,
ge tendrd tambien BE = LQ, OF = NR...... (257, cor.);
luego AMI=DP; Bly—EQ:..\.;
pues resultan de sumar 4 los dos miembros de las igualda-
des anteriores, respectivamente, los segmentos DM, EL,.....

Los prismas rectlos truncados HL, 1), que lienen iguales
las bases PQRS y MLNK (254), asi como las aristas la-
terales, podran superponerse, de nianera que coincidan,
serdn pues, iguales;
luego HQ —HL 6 KQ=HQ—I1Q = HE,

De igual manera resulta que )

prisma MLNPQR = prisma ABCDEF
¥ prisma MNKPRS = prisma ACHDIRF
pero prisma recto MLNPQR = prisma recloMNKPRS (1.°);
luego prisma ABCDEF = prisma ACHDEF;
de manera, que cada uno es la mitad del paralelepipedo HE,

Cororario 1.°—Dos prismas triangulares de igual altu-
ra y bases equivalentes, son equivalenies; pues son mita-
des de paralelepipedos equivalentes.

Cororanio 2.°—ElL volimen de un prisma triangular
tiene por medida el producto del nimero que mide su
base por el nimero que mide su altura; pues el prisma
triangular ABDEFH (fig. 180, 1) es la mitad del paralele-
pipedo AG.

Cororanio 3.°—El volumen de un prisma cualquiera
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tiene por medida el producto del
numero que mide sw altura por
el mimero que mide su base;
pues el prisma ABCDEFGHLI
(fig, 180, 2) se puede descompo-—
ner por los planos diagonales EG
y DG en prismas triangulares,
cuyas expresiones, sumadas, daran la siguiente
V=2a(T+T+T"
{representando por a la altura y por T, T" y T" las medidas
de log AS de las bases). '

Conorarto 4."—El volumen de un cilindro tiene por
medida el producto del niimero que mide su allura por el
nimero que mide su base; pues el eilindro es el limite de
una série de prismas variables de la misma altura y cuyas
bases fienen por limite la del cilindro.

Figura 180.

LEMA.

(Piramides y conos.)

307. Si dos pirdmides,

de alturas iguales y bases
equivalentes, se cortan por
planos equidistantes de sus”
vérlices, LAS SECCIONES SERAN
TAMBIEN EQUIVALENTES.

Demostracion.— Sien-
do semejantes log /As ABC
y DEF (fig. 181}, asi como los cuadrildteros GHIK y LMNP,
se tiene (185)

Figura 181,

drea de DEF  DE*  d4rea de LMNP I\ﬂf_{mr)],
4reade ABC ~ AB*  4reade GHIK ~—  GH* ;

8D d DE TL d LM
RO T AB TG D GE
(representando por D y d las distancias de los vértices Sy T
a las bases y secciones respectivas);
lueco ._d'_ — EEQ_ == ._IT'_M: .

B D* AB? GH* !

(281)
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Tk area DEF b11) area LMNP
UeED area ABO ~ 4rea GHIK
pero darea ABC = drea GHIK;
luego area DEF = drea LMNP.
TEOREMA.

308. Dos pirdmides
iriangulares, de alturas
“iguales y bases equiva-
lentes, son equivalentes.
Construccion.— Di-
vidanse lag alturas (fi-
gura 182) en un name-
ro cualquiera de partes
iguales; por los [.]¢ de
. division tracense planos
[l 95 & las bases, y constriuyanse las séries de prismas trian-
gulares que se ven en la figura, cuyas aristas laterales son
Il 28, respectivamente, 4 las aristas SAy SA’,

Demostracion.—Los prismas DEFANO y D'E'E'A/N'O’,

GHIDPQ y G'HTI'D'P/Q"y GRTKLM y G'R'T'K'L'M’ son

'ras;poctivamcntc equivalentes, cualquiera que sea el niimero
de planos y, por consiguiente, de prismas trazados. Siendo,
ademas, KT, TQ y QO | #s 4 SCy KR, RP y PN || 7 4 SB,
por construccion; unos y otros segmentos estin en prolon-
gacion (95), formando lag | @8 KO y KN || 4 SC y 8B,
respectivamente.

Pero la diferencia entre la piramide SABC y la suma de
los prismas KLMGRT, GHIDPQ,..... es menor que el pris-
ma triangular KONSBC fruncado, el cual puede hacerse
menor que cualquier valor, por pequefio que sea, para lo
cual, basta que sea suficiente pequefio el segmento KS, y
lo mismo puede decirse de la pirdmide 8’A'B’Cf; luego, en
el limite, dichas piramides pueden considerarse como las
sumas de un numero infinitc de prismas triangulares,
respectivamente iguales; luego ellas seran equivalentes

entre si.

Figura 182,




GEOMETRfA ELEMENTAL 183

TEOREMA.

309. Un tronco de prisma triangular
equivale d tres tetraedros que tienen por
base la de aguél y cuyas alturas son, res-
pectivamenle, las distancias de cada vér-
tice a la base.

Construccion. —Tracense los planos
ECA y ECD (fig. 183) que dividen al pris-
ma- truncado en tres tetraedros EABC,
EACD y ECDF; tricense, ademis, los planos CDB y FBA
que forman los tetraedros DABC y FABC,

Demostracion.—El rerr: HABO satisface al enunciado.
El terr, EAUD es equivalente al TErr. BCAD (308) (pues
tienen la misma base ACD y los vértices en una || * a ésta)
que tambien satisface al enunciado; en fin, el Terr. ECFD
es equivalente al BAFC (308); pues sus bases son equiva-
lentes, y éste lo es al BACFE, que satisface al enunciado.

Cororario 1.°—Una piramide triangular es la tercera
parte de un prisma triangular de igual base y altura; pues,
dado el tetraedro EABU, se puede completar el prisma, pro-
longandose log planos EBC y EBA, hasta que corten al pla-
no | ° 4 EB trazado por la | * AC (197, 4.°), y, trazando por
E un plano || ° & la base, en euyo caso, los vértices HD y F
distardn igualmente de la base, y, por consiguiente, los te-
traedros componentes seran iguales entre si y & la tercera
parte del prisma.

ConrorAnio 2.°—E!l volimen de wn fetraedro tiene por
medida el tercio del niimero que mide la aliura por el que
mide la base.

Coronanio 3.°—El voliimen de una piramide liene por
medida el tercio del nimero que mide su altura por el que
mide la base, pues una pirimide puede descomponerse en
tetraedros, trazando planos por su vertice y las diagonales
que dividen su base en A°,

Conrorario 4.°—El volizimen de un cono tiene por medi-

Figura 183,
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da el tercio del niimero que mide su altura por el que
mide su base; pues el cono es el limite de las pirdmides re-
gulares inscritas, cuyo numero de caras crece indefinida-
mente.

Representando por a la altura de un cono circular, por -
el radio de su base y por V su volimen, se tendra:

=—%— .27,

TEOREMA.

310. Un tronco de pirdmide, de ba-
ses paralelas, equivale d tres tetraedros
cuyas alturas son la del tronco y eu~
yas bases son las de ésle y su media

proporeional.
1.ercaso. Construccion.--Tracense:
Figura 184, la [[*EN alaAD, Ia || NM & la BQ

(fig. 184), y inanse N con ¢, D con €
y eon N por las | 3 NC, DO y DN,

Demostracion.—Los telraedros componentes EABC y
EFCD satisfacen al enunciado. El tetracdro restante EACD
es equivalente al NACD (308), cuya altura es la del tronco y
cuya base ANC es una media proporcional entre ABO y
DEF, 6 suigual NAM (203, 208 107, 1. y 89) ;pues, en efecto,
siendo semejantes los As ANM y ABO (149, 1.°); resulta

AM AN
AC T AB ¢
teniendo los As NAM y NAC el vértice comun y sus bases
en una misma | ", sus direas son enfre si como éstas, es
decir, que
area del A NAM 6 DEF AM

area del \ NAC = R
de igual manera ge tendrd, considerando los A8 CAN y
CAB, que

_dreadel ACAN ' AN |
ireadel ACAB ~— AB
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area del A\ DEF area del A NAC

“area del A NAC — drea del A ABC ’
y el TErr. DANC satisface tambien al enunciado.

2.° caso. Si el tronco es de una pirdmide cualquiera,
constriiyase otra triangular de igual altura y base equiva-
lente, y su fronco, de igual altura que el dado (fig. 181), y
queda extendido el 1.2 caso al general. :

Representando por B, by a las bases y la alfura del
tronco de pirdmide y por V su volumen, resulta:

V= -3 (B+b+ VBb).

Conrorar1o 1,°—El volimen de un tronco de cono de
bases paralelas es igual 4 la suma de los voltimenes de tres
conos, cuya altura comun es la. del tronco y cuyas bases
son, la superior, la inferior y una media proporcional
enire ambas. '

Demostracion.—(Método de los limites.)

Representando por R y + los radios de las bases, resul-
tara, para la expresion del volimen, la siguiente

V = _%. {TER!‘l"ﬁI'g-l- 1{,!1,‘__2 Rt = f‘;l_ [Ii+ 1‘-|—R[']-

luego

TEOREMA.

(Estera).

311. Bl volumen engendrado por
un A que gira alrededor de un eje,
situado en su plano y que pasa por
uno de sus vertices, sin atravesar s

Figura 455, superficie, tiene por medida el pro-

ducto del nivmero que mide el area

que engendra el | ° opuesto al vértice, por el tercio del
nimero que mide la altura relativa & éste | °.

1.er caso. Conmstruccion.—Sea el A ABO (fig. 185), cuyo
| ° AC se confunde con el eje. Tracense el O ACC'A” y la
| BD 4 AG.

Demostracion.—El voliimen engendrado por el A
ABC es igual 4 la suma de los volumenes de los conos en-
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gendrados, respectivamente, por los A BDC y BDA, que
son los tercios de los volimenes de los cilindros engendra-
dos por los ® BDCC' y BDAA' (309, cor. 4.°); luego

vol. ABC (1) = —- = BD®. AC (309, cor. 4.°) —
3 3
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-.:;— = BD. BC. AP

(pues BD. AC y BO. AP expresan el doble del 4rea del A
ABCJ; pero = BD. BC expresa el 4rea lateral del cono en-
gendrado porel A BDC;
g luego
vol, ABC = &drea eng.% por BO. igp_

2.° Construccion. — Prolénguese
el | ° BC (fig. 186) hasta encontrar al
eje. '
Figura 186, Demostracion.

vol. ABC = vol. ABD — vol. ACD

6 vol. ABC = (4rea BD — 4rea DO) if— = drea BO. -A3—P

3.° Beael A ABO (fig. 185), cuyo | ° AC es|° al eje
A’C’ que pasa por el vértice B.

Construccion. —Tréicense la | & AA’, OC" y BD al eje
AT,

Demostracion.—Los voltimenes engendrados por los
AS AA'B y OO'B son, respectivamente, los dos tercios de los
engendrados por los 35 AA'DB y CO'DB; y entre los dos,
los dos tercios del engendrado por el 0 AA'C'C, luego

vol, ABC = % m BD® AC = 4rea AC. BD

(pues = BD. AC expresa el drea lateral del cilindro engen-
drado por el 0 A’C'CA).

TEOREMA,

312. El volimen engendrado por un sector poligonal

(1)~ Notacion abreviada para expresar el 4rea engendrada por el A
ABC.
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regular, que gira alrededor de un didmelro exterior & su
superficie, tiene por medida el producto del nimero que
mide el drea que engendra la base de aquél, por el tercio
de la apotema.

Demostracion.—El sector poligonal OABCD (fig. 176)
puede descomponerse en los A5 OAB, OBC, 0OCD, y resulfa

P
vol. OAB = drea AB. —(-)]—

3
vol. OBC = drea AB. ();

D
vol. 00D = 4rea CD. 931— ;

luego vol. OABCD = %[)— (4rea AB + area BC4-drea CD)
E

vol. OABCU = 2;—- . area ABCD.

DEFINICIONES.

Cuando se hace girar un sector circular OBD (fig. 176)
alrededor de un radio OA, exterior 4 aquél, se engendra un
voltimen, que se llama seclor esférico, comprendido entre
la zona engendrada por la base BD y las superficies conicas
engendradas por dos radios OB y OD.

Segmento esférico es la porcion de volimen de la esfera
comprendido entre dos planos secantes paralelos; estos
planos son sus bases y la distancia de los mismos su altura.
Cuando uno de los planos pasa & ser tangente, el segmento
es de una sola base.

Conotarto 1.°—El volumen de un sector esférico tiene
por medida el producto del niimero que mide el drea que
le sirve de base por el tercio del rédio de la esfera, pues el
sector circular generador es el limite de un sector poligonal
regular, cuyo niimero de lados aumenta definidamente y, en
el limite, la apotema se convierte en el ridio, asi como la base
del sector poligonal, en el arco del circular correspondiente.

Cororario 2.°—El volimen de la esfera tiene por me-
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dida el producto del niimero que mide su drea por el tercio
del que mide su radio, pues este volimen puede conside-
rarse como el de un sector esférico, cuyo sector circular cor-
respondiente es un semicirculo.
La expresion de dicho volimen sera

V:_iT!Ri.'-{_}i:‘%ﬂRs

§ 6.°—Relaciones métricas de las figuras semejantes.

TEOREMA.

313. La relacion de los perimetros de dos lineas poligo-
nales homotéticas y semejantes es igual 4 su relacion de
| homotecia y semejanza (figs. 165 y 167). Esta se deduce in-

mediatamente del teorema 281 y sumando los antecedentes
entre si, asi como los consecuentes, sumas, cuya relacion,
sera igual 4 la de homotecia. Si se trata de figuras seme-
jantes se reducird su consideracion 4 la de la homotecia
(286, observ.)

Conoranio.—La relacion de las longitudes de dos seg-
mentos rectilineos homoléticos, 6 de dos poligonos planos (1)
homotéticos, es igual & la de sus distancias respectivas a
sus centros de homotecia.

TEOREMA,

314. La relacion de las 4reas de dos poliedros homoté-
ticos 0 semejantes es igual d la de los cuadrados de sus
distancias al centro de homotecia, 6 4 la de los cuadrados
de sus lineas homdlogas (281 y 185).

Observacion.—Este teorema comprende, en particular,
log prismas y las pirdmides semejantes, cuyas dreas son
proporeionales & los cuadrados de sus rddios, cuando son

(1) Los poligonos que no se¢ hallan en un solo plano se lluman
gauchos.
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regulares, y, considerando sus limites respectivos, resulta
el siguiente

TEOREMA.

315. Las areas de dos cilindros 6 conos semejantes (1)
son como los cuadrados de sus radios.

TROREMA.

316. Los volimenes de dos cilindrosy de dos conos
semejantes, ast como los de dos esferas cualesquiera, son
proporcionales & las lerceras potencias de sus radios.

Esto resulta de comparar las expresiones de sus volu-
menes, dadas en los niimeros (306, cor. 4.°, 309 y 312).

11.—PROBLEMAS.

ProsrEMA 1.°—Por un [.] (fi-
gura 187) trazar una || * d una
| * dada. :

Resolucion. — En el plano
determinado por el [.] y la | %
fracese una || * 4 ésta.
Figura 187. : ProsLEmA 2.°—Dado un pla-
no, trazar, por un[.] dado, una

|_al mismo.
Resolucion. 1.er caso. Siel[.] dado P estd fuera del
plano (fig. 187), témense tres longitudes iguales PA, PB y
PC que terminen en el plano; fracese la: circunferencia que
pase por A; By C. La | * OP que une su centro con el [.]
P serd la | buscada (202, recip.) i
2.°caso. Siel [.] P’ estd en el plano, tricese, por un [.] P
cualquiera exterior al plano (fig. 187), una | PO & éste
(1.er caso) y, por el [.] dado P/, tricese una | “P'P” & PO,
que serd la || * buscada (217).
ProsremMa 3.°—Dado un tronco de pirdmide, hallar Ia
altura de la pirdmide folal y de la deficiente (fiz. 174).

(1) Dos eilindros 6 dos conos son semejantes cuando estan engen—
drados por [% 6 /\S semejantes,
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Resolucion.—Si se supone construida la pirdmide total
SABCDE, se tendra (281):

S0 AB . SO_SO' AB—AB
80" T A® S0680° = ABSAT
S0 — 80/ B0 —80F oo
e A ey

ProsreMa 4.°—Dado un tronco de cono, delerminar la
altura del tronco tolal y del deficiente (fig. 175).
Resolucion.—Suponiendo completado el cono, se tiene

8P - AP 5 SP—SI _ AP—HI
SI — THI "SP6SI T APsHI ¢
SP — 81 SP — 8I
]uegn 9P = m AP 8] = AP — I HI
3 Ay S ) PR
) b 1 I'—T

(representando por a la altura del tronco y por 7 y ' log ra-
dios de las bases].

ProsrEMa 5.° — Ha-
llar el rddio de una es-
fera dada.

Resolucion. — Deg-~
de un [.] P, como polo,
(fig. 188) con una aber-
tura arbitraria de com-
pas, describase una cir-

Figura 188, cunferencia ABC.

Aparte, en un plano,

construyase un A ABC con las longitudes AB, BC y CA

como | %; determinese el centro O de la circunferencia cir-
cunscrita. El radio ao es igual 4 la distancia AO.

En seguida con un ridio ap = AP, es decir, igual al
rédio que ha servido para trazar la circunferencia ABC, de-
terminese un [.]penla | pp’alradio ao. Tricese, en fin,
la | ap’ 4 ap, La hipotenusa pp’ del A pap’ serd igual al
diametro de la esfera.
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CRITICA GEOMETRICA.

LIBRO PRIMERO.

METODOLOGIA GEOMETRICGA.
1.—NOCIONES GENERALES.

I.

314, La metodologia geométrica es la parte de la Geo-
metria que trata del método, como instrumento necesario
para-el descubrimiento de Ias verdades, y para su organiza-
cion en un conjunto que le dé el caracltér propio de toda
ciencia.

315. Méiodo es la direccion seguida por la inteligeneia
en la investigacion y exposicion de la verdad.

Este doble objeto indica ya dos métodos, 6 mejor, dos
fases distinfas del método, llamadas andlisis y sintesis, que
satisfacen respectivamente 4 uno y ofro fin de la ciencia.

316. ' Lo primero en la ciencia es descubrir las verdades.
BEste desoubrimiento se verifica, en matematicas, mediante el
andlisis demostrativo. Deseubiertas las verdades por el
andlisis, corresponde enseguida ordenarlas y clasificarlas.

Este es el objeto de la sinlesis, que eoordina las verda-
des en feorias 6 conjuntos de las mismas, subordinados &
una misma idea, las cuales, enlazadas por otras analogias,
se unen en el plan general de la ciencia.

13
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Ejemplo: La teoria de paralelas es el conjunto de verda-
des relativas al paralelismo, la cual se une con la de trian-
gulos, cireunferencia, etc , para constituir, con su conjunto,
la ciencia geométrica.

Los procedimientos de la sintesis son: la defmcwn, di-
vision y la demoslracion.

317. Definir un objeto es exponer el conjunto de sus
cualidades 6 propiedades.

Un objeto se define sefialando el género a que pertenece,
por lo cual expresamos lo comun que tiene con los del mis~
mo género y su ltima diferencia, por lo cual expresamos
lo propio que tiene, y que le distingue de los demas objetos
de su género.

Ejemplo: En la definicion: cuadrilatero es un poligono
de cuatro lados; indicamos 4 dicha figura como pertene-
ciente al género poligono; pero le hacemos distinguirse de
los demis que no tienen ecuatro lados, y es lo propio dela
especie definida.

318. La division es el complemento necesario de la de-
finicion; por ella se determina la. variedad de las especies
de un objeto. '

Ejemplos: El tridngulo se divide en acutdngulo, rectdn-
gulo y obtusingulo; el paralelégramo se divide en romboide,
rombo. rectingulo y cuadrado.

319. La demostracion es el tercer procedimiento de. la
sintesis cientifica. Lios dos primeros dan nociones precisas
y adecuadas 4 los objetos considerados; el tercero fija sus
propiedades y relaciones naturales por medio del razona-
miento,

320. En Geometria, la definicion sefiala clara y distinta-
mente cada objeto; la division expresa circunstancias par-
ticulaves del mismo [en el triangulo, por ejemplo, ser acti-
tangulo, rectingulo & obtusdngulo), y en fin, la combinacion
de unas lineas 6 figuras con otras, 4 la par que mulliplica
los objetos geométricos, da lugar & nuevas propiedades 6
relaciones, que la demosiracion justifica, para dar un pro-
ducto asimilable a la sintesis cientifica.
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y el punto P, exterior 4 ella; lo coexistente, l1a tangente; las
construcciones auxiliares, la circunferencia cuyo didmetro
es PO, asi como las cuerdas PT y OT. El teorema que rela-
ciona'dichos objetos es: Todo ;. inscrito cuyos | °s pasan
por los extremos de un didmetro, es un |_. .

Por dltimo, en el problema:
Construir un segmento capaz de un
L dado (fig. 192); lo hipotético, es
la cuerda TN y el . ABC'; o coexis-
tente, la circunferencia imscrita al
L Y, por lo tanfo, su centro; las
construcciones auxiliares, el 1 MTR
= ¢ ABC/,la ]. OR & NT, las cuerdas TC y NC y el radio
OT. Los teoremas que relacionan dichos 6bjetos son los
siguientes: Un L externo de un /A esigual & la suma de los
dlos no adyacentes. En todo A, 4 |98 iguales se oponen
L8 iguales. Los /%, cuyos | “S son s, son iguales d su-
plementarios. La | al rddio es tangente.

329. Ademds del teorema, se hallan en la ciencia el lema,
proposicion que prepara 4 la demostracion de un teorema
y el corolario, que expresa las consecuencias que 6 deducen
de éste. TS '

330. Los teoremas, asi como los problemas, se dividen
en elementales y complejos.

Los teoremas elementales son aquellos' cuya demostra-
cion se deriva inmediatamente de una definicion.

Ejemplos:

El didmetro divide 4 la circunferencia en dos partes
iguales que se llaman semi-circunferencias.

Por un [.] sdlo puede trazarse una | & una | *

331. Los problemas elementales son aquellos cuya re-
solucion ed inmediata y 4 los cuales se reducen todos los
demis, y son: frazar und CIRCUNFERENCIA, una RECTA igual 4
otra dada y un iAneuLo igual & otro dado.

332, Los teoremas y problemas complejos son los que
necesitan de la consideracion de otros para su demostracion
y resolucion.

Figura 192,
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333. Tambien se dividen los teoremas y probl-emas en
divectos y reciprocos.

Se llama feorema reciproco de otro, aquél cuya hipotesis
es la tésis de éste y cuya tésis es la hipotesis del mismo,
Se llama problema reciproco de otro, aquel cuyos datos son
el resultado de éste y cuyo resultado es lo dado en éste.

Para que dos teoremas 6 problemas sean réciprocos,
hasta que alguna de sus condiciones esté invertida en ambos.

Ejemplos:

Los teoremas: Si dos /5 son suplementarios 1y TIENEN
-EL VERTICE Y UN | ® comuN, tendrdn sus otres | S en prolon-
gacion; si dos /5 son iguales y TIENEN DOS | % EN PROLONGA-
CION seran opuestos por el vértice; son los reciprocos de; si
dos (8 son adyacentes serAn suplementarios, y si dos L*
son opuestos por el vértice, seran iguales.

334, Para que exista la reciprocidad, ha sido preciso
anadir 4 uno y otro reciproco, respectivamente, las condi-
ciones de TENER EL VERTICE Y UN | ° COMUN ¥y e TENER LOS | 08
EN PROLONGACION, '

Tambien se hallan en este casolos teoremas nums. 96,
2.°, reciproco del 94 y el 217, recip ; la condicion que dehe
anadirse, en esle caso; para I{l reciprocidad es que una de
las | #s ||3ssea | 4la|®6 al plano.

335. La necesidad de restringir é limitar las hipétesis de
.los teoremas, es debida 4 que éstas solas tienen mas exten-
sion que la tésis, por lo cual darian teoremas defectuosos,
sin dichas limitaciones, que, hacicuclo igual la extension de
ambos términos, dan origen 4 la reciprocidad,

Asi, hay muchos L.® iguales que no son opuestos por el
vértice, y muchos / 8 suplementarios que no son adyacentes;
Yy s6lo una pequena parte de los mismos reunen tales condi-
ciones, de igual manera que hay muchos sistemas de | as || as
que no son | ®auna | * 6 4 un plano.

Reara. Parahacerreciprocas dos propoucmnes relativas
4 una misma cuestion, se tiene que afadir & la condicion
mas extensa alguna otra éondicion, que particularizandola,
la haga idéntica, en extension, 4 la que es ménos extensa.
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336. Hay tambien proposiciones cuyos términos no' son
en totalidad reciprocos de .los de ofras. Sin embargo, no
dejan de ser reciprocas; pues constan de una parte comun
¥ de otra completamente reciproca,

Esta circunstancia se observa en los teoremas nums. 218,
219, 221 y 222,

337. Dos problemas son reciprocos, cnando los datos y -
resultados del uno, en totalidad 6 parcialmente, son los, re-
sultados y los datos del otro.

Asi, por ejemplo:

Construir un A, cuando se conocen dos | %y el L com-
prendido, es reciproco de construir un A, cuando se dan
un | ° ylos L adyacentes ¢ cuando se dan los lres | .

338: Hay teoremas contrarios de ofros, que se forman
negando la hip6tesis y la tésis de éstos.

Ejemplos:

Los teoremas: Todo |.] situado en la | levantada & una

| “en-su [.| medio, EquinisTA de sus extremos. Si dos | 28
forman con una secanle ;S ALTERNOS O CORRESPONDIENTES
IGUALES, Seran [| 8, tienen por contrarios los siguientes:
Todo [.] situado fuera de la | levaniadaauna |"en su
[.] medio pista pEsiGUALMENTE de los exiremos de ésta: Si
dos | # forman con una secanie /5 ALTERNOS O CORRESPON=
DIENTES DESIGUALES; no seran || 8s,

339. Hay muchas cuestiones que tienen cuatro partes, 6
que estan expresadas completamente por cuatro teoremas:
dos directos, contrarios entre si, y sus dos reciprocos.

Ejemplos: A la cuestion de la posicion de un |.] respecto
4 los extremos de una | *, se refieren los teoremas:

Todo punto  situado

Todo punto situado en Tuera de la perpen-

la perpendicular tra-

1.° - (Lirac- _- 2.%— [Direc- diculer trazada A una
io e(mrma- zada -a unadli'ecta '3;1 to negati-§ recta en suo punto
tivo.) SiLRUILD MOIce ol il nd) medio  disfa des-
dista e -sus extre- igunlmenie de sus

SO, ; extremos.
Todo punto gque egiel- Todo punto gue dista
diste de los extre- desiguaimente  de
38.* — (Reri- mosde una recta, se 4.2 — (Reci- los exiremus de una
proco afir- halla ene la pe-pen- proco mne- recta, estd jfuera de
malivo,) dizular trazada 4 gativo ) la per pendicular
ésta en su punto me- - frazada en su punto

dio. medio.
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‘A la cuestion de una recta que corta & otrag dos se re-
fieren los teoremas:

E'itﬂ dos rec::s parale- fia t!ieqts_rgct_gg. gza pa-

4.° —(Direc~ a8 86 COTkA. por WA go__(fyjrae.| Talelas se corla por
2 gecante,  formara r una sepantg, formea-

:?waliirma con ésta angulos al‘:E tnc Jnﬂsau- ran con esta angulos
- ternos-internos {gua- R alternos-internos

fes. desigieates,
8i dos recias forman &i dgs reelss - forman
L% — (Reci- eon otra dngulos al- 4.2 — (Reci- con olra Apgnlos al-
Proco afir- ternos=inlernos proco  ne- ternos internos des-
mativo.) iguales serin para- gativo.) fguales, nm serdan
telas. paralelas

340, Los métodos geométricos, tanto de investigaeion
como de demostracion, se dividen en generales y particus~
lares.

Los métodos de investigacion se'comprenden bajo la de-
nominacion comun de andlisis.

Los métodos particulares de investigacion, 6 mas bien
procedimientos, son variedades del analisis, basadas en al-
guna eircunstancia partieular de los objetos sometidos al
mismo,

Bi la Geemetria para su econstitucion tiene el métode
andlitico, para su exposicion 1 organizacion como sistema
de verdades, euenta con los métodos demostrativos. . Bstos
son generales y particulares.

Lios métodos demostrativos generales, son; de reducczcm
al absurdo y delos limites.

Los métodos demostrativos particulares pueden dividir-
se, segun su objeto, en determinativos y extensivos.

II.—METODO ANALITICO G DE INVENCION.

341. Se llama andlisis malemdtico y en particular geo-
mélrico, el procedimiento que consiste en suponer cierio
(si se trata de un teorema), 6 resuelio (si se trata de un
problemal, lo que se busca demostrar v obiener.

342. Esta hipétesis facilita el obtener una figura, con la
cual pueden combinarse otras figuras 6 lineas auxiliares, que
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Figura 193.

daelas (fig. 193).

HIPOTETICAMENTE
(analisis), se principia
por considerar:

201

se juzguen como las mas ade-
cuadas para llegar & deducir
de sus relaciones, con la su-
puesta, la verdad 6 resultado
propuestos.

Ejemplos:

1.° Trazar una tangente
comun & dos cireunferencias

PriemcanenTe (sin-
tesis), & la CONSTRUGQION
FINAL giguiente:

1. T'T tangente &
las dos circunferencias. 1.° Trazarlatangen-
2.° Deesta hiptesis, Estere- = te O'M 4 la circunferen-
unida'é las CONSTRUCCIO-  geduei:  cia de ridio R — R/,
NES AUXILIARES: radios Sgpuni‘; desde O'.
OT y O'T'ylaO'M | %4 Fesuel s
TT', resulta: ﬂlﬂglgoﬁn: 2.° Trazar los radios
que O'Mes | 4O0T). dude OT' y O'T" que son 1S &
3.° Deduciéndose, en O'M,
fin, que
3.° Teazar la||*TT*

(O'M es tangente & oir-
cunferencia de radio
R — R/,
Asi; el cuadro:

Hipotasis. | | - (APEENIE po-

dida.
Cons—\
truccio- | radios OT y O'T"
nesauxi-{  que son |5 4
liaves ¢ TT yO'M|*&
interme- 1 L
diasivnl

a MO" que resuslve el
problema,

( O'M tangente 4 la
circunferencia
auxiliar,

‘onstruc-
cion final..

realiza-\

cion de

las cons-J OT y OT/ |5 &
truccio-{ MO/, que son
nes aun- radios, y TT’
xiliares, [|* 4 MO,
antes hi-

potéticas
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realiza- ; :
Luego, O'M es ol TT" es tambien
Solueion tangente ala la hipé tangente & la
final.. . . circunferencia AR circunferencia
A2 tesis pri- i :
auxiliar o’;
mera. . .

hace ver mis claramente que el anterior, la perfecta reci-
procidad é inversion del problema,
en su fase mIpoTETICA (andlisis), y
en su fase rEAL (sinfesis 6 consfruc-

Figura 194

HiroTETICAMENTE
(andlisis), se prinecipia
por considerar:

£ BMD = / AMC

De esta hipotesis,
unida 4 las cONSTRUCEIO-
NES AUXILIARES; prolon-
gacion MB' de AM y
. BB" & €D, resulta:

L BMD= ; B'MD
(pues ; AMO=/ DMB’
como “opuestos por el
vértice)
¥y A PMB=>~ A PMB’
(pues tienen un cateto y
un / iguales}, obtenién-
dose, en fin, que

BP = B'P
343.

cion final.)
Por dos punios A y B (figu-

218

ra 194), situadas en un mismo lado
de una vecta OD, frazar & un pun-
to de ésta, otras dos igualmente in-
clinadas, respecto a la misma.

Esta re-
lacion,
deduei -
da de
suponer
resus -
to el
proble-
ma, con=
dues

PRACTICAMENTE (sin-
tesis), & la cONSTRUCGION
FINAL siguiente:

Tomese B'P = BP
en la | BB"4 CD pro-
longada.

Unase el punto B’
con A yel B con el M,
resultando:

A BPM = A B'PM
(pues tienen dos catetos
iguales), y en fin:

L. AMC = ¢ BMD

El andlisis geométrico lleva consigo lanecesidad de

SUSTITUIR unas cuestiones’ a ofras, y por esta razon puede
muy bien llamarse METODO DE SUSTITUCIONES SUCESIVAS.

Asi, en el primer ejemplo, el problema propuesto se ha
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reducido & trazar porel [.] O’ una | * tangente 4 la circunfer
rencia de réadic R — R/, En el 2.° problema, la cuestion se ha
reducido & buscar el [.] B’ simétrico de B.

II1.—METODOS DEMOSTRATIVOS O DE EXPOSICION.
§ 1.°—Métodos generales, ;

344. Método ad absurdum.—Este método consiste en
probar que es falsa la proposicion confraria de una dada, y
admitir, por consiguiente, ¢sta como verdadera; porque es
evidenfe que lo contrario de lo falso es cierto.

Ejemplo: Si se ha demostrado ser falso que dos £ con-
tiguos y suplementarios no son adyacentes, quedara proba-
do que son adyacentes.

Regra eewERan: Para demostrar por veduccion al
absurdo un teorema, se supone falsa la tésis, y si de esta
suposicion resulta una proposicion coniraria # alguna
definicion admitida d alguna verdad demosirada, 6 & la
hipdtesis del teorema propuesio, se debe desechar dicha
tésis contraria & la supuesta, y admilir, por consiguiente,
ésta, es decir, el teorema propuesto, que resulta demostrado.

345. Tres casos ocurren en la demostracion ad absur-
dum: 1.° qué el resultado de suponer falsa la iésis del teo-
rema sea contrario 4 una definicion; 2.° que sea confrario
4 una verdad conocida, y 3.° que sea contrario 4 la hipdte-
sis del teorema propuesto.

346, Priver caso. Hay teoremas que son consecuencias
de definiciones conocidas. Para demostrarlos, basta suponer
que sucede lo contrario de lo afirmado en ellos, resultando
nna contradiccion con lo definido.

Sea el teorema: El didmetro divide 4 la cireunferencia
en dos partes iguales. Para demostrarlo, diremos: .

Haciendo girar la semi-circunferencia inferior ABC sobre
el didmetro, hasta colocarse en el plano de la ADC, los [.]*
de la primera se confundirdn con los de ésta; porque si 1o
se confundiesen, resultaria que HABRIA [.]® DESIGUALMENTE
DISTANTES DEL CENTRO, lo cual es contra la definicion.

347. Sgeuxpo caso. Hay teoremas referentes 4 propie-
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dades, de las que sélo ocurre un caso (por ¢jemplo: Por un
[-] no se puede trazar 4 una | * mé4s que una | 6duna|®), y
con auxilio de éstos; probada una proporcion, podra demos-
trarse su reciproco, por reduccion al absurdo.

Ejemplo: Supdngase demostrado que: S{ dos [2s Ay B
(fig. 25) son |5 4 ofra | * C, serdn | 2, y que: Porun [.] no
se puede lrazar a una | " mas que una ||, es decir, las
proposiciones 94 y 95.

Para demostrar el 96, 2.°, que es el reciproco del 94,
cuyo enunciado es el siguiente: Si dos | 3 A y B son || %, y
A es | 4 otra G, tambien lo serd B, se dira: A y B que son
1.8 4 O, son || # entre si (demostrado); pero por un [.] cual-
quiera O de la | * B, sélo puede trazarse una | * 4 A (95); lue-
go estatimica || *esla | dada en el teorema 94, es decir, que
la [|* del reciproco y la | B del directo son una misma
cosa. De igual manera, en la Geometria del espacio, demos-
trados los feoremas 200, 1.° y 217, se demuestra el reciproco
de éste.

Pueden citarse tambien, .como ejemplos, los teoremas
142 y 134, que permiten la demostracion, ad absurdum, del
144, 6 sea, & coneluir, que la tnica || * A’D" trazada por el
[.]A"#la AD (fig. 73), y la tnica | * que, pasando por A’,
puede dividir 2 SD en una razon dada, son una misma cosa,
¥, por cousiguiente, que la | * que posee esta ultima pro-
piedad, posee necesariamente la otra.

348. TencEm caso. In éste se comprenden las proposi-
clones que constan de cuatro partes; es decir, los teoremas
directo-afirmativo, directo-negativo, reciproco-afirmativo
y reciproco-negalivo: sea, por ejemplo, la constituida por
los cuatro teoremas: 3

(1},—Todo punto situado exn la per-
pendiewier levantada & upa recta
en su punto wmedio, equidista de
Hus exiremos.

(3.—Todo punto que disfa {gralmen-
fe de los ‘extrernos de una recta,
se halla en g perjensdicwiar lavan-
tada en su punto medio,

O abreviadamente.

{I;.—Sien‘. SN PP [ -
Bl.=Sidgual..” 50 JV Y en

{?).—Todo punito situado ruera de la
perpendicwlar levantada 4 una rec-
ta en su punto medio dista des-
fgualmnente de sus extremos.,

(4.—Todo punto que dista desigual-
mentede los extremos de una recta,
<@ halla fuera de la perpeadizular
levantada en su punto medio,

FE}.—.".? fuera. .. , . . . desigual
4),—8i desigual, . . . , fuera,
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Enunciar uno de los teoremas (1) y (4), 6 de los teoremas
(2) ¥ (3), es enunciar el otro; es deeir, que los teoremas. di-
recto-afivmativo y reciproco-negativo son equivalentes enfre
si, y lo mismo sucede con los teoremas directo-negalive y
reciproco-positivo, son uno mismo expresado de distinta
manera; cada uno de estos teoremas es el reciproco-contrario
del ofro. '
349. REecra PrIMERA. Basta demosirar uno de los cua-
iro teoremas, para que Su. RECIPROCO CONTRARIO se deduzca
por reduccion al absurdo.,

Ejemplos:
DIRECTOS. RECIPROCOS CONTRARIOS.

8i dosrectas forman angulos alternos- 8i dos rectas no son paralelas, no
internos {guales con otra, serin formarin dngulos allernos internos
paralelas. fguales con olra.

£i un punto se halla en g perpendi- Si un punto no dista {gralmente de
cular levantada 4 una reeta en su los extremos de una recta, no estard
punto m:dio, dista {gualmente de en la perpendicular levantada en
sUs e:r.tremos. su punto medio.

En efecto. Supongamos demostrado que: Si dos | 88 for-
man L5 alternos internos iguales con olra, son || 25; se de-
mostrara inmediatamente, por reduccion al absurdo, que:
Si dos | 88 no son || 8, NO FORMARAN €ON OTRA DADA [S AL-
TERNOS INTERNOS IGUALES; pues si formasen /S alternos in-
ternos iguales; segun el directo demostrado, lendrian que
ser | 28, lo cual es contra la hipdtesis.

Comn ejemplo, en que se demuestra el teorema reci proco
contrario de otro, cifaremos, con el'desarrollo conveniente,
las proposiciones 51, eor. 3.° consec. y 94, de las cuales, la
segunda es la reciproca-contraria de la | * (1).

Supongamos démostrado el teorema: Por un punio si=
tuado fuera de una recta, no se le puede trazar mas que una
perpendicular.

Se demuestra, por reduccion al absurdo, el reciproco de

(4) Estos dos teoremas se pueden pener bajo la forma siguiente,
que hace inmediatamente visible la relacion senalada:

Si una recta A o unn B encuentra i A, no serd perpendiculor é C.
es perpendicular
drotra C, y uni es B perpendicilar 4 G, no enconlrard & A.
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su contrario: Dos rectas perpendiculares & una tercera son
paralelas, diciendo; si no fueran paralelas se encontrarian,
y habria, desde el punto de encuentro, dos perpendiculares
:i una recta, lo cual es absurdo.

Sea el teorema; k

Si dos rectas forman con otra dngulos alternos-internos

iguales, seran paralelas.

" El reciproco de su contrario es: Si dos rectas no parale-
las se cortan por olra, no formardn con ésta dngulos alter-
nos-internos iguales, el cual se demostrard ad absurdum,
diciendo: si esta conclusion no fuese la verdadera, lo seria
la contraria y tendriamos la proposicion: Si dos rectas no
paralelas se cortan por otra, formardn con ésta angulos al-
ternos-inlernos iguales; pero si forman dngulos alternos-in=
ternos iguales, son paralelas; luego tendremos, finalmente,
que: Dos rectas no paralelas son paralelas, lo cual es con-
tradictorio 6 absurdo, :

350, Un heche digno de atencion puede observarse en
la teoria del paralelismo. Siendo asi,:que para tener com-
pletamente probado en sus cuatro partes un teorema, aca-
bamos de ver que se necesitan conocer dos que no sean lag
reconocidas como equivalentes, se observa que hay teoremas
en los cuales hasta probar uno de sus casos para quedar de-
mostrado el contrario. _

Asi, por ejemplo, demostrado que: Si la |* € es ||* &
una ce clos || © A, 1.0 SERL & 1A OTRA B; se deduce} ad ah-
surdum, su contrario, 4 saber, que: Si la | * C corta & una
de dos || »s A, corTARA & LA OTRA B; pues, en efecto, si no
cortase 4 B, le seria || * y, entdnces, tendria que serlo tam-
bien 4 1a A, segun el teorema anterior, supuesto demostrado,
lo que resultaria contra la hipétesis.

De igual manera, demostrado éste, se deduce el primero,
ad absurdum, diciéndose: si la | * € no fuese |4 la B, la
encontrarfa y, por consiguiente, {ambien tendria que en-
contrar a la A, segun el teorema, supuesto demostrado, lo
cual es contra la hip6tesis.

Admitide el teorema: Si un plano X corta 4 una de dos
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| 28 || #¢, cORTARA A LA O0TRA; queda probada la proposicion:

Siun planoes || © 4 una dedos | 3 || 456 [a contiene, TAMBIEN
CONTIENE A LA OTRA O LE ES || °, pues se demuestra ad absur-
dwm fundindose en la anterior, é inversamente, admitida
como demostrada ésta, quedaria probada ad absurdum
aquélla.

La razon de esto se halla en ¢que, por motive de ecierta
simetria de posicion, propia de las rectas paralelas, cada
uno de estos teoremas es doble, Asi, el primero de los. dos
ultimamente citados, equivale & decir: St un plane X corla

& una de las dos paralelas A, cortard tambien & la B y, re-
ciprocamente, si corfa & la B, corlara a'la A. En cuanto al
segundo, equivale & decir; St un plano es paralelo 6 contiene
4 una de dos paralelas A, es paralelo 6 contiene 4 la ofra B
¥, reciprocamente, si es paralelo ¢ conliene 4 la B, serad
paralelo & contendrd & la A.

351. Método de sustituciones sucesivas.—Se emplea,
en la exposicion cientifica, para facilitarla, consistiendo’ en
descompener una cuestion compleja en sus casos particula-
res, cuya exposicion se hace gradual y sucesivamente,

352. Método de los limites.—Sirve para pasar del caso
de una demostracion, en que se trata de cantidades conmen-
surables, al en que se trata de cantidades inconmensurables.

Ejemplos:

Suponiendo demostrado el teorema: En dos circunfe-
rencias iguales, los /5 AOB y A'O'B" son proporcionales
4 sus arcos correspondienies AB y A'B!, para el caso en
que son conmensurables, se extendera al caso de la incon-
mensurabilidad de la manera siguiente (fig. 195):

Témese una parte alicuota
del arco A'B" todas las veces
que se pueda sobre el AB, y
supéngase que el extremo de
la tultima parte tomada es N;
se tendrd el dngulo A'ON,
Figura 105. cuyo arco A'N es conmensu-

rable con ¢l AB y, por con-
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~are AB [ AOB

are AN~ [ AON~ ¥ 00mo
estas relaciones son siempre iguales, cualquiera que sea
la parte alicuota tomada, que puede ser tan pequefia: como

siguiente, 1a proporcion

AB AOB
se quiera, resulfa que: limite de —. AN = limite de —, AON
¥ como en,el limite, N y B’ se confunden, se tiene finalmente

arc AB L AOB
‘arcA'BT T T LAOW
Este razonamiento, que corresponde al caso de la in-
conmensurabilidad del teorema 136, es aplicable 4 este casé
de los teoremas 134, 138, 281, 303.

§2.°*Met6dos particulares determinativos.

353. Meétodo de superposicion.—Consiste en colocar
mentalmente dos figuras dadas, la una sobre la otra, de
manera que se corresporidan las partes que se supohen
iguales, haciéndose ver que se confunden las demas.

Lasuperposicion de las figuras consta de dos partes:
1.* una superposicion que depende del que demuestra, y
consiste en colocar una | * 6 una figura plana, segun que la
cuestion sea de geometria plana 6 del espacio, sobre su igual,
en las figuras de que forma parte; 2." la superposicion de
las demas partes dependiente, tan sélo, de las hip6tesis he-
chas en el teorema.

Muchos ejemplos pueden citarse de este método:; entre
ellos se encuentran los relativos 4 igualdad de tridingulos,
triedros, tetraedros, ntims. 87, 89, 92, 246 y 264.. Tambien
deben agregarse & éstos los 88, 90, 111, 265 y, ademds, to-
dos los teoremas que tienen por objeto demostrar igualdad
de lineas, dngulos, ete., como son los 93 y 266 relativos 4 Ia
igualdad de poligonos y de poliedros, los 105, 2.°, 106, 112,
113, 117, 120, 216. Sin embargo. en general, es preferlhle
3 ]a superposicion, el empleo de fridngulos 6 fetraedros
iguales, con lo cual se consigue ir deduciendo la igualdad
de los elementos expuestos en la tésis, en virtud de los ele-
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menfos dades eomo iguales en la hip6tesis, y mediante las
consirucciones auxiliares convenientes.
Esto se ha hecho en los teoremas arriba citados, como
" puede verse.

304, Método de rebatimiento.—Consiste en hacer gi-
raruna ficura alrededor de wuna recta, separindose de su
plano, hasta volverse & colocar en el mismo, & distinto lado
de la recta sobre que se efeciia el giro.

Ejemplos:

1.°  Siporun[.] P, situado fuera de una | " AB (figu-

ra 43), selrazan wna | y una oblicua, la |eserd la menor.

Haciendo girar la figura alrededor de AB, el [,] P to-
mard una posicion P’. Siendo PNP’ una | *, serd menor que
cualquiera otra quebrada PMP'; Tuego PN, mitad de la pri-
mera, serd menor que PM, mifad de la sezunda.

2.° Siporun [ ] P, sitvado fuera deana | * AB (fig. 43),
se trazan varias oblicuas; la que mas disla es la mayor.

Haciendo girar la figura alrededor de AB, resultan las
dos quebradas PMP’ y PRP’, de las cuales PRP’ es la ma-
yor (103, 2.°); luegn PR, mitad de PRP’, serd mayor que
PM, mitad de PMP’.

3. Puede citarse ademas la consecuencia del num. 51.

355. Método de giro.—Consiste en hacer girar parte
de una figura alrededor de un punto, de manera que las
reclas que pasen por éste queden en la prolongacion de su
posicion primitiva (fig. 196).

Ejemplo:

Si dos | »5 AB y CD forman con
una secanfe L8 APQ y PDQ alter-
108 -internos iguales, serdn || as.

Trazando por el [.| medio O de
PQ, la | MN 4 AB, prolongdndola

Figura 196, hasta cortar en N 4 CD, y haciendo

girar la parte MPO alrededor de O,

Q se confundiré con P, por ser PO = 0Q; PA se confundirad

con QD, por serel . APQ igual al PQD, OM con ON, por

ser los / 8 MOP y NOQ iguales (54) y, por consiguiente, los
14
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L5 PMO y QNO, cuyos | 9 estan superpuestos, coincidiran
¥ seran iguales; luego el |/ ONQ sera tambien |, y MON

~serd una | * que formard |_S con AB y CD, es decir, éstas
seran || a8 (1). :

Observacion.—Estos dos métodos no son mas que varia-
ciones del de superposicion, y los tres pueden suplirse por
el empleo de los casos de igualdad de los lridngulos, como
puede verse examinando la demostracion del num. 97,

356. Meétodo de la cuarta proporcional.—Consiste en
comparar una proporcion, deducida de dos figuras seme-
jantes, con otra proporcion dada en el teorema, y hacer ver
que hay en ambas tres términos respectivamente iguales, y
que, por consiguiente, lo son los cuatro. °

Ejemplo:

St dos A8 ABCy A'B'CY tienen
los L3 By B iguales y los | 5 ABy
BO proporecionales con los A'B’ y
B'C’, serdn semejantes (fig. 197).

Tomando en BA, desde B, la
distancia BM = B’A’, y.trazando
MN || * & AC, se tendra la proporcion
BA : BM :: BC : BN (134]. Se tiene,
por hipétesis, BA : B’A’ :: BO : B'CY/,

y como B'A' = BM, hay tres términos iguales 4 otros tres;
luego. tambien lo seran los cuartos BO y B'CY.

357. Meétodo de rectas anti-paralelas.—Consiste en
- obtener tambien la igualdad de dos segmentos rectilineos
por medio de productos iguales 6 de proporciones; sélo que,
en-este caso, los términos de la proporcion tienen una colo-
cacion inversa en las figuras (fig. 197).

Ejemplo:

St des NS ABCy A'B'C tiene los /5 B =B’ y los | o
adyacentes 4 ambos proporcionales, serin semejantes.

Tomando sobre BC una distancia BP = B'A’, | ° no ho-
mologo a éste, y trazando PQ que forme con BC un , BPQ

Figura 107,

{1) En virtud del teorema; Dos rectas perpendiculares 4 una tercéra
son paralelas (9%).
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igual al B’A'C’; se tendra, por ger PQ y AC anti-paralelas en
el ; B, que BP. BO = BA. BQ, (135} 6 BC: BA :: BQ : BP.
Se tiene tambien, por hipdtesis, BC : BA :: B'C' : B'A/,
y por ser BP = A’B’, hay en las dos proporciones tres tér-
mines respectivamente iguales, de lo que se deduce que
tambien seran iguales los cuartos.

El teorema 154 ofrece otro ejemplo de este método, y
con auxilio del mismo podrian demostrarse tambien ficil-
mente los del ntiim. 153.

- Este método es sustituido por el ad absurdum, cuando
se prueha antes el teorema 142,y asi podra demosfirarse
el 145, :

% 3.* Métodos particulares extensivos.

368. Estos métodos extienden una propiedad de varios
elementos geométricos, 4 otros ligadgs con los. primeros
por una relacion determinada, 6 la transforman en otra
propiedad de los mismos.

En Geometria elemental, se halla el método de triedros
suplementarios, que transforma una propiedad de angules
planos en otra de diedros, y, reciprocamente.

El principio fundamental de este método es el teorema 245,
que permite realizar dicha transformacion de una manera
muy sencilla; pues, representando por a, b y ¢ los nameros
que miden los /& planos de un triedro, por A, B y C los
que miden sus /& diedros; y si a’, b', ¢/, A', B'y ' repre-
gentan los elementos correspondientes del suplementario,
éstos se hallardn lizgados con aquéllos por las relaciones si-

guientes:
al =2 85— A A =2 -8'—g
hi'=21s—B B'"=2,8—Db
¢ =21 85—0C C'=2|5—c¢

Si, pues, conocida una propiedad de un triedro, es decir,
una relacion entre los elementos a, b, e, A, B y C, se aplica
4 los elementos a’, b’, ¢, A'; B" y C' del suplementario, v,
enseguida, se reemplazan, en las expresiones obtenidas, és-
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tos por sus valores arriba indicados, se obtendra una nueva
relacion entre a, b, ¢, A, B y €, es decir, una nueva propie-
dad del triedro primilivo.

Ejemplo: Demostrado el teorema 242, se tendrdn, entre
log /5 planos a/, ' y ¢' del triedro suplementario, las si-
guientes relaciones:

a’+Db e >0 8 Lblte <dls
v, sustituyendo los valores, arriba‘indicados, resulfara:
2| s—AL2( #—B-+2(s—€C>0.6 6L5>A-B40
¥ 25— A+2| S—B42| s—O<4l? 621 5<A+BAC,
propiedad expresada en el teorema 244.

Si se aplica este procedimiento al teorema 241, que ex-
presa una propiedad de £# planos, resultard, como propiedad
correspondiente de los /8 v, que: En fodoe lriedra, el menor
angulo triedro aumentado en dos rectos, es' mayor que la
suma de las otros dos,

De manera, que esta propiedad y la expresada por el
teorema 244, manifiestan Ias condiciones necesarias y sufi-
cientes para la existencia del ftriedro correspondiente, que
son susfituibles 4 las sefialadas en log nums. 241 y 242,

Tambien, en fin, puede notarse que el caso 4.° del teo-
rema 240 se demuestra, aplicando al 3.°, este método.

Observacion.—La’ Geomefria superior cuenta muchos
de estos mélodos.




LIBRO II.

CRITICA DE LAS VERDADES GEOMETRICAS.

[.—NOCIONES GENERALES,

359. El objeto de la Geometria es'la extension figuradu.
Los tres modos de concebirse fa extension figurada son: la
linea, la superficie y el cuerpo geométrico.

La experiencia nos sugiere la idea de éste altimo. Las-
de superficie y linea se adquieren por medio de una a bstrac-
¢ion, segun la cual nos representamos el cuerpo despojado
sucesivamente de una 6 dos dimensiones.

360. En Geometria elemental se estudian inicamente la
recta, la clrounferencia, el plano y las figuras resultantes
de sus combinaciones; y, en ciertos limites, las superficies
curvas de revolucion, 6 sea las superficies cdnica, cilin-
drica y esférica.

361. Los objetos 6 entidades que estudia la (reometria,
reciben el nombre general de figuras; entendiéndose por
ficura una combinacion cualquiera de puntos, lineas y su-
perficies.

362. Delas figuras se estudia, en Geometria, su existen-
cia 6 posibilidad, su generacion, sus determinaciones y sus
correlaciones.

II,—LA EXISTENCIA EN GEOMETRIA.

363. Hay ciertas figuras elementales, cuya existencia se
da y estd expresada por medio de postulados, 4 saber: la
recla y el plano. Asi, se admiten como principios funda-
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mentales de la Geometria, que: Enire dos punios existe
una linea recta, y sélo una, y que existe una superficie tal,
que contiene completamente todas las rectas que tienen dos
puntos comunes con ella, la cual, se ve enseguida, que se
halla deferminada por tres puntos (196).

364. Establecida la existencia de estos elementos geo-
métricos, y fijadas las coridiciones més simples que los de-
terminan, corresponde, naturalmente, justificar la existen-
cia de la recta perpendicular 4 otra, en uno de sus puntos,
cuestion que se ofrece como un caso particular del axioma
que expresa la permanencia de la suma angular 4 un lado
de una recta (48, 51), . -

365. La existencia de la perpendicular 4 una recta, tra-
zada desde un punto exterior, aparece, 4 su vez, como co-
rolario de la existencia y determinacion de la recta (51, co-
rolario 3.° consec.) ; -

366. La existencia del plano perpendicular 4 la recta y
al plano, asi como el paralelismo de rectas ¥ planos, ya es
una derivacion de estos primeros principios, de igual ma-
nera que la existencia de otras figuras construidas con di-
chos primeros elementos, pues la existencia de dichas figu-
ras elementales Ileva consigo, necesariamente, la existencia
de los resultados de sus combinaciones.

111.—ra DETERMINACION EN GEOMETRIA,

367. Establecida 6 justificada la existencia de las figuras,
se ofrece, como una nueva cuestion, su determinacion, cues-
tion que consiste en averiguar Y exponer el conjunto de
condiciones necesarias -y suficientes para que una figura
geomeétrica exista como distinta de todas las demads, con sus
caractéres propios,

368. La linea recta se halla determinada, en absoluto;
¢uando se dan dos de sus puntos.

Pero, ademas de este modo primitivo y fundamental de
determinarse la recta, aparece, como su derivacion inme-
diata, otro, compreridido en la proposicion 100, cor. 3.°, se-
gun el cual; Desde un [.] no se puede trazar 4 una | * mds
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que otra que forme con ella un L dado, proposicion que,
4 su vez, incluye, en los casos particulares de ser el L an-
gulo recto 6 nulo, las siguientes:

1.** Por un punto soLo puede {razarse UNA PERPENDICULAR
4 una reeta (51, 1.° y consec:) 2.* Por un.punto exterior &
una recta s61o se le puede trazar UNA PARALELA (94).

La circunstancia de hallarse expuesto el caso general
despues de los particulares, obedece 4 la necesidad de irse
elevando, en la exposicion cientifica, de lo elemental, simple
y particular, 4 lo complejo y general.

369. EI plano se halla determinado, en absoluto, cuando
se dan tres de sus puntos, - :

Pero, andlogamente 4 lo que sucede con la recta, tam-
bien hay, ademés, un modo de determinacion, con respecto
4 otro plano, mediante una recta y un angulo, el cual se
expresa diciendo que: Por una recfa, no perpendicular (1)
4 un plano, y 4 un lado del plano perpendicular 4 éste tra-
zado por dicha recta (2),.86L0 puede trazarse un plano que
forme con otro uN ANGULO DADO (3).

370. Sin embargo, en los casos particulares, se advierte
una anomalia; pues, si es cierto que: por una | *no | dun

(1) Porunarecta perpendicular 4 un plano, sélo pueden tragarse
planos perpendiculares.
(2} Dicho plano perpendicular, es el plano proyectante de la recta
(230).

(3) En general, por una recta se pueden trazar, 4un cono circular,
cuyo vértice pase por uno de los puntos de aquélla, dos planos tangen-
tes determinades por dicha recta y las dos tangentes, que, en el plano
de la circunferencia de la base, pueden trazarse 4 ésla desde el punto
en que la recta dada lo corta. Dichos planos, forman con éste el mis-
mo angulo que cualguiera generatriz del cono. - g

Para oblener, pues, un plano que forme con ofro an angulo dado,
primero se trazard, tomando como vértice un punto de la recta, exte—
rior al plano dado, y como eje la perpendicular & éste bajada desde
dicho punto, un cono cuyo Angulo con el eje sea el complemento del
4ngulo dado y, por el punto en que la recta dada corta al plano dado,
1a tangent » 6 tangentes (que puedan trazarse 4 la circunferencia de la
base; aquélla y cada una de éslas determinarén dicho plano.

Como en el eirculo, puede no haber plano tangente 6 haber uno 6
des, segun que la reclaseaexterior alcono formado con el dngulo dado,
sa confunda con una de las generatrices i seaexterior & aquél
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plano, sélo puede trazarse un plano | & otro; es imposible
que un plano || ® & ofro contenga una | * que encuentre 4
éste, puesto que un plano || ° 4 otro es el LUGAR GEOMETRICO
de las | & [ 8 4 dste, trazadas por cualgquier [.] de aquél; y
la determinacion de un plano || * 4 6tro, deberd expresarse
diciendo que: Por un PUNTO § una RECTA PARALELA & un pla-
70 SOLO puede {razarse olro PLANO PARALELO al mismo.

371. La recta, respecto al plano, ofrece tamhien res—
tricciones, pues, sila | * | 4 un plano, en un [.] queda de-
terminada, asi como el plano | & la | * (200, 1.° y 2.%; no
puede decirse lo mismo en el caso dé la oblicuidad 6 el pa-
ralelismo, pues: Por un punto pueden trazarse infinidad
de vectas que formen con un plano un dngulo dado, las
cuales constituirdn una superficie cénica circular; y tam-
bien: Por un punto de una recla se pueden trazay infinidad
de planos que formen con la misma un dngulo dado, los
cuales serdn el conjunto de planos tangentes & la superficie
cénica circular, cuya generalriz forma con la recla dada,
el éngulo que ésta forma con cualquiera de los planos.

372. Respecto al paralelismo, se observard que: Por un
[.| pueden trazarse infinidad de | 2 || 3 4 un plano é infi-
nidad de planos || % & una | * (197, 2.%)

IV.—GENERACION DE LAS FIGURAS GEOMETRICAS.
§/1.°—Generacion superficial.

373. La generacion de las figuras geométricas es un
modo de determinacion de éstas por medio de sus elemen-
tos, sujetos 4 una ley dada, que es la ley segun la cual se
verifica la generacion y que define la figura.

374. El punto, la linea y la superficie son los tres ele-
mentos generadores de las figuras geométricas, y se puede
ascender 6 descender de unos & ofros, ya por un movimien-
to generador de las inferiores, como por ejemplo, sucede
cuando un punto engendra, por su movimiento, una cir-
cunferencia, ya por una interseccion de las superiores
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como sucede cuando dos planos se cortan, produciendo una
recta que es su interseccion (196, cor. 2.%)

375. Distinguiremos, pues, la generacion superficial y
la lineal. Como ejemplos de la primera, pueden citarse las
indicadas en los mims.*196, cor. 3.°, 290 y 202, que corres-
ponden & la generacion del plano, superficie cdnica y su-
perficie cilindrica por el movimiento de ia recta, y la de la
superficie esférica por el movimiento de una circunfe-
rencia (272, 6.%). _

376, La generacion lineal puede concebirse como resul
tado de dos generaciones superficiales simultineas, 6 como
resultado de una generacion lineal, en una superficie dada.

Como ejemplos dé lo primero, pueden citarse los nime-
ros 196, cor. 2.° y 272, que expresan la generacion de la rec-
ta por la interseccion de dos planos y la de la circunferencia
por la interseccion de un plano, con una supercie esférica.

(Jomo ejemplos de lo segundo, pueden citarse la genera-
cion de la circunferencia en el plano 6 en la superficie esfé-
rica por el movimiento de un punto, cuya distancia al cen-
tro 6 polo es constante en todas sus posiciones,

§9.9—La recta y 1a cireunferencia como lugares geo v étricos, 0 como resultados
de la geveracion en el plano,

377. Con respecto & UNA RECTA:

1.° Ll lugar geométrico de los puntos equidistanies de
ésta se halla formado por pos PARALELAS 4 la misma (9%
¥ 107 28

2.° El lugar geométrico de los puntos simétricos de una
recta 6 circunferencia ‘es otra recta 6 circunferencia igual
4 la primera (238 y 239).

378. Con respeeto & una CIRCUNFERENCIA:

1.° El lugar geométrico de las rectas iguales ¢ igual-
menle inelinadas, respecto de cada radio en su extremo, es
una cireunfereneia.

2.° Tl lugar geométrico de los puntos tomados en cuer-
das iguales, 6 en sus prolongaciones, & distancias iguales
de vértices homologos, es una circunjerencia.
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Enel caso 1.° cada [.] A se 'determina con respecto a
uno B, mediante un A\ OBA, del que se conocen dos lados
y el dngulo comprendido (fig. 198).

Figura 493, Figura 189,

En el caso2.°, cada vértice A se determina mediante
‘un A OBB' y la prolongacion constante BA' del lado BB’, é
cada vértice ¢, perteneciente & la nueva circunferencia, se
determina mediante un A OBe, en el que se conocen los la-
dos OB, Be y el L OBc comprendido” (fig. 198).

- Casos particulares: 1.° El lugar de los extremos de las
fangentes iguales trazadas & una circunferencia (fig. 199).

2.° El lugar de los puntos medios de cuerdasiquales de
una circunferencia (fig. 199).

Estos casos resultan de los anteriores, cuando el 7 con-
siderado es L, y se deducira de cada [.] A un punto ¢, 6 re-
ciprocamente, de cada|.] ¢ uno A, mediante cada A OcA.

Figura 200.

379. Con respecto & DOS RECTAS:
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El lugar geométrico de los vértices A, A'... de los siste-
mas de A% de | 5 || 98, cuyos vértices B, B',..... C, O/,.....
(fig. 200) se hallan sobre dos | @ B”0, 0”0, esun sistema
de dos | % concurrentes en un [.] con las primeras (147, re-
ciproeo). : .

Casos panTicunares: 1.° Las |3 BnC, Bn'C',.... pue-
den considerarse comoel caso deser los L5 en A, A',.....
iguales 4 dos |_® , y, enténces puede decirse tambien, que: el
lugar geométrico de los puntos que dividen un sistema de
paralelas BC, B'0'..... interceptadas por dos rectas, en una
razon dada (sistema anarmonico), es un conjunto de nos
RECTAS OB”, OC" CONCURRENTES CON LAS PRIMERAS OA', AO,
en un punto.

Por otra parte, las relaciones

BA B'A/ AG:: i e,

B — B i O A T
deducidas de los AS semejantes BnA, B/n’A’,.... AnC,
A'n'¢Y,....., de las cuales, en-yirtud de la hipétesis

BA B/A’ B'n

Bn
AC = —A—;'O,‘ = .eens ), resulta _61]_ = '—Ofﬁ;— = seruey
hacen ver, directamente, ecémo de una cuestion se pasa 4
la ofra. .
2.° Ouandolos |¢sdelos LS A,..... Ay,..... son L5 & las
| 8 dadas B"0,..... 0"00", puede considerarse dicho lu-
gar, como las intersecciones de sisternas de 18 4 dichas | s,
en una relacion de longitud constante.
3.° Cuando, ademas, esta relacion de 1onﬂ'1tud es igual
A la unidad, nos hallamos en los casos de los feoremas
(106, cor. 4.° y 162). Las misectrices BD y BD' (fig, 85) de
los /8 que forman las | 8#8AB y BC constituyen el lugar bus-
cado (sistema armonico).
380. Con respecto & UN PUNTO:
1.° Una.mecra puede deducizse de ofra rRecT4 por medio
de una Razox pirecTA (Tectas homotéticas) (fig. 77).
2.°" Tambien un poligono se deduce de otro poligono,

SA
por medio de una razon constante 77 entre dos puntos
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homoélogos, situados al mismo 6 4 distinto lado del centro
de homotecia 8 (poligonos homotéticos) (figs. 75 y 76).
3.” Una eircunferencia se deduce de otra (fig. 170), por
SA ., BA
[ O mar entre dos
puntos homélogos situados al mismo 6 distinto tado del S
(circunferencias homatélicas), obteniéndose asi cada punto
por medio de un homdélogo.
4,° Se dedueira de una circunferen-
cia una reeta, como su figura inver-
sa (1), cuando el centro sea un punto
de arpuella (fig. 202), 6, reciprocamente,
deuna recta la circunferencia, median-
te un produeto constante de sus distan-
cias al origen, pues, en efecto, siendo
Figura 202, semejantes los AS rectdngulos AND y
AMB, resulta que AD : AN :: AM : AB
6 AN. AM = AD. AB — valor contante; y esto se verilica,
para cualquiera direccion de la recta AN.

381.. .Con respecto 4 nos PUNTOS:

1. El lugar geométrico de los pun-
tos vérfices de AncULOs igudles cuyos
lados pasan por dichos dos puntos A y
C (fig. 202), es un sistema de pos SEG-
MENTOS CIRCULARES (119).

2.° El tuear cEoMiETRICO de Jos pun-
tos, cuyas distancias & aquéllos estd en

Figura 204, una relacion dada, es una CIRCUNFEREN-

ciA (163).
A ¢ste puede reducirse, como caso particular, el lugar
geomélrico de los puntos, cuyas distancias'iotros dos son
iguales, pues, cuando el punto D' se aleja al'infinito, la cir-

medio de una razon constante

(1) Se dice que dos fignras son énversas, respecto & un punto
dado A (fig. 202) que se llama or{gen, cuando los productos AB. AD,
AM. AN de los segmentos interceptados per aquéllas sobre rectas, 6
rddios vectores AD, AN gue partende dicho origen, son una cantidad
constante, cualquiera que sea el rddio vector considerado.
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cunferencia se reduce a la perpendicular en el punlo medio
de AC (fig. 85)

V.—SINTESIS GEOMETRICA,

§1.2—Noeionss generales

382. Las verdades de la ciencia se hallan subordinadas
y coordinadas entre si, segun su grado de importancia; y
de igual modo que en cada feoria se disfingue una ver-
dad & un corto numero de verdades, 4 las cuales quedan las
demis subordinadas, ¢como corolarios; entre las verdades y
lag teorias puede haber cierta coordinacion 6 correlacion que
las haga aparecer como miembros de andloga importancia
en su conjunto.

383. La existencia, la deferminacion y la generacion
gon las cuestiones 4 que se refieren todas las verdades de
la geometria, y todas se resuelven, con auxilio de alguno de
los métodos expuestos en la metodologia, los cuales pueden
reducirse 4 dos: el de superposicion y el del emplen de pro-
porciones. El primero se refiere 4 las ideas de igualdad y
de coincidencia, y conduce 4 los resultados de una manera
inmediata y direcla; el segundo se refiere 4 la idea de pro-
porcion, y conduce 4 los resultados de una manera mediata
é indirecta, considerando, no los objetos en §i, sino los nii-
meros que los miden y representan; de manera. (que se sus-
tituye, por el objeto, su simbolo.

§ 3.°—Subordinacion de las verdades.

384. * Teoria de angulos.—La idea fundamental es el
axioma: La suma angular & un lado de una veeta 6 un
plano es conslante.

Todas las demas proposiciones relativas 4 angulos recti-
lineos 6 diedros se derivan de ésta (51 4 55 y 215 observ.)

385, DETERMINACION DE LAS FIGURAS RECTILINEAS,—Ade-
mas de la determinacion de la perpendicular y paralela a
una recta (b1, 1.° y eonsec., y 94) de la recta perpendicular
al plano, del plano perpendicular 4 la recta y paralelo al
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plano (200, 1.° y 2.° 197, 7.°), que son casos particulares de
determinacion, se ofrecen, como relaciones fundamentales,
las expresadas por la igualdad. de tridngules, friedros y te-
traedros en los teoremas 87, 89, 92, 246 y 264; y toda cues-
tion de igualdad de dngulos rectilineos, driedros é polie-
dros, de segmentos rectilineos, de figuras esféricas y de ca-
ras de poliedros depende de aquéllas, ¥, con el'auxilio de los
teoremas 111, 117 y 216, que permiten el trinsito de
los arcos 4 las cuerdas y de las cuerdas y arcos 4 los dngulos,
constituyen casi la totalidad de la primera parte de la Geo-
metria caracterizada por la consideracion de las figuras bajo
el punto de vista de su igualdad 6 desigualdad, y cuyo pro-
cedimiento natural es la superposicion, con todas sus varie-
dades, ya expuestas en la metodologia.

" De todas las conclusiones & que conducen dichas propo-
siciones, merecen citarse las siguientes: Desde un punto
sélo se puede trazar & una recta ofra que forme un angulo
dado con una misma direceion de aquélla (100, cor. 3.°), y
por un punto, y a un lado de la perpendicular, sélo puede
trazarse a una recla, otra de longitud dada (105, observ.)

386. Relaciones de desigualdad —La verdad funda-
mental, en las cuestiones de desigualdad de #ingulos, es la
expuesta en el num. 100, cor. 3.°, que se expresa diciendo:
Un angulo externo de un tridngulo és mayor que cualquie-
ra interno, no adyacente 4 él. Los teoremas 101 y 102 es-
tablecen la correspondencia entre la desigualdad de rectas y
de angulos en las figuras rectilineas. El eorolario 2.° (nii-
mero 103) establece una relacion de desigualdad, fundamen-
tal, entre dos quebradas; y todas las demds relaciones de
desigualdad de rectas 6 dngulos dependen de las enun-
ciadas. :

387. Teorfa de las magnitudes proporcionales.—El
prineipio del niim. 133, aplicado & las diferentes especies de
magnitudes proporcionales, 4 saber: segmentos rectilineos
comprendidos entre un sistema de rectas 6 planos paralelos,
dngulos y arcos, dngulos diedros y rectilineos, dreas y sus
dimensiones, voliimenes y sus dimensiones, permite redu-
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cir las relaciones de magnitud de todos estos objetos geomé-
tricos 4 las de los numeros que los miden, los unos por
medio de los ofros, como expresan las proposiciones (ue
constituyen los libros 2.° y 3.° de la Geometria planay del
espacio, respectivamente. .
En particular: 1.° Sise trata

de segmentos rectilineos, se ob-
serva (fig. 20%) que, cuando las
rectas AP y AP’ son paralelas,
consideradas entre dos paralelas
cualesquiera del sistema AA’,
BB’, CC'....., son lados opuestos
de paralelégramo, y por consi-
guiente, iguales (107, 1.°), de ma-
nera que dos | 8% || 88 varian de
igual manera entre un sistema
de || #8; pero, cuando las direcciones: son eualquiera, como
indica la figura, A'B’, O'D'..... AP’ se refieren & las per-
pendiculares correspondientes AH', C'G... . A'Q, y el prin-
cipio fundamental, que relaciona dichos segmentos, es e)
teorema 165: En todo tridngulo rectingulo 1 ° una cateto es
igual 4 la hipotenusa mulliplicada por-el seno del angulo
opueslo, ete., al cual puede agregarse, para el caso general
de dos rectas cualesquiera AP y A'P’ (fig. 204) el teore-
ma 175, que es una consecuencia inmediata de aquél.

2.° Sise frata de angules y
arcos, es [acil ver que la propor-
cionalidad, demostrada para el
caso de los angulos centrales, se
extiende & angulos cualesquiera
excentricos, inserilos, semi-ins-
critos y exteriores;
pues siendo (fig. 205)

Figura w4,

Figura 265.

—

la medida del £ ABC’ —- arc (AC 4+ aB”)

g

la  » del L AB'C arc (ACQ' + a'B")

w‘-'-t
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la medida del © AB"C” —5- arc (AG” - 0)

la » dGl g ABmCm

tO|'—"' B} -

are (AQ" — a"B");

por ser CC' = aa’, Q0" = B'a’, ("C" = a’B’ (116)
Y L ABC= /! AB'G= ; AB'C— /[ ABYQ(97, 2.°),
resulta: que & las diferentes posiciones de un dngulo, cor-
responden expresiones de su medida iguales, aungue bajo
distinlas formas,.indicadas en el corolario niim. 136 y teore-
mas 137, 1.°,2.°y 3° ,
3.7 Si se lrala dedreas y sus dimensiones 6 de volime-
nes i sus dimensiones, se observa, que asi como, enfre uN
sisTEMA de rectas paralelas, las lineas varian proporeional-
mente al nivmero de espacios iguales ¢ fajas, entre DOS 81s-
TEMAS, las dreas varian proporcionalmente al produclo de
los nitmeros de espacios iguales comprendidos en cada sis-
tema (productos de las dos dimensiones) y, en fin, entre
TRES SISTEMAS de paralelas (no sifuados en un' plano) los vo-
limenes varian proporcionalmente al producto de los ni-
meros de espacios iguales comprendidos en cada sistema
(producto de las tres dimensiones).

Esto es lo que manifiestan los teoremas 139 y 305 que
extienden los principios de la proporcionalidad de reetan-
gulos y paralelepipedos 4 todas las figuras que resultan de
sus transformaciones, sin alteracion de sus dreas 6 voliime-
nes (figs. 70 y 178).

El transito del paraleldgramo y pa-
ralelepipedo al triangilo y ala pirdmi-
de, respectivamente, se verifica afectan

1

. 1
do & éstos de los coeficientes —5- y 5

por-comprender enfre las mismas di-
mensiones, cada paralelogramo dos
triangulos iguales (140), y cada parale-
lepipedo tres pirdmides AEFGH, ABCGF, ACDHG (figu-
ras 75, 1 y 206) equivalenies, puesto que los tetraedros
GAB(O, GACD y GAHE, mitades de cada una, lo son (308).

Figura 206,
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%.° Ademis de las dreas y volimenes, comprendidos en el
caso de las magnitudes proporcionales 4 dos 6 mas, cuyas
variaciones, segun el num, 139, son proporeionales 4 los
productos de las relaciones enire los valores correspon-
diendles de éstas, pueden citarse, como incluidag en el mismo
caso, las figuras semejantes iy homotéticas.

Siendo en éstas, las relaciones de dos lineas homélogas
sustituibles mituamente, porque son ighales (281), se llega
inmediatamente, por esta sustitueion, 4 las conclusiones de
los teoremas 185 4 188 y 314 4 316, que corresponden & un
easo particular de las expresiones,

m a b M a b e
T T B B M= E TR
pues verificindose, en virtud de la relacion desemejanza, que
a b ¢
BT
aquéllas se convierten en
m a? M a?
w = & MF = a® 2

segun se {rate de areas 6 de voliimenes, las cuales se fradu-
cen diciendo que: Las dreas y los volumenes de las figuras
semejantes son, respectivamente, proporcionales & los eua-
drados 6 4 los cubos de sus lineas homdlogas.

§8.9%—Coordinacion de las verdades,

388. Correlacion del punto y la recta.—En el plano,
el punto y la recta se presentan, con frecuencia, como ele-
mentos reciprocos 6 correlativos, dando origen & proposi-
ciones llamadas tambien reciprocas 6 correlativas. Asi;

Dos punios de un plano Dos rectas de un plano
determinan una recta determina un punfo,
son dos proposiciones correlativas,

Esta correlacion se nota en los teoremas 87 y 89;

Dos A% que fienen, res- Dos AS qué tienen, res-
pectivamente, iguales un [ pectivamente, iguales un | °
¥ los |  que lo forman, son y los [& adyacentes, son
iguales; ; iguales;

16
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pues, uno y otro, se reducen
la determinacion de una recta
que une dos puntos, implici-
tamente dados en la ‘hipo-
tesis.
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& expresar, respectivamente,
la determinacion de un pun-
to de interseccion de dos
rectas, implicitamente dadas

« en la hipétesis.

El poligono y el multilitero son dos figuras geométricas
que expresan conceptos reciprocos. Asi

_ Povicoxo siMPLE es-una
figura formada de n pun-
tos de un plano y de las
n rectas (lados) de las cuales
cada una, une dos puntos
(vértices) consecutivos.

Y tambien:

POLIGONO PLANO COMPLETO
es una figura plana formada
por n puntos de un plano y
por todas las rectas (lados)
que los unen dos & dos, es
decir, un poligono simple
congiderado -con todas sus
diagonales.

MULTILATERO SIMPLE @S
una figura formada de n rec-
{as de un plano y de los n
puntos de interseccion de las
mismag, tomadas dos 4 dos.

MULTILATERO, PLANO COM-
PLETO es una figura formada
por 7 vectas de un plano y
por todos sus punfos de in-
terseecion (wértices) tomados
dos 4 dos, es decir, un mul-
tilatero simple, considerado
con todos los puntes de in-
terseccion de sus lados.

En fin, una curva 0, en particular, una circunferencia

puede considerarse:

como el conjunto de todos

los puntos en ella contenidos.
389, Correlaciones del

como el conjunto de todas las
langenles que la envuelven.
punto y del plano.—En el

espacio, el punto y el plano son dos elementos reciprocos 6

correlativos. Ejemplos:
Dos puntos determinan
una recta que los une,

Una recta y un punto, no
situado en aquélla, determi-
nan un plano que pasa por
la recta y el punto.

Dos planocs determinan
una recta que es su intersec-
cion.

Una recla yun plano, que
no pasa por aquélla, determi-
nan un punto situado en la
recta y el plano.
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Tres puntos, no situados T'res planos, que no pasan
en linea recta, determinan por una misma recta, deter-
un plano. minan un punto.

La correlacion existe del mismo modo en los problemas,
como.se ohserva en los siguientes:

Por dos punlos trazar Hallar la interseccion de
una recta, dos planos.

Por una reecta y un punto, Hallar el punto de inter-
exterior 4 la misma, trazar secccion de un plano y una
un plano. " recla, no contenida en él.

Por (res punitos ftrazar Hallar el punto de infer-
un plano. geccion de fres planos.

390. Angulos planos y diedros.—A los dngulos pla-
nos, formados por lineas reeclas concurrentes en un punto,
corresponden los dngulos diedros formadoes por planocs que
se cortan segun una recla, y la teoria de éstos se halla cal-
cada sobre la de aguéllos, como se observa en los teoremas
niims. 35 &4 52 y 209 a 215.

EI teorema 216, que expresa la perfecta correspondencia
entre la igualdad de los dngulos diedros y de sus rectilineos
correspondientes, establece la relacion que liga 4 estos dos
clementos geométricos, y sirve para extender feoremas, en
(ue se trata de figuras planas, al caso de figuras considera-
das en el espacio, como sucede en las demostraciones de los
teoremas 220, 222 y 246, 4.°

391. Paralelismo en el plano y en el espacio.—La
teoria del paralelismo tiende, casi exclusivamente, 4 estable-
cer que: loda propiedad de posicion de una recta 6 un pla-
no, corresponde de igual manera & cualquiera de las rec-
tas paralelas 4 la primera, 6 4 los planos paralelos al se-
gundo, proposicion que expresa la identidad directiva de las
rectas y planos paralelos (96 & 98, 1.°, 203, 20%, 206, 207
y 208).

Lia relacion mis general de posicion que se concibe en-
tre dos rectas 6 planos, comprende los dos casos opuestos
que tienen lugar, segun que se encuentren 0 no se en-
cuenfren.
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Bajo este punto de vista, pueden observarse las siguientes
analogias:
(En un plano.)
toda | " que encuentra 4 la una,
encuentra & la otra (directo)
Si dog | 98 gon || s, (865/1:.%)
toda | * || * & la una, es
\. [comtrario) (96, 3.°)

|*ala ofra

(En el espacio.)
+todo pLaxo || ° 4 la uwna, es||® & la
Si des nEcras son| ofra (directo) (204, 1.°)
|| a8, todo prLaNo que corta & la una, corla
& la olra (contrario) (204, 2.
toda neera || * al uno, es||* al otro
Si dos pranos son) (directo] (206, 1.°)
|| o8, toda nECcra que corta al uno, corla
al otro (contrario) (206, 2.°)
: todo plano || * al uno, es| ° al otro

Si dos pranos son) (directo) (207, 1.%)

293, todlo plano que corta al uno, corta
\ al olro (reeiproco) (207, 2.°)

Observacion.—Cada uno de estos teoremas, por razon
de simetria, incluye el directo y el reciproco (350); por esta
razon, los contrarios se demuestran inmediatamente, por
reduccion al absurdo.

Otra relacion de posicion (ue se establece en la teoria
del paralelismo, mas concreta 6 particular que la anterior,
es la que haee referencia al angulo que forma una recta con
otras, paralelas entre si, 6 un plano c¢on otros tambien, para-
lelos entre si. Esta relacion, expresada enlos teoremas 97 y
226, puede expresarse tambien diciendo; que:

Dos recias ¢ dos planos paralelos formanlos mismos
angulos con ofra reeta ¢ plano eualquiera.

Y esta proposicion comprende, como casos particula-
reg, los teoremas 94 y 96, 3.° y los 207, 1. y 223, corres-
pondientes, respectivamente, 4 las rectas y & los planos pa-
ralelos.
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392. Triangulos y triedros.—A los triangulos rectili-
neos corresponden perfectamente los angulos triedros. Los
lados, dngulos y vértices de los primeros estén representa-
dos por caras, angulos diedros y aristas de los segundos; y
esta diferencia se nota en los enunciados de los teoremas 87,
89, 92 y el 246; y asi, por ejemplo, si en un lridngulo rectili-
neo, un ladoes menor gue la suma de los otros dos, y mayor
que su diferencia, lo mismo sucede en wn triedro con una
cara y la swma 6 diferencia de las otras dos.

Los teoremas 88, 90, 101, 103, 2.° y 104 tienen sus cor-
respondientes, con las modificaciones indieadas, lo eunal se
extiende tambien 4 los procedimientos demostrativos.

Y, en fin, puede observarse que, en la determinacion de
los tridngulos, ux nApo se los triedros, uxa cana se ha-
halla limilado poi pos vErei-  lla limitada por DOS ARISTAS
cEs de dngulos planos ¢ cex-  de dngulos diedros ¢ E1gs de
TROS dle CIRCUNFERENGIAS, Cit- SUPRRFICIES ~GONICAS, CGU/0S
yos RApIOS son los Olr0s LA- ANGULOS GENERADORES Son las

“DOS. Oras CARAS.

Estas analogias reciben una nueva extension, si se con~-
sideran las secciones producidas por un plano 6 una super-
ficie esférica en un triedro, pues al
TRIANGULO REGTILINEO ' de, , o (un TRIANGULO ESFERICO de
la primera, 4 sus ravos, | &2 {la segunda, sus rnanos (1)
ANGULOS ¥ VERTICES. 2 & [ ANGULOS,Y POLOS.

Y, teniendo presente esta correspondencia, se enuncian
y demuestran, para los triingulos esféricos, anilogas pro-
posiciones que para los triingulos rectilineos y triedros (278, ]

393. Correlacionesdelageometriaplanay esférica.—
Para terminar la exposicion de las analogias (ue ofrecen las
cuestiones geométricas, recordando la correspondencia se-
fialada entre [a recla en el plano y el arco de circunferencia
maxima en la superficie esférica, entre el centro de la cir-
cunferencia, en el plano, y el polo de la circunferencia, en
la superficie esférica, y, despues de observarse que:

5=
ronde

Corre

(1) Eslos son rddiss esfeéricos.
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En un plano, la mas cor-

ta distancia, entre dos pun-

tos, es una linea recta,
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En una superficie esféri-
ca, la mas corta distancia,
entre dos puntos, es un arco
de circunferencia maxima,

_podran enunciarse los siguientes teoremas:

En un plano.—Si desde
un punto, situado fuera de
una 7reeta, se trazan a -ésta
una recta perpendiculary di-
versas oblicuas: 1.° La per-
pendicular es menor que
cualquiera oblicua; 2.° Las
oblicuas que distan igual-
mente del pi¢ de la perpendi-
cular, son iguales; 3.° De
dos oblicuas, desigualmente
distantes del pi¢ de la per-
pendicular, es mayor la que
mas dista. ]

El lugar geométrico. de
los puntos que distan igual-
mente de los extremos de
una recta, es la perpendicu-
lar levantada & ésta en su

punto medio.

Si dos circunferencias se
cortan, la recfa que une los
punfos comunes, es perpen-
dicular & la recta que une
sus cenitros, en su punito
medio,

En una superficie esfé-
rica.—8i desde un punto, si-
tuado fuera de una circunfe-
rencia maxima, se trazan al
plano de ésta, un arco de
circunferencia maxima per-
pendicular (menor que un
cuadrante) y diversos arcos
de circunferencia maxima
oblicuos: 1.° El arco per-
pendicular es menor - que
cualquiera oblieuo; 2.° Los
arcos oblicuos, cuyos piés
equidistan del pié del areo
perpendicular, son iguales;
3.° De dos arcos que distan
desigualmente, el que mas
dista es el mayor,

El lugar geométrico de
los puntos equidistantes de
los extremos de un arco de
cirgunferencia mdxima, es
el arcode circunferencia ma-
xima perpendicular 4 aquél,
en su punto medio.

Si dos circunferencias mi-
nimas se cortan, el arco de
circunferencia maxima que
une sus punfos comunes, es
perpendicular al arco de cir-
cunferencia maximaque une
sus polos, en su puntomedio. -




GEOMETRIA ELEMENTAL 231

Respecto 4 los procedimientos seguidos para demostrar-
los, debe ohservarse que, si, en general, laigualdad de
triangulos rectilineos sirve para el caso de las cuestiones
referentes al plano, para las andlogas referentés 4 la super-
ficie esférica, servirin los teoremas tambien andlogos de
igualdad é simetria de lriangulos esféricos.
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