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AL dar d lus el modesto trabajo qize hoy someto al juicio de wis
Jefes y compaifieros, cumple & mi proposito dejar consignado,
que solo la necesidad, de una parte, y de otra las imperiosas
ewigencias del deber, han sido los moviles que me hanimpulsado
y sostenido para levarlo d¢ cabo.

La utilidad del sistema de acotaciones, y las indiscutibles
ventajas de su empleo, hicieron desde luego que este sistema for-
mase parte y mwy principal, de la asignatura de GEOMETRIA
DEScrRIPTIVA, Siendo mds indispensable y aun absolutamente
necesario su estudio, dadas sus preferentes aplicaciones @ la
Topografita y 4 la Fortificacion, para aguellos que han de servir
al Estado en la carrera de las armas.

De esta necesidad, innegable & no dudarlo, surge la de un
tewto adecuado para facilitar la ensefiianza, presentando al
alumno, desembarazado el camino que hade recorrer, pard
hacerse dueiio de los recursos que el métode proporciona; i
aquella es la que me ha obligado, sin consultar mis fuerzas, @
reunir en este tratado los principios en que el sistema de

taciones se funda y los procedimientos que enseiia pare

nlver las cuestiones que @ la.representacion de los cuerpos se
refieren,

Encargado de profesar el curso de GEoMETRIA DESCRIPTIVA
en la Academia del Cuerpo d que me honro de pertenecer, he
tenido presente que eseribia para alumnos, quehan estudiado la
representacion por medio de dos planos de proyeccion, sibicn
puede ser igualmente ntil para quienes solo conozean el método
de rebatimientos. Tal ha sido nuestro seneillo propdsito, cuya
realizacion esperamos sea benévolamente juzgada en gracia d
tos moviles, que como queda dicho, nos impulsaron & acome-
terla.






LECCION 1.*

—

Preliminares, representacion del punto, la recta
¥ el plano.

1. La representacion de los cuerpos por medio
de dos planos de proyeccion, presenta el inconve-
niente, cuando aquellos tienen una gran extension
con relacion & las alturas de los diversos detalles
que los componen y estos son numerosos, que una
de las proyecciones aparecé tan confusa, que no es
ficil apreciar en el dibujo el cuerpo representado;
de aqui la necesidad de seguir otro sistema, llamado
de los planos acotados, o de las acotaciones.

2. Consiste este sistema, en proyectar ortogo-
nalmente el cuerpo que trata de representarse,
sobre un plano llamado de comparacion y poner,en
las proyecciones de sus diferentes puntos, las mag-
nitudes de las distancias que hay de ellas al plano
de comparacion; 4 estas magnitudes se llaman
cotas.

Generalmente se supone, que el plano de

comparacion ocupa una posicion horizontal en el
espacio,
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3. Un punto 4 del espacio (fig." 1.%) est
representado por su proyeccion 4 sobre el plano de
comparacion MV y por la magnitud 44 que
suponemos igual 4 cuatro unidades, siendo esta
magnitud la cota del punto 4.

A las cotas de todos’les puntos que estdin 4 un
mismo lado del plano de comparacion, se las con-
sidera afectadas del mismo signo y por consiguiente
dos puntos eomo los A 'y B situados en diferente
region, tendrdn sus cotas de signo contrario. Si se
supone, el plano de comparacion horizontal, *los
puntos que estdn en la parte superior, tienen, sus
cotas positivas y los de la inferior negativas, é
inversamente en los planos ori-kidrogidficos. j

Algunas veces, enlugar de afectar con signés es-
tas cotas, se escriben con tinta de distintos colores;
pero lo mas conveniente, para mayor claridad en
los dibujos, es procurar que las cotas tengan igual
signo, lo cual se conslgue supomendo que el plano
de comparacion deje & un mismo lado al cuerpo
que trata de representarse.

4. TLas magnitudes de'las cotas, asi como las
distancias entre las proyecciones horizontales de
los diferentes puntos, se aprecian por medio de una
escala, que se coloca siempre en la parte inferior
de los dibujos. Esta es¢ala, representa la' relacion
constante que existe entre las magnitudes del
dibujo ywlas correspondientes del cuerpo represen-
tado; asi llamando /'y Z dos lineas homdlogas del
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dibujo y: del cuerpo y —é,— la escala, tendremos

—% g % En esta ecuacion, dados los valores de
dos de las cantidades que entran en ella, se puede
determinar el tercero.

5. Segun que £ sea mayor, igual 6 menor 'que
la unidad, se dice ‘que el dibujo estd hecho 4 escala
reducida, natural 6 mayor. -

La escala no debe ser demasiado ro.etilucld::tj
porque tendriamos el inconveniente de no poder
apreciar en el dibujo detalles necesarios: si estos
detalles en el espacio, tienen tina magnitud = y los
mstrumentos de que disponemos no pueden apreclar

1
_ mas que medlos mthetros la escala = dﬁ ser

f-
lo menos 1n'ua.1 4 —O%Q—D—

6. Una escala, es una recta dividida en partes
iguales, de las cuales una, se subdivide en partes
tambien iguales; 4 esta escala se la llama ordinaria
y la tenemos representada en la (fig." 2) en la que
podemos observar, que aprecia unidades de dos
ordenes diferentes.

Otra escala llamada de frasversales, representada
en la (fig." 3) aprecia unidades de tres 6rdenes ¥
se construye del modo siguiente: '
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1
Supongamos que larelacion Vi sea ignal —

1
2000 ’
esdecir que 0°05 en el dibujo, representa 100 metros.

Sobre una recta indefinida aé, se toman dife-
rentes partes a-0, 0-100,.... ete., iguales 4 0°05;
en los extramos y puntos de dlvmlon , se levantan
perpendiculares y tomando en una de ellas 00
diez partes arbitrarias, iguales entre si, se nume-
ran como indica la fignra, trazando por los
puntos 1, 2, 3, 4....... 0, paralelas 4 la recta a .

Hecho esto, tinanse los puntos O y ¢: esta recta
quedard dividida en diez partes iguales, por las
paralelas 4 @ 4, y por medio de ella, dividase tam-
bien Oa en diez partes iguales, numerando los
puntos de division eon 10, 20, 30, 40, etc., etec...
Tr. 'e‘ la recta ¢90 y por los puntos 80, 70,
60,"ete...... , paralelas 4 la ¢ 90; cada una de las
partes 0-10, 10-20, 20-30; ete.......... , por ser
décimas partes de a0, serdn ignales 4 0°005 y
nos representarin 10 metros.

Los diferentes tridngulos equidngulos 0'0 d,
90e, ete., ete..... cuyo vértice comun es 0, tienen
sus lados 0-1, 0-2, 0-3, ete., ete....... iguales ii

123
10’ 10’ 10

de 00, luego los lados paralelos 4 la base 0’ 4 que
pasan por los puntoes 1, 2, 3, ete., ete......, serdn



por consiguiente estos lados, son. respectivamente
ignales 4 0°‘0005, 0°001, 0¢0015... Y DOS: represen-,
tan 1, 2, 3, ete., ete....... metros.

Constrmda la escala, pasemos 4 -indiear -la.
manera de usarla. -

Supongamos que se: quiere representar en-el di-
bujo, una magnitud de 358 metros; se colocard una:
punta del compds, sobre el punfo de interseccion de
la linea horizontal que pasa por.el pnnto 8, con'la:
vertical'del 300 y la otra, en la interseccion de dicha
horizontal, conla trasversalque pasa porelpunto 50.

Para apreciar en partes de eseala, la longitud
de una recta dada, se tomard el compds: con una
abertura igual 4 esta longitud y aplicando una

punta en O, se llevard la otra 4 la derecha sobre-

la linea O & y suponiendo que caiga entre las divi-
siones; 100 y 200, se corre la punta de la derecha
hasta la division 100, con lo que la de la'izquierda
vendrd 4 colocarse 4 la izquierda del punto 0, en un,

punto que supondremos sea entre las divisiones 60

y 70, y haciendo marchar el compds sobre las
paralelas 4 la recta @ 4, de modo que la punta de la.
derecha, se apoye en los puntos de interseccion de

estas paralelas y la 100-100' hasta que la punta de;,
la izquierda, coincida con uno de los puntosdela;

trasversal 60 y suponiendo que esto se verifique en

ete., ete....... de'0d=10 métros,
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la cuarta paralela, resultaria la magnitud apre-
ciada, de 164 metros.

7. Algunas veces, como se verd mas adelante,
se aprecian las cotas y las distancias horizontales
con escalas diferentes.

. 8. Una recta estd completamente determinada,
cuando se comocen las proyecciones y cotas de dos
de sus punlos, sobre el plano de campczm zion.

Sean los puntos 3 y 5, (fig." 4) unﬁmoﬁbs y
tendremos representada en la. recta 3—5, la pro-
yeccion de la del espacio y que determina aquella.

Si rebatimos el trapecio proyectante de la recta
dada, sobreel plano de comparacion, obtendremos
en a b su verdadera magnitud.

Para efectuar el rebatimiento indicado, basta
observar que cada punto, moviéndose en un plano
perpendicular al eje, describe una circunferencia,
cuyo centro y rddio, son respectivamente la pro-
yeccion del punto y su distaneia al eje.

Este rebatimiento, es mas conveniente hacerlo
sobre el plano horizontal que pasa por uno de los
puntos dados, pues de este modo, solo hay que le-
vantar una perpendicular 4 la proyeccion de la recta
en el otro punto y tomar en ella una magnitud
igual 4 la diferencia de las dos cotas tomadas con
sus signos; en el caso (fig." 5) de que los puntos
tangan cota de signo contrario, la magnitud que’
deberé tomarse sobre la perpendicular 44, serd la de
6 unidades, puesto que la cota del otro punto

es —2.
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A la diferencia de cotas de dos puntos 3y 5
(fig." 4), se llama desrivel.

Tambien podria hallarse la verdadera magnitud
ds una recta, observando que esta, es en el espacio,
la hipotenusa de un tridngulo rectdingulo, cuyos
catetos son iguales 4 la proyeccion horizontal de
la recta y al desnivel entre los puntos que limitan
aquella; llamando Z y D respectivamente estas
magnitudes, tendremos;

e/ D% L (1)

Este tridngulo, dd tambien ¢! dngulo que la
recta 3-5 forma con el plano de comparacion, el cual
estd medido por el rectilineo & @ c. .

La tangente trigonométrica de este dngulo 6
sea la pendiente do la recta, que representamos
por 2, tiena por valor

Férmula que facilita la resolucion de muchos
problemas.

9. S tenemos wuna recta 4-8 (fig." 6), podemos
encontrar graficamente, la cota de un punto de ella
dado por su proyeccion a'y rectprocamente, conocida
la cota de un punto de la recta, hallar su proyeccion.

Basta en ambos casos, rebatir el trapecio
proyectante de la recta ¢648, sobre un plano
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horizontal y supongamos sea sobre el de compara-
cion. Levdntese la perpendicular a o’ y la magnitud
5 unidades de esta recta, serd la cota del punto a.

Para hallar la proyeccion del punto de cota 7,
témese 8 d="T unidades, tirese la de.paralela
4 4-8 y en el punto e, tendremos el de cota 7
rebatido: la perpendicular ¢ 7 4 4-8, dard la pro-
yeccion del punto pedido.

Tambien podemos encontrar estos resultados
por medio de la formula (2).

La primera parte quedard resuelta) cuando se
conozea el desnivel entre el puntoa y otro dado,
por gjemplo el 4; porque aumentando 4 este des-
nivel la cota 4, hallaremos la del punto pedido.

Siendo aqui la incégnita el desnivel, tendremos;

4\
D=PXL=mxi=1,

suponiendo las distancias 4-a y 4-8 iguales 4
3 y 12 unidades.

La cota del punto @ serd igual 4 4+1=5.

En la segunda cuestion, obsérvese que la in-

. D
cégnita es L = > tomando por punto de compa-

racion el 4, el desnivel 2 es ignal 4 3 unidades

4
Y P=15; luego



es decir, que el punto pedido, gue se encontrard
entre el 4 y el 8, distard del 4, que hemos tomado
como de comparacion, la magnitud 9.
10. Cuando el desnivel es ignal 4 la unidad, la
magnitud
1
_ﬁs
se llama térvalo, siendo constante en una misma
recta, puesto que su valor es reciproco de la pen-
dlente '

Se llama escala de pendiente de una recta, 4 su
proyeccion dividida en intérvalos, cuando son en-
teras las cotas de los puntos de division.

Para hallar la escala de pentdiente de la recta

.,5 -8 (fig." 7), no habrd mas que dividir su pro-
yeceion, en tantas partes iguales, como unidades
‘tenga el desnivel y encontraremos los puntos de
~cotas 6 y 7.

Si las cotas dadas de la recta no'fuesen enterqs,
por ejemplo, 64 y 96, (fig." 8) se reducirian 4
enteras del 6rden inferior, y estariamos en el easo

- ya esplicado; pero como hallariamos al dividir la
recta en 32 partes, diferencia de 96 y 64, las
décimas de los intérvalos que no son necesarias,
se tendrd cuidado de no encontrar mas punfos de

==
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division, que aquellos que tengan cota entera del
érden propuesto.

Tambien podriamos haber hallado los puntos
de cota 7 y 9, como se ha esplicado en el nimero
anterior 6 considerando que si un intérvalo cual-
quiera 8-9; se divide en diez partes iguales, cada
uno de los puntos que resultan tendrdn por cotas
8¢1, 8¢2... 8¢9, es decir, 01 mas que el anterior;
luego teniendo el valor del intérvalo, tomaremos
las 0°6 de él y obtendremos la magnitud de 6°4-7.

11. Cuando la recta es horizontal, todos los
puntos tienen la misma cota y se representa como
indica la (fig." 9).

Si la recta es perpendicular al plano de compa-
racion, s2 representa por su traza y una letra en
ella,

Cuando varias rectas tienen sus proyecciones
confundidas, se las distingue unas de otras poniendo
tildes 4 sus cotas: asi en la (fig." 10) tenemos las
rectas diferentes 4-8, 2'-6', 3"-9". "

12, Cuando dos rectas 2-6 y 3-5 (fig.* 11) se
cortan en el espacio, el punto de interseccion a de
sus proyecciones, tendrd la misma cota 35 en la
escala de cada una de las rectas, porque pertenece
dun solo punto del espacio.

13. Dos rectas paralelas 4-6 y 5-7 (fig.* 12),
ademds de tener sus proyecciones paralelas, estdn
acotadas en el mismo sentido y sus intérvalos son
iguales. .

Siendo paralelas, fdcilmente se comprende que



las cotas, irdn aumentando en el mismo sentido y
sus pendientes serdn iguales, por consiguiente
tambien los intérvalos que son reciprocos de
aquellas. .

Podemos ya resolver el problema siguiente.

Por un puato de cota 3 (fig." 13) hacer pasar
una recta paralela d otra dada 5-8.

Basta trazar la 3. paralela 4 la royeccion
de la propuesta y tomar una magnitud 3a igual 4
los tres intérvalos 5-8: 4 este punto a le corres-
ponderd la cota 6, y si la magnitud la hubiéramos
llevado en sentido contrario 3a’, al punto a' le
corresponderia cota 0.

14. Se deduce de lo expuesto en los dos pdrra-
fos anteriores, que cuando dos rectas se cruzan en
el espacio, podrdn tener sus proyecciones parale-
las, pero les faltard alguna de las otras dos condi-
ciones del paralelismo de dos rectas. Si se cortan
gus proyecciones, al punto de interseccion le
corregponderd cota diferente en cada una de las
escalas de las rectas. Tampoco podrdn tener- dos
rectas que se crucen sus proyecciones confundidas,
porque serian uno mismo, los planos proyectan-
tes de ellas, lo cual es contra el supuesto.

15. Para la representacion del plano por el
sistema de acotaciones, se ha tenido en cuenta, que
siendo la linea de médxima pendiente, el elemento
mas sencillo de todos los que determinan aquel,
bastard tener la escala de pendiente de esta recta,
para que el plano sea conocido.
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Al la linea de' pendiente acotada, se llama escala
de pendiente del plano.

Con objeto de distinguir las:escalas de pendien-
tes de las rectas y de los planos, se dibujan las 6l-
timas con una doble raya 0-6 (fig.* 14).

Las horizontales de este plano de cota 0, 1, 2,
Sstvais , siendo en el espacio perpendiculares 4 la
linea de mdxima pendiente y paralelas'al plano de
comparacion, se proyectardn sobre este, segun rec-
tas 0-0, 1-1, 2-2......., perpendiculares & la es-
cala M.

El dngulo que forma esta recta con su pro-
yeccion, es el rectilineo correspondiente al diedro
formado por el plano propuesto con el de compa-
racion, que como sabemos mide la pendiente del
plano. L

Es evidente, que las escalas 2 y P’ (fig." 15)
'nos representan el mismo plano, puesto que tienen
dos horizontales 8-8 y 4-4 confundidas; luego se
puede corver la escala dé un' plano paralelamente,
d si misma, & derecha é izquierda, & lo largo de
wna horizontal, sin que variela posicion del plano
que representa.

16. Hallar la cota de un punto a (fig." 16) con-
tenido en un plano M.

Trdcese la horizontal del plano que pasa por el
punto dado; véase en la escala M que cotale
corresponde y esta 65, serd la del punto.

Si el punto se dd acotado y se desea saber
si pertenece 6 no al plano, por ‘ejemplo el 645,



trazariamos la proyeccion de la horizontal de aquel,
que pasa por la proyeccion del punto y si resulta
que dicha horizontal tiene igual cota que el punto,
este pertenece al plano. En el caso de tener la ho-
rizontal mayor 6 menor cota que el punto pro-
puesto, estaria este, por debajo 6 por encima del
plano. :
17. Una figura situada en un plano cualquiera,
se rapresenta por la escala de. pendiente del pla-
no P en que estd contenida, y laproyeceion dqu—
cha figura abede sobre el plauo de. ¢ompa1'aclon
(fig.” 17). - 1 al 3

Si el plano de la ﬁgum fuese hnmzontal se re.a
presentaria esta, por su proyeccion y por las cotas
de tres de sus puntos, ignales 4 las del plano en
que estd contenida.

18.  Dado un plano por los elementos que lo de-

terminan,, encontrar su escala de pendiente.

Supongamos que el plano propuesto esté deter-
minado por fres puntos de cotas 2, 5y 6 (fig." 18).

Trdcese la recta 2-6 que pasa por dos de ellos,
generalmente los de mayor y menor cota y des-
puesde hallar su escala de pendionte 2-3-4-5-6,
tinase el punto de cota 5 de esta recta, con el 5
propuesto y tendremos una horizontal del plano.
La escala pedida 1/ es perpendicular 4 esta hori-
zontal y para acotarla, bastard trazar horizontales
por los diferentes puntos de cota entera 'de la
recta 2-6. y

Si los elementos que determinan el plano, fae-
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sen dos rectas que se cortan, un punto y una rec-
ta, 6 dos rectas paralelas, se procederia de un mo-
do andlogo.

19. Hallar la escala de pendiente de uno de los
diferentes planos que pasam por una recta dada
3-6 (fig." 19).

Se trazan dos paralelas arbitrarias por los
puntos 3 y 6, y tendremos dos horizontales de
un mismo plans, cuya escala de pendiente M es
perpendicular 4 ellas.

Si las paralelas 3-3 y 6-6 fuesen perpendicu-
lares 4 la recta dada 3-6, esta misma recta, seria
la ‘escala de pendiente del plano.



LECCION 21

——

Interseccion de rectas y planos.

20. Las intersecciones de unarecta 0-6 (fig.*20)
con los planos horizontales de cotas 0, 1, 2, ete....,
son los puntos de igual cota de la recta propuesta.

21. Las intorsecciones de un plano M (fig.* 14)
con los planos horizontales de cota 0, 1, 2, ete...,
son las horizontales 0-0, 1-1, 2-2, etc........... , del
plano A/.

22. Para encontrar el punto de interseccion de
dos rectas 2-6 y 3-5 (fig." 11) situadas en un mis-
mo plano; se prolongan sus proyeceiones, hasta su
punto de encuentro @ y este es la proyeccion del
punto pedido, enya cota 3G se hallard en la escala
de una de las rectas. :

23. Cuando las rectas propuestas tienen "sus
proyecciones confundidas 4-8, 4'-8" (fig.* 21) basta
rebatirlas sobre un plano horizontal, por ejemplo el

de cota 4, haciéndolas girar alrededor de la horizon-
3
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tal de fg,mcota de su plano proyectante: el punto
¢ en que se cortan las rectas 4 a y 4'0, es el de in-
terseccion rebatido.

La proyeccion 6 y cota de este punto se de-
termina como sc ha esplicado en otros casos.

24. Siendo la interseccion de dos planos una
linea recta, quedard determinada esta, por dos de
sus puntos, 6 por uno solo, si es conocida su direc-
cion.

Generalmente para hallar estos puntos, se em-
plean planos auxiliares convenientes, cuya inter-
seccion con cada uno de los propuestos sea fdcil
de encontrar y los puntos de interseccion de estas
rectas, serdn los pedidos.

25. Sean los dos planos, ¥ y IV (fig." 22) da-
dos por sus escalas de pendiente.

Cortemos 4 ambos, por el plano horizontal de
cota 6, cuyas intersecciones con aquellos son las
horizontales 6 y 6 (ntim. 21); el punto a'de encuen-
tro de estas, de cota 6, pertenecerd 4 los dos planos
propuestos. Del mismo modo se determinaria el pun-
to &.

La recta ab acotada es la interseccion que bus-
camos.

Cuando las horizontales de la misma cota no se
cortan en los limites del dibujo, lo cual supone que
los planos empleados anteriormente no son conve-
nientes por si solos, tomariamos como auxiliares
otros diferentes.

Supongamos dos planos I/ y N (fig." 23) en que
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esto se verifique: cértense los planos dades por un
tercero P, cuyas horizontales 4 y 6, encuentren 4
las de igual cota de aquellos en los limites del dibu-
jo. Hdllense las intersecciones a 6 y ¢d del plano au-
xiliar con los M y IV, y su punto de encuentro f
pertenece 4 la vez 4 los planos dados. Procédase del
mismo modo para encontrar el punto /', por medio
de otro plano auxiliar 2.

La recta ff" acotada, esla interseccion pedida.

En la prédctica basta trazar dos rectas paralelas,
en vez de cada uno de los planos auxiliares 2 y P'.

26. *En el caso de tener los dos planos sus ho-
rizontales paralelas, no hay necesidad de hallar mas
que un solo punto, puesto que se conoce la direccion
de la interseccion.

Este punto, se determinaria como acaba de in-
dicarse 6 por la interseccion de las lineas de mdxi-
ma pendiente, que se encuentran en un mismo
plano proyectante, como indica la (fig." 24) y and-
logamente 4 como se ha dicho (ntim. 23).

27. Para hallar el punto de interseccion de una
recta con un plano dado, se hace pasar por aquella
un pIano auxiliar (ntum. 19); encuéntrese la inter-
seccion de estos dos planos y donde esta recta corte
4 la dada, serd el punto pedido. R

Sea el plano P y la recta aé (fig." 25): por los
puntos de cota 6 y 10 de ad, tracénse dos hori-
zontales 6z y 10m del plano auxiliar, cuidando
que corten convenientemente & las horizontales
6-6 y 10-10 del plano dado. Encuéntrese la inter-
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seccion 7 de estos planos y el punto 8, donde
esta recta corta 4 la propuesta, es el de interseccion
pedido.

Si la recta dada @b (fig." 26) es una horizontal
cualquiera, se halla su interseccion con la horizon-
tal del plano 8-8, de la misma cota que aquella, y
el punto de encuentro m es el que buscamos.

28. Como aplicacion de cuanto acabamos de
decir se puede fdcilmente encontrar la interseccion
de tres planos.

»



LECCION 31

Rectas y planos, paralelos y perpendiculares.

29. Funddndonos en lo expuesto (nfum. 13) va-
mos 4 resolver los siguientes problemas, de rectas y
planos paralelos.

30. Por un punto dado a de cota 4 (fig." 27)
hacer pasar un plano paralelo é la recta 2-6.

Trdcese por el punto a, la recta 4-8 paralela
d la propuesta: todos los planos, que como el £, pa-
sen por aquella, resolverdn el problema, excepto el
que contenga 4 la recta dada 2-6..

3l. Por un punto dado a de cota 2 (ﬁg 28)

hacer pasar un plano paralelo al M. :

Recordando que cuando dos planos son para.le;-.
los, sus lineas de pendiente tambien lo son; trdcese
por el punto a, la recta 2-6 paralela 4 la escala de
pendiente del plano dado y tendremos en aquella la
escala del plano pedido.

. 32, Por un punto dado a de cola 6 (fig." 29)
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hacer pasar una recta paralela @ wun plano tambien
dado M.

Hégase pasar por el punto a, el plano /V parale-
lo al M: todas las rectas que como la ab, esten si-
tuadas en aquel y pasen por el punto dado, serdn so*
luciones de este problema.

33. Por una recta dada m (fig." 30) hacer pasar
un plano paralelo @ otra tambien dada n.

Por un punto 6 de la recta m, tricese la 6-10
paralela 4 la #; el plano P determinado por las dos
rectas m y 6-10, es el que buscamos. T

34. Por dosrectas dadas, no situadas en wun
mismo plano, hacer pasar dos planos paralelos
enlre si.

Basta repetir con cada una de lasrectas pro-
puestas, la construccion esplicada en el numero
anterior, para tener el problema resuelto; pues
serdn los planos de dos dngulos que tienen sus la-
dos paralelos.

35. Antes de empezar 4 resolver los problemas
sobre rectas y planos perpendiculares, conviene
demostrar, que cuando una recta y un plano son
perpendiculares entre sf, sus escalas de pendiente
son paralelas, sus intérvalos son reciprocos y estdn
acotadas en sentido contrario.

En efecto, la recta nm (fig." 31) que supone-
mos perpendicular al plano P, lo serd 4 las rectas
na que es su linea de pendiente y 4 la &¢; esta tlti-
ma es por consiguiente perpendicular al plano anm
determinado por las otras dos, que es un plane
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proyectante sobre el de comparacion Z; luego es-
tando situadas las rectas #a y #m en el mismo pla-
no proyectante, sus escalas de pendiente ad y md
estdn confundidas; pero recordando lo que se dijo
(ntm. 15) que la escala de un plano podia correrse
4 derecha é izqnierda sin que variase su posicion,
resulta que las escalas de la perpendicular #m y de
la linea de pendiente na serdn paralelas.

Si bajamos la perpendicular »d 4 am, tomando
en ella una magnitud #»' igual 4 la unidad y se
hace pasar por el punto »'larectaa’m' paralela 4
am, tendremos en el tridngulo rectdngulo a’'nm’

mz":m’n')(a'n':fl,
o
pero #'m’ y a'n' sonrespectivamente los intérva-
los de la escala de pendiente de la recta nm y de
su plano perpandicular P, los cuales segun la ante-
rior ecuacion son reeciprocos.

Fdcilmente se comprende, que la escala de pen-
diente de la recta estard acotada en sentido md y
la del plano en el contrario ad.

De lo que acabamos de exponer y de la inspec-
cion de la figura resulta; que para trazar una recta
nm perpandicular 4 un plano P, basta trazarla 4
su linea de mdxima pendiente na, en el plano
proyectante de ella y para trazar un plano P
perpendicular 4 una recta #nm, se traza 4 esta recta-
la perpendicular za, en el plano proyectante de



aquella y esta perpendicular serd la linea de pen-
diente del plano pedido.

36. Establecida la relacion que existe entre las
escalas de las rectas y planos perpendiculares, pa-
semos 4 la resolucion de los problemas sigunien tes.

Por un punto dado, hacer pasar una recta perpen-
dicular @ otra tambien dada.

Supongamos que el punto dado 9 (fig." 32) per-
tenezca 4 la recta propuesta 6-10, y que la perpen-
dicular pedida debe eéstar en el plano proyectante
de aquella. ' :

Rebdtase la recta 6-10, sobre el plano horizon-
tal de cota 6, haciéndola girar alrededor de la ho-
rizontal de su.plano proyectante, de la misma cota:
sea 6 n la recta rebatida.

El punto 9 tomard la posicion m y la perpendi-
cular rebatida la obtendremos tirando m6' perpen-
dicular & 62; el punto 6' donde esta corta 4 la hori-
zontal que ha servido de gje, tendrd por cota 6.

Deshaciendo el rebatimiento, ohtendremos en
6'-9 la proyeccion de la perpendicular pedida.

Cuando el punto dado 12', estd fiera de la recta
6-10, se rebate esta y aquel de un modo andlogo y
desde a, rebatimiento del punto 12', se tira la per-
pendicular ¢ 6" 4 Ga.

La 12'-6" serd la escala de la recta quese busca.

El pié de esta perpendicular esel punto 9 y am
la magnitud de la minima distancia entre el punto
12’ y la recta dada.

Si la perpendicular pedida fuera cualquiera, se



traza por el punto dado 9 (fig." 33) un plano perpen-
dicular 4 la recta 6-10, cuya linea de pendiente re-
batida 6'm s2 encuentra como ya hemos indicado:
la escala del plano perpendicular seria Af.

Toda recta 9 contenida en él y.que pase por el
punto dado 9, resolveria el problema propuesto.

Este plano M, podia haberse trazado, tirando por
un punto cualquiera de su horizontal 9-9, una recta
perpendicular 4 ella y tendriamos en direccion su
escala de pendiente, la cual graduariamos desde el
punto 9 en sentido contrario de la recta dada, con

intérvalos igunales 4 .%,, siendo ¢ el intérvalo de la

recta.

Ultimamente, supongamos en este problema,
que el punto dado a (fig." 34) de cota 2, no perte-
noce 4 la recta d¢ y que ambos elementos no estén
en el mismo plano proyectante.

Unase el puntoa con el de ignal cota 2 de la be
y hdgase girar esta recta alrededor de la horizontal
2-2, hasta que se confunda con el plano horizontal
que pasa por ella. El punto 2 en que la rccta corta
al eje, no variard de posicion: otro cualquiera, por
ejemplo el 6, deseribird una circunferencia en un
plano vertical, cuya traza 6m' es perpendicular al
eje 2-2 y el centro, la interseccion d de este con
aquel. Cuando dicho punto se confunda con el plano
horizontal de cota 2, distar4 del centro la magnitud
del radio d6 que es ignal 4 dm; por consiguiente el

4
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punto 6 vendrd al m', siendo 2 m' 1a recta rebatida.

Trazando ahora por el punto dado, la perpen-
dicular 27 4 esta recta y deshaciendo el giro ante-
rior,el punto # pié de aquella,volverd al 3'3 de lade.

La recta a+3‘3, es la proyeccion de la perpen-
dicular pedida y e la minima distancia entre el
punto a y la recta &c.

37.  Por un punto dado, hacer pasar una rerm
perpendicular ¢ un plano tambien dado.

Sea el punto 8' (fig." 33) y supongamos qus per-
tenece al plano propuesto M.

Traslddese la escala de pendiente del plano M,
hasta que pase por el punto dado y rebatidos este y
aquella, sobre un plano horizontal, tomardn res-
pectivamente la posicion 6 y ¢6. Tiresa la perpen-
dicular 66’ 4 la ¢6 y deshaciendo el rebatimiento,
tendremos en 6'-8' la recta padida.

Si el punto dado 10" estuviese fuera del plano,
traslddese tambien la escala W/, hasta que pase por
la proyeccion del punto 10': hecho el rebatimiento
como anteri rmente, 10’ vendrd al punto a. Trédcese
la a6’ perpendicular & 6¢ y tendremos en la recta
10™-6'1a proyeccion de la perpendicular quesebusea.

La minima distancia entre el punto 10’ y el pla-
no M es ab.

38.  Por un punto dado, hacer pasar un plano
perpendicular ¢ una vecta tambien dada.

Cuando el punto pertenece 4 la recta, ya se ha
resuelto (ntim. 36).

Si el punto dado estd fuera de la recta, se hace
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pasar por aquel una paralela 4 la recta dada: el
plano perpendicular 4 dicha paralela, que pasa por
el punto propuesto, serd el plano pedido.

39. Por un punto dado, hacer pasar un plano
perpendicular & olro tambien dado.

Trdcese por el punto, una recta perpendicular
al plano propuesto (ntim. 37) y todos los planos que
pasen por ella, resolverdn el problema.

-40. Por wuna recta dada, hacer pasar un p?ano
perpendicular 6 otro tambien daa’o

Por un punto de la recta dada, trdcese una per-
pendicular al plano propuesto (ntim. 37); el plano
determinado por estas dos rectas, serd el que bus-
camos. )

41. Trazar una perpendicular consun & dos rectas
dadas ah y cd (fig." 36) no situadas en un mismo plano.

Higase pasar por la recta @2, el plano P para-
lelo 4 la ¢d (nam. 33) y por la recta ¢d el plano 2
perpendicular al P, trazando la recta 4f perpendi-
cular 4 este plano. La 4f por tener su direccion per-
pendicular 4 las rectas propuestas, serd paralela 4
la perpendicular que se busca. Encuéntrese la in-
terseccion sm de los planos P y 2, la cual por ser
paralela 4 ¢d, quedard determinada’con un solo pun-
to s, donde se cortan las horizontales de cota O.
Ultimamente, por el punto » en que encuentra la
sm 4 la recta «b, tirese la mn, paralelad4f y ten-
dremos la recta pedlda

La perpendicular man, es la minima distancia en-»
tre las rectas dadas y observando que esta distan-
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cia, es igual 4 la que existe entre un puntocualquie-
ra 4 de la recta ed y el plano paralelo 4 ella P, que
pasa por e, tendremos su magnitud en @z.

Si las rectas dadas ab y ed (fig." 37) son ho-
rizontales, la perpendicular comun estd proyectada
en el punto m y la minima distancia, es igual al des-
nivel 6—4=2.

Cuando las rectas propuestas ad y ed (fig." 38)
tienen sus escalas paralelas, la minima distancia
entre ellas, es la perpendicular comun 4-4' & sus
proyecciones. :

Para encontrar la proyeccion de la perpendicu-
lar comun 4 estas rectas, basta trasladar una de
ellas ab 4 4'-6' y rebatir esta recta y la ¢d: por el
punto & de cota 5, de su interseccion, pasa la per-
pendieular 5-5 que se busca.

42. T'razar una fﬁerpendimtar comun d dos rectas
paralelas ab y cd (fig.* 39) y kallar la magnitud de
la distancia entre ellas.

Por el punto 6 de la recta ¢d, trdcese la perpen-
dicular 6-7 4 @b como se ha esplicado (nam. 36) y
tendremos la perpendicular que se pide, cuya mag-
nitud 6-m, es la distancia entre las rectas dadas.

Cuando las dos rectas 2-6 y 2.6’ (fig." 40) tie-
nen sus proyeciones confundidas, es mas convenien-
te rebatirlas: la perpendicular m» 4 estas, es la dis-
tancia buscada.

43.  Trazar una perpendicular comun & dos pla-
708 paralelos M y N (fig." 41) y hallar la distancia
entre ellos.
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Trdcese una recta ad, paralela 4 las escalas M y
N y traslddense estas 4 2'-6" y 4"-8" sobre aquella.

Rebatiendo las lineas de pendiente 2'-6' y 4"-8",
sobre el plano de comparacion, tendremos en la per-
pendicular 4 ellas mn, la distancia pedida.

La recta que une las proyecciones 39 y 59 de
los puntos m y #, serd la proyeccion de una perpen-
dicular comun 4 los planos dados.



LECCION 4.*

i

Angulos de rectas y planos.

44. Hallar el dngulo de dos rectas y las proyec-
ciones de su bisectriz.

Sean 8m y 87 (fig." 42) las rectas dadas que se
cortan en el punto 8¥ Hdgase girar 4 este punto,
alrededor de la horizontal2-2 delplano determinado
por aquellas, hasta que se confunda con el plano
horizontal de cota 2. El punto 8 vendrd al ¢, sien-
do. ac igual 4 ab, magnitud del radio de la circun-
ferencia descrita por el punto en el giro. Uniendo
¢ con los puntos de cota 2 de las dos rectas, que no
habrdn variado de posicion, por pertenecer al eje,
tendremos en el dngulo 2¢2, la magnitud del forma-
do por las rectas dadas.

Trdcese la bisectriz ¢d del dngulo rebatido y al
volver las rectas que forman éstedla posicion 2-8-2,
el punto @, en que la bisectriz corta al eje 2-2, per-
manecerd fijo; luego uniendo dicho punto con el 8,
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tendremos en la recta 8, la proyeccion de la bi-
sectriz pedida.

Algunas veces para hallar el dngulo de dos rec-
tas, serd preciso hacer la construceion indicada an-
teriormente, con el dngulo suplementario.

Supongamos que el dngulo propuesto seaelmSnx
(fig." 43). Prolénguese la recta m8 hasta el punto
que tenga por cota 4 y repitiendo cuanto acaba de
decirse, tendremos en 4c¢4 el d4ngulo suplementa-
rio; por consiguiente 4eX serd 2l pedido.

* La bisectriz ¢d, que en este caso, no corta 4 la
~ horizontal que ha servido de eje en los limites del
dibujo, se determina encontrando un punto d, de
su interseccion con otra horizontal del plano del
dngulo.

45 Por un punto dado n de cota 2 (fig." 42)
trazar une recta que forme un dngulo G con olra rec-
ta tambien dada Sm.

Unass el punto # con el de ignal cota de la rec-
ta propuesta y rebdtase esta recta 8m sobre el pla-
no horizontal de cota 2, girando alrededor de la 2-2¢
Tirese por el punto la recta z¢ que forme con aque-
1la, rebatida en 2¢, el dngulo ¢/. Hallando ahora la
proyeccion del punto ¢, por la perpendicular ¢-8 4
2-2, tendremos el dngulo 28~ que se pide.

Como por el punto #, pueden trazarse dos rectas
que formen el dngulo ¢ con la 2¢, se vé que este
problema tiene dos soluciones.

46. Hallar el dngulo de dos planos y su plano
bisector.
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Sean los planos M y IV (fig.* 44) dados por sus
escalas y la recta 2-8 su comun interseccion,

Trdcese por un punto 7 de la proyeceion de 2-8,
la perpendicular d2 y suponiéndola de cota 2, se-
rd la horizontal de un plano perpendicular 4 la rec-
ta 2-8: los pintos 2 y 2, donde corta la 24 4 las ho-
rizontales de los planos My &V de igual cota, se-
rdn dos puntosde los lados del rectilineo, que mide
el diedro formado por los planos propuestos.

El vértice de este dngulo, que es el punto de in-
terseccion de la recta 2-8con el plano perpendicu-
lar que pasa por 24, lo encontraremos, bajando des-
de un punto de este plano, una perpendicular 4 la

ecta 2-8 y para mayor sencillez se escoje el punto
d, que pertenece tambien al plano proyectante de
esta recta; el pié @ de la perpendicular da, es el vér-
tice rebatido y el punto de la recta 2-8, de cota 31
su proyeccion.

Rebatiendo el dngulo rectilineo 2 - 31 -2, so-
bre el plano horizontal de cota 2, tendremos en 242
el dngulo pedido.

El plano bisector P, estd determinadoporlarec-
ta 2-8, interseccion de los planos dados y por la
bigectriz be, del dngulo 262, cuya proyeccion hemos
encontrado (ntim. 44).

Cuando la recta 2d, fuese tambien perpendicu-
lar 4 la escala del plano M (fig." 45) el punto 2 de
encuentro con la horizontal de este plano, estaria
en el infinito y la construccion, andloga 4 la ante-
rior, se haria como estd indicada (fig.* 46).
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Algunagveces serd conveniente resolvereste pro-
blema, trazando por un punto eualquiera, una per-
pendicular 4 cada plano y hallando el dngulo quefor-
man estas dos rectas.

47.  Hacer pasar por una recta 2-8 (fig." 44) con-
tenida en el plano My olro plcmo que forme con agquel
wn dngulo (.

Encuéntrese como en el problema anterior, la
interseccion rebatida 24, del plano M/ con el plano
perpendicular 4 la recta 2-8, que pasa por la hori-
zontal 2d.

Trdcese la bz que forma con la 42 el dngulo dado
G y el punto de encuentro z, de aquella recta con la
2d, que tendrd tambien por cota 2, es del plano
pedido.

Resta solo hallar la escala 2V, del plano deter-
minado por la recta 2-8 y el punto 2.

Como por el punto & pueden trazarse dos rectas
que formen con la 62 el dngulo dado, este proble-
ma tiene dos soluciones.

48. Hallar el dngulo que [forma una recta, dada
. ab (fig.? 46) con un plano M tambien dado.

Desde un punto de cota 8 de la recta ad, trdcese
la perpendicular 8-2 al plano A/: héllese el éngu-
lo 2¢2 formado por esta perpendicular y la recta
dada, rebatiendo el punto 8 sobre el plano horizon-
tal de cota 2: el complementario 2cz de aquel, serd
el dngulo pedido.

49.  Hacer pasar por uiz punto d de cota S (fig."46)
una recta que forme un dugulo & dado, con el plano M .

o
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La vecta pedida formard con la perpendicular
8-2 al plano M, trazada desde el punto ¢, un dngu-
lo @' ignal 4 90°—¢. Aplicando esta perpendicenlar
al plano horizontal de cota 2, haciéndola girar alre-
dedor de una de las horizontales de esta cota, de los
diferentes planos que pasan por la recta 8-2, vendrd
4 tomar la posicion ec. Tivese la ¢2 que forme con
la perpendicular rebatida ee, el dngulo ec2 igual 4
& y la proyeccion de aquella aé, serd la pedida.

Otra solucion seria la proyeccion de la recta que
formase con la ce el dngulo &' adyacente al 2ce: ade-
mas, como el rebatimiento de la perpendicular 3
puede hacerse alrededor de infinitas horizontales de
cota 2, se ve que este problema es indeterminado.

50. Por el puntoa de cota 5 (fig." 47) hacer pa-
sar una recta que forme con el plano de comparacion
un dngulo dado 6 lo que es igual, trazar una recta de
pendiente dada.

v 5 D
Supongamos esta pendiente igual 4 Ex

El punto en que la recta pedida, corta al plano

de comparacion, tendrd por cota cero; por consi- -

guiente en la férmula

D 5 =
= ~, conocemos P =y D =5,

por lo tanto el valor de

P

; D

wl e o
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Luego, todos los radios de la circunforencia descri-
ta desde el punto @ como centro 6 iguales 4 3 uni-
dades, cumplen con la condicion pedida: ad es uno
de ellos y al punto & de la circunferencia le corres-
ponde la cota cero.

51. Por una recta dade 0-10 (fig." 48) hacer pa-
sar un plano de pendiente tambien dada.

Sea esta pendiente %

La linea de mdxima pendiente de este plano, que
pasa por el punto 10 de la recta dada, serd uno de
los radios de la circunferencia 10 descrita con

D 10
2

segun se ha esplicado en el problema anterior.

De todos los planos cuyas escalas son estos ra-
dios, los 10-m y 10-n cumplen con la condicion de
contener & la recta propuesta, porque sus horizon-
tales de cota O, pasan por el punto de igual cota de
aquella recta; luego para encontrar las escalas 10-m
y 10-2 de los planos pedidos, bastard trazar las tan-
gentes Om y On, desde el punto O 4 la circunferen-
cla 10. _

Si la recta dada fuera horizontal, las tangentes
Om y Oz serian paralelas 4 ella.

¥in este caso y en el anterior,en que hemos su-
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puesto la pendiente del plano, mayor quelapendien-
te de la recta, el problema tiene dos soluciones,
porque el radio de la circunferencia es menor que la
* Jongitud 0-10 de la escala de la recta dada.

Cuando la pendiente del plano fuera igual 4 la
pendiente de la recta, la magnitud del radio de la
circunferencia 10 seria igual 4 0-10 y el problema
solo tendria una solucion y no tendria ninguna si el
plano tuviera menor pendiente que la recta; por-
que el radio en este caso, seria mayor que la longi-
tud 0-10 y el punto O quedaria dentro de la circun-
ferencia.

52. Por un punto a (fig.* 49) situado en un plano
P, kacer pasar una recta contenida en ¢l y de pendiente

5
z 2 B ]
dada 5

Los radios de la circunferencia « descrita con

—
=)

D
I=2 = —=4,

vl o

]
i

son rectas que pasan por el punto dado y tienen la
¢

o
2
en el plano dado, las rectas ad y ae, por tener en él,

los puntos ¢y & de interseccion de la circunferen-
cia a con la horizontal de cota O; luego dichas rec-

pendiente — ; de todas ellas solo estdn contenidas

j Ty
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tas ab y ac son las que cumplen con la condicion
pedida.

Suponiendo la pendiente del plano, mayor que la
pendiente de la recta, el radio de la circunferencia
es mayor que la longitud 0-10 y por consiguiente
aquella corta en dos puntos /yc¢ d la horizontal
de cota O del plano P, dando dos soluciones para el
problema.

Siel plano y la recta tuvieran ignal pendiente,
el radio seria igual & 0-10 y en este caso siendo la
circunferencia tangente 4 la horizontal 0-0, habria
solo una solucion.

Cuando la recta tenga mas pendiente que el pla-
no, el radio serd menor que 0-10 y el preblema no
tendria solncion.

53. Antes de pasar mas adelante, se puede ya
observar por lo que llevamos dicho, que el sistema
de los plancs acotados tiene la ventaja sobre el de
los planos de proyeccion, que los problemas en ge-
neral se resuelven con mas facilidad y que los resul-
tados se obtienen con datos numéricos, condicion
necesaria en las aplicaciones que de este estudio
hacemos.




LECCION 5.1

——

Lineas eurvas y superficies cénicas y cilindricas.

54. Una linea curva cualquiera, se representa
en el sistema de acotaciones, por su proyeccion so-
bre el plano de comparacion y por las cotas de sus
diferentes puntos. Asi, la curva 4B (fig." 50) estd
representada por la linea ad, proyeccion de aguella
y las cotas 4, 44, 5, 6,...., de varios puntos.

Una curva asi representada estard mas deter-
minada, cuanto mayor sea el ntimero de puntos aco-
tados: sin embargo sucede en algun caso, que por la
posicion especial de la curva con respecto al plano
de comparacion y por la naturaleza de su genera-
cion, son suficientes las cotas de algunos de sus pun-
tos, para que estén completamente determinadas las
de todos los demas. Esto sucede en la hélice cir-
cular, cuando el eje del cilindro en que estd conte-
nida, es perpendicular al plano de comparacion
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(fig.* 51). Conocida la circunferencia proyeceion
de la hélice y las cotas Oy 3 de dos de sus puntos,
se pueden encontrar las cotas de todos los demas;
por ejemplo los 1, 2, 4,..., recordando la relacion
constan e que existe entre las ordenadas de los pun-
tos de la curva, que aqui son las cotas y sus abeisas
curvilineas.

Si la curva es plana, se representa por su pro-
yeccion sobre el plano de comparacion y por la es-
cala de pendiente del plano en que estd contenida,
pues esta escala graduada, nos facilitard las cotas
de los diferentes puntos de la curva.

Para conocer si una curva acotada es 6 no pla-
na, empezaremos por enconfrar la escala de pen-
diente del plano que pasa por tres de sus puntos y_
luego se verd si los otros puntos acotados de la cur-
va, estdn situados en este plano: si uno de ellos se
halla fuera de él, la curva propuesta ya no serd
plana. '

Cuando la curva que trata de representarse, se
encuentra en un plano horizontal de cota z, nos
bastard tener su proyeccion y acotados tres de sus
puntos con la cota 7.

Sidos 6 mas curvas tienen sus proyecciones
confundidas, por estar situadas en el mismo plano
6 cilindro proyectante, se distingnen unas de otras,
poniendo tildes iguales, 4 las cotas de los puntos de
una misma curva, como ya se dijo (nfim 11) para
las lineas rectas.

55. Dada la importancia que tiehe la circunfe-
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rencia, vamos 4 representarla con los datos nece-
sarios al efecto.

Hallar la proyeccion de una cireunferencia, con-
tenida en un plano cuya escala es M (fig". 52) siendo
el centro el puntoa de cotad y el radio igual d 4°5
unidades.

La proyeecion pedida es una elipse, por sor la
interseccion del cilindro proyeetante de la circunfe-
rencia con el plano de comparacion y no ser este
plano paralelo al 7.

Para encontrar los ejes de osta elipse observe-
mos, que el mayor ha de tener la direccion de la
horizontal del plano que pasa por el punto a, por
ser el tinico didmetro de la circunferencia que se
_DProyecta en su verdadera magnitud: tomando en
“dicha horizontal ab=—ac=4¢5 unidades, los puntos
by ¢, son los extremos del eje mayor. La direccion
del eje menor es e, perpendicular trazada & é¢ por
el punto a: aplicando sobre el plano de compara-
cion la linea de pendiente del plano A, que estd
proyectada en ed y tomando am=—an—4°5 unidades,
tendremos en las proyecciones 7 y 1 de los puntos
my n los extremos del otro eje.

Conocidos los ejes be y 7-1 de la elipse, dibuja-
remos esta por medio del compds eliptico 6 por pun-
tos y se.tendrd la proyeccion pedida.

Si el plano de la circunferencia dada fuese ho-
rizontal, su proyeccion seria otra circunferencia
igual 4 ella y la representariamos comio se ha di-
cho para las ‘curvas planas horizontales. Cuando
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el plano fuera vertical, la proyeccion de la circun-
ferencia seria una recta ignal al didmetro.

56. Las superficies co6nicas y cilindricas se re-
presentan, por las proyecciones acotadas de los ele-
mentos que determinan 4 estas,

Un cono queda representado, por las proyeccio-
nes acotadas, de su directriz a ¢ & (fig." 53) que su-
ponemos situadas en el plano M y la del vértice
de cota 12: pues uniendo este punto, con uno cual-
quiera & de la base, cuya cota 4 se busca en la
escala del plano, se tiene la proyeccion de una
generatriz.

Algunas veces se representa esta superficie con
su contorno aparente, que estd determinado por las
generatrices 12-a y 12-¢ tangentes 4 la base.

- Un cono de revolucion, de eje vertical, cuyas
generatrices tengan la pendiente &, se representa-
ria trazando desde la proyeccion del vértice una cir-

cunferencia con radio 2 igual 4 —, pues todos los

2
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radios de ella tendrian la pendiente dada (ntim. 50)
DD

B D

K

Representada esta superficie, vamos 4 determi-
nar la cota de un punto, situada en la parte visible
de ella y dado por su proyeccion z. ‘

Para esto trdcese la generatriz 12-4 que pase por

6 .

at
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el punto ; gradtese esta recta y encontraremos la
cota 5 pura el punto dado.

Si el punto sa diese acotado y se quiere saber si
pertenece 4 la snperficie, trazariamos las dos gene-
ratrices cuyas proyecciones pasan por la del punto
dado y despues se veria si estaba contenido en una
de estas rectas, en cuyo caso, seria de la superficie.

57. Todo lo que hemos dicho en el ntimero an-
terior respecto 4 la superficie del cono, es aplicable
tambien 4 la del cilindro.

Se representa esta superficie, por las proyec-
ciones acotadas de su divectriz acé (fig." 54) que
la supon2mos sitnada en el plano M y por la de
una recta =z, 4 la cnal deben ser paralelas las ge-
neratrices del cilindro; pues trazando por un pun-
to cualquiera & de la directriz, la recta 1'-5" para-
lela 4 la mn, tendremos una generatriz de esta su-
perficie. !

El contorno aparente de la superficie de este
cilindro, lo determinan las generatrices a-11 y ¢-5,
tangentes 4 la proyeccion de la directriz.

Para encontrar la cota de un punto x dado po r
su proyeccion, que pertenece 4 la parte invisible de
la superficie; se traza la proyeccion de la genera-
triz 7-11 que pasa por la del punto y graduando
esta recta, se halla la cota 10 que se busca.

Si el punto dado estuviese acotado, por ejemplo
el 14" y se quiere saber si pertenece 4 la superfi-
cie. Trazariamos las dos generatrices 1'-5' y 7-11,
cuyas proyecciones pasan por la proyeccion de
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aquel y si como sucede en este caso, el punto no
estd contenido en dichas generatrices, no pertene-
cerd 4 la superficie.

58. Todas las superficies regladas y de revolu-
cion, se representan en general de un modo andlo-
go al que acabamos de indicar, para las conicas y
cilindricas.

Supongamos el paraboléide hiperbélico, por la
aplicacion que tiene en el trazado de las cafioneras
en las baterias. Esta superficie estd engendrada por
una linea recta, que reshala sobre otras dos no si-
tuadas en un mismo plano, que sirven de directri-

.-ces, permaneciendo paralela 4 un plano llamado di-

W rector. Para la representacion de esta superficie,
serian neeesarias las escalas del plano dirzetor y
de las rectas directrices y ficilmente se encontra-
rian las proyecciones de las generatrices.

&
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Planos tangentes 4 conos y cilindros.

59. En Geometria elemental hemos visto, que
el plano tangente & una superficie cualquiera, es el
lugarde todas las tangentes trazadas por el punto de
contacto, 4 las diferentes curvas que pasan por él,
situadas en la superficie. Luego conocido el punto
?ontacto, el plano tangente estard determinado
por dos de dichas tangentes.

.Cunando la superficie es reglada, una defas tan-
gentes puede ser sustituida por la generatriz recti-
linea que pasa por el punto de contacto, como suce-
de en las superficies de que vamos 4 ocuparnos.

60. Hacer pasar, por un punto dado en la super-
ficie de un cono (6 cilindro) un plano que le sea tan-
gente.

Sea el punto S de cota 6 (fig." 55) el vértice del
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cono propuesto; la base, la circunferencia 2-2-2 y el
punto dado sobre la superficie, el @ de cota 5.

La generatriz 6-2 que pasa por el punto a y la
tangente 2-2 d larhase en el punto 4, estan conteni-
das en el plano tangente, por ser la.superficie des—
arrollable; por consiguiente, el plano 2 determinado
por estas dos rectas es el que se busea.

61. Supongamos que la superficie sea un cilin-
dro, cuya hase estd en el plano P (fig." 56) y el
punto @ de cota 6 es el dado.

Trdcese por el punto @ la generatriz ad y des-
pues la tangente ¢ 4 la base en el punto 4; esta
tangente por estar contenida en el plano P la gra-
duaremos fdcilmente. El plano A/ determinado por
las rectas ad y bc es el pedido.

62. Hacer pasar por un punto dado, fuera dels
superficie de un cono (6 cilindro) un plano que le sew
tangenlte.

Sea, la superficie, el cono cuya base estd situada
en el plano 2 (fig." 57) y el punto dado el @ de cota
8. Unasa este punto con el 12 vértice del cono y la
recta que resulta 12-8, estd contenida en el plano
tangente, por estarlo cada uno de aquellos puntos.

Por el punto 6 de interseccion del plano 2 con
la recta 12-8, tirese la tangente 64 4 la base del
cono: el plano A determinado por las rectas 12-8 y
6d es el que se busca.

Como desde el punto 6 pueden tirarse dos tan-
gentes 4 la base del cono, resulta que el problema
tiene dos soluciones. '
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63. Supongamos que la superficie sea el cilindro,
cuya base es la circunferencia 3-3-3 (fig." 58) una
generatriz la recta 3-7 y a el punto dado de cota 4.

Hidgase pasar por el punto a, la recta 4-8 para-
lela 4 las generatrices: gradtese esta paralela y
desde el punto de cota 3, trdcese la tangente 3-3 4
la base.

El plano I/ determinado por las rectas 3-3y 3-8,
es el que se pide.

Tambien en este caso como en el anterior, el pro-
blema tiene dos soluciones.

64. Trazar & la superficie de un cono (6 cilindro)
un plano tangente paralelo 4 una recta dada.

Sea el vértice del cono el punto S (fiz." 59) de
cota 10; la base, la circunferencia 2-2-2 y aé la
recta dada.

Por el vértice del cono, hdgase pasar la recta
10-6 paralela 4 la @b, la cual estard contenida en el
plano que buscamos. Desde el punto de cota 2 de la
10-6, trdcese la tangente 2-2 4 la base del cono.

La paralela 10-2 y la tangente 2-2 nos deter-
minan el plano M pedido.

Este problema tendrd tantas soluciones, como
tangentes puedan trazarse desde el punto 2 4 la
base del cono. _

65. Cuando la superficie sea un eilindro (fig.*
60) el plano que se busea serd paralelo, al deter-
minado por la recta dada @b y una paralela 4 las
generatrices.

Para encontrarlo, trdcese por el punto 12 de
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ab la recta 12-6 paralela 4 la generatriz del cilin-
dro 8-14 y determinese la escala del plano & que
pasa por las rectas ab y 12-6.

Para trazar un plano tangente al cilindro, parale-
lo al. ¥, encuéntrese la interseccion ¢ de esteplano
con el plano M de la base y la recta ed que resulta,
debe ser paralela 4 la tangente 4-10 4 la hase del
cilindro, que estd contenida en el plano pedido. La
escala P de este plano se determina ya fdcilmente.

Bste problema tiene dos soluciones, porque pue-
den trazarse dos tangentes 4 la base del cilindro,
paralelas 4 la recta cd.

66. Zrazar d la superficie de un cono (6 cilin-

7
dro) un plano tangente, de pendiente dada 3

Sea el vértice del cono el punto 10 (fig." 61) y
la base, la circunferencia abe de cota 3.

Consftriyase un cono recto, que tenga el mis-
mo vértice 10 y cuyas generatrices tengan la pen-

g i ! :
diente 37 cuidando que la base de este cono auxi-

liar, esté en el mismo plano horizontal que’la base
del cono dado: el radio de la hase del cono auxiliar

serd igual zi-g = =3 unidades. Descrita la cir-
3
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cunferencia de centro 10, con este radio, todos log
planos que tracemos tangentes d esta superficie ten-
drdn la pendiente dada, por consiguiente el pro-
blema queda reducido 4 trazar un plano tangente
comun # estos dos conos. :

Para, esto, tirese la tangente ¢3 4 las dos hases
v el plano P determinado por esta recta y el vér-
tice 10 es el pedido.

Cada una de las tangentes comunes que puedan

© trazarse 4 estas bases, determinard una solueion
del problema. :

Si el plano de Ia hase del cono no fuera horizon-
tal, graduariamos diferentes generatrices y unien-
do los puntos de estas rectas de la misma cota,
determinariamos la seccion del cono con un plano
horizontal y estariamos en el caso anterior.

57. Supongamos la superficie dada un eilindro
(fig." 62) cuya direciriz es la circunferencia 2-2-2
y la recta 2-9 una generatriz.

Constriyase en un punto cualquiera 12, el co-
no auxiliar esplicado en el caso anterior. Todo pla-
no M tangente 4 este cono y paralelo 4 la genera-

“triz 2-9, serd paralelo al que buscamos; porque
tiene la pendiente dada y es paralelo 4 las genera-
trices del cilindro. Lnego trazando la tangente 2-2
4 la base del cilindro, paralela 4 las horizontales
del plano A/ tendremos una horizontal del plano /V
pedido. -

Si no se hubiera encontrado mas que la direc-
cion de la horizontal 5-5 del plano M, para hallar
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la escala del plano & nos valdriamos de la genera-
triz de contacto 2-9 del cilindro.

Por cada uno de los planos tangentes al cono
auxiliar, que sean paralelos 4 las generatrices del
cilindro, resultan dos soluciones del problema y
pudiendo sar aquellos, dos, uno 6 ninguno, tendre-
mos que el ntimero de planos que cumplen con la
condicion pedida podrén ser cuatro, dos 6 nin-
guno. ;

Si la base de esta superficie estuviese situada
en un plano cualquicra, hallariamos la interseccion
de este con ¢l plano M y esta recta seria paralela 4
las tangentes & la base del cilindro, “que nos deter-
minan los planos pedidos.

&




LECCION 7.*

‘Becciones planasde conos y cilindros é interseccio~
nes de estas superficies (1).

68. Se determinan las secciones planas de los
conos y cilindros, encontrando la inteeseccion del
plano secante, con cada una de las generatrices de
estas superficies y uniendo los puntos que resultan
por medio de un trazado continuo.

Si la seccion es horizontal, uniremos los pun-
tos de las generatrices, de la misma cota que el
plano horizontal gue se considera.

69. La tangente en un punto cualquiera de la
seccion, es la interseccion del plano tangente 4 la
superficie en dicho punto y el plano secante, por-
que esta recta, debe estar contenida 4 la vez en di-
chos planos. Para encontrar esta interseccion, bas-

(1) Las superficies cénicas y cilindricas 4 aue hacemos referencia, son de se-
gundo grado,
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tard hallar un solo punto de ella, puesto que ya
tenemos otro en el de contacto.

Es muy conveniente tener los puntos de la sec-
cion con sus tangentes, para trazar con mas exacti-
tud la curva; tambien lo es, conocer la naturaleza
de la interseccion; para encontrar esta con mas fa-
cilidad.

70.  Los puntos de la seccion, mas préximo y
separado de un plano cualquiera, tienen sus tan-
gentes, paralelas 4 la interseccion del plano secan-
te con el plano de referencia; por consiguiente, pa-
ra encontrar estas tangentes y aquellos puntos, tra-
zaremos planos tangentes d la superficie, paralelos
d la indieada interseccion.

71. Un plano dado M (fiz." 63) secante 4 un
cono y que pasa por su vértice 8, corta d la super-
ficie de dicho cono, segun las dos generatrices 8a
y 86, las enales se determinan, hallando los puntos
@ y b, donde la horizontal del plano 4 de cota 0-0,
corta 4 la base del cono.

Si el plano P de la base (fig." 64) no fuese ho-
rizontal, los puntos @ y &, estardn en la intersec-
cion de la base del cono con la recta aé, que es in-
terseccion del plano M con el 2.

72. Enel caso que el plano secante no pase por
el vértice, su interseccion con el cono es una curva
de segundo grado y por esta propiedad, se les dd 4
estas curvas el nombre de secciones conicas.

La seccion serd una curva limitada, cuando el
plano secante no sea paralelo 4 ningunasgeneratriz
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del eono, 6 iimitade sin asintotas 6 con ellas, cuan-
do dicho plano sea paralelo & una sola generatriz 6
4 des. HEn-efecto, en el primer caso, corbard el pla-
no 4 todas las generatrices del cono 4 una distancia
finita; por consiguiente, la intarseccion serd una
elipse 6 circunferencia: en el segundo, la curva ten-
drd un punto en el infinito, el cual resulta de la
interseccion con el plano secante, de la generatriz
que le es paralela y eomo tambien son paralelos los
planos que determinan la tangente en dicho punto,
no, tendrad asintota la seccion y serd una pardbola;
por ultlmo en el tercer caso hay tambizn puntos en
el infinito, pero los planos que nos determinan las
tangentes en ellos no son, paralelvs, luego la curva
por tener asintotas, serd Aipéréola.

Para encontrar las generatrices de un cono,
paralelas al plano secante, se hace pasar por su
vértice un plano paralelo d aquel y las generatrices
de la superficie que estdn contenidas en este plano,
que podrdn ser dos una 6 ninguna, serdn las que se
busean. :

73. Hallar los puntos de éﬂterseccion de una recta
CON Ui cono.

Sea ab (fig." 65) la recta dada; la base del cono,
la circunferencia 0-0-0 y el punto § de cota 9, el
vértice.

Hdgase pasar un plano por la recta ad y por el
vértice S, nniendo este punto con uno cualquiera
5 de aquella: este plano cortard al cono segun las
generatrices S0y S 0 (nim, 71). Los pnntos m. y
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n, interseccion de estas generatrices con la recta

ab, serdn los pedidos; porque estardn 4 la vez en ia
recta y en el cono dado.

74. Hallar la intersecciondeun plano con un cono.

Sea la base del cono la circunferencia Omn

(fig.” 66); el vértice el punto S de cota 6 y A el pla-
no secante.

Ante todo, averiguaremos la naturaleza de la
interseccion, haciendo pasar por el vértice del cono,
un plano paralelo al M, para ver que generatrices
estdn contenidas en él. Por la simple inspeccion de
la figura en el ejemplo propuesto, se observa, que
el plano secante, no es paralelo 4 ninguna genera-
triz, luego la seccion serd una elipse.

En este caso, en vez de efectuar lo indicado en
el (niim. 68) es mas conveniente hallar cuatro pun-
tos de la curva, que sean extremos de didimetros
eonjugados, cuyos datos son suficientes para dibu-
jar aquella. |

Recuérdese que cada uno de estos didmetros
tiene la propiedad, de ser paralelo 4 las tangentes
4 la elipse en los extremos.del otro .-

Para encontrar un digmetro cualquiera, bastard

determinar los dos puntos de la curva mas préximo

y separado de un plano eualquiera, por ejemplo, el
mas alto y mas bajo, cuyas tangentes son horizon-
tales. _ (O -

Estas tangentes s3 hallan contenidas en los pla-

nos tangentes, paralelos 4 las horizontales del pla-

no secante y sagun se dijo (nim. 70) dichos pla-
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nos estdn determinados por cada una de las tangen-
tes 4 la bage 0-0" y 0-0", paralelas 4 aquellas hori-
zontales y por las generatrices ¢orrespondientes Sm
y Sa.

Las intersecciones a-3‘S y 4-2 de cada uno de
estos planos tangentes con el secante, pasan respee-
tivamente por los puntos rebatidos « é y (ntim. 26);
estas tangentes ¢-3‘8 y 4-2 cortan 4 las generatri-

ces Sm y Sr, en los puntos @ y &, que son los ex-
tremos de un didmetro.

El otro didmetro ¢ d conjugado 4 este, pasa por
su punto medio p y tiene la direccion de una hori-
zontal del plano A7, cuya cota 2°O se halla en la es-
cala de este plano. Para hallar los extremos ¢ y @ del
didmetro ¢ d, encontremo8 la interscccion de esta
recta con la superﬁcle del cono (nim. 73) por me-
dio del plano auxiliar que pasa por ella y el vértice
S, para lo cual unimos este punto, con el p centro
de la elipse.

Si la base del cono no fuera horizontal, la cons-
truccion anterior, aunque menos sencilla, se hama
de una manera anilooa

La direccion de la tangente zc, en el punto ¢, es
conocida, por ser paralela al didmetro aé; pero si
esto no sucediera, para determinarla, encontraria-
mos otro punto de ella, por medio de- la intersec-
cion z de las horizontales 2-0 y z-0 de la misma
cota, del plano tangente y del plano secante.

Si se pide la verdadera forma de la interseccion,
rebdtase el plano M sobre el de comparacion, hacién-
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dole girar alrededor de su horizontal de cota 0. Los
puntos @, 4, ¢ y d, tomardn despues del giro la posi-
cion c.'l-, Z, (,T, d y la tangente zela ze porque el
punto 2 no ha variado, por pertenccer al gje.

75. Para hacer el desarrollo de este cono, inseri-
bdsele una pirdmide y considérese sustituida aquella
superficie por esta. El error de esta sustitucion serd
menor 4 medida que el niimero de caras de la pird-
mide inscrita sea mayor.

La superficie lateral de la pirdmide se desarrolla,
construyendo triingulos iguales 4 cada una de las
caras y '‘colocdndolos en un mismo plano, por el
6rden y relacion entre si, que tienen ellos en el es-
pacio: estos tridngulos se construyen hallando la
magnitud de cada uno de sus lados. Al propio tiem-
po que hacemos esto, podemos encontrar la distancia
de los puntos de la seccion plana al vértice del
cono: llevando todas estas magnitudes, 4 las aristas
respectivas en el desarrollo y uniendo los puntos que
resulten por medio de un trazado confinuo, obten-
dremos la trasformada de la seccion. -

76. Siel cono fuera de revolucion, el desarrollo
seria un sector cireular, de radio igual 4 sus gene-
ratrices y encontrariamos su valor gradual por me-
dio de la proporcion

360°  X°
BB Rnr
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llamando & la géneratriz del ‘eono y el radio de la
circunferencia de la base.
Despejando el valor de X° tendremos

(1] r 0
X ik o7 360°.

77.. Seencontrard la seecion cuando sea pardbo-
la 6 hipérbola, hallando la interseccion de diferen-
tes generatrices con el plano secante y procedien-
doen todo lo demas, de un modo anah}fro al caso de
elipse.

78. Cuando la interseccion ;sea una hipérhola,
veamos, la manera de encontrar las asintotas.

Sea el. vértice del cono el jpunto S de cota 6
(fig.* 67); la base, la eircunferencia 0-0-0 y M la es-
.cala del plano secante.

Hdgase pasar por el vértice 6, un plano N pa-
ralelo al A y hdllense las generatrices Sa y S in-
tersecciones del cono con aquel plano. Dichas gene-
ratrices, paralelas al plano A/, deben serlo tambien
respectivamente 4 cada una de las asintotas efy
-dg; porque & estas rectas las determinan el plano
secante y los planos tangentes 4 la superficie que
pasan por Sa y Sb. : '

79. La naturaleza de la seccion plana de un ci-
lindro, depende de la posicion que tiene el plano
secante con relacion 4 las generatrices 4 la super-
ficie. '

Puede suceder que estas rectas sean 6 no para-
lelas al plano; en el primer caso, la interseccion
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son dos generatrices y en el segundo una elipse 6 cir-
cunferencia, que recibe el nombre de seccion recta,
en el easo particular de que el plano secante sea per-
pendicular 4 las generatrices.

La trasformada de la seccion recta, tlene la
propiedad de ser en el desarrollo una linea rec-
ta.

80. Hullar la interseccion de un cilindro con un
plano paralélo d& sus generatirices.

Supongamos la base del cilindro sitnada en: el
plano P (fiz." 68); sea la recta 6-11 una generatriz
y M el plano secante.

Siendo dos generatrices la intérséccion pedld‘x,
bas..are: encontrar un punto de cada una de ellas
para que esten determinadas,

Estos puntos 8 y 2, se hallan'd la vez, en la. ba-
o del cilindro y en la recta ¢d; que es interseccion
de los planos ¥ y P; por consiguiente, lus genera-
trices que se buscan son las 8m y 2n que pasan por
aquellos puntos. _

8. Hallar la interseccion de una re.cm con ' un
cilindro. |

Sea ab la-récta dada (fig." 68) y el cﬂmdro, el
mismo queé hémos considerado en el problemal an-
terior.

Por un punto 4 de la recta ab, tricese la 4 9
paralela 4 las generatrices del cilindro.. EL plano
M determinado por las rectas ab y 4-9, cortard al -
cilindro segun las generatrices, 8m y 2n. Los

puntos pedidos son los m y ‘7, interseccion de estas
B
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generatrices con la recta dada, por lo que se dijo
(ntim. T3). '
182 Hallar la interseccion de un cilindro con un
plano cualquiera.

Sea a base del cilindro, la elipse 0-¢-0-r (fig".

69) situada en el plano de comparacion; una gene-

ratriz la recta ¢6 y M el plano secante.

Siendo generalmente, laproyeccion de la inter-
seccion que se busca unaelipse, vamosd hallar cuatro
puntos de'ella, extremos de didmetros conjugados.
Para esto, trdcense dos planos tangentes 4 la super-
ficie, paralelos entre si, los cuales estdn determina-
dos, por una de las tangentes paralelas 0-0' y 0-0",
trazadas 4 la base y las generatrices Om y On que
" pasan por los puntos de contacto. :

Las intersecciones 4-6 y 2-a de estos plfmos
con el secante W se han encontrado por medio de
sus lineas de pendiente rebatidas 0f, 0'y y 0”4, por
tener sus horizontales paralelas (num. 26).

Los puntos @ y 4, donde cortan las rectas 2-a
¥ 4-6 4 las generatrices O y Om, determinan los
extremos de uno de los didmetros, porque en éllos
las tangentes 4 la curva son paralelas.

El digmetro conjugado al ad es el ed, qua pasa
por el punto p medio de aquel y ambas rectas que-

dardn determinadas por la escala del plano M, en

que estdn contenidas.

Para hallar los extremos ¢ y d de este altimo
didmetro, encontraremosla interseccionde estaree-
ta con la superficie dada (nim. 81) por medio del

g
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plano auxiliar que pasa por ella y el ¢je del cilindro,

La verdadera forma de 14 seccion y la tangente
en un punto cualquiera de ella, sé encontrarial del
mismo modo gue ya se ha esplicado en la intersec-
cion de un conocon un plano (nfim. 74)."

83. Para hacer el desarrollo del ecilindro, li-
mitado por su basé y por ld seccion oblicua que se
acaba de obtener, empezariamos encontrando susec-
cion recta, la cual rectificariamos (1) despues de ha-
llar su verdadera forma y tomando sobre una recta
indefinida una magnitud ignal 4 esta rectlﬁcam(m,
tendriamos su trasformada.

Las generatrices del cilindro, contintan smndo
perpendiculares & esta trasformada, por consiguien-
te,” levantando.en los: extremos. de ella p%rpendl-
culares, estas' dos rectas representardn la posicion
que toma la generatriz por donde seconsidere abief-
to el cilindro y la superficie plana comprendida entre

" dichas generatrices, el desarrollo del cilindro inde-

finido. Para limitarlo es preciso encontrar las.smu—

soides, trasformadas de sus bases.

Para esto, dividase la seecion recta en dxferen-
tes partes y trdcense generatrices por los puntos de
diyision. Los arcos en gue ha quedado-dividida la
seceion recta, despues de rectificados; llévense. so-
bre su trasformada, colocdndolos porel mismo .érd;efl
sucesivo que tienen en el espacio, . :

La reetiﬁcacion de estos arcos 'de-'-eli.pse,' se

(1) Por rectificacion de csta elipse, se suele fomar 2 cs—]— b + = 510’“‘0
w ¢l eje mayor y § el menor.
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poded determinar, por medio del edleulo 6 grdfica-
mente; siendo unode log procedimientos del filtimo
medio, inseribir al arco una linea poligonal y consi-
darar 4 la suma de sus diferentes lados como su
rectificacion. Cuando sea pequefia la cuerda del arco
que se considera puede tomarse aquella por este.

Por los puntos de division de la trasformada,
levdntense perpendiculares y estas serdn las gene-
Tatrices que pasan por los puntos eorrespondientes.
En cada una deellas témense magnitudes iguales £
Jas longitudes respoctivas, ‘desde la seccion recta, 4
la hase del cilindro y 4 la seccion:oblicua, tenien-
‘do cuidado’ de' tomavlas en el sentido que tenn‘an
respeoto d aquellas. .

' Uniando todos los puntos de una misma seccion,
obtendremos ' las trasformadas de las bases, que
‘determinan la parte de cﬂmdro que se ch,seaha des-
arrollar. _ -

Si el plano de Ia base del cxlmdro no fuera ho-
rizontal se resolveria este: problema de un. medo
seniejante al que hemos esplicado.

84.  Interseccion de dos conos.

Sean los puntos §' y Vde cotas 6 y 10 (ﬁrr 72)
Jos wértices de los conos dados y sus bases respee-
“tivas las circunferencias ieny nig ph, mtuadas en el
‘Pplano de comparacion.

Para resolver este problema, tracemos planos
secantes auxiliares por la recta ab, que une los vér-
tices §' y V., Estos planos cortardn 4 los conos da-
dos segun generatrices y las intersecciones de estas
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dardn puntos de la eurva pedida; porque pertene-
cerdn 4 la vez 4 ambas superficies.

Antes de -empezar d encontrar estos puntos es
convenientp saber la naturaleza de la interseccidn
que se busca.

Puede "ser la mterseccmn de dos conos por
penelracion 6 por arrangue, segun que todas las ge-
neratrices de uno de ellos corten 4 un cierto nmero
del otro, 6 que solo un cierto nfimero de generatri-
ces de ambos ¢onos secorten entre si: se verd, que
fdcibmente puede distinguirse cadaunodeestoscasos,
por miedio’ de los planos auxiliares indicados, Tam-
bien puede ser esta curva ilimatada 6limitada, lo eual
dependérd de-que los conos: dados tengan 6 no gene-
ratrices paralelass o1

Senftiado estoy para encontmr puntoside lainter-
seceion, trdcense por elipunto ade ¢ota O, horizon-
tales de los planos auxiliares, las cuales tendrdn

por limites lag ac y ad, pues todo plano cuya hori-

zontal de cota O esté fuera del dngulo que forman
aquellas, no cortard é la vez d ambos conos. Los

-planos auxiliares' quepasan por las rectas ac 'y ad

xreciben el nomhre de planos. limites.. ‘
En el ejemplo. propuesto, puede observarsé que

todas las genératrices: del cono ¥ se hallan com-

prendidas enlos planos limites y solamente del otro,
las que pasan entre los puntos 0-0-0'y nic de su
base; por consiguiente, el primero de estos conos pe-
netra en el segundo.

La interseccion seria por arrangae cuando cada
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horizontal de los planos limites, siendo tangente 4
una base diferente sea secante 4 la otra.

El plano auxiliar determinado por la horizontal
ai, corta d las superficies dadas segun las genera-
trices Vim, Vp y Si; los puntos 42 y 1 donde se
corten estas rectas, son de la curva pedida. Acota-
remos los puntos hallados, por medio de la escala de
la recta ab, trazando horizontales del plano auxiliar
que pasen por ellos. :

Del mismo modo se encontrarian los puntos
28y 3 que estan en los planos limites y todos los
que fueran necesarios para obtener, uniéndolos por
medio de un trazado continuo, la curva que se pide.

La proyeccion de estos puntos serd visible, si lo
son tambien las dos generatrices que 4 cada uno
determinan é invisibles en el caso contrario.

La tangente en el punto 4¢2, esla interseccion
de los planos tangentes 4 cada uno de los conos en
dicho punto; para encontrarla bastard trazar las ho-
rizontales sz y ma de la misma cota, de estos planos
y unir el punto de encuentro de ellas 2, con el 4¢2.

Haciendo esta construccion en los puntos limites,

resulta que su tangente, es la 'generatriz del eono,
donde el plano limite essecante.

En el caso que la recta aé fuera horizontal, las
horizontales de los planos auxiliares serian parale-
las 4 ella y las cotas de los puntos de la intersee-
cion se encontrarian por las escalas de las genera-
trices que los determinan,

SO.  LInterseccion de dos cilindros.



Sean las circunferencias § y 7’ (fig." 71) situa-
das en el plano. de comparacion, las bases de los
cilindros dados y las rectas acotadas abd y cd sus ge-
neratrices respectivas.

La interseccion de dos cilindros puede ser eomo
en los conos por penetracion ¢ por arranque y todo
lo dicho alli referente 4 esta cuestion, se aplica
tambien 4 las superficies propuestas.

Para hallar la interseccion, se cortan amhos
cilindros, por planos auxiliares paralelos 4 sus gene-
ratrices; los puntos donde se encuentren las seccio-
nes del mismo plano con ambos cilindros, serdn de
la curva pedida,

Trazando por un punto 2, las rectas 2-0 y 2-0
paralelas 4 las generatrices ab y ed; el plano M que
determinan aquullas serd paralelo 4 los aux111az'e°$
que vamos 4 emplear.

Los planos auxiliares' limites, serdn los que pa-
san por cada una de las horizontales de cota cero, mn
y 7s, pues otro cualquiera exterior 4 estos dos no
cortard 4 la vez 4 amhos cilindros. ;

Considerando el plano cuya horizontal es pg, ve-
mos que corta 4 los cilindros segun las generatrices
determinadas por los puntos e, f,g y %, (ntim. 80).

Las intersecciones de ostas generatrices entre
si, dan cuatro puntos que son los 3¢9, 7°3, 1 y 46,
cuyas cotas se hallan facﬂmente teniendo gmduadm
una generatriz. '

De la mlsma manura obtendrmm()s los puntos
346,48, 20 y 5D, que estan situados on los pla-
nos limites.
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Una vez determinados los ptintos que se consi-
deren necesarios, los uniremos por' medio de un
trazado continuo y tendremos la interseccion pe-
dida. o
La tangente 2-1 4 la cutva, en el punto 1, es la

interseccion de los planos tangentes &los dos ci-
lindros en dicho punto; la eual quedars determina-
da, uniendo aquel con el z donde so cortan las
horizontales de la misma.cota de aquellos planos,.

- Se observard por consiguiente, que las tangentes
en los puntos limites son las generatmces del cilin-
dro en que el plano limite es secante. '

Los desarrollos de estas superficies y las tras-
formadas de la interseccion, tanto en este caso como
en el de los dos conos, se encontrarian del ‘mismo
modo que se indicé en las secciones planas.

86. Iuterseccion de uwn cilindro con un cono.

Los planos auxiliares para resolver este.proble-
- ma, deben pasar por el vértice del cono y ser para-
lelos 4 1a8 generatrices del cilindro, para que corten
segun estas rectas 4 las snperficies dadas; por con-
siguiente, trdcese por aquel punto una paralela 4
dichas generatrices y todos los planos que pasen por
ella, comprendidos entre los limites, serdn los pla-

~nos auxiliares que determinan puntos de esta in-
. terseccion. La marcha que se sigue en' este pro-
blema es la misma que en los dos anteriores.




LECCION 81

Superficies topograficas.

87. La representacion de las superficies topogrd-
ficas, 6 sea del relieve del terreno, es una de las apli-
‘caciones mas importantes del sistema de acotacio-
nes, porque el procedimiento que se emplea es 4 la
vez gue sencillo, bastante aproximado; teniendo en
-cuenta, que la naturaleza de estas superficies no
permite representarlas con la exactitud matemdti-
ca que las geométricas.

88. Considerando las superficies topogréficas
cortadas por planos horizontales, todas las inter-
secciones serdn lineas que unirdn los diferentes
puntos del terreno de la misma cota; y para tener
-determinadas estas lineas bastard acotar un puntp
de cada una de ellas.

Estas intersecciones, que tienen cotas enteras,
9



pille

reciben el nomhre de curvas de nivel y aquellas el de
cotas redondas.

El modo de encontrar las cotas de los puntos
del terreno, para obtener despues las curvas de ni-
vel, corresponde 4 una parte del estudio de la Topo-
grafia,

Los planos horizontales de estas curvas, estdn
equidistantes y por esto se llama equidistancia & la
diferencia de cotas de dos consecutivas.

La equidistancia conveniente en cada caso, de-
pende de la irregnlaridad del terreno, de su pen-
diente y de la escala del dibujo.

En las partes de.la superficie en que haya deta-
lles importantes, convendrd disminuir la equidis-
tancia, por'exirrirlo asi la mejor representacion del
'te&*reno y otttondds, 1as curvas de nivel 1nturca1adas,
o serin en génerdl'de cotas redondas. :

¢ Alas Zonas comprendidas extre dos curvas deni-
‘vel consecutivas, s& las considera como superficies
éngeﬁd‘ﬂaidas por una linea recta, que se mueve, apo-
yaﬁdose en‘dichas curvas, permaneciendo sensible-
mente normal 4 ellas. Errénea parece lajidea de su-
poner, que puedan sustituirse las zonas: topogrd-

“ficas del terréno por'superfieies desarrollables; pe-
16 teniendo’ en' cuenta la escala reducida de estos
"plancs ‘y lo pequetia que esla equidistanciay se dis-
‘minuird ranto el error, que podrd llegar 4 ser casi
‘déspreeiable en el dibujo. Ademds, obsérvese lo in-

Gtil de exigir una precision rigurosa en cuestiones
como'esta, donde las construcciones que se proyec-
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tan, quizd resulten menos exactas por las alteracio-
mes fortuitas del terreno, que por ¢l modo emplea-
do en representarlo.

Admitiendo la generacion indieada para las zo-
nas superficiales, resulta, que lastangentes 4 lascur-
-vas de nivel, en los extremos de cada posicion de la
generatriz, pueden suponerse paralelas; por consi-
.gniente, »dicha recta pasard-de una posicion 4 otra
infinitamente proxima, resbalando sobre aquellas;
isiendo la proyeccion de la normal sobre los planos
‘horizontales, Iperpe_ndic.ular d las proyeccionesde las
tangentes. - ;

89, Se deduce de cuanto. acabamos de eonmde—
rar, que estas normales dén desde luego una idea
-clara de la pendiente del terreno: esta'serd mayor 4
medida que la proyeccion de aquellas rectas sea me-
nor; asi sucede en ed (fig." 72) con respecto 4. ad:
‘luego, donde las curvas se aproximen, anmentard la
-inclinacion del terreno 'y disminuird; en las partes
en que se separen. Pusde gnceder gue. las cupvas, de
_nivel coincidan en una extension JLN, en La Gual se-
-z infinitaJa pendiente y se dice, que la su perﬁcm
-estd alli cortada & pico. ' :

Hay en las superficies almmog puntos como el My
desde el cual pueden trazarse diferentes normales
g ma'-y mn''; de torlas ellas, 4 la mayor mz se la
llama linea de minima pendiente. i

Cuando las curvas de nivel estén algo, separadas,
como sucede en fy, en vez de. trazar una. recta sen-
-siblemente normal 4 dichas curvas,.. 48 resmlfcar‘m


http://curvas.de

-G8 —
poco oxacta, se determinan curvas intermedias y'sns
normales sucesivas [, f'f", ['f" y [y formarin con
mas exactitud, la linea de pendiente en elpunto f.

En un punto cualquiera de la superficie so de-
terminaria la linea de pendiente, trazando las nor-
males 7H', A H" y A'H" 4 las diferentes curvas
de nivel.

90. Dada la proyeccion q (ig.* TR) de un punto
de la superficie topografica S, determinar su cota.

Trédcese la linea de pendiente ad, que pasa por el
punto dado: las cotas de los puntos & y @ son O y 2
respectivamente. :

Repitiendo 1o que se dijo (niim. 9) encontrare-
mos gréfica 6 niméricamente la cota pedida 15.

91.  Dadala linea de pendiente ab (fig." T2) con-
tenida en la superficie S, encontrar ¢l punto de ella que
tiene la cota 1¢5. :

Teniendo acotada la recta ad, se resolverd este
problema del modo indicado (ntum. 9) y encontra-
remos que ¢ es el punto pedido.

Cuando no se d4 la recta ab, el problema es in-
determinado y tiene por objeto encontrar la curva
de nivel de cota 1¢5. Para esto, tracemos diferen-
tos normales en la zona comprendida por las curvas
0y2,y en cada una de estas rectas, hillese el pun-
to de cota 15 y uméndolos, tendremos la curva que
se busca. - k3

92. Trazar un plano tangente & una superﬁcae
topogrdfica, en un punto dado de ella.

El plano tangente estard determinado por la tan-



gente 4 la curva de nivel en el punto dado y la li-
nea de pendiente que pasa por él.

Cuando el punto de contacto esté fuera de las
curvas de nivel de la superficie, se trazard la cur-
va que pasa por dicho punto y estaremos en el cig ,
antevior, =

93. Por un punto dado a (fig*. 73) situado en la
curva de cota O de la superficie S, hacer pasar una
recta que se apoye en la curva de nivel 8 y cuya pen-

2
ente Seq —.
diente a3

La proyeccion de la recta pedida serd,

: B
L..—:——:__-:B,
5 1

segun se dijo (nfim. 50).

Haciendo centro en: @, con unradio igual 4 12
unidades, se deseribe una circunferencia, que corta-
rd 4 la curva de mivel de cota 8 en los puntos dy &:

las rectas ad' y ah acotadas, resolverdntel problema.

El nfimero de' soluciones que podrd haber, serd
igual al de puntos de interseccion de la circunferen-
cia con la curva de nivel de cota 8.

94. Como aplicacion de este problema se‘puede
trazar sobre las superficies fopogrdficas, caminos
de pendiente dada; para esto, no tendremos mas que
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r(,p(,tu' en el punto &y en log ‘sucoslvos la construc-
cion anterior, hecha para a.
De las varias soluciones que tiene genemhnen-
te este problema, se escojerd la mas conveniente,
€0 ohjeto que su coste sea menor; dependiendo este,

~de'la longitud del camino, de los puntos accidenta-
dos por donde pasa, ete., ete.

95. La recta ad, generalmente cort‘n’:i d.la
superficie. Para averignarlo, buscaremos las cotas
1¢5,7, ete., devarios puntos bye, ete., (ntm. 90) de
la linea del terreno, proyectada en abed, con objeto
de tenerlamas determinada; y rebatiendo estalinea y
la recta ¢d, que estdn en el mzsmoPIano proyectante,
hallaremos en aquellag rebatidas @-8 y a-1¢5-7-8
(fig." 74) el punto s de interseccion.

Para que la superficie tenga la inclinacion del
‘camino, serd necesario rebajar el terreno en la par-
te $78 y elevarlo en la @-1¢5-s,locual se consigue
por medio de la remocion de tierras.

Los puntos tales como el s, en que corta la li-
nea -8 de un proyecto  la del terreno a-1¢5-7-8,
~se llaman puntos de paso, y cotas rojas las! partes
7-5'3, 1°5-2°7 de rectas verticales, comprendidas
entre las lineas del proyecto y las del terreno. Son
positivas estas cotas, cuando los puntos del proyecto
estdn mas elevados que los del terreno y negativas
cuando sucede lo contrario. , _ i

De aqui se deducen los dos problemas siguien-
tes. , v
96. Dadas las rectas 2°7-5°3, y 1°5-7 (fig." 74)




del proyecto y del terreno, y conocida la cotw r@’ﬁ]ﬂ,‘
del punto 2°T, encontrar la colta roja que corresponde
d otro punto g, cuya distancia korizontal K al dado,
sea conocida.

Grdficamente se puede resolver este problema
tomando dm=K y levantando en m una perpendi-
calar; la magnitud 7¢, es la cota roja que se busca.

La,s cotas de los puntos g4y 7, se pneden deter-
minar numéricamente (ntim. 9) y la diferencia de
estas, serd-la cota roja que se pide.

. Para esto representemos por Py P’,las pendien-
tes de las rectas del proyecto y del terreno; por ¢ y
(/' las cotasde los puntos 27y 15y por €'y €' las
de g y n. Los valores de estas nltimas serdn

c“_:‘f_=0 +K. P.
C'=C'1K. P.
I.lamando # la cota roja en el punto &, teadremos
g = 0—0'=(0—C)+K (P—P)
¥ sustituyendo por C—C'" su valor 2, ‘resulta
Gl P Y Sy

97. Dadas las rectas vy cotw roja anterior, deter-
minar el punto de paso.
~'La_construccion grdfica para encontrar el pun-
to de paso, se haria como (nim. 95) cmndeﬂe ha
definido este punto y la magnitud ss' serd su cota.
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MPodemos tambien hallar numéricamente el valor
de &5’y por medio del problema (ném. 9) aplicado
4 una de las rectas dadas, buscar la cota del punto
de paso.

Para determinar el valor de 4 s, hdgase en la
formula (3) 2=0 y despéjese K: resultando

K:ﬁfﬁ""“"“(4)‘

.~ Cnando sean conocidas las cotas rojas de dos
puntos 15 y 7, se puede hallar el punto ', divi-
diendo’la recta & ¢ _en partes proporcionales & di-
chas cotas.

Porque se tiene

27-16 - 275 bs
[ TSI e

98. La linea a-1¢5-s-7-8 (fig." 74) es la inter-
seccion de la superficie topogrdfica, con el plano ver-
tical que tiene por traza ad (fig." 73). Esta inter-
seccion, sellama per/il de la superficie S’ en direccion
de la trazadel plano en que estd contenido.

Tambien se entiende por perfil, la interseceion
de la superficie topogrdfica con superficies prismd-
ticas, cuyas caras son verticales, 6 con superﬁcies
cilindricas proyectantes.

"Vamos 4 encontrar estos diferentes perfiles.
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09. Haollar la interseccion de la superficie S,
(fig." 75) con el pmno vertical cuya traza es mn.

La interseccion pedida, estard proyectada en la
parte de traza aa’, limitada por la curva de nivel
exterior y los puntos a,b,¢,d,d',¢', 0" y a', donde la
recta mn corte 4 las curvas, tendr in lag cotas res-
pectivas de estas,

Para encontrar la forma de este perfil, rebdtase
la curva determinada por dichos puntos, sobre un
plano horizontal. '

Para mayor claridad, como hicimos (ntim. 95)
llévese este rebatimiento fuera de la figura que re-
presenta la superficie dada. .

Sobre una recta indefinida ¥'F, que quponemos

sea la horizontal de cota O del plano secante, | 6-
mese la parte za’ ignal aa’ y enella @by BEy . eensney
iguales 4 ab, be. r‘zi... Por los puntos de division que
1’L511]t811 en gz levdntense perpendicnlares 4 esta
recta y en cada una de ellas, témense magnitudes
iguales 4 las cotas respectivas de los puntos.

La linea que resulta uniendo los extremos de
estas perpondienlares, serd la forma del perfil que
se busea.

Algunas veces, como se dijo (niim. 7) la escala
de las cotas es diferente 4 la de las distancias hori-
zontales, con objeto de que se destaque mas el relies
ve del perfil

100.  Hallar la interseccion de la superficie bopo-
grafica S (fig." T6) con la superjicie prismdtica, cuya
traza es la linea poligonal acehl, _

10
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Esta interssecion estard proyectada en la traza
acehl: 1as cotasde los vérticese, e y 4 se hallavdn por
melilo de las normales mn, m'n', m'"n"

Determinaremos el perfjl, ..‘.sam‘ollanrlo la su-
pel‘ﬁclo lateral del prisma; para lo cual tomaremos
sobre una recta indefinida ¥'¥ la magnitud a? igual
4 la suma de los lados de la linea poligonal dada:
llevando sobre esta recta las partes ad, de, ed, ete...,
¢ontinuaremos la construceion como en el caso an-
terior, _

B esta fibura hemos supuesto la escala de co-

tas, doble de la de distancias horizontales y puede
observarse, que de este modo estdn mas 4 la vista
las sinuosidades del perfil.
11101, Comb las superficies cilindricas pueden
eonsiderarse prismdticas de infinito ntumero de ca-
rag, resulta, que el perfil sobre aquellas snperﬁcies
e determmarfi de una mhanera semejante 4 la que
acabamos de esplicar.

102. ~ Dado et perfil ABCDD'C'B'A" (fig." T5) y
la traza limitada aa'” de su plano, enconlrar la proyec-
cion de los puntos de cota 2, 4, 6, ele.

En un punto ¥ de la recta 'Y, levdntess la per-
per[dlcular ¥Z 4 esta y tomense en ella magnitu-
dés iguales 4 2, 4, 6, etc. unidades, de la escala de
cotas,

Por los puntos 2, 4,6, ote. , que resulten, trdcen-
se las paralelas 2[5’, 40, SD, ete. 4 la rvecta ¥T:
las intersecciones de estas con el pﬁl‘fil dado, dardn
los puntos de él B,B', de cota2; €, ¢'. de cota 4;




A O
ete., ete. Proyéctense los puntos 2,0, D, D, ete....
Ol0aovesinns sobre la recta XY Llevqndo las distan-
cias que resulten ad de @ 4 b; bede bdey asi su~
cesivamente, encontraremos los puntos pedidos a, 4,
¢, d, ete. Wit
' 103. El problema que. acaba de resolver'se es
reciproco del esplicado (ntun. 99) y _ambos_.,so‘n de
aplicacion importante; el directo, en los proyectos
de construceiones, y el reciproco, en el leyantamien-
to de planos. :

La cuestion reciproca del (mim. lOO) se resol—
veria de una manera semejante @ como se ha hechp
‘en el niimero anterior, -

104. Hallar lainterseccion de una superﬁcge tqg
grdfica S (fig." TT) con un plano secante, cualquie-
ra M. :

Esta interseccion se determlna cortan(ao las dos
supm‘ﬁues dadas por planos aumhat‘es leblmog log
porque coltan ) l_a bu_perﬁcm topogmﬁoa., sqgm;ll cur-
vas de nivel y al plano secante segun horizontales,,

La interseccion de estas horizontales, con lgs
curvas de nivel de igual cofa, son puntos de la in-
terseccion pechda. asi obte *nemos, los 6, &, "a“?s.'; _d,
& e, 8- Pt

Como la homzontﬂ 6 es secante la curva. e

.nivel de esta cota., y lade cota 810, corta g la cu;‘-
va respectiva, se comprende que en la zona limitada
por estas eurvas, estard el punto mas Jaltq de lain-
terseccion que se bhusea. 0
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Para encontrar dicho punto tricese la genera-
triz zy de la superficie topogrdfica, perpendicnlar 4
las horizontales del plano dado y el punto a, inter-
seccion de 21 con aquella recta, serd el mas alto;
porque su tangente es la horizontal 7°4.
105.  Hallar la interseccion de wna recta con una
supeﬁ*ﬁcz‘e topogrd fica.
Sea mn la recta dada (fig." 78) y S la superficie.
Hidgase pasar por lareeta un plano, cuyas ho-
rizontales 0-0, 2-2, 4-4, 6-6, etc........, corten de
una manera conveniente 4 las curvas de nivel de
igual cota. Determinese la interseccion aded de este
plano auxiliar con la superficie dada (nim. 104): el
punto z donde la curva abed corta 4 la recta mn,
serd el pedido, porque pertenece 4 la vez, 4 la su-
perficie y recta dadas.
La cota del punto 2, se determina por la escala
‘de 1a recta mn.
- Tambien podia haberse empleado como plano
auxiliar, el proyectante de mz y la interseccion del
perfil de este plano con la recta dada, seria el punto
que se busca, ¢
106. Hallar la interseccion de dos superficies to-
pograficas dadas S y S' (fig." 79).

Supongamos que se cortan ambas superficies
por plancs horizontales, las intersecciones de estos
con las superficies dadas serdn curvas de nivel; de
manera que los puntos de encuentro de las curvas
de la misma cota, serdn puntos de la interseccion
pedida.




UL

La linea abc¢c'd'a’ que une dichos puntos, es la
interseccion de las superficies propuestas.,

107. Hallar la interseccion de wna linea cual-
quiera, con una superficie topogrdfica.

Sea M N lalinea dada (fig." 80) y S la superﬁcm
topogrdfica.

Para resolver este problema, consideramos como
superficie auxiliar, una cilindrica que tenga por
directriz la /N y por generatrices las rectas hori-
zontales 0-a, 2-6, 4-¢, 6-d.

Héllese la interseccion abed de la superﬁcle S
con la cilindriea auxiliar, siguiendo el mismo pro-
cedimiento que en el problema anterior.

El punto # donde corta la linea dada, 4 la abed,
es el que se husea.

o



LECCION 9.

e

]?lartos rasanfes.

108. Se entiende por 7asante & una curva plana
6 superficie enalquiera, la recta que apoydndose en
ellas, no las corte en ningun punto. Al plano gue se
apoya en una superficie 6 linea curva y las deja por
completo 4 un mismo lado de él, se le llama plano
rasante. Por ejemplo, la 777" (fig." 81) es rasante
4 la curva plana abe: el plano determinado por aque-
1la recta y el vértice S, es rasante d la superficie
cénica gue tenemos representada y tambien 4 la
curva abe.

La aplicacion que se hace del trazado de los pla-
nos rasantes en lag desenfiladas de Fortificacion,
hace necesario dividir este problema en los casos
siguientes.
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1090, Hacer pasar por la horizontel alb (fig." 82)
de cota O, un plano rasante & la superficie topogra-

Siea 8.

Para esto, se envuelve la superficie topogrdfics
dada, por una superficie cénica, cuyo vértice sea
un punto cualquiera de la horizontal a? y las gene-
ratrices, rasantss 4 la superficie S5 el plano rasan-
te 4 esta superficie ednica, que pase por ad serd el
pedido. Para encontrarlo, bastard cortar 4 la su-
perficie cénica, por un plano horizontal y trazar 4
la interseccion, una rasante paralela 4 ab: estas dos
rectas nos detarminan el plano que huseamos.

Para hallar las genevatrices de la superficie ¢6-
nica, se hacen pasar planos verticales por él vértice
y desde este punto, se tiran rasantes d los diferentes
parfiles que resulten, para lo cual no hay mas que
rebatirlos.

El método que.acabamos ds indiear, por ser algo
pesado, es poco usual y se emplea frecuentemente
otroque es mas sencillo, el eunal estd fundado, en que
teniendo bi’n representada la superficie, el punto
de apoyo del plano rasante, debe pertenecer 4 una de
14s ‘curvas de nivel.

Apoydndonos en esta consideracion, indicaremos -
tambien en los problemas sizuientes, la manera de
resolverlos con mas facilidad.

Consiste es¢ée método, en trazar por la horizontal
dada ab, planos rasantes, 4 cada una de las curvas
de nivel ds la superficie S y de estos diferentes pla-
nos, el de mayor pandiente serd el pedido; porque
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dejando debajo 4 todos los demas planos, tambien
dejard 4 la superficie considerada.

El plano rasante 4 la curva de nivel de cota 1,
estd determinado por la recta ad y por rasante 1-1
4 la curva propuesta, paralela 4 la recta dada.
Andlogamente se determinan los planos rasantes d
las otras curvas de nivel, siendo las lineas de pen-
diente de estos planos, las reetas 0-1, 0-3', 0-5",
0-7", 0-9%V.

Para averignar cual de estas rectas tiene mayor
pendiente, trdcese por el punto O la recta Oc y en
ella, témense las partes arbitrarias ignales0-1, 1-2,
2-3, ete., ete.......:inanse los puntos 1, 3,5, 759
de esta recta, respectivamente con los 1,3',5", 7"y
9"V de aquella y de las rectas que resulten la 7-7"
que forma menor dngulo con la ¢0, corresponde al
plano M que se busca; porque el intérvalo 0-1"" de la
escala de este plano, por la posicionde la recta7-7"",
es menor que el intérvalo de los otros planos.

110.  Hacer pasar por una oblicus dada ab (fig."
83) un plano rasante d la superficie topografica S'.

Como en el caso anterior, envuélvase la super- .

ficie topogradfica, por una superficie cénica andloga
" d la que alli se ha empleado, cuyo vértice sea un
punto de la recta @b. El plano rasante & esta su-
perficie eénica que pasa pov ad, serd el plano pedi-
do, y estard determinado por dicha recta y por la ra-
sante trazada desde un punto de ella, 4 la seccion
horizontal de la superficie cénica de la misma cota
que el punto. ‘
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Puede tambien emplearse para resolyereste pro-
blema otro método mas breve, que consiste en trazar
por la oblicua dada, planos rasantes 4 cada una de
las carvas de nivel y de estos diferentes planos, el
de mayor pendiente serd el pedido, porque dejard de-
bajo 4 todos los demas.

El plano rasante 4 la curva de nivel de cota 2,
contendrd 4 la rasante 4 dicha curva trazada desde
el punto de la recta ab ¢e igunal cota y dicho plano
estd determinado por ella y por-la recta dada. Los
planos rasantes 4 las curvas de nivel de cota 3, 4,
5 y 6 estdin tambien determinados por la recta abd y
eada una de las rasantes 3-3, 4-4, 5-5 y 6-6 respac-
tivamente.

De todos estos planos, el de mayor pendiente,
es el que corresponde 4 la rasante que forma menor

“angulo con la parte descendente de la oblicua, es de-
cir, que siendo el Angulo 4-4-0 menor que todos los
demas, el plano ¥ determinado por lasrectas aby
4-4 es el gue buscamos. En efecto, trdecese la se-
mi-cireunferencia Oal sobre el intérvalo 0-1 como
digmetro y por el punto 1, la cuerda 1-a paralela &
la horizontal 4-4; el intérvalo de la escala del pla-
no M es igual & la cuerda Oa. Si se encuentran del -
mismo modo, los intérvalos de los otros planos,
se verd, que todos son mayores que 0 @, por formar
las horizontales con la recta @ & un dngulo mayor
que el a-1-0; luego teniendo la escala A menor in-
térvalo, tendrd-este plano mayor pendiente.

111.  Por un punto dado m. de cola O (fig." 84)

1L
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hacer pasar un plano de pendiente minima, rasante é
une superficie topogrdfica S.

Envuelta la superficie topogrdfica por una super-
fieie ednica, como las consideradas en los problemas
anteriores y cuyo vértice sea el punto =, el plano
que se busca, serd el de pendiente minima rasante
dlasuperficie conica. Para encontrar est plano, su-
pongamos que la curva 4-4-4 (fig." 85) sea una sec-
cion horizontal de la superficie cénica: haciendo
eentro en el punto m, tricese elarco de circunferen-
cia £4f de menor radio, tangente 4 dicha seccion, de
tal manera que la tangente e en el punto de con-
tacto de ambas curvas, resulte rasante 4 la 4-4-4.
El plano M, que determina la horizontal ed y el
punto m, es el pédido; porque otro plano rasante &
la supeficie, estard determinado por una recta que

como la ab, es secante 4 la cirennferencia y su esea- -

la Oc tiene intérvalos menores que los del plano 3,
luego tendria mas pendiente que este.

Tambien se puede resolver este problema, tra-
zando por el punto dado los planos de minima pen-
diente, rasantes 4 cada una de las curvas de nivel y
el de mayor pendiente de estos diferentes planos,
serd el pedido.

Los planos gue acabamos d2 indicar, los encon-
traremos aplicando & cada una de las curvas de ni-
vel (fig.” 84) la construceion esplicada anteriormen-
te; trazando los arcos de circunferencia al, 42',¢3",
d4'"yeb", siendo las lineasde pendiente de estospla-
nos Oa, 04, Oc, Od y Oe.
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Para averiguar cual de estas rectas tiene mayor
pendiente, hdganse girar todas ellas alrededor de la
vertical que pasa por el punto 0, hasta colocarlas
en el mismo plano proyectante y como no habrdn
variado sus pendientes en el giro, repitiendo en las
nuevas posiciones de ellas 0-1, 0-2,0-3", 0-4" y
0-5 1o esplicado en el segundo método del primer
problema, encontraremos que la 0-4"", es la de ma-
yor pendiente, por ser el dngulo 4'”-4-0 menor.que
los demas; por consiguiente, el planopedido es el M,
determinado por el punto dado y la rasante 4-4!

112.  Hacer pasar por un punto dado M de cota O
(fig.” 86) un plano rasante d dos superﬁmes topoyrei«
Sieas D &Y. : ¢ oligndol

Considérense las superficies cénicas envolventes
4 cada una de las. superficies D é ¥, cuyo vértice
sea el punto m y trdcese un plano rasante 4 ambas
superficies cénicas y este serd el que se husea, el
cual le encontraremos cortando las dos superficies
conicas por un plano horizontaly trazando una rec-
ta rasante 4 la vez 4 las dos secciones. Hsta recta y
el punto dado determinan el plano rasante.

De otro modo 8e puede hallar este plano. Trd-
cese por m una oblicua y haciéndola girvar alrededor
de la vertical que pasa por este punto, averiguare-
mos por medio de una curva de ensayo, en que posi-
cion coincide con elplano pedido. Conviene que esta
recta no tenga mucha pendiente, para que siendo
menor que la del plano rasante, pueda estar enuna
de sus posiciones, contenida en él. '



Veamos como se construye esta curva de ensa-
yo.Supongamos que 2 sea una posicion de la obli-
cua. Hidganse pasar por ella los planos rasantes 4
cada una de las superficies topogrificas dadas (nim.
110); estos dos planos estdn determinados por la rec-
ta mn y cada una de las rasantes 8-8 y 5-5, 4 las
superficies D é ¥ respectivamente. Si estas rasan-
tes fueran paralelas, estarian confundidos los dos
planos, y tendriamos resuelto el problema. No su-
cediendo esto, t6mese en la circunferencia de radio
0-1 la cuerda ¢d de un dngulo imd, igual al que
forman las horizontales 8-8 y 5-5 y llévese esta
magnitud ¢d de z 4 a, en direccion del radio pro-
longado m z; tendremos en el punto a, uno de lacur-
va de ensayo.

Considérese otra posicion mp de la oblicua, y re-
pitase con ella la misma construccion que acabamos
de esplicar. Al trazar el dngulo d'm?’, igual al que
forman las rasantes 6-6 y 7-7, la paralela md' 4 la
7-7, rasante 4 la superficie de la derecha, resulta
por encima de la paralela 4 la otra, es decir, sucede
lo contrario que en el caso anterior, luego la cuer-
da d'¢', correspondiente 4 este dngulo, la llevaremos
en direceion del radio prolongado Oy; pero en sen-
tido interior 4 la circunferencia, de y 4 4.

La linea que resulta, uniendo los puntos @, &y
otros que podriamos haber encontrado, esla curva
de ensayo, que queriamos hallar y que sirve para
resolver este problema. En efecto, la oblicua en la
posicion mg, que pasa por el punto 1 de intersec-
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e
cion de la curva de ensayo con la circunferencia,
estard contenida en el plano que s2 busea, porque
el dngulo que forman las horizontales 7-7 y 5-5 de
los planos rasantes 4 las superficies que pasan por
g es nulo por serlo su cuerda, luego estos dos pla-
nos s confunden con el M, que es el pedido.
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