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GEONETRI.

I

PRELISRIDARES.
e

1. Geometria es la ciencia de la extension,

2. Extension es toda porcion {inilada del espacio.

Todo cuerpo 4 objeto matsrial ocupa una porcién de
espacio y el espacio ocupado por ese cuerpo es lo que
Hamamos cuerpo geométrico.

3. Se llaman démensiones de los cuerpos, los diversos
modos de ser extensos. Por esta razén se dice que los
cuerpos tienen tres dimensiones: longitud 6 largo, latitnd
6 ancho y profundidad 6 grueso.

No se concibe la existencia de cuerpo alguno sin las
tres dimensiones; pero existen extensiones geométricas de
dos dimensiones y de una. Tales son, por ejemplo, la ca-
bida de una huerta y la altura de un edificio.

De donde se deduce que podemos considerar tres cla-
ses de extension: extension de tres dimensiones, que reci-
be el nombre de cuerpo; extension de dos dimensiones,
llamada superficie y extension de una dimension 6 linea.

4. Existen infinitos cuerpos.

El limite que separa un cuerpo del espacio que le ro-
dea, asi como el que separa dos porciones del mismo

cuerpo, es una super/icie, puesto que no tiene mas que dos
dimensiones,
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Cada cuerpo tiene, pues, infinitas superficies.
El limite que termina las superficies y el que separa
dos partes contiguas de la misma superficie, no tiene mds
que una dimension y es, por tanto, una /Jinea.

Luego en toda superficie se conciben infinitas lineas.

Del propio modo, los extremos de las lineas y los li-
mites que separan dos partes de la misma linea, no tienen
dimensidn alguna y reciben el nombre de puntos.

Toda linea consta, pues, de infinitos puntos.

5. En toda extensién hay que considerar la posicion,
la figura y la magnitud,

Se denominan Zguales dos extensiones, cuando tienen
la misma figura y la misma magnitud.

Dicense semejantes cuando tienen la misma figura y
distinta magnitud; y se llaman eguévalentes cuando tienen
distinta figura pero la misma magnitud.

6. El punto geométrico no tiene ni figura, ni magni-
tud. Los distintos puntos, todos iguales, se distinguen tan
solo por su posicién. Se representan bien por el punto de
la escritura 6 por la interseccion de dos lineas, y se

designan por una letra. A, X B. Asf diremos, punto A &
punto B,

-

7. Las lineas se clasifican con relacién 4 su figura en
dos clases: 7ectas y curvas.

La linea recta no puede definirse; dicese comunmente
que es la mds corta distancia entre dos puntos. Tal es A B.
S DIl el Linca curva es la que
' : B 10 es recta, ni se compone

de rectas como C D,
También suele desig-
narse con el nombre de
linea quebrada o poligo-
nal la reunion de varias
rectas, de las que dos con-
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secutivas no forman una misma recta, como E ' G'H; y
mixta la veunion de vectas y curvas, tal es M N P O,

8. Las diversas superficies se distinguen por su
figura en planas y curvas.

Se llama super/ficie plana, 6 simplemente plano, foda
superficie & la que se adapta perfectamente una recta en
cualgquier sentido que se aplique.

Superficie curva es la gue no es plana, ni ticne porcion
alguna plana.

También suelen distinguirse con los nombres de su-
perficies quebradas la reunion de varias superficies planas,
de las que dos consecutivas ne forman un solo plano;, y de
superfictes mixtas, las compuestas de superficies planas y
curvas.

Las superficies se representan en general, por las li-
neas que las limitan.

9. Los cuerpos se clasifican y representan por las
superficies que les sirven de limite.

10. La Geometria se divide en plana y del espacio.

La Geometria plana, 6 Planimetria, estudia la exten-
sion cuyos puntos estin todos en ur mismo plano,

La Geometria del espacio, & Estercometria, se ocupa

de la exlension cuyos puntos no estin todos en un mismo
Dlano.



Geometria plana.

LI,

PROPIEDADES DE LA LINEA REGTA.

11. Hemos dicho que la linea recta no puede definirse
y hemos indicado, sin embargo, (7) la definicion que sue«
len dar la mayor parte de los autores.

Esta definicién constituye la propiedad fundamental
de la linea recta, de la que se deducen inmediatamente
las siguientes consecuencias:

L*  Por dos puntos ne puede pasar mds que una sola
linea recta.

2.*  Dos reclas distintas no pueden feney mds gue un
punte comiui.

3.2 Dos rectas son siempre supeyponibles, para lo que
solo es preciso hacer que covncidan dos de sus puntos.

12. De estas propicdades se infiere que todas las li-
neas rectas son semejantes y que tan solo difieren unas de
otras por su magnitud y su posicidn,

Si las rectas las consideramos ilimitadas, solo se distin-
guirdn en la posicion.

13. En las artes, en los oficios y en las aplicaciones
todas de la geometria, es de uso frecuente el trazado de
rectas, que se efectiia con el auxilio de la regla, instru-
mento de todos conocido.

Si la regla no estuviera bien construida, el trazado pu-
dicra ser defectuoso. Conviene, pues, antes de usarla, ase-
gurarnos de su buena gonstruccién, para lo que basta
trazar una recta, invertir la regla y trazar otra recta por
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€] mismo borde antes usado; si las dos rectas coinciden,
la regla estard bien construida por el borde ensayado,
pues este medio presenta duplicada la curvatura que pu-
diera existir y, por tanto, ficil de apreciar,

14. La magnitud de las rectas, 6 sea la distancia entre
dos puntos, se determina midiéndola,

Medir una wecta, es comparar su longitud con la de
otra recta que se toma como unidad,

La uaidad para medir longitudes, 6 sea la unidad Ii-
neal, es el metro, con sus multiplos y divisores.

15. Se llaman lueas convexas, las que no pueden sey
cortadas por wna vecta en mds de dos puntos.

Toda linea gquebrada convexa envuclia per otra, es
wrenor gue esia olra,

Sea la linea quebrada convexa A B C D envuelta por
la AEF D; digoque ABCD<AEFD.

En efecto, prolongo los lados A B y B C hasta que
encuentren a la linea envolvente; y tendremos que, como
la linea recta es la mds sorta entre dos puntos, resultardn
las desigualdades: AB+BG<AE 4 EG

BC4+CH<BG+ GF<4FH
CD<CH4JHD
que sumadas ordenadamente nos dardn,
AB+BG+4+BCH+CH4+CD<AE+EG+
BG4+ GF4 FH-4CH -4 HD, ¢ bien,
AB+BC 4 CD<AE+ EF+4 FD;queesloque
queriamos demostrar,



ANGULOS.

16. Se llama dngulo la porcion de plano cemprendide
witre dog§ rectas qie CONCUFYER €N Uit punle,

Las rectas A By A'C se llaman /lados del dngule; cl
punto A de encuentre se lama vértice del dngulo,

Un dngulo se designa con tres letras; una de cada
lado y la del vértice que se coloca enmedio. Asi, el dn-
gulo formade por las rectas ABy AC, se leerd BA C
6 CA R

Si el dngulo estd solo, se designa con la letra del vér-
tice y se'dice dngulo A.

El dngulo se considera engendrado por ¢l movimiento
de la recta A B que, adaptada primere sobre A C, gira
alrededor del punto A. De aqui se deduce que la magni-
tud del dngulo no depende de la longitud de sus lados,
sind de la mayor ¢ menor separacion de estos.

Dos dngulos se dicen iguales cuando, coincidiendo el
vértice y uno de los lados, coinciden también los otros dos
lados.

17.  Se ldaman dngulos consecutivos los que tienen un
mismo vévtice, un ladeo coman y los olros dos lados, ¢ una
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3 otra parte del lado comim. A O B,BOCy CO Dson

dngulos consecutivos. (fig. 4.)

Bisectriz de un dugulo es la recta que le divide en dos
partes iguales. Silos dngulos A O B y B O C son iguales,
B O serd la bisectriz del dngulo A O C., '

Angulos adyacentes son los cousecutivos cuyos lados no
comunes estan en linea recta. A O Cy C O D son dngulos
adyacentes,

Angulos opuestos por el vértice, son los que tienen sus

lados en prolongaciones opuestas, como A OBy D O C.
(ig. 5.

Angulos rectos son los dngulos adydcentes iguales,
como A QO Cy C O B. (fig.6.)

Se dice que una recta es perpendicular ¢ otra cuando
JSorma con ella dngulos vectos,
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Asi O C es perpendicular 4 A B.
Una recta O B se llama oblicua 4 otra A C, cuando
forma con ella dngulos adyacentes desiguales, (flg. 7.)

18.  Un punto de una recta determmna una perpendicis-
lar @ dicha recta. Es decir, por un punto de una recta,
stempre puede trazarse una perpendicular 4 dicha reeta,
pero nunca dos 6 mds. (fig, 8.)

Sea A B la recta y O un punto cualquiera de A B.

Hemos visto (nim. 16) que el dngulo se considera en-
gendrado por el movimiento de la recta O C que, coinci-
diendo primero con O A, gira alrededor del punto O, en=-
gendrando dos dngulos adyacentes desiguales A O D y
I O B. En este movimiento, el dngulo A O D erece y el
D O B deerece de una manera. continua, de suerte que
llegara un momento en que O D tome la posicién O C y
forme los dngulos adyacentes iguales A O Cy C O B.
Luego por un punto O sicmpre puede pasar una perpen-
dicular O C 4 una recta A B,

Ademds, otra cualquiera O I formard con A B dos
dngulos, el uno A O D menor que el A O C y el otro
D O B mayor que el C OB; y como AOC y COB son
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iguales, los A O D y D O B serdn dssiguales; luego O D
es oblfcua 4 A B.

CoroLARIO. Dos dugulos rectos son iguales, aungue ne
sean adyacentes,

Sean dos dngules ectos cualesquicra B A Cy D E F,

Coloco eldangulo D E F soore el B A C, de modo que
el punto E coincida con el punto A y el lado E F caiga so-
bre el A C; ertonces el lado I£ D tomara la direccion A B,
segtin €l teorema; luego los dos dngulos coinciden y por
consiguiente son iguales, '

19. Se llama dugulo agudo el que es menor que el
vecto; y obtuso el que es mayor.

Angulos complementarivs, 6 complemento uno de otro,
son aquellos cuya suma es un angulo recto.

Angulos suplementarios, 6 suplemento uno de otro,
son aquellos cuya suma es dos dngulos rectos.

De aqui se deduce que dos dngulos que tengan el
mismo complemento, 6 el mismo suplemento, serdan igua-
les; pues en el primer caso 4 los dos les falta la misma
cantidad para valer un dangulo recto; y en el segundo,
para valer dos.

80. La suma de dos dugulos adyacentes esigual é dos
dngulos rectos.,

Sean los dngulos adyacentes A O D y D O B; (fig. 10.)
digo que A OD 4+ D O B =2R. En efecto, trazando
en O la perpendicular O C, tendremos:

AOD=AO0OC4+DOCyDOB=BOC —
D O C; sumando ordenadamente estas dos igualdades re-
sulta, AOD4+DOB=A0C+BOC=2R.



Recieroco. St la suma de dos dngulos consecutivos es
tgual G dos dngulos rectos, estos ungulos serdn adyacentes.

Digo que (flg. 11.)siAOC 4+ COB= 2R, O B serd
prolongacién de A O. En efecto, si no lo fuera, lo seria
otra tal como O D, y en este caso tendrfamos:

A OCH4COD =z R; pero por hipdtesis

AOC+4 COB =2 R; luego

C O D = C O B, loque es absurdo.

Cororarios:—1.% La suma de todos los dngulos conse-
c:ctiva;‘g;az’ Se pueden formar d un misnoe lade d= una recta,
8 ignal d dos dngulos rectos, porque todos equivalen 4 la
suma de dos dngulos adyacentes,

2.0 Lasuma de todos los angulos consesutivos forma=
dos alvededor de un punto, es igual d cuatro dngulos rec-
Zos. Pues prolongando uno de los lados, todos los dngulos
consecutivos que queden sobre dicho lado valen dos rec-
tos y los que queden debajo de ese lado otros dos.

3.2 Los cuatro dngulos que forma una recta con otra
d la cual es perpendicular son rectos, Pues siendo la pri-
mera perpendicular 4 la segunda, formard dos dngulos

rectos con ella; luego sus adyacentes ¢ sean los otros dos,
también lo seran,
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De aqui se deduce que s una recla es perpendicelar d
otra, la segunda es tambiéin perpendicular d lu primera.

4.° Tsdo dugule es meior que dos rectos. Pues pro-
dongando uno de sus lados resultard su adyacente y entre
los dos componen dos dngulos rectos.

5.0 Las disectrives de dos digulos adyacentes son per=
pendiculares. Pues valiendo la suma de los dngulos pro-
puestos dos dangulos rectos, la de sus mitades valdrd un
angulo recto.

21. Los dngulos opuestos por el vértice son iguales.
In efecto, los angulos A U C y D O B tienen el mismo
suplemento C O B; luego son iguales.

Cororario. Las bisectrices de dos dngulos opuertos
por el vérdice estan en lnea vecla. hn clecto, segin el
{cor. 5.) del nimero anterior, la bisectriz de C O B debe
ser perpendicular en O a las bisectrices de A O C y
D 0 B (num. 18.)

22,

Un puito exterior & una vecta determina una
perpendicular @ dicka recta. Es decir, por un punto exte-
rior 4 una recta puede trazarse una perpendicular 4 dicha
recta, pero nunca dos ¢ mis.
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Sea el punto C exterior 4 la recta A B; doblando el
plano dela figura por A B, el punto Ctomari la posicion
C’, y uniendo estos puntos por la recta C C’, resultardn
los 4dngulos adyacentes iguales C D B y C" D B, luego
A B es perpendicular a C C'.

Ademds, otra cualquiera recta C E que pase por C,
digo que serd oblcua; pues, al doblar el plano dela figu-
ra, tomara la posicion C” [ y si la suponemos perpendi~
cular 4 A B,CE y C’ E formardn una sola recta, sin lo
cual se tendrfan dos perpendiculares 4 A B por el punto E;
luego por Oy C’ pasarian dos rectas distintas, lo cual
es absurdo.

I~

PERPENDICULARES Y OBLICUAS.

23. El trazado de perpendiculares es de uso comun
en la mayor parte de las artes y oficios ¢ indispensable en
las mediciones geométricas.

Las perpendiculares se trazan con el auxilio de la
escuadra.

La escuadra es un instrumento de madera 6 metal
que se compone de dos reglas fijas formando angulo
recto,

Si la escuadra no estuviera bien construida, es claro
que las operaciones con ella efectuadas adolecerian de un
error de origen. De ahi la necesidad de su comprobacién,

Para comprobar la escuadra se coloca de modo ‘que
uno de los lados del dngulo recto se apoya en una regla
y por el borde del otro se traza una recta; se invierte la
escuadra y por el mismo borde se traza otra recta. Si
las dos rectas trazadas coinciden, la escuadra estard bien
construida En el caso contrario, procede su rectificacion.
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Para trazar una perpendieular 4 una recta dada por un
punto, se ajusta 4larecta el borde de'la regla, y seapli-
¢a 4 este borde uno de los lados del dngulo recto de la
escuadra, hac¥ndola resbalar sobre la regla hasta que el
otro lado pase por €l punto dado. Larecta trazada por el
borde de este ‘lado serd la perpendicular pedida.

24. Sidesde un punto exterior a4 una reeta se trazan
4 esta una perpendicular y varias oblicuas:

1. Laperpendicular ¢s menor que todas las oblicuas.

2.° Las oblicuas que se aparten iguabmente del pié de
da perpendicular, son iguales.

3.0  De dos oblicuas, la que se aparte mds del pié de
Ja perpendicular, es la mayor.

1.° Sea la recta B Cy el punto exterior D. Digo que
D O < D A. En efecto, doblando el plano de la figura
por B C, el punto D tomard la posicién D'y las rectas
DOyDAlasD'OyD"A,

Ahora bien, DOD <D A D" luego D O < D A.

2.9 Supongamos que O A — O B; digo que D A =
= D B. En efecto, doblando ¢l planods la figura por la
recta D O, el dngulo recto D O B coincidird con el D O A,

y como O B = O A el punto B caerd sobre el punto A;
luegoD B=D A,

3% SeaOC= OB;digoqueD C> D B.
Tomando O A — O B, resultard DA — D B y la
cuestion estard reducida & demostrar qua D € = D A,

3
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Ahora bien, doblando la figura por C B, las rectas
D Ay D C tomardn las posiciones D' Ay D" Cy ten*
dremos (n.° 15) DC 4 CD" > DA 4 A D', 6 bien
DC=D A.

Recfrroco. Sidesde un punto exterior a una recta se
trazan 4 ésta una perpendicular y varias oblicuas:

1.° Lamenor de todas ellas es la perpendicular.

2.° Las oblicuas iguales se apartan igualmente del
pie de la perpendicular.

3.2 La mayor oblicua se aparta mas del pie de la per-
pendicular.

1.° Digo que si D O es la menor de todas, D O serd
la perpendicular.

En efecto, si [} O no fuera perpendicular 4 C B, lo se-
ria otra y esta serfa la menor, contra lo supuesto.

2. Digo que si D A = D B, también O A = O B.

En efecto, si O A no fuera igual 4 O B, D A no podria
ser igual a B D.

3. Vamos d demostrar que si D C> D B, también
O C=>0B.

En efecto, si O C no fuera mayor que O B, serfa igual
0 menor,

Si O C = 0B, serfa DC = D B contra lo supues-
to; ysiO C < O B, tendriamos D C < D B, lo que tam-
bién es contrario & la hipétesis.

Escorio. Del propio modo que se llama distancia en
tre dos puntos d la recta que los une, que es su menor
distancia; llamaremos déstarcia de un punto d una recta d
la perpendicular trazada desde dicho punto 4 esa recta.

25. T'odo punto de la perpendicular d unarecta en su
punto medio, equidista de los extremos de esta recta,

Digo que si M (fig. 15) es un punto de la perpendicular

CD dlarecta A B en su punto medio D, tendremos
MA=M B._



A 1. [
En efecto, por ser D A = D B, serd tambi¢n
MA =M B.

Reciproco. Todo punto que equidiste de los extremos
de una vecld, esta en la perpendicular levaniada ¢ esta
vecta en su punto medio. En efecto, si M A = M B, tam-
bién D A = D C; luego M D es la perpendicular 4 A B
en su punto medio.

CoroLario. 8% una recta tiene dos puntos equidistan-
fes de los extremos de otra, es perpendicular & esta en su
punto medio. Pues la perpendicular 4 A B en su punto me-
dio y la recta C D tendrian dos puntos comunes y, por
tanto, coinciden.

Escouto. Segun este teorema, todos los puntos de la
recta C D tienen la propiedad de equidistar de los extre-
mos A y B de la recta A B y solo ellos gozan de esa pro-
piedad en su plano.

En general llamaremos lugar geométrico, la reunién
de todos los puntos que tienen una propiedad comun. Asi
diremos que &/ lugar geométrico de los puntos equidistan-
tes de los extremos de una recta, es la perpendicular d esa
wecla en su punto medio.

26. Todo punto de la bisectris de un dngulo, equidis-
¢a de los lados de este dngulo (fig. 16).

Si A D es la bisectriz del dngulo B A C, las perpen-
diculares D B y D E medirdn las distancias del punto D
dloslades ABy A C, ydigoque DB =DE.

En efecto. doblando el plano de la figura por DA, A C
coincidird con AB por ser CAD = BA D, y como des-
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de un punto D no puede trazarse. mds que una sola per-
pendicular 4 una recta A B, D E coincidird con B D.

Recieroco. ' Todo punto interior & wun diugulo y equi-
distante de sus lados, estd en la bisectris de diche dngule.
Digo que si D E = D B, el punto D estd en la bisectriz
del dngulo A. En efecto, doblando la figura por la bisec«
triz del dnguloB D E, D E coincidird con suigual D B; y
I A caera sobre B A por laigualdad de los angulos
rectos' B y E; luego encontrardn en A 4 la bisectriz del
dngulo B D E y, por tanto, esta bisectriz es la misma
D A del dngulo B A'C; porconsigniente, el punto D esta
en dicha bisectriz .

Cerovarios. 87 una vecta tiene dos puntos equidistan-
tes de los lados de un dngulo, dicha rvecta es la bisectris
de ese dugulo.

2.° Ellugar geométrico ae los puntos interiores equis

distantes de los lades do un dangulo es la bisectriz de dicho
dngulo.

N

RECTAS PARALELAS.

27. 8e Uaman vectas paralelas las que situadas en

el mismo plano, no se eccuentran, por mds que se pro-
longuen.



== 0p sl

Se demuestra la existencia de estas rectas con la sis
guiente proposicién,

Dos rvectas perpendiculares @ una lercera, son para-
lelas.

Pues si se encontrara, desde ¢l punto de encuentro
se podrian trazar dos perpendiculares d una recta, lo que
es imposible. (22.) 1.2

28. Postulado de Euclides, Una perpendicular y una
oblicua d una recta, prolongadas suficientemente se en-
cuentran.

29. Unpunto extervior ¢ una recta determina una pa.
ralela d dicha recta. Es decir, que por un punto M, ex-

terior d larecta C DD, pasa una paralela 4 esta recia, pero
solamente una,

FlG.17.

En efecto, trazando par M, laM E perpendicular 4
C D, yla A B perpendicular a M E, las dos rectas A By
y C D serdn paralelas (27.)

Ademds, otra cualquiera G H, que pase por M, serd
oblicuad M E y por tanto, encontrard 4 C D. (28.)

Corouarios. | 1.0 Si dos weitas son paralelas, toda
recia que encuentre d una de ellas, prolongada suficientes
mente, encontrard ¢ la otra. Pues de lo contrario, se ten-
dran trazadas por un punto dos paralelas 4 una misma
recta.

2.°  Sidos rectas son paralelas, toda perpendicular &
la una lo'es d la otra. Pues si fuera oblicua 4 la segunda,
las dos rectas dadas se encontrarian, (28,)

3.0 Dos rectas paralelas i una lercera; son paralelas
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entre st. Pues toda perpendicular d esta, lo serd 4 las pri-
meras. (27.)

4.° Sidos rectas se cortan, sus perpendiculares res-
pectivas también se cortardn. Pues si fueran paralelas,
también lo serfan las primeras.

30. Siempre que d dos rectas cualesquiera ABy C D
corta otra tercera E I, esta toma el nombre de secante 6
transversal.

Los ocho dngulos que forman, se clasifican de la si-
guiente manera:

1.° Se llaman snternos, las dngulos 3, 4, 5 y 6.

2.° Angulos externos sonlos 1, 2, 7y 8.

3.2  Angulos alternos son los que estdn 4 distinto lado
de la secante y no son adyacentes. Como3y 6,4y 5,
1y8y2y7. De estos, los dos primeros se denominan
alternos internos, y los dos ultimos alternos externos.

4.° Angulos correspondientes, son los situados d un
mismo lado de la secante, uno interno y otro externo, y
que no son adyacentes.

Los dngulos 1y 5 3y7, 2 y6, 4 y8 son corres-
pondientes.

31. Si d dos vectas paralelas corta una secante, los
dngulos alternes son iguales (fig. 19),

Varnos 4 demostrar que, si ABy © D son paralelas,
los dngulos A H F y D G E son iguales.

En efecto, tomo el punto medio I de la recta G H, y
trazo la L M perpendicular 4 C D y A B.

Hago ahora girar la figura I G M alrededor del punto
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I hasta que la I G coincida con su igual I H. Entonces
I M caerd sobre I L por ser iguales los dngulos GIM y
L I H por opuestos por el vértice; y la G M tomari la di-
reccién H L, porque desde un punto H solo puede tra-
zarse una perpendicular 4 una recta I M. Luego los dngu-
los EGDy A H F que han coincidido son iguales.

De aqui se deduce inmediatamente que si dos rectas
son paralelas.

1.° Los dngulos correspondicntes son iguales.

2.%  Los dngulos internos del niismo lado dc la secante
son suplementarios.

Pues en el primer caso, EH B = AH F (21) y como
hemos demostrado que A H F = E G D, resulta
EHB—=EGD

En el segundo, AHF y B H F son suplementarios
(20), y como AHF —=E G D, resulta que B HF y
E G D son suplementarios.

Reciprocos. 1.2 Silos dugulos alternos son iguales,
las rectas son paralelas.

Digoquesi AHF =EGD,las rectas AByC D

son paralelas.

En efecto, si no lo fueran, podrfamos trazar por G una
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paralela L M d la’ A By, con arreglo al teorema directo,
tendriamos: A H F = H G M; pero por hipdtesis,
AHF =EGD; luego HGM = E G D, lo que es im-
posible.

2.°  Si los dngulos corvespondientes son iguales, las
reclas son payalelas.. :

3.0 Silos dugilos interues da[ mismo lado de la se-
cante son suplementarios, las réctas soi par alelas.

Se demuestran de modo analogo.

32. Dos rectas paralelas comprendidas por etras des
paralelas, son iguales.

Digo que A C = B D. En efecto, uno los puntos
Ay D, y hago girar lafigura A G D alrededor del punto
medio O de larecta A D, hasta que el punto A caiga so-
bre ¢l D. Entonces la recta A C tomard la direccion D' B
porser CAD = AD B (31) yla D Ctomard la direccién
A B porser AD C =B A D; luego ¢l punto C, que tig.
ne, que cae a la vez sobre la A B y sobre la D B, caerd
en B,y portanto, AC =BDjy AB=C(CD,

Cororarios, 1. Las rectas paralelas sen equidis .
Zantes. pues sus distancias respectivas son paralelas coms=
prendidas entre paralelas.

2.° Si unarecta tiene dos puntos equidistantes de otra,

» al mismo lado de ¢lla, es paralela d esta otra; pues la
paralela d la segunda, trazada por uno de los puntos de la
primera, pasarfa por el otro, y se confundirfa con ella.

Lo que nos dice que e/ lugar geomiétrico de los puntos



situados & la misma distancia de una rvecta, estd constitui-
do por las dos paralelas trazadas & uno y otro lado de
esa vecta, d la distancie dada.

33. El trazado de paralelas, frecuente en todas las
artes y oficios, como en todas las construcciones geomé-
tricas, se cfectia con el auxilio de la escuadra, y en vir-
tud de los principios expuestos en esta leccion.

34. Los dngnlos que tienen sus lados vespectivamente
paralelos son iguales d suplementarios. Se veriflca lo pri-
mero cuando tienen sus lados dirijidos ambos en el mismo
sentido 6 ambos en sentido contrario; y lo segundo, cuan-
do tienen dos lados en el mismo y dos en opuesto sentido.

1. Sean los dos dngulos BA C y D E F, que tienen
sus lados paralelos y en la misma direccién; digo que son
iguales. En efeeto, prolongando D E hasta que encuentre
en G4 A C, tendremos (31; cor. 1.%) DEF=DGCy
DGC=BACluegc DEF =B A C.

2.° Digo que BA C = H E G, por tener sus lados
paralelos y en opuesto sentido. En efecto: BAC =DEF;
DEF =HEG (at) luegoBAC=HE G.

3. Digo que los dngulos BA C y F E G, que tienen
sus lados paralelos, dos en la misma direccién y dos en
direcciones contrarias, son suplementarios. En efecto,
F E G tiene por suplemento d H E G (20) y, por tanto,
4 suigual B A C.

35. Los dngulos que tienen sus lados respectivamente
perpendicnlares, son iguales  suplementarios, serdn igua-
les cuando los dos sean agudos 6 los dos obtusos; y su-
plementarios, cuando uno sea agudo y otro obtuso.

4



1.2 Digo que B A C =D E F. En efecto, trazando
por E lasperpendiculares EG yEH d losJados D Ey E I,
serdn paralelas @ B A y B C (27); y tendremos,
GEH=BAC((34) peroGE H = D E F (19) luego
BAC=DEF

2. Silos dngulos son BA C"y DEF, digo que
son suplementarios. En efecto, B A C’ tiene por suple-
mentod B A C,0odasuigual D EF.

I

RECTAS PROPORCIONALES.

36. Se entiende por rectas proporcionales, aquellas
cuyos zalores numéricos, es decir, los nimeros abstractos
que expresan sus relaciones respectivas con la unidad
son proporcionales.

En este mismo sentido se dice en geometria produto
de rectas, razén de superficies, etc,

37. Sise divide una vecta en paries iguales y por los
puntos de division, se trazan paraielas que encuentren d
otrarecta, ésta quedurd dtvidida en partes iguales entre si

Digo que si A C = E G; ‘ambién B D— F H, (fig. 24).

En efecto, trazo las H1y D L paralelas 4 A G, y
hago resbalar la figura I HF 4 lo largo de H B hasta que
¢l punto H coincida con el D. Entonces H I caecrd
sobre D L, por set I H F = L D B (31, cor. TPy
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como ademds son iguales respectivamente d EGy A C
(32), y por tanto iguales entre si, el punto I coincidird con
el L; siendo, por otra parte, HIF =D L B (34), tambml?
I F coincidird con L B y el punto F, que tiene que caerd
la vez sobre D B y L B, coincidird con B. Luego H F=B D

Cororartos. 1.° Siwarias paralelas covian é dos rec-
fas cualesquiera, las dividen en partes divectamente pro-
porcionales. Pues del teorema anterior se deduce que si
C G es doble de A C, también D H es doble de B D.
(Arit, 258.)

29 Si dos rvectas paralelas corian 4 los lados de
un dugulo, los dividen en parites divectamente proporcio-
nales.

Pues trazando por el vértice A la F G paralela 4 las
D E y B C, tendremos con arreglo al teorema,

D Blissii
%—B = —E—C . De aqui se deduce, (Arit. 160)
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AD+DB AE+EC , AB _ AC
DB == EC e 5 R
.. AD$+DB . AC+EC |
y también AD = AL y OSca
AB _AC
AT AR

Recirroco. 8% dos rectas que cortan ¢ los lados de un
dangulo los dividcn en parites directamente proporcionales,
son paralelas,

3 . AD AE ,
Digo que si DB = EC , D E yB C serdn para-

lelas. En efecto, si no lo fueran trazariamos por B la pa-
ralelaBMdlaD E y, con arreglo al principio anterior,

: AD AE ; :
tendriamos DB = E MY como por hipdétesis
AD AN

DB = EC’ resultaria EM = E C lo que es absurdo,

38, &i dos paralelas cortan d los lados de un dngulo,
son directamente proporcionales & las distancias de sus in-
lersecciones con un lado al vértice,

: ¢ AD
Es decir, que BC = A®" En efecto, trazando por
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D la D F paralela & A C, estas cos paralelas cortan a los
lados del angulo B, y tendremos, (37, cor. s.”)

BEC _AD DE _ AD
BC BB wBE - AB

39. 52 varias veclas que concuyyen en un punto, cer-
tan & dos paralelas, las dividen en partes directamente
proporcionales.

5 3 G H . ID
ES decn‘, que —A—l‘_- — —_F G == 'G B .
d OB OH

En efecto, segun acabamos de ver, AF = OF ' y
OH HI CH HI
OF = FG el S Seg

y e OI OlI I D]

Y también Fe— o6 0= TH" de donde
L 1D [ G S e,
FG = gn MBS ohe < wR -

40: Se llaman antiparalelas dos rectas que forman
dngulos iguales con distintos lados de un dngulo.

Asf, si ADE=ACB;DE y B C serin antipara-
lelas. (fig. 28).

Es evidente, que si invertimos A B C,de modo que AC
se coloqueen AF y AB en A G, las dos rectas D E y
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F G serdn paralelas, por la igualdad de los dngulos
ADE y AF G (31, cor. 2%

41.  Dos rectas antiparalelas cortan & los lados de un
dngulo en partes inversamente proporcionales, Vamos a

demostrar que —é-[l = L\__C_
AB AB
En efecto, invirtiendo A B C de modo que B C tome
la posicién IY G, resultara %II—T — % (37, 2.°) 6 bien
AD AC
AE ~— AF -

Recirroco.  Si dos rectas dividen a los lados de un
dngulo en partes inversamente propurcionales, son antipa-
ralelas.

: AT AED S .
Digo que si iE = AR’ DEyB C son antipara-

lelas.

En efecto, sino lo fueran trazaria por B la antiparalela
4D E, que cortarfaen Hd la A C, y tendrfamos, con
A AH
AE ~ AB

AD AC ; "
5 SRR T luegco A H=A C, lo

arreglo al teorema directo, ; pero, por hipé-

tesis, tenemos,

que es imposible,
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PROBLEMAS SOBRE EL CALCULO DE LAS RECTAS.

42. Los problemas geométricos se distinguen en
Lrdficos y numéricos.

Se denominan grdficos los que, por versar principal-
mente sobre las propiedades de las figuras, estdn reduci-
dos 4 construir alguna de éstas, mediante la regla y el
compds,

Dicense numéricos los que, por tratar de la extensién
geomeétrica, se ocupan de determinar valores numéricos
para las incégnitas, conocidas ciertas relaciones de mag-
nitud entre los datos,

Dicho se esta que la resolucion del problema consis-
tird en la determinacion grifica ¢ numérica, segin los
casos, de las incdgnitas.

43. En la resolucién de los problemas geométricos
puede emplearse el procedimiento analitico 6 el sintético.

Se emplea el analitico cuando, dando por resuelto el
problema, construimos una figura que suponemos satisfa-
ce 4 las condiciones del enunciado y tratamos de deducir
del estudio de las relaciones que ligan 4 los datos y 4 las
incognitas, la selucion apetecida.

Se usa el sintético, cuando comenzamos por expresar
las construcciones precisas para obtener la solucién y
demostramos luego la legitimidad de ésta.

44. Los problemas geométricos son en nimero inde-
finido. Nosotros solo vamos d ocuparnos de algunos de
los mds usuales y sencillos, como aplicacidn de los princi-
plos expuestos.
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43. 1. Swmar dos 6 mds rectas. Basta llevar sucesi-
vamente sobre una recta indefinida las longitudes respec-
vas de los sumandos.

Il. Hallar la diferencia entre dos rectas. Llevando
sobre la mayor y 4 partir de uno de sus extremos, una
longitud igual 4 la menor, nos resultard evidentemente la
diferencia entre ambas.

IIl. Hallar una recta miltiple de otra. Basta llevar
la primera sobre una recta indefinida, tantas veces como
indique el multiplicador,

IV. Hallar una parte alicuota de una recta dada,
Este problema puede resolverse por tanteos sucesivos con
el compds. Mds adelante veremos los procedimientos pro-
pios de la geometria para la resolucién de este problema.

V. Hallar la mayor medida comiin de dos rectas, y
la rason numérica de sus magnitudes.

Sean las dos rectas A B y C D,

Aplicando el razonamiento expuesto (Arit ndm. 90).
veremos que si llevamos C D sobre A B todas las veces
posibles, y el residuo E B sobre CD, y el resto F D sobre
E B, en el que suponemos esté contenido exactamente,
F D serd la mdxima medida comun de ABy C D.

Para hallar la razén numérica de sus magnitudes, basta

observar que AB=2CD-+EB
CD=2EB+FD
EB =j5F D;

dedonde CD=2X5 FD +F D=uFD
Yy AB=2XuFD+s5sFD=27FD
y dividiendo ordenadamente estas dos igualdades:
AB 27 F D 2

GO AR D e,
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PROBLEMAS DE RECTAS PROPORCIONALES.

46. Dividir una vecta dada en partes proporcionales
d otras vectas también dadas.

Sea M la recta que queremos dividir en partes pro-
porcionales 4 las rectas mz, n y p.

Tracemos un angulo cualquicra O, y enuno de sus
lados indefinidos tomemos O M' = M, y en el otro O m’ =
=mymn =mn p =p Uno el punto p" con el M, y
por los puntos 7'y m" tracemos las #' 4 y w' a paralelas i
M' p". Tendremos (37, cor. 1.9)

Oa ab oM Oa ab oM
= = , 08560, —=—08 =

Owd i, up " ST

b 2
II. Dividir una vecta dada en un niinero cualguiera
de partes iguales.

Es un caso particular del anterior. Se resuelve del
mismo modo, llevando sobre uno de los lados del angulo
cierto nimero de veces una misma distancia,
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1. Hallar la cuarta proporcional & tres rectas dadas.

Sobre uno de los lados indefinidos de un dngulo O,
lle'vo 0 m” = m; m’ # = m;, y sobre el otro, 0 p' = p; uno
los puntos p" y 2, y por el punto ' trazo #" « paralela &
P m' ylap ®esla cuarta proporcional pedida, pues ten-
dremos (37, cor. 2.9);

r
o ' o S 7t ?
e —",p y OSEE —— =i—r
nwe N 2w n ? @
IV. Hallar la tercera proporcional d dos rectas
dadas.
Es un caso particular del anterior, y se resuclve del

mismo modo. teniendo en cuenta quep = #,

I=L

PROPIEDADES DE LA CIRCUNFERENCIA.

47. Sellama circunferencia una linea curva, cerrada,
que tiene todos sus puitos ¢ igual distancia de unointerior,
lamado centro.

Circulo es la porcidén de plano limitado por la circun-
ferencia,.

Radio es la recta que une un punto de la circunferencia
con ¢l centro.

De la definicidn se deduce que Zodos los radios de una
cireunferencia, son iguales.
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Uiterda es la recta que une dos puntos de la circunfe-
rencia,

Didmetro es la cuerda que pasa por el centro,

De donde seinfiere que cada didmetro se compone de
dos radios y, por consiguiente, Zodes los didmetros de una
circunferencia son ignales.

Arco es una poreién de la circunterencia.

El arco igual d la mitad de la circunferencia se llama
semicircurferencia; cuadrante es el arco que mide la cuar-
ta parte de la circunferencia, Dos arcos se llaman comple-
wentarios cuando su suma es un cuadrante, y suplementa-
#ios cuando susuma es media circunferencia.

Las circunferencias se designan por la letra del centro,
cuando estdn solas, 6 por su radio.

De las definiciones expuestas se deduce:

1. Que todas las circunierencias de igual radio son
iguales: pues superpuestas coincidirdn,

2. Que una circunferencia queda determinada de
posicién por su centro; y de magnitud por su radio.

3.2 Que un punto serd exterior ¢ interior 4 la circun-
ferencia segun que diste del centro mds 6 menos de un
radio.

48. El trazado de circunferencias se efectia con au-
xilio del compds.

En el terreno se efectiia con auxilio de la cinta, cade-
na ¢ cuerda fija por uno de sus extremos y cuyo otro ex-
tremo gira alrededor del primero.

49. 11es puntos que no estdn en linea recta determi-
nan una circunferencia; es decir, que por tres puntos, no
en linea recta, puede pasar una circunferencia, pero nun-
ca dos 6 mas.

Sean A, B y C los tres puntos. (fig. 32.) Los uno por
las rectas BAy AGC;y enlos puntos medios de estas rectas
levanto las perpendiculares E O y D O que se encontrardn
en un punto O (29, cor 4.%). Ahora bien, ¢l punto O; por
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estar en la perpendicular E O (25), equidista de & y de B3
y, por pertenecer d la D O, equidista de A y de C; luego
el punto O equidista de los tres puntos A, B y C; y es,
por tanto, el centro de la circunferencia que tiene por ra-
dio O A = 0 B == O C y pasa por los tres puntos dados.
Ademds, toda circunferencia que pase por estos tres pun-
tos, tiene que tener el centro en las perpendiculares E O
y D O (25, recip.) y teniendo el mismo centro y el mismeo
radio, se confunde con la primera,

Cororarios. 1. La circunferencia no puede tener
ires puntos en linea recta.

Pues si A, B y C estuvieran en linea recta, EO y DO
serian paralelas.

2,° Una recta y una civcunferencia no pueden tener
mds de dos puntos comunes;, pues la circunferencia no pue-
de tener tres puntos en linea recta.

3.° Dos circunferencias no pueden cortarse mds que
en dos puntos. Pues si se cortaran en tres se confundirian,

50. Kl didmetro es mayor que cualquier otra cuerda,
¥ dlvide & la circunferencia y al circulo en dos partes
iguales.
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I Digo que A B> C D. En cfecto, uno los ex-

tremos de C D con el centro, y resultara
CO4+0D=0CD,6bien, AB=CD.

2. Doblando el plano de la figura por A B, las dos
partes en que esta divide al circulo y la circunferencia
coincidirdn, pues de lo contrario, habrfa dos puntos de la
circunferencia no equidistantes del centro.

Escorio. De aqui se sigue que la cuerda divide 4 la
circunferencia y al circulo en dos partes desiguales; la
cuerda C D se dice que subtiende al arco C B D; y el arco
se dice que estd subtendido por la cuerda. Cada arco esta
subtendido por nna sold cuerda, pero cada cuerda subtien-

de dos arcos. Asi la cuerda C D) subtiende los areos CB D
yC A D,

En general, entenderemos por arco subtendido por
una cuerda el menor de los dos.

51, En un mismo circulo ¢ en circulos iguales:

1.0 Arcos iguales estin subtendidos por cuerdas
iguales,

2% El mayorde dos arcos estd subtendido por mayor
cuerda.

1.° Sicl arco AB = C D, tomo el punto medio M
del arco A C, trazo el didmetro M N y doblo por este
didmetro el plano de la figura. Segun la construccién, el
punto A coincidird con el punto C y, segun la hipdtesis,
el punto B coincidird con el punto D; luego A B = C D.

2.2 Siel arco BE'> C D, tomaremos BA =CD,y
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como la cuerda A B serdigual a C D, solo resta demos-
trar que la B E > A B.
Uno los puntos A yE con el centro, y tendremos;
AF4+FB>AB EF4+FO0>EQ
y sumando ordenadamente estas designaldades,

AF+FB4+EF4+FO=>AB+4E O, 6 bien

AO4+EB>ABH4EO, 6 sea EB>AB.

Recieroco, En un mismo circulo 6 en circulos
iguales:

1.°  Cuerdas iguales subltienden arcos tguales.

2 % La mayor cuerda subtiende mayor arco.

En efecto, en el primer caso, si los arcos no fueran
jguales, las cuerdas tampoco lo serian, segun el teorema
dirccto,

En el segundo caso, si el arco no fuera mayor, serd
igual 6 menor, y, con arreglo al teorema directo, la cuer-
da sera igual 6 menor, lo que es contra la hipdtesis,

52, —Escouio. lLa demostracion de este reciproco es
idéntica 4 la que hemos dado de los anteriormente enun-
ciados. En suconsecuencia, omitiremos en lo sucesivo la
demostracién de los reciprocos que se hallen en el mismo
caso, admitiendo como regla general: gue, siempre que
sobre un mismo sujeto se hayan Recho todas las hipotesis
posibles, deduciendo consecuencias distintas, las proposicio-
nes reciprocas soi clerias.

53. Cuando se trata de medir los arcos, hay que
tener presente que la unidad debe ser de la misma natu-
raleza que la cantidad que se quiere medir, y siendo esta
por su naturaleza curvilinea, andloga deberd ser la de la
unidad elegida.

Por esta razén, se aprecian las magnitudes relativas
de los arcos del misma radio, tomando como unidad el
crnadrante.

El cuadrante se divide en noventa partesiguales que
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se llaman grados; cada grado en sesenta partes -iguales
llamadas miénutos, y cada minuto en sesenta partesiguales
\lamadas segundos. La circunferencia tendrd, pues,
90 X 4 = 360 grados. .

Los orados, minutos y segundos se demguau cou,_ los
indices 0, ", ".

54. De aqui se deduce que medir un arco es aven-
guar los grados, minutos y segundos que contiene, lo que
se consigue con ayuda del zrasportador, que es un semi-
circulo graduado.

=%,

TANGENCIAS DE RECTAS Y CIRCUNFERENCGIAS.

55. Una recta y una circunferencia no pueden tener
mas que tres posiciones relativas (49 cor. 2.°): ¢ tienen
dos puntos comunes, en cuyo caso se llaman secantes; 6
uno solo, y se dicen fangentes, 6 no tienen punto alguno
comin y son exteriores una 4 otra,

Cuando la recta es tangente a la circunferencia, el
punto comun se llama punte de contacto.

La tangente puede considerarse como el limite de las
posiciones de una secante que gira alrededor de uno de
los puntos de interseccidn, hasta que el segundo se con-
funda con él,

56. St la distancia de unarecta al ceutro de una cir-
cunferencia es mayor que el radio, la primerd es exterior
d la segunda.

Si su distancia al centro es igual al radio, es langente
d la circunferencia, y

S8t su distancia al centro es menor que el yadio, es se=
cante d la eircunferencia.
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En efecto, en el primer caso todos sus puntos son ex-
teriores 4 la circunferencia (47, 3.°); en el segundo, solo
tiene con ella un punto comun, que es el pie de la perpen-
dicular trazada desde el centro 4 la recta, pues los demds
distardn mads del centro y serdn exteriores; y en el 3.%,
puesto que la recta tiene puntos interiores d la circunfe-
rencia, serd secante d esta.

Recferoco. St una recta es exterior & la circunferena
cia, su distancia al centro serd mayor que el radio.

Si una recta es tangente d la circunferencia, su distan-
cia al centro es igual al radio; y

Siuna recta es secante d la circunferencia, su distan-
cia al centro es menor que el vadio.

57. Dos circunferencias pueden tener cinco posicio-
nes relativas: si tienen dos puntos comunes, se llaman
secantes; si tienen uno solo, se dicen Zfangentes, y pueden
serlo exterior ¢ interiormente; y si no tienen punto alguno
comun, pueden ser exteriores ¢ interiores una d otra.

58. Se llama lnea de los centros, larecta que une los
centros de dos circunferencias, ¢ sea la distancia enlre
ambos,

59. Si dos circunferencias son langentes, el punto de
contacto estd enla linea de los centyos.

Pues sirepresentamos por O y O’ los centros de dos
circunferencias tangentes y suponemos que el punto de
contacto no estuviera en O Q' y fuera A, por ejemplo;
trazando A B perpendicular 4 O O’ y tomando C B —
= A C, resultarfa que O’ equidistarfa de A y B; luego B
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serd wn punto de la circunferencia O '; y como O equidis-
tarfa también de A y B, también B pertenccerfa 4 la eir-
cunferencia O. Luego las dos circunferencias tendeian dos
puntos comunes 6 serfan secantes, contra lo supuesto.

Escouo, Esta demostracion patentiza que en las cir-
cunferencias secantes la distancia de los ¢entros es perpen-
dicular d la cuerda comun ¥ la divide en dos partes
iguales.

60. .S dos circunferencias son exteriores [a una o la
otra, la distancia de los centras es mayor que la suma de
los radios.

Pues de O O’ =0 A 4+ A B 4 B O, resulta evi-
dentemente O O' >0 A4+ B O

61,  Si dos circunferencias sor targ ntes exteriormen-
te la distancia de los centros es igual d@ la suma de los
vadios.

Pues evidentemente, 0O O' = O A 4+ A O,

62, Si dos circunferencias son secantes, la distancia
de los centros es menor que la suma de los radios y wmayar
i St tf'.f/‘ reticia,



Pues trazando los radios O A y O’ A, tendremos
O0'< O A4 0'A, Pero también
O0'4+0A=>0"A, dedonde
0OO'>0"A—0A.

63. Si dos circunferencias son tangentes fitteriormicn-
te, la distancia de los cemtros es igual ¢ la diferencia de
los radios.

Pues evidentemente O O’ —= O’ A — O A,

64. St dos circunferencias son interiores una & otra,
la distancia de los centros es menor que la difevencia de los
radios.

Pues QOO == 0" A O A=A~ OB—B A,
dedonde 0 Q' =0’ A — OB,
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Recivrocos. 1.° 8% la distancia de los centros es ma-
For que la suma de los radios, las circunferencias son exte-
Fiores una d otre.

2.0 Sila distancia de los ceutros es izvual d la suma
de los radios, las circunferencias son tangentes exterier-
menle.

3. 8% la distancia de los cestros es menor gue la
suma y mayor qgue la difevencia de los radios, las circun-
Sereuncias son secantes,

4.° Sila distancia dec los centras es igual & la dife-
rencia de los radios, las circunferencias son tangentes
interiormente.

5. Si la distancia de los centros es menor que la di-
Serencia de los radios, las circunferenctas son tnteriores
una 4 ofra.

==T.

PERPENDICULARES, OBLICUAS Y PARALELAS
EN LA CIRCUNFERENCIA.

64. FEl diametro perpendicular ¢ una cuerda divide
d ésta y d los dos arros que subtiende en partes iguales.

Sea el didmetro A B perpendicular 4 la cuerda C D,
digoque CE=E D; arc. AC —arc. ADyarc. BC =
= arc, By
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En cfecto, por ser O C = O D (24, Recip, 2.9, se
tiche EC = ED.

Ademis, siendo C E = E D (24, 2,°), se tiene A C —=
A Dy B C =B D por consiguiente (151, recip. 1L.%), areo
ACi=rarcl A'Dy are. BIC = arc.. B\

Escorto. La recta A B satisface a las cinco condi-
ciones siguientes:

..* Es perpendicular 2 C D. 2.° Pasa por cl centro,
3.8 Divide dla cuerda C D en dos partes iguales. 4.* Dt-
vide al arco C A D en dos partes iguales. 5.* Divide en
dos partes iguates al arco C B D

Con dos de estas condiciones queda determinada fa
posicion de A B.

65.° En el mismo circulo, ¢ en circulos iguales: 1.2
Cnerdas iguales equidistan del coutro. 2.° La mayor de dos
cuerdas dista m.nos del centro que la menor.

1." Scanlas cuerdas A B=C D, digo que U0 E=O I,

En efecto, haciendo girar la cuerda CD y su arco
alrededor del centro, hasta que el punto C coincida con
A, ¢l punto D coincidira con B, y sus puntos medios
Iy E también coincidirdn; luego las perpendiculares O I
y O F, cuyos extremos han coincidido, son iguales.

2. Seaelarco AH= CD;digoqueO G < QF,

En cfecto, tomando, 4 partir de A, unarcoA B=CD,
y trazando la cuerda A B; con arreglo al principio ante-
rior OE = OF, y la cuestién queda reducida 4 demostrar
que 0O G <=O0OE,
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Ahora bien, evidentemente O EE = O 1y como (24,
LY OI= 0 G, resulta con mayor razén O £ = O G.
Rectrrocos, En el mismo circulo 6 en circulos iguales:
1.9 Dos cuerdas equidistantes del centro son ignales.
2. Lacuerdague dista menos del centro, es la mayor.
66, Ld perpendicular a un radio en su extremo ex-
ferior, es tangente & la circunferencia.

Sea la recta B U perpendicular al radio O A en el
punto A; digo que es tangente i la circunferencia en este
punto. En efecto, uno el centro con un punto cualquiera
de la B C, y tendremos O D = O A; luego el punto D) es
exterior a la circunferencia. Es decir, que B C no tiene
mds punto que el A en la circunferencia, 6 es tangente d
esta en el punto A,

Recieroco. La tangente é la circunferencia, es per-
pendicular al radio trasade al punto de contacto. Pues no
teniendo B C mds punto en la circunferencia que A, O A
serd la menor distancia de O a B C (24. recip. 1.Y).

67. Los arcos de la misma elrcunferencia compren-
did. s entre rectas paralelas, son wgnalcs.
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Pueden ocurrir tres casos: 1" Que las paralelas sean
dos cuerdas. 2. Que sean una cuerda y una tangente, - S
Que sean dos tangentes.

1° Trazando el didmetro M N perpendicular 4 A B,
lo serd 4 C D, y tendremos (64) arc. AN =arc, BN
y arc. € N= arc. D N: de donde, restando ordenada-
mente estas igualdades, resulta arc. A C = arc. B D.

2.° Si las paralelas son A By G H, el diametro per-
pendicular 4 ambas nos da (64) arc. A N = arc B N,

3. 15i son las dos tangentes, tendremos por la misma

razén, arc, M A N =arc. M B N,

p=> =i e 5

PROBLEMAS SOBRE PERPENDICULARES,
OBLICUAS Y PAKALELAS.

68. 1. Dividir una recta dada en dos partes iguales

Desde los extremos A y B de la recta dada, con un
radio mayor que la mitad de A B, se trazan arcos de cir-
cunferencia que se cortaran (62, recip 3.%); uno los puntos
de encuentro Cy ), y la C D divide en O 4 la A B en dos
partes iguales (25, cor,)

Il Levantar una perpendicular é una recta, en uno ae
Sus puntos.
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Desde el punto dado O tomemos 4 derecha é izquicrda
distancias O A y O B iguales. Haciendo centroen A y B,
con un radio mayor que O A, tracemos dos arcos que se
cortardn (62, recip. 3.%).uno el punto de encuentro C con
el O, y la C O serd la perpendicular pedida. (25, cor.)

II, Desde un punto exterior ¢ una recta, bajar una
Derpendicular & dicha recta.

Desde el punto dado C, trazo un arco de circunferen-
cia que corte 4 la recta A B. Desde los puntos A y B,
con el mismo radio, describo dos arcos que se cortaran en
D; uno C con D, y laCD serd la perpendicular pedida
(25 cor.).

IV. Trasar la perpendicular d una recta, en su pun«
to medio. Se resuelve como el problema1,*

V. Porun punte dado fuera de una recta, trazar una
paralela d esta recta.

Haciendo centro en un punto O, mds préximo 4 la
recta que al punto dado C, describo ¢l arca A C B; tomo
BD = A C, uto los puntos Cy D, y la CD serd la pa-
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ralela pedida. Pues la paralela 4 A B, trazada por C, pasa-
ria por D (67) y, por tanto, se confunde con C D.
==III.

PROBLEMAS SOBRE LA GIRCUNFERENGIA.

69. 1. Z'rasar la circunferencia que pasa pov tres
puntes dados.

Unidnse los tres puntos por las rectas A B y CA, en
cuyos puntos medios se levantan las perpendiculares D O
y F O; desde el punto de encuentro O, cont un radio O A,
se traza la circunferencia que pasard por los tres puntos
dados (49).

. Hallar ¢l centro de wna circunferencta o de un
arco,

Se reduce al problema anterior con solo tomar tres
puntos en la circunferencia 6 en el aréo propuesto,

L. Dividir un arco en dos partes teuales. Se traza
la cucrda de este arco, y la perpendicular 4 esta cuerda
en su punto medio (64) dividird al arco en dos partes
iguales.

IV, Trasar por un punto dido una tangente & una
cirennferencia.

Si el punto dado estd en la circunferencia, la perpen-
dicular al radio en este punto resuelve el problema,



Si el punto dado A es exterior 4 la circunferencia, se
une con O y haciendo centro en A, con el radio A O, se
traza el arco C D,

A partirde O, tomese O C = O D =F G; #irense las
cuerdas O C y O D, que cortardn en s y 2 4 la circun-
ferencia, y las A y A # serdn las tangentes pedidas;
puesto que son perpendiculares 4 los radiocs O my Oz
(25, cor.)

V. Trasar una tangente & una circunferencia que sea
daralela d una recta dada.

Desde el centro, tracese la D C perpendicular 4 la rec-
ta dada A B; y en los puntos D y Elas DF y E G per-
pendiculares 4 D C, que serdn las tangentes pedidas.,
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MEDIDA DE LOS ANGULOS.

70. Se llama arco corvespondiente & un dngulo, el
arco comprendido entre sus lados, trazado desde su vér-
tice como centro, con un radio arbitrario,

El dngulo, en este caso, toma el nombre de central 6
dngulo en el centro, por la posicion de su vértice,

Por el contrario, se denominan excéntricos, los angulos
que no tienen su vértice en el centro.

Entre los dngulos excéntricos, el mds notable es el
dngulo inscaipto, que es el que tiene el vértice en la cir-
cunferencia y cuyos lados son dos cuerdas.

7L, Si dos dngunles soniguales, sus @Grcos corvesporn-
dientes, trasados con el ismo radio, son también iguales.
Sean los dngulos A — E; digo que BC =D F.

En efecto, coloco el dngulo E sobre su igual A de
modo que coincidan, como AB=EDy AC=EF,
resultard que los arcos B C y D I; coincidirdn luego son
iguales,

Corovario, Dos dnzulos cualesquiera sonw divecta-
mente proporcionales d sus arcos correspondicntes descri-
tos con el mismo radio. Pues del teorema anterior se
deduce que si un dngulo es duplo de otro, su arco coires-
pondicnte serd duplo del de este otro. (Arit, 258.)

72. La medida del angulo central, es su arco corres-
pondiente.
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Sea A un dngulo cualquiera ya su arco correspondiente.
Representemos por A' el dngulo unidad y por @’ su
arco.

i
Ry

El primer miembro de esta igualdad es la razén del
dngulo A que se quiere medir al angulo unidad, 6 sea la
medida del dngulo A; laego le medida de un dugulo es la
ragon de su arco corrvespondiente al arco del dngulo que se
toma por unidad.

Si, pues, tomamos por unidad de dngulos, el dngulo
cuyo arco correspondiente es la unidad de arcos, 6 sea el
cuadrante, serd @’ —1; y la igualdad anterior nos dice que
la medida de unidngulo es su arco correspondiente.

73. La medida del dngulo inscripto es la mitad del
arco comprendido entre sus lados.

s - SN
Tendremos, con arreglo al corolario antcrlor,-x,-—

Pueden ocurrir tres casos: L% Que el centro esté en
uno de los lados del angulo. 2. Que el centro esté entre
los lados del dngulo, y 3.” Que el centro esté fuera de los
lados del dangulo.

1.0 Sea el dngulo C A B; tracemos por O la paralela
K H al lado A B. Tendremos, medida del dng. C O H =
= CH (1)

Perosiendo KO A =CO H, el arco KA = CH,y
como KA =HDB (67); resulta CH=HB 6 CH =

= -I—-(_'- B.
2
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Pero C Ol = € A B (31, cor, 1.%); luego sustituyem-
do en (1), medida deC A B=— C B,

2.2 Sea el dnguloD A B. Trazo el didmetro A C, ¥
tendremos:

medida de D A C = -—;—D C: medidade € A Ez—;c B;
y sumando ordenadamente estas dos igualdades:
medida de D A B = _;_ DB.

3,° Sea el dngulo E A D. Trazo el didmetro A C, y
resultara:

medidnide EAC=32_ EC

A luego, medidade EA D=-..-—E2-ED.
medidade DA C=—£— DC

Cerorartos. L° Todos los dugulos inscriptos en el
Mmismo segmento som iguales.

Por tener la misma medida.

2.° Todos los angulos inscriptos en un semsi-circulo
son rectos.

Pues su medida es el cuadrante.

3.2 La medida del dngulo formado por una cuerda y
la prolongacion de otra, es la semisuma de los arcos sub-
tendidos por dichas cuerdas.

Pues es suplementodel dngulo gue forman las cuerdas.

74. La medida del dngulo formado por una tangente
y una cuerda es lamitad del arco comprendido entre sus
lados.

Sea el dngulo B A C (fig. 53); digo que su medida es
la mitad de A C.

En efecto, trazo C D paralela 4 A B, y resulta BA C=

= A CD (31); pero la medidade ACD == J{ AD,y
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como AD = AC (67) tendremoss BAC=ACD ==
— AC,
2

75. La medida del dngulo cuyo vértice es interior &
la circunterencia es la samisuma de les arces comprendidod
entre sus lados y las prolongaciones de éstos.

Digo que la medida de BA C = h—Cﬁ e

En efecto, trazo E F paralela 4 D C, y resultard
B A C =B E F; pero medida de
? > ' X z
ISEF:]? :I¥L+CF=][.+DI :

- 2

\ BC4+ DE
luego'la medida de BA C= —— e e

76. La medida del dugilo cuyo vértice es exterior d la
circunferencia, es la semi-diferencia de los arces compren-
dides entre sus lados,



Pueden ocurrir tres casos: 1. que los lados sean dos
secantes; 2.° que sean una secante y una tangente; y 3.°
que sean dos tangentes.

—DF
Digo que la medida de BA C = —BC——-—

*
En efecto, trazo D E paralela 4 A C, y tendremos
BA C=BDE; y como la medida de

BDE — BC,_Ch o BC—’DI‘ |
BC—DF

resulta B A C =

2
Los otros dos casos se demuestran del mismo modo.

77. Zdodos los arcos correspondientes d un mismo dn-
gulo tienen igual graduacion.

En efecto, trazo A D perpendicuiar a A B y tendremos
BAG B BAC B"C"

(71, cor.) BAD —

B B A LB P
BC B'C’

g0 5D = B D

ypero D By B” D’ valen 9o gra-
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dos de sus circunferencias respectivas, por consiguiente,
también B Cy B’ C' tendran igual graduacién,

78. La medicién de los dngulos, en virtud de los
principios expuestos, queda reducida 4 la de sus arcos
correspondientes, Asi diremos en lo sucesivo dngulos de

15%, 20%, etc., para indicar que sug arcos correspondiens
tes tienen 15", 207, etec.

=57

RECTAS PROPORCIONALES EN LA CIRCUN=-
FERENCGIA.

70. Sidos cuerdas de la misma circurferencia se cops
tan, sus segmentos sOn inversanente proporcionales.

; AE ED
Digo que <FE = E®"
En efecto, trazo las A Dy C B, y como los dngulos
A y C son iguales (73, cor. 1,), estas rectas serdn anti-
paralelas con respecto al dngulo A E D y, por tanto, (41)
AE ED
CE T RB"
Cororario. La distancia de un punto de la circunfe-

. . e
vencia al didmetro es media propergional entre los segmen-
tos del didmetro.
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Pues si A B fuera un didmetro y C D perpendicular 4
A B, seria CE = E D (64).
8ov  Dos secantes que concurven en uwn punto exterior
al cireulo, son inversamente proporcionales d sus segmens
fos exlernos.

Digo que AT v il

= AC AD’
En efecto, trazando las BC y D E, se forman los dn-~
gulos By A E D, iguales por tener la misma medida, lo
que nos indica que D E y B C son antiparalelas con res-

pecto al dngulo A, luego AB _ AE

AC AD
8. Si desde un punto exterior d la civcunfevencia se
{razan una tangente y una secante, la tangente es media
Droporsional entre la secante y su segmento externo.

Digo que —A- C— =
Al AR

En efecto, trazo las DE y D C y resultan los dpgulos




B
C v A DE, iguales por tener la misma medida; luego D E/
y D C son antiparalelas con respecto al dngulo A y nos

AC S5 AD
AD V. Ol

Escorio. Si la secante pasara por el centro y la tan-

gente fuera igual al didmetro, es decir, A D = E C, la pro-
o : ! AC EC

porcion anterior se convertirfa en e = AR Yo
tonces dirfamos que A C estaba dividida en media y ex-
Zrema razon. En general se dice que una recta esta divi-
dida en media y extrema rason, cuando se la divide en
dos partes, tales que la mayor sea media proporcional
entre la menor y la recta entera.

daran

=T

PROBLEMAS SOBRE ANGULOS.

82. 1. Traszar el arco corvespondiente & un dngulo
dado. Basta hacer centro en el vértice, con un radio cual-
quiera.

II. Construir el dngulo covrespondiente a un avce
dado.

Unanse los extremos del arco con el centro.

11, Construir un dngulo igual d otro dado.

Tricese el arco B C correspondiente al dngulo dado A
Desde un punto cualquiera E, de una recta indefinida

L.
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E F, como centro, y con el mismo radio, describase el
arco D F; témese D F = B C, y la D E nos dara el dngu-
lo E pedido. (71.)

IV. Swmar dos 6 mds dngulos. En la construccion an-
terior, se llevan sobre D F sucesivamente los arcos co-
rrespondientes de los dngulos que se han de sumar,

V. Restar un dngulo de otro. Llévese el arco menor
sobre el mayor, y nos resultard la diferencia buscada.,

VL. Dividir un dngulo en dos partes iguales, o sea

trazar su bisectris.

FIG, 61,

Tradcese el arco correspondiente al dngulo A; dividase
en dos partes iguales (69, 3.°), yla A D esla bisectriz
pedida.

VII. Hallar la mdxima medida comun de dos dngulos
¥ la razon numérica de sus magnitudes. Se resuelve como
su andlogo (45, 5.°) llevando el arco del angulo menor
sobre el del mayor, etc.

XZWIT.

PROBLEMAS SOBRE MEDIDA DE ANGULOS.

83. L Tragar por un punto dado la paralela & una
recta dada,
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Se hace centro en el punto dado M y se fraza un arco
A C, que corted A B. Desde el punto A, con el mismo
radio, se traza ¢l arcoM B,setoma AC=MB,ylaCM
es la paralela pedida, Puesresulta M AB= AMC.
1. Por unpunto dado fuera de una vecta, trasar otra
que forme con ella un dngulo dado.

En un punto cualquiera B de la B C, se construye el
dangulo B = A; por el punto dado M se traza una paralela
ilaBD,y el dagulo M O C serad el pedido.

Pues se tiene M O C =B = A.

L. Enelextremo de una recta que no se puede pro-
longar, levantar una perpendicular.

F!G.6 4.

Se traza una circunfirncia que pase por el extremo A
y corte d la recta A B; se traza el didmetro BD, yla A D
es la perpendicular pedida. (73, cor. 2.9)

IV. Trasar por un punto dade la tangente d una cir-
cunferencia.

Unase el punto dado A con el centro O de la circunfe-
rencia. Sobre A O como diimetro, describase una circun-
ferencia que cortard dla O en dos puntosm y #; y las A m
y A # serdn las tangentes pedidas,



En efecto, trazando los radios O m y O #, resultan los
dngulosvectos O A y O n A,

V. Sobre una recta dada, construir unt arce capas de
un dngulo dado. Se entiende por arco capaz de un dngulo
dado, el que gozade la propiedad de que todos los dngu-
los que tienen en él su vértice y sus lados pasen por los
extremos del arco, sean iguales al angulo dado.

Sean A B la recta y P el dangulo dado.

Construyo en el extremo A de A B un dngule
B A C= P, levanto A O perpendicular 4 A C, y DO
perpendicular 4 A B en su punto medio; y desde O como
centro, con el radio O A, trazo una circunferencia. El
arco A E B serd el pedido.

Pues todos los dngulos que tengan su vértice en el
arco A E B, y cuyos lados pasen por A y B, serin iguales
B AC =P,
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== V III.

PROBLEMAS SOBRE RECTAS PROPORCIONALES
EN LA CIRCUNFERENCIA.

84. 1. Hallar la media proporcional entre dos rectas
dadas.

Llevemos Sobn:_- una recta indefinida, AM =, y
M N == #; sobre A N como didmetro describamos una cir-
cunferencia, y la perpendicular M Pala A N serd la me-
dia proporcional pedida (79, cor.)

II. Divid » una recta en media y extrema rason.

Sobre uno de los extremos A de la recta A B, se tra-
I : i3
za la perpendicular A C = -~ A Bjse describe desde C

con el radio C A, una circunferenciaj se uns B con C, y
llevando B D sobre B A, quedard dividida esta, en el pun-
to M, en media y extrema razon,
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B E BA
Pues tendremos (81) T T T de donde
BE—BA Bl —B 10kl AB__I_Z_ AM
BRSO B e B Ba s BD
LR B A ¥ B M_
y por tltimo, BT AWM

IIl. Trasar la tangente comun i dos circunferencias.

Tracemos un radio cualquiera ¢ @ y el diametro pard-
lelo A B, unamos los extremos A y B de este con el punto
a, y las rectas A @ y B a cortaran 4 la linea de los cen-
tros en los puntos T y # desde estos puntos tracemos
tangentes 4 la circunferencia ¢, y vamos 4 demostrar que
estas tangentes lo serdn también d la circunferencia O.

En efecto, trazando los radios 0 ¢ y O C, perpendicu-

ol

; oc
lares 4 la tangente ¢ ¢ tendremos (38) - __L =-57Y

0
R ] ol

yor la misma razén = e
I 0 A 07

; de donde

(7 o a

0 - 3
0C = QA Ycomoo¢ =oa también O C = O A;
y como el punto A estd en la circunferencia O, el punto
C también lo estard. Luego la tangente #¢ 4 la circunfe-
rencia ¢, lo es también 4 la circunferencia O,
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Escouio. Cuando, como en el caso actual, las tangen-
tes son exteriores una & otra, el problema tiene cuatro
soluciones, Si las circunferencias son tangentes exterior-
mente, resultaran tres soluciones, Si son secantes, queda-
ran reducidas 4 dos; y si las circunferencias son tangentes
interiormente, solo resultard una tangente comun.

IV. Trasar una civcunferencia que pase por dos pun-
tus dados y sea tangente & una recta dada.

Undnse los dos puntos dados M y N, y hdllese la me-
dia proporcional entre ! My C N, que llevaremos sobre
A B a partir de C. Sea C D.

Levantese D O perpendiculard ABen Dy P O per-
pendicular 4 M N en su punto medio. Desde el punto de
encuentro O de ambas perpendiculares, con O D por ra-
dio, tracese una circunfercncia que pasard por M y N (25)
y serd tangente 4 A B (8L.)

=SISE.

TRIANGULOS.

83. Se lama tridngulo la porcion de plano limitado
por tres rvectas que se cordan dus d dos.

Estas rectas se llaman lados del (ridngulo, los dngulos
que estas rectas forman se llaman dugnios del tridngulo,
y sus vértices, vértices del tridngulo.



Base de un tridngulo es uno cualquiera de sus lados.

Altuya de un tridngulo es la distancia de la base 4 su
vértice opuesto.

86. Un lado cualguiera de un tridngulo, es wenor
que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

FiG, 71.

Sea el tridngulo A B C. Evidentemente,
AC<AB-}CB;
y restando A B de los dos miembios de esta desigualdad,
AC—AB<BC

87. Los triangulos, con relacién 4 sus lados se divi-
den en eguildleros, isosceles y escalenes, segun que tienen
sus tres lados iguales, solamente dos, 6 los tres desiguales,

En el tridngulo isésceles acostumbra a tomarse por
base el lado desigual; ‘el vértice opuesto se llama vértice
del tridangulo.

88. La suma de los tres angulos de un tridugulo es
igual d dos dngulos rectos. '

Sea cl tridngulo AB @, digoque A4+ B 4+ C=2 R,
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En efecto, prolongo uno de sus lados A C, y por ¢l
vértice C tiro C E paralela d A B.

Tendremos (20, cor. 1.%) *

ACB4+BCE+ECD=2R

Ahora bien, 31) BCE =By (31, cor. 1.9) ECD = A;
luego ACB+ B4+ A =2R.

Corovarios. 1.° &w dngnlo cualguicra de un tridn-
gulo es suplemento de la suma de los otros dos. Pues entre
los tres valen dos angulos rectos.

2% Kl dngulo exterior que resulta prolongando un
Jado cualguiera de un triangulo, es igual @ la suma de los
otros dos dngulos wuo adyacentes. Pues B CD y A +4 B,
tienen el mismo suplemento A C B.

3.0 Si dos tridngulos tienen dos dngulos respectiva-
onente iguales, los terceros dngulos tambiér lo serdn. Por
ser suplementos de la suma de los otros dos.

4.0 8 un triagngule tiene un dngule vecto, los otros des
son complementarios, Pues su suma ha de ser igual 4 un
dangulo recto.

89. De lo expuesto se deduce que un tridngulo no
puede tener dos dngulos rectos, ni dos obtuses, ni uno
recto y otro obtuso.

El tridngulo que tiene un dngulo recto, se llama rec-
ddngulo.

El que tiene uno obtuso, se denomina eblusdugulo y
acutingulo, €l que tiene sus tres dngulos agudos,

Los tridngulos acutangulos y obtusdngulos se com-
prenden en la denominacién comun de rigngulos obli-
cudngulos.

En el tridngulo rectdngulo, se llaman catetos los lados
que forman el dngulo recto; é kipotenusa el opuesto al
angulo recto.

90. Lun todo tridngulo, d lados iguales se aponen dns
gulos iguales.
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Sea el tridngulo A B C; digo que si A B= B C; tam-
hicn ACB=B A C.

En efecto, uno el punto B con el medio de AC y la
B D (23, cor.) serd perpendicular 4 Ja A C. Doblando el
plano de la figura por B D, D C caerd sobre D A, por ser
rectos los angulos en D; y el punto C caerd en el A por
ser DC = D A; luego B C coincide con B A, y por tanto
los angulos C y A son iguales.

Cowrorarios. 1.° La altura del tridngulo isosceles
divide d la base y al dngulo en ¢l vértice en dos partes
tguales. Pues B D es la altura, y los dngulos en B son
iguales, puesto que han coincidido al doblar la figura,

2.2 Todo tridngulo equildtero es también equidngulo

9L. Iin tedo tridngule & mayoy lado se opone mayor
dngulo.

Sea el tridngulo A B C; digo que si B C > A B, tam-
bién A > C.

En efecto, trazando la perpendicular D E en el punto
medio de A C, el punto B quedard del mismo lado de la
perpendicular que el A, puesto que B C > B A; y unien-
do A y E. tendremos el tridngulo isésceles AEC, en que
EAC=C; ycomo BAC=EAC también B A C = C,
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Ricierocos. 1.° En todo tridngulo, d dugulos igua-
les se oponen lados iguales.

2.0  Ln tode lridngulo & mayor dugule se apone mayor
lado.

=L=T,

IGUALDAD DE TRIANGULOS.

92. Dos tridngulos sen igiales, cuando tienen sus tres
lados respectivamente iguales,

DigoquesiAB=DE BC=EFyAC=DF
los dos tridngulos A BC y D E F son iguales.

En efecto, coloco el triangulo D £ F sobre el A B C,
de modo que ellado D F coincida con su igual A C, y que
el punto E caiga del mismo lado de A C que el punto B

Por ser D E = A B; el punto E caerd en un punto de
la circunferencia trazada desde A eomo centro con A B
por radio; y por ser & F = B C, el punto E deberd caer
también en un punto de la circunferencia trazada desde C
con el radio B C. Luego el punto E caerd en la intersec-
cion B de las dos circunferencias.

93. Dos tridngulos son ignales, cuando tienen dos
lados iguales ¢ igual el dngulo comprendide. Digo que
ABC=DEF, siempreque DE=AB,EF—=B C
Y i 5l

En efecto, coloco el triangulo D E I¥ sobre el A B C
de modo que coincidan los dngulos iguales E y B. Enton-
ces el punto D cacri en A, por s ED=B A; yel F



caerd en C. por ser E F' = B C. Han coincidido los tres
vértices, luego los tridngulos son iguales.

94. Dos tridugulos son iguales, cuando tienen un lado
igual adyacente ¢ dos dngulos respectivamente iguales.

Digo que si D F=A C y D==A; F=C, los ‘tridngulos
propuestos son iguales. Coloco D EF sobre el A BC,
de modo que los lados iguales D E y A C coincidan. Por
ser D= A, el lado D E tomard la direccién A B y por
ser F = C, el lado F E tomard la direccion C B; luego el
punto E que tiene que caerdla vez en A Byen CBs
caerd sobre el punto B. Han coincidido los tres vértices,
luego los tres dngulos son iguales.

95. Dos tridngulos rectangulos son iguales:

1.°  Cuando tienen iguales la hipotenusa y un cateto.

2.° Los dos catetos.

3.° La hipotenusa y un dngulo agudo.

4.° Un cateto y un dngulo agudo.

La demostracion de estos casos sereduce 4 la de los
casos anteriores.

96. Dos tridngulos isésceles son iguales,

1°  Cuando tienen la base y un lado respectivamente
iguales.

2.°  Un lado yun dngulo.
97. Des tridngulos equildteros son iguales, cuando

tienen un lade igual,

==XT.

SEMEJANZA DE TRIANGULOS.

98, Se llaman #ridugulos semejantes, los que tienen
sus angulos iguales y sus lados proporcionales, La razén
constante de sus lados se llama »azén de semejansa. Lados

homélogos, en dos tridngulos semejantes, son los opuestos
d dngulos iguales,
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Vértices homélogos, son los vértices de los dngulos
iguales.
99. Dos tridngulos son semejantes cuando  tienen sus
tres dngulos respectivaniente iguales.
Sean los tridngulos A BC y @ 4 ¢. Digo que si A = a,
B=24y C = ¢, los dos tridngulos son semejantes.

En efecto, tomo sobre C B una parte CE = ¢ 4, y por
el punto E trazo E D paralela 4 A B. Los dos tridngulos
C A By C D E tendran sus tres dngulos respectivamente
iguales (31, cor. 1."). Ademds (37, cor. 2.°)

AL s AR A
ED . . CE TS hE s e
o R SR A
HEY CD T R aeDan

Por consiguiente los dos tridngulos AC ByCD E
son semejantes; y como CD E — a ¢ 4 (94), también
A C B sera semejante d 2 ¢ 4.

Corovario.  Des tridngulos son semejantes, cuando
tiencn dos dngulos respectinvamente iguales. (88, cor. 3.°2).

100. Dos triangulos son semejantes, cuando tienen
un dngulo igual y los lados que le forman proporcionales.

Digo quesiC = ¢, y %T} = —(ZJ;\—, los dos tridngu-
los son semejantes.

En efecto, tomo sobre C B una parte CE=—=1¢ 4, y
por el punto E trazo E D paralela 4 A B, Los dngulos E
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y D serdm respectivamente iguales 4 By A, Ademds,
SAC AR AR
YTD T CE. DE/
C A B y C DE son semejantes; y como C DE = ac &+
también A C B serd semejante d @ ¢ &;

101. Dos tridngulos sow semejantes, cuandobienen Sus
lados direclamente proporcionales. Digo quesi
AC €B_AF

ac ¢b . g

En efecto, tomando C E.= ¢ &; y tirando.E D-parale-

la 4 AB, sabemos que los tridngulos CA B y C D E soms
AC CB.__ AB
Cb —__CE =~ DE’
y comparando estas proporciones con las dadas resulta
CD—=acyDE = aé, lo que nos dice que los tridngu-
los C BE y @¢ 6 son iguales; y como el primero ¢s seme-
jante al A C B, el segundo también lo sera.

102. Deos tridugulos son semejantes cuando tienen sus
lados wespectivamente pavalelos & perpendiculares. Pues.
sus dngulos tendrdan que seriguales 6 suplementarios (34 y
35). No pueden ser suplementarios (88); luego serdn igua-
les; y los tridngulos serdn semejantes (99).

(31, cor. L. luego los tridngulos:

los tridngulos son semejantes.

semejantes, luego nos dardn

103. Dos tridngudos rectdngulos son semejantes, cuans
do tienen proporcionales la hipotennsay un cateto. Se de-
muestra como el 101

=SSN IT.
CONSECUENCIAS DE LA SEMEJANZA DE

TRIANGULOS.

104. La perpendicular ¢ la hipotenusa, desde el véy-
tice del dngulo vecto de un triangulo rectdngulo, es media
proporcional entre los segmentos de la hipotenusa.



‘Es decir que ———

En-efecto, los tridnoulos A C Dy A B D (102) son
13 AD
ADh B
105, Sidesdle el vértice del dugulo vecto de un tridn-
sgulo recténgulo, se trasa una perpendicwlar a la lipotenu -
sa: 1.° Uada caleto es media preporcional entre la hipote-
usay el segmento adyacente ¢ dicho cateto. 2.° Los cua-
drados de los catetos son diveclamente proporcionales a los
seqmentos de la hipotenusa.
1.° Los tridngules A B C y A CD son semejantes,
por tener el dngulo C comun y ser rectingulos, luego
CB AC : 4 5,
tendremos — = . Por la misma razdn los tridn-

AC CD
C it
gulos ACB y A D B nos dardn A?% = i?D .
2. Las des proporciones anteriores nos dan:
AC'=CBXCD
AB"=CBXDB
'y dividiendo ordenadamente estas igualdades, resulta

ssemejantes, y por tanto

AG
A B’

C D
D B

106, En todo tridngile rvectdngulo, el cuadrado de la
Jiipotenusa es igual & la suma de los cuadrades de los
calelos.
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En efecto, acabamos de ver que
AC'=CBX(CD
ABLE0BRDEB
y sumando ordenadamente estas dos igualdades, tendremos
AG'4+AB'—=CB(CD+4DB)=(CB’
Escorio. Este principio corocido con el nombre de
teorema de Pitdgoras, nos da el valor numérico de un lado
de un tridngulo rectdngulo, cuando se conocen los de los
otros dos; pues nos indica que la hipotenusa es igual 4 la
rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos;
y que cada cateto es igual 4 la raiz cuadrada de la dife-
rencia entre el cuadrado de la hipotenusa y el cuadrado
del otro cateto.
107. Se llama proyeccion de un punto A sobre una
recta M N, el pié C de la perpendicular A C 4 la recta
M N desde dicho punto A.

Proyeccion de una linea cualquiera sobre una recta, eg
la parte de esta recta comprendida entre las proyecciones
de los extremos de la linea. Asf C D es la proyeccién de
A B sobre M N.

Asi en la figura 77, los segmentos de la hipotenusa
son las proyecciones de los catetos; asi como cada cateto
es la proyeccién de la hipotenusa sobre dicho cateto.

La proyeccién de una linea recta sobre otra 4 la que
es perpendicular, es un punto.

108. Aplicando los principios expuestos en los ni-
meros 104 y 105 4 las rectas consideradas en la circunfe-
rencia, tendremos los siguientes enunciados:
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1.9 La perpendicular & un didmetro desde un punto de
fa circunferencia, es media proporcional eutre los seg-
mentos del didmetro.

2. Si se trazan las cuerdas que unen ese punto con
los extremos del didmetro, cada cuevda es media propor-
cional entre el didmetro y el segmente adyacente d la
cuerda.

3.° Los cuadrades delas cuerdas son divectamente
proporcionales & los segmentos del didmetro.

109. [FEn todo tridngule, el cuadrado de un lade opues-
Zo d un dngulo agudo, esigual d la suma de los cuadrados
de los otras dos lades, menos el duplo del producto de uno
de ellos por la proyeccion del otro sobre él.

Vamos & demostrar que

B0 = AB A G 2 A NAD,

En efecto, el tridngulo rectéangulo B C D, nos dd (106)

BC'=BD'4+DC’peroBD"=AB  —AD yde
DC=AC—AD,resultaDC =AC" —2A CXAD+AD"
luego
BC'=AB' —AD 4+ AC’ —2ACXAD+AD%
% sea, por fin,

BC'=AB 4.AC'—2ACXAD,
que es lo que querfamos demostrar,

1o. En tedo tridngulo, el cuadrado de un ladeo opues-
to ¢ un dngulo obtuso, s igual d la suma de los cuadrados
de los otros dos lades, mas el duplo del producto de uno
de ellos por la proyeccion del otro sobre él,
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Digoque BC*'=A B "} AC"3+2ACXAD,

" FIG, 80,

En efecto, el tridngulo rectingulo B D C, nos dd (106),
BC a=bBD" - DC pero BD*=BA"—DA%
ydeDC=DA+4 AC,

resuta DC' =D A +2DAXAC4 A C5
luego
BC'=BA'—DA'+DA’+2DAXAC+H+ACY

6bien BC'=BA' 4 AC" +2ACXAD,
que es lo que queriamos demostrar.

Escorio. De aqui se infiere que un dngulo de un
tridngulo sera recto, agudo U obtuso, segun que el cuadra-
do de su lado opuesto sea igual, menor 6 mayor que la
suma de los cuadrados de los otros dos.

UL La bisectriz del dngulo de un tridngule divide al

lado apuesto en partes divectamente proporcionales d los
dados adyacentss.

En efecto, los tridngulos rectingulos DEC y BDF,
que resultan de trazar BF y CE perpendiculares 4 la
bisectriz A D, tienen los dngulos en D iguales, luego son
semejantes y, por tanto,
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% = T(;—DD—\, pero los tridngulos rectdngulos A E C
y A B D, que tienen los dngulos en A iguales, son tam-
; : e AC
bién semejantes y nos ddn BF = AB"
¢ (510) AC
De estas dos proporciones resulta, 5D — AR’

que es lo que querfamos demostrar,

=CXIIT
CONSTRUCCION DE TRIANGULOS IGUALES.

112. 1. Construir un tridngulo.

1.°  Dados sus tres lados.

Témese sobre una recta indefinida una longitud igual
4 uno de los lados dados y haciendo centro en sus extre-
mos, con un radio igual a cada uno de los otros dos lados,
tricense dos arcos cuya interseccion determinard el tercer
vértice del tridngulo.

El problema es posible siempre que los datos satisfa-
gan 4 la condicién (36.)

2.°  Dades dos lados y el dngulo comprendido.

Se construye un dngulo igual al dado y en sus lados
se toman distancias iguales 4 los lados propuestos, que
determinardn el tercer lado del tridngulo.

El problema es siempre posible,

3.2 Dado un lado y los dos angulos contiguos.

Tomando el lado dado sobre una recta indefinida y
construyendo en sus extremos dos dngulos iguales 4 los
dados, resultard el triangulo pedido.

4.8  Dados dos lados y el dngulo opueste d uno de ellos.

Construyamos el dngulo A igual al dado; tomemos en
uno de sus lados A B igual al lado # contiguo, y desde B
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como centro con un radio ignal al lado epuesto #, trace-
mos un arco, que, en general, cortardd A D en dos puntos
C y C' que determinan los tridngulos ABC y A B C'que
satisfacen ambos al enunciado del problema,

En este problema conviene distinguir tres casos:
‘2> BE
1° m>n{n=BE
" n<BE
Sim > ny n>B E, elarco descrito desde B cortari
a A D en los dos puntos C y C’, segun hemos visto, y el
problema tendra dos soluciones.
Sim=>nyn=BE, resulta una sola solucién que
es ABE.
Sim>nyn<BE, el arco descrito desde B no en-
cuentra 4 A D y el problema es imposible.
2.° Sim =—», el arco descrito desde B cortard al lado
A D en los puntos A y C; y el problema tiene una solu-
cion, que es el tridngulo isdsceles A B C,

F1G.83:

3. Sim < n, la circunferencia descrita desde B ori-
gina los dos tridngulos ABCy A B C’, de los que solo
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e ST
el primero es solucién del problema; pues 1B C' no se opo-
ne al dngulo dado A,

II.  Construir un trigngulo icual d otro dado.

Basta tomar como datos tres de los elementos indica-
dos en los problemas anteriores, y la cuestién quedard re-
ducida a uno de los casos ya resueltos.

==L,

CONSTRUCCION DE TRIANGULOS SEMEJANTES.

113. L. Construir un tridngulo semejante ¢ vtvo dado,
conociendo un lado.

En los extremos del lado dado, constriyanse dos
dngulos iguales 4 los contiguos de su lado homélogo y
resultard el tridngulo pedido.

II.  Construir un tridgngulo semejante d otvo dado, co-
nociendo la rason de semejansa.

Y ; 0 ;
Si la razén dada es —, hallese la cuarta proporcional
n

d m, n y uno de los lados del tridngulo dado.

La cuarta proporcional serd el lado homdlogo del
empleado y la cuestion quedard reducida al caso anterior,

1. Calewlar una distancia inaccesible por uno de
Sus extremos.

Sea A B la distancia, inaccesible por B, que queremos
calcular,



Tomemos un punto C accesible; midamos A C y lleve-
mos sobre una linea indefinida tantas partes de la escala
como unidades tenga A C, sobre @ y ¢ constriiyanse dn-
gulos iguales 4 A y C, y el tridngulo @ & ¢; nos dard la
Jongitud @ & que nos dard 4 conocer A B, Pues de
%}%_ = %, resulta que siendo @ ¢ la medida en la
escala de A C, también @ & lo serade A B.

IV. Caleular una distancia totalmente inaccesible.

Se resuelve de modo andlogo al anterior, calculando
primero la distancia inaccesible 4 uno de sus extremos,
después la del otro, y deduciendo de ambas y el dngulo
que forman, la longitud pedida.

=3V

CUADRILATEROS.

114. Se llama cwadrildtero la porcién de plano limi-
tada por cuatro rectas. \

Estas rectas se llaman /ados del cuadrildtero. Angulos
del cuadrilitero son los formados por sus lados, y los
vértices de estos dngulos se llaman vértices del cuadri-
ldtero.

Diagonal es la recta que une dos vértices no contiguos,

Los cuadrildteros pueden ser convexos y no convexos.

Los primeros tienen sus dngulos salientes, sus diago-
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nales interiores y una recta no puede contar mds que 4
dos de sus lados.

Los segundos tienen un dngulo entrante, una diagonal
exterior y puede una recta cortar d todos sus lados.

La geometria elemental solo se ocupa de los cuadrild~
teros convexos,

115, La suma de los dngulos de un cuadrildtero es
fgual & cuatro dngulos rectos. Pues trazando una de sus
diagonales, quedard descompuesto en dos tridngulos. Los
seis angulos de estos, componen los cuatro del cuadrildte-
ro; y como los primeros valen cuatro dngulos rectos, éste
sera el valor de los dngulos del cuadrildtero.

16, Dos cuadritdteres son igualcs, siempreque losean
los tridngulos que los forman. Pues superponiendo estos
de modo que coincidan, los cuadrildteros coincidirdn.

Lo cual origina los siguientes casos de igualdad:

1.° Cuando tengan sus cuatro lados iguales respectiva-
mente y uno de los dngulos.

2.° Tres de sus lados y los dos dngulos que forman.

3.2 Dos lados consecutivos y los tres angulos contt-
guos 4 estos lados.

4.° Un lado y los dngulos que este lado forme con
los dos contiguos y las dos diagonales.

5.9 Sus cuatro lados y una diagonal.

Cuya demostracién estd reducida 4 la de la igualdad
de los tridngulos que los formen,

117. Los cuadrildteros se dividen en #rapesiides, pa-
ralelogramos y trapecios, segun que tengan sus lados no
paralelos; paralelos dos d dos, 6 dos lados paralelos y
otros dos no. .

L.os lados paralelos del trapecio reciben el nombre de
bases.

Altura del trapecio es la distancia entre las bases.

Paralela media de un trapecio, es la paralela 4 las bas
ses tirada por ¢l punte medio de la altura,
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18, A todo trapecio la paralela media divide a los
lados ne pavalelos en partes iguales y es igual d la semi-
suma de las bases.

Sea E F la paralela 4 las bases trazada por O, punto
medio de la altura M N del trapecio; digo que A E=E G,
AB+CD

BF=FDyEF=

¥ A MO BF

En efecto, tenemos (37, cor. L.°) TC = ON=TFD

y como MO =N O, resuta AE=ECyBF=F D,
E G AE

Pero también tenemos (38) =

W . ¥ como

[
PR == Lﬁ A C, resulta E G= — CD. Por la misma

razén G F = — A B;luego EF = = (AB4CD.)

119.  Si un cuadrilditero tiene sus lados opuestos igua-
les, es un paralelégramo.

En efecto, trazando la diagonal B D, los tridngulos
ABDy BDC iguales (92) nosdardin ABD =B D Cy
CB D = A D B, luego (31, recip. 1.”) A B es paralela 4
DCyBCaAD.

120. 8% un cuadrilitero tiene dos lados opuestos igua=
les y paralelos, es un paraleligramo.



En efecto, si AB es paralela ¢ igual 4 C D, los dos
tridngulos A B D y C BD serdn iguales (93), y por tanto
AD=BC y ADB=CBD, lo que demuestra que
también A D es paralela 4 B C, (31, recip. 1.").

121, Las diagonales del paralelogramo se cortan mii-
tuamente en partes iguales.

La igualdad de los tridngulos C O Dy AO B (94)
nosda:CO=0ByD O =0 A, conforme al enunciado.

Recieroco. 87 las diagonales de un cuadrildtero se

cortan miituamente en partes iguales, el cuadrildtevo serd
paralelogramo.

Pues de CO=0B y DO = 0 A sc deduce la
igualdad de los tridangulos CO D y A O B (93) y, por
tanto, la de los dngulos CO D y O B A, que nos demues-
tra el paralelismo de A B y C D, (31, recip. L."); luego el
cuadrildtero A B C D es un paraleldgramo.

122, Los paralelégramos se dividen en rombiides,
vombos, vectdngrilos y cuadrados,

Rombiide es el paralelégramo de lados contiguos des-
iguales y de dngulos, adyacentes d cada lado, también
desiguales, como A B C D.

Rombo es el paralelégramo de lados iguales, pero de
angulos adyacentes 4 cada lado desiguales.

Rectdngulo es €]l paralelégramo de angulos rectos y
lados contiguos desiguales; y

Cuadrado es el paralelogramo de dngulos rectos y la=
dos iguales.

123. Las diagonales del paraleligramo son: desigua-
les y oblicuas en el vomboide; desiguales y perpendiculares

11
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en el rombo, iguales y oblicuas en el rectingule y en el

cuadrado, iguales y perpendiculares.

1. En efecto, los tridngulos A B Cy A B D, ‘tienen
el lado A B comun, los lados A D y B C iguales, pero los
dngulos comprendidos entre sus lades D A By CB A
son desiguales, luego los terceros lados D B y A C son
desiguales.

Ademis A O = O C, segun hemos demeostrado, pero
como DD A y 2 C son desiguales, resulta que D B es obli-
cua 4 A C. (25)

2. Sea el rombo A BC D,

Lostridangulos A C D y A C B, que tienen A C comun,
CD=AD, pero ACBy CAD desiguales, tendrin
también desiguales A B y C D.

Ademds, AO=O0B y CA = C B nos dicen (25)
que C D es perpenpicular 4 A B.

3.° En el rectingulo, los tridngulos A B C yABD
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son iguales por tener el cateto A B comuny fos ADy
C B iguales, luego las hipotenusas A C y B D son iguales.

Ademis, como A O =0 C y DA y D C son desigua-
les, D B es oblicua & A C.

4.° En el cuadrado, los trigngulos A B Cy ABD
son iguales por tener los dos catetos iguales, luego

AC=BD

Ademds de AQ =0 C yde D A =D C, resulta que
D B es perpendicular 4 A C.

=WV I

CONSTRUCCION DE CUADRILATEROS.

124. 1. Counstruir up cuadrildalero, dades los cuatro
lados y una diagonal.

Se reduce 4 la construccidn de dos tridangulos, dados
los tres lados.

II. Construiv un cuadrilitero, dades los cuatro lados
y un dngulo.

Se reduce 4 construir un tridangulo dados dos lados y
el dngulo comprendido; y el otro, conocidos los tres lados.
HI.  Dos de sus lados consecutivos y tres dngulos,

Se resuelye de modo andlogo, ast como el
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IV. Dados un lado y los dngulos que forman corn sus
contiguos y con las diagonales.

V. Construir un paralelogramo, dado uno de sus dn-
gulos y los lados que le forman.

Se construye el tridngulo determinado por los datos
y por sus vértices se trazan paralelas 4 los lados opuestos.

VI. Coustruiv un vombo, dade un lado y uno de . sus
dngulos.

Es el mismo problema anterior, puesto que los lados
son iguales.

VIL. Construir un rombo, dade un lade y una dia-
gonal, '

Se conocen los tres lados que forman uno de los tridn-
gulos, lo que resuelve el problema.

VIIL  Construir un rombo, dada una diagonal y el
dngulo opuesto.

Se conoce un lado y los dngulos contfguos de cada
uno de los triangulos que le forman.

IX. Construir un rectiangulo, dade un lade y la dia-
gonal.

Es construir un tridngulo rectdngulo dados un cateto
y la hipatenusa.

X. Dado un lado y el dngulo que forma con la dia-
gonal.

Se conoce un cateto y un dngulo agudo.

XI. La longitud de las diagonales y el dugulo que
Sorman,

Se conocen dos lados y el dngulo comprendido en
cada tridngulo.

XIL - Construir un cuadrado dada la diagonal,

Se trazan dos perpendiculares y se toma la mitad de

la longitud dada sobre las cuatro rectas, 4 partir del punto
de interseccidn,
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b 1S 7

POLIGONOS.

125. Se llama poligono la porcién de plano limitado
por rectas.

Lados del poligono son las rectas limitadas que le
forman.

Vértices v dngulos del poligono, son los formados
por estas rectas.

Diagonales son las rectas que unen dos vértices no
contfguos al mismo lado,

Contorno de un poligono, es la linea quebrada que
forman sus lados.

Perimetyo es el valor numérico del contorno.

126. Los poligonos se clasifican por el niimero de
sus lados, El que tiene tres lados, se llama #ridugulo, el
de cuatro, cuadrilitero; el de cinco, pentdgono; el de seis,
exdgono; el de siete, eptagono; €l de ocho, octigono; el de
nueve, encdagono; el de diez, decdgono; €l de once, endecd-
gono; el de doce, dodecdgono; el de quince, pentedecdgo-
no; y, en general, poligono de trece, de diez y seis, etc.,
lados.

127. Desde cada vértice de un poligono pueden tra-
zarse tantas diagonales como vértices tenga el poligono
menos tres.

De suerte que si el poligono tiene # lados, desde cada
vértice se podrdn trazar # — 3 diagonales; luego les 7 vér-
tices dardn z (# — 3) diagonales y, teniendo en cuenta
que cada diagonal corresponde d dos vértices, resultard

) . ; 7 (n—
que el nimero de diagonales de un poligono es «—f-—-s—)-
2

128, Los poligonos se dividen en convewes y no con-



— R0 —
vexos, segun que su perfmetro puede ser cortado por una
recta en dos 6 mis puntos.

Los poligonos convexos tienen sus dngulos salientes
y sus diagonales interiores al poligono.

Los no convexos tienen algun dngulo entrante y algu-
na diagonal exterior al poligono.

Nosotros solo nos ocuparemos de los poligonos con-
Vexos,

129. Los poligonos pueden ser eguildteros, cuando
todos sus lados son iguales; equidngulos, si todos sus dng
gulos son iguales y regulares, cuando son equiliteros y
equidngulos 4 la vez.

130. La suma de los dngulos de un poligono es igual
& tantas veces dos dngulos rectos, como lados tenga el po-
ligono menos dos.

En efecto, trazando diagonales desde un vértice a to-
dos los demds, el poligono quedard descompuesto entriin-
gulos que tendran un solo lado del poligono. excepto
los dos extremos que tendrdn dos. Sf, pues, el poligono
tiene 7 lados, resultardn # — 2 triangulos. La suma de los
dngulos de los triangulos es la suma de los dngulos del
poligono, y como aquella vale 2 R (# — 2), ésta sera
también la suma de los dngulos del poligono.

Corotario, La suma de los dngulos exteriores que
resultan de prolongar cw un mismo sentideo todes los lados
de un poligono, es igual & cuatro dngulos vectos.

En efecto, al prolongar los lados, se forman en cada
vértice dos dngulos adyacentes, uno interno y otro exter-
no al poligono, que valen dos dngulos rectos. Llamando
S d la suma de unos y otros, E 4 la de los exteriores ¢ I
d la de los interiores, tendremos:

S=2R#zpero I=2R(#—2)=2Rnu—4R
y restando ordenadamente estas igualdades, tendremos:

S—1I 6sea E=2 R#u—2Run+4 4R =4R.
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131, Dos poligonos son iguales, siempre que se com-
pongan del mismo nimero de tridngulos iguales é igual-
onente dispuestos.

Pues haciendo coincidir los tridngulos que los compo-
nen, los poligonos evidentemente coincidirdn.

132,  Construir un poligono igual 4 otro dado.

1.% Selucion. Se descompone el poligono en tridngu-
los, trazando diagonales desde uno de sus vértices d todos
los demds, y el problema queda reducido 4 la construc-
cién de tridngulos iguales.

2.™ Solucion. Constriiyanse lados y dngulos respecti-
vamente iguales d los del poligono dado,

e III.

SEMEJANZA DE POLIGONOS.

133. 8¢ laman polizonos semujantes los que tienen sus
dngulos tguales y sus lados proporcionales.,

Los vértices, lados y dngulos de estos poligonos se
llaman fomélogos.

La razon consistente de sus lados se llama rasdn de se-
mejansa.

134. Dos poligonos compuestos del mismo niimerveo de
tridngulos respectivamente semejantes y semejantemente
dispuestos, son semejantes.

La semejanza de los tridngulos nos indica la igualdad
de sus dngulos y, por tanto, la de los dngulos del poltgono.



i BB —

Ademds, la semejanza de los mismos tridngulos, de-
muestra la proporcionalidad de los lados de los poligonos,
como consecuencia de la de sus lados respectivos.

Recieroco. Dos poligonos semejantes pueden descont-
ponerse en el mismo nimero de tridngulos respectivamente
semejantes y semejantemente dispuestos.

En efecto, trazando diagonales desde un vértice 4 los
demds, quedan descompuestos los poligonos en tridngu-
los. Los dos exteriores serdan semejantes (100) y de la se-
mejanza de estos dos se deduce la de los demas.

135. Sobreuna recta dada, construir un poligono se-
mejante d otro dado.

Si la recta dada es A B (fig. 93) y el poligono dado
@ b ¢ de, trazando las diagonales & @ y & & y construyen-
do los tridngulos AB D,B D C y A D E semejantes a los
ab d bdcy ade quedara resuelto el problema,

136. Construir un poligono semejante d otre dado,
conocida la vazon de semejansa.

! 5 n i
Si la razén es = hallaremos la cuarta proporcional

dm, ny ab (suponiendo que a b ¢ 4 ¢ es el poligono dado)
v quedard la cuestion reducida al problema anterior,

137, Los perimetros de dos policonos semejantes son
directamente proporcionales d sus lados lomélogos.,
AB BC CD

En efecto, (fig. 93) de

G e ke o G
: AB4+ BCH+CD ... AB
resulta (Arit. 63) e /’j_l" 7 j—_.«; d_:_ T
SRSTIET,

POLIGONOS REGULARES.

138.  Dos poligonos regulares son iguales siempre que
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gengan el wismo nimero de lados ¢ igual uno de ellos.

Pues teniendo un lado igual, todos los lados son igua-
les; y teniendo el mismo ndmero de lados, todos los
dngulos son también iguales. (Escolio, nim. 130.)

139, Dos policones regulares son ignales cuando tie-
nen igual un lade y un dngulo.

Pues tendran iguales todos sus lados y dngulos.

140, Dos policonos regulares del mismo nimero de
lados son semejantes.

Pues todos sus angulos serdn iguales (Escolio niimero
130) y sus lados son evidentemente proporcionales.

141, Las bisectrices de los dngulos de wn poligono re-
gular concnrren en un pusto.

Sea el poligono regular ABCDEF; BOy CO las
bisectrices de los dngulos B y C; vamos 4 demostrar que
las bisectrices de los demads dngulos pasan por O.

En efecto, trazo O A, y los triangulos AOByBOC
tendrdn O B comun, A B = B C ¢ iguales los dngulos
comprendidos; luego son iguales y, por tanto,

O AB =0C B; pero como O CB es mitad del dngulo
C, también O A B serd mitad de su igual A. Es decir, que
O A es la bisectriz de F A B.

142, El punto O, en que se cortan las bisectrices, se
llama centro del poligono; y las distancias del centro 4 los
vértices se llaman radios,

Apotema de un poligono regular, es la distancia del
centro 4 uno de los lados.
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Todos los radios de un poligone vegular son iguales,
Pues la igualdad de los tridngulos O A B, O BC, etc,
nosdaO A=0B=0C.....

Las apotemas de un poligono regular son ignales. Pues
deQO GB—=0BH, resulta O G =0 H,

143. Las apotemas de un poligono regular son las
Bisectrices de los dugules que forman los radios; y los ra-
dios son bisectrices de los dngulos gue forman las apo-
Zemas.

Pues la igualdad de Jos tridngulos OA Gy O G B,
nosda AOG =GO B,y la de los tridngulos OB G y
O BH, nosdaGOB = BOH.

144. Se llama dugulo en el centro de un poligono re-
gular el dngulo formado por dos radios contiguos.

Como todos los angulosen O, A O B, B O C etc. va-

len 4 R, siendo todos iguales, uno de ellos valdra

Por la misma razén el dngulo del poligono regular

2Ruz— 4R L iy 4R

£ i

valdra

. Lo que nos dice

que el dngulo en el centro y el del poligono son suple-
mentarios,

T

AREAS DE LOS POLIGONOS.

145.  Se llama drea la medida de una superficie.

Las sugerficies, como todas las cantidades, se widen
compardandolas con otra de su misma naturaleza que se
toma por unidad,

La unidad para medir superficies es el cuadrado cuyo
lado es la unidad lincal, Por esta razén hemos llamado
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también en Aritmética unidades cuadradas d las super-
ficiales,

146. Dos rectangulos de iguales bases y alturas son
iguales.

Pues colocdndolos de suerte que las bases coincidan,
las rectdngulos coincidirdn,

Corovrarios. L° Dos rectdngulos de iguales bases son
divectamente proporcionales d sus alturas.

Pues del teorema anterior se deduce que si la altura
del uno es doble de la altura del otro, el primer rectdngu-
lo es doble del segundo (Arit. 258.)

2.° Dos rectangnlos de igual altura sow directamente
proporcionales a sus bases.

Pues tomando las alturas por bases, estaremos en el
caso anterior,

3.° Dos rectingulos cualesquiera som directamente
proporcionales d los productos de sus bases por sus alturas.

En efecto, sean a y & la altura y base del primero R;
a'y & las del segundo R' digo que'%- = %—é-j—.

En efecto, construyo un tercer rectingulo R" con la
base & del primero y la altura @' del segundo,

Los dos rectingulos R y R", que tienen la misma

.
base, nos ddn it ai' y los R" y R', que tienen la
misma altura, ® = —g;; y multiplicando estas dos
R X R" aX b

igualdades tendremos,

KRR e e

R a X b
® S axe
147. Bl drea del rectangulo es igual al producte de su
base por su altura.
Sea R un rectingulo, & su base y @ su altura, Sea C
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un cuadrado de lado 2. Tendremos, con arreglo al princi-
) : R aX b

plo anterior, =S e

Ahora bien, si C es el cuadrado unidad, el primer
miembro representa la razén del rectdngulo que se quiere
medir al cuadrado que se toma por unidad, 6 sea el drea
del rectanguln, y como / =1 en este caso, resulta que el
drea del rectangulo es igual al producto de su base por su
altura.

Corovario. Kl drea del cuadrade es la segunda po-
Zencia de su lado.

Puesto que el cuadrado es un rectingulo de igual base
y altura,

Escorio. Por esta razén se llama cuadrado 4 la se-
gunda potencia.

148, El érea del paralelégramo es igual al producle
de su base por su altura.

Sea el paraleldgramo A B CD. Por los vérstices A y I
levanto perpendiculares 4 su base A D y prolongo C B
hasta que encuentre 4 A F. Los dos tridngulos AF B y
D E C son iguales (93). Ahora bien, si del trapecio total
resto el tridngulo A F B, queda el paralelégramo ABCD;
y sidel mismo trapecio resto el tridngulo D E C, queda
el rectingulo A D E F; luego el paralelégramo y el rec-
tingulo son equivalentes, y como el drea del rectingulo
es el producto de su base por su altura, y los dos tienen

las mismas bases y alturas, esa serd también el drea del
paralelégramo,




Escorto. La equivalencia del paralelégramo y el rec-
téngulo permite extender al primero los principios (146)
demostrados para el segundo.,

149. El drea del tridgngulo es la mitad del producto
de su base por su altura.

Pues un tridngulo es mitad de un paralelogramo de su
misma base y altura, ‘

Escouio. Por esta razén son también aplicables al
tridngulo los principios demostrados en el num. 146,

150. El drea del trapecio es igual al producto de la al-
tura por la semi-suma de sus bases.

Pues trazando una diagonal queda descompuesto en
dos tridngulos que tienen la misma altura que el trapecio,
y por bases las del mismo trapecio,

Escono, £/ drea del trapecio esigual d la altura
vor la paralela media (118).

151. Bl drea de un poligono regular es igual dla mi-
tad del producto del perimetro por la apotema.

En efecto, trazando los radios, quedard descompuesto
2l poligono en tridngulos iguales, Eldrea de uno de estos

- I ;
tridngulos es — / g, llamando / al lado del poligono y a
4 la apotema; luego el area del poligono seri:

1 I
—;Za){n: ?lﬂxa,
conforme al enunciado.

152, El drea de un poligono cualquiera se obtiene

descomponiéndole en triangulos, hallando sus dreas y su.
mandolas,

e
PROBLEMAS RELATIVOS A LAS AREAS DE LOS
POLIGONOS.

153 L Dade un rectingulo, construir otre equivalen-
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te sobre una recta dada como lado. Hillese la cuarta pro-
porcional 4 la recta dada y d la base y altura del rectan-
gulo, y serd el otro lado del pedido.

1. Construir el cuadrade equivalente 4 un réctdngulo
dado,

El lado del cuadrado que se pide serd la media pro-
porcional entre la base y altura del rectdngulo.

III. Construir un vectdngulo equivalente d un cuadra-
do dado, y tal que la suma de sus dos lados sea igual a
una recta dada,

Sea A B la recta dada. Considerdndola como didime-
tro, tracemos una semi-circunferencia; en su extremo B,
levanto la perpendicular B C igual al lado del cuadrado
dado, tiro C D paralela d A By por el punto E,laEF
perpendicular 4 A B. Los dos segmentos A F y F B serdn
los lados del rectdngulo. Pues su suma es igual 8 ABy
su producto al cuadrado de E F (79, cor.)

IV. Hallar el cuadrado equivalente ¢ un paralels-
gramo.

Hillese la media proporcional entre la base y altura
del paralelégramo.

V. Hallar el cuadrade equivalente & un tridngulo.

Basta hallar la media proporcional entre la base y la
mitad de la altura 6 viceversa,

VL. Convertir un poligono en otro equivalente que
Zengea un lado menos.

Sea el poligono A B CD E. Trazo la diagonal A D
que forma uno de los tridngulos exteriores A E D del po-
ligono. Por el punto E trazo E F paralela d la diagonal,
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hasta que encuentre 4 la prolongacién de C D, uno I¥ con
A y el poligono A BC F es el pedido,

En efecto, los triangulos EA D y F A D tienen la
misma base A D; y los vértices E y I en vna paralela da
la base, es decir, la miswa altura, luego son equivalentes,

Anadiéndoles A B C D, resulta que ABCDE es
equivalente a ABCF.

VII. Convertir un poligono en cuadrade equivalente.

Se reduce a otro de un lado menor las veces necesa-
rias para convertirle en triangulo y se cuadra éste.

e o
o e ] e

COMPARACION DE LAS AREAS DE LOS POLiGONOS.

154.  Las dreas de dos tridgngulos semejantes son direc-

tamente propercionales d los cuadrados de sus lados Jio-
miologos.

Sean los tridngulos semejantes A B C y a 4 c.




Tendremos A BC= — AC X BD y

ABC ACXBD
aéc:%ac){éd;lucgo & = X \

ade¢ acXbd
Pero los tridngulos BD Cy & & ¢ son también seme-
jantes or tanto iy y como, por hipétesis,
e L G ’
—%-(-:— = AHC resultui—[;- — ‘:‘E—; de donde
¢
ABC  :AG
@Gen Ty ira

185. Las dreas de dos poligonos semejantes son direcs
tamente proporcionales & los cuadvados de sus lados omi-
logos.

Sean P y p los poligonos dados, que descompondre-
mos en tridngulos semejantes y semejantemente dispues-
tos, que llamaremos T, T', T"....y 2 ¢, ¢'....; seanL y /
dos lados homélogos cualesquiera, tendremos (154)

S SRR Sl R ST oL by It

S=T T e e
de donde (Arit. 165)
T ' & i .
e T = T i =L_.;65ea_?_-_-:—]-‘f-.
2 A A SRR & . B

Cororario, Las dreas de des poligonos regulares se-
wiejantes son directamente propoveionales ¢ los cuadrados
de sus radios y de sus apotemas.

Pues los radios y las apotemas son directamente pro-
porcionales 4 los lados de sus poligonos.

156. Dos tridngulos que tengan un dngulo igual &
suplementario, son dirvectanente proporciunales d los pro-
ductos de los lados que forman dicho dngulo.

Sean los tridngulos A B C y E B D, (fig. 99) que tienen
ABC A B B

el angulo B , dig sfmeiie LA ek Al 2y
comun, digo que e EBXBD
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En efecto, tracemos la £ C. Los triangulos AB Cy
E B C que tienen las bases A B y B E en linea recta, y el
vértice C comuin, tienen la misma altura, luego serdn pro=

ABC A B

yorcionales 4 sus bases y nos dardn ——— =
t ‘ S EBC = EB

Los tridngulos EB Cy E B D), por la misma razon,

nos ddn —L]]i:;— = —E— E y multiplicando estas dos igual-
dades, y simplificando,

ABC ABXBE

EBD ~ EBXS8D

157. [l cuadrado constrnido solire la lupotenusa de ux
eridngulo rectangulo es igual dlasuma de los cradradss
construidos sobre los calelos,

Digoque BCDE=AMHT-L ARL M.

En efecto, trazo A G perpendicular 4 la hipotenusa y
la prolongo hasta F; uno A con E y B con H.
El triangulo B CH es mitad de! cuadrado A ¢ H I
por tener igual base C H ¢é igual altura.
El tridngulo A C E es mitad del rectdngulo G C E F
por idéntica razon; y como los dos tridngulos BC H y
e
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A C Eson iguales (03), resulta que el cuadrado ACHI
es equivalente al rectdngulo G C E I,

Del mismo modo demostrariamos que el cuadrado
A B L M es equivalente al restingulo BG F D; y como
entre los dos rectingulos componen el cuadrado BCED,
resulta demostrado el teorema,

Corovrario. 8% sodre los tres lados de un tridngulo rec-
tangulo, considerados come lados lioméblogoes, se construyen
poligones semejantes, el poligono construido sobre la hipo-
Zenusa es equivalente d la suma de los construidos sobre los
catetos.

En efecto, sirepresentamos estos poligonos por M,
Jefe __E_= , de donde

N, P, tendremos e —
AC A B

N4P M
ROCR AR 0BG
BC =AC"'4A B resultardi M= N+ P,

;3 y como (106)

=TT

PROBLEMAS RELATIVOS & LA COMPARACION
DE LAS AREAS DE LOS POLIGONOS.

158. 1. Construir un poligono semejante ¢ otro dade
Y equivalente d gtro también dado.

Supongamos que queremos construir un poligono se-
mejante & P y equivalente a (),

Hallaremos los lados ¢ y ¢ de los cuadrados equiva-
lentesd P y Q).

Enseguida la cuarta proporcional 4 ¢, ¢ y un lado
del poligono P. El poligono construido sobre esta cuarta
proporcional, considerada como lado homdlogo de p, se-
mejante & P, serd el pedido,



£l 2
Pues tenemos —— — _p_; de donde C, == 2—,— y
q o g &
Vena b 7. Bl e
también X =7 luego tendremos S y como

P =¢? también X = ¢°.

IL.  Construir un poligono semejante d otros dos dados
¥ equivalente d su suma.

Sobre dos lados homélogos de los propuestos, consi-
derados como catetos, se construye un tridngulo rectdan-
gulo, y la hipotenusa serd el lado homdélogo del poligono
buscado.

De modo andlogo se hallara el poligono semejante y
equivalente 4 la diferencia de los propuestos.

II. Construir un poligono doble de etro.

Se resuelve como el anterior, tomando los dos catetos
iguales 4 un lado cualquiera del poligono dado.

IV. Construir un poligono semejante @ otro dado, y
tal que sus dreas estén enla velarion m : n.

P

A

Sobre una recta indefinida tomo AC =myCB==»
y sobre A B como didmetro describo una circunferencia.
Levante en C, la C D perpendicular al didmetre y uno D
con 4y B.Tomo sobre D A, prolongada si fuera preciso,
una parte D E igual 4 un lado del poligono dado; trazo
EF paralela d AB, y D F serd el lado homélogn del po-
ligono pedido. En efecto, tenemos por construccién,

P DE’ " DE DA

<= 55 y también (99) DF = DB de {1011..('_[{.!
DE’ DA’ \ DA’ m

—a == ___‘TE"; ero 108, :‘.ﬂ - — —— I nf 5
OE 5B p ( 2.4 uego

BB s
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DE,, — —; y comparando esta proporcién con la
DF 4

. i
primera, X = -?.

TV

POLIGONOS INSCRIPTOS Y CIRCUNSCRIPTOS.

139. Se dice que un poligono esta iuseripto en un cir-
culo, 6 que ¢l circulo esta civcunscripte al poligono, cuan-
do todos los lados del poligono son cuerdas de la circun-
ferencia.

Se dice que un poligono esta circunscripto a un circulo,
¢ que el circulo estd inserzpto en el poligono, cuando to-
dos sus lados son tangentes d la circunferencia.

160. Todo tridngule puede inscribirse y circunscri-
birse al cirenlo.

En efecto, hemos demostrado(49) que los tres vértices
del tridngulo determinan una cireunferencia.

Y también (26, cor. 2.%) que la interseccion de las bisec-
trices de los tres dngulos de un tridngulo equidista de los
tres lados.

Cororartos. 1.° Las perpendiculares en los punios
medios de los lados de un tridngulo, concurren en un punto,
qute es5 el centro del clrcuio eircunscripto.

2.%  Las bisestrices de los dngulos de xn tridngule,
concurven en un punlo, que €5 ¢l centre del circulo inscripta.

161.  Para que un cuadriliteroe pueda inscribivse en
un circulo, es necesario y suficicnte que sus angulos opuestos
sean suplementarios.

En efecto, (Gg. 102) si el cuadrildtero A B CD estd ins-
cripto en el circulo, sus dngulos A y C, inscriptos y que
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comprenden toda la circunferencia entre sus lados, serdn
suplementarios.

FIGA02.

Ademads, otro cuadrilaitero A B L D, que tuviera su
vértice dentro ¢ fucra de la circunferencia, tendria el dn-
gulo E mayor 6 menor que C (73, 75y 76). luego no seria
suplemento de A.

Corovartos. Para que un paralelogramo pueda ins-
cribirse en un circulo, es necesario y suficiente que 3ea yec-
tdngulo.

Sin lo cual no cumplirian la condicién anterior, pueste
que sus angulos opuestos son iguales,

162, Para que un cuadrildtero pueda ctrcunscribirse
al cirenlo, es necesarioy suficiente que las sumas de sus
lados opuestos sean icuales.

Sea el cuadrilatero A B C D circunscripto d un cfrculo,
digcoque AB4+DC=AD-+ BC.

En efecto, los tridngulos iguales Aeay A od nos
din,Aae = A d; ypor la misma razn, Ba — B ¢4,
Ce=0 4,z D =Ddyy sumando ordenadamente,
resulta: AB4+CD=BC4+ AD,
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Por el contrario, el cuadrilitero A B E D, que tiene un
lado B E exterior 4 la circunferencia, nos darfa, trazando
BC,AB4+ CD=AD +4 BC y anadiendo 4 los dos
miembros CE, AB--DE —=AD+4 BC + CE; pero
BC+4+ CE=BE, luego AB+DE>AD<+4 BE,

Cororario. 1.° Para gue un paralelogramo pucda
civcunscribirse al circulo, es necesario y sufictente que sea
rombo. .

Pues no satisfarfa la condicién anterior si sus lados no
fueran iguales.

2.0 El fmico cuadrildtero que puede inscribirse y
circunscribirse al civeulo, es el cuadrado.

Pues es el unico que satisface 4 las dos condiciones.

163. Todo policono regular puede inscribivse y cirvs
cunscribirse al civculo.,

Pues el centro del poligono regular (142) equidista de
los vértices y de los lados.

Cororarto. El radioy la apotema de un poligono ve-
gular son los radios vespectives de su clvculo civcunscripto
¢ inscripto,

164. Si se divide una civcunferencia en tres 6 mds
arcos iguales: 1.° Las cuerdas de estos arcos formardn
un poligono regular inscripto. 2.° Las tangentes en los

puntos de division, formardn un poligono regular circuns-
cripto.

En efecto, el poligono inscripto que resulta en el pri-
mer caso, tiene todos sus lados iguales (51, 1.9 y todos
sus dngulos iguales (73, cor. 1."); y en el segundo, eviden-
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temente circunscripto, la igualdad de los tridngulos B a 4,
Cée¢, D de, etc,, nos dd B=C =D ==.......; y ademds,
Bé+8C=C¢+4ecD==D @4 dE = ...;0bsea
BC=CD=DE&= .

BN ENT.

VALORES DE LOS LADOS D12 ALGUNOS POLIGONOS
REGULARES.

Fl lado del exdgono regular inscripto en un circulo,
es tgual al radio.

Pues si suponemos que A B es un lado del exdgono
regular inscripto, trazando los radios 0 A y 0B, el trian-
gulo A o B es evidentemente isdsceles, luego A =B,

8 4 R 2
Pero (44) Ao B = 4.6 - = —— R, luego A4+ B =
4 : : 2
it R, v como son iguales, A =B = ——R.

Luego el triangulo A o B es equilatero.

166. LU lade ael tridgngalo equildtero es igunal ¢
Ry 3.

En efecto, siendo A C ¢l lado del tridngulo equildtero
y trazando D C, resulta el tridngulo A CD rectingulo en
C, que nos da:

AC=y AD' —DC' =V 4R*—R* =y 3R'=Ry3.
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167. El lado del cuadrado es onal d R /5,

En efecto, (fig. 105)si D E es el lado del cuadrado,
el tridngulo E o D serd rectingulo en ¢, y nos dard,

ED=VEos 40D =V2R* =Ry z.
168. £l lado del decdgone regular es ignal d la parte
mayor del radio dividido en med-a y extrema rason.

Fl1G106.
e

Supongamos que A D es el lado del decdgono re-
gular,

Trazo los radios O A y O B y la bisectriz A C del
dngulo A.

; (
En el triangulo A O B (111) tendremos —1_-)& ﬁ = _%.%.,
Pasom L s
10 5
luego OAB+ OB A = % R,

de dondeO AB=0OBA — _‘:.. R.

Por consiguiente, OA C=CA B = - ;3_ R.

Luego el tridngulo A OC es isdsceles, y, por tanto,
OC=CA.
Pero en el tridngulo A C B, hemos visto que
2 .
CAB= =R yABC= 2 R mcgoACB_—_-;LR,
5

es decir que es isdsceles también, y nos da, C A = A B;
¥, por tanto, OC=CA =AB.
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Luego, sustituyendo en la proporcién en vez de A B,
su valor O C, yen vez de A O su igual O B, resultard:
OB Q€
QEEs B
do en C en media y extrema razdn y que su parte mayor
O € esignal al lado del decdgono.

. Lo que nos dice que el radio estd dividi=

SRRV

PROBLEMAS RELATIVOS £ LOS POLIGONOS
INSCRIPTOS Y CIRCUNSCRIPTOS.

169, L. Zuscribir y circunscribir un cuadrado en un
ctreulo,

Tracense dos didmetros perpendiculares y tinanse sus
extremos, y se tendrd el cuadrado inscripto.

En los extremos de los dos didmetros tricense tan-
gentes, y resultard el cuadrado circunscripto,

IL.  ZTuscribir y circunscribir wn exigono regular.

Llévese el radio sobre la circunferencia seis veces, y
uniendo los puntos de divisién (165) resultard el exdgono
inscripto,

Las tangentes en los mismos puntos formardn el
exdgono circunscripto.

L. Zuscribir y circunscribir wn trinugulo equildtero.

Llévese el radio sobre la circunferencia, Gnanse cada
dos puntos de divisidn, y se tendrd el triangulo inscripto,

Las tangentes en los mismos tres puntos formardn el
tridngulo equildtero circunseripto.

IV. Juscribir y circunscribiv d un civeulo un decdgo-
1o regular,

Llévese la parte mayor del radio dividido en media y
extrema razén (84, 2.°) sobre la circunferencia y quedard

14
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dividida en diez arcos iguales. Las cuerdas de estos arcos
formardn el decdgono regular inscripto (168), y las tan-
gentes en sus vértices el decigono regular circunscripto.

V. Iuscribir y circunscribiv d un circulo un pentago-
no regular.

Hecha la construccién del problema anterior, es evi-
dente que uniendo cada dos vértices resultarq el pentd-
gono regular inscripto.

Las tangentes en sus vértices formardn el circuns-
cripto.

VI. Inscribiv y circunscribiv & un circulo un pentete-
cdgono regular.

1 1 1

Observando que T = se deduce que bas-
tard llevar sobre la circunferencia la diferencia entre el
arco del exdgono y el del decdgono regular, para que
quede dividida en 15 parfes iguales.

Las cuerdas de estos arcos, y las tangentes en estos
puntos, formardn respectivamente el pentedecdgono re-
gular inscripto y el circunscripto.

VIL.  Inscriviv y circunscribiv un circulo & un poli-
gono regular.

Desde el centro del poligono, con un radio igual 4 la
apotema 6 al radio del mismo, (142) describase una cir-
cunferencia, y quedard resuelto el problema,

VIII.  Construir un exdgono vegular, dada la longi-
ud de su lado.

Con esa longitud por radio se describe una circunfe-
rencia y el exdgono en ella inscripto serd el pedido. (165)
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KXWV IL.

RELACIONES ENTRE LADOS Y PERIMETROS
DE POLIGONOS REGULARES INSCRIPTOS
Y CIRCUNSCRIPTOS.

170. Conocido el valor del lado del poligono regu-
lar inscripto en un circulo, hallar el valor del lado del
poligono regular inscripto de doble nimero de lados.

Sea A B =/, el valor del lado conecido, y B C =«
el del lado que se busca. El dngulo C O B serd agudo,
como mitad del A OB, y el triangulo C O B (109) nos
dara,

CB'=C0" 4+ 0B —20CXOD,
6sear’*=2»"—27 X 0D.
Pero en el triangulo O D B,

OD=VoF—bF = |/, — L

por consiguiente,

/ E
A= N 7 \/ ?”m————-;
4

L g \/_, ki
2y — 29 7 e— —
4

¥, por ultimo,

I

L



— 108 —
171.  Conocido el lado del poligono regular inscripio
enun civeulo, hallar el lado del poligono semejante ciyeuns-
criplo.

FIGA08;
0 R A6

Sea AB =1, el lado conocido del poligono ins-
cripto.

Trazo el radio O G perpendicular 4 A B, la tangente
C D en el punto G, y los radios O A y O B prolongados
hasta que encuentren 4 la tangente. CD — =z, serd el
lado pedido.

Los tridngulos semejantes AOB y COD (149, es-
colio), nos ddn,

CDYABy:OGrOF; 'é6sea wil iy 2 OF,

Y en el tridngulo O F B,

< g ———r P <TI0 T
OF=\OB’_FB' = \ L

por consiguiente,

:u:l::r:\/’ g A2l
4

de donde ¢ =

172, Conocido el radio yla apotema de un poligono
regular, hallar el radio y la apotema del poligono iso-
perimetro de doble nivmere de lados,



Sea A B el lado del primer poligono, OA =7, y
O E = @, su radio y apotema conocidos.

Trazando O G perpendicular 4 A B, las cuerdas A G
y B G, y unicndo los puntos medios de estas cuerdas,
C D serd el lado del poligopo isoperimetro de doble ni-
mero de ladosy O C = 7"y O I = 4/, ¢l radio y apote-
ma pedidos.

Tenemos evidentemente OF =0 G — F Gy
OF = 0 E +4 F E. Sumando ordenadamente estas dos
igualdades, y observando que por construccion I G=F E,

resulta 2 O F = O G 4 O E; 6 sea

' : H ¥ a
a' = r -+ a;de donde @' = W T

(3]

Ademds, el tridngulo rectingulo O C G nos dd (105)
OC"=0G XOF; 6sea#'* = » X a'; de donde

AR T

=SSN ITT.

MEDIDA DE LA CIRCUNFERENCIA.

173. Siendo la unidad lineal rectilinea no es posible
aplicarla directamente d la medicién de la circunferencia,
pero podremos obviar esta dificultad hallande su rela-
cién con una recta de longitud conocida,



— 110 —

De esta suerte se consigue medir la circunferencia,
fundados en los siguientes principios.

174. La cirvcunferencia es mayor que el perimetrs
de cualquier poligono inscripto, y menor que el de cual-
quier poligone circunscripto.

Con arreglo d lo demostrado en el nim. 15,

175. La circunferencia es el thnite superior de los pe-
rimetros de los poligones regulares inscriptos, y el limite
inferior de los perimetros de los circunscriptos.

En efecto, 4 medida que el niimero de lados de un po-
ligono regular inscripto aumenta, su perimetro se apro-
xima 4 la circunferencia; y cuando el numero de sus lados
sea infinitamente grande se confunde con ella,

Por andlogas consideraciones, podemos considerar la
circunferencia como el limite de los perimetros de los po-
ligonos regulares circunscriptos, cuando el nimero de sus
lados aumenta indefinidamente.

176. Dos circunferencias cualesquiera son directa-
miente preporcionales & sus radios,

En efecto, sean C y C’ dos circunferencias; R y R’ sus
radios, P y P’ los perimetros de dos poligonos regulares
inscriptos del mismo niimero de lados, tendremos (140)
-% = E-R,—; 6 pasando a los limites (Arit. 197) -—%:%

Corovario. La raszon de la circunferencia al didme-
dro es un nimero constante.

Pues dividiendo los dos miembros de la igualdad an-
C C
SRz R due nos prueba que

terior por 2, resulta

esa razon es la misma para todas las circunferencias.

Escouto. Esta razén constante de la circunferencia al
didmetro se expresa por la letra griega 7; es un nimero
incomensurable, pero se puede obtener su valor con la
aproximacion que se necesite,
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La igualdad == ; nos di C= 2 = R, férmula

C
2R
importante y de uso continuo en Geometria, por expresar
la longitud de la circunferencia,

177. Calcular la rasin= de la civcunferencia al
didimetro.

C - . .
Laférmular = — g nos indica los dos caminos que

podemos seguir para hallar dicha razon; 6 suponer cono-
cido el valor del radio, y deducir de él el de la circunfe-
rencia; 6 suponer conocida la circunferencia, y deducir el
valor del radio,

El primer procedimiento se conoce con el nombre de
método de los perimetros; el segundo, con ¢l de métado de
los isoperimetros.

178. Métedo de los perimetros.

Sien la férmula anterior hacemos R—= 1, resulta

™

C ; : ;
= — Es decir que el valor de =, en la circunferencia

cuyo radio es uno, es la longitud de la semi-circunferen-
cia, que sabemos (175) es el limite superior del semi-peri«
metro de los poligonos regulares inscriptos, y el inferior
del de los circunscriptos.

Como en la circunferencia de que se trata conocemos
el lado del exdgono igual 4 uno, deduciremos (170) de
ahf los valores de los lados de los poligonos de 12, 24,
48, 96..... lados; y de estos (171) los valores de los lados
de los poligonos correspondientes circunscriptos, Luego
conoceremos los semi-perimetros de todos los poligonos,
y como la longitud de la semi-circunferencia estd com-
prendida entre el valor del semi-perimetro inscripto y el
del circunscripto, tomando las cifras comunes 4 estos
dos valores, tendremos el valor de =,

a9

De esta suerte halld Arquimedes 7 = -‘-'-7‘1-; y poste-
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355

riormente Mecio = = =5

cen un error menor que

media millonésima.
179. Método de los isoperimetros.

Sien la férmula © = — l’ -, hacemos C = 2, resulta
™ % de donde R = l , que nos indica que el valor

I ; : : 3
de — es igual al radio de la circunferencia cuya lon-
™

gitud es 2.
Si pues calculamos el valor del radio y de la apote-

1 ; ;
ma del cuadrado cuyo lado es —, 6 sea su perimetro

igual d 2, y seguimos calculando (172) los radios y apote-
mas de los poligonos isoperimetros de 4, 8, 16..... lados,
tendremos dos valores aproximados, uno por exceso y
otro por defecto del radio buscado, puesto que las dos

circunferencias inscriptas y circunscriptas d dichos poligo-
110S Son una mayor y otra menor que 2.

Siguiendo este procedimiento se obtiene = — 3,141502
con un error menor que una millonésima,

180, Las longitudes de los arcos de la misma gradua-
cién en civcunferencias difeventes, son directamente pros
porcionales d los radios.

Sea / la longitud del arco de 2” en la circunferencia
de radio 7.

Sea £' 1a longitud del arco de 2" en la circunferencia

: : i ;
de radio /''; digo que - = iy

F

<
En efecto, la longitud del arco de 180° = = #; luego la

del arco de 1° == —,——; y la del arco de #» grados serd

180
TR 7w n
- . Por la misma razén, tendremos ' = ———3
186 180 ?

7

ey l
ydividiendo estas dos igualdades, —-=—.
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=SS TaL.

AREAS CIRCULARES.

181.  Sellama sector civenlar o sector de cirenlo la por-
¢ién de circulo comprendido entre dos radios y el arco.

De modo andlogo al empleado (71), demostrarfamos
que en el mismo circulo 6 en circulos iguales:

1.Y St dos sectores tienen arcos iguales, son ignales.

2.%  Dos sectores cualesquiera son direclamente pro-
porcionales d sus arcos correspondientss.

182. Se llama sector poligonal regular la porcién de
poligono regular comprendido entre dos radios y la linea
quebrada regular.

El darea de un sector polivonal regular es igual & la
wiitad del producte de su apetema por la linea guebrada
regular.

Pues es la suma de varios triangulos gue tienen por
altura comun la apotema y por bases los lados de la linea
quebrada,

183, LEldrea de un sector cirenlar es igual & la mi-
dad del producto de su arco por el radio.

Pues el sector circular puede mirarse como un sector
poligonal, cuya linea quebrada tiene infinitos lados.

184. Kl area del carenlo es igual @ la mitad del pro-
ducto de la circunfevencia por ¢l radio.

Pues el circulo (175) puede considerarse como un poli-
gono regular de infinito numszro de lados.

Corouario. Las éreas de dos circulos son divectamen-
te proporcionales é los cuadrados de sus radios,

Pues llamando A y A'd las dreas de dos circulos; C y
C' 4 sus circunferencias, y Ry R' 4 los radios respectivos,

i
tendremos A == e CR; A' — —l~ C' R de donde

ia
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CR € R A R?
CR" Pero -—c-;- = l"i.le e — A *-rR"-;—;

185. Se llama segmento c‘érc:dcrr 6 segmento de circulo
la porcién de circulo comprendido entre un arco y su
cuerda correspondiente.

Como el segmento circular es la diferencia eutre el
sector y el tridngulo formado por los radios y la cuerda,
se hallard su drea restando las dreas del sector y del
triangulo.

186, Se llama corona la porcién de circulo compren-
dido entre dos circunferencias concéntricas

s
/D

Su drea serd la diferencia de las areas de los dos
circulos.

187.  Trapecto civenlar, es la porcién de corona com -
prendida entre dos radios.

Su drea serd la diferencia de las dreas de los dos sec-
tores, cuyos arces son las bases del trapecio,

oo



Geometria del Espacio.

=T

PROPIEDADES DE LA RECTA Y EL PLANO EN
EL ESPACIO.

188. Hemos dicho que (8) super/ficie plana 6 plano es
la superficie 4 que se adapta perfectamente una recta en
cualquier sentido que se coloque,

De aqui se infiere:

1.°  Que una recta y un plano gue tienen dos puntos co-
munes, coinciden en toda su extension.

Puesto que dos puntos determinan la posicién de una
recta.

2."  Una recta exterior é un plane solo puede teney un
punto comun con el plano.

Pues si tuviera dos, estarfa en el plano.

3.0 Lainterseccion de una recta y un planoesun punto.

Unico que puede tener comun.

Cuando la recta corta al plano, el punto de intersec-
cién se llama #7¢ de la recta sobre el plano.

Cuando no tienen punto algune comun, la recta y el
plano se llaman paralelos.
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189. T'res puntos que no estin en linca recta delermi-
nan la posicion de un plano; es decir, que por tres puntos
no en linea recta, puede pasar un plano, pero nada mas
que uno,

Sean A, By C los tres puntos.

Los dos puntos A y B determinan la linea recta A B,
y por esta recta siempre puede pasar un plano, que giran-
do alrededor de A B, pasard por todos los puntos del es-
pacio, y, por consiguiente, llegard un momento en que
pase por C, Luego por los tres puntos pasa un plano.

FIG.110.

Ademas, si pasara otro plano por estos tres puntos,
las dos rectas A B y A C estarfan también en ¢él (188, 1.9);
y suponiendo que D fuera un punto del segundo plano,
trazando la D F que corte a las dos A B y A C, este punto
estarfa también en el primer plano, puesto que la D Flo
estarfa, por tener en €l los puntos E y F, Luego si todo
punto del segundo plano lo es también del primero, los dos
planos no forman mds que uno solo.

Cororarios. 1Y Por wn punto pueden pasar infinitos
planos.

Pues este punto y otros dos cualesquiera del espacio
determinan un plano.

2.°  Por una recta pasan infinites planos.

Pues la recta y cada punto del espacio determinan un
plano,

3.2 Un plano queda determinado: 1.° por una recta y
un punto exterior; 2.°% por dos rectas que se cortan; 3,° poy
dos rectas paralelas; 4.° por un arco de circulo.
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Pues siempre resulta determinado por tres puntos no
en linea recta.

4.°  La interseecion de dos planos es una linea recta.

Sin lo cual tendrian comunes tres puntos no en linea
recta.

190. De estos principios se deduce que un plano pue-
de considerarse engendrado: 1.° por una recta mévil que
pasando siempre por un punto fijo, recorra todos los pun-
tos de otra recta fija; 2.” por una recta moévil que recorra
constantemente todos los puntos de dos rectas fijas;
3.° poruna recta movil que recorra todos los puntos de
dos rectas paralelas; 4. por una recta que se mueva pa-
ralelamente 4 si misma, recorriendo todos los puntos de
una recta fija 6 de un arco de circulo. Ln todos les casos,
la recta mévil se llama generatris, y las rectas 6 puntos
fijos, se llaman directrices.

191, El plano por su naturaleza es ilimitado, como lo
es la linea recta que contiene en toda su extensidn. Se di-
ferencian, pues, tan solo por su posicién en el espacio.

En geometria, y en la necesidad de representarlo, se
indica por un paralelégramo y se lee con dos letras de
vértices opuestos.

192. Dos rectas en el espacio pueden estar situadas
en el mismo plano 6 en planos distintos. En el primer
caso, se cortan ¢ son paralelas; en ¢l segundo, se dice que
se crusan,

El angulo de dos rectas que se cruzan, se apreeia por
el formado por una de ellas y una paralela d la otra por
uno de sus puntos.

. T

RECTAS PERPENDICULARES Y OBLICUAS AL
PLANO.

193. Una recta y un plano se encuentran ¢ no se en-
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cuentran. En el primer caso, la recta puede ser perpendi-
cular i oblicua al plano.

En el segundo, es paralela al plano.

FIG. 111,

Se dice que una recta es perpendicular & un plano,
enando lo es d todas las rectas situadas en el plano.

En el caso contrario, se dice que la recta es oblicua al
plano.

104. Siuna recta cs perpendicular é otras des que
pasan por su pié en un plano, és también perpendicular &
todas las que pasan por su pic en dicko plano.

Digo que si C A es perpendicular 4 ADy A E, lo
serd también d cualquier otra A B que pase por A, en el
plano M N.

En efecto, trazo una secante D E que corte a las tres
AD AEy AB; prolongo CA,tomo CA=CA,y
uno los puntos Cy C'conlos D, B yE.

Los triangulos rectdangulos CA Dy C AD,CAEy
C' A Eiguales, nos danCD = C' D; C E = C'E. Luego
los tridngulos CD Ky C"D E son iguales, y por tanto los
dngulos CD B y C' D B también lo serdn, de donde se de-
duce que los tridngulos C D B y C' D B son iguales; por
consiguiente, C B = C' B. Larecta A B, tiene, pues, dos
puntos A y B equidistantes de C y C, luego es perpendi-
cular 4 C C',
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Cororarto.  Todas las perpendiculares & una vecta ¢n
ano de sus puntos, estdn en un mismo plano,

Pues haciendo pasar por dos de ellas A D y A E un
plano M N, el plano C A B cortard & este plano segun
una perpendicular 4 C A, puesto que ésta lo es d las A D
¥ A E, luego esa interseccion serd A B (18).

194. Un punto determina la recta  perpendicular al
plano.,

Es decir, por un punto puede trazarse una recta per-
pendicular @ un plano, pero solamente una.

Distinguiremos dos casos: 1.Y

yue el punto esté en el
plano; 2.% que sea exterior al plano,

1.° En efecto, siempre podremos trazar por el punto A,
una perpendicular A B 4 dos rectas situadas en el plano

M N que, segun hemos visto, serd perpendicular al plano.

Ademds, otra cualquiera A C determinard con la A B
un plano, que cortard al M N segun una recta D E; y
como A B es perpendicular al plano, lo serd d D E y, por
tanto, (18) A C serd oblicua 4 D L, y por consiguiente al
plano M N. '

2, Siel punto B es exterior al plano, siempre po-
dremos bajar desde €l una perpendicular B A 4 dos rectas
situadas en el plano, y, por tanto, serd perpendicular
al plano,

Ademds, otra cualquicra B F determinaria con la B A
un plano que cortard al M N segun una recta F A, Por
serlaB A perpendicular al plano, lo serd 4 la recta F A;
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luego la B ¥ serd oblicua 4 esta recta (22) y, por tanto,
oblicua al plano.

103. St desde un punto exterior d un planc se trazan
una perpendicular y varias oblicuas.

1.9 La perpendicular es menor que cnalquier oblicua.

2.° Las oblicuas que se aparivn igualmente del pié de
la perpendicilar son iguales.

3.9 De dos oblicuas, la que se aparte mds del pié de la
perpendicular es la mayor.

En efecto: 1." Siendo A B perpendicular al plano, lo
serda 4 laB C,luego A C es oblicua d B C y por consi-
guiente mayor que A B,

2% SiBC =B D,los tridngulos rectangulos A B C
v A B D iguales, nosdan A C = A D.

FIG.113.

39 SIBE=BC, tomaré B D' = B C y tiraré A D,
Tendremos A E > A D (24) 6 sea A L> A C,

Recierocos. 1.° La recta mds corta que se puede

trazar desde un punto & ui plavo es la perpendicular al
p/:'i’!(’(}.

2.  Las obliceas iguales, se apariar igualmente del
Dié de la perpendicular al plano.

3.0 Lamayor de dos oblicuas se aparta mds del pié
de la perpendicular al plano.

166. Se llama distancia de un punto 4 un plano la.
perpendicular bajada desde dicho punto al plano,

De lo expuesto se deduce que o/ lugar geométrico de
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los piés de las oblicuas iguales, trasadas desde un punto
exlevior al plano, es la civcunferencia situada en dicko pla-
wo, ¥ cuyo centro es el pié de la perpendicular bajada desde
dicho punte al plano.

197. Un punto de una recta determina el plano per-
pendicular a dicka recta.

Es decir, quz por ua punto pasa un plano perpendi-
cular 4 la recta, pero nada mas que uno.

Pueden ocurrir dos casos: 1. Que el punto esté enla
recta. 2.° Que sea exterior 4 la recta.

. Siel punto A estd en la recta, siempre podremos
trazar por A dos rectas perpendiculares 4 A B, y el plano

M N de estas dos rectas serd perpendicular 4 la recta A B.

FIGA14

Supongamos ahora que por el punto A pasara otro
plano M P. Trazando por A B un plano cualquiera, cor-
tard d los dos planos M N y M P, segun las rectas A C y
A D, Pero por ser A B perpendicular al plano M N, lo
serd d la recta A C, luego sera oblicuad la A D y por
tanto al plano A P,

2.° Siel punto A es exterior d la recta B C, trazan-
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do por A dos perpendiculares 4 B (, el plano de estas dos
perpendiculares serd perpendicular @ B C.

Supongamos ahora que por A, trazamos otro plano
P Q que corte & B C. Haciendo pasar por B C un plano
cualquiera, cortard 4 los planos M Ny P Q) segun las rec-
tas A By A C. Pero por ser M N perpendiculara BC, A B
serd perpendicular 4 esta rectz B C, luego A C serd obli-
cua y, por tanto, el plano P Q) también lo es,

Corovarios. 1.° £l lugar geométrico de todas las per-
pendiculares ¢ una vecta, desde un punto cualquiera, es el
plano trasado por este punto perpendicular d la recta.

Pues lo mismo si el punto estd en la recta, que sies
exterior, toda perpendicular d dicha recta, desde ese pun-
to, estd contenida en el plano, segun lo expuesto,

2.°  El lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de los extrenios de una recta, es el plane pev-
pendicular & esa vecta en su punto medio.

Pues las distancias de cualquier punto del plano 4 los
extremos de la recta son dos oblicuas equidistantes del
pié de la perpendicular,

108. Si desde el pié de una perpendicular & un planoc
s¢ trasa una pevpendicular a una recta situada en dicho
phano, la recta que une el pié de esta segunda perpendics-
lar con un punto cualquicra de la primera, es tambiin Der-
pendicular d la sitnada en el plano.

Sca A B perpendicular al plano M N, y B C perpen-



— 123 —
dicular 4 la D E situada en el plano M N, digo que A C
serd perpendicular 4 D E.

En efecto, tomando C D — C E, y uniendo los puntos
A yBeonlos DyE, tendremos BD =B E (195, 2.% y
por lo tanto, A D — A E luego la recta A C, que tiene
los puntos A y C equidistantes de los D y E serd perpen-
dicular 4 D E.

Recieroco. S desde un punto exterior d un plano se
trasan una perpendicular al plano y una oblicua al mismo,
que sea perpendicular d una recta situada en el plano,
esta recia serad perpendicular & la que une los piés de las
dos primeras.

Puesde A D = A E, se deduce (195. recip. 2.°)

BD =B E; luego B C tiene los dos puntos B y C equi-
distantes de D E, y por tanto, es perpendicular 4 D E.

=ZTLTE.

RECTAS PARALELAS ENTRE Sf Y AL PLANO.

109. Un punto exterior d una rects, determina una
paralela d dicha recta; es decir, que por ese punto pasa
una paralela, pero nada mas que una,

En efecto, el punto y la recta determinan un plano y
ya sabemos (29) que en dicho plano el punto exterior de-
termina la paralela, Ademds, otra recta no situada en ese
plano no podria ser paralela 4 la propuesta.

200. i dos rectas son paralelas y una de ellas es
perpendicular & un plano, la otra también lo serd.

Digo que si A B es perpendicular al plano M N, su
paralela C D también lo serd.

En efecto, trazando una recta cualquiera B E en el
plano M N, la A B serd perpendicular 4 B E, por serlo al
plano, luego su paralela C D también lo serd. Y como lo



mismo diriamos de otra cualquiera situada en el plano,
resulta qize C D es perpendicular d dicho plano.

Reciproco. Dos rectas perpendiculares @ un mismo
plane, son paralelas.

Pues si no lo fueran, porel punto C podriamos trazar
una paralela 4 A B, aue serfa perpendicular al plano M N,
lo que es imposible (194).

201.  Dos rectas paralelas @ una tercera en el espacio,
son paralelas entre si.

Digo que si A By C D son paralelas 4 F G, son pa-
ralelas entre si. Trazo el plano M N perpendicular 4 A B,
y por tanto a su paralela FF G; y siéndoloa F G, lo serd a
su paralela C D.

Siendo A B y C D perpendiculares el plano M N, son
paralelas. :

202.  Dos dugulos que tienen sus lados respectivamente
paralelos son iguales o suplementos.

Sean los dos dngulos B A C y D E F, cuyos lados
son respectivamente paralelos, y estdn dirigidos en el
mismo sentido; digo que son iguales,

FIG.118, B




— 125 —

in efecto, tomo AB=EDy AC=E F, ytrazo
las rectas BC, F D, AE BDy C F. Porser A B igual y
paralelad E D, A E serd igual y paralela a B D (120). Por
la misma razén, A E es igual y paralela 4 C I; luego B D
y C F son iguales y paralelas, de donde se deduce que
BC y I D también lo serdn, luego los tridngulos A B U
y D F I son iguales (92), y por tanto, los dngulos BA C
y D E F también lo seran.

Los otros dos casos se demostrardn como sus analogos
del numero 34.

203. 8% una recta es paralely d otra situada en un
plano, es paralela d este plane, o esta sitnada en él.

F16.119.

En efecto, el plano de las dos paralelas ABy CD, 6
no tiene con el M N mis puntos comunes que los de la
recta C D, 6 se confunde con él. En el primer caso, la
recta A B, no encuentra al plano M N, puesto que es pa-
ralela 4 C D, y por tanto es paralela al plano.

En el segundo caso, A B estid en el plano M N.

Corovarios. 1.° &% dos rectas son paralelas, todo
plano que pase por una de ellas es paralelo & la otra, é
pasa por ésta otra.

Puesto que ésta es paralela d la primera, situada en el
plano.

2.° Siuna recta es paralela d un plano, todo plano
que pase por ella corta al primero segin una paralela @
dicha recta.

Pues las dos rectas no pueden encontrarse y estin en
un mismo plano,
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204. Siuna vecta es pavalela dun plane, y por un
punto de este plano se trasa una paralela d dicha recta,
esta paralela estard contenida en ese plano.

Digo que si A B (fig. 119) es paralela al plano M N, y
por ¢l punto C del plano se traza C D paralela 4@ A B, la
C D estard en el plano M N.

En efecto, la interseccién de los dos planos M N y
A B C D tiene que ser paralela 4 A B; y como un punto
C determina la paralela d una recta A B, dicha intersec-
cidn serd C D.

Cororarios, 1.° Toda paralela d una recta que es
paralela a un plano, estd enel plano, 6 es paralela al
plano.

Pues dicha paralela (201) serd paralela 4 la C D. (203)

2.° Sidos rectas son paralelas, todo plano paralele
d la une lo sevd d la otra.

Puesto que la recta es paralela al plano,

3.° Si una recta esparalela d dos planos que se cor-
tan, es paralela a su interseccion.

Pues trazando por un punto de la interseccién de los
dos planos un paralela 4 esa recta, deberd estar en los dos
planos.

205. Las rectas paralelas comprendidas entre una
vecta y un plano paralelos, son iguales.

Pues estas tres rectas forman con la interseccidén
del plano dado y el determinado por las paralelas un pa-
ralelégramo.

Corovawio.  Una recta y un plano paralelos son equi-
distantes.

Pues en este caso, el paralelégramo anterior se con-
vierte en rectdngulo,
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PLANOS PARALELOS.

206. Se laman planos paralelos los que, prolongados
ndefinidamente, nunca se encuentran,

Evidentemente, las rectas situadas en uno de estos
planos son paralelas al otro.

207, Dos planses perpendiculares d una recta son pa-
ralelos,

En efecto, si estos planos tuvieran algun punto co-
mun, resultarfan trazados dos planos perpendiculares desde
dicho punto 4 la recta, contra lo demostrado (197).

208. U punto determina el plano paralelo 6 oltro.

Es decir, que por un punto, exterior 4 un plano, pasa
un plano paralelo al primero, pero solamente uno.

En efecto, ese punto determina la perpendicular al
plano dado, y determina también el plano perpendicular
4 esta recta, que serd paralelo al primero.

200. Lasintersecciones de dos planos paralelos con un
tercer plano son paralelas.

Pues estin en el plano secante y no pueden encon-
trarse por estar situadas en planos paralelos,

Cororartos. 1.° Dos rectas situadas en planos pa-
valelos, serdn paralelas sientpre que estén en el mismo
plano.

Pues esta es la condiciéon necesaria y suficiente para
que sean paralelas,

2.0 Stuna recta es perpendicular d un plano, también
lo es d tados los planos paralelos al primero,

Pues siéndolo al primer plano lo serd 4 dos rectas cua-
lesquiera trazadas en él; y también lo serd d sus paralelas
en ¢sos planos y, portanto, & ¢sos mismos planos,
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3.5 Dos planos paralelos & un tercer plano son para-
lelos entre sk

Pues toda perpendicular al tercer plano, lo serd d los
dos primeros.

210. Si dos planos son paralelos, toda recta paralela
al uno es paralela al otro, o estd situada en este otro.

Pues todo plano que pase por esa recta cortard al
primer plano segun una recta que serd paralela al segundo
y también 4 la recta dada (203, cor. 2.%); por consiguien-
te, esta recta serda paralela al otro plano 6 estard situada
en él (204, cor. 1.").

Corovartos. L2 87 dos rvectas que se cortan sov para-
lelas & otras dos que también se cortan, el plano de las
dos primeras es paralelo al de las dos segundas.

Pues cada una de las primeras es paralela al plano de
las dos segundas (203).

2.° El lugar geométrico de todas las paralelas o un
plaro trazsadas por un punto exterior, es el plano paralelo
al primere trazado por ese punto.

211, Las rectas paralelas comprendilas entre planos
paralelos son iguales.

Pues el plano de las dos paralelas corta 4 los dos pla-
nos dados segun rectas paralelas (209); luego el cuadrild-
tero formado por las cuatro rectas es un paraleldgramo.

Cororario.  Dos planos paralelos son equidistantes.

Pues todas las perpendiculares 4 un plano desde los
puntos del otro, son paralelas,

211, Si tres planos paralelos cortan d dos rectas cua-
lesquicra, las dividen en partes divectamente proporvcio-
nales.

Sean las dos rectas A B y O D (fig. 120) cortadas por los
AE 0 I0G
EB _ GD
En efecto, uio los puntos A y D. El plane B A D

tres planosparalelos MN, P QyR S; digo que-
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cortard 4 los planos paralelos P Q y R 5, segiin las rectas
paralelas EF y B D (209). Por la misma razdn las inter-
secciones A C y E G del plano A D C con los planos
paralelos M N y P Q) serdn paralelas.

F16,120.

Ahora bien, el angulo B A D (37, cor. 2.°) nos da,

AE . AF ISVl S A T CI6T
ED —FD ¥Yp 4 misma razon Tl:i)— = —(J_L)“‘ '

de donde, —‘:‘—E- = ——(F—(;—
" |
st el -

PROYECCIONES,

212. - e llama preyeceion de un punto sobre un plane
el pié de la perpendicular bajada desde este punto al

nlano,

Proyeceion de una linea cualquiera bre un plano, es
linea. formada por

proyecciones de sus diversos
puntos sobre ¢l plano,
| By

as perpendiculares reciben el nombre de lineas pro

yeclanies, y ¢l [.-1.!1H) sabre que se proyecta plane de pro-
'eCCioN .,
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Cuando las lineas proyectantes son perpendiculares al
plano de proyeccion, las proyecciones se llaman orfogo-
nales.

Nosotros solo nos ocuparemos de las proyecciones or-
togonales.,

213. La proyeccion de una recta sobre un plano, es
olra recla.

En efecto, las lineas proyectantes AD, C F, B E, etc.,
son paralelas (200, recip.) y estdn todas en un mismo pla-
no, pues los planos determinados por cada dos paralelas
ADCF y CFBE tienen los tres puntos C, B y F co-
munes. La interseccion del plano proyectante ABDE
con el plane M N de proyeccién es la proyeccidn de la
recta A B sobre el plano, luego esta proyeccién es una
recta (189, cor. 4.%).

Corovarto. Las proyecciones derectas paralelas sobre
un mismo plano, son también paralelas.

Pues son intersecciones de planos paralelos con un
mismo plano.

Escorio. Si la recta es perpendicular al plano, su
proyeccién serd el pi¢ de la misma recta sobre el plano.

214. Sellama dngulo de ura recta y un plano, el que
forma dicha recta con su proyeccion sobre el plano,

215 El dngulo de una recta y un plano, es menor que
el que dicka recta forma con otra cualquicra que pase por
su pié en dicho plano.

Sea A B una recta, (fig. 122) B C su proyeccién sobre
el plano M N; digo que ABC< ABD,
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Tomo BC =B b y uno A con los puntos D y C. Los
dos tridgngulos A B C y A B D tienen A B cemun, el lado
BLC=BD,yellado AC< AD, por scrA(,pcrpcndt
cular al plano; luego A BC < A BD.

216. Dos rectas que se crusan tienen siempre una pey-
pendicular comun, que es la menoy distancia entre ambas.

Sean las dos rectas A B y C D que se cruzan. Por un
punto F de la C D, trazo H F paralelad A B,

La perpendicular K F al plano determinado por las
rectas CDy H F, serd perpendicular 4 ambas y, por
tanto, aCD y A B.

Ademds, es menor que otra cualquiera A G compren-
dida entre las dos rectas dadas, pues trazando la perpen -
dicular A H al plano, resulta A H< A G; 6 lo que ‘es

igual EF < A G,
2LV
ANGULOS DIEDROS.

217. Sellama dngulo diedro la separacién & abertu-
ra de dos planos que se cortan.
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Caras de un diedro son los dos planos que le forman.
Arista es la interseccion de las dos caras.
Un 4ngulo diedro se designa con cuatro letras, una de
cada cara y las dos de la arista, que se colocan enmedio.
Si el diedro estd solo'puede-leerse con las dos letras
de su arista.

Un 4ngulo diedro puede considerarse engendrado por
el movimiento de un plane que, adaptado primero sobre
otro, gira alrededor de una recta comin & ambos. De
aqui se deduce que la magnitud del dngulo diedro no
depende de la de sus caras, siné de la mayor 6 menor
separacion de éstas.

Dos 4ngulos diedros se dicen ignales cuando, coinci-
diendo la arista, y una de las caras, coinciden también las
otras dos caras.

Las definiciones de diedros adyacentes, consecuti-
vos, opuestos por la arista, rectos, etc., son andlogas a
las correspondientes de geometria plana.

218. Una recta situada en un plano determina el
plano perpendicular al primere. Se demuestra como su
analogo (18),

Corovrario, Dos dugulos diedros rectos son iguales,
aungue no sean adyacentes. Como su andlogo,

219. La suma de dos dangulos diedros adyacentes es
igual d dos dngulos diedros rectos. Como su anilogo (20).

Reciproco. Si la suma de dos dngulos diedros conse-

cutivos es igual 4 dos dngulos diedros rectos, estos diedros
Serdn adyacentes.

Cororarios. 1.° La suma de todes los dngulos die-
dros consecutivos que se pueden formar G un mismo ladv
de un plano, es igual & dos dngulos diedros rectos.,

2.° La suma de todos los dngulos diedros consecuti=

vos formades alred:dor de una recta, es igual & cuatro
dangulos diedros rectos,
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3.° Los cuatro dngulos que forma un plano con otro
al cual es perpendicular, son rectos,

4.2 Todo dngulo dicdro es menor que dos dngulos
diedyos rectos.

5.2 Los planos bisectores de dos dngulos diedros
adyacentes son perpendiculares. Se demuestran como
sus andlogos.

220. Los dugulos diedros opuestos por la arista son
iguales. (Véase el «im, 21).

Cororario.  Los planos bisectores de dos diedros
opuestos por la arista forman un solo plano.

221, Angulo plano correspondiente ¢ un diedro es el
formado por dos perpendiculares & la arista en uno de
sus puntos, una en cada cara.

222. 87 dos dngulos diedros son iguales, sus dangulos
planos correspondientes tambrén lo son.

FIGA24.
M

Pues colocando ¢l diedro D N EF sobreel AMB C
de modo que coincidan, y que el punto E caiga sobre B,
EF y DE coincidiran con B A y B C.

Cororarios. 1.% Dos dngulos diedros son divectamente
Proporcionales d sus angulos planos correspondientes.

Pues del teorema anterior se deduce que, si un diedro
es doble de otro, su dngulo plano correspondiente serd
doble del de este otro.

2.0  Un dngulo diedro tiene por medida su dngulo plano

correspondiente.

Pues sillamamos D 4 un diedro, A & su dngulo plano
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correspondiente,  al diedro unidad y 4 4 su dngulo plano

D A ;
correspondiente, tendremos = . Es decir, la me-
i

dida del diedro es la razdn de los dngulos planos A y a;
pero si convenimos en tomar como unidad de diedros
el diedro, cuyo dngulo plano es la unidad, resultard
% = A, conforme al enunciado.

223. El plano bisector de un dngulo diedro es el
lugar geométrico de los puntos interiores al dugulo y equi-
distantes de sus caras. Como su andlogo (26, cor. 2.°%)

224. i d dos planos paralelos corta un plano secante:
1.0 Los dngulos diedros alternos son'iguales. 2.° Los
dngulos diedros correspondientes soniguales. 3.° Los dn-
gulos diedros internos del mismo lado del plano secante son
suplementarios. Por razones andlogas 4 las del nim. 31y
siguientes.

225. 8¢ por un punto de la arista ae un diedro se
trazan perpendiculares d sus caras, situadas respectiva-
mente del lado de la cara opuesta, el dngulo de estas per-
pendiculares es suplemento del dngulo plano del diedro.

En efecto, las perpendiculares AE, AC,ADy AF
a la arista A B estdn en un plano (193, cor.), luego

EAF=EAC4+CAD+4DAF;
pero EAD+4+ CAF =2R ésea
EAC4+CAD+CAD4+DAF=2R,
por consiguiente, EAF 4+ CAD —2R.

FI6125;
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Cororario, 8% desde el interior de un dngulo diedro
se bajan perpendiculares @ sus caras, el dngulo de dichas
perpendiculares es suplemento del diedro, Pues ese angulo
serd igualal EA F (34).

==l I,
PLANOS PERPENDICULARES.

226. St dos planos son perpendiculares y en uno de
ellos se trasa una perpendicular & la interseccion de ambes,
serd también perpendirular al otro plann,

FIG426.. A/|Q

En efecto, trazando en Bla C D perpendicular 4 P B,
el dangulo A BC = A B D por correspondientes de die-
dros rectos; luego A B es perpendiculard CD, y como lo
era ya d P B, lo serd al plano M N.

Reciproco. 8% dos planos son perpendiculares y en un
punto de la interseccion se levanta una perpendicular al
uno, esta perpendicular estard contenida en el otvo.

En efecto, si por el punto B levanto una perpendicu-
lar en el plano (), d1a P B, serd perpendicular al plano
M N, segin el teorema directo; y como en el punto B no
hay mids que una perpendicular al plano M N, esta
perpendicular y la primera son una sola,

Cororarto.  Fl luzar geométrico de todas las perpen-
diculares @ un plano lev sutadas por los puntos de una
recta situada en él, es el plano pevpendicular al primero
que pasa por esta recta,

\ 227, 8% una recta es pevpendicular a un plano, todo
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plano gue pase por esta recta, es perpendicular al pri-
mera.

En efecto, trazando (fig. 126) en el plano M N la C B
perpendicular 4 P B, el dngulo A B C serd recto y por
tanto el diedroM P B Q también lo serd.

228, 8% dos planos son perpendiculares & un tercero,
la interseccion de los dosprimeros serd perpendicular tant-
bién al tercero. ;

En efecto, si por un punto de esa interseccién trazo
una perpendicular al tercer plano, esa perpendicular ten-
dra que estar contenida en los dos primeros (226 recip.),
luego es su interseccidn,

229. Una recta oblicua 6 paralela dun plano deter-
miina otro plano perpendicular al primero.

En efecto, trazando por uno de sus puntos una per-
pendicular al plano, el plano de esas dos rectas serd per-
pendicular 4 dicho plano (227).

Ademds, no puede pasar otro, porque la interseccién
de los dos serfa perpendicular al plano (228), contra lo su-
puesto,

230. Vertical de un punto, es la direccién que tiene
en ese punto la gravedad. I.os puntos en que la vertical,
prolongada en ambos sentidos, encuentra a la esfera ce-
leste se laman aénit y nadiy de ese punto.

lano i"(,’?'.ffr}:.'u’; es todo plano que pasa por una ver-

tical,

Plano korizontal es el plano perpendicular 4 la vertical.
De doade se infiere que por un punto puedan pasar
ttos planos verticales, pero solamente uno horizontal,

alelas, lo:

ama recia Neormionted, toda recta situada ‘en un
plano horizontal.
Lucgo por un punto solo pasa una vertical; Pere puc-
den pasar infinitas horizontales,
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Toda vertical es perpendicular 4 la horizontal; pero la
perpendicular 4 la horizontal puede muy bien no ser ver-
tical,

Los planos y lineas horizontales se determinan por
medio de niveles.

231, Las rectas y planos no horizontales ni verticales,
se dicen inclinados al horizonte.

La inclinacion de una recta al hovisonte es el dngulo
que forma con el plano horizontal, que viene medido por
el que forma dicha recta con su proyeccién horizontal.

La inclinacion de un plano al lorizonte es el dngulo
diedro que forma con el plano horizontal,

Todas las rectas horizontales de un plano inclinado
son paralelas, pues son intersecciones de dicho plano con
planos horizontales.

232. Linea de mdxima pendiente de un plano inclina-
do, es la recta situada en ese plano y perpendicular 4 una
horizontal del mismo.

De donde se deduce que, en el mismo plano, todas las
lineas de mdxima pendiente son paralelas.

Un plano queda determinado por su linea de mixima
pendiente. Pues conocida esta, se conoce la horizontal
perpendicular 4 la misma,

o e g g

ANGULDS POLIEDROS.

233, Sellama dugulo poliedro 6 dngnlo sélido la reu-
widn de tres 6 mds dngulos planos que tienen un vértice
comun y ¢ada dos de ellos un lado comun,

Estos dngulos planos se laman caras del poliedro; sus
ladas eristas y el vértice comun vértice del poliedro.,

iR
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Se llama dugnlo triedro el poliedro que consta de tres
caras.

Un dngulo poliedro se designa con la letra del vértice
seguida de una de cada arista. Si estd, solo puede desig-
narse con la del vértice.

Angulo poliedro convéxo es el que, cortando sus caras
por un plano, nos da de interseccién un poligono convexo.
Aqui solo se trata de dngulos poliedros convexos.
234. Una cara cualquiera de un dngulo triedro, s
menor que la sumea de las otras dos, y mayor que su dife-

rencia.

Digoque ATC<ATB+4 BTC.

@ T .F/G_.‘I2.Z

Trazo T D, en el plano A T C, que forme con A T
ATD=ATB ylarecta A C; tomoTB =T Dy uno
los puntos A, By C. El tridngulo A TD = A T B, nos
diAB=AD;y como AB+4 BC = A (C, tendremos

BC =D'C,
Los tridngulos BT Cy D T C, que tienen dos lados

respectivamente iguales y el tercero D C < B C, nos dan
DTC<BTC. Anadiendo 4 ambos miembros los angu-
losiguales AT D y AT Bresulta porfin, ATD4DTC
6seca ATC<BTC 4 AT B.

De esta propiedad se deduce inmediatamente
ATE—_BTC< A TB,

Corovario,  Una cara de un dngulo poliedro esmenor
que la suma de todas las demds,
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Se demostraria descomponiéndole en triedros.
235. La suma de todas las caras de un dngulo polie-
dro es menor que cuatro veclos.

Sea P el dngulo poliedro: digo que

APB4+BPCH+CPD4DPE 4+ EPA<4R.
F16.128;

Tracemos un plano que corte 4 todas las aristas y nos
resultard el poligono A B C D E,

Uniendo los vértices del poligono con un punto inte-
rior O, resultardn tantos triangulos con vértice en 0, como
con vértice en P.

Pero sabemos que PBA +PBC > A B C (234); ¥
lo mismo sucede en los demas triedros formados en los
vértices del poligono, luego la suma de los dngulos en la
base de los triangulos en Pes mayor que la suma de los
dngulos en la base de los triangulos en O, por consiguien-
te, la suma de los dngulos en P es menor que la de los
angulos en O, que es cuatro rectos,

236. Se laman triedros suplementarios aquellos que
tienen los diedros del uno, suplementos de los dngulos pla-
nos del otro.

Dicho se estd, que un diedro es suplemento de un dngu-
lo plano, cuando lo es de su dngulo plano correspondiente.,

237. Atodo dnrgulo triedro corvesponde otro dngulo
triedro suplementario.

Sea T A B C un triedro. Trazo por T las perpendicu-
lares T A’, T B!, T.C*4 las caras TB C, TA'C yTA B.
Los dngulos planos A' T B, B' TC'y C' T A’ serdn su-
plementos (225) de los diedros TC, T A y T B.



Ademis, por ser T A’ perpendicular al plano T B C
sera perpendicular 4 TBy T C, y por la misma razén
T B'serd perpendiculard TAy TC,y TC'4TAyTB.

Luego T A es perpendicular 4 TB' y T C' y, por tan-
to,a TB'C; TB lo serda d T A'C' porserlod TA"y
TC;yTC4ATA'B,porserlod T A’y T B’; por consi-
guiente los dngulos planos del triedro T A B C serdn tam-
bién (225) suplementos de los diedros del triedro TA'B" C',

Es decir, que los dos triedros son suplementarios.

238. Lasuma de los dngulos diedros de un triedro es
mayor que Qos reclas y menor que seis.

Sea T un dngulo triedro y llamemos A, B y C 4 sus
dngulos diedros.

Sea ¢ el triedro suplementario y @, & y ¢ sus dngulos
planos,

Tendremos,

A+a=2R; B+5b=2R; C+ ¢ =2R;
de donde
A+4B4+C+a+5+4+¢=6R 6 A4+B4+C=6R—(a+b4c)
perocomo @ 4+ & 4+ ¢ < 4 R (235), resultard:

<6R
A—!—B-]—C}gR

239. Siwun dngulo tricdro tiene dos dugulos diedros
sguales, sus caras opuestas son tambiéu iguales.

Seca el triedro T ABC (fig. 130) en que suponemos
TA=TC,digoquuBTC=BT A.

En efecto, prolongo las aristas en sentido contrario al
suyo y resultard el triedro T A" B' C',
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FlGA430,
w8

Tendremos T A — T A' (220) y como, por hipotesis,
TA=TQC,resulta TC = TA'. Por la misma razon
3 e e I S

Doblando la figura de modoque T A' y T C' coinci-
dancon TAy T C, puestoque AT C= A'T C, ten-
dremos que, por ser iguales los diedros T A’ y T C'4 los
TAyTC, laarista T 3’ caerd sobre T B, luego los dos
triedros son iguales, y por tanto, ATB = C' T B/, pero
C'TB =BT C, por consiguiente AT B=BT C.

240. St wun dngulo triedro tiene dos dngulos dicdros
desiguales, al mayor diedro se opone mayor dgigulo plano.

DigoquesiT A > T C, también BTC =BT A,

En efecto, por la arista T A hago pasar un plano que
forme conel AT C un diedro C T A D igual al diedro T C.
Sea T D la interseccidn de este plano conel BT C.
Eltriedro TAD C nos dd (239), ATD=DT C.

Peroenel T A BD tenemos
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ATD -4+ BTD>ATRB (234);
dedonde DTC 4+ BTD 6sea BTC 4 AT B.
Reciprocos. 1. 8% un dugulo triedro ticne deos caras
iguales, sus dngulos diedros opuestos son iguales,
29 Siun dugulo triedro tiene dos caras desiguales, é
la mayor se opore mayor angulo Wiedro.

-2 <3 1l v 1 8

IGUALDAD Y SIMETRIA DE TRIEDROS.

241, Dos dngulos triedros son iguales, cuando tienen
un dngulo plavo, y los dos diedros adyacentes respectiva-
mente iguales é igualmente dispuestos.

Digo que si TA=TATC=T'C;y ATC=
— A’ T’ C’; los triedros T y T' serdn iguales.

FIGASZ.

7

En efecto, coloco el T'sobre el T, de modo que las
caras iguales AT Cy A’ T' C’ coincidan.

Por ser el diedro T A =T"'A’, el plano T" A’ B' cae-
rd sobre el T A B, y por ser T C = T' C/, el plano B'T'C’
caerd sobre el B T C; luego la arista T' B' interseccion de
los dos primeros tendrd que caer sobre la T B intersec-
cién de los otros dos.

242. Dos dngulos triedros son iguales, cuando tienen
dos dngulos planos respectivamonte iguales ¢ igualmente
dispuestos, y el dugulo diedro comprendido igual.

Digo que si ATE=A"T'B,BTC=BT'C, y

T:
2 ot
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el diedro BT = B’ T’, los dos dngulos triedros T y T'
son iguales,

En efecto, coloco el triedro T' sobre T, de modo que
coincidan las aristas T' B" y T B. Laigualdad de los
diedros B T y B"T" hard que tengan que coincidir las
caras " A'B'y T'B' C' conlasTABy T B C, ycomo
los angulos planos son iguales, las aristas T"A' y T' C
coincidirdn conlas T A y T C. Los dos triedros han coin-
cidido, luego son iguales.

243. Dos angulos triedros son iguales, cuando tienen
sus tres dugunlos planos respectivamente iguales é iguale
mente dispuestos.

Para demostrarlo tomemos en las aristas de los dos
dngulos triedros distanciasiguales TA =TB=TC =
T A =T B'=T'C, yunamos los puntos A,By C y
los A, B'y C'. Tracemos finalmente, las perpendicula-
resTOyT O'dlosplanos ABCy A'B' C'.

Los puntos O y O equidistardn de A, B,C y de
A', B, €', (195, rec. 2.%).

Los tridangulos TAB y A'B'T, TBC y T'B' C,
TACy T A'C, son iguales (93); luego los ABC y
A’ B' €' también lo serdn (92).

Si, pues, colocamos el triedro T° A" B"'C’ sobre el
T A B C de modo que coincidan A'B'C' y ABC, el
punto O caerd en Oy O T"en’'O T (194), y como la
igualdad de los tridngulos rectingulos (03, 1.°) AT O y
A'T'O' nos di TO = T'Q', el punto T’ caerd en T.
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Han coincidido los puntos T, A, By C'conlas T, A, B
y C; luego han coincidido todas las aristas, y por tanto,
los dos triedros, que son por consiguiente iguales,

244. Deos dugnlos triedros son iguales cuando tienen
iguales sus tres dngulos diedros é igualmente dispuestos.

Pues en este caso, trazando sus triedros suplementa-
rios, tendrdn sus tres caras iguales y, por tanto, serdn
iguales. Siendo iguales, tendrdn sus dngulos diedros igua-
les, luego los dngulos planos de los triedos propuestos
son iguales.

245. A estos cuatro casos de iguzldad, corresponden
otros cuatro casos de simetria, cuando los elementos es-
tdn diversamente dispuestos,

La demostracién queda reducida 4 trazar el triedro si-
métrico de uno de ellos, que resultard igual al otro.

246, Dos dugunlos triedros simétricos tienen ignales
todos sus elementos, pero no pueden coincidir en gexeral.

En efecto, los dos triedros TABC y T'A'B'C!
tienen sus dngulos planos ignales por opuestos por el
vértice, y sus diedros también iguales por opuestos por
fa arista,

Para ver que no pueden coincidir, coloquemos el
triedro T A'B’ C'sobre T A B C, de modo que la arista
T C' caiga sobre T A, en cuyo caso T A' caerd sobre
T C, por la igualdad de los dngulos A’ T C' y A TC. En
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este caso la arista T B' caerd del mismo lado del plano
T A Cquela T B, perolos diedros T A"y TC no coin-
cidirdn, puestoque T A'=T A, y T A y T C, serdn des-
iguales en general,

Por razén idéntica no pueden coincidir T C' y T A;
luego los triedros no coinciden.

Si ahora colocamos el triedro T A'B' C' sobre TA B C
de modo que laarista T C caiga sobre T C, yla T A’
sobre T A, la arista T B' caerd 4 distinto lado del plano
T A Cquela T B, luego tampoco pueden coincidir los
dos triedros.

247. En el caso en queeldiedro TC =T A, el
triedro simétrico T A'B’ C’ coincidird con el TA B C,
segun hemos visto (239),

== ITLI=Z.

PROBLEMAS SOBRE RECTAS Y PLANOS.

248. 1. Por un punto dade en un plano, trazar la
perpendicular d este plano.

Coléquense dos escuadras unidas por uno de los ca-
tetos, de modo que el vértice del dngulo recto coincida
con el puato dado, y que los ofros dos catetos se apo-
yen en el plano. El cateto comtin serd la perpendicular
pedida (194).

1. Por un punto dade fuera de un plano, trasar la
perpendicular d este plano.

Desde el punto dado y conuna distancia fija, mdr-
quense tres puntos en el plano, hallese el centro de la
circunferencia que pasa por ‘esos tres puntos, y ese scrd
el pie de la perpendicular pedida (196).

I,  Por un punto dade en una reola, trasar ¢l plano
pevpendicular d esta recla.

10
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Tricense en ese punto, en dos planos distintos que
pasen por la recta, dos perpendiculares 4 la misma recta,
El plano de estas dos perpendiculares es el pedido (194).

IV. Porun punto dado fuera de ine vecta, trasar el
plano perpendicular & esta recta.

En el plano determinado por la recta y el punto, y
desde ese punto, se traza una perpendicular 4 la reeta
dada. Desde el pie de esta perpendicular, se traza otra
a la misma recta, y el plano de las dos perpendiculares
es el pedido,

V. Por un punto cualguiere del espacie, trasar la
paralela @ una recta dada.

En el plano determinado por la recta y el punto, y
por el punto dado, se traza la paralela pedida.

VL. Por un punto dade fuere de un plano, trazar una
paralela al plano.

Bajando desde ese punto uga perpendicular al plano,
y por el mismo una perpendicular 4 la primera, tendre-
mos la paralzla pedida.

VIL. Por un punto exterior ¢ un plane, trasar otro
plane paralelo al primero.

Se resueclve por una construccion andloga 4 la an-
rior.

VIII, Medir el dngulo de una recta con un plano.

Basta proyectar la recta sobre el plano, y medir el
angulo de las dos rectas,

IX. Por una recta cualquiera hacer pasar un plano
perpendicular & otro dado.

Por un punto de esarecta se traza una perpendicular

al plano, y el plano determinado por las dos rectas serd
el pedido.
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SUPERFICIES CONICAS DE REVOLUCION.

249. Entre las diversas superficies curvas, las tinicas
de cuyo estudio hemos de ocuparnos, son las de revo-
lucion.

Superficie de revolucion es la engendrada por la rota-
cion de una linea alrededor de una recta fija, que toma el
nombre de ¢/, 4la que estd invariablemente unida.

Su caracter distintivo es el que todo plano perpendi-
cular al eje da por interssccidn una circunferencia, que
se llama paralelo; asi como todos los planos que pasan
por el eje dan intersecciones iguales, que se llaman ze-
ridianos,

Las primeras se llaman secciones rectas; las segundas
secciones meridianas de la superficie de revolucidn.

Las superficies de revolucién se dividen en cdwicas,
cilindricas 'y esféricas, segin que el meridiano es una
recta que corta al eje, es paralela al eje, 6 es una circun-
ferencia de circulo cuyo centro estd en el eje.

250, Segin lo expuesto, superficie conica de revolu-
cion es la engendrada por una recta que gira alrededor
de un eje fijo, al que encuentra en un punto.

Angulo conico es el dngulo constante que forma la
generatriz con el eje.

251, Toda seccion recia de la superficie conica es una
circunferencia de circulo cuyo centro estd en el eje.
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Sea A OB la seccién recta; tomemos en ella varios
puntos A, C, B, por ejemplo; unamos estos puntos con
0. Las rectas O A, O (0 y O B serdn perpendiculares al
eje, por estar en el p'ano A (0 B; y los tridngulos rectdn-
gulosS O A, SOB y SO son iguales, luego OA=
— ()'B = O C, conforme al enunciado.

Cororario. Las secciones vectas de una superficie co=
nica son proporcionales d sus distancias al vérvtice.

Pues sabemos que las circunferencias son proporcio-
nales 4 sus radios

OB S0
YoE = )

252.  Dos superficies conicas de revolucion, cuyos di-
gulos cdnicos son iguales, son superponibles.

Pues colocando una sobre otra de modo que coinci-
dan sus ejes y vértices, las generatrices coincidirdan tam-
bién, luego las dos superficies coinciden.

Cororario. El lugar geométrico de las vectas que
pasan por un punto de una recta, y forman con ella un
dngulo constante, es la superficie conica que tiene por vér-
tice, eje y dugulo conico el prnto, la recta y el dngulo
dados.

253. Todo plano secante & una superficie conica de
revolucion que pasa por el vértice, la corta en dos gene-
rarrices.

Pues ese plano cortard 4 la seccidn recta, sin lo que
no cortarfa d la superficie cénica. No la puede cortar
en tres puntos, pues se confundiria con ella, luego la
corta en dos; y trazando las generatrices que pasan por
estos dos puntos, estardn en la superficie cénica y en el
plano secante, por tener cada una dos puntos en él,
luego son las intersecciones de ambas superficies.

Corovario. La seccion meridiana de una superficie
conica estd constituida por dos gencratrices opuestas, cuyo
dngulo es duplo del dngula conico.
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254. Se lama plano tangente 4 la "superficie conica
de revolucidn, el que solo tienc una generatriz comun con
la superficie cénica,

255. Bl planoe tangente d la superficie canica en une de
SUS puntos, estd delerminado por la generatris que pasa por
dicho punio, y por la tangente ¢ la_seccion recta trazada
por el mismo punto.

Pues esta tangente no tiene comun con la superficie
conica mds que el punto de contacto, luego el plano no
tendrd con la superficie cénica mds que la generatriz que
pasa por dicho punto.

256. KBl desarvollo sobre un plano de la superficie co-
nica de revolucion comprendida entre el vértice y una sec-
cion recta, es un secbor civcular, cuye rvadio es la longitud
de la generatris comprendida entre el vértice y dicka sec-
cion, y cuye arco es igual en longitud ¢ la misma seccion.

En efecto, colocando la superficie cénica de modo que
su generatriz S B se apoye en el plano y haciéndola rodar
hasta que la misma generatriz vuelva a colocarse en el
plano, como todos los puntos de la seccion recta equidis-
tan del vértice, irdn constituyendo un arco de circulo B B,
que serd igual en longitud a la circunferencia de la seccién
recta, y cuyo radio es evidentemente S B,
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SUPERFICIES CILINDRICAS DE REVOLUCION.

287. Superficie cilindrica de revolucion es la engen-
drada por una recta que gira alrededor de un eje fijo pa-
ralelo 4 la misma.

258. Tloda seccion recta de la superficie cilindrica es
una civcunferencia de circulo, cuyo centro estd en el eje.

FIG. 137,

Sea A C B una seccién recta; tomemos en ella tres
puntos cualesquiera A, B, C; unamos estos puntos con O.
Las rectas O A, O B, O C, serdn perpendiculares al eje
O Q, por estar en el plano de la seccion recta; por la mis-
ma razén son perpendiculares 4 las generatrices D A, F C
y E B; y como estas equidistan del eje, resulta

OA=0B=0[.

Luego A C B es una curva plana, cuyos puntos equi-
distan de O, conforme al enunciado,

Cororario. En la superficie cilindrica de revolucion,
todas las secciones rectas son iguales.

Pues son circunferencias de igual radio,

259. Dos superficies cilindricas de vevolucion de igual
vadio son superponibles.
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En efecto, colecindolas de modo que sus ejes coinci-
dan, todas las generatrices coincidirdn, puesto que equi-
distan del eje, luego las superficies coinciden.

Corovarto.  El lugar geométrico de los puntos del es-
pacio equidistantes de una vecta fija, es la superficie cilin-
drica de revolucion, cuyo eje es la recta fija, y cuyo radio es
esa distancia.

260, [Tode plano secante a una superficie cilindrica de
revolucion, paralelo al efe, le corta en dos generatrices.

Pues ese plano cortara 4 la seccidn recta, sin lo que no
cortarfa 4 la superficie cilindrica. No le puede cortar en
tres puntos, pues se confundiria con ella, luego la corta
en dos; y si por esos dos puntos se trazan paralelas al eje,
estardn en la superficie cilindrica y en el plano secante
(204), lucgo son las intersecciones de ambas superficies.

Cororario. La secceor meridiana de una superficie
cilindrica de revolucion ests constituida por dos genevatri-
ces opuestas.

261, Se llama plano fangente d la superficie cilindrica
de revolucidn, el que solo tiene una generatriz comun con
la superficie cilindrica.

262. Elplano tangente 4 la superficie cilindrica de
vevolucion en uno de sus puntos, esté determinade por la
genevatris que pasa por dicho punto, y por la tangente d
la seccion recla trasade por el wmismo punto.,

Pues esta tangente no tiene comun con la superficie
cilindrica mads que el punto de contacto, luego el plano no
tendrd comun cen la superficie cilindrica mds que la gene-~
ratriz que pasa por dicho punto,

263. Ll desarvollo sobreun plane de la superficte ci-
lindrica de revolucion, comprerdida entre dos secciones
rectas, es un rectdngulo. cuya altura es le distancia entre
las dos secciones, y la base es igual en longitud & la circun-
Jerencia de la seceion recta.

Pues colocando la superficie cilindrica de modo que
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una de sus generatrices se apoye en el plano, y haciéndo-
la rodar sobre el plano, hasta que la misma generatriz
vuelva i colocarse sobre dicho plano, como todas las ge=
neratrices son perpendiculares d la seccién recta ¢ iguales
en longitud, sus extremos formardan dos rectas perpendi-
culares d dichas generatrices, é iguales en longitud 4 la
circunferencia de la seccidn recta.

ILIT.

SUPERFICIE ESFERICA.

264. Superficie esférica es la engendrada por una
semi-circunferencia que giva alrededor de su didmetro.

El cuerpo limitado por la superficie esférica, recibe el
nombre de esfera.

Centro de la superficie esférica, es el centro de la semi-
circunferencia generatriz.

Radio es la recta que une el centro con un ‘punto de la
superficie esférica.

Didmetro, es la recta que, pasando por el centro, ter-
mina en la superficie esférica.

De aqui se infiere que los radios y didmetros de la su-
perficie estérica, son los mismos radios y didmetros de la
semi-circunferencia generatriz en sus distintas posiciones,
y les son aplicables cuanto hemos dicho (47).

265. Teda seccion plana de'la superficic esférica es
una circunfe pencia de circitlo.

En efecto, la seccidn es una curva plana por estar si-
tuada en el plano secante, y como todos sus puntos son
puntos de la superficie esférica equidistan del centro de
esta superficie, luego (196) dicha seccién es una circunfe-
rencia de circulo,

Iiscoro.  Siel plano secante pasa por el centro de la.
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esfera, la seccidn plana serd una circunferencia cuyo cen.
tro serdel de la esfera, y su radio el de ésta y recibe el
nombre de cireunferencia mdxima,

Si el plano secante no pasa por el centro de la esfera,
la seccién plana serd una circunferencia, cuyo centro Q
sera la proyeccion del centro O de la esfera sobre el plano
secante y se llama circunferencia menor.

Trazando los radios Q » y O », se formard el tridn-
gulo rectdngulo O Q) 7, cuya hipotenusa o » es el radio de
la superficie esférica, el cateto ) r el radio de la seccidn
plana, y el otro cateto O Q) esla distancia al centro del
plano secante. Si pues los representamos respectivamente
por R, »y &, tendremos R* = »* + &°. Igualdad que nos
dice:

1.°  Que dos circulos menores equidistantes del centro
de la esfera, son iguales,

Puesde R*= #* + &* yR* —=#»" }-d* se deduce r=¢',

2.2 De dos circulos menorves designales, el mayor
dista menos del centro de la superficie esférica.

Puesde R* =" 4 &* y R* = »'* 4 &% se deduce
4 4 =" 4 d' ysir >, serid < d',

Corovrartos. 1"  Dos puntes de la superficie esférvica
determinan una civcunferencia mdpima,

Pues la circunferencia ha de pasar ademds por el cen-
tro de la superficie esférica.

2.2 Dos circunferencias mdyimas se covian milun-
mente cn pariles tguales.

20
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Pues la interseccidn de sus planos es una recta que
pasa por ¢l centro de la superficie esférica.

3.°  Una recta no puede cortar a una superficie esfé-
vica mds que en dos puntos.

Pues el plano que pasa por la recta y el centro de la
superficie esférica, corta 4 ésta segtin una circunferencia
mdxima, que no puede ser cortado por larecta mds que
en dos puntos.

4.° Las circunferencias mdyimas dividen d la esfera
en dos partes iguales, llamadas hemisferios.

Pues superpuestas coincidirdn forzosamente.

266. FPolos de una circunferencia son los extremos
del didmetro perpendicular 4 su plano,

De donde se infiece que los centros de la esfera y de
la circunferencia y los polos de €sta, estaran todos en el
mismo didmetro perpendicular,

267. En la superficie esférica, todos los puntos de una
circunferencia equidistan de sus polos.

Pues las distancias de P 6 P* a los puntos de la circun-
ferencia C D, son oblicuas que se apartan igualmente del
pie de la perpendicular,

CoroLario. £ la circunferencia wmixima, todos sus
puntos equidistan de los dos polos. (197, cor. 2.°)

Escouto. Sellama distancia polar la distancia recti-
linea de los puntos de una circunferencia d su polo,

Radio esférico de una circunferencia es la longitud
del arco de circunferencia maxima comprendido entre la
misma circunferencia y su polo.

268. Se llama dngulo de dos curvas que se cortan
el dangulo formado porlas tangeates a dichas curvas en
dicho punto.

Angulo estérice es el dngulo de dos arcos de circun-
ferencia mdxima de la misma esfera. Este dngulo, el de
sus tangentes y cl dngulo diedro que forman los planos
de los dos arcos, son iguales.
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269. ZEl dngulo de dos arcos de civcunferencia mds
xima tiene poy medida el arce de civcunferencia mdxima
comprendido entre sus lados y descripto desde sw polo
como vértice.

Pues el 4ngulo R P B tiene la misma medida que el
diedro formado por los planos OFP R y O P B, y este
diedro viene medido por su dngulo correspondiente
R O B.

270. T'odo plano perpendicular al radio de la super-
ficie esferica en su extremo, es tangente d la superficie.

Se demuestra como su andlogo (66),

Recivroco. El plano tangente ¢ la superficie esférica
es perpendicular al radio trazade al punto de contacto.
(66, recip.)

271, Cuatre puntos no situados en un plano determi-
nan una superficte esférica.

Es decir, gqne por cuatro puntos no situados en un pla-
no, puede pasar una superficie esférica, pero solamente
una,

Sean los cuatro puntos A, B, C y D, que no estdn si-
tuados en el mismo plano.

El lugar geemétrico de los puntos equidistantes de A
By D (196) es la perpendicular levantada al plano A B D,
en el centro del circulo circunseripto al triangulo A B D,
Por idéntica razén, la perpendicular ¢ O levantada al pla-
no B C D, en el centro del circulo circunscripto al tridn-
gulo B C D, es el lugar geométrico de los puntos equidis-
tantes de B, C y D. Pero por equidistar ambas perpendi-
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culares de B y D, tendrin que hallarse en el plano per-
pendicular 4 D E en su punto medio E (179, cor, 2.%); lue-
go las dos perpendiculares estin en un mismo plano, y
como ademds este plano corte al plano A B Dsegun E
y al plano B C D segun E ¢, que sc cortan en E, sus per-
pendiculares respectivas también se cortardn; y el punto
O de encuentro equidistard de A, B, C, D.

Ademis otra superficie esférica tendrd que tener, segun
lo expuesto, su centro en O; y teniendo el mismo centro y
el mismo radio se confunde con la primera.

7 o s
TRIANGULOS ESFERICOS.

272, Se llama poligono esférico la porcion de super-
ficie esférica comprendida entre varios arcos de circulo
maximo.

Las definiciones de lados, angulos, vértices, diagona-
les, contorno y perimetro, son andlogas 4 las ya conoci-
das (125). '

Uniendo los vértices de un poligono esférico con el
centro de la esfera, se formard en este un dngulo sélido,
que se llama correspondiente al poligono esférico, porque
sus angulos planos, tienen por medidas los lados de di-
cho poligono, y sus dngulos diedros los dngulos esféricos
del mismo.

De aqui que todas las prapiedades demostradas para
los dngulos poliedros sean aplicables 4 los tridngulos esfé-
ricos, con solo reemplazar las palabras cara y dugulo die-
dro, por lade y dugulo esférico.

273.  El poligono esférico mds sencillo es el ¢ridngulo
esférico, que es la porcién de superficie esférica compren-
dida por tres arcos de circunferencia mdxima, que deberdn
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ser menores que media circunferencia para que el tridngulo
sea convexo.

Los tridngulos esféricos se clasifican lo mismo que los
rectilineos.

Uniendo los tres vértices del tridngulo esférico con el
centro de la esfera, resultard el #riedro correspondiente al
tridngulo,

Las propiedades demostradas para los triedros son
aplicables 4 los tridngulos esféricos, con las solas varia-
ciones ya indicadas para los poligonos.

274. Tridngulo polar de un tridngulo esférico es
aquél cuyos vértices son las polos respectivos de los
lados de este tridngulo, situados del mismo lado que sus
vértices opuestos.

De suerte que si P Q) R es el triangulo polar de ABC
P serd el polo de B ( situado del mismo lado que su
vértice opuesto A, Q serd el polo de A C, etc.

275. 8% un triangulo esférico es el tridngulo polar,
de otro, el segundo serd i su ves el polar del primero.

Digo quesi P Q R es polar de A B C, también AB C
serd polar de P Q R.

En efecto, por ser P Q R el tridngulo polar de
A B C, las distancias PB y P C, serdn cuadrantes, asf
como QA yOQ C, y RByR A. Pero siendo cuadrantes
P B y R B, resulta que B es el polo de P R; por serlo
PCy QC, resulta que Clo es de P Q; y siéndolo Q A y



— 168 —

R A, resulta A polo de Q R. Luego también los vértices
del tridngulo A B C son polos de los lados del P Q R.
Ademds por ser P ¢l polo de B O situado del lado del
vértice A, ladistancia P A es menor que un cuadrante,
luego A es el polo de Q) R situado del lado del vértice P.
Como lo mismo dirfamos de os otros dos, resulta que
con efecto A B O es el tridngulo polar de P () R,

Corovarios. 1.° Los triedros correspondientes d
tridngulos polaves son suplementarios.

Pues resulta P O perpendiculara OB y O C, y por
consiguiente al plano O B C; Q O perpendicular, por lo
mismo, al plano O AC; y R Oal O A B.

2.0  Los tridugulos esféricos polares son suplementa-
rios, puesto que lo son sus triedros correspondientes.

276. Lalinea mds corta que se puede trazar entre dos
puntos de la superficie esférica es el arco de civenlo mdéxi-
mo que los une, menor que media circunferevcia.

Digoque AB <A CB.

Tomo en la curva A C B, varios puntos y los uno por
medio de arcos de circunferencia maxima. Como un lado
de un poligono es menor que la suma de todos los demds,
(234, cor.) resultard AB < A C+4 CD + D B. Y toman-
do los puntos en la curva bastante préximos para que las
partes de curva A C,C D, etc. se confundan con los
arcos de circunferencia maxima A C, CD, etc., resultard,
por fin, AB< A C B,
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I .

PROBLEMAS RELATIVOS A
CURVAS.

LAS SUPERFICIES

277. L. T'rasar un plano tangente d una superficie
conica de revolucion por un punto dado.

Pueden suceder dos casos: 1.2 Que el punto dado esté
en la superficie cénica. 2.” Que sea exterior a la superfi-
cie.

En el primer caso, basta trazar la tangente 4 la sec-
cién recta en el punto dado que, con la generatriz que pasa
por el mismo punto, determinan el plano tangente (255).

En el segundo caso, se traza desde dicho punto la
seccion recta, y las dos tangentes 4 la misma, que con las
generatrices d los puntos de contacto, determinardn dos
planos tangentes.

Il. 2rasarun plano tangente & una superficie cilin-
drica de revolucion por un punto dado.

Pueden ocurrir los mismos dos casos que en el proble-
ma anterior y se resuelven de modo andlogo.

I, Hallar el centro de una esfera impenetrable.

Si con una distancia polar cualquiera trazo en la esfera
dada la circunferencia A B, y sefialando en ella tres puntos
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A, B, C, construyo el tridngulo @ & ¢, con los tres lados
AB, A CyBC, el centro ¢ de la circunferencia circuns=
cripta al tridngulo @ 4 ¢ nos dard 4 conocer el centro ¢ de
la A B C; y la perpendicular p p' al radio @ o' nos repre-
sentard en direccién el didmetro P P'; cuya magnitud que-
dara determinada, describiendo desde a, con el radio A P,
un arco que cortara en p dla pp', y trazando a p' per-
pendicular d a p.

IV. Trazar la circunferencia mdxima que pasa por
dos puntos dados en la supercie esférica.

Si obtenemos el polo de esta circunferencia, el pro-
blema estard resuelto; pero la distancia polar hade ser la
cuerda del cuadrante; luego bastard desde los puntos
dados, con un radio igual 4 la diagonal del cuadrado
construido sobre el radio de la esfera (167), trazar dos
arcos cuyo punto de encuentro serd el polo buscado.

V. Trazar por un punto dado en una superficie esféri-
ca, una circunferencia mdaxima que sea perpendicular d
otra circunferencia mdrima dada.

Si desde el punto dado como poloj con un radio
igual 4 la cuerda del cuadrante, se describe un arco, es
evidente que el punto en que corte a la circunferencia
dada serd el polo de la pedida,

VL. Hallar el polo de la circunferencia menor que
pasa por tres punlos dades en una superficie esférica.

Basta unir estos tres puntos por dos arcos de circunfe-
rencia maxima y trazar los arcos de circunferencia mdxi-
ma perpendiculares en sus puntos medios. El punto de
encuentro de estastiltimas serd el polo buscado,

oy
PIRAMIDES.

278, Se llama poliedro el cuerpo terminado por
planos.



— 161 —

Estos planos se llaman caras del poliedro. Vértices,
aristas, angulos diedros y dngulos planos de un poliedro
son los determinados por sus caras, Diagonal de un po-
liedro es la recta que une dos vértices no situados en la
misma cara. Plano diagonal es el que pasa por tres vér-
tices no situados en la wisma cara.

Los poliedros se clasifican por el nimero de sus caras
en felraedros, pentaedros, exaedros, octaedros, dodecae-
dros é icosaedros, segun tienen 4, 5, 6, 8, 12 é 20 caras.

279. Los poliedros se dividen en convexos y no con-
vexos, segun que su superficie puede ser cortada por una
recta en dos 6 mds puntos.

Los poliedros convexcs tienen todos sus dngulos die-
dros salientes y todas sus diagonales interiores.

Los no convexos tienen algun dngulo diedro entran-
te y alguna diagonal interior,

La Geometria elemental solo estudia los poliedros
CONvVexos.

280. Se llama pirdmide el poliedro cuyas caras son
un poligono cualquiera y varios tridngulos que tienen un
vértice comiin.

La cara poligonal se llama dase; las caras triangulares,
caras laterales, y ¢l vértice comun 4 las caras laterales,
vértice 6 cispide de la pirdmide. Altura es la distancia de
la base al vértice.

Las pirdmides se clasifican por el nimero de lados de
su base, que es el de sus caras laterales, y se dicen zrian-
gulares, enadrangulares, pentagonales, ete.

Los planos diagonales de la piramide estardn determi-
nados por el vértice y cada diagonal de la base, 6 por dos
aristas laterales de distinta cara.

281, Pirdmide regular es la que tiene por base un

poligono regular y el pie de la altura en el centro de su
base,

el
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En la pirdmide regular Ja altura toma ¢l nombre de
eje. .
Las caras laterales son tridngulos isdsceles iguales;
pues las bases son iguales por lados de poligono regular,
y los otros dos lados por oblicuas que se apartan igual-
mente del pie de la perpendicular. _

La altura de las caras laterales se llama apofema de
la piramide regular.

282. PBirdmide tr:incada 6 frowco de pivdmide, es la
porcion de pirdmide comprendida entre la base y un
plano que corte 4 todas las aristas laterales. Se llaman
bases los dos poligonos que la limitan.

La porcion comprendida entre el vértice y el plano
secante, se llama pirdmide deficiente.

283. 8% una pirdmide se corta por un plano paralelo
g la base:1.,° Divide ¢ las aristas laterales y é la altura
en partes proporcionales y 2.° La seccion resultante es se-
mejante d la base.

1.° Si por el vértice S suponemos trazade un plang
paralelo 4 la base de la piramide (211) tendremos,

SAL., L8R, . 8¢ S D SiE S

A e e W 7 S i T

2.% Siendo paralelos los dos planos ABCDEy
a b ¢de(209), los dos poligones tendran sus lados res-
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pectivamente paralelos y dirigidos en ¢l mismo sentido,
luego sus dngulos son respectivamente iguales,

Ademds, la semejanza de los tridngulosSAB y S a &,
SBCySég, etc., nos dd:
S o AB SA bla AE‘dcdondeH— AE
Sa ab’ Sa ae' a0 " el
Lo mismo se demostrarfa la proporcionalidad de los de-
miis lados, luego los dos poligonos son semrejantes.

Cororartos. 1.° En toda pirdmide, la base y toda
seccion pavalela d ella son directamente proporcionalés &
los cuadrados de sus distancias al vértice.

La semejanza de los poligonos nos dé (155),

ABCDE _ AB',

STERE . ab
L0 AR SB SOty
pero también S s asme g o,de donde
AB' _ 5B u ABCDE "S5
a_é:l - Sonfuego Géﬂ'dd’ —— S—'—oa .

2, Si dos pirdmides de la misma allura se cortan
por planos paralelos d& sus bases y equidistantes de ellas,
las secciones que resultan son directamente proporcionales
d las bases.

Pues llamando B y B 4 las bases de las dos pirdmi-
des; & y & 4 sus secciones paralelas; A y 4 4 las distancias
respectivas d los vértices de las piramides, tendremos

B VA A® B B

Piiciei il

3.2 Si dos pirdmides de bases equivalentes é igual
altura se cortan por planos paralelos ¢ las bases y equi-
distantes de ellas, las secciones que vesultan son equiva
lentes.

Pues en la igualdad anterior, si B = B § == &',



IGUALDAD DE TETRAEDROS.

284. De las definiciones expuestas (278) se deduce
que el tetraedro esuna pirdmide triangular, en la que
puede tomarse una cara cua'quiera como base, en cuyo
caso la altura serd la perpendicular bajada desde el vérti-
ce opuesto,

Es, por tanto, el poliedro mds sencillo, asi como el
tridngulo lo es respecto de los poligonos,

285, Dos tetraedros son iguales cuando tienen ires
caras vespectivamente iguales ¢ igualmente dispuestas.

Digoque’si T AB=T/B' AT A C=T A'C;y
T BC =T'B' C/, los dos tetraedros son iguales.

En efecto, los triedros T y T' son iguales (243), luego
colocindolos de modo que coincidan, los vértices A', B’ y
C’ coincidirdn con los A,B y C por la igualdad de las
caras; luego los dos tetraedros, cuyos cuatro vértices han
coincidido, son iguales.

280, Dos tetraedros son iguales cuando tienen dos
caras iguales é igualmente dispuestas é igual el dngulo
diedvo comprendido,

DigoquesiATB=A'T"B;ATC=A'T'C, y
AT = A"T, los tetraedros son iguales.

En efecto, coloco el diedro T'A' sobre el T A, de
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modo que T'y A' coincidan con Ty A. Los puntos
B" yC' caerdn sobre B y C, en virtud de la hipdtesis, y por
consiguiente los tetraedros son iguales,

287. Dos tetraedros son ignales cuando tienen una
cara igual adyacente @ tres diedros iguales é igualmente
dispuestos, .

Digo que si ATB= A"T'B, y los diedros
AT=A'T;TB=T B, y AB=A"B|, los tetraedros
son iguales. )

En efecto, colocando la cara A' T' B sobre su igual
AT B, las tres caras adyacentes coincidirdn, por la igual-

dad de los tres diedros, y por tanto el cuarto vértice C’
caerd en C.

s L

SEMEJANZA DE TETRAEDROS.

288. Se dice que dos poliedros son semejantes, cuan-
do tienen sus dngulos diedros respectivamente iguales é
igualmente dispuestos y sus caras semejantes.

Las caras, vértices y aristas de los diedros iguales en
dos poliedros semejantes, sc llaman caras, vértices y aris-
tas homologas,

La semejanza de las caras, lleva consigo la propor-
cionalidad entre las aristas homdlogas, que se llama #azdn
de semejansa,

289. Los poliedros regulares del mismo nimero de
caras son evidentemente semejantes.

290. St un totracdro se corta por un plane paralelo é
una de sus caras, el telraedro parcial que vesulta es seme-
jante al propuesto.

Digo que los tetraedros TABCy T A’ B' C' son
semejantes.



— 166 —

FIGA45,

Los diedros laterales T A y T A’ son uno mismo, lo
propioque TByTB,TCy T C\.

Los diedros de las bases son también iguales (224, 2.%);
luego los dos tetraedros tienen iguales todos sus dngulos
diedros,

Las caras laterales son semcjantes (99), lo mismd que
las bases (283) luego los tetraedros son semejantes.

291, Dos tetraedros son semejantes cuando tienen sus
caras vespectivamente semejantes y semejantemente dis-
puestas.

Sean los dos tetraedros TA B Cy 2 a b ¢, cuyas ca-
ras suponemos semejantes; dige que los dos tetraedros
son semejantes.

En efecto, tomando T A’ = 7 a, y trazando el plano
A' B' € pataleloal A B C, resultard el tetraedro T A' B’ C’
semejante al T A B C. Pero los dos tetraedros T A' B’ C’
y £a b ¢ son iguales (285), luego también el 2@ & ¢ serd
semejanteal T A B C,

292. Dos tetraedros son semejantes cuando tienen dos
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caras rvespectivamente semejantes y semejantemente dis.
puestas, é igual el dngulo diedro comprendido,

Se demuestra de modo andlogo al anterior,

203. Dos tetraedros son semejantes cuando tienen una
cara semejante adyacente d tres dngulos diedros iguales ¢
dgualmente dispuestos.

Se demuestra como los dos anteriores,

TN III.

PRISMAS.

——

204. Se llama pricma un poliedro cuyas caras son
dos peligonos paraleles € iguales y paralelégramos todas
las demds, )

Los dos poligonos paralelos € iguales se llaman bases
del prisma y los paralelogramos que forman las demas
caras, caras leterales.

Altura del prisma es la distancia entre sus bases.

Los prismas se clasilican por los poligonos de sus
bases en triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etc,

205. Prisma'recto es el que tiene las aristas laterales
perpendiculares d las bases. Las caras laterales son, por
tanto, rectdngulos y la arista lateral es igual & la altura.

296. Paralelepipedo es el prisma cuya base es un pa-
ralelégramo.

Paralelepipedo recto es el que tiene las aristas latera-
les perpendiculares 4 las bases.

El paralelepipedo se llama »ectangnlo cuando, ade-
mis de ser recto, tiene por base un rectangulo.

Cubo es el paralelepipedo rectingulo cuyas seis caras
son cuadrados, necesariamente iguales.

297. Dos prismas restos de igual base y altura son
iguales.
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. Pues colocdndolos de modo que coincidan sus bases
inferiores, las aristas laterales coincidirdn (194), y como
tienen igual altura, coincidirdn también sus extremos, que
son los vértices de las bases superiores.

208. Las caras opuestas del paralelepipedo son igua-
les y paralelas.
Voy 4 demostrar que ABGH=CDEF.

En efecto, AB=HG, y AH=ED; y HAB=
= ED.C (202); por consiguiente los paralelégramos
ABGHyCDEF, soniguales y paralelos.

Escorio. De aqui se deduce que pueden tomarse por
bases del paralelepipedo dos caras opuestas cualesquiera,

299. Las diagonales del paralelepipedo se cortan mi-
tuamente en partes iquales.

Las diagonales del paralelepipedo son A F, CH,D G
y BE. Ahora bien, siendo A B y E F iguales y paralelas,
¢l cuadrilitero A E I B serd un paralelégramo v sus dia-
gonales AF y B £ se cortardn mtuamente en partes
iguales,

Pero por ser A y CF paralelas € iguales, A HCF
es otro paraleldgramo, luego también A F y C H se cor-
tan en partes iguales; de donde se infiere que A F, BE y
C H cumplen las condiciones del enunciado; y lo mismo
se demuestra respecto de D G.
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Corovario.  Ln todo paralelepipedo rectdngula, el
cuadrado de una diagonal es ignal & la suma de los cuadra-
dos de las tres aristas concurrentes eit utt vértice. ;

Pues si el paralelepipedo considerado en el caso an-
terior fuera rectangulo, el tridngulo A E B nos darfa (106)

EB'=EA" "4 AB’;
luego
ﬁ2=mﬂ+mi+mi=ﬁ_ﬁi+ﬁ!+ﬁﬂ.

Escouio.  Fl punto donde se encuentran las cuatro
diagonales del paralelepipedo se llama cengro. Se demues-
tra ficilmente que toda recta que pasa por €l centro, y
termina en la superficie del paralelepipedo, queda dividi-
da en dicho punto en dos partes iguales,

299. Las secciones planas paralelas deun prisma son
poligonos iguales.

Pues sus lados son iguales por paralelas comprendidas
entre paralelas, y de esta propiedad se deduce que sus
angulos también son iguales.

300. Se llama seccion recta de un prisma oblicuo la
que determina un plano perpendicular @ las aristas la-
terales.

Del principio anterior se deduce que todas las seccio-
nes rectas de un prisma son iguales,

Prisma truncado 6 tronco de prisma es la porcidn de
prisma comprendida entre una base y una seccién plana
no paralela a la base.

A Lty

AREAS DE LAS PIRAMIDES,

3ol. Ya hemos dicho (145) lo que se entiende por
drea de una superficie y cual ey la unidad superficial, Se

0o
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comprende ficilmente que el drea de la superficie de un
poliedro se obtendrd sumando las dreas de sus caras; lo
que nos indica que este es un problema ya resuelto en
geometria plana,

Unicamente, pues, nos ocuparemos ahora de determi-
nat las dreas en algunos casos particulares que conducen
4 férmulas sencillas que abrevian el procedimiento or-
dinario.

Avrea lateral de una pirdmide 6 prisma es la suma de
las dreas de sus caras laterales. Por consiguiente, el drea
total se obtendra afiadiendo al drea lateral el drea de las
bases.

302. El drea lateral de una pirdmide vegulay es
igual dla mitad del producto de la apotema por el peri-
metro de la base.

Pues si llamamos & 4 la base y @ 4 la altura de uno de

) Nk 5§
los tridngulos laterales, su area serd = & a; y como to-

das las caras laterales son iguales, el drea lateral de la
piramide serd
1 I 1
?53)(:&:—;-3)(5:3_—_—;6 x‘p,

llamando p al perimetro de la base.

Corovario. Kl area total de una pirdmide regular es
igual & la mitad del producto del perimetro de su base por
la suma de las apolemas de la piramide y de su base,

: . I
Pues hemos visto que el drea lateral es =P X a,yel
3 I : Vsx
area de la base es (151) o £ X a, llamando &' 4 su apo-

tema; luego el drea total seri T{ ? (a4 a').

303. Ll drea lateral de una pirémide vegular trun-
cada de bases paralelas es igual al producto de la apotema
por la semii-suma de los perivietros de las bases.
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En efecto, llamando 4 y 4' 4 las bases de uno de los
trapecios laterales y « 4 su altura, su drea sera (150)
54 &
a X 3
les, por ser regular el tronco, el drea de éste serd:

a X 40 Xﬂ=axﬂ_¥.’i=gx.&:§_ﬁ,

2

y como todas las caras laterales son igua-

llamando p y g’ 4 los perimetros de sus bases.

304. La razon delas dreas de dos poliedros semejan-
tes es igual al cuadrado de la razion de semejanza de sus

caras homologas.
En efecto, llamando C, C', C"....... 4 las caras de un

poliedro, y ¢, ¢/, ¢" las homélogas del ofro, y Lylad
dos [ados homdlogos, tendremos,

I T BT T R (ol B

g e, T RO T
e c”
de donde _’E_ = e
¢ € ¢

y, per ultimo, (Arit. 165)
CH+C+C +... -4 C 5

P S L e T
CoroLario. La razoun de las dreas de dos pirdmides, &
de dos troncos de pirdmide semejantes, es el cuadrado de

la razon de semejanza.

il =f

AREAS DE LOS PRISMAS.

305, Eldrea lateral de un prisma es igual al produe-
to dlel pevimetro de su seccion vecta por su arista lateral.

En efecto, las alturas de las caras de un prisma son
los Jados de la seccién recta, de suerte que si los llamas
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mos a, @, @'....,; ¥ representamaos por 4, la arista lateral
del prisma, tendremos que las dreas de sus caras serdn
aX b, d Xb a' X b..; luego el drea del prisma serd
b(a+ o'+ a" + ......), conforme al enunciado.

Corotarios., 1.° Eldrea lateral del prisma recto es
ignal al producto del perimetro de su base por su altura.

Pues la-base es la seccion recta, y la altura es la aris-
ta lateral.

2.9 i drea total del prisma vecto es igual al perines
tro de su base por la suma de su altura y la apotema de
la base.

Pues sumando el drea lateral y la de la base obten-
dremos este resultado.

306. La razon de las dreas laterales de dos prismas
semejantes es el cuadrvado de la vazon de semejanza.

Pues hemos demostrado que es la razén de las dreas
de dos poliedros semejantes.

e a0l

EQUIVALENCIA DE LOS POLIEDROS.

307, Todo prisma oblicuo es equivalente d un prisma
reclo que tenga por base la seccion recta del primero y por
altura su arista lateral.

F16,148
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En efecto, sea el prisma oblicun A I'y a ¢ su scccidn
recta. Prolongo las aristas laterales del prisma y tomo en
su prolongacién @/ = A I, Hago ahora resbalar.el tron-
co de prisma A ¢ 4 lo largo de la arista A I hasta que la
base A C del prisma propuesto coincida’ con la otra base
F I; entonces, y en virtud de la construccidn, la seccién
@ ¢ coincidird con / 7, lo que nos demuestra que ¢l tronco
Neo =113

Ainadiendo 4 los dos miembros de esta igualdad a I,
resultard A T — a7, que eslo que querfamos demostrar.

308. Elplanoe diagonal de un pardalelepipedo divide ¢
este en dos prismas triangulares equivalentes.

Pues trazando en la seccién recta del paralelepipedo
una diagonal, quedard descompuesta en dos triangulos
iguales, que serdn & su vez las sccciones rectas de los dos
prismas triangulares. Pero como cada uno de estos, segun
el principio anterior, equivale 4 un prisma recto que tenga
por base la scceidn recta y por altura su arista lateral, y
estos dos prismas rectos son iguales (297), los dos pris-
mas triangulares propuestos serdan equivalentes. -,

Cororarios 1.° Zodo prisma (triangular es mitad

de un paralelepipedo de doble base é igual altura, segun
hemos visto.

2.8  Dos prismas triangilares de igual base y altura
son equivalentes.

Pues cada uno es mitad del paralelepipedo de doble
base y de la misma altura.

3.°  Dos prismas cualesquiera de igual base y altura
Son equivalentes.

Pues descompuestos en prismas triangulares, estos
prismas serdn equivalentes, luego sus sumas, que son los
prismas propuestos, también lo serin.

300, Los paralelepipedos de igual base y altura, son
equivalentes.

Puesto que los dos paralelepipedos tiencn igual base
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los podremos colocar de modo que coincidan las inferio-
res; y como tienen igual altura, las bases superiores que-
dardn en un plano.

Entonces puede suceder que tengan ademds dos caras
laterales en el mismo plano, é que estén todas en planos
distintos.

En el primer caso, si las caras AM y B E estdn en un
plano, sus opuestas D Ny C H también lo estardn; por
consiguiente E F y . M estardn en linea recta, asi como
HGyPN,

Ahora bien, los dos prismas triangulares ALED PH
y BMF CN G soniguales (308, cor. 2.°), Pero si del po-
liedro total se resta el primer prisma triangular queda el
paralelepipedo A G; y si se resta el segundo, queda el
B P. Por consiguiente, estos dos paralelepipedos son
equivalentes.

En el segundo caso, si los paralelepipedos son A F y
A N, prolongando las bases M P y E G, resultard un ter-
cer paralelepipedo A S que se halla con los dos propues-
tos en el caso anterior. Asi, pues, siendo A F y A N equi-
valentes 4 A S, serdn equivalentes entre si.
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CorovArios. 1.°  Zodo paralelepipedo oblicuo es equi-
wvalents & otro recto de la misma base y altura.

2° dodo paralelepipedo recto, es equivalente d otro
vectangulo de dase equivalente y de la misma altura.

Pues trazando por los vértices de la base planos per-
pendiculares d la misma, resultard un paralelepipedo rec-
tangulo, que se encontrard con el propuesto en el caso
primero del tearema que se acaba de demostrar,

3.2 Unparalelepipedo oblicuo cualyuiera es equivalen-
Ze d otre rectdngulo de base equivalente é iqual altura.

Se deduce de los dos anteriores.

310. Dos tetraedros de igual altura y bases equivalen-
Zes son equivalentes.

En efecto, dividiendo la altura comin en cualquier nd-
mero de partesiguales y trazando planos por los puntos
de division, las secciones resultantes son equivalentes
(283, cor. 3.°). Sitemando estas secciones como bases
construimos prismas internos en los dos tetraedros, estos
prismas serdn equivalentes (308, cor. 3.), luego sus su-
mas también lo serdn.

Si dividimos la altura comun en mayor nimero de par-
tes, las sumas de los prismas se aproximan 4d los tetraedros
propuestos, con los que se confundirdn en el limite; y como
son constantemente equivalentes, los tetraedros también
lo serdn,

3. Jodo telvaedyo es eguivalente d latercera parie
de un prisma de su mesma base y altura.

Sea el tetraedro (fig. 158) T A B C; trazo por los vér-
tices A y C las paralelas A Ey CD 4 la arista T B, y por
el punto T wn plano paralelo 4 la base, y resultara el
prisma ET D A B C que tiene la misma base y altura que
el tetraedro propuesto.

Ahora bien, si del prisma quitamos el tetraedro pro-
puesto, queda la piramide cuadrangular TAEDC, y
trazando el plano diagonal T E C, quedard descompuesta
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en los tetraedros TEDC y T EA C. El tetraedro
TEDOC 6 CETD tiene la misma altura queel te-
tracdro propuesto ¢ igual base. EIl T E A C es equivalen-
teal B E A C, por tener la misma base ¢é igual altura,
puesto que sus vértices T y B estdn en una paralela 4 la
base; yel BEAC 6 EABC tieneigual base y altura
que el propuesto. Por consiguiente, los tres tetraedros
que componen el prisma son equivalentes; luego el pro-
puesto es la tercera parte del prisma.

312, Un tronce de tetracdro de bases parelelas es
equivalente d la suma de bres tetracdros que tengan por
altura conun la del tronco, y por bases las dss del tronco y
una media proporcional entre ellas.

Sea cl tronco A B C D K F. Hago pasar un plano pot
los puntos E, A y C, y el tronco quedard descompuesto
en la pirdmide cuadrangular EA D F Cy el tetraedro
E A BC, que tiene la altura del tronco y por base la ma-
yor del tronco. Si shora trazo ¢l plano diagonal E A I, la
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pirdmide cuadrangular quedard descompuesta en los dos
tetraedros EA DF y EA F C. El primero EAD F ¢
A D E F tiene la altura del tronco y por base la menor
del tronco. Solo nos resta, pues, demostrar que el tetrae-
dro E A F C cumple con la tercera condicidén del enun-
ciado,

Para esto, tiremos E G paralela 4 la base A F C del
tetraedro, y resultard el tetraedro G AF C equivalente al
E A F Cpor tener la misma base é igual altura, puesto
que los vértices E y G estan en una paralela 4 la base.
Ahora bien, el tetraedro G A FC 6 F A G C, tiene la
misma altura del tronco, si pues demostramos que su
base A G C es media proporcional entre las bases del
tronco, el teorema quedard demostrado. Trazo para esto
la G H paralela d A B, y los tridngulos D EF y HG C
serin iguales (94); pero los tridngulos ABCy A G C,
que tienen comun el dingulo C, nos dan (156)

ABC A E e B BRC

RGC — ACHGC' T GE?
y los tridngulos A G C y H G C, que tienen el dngulo C
comun,nos dan por la misma razon,

AGO,  ACXCG . AC.

BGO & HEMGE 7 HU?
pero los tridngulos A B © y I G C semcjantes, nos dan:
BC AC ABCC AGC

GC S He SeyE T T neee
que es lo que queriamos demostrar.

313.  Lodo tronco de prisma triangnlar equivale d la
suma de tres tetraedras, que tienen por base wna de las ba-
ses del bronco y por alluras las distaicias d e¢sta base de
los tres vértices de la otra.

Sea ¢l tronco de prisma A B C D E I, Trazo el plano
A L By quedard descompuesto el tronco en el tetraedro
EACBy la piramide cuadrangular 1L A D F B. El te-

oy
&)
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traedro E A C B'tiene por base la base A C B del tronco
y por altura la distancia del vértice E 4 esta base.

La pirdmide cuadrangular E AD F B puede descom-
ponerse por el plano diagonal E D B en los dos tetraedros
EA DBy EDF B. EIEA DB es equivalente al
C A D B por tener la misma base y los vértices K y C en
una paralela 4 la base; yel C A D B 6 D A B C tiene por
base la base A C B del traonco y por altura la distancia del
vértice D 4 esta base.

El tercer tetraedro E D F B es equivalente al C AF B
por tener bases equivalentes DEF By AF B (pues tienen
la misma base If B ¢ igual altura) € igual altura, por tener
los vértices E y C en una paralela 4 la base; y el CA F B
6 F A C B tiene por base la base A C B del tronco y su
altura es la distancia del tercer vértice I 4 esta base; con-
forme d lo que se querfa demostrar,

L2 TT.

VOLUMEN DEL PRISMA.

314. Se llama woliynen de un cuerpo la medida del
espacio ocupado por esta cuerpo,

La unidad de volimen es el cubo cuya arista es la
unidad lineal. Por esta razon las unidades de volimen s¢
Haman también unidades cubicas,
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La determinacién de los volimenes de los poliedros
se funda en el siguiente principio.

315.  Dos paralelepipedos rectingulos de igual base y
altura son iguales.

Pues hemos demostrado (297) que los prismas rectos
de igual base y altura son iguales.

Corovrarios. L° Dos paralelepipedos rectangulos de
igual base son divectamente proporcionales d sus alturas.

Pues del principio anterior se deduce que si la altura
del uno es doble de la del otro, el primer paralelepipedo
serd doble del segundo (Arit. 258).

2.0 Dos paralelepipedos rectdngulos de igual altura
son divectamente proporcionales @ sus bases,

Sea P un paralelepipedo y 4, & y ¢ sus tres dimensio-
nes; P’ el otro, y 2, &' y ¢/, sus dimensiones. Llamemos P
4 un tercer paralelepipedo cuyas dimensiones sean
a, by ¢'. Los dos paralelepipedos P y P que tienen dos
dimensiones iguales @ y &, es decir igual base, nos ddn

G RMIET
P e
los paralelepipedos P y P, que tienen iguales las dimen-
siones @ y ¢’ nos dardn, por igual razdn,

PJI 5 ﬁ )
PR
y multiplicando estas dos proporciones, y suprimiendo el
b B ¢
factor comtn P", resulta i b'>><( pt

que es lo que querfamos demostrar.

3.°  Dos paralelepipedos vectdngulos cualesquiera son
divectamente proporcionales & los productos de sus bases
por sus alturas.

Se demuestra de modo andlogo al anterior.

316. LBl wvolimen de un paralelepipedo vectingulo es
igual al producto de su base por su altura.
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Sea P el paralelepipedo, @ su altura y & y ¢ las dimen-
siones de la base; sea (0 un cubo y / su arista; tendremos

I a X &‘_}( Z
Nyo - QG TR
El primer miembro representa la medida del paraielepi-

pedo, suponiendo que C sea la unidad de volimen, en
Bl

1
cuyo caso /=1; luego i a X & X ¢, conforme al

enunciado.

Cororartos. 1.0/ volimen del cubo es la tercera
potencia de su lado.

Puesto que las tres dimensiones son iguales.

Por esta se llama cudo 4 la tercera potencia.

2.° El wolimen de un paralelepipedo cualguiera es
igual al producto de su base por su altura.

Pues equivale 4 otro rectangulo de base equivalente é
igual altura (309, cor. 3.%).

317. El voliimen de un prisma triangular es igual al
producto de su base por su altura.

Pues segun hemos visto (308, cor. 1.°) serd la mitad
del volimen del paralelepipedo de doble base € igual
altura.

318. Bl volimen de un prisma cualquiera es igual al
producto de su base por su altura.

Pues descomponiéndole en prismas triangulares, el
voliimen del prisma propuesto serd la suma de los vola-
menes de los prismas triangulares; es decir, el producto
de la altura por la suma de los tridngulos que les sirven de
base, que es el poligono base del prisma propuesto.

319. Elwolimen de un prisma triangular truncado es
igual al tevcio del producto de su base por la suma de las
distancias & esta base de los tres vértices de la otra.

Pues hemos visto (313) que equivale 4 la suma de tres

tetraedros de igual base que el tronco y cuyas alturas son
las distancias indicadas.
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T EETTT.
VOLUMEN DE LA PIRAMIDE.

320. Elvolivnen de un tetraedro es igual al tercio del
producto de su base por su altura.

Pues hemos visto (311) que es la tercera parte de un
prisma de su misma base y altura.

321.  El volimen de una pirdmide cualguiera es igual
al tercio del producto de su base por su altura.

Pues descomponiéndola en tetraedros, el volimen de
la pirdmide serd la suma de los volimenes delos tetrae-
dros; es decir, el tercio de su altura multiplicado por la
suma de los tridngulos que les sirven de base, que es el
poligono base de la pirdmide.

322. Elvolimen de untrouco de tetracdro,de bases pa-
ralelas es igual al teveio del producto de su altura por la
suma de las bases y de una media proporcional entre ellas.

Puesto que es la suma de tres tetracdros de igual al-
tura y cuyas bases son las enunciadas (312).

223. KBl wolivmen de un tronco de pipdmide de bases
paralelas es igual al tercio del producto de su altura por
la suma de las bases y de wna wedia proporcional entre
ellas.

Pues si imaginamos construida la pirdmide total 4 que
pertenece el tronco, y construimos un tetraedro de igual
altura y base equivalente, trazando la seccidn paralela 4
su base y digual distancia del vértice que la de la base
menor del tronco de pirdmide, la seccién y esta base
menor seran equivalentes (283, cor. 3.°). Luego el tronco
de pirdmide y el de tetracdro serdn equivalentes, como
diferencias respectivas de cantidades equivalentes, y por
tanto el volimen del tronco de pirdmide serd el mismo
que el del tronco de tetracdro.
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324. El volimen de un poliedro cualquiera se obtie-
ne descomponiéndole en pirdmides, que tengan por vértice
comtin un punto interior del poliedro, y cuyas bases sean
las caras de éste. La suma de estos voliimenes, ya conoci-
dos, serd el volimen pedido.

IL2ZIW .

POLIEDROS REGULARES.

325, Se llama poliedro regular al que tiene todas sus
caras regulares éiguales y todos sus dngulos diedros tam-
bién iguales.

236. No hay mds que cinco poliedros regulares.

En efecto, sabemos que se necesitan tres dngulos pla-
nos para formar dngulo poliedro; y que la suma de aque-
llos ha de ser menor que cuatro dngulos rectos (235).
Sabido esto, solo nos resta examinar sucesivamente los
dangulos de poligono regular con que podemos formar -
dngulos poliedros, para deducir el mimero de los poliedros
regulares.

Con tres dngulos de tridngulo equildtero, que es el
poligono regular mds sencillo, cuya suma es dos dngulos
rectos, puede formarse dngulo sélido. El poliedro regular
constituido de este modo se llama #etracdro regular y tie-
ne por caras cuatro tridngulos equildteros.

Con cuatro dngulos de tridngulo equildtero, cuya

8
suma es o de recto < 4 R, puede formarse dngulo séli-

do. El poli_edro regular que resulta, se llama octaedro
regular y tiene por caras ocho tridngulos equildteros.
Con cinco dngulos de tridngulo equildtero, cuya suma

10
€s ot de recto <4 R, puede formarse angulo poliedro.
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El poliedro resultante se llama icosaedro regular y estd
constituido por veinte triangulos.

Con seis dngulos de tridngulo equildtero, cuya suma
¢s 4 R no puede ya formarse dngulo poliedro; y con
mas razén con mds dngulos. Luego con dngulos de tridn-
gulo equildtero no pueden formarse mds poliedros regu-
lares,

Con tres dngulos de cuadrado, cuya suma es tres rec-
tos, puede formarse dngulo sélido. El poliedro que resul-
ta se llama exaedre regulur 6 cubo, y consta de seis cua-
drados,

Pero con cuatro angulos de cuadrado, que valen cua-
tro rectos, ya no es posible formar dngulo sdlido, y me-
nos con mads.

Con tres dangulos de pentigono regular cuya suma es

18 ; ; :
ey de recto < 4 R, puede formarse angulo poliedro y

el poliedro que resulta se llama dodecaedre regular, y
ticne por caras doce l)ClltZigUl!OS
ero con cuatro dngulos de pentds u uma es
Pero con cuatro dngulos de pentidgono, cuya s

»Z;'— derecto >4 R, no es ya posible formar dngulo po-

fiedro.

Con tres dangulos de exdgono, cuya suma es cuatro
rectos, no es posible formar dngulo sélido. Pero 4 medida
que el nimero de lados de un poligono regular aumenta
(144) =l valor del dngulo aumenta también, luego no serd
ya posible formar mas dngulos poliedros regulares. Es
decir, que¢ no existen mas que cinco poliedros regulares.

—

P - .

PROBLEMAS RELATIVOS £ LOS POLIEDROS.

327. Determinar la altura de un tetracdro.



Sea T A B C el tetraedro cuya altura T O queremos
ealcular. Tracemos O D y O E perpendiculares 4 A By
B C, y unamos Tcon D y E,

Si construtmos un tridangulo A' B" C'= A B C; y sobre
A'BelAB T =ABT,ysobre BC'el BC'T"—=BCT;
y desde T'y T" bajamos las perpendiculares T'O' y T" O’
d loslados A' B” y B' C, cs indudable que estas perpen-
diculares representan lasTD y O Dy lus TE y © E (198)
del tetraedro, cuyo pie O de la altura determinan, y la
cuestion queda reducida a construir el tridngulo rectdn-
gulo T O D, del que conocemos la hipotenusa TD=T" I)!
y el cateto O D = O” D', El otro cateto O' # representa-
rd, pues, la altura pedida,

328. Dado un tronco de pivdmide de bases paralelas,
kallar su aliura, la de la pirdmide total y la de la de-
fictente.
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La altura del tronco puede calcularse por la del te.
traedro E A B D, segin hemos visto.
La de la piramide total y la de la deficiente se obtie-
nen inmediatamente observando que (283)

s T e Y PAAT VAR
o R I OO A - S o
AB P O
de donde T
e AB—EF PO—-PQ
que nosda (Arit.160 y 161) Al = O -
ABX QO
ahsoaty sy
el 80— o
¢ AB‘ ‘EF= PO0—PQ P El )(Q‘O“.
EF rQ Ab—EF
o il i g ol
CONO.

329. Los cuerpos limitados por una superficie céni-
ca, cilindrica 6 esférica se llaman cuerpos redondos.

Los cuerpos redondos son el cono, cilindro y esfera

330. Se llama cono el cuerpo limitado por una su-
perficie cdnica y un plano que corta d todas sus genera-
trices.

La porcitn de este plano limitade por las generatri-
ces de la superficie conica se llama éase del cono. Vértice
del cono es el de su superficie cénica, Altura es la distan-
cia del vértice al plano de la base,

El cono se llama circular, si su base es un circulo, en
cuyo caso se llama ¢je la recta que une el vértice con el
centro de la base,

24
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Cono wecto ‘es ¢l que tiene el eje perpendicular 4 la
base; y en el caso contrario se dice oblicuo.

El cono recto puede considerarse engendrado por un
triangulo rectangulo que gira alrededor de uno de los ca-
tetos. El cateto fijo es el eje del cono; el cateto mévil en-
gendra Ja base, cuyo radio es; y la hipotenusa, que toma
el nombre de Zado, la superficie cénica.

De aqui se deduce: 1.° Que la seccion recta de un cono
de revoluciion es un civeulo paralelo & su base (251). 2.° Que
da seccidn de un cono de’ vevolucion por un plano que pase
porel eje, es un tridngulo isosceles doble del tridngulo ge-
nerador (253, cor.)

331, Dos conos de vevolusion de iguales bases y altu-
ras, son iguales.

Pues colocdndolos de modo que coincidan sus bases,
coincidirdn también sus alturas y sus vértices, y por tanto,
sus superficics cénicas.

Cororario. Dos conos (le revolucion son iguales, siem-
pre que lo sean sus tridngulos generadores.

Pues tendrdn iguales bases y alturas.

332. Sellaman cones de revolucion semejantes los que
tienen sus tridngulos generadores semejantes,

Cororarios. 1.%  8iuncono de vevolucion se corta por
an planc paralelo @ su base, el cono deficiente es semejante
al total.

Pues los tridngulos generadores serdan semejantes.

2.  Dos conos de vevolucion semejantes tienen propoy-
cionales sus lineas homilogas.

Por lados de triangulos semejantes.

3." Las bases de dos conos semnejantes son dirvectanen-
te praporcionales d los cuadvades de sus lados y & los
cuadrados de sus alturas.

Pues son proporcionales d los cuadrados de sus
radios (184, cor.)

333. Dado un cono de revolucion hallar su altura.
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Hallando el centro de la base (69, 2.%) para determi-
nar el radio, la cuestidon queda reducida 4 construir un
tridngulo rectangulo dada la hipotenusa y un cateto.

334. Se Wama tronco de cono de bases paralelas la
parte de cono comprendido entre la base y un plano pa-
ralelo 4 la base.

Lado del tronco-es la poreidn de lado del cono com-
prendido entre las bases.

335. Dado un tronco de cone dé revolucion de bases
paralelas, hallar su altura, la del cono total y la del
deficiente.

Hillese el centro de las bases (69, 2") para determi-
nar los radios, y construyendo un triangulo rectdngulo com
la hipotenusa (lado del tronco) y un cateto (diferencia de
los radios), tendremos la altura del tronco.

La del cono total y el deficiente, la obtendremos por

; S OA ; :
la proporcidn (332, 2.) S0 - Q_(f_; que nos dd: (Arit-
mética 160 y 161).

SO—-SQ OA—QC
e L
SO =809 OA—QC.
de donde,
0Q X 0A : (GO el
e SOt R i, B e
RO =64 00722 OA=0C"
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CILINDRO.

336. Se llama celindro el cuerpo limitado por una
superficie cilindrica y dos planos que cortan d todas sus
generatrices.

Las porciones de estos planos limitadas por las gene-
ratrices de la superficie cilindrica se llaman dases del ci-
lindro.

Altura es la distancia entre las bases.

El cilindro se llama circular, si sus bases son dos cir-
culos, en cuyo caso se llama ¢je la recta que une los cen-
tros de las bases.

Cilindro recto es el que tiene el eje perpendicular 4
las bases; en el caso contrario se dice oblicuo.

El cilindro recto puede considerarse engendrado por
un rectdngulo que gira alrededor de uno de sus lados. El
lado fijo es el eje del cilindro; el lado opuesto, que toma
el nombre de /ado, engendra la superficie cilindrica; y los
otros dos lados engendran las bases, cuyos radios son.

De aqui se deduce: 1. Que la seccion recta de un cilin-
dro dz vevolucion es un circulo (258). 2.° Que la seccion de
un cilindro de rvevolucion por un plano que pase por el eje,
es un rectdngulo duplo del rectingulo generador (260, cor.)

337. Dos cilindros de revolucion de iguales bases y al-
turas son iquales.

Pues colocandolos de modo que coincidan las bases
inferiores, coincidirdn también las alturas ¢ ejes; y, por
consiguiente, las bases superiores y las superficies cilin-
dricas.

Corovario.  Dos cilindros de revolucion son iguales,
siempre que lo seqn sus rectdngulos generaderes.
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Pues tendrdn iguales bases y alturas.

338, Se llaman cilindros de revolucion semejantes los
que tienen semejantes sus rectangulos generadores.

Corouarios, 1.° 8¢ un cilindro de revolucion se corta
por ur plano paralelo d su base, los cilindros parciales no
son seneiantes al total.

Pues lns rectdngulos generadores no son semejantes,

2.°  Dos cilindros de revolucion semejantes tienen pro-
porcionales sus lincas homologas.

Por lados de rectdngulos semejantes.

3. Las bases de dos cilindros semejantes son directa-
mente proporcionales d los cuadrados de sus ladosy d los
cuadrados de sus alturas.

Pues son proporcionales 4 los cuadrados de sus ra-
dios (184, cor.)

. - g o s

AREA DEL CONO.

339. KBl drea lateral de un cono de vevolucion es
igual & la mitad del producto de su lado por la civcunfe-
rencia de su base.

Pues hemos visto (256) que su desarrollo es un sector
circular, luego su drea lateral sera la de este (183).

Si llamamos /Z al lado del cono y # al radio de la base,
el drea vendrd expresada por = # A

Cororario. La rasin de las dreas laterales de dos
conos de vevolucion semejantes es ¢l cuadrado de la razin
de semejansa.

Puesde A =nrly A==+ {; resulta

A ri

> l
A= 7 ; y como —- = 5 (332, cor, 2.9),
A g 4

tendremos ——— = — = —7
Al gl e
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340. Eldreatotal del cono de revolucion es igual al
producto de la semi circunferencia de su buse por la suma
del lado y el radio de la base.

Pues el drea lateral es A — = {; y la de la base es
= 1% luego el drea total seria w7 [+ m #' = rwr (L + 7).

Cororario. La rasor de las dreas lotales de dos
conos de revolucion semejantes es ¢l cuadrado de la rason

de semejansa.
Pues llamando A y A" 4 las drcas laterales y By B' &

las bases; tendremos % = %— (339, cor.);
B »?
y SRt o (184, cor.)
3
de donde -Ai = _1.13.,_ :
A + B A 7

que da (Arit. 162, 4.%) g7 v ey -

341. El cono de revolucidn se llama equildbero cuan-
do su lade es igual al didmetro de su base.

El drea lateral del cono equeldtero s los dos tercios
del drea total y doble del drea de su base.

Pues su drea total es =7 (27 4+ #) =3 =2’y el drea
lateral es 2 © #%

342. Eldrea lateral del tronco de cono de vevolucion
de bases paralelas es igual al producto de su lado por la
semi-suma de las circunferencias de sus bases.

Pues el desarrollo del tronco de cono de revolucién
de bases paralelas es la diferencia de los desarrollos del
cono total y del cono deficiente, é sea un trapecio circu-
lar, cuya altura es el lado del tronco, y cuyas bases tie-
nen la misma longitud que las circunferencias bases del
tronco.

Llamando, pues, 7 al lado del tronco yR y » d los
radios de sus bases; el drea del trapecio circular, ¢ sea el
arca del tronco serd ¢ X (v R - = 7).
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TS

AREA DEL CILINDRO.

343. El drealateral de un cilindro de vevolucion es
igual al producto de su lado por la civeunferencia de su
base.

Pues hemos visto (263) que su desarrollo sobre un
plano es un rectdngulo, luego su area lateral serd la de
esta (I47).

Sillamamos [ al lado del cilindro y #» al radio de la
base, el drea vendrd expresada por 2z = # 2,

Corovario. La rasin de las dreas laterales de dos
cilindros de wrevolucion semejantes es el cuadrado de la
rason de semejansa.

PuesdeA=2z2nrfjyA =2n¢1;

It A vl Rl @ e

resu a—A-,—_.F?,ycoln{)?_—[;-(_‘)',%.CO.-.),
A »* &

tendremos, por fin, S i

344. Kl drea total del cilindro de revolucion es ignal
al producto de la civcunferencia de su base por la suma del
lado y el »adio de la base.

Pues el drea lateral es 2w #/, yla de las bases es
2wy luego el drea total serd 2 morl 422 =2 %2
(4 #»).

Corovario. La rasén de las dreas totales de dos ci-
lindros de revolucion semejantes, es el cuadrade de la razon
de semejansa.

Pues llamando A y A' 4 las dreas laterales,y By B’ &
las bases;
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-

A ’
tendremos == 5—; (343, cor.);

B »?
y —B-—.- — ? (|84, COI’.},
B
de donde %— et
A+B A i
que dd (Arit. 162, 4.%) + SR A

m TR pl

==

VOLUMEN DEL CONO

345. Se dice que una pirdmide estd ‘ascripta 4 un
eono, 6 que el cono estd circunscripto d la pirimide, cuan-
do el vértice del cono esel mismo que el de la pirdmide
y la base de la pirdmide estd inscripta en la base del
cono.

Si la pframide y el cono tienen €l mismo vértice y la
base de la pirdmide estd circunscripta 4 la base del cono,
la pirdmide se llama czrcunscripta al cono, 6 el cono ins-
cripto en la pirdmide.

346. De aquise deduce: 1.° Que toda pirdmide ye-
gular puede inscribivse y civeunscribivse @ un cono de ve-
volucion.

Pues su base puede inscribirse y circunscribirse 4 un
circulo (163); y

2.° Que el cono de rvevolucion es el limite superior de
las pirdmides regulares inscriptas y el limite infervior de
las civcunseriptas, cuyo nimere de caras aumenta indefint.
damente, pues la circunferencia de su base (175) es el lfmi-
te superior de los perimetros de los poligonos regulares
inscriptos y clinferior de los circunscriptos.
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347. Ll volimen de un cono de revolucion es el tercio
del producto de su base por su altura.

Pues acabamos de ver que el cono es el limite supe-
rior de las pirdmides regulares inscriptas, y el volimen
de la piramide (321) es el tercio del producto de su base
por su altura.

Si llamamos ¢ a la altura del cono y # al radio de su

p s 1
base, el volimen vendrd expresado por V = il #* a.

Corovario. La razon de los wvolimenes de dos conos
de revolucion semejantes es el cubo de la rason de seme-
jansa.

Pues de V = —;—'.-'.r’a; yV = ——;— Trta;
v g r @ o
resulta V= i Pero —r = — (332, cor. 2.%);
luego ¥ = & = &
o V' ?'3 “‘3

348. Bl wolitvmen de un tronce de cono de revolucion
de bases paralelas es igual al tevcio del producto de su al-
tura por la suma de sus bases y de una media proporcional
entre ellas. '

Pues el tronco de cono de revolucidn, diferencia entre
el cono total y el deficiente, es el limite superior de los
troncos de pirdmides regulares inscriptas, cuyo niimero
de caras aumenta indefinidamente; y el volimen de éstas
(323) es el tercio del producto de su altura por la suma
de las bases y una media proporcional entre cllas,

Si llamamos @ 4 laaltura; y R y # d los radios de las
bases del tronco de cono, el volimen vendrd expresado

por V=-§-a(ﬁR’+ﬁr’+ﬂRrJ.
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VOLU_MEN DEL CILINDRO.

349. Se dice que un prisma estd vscripto 4 un
cilindrd, 6 un cilindro estd circunscripto al prisma, cuando
las bas¢s del prisma estdn inscriptas en las bases del ci-
findro. :

Se dice que un prisma estd circunscripto i un cilindro,
6 que el cilindro estd #nscripto en el prisma, cuando las
bases del prisma estdn circunscriptas d las del cilindro.

' 350, Deaqui se deduce; 1.° Que todo prisma reqular
puede inscribivse y circunscribirse d un cilindro de revo-
lucidn,

Pues sus bases pueden inscribirse y circunscribirse al
circulo (163); y 2.° Que elcilindro de revolucion es el li-
inite superior de los prismas regulaves inscriptos y el li-
mite inferior de los circunscriplos, cuyo niwmero de caras
aumenta indefinidamente,

Pues las circunferencias de sus bases son el limite su-
perior (175) de los ' perimetros de los poligonos regulares
inscriptos y el inferior de los circunscriptos.

b 38l Elwelumen de wi cilindro de wevolucion es el
producto de su base por su altura.

Pues acabamos de ver que el cilindro es el limite su-
perior de los prismas regulares inscriptos, y el volumen
del prisma (318) es el producto de su base por su altura,

Si llamamos ¢ 4 la altura del cilindro, y » al radio de
su base, el volimen del cilindro vendrd expresado por
Ni=imr a,

352. Larason de los volimenes de dos cilindros de
yevolucion semejantes es ¢l cubo de la rason de semejansa-

Puecs de V=7 p"a y V' == »* o resulta



— 195 —

A" " a 7 a
e : pero — = — (338, cor. 2.%); lucgo
\_.' ’,J: al 1 ’,’ c‘ZI (33 N J o
Vv LS i
__r —_— ,"J —— ﬂ,:l“u
o sl -2he- o0 b oS

ESFERA.

353. Se llama esfera el cuerpo limitado por una su-
perficie esférica.

La esfera puede considerarse engendrada por la revo-
lucidn de unsemi-circulo que giraalrededor de su didametro.

354. Se llama sona esférica, la superficie engendrada
por un arco de sector circular que gira alrededor de uno
de sus didmetros.

Las circunferencias descritas por los extremos dclarro
generador se llaman dases de la zona.

Si el arco generador tiene uno de susextygmos en el
eje, la zona solo tendrd una dase, y se dcs;igna también
con el nombre de casquete esférico.

Altura de la zona es la proyeccion del arco genera”
dor sobre el eje.

355. 8% un sector poligonal regular gira aly crfra’ar de
uno de sus radios, el drea de la superficie engendrada por
la linea quebrada, es igual d@ su proyeccion sobre el efe
multiplicada por la circunferencia cuyo radio esla apotema

Fl6.156.

En efecto, ¢l sector poligonal solo puede tener tres
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clases de lados; unos, como A B, que tengan uno de sus
extremos en el eje; otros, como B €, oblicuos al eje y
otros, como C D, paralelos al eje.
Ahora bien, el lado A B, hipotenusa del tridngulo rec-
tangulo A B F, engendra la superficie lateral de un cono
de revolucién, cuya drea serd (339),

#"BE X AB=2np K X AB;
pero los tridngulos A BF y K p O son semejantes (102), y
nos ddn
AB:p0:: AF:1pK;
de donde
ABXpK=pO XAF
que nos convierte el drea engendrada por A B en
2o p O X AF,

Ellado B C, del trapecio B C F G, engendra la super-
“ficie lateral de un tronco de cono de bases paralelas, cuya
drea es (342)
BCX(EBF +=CG) =BCX=(BF-4+CG);
y como (118) p' L = —E-kl:——c-g—, tendremos,
drea engendrada por BC =BC X 2% p'L;

pero los tridngulos BCM y p' L O semejantes (102)
nos dan,

BC:pO0::BM=FG:p L;
de donde
BEXp'E =)0 XFG
por consiguiente,
area engendrada por BC =2=p' O X FG.
Por iltimo, el lado CD del rectdngulo CD G H, en-

gendra la superficie lateral de un cilindro de revolucion,
cuya drea €s (343).

CDX2rGC=2%p"0 X GH.
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El drea engendrada por A I C D serd, pues,

27p OXAF42mp O X EGH2np ' OXGH=
=27 pO0OX (AF4+FGH+GH)=2mp0 X AH.

356.  Fl drea de una zona esférica es igual al produc-
o de su altura por la circunferencia maxima.

Pues el drea engendrada por el arco A D (fig. 256) es
el limite del drea engendrada por la linea quebrada
A B CD, que hemos visto esignal 42 =mp O X AH; y
como el limite de la apotema es el radio, el drea de la zona
sera 2 =#» X A H, conforme al enuneciado.

CoroLarto. Las dreas de dos sonas de la misma esfe-
ra son directamente proporcionales & sus alturas.

Puesde Z =2nray Z =277 a se deduce evi-

Z a
dentemente —— ——=i
Z a'

357. Eldrea de la esferaes iqual al producto de su
didmetro poyr la civcunferencia mdxima.

Pues la superficie de la esfera es una zona cuya altura
es el didmetro,

El drea de la esfera vendrd expresada por
2imiy K2 =t

Corovarios. L.° El drea de la esfera es cuddruple
de la de su civculo mdxinio.

2.9 Las dreas de dos esferas son divectamente propor -
cionales d los cuadrados de sus vadios.

Pues de E "y E 4 el e b

ues de E = 4w »?y E'== 4 m¢™; resulta 4 = —.

338.  Se llama Juso esférico a parte de superficie es-
férica comprendida entre dos semi-circunferencias ma-
ximas,

El dngulo de estas dos semi-circunferencias se llama
angulo del fiuso.

De aqui su deduce: 1.° Que en la misma esfera 6 en
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esferas iguales, dos husos esféricos son ignales cuando sus
dngulos son iguales, y

2.2  Que dos husos esféricos, de la misma esfera é es-
feras iguales, son divectamente proporcionales a sus dngulos
esférvicos.

Es indudable que dos circunferencias mdximas per-
pendiculares entre sf, dividen & la superficie esférica en
cuatro husos iguales, cuyos dngulos esféricos son rectos.

Siendo el drea de la esfera 4 ™ #?, el drea de uno de
estos husos serd © #?, es decir, la del circulo mdximo de
la esfera,

350. Dos tridngulos esféricos simélricos son equi-
valentes,

FIGAST.

Sea PABy P' A" B' los dos tridangulos. Sea P el polo
de la circunferencia que pasa por A, By C, Los tres ar-
cos de circulo maximo P A, PB y P C serdn iguales (267).

Tracemos el diametro P P’ y los arcos P’ A, P" B' y
P' €', que serdn iguales 4 los anteriores por medidas de
dngulos opuestos per el vértice. Los triangulos P A B y
PA'B,PACyP'B C,PBCyP A'C, que son si-
mctricos € isosceles, serdn iguales; por consiguiente, sus
sumas A B C y A' B' C' serdn también equivalentes.

360, K drea del huso esfévicoes ¢l doble de la medi-

da de su dugnlo esférico, siempre que se tome por unidad



— 199 —

de dugulos el dngulo recto, y por unidad de dreas la del
triangulo trivectdingulo.
: H A
Pues siendo (358, 2.9), = A tomando A' = 1,

H' serd la cuarta parte de la esfera 6 sea el duplo del
tridngulo trirectdngulo, es decir, H'= 2, por consiguiente,

A

H
tendremos — = i 6 H =2A.

361, K drea de un tridngulo esférico es la suma de
las medidas de sus tres dngulos menos dos, siempre que se
tome por unidad de dngulos el dngulo vecto, y por unidad
de dreas la del tridngulo trivectangulo,

En efecto, (fig. 257),

ABC+4 BCB = huso A;
ABC 4 ACA'=husoB;

ABCH+ ACB =A'"B C 4 A'CB' = huso C.

Sumando ordenadamente estas igualdades, y llaman-
do E 4 la superficie esférica, resulta: '

%——i— 2 ABC = huso A + huso B 4 huso C;
de donde, despejando 2 A B C y reemplazando la semi-
esfera y los husos por sus dreas respectivas,
2ABC=2A+42B42C—4
6scaABC=A-+B+4 C—2.

T ST TIT
VOLUMEN DE LA ESFERA.

362, Sector esférico es la parte de esfera engendrada
por un sector circular que gira alrededor del didmetro
del semicirculo generador de la esfera.

Elarco del sector engendrard en su movimiento una
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zona esférica que serd la correspondiente al sector esférico
y que sucle llamarse base del sector.

363. Siun sector poligonal regular gira alrededor de
uno de sus radios, el volimen que engendra es igual al drea
descrita por la linea poligonal multiplicada por el tercio
de la apotema.

Sea O A B C D el sector poligonal, que podemos des-
componer en los tridngulos O A B, OBCy O C D que
segun hemos visto (355) representan las diversas posicio-
nes que puede tener la base con relacién al eje.

El volimen engendrado por el tridngulo O A B serd
la suma de los volimenes engendrados por los tridngulos
rectingulos ABE y BE O, que es

—%—(AE“}'EO)WE—E‘:-‘}‘S— IXOXT:.TI:“.: .

PeroAOXBE =AB X » O,
pues cada uno representa el doble del drea del tridngulo,
v sustituyendo en la igualdad anterior, resulta

1 [ '

7 3 PO X TBE X AB= — 0 X drea descrita por

A B.

El volimen engendrado por ¢l tridngulo B C 6,

obtiene facilmente, prolongando la base B ¢ hasta aue
: : : . ] 11Ee

encuentra al eje, como diferencia- de los volimenes en-

gendrados por ¥ C O y F B O, comprendidos en el caso

antgrior, que nos ddn

I 7 ’ :
LE—p O X drea descrita por F C — ——_]‘—- P! Q X drea
W
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; =1 1 : .
descrita por F' B = o ?' O X drea descrita por B C.

Por dltimo, el volimen engendrado por CD O es la
diferencia entre el volimen del cilindro que engendra el
rectingulo F' CD G y la suma de los voltimenes de los
conos engendrados por los tridngulos CEF*O y D O G,
que es

=2"0" XFG—=P 0 X (__1' 0+—0G)

= g0 X —§~I"'G~~——p 00X 2m=p"0X

I » .
F'G= e 2" O X 4rea descrita por C D.

De donde resulta, por fin, que ¢l volimen engendrado
por el sector serd, llamando 4 4 la apotema,

——;;— a X drea descrita por (A B+ B C4 CD).

364. [El voliimen del sector esférico es igual al tercio
del producto del radio por ¢l drea de la sona corvespon-
diente.

Pues el volimen engendrado por el sector circular
O A D (fig. 258) es el limite del volimen engendrado por
el sector poligonal O A BC D, que hemos visto es

?I—- a X drea descrita por ABC D; y como el limite de

la apotema es cl radio y el de la linea quebrada ABC D
es elarco A D, el volumen del sector esférico sera

1
= Ny
37X

Cororario. La rason de dos sectores esféricos de la
wisma esfera, 6 de esferas iguales, ¢s la de sus zonas co-

rrespondientes.
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PuesdeS:-—;—rx Z yS'z—-—-;—?‘XZ‘i

resulta By = S
S Z
365. El wolimen de la esferaes igual al tercio del
producto del vadio por el drea.
Pues la esfera es un sector esférico cuya zona corres-
pondiente es la superficie esférica.
Su voliimen vendrd expresado por
1
_ 3
Corovrario. Los volumenes de dos esferas son directa-
mente proporcionales & los cubos de sus radios.

r)(4-::r’-=%r.r'.

PuesdeV=+nr‘; Ve = w
It v = »?
resu a-\?,—__ —’_T’—.

366. Se llama segmento esférico la parte de esfera
comprendida entre una zona y la base 6 bases que la
limitan. :

De donde se deduce que el segmento esférico tendrd
una & dos bases, segun las que tenga la zona correspon-
diente.

El volimen de un segmento esférico de una base es la
diferencia 6 la suma del volimen de un sector esférico y
del de un cono, segin que el segmento sea menor 6 ma-
yor que media esfera.

Si el segmento esférico tiene dos bases serd la diferen-
cia de dos segmentos de una base.

B

-

-

. O



Trigonometria.

T3 IN.

NOCIONES PRELIMINARES.

1. Trigonmometria es la ciencia gue trata de la resolu-
cion de los tridngulos por medio del cdleulo.

Hemos visto ya en Geometrfa. como pueden: resolverse:
los tridngulos por medio de construcciones graficas; pero-
como estas adolecen siempre del error que lleva. consigo:
la imperfeccién de los instrumentos, de ahi:la necesidad
de la resolucién numérica de los mismos. Para esto es pre-
ciso: establecer relaciones que liguen directamente 4 los
lados con los dngulos de los tridngulos; pero la dificultad
de establecer estas relaciones directas, ha-hecho precisa la
introduccion de otras. lineas que sirvan de intermediarias.
entre ellos. : !

Las férmulas que establecen esas: relaciones se dedu-
cen de la consideracion. del circulo y reciben por esa.razdn.
el nombre de funciones civeulares.

2. Las lineas: que relacionan: los lados con los arcos:
de los angulos de los tridngulos se’ laman Zineas trigono-
MELTICAs.
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Estas lineas son el seno, tangente, secante y seno-verso.

Seno de un arco es la perpendicular tyasada desde uno
de los extremos del arco al radio é didmetro que pasa por
el otro extremo.

T'angente es la parte de tangente en uno de los extre-
mos del aveo hasta su encuentro con el radio 6 didmetre
que pasa por el otro extrento.

Seno-verso es la parte de radio comprendido entre el
pie del sene y el extremo de dicho radio.

Secante es la distancia del centro al extremo de la tan-
gente.

3. Se llaman coseno, cotangente, coseno verse y cose-
canfe de un arco, el seno, tangente, seno-verso y secante
del arco complementario.

De donde se infiere que el seno, tangente, seno-verso
y secante de un arco serdn 4 su vez el coseno, cotangente,
coseno-verso y cosecante de su complemento,

De estas lineas las mds importantes, y unicas que ha-
bremos de necesitar para la resolucién de los tridngulos,
son ¢l seno y la tangente y sus colineas, el coseno y la
cotangente.

4. Segun estas definiciones, el seno del arco A C,
(fig.1.") serd C D 6 bien A H La tangente A F 6 C K. El
seno-verso, A D 6 C Hy la secante O F 41 O K, El coseno,
CPo6 BI. La cotangente, B G 6 C L. El coseno-verso,
CIdBp; ylacosecante O Gu O L.




— 206 —
Obsérvese que el coseno es siempre la distancia entre
el centro y ¢l pie del seno.

5. Conocido el arco quedan determinadas sus lineas
trigonométricas, pues, aunque aparece de lo expuesto, que
cada arco tiene dos senos, dos tangentes, etc., se demues -
tra facilmente que son respectivamente iguales. Queda tan
solo la indeterminacion de su posicion que se hace cesar
mediante el siguiente convenio:

1.° Consideraremos como origen comun de todos los
arcos el extremo derecho del didametro horizontal, es de-
cir el punto A. Todos los arcos contados en el sentido

A C B serdn positivos, y negativos, los contados en senti-
do opuesto.

2. Consideraremos como origen de los complemen-
tos el extremo superior B del didmetro vertical, siendo po-
sitivos los contados en ¢l sentido B C A y negativos los
contados en el sentido opuesto.

3.2 Consideraremos siempre los senos y tangentes
perpendiculares al radio que pasa por el origen; y los co-
senos y cotangentes perpendiculares 4 los senos y tan-
gentes.

Por 1ltimo, miraremos como positivas las lineas trigo-
nométricas de arcos menores que 9o grados, y como ne-
gativas las que tengan opuesta direccidn.

6. Falta ahora resolver el problema inverso, es decir,
conocida una linea trigonométrica hallar su arco,
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1.° Sise nos dd el seno, basta llevar sobre el radio
0 B, 4 partir de O, una distancia O F igual 4 la magnitud
del seno dado; trazar por F la M M’ paralela a A C y re-
sultardn los arcos A M y A M’ suplementarios, que tienen
el seno dado, pues OF = M E == M" E".

Si el seno dado fuera negative lo llevariamos sobre
O D, y obtendrfamos del propio modo otras dos solu-
ciones.

2% Si se conoce el coseno, llevdndolo sobre O A
desde O hasta E, y trazando M M™, obtendremos los dos
arcos AMy A M".

Si el coseno fuere negativo lo llevarfamos de O hasta
E’, sobre el radio O C, y obtendriamos analogo resultado,

3.2 Si conocemos la tangente, llevada desde A hasta
T, y uniendo T con el centro, determina los arcos A M y
A M" que tieren la misma tangente.

Si fuese negativa, la llevariamos desde A 4 T' y ven-
driamos 4 parar 4 solucidn andloga.

4.2 Conocida la cotangente, basta llevarla de B 4 G,
si es positiva, y de B a G’ si es negativa, y unir estes pun-
tos con el centro, para hallar los arcos correspondientes.

Vemos, pues, que en todos los casos 4 cada linea tri-
gonométrica corresponden dos arcos, uno menor y otro
mayor que media circunferencia, excepto el seno que de-
termina dos arcos suplementarios; y como todo dangulo es
menor de 180", resulta que todas las lineas trigonométri-
cas sirven para determinar el dngulo, 4 excepcién del seno,

7. Pudiendo los tridngulos ser rectilineos ¢ esféricos
la Trigonometria se divide también en rectilinea y esféri-
ca, segun que trate de la resolucion de los primeros 6 de
los segundos.

Aqui solo trataremos de la resolucién de los triangu-
los rectilineos, 6 sea de la Trigonometrfa rectilinea.
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LSV

REPRESENTACION ALGEBRAICA DE LAS LiNEAS
TRIGONOMETRICAS.

8. Las lineas trigonométricas se representan abre-
viadamente por sen., tg., cos., y cot,

9. Vamos a examinar las variaciones que experi-
mentan estas lineas segun las que sufre el arco.

Si suponemos que un arco A M vaya disminuyendo
sucesivamente hasta que el punto M coincida con A, es
decir, hasta que se reduzca d cero, el seno disminuye has-
ta cero; la tangente llega también 4 reducirse 4 cero; el
coseno va aumentando hasta que llega a igualarse al ra-
dio y la cotangente, por iltimo, aumenta indefinidamente
y se convierte en infinito, puesto que el radio O A es pa-
ralelo 4 B G y solo en el infinito la encuentra,

Tenemos, pues,

sen. 0 = 0; tg.0" = 0; cos. 0’ = #; cot. 0’ =oo.
Si el arco aumenta, el seno aumenta, la tangente au-

menta, y el coseno y la cotangente disminuyen; y cuando
el punto Mllegue & B, tendremos:

sen. 90" = 7; tg. 90" = o; cos. 90’ == 0; cot. 90’ =0,
Cuando,el extremo del arco pase de B, el seno dismi-
nuye, la tangente negativa disminuye, ¢l coseno negativo
aumenta y la cotangente aumenta también negativamente,
hasta que al llegar 4 C, nos dan;
sen, 180" =03 - tg.180'=0;
¢0s. 180" = —7; cot. 180" =:— 0.

Si el arco sigue aumentando, el seno vuelve 4 aumen-
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tar negativamente, la tangente aumenta, el coseno dismi-
nuye negativamente y la cotangente disminuye. Y al lle-
gar el extremo del arcod D tenemos
sen 270" = — #;tg. 270" =
cos.2j0’i—"0;! ‘cot270’—/0.

Sigue aumentando el arco, y el seno vuelve 4 dismi-
nuir negativamente, la targente también disminuye nega-
tivamente, y ¢l coseno y la cotangente aumentan, la pri-
mera positiva y la segunda negativamente; hasta que el
oxtremo del arco llega 4 A, en cuyo caso

sen. 360° = 0; tg. 360" = o,
cos. 360" = r; cot.360'=— ».

Es indudable que a seguir creciendo el arco se irfan
reproduciendo los valores de las lineas trigonométricas
ya examinados.

10. Vemos, pues, que el seno y coseno varian de 4 #
a — #; y quela tangente y cotangente varian de 4 o
a — oo. Lo que nos dice gne toda cantidad puede re-
presentar una tangente ¢ una cotangente; pero no puede
ser representacion de un seno ¢ de un coseno, si su valor
absoluto es mayor que el radio.

Que las lineas trigonométricas del primer cuadrante
son todas positivas, las del segundo, tienen el seno posi-
itvo y todas las demads lineas negativas; las del tercero, el
seno y coseno negativos, y la tangente y la cotangente
positivas; y las del cuarto, todas negativas 4 excepcién
del coseno.,

1. Encuanto 4 los arcos negativos es ingudable que
tienen las mismas lineas trigonométricas que los positi-
vos que tienen los mismos extremos.

Asf, pues, llamando ¢ 4 un arco cualquiera, 2= 4 la
circunferencia y A4 un nimero entero cualquiera, que
puede ser positivo 6 negativo, tendremos

sen, ¢ =sen. 2K © + a); tg. a =tg. (2 K=+ a);
Cos, #=¢0s, (2 K 7= 4 a); cot. ¢ = cot, K= 4 a)
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12, Determinar las lineas trigonométricas de un arco
negativo en funcion de las del arco igual positivo.
Sea A M" = — a (fig. 2) un arco negativo cualquie-
ra; tracemos sus lineas trigonométricas M E, A T, O E
y B G'. Prolonguemos M £ hasta que encuentre et M 4
lacircunferencia y tendremos A M —a; y EM =E M”
((GGeom. 64). La igualdad delos triingulos OA Ty O A T,
OBGyOBG, nos dd también AT=AT yBG=
BG.
Luego tendremos,
sen. — a = —sen. a; {g. —a=—1tg.a;
C0S, — @ = co08. a; cot. — a = — cot. a.

lo que nos dice, que /los cosenos de dos arcos iguales y de
signos contrarios son tguales y del mismo signo, y los senos,
tangentes y cotangentes son iguales y de signos contrarios.

13. Determinar las lineas trigonométricas de un arco
en funcion de las de su arco complementario o suplenten-
tario,

De las definiciones de las lineas trigonométricas del
arco complementario (3) se deduce, inmediatamente

sen. (00’ — @) = cos. a; tg. (90° — a) = cot. a;
cos. (90° — @) = sen. a; cot. (90" — a) =tg. a;

sei, (90" 4 @) = cos. — a = cos. @;

tg. (90" + a) = cot. — @ = — cot. @;
cos. (90" 4 a) = sen. -— @ = — scn. a;
cot. (90° 4 a) =tg. — a = —tg. a.

Del propio modo, observando que el suplemento de
a es 180" — a = 90" 4 (90’ — @) resultara
sen. (180" — a) == sen. (90’ +4 (90" —@)) =
cos (—(90° — @) = c0s. (90’ — a) = sen. a.
tg. (180" — a)==tg (90°+-(90"— a))=cot. (—(90’—a))==

— cot, (90" — @) = —tg, a
27
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cos. (180" — @) = cos, (90° 4 (90° — a)). =
sen. (—(90° — a)) = — sen. (90" — @) = — €0s. @

cot. (180"— @) = cot. (90° 4 (90"—a)) =
tg. (—(90'—a)) = — tg. (90'— a) = —cot, &

Que nos dice que los senos de dos arcos suplementarios
son iguales y del mismo signo, y las tangentes, los cosenos y
las cotangentes son iguales y de signo contrario.

Lo que nos comprueba lo manifestado (6): que to=
das las lineas trigonométricas determinan el dngulo, 4 ex-
cepcién del seno.

b o 2> v g Y

FORMULAS TRIGONOMETRICAS FUNDAMENTALES.

14. Vamos & determinar las férmulas que estable-
cen las relaciones que ligan 4 las lineas trigonométricas
de un arco, y que se denominan fundamentales por dedu-
cirse de ellas todas las demds.

Sea AM — q, (fig. 2) un arco positivo y menor que
un cuadrante, llamemos » al radio del circulo; el tridngulo
rectdngulo O E M nos dd (Geom. 106),

ME 4 OE* =0M"éseasen’ a4 cos’a = #".
Los tridngulos semejantes O M E y O A T nos dardn
la relacidn,

ME OE sen., & €O0s. a
-ﬁ'— — f)—-g-, 6 sea tg. 7 = v s de donde
¥ sen q
g = ————
cos a
Del mismo modo los tridngulos O M F y O G B nos
e ) OF COS. @ sen a
Aty e = R el
in = op Ysca <t e o - , de donde



- cot,a = ———.
sen, a

15, Aunque estas férmulas se hayan obtenido en la
hipdtesis de ser ¢l arco positivo y menor que un cua-
drante, es facil demostrar que son generales, pues cual-
quiera que sea la posicién del punto M las lineas trigo-
nométricas formaran siempre tridngulos semejantes; luego,
por lo que respecta 4 los valores absolutos, no cabe duda
de su generalidad; y en cuanto a los signos, nada mds
ficil que comprobar suconformidad con lo establecido (9).

16. Lasrelaciones que hemos determinado nos per-
miten hallar el valor de las lineas trigonométricas en fun-
cién de una de ellas, siempre que se conozca el radio.
Ahora bien, es indudable que estas férmulas se simplifi-
caran haciendo el radio igual 4 la unidad, lo que las con-

vierte en
sen*a-fcos'a=1 (1)

__ sen.a !
S )
At e OB
SR R, (3

Resta solo ver el modo de restablecer el radio en una
formula obtenida en la hipdtesis » = I, cuando tenga
distinto valor.

Ahora bien, observando que la relacion entre las lineas
trigcnométricas y el radio sera siempre constante, si lla-
mamos @ y @' 4 dos arcos de igual graduacién en las cir-
cunferencias cuyos radios sean 1y 7, tendremos

sen.@ __ sen, a sen. a'

7 = , de donde sen. @ = S
o

o que nos dice gue para restablecer el vadio basta reens-
plasar cada linea trigonoméitrica por su rvason al radio.

17. Conecido el scno de un arce, determinar las de-
mds lineas trigonomé tricas,
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La formula (1) nos da

Cos. =+ \/ 1 —sen’ a,
y sustituyendo este valor en las otras dos, tendremos

sen. @ vV 1—sen’a
T o A= e
Vi.—sen’a sen. @

toig ==t

18.  Dado el coseno de un arco, determinar las demds
lineas trigonomélricas,

Se resuelve como el anterior.

19. Conocida la tangente de un arco, determinar el
seno, coseno y cotangewnie.

La formula (2) nos dd

SGl @l ot sen® @
tg?a = 7 G = e
cos* a@ 1 cos’ @
de donde (Arit. 160 y 161)
1+ tg*a sen @ 4 cos’ a 1
I 5 cos® ¢ i lcostng
14 tg? a sen’ @ 4 cos® a I
s b sen® @ = sen g
de donde
1 tg. a

COS, .= ;ysell.d:-_-_:‘

“Vittg e

que nos dan cot. @ =

tg.a
que nos dice que /a tangente y la cotangente son vecipro-
cas, conforme d lo que indican las férmulas (2) y (3.

Lo mismo determinariamos las otras tres lineas tri-
gonométricas, dada la cotangente,
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TSN IT.
RELACIONES ENTRE LAS LINEAS
TRIGONOMETRICAS DE DOS ARCOS Y LAS DE LA
SUMA O DIFERENCIA DE LOS MISMOS ARCOS.

20. Dados los senos y cosenos de dos arcos, lallay el
seno y el coseno de la suma de los mismos arcos.,

Sean AB=a y BC = élos dos arcos, cuya suma
es AC =a+ 6 (fig. 3).

Senosdan BD =sen.a; OD = cos. a; CE = sen. &
yOE=cosé y se nos pide CF = sen. (@ 4 4) y
O F = cos (a + &).

Tracemos las perpendiculares KGy EHACFy O A
y supongamos el radio iguald la unidad.
Tendremos;
sen. (a+86)=CF=FG4+GC=EH4GC (a)
y cos. (@a+4+4)=0F=0H—-TH=0H-—-GE ()
Ahora bien, los tridngulos semejantes OB Dy O E H,
CGEyODB, nos dan

L (TN 20 e T o). /]
Bhd . e O E L e T 1

de donde E H = sen @ cos. d
(B S G S T O = eog b
b — OB T tona - s

de donde O H = cos. a cos. &,
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cCG GE 6 GG | sen #

0D OB’ e T R B
de donde C G = cos. a sen, &;

GE CE e GE ___sen, b

BT OB T e, 6 S
de donde G E = sen. a sen. &.

Reemplazando estos valores en (@) y (&), resultara:
sen. (@ + &) = sen. a cos. & 4 cos. a sen. & (4)
cos. (@ 4 &) = cos. @ cos. & — sen, a sen. b. (5)

2. Si en estas formulas hacemos & == — 4, resultard:

sen (¢—b) = sen @cos — & 4 cos @asen — b =
_senacos i —cosasend (6)

cos (@—¥&) == cos a cos -~ b —sena sen — b =
cos @ cos b 4 sen @ sen & (7)

que nos dan los senos y cosenos de la diferencia de dos
arcos en funcién de los senos y cosenos de estos arcos.
Estas formulas pueden deducirse directamente de modo
analogo 4 las anteriores.
22. Dadas las tangentes de dos arcos, hallar las tan-
gentes de la suma y de la diferencia de los mismos arcos.
La formula (2) nos dd

tg. (a+2) =

y dividiendo ambos términos por cos. @ cos. &,

sen. (a+4)  senacosé 4 cosasend
cos. (@44) ~ cosacosd — sena send ’

sen. a cos., & cos. a sen, &
COS. @ COos, & COS. @ cos.
tg (a+0)= - Lt =
cos, a cos, & sen. @ sen, &
cos. a cos. & coS, @ cos. &
tg. a - tg. b

(8)

1—tg, atg. b
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Del mismo modo se obtiene
tg.a — tg. &
14 tg. atg. b )

23. Dadas las cotangentes de dos avcos, hallar las
cotangentes de la suma y de la diferencia de los mismos
arcos.

La férmula (3) nos dd

__cos. (a40) _ cos.acos. b — sen. asen. &

o sen. (a+6)  sen.acos.b -+ cos. a sen. &

tg. (t‘t—&) —

y dividiendo ambos miembros por sen. @ sen. 4,

cot. @ cot, & — 1

cot. (ﬁ-'—é) — —COEH-—CU'C'H-__ . (IO)
Y del propio modo
: .0
cot. (a — &) = R (11)

cot. &6 — cot. a

T IIT.

FORMULAS TRIGONOMETRICAS DERIVADAS.

24. Hallar las lineas trigonométricas del duplo de un
arco, en funcion de las de este arco.
Si en las férmulas (4), (5), (8) y (10) hacemos @ = &,

resultard:
sen., 2 a= 2:5¢n.a cos, a

cos, 2 @ = cos® @ — sen’ g

Tiite 2te. a

o, 24 = —

3 I—tg*a
cot* @ — 1

cot,. 2 e ——M

2 cot. @
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25, Hallar las lineas trigonométricas del triplo de
un arce, en funcion de las de este arco.
Haciendo 6 = 2 a, 2n las mismas {érmulas, resulta,

sen, 3@ = sen. @ cos, 2 @ -+ cos. asen. 2 a

C0S. 3@ =CO0S5. ACOS. 2@ — SEN. @ sen. 2 @

a to. 2 2
i3 J=ite
I—tg.alg.2 a
cot. @ cot. 2 a —1
cof.3 = —

cot. 2 @ - cot a
y reemplazando sen. 2a,c0s.2¢,tg.2a y cot. 2a por
sus valores anteriores,

sen, 3@ = 3 sen.ea — 4 sen' 2

cos.3a = 4cos.*a—3cosa

jtg.a—tgla
I —3tg*a

te. Jig =

cot® @ — 3 cot. a

cot. 34— -
3 Jcot'a—-1

Del mismo modo obtendriamos las lineas trigonomé-
tricas del arco cuadruplo, en funcidn de las de este arco.

26. Dado el seno de un arco, hallar el seno y coseno
de su mitad.

] A
Haciendo @ = - — en la férmula sen, 2 q,
tendremos
A
sen. A =2 sen. —— €08, —;
2 2
la férmula (T)nos did

A
I = sen? - == -+ cos? --i\—-

que sumadas y restadas nos din,
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1+ sen. A = (cos. -%- -+ sen. -%—):

1—sen. A — (cos. 1:- — sen. i)

2
de donde
cos -+ sen S ==/
i CESTEEDY T4 sen. A
COS.— —sen, — =zt /1 g T
2 2 V I—sen. A
que nos ddn (Alg. 2):
A /1 LA /1—sen. A
cos. == i o xdh
2 2 2
A /14 sen. A /1— sen. A
gef), S paurge Yol O + 2 i
2 2 2
27. Dado el coseno de un arco, kallar el seno y co-
seno de su mitad.
: A :
Haciendo a = i la férmula cos, 2 «,
tendremos
A A
cos. A = cos? = sen® —

y la férmula (1) nos dard

A A
= cos® —— sen? ——
I=¢ 5 - =

de donde (Alg. 2);

ia X 14 cos. A
Cos’ = == 5
it A 1 — cos. A
se T o S

de donde
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A . B § LA
B & o W1k oot f
2 2

A 1 —cos.A
e g MI—cos.A
2 2

TSI

TRANSFORMACIONES TRIGONOMETRICAS.

28. Convertir la suma 6 la diferencia de dos senos 6
de dos cosenos, en productos,

Sumando y restando las férmulas (4) y (6) y las (5) y
(7), tendremos
sen. (@ + &) + sea. (& — &) = 2 sen. @ cos. &
sen. (@ 4 &) — sen. (@ — &) = 2 cos. @ sen. &
cos. (@ 4 &) 4 cos. (@ — &) = 2 cos. a cos. &
€os. (@ - &) — cos. (@ — &) = — 2 sen. asen. &
Férmulas que resuelven el problema, pero d las que
puede ddrsele forma mds conveniente, haciendo
a+bé=A: a—b=B;
de donde

A 4B 3k
PR e e A el i
2 2

y se convertirdn en

sen. A 4 sen, B = 2 sen. A-:B COS. A:B
sen, A — sen. B — 2 cos, AjB sen, A:B

cos. A -+ cos, B = 2 cos Seteli cos i:-_B
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cos. A —cos. B = — 2sen RtB sen, Sl
' 2

gne pueden traducirse al lenguaje vulgar para su mds fd-
cil recordacién.

29. Raszonde la suma db los senos de dos avcos ¢ la
diferencia de los mismos senos.

Si dividimos ordenadamente las dos primeras férmulas
ultimamente obtenidas, tendremos:

sem.
sen. A4 sen.B 2

sen, A—sen. B T A+ B AK=B -
COS. aen.
z 2
w A+B
w A+B . AR BT
g 2 : 2 g A —B
L s

lo que nos dice gue la razin de la suma ae los senos de
des arcos d la diferencia de los mismes senos, es igual &la
rason de la tangente de la semi-suma de dickos arcos déla
tangente de la semi-diferencia de los mismos.
30, Convertir en producto la suma de las tangentes
de los tres dngulos de un tridngulo.
Si llamamos A, B y C 4 los tres dngulos del triingu-
lo, siendo C suplemento de A - By sera (13)
tg. (A 4+ B) = —tg.C;
de donde (22)
tg. A4 tg. B
I—tg.Atg.B
tg. A 4 tg. B 4 tg. C =tg. A tg. Btg. C,

31.  Disponer para el célculo logaritmico el binomio
m Sena - n cos a.

tg. C, o

Tenemos que
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i n _
msen a4 n cosa=m |sen a -} Ty AT

7 !
ie 10) —— = tg. «, resultara:
y haciendo (10) - g

w sen. @ - 7 cos. @ = m (sen. a 4 tg. o cos, a) =

m (sen. a4

sen. @ cos. @

cos, o

6 sea

sen. (@ + «
CHen

.a=ncos.a=m
m sen. a -+ ( e

i
COSs., @

sen (@ + o).

il <o <t

CONSTRUCCION DE LAS TABLAS TRIGONO-
METRICAS.

32. Las tablas trigonométricas son unos estados or-
denados por celumnas que contienen los arcos de 9 4 9o°,
de I'en 1', 6 de 10” en 10", etc., y enfrente los logaritmos
de sus lineas trigonométricas.

Como las lineas trigonométricas del primer cuadrante
comprenden todos los valores absolutos de que son sus-
ceptibles las lineas trigonométricas, dicho se estd que bas-
tard que las tablas contengan todos los arcos de 0 4 90%;
y si se tiene en cuenta que las lineas de un arco son las
colineas de su complemento, bastara calcular las de los
arcos de 9 4 45°.

33. Los valores de las lincas trigonométricas pueden
calcularse sencillamente para algunos arcos particulares,
mediante el siguiente¢ principio.
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El seno de un arco menor de 180° es mitad de la cuer-
da del arco duplo.

Pues hemos visto (12) que E M era mitad de M M"' y
A M mitad de M A M"" (fig. 2).

Asi pues, para el arco de 30°,

1 I
sen, 307 = o cuerda 60° — -

I
cos. 30° = sen. 60" — T cuerda 122° =

y por tanto,

sen. 30°
ey, 330 STy —v/3 R

tg. 30" =

oL COBy 300 1Lt
el sen, 30 V3

1 NEY
Siel arco es de 45° sen. 45" = = cuerda 90’ = —z-m;

i tg. 48" =1 y col. 45" = 1.

cos. 45" = sen. 45" =

: 3
Si el arco es de 60’ sen, 60° = cos. 30° = e

¢08. 607 = sen. 30" = =

Moo= i

tg. 60° = cot. 30° = y/ 3 ; y cot. 60° —tg. 30' = \.%
=

Si el arco es de 1207 sen. 120" = sen. 60’ = \—zi :

1

>

cos. 120° =— — ¢0s. 60" — —

tg. 120" = —tg. 60’ =—y/ 3 ;
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F V3
y cot. 120" = — cot. 60° = — =,
; . L
Del mismo modo, sen. 135" = sen, 45" = S
V2
cos. 135" == — cos. 45° = — = :
tg. 135’ = —tg. 45’ = — I
y cot, 135° — — cot. 45’ = — 1.

; 1
Por tltimo, sen. 150" — sen. 30" = =4

V3
cos. 150° = — cos. 30" = — i :
tp. 150° = —tg. 30° — — %;

y cot. 150° = — cot. 30° = — /" 3 .

34. La determinacién de los valores de las lineas
trigonométricas se funda en los dos principios siguientes:

1.0 Todo arco menor que un cuadrante, es mayor que
SU Seno y menoy que sw tangente.

En efecto, el arco es mayor que la cuerda, y como la
cuerda es mayor qne el seno, con mds razén seri el arco;
mayor que el seno.,

Ademds, sabemos (Geom, 15) que arc. AB<BC+4CA
pero B C < CD; luego con mds razén arc, AB<CD 4
CA=AD
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2. FEl seno de un arco menor que un cuadrante, es

mayor que la difevencia entre el arco y la cuarta parte
del cubo del arco,

En efecto, acabamos de demostrar que

1
SCH, ~—
t Ia>Iads 26 I
o — — ) - e —
8 3 27k I g
Cos,.— @&
2

I
6 sen,— 4> — & cos. — @.
2 2 2
T v I
Multiplicando los dos miembros por 2 cos. — a,
2
1 I I
2 sen, — @ cO0S. — a@ > a cos® — a;
2 2 2
6 bien (24),
SUEL
sen, @ > a (1 — sen® — g

2 I a,-
pero I —sen’ — a>1— ——j

a’ a’
luego sena::-a(l——- ——):a——T.

35. Esta propiedad nos permite tomar el arco en vez
del seno, con un error menor que la cuarta parte del cubo
del arco,

Pero de 180" = = = 3,141592653589..,. se deduce, arco
de 10" = 0,000048481368 ....; luego el cubo de 10" ten-
drd ceros para sus doce primeras cifras decimales, y por
tanto, para el tercio de su cubo; lo que nos indica que el
arco de 10" y su seno tienen al menos comunes sus doce
primeras cifras decimales.

Por consiguiente,

sen, 0" = 0,000048481368.....
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Conocido el sen. de 10", conoceremos el
coseno 10" =4/1 — sen* 10",

y conocidos el seno y el coseno de 10", conocemos (24)
los de 20", 30" etc. 2

Determinados los senos y cosenos, determinaremos
las tangentes y cotangentes mediante las férmulas (2) y (3)-

Como las tablas estan calculadas, unas en la hipdtesis
del radio igual 4 la unidad, y otras con el radio igual 4 10
cuyo logaritmo es 10, bastard para pasar de unas d otras,
anadir 10 unidades 4 los logaritmos de las lineas calcula-
das en el supuesto de ser el radio igual 4 la unidad,

TL=IZDEIT

DISPOSICION Y USO DE LAS TABLAS.

&

36. Indicada la forma de obtener las lineas trigono-
métricas de los arcos de O 4 45°, que las tablas deben
contener, su ordenacidn, para la constitucién de las mis-
mas es por demds sencilla.

Omitiendo detalles que se encuentran precisados en
las tablas, cuya disposicion suele variar segin el autor,
nos limitaremos 4 indicar que acostumbran a marcarse los
grados en la parte superior de cada pdgina y los minu-
tos en la primera columna; y los grados del arco comple-
mentario en la parte inferior y los minutos en la dltima
columna; y en otras cuatro, los logaritmos de los senos,
tangentes, cotangentes y cosenos de los arcos respecti-
vos, con una columna intermedia que sirve para las di-
ferencias de cada dos logaritmos consecutivos, ¢ bien
para su parte proporcional.

Las correspondientes 4 las tangentes y cotangentes
son comunes en virtud de su propiedad (19).
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37. Dos problemas pueden ocurrir en el uso de lag
tablas trigonométricas, i

1.° Dado un dngulo, hallar los legaritmos de sus
lineas trigonométricas.

2.° Dado el logaritmo de una linea trigonométyica,
hallar su dngulo,

Prescindiremos, desde luego, del caso en que el dngu-
lo 6 la linea trigonométrica dada, estén en las tablas,
pues d la simple vista se encontrard la linea 6 dngulo
pedido.

Supongamos, para fijar las ideas, que deseamos hallar
el log. sen. 37°, 45', 24".

Este dngulo no estd en las tablas, pero se encuentra
comprendido entre el dngulo 37° 43" y el de 37° 46”; luego
su log. sen, estard comprendido entre los log. senos de
estos dos dngulos.

Hallando, pues, el log. sen. 37° 45"y determinando la
diferencia entre este log. sen. y el de 37°, 45', 24", afadida
al logaritmo hallado, nos dard el log. seno pedido.

Pero se admite que Jas diferencias de los arcos son di-
rectamente proporcionales d las diferencias de los logarit-
mos de sus lineas trigonométricas, luego tendremos,

340 =3 4 &
37° 45' 24" —37° 45’
log. sen. 37" 46' — log, sen. 37" 45" (diferencia tabular)
log. sen. 37° 45' 24" — log. sen. 37" 45’ (incég,® del probl.?)
60" 163

4 sea — = ; de donde
24 x

=24 -Igsg— =124 3 2,71,
que es la parte proporcional, = 65.
Luego para determinar la diferencia buscada, se mul-
tiplica el nimero de segundos por la parte proporcional.

Ahora bien,
20
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Tog. sen. 37" 45' = 1. 78 6906,
luego
log. sen. 37" 45 24" = 1,786971.
Del propio modo obtendriamos el log. tg., log. cos.
6 log. cot., teniendo tnicamente en cuenta que para los
cosenos y cotangentes, en lugar de anadir la diferencia,
debe restarse; puesto que Jos cosenos y cotangentes dismi-
nuyen & medida qus el arco aumenta.
2% Determinar el dngulo cuyo log. sen. = 1,786971.

Buscaremos en la columna de los senos este logaritmo
y veremos que se encuentra comprendido entre

1,786906 y 1,787060;

que corresponden respectivamente d los arcos 37° 45' y
37" 46"; luego el dngulo que se busca serd mayor que
37" 45" y menor que 37" 46"

Sea x la diferencia entre el dngulo que se pidey el de
37" 45' la proporcién ya dicha serd en este caso,

B0 - 103
(e ) o BB
de donde
60 163
e ( — — = d e - e - .
A 25 X 163 63 6o = G572, 75,

que es la parte proporcional, = 24.

Luego el dngulo pedido es 37" 45" 24".

Lo mismo se determinaria el angulo, conocido el log.
cos,, log, tg. 6 log. cot , teniendo tan solo en cuenta lo
advertido anteriormente, en cuya virtud, si se nos dicra el
log. cos. 6 el log. cot., deberfamos buscar en las tablas el
inmediato mayor, en lugar del menor.

Por tltimo, si ¢l dngulo dado fuera mayor de 9o’ to-
marfamos la linea trigonométrica del dngulo suplementa-
rio con el signo que la correspondiera (13).
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RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS DE LOS
TRIANGULOS RECTANGULOS.

38, Vamos 4 establecer finalmente las relaciones que
ligan 4 los lados y dngulos de los: tridngulos, comenzando
por los rectingulos.

Para mayor claridad y precisién se ha convenido en
representar por A, B, C, las dngulos de todo tridngulo y
por a, 4, ¢, los lados opuestos,

Cuando el tridngulo es rectangulo, A representa siem-
pre el dngulo recto, y, por consiguiente, @ la hipotenusa.

La resolucion de los tridngulos rectdngulos se funda
ew los dos principios siguientes.

39. B todo trigngulo rvectangulo, un cateto cualguies
ra es igual @ la hipotenusa mulliplicada por el seno del:
dngulo opuesto.

Sea el triangulo A B C; trazo desde el vértice B, con
un radio igual 4 la unidad, el arco D F y su seno D E,
que serd el seno del dngulo B.
Los tridngulos semejantes ABC y BD E nos din:
AC BC b a

Sl e

DE = B SR B T

de donde 6= a sen. B,
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CoroLARIO. Fn todo tridugulo wectdngulo, un cateto
cualguiera es igual & la hipotenusa multiplicada por el co-
seno del dngulo comprendido.

Pues sabemos que sen. B = cos. C; lo que convierte
la férmula anterior en & = a cos. C,

También puede demostrarse directamente, como el
principio anterior.

40. En todo tridngulo recténgulo, un cateto cualguie-
ro es igual al otro cateto mulliplicado por la tangente del
dngulo opuesto al primero.

Tracemos la tangente F G del arco D F, que serd la
tangente del dangulo B, Los tridngulos semejantes A B C
y F B G nos din:

RO RABE e O o
FG  BF TR SR R

de donde 6 —=¢ tg. B.

Corovrario. En todo tridugulo rectingulo, un cateto
cualguiera es igual al otro cateto multiplicado por la co-
zangente del dngulo opuesto al segundo.

Pues de tg. B = cot. C, resulta 4 = ¢ cot. C.

Estos principios se deducen también del primero;
pues de 6 =asen. B; y ¢ = @ cos. B; resulta

& :
——‘—:tg.B, 6 b=ctg B;

y también = cots By 6 2 =5 cat. B,

Estos principios y el teorema de Pitdgoras bastan
para los cuatro casos que pueden ocurrir en la resolucién
de los tridngulos rectdngulos,
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IL=ZSTSIITT.

RESOLUCION DEL PRIMER CASO DE LOS
TRIANGULOS RECTANGULbS.

41.  Resolver un tridngulo vectdngulo dados les dos
catetos.

Se conocen & y ¢; y se pide hallar a4, By C,

El dngulo B le deduciremos de la férmula é = ¢ tg.B;

que nosdatg, B = ; de donde

log. tg. B = log. & -+ cto. log. ¢

El dngulo C = 90" — B.
Por tltimo, la hipotenusa la obtendremos por la fér-

mula § — a@ sen. B; de donde
b

sen. B 7
log. @ = log. & 4 cto. log. sen. B,
Aplicacion de las férmulas halladas al caso en que:
b =153, 85 y ¢ = 534™, 1%

LTI

RESOLUCION DEL SEGUNDO CASO DE LOS
TRIANGULOS RECTANGULOS.

42. Resolver un tridngulo rectdngulo dados la hipo-
tenusa y un catelo.

Senos dd a y &; y se nos pide hallar ¢, B y C,

EldnguloBle obtendremos por la férmula d==a sen B,

que nos dd sen B = —i—; de donde,
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log. sen. B = log. 4 - cto. log. a.
El d4ngulo C = 90’ — B.
El cateto ¢ se puede deducir de la formula ¢ = @ sen C,
de donde, _
log. ¢ = log. a + log. sen. C.
Aplicacion al caso en que:

g 328m’ (,4’ y 6 = 175", 39.

ol oo e, <l v gl

RESOLUCION DEL TERCER CASO DE LOS
TRIANGULOS RECTANGULOS.

43. Resolver un triangulo rectangulo, dados la hipo-
Zenusa y un dngulo agudv,
Se conocen @ y B; se quiere obtener 4, ¢ y C.
Desde luego C = 9o’ — B.
El cateto & se deduce de la formula 4 = & sen B; que
nos dd:
log. & = log. @ -} log. sen. B.

El cateto ¢ se puede obtener por la férmula
¢ = a cos. B; de donde,
log. ¢ = log. ¢ + log. cos. B.
Aplicacién de estas formulas al caso en que:
a=2721",39; y B=43’5'42",34.

LXXXVI.

RESOLUCION DEL CUARTO CASO DE LOS
TRIANGULOS RECTANGULOS.

44. Resolver un tridugulo rvectingulo dados un cateto
y un dngulo agudo,
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Conocidos & y B, determinar a, cy C.
La hipotenusa nos la dard la férmula & = & sen B; de
&

1a le —
donde a sen. B

il
log. @ = log. 4 4 cto. log. sen. B,

El cateto ¢, lo hallaremos por la férmula 4 = ¢ tg. B;

1/
de/donde; sy o s
Y tg. B Y
log. ¢ = log. 4 + cto. log. tg. B.
El dngulo C = g0’ — B.
Aplicacion de estas férmulas al caso de

b= 4354™,59; y B =19°15" 46", 15.

EXXXVIT.

RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS DE LOS
TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

45. La resolucion de los tridngulos oblicuangulos ¢
generales se funda en los siguientes principios.

e todo tridnuguloe, los lados sen directamente propor-
cionales d los senos de los dngulos epuesios,

Sea A BC el tridngulo, bajemos la perpendicular a
uno de los lados desde el vértice opuesto, Esta perpen-
dicular caerd dentro 6 fuera del triangulo.
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En el primer caso, tenemos que los tridngulos rectdn-
gulos BDA y BD Cnos din (39),
BD —=c¢sen, A '

csen, A = asen.C, dsea
BD — asen. C |

¢ sen. C

Arion | IEeRUAUE

En el segundo, los tridagulos BD A y BD C nos
dardn, por la misma razén,
BD=c¢sen.BAD=c¢sen A )

¢ sen. A = a sen. C;
BD=asen.C

sen, C
sen, A

& sea

Cororario. En todo tridugulo, la sumay la diferencia
de dos lados son directamente proporcionales d las tangen-
tes de la semi-suma y de la semi-diferencia de sus dngulos
opuestos.

o sen G
= gen A

Pues de la proporcién

resulta (162, Arit.)
c+a sen, C - sen. A

t—a = sen. C— sen. A
pero (29)
. C+A
sen. C 4 sen. A B T
sen, C—sen. A S W
g —
2
luego
C4+ A
o tg 4

Pamg i C+ A
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46. Ew lodo tridmgnlo, ¢l cnadrade de un lado es
ignal ¢ la suma de los cuadrados de los otros dos, menos
el duplo de su producto por el coseno del dngulo compren-
dido.

Pueden ocurrir los dos casos ya expresados (fig, 6).

Enel primero, tenemos (Geom. 109),

@ =04 —256X AD;
pero ¢l tridngulo rectdngulo A B D nos dd (39, cor.),
A D == ¢ cos. A; luego
' =04 ¢*— 2 b ccos. A,
£n el segundo caso, tenemos (Geom. 110),
at =04+ 426 X AD;
pero (39, cor.) en el tridngulo A B D,
AD=ccos. BAD=— ccos. A (13)
luego
a* =6+ ¢* — 26 ccos. A,

47. De lo expuesto se deduce que cada una de las
propiedades anteriores establece las relaciones que ligan
d los seis elementos del triangulo, y basta por tanto, para
la resolucién del problema general de la trigonometria rec-
tilinea; por lo que pueden deducirse unas de otras; asj
como de estas resultan también las de los triangulos rec-
tangulos, que no son mds que un caso particular de aquel.

Nora. En la resolucidn de los tridngulos hemos em-
pleado y seguiremos empleando el complemento logarit-
mico, 6 complemento d cere, en vez del complemento arit -
mético, por la mayor sencillez y comodidad que en los
calculos se obtiene.

f

IL=XZEISTVIIT. [[=
RESOLUCION DEL PRIMER CASO DE LOS \!
TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

48.  Resolver wn tridugulo, dados un lado y dos an-

gulos,
L 4
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Senositld @, By C, y se desea hallar s, ¢ y 'A.
Pesde luego A = 180" — (B 4 C).
E1 lado & lo vbtendremos de la ecuacion

b sen. B A a X sen. B
—— - § d = ——
a sen, A’ QUEROEAS; 8 sen. A

de donde
log. & =-log. a 4 log. sen. B 4- cto. log. sen. A

Del mismo modo deduciremos ¢ de larelacion

¢ sen. (0 gk a sen. C
Rl S e 0s dd ¢ = ————;
a sen. A’ 4 sen. A '

‘der donde
log, ¢ = log. @ + log. sen. C 4 cto. log. sen. A
Aplicacién de estas formulas al caso en que:

a = 35467™,48; B=75",39,47" 6 C=38, 1, 30" 4.

i o o

RESOLUCION DEL SEGUNDO CASO DELOS
TRIANGULOS OBLICUANGULOS.
49,  Resolver un tridngulo, datlos dos lados y el dngu-
slo comprendide.
Conoeidos a, &y C, hallar ¢, A y 13,
Desde luego se tiene A 4+ B = 180" —C.
X podremos deducir ¢l valor de A — B, della férmula
ter, _J{‘_ + H_

t=1

]

Fee 0
e Al
tg.

9 sed,
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t l00 G‘.
a4 b S3 g. 19 e

= ¢ A—B
g 2
de donde
C 1
— b " u — S— &
tg: A % 6)tg.(go 2)
T a8
que nos dd
log. tg. -ﬁ—_;i = log.(a —&) - log. tg: ('90"—- -g-) e

cto: log. (@ +&)
Conocidos A4 B y A — B, se conocerdin A y B,
(Alg. 2).
En cuanto al lado ¢ se puede deducir de la férmula

a sen, A 4

=T iy o anenos dd
a sen. C

= '-m‘ 3 de donde

log. ¢ = log. a 4 log. sen. C 4 cto. log. sen. A
Aplicacién de estas férmulas al caso en que:

= 324‘: 1 58} b= 215“l ) 47: y C= 47“: 34’: 23“ 56"

==,

RESOLUCION DEL TERCER CASO DE LOS TRIAN-
GULOS OBLICUANGULOS.

50. Resolver un tridngulo, dados dos lados y el argu-
lo opuesto d uno de ellos.
Dados a, é y A, determinar ¢, By C,
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El angulo Blo obtendremos de la proporeion
a sen., A :
— — — ———— que¢nos dd
b sen.
log. sen. B = log. 4 4 log. sen. A 4 cto. log «
El dngulo C = 180" — (A -+ B); v el lado ¢, se puedc

; o @ sen. A )
deducir de la férmula = ————; que dd
€ sen. C

log. ¢ = log. a 4 log. sen. C 4 cto. log. sen. A

Coma el dngulo B viene determinado por su seno,
obtendremos para B dos valores correspondientes d los
dos dngulos suplementarios; 4 estos dos valores de B, co-
rresponderdfi otros dos de C y de ¢. Es, pues, preciso
examinar cudl de estos valores es el que debe aceptarse
en cada caso.

Pueden ocurrir tres;

1.° a > b.Fn este caso, siendo A > B, el dngulo B es
agudo y, por tanto, el problema solo tiene una solucion,

2. a=—2~é. En este caso, A == B; y, por tanto, tam-
poco puede tener B mas que un solo valor.

3. a< 4. Eneste caso, siendo B > A, los dos valo-
res que ecorresponden a sen. B, satisfacen el problema y
este tiene dos soluciones,

Siendo sen. B = —-é Sc{?' 2 podransuceder tres casos:

1.0 4 sen. A < a; de donde sen. B < I; y observan-
do que la perpendicular CD = 4 sen. A; resultan, en efec-
to, los tridngulos A C B y A C B’ que satisfacen a la cues-
tion propucesta,
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2% Jsen. A= a;de donde sen. B==1 6 B=—090", y ¢l
tridngulo A C D es la tnica solucién del problema.

3." bsen a> a; dedondesen, B > 1; y el problema,
por tanto, es imposible. (10)

Resultados idénticos 4 los de la discusién geométrica
de este mismo problema.

Aplicacion de estas férmulas al caso en que:

a = 5467, 48; &= 3677/™,88; A—=268"1,30" 4.

=CI.

RESOLUCION DEL CUARTO CASO DE LOS TRIAN-
GULOS OBLICUANGULOS.

§1.  Resolver un tridngulo dados los tres lados.~

Se nos dan e, & y ¢; se buscan los valores de A, By C,

Ll angulo A lo determinaremos por la formula

a' =04 ¢ —2b¢cos. A;
que nos dd:
4 c*— a |
2b¢ i

pero como esta férmula no es aplicable al calculo logarit-
mico, es preciso transformarla en otra que lo sea.

Para ello restemos sus dos miembros de la unidad, y
tendremos:

cos. A =

I—~cos.A=I——é——+;T;:—E—;
6 sea (27) .

2 gant e lb ]

Z 5€n ---2--— ,_.—-—;'_W .

de donde (Alg. 26, 5.%) .
A (@ A i) fip =0 poe)

2 sen? —— = :

2 2b¢
y llamando 2 p al perimetro del tridngulo, tendremog:
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44 b—c=2(p—ch y a—bfc=2(p —10),
y sustituyendo

2b¢

hi \/ —c)fp—-ﬁJ

del mismo medo hallarfamos

sell————-+\/(ﬁ—")ff"—¢} fU

2'sen? — —

G le—a)ipg=2)
Shesy ek

Si en lugar de restar los dos miembros de la ecuacién
propuesta de la unidad, hubiéramos anadido la umidad,
hallariamos de modo andlogo

COS'——"-" \/p?_")

ﬂ{P = 5’)

COS. -g— — 2P 2) 3(2)

+\/PP—-¢J

Por ultimo, dividiendo ordenadamente las férmulas
anteriores por estas, resultard

o
it

]
A ®—206)(@—2¢)

- i p(p— a) ’
B \/(p—mp—u
tg—— (3)
2 2 (2 —9) ?
e [(p—a)(p —8)

to.
2 \/ PP —¢) \



~—239 —

“Siendo todo dangulo menor de 180" su mitad serd me-
mor de 90°, y, por tanta, ‘puede prescindirse del doble
signo en las anteriores férmulas, (5, 3.")

Cualquiera de los tres sistemas de ecuaciones (1), (2)
6 (3) sirve para resolver el problema; pero el (1) exige la
obtencidn de seis logaritmos; el (2) 1a de siete; y el (3) so-
famente Ja de cuatro. Es, por consiguiente, el mds sen-
«illo,

Aunque bastarfa en rigor determinar los valores de
dos dngulos; conviene hallar directamente los tres como
medio de comprobacién.

Aplicacién al caso en que:

@ = 3467",48; & = 578459; y ¢ = 3677,88.
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ERRATAS DEL TEXTO.

SBCySde

T
R W IO HCRE IO XEIE HPIECIIOR -
16 26 apoya apoye
2l 5§ * encontrara encontraran
0§ e Al
2 AB AL
8 yi o 0
30 AF AB
32 2 respecvas respectivas
44 4 151 51
46 17 (62, recip. 3.7) (64, recip. 3.")
47 4 (62, recip. 3.9) 164, recin. 3.")
68 7 DE DF
70 1  Ademads (31, cor, L.9 (31, cor 1.") Ademas
gRl ABD ABE
o 1 contar cortar
81 14 GHOD QUG
8z 13 CD—=AD CB=AD
87 18 consistente constante
88 25 (Arit. 65) (Arit. 165)
89 4 (Escolio, num. 130) (130)
lol 10 cumplirian cumpliria
103 7 Ellado del exdgono ete.  165. El lado ete.
108 10 (149, escolio) 154
1z 2 radio /' radio #»’
115 16 tunico que puede que pueden
120 24 166 196
129 3 EG FG
AL B G AE CG
129 7 ER . aeD ER o GD
134 21 (193 cor.) (194, cor.)
41 4 T A"y TG TCow A
T4 2 BTC-+ATB BTC=>=ATRBS
156 2 (179, cor. 2.°) (197. cor. 2.%)
161 16 interior exterior

SAEySae



T
f g 0N K. WDWEHEIE IO IEC NN =
B Al B! A?
95 27 TS i
168 8 AB:HG_ __ABjCD_,
169 9 ED'4+DA'4+DE’ D'4+DA'4DC
150 11 esta esto
181 18 223 32
182 10 g 236 326
184 12 o' D' ¢
197 6 (hg. 236) (fig.156)
198 14 FAHBypP A B ABCyA' L' C
199 1 (fig. 257) (ig. 157)
28, 3 VigsenA | Vi—senA | \idsenA  Vi—senA
S RORETA T L T T o
220 22 O a 43" o’ a 45°
Vi fi
222 7 cos 150" = — ‘—;— cos. 150" = — \2"
223 19 tercio de su cubo cuarto de su cubo
14 A
e R
: 2 2
P CEA C=A
B tg

Ademas estin repetidos el niim. G4 (las citas de las
paginas 46 y 48 se refieren al 2.%) y los 104 y 211,

- ERRATAS DE LAS FIGURAS.

—_—

Figura 30, &» por & #'.

Figura 33, falta una Cen la interseccion de A B con e ¢".

Figura 153, falta B; Cy Ten vez de C' y T O’ debe
estur en la recta T' D!,

Figura 3de Trigonometria, N en vez de H.

Figura 4 de Trigonometria, P en vez de B,
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