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r. 
PREIiMMREg. 

1. Qeometria es la ciencia de la extensión. 
2. Extensión es toda porción l i in i iada del espacio. 
Todo cuerpo ú objeto material ocupa una porción de 

espacio y el espacio ocupado por ese cuerpo es lo que 
llamamos cuerpo geométrico. 

3. Se llaman dimensiones de los cuerpos, los diversos 
modos de ser extensos. Por esta razón se dice que los 
cuerpos tienen tres dimensiones: longitud ó largo, lat i tud 
ó ancho y profundidad ó grueso. 

No se concibe la existencia de cuerpo alguno sin las 
tres dimensiones; pero existen extensiones geométricas de 
dos dimensiones y de una. Tales son, por ejemplo, la ca­
bida de una huerta y la altura de un edificio. 

De donde se deduce que podemos considerar tres cla­
ses de extensión: extensión de tres dimensiones, que reci­
be el nombre de cuerpo; extensión de dos dimensiones, 
llamada superficie y extensión de una dimensión ó linea. 

4. Existen infinitos cuerpos. 
E l límite que separa un cuerpo del espacio que le ro­

dea, asi corno el que separa dos porciones del mismo 
cuerpo, es una superficie^ puesto que no tiene más que dos 
dimensiones. 
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Cada cuerpo tiene, pues, infinitas superficies. 
E l límite que termina las superficies y el que separa 

dos partes contiguas de la misma superficie, no tiene más 
que una dimensión y es, por tanto, una linea. 

Luego en toda superficie se conciben infinitas líneas. 
Del propio modo, los extremos de las líneas y los lí­

mites que separan dos partes de la misma línea, no tienen 
dimensión alguna y reciben el nombre á t puntos. 

Toda línea consta, pues, de infinitos puntos. 
5. E n toda extensión hay que considerar la posición, 

la f igura y la magnitud. 
Se denominan iguales dos extensiones, cuando tienen 

la misma figura y la misma magnitud. 

Dícense semejantes cuando tienen la misma figura y 
distinta magnitud; y se llaman equivalentes cuando tienen 
distinta figura pero la misma magnitud. 

6. E l punto geométrico no tiene ni figura, ni magni­
tud. Los distintos puntos, todos iguales, se distinguen tan 
solo por su posición. Se representan bien por el punto de 
la escritura ó por la intersección de dos líneas, y se 
designan por una letra. A , X B. Así diremos, punto A ó 
punto B. 

7. Las líneas se clasifican con relación á su figura en 
dos clases: rectas y curvas. 

L a linea recta no puede definirse; dícese comunmente 
que es l a más corta distancia entre dos puntos. Ta l es A B. 

Linea curva es l a que 
no es recta, ?ti se compone 
de rectas como C D. 

También suele desig­
narse con el nombre de 
linea quebrada ó poligo­
na l l a reunión de varias 
rectas, de las que dos con-

FIB.1* 
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secutivas no forman una misma recta, como E F G ' H ; y 
mixta la reunión de rectas y curvas, tal es M N P Q. 

8. Las diversas superficies se distinguen por su 
figura en planas y curvas. 

Se llama superficie p lana, ó simplemente plano, toda 
super/icie á l a que se adapta perfectamente una recta en 
cualquier sentido que se aplique. 

Superficie curva es l a que no es plana, n i tiene porción 
alguna plana. 

También suelen distinguirse con los nombres de sit-
perficies quebradas l a reunión de varias superficies planas, 
de las que dos consecutivas no forman un solo plano; y de 
superficies mixtas, las compuestas de superficies planas y 
curvas. 

Las superficies se representan en general, por las lí­
neas que las limitan, 

9. Los cuerpos se clasifican y representan por las 
superficies que les sirven de límite. 

10. L a Geometría se divide en plana y del espacio. 
L a Geometría plana, ó Planimetría, esttidia l a exten­

sión cuyos puntos están todos en un misino plano. 
L a Geometría del espacio, ó Estereométria, se ocupa 

de l a extensión cuyos puntos no están todos en un mismo 
plano. 



Geometría plana. 
21. 

P R O P I E D A D E S DE L A LÍNEA R E C T A . 

11. Hemos dicho que la línea recta no puede definirse 
y hemos indicado, sin embargo, (7) la definición que sue­
len dar la mayor parte de los autores. 

Esta definición constituye la propiedad fundamental 
de la línea recta, de la que se deducen inmediatamente 
las siguientes consecuencias! 

i,a P o r dos puntos no puede pasar más que una sola 
linea recta. 

2.a' Z W rectas distintas no pueden tener más que un 
pnnto coinüu. 

3.a Dos rectas son siempre superponibles, para lo que 
solo es preciso hacer que coincidan dos de sus puntos. 

12. De estas propiedades se infiere que todas las lí­
neas rectas son semejantes y que tan solo difieren unas de 
otras por su magnitud y su posición. 

S i las rectas las consideramos ilimitadas, solo se distin­
guirán en la posición. 

13. E n las artes, en los oficios y en las aplicaciones 
todas de la geometría, es de uso frecuente el trazado de 
rectas, que se efectúa con el auxilio de la regla, instru­
mento de todos conocido. 

Si la regla no estuviera bien construida, el trazado pu­
diera ser defectuoso. Conviene, pues, antes de usarla, ase­
gurarnos de su buena construcción, para lo que basta 
trazar una recta, invertir la regla y trazar otra recta por 
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el mismo borde antes usado; si las dos rectas coinciden, 
la regla estará bien construida por el borde ensayado, 
pues este medio presenta duplicada la curvatura que pu­
diera existir y, por tanto, fácil de apreciar, 

14. L a magnitud de las rectas, ó sea la distancia entre 
dos puntos, se determina midiéndola. 

Medir una recta, es comparar su longitud con la de 
otra recta que se toma como unidad. 

L a unidad para medir longitudes, ó sea la unidad l i ­
neal, es el metro, con sus múltiplos y divisores. 

IS- Se llaman lineas convexas, las que no pueden ser 
tortadas par una recta en más de dos puntos. 

Toda linea qtuir-ada convexa envuelta pv r otra, es 
menor que esta otra. 

Sea la línea quebrada convexa A B C D envuelta por 
la A E F Ü; digo que A B C D < A E F D. 

E n efecto, prolongo los lados A B y B C hasta que 
encuentren á la linea envolvente; y tendremos que, como 
la línea recta es la más iorta entre dos puntos, resultarán 
las desigualdades; A B + B G < A E 4 - E G 

B C + C H < c B G - i - G F + F H 
C D < C H + H D 

que sumadas ordenadamente nos darán, 
A B + B G + B C - f C H + C D < A E + E G + 
B G + G F + F H + C H + H D, ó bien, 
A B + B C + C D < A E -f- E F + F D; que es lo que 
•qtKdamoó demostrar. 
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Á N G U L O S . 

16. Se llama ángulo la porción de plano cempreüiide 
•entredós rectas que concurren en un punto. 

Las rectas A B y A-C se llaman lados del ángulo; el 
punto A de encuentro se llama vértice del ángulo. 

Un ángulo se designa con tres letras; una de cada 
lado y la del vértice que se coloca enmedio. Así, el án­
gulo formad© por las rectas A B y A C, se leerá B A C 
ó C A B. 

Si el ángulo está solo, se designa con la letra del vér­
tice y sedice ángulo A . 

E l ángulo se considera engendrado por el movimiento 
de la recta A B que, adaptada primero sobre A C , gira 
alrededor del punto A . De aquí se deduce que la magni­
tud del ángulo no depende de la longitud de sus lados, 
sino de la mayor ó menor separación de estos. 

Dos ángulos se dicen iguales cuando, coincidiendo el 
vértice y uno de los lados, coinciden también los otros dos 
lados. 

17. Se llantait ángulos consecutivos los que tienen un 
mismo vértice, un lado común y los otros dos lados, á una 
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$ otra parte del lado común. A O B . B O C y C O D soit 
ángulos consecutivos. (íig-. 4.) 

Bisectriz de un ángulo es la recta que le divide en dos 
tartes iguales. Si los ángulos A O B y B O C son iguales, 
B O sefá la bisectriz del ángulo A O C . 

Aitgulos adyacentes son los consecutivos cuyos lados no 
comunes están en línea recta. A O C y C O D son ángulos 
adyacentes. 

Ángulos opuestos por el vértice, son los que tienen sus 
lados en prolongaciones opuestas, como A O B y D O C. 
(%• 5.) 

Ángulos rectos son los ángulos adyacentes iguales, 
como A O C y C O B. (fig. 6.) 

WüPP5! 

Se dice que una recta es perpendicular 4 otra cuando 
f o r m a con ella ángulos rectos. 
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Así O C es perpendicular á A B. 
Una recta O B se llama oblicua á otra A C, cuando 

forma con ella ángulos adyacentes desiguales, (flg. 7.) 

F G. 7 

%': 

iS. Un punto de una recta determina una perpendicu­
la r á dicha recta. Es decir, por un punto de una recta, 
siempre puede trazarse una perpendicular á dicha recta, 
.pero nunca dos ó más. (fig. 8.) 

Sea A B la recta y O un punto cualquiera de A B. 

l iemos visto (núm. 16) que el ángulo se considera ert-
gendrado por el movimiento de la recta O C que, coíncí-
diendo primero con O A , gira alrededor del punto Or en­
gendrando dos ángulos adyacentes desiguales A O D y 
D O B. E n este movimiento, el ángulo A O D crece y eí 
D O B decrece de una manera continua, de saerte que 
llegará un momento en que: O D tome la posición O C y 
forme los ángulos adyacentes iguales A O C y C O B.. 
Luego por un punto 0 siempre puede pasar una perpen­
dicular 0 C á una recta A Br 

Además, otra cualquiera O D formará con A B dos 
ángulos, el uno A O- D menor que el A O C y el otro 
D O B mayor que el C O B; y como A O C y C O B son, 
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iguales, los A O D y D O B serán desiguales; luego O D 
es oblicua á A B. 

Coro lar io . Dos ángulos rectas son iguales, aunque no 
sean adyacentes. 

Sean dos ángulos rectos cualesquiera B A C y D E F , 
Coloco el ángulo D E F sobre el B A Cr de modo que 

el punto E coincida con el punto A y el lado E F caiga so­
bre el A C; entonces el ludo E D tomará la dirección A B, 
según el teorema; luego los dos ángulos coinciden y por 
consiguiente son iguales. 

19. Se llama ángulo agudo el que es menor que el 
recto; y obtuso el que es mayor. 

Ángulos complementarios, o complemento uno de otro, 
son aquellos cuya suma es un ángulo recto. 

Ángulos suplementarios, ó suplemento uno de otro, 
son aquellos cuya suma es dos ángulos rectos. 

De aquí se deduce que dos ángulos que tengan el 
mismo complemento, ó el mismo suplemento, serán igua­
les; pues en el primer caso á los dos les falta la misma 
cantidad para valer un ángulo recto; y en el segundo, 
para valer dos. 

»o. L a suma de dos ángulos adyacentes es igua l á dos 
ángulos rectos. 

Sean los ángulos adyacentes A O D y D O B; (fig. lo.) 
digo que A 0 D - f D O B = 2 R. E n efecto, trazando 
en O la perpendicular O C, tendremos: 

A O D = A O C - f D O C y D O B = B O C — 
D O C ; sumando ordenadamente estas dos igualdades re­
sulta, A O D + D Ü B =: A O C - f B O C =: 2 R. 
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Recíproco. S i l a suma de dos ángulos consecutivos es 
i g u a l á dos ángulos rectos, estos ángulos serán adyacentes. 

D i g o que (flg. II.) si A O C + C O B = 2 R, O B será 
p ro longac ión de A O . E n efecto, si no lo fuera, lo s e n a 
otra tal c o m o O D, y en este caso tendríamos: 

A O C + C O D = 2 R ; pero po r hipótesis 
A O C + C O B = 2 R; luego 
C O D = C O B, lo que es absurdo . 

C o r o l a r i o s ; — i . 0 L a suma de todos los ángulos conse^ 
cutivos que se pueden f o r m a r á un mismo lado de una rec ta , 
es i g u a l á dos ángulos rectos, porque todos equ iva len á l a 
suma de dos ángulos adyacentes. 

2.° L a suma cíe todos los ángulos consecutivos f o r m a ­
dos a l rededor de un punto, es i g u a l á cuatro á/igulos reo-
tos. Pues p ro longando uno de los lados, todos los ángulos 
consecut ivos que queden sobre d icho lado va len dos rec­
tos y los que queden debajo de ese lado otros dos . 

3.° L o s cuatro ángulos que f o r m a una rec ta con o t r a 
á l a cua l es perpendicu lar son rectos. Pues siendo la p r i ­
m e r a perpendicu lar á la segunda, formará dos ángulos 
rectos con e l la ; luego sus adyacentes ó sean los otros dos , 
también lo serán. 
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D e aquí se deduce que s i una recta es perpend icu lü r á 

'Otra, l a segunda es también perpendicu lar á l a p r i m e r a . 
4..0 Tedo ángulo es menor que dos rectos. Pues p r o ­

l o n g a n d o uno de sus lados resultará su adyacente y ent re 
los dos componen dos ángulos rectos. 

5.0 L a s bisectrices de dos ángulos adyacentes son p e r ­
pend icu la res . Pues va l iendo la suma de los ángulos p ro ­
puestos dos ángulos rectos, la de sus mitades va ldrá un 
ángulo recto. 

21. Los ángulos opuestos p o r e l vért ice son i gua les . 
E n efecto, los ángulos A Ü C y D O B t ienen el m i s m o 
suplemento C O B; luego son iguales. 

C o r o l a r i o . L a s bisectrices de dos ángulos opueftos 
p o r e l vér i iee están en l inea rec ta . K n efecto, según el 
{cor. S.0) del numero anterior, la bisectriz de C O B debe 
ser perpendicu lar en O a las bisectrices de A O C y 
D 0 B (núm. 18.) 

22. Un pui.to ex te r io r á una recta determina una 
perpend icu la r á d icha recta. E s dec i r , por un punto ex te­
r i o r á una recta puede trazarse una perpendicu lar á d i cha 
rec ta , pero nunca dos ó más. 



Sea el punto C exterior á la recta A B; doblando el 
plano de la figura por A B, el punto C tomará la posición 
C ' , y uniendo estos puntos por la recta C C , resultarán 
los ángulos adyacentes iguales C D B y C D B, luego 
A B es perpendicular á C C . 

Además, otra cualquiera recta C E que pase por C , 
digo que será oblicua; pues, al doblar el plano de la figu­
ra, tomará la posición C E y si la suponemos perpendi­
cular á A B , C E y C ' E formarán una sola recta, sin lo 
cual se tendrían dos perpendiculares á A B por el punto E; 
luego por G y C ' pasarían dos rectas distintas, lo cual 
es absurdo. 

rv. 
P E R P E N D I C U L A R E S Y OBLÍCUAS. 

23. E l trazado de perpendiculares es de uso común 
en la mayor parte de las artes y oficios é indispensable en 
las mediciones geométricas. 

Las perpendiculares se trazan con el auxilio de la 
escuadra. 

L a escuadra es un instrumento de madera ó metal 
que se compone de dos reglas fijas formando ángulo 
recto. 

Si la escuadra no estuviera bien construida, es claro 
que las operaciones con ella efectuadas adolecerían de un 
error de origen. De ahí la necesidad de su comprobación. 

Para comprobar la escuadra se coloca de modo que 
uno de los lados del ángulo recto se apoya en una regla 
y por el borde del otro se traza una recta; se invierte la 
escuadra y por el mismo borde se traza otra recta. Si 
las dos rectas trazadas coinciden, la escuadra estará bien 
construida En el caso contrario, procede su rectificación. 
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Para trazar una perpendicular á una recta dada por un 

punto, se ajusta a la recta el borde de la resda, y se apl i-
<ca á este borde uno de los lados del ángulo recto de la 
escuadra, haciéndola resbalar sobre la regla hasta que el 
otro lado pase por el punto dado. L a recta trazada por el 
borde de este lado será la perpendicular pedida. 

24. Si desde un punto exterior á una recta- se trazan 
•á esta una perpendicular y varias oblicuas: 

I." L a perpendicular es menor que todas las oblicuas. 
2.° Las oblicuas que se aparten igualmente del pié de 

¡la perpendicular, son iguales. 
3.0 Be dos oblicuas, la que se aparte más del pié de 

•laperpendicu'tar, es la mayor. 
I.0 Sea la recta B C y el punto exterior D. Digo que 

D O < D A . E n efecto, doblando el plano de la figura 
|)or B C, ei punto D tomará la posición D ' y las rectas 
D O y D A l a s D 1 O y D ' A . 

mw*. 

Ahora bien, D 0 D ' < D A D ' ; luego D O < D A . 
2.° Supongamos que O A = O B; digo que D A = 

= D B. En efecto, doblando el plano de la figura por la 
recta D O, el ángulo recto D O B coincidirá con el D O A . 
y como O B = O A el punto B caerá sobre el punto A ; 
luego D B = D A . 

3.0 Sea O C > O B; digo que D C > D B. 
Tomando O A = O B, resultará D A =: D B y la 

cuestión estará reducida á demostrar que D C > D A . 
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Ahora bien, doblando la figura por C B, las rectas 

D A y D C tomarán las posiciones D ' A y D ' C y ten­
dremos (n.0 15) D C + C D ' > D A + A D ' , ó bien 
D C > D A . 

Recíproco. Si desde un punto exterior á una recta se 
trazan á ésta una perpendicular y varias oblicuas: 

I.0 L a menor de todas ellas es la perpendicular. 
2.0 Las oblicuas iguales se apartan igualmente del 

pie de la perpendicular, 
3.0 L a mayor oblicua se aparta más del pie de la per-

pendicidar. 

1.0 Digo que si D O es la menor de todas, D O será 
la perpendicular. 

E n efecto, si D O no fuera perpendicular á C B, lo se­
ría otra y esta sería la menor, contra lo supuesto. 

2.0 Digo que si D A = D B, también O A = O B. 
E n efecto, si O A no fuera igual á O B, D A no podría 

ser igual á B D. 
3.0 Vamos á demostrar que si D C > D B, también 

O C > O B. 
E n efecto, si 0 C no fuera mayor que O B, sería igual 

ó menor. 
Si O C = O B, sería D C = D B contra lo supues­

to; y si O C < 0 B, tendríamos D C < D B, lo que tam­
bién es contrario á la hipótesis. 

Escol io. Del propio modo que se llama distancia en 
tre dos puntos á la recta que los une, que es su menor 
distancia; llamaremos distancia de un punto á una recta á 
la perpendicular trazada desde dicho punto á esa recta. 

25. Todo punto de la perpendicular á una recta en su 
punto medio, equidista de los extremos de esta recta. 

Digo que si M (fig. 15) es un punto de la perpendicular 
C D á la recta A B en su punto medio D, tendremos 
M A = : M B . 
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E n efecto, por ser D A = D B, será también 

M A = M B . 

F GMS 

Recíproco. Todo punto que equidiste de los extremos 
de una recta, esta en la perpendicular levantada á esta 
recta en su punto medio. E n efecto, si M A z r M B. tam­
bién D A = D C; luego M D es la perpendicular á A B 
en su punto medio. 

Coro la r io , 8 i una recta tiene dos puntos equidistan­
tes de los extraños de otra, es perpendicular ú esta en su 
punto medio. Pues la perpendicular á A B en su punto me­
dio y la recta C D tendrían dos puntos comunes y, por 
tanto, coinciden. 

Esco l io . Según este teorema, todos los puntos de la 
recta C D tienen la propiedad de equidistar de los extre­
mos A y B de la recta A B y solo ellos gozan de esa pro­
piedad en su plano. 

E n general llamaremos lugar geométrico, la reunión 
de todos los puntos que tienen una propiedad común. Así 
diremos que e l lugar geométrico de los puntos equidistan­
tes de los extremos de una recta, es la perpendicular á esa 
recta en su punto medio. 

26. T-odo punto de la bisectriz de un ángulo, equidis­
ta de los lados de este ángulo (fig. 16). 

S i A D es la bisectriz del ángulo B A C, las perpen­
diculares D B y D E medirán las distancias del punto D 
á los lados A B y A C, y digo que D B rz: D E . 

E n efecto, doblando el plano de la figura por D A , A C 
coincidirá con A B por ser C A D = B A D, y como des-
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de un punto D no puede trazarse más que una sola per­
pendicular á una recta A B, D E coincidirá con B D. 

Recíproco. Todo punto interior á ttn ángulo y equi­
distante de sus lados, está en la bisectriz de dicho angula. 
Digo que si D E =: D B, el punto D está en la bisectriz 
del ángulo A . E n efecto, doblando la figura por la bisec­
triz del ángulo B D E , D E coincidirá con su igual D B; y 
E A caerá sobre B A por la igualdad de los ángulos 
rectos B y E ; luego encontrarán en A á la bisectriz del 
ángulo B D E y, por tanto, esta bisectriz es la misma 
D A del ángulo B A C; por consigniente, el punto D está 
en dicha bisectriz . 

Corolar ios, S i una recta tiene dos puntos equidistan­
tes de los lados de un ángulo, dicha recta es la bisectriz 
de ese ángulo, 

2.° E l lugar geométrico áe las puntos interiores equi­
distantes de los lados de un ángulo es la bisectriz de dicho 
ángulo. 

-sr. 

RECTAS P A R A L E L A S . 

27. 8e l laman rectas paralelas las que situadas en 
e l mismo plano, no se eccuentran, por más que se pro­
longuen. 
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Se demuestra la existencia de estas rectas con la si­

guiente proposición. 
Dos rectas perpendiculares á una tercera, son pa ra ­

lelas. 
Pues si se encontrara, desde el punto de encuentro 

se podrían trazar dos perpendiculares á una recta, lo que 
es imposible. (22.) 

28. Postulado de Euclides. Una perpendicular y una 
oblicua á una recta, prolongadas suficientemente se en­
cuentran. 

29. Un punto exterior á una recta determina una p a . 
ralela á dicha recta. Es decir, que por un punto M, ex­
terior á la recta C D, pasa una paralela á esta recia, pero 
solamente una. 

PIG.17. 

E n efecto, trazando por M, la M E perpendicular á 
C D, y la A B perpendicular á M E, las dos rectas A B y 
y C D serán paralelas (27.) 

Además, otra cualquiera G H, que pase por M, será 
oblicua á M E y por tanto, encontrará á G D. (28.) 

Corolar ios, i.0 S i dos rectas son paralelas, toda 
recta que encuentre á una de ellas, prolongada suficiente­
mente, encontrará a l a otra. Pues de lo contrario, se ten­
drán trazadas por un punto dos paralelas á una misma 
recta. 

2.0 S i dos rectas son paralelas, toda perpendicular á 
l a una lo es á la otra. Pues si fuera oblicua á la segunda, 
las dos rectas dadas se encontrarían. (28.) 

3.° Dos rectas paralelas á una tercera, son paralelas 
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enire s i . Pues toda perpendicular á esta, lo será á las pri­
meras. (27.) 

4.0 S i dos recias se cortan, sus perpendiculares res ' 
pedirás también se cortarán. Pues si fueran paralelas, 
también lo serían las primeras. 

30. Siempre que á dos rectas cualesquiera A B y C D 
corta otra tercera E F, esta toma el nombre de secante ó 
transversal. 

Los ocho ángulos que forman, se clasifican de la si­
guiente manera: 

I.0 Se llaman internos, las ángulos 3, 4, S y 6. 
2.a Ángulos externos son los I, 2, 7 y 8. 
3.0 Ángulos alternos son los que están á distinto lado 

de la secante y no son adyacentes. Como 3 y 6, 4 y 5. 
1 y 8 y 2 y 7. De estos, los dos primeros se denominan 
alternos internos, y los dos últimos alternos externos. 

4.0 Ángulos correspondientes, son los situados á un 
mismo lado de la secante, uno interno y otro externo, y 
que no son adyacentes. 

Los ángulos I y 5 > 3 y 7 ) 2 7 6, 4 y 8 son corres­
pondientes. 

31. S i á dos rectas paralelas corta una secante, los 
ángulos alternos son iguales (fig. 19). 

Vamos á demostrar que, si A B y C D son paralelas, 
los ángulos A H F y D G E son iguales. 

E n efecto, tomo el punto medio I de la recta G H , y 
trazo la L M perpendicular á C D y A B. 

Hago ahora girar la figura I G M alrededor del punto 
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I hasta que la I G coincida coa su igual I H . Entonces 
I M caerá sobre I L por ser iguales los ángulos G I M y 
L I H por opuestos por el vértice; y la G M tomará la di­
rección H L, porque desde un punto H solo puede tra­
zarse una perpendicular á una recta I M . Luego los ángu­
los E G D y A H F que han coincidido son iguales. 

wmm. 

De aquí se deduce inmediatamente que si dos rectas 
son paralelas. 

I." Los ángulos correspottdientes son iguales. 
2.° Los ángulos internos del mismo lado de la secante 

son suplementarios. 
Pues en el primer caso, E H B = A H F (21) y como 

hemos demostrado que A H F = E G D, resulta 
E H B = E G D 

E n el segundo, A H F y B H F son suplementarios 
(20), y como A H F = E G D, resulta que B H F y 
E G D son suplementarios. 

Recíprocos, i.0 S i los ángulos alternos son iguales, 
las rectas son para le las. 

F I G , 2 0 . 

Digo que si A H F = E G D, las rectas A B y C D 
son paralelas. 

E n efecto, si no lo fueran, podríamos trazar por G una 
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paralela L M á la A B y, con arreglo al teorema directo, 
tendríamos: A H F = H G M; pero por hipótesis, 
A H F =: E G D; luego H G M =: E G D, lo que es im* 
posible. 

2.° S i los ángnlús correspondientes son iguales, lá í 
rectas son paralelas. 

3.u S i los ángulos internos del mismo lado de la se­
cante son suplementarios, las rectas son paralelas. 

Se demuestran de modo análogo. 
32. Dos rectas paralelas comprendidas por otras doS 

paralelas, son iguales. 

F / G . 2 Í . 

Digo que A C ~ B D, E n efecto, uno los puntoá 
A y D, y hago girar la figura A G D alrededor del punto 
medio O de la recta A D, hasta que el punto A caiga so­
bre el D. Entonces la recta A C tomará la dirección D B 
por ser C A D =r A D B (31) y la D 0 tomará la dirección 
A B por ser A D C = B A D; luego el punto C, que tie-
ne, que cae á la vez sobre la A B y sobre la D B, caerá 
en B; y por tanto, A C — B D; y A B = G D. 

Coro lar ios, i.0 Las rectas paralelas son equidis-
tantes. pues sus distancias respectivas son paralelas com­
prendidas entre paralelas. 

2.0 S i una recta tiene dos puntos equidistantes de otra, 
y a l mismo lado de el la, es parale la á esta otra; pues la 
paralela á la segunda, trazada por uno de los puntos de la 
primera, pasaría por el otro., y se confundiría con ella. 

L o que nos dice que el lugar geométrico de los puntos 
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situados á la misma distancia de una recta, está constitui­
do por las das paralelas trazadas á uno y otro lado de 
esa recia, á l a distancia dada. 

33. E l trazado de paralelas, frecuente en todas las 
artes y oficios, como en todas las construcciones geomé­
tricas, se efectúa con el auxilio de la escuadra, y en vir­
tud de los principios expuestos en esta lección. 

34. Los ángulos que tienen sus lados respectivamente 
paralelos son iguales ó suplementarios. Se veriflea lo pr i ­
mero cuando tienen sus lados dirijidos ambos en el mismo 
sentido ó ambos en sentido contrario; y lo segundo, cuan­
do tienen dos lados en el mismo y dos en opuesto sentido. 

F I 6 . 2 2 . R 

I.0 Sean los dos ángulos B A C y D E F, que tienen 
sus lados paralelos y en la misma dirección; digo que son 
iguales. E n efecto, prolongando D E hasta que encuentre 
en G á A C, tendremos (31,; cor. i.0) D E F = z D G C y 
D G C = B A C; luego D E F ^ B A C. 

2.0 Digo que B A C = H E G , por tener sus lados 
paralelos y en opuesto sentido. En efecto: B A C zz D E F ; 
D E F z r H E G (21) luego B A C == H E G. 

3.0 Digo que los ángulos B A C y F E G, que tienen 
sus lados paralelos, dos en la misma dirección y dos en 
direcciones contrarias, son suplementarios. E n efecto, 
F E G tiene por suplemento á H E G (20) y, por tanto, 
á su igual B A C . 

35- Los ángulos que tienen sus lados respectivamente 
perpendiculares, son igualas ó suplementarios, serán igua­
les cuando los dos sean agudos ó los dos obtusos; y su­
plementarios, cuando uno sea agudo y otro obtuso. 
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1.° Digo que B A C =r D E F. E n efecto, trazando 
por E las perpendiculares E G y E H á los lados D E y E F j 
serán paralelas á B A y B C (27); y tendremos, 
G E H = B A C (34) pero G E H = D E F (19) luego 
B A C = D E F. 

2.0 Si los ángulos son B A C y D E F, digo que 
son suplementarios. En efecto, B A C ' tiene por suple­
mento á B A C, ó á su igual U E F. 

" V I . 

RECTAS PROPORCIONALES. 

56. Se entiende por rectas proporcionales, aquella» 
cuyos valores numéricos, es decir, los números abstractos 
que expresan sus relaciones respectivas con la unidad 
son proporcionales. 

E n este mismo sentido se dice en geometría producto 
de rectas, razón de superficies, etc. 

37. S i se divide una recta en partes iguales y por los 
puntos de división, se trazan paralelas que encuentren á 
otra recta, ésta quedará dtvidida en partes iguales entre sit 

Digo que si A C ~ E G; 'amblen B D = F H, (fig. 24) 
E n efecto, trazo las H I y D L paralelas á A G, y 

hago resbalar la figura I H F á lo largo de H B hasta que 
el punto H coincida con el D. Entonces H I caerá 
sobre D L, por ser I H F =: L D B (31, cor. i.u); y 
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como además son iguales respectivamente á E G y A C 
(32), y por tanto iguales entre sí, el punto I coincidirá con 
el L; siendo, por otra parte, H I F = D L B (34), también 
I F coincidirá con L B y el punto F , que tiene que caer á 
la vez sobre D B y L B, coincidirá con B. Luego H F = B D 

FfG.24. 

Corolar ios, i.0 S i varias paralelas cortan á dos rec­
tas cualesquiera, las dividen en partes directamente pro­
porcionales. Pues del teorema anterior se deduce que si 
C G es doble de A C, también D H es doble de B D. 
(Arit. 258.) 

2.° S i dos rectas paralelas cortan á los lados de 
un ángulo, los dividen en partes directamente proporcio­
nales. 

a F/6.25 

Pues trazando por el vértice A la F G paralela á las 
D E y B C , tendremos con arreglo al teorema, 
A D A E ^ 

. De aquí se deduce, (Arit. 160) D B E C 
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A D - f D B A E + E C . , A B _ A C 
; o sea — D B E C ' " ^ " D B E C 

, . , A D 4 - D B A C + E C , 
y también ^ = - ^ g . o s e a 

A B A C 
A D A E 

Recíproco. S i das recias que cortan á los lados de un 
ángulo los dividen en partes directamente proporcionales, 
son parale las. 

Digo que si - p- = , D E y B C serán para­

lelas. E n efecto, si no lo fueran trazaríamos por B la pa­
ralela B M á la D E y, con arreglo al principio anterior, 

a í A D A E L. ^ . 
tendríamos • — = ,-.----; y como por hipótesis 

A D A C 
p. h : = ., r , resultaría E M = E C lo que es absurdo, 

38. 8 i dos paralelas cortan á los lados de un ángulo, 
son directamente proporcionales á las distancias de sus in­
tersecciones con un lado a l vértice. 

F / 6 , 2 6 . 

XT a • D E AD ^ r 
Es decir, que - g - ^ - = - ~ - g - . E n efecto, trazando por 
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D la D F paralela á A C, estas dos paralelas cortan á los 
lados del ángulo B, y tendremos, (37. cor. s.0) 

F C A D , D E A D 
o sea B ~ r ~ A B B C " A B ' 

39. S i varias recías que concurren en un punto, cor­
tan á dos par alelas > las dividen en partes directameiJe 
proporcionales. 

F/G.27. 

Es decir, que 

T7 r . u j C H O H 
Un electo, según acabamos de ver, -T~rr = „ , y 

O H H I J . . CH HI 
O F = FG ; de d0nde -AF" = FG * 

v . ,.< HI Oí Oí ID1 , , , 
Y tamben ^ = ^ y _ ^ _ ' ; de donde 

H I I D T C H H I I D 
Luegfo F G - G B • ^ * * ~ A ¥ - . " F G - ^ "GB ' 

40: Se llaman antiparalelas dos rectas que forman 
ángulos iguales con distintos lados de un ángulo. 

Así, s i A D E = A C B i D E y B C serán antipara­
lelas, (fig. 28). 

Es evidente,que si invertimos A B C,de modo que A C 
se coloque en A F y A B en A G, las dos rectas D E y 
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F G serán paralelas, por la igualdad de los ángulos 
A D E y A F G (31, cor. 2.0) 

WMM&M 

41. Dos rectas antiparalelas cortan á los lados de un 
ángulo en partes inversamente proporcionales. Vamos á 

, , A D A C demostrar que — = • . 
A B A B 

E n efecto, invirtiendo A B C de modo que B C tome 

la posición F G, resultará ~ ^ = A ^ - (37, 2.0) ó bien 

A D A C 
A E ~ A F * 

Recíproco. Sz dos rectas dividen á los lados de un 
ángulo en partes inversamente proporcionales, son antipa­
ralelas. 

A D A C 
Digo que si ——; == —-—, D E y B C son antipara-

lelas. 
E n efecto, si no lo fueran trazaría por B la antiparalela 

á D E , que cortaría en H a la A C, y tendríamos, con 
,-"£•• J . A D A H 

arreglo al teorema directo, ~ ~ ^ = —— ; pero, por hipo-

tesis, tenemos, - j ~ =* - — — , luego A H r r A C, lo 

que es imposible. 
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"VII. 
PROBLEMAS SOBRE EL CÁLCULO DE LAS RECTAS. 

42. Los problemas geométricos se distinguen en 
gráficos y numéruos. 

Se denominan gráficos los que, por versar principal-
imente sobre las propiedades de las figuras, están reduci­
dos á construir alguna de éátaa, mediante la regla y el 
compás. 

üícense numéricos los que, por tratar de la extensión 
geométrica, se ocupan de determinar valores numéricos 
para las incógnitas, conocidas ciertas relaciones de mag­
nitud entre los datos. 

Dicho se está que la resolución del problema consis­
tirá en la determinación gráfica ó numérica, según los 
casos, de las incógnitas. 

43. E n la resolución de los problemas geométricos 
puede emplearse el procedimiento analitico ó el sintético. 

Se emplea el analitico cuando, dando por resuelto el 
problema, construimos una figura que suponemos satisfa­
ce á las condiciones del enunciado y tratamos de deducir 
del estudio de las relaciones que ligan á los datos y á las 
incógnitas, la solución apetecida. 

Se usa el sintético, cuando comenzamos ^por expresar 
las construcciones precisas para obtener la solución y 
demostramos luego la legitimidad de ésta. 

44. Los problemas geométricos son en número inde­
finido. Nosotros solo vamos á ocuparnos de algunos de 
los más usuales y sencillos, como aplicación de los princi­
pios expuestos. 
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45. I. Sumar dos ó más rectas. B is ta llevar succsi-

vamantc sobre una recta indefinida las longitudes respec-
vas de los sumandos. 

II. H a l l a r la diferencia entre dos recias. Llevando 
sobre la mayor y á partir de uno de sus extremos, una 
longitud igual á la menor, nos resultará evidentemente la 
diferencia entre ambas. 

III. H a l l a r una recta tnúltiple de otra. Basta llevar 
la primera sobre una recta indefinida, tantas veces como 
indique el multiplicador. 

IV. H a l l a r tina parte alícuota de una recta dada. 
Este problema puede resolverse por tanteos sucesivos con 
el compás. Más adelante veremos los procedimientos pro­
pios de la geometría para la resolución de este problema. 

V . H a l l a r la mayor medida común de dos rectas, y 
l a razón numérica de sus magnitudes. 

F / G . 2 9 . 

Sean las dos rectas A B y C D. 
Aplicando el razonamiento expuesto (Arit núm. 90). 

veremos que si llevamos C D sobre A B todas las veces 
posibles, y el residuo E B sobre C D, y el resto F D sobre 
E B, en el que suponemos esté contenido exactamente 
F D será la máxima medida común de A B y C D. 

Para hallar la razón numérica de sus magnitudes, basta 
observar que A B = 2 C D - f - E B 

C D = 2 E B + F D 
E B = 5 F D; 

de donde C D = 2 X 5 F D - f - F D = I l F D 
y A B = 2 X n F D + 5 F D = 27 F D 

y dividiendo ordenadamente estas dos igualdades: 
_ A B _ 27 F D 27 
C D ~ n F D ^ " I T ' 
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"VIII. 

PROBLEMAS DE RECTAS PROPORCIONALES. 

46. D iv id i r una neta, dada en par t ís proporcionales 
á etras rectas también dadas. 

M m ii p Bmzm 
%. 

Sea M la recta que queremos dividir en partes pro­
porcionales á las rectas m, n y p. 

Tracemos un ángulo cualquiera O, y en uno de sus 
lados indefinidos tomemos O M ' =: M, y en el otro O m = 
~ m; m n' zz n; n p' = p. Uno el punto p' con el M ' , y 
por los puntos n y m tracemos las n 6 y m' a paralelas á 
M ' p'. Tendremos (37, cor. i.0) 

O a a b b'W O a 
, o sea, — 

a b 
n 

bW 
O trí ni n n' p ' rn 

II. D i v i d i r una recta dada en un número cualquiera 
de partes iguales. 

Es un caso particular del anterior. Se resuelve del 
mismo modo, llevando sobre uno de los lados del ángulo 
cierto número de veces una misma distancia. 
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III. H a l l a r la cuarta proporcional á tres rectas dadas. 

Sobre uno de los lados indefinidos de un ángulo O . 
llevo o ni = m\ m n — «; y sobre el otro., o p' =• f\ uno 
los puntos p' y fri, y por el punto rí trazo n x paralela á 
p' m y la />' ae es la cuarta proporcional pedida, pises ten­
dremos (37, cor. 2.0); 

o m' o p' , nt p 
-,. osea •—- = m n p x n p x 

IV . H a l l a r l a tercera proporcional á dos rectas 
dadas. 

Es un caso particular del anterior, y se resuelve deí 
mismo modo, teniendo en cuenta que^ = nY 

ESC. 

P R O P I E D A D E S D E L A C I R C U N F E R E N C I A . 

47. Se llama circunferencia una linea curva,, cerrada,, 
que tiene todos sus puntos á igual distancia de uno interior,, 
llamado centro. 

Circulo es la porción de plano limitado por la circun­
ferencia.. 

Radio es la recta que une un punto de la circunferencia 
con el centro. 

De la definición se deduce que todos los radíos de tina 
circunferencia, son iguales. 
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Vuerda es la recta qiic míe dos pantos de la circunfe­

rencia. 
Diámetro es la cuerda que pasa por el centro. 
De donde se infiere que cada diámetro se compone de 

dos radios y, por consiguiente, todos los diámetros de una, 
circunferencia son iguales. 

Arco es una porción de la circunterencia. 
E l arco igual á la mitad de la circunferencia se llama 

semicircunferencia', cuadrante es el arco que mide la cuar­
ta parte de la circunferencia. Dos arcos se llaman comple­
mentarios cuando su suma es l ia cuadrante, y suplementa­
r ios cuando su suma es media circunferencia. 

Las circunferencias se designan por la letra del centro, 
cuando están solas, ó por su radio. 

De las definiciones expuestas se deduce: 
i.0 Que todas las circunferencias de igual radio son 

¡guales: pues superpuestas coincidirán. 
2.° Que una circunferencia queda determinada de 

posición por su centro; y de magnitud por su radio. 
3.0 Que un punto será exterior ó interior á la circun­

ferencia según que diste del centro más ó menos de un 
radio, 

48. E l trazado de circunferencias se efectúa con au­
xilio del compás. 

E n el terreno se efectúa con auxilio de la cinta, cade­
na ó cuerda fija por uno de sus extremos y cuyo otro ex­
tremo gira alrededor del primero. 

49. Ttes puntos que no están en linea recta determi­
nan una circunferencia\ es decir, que por tres puntos, no 
en línea recta, puede pasar una circunferencia, pero nun­
ca dos ó más. 

Sean A , B y C los tres puntos, (fig.32.) Los uno por 
las rectas B A y A C ; y en los puntos medios de estas rectas 
levanto las perpendiculares E O y D O que se encontrarán 
en un punto 0 (29, cor 4.0). Ahora bien, el punto O; por 
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estar en la perpendicular E O (25), equidista de A y de Bí 
y, por pertenecer á la D O, equidista de A y de C; luego 
el punto O equidista de los tres puntos A r B y C; y es, 
por tanto, el centro de la circunferencia que tiene por ra­
dio O A = : 0 B — O C y pasa por los tres pantos dados. 
Además, toda circunferencia que pase por estos tres pun­
tos, tiene que tener el centro en las perpendiculares. E O 
y D O (25, recíp.) y teniendo el mismo centro y el Enismo» 
radio, se confunde con la primera. 

Corolar ios. I." L a circunferencia, no puede tener 
tres puntos en linea recta. 

Pues si A , B y C estuvieran en línea recta, E O y D O 
serían paralelas. 

2,° Una recta y una circunferencia no pueden tener 
más de dos puntos comunes; pues la circunferencia no pue­
de tener tres puntos en línea recta. 

3.° Dos circunferencias no pueden cortarse más que 
en dos puntos. Pues si se cortaran en tres se confundirían. 

50. E l diámetro es mayor que cualquier otra cuerda, 
y divide á la circunferencia y a l círculo en dos partes 
iguales. 
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I.0 Digo que A B > C D. E n efecto, uno los ex­

tremos de C D con el centro, y resultará 
C O + O D > C D, ó bien, A B > C D-

2.° Doblando el plano de la figura por A B, las dos 
partes en que esta divide al círculo y la circunferencia 
coincidirán, pues de lo contrario, habría dos puntos de la 
circunferencia no equidistantes del centro. 

Escol io. De aquí se sigue que la cuerda divide á la 
circunferencia y al círculo en dos partes desiguales; la 
cuerda C D se dice que subtiende al arco C B D; y el arco 
se dice que está subtendido por la cuerda. Cada arco está 
subtendido por una sola cuerda, pero cada cuerda subtien­
de dos arcos. Así la cuerda C D subtiende los arcos C B l) 
y C A D . 

E n general, entenderemos por arco subtendido por 
una cuerda el menor de los dos. 

51, En un mismo círculo ó en círculos iguales: 
I.0 Arcos iguales están subtendidos por cuerdas 

iguales. 
2.0 É l mayor de dos arcos está subtendido por mayor 

cuerda. 

1.° Si el arco A B =r C D, tomo el punto medio M 
del arco A C , trazo el diámetro M N y doblo por este 
diámetro el plano de la figura. Según la construcción, el 
punto A coincidirá con el punto C y, según la hipótesis, 
el punto B coincidirá con el punto D; luego A B = C D. 

2.0 S i el arco B E ' > C D, tomaremos B A = C D, y 



— e s ­
como la cuerda A B será igual á C D, solo resta demos­
trar que la B E > A B. 

Uno los puntos A y E con el centro, y tendremos; 
A F + F B > A B; E F + F 0 > E O; 

y sumando ordenadamente estas desigualdades, 
A F + F B + E F + F O > A B + E O , ó bien 

A O + E B > A B + E O, ó sea E B > A B. 

Recíproco. E n un mismo circulo ó en círculos 
iguales: 

1.° Cuerdas iguales subtienden arcos iguales. 
2 ° L a mayor cuerda subtiende mayor arco. 
E n efecto, en el primer caso, si los arcos no fueran 

iguales, las cuerdas tampoco lo serian, según el teorema 
directo. 

En el segundo caso, si el arco no fuera mayor, será 
igual ó menor, y, con arreglo al teorema directo, la cuer­
da será igual ó menor, lo que es contra la hipótesis. 

52.—Escolio. L a demostración de este recíproco es 
idéntica á la que hemos dado de los anteriormente enun­
ciados. En su consecuencia, omitiremos en lo sucesivo la 
demostración de los recíprocos que se hallen en el mismo 
caso, admitiendo como regla general: qiLe, siempre que 
sobre un mismo sujeto se hayan hecho todas las hipótesis 
postbles, deduciendo consecuencias distintas, las proposicio­
nes reciprocas son ciertas. 

53. Cuando se trata de medir los arcos, hay que 
tener presente que la unidad debe ser de la misma natu" 
raleza que la cantidad que se quiere medir, y siendo esta 
por su naturaleza curvilínea, análoga deberá ser la de la 
unidad elegida. 

Por esta razón, se aprecian las magnitudes relativas 
de los arcos del misma radio, tomando como unidad el 
ctiadronte. 

E l cuadrante se divide en noventa partes iguales que 



— 39 — 
se l laman grados ; cada g rado en sesenta partes iguales 
][ama.da.s minutos, y cada minuto en sesenta partes iguales 
l lamadas segundos. L a c i rcunferencia t end fá , pues, 
9 0 X 4 = 36o g rados . 

L o s grados, minutos y segundos se des ignan c o u . los 
índices o , ' , " . 

54. D e aqui se deduce que med i r un arco es aver i ­
guar los grados, minutos y segundos que cont iene, lo que 
se consigue c o n a y u d a de l t r aspo r tado r , que es un sem i ­
círculo g raduado . 

T A N G E N C I A S D E R E C T A S Y C I R C U N F E R E N C I A S . 

55. U n a recta y una c i rcunferencia no pueden tener 
más que tres pos ic iones relat ivas (49 co r . 2.0): ó t ienen 
dos puntos comunes, en cuyo caso se l laman secantes;, ó 
uno so lo , y se dicen tangentes^ ó no t ienen punto a lguno 
común y son exter iores una á o t ra . 

Cuando la recta es tangente á l a circunferencia,. . .el 
punto común se l l ama punto de contacto. 

L a tangente puede considerarse c o m o el l ími te de las 
posic iones de una secante que g i ra a l rededor de uno de 
los puntos de intersección, hasta que el segundo se c o n ­
funda con é l , 

56. S i l a d is tanc ia de una recta a l centro de una c i r ­
cunferencia es mayor que e l r a d i o , l a p r i m e r a es ex te r io r 
á l a segunda. 

S i su d is tanc ia a l centro es i g u a l a l r a d i o , es tangente 
á l a c i rcunferenc ia ; y 

S i su d is tanc ia a l centro es menor que e l r a d i o , es se­
cante á l a c i rcunferenc ia . 
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E n efecto, en el p r imer caso todos sus puntos son e x ­

teriores á la c i rcunferencia (47, 3.0); en el segundo, solo 
tiene con el la un punto común, que es el pie de la p e r p e n ­
dicular t razada desde el centro á la recta, pues los demás 
distarán más del centro y serán exter iores; y en el 3.0, 
puesto que la recta t iene puntos interiores á la c ircunfe­
renc ia, será secant* á esta. 

Recíproco. S i una recta es ex te r io r á l a c i rc imfere i t ' 
c i a , su d is tanc ia a l centro será mayo r que e l r a d i o . 

S i una recta es tangente á l a c i rcunferenc ia , su d i s tan -
c i a a l centro es i g u a l a l r a d i o ; y 

S i una recta es secante á l a c i rcunferenc ia , su d i s t a n ­
c i a a l centro es menor que e l r a d i o . 

57. D o s circunferencias pueden tener c inco pos i c i o ­
nes relat ivas; si t ienen dos puntos comunes, se l laman 
secantes; si t ienen uno solo, se d icen tangentes, y pueden 
ser lo exter ior ó inter iormente; y si no t ienen punto a lguno 
común, pueden ser exter iores ó interiores una á otra. 

58. S^Wa-ma. l inea de los centros, la rec ta que une los 
centros de dos circunferencias, ó sea la d is tancia en l re 
ambos . 

59- S i dos c i rcunferencias son tangentes, e l punto de 
contacto está en l a l ínea de los centros. 

mm&s: 

Pues si representamos por O y O ' los centros de dos 
circunferencias tangentes y suponemos que el punto de 
contacto no estuviera en O O ' y fuera A , po r e jemplo ; 
t razando A B perpendicu lar á O O ' y t omando C B — 
p A C, resultaría que O ' equidistaría de A y B; luego B 
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Será \it1 'pinito de la circunferencia O '; y como O equidis­
taría también de A y B, también B pertenecería á la cir­
cunferencia O. Luego las dos circüníerencias tendrían dos 
puntos comunes ó serían secantes^ contra lo supuesto. 

Escouo. Esta demostración patentiza que en las cir­
cunferencias secantes la distancia de los centros es perpen­
dicular á la cuerda común y la divide en dos partes 
iguales. 

60 * - 'SV dos. circunferencias son exteriores la una ti l a 
v i r a , la distancia de los centros es mayor que la suma de 
•Ivs radios. 

F/G.36. 

Pues de O ü ' ^ O A + A B + B Ü ' , resulta evi­
dentemente 0 0 ' > O A + B O ' . 

6 l , S i dos circunferencias son tai:.g:ntes exteriormen-
ie la distancia de los centros es igua l á la suma de los 
radios. 

Pues evidentemente, O O* = O A - f A O ' . 

F IG . Í7 

62. 5 / dos circunferencias son seca/Kes, la distancia 
délos céjitr-os. es menor que la suma de los radios y mayor 
que su di/ ireucia. 
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F W . 3 8 

Pues trazando los radios O A y ü ' A , tendremos 
0 0 ' < O A + O ' A . Pero también 
O O ' - | - 0 A > O ' A , de donde 
Ü 0 ' > 0 ' A — O A . 

63. S i dos circunferencias son tangentes interiormen­
te, la distancia de los centros es igual á l a diferencia de 
los radios. 

FIG.Z 9 

Pues evidentemente O O ' =: O ' A — O A . 
64. S i dos circunferencias san interiores tma á otra, 

l a distancia de los centros es menor que la diferencia de los 
radios. 

Pues O O ' - O ' A — O A ^ Ü ' A - 0 1 3 — B A , 
de donde 0 O ' < O ' A ~- O B. 
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Recíprocos. I.0 S i la distancia de los centros es ma­

yo r que la suma de los radios, las circunferencias son exte­
rior-es una á otra, 

2,° S i la distancia de los ceutros es i^va l á la suma 
de las radios, las circunferencias san tangentes exterier-
mente. 

3." 8 i l a distancia de los centros es menor que la 
suma y mayor que la diferencia de los radios, las circun­

ferencias sou secantes. 
4.0 S i la distancia de los centros es igual á la dife­

rencia de los radios, las circunferencias son tangentes 
interiarmenle. 

5.0 S i l a distancia de los centros es menor que la d i ­
ferencia de los radios, las circunferencias son interiores 
una á otra. 

P E R P E N D I C U L A R E S , OBLÍGUAS Y P A R A L E L A S 

E N L A C I R C U N F E R E N C I A . 

64. E l diámetro perpendicular á una cuerda divide 
á ésta y á los dos arcos que subtiende en hartes iguales. 

Sea el diámetro A B perpendicular á la cuerda C D, 
digo que C E = E D; are. A C = are. A D y are. B C =: 
r= are. B D. 
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En efecto, por ser 0 C = O D (24, Recip, 2.0], se 

tiene E C = E D. 
Además, siendo C p: = E D (24, 2,°), se tiene A C rr: 

A D y B C = B I); por consio-uieiíte (151, recip. I.0), arco 
A C = are. A D y are. l í C = are. B D. 

Escol io . L a recta A B satisface á las cinco condi­
ciones siguientes: 

1.a Es perpendicular á C D. 2;.° Pasa por el centré', 
3.a Divide á la cuerda C D en dos partes- iguales. 4.a D i ­
vide al arco C A D en dos partes iguales. 5-a Divide en 
dos partes'iguales al arco C B D. 

Con dos de estas condiciones queda determinada fa 
posición de A B. 

65.' E n el mismo círculo, ó en círculos iguales: 1.a 
Cuerdas iguales equidistan del centro. 2 ° L a mayor de dos 
cuerdas dista ni-Uos del centro que l a menor. 

FIG.V. 

í.0 Sean las cuerdas A B=:C D, digo que 0 E = 0 F , 
En efecto, haciendo girar la cuerda C D y su arco 

alrededor del centro, hasta que el punto C coincida con 
A , el punto D coincidirá con B, y sus puntos medios 
F y E también coincidirán; luego las perpendiculares ü E 
y O F, cuyos extremos han coincidido, son iguales. 

2.u Sea el arco A H > C D; digo que O G < O F. 
, E n efecto, tomando, á partir de A , un arco A B ~ C D', 

y trazando la cuerda A B; con arreglo al principio ante­
rior O E = Ü F , y la cuestión queda reducida á deraostrar 
que O G < O E . 
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Ahora bien, evidentemente O E > O I y como (24. 

1.") O I > O G , resulta con mayor razón O E > O G. 
RkcIprocos. E n el mismo círculo ó en circuios iguales: 
I.0 Dos cuerdas equidistantes del centro son iguales. 
2.* L a cuerda que dista menos del centro, es la mayor. 
66. Lá perpendicular á un radio en su extremo ex­

terior, es tangente á la circunferencia. 

F/G.43; 

Sea la recta B (J perpendicular al radio O A en el 
punto A ; digo que es tangente á la circunferencia en este 
punto. En efecto, uno el centro con un punto cualquiera 
de la R C, y tendremos O D ;> O A ; luego el punto D es 
exterior á la circunferencia. Es decir, que B C no tiene 
más punto que el A en la circunferencia, ó es tangente á 
esta en el punto A . 

Recíproco. L a tangente á la circunferencia., es per­
pendicular a l radio trazado a l punto de contacto. Pues no 
teniendo B C más punto en la circunferencia que A , O A 
será la menor distancia de O á B C (24. recíp. i ")• 

67. Los arcos de la viisma circunferencia compren­
dida s entre rectas paralelas, son iguales. 

F G. 44 
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Pueden ocurrir tres casos; i." Que las paralelas sean 

dos cuerdas. 2.a Que sean una cuerda y una tangente. 3." 
Que sean dos tangentes. 

Io Trazando el diámetro M N perpendicular á A B, 
lo será á C D, y tendremos (64) are. A N = are. B N 
y are. C N = are. D N; de donde, restando ordenada­
mente estas igualdades, resulta are. A C = are. B D. 

2.0 S i las paralelas son A B y G H, el diámetro per­
pendicular á ambas nos da (64) are. A N — are B N. 

3.0 Si son las dos tangentes, tendremos por la misma 
razón, are. M A N = are. M B N. 

2 C I I . 

PROBLEMAS SOBRE PERPENDICULARES, 
OBLÍCUAS Y PARALELAS. 

68. I. Div idí) ' una recta dada en dos partes iguales 

/ 7 ( ? . 4 5 , V C 

De^de los extremos A y B de la recta dada, con un 
radio mayor que la mitad de A B, se trazan arcos de cir­
cunferencia que se cortarán (62, recíp 3.0); uno los punto3 
de encuentro C y I), y la C D divide en O á la A B en dos 
partes iguales (25, cor.j 

II. Levantar una perpendicular á una recia, en uno ae 
sus puntos. 
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Desde el punto dado O tomemos á derecha é izquierda 

distancias O A y O B iguales. Haciendo centro en A y B, 
con un radio mayor que O A , tracemos dos arcos que se 
cortarán (62, recíp. 3-0)-uno el punto de encuentro C con 
el O, y la C O será la perpendicular pedida. (25, cor.) 

III. Desde un punto exterior á una recta, bajar una 
perpendicular á dicha recta. 

F I G A B . S 

Desde el punto dado C, trazo un arco de circunferen­
cia que corte á la recta A B. üesde los puntos A y B, 
con el mismo radio, describo dos arcos que se cortarán en 
D; uno C con D, y la C D será la perpendicular pedida 
(25 cor.), 

IV. T raza r la perpendicular á una recta, en su úun~ 
to medio. Se resuelve como el problema 1.° 

V . P o r un punto dado fuera de una recta, t rasar una 
paralela á esta recta. 

FlG.4-7 

Haciendo centro en un punto O. más próximo á la 
recta que al punto dado C, describo el arca A C B; tomo 
B D r r A C, uro l o ; puntos C y D, y la C D será la pa-



Miela pedida. Pues la paralela á A B, trazada por C, pasa­
da por D (67) y, por tanto, se confunde con C D, 

P R O B L E M A S SOBRÉ LA. GmCüiNÉÉRBNGIA. 

69. I. T racar f<i circunferencia que pasa púr t rei 
puntos liados^ 

Unáiláe los tres puntos por las rectas A 15 y C A , fctt 
cuj/os puntos medios se levantan las perpendiculares D O 
y K O ; desde el punto de encuentro O, con un radio O A , 
se traza la circunferencia que pasará por los tres puntos 
dados (49). 

I í . Hal la} ' e l centro de una circunferencia ó de un 
arco. 

Se reduce al problema anterior con solo tomar tres 
puntos en la circunferencia ó en el arco propuesto. 

III. D iv id i r nn arco en dos partes iguales. Se traza 
la cuerda de este arco, y la perpendicular á esta cuerda 
en su punto medio (64) dividirá al arco en dos partes 
iguales. 

ÍV. Trazar por un punto d.ulo una tangente á una 
circunferencia. 

Si el punto dado está en la circunferencia, la perpen­
dicular al radio en este punto resuelve el problema. 
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F G. 4-9. 

Si el punto dado A es exterior á la circunferencia, se 
*ine con O y haciendo centro en A , con el radio A O, se 
traza el arco C D. 

A partir de O, tómese O C = O D = F G; tírense las 
•cuerdas O C y O D, que cortarán en vi y « á la circun­
ferencia, y las A /« y A « serán las tangentes pedidas; 
puesto que son perpendiculares á los radios O m y O n 
(25, cor.) 

V . Trazar una tangente á una ciramfereHcia que sea 
parale la á una recta dada. 

F/G.50 

Desde el centro, trácese la D C perpendicular á la rec­
ta dada A B", y en los puntos D y E l a s D F y E G per­
pendiculares á D C, que serán las tangentes pedidas. 
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MEDIDA DE LOS ÁNGULOS. 

70. Se llama arco correspondiente á un ángulo, el 
arco comprendido entre sus lados, trazado desde su vér­
tice como centro, con un radio arbitrario. 

E l ángulo, en este caso, toma el nombre de central ó 
ángulo en el centro, por la posición de su vértice. 

Por el contrario, se denominan excéntricos, los ángulos 
que no tienen su vértice en el centro. 

Entre los ángulos excéntricos, el más notable es el 
ángulo iuscf ipto, que es el que tiene el vértice en la cir­
cunferencia y cuyos lados son dos cuerdas. 

71. S i dos ángulos son iguales, sus arcos correspott* 
dientes, trazados con el mismo radio, son también iguales. 
Sean los ángulos A = E; digo que B C r^ D F. 

FIG.S1 

E n electo, coloco el ángulo E sobre su igual A de 
modo que coincidan, como A B — E D y A C ~ E F , 
resultará que los arcos B C y D F; coincidirán luego son 
iguales. 

Corolar io. Dos ángulos cualesquiera son directa-
viente proporcionales á sus arcos correspotidicntes descr i ' 
tos con el mismo radio. Pues del teorema anterior se 
deduce que si un ángulo es duplo de otro, su arco corres­
pondiente será duplo del de este otro. (Arit. 258.) 

72. L a medida del ángulo central, es su arco corres' 
pondiente. 



Sea A un ángulo cualquiera y a su arco correspondiente. 
Representemos por A ' el ángulo unidad y por d su 

arco. 

Tendremos, con arreglo al corolario anterior,—-——T 
A ' a 

E l primer miembro de esta igualdad es la razón del 
ángulo A que se quiere medir al ángulo unidad, ó sea la 
medida del ángulo A ; luego la medida de un ángulo es la 
rasan de su arco correspondiente a l arco del ángulo que se 
tonta por unidad. 

S i , pues, tomamos por unidad de ángulos, el ángulo 
cuyo arco correspondiente es la unidad de arcos, ó sea el 
cuadrante, será «' = I; y la igualdad anterior nos dice que 
la medida de un ángulo es su arco correspondiente, 

73. La, medida del ángulo inscripto es la mitad del 
arco comprendido entre sus lados. 

A F/6.i> 

Pueden ocurrir tres casos: l.0 Que el centro esté en 
uno de los lados del ángulo. 2.0 Que el centro esté entre 
los lados del ángulo, y 3," Que el centro esté fuera de los 
lados del ángulo. 

T.0 Sea el ángulo C A B; tracemos por O la paralela 
K H al lado A B. Tendremos, medida del áng. C O H = 
= C H (i) 

Pero siendo K O A = C O H , el arco K A = C H; y 
como K A = II B (67); resulta 0 H =: H B ó C H = 

— - i - C B. 
2 



- 5 2 — 
Pero C 0 M = C A B (31, cor. i,0); luego sustítuyeis-

do en (i), medida de C A B =r - ^ C B. 

2.0 Sea el ángulo D A B. Trazo el diámetro A C, y 
tendremos: 

medida de D A C = — D C;. medida de C A B = — C B;. 

y sumando ordenadamente estas dos igualdades; 

medida de D A B = — D B . 
2 

3,° Sea el ángulo E A D. Trazo-el diámetro A C , y 
resultará: 

medida de E A C = — E C 
luego, medida d e E A D = - i - E D ; 

medida de D A C = - ^ D C 
2 

Corolar ios, i.0 Todos ¡os ángulos inscriptos en el 
mismo segmento son iguales. 

Por tener la misma medida. 
2.0 Todos los ángulos inscriptos en un semi-circula 

son rectos. 
Pues su medida es el cuadrante. 
3.0 L a medida del ángulo formado por una cuerda y 

l a prolongación de otra, es la semisuma de los arcos sub­
tendidos por dichas cuerdas. 

Pues es suplemento del ángulo que forman las cuerdas. 
74. L a medida del ángulo forv iado por una tangente 

y una cuerda es l a mi tad del arco comprendido entre sus 
lados. 

Sea el ángulo B A C (íig. 53); digo que su medida es 
la mitad de A C. 

E n efecto, trazo C D paralela á A B, y resulta B A C== 

~ A C D (3T); pero la medida de A C D = — A D , y 
2 ' ' 
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como A D — A C (67) tendremos B A C = A CD' ' 

= ± A C . 
2 

B /7G.55, c 

75« L a medida del ángulo cuyo vértice es interiar á 
la circunferencia es l a semisuma de les arcos comprendidos 
entre sus lados y las prolongaciones de éstos. 

Digo que la medida de B A C 
B C - f D E 

E n efecto, trazo E F paralela á D C, y resultará 
B A C ~ B E F; pero medida de 

^ ^ B F B C + C F B C + D E 
B E F = —^—,= . - ! — • — t= — — ^ , 

luegfo la medida de B A C — 
B C + D E 

76. L a medida del ángulo cuyo vértice es exterior á lm 
circunferencia, es la semi-diferencia de los arcos compren­
didos entre sus lados. 
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Pueden ocurrir tres casos: i." que los lados sean dos 
secantes; 2.° que sean una secante y una tangente; y 3.0 
que sean dos tangentes. 

^•j ^ t, a ^ B C — D F Digo que la medida de B A U = . 

E n efecto, trazo D E paralela á A C, y tendremos 
B A C = B D E ; y como la medida de 

• T v „ B C — C E B C — D E 
B D E = = -, 

resulta B A C 
B C ~ D F 

Los otros dos casos se demuestran del mismo modo. 
77. lodos los áreos correspondientes á un mismo án­

gulo tienen igual gradnarión. 

FIG. 5 6 

E n efecto, trazo A U perpenüicuiar á A B y tendremos 

(i n B a c- b c b a c i r c r 
(71, cor.; B A Ü - -^j; y B Á Ü ; - l^íJ7-'' 

B ' C B C B ' C 
luego -g^y - = -wrgT-i pero D B y B D valen 90 g-ra-
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dos de sus círcunfercncbs respectivas, por consiguiente, 
también B C y B' C tendrán igual graduación. 

78. L a medición de los ángulos, en virtud de los 
principios expuestos, queda reducida á la de sus arcos 
correspondientes. Así diremos en lo sucesivo ángulos de 
15*, 20°, etc., para indicar que sus arcos correspondien­
tes tienen 15", 20o, etc. 

RECTAS PBOPOBGíONALES E N L A CIRCUN­

F E R E N C I A . 

79. S i dos cnerdas de la misma circuvferencia se cúr* 
tan, sus segmentos son inversamente proporcionales. 

Digo que A í l == . ^ 

E n efecto, trazo las A D y C B, y como los ángulos 
A y C son iguales (73, cor. 1."), estas rectas serán antí-
paralelas con respecto al ángulo A E D y. por tanto, (41) 

A E E D 
CiT — Elf-

Corolar io , L a distancia de un punto de la circimfe-
renda a l diámetro es media proporcional entre los segmen­
tos del diámetro. 
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Pues si A B fuera un diámetro y C O perpendicular á 

A B, sería C E = E D (64). 
8cx Dos secantes que concurren en un punto exterio r 

a l circulo, son inversamente proporcionales á sus segimH' 
•tos externos. 

Fíese» AA 

w A B A E 
Digo que A C ~ A D ' 
E n efecto, trazando las B C y D E, se forman los án­

gulos B y A E D, iguales por tener la misma medida, lo 
•que nos indica que D É y B C son antiparalelas con res-

. , . . . A B A E 
pccto al ángulo A^ luego - A * = -^*-,—•. 
v s * ^ A C A D 

81-. S i desde un punto exterior á lu circunferencia se 
trazan una tangente y una secante, la tangente es media 
proporeional entre l a secante y su segmento externo. 

FIG.59. 

n . ^ ^ A C A D 
Digo que ———• = A D A E * 

E n efecto, trazo las D E y D C y resultan los áugulos 



O < 

C y A D E, iguales por tener la misma medida; luego D E 
y D C son antiparalelas con respecto al ángulo A y nos 

, • A G A D 
d a r á n - ^ - g - - - x i r . .. 

Escol io . S i la secante pasara por el centro y la tan­
gente fuera igual al diámetro, es decir, A D = E C, la pro-

. , A C E C 
porción anterior se convertiría en -pr-p- — ~'KrW Y e11' 

tonces diríamos que A C estaba dividida en media y ex­
trema razón. E n general se dice que mía recta está divi­
dida en media y extrema razón, cuando se la divide en 
dos partes, tales que la mayor sea media proporcional 
entre la menor y la recta entera. 

P R O B L E M A S SOBRE ÁNGULOS. 

82. I. Trazar el arco correspondiente á un ángulo 
dado. Basta hacer centro en el vértice, con un radio cual­
quiera. 

II. Construir el ángulo correspondiente á un arco 
dado. 

Únanse los extremos del arco con el centro. 
III. Construir un ángulo i gua la otro dado. 

Trácese el arco B C correspondiente al ángulo dado A , 
Desde un punto cualquiera E , de una, recta indefinida 
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E F , como centro, y con el mismo radió, descríbase el 
arco D F; tómese D F = B C, y la D E nos dará el ángu­
lo E pedido. (71.) 

IV . Sumar dos ó más ángulos. En la construcción an­
terior, se llevan sobre D F sucesivamente los arcos co­
rrespondientes de los ángulos que se han de sumar. 

V . Restar un ángulo de otro. Llévese el arco menor 
sobre el mayor, y nos resultará la diferencia buscada. 

V I . D i v i d i r un ángulo en dos partes iguales, ó sea 

t razar su bisectriz. 

FIG. 61 . 

Trácese el arco correspondiente al ángulo A ; divídase 
en dos partes iguales (69, 3.0), y la A D es la bisectriz 
pedida. 

VI I . H a l l a r la máxima medida común de dos ángulos 
y la razón numérica de sus magnitudes. Se resuelve como 
su análogo (45, 5.0) llevando el arco del ángulo menor 
sobre el del mayor, etc. 

T R O B L E M A S S O B R E MEDIDA DE ÁNGULOS. 

83. L Trqsar por un punto dado la para le la d una 
recta dada. 

"fcsVc 
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Se hace centro en el punto dado M y se traza un arco 

A C, que corte á A B. Desde el punto A , con el mismo 
radio, se traza el arco M B, se toma A C = M B, y la C M 
es la paralela pedida. Pues resulta M A B = A M C. 

11. Por un punió dado fuera de una recta, trazur otra 
que forme con el la un ángulo dado. 

F/G.6 5. 

E n un punto cualquiera B de la B C, se construye el 
ángulo B = A ; por el punto dado M se traza una paralela 
á la B D, y el ángulo M O C será el pedido. 

Pues se tiene M O C = B = A . 
III. E n el extremo de una recta que no se puede pro­

longar, levantar una perpendicular. 

F.'G.GÍ. 

Se traza una circunfe rancia que pase por el extremo A 
y corte á la recta A B; se traza el diámetro B D, y la A D 
es la perpendicular pedida. (73, cor. 2.0) 

IV. Trazar por un punto dado la tangente á Mía cir­
cunferencia . 

Uñase el punto dado A con el centro O de la circunfe­
rencia. Sobre A O como diámetro, descríbase una circun­
ferencia que cortará á la O en dos puntos m y n\ y las A m 
y A « serán las tangentes pedidas. 
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FIG. 65 

E n efecto, trazando los radios O w* y O n, resultan los 
ángulos rectos O m A y O n A . 

V . Sobre una recta dada, construir un arco capas de 
un ángulo dado. Se entiende por arco capaz de un ángulo 
dado, el que goza de la propiedad de que todos los ángu­
los que tienen en él su vértice y sus lados pasen por los 
extremos del arco, sean iguales al ángulo dado. 

FIG. 6 6 

Sean A B la recta y P el ángulo dado. 
Construyo en el: extremo A de A B un ángulo 

B A C — P; levanto A O perpendicular á A Cr y D O 
perpenidiiculiar á A B en su punto medio; y desd^e O como 
centro, con el radio O Ar trazo una circuníereincia. E l 
arco A E B será el pedido. 

Pues todos, los ángulos que tengan sw vértice en el 
a(i-co A E B, y cuyos lados pasen por A y B, serán iguales 
á B A C = P. 
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P R O B L E M A S S O B R E R E C T A S P R O P O R C I O N A L E S 

E N L A C I R C U N F E R E N C I A . 

84, I. H a l l a r la media proporcional entre dos rectas 
dadas. 

? ^ / l G - 6 1 . 

Llevemos sobre una recta tndeiinida, A M = *«, y 
M N = «; sobre A N como diámetro describamos una cir­
cunferencia, y la perpendicular M P á la A N será la me­
dia proporcional pedida (79, cor.) 

II. D i v i d r una recta en media y extrema rasan. 

jF tGüe. 

Sobre uno de los extremos A de la recta A B, se tra­

za la perpendicular A C = — A B; se describe desde € 

con el radio C A , una circunferencia; se u n ; B con C, y 
llevando B D sobre B A , quedará dividida esta, en el pun­

to M, en media y extrema razón. 
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Fues tendremos (8[) — 

B E — B A 

B E 
^ ^ B Á 

B A — B D 

B A ; de donde 

B A 

y por último, 

B D 

B A 

. . . B D -, o b1Cn - É X 

B M 

A M 
B D 

IIL T razar la tatigente comiin d dos circunferencias. 
Tracemos un radio cualquiera o a y eX diámetro para-

Icio A B, unamos los extremos A y B de este con el punto 
« , y las rectas A a y B « cortarán á la línea de los cen­
tros en los puntos T y /; desde estos puntos tracemos 
tangentes á la circunferencia ¿7, y vamos á demostrar que 
estas tangentes lo serán también á la circunferencia O. 

F/6. 69 . 

E n efecto, trazando los radios o c y O C, perpendicu-
i , , , . n. o c o t 
lares a la tangente t c tendremos (38) -—-. = — — y 

por la misma razón ±~~~ = •• • ••> - de donde 
D A \J í 

-75--r ?? ' jv i r ' t y como o c =¿0 a, también O C = O A ; 

y como el punto A está en la circunferencia O, el punto 
C también lo estará. Luego la tangente t c i. \d¡. circunfe­
rencia o, lo es también á la circunferencia O . 
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Escol io . Cuando, como en el caso actual, las tangen­

tes son exteriores una á otra, el problema tiene cuatro 
soluciones. Si las circunferencias son tangentes exterior-
mente, resultarán tres soluciones. Si son secantes, queda­
rán reducidas á dos; y si las circunferencias son tangentes 
interiormente, solo resultará una tangente común. 

IV. T ra ta r una circunferencia que pase por dos pun­
tos dados y sea tangente á una recta dada. 

flG.70 

Únanse los dos puntos dados M y N , y hállese la me­
dia proporcional entre C M y C N, que llevaremos sobre 
A B á partir de C. Sea C D. 

Levántese D O perpendicular á A B en D y P O per­
pendicular á M N en su punto medio. Desde el punto de 
encuentro O de ambas perpendiculares, con O D por ra­
dio, trácese una circunferencia que pasará por M y N (25) 
y será tangente á A B (81.) 

TRIÁNGULOS. 

83. Se l lama triángulo la Porción de plano limitado 
por tres rectas que se cortan das á dos. 

Estas rectas se llaman lados del triángulo, los ángulos 
que estas rectas forman se llaman ángulos del tr iángulo, 
y sus vértices, vértices del triángulo. 
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Basíée ui\triángulo es uno cualquiera desús lados. 
A l tura de un triángulo es la distancia de la base á su 

vértice opuesto. 
86. Un lado cualquiera de un triángulo, es menor 

queda suma de los otros dos y mayor que su diferencia. 

FIG, 71 

Sea el triángulo A B C . Evidentemente, 

A C < A B + C B; 

y restando A B de los dos miembros de esta desigualdad, 

A C — A B < B C . 

87. L o í triángulos, con relación á sus lados se divi­
den en equiláteros, isósceles y escalenos, según que tienen 
sus tres lados iguales, solamente dos, ó los tres desiguales. 

E n el triángulo isósceles acostumbra á tomarse por 
base el lado desigual; el vértice opuesto se llama vértice 
del triángulo. 

88. L a suma de los tres ángulos de un triángulo es 
igual á dos ángulos rectos. 

F IG .72 . 

::':''" ::-:í 

Sea el triángulo A B C , digo que A -f- B + C = 2 r_ 



- e s — 
E n tíecto-, prolongo uno de sus lados A C, y por el 

Vértice C tiro C E paralela á A B. 
Tendremos (20, cor. i.0} • 

A C B + B C E 4 - E C D i = : 2 R . 

Ahora bien, (31) B G E r^ B y (31, cor. i.0) E C D = A ; 
luego A C B + B - f A = 2 R . 

Coro lar ios. I.0 l /n ángulo cualquiera dt un t r ián­
gulo es suplemento de l a suma de los otr-os dos. Pues entre 
los tres valen dos ángulos rectos. 

2.0 E l ángulo exterior que resulta prolongando un 
lado cualquiera d¿ %m triángulo, es igual á la suma d i los 
•otros dos ángulos tw adyacentes. Pues B C D y A -J- B, 
tienen el mismo suplemento A C B. 

3.0 S i dos triángulos tienen dos ángulos respectiva­
mente iguales, los terceros ángulos también lo serán, Pof 
ser suplementos de la suma de los otros dos. 

4.0 S i un triángulo tiene un ángulo recto, los otros dos 
-son complementarios. Pues su suma ha de ser igual á un 
ángulo recto. 

89. De lo expuesto se deduce que un triángulo no 
puede tener dos ángulos rectos, ni dos obtusos, ni uno 
recto y otro obtuso. 

E l triángulo que tiene un ángulo recto^ se llama rec­
tángulo. 

E l que tiene uno obtuso, se denomina obtusángulo y 
ncutángulo, el que tiene sus tres ángulos agudos. 

Los triángulos acutáagulos y obtusángulos se com­
prenden en la denominación común de triángulos obli-
tuángtdos. 

E n el triángulo rectángulo, se llaman catetos los lados 
que forman el ángulo recto; é hipotenusa el opuesto al 
ángulo recto. 

90. E n todo triángulo, á lados iguales se oponen áii* 
gulos igtiaks* 

i 
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Sea el triángulo A B C ; digo que si A 13 =. B C; tam­

bién A C B = B A C. 

FIG.7Z. 

E n efecto, uno el punto B con el medio de A C y la 
B D (25, cor.) será perpendicular á la A C. Doblando el 
plano de la figura por B D, D C caerá sobre D A , por ser 
rectos los ángulos en D; y el punto C caerá en el A por 
ser D C = D A ; luego B C coincide con B A , y por tanto 
los ángulos C y A son iguales. 

Corolar ios. 1.0 L a altura elelt triángulo isósceles 
divide Á la base y a l ángulo en el vértice en dos partes 
iguales. Pues B D es la altura, y los ángulos en B son 
iguales, puesto que han coincidido al doblar la figura. 

2.° Todo triángulo equilátero es también equiángulo 
91. E n todo tr iánguU á mayor lado se opone mayor 

ángulo. 
Sea el triángulo A B C ; digo que si B C > A B, tam­

bién A > C. 

m B M U 

E n efecto, trazando la perpendicular D E en el punto 
medio de A C, el punto B quedará del mismo lado de la 
perpendicular que el A , puesto que B C > B A ; y unien­
do A y E . tendremos el triángulo isósceles A E C , en que 
E A C s= C; y como B A C > E A C también B A C > C . 
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Recíprocos, i.0 E n todo triángulo, á ángulos igua­

les se oponen lados iguales. 
2.0 E n todo triángulo á mayor ángulf se opone mayor 

lado. 

I G U A L D A D DE TRIÁNGULOS; 

92. Dos triángulos sen iguales, oteando tienen sus tres 
lados respectivamente iguales. 

Digo q u e s i A B = D E ; B C = E F y A C ~ D F 
los dos triángulos A B C y D E F son iguales. 

F/6.75 

E n efecto, coloco el triángulo D E F sobre el A B C , 
de modo que el lado D F coincida con su igual A C, y que: 
el punto E caiga del mismo lado de A C que el punto B 

P'or ser D E = A B; el punto E caerá en un punto de 
la circunferencia trazada desde A como centro con A B 
por radio; y por &er E F = B C, el punto E deberá caer 
también en un punto de la circunferencia trazada desde C 
con el radio B C. Luego el punto E caerá en la intersec­
ción B de las dos circunferencias. 

93- Dos triángulos son iguales, cuando¡ tienen dos 
lados iguales é igual el ángulo comprendido: Digo que 
A B C = D E F , siempre que D E = A B, E F = B C 
y E = : B. 

E n efecto, coloco el triángulo D E F sobre el A B C 
de modo que coincidan los ángulos iguales E y B. Enton­
ces el punto D caerá en A , por ser E D = B A j y el F 
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caerá en C . por ser E F = B C. Han coincidido los tres 
vértices, luego los triángulos son iguales. 

94. Dos triángulos son iguales, mando tienen un lado 
igual adyacente á dos ángulos respectivamente iguales. 

Digo que si D F = A C y D = A ; F = C , los 'triángulos 
propuestos son iguales. Coloco D E F sobre el A B C , 
de modo que los lados iguales D E y A C coincidan. Por 
ser D = A , el lado D E tomará la dirección A B y por 
ser F = C, el lado F E tomará la dirección C B; luego el 
punto E que tiene que caer á la vez en A B y en C B> 
caerá sobre el punto B. Han coincidido los tres vértices, 
luego los tres ángulos son iguales. 

95. Dos triángulos rectángulos son iguales: 
I.0 Cuando tienen iguales la hipotenusa y un cateto. 
2.0 Los dos catetos, 
3.0 L a hipotenusa y un ángulo agudo, 
4.0 Un cateto y un ángulo agudo. 
L a demostración de estos casos se reduce á la de los 

casos anteriores. 
96. Dos triángulos isósceles son iguales, 
i.0 Cuando tienen l a base y un lado respectivamente 

iguales. 
2.0 Un lado y un ángulo. 
97. Dos triángulos equiláteros son iguales, cuando 

tienen un lado igual . 

S E M E J A N Z A DE TRIÁNGULOS. 

98. Se llaman triángulos semejantes, los que tienen 
sus ángulos iguales y sus lados proporcionales. L a razón 
constante de sus lados se llama razón de semejanza. Lados 
homólogos, en dos triángulos semejantes, son los opuestos 
á ángulos iguales. 
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Vertices homólogos, son los vértices de los ángulos 

iguales. 
99, Dos triángulos son semejantes cuando tienen sus 

tres ángulos respectivamente iguales. 
Sean los triángulos A ' Q C y a b c. Digo que si A = «, 

B = í5 y C = í, los dos triángulos son semejantes. 

mmm 

E n efecto, tomo sobre C B una parte C E = í ¿5, y por 
el punto E trazo E D paralela á A B. Los dos triángulos 
C A B y C D E tendrán sus tres ángulos respectivamente 
iguales (31, cor. I."). Además (37, cor. 2.0) 

A C C B 
y (38) C D 

luegro 

C E 

A C 
G D 

A B 
"deT 

A C 
C D 

C B A B 
D E * 

Po r consiguiente los dos triángulos A C B y C D E 
son semejantes; y como C D E = « c b (94), también 
A C B será semejante á. a c b. 

Coro la r io . Dos triángulos son semejantes, cuando 
tienen dos ángulos respectÍ7¡amente iguales. (88, cor. 3.°^. 

IOO. Dos triángulos son semejantes, cuando tienen 
un ángulo igual y los Lados que le fo rman proporcionales. 

C A C A , ,' . , 

Digo que si L = ¿r, y =: — — , los dos triángu­

los son semejantes. 
E n efecto, tomo sobre C B una parte C E ~ c ¿, y 

por el punto E trazo E D paralela á A B. Los ángulos E 
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y D será» respectivamente iguales á B y A . Además, 

m cor L0> - = - 4 — == ,., • •; luego los triángulos; 
(31, co i . i , ) G D c E DK s 
C A B y C D E son semejantes; y como C D E — ac ¿' 
también A C B será semejante á a c b\: 

101. Dos triángulos son semejantes, atando tienen sus-
lados directamente proporcionales. Digo que si 
A C C B A B , . , , 
. . = = — - , los triángulos son semejantes. 
a c c b a b 

En efecto, tomando C E — c bi y tirando E D paralen-
la á A B , sabemos que los triángulos C A B y C D E sonv 

„ , A C C B A B:-
semejanteSj. mego nos darán • = = n . , ; 
y compaa'undo» estas proporciones con las dadas resulta 
C D — ¿z í y D E = a- b, lo que nos dice que los triángu­
los C D E y íz e ¿ son iguales; y como el primero es seme­
jante al A C B, el segundo también lo será. 

102. Dos triángulos son semejantes cuando tienen sus 
lados respectivamente paralelos á perpendiculares. Pues-
sus ángulos tendrán que ser iguales ó suplementarios (34 y 
35). No> pueden sa- suplementarios (S8); luego serán igua­
les; y los tí'iángulos serán semejantes (99). 

103. Dos triángulos rectángulos son semejantes, cuan* 
do tienen proporcionales la hipotenusa.)' un. cateto. Se de­
muestra como el lOL 

CONSECUENCIAS DE LA. SEMEJANZA. DE 

TRIÁNGULOS. 

104. La perpendicular á la hipotenusa, desde el'vér­
tice del ángulo recto de un triángulo rectángulo, es media 
proporcional entre los segmentos de la hipotenusa. 
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^ , .. C ü A D 
iEs decir que n ir •„ ' -

sp r/G.7 7 

En-efecto, los triángulos A C D y A B D (102) son 
C D A D 

;-semejantes, y por tanto - • = , , ,--. 
A U u [i 

IOS. S i desde el vértice del ángulo recto de un t r ián-
:gulo rectángulo, se traza una fierf endiablar á l a hipetenu.' 
sa: 1.0 Cada cateto ¿s medía proporcional etttre l a hipote-

• nusa y el segmento adyacente á dicho cateto. 2.0 Los cua­
d rados de los catetos son directamente proporcionales á los 
segmentos de la hipotenusa. 

1 ° Los triángulos A B C y A C D son semejantes, 
por tener el ángulo C común y ser rectángulos, luego 

C B A 0 ' . ' . 
tendremos —-—=r = ,, p- . ro r la misma razón los tnan-

A L C U 

;gulos A C B y A © B nos darán 
A B B D ' 

2.0 Las des proporciones anteriores nos dan: 

A C Q = C B X C D 
ATb2 zz:C B X D B 

:y dividiendo ordenadamente estas igualdades, resulta 

A C ' C D 
A B ' D B 

106. E n todo triángido rectángido, el cuadrado de Im 
Jñpotenusa es igual á la suma de los cuadrados de i&s 
catetos^ 
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E n eíecto, acabamos de ver que 

ATO' = C B X C D 
A B 2 = C B X D B 

y sumando ordenadamente estas dos igualdades, tendremos 

A C 5 + A B 5 = C B (C D + D B) - c l T 2 
Escol io . Este principio conocido con el nombre de 

teorema de Pitágoras, nos da el valor numérico de un lado 
de un triángulo rectángulo, cuando se conocen los de los 
otros dos; pues nos indica que la hipotenusa es igual á la 
raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos; 
y que cada cateto es igual á la raíz cuadrada de la dife­
rencia entre el cuadrado de la hipotenusa y el cuadrado 
del otro cateto. 

107. Se llama proyección de un punto A sobre una 
recta M N , el pié C de la perpendicular A C á la recta 
M N desde dicho punto A . 

f/G.za 

Proyección de una línea cualquiera sobre una recta, es 
la parte de esta recta comprendida entre las proyecciones 
de los extremos de la línea. Así C D es la proyección de 
A B sobre M N. 

Así en la figura 77, los segmentos de la hipotenusa 
son las proyecciones de los catetos; así como cada cateto 
es la proyección de la hipotenusa sobre dicho cateto. 

L a proyección de una línea recta sobre otra á la que 
es perpendicular, es un punto. 

108. Aplicando los principios expuestos en los nú­
meros 104 y 105 á las rectas consideradas en la circunfe­
rencia, tendremos ios siguientes enunciados; 
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1.° L a perpendicular á un diámetro desde un punió de 

£a circunferencia, es media proporcional entre los seg­
mentos del diámetro. 

2.° S i se trazan las cuerdas que unen ese punto con 
los extremos del diámetro, cada cuerda es media propor­
cional entre e l diámetro y el segmento adyacente á la 
cuerda. 

3.° Los cuadrados de las cuerdas son directamente 
proporcionales á los segmentos del diámetro. 

109. E n todo triángulo^ el cuadrado de un lado opues­
to á un ángulo agudo, es igual á la suma de los cuadrados 
de los otros dos lados, menos el duplo del producto de uito 
•de ellos por la proyección del otro sobre él. 

Vamos á demostrar que 

B C 2 = A F - f aTc2 — 2 A C x a D. 

FGÍJB 

E n efecto, el triángulo rectángulo B C D, nos dá (106) 

B C = B D J + D C ; pero B D = A B — A D y de 
D C = A C — A D, resulta D C ^ A C 2 —2 A C X A D + A D 5 ; 
luego 

B C ^ A B — A ü " + A C — 2 A C X A D + A D , 
ó sea, por fin, 

b c 5 = A i r + a T : 2 - 2 A C x a d , 
que es lo que queríamos demostrar, 

l i o . E n todo triángulo, el cuadrado de un lado opues­
to á un ángulo obtuso, es igual á l a suma de los cuadrados 
de los otros dos lados, mas el duplo del producto de uno 
de ellos por la proyección del otro sobre él, 

10 
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Digo que i f C 2 = A l T -j- aTc2 + 2 A C X A D . 

FIG. 8 0 

E n efecto, el triángulo rectángulo B D C, nos dá (ío6), 

B C ' ^ B D 4 - D C > p e r o B D = B A — D A % 

y -de D € ,== © A + A C, 

fesulta D C ^ D A + 2 D A X A C ^f A C í 

luego 

ITC5 = B A J — D A 5 + D A 2 4 - 2 D A X A C - f A C 1 ; 

<5 feien B C 5 = : B A 4 + A C 2 - f 2 A C X A D, 
que es lo que queríamos demostrar. 

Escol io. De aquí se infiere que un ángulo de un 
triángulo será recto, agudo ú obtuso, según que el cuadra­
do de su lado opuesto sea igual, menor ó mayor que la 
suma de los cuadrados de los otros dos. 

111. L a bisectriz del ángulo de un triángulo divide a l 
Jado opuesto en partes -directamente proporcionales á los 
•lados adyacentes. 

r /Gt-Sl 

E n efecto, los triángulos rectángulos D E C y B D F, 
que resultan de trazar B F y C E perpendiculares á la 
bisectriz A D, tienen los ángulos en D iguales, luego son 
semejantes y, por tanto, 
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C E C D' 

-v;' =r = v , ^ ; pero los triángulos rectángulos A E C 

y A B D, que tienen los ángulos en A iguales, son tam-
C E A C 

bien semejantes y nos dan. B : F "_ A B 
^ . . , C D A C 
De estas dos proporciones resulta, • ^ = -x-jr-» 

qvic es lo que queríamos demostrar. 

GONSTRUeClÓN D E TRIÁNGULOS I G U A L E S . 

112. I. Construir un triángulo-. 
I.0 Dados sus tres lados. 
Tómese sobre una recta indefinida una longitud igual 

á uno de los lados dados y haciendo centro en sus extre­
mos, con un radio igual á cada uno de los otros dos lados, 
trácense dos arcos cuya intersección determinará el. tercer 
vértice del triángulo. 

E l problema es posible siempre que los^ datos satisfa­
gan á la condición (86.) 

2.° Dados dos lados y el ángulo comprendido. 
Se construye un ángulo igual al dado y en sus lados 

se toman distancias iguales á los lados propuestos, que 
determinarán el tercer lado del triángulo. 

E l problema es siempre posible. 
3.° Dado un lado-y los dos ungidos contiguos. 
Tomando el lado dado sobre una recta indefinida y 

construyendo en sus extremos dos ángulos iguales á los 
dados, resultará el triángulo pedido. 

4.0 Dados dos lados y el ángido opuesto á uno de ellos. 
Construyamos el ángulo A igual al dado; tomemos en 

uno de sus lados A B igual al lado m contiguo, y desde B 



— r e ­
como centro con un radio igual al lado opuesto ft, trace­
mos un arco, que, en general, cortará á A D en dos puntos 
C y C ' que determinan los triángulos A B C y A B C ' que 
satisfacen ambos al enunciado del problema. 

mim> 

E n este problema conviene distinguir tres casos: 

m > 
í n > B E 

n \ n =s B E 
w < B E 

Si ^ > « y « > B E , el arco descrito desde .B cortará 
á A D en los dos puntos C y C ' , según hemos visto, y el 
problema tendrá dos soluciones. 

S\ m > n y n ~ B E , resulta una sola solución que 
es A B E . 

Si w > « y « < B E, el arco descrito desde B no en­
cuentra á A D y el problema es imposible. 

2.° S i m = n, el arco descrito desde B cortará al lado 
A D en los puntos A y C; y el problema tiene una solu­
ción, que es el triángulo isósceles A B C . 

WG$m 

3.° Si m < n, la circunferencia descrita desde B ori­
gina los dos triángulos A B C y A B C , de los que solo 
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el primero es solución del problema; pues B C no se opo­
ne al ángulo dado A . 

FfG.84. ^ 

«•-¿•¿¿v' 

II. Construir un triángulo igual á otro dado. 
Basta tomar como datos tres de los elementos indica­

dos en los problemas anteriores, y la cuestión quedará re­
ducida á uno de los casos ya resueltos. 

CONSTRUCCIÓN D E TRIÁNGULOS S E M E J A N T E S . 

113. I. Construir un triángulo semejante á otro dado, 
conociendo un lado. 

E n los extremos del lado dado, construyanse dos 
ángulos iguales á los contiguos de su lado homólogo y 
resultará el triángulo pedido. 

II. Construir un triángulo semejante á otro dado, co­
nociendo la razón de semejanza. 

Si la razón dada es — , hállese la cuarta proporcional 

á m, n y uno de los lados del triángulo dado. 
L a cuarta proporcional será el lado homólogo del 

empleado y la cuestión quedará reducida al caso anterior. 
III, Calcular una distancia inaccesible por uno de 

sus extremos. 
Sea A B la distancia, inaccesible por B, que queremos 

calcular. 
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F/G.8S 

Tomemos un punto C accesible; midamos A C y l leve­
mos sobre una línea indefinida tantas partes de la escala 
como unidades tenga A C, sobre a y c construyanse án­
gulos iguales á A y C, y el triángulo a b c\ nos dará la 
longitud a b que nos dará á conocer A B. Pues de 

A C (i c 
— . ~ - — - , resulta que siendo a e la medida en la 
A B ab ' ^ 

escala de A C, también a b\o será de A B. 
IV. Calcular una distancia totalmente inaccesible. 
Se resuelve de modo análogo al anterior, calculando 

primero la distancia inaccesible á uno de sus extremos, 
después la del otro, y deduciendo de ambas y el ángulo 
que forman, la longitud pedida. 

CUADRILÁTEROS. 

114. Se llama cuadrilátero la porción de plano l imi­
tada por cuatro rectas. 

Estas rectas se llaman lados del cuadrilátero. Ángulos 
del cuadrilátero son los formados por sus lados, y los 
vértices de estos ángulos se llaman vértices del cuadri­
látero. 

Diagonal es la recta que une dos vértices no contiguos. 
Los cuadriláteros pueden ser convexos y no convexos. 
Los primeros tienen sus ángulos salientes, sus diago-
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nales intenores y una recta no puede contar más que á 
dos de sus lados. 

Los segundos tienen un ángulo entrante, una diagonal 
exterior y puede una recta cortar á todos sus lados. 

L a geometría elemental solo se ocupa de los cuadrilá­
teros convexos. 

115. L a suma de los ángulos de un cuadrilátero es 
igual á cuatro ángulos rectos. Pues trazando una de sus 
diagonales, quedará descompuesto en dos triángulos. Los 
seis ángulos de estos, componen los cuatro del cuadriláte­
ro; y como los primeros valen cuatro ángulos rectos, éste 
será el valor de los ángulos del cuadrilátero. 

116. Dos cuadriláteros son iguales, siempreqiie lo sean 
los triángulos que los forman. Pues superponiendo estos 
de modo que coincidan, los cuadriláteros coincidirán. 

L o cual origina los siguientes casos de igualdad; 
I.0 Cuando tengan sus cuatro lados iguales respectiva­

mente y uno de los ángulos. 
2.0 Tres de sus lados y los dos ángulos que forman. 
3.0 Dos lados consecutivos y los tres ángulos conti­

guos á estos lados. 
4.0 U n lado y los ángulos que este lado forme con 

los dos contiguos y las dos diagonales. 
5.0 Sus cuatro lados y una diagonal. 
Cuya demostración está reducida á la de la igualdad 

de los triángulos que los formen. 
117. Los cuadriláteros se dividen en trapezoides, p a -

ralelógramos y trapecios, según que tengan sus lados no 
paralelos; paralelos dos á dos, ó dos lados paralelos y 
otros dos no. 

Los lados paralelos del trapecio reciben el nombre de 
bases. 

A l tu ra del trapecio es la distancia entre las bases. 
Pa ra l e l a media de un trapecio, es la paralela á las ba* 

ses tirada por el punto medio de la altura. 
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tí8. Éih todo trapecio la paralela media divide á los 

indos no paralelos en partes iguales y es igual á la semi-
tuma de las bases. 

Sea E F la paralela á las bases trazada por O, punto 
medio de la altura M N del trapecio; digo que A E = E Gr, 

¿z^eei 

A E M O _ _BF_ 

y como M O r^ N O, resulta A E =: E C y B F = F D. 
E G A E 

E l i efecto, tenemos (37, cor. I.0) 

iomo M O r^ N O, resulta 

Pero también tenemos (38) 
C D = 'AlT' y como 

A E = — A C, resulta E G = — C D. Por la misma 
2 2 

razón G F =: — A B; luego E F = — (A B + C D.) 

119. S i un cuadrilátero tiene sus lados opuestos igua­
les, es un paralelógramo. 

E n efecto, trazando la diagonal B D, los triángulos 
A B D y B D C iguales (92) nos darán A B D ^ B D C y 
C B D = A D B, luego (31, recíp. i.0) A B es paralela á 
D C y B C á A D . 

•F IG.87. 

120. S i un cuadrilátero tiene dos lados opuestos igua­
les y paralelos, es un paralelógramo. 
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E n efecto, si A B es paralela é igual á C D, los dos 

triángulos A B D y C B D serán iguales (93), y por tanto 
A D = : B C y A D B = : C B D , lo que demuestra que 
también A D es paralela á B C, (31, recíp. l / j , 

121. Las diagonales delparalelógramo se cortan iml-
tuamente en partes iguales. 

L a igualdad de los triángulos C O D y A O B (94) 
«os da: C O r r : O B y D O = : O A , conforme al enunciado. 

FIG. 8 8 . 

Recíproco. S i las diagonales de un cuadrilátero se 
cortan mutuamente en partes iguales, el cuadrilátero será 
paralelógramo. 

Pues d e C O ^ O B y D O = O A s e deduce la 
igualdad de los triángulos C O D y A O B (93) y, por 
tanto, la de los ángulos C O D y O B A , que nos demues­
tra el paralelismo de A B y C D, (31, recíp. i.0); luego el 
cuadrilátero A B C D es un paralelógramo. 

122. Los paralelógramos se dividen en romboides, 
rombos, rectángulos y cuadrados. 

Romboide es el paralelógramo de lados contiguos des­
iguales y de ángulos, adyacentes á cada lado, también 
desiguales, como A B C ü . 

Rombo es el paralelógramo de lados iguales, pero de 
ángulos adyacentes á cada lado desiguales. 

Rectángulo es el paralelógramo de ángulos rectos y 
lados contiguos desiguales; y 

Cuadrado es el paralelógramo de ángulos rectos y la­
dos iguales. 

123. Las diagonales del paralelógramo son', desigua­
les y oblicuas en el romboide; desiguales y perpendiculares 

11 
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en e l rombo; iguales y oblicuas en el rectángula y en el 
cuadrado, iguales y perpendiculares. 

i,0 E n efecto, los triángitlos A B €,,y A B ©, tienen 
el lado A B común, los lados A D y B C iguales, ipero los. 
ángulos comprendidos entre sus lados ¡I.) A B y ' C B A 
son desiguales, luego los terceros lados D B y A C son 
desiguales. 

/7G,89 

Además A O — O C, según hemos demostrado., pero 
como O A y D C son desiguales, resulta que D B es obli­
cua á A C . (25| 

2.0 Sea el rombo A B C D. 

F S . 3 0 . 

Los triángulos A C D y A C B, que tienen A C común, 
C D = A D, pero A C B y C A D desiguales, tendrán 
también desiguales A B y C D. 

Además, A O = O B y C A = C B nos dicen (25) 
que C D es perpenpicular á A B. 

3.° E n el rectángulo, los triángulos A B C y A B D 

FIG.91 
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sott ¡guales por tener el cateto A B común y íos A D y 
€ B iguales, luego las hipotenusas A C y B D son iguales. 

Además, como A O — O C y D* A y D C son desigua­
les, D B es oblicua á A G. 

4.0 E n el cuadrado,, los. triángulos A B C y A B D 
son iguales por tener los dos catetos iguales, luego 
A C = R I X 

FIGm. 

Además de A 0 = O C y de D A = D C, resulta que 
D B es perpendicular á A C 

CONSTRUCCláN DE CUADRILÁTEROS. 

124. I. Construir un cuadrilátero, dados los cuatro 
lados y una diagonal. 

Se reduce á la construcción de dos triángulos, dados 
los tres lados. 

II. Construir un cuadrilátero, dados los cuatro lados 
y un ángulo. 

Se reduce á construir un triángulo dados dos lados y 
el ángulo comprendido; y el otro, conocidos los tres lados, 

III. Dos de sus lados consecutivos y tres ángulos. 
Se resuelve de modo análogo, así como el 
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IV. Dados un lado y los ángulos que forman con sus 

contiguos y con las diagonales. 
V . Construir un paralelógramo, dado uno de sus án­

gulos y los lados que le fo rman. 
Se construye el triángulo determinado por los datos 

y por sus vértices se trazan paralelas á los lados opuestos. 
V I . Construir un romdo, dado un lado y uno de , sus 

ángulos. 
Es el mismo problema anterior,, puesto que los lados 

son iguales. 
V I L Construir un rombo^ dado un lado y una dia­

gona l . 
Se conocen los tres lados que forman uno de los tr ián­

gulos, l o que resuelve el problema. 
VIII. Construir un rombo, dada una diagonal y eí 

ángulo opuesto. 
Se conoce un lado y los ángulos contiguos de cada 

uno de los triángulos que le forman. 
IX. Construir un rectángula, dado tm lado y la d ia­

gonal . 
Es construir un triángulo rectángulo dados un cateto 

y la hipotenusa. 
X . Dado un lado y e l ángulo que f o r m a con l a d i a ­

gonal. 
Se conoce un cateto y un ángulo agudo. 
X I . L a longitud de las diagonales y e l ángulo que 

fo rman . 
Se conocen dos lados y el ángulo comprendido era 

cada triángulo. 
XII. Construir un cuadrado dada la diagonal. 
Se trazan dos perpendiculares y se toma la mitad de 

la longitud dada sobre las cuatro rectas, á partir del punto 
de intersección. 
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POLÍGONOS. 

125. Se llama polígono la porción de plano limitado 
por rectas. 

Lados del polígono son las rectas limitadas que le 
forman. 

Vértices y ángulos del polígono, son los formados 
por estas rectas. 

Diagonales son las rectas que unen dos vértices no 
contiguos al mismo lado. 

Contorno de un polígono, es la línea quebrada que 
forman sus lados. 

s Perímetro es el valor numérico del contorno. 
126. Los polígonos se clasifican por el número de 

sus lados. E l que tiene tres lados, se llanaa triángulo, el 
de cuatro, cuadrilátero; el de cinco, pentágono; el de seis, 
exágono; el de siete, eptágono; el de ocho, octógono; el de 
nueve, eneágono; el de diez, decágono; el de once, endecá" 
gono; el de doce, dodecágono; el de quince, pentedecágo-
no; y, en general, polígono de trece, de diez y seis, etc., 
lados. 

127. Desde cada vértice de un polígono pueden tra­
zarse tantas diaconales como vértices tenga el polígono 
menos tres. 

De suerte que si el polígono tiene n lados, desde cada 
vértice se podrán trazar n — 3 diagonales; luego los n vér­
tices darán n {n — 3) diagonales y, teniendo en cuenta 
que cada diagonal corresponde á dos vértices, resultará 

ft (ft ••• 1̂ 
que el número de diagonales de un polígono es —5 ~ . 

3 
128. Los polígonos se dividen en convexos y no con-
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vems,, según que su perímetro puede ser cortada por una 
recta en dos ó más puntos. 

Los polífonos convexos tienen sus ángulos salientes 
y sus diagonales interiores al polígono. 

Los no convexos tienen algún ángulo entrante y algu­
na diagonal exterior al polígono. 

Nosotros solo nos ocuparemos de los polígonos con­
vexos, 

129. Los polígonos pueden ser equilátetos, cuando 
todos sus lados son iguales; equiángulos, si todos sus án-= 
gulos son iguales y regulares, cuando son equiláteros y 
equiángulos á la vez. 

130. L a suma de los ángulos de un polígono es i gua l 
á tantas veces dos ángulos rectos, como lados tenga el p o ­
lígono menos dos. 

E n efecto, trazando diagonales desde un vértice á to­
dos los demás, el polígono quedarádescompucsto en trián­
gulos que tendrán un solo lado del polígono, excepto 
los dos extremos que tendrán dos. Sí, pues, el polígono 
tiene n lados, resultarán n — 2 triángulos. L a suma de los 
ángulos de los triángulos es la suma de los ángulos del 
polígono, y como aquella vale 2 R (« — 2), ésta será 
también la suma de los ángulos del polígono. 

Coro lar io . L a suma de los ángulos exteriores que 
resultan de prolongar en un mismo sentido todos los lados 
de un polígono, es igual á cuatro ángulos rectos. 

E n efecto, al prolongar los lados, se forman en cada 
vértice dos ángulos adyacentes, uno interno y otro exter­
no al polígono, que valen dos ángulos rectos. Llamando 
S á la suma de unos y otros, E á la de los exteriores é I 
á la de los interiores, tendremos: 

S = 2 R /í pero I = 2 R ( « — 2 ) : = 2 R « — 4 R 

y restando ordenadamente estas igualdades, tendremos: 

S — I, ó sea E = 2 R « — 2 R « - f 4 R — 4 R. 
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131. Dos polígonos son iguales % siempre que se com­

pongan del mismo número de triángulos iguales é igual -
fnenie dispuestos. 

Pues haciendo coincidir los triángulos que los compo­
nen, los polígonos evidentemente coincidirán. 

132. Construir utt polígono igual á otro dado. 
I,a Solución. Se descompone el polígono en triángu­

los, trazando diagonales desde uno de sus vértices á todos 
los demás, y el problema queda reducido á la construc­
ción de triángulos iguales. 

2.a Solución. Construyanse lados y ángulos respecti­
vamente iguales á los del polígono dado. 

SEMEJANZA. D E POLÍGONOS. 

133. Se llaman polígonos semejantes los que tienen sus 
ángulos iguales y sus lados proporcionales. 

Los vértices, lados y ángulos de estos polígonos se 
llaman Jiomólogos. 

L a razón consistente de sus lados se llama razón de se­
mejanza. 

134. Dos polígonos compuestos del mismo número de 
triángulos respectivamente semejantes y semejantemente 
dispuestos, son semejantes. 

F /G,93, 

<\ A><.V/> 
L a semejanza de los triángulos nos indica la igualdad 

de sus ángulos y, por tatito, la de los ángulos del polígono. 
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Además, la semejanza de los mismos triángulos, de­

muestra la proporcionalidad de los lados de los polígonos, 
como consecuencia de la de sus lados respectivos. 

Recíproco. Dos polígonos semejantes pueden descom­
ponerse en e l mismo número de triángulos respectivamente 
semejantes y semejantemente dispuestos. 

E n efecto, trazando diagonales desde un vértice á los 
demás, quedan descompuestos los polígonos en triángu­
los. Los dos exteriores serán semejantes (loo) y de la se­
mejanza de estos dos se deduce la de los demás. 

135, Sobre una recta dada, construir un polígono se­
mejante á otro dado.^ '. 

Si la recta dada es A B (fig. 93) y el polígono dado 
a b c de¡ trazando las diagonales d a y d b y construyen­
do los triángulos A B D . B D C y A D E semejantes á los 
a b d , b d c y a d e , quedará resuelto t i problema. 

136. Construir un polígono semejante á otro dado, 
conocida l a razón de semejanza. 

Oí) 

Si la razón es — , hallaremos la cuarta proporcional 

Á. m, n y a b (suponiendo que a b c d e ascl polígono dado) 
y quedará la cuestión reducida al problema anterior. 

137- Los perímetros de dos polígonos semejantes son 
directamente proporcionales á sus lados homólogos. 

E n efecto, fig. 93) de = ± — — ¿=i —=—- = ; 
a b , b c c d 

H , , v . . A B + B C + C D - f A B 
resulta (Ant . 65) —! ! '—— = . 

. a b -\- ó c -\- c d -f- a b 

POLÍGONOS R E G U L A R E S . 

138. Dos polígonos regulares son iguales siempre que 
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tengan el mismo numero de lados é igual uno de ellos-

Pues teniendo un lado igual, todos los lados son igua­
les; y teniendo el mismo número de lados, todos los 
ángulos son también iguales. (Escolio, num. 130.) 

139. Dos polígonos regulares son iguales atando tie­
nen igual un lado y un ángulo. 

Pues tendrán iguales todos sus lados y ángulos. 
140. Dos polígonos regulares del mismo número de 

lados son semejantes. 
Pues todos sus ángulos serán iguales (Escolio número 

I30) y sus lados son evidentemente proporcionales. 
141. Las bisectrices de los ángulos de un polígono re­

gu la r conenrren en un punto. 
Sea el polígono regular A B C D E F; BO y C O las 

bisectrices délos ángulos B y C; vamos á demostrar que 
las bisectrices de los demás ángulos pasan por O. 

W?^s 

E n efecto, trazo ü A , y los triángulos A O B y B O C 
tendrán O B común, A B = B C é iguales los ángulos 
comprendidos; luego son iguales y, por tanto, 
O A B =: O C B; pero como O C B es mitad del ángulo 
C, también O A B será mitad de su igual A . Es decir, que 
O A es la bisectriz de F A B. 

I42. E l punto O, en que se cortan las bisectrices, se 
llama centro del polígono; y las distancias del centro á los 
vértices se llaman radios. 

Apotema de un polígono regular, es la distancia del 
centro á uno de los lados. 

12 
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Todos los rad ios de tin pol ígono r e g u l a r son igua les . 

Pues la igua ldad de los t r iángulos 0 A B , O B C , etc , 
n o s d a O A = = O B = : O C 

L a s apotemas de un polígono r e g u l a r son iguales. Pues 
de ü G B = O B H , resul ta O G ¿= O H . 

143. L a s apotemas de un pol ígono r e g u l a r son las 
bisectrices de los ángulos que f o r m a n los r a d i o s ; y los r a ­
dios son Mseetrices de los ángulos que f o r m a n tas apo­
temas. 

Pues la igua ldad de los t r iángulos O A G y O G B , 
nos da A O G — G O B , y la de los t r iángulos O B G y 
O B H , nos d a G O B = B O H . 

144. Se l lama ángulo ¿n el centro de un pol ígono re­
gular el ángulo fo rmado por dos radios cont iguos. 

C o m o todos los ángulos en O , A O B, B O C etc. va-

len 4 R, siendo todos iguales, uno de ellos va ld rá . 

P o r la «nisma razón el ángulo del po l ígono regular 

2 R k — 4 R 4 R r a-
va ld rá — 2 R , L o nue nos dice 

n n 
que el ángulo en el centro y el del pol ígono son suple­
mentar ios. 

Á R E A S D E L O S POLÍGONOS. 

145- Se l lama área la medida de una superf ic ie. 
Las superf icies, como todas las cant idades, se miden 

comparándolas con otra de su misma naturaleza que se 
toma po r un idad. 

L a un idad para medi r superficies es el cuadrado c u y o 
lado es la unidad l ineal . Por esta razón hemos l l amado 
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también en Aritmética unidades cuadradas á las super­
ficiales. 

146. Dos rectángulos de iguales bases y alturas son 
iguales. 

Pues colocándolos de suerte que las bases comcidan,, 
los rectángulos coincidirán. 

Corolar ios, i.0 Dos rectángulos de iguales bases son 
directamenteproporcio7iales á sus alturas. 

Pues del teorema anterior se deduce que si la altura 
del uno es doble déla altura del otro, el primer rectángu­
lo es doble del segundo (Arit. 25.8.) 

. 2.° Dos rectángulos de igual altura sen directamente 
proporcionales á sus bases. 

Pues tomando las alturas por bases, estaremos en el 
caso anterior. 

3.0 Dos rectángulos cualesquiera son directamente 
proporcionales á los productos de sus bases por sus alturas. 

E n efecto, sean a y b\-A altura y base del primero R;; 

rt' y í5r las del segundo R ' digo que-—- == 
R' «' X ^ " 

E n efecto, construyo un tercer rectángulo R " con la 
base b del primero y la altura a1 del segundo. 

Los dos rectángulos R y R", que tienen la misma 
R a 

base, nos dan -=— = — - y los R" y R', que tienen la 

R " b 
misma altura, - ^ 7 - r z — ; y multiplicando estas dos 

r x R" ' «' X ¿' 
• v á a - ' í - ' - a R X R" « X ¿ , igualdades tendremos, ,. . . ^,,- = rr o sea 

R a X b 
R " " a1 X ^ ' 

147. E l área del rectángulo es igual al'producto de su 
base por su altura. 

Sea R un rectánguloj b su base y « su altura. Sea C 
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un cuadrado de lado /. Tendremos, con arreglo al princí-

R a ^ b 
pío anterior, -—• == — 7 5 — • 

Ahora bien, si C es el cuadrado unidad, el primer 
miembro representa la razón del rectángulo que se quiere 
medir al cuadrado que se toma por unidad, ó sea el área 
del rectángulo, y como / — i en este caso, resulta que el 
área del rectángulo es igual al producto de su base por su 
altura. 

Corolar io. E l área del cuadrada es l a segimda po<~ 
tencia de su lado. 

Puesto que el cuadrado es un rectángulo de igual base-
y altura. 

Escol io. Por esta razón se llama cuadrada á la se­
gunda potencia. 

, 148. E l área del paralelágrama es igual a l producto1 
de su dase por su al tura. 

F / G ^ ó 

Sea el paralelógramo A B C D. Por los vértices A y D 
levanto perpendiculares á su base A D y prolongo C B 
hasta que encuentre á A F. Los dos triángulos A F B y 
D E C son iguales (93). Ahora bien, si del trapecio total 
resto el triángulo A F B, queda el paralelógramo A B C D ; 
y si del mismo trapecio resto el triángulo D E C, queda 
el rectángulo A D E F; luego el paralelógramo y el rec­
tángulo son equivalentes, y como el área del rectángulo 
es el producto de su base por su altura, y los dos tienen 
las mismas bases y alturas, esa será también el área del 
paralelógramo. 
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E s c o l i o . L a equivalencia de l para lc logramo y el rec­

tángu lo permite extender al p r imero los pr incipios (146) 
demostrados para el segundo. 

149. E l área de l t r i ángu lo es l a m i t a d de l producto 
de su base p o r su a l t u r a . 

Pues un t r iángulo es mitad de un para le lógramo de su 
m isma base y a l tu ra . 

E s c o l i o . P o r esta razón son también apl icables a l 
t r iángu lo los pr incipios demostrados en el num. 146. 

150. E l á rea de l t rapecio es i g u a l a l producto d é l a a l ­
t u r a por l a setni-suma de sus bases. 

Pues t razando una d iagona l queda descompuesto en 
dos t r iángulos que tienen la misma altura que el t rapec io , 
y por bases las de l mismo trapecio. 

E s c o l i o , E l área de l t rapecio es i g u a l á l a a l t u r a 
p o r l a p a r a l e l a media f l l8 ) . 

151. E l área de mi polígono r e g u l a r es i g u a l á l a m i ­
t a d de l producto d e l per ímetro p o r l a apotema. 

E n efecto, t razando los radios, quedará descompuesto 
el po l ígono en t r iángulos iguales. E l área de uno de estos 

t r iángulos es / «, l lamando / a l lado de l po l ígono y a 

á la apo tema; luego el área de l po l ígono será: 
1 , 1 7 

— I a ŷ  n = — í « X « . 
¿ 2 

con fo rme al enunciado. 
152. E l área de un po l ígono cualquiera se obtiene 

descomponiéndole en t r iángu los , ha l lando sus áreas y su ­
mándolas. 

acacrHX 
PROBLEMAS RELATIVOS Á LAS ÁREAS DE LOS 

POLÍGONOS. 

153. I. D a d » un rectángulo, constru i r o í r * equ iva len-
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te sobre una recta dada como lado. Hállese la cuarta pro­
porcional á la recta dada y á la base y altura del rectán­
gulo, y será el otro lado del pedido. 

l í . Construir el cuadrado equivalente á un rectángulo 
dado. 

E l lado del cuadrado que se pide será la media pro­
porcional entre la base y altura del rectángulo. 

III, Construir un rectángulo equivalente á un cuadra­
do dado, y ta l que la suma de sus dos lados sea igual á 
una recta dada. 

Sea A B la recta dada. Considerándola como diáme­
tro, tracemos una semi-circunferencia; en su extremo B, 
levanto la perpendicular B C igual al lado del cuadrado 
dado, tiro C D paralela á A B y por el punto E , la E F 
perpendicular á A B. Los dos segmentos A F y F B serán 
los lados del rectángulo. Pues su suma es igual á A B y 
su producto al cuadrado de E F (79, cor,) 

IV. H a l l a r el cuadrado equivalente á un paraleló-
gramo. 

Hállese la media proporcional entre la base y altura 
del paralelógramo. 

V . H a l l a r e l cuadrado equivalente á un triángulo. 
Basta hallar la media proporcional entre la base y la 

mitad de la altura ó viceversa. 

V I . Convertir un polígono en otro equivalente que 
tenga un lado menos. 

Sea el polígono A B C D E. Trazo la diagonal A D 
que forma uno de los triángulos exteriores A E D del po­
lígono. Por el punto E trazo E F paralela á la diagonal, 
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hasta que encuentre á la prolongación de C D, uno F con 
A y el polígono A B C F es el pedido. 

FIG.97. 

E n efecto, los triángulos E A D y F A D tienen la 
misma base A D; y los vértices E y F en una paralela á 
la base, es decir, la misma altura, luego son equivalentes, 

Añadiéndoles A B C D. resulta que A B C D E es 
equivalente á A B C F. 

V IL Convertir un polígono en cuadrado equivalente. 
Se reduce á otro de un lado menor las veces necesa­

rias para convertirle en triángulo y se cuadra éste. 

22:22:22:11. 

COMPARACIÓN D E L A S ÁREAS DE LOS POLÍGONOS. 

IS4- Las áreas de dos triángulos semejantes son direc­
tamente proporcionales á los cuadrados de sus lados ho­
mólogos. 

Sean los triángulos semejantes A B C y « ¿5 c. 
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Tendremos A B C ^ ^ A C X B D y 

i r , , A B C A C X B D 

Pero los triángulos B D C y 3 d c son también scrae-
B D B C u- -. • 

Jantes y, por tanto, - j - j - =r ^ — - y como, por hipótesis, 
B C A C , B D A C , , , 

resulta -7—7- =s ; de donde 

A B C A i ] 
a b e a c 

155. Las áreas de dos polígonos semejantes son direó* 
tamenteproporcionales á los cuadrados de sus Lados homo' 
logas. 

Sean P y ^ los polígonos dados, que descompondre­
mos en triángulos semejantes y semejantemente dispues­
tos, que llamaremos T , T ' . T " y /, / ', t'\ ...; sean L y / 
dos lados homólogos cualesquiera, tendremos (154) 

t = = T r ' ' f ~ ix ' / ' ; . ^ T ^ ' ' 
de donde (Arit. 165) 

T + T' + T " - f L5 , P \ * 
' o sea t + t' + ¿"+ r: /2' /. — ^ • 

Corolar io . Zííí áreas de des foligonos regulares se* 
mejantes son directamente proporcionales á los cuadrados 
de sus radios y de sus apotemas. 

Pues los radios y las apotemas son directamente pro­
porcionales á los lados de sus polígonos. 

156. Dos triángulos que tengan un ángulo igua l ó 
suplementario, son directamente proporcionales á los pro­
ductos de los lados que forman dicho ángulo. 

Sean los triángulos A B C y E B D, (fig. 99) que tienen 

el ángulo B común, digo que A ~ - == A i L ^ J L ^ L . 
, t ' i E B Ü E B X B D " 



FIG. 99 

E n efecto, tracemos la E C. Los triángulos A B C y 
E B C que tienen las bases A B y B E en línea recta, y el 
vértice C común, tienen la misma altura, luego serán pro-

A B C A B 
porcionales a sus bases y nos darán = ITIT--

Los triángulos E B C y E B D, por la misma razón, 
, , E B C B C , . ,. , j • . nos dan j-,'-^,z == ,, ,:- y tnmtipkoando estas dos i&fual-E B D B D ^ 

dades, y simplificando, 
A B C A B X S 'C 
L B L» E lí X ^ ^ ' 

I57« & cuadrado conttrnído sobre la Mpo'tc'misa. de tM 
tr iángulo rectángulo es igual á la suma de los cuadradas 
construidos sobre los catetos. 

Digo que B C ^ P, == A O r T _l ^ B L M. 

m;10Q. \ 
E n efecto, trazo A G perpendicular á la 'hipotenusa y 

la prolongo hasta F; uno A con E y B con H . 
E l triángulo B C H es mitad del cuadrado A C H I 

por tener igual base C H é igual altura. 
E l triángulo A C E es mitad del rectángulo G C E F 

por idéntica razón; y como los dos triángulos B C H y 

13 
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A C E s o n ¡guates (93), resulta que el cuadrado A C H Í 
es equivalente al rectángulo G C E F . 

Del mismo modo demostrar/amos que el cuadrado 
A B L M es equivalente al rectángulo B G F D; y como 
entre los dos rectángulos componen el cuadrado B C E D , 
resulta demostrado el teorema. 

Coro la r io . S i sobre los tres lados de un triángulo rec­
tángulo, considerados como lados homólogos, se construyen 
polígonos semejantes, e l polígono construido sobre l a hipo­
tenusa es equivalente á l a suma de los construidos sobre los 
catetos. 

E n efecto, si representamos estos polígonos por M , 
M N P 

N. P, tendremos — = = .y, de donde 
B C A C A B 

N -f- P M 
== __;; ; y como (lOo) A C + A B B C 

i T C 2 = A C 2 + A " t í % resultará M = N + P. 

PROBLEMAS RELATIVOS Á LA COMPARACIÓN 
DE LAS ÁREAS DE LOS POLÍGONOS. 

158. I. Construir un polígono semejante á otro dadd 
y equivalente á dtro también dado. 

Supongamos que queremos construir un polígono se­
mejante á P y equivalente á Q. 

Hallaremos los lados í y ^ de los cuadrados equiva­
lentes á P y Q. 

Enseguida la cuarta proporcional á c, ^ y un lado p 
del polígono P. E l polígono construido sobre esta cuarta 
proporcional, considerada como lado homólogo de p, se­
mejante á Pj será el pedido. 
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c P •, , i <? P-1 

Pues tenemos — = — ; de donde —5- = •—r y 
q íc ' ;? ^ 

p /,! P C 2 
también -^- r r ~ - ; luego tendremos - ~ — —^ y como 

X ce K q 
P = c3, también X = q*. 

II. Construir un polígono semejante á otros dos dados 
y equivalente á su suma. 

Sobre dos lados homólogos de los propuestos, consi­
derados como catetos, se construye un triángulo rectán­
gulo, y la hipotenusa será el lado homólogo del polígono 
buscado. 

De modo análogo se hallará el polígono semejante y 
equivalente á la diferencia de los propuestos. 

III. Construir un polígono doble de 6tro. 
Se resuelve como el anterior, tomando los dos catetos 

iguales á un lado cualquiera del polígono dado. 
IV . Construir un polígono semejante á otro dado, y 

ta l que sus áreas estén en la relarión m : n. 

FIG1Q1 _ _ j v 

Sobre una recta indefinida tomo A C = : w y C B = : « 
y sobrt A B como diámetro describo una circunferencia. 
Levante en C, la C D perpendicular al diámetro y uno D 
con A y B. Tomo sobre D A , prolongada si fuera preciso, 
una parte D E igual á un lado del polígono dado; trazo 
E F paralela á A B, y D F será el lado homólogo del po­
lígono pedido. E n efecto, tenemos por construcción, 

"x - Ifr y tamblén (99) I) F ^ "DlT dc donde 

BTF ^ dT; pero (I08'3-^ F T F = T>lue^ 



— 100 — 

i ^ — —: — ; y comparando esta p ropo rc ión c o n l a 

P m 
p n m e r a , - ^ = — • 

POLÍGONOS I N S C R I P T O S Y C I R C U N S C R I P T O S . 

159, Se dice que un po l ígono está inscr ipto zn un c í r ­
cu lo , ó que el círculo está c i rcunscr ip to al po l ígono , cuan­
do todos los lados de l po l ígono son cuerdas de la c i r cun ­
ferenc ia. 

Se dice que un po l í gono está c i rcunscr ipto á un c í rcu lo , 
ó que el cítrcuk» está inscr ipto en el po l ígono, cuando to­
dos sus lados son tangentes á la c i rcunferenc ia , 

160, Todo t r i ángu lo puede inscr ib i rse y c i r cunsc r i ­
b i rse a l círculo. 

E n eíeeto, hemos cfem'ostrado(49) que los tres vér t ices 
d e l t r iángulo determinan una c i rcunferencia. 

Y también (26, cor . 2.°) que la intersección de las b i s e c ­
tr ices de lo® tres ángulos de un t r iángu lo equid is ta de l o s 
tres lados. 

C o r o l a r i o s . I.0 L a s perpend icu lares en los puntos 
medios de los laclas de un t r i ángu la , concurren en un pun to , 
que es e l centro d e l c i rcu lo c i rmnscr ip to . 

2.a L a s bisectr ices de los ángulos de zm t r i á n g u l o , 
concurren en un punto, que es el centro d e l círculo inscr ip ta . 

161, P a r a que un cuadr i l á te ra pueda insc r ib i rse en 
un circulo, es necesario y suficiente que sus ángulos opuestos 
sean suplementar ios. 

E n efecto, (ñg . 102) si el cuadr i látero A B C D está i ns ­
cr ip to en e l círculo» sus ángulos A y C,, inscr ip tos y que 
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comprenden toda la circunferencia entre sus lados, serán 
suplementarios. 

FIG.102 

Además, otro cuadrilátero A B E D, que tuviera su 
vértice dentro ó fuera de la circunferencia, tendría el án­
gulo E mayor ó menor que C (73, 75 y 76). luego no sería 
suplemento de A . 

Coro lar ios. P a r a que mi paralelórjramo pueda ins­
cribirse en un circulo, es necesario y suficiente que sea rec­
tángulo. 

Sin lo cual no cumplirían la condición anterior, puesto 
que sus ángulos opuestos son iguales. 

162. P a r a que un cuadrilátero pueda circunscribirse 
a l circulo, es necesario y suficiente que las sumas desús 
lados opuestos sean iguales. 

Sea el cuadrilátero A B C U circunscripto á un círculo, 
digo que A B + D C = A D - f B C. 

E n efecto, los triángulos iguales A o a y A o d nos 
dan, A a i=^ A d; y por la misma razón, B « =• B /í, 
C c =̂. G b, c Yi zzz D d; y sumando ordenadamente, 
resulta: A B + C D = B C + A D. 
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P o r el contrar io , el cuadr i lá tero A B E D , que tiene un 

lado B E exter ior á la c i rcunferencia, nos daría, t razando 
B C , A B + C D r ^ A D + B C y añadiendo á los dos 
miembros G E , A B + D E ^ A D + B C + C E ; pero 
B C + C E > B E , l uego A B + D E > A D + B E . 

C o r o l a r i o . I.0 P a r a que un p a r a l e l ó g r a m o pueda 
c i rcunscr ib i rse a l c i rcu lo , es necesario y suficiente que sea 
rombo. « 

Pues no satisfaría la condic ión anter ior s i sus lados no 
fueran iguales. 

2.° E l único cuadr i l á te ro que puede msc r i b i r se y 
c i rcunscr ib i rse a l c i rcu lo , es e l cuadrado. 

Pues es el único que satisface á las dos cond ic iones . 
163. Todo pol ígono r e g u l a r puede inscr ib i rse y cir~ 

cunscr ib i rse a l c i r cu lo . 
Pues e l centro del pol ígono regu lar (142) equ id is ta de 

los vért ices y de los l ados . 
C o r o l a r i o . E l r a d i o y l a apotema de un po l igono re ­

g u l a r son los rad ios respectivos de su círculo c i rcunscr ip to 
é inscr ip to . 

164. S i se d iv ide una c i rcunferenc ia en tres ó más 
arcos igua les : I.0 L a s cuerdas de estos a rcos f o r m a r á n 
wtpo l igono r e g u l a r inscr ip to , 2.0 L a s tangentes en los 
puntos de d iv is ión, f o r m a r á n un pol igono r e g u l a r c i rcuns­
cr ipto. 

FIG. Í04-

E n efecto, el po l ígono inscr ip to que resul ta en el p r i ­
mer caso, tiene todos sus lados iguales (SI, I.0) y todos 
sus ángulos iguales (73, cor. 1."); y en el segundo , e v i d e n -
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temente circunscripto, la igualdad de los triángulos Ti a ¿>, 
C 6 c , D d c, etc., nos dá B = C = D «a ; y además, 
BJ + dC^Ce + eD^D d+dE=¿ ; ó sea, 
B C = C D = : D E = . 

V A L O R E S DE LOS LADOS DE ALGUNOS DOLÍGONOS 

R E G U L A R E S . 

i ? / ¿ado del exágono regular inscripto en un circulo, 
es igual a l radio. 

Pues si suponemos que A B es un lado del exágono 
regular inscripto, trazando los radios o A y í?B, el tr ián­
gulo A £> B es evidentemente isósceles, luego A = B. 

Pero ((44) A <? B = - ^ — — - ^ — R, luego A -}- B = 

4 T> 2 
= R, v como son iefualcs, A = B r r • R. 

3 ' ^ 3 
Luego el triángulo A o B es equilátero. 

166. JSl lado del triángulo equilátero es igual á 
R \ /T. 

E n efecto, siendo A C el lado del triángulo equilátero 
y trazando D C, resulta el triángulo A C D rectángulo en 
C , que nos dá: 

A C = r v / A D 2 - . D C 2 ^ v / 4 R2 — R2 = \ / 3 R3 = Rv/3. 
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167. E l lad0 del cuadrado es igua l á R (/ 2 '. 
E n efecto, (fig. 105) si D E es el lado del cuadrado, 

el triángulo E ^ D será rectángulo en tí\ y nos dará, 

E D == V E " ^ + ^ D a ^ V' 2 Ra = Î / 2 ' 
168. -£•/ lado del decágono regular es igual á la parte 

mayor del radio dividido en medía y extrema rasóu. 

mmb. 

Supongamos que A U es el lado del decágono re­
gular. 

Trazo los radios O A y O B y la bisectriz A C del 
ángulo A . 

„ , \ a O A O C 

E n el triángulo A O B (IIl) tendremos - ^ - g - = - q ^ > 

Pero A O B = - ^ ~ = - ^ R, 

luego O A B + O B A = — R, 
de donde O A B = O B A R. 

Por consiguiente, O A C = C A B 
5 

R. 

Luego el triángulo A O C es isósceles, y, por tanto, 
O C = C A . 

Pero en el triángulo A C B, hemos visto que 

C A B — — R y A B C = ^ - R ; luego A C B = - 1 R , 
s y s * s 

es decir que es isósceles también, y nos dá, C A ^r A B,* 
y , por tanto, O C = C A = A B. 
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Luego, sustituyendo eu la proporción en vez de A 13, 

su valor O C, y en vez de A O su igual O B, resultará: 
O B O C T ,. . . . _ , . . . . 

— - •. Lo que nos dice que el radio esta divim-O C ~~ C B 
do en C en media y extrema ra/.ón y que su parte mayor 
O C es iíjual al lado del decágono. 

PROBLEMAS RELATIVOS Á LOS POLÍGONOS 

INSCRIPTOS Y CIRCUNSCRIPTOS. 

169. I. Inscribir y circunscribir un cuadrado en un 
círculo. 

Trácense dos diámetros perpendiculares y únanse sus 
extremos, y se tendrá el cuadrado inscripto. 

En los extremos de los dos diámetros trácense tan­
gentes, y resultará el cuadrado circunscripto, 

II. Inscribir y circunscribir un exágono regular. 
Llévese el radio sobre la circunferencia seis veces, y 

uniendo los puntos de división (165) resultará el exágono 
inscripto. 

Las tangentes en los mismos puntos formarán el 
exágono circunscripto. 

III. Inscribir y circunscribir un triángulo equilátero. 
Llévese el radio sobre la circunferencia, únanse cada 

dos puntos de división, y se tendrá el triángulo inscripto. 
Las tangentes en los mismos tres puntos formarán el 

triángulo equilátero circunscripto. 
IV. Inscribir y circunscribir á un circulo un decágo­

no regular. 
Llévese la parte mayor del radio dividido en media y 

extrema razón (84, 2.0) sobre la circunfcreacia y quedará 
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dividida en diez arcos iguales. Las cuerdas de estos afcos 
formarán el decágono regular inscripto (168), y las tan­
gentes en sus vértices el decágono regular circunscripto. 

V . Inscribir y circunscribir á un circulo un pentágo­
no regular. 

Hecha la construcción del problema anterior, es evi­
dente que uniendo cada dos vértices resultará el pentá­
gono regular inscripto. 

Las tangentes en sus vértices formarán el circuns­
cripto. 

V I . Inscribir y circunscribir á un circulo un pentede' 
cágono regular. 

Observando que —r- — — , se deduce que bas-
^ 6 lo 15 M 

tara llevar sobre la circunferencia la diferencia entre el 
arco del exágono y el del decágono regular, para que 
quede dividida en 15 partes iguales. 

Las cuerdas de estos arcos, y las tangentes en estos 
puntos, formarán respectivamente el pentedecágono re­
gular inscripto y el circunscripto. 

V i l . Inscribir y circunscribir un circulo á un polí­
gono regular. 

Desde el centro del polígono, con un radio igual á la 
apotema ó al radio del mismo, (142} descríbase una cir­
cunferencia, y quedará resuelto el problema. 

VIII. Construir un exágono regular, dada l a longi ­
tud de su lado. 

Con esa longitud por radio se describe una circunfe­
rencia y el exágono en ella inscripto será el pedido. (165) 
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xsKssrvix-
R E L A C I O N E S E N T R E LADOS Y PERÍMETROS 

D E POLÍGONOS R E G U L A R E S INSCRIPTOS 
Y CIRCUNSCRIPTOS. 

170. Conocido e l valor del lado del polígono regu­
la r inscripto en un círculo, ha l lar el valor del lado del 
polígono regular inscripto de doble níítnero de lados. 

FIG.107. 

Sea A B =: /, el valor del lado conocido, y B C = ,r 
el del lado que se busca. E l ángulo C O B será agudo, 
como mitad del A O B, y el triángulo C O B (109) nos. 
dará, 

C B 2 = CÜ2 + ü i r — 2 O C X O D , 
ó sea x* = 2 r'1 — 2 r X O D. 

Pero en el triangulo O D B, 

O D : = v / o B a - D B 2 = \ l r* - ~ \ 

por consiguiente, 

íc5 = 2 r2 — 2 t 

y, por último, 

\J"'-'r\/r'—^. 
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l/r. Conocido el lado del polígono regtdar inscripio 

en un circulo, hal lar el lado del poligono semejante circuns­
cripto. 

F i m m . 

Sea A B = í, el lado conocido del polígono ins­
cripto. 

Trazo el radio O G perpendicular á A B, la tangente 
C D en el punto G, y los radios O A y O B prolongados 
hasta que encuentren á la tangente. C D = .r, será e! 
lado pedido. 

Los triángulos semejantes A O B y C O D (149, es­
colio), nos dan, 

C D : A B : : O G : O F; ó sea » : / : : r : O F . 
Y en el triángulo O F B, 

O F = v/DTBs - FB2 = W r 2 -

por consiguiente, 

l1 

x - . l - . - . r : ' 1 " r' 

de donde x == 

4 
/ r 

172. Conocido el radio y la apotema de un polígona 
regular, ha l la r el radio y la apotema del poligono isa-
perímetro de doble número de lados. 
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Sea A B el k d o del primer polígono, O A =r r, y 
O E = «, su radio y apotema conocidos. 

Trazando O G perpendicular á A B, las cuerdas A G 
y B G , y uniendo los puntos medios de estas cuerdas, 
C D será el lado del poligopo isoperímetro de doble nú­
mero de lados y O C = / y O F = a', el radio y apote­
ma pedidos. 

Tenemos evidentemente O F — O G — . F G y 
O F = O E -}- F E . Sumando ordenadamente estas dos 
igualdades, y observando que por construcción F G = F E, 

resulta 2 Ü F = O G - f - O E ; o sea 
i i i i < r -\- a 2 a = r -\- a\ de donde a = . 
' 2 

Además, el triángulo rectángulo O C G nos dá (105) 

O C " ' = O G X O F; ó sea ; ' - == r X «'i de donde 
r' =. sj r a ' . 

«¿S-15^1 ̂ íl»I nT" IL X X • 

MEDIDA DE LA. CÍRCUNFERENCIA. 

173. Siendo la unidad lineal rectilínea no es posible 
aplicarla directamente á la medición de la circunferencia, 
pero podremos obviar esta dificultad hallando su rela­
ción con una recta de longitud conocida. 
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D e esta suerte se consigue medir la c i rcunferencia, 

fundados en los siguientes pr inc ip ios. 
174. L a c i rcunferenc ia es mayo r que e l per imet re 

de cua lqu ier pol ígono insc r i f t o , y menor que e l de cua l ­
qu ier polígono c i rcunscr ip to. 

C o n ar reg lo á lo demost rado en el num. 15, 
175. L a c i rcunferenc ia es e l l ími te s n p t r i a r de los p e ­

r ímetros de los polígonos regu lares inscr iptos, y e l l ím i te 
i n fe r i o r de los per ímet ros de los c i rcunscr ip tos. 

E n efecto, á med ida que el número de lados de un p o ­
l ígono regular inscr ip to aumenta, su per ímet ro se ap ro ­
x i m a á la c i rcunferencia; y cuando el número de sus lados 
sea inf ini tamente grande se confunde con e l la . 

P o r análogas consideraciones, podemos cons iderar l a 
c i rcunferencia c o m o el l ími te de los per ímetros de los p o ­
l ígonos regulares c i rcunscr ip tos, cuando el número de sus 
lados aumenta indef in idamente. 

176. D o s c i rcunferencias cua lesquiera son d i r e c t a ­
mente proporc iona les d stis r ad ios . 

E n efecto, sean C y C dos c i rcunferencias; R y R ' sus 
rad ios, P y P ' los per ímetros de dos pol ígonos regulares 
inscr ip tos de l m ismo número de lados, tendremos (140} 

P F C C 
- i r - = - ^ r ; ó pasando á los l ímites (Ar i t . 197) - r r ^ - r T r -

C o r o l a r i o . L a razón de l a c i rcun fe renc ia a l d iáme­
t ro es un número constante. 

Pues d iv id iendo los dos miembros de la igua ldad an ­

ter ior por 2, resulta -. — - = - — 5 7 , que nos p rueba que 

esa razón es la misma para todas las circunferencias. 

E s c o l i o . E s t a razón constante de la c i rcunferencia a l 
d iámet ro se expresa po r la letra gr iega it; es un número 
incomensurab le , pero se puede obtener su va lo r con la 
ap rox imac ión que se necesi te. 
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L a igrualdad •—rr- = tc: nos dá C = 2 ti R , fó rmu la 

impor tante y de uso cont inuo en Geometr ía, po r expresar 
l a long i tud de la c i rcunferencia. 

177. C a l c u l a r l a razón ir de l a c i rcunferenc ia a l 
d iámet ro . 

C 
L a fo rmu la 7: = r rS nos indica los dos caminos que 

2 R 
p o d e m o s seguir para hal lar d icha razón; ó suponer c o n o ­
c i do el v a l o r de l rad io, y deduci r de él el de la c i rcunfe­
rencia; ó suponer conoc ida la c i rcunferencia, y deduc i r e l 
va lo r de l rad io . 

E l pr imer proced imiento se conoce con el nombre de 
tnétodo de los per ímetros; el segundo, con. e l de método de 
los isoper imetros. 

178. Método de los per ímet ros . 
S i en l a fó rmula anter ior hacemos R — \, resul ta 

C 
•s = — . E s decir que el va lo r de tc, en la c i rcunferencia 

c u y o rad io es uno, es la long i tud de la semi-c i rcunferen-
c ia , que sabemos (175) es el l ími te superior del semi-per í -
met ro de los pol ígonos regulares inscr iptos, y el infer ior 
de l de los c i rcunscr ip tos. 

C o m o en la c i rcunferenc ia de que se trata conocemos 
el lado de l exágono igual á uno, deduc i remos (170) de 
ahí los va lores de los lados de los pol ígonos de 12, 24, 
48 , 96 lados; y de estos (I7I) los valores de los lados 
de los pol ígonos correspondientes c i rcunscr ip tos . L u e g o 
conoceremos los semi-perímetros de todos los pol ígonos, 
y c o m o l a long i tud de la semi-c i rcunferencia está c o m ­
p rend ida entre el va lo r del serai-perímetro inscr ipto y el 
de l c i rcunscr ip to , tomando las cifras comunes á estos 
dos va lores , tendremos el va lo r de ix. 

22 
D e esta suerte hal ló Arquímedes n = - — - ; y pos te -
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355 
nórmente Meció tc : ~ - ^ , c©r) un error menor que 

113 ' 
med ia mi l lonésima. 

179. Método de los isoper imetros. 

S i en la fórmula tí = —\~r~, hacemos C = 2, resul ta 
2 R 

•k — —r-, de donde R = -—, que nos indica que el va lo r 
K TÍ 

de —• es igual al rad io de la c i rcunferencia cuya l o n -

g i tud es 2. 

S i pues ca lcu lamos el va lor de l radio y de la apo te ­

m a de l cuadrado c u y o lado es , ó sea su per ímet ro 

igua l á 2, y seguimos calcu lando (172) los radios y apote­
mas de los polígonos isoper imetros de 4 , 8, 16 l ados , 
tendremos dos valores ap rox imados , uno po r exceso y 
o t ro po r defecto del rad;o buscado, puesto que las dos 
circunferencias inscr iptas y c i rcunscr iptas á dichos po l ígo­
nos son una mayo r y ot ra menor que 2. 

S igu iendo este proced imiento se obtiene iz — 3,141592 
con un error menor que una mi l lonés ima. 

180. L a s longitudes de ios arcos de ¿a m i sma g r a d u a ­
ción en circunferencias diferentes, son directamQnte p r o -
p o r dónales á los r a d i o s . 

Sea / la longi tud de l arco de n0 en la c i rcunferencia 
de radio r. 

Sea / ' l a longi tud de l arco de «0 en la c i rcunferencia 
/ r 

de radio / " ; d igo que -—r = —p. 
/ r 

E n efecto, la long i tud del arco de 180o = 71 r\ luego la 
tz r 

de l arco de Io =: — - — ; y la de l arco de n grados será 

/ — — , ¥or ia m i sma razón, tendremos / 
180 ' 180 ' 

/ r 
y d iv id iendo estas dos igualdades, - — r z — . 

i r 
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Á R E A S G Í R C U L A R E S . 

181. Se l l ama sector c i r c u l a r ó sector de c i rcu lo la po r ­
c i ón de c i rcu lo comprend ido entre dos rad ios y el arco. 

D e m o d o análogo al empleado (71), demost rar íamos 
que en el m ismo círculo ó en círculos iguales: 

I,0 S i d^s sectores tienen arcús igua les , son iguales. 
2 . " D o s sectores cua lesqu iera son d i rec iamente p r o ­

po rc iona les á sus arcos correspondientes. 
182. Se l l ama sector p o l i g o n a l regu la r , la porc ión de 

po l ígono regular c o m p r e n d i d o entre dos radios y la línea 
q u e b r a d a regu lar . 

E l área de un sector p o l i g o n a l r e g u l a r es i g u a l á l a 
m i t a d d e l p roducto d t su apotema p o r l a l inea quebrada 
r e g u l a r . 

Pues es la suma de var ios t r iángulos que t ienen p o r 
a l tura común la apo tema y por bases los lados de la línea 
queb rada . 

183. E l d r e a de un sector c i r c u l a r es i g u a l a l a m i ­
t a d del producto de su arco po r e l r ad io . 

Pues e l sector c i rcu lar puede mirarse c o m o un sector 
po l i gona l , cuya línea quebrada tiene infinitos l ados . 

184, E J . á rea d e l c i rcu lo es i g u a l á la. m i t a d d e l p r o ­
ducto de l a c i rcun fe renc ia p o r e l r a d i o . 

Pues el círculo (175) puede considerarse como un p o l í ­
g o n o regu la r de inf ini to numero de lados-. 

C o r o l a r í o . L a s áreas de dos c i rcu ios son d i rec tamen­
te p roporc iona les é los cuadrados de sus r a d i o s . 

Pues l lamando A y A ' á las áreas de dos círculos; C y 
C á sus c i rcunferencias, y R y R' á los radios respect ivos , 

tendremos A ==»-—- C R; A ' = , —- C R'; de donde 
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A C R D C R _ , , A R' 

"A = ' C W Per0 tf = -R (r/6); beg0 A ^ R^ 

185. Se llama segmento circular ó segmento de circulo 
la porción de círculo comprendido entre un arco y su 
cuerda correspondiente. 

Como el segmento circular es la diferencia entre el 
sector y eí triángulo formado por los radios y la cuerda, 
se hallará su área restando las áreas del sector y del 
triángulo. 

186. Se llama corona la porción de círculo compren­
dido entre dos circunferencias concéntricas 

Su área será la diferencia de las áreas de los dos 
círculos. 

187. Trapecio circular, es la porción de corona com -
prendida entre dos radios. 

Su área será la diferencia de las áreas de les dos sec­
tores, cuyos arcos son las bases del trapecio. 



Greometria del Espacio. 

P R O P I E D A D E S D E L A R E C T A Y E L P L A N O E N 

E L ESPACIO. 

188. Hemos dicho que {%) sttperjicie plana ó plano es 
la superficie á que se adapta perfectamente una recta, cu 
cualquier sentido que se coloque, 

De aquí se infiere: 
I.0 Que una recia y un plano gme tienen dos puntos co­

munes, coinciden en toda su extetisión. 
Puesto que dos puntos determinan la posición de una 

recta. 
2. ' Una recta exterior á un plano solo puede tener un 

punto común con e l plano. 
Pues si tuviera dos, estaría en el plano. 
3.0 L a intersección de una recta y un planoesun punto. 
Único que puede tener común. 
Cuando la recta corta al plano, el punto de intersec­

ción se llama pié de la recta sobre el plano. 
Cuando no tienen punto algún© común, la recta y el 

plano se llaman paralelos. 
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l8g. Tres puntos que no están en linea recta determi­

nan la posición de un plano; es decir, que por tres puntos 
no en línea recta, puede pasar un plano, pero nada más 
que uno. 

Sean A , B y C los tres puntos. 
Los dos puntos A y B determinan la línea recta A B, 

y por esta recta siempre puede pasar un plano, que giran­
do alrededor de A Bv pasará por todos los puntos del es­
pacio, y, por consiguiente, llegará un momento en que 
pase por C. Luego por los tres puntos pasa un plano. 

FG.110 

Además, si pasara otro plano por estos tres puntos, 
las dos rectas A B y A C estarían también en él (l8&, I.0); 
y suponiendo que D fuera un punto del segundo plano, 
trazando la D F que corte á las dos A B y A C , este punto 
estaría también en el primer plano, puesto que la D F lo 
estaría, por tener en él los puntos E y F. Luego si todo 
punto del segundo plano lo es también del primero, los dos 
planos no forman más que uno solo. 

Coro lar ios , i.0 P o r un punto pueden pasar infinitos 
planos. 

Pues este punto y otros dos cualesquiera del espacio 
determinan un plano. 

2.0 P o r una recta pasan infinitos planos. 
Pues la recta y cada punto del espacio determinan un 

plano. 
3.° Un plano queda determinado: l.0 por una recta y 

un punto exterior; 2 ° por dos rectas que se cortan; 3.0 por 
dos rectas paralelas; 4.0 por un arco de circulo. 
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Pues siempre resulta determinado por tres puntos no 

en línea recta. 
4.0 L a intersección de dos glanos es itna linea recta. 
Sin lo cual tendrían comunes tres puntos no en línea 

recta. 
190. De estos principios se deduce que un plano pue­

de considerarse engendrado: I.0 por una recta móvil que 
pasando siempre por un punto fijo, recorra todos los pun­
tos de otra recta fija; 2.0 por una recta móvil que recorra 
constantemente todos los puntos de dos rectas fijas; 
3.0 poruña recta móvil que recorra todos los puntos de 
dos rectas paralelas,- /j..0 por una recta que se mueva pa­
ralelamente á sí misma, recorriendo todos los puntos de 
una recta fija ó de un arco de circulo. En todos los casos, 
la recta móvil se llama generatriz, y las rectas ó puntos 
fijos, se llaman directrices. 

191. E l plano por su naturaleza es ilimitado, como lo 
es la línea recta que contiene en toda su extensión. Se di­
ferencian, pues, tan solo por su posición en el-espacio. 

E n geometría, y en la necesidad de representarlo, se 
indica por un paralelógramo y se lee con dos letras de 
vértices opuestos. 

192. Dos rectas en el espacio pueden estar situadas 
en el mismo plano ó en planos distintos. E n el primer 
caso, se cortan ó son paralelas; en el segundo, se dice que 
se cruzan. 

E l ángulo de dos rectas que se cruzan, se aprecia por 
el formado por una de ellas y una paralela á la otra por 
uno de sus puntos. 

22131.1. 

RECTAS P E R P E N D I C U L A R E S Y OBLÍCUAS A L 
P L A N O . 

193- Una recta y un plano se encuentran ó no se en • 
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cuentran. En el primer caso, la recta puede sqv perpeudi-
cnlar ú oblicua al plano. 

E n el segundo, es parale la al plano. 

F/G.HI 

Se dice que una recta es perpendicular á un planot 
cuando lo es á todas las rectas situadas en el plano. 

E n el caso contrario, se dice que la recta es oblicua a l 
plano-, 

194. 52 una recta es perpendicular á otras dos que 
pasan por su pié en un plano, es también perpendiatlar á 
todas las que pasan po r su pié en dicho plano. 

Digo que si C A es perpendicular á A D y A E , lo 
será también á cualquier otra A B que pase por A , en el 
plano M N. 

E n efecto, trazo una secante D E que corte á las tres 
A D, A E y A B; prolongo C A , tomo (T A = C A , y 
uno los puntos C y C' con los D, B y E . 

Los triángulos rectángulos C A D y C A D, C A E y 
C A E iguales, nos dan 0 D = C D; C E = C E . Luego 
los triángulos C D E y C D E son iguales, y por tanto Ios-
ángulos C D B y C D B también lo serán, de donde se de­
duce que los triángulos C D B y C D B son iguales; por 
consiguiente, C B — C B. L a recta A B, tiene, pues, dos-
puntos A y B equidistantes de C y C , luego es perpendi­
cular á C C . 
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Corolar io . Todas la%perpendiculares ú una recta en 

imo de sus puntos, están en un mismo plano. 
Pues haciendo pasar por dos de ellas A D y A E un 

plano M N, el plano C A B cortará á este plano según 
wna perpendicular á C A , puesto que ésta lo es á las A D 
y A E., luego esa intersección será A B (18). 

194, Un punto determina la recta perpendicular a l 
plano. 

Es decir, por un punto puede trazarse una recta per­
pendicular á un plano, pero solamente una. 

Distinoruiremos dos casos: r.u que el punto esté en el 
plano; 2.° que sea exterior al plano. 

i.0 En efecto, siempre podremos trazar por el punto A , 
una perpendicular A B á dos rectas situadas en el plano 
M N que, según hemos visto, será perpendicular al plano. 

Wm 
i l i i i sB» iSilCiSS 

Además, otra cualquiera A C determinará con la A B 
un plano, que cortará al M N según una recta D E; y 
como A B es perpendicular al plano, lo será á D E y, por 
tanto, (18) A C será oblicua á D E, y por consiguiente al 
plano M N. ' . 

2.° Si el punto B es exterior al plano, siempre po­
dremos bajar desde él una perpendicular B A á dos rectas 
situadas en el plano, y, por tanto, será perpendicular 
al plano. 

Además, otra cualquiera B F determinaría con la B A 
un plano que cortará al M N según una recta F A , Por 
ser la B A perpendicular al plano, lo será á la recta F A -



— 1 '20 — 
luego la B F será oblicua á esta recta (22) y, por tanto, 
oblicua al plano. 

195. S i desde un punto exterior á un plano se trazan 
una perpendicular y var ias oblicuas. 

I.0 L a perpendicular es menor que cualquier oblicua. 
2.° Las oblicuas que se aparten igualmente del pié de 

la perpendicular son iguales. 
3." De dos oblicuas, la que se aparte más del pié de la 

perpendicular es la mayor. 
E n efecto: i." Siendo A B perpendicular al plano, lo 

será á la B C , luego A C es oblicua á B C y por consi­
guiente mayor que A B. 

2 0 Si B C = B D, los triángulos rectángulos A B C 
y A B D iguales, nos dan A C = A D. 

mmmt 

3.° SI B E > B C. tomaré B D = B C y tiraré A D. 
Tendremos A E > A D (24) ó sea A E > A C. 

Recíprocos. I.0 L a recia más corta que se puede 
(rasar desde un punto á un plano es l a perpendicular a l 
plano. 

2," Las oblicuas iguale,1!, se apartan igualmente del 
pié de la perpendicular a l plano. 

3.° L a mayor de dos oblicuas se aparta más del pié 
de la perpendicular a l plano. 

166. Se W^ma. distancia de un punto á un plano la 
perpendicular bajada desde dicho punto al plano. 

De lo expuesto se deduce que el lugar geométrico d i 



ios pies de las oblicuas iguales, trazadas desde un punto 
exterior a l plano, es la circunferencia situada en dicho p la ­
no, y cuyo centro es el pié de la perpendicular bajada desde 
dicho punto a l plano. 

197. Un punto de una recta determina el plano per­
pendicular á dicha recta. 

Es decir, que por im punto pasa un plano perpendi­
cular á la recta, pero nada más que uno. 

Pueden ocurrir dos casos: i.0 Que el punto esté en la 
recta. 2.° Que sea exterior á la recta. 

I.0 Si el punto A está en la recta, siempre podremos 
trazar por A dos rectas perpendiculares á A B, y el plano 
M N de estas dos rectas será perpendicular á la recta A 13. 

tiGAm 

Supongamos ahora que por el punto A pasara otro 
plano M P. Trazando por A B un plano cualquiera, cor­
tará á los dos planos M N y M P, según las rectas A C y 
A D. Pero por ser A B perpendicular al plano M N, lo 
será á la recta A C, luego será oblicua á la A D y por 
tanto al plano A P. 

2.° Si el punto A es exterior á la recta B C, trazan-

Pimmmxfs, 

ta 
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do por A dos perpendiculares á B C, el plano de estas dos 
perpendiculares será perpendicular á B C. 

Supongamos ahora que por A, trazamos otro plano 
P Q que corte á B C. Haciendo pasar por B C un plano 
cualquiera, cortará á los planos M N y P Q según las rec­
tas A B y A C. Pero por ser M N perpendicular á B C, A B 
será perpendicular á esta recta B C, luego A C será obli­
cua y, por tanto, el plano P Q también lo es. 

Corolar ios, i.0 E l lugar geométrico de todas las per-
fendiculares á una recta, desde un punto cualquiera^ es e l 
plano trazado por este punto perpendicular á la recta. 

Pues lo mismo si el punto está en la recta, que si es 
exterior, toda perpendicular á dicha recta, desde ese pun­
to, está contenida en el plano, según ío expuesto. 

2.° E l lugar geométrico de los puntos del espacio que 
equidistan de los extremos de una recta, es e l plan» per­
pendicular á esa recta en su punto medio. 

Pues las distancias de cualquier punto del plano á los 
extremos de la recta son dos oblicuas equidistantes del 
pié de la perpendicular. 

198. S i desde el pié de una perpendicular á tm plano 
se traza lina perpendicular á una recta situada en dicho 
pkino, la recta que une el pié de esta segunda perpendicH • 
l a r con un punto cualquiera de la primera, es tajubiénper-
pendicular (i l a situada en el piano. 

F /6 , ' I1S. 

Sea A B perpendicular al plano M N , y B C perpen-
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dicular á la D E situada en el plano M N, digo que A C 
será perpendicular á D E . 

E n efecto, tomando C D = C E, y uniendo los puntos 
A y B con los D y E , tendremos B D = B E (195, 2.0) y 
por lo tanto, A D zn A E luego la recta A C, que tiene 
los puntos A y C equidistantes de los D y E será perpen­
dicular á D E . 

Recíproco. S¿ desde un pimío exterior á un plano se 
trazan una perpendicular a l plano y una oblicua a l rnismo, 
que sea perpendicular á una recia situada en el plano, 
esta recta será perpendicular d l a que une los pies de las 
dos pr imeras. 

Pues de A D = A E , se deduce (195. recíp. 2.0> 
B D = B E ; luego B C tiene los dos puntos B y C equi­
distantes de D E , y por tanto, es perpendicular á D E . 

R E C T A S P A R A L E L A S E N T R E SÍ Y A L P L A N O . 

199. Un punto exterior á una recia, determina una 
parale la á dicha recta; es decir, que por ese punto pasa 
una paralela, pero nada más que una. 

E n efecto, el punto y la recta determinan un plano y 
ya sabemos (29) que en dicho plano el punto exterior de­
termina la paralela. Además, otra recta no situada en ese 
plano no podría ser paralela á la propuesta. 

300. S i dos rectas son paralelas y tina de ellas es 
perpendicular á un plano, l a otra también lo será. 

Digo que si A B es perpendicular al plano M N , su 
paralela C D también lo será. 

E n efeoto, trazando una recta cualquiera B E en el 
plano M N , la A B será perpendicular á B E , por serlo al 
plasio, luego su paralela C D también lo será. Y como lo 
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F/em 64 

mismo diríamos de otra cualquiera situada en el plano, 
resulta que C D es perpendicular á dicho plano. 

Recíproco. Dos rectas perpendiculares á un mistno 
plano, son paralelas. 

Pues si no lo fueran, por el punto C podríamos trazar 
una paralela á A B, aue sería perpendicular al plano M N, 
lo que es imposible (194). 

201. Dos rectas paralelas á una tercera en el espacio, 
son paralelas entre si. 

Digo que si A B y C D son paralelas á F G, son pa­
ralelas entre sí. Trazo el plano M N perpendicular á A B, 
y por tanto á su paralela F G; y siéndolo a F G, lo será á 
su paralela C D. 

Siendo A B y C D perpendiculares el plano M N , son 
paralelas. 

202. Dos Ángulos que tienen sus lados respectivamente 
paralelos son iguales ó suplementos. 

Sean los dos ángulos B A C y D E F, cuyos lados 
son respectivamente paralelos, y están dirigidos en el 
mismo sentido; digo que son ¡guales. 

F/e,m b 
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En efecto, tomo Al B = E D y A C r r E F , y trazo 

las rectas B C, F D; A E, B D y C F. Por ser A B igual y 
paralela á E D, A E será igual y paralela á B D (120). Fot-
la misma razón, A E es igual y paralela á C F; luego B D 
y 0 F son iguales y paralelas, de donde se deduce que 
B C y F D también lo serán, luego los triángulos A B C 
y D F E son iguales (92), y por tanto, los ángulos B A C 
y D E F también lo serán. 

Los otros dos casos se demostrarán como sus análogos 
del número 34. 

203. S i tina recta es paralela á otra situada en un 
plano, es paralela á este plano, ó está situada en él. 

F/G.119. 

E n efecto, el piano de las dos paralelas A B y C D, ó 
no tiene con el M N más puntos comunes que los de la 
recta C D, o se confunde con él. En el primer caso, la 
recta A B, no encuentra al plano M N, puesto que es pa­
ralela á C D, y por tanto es paralela al plano. 

E n el segundo caso, A B está en el plano M N . 
Coro lar ios . I.0 S i dos rectas son paralelas, todo 

plano que pase por una de ellas es paralelo á la otra, ó 
pasa por esta otra. 

Puesto que ésta es paralela á la primera, situada en el 
plano. 

2.0 S i una recta es para le la á un plano, todo f lano 
quépase por el la corta a l primero según una parale la á 
dicha recia. 

Pues las dos rectas no pueden encontrarse y están en 
un mismo plano. 
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204- Sí una recta es para le la aun plano, y por un 

•punto de este plano se traza una paralela á dicha recta, 
esta paralela estará contenida en ese plano. 

Digo que si A B (fig'. 119) es paralela al plano M N, y 
por el punto C del plano se traza C D paralela á A B, la 
C D estará en el plano M N. 

E n efecto, la intersección de los dos planos M N y 
A B C D tiene que ser paralela á A B; y como un punto 
C determina la paralela á una recta A B, dicha intersec­
ción será C D . 

Coro lar ios. I.0 Toda paralela á una recta que es 
paralela á un plano, está en el plano, ó es para le la a l 
plano. 

Pues dicha paralela (201) será paralela á la C D. (203) 
2.0 S idos rectas son paralelas, todo plano p a r a leh 

4 la mm lo será á la otra. 
Puesto que la recta es paralela al plano, 
3.0 S i una recta es para le la á dos planos que se cor­

tan, es para le la á su intersección. 
Pues trazando por un punto de la intersección de los 

dos planos un paralela á esa recta, deberá estar en los dos 
planos. 

205. Las rectas paralelas comprendidas entre una 
recta y un plano •paralelos, son iguales. 

Pues estas tres rectas forman con la intersección 
del plano dado y el determinado por las paralelas un pa-
ralelógrarao. 

Coro lar io . Una recta y un plano paralelos son equi­
distantes. 

Pues en este caso, el paralelógramo anterior se con­
vierte en rectángulo. 
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P L A N O S P A R A L E L O S . 

206. Sí ¡¡aman planos parale/os los que, prolongados 
indefinidamente, nunca se encuentran. 

Evidentemente, las rectas situadas en uno de estos 
planos son paralelas al otro. 

207. Dos planos perpendiculares á una recta son pa­
ralelos. 

E n efecto, sí estos planos tuvieran algún punto co­
mún, resultarían trazados dos planos perpendiculares desde 
dicho punto á la recta, contra lo demostrado (197)-

208. Un punto determina el plano paralelo á otro. 
Es decir, que por un punto, exterior aun plano, pasa 

un plano paralelo al primero, pero solamente uno. 
E n efecto, ese punto determina la perpendicular a l 

plano dado, y determina también el plano perpendicular 
á esta recta, que será paralelo al primero. 

209. Las intersecciones de dos planos paralelos con tin 
tercer plano son paralelas. 

Pues están en el plano secante y no pueden encon­
trarse por estar situadas en planos paralelos. 

Corolar ios, I.0 Dos rectas situadas en planos pa ­
ralelos, serán paralelas siempre que estén en el mismo 
plano. 

Pues esta es la condición necesaria y suficiente para 
que sean paralelas. 

2.0 S i una recta es perpendicular á un plano, también 
lo es á todos los planos paralelos a l pr imero. 

Pues siéndolo al primer plano lo será á dos rectas cua­
lesquiera trazadas en él; y también lo será á sus paralelas 
en esos planos y, por tanto, á esos mismos planos. 
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3.° Dos planos paralelos á m tercer plano son para­

lelos entre si. 
Pues toda perpendicular al tercer plano, lo será á loa 

dos primeros. 
210. Si dos planos son paralelos, toda recta paralela 

a l uno es paralela a l otro, ó está situada en este otro. 
Pues todo plano que pase por esa recta cortará al 

primer plano según una recta que será paralela al segundo 
y también á la recta dada (203, cor. 2."); por consiguien­
te, esta recta será paralela al otro plano ó estará situada 
en él (204, cor. i."). 

Corolarios, i,0 S i dos rectas que se cortan son para­
lelas á otras dos que también se cortan, el plano de las 
dos primeras es paralelo a l de las dos segundas. 

Pues cada una de las primeras es paralela al plano de 
las dos segundas (203). 

2.0 E l lugar geométrico de todas las paralelas á un 
plaro trazadas por un punto exterior, es el plano paralelo 
a l primero trazado por ese punto. 

211. Las rectas paralelas coinprendiilas entre planos 
paralelos son iguales. 

Pues el plano de las dos paralelas corta á los dos pla­
nos dados según rectas paralelas (209); luego el cuadrilá­
tero formado por las cuatro rectas es un paralelógramo. 

Corolario. Dos planos paralelos son equidistantes. 
Pues todas las perpendiculares á un plano desde los 

puntos del otro, son paralelas. 
211. S i tres planos paralelos cortan á dos rectas cua­

lesquiera, las dividen en partes directamente proporcio­
nales. 

Sean las dos rectas A 13 y C D (fig. 120) cortadas por los 

tres planosparalelos M N, P Q y R S; digo q u e 4 E tí B G D 
En efecto, uno los puntos A y D. El plano B A D 
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cortará á los planos paralelos P Q y R S, según las rectas 
paralelas E F y B D (209), Por la misma razón las ínter-
secciones A C y E G del plano A D C con los planos 
paralelos M N y P Q serán paralelas. 

F G A Z O 

Ahora bien, el ángulo B A D (37, cor. 2.0) nos dá, 
A E 
E B ~~ 

de donde, 

A F 
" F D 

A E 
E B 

y por la misma razón 

E G 

A F 
F U 

C G 
_ G D 

G l i 

r B O Y E C C I O N E S . 

212, 'SszWz.xftd. proyección de un punto sobre un plano 
el pié de la perpendicular bajada desde este punto af 
plano. 

Prcy/^íW/? de una línea cualquiera sobre un plano, es 
la línea formada por las proyecciones de sus diversos 
puntos sobre el plano. 

Estas perpendiculares reciben el nombre ác ¿incas pro­
yectantes, y el plano sobre que se proyecta plano de pro • 
Vicción* 
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Cuando las lineas proyectantes son perpendiculares al 

plano de proyección, las' proyecciones se llaman ortogo­
nales. 

Nosotros solo nos ocuparemos de las proyecciones or ­
togonales. 

213. L a proyección de una recta sobre un plano, es 
otrtf recta. 

E n efecto, las líneas proyectantes A D, C F, B E , etc., 
son paralelas (200, recíp.) y están todas en un mismo pla­
no, pues los planos determinados por cada dos paralelas 
A D C F y C F B E tienen los tres puntos C, B y F co­
munes. L a intersección del plano proyectante A B D E 
con el plan© M N de proyección es la proyección de la 
recta A B sobre el plano, luego esta proyección es una 
recta (189, cor. 4.a). 

F/G.121 

Corolar io . Las proyecciones de rectas paralelas sobre 
un mismo plano, son también paralelas. 

Pues son intersecciones de planos paralelos con un 
mismo plano. 

Esco l io . Si la recta es perpendicular al plano, su 
proyección será el pié de la misma recta sobre el plano. 

214. Se llama ángulo de una recta y un plano, el que 
forma dicha recta con su proyección sobre el plano. 

215 E l ángulo de una recta y un plano, es menor que 
e l que dicha recta f o r m a con otra cualquiera que pase por 
su pié en dicho plano. 

Sea A B una recta, (fig. 122) B C su proyección sobre 
el plano M N ; digo que A B C < A B D. 
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m.i22. 

Tomo B C = B D y uno A con los puntos D y C. Los 
dos triángulos A B C y A B D tienen A B común, el lado 
B C = B D, y el lado A C < A D, por ser A C perpendi­
cular al plano; luego Á B C <: A B D. 

216. Dos rectas que se cruzan tienen siempre una per­
pendicular común, que es la menor distancia entre ambas. 

Sean las dos rectas A B y C D que se cruzan. Por un 
punto F de la C D. trazo H F paralela á A B. 

HGAIZ 

L a perpendicular E F al plano determinado por las 
rectas C D y H F, será perpendicular á ambas y, por 
tanto, á C D y A B. 

Además, es menor que otra cualquiera A G compren­
dida entre las dos rectas dadas, pues trazando la perpen­
dicular A H al plano, resulta A H < A G; ó lo que es 
igual E F < A G. 

ÁNGULOS DIEDROS. 

217, Se llama ízí^/é- flVVrtVo la separación o abertu­
ra de dos planos que se cortan. 
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Caras de un diedro son los dos planos que le forman. 
Ar is ta es la intersección de las dos caras. 
U n ángulo diedro se designa con cuatro letras, una de 

cada cara y las dos de la arista, que se colocan enmedio. 
S i el diedro está solo puede -leerse con las dos letras 

de su arista. 
U n ángulo diedro puede considerarse engendrado por 

el movimiento de un plano que, adaptado primero sobre 
otro, gira alrededor de una recta común á ambos. De 
aquí se deduce que la magnitud del ángulo diedro no 
depende de la de sus caras, sino de la mayor ó menor 
separación de éstas. 

Dos ángulos diedros se dicen iguales cuando, coinci­
diendo la arista, y una de las caras, coinciden también las 
otras dos caras. 

Las definiciones de diedros adyacentes, consecuti­
vos, opuestos por la arista, rectos, etc., son análogas á 
las correspondientes de geometría plana. 

218. Una recta situada en un plano determina e l 
plano perpendicular a l primero. Se demuestra como su 
análogo (18). 

Coro la r io . Dos ángulos diedros rectos son iguales, 
aunque no sean adyacentes. Como su análogo, 

219. L a suma de dos ángulos diedros adyacentes es 
igual á dos ángulos diedros rectos. Como su análogo (20). 

Recíproco, S i l a suma de dos ángulos diedros conse­
cutivos es igual á dos ángulos diedros rectos, estos diedros 
serán adyacentes. 

Coro lar ios. I.0 L a suma de todos los ángulos die­
dros consecutivos que se pueden fo rmar á un mismo lado 
de un plano, es igual á dos ángulos diedros rectos. 

2.0 L a suma de todos los ángulos diedros consecuti­
vos formados alrededor de una recta, es igua l á cuatro 
ángulos diedros rectos. 
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3.° Los cuatro ángulos que f o r m a un plano con otro 

a l cual es perpendicular, so7t rectos, 
4.0 Todo ángulo diedro es menor que dos ángulos 

diedros rectos. 
5.0 Los planos disectores de dos ángulos diedros 

adyacentes son perpendiculares. Se demuestran como 
sus análogos. 

220. Los ángulos diedros opuestos por la ar is ta son 
iguales. (Véase el «úm, 21). 

Coro lar io . Los planos disectores de dos diedros 
opuestos por l a arista forman utz solo plano. 

221. Angula plano correspondiente á un diedro es el 
formado por dos perpendiculares á la arista en uno de 
sus puntos, una en cada cara. 

222. S i dos ángulos diedros son iguales, sus ángulos 
planos correspondientes también lo son. 

FIGAZA-. 
.•: v K M 

Pues colocando el diedro D N E F sobre el A M B C 
de modo que coincidan, y que el punto E caiga sobre B, 
E F y D E coincidirán con B A y B C. 

Corolar ios. I.0 Dos ángulos diedros son directamente 
proporcionales á sus ángulos planos correspondientes. 

Pues del teorema anterior se deduce que, si un diedro 
es doble de otro, su ángulo plano correspondiente será 
doble del de este otro. 

2.0 Un ángulo diedro tiene por medida su ángulo plano 
correspondiente. 

Pues s¡ llamamos D á un diedro, A á su ángulo plano 
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correspondiente, d al diedro unidad y « á su ángulo plano 

correspondiente, tendremos —— = . hs decir, la me­
dida del diedro es la razón de los ángulos planos A y a; 
pero si convenimos en tomar como unidad de diedros 
el diedro, cuyo ángulo plano es la unidad, resultará 

- — = A , conforme al enunciado, 
d 

223. E l plano disector de un ungido diedro es el 
lugar geotnéfrico de los puntos interiores a l ángulo y equi­
distantes desús caras. Como su análogo (26, cor. 2.0) 

224. S i á dos planos paralelos corta un plano secante: 
I.0 Los ángulos diedros alternos santigúales. 2.0 Los 
ángulos diedros correspondientes son-iguales. 3.0 Los án­
gulos diedros internos del mismo lado del plano secante son 
suplementarios. Por razones análogas á las del núm. 31 y 
siguientes. 

225. 8 i por un punto de la arista de un diedro se 
trazan perpendiculares á sus caras, situadas respectiva* 
mente del lado de l a cara opuesta, el ángulo de estas per­
pendiculares es suplemento del ángulo plano del diedro. 

E n efecto, las perpendiculares A E , A C , A D y A F 
á la arista A B están en un plano (193, cor.), luego 

E A F = E A C 4 - C A D + D A F ; 
pero E A D - f C A F = 3 R ó sea 

E A C + C A D - f C A D 4 - D A F = 2 R , 
por consiguiente, E A F - f - C A D — 2 R . 

F/e.ns^ 
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Corolar io . S i desde el interior de un ángulo diedro 

se bajan perpendiculares á sus caras, el ángulo de dichas 
perpendiculares es suplemento del diedro. Pues ese ángulo 
será igual al E A F (34). 

P L A N O S P E R P E N D I C U L A R E S . 

226. S i dos planos son perpendiculares y en uno de 
ellos se trasa una perpendicular á la intersección de ambos, 
será también perpend'fulnr a l otro rilann. 

FIG/!26^KW 

E n efecto, trazando en B la C D perpendicular á P B, 
el ángulo A B C = A B D por correspondientes de die­
dros rectos; luego A B es perpendicular á C D, y como lo 
era ya á P B, lo será al plano M N. 

Recíproco. S i dos planos son perpendiculares y en un 
punto de l a intersección se levanta una perpendicular a l 
uno, esta perpendicular estará contenida en el otro. 

E n efecto, si por el punto B levanto una perpendicu­
lar en el plano Q, á la P B, será perpendicular al plano 
M N , según el teorema directo; y como en el punto B no 
hay más que una perpendicular al plano M N, esta 
perpendicular y la primera son una sola. 

Coro la r io . E l l i í f a r geométrico de todas las perpeit' 
diculares á un plano lev in/adas por los puntos de una 
recta situada en él, es el plano perpendicular a l pr imera 
que pasa por esta recta. 

227, S i una recta es perpendicular á un plano, toda 
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plánó qué pase por esta recta, es perpendicular a l p r i ­
mero. 

E n efecto, trazando (tfig. 126) en el plano M N la C B 
perpendicular á P B, el ángulo A B C será recto y por 
tanto el diedro M P B Q también lo será. 

228. S i dos planos son perpendiculares á un tercero, 
la intersección de los dos primeros será perpendicular tam­
bién al tercero. 

E n efecto, si por un punto de esa intersección trazo 
una perpendicular al tercer plano, esa perpendicular ten­
drá que estar contenida en los dos primeros (226 recíp.), 
luego es su intersección. 

229. Una recta oblicua ó paralela á un 'plano deter­
mina otro plano perpendicular a l primero. 

E n efecto, trazando por uno de sus puntos una per­
pendicular al plano, el plano de esas dos rectas será per­
pendicular á dicho plano (227). 

Además, no puede pasar otro, porque la intersección 
de los dos sería perpendicular al plano (228), contra lo su­
puesto. 

230. Vertical de un punto, es la dirección que tiene 
en ese punto la gravedad. Los puntos en que la vertical, 
prolongada en ambos sentidos, encuentra á la esfera ce­
leste se \\a.mra.nsénit y nad i r de ese pun to . 

Plano ve r t i ca l , es todo p lano que pasa por una ver ­
t ical í ' 

P l a n o ho r i zon ta l es el p lano perpendicular á la vertical.-
D e donde se inf iere que po r un punto puedan pasar 

infinil - 1] nos vert icales, pfeí'O solamente uno hor izonta l . 
Imite qui • "i1" icales -<v: iai a lelas, los 

planE > noi ̂ z< ni i< : •.•'•• n 
Se llama recta k o r i s o n i a l , toda recta situada en un 

plano hor i zon ta l . 

L u e g o po r un pun to solo pasa una vertical, pero pue­
den pasar infinitas hor izonta les 
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Toda vertical es perpendicular á la horizontal; pero la 

perpendicular á la horizontal puede muy bien no ser ver­
tical. 

Los planos y líneas horizontales se determinan por 
medio de niveles. 

231. Las rectas y planos no horizontales ni verticales, 
se dicen inclinados al horizonte. 

L a inclinación de una recta a l horizonte es el ángulo 
que forma con el plano horizontal, que viene medido por 
el que forma dicha recta con su proyección horizontal. 

L a inclinación de un •plano a l horizonte es el ángulo 
diedro que forma con el plano horizontal. 

Todas las rectas horizontales de un plano inclinado 
son paralelas, pues son intersecciones de dicho plano con 
planos horizontales. 

232. Linea de máxima pendiente de un plano inclina­
do, es la recta situada en ese plano y perpendicular á una 
horizontal del mismo. 

De donde se deduce que, en el mismo plano, todas las 
líneas de máxima pendiente son paralelas. 

Un plano queda determinado por su línea de máxima 
pendiente. Pues conocida esta, se conoce la horizontal 
perpendicular á la misma. 

ÁNGULOS P O U E D U O S . 

233» Sé llama ángnlo poliedro ó ¡vigtilo sólido la reu­
nión de tres ó más ángulos planos que tienen un vértice 
común y eada dos de ellos un lado común. 

Estos ángulos planos se llaman caras del poliedro; sus 
X&úqsaristas y el vértice común vértice del poliedro. 

m 
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Se llama ángulo triedro el poliedro que consta de tres 

caras. 
U n ángulo poliedro se designa con la letra del vértice 

seguida de una de cada arista. Si está, solo puede desig­
narse con la del vértice. 

Ángulo poliedro convexo es el que, cortando sus caras 
por un plano, nos dá de intersección un polígono convexo. 

Aquí solo se trata de ángulos poliedros convexos. 
234. Una cara cualquiera de un ángulo triedro, es 

menor que la suma de las otras dos, y mayor que su dife­
rencia . 

Digo q u e A T C < A T B + B T C . 

06127 . 

^ h c 

Trazo T D, en el plano A T C, que forme con Á T 
A T D = A T B, y la recta A C; tomo T B = T D y uno 
los puntos A , B y C. E l triángulo A T D =a-A T B, nos 
dá A B = A D; y como A B -j- B C > A 0, tendremos 
B C > D C. 

Los triángulos B T C y D T C, que tienen dos lados 
respectivamente iguales y el tercero D C < B C, nos dan 
D T C < B T C. Añadiendo á ambos miembros los ángu­
los iguales A T D y A T B resulta por fin, A T l) -{- D T C 
ó sea A T C < B T C + A T B. 

De esta propiedad se deduce inmediatamente 
A T C — B T C < A T B. 

Coro lar io . Una cara de un ángulo poliedro es menor 
que la suma de todas las demás. 
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Se demostraría descomponiéndole en triedros. 
235. L a suma de todas las caras, de un ángulo polie­

dro es menor que cuatro rectos. 
Sea P el ángulo poliedro: digo que 

A P B - } - . B P C + C P D + D P E + E P A < 4 R . 

FIG.IZS, 

•htt; 

Tracemos un plano que corte á todas las aristas y nos 
resultará el polígono A B C D E . 

Uniendo los vértices del polígono con un punto inte­
rior O, resultarán tantos triángulos con vértice en 0 , como 
con vértice en P. 

Pero sabemos que P B A + P B C > A B C (234); y 
lo mismo sucede en los demás triedros formados en los 
vértices del polígono, luego la suma de los ángulos en la 
base de los triángulos en P es mayor que la suma de los 
ángulos en la base de los triángulos en O, por consiguien­
te, la suma de los ángulos en P es menor que la de los 
ángulos en O, que es cuatro rectos. 

236. 5<f l laman triedros suplementarios aquellos que 
tietten los diedros del uno, suplementos de los ángulos p l a ­
nos del otro. 

Dicho se está, que un diedro es suplemento de un ángu­
lo plano, cuando lo es de su ángulo plano correspondiente. 

237. A todo ángulo triedro corresponde otro ángulo 
triedro suplementario. 

Sea T A B C un triedro. Trazo por T las perpendicu­
lares T A ' , T B', T C ' á las caras T B C, T A C y T A B . 
Los ángulos planos A* T B', B' T C y C T A ' serán su­
plementos (225) de los diedros T C, T A y T B. 
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F16.129. 

Además, por ser T A ' perpendicular al plano T B C 
será perpendicular á T B y T C, y por la misma razón 
T B ' será perpendicular á T A y T C y T C ' á T A y T B . 

Luego T A es perpendicular á T B' y T C y, por tan­
to, á T B' C ; T B lo será á T A ' C por serlo á T A ' y 
T C ; y T C á T A ' B', por serlo á T A ' y T B'; por consi­
guiente los ángulos planos del triedro T A B C serán tam­
bién (225) suplementos de los diedros del triedro T A ' B ' C 

Es decir, que los dos triedros son suplementarios. 
238. L a suma de los ángulos diedros de un triedro es 

mayor que dos rectas y menor que seis. 
Sea T un ángulo triedro y llamemos A , B y C á sus 

ángulos diedros. 
Sea / el triedro suplementario y a, ó y c sus ángulos 

planos. 
Tendremos, 

A + « = : 2 R ; B - f ¿ =- 2 R; C + c = 2 R ; 
de donde 

A + B - f C - f rt + ¿5 + c = 6 R ó A + B + C = 6 R—(«-f^- l - í ) 
pero como a -{• ¿> -{- c <: 4 R (235), resultará: 

A + B + C j ^ 
239. S i un ángulo triedro tiene dos ángulos diedros 

iguales, sus caras opuestas son también iguales. 
Sea el triedro T A B C (fig. 130) en que suponemos 

T A = T C , digo que B T C = B T A . 
E n efecto, prolongo las aristas en sentido contrario al 

suyo y resultará el triedro T A ' B' C . 
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FIG.4Z0. 

Tendremos T A = T A ' (220) y como, por hipótesis, 
T A = T C, resulta T C = T A ' . Por la misma razón 
T A = T C*. 

Doblando la figura de modo que T A ' y T C coinci­
dan con T A y T Q puesto que A T C = A ' T C , ten­
dremos que, por ser iguales los diedros T A ' y T C á los 
T A y T C , la arista T B' caerá sobre T B, luego los dos 
triedros son iguales, y por tanto, A T B = C T B1, pero 
C T B ' = B T Cr por consiguiente A T B = B T C. 

240. S i un ángulo triedro tiene dos ángulos diedros 
desiguales, a l mayor diedro st opone mayor ángulo plano. 

Digo que si T A > T C, también B T C > B T A . 

FIG.131.J 

A B: 

E n efecto, por la arista T A hago pasar un plano que 
forme Con el A T C un diedro C T A D igual al diedro T C . 

Sea T D la intersección de este plano con el B T C. 
E l triedro T A D C nos da (239), A T D = D T C . 
Pero en el T A B D tenemos 
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A T D + B T D > A T B (234); 

de donde D T C + B T D ó s e a B T C + A T B . 
Recíprocos, i.0 $ i un ángulo triedro tiene dos caras 

iguales, sus ángulos diedros opuestos son iguales, 
2.° Sí un ángulo triedro tiene dos caras desiguales, á 

la mayor se opone mayor ángulo diedro. 

IGUALDAD Y SIMETRÍA DE TRIEDROS. 

241. Dos ángulos triedros son iguales, cuando tienen 
un ángulo plano, y los dos diedros adyacentes respectiva­
mente iguales é igualmente dispuestos. 

Digo que si T A = T ' A ' ; T C = T' C ; y A T C = 
= A ' T ' C ; los triedros T y T ' serán iguales. 

E n efecto, coloco el T' sobre el T, de modo que la * 
caras iguales A T C y A ' T C coincidan. 

Por ser el diedro T A = T A ' , el plano T A ' B' cae­
rá sobre el T A B, y por ser T C = T ' C , el plano B ' T ' C 
caerá sobre el B T C; luego la arista P B' intersección de 
los dos primeros tendrá que caer sobre la T B intersec­
ción de los otros dos. 

242. Vos ángulos triedros son iguales, cuando tienen 
dos ángulos planos respectivamente iguales é igualmente 
dispuestos, y el ángulo diedro comprendido igual. 

Digo que si A T B = A ' T' B , B T C = B' T ' C'r y 
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el d iedro B T = B ' T ' , los dos ángulos t r iedros T y T ' 
son iguales. 

E n efecto, co loco el t r iedro T ' sobre T , de m o d o que 
co inc idan las aristas T ' B ' y T B. L a igua ldad de los 
d iedros B T y B ' T ' hará que tengan que co inc id i r las 
caras T ' A ' B ' y T ' B ' C con las T A B y T B C , y c o m o 
los ángulos p lanos son iguales, las aristas T ' A ' y T ' C 
coinc id i rán con las T A y T C . L o s dos t r iedros han c o i n ­
c id ido , luego son iguales. 

243. Dos ángulos t r iedros son iguales, cuando tienen 
sus tres ángulos p lanos respectiiHivtente iguales é i g u a l ' 
mente dispuestos. 

ímMss. 

m 

P a r a demost ra r lo t omemos en las aristas de los dos 
ángulos t r iedros distancias iguales T A = T B = T C = a 
T A = T B ' = T ' C , y unamos los puntos A , B y C y 
los A ' , B ' y C . T racemos f inalmente, las pe rpend i cu l a ­
res T O y T ' O ' á los p lanos A B 0 y A ' B ' C 

L o s puntos O y O ' equidistarán de A , B, C y de 
A ' , B ' , C , (195, rec. ^ ) . 

L o s t r iángulos T A B y A ' B ' T ' , T B C y T ' B ' C . 
T A C y T * A ' C , son iguales (93); luego los A B C y 
A ' B' C también lo serán (92). 

S i , pues, co locamos el t r iedro T ' A ' B ' C ' sobre e l 
T A B C de modo que co inc idan A ' B ' C y A B C , e l 
punto O ' caerá en O y O ' T en O T (194), y c o m o la 
igua ldad de los t r iángulos rectángulos (95, i.0) A T O y 
A ' T" O ' nos dá T O = 1" O ' , el punto 1" caerá en T . 
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Han cohiGidido los puntos T , A ' , B ' y C con las T, A , B 
y C; luego han coincidido todas las aristas, y por tanto, 
los dos triedros, que son por consiguiente iguales. 

244. Dos ángulos triedros son iguales cuando tienen 
iguales sus tres ángulos diedros é igualmente dispuestos. 

Pues en este caso, trazando sus triedros suplementa­
rios, tendrán sus tres caras iguales y, por tanto, serán 
iguales. Siendo iguales, tendrán sus ángulos diedros igua­
les, luego los ángulos planos de los triedos propuestos 
son iguales. 

245. A estos cuatro casos de igualdad, corresponden 
otros cuatro casos de simetría, cuando los elementos es­
tán diversamente dispuestos. 

L a demostración queda reducida á trazar el triedro si­
métrico de uno de ellos, que resultará igual al otro. 

246. Dos ángulos triedros simétricos tienen iguales 
Hados sus elementúS, pero no pueden coincidir tn general. 

E n efecto, los dos triedros T A B C y T ' A ' B ' C 
tienen sus ángulos planos iguales por opuestos por el 
vértice, y sus diedros también iguales por opuestos por 
ia arista. 

Para ver que no pueden coincidir, coloquemos el 
triedro T A ' B' C sobre T A B C, de modo que la arista 
T C caiga sobre T A , en cuyo caso T A ' caerá sobre 
T C, por la igualdad de los ángulos A ' T C y A T C. E n 
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este caso la arista T B' caerá del mismo lado del plano 
T A C que la T B, pero los diedros T A ' y T G no ooin-
cidírán, puesto que T A' =s T A, y T A y T C, serán des­
iguales en general. 

Por razón idéntica no pueden coincidir T C y T A ; 
luego los triedros no coinciden. 

Si ahora colocamos el triedro T A ' B' C sobre T A B C 
de modo que la arista T C caiga sobre T C, y la T A ' 
sobre T A , la arista T B' caerá á distinto lado del plano 
T A C q u e l a T B, luego tampoco pueden coincidir los 
dos triedros. 

247. En el caso en que el diedro T C — T A , el 
triedro simétrico T A ' B ' C coincidirá con el T A B C, 
segúü hemos visto (239). 

PROBLEMAS SOBRE RECTAS Y PLANOS. 

248. I. Por un punto dado en un plano, trasar la 
perpendicular á este plano. 

Coloqúense dos escuadras unidas por uno de los ca­
tetos, de modo que el vértice del ángulo recto coincida 
con el punto dado, y que los otros dos catetos se apo­
yen en el plano. E l cateto común será la perpendicular 
pedida (194). 

II. Por un punto dado fuera de un plano, trazar la 
perpendicular á este plano. 

Desde el punto dado y con una distancia fija, mar­
qúense tres puntos en el plano, hállese el centro de la 
circunferencia que pasa por esos tres puntos, y esc será 
el pie de la perpendicular pedida (196). 

III, Por un punto dado en una recta, trarsar el plano 
perpendicular á esta recta. 



— 146 -
Trácense en ese punto, en dos planos distintos que 

pasen por la recta, dos perpendiculares á la misma recta. 
E l plano de estas dos perpendiculares es el pedido (194). 

IV. Por un punto dado fuera de una recta, trazar el 
-plano perpendicular d esta recta. 

En el plano determinado por la recta y el punto, y 
desde ese punto, se traza una perpendicular á la recta 
dada. Desde el pie de esta perpendicular, se traza otra 
á la misma recta, y el plano de las dos perpendiculares 
es el pedido. 

V. Por un punto cualquiera del espacio, trazar la 
paralela á una recta dada. 

En el plano determinado por la recta y el punto, y 
por el prnito dado, se traza la paralela pedida. 

VI. Por un punto dado fuera de un plano, trazar una 
paralela a l plano. 

Bajando desde ese punto u«a perpendicular al plano, 
y por el mismo una perpendicular á la primera, tendre­
mos la paralela pedida. 

V i l . Por un punto exterior á un plano, trazar otro 
plano paralelo al primero. 

Se resuelve por una construcción análoga á la an-
rior. 

VIII. Medir el ángulo de una recta con un plano. 
Basta proyectar la recta sobre el plano, y medir el 

ángulo de las dos rectas, 
IX. Por una recta cualquiera hacer pasar un plano 

perpendicular á otro dado. 
Por un punto de esa recta se traza una perpendicular 

al plano, y el plano determinado por las dos rectas será 
el pedido. 
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Xj. 
SUPERFIC IES CÓNICAS D E REVOLUCIÓN. 

249. Entre las diversas superficies curvas, las únicas 
de cuyo estudio hemos de ocuparnos, son las de revo­
lución. 

Superficie de revolución es la engendrada por la rota­
ción de una línea alrededor de una recta fija, que toma el 
nombre de eje, á la que está invariablemente unida. 

Su carácter distintivo es el que todo plano perpendi­
cular al eje dá por intersección una circunferencia, que 
se llama paralelo; así como todos los planos, que pasan 
por el eje dan intersecciones iguales, que se llaman me-
ridianosi 

Las primeras se llaman secciones rectas] las segundas 
secciones meridianas de la superficie de revolución. 

Las superficies de revolución se dividen en cónicas, 
cilindricas y esféricas, según que el meridiano es una 
recta que corta al eje, es paralela al eje, ó es una circun­
ferencia de círculo cuyo centro está en el eje. 

250. Según lo expuesto, superficie cónica de revolu­
ción es la engendrada por una recta que gira alrededor 
de un eje fijo, al que encuentra en un punto. 

Ángulo cónico es el ángulo constante que forma la 
generatriz con el eje. 

251. Toda sección recta de l a superficie cónica es íina 
circunferencia de circulo cuyo centro está en el eje. 
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S e a A C B la sección recta; tomemos en el la var ios 

puntos A , C , B, po r ejemplo; unamos estos puntos con 
O . L a s rectas O A , O C y O B serán perpendiculares al 
eje, por estar en el p 'ano A C B; y los t r iángu los rec tán­
gulos S O A , S O B y S O C son iguales, luego O A = 
=: 0 B — O C , con fo rme al enunc iado. 

C o r o l a r i o . L a s secciones rectas de una superf icie có­
n i ca son proporc ionales á sus distancias a l vért ice. 

Pues sabemos que las c ircunferencias son p ropo rc i o ­

nales á sus radios 
O B S O 

y Q E - S Q -

252. D o s superficies cónicas de revolución, cuyos á n ­
gu los cónicos son igua les, son superponibles. 

Pues co locando una sobre o t ra de m o d o que co i nc i ­
dan sus ejes y vért ices, las generatr ices co inc id i rán t a m ­
bién, luego las dos superficies co inc iden. 

C o r o l a r i o . E l l u g a r geométr ico ae las rectas que 
p a s a n p o r i in f un to de una recta , y f o r m a n con e l l a un 
ángulo constante, es l a superficie cónica que tiene p o r vé r ­
t ice, eje y ángulo cónico e l pmito, l a rec ta y e l ángulo 
dados. 

253. l o d o p l ano secante á una superf icie cónica de 
revolución que p a s a p o r e l vért ice, l a co r ta en dos gene­
ra t r i ces . 

Pues ese p lano cor tará á l a sección rec ta , s in lo que 
no cor tar ía á la superf ic ie cónica. N o la puede cor tar 
en tres puntos, pues se confundir ía con e l l a , l uego l a 
corta en dos; y t razando las generatr ices que pasan p o r 
estos dos puntos, estarán en la superficie cónica y en e l 
p lano secante, po r tener cada una dos puntos en é l , 
luego son las intersecciones de ambas superf ic ies. 

C o r o l a r i o . L a sección m e r i d i a n a de una superf icie 
cónica está const i tuida p o r dos generatr ices opuestas, cuyo 
ángu lo es duplo de l ángulo cónico. 
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254- Se llama pla/io tangenie ala. [supcrñcm cónica 

de revolución, el que solo tiene una generatriz común con 
la superficie cónica. 

255- -Et plano tangente á la superficie cónica en uno de 
sus puntos, está determinado por la generatriz que pasa por 
dicho punto, y por la tangente á lajección recta ¿rasada 
por el mismo punto. 

Pues esta tangente no tiene común con la superficie 
cónica más que el punto de contacto, luego el plano no 
tendrá con la superficie cónica más que la generatriz que 
pasa por dicho punto. 

256. E l desarrollo sobre unplatto de la superficie có­
nica de revolución comprendida entre e l vértice y una sec­
ción recta, es un sector circular, cuyo radio es la longitud 
de la generatriz comprendida entre el vértice y dicha sec­
ción, y cuyo arco es igual en longitud á la misma sección. 

m j m , - - ^b ' 

E n efecto, colocando la superficie cónica de modo que 
su generatriz S B se apoye en el plano y haciéndola rodar 
hasta que la misma generatriz vuelva á colocarse en el 
plano, como todos los puntos de la sección recta equidis­
tan del vértice, irán constituyendo un arco de círculo B B', 
que será igual en longitud á la circunferencia de la sección 
recta, y cuyo radio es evidentemente S B. 
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SUPERFICIES CILÍNDRIGAS D E REVOLUCIÓN. 

257. Superficie ci l indrica de revolución es la engen­
drada por una recta que gira alrededor de un eje fijo pa­
ralelo á la misma. 

258. Toda sección recta de la superficie ci l indrica es: 
una circunferencia de circulo, cuyo centro está en el eje* 

FIG 157. 

Sea A C B una sección recta; tomemos en ella tres 
puntos cualesquiera A , B, C; unamos estos puntos con O. 
Las rectas O A , O B, O C, serán perpendiculares al eje 
O Q, por estar en el plano de la sección recta; por la mis­
ma razón son perpendiculares á las generatrices D A , F C 
y E B; y como estas equidistan del eje, resulta 

O A = O B = O Q. 
Luego A C B es una curva plana, cuyos puntos equi­

distan de O, conforme al enunciado. 
Coro lar io , Jín la superficie ci l indrica de revolución, 

todas las secciones recias son iguales. 
Pues son circunferencias de igual radio. 
259- Dos superficies cilindricas de revolución de igual 

radio son superponibles. 
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E n efecto, colecándolas de modo que sus ejes coinci-

*dan, todas las generatnces coincidirán, puesto que equi-
•distan del eje, luego las superficies coinciden. 

Coro lar io . E l lugar geométrico de los puntos del es­
pacio equidistantes de una recta J i j a , es l a superficie c i l in­
d r ica de revolución, cuyo eje es la recta j i ja, y cuyo radio es 
esa distancia. 

260. lodo plano secante á una mperficie ci l indrica de 
revolución, paralelo aleje, le corta en dos generatrices. 

Pues ese plano cortará á la sección recta, sin lo que no 
cortaría á la superficie cilindrica. No le puede cortar en 
tres puntos, pues se confundiría con ella, luego la corta 
en dos; y si por esos dos puntos se trazan paralelas al eje, 
estarán en la superficie cilindrica y en el plano secante 
'(204), luego son las intersecciones de ambas superficies. 

Corolarío. L a sección meridiana de una superficie 
ci l indrica de revolución estii constituida por dos generatri­
ces opuestas. 

261. Se llama plano tangente á la superficie cilindrica 
de revolución, el que solo tiene una generatriz común con 
la superficie cilindrica. 

262. B ip lano iangeute á la superficie ci l indrica de 
revolución en uno de sus puntos, está determinado por l a 
generatriz que pasa por dicho punto, y por l a tangente á 
la sección recta trazada por el mismo punto. 

Pues esta tangente no tiene común con la superficie 
cilindrica más que el punto de contacto, luego el plano no 
tendrá común con la superficie cilindrica más que la gene-
ratriz que pasa por dicho punto. 

263. E l desarrollo sobre un plano de la superficie c i ­
l indr ica de revolución, comprendida entre dos secciones 
rectas, es un rectángula cuya altura es la distancia entre 
las dos se-cciones,y la base es igual en longitud á l a circun­
ferencia de la sección recta. 

Pues colocando la superficie cilindrica de modo que 
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una de sus generatrices se apoye en el plano, y haciéndo­
la rodar sobre el plano, hasta que la misma generatriz 
vuelva á colocarse sobre dicho plano, como todas las ge­
neratrices son perpendiculares á la sección recta é iguales 
en longitud, sus extremos formarán dos rectas perpendi­
culares á dichas generatrices, é iguales en longitud á la 
circunferencia de la sección recta. 

SUPERFIC IE ESFÉRICA. 

264. Superficie esférica es la engendrada por una 
semi-circunferencía que g i ra alrededor de su diámetro. 

E l cuerpo limitado por la superficie esférica, recibe el 
nombre de esfera. 

Centro de la superficie esférica, es el centro de la semi­
circunferencia generatriz. 

Radio es la recta que une el centro con un 'punto de la 
superficie esférica. 

Diámetro, es la recta que, pasando por el centro, ter­
mina en la superficie esférica. 

De aquí se infiere que los radios y diámetros de la su­
perficie esíérica, son los mismos radios y diámetros de la 
semi-clrcunferencia generatriz en sus distintas posiciones, 
y les son aplicables cuanto hemos dicho (47). 

265. Toda sección plana de la superficie esférica es 
una circunfe renda de circulo. 

E n efecto, la sección es una curva plana por estar si­
tuada en el plano secante, y como todos sus puntos son 
puntos de la superficie esférica equidistan del centro de 
esta superficie luego (196) dicha sección es una circunfe­
rencia de círculo. 

Esco l io . Si-el plano secante pasa por el centro' déla. 
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esfera, la sección plana será una circunferencia cuyo cen_ 
tro será el de la esfera, y su radio el de ésta y recibe el 
nombre de cireunferencía máxima. 

Si el plano secante no pasa por el centro de la esfera, 
la sección plana será una circunferencia, cuyo centro Q 
será la proyección del centro O de la esfera sobre el plano 
secante y se llama circunferencia menor. 

Trazando los radios Q ;• y O r, se formará el tr ián­
gulo rectángulo O Q r, cuya hipotenusa í? r es el radio de 
la superficie esférica, el cateto Q r el radio de la sección 
plana, y el otro cateto O Q es la distancia al centro del 
plano secante. Si pues los representamos respectivamente 
por R, r y ¿/, tendremos R2 = r2 -j" cP. Igualdad que nos 
dice: 

i.0 Que dos circuios menores equidistantes del centro 
de la esfera, son iguales. 

Pues de R 2 = r2 -f- d1 yR2 — r'2 - J - ^ ' i se deduce ^—r'. 
2.° De dos círculos menores desiguales, el mayor 

dista menos del centro de l a superficie esférica. 
Pues de R2 = r2 -j- d'1 y R2 = ;-'= -|- d'-\ se deduce 

r* - ^ d* = r'* -\- d"1; y si r > ?•', será d < <-/', 
Corolar ios. 1." Dos puntos de la superficie esférica 

determinan una circunferencia nráxima. 
Pues la circunferencia ha de pasar además por el cen­

tro de la superficie esférica. 
2.° Dos circunferencias máximas se cortan mutua­

mente en partes iguales. 
20 
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Pues la intersección de sus planos es una recta que 

pasa por el centro de la superficie esférica. 
3.0 Una recta no puede cortar á una superficie esfé­

r ica más que en dos puntos. 
Pues el plano que pasa por la recta y el centro de la 

superficie esférica, corta á ésta según una circunferencia 
máxima, que no puede ser cortado por la recta más que 
en dos puntos. 

4.0 Las circunferencias máximas dividen á la esfera 
en dos partes iguales, llamadas hemisferios. 

Pues superpuestas coincidirán forzosamente. 
266. Polos de una circunferencia son los extremos 

del diámetro perpendicular á su plano. 
De donde se infiere que los centros de la esfera y de 

la circunferencia y los polos de ésta, estarán todos en el 
mismo diámetro perpendicular. 

267. E n la superficie esférica, todos los puntos de una 
circunferencia equidistan de sus polos. 

Pues las distancias de P ó P' á los puntos de la circun­
ferencia C D, son oblicuas que se apartan igualmente del 
pie de la perpendicular. 

Coro lar io . E n la circunferencia máxima, todos sus 
puntos equidistan de los dos polos. (197, cor. 2.°) • 

Escol io . Se llama distancia polar la distancia recti­
línea de los puntos de una circunferencia á su polo. 

Radio esférico de una circunferencia es la longitud 
del arco de circunferencia máxima comprendido entre la 
misma circunferencia y su polo. 

268. Se llama ángulo de dos curvas que se cortan 
el ángulo formado por Uu tangentes á dichas curvas en 
dicho punto. 

Ángulo esférico es el ángulo de dos arcos de circun­
ferencia máxima de la misma esfera. Este ángulo, el de 
sus tangentes y el ángulo diedro que forman los planos 
de los dos arcos, son iguales. 
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269. E l ángulo de dos arcos de circunferencia má­

x ima iiene por medida el arca de circunferencia máxima 
comprendido entre sus lados y descripto desde su polo 
como vértice. 

Pues el ángulo R P B tiene la misma medida que el 
diedro formado por los planos O P R y O P B, y este 
diedro viene medido por su ángulo correspondiente 
R Ü B . 

270. Todo plano perpendicular a l radio de la super­
ficie esférica en su extremo, es tangente á l a superficie. 

Se demuestra como su análogo (66), 
Recíproco. E l plano tangente á la superficie esférica, 

es perpendicular a l radio trazado a l punto de contacto. 
(66, recíp.) 

271. Cuatré puntos 710 situados en mt plano determi­
nan una superficie esférica. 

Es decir, que por cuatro puntos no situados en un pla­
no, puede pasar una superficie esférica, pero solamente 
una. 

m m - *b 
Sean los cuatro puntos A,, B, C y D, que no están si­

tuados en el mismo plano. 
E l lugar ge®métrico de los puntos equidistantes de A 

B y D (196) es la perpendicular levantada al plano A B D, 
en el centro del círculo circunscripto al triángulo A B D, , 
Por idéntica razón, la perpendicular q O levantada al p la­
no B C D, en el centro del círculo circunscripto al trián­
gulo B C D, es el lugar geométrico de los puntos equidis­
tantes de B, C y D . Pero por equidistar ambas perpendi-
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culares de B y D. tendrán que hallarse en el plano per­
pendicular á D E en su punto medio E (179, cor. 3.°}; lue­
go las dos perpendiculares están en un mismo plano, y 
como además este plano corte al plano A B D según E p 
y al plano B C D según E q, que se cortan en E , sus per­
pendiculares respectivas también se cortarán; y el punto 
O de encuentro equidistará de A , B, C, D. 

Además otra superficie esférica tendrá que tener, según 
lo expuesto, su centro en O; y teniendo el mismo centro y 
el mismo radio se confunde con la primera. 

TRIÁNGULOS ESFÉRICOS. 

272, Se W^m^.polígono esférico la porción de super­
ficie esférica comprendida entre varios arcos de círculo 
máximo. 

Las definiciones de lados, ángulos, vértices, diagona­
les, contorno y perímetro, son análogas á las ya conoci­
das (125). 

Uniendo los vértices de un polígono esférico con el 
centro déla esfera, se formará en este un ángulo sól ido, 
que se llama correspondiente al polígono esférico, porque 
sus ángulos planos, tienen por medidas los lados de di­
cho polígono, y sus ángulos diedros los ángulos esféricos 
del mismo. 

De aquí que todas las propiedades demostradas para 
los ángulos poliedros sean aplicables á los triángulos esfé­
ricos, con solo reemplazar las palabras cara y ángulo die­
dro, por lado y ángulo esférico. 

373. E l polígono esférico más sencillo es el triángulo 
esférico, que es la porción de superficie esférica compren­
dida por tres arcos de circunferencia máxima, que deberán 
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ser menores que media circunferencia para que el triángulo 
sea convexo. 

Los triángulos esféricos se clasifican lo mismo que los 
rectilíneos. 

Uniendo los tres vértices del triángulo esférico con el 
centro de la esfera, resultará el triedro correspondiente al 
triángulo. 

Las propiedades demostradas para los triedros son 
aplicables á los triángulos esféricos, con las solas varia­
ciones ya indicadas para los polígonos. 

274. Triángulo polar de un triángulo esférico es 
aquél cuyos vértices son los polos respectivos de los 
lados de este triángulo, situados del mismo lado que sus 
vértices opuestos. 

FÍGARO, 

De suerte que si P Q R es el tr iángulo polar de A B C 
P será el polo de B C situado del mismo lado que su 
vértice opuesto A . Q será el polo de A C , etc. 

275. S i un triángulo esférico es el triángulo polar, 
de otro, el segundo será á su vez e l polar del primero. 

Digo que si P Q R es polar de A B C, también A B C 
será polar de P Q R. 

E n efecto, por ser P Q R el triángulo polar de 
A B C , las distancias P B y P C, serán cuadrantes, así 
como Q A y Q C, y R B y R A . Pero siendo cuadrantes 
P B y R B, resulta que B es el polo de P R; por serlo 
P C y Q C, resulta que C lo es de P Q; y siéndolo Q A y 
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R A, resulta A polo de Q R. Luego también los vértices 
del triángulo A B C son polos de los lados del P Q R. 
Además por ser P el polo de B G situado del lado del 
vértice A , la distancia P A es menor que un cuadrante, 
luego A es el polo de Q R situado del lado del vértice P. 
Como lo mismo diríamos de l os otros dos, resulta que 
con efecto A B 0 es el triángulo polar de P Q R. 

Corolar ios. 1.° Los triedros correspondientes á 
triángulos polares son suplementarios. 

Pues resulta P O perpendicular á O B y O C, y por 
consiguiente al plano O B C; Q O perpendicular, por lo 
mismo, al plano O A C; y R O al O A B. 

2.° Los triángulos esféricos polares son suplementa­
rios^ puesto que lo son sus triedros correspondientes. 

276. L a linea más corta que se puede t razar entre dos 
puntos de l a superficie esférica es el arco de circulo máx i ­
mo que los une, menor que media circunferencia. 

Digo que A B < A C B. 
Tomo en la curva A C B, varios puntos, y los uno por 

medio de arcos de circunferencia máxima. Como un lado 
de un polígono es menor que la suma de todos los demás, 
(234, cor.) resultará A B < A C + C D + D B . Y toman­
do los puntos en la curva bastante próximos para que las 
partes de curva A C, C D, etc. se confundan con los 
arcos de circunferencia máxima A C , C D, etc.^ resultará, 
por fin, A B < A C B. 
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X Á T V . 

P R O B L E M A S R E L A T I V O S Á L A S SUPERFICIES 

C U R V A S . 

277. I. T razar un plano tangente á una superficie 
•cónica de revolución por un punto dado. 

Pueden suceder dos casos: 1.0 Que el punto dado esté 
en la superficie cónica. 2." Que sea exterior á la superfi­
cie. 

E n el primer caso, basta trazar la tangente á la sec­
ción recta en el punto dado que, con la generatriz que pasa 
por el Hiismo punto, determinan el plano tangente (255). 

E n el segundo caso, se traza desde dicho punto la 
sección recta, y las dos tangentes á la misma, que con las 
generatrices á los puntos de contacto, determinarán dos 
planos tangentes. 

H, T raza r un plano tangente á una superficie ci l in­
dr ica de revolución por un punto dado. 

Pueden ocurrir los mismos dos casos que en el proble­
ma anterior y se resuelven de modo análogo. 

III. H a l l a r el centro de una esfera impenetrable. 

mmm 

Si con una distancia polar cualquiera trazo en la esfera 
dada la circunferencia A 13, y señalando en ella tres puntos 
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A , B, C, construyo el triángulo a b e , con los tres lados 
A B, A C y B C, el centro o de la circunferencia circuns­
cripta al triángulo a b e nos dará á conocer el centro o de 
la A B C; y la perpendicular f f al radio a o' nos repre­
sentará en dirección el diámetro P P'; cuya magnitud que­
dará determinada, describiendo desde a, con el radio A P, 
un arco que cortará en ^ á la p p ' , y trazando a p' per­
pendicular á a p. 

IV. T razar la circunferencia máxima que pasa por 
dos punios dados en la su per cié esférica. 

Si obtenemos el polo de esta circunferencia, el pro­
blema estará resuelto; pero la distancia polar ha de ser la 
cuerda del cuadrante; luego bastará desde los puntos 
dados, con un radio igual á la diagonal del cuadrado 
construido sobre el radio de la esfera (167), trazar dos 
arcos cuyo punto de encuentro será el polo buscado. 

V . Trazar por un punto dado en tina superficie esféri­
ca, tina circunferencia máxima que sea perpendicular á 
otra circunferencia máxima dada. 

Si desde el punto dado como polo; con un radio 
igual á la cuerda del cuadrante, se describe un arco, es 
evidente que el punto en que corte á la circunferencia 
dada será el polo de la pedida. 

V I . H a l l a r el polo de l a circunferencia menor que 
pasa por tres puntos dados en una superficie esférica. 

Basta unir estos tres puntos por dos arcos de circunfe­
rencia máxima y trazar los arcos de circunferencia máxi­
ma perpendiculares en sus puntos medios. E l punto de 
encuentro de estas últimas será el polo buscado, 

X S V . 

PIRÁMIDES. 

278, Se llama poliedro el cuerpo terminado por 
planos. 
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Es tos p lanos se l laman ca ras del po l iedro . Vértices, 

a r i s tas , ángulos d iedros y ángulos p lanos de un po l ied ro 
son los determinados po r sus caras. D i a g o n a l de un p o ­
l iedro es la recta que une dos vért ices no si tuados en la 
m i s m a cara. P l a n o d i a g o n a l es e l que pasa po r tres vé r ­
t ices no si tuados en la m i sma ca ra . 

L o s po l iedros se clasi f ican por el número de sus caras 
en tetraedros, pentaedros, exaedros, octaedros, dodecae­
dros é icosaedros, según t ienen 4, 5', 6 , 8, 12 ó 20 caras. 

279. L o s po l iedros se d iv iden en convexos y no con­
vexos, según que su superf icie puede ser cor tada po r una 
recta en dos ó más puntos . 

L o s po l iedros convexos t ienen todos sus ángulos die­
dros salientes y todas sus diagonales inter iores. 

L o s no convexos tienen a lgún ángulo d iedro ent ran­
te y a lguna d iagonal inter ior. 

L a Geometr ía e lemental so lo estudia los po l iedros 
convexos . 

280. Se l lama p i r á m i d e el po l ied ro cuyas caras son 
un po l ígono cualquiera y var ios t r iángulos que t ienen un 
vér t ice común . 

L a cara po l i gona l se l lama base; las caras t r iangulares, 
ca ras la tera les, y el vért ice común á las caras laterales, 
vért ice ó cúspide de la p i rámide. A l t u r a es la distancia de 
la base al vér t ice. 

L a s p i rámides se clasif ican por el número de lados de 
su base, que es el de sus caras laterales, y se d icen t r i a n ­
g u l a r e s , cuad r a n g u l a r es, pentagcnales, etc. 

L o s planos d iagonales de la p i rámide estarán determi­
nados por el vért ice y cada d iagona l de la base, ó po r dos 
ar istas laterales de dist inta cara . 

281. P i r á m i d e r e g u l a r es la que tiene po r base un 
po l ígono regu lar y el pie de la al tura en el centro de su 
base, 

si 
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E n la pirámide regular la altura toma el nombre de 

eje. 
Las caras laterales son triángulos isósceles iguales; 

pues las bases son iguales por lados de polígono regular, 
y los otros dos lados por oblicuas que se apartan igual­
mente del pie de la perpendicular. 

L a altura de las caras laterales se llama apotema de 
la pirámide regular. 

.282. Pirámide truncada ó f rmcv de pirámide, es la 
porción de pirámide comprendida entre la base y un 
plano que corte á todas las aristas laterales. Se llaman 
bases los dos polígonos que la limitan. 

L a porción comprendida entre el vértice y el plano 
secante, se llama pirámide deficiente. 

283,. S i una pirámide se corta por un pimío paralelo 
á la base: I.0 Divide á las aristas laterales y á la altura 
en partes proporcionales y 2.° L a sección resultante es se­
mejante á la base. 

FtG.m.d 

1.° Si por el vértice S suponemos trazado un plañe» 
paralelo á la base de la pirámide (2II) tendremos, 

S A S B S C S D S E S O 
S a S b S c tí d S e S o 

2.° Siendo paralelos los dos planos A B C D E y 
a b e de (209), los dos polígonos tendrán sus lados res-
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pectívamentc paralelos y dirigidos en el mismo sentido, 
luego sus ángulos son respectivamente iguales. 

Además, la semejanza de los triángulos S A B y S a &, 
S B C y S <5 ¿r, etc., nos dá: 

S A A B S A A E J J J A B A E 
— . a— _ _ ^ ; _^— = .; de donde — j - = 

Z3 a a o c> a a e a o a e 
L o mismo se demostraría la proporciorralidad de los de­
más lados, luego los das polígonos son semejantes. 

Coro lar ios, i.0 E n toda pirámide, l a base y toda 
Sección paralela á ella son directamente proporcionales á 
los cuadrados de stts distancias a l vértice. 

L a semejanza de los polígonos nos dá (155), 
A B C D E A P ' " 

a b c d e a b* y 

f ¿.. A B S B S O , , , 
pero también j - = -., , £=* - * — de donde 
e a b S ¿ S o 

A B S O , A B C D E S O" 
-; luego a b * S V ' ^ a b e d e $<?* ' 

2.* Si dos pirámides de l a misma altttra se cortan 
por planos paralelos á sus bases 7 equidistantes de el las, 
las secciones que resultan son directamente proporcionales 
á las bases. 

Pueí llamando B y B ' á las bases de las dos pirámi­
des; b y br i. sus secciones paralelas; A y í/ á las distancias 
respectivas á los vértices de las pirámides, tendremos 

B A 1 B ' A a . j . B B' 
- r - == -rj- y -— = — de donde - r - = -rr-
b t r J b a b b 

3,0 S i dos pirámides de bases equivalentes é igua l 
al tura se cortan por planos paralelos á las bases y equi­
distantes de ellas, las secciones que restíltan son equiva 
lentes. 

Pues en la igualdad anterior, si B = B'; ¿ =« b'. 



— 1 6 4 -

I G U A L D A D DE T E T R A E D R O S . 

284. De las definiciones expuestas (278) se deduce 
que el tetraedro es una pirámide triangular, en la que 
puede tomarse una cara cualquiera como base, en cuyo 
caso la altura será la perpendicular bajada desde el vért i­
ce opuesto. 

Es , por tanto, el poliedro más sencillo, asi como el 
triángulo lo es respecto de los polígonos, 

285. Dos tetraedros son iguales cuando tienen tres 
caras respectivamente iguales é igualmente dispuestas. 

Digo que si T A B = T' B' A ' ; T A C = T ' A ' C ; y 
T B C = T' B' C , los dos tetraedros son iguales. 

E n efecto, los triedros T y T ' son iguales (243), luego 
colocándolos de modo que coincidan, los vértices A ' , B ' y 
C coincidirán con los A , B y C por la igualdad de las 
caras; luego los dos tetraedros, cuyos cuatro vértices han 
coincidido, son iguales. 

286. Dos tetraedros son iguales cuando tienen dos 
caras iguales é igualmente dispuestas ¿ igual e l ángulo 
diedro comprendido. 

Digo que si A T B — A ' T' B'; A T C = A ' T ' C , y 
A T = A ' T', los tetraedros son iguales. 

E n efecto, coloco el diedro T' A ' sobre el T A , de 
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modo que T' y A ' coincidan con T y A . Los puntos 
B ' y C caerán sobre B y C, en virtud de la hipótesis, y por 
consiguiente los tetraedros son ¡guales, 

287. Dos tetraedros son iguales cuando tienen una 
cara igua l adyacente á tres diedros iguales é igualmente 
dispuestos. 

Digo que si A T B = A ' T ' B', y los diedros 
A T = A ' T'; T B = T' B', y A B = A ' B', los tetraedros 
son iguales. 

E n efecto, colocando la cara A ' T B' sobre su igual 
A T B, las tres caras adyacentes coincidirán, por la igual­
dad de los tres diedros, y por tanto el cuarto vértice C ' 
caerá en C. 

S E M E J A N Z A DE T E T R A E D R O S . 

288. Se dice que dos poliedros son semejantes, cuan­
do tienen sus ángulos diedros respectivamente iguales é 
igualmente dispuestos y sus caras semejantes. 

Las caras, vértices y aristas de los diedros iguales en 
dos poliedros semejantes, se llaman caras, vértices y ar is­
tas homologas. 

L a semejanza de las caras, lleva consigo la propor­
cionalidad entre las aristas homologas, que se l lama razótt 
de semejanza. 

289. Los poliedros regulares del mismo número de 
caras son evidentemente semejantes. 

290. S i un tetraedro se corta por un plano paralelo á 
una de sus caras, el tetraedro pa rc ia l que resulta es seme­
jante a l propuesto. 

Digo que los tetraedros T A B C y T A ' B' C son 
semejantes. 
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FIG.14-5 

Los diedros laterales T A y T A ' son uno mismo, lo 
propio que T B y T B', T C y T C . 

Los diedros de las bases son también ¡guales (224, 2.°); 
luego los dos tetraedros tienen iguales todos sus ángulos 
diedros. 

Las caras laterales son semejantes (99), lo mismo que 
las bases (283) luego los tetraedros son semejantes. 

291. Dos tetraedros son semejantes mando tienen sus 
caras respectivamente semejantes y semejantemente dis­
puestas. 

F/G.146 

Sean los dos tetraedros T A B G y t a 6 ci cuyas ca­
ras suponemos semejantes; digo que los dos tetraedros 
son semejantes. 

E n efecto, tomando T A* = t a , y trazando el plano 
A ' B ' C paralelo al A B C, resultará el tetraedro T A ' B ' C 
semejante al T A B C. Pero los dos tetraedros T A ' B' C 
y t a b c son iguales (285), luego también el / o ¿ c será 
semejante al T A B C . 

292. Dos tetraedros son semejantes cuando tienen dos 
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taras respectivamejite semejantes y semeíaníemenie dis­
puestas, é igual el ángulo diedro comprendido. 

Se demuestra de modo análogo al anterior. 
293. Dos tetraedros son semejantes cuando tienen una 

cara semejante adyacente á tres ángulos diedros iguales ¿ 
¿gualmetite dispuestos. 

Se demuestra como los dos anteriores. . 

P R I S M A S . 

294. Se llama prisma un poliedro cuyas caras son 
dos polígonos paralelos é iguales y paralelógramos todas 
las demás. 

Los dos polígonos paralelos c iguales se llaman bases 
del prisma y los paralelógramos que forman las demás 
caras, mras laterales. 

A l tu ra del prisma es la distancia entre sus bases. 
Los prismas se clasifican por los polígonos de sus 

bases en triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etc. 
295. P r i s m a recto es el que tiene las aristas laterales 

perpendiculares á las bases. Las caras laterales son, por 
tanto, rectángulos y la arista lateral es igual á la altura. 

296. Paralelepípedo es el prisma cuya base es un pa-
ralelogramo» 

Paralelepípedo recto es el que tiene las aristas latera­
les perpendiculares á las bases. 

E l paralelepípedo se llama rectángulo cuando, ade­
más de ser recto, tiene por base un rectángulo. 

Cubo es el paralelepípedo rectángulo cuyas seis caras 
son cuadrados, necesariamente iguales. 

297. Dos prismas recios de igual liase y altura son 
iguales. 
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. Pues colocándolos de modo que coincidan sus bases 

inferiores, las aristas laterales coincidirán (194). Y como 
tienen igual altura, coincidirán también sus extremos, que 
son los vértices de las bases superiores. 

298. Las caras opuestas del paralelepípedo son igua­
les y paralelas. 

V o y á demostrar que A B G H = C D E F , 

m&$m 

: 
'A N\ / 

E n efecto, A B = H G, y A H r ^ E D ; y H A B ^ . 
rr. E D . C (202); por consiguiente los paralelógramos 
A B G H y C D E F, son iguales y paralelos. 

Esco l io . D e aqui se deduce que pueden tomarse por 
bases del paralelepípedo dos caras opuestas cualesquiera. 

299. has diagonales del paralelepípedo se cortan mú' 
tuamente en partes iguales. 

. Las diag-onales. del paralelepípedo son A F, C H , D G 
y B E . Ahora bien, siendo A B y E F iguales y paralelas, 
el cuadrilátero A E F B 'será un pafalelógramo y sus dia­
gonales A F y B E se cortarán mutuamente en partes 
iguales, . 

Pero por ser A H y C F paralelas é iguales, A H C F 
es otro paralelégramo, luego también A F y C H se cor­
tan en partes iguales; de donde se infiere que A F, B E y 
C H cumplen las condiciones del enunciado; y lo mismo 
se demuestra respecto de D G. 
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Coro la r io . E n todo paralelepípedo rectángulo, e l 

cuadrado de una. diagonal es igual á la suma de los cuadra­
dos de las tres aristas concurrentes en un vértice. 

Pues si el paralelepípedo considerado en el caso an­
terior fuera rectángulo, el triángulo A E B nos daría (106) 

E l ! 2 = E A 2 + A B 2 ; 
pero, por la misma razón, E A := E D -f" E* A ; 
luego 
E B 2 = E ~ D 2 - f D A 2 + A B 2 ^ = E ü 2 + D A 2 + ÍTe2-

Escol io . F l punto donde se encuentran las cuatro 
diagonales del paralelepípedo se llama centro. Se demues­
tra fácilmente que toda recta que pasa por el centro, y 
termina en la superficie del paralelepípedo, queda dividi­
da en dicho punto en dos partes iguales, 

299. Las secciones planas paralelas de un pr isma son 
polígonos iguales. 

Pues sus lados son iguales por paralelas comprendidas 
entre paralelas, y de esta propiedad se deduce que sus 
ángulos también son iguales. 

300. Se llama sección recta de un prisma oblicuo la 
que determina un plano perpendicular á las aristas la­
terales. 

Del principio anterior se deduce que todas las seccio­
nes rectas de un prisma son iguales. 

P r i sma truncado ó tronco de prisma es la porción de 
prisma comprendida caire una base y una sección plana 
no paralela á la base. 

ÁREAS DE LAS PIRÁMIDES. 

301, Y a hemos dicho (145) lo que se entiende por 
área de una superficie y cual es la unidad superficial. Se 

22 
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comprende fácilmente que el área de la superficie de ün 
poliedro se obtendrá sumando las áreas de sus caras; lo 
que nos indica que este es un problema ya resuelto en 
geometría plana. 

Únicamente, pues, nos ocuparemos ahora de determi­
nar las áreas en algunos casos particulares que conducen 
á fórmulas sencillas que abrevian el procedimiento or­
dinario. 

Área lateral de una pirámide ó prisma es la suma de 
las áreas de sus cartis laterales. Por consiguiente, el área 
total se obtendrá añadiendo al área lateral el área de las 
bases. 

302. E l área la tera l de una pirámide regular es 
igueil á la mitad del'producto de l a apotema por el perí­
metro de la base. 

Pues si llamamos <5 á la base y « á la altura de uno de 

los triángulos laterales, su área será —- b a \ y como to­

das las caras laterales son iguales, el área lateral de la 

pirámide será 
I I I 

—- ¿ « X « = ~ « X ^ « = ~ « X / ' 
l lamando p al perímetro de la base. 

Coro lar io . E l área total de una pirámide regular es 
igua l d la mitad del producto del perímetro de su base por 
la suma de las apotemas de la pirámide y de su base. 

Pues hemos visto que el área lateral es —- p ^ a \ y al 

área de la base es (151) —• p X <*', llamando a ' á su apo­

tema; luego el área total será —• />(«_}_ a'). 

303. E l área la tera l de una pirámide regular trun­
cada de bases paralelas es igual a l producto de la apotema 
por la semisuma de los perímetros de las bases. 
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E n efecto, llamando b y b' -k las bases de uno de los 

trapecios laterales y « á su altura, su área será (150) 
h + F 

a s^ . y como todas las caras laterales son igua­
les, por ser regular el tronco, el área de éste será: 

b + b' bn-\- b' n v, ^ + f 
a x ^ X « = « X -2 =^X ^ > 
llamando p y p k los perímetros de sus bases. 

304. L a razón de las áreas de das poliedros semejan-
íes es igual a l cuadrado de l a razón de semejanza de sus 
caras homologas. 

E n efecto, llamando C, C , C " á las caras de un 
poliedro, y c, c , c" las homologa» del otro, y L y ¿ á 
dos lados homólogos, tendremos, 

c ~ l1'"1 c ~ T5^' c" ~ /2 ' 
C C C " 

de donde = —-¡r- ~ —jjr- =: -
c c c 

y, por último,. (Arit. 165) 

C + C + C -t- _ C L2 
¿ ^ ¿'-1- c" + ' c ~~ P ' 

Coro la r io . L a razón de las áreas de dos pirámides, ó 
de dos troncos de iñrámide semejantes, es el cuadrado de 
l a razón de semejanza* 

ÁREAS B E LOS PRISMAS. 

305. E l área la tera l de un pr isma es igual a l f rodnC' 
fo del perímetro de su sección recta por su arista lateral . 

E n efecto, las alturas de las caras de un prisma son 
loa lados de la sección recta,, de suerte que si los llama* 
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mos a, a , a" , y representamos por ks la arista lateral 
del prisma, tendremos que las áreas de sus caras serán 
a X &, a' X &, a " X ¿ i luego el área del prisma será 
d {a -\- a' -\- a " -f- ..), conforme al enunciado. 

Coro la r ios , i.0 E l área lateral del prisma recto es 
igual a l producto del perímetro de su base por su altura. 

• Pues labase es la sección recta, y la altura es la aris­
ta lateral. 

2.° E l área total del prisma recto es igual a l períme­
tro de su base por l a suma de su altura y l a apotema de 
la base. 

Pues sumando el área lateral y la de la base obten­
dremos este resultado. 

306. L a razón délas áreas laterales de dos prismas 
semejantes es el cuadrado de la razón de semejanza. 

Pues hemos demostrado que es la razón de las áreas 
de dos poliedros semejantes. 

E Q U I V A L E N C I A D E LOS POLIEDROS. 

307, lodo prisma oblicuo es equivalente á un prisma 
fecto que tenga por base la sección recta del primero y por 
al tura su arista lateral. 

F I G . W . 
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E n efecto, sea el prisma oblicuo A. I y a c su sección 

recta. Prolongo las aristas laterales del prisma y tomo en 
su prolongación a f = K ¥ . Hago ahora re:sbalar,el tron­
co de prisma A ¿r á lo largo de la arista A F hasta que la 
base A C del prisma propuesto coincida" con la otra base 
F I; entonces, y en virtud de la construcción, la sección 
a c coincidirá con/"z , loque nos demuestra que el tronco 
A í = F i. 

Añadiendo á los dos miembros de esta igualdad a I, 
resultará A I = « z, que es lo que queríamos demostrar. 

308. E l f lano diagonal de un paralelepípedo divide á 
este en dos prismas triangulares equivalentes. 

Pues trazando en la sección recta del paralelepípedo 
una diagonal, quedará descompuesta en dos triángulos 
iguales, que serán á su vez las secciones rectas de los dos 
prismas triangulares. Pero como cada uno de estos, según 
el principio anterior, equivale á un prisma recto que tenga 
por base la sección recta y por altura su arista lateral, y 
estos dos prismas rectos son iguales (297), los dos pris­
mas triangulares propuestos serán equivalentes. •, 

Corolar ios I." Todo prisma tr iangular es mi tad 
de un paralelepípedo de doble base é igual a l tura, según 
hemos visto. 

2.° Dos prismas triangulares de igual base y al tura 
son equivalentes. 

Pues cada uno es mitad del paralelepípedo de doble 
base y de la misma altura. 

3.0 Dos prismas cualesquiera de igual base y a l tura 
san equivalentes. 

Pues descompuestos en prismas triangulares, estos 
prismas serán equivalentes, luego sus sumas, que son los 
prismas propuestos, también lo serán. 

.309. Los paralelepípedos de igua l base y altura, son 
equivalentes. 

Puesto que los dos paralelepípedos tienen igual base 
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los podremos colocar de modo que coincidan laa inferio­
res; y como tienen igual altura, las bases superiores que­
darán en un plano. 

fmMp 

Entonces puede suceder que tengan además dos caras 
laterales en el mismo plano, ó que estén todas en planos 
distintos. 

E n el primer caso, si las caras A M y B E están en un 
plano, sus opuestas D N y C H también lo estarán; por 
consiguiente E F y L M estarán en línea recta, así como 
H G y P N . 

Ahora bien, los dos prismas triangulares A L E D P H 
y B M F C N G son iguales (308, cor. 2.0). Pero si del po­
liedro total se resta el primer prisma triangular queda el 
paralelepípedo A G ; y si se resta el segundo, queda el 
B P. Por consiguiente, estos dos paralelepípedos son 
equivalentes. 

E n el segundo caso, si los paralelepípedos son A F y 
A N, prolongando las bases M P y E G, resultará un ter­
cer paralelepípedo A S que se halla con los dos propues­
tos en el caso anterior. Así, pues, siendo A F y A N equi­
valentes á A S, serán equivalentes entre sí. 
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CoROLÁRios. I.0 lodo paralelepipedo oblicuo es eqni-

valents á otro recto de la misma base y al tura. 
2 ° lodo paralelepípedo recto, es equivalente á otro 

rectángulo de éase equivalente y de la misma altura. 
Pues trabando por los vértices de la base planos per-

pendictilares á la misma, resultará un paralelepípedo rec­
tángulo, que se encontrará con el propuesto en el caso 
primero del teorema que se acaba de demostrar. 

3.0 Un paralelepípedo oblicuo cualquiera es equivaleti-
ie á otro rectángulo de base equivalente é igual al tura. 

Se deduce de los dos anteriores. 
310. Dos tetraedros de igual altura y bases equivalen­

tes S07i equivalentes. 
E n efecto, dividiendo la altura común en cualquiernú-

merode partes iguales y trazando planos por los puntos 
de división, las secciones resultantes son equivalentes 
(283, cor. 3.°). Si tomando estas secciones como bases 
construímos prismas internos en los dos tetraedros, estos 
prismas serán equivalentes (308, cor. 3.0), luego sus su­
mas también lo serán. 

Si dividimos la altura común en mayor número de par­
tes, las sumas de los prismas se aproximan á los tetraedros 
propuestos, con los que se confundirán en el límite; y como 
son constantemente equivalentes, los tetraedros también 
lo serán. 

311. Todo tetraedro es equivalente á la tercera parte 
de un pr isma de su misma base y altura. 

Sea el tetraedro (íig. 150) T A B C; trazo por los vér­
tices A y C las paralelas A E y C D á la arista T B, y por 
el punto T un plano paralelo á la base, y resultará el 
prisma E T D A B C que tiene la misma base y altura que 
el tetraedro propuesto. 

Ahora bien, si del prisma quitamos el tetraedro pro­
puesto, queda la pirámide cuadrangular T A E D C, y 
•trazando el plano diagonal T E C, quedará descompuesta 
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en los tetraedros T E D C y T E A C. E l tetraedro 
T E D C ó C E T D tiene la misma altura que el te­
traedro propuesto é igual base. E l T E A C es equivalen­
te al B E A C, por tener la misma base é igual altura, 
puesto que sus vértices T y B están en una paralela á la 
base; y e l B E A C ó E A . B C tiene igual base y altura 
que el propuesto. Por consiguiente, los tres tetraedros 
que componen el prisma son equivalentes; luego el pro­
puesto es la tercera parte del prisma. 

F/G.150 

312. l/n tronco de tetraedro de bases paralelas es 
equivalente á la suma de tres tetraedrds que tengan por 
altura común la del tronco, y por bases las dos del tronco y 
tma media proporcional entre ellas. 

FIG.151, 

Sea el tronco A B C D E F. Hago pasar un plano por 
los puntos E, A y C, y el tronco quedará descompuesto 
en la pirámide cuadrangular E A D F C y el tetraedro 
E A B C, que tiene la altura del tronco y por base la ma­
yor del tronco. Si ahora trazo el plano diagonal E A F^ la 
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pirámidc cuádrangular quedará descompuesta en los dos 
tetraedros E A D F y E A F 0. E l primero E A D F ó 
A D E F tiene la altura del tronco y por base la menor 
del tronco. Solo nos resta, pues, demostrar que el tetrae­
dro E A F C cumple con la tercera condición del enun­
ciado. 

Para esto, tiremos E G paralela á la base A F C del 
tetraedro, y resultará el tetraedro G A F O equivalente al 
E A F" C por tener la misma base é igual altura, puesto 
que los vértices E y G están en una paralela á la base. 
Ahora bien, el tetraedro G A F C ó F A G C, tiene la 
misma altura del tronco, si pues demostramos que su 
base A G C es media proporcional entre las bases del 
tronco, el teorema quedará demostrado. Trazo para esto 
la G H paralela á A B, y los tríángu'os D E F y H G C 
serán iguales (94); pero los triángulos A 13 C y A G C, 
que tienen común el ángulo C, nos dan (156) 

A B C A C X B n j ^ C 

A G C' ~ A C X G C ~ " G C " ' 

y los triángulos A G C y H G C, que tienen el ángulo C 

común, nos dan por la misma razón, 

A G 0 A C X C G _ A p > 
H G 0 ~ H C X G C — Ti C ' 

pero los triángulos A B C y H G G semejantes, nos dan: 

B 0 ^ c , J^ 1̂  ^ A G C 
G C ~ T i C ' ' "0 A GTT " - H G C ' 

que es lo que queríamos demostrar. 
313. Tí>i:¿ú tronco de prisma triangular equivale á la 

suma de tres tetraedros, que tienen por base una de las ba­
ses del ttonco y por alturas las distancias á esta base de 
los tres vértices de la otra. 

Sea el tronco de prisma A B C D E F. Trazo el plano 
A E B y quedará descompuesto el tronco en el tetraedro 
E A C B y la pirámide cuádrangular E A D F B. E l te-
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traedro E A C B'tiene por base la base A C B del tronco 
y por altura la distancia del vértice E á esta base. 

F/G.152, 

L a pirámide cuadrangular E A D F B puede descom­
ponerse por el plano diagonal E D B en los dos tetraedros 
E A D B y E D F B. E l E A D B es equivalente al 
C A D B por tener la misma base y los vértices E y C en 
una paralela á la base; y e l C A D B ó D A B C tiene por 
base la base A C B del tronco y por altura la distancia del 
vértice D á esta base. 

E l tercer tetraedro E D F B es equivalente al C A F B 
por tener bases equivalentes D F B y A F B (pues tienen 
la misma base F B é igual altura) é igual altura, por tener 
los vértices E y C en una paralela á la base; y el C A F B 
ó F A C B tiene por base la base A C B del tronco y su 
altura es la distancia del tercer vértice F á esta base; con­
forme á lo que se quería demostrar. 

V O L U M E N D E L PRISMA. 

314. Se llama volumen de un cuerpo la medida del 
espacio ocupado por esta cuerpo. 

La unidad de volumen es el cubo cuya arista es la 
unidad lineal. Por esta razón las unidades de volumen se 
llaman también unidades cúbicas. 
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L a determinación de los volúmenes de los poliedros 

se funda en el siguiente principio. 
315. Dos paralelepípedos rectángulos de igual base y 

altura son iguales. 
Pues hemos demostrado (297) que- los prismas rectos 

de igual base y altura son iguales. 
Corolar ios, i.0 Dos paralelepípedos rectángulos de 

igual base son directamente proporcionales á sus alturas. 
Pues del principio anterior se deduce que si la altura 

del uno es doble de la del otro, el primer paralelepípedo 
será doble deí segundo (Arit. 258). 

2.° Dos paralelepípedos rectángulos de igual altura 
son directamente proporcionales á sus bases. 

Sea P un paralelepípedo y a, b y c sus tres dimensio­
nes; P' el otro, y a,b' y c', sus dimensiones. Llamemos P" 
á un tercer paralelepípedo cuyas dimensiones sean 
a,b y c'. Los áos paralelepípedos P y P'' que tienen dos 
dimensiones iguales a y b, es decir igual base, nos dan 

P _ c 
P" — c ' 

los paralelepípedos P" y P', que tienen iguales las dimen»-
siones a y c nos darán,, por igual razón,. 

P" b 
-frr — - ^ - ; 

y multiplicando estas dos proporciones, y suprimiendo el 

P ¿7 X ^ 
factor común P " , resulta ••• _, - = -r r^—y, 

1 ^ X c 
que es lo que queríamos demostrar. 

3.° Dos paralelepípedos rectángulos cualesquiera son 
directamente proporcionales á los productos de sus bases 
por sus alturas. 

Se demuestra de modo análogo al anterior. 
316. E l volumen de un paralelepípedo rectángulo es 

igua l a l producto de su base por su al tura. 
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Sea P el pai'alelepípedo, a su altura y b y e las diraen-

siones de la base; sea C un cubo y / su arista; tendremos 
P rtX¿Xg 

E l primer miembro representa la medida del paralelepí­
pedo, suponiendo que C sea la unidad de volumen, en 

p 
cuyo caso /== I; luego — = ^ X ^ X í, conforme al 

enunciado. 
Corolar ios. 1.° E l volumen del cubo es la tercera 

potencia de su lado. 
Puesto que las tres dimensiones son iguales. 
Por esta se llama cubo á la tercera potencia. 
2.° E l volumen de un paralelepípedo cualquieTa es 

igual a l 'producto de su base por su al tura. 
Pues equivale á otro rectángulo de base equivalente é 

igual altura (309, cor. 3.0). 
317. E l volumen de un pr isma tr iangular es igual a l 

producto de su base por su altura. 
Pues según hemos visto (308, cor. i.0) será la mitad 

del volumen del paralelepípedo de doble base é igual 
altura. 

318. E i volumen de un pr isma cualquiera es igual a l 
producto de su, base por su a l tura. 

Pues descomponiéndole en prismas triangulares, el 
volumen del prisma propuesto será la suma de los volú­
menes de los prismas triangulares; es decir, el producto 
de la altura por la suma de los triángulos que les sirven de 
base, que es el polígono base del prisma propuesto. 

319' E l volumen de un pr isma tr iangular truncado es 
igual a l tercio del producto de su base por la suma de las 
distancias á esta base de los tres vértices de la otra. 

Pues hemos visto (313) que equivale á la suma de tres 
tetraedros de igual base que el tronco y cuyas alturas son 
las distancias indicadas. 



V O L U M E N D E LA . P I R Á M I D E . 

320. E l volumen de un tet raedro es i g u a l a l tercio d e l 
producto de su base p o r su a l t u ra . 

Pues hemos v is to (311) que es la tercera parte de un 
p r i sma de su misma base y al tura. 

321. E l volumen de ima p i r á m i d e cua lqu ie ra es i g u a l 
a l tercio de l producto de su base po r su a l t u r a . 

Pues descomponiéndola en tetraedros, el vo lumen de 
la p i rámide será la suma de los volúmenes de los tetrae­
d ros ; es dec i r , el tercio de su altura mul t ip l icado po r la 
suma de los t r iángulos que les s i rven de base, que es el 
po l ígono base de la p i rámide. 

322. E l v o l ú m e n de uutronco de tetraedro\de bases p a ­
r a l e l a s es i g u a l a l tercio de l producto de su a l t u r a po r l a 
suma de las bases y de una med ia p ropo rc i ona l entre e l l as . 

Puesto que es la suma de tres tetraedros de igual a l ­
tura y cuyas bases son las enunciadas (312). 

223. E l volumen de un tronco de p i r á m i d e de bases 
p a r a l e l a s es i g u a l a l tercio d e l producto de su a l t u r a p o r 
l a suma de las bases y de una med ia p ropo rc i ona l entre 
e l las . 

Pues si imag inamos const ru ida la p i rámide to ta l á que 
pertenece el t ronco, y construímos un tetraedro de igua l 
al tura y base equivalente, t razando la sección para le la á 
su base y á igua l d istancia del vért ice que la de la base 
menor de l t ronco de p i r ám ide , la sección y esta base 
menor serán equivalentes (283, cor. 3.0). L u e g o el t ronco 
de p i rámide y el de tetraedro serán equivalentes, c o m o 
diferencias respect ivas de cant idades equivalentes, y po r 
tanto el vo lumen de l t ronco de p i rámide será el m i smo 
que el del t ronco de tet raedro. 
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324. E l volumen de un poliedro cualquiera se obtie­

ne descomponiéndole en pirámides, que tengan por vértice 
común un punto interior del poliedro, y cuyas bases sean 
las caras de éste. L a suma de estos volúmenes, ya conoci­
dos, será el volumen pedido. 

POLIEDROS R E G U L A R E S . 

325. Se llama poliedro regular al que tiene todas sus 
caras regulares é iguales y todos sus ángulos diedros tam­
bién iguales. 

236, No hay más que cinco poliedros regulares. 
E n efecto, sabemos que se necesitan tres ángulos pla­

nos para formar ángulo poliedro; y que la suma de aque­
llos ha de ser menor que cuatro ángulos rectos (235J. 
Sabido esto, solo nos resta examinar sucesivamente los 
ángulos de polígono regular con que podemos formar 
ángulos poliedros, para deducir el número de los poliedros 
regulares. 

Con tres ángulos de triángulo equilátero, que es el 
polígono regular más sencillo, cuya suma es dos ángulos 
rectos, puede formarse ángulo sólido. E l poliedro regular 
constituido de este modo se llama tetraedro regular y tie­
ne por caras cuatro triángulos equiláteros. 

Con cuatro ángulos de triángulo equilátero, cuya 
8 , 

suma es -—- de recto < 4 R, puede formarse ángulo sóli­
do. E l poliedro regular que resulta, se llama octaedro 
regular y tiene por caras ocho triángulos equiláteros. 

Con cinco ángulos de triángulo equilátero, cuya suma 
lo 

es -—-. de recto < 4 R, puede formarse ángulo poliedro. 
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E l poliedro resultante se llama icosaedro regular y está 
constituido por veinte triángulos. 

Con seis ángulos de triángulo equilátero, cuya suma 
•es 4 R no puede ya formarse ángulo poliedro; y con 
más razón con más ángulos. Luego con ángulos de trián­
gulo equilátero no pueden formarse más poliedros regu­
lares. 

Con tres ángulos de cuadrado, cuya suma estrés rec­
tos, puede formarse ángulo sólido. E l poliedro que resul­
ta se llama exaedro regular ó cabo, y consta de seis cua­
drados, 

Pero con cuatro ángulos de cuadrado, que valen cua­
tro rectos, ya no es posible formar ángulo sólido, y me­
nos con más. 

Con tres ángulos de pentágono regular cuya suma es 
t8 

• de recto < 4 R, puede formarse ángulo poliedro y 

el poliedro que resulta se llama dodecaedro regular% y 
tiene por caras doce pentágonos. 

Pero con cuatro ángulos de pentágono, cuya suma es 
24 

• de recto > 4 R, no es ya poáible formar ángulo po­

liedro. 
Con tres ángulos de exágono, cuya suma es cuatro 

rectos, no es posible formar ángulo sólido. Pero á medida 
que el número de lados de un polígono regular aumenta. 
(144) tX valor del ángulo aumenta también, luego no será 
ya posible'formar más ángulos poliedros regulares. Es 
decir, que no existen más que cinco poliedros regulares. 

PROBLEMAS RELATIVOS Á LOS POLIEDROS. 

327. Detenniíiar la a l iura de un tetraedro. 
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t ~ Fimsó 

Sea T A B C el tetraedro cuya altura T O queremos 
calcular. Tracemos O D y O E perpendiculares á A B y 
B C, y unamos T con D y E . 

Si construímos un triángulo A' B' C = A B C; y sobre 
A ' B' el A ' B ' T ' — A B,T, y sobre B ' C ' e l B ' C T " - B C T ; 
y desde T ' y T " bajamos las perpendiculares T ' O' y T " O 
á los lados A ' B' y B' C' , es indudable que estas perpen­
diculares representan lasT D y O D y las T E y O E (198) 
del tetraedro, cuyo pie O de la altura determinan, y la 
cuestión queda reducida á construir el triángulo rectán­
gulo T O D, del que conocemos la hipotenu sa T D = T ' D' 
y el cateto O D = O ' D'. E l otro cateto O' í representa­
rá, pues, la altura pedida. 

328. Dado un tronco de pirámide de bases paralelas^ 
ha l lar su altura, la de la •pirámide total y la de la de­
ficiente. 

•mm 

m 
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L a altura del tronco puede calcularse por la del te­

traedro E A B D, según hemos visto. 
L a de la pirámide total y la de la deficiente se obtie­

nen inmediatamente observando que (283) 

P A P O P A A B 
P E ~ P CJ y T T T ~ E F ' 

, , , A B P O 
de clonde 

que nosdá(Ari t . l6o y 161) 

P 0 = 

E F ~ P Q ' 

A B - E F P O — P Q 
A B P O 

A B X Q O 
A B — E F 

A B - E F P O - P Q . E F X Q O 
E F P Q ' ^ — A B — E F 

CONO. 

329. Los cuerpos limitados por una superficie cóni­
ca, cilindrica ó esférica se llaman cuerpos redondos. 

Los cuerpos redondos son el cono, cilindro y esfera 
330. Se llama cono el cuerpo limitado por una su­

perficie cónica y un plano que corta á todas sus genera­
trices. 

L a porción de este plano limitado por las generatri­
ces de la superficie cónica se llama base del cono. Vértice 
del cono es el de su superficie cónica. A l tu ra es la distan­
cia del vértice al plano de la base. 

E l cono se llama circular, si su base es un círculo, en 
cuyo caso se llama efo la recta que une el vértice con el 
centro de la base. 

24 
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Cono recto es el que tiene el eje perpend icu la r á l a 

base; y en el caso contrar io se dice oblicuo. 
E l cono recto puede cons iderarse engendrado po r un 

t r i ángu lo rectángulo que g i ra a l rededor de uno de los c a ­
tetos. E l cateto fijo es el eje del cono ; el cateto m ó v i l e n ­
gendra la base, cuyo radie es; y la h ipotenusa, que t o m a 
•el nombre de ' lado, la superficie cónica. 

D e aqui se deduce: i.0 Que l a sección rec ta de un cono 
de revolución es im círculo para le lo á su base (251). 2.0 Que 
l a sección de un cono de revolución p o r un p l a n o que pase 
p o r e l eje, es un t r i ángu lo isósceles doble de l t r i á n g u l o g e ­
nerador { 2 ^ , cor.) 

331. D o s conos de revolución, de iguales bases y a l t u ­

r a s , son igua les. 
Pues colocándolos de m o d o que co inc idan sus bases, 

-coincidirán también sus alturas y sus vért ices, y p o r tanto, 
sus superficies cónicas. 

C o r o l a r i o . D o s conos de revoluc ión son iguales, s iem­
b r e que lo sean sus t r iángu los generadores. 

Pues tendrán iguales bases y a l turas. 
332. Se l laman conos de revolución semejantes los que 

t ienen sus t r iángulos generadores semejantes. 
C o r o l a r i o s . I.0 S i un cono de revolución se cor ta po r 

n w p l a n o p a r a l e l o á su base, e l cono deficiente es semejante 
a l total . 

Pues los t r iángu los generadores serán semejantes. 
2.° D e s conos de revolución semejantes tienen p r o p o r ­

cionales sus l ineas homologas. 
P o r lados de t r iángulos semejantes. 
3.0 L a s bases de dos conos semejantes son d i rec tamen­

te proporc ionales á los cuadrados de sus lados y á los 
•cuadrados de síis a l t u ras . 

Pues son proporc iona les á los cuadrados de sus 
rad ios (184, cor.) 

333. D a d o un cono de revolución h a l l a r su a l t u r a . 



— rsr— 
Hallando el centro de la base (69, 2.°) para determi­

nar el radio, la cuestión queda reducida á construir un 
triángulo rectángulo dada la hipotenusa y un cateto. 

334. Se llama- tronco de cono- de bases paralelas- la 
parte de cono comprendido entre la base y un plano pa­
ralelo á la base. 

Lado del tronco es la porción de lado del cono com­
prendido entre las bases. 

335,. Da-do un tronco de cono dé revolución de bases. 
paralelas, ha l lar su altura, la del cono total y la del 
defteieute. 

fíG//55,:o 

Hállese el centro de las bases (69, 2°) para determi­
nar los radios, y construyendo un triángulo rectángulo con 
la hipotenusa (lado del tronco) y un cateto (diferencia de 
los radios), tendremos la altura del tronco. 

L a del cono total y el deficiente, la obtendremos por 
S O 

la proporción (332, 2.0) S O 
meticaróo y l€ l) . 

S O ­ S O 

0 A A ' re •* 
== yv ; que nos da (Ant-

O- A — O C 
S O 

S O - s o 
O A 

O A - Q C 

s o 2 C 
de donde, 

O Q X O A . . n _ O Q .X Q C 
O A - C2 G 0 A — Q C 



^ — 1 8 8 — 
te-

C I L I N D R O . 

33o. Se llaraa cil indro el cuerpo limitado por una 
superficie cilindrica y dos planos que cortan á todas sus 
generatrices. 

Las porciones de estos planos limitadas por las gene­
ratrices de la superficie cilindrica se llaman bases del ci­
lindro. 

A l tura es la distancia entre las bases. 
E l cilindro se llama circular, si sus bases son dos cír­

culos, en cuyo caso se llama eje la recta que une los cen­
tros de las bases. 

Ci l indro recto es- el que tiene el eje perpendicular á 
las bases; en el caso contrario se dice oblicuo. 

E l cilindro recto puede considerarse engendrado por 
un rectángulo que gira alrededor de uno de sus lados. E l 
lado fijo es el eje del cilindro; el lado opuesto, que toma 
el nombre de lado, engendra la superficie cilindrica; y los 
otros dos lados engendran las bases, cuyos radios son. 

De aquí se deduce: i.0 Que la sección recta de un ci l in­
dro ds revolución es un circulo (258). 2.0 Que la sección de 
un cilindro de revolución por un plano que pase por el eje} 
es un rectángulo duplo del rectángulo generador (260, cor.) 

337. Dos cilindros de revolución de iguales bases y a l ­
turas son iguales. 

Pues colocándolos de modo que coincidan las bases 
inferiores, coincidirán también las alturas ó ejes; y, por 
consiguiente, las bases superiores y las superficies ci l in­
dricas. 

Coro lar io . Dos cilindros de revolución son iguales, 
siempre que lo sean sus rectángulos generadores. 
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Pues tendrán iguales bases y alturas. 
338. Se llaman cilindros de revolución semejantes los 

que tienen semejantes sus rectángulos generadores. 
Coro lar ios, i.0 8 i un cilindro de revolución se corta 

por un plano paralelo á su liase, los cilindros parciales no 
son semejantes a l total. 

Pues los rectángulos generadores no son semejantes, 
2.0 Dos cilindros de revolución semejantes tienen pro­

porcionales sus líneas homologas. 
Por lados de rectángulos semejantes. 
3.0 Las bases de dos cilindros semejantes son directa-

mente proporcionales á los cuadrados de sus lados y á los 
cuadrados de sus alturas. 

Pues son proporcionales á los cuadrados de sus ra­
dios (184, cor.) 

ÁREA D E L CONO. 

339. E l área lateral de im cono de revolución es 
igual á la mitad del producto de su lado por la circunfe­
rencia de su base. 

Pues hemos visto (256) que su desarrollo es un sector 
circular, luego su área lateral será la de este (183). 

S i llamamos / al lado del cono y r al radio de la base, 
el área vendrá expresada por -k r l. 

Coro la r io . L a razón de las áreas laterales de dos 
conos de revolución semejantes es el cuadrado de l a razón 
de semejanza. 

Pues de A = ^ r /; y A ' == túV / ' ; resulta 
A r l r l 

~ ^ r = ~ r j r ; 7 como -^7 = - j r (332, cor. 2.°}, 
r2 P 

tendremos A' ~ r" "" r 
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34o. E l área total del cono- de revolución es igual a i 

producto de la semi circunferencia de su base por la suma 
del lado y el radio de l a base. 

Pues el área lateral es h ~ r . r l\ y la ele la base es 
ti r3; luego el área total será ^ r l -\- -k r'1 = r. r {l -\- r ) . 

Coro lar io . L a razón de las áreas totales de dos 
conos de revolución semejantes es el cuadrado de l a razón 
de semejanza. 

Pues llamando A y A ' á las áreas laterales y B y B' á 
A r'1 

las bases; tendremos -—- == --— (339) cor.); 
A r 

B r-
y -^7- ^ Tvr (lS4, cor.) 

de donde - j ^ - = - „ - - ;, 

A + B A r5 
que 6á (Arit. 102, 4.a) A , B, 

341. E l cono de revolución se llama equilátero cuan­
do su lado es igual al diámetro de su base. 

E l área lateral del cono equilátero es las dos tercios 
del área total y doble del área de su base. 

Pues su área total es ^ y {?, y -\- r) =̂  3 -k r- y el área 
lateral es 2 ^ r*. 

342. E l área lateral del tronco de cono de revolución 
de bases paralelas es igual a l 'producto de su lado por la 
semi-sunta de las circunferencias de sus bases. 

Pues el desarrollo del tronco de cono de revolución 
de bases paralelas es la diferencia de los desarrollos del 
cono total y del cono deficiente, ó sea un trapecio circu­
lar, cuya altura es el lado del tronco, y cuyas bases tie­
nen la misma longitud que las circunferencias bases del 
tronco. 

Llamando, pues, l al lado del tronco y R y r á los 
radios de sus bases; el área del trapecio circular, ó sea el 
área del tronco será ¿ X C11- K- + ^ r). 
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ÁREA D E L CIL INDRO. 

343- E l área latef a l de un cil indro de revolución es 
igual a l producto de su lado por la circunferencia de su 
base. 

Pues hemos visto (263) que su desarrollo sobre un 
plano es un rectángulo, luego su área lateral será la de 
esta (147). 

S i llamamos / al lado del cilindro y r al radio de la 
base, el área vendrá expresada por 2 tz r l . 

Coro lar io , L a razón de las áreas laterales de dos 
cilindros de revolución semejantes es el cuadrado de la 
razón de semejanza. 

Pues de A = 2 t: ^ /; y A ' = 2 « r' /*; 

resulta ——- — -—r;; y como ¿—r = — (338, cor. 2.0), 
A r l r r-

tendremos, por fin, —r-r =? —7— = -77—- i 
A r l 

344. JSl área total del cili?tdro de revolución es igual 
a l producto de la circunferencia de su base por la suma del 
lado y el radio de la base. 

Pues el área lateral es 2 tí ^ /, y la de las bases es 
2 tx r2; luego el área total será 2 7 : r / - j ~ 2 T t r 5 = 2 r^r 
(/ + r). 

Coro lar io . L a razón de las áreas totales de dos c i ­
lindros de revolución semejantes^ es el cuadrado de la razón 
de semejanza. 

Pues llamando A y A ' á las áreas laterales, y B y B ' á 
las bases; 
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A r2 
tendremos - t t " = —rr (343» cor.); 

B r5 
Y - g r = - ^ ( l 8 4 , cor.), 

^ ^ ^ A B 
de donde A ' B' 

A + B A 
que dá (Arit. 162, 4.a) A , ' ^ = ^ r 

V O L U M E N D E L CONO 

345. Se dice que una pirámide está inscripta á un 
cono, ó que el cono está circunscripto á la pirámide, cuan­
do el vértice del cono es el mismo que el de la pirámide 
y la base de la pirámide está inscripta en la base del 
cono. 

Si la pirámide y el cono tienen el mismo vértice y la 
base de la pirámide está circunscripta á la base del cono, 
la pirámide se llama circunscripta al cono, ó el cono ins­
cripto en la pirámide. 

346. De aqui se deduce: I.0 Que toda pirámide re~ 
guiar puede inscribirse y circunscribirse á un co7to de re­
volución. 

Pues su base puede inscribirse y circunscribirse á un 
círculo (163); y 

2.0 Que el cono de revolución es el limite superior de 
las pirámides regulares inscriptas y el limite inferior de 
las circunscriptas y cuyo número de caras aumenta indefini. 
damente, pues la circunferencia de su base (175) es el lími­
te superior de los perímetros de los polígonos regulares 
inscriptos y el inferior de los circunscriptos. 
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347- ^ volumen de un cono de revolución es e l tercio 

d e l producto de su base p o r su a l t u r a . 
Pues acabamos de ver que el cono es el l ími te supe ­

r ior de las pi rámides regulares inscr ip tas, y el vo lumen 
de la p i rámide (321) es el terc io de l p roduc to de su base 
p o r su a l tura. 

S i l lamamos « á la a l tura de l cono y r a l radio de su 

base, el vo lumen vendrá expresado po r V = —- w r2 a . 

C o r o l a r i o . L a razón de los volúmenes de dos conos 
de revolución semejantes es e l cubo de l a razón de Seme­
j a n z a . 

Pues de V = — r^r* a\ y V = tc r"1 ar\ 
3 ' 3 

V r* a r a , _v 
resul ta —i77- = -7^ -7 ; pe ro —r — - -p (332 co r . 2.0); 

V r a r a K ' 

luesro 
T a ' 

348. E l volumen de un tronco de cono de revolución 
de bases p a r a l e l a s es i g u a l a l tercio d e l producto de su a l ­
t u r a p o r l a suma de sus bases y de una med ia p r o p o r c i o n a l 
entre e l las. 

Pues el t ronco de c o n o de revo luc ión , d i ferencia entre 
el cono total y el deficiente, es el l ími te super ior de los 
t roncos de p i rámides regulares inscr iptas, cuyo número 
de caras aumenta indef in idamente; y el vo lumen de éstas 
(323) es el tercio de l p roduc to de su al tura por la suma 
de las bases y una med ia p ropo i c i ona l entre el las, 

S i l l amamos « á la al tura; y R y r á los rad ios de las 
bases de l t ronco de cono, el vo lumen vendrá expresado 

po r V = — ¿z (71: R2 -1- "̂  ^2 + ^ K- r)-
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V O L U M E N D E L CIL INDRO. 

349. S« dice que un prisma está inscripto á un 
dl indró, ó un cilindro está circunscripto al prisma, cuando 
•las bases del prisma están inscriptas en las bases del ci­
lindro. ': '; : ' 

Sa dice que un prisma está circunscripto i. un ci l indro, 
ó que el cilindro está ««ííri/'to en el prisma, cuando las 
bases del prisma están circunscriptas á las del cilindro. 
' " 350. De aquí se deduce; i.0 Que todo pr isma regular 

puede inscribirse y circunscribirse Á un cilindro de revo­
lución. 

Pues sus bases pueden inscribirse y circunscribirse al 
círculo (163); y 2.0 Que el cilindro de revolución es e l l i~ 
niite superior de los fr ismas regulares inscriptos y el l i ­
mite inferior de los circunscriptos, cuyo número de caras 
aumenta indefinidamente. 
' Pues las circunferencias de sus bases son el límite su­
perior (175) de los * perímetros de los polígonos regulares 
inscriptos y el inferior de los circunscriptos. 
i 351. E l volumen de un .cilindro de revolución es el 

producto de su base por su altura. 
Pues acabamos de ver que el cilindro es el límite su­

perior de los prismas regulares inscriptos, y el volumen 
del prisma (318) es el producto de su base por su altura. 

S i llamamos a á la altura del cilindro, y r al radio de 
su base, el volumen del cilindro vendrá expresado por 
V = t^-2 a . 

352. L a rasan de los volúmenes de dos cilindros de 
revolución semejantes 'es el cubo de la razón de semejanza' 

Pues de V = ~ ?-- a y V ' = * r12 a'; resulta 
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v"7" ^ 7,2 a' ' pcro T7" ^ 7̂(33 'cor-2 ); ucso 
V r3 _ a' 
V 

E S F E R A . 

353. Se llama esfera el cuerpo limitado por una su­
perficie esférica. 

L a esfera puede considerarse engendrada por la revo­
lución de unsemi-círculo que gira alrededor de su diámetro. 

354. Se Mama, zona esférica, la superficie engendrada 
por un arco de sector circular que gira alrededor de uno 
de sus diámetros. , 

Las circunferencias descritas por los extremos del arco 
generador se llaman óases de la zona. 

Si el arco generador tiene uno de sus,extremos en el 
tje, la zona solo tendrá una dase, y se designa también 
con el nombre de casquete esférica,,. , - f , ;.:v >.. 

A l t u ra de la zona es la proyección del arco genera' 
dor sobre el eje. • . ', . -. 

355. S i un sector poligonal regular g i r a alrededor de 
uno de sus radios, el área de la superficie engendrada por 
la linea quebrada, es igual á su proyección sobre el eje 
multiplicada por la circimferenda cuyo radio es la apotema 

.. c 

P l \ 1.. -t-vjM 

L G 0 H 
En efecto, el sector poligonal solo puede tener tres 
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clases de lados; unos, como A B, que tengan uno de sus 
extremos en el eje; otros, como B C, oblicuos al eje y 
otros, como C D, paralelos al eje. 

Ahora bien, el lado A B, hipotenusa del triángulo rec­
tángulo A B F, engendra la superficie lateral de un cono 
de revolución, cuya área será (339), 

i t B F X A B = 2 7 i ^ K X A B ; 

pero los triángulos A B F y K / ) O son semejantes (102), y 
nos dan 

A B : £ O : : A F : ^ K; 
de donde 

A B X P ^ = p O X A F 

que nos convierte el área engendrada por A B en 

2 tú p O X A F. 
E l lado B C, del trapecio B C F G, engendra la super-

*ficie lateral de un tronco de cono de bases paralelas, cuya 
área es (342) 

B C X ( ^ B F + ^ C G ) = B C X ^ ( B F + C G ) ; 

, „ , , T B F + C G 
y como (118) p L = ; tendremos, 

área engendrada por B C = B C X 2 ^ ^ L; 
pero los triángulos B C M y / L O semejantes (102) 
nos dan, 

B C : / O : : B M = F G : / L ; 
de donde 

B C X / L = / 0 X F G ; 

por consiguiente, 
área engendrada por B C ~ 2 r. p' O X F G . 

Por último, el lado C D del rectángulo C D G H , en­
gendra la superficie lateral de un cilindro de revolución, 
cuya área es (343). 

C tí'X 2 « G C == 2 i t P ' O X G H. 
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E l área engendrada por A B C D será, pues, 

2 t: ^ O X A F + 2 tt / . ' O X lr G + 2 it />" O X G H = 

z= 2 ix / O X ( A F + F G + G H ) = 2 ti ^ O X A H . 

SS^- F J - área de una nona esférica es i g u a l a l p roduc ­
to de su a l t u r a p o r l a c i rcunferenc ia m á x i m a . 

Pues el área engendrada por el arco A D (f ig. 256) es 
el l ímite del área engendrada por la línea quebrada 
A B C D , que hemos visto es igual é.2 •k p O X A H ; y 
c o m o el l ími te de la apotema es el rad io , el área de la zona 
será 2 ti r X A H , con fo rme al enunciado. 

C o r o l a r i o . L a s áreas de dos zonas de l a m isma esfe­
r a son directamente proporc ionales á sus a l tu ras . 

Pues d e Z = r 2 T C í f - í ü y r¿' = 2 k r a ' %z. deduce ev i -
, Z a 

dentemente 7=— = — - . 
Z a 

357. E l área de l a esfera es i gua l a l producto de su 
d iámetro po r l a c i ramferenc ía m á x i m a . 

Pues la superf ic ie de la esfera es una zona cuya a l tura 
es e l d iámet ro . 

E l área de la esfera vendrá expresada por 

2 k. r y^ 2 r — ¿if-K r*. 

C o r o l a r i o s , i.0 E l área de l a esfera es cuádruple 
de l a de su círculo m á x i m o . 

2,0 L a s áreas de dos esferas son d i rec tame? i tepropor ­
cionales á los cuadrados de sus rad ios . 

E y2 
Pues de E = 4 tc r3 y E ' = 4 t: f '2; resul ta - - 7 r n —75-. 

358. Se l lama hits o esférico la parte de superf icie es ­
férica comprend ida entre dos semi-c i rcunferenc ias má­
x imas . 

E l ángulo de estas dos semi-c i rcunferencias se l l ama 
ángulo de l huso. 

De aquí su deduce: i.0 Que en l a m isma es fera ó en 
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esferas iguales, dos husos esféricos son iguales cuando sus 
ángulos son iguales; y 

2.° Que dos husos esféricos, de la misma esfera ó es­
feras iguales, son directamente proporcionales á sus ángulos 
esféricos. 

Es indudable que dos circunferencias máximas per­
pendiculares entre sí, dividen á la superficie esférica en 
cuatro husos iguales, cuyos ángulos esféricos son rectos. 

Siendo el área de la esfera 4 ^ r1, el área de uno de 
estos husos será tc r5, es decir, la del círculo máximo do 
la esfera. 

359. Dos triángulos esféricos simétricos son equi­
valentes. 

F/G.157. 

Sea P A B y P' A ' B' los dos triángulos. Sea P el polo 
de la circunferencia que pasa por A , B y C . Los tres ar­
cos de círculo máximo P A , P B y P C serán iguales (267). 

Tracemos el diámetro P P' y los arcos P' A ' , P' B' y 
P' C , que serán iguales á los anteriores por medidas de 
ángulos opuestos por el vértice. Los triángulos P A B y 
F A ' B' . P A C y P' B' C , P B C y P' A ' C , que son si­
métricos é isósceles, serán iguales; por consiguiente, sus 
sumas A B C y A ' B' C serán también equivalentes. 

360, M área del huso esférico^s el doble de la medi­
da do su ángulo esférica, siempre que se tome por unidad 
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de Ángulos el ángulo recto, y por unidad de áreas la del 
triángulo trirectángulo. 

Pues siendo (358, 2.0), ~ ^ - = - - - - , tomando A ' ¿ 1, 

H ' será la cuarta parte de la esfera ó sea el duplo del 
triángulo trirectángulo, es decir, H'd= 2, por consiguiente, 

H A , TT tendremos — = — o H = 2 A . 
2 i 

361. E l área de un triángulo esférico es la suma de 
las medidas de sus tres ungidos menos dos, siempre que se 
tome por unidad de ángulos el ángulo recto, y por unidad 
de áreas la del triángulo trirectángulo. 

E n efecto, ffig. 257), 

A B C - f B C B ' r r r huso A ; 

A B C 4 - A C A ' = huso B; 

A B C + A - C B' = A ' B' C + A ' C B' =3 huso C. 

Sumando ordenadamente estas igualdades, y llaman­
do E á la superficie esférica, resulta: 

E 
^ 2 A B C = huso A + huso B + huso C; 

de donde, despejando 2 A B C y reemplazando la semi-
esfera y los husos por sus áreas respectivas, 

2 A B C »= ? A + 2 B 4- 2 C — 4; 
ó sea A B C =r A + B + C — 2. 

V O L U M E N DE L A E S F E R A . 

362. Sector esférico es la parte de esfera engendrada 
por un sector circular que gira alrededor del diámetro 
del semicírculo generador de la esfera. 

E l arco del sector engendrará en su movimiento una 
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zona esférica que será la correspondiente al sector esférico 
y que suele llamarse ¿>ase del sector. 

363. S i un sector poligonal regular g i r a alrededor de 
mío de sus radios, e l volumen que engendra es igual a l área 
descrita por la linea poligonal multiplicada por el tercio 
de la apotema. 

FIG.153. 

Sea O A B C D el sector poligonal, que podemos des­
componer en los triángulos O A B , O B C y O C D que 
según hemos visto (355) representan las diversas posicio­
nes que puede tener la base con relación al eje. 

E l volumen engendrado por el triángulo ü A B será 
la suma de los volúmenes engendrados por los triángulos 
rectángulos A B E y B E O, que es 

~ ( A E + E O ) ^ B E 2 = : ~ A O x ^ B E = • 

Pero A O X B E ^ A B X / O , 
pues cada uno representa el doble del área del triáno-ulo, 
y sustituyendo en la igualdad anterior, resulta 

- j P O X k W - X A B = - - L / O X área descrita por 

A B. 
E l volumen engendrado por el triángulo B C O, se 

obtiene fácilmente, prolongando la base B C hasta que 
encuentra al eje, como diferencia- de los volúmenes en­
gendrados por F C O y F B O, comprendidos en el caso 
antgrior, que nos dan 

— - / O X área descrita por F C \-. p' O X ^ e a 
$ 3 
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descrita por F ' B = P' O X área descrita por B C. 

Por último, el volumen engendrado por C D O es la 
diferencia entre el volumen del cilindro que engendra el 
rectángulo F' C D G y la suma de los volúmenes de los 
conos engendrados por los triángulos C F ' O y D O G , 
que es 

7 : ^ O a X i r ' G — ^ Í ^ T F x ( ^ - F ' 0 . + — O g ] ' = 

= tc 7 ^ Ü a X y - F ' G = - i - / : O X 2 r.p" O X 

F' G = - — / ' O X área descrita por C D. 

De donde resulta, por fin, que el volumen engendrado 
por el sector será, llamando a á la apotema, 

- — a X área descrita por (A B - f B C - f C D) . 

364. E l volumen del sector esférico es igual a l tercio 
del producto del radio por el área de la zona correspon­
diente. 

Pues el volumen engendrado por el sector circular 
O A D (fig. 258) es el límite del volumen engendrado por 
el sector poligonal O A B C D, que hemos visto es 

• a X área descrita por A B C D; y como el límite de 

la apotema es el radio y el de la línea quebrada A B C D 
es el arco A D, el volumen del sector esférico será 

r X Z . 3 
Coro la r io . L a razón de dos sectores esféricos de la 

misma esfera, ó de esferas iguales., es la de sus zonas co­
rrespondientes. 

26 
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Pues de S = ~ - ^ X Z; y S' = - j - r X Z ' ; 

S ^ 
resulta -—r— = S' Z' 

365. E l volumen de la esfera es igua l a l tercio del 
producto del radio por el área. 

Pues la esfera es un sector esférico cuya zona corres­
pondiente es la superficie esférica. 

S u volumen vendrá expresado por 

" ^ X 4 ^ ^ = TC f ' 
3 3 

Coro lar io . Los volúmenes de dos esferas son directa­
mente proporcionales á los cubos de sus radios. 

Pues de V = - ^ ~ t: r3: V = ~ ^ - 71 r,s; 
3 ' 3 

, V r1 
resulta V r s 

366. Se llama segmento esférico la parte de esfera 
comprendida entre una zona y la base ó bases que la 
l imitan. 

De donde se deduce que el segmento esférico tendrá 
una ó dos bases, según las que tenga la zona correspon­
diente. 

E l volumen de un segmento esférico de una base es la 
diferencia ó la suma del volumen de un sector esférico y 
del de un cono, según que el segmento sea menor ó ma­
yor que media esfera. 

Si el segmento esférico tiene dos bases será la diferen­
cia de dos segmentos de una base. 

-^5 ~4¿r~ 5 ^ 



TTigonometría. 

NOCIONES P R E L I M I N A R E S . 

I.. Trigonomeñ'ia e& la ciencia que trata de la resolu<-
ciótp de los triángulos por medio del cálculo. 

Hemos visto ya en Geometría.como pueden resolvérse­
los, triángulos por medio de construcciones gráficas; pero-
como estas adolecen siempre del error que lleva, consigo 
la imperfección de los instrumentos, de ahí la necesidad 
de la resolución numérica de los mismos. Para esto es pre­
ciso'establecer relaciones que liguen directamente á Ios-
lados con los ángulos de los triángulos; pero-la dificultad 
de establecer estas relaciones directas, ha hecho precisa la 
introducción de otras- líneas que sirvan de intermediarias. 
entre ellos. 

Las fórmulas que establecen esas relaciones se dedu -
ce» de la consideración, del círculo y reciben'por esarazón. 
el nomhred& funciones circulares. 

2. Las líneas- que relacionan: los lados con los arcos-
de los. ángulos de los triángulos se llaman líneas trigono­
métricas.. 
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Estas líneas son el seno, tangente> secante y seno-verso. 
Seno de un arco es ¡a perpendicular ¿rasada desde uno 

de los extremos del arco a l radio ó diámetro que pasa por 
el otro extremo. 

Tangente es la parte de tangente, en uno de los extre­
mos del arco hasta su encue7itro con el radio ó diámetro 
que pasa por el otro extremo. 

Se7io-verso es la parte de radio comprendido entre e l 
pie del seno y el extremo de dicho radio. 

Secante es la distancia del centro a l extremo de la tan­
gente. 

3. Se llaman coseno, cotangente, coseno verso y cose­
cante de un arco, el seno, tangente, seno-verso y secante 
del arco complementario. 

De donde se infiere que el seno, tangente, seno-verso 
y secante de un arco serán á su vez el coseno, cotangente, 
coseno-verso y cosecante de su complemento. 

De estas lineas las más importantes, y únicas que ha­
bremos de necesitar para la resolución de los triángulos, 
pon el seno y la tangente y sus colíneas, el coseno y la 
cotangente. 

4. Según estas definiciones, el seno del arco A C , 
(fig. 1.a) será C D ó bien A H L a tangente A F ó C K. E l 
seno-verso, A D ó C H y la secante O F ú O K . E l coseno, 
C P / 5 B I. La cotangente, B G ó C L . E l coseno-verso, 
C I ó B / ; y la cosecante O G ú O L. 

mfc 

: — ^ K 
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Obsérvese que el coseno es siempre la distancia entre 

el centro y el pie del seno. 
5. Conocido el arco quedan determinadas Sus líneas 

trigonométricas, pues, aunque aparece de lo expuesto, que 
cada arco tiene dos senos, dos tangentes, etc., se demues­
tra fácilmente que son respectivamente iguales. Queda tan 
solo la indeterminación de su posición que se hace cesar 
mediante el siguiente convenio: 

I.0 Consideraremos como origen común de todos los 
arcos el extremo derecho del diámetro horizontal, es de­
cir el punto A . Todos los arcos contados en el sentido 
A C B serán positivos, y negativos, los contados en senti­
do opuesto. 

2.0 Consideraremos como origen de los complemen­
tos el extremo superior B del diámetro vertical, siendo po­
sitivos los contados en el sentido B C A y negativos los 
contados en el sentido opuesto. 

3.0 Consideraremos siempre los senos y tangentes 
perpendiculares al radio que pasa por el origen; y los co­
senos y cotangentes perpendiculares á los senos y tan-
geiates. 

Por último, miraremos como positivas las líneas trigo­
nométricas de arcos menores que 90 grados, y como ne­
gativas las que tengan opuesta dirección. 

6. Falta ahora resolver el problema inverso, es decir, 
conocida una línea trigonométrica hallar su arco. 

^ £ 2 ; B 
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I.e Si se nos dá el seno, basta llevar sobre el radio 

O B, á partir de O, una distancia O F igual á la magnitud 
del seno dado; trazar por F la M M ' paralela á A C y re­
sultarán los arcos A M y A M' suplementarios, que tienen 
el seno dado, pues O F : 3 M E = M ' E' , 

S i el seno dado fuera negativo lo llevaríamos sobre 
O D, y obtendríamos del propio modo otras dos solu­
ciones. 

a.0 S i se conoce el coseno, llevándolo^ sobre O A 
desde O hasta E, y trazando M M ' " , obtendremos los dos 
arcos A M y A M ' " . 

Si el coseno fuere negativo lo llevaríamos de O hasta 
E ' , sobre el radio O C, y obtendríamos análogo resultado. 

3.0 Si conocemos la tangente, llevada desde A hasta 
T , y uniendo T con el centro, determina los arcos A M y 
A M " que tienen la misma tangente. 

Si fuese negativa, la llevaríamos desde A á T y ven­
dríamos á parar á solución análoga. 

4.0 Conocida la cotangente, basta llevarla de B á G, 
si es positiva, y de B á G ' si es negativa, y unir estos pun­
tos con el centro, para hallar los arcos correspondientes. 

Vemos, pues, que en todos los casos á cada línea tri­
gonométrica corresponden dos arcos, uno menor y otro 
mayor que media circunferencia, excepto el seno que de­
termina dos arcos suplementarios; y como todo ángulo es 
menor de 180o, resulta que todas las líneas trigonométri­
cas sirven para determinar el ángulo, á excepción del seno. 

7. Pudiendo los triángulos ser rectilíneos ó esféricos 
la Trigonometría se divide también en rectilínea y esféri­
ca, según que trate de la resolución de los primeros ó de 
los segundos. 

Aquí solo trataremos de la resolución de los triángu­
los rectilíneos, ó sea de la Trip-onometría rectilínea. 
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l ü S c s r v . 

REPRESENTACIÓN A L G E B R A I C A DE LAS LÍNEAS 

TRIGONOMÉTRICAS. 

8. Las líneas trigonométricas se representan abre­
viadamente por sen., tg., eos., y cot. 

9. Vamos á examinar las variaciones que experi­
mentan estas líneas según las que sufre el arco. 

Si suponemos que un arco A M vaya disminuyendo 
sucesivamente hasta que el punto M coincida con A , es 
decir, hasta que se reduzca á cero, el seno disminuye has­
ta cero; la tangente llega también á reducirse á cero; el 
coseno vá aumentando hasta que llega á igualarse al ra­
dio y la cotangente, por último, aumenta indefinidamente 
y se convierte en infinito, puesto que el radio O A es pa­
ralelo á B G y solo en el infinito la encuentra. 

Tenemos, pues, 

sen. o0 b= o; tg. o" == o; eos. o0 = r\ cot. 0° = 00. 

Si el arco aumenta, el seno aumenta, la tangente au­
menta, y el coseno y la cotangente disminuyen; y cuando 
el punto M llegue á B, tendremos: 

sen. 90° = r\ tg. 90o =± oc; eos. 90o -= o; cot. 90 ' = o. 

Cuando#el extremo del arco pase de B, el seno dismi­
nuye, la tangente negativa disminuye, el coseno negativo 
aumenta y la cotangente aumenta también negativamente, 
hasta que al llegar á C, nos dan: 

sen. 180o === o; tg. 180o '— o; 

eos. 180o——r; cot. ^ o " =:—oo. 

Si el arco sigue aumentando, el seno vuelve á aumen-
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tar negativamente, la tangente aumenta, el coseno dismi­
nuye negativamente y la cotangente disminuye. Y al lle­
gar el extremo del arco á D tenemos 
o 

sen 270o = — r; tg. 270" =• go ; 
eos 270o rr: o; cot 270o =: O. 

Sigue aumentando el arco, y el seno vuelve á dismi­
nuir negativamente, la tangente también disminuye nega­
tivamente, y el coseno y la cotangente aumentan, la pr i ­
mera positiva y la segunda negativamente; hasta que el 
extremo del arco llega á A , en cuyo caso 

sen. 360o = o; tg. 360" = o; 
003.360°==;-; cot. 360°= — 00. 

Es indudable que á seguir creciendo el arco se irían 
reproduciendo los valores de las líneas trigonométricas 
ya examinados. 

10. Vemos, pues, que el seno y coseno varían de -{- r 
á — r; y que la tangente y cotangente varían de -{- oo 
á — 00 . L o que nos dice qne toda cantidad puede re­
presentar una tangente ó una cotangente; pero no puede 
ser representación de un seno ó de un coseno, si su valor 
absoluto es mayor que el radio. 

Que las líneas trigonométricas del primer cuadrante 
son todas positivas, las del segundo, tienen el seno posi-
'ivo y todas las demás líneas negativas; las del tercero, el 
seno y coseno negativos, y la tangente y la cotangente 
positivas; y las del cuarto, todas negativas á excepción 
del coseno., 

11. E n cuanto á los arcos negativos es indudable que 
tienen las mismas líneas trigonométricas que los positi­
vos que tienen los mismos extremos. 

Así, pues, llamando a á un arco cualquiera, 2 te á la 
circunferencia y ÜT á un número entero cualquiera, que 
puede ser positivo ó negativo, tendremos 

sen. a =z sen. (2 K tc -j-, a); tg. a =a tg, (2 K k - j - a); 
eos. a = eos. (3 K íí 4- a); cot. a = cot. (2 K « + a) 
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12. Determinar las lineas trigonométricas de mi arco 

negativo en función de las del arco i gua l positivo. 
Sea A M ' " = — a (figf. 2) un arco negativo cualquie­

ra; tracemos sus líneas trigonométricas M" ' E , A T , O E 
y B G ' . Prolonguemos M ' " E hasta que encuentre en M á 
la circunferencia y tendremos A M = z í z ; y E M = : E M ' " 
(Geom. 64). L a igualdad délos triángulos O A T y O A T , 
O 13 G y O B G ' , nos dá también A T ^ A T ' y B G = 
B G ' . 

Luego tendremos, 
sen. —• a ~ — sen. a ; tg. — ¿z =• —. tg. a\ 

eos. — « = eos. a\ cot. — a = — cot. a . 

lo que nos dice, que los cosenos de dos arcos iguales y de 
signos contrarios son igitales y delmismo signo, y los senos% 
tangentes y cotangentes son iguales y de signos contrarios. 

13. Determinar las líneas trigonométricas de wt arco 
en función de las de su arco complementario ó suplemen­
tario. 

De las definiciones de las líneas trigonométricas del 
arco complementario (3) se deduce, inmediatamente 

sen. (90o - — a ) — eos. a; tg. (90o -— 0) =« cot. a\ 

eos. (90o — a) s=¡ sen. a\ cot. (90o — a) ¿=3 tg. a\ 

sen. (90° -\- a ) — eos- — a = eos. «; 

tg. (go0 -f- a) — cot. — az^ . ~ cot. a\ 
eos. (90o -\- a) = sen. — tf = — sen. «; 

cot. (90° -j- a) = tg. — a; = — tg. a . 

Del propio modo, observando que el suplemento de 
a es 180o — « = 90o + (90o — a) resultará 

sen. (iSo9 — a)f==. sen. (90o + (90o — «)) = 
eos {—(90o —-«) = eos. (90o — a ) = . sen. a. 

tg.ClSo0- rt) = t2 (9O0^-(9o(,—«))=-cot. ( — ( g o 9 - ^ ) ^ 
— cot. (90o— a) w — tg , a 
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eos. ( i8o0~ a) = eos. (90o + (90o — a ) \ = 

sen. (—(90o -— c)) =z — sen. (90o — a) — — eos. a 

cot. (iSo"— a) = cot. (90o + (90o—«))== 
tg . (—(9o<)~a)) = ~ tg. (90°— a) — ~ cot. a 

Que nos dice que ¿os senos de dos arcos suplementarios 
son iguales y del misino signo, y las tangentes, los cosenos y 
las cotangentes son iguales y de signo contrario. 

L o que nos comprueba lo manifestado (6): que to­
das las líneas trigonométricas determinan el ángulo, á ex­
cepción del seno. 

FÓRMULAS TRIGONOMÉTRICAS F U N D A M E N T A L E S . 

14, Vamos á determinar las fórmulas qué estable­
cen las relaciones que ligan á las líneas trigonométricas 
de un arco, y que se denominan fundamentales por dedu­
cirse de ellas todas las demás. 

Sea A M :r: «;, (fig. 2) un arco positivo y menor que 
un cuadrante, llamemos r al radio del círculo; el triángulo 
rectángulo O E M nos dá (Geom. 106), 

M E + O E = O M ó sea sen2 « - f -eos 'a =: y». 
Los triángulos semejantes O M E y O A T nos darán 

la relación, 

M E O E sen. a eos. a 
- r - V " ^ r\ a ' ó sea ~l " — S de donde 
A i U A tg. a r 

r sen a 
tg. a sa eos a 

Del mismo modo los triángulos O M F y O G B nos 

^'n M F 0 F ' cos- a sen « J J J 
dan - r r p - == • >>. ,-.-, o sea — - — — _, de donde 

15 u u l i cot. a r 
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r eos. a 

sen. a 
15. Aunque estas fórmulas se hayan obtenido en la 

hipótesis de ser el arco positivo y menor que un cua­
drante, es fácil demostrar que son generales, pues cual­
quiera que sea la posición del punto M las líneas tr igo­
nométricas formarán siempre triángulos semejantes; luego, 
por lo que respecta á los valores absolutos, no cabe duda 
de su generalidad; y en cuanto á los signos, nada más 
fácil que comprobar suconformidad con lo establecido (9). 

16. Las relaciones que hemos determinado nos per­
miten hallar el valor de las líneas trigonométricas en fun­
ción de una de ellas, siempre que se conozca el radio. 
Ahora bien, es indudable que estas fórmulas se simplifi­
carán haciendo el radio igual á la unidad, lo que las cort-
vierte en 

sen2 a -\- eos2 ^ = 1 (ij; 
sen. a 

tgr. a — (2) 
b eos. « v ; 

• cos. a 
cot. a zzz (3}-. 

sea, a 

Resta solo ver el modo de restablecer el radio en una? 
fórmula obtenida en la hipótesis r = I, cuando tenga 
distinto valor. 

Ahora bien, observando que la relación entre las líneas 
trigenométricas y el radio será siempre constante, si l la­
mamos « y a' á dos arcos de igual graduación en las cir­
cunferencias cuyos radios sean I y ?% tendremos 

sen, d . , . sen. a! 
, de clonue sen. a ~ ; 

lo que nos dice gue pa ra restablecer el radio basta reem­
p lazar cada linea trigonométrica por su razón a l radio. 

17. Conocido el seno de un arco, determinar las de­
más lineas trigonométricas. 
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La fórmula (i) nos dá 

eos. a — ' á i v l — sen a > 

y sustituyendo este valor en las otras dos, tendremos 

sen. « y I — sen2 a 
^ \/1 — sen5 a ' sen. a 

18. Dado el coseno de un arco, determinar las demás 
lineas trigonométricas. 

Se resuelve como el anterior. 
i g . Conocida la tangente de un arco, determinar el 

seno, coseno y cotangente. 
L a fórmula (2) nos dá 

, sen3 a , te:2 a sen2 a 
tg a = ; — ü - ^ — . 

eos-1 a i eos a 

de donde (Arit. 160 y 161) 

1 ~f" tg5 a sen2 « -{- eos2 a 1 

y 

I eos a eos2 « 

I 4" tg2 « sen2 a -f- eos2 <z I 
tg2 « sen2 « sen2 a ' 

de donde 
1 te. a 

COS. « = , , :f=r') y sen. ¡7 = ^—, , *., ~ : v/1 + tgJ « y ± s/ I + tg2 « ' 

que nos dan cot. a = 
t s . a 

que nos dice que l a tangente y l a cotangente son recípro­
cas, conforme á lo que indican las fórmulas (2) y (3). 

L o mismo determinaríamos las otras tres líneas tri­
gonométricas, dada la cotangente. 



— 213 

R E L A C I O N E S E N T R E L A S LÍNEAS 
TRIGONOMÉTRICAS D E DOS ARCOS Y L A S D E L A 

SUMA Ó D IFERENCIA DE LOS MISMOS ARCOS. 

20, Dados los senos y cosenos de dos arcos, ¡tal lar e l 
seno y el coseno de la suma de los mismos arcos. 

Sean A B = rt: y B C = ¿ los dos arcos, cuya suma 
es A C — a -\- b (fig. 3). 

Se nos dan R D = sen. a\ O D = eos. ¿ü; C E = sen. b 
y O E = eos b; y se nos pide C F = sen. {a -\- b) y 
O F = eos {a -f- b). 

FIG.Z, 

Tracemos las perpendiculares E G y E H á C F y O A 
y supongamos el radio igual á la unidad. 

Tendremos; 
sen. (a + ¿) = C F = ,F G + G G = E H + G C {a) 

y eos. (« + ¿J = O F =- O H — F H = O H — G E {b) 
Ahora bien, los triángulos semejantes O B D y O E H , 

C G E y O D B, nos dan 

E H O E , E II J ^ A _ 
• B U "~ O B ' 0 Sea "sen. a ~ ~ " T ~ 

de donde E H = sen a eos. b 
O H _ O E , O H _cos b 

UIT - o B ' 0 sca ~^s7 a ~ " ~T ' 
de donde ü H 1=: eos. a eos. b. 



d« donde 

eos. a 

eos. a sen 

sen. b 
s =r-% o sea 

O B ' sen. a 

de donde G E = sen. a sen. í . 

Reemp lazando estos valores en {a) y (¿), resul tará: 

sen. (íz + ¿) = sen . a eos. ¿ - f cos- a sen- ¿ (4) 

eos. (a + ¿) = eos. « cos. ¿ — sen. « sen. 5. (S) 

21. S i en estas fórmulas hacemos ¿ = — <5, resultará: 

sen (a—¿) = sen a cos — ¿ - f cos ^ sen — ^ = 
sen « cos ¿5 — cos « sen ¡5 (6) 

cos (^—¿) ;=- eos a cos — ^ — sen ¿z sen — ¿ = 

cos a cos ^ + sen a sen ^ (7) 

que nos dan los senos y cosenos de la d i ferencia de dos 
arcos en función de los senos y cosenos de estos arcos . 

E s t a s fórmulas pueden deducirse d i rectamente de m o d o 
análogo á las anter iores. 

22. D a d a s ¿as tangentes de dos arcos, h a l l a r l as tan­
gentes de l a suma y de la d i fe renc ia de los mismos arcos. 

L a fórmula (2) nos dá 

. .v sen. {a-\-b) sen a cos b + cos a sen b 
t g . ( a + b ) = ; . ; = - 7 - ^ f *» 
43 v ' ' cos. ( « + ¿ 7 eos a cos o — sen a sen b 

y d iv id iendo ambos términos po r cos. a cos. b, 

tg Cá+¿) = 

sen . a cos. ^ c o s . íz sen. b 
cos . a eos, b cos . «: cos . ¿ 
c o s . a cos. ¿ sen. a sen. ¿ 
cos . a cos. b cos . « cos. b 

_ tg' g + tg. b 
' I — tg. a tg. ¿ (8) 
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Del mismo modo se obtiene 

tg. (a~b) == —^ §— f9\ 
* K ' I-f tg. « tg. ¿ ^ , 

23. Dadas las cotangentes de dos arcos, hal lar las 
cotangentes de la simia y de la diferencia de los mismos 
arcos. 

L a fórmula (3) nos dá 

, , r. eos. (¿2:4-í) eos. a eos. ¿ — sen. ¿z sen. í5 
cot.{a-\-b) — ; . .. = j—. • 7 

sen. («-j-^) s&n .acos .o - \ -eos . aszw. o 

y dividiendo ambos miembros por sen. a sen. b, 

, . • cot. a cot. b —̂  i 
cot. ( a + ¿ == r-j—. : . (10) 

v cot. b -\- cot. a v 

Y del propio modo 

cot. a cot. ¿ 4 - 1 
cot. O — ¿) = —1 -J . II 

v cot. o — cot. a 

FÓRMULAS TRIGONOMÉTRICAS D E R I V A D A S . 

24. H a l l a r las líneas trigonométricas del duplo de un 
arco, en función de las de este arco. 

Si en las fórmulas (4), (5), (8) y (10) hacemos a ~ b, 
resultará: 

sen. 2 « — 2 sen. a eos, a 

eos. 2 a = eos2 a — sen2 a 

2 tg. a 
tg. 2 a = 

i — tg2 « 

cot2 a — i 
cot. 2 a = 

2 cot. a 
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25. H a l l a r las l ineas t r igonométr icas de l t r ip lo de 

un ares, en función de l as de este arco. 
Hac iendo b = 2 a , en las mismas fórmulas, resul ta , 

sen . 3 « = sen. a eos. 2 a -\- eos. a sen , 2 a 

eos. 3 « = eos. a eos. 2 a — sen. a s e n . 2 a 

tg . a 4 - tg;. 2 a 
tg . 3 ^ 

I tg . ¡2 tg . 2 rt 

GOt. « COt. 2 rt —I 
COt. 3 « = 

cot. 2 a -f- cot a 

y reemplazando sen. 2 a , eos. 2 «, t g . 2 ¿z y cot. 2 a por 
sus va lores anter iores, 

sen. 3 « = 3 sen. a — 4 sen3 a 

eos. 3 « = 4 eos. 3 a — 3 eos « 

3 tg . ¿z — tg3 a 
tg . 3 « 

cot. 3 « — 

1 - 3 tg2 « 

cot3 a — 3 cot. a 
3 cot2 a — I 

D e l m ismo modo obtendr íamos las líneas t r i g o n o m é ­
tr icas del arco cuadrup lo , en función de las de este arco . 

26 . D a d o e l seno de un arco, l i a l l a r e l seno y coseno 
de su m i tad . 

A 
H a c i e n d o a = en la fórmula sen. 2 a , 

2 ' 
tendremos 

A A 
sen. A =-2 sen. eos. : 

2 2 
la fó rmu la ( l )nos da 

I = S( 

que sumadas y restadas nos dan , 

a A . 0 A 
I = sen- f- eos2 

2 ' 2 
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l -f- sen. A = Icos. \- sen. •—I 

A / A A V 
I — sen. A = (eos. sen. — I 

\ 2 2 J de donde 
A . A , . . 

eos. — - + sen. - — nr ± y/1 ^ - sen. A 

A ^ 
eos. -— sen. — - — ± y' i _ sen. A 

2 2 v 

que nos dan ( A l g . 2); 

A , sí 14 - sen. A , y/ 1 — sen. A 
eos. = ± -—; • ± 

2 2 2 

A , \ / I + sen. A , v/ i — sen. A 
sen.' = ± ± . 

2 2 2 

27. Z?rtí/<? í/ coseno de un arco, ha l la r e l seno y co­
seno de su mitad. 

Haciendo a = en la fórmula eos. 2 a, 
2 

tendremos 

cos. A = eos3 — - ~ sen3 
2 2 

y la fórmula (i) nos dará 

= A ', . A 
i = eos5 — - -f- sen 2 ' 3 

de donde (Alg. 2); 

A I 4" cos- A 
eos 

sen5 

de donde 

2 2 

A i — cos. A 

28 
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A \/ i -\- eos. A 
eos 

2 2 

A , V/ ! — cos- A 
sen. = ± * 

TRAJNÍSFORMAGIOxNES TRIGONOMÉTRICAS. 

.28. Convertir l a suma ó la diferencia de dos senos ó 
de dos cosenos, en productos. 

Sumando y restando las fórmulas (4) y (6) y las (5) y 
(/}, tendremos 

sen. {a - J - ¿) + sen. [a — <5) = 2 sen. a cos. b 

sen. {a + ¿) — sen. (a — ¿) = 2 cos. a sen. b 

eos. {a + ¿} + cos. {a — b) =. 2 cos. a cos. ¿ 

eos. \ a -^ b) — eos. {a — b) = ~ 2 sen. a sen. ¿ 

Fórmulas que resuelven el problema, pero á las que 
puede dársele forma más conveniente, haciendo 

a -J - ¿ == A : a — ¿ = B; 
de donde 

A - f B i A — B A _ ! y ¿ — ; 
2 ^ 2 

y se convertirán en 

a i tj A - f B A — B 
sen. A + sen. B = 2 sen. • cos. 2 

. „ A + B A — B sen. A — sen. B — 2 cos. L — sen. 
2 

cos. A + cos. B = 2 cos A + J L cos A — ^ 
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» t, A + B A — B 
eos. A — eos. B = — 2 sen sen. — — 

2 2 
qne pueden traducirse al lenguaje vulgar para su. más fá­
cil recordación. 

29, Razón de la suma ál¿ los senos de dos arcos á l a 
diferencia de los mismos senos. 

S i dividimos ordenadamente las dos primeras: fórmulas 
últimamente obtenidas, tendremos: 

A - f B A — B 
sen, • eos. -f- sen. B 2 2 

sen. A — sen. B ' A + B̂  A — B 
eos. sen. 2 

A - f - B 
A + B A — B 

tcr. . cot . — -
fa 2 2 A - B tSf. 

lo que nos dice que l a razón de l a smna- de los senos de 
dos arcos á l a diferencia de los mismos senos, es igual a l a 
razón de l a taytgente de l a semi-siima de dichos arcos a l a 
tangente de l a semi-diferencia de los mismos. 

30. Convertir en prodiuta l a suma de las tangentes 
de los tres ángulos de un triángula: 

S¡ llamamos A , B y C á \os trey ángulos del tn inguv 
lo, siendo C suplemento de A - j - By será (13) 

tg. (A 4 - B ) = — t g , . C ; 

de donde (22) 
tg. A + tg. B _ 

I — tg. A tg. B s 

tg. A + tg. B + tg. C = tg. A tg. B tg. C. 
31. Disponer p a r a e l calado logarítmico e l binomio-

m sen a -}'• n eos a. 
Tenemos que 
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msen a - \ - n eos a — m ísen a -| eosaV 

n v haciendo (10) = tg. a, resultará: 

m sen. a - \ - n eos. a — ni (sen. « - f *£• a cos' <*) -

( s e n . a eos. rt \ 
sen. a + — — I 

cos. a / 
ósea 

( s e n . (a -\- a) \ 
cos. a / 

sen {a -\- a). 
cos. a 

CONSTRUCCIÓN DE L A S T A B L A S TRIGONO­
MÉTRICAS. 

32. Las tablas trigonométricas son unos estados or­
denados por columnas que contienen los arcos de 9 á 90o, 
de I' en i ' , ó de 10" en 10'', etc., y enfrente los logaritmos 
de sus líneas trigonométricas. 

Como las líneas trigonométricas del primer cuadrante 
comprenden todos los valores absolutos de que son sus­
ceptibles las líneas trigonométricas, dicho se está que bas­
tará que las tablas contengan todos los arcos de O á 90o; 
y si se tiene en cuenta que las líneas de un arco son las 
colíneas de su complemento, bastará calcular las de los 
arcos de 9 á 45o. 

33. Los valores de las líneas trigonométricas pueden 
calcularse sencillamente para algunos arcos particulares, 
mediante el siguiente principio. 
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E l seno de un arco menor de 180o es mitad de l a cuer­

da del arco duplo. 

Pues hemos visto (12) que E M era mitad de M M ' " y 
A M mitad de M A M ' " (üg. 2). 

Así pues, para el arco de 30o, 

sen. 30' = — cuerda 60o ±~ —• 
2 2 

I v/ 3 
eos. 30o = sen. 60o — — cuerda I2D8 == 2 2 

y por tanto, 

sen. 30,, I _ v ' T 
tg. 30" = eos. 30° y/ 3 3 ' 

eos. 30o , 
^ cot-30 - l í K T ^ = ^ 3 

I \ / 2 

Si el arco es de 45o, sen. 45o == cuerda Qo" = ; 

eos. 45o === sen. 45o = tg. 45° = i y cot. 45o — 1. 

Si el arco es de 6o0, sen. 60o == eos. 30o — 

,» . VI 

eos. 60o -= sen. Z 0 " ' = ; 
2 

tg . 60o = cot. 30o = \/ 3 ; y cot. 60o — tg. 30o — v 

Si el arco es de 120o, sen. 120o = sen. 60o =: 

COS. 120° s a — COS. 60° s a 

3 

2 

1 

2 

tg. 120" = — tg. 60" = — v/T"; 



v/T 
- 2 2 2 -

y cot. 120° =: — cot. óo" = 

Del mismo modo, sen, ift0 = sen. 45"' = ~ f j 

eos. 135° — — cos. 45o = — 
\ / 2 

tg. 135o = — tg. 45° = - 1; 

y cot. 135° = — cot. 45o = — 1. 

Por último, sen. 150o = sen. 30* = — 
2 

cos. 150o = — cos. 30* = s/T 

tg. 150 '= : — tg. 309 =r V 3 
3 

y cot. 150o = — cot. 30o = — v/ 3 . 

34. L a determinación de los valores de las líneas 
trigonométricas se funda ea los dos principios siguientes: 

1.° Todo arco menor que un cuadrante, es mayor que 
su seno y menor que su tangente. 

f IG. 4 , 

E n efecto, el arco es mayor que la cuerda, y como la 
cuerda es mayor qne el seno, con más razón será el arco; 
mayor que el seno. 

Además, sabemos (Geom, 15) que are. A . B < B C - ) - C A 
pero B C < C D; luego con más razón are. A B < C D -|-
C A = A D. 
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2.° E l seno de un arco menor que un cuadrante, es 

mayor que la diferencia entre el arco y leí cuarta parte 
del cubo del arco. 

E n efecto, acabamos de demostrar que 

i 
sen, — a 

i i ^ 2 1 
tg. — a > — d, ó sea > a , 

2 2 i 2 
eos. — a 

2 
1 I I 

o sen. a > a eos. a . 
2 2 2 

Multiplicando los dos miembros por 2 eos. <t, 

i I , 1 
2 sen. a eos. a > a eos a\ 

2 2 2 
ó bien (24), 

sen. a > a \ \ — sen3 a \ \ 

, i 0? pero i — sen a > \ ; 2 4 ' 

/ «2 \ di» 
luego sen <i > a 11 — 1 zr: a — • . 

\ 4 / 4 
35. Esta propiedad nos permite tomar el arco en vez 

del seno, con un error menor que la cuarta parte del cubo 
del arco. 

Pero de iSo" = 7r = 3,141592653589.... se deduce, arco 
de 10'' r= 0,000048481368 ; luego el cubo de 10" ten­
drá ceros para sus doce primeras cifras decimales, y por 
tanto, para el tercio de su cubo; lo que nos indica que el 
arco de 10" y su seno tienen al menos comunes sus doce 
primeras cifras decimales. 

Por consiguiente, 

sen. íd' ' = 0,000048481368 
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Conocido el sen. de 10", conoceremos el 

coseno 10" = \ / l — sen2 l o " , 

y conocidos el seno y el coseno de 10", conocemos (24) 
los de 20", 30" etc. á. 

Determinados los senos y cosenos, determinaremos 
las tangentes y cotangentes mediante las fórmulas (2) y (3). 

Como las tablas están calculadas, unas en la hipótesis 
del radio igual á la unidad, y otras con el radio igual á 10'° 
cuyo logaritmo es 10, bastará para pasar de unas á otras, 
añadir 10 unidades á los logaritmos de las líneas calcula­
das en el supuesto de ser el radio igual á la unidad. 

DISPOSICIÓN Y USO DE L A S T A B L A S . 

36. Indicada la forma de obtener las líneas tr igono­
métricas de los arcos de o á 45°, que las tablas deben 
contener, su ordenación, para la constitución de las mis­
mas es por demás sencilla. 

Omitiendo detalles que se encuentran precisados en 
las tablas, cuya disposición suele variar según el autor, 
nos limitaremos á indicar que acostumbran á marcarse los 
grados en la parte superior de cada página y los minu­
tos en la primera columna; y los grados del arco comple­
mentario en la parte inferior y los minutos en la última 
columna; y en otras cuatro, los logaritmos de los senos, 
tangentes, cotangentes y cosenos de los arcos respecti­
vos, con una columna intermedia que sirve para las di­
ferencias de cada dos logaritmos consecutivos, ó bien 
para su parte proporcional. 

Las correspondientes á las tangentes y cotangentes 
son comunes en virtud de su propiedad (19), 
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37. Dos problemas pueden ocurrir en el uso de las 

tablas trigonométricas. 
i.0 Dado un ángulo, ha l la r los legaritmos de sus 

linfas trigonoméiricas. 
2.° Dado el logaritmo de una linea trigonométricas 

ha l la r su ángulo. 
Prescindiremos, desde luego, del caso en que el ángu­

lo ó la Hnea trigonométrica dada, estén en las tablas, 
pues á la simple vista se encontrará la línea ó ángulo 
pedido. 

Supongamos, para fijar las ideas, que deseamos hallar 
el log. sen. 37°, 45', 24". 

Este ángulo no está en las tablas, pero se encuentra 
comprendido entre el ángulo 37° 45' y el de 37° 46'; luego 
su log. sen. estará comprendido entre los log. senos de 
estos dos ángulos. 

Hallando, pues, el log. sen. 37o 45' y determinando la 
diferencia entre este log. sen. y el de 37'', 45', 24", añadida 
al logaritmo hallado, nos dará el log. seno pedido. 

Pero se admite que las diferencias de los arcos son d i ­
rectamente proporcionales á las diferencias de los logarit­
mos de sus lineas trigonométricas, luego tendremos, 

37'' 4 ^ — 37° 45' 
37o 45 '24" — 37° 45' 

log. sen. 37° 46 ' — log. sen. 37o 45' (diferencia tabular) 
log. sen. 37o 45' 24'' — log. sen. 37'' 45 (incog,a del probl.8) 

60" 163 
o sea r— = 24 ' x 

de donde 

163 
^ = 24 x - ^ - = 24 X 2,71, 

que es la parte proporcional, = 65. 
Luego para determinar la diferencia buscada, se mul­

tiplica el número de segundos por la parte proporcional. 
Ahora bien, 

29 



l og . sen. 37° 45' == l 7% 6906, 

luesfo 

log. sen. 37" 45' 24" = 1.786971-
Del propio modo obtendríamos el log. tg., log. eos, 

ó log. cot., teniendo únicamente en cuenta que para los 
cosenos y cotangentes, en lugar de añadir la diferencia, 
debe restarse; puesto que ¿os cosenos y cotangentes dismi­
nuyen á medida que el arco alimenta. 

2.0 Determinar el ángulo cuyo log. sen. = 1,786971. 
Buscaremos en la columna de los senos este logaritmo 

y veremos que se encuentra comprendido entre 

1,7869-06 y ^787069; 

que corresponden respectivamente á los arcos 37° 45' y 
37° 46'; luego el ángulo que se busca será mayor que 
37° 45' y menor que 37° 46'. 

Sea x la diferencia entre el ángulo que se pide y el de 
yj" 45' la proporción ya dicha será en este caso, 

60 163 
x ~~ 65 

de donde 
^ 60 ^ 163 

^ 6 5 x ^ 3 - = 6 5 : - ^ = 65: 2, 71, 

que es 1-a parte proporcional, = 24. 
Luego el ángulo pedido es 37" 45' 24". 
L o mismo se determinaría el ángulo, conocido el log. 

eos., log. tg. ó log. cot , teniendo tan solo en cuenta lo 
advertido anteriormente, en cuya virtud, si se nos diera el 
log. eos. ó el log. cot., deberíamos buscar en las tablas el 
inmediato mayor, en lugar del menor. 

Por último, si el ángulo dado fuera mayor de 90o, to­
maríamos la línea trigonométrica del ángulo suplementa­
rio con el signo que la correspondiera (13). 
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X j s s a s r s r i i ; 

R E L A C I O N E S E N T R E LOS E L E M E N T O S DE LOS-
TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS. 

58. Vamos á establecer finalmente las relaciones que 
ligan á los lados y ángulos de los triángulos, comenzando 
por los rectángulos. 

Para mayor claridad y precisión se ha convenido en 
representar por A , B, C, las ángulos de todo triángulo y 
por <?, h, c, los lados opuestos. 

Cuando el triángulo es rectángulo, A-representa siem­
pre el ángulo recto, y, por consiguiente, a la hipotenusa. 

L a resolución de los triángulos rectángulos se funda 
en los dos principios siguientes. 

39. E n todo triángulo rectángulo, un cateto cualquie­
r a es igual á la hipotenusa multiplicada por el seno del', 
ángulo opuesto: 

FIG.5. 

Sea el triángulo A B C; trazo desde el vértice B, conr 
un radio igual á la unidad, el arco D F y su seno D E , 
que será el seno del ángulo B. 

Los triángulos semejantes A B C y B D E nos dan: 

A C B C . b a 
U E " — ~ED~ ' 0 SCa sen. B ~ " ^ T " ' 

de donde l>=. a sen. B. 
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Coro lar io . E n todo triángulo rectángulo, %m cateto 

cualquiera es igual á l a hipotenusa nmltiplicada por el co­
seno del ángulo comprendido. 

Pues sabemos que sen. B = eos. C; lo que convierte 
la fórmula anterior en b = a eos. C. 

También puede demostrarse directamente, como el 
principio anterior. 

40. E n todo triángulo rectángulo^ un cateto cualquie-
ro es igual a l otro cateto multiplicado por l a tangente del 
ángulo opuesto a l primero. 

Tracemos la tangente F Gr del arco D F , que será la 
tangente del ángulo B. Los triángulos semejantes A B C 
y F B G nos dan: 

A C A B , b c 
o sea F G B F tg. B ~" 1 ' 

de donde b = c tg. B . 
Coro la r io . E n todo triángulo rectángulo t un cateto 

cualquiera es igual a l otro cateto multiplicado por la co­
tangente del ángulo opuesto a l segundo. 

Pues de tg. B = cot. C, resulta b — c cot. C. 
Estos principios se deducen también del primero; 

pues de ¿ = a sen, B; y c = « eos. B; resulta 

— = t g . B , ó ¿ = <:tg B; 

y también — — = cot. B , 6 c — b cot. B. 

Estos principios y el teorema de Pitágoras bastan 
para los cuatro casos que pueden ocurrir en la resolución 
de los triángulos rectángulos. 
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luscafescxti. 
RESOLUCIÓN D E L P R I M E R CASO DE LOS 

TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS. 

41. Resolver un triángulo rectángulo dados los dos 
catetos. 

Se conocen b y c \ y se pide hallar <?, B y C . 
E l ángulo B le deduciremos déla fórmula ¿ = c t g . B ; 

que nos dá tg. B = <; de donde 

log. tg. B =a log. b -j- cto. log. c 

E l ángulo C = 90° — B. 
Por último, la hipotenusa la obtendremos por la fór­

mula b = a sen. B; de donde 
b 

a = 5- ; y 
sen. B 

log. a = log. b -\- cto. log. sen. B . 
Aplicación de las fórmulas halladas al caso en que: 

b = i53m, 85; y c = 534m.i7-

RESOLUCIÓN D E L SEGUNDO CASO D E LOS 
TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS. 

42. Resolver un triángulo rectángulo dados l a hipo­
tenusa y un cateto. 

Se nos dá a y ¿; y se nos pide hallar í, B y C . 
E l ángulo B le obtendremos por la fórmula b= ia sen B, 

que nos dá sen B = \ de donde, 
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log. sen. B z r log. ó + c^0- ^0S- a-

E l ángulo C = 90o — B. 
E l cateto c se puede deducir de la fórmula c =̂  a sen C , 

de donde, 
log. c = log. a + log- sen. C. 

Aplicación al caso en que: 

a=328mt 64; y ¿ = I75m, 39-

RESOLUCIÓN D E L T E R C E R CASO D E LOS 
TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS. 

43, Resolver un triángulo rectángulo, dados la hipo­
tenusa y tm ángulo agudo. 

Se conocen « y B; se quiere obtener b, c y G. 
Desde luego C rz: 90o — B. 
E l cateto b se deduce de la formula b = a sen B; que 

nos dá: 
log. b = log. a -f- log. sen. B. 

E l cateto c se puede obtener por la fórmula 
c — a eos. B; de donde, 

log. c = log. a -{- log. eos. B. 

Aplicación de estas fórmulas al caso en que: 
a — 27211", 39; y B — 43o 5' 42", 34-

Z L X X X V I . 

RESOLUCIÓN D E L CUARTO CASO D E LOS 

TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS. 

44. Resolver un triángulo rectángulo dados un cateto 
y tm ángulo agudo. 
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Conocidos b y B, determinar a, c y C. 
L a hipotenusa nos la dará la fórmula ¿5 = « sen B; de 

donde a — — ; y 
sen. B 

log. a = log. ó -\- oto. log. sen. B . 

E l cateto í, lo hallaremos por la fórmula ¿> — c tg. B; 
de donde, c z= ———: v 

tg. B y 

log. c == log. d + cto. log. tg . B. 

E l ángulo C = 90o — B. 
Aplicación de estas fórmulas al caso de 

3 = 4354m, 59; y B — 19" 15' 46", 15. 

L X X X V I I . 

R E L A C I O N E S E N T R E LOS E L E M E N T O S DE LOS 
TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS. 

45. L a resolución de los triángulos oblicuángulos ó 
generales se funda en los siguientes principios. 

En todo triángulo, los lados son directamente projior-
cionales A los senos de los ángulos opuestos. 

Sea A B C el triángulo, bajemos la perpendicular á 
uno de los lados desde el vértice opuesto. Esta perpen­
dicular caerá dentro ó fuera del triángulo. 

E I G . B 
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E n el primer caso, tenemos que los triángulos rectán­

gulos B D A y B D Cnos dán(39), 

B D = c sen. A | 
[ c sen. A = « sen. C, ó sea 

B D = « sen. C ) 
c sen. C 
a sen. A 

E n el segundo, los triángulos B D A y B D C nos 
darán, por la misma razón, 

B D = c sen. B A D = c sen. A i 
\ c sen. A = « sen. C; 

B D = a sen. C j 

c sen. C 
o sea sen. A 

Coro lar io . E n todo triángulo, la suma y l a diferencia 
de dos lados son directamente proporcionales á las tatigen-
tes de la semisuma y de la semi-diferencia de sus ángulos 
opuestos, 

. , c sen. C 
Pues de la proporción — - -

v v a sen. A 
resulta (162, Arit.) 

c -\- a sen. C + sen- A 
c — a sen. C — sen. A 

pero (29) 
f C + A 

sen. C - f sen. A ^ 2 

luego 

sen. C — sen. A C — A 
tor. 

i+a ts-
C + A 

c —• a C -f- A 
tg. — _ , 
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46. Éh lodo triángulo, e l cuadrado de un lado es 

igual á la suma de los cuadrados de los otros dos, menos 
el duplo de su producto por el coseno del ángulo compren­
dido. 

Pueden ocurrir los dos casos ya expresados (fig. 6). 
E n el primero, tenemos (Geom. 109), 

rt3 = ¿2 - f í2 - 2 ¿ X A D; 
pero el triángulo rectángulo A B D nos dá (39, cor.), 

A D =5» ¿ eos. A ; luego 

«2 ^z b"1 -\- c'1 — 2 b c eos. A . 
E n el segundo caso, tenemos (Geom. l io) , 

rt2 =̂ ¿2 + ¿2 + á ¿ X A D; 
pero (39, cor.) en el triángulo A B D, 

A D = c eos, B A D == — c eos, A (13) 
luego 

r?2 =r ¿2 + t,-2 — 2 ¿ c eos. A . 
47. De lo expuesto se deduce que cada una de laá 

propiedades anteriores establece las relaciones que ligan 
á los seis elementos del triangulo, y bastaj por tanto, para 
la resolución del problema general de la trigonometría rec­
tilínea; por lo que pueden deducirse unas de otras; asf 
como de estas resultan también las de los triángulos rec­
tángulos, que no son más que un caso particular de aquel. 

No ta . E n la resolución de los triángulos hemos em­
pleado y seguiremos empleando el complemento logarit-
7mco, ó complemento á cero, en vez del complemento arit • 
mético, por la mayor sencillez y comodidad que en los > 
cálculos se obtiene. 

BESOLUGIÓN DEL P R I M E R CASO DE LOS 
TRIÁNGULOS OBLICUÁNGULOS. 

______ 

48. Resolver un triángulo^ dados un lado y dos án­
gulos. 
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Se nos tlá a , B y C , y se desea hal lar (5, c y ' A . 

•Desde luego A ;= 180" — (15 i - C ) . 
B i lado ¿> lo obtendremos de la ecuación 

ó sen. B . , , a X sen. B 
que hos da, v = « sen. A ^ sen. A 

de donde 

l o g . ¿ =- log; , « - j -dog . seíi. B -\- cto. l o g . sen. A 

De l m ismo modo deduc i remos í de la-relación 

c sen. C, , , a sen. C 
-; que nos oa c = a ~ -sen. A ' n sen. A 

•de* donde 

l o g . 6 -= l o g . a - [ - l o g . sen. C -f- Cto. l o g . sen. A 

Ap l i cac ión de estas fórmulas al caso en que: 

a = Í 4 6 7 r a , 48 ; B = 75°. 3,9', 4 7 " 6 ; C = 38", i ' , 30 " , 4 . 

RESOLUCIÓN D E L S E G U N D O C A S O D É L O S 

T R I Á N G U L O S O B L I C U Á N G U L O S . 

49 . Reso lver -un t r i ángu lo , dados dos lados y e l ángu-
*lo comprendida. 

Conoo idos «, ¿ y C , hal lar c, A y - B . 
Desde luego se t iene A -|- B = I8o', — C . 
"¥ podremos deduc i r el va lo r de A — B, d e í a fó rmu la 

A + B 
t » 

a - \ - b ^ 2 
b A - B 

te : .— 

'o •sea, 



a> -\- b 
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tg-
ta 2 

dé dónde 

f a - b . (—^ tg. (90" - - § - ) ; 
tg, _ = L _ ^ L. 

que nos dá. 

log. tg. ——^ — log.(rt -¿) + log. tg. ígo0— —j'+ 

cto. log . (íT -\-b) 
Gónocidos A - { - B y A — B, se conocerán A y B», 

(Alg. 2). 
E n cuanto al lado c se puede deducir de la fórmula 

a sen. A 
-; que nos da. c sen. C 

a sen.C 
-r—• ; de donde 

sen. 

log. c — log. « -j- log. sen. C -jr oto. log- sen. A . 

Aplicación de estas fórmulas al caso en que: 

a - 324" , 58; ¿ = 2I5M , 47, y C = 4 A 34', 23" 5& 

22:0. 

RESOLUCIÓN D E L T E R C E R CASO DE LOS TRIÁN­
GULOS OBLICUÁNGULOS. 

50. Resolver un triángulo, dados dos lados f e l ángu­
lo opuesto á uno de ellos. 

Dados «, <5 y A , determinar í, B y C. 



2.1n 
Ét ángulo B lo obtendremos ele la proporción 

sen. A — que nos da 
/; sen. B ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

log. sen. B = log. b -f- lóg. sen. Á -|- etc. log á 
Igo0 — (A - f B); y el lado c, se puedt. Él ángulo C 

deducir de la fórmula —— r= 
sen. A 

; que dá 
^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ M sen. C ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

log. c = log. a - f log. sen. C + cto. log. sen. A 
Como el ángulo B viene determinado por sd seno, 

obtendremos para B dos valores correspondientes á los 
dos ángulos suplementarios; á estos dos valores de B, co­
rresponderán otros dos de C y de c. Es, pues, preciso 
examinar cuál de estos valores es el que debe aceptarse 
en cada caso. 

Pueden ocurrir tres; 
1.° a > b. t'ri este caso, siendo A ;> B, el ángulo B es 

ao-udo y, por tanto, el problema solo tiene una solución. 
2.° a — b. En este caso, A =* B; y, por tanto, tam­

poco puede tener B más que un solo valor. 
3.0 a < b. En este caso, siendo B > A , los dos valo­

res que eorrespdnderi á sen. B, satisfacen el problema y 
este tiene dos soluciones. 

„ b sen. A , , 
Siendo sen. B =i • podran suceder tres casos: 

i.0 b sen. A < «; de donde sen. B < i; y observan­
do' que la perpendicular C D = ¿ sen. A ; resultan, en efec­
to, los triángulos A C B y A C B' que satisfacen á la cues­
tión propuesta. 
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2.° b sen. A = «; de donde sen, B = l o 6 = 9 0 ° , y el 

triángulo A C D es la única solución del problema. 
3.° b sen a > a\ de donde sen. B > 1; y el problema, 

por tanto, es imposible. (10) 
Resultados idénticos á los de la discusión geométrica 

de este mismo problema. 
Aplicación de estas fórmulas al caso en que: 

« = 5467'", 48; ¿ = 3677», 88; A —680) l ' )3o" ,4-

RESOLUCIÓN D E L CUARTO CASO D E LOS TRIÁN­
GULOS OBLICUÁNGULOS. 

51. Resolver un triángulo dados los tres lados.-
Se nos dan a, b y c; se buscan los valores de A , B y C . 
E l ángulo A lo determinaremos por la fórmula 

a* — b* -\- c* ~ 2 b c eos. A ; 
que nos dá: 

^ + c5 — rt2 
eos. A = ; ; 

2 b c 
pero como esta fórmula no es aplicable al cálculo logarít­
mico, es preciso transformarla en otra que lo sea. 

Para ello restemos sus dos miembros de la unidad, y 
tendremos: 

¿5 + í2 — d* 
i — eos. A = 1 !—; ; 

2b c 
ó sea (27) 

A a* — {b - cf 
2 sen — —7 ; 

2 2 0 c 
de donde (Alg. 26, 5.a) 

A {a -+• b — c) {a — b + c) _ 
2 sen- 2 2 b c 

y llamando 2 p sX perímetro del triángulo, tendremos : 



^ _|- // _ c — 2 (/ — c); y a ~ ¿> -{- c — 2 \p — b);. 

y sustituyendo 
, A 4 {p — c) {p ~ b) , . . 

2 sen5 == -2—^ — obten 
2 2 o c 

sen 
A 4- Si' (p — c){p— b) 
2 b c 

del mismo modo hallaríamos 

B 
sen 

sen 

2 

c 

{p ~ a){p ~ c) 
a c 

(I) 

{p - a ) ( p — b) 
2 V a b 

Si en lugar de restar los dos miembros de la ecuación 
propuesta de la unidad, hubiéramos añadido la unidad, 
hallariamos de modo análoeo 

eos. 

eos. 

eos. 

A 
2 

B 
2 

c 
V a c 

^ V ^ " c) 

Por último, dividiendo ordenadamente las fórmulas 
anteriores por estas, resultará 

tí?. 
A - V 
-ír-n 

(£ - )̂ (̂  - c) 
p{p — a) 

(/> — ^ ( ^ — ~ 
p{p-~d) (3) 

£- = ± v/ ^ ~" ̂ ^ ^ "¿) 
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"Sienclo todo ángulo menor de 180o su mitad será me-

'nor de 90o, y, por tanto, puede prescindirse del doble 
1 signo en las anterioresTórsmilas. (5, 3.°) 

Cualquiera de los tres sistemas de ecuaciones (i), (2) 
ó (3) sirve para resolver el problema; pero el (i) exige la 
obtención de seis'logaritmos; el (2) 4a'de siete; y el (3) so-
'lamente la de cuatro. Es, por oonsiguiemte, el más sen-
•cillo. 

Aunque bastaría en rigor determinan los valores de 
dos ángulos; conviene hallar directamente los tres como 
medio de comprobación. 

Aplicación al caso en que: 

a ~ 3467m148; b = ,S784,.59; .y ¿ = 3677,88. 





E R R A T A S D E L T E X T O . 

i o k c x í : . 

16 26 
21 5 

30 5 

30 8 

32 2 
44 4 
46 17 
47 4 

7 
I 
2 

I 
81 14 
82 13 

68 
70 
75 

í 79 

87 18 
88 25 
89 4 
lo l 10 
103 7 
108 10 
112 24 
115 16 

120 24 

129 3 

129 7 

134 21 
141 4 
T42 2 
156 2 
161 16 
163 4 

apoya 
encontrara 

A D 
A B 
A C 
A F 

respeevas 
151 

(62, recíp. 3.0) 
(62, recíp. 3.0) 

D E 
Además (3[, cor. 1.°) 

A B D 
contar 
C O D 

C D = A D 
consistente 
(Arit. 65) 

(Escolio, núm. 130) 
cumplirían 

E l lado del exágono etc. 
(149, escolio) 

radio /' 
único que puede 

166 
E G 

A E E G 
" E B " — G D 

(193 cor.) 
T A ' y T C 

B T C + A T B 
{179, cor. 2.°) 

interior 
3 B C y S ¿ í 

apoye 
encontraran 

A D 
A E 
A C 
A B 

respectivas 
51 

(64, recíp 3.") 
l64, recio. 3-") 

D F 
(31, cor I.") Además 

A B F 
cortar 

O C D 
C B = A D 

constante 
(Arit. 165) 

(I30) _ 
cumpliría 

165. E l lado etc. 
154 

radio r' 
que pueden 

196 
F G 

AJE^ C ^ 
E B — G D 

(194, cor.) 
T C y T A ' 

B T C > A T B 
(197. cor. 2.°) 

exterior 
S A E y S a e 



jrtxsxoca x»>kc:)0«. 

B' A5 B' A2 
,63 22 -y- = - ^ -r-î  
[68 8 _ A B _ ^ H G__ A B_= C D 
169 9 E U2 + D A2 + D E2 E D2 + D A2 + D ü ' 
180 II esta esto 
181 18 223 323 
182 10 236 326 
184 12 o' i U ' / 
¡97 6 (fi?. 256) ( f ig- I jé) 
198 14 P A H y P' A ' B' A B C y A ' B' C 
199 n ("̂ S"- 257) (fiR- íS?) 

L/ 
\ M - f s e n A . \ / l — s ' e n A s / l + s c n A \ ' ' l — s e n A 

8 _iz • 
2 2 2 2 

220 2d 9 a 45° o" á 45o 
1/3 v/ 3 

222 7 eos. 150o — — eos. 150o == — — 
' l 2 

223 19 tercio de su cubo cuarto de su cubo 

232 21 

C - f A C - f A 
tsr. tg. — E 

2 

C 4- A C — A tg. tg. , 

Además están repet idos el n ú m . 64 ( las citas de laá 
páginas 46 y 48 se refieren al 2.0) y los 194 y 211. 

E R R A T A S D E L A S F I G U R A S . 

F i g u r a 30, b n por b t i . 
F i g u r a 35, falta una C e n la intersección de A B con o o . 
F i g u r a 153, f a l t a 'B ' ; C y T en vez de C y T ' ; O ' debe 

estar en la recta T ' D ' . 
F i g u r a 3 de T r i gonomet r í a , N en vez de H . 
F i g u r a 4 de T r i g o n o m e t r í a , P en vez de B . 
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