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Clmmo en 1844 se-digné S. M. conferirme la ensefianza de la
Geometria Descripliva en este establecimiento, la primera dificul-
tad que ving & aumentar los inconvenientes de mi insuficiencia,
fue la falta absolata de un testo adecuado al objeto. Asilo com-
prendi6 tambien el Coronel Profesor 1.° de la academia, que eché
sobre mis hombros una carga superior 4 mis fuerzas, mandindome
escribir un pequenio tratado que llenase el vacio que en la ense-
nanza se notaba. Obedeci como era mi deber, y en 1843 presenté
4 dicho Seior Gefe el resultado de mis trabajos. Examinados estos
~ con sobrada indulgencia por una Junta de Profesores primero, y
despues por la superior facultativa, el E. S. D. G. del cuerpo dié
la drden para su pubucacicm.

Tal era E. S. la carencia absolutd de un testo de esta especie
para el estudio de la Geomatria Descriptiva en todos los estableci-
mientos de instruccion piblica, que & pesar de que la obra que yo
publicaba adolecia de los defectos inherentes 4 mi inesperiencia en
primer lugar, y en segundo a la incorreccion y mal tirado de las
laminas, se ha agotado no obstante la édicion primera, volviendo
a encontrarse otra vez la academia sin obras elementales espano-
las que poder dar 4 los alumnos para su debida instruccion. La es-
periencia adquirida en once afos de ensedanza, si bien me ha
corroborado en la justa desconfianza con que miro mis trabajos,
me ha convencido por otra parte de la necesidad de uniformar el
estudio, teniendo siempre un testo que sirva de norma para la ri-
gorosa observancia del sistema convencional mas generalmente
adwmitido, v esla consideracion me ha dado aliento para emprender



una segunda edicion de la Geometria Descriptiva elemental, au-
mentando, corrigiendo y variando la antigua, con sujecion 4 los
mas modernos adelantos, tanto en la parte cientifica como enla
material y tipografica. .

Al tener el honor de acoger mi trabajo 4 los auspicios de V. E.,
me atrevo 4 suplicarle se digne disculpar los errores que en él haya
cometido en compensacion del buen deseo que me anima por el
lustre del tuerpo que tan dignamente manda V. E. y con cuyo uni-
forme me envanezco. Dignese pues V. E. aceptar benévolo el mez-
guino fruto de mis tareas, juntamente con la manifestacion de mi
mas distinguida consideracion y respeto.

Dios guarde & V. E. muchos afios. Segovia y Junio 28 de 1855.

Bxemo. Sr.

e%lﬁ&t M@. '



Direccion general de Artilleria.=2.* seccion.=Por la adjunta
copia de la sesion celebrada por la Junta Facultativa del Colegio,
en 24 de Noviembre de 4835, se enterard V. S. del favorable in-
forme que ha merecido 4 dicha ~corporacion la segunda edicion de
su obra de Geometria Descriptiva; y conforme en un todo con
cuanto en la citada acta se espone, deseando por mi parte contri-
buir 4 que la Academia del Cuerpo disfrute de la ventaja que le ha
de reportar la inteligencia, laboriosidad y celo de'V.'S., he dis-
puesto que dicha obra se adopte por testo en la Academia, propo-
niéndome al mismo tiempo dar 4 V. S. cuantos auxilios le sean
neeesarios para llevar & cabo la impresion de la obra, con cuyo ob-
jeto espero me manifieste el modo y forma como desea se verifique
esta, para que procediéndose desde luego 4 su impresion, pueda
darse cumplimiento en el Coleglo 4 lo dispuesto respecto & su
adopcion por testo para la ensefianza de esta materia.

Dios guarde 4 V. S. muchos atios. Madrid 4 de Abril de 1857
=EI Director general, Azpiroz.=Sr. Coronel D. José Bielsa, Te-
niente Coronel del Cuerpo.=Cartagena.

- Amllena.,:ﬂolegm.:lunta Facultativa.=Sesion del 24 de No-
viembre de 1838.=Reunida la Junta, compuesta del Sefior Presi-



dente y vocales que al margen se espresan, se levé la acta de la
sesion anterior que fué aprobada.=Segunidamente se di6 lectura
por el Sefor Secretario, del informe razonado, que acerca de la
‘nueva_edicion del Tratado de Geometria Descriptiva del Coronel
Teniente Coronel del Guerpo, D. José Bielsa, ha evacuado con
fecha 19 del corriente, la comision nombrada al efecto en Ja sesion
anterior. Enterada la Junta, y despues de una detenida discusion,
acordé manifestar al Excmo. Sefior Director General del Cuerpo’,
en cumplimiento de lo prevenido por S. E. en su comunicacion de
9 de Agosto de este afio, que el nievo Tratado elemental de Geo-
metria Descriptiva con sus aplicaciones a las Sombras y al Dibujo,
escrito por el Coronel D. José Bielsa, es muy preferible para ser-
vir de testo en esta Academia, & la primera edicion del mismo
Tratado que en'la actualidad se emplea; y que el autor que. tantas

pruebas tiene dadas de su infatigable laboriosidad, ha hecho con
este nuevo trabajo’ unimportantisimo servicio al Cucrpo en genéral

v ¢n particular & la Academia, donde indadablemente se palparin

Jas ventajas que proporciona esta obra para la ensefianza de tan
interesante ramo de la instruecion. Con efecto, examinada la nueva
edicion, Janto en la parte doctrinal, como en la esmerada ejecu-
cion de las muchas liminas de que estd adornada, aparece;consi-
derablemente aumentada respecto & la anterior, ya porla: adicion.
del sistema de representacion .de  los cuerpos por medio de un
solo plano de proyeccion, tan 1til para el estudio de la fortificacion,

va por la resolucion del trazado de planos tangentes: al parabo-

loide hiperbolico con que se completa la teoria de este género de
superficies; ya, en fin, por la insercion de numerosos 'y itliles pro-
hlemas indispensables para el estudié de las sombras, y por medio
delos ‘cuales se ejercitaran los alumnos en el sistema de proyec-
ciones, que ha de allanarles el camino para el conocimiento de las
miquinas y coastrucciones peculiares de la Artilleria.=La Junta,
por lanto, acordd esponer eslas observaciones 4 la consideracion
del ‘Excmo. Sr. Director General, devolviendo 4 S. E.el manus-
crito de dicha obra y el atlas correspondiente; y no habiendo otros



asuntos de que tratar se levant6 la sesion.=El Goronel Profesor
Secretario, Joaquin de Bouligny.=V.® B.°=EI Coronel Capitan 4.°.
interino, Manuel Paez Jaramillo.=Es copia: Azpiroz.

. Exemo. Sr.=Con satisfaccion he recibido la lisonjera comunica-
cion de V. E. ton que se sirve acompaiiar el acta de la Junta Fa-
cultativa del Colegio, y hecho cargo de la singular distincion y be-

-mevolencia con que se ha serﬂdo V. E. honrar mi manuscrito, per-
teneciente 4 la 2.* edicion de G. D., y de la bondadosa proteccion
que se sirve dispensarme para que le proponga los medios de lle-
var @ cabo su impresiod; considero deber manifestar & V. E. que
dispuesto siempre a contribuir por cuantos medios me sean dables,
4 cuanto pueda ser«de utilidad al Cuerpo que V. E. representa tan
dignamente, ya quetengo el honor de pertenecer, y consecuente &
lo manifestado en mi oficio de remision al antecesor 'de V. E., en
que hacia donacion al Cuerpo de este trabajo, con objeto de que
pudiese reemplazarse. el anterior lesto que, por causas agenas &
mi voluntad, ‘no habia salido con la perfeccion que habria sido de
desear: si por evitar este escollo Y. E. juzgase conveniente el que
dlngmse la impresion v “tirado de las liminas, estoy pronto &
hacer lo winico que en el particular me resta; si, como creo, V. E.
acepla esla insignificantc prueba de gral.ilud al Cuerpo & que
tengo la honra de perlenccer.

Dios guarde 4 V. E. muchos afios. Cartagena y Abril 8
de 1857.—=Excemo. Sr.=José Bielsa.—Excmo. Sr, Director general
de Attilleria.
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GEOMETRIA DESCRIPTIVA.

;t's!o %,

CAPITULO PRIMERO.
: Nociones preliminares.

§. 1. La Geometria descripliva tiené dos objelos esen-
ciales, el 1.° es la represenlacion grafica de los cuerpos,
y el 2.° dada la descripcion de eslos cuerpos, venir en
conocimiento de la forma que afectan.

Entre los diferentes medios que han podido elegirse
para llenar eslos objetos, es ¢l sistema de proyecciones
reclangulares, cuyos principios vamos a esponer.

2. Side un punto A, situado en. el espacio, bajamos
sobre un plano fijo XYV, -una perpendicular Aa, el pie a, Fig. 1.
de esla linea, se llama la proyeccion:del punio A, sobre
el plano en cuestion. Del mismo modo, bajando perpen-—
diculares de todos los puntes de la recta AB, la serie
de puntos ab... formara lo que llamamos la proyeccion de
“la recta AB sobre el plano fijo y esla proyeccion, es
necesariamente reclilinea, porque todas-las perpendicu-
lares eslan evidenlemente conlenidas en el plano trazado
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por-Aay AB: por consiguiente, fa interseccion™ del plano
que la proyecta con el de proyeccion XYV, ser la recta
ab proyeccion de AB. La proyeccion de una curva
MNP... es la serie de pun!os que marcan log ‘pies de las
perpend:culamp mM, aN, p auadqs de ‘:F? diferentes
punlos:sobre el plano ﬁjo XY Ed proyeccion ni, n, p,
de dicha curva, es una linea euy& curvatura difiere or-
dinariamente de la curva dada en el espacio. El conjunto
de estas perpendiculares forman una superficie cilindrica,
en el sentido general de esla palabra y se llama cilindro
proyeclante ¢ supsrﬁm proyectanle.

3. Eslo supuesto decimos, que un punlo, una recta ¢
una curva, estén gwlp}flﬁm n;?]ﬁl.qrémnados, cuando
tenemos sus proyecciones sobre dos planos fijos, cuya
posicion es conocida, con tal que no sean paraleios Sean
en efecto XYV, XYZ, dos’ planos de esta clase y (a. @)las .
proyecciones dadas de un cierto punto en el espacio; si
por el punto a, elevamos) una perpendiﬁﬁlarimdeﬁmda -
aA, sobre el plano’ XYV esta recta pasara ‘necesaria-
mente. por el panto pedido; este punto deberd asimismo
enconlrarse sobre la recla @A, Irazada” perpendicular+
mente al plano XYZ/ luego o podri ser otro' que el
punto A, interseccion de las dos perpendiculares. Silas
dos rectas(aA, a’A), no se encoalrasen, no existiria nin-
gun punto del espacio que tuviese por proyecciones las
(a. @), lo que probaria que las dos proyecciones de un
punto no pueden tomarse arbitrariamente y que’ existe
entre ellas una dependencia que espllcaremos mas ade-
lante. :

k. Sean (ab; a'b) Tas proyecciones de una recta des-,
conocida sobre los planos de proyeccion XYV, XYZ, ima- -
ginemos por la 1.% un plano indefinido abB perpendicu-
lar & XYV, este plano contendrd evidenlemente la recta -



=== .
pedida,, y lambien se ballara en el plano a'#’B, trazado
sobre-a/b perpendicularmente & XYZ; luego la linea des-
conocida se encontrard, mecesariamente en la inlerseccion
de estos dos planes, que es una reclu unica y delermi-
nada. .Solo, se escepluard el caso en que los dos planos
proyectanles, se confundan en uno solo, lo.que supoudra
que la recta en el espacio,. como sus dos. proyecciones,
seran. perpendiculares a.la inlerseccion XY de los dos
planos fijos; en lal caso, dos proyecciones de esta clase,
no baqlarén para definir la recla en cueslion, y serd ne-
cesario dar olra lercera proyeccion sobre otro plano fijo,
no paraielo ala mler,seqqmn de los dos prlmeros.
- En fin si se_dan. las, proyecciones. (1. n.p)
(m np'a) de! una icurva, desconocida, imaginaremos
por.la, 1.% -un cilindro perpendlcular al iplano XYV, y -
porila 2.% ofro perpendicular .al plano: XYZ: la curya pe-
dida; dehe evidentemenle enconlrarse sobre cada umade
eslas mperﬁcnen...y por consecuencia sui-posi¢ion 'y su,
forma serdn: delerminadas.pov su inlersecgion (M. N. By
que podra, ser unalinea de, doble, curvatuna, es decir,
que lodos sus punlos no cslén cemprendndos en un
nns,moplann.,_-' & senon 10l .8
. Asi, serd como, en lo sucesivo deﬁmremps gﬂica—
meénte por sus, dog proyecciones, un punio ¢ unalinea,
y.cuando, digamos que’ tal punlo ¢ lal, linca, es dada, se
debera enlender que son sus proyeccwnes, las conocidas.
6..1En tode’lo que precede hemos supuesio que las
proyeccmnes se ;electuan por medio. de rectas perpen-
diculares & dos planos fijos XYV y XYZ, tambien , per-
pendiculares enire si, de los cuales;el 1.2 es horizontal
y el oiro vertical.. La ‘inlerseccion XX, es | uqa linea
importante 'y 8¢ llama linea, de tierray. [ / 147 ouf
‘Alguna vez se emplean lineas oblicuas, pero. siem-
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pre paralelas a los planos y las consecuencias estable-
cidas (n.° 3. 4. 5) subsisten de! mismo modo: " pero
solo en casos escepcionales debe adoptarse esta clase
de proyecciones, porque en general son menos-senci-
llas y ofrecen poca exaclitud, en razon & que’las lincas
que se corlan oblicuamente, dejan indelerminado el
punto de interseccion. Asi.- & menos que mo'se advierta
lo contrario, las proyecclones seran siempre reclan-
gulares.

7. Resla modificar esle sislema de manera que las
construcciones puedan efectuarse ‘sobre un' solo ‘plano:
a esle fin, podemos imaginar que el plano XYZ ha gi-
rado sbre la linea de tierra XY, hasta quedar i la al-
tura del plano horizontal. quedando ambos en uno solo
VZ", sobre el que se practican lodas las construccio-
nes que habrian de hacérse sobre los dos ‘planos.’ Bien
entendido, que este modo de considerar los' planos, no
es admisible sino para facilitar las construcciones, pues
cuando hayamos de hacernos cargo 'de ‘un’ problema,
debemos imaginar eslos 'planos en su prlmlhva po=
sicion. | ol
8. Por consecuencia del giro de estos planos. exisle
entre las dos proyecciones de un punlo del espacio, una
dependencia de 'suma importancia.’ En ' efeclo: las dos
reclas aA, a’A: que proyeclan el punto A en a'ya’, son
perpendiculares, la una al plano horizontal 'y la otra al
vertical, por consiguienle, ‘el plano aAa’, trazado- _por
estas dos rectas, serd perpendicular 4 los dos planos
de  proyeccion 'y lag comunes intersecciones af 'y af
seran perpendiculares 4 XY, y concurrirdn en el mismo
punto f de la linea de lierra. ‘Eslo supuesto, cuando el
pMno vertical XYZ, gire alrededor de XY, llevar con-
sigo la linea o'f, ‘que durante el mévimiento permane-
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cera perpendicular & la charnela XY, por consecuencia,
despues del gira del plano vertical, la recta o'f, tomard
la posicion fa, prolongacion de af. Por manera que las
dos proyecciones de un mismo punto del espacio, se ha-
llardn siempre sobre una linea perpendicular d la de
tierra. :

9. En cuanlo 4 la recta AB, si sobreponcmos el
punto b en 3", la proyeccion vertical o'’ vendra a si-
tuarse en a”d", que no lendrd con la proyeccion hori-
zontal ab, ninguna dependencia, de suerle que podemos
trazar arbllranamenle las lineas ab, avb" para repre-
sentar las dos proyecciones de una recta del espacio.
Debe esceptuarse el caso’ en que AB sea peTPPndICll-
lar & la linea de tierra XY: entonces la proyeccion ver-
tical ‘deberd ser prolongacion de ab, perpendicular a la
linea de tierra; mas, hemos dejado dicho (nimero &)
que en este caso parlicular, no bastan dichas dos pro-
yecciones para delerminar la -posicion de la recta.

10. .En']o sucesivo supondremos los planos de pro-
yeccion confundidos en uno solo, de modo que la linca
de tierri XY, tenga la posicion indicada (F. 2.) y como
entonces la parte XYV represenlard al mismo tiempo
la porcion anterior del plano horizontal y la inferior del
plano vertical, que ha venido 4 confundirse con la 1.«
mientras que la XYZ comprenderd la porcion superior
del plano vertical y la posterior del horizontal, no bas-
tara dar indistintamenle las dos proyecciones a y a de
un punto del espacio, para fijar su posicion, porque
la una 6 la otea de cstas dos condiciones pueden ser
admisibles y producir una gran diferencia en cuanto 4 la
posicion del punto del espacio.

11.  Con el fin de hacer mas perceptible a la vista el
plano @ que hacen relacion cada una de las proyecciones

2



de un punto del espacio 6 de una linea, se ha convenido
en indicar con lelras sin acenlo, las proyecciones hori-
zontales,” y con las mismas lelras acentuadas, sus corres-
pondientes verticales. Asf las proyecciones de un punto
A siluado en el primer cuadrante (F.'1.) quedara repre-
senlado~ por (a¢. ') F. 2. y un punto R del 2.°-por las
- (r. 7’) y asi de los demas.

Anles de terminar eslas nociones, esl‘xbleceremos algn-
nas reglas concernientes al trazado de las figuras. Eslos
disenos deben representar exactamenle ta forma de los
objetos; lo que exige que los medios que se empleen
ofrezcan una clase de lenguaje inteligible a los ojos, 4
cuyo fin se han eslablecido las reglas siguienles.

12. Las lineas principales, es decir, las que repre-
sentan los dalos 6 resultados de un problema, se marca-
ran por lineas segmdas. cuando son visibles como A, de
la F. 3.%; mas si estas lineas son Jﬂﬂsthles, se lrazaran
de punlos como la D. : :

Todas las lineas auxiliares que no se emplean sino
como medios para llegar & la solucion del problema, se
trazaran con intérvalos, tal como B. Esla clase dv lineas
no es necesario hacer dislincion de si son 6 no Visibles,
puesto que no deben existir mas que en la i xmagmaclon
del gedmetra.

Cuando entre eslas lineas auxiliares exista alguna
sobre que se quiera llamar la alencion, se podra repre-
senltar por una linea mista como C.

Falta dar & conocer cémo se distinguen lag lineas que
son visibles de las que no lo son. Las reglas completas a
este objeto no pueden establecerse sino despues de ha-
ber hablado de las superficies curvas y de los planos tan-
genles; mas como en los primeros problemas de que nos
vamos a ocupar no se encuenlran mas que reclas y
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planos , baslard por ahora conocer Ias ccmvenuones
s:gulenles

- Se admile que siempre que se eohsndera un oh—
]elo sohre el plano horizontal, el observador esta situado
sobré la vertical que pasa porun punto cualquiera de di-
cho objeto y por delante del plano vertical. En efecto, los
rayos, visuales trazados del ojo del observador & todas los
punlos de un cuerpo, se aproximarin lanlo & ser per-
pendiculares al plano horizontal, cuanto el observador se
cleva mas sobre dicha verlical, de suerle que cuando el
punlo de vista eslé 4 una distancia infinila, estos rayos
seran paralelos y se confundirin con las reclas que sir-
ven para proyectar los punlos del cuerpo. De que se si-
gue, que la proyeccion horizontal de un objelo no es
olra' cosa que una visla de este objelo, tomada de un
punto infinitamente distante sobre la verlical, resultado
que justifica suficientemente la convencion enunciada
(ndihero 2.)

- Por una razon seme]dnle. toda proyetmon vertical
se considera vista @ una dislancia mﬁmla sobre una
perpendicular al plano verllcal y por cima del plano
horizontal.

14. En su consecuencia, lod-a linea prlnclpal 0. por-
cion de ella que se encuentre delras de eslos planos 6 de
cualquiera olro, se considerara invisible y por consi-
guienle de .puntos. Esto no deberd entenderse con las
lincas auxiliares por lo dicho (nimero 12).

Principios generales deducidos del sistema
convencional.

I.  Si un punto esta situado en uno de los planos de
proyeccion, su proyeccion en este plano se confunde con
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el mismo punto, y en el otro serd un punto de la comun
seccion. Si el punto estuviese 4 la vez en los dos planos
de proyeccion? el punto y sus proyecciones se confun-
diran en uno solo de dicha comun seccion. 2

IL.  Si una linea esla en uno de los planos de proyec-
cion, su proyeccion sobre esle plano se confundira con
la misma linea, y la 2.2 proyeccion estara sobre la linea
de lierra. Si se hallase a la vez en los dos planos, se
confundird con sus dos proyecciones, y las tres lineas
estaran confundidas en una sobre la camun seccion.

II.  Siuna linea es perpendicular d uno de los planos
fijos, su proyeccion en este plano ser@ un punto, y en el
otro una perpendicular @ la linea de tierra. Por ser la
linea perpendicular al plano, se confundira con  su pro-
yeclante. El plano que proyecla esla linea sobre el otto,
debiendo serle perpendicular, su inlerseccion comun ha-
bra de serlo 4 la linea de lierra.

IV. Sila linea es perpendicular ¢ la comun “seccion,
sus proyecciohes serdan perpendiculares & dicha linea.” Por-
que los planos proyectantes se confunden en uno que
sera perpendicular.4 los de proyeccion (niimero ).

V. Si una linea es paralela d los planos de pro Jeccton
sus dos proyecciones serdn lineas rectas idénticas ¢ ella y
paralelas d la comun seccion. Si lo fuese solo & uno de
ellos, su proyeccion en el plano & que es paralela, sera
una recla igual 4 ella; y en el otro, una paralela 4 la li-
nea de tierra.

VI. En todo caso, las proyecciones de una linea recta
son reclas, pero no todas las proyecciones reclas perlenecen
a lineas rectas. En efecto, lodas las turvas planas, silua-
das en planos perpendiculares & los de proyeccion, daran
por proyecciones la comun inlerseccion de estos planos
con los de proyeccion, que seran una linea recla perpen-
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* dicular 4 la comun seccion. Fuera de este caso dos pro-
yecciones reclas né pueden perlenecer sino & una linca
recla. :

- VIL.  Si dos lineas se cortan en el espacio, sus proyec-
ciones tambien se corlardn. Los planos que proyeclan estas
lineas se cortardn, y como las comunes inlersecciones de
estos planos-con los de proyeccion; son las proyecciones
de las lineas, es consiguienle que dichas proyecciones se
hayan de cortar. La comun inlerseceion de las dos lineas
es un punto del espacio, luego sus proyecciones habran
de estar en una perpendicular a la linea de tierra (n.° 8.)

VI Si dos lineas son paralelas, lo serdn tambien sus
proyeceiones y vice-versa. Por ser -estag lineas paralelas,
los planos que las proyectan tambien lo serdn, dos planos
paralelos corlados” -por un lercero, sus inlersecciones
seran.paralelas, que es el caso en que estan los planos
proyectantes con los de proyeccion a que se reficre. La
reciproca esta fundada en los mismos principios.

IX.  Silos planos de proyeccion son cortados por,un
tercero, la comun seccion de dicho plano sérdn dos lineas
que concurrirdn en un punto de la linea de tierra y que
llamamos trazas del plano. De_que se infiere que cono-
cidas las trazas de un plano se conoce su posicion, puesto
que dos lineas que se corlan fijan la posicion de un plano.

X. Si dos planos son paralelos, sus trazas tambien lo
seran. Porque si dos planos paralelos son corlados por
un lercero, sus intersecciones son paralelas. i

XI: Si. una linea AB es perpendicular d un plano F. 4.
POR, las proyecciones (ab, a'b') de la recta, serdn per-
pendiculares a las trazas del plano. El plano que proyecla
la recla en ab, es por su definicion perpendicular al plano
horizonlal, tambien lo es al Plano dado PQR’, por con-
tener una linea que le es perpendicular: luego este plano
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proyeclante es a la vez perpendicular & los dos, y por *
consiguieute lo serd 4 su inlerseccion, que es la traza
horizontal QP, por consecuencia esla Iraza sera perpen-
dicular @ la proyeccion ab que se encuentra en el plano
proyeclante. De un modo andlogo se demuestra quesla
traza QR’, es perpendicnlar i la proyeccion a'l'. :

Reciprocamenle., si las proyecciones (ab; a'bf) de una
recla, son respeclivamente perpendiculares a las Irazas
QP y QR’ de un plano, eslte plano y la recta son perpen-
diculares. En efecto, el plano ab€r proyectante de la recla,
es evidenlemente perpendicular a la traza QP y por con-
secuencia al plano PQR’ que contiene & esta ; del mismo
modo, e] plano proyectanle cuya traza es a'b’ es perpen-
dicular 4 la recta QR y por consecuencla al plano PQR’
por la misma razon.

- CGAPITULO 11
,I Problemas relativos ih linea recta y el plano,

15. Hemos dejado dicho, que dos proyecciones rée-
tilineas cualquiera, delerminan una linea del espacio;
mas como una linea se delermina conocidos dos de sus
puntos, vamos & dar & conocer el mélodo general para
encontrar las trazas de una recta; eslo es, los punlos en
que encuentra los planos de proyeccion.

Dadas las proyecciones de- una recta , defermmar sus
trazas ¢ mversamem‘e .

16. Sean las ab, o'V’ las pruyeccmnes de la recta:
la traza verlical, que debera ser un punto comun al plano
verlical y.4 la recla dada, habra de estar proyectada ho-
rizontalmente sobre la lmcﬂle lierra 'y sobre la proyec-
cion horizontal (ab) prolongada. Luego esla traza liene
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por proyeccwn horizontal el punto ¢: la traza vertical ha

de estar en la perpendicular ¢C’ y ha de perlenecer i la-

proyeccion verlical a’b’, luego no podra ser otra que el

punto (7 inlerseccien de las dos rectas; de que resulta la
regla general siguienle: proldnguese la proyeccion hori-
zontal hasta la linea de tierra, en esle punto clévese una
perpendicular indefinida, y su inlerseccion con la proyeccion
vertical, serd la trasa vertical de la recta propuesia.

La traza horizonlal debiendo ser un punto situado a
la vez en el plano horizontal y sobre la linea propuesia,
se hallata proyeclada verticalmente sobre la linea de tier-
ra y sobre (a't’) prolongada. Esta traza tendra por pro-
yeecion verlical la d’, se ha de encontrar en la perpen-
dicular &’D 4 la linea de lierra, lambien debe hallarse
sobre la proyeccion horizontal ab, luego seri el punto D,
que es la comun inlerseccion y en general: proz'dnguese
la proyeccion vertical hasta la linea detierra, en este punto
tracese una perpendicular, su intersoccion con la proyeccion
horizontal determinard-la traza horizontal de la recta.

17. » Reciprocamente, si se_dan las lrazas DO de
una recla, sera facil determinar sus proyecciones; como
el punto €’ perlenece a la recta, <la perpendicular Cre,
bajada sobre la linea de tierra, dard un punto ¢ de la
proyeccion horizontal, que sera evidentemente la De: del
mismo modo el punto D, que pertenece & la recta, es-
tard proyectado verticalmente sobre la linea de tierra y
dara un punto d’ de la proyeccion verlical dfi:

18.  Si la linea tuviese por proyecciones la (Dd’, Cre)
por lo dicho (nlimero &) estas proyecciones no son sufi-
cientes para definir la recla, y serd necesario una lercera
proyeccion 6 una condicion mas, como la de lener por
trazas los puntos D, €, 6 el punlo e. En el primer caso
bastaria rebalir & uno de los planos el punto D: si este
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punfo se considera como traza, no habiendo variado en el

giro el punto !, /D’ representari la posicion y magnitud
_de la linea efectiva: en el segundo caso, si fuese ¢ latraza

de la linea, el punto (C’, D,) seria un*punto de la linea,
y rebatidas al plano vertical las proyectantes de dicho -
punto, el punto D trasladado & D fijaria el lugar de la
proyeclante GrD', -y como G’ no ha variado de posi-
cion, C/C” dard por su encuentro con CD’ el punto
G, estremo de la linea propuest'l y por conslgmen!e
C7c la linea efectiva.

Construir la recta que pasa por dos puntos’ dados,
(a,a'), (b, b4), y la distancia efectiva entre dichos dos puntos.

- Conforme & las definiciones dadas, es evidente

que la proyeccion horizontal de ‘la recta buscada, pa-
sara_por los punlos ab. mienlras que la proyeccion
verlical pasard por los a'l’, luego esta recta indefinida
eslarad proyeclada stgun la linea (ab, a'b’), y por lo
dicho (numero 3) estar4 determinada su posicion.
- 20. En cuanto 4 la distancia enlre los punlos da-
dos, estd medida en el espacio por la porcior® de la
recla proyectada sobre ab y-a’b’; mas es ficil ver que
una recla es siempre’ mayor que sus proyecciones so-
bre un plano, escepto cuando es paralela al plano so-
bre que se proyecla,” porque enlonces la recta en el
espacio es evidentemenle de la'misma longitud que su
proyeccion. Hecha esla resefia, imaginemos que la linea
(ab, a'lr) gira alrededor de la vertical proyectada en
b, sin variar de inclinacion con esta linea, con lo que
la estremidad - (by ¥’) permanecera fija, mientras que.la
(a, @) siluada & una altura conslante y delerminada,
deseribird un arco de circulo alrededor del eje de ro-
lacion. )

Luego si conlinuamos esle movimiento hasta que la
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recla fhovible vaya a quedar paralela al plano vertical,
lo que sucedera cuando la recta ab haya tomado la si-
tuacion a’'b, paralela a la linea de lierra XY, la estre-
midad a, trasladada & @”, se encontrara proyeclada ver-
ticalmente (niimero 8.) en un punto de la a”A’ perpendi-
cular 2 XY; y como debe estar & la misma altura a'm, A’
sera ‘la proyeccion vertical de la estremidad movible de
la recta en cuestion.

Por ofra parle, puesto que la otra estremidad bl ha
permanecido inmévil, se sigue que la recla (ab. ab)
quedard proyeclada segun (a”b, A’¥’), y su verdadera
longitud, es precisamente la proyeccion vertical dA’. De
que se deduce Ja regla siguienle: para enconirar la dis-
iancia efectiva entre dos punlos, constriyase un iridngulo
rectdngulo en que un cateto sea la diferencia de las alturas
de los dos puntos, y el otro, el intérvalo que da la proyec-
cion horizontal entre las proyecciones horizontales de di-
chos punios, y la hipotenusa serd la distancia efectiva.

21.  Habriamos - podido llegar al mismo  resullado,
construyendo un tridngulo rectangulo en que un calelo .
fuese la diferencia de las distancias de Jos dos puntos
dados, al plano vertical, y el otro cateto, el mlervalo de
las dos proyecciones verlicales. . )

22. Asimismo habriamos podido sobreponer la recta
(ab, a't'}) al plano horizontal, haciendo girar alrededor
de ab, como una charnela, el trapecio invariable, formado
por la recla propuesla y las verlicales que proyectan sus
estremidades en @ y en b. Eslas dos verlicales permane-
ceran perpendiculares & la charnela ab y tomaran la po-
sicion aA=pa’ y bB=gb'; de suerte que trazando la recta
AB, habremos obtenido la verdadera distancia entre los
dos puntos (a,a’) y (b, b). Observaremos que la linca

AB prolongada, termina en C, porque esle punto es la
3
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* traza horizontal de la recta primitiva, por consiguiente

se encuentra situado sobre la charnela Cd y como tal, ha

debido permanecer invariable durante la revoluolon dela
recla. :

23. Reciprocamente, si se da la rectamdeﬁmda (Cb, et)
y uno de sus punlos bb’, y queremos enconlrar sobre
esla linea otro punlo (a, @') que diste del primero una’‘can-
tidad «: sobrepondremos como anteriormente la recla
propuesta al plano horizontal, haciendp 6B=V¢ y lirando
CB. tomaremos sobre esta ullima un indérvalo AB=a y
restituyendo CB 4 su primiliva posicion, el punlo A se
hallard 'en @ por una perpendicular 4 la charnela Cb: en
fin, de la proyeccion horizontal @, deduciremos la verti-
cal a/; 160 que determinard completamente el punlo que
dista de (b, b’) la estension dada.

24.  La determinacion del angulo que forma una linea
con los planos de proyeccion, no ofrecera dificullad si se
reflexiona que ‘el éngulo que«una linea forma con el
plano, ‘es el que forma esta linea consu proyeccion: 'que

. por consiguiente, rebaliendo el Irapecio proyectante de la
Mnea, ‘en él tendremos el angulo en sus justas dimen-
siones.

Construir el plano que pase por tres puntos dados, cu—
yas proyecciones son (m, m') (p, p’) (n, n') Fig. 8.

25. Recordaremos que para determinar graficamente
Ja posicion de un plano, basta marcar sus dos Irazas,
esto es, las inlersecciones de este plano con los de pro-
yeecion (nim. 1X). Ademas, es evidente que cuando una
recla esla sitluada en un plano, las trazas de esla recla
deben estar en algun punto de la traza del plano, Esto
supuesto, unamos los punlos dados dos a dos, por las
reclas (np, w'g'), (mp, m'p'), (mn, m'n'), las que eslarin
contenidas en el plano, y por consiguienle sus (razas
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seran punlos de las (rdzas del plano: construyamos,
como en el (nimero 16) las Irazas verlicales G' D7y B
de eslas.reclas. Estos lres puntos deben evidentemente
pértenecer & la inlerseccion «del plano buscado con el
plano verlical de proyeccion, que deberdn eslar en li-
nea recta, y seran mas que suficienles para delermi-
nar la lraza vertical R'Q del plano-pedido. Del mismo
modo, la traza horizonlal QP, de este plano, se oblen-
dra construyendo las trazas horizontales A, Gy E de las
tres reclas auxiliares. Las lineas PQ y QR’ asi obteni-
das, deben encontrar la livea de tierra XY en el mismo -
punio Q, lo que ofrecerd un medio de comprobar las
construcciones anleriores. :

26, Si queremos hacer pasar un plano por una recla
y un punito dado, uniremos este punto ¢on uno de.los de
la recla, 6 bien Irazaremos una paralela & esta.por el
- punto dado; entoncés conoceremos dos reclas siluadas en
el plano buscado, y cuyas trazas bastaran para determi-
nar las de esle plano.

Rebatimiento de los planos con los puntos ¢ lineas que
contienen.

27. El rebntlmlento de un plano sobrb uno de los
de proyeccion, facilita ejecutar por los procedimientos de
la Geometria plana, todas las conslrueciones del espacio
que deban hacerse en este plano.

El rebatimiento esta fundado en que despues de he-
cho el giro ‘sobre una de las trazas como charnéla, un
* punto del plano se encuentra sobre la perpendicular ba-
jada de su proyeccion sobre esta Iraza y @ una dislancia
igpal & la hipotenusa de un triangulo rectingulo, en que
la distancia de la proyeccwn a la charnela, y la del punto
al plano de proyeccion, forman los dos: catetos de dicho
tridngulo. -
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Rebatimiento de un punto-conlenido en un pkmo per-
pemflculnr d la linea de lierra.

28. "Un ‘punto (a. a') (Flg 9) de un plano PQR’ per-
pendmular d la linéa de tierra, se encuentra despues del
giro sobre su traza PQ, en la perpendicular aA elevada
4 esta (raza, de la proyeccion horizontal del punto ¥ su
distancia @ la charnela es la @’Q del punto al plano ho-
rizontal. El punto rebatido sobre el plano horizontal debe
hallarse en la”interseccion A de la perpendlcular al y

de una paralela a”A 4 PQ. G
* =~ Por medio del rebalimiento de un segundo punto (b, &)
oblendremos el de una linea AB sobre el plano horizonlal
de proyeccion.

La segunda (raza del plano que es una linea perpen-
dicular & Ia que hace de charnela en el punlo Q, se con-
fundird con la linea de tierra XY, y los panlos CD” en
que la recta rebatida AB encuenira las trazas del plano, -
pertencceran @ las trazas de la recta. Cuando se reslituya
el plano & su primitiva posicion, el punto D~ describira
en el plano vertical un arco de circulo DD’ cuyo centro
es (), & ird 4 situarse en D sobre la traza vertical QR
del plano; D’ sera por-consiguienle la traza vertical de la
linea. Cuando se quieran fijar las proyecciones de una
recta dada, en un plano rebalido, la construccion - mas
sencilla consiste en resliluir las trazag de esla recla, y
en defecto de eHas, dos punlos cualquiera. .

. Rebatimiento de un punto 6 linca conlenidas en un plano
perpendicular & uno de los de proyeccion. .
29.  El punto (a. a') (Fig. 10)'del plano PQR’ per-
endicular al horizontal de proyeccion, se encontrara des-
pues del giro, en este plano, en la inlerseccion A de la
perpendicular aA y de la paralela a PQ que dista de esla
traza a”’Q=a"Q=a’a. Del mismo modo oblendremos un
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segundo punto B de una recta dada por las proyecciones
de dos de sus puntos.

La traza vertical R'Q parpendlcular al plano hori-,
zontal, lo sera a QP, por consiguiente er el giro po de-
jaran de serlo y eslard bien representada pdr la RQ.

- La traza horizontal C de la recta, no variard como

punto- de la charnela, la verlical D*se encontrara despues
del giro sobre QR a una distancia QD=0QD". _
- 30. Siel punto A del plano, estuviese dado en el-
plano rebatido, oblendremos su proyeccion horizontal,
trazando la perpendicular Aa 4 la traza horizontal del plano
y la proyeccion vertical, en la perpendicular & la linea de
tierra & una distancia a’e=Aa. En el rebatimienlo del
plano sobre el vertical de proyeccion, la traza horizontal
PQ. vendra & conlundirse con la linea de tierra QP', las
proyecciones horizonlales ab habrin ido por arcos de
circulo 4 avb y como sus alluras no habran variado, los
puntos A, B, habrin de enconlrarse en la interseccion de -
la perpendicular aA’, bB’ y de la horizontal oA’ y
b B'. El punto D, traza de la’ linea, no habra variado
pueslo que esM en la charnela, el C, traza horizontal, se
habra trasladado & g'. de modo que uniéndo’ C’D esta
-linca comprende los puntos A'D’, que la pertenecen.

Rebatimiento de un punilo y una linea mntmtdos en un -
plano cualquiera.

31. Partiendo del principio enunciado (niimero 27); p. 44.
“el rebatimiento A, sobre el plano horizontal de un punto
_(a, a’) del plano PQR, debe encontrarse en la perpendi-

cular @A, bajada de la prhyoccion horizonlal a, @ la char-
nela PQ, y & una distancia a”’A, igual & la hipolenusa de un
triangulo reclangulo en que los caletos son las aa”, a'a.

Lste triangulo puede: conslruirse sobre el plano ver-

lical en «2”a’ 6 en el horizonlal, en aa”A’.
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32.. El rebatimiento ‘de  un segundo punto (b, ¥) de
una recta (Cd, ¢/D’) situado en el plano, determinari el

.rebalimiento CD de dicha recta. No ‘habra mecesidad de

esle segundo punto para fijar la posicion de la recta,
siempre que conozcamos la traza horizontal, porque nece-
sariamente la.recta habra de pasar por ella.

Si nos propusiesemos rebatir la traza verlical QR del
plano, consiruiriamos como anteriormente, el giro de un
punto cualquiera dD’, de esta traza y uniéndole coh el
en que_se corlan las trazas del plano, tendriamos el plano
DQP rebatido.

Observaremos que los angulos en G’y a de los trian-
gulos rectingulos o’Crd! v aa’a’ y de todos los Iriangulos
correspondientes 4 los diferentes puntos del plano, miden
su inclinacion con el plano horizontal.

33.  Reciprocamenle, si se di el rebalimiento A, de
un punto del plano PQR, podemos oblener las proyeceio-
nes de este punto, bajando la perpendiculir Ae” 4 la
traza horizontal del plano y consiruyendo el triangulo
rectangulo aa”’A’ conocida la hlpolennsa A'a"=Aa" y el
angulo agudo en a”, lo que siempre es pesible, sea que
se dé el plano PQR’ ¢ su traza horlzoulal PQ y la verti-
cal RQ rebalida. Porque en uno y olro, caso, podremos.

- construir el-friangulo rectingulo dd"D" correspondiente

al rebalimiento de un punlo (Dfd) de la traza verlical de
esle plano.

34.  En efecto, en el primer caso, el punto D’ se encon-
trara proyectado horizontalmente en dy D'd, medira la
distancia del punto al plano horizontal; en el rebatimien-
to de este plano, el punto D’ caminard por una perpen-
dicular a la traza horizontal QP sobre que se hace el giro,
y a@'d medira la distancia de la proyeccion horizontal del
puuto 4 la traza del plano, y por consiguiente D'd y ‘dd”
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serdn los calelos del tridingulo reclangulo, cuya hipotenusa
es necesariamente la Dd”. Si pues rebalimos al plano
horizontal el plano ddDr, el punto D’ cacrd en D" y el
éngu!o D”d"d mediré la inclinacion del plano propuesto.
La proyeccion del punto A, dado en el plano relra- -

tido, quedard determinada trazando por a” la paralela
a”Ar, 4 d"D” tomando a”A’=Aa” y bajando de A’, la
perpendicular A’a cuyo pie @ sora la proyeccion horizon-
tal. La proyeccion vertical se obtendra elevando la per-
pendicular aa’ y tomando ae’=aA’. '

35. Para el segundo caso en que se diese la traza
horizontal fija, y'la “vertical rebatida, 'un punto cualquie-
ra D de la-traza vertical, se habra de encontrar en la
traza verlical del plano D’dd” que pasando por dicho
. punto, fuese perpen icalar 4 la traza horizontal QP del
propuesto y & una distancia QD"=QD del pumo Q, por
manera que ‘d’d y dD’ representaran los calelos del
tridngulo rectangulo, cuyo dngulo en d” sera el que for-

~ma el plano con al'horizontal de “proyeccion.
Por un punto dado (a, a’) trasar un plano que sea F.12.
paralelo, & otro cuyas trazas sean las PQ, QR'.

36. ' Es evidenle que las trazas de dos planos para-
lelos, seran tambien paralelas; asi bastara encontrar un
punto de cada una de las trazas del plano que se pide.
Para edlo imaginaremos por el punto dado (a.4’) una -
horizonlal situada en el plano desconacido, lo que siem-
pre es posible . porque podemos considerar una recla
auxiliar paralelamente & la traza horizonlal de esle mis-
mo plano, 6 bien paralelamente & PQ. Si (razamos en
esta direccion la ac y o’C’ paralclamente & la linea de
tierra, eslas seran evidentemenle las dos proyecciones
de' la horizontal contenida en el plano que buscamos.
Esto supuesto, construyendo el punto (¢, () en que loca
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el plano verlical , esle punlo perlenecelé a la traza del
plano. buscado, que sera por consecuencia la recta M'N,
paralela @ QR’, la olra-traza que debera pasar por el
punto N, sera la linea NT, paralela a QP.

. +Como comprobanie de esla opéracion podemos dalpr-
minar un punlo de la traza horizontal, por un procedi-
miento analogo que dara un resultado idéntico. ,

F.11.  Dada la proyeccion horizontal ab, de una recta que sa-
bemos estd situada en un plano conocido P QRS encontrar
la ofra proyeccion.

37.  La recla propuesia tocara al plano verhcai en un
punlo que debe eslar proyeclado horizontalmente en d
(§- I.) y no pudiendo hallarse esla traza fuera de la ver-
tical QR del plano que contiene eslg recla, dicho punlo
estard necesariamente siluado en D’ y serd uno de los de
la proyeccion pedida. Por semejanles molivos veremos
que la recla en cueslion va & cortar al plano horizonjal
en C: luego si _proyectamos G en ¢ sobre la linea de tier-
ra XY, ¢D’ serd la proyeccion verlical de la recla pro- -
puesta. Facil es conocer se puede hallar la proyecclon
horizontal, conocida que sea la verlical.

F. 42. Si la proyeccion seiialada en el plano horizontal fu-
viese la posicion de la ac, pardlela 4 la traza NT del plano
dado, oblendremos como hemos dicho la traza vertical C
de la recla desconocida; mas la Iraza horizontal*de esla
recla no exisle, puesto que ac no encuentra & NT; de
donde concluiremos que esla recla es paralela al plano
horizontal, y asi su preyeccion verlical es la recta Cra’
paralela a la linea de lierra XY.

Podriamos ver del mismo modo, que si la proyeccion
horizonlal dada, fuese paralelad lalinea de tierra, la recta
en el espacio es paralela al plano vertical, y que su proyec-
cion sobre este illimo plano, seria paralela a la traza NM'.
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' Conocida la proyeccion horizontal de un punto que sa-
bemos estd en un plano dado, encontrar la otra proyeccion.

38.. Sea ael punto dado; y PQR’ el plano: por el
punlo dado a, trazaremos -una recla cualquiera dC que
tomaremos por la proyeccion horizontal de una de las in-
finitas lineas situada en el plano PQR’, y cuva proyeccion
vertical determinariamos como queda dicho (nimero 37).
Conocidas las proyecciones de la linea Y la horizontal del
punlo, se deducira la segunda proyeccion por la perpen-
dicular aa’.

Entre las diversas direcciones que podemos dar 4 esla
recta auxiliar, la mas comoda ordinariamente es una pa-
ralela & la traza horizonlal como la ca. (F. 12).

Construir las trazas de un plano paralelo d otro dado,
y G una distancia tambien dada.

39. Sea PQR (F. 13) el plano dado, y 'm la linea
que mide la distancia que ha de haber entre los dos pla-
nos. La distancia entre dos planos paralelos estard me-
dida por la perpendicular 4 ellos, por consiguiente, si del
punto Q de interseccion de las trazas del plano propuesto,
imaginamos una perpendicular 4 este plano, tendra por
proyecciones (nim. XI) la (Qe, Qe) perpendiculares res-
pectivamente 4 las trazas del plano: si oblenemos (ni-
mero 20) la longitud efectiva QC de esta linca, y puesto
que el punto Q es punto del plano, & conlar de este punto
tomamos la dimension propuesta m; la AQ medird la
distancia ‘efectiva @ que habran de estar los dos planos.
Obtenidas las proyecciones aa’ de este punto, y haciendo
pasar por el (nliimero 36) un plano paralelo al dado PQR’,
el M'NS sera el que cumpla con Jas condiciones.

Por una recta dada hacer pasar un plano paralelo d
otra recta tambien dada.

&0. El plano propuesto habra de conlemer una de

* 4

e b
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las rectas y ser paralelo & la otra, por consiguiente con-
tendra lodas las paralelas 4 la segunda’, por manera que
sl se. e]lge un punto de la primerarecta, y por él se hate
pasar una linea paralela 4 lasegunda, estas dos determi-
naran un plano que cumplird con Ja condicion.

‘Dadas dos paralelas, por un punto "de una-de ellas tra-

zar una secante tal que la parte mlercep!ada sea dc una
magnitud dada. :
- 4&1.  Puesto que dos reclas: paralelas ﬁ]an la posncwn
de un plano, determinaremos las trazas del que contiene
dichas lindhs. Rebalido esle (nimero 32) 4 uno de los de
proyeccion, oblendremos las lineas propuestas en su ver-
dadera magnilad y a la dislancia efeclwa & (que se en-
cueniran en el espacio.

Conseguido eslo, solo restara tomar la longllud dada
'y aplicarla del punto a cortar la paralela.

Desde luego se ve que el problema en general tendra
dos soluciones, porque podra lomarse & uno i otro lado
del punto, 'y que si la distancia dada és menor que la que
hay entre las dos reclas, no tendra ninguna.

Construir la recta que pase por dos puntos, el uno dado
por la proyeccion horizontal, y el olro por la vertical.

42. Sabido cémo se determina la segunda proyec~
cion de un punlo que se supone en un plano, no habra
mas que determinar las segundas proyecciones de cada
uno de Jos puntos propuestos. Oblenidas estas, puesto
(que.son puntos de una linea, uniéndolos, quedara deter-
minada la linéa.

Dada la proyeccion horizontal de una recta y un punto
de la vertical. delerminar esta recta con la condicion de ser

.paralela d un plano dado.

43. En el plano propuesto, siempre serd posible

construir la proyeccion horizonlal de una recta paralela
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a la dada, y: de ella, deducir si proyeccion vertical en el
mismo: plano.. Haciendo 'pasar por la proyeccion verlical
del punto; una paralela a la proyeccion verlical determi-~
- nada en ¢l plano, quedard resuelta la cuestion.”

. Hallar la interseccion. de dos planos que se corlau y
cuyas trazas son NQR', S'TV.

Si prolongamos las dos trazas hurlzontales hasta F. 14.
que se corten, este punto B, comun  los: dos planes,
pertenecera 4 su interseccion, y puesto que se halla en
el plano horizontal, esta serd la traza horizontal de la

“recta buscada: del mismo modo el punto A’ en: que se
cortan las trazas verlicales de los planos dados. sera la
traza verlical de esta recta.

-Conocidas las dos trazas de una racla. serd facil. de-
terminar sus proyecciones (ntumero-17). .

&5. Sidos de las trazas fiesen paralelas, como las
RQP y VTS, el punto B se alejara indefinidamente, y
por consecuencia la. inlerdeccion de los dos planos serd
una horizontal y tendra por proyeccion la A'e’: paralela 4
Jalinea de tierra:y ac paralela'a TV; resultado que es fa-
cil comprobar, pues que los planos dados pasarén ‘enton-
ces por dos rectas paralelas QP y TV que no podrin cor-
tarse, sino ségun una reécta paralela a ellas. Puede suce-
der, que prolongadas las trazas horizonfales 6 verticales,
no se corlen, en cuyo casd fallaria un punto para deter-
minar las proyecciones de esta linea comun inlerseccion.
Si suponemos limitadas las trazas QR’, TS’ (Fig. 15), en
tal caso: bastara imaginar.un plano auxiliar horizonial
M'N'. La interseceion de este: plano con cada; uno d¢ Jos
propueslos, serfi una horizontal que verlicalmente estard
proyectada sobre su misma traza M’N’ y'horizontalmente
por las paralelas (me, nc) 4 las trazas horizonlales de los
planos propuestos. ‘El punto ¢ interseecion, - correspon-
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derd & la comun seccion de los planos, cuya proyeccion
verlical serd ¢, por manera que (Ac, a’c’) seram las pro-
yeeciones de la comun seccion de los dos planos. |

£6. Si las trazas de dos_planos son paralelas y cor- -
tan la linea de lierra, los planos serin paraleles, y por
consiguienle no habra comun seccion; mas puede su-
ceder, que siendo las trazas de los planos paralelas a la
linea de tierra, y por consiguiente paralelas entre si,
que los planos se corlen ¢ que no se corten. Se cor~
taran dos planos cuyas frazas sean paralelas a la linea
de tierra, siempre que la equidistancia entre las trazas
de estos planos, no sea igual en proyeccion horizontal
y vertical, porque -es indudable que los planos no seran
paralelos, ¢ bien cuando leniendo las trazas paralelas estin
invertidas como en los planes (PQ, P'Q’) y (TS, T'S');
pero el método precedenie no es suficiente para ohlener
aquella interseccion. -

£7. Para enconlrarlas tracemos un plano auxiliar a3
este plano cortara al (TS, TS’) segun la recta (Cd, ¢'D’)
que se consiruye por el método general, y al plano
(PQ; PY) segun la recta (Ef, ¢F"); estas dos lineas darn
por su encuentro un punto (m, m’) que sera evidentemen-
te comun @ los dos planes (PQ, P'Q)) (TS, T'S’) y por con-
secuencia eslos tendrén por interseccion la recla (am, a'm’)
trazada paralelamente 4 XY. ° ;

k8. Tambien podriamos emplear un plano de perfil »
VXZ trazado perpendicularmente & XY; este plano cor-
tara 4 los de proyeccion primilivos segun las rectas XV
v XZ’ en que la dllima tomara evidentemente la posicion
XZv, coando sobrepongamos el perfil sobre el plano ho-
rizontal, girando alrededor de VX como charnela.*Esto
supuesto, el plano de perfil encontrara las trazas verti-
cales de los planos_propueslos, en los puntos P’ y T', que
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supueslo el giro caeran en Py T; PP y TT# séran las
inlersecciones de eslos planos.con el yertical sobrepuesto
segun Z”XV; y como eslas inlersecciones se cortan én A,
este serd un punto de la interseccion pedida, la que ten-
dra evidentemente por proyeccwn horizonial, la recta Am
paralela & XY. Por otra parle, si restituimos el perfil, el
punlo A se proyectara verticalmente en a”y a’'m’ paralela
a XY, sera la segunda proyeccion de la inlerseccion de,
los planos propuestos.

Si las trazas de eslos planos, sin ser paralelas enlre
si, pasasen lodas cualro por "el mismo punto de la linea
de lierra, serd menesler recurrir a alguno de los planos
auxiliares que acabamos de emplear.

Construir el punto de interseccion de una recla, con un .
plano dado. -

£9. _ Para conseguirlo es menesler trazar por la recta F. 17.
dada y en una.direccion cualquiera, un plano ‘secante;
construir la inlerseccion de esle con ¢l plano dado; y
como esta linea ha de corlar la propuesta, el punto.en
que la encuentre sera el de comun seccion de la linea
con el plano.

Sea el plano PQR’ y (ab. ab’) la linea propuesla:
adoptaremos por plano secanle, el vertical que proyecta
la recta dada en ab; esla linea sera al propio liempo la

“traza horizonlal de esle plano, y su-traza vertical sera la
perpendicular bB! sobre la linea de tierra.-Eslo supuesto, -
el plano abB’ cortara al plano dado PQR’ segun una recta .
proyectada sobre Db y d'B’, y como esla inlerseccion en-
cuentra & la recta dada en el punto m', esta seri la pro-
yeccion yerlical del punto pedido. La segunda proyeccion
no estd delerminada inmediatamente, porque las dos rec-
las que combinamos estin proyectadas una sobré otra
segun Db; mas la deduciremos de m’ bajando la perpen-
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dicular (m, m’) sobre"la linea de tierra. Asi el punto
(m, m’) =es- el en que la recta (ab a'b’) curta al pla-

._ no PQR".

80. Podemos emplear del mismo modo par plano se-
cante. el proyectante de la recta sobre el plano vertical,
que tendra por frazas a'b’¢’ y ¢'C perpendicular & XY,
Esle plano cortara & PQR’ segun la recta Cf, que por su
.encuentro con ab, deberd dar el mismo punlo obtenido
por la primera construccion: asi los dos procedimien-
los empleados snmullaneamente sirven de comproba-
cion.

" Observaremos que el plano dado PQI{' s una eslen-
sion principal realmente exislente, que por su inferposi-
cion hace invisible la porcion de la recta (mb, m'V’) que
esta del otro lado de la mlerseccmn por lo que dicha
parte es de puntos.

b1, Aunque el p'rocedlmlento emgleado anterior-
menle sea el mas comedo,- serd bueno ejercilarnos en
las combinaciones de los planos con las lineas, resol-
viendo el mismo problema sirviéndonos de un_plano se-
cante cualquiera;. como esle plano deberi contener la
recla dada (ab, a’B’) cuyas trazas son B’ y C. 'sera nece-
sario hacer pasar por estos dos puntos, las trazas del
plano'secant_e que adoptemos. Tracemos por el punto
(¢~ C) la recla arbitraria CTV, y porlos B' y T la irecta’
TS'; estas serém las trazas de un plano-auxiliar que con-

. tendri la linea (ab, a'Br). Esto supuesto, los planos PQR

v STV se cortardn segun la linea (Ed, ¢D’); y como esta
encuentra a la (ab, a’B') en (m,m'), este punto es el en
que la recta dada corta al plano PQR’, pero siempre
convendra asegurarse: para verificarlo bastara ver que
la (m, m) que une los dos puntos, ¢s exactamente perpen-
dicular 4 la linea de tierra.
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Por un punto dado dirigir una recta que encuentro dos
rectas dadas de posicion.

52. ‘Por el punto dado y la primera recia, dmglre-
mos un primer plano, despues un segundo por el mismo
punto y la segunda recla; buscando la interseccion de es-
los dos planos obtendremos una recla que salisfara evi-
dentemente & las condiciones enunciadas. I

Si solo se quisiese emplear el primer plano, hﬁsquese
(nimero 49) el punto .en que el plano corta la segunda

recla, y uniéndole con el punto dado, se obtendra una

recta que resolvera el problema.

Hallar la mas corta distancia de un punto (ag,a") d un -

plano dado POR’ (Fig. 19).

53. Del punlo (a,a’) bajaremos una perpendicular
indefinida sobre el plano trazando las ‘proyecciones
(am; a'm") que serdn (nim. XI) respectivamente perpen-
diculares'a Jas trazas PQ y QR’, hallaremos {nimero 49)
el ‘punto (m, m’), en que- esta recta encuentra el plano.
Entonces am y a'm’ serin.evidentemente las proyecciones
dela’'mas corta distancia pedida y su longilud efectiva se
obtendra como queda dicho (nimero 20).

Hallar la mas corta distancia de un punto (e, c’) ci una
recta dada (ab, ¥'b’).

4. Tracemos por-el punto (¢, ¢’) un plano perpendl-

F, 20.

cular 4 la recta propucsta; sus trazas seran perpendicu- -

laves (§. XI:) a las’ proyecciones (ab, @'d’): y para deter-
minar uno de sus punlos, imaginaremos en esle plano,
una horizontal que parta de (¢, ¢’). Esta recta que serd
necesariamenite paralela & la traza horizontal buscada,

tendra por proyecciones, ‘cd perpendicular & aby ¢'d’ pa-.

ralela @ XY; que corta el plano vertical en (d, d). Si
por d’ trazamos R’Q perpendicular & @b y por Q la QP
rparalela & ed 6 perpendicular & ab; estas serén las (razas
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_del plano buscado. Esto supuesto, construyendo (§. &9) el

punto (m, m') en que esle plano encuentra 4 la recta
(ab, a't’) y uniéndole con (c, ¢) la linea (cm, ¢'m) estara
evidentemente conlenida en el plano PQR’ y como tal,

serd perpendicular & (ab, a’t’); por coisigniente medird

la mas corta distancia pedida, cuya longltud electiva,

~se-deducird de las proyecciones it cm por la regla

general (ntimero 20).
En esla figura, el plano PQR no es ni un dato ni

- resultado del problema primitivo, es solo un auxiliar para

llegar & la solucion y por consecuencia deberemos marcar

©* estas lrazas como lineas auxiliares.
F. 21.

85. Otra solucion. Hagamos pasar un plino por el
punto (¢, ¢’) y por la recta dada (Ab, a’B’), bastard unir
(e,¢') con (A.a’) y buscar las trazas verlicales de las
dos rectas (Ab, a'B’) y (cd, ¢'D’) que darén las PQ y' QR
por las trazas del plano auxiliar de que acabamos de
hablar. Esto supuesto, hagamos girar este plano alrede-
dor: de su traza horizontal PQ), que suponemos contiene
ala recta y el punto dados. En este movimienlo de re-
volucion, el punio (b, B) no saldra del plano verlical B6B
perpendicular 4'la charnela QP: por ofra parte, la dis-
tancia QB’ de este punlo, al punto fijo Q. permanecera
la misma, por consecuencia, si describimos con el radio
QB’ un arco de circulo que corte 4 4B en B, este punto
serd el trasportado de (b, B’) y AB, la recta rchati-
da y lras;mrlando del mismo modo el punto (dD’) en
D; DA, serd la segunda recla que contiene el punto, cuya
posicion se fijara por la perpendicular &C.

Obtenidos asi en el plano horizontal !os dalos sin que
hayan variado las posiciones respectivas del punto y de
la' linea, podremos bajar sobre AB, la perpendicular
CM. y esta serd la mas corta distancia buscada en toda
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su-estension.- Este resultado ' es. ordinariaments el que
interesa: sin embargo, si queremos fijar las proyeceio-
nes de la mas corta distancia. no habrd mas que resti-
tuir todo el sistema; el punto M se trasladard a m por
una perpendicular sobre la charnela PQ), y la proyeccion
verlical m’ se dedpcird (niimero 8) de la horizontal; de
suerte quela distancia en cuestion eslard proyeclada so—'
bre (em, e/m'). oo L )

56. Esla solucion es convenienle Iralandose de hallar
sobre la recta: (Ab, a’Be) un punto que diste de. ec' 'una’
cantidad «. Porque oblenida que sea la recta 'y el punto
eri un mismo plano, podremos tomar del punto designade
C, la estension CN==<. Si con esle radio deseribimos un
arco de circulo, podra resultar,” que sea langente, secanle
0 que mogoque 4 la recla AB: en el primer caso, elpro-
blema tendra una solucion, en el segundo dos. y nmguna
en-el lercero. 3iyand

“Por una recta dada. imoer pasar un plama perpmd:-
cular @ otro plano dado. = ' \ A

57.- Por un punlo de la recta prnpuesta se trazara
una perpendlcular al plano dado. El' plano que pase por
eslas dos, sera el que se busca.

Por un punto dado, trazar un plano pemmdlcuiar @
dos planos dados: . -

58.. Para esto bastara encontrar la comun seccion de
los planos, y obténida, por el punto dado, trazar a dlcha
comun seccion un plano perpendicular. il

Hallar los dngulos que forma  un' plano dado PQR'
con los de. proyeccion. (Fig. 22.) :

59. . Sabemos que para-medir la inclinacion ‘de dos
p!anos. basta cortarles por un tercero que sea perpendi-
cular 4 su inlerseccion, y que las infersccciones de esle
plano con cada uno de los propuestos*formaran  entre si

5 &
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un angulo medida del que buscamos. Eslo supuesto, cor-
taremos el plano PQR’ y al horizontal por olro que sea
perpendicular 4 la traza PQ. Este plano secanle, que sera
verlical, tendré por trazas una linea Ed perpendicular 4
PQ, y la vertical dC’; por consecuencia, cortard al plano
dado segun una recla que reunira en ¢l espacio el punio

"B con (' y serd la hipolenusa de un triangulo rectangulo,

cuyos caletos serin Edy dC’. Si hacemos girar este
triangulo alrededor -de J(C’ para sobreponerlo al plano

“vertical, caera en C’E’d, y el angulo del mismo nombre

medira la inclinacion del plano PQR’ sobre ¢l plano ho-
Tizonlal. : i Lagaion o
- Para oblener el angulo que forma el plano PQR’ con
el vertical, les cortaremos por un plano F/dG perpendi-
cular a la traza vertical QR’, que dara un Iriangulo cuyos
calelos seran F'd y dG; por consiguiente este triangulo
despues del giro sobre Gd, caera en dF G en que el an-
gulo F espresara la inelinacion pedida.
Por un punto dado, trazar un plano que forme un dn-
gulo « con el plano horizontal y un dngulo 8 con el verlical.
'60.  Obseryaremos gue en el problema precedente
los dos planos secanles C'dE y F'dG deben corlarse entre
si, segun una recta perpendicular al plano PQR’ que me-
dird la mas corta distaneia de esle plano,.al punto d de
la linea de tierra. Por olra parle, como esta perpendicu-
lar, sobrepueslos a su vez los dos Iridngilos, se encuenira
evidentemente representada por las rectas (ds, ds') traza-
das en dngulo recto sobre las hipolénusas, se sigue que
cualquiera que sea el plano PQR’ debemos tener la rela-
cion ds==ds’; eslo supueslo, si sin conocer el plano PQR’
que suponenios lener sobre los planos fijos las inclinacio-
nes &, 8, conslruimos arbilrariamenle sobre la linea de
lierra un triangulo reclangulo C’dE’, en el que el angulo
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en E’ sea igual & a, y con la perpendicular ds describi-
mos un arco de circulo, al que trazamos una langente
FsG, que forme un angulo F=9; esla tangente delermi-
nara por su encuentro con la prolongacion de la vertical
C'd, un punto G de la traza horizontal del plano. Este
‘plano tendrd por traza horizontal PE (), tangente al arco
de cfrculo descrito con el radio dE’, y uniendo los puntos
Q y C’, obtendremos las trazas de un plano PQR’ que
tendra sobre los planos fijos las inclinaciones « y 3: para
resolver el prnblema primilivo, faltara trazar poe el punto
un plano paralelo a esle.

Determinar el dngulo comprendlda entre dos pianos da-
dos PQR' y STV' :

61. < Este angulo estard medido por el plano perpen-
dicular & la comun seccion de los dos propueslos: si pues
por un punto arbitrario m de dicha .comun seccion, tra-
zamos una perpendicular LmF, esta linea la podemos
considerar como la traza del plano que mide el dngulo

- que buscamos. Las comunes secciones de este plano per-
pendicular con cada uno de los propuestos, formaran un
- tribngulo cuya base serd LF y cuyo éngulo opuesto es el
. que buscamos. Come el plano secante es perpendicular 4
" la comun seccion Cd, es consiguiente que en este plano
se habra de encontrar la altura, se ha de encontrar & la
vez en el plano secanle, luegoel punlo = dé interseccion
de las trazas, habra de ser cl pie de la perpendicular de
este Iriangulo: ahora bien, si rebatimos al plano horizon-
tal el tridngulo cuyos catelos son Cd, dD’ con la comun
seccion que proyeclan , haciéndole girar alrededor de
Cd. CD”, sera la comun seccion de los dos planos reba-
tida. Si'pues del punto m trazamos una perpendicular &
dicha comun seccion, tendremos en T'm, la longitud efec-
tiva de la perpendicular del tridngulo. Si imaginamos que

F. 23,



F. 24,

- =0
este tridngulo del espacio cuya base es LF, le hacemos
girar alrededor de su base, es consiguiente que la allura
Tm perpendicular & la base, no dejard de serlo durante
el giro; y por consecuencia habra venido a situarse en ¢,
y'como los puntos Ly F no habran.variado de posicion
durante el giro por ser punlos de la charnela, uniendo
los puntos LF con ¢, el dngulo L ¢ F sera el que busca-
mos en sus justas dimensiones.

Construida la traza LF del plano secante, hemos po-
dido rebatir la comun seccion de los dos planos, al ver-
tical de proyeccion, haciendo girar al lrifmgulo CdDe al-
rededor de dD’,"en cuyo caso D'C, seria la.comun seccion
rebatida;-el punto m se habra trasladado & m’ y en m'T’
lendriamos la altura del triangulo. -

62. Cuando los planos propuestos lengan sus Irazas
paralelas en uno de los de proyeccion, como R’QP y STV,
La construccion: precedente exige una ligera modificacion
que facilita la solucion; porque sabemos que en este caso,
la inlerseccion.es la recta horizontal (D’m‘ dm) paralela a-
las trazas horizonlales. Por consecuencia, si trazamos un
plano  vertical D'dS, perpendicular a esta interseccion,
cortara los planos propueslos: segun dos reclas que for-
maran con NS, un triangulo cuyo vértice sera el punto D7,
ysu altura la verlical Dd, de suerle que sobreponiendo este
triangulo solite el plano horizontal alrededor de la base
dS, el cispide D’ caera en D, v el angulo SDN seré la
medida de la inclinacion de los planos propuestos.

63.. En fin, s las frazas fuesen todas paralelas 4'la
linea de tierra, como en la (F. 16) cortaremos los planos
dados, por el plano de perfil Z’XV, empleado (§. £8); y
por el giro de que nos servimos en él, oblendremos
el angulo PAT por la inclinacion: de los planos en

cueslion. bgwil
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~Construir el plamr basacmz del dngulo que forman dos
pkmos "

6. Una vez delermlnado el angn!o formado por los -

planos, bastara saber, que el plano bisectriz ha de con-
tener la linea comun inlerseccion de los dos planes y la
biseciriz del 4ngulo+plano medida del diedro propuesto.
Por: consiguienle , supuesto rebatido el angulo plano y
hecha la division del 4ngulo, solo restara determinar las
proyecciones de la bisectriz, en cuyo caso, por esla y la
de la comun seccion; se hace pasar un plano que serd el
plano bisectriz del angulo propuesto.  °
. Hallar el dngulo de dos rectas dadas (ab, a'h) (cd, ¢rd’).
65.° Entendemos por el angulo que comprendendos
reclas’que no se hallan en un mismo plano; por el que
forman entre si ofgas-dos: respeclwamenle paralelas a las
primeras, que pasen por un_mismo punlo del espacio.
Principiaremos por examinar si lasslinegs propueslas se
corlan. S tienen un punlo comun sus proyecciones, de-
beran eslar en una perpendicular & la linea de lierra,
condicion que no salisface el punto interseccion, - (bb) por
consiguiente, las rectas propuestas no se cortafi. Trace-
mos una recta paralela & la linea ¢'d’ por un punlo cual-
‘quiera ‘de la olra recla, y para simplificar, elegirémos
el punto proyectado en b. Esta paralela tendrd por pro-
yeccion horizonlal la recla (de) dada, y por proyeccion
vertical, la dinea (d"¢”) paralel'l (d*¢), de suerte que el
problema quedara reducido & éncontrar el dngulo formado
por las dos rectas (ab, a’t’) ¥ (ed, ¢d"). ?
Construyendo las (razas horlzon!ales P y ¢ deeslas
reclas, la linea Pe, serd la base de un triangulo cuyo vér-
tice es el punlo (b,7”) en que se cortan las reclas pro-
puestas, y cuyo angulo Pbe seri el que buscamos. La al-
tura de este triangulo cs evidentemente Ja hipotenusa de

F. 25.
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un lnéngulo rectangulo que tendra por base la perpendi-
cular bE, bajada sobre Pe, y por altura, la vertical que
proyecta el vérlice en b, que es igual a b"t; por conse-
euencia, si fomamos {f=DbK y liramos b"f, esta recla serd
la altura del tridogulo primitivo.  Si sobreponemos esle
ultimo al plano horizontal, haciéndole girar alrededor de
subase Pe, el vértice no saldra del plano vertical Eb per-
pendicular 4 esta base, y Irasladando la altura b/, de E
en B, el tridngalo buscado se hallara sobrepuesto segun
PBe, y cuyo angulo en B sera el que forman en el espa—
cio las dos rectas propueslas.

66. Cuando una de las rectas, por ejemplo Ia sex
gunda, es paralela a los planos de proyeccion, el tridn-
gulo no exislira: mas la traza horizontal del plano de las
dos reclas, propuestas, ‘sera una paralela 4 la linea de
tierra, de suerte que.sobreponiendo, como hemos di-
cho, este plano alrededor de su traza, obtendremos el
angulo pedido. No hablaremos del caso en que las rectas
sean  paralelas ' al' plano horizontal , porque entonces
el angulo que forman en el espacio serd igual 4 su pro-
yeccion. -

Hallar el dngulo formado por una recta (ab a'b’) con
el plano PQR'.. '

67. El angalo formado por una recta con un plano,
es una cantidad indeterminada, si no convenimos en to-
marle por el angulo que forma la recta propaesta con su
proyeccion rectangular sobre el plano: esta eleccion se
unda en que esle anfrulo es évidentemenle el mas peque-
fio de todos los que forma Ta recta con las diversas lineas
trazadas por su pie en el plano en cuestion. De aqui se
sigue que si hajamos de un punto de ésla recta una per-
pendicular sobre el plano propuesto, el angulo compren-
dido entre esta perpendicular y la recta primiliva, sera
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- complemen{o del que quéremos oblener, y basiara para
deducir este Gltimo.

- Tracemos pues por el punlo (a, a’) Iomado arIutra-
riamenle sobre la recta dada, una perpendlonlar (ae, @¢’.)
al plano PQR’; -construyamos el angule formado por las
dos reclas (ac, a'¢’) y (ab, a't’) aplicando el método-del
(nimero 65); y bAc sera el*angulo de las dos rectas. Su
complemento se obtendra trazando An perpendicular so-.
bre Ae, y nAb seré el angulo formado por la recta (ab, a'’)
con el plano PQR'. . .

Los problemas precedentes conducen & lasolucion de
los slgmenles

Dado un’ triangulo eqmln!ero. conslruir las proymw-
nes del tetaedro y el octaedro, y dado un pentdgono cons—-
truir las del dodecaedro ¢ icosaedro.

- Primer-caso. ~ Sea el iriangulo ABC (F. 27).

68 Pueslo que las caras del telaedro son 1denhcas Y
simélricamente dispuestas, los vérlices opuesios  las ba-
ses de las caras laterales, habran de coincidir en un punto
~ d. que serh ¢l centro de. la cara A, B; Gy tomada por
base, uniéndole con los vérlices A, B, C, tendremos la
proyeccion *horizontal del tetaedro. :

Para obtener la proyeccion vertical, es necesario de-
terminar la altura del punlo d, esta altura es el calelo de
un triangulo rectangulo cuya hipotenusa varia segun se
considere en Ja seccion Ae, el triangulo proyectado en
Ad, 6 en de. En el primer caso, la hipolenusa es el lado
del triangulo, y en el segundo la perpendicular del
mismo. El otro catelo es la proyeccion del lado 6 la de la
perpendlcular. luego si en d levantamos una perpendicu-
lar & la Ae, y tomandu. del punto A la longitud del lado
del tridngulo 6 del punto e, la de la perpendicular del
mismo, el punto D en que corten dicha perpendicular,
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determinard la altura del totaedro. Esta altura habra de -
corresponder en proyeccion vertical & dd’ v a una distan-
cia d'd"=dD; luego proyectando los puntos ABC en
A/, B, €, y uniendo estos con d'';, tendramos resuella la -
cuestion.

69."  Segundo caso. El oclaedro consta da ocho lrian- :
gulos equilateros iguales y *paralelos dos & dos, cuyos
© .vérlices estdn conlenidos en- la esfera circuuacripta al
sélido. De aqui resulta que circunscribiendo una circun-
ferencia al triangwlo ABC (F. 28) puede fomarse por la
proyeccion de dos circulos patalelos de la ésfera; su radio
aplicado sobre dicha circunferengia contar de un punto
A, 'nos deralos AdBeCf porvértices de las caras opuestas
'y paralelas, uniendo los Ad, dB, Be, ¢G, Cf, fA resultaran
las ocho caras AdB, dBe, BeC, ¢Cf, CfA, Afd, ABC, 'y fde,
que componen el solido y representan su proyeccion, ho-
rizontal. - La proyeccion verlical estard deterninada lan
luego como conozcamos la perpendicular que mide la dis-
tancia entre dos caras paralelas. Esta perpendicular es
cateto de un tridngulo rectangulo en que la hipolenusa es -
la perpendicular fm del triangulo fde y el otro calelo, su
proyeccion mB; procediendo como en el cago anlerior,
obtendremos la altura Mm. Conocidas las proyecciones
horizontales de los punlos y las alturas 4 que deben en-
contrarse del plano horizonlal, por lo dicho (nimero 8)
tendremos determinada la proyeccion vertical A’B'ef". .

770, Tercer caso. El dodecaedro (F. 29).esta com=
puesto de doce pentagonos regulares y paralelos dos a
dos; eligiendo uno de ellos por base , habra otro opueslo
vy paralelo que determinara la altura del sélido. A cada
Jado de estos penlagonos, ‘estin unidos olros idénticos,
subdividiéndose por consiguiente la altura del sdlido en
dos cuerpos, uno formado por el pentagono de la base
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lllfGI'IDl‘. con ¢inco’ pnnlagonos. yel otro por la base-su-
perior con los olros cinco: Loslados de las caras laterdles,
mo.seria posible que 'se ‘adaptasen para formar el sdlido,
si'los vérlices del pentagono de la base inferior, correspon-
diesen en la perpendicular de'los de la base superior; y
como por olra parle son idénticos, sw ‘posicion no podra
ser .olra' que en los-centros de los arcos cuyas cuerdas
représentan  los lados del pentagono propuesto. Asi que
las perpendiculares bajadas del centro del cirenlo & las
cuerdas que representan el pentagono ABCDE nos darén
por su inlerseecion con el circulo, los vérlices correspon-
dientes & la base superior abede. Para fijar la posicion
respecliva de los vérlices rr... consideraremos rebatidas
dos caras conliguas correspondientes & las aristas AB, BC.
En tal siluacion, es indudable ‘que al girar estas dos-ca-
ras para ocupar su posicion, lodos los vérlices caminaran
en un' plano perpendicular & su base, y los puntos: RR
vendrin & reunirse-en el punto r. Si hiciésemos igual
consideracion respecfo de los penlagonos de la cara opues-
ta que ‘apoyan en las aristas-ab, be observariaimos que los
lados bs, cs, homélogos & los BR, CR, darian un -pinto

s... equidistante'de ¢ y b como r, r lo esta.de B, C. por
qonsiguiente-. si.con el radio Os 6 Or, describimos un
circulo, en él habran de insistir las proyecciones de los
vérlices de estos penlagonos, por manera que, uniendo
cada dos de-eslps puntos, tendremos la proyeccion ho-
rizonlal.

~Para deducir de esta, la proyeccion verlital, hahremos
de determinar las alturas correspondientessa los dos cuer-
pos de que podemos imaginar compuesto el sélido,.

. Si suponemos un'plano horizontal que-pase por los
puntos rr... la altura & que este plano se encuentra del

horizontal, habra de ser el catelo de un triangulo rectin~
6
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gule,-en que el otro ‘catelo es la proyeccion de un lado
de los péntagonos'y la hipotenusa la longitud efectiva del
mfsitno lado. Luego siclevames'en ¢ la perpendicular GG
y--con un radio bc, - désde r; describimos -un -arco que
corte dicha perpendicular; G, sera la altura dé los puntos
rrr.., sobre el plano horizontal. La de los punios abeso-
bre este plano auxiliar, babra de ser el caleto de un

“triangulo. rectangulo en que un caleto. es la proyeccion

de la perpendicular em==mr 'y su hipolenusa la misma em.
Luogo si sobre'la’perpendicular mM 1y con el radio em,
desde r, describimos un arco-hasta: que corte dicha per=
pendicular en:M; mM serd lo que diste la base ‘superior
abed del plano auxiliar. Conocidas las proyecciones ho-
rizontales de los vértices del poliedro- y las alturas de los
planos en: que se hallan, fijando: por medio de 'horizon-
tales eslas alluras; solo restara proyectar los puntos, 'y
uniendo convenientemente cada dos puntos ohtendmnos
la.proyeccion verlical A'B'C'r's'c'Va'e’s's": a#basv
Tk« Cuarlo caso: El icosaedra negular- conatt: de-dos
pumldea pentagonales, cuyas bases sen idénticas y estan
unidas &-un poliedro conipuesto dediez tridngulos' equi-
laleras. Lomo los vérlices de lag dos' bases ‘equidistan
del centra; se ballaran todos contenidos en la eircunfe~
vencial descrila con el radio del pentagono:/ por: manera;
que siidadouel pentagono ghyyk:..- con el radio log, des~
eribimog un  circulo- y de su centro: bajamos perpendi-
culares & las cuerdas que representan los lados del 'pens
tagono, :su. inlerseccion: com el cireulo | nosidelerminara
los, vérlices eorvespondientes a- la- basé: acdef de la pira~
mide supdnior; uniendo, estos' puntos con el chspide ‘eor~
respondiented cada base; quédarin descritas Jas pivamides
v ‘uniendo; los vérlices; de ambas: bases;, tendrem(m Ia
proyeccioavhoerizontal del sélido. aostiol
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.+ Gomo hemos dicho,; este cuerpo-consia de tres paries;
dos piramidales cuyas alluras son iguales y el cuerpe in-
termedio. Siconsideramos el plano verlical que pasa por ok
y rebalimos esle plano. al herizontal, oblendremos como
efi‘el letaedro las alturas Mo y pl” y por;un procedimiento
andlogo al.del. caso! anlener, delcrmmanamos Ta pmyeb—
cion verlical. i it

. Por un puﬂto dado’ (a. a') trazqr una Iinca gﬂ fom
un dngulo 8 con la linea detierra (F. 31).- d gt
- 72., Siendo esle angulo el Ionmmdo;p_nr,:la recta qﬁe
ha de pasar por el punlo (a, a’)-con: su. proyeccion. sobre
la linea de lierra, es evidente, que conocida la porpendi-
cular del punto & la Imea de lierra, aslara conecida la linea -
propuesta. . yvolab obassea) fmnre ey

- Para conocgr esta parpendwular. (bastar rehatir el
punto (a,a’) al plano vertical, haeiendo girar al plano
perpendicular quépasa por él, alrededor de la intersee-
cion a'd; en cuyo caso, la proyecclon horizontal a, se
‘babré:trasladado & a7, y A’ seré el punto del espacio re~
_batido al plano vertical y Ard, la perpendicular frazada
del punto a la linea de tierra en sus justas dimensiones:
conocida esla linea, si imaginamos que el plano determi-
nado por-ella y la linda de ticrra, le rebatimos al plano
horizontal, haciéndole girar alrededor de dicha linea de
tierra, el punto (a, a’) habré venido & A3 si en A sobre la
perpendicular ‘Ad, constraimos un éngulo, complemento
del que queremos que la linea forme con la linea de tier-
ra, la AB sera la linea rebatida al plano horizontal, que
formara con la de tierra el angulo 3. Sus proyecciones se
oblendran con solo considerar, que al reslituir esta linea,
el punto-A se trasladard a (a,a’), el punto B es de la char-
nela, por comsiguiente no ha variado; uniendo (a, @)
con B,*estas seran las proyecciones de la linea que cum-
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‘plira con las’ condiciones de pasar por el punto y formar'
ei iugulo dado con'la linea de tierra.
" Construir las proyecciones de una linea quie famo dn—
-gulo: dados con los planes de proyeccion.

73." Sien el plano verlical trazamos una linea (AJB')
(F 32), cuyo angulo con la linea de lierra sea =, que es
el que queremos que forme con el plano horizontal, pode-
mos lomar esla linea por la que se busca. Si en el estre-
mo B’ de la linea, opuesto al dngulo formado, construimos
el angulo s que queremos que forme con el plano vertical,
solo faltara determinar las proyecciones de estaslineas. La
‘horizonlal se encontrara en A'b, sobre la linea de tierra,
* bajando la perpendicular del estremo superior de la recla:
la verlical, trazando del otro estremo A’ la perpendicular
~ A’A* & la A"B'. Obtenidas asi las proyecgiones de la li-
nea propuesta, resta solo fijarlas en los planos de proyec-~
cion: Considerado el estremo superior B de la linea, como
su traza vertical, su proyeccion horizonlal estarda en b
sobre la linea de lierra. La traza horizonlal estara proyec-
tada verticalmente en a’, por manera que si haciendo
centro en b con el radio A’b describimos un arco hasta
que corle la perpendicular a’A, el punlo de interseccion
A sera la traza horizénlal de la linga y Ab, a'B’ las pro-
yecciones de’la linea que cumple con las condiciones.

Hallar la posicion y magnitud de la linea que mide la
mas corta distancia entre dos lineas que no estdn en un
plano. '

74. 'Sabemos que en el espacio, dos rectas pueden
no enconlrarse sin ser paralelas: enlonces hay lugar de
elegir entre todas las lineas que reunen dos cualesquiera
de sus puntos, la mas corta; con objelo de hacer mas per-
ceplible la serie de operaciones para-resolver este pro-
blema, vamos a indicar la marcha sobre la (F. 83) en
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perspeclivd en que AB y CD represenlaran las dos reclas
propuestas. ‘Si por un punto cualquiera B de la primera,
trazamos una recta (BF) paralela 4 CD, é imaginamos el

plano ABF, esle plano serd paralelo & la recta CD, ba- -

jando de un punto D de esta dllima una perpend:cnfur
Dd, sobre el plano ABF, la distancia buscada no sera
menor que Dd. Mas para hacer ver que una recta igual
i Dd puede efectivamente reunir dos puntos de las lineas
propuesias, tracemos por el pie d de esla perpendlcular
una paralela de a BF; esla linea dc encontrara necesaria-
menle @ AB en un cierlo punto ¢, sin que AB sea para-
lela & CD¥ lo que seria contrario 4 la hipétesis admitida;

con que si del punto ¢ elevamos la perpendicular ¢C so-
bre el plano ABF, se encontrara evidentemenle conleni-
da enel plano GDde por su posicion perpeudlcu!ar sobre
ABF, y por consecuencia ¢C encontrard & CD. Esta linea
¢C, igual y paralela-a dD, medira la mas corta dislancia
de las rectas AB y CD, y vemos que serd perpendicular
a las dos al mismo tiempo, puesto que lo es al plano ABF
pnralelo a la recta CD.

. 15.  Sean (ab,a'V’) y (cd, ¢d’) las dos rectas dadas:
nos aseguraremos que no estin en un mismo plano, eb-
servando que o son paralelas; y & mas, qug los<puntos
en que sus proyecciones horizonlales y verlicales se cor-
tan, no estin (namero 8) sobre la perpendicular & la li-
nea de tierra. Esto supuesto, elijamos el punto (b, b') de
la primera recta para (razar una paralela (be, b¢’) & la
segunda, y conslruyamos las trazas PQR’ del plano en
que se hallan, bajando del punto f/* de la segunda recta,
una perpendicular (fm, f'm’) sobre el plano POR, y bus-
cando (numero 49) el punto (m, m’) en que esta per-
pendicular encuentra el plano PQR’ la (fm, frm") medira
la_distancia de la segunda recta al plano: ahora serd

F. 34.
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necesario. trazar ' por el punto. (m,m/) y ptralelameme a
la segunda recta (ed, e'd’) una recla (mp, m'p'). que deberd
necesariamente cortar a la (ab, a'F); por: consecuencia,
* los'dos. puntos (p, p) deberén estar sobre "una’ misma
perpendicular 4 la linea de tierra.) En séguiday del pun-
top, p trazaremos paralelamente’ & (fm, frm') la-linea
(ps,p'x’} y como esta debe encontrar la (ed, ¢'d'), seri ne-
eosario- que sy ' 'se correspondan sobre wna misma
psrpendlcuiar ala linea de tierra. Entonces ps y prs’iseran
las  proyecciones de la mas corta distancia; pedida ; la
distancia efectiva se obtendré, como queda dlcho (mi-
mero 20).

76. Podriamos resolver el mlsmo problema buscando
la interseccion de dos planos pe;pendlcularas a PQR
que pasase el uno por la. recta (ab, a’d’) y el otro por la
recla (ed, ¢'d’) estos dos planos se determinaran: bajando
una perpendicular al plane PQR’, por un plmto de. cada
recla de las propueslas.

Resolucion del angulo triedro.

77.  En un dngule triedro S (F. 35) se reunen en el
clispidé. tres_ angulos planos y tres angulos diedros: los
primeros son los 4ngulos rectilineos, formados por la in-
terseccion de cada des aristas, y los segundos, los que
forman la inclinacion de los planos enire si. Dados tres
cualquiera de estos seis angulos, pueden hallarse los olros
tres; lo que ofrece seis problemas distintos. porque de-
signando por C, A, B, los angulos diedros, cuyas aristas
son SC, SA, SB,y por «, 3, 7, los angulos planos ¢ caras
opuestas a los 4ngules diedros, pueden darse

1.2 Tres caras 6 angulos planos. . ... . . . &d%
2.°; Dos caras y el angulo diedro_comprendido. «3 B.



=4=
8.2 Dog'caras y el dngulo opuesto 4 una deellas. g3A.
»4:° 'Dos angulos diedros y una de lag caras. . AC».
*5.2 Dos angulos diedros y la cara (e ios une: BG 2.
6. Los tres éngulos diedros. .. .\ /ool . ABG:

Estas son evndenlemenle las d:l'erenles combmacmnes
que se pueden hacer con los seis dafos, siendo posiblc

reducir los Ires tllimos casos & 1os. anleriores con el
auxilio de un 4ngulo triedro suplementario,

_(_Luo rRINERO. | Hstando dadas las res caras a, 8, 4 dg

un @qa;q' solido hallar los tres dngulos diedros A, B, C. .

/78:++'Sean GSA, CSB y BSA“ los tres mg.ilos dados
que suponemos sobrepuestes al plano de la cara CSB
que lomaremos como el plano horizontal de la figura;
es:¢laro’ que ‘para rehacér: el angulo sélido bastard ha-
cer girdr las dos caras lalerales A/SC, BSA”, alrededor
de:las reetas €8 y (BS: como ‘charnelas, hasti quélas
dos lineds” SA”: yoSAY coincidan Ja una’ con la otra; su
posmon comun; ei el @spacio, serd la de la tercera
atista, | cuya proyeceiondesconocida designaremos por
SA: Pard determinarla {othemos en las reetas SA” y SA”!
dos distancias ‘cualquiera’, pero iguales; en cuyo: ¢aso
los ‘puntos D" 'y D" deberan  evidentemente reunirse a
la' formacion dal 4ngulo‘solido; porque giranda sobire las
arislag $€; SB, no saldvandél planoverlical D'FD, D ED,
perpendionlares 4 ostas*charnelas,; de que sé sigue, que
los puntos D’ y D” iran & coincidir con el punto del es-
pacio ‘proyeétado horizontalmenle en D, y por consiguien-

te:Ja-tereera arista del angulo-sélido: tendra por; proyec-

cion|la SA. Por olra-parte, el plano vertical DI, per=
pendicular @ SC, debera-corlar; las dos caras que pasan
por ‘esta/arista,) segim la reeta: D'F, DF que resliluidas
cotnpodllr!m entre’si un mgulo igual & Ja inclinacion de

F. 36.



eslas caras y que formaran un. Iridogulo con la vertical
proyeclada en D; por consecuerncia, si bacemos girar ieste
triangulo alrededor de DF, elevando sobre esta (base wna
perpendicular indefinida. DG’ ‘quel terminaremos por: un
radio FG'=FD’, obtendremos el 4ngnlo diedro G que tra-
lamos de encontrar. Del mismo modo, el ﬁlano verlical
DD corlara las dos caras que pasaran por SB, segun
las rectas ED, D*E que estando_resliluidos comprende-
ran entre si la medida del 4ngulo diedro B, y como eslas
rectas forman con la verlical proyectada en D, un trian-
-gulo en"que’ ellas®son la base y la hipotenusa, podre-
mos facilmente construir el giro de G’ED de este’ triangulo
y el'angulo E sera el que se pide. Observaremos por
otra parte, que las dos verticales DG y DG deberin
ser ig‘nalea.’ pues que launa y la olra esprasan la altura
del ;punto inico' de la arisla SA proyectada en D.
+79. . Para obtener el tercer angulo diedro D, imagi-
naremos un: plfno secante perpendicular d SA por el
punto de esta arista, proyeclado en D y rebatido en D
por una ‘parte y por otra en D7, este plano cortara las
caras laterales segun lasrectas VN, DM, respectivamenle
perpendiculares a SA’ y SA”, y por una consectencia
necesaria, su inlerseccion con la cara BSC serd la recla
MN. Si pues-con las tres lineas D'N, MN, D“M, construi-
mos un tridngulo, el angulo P'opuesto & NM sera precisa-
mente la:medida del 4ngulo diedrd que liene por arisla
la SA.

Las construcciones precedentes son aplicables para el
easo en que los lres angulos planos a. 3. ». ¢ bien alguno
de ellos sea obluso, y solo sera necesario para que el pro-
blema sea posible: 1.° que la suma de los tres 4ngulos
«. 3. 9. sea menor que cuatro reclos: 2.° que el mayor de
estos angulos sea menor que la suma de los otros dos, De
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no verificarse estas condiciones. es facil ver que las cons-
trucciones graficas dardn para los triangulos rectangulos
FDG’ y EDG”, hipotenusas menores que sus bases, en
tanlo que eslos tridngulos se podran construir si se cum-
plen las condiciones enunciadas, y por consiguiente el
angulo sélido podra formarse con los dalos del problema.
Referir un dngulo del espacio al plano horizontal.

80. Esle problema, de reconocida ulilidad para el le-
vantamiento de planos, tiene por objelo fijar la proyec-
cion horizonlal de un angulo « cuyos lados forman con
la vertical que proyecta el cl'lspide. los angulos 3y«
tamblen conocidos.

" Para simplificar habremos de suponer so'brepuntos
al phmo verlical, y por consiguiente en sus juslas di-
mensiones, los dngulos que las dos lineas BS' y €S’ for-

F.

man con: la Verlncal AS’ que hemos denominada 8, .

En tal caso, si consideramos fijo en el plano vertical el
angulo 7, podremos tomar la AB por la proyeccion hori-
zonlal de la cara AS'B. La proyeccion horizontal del lado
S’C lendra comun con AB el punto A. Sisuponemos que
este lado S'C, gira alrededor de la vertical proyectada en
A, es consiguienle que su esiremo G habré de encontrarse
en un panto del arco descrito con el radio AC, y 4 una
distancia del punto B, igual & la magnitud del lado opaes-
to al angulo « que forman lasdos reclas: Pueslo que co-
nocemos el angulo « propueslo, cuyos lados 8'B y §'C los
tenemos en sus juslas dimensiones, y sisobre ¢l lado fijo
$’B construimos el angulo « y tomamos S'C'=S'C, la

BC’ serd la linea que mide la distancia entre los punitos -

B y C, que es el lado opuesto al angulo dado. Por con-

siguiente, si haciendo centro en B con el radio BC’ descri-

bimos un arco de circulo que corle al anteriormente des-

crito, el punlo c en que se encuentran, serd el esiremo
7
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del Jado $'C; ycAB la proyecmon homobtal del éuguln a
dado del espacio. o

Caso seaunpo. | Emmnb dadm daa wnrzu d, 8‘, gR
angulo sélido, con d dugulo compf'Md!do Ar T mm::r Ias*
demas par‘gg;* M O e a1 25 IR

81, Sean BSC—a/ CSA'—a 1as dos ‘caras - sohmn:
puestas al plano horizontal: haciendo girar: la segunda al-
rededor de SC hasta que forme con' BSC el dngulo die-
dro A, obtendremos dos caras ‘del ﬁngulo sélido' en' su
verdadera sitvacion: durante esle movimiento de rota~
cion, el punto D’, tomado & voluntad sobre la arista mo-
vible, no saldra del plano vertical D’FD ‘perpendicular
i la charnela: si en este plano constraimos el dngulo
DEG'=A y tomamos la distancia FG'=ED ‘es evidenle
que el punto D* vendra a siluarse en G, y por consi=

. guienle que estard proyectado” horizontalmente en' Iy

cuando'la cara movible A‘SC haya tomado la inelinacion
designada por la cuestion. Ahora" el punto del espacio
que' tiene por: proyecciones (6, D) ‘périenece 4 la'tercera
cara desconoeida; y si Ja concebimos que ha glrado alre-
dedor de SB, el punto tG' D) ‘mo saldré del plano ver-
tical D”ED perpendwular & ‘esta charnela, 'y como esle
punlo debe quedar & una distancia del clispide SD”—=SD’,
si describimos con esta distaneia un'arco de circulo, cor-
tard la recta indefinida DE*en el punto D” que determi-
nara ¢l angulo D”SB para la tercera cara desconocida.
Eslando conocidas las Ires caras, enlraremos en el pro-
blema del (nfimero 78) que ensefia é consiruir’ los éngu—

' los ‘diedros.

© Podriamos emplear la distancia MG/, que esigual evi-
dentemefrte’ & MD”, para describir un arco' de ‘ciroulo,

cuyo ‘encienlre: con el prlmero daria: delermmado ol
punto D7, e '
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-Caso'tenceno. - Dadas dos caras «. 8, de un dngulo s6-
lido; 4§ ¢l dngulo diedro B: opuesto d una de ellas, hallar las

demas parfesihizo00 Gy Dowii
-.82. 'Sean BSG*-—:* €SA‘=). (F 39) las “dos  caras
dadas sobrepuestas al plano horizonlal. En un plano ver-
tical EF perpendioufar & la arista 8B, construyamos el
angulo REF=B, & imaginemos un plano indefinido que
pasa por SER: éste plano indicard Ja posicion de la-cara
désconoeida,; de suerie que para formar el angulo sélido
nt!faHard’ mas que hacer girar la cara A'SC alrededor
de' 8C. hasta que'la arista SA’ venga 4 siluarse en el
plano SER. 'Duranle este movimiento «de rotacion, el
punto D*'de'la arista movible, no saldré del plano verti-
cal D'FM, trazado por el punto F, perpendicularmente a
la charnela SC; y por consecuencia este punto D¢ se ha-
Harh sobre la interseccion del plano vertical FM con el
plano indefinido SER. Esta interseccion es una recla
que parliendo de M va a encontrar la vertical F al mismo
punlo evidentemente que la recta ER restituida: si- para
hallar esta altura - tiramos la linea FR, ‘perpendioular 4
EF, despues de trasportar FR'en angulo reclo sobre
.FM de F'en R', la linea MR" serd la interseccion de que
hemos hablado. sobre cuya recta deberé situarse el punlo
D’ de la arista movible SA’. Asi describiendo con el radio
FD’ un arco de circulo que corte MR’ en G, oblendremos
en el plano vertical FM la posicion G de un punlo de la
tercera arista SA, y seM facil deducir la proyeccion ho-

rizontal D. . o

Observaremos que ol punto G, situado en el plano
verlical MF, pertenece & la cara desconocida, y que
cuando la hagamos girar alrededor de la arista SB, no
cambiara de distancia con relacion al punto M y S si-
tuado sobre la charnela; porque estas distancias son evi-
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denlemente MG y SD', pues si con estas como radio des-
eribimos dos arcos de circulo, su interseccion D” deter-
minara el giro del punto G, y por consiguienle la cara
desconocida sera D”SB: una vez hallada esta cara esta-
remos en el caso del (nliimero 78;. Al
~ 83.  Notaremos que el arco de circulo descrilo con el
radio FD’ corlara generalmente la recta MR’ en dos pun-
tos G y g, de suerte que la cara A’SC, girando alrededor
de CS, podra tomar dos posiciones, en las que la arista
SA’ se hallaré situada en el plano indefinido SER 6 SMR”:
para una de eslas posiciones el punto D’ se hallard en G,
y para la otra en g. Por consecuencia, si trasportamos
este Gllimo punto alrededor de SB, como lo hicimos para
el primer punlo, se {rasportara en d”, y d"SB sera la
estension de la tercera cara desconocida. ~ »
- Tendremos pues dos ngulos sélidos diferentes, que
podemos componer con los datos «, & y B, resultado ana-
logo al obtenido en la construccion de un tridngulo rec=
tilineo, en que conocemos dos lados y el angulo opuesto
4 uno de ellos. No hay necesidad de anadir que si el arco
descrito con el radio FD’, no hace mas que tocar la recta
MR’, no habra mas que una solucion, y el problema ser .
imposible, si este arco no encuentra dicha recta MR’.

e
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CAPITULO PRIMERO.
(‘.egmciﬁﬁ y repfesenlaéioﬁ de las saperficies,

. §. 84, Para represenlar una superficie no es necesario,
como para las lineas, lralar de construir sobre dos planos
fijos las proyecciones de los diférentés punlos de este
lugar geomélrico: en efeclo, alendido 4 que sobre una
superficie y partiendo de un punto dado, podemos cami-
nar en diferenles direcciones, el- medio anlerior no ofre~
ceria olro resultado que el cargar los planos fijos de una
multitud*de punlos y lineas, ¢n que’ no se percibiese
la ligazon, y cuya union no represenlaria al especta-
dor la forma de la superficie, su curvalura mas 6 menos
promunciada y el nimero de sns hojas. Emplear_emes
pues olro proceder (nimero 102) deducido de la nalu-
raleza misma de la eslension, de que es menesler anles
de lodo dar una definicion precisa.

85.  Por superficic no debemos entender wnicamenf®
una serie - de punles 6 de curvas tan préximas unas &
otras como queramos, sin dependencia 6 relacion entre -
si; es necesario que eslos punfos ¢ estas lineas lengan
cicrta relacion comun y constanie, cuya espresion ana-
litica no sera otra cosa que la ecuacion de la superficie.
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y cuya definicion geométrica deba estar concebida asi:
una superficie es el lugar de todas las posiciones que toma
sucesivamente_en el espacio,» una linea movible que cambia
de situacion y de forma bajo_una ley derermmada y
constante.

La linea movible se Hama generamz, y por la palabra

una ley constante, es necesario enlender por condiciones
tales, que, en cada punto dado del espacio, no deje nada de
arbitrario en la forma y la_posicion de la_generatriz. El
medio pues mas comodo para espresar (a lo menos en
parte) la ley de esle movimienlo, es sehalar una 6 muchas
liveas fijas, nombradas directrices, sobre las que debera
conslanlemente apoyarse la generatriz en lodas sus posi-
ciones; de suerte que para definir completamente una
superficie parlicular, es necesario indicar la naluraleza
de la generatriz, el modo de moverse y la directriz sobro
que debe resbalar duranle su movimiento.
- Cuando cambien solo sus direclrices , se oblienen di-
versas superficies que perlenecen lodas 4 una misma
familia, y mas adelante haremos ver que cada superficie
puede ser engendrada de una infinidad de mbdos di-
ferentes.

86. Una superficie conica es el lugar que ocupan las
diversas posiciones que toma una recta SA movible,
sujela & pasar siempre por un punto fijo S, apoyandose
constanlemente sobre una curva dada ABC que puede
ser de doble curvatura; es decir, que no tenga todos sus
puntos en un mismo plano. Consecuente & esta definicion,
la recta movible SA es una generatriz- de forma ‘cons-

“tante y variable solamente de posicion, mientras que ‘el

punlo fijo y la curva ABC son las directrices. Ademas
dsta linea SA debe considerarse indefinida por uno y
otro lado del punto S, que llamamos cuspide ¢ centro
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que engendra dos: holas opueslas & indefinidas SABC..

Sabd; si suslituimos 4 la curva ABC otra directriz cam-
biando el cispide 'S, obtendremos diversas superficies
pertenecientes todas & la familia de los conos.

Estas “superficies admilen ‘otros modos - de’ engen-
drarse. En efecto, si cortamos al cono SABC por dife-
rentes planos -paralelos, obtendremos secciones semejanles
A'BC’, es decir, curvas en que habré puntos 07, A, tales
que los radios: resmchvamenle paralelos OA y O’A’, OB
y 'O’B%... tendran entre si una relacion constanle: esla
proposicion cierta, cnalquxera que sea Ja direccion ABC,
se demuestra facilmente por la teoria: de las lineas pro=
porcionales. 3

Esto: supusslo. i hacemos mover la ehpse ABC de
rantra: 1.° que su-centro. recorra la Jinea SO:'2.° que
sus ejes sean paralelos a su posicion primitiva: 3.° que
decrezcan proporcionalmente, i las distancias SO, S'0r....
entonces, es evidenle que eslu. elipse movible coineidira
stcesivamente ‘con ABC... A/B:C... .y resultard por esle
medio para la superficie conica propuesla, una generatm
variable de forma y de posicion. = 1

En fin, puesto.que somos libres de adoptar para los
planos secanles paralelos. una direccion cualquiera, 'y
que del mismo modo podemos ‘cortar al cono por otras
superficies tales como la esfera-descrita del punto O como
ceniro con'un radio variable, conlinia la evidencia de
existir una infinidad de lineas planas 6 de doble curvatura,
que podemos adoplar por generalrices de una misma su-
perficie conica.

87. Una supsrﬁcte cilindrica es el lugar que ocupan las
diversas posiciones de una recta movible AA’ que resbala
4'lolargo de una curva fija ABC y permanece paralela
4 una direccion dada. Mas esla primera descripcion, cn

F. 4.
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que la generalriz AA’ liene una forma conslante,: no es
la sola admisible ; porque pueslo que todas las secciones
paralelas al plano ABC son curvas evidentemente idénti-
cas, podemos: mirar la superficie como recorrida por la
curva. ABC que se mueve paralelamente a si- misma,
apoyandose siempre sobre. la recla A, A, la que vendra
a ser una directriz de la curva movible ABC. Variando la
direccion de las secciones paralelas, oblendremos unain-.
finidad de generalrices que describiran el mismo cilindro.

'88. / Observaremos de paso que si la directeiz del
cono 6 del cilindro es una recta, la superficie se reducira
a un plano, el que puede definirse como el lugar de las
posiciones que toma una recta movible sujetaz 1.0 a res-
balar sobre una recta ﬁja, 2.° a pasar conslaniemenle por
un punto dade, ¢ bien 4 a,parmanecer slempre paraielai m
primera posicion.

89, Una superficie de revalitcion es engendrada por una
curva cualquiera GG'G". ... que gira alrededor de unarecta
fija FC, de manera que cada punto G’ describe un circalo
cuyo plano es perpendicular al eje FC, y cuyo radio es
la mas corla distancia GO’ de dicho punto al ejel Ob-
servaremos que eslos diversos radios GO, 0", G"0"....
aunque todos perpendiculares & F(, ‘no seran paralelos
entre si cuando la generatriz. GG'G” sea de doble curya-
tura, 6 cuando, swndo plana, su plano-no conlenga al eje
FC: en adelantelosdiferentescirculos G'B/D/A’; GB” DA,
deserilos  por eslos radios, so llaman paralelos ds la su-
perficie. -
90. Si por el eje FC trazamos planos cualesquiera
CB'B”, FC, oblendremos las seccionés CA’A” AF DD»C
que llamamos los meridianos 6/ las curvas meridianas de
la 'superlicie, 'y que son necesariamente idénlicas ‘en
cuanto a su forma. '
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En efecto, estos planos meridianos cortan los para-
lelos segun dos radios que comprenden & dngulos evi-
dentemente iguales D'O’B’, D"0G”B", por consecuencia, si
hacemos girar el plano CB'B”F una canlldad BD', todes
los radios, O'B’, O”B” coincidiran al mismo liempo con
o'W, 0"D”, y las curvas menduanas se confundlran una
cou olra. .
De que resulta que el meridiano CA7A”AZF, gi-
-rando alrededor de GF, recorrera loda la superficie de
revolucion, y guede ser considerada como una nueva ge-
‘neralriz que reemplaza la curya primitiva GG'G”.... Esta
ltima en ‘efecto serda dislinta de la meridiana, | puesto
que no-liene lodos sus puntos siluades en un mismo
plano que pase por CF, como podemos nolar en la figura
actual, considerada como construida en perspecliva so-
bre el plano GA'A”FD”D'; y por consecuencia de esla
convencion, €s por lo que hemos punteado las partes de
los paralelos y de la‘eurva GG/G”.... que eslan delras de
este plano. En lo sucesivo podemos couslryir siempre el
meridiano despues de conocer una generalriz cualquiera,
pues que bastara buscar los punlos en que un plane
CA'A"ED"D’ corla los diversos paralalq,s descrilos: (por
loa puntos GGG ue
92, La superficie de que nos ocupamos. a(lmue otros
modos de engendrarse que conviene conocer. Pues que
todo plano  pefpendicular al eje €F, da por seccion un
cireulo cuyo centro esta sohre el eje. (niunero, 89), y que
tienen un punto comun con la curvd GG'... 6 bien con el
meridiano BB'... podemos mirar la superficie de revolu-
cion como el lugar de las diversas* posiciones que loma un
circulo ' B'A’, y cuyo centro recorre esta recta mieniras su
radio varia, de manera que la circunferencia se. apoys
conslaniemente sobre la curva fija G G'G” ... esla linea es en
8
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esle caso una direelriz & la que podemos sustituir el me-
ridiano BB/B~... y el circulo'movible es-una generatriz
variable & la'vez de forira 'y de posicion. Esla definicion,
tradicida ‘analilicamente, ofrece la ventaja de quo ‘bajo
este ‘miunto de’ vista todas las’ superficies de’ revolucion
forman ‘una misma familia (ndmero 88) que admite una
generalriz_de una espeue conslanle, que en esle caso es
el circulo movible siempre perpendiculir al ‘eje y diri-
gido en su'movimiento porel merid:ano ‘que solo cambia
de una supérficie individual dotra. w0

93, Asisegun ad*oplemdé*por ‘meridiano wna: reeta.
una elipse, una hipérbola 6 una paralela, ‘oblendremos
un cono, un cilindro, un etipfsoide. 6un’ parabploide de
revolucion, con lal que ¢l eje de rotacion ‘coincida con
uno de los didmetros principales de la.curva; porque de
‘otro modo, la superficie, aunque siempre'de revolucion,
serd ‘de una ‘especie’ mas complicada. Un circulo, por

‘ejemplo, ‘que gira alrededor de ‘una reela siluada en el

‘mismo’ planoy pero sin pasar por su ‘cenlro, producira el
toro,’ qmaJ es una superficie anuiar que mas adulante ‘da-
remos & conocer. 4

9k ' Eslos diversos ejemplos, oscep!o el l'sihmo. no
son mas que casos parliculares de superficies mas gene-
rales, que'sin'ser de’ revolucion nos'seran deuliliddd en
1o sucesivo, por'lo que’ importa’ conocer su' generacion.
Estas son las superficies de segundo grado que’ ofrecen
cinco géneros diferentes,’ sin' contar los conos, los mhn*

‘dros yrel plano.

11985 Blipsoide." 'Sea unaelipse A"FDA consiruida

sobre Tos senti‘ejes O7A7—=a; 0"C=c: suponiéndolatra-

zada eh un plano'vertical, que lomaremos. por el en que
esta'la" superficie’ presentada’ en' perspectiva. 'Si en'un
plano’ pérpendicular, constraiios otra elipse A”E7D B,
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que: ie.ngan por:semi-ejes la ordenadas Q”Ar=qa' de la
primera elipse, yuna recla O”B”=b’' de una eslension
cualquiera; - pero. perpendicular sobre 07A”: despues
que hagamos mover la curva A”D”B", de modo que sus
ejes permqnezcan paralelos & si mismos, conservando la

razon pnmmva—- y-que uno de ellos coincida sucesiva-

vamenle con las cuerdas, O’'A’, O7A", OA™,... de la
elipse fija CA”FD”, en esle.caso, el lugar geomélnco asi
engendrado, -serd: Ia superficie que llamamos. elipsoide.
Cuando el plano de la elipse movible pase por el centro
0" tendra el maximum de su estension, pues que al se-
mi-eje variable & correspondera la ordenada maxima
0"A"=a’, 1y si representamos. por OB=b la Iongilqd
que lemard en el mismo inslanle el segundo eje b, las
tres lineas A”D”"=2a, B"E"=2b, CF=2¢ seran los que
llamamos los diamelros principales 4 los ejes del elip-
soide. .

Ademas debemos notar que esta superficie estara cer-
rada por todas partes, pues que del otro lado de los pun-
tos Gy F, la elipse movible lendra sus dos ejes imagi-
narios. : _

- 96... Sila elipse generatriz E"A”D7B" es un circulo,

decir, que hayamos. clegido O”B7==0"A", la superfi-
cie resullara (namero 89) una elipsoide de revolucion
que tendra por meridiano la curva directriz GA"FD~ y
dos de los diametros principales de la superficie, a saber:
O7A" y+O"B” seran iguales enlre si. Ea fin en el caso
en que los Lres ejes O7A”, OB, 0C, sean de la mis-.
ma longitud, el elipsoide degenerara en una esfera.

97. ' Hiperboloide de una hoja. Si susliluimos & la elip- 7. 43.
se directriz una hipérbola A”AA”, cuyo semi-eje real sea -
OA=a, y el semi-eje imaginario OC=c, y en un plano



F. 44,

=60= - :

perpendicular@ OCy 'y sobre dos ejes en que uno sea la
cuerda A’D’ de-la hiperboloide, .construimos ‘una elipse
A/B'D'E’, haciéndola movér bajo la misma ey que ante=.
riormente, engéndrard la hiperboloide de una hoja lla=
mada asi, porque esta superficie no'tendra evidentemenle
129,999, U8%;hoja . perorindefinida como, o ; hipéchola
directriz. Cuando el plano de la elipse ‘movible pase por
el centro- O, /llegara el minimun, pues que el eje variable
/A’ resultari igual 4 DA, que es la mas pequefia cuerda
de 1a’ hipérbela, por lo/que la curva ABDF, ‘se llama la
elipse de ‘garganta, y las Ires reclas AD=2a, BF =2,
CF=2¢, san los trés ejes dél hiperboloides mas el CF no
enconltrard la superficie'y es llamado imaginario, aunque
la' cantidad real 2¢ no cea sino el coeficiente de la espre-
sion imaginaria que dara el analisis, buscando los puntos
i la superficie situados sobre la recta indefinida 0”0

198.. Cuando los dos semi-ejes realés O’A’ y O'B’ son
iguales, el liperboloide es de revolucion (nitmero 89),
pues que entonces la elipse genervatriz A’B’D’ resulta un
circulo; asi en este caso particular, la superficie podra
ser engendrada por la revolucion de la hipérbola A’AA~,
alrededor de su eje imaginario 0'00~.

99, Hiperboloide de dos hojas. -Sobre los' semi-ejes
OA=a, O(=s¢, consiruyamos una hipérbola, pero si-
tuada de manera que OC sea el eje real; despues haga-
mos como anleriormente, y la elipse A’B‘D’ engendrara
olra especie de hiperboloide que lendrd dos hojas indefi-
nidas, y separadd la una de la otra por un inlétvalo en

que no efistiria ningun punto de la superficie. En efecto,

enlre los puntos Cy F, la éuerda variable A’D’, que sirve
de eje i la elipse movible, resullara imaginario, y lo mis-
mo sucederd al segundo eje O'B que debe guardar con
el primero una relacion conslante; de suerle que la ge-
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neralriz se encontrard totalmenfe imaginaria en esle in-
térvalo, 'y no dard ningun punto real de la superficie.
Para que esle hiperboloide sea de revolucion, serd

menesler que O’A*=0'B". Entdnces la superficie podré

ser engendrada por la revolucion: de 'dos ramas A’A“C
v FA” de la hipérbola primiliva a]rededor de su eJe
real COF.

100.  Paraboloide eliptico. Con!muando adoptando. por
directriz fija una parabola DO A~, haciendo mover per-
pendicularmente i su eje OX una elipse A”B"D”Cr, cuyo
primer eje 0”A”=a sea la ordenada variable de eslia
parabola y el segundo O”B"=b en un principio de una
‘longitud arbitraria; pero que conserve con el primero una
relacion constanle. En este movimienlo, la elipse movible
engendrard una superficie compuesta de una sola hoja
indefinida e’ elrsentido OX, y que se llama ol paraboloide
eliptico; porque lodas las secciones planas que podamos
Irazar, no son jamas sino parabolas o ellpses

Cuando los dos ejes de la elipse generalriz son lgnala.s.
Ja superficie resulta de revolucion (nimero 92), y enton-
ces podra ser engendrada por el movimienlo de la para-
bola A”OD”, girando alrededor de 0X.

101. Paraboloide hiperbdlico. En fin, si conservando
siempre por directriz la parabola D”"OA”, reemplacemos
la elipse generalriz que nos ha servido hasta el presente,
por una hipérbola H”D"A"”, G A"g", construida en un pla-
no perpendicular & OX y sobre dos semi-ejes 07A”, O#B”
cuya relacion sea conslanie. mientras que el primero que
es el eje real de esla hipérbola, resultard sucesivamenle
igaal 4 las diversas ordenadas O'A’, O”A” de la parébola
fija. La hipérbola movible, moviéndose paralelamente &
st misma, describira desde el principio dos hojas abiértas
a derecha é izquierda, separadas por el espacio vacio in~

F. 45.
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terior del cilindro DrOAw, 'y que se esléndera indefinida-
mente como la pardbola en el sentido OX; massi "hacemos
mover la hipérbola ‘movible de O hacia el ‘punto V, su -
eje real O'A’ disminuird ¥ resultara nulo en O; por con-
secuencia las dos ‘hojas de que’ acabamps 'de hablar se
reuniran, y al mismo tiempo la hipéfbola se: reducira por-
esla-posicion a dos rectas indefinidas KOk, LOL " que ‘es=
tardn lodas enteras sobre la superficie, y paralelas d las
asintotas de' todas las hipérbolas precedentes.
lmporla observar que el paraboloide h:perbélico no

podra jamas ser de revolucion, porque ninguna de las
secciones perpendiculares al eje de rotacion da una curva
cerrada, por consiguiente no puede ser circular. ' :
+ 102, Volviendo' & la cuestion indicada (ntimero 84),
que liene por objeto encontrar la representacion grafica
de las superficies, puesto que por la definicion general
dada (nGmero 85), una superficie es siempre producida
por el movimiento de una cierta linea, baslard para lle-
nar ¢l objeto propuesto, marear sobre los planos de pro-
veecion diversas ‘posiciones de la generalriz, bastante
numerosas y 'lbré'ximas para que esle sistema de curvas
pueda presentar 4 los ojos la continuidad de la superficie,
su curvatura y la estension de las hojas.

103.  Entre las'generatrices de diferente especie, de-
bemos preferir aquella que por su sencillez 6 regularidad
sea la mas propia & representarla y alguna vez para dar-
las ‘mejor @ conocer, se trazan al mismo tiempo dos sis=
temas de generatrices , tales como los meridianns y los
paralelos en las superficies do revolucion.

Por este medio se lian descrito en perspectiva las di-
versas superficics de-revolucion.

Tambicn conviene determinar las trazas de las super-
ficies, es decir, sus intersecciones con los planos de
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provecciou asi como. los contornos que se hallan deniro
6+ fuera de los mismos; mas para aprender  delermi-
nar eslos conlornos, es nnccsarlo hablar anles de los
planos tangenles.

| GAPITULO 1L
e los planos tangentes en_general,

104. Se dice que un plano es fangeile 4 una super-
ficie en un/ punte dado, ecuando. contiene las langentes &
todas las curvgs que se trdcen sobre esita superﬁac por el
punto en cuestion; mas es necesario demostrar que exisie
en general para cada punlo de una. superﬁcle. un plano
(ue goza de esta propiedad.

4053, Vamos 4 probar que tres curvas cualesqmera
trazadas sobre una superficie en un punto dado, fienen
siempre sus tres tangentes situadas en un solo plano.

‘Sea GMg la forma y la posicion de la generatriz (nd-
mero 85) cuando pasa por el punto dado M; sea DMd,
una ‘curva trazada sobre la superficie, y sobre la' que
‘debeni resbhalar conslanlemente la generalriz, cuando, en
su movimiento; describa este lugar geomélrico. Sea en
fin MX' una‘ lercera curva ‘cualquiera, siluada 'sobre la
superficies S trasporlamos la generalriz 4 olra posicion

Mg/, po'dejara de encontrar la curva MX en un punto
cualquiera P, por distante que el punto M’ se tome de
M (sobre’ la directriz. DMd. Enlonces, uniéndo los puntos
M; M‘, P* por rectas indefinidas, estas tres lincas serin
~ secantes con/ relacion & las curvas MD, MX y Grg* y
estaran evidentemenle el un -mismo’ plano. Ahora ‘mo-
viendo ' la- generalriz G’y -sobre MD,  aproximéindola 4
su posicion primitiva Gg, observando siempre la ley que

F. 47.
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rige la variacion de forma y puswlon de  esta curva en
la superficie que se considera, é imaginando que el plano
de las Ires secanles glra alrededor del punto M, de ma-
nera que pqse al mismo ucmpo que la: genemlrlz, por
los puntos M y P"M”, en que corlard sucesivamente las
curvas MD y MX, este plano movible conlendra cons-
tanlemenle las tres secanles variables. Guando la ge- .
neratriz vuelvaa la posicion G)Igrn el punlo M:, mowible
sobre MD, se confundiri con M; al mismo tiempo el punto
P! de la curva MX, habré debido evidentemente reunirse
con M, y por ana.consecuencia necesaria; sobre la curva
variable Gg. Los ‘puntos P’ y M‘ se confundirin & si mis-
mo, y lag Ires secanles movibles vendran a ser respec-
tivamente langenles @ las curvas MD, MX, MG; y si re-
cordamos que eslas lres secanles eslan en ‘un  mismo
plano para cada posicion de la generalnz. concluiremos
queicuaido hayan vuello 4 su posicion las fangentes
MT, MT/, MT" se enconlraran en un plano tinico, que no

t es olracosa que el limile de las posiciones que habra

tomédo sucesivamente el plano movible de las tres secantes.

Por otra parle, como la curva MX tiene por lo que
.prPcede una ‘posivion arbilraria sobre la: superficie, se
sigue que el plano trazado por las langentes de las dos
lineas MGy MD, conlendra las langenles de loda curva
que pase, por M; asi este plano TMT se hallard tan-
gente i larsuperficie segin la definicion que hemos dado

al principio de esle arhaulo.

106. - Exisle un cierlo' nGmero de superﬁcles en que
el plano que es langenle enl un' puilo, lo es necesaria~
mente en toda Ja estension de una recta. Consideremos
ol cilindro' ABC de 'una base cullquiera: si por la gene-
ralriz A’B y la tangénte BT & la base, trazamos un plano,
no solamenle este plano contendrd las tangenies a las di-
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versas curvas que queramos trazar sobre la superficie en
el punto B (lo que resulta de lo-dicho en el teorema de-
mostrado, nimero 103), sino que contendré las tangentes
& todas las otras curvas .que (racemos sobre el cilindro,
por los divérsos puntos de la generatriz A‘B; y para com-
prmhar esla asercion, bastara hacer ver que el plano A’BT
- conliene la tangenle MU a'la curva’ cualquiera MX. Por-
que si por A’B y’un punto D, proximo 4 B, trazamos ¢l
plano A’BR, corlara evidentemente el cilindro segun una
vecta DE, paralelad A'B y 4 la curva MX, en un punto
(, situado sobre DE. De suerte que este plano contendra
las dos secantes BD y MG. Continuando haciéndole gi-
rar alrededor de A'B, de modo que el punto D se aproxi-
- me 4B, los puntos de scceion D- y G van 4 cambiar
sobre las curvas, pero se enconlrarin siempre juntos~ 80—
bre una recta movible, constantemente paralela & A’B;
luego cuando uno de estos puntos P, se confunda con B,
al mismo tiémpo el otro puanto G, coincidird con M; es
decir, que euando el plano movibie haya tomado la posi-
cion TBA’, la secante variable MG, siempre siluada en
esle plano, se confundira con la tangente MU. Asi’ esta
ltima recla estara contenida en el plano TBA’. Conclui-
remos de aqui, que cuando un plano sea, tangente & un
cilindro-en un punto cualquiera, es necesariamente tangente
d loda la generalriz que pasa por el punto de conlgcto.

En las superficies conicas el plano tangente goza de
la misma propiedad, y se demuestra de una manera'ané-
loga. Esta misma propiedad se verifica en*lds superﬁcies
desarrollahles. de que el cono y el c:lmdro no son sino
un caso parlicular.

107. El teorema demostrado (numero 106) ofrece
una consecuencia-imporlante, & saber: que cuando pro-
yectamos sobre un plano una curva MX y su tangente MU,

9
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las proyecciones de estas dos lineas son. tangenm entre sf.

~ En efecto, para. proyectar la curva MX, sera ‘menesler

(mimero 5) imaginar un. cilindro MBCX que pase por
esla linea; perpendicular al plano, dado que corlar segun
una curva BCy y sera la proyeccion de MX. Para proyec-
1af Ja recta MU, serda menesler trazar el plano UMB, el
cual, siendo evidenlemenle langente al cilindro en M, lo
debera ser:del mismo modo (ndmero 106) en B, 'y por
consecuencia’ contendra la langente BT de la base BC.
Esla langenle se lenconlrara en la inlerseccion del plano
pro;eclanm eon ¢l plano de Ja base. y serd la prnyec-
cion.de MU. = |

108,  Resumiendo lo dicho sobre 1ns planos tangenles

_debenfos concluir, que para construir el plano que toca

una superficie cualquiera en un punto dado,  bastara en
adelanle buscar las tangenles & dos curvas razadas sobre
Ji superficie por el punlo de que se trala, prefiriendo en
cada’ ejemplo las que ofrezcan mas facilidad, despues
hacer pasar un plano por eslas dos langenles Io ‘que se

~ ejeculard (nimero 25).

49,

Cuando’ por el punlo dado pasa una recla suuada
sobre la superficie, esla recta serd su tangenle, por lo

‘tanto debera hallarse contenida en el plano langente y
-emplearse para conslruir este plano; mas no podra decirse

siempre que esle plano-loca la superﬁcle Ioda la eslension
de la recla.

109. . La normal a una superficie es la recla perpen-
dicular al plano tangente, trazada. por el punto.de con-
tacto de este plano. Esta ndrmal se construird facilmente
(nim. XI.)-cuando tengamos delerminadas las trazas del
plano que toca la.superficie en ¢l punto dado. 1

110. Esle es el lugar de dar una regla general propia
para delerminar el conlorno aparente de un cuerpo; es
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decir; las lineds que sobre la superficie de este euerpo,
separan las parles visibles, para el observador, delas que
no puede percibir, Sea S una superficie y-O la posicion
que ocupa el ojo del observador. Todas las tangentes que
de este;punlo pueden dirigirse a la superficie , determi-
nardn la curva ABC, cuyo conlorno separard la parte su-
perior ABC de la inferior que no podra ver. Pero este
conlorno cambiard en su forma y eslension , si varia el
punlojde visla: supongamos que esle se ha trasladado 4 O,
en cuyo caso el contorno serd la curva A'B'Cr. Es evi-
dente que ' ofreciendo un cuerpo lantos contornos dife~
renles’ como posiciones pueda lomar el observador, se
harian neeesarias consirucciones grificas que complica-
rian indlilmente los disefvs. En lugar de que si admi-
timos la hipolesis indicada (nlimero 13), que el punto
de wisla' en loda proyeccion horizonlal se considera 4
una distancia indefinida sobre la vertical 00" que pase
por un punto cualquiera del objelo, enlonces los planos
tangenles, cuyo punlo de conldclo ¢con la superficie da &
conocer la curva-ABC... seran lodos verlicales, y su de-
terminacion serd mas breve y de una manera mas sen-
cilla, como lo veremos en los siguientes casos.

411, © De aqui resulta’ que el contorno -aparente de
una superficie proyectada sobre el plano horizontal, se
obtiene buscando los punlos de contacto de todos los planos
tangentes verlicales. it

En cuanlo 4 la ‘proyeccion. vertical de esla misma
superficie, licne su punto de visfa particular considera-
do (nimero 13) 4 una distancia infinila sobre una per-
pendicular al plano verlical, de que se sigue que el
conlorno aparenle, relalivo 4 esta proyeccion, no sera el
mismo que para el plano borizonlal; mas se oblendré
buscando los puntos de contacto de la superficie, con
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todos Jos planos. langenles qne son perpendiculares al
plano vertical.! - :

112. l’odemos pues complelar las reglas que indica-
mos (numero 14) para la puntuacion de las lineas prin-
cipales, ‘porque; se sigue de +lo. que precede, que las
lineas 6. porciones. de lineas que sobre una superficie
cualquiera se encuenlran por cima del conlorno apa-
renle relalivo a la proyecc:on ‘horizontal, seran las Gnicas
visibles sobre esla proyeccion; y en cuanlo al plano
verlical, las Unicas partes visibles seran las que se en-
cuenlren por delanle del conlorno aparente relalivo & esle
ultimo plano. Mas no deberemos olvidar que una misma
linea podra ser visible en una de las proyecciones ¢ in-
visible en la ofra, pues que el punto de visla es diferente
en los dos casos; de suerle que serd menesler emplear,
con discernimienlo los dos modos de indicar las lineas
printipales, acordandose siempre que las dislinciones pre-
cedenles no se emplean mas que para las lineas princi-
pales (niimero 1£). '

113.  Ademas, slempre que en una ﬁgura éntre un
plano indefinido, tangente 6 secante, no le considerare-
mos como realmenle existenle, supondremos que hemos
querido solo-dar 6 encontrar sus trazas, porque de olro
modo, esle plano inlerceptaria casi sicmpre una gran
parle de la superficie , lo que fraeria el grave incon-
venienle de no dejar distingsir sobre esla superﬁcnc el
objeto principal de la figura, las partes superiores 6 an-
teriores de las parles opueslas; de suerle que la forma de
los objelos seria menos pura para el disefio.
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CAPITULO IIL : :
De los planos langentes al cilindro, a cono y 4 ha esfera,

Por un punio dado sobre la superficie de un cilindro

cualquiera, trazar un plano tangente. g

114.  Sea AECG la directriz del cilindro que supo- F. %
nemos situada en el plano horizontal (igualmente apli- :
cable & una curva cualquiera); sea asimismo’ (ab, a'V’) la
recla a que la generalriz reclilinea deba ser constanle-
menle paralela, resbalando sobre AECG. Principiaremos
por determinar el conlorno aparente de la superficie que
sobre ¢l plano horizontal serd dado (nimero 111), por
los punlos de conlacto de lodos los planos tangentes ver- -
licales. luego cada plano de eslos conlendrd una arisla
(1) del cilindro que lendra por traza horizontal la pro-
veccion misma dé esla recla, es decir, una paralela a
ab; ademas, esle plano locara al cilindro todo lo largo de
esla generalriz (numero 106), y por consecuencia su traza
debera ser, tangente a la base AECG; con que si fraza-
mos 4 esta curva las tangentes AB y CD, paralelas & ab,

& -
L

(1)  Alguna vez, por simplificar el lenguage, llamaremos aristas
de un cilindro 6 de un cono, las diversas posicianes de la genera-
triz rectilinea, mas de ningun modo debe darse i estas rectas el
nombre de elemento, porque los elementos de un cuerpo deben
siempre ser homogéneos™ con €l; asi los elementos de una superfi-
cic, son otras pequeiias su[|1erﬁcies, cuya suma compone la super-
ficie en cuestion: mas adelante tendremos necesidad de emplear
esta palabra elemento en su verdadera acepcion, y enionces re-
sultaria de este doble sentido, una confusion de ideas muy perju-
dicial en la teoria de las superficies gauchas. Emplearemos asi-
mismo alguna vez la palabra base, para designar la directriz de
un cilindro 6 de un cono, sobre todo cuando esta curva se encuen-
tra en el plano horizontal. - -
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eslas seran las lrazas de los planos lamen{ea verlica-
les ¥ al mismo liempo: las proyecciones - honzontales de
sus lincas de conlacto que seran las dos generatrices
(AB; A'B') y (CD, €D7), Asi estas doslineas formarén el
contoruo del cilindro sobre el plano horizontal y toda aris-
ta‘de esla superficie que esté, por “bajo -de eslas reclas,
esto es, que loque el semicirculo AGG sera invisiblé en
Ja proyecclon horizontal.

En-cuanfo al conlorno aparente sobre el ptano veru-
cal, seréi delerminado (idmero 111) por los planos tan-
genles que sean perpendiculares 4 este plano de proyec-
cion: sus lrazas horizontales deberan ser pan‘pendleu!ares
4 la linca de tierra, y langentes como anleriormente 4 la
base AECG; por consecuencia estas trazas serin EE/ y
~GG’: como eslos planos locan necesariamente al cilindro
segun las generalrices EF y GH, cuyas proyeceiones ver-
ticales son B'F7y G'H’, paralelas a a'd’, estas dos reclas
formaran, el contorno’ aparente de la siperficie sobre el
plano vertical, de suerle que loda arista que se encuen-
tre por detras de eslas rectas, 6'que loque ¢l semicirculo
EAG, sera invisible en la proyeccion vertical.,

115.  Volviendo al problema propuesto, suponiendo
que m sea la proyeccion horizontal del punto dado, y
puesto que debe estar sobre la superficie, no podra ele- -
girse arbilrariamente la segunda proyeccion de este
punto,” porque esta debe resultar de la primera. En
cfeclo, por el punto en cuestion sobre el cilindro pasara
necesariamente una generalriz que estara proyectada ho-
rizonlalmente segun mL, paralela & (ab); pero encon-
trando mL la base del cilindro en L, 2sle punlo debe ser
la traza horizontdl de esta generalriz, cuya proyecclon
vertical sera por consecucncia L’K’ paralela & (a'b'): asi
proyectando el puntc m sobre 17K’ obtendremos las dos
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proyecciones’ m y m'. del punlo despgnado sobre el ci-
lindro. -

Sin embargo, exisle en este caso-una segunda solu-
cion, porque cortando la recta LK 4 la hase en' dos
puntos Ly V, podemos decir que V esla traza de otra
arisla proyeclada igualmente sobre LK ‘cuya proyeccion
verlical serd V’K; .de -suerle que si trasporlamos el
punlo m sobre esla @llima recta en m" dard sobre él ci-
lindro un segundo punlo (w, m”) que estara como el pri-
mero (m m') proyeclado horizontalmente en m.

-116..1 Eslo supuesto, consiruyamos el plano tangente
para el . punlo (m, m’). Esle. plano conlendra la genera-
triz (LK, L’K’), y por consecuencia, su traza. pasara-por
el pie L de esla recla: ademas, como debe locar al cilin-
dro tado! lo larga: de esta generatriz (ndmero 106), con-
lendra necesariamente la langenle de la hase en el punio
L, es decir, la linea PQ que 'serd precisamente la traza
horizontal del plano, pedido; Para-oblener la traza ver-
tical, buscaremos el punto K, en que la recta (LK, L'K)
conlenida en esté plano, va 4 corlar el plano vertical y
QK serd la traza verlical del plano tangente. Mas si lle-
- gase & suceder que la lraza PQ corlase la linea de lierra
& una distancia muy considerable, imaginaremos por el

punlo (m, m’) una recla auxiliar que-sea paralelaala
traza horizonlal PQ, y cuyas proyecciones serin (ma)
_patalela @ QP, y (m'a’) pavalela a la linea de tierra. Cons-
truyendo el punlo.a’ en que esta horizontal va & corlar
al plano verlical, esle punlo deberé pertenecer ademas &
la traza verlical " del plano tangente que serd QR:. En
lodo caso conviene emplear este medio como compro-
bante de la operacion. , g
En cuanto al plano'tangente. relativo al punto (m, m”)
observaremos ‘que la' generatriz de contaclo esta proyec-



tada segun VK, ViKw, Iuego trazéndo poreel pie Vde esla
recta, una langente ST 4 la base del cilindro, esla sera la
traza horizontal de -este plano tangente. La traza vertical
TK" se ‘deterniinard como anteriormente, buscando el
punto K" én que la arista de contacto va & cortar al plano
vertical; ‘¢ bien .delerminando la traza de la horizontal
(mw, m”m") que dard un lercer punto z” de esta traza.

117, Observaremos ademas que los dos planos tan-
genles PQR’ y STN”, que acabamos de construir, conlie-
* nen dos generatrices del cilindro que son paralelas entre
si; luego estos planos, caso de cortarse, habra de ser se-
gun una linea paralela & (ab, a't’), pero las trazas hori-
zontales v verticales de eslos planos, son ‘paralelas, por
consiguiente los' planos no se corlarin.

118." 'Por los ‘molivos espueslos (nimero 113) nos
proponemos en el caso' actual construir solamente las
trazas de los planos tangentes. sin considerar estos como
realmente exislenles;: mas puesto qué estas trazas sub-
sisten, ‘es necesario puntear las parles de estas lineas
que se encuentran cortadas por la proyeecion del cilin-
dro, sobre el plano horizontal y vertical. En cuanlo 4 las
diversas arislas del cilindro, habriamos podido puntear-
las que ‘nos han servido de lineas auxiliares para llegar
al plano tangente; pero hemos preferido considerar todas
estas reetas como otras tanlas generalrices, cuya reunion
indica mejor. la forma de la superficie, por lo que se han
marcado por un trazado lleno 6 punteado, segun que
sean visibles ¢ invisibles, dislincion que se efecluara por
Ids reglas enunciadas (nimero 112).

119.  Si querenros construif la curva, segunlaque el
cilindro corla al plano vertical, bastara buscar las trazas
verlicales de las diversas generalrices de eslas superfi-
cies, v oblendremos asi la linea F*D'H'K”B’, que en el
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caso actual sera una elipse que debera locar en los pun-

tos K, K7, las trazas de los dos planos langentes, pues
qut estos conlienen (ndmero 104) las tangentes & todas
las curvas situadas en el cilindro, y.trazadas por los di-
versos puntos de la arista de conlacto. Para obtener el
punio mas elevado y mas bajo de la curva D’H’K#F'K’,
bastara construir las dos generalrices que corresponden
a los puntos de la base J, J, en que la tangenle es para-
lela & la linea de tierra. Porque el plano langenle, corres-
pondiente a las generalrices: de cada uno de estos pun-
tos, corlara al plano verlical segun una recta evidenle-
mente paralela a la linea de tierra, y por consecuencia
horizontal: ademas esla inlerseccion debe locar necesa-
riamente la curva DIH'K"F’K’, de que se sigue que los
puntos B, ¥’ son aquellos en que las tangentes son hori-
zonlales. .

120. Anadamos, en ﬁn, que si asignamos para direc-
triz del cilindro una curva cualquiera situada en el es-
pacio, definida por dos proyecciones sobre los planes
fijos, para volver al caso del (nimero 114) tirando por
diferenfes puntos de esta curva, paralelas & la recta
(ab, a't’), y buscando las trazas de eslas generalrices
sobre el plano horizontal, tendremos inmedialamente la
base AELG dada. :

Trazar un plano langente & un cdmdro «Por un punto
dado fuera de esta superficie.

124, Sea ABGL la base del cilindro y (n, w) el
punto designado en el espaclo trazaremos por este
punio y paralelamenle a las generatrices, una recla
(np, w'p') que debera evidentemente hallarse contenida
toda entera en el plano tangente buscado, porque cual-
quiera que sea conlendrd una arista del cilindro. Luego
construyendo la traza horizontal p de esta recta, obten-

10
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dremos un: punto de la traza del plane pedido, y como de
un punto siempre es posible trazar dos langenles & un
circulo, resulla que podremos trazar dos planus langen-—
tes que camplan con la condicion, de los que LQ serd
-una de las trazas. horizoulales, y pS la olra. Tendremos
pues dos planos que resolveran el problema, y sus lrazas
verlicales se oblendran facilmente, pues que cada uno
de estos planos conlendra la recla (pn, p'w’) yla arisla
que parle de un punto de contacto L 6 V.

En adelante podremos como  ¢n el (nim. 116) ima-
ginar por el punto dado (n, n') una horizontal situada
en uno G otro de los planos langenles, y conslruir la
traza verlical de esla recla.

Hallar un plano que sea tangente d un cilindro'y pa-
ralelo @ una recta dada.

122. Supuesto determinados los conlornos del ci-
lindro en proyeccion horizontal y verlical, cuya base sea
la curva: ALG, si representamos por (mn, m'n') la rec-
la dada, sera necesario por un punlo de esta linea tra=
zar una paralela (ma, m'a’) 4 las generaltrices del cilin=
dro, y hacer pasar un plano por eslas des reclas.

Este plano, gque tendra por traza horizonlal an, “debera
ser paralelo al plano langenle buscado, pues que conten-
dra una arista del ciiindro. necesariamente paralela a dos
reclas proyecfadas sobre ma 'y mn; por consiguienle, si
trazamos las tangentes LQ y TM, paralelas & la traza an,
estas. podran considerarse como las lrazas horizonlales
de los: planos buscados, y cuyas trazas verlicales se de~
terminaran por los procedimientos ya dados a conocer.

123. Terminados estos problemas sobre el cilindro,
observaremos que no podemos exgir que un plano sea
langenle & una lal superficie, y que pase al mismo tiempo
por una recla dada. Porque solo para que un plano toque
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al cilindro en un punto, es necesario como hemos visto
(nimero 106), sea tangenle lodo lo largo de la gencratriz
que pase por este punlo, dé suerte que esla primera con-
dicion contiene implicitamente dos, y si ademas impone-
mos la condicion de pasar por una recta ¢ por dos pun-
tos dados fuerade ‘ella, esta formara cuatro condiciones
- dislintas, mieniras que (res son suficienles para delermi~ -
nar la posicion de un plano. Sin embargo, si la rectd
dada es paralela a las arislas del cilindro, viene & sedalar
un'solo punlo, y el problema eslara en el caso del (nd-
mero 122.)° 1

. Por un punto dado sobre una superﬁcla cdnica , trazer
un plano tangente.

124. - Sca ACBD. la curva directriz que suponemos F. 52.
situadaen el plano horizontal y (s, s') €l cispide del cono:
principiaremos por delerminar ¢l conlorno aparente de
esta superficio, 'sobre el plano horizonlal, buscando (nd-
mero 111) todos los planos tangentes verlicales. Un tal
plano, tendra por traza hor:zon!al la proyeccion misma
de la generalriz que contenga, asi esla lraza pasard por
el punto s. Como debe locar ademas la base, atendido &
que en esle caso el contacto del plano tangente, liene lu-
gar (nimero 106) todo lo largo de una generatriz. con-
cluiremos que las langvnles (sA 'y sB) trazadas del punto
s,-son las trazas de los planos tangenles verlicales y que
tocan al cono segun las dos aristas (sA, 8'A’) y (sB, 5'B’),
las cuales forman el conlorno aparente de la superficie
cOnica, relativamente al plano horizontal.

En cuanto al conlorno aparente sobre el plano ver-
tical, sera dado por los planos langenles al cono que sean
perpendiculares @ este plano de proyeccion (nimero
111), asi las lrazas horizonlales de eslos planos deben ser
perpendiculares & la linea de lierra y tangentes como an-
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teriormenle a la base ACBD , que serdn las reclas CCr
y DD’. Por otra parle, ‘puesto que estos planos tocaran
evidentemente el cono 'segunlas generatrices (Cs, (/s)
y (Ds, D's’), se sigue que eslas: dos rectas formarén el
contorno aparente de la superficie proyectada sobre el
plano vertical, y por consecuencia loda arista que se
- encuentre por detras de estas reclas 6 que loque & la -
porcion CAD de la base, serd invisible en la proyeccion
verlical. 3 : )

125. Volviendo al problema primitivo y suponiendo
que m sea proyeccion horizontal del punlo dado, la etra
proyeccion no debe ser tomada arbilrariamente, porque
puesto que el punlo en cueslion perlenece a la superfi-
cie, debe encontrarse sobre una generalriz que no puede .
eslar proyeclada horizonlalmenle sino segun sm, esla
recta tendra por traza horizontal el punto E 6 el punto
G y las proyecciones verticales seran s’E’ y s/B’; con que
si trasportamos la proyeccion m por una perpeidicular a
la‘linea de tierra, oblendremos para el punlo designado
las dos soluciones (m, m’) y (m. m"). :

126. ' Eslo supuesto, construyamos el plano tangenle
para el primero de estos dos punlos. Este plano conten~
dra la generalriz (sE s/E’) y locara al cono en loda la es-
tension de esta recla (nimero 106); por consecuencia,
tendra por Iraza horizontal la tangente PQ & la base:
en cuanto a su traza verlical debera pasar por el punlo
FF” en que la arista de conlacto va a cortar al plano ver-
tical y por el punto Q en que la traza PQ corlara la li-
nea de lierra; mas si esle punlo Q estaviera fuera del
cuadro, se suplira imaginando por el punlo (mm’) é.(s, &),
y en el plano tangente buscado, una horizonlal (sz, s'@),
que habra de corlar el plano vertical en ar, y daré asi un
nuevo punto de la traza pedida QR'.



=TT==

Del mismo modo, para ¢l punlo (m, m”) siendo la
arista de contacto (sG, ¢’B’), la tangente TV serala traza
horizontal del plano tangente aclual, cuya lraza vertical
TS’ se delerminara buscando el punto F” de la arista de
contaclo (Gs. B's’) en que va & cortar el plano vertical, ¢
bien sirviéndose como anlefiormente de una horizontal

situada en el plano langenle que nos ocupa.
127.  Observaremos ademas que los dos planos tan-
genles que acabamos de determinar, habran de pasar por

el clspide; luego siendo esle punto comun & los dos pla- -

nos, debera enconlrarse en su comun seccion, y por con-
siguiente las proyecciones de esta comun seccion debera
pasar por las proyecciones del vérlice, lo que dara una
comprobacion de las conslrucciones anleriores. .

Trazar un plano tangenic ¢ una superficie conica, por
un punio fuera de ella.

128. Sea ABC la base del cono y (S, S') el cusplde se
determinari como anteriormente el contorno aparente de
la superficie sobre cada uno de los planos fijos, y repre-
senlaremos por (n, #') el punto designado en el espacio.
El plano tangente que buscamos deberé contener una ge-
neralriz que pasara por el cuspide (S, 8'), y como ha de
conlener el punlo (nn’) si unimos el clspide con el punto

dado, la generatriz de contaclo y la linea que une los dos

puntos, nos delerminarin el plano. Por consiguienle si
delerminamos la traza horizontal P de la linea que pasa
por el punto, esta habra de ser un punlo de la traza del
plano, y como de un punto siempre es posible trazar dos
tangentes @ un circulo, las PQ y PV seran-las (razas ho-
rizontales de los dos planos tangentes, cuyas lrazas ver-

ticales se delerminardn por los procedimientos ya indi-
cados.

. 55.
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Hallar un plano que ¢ sea laugfmtc 4 un cono y parafdo
d una recla dada.

129. Conservaremos los mismos datos que anlerior-
mente para el cono, y supongamos sea (mn, m'n’) la recla a
lacual el plano tangente debe ser par.llein' Como esle plano
pasara necesariamente por el cispide, si trazamos por este
punto y paralelamente a (mn, m'n’) la recta' (SP, SP7),
esla illima eslard evidenlemente contenida en el plano
pedido; por consecuencia la traza (P, P') de esta recla
perlenecerd 4 la traza horizontal del plano tangente, la
cnal serd una de las dos langenles PQ, PV, (razadas a la
base, puesto que admilira dos soluciones, y las trazas
verlicales de eslos planos se determinarin como queda
indicado. -

Para este caso son aplicables las mismas considera-
ciones que hicimos para el cilindro (numero 123), de que
resulla que no se podra exigir que un plano sea tangente
4 un cono, y que al mismo liempo pase por.una recla 6
dos puntos dados, & menos que la recta que reuna estos
dos puntos, no pase al mismo liempo por el cuspide,
porque entonces eslo equivale & sefialar un solo punto.

Por una recla dada, trazar un plano tangente ¢ una
wperﬁcle esférica.

130. Esle problema tendra evidentemente dos solu-
_ciones: Para hallarlas ‘se imaginard por el centro de la
esfera un plano perpendicular & la recla dada, que cor-
tara la esfera segun un cirenlo maximo, y & la recta en
un punto. Si conociésemos las proyecciones de esle cir-
culo maximo, el problema quedaria determinado, trazan-
do de las proyecciones del punto en que el plano corla
ala recla, dos langentes a las proyecciones del circulo
maximo, y haciendo pasar por esta y la recta dada los
planos en cueslion; mas como las proyecciones de este



circulo-no las conocenios, habremos de emplear olros
medios.

131.  Sean (c. ¢) el centro de .Ia esfera; ypk Y oo’ F. B4.
los conlornos de sus proyecciones y (Ab, A’¥') la linea
dada. El plano que pase por el centro (e, /) perpen-
dicularmenle & la recta dada, tendra sus ftrazas respee-
livamente perpendwulares alas proyecciones de la recta
(Ab, A'Y) (teorema pum. XI).

Si imaginamos que por el centro de la esfera. pasa
una linea horizontal perpendicular al plano- proyectante
Ab, esla linea, cuyas proyecciones serdn (ce, ¢’¢), eslard
contenida en el plana perpendicular 4 la recta dada, v
si.enun plano vertical paralelo al de proyeccion, que pase
tambien: por el centro de la esfera,. concebimos otra linea
perpendicular al proyectante de la A’ esla linea, cuyas
proyecciones son (ed, ¢'d’); tambien se hallara conlenida
en el plano, y ambas delerminarin su posicion. La pri-
mera (ce, ¢'e’) corta al plano- verlical Ab en (e, ¢), y la
segunda {ed, ¢'d’) en (d, d'); por consecuencia; el plano
de las dos rectas y el vertical Ab se corlarén segun la
recla (de, d'¢'y. Luego el punto (y, ) serd la'inlersec-
cion del plano de las dos rectas con la recla dada, 6 lo
que es lo mismo, la inlerseccion del plano que pasa por
el centro de Ja esfera perpendicularmente & la recta dada,
con esla recla. g logg :

132.1:Segun lo dicho, ‘serfa necesario firar por esla
punto/(y,'y’) tangenles al circulo maximo, inlerseecion
de 1a esfera y del plano de' las reclas (¢e, ¢¢') (cd, dd’);
mas como esta interseccion no se conoce, y si la hori+
zontal por quien se halla representada la esfera, supon-
dremos que el plano de las dos rectas, gira sobrela
(ce, ¢'¢’) ‘hasta acomodarse en” el plano horizontal que
pasa por el .ceniro de la esfera: el punlo (y. y') deseri-
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biendo un arco con ¢l centro (e, ¢'), y cuyo radiosea h y’,
hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos calelos son
Fy', que ‘es lo que el punlo original dista del plano ho-
rizonlal & qué se/acomoda, & ye proyeccion horizontal de
ladistancia entre los puntos (y, ¥') y (e, ¢), habré caido en
un punto Y, situado en el plano horizontal que pasa por
el'centro de la esfera; de cuyo punto sera posible trazar
las tangentes Yg, Yk, que delerminarin los punlos de
tangencia g y %, y 4 mas las inlersecciones (0, o) y (r, )
con la horizontal (ce, ¢'e’), sobre la cual ha glrado el plano
de las dos reclas.

‘Si suponemos resliluido el punto Y & su primiliva
posicion, las tangenles Yk é Yg caminaran siendo tangen-
tes & la'esfera segun un circulo que sera penpendicular
a(ce, ¢'¢) y sin'dejar de locarla en (0, 0") y (r, r'). Luego si
por(y.y’) trazamos las (yo, y'o’) & (yr, y'r’), estas seran las
tangentes que delerminaran respeclivamente. los punlos
(m,m’)'y (n,n') en que los planos seran tangentes & laesfera.

133, Para encontrar las trazas de los planos tangen-
tes, hallaremos: primero las de Ja recla ‘dada que son
Ay L Por el punto (m,m'), consideraremos una linea
paralela & la recla dada, cuyas proyecciones seran ms, m's'
y su traza horizontal sera s; si unimos esle punio con el
A, esla sera la traza horizontal del plano tangente a la
esfera emel punto (m, m’); como el punto de'interseccion
Q perlenece tambien & la' traza vertical ; uniéndole con
L’ique es la traza vertical de la recta dada, lendremos
que L'QR’ serd la traza verlical de dicho plano. Efec-
tuando el mismo procedimiento con el punto (n, n*) ob-
tendriamos el plano tangente correspondiente & este punto
que pasase lambien por la linea propuesta.

13&. ' Otra solucion. Sea (i ¢l centro de una esfera
represenlada por el circulo gsk y (ab, a't’) la recta dada.
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Como somos dueios de elegir la posicion de los. pla-
nos de proyeccion, podremos suponer que la linea de
tierra pasa por el cenlro de la esfera, en cuyo caso, el
plano perpendicular a la recta dada, que debe pasar por
el cenlro de la esfera, estara bien representado por las
lineas Ce, Cd que partiendo de dicho punto, sean perpen-
diculares respectivamente 4 las ab y a'b*. La inlersec~
cion del plano con la recla, estara determinada por la
interseccion comun d'e’ del proyectante bdd’ con el plano
eCd, que darin (y. y') por-proyeccion de la interseccion.
Eslo supueslto, si sobreponemos el plano eCd’ sobre el
horizonlal, haciéndole girar alrededor de eC, el punlo
(y.4') describiendo un arco de circulo, habrd venido a
situarse en Y, eslo es, a una distancia del punto (e, ¢),
igual 4 la hipolenusa y'h, de un lnangulo rectangulo que
Ieudra por calelos, la allura y'! y ey: si de Y trazamos
dos langenles Yg ¢ Y, cortaran la linea Ce en los punlos
r y 0. Al resliluir el punto Y a su primiliva posicion, los
puntos de tangencia k, g, caminaran en circulos perpendi-
culares a eC, sin que varien los punlos de contaclo o'y r
con la ¢C, con que si por y (razamos las yo & yr, estas
seran las tangenles a la esfera cuya inferseccion, con los
circulos proyectados en gs y kn daran los m, n, que son
las proyccciones horizontales de los punios de tangencm
de los planos que se buscan. -

Las proyecciones verlicales deestos mismos punlos, es-
tan facilmente delerminadas: con'efecto; los puntes o yr,
siluados en el plano ‘horizontal, son los de: contaclo de
las langenles trazadas en esta proyéccion cona linea Ce;
las proyecciones verticales de estos puntos se hallaran en
o*; r', sobre la linda de tierra, que con y' lendremos de-
terminada la posicion de las proyecc:ones wverlicales delas
tangenles, uniendo y'-con o'’y con r’; ‘y como las pro-

i1
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yecciones: verticales; de m y n, se ban de hallar precisa-
mente en las tangenles y'o’ é y'r' y al mismo liempo en
unalineao perpendicular & Ja linea de tierra, los m" y n
seriin dichas proyecciones verlicales de los punlos de con-
tacto. Por'un procedimiento  analogo al que se siguié en
el caso anterior, se determinarian las trazas correspon-
dientes 4 los planos propuesios.

Por una recta dada trazar un’ plano que fofme con el
horizontal un dngulo determinado «.

135. De un punlo cualqmera de la recta, bajarenios
sobre el plano horizontal una perpendicular y una obli-
cua, dirigiendo esla paralelamenle al plano vertical, y de
manera que forme el angulo « con la linea de lierra. En-
tonces imaginando que esla oblicua gira alrededor de la
- verlical, describird un cono reclo, cuya traza horizontal
sera un circulo facil de determinar, y en que lodas las
aristas se hallaran igualmenle lnc!madas sobre dicho
plano en una canlidad cualquiera «; por conswmente sl
trazamos & esle cono un plano langente que pase por la
recta ddda (niimero 128) ub!endremos evidenlemente un
plano que satisfara a las condiciones sefialadas en la
cueshon

Trazar & un. cilindro dado. un plano tangeule. cuya
inclinacion sobre el plano horizontal sea a.

136.. . Consiruiremos como en el problema preceden(o
un cono de revolucion, cuyae arislas formen el angulo «
con el plano horizontal. Despues tirando por el cispide
una recla: paralela & las generatrices del. cilindro, y ha-
ciendo pasar por esta recla un plano- langente al cono
(nGmero 128), reslara trazar al cilindro un plano tan-
gente paralelo 4 aquel; prohlema que se resolvera como
en el (niimero 122) trazando 4 la.base del cilindro una
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langente paralela a-la Iraza horizontal del plano que
toca al cono. * .

Sabemos que el ‘problema ‘serd lmpomble cuando la
paralela trazada por el cispide del cono auxiliar, toque
lo interior de la base.

137. Siproponemos la misma cuestion para un cono
dado de base cualquiera, sera necesario modificar la solu-
cion tomando por caspide del cowro de revolucion el
.punlo mismo que sirve de cispide a la superficie cénica.

- senalada por el prob!emm en seguida debemos trazar una
tangenle comun a las bases de estos dos conos, yesta
sera la traza horizontal dél plano pedido. :

Por un punto dado trazar una recta que sea tangente
a unggsuperficie cénica y paralela é un plano dado.

- 138. Construiremos un plano que loque al cono y

~ pase por el punto sefalado por la cueslion: en seguida

conslruiremos olro trazado del mismo punto y paralela-

menle ‘al dado: la interseccion de los dos planos asi

conslruidos, deberi evidenlemente ser una recla que sa-
tisfara la cuestion. .

Dadas las proyecciones de cualro puntos, encontrar el
radio. de la esfera que pasa por ellos, ¢ sea circunscribir
una esfera & un lelacdro. .

"139.  Pueslo que somos arbitros de elegir la posicion F. 56.
de los planos, tomaremos por el horizonlal de proyec-
cion, el que determinan tres de los puntos dados (a, a’),
(b, &)y (e, ). Eslos tres puntos determinaran un circulo de
la esfera cuyo centro o.eslard en la interseccion de las
perpendiculares on, om que dividan las cuerdas en dos
parles iguales. El centro de la esfera se hallard en la per-
pendicular al plano horizontal que pasa por el centro de
dicho circulo. Uniendo el cuarlo punlo (d, d) con olro
(¢, ¢') de_los tres, el centro de la esfera habra de encon-
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trarse en Ja interseccion de la perpendicular que divida
esla cuerda en dos partes iguales, con la perpendicular
(0, o' t) que pase por el cenlro del circulo anteriormente
determinado. Luego si por el punto medio (s, &) de later--
cera cuerda (de, d'¢’), hacemos pasar un plano que la sea
perpendicular. y encontramos la interseccion de esle
plano con la perpendicular al plano horizontal, el punto
(0, @) en qué la encuentre, serd el centro de la eslera.

- CAPITULO IV.

De los planeé {angenles 4 lis superficies de revolucion cuando. el -

punto de conlaclo es dado.

140. Puesto que por cada punlo M tomado sobre
una superficie de revolucion (nimero 90), pasa siempre
un meridiano AMD y un paralelo FMG, si consiruimos
las tangenles MT y MV & eslas curvas, y trazamos
un plano por eslas dos reclas, esle serd (nimero 104) el
plano tangente deé la superficie en M. Luego la tangente
MYV situada en el plano del circulo FMG, es evidenle-
menle’ perpendicular & la vez al radio MO y al eje AD,
pues lo es al plano-meridiano- AMD. De esta consecuen-
cia, independiente de la naturaleza de la curva AMD'y
de la posicion del punto M, resulta esle teorema nolable:
en loda superficie de revolucion, el plana {angente es siem-
pre perpendicular al plano meridiano que pasa por el punto
de conlacto.

141. Trazando por el punto M una normal MN 4 la
superficie, esta recla perpendicular al plano tangenle se
encontrard necesariamente conlenida en el plano meri-
diano AMD; porque en toda superficie de revolucion, la
normal va a encontrar al eje.
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~ Ademas esta union se verifica en el mismo punto
por todas las normales MN, GN, FN.... que correspon-
den & un mismo paralelo. En efecto, cuando el plano me-
~ridiano AMD gire alrededor del eje, llevando consigo la
recta-MN, no cesara de ser perpendicular & MV; ademas
esta recta movible MN, siempre contenida en el plano
meridiano, se encontrara (como en el caso nimero.140)
perpendicular sucesivamente 4 cada tangente MV del pa-
ralelo, pues MN es perpendicular & dos tangentes, y por
consecuencia normal & la superficie, en todas las posi-
ciones que ocupe girando alrededor del eje AD. Por otra
parle, “pues que en esle. movimienlo el punte N de la
normal MN permanece inmévil; resulta que fodas las
normales trazadas d lo largo de wn mismo paralelo,
forman siempre un®cono reeto , cuyo cuspide estd sobre
el eje; mias este cuspide cambia pasando de un paralelo
& otro. ’ : - .

Noladas estas propiedades generales y comunes & lo-
das las superficies de revolucion, vamos a ocuparnos de
la construccion de los planos tangentes.

Por un punto dado sobre una superficie de revolucion,
cuyo meridiano es conocido, trazar un plano que sea tan-
gente a esta superfioies

142. Para simplificar las construcciones, elijamos el F.38.
plano de proyeccion de manera que-sea perpendicular al
eje de rotacion: esla recta verlical , eslara proyectada
horizonlalmente en un punto o y verticalmente segun la
recta o’3'. Sea pues ab'd’¢’ la proyeccion del meridiano
principal, es decir, del que. es paralelo al -plano ver-
tical, y que estd proyeclado horizontalmente sobre eob,
paralelo 4 la linea de tierra; en este caso; el meridiano
s una elipse en que uno de los diametros principales
coincide con el eje de rotacion, y por consiguiente, la
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superficie seta un elipsoide de revolucion (nimero 96);
mas los razonamienlos y las conslrucciones serdn ente-
ramenle semejantes para loda otra curva meridiana. El
mayor de los paralelos, 6 bien el’ecuador de la superficie,
es evidentemente el circulo deserito por ol semi-eje 0"}’
que esta proyectado horizontalmente por un cireulo bkeg
igual-al primero, y forma el conlorno aparente de la su-
petficie relalivamente al plano horizontal.

En efecto, todo lo largo del ecuador (bke, b'e’) los
plangs tangentes seran verticales, pues que cada uno
conlendra la tangente del meridiano, que es una verlical
como la bb*. En cuanto al conterno aparente de la super-
ficie, con relacion al plano vertical, serd el meridiano
principal (be, a'¥d’e), por que esle conlorno debe for=
marse (ntmero 111) por los puntos®de contacto de to-
dos los planos tangentes perpendiculares al plano ver-

tical. ; e A5 e "
143.  Esto supueslo¥ sea m la proyeccion horizontal
de un punto dado sobre la superficie, no sera arbilraria
Ja segunda proyeccion de este punto, que debe eslar evi-
dentemente proyectado sobre ok. Pues si hacemos girar
este alrededor del ‘eje (o, 0's") hasla que coincida con el
meridiang principal ob, se encoatrard proyeclado verti-
calmente segun @’b'd’; y como por consecuencia de esla
mudanza la proyeccion m habra descrito el arco mg,-con-
cluiremos que la proyeccion vertical del punto buseado
se enconlrard actualmente en ¢' ¢ en g”. Ahora, si-velve-
mos el meridiano 4 la posicion ok, el punto en cueslion
que durante esle movimiento no habrd cambiado de al-
tura, quedard proyectado verticalmente sobre la horizon-
tal g'f" 6 g"f. de que se sigue evidenlemente, que en su
posicion primitiva, esla proyeclado verlicalmente en m’
o en m'": asi hay sobre la superficie dos puntos (m, m’) y
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(m m"), que estan el uno y el otro proyecladns honzon-
talmente en m. :

144.  Consideremos el primero de estos pnalos (m m')

y para delermmar el plano (angente que se considera, le
sujetaremos a pasar por dos tangentes de la superficie,
saber: la langente al meridiano y la tangente al paralelo;
mas como la proyeccion de la curva meridiana relativa al
punto (m, m’) no nos es'dada inmediatamente, no pode-
mos lrazarle direclamente una tangente, sobrepondremos
el plano verlical omk sobre el meridiano printipal eob.
Por lo dicho, el punlo (m, m’) se trasladara 4 (gy'), y sera
facil constriir la langenle g’k* que vendrd a corlar el
plano horizontal en el punto (k, &) sobre 0b, pues si yol-
vemos el meridiano movible & la posicion omk, clpie h -
de esta tangente deseribira evidenlemenle un arco de eir-
culo terminado en, T, mientras que el punto de contaclo g’ -
caera en m', con que proyeclando el punto T sobrelalinea
de tierra, obtendrémos ml'y m't’ por las proyecciones de
la tangente al meridiano que pasara por el punto (m, m').
Observ-aremos_ por olra parle, que esla tangenle prolon-
gada, debe enconlrar al eje de la superficie en el mismo
punto 5" en que encuentra la recta g'h’.

En cuanto al paralelo relatiyo al punto (m m') esla
evidenlemente proyeclado sobre el circulo gmfy sobre
Jf porconsecuencmsu!angenle es la horizonlal (mv, m'v'), -
perpeudlcnlar al plano meridiano omk. Ahora el plano
que conliene las dos tangentes asi determinadas, tendrd
por traza horizonlal una recta TU que pasara por el punto
T de la primera langente, y trazada paralelamente a mv
que-es una horizontal contenida en esle plano; despues
obtendremos la traza verlical US de este mismo plano,
construyendo el punto (v, ') en que la recta (mv, m'v’)
va 4 cortar el plano vertical.



145. El plano tdngenle relatwo al punto (m.m") se
obtendré de una manera aniloga, sobreponiendo el punto
m" en ¢” sobre el meridiano principal, y trazando 4 este
la tangente F¢". En seguida el pie (L, ) de esla recla,
irasporiada en el meridiano ok, caera en R, y como la tan-
genle al paralelo es aqui (mv, m"v") las trazas del plano
langente seran RS paralela & mo y SV'.

" Convendra observar que dada la direccion de la tan-
genle mv al paralelo, cada plano langenle & una super-
ficie de revolucion, tendra siempre su traza horizontal,
perpendicular a la del plano meridiano que pasa por ¢l
punto de conlaclo, en lanlo que el eje de la auperﬁcw sea
verlical. - .

146. Observaremos ndemas que los dos planos fan-
gentes en (m,m’) y (m,m") lienen sus trazas TU y RS
‘paralelas, por consiguiente se corlaran segun una hori-
zonlal y por la simetria de la superficie, esta horizon-
tal eslaré situada en el plano del ecuador et’. En efeclo,
los puntos g y g” perlenecen @ des paralelos equidis-
tanles al ecuador b, y a distancias iguales del eje
oz': las langentes al meridiano principal por los pun-
tos ¢ y ¢” habran de formar angulos iguales con el eje
o'z, y habran de corlarse por consecuencia en un pun-
to equidistante de los estremos a’ y &' del eje que no -
puede ser sino sobre la prolongacion de ¢'d’; como las
trazas horizontales de los dos planos tangenles son pa-
ralelas, la comun interseccion de eslos planos sera ho-
rizonlal, y como las trazas verlicales han de pasar ne-
cesariamenle por ¢ y v” punlos equldlslantes al ecua-
dor, dichas trazas no podran cortarse sino en un punto
P’ prolongacion del ecnador ¢'0, donde debera encon-
trarse el trasportado de « en la posicion de las tan-
genles a los punlos m' y m” 6 sea el punlo 8.
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147. Para obtener la normal dela superficie de re-
volucion*al punto (m,. m'), recordaremos (niimero 14£1)
que lodas' las normales & lo largo de un mismo paralelo,
van a corlar al eje al mismo punto, y que por otra parle,
cada una esli conlenida en el plano meridiano que pasa
por-el punto de contacto; asi despues de haber sobre-
puesto sobre el meridiano principal, el punto m* en ¢,
liraremos por esle Ultimo una recta ¢'n”; perpendicular &
la tangente g'k, 'y uniendo”el pie n’ de esla normal ‘con
el punto dado m’, obtendremos la normal m'n’ relativa
a esle dllimo punlo: Esto es, la proyeccinn vertical; y
en cuanto @ su' proyeccion hor:zonlal, caerd ﬁwdenle—
mente 'sebre om. 0

* Observaremos qué esta normal, siendo perpendlcu!ar
al ‘plano tangente TUS’, las (razas de esle wltimo debe-
ran ser (m']m. XL.) respectivamente perpendiculares &
las rectas om y w'v (lo que ofrecerd una comprobacion
de las construcciones anteriormente efectuadas para el
plano tangente); por lo que si queremos un medio de en-
conlrar d priori las trazas, no habrd mas que (razar por
un punto'comun (mm'), un plano perpendicular & Ia recta
(mo, m'n’) véase (ndmero 54). L

148.  Hemos 'visto (nimero 143) que facilmente se
determina la proyeccion verlical dé un punto de la su-
perficie, conocida que’sea la proyeccion horizontal: si
pues ‘aplicamos el ‘mismo proceder & diversos puntos
k;m, q.... tomados en el plano meridiano kg, podremos
construir la proyeccion vertical de la curva meridiana
conlenida en este plano, y esla curva deberd ser lan-
genle a las reetas t'm’ y r'm", y repiliendo la misma opera-
cion para otros meridianos, oblendremos lanlas posiciones
de la elipse movible cuantas queramos; lo que servira
para complelar la representacion grafica de la superficie.

12
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~Asi por operaciones analogas es como estando dadas
las' proyecciones de una generatriz cualquiera d¢ una su-
perficie de revolucion, se delermina facilmente el meri-
diano principal: ¢ cualquiera otra seccion meridiana. Po-
dremos- proponernos, como ejemplo, el caso en que esta
generatriz es’ una recta que no.entcuentra el eje, y en-
tonces hallaremos que el meridiano es una hipérbola.

149.  Del plano tangente al tore. Si hacemeos girar un
circulo (abe, b"a’b'c’) alrededor de’una recla (o, o's’) y 4
una distancia oa, o'a’, tomada a voluntad, este meridiano
circular engendrara una superficie anular, llamada foro,
pues lodos esos punlos estarin proyeciados horizontal-
menle entre el ecuador descrito por el radio oc==0'¢’ y el
circulo de garganta descrilo por el radio oa=0'a’; pero
es pecesario notar que los dos semicirculos 6'¢'d” y b'a'b”
engendrardn dos bojas muy diferentes de forma, aunque
la una y la otra vienen 4 reunirse 4 lo largo de las cir-
cunferencias recorridas por las estremidades &'y b del
diamelro verlical. La hoja esterior es convexa, es decir,
que todas las curvas Irazadas por un mismo punto (n, u')
se encontrardn silnadas de un mismo lado del plano tan-
genle en esle punto. En eleclo, para determinar esle
plano, es necesario construir la tangente n'P’ del meri-
diano, y por el pie P“de esta recta Irazar upa perpendi-
cular P’Q i latraza on del meridiano (nimero 144), pues
vemos que el meridiano &'n’b” y el paralelo s’ estan &
la izquierda del plano tangente n'P’Q; y aunque haya-
mos elegido el punto (n, n) sobre el meridiano principal,
4 fin de hacer mas sencilla la construccion del plano tan-
genle, es evidenle que las mismas circunslancias coneur-
rirdn para cualquiera olro punlo de la hoja esterior,
puesto que es de revolugion, y por consecuencia simé-
trica lodo alrededor del eje (0, 0/3").
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‘Si por el conlrario tomamos un punto (m, m’) sobre
la hoja interior, el plano m'T'T, tangenle en este punto,
atravesara la superficie, porque el meridiano (¥m’'a’h”)
estara evidentemente & la derecha de este plano, mien-
tras que el paralelo m'v* se encoptrarda & la izquierda:
asi el plano m'T'T corlara el foro segun una curva enla-
zada, represenlada en proyeccion horizontal por (mhefy
fre'mi ey fver). Mas esta interseccion no impide al
plano m'I'T conlener las tangentes del meridiano, del
paralelo y de todas las demas curvas trazadas sobre la
superficie por el punto (m, m'); de suerte que este plano
es realmenle tangente al foro en este punto, y secante
en lodos los demas puntos comunes, circunslancia que
tiende a que la hoja interior es una superficie céncava
del todo semejante al cuello de una polea.
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'CAPITULO UNICO.

De las superficies desarrollables.

©'1580. Se dice que una superficie es desarrollable,
cuando supuesla su flexibilidad inestensible, puede eslen-
derse sobre un plano sin fractura ni dobleces. Pues
que sabemos, por ejemplo, que una porcion cualquiera
de esfera no goza de esla propiedad, deberd haber en
la generacion de unasuperficie desarrollable, alguna con-
dicion particular que la permita sufrir esta trisforma-
cion. Mas antes de eslendernos a estas generalidades,
nos parece ulil examinar dos géneros parliculares que
pueden desenvolverse sobre un plano; estos son, el cilin-
dro y el cono. Por otra parte, es llegado el momento de
introducir las consideraciones del método infinitesimal,
que bien entendido presentara toda la exactitud que pue-
de desearse, y ofrecera en lo sucesivo la doble ventaja
de abreviar los razonamientos y prestarse con facili-
dad a las conslrucciones graficas de la geometria des-
cripliva,

151. Siendo la langenle de una curva el limite de la
posicion que toma una secaale, conando dos de sus pun-
tos de conlaclo se aproximan infinitamente, podemos
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consnderar la tangente como una recta que pasa por dos
puntos infinitamente proximos sobre la-curva, ¢ que liene
un elemento comun con ella: por lo dicho podemos sus-
tituir 4 la curva propucsta un poligono inseripto, cuyos
lados 'y los dngulos esteriores sean infinitamente peque-
fios, y en que cada lado prolongado reemplace & una tan-
gente; mas esta propiedad que en un tal poligono sera
independiente de la estension absoluta de sus lades y
los angulos comprendidos, subsistira igualmente cuando
mulllpllquemos estas pequefias cuerdas aproximandolas
&'la curva, por consecuencia, tendra lugar semejante-
mente, cuando pasemos al limile, es decir, cuande
consideremos la curva en cuestion y sus verdaderas
tangentes. : -

152. Por otra parle, hemos demostrado rigorosa-
mente (ndmero 105) que en (oda superficie las diver-
sag curvas trazadas por un mismo punlo, tienen sus
tangénles de este punto en un plano tnico, pues este
plano que llamamos tangente, podra considerarse como
que tiene comun con. la superficie un elemento super-
ﬁclal formado por’ la union de elementos lineales comu-
nes & las curvas y 4 sus langentes: este serd el elemen-
to de'conlacto que se encuentra en general infinitamente
pequeiio en todos sentidos; a menos que la superficie no
sea de un género lal, que el plano tangeate sea el mismo
para muchos punlos conseculivos. .

153. Enun cilindro, por ejemplo, sabemos (ndmero
106) que el plano BAT es tangente toda la estension

F. 60.

de la generatriz AMB; luego esle plano tendrd de co-

mun con la superficie un elemento superficial ABBrAr
indefinido en longitud, comprendido entre las dos gene-
neratrices infinitamente préximas que pasan por los pun-
tos A y A’ comunes & la base AC y 4 su tangente AT,
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Se ve que distinguimos aqui, como en la nota del (ntime-
ro llit)l, el elemento de la superficie, de la generatriz:
esto es esencial, porque en las superficies gauchas ve-
remos que esta fillima recla serd comun & la superficie y
al plano langente, mientras que el elemento superficial,
indefinido en longitud, no se hallara lodo entero en esle
plano. '+ - ‘ i

-Del mismo modo , una superficie cénica que toca su
plano tangente lodo lo largo de una generatriz (nimero
106), lendra de comum con este plano un elemento su-
perficial indefinido en longitud, pero comprendido entre
dos generatrices infinitamente proximas.

154,  Una superficic cilindrica es siempre desarrollable.
Porque si la imaginamos corlada por un plano perpendi-
cular & sus generatrices, segun una curva CA, que se
nombra Ja seccion recta del cilindro (1), y que miraremos
como su base 6 como la directriz de la recta movible que
ha engendrado esla superficie, si susliluimos por un mo-
menlo & esla curva ua poligono inscripto CAA’A”, lo que
trasformara el cilindro en un prisma rectangular, en-
lonces podremos hacer girar la cara B?A”A'B’ alrededor
de la arista B’A’ como charnela, hasta que se sitie en el
plano de la carg B'A’, AB y por lo que la cara A’A” tras-
portada en A’a”, se hallard situada en prolengacion de
AA’, y conlinuaran las dos siendo perpendiculares a la
base CAA’. Podemos hacer girar las caras compueslas por

(1) Llamaremos en lo sucesivo, por abreviar, cilindro recto
aquel en que tomamos por base 6 por directriz la seccion recta,
sin’ exigir por esto que esta seccion sea un circulo: esta denomi-
nacion no indicara nada de particular cn la naturaleza del cilindro,
pues que sabemos que toda superficie cilindrica puede llegar 4
este caso, cortdndole, como aqui, por un plano perpendicular & sus
generatrices.
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BAa"b airededor de-la charnela AB, hasta que llegue
al plano de la cara anterior, y continuando asi llegaran
todas las caras del prisma a situarse en’ un plano tnico,
seguidas las unas de las olras; de suerte que la superficie
primitiva se hallara desenvuelta ¢ desarrollada sin haber
cambiado de 'superficie. Ademas observaremos que to-
dos los lados del poligono CA, A’A”, formaran despues
del desarrollo una sola linea recta, 4 que todas las aristas
del prisma conlinuaran siendo perpendiculares, como lo
hemos probado para los dos primeros lados AA’ y ArA';
v que la longilud de la base sera igual 4 la suma de los
lados del poligono primilivo, mientras que las diversas
aristas AB, A’B’... habran conservado las Iongltndes que:
lenian anteriormenle.

155. Pues es evidente que lodas estas consecuencias
serin igualmente ciertas, cualquiera que sean los angu-
los y los lados del poligono que circunscribamos & la curva,
CAA’, tendran por consecuencia lugar del mismo modo
en un cilindro, por ser el limite de los prismas inscriplos,
6 si queremos espresar de otro modo la misma idea, en
un cilindro que no ¢s olra cosa que un prisma, *cuya
base es un poligono infinitesimal.” Podemos pues afirmar:
1.° que toda superficie cilindrica es desarrvollable: 2.° que
despues de esta (rasformacion, la seccion perpendicular d
la generalriz es una recta, cuya longitud es igual al peri-
metro de esta seccion: *3.° que las generalrices qusdaréu
perpendiculares d esta recta conservando su longitud prt-
mitiva, sea por cima 6 por bajo de esta base.

156. " Si existe sobre el cilindro una curva cnalqulera
GMM’, se hallard reemplazada sobre el prisma por un
poligono GMM’M”, cuyos lados no cambiaran de Iongil’ud
cuando sean trasportados con las caras del prisma, en
su ‘movimiento de rotacion alrededor de las aristas su-
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cesivas: mas esle poligono cambiara de forma porque el
angulo interior MM'M” caerd en MM'mz. Como en este
desarrollo el lado M'M” girard por un movimiento de
rolacion alrededor de la eharnela B'M’, se sigue que el
angulo BWM” permanecera conslante é igual & B:-Mrme:
lo mismo sucedera al BMM" y TMA que permanecerd
invariable y en que un lado TMM’ vendra al limite de la
tangenle de la curva que reemplaza aclualmente el po-
ligono GMM. Si por olra parte observamos que lodas
eslas propiedades soun independientes de la mayor 6 me-
nor estension de las caras del prisma, y que asi deberan
estar variadas por los limites de este prisma, 6 por el cilin-
drode la (F.61), deduciremos: 1.>que cuando desarrolla-
mos un cilindro sobre que esta trazada una curva cualquie-
ra GM, esta linca cambia en otra curva que llamaremos la
trasformada de la primera, y cuyos arcos tienen la misma
longitud absoluta que la curva primitiva: 2.° las porcio-
nes de las generatrices MA, M'A’... comprendidas ewtre esta
curva y la seccion recta CAA' permanecen de la misma
estension y siempre perpendiculares 4 la recta sequn la
que se trasforma esta base CAA’: 3.° cada langente MT
a la curva primiliva, forma con la generatriz MA un dn-
gulo que permanecerd invariable, y por olra parle esta
recta MT se halla despues del . desarrollo , tangente d la
trasformada.

Esta dllima ‘asercion se comprueba observando que
sobre el desarrollo del prisma, la linea MT no deja de ser
la prolongacion de un lado del poligono trasformado.

157. Hemos dicho que una curva GMM’ trazida so-
bre un cilindro, cambia despues del desarrollo de la'su-
perficie en olra linea que generalmenle es curva: sin em-
bargo, hay casos parliculares en que esla (rasformada,
puede ser rectilinea, y para ballar mas facilmente las
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condiciones: que la originan, sustituyamos al cilindro y
a la carva, el prisma recto y ¢l poligono GMM' de
la'(61). Entonces para que el lado -M-M", trasportado
en M'm”, se encuentre sobre la prolongacion de MM, es
necesario evidenlemenle que lengamos dngulo B'Mumt!
=A'M'M=BM¥', y puesto que hemos visto (nim. 156)
que el 'primero de estos angulos permanecera igual al an-
gulo primitivo B'"M'M”, la.condicion precedente quedara
dngulo B'M'M=BMM'; lo mismo sucedera ‘con los otros
lados del poligono GMM' M que deben corlar las aristas
del prisma sobre un dngulo constante. Ahora si traspor-
tamos al cilindro estas relaciones que deben siempre le-
ner lugar sobre el prisma, por pequefias que sean 'sus ca-
ras, y si recordamos (ntimero 151) que'las prolongacio~
nes de los lados' del poligono y las tangentes de la curva
continua hicia la que es convergenle este poligono, se
aproximan al limite, deduciremos este teorema: Para
que una curva GM, trazada sobre un cilindro, resulte rec—
tilinea despues del’ desarrollo de esta superficie, es preciso
que lodas las’ tangentes de esta curva, formen un dngulo
conslanie ¢on las generatrices del cilindro.

158.  Las curvas que salisfacen a esta ultima condi-
cion se llaman Hélices, cualquiera que seala base del ci-
lindro sobre que se trazan; asi las Hélices son las curvas
que resullan rectilineas por el'desarrollo de la superﬁcle
cilindrica que las contiene.

Tambien' gozan 'ademas de ‘esta pmpledad nolable:
Un arco cualquiera de la Hélice GM; es la linea mas corla
que puede irazarse sobre el cilindro entre sus estremidades
G y M. En efeclo, si la comparames con olra curva com-
orendida entre los puntos-G y M, este dllimo arco no re-
wltard rectilineo euando hayamos désarrollado el cilin-
uro, luego serd mas largo que el arco de que resulta

13
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una recta: mas hemos visto (nimero 156) que en esle
desarrollo, las trasformadas conservan la misma longitud
que las curvas primilivas; es pues consiguiente que
antes ‘del  desarrollo. del cilindro, el arco. de Hélice es
mas|‘corlo que loda otra linea que pase por los P
tosGyM.. . - 0

+159.  Importa observar que. lodas las curvas qne ra—
sultan rectilineas despues del desarrollo del cilindro, son
primitivamente de- doble curvalura; 'es decir' que ires
tangenles prénmaa 4 Ires elemenlos conseculivos no es-
tan en un mismo plano. En efecto, volviendo al poligono.
de la (61), y considerando tres lados conseculivos KM,
MM, M'M”, que supondremos dirigidos de-modo que for-
men con las aristas del prisma angulos iguales enlre si
des:gnados por a: si eslos tres lados pueden estar en un
plano tinico, lo podran estar del mismo modo tres recias
trazadas por un punto cualquiera G paralelamente & es—
tos lados; porque esias tres paralelas ‘que forman cada
una un 4ngulo « con la arista GD, se hallaran situadas
sobre la su perﬁcie de un cono recto en que GD serd el
eje: sabemos queruna tal superficie. no podra . tener Ires
de sus generalrices en un mismo plano, porque enfon-
ces tres de los puntos de la circunferencia que le sirve
de base, estarian en linea recta. Es pues imposible que
los tres lados consecutivos KM, MM’, M'M" se encuentren
en un mismo plano: esla proposicion liene lugar, cual-
* quiera que sea la longitud de los lados, y permane-
ce igualmente cierta para sus prolongaciones, cuando el
poligono degenera en una curva conlinua, en cuyo caso,
estas prolongaciones son las tangentes de esla curva. Asi
las Hélices son siempre lineas de doble curvatura.

160. Es menesler escepluar solamente de esta con-

clusion general un caso inico, que es el en que ¢l an-
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gulo « es recto, porque entonces el ¢ono que nos ha ser-
vido para establecer la proposicion precedente se reduce
a un plano. Por olra parte la Hélice particular que cor-
responde 4 la hipétesis actual «=90° no es olra cosa evi-
dentemenle que la seccion recta CAA', y sabemos en
efecto (nlrmero 155) que esta seccion resulla-rectilinea
despues del desarrollo del cilindro, con lo que podemos
afirmar que de lodas las curvas planas trazadas sobre un
cilindro, 'mo hay mas que la seccion recta que resulte
rectilinea, despues del desarrollo de esta superficie.

161. 'A propésito de las Hélices que como hemos re-
conocido no son’ curvas planas, deberemos observar que
en (oda curva de doble curvatura, tal como GKM, situada
de una manera cualquiera en el espacio, si lres elemen-
tos conseculivos KM, MM, M'M”, no eslan en un mismo
plano, @ lo'menos esta condicion se llenard siempre por
dos elementos consecutivos MMy M'M”, y el plano MM’ M~
se llama el plano osculador de Ia curva'en el panto M....
Para ‘el punto K, al ‘contrario, el plano osculador sera
KMM, yasi' dé los demas; de suerte que los diversos
planos osculadores, se ‘corlan 'dos & dos segun un ele-
mento inlermedio, y no ¢oinciden todos juntos, sino en
tanto que la curva es plana. Por las consideraciones es-
puestas anlerlormenle. se 'viene & definir el plano oscu-
lador, como el que pasa por-dos tangerites provimas.

162. Observaremos' ademas' que una linea curva,
plana é no, no liene mas que una tangeénte Gnica en un
punto dado, pero admite evidenlemenle una infinidad de
normales: es deeir, reclas perpendiculares 4 la tangente,
y ‘trazadas por el punto de contaclo de esla: pues lodas
estas normales forman necesariamente un plano perpen-
dicular 4 la tangente, y que llamamos el plano normal
de la ‘eurva en el punto en cuestion. 'Es precisamente
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lo contrario de lo que sucede para una superficie, la
cual admile en cada uno de sus punlos una infinidad
de tangenles, que forman el plano tangenle, y nna nor-
mal, Upica perpendicular & esle; plano. il

- 163.. . Una superficie conica  es siempre, desarroﬂable.
Orm__t_teudo lodas las consideraciones; que. hemos creido
deber ‘emplear para el cilindro, consideraremos inmedia~
tamenle la base de un cono, cualquiera que sea, como un
poligono infinilesimal CAA’A”, y esle como una pirami-
de en que cada cara SAA’ sea un elemento superficial
infinilamente eslrecho, que serd comun (nimero 106) 4
la superficie, y su plano tangente @ lo largo de la genc-
ratriz SA. Enlonces podremos hacer girar la cara SA'A”
alrededor de la arista SA’, hasla que venga & siluarse en
el plano de la cara SA’A, y 4 conlinuacion de esla, hacer
girar el sislema de eslas dos caras alrededor de la arista
SA y trazarlas en el plano de la cara precedente. Conli-
nuando de esta suerle , oblendremos un seclor poligonal
compueslo de lodas las caras de las pirdmides puestas
al lado las unas de las otras en un mismo plano, cuya
superficie sera igual al area de esta piramide: ademas,
es evidenle que en esla trasformacion, los lados y los an-
gulos de las caras SA’A”, SAA!... quedarén invariables;
como las de los triangulos cualesquiera SM’M~, SMM-...
mientras que los angulos AA'A”, MM'M” cambiarin de
tamafio; y como estas diversas circunslancias son igual-
menle cierfas, cualquiera que sean las dimensiones de
las caras de la pirdmide, subsistirin analogamente para
el limite de este cuerpo, es decir, para un cono sobre el
cual los poligonos CAA’A” y GMM'M” provengan de car-
vas conlinuas, cuyas langenles sean las prolongaciones
de los elementos AA’ y MM,

164.  De aqui resultan las consecuencias siguientes:
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1.° | Toda superficie conica es desarrollable, y en esla
trasformacion , las generatrices ¢ porcion cualquiera de
estas rectas no cambian de longitud.

2.° La base del cono 6 toda otra curva lrazada sobre
su superficie, da una linea cuya curvatura no es la misma
que la de la curva primitiva y que llamamos trasformada de
la primera, mas los arcos de eslas trasformadas, conservan
la. misma longitud absolula que la de la curba primitiva.
Si esta dltima tiene todos sus punlos 4 *una distancia
conslante del clspide, la trasformada serd un arco de
circulo deserito con esta distancia por radio. :

3.° Cada tangenle de la curva primitiva forma con la
géneralriz del cono, un dngulo que permanece invariable en
el desenvolvimiento de esta superficie , y esla primera recta
es tangenle ¢ la trasformada.

165. Para que una curva GMM' trazada sobre un
cono resulle reclilinea despues del desarrollo de la su-
perficie, es menesler que dos elementos consecutivos
MM¢, MM~ sean dirigidos de manera que el 'angulo
SM'M“=SMW'¢, y como la prolongacion de estos elemen-
tos, son las langentes de la curva primiliva, conduce a
decir que dos tangentes consecutivas de esla curva, forman
dngulos iguales con la gemeratriz intermedia; mas eslos
angulos ;no son constanles para lodas las langenles como
sucede en el caso del cilindro.

166. .Toda curva en que se verifique la condicion
precedente, gozara la propiedad de ser la linea mas cor-
ta que puede trazarse eotre dos puntos de la superficie
conica,: por la razon dada en el (nimero 158), mas esla
curva no presenlara la forma de un espiral. En efeclo,
el dngulo SMM’ serd menor que SM'M” pues que esle dl-
timo sera igual SM¢’, asi la inclinacion SM¢ de cadd
tangente sobre la generalriz correspondiente, es un an-

F. 63.
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gulo agudo. que va conslantemente aumentando:' la dis-
tancia SM, llegard al minimun cuando este angulo’ sea
reclo, y entonces obtendremos el punfo M” de’ Ia curva,
mas proximo al ciispide S: del otro lado, esta curva se
alejara cada vez mas, puesiel angulo SMT seri obtuso 'y
continuara creciendo. Asi sobre ‘un ‘cono'de revolucion,
por ejemplo, la linea mas corta ‘comprendida ‘entre ‘dos
puntos de la base cireular, no es el arco de circulo com-
prendido cnlré estos dos punlos, si no‘es una’ espable de
carva hiperhélica, cuyo cispide se encuentra 4 igual
distancia de los dos puntos en cuestion, y'que despues
del desarrollo del cono, resullard una cuerda del circulo
en que la base, primiliva eslara trasformada. Los dos
radios paralelos @ esta cuerda, estin sobre ‘el cono pr:—
milivo y las generalrlces son ‘asintolas de h curva en
cuestion. -

167. " Al contrario, una eurva que sobre una superﬁclc
conica cualquiera, goza de una propiedad analoga i la
de la Hélice (niimero 157), es decir, en ‘que cada lan-
genle haga un 4ngulo constante con la generatriz que
pasa por el punlo de' contaclo, presentard’la forma de
una espiral que se aproxima indefinidamente al cispide,
el ‘cual serd & su vez un punto asintilico; pues en el
desarrollo, esta curva resultara evidenlemente una espi-
ral logaritmica, porque sabemeos que esta Gltima tiene la
prnplcdad de cortar todos sus radios vectores ba]o'un
angulo consignte.

Si este 4ngalo es recto, la trasformada serd un cir-
culo, 'y entonces todos' los radies vectores son iguales;
la curva primiliva trazada sobre el cono, no podré ser
sino una curva esférica, es decir, que resullara de lain-
“terseccion del cono ‘propuesio con una esfera que len-

-dra por centro el caspide.
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A68.. Superficie desarrollable cualquiera.
- Generalicemos - ahora las ‘consideraciones que hemos
empleado para los conos y cilindros é imaginar que una

superficie sea engendrada por una recta que se mueva de

tal suerte, que dos' posiciones consecutivas é infinitamen—

F. 64.

le provimas se encuentren siempre em un mismo plano.

Aunque hay otros medios de satisfacer & esta condicion,
nos: basta admitir ‘que ha sido salisfecha de 'un modo
cualquiera, y. que./AB, A’Br, A”B”... son las posiciones’

de la recta movible. Consecuenle &' la definicion de la

superficie; las dos generatrices conseculivas AB y A’B,
se corlaran necesariamenle en un cierto punto M’ la gene-
ratriz A’B* encontrara la A”B" en un punto M”, y esta lo
serd porla siguiente énun ‘punto 'M*, de ‘suerle que
eslas inlersecciones sucesivas darin lugar 4 un poligono
MM‘M“M; é;mas bien, pues que suponemos las gene-
ralrices infinitamente proximas, estas formaran una cur=
va continua VMM'M”U, 4 que todas las rectas seran lan-
gentes y que se nombra la arista de retroceso por . ﬂna
razon que esplicaremos mas”adelante.

169. Esto supueslo, la superficie engendrada bajo la
ley precedenle, es desarrollable. ‘En efecto, puesto que
dos generatrices conseculivas AMB y A’M'B’ estan siem-
pre en un mismo plano, comprenderin entre las: dos,
sobre la superficie, una zona angular infinitamente .es-
trecha, -mas indefinida en longitud, y que es necesaria-
mente plana, porque por las diversas curvas trazadas
sobre ‘la superficie, los elementos lineales AA’, PP...
teniendo dos puntos comunes con la recla AM y A’Nr, se
encontrarin todos en el plano de cstas dos generalrices.
Del mismomodo; las generatrices A’WB' y. A”M"B", com-
prenden otro ‘elemenlo superficial que es plano 1y de una
longitud indefinida, 'y asi de las otras. ‘Si hacemos girar
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‘al primer elemento alrededor de la recta A/W'B’, ¢omo
charnela, hasta que Ilague al plano del segundo elemento,
y estos dos les hacemos girar alrededor de! A”M"B" sobre
el plano del tercer elemento, c oncluiremos continuando asi
por desarrollar sobre un planoinicoloda la superficie pro-:
_puesla sin desconlinuidad vy sin alterar su superficie. Ade-
mas es evidente: 1.° que por esla trasformacion no habran
cambiado las’ longltud.es de las pasiciones de las genera-
tricess MA, M“A’... ni Jas de Jos AA',A'A”... 2.2 que los
angulos MAA/ 6:MA;T. MA’A” 6 MA'T"... formados ‘por
las generalrices con las tangentes de una curva cual-
quiera AD, trazada sobre la superficie, permaneceran
invariables: 3.% que al contrario, los angulos dé confin-
gencia, tales que TA'T" ¢ sus suplemenlos como AAA"
variaran, y que asi: la.curva AD tendrd ipor trasformada
una linea cuya curvatura no sera la misma que'la primi-
tiva. Por lo que queda probado que toda superficie que
satisfaga la condicion del (nim. 168) sera desarrollable.

170. | Reciprocamente esla condicion es necesaria:
porque para que una superficie pueda estenderse sobre
un plano sin rasgarse ni doblarse, es necesario eviden-
temenle que se componga de elementos sifperficiales pla-
nos, reunidos dos 4 dos por aristas rectilineas indefini-
das, afin de que eslas rectas puedan servir de charnelas
para hacer girar estos elemenlos superficiales, y poner-
los en un plano unico, seguidos los unos de los olros.
Mientras que si la recta interseccion de dos,elementos con-
tiguos, estd limilada por el encuentro de olro elemento,
existiria en este espacio un angulo iriedro 6 poliedro,
cuyas caras no podran ser estendidas sobre un plano sin
dejar éntre ellas intersticios; y como esla. circunslancia
se repeliria para cada punto, no habra continuidad en el
desarrollo de la superficie, y sera alterada.



=105=

171. : Dedo que resulta inmediatamenle que el plano
que toca una superficie desarrollable en un punto cualquiera
P, es langente lodo lo largo de la generatriz APMB que
pasa por este punto. En efeclo, pueslo que todas las cur-
vas AD, PX, BC.... lienen sus elemenlos lineales AAr,
PP/, BB'.... situados en el plano de dos reclas infinita—
menle proximas AMB, A’M'B’, se sigue que este plano
conlendra lodas las langenles en A, P, B.... y por con-
secuencia es un solo plano AMA’, 6 BAT, que loca la
.superficie desarrollable lodo lo largo de la generatriz
AMB. Asi en adeianle -cuando queramos construir el
plano tangente relalivo al punlo Q dado sobre una tal su-
perficie, baslara hacerle pasar por la generatriz AQB, y
por la tangente AT, & una curva trazada sobre esla su-
perficie por un punlo cualquiera de AB.

. Esta_ proposicion demostrada al (nimero 106) para
el cilindro y el cono, es comun & lodas las superficies
desarrollables, y merece lanta mas alencion, cuanlo que
no se verifica en las superficies gauchas, aunque eslas
admiten semejanlemenle generalrices reclilineas.

Observaremos tambien que el plano AMA’ ¢ BAT,
que es tangenle a la superficie desarrollable, coincide
precisamente con el plano osculador de la arista de re-
troceso YMU, pues que las dos generalrices AM y A'M
son tangenles a esta curva.

172. Hemos dicho que la curva VMU, formada por F. 64.
las intersecciones de las generalrices, se llama la arisla
de relroceso de la superficie desarrollable: para conven-
cerse de esta jusla denominacion, basta considerar cada
generatriz AB como compuesta de dos partes MA y MB,
la una situada debajo, y la otra sobre el punto de con-
tacto M; designando bajo el nombre de hoja inferior la
porcion de la superficie engendrada por las porciones

14
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MA, M'A’, M”A”.... y las parles MB, M’B’ M”"B** con el
de hoja superior (1). Si queremos pasar de una hoja &
otra caminando sobre la superficie de un modo continuo
y en una direccion cualquiera (esceptuando la de una
generalriz), se percibe licilmente que esle paso no puede
tener lugar sino siguiendo una curva d N« que presentara
un punto de relroceso en el silio en que encuentra la
linea VMU.

Como esla circunslancia es imporlanle, ensayaremos

- el modo de hacerla mas perceplible, proyectando toda la-

figura sobre un plano horizontal cualquiera: sea pues onu
(figura 65) la base del cilindro verlical que pasa por la
curva YNU, y ab, a'l'.... las proyecciones de las genera-
trices que seran necesariamente langenles 4 vnu; de que
se sigue que ninguna de eslas reclas penetrara en el ci-
lindro. vertical vnu, y que asi las dos hojas de la super-
ficie desarrollable permanecen fuera de esle cilindro,
sobre el cual vienen & apoyarse a lo largo de la curva
vau. Ademas, si miramos este cilindro como un cuerpo
solido, y la generatriz proyectada sobre ab como una
recta inflexible que gira sin reshalar sobre este cilindro,
permaneciendo tangente & la curva vnu, es evidenle que
esta recla movible recorrerd la superficie desarrollable
en cuestion. En este movimiento percibimos bien que
un punto cualquiera §, invariablemente unido 4 la parte
superior mb de la generalriz, ird aproximéndose al cilin-
dro, y caera en® cuando la gencratriz se proyecle sobre

(1) Estas partes de gemeratrices se prolongarin indefinida-
mente, mas para hacer mas sensible la forma opuesta de las dos
hojas, suponemos que estas rectas se terminan por dos planos ho-
rizontales que cortan la superficie segun las curvas AD y BC en

que la ]arimcra vuelve su convexidad y la segunda su concavidad
héeia el observador.



=Hll—

a't’, despues cn n cuando sea proyeclada sobre avbr.
Mas alla de esta posicion, el punto generador se encon-
trard debajo  del punto de contacto de la generatriz,
cuando continte girando sobre el cilindro vertical, de
suerle, que el punto movible principiara desde entonces

- @ separarse cada vez mas del cilindro, y caera en o’ para
la posicion a’’b" y en o” para avb™.... de donde pode-

mos ver claramente que la curva safm-." descrila por el
punlo &, se compondra de dos ramas que ofreceran un
relroceso en m, y en que la primera 33'n eslard siluada
en la hoja superior de la superficie, mientras que: lh otra
ne” eslard en la hoja inferior.

173. . Resumicndo lodo lo que precede, lendramos
las consecuencias siguienles:

1.2 Para que una superficie sea desarrollable; es nece-
sario que sea engendrada por una recla que se mueva de
manera que dos posiciones conseculivas se encuenlren en un
mismo plano. Esla es una propiedad caracterislica para
todas las superficies de esta clase, y comprende eviden-

_temenle los dos géneros parliculares de los cilindros y
de los conos; pues que en la primera, las generalrices
reclilineas son siempre paralelas, y en el segundo se cor-
tan lodas en un punlo.

2.* Una superficie “desarrollable admile siempre una
arista de retroceso formada por las interSecciones sucesivas .
de las generatrices: eslas reclas son tangentes a la arisla
de retroceso y ademas divide la superficie en dos hojas
distintas. En las superﬁcles conicas la arista de retroceso
se' reduce & un punlo tnico que es el clspide; y en el
cilindro esta arisla se halla trasportada loda entera a una
distancia infinita.

3.2 El plano tangente de una superficie desarrollable
es comun para lodos los puntos de una misma generatriz
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y coincide con el plano osculador de la arista de re-
troceso. : ; e

k.*  En el desarrollo de las superficies las porciones
de las generalrices, lo mismo que los arcos de una curva
cualquiera, trazadas sobre la superficie, no cambian de
longitud absoluta, y las tangenles d esla curva forman con
las generatrices dngulos que permanecerdn constantes. Mas
no es asi con los 4ngulos de conlingencia eomprendidos
enlre dos de estas langentes conseculivas; y .por conse- .
cuencia esta curva tiene por trasformada una linea cuya
curvalura no es la misma que antes (1). :

174. Veamos de qué modo podemos llenar la condi-
cion (nimero 168) que ha de servir para la definicion de
las superficies desarrollables. Tomémos dos curvas cual-
quiera AD y BC fijas en el espacio: sujelemos una recla
movible 4 resbalar sobre estas directrices, mas de ma-
nera que las posiciones conseculivas se encuentren dos
a dos en un mismo plano. Despues de haber elegido so-
bre la primera ecurva un punto cualquiera A’ no podra
unirse con un punto arbitrario de la segunda, pues que .
nada asegura que la recta asi trazada eslé en un mismo
plano con la posicion préxima que tomemos & conlinua-
cion (2), mas imaginemos una superficie cénica que
tenga por cuspide el punto A’ y por base la curva BC, y

(1); Debemos esceptuar la arista de relroceso, para la cual los
angulos de contingencia permanecen invariables; porque estos in-
gulos estan formados por las generatrices entre si, v estas rectas
sirven precisamente de charnelas para ejecutar el desarrollo. Asi
por ejemplo el dngulo AM’A” permanecera constante como su su-
plemento MMM,

(2) A menos que no queramos dejar fijo el punto de la recta
situada en A’ y hacer resbalar solamente la otra estremidad sobre
la curva'BC; mas con esto no obtendremos sino una superficie co-
nica, género muy particular de las superficies desarrollables.
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tracémosla un plano tangente que pase por.la recla AT
en el punto A de la directriz AD: entonces si construi-
mos la recta A'B’ segun la que este plano locara al cono
auxiliar, A’B’ serd la posicion que debe lomar la gene--
ratriz de la superficie desarrollable cuando pase por el
punto A de la directriz: y las otras posiciones A”B",
A™B".... se oblendran de una mauera semejante. Para
. ]usllﬁc.ar esta consiruccion basta observar (que cuando la
recta movible pase de la posicion A’B’ & Ja otra infinila-
menle préxima A”B"”, podrd considerarse que reshala
sobre las tangentes A’A”T’ y B'B"S’, que coinciden con
las verdaderds directrices en el intérvalo de los elemen-
tos A’A”, B/B”, pues estas dos tangenles estan evidente-
menle situadas en un plano tnico que es el plano langente
que hemos trazado al cono auxiliar, y asilas dos genera-
trices A’B’ y A”B” se enconlrarin en un mismo plano.
175. Bastara designar una directriz para delerminar
complelamente la superﬁc:e desarrollable, si sujelamos
la recla movible & permanecer conslantemenle langenle
4 esla curva. Sea en efecto VNU una linea cualquiera
fija en el espacio que es necesario elegir de doble curva-
lura, si no queremos enconfrar un plano, conslruyamos
las tangeates AMB, A'M'B" y A”M”B”.... para los puntos
M, M, M”.... estremadamenle préximos sobre la curva;
eslas serdn olras lanlas posicienes de la recta movible:
la superficie, lugar de todas eslas posiciones, sera desar-
rollable. Porque las dos generatrices infinilamente proxi-
mas AMB, A’M'B’ ienen’ de comun con la curva, la una
el elemento MW, la olra el elemento M"M: eslas gene-
ralrices se cortan- en el punto M‘, y por consecuencia
eslan situadas en un mismo plano. Un razonamienlo se-
mejanle se aplicard a las otras generalrices conseculivas;
asi es cierlo que la superficie, lugar de lodas eslas lan-
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genles es desarrollable, v en el caso actual la curva di-
rectriz VNU es precisamente la arista de retroceso que
liene siempre por plano osculador los planos langenles

(nimero 171) de la superficie desarrollable.

Veamos otra manera de engendrar una superficie
desarrollable.

176.  Si sobre una superficie dada, que deslgnare—
mos simplemente por S, trazamos una curva fija, cual- s
quiera CND, 'y por los puntos préximos N, N, N”..
mados sobre esta linea, trazamos 4 la superficie ioa; pla-
nos langenies P, P’, P”... representados solamente por
las rectas NP, N'P’... estos planos se cortaran consecu-
tivamente segun las rectas AM, A'M’, A”M"... que sé en-
contrardn dos @ dos en un mismo plano. En efeclo, las
dos primeras resultan de las intérsecciones del plano P’
con el precedente P y con el siguiente P” que eslin evi-
dentemente situadas la una y Ia otra en el plano P; las
rectas A’M’ y A”M” eslan lambien las dos en el plano P,
y asi de las demas: de donde resulla que estas diversas
inlersecciones delerminan una serie de caras planas y
angulares AMA’, A'W'A”, A”M”A"™ que se aproximan &
formar una superficie continua y evidentemente desarro-
llable, tanto mas exacla cuanto los puntos de conlaclo
N, N, N”... eslén mas proximos sobre la curva CD.
Para llegar & este limile basla imaginar que el plano P
gira sobre la superficie S por un movimiento conlinuo,
permaneciendo tangente @ lo largo de la curva dada
CND: entonces decimos que la superficie desarrollable
en cuestion es la evolvente de las posiciones que toma
el plano movible, porque en efecto las loca en cada una
de ellas, porque no son otra cosa que las prolongaciones
de pequefos elementos superficiales AMA’, A’'M'A”....
que componen la superficie.
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177. Esto no es esclusivo de la superficie que nos F- 64

ocupa; y podemos decir que toda superficie desarrollable
es la evolvente de las posiciones de un plano sujeto &
nioverse segun una ley detlerminada; en efecto, en el caso
general hemos visto (niim. 171) que la superficie esta en
contacto todo lo largo de la generatriz AB, con un plano
unico que conliene la generalriz infinitamente préxima
A'B’, y por consiguienle es la prolongacion del elemento
superficial AMA’; del mismo modo, el plano tangente
que sigue serd la prolongacion del elemento A'M'A”. y
estos dos planos se cortaran segun la recla A'M'B; de
suerle que las diversas generalrices son las interseccio-
nes de dos planos langenles conseculivos: podemos ob-
lener eslas reclas, 6 bien engendrar la superficie desar-
rollable, haciendo mover un plano indefinido, de manera
que lome sucesivamenle las posiciones AM'A’, A/M”A"...

Mas en cada superficie particular, el movimiento del
plano movible debera ser reglado por una ley determi-
nada, es decir, por condiciones tales que este plano no

pueda tomar sino una posicion unica para cada punto del
espacio por que deba pasar. ’

D B
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CAPITULO PRINERO.
. Ipterbecéidn de superficies.
mﬂmo’ m-.

178. Para dar una idea general de los procedercs
por que se viene a determinar la inlerseccion de dos su-
perficies, supongamos que se trala do un caso muy sim-
ple, que es el en que una superficie S, sea corlada por
un plano horizontal dado P: pues que la superficie se su:
pone conocida y definida, conoceremos la forma de las
generatrices (ntimero 85), y la ley por la cual puede va-
riar; por consiguiente podremos construir sobre. los dos
planos.de proyeccion diversas posiciones de esla genera-
triz, lan numerosas y préximas como queramos. Desig-
nemos las proyecciones de eslas lineas por (G, G')
(G,, G)) (Gs, G), vy observaremos que el plano secante
P que es perpendicular al plano verlical, corla la linea
G, G’ en un punto que debe estar proyeclado verlical-
menle 4 la union "de G’ con la traza del plano P.... por
consecuencia, si sobreponemos esle punlo a la linea G,
por medio de una pcrpenrl:cu]ar a la linea de tierra, ob-
tendremos la proyeccion horizontal m, de un punto de
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la inlerseccion de S con P. Repiliendo la misma opera~
cion para cada generalriz, oblendremos una serie de
punlos m, m,, m;.... que si eslan muy préximos los unos
a los olros, podran facilmenle reunirse por un trazado
continuo que harid conocer sobre el plano horizontal, la
curva segun la que la superficie S es cortada por: el
plano P. En cuanto & la proyeccion verlical de esla mis-
ma curva, es evidente que se reduce en el caso actual,
a la traza misma del plano secante P.

179. Consideremos ahora dos superficies cualquiera
Sy §': para hallar su inlerseccion, cortémoslas por una
série de planos horizontales P, P,, P;.... Cada uno.de
estos planos auxiliares, P por ejemplo cortara la superfi-
cie S, segun una linea m, m_, m;.... y la superficie §,
segun olra linca m', m’,, m';.... Eslas dos lineas se cons-
truiran como hemos dicho en el nimero precedenle, y
si se cortan sobre el plano horizontal en:uno 6 muchos
puntos MN... cslas seran evidenlemente las proyecciones
horizontales de diversos puntos de la interseccion de las
superficies Sy 8.

En cuanto 4 la proyeccion vertical, se deduclra lle-
vando sobre las trazas del plano auxiliar P, los puntos
M; N.... por perpendiculares a la linea de tierra. Si re-
pelimos operaciones semejanles para los olros planos
P., P;.... oblendremos sobre cada plano de proyeccion,
una série de puntos M, M,. M,.... N, N,, Ns.... que serd
necesario reunir por un trazado conlinuo, distinguiendo
siempre los puntos que pertenecen @ un ramal de la
curva, de los que hacen parte de otro ramal.

180. El método que acabamos de exponer es gene-
ral y suficiente en todos los casos para obtener la inter-
seccion de dos superficies cualesquiera S y §', mas para
mayor abundamiento, pueden usarse los planos secan-

15
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tes P, P,, P... con la direccion que queramos. Asi en cada
problema seré convenienle elegir los planos secanles, de
manera que las secciones auxiliares sean si es posible
rectas 6 eirculos, porque semejantes lineas se trazan fi-
cilmente por medio de dos datos. Por ejemplo, si se
trata de ‘dos cilindros, tomaremos los planos P, P, pa-
ralelos 4 las generalrices de las dos superficies a la
vez: si se propusiesen dos conos, haremos pasar lodos
los planos secanles por la recta que reuna las dos
clspides. Alguna vez se emplea para corlar las su-
perficies S, 8’ no planos sino superficies curvas tales
como las esferas concéntricas que pueden dar circulos
por secciones auxiliares en las dos superficies pro-
puestas. -

181. Cuando hayamos construido las dos proyeccio-
nes de la interseccion buscada, la curva esta evidente-
mente determinada;  mas si es plana, es menesler otra
para manifeslar mas claramente su forma y praclicar su
sobreposicion en el plano de proyeccion. Cuando una
de las superficies es desarrollable, debemos efectuar el
desarrollo de esta superficie y construir la trasformada
de la interseccion, porque esta nueva curva se necesila
conocer en las aplicaciones a la esteorotomia. En fin, como
la determinacion de las tangentes & una curva, es un me-
dio de disefiar con mas precision el curso de esta linea,
y este conocimiento es en lo sucesivo 1til en muchos
casos, sera necesario ejercilarse en hallarlas, tanto para
la interseccion primitiva, como para su trasformada; mas
como la tangente 4 esta tllima se deduce facilmente de
la tangente 4 la primera, nos limitaremos & dar un méto-
do general para esta Gltima.

182. Designaremos las superficies propueslas por
Sy §, ysea AMB su inlerseccion, cuya tangente es ne-
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cesario hallar: pues que esla curva esta situada al mis-
mo liempo sobre las dos superficies, su tangente MT;
en un punto cualquiera M, debera hallarse 4 la vez en el
plano que loca la superficie S en M, y en el que toca la
superficie 8’ en M; luego la tangeme MT serd la intersec-
cion de los planos tangentes a las dos superficies.

Por consecuencia, bastara construir estos dos planos
por los métodos espuestos anleriormente y buscar la
recla segun la que se cortarn: podremos del mismo
modo limitarnos & encontrar un solo punto de esia recla,
pues que el punto M esta designado por la cuestion.

183. Cuando una de las superficies propuestas, por
ejemplo 8, es un plano, 6 bien cuando sepamos que la
curva AMB es plana, aunque las dos superficies de que
es la interseccion sean curvas, la regla precedenle se re-
duce evidentemente & buscar la inlerseccion del solo
plano tangente S con el plano 87 6 con el plano AMB. .

184. . Otro método: si consiruimos la normal MN de
la superficie S para el punto M; y la normal MN’ de la
superficie 8’, para el mismo punlo, es evidente que
el plano NMN’ de estas dos rectas, se encontrara perpen-
dicular a cada uno de los planos tangentes, y por consi-
guiente a su interseccion que es MT. Asila langente a
la inlerseccion de las dos superficies, es una recta per-
pendicalar al plano de las dos normales de eslas super-
ficies: esle plano coincide por otra parle con el plano
normal (numero 162) de la curva AMB. Bastard por
consiguiente construir estas dos normales con el plano
que ellas determinan, y trazarle una perpendicular en
el punto dado M. Este método es convenienle: 1.° por-
que hay superficies cuya normal se determina de una
manera mas simple que el plano tangente é indepen-
diente de esle (nimero 147): 2.° porque se encueniran
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alguna vez puntos singulares para los que los dos planos
tangentes son perpendiculares 4 un mismo plano de pro-

~ yeccion: enlonces el procedimiento del (nimero 182) no

da resultado para la tangente de la curva proyectada so-
bre este plano, mientras que el método de las dos nor-
males puede aplicarse por consecuencia de ciertas rela-
ciones que al Iimue no resullan mde&ermmadas 16%

2HuU sleny

| cmfm.o I
Secciones planis_.

Hallar: 1.0 la interseccion de un cilindro recto'y de un
plano: 2.° la superposicion de esta inlerseccion y su tan—
gente: 3.° el desarrollo del cilindro y la tmsformada de la
inlerseccion con su langente.

185. Hemos dicho (nimero 154) que entendemos
por cilindro recto un cilindro que liene por base ¢ por
directriz una curva plana y perpendicular & las genera-
trices reclilineas de esla superficie, sin exigir que esla
base sea un circulo; adoptando asi esta forma por ejem-
plo, razonaremos de una manera general y aplicable &
toda curva. Por otra parte, como en cada problema con-
viene elegir los planos de proyeccion en direcciones pro-
pias para simplificar las operaciones grificas, adoptare-
mos el plano de la base ABDC por plano horizontal, y
elegiremos el plano vertical perpendicular al plano se-
canle, el cual teadra por trazas PQy QR’.... En cuanto
al cilindro, estard representado por la curva ABDC, que
serd el conlorno aparente sobre el plano horizental; y
sobre el plano vertical el contorno aparente estarh for-
mado por las dos rectas g’ y vo’, que son evidentemente
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las trazas de los dos planos tangentes perpendiculares al
de proyeccion (nimero 111). Supondremos ademas que
el cilindro estd terminado por los dos planos herizon-
tales gv y g'v'. -

186.  Eslo supuesto el plano PQR’ cortark al cilindro
segun-una curva que supuesta la situacion aclual de los
planos de proyeccion, se hallara evidenlemenle proyec—
lada segun ABDC sobre ¢l plano horizontal, y sobre el
plano vertical segun la porcion a’d’ de la traza del plano
secanle. Asi en este caso sencillo, las proyecciones de la
interseccion son conocidas inmediatamente, y no hay lu-
gar de emplear el método general espuesto (nim. 179).

187. ' Superposicion. Para conocer la verdadera forma
de la interseccion, podemos sobreponer el plano que la
contiene sobre el horizontal, girando sobre PQ, peroa
fin de obtener un resultado mas siméiricamente dis-
pueslo, hagamos givar el plano PQR’, alrededor de la ho-
rizontal (BC, ¢*), hasta que quede paralelo al plano de
proyeccion. Por esta revolucion, la traza vertical QR
caerd en la horizontal ¢’0’, y un punlo cualquiera de la
curva, por ejemplo (m, m’) describira un arco de circulo
perpendicular al eje de rolacion, con que esle arco esla-
ra proyectado verticalmente, sohre un arco igual m'm*
descrito del centro & y horizonlalmente sobre la recta
indefinida mf, paralela & la linea de lierra. Enlonces
puesto que el punto m’ se (rasporla en m", si proyec-
tamos este illimo en m, sobre mf, tendremos la posi-
cion (m", ms) que loma despues del giro el punto (m. m¢)
de la curva propuesta. Operando del mismo modo para
los demas puntos de la interseccion, oblendriamos los
am,fden,, que reunidos por un trazado conlinuo nos
dara'la linca a;m,Bf,d.e,Cn, por la interseccion buscada
en sus juslas dimensiones,
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188. [Esta inlerseccion es una elipse, pues que com-
parindola con el circulo ABDC, se ve que para las
mismas ascisas conladas sobre la recla BG, las orde-
nadas perpendiculares & esta linea, han aumentado to-
das en la razon constanle de OA a ba’, modificacion
que hace cambiar a un circulo en una elipse. Ademas
como existen dos puntos myn de la primitiva, que
tienen el uno y el olro & m' por proyeccion vertical, y
que eslos dos punlos se trasporian sobre una cuerda
m,n, evidentemenle perpendicular 4 Oa, y cuyo me-
dio esta sobre esta recla. Se sigue que la linea a,0d,
divide en dos partes iguales y en angulo recto, una
. série de cuerdas paralelas en la curva irasportada, en
que a,0d, es un eje de la elipse, y por consecuencia
BOC es el segundo eje. _

189. Busquemos la tangente de la interseccion, para
un punto cualquiera (m, m’). Segun la regla general
(nimero 182) esta recta, debe estar situada & la vez en
el plano PQR’ y en el plano langente del cilindro, que
es el plano verlical mT, de que resulta inmediatamente
que tiene por proyeccion mT y m'Q. Si queremos encon-
trar esta langente sobre la interseccion, observaremos
que el pie (T, Q) de esta recta, describe como hemos
esplicado para (m, m’), un arco de circulo perpendicular
a la charnela (BC, ¥): de suerle que el pie de la tangen-
te esta trasportado en ¢, ¢', y puesto que el punio de con-
tacto cae en m,, la tangente trasporiada es tm,. Eslarecta
debera tocar exactamente la curva a,m,Bd.C.

Podemos observar que la tangente Tms a la intersec-
cion primitiva, va 4 encontrar la charnela en un punto
(s, ¥') que debe permanecer invariable durante el movi-
miento de rotacion; luego sera menesler que la recla
(m, antes hallada, pase por el punlo s.
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190. . Desarrollo. Hemos visto {nimero 155) que F. {

cuando desarrollamos un cilindro, la seccion recta, que en
esle caso esla base ABDC, resultarectilinea sin cambiar de
longitud absoluta, y que las aristas permanecen perpendi-
culares. Si suponemos abierto el cilindro 4 lo large de la
generatriz (D, vv') y trasportamos sobre una linea indefini-
daUU' (F. 68) las cuerdas Ua?, a*0*, b’¢"... correspondien-
tesdlasl, 2;2,3; 3, 4... (F. 68) tan sumamente peque-
fias que las podamos considerar confundidas con los arcos,
tendremos en UU’ desarrollada la base circular ABDC,
del cilindro, y si en los puntos V, a*, 0%, ¢’.... elevamos
perpendiculares iguales en magnilud & las arislas del ei-
lindro que limitamos por la horizontal VV’, el rectangulo
UU’, VV’, nos representara el cilindro desarrollado. La
trasformada de la curva interseccion, estara determinada
facilmente si recordamos que las porciones de genera-
trices del cilindro, comprendidas desde la inlerseccion &
la base, deberin conservar despues del desarrollo sus
longitudes primitivas; por consiguiente, si llevamos so-
bre las verlicales del desarrollo las dislancias dv'=
D'V=D"V’, y continuamos haciendo lo mismo con to-
das las generatrices, obtendremos una série de punlos
que unidos nos delerminaréan la trasformada de la curva
interseccion D'MA'M'D”,

La tangente mT, ala curva, en la trasformada, eslara
determinada con solo considerar que se trata de repre-
sentar una linea dada por sus proyecciones, en su mag-
nitud efectiva. En efecto, las proyecciones de esta linea
son m'Q la vertical y mT la horizontal. Tambien sabe-
mos que despues del desarrollo no ha variado la longitud
efectiva de la porcion de generatriz m'A que en el desar-
rollo corresponde & M'A’; luego si del punlo A’ tomamos
la proyeccion horizontal mT y la llevamos de 4’ & T", la



F. 69.

=120=

T'M’ sera la langente a la trasformada que buscamos.

191.  Conviene notar que en los dos punlos (A, a’)
v (D, d') de la inlerseecion del cilindro con el plano
POR’, latangente a esta curva es paralela a la lraza
PQ, pues que el plano tangente del cilindro en A 6 en D
es paralelo a esta traza. Resulta que en cada uno de es-
los puntos la tangente de la seccion forma un angulo
reclo con la arisla del cilindro; y como este angulo debe
permanecer .invariable (numero 155) en el desarrollo de
la superficie, serd necesario que en los puntos D, A’, D",
la tangente a la trasformada corte en angulo reclo las
verlicales V, Ar y Vr.

192, Owa so!ucmn de la mlersecclun de un cilindro
reclo por un plano.

Puede suceder, que alguna circunstancia de la cues-
tion, impida que el plano sccante sea perpendicular al
vertical de proyeccion; entonces aquel tendra por trazas
dos rectas cualquiera PQ y QR’, y el cilindro estaré siem-
pre representado por su base ABDF, y por las dos ver-
ticales uw', v’ que forman su contorno aparente sobre
los planos fijos. En esle caso sigamos el mélodo general
del (ntimero 179), y cortemos el cilindro y el plano dado
POQR’ por diversos planos horizontales, fales como
K'n'm: este tendra por seccion en el plano dado, una
horizontal km, K'm’, y por seccion en el cilindro una
curva proyeclada horizontalmente sobre su base ABD;
por consecuencia, los puntos m y n, comunes 4 estas dos
secciones auxiliares sobre el plano horizontal, proyecta-
dos sobre K'm’, dardn dos punlos (m, m’) y (n, n') de la
interseccion pedida. Los demas se oblendran de una ma-
nera analoga, trazando 4 voluntad paralelas & la linea de
tierra, como (2'#, zE).

193. Pueden interpretarse de otro modo eslas cons-
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trucciones, diciendo : ' tirense''d' voluntad’ planos ‘auxi-
lidres queqsean 'verlicales y' paralelds ‘&' la traza: PQ,
como mkKr. Esle plano vertical 'cortara al plano PQR’
segun la- horizontal ' (km, K'm!), y al cilindro segun dos
generatricés proyectadas horizontalmente enmymiy ver-
ticalmenié en:w's, m'y, cuya inlerseceion con K'm/ dard
dos puntes (m, m') (nyw’) dela intérseccion pedida. Este
mélodo ofrecera la: wentaja' de poder encontrar direc-
tamenfe ciertos: punlos notables que importa consirfuir
con preferenciad olros que se encuentran muy proximos.

1.2, :Si aplicamos el mélodo precedente para delermi-
nar-los punlos situados sobre las aristas (A, uw’) (D, vv')
que forma el conlorno aparente del ¢ilindro sobte el
plaiio verlical, oblendremos los puntos @' y d* que 'sepa-
ran la parte visible de la interseccion buscada, de la
parle invisible, y en aquel punto la proyeecion’ verti=
cal a'b'd'¢’ debera locar las dos rectasuu' y ov'. En efecto,
la tangenle de la curva en el espacio para el punto (A, o)
esld necesariamente situada en' el plano tangente del'ci-
lindro 4 lo largo dé ]a arista (A, ww), mas eslée plano es
perpendicular al ‘plano vertical, 'y por ¢onsecuencia la
tangente en cuestion ‘'se halla proyectada sobre su fraza
wu', la cual debe tocar la curva a'b'd’¢’, porque anterior-
menle hémos demostrado (nimero 107) que’ una“éiirva
y su langenle deben ser tangentes una & otra; cuando se
proyectan sobre un mismo planoi. (| ~+\ 2ol tog ohiiin

2.2 .El punto mas alto'y el mas bajode la curva, es
decir, aquellos en' que la tangente sera horizontal; se ob=
tendran buscando las aristas B y C, para las'que el pla-
no tangente del cilindro es:paralelo 4la traza PQ. Ea
efecto, si despues de ‘haber conducido en eésta direccion
la tangente BI de la base ABDC, 'y habér construide
como hemos diche el punto (B, ¥) de laseccion; queremos

16
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enconlrar la tangenle relaliva @ esle punto, serd menes-
ter‘(nfimero 182) buscar la inlerseccion del plano PQR¢
con el plano vertical BII' que loca al cilindro en (B, &);
como-eslos planos lienen sus {razas horizontales parale~
las, su .comun seccion serd la horizontal I'V* que es la
tangente al punlo ¥': esla recta serdun limite de la cur-
va, y el otro limite la tangente al punto (G, ¢) que sera
precisamente horizontal por la misma razon.

194. La langente en un punio cnalqumra (m, m')
serk dada por la interseccion del plano PQR. con el
plano tangente al cilindro lo largo de la arisla ver-
tical m; que téndra por traza la recla mT, y encontrard
4 PQen elpunto T: de suerte que sin buscar la se-
gunda iraza de esle plano tangente, es sabido que T es
la traza horizonlal de la tangente pedida: asi proyec-
tando este punlo sobre ladinea de tierra y uniéndole con
el punto de contacto;: obtendremos Tm y i’m’ por las pro-
yecciones de la tangenle..

195.  El giro de la ¢urva se efectnaré hacnendo girar
el plano PQR’ - alrededor de la {raza QR’ para sobreponer-
lo al plano verlical, que como hemos dicho (ntimero 31)
vendra a- lomar la’ posicion ‘R‘QR/, ‘en este rebali-
miento, la: (S, R') habra venido & tomar la: posm:on
de R’S’. En esla linea eslé el eje mayor de la elipse ‘in=
terseccion delplano dado, con el cilindro; esle eje estard
limitado por los dos planes tangentes que determinan los
punlos mas allo y mas bajo dela curva, representados
por las horizontales (IB, I't") y (9C, G'¢’); por ser estas
tangentes horizontales' deberan ser paralelas & la traza
horizontal del plano y ‘despues del giro no dejarén de
serlo 4 la QR, por manera que I'B’ y GeC’ delerminarin el
.eje mayor B'C’, /de la elipse. Los demas puntos se pué-
den determinar trazando las' paralelas K'M, Z’E".. .. 'y to-
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mando'a unlado"y “otro del ‘eje distancias iguales 4 las
mitades de'las cuerdas correspondientes mn, EF.. .. pues-
to que siendo estas lineas horizontales, estarin proyeu—
tadas horizontalmente en su longilud ‘efectiva. Tambien
pudimos haber tomado la mitad del cje ' mayor B'C”; 'le-

vanlar en su medio una perpandncular y lomar Auno'y

otro ‘lado ‘la mitad de EF que seria’el eje ‘menor de la
elipse, y una vez conocidos los ejes, construir la curva.
Para obtener la langente yemos, que el punto de tangen-
cia m, al efectuar el giro, se habra trasladado 4 M; el
punto T, traza horizontal de la tangente, habra ido a T’
por manera que MT* serd 14" tangente & la curva despues
del giro. El desarrollo de la superficie s& hara eomo an-
teriormente, y supuesto:abiertorel cilindro por la genera-
triz (B, b0") oblendremos la B”C”B' por la lrasformada
4 la curva interseceion propuesta. : 9

' Problema’ 2.° Encontrar- los puntos de seccion - de.un
plano cudlqufera PQR', con una curva, cuyas _proysom—
nes son abode y a'bre'de’.

- 196.  Este- problema osth contemdo enel pracedente.
porque si imaginamos el cilindro vertical que proyeela la
curva dada segun abede, 'y ‘construimos como en el (nd-
mero 193) la proyeccion verlical a”b”¢d” de la inter-
seccion de este cilindro con el plano PQR’, es claro que
los puntos buscados. deberan encontrarse sobre esta in-
terseccion, 'y eomo estan tambien asimismo sobre la curva

" dada, no habrd mas.que examinar si estas dos curvas se
encuentran en algun punto sobre el plano vertical. Ve-
mos que se cortau en 'los puntos (m’, n') luego estos de-
berdn ser puntos de interseccion de la curva ‘propuesta
con el plano, cuyas proyecciones horizontales serén
my n. =

YPrablema 3. Dado un ecilindro oblicuo de base cual-

F. 70.
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quiera, hallar: 1.° las proymaom de la seccion recla de
este cilindroz 2.0 eI giro de esta seccion: 3.° ¢l desurrollo
de la.superficie y la trasformada de la curva que mw de
hase, con las tangenles G estas diversas curvas. .. |
1971 Sea ABCD la base del cilindro: que supouamos
plana, Y cuyo plano adoptaremos por el horizontal de
proyeccwn, y sea J(E.e" E'¢’) la dlraccioa de. las geuera-
Irices.

Tramdo Ias langanles Dd" y BHLi la hase. paralelas
a Ee". eslas serdn las trazas de dos planos tangentes ver-
ticales, y por: consecuencia formaran el conlorno apa-
rente del cilindro sobre el plano horizontal (nim. 111);
mientras quelas tangentes EE’ y CC’, perpendiculares.a
la linea de lierra, dardn para el conlorno aparente sohre
el plano- vertical, las generatrices E'e, C’¢?, que no son
otra cosa que las lrazas de dos planos tangenles perpen-
diculares al plano verlical. Se supone que el cilindro
esta limilado, por los planos horizontales E'C’ y eic3, lo
que hara invisible sobre el plano horizontal todas las
arislas que como Ce” partan de la semi-circunferencia
de la base DCB, 'y asi se manifeslara de una manera sen-
sible, la posicion parlicular de las generalrices.

Para aclarar mejor la forma de la superficie, consi-
deraremos lodas las arislas que lengamos necesidad de
emplear, no como lineas auxiliares,. sino como genera-
trices que, punteadas unas y olras seguidas, nos facilita-
ran dislinguic las parles superiores 6 anleriores de las’
partes opuestas de las superficies,

198. Pueslo que la seccion recta de un clhndro es
la curva trazada sobre esta superficie por un plano sccan-
le perpendicular a las generatrices, y que ademas lodas
las secciones paralelas hechas en un cilindro sonidén-
ticas, tracemos por un pualo cualquiera Q de la linea de
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lierra las trazas PQy QR respectivamente perpendicu-
lures & las ' proyecciones de las generalrices, y busque-
mos la interseccion de la superficie’ con el plano PQR~.
Para obtener esta inlerseccion, cortaremos las dos su-
perficies por diversos planos auxiliares que sean verlica-
leg y paralelos & las aristas del cilindro, porque asi no
lendremos que comparar mas que secciones reclilineas.
Por olra parte, & fin de simplificar Ja operacion posierior
del desarrollo, convendra-condueir estos planos por los
punlos de la base que estén dos & dos sobre cuerdas que
como las EC y GM sean paralelas 4 la traza PQ. Admitidas
todas eslas disposiciones podemos operar de dos modos.
199.  Primer mélodo. Sean DI ¢ IF las trazas de uno
de los planos secantes verticales que cortan al cilindro
segun generalrices; la traza horizontal DI de este plane
encuentra en K a la horizontal del que es perpendicular
al cilindro, y en I’ se encuentran las verlicales: por con-
siguiente, la proyeccion vertical de la comun seccion es-
tara proyeclada segun I'k*; pero como convenga deter-
minar esta linea con toda exaclitud, en razon & que para
enconlrar las comunes secciones de los demas planos,
bastara trazar paralelas a esta recta, buscaremos un
punto de Ja comun seccion tal como el -proyectado hori-
zonlalmenle en s, para lo cual imaginaremos por este
punto una horizontal sr paralela & la traza PQ. Esta
linea que estard necesariamente conlenida en el plano
PQR’ tendrd por proyeccion vertlical la ’s’, paralela a la
linea de tierra; si s, s’ es punto de la comun seccion,
eslard en una perpendicular @ la linea de tierra y en

prolongacion de I'F.
Ascgurados de que K5’ es la proyeccion verlical de
la comun seccion del plano perpendicular al cilindro con
el vertical DI, puesto que la proyeccion vertical D'd* de
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la arista DI que contiene el plano, encuentra a ks’ end’,
esle serd un punlo de la comun seccion del cilindro con
el plano PQR’, que horizontalmenteé estara en d.

Si lomamos en: consideracion el plano verlical que
contiene la generalriz Aa"; como las irazas horizontales
de los dos planos se cortan en Y, ye' paralela a ¥'s de-
bera ser la- proyeecion de la comun seccion ‘del plano
Aa; con el PQR’. El plano vertical Aa” corta la base
del cilindro en los puntos Ay G que corresponderén a
dos generatrices (Aa”, A'@®) y (Ce, C'¢’): las proyeccio-
nes verticales A’a’y ('¢® de estas generalrices, encuentran
en'a’y ¢ 4 la comun seccion hallada; luego estos seran
puntos de la comun seccion del plano con el cilindro,
que proyectados horizontalmente nos darén los (a,a’) y
(e, ¢). Aplicando ‘el mismo procedimiento para diferen-
tes planos, podiamos oblener cuanios puntos se creyesen
necesarios para fijar con loda exachlud la curva infer-
seccion (abede) (a'b'c'd'e’)

200.  Sequndo método. Sea ACY un plano verlical
paralelo 4 las aristas del ‘cilindro, el cual corta esta su-
perficie segun’ dos. generatrices que parten dé los puntos
AyC, yal plano PQR’, segun una recla ‘que parle del
punto Y y se encucntra perpendicular & estas generalri-
ces; pues si hacemos girar este plano secante alrededor
de AY/ llevando la altura y, 4" de Y @ Z7, la reclta AZ”
y su paralela C¢* seran las posiciones nuevas de las ge-
neratrices, mientras que la perpendicular Ye*a* bajada
sobre estas lineas haran conocer los trasportados a®y ¢*
de dos punlos de la curva buscada. Para otro plano se-
cante MNV, bastard trazar Mm® y Na* paralelamente §
AZ", vy la recta Vm® paralela @ Ya* dara ademas m*y n*
pertenecienles a dos nuevos puntos de la seccion recta
del cilindro.



' Esle procedlmlenlo fac:hta el ‘poder determinar la
curva interseccion en sus justas dimensiones;sin ne-
cesidad de conocer sus proyecciones, con solo rebatir al
plano horizontal, y sobre las generatrices correspon-
dientes, los puntos de interseccion hallados; cousiguién-
dose de este modo ¢l objeto prlnclpal de faclhtar el de~
sarrollo del cilindro:

. Pero si quisiésemos obtener las provecciones de la
curva interseccion, no habria' mas que' llevar los pun-
tos a* &% ¢*.... por perpendiculares 4 la charnela AY,
sobre las generatrices correspondienles, y de la proyec-
cion horizontal abed deduciriamos la verlical a'bre'd..

201.  Hallar los puntos notables que conviene coum'mr
con preferencia d olros.

1.> Si aplicamos uno de los métodos precedenles a
las aristas B6” y Dd"” que forman el conlorno aparenle
sobre el plano horizonlal, hallaremos los puntos (b, ¥) y
(d,d') en los que la curva debera tocar las aristas en
cuestion; pero solo en proyeccion horizontal limitara su
contorno. En efecto, aunque en el espacio sean diferen-
tes la langente de esla curva y la arista del cilindro; co-
mo - ambas & dos estan: contenidas en el plano vertical
cuya iraza ces Bb”, se sigue que deberan coincidir en
proyeccion 'horizontal; luego la tangenle se encuentra
proyectada sobre B4,y por consecuencia (nimero 107)
esta linea debera locar la proyeccion horizontal de la
eurva. '

Observaremos, por oira parte, que los puntos b y d
estan situados sobre el conlorno aparente de la superfi-
cie relativamente al plano horizontal, y formarin los li-
miles que separan la parle visible bad de la invisible bed,
para el observador que considera esta proyeccion.

2.* ~Aplicando este procedimiento general para la de-
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términacion de los punios 'situados sobre la Eret y Ce
que forman el contorno aparente sobre el plano vertical,

oblendremos los puntos (e, &)y (¢. ¢) enlos que la pro-
yeccion verlieal de la curva locara estas. dos reclas. Este
contaclo resulla ademas de que la tangente de la curva
cn'el espacio y la arista del cilindro, eslan las dos situa-
das en un plano perpendicular; y por consecuencia; la
proyeccion verlical de la langenle coincide con la de las
aristas del cilindro. Por olra parle, los punlos ¢ y ¢’ se-
rén en este caso los limites que separan la rama visible
¢l'¢’, de la invisible e'd’c’, para el observador que consi-
dera la proyeceion vertical.

- 3.° Para oblener el punfo mas alto y mas ha]o de la
eurva, es decir, aquellos en que la tangente es horizontal,
es.necesario buscar sobre la hase ABCD, cualquiera que
sea su forma, los puntos A  y C a que la tangenle es pa-
ralela & la traza horizontal PQ del plano que corta al ci-
lindro. Si construimos por el proceder general, el punto
(a,a’) de la interseccion que estara situado sobre la arista
A’a®, la langenle en este punlo serda horizonlal: en efec-
{0, esla tangente debe ser (nimero 182) la interseccion
del plano PQR: con el plano tangente -4 lo largo de la
arista  A’a*; mas por la hipétesis, la traza horizontal
A» de esle dltimo plano, es paralela a PQ; estos dos
planos no podrin cortarse sino por una recla paralela
a PQ, es decir, horizonlal. Lo mismo sera parala aris-
ta Ce”, C’¢ que dard un punlo (¢, ¢) a que la. tan-
gente de la inlerseccion sera tambien horizontal. Eslos
dos puntos es tulil determinarlos para trazar la curva
sobre los: planos: de proyeccion con mas facilidad y
exaclitud.

202.  La tangente de la interseccion para un punio
enalguiora (m, m'). Este punto se eacuenira sobre la



arista Mm”; y el plano langente del cilindro 4 lo largo
de esta generatriz, liene por traza horizontal la tan-
gente MT a la base; si prolongamos esta recla hasla que
corle 4 PQ-en T, este serd un punlo de la inlerseccion
del plano tangente con el plano de la curva interseccion,
que no es olra cosa que la traza horizontal de la tangente
(nimero 182). Uniendo el punto de contacto (m, m*), 'ya
conocido, con el punto T, que se proyecta verticalmente
en T’ sobre la dinea de tierra, obtendremos Tm y T'm’
por las proyécclones de Ia tangente pedlda. :

+203.  Giro: Para oblener la interseccion en su for-
ma ver'dader.a,? sobrepongamos el plano PQR’, sobre'el
plano: horizontal , ‘haciendo girar al primero alrededor
de’su traza PQ; despues busquemos donde cae’ el punio
(m, m') de'la curva. Este punto no saldra del plano ver-
tical MV, perpendicular 4 la charnela, y como su mas
corla dislancia a esla recta, es evidentemente la linea
(mV; m'V""), no hay mas que apreciar por el proceder
general del (nimero 20) la verdadera longitud de esta
linea y llevarla de V en &, y este ullimo punto sera el
trasportado (m, m’). Mas observaremos que si empleamos
el mélodo del (nimero 200), conoceremos inmediala-
menle la verdadera longitud buscada que sera Vm*; de
suerle que describiendo con esta recta por radio, un arco
de circulo, ird a ‘cortar la linea: VM en el punto pe-
dido #. Del mismo modo las arislas del circulo. descrito
con.el radio Ya* é Ye* daran los punlos ay»; y por ope-
raciones semejanles, oblendromos la curva agrde pur- el
giro de la secion recla.del cilindro. -

La tangenle (mT, m'T’) & la curva primiliva, tiene su
pie T situado sobre la charnela PQ: este punto permane=
cera invariable durante el movimiento de rotacion, y
como ¢l punto de contaclo (m, m’) esta trasportado en #,

17



se sigue que Tw es la langenle Irasportada, linea que
debera tocar exaclamente la curva egrde.... en ¢l
punio #. PRI R : '.

204. Desarrollo. Hemos demostrado (niumero 155).

2. que enlre todas las curvas planas irazadas sobre un ci- '

lindro cualquiera; la seccion recta es la sola que resulla
rectilinea despues: del desarrollo de la superficie, por
consecuencia, no basta conocer la base ABCD del cilin-
dro para eslar en estado del desarrollo, sino que es ne-
cesario buscar la seccion recta’ (adcb, a'd’¢'t’), y cons-
truir el giro ag73x de esla curva, & fin de poder medir
cada uno d¢ los arcos ap.... y llevar sus longiludes se-
guidas las unas de las otras, sohre una misma recla; asi
suponiendo que abrimos el cilindro 4 lo largo'de la arista
Aa”, tomaremos sobre una reeta indefinida XY las dis-
tancias e ==ap; Mp,==¢3.... con lo' que tendremos en
d"a', desarrollada la seccion recta abed.

© 8i por todos los punlos de division elevamos per-
pendiculares indefinidas sobre la recta XY, estas se-
ran (ntmero 135) las posiciones de las generatrices
despues del desarrollo. En seguida para obtener la curva
segun lo que es trasformada por esta operacion la base

_inferior ABCD, sera necesario llevar sobre eslas perpen-

diculares las longitudes de las diversas porcwnes de ge-
neratrices; comprendidas entre esta base y la seccion rec-
ta, las que lienen por proyeccion (Aa, A'a’) (Mm, M'm’)...

que pueden ser valuadas por el proceder general-del
(nimero 20); mas el método del (nimero 200) ofrecerd
una venlaja sensible porque da’desde luego las magni-
tudes Aa®, Mm*.... .en sus juslas dlmensmnes. y pode-
mos llevarlas sobre la XY en (2,A) (ML) (£,M,) v la
curva A L M.B.C.D..... que pasara por las estremidades
de estas rectas, sera la lrasformada de la base ALMBCDA.
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205. La trasformada de la base superior se obliene
\generalmen'te. llevando sobre las perpendiculares 4 XY, y
por cima de esla linea, dislancias iguales a las porciones
de generatrices compréndidas entre la seccion recla yla
curva @”m""¢"... mas en esle caso que las dos bases son
paralelas, las longi!udes. de las generalrices lotales son

constantes, de suerle que bastard valuar la dimension de’

una sola arista, lal como (Aa”, A'a®) que dara por el giro
una eslension AA;, y llevar esla dimension constanle so-
bre las diversas perpendiculares 4 XY, parliendo de los
puntos A,LM..... y oblendremos por trasformada de
la base superlor, una curva AL MCiA; ldénllca con
A.L M,CA;..

La Iangento a la trasformada en el punto (m m') y
las correspondientes al punto mas allo y mas bajo, se
determinan como queda espuesto al (ntmero 190).

Problema £.° Dado un cono reclo y un p!urw, hallar:
1.2 las proyeccianes de sus intersecciones: 2.° el giro de esta
curva: 3.° el desarrollo del cono y de la trasformada de
la interseccion, con las tangenles ¢ estas diversas curvas.

206. Siendo un cono reclo una superficie de revolu-
cion engendrada por una recta que encueniraal eje, toda
seccion perpendicular 4 esta @ltima, “serd an circulo
ACBD, que tomaremos por la directriz y la base ‘del
cono que adoplaremos por plano horizonlal de proyec-
cion. Proyectado en (s, s') el caspide, el contorno apa-
rente del cono sobre el plano verlical, estard formado
(nimero 111) por las dos aristas s'a’, 5'b" que correspon-
den 4 los planos langentes (A, a's";) (B, b's",) perpendicula-
res al plano verlical; y si por otra parle admilimos, para
simplificar un poco las operaciones graficas, que el pla-
no secante sea perpendicular al vertical de proyeccion.
sus trazas podrén ser PQ y QR".

F.

73.
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* 207. Eslosupueslo, corlemos el plano PQR"y el cono,"
por planos auxiliares que pasen por el ciispide (s, 8'), y
que sean ademas perpendiculares al plano vertical.

Uno de estos planos auxiliares tendrd por fraza una
recla &f*, trazada por el punlo s’ en una direccion arbi-
traria, y una recta f'F, perpendicular alalinea de lierra.
-(omo esla Gllima traza encuentra la base ACBD del cono,
en dos puntos F 6 Y, concluimos que las aristas sF ysY
son las secciones producidas en el cono, porel plano au-
siliar 8//'F; mas este corla al plano PQR’ segun una recta
necesariamente perpendicular al plano vertical, y pro-
yectada en (M’, nm), cuyo encuentro con las dos arislas
dard sobre el plano horizontal dos puntos m yn de la
curva pedida, los cuales eslardn proyeclados verlical-
menle en M. = : -
- Repiliendo estas conslrucciones para olros planos
auxiliares, oblendremos los puntos de la inlerseccion tan
numerosos como queramos; mas para la operacion ulte-
rior del desarrollo, sera ulil hacer pasar las trazas hori-
zontales paralelas 4 la (raza horizontal del plano secaule,
y ademas que dividan la circunferencia en arcos iguales
y tan pequenos que se confundan con sus cuerdas. Enlre
eslos planos se enconlraran los A, a’s' y B, b's’, en que
cada uno dara un punto tunico (g. G*) y (h, H'): eslos
seran los dos vértices de la curva, porque vemos facil-
menle que la recta (gh. GH’) dividira en dos parles
iguales y en dngulo reclo, todas las cuerdas paralelas &
mn; de suerte que esta recty es un eje de la seccion cé-
nica. Esta curva que en el caso aclual es una elipse,

tiene por proyeccion gmhn y G'H'.
208. Esle método no podri servir para encontrar
los punlos de inlerseccion siluados sobre las dos arislas
CD y ¢'s' que se proyectan verllcalmenlc segun el eje
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del cono, porque las secciones auxiliares hechas en estas
superficies y en el plano PQR’, se conlunden todas sobre
el plano horizonlal con la recta GsD. Mas si trozamos
por el punto I un plano secante horizontal, cortara al
cono segun un circulo del radio (I'v'=sv, yal plano dado
segun una recta (I, GD); por consecuencia, ¢l encuen-
tro de esta linea con ¢l circulo del radio sv sobre el plann
horizonlal; dara los puntos ¢y j.

Este segundo proceder pudo haberse empleado para
enconlrar los olros punlos de la inlerseccion del cono con
el plano PQR por ser mas exaclo que el primer método,
porque en él, la interseccion de las generatrices con las -
trazas horizontales de los planos secantes, se verifica por- -
dngulos muy agudos, lo que ofrece poca exactilud para
determinar el punlo de interseccion.

209. Latangente en un punlo cualquiera (m, M’) de
la curva, es (nimero 182) la interseccion del plano
PQR’ con el plano tangente al cono, lo largo de la aris-
ta smF, y pueslo que esle’iltimo tiene por traza horizon-
tal la tangente FT a la base ACBD, el punto T en qde se
corlan las rectas FT y PQ, es un punto de la Iangente
buscada, que es la traza horizonlal; y en fin, esta tangen-
te es la recla (Tm, QM’).

210. Giro. Hagamos girar el plano PQR’ alrededor
de su traza QR’ para sobreponerlo-al plano verlical. En
esle movimiento, la recta (mnz, M) evidenlemente per-
pendicular 4 la charnela, permanecera en angulo recto
sobre esta traza y tomard la posicion MM, llevando
sobre esta tltima linea las dislancias M'M=am, M'N=
an, obtendremos los puntos M y N por los correspon-
dientes de m y n. Todos los otros punlos se encuentran
semejantemente, y la seccion en su verdadera estension
es GMHN. Por consecuencia de las consideraciones es-
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pueslas veremos facilmente que el pie T de la langente
Tm, se trasporla &4 una distancia Qt=QT, sobre una
perpendicular 4 la charnela QR’; asi uniendo Jos puntos
ty M tendremos la recta (M que deberﬁ tocar en Mla
curva sobrepuesta GMHN.

211, Desarrollo. Sabemos (niimero 183) que una
superficie coniea cualquiera es desarrollable, y que en
estp Irasformacion, las generalrices ¢ porciones cual-
quiera de estas reclas, no cambian de longitud. Puesto
que el cono es reclo, las aristas comprendldas desde el
ciispide & la base serdn iguales, y es evidenle, que las
estremidades de eslas rectas, se hallarin situadas despues

. -del desarrollo sobre una circunferencia de circulo que

F.74.

tendra por centro el chispide del cono y un radio igual
a s’a’. Asi elijamos sobre el plano en que queremos eje-
cutar el desarrollo, un punto arbitrario S y con un radio
SA’=¢"a’, describiremos un circulo sobre el que tomare-
mos un arco A’B’A” que sea la suma de elementos linea-
les, en que suponemos dividida la circunferencia de la
hasé, tomados & conlinuacion unos de olros, y el sector
S, A’B’A”, representara exaclamente la hoja inferior del
cono desarrollado sobre el plano que hemos elegido. En
cuanto 4 la hoja superior hemos hecho abstraccion porque
no encuentra al plano PQR’.

212. Para obtener la trasformada de la interseccion
(G"L"M"H"G") y admiliendo que el cono ha sido abier-
to 4 lo largo de la arista (sA, sa’) (Fig. 73), tomemos
sobre la circunferencia A’B'A” (Fig. 74) que es la tras-
formada de la base ACBC..... los arcos A’K'=AK,
K'E”=KE.... despues tiremos los radios SAs, SK’,
SE”.... sobre los que sera necesario llevar las longitu-
des respectivamente iguales & las porciones de las gene-
ratrices comprendidas entre el caspide y los diversos
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punlos de la curva (gmh, G’'H’); y si consideramos por
ejemplo el punto (m, M') situado sobre la generalriz
(sF,s'f") y hacemos girar esla recla alrededor del e]e.
hasta que sea paralela al plano verlical, es evidenle ira
& coincidir con las aristas (sA, #'a’), mienlras que.el
punlo m' permanecera sobre una horizogtal, y- se tras-

portard en g, entonces s, serd la verdadera longitud de

la recta primiliva (sm, s’M’). Asi despues de haber tra-
zado por lodos los punlos L’MY... las horizontales, sera
necesario llevar sobre los radios del desarrollo, las dis-
tancias 8G"=s'G’, SL”=s>... y la curva G"L"M"H"G""
sera la trasformada de la seccnou hechaen el cono p(-r el
plano dado PQR’.

~213.  La langente ala lrasl‘ormada. se. oblandra con
solo considerar que el punto de tangencia (m, m’) se ha-
bra trasladado & M”, que la tangente TF permanecera
tangente & la lrasformada en F, y que la estension TF no
habra. variado; por consiguiente, uniendo T” con M~,
T”M” sera la tangenle a la trasformada.

214.  Caso que la seccion conica es una hipérbola. Sea
ACBD, la base del cono recto, y as’t’, bs'a’ las arislas
que forman el conlorno aparente de esta superficic sobre
el plano vertical: nos haremos cargo de las dos hojas.
suponiéndolas terminadas. por dos secciones horizonlales
ab, @'V, que se hallan igualmente distantes del clspide. y
que por consecuencia dara lugar & dos circulos proyec-~
tados el uno y el otro sobre’ ACBD. En cuanto 4l plano

P‘.

sccante, dispongamosle de mavnera que corte las dos hojas

del cono; y admitiendo siempre que el plano vertical le
es perperdicular, éus trazas seran PQ y QR..
215.  La construccion de la curva dé interseccion,
podra efectuarse como anteriormente por medio de pla-
nos auxiliares trazados por el cispide perpendicular-

5.
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menle al plano vertical; mas por las razones espuestas
(nlimero 208) serd mas exacto emplear planos horizonta-
tales. Sea pues "' unode estos planos que corta al cono
segun un circulo proyectado sobre #myn y al plano dado
PQR’ segun una recta (M‘, znm); por consecuencia, los
_punlos m y n, comunes a estas dos secciones sobre el

plano horizonlal, perlenecen a la curva pedida, en que
una de sus ramas es (Pmgnl,QG’). La otra rama
(RIEV, H'R) se construira del mismo modo, y podre-
mos emplear una.seccion =y que dard dos puntos
(L L)y (kL) proyeclados horizontalmente sobre el cir-
culo #myn. No repelimos lo que hemos dicho en el pro-
blema precedenle sobre los ctspides y la construccion de
la tangente por simplificar y por pasar & examinar ‘un
caso particular del.en que estamos. . | |

216. Cuando una curva adnnl_e una rama indefinida
y alejamos el punlo de contaclo de una langente, este li-
mile de 1s posiciones de la tangenle, se nombra asintola
y enunciamos esla propiedad de una manera abreviada,
diciendo: que la asintota de una curva es la tangente para
un punlo- de conlacto_infinitamente lejano.

217. Eslo supueslo. propongamos construir las asin-
lotas de la seccion hecha en el cono por el plano PQR'.
El punto de contaclo de una langenle de esla especie,
debe hallarse a una distancia infinita, por consiguiente
deberan encontrarse necesariamente sobre una genera-
triz paralela al plano secante; 'si pues por el cispidé y
paralelamente PQR' trazamos’ un plano s’ a’a, cor=
tara al cono segun Jas aristas sa y 53, eslas dos lineas se-
ran las que conlengan los puntos de conlaclo de las asin-
totas. Uonstrayamos la primera y recordemos que el.
plano que sea fangente & lo largo de la genéralriz sa,
tendréd por traza horizonlal «¢ a la base, luego la asinlota



que debe encontrarse (nimero 182) en la inlerseccion
‘del plano tangente a con: el plano PQR’ pasara por el
punlo ¢ en quese encuentran sus trazas, y 8w sera la asin-
lola paraleln a se, pueslo que eslos dos planos son para-
lelos 4 esla generalriz.

Del mismo modo conslrmrlamos la otra asinlola 9w
paralela a la arista s3 que deberdn corlarse en el punlo w.

218.  Si aplicamos ¢l mélodo precedente al caso de
una seccion parabélica, lo que exigira que el plano PQR’
sea paralelo & una generatriz (sA, s'a) por ejemplo, tendre-
mos que las dos aristas sa y 3 se confundirin con sA, de
suerle que esta sera la inica generatriz del cono para-
lela al plano secante PQR', la seccion ofrecerd una sola
rama indefinida, pero no admilird asinlotas, porque el
plano PQR’ y el plano langenle a lo largo de sA, que de-
berian dar esta langenle por su inlerseccion, serdn evi-
denlemente paralelos entre si.

219. Giro. Esla operacion se efecluard como en el
(ntimero 210) llevando sobre cada recta perpendicular
a la traza vertical QR' las M'M=Xm y M’'N=Xa. En
cuanlo 4 las asinlolas trasporlaremos de una manera se-
mejanle susepics 9y ¢ en ¢y ¢, despues uniremos eslos
ultimos puntos - con el cenlro (w «); sobrepueslo en w'".

220.: Desarrollo. Recordando los: principios enun- p. i"ﬁ
ciados al (nlmero 211), serd menesler describir de un
punto arbitrario S y con un radio igual & la apolema sa,
un eirculo sobre el-cual lomaremos un arco B7A”B que
eslé con la circunferencia lotal en la razon de sA ds'a: y
el sector SBA”B™ represenlard el desarrollo de la hoja
inferior del cono, suponiendo que hemos abierto esta su-
perficie lo largo de la arista (BsA, bsa’). Mas como la
hoja superior se desarrolla al mismo tiempo que la pri=
mera y por movimienlo contrario alrededor del cispide

i3
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que pudo suponerse inmévil, esla segunda hoja apla-
nada vendra & ocupar un sector Sa”'¢"a" igual al prece-
dente, y cuyos radios estremos serdn las prolongaciones
de SB y de SB"’. Para hacer mas sensible la distribu-
cion de estos dos seclores, hemos supneelo que la hoja
saperior estd terminada porun circulo ab,a;de un radio
un poco menor que SB”: dejando de puntos la base
superior del cono, para que quede visible la curva inter-
seccion de la rama inferior en el desarrollo. :

221.  Eslo supuesto, sobre el radio SA” que divide
en dos partes iguales al primer seclor, lomaremos la dis-
tancia SG”=s'G", y el punto G sera la posicion del cis-
pide (9. G’). A conlinuacion por un punlo cualquiera
(m,M’) de la curva, trazaremos la generalriz'smF, cuya
posicion S”F sobre el desarrollo se oblendrd tomando
el arco A”F7—=AF; y como la verdadera dislancia del
chspide al punlo (m, W') es igual & #’#* (ndmero 211) si to-
mamos una longilad SM”=y¢#', el punto M” serd la po-
sicion actual de (m, M'). Los olros punlos se delermina-
ran do una manera semejanle y la trasformada de la
rama inferior de la seccion conica sera P"M”G"N"1".

En cuanlo @ la olra rama estara divididasen dos par-
tes separadas, porque el caspide (h, H’) esla situado so-
bre la generalriz bs'a’ segun la quée hemos abierto el
cono cuya arisla se trasporla cn Sa” de una parte, y de
la otra Sa”’. Llevaremos pues sobre estas ltimas rectas
dos' distancias SH" y SH” iguales 4 'H" y los puntos
H",H™, seran las posiciones acluales del punto H. Por
un punto cualquiera (/, L’) de esta rama, tiraremos la ge-
neralriz sIC, cuya posicion SC” sobre el desarrollo se
encontrara lomando el arco a”C”=AC y sobre el radio
SC” restard llevar una longitud SL”=¢% que es la ver-
dadera distancia del caspide al punto (/, L’). Por opera-
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ciones analogas hallaremos que la seccion hecha en la
hoja superior del cono liene por Irasformada las dos ra-
mas H’L"R"” y H"K”V”, que deben corlar ‘en angulo
reclo-los radios Sa” y Sa"’.

Problema B.° Hallar la sntersection de un: cono cual-
quiera por un plano, el desarrollo de la wporﬁm Y Ia tras-
formada de la interseccion.

222, Cualquiera que sea el cono en cuestion en que
suponemos conocidala traza horizontal, pues que la sa-
bremos construir prolongando las arislas hasta el plano
fijo. no habra mas que cortar esta superficie y el plano
dado, 'por una série de planos auxiliares trazados todos
por ¢l cispide, y elegirlos paralelos & la traza horizonlal
del plano secanle: cada plano auxiliar producird en las
dos superficies secciones reclilineas faciles de encontrar,
y cuyos punlos de encucnlro perteneceran & la curva pe-
dida. No nos parece necesario presentar ejemplos que el
lector podrd proponerse, con tanta mas razon, cuanlo
que habrd casos de construccion anélogos en cneslwnes
mas generales.

223.  En caanto al desarrollo de la auperﬁc:e cdnica,
convendra dividir la base en parles muy pequeiias que
puedan confundirse con sus cuerdas: uniendo una
de eslas cuerdas y las dos arislas que focan sus es-
tremidades, podremos formar con eslas tres reclas y
sobre un punlo cualquiera un triangulo que represen-
tara un elemenlto superficial del cono: & conlinuacion
trazaremos olro triangulo que lendrd un lado comun
con el primero; y continuando de esta suerle oblen-
dremos lodos los elementos del cono eslendidos sobre
ua plano, lo que dard bien h conocer el desarrollo de
esta superficie.

Esta marcha, aunque bwena en teoria, ofrecerd poca
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exactitud en la praclica, silas operaclones no se hacen
con mucho cuidado, porque es necesario construwir una
série «e (riangulos en que un' dngulo es estremada-
mente pequeiio con relacion & los otros, y los er-
rores parciales podran aumenlarse. Serd mas ventajoso
sin duda, conocer anteriormente sobre el desarrollo una
linea recta ¢ circular, sobre la que no' quedard mas
que tomar las arislas “determinadas para fijar la po-
sicion nueva de las generalrices.

Construir la interseccion de un phmo con una super-
ficie de revolucion.

224." Tomemos por ejemplo el toro, de que hemos
hablado  (ntmero 149), y cuyo meridiano es el circulo
(ac, a'b'e'b”a’) que gira alrededor de la vertical (o, 0"%)
siluada en su plano; despues busquemos la interseccion
de esta superficie con el plano m'T'T que le es tangenle
en el punto (m,m’) de la hoja inlerior, porque hemos
notado anteriormente (nimero 149) que los planos tan-
genles 4 esta hoja deben corlar la superficie. '

A cste fin, emplearemos planos horizontales: y supon-
gamos que la traza vertical de uno de eslos planos, sea
f'k'w’ que corta al toro segun dos circulos cuyos radios
sonon=in’ y om=i'k'==v'm’ mientras que su inlerseccion
conel plano m'T'T es la linea (fff*fie, f') perpendicular
al plano " vertical, cuyos cuatro puntos ffff", f', en que
esta recta encuentra los dos circulos, pertenecen & la
curva pedida. Los demas punlos se encontrarin de una
manera semejanle: mas cuando lleguemos & los paralelos
estremos d'&’ y 4'b”', no obtendremos para cada plano mas
que dos punlos gyg¢” 6 k y A" ; resullando por proyec-
eion de la carva la (mhefg/"¢" mi’"e" "¢ freervm, ¢'R'.)



| CAPITULO IIIL
| Interseccion de dos superficies oﬁrvas.

+225.  Sea ABGKH la base ¢ traza de un cilindro y F.77.
(AZ, A’Z) una de las generatrices: sean VLMY y (Vo,
V'o') dos datos canilogos del segundo cilindro; y por lo
dicho (nimero 111) facilmente deduciremos los conlor-
nos de ambos cilindros en proyeccion horizontal y verli-
cal.t Para obtener su interseccion, haremos uso de pla-
nos secanles paralelos'a la vez  las generalrices de uno
yootro cilindro, que producirin en las dos superficies
secciones evidenlemente rectilineas. A este fin, por un
punto arbitrario (Z, Z’) de una generatriz cualquiera
(AZ, A'Z’) de uno de los cilindros, trazaremos una para-
lela (ZR, Z’R’) 4 las generalrices del otro cilindro, y
construiremos la traza RA del plano que pasa por eslas
dos reclas: todas las lineas que hagamos pasar paralelas
a esta, podran considerarse como las trazas horizontales
de otros tantos planos que corlardn 4 los cilindros se-
gun generatrices. ; :
+226. Tomando en consideracion el plano secante
RA, vemos que corta la base del primer cilindro en los
puntos Y,V & que corresponderan las generatrices Vv é
Yy, y al segundo cilindro-en A y D a que corresponderin
las Aa y Dd: como estas generatrices estdn en un mismo
plano, se habrén de corlar, y los puntos azda en que se
corlan, serdn puntos de interseccion de los dos cilindros.
Para oblener las proyecciones verticales de eslos pun-
tos, bastara ‘proyectar sobre la linea de lierra los pies
V.Y, A, D, de las generatrices, consiruir eslas en la
proyeccjon vertical y los puntos en que se corlen serin
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las proyecciones verlicales a’a’d’y/ de los puntos de inter-
seccion: lambien se han podido determinar dnicamente
las proyecciones verlicales de las generalrices de uno de
los cilindros, y sobre ellas proyectar las proyecciones
horizonlales de los puntos, puesto que sabemos (niim. 8)
que sc¢ han de enconlrar en una perpandmular a la linea
de tierra, y ademas han de pertenecer a las generalri-
ces. Del mismo modo se procedera para olros planos se-
canles paralelos a AR.

227.  Puntos sobre los planos limitados. Si trazamos
paralelamenle a RA las rectas MNB y GHI que sean tan-
genles a una de las bases y secanles a la olra, eslas se-
ran las trazas de los planos que limilaran la curva inter-
seccion, porque fuera de los limites de estos planos,
todos los demas que ‘puedan (razarse no corlaran mas
que uno de los cilindros. Si aplicamos el método prece-
dente para el plano MNB oblendremos los puntos (3, &)
(b, b*) por las proyecciones de la comun seceion de la
generalriz B con (Mm, M'm’) (Nn, Nw’) que habran de
ser langenles 4 la curva inlerseccion, pueslo que se
ballan contenidas en el plano langente al cilindro en el
punio B (nimero 107).

Las mismas consideraciones son aplicables al plano
GHI en que la generatriz 1 resullara langenle a la curva
interseccion.

228.  Punlos sobre el contorno aparente. Los punlos
de las bases a que perlenecen las generalrices que de-
terminan el contorno en proyeccion horizonlal, son los
QX en el primero y Kk en el segundo, haciendo pasar
por eslos punlos planos paralelos @ RA siguiendo el pro-
cedimienlo espueslo, oblendremos los puntos de la curva
que deben estar sobre el conlorno del cilindro en pro-
yeccion horizontal. Para enconirar los que en proyec—
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cion vertical deben eslar sobro’el contorno, se haran pa-
sar del mismo modo planos paralelos 4 RA por los pun-
tos G, T yE ¥ que son Jos que delerminan el contaruo
en proyeccion verlical. :

229. La tangente d la curva inferseccion en un punto £,
por ejemplo, se delermina facilmente si consideramos
que por esle punlo habra de pasar una generatriz de
cada vilindro, que la tangente & la curva habréa de ser
la interseccion de los planos tangentes a los dos cilin-
dros que conlendran respeclivamente la generalriz que
pasa por el punto; con que si por lo dicho (niimero 107)
trazamos las tangentes Te y Sg 4 las bases de ambos ci-
lindros, el punto en que eslas trazas se corten, serd la
traza de la tangente y wt, la tangente que se pide.

Interseccion de dos superficies cénicas.

230. Sea (s, &) el cispide del primer cono, y AD
la curva que le sirve de base sobre el plano horizon-

tal, y (¢, ¥), GE, los datos andlogos para el segundo

cono: trazando & las bases las tangenles perpendicu-
lares & la linea de tierra, oblendremos las rectas s'a’
y s'd; Uy y e por los conlornos aparenles de eslas
dos superficies sobre el plano vertical. En cuanto al
plano horizontal no hay otros limites que las trazas sK
v sF, porque el cono ¢, tiene su clispide dentro de la
base, y es imposible (razar 4 esta curva las tangentes
que pasen por el punto ¢ (ndmero 124), lo que seria
necesario para oblener los planos langenles verticales.
Haremos abstraccion de las hojas superiores de Jos dos
conos, a fin de no hacer invisibles sobre el plano ho-
rizontal, las ramas de inlerseccion que provendran de

7. 8.
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las hojas inferiores, y ;que‘.deben fijar especialmente
nuestra alencion.

231. - Para obtener la mtersecclon de estos;dos conos,
emplearemos diversos planos secantes, dirigidos todos
segun la recta (st, '’y que une los dos clispides, porque
estos planos no producirdn en las dos superficies sino
secciones reclilineas, faciles de construir, y por olra
parle, sus trazas horizonlales deberan evidentemente
pasar por el punto R, R'. Esto supuesto el plano que
tenga por Iraza una cuerda cualquiera RMFH cortara el
cono ¢, segun las aristas (M y (H, y al cono s segun las
aristas sF y sH.-La Mt encuentra a las sF y Hs en los
puntos I y n, cuyos puntos perleneceran 4 la proyeccion
horizontal de la interseccion pedida. Para enconlrar sus
correspondienles verlicales, bastara delerminar las pro-
yecciones verlicales de las generatrices sF,sHy (M y los
puntos en que esta corle  las otras dos, serdn puntos de
la comun seccion. Como eslos punlos deben encontrarse
en una perpendicular a la linea de tierra, oblenidas las
horizontales, podremos deducir las verticales con solo
determinar las generalrices de uno de los conos, y pro-
yveclar los puntos sobre: eslas generatrices.

Operaremos de una manera semejanle, con olras
reclas que partan del.punto R; pero recomendamos prin-
cipiar por determinar los diversos punlos nalurales de
que vamos 4 hablar, porque estos son esenciales, y una
vez fijas sus posiciones, serd facil proporcionar el nime-
ro de planos inlermedios & los mtervalos que quedaran
entre los puntos ya ohlenidos.

Puntos sobre los planos limitados.

232.  Sila traza R de la linea (st, 8'¢) no esth situada
por delante de las dos bases, podremos trazar de este
punio dos rectas RPQ v RUV que cada una sea a la vez
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langente 4 una de las bases, y secante con relacion & la
olra: eslas rectas seran las trazas de los planos secantes
limitados, porque vemos que todo plano trazado por los
dos cuspides, fuera del espacio angulat VRQ, no encon-
trard mas que un solo cono, y por consiguiente, no po-
drd contener ningun punlo de su inlerseccion. Por otra
parte, si‘aplicamos al plano limitado RPQ el método ge-
neral de construccion, indicado en el nimero preceden-
te, obtendremos el punlo (m, m’)sen que la generatriz
(smP, s'm’p’) sera langenle a la curva de interseccion en el
espacio, y este conlaclo deberd verificarse sobre los dos
planos de proyeccion como lo hemos visto en la (F. 77).
En efecto, la generatriz (sP, s/p*) estd contenida en el
plano limitado que por hipélesis es tangente al conos
segun la arista sP y en el punlo (m, m’), mas esta gene-
ralriz (sP, s’p') esld conlenida en el plano que tocard al
cono { en el punto (m, m) que es la interseccion de los
planos tangentes trazados 4 las dos superficies por el
punto (m, m'); y por consecuencia (nimero 182) es lan-
genle & la curva segun la que se cortan estas superfi-
cies. Lo mismo podiamos decir respecto & la genera-
triz (sK, s'¥) que por su interseccion con U, #v* da el
punto (v, o). ’ _

233.  Puntos sobre el contorno aparente. Haremos pa-
sar planos secantes por los puntos A, E, D, G en que
locan las aristas que forman el conlorno aparente de cada
superficie en proyeccion verlical, y por el método gene-
ral del (nimero 208) obtendremos los puntos (b, ¥) (d, d*)
~ en que la curva locara, pero solo en el plano verlical,
las arislas correspondienles. En efeclo, en el punto
(b, b'). por ejemplo, las tangenles de la curva en el es-
pacio son diferentes de la generatriz (sA, s'a’); pero estas
rectas eslan todas en el plano s’a’A tangente & lo largo de

19
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esta generalriz; y como esle plano es evidentemente per-
pendicular al plano verlical, resulta que la tangente y Ia
generalriz de que hablamos, - se confundirdn en proyec-
cion verlical ; por consiguiente serd menester que la
recta &'a’ toque la curva sobre el plano verlical, mien-
tras que sA eslara lejos de ser langenle.d la proyecuon
“horizontal.

La tangente d la mter:eoc:on en el punto nn' se deler-
minara de una manera andloga 4 la determinada (ni-
mero 229).

Determinar 1.° La interseccion de una linea con un ci-
lindro: 2.° La interseccion de una linea con un cono, y 3.°
La interseccion de una linea con una esfera,

234. Primer caso. La inlerseccion de esla linea con
el cilindro, habra de encontrarse en el plano secante que
pasando por la linea, corte al cilindro. Si pues por un
punto de la linea trazamos olra que sea paralela 4 sus
generatrices, estas dos lineas determinardn un plano que
cortara al cilindro segun generaltrices.

Si determinamos las trazas horizontales de dichas
lineas, eslas seran punlos de la traza horizontal del
plano, que si hay interseccion habra de corlar la base
del cilindro; los puntos en que esta traza corle 4 |a base,
perteneceran 4 las generalrices del cilindro segun las
que es cortado por el plano, y los puntos en que estas
generatrices corlen la recta propuesla, seran las proyec-
ciones de los puntos de interseccion de la recla con el
cilindro.

235.  Segundo caso. Siunimos un punto de la linea
propuesta, con el cispide del cono, estas dos lineas de-
terminaran un plano que corlara al cono segun genera-
trices. La traza de este plano la delerminaran las de las
lineas, y los puntos en que esla traza corle la base del
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cono, perlenecerdan a las generalrices en que el plano
corlard al cono, y los puntos en que la recta propuesia
corle estas generalrices, seran los puntos de intersec—
cion de la recta con Ja superficie. :

236.  Tercer caso. Siuna linea corta una esfera, !as
proyeeciones de la linea y la esfera habrin de corlarse;
si pues consideramos uno de los planos proyectantes de
la linea, el horizontal, por ejemplo, este plano cortara
la esfera segun un circulo cuyo diamelro sera la porcion
de linea inlgrceplada por, la proyeceion horizontal del cir-
culo. Si rebalimos al plano horizontal el plano' proyec-
tanle de la linea, ‘obtendremos’ la: linea y el circulo en
sus justas dimensiones y sobre un mismo plano.

Para rebalir el circulo basta considerar que al girar
alrededur de la proyeccion de la recla que es la traza del
plano, su centro caminara en una perpendicular & la
charnela y 4 una distancia igual 4 la allura que el centro
de la esfera esté del plano horizontal,” puesto que todas
las secciones paralelas que hagamos en la esfera, ten-
dran sus cenlros en diimelros horlzonlales. y por consi-
gulenle a la misma allura.

Obtenidas asi la linea y el circulo, los puntos en que
se corlen perteneceran 4 la comun seccion de la linea
con la csfera, cuyas proyecciones se obtendrin desha-
ciendo el giro.

Dadas las proyecciones de un prisma triangular, cor-
tarle por un plano, de manera que las inlersecciones de este
plano con dos caras contiguas, formen dngulo recto.

237. Si imaginamos en una de las caras sobre que
se ha de formar el angulo, una linea que suponemos sea
la ifterseccion que dicho plano ha de formar con la cara
que la conliene, podremos delerminar la proyeccion ver-
lical de esta linea: conocida que sea, por el punto de in*



terseccion de esta linca con la arista del prisma que ha
de contener el vérlice del angulo, podremos hacer pasar
un plano perpendicular & la supuesla comun seccion:.
este plano habra de enconirar necesariamente la tercera
arista del prisma, uniendo el punto de inlerseccion de
esta tercera arisla, con el punto porque hemos hecho pa-
sar el plano; esla linea que habra de encontrarse en la
segunda cara, serd la que forme el dngulo que se pide,
por estar conlenida en un plano perpendicular & la pri-
mera inlerseccion fijada.

Obtenidas asi las proyecciones de las lineas segun
las que el plano debera cortar el prisma, no faltara mas
que encontrar las trazas del plano que las contiene.
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DE LAS SUPERPICIES GAUCHAS."

CAPITULO PRIMERO.
Nociones generales.

238. Toda superficie, que pueda ser engendrada
por el movimienlo de una linea recta, se designa gene-
ralmente bajo el nombre de superficie reglada, porque
puede evidentemente construirse sobre un cugrpo sélido
por medio de una regla, ventaja que hace este uso muy
frecuente en las artes, *pero es necesario dividirlas en
dos clases bien dislintas, segun que la ley que dirige el
movimienlo de la generatriz reclilinea, satisface 6 no, la
condicion qu# dos posiciones consecutivas de la recta movi-
" ble, estén situadas en un mismo plano. Cuando csla con-
dicion se satisface, la superficie reglada es desarrollable,
y un mismo plano la toca todo lo largo de la generatriz,
como lg hemos probado (nimeros 106 y 171). Y puesto
que todo lo que toca a la delerminacion del plano tan-
gente, la construccion de las generatrices y el desarrollo
de una lal superfitie, se ha esplicado en los articulos
precedenies, nos ocuparemos solamente de las superfi-
cies gauchas, es decir, de las superficies engendradas por
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una recta que se mueve de tal suerle, que dos posiciones
consecutivas, por prozimas que las supongamos, no estén
en un mismo plano.
239. Antes de indicar los diversos medlos de reall-
zar la condicion precedente, haremos observar, que re-
sultara una lal superficie, siempre que el elemenito su-

_percial indefinido en longitud y comprendido entre las

dos generalrices proximas G, G', sea gaucho, porqye to-
das las curvas A, B, C.... que tracemos sobre la super-
ficie, los elementos lmeales LL’, MM, NN, que son rec-
tas que lienen cada una dos punlos comunes con G, &,
no podran estar siluadas en un plano & que estas dos
generatrices no perlenezcan. Como las generatrices LL'T,
MMU, NNV.... que son las prolongaciones de estos
elemenlos lineales, se hallaran en planos diferentes, lle-
garemos necesariamenle a'que los planos tangentes GLT,
GMU, GNV,..... relalivos 4 los diversos pnntos.L M, N
de una misma generalriz, serin distintos los unos de los
otros, aunque conlengan todos la generatriz GLMN.

240. De aqui resulta que en una superficie gaucha,
cada plano tal como GLT, aungue verdaderamente tan-
gente en L, es decir, conleniendo las tangenles & todas
las curvas (razadas sobre la superficie por este punto, es
secanle en todos los olros puntos que tiene*comunes con
él, y su inlerseccion se compondra de la generatriz GLM,
ademas de una segunda rama que pasa por el punto L,
y que puedeser reclilinea 6 curvilinea, segun la forma
de la superficie gaucha eén cuestion.

241, Veamos de qué-modo-podremos en adelante rea-
lizar la condicion del (ntiméro 238) que caracteriza las -
superficies gauchas. Si sujetamos la recta movible & res-
balar solamente sobre una 6 sobre dos curvas directrices
A y B, invariables de forma y de posicion, el movimien-
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to de esta recta no estard complelamente delerminade,
pues que para cada punto L, elegido & voluntad sobre A,
la generatriz reclilinea podré tomar una infinidad de po-
siciones é!luadas todas sobre el cono que tendra por base
B y por ctspide L. Dos curvas no son pues suficienles
para dirigir el movimiento de una recta, & menos que no
impongamos la condicion, que la superﬁcle enoendrada
sea desarrollable, como lo hemos visto (nﬁmero 174),
mas esta condicion es precisamenle la que queremos
descarlar. .

Sujetemos la recta movible & resbalar conslante-
menle sobre tres curvas directrices A, B, C; vamos & ver
que eslas condiciones son suficienles para reglar comple-
tamente el movimiento de esta generatriz. En_efeclo, si
imaginamos dos conos que lengan por ciispide comun el
punlo L, tomado & voluntad sobre A, y por base, uno
la directriz B, y el otro la directriz G, podremos ficil-
menle construir las trazas de eslas superﬁcles conicas
sobre uno de los planos de proyeccian, y uniendo los
puntos de seccion de eslas dos (razas con el cuspide co-
mun L, oblendremos una 6 muchas rectas en nimero
infinito que como GLMN se apoyarin evidenlemente
sobre las tres curvas A, B, C, que serén las interseccio-
nes de dos conos que pasen por By por C. Estas reclas
serdn por consiguienle las posiciones determinadas que
deba tomar la generalriz movible, cuando resbalando
sobre A llegue al punto L, y para otros puntes L’L"..
_conslruiremos semejanlemente las posiciones de estas
generalrices.

En lugar de emplear dos superficies de que es nece-
rio conslruir las trazas, serd 4 veces mas convenienle
construir la inlerseccion del primer cono LBM. con el
cilindro vertical que proyectard la directriz C sobre el
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plano horizontal. Por donde oblendremos una curva
auxiliar, cuyo encuentro con la proyeccion vertical C,
hara conocer el punto que es menester unir con L, para
obtener una posicion de la generalriz. ik

242. En general, la superficie asi engendrada sera
gaucha, porque cuando la recta movible pasé de una
posicion GLMN & otra G'L’M’N’, infinitamente préxima,
podra cbnsiderarse -reshalar sobre las tres Jlangentes
LT, MU, NV, que tienen ¢on las directrices los elemen-
tos comunes LL7, MM, NN*: como estas langenles no
estan situadas las fres en un mismo plano, las genera-_
“trices G, G’ tampoco lo estarin. Pero para que esfas
langentes se encuentren en un mismo plano, y sobre
todo, para que la misma circunstancia se reprodujese
@ cada sistema de puntos (L, M, N)," (L, M, N'),
(L”, M, N"), situados tres 4 tres en lineas reclas, es
claro que serd menester hacer uma eleccion particular
en la forma y posicion de las directrices A, B, C; por
consecuencia, en general la 'superﬁcie descrita por una
recta movible que se apoya constantemente sobre tres cur-
vas, es gaucha. :

Mas una tal superficie puede ofrecer una linea sin-
gular & lo largo de la que exislira un elemento plano
indefinido en longitud: este es aquel caso en que’ para
un cierto punto L, los dos conos de que hemos hablado
en el nimero precedenle, lepgan sus trazas tangentes
una & olr® Entonces la generalriz trazada de L a esle
punto de conlaclo, podra, sin dejar el punto L, resbalar
sobre la tangenle comun & las dos trazas, y describir un
elemento particular que serd plano. Esto conduce a su-
poner que las dos tangentes MU y NV estin en un mis-
mo plano; y hay razon para creer sucederd lo mismo si las
tres tangentes L, M, N, se hallasen tambien en un plano.
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243. Podemos aun gujetar la recta movible G & res- F. 80.
balar constantemente sobre dos curvas fijas A y B, perma-
neciendo siempre paralela d un plano dado P, que llama-
mos plano director. Para consiruir las posiciones de las
generatrices, bastard cortar las curvas A, B, (niimero
196) por diversos planos paralelos 4 P, y uniendo por
una recta los dos puntos de seccion de cada plano, ten-
dremos las lineas GLM, G’L‘M'.... que satisfardn eviden-
temente & las condiciones impuestas 4 la generatriz. La
superficie, lugar de todas eslas rectas, serd gaucha en
general, porque las tangentes LL'T, MM'U, sobre la que
se apoya la recta G cuando pasa 4 la posicion ‘préxima
G*, no se hallaran ordinariamente en un mismo plano.

244, Para romplelar estas nociones generales, esla-
bleceremos que damos el nombre particular de conoides,
& las superficies gauchas que admiten un plano director
P con dos directrices, que una'es reclilinea, pudiendo
ser la oftra una curva 6 una superficie. La conoide se
llamara recta si la directriz reclilinea es perpendicular
al plano P. Cuando las dos directrices son la una yla
otra rectas, la eonoide toma el nombre de paraboloide
hiperbélico 6 de conoide de segundo grado.

En fin, cuando una superficie reglada que no admite
plano director, tiene por directrices tres rectas cual-
quiera, recibe el nombre de hiperboloide ¢ una hoja:
esta hiperboloide y el paraboloide de que acabamos de
bablar, se designan bajo el nombre de superficies gauchas
de :egundo grado. Principiaremos por considerar estos
dos géneros  particulares que-ofrecen las  propiedades
mas notables y necesarias para estudiar las demas su-
perficies gauchas.
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245, Llamamos asi d la snparﬁom engendrada por
u_na recla movible A, que se apoya conslanlemente sobre
tres rectas fijas B, B', B", no paralelas & un plano unico,
y en que dos posiciones cualquiera, no se hallan en un
mismo plano; porque se demuesira que esla superficie es
idéntica a la que hemos dejado designada bajo esle nom-
bre (ndmero 97). La conslruccion de las generalrices se
efectuard por el proceder general del (niimero 241) que
aparecerd aqui muy sencillo, porque las superficies cé-
nicas auxiliares se reduciran a planos: asi despues de
haber lomado un punto arbitrario L sobre la directriz

B. conduciremos por esle punlo dos planos de los que el

uno pasara por B’, y el otro por B”: despues buscando
la inlerseccion de estos dos planos, obiendremos una
recta ALMN, que se apoyara evidenlemente sobre las
tres directrices designadas. Llegaremos al mismo resul-
tado, construyendo la interseccion de la directriz B” con
el solo plano trazade por L y la recta B’, y uniendo esle
punto de seccion al punto L. Este proceder aplicado s u-
cesivamenle & ofros punlos L', L”... de la recta B, dara
las diversas generatrices A, A’, A”.... del hiperboloide
en cueslion, y como cada una no puede evidenlemente
ocupar mas que una sola posicion cuando pase por un
punto dado L 6 L, se sigue que el movimiento de la recta
movible esta completamente delerminado por la condi-
cion de apoyarse sobre las (res directrices designadas.
246. Esta superficie es necesariamente gaucha, por-
que dos generalrices cualquiera A y A’ no podrin en-



conlparse en un ‘mismo plano, en tanto'que las reclas
B, B, B”, que liehen cada una dos puntos comunes con
A y/A’, no esténsituadas en este ‘plano dnico.' lo que ' es'
conlravio- & las condiciones impueéstas en la' definicion’
(ntimero 245). Por otra parle, esle razonamiento no exi-
ge que las dos reclas A"y ‘A’ ‘eslén infinitamente préxi-
mas, como lo suponemos para una’superficie gaucha ‘en
general (niimero 238), ‘resulta que en la’ hiperboloide,
dos generatrices cualquiera no esidn jamds en'un ‘mismo
lano. aaroililon i i X 24 D 03 .
P- 247. Si entre las tres directrices B, B’, B, que su~ F. 82,
ponemos no ser paralelas 4 un mismo plano, hay dos
contenidas en un-plano:B:CB”, Ja recta movible A, no
podra satisfacer & las condiciones impuestas sino de los
dos modos signientes: 1.¢ pasando constantemente por
el punto de seccion. G y resbalando sobre B. lo que hara
deseribir el plano CBD: 2.° girando en el plano B'CB”
alrededor del punto,D en que encuentra la recta B; de
suerlte que enlonces la strperficie- descrifa’ sera el siste-
‘ma de dos planpg que se cortan. Mas esta variedad de la
hiperboloide que- s andloga al 'easo “de una hipérbola
reducida & sus asintotas, no presenta ningun caso nue-
vo; continuaremos escluyendo en adelante la hipétesis
particular, que dos de las directrices estén en un'mismo
lano. - : L il s

¥ 248. La hiperboloide 4 una hoja' goza'dé uina- pro- F. 81.
piedad bien notable y muy jmportante parala determi--
nacion de los ‘planos langentes alas superficies gauchas”
en general; 'y es que admile un segundo modo de gene~ "
racion por la linea recta, en que las primeras genera~'
trices hacen de ' directrices y reciprocamente. Es decir,
que si hacemos resbalar una recta movible sobre tres,
cualquiera de Jas A, A*, A" A"..., que ‘acabamos de



F. 83.

F.{

84.
85.

=156=
conslruir, esla nueva generalriz que coincidira eviden-
temente en tres de sus posicienes con BB’ y B”, deseri-
bira una superficie idéntica al primer hiperboloide, tanto
por la forma como por su posicion. Mas anles de de-
mostrar esta propiedad, recordaremos dos leoremas co-
nocidos en la leoria de Irasversales.

249. Lema 1.° Cuando en un triangulo ABC traza-
mos una trasversal cualquiera PQR que corla los tres
lados 6 sus prolongaciones, forma seis segmentos, el
producto de tres segmenlos no conliguos, es 1gua] al
producto de los otros tres: es decir, que ¢

APXCRXBO=AQXBRXCP ().

En efecto, tracemos la recta BH paralela & PQR, y
tendremos evidentemente las progresiones '

A PXQB

CPXBR
CR.

40 :QB: AP’ PH=

CR . BR .CP . PH=

Despues igualando los dos valores de PH, obtendre-
mos la formula (a:) :

250. Lema 2.° Si en un cuadrilatero gaucho ABCD,
trazamos dos reclas MN y PQ, que cada una se apoye
sobre dos lados opuestos 6 sobre su prolongacion, se
corlan en. cierto punto O, el producto de cuatro seg-
menlos no conliguos, serd siempre igual al producto de
los olros cualro segmentos, es decir, que lendremos

APXBNXCQXDM=AMXDQOXCNXBP (y).
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Luego observaremos que si las dos trasversales MN
y PQ se cortan electivamente, deben estar en un mismo
plano, el cual contendra las rectas PN, MQ que por con-
secuencia iran a cortarse en un punlo R: mas como es-
tas rectas PN y MQ, se encuentran la una en el plano
del triangulo ABC, y la otra en el planodel triangulo
ADC, y que estos planos se corlan segun la diagonal
AC, serd necesario ‘que el punto de encuentro R, de las
lineas PN'y MQ esté situado precisamenle sobre esla
diagonal. De que se sigue, que para oblener en un cua-
drilatero gaucho dos lrasversales opuestas que se corlen
realmente, podemos tomar 4 voluntad una de entre ellas
MN, y elegir arbitrariamente el punto P de la segunda;
trazar la recta PNR que ira a corlar la diagonal AC en
R; anir R con M que determinara el punto Q, que unido

con P nos dara la trasversal QP.
Esto supuesto, 'los triangulos ABC y ADC, corlados

por las trasversales PNR y MQR, dan despues del lema
precedente :

APXBNXCR=ARXCNXBP.
COXDMXAR=CRX Doxm_}f.

De donde mulliplicando ambos miémbros de estas
igualdades y suprimiendo los factores comunes, deduci-
remos las relaciones siguientes:

APXBNXCQXDM=AMXDOXCNXBP. (y).

ue puede oécribirsed—j-,-xﬂ?-—ﬂxc—lv (2)
ek PB QD MD NB

251. Reciprocamente, si dos rectas PQ y MN corlan
los lados opueslos de un cuadrilatero gaucho ABCD, de
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suerte que la formula (y) se verifique, estas dos trasyer-
sales eslan en un mismo plano. En electo, si. esto no
sucede, podremos trazar por el punto P, una recla PQ’
que cortara MN, y enloncas lendremos .

A PxBNxGO'XDH -....AM XDO'XCN)(BP.

ecuacion incompalible con la (y) que. suponemo,s ver-
dadera, pues que si GQ' es mayor que CQ, necesaria-
mente D sera menor que DQ.

252. Volviendo al doble modo de generaclon (nime-
ro 248) para la hiperboloide 4 una hoja, y probado que
teda recta B”DD'D" que se apoya sobre tres genera-
trices cualquiera A, A, A", del primer modo, corlara
necesariamente  todas las rectas de este sistema: por
ejemplo que enconlrara la generatriz A” en un cierto
punto D". Se seguiré evidentemente que todos los pun-
tos de esta linea B,  se. epcontraran sobre. el hiperbo-

_loide anteriormente construido con las ftres directrices

fijas B, B’. B”... y que asi, una de estas dltimas puede
describir esta misma superficie, resbalando sobre tres
rectas del sislema A. :

Puesto que por el pnmer modo de. generacion las
tres rectas A, A, A", corlan las B, B, B”, ‘el cuadri-
latero LNN"'L'" dara en virtud de la férmula’ (z)

L L' N".N' LM N"'H’”
L Lm Nv N MNX M L’"

mas pueslo que la recta A” encuenlra las tres' reclas
B, B, B”, y que B corla las A, A", A" el mismo cua-
drilatero dard despues de la fémula (z) las dos relagio-
nes siguientes:
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I'L L _Nlran LM mu M

x-—-———.——

L'L " Nt N M J!::i L'"( )

LD N'D" L L'XN’"N" 3)
D DL L’L’" Nv N( - .

entonces los segundos miembros. de las (2) Yy (3) son

iguales en virtud de la (1), y podremos concluir con
esta nueva igualdad

LD Nthm L Ln XN”N" i)
DN D’"L”' L N.r N (

que. prueba (ndimero 252) que las dos rectas A y B~
se cortan efectivamente en el punto D7,

253. Notaremos que el segundo miembro comun 4
las ecuaciones (1) y (2) es una canlidad constante K,
que permanecerd invariable cuando la posicion de las
cinco rectas B, B, B”, A, A" seca fijada; de que se sigue
que para una nueva recta cualquiera A’ que se apoya
sobre las tres primeras, tendremos siempre .

Sl (5)

LfLm' NtNhr

pues si las tres reclas B, B, B” se encuentran paralelas
4 un mismo plano, sabemos que dividiran 4 A y A" en
partes proporcionales, de suerle que tendremos {(K=1)
por consiguiente la ecuacion (5) que dara entonces

Lr NN'

Lr Lﬂ' 1 Nl Mu
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prueba que en esle caso, las tres rectag A, A’, A’ serin
necesariamente paralelas 4 un plano tnico, pero dife-
rente del primero.

284. Del plano tangente.. Pues que por cada punto
del hiperholoide pasan dos reclas {numero 248), la una
del sistema A y la otra del sistema B, y que eslas lineas
son sus propias tangenles, deberan encontrarse en el
plano tangenle relativo al punlo en que ellas se corlan,
Y por consecuencia bastaran para determinar este plano
y enconlrar sus lrazas. Asi cuando definamos un hiper-
boloide por las tres directrices B, B’, B”, y seiialemos
el punto de contacto D sobre una generalnz dada A, sera
necesario construir (nimero 244) 4'lo menos otras dos
posiciones A’, A” de esta generalriz; y adoplando esias
lineas A, A’, A” por directrices, construiremos una recta
D, D7, D” que se apoye sobre estas iltimas y que parta
del punto D. Entonces, esta recta D, D', D" estara si-
tuada sobre el "hiperboloide , y conduciendo un  plano
por las dos lineas AD y D, D, D, esle seré el plano fan~
genle relativo al punto D.

255.  Cuando los datos de una hiperboloide son da-
dos sobre dos planos de proyeccion, y se cita solamente
la proyeccion horizontal D, de un punto de esta super-
ficie para el que se pide el plano tangente, no serd po-
sible trazar inmedialamente la generatriz AD antes de
haber encontrado la proyeccion verlical del punto D. Para
hallarla sera menester en general conducir por este punto
un plano vertical cualquiéra; buscar la seccion que pro-
ducira en la superficie, encontrandolos puntos de seccion
de este plano secante con diversas generalrices que se
apoyen sobre las rectas dadas B, B’, B”, y en fin, pro-
yectar sobre esta seccion el punto D asignado sobre el
plano horizontal. Entonces conociendo las dos proyeccio-
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nes del punlo'de contacto. podremos construir las pro-
yecciones de la generatriz A que pasa por esle punlo, v
eslaremos en el caso del nimero precedente.

256.  Del centro de la hiperboloide. Esla superficie
estd dotada de un centro, es decir, que existe un punlo
tal que todas las cuerdas de la superficie que pasen por
esle punto, se hallan divididas cada una en dos parles
iguales. Para demostrar esla propiedad, representemos
por B, B’, B”, tres directrices primilivas que salisfagan
& la condicion enunciada en la definicion (niimero 245):
enlonces podremos por las rectas B’ y B” conducir dos
planos distintos B'DC y B”CD, paralelos el uno y el otro
a la directriz B, y estos dos planos se cortarn segun
una recta ACD evidenlemenle paralela & B; de suerle

que esta linea ACD serd una generalriz de la hiperbo-

loide propuesta, pues que se apoyara sobre B’, B”, é ird
4 enconlrar 4 B 4 una distancia infinila. Del mismo
modo, conduciendo por B y B dos planos B”GH y BHG
paralelos & B’, se corlardn segun una recla A'GH que
serd ademas una generatriz del hiperboloide: hallaremos
una tercera A”KE por medio de dos planos BHF y B'DY
paralelos @ B”, y trazados por B y B’. De aqui concluire-
mos que cada generatriz de un sistema tiene su paralela
en el siskema opuesto; pero lo que hemos dicho de B, es
igualmente aplicable 4 toda generatriz B, Bv7.... la
que puede ser tomada por direciriz en lugar de B (ni-
mero 252). Por lo tanto, los seis planos que hemos cons-
truido forman evidenlemenle un paralelepipedo, que
tiene por arislas opuestas las seis rectas B, B', B» y
A, A’, A” y digo que el centro de este paralelepipedo, es
el centro de la hiperboloide.

Para demostrarlo, tracemos por un punto M, tomado
arbitrariamente sobre la directriz B, una recta MMM~

21

F. 86.
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que corte las olras dos directrices en M’ y M”, y que sera
una directriz del sistema A; despues se compara con
una generaltriz del sistema B, que apoyandose sobre
A, A’, A7, sera paralela & MM'M”: para oblener esla
nueva generatriz tomemos las distancias DN=HM, GN'
=EM, EN*==GM” y los tres puntos N, N, N asi de-
terminados, 'se hallarin en linea recta. En efecto, li-
rando las lineas OMy ON, los triangulos OMH y OND
que son visiblemente iguales, 'probaran’ que los lados
OM y ON son iguales y estin en linea recta; la misma
consecuencia tiene lugar para las lineas OM" y ON’, OM”
y ON" en virtud de los triangulosiguales que percibimos
facilmente. Ademas los (riangulos MOM’ y NON iguales
por lo que precede, darin el paralelismo de los lados
MM’y NN*, y en fin MM" serd paralela @ NN” en virlud
de los triangulos iguales MOM” y NON~. Por conse-
cuencia, las dos porciones NN y NN” no formaran mas
que una sola linea recta, que serd una generalriz del
sistema B, paralela a la generatriz M'MM” elegida & vo-
luntad en el sislema A. Por otra parle vemos que dos
generatrices paralelas se encuenlran siempre en un plano
que pasa por el punto O y estin igualmente distantes de
esle punio.

Esto supuesto, si por un punlo arbitrario P de la
recla MMM tiramos una cuerda POQ) que pase por el
punto O, ir& necesariamente 4 cortar la hiperboloide en
un punto Q situado sobre N'NN” y despues de las rela-
ciones anleriormenle establecidas, tendremos evidente-
mente OP=0Q: puesto que esla consecuencia es cierta
para un punto P tomado arbitrariamente sobre la hiper-
boloide, queda probado que el punto O cs el centro de
esla superficie. Y [

2567. Observaremos que cuando se (rale solamente
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de construir este cenltro, le oblendremos sin trazar el
paralelepipedo de que acabamos de hablar, buscando la -
interseccion de (res planos trazados por la recta dada
B y su paralela'A; por B’ y su paralela A%; por B~ y su
paralela A”; porque cada une de eslos planos diagona-
les pasa evidenlemente por el centro del paralelepipedo,
que es el del hiperboloide. Ademas podemos decir que
estos sonslos tres planos asinléticos de la superficie,
como esplicaremos mas adelante.

258. Resumiendo las proposiciones precedenles ve-
mos que en la hiperboloide de una hoja

1.° Existen dos sislemas de generatrices reclilineas
A A A", Ay B, B, B”, B” en que cada una corla lo-
das las rectas del sislema opuesto (ntimero 252); sin em-
bargo, cada generatriz A’ tiene su paralela en el sis-
tema B (niimero 256) y reciprocamenle, de suerle que
para eslas reclas comparadas dos 4 dos, su inlerseccion
no se verifica sino 4 una dislancia infinita.

2.° Dos generatrices del sistlema A no se encontra-
ran jamas en un mismo plano (nimero 2£6): lo mismo
sucede con las generatrices del sistema B, pues que esta
ultima se apova (nimero 252) sobre tres rectas del sis-
tema A, las cuales eslan en planos diferentes.

3. Tres reclas cualquiera del sistema A no son
jamas paralelas & un mismo plano; porque si eslo tu-
viese lugar, se seguiria por lo dicho (nimero 253) que
las directrices B, B’, B”, sobre las que se apoyan lodas
las gencratrices del primer modo, serian las tres para-
lelas @ un mismo plano, lo que es contrario 4 la defini-
cion (nimero 243). Reciprocamente, tres cualquiera de
las generalrices del sislema B, no se encuentran jamés
paralelas & un mismo plano, porque esto arrastraria con-
sigo (nimero 253) una condicion semejante para las rec-



tas del sislema A, sobre las que se apoyan eslas gene-
-ratrices del segundo modo.

4.° El centro del hiperboloide esta situado en el cen-
tro del paralelepipedo construido con Ires reclas cual-
quiera del sislema A, unidas a tres generalrices del sis-
tema B que seencuentran respeclivamente paralelas  las
ires primeras (nimero 256), 6 mas simplemente es dada
por la inlerseccion de tres planos asinldlices (nime-
ro 257).

5.° Una recla cualquiera D no podra cortar la hi-
perboloide mas que en dos punlos; porque si luviese
ires punlos comunes con la superficie, la recta D se apo-
yaria sobre tres generalrices del uno ¢ el olro sistema,
de suerte que coincidiria toda con la superficie. Para
obtener estos punlos de inlerseccion, sera necesario como
en el (nimero 255) conslruir la seccion hecha en la hi-
perboloide por un plano vertical i horizontal que pase
por la recta D.

259. La superficie gaucha engendrada por una recla
que reshala. sobre otras tres reclas fijas, no paralelas a
un mismo plano, es idéntica al hiperboloide de una hoja
descrito (nimero 97). En efeclo, esta superficie gaucha
es de segundo grado; pues es facil ver que las condicio-
nes por las que se espresa que la recla movible tiene un
punto comun con cada directriz, no puede conducir sino
a una ecuacion del segundo grado. Ademas, esla super-
ficie gaucha esla dotada de un centro (nimero 256), y
como no es evidentemenle ni un cono, ni un cilindro
que son desarrollables, es necesario sea un elipsoide 6
uno de los dos hiperboloides. Pero el elipsoide es una
superficie limitada en todos senlidos (nimero 95) que no
admile por generatriz una recla indefinida; el hiperbo-
loide del (nimero 99) presenta dos hojas separadas por



un intérvalo imaginario, de suerle que una recla indefi-
nida y conlinua no podra aplicarse en loda su eslension
sobre esta superficie; por consecuencia, volvemos a la
proposicion anunciada al principio de este parrafo.

260. Para manifestar mas claramente la identidad
de que se lrata, y que puede parecer estrafia al primer
golpe de visla, vamos & demostrar sinlélicamente que el
hiperboloide descrito al (nimero 97) admite en efeclo
dos sislemas de generatrices rectilineas. Por la defini-
cion de esta superficie, lodas Jas secciones perpendicu-
lares @ su eje imaginario, son elipses semejantes; si pues
la cortamos por tres planos horizontales ¢a”, V'X!, V7X»,
en que el primero pase por el centro y los olros & dis-
tancias iguales por cima y por bajo de dicho plano, ob-
tendremos la elipse de garganla (abef, a’¢’) y otras
dos elipses iguales, proyectadas horizontalmente sobre
VUXY, que tienen sus ejes paralelos y proporcionales &
Jos ea, bf. Esto supueslo, trazando & esta dllima una
tangenle cualquiera ADB, sabemos que las parles AD

DB serin iguales: si pues unimos los punlos (D, D’)
con (A, A") y (B, #), obtendremos dos rectas (AD, A’D’)
y (DB, Drs") que seran necesariamente prolongacion una
de otra, pues que son las hipolenusas de dos triangulos
rectangulos evidentemente iguales, proycclados. sobre
(D'I’A’ y D'I"3). De que resulta que la recta total (ADB,
A’D'¥’) tiene tres puntos comunes con el hiperboloide, y
por consecuencia esla toda entera sobre esla superficie,
alendido 4 que esla es de segundo grado.

Ahora proyeclemos el punto A sobre la elipse supe-
rior en o', y el punto B sobre la elipse inferior en B’; si
pues unimos eslos dos punlos en el espacio con (D, D?)
obtendremos dos rectas (BD,B’1Y) (DA, D'&), de que
probaremos del mismo modo la coincidencia; de suerte
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que la recta total (BDA, B'D'¢’) tendra tres puntos co-
munes con el hiperboloide, y por consiguienle eslara
situada toda entera sobre eslta superficie de segundo
grado.

261. De que podemos concluir, que lodo plano ver-
tical ADB, tangente & la elipse de garganta, corta al hi-
perboloide segun dos rectas dislintas que se corfan en
(D, D) sobre esla elipse, y estan simétricamente incli-
nadas de uno y otro lado de la vertical D.

Por consecuencia, esta superperficie puede conside-
rarse como producida por el movimienlo de la genera-
triz (AD, A’D’) 6 de la generatriz (BD, B’'D’), sujeta a
resbalar constantemenle sobre las tres elipses semejan-
tes (XYVU, X'V), (abef, a'¢’), (XYVU, X"V"), porque sa-
bemos (nimero 241) que estas condiciones reglan com-
pletamenle el movimienlo de una linea recta.-Las diver-
sas posiciones de eslas generalrices presentan pues dos
sislemas de reclas indefinidas, siluadas sobre el hiper-
boloide, a saber:

(AD. A'D) (AE. A%E) (AF, A5F). . . . (A)
(BD, B'D’) (B.E, B',E") (B,F.B’;F’). L0 (BY

unas y otras se proyeclan verlicalmente sobre las tan-
genles ¢ la hipérbola X"a’X’, V&'V’ contenida en el
plano vertical VX. En efecto, en el punto (N, N’) en que
una de estas generalrices corla este plano VX, al plano
tangenle de la superficie, es perpendicular al plano ver-
tical, atendido 4 que conliene la tangente 4 la elipse ho-
rizontal que tiene su vértice en (NN’); pues la genera-
triz (BND, B'N'D’) se confunde en proyeccion vertical
con la tangente de la hipérbola (X"a'X’, aX) que estd en
este plano. La misma circunstancia se verifica para la
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recta (ADN, A’D’N”), cuya proyeccion vertical loca
esta hiperboloide en el punto (N, N”), y las asintotas
seran dadas por las generatrices (0K, O’K’) (fB,0'B’,)
que son paralelas al plano vertical VX, y no tocaréin al
hiperboloide sino al infinilo.

262. Dos generatrices cualquiera del sistema A no
esldn en un mismo plano, y la superficie es gaucha. Con-
siderando en efeclo las reclas (AD, A'D’) y (A4G, AG)
si se corlan, el punto de inlerseccion eslara proyectado
horizonlalmente en M; mas para la primera de estas rectas
el punto M que eslaala derechade D y que perlenece 4 la
elipse de garganla, debera enconlrarse sobre la hoja su-
perior en M”, mienlras que para la recla (AsG, A%G) el
punto M, estando de este lado de G, perlenecera indu-
dablemente & la hoja inferior, y estara proyectada en
M’: luego las reclas propuestas no se corlan, y es evi-
dente que no son paralelas. Del mismo modo proba-
riamos que dos generatrices del sistema B no estén en
un plano.

. 263. Por el contrario, cada generatriz (A;G, A’,G’)
del primer sistema, corta todas las rectas del sequndo, por
ejemplo (BD, B'D’). Porque el punto M en que se en-
cuentran las proyecciones horizonlales de estas dos rec-
las, esla situado sobre la una y la olra de este lado del
punto Gy D que perlenecen & la elipse de garganta, y
los dos punlos proyeclados en M estan sobre la hoja in-
ferior del hiperboloide, y por consecuencia se proyectan
a la vez en M’, pues que esta hoja no puede evidente-
mente ser cortada por la verlical M sino en un solo
punto. Observaremos sin embargo, que cuando elijamos
una generatriz del sistema A, y otra del sistema B que
pasen por las esiremidades de un mismo didmelro de
la elipse de garganla, estas dos rectas serin paralelas 6
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estaran en un plano. Del mismo modo se demostraria que
cada generatriz del sistema B corta todas las del sistema
A escepto una sola que le serd paralela.

264. Puesto que el movimiento de una linea estd
completamente determinado (nimero 245) por la condi-
cion de que esla linea movible se apoye constantemente
sobre Ires rectas fijas, resulta que si hacemos resbalar
la generatriz (AD, A’D’) sobre tres rectas cualquiera del
sistema B, no podra tomar otra posicion que la A A;A;...
que todas encuentran dichas tres generatrices (nimero
263): del mismo modo, resbalando la generatriz (BD,
B'D’) sobre tres rectas del sistema A, vendra & coincidir
necesariamente con B,B;B;. Por consecuencia, el hiper-
boloide de que tratamos nos presenta todas las propie-
dades que dejamos descritas en las superficies gauchas
del (nimero 245), y si las tres elipses directrices fue-
sen circulos, recaeriamos @ la hiperholoide de revolu-
cion de que hemos hablado (niimero 98).

265.  Del plano tangente. Cuando la hiperboloide de
una hoja esta definida por las ftres elipses semejantes
citadas al (ndmero 261) (curvas que podemos facilmente
construir cuando se designan los Ires ejes Oa=0Oa’,
0b=0" de la superficie), es bien facil encontrar el plano
tangente relativo 4 un punlo dado por su proyeccion
horizontal M. En efecto, si tiramos por el punto M una
tangente AMB 4 la elipse de garganta, esta sera la pro-
yeccion de dos generatrices represenladas sobre el plano
vertical por A’D*y B’D’, sobre el que sera necesario
proyectar al punto dado, en M” 6 en M': de suerte que
habra dos posiciones para el punto propuesto. Conside-
remos el punto (M, M") situado sobre la recta (ADM,
A’D'M”); por ¢l pasara una segunda generalriz perlene-
ciente al sislema B, & saber (B;GM, B",G'M”) que se ob-
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liene lirando por el punto M, la nueva langente MGB; &
la elipse de garganta; enlonces la union de eslas dos ge-
neralrices delerminara complelamente el plano (nime-
ro 254) que locara al hiperboloide en el punto (M, M"),
y los pies de estas rectas daran inmediatamente la traza
hovizontal AB,P de este plano tangenle. En cuanto & su
traza verlical, PQ” la oblendremos por medio de la hori-
zontal (MQ, Dﬂ)") trazada paralelamente & AB;.

Para el otro punto (M, M’) combinaremos las dos ge-
nevatrices (BMD, B'M'D’) y (AMG, A,M'Gr) que se cor-
tan; y la traza borizontal del. plano langenle relalivo &
esle nuevo punlo, serd la recta A;B que es evidenlemen-
le paralela @ AB;. La traza verlical se obtendrd por el
mismo medio que anleriormenle.

- CAPITULO IIL.
Del  paraboloide ~ hiperbélico.

266. Llamamos asi la superficie engendrada por una
recta movible A, que resbala sobre dos reclas fijas By B
no situadas en un' plano, y paralelamente 4 un plano
dado P, llamado plana director. porque demostraremos
mas adelante, que esta superficie es idéntica 4 la que
dejamos descrita bajo este nombre al (ndmero 101). Para
conslruir las diversas posiciones de la generatriz, basta-
v trazar por cada punto M tomado & voluntad sobre la
directriz B, un plano paralelo a P: hallar el punto N en
que esle plano corlara la otra direciriz-B’, y juntar eslos
dos puntos por una recta AMN. Asi vemos que las condi-
ciones precedentes reglan completamente el movimienlo
de la recta movible, pues que para cada punto M, no

puede lomar mas que una sola posicion.
22
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267. El paraboloide hiperbélico es una superficie gau-
cha, porque dos generatrices cualquiera A y A’, no po-
dran hallarse conlenidas en un mismo plano, en tanto
que las directrices B'y B’ que lienen cada una dos punlos
comunes c¢on las- prlmeras. no eslén siluadas en esle
plano; lo que es coutrario & la definicion dada en el ni-
mero precedente, la superficie pues es gaucha.

268. La superficie que nos ocupa admite como la
hiperholoide un segundo mélodo de generarse inverso
del primero, y en el que dos de las generatrices A, A",
Ar... pueden ser las directrices. Para probarlo, demos-
traremos que todo plano DUV, paralelo & dos directrices
By B, corta al paraboloide segun una recla; lo que se
reduce & hacer ver que los tres puntos D, D’, D" en que
esle plano encuenlra tres generatrices cualquiera A, A",
A” eslan en linea recla.

Proyectemos la figura sobre un plano QOX, paralelo
a dos directrices By B’, y empleemos por lineas proyee-
tanles, lineas oblicuas, pero paralelas lodas a una linea
PO, trazada arbitrariamente en el plano director POX.
Entonces B, B’ se converliran en b y §'; mas las reclas
MDN, M'D"N’, M"D”N” que tienen sus planos proyectantes
paralelos &4 P, se proyeclarin segun las reclas mdn,
m'd'n’, m"d"n", necesariamenle paralelos & la intersee-

cion OX de los planos Py Q. Eslo supuesto, lendremos
evidentemente

MD md Mv Dl’ m! dl Ml’ DN__ mﬂdl’l’

—_—

DN dn D'N d&'n' D'N' d'n"

mas por olro-lado, el plano DUV, siendo paralelo 4 las
dos lineas B y B’. podemos mirar las reclas A, A’, A"
como corladas por tres planos paralelos. y como canli-
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dades iguales @ una lercera son iguales entre si, len-
dremos ' ; ;
MD_ W'D M"D"y ma____m?a'_m"a"
DN Dl N’f DuNn d“ dl n' d"ﬂ"

Pueslo que esla igualdad sabsiste entre las rectas
mn, m'n’, m'n’ p'ualo]as enlre si, resulla necesaria-
menle que Ios tres punlos d, d’, d” eslan sobre una
misma recla que gira con by b’ sobre un punlo Unico;
por consecuencia los punlos del espacio D, IV, D” se en-
cuentran en el plano proyeclante que pasa por la ree-
ta d,d', d". y como eslan ademas en el plano DUV dis-
tinto del proyeclanle, resulta que eslos lres punlos D,
D, D’ estan evidenlemente en linea recta.

269. Despues de lo que, si hacemos resbalar sobre dos
generatrices A y A’ del primer mélodo, una recta movible
B’ sujeta & permanecer paralela 4 un plano Q, engen-
drara el mismo paraboloide que anleriormente. Porque
cuando B” pase por el punlo D, por ejemplo, no podra
dejar de comcullr con la recta D, D7, D” siluada (ndmero
266) sobre el paraboloide que satisface las condicienes
impueslas a B".

270. Ahora ensayemos hacer mover una recla B
de manera que se apoye covnslanlemenle sobre las (res
rectas cualquiera A, A, A” del primer sislema, sin im-
poner la condicion de ser paralela & un plano director.
.Estas condiciones baslaran para reglar complelamente
(ntimero 243) el movimienlo de esla generalriz, y cuan-
do pase por el punto D por ¢jemplo, deberd conincidir
con D, Dr, D que llena las condiciones enunciadas:
pues B” describird el mismo paraboloide que anterior-
mente. Por consecuencia es un lercer mélodo de gene-
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racion, en el que esta superficie es producida por el mo-
vimiento de una recta que resbala constantemente sobre
las tres reclas fijas A, Ar, A” que son paralelas 4 un
mismo plano, porque estas Ires reclas en lugar de ser
arbitrarias, se encueniran por lo dicho (nfimero 266).
paralelas al plano P, de suerle que bajo esle punlo de
vista, el paraboloide hiperbdlico es un caso particular
del hiperboloide & una hoja. Por otra parte, aun cvando
no impusiéramos a la recla movible B” la condicion de
moverse paralelamenle a un plano fijo, no dejara de lle-
narla; pues que las posiciones que tomara, como D, D,
D" son paralelas al plano Q, segun se establecid.

Es asimismo evidenle que esle modo de generar ad-
mile por reciproco un cuarlo modo, en el que haremos
mover la recla A, sobre tres cualquiera de las genera-
trices del sislema B, porque esla recta A no podra tomar
(nimero 245) mas que la poswmn A’, A”.... que llene
esta condicion, y permanecera paralela al plano P, aun-
que no la hayamos impueslo esta condicion. -

271. De aqui resulla evidenlemenle: 1.° que para
cada punto D lomado arbilrariamente sobre el parabo-
loide, pasardn dos rectas situadas en toda su estension
sobre la superficie, perlenecienles la una al sistema A,
la-otra al sislema B: 2.° que dos generalrices perlene-
cientes al mismo modo, no eslin jamas en un mismo pla-
no, que es lo que se ha probado (nimero 267) para las
rectas A, A’, A”.... y que es aplicable a las B, B, B”...:
3.0 que cada generalriz de un sislema corla todas las-
rectas del otro sin que haya dos paralelas: porque si esta
circunslancia taviese lugar para A" y B” por ejemplo,
se seguiria que eslas rectas serian paralelas & la inter-
seccion OX de los dos planos directores, lo que es impo-
sible, & menos que no los miremos como situados & una
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distancia‘infinita: &.c una recta cualquiera no puede cor-
tar al paraboloide mas que en dos punlos; porque si tu-
viese lres puntos comunes con esta .superﬁcle, apoyarla
sobre Ires generalrices, y por consecuencia (nim. 269)
coincidira toda entera con el paraboloide. Por otra parte,
para oblener los puntos de interseccion serd menester
construir la seecion hecha en la superficie por un plano
vertical G-horizonlal dirigido segun la recla dada.

272. En fin, pues que en el primer modo de gene-
racion las diversas posiciones A, A7, A”.... de la gene-
ratriz son dadas por‘los planos paralelos 4 P, que corlan
la directriz B'y B’ en los puntos M y N, M* y N’.... sa-
bemos por la geometria que estos planos cortaran las
reclas B y B’ en partes proporcionales, es decir que len-
MMF MIM" -"""‘"ﬂ'f
NN NN N de que resulta que en
lugar de un plano direclor podremos designar dos posi-
ciones primilivas A y A’ de la recta movible, pues exige
que esla resbale sobre By B’ de modo que interceple
las parles proporcionales con MM* y NN’. Esta marcha
seri de un uso muy cémodo para la generacion en re-
lieve del paraboloide hiperbdlico, porque despues de ha-
ber construido un cuadrilitero gaucho, tal como MN,
N#M" en que los lados y los éngulos sean invariables,
bastara dividir los lados opuestos MM y NN”* en un
mismo nimero de partes iguales: uniendo las divisiones
correspondientes por hilos. tendidos en linea recta, ob-
tendremos una representacion fiel de esta superficie.
Para introducir al mismo tiempo las generatrices del sis-
tema B, bastara dividir del mismo modo los olros dos la-
dos opuestos MN y M"'N"" en el mismo nimero de par-
tes iguales, v unir los punlos de division correspondien-
tes por otros hilos que deberan apoyarse sobre la pri-

dremos
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mera y no formar mas que una sola superficie, cuyos
dos modos de generacion se hallan espresados de una
mancra bien sensible. Tal es el procedimienlo em-
pleado para la conslruccwn de Ias caras de las ca-
noneras.

273, Del plano tangente. Cuando el punto (1:' con-
tacto G sea dado ‘'sobre una generatriz conocida AMGN,
bastara construir solamenle una segunda generatriz A’
del mismo drden, empleando el proceder del (nimero
266), si el paraboloide se define por un plano direc-
for P, y si‘lo esta por Ires directrices B, B’, B”, pa-
ralelas & un mismo plano, emplearemos la marcha del
(nimero 245). Una vez conocidas las dos generalrices
Ay A, se las corlara por un plano trazado del punlo
G, paralelamente & las directrices By B, y la recta GH
que reunird-los punlos de seccion, eslard siluada so-
bre el paraboloide cuyo sistema de las dos rectas AG
y GH que son sus propias tangenles, delerminaran el
plano langente de la superficie para el punto dado G.

274. Si designamos solamenle la proyeccion hori-
zontal g del punto de contaclo, sin dar la generatriz que
le conliene, serd necesario buscar anles la segunda
proyeccion del punlo. Para eslo haremos pasar por g
un plano verlical cualquiera, en que delerminaremos
las inlerseccionies con diversas generalrices; y la sé-
rie de eslos punlos dara la proyeccion vertical de la
seccion hecha en la superficie: enlonces proyectare-
mos el punto g sobre esta curva, y oblenidas asi las
dos proyecciones g y ¢’ del punlo de conlacto, serd
facil trazar la generatriz que pasa por esle punlo,
apoyandose en B y B’; de suerte que habremos ve-
nido al caso precedente.

275.  La superficie gaucha que nos ocupa es idén-
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tica al paraboleide hiperbélico descrito al (ndm. 101).
En efeclo, esla superficie gaucha es de segundo gra-
do; porque sin_ efecluar el calculo, es facil ver que
las condiciones por las que espresamos que la recla
moyible tenga siempre un punlo comun con B y B,
permanemendo paralela al plano P elegido, 6 si quere-
mos 4 uno de los planos coordenados, conducira 4 una
ecuacion que no pasard de segundo grado: y esla conse-
cuencia esla acorde con lo manifestado (niimero 271).
Ademas, esla superficie gaucha no admile ninguna sec-
cion plana que produzca una curva cerrada: tampoco
puede ser un cilindro de buse hlperballca 6 parabdélica,
atendido 4 que es gaucha; es necesario pues que coincida
con el .parabo!oide hiperbélico (nimero 101) pues que
todas las demas superficies del segundo grado admiten
para su generacion, secciones eliplicas.

Secciones planas del paraboloide hiperbolico.

276. Obtendremos la curva de interseccion de esla
superficie con un plano dado =, construyendo los pun-
los en que esle plano corta las diversas generalrices A,
A’, A”.... y la langenle & esta curva en un plano dado,
resultara de la interseccion del plano = con el plano
langenle al parabalmde por el* punto en cuestion, pla-
no que se conslruird como en el (nimero 273). En
cuanlo & la naturaleza de la seccion, puede preveerse
anteriormente con las reglas siguientes.

277. Si el plano secanle = pasa por una recla A
del paraboloide, la olra rama de la interseccion sera
rectilinea, pues que esla superficie es de segundo
grado: la oblendremos buscando solamenle los puntos
Dy D”, en que = va & enconlrar oltras dos genera-

F. 87.
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trices. A’ y A del mismo 6rden que A, y la seccion
tolal se compondra de dos reclas A y D, D', D", de
suerle que el plano = se enconlrara tangente en D,
y secante en olra parle de la curva.

278.  En cl-caso aun mas patlicular, en que el pla—
no = que pase por A, se encontrase paralelo al plano di-
rector P que corresponde a esla gemeralriz, no corlara
las olras generatrices del mismo modo, de suerle que
la segundd rama de inlerseccion que es en esle caso
D, D7, D7, se alejara toda al infinilo. En esle caso la sec-
cion se redueira 4 la recla {nica A; mas el plano = de-
berd siempre considerarsé como tangente al paraboloide
en el punto infinitamente lejano, siluado en A, 6 bien
como un plano asintélico de la superficie.

279. En general, si = es un plano cualquiera no pa-
ralelo a la interseccion OX de dos planos directores, cor-
tara eslos segun las reclas 3 y & no paralelas & OX, y
enlonces exislira en cada sislema una generalriz para-
lela a=. Ea electo, dirijamos por la directriz B un plano
BCE paralelo a la Lraza 8: esle plano corlara necesaria-
menle la directriz B’ en un cierto punto N, y trazando
por esle punto la recta N"M7A» paralela a3, ira 4 en-
conlrar la directriz B, y sera evidenlemente una gene-
ralriz paralela al plano =, Si operamos de una manera
semejante para la Iraza &, (razando por la generalriz A
un plano paralelo 4 § corlara otra recta A’ del mismo
sislema en un punlo D’ por el cual podremos conducir
olra generalriz B que sera paralela a 'y al plano =.
De aqui podemos concluir que la seccion hecha por este
plano 7, presenlara dos ramas abierlas convergentes ha-
cia los puntos infinitamenle dislanles, en que 7 ird a
encontrar las dos generatrices A” y B”; asi esla seccion
sera una hipérbola cuyas asintolas vamos a construir.
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Tracemos por la generatriz A” un plano »*, paralelo
a P: este plano »* serd tangente (nimero 276) al para-
boloide en el punto situado al infinito sobre A™, cuya
interseccion de este plano tangente con el plano = de la
-curva, dara la asinlola de la rama convergenle hacia A",
y esta asinlota sera evidentemente paralela & esta gene-
ratriz. La olra asintota serd dada semejanlemenle por
la interseccion del plano #*, con un plano =, trazado
segun B" paralelamente al segundo plano director Q, que
sera paralelo, a .B~.

280. En fin; supongamos que el plano = sea para-
lelo a la interseccion OX de los dos planos directores,
-en cuyo caso las dos lrazas 3 y ¥, se encontrarin para-
lelas 4 UX. Si queremos ensayar obtener generatricés
paralelas 4 =, sera necesario trazar por B un plano BCE
paralelo @ 3; mas en esle caso esle plano no corlard nin-
guna de las generatrices B’, B”.... pues que resultara evi-
dentemente paralelo 4 Q: pues la generalriz paralela a =
en el sistema A esla trasportada en toda su eslension &
una distancia indefinida. Lo mismo sucedera a la'gene-
ralriz que en el sistema B, sea paralela & =: de suerle
que la seccion hecha por el plano = sera abierla; pues
que habra generatrices que se separan cada vez mas, y
que se aproximan indefinidamente & ser paralelas & =,
mas esla curva no lendra asintolas.

En efeclo, esta linea sera dada como lo hemos visto
en el nimero precedente por la inlerseccion del plano =
conel plano #* 6 =, paralelos a P 6 Q, y trazado segun
la paralela 4 7: esta generalriz en esle caso esla traspor-
tada en toda su eslension al infinilo, y asi el plano #* se
aleja indefinidamente y no da asinlola. Por consecuen-
cia la seccion relaliva al caso actual, es una parabola.

281. Resumiendo este razonamienlo, vemos 1.° que
23
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todo plano =, paralelo d la interseccion OX de dos planos
directores (1), da una: seccion parabélica, y si adémas's es
paralelo & uno de estos: planos direclores; esla pardbola se
reduce ¢ una recta (nfimero 277): 2.° Si el plano secante
= no es paralelo G la interseceion OX de los dos planos di-
reclores, la seccion es ‘wna  hipérbola; (nimero 278) mas
‘degenera en dos reclas que se corlan, si el plano secante
contiene una generalris de la superficie: 3.0 En ningun
caso la seccion hecha por wn plano cualquiera = en el
paraboloide, puede ser una curva cerrada (nimero 275).

282.  Observaremos tambien que las construcciones
indicadas al (nimero 277) serviran a resolver esle pro-
blema: sobre un paraboloide dado encontrar una genera-
iriz que sea paralela d un plano conocido ». Habra dos
soluciones cuando este plano 7 no sea paralelo 4 lain-
terseccion de los dos planos directores, y el problema
serd imposible, cuando = sea paralelo & esta inlerseccion,
4 menos que no sea al mismo liempo paralelo & uno de
los planos directores, en cuyo caso, exisliran una infi-
nidad de soluciones dadas por todas las generamces pa-
ralelas & este plano director.

ProsLema. Representar un paraboloide ngudmdo por
una recta movible A que resbala sobre dos rectas fijas B
y B, siendo paralela d un plano director dado P; y cons-
truir el plano tangente da esta superficie por un pmo co-
nocido.

283. A fin de dar 4 la figura toda la simelria que

(1) Veremos mas adelante que esta recta OX es el eje princi-
pal del paraboloide, 6 d lo menos le es paralelo, porque los dos
planos directores no estdn determinados en cuanto d su posicion
absoluta, sino en cuanto d su direccion.
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deberémos buscar, para obtener la constraccion de un
modelo en relieve, observaremos que un plano ), para-
lelo 4 las reclas dadas B y B, sera el plano directar del
segundo sislema de generacion (nimero 269) del para-
holoide buscado; y como este plano () esla evidenlemente
delerminado, & lo menos en direccion por los dalos ac-
tuales /del problema, nos sera permilido adoptar las dis-
posiciones siguienles:
ok lalegnremos el. plano  horizontal de proyeccion
perpendicular 4los dos planos directores P'y Q que es-
laran representados por sus trazas horizonlales op y og.
2.°  Dirigirémos el plano vertical de proyeccion de
manera que, sea paralelu a la recla og que divide en par-
tes lgualps el angulo pog: despues trazaremos las pro-
yecciones (GD, C’D’) de la recla dada B, y las proyec~-
cionies (EF, C'E’) de la otra directriz B, observando que
las dos i proyecciones CD y EF, deberan ser necesaria-
mente paralelas entre si porla condicion primera, pues
que Jo serin & la traza og del plano director Q.
3.° 1 Podemos’ elevar 6 bajar el plano horizontal de
tal suerte que la linea de tierra VY’ pase por el punto
C’, en-que se corlan las dos proyecciones verlicales de
las directrices B y B.; y entonces las trazas horizontales
C y E de estas rectas, se hallarin sobre una misma per-
pendicalar CE 4 la linea de tierra. -
k° Limitaremos  estas -directrices ‘en los puntos
(D, D")+(F, F*) en que van & encontrar el plano vertical
DOF, trazado perpendicularmente sobre la mitad de CE:
de suerte que la figura' CDEF serd un rombo, cuyo cen-
tro O 'seré la proyeccion del eje del paraboloide, con tal
que las directrices: B y B, estén igualmente inclinadas
‘sobre el plano horizontal; actual.' Aunque- esta Gltima
~ condicion podra muy bien no llenarse por las directrices

F. 89.
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que ‘asigna la cuestion: admiliremos que se verifica en
este caso, 'y por consrguwnle que los punios (D, D7)
(F.F') estan 4 la misma altura, alendido’ queen todos
los casos obtendremos enire las generatrices del parabo-
loide, dos rectas que estaran igualmente inclinadas sobre
lavertical, y que podrén sustituir & las directrices da-
das (CD, C'D’) (EF, C’F’), si estas dltimas no llenasen
esla condicion.

284. Esto supuesto, la recta que reunira los punlos
E, Dy (7, D’ serd evidentemente paralela al plano di-
rector P, pues que su proyeccion horizontal DE se en-
cuentra paralela & la traza op de este plano vertical P,
conforme & las' condiciones 2.2 y 4.* del nlimero prece-
dente. Luego (DE, D’C’) es una posicion de la genera-
triz movible ‘A; y eomo sucederi lo mismo respeclo 4 la
recta (CF, CF*) vemos que si dividimos en el mismo
niimero de partes iguales, las dos directrices (GD, C'Dr)
(EF, C'F*) y unimos los punlosde division 0, 16 1, 15;
2, 14; 3, 13... oblendremos asi las diversas genera-
trices del sistema A, @ saber (DE, D’C’) (GH, G'H’)
(CF, C’F)....; ademas todas eslas reclas eslarin pro-

ectadas horlzonlaimenle sobre paralelas a la traza op
el plano director P.

El plano tangente al paraboloide en un punto cnal-
quiera » dado por su proyeccion horizontal, se oblendra
trazando las generatrices >« y A3 respectivamente para-
lelas & DE y DC, puesto que si proyectamos sobre el pla-
no vettical los dos puntos en que cada una de eslas va &
cortar los lados opuestos del rombo CDEF, encontrare-
mos las proyecciones verlicales de estas generalrices y
solo restara hacer pasar un plano por estas dos rectas.
No se hace esla construccion por lemor de complicar la
figura y por considerar no ofrece dificultad.
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285. Hemos indicado al (nim. 272), el procedi-
miento que se emplea para la construccion de las cafione-
ras gauchas; como su uso es muy comun, procuraremos
hacerlo conocer con mas claridad.

Sea A’B’ (F. 90) el plano de la cafionera que hace
las veces de plano director, y BC’, A’'D’ las directrices,
de las que B’C’ representa la altura y declivio interior
del merlon, y A’D’ su declivio esterior.

Conocidos los perfiles, como es consiguiente para
Hegar 4 este estado, estos datos siempre lo han de ser, y
la construccion grafica resulta muy sencilla, porque co-
nocida las B'C’ y A’D’ dividiendo una de ellas en un ni-
mero cualquiera de partes iguales, y trazando de los
puntos de division paralelas al plano director A'B, las
1,17: 2,2, 3.9, nos representaran las generalrices que
engendran la superficie.

Sc han podido tambien dividir las dos reclas en el
mismo nimero de parles iguales, con lo que resultarian
divididas proporcionalmente; y uniendo eslos punlos de
division, tendriamos el mismo resultado.

286. 'En la practica, los procedimientos varian segun
la clase de materiales que se emplean. Cuando son de
Jadrillos 6 tepes, no hay mas diferencia que la magnitud
de las parles en que se divide una de las directrices, que
se arregla al grueso del tepe ¢ ladrillo; marcados con
listones los declivios interior y esterior que nos repre-
sentan las directrices B'C’ y A’D’, ni aun se hace necesa-
Tio efectuar la division, porque consideradas paralelas
{as caras de los ladrillos é tepes, solo se necesita fijar su
direccion que se consigue, colocando la cuerda a la allura
del grueso del ladrillo 6 tepe sobre los dos listones 6 sean
1as directrices. Sentado el primer dérden sobre el plano
de la cafonera v en contacto de la cuerda, por la arisla
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superior, se corre la cuerda otro espacio. de 1gual esten-
sion y asi'sucesivamente, 2 Wi

Si las cafioneras se hubiesen de censlrmr de Z8rZ08,
se hace necesario marcar por medio de cuerdas, dife-
renles posiciones de las generalrices, & fin de que la su-
perficie quede bien determinada; hecho eslo, por cualquie-
ra de los dos medios (nim. 285) por la parte interior,
se clavan piquetes de manera que queden rasanles a las
cuerdas; con lo que se habran oblenido las generalrices
del segundo modo. La distancia enlre eslos piqueles,
depende de la mayor ¢ menor flexibilidad del zarzo que
se ha de entrelazar con los plqueles como estan los mim-
bres de los gaviones.

Si hubiese de emplearse sa‘lchlchones. conviene fijar
con crecido ndmero de generatrices la superficie, para po-
der adaplar a ella los diferentes drdencs de salchichones.

- De la rosca de filete triangular.

287. Si imaginamos un tridngulo «' A’ a”, .cuya base
o' &" coincida, sobre una arista de un cilindro vertical de
base circular, 'y cuyo plano pase constanlemente por el
eje del cilindro girando uniformemente alrededor de esta
recta, y suponemos que al mismo liempo, esle tridngulo
se eleva en cantidades’ proporcionales & los espacios an-
gulares descrilos por este plano movible, de tal modo, que
en cada revolucion lotal, el Iridngulo isésceles, se eleve
una canlidad igual a su base o ". esdecir, que haya lo-
mado la posicion &”A”a"; el silido engendrado por este
triangulo movible, serala rosca lnangular, en que el ei-
lindro inlerior, es el monlante.

288. Es evidenle que en virtud de estas condiciones
el vérlice A describird una hélice ABCDEF, A’P'.... que
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pertenece & un cilindro concéntrico con el primero, y
~euyo. paso.es igual @ «"«": ademas los lados Ara’y Aa
rencuentran el eje formando angulos constanles con esta
‘recta, de que résulta que las dos caras: de la rosca son
-poreiones de dos helizoides gauchos, en que la hoja su-
‘perior forma la-‘eara inferior de ‘la rosca, mienlras que
la:superior de la rosca, pertenece a la ho]a inferior del
olro helizoide: AN S

289. 1. La conslruccmn graﬁca de la rosca se hace con
el auxilio de la proyeccion horizontal. A este fin, cono-
cido®el radio o« del ‘monlante a57Z0*, cuyo centro o
corresponde al eje verlical o'z y el vuelo A de la
rosca, la circunferencia ABC.... se divide en un ni-
mero cualquiera de parles iguales, tanto mas numerosa
cuanlo con mas exaclilud se quiera obtener el trazado de
la curva, con lo que quedara proporcionalmente dividido
el monlante ad7..

Ll eje verl:cal se dmde en un nhmero indetermi-
-nado de parles iguales; cada una de eslas divisiones
verlicales, marcara los espacios recorridos por el Lrian-
gulo «A’a” en senlido verlical, mientras que los A, B

" delerminaran los espacios angulares que en el mismo
tiempo ha recorrido ¢l mismo. (riangulo girando alrede-
dor del eje; por manera que en las verticales elevadas
de los: punlos A, B, C, D.... deberan encontrarse los
A7, B, C, Dr.... Para fijar su posicion, conocido el punto
medio de la base «’«” del triangulo «’A’e” que corres-
ponde a 0, 16: (razando en él Ja perpendicular 8 A’ al
eje, el punlo A’ en que esla perpendicular corta la ver-
tical AA’, sera el vértice del triangulo cuyos lados apo-
yaran en 0, 16. Para la posicion inmediata, el vértice
debe encontrarse en la vertical BB, Como 4 cada espa-
cio angular AB corresponde una division vertical, tra-
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zando del punto 9 la horizontal 9 B, el punto B sera el
vértice del triangulo en la nueva-posicion. Las esiremi-
dades de-la base de esle triangulo habran recorrido olra
division, y partirdn de los puntos 1, 17. Los punlos a'«”
de las hélices trazadas sobre ¢l montante, ¢ sean las in-
lersecciones de las caras, quedaran delerminadas por
las inlersecciones de las verticales elevadas de los #3729
con los lados 0, Ar, 16 y 17, B’, 17.., de los tridngulos en
las diversas posiciones que loman en cada uno de los
espacios recorridos sobre el eje, uniendo por un lra-
zado conlinuo los punlos A'B'C'Dr.... y los «"¥¥='¢
lendremos el contorno de la rosca triangular.

De la rosca de filete cuadrado.

290. 'Esla rosca es engendrada por un reclangulo
AO, A’0r3Lr, cuyo plano que pasa por el eje de un
cilindro recto y circular, gira uniformemente alrededor
de este eje, mientras el reclangulo se cleva lo largo de
las aristas del cilindro, en canlidades proporcionales &
los espacios angulares descritos por su plano movible.
De aqui résulla evidentemenle que los puntos A, A'L’ des-
criben en esle movimienlo dos hélices iguales, cuyo
paso A’A" 6 L’L” se proporciona al objelo & que se
destina y la nataraleza del material, para que tenga la
suficiente resistencia y deje libre paso al salienle de la
matriz L/A", que engrane con la rosca.

Ademas los radios AO, A’Or, L’ 3 que se apoyan so-
bre estas hélices y sobre el-eje, cortando ésle en angulo
reclo, engendraran caras gauchas que perteneceran a he-
lizoides de plano director, mientras el lado A’L’ descri-
bira una zona cilindrica que terminara esteriormente

la rosca.
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Visto el procedimiento empleado para determimar la
construccion grafica de la rosca de filele triangular,
basta la inspeccion de la figura para venir en conoci-
mienlo de la consiruccion de la rosca de filele rectan-
gular, por cuya razon nos abstendremos de entrar en
sus delalles de construccion.
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CAPITULO UNICO.

SISTEMA DE ACOTACIONES.

291. Este sistema difiere de la Geometria descrip-
tiva de dos planos, en que las proyecciones se represen-
tan en uno solo, que se supone horizontal y se llama
plano de comparacion, sustituyendo & las alturas repre-
sentadas en el plano vertical, acotaciones ¢ colas, que
espresan lo que los puntos 6 lineas estan’ elevadas del
plano horizontal.

Lém.45. 292, Asi, un punto (a) (Fig. 1), esla fijo de posicion
por su proyeccion horizonlal, y su cola (6) espresa lo
que esle punto esta elevado del plano horizontal. Cuando
dicha proyeccion perlenece &4 dos ¢ mas punlos, como
(d), olras lanlas colas escritas al lado, daran a conocer
las alturas respeclivas de los puntos contenidos en la
recla proyeclanle.

293. Las colas se suponen siempre referidas 4 upa
unidad conslante para cada plano, la cual puede ser in-
dependiente de la escala del plano.
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Las proyecciones acotadas de dos punios cualquiera
(2. 11) (Fig. 2) determinan una linea tdnica en el ‘es-
pacio. i ¥

294, Toda lmea del espacxo dividida en un nimero
delerminado de parles iguales 6 de otro modo" cual-
quiera, liene por ‘proyeccion otra recla dividida en el
mismo nlmero de parles proporcionales, como queda de-
mostrado en la (G. E).

Cuando la proyeccion de una linea, esta ignalmenle
dividida y acotada, forma la escala de pendiente de la linea.
Esla escala se obliene dircctamente por una sunple sus-
traccion. )

293. Sea (5.11) (Fig. 3), la linea cuya escala se
quiere delerminar, véase la diferencia 6, de las 'dos co-
tas, dividase la linea en el nimero de parles que espresa
esla diferencia y se tendrd la escala de pendlenle de la
linea propuesta.

Si una 6 ambas colas contuviesen decimales, en nada
variaria el procedimienlo, sino en eslar refendo a'la uni-
dad de érden inferior.

296.  La traza de una linea es el punto en que la li-
nea corla al plano de proyeccion, por consiguiente en
esle punto corresponde la cola (o).

Si una linea es horizonlal, todos sus puntos distaran
igualmente del plano de comparacion, esta limea quedara
bien represenlada por las colas 1guales de dos'de sus
puntos (4. &) (Fig. 3). -

Dos lineas siluadas en un plano perpendlcular al ho-
rizontal de comparacion, eslarin bien espresadas por la
B de la (Fig. 3) con las dobles acolaciones," acentuadas
las de una de las reclas, ¢ colocadas cotno mamﬁesla
dicha linea B.

La A de la (Fig. 4) representa una linea lumlada en
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los: dos senndos. Ja B, una linea limitada en un senlido,
y la Cilimitada en los dos sentidos.’ |, = .1 1!

Toda vertical tendra por proyeccion un punto,la
letra designard :su' Iraza y la- cold su-eslremo opueslo,
caso de ser limitadd, Si la'linea no apoyase en el plano
horizontal, dos cotas daran & conocer Jos estremos de la
recta como (3. 8) (3. 8) (Fig. 1).

Del plano. . i

297.  Se-dice que esla determinado un plano, cuando
se conocen dos rectas conlenidas en él. En el sistema de
acotaciones basla una sola recta que es la linea de pen-
diente del plano. Esla es aquella cuya inclinacion con sn
proyeccion, mide el angulo que forma el plano con el de
comparacion: de lo que resulla, que midiéndose el an-
gulo que forma un plano coa el horizonlal, por la inter-
seccion del plano perpendicular 4 la comun seccion, es
consiguienle que esta sea horizonlal y perpendlcular a
la linea de pendiente.

Las, horizontales' de un plano son por conmguienlc
perpendiculares 4 la livea de pendiente del plano, de
que se deduce, que conocida la linea de pendiente de un
plano, eslara completamente delerminado.

298.,  Siseida |a linea (CD) (Fig. 5) cuyasi colas son

(8- 9) y-se supone sea la linea de pendiente de un plano;
tambien lo seran todas las paralelas 4 ésla ‘igualmenle

divididas; por manera que si acolamos esla linea como
s¢ hizo (nhm. 5) 6 la paralela & ella EF, esia podra
ser la escala del plano.

299. Se ha dicho que conocida la eseala de pen-
diente de un plano, esla determinado: en efeclo, si cono-
cida la EF quisiésemos delerminar la cola que corres-
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ponde 4 un punto @ de &I, la perpendicular (z, 4,8) 4
la linea de pendienle acotada, nos determinara pbr su
interseccion, la cola que corresponde al punto ().
Con objelo de"que la escala de pendiente de un plano

se distinga de la de una Iinea se Ia demgua con dos Ii-
neas ‘como la EF.

" Un plano verhcal se di’ & conocer por su 'traza MN,
sin a31gnarla colas.

Lineas curvas.

300. Estas lineas pueden ser planas ¢ de dohle cur-
vatura. En el primer caso, conocida su proyeccion, bas-
tardn las acolaciones de tres de sus puntos para fijar los
correspondienles & todos los demas de la' curva. En el
segundo caso, la curva puede eslar en una superficie, y
por consiguienle sera delerminada siempre que conoz-
camos su proyeccion y la generacion de la superficie en
que esld. En todo caso, una curva cualquiera estara de-
lerminada con tanta mas exaclilud, cuanlo mas nume-
rosas'y préximas estén las cotas de dicha curva.

301. " La'AB (Fig. 6) representa una curva de doble
curvatura.

La proyeccion C perlenece & una hélice.

Cuando las curvas eslin contenidas en planos verti-
cales, es consiguienle que sus proyecciones queden con-
fundidas con las: trazas de estos planos, ‘pero no podrin
confundirse con una recla, por las diferentes distancias
4 que estaran las cotas que se diferencian en una unidad.

'(La D es una curva conlenida en el plano verlical.

Una curva cerrada se conocerd por las dobles acota-
ciones como la E.

Coando existan dos curvas cunlemdas en un plano



—190—
verlical, se lildaran las colas correspondicnles a una de
las dos. 1.

Superficies curvas.

302. - Una superficie cénica (3. &. 5....17) (Fig. 7)
quedara definida por la proyeccion acotada de la curva
directriz (3. 4. 5....) y su vérlice, porque, dada la pro-
yeccion de un punto de la superficie, podemos asignarle
su cota, haciendo pasar por él, la generalriz que le cor-
responde.

Una superficie cilindrica esla igualmente determinada
por la curva directriz y una de sus generalrices.

Las superficies gauchas engendradas por dos reclas
direclrices y una generalriz, eslan completamente defi-
nidas desde que se conocen aquellas y el plano direclor.

Lo mismo puede decirse de las superficies gauchas
que tienen por direclrices una recta y una curva 6 dos
curvas.

Las superficies de revolucion, no regladas, se daran
4 conocer por un meridiano y un paralelo. Si el eje es
paralelo al plano de comparacion, habra un meridiano
que tambien lo serd, las colas de este habran de corres-
ponder & los estremos de lodos los diametros horizonta-
les de los paralelos.

Superficies irregulares.

303.  Acabamos de ver que ninguna indetermina-
cion ofrece el uso de un solo plano para la representa-
cion de las superficies sujetas a leyes delerminadas; va-
mos 4 ver como podemos obtener el mismo resultado
para las superficies que no eslan en este caso.
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304. El medio mas sencillo es el de suponer eslas
superficies tales como la ABC, A’B'C’ (Fig. 8), cortadas
por planos horizonlales, como los 1. 2. 3... proyeclar
las eurvas de inlerseccion, y para que las zonas irregu-
lares que resultan entre estas curvas, puedan ser toma-
das por superficies desarrollables, hacer que los planos
horizontales estén lo mas préximos posible.

Como se deja ver, esle procedimienlo aunque el mas
aproximade, no es enleramente exacto, porque las zonas
que resultan no son superficies desarrollables, atendido
a que las curvas que limilan estas zonas, no tienen nor-
males comunes. Sin embargo, como somos dueilos de
hacer tan pequefia como queramos la distancia entre los
planos horizontales y determinar cuantos punios quera-
mos en. cada curva, podemos llevar la aproximacion al
grado que se quiera.

Tal es el procedimiento empleado para la represen-
tacion del terreno por el sistema de curvas de nivel.
Como estas curvas son horizontales, una sola cota es su-
ficiente para cada una.

Problemas.

- Dados dos puntos (k. 9) (Fig.'9) determinar la lon-
gitud efectiva de la linca que los une.

-305. Esta linea es la hipotenusa de un tridingule
reclangulo, en que un cateto es la proyeccion horizontal
de la distancia entre las proyecciones de los punlos, y el
otro la diferencia de alluras entre dichos dos punlos,
(G. D. nimero 20). Por manera, que si rebatimos al
plano horizontal, las proyectantes (&. &) (9. 9’) con las
longiludes que espresan sus colas, la linea (4. 9’), que
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une eslos estremos; sera la Iongllllﬂt efectiva de la dlatan—
cia entre los dos plntos (4.9).  zalst zaioily:
1306 El.dngulo que forma una Iineé con el pla_no--de
compa'racien od-ely que. forma Ja linea del'espacio eon

s proyeccion (G. D. numero 2&) 1Esle: ﬂngulosencpma
en &7 1 rie o4q 28h
| valor'de Ja tangente kr=—r,' '~ "l
por el valor __ala rmgen_s T Ssgn B alen adad sin
I " PROTTITIN
o el tle la catang b=—- s

T sen P S R e
Dada la, proyeccion A Ao punto (Flg[ 10) encon-
trar la._proyeccion, de una. linea que pasando, por. dicho
punth, tenga la inclinacion de Edsea-i? Yeuphe A6} 15004
i A1) 201i 61 (140 f
307. 'Si itvaginamos un cono reclo ‘que tenga su
vértice en A y cuyo radio n de la base, 'sea de 15 par-
tes v su'eje n de 30; es consiguienle qué lodas las ge-
neratrices de este cono, eslaran en la razon que se pide.
Luego si haciendo centro en A, con un radio de 15 par-
tes, describimos un circulo sobre un plano ‘paralelo al
de proyeccion, cuya cota sca (4), loda linea que como
la (h. 34) parta de A y.se apoye en la circunferencia,
satisfara las condiciones pedidas. :

Por tres puntos dados, hacer pasar un plano, 6 sea
consiruir la escala de pendiente del plano que pase por
tres puntos dados. i

308. Si acotamos la linea que une los punlos de ma-
yor y menor cola de los propueslos, y unimos el tercer
punlo con el de igual cota de la linea, esla sera una ho-
rizontal del plano; y como la linea de pendiente ha de
ser perpendicular & esta, trazando 4 una distancia arbi-
traria la linea de pendiente, y por los puntos acotados
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las paralelas @ la horizonlal, nos determinarin por su
interseccion con ella, la escala del plano. ' Vi the

La solucion de este problema es general paralos, di-
ferentes casos que pueden ocurrir de delerminar el plano
que pase por una recla y un punto; por dos- paralelas 0
dos reclas que se corlen.

Por un punlo trazar una recla paralela d olra dada.

309. Si dos reclas son paralelas, sabemos que sus
proyecciones tambien lo serdn. Si pues por el punto de-
signado Irazamos una paralela 4 la recta dada, en ella
debera encontrarse la linea que cumple con la condi-
cion y quedard delerminada, ‘uniendo el punto pro-
puesto con el de igual cola de la linea, esta sera una ho-
rizonlal del plano que conliene las dos paralelas, (razan-
do por los demas punlos acolados, paralelas a la hori-
zonlal determinada, sus intersecciones nos delerminaran
las colas de la recla paralela a la dada.

Por un punto dado, hacer pasar un_plano paralelo ¢
una recla dada.

~310. " Por el punto dado, siempre serd posible trazor
una paralela a la propuesta, y como por una linea pueden
pasar infinidad de planos, todos los que hagamos pasar
por la espresada linea, cumplirdn con la condicion:

Determinar la mas corla dlstancm de un punto d una
linen.

311. La mas corla distancia de un punto (5) :'1 una
linea (1. 7) (Fig. 11) eslara represenlada por la ‘perpen-
dicular (razada del punto a la linea.

Para fijarla, pueden emplearse dos medlos

1.c  Encontrando la longilud efecliva de los tres la-
dos del Iridngulo que resullaria de unir el punlo dado,
con los estremos de la linea y trazar la perpendicular,
ver &4 qué punto corresponde el pie de esta perpendicu-

25
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lar, cuya cota sera conocida y unir la' proyeccion del
punlo, con el de la linea cdya cota nos hublese ‘marcado
el pie'de la perpendlcular ) ‘

'92.° " Unietido el ptinlo pmpuoslo. con’ eT de 1gua| cota

dé Ta linea, la (5. 5) que los une, serd una horizonlal
del plano que ¢ delermman la linea y el punlo.
Si hacemos girar esle plano alrededor de Ja horizon-

tal determinada (5. 5), todos los puntos de la linea
(1. 2. 3....) marcharan por perpendiculares i la charnela

(5.5); por manera, que si encontramos la magnitud
efectiva (1°. 5*.) de la:(1. 5), como el punto (5), perte-
nece @ la charnela, en el giro no habra variado de posi-
cion, ' trasladando- la -estension (1’. ') del 'punto(5),
hasta que corte la‘perpendicular (1. 1), los puntos (1. B)
perténeceran a la linea propuesta rebalida en sus justas
dlmensmnes y en el plano que contiene al punto. Si del

punlo designado, bajamos la perpendlcular (5. 28 8) vy

por el punlo de inlerseccion (2,8), lrazamos una para-
lela 4 las perpendiculares, esta nos delerminara por su
encuentro con la (1. 7) la proyeccion (2,8) del pie de. la
perpendicular 4 la linea propuesta; uniendo esle punlo
con el designado, la (5. 2,8) sera la proyeccion de la li-
nea que mida la mas corla distancia del punto a la linea
propuesia.

Encontrar la proyeccion acotada 'de una linea per-
pendicular @ un plano dado, en un punto del plano tam-
bien dado.

312.  La proyeccion de csta linea perpendicular de-
bera ser evidentemente paralela 4 la escala del plano,
mas su inclinacion con relacion al plano de compara-
cion, - serd en senlido opuesto: es decir que sila pen-
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diente del plano es %‘, la de la recta perpendicular ha-

L i n
bra de ser — -
m

Luego si & partir del punto (7) (Fig. 12) designado
y en sentido inverso, dividimosla recta (3. 9) igualmente
acolada que la escala del plano AC: la (6. 8) debera ser
la perpendicular al plano en el punto designado.

Bajar una perpmdwu!ar d¢ un plano de un punto
fuera de él.

313. Por el punto podremos imaginar que pasa un
plano vertical, cuya fraza sea paralela & la linea de pen-
diente: este plano cortara al dade segun una linea en
que eslara proyectado el punto. .

Si rebalimos_esle plano y del punfo demgnado lra-
zamos la perpendicular & la comun seccion de los dos
planos, quedara resuelto el problema.

La perpendicular bajada del punto de interseccion 4
la escala, nos delerminara la cola correspondiente & este
punto. que con la del punto dado, determinaran la pro-
yeccion de la perpendicular.

Por dos rectas dadas AB y CD kacer pasar dos planos
paralelos.

314. Si por un. punto A de la recta AB trazamos
una paralela & la CD igualmente acotada, y por.el punto
de igual cota C de la GD trazamos una paralela 4 la pri-
mera AB con las mismas condiciones, cortindose estas
lineas dos @ dos, y siendo paralelas; determinaran dos
planos paralelos cuyas escalas serd facil consiruir por lo
dicho (nimero 308).

La distancia efectiva entre los planos MN y ST es-
tara medida por la perpendicular a dichos planos. Esta
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linea perpendicular pg tendra por proyeccion una linea
paralela @ la escala del plano, y el plano que la proyecta
habra de corlar 4 los dos determinados; luego si reba-
timos este.plano, las comunes inlersecciones sty mn,
marcarin la distancia efecliva que bay entre ellos, que
eslard medida | pel la_perpendicular ac.

or. un guulo dado hacer pasar un_plano parale!o i
otro dado _

315." Puesto que Tos planos han de ser paralelos sus
escalas de pendleme tambien lo deberan ser, y no habra
mas que por el punto dado trazar una parale!a y asig-
narla, ‘4 contar de dicho pun'to, cb!as lguales a las de la
escala’del plano’ dado:”

Este procedimiento” es ignalmente aplicable al caso
de trazar una recta paralela & otra por un punto dado.

Dados dos phmo: por sus escalas, determinar su comun
seccion.

316. Siendo esta una linea comun 4 los dos planos,
cada punto de ella habra de encontrarse en la comun
seccion de las horizonlales de igual cola trazadas en cada
plano. Si nos propusiésemos encontrar la comun seccion
de los planos AB y CD (Fig. 1), no habra mas que tra-
zar las horizonlales en cada plano eorrespondientes & los
punlos de iguales colas, tales como (A 3. B 107) y (C 3.
D 10), los puntes en que eslas se corlan, son punlos de
la comun seceion (3. 10’).

317. < Puede ocurrir que sea tal la posicion de los
planos, que las horizonlales vayan a concurrir fuera de
los limites del papel; en cuyo caso, serd necesario va-
lerse de planos auxiliares. Sean por ejemplo los pla-
nos AB y CD (Fig. 15); si consideramos las horizonta-
les de estos planos correspondientes & las cotas (6. 14),

(6. 14) y unimos dos punlos cualquiera de las hori-
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zonlales de igual cota en cada plano, por dos parale-
las tales como (14. 14) .y (6. 6), eslas dos lineas las

podemos considerar'como horizontales de un plano au-
siliar que cortard 4 cada uno de los propuestos segun
lag (6. 14) (14. 6) el punto en que eslas interseccio-

nes'se corlan sera la comun seccion de los tres planos.
Trazando olras dos paralelas (6. 6) (14, 14",) ob--

tendremos un segundo punlo perteneciente te & lacomun
seccion de los dos planos, con lo que quedard deter-
minada la mn que buscamos.

318. Si los planes fuesen los (4. 10) (12. 7) (Fi-
gura 16) bastard rebatir al plano horizontal los puntos
acotados, y con ellos las lineas que reprcsenlan y el
punlo {n) en que se corlan serd perleneciente 4 la co-
mun seccion. Como eslos planos tienen las proyecciones
de sus lineas de pendicutes paralelas, sus horizonlales
tambien lo habrén de ser, las Irazas de eslos planos son
por consiguiente paralelas y su comun seccion habra de
serlo a dichas horizonlales.

Determinar el dngulo que forma um plano con el de
comparacion.

319.  Esle angulo esta medido por las intersecciones
que un plano verlical paralelo & la linea de pendiente,
produce con el propuesto y el de comparacion. Puede
espresarse este angulo por el valor de su langente 0 ob-
lenerse grahcamenle segun convenga.

En el primer caso, suponiendo que AB. (F 17) sea
el plano propuesto, tomaremos la CD por la traza del
plano verlical que mide su inclinacion. Este plano corta
las horizontales que parlen de los puntos C y D, cuyas
colas son 3. 8. Si valuamos por la escala del plano la
CD=12 que mide la distancia horizontal de los puntos
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€'y D, y delerminamos la diferencia de cotas 8. 3. len-
dremos por valor de tangente Di% :

En el segundo caso, conservando los mismos_ datos;
si rebatimos al plano horizontal el verlical CD; en el
trapecio CD. 3. 8 lendremos en sus justas dimensiones

las intersecciones del plano vertical CD con el propuesto
y el de comparacion: si por el punto d trazamos la ed
paralela 4 la traza del plano, el angulo cd8’ sera el que
se busca.
Determinar la interseccion de una linea con un plano.

320. Sea AB el plano y CD las proyecciones de la
recta (Fig. 18). La cuestion esla reducida & considerar
uno de los infinitos planos que pasan por la linea pro-
puesta y determinar la comun seccion de los dos planos.
A esle fin, trazamos las horizontales A2" y B12' del
plano propuesto, y si por los punlos de iguales colas de
la linea, trazamos dos lineas, sin mas condicion que la
de ser paralelas entre si, tales como G2’y D12 eslas
lineas las podemos considerar como horizontales de uno
de los planos' que pueden pasar por la CD, los puntos
en que las horizonlales de este plano corlen las corres-
pondientes del dado, serin puntos’de la interseccion
(2'.12%) de los dos planos, esld encuentra @ la linea en
el punto B, Juego esta sera la comun seccion de la recla
con ‘el plano.

Dadas dos lineas contenidas en un plano vertical, de-
terminar su comun seccion.

321.  Si por cada una de las lineas propuestas ha-
cemos pasar un plano, quedara reducida la cuestion &
determinar la comun seccion de eslos dos planos.

Lim.A6.  Sifuesen AB y CD (Fig. 19) las lineas propuestas,
elegiriamos en una de ellas, (al como la AB, dos punlos
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(5.:12) y: por ellas trazaremos dos lineas paralelas entre
si, tales como 5m y 12n, que nos represeniaran las ho-
rizontales de un plano que pase por AB. Si por los pun-
tos de iguales' colas de la CD. trazamos otras dos liveas
5moy 12'n, con la misma condicion, 'representaran del
mismo modo: dos horizontales del plano que pasa por
esta;linéa. Los punlos m y n en que' estas horizonta-
les se cortan, seran puntos de la comun seccion de los
dos; planos; el punto (8,2), en que la comun seccion
mn, corta las proyecciones de las lineas, sera su co-
mun. inlersecoion. -

Por una recla dada hacer pasar un pkmo perpen—
dicular d ofro plano dado.

322. Seca AB el plano y CD Ia proyecclon de la
recla (Fig. 20). Si.de un. punto(o) de la'linea, por
ejemplo, irazamos una perpendiculan al ‘plano , estas
dos lineas determinaran el plano perpendicular al pro-
puesto. La proyeccion de -esla perpendicular serd una
paralela & lalinea de pendienle. -

Si- del ‘punto (o) trazamos la CE, esla serd la pro-
yeccion de la linca perpendicular.. Si determinamos la
interseccion de. esta perpendicular con el plano, ten-
dremos acolada esta linea. Esta interseccion no podemos
determinarla por el procedimiento indicado (nim. 312)
por ser dada la proyeecion de la linea, por cuya razon nos
valdremos del rebatimiento del plano proyectanle que pasa
por CE qué cortard al' plano, y cuya inferseccion estara re-
presentada en (3'. 11’) que rebatida sera la (m. n). Elevan-
do la perpendicular del punto (o) conoceremos el punto de
inlerseccion P de la perpendicular. Conocidas las dos li-
neas que determinan el plano, uniendo dos puntos de

ellas de iguales colas tales como (10,1) y (10,1) esta
serd una horizontal del plano, y MN su escala.
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« Determinar la interseccion de una curva) con una su-
perﬁme irregular. i o

323. © Sea’A la superficie y 0, 1) 2 3.... (Fig.21)
la curva’ propuesta: Si imaginamos las horlmnlales de
los diferentes puntos de esla curva; equivaldrd & consi-
derar el cilindro horizontal que la conlenga: sus horizon-
tales cortardn 4 las curvas de iguales cotas de la super-
ficie, por estar en el mismo plano, y eslos seran punlos
de interseccion de la superficie cilindrica con la pro-
puesta, uniéndolos con un trazado conlinuo, el punto C,
en que este trazado corta la proyeccion dela curva, sera
la interseccion de la linea con la superficie.

Determinar la interseccion de un plano dado, con una
superficie conica.

324. La cueslion esta reducida & trazar cnanlas ge-
neralrices del cono se crean necesarias, y delerminar la
interseccion de cada una de ellas con el plano (nlim. 320).

i Por un punto dado sobre una superficie conica, tra-
zarla un plano tangente.

325. - Sea la superficie (2, 2, 2.... 18) (Fig. 22) y d
¢l punto dado. Por este punlo pasari una generalriz, la
tangente (2 B) a la curva de la base en el punto de con-
lacto de la generalriz, delerminara una horizontal
del plano. Si en un' punlo cualquiera B, trazamos la
perpendicular AB, esta sera la linea de pendiente que
limitada por la (A 18) paralela 4 la 2B, la AB conve-
nientemente acotada, representara la escala del plano.

Por un punto dado fuera de una superficie conica, ira-
zarla un plano tangente.

326.  Si unimos el punto designado (¢c) con el vér-
lice (18) podemos detlerminar la cota (2) de esta linea,
esle punlo perlepecera indudablemente al plano de la
base, v como de un punlo se pueden trazar dos tan-
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genles & un' circulo y estas langentes son horizontales,
las perpendiculares 4 ellas serin las lineas de pendiente
de los dos planos tangentés que satisfacen la condicion.
Concretindonos al que determina la horizontal (C. 2),
elevando en C la perpendlclﬂar CDy trazando la (18.D)
paralela & (C, 2), CD sera la escala del plano que cum-
plird con la condicion de ser langente al cono y pasar
por el punto (¢):

Por una recta dada trazar un phmo que forme con e!
horizontal un dngulo (a).

327. Sea AB (Fig. 23) la linea porque se quiere
hacer pasar el plano.

Si rebatimos la AB al plano horizontal y en ella ele-
gimos un punlo S arbitrario y de él bajamos la perpen—
dicular Ss 4 la ab, que podemos considerar como la traza
del plano de comparacion paralelo al horizontal, y en el
punto S (razamos una oblicua Sm’, que forme con la
vertical Ss un angulo 8, complemento del 4ngnlo «, que
es el que queremos que forme el plano, y suponemos
que esta oblicua gira alrededor de dicha verlical, sin que
varie el angulo que forma con clla, engendrard un couo
cuyas generalrices formaran el ﬁngulo que se pide con
el plano horizontal.

Como la base de este cono se supone en un plano
horizonlal cuya cota es (3), todos los puntos de la base
les correspondera igual cota.

Al reslituir la (a 117) 4 su primiliva posicion, el
punto § se trasladard 4 s, los m’, b & m, B sin que hayan
variado las dislancias m' b, m B que representarin el
diamelro del eirculo, base del cono engendrado.

Si del punto A trazamos las tangentes A3, estas se-
ran las horizonlales conlenidas en los planos que bus-
camos y las perpendiculares 3S en los puntos de tan-

26
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gencia, seran las lineas de pendlenle y CD. C:Dr sus
escalas.

328. Sien vez de darse el angulo « se diese Ia es-

presion de su tangente, esp_resada por la rela,clon_-;-

6 sea :—2 la cuestion por lo dicho (nimero 307), estara

reducida & elegir un punto S de la linea cuya cola
esté con la linea que mide la dislancia horizontal del

punto Ayel 1, en la relacion de — 6;—5_-2. El pla-

no de comparacion esta elevado 3 partes, luego el punto
cuya cola es 8, habrd de ser el que adoplemos como
vértice del cono. Si haciendo cenlro en esle punio con
un radio de 6 parles, describimos un circulo, habremos
engendrado un cono cuyas generalrices formarin con el

plano horizontal el angulo cuya langenl_eiig se ;iedia. Solo

restara lrazar la langenle como se hizo en el caso an-
lerior.

Trazar un plano tangenle G una superficie irregular
por una recla cualquiera.

329. Sea la superficie S y (1. 7) (Fig. 24), la linea
porque se quiere hacey pasar el plano. Si acolamos la
linea propuesta, siempre podremos oblener en ella el
mismo namero de colas que las representadas en la su-
perficie; en lal caso, si por los puntos 6, 5, & de la linea,
trazamos langenles & las curvas de igual cola, la que de
eslas forme el menor angulo con la parte descendente de
la oblicua, nos delerminara el punlo de contaclo del plano
que forma el mayor angulo con el horizontal. En efecto,
si lenemos. una oblicua BG (Fig. 25) con el mismo nii-
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mero de cotas que la superficie S, y suponemos que gi-
rando este plano- alrededor de la recta BC, va tomando
las dislinlas posiciones que indican las horizonlales, se
verificara que, cuanlo mayor sea el angulo que el plano
forme con el horizontal, serd menor el angulo que la
horizonlal ' correspondiente 4 aquel planeo, forme con la
parle descendente de la oblicua BC.

330.  Para demostrar eslo, si por el punto &' traza-
mos las paralelas (4. m) ala (3. 3"), (&', n)dla(2.29y
(K. p)ala (1. 1), es consiguiente que (l’.'m) (&.n)y
(4”. p) seran horizonlales que perleneceran 4 los mismos
planos que las respeclivas paralelas (3. 3) (2.2 y
(1. 1’). La inclinacion de eslos planos eslara medida por
la linea de pendienle perpendicular & dichas horizonta-
les. Para que la comparacion nos dé & primera visla el
resullado, elegiremos el punlo 2* para trazar eslas per-
pendiculares ¢ las lineas de pendiente de los diferentes
planos, 'y como lodos los angulos reclos que insisten so-
bre los estremos de un didmeltro, tienen su vérlice en la
circunferencia, si del punto 3’ trazamos una semicircun-
ferencia, y del punlo 2 las cuerdas 4 los puntos de inter-
seccion de las horizontales, es indudable que estas seran
perpendiculares 4 las horizonlales respectivas (4. m),
(&.n)y (4. p). y por consiguiente mediran la inclinacion
de los planos que las conlienen. Por otra parte, los pun-
tos m, n y p lienen la misma cola por perlenecer & hori-
zonlales que parten de un mismo punlo; luego 2'm cuya
distancia horizontal es menor que la que miden las pro-
yecciones de lodas las demas lineas de pendiente, sera
la que forme el mayor angulo con el plano horizontal, y
(i. &) la horizontal de este plano, cuya escala represen-
tara la (4. 0).

331. Volviendo & la cuestion (Fig. 24), para asegu-
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rarse de cual es la oblicua, bastara trazar por el punto
7 paralelas & las horizontales delerminadas, con lo que
tendremos referidos @ un punto de la oblicua, los dife-
renles vértices de los angulos que forman las horizonla-
les con ella y sera facil conocer cudl es el menor. Cono-
cida la herizontal (4. &') que determina el punto de con-
tacto, no habra mas que trazarla una perpendicular, y
esta acolada convenienlemente representara la escala del
plano (&', 1'). '
Trazar un plano langenle por una recta horizontal &

una superficie dada

332. Siendo horizontal la linea propuesta AB (Figu-
ra 26) y debiendo pasar por ella el plano, la linea de pen-
diente habré de ser perpendicular 4 dicha recta; mas es ne-
cesario determinar el punto de contacto del plano con la su-
perficie. A este fin trazaremos las tangentes 4 las curvas
de nivel, paralelas 4 la recta dada, y si prolongamos es-
las tangentes hasta que corten la perpendicular BD, que
podemos considerar como la traza de un plano vertical,
en ¢l se hallaran las cotas correspondientes 4 las dife-
rentes curvas de nivel; por manera, que si por B traza-
mos la oblicua BG con el mismo nimero de colas que
espresan las curvas, y dirigimos las horizontales (3. 3'),
(&. &) (5.8').:.. la que de eslas forme ¢l menor angulo
con la parte desccndente de la oblicua, correspondera al
punlo de contaclo del plano que forme el mayor éngulo.
Para cerciorarse .de cual es esta, empleariamos el pro-
cedimienlo anterior (nimero 331), resultando por él ser
la horizontal 6, bajando de este punto la perpendicular
(D’A); y acotandola, esta serd la escala del plano pedido.

Por un punto dado trazar un plano tanyente a4 una su-

perficie con una inolinacion minima.

333. Paraesto, del punto designado A (Fig. 27) tra-
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zaremos arcos de circulos tangentes a las curvas de ni-
vel, hasta que vayan & corlar la linea arbitraria AB, que
podemos considerar como la traza de un plano vertical
en que lendremos las diferentes cotas de las curvas de ni-
vel. Siimaginamos la oblicua arbitraria AC, acotada, y
unimos los puntos acotados de esta oblicua con los cor-
respondientes a las curvas de nivel, referidos 4 la prime-
ra linea, estas seran horizontales cuyas inclinaciones nos
dardn a conocer & qué curva corresponde el punto de
tangencia. Conocido este, la tangenle & la curva de nivel
correspondiente serda una horizontal del plano, y su per-
pendicular (6. 1), acotada, representara su escala.




Ldam.A17.

 BIBRO Vi,

CAPITULO PRIMERO.
Preliminares.

334. Por lainfluencia de la luz percibimos los obje-
tos que nos rodean. Aunque ningun conocimiento cierlo
tenemos de esla admirable sustancia, sus efeclos son
bien conocidos, y como por otra parte nos basta conocer
alguna de sus propiedades, nos limitaremos & las que
hacen relacion con el objeto que nos proponemos. En
tal concepto, es facil concebir que para que un punto lu-
minoso pueda ser visto de todas partes, es necesario que
emanen de este punto infinidad de rayos luminosos en
todos senlidos. La esperiencia da & conocer que eslos
rayos luminosos, se eslienden en linea recta, mientras
no encuentran obstaculo, y que iluminan en razon in-
versa del cuadrado de las distancias. En efecto: si ima-
ginamos un cuerpo luminoso C (Fig. 1), este cuerpo
esparcira rayos de luz en lodas direcciones; si 4 una
distancia arbilraria imaginamos un plano bd, este plano
recibira una porcion de rayos de luz, comprendidos en-
tre el angulo-dCh, si a una distancia C2, doble de la pri-
mera, suponemos olro plano BD, este plano sera cualro
veces mayor que el primero, puesto que las hases de
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eslas piramides estardn en razon de sus alluras: al pro-
pio tiempo se ve csta iluminado por los rayos de luz
comprendidos en el mismo angulo DCB, de que se in-
fiere, que la misma porcion de rayos de luz, ha de ilu-
minar una superficie cualro veces mayor que la primera,
de que se sigue que la inlensidad de la luz en la segun-
da superficie, sera cualro veces menor que en la primera
lo que se espresa diciendo gue la luz ilumina en razon in-
versa del cuadrado de las distancias.

335. Acabamos de ver en qué razon eslan ilumina-
dos los planos direclos a la luz; vamos a ver lo que su-
cedera cuando eslos planos sean oblicuos a ella. Sea C
(Fig. 2) un punlo luminoso, y AB un plano: esle plano
eslard iluminado por lodos los rayos de luz comprendi-
dos por el angulo ACB: si suponemos que esle plano
gira alrededor de la horizonlal proyectada en D, hasta
tomar la posicion «b, los rayos de luz que le iluminan
en esta nueva posicion, serin lodos los comprendidos
por el angulo aCb<ACB, luego debera estar menos ilu-
minado que en el primer caso. Como el punto b esla mas
préoximo de G que a, se infiere que la inlensidad de la
luz sea mayor en b que en a. Si conlinuamos haciendo
girar al plano hasla que lome la posicion de a'l’, obser-
varemos que en cste caso, los rayos de luz no hieren la
superficie, por consiguienle eslard privada de luz, ¢ lo
que se llama en sombra.

336. Por el conlrasle del claro y oscuro, es por lo
que venimos en conocimienlo de la forma que afectan los
cuerpos. Cuando eslos eslan expueslos @ su accion, nos
presentan una parle de la superficie iluminada y otra en
sombra, a esta sombra se llama sombra propia, y la que
produce sobre otros cuerpos, sombra arrojada. La linea
que separa la parte iluminada del sélido de la que esla
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en sombra, se llama linea de separacion de luz y de som-
bra. Los rayos de luz rasantes al cuerpo, inlerceplados
por la linea de separacion de luzy de sombra, producen
el contorno de la sombra arrojada.

Tales son en resimen los principales efeclos de !a
luz;-cualquiera que sea su direccion y procedencia: rés-.
tanos hacer ver las modificaciones que admifen eslos

principios.
CAPITULO II.

Teoria de sombras.

Si comparamos la distancia del Sol 4 la tierra, calcu-
lada en &0 millones de leguas. con la que hay entre los
cuerpos que nos rodean, sin error sensible podremos
considerar todos los cuerpos como igualmente ilumina-
dos, puesto que los cuadrados de las distancias entre di-
chos cuerpos, son insignificantes comparados con la de
estos al cuerpo luminoso.

337. Por razon del ambiente interpuesto entre nues-
tra vista y los objetos. observamos una degradacion cuya
ley, si bien no nos es conocida, es andloga & la manera
con que la luz obra en los cuerpos (ntim. 334), razon por
Ja que, siguiendo el convenio (G. D. 13) del modo de re-
presenlar los cuerpos, la intensidad de las sombras se gra-
dia’ por la distancia del observador & los cuerpos que se
quieren representar. De aqui se sigue, que si imaginamos
una série de planos paralelos al horizontal de proyec-
cion (1,2,3, &) (Fig. 3), supuesto el observador & una
altura constanle, vera mas clara y distintamente el plano
ntmero 1 que el 2, y este mas que el 3, y aun cuando
por la pequefiez de las alturas no se perciba la dife-
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rencia de uno 4 olro, no dejard de existir y hacersesno-
tar del 1.° al £.° 6 5.0, ¢ entre el 1:° y 2.2 si 5o aumen=
tan las alturas: Por esla razon 'y la de hacerse necesario
en los'disefios, dar & conocer que no eslin en un mismo
plano, se‘indica en el lavado dando una capa igual L}ara
al 1,2, dos al 2.° y asi sucesivamente. : :
< La propicdad del disefio' serd tanto mayor, cnanlo
mejor graduadas estén las lintas. Esta dugradacmn de-
pende del lino 'y gusto del dibujante, lo'que no es posi-
ble/sujetar @ reglas, ni tampoco tomar la indicada como!
general para fodos los casos; pues cuando los planos
sean en corto 'nimero y diferencias de alluras consi-
derables; no bastan el aumento de una sola- capa’ al -
mas iEJaUO' y por el contrario, cuando sean ‘e cre-
cido nimero-y de poca altura, habra casos en’ que no
pueda indicarse sino por un desvanecido general. Las’
mismas consideraciones son aplicables para el caso en
que los planos sean paralelos al vertical de proyeccion.
338. Los planos inclinados pueden: ser directos &
la'luz como af y opueslos como ck. En el primer ‘caso,
. conforme ‘@ lo manifestado, la. parle bf de la cara‘af
(Fig: &) se vera mas-clara 'que la ae; asi en proyec-
cion horizontal esle plano se represenfard con un des-
vanecido suave desde ae &4 bf. En los opuestos & la
luz, parece no deberia cuidarse mas que de oscure-
cerlos, pero por razon del contraste de la parte ilu-
minada eon la privada de luz, hace aparecer mas den-
sa la'sombra enla parle conligua & la ilaminada: como:
la parle mas clara de los planos directos & la luz, es
la' mas préxima & la visty, resulla que en los opuestos és
la mas oscura; asi se establece por regla general, que
los planos inclinados directos d la luz, se suavicen de la
parte mas distante a4 la mas prézima, y los opuestos de

2
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la mas: prévima G la mas distante: claro. en el primer
caso.y oscuro en el ‘segundo. - Libs 2 bilaboas

839, . Para distinguir en los: sdlldos los planos directos
. opuestos & lalnz, es necesario fijar su direccion. Si
consideramos que los cierpos pueden ser iluminados na-
tural 6 arlificialmente , ¥ que en uno.y olro caso pueden
variar-al infinito las posiciones dél astro 6 cuerpo himi-
noso, y por consiguienle las direccinnes-de la luz, serd
facil colegir la dificultad-que ofreceria este estudio, si se
hubiese de praclicar el trazado de las sombras en lodos
los diversos casos que pudiesen ocurrir. Por esta razon
se ha convenido hacer completa abstraceion del cuerpo
luminoso y suponer que los rayos de luz son paralelos,”
siendo lal su direccion, que sus proyeccienes formen an-
gulo de 45.° .con la linea de tierra. Lalinea que salis-
face esta condicion es la diagonal del cubo que va del
angulo superior de la izquierda; al posterior inferior
de; la derecha, supuesla una de sus caras horlzonlal Y
olra verlical paralela & la vista.

340. En efecto, se ve quesienel cubo AC (Fl" 5)
trazamos la diagonal Ac, supuesta la cara abed en el
plano horizontal, y la eCDd en. el verlical, las pro-
yecciones de dicha diagonal seran las ac y De: como
eslas lineas son las diagonales de los cuadrados abed
y DCed, los angulos Ded y dea seran de 45.° como
milades que son de los angulos .deb y deC..

Asi, si lenemos un punlo A y queremos deler-
minar su sombra, esle punlo eslara proyeclado hori-
zonlalmente en @ y verlicalmente en D : oblenidas las
proyecciones del punlo del espacio, no habra mas que
pasar ‘por eslas la paralela al rayo de-luz, que en esle
caso seran las ac y De. Eslas lineas concurren en un
mismo- punto de la linea de tierra y donde eoncurre el
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rayo de luz interceptado por el punto A del espacio, que
es la'traza de la parilela al rayo de luz que pasa por di:
cho punto.’ Luego la sombra arrojada de un punto es'la
trasa ‘de la’ pamls!a at ra _;o de qu que pasa por’ dztﬁo
punto.

341. Sien vez: del punto A fuese la perpendwular
Aa, es evidente que puesto que los rayos de luz son pa-
ralelos, todos 'los interceptados por la linea A, forma=
rin un plano vertical ‘euya direccion serd 1a de la’ diago-
nal ac." Fste plano es de”sombra: su interseccion con el
horizoutal serd la sombra 'de la linea Aa, de donde se've
que Ta’sombra arrojada de una' linea"perpendicular &l
plano horizontal, es la'diagonal de un’cuadrado e tiene
por Indo la longitud de la linea y en'general la'sombra de
una linea es la interseccion del plano que pasa’ por dicka
linea y es paralelo al rayo de luz con los phmos d mperﬁ-
cies que encuenira.

Las mismas consideraciones son aplicables 4 Ia per-
pcndu ular AD, que daria por sombra la linea De.

342.  La parte ilaminada y de sombra de un cuerpo
esta determinada por los planos rasantes, paralelos al
rayo de luz. Estos planos rasanles se fijaran por la para-
lela al rayo de luz y cada'una de las aristas Bb, Be, CD y
Dd que son las lineas de separacion de luz y de sombra
porque ellas separan las caras iluminadas aB, AC y Ad
de las Be'y De opuestas 4 la luz. Esta linea de separa-
cion de luz y de sombra es la que produce el contorno
dela sombra arrojada, por manera que esle conlorno de-
pende & la vez, de la forma del cuerpo y del plano sobre
que se proyecla. Para deferminarla, basla observar que
la arista bB apoya en b en el plano horizonfal, por con-
siguiente esle serd punto de partida ‘de la sombra de di-
cha linea. Si por este punto trazamos en el plano ‘heri-
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zontal la bb’ paralela & la proyeceion del rayo e luz y
por el punto B del jespacio, la paralela Bl', Labran de
cortarse en un punlo ¥ que sera la traza de esla linea 6
la sombra: arrojada del punto B: como el punio de que
ha de partir la sombra es b. unido con ¥, bb' serd la
sombra correspondiente & la linea Bb. . : i

La C¢ paralela al rayo de luz, detﬁrmmara con su
proyeccion ¢’ el punto ¢ de la linea Be, :que unido con
br, dard ¥'¢’, por sombra de la espresada linea BC. Del
mismo modo se delermina-el punto d', perlenecienle i la
vez 4 la horizontal CD y la vertical Dd, y como el punto d
es del plano, unido con d’, lendremos dd’¢'b'b por conlorno
de la sombra arrojada del sélido, y la bBCDd que la ha pro-
ducido separando la parte iluminada del cuerpo de la que
esta en sombra, por cuya razon se la llama linea de se-
paracion de luz y de sombra; se ha convenido represen-
tarla mas gruesa que las' demas lineas que espresan el
conlorno de un solido.

Sentados eslos principios fundamentales vamos & dar
& conocer. como por el auxilio de la G.D. se delerml—
nan las sombras. - :

CAPITULO 11I.
Problemas.

343. Dadas las proyecciones de un punio y las de la
paralela al rayo de luz, determinar su sombra arrojada:
1.° sobre los planos de proyeccion: 2. sobre un plano cual-
quiera: 3.° sobre un cilindro: L.° sobre una superficie ci-
wica; y 5.° sobre una esfera.

Primer caso. Sea (ab, a'l’) las proyecciones del rayo
de luz y (a, @) las del punio cuya sombra se quiere de-
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terminar: pueslo que los rayos de luz son paralelos, sus
proyecciones tambien lo serén; haciendo pasar por (a, a’)
las paralelas (ad, a'd") eslas 'serdn las proyeceiones de la
paralela interceptada por el ‘punto A, cuya, inlerseccion
con el plano, darael punto de sombra: como esta inlersec-
cion es la lraza de la linea, el punto d que salisface esla
condicion, serd la sombra arrojadadel punto (a,a’) 6 A (1).
Por lo dicho-(nimero 340) conocida que sea la allura
de un punto 6 de una perpendicular al plano horizontal,
s¢ podra conocer su sombra sin la 2.* proyeccion; para
lo que bastaré construir el cuadrado acde, cuyo lado sera
lo que el punto diste del plano herizontal ¢ la longilud
de la linea y la diagonal ad, proyeccion horizontal dela
paralela al rayo de luz, sera la sombra de la linea, y d la
sombra arrojada del punto-a. Las mismas consideracio-
nes son aplicables & la proyeceion verfical del punto.
Segundo caso. Sean PQR’ las (razas de un plano y
(a, a') las_proyecciones de un punlo cuya sombra sobre
dicho plano, se quiere determinar. La sombra de esle
punto habra de encontrarse en la interseccion de la pa-
ralela al rayo de luz que pase por él, con el plano. Sien-
do conocidas las proyecciones de esta linea, no habra mas
que encontrar su interseccion con el plano (G.D., ni-
mero 49). ;
_Tercer caso. - Dadas las proyecciones de un cilindro
cuya base es (AB, A'B’) y las del punto (a, a') determi-
nar la sombra arrojada sobre este sélido. Esta sombra
habra de encontrarse en el plano que pase por el punto

. (1) En lo sucesivo no haremos mencion de la paralela al rayo
de luz como dato de los problemas a resolver, puesto que conve-
nidos en que su direccion sea la ya dada 4 conocer, se sobreen-
tiende que es dada para todos los casos.

F.

F.
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y sea paralelo al rayo de luz'y sobre la generalriz segun
fa que, ‘este plano corte al cilindro. Queda pues reducido
a enconlrar la interseccion de una linea de posicion de-
terminada, que es la paralela al rayo de luz, con el cilin-
dro (G. D., niimero 234). n

‘Cuarto caso.” Sean DCS, D'C’S’ las" proyécciones de
un cono, 'y (a, @) la del punto cuya sombra se quiere de-
terminar. No hay mas diferencia de esle caso al anlerior
que la de unir el punto dado ‘con el vérlice, en vez de
hacer pasar por el punto la ‘paralela & la generalm del
cilindro (G. D., ndmero 2335). H

Quinto caso. -Sean (¢, ¢) las proyecclones dela esl'era y
(a, a') las- proyecciones del punto.” En nada difiere'del
casode enconlrar la inlerseccion de una linea con la es-
fera, mas que en ser una linea'de una posnclon delermi-
nada (G.D., nimero 236). -

Sombra a._rrojada. de una'l:lnea..:'

84k. " Todos los rayos de luz interceptados por una
linea formardn un plano paralelo 4 Ta direccion del rayo
de'luz: la interseccion de este plane con’las superficies

que encuenlra, sera la sombra producida por la linea.
Si la linea es perpendicular & uno de los ‘planos de

© proyeccion, los rayos de luz interceptados por ella, for-

mardn un plano que serd perpendicular al que lo es di-
cha linea, y cuya direccion serd la de la proyeccion del
rayo de lnz correspondiente al mismo plano, y'en el otro
una perpendicular a la linea de tierra.

Si la linea fuese perpendicular 4 la linca de tierra, se
hadicho (G. D., nimero &) que la posicion de esta linea es
indelerminada; asi es geomélricamente hablando, puesto
que las lineas se consideran indefinidas, mas en las cons-
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truﬂones graficas, que lienen por objelo.la representa-
cion®le los cuerpos, no exislen estas lineas indetermina-
das; y:en tal concepto, pueslo que se conoce la intersec-
cion deesta linea con la de lierra y:las proyecciones del
punto estremo, estard delerminada de posicion.

345. Sean (ac a'c) las proyecciones de una linea. El
punto ¢ comun & las dos proyecciones, y el (a; a’) punto
estremo de la linea. Haciendo pasar la paralela al rayo de
luz por el punlo (@, @’), oblendremos su sombra d, y como
el punto ¢ es comun a la linea y. los planos, uniéndole
con d, ed serd la sombra que produce dicha linea.

‘Sin conocer el punio (a, a’) se ha podido cortarla
linea por un plano, buscar su interseccion que seria un
punlo cuya sombra podrlamos delerminar..

346. Puede ocurrir que la linea contenida en un pla<

no perpendlcu!nr i los dos de proyeecion, sea perpendi-
cular & uno de ellos, cuyo caso sc ha tomado en consi-
deracion, ¢ que tenga sus trazas conlenidas en dichos
planos. En esle caso, supuesto que seana'y ¥’ las lrazas,
considerada una de ellas como un punlo del espacio. no
habra mas.que delerminar susombrasobre el otro plano

Tomando en consideracion el punto b/, su proyeccion
liorizontal sera b; haciendo pasar las paralelas al rayo de
luz, su lraza fserd la sombra arrojada del punto (b, &) so-
bre el plano borizontal; como el punlo a, pertenece & la
linea y'al plano horizonlal, af serd la.sombra de dicha li-
nea 6 la inlerseccion del plano que pasa por esta linea y
esiparalelo al rayo de luz, con el plano'horizontal, mas
esla sombra corta en d la linea'de lierra, uniendo este
puato con b’ traza verlical de la linea, tendremos add’ por
la interseccion del plano que pasa por la linea, paralelo
al'rayo de luz, ‘con los de proyeccion 6 la sombra arro-
jada sobre dichos planos.

F. 11.
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347.  Del mismo modo, si la linea tuviese una posi-

~ cion cualquiera (ab, a'b') para fijar las trazas-del plano

F. 14.

que pasa por esla lineay es paralelo al rayo de luz; bas-
lara-elegir un punto'd” cuya proyeccion horizontal serd b,
y por él hacer pasar la paralela al rayo de luz; la traza ¢
scrael punto de sombra producido por (b, 8'), 'y como la
traza horizontal ‘de la linea propuesla es a; wniendo'a'y
¢, ac serd la traza horizontal del plano de las dos: lineus.
Esta traza corta la linea de tierra en d, punto comun &
los dos planos, y & traza vertical de lalinea propuesta,
luego adl’ sera la inlerseccion del plano de las dos lineas
con los de proyeccion ¢ la sombra producida por lalinea
propuesia. !

Si la sombra de Ia linea se hubiese de oblener sobre,
un plano, puede ocurrir que la Iinea no encuentre al
plano, 6 que lo corle. 4

348. © Sea en el primer caso PQR’ un plano y (l a'c’
las proyecciones de la linea. Los rayos de Juz mlercep-
tados por esla linea, formaran un plano vertical; la inter-
seccion de esle plano con el propuesto y el de proyec-
cion, sera la sombra producida por esta linea. La traza
horizontal de este plano serd la ar y rr* la vertical; la in-
terseccion de los dos planos eslara representada por (fr,
f'r') én.cuya inlerseccion ha de encontrarse la sombra
producida. ‘Para fijar su estension, puesio que la linea
apoya en el plano horizontal, de este punto habrade par-
tir la sombra; el otro estremo estara delerminado por'la
inlerseccion (de'la paralela al rayo de luz con el plano
propuesto, que sera (s, s'). La sombra pues de esta linea
estari espresada por. as en proyeccion horizontal, y £ en
proyeccion vertical.

349. Sila linea fuese la (ab, a't’) y PQR’ el plano
propueslo, elegiriamos un punlo (b, ¥'); por él hariamos
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pasar la paralela al rayo de luz} su traza d con la adela
linea propuesta; determinaran la traza horizontal ad del
plano de las dos lineas. Encontrando la interseccion de
este plano con el dado, esta seria la sombra; pero cuando
por corlar la traza horizontal & la linea’ de tierra muy le-
jos, se complica la construccion, se delermina la inter-
seccion de la linea paralela al rayo de luz. Sea de unon
otro modo, la linea ad es la traza del plano que pasa por
las dos lineas con el plano horizontal ¢ la sombra de la
linea propuesta sobre dicho plano, esla sombra corta al
plano propuesto en ¢ y p, es la interseccion de la para-
lelaral rayo de luz ‘con dicho plano. por ‘manera que
uniendo'c con p, cp serd la proyeceion horizontal de la
sombra sobre el plano propuesto. La proyeccion verlical
del punto ¢ es ¢y la de p, p’, luego ¢’p’ sera la proyec-
cion:verlical de dicha sombra y la total (acp, ¢/p’).
350, Sean PQR' las' trazas del plano y (ab, a'?) F.16.
las proyecciones de la recta. Como la sombra debe
parlir ‘del punto interseccion de la linea con el plano,
lo primero que conviene hacer es encontrar esta inter-
seccion. Hecho eslo, elegir un punto cualquiera (a, a*)
de la recta, hacer pasar por él la (as, a¥) paralela
al rayo de luz, enconlrar su interseccion y tendremos
dos puntos para fijar la posicion de la sombra sobre el
plano; el punto ¢ en que esla sombra corte la traza R'Q
del plano, serd un punto de sombra en el plano de pro-
yeccion que ha de convenir con la linea que pase por las
trazas verlicales de las dos lineas, puesto que la sombra
resulla en el plano verlical.

La mayor dificultad que ofrece la determinacion de la
sombra de una linea curva, no depende mas que del ma-
yor niimero de puntos que se hacen necesarios para tra-
zarla con exactitud.

28
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Sombra arrojada de un circulo.

861. Todos los rayos de luz interceptados por un cir-
culo engendraran una superficie cilindrica: la interseccion
de esta superficie con los planos ¢ superficies que en-
cuentre, serd la sombra producida por el circulo.

Si el circulo es paralelo & uno de los planos de pro-
yeccion, el cilindro formado por los rayos de luz que in-
tercepta, es oblicuo; si es cortado por el plano & que el
circulo es paralelo, la interseccion que este: plano pro-
duzca serd otro circulo idéntico al propueslo; por manera
que la cuestion en este caso, queda reducida 4 encontrar
la traza de la paralela al rayo de luz que pasa por el cen-
tro y con el radio de circulo propuesto, haciendo cen-
tro en la traza de la paralela al rayo de luz correspon-
diente al plano 4 que el circulo es paralelo, trazar otro
circulo. .

Esté procedimiento es convenienle, no solo para cuan-
do la sombra es toda producida sobre el plano & que el
circulo es paralelo, sino para cuando parte de ella cae
sobre el otro plano. ,

352. Sean (ab, a'h’) las proyecciones del circulo pro-
puesto (Fig. 17): segun lo dicho, su sombra arrojada
sobre el plano horizonlal, sera otro circulo de igual radio
tal como n’¢m's’. Esle circulo corta la linea de tierra en
los puntos n'm’, lo que da & conocer que parte de la som-
bra cae en el plano verlical. Para saber qué parte de él
la produce, en los puntos n'm’ trazaremos paralelas al
rayo de luz. Eslas lineas podran cortar al circulo en uno
6 dos puntos: en el primer caso el punto del circulo que
perlenece al de sombra sobre la linea de tierra, queda
determinado. En el segundo caso habra necesidad de tra-
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zar los diametros perpendiculares & la direccion del raye
de luz, con lo que, viendo de qué lado del. diametro se
encuentra.el punto m’, se inferird el m que la produce;
asi vendremos en conocimiento de que el arco misrn es el
que produce sombra sobre el plano verlical. Una vez co-
nocida la porcion de curva que produce la sombra, no ha-
bra mas que elegir punlos lales como tsr, delerminar las
trazas verlicales, y uniéndolas con los m'w, se tendra la
sombra producida sobre el plane verlical. La determina-
cion de la sombra de un circule, en las diversas posicio-
nes que pueda tener con respeclo a los planos de proyec-
cion 6 de un plano cualquiera, esta limitada & considerar
diversas: generalrices del cilindro formado por los rayos
de luz que inlercepla, y delerminar sus trazas horizon-
tales 6 verlicales, que sera su interseccion con el plano 6
superficie que encuentre. Solo cuando el circulo es per-
pendicular a los planos de proyeccion, se hace necesario
conocer los punlos del circulo en sus dos proyecciones,
para lo cual se rebate 4 uno de los planos (Fig. 18) de
proyeccion. Supuesto el giro en el plano horizontal, en
él podemos designar los puntos AQTCGSR que proyecta-
dos horizonlalmente corresponderan 4 los aglesr, las per-
pendiculares Aa, Qg.... medirdn las correspondientes
alturas a4 que las proyecciones verticales de los mis-
mos puntos estan en la proyeccion vertical sobre la linea
de tierra. Conocidas por esle medio las proyecciones cor-
respondientes 4 los puntos del circulo propuesto, no habra
mas que considerar las paralelas al rayo de luz que pa-
san por cada uno de ellos y determinan su sombra.

Este procedimiento no es arbitrario, ni puede ofrecer
dificultad el conocer cuindo convienen las trazas ‘hori-
zonlales ¢ verticales. Un punto del espacio no puede pro-
ducir mas que uno de sombra, este serd aquel en que la
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paralela al rayo de luz que dicho punto intercepla, en-
chonm al plano.

Dade un cthndro detsrmmar su sombra propm y ar-
rojada.
353, Sea el cilindro recto (ab, a’t). El conlorno da
su sombra arrojada estara determinado por los planos ra-
sanles al cuerpo y paralelos al rayo de luz. Como sus
aristas son perpendiculares al plano horizontal,- las tra-
zas de dichos planos seran las langenles a la base ¢, d.
Como la base superior del cuerpo es un circulo paralelo
al plano.horizonlal, su sombra en eslte plano sabemos
serd otro circulo idénlico, y las tangentes & la base infe-
rior habrén de serlo 4 la sombra de la base superior. Por
consiguiente el conlorno de la sombra debera estar re-
preseatado por la linea emfnd, caso que toda cayese en
el plano horizontal; pero vemos esta cortada por la linea
de tierra en m y n, lo que indica hay una parte mfn, que
debe representarse en el plano vertical. Oblenida esta
segun hemos vislo (nimero 352) en la sombra pruducula
por un cireulo, puede ocurrir, que la linea de tierra solo
corte una porcion del circulo ¢ que corle una ¢ las
dos lineas de sombra producidas por las generatrices de
contacto.| El primer caso es exactamente el ya indicado
del circulo. El segundo caso, oblenida que sea por los
mismos medios la sombra ¢ parte de sombra del circulo

- ~en proyeccion verlical, no habra mas que del punto en

que la linea de tierra corta la linea ¢ lineas de sombra

producidas por la una 6 las dos generatrices, trazar la
tangente 6 las tangentes i la curva determinada; de don--
de se infiere que aun cuando toda la sombra producida
por la base superior de un cilindro no corresponda al
plano sobre que insiste, se hace necesario determinarla
en &l para fijar su direccion. Los puntos de contacto ¢, d
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de los planos tangentes, determinan las proyecciones ho-
rizonlales de las generatrices, lineas de separacion de luz
y de sombra, cuyas proyecciones verticales son las d, ¢';
de estas es visible la ¢’. En los cuerpos redondos como
el cilindro y el cono, hay una linea brillante que perte-
nece & la generatriz de contacto del plano langente per-
pendicular al rayo de luz, que en esle caso es la genera-
triz correspondiente al punto (s, s".)

354.  Si el cilindro tuviese la posicion del represen-
tado en la (Fig. 20) cuya base superior se encuentra en
el plano vertical representada por una elipse, es consi-
guiente que su proyeccion horizontal habra de encon-
trarse en la linea de lierra; mas esto en nada hace variar
el procedimiento para obtener su sombra. Se eligen
cuantos puntos se crean necesarios tales como (ath, a't'd’),
y considerados como puntos del espacio, se determina su
sombra sobre el plano horizontal: esta -série de punlos
dara una curva; trazadas las langenles a la base del cilin-
dro y ala curva obtenida, se tendréel contorno ebb”a"'nd,
de la sombra del cilindro sobre el plano horizontal. Esla
sombra corta la linea de tierra en los puntos b y n; ade-
mas vemos que el cilindro apoya en el plano verlical:
luego si de los punlos bn trazamos tangentes & la base
superior, tendremos delerminada la sombra cbb’, dnn’ pro-
ducida por el cilindro.

355. Si el cilindro fuese el representado por ag, a’g’, F. 21.
cuyas bases son perpendiculares & los planos de proyec-
cion, no habria mas que delerminar las sombras de estas
bases segun se ha dicho para oblener la del circulo (ni-
mero 352). Trazando las tangentes 4 las sombras produ-
cidas tendremos la arrojada p'yh'd‘md. Las lineas de se-
paracion de luz y de sombra quedaran determinadas por
las paralelas (c¢’, dd’, kiK', pp’) al rayo de luz, que par-
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tiendo de los puntos de contaclo ¢, d'; &, p', en que las
tangentes corlan las bases, cuyos punios pertenecen a
las generatrices dh, ¢p. Los puntos d ¢" se oblienen tam-
bien por las proyecciones paralelas al rayo de luz tan-
gentes al circulo DC rebatido, y rebatiendo el plano dd*
sobre su traza horizontal, se encontrara la verdadera
magnilud de la paralela al rayo de luz del punto D, cuya
traza nos determinara el punto d'.

356. Si el cilindro fuese perpendicular al plano ver-
lical, se determinaria el conlorne de la sombra del eir-
culo (ab, a'¥’): como la base ed apoya en el plano verti-
cal, las proyecciones verlicales de las tangenles ¢, s* re-
presentaran las trazas de los planos rasantes, paralelos
al rayo de luz, y la sombra arrojada de la generatriz de
conlacto que ha de ser tangente 4 las dos bases.

El punto de contaclo s’ corresponde a la generatriz s,
linea de separacion de luz y de sombra no visible el (¢, ¢’)
alaque es visible; el (e, ¢) perlenece al plano tangente
perpendicular al rayo de luz que delermina la linea
brillante.

357. Si fuese el cilindro ab; a'V’, cuyas bases estan
en direccion de la paralela al rayo de luz, serd necesario
por medio del rebatimiento de una de las bases, encon-
trar la verdadera posicion de la paralela al rayo de luz
cd, que pasa por el centro ¢; conocida esta trazar las tan-
gentes mp y ns, y los puntos en que estas corlen la pro-
yeccion del rayo de luz sp, marcardn los limiles de la
sombra.

Los puntos de tangencia del circulo rebatido perte-
neceran & la generatriz, linea de separacion de luz y de
sombra, que proyectados dard las ¢r y st & que pertene-
cen en proyeccion horizontal, y q'7’, s en proyeccion
verlical.
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Sombra en el interior de un semi=cilindro.

358. Sea el representado por af, a'f'. La sombra F. 24.
producida por este cuerpo sobre el plano horizontal, esta
limitada & encontrar las de las arislas 4 que los planos
paralelos al rayo de luz son rasantes, como estas son
lineas rectas, unas perpendiculares al plano en que in-
siste y las que no lo son, estan determinadas por los li-
miles de eslas, ninguna dificultad ofrece el contorno de
esla sombra. La de la generalriz ab, en el interior del
cilindro, es la interseccion del plano paralelo al rayo de
luz que pasa por ella, que habré de cortar al cilindro se-
gun otra generalriz; por consiguiente conocido un punto
de esla, eslara determinada su posicion. A este fin, bas-
tara imaginar el plano verlical ad, paralelo al rayo de luz;
esle plano cortara al semi-cilindro segun una semi-elipse
que rebatida al plano horizontal dard por interseccion
a"”s'd’; si encontramos la verdadera posicion del rayo de
luz que pasa por el esiremo (@, a”) el punto & en que
corla la rama de elipse, sera la interseccion del rayo de
luz, interceplado por dicho punto (a, a”). que proyectado
en s serd la sombra producida, y sp la de la arista &
que dicho punlo pertenece.

Si observamos el rebatimiento del circulo ab que es
a'l!, la tangente gk’ nos hace ver que la porcion o'k’ es
linea de separacion de luz y de sombra, ¢ inferiremos
que ‘la sombra arrojada en lo interior debe partir del
punto h. Para encontrarlos puntos de sombra produci- -
dos por la porcion (ha, h'a’) seguiriamos el mismo pro-
cedimiento que para determinar ¢l punto s, lo que se su-
prime para la mayor claridad de la figura. Tampoco se
hace mencion del medio que se pueda emplear para ob-
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tener la semi-clipse rebatida, porque el procedimiento
queda bien indicado con los planes auxiliares (m; #, r).

Sombra arrojada de un cono.

359. Puesto que la sombra arrojada de un cuerpo
esla determinada por los planos que le son tangentes y
paralelos al rayo de luz, los que lo sean al cono habrin
de pasar por el ctuspide y ser tangenles 4 la base, luego
cualquiera que sea la posicion de un cono, cuya base apo-
ye sobre el plano en que se quiera delerminar su sombra,
bastard fijar la del ctspide sobre el mismo plano y de él
trazar las tangentes & Ja base.

Si fuese el cono cuyo vértice es (s, s') su sombra ¢ nos
da & conocer es producida sobre el plano vertical; pero
como la base existe en el horizontal, se hace indispensa-
ble determinar la traza horizontal ¢ para fijar la direccion
de la sombra del cono en este plano. Obtenida asi esta
sombra, los puntos de interseccion mn de las lineas de
somibra ac y cb con la linea de lierra, seran puntos de
sombra sobre el plano verlical, que unidos con la traza
verlical ¢ de la paralela al rayo de luz que pasa por el
vértice, nos daré la sombra arrojada del cono. Los pun-
tos de tangencia son los que delerminan las generatri-
ces de separacion de luz y sombra, y la tangente 4 la
base perpendicular & la direccion del rayo de luz, la linea
brillante.

360. ' Si el chspide apoyase en el plano vertical,
como ads, a’d’s’, el procedimiento no varia. En efeclo,
considerando el cspide como un punto del espacio, no
habra mas que delerminar su sombra sobre el plano en
que insista el cono y los puntos en que esta sombra corla
Ja linea de tierra, unirlos con el vértice.
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Sombra. produclda. por un circulo sobra un
1 clhndro .

1361. Slendo recto el cilindro (Flg 2‘7) el procedl-
mienlo es muy sencillo. Fsta reducido 4 Lrazar 4 la base
de ¢l las tangentes (ab, de) paralelas al rayo de luz; estas
delermmaran por._su encuentro con la circunferencia, la
parte ad del circulo que produce sombra sobre el cilin-
dro. Conocida esla, se eligen puntos lales como (amnp...
a'm'n’p’...), por los que se hacen pasar las paralalas al
rayo de luz, los punlos en que las correspondientes 4 las
proyecciones amnp corlan al cilindro, perfenecerin a
olfas lanlas generalrices que proyectadas verticalmente
nos: daran; por su . encuenlro con las, proyecciones verli-
cales: del rayo de luz, los punlos de sombra que se
huscan 3

i el cilindro fuese. oblicua, no se puede delermmar
é primera vista la parte del circulo que produce sombra
sobre el cilindro,ly se hace necesario emplear el procedi-
mienlo indicado: Tercercaso, nlmero 343, para delerminar
la sombra arrojada de un punlo sobre dicha superficie.

Sombra producida en el interior de una semi=
' ~ esfera por su circunferencia. '

362. . Como dada una de las proyecciones de una
semi-esfera, son conocidas todas las circunstancias de la
otra proyeccion, no se hace necesaria esia segunda. :

En lal conceplo, si imaginamaos un plano secante ver-
lical, p‘nalelo al rayo de luz que pase por el cenlra ¢, la
interseccion que este plano produzca serd un semi-circulo

29
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de igual radio, que supueslo rebatido al plano horizon-
tal 'serd ‘el @'s". "El rayo de Iuz interceptado por el punto
aa’, al rebatirlo al plano horizonlal, habra lomado la po-
sicion de a'm’: encuentra en m’ el semi-circulo a’d’, lue-
g6 ‘este serd un punto de sombra que proyectado en' ab,
dard el punto m. Considerando diferentes planos vertica:
les paralelos oblendriamos cuanlos punlos se juzgasen
necesarios para fijar la Korma del contorno de dicha
sombra. .

Sombra arrojada de la base de un cono en lo
interior de esta superficie.

363. Sea el cono ab cuya altura se supone conocida:
si imaginamos el plano vertical casb que pasa por el vér-
tice, la inlerseccion que este produzca serd un tridngulo
que rebalido al plano horizontal, es a’s'0. La paralela al
rayo de luz que pasa por aa’ es la a’'m’, y por consi-
guiente m' sera la sombra producida por o’ cuya segunda
proyeccion sera m. Si por el cispide del cono hacemos
pasar una paralela (nimero 340) al rayo de luz, supuesta
la horizontal a'd* como plano horizonlal, ¢ serd la traza
de dicha linea, y ¢ su proyeccion horizonlal. Es consi-
guiente que todos los planes que hagamos pasar por esta
linea (cs, ¢'s") y corlen al cono, lo verificaran segun dos
generalrices, por pasar esta linea por el cuspide, y serdn
paralelas al rayo de luz, por contener una linea que lo
es. Asi pues, si por ¢ trazamos la cd, las sed determinara
un plano que cortaré al cono segun las generalrices ms, sd.
La paralela al rayo de luz que pase por m estara conte-
nida en el mismo plano y encontrara la generatriz sd: el
punto en que la corte serd un punto de sombra. Conti-
nuando del mismo modo podriamos determinar cuantos
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‘punios se crey.esan necesarios para determinarla con toda
exaclitud. -+

B.o_mbra pl;Opia. y arrojada de la esfora.

864.  Todos. los rayes de luz rasantes & una esfera,
delerminardn un circulo maximo que seré la linea de se-
paracion de luz y sombra: los interceptados por este cir-
culo, producirin. un. cilindro, y la interseccion, de este
con los planos de proyeccion;. serd una Blipse 6 la som-
bra producida. por Ja esfera.’

En todo caso, parecia natural conocer prlmero Ia li-
nea que produce, una sombra, que la sombra producida
por; esla linea. Mas en. general no sucede asi, como s ha
visto enel cilindro y el cono. En_la esfera por el con-
trario. puede mdlslmlamenle conocerse una U ofra 6 las
dos & la vez. ,

Sea por e]amplo la esfera cuyas proyecclones son (¢, ).
Si por el cenlro ¢ imaginamos un plano vertical ¢d para-
lelo al rayo de luz, este plano. produclrﬁ con la esfera
una inlerseccion que sera un circulo maximo: si rebali-
mos esle circulo al plano horizontal, podremos oblener las
tangenles & esle eirculo, paralelas al rayo de luz. A este
ﬁn. supuesto el giro, como siempre sera conocida la al-
tura del centro de la esfera, sera facil delerminar la ver-
dadera posicion del rayo de luz que pase por esle pun-
to ¢” despues de rebalido, que sera ¢”d”, conocida esta, no
habra mas que trazar las tangentes n'p’, m’q’ que le sean
paralelas. Estas tangenles representaran dos generatri-
ces de la superficie cilindrica, mlercaplada por el circulo
maximo de la esfera; su interseccion p’q’ con la horizon-
tal, serin dos punlos de sombra, y las proyecciones mn
los  pertenecientes al circulo méaximo que los produce.

-
.

F. 30.
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Com' ‘st dejd’ Ver, siendo’ estos los puntos mas altos y
mas bajos de la esfera, determinarin los estremos pg del
eje mayor de la elipse en la sombra arrojada, y los estre-
mos nm del eje menor de la'elipse, ' proyeccion del cir-
culo maximo que la produce. El eje menor de la elipse
* en'la sombra arrojada, correspondera & una perpendicu-
lar en la'milad del eje’ mayor 'y limitado’ por los dos pla-
nios paralelos ‘tangenles'a la' esféra, log puntos ‘de con-
tacto 'da estos planos tangenles af, el c}e mayor de la elip-
sé qué ‘es 1a'proyeecion del circulo maximo ‘que produce
sombra; una vez ohtemdos los ejes de eslas ehpses; serd
fécll construirlas. :

'La linea de separaclon de luz y sombra en proyec-
‘cion vertical, serd olra elipse cuyo eje’ mayor correspon-
dera al didmetro perpendicular al rayo de luz. Por medio
del rebalimiento en el plano ‘vertical de la inlerseccion
produclda por el plano proyectante de la ¢d’ oblendria-
mos el ‘eje menor de la elipse, proyecclon vertical del
circulo maximo, linea de separacion de luz y sombra, ¢
bien encontrando las proyecciones verticales de las sec-
ciones horizontales, cuyas proyecciones serian los circulos
concéntricos (a8, a’) (a3, a”8") que corlarian & la linea
de separacion de luz y sombra en los puntos'r, ¢, k, k, que
proyectados verlicalmente darian los #*#A'K... Conviene
adverlir que las proyecciones horizontales de los puntos
nm no corresponden & la proyeccion vertical de la para-
lela ¢'d’ que pasa por el cenlro de la esfera, sobre quien

“suelen proyectarse para determinar el c]e menor de la
elipse en aquella proyeceion.

No siendo posible presentar un (ratade que com-
prenda‘todos los casos imaginables, no solo porque seria
‘un proceder infinito, sino por lo costoso de obras de esta
naturaleza, juzgandé haber dado suficiente amplitud 4
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esta leorfa, para poder por si resolver los casos que pue-
dan ocurrir, terminaremos esta parte proponiendo por
via de ensayo los problemas que indican las figuras 31,
32 y 33, en que la indicacion de las construcciones dan
bastante luz para conocer la marcha que debe seguirse
en cada uno de ellos.




13RO VIIL -

CAPITULO PRIMERO.

Gonsideraciones sobre el sistema convencional
de sombras al dibujo Topografico..

Desde el afio de 1792 en que el arquitecto M. Dela-
~gardet publicé su traduceion de Vignola, data por lo
menos el sistema convencional de sombras, que consiste
en considerar los rayos de luz paralelos y en la direccion
de la diagonal de un cubo que va desde el angulo supe-
rior de la izquierda, al posterior inferior de la derecha,
supucsla una de sus caras horizontal y otra vertical pa-
ralela a la vista. :

Las ventajas que ofrece esle sistema consislen en no
tener que tomar en consideracion la distancia al astro de
que emana la luz, la de que formando sus proyecciones
dngulos de 45.° con la horizonlal 6 interseccion de los
dos planos, la construccion de las sombras ofrece la ma-
yor sencillez y analogia posible con las del natural.

A pesar de tan favorables circunstancias y de no ha-
berse dado @ luz ningun olro sislema, no ha sido obser-
vado cual convenia para oblener los adelantos que son de
desear, y que no es posible conseguir con la variacion
de sistemas 6 falta de inleligencia en el primitivo. Este
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mal es casi fan antiguo como. el convenio, segun indica
M. Cloquet en su tratado de sombras publicado en 1823,
en que dice: «Los anltiguos Ingenieros, Arquilectos y
Dibujantes convinieron en adaptar un sistema que fuese
conslanle y reuniese mas venlajas bajo todos conceptos.
Desgraciadamente sus descendientes no estudiaron sufi-
cienlemenle esta parle, y por consecuencia no comprendie-
ron el prineipio adaplado en su origen, incurriendo la ma-
yor parle en un error grosero & esle objeto, confundian el
rayo de luz con sus proyecciones, tomaban parlicular-
menle la proyeccion verlical por el rayol luminoso y lo
empleaban indislintamenle en los dos planos, resultando
en ¢l mismo sentido las sombras en la proyeccion hori-
zonlal y vertical. Este método vieioso ha sido seguido
por largo liempo en todas las escuelas esceplo la dirigida
por Monge.» Facil es inferir que si. este sistema no fue
comprendido en su origen, por los que habian de aplicarle
al dibujo geométrico. no era natural lo fuese por los que
ge dedicaban esclusivamente al topografico; de que pro-
viene indudablemenle, se haya generalizado este error
hasta nuestros dias, lo que esla lejos de probar la insufi-
ciencia de esle sistema para el logro de la represenla-
cion del terreno.

Sin embargo, el deseo de innovar ha hecho que este
sistema, aun no bien conocido, sea reemplazado por otro
que sobre exigir lentos y muy prolijos procadi-ienlos.
ofrece la singularidad de presenlar bajo un mismo as-
peclo, una concavidad y una eminencia.

Este sislema es el conocido con el impropio nombre
de luz cenital, 6 mas propiamenle, de curvas de nivel.
Consiste en imaginar el lerreno cortado por planos hori-
zontales, cuyas inlersecciones en general serdn curvas: si
eslos planos se suponen equidistantes, el espacio ¢ zona
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comprendido entre curva y curva, medira la altura en-
tre los planos de nivel, por manera que la de una mon-
taia estara medida por la equidistancia entre cada dos
planos, repelida tantas veces como zonas haya desde su
pie 4 la cumbre.

Bajo este aspecto, fa representacion del terreno puede
obtenerse con la mayor aproximacion posible, supuesia
una razonable equidistancia entre los planos de nivel;
pero no conlentos con esto, se propusieron como dicen
los defensores de esle sistema, no dejar nada al capricho
6'gusto del dibujanle, ni tener necesidad del estudio de
las sombras para sombrear un plano.

Ldm.21. A esle fin han suslituido a las sombras, el recar-
go de las lineas de mayor pendienle, para lo que han
ideado un diapason (Figura 1.*), en que las lineas mQ,
nQ), 0Q..., miden los espacios enlre curva y curva, 6
sea la proyeccion horizontal de la linea que indica la
peéndiente del terreno, formando con Irazos una degra-
dacion de tintas que fijan al pie de cada perpendicular, y
cuya mayor intensidad la aplican & la Qz, 6 mas corla
que mide el mayor angulo del terreno, ¢ sea la linea de
mayor pcndmnte. que dan & conocer con los Irazos que
corresponden @ la Qz. Estas lineas eslin determinadas,

orque conocida la equidistancia RQ entre los planos de

nivel A y B (Fig. 2.*) se conocen los demas lados y
angulos' de los lrmnvulos RpQ. RnQ, Rm()...  Asi la li-
nea p(). proyeccion de Bp, espresa ademas el angulo
RpQ: como la ¢Q proyeccion de Rg da a conocer el 4n-
gulo RgQ.

Para hacer uso del diapason (Fig. 1.*) se recorla si-
guiendo la linea mQfanQfa... como las n(), 0Q, pQ... dan
4 conocer las distancias entre curva y curva de nivel,
correspondiente & tal 6 cual angulo de inclinacion del ter-
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reno, se adaplan en sentido perpendicular a la curva, y
la que de eslas lineas mida la distancia enlre una y olra,
daraa conocer el angulo de inclinacion del terreno con el
plano horizontal, queise indica con los trazos Qf que hay
a su pie.

Esta es, segun la opinion de algunos, la incompara-
ble ventaja de este sistema ; porque un plano sombreado
de esle modo, da a conocer las pendientes del terreno en
cada zona y en sus diferentes parles.

A poco que se reflexione, y por pocas operaciones de
geodesia que se hayan pracllcado se vendra en conoci-
mienlo de que si bien el mecanismo de dar las' sombras
es muy sencillo, las operaciones que exige para llegar &
esle estado, son muchas, muy. largas y prolijas.

Sabido es que para construir una curva semejante 4
otra, son necesarios un crecido nimero de puntos, tan
proximos unos & otros, que no:dejen parle alguna inde-
terminada; deque se sigue, que silos lrazos han de dar
& conocer en-cada zoni 6 parte de ella el dngulo de’ ineli-
nacion, no puede conseguirses sim t[ué Ins perﬁles sean
tan'unidos como rlos pianos de'divel. 0k b o

i :- i1l i’:.

Eslo su pueslo. cméndonos 4 la escala de 2000 &M/ que
s¢ ha convenido representar: los planos de corta estens
sion, con la’ equ:dlslancla ‘entre Ios plauos de nlvel de I.

de legua y que lenga de 90 a 100 ples de desmvel se ha—

cen necesarios 1250 perfiles que resultarin de & pies

poco mas 6 menos: & cada perfil hay que adaptarlé un

trazado de planos de nivel, como representa la (Fig. 3.2),

proyectar las intersecciones de cada ‘perfil con los planos

sobre la linea que marque su direccion, y cuando todos
30



eslos punlos se fengan en el phno. nnm,los correz;pon-
dienles 4 cada curva (1).- i zgBiil ealas:

+ No cabe duda de que supuesla la posiblhdad de esl.os
procedimientos, un: plano asi’ lerminado. daria una idea
exacta de la configuracion del terreno, pero el. crecido
nimero de; perﬁles que exige, la dificullad que presenta
el trazado de los planos de nivel con la eslension de &
pies y las referidas equidistancias, y aun cuando eslas
seap mayores, son operaciones que esceden en mucho 4
las facultades fisicas del hombre animado de los mayores
deseos y auxiliado de los mejores insirumenlos; y aun
supueslos hechos los perfiles, adaplados 4 los planos de
nivel, y proyeclados los punlos de interseccion de cada
perfil sobre sus proyecciones respectivas, seria fal el
nimero de punlos que resullarian, que uo sé concibe
por qué medio podria conseguirse fijar las carvas de ni~
vel sin_confundir unos con otros los puntos pertenecien-
tes 4 .cada’ curva, representados sobre un-trazado de li-
neasitan unidas como represenla la (Fig..3.%). . .0 .
i.oElbresullado de lan-numerosas y prolijas operacio-
nes, dado caso que se oblenga un, buen;éxilo, es el do
alterar las formas de los cuerpos en términos de con-
ffRdit" [asipartes’ salientes ' 148 "cntrantes] "fo” o
puetde menos de suceder desde:el ‘momento en’ que sé in-
vierten, las leyes.de la naturaleza. Es'indudable; por el
donfraste del claro, oscuro es por el cual venimos en cono-
clmlento de'la I'orma quo afeclan Ios cuerpos cualqulera

Jia ikl

(l} Aunque se_conocen otros procednmrentos para el trazado
de las'curvas de nivel, nos referimos 4 este por ser mas general-
mente conocido y ser tambien de mas general aplicacion para to-
dos los casos, pues si bien en circunstancias dadas, resulta econo-

mia dé tiempo, segun el procedimiento de M. Clere en olras no
ofrece venlaja.



que sea el sistema 6 posnclon do la luz respecto de eslos,
vemos-una parte de su superficie iluminada‘y elra en
sombra; una patte: saliente. producir: 'sombra }" ofra en=
trante’ privada: de luz;- este no' és un' tonvenio, es un
efecto de la’' maturaleza’ que sereproduce, lo mismoen
los cuerpos geomélricos que; en las 'montafias, y laima-
ginacion - acostumbrada 4 juzgar‘por el efecto “del claro
oscurp, aores posiblé atribuya Jas'mismas ‘formas 4-un
cuerpo cuyas sombras 'son semejantes @ las ‘que ofreca
la naturaleza, que 4 'olro/que carece de este reguisitol-:

" Segun ‘el sistema de'recargar las lincas de njayor
pendienle. i juzgar por las proyecciones horizontales de
la’ (th .*) aparecen pertenecer 4 una superficie Gaica,
y sin embargo, representan’ dos cosas’ dianielralmente
opuestas, pues la una es la proyeceion horizontal de la
concavidad de la superficie esférica A', Y Ta'otra Ja con=
vexidad de la'semi-esfera B’; Aunque esle'sea’un ‘cuerpo
geomélrico, no puede dudarse'de sa sbmejnnza con mu-
chas cavidades'y eminencias que darian el'mismo resul-
tado,’ como 'manifiestan Jas’ proyecciones horizontales de
1a'(Fig. 8.%) que ‘provienen de los’ perfiles ABCr, D'E'FY,
el que uha representd una eminencia, 'y olra una cavi-
dad que ‘pueden cormsponder auna cordnllera 6 ﬁ una
enCaﬁada !

“'Ahora bien, la exactitud genm&lrma deé un plano to-
pograﬁco. es independiente del ‘sistema'de ‘sombras que
so adaple; pueslo que no se opone el trazado de las cur-
vas de nivel, con equidistancias’ razonables, ‘el que se
ilumine bajo uno 4 otro sistema; ;y quién puede dudar
en'la-eleccion entre un sistema que confunde los obje-
tos, 'y otro que los presenta clara y dlstlnlamenle sin que
puedan confundirse?

Estas consideraciones que dicla In razon nalurat. Y
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las numerosas y prolijas operaciones detalladas que se
hacen necesarias para oblener tales resultados, hacen ver
que solo el deseo de innovar, es lo que ha podido moli-
var la adopcion de un sistema que contraria las leyes de
la naturaleza, oponléndose 4 los adelantos que su estu-
dio puede proporcionar, bajo la observancia de un razo-
nado sistema que ' la vez que facilitase las construccio-
nes, no fuese necésario émplear el dilatado tiempo que el
dibujo natural requiere, por la variedad de puntos de
visla y direcciones de la luz bhajo que un pintor ha de
estudiar cada ohjelo. para formar el caudal de conoci-
mienfos que exige su profesion.

Una sola objecion se-puede atribuir al slslema deluz
oblicua que es/comun & todo dibujo en negro; esla con-
siste ‘en la aplicacion de las sombras & algunos cuerpos
que en realidad no les corresponde, por ejemplo, se re-
presenfa un Iejado recargando las vertientes del lado
npues!o 4 Ja luz, sin embargo que su inclinacion no es-
‘cede @ la de la diagonal del cubo: las montanas tampoco
estan privadas de luz y se las aplica upa sombra mas ¢
menos cargada en la parte opuesta 4 la direccion de laluz;
de que resulla una exajeracion en la representacion de
eslos objelos: mas como en uno ni otro c¢aso la mayor [}
menor inlensidad de las sombras, no miden las alturas del
tejado ni la montafia, y contribuye a formar idea de su con-
figuracion, no puede considerarse como un defecto: capi-
tal, asi como & nadie se le ha ocurrido atribuir esle de-
fecto, al magnifico cuadro de las aguas de Moises, por
la inlensidad de sombra con que esta representada la
pefia & campo raso y en el centro del dia, mientras: que
se puede repular por altamenle ridiculo, el pretender
que las-operaciones de geodesia pueden en lo general
llevarse 4 tal gradode exactitud, que los trazos hayan de
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dar 4 conocer la inclinacion del lerreno. esto es, iralan-
dose de planos topograficos militares, por la sencilla ra-
zon, no de la imposibilidad de su ejecucion. sino de ser
hasta cierto punto innecesario su conocimienlo, y exigir

para su ejecucion mas tiempo del que es posible dis-
poner.

CAPITULO II.
m generales para el dibujo topografico.

El fijar definitivamente *las bases: mas convenienies
para representar con la mayor exactitud, tanto la confi-
guracion del lerreno, como sus diversos accidentes, de-
pende de la escala ¢ escalas que se elijan, y estas de la

eslension que se designe y objelo para que son deslina-
~dos los planos.

En tal concepto se ha convenido en fijar las corres-
pondlenles & los -planos topogrificos, que siendo de un
uso mas comun, son tambien los que por su importan-

cia exigen mas escrupulos:dad y que pueden compren-
(derse en las clases siguientes:

5 Planos detallados de las p!azas y demas pobla- .
2000 | ciones 6 estensiones de - 1 de logua _ R g

10 pres.

°§‘1

Planos de las plazas con sus cercanias hasta el
alcauce del caion de 4 24

— 20, pies.
10000 { 7y planos de batallas

1 {Plauos de plazas con sus cercanias hasta 1 Iegua}
] 40 pies.

1 {lnuneranos militares y reconoclmlenlos de una

20000 frontera
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Fntre eslos, los des:g,naﬂus por la escala de 2000: son

de losique escln,swamen{e nos doupammos. pdr ser, los
que ocurren con mas (recuencia, . y los.que; consliluyen'
el verdadero estudio del dibujo topografico..i» -
Se eslablece por principio general representar: por,
sus proyecciones horizonlales, todos los edificios, puen-
tes, reductos, acueddéloh' | monumentos &ec. &e. ., que
por_sus, d:menslones pueden aprecrarse en. la escala y

blecnda para el dlblle geomélrico.

“Siendo "4 ‘pies Ja menor dimension q,ne se puede
apreoiar quedan’ éscluidos de la represenlaclon lopogré-
fica las' yerbas y arbustos’con' fal que estos no sean
tan ahundanles y umdos, que puedan consnderarse como
matorral.”

La configuracion del lerreno que consisle pn ﬁjar la
forma de las' monlafias y el enlace de unas con otras, se
obtendra ¢on el auxilio de las curvas de nivel, con eqtu-
distantias proporcionadas 4 la naturaleza del fterreno, 4
Ta' importancia y usos para que se demne el plano. yal
tiempo de que se pueda disponér. -

Las equidistancias entre los, planos de nivel, serd
una misma para cada plane.

Los planos topoéraficos pieden hacerse 4 pluma. la—-
vados a linta y @ colorido. . '

Los planos & pluma se subdividen en dos claseu, en
planos aligerados que los franceses Ilaman pIanos minu-
tas y en planos detallados. byt

Se enlicnde por planos miputas; una l]]dlCdGlOﬂ de
los accidentes de terreno y su cunﬁguraclon en esqne-
leto, sin aplicar las sombras.

La lamina 22 representa los detalles aligerados del
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terreno para fos-planos minutas, liene por objelo dar.a
conocer el ‘modo de espresar los diversos accidenles del
terreno y facilitar la ejecucion de los planos detallados. . |

La lamina 23 son: las. mismas indicaciones para los
planos /detallados.  Ninguna esplicicion admiten para sa
inteligencia, nisu imilacion esta sujeta-a reglas;la dispo-
sicion particular del individuo, el uso de buena tintay
plumas son les elemenltos necesarios para conseguir po-
seer esta- clase de dibujo, cuya mayor dificultad no de-
pende de la aplicacion de:las sombras, sino de la natura-
leza del dibujo 4 que se debe el escaso nimero de dibu-
jantes en_esle género, y la razon porque no es el mas
propio para llenar las alenciones del servicio, pues su en-
sefianza es lenla y de escasos resultados, y la e]ecnomn
de eslos planos requicre mucho tiempo y tranquilidad. |

. Cuando esle estudio se hace sin que preceda el de:la

Geomelria Descripﬁva«, y las ‘sombras;:solo se puede exi-
gir que copiencon limpieza y exaclitud.s nr oo

La lamina 24 representa los: dslhllesﬂiel terrenu para
los; planes & eolovidogo: o0 w0
-1 Los cdolores de que se hace uso son la Sopw Garmn,
Guta-gamba. Azul-indigo y Tintade China.-~ 11 <!

ob iLosdinicos compueslos; el verde para: la praddra y

arbolado,  queise’compone con el -azul 'y Gutangamha el
avenal con Gutaagamba y un poco de carmin.l -1

Los eriales se indican con un ‘malizado .ﬁe' sepia'y
vbrdd para-lo/ que'se:loma un color én cadaiunode los
pinceles. se estiende 'una porcion: con uno de ellos, 'y
@’ conlinuacion ‘se da el otro color como 5 fnese uno
mismo: ' { '
La pradera es una capa 1gual de verde

/Todos los terrenos en estado de humedad se observa
que tienen un color mas oscuro que cuando ‘estan secos:



=240=
por esla razon los eriales y praderas himedas y las mar-
genes de los pantanos se recargan con el mismo color,
prociirando que no haya un esceso para qua no queden
contornos duros.

En general todas las aguas corrienes y eslancadas,
se indican con azul-indigo claro, recargando con el mis-
mo color las margenes opuestas i la direccion de la luz,
y sin que aparezcan pinceladas en ningun sentido, en lo
interior de los pantanos, eslanques rios ni mares.

Todo arbolado se representa con solo verde y sus
sombras arrojadas como las proplas del terreno y rocas,
con linta.

Los edificios se represantan por los perfiles homon-
tales, y los gruesos de paredes se indican con capas igua-
les de carmin. Cuando enire estos hay alguno de que se
quiere hacer distincion, en lugar de indicar su plania se
marca con las verlientes del tejado, y en vez de carmin
se emplea una capa igual de tinta con azul, rocarglndo
las caras opuestas 4 la luz.’ o1 48 6o

Los terrenos cullivados se reprmnl.n con . clpu
iguales)de sepia y los sembrados: con un tnudo de pa-

ralelas suaves del mismo color. ~ /'

Lios: arenales como se ha dicho, son una ms:cla de
Guta-gamba 'y un' poco de carmin; se emplea para los
terrenos de esta clase, los paseos, caminos, calles de jar-
dines, plazas 'y calles de poblacion. N

En la misma clase de arboles los hay de diferentes di-
mensiones, pero con objeto de facilitar la ejecucion, pa-
rece convenienle fijar las dimensiones de Jos mas comu-
nes, lo que puede contribuir en gran manera a evilar Jas
monsiruosas represenlaciones que ocasiona la falia de
costumbre en representar estos objelos y mas que todo,
la de no tener lérminos de comparacion.
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iz zol reobsgtds - eslasny [
Pmoad.imientos que eonvinne seguir eq la, co=
pia. de planm f

'El topograﬁco é colorido 'es: sin dlﬁcnltad el que
ofrece mas ventajas en lodos conceplos; -4 la mayor bre-
vedad en su ejecucion, reune mas animacion y propie-
dad cuando el colorido es adecuado.

Como el uso de los colores liene tanta analogia con
el de la tinla y el estudio de las sombras que ‘ha debido
preceder con: el dibujo geométrico, es un auxiliar para
aprender & representar los objetos; esle estudio'que nin-
guna’ dificullad ofrece, viene & ser un pasatiempo agra-
dable de que por lo general todos sacan partido.

Supuesta la ejecacion de las carlillas con limpieza y
propiedad del colorido, ¢ pasa‘d la copia de planos. A
este fin se da principio por delinear 4 lapiz con toda
exactitud los conlornos;de- los ries; caminos , edifi-
cios &c., &e. Cuando nada queda por delinear, se pasa
dar las sombras propias del terreno con tinta de china,
como indica la lamina 25. '

" Dadas que sean las sombras propias, se pasa & dar
el colorido, para lo que se tienen disueltos los colores,
arenal, sepia y verde. Las mérgenes de los rios y cami-
nos subdividen un plano en espacio mas 6 menos gran-
des: en los que hay arenales conviene principiar por es-
tender este color, dar 4 continuacion la sepia toda la mar-
gen interior del arenal, y continuar matizando con'sepia
y verde. A los demas espacios se adaplan los colores que
estén indicados por la clase de terreno, sin preferencia
entre ellos y con sujecion a la cartilla.

3
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Adaptado el colorido, se procede 4 delinear de linta
los caminos reales, carrel@rds y dé herradura; las divi-
siones lerritoriales, puentes, cercados; los signos conven-
cionales' que dan:éonocer reb:sitio desuiva-batallay Jos!
vados, minas y la natumwalezr;deflasivocas, todo con suje-
cion a la lamina 29 de signos convencionales.

11 Los edificiosi:se delinean 'encgeneral don carmin, las
obras defortificacion conitintasel colorido devestas es: la
sepia para losifosos; iel-verdeipara eloglasis'y parte supe-
rior del parapelo, y arenal pdra el cémmo mbvérlow* tert
mplende lasobea] sanil =910lon 2ol ob ozp 1o omu

v Términado que! sea el dan‘.zeiabdbrldo. 7sel pasa & los
delalles de arbolado, recargando con €l mismo verde con
que se trazd,las parles-opuéstas a la direccion de la:luz,
y sus:sombras-arrojadas eon:tinta. de dhma, dejandoﬂlos
planos como da A cconocer! la] lﬁmmaﬂs i op ob aldsh

-

f,l!. 14° frga =6l HY .'::' pizauqu

A sonslq sl o mrmn lv

sihal i i 1 t a2 il je

amema quo oonviene sagu:lr para oopiu' ‘del
€1 LHll:nﬂmfn"" 1B L s 261

b oglail moo on 1q #2sudmoz 2sl 18b
Cuando la lnslrucclon ha sido ﬂégmd& bajolas hl?
ses indicadas, teda la dificullad que presenta un.glano
esta-reducida 4 ﬁjﬂl‘ la }nﬂa direccion de jlos /daniinos,
rios 'y cordilleras, posicion:de los edificios, cercados,
puentes y reductos, yi direccion de lascallés .cuando se
trata del plano’ de una-poblacion; porque habituados én
la copia de los, planos 4 represenlar todos los accidéntes
del terreno, nadase puede presenlar que 'nb lenga seme-
janzacon las cosas  que se esta -acostumbrade & indicar.
“1i Obtenidai quesea la representaciongeomélricande la
estension de terreno que abraza: el plano, la posicion y
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conlgrng de:losuedificios, cercados, puentes; direccion.de;
los rios, caminoss eondilleras; y. verlientes, som nmianxi-;
lian tan (paderesos para:fijarcdos demas indiddniey dejlas,
irregularidedes; dnlgrmedias, icomo cla cuadriculb; que-se:
construye; pana; eopiar mn cuadrol Paral teriinarleise val
recorriendo -cada uboude Jos espacios comprendides dea;
por las margenes de los rios y caminos,: pdv estos:y las:
verlientes, 6 por doslimiles dé uinos y-olros, haciéndose
en el borradot y.¢on disfumino,ilas indicaciones quescon-
vengaypara!dar dicenocér las: desigualdades'del: lerreno;
comad indica la laminan@8. . ov v voc! svns cooiiibmons
- En este estado, si né hubiese liempo para liacerlb en
limpio,i'por elipronlo;se humedece.con agna, pard que ne:
se borre, iy sil se quisiese ‘hacér| mas permanenle, con
una mezcla de partes igualeside-agya:y leche.: Llegado el
casoide hacerld enlimpio, 'supuista la exacla delineacion
adapizy sé dan lodas/lassombrasicon dinla, y despues el
Qohﬁmﬂr-fﬂgllﬂ! sﬂ'hﬂl‘j‘ﬂ'diaadﬂf oo does sohunola 104) 0714
oo dikusordeldislumino es de mucha utilidad, 1s¢ presta
& toda blasbede-indicnciones) no es nada delicado. parasu
usory copieavqcions:los plangs . pueden -quedap;ddn-bien te i |
cobeluidod yufan: peimanentes icomd si/fuese, a dinta. g,
o1, Poriséncillas que seanilas instrucciones; que es. posis
Bledar para-la:ejecucion de lobiplanas: topograficos, no
port eslo, puele dlecirse sea: ficil lel desempeian debidas
menle el cango ode: levantar- un plano si ha de dar una
idea elara y exaclai de la configuracionodel, terreno.. Al
complélo; conocimienio-en lacjecucionide las operdciones
de geodesia, es necesario-agregar el dstudio de Jas som+
bras, sin cuyo conocimiento no es posible adquirig,una
idea clara del modo de representar los objetos. De aqui
la gran venlaja que se nota en los adelanlos de los que
han aprendido el dibujo natural, porque hcodnmbra.dqa
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& representar por solo el auxilio de las sombras, las par-
tes salientes y entrantes del rostro humano, en términos
de que por la forma de las sombras, su mayor 6 menor
intensidad, han llegado & conseguir ecspresar cuantas di-
ferencias pueden hacer dislinguir una fisonomfa de otra,
nada cosltoso les es hacer aphcaclon de estas ideas para
representar el terreno.

" ~/Mas como la generalidad carece de tan ﬁul mslrucclon.
estamos| en la necesidad de facilitar la inteligencia en la
aplicacion del claro-oscuro con el auxilio de los cuerpos
geomélricos, cuya forma y representacion es conocida. -

Tan absurdo seria el pretender la rigorosa determi-
nacion de las sombras en las monlafias; como el fijar los
angulos de inclinacion del lerreno en toda la eslension de
un plano (1), 6 el representar con loda exaetitud las di=
versas clases de rocas. Tode lo que’ puede conseguirse
con el auxilio de las curvas de nivel, con equidistancias
proporcionadas, es el conocer la forma de la superficie y
poder deducir la semejanza que ofrece una montafia en
todo ¢ en parte, con alguno de los cuerpos redondos.

Ldm.21." - Sabemos por ejemplo que la sombra propiay arro-
jada de ‘un cono A (Fig. 1:%) esta determinada 'por los
planos ‘tangentes a la superficie, y paralelos al rayeo de
luz (Sombras, nimero 342). Como las tangentes Ddy Ee
representan las  lrazas.del plano paralelo al rayo de luz,
es consiguiente que las generalrices de contaclo, sean las
que- ‘parlan de los puntos de langencia, que seran-las li-
neas de separacion de luz y de sombra, segun las que

la sombra propia del cono estara bien represenlada como
se manifiesta en B.

(1) Entiéndase de los planos militares que no tienen por oh-
jeto edificar. }
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Pero las alturas de las monlafias, como hemos dicho
en otro lugar, no escede & la de la diagonal del cubo, ra-
zon por la que con propiedad en muy raro caso puede
haber partes de una montafia privadas de luz. Por esta
razon, en vez de delerminar las trazas de los planos tan:
gentes, se trazan las langentes a-la base, paralelas a las
proyecciones del rayo de luz, cnyo resultado es el que
manifiesta la figura C. .

. Desde luego se deja ver, que si blen hay! alguna exa-
geracmn en la representacion de esta sombra, su distinta
posicion respecto @ la anlerior, en nada hace variar/la
forma de esta superficie, que_se reconoce ser: idéntica
a'la B, cuya sombra esla rigorosamente delerminada.
- Por consiguiente, siien un cuerpo geomélrico no se al-
tera la forma’ de su superficie por esta variacion, es:de
presumir sufra aun menos la irregular superﬁcle de una
monlaﬁn...:..u-l-- & sbasls 12 ol

1 Esta mncnnslanclmy! la. tia n9 Iener por ob;eto Iaa
mmhras. el dar-@ conocer las: alturas’ de los cuerpos,
nosi auloriza & iconsiderar bien’ determinadas:las som-
brasde unaimontada A, B, €,/ D.... por lastangentes pa-
ralelas alirayosde duz,  segun manifiestd la (Fig. 2). |

Las rocas son de todos los objelos quecomprende ¢l
dibujo lopografico,-las que presenlan mayores dificulta-
des! para sla ensefanga v dificultades, en particular para
~ ehdibujo:d pluma, mswporablss & los: qhe no- lienen una
hqenn dispesicion. 1 2001 : 1108

.z8in’ embargo , cpnsldero puede sacarse partldo -aun
de los, de- mediana disposicion, si se principia por ma-
nifestar la analogia ¢ semejanza deolas diferentes cla-
ses de rocas, con los cuerpos geométricos de que pue-
den considerarse derivados. Con esle objeto esta la la-
mina 28, pero es de adverlir que una vez vencida la
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difienltadidé laicopia ide lellas, -pard conseguin; um Bhen
resullado; esde absolutal necesidad dedicar muohiostiem-
po @ copiar delmaturalus hilioigong wos snp sl req no
«1=El istema de ldz oblicua: para losuplanes! topogri-'
ficod, - lo mismo que ‘para los geométricos, \no tan solo;
no! se opone 4 la rigordsa exactilud geoméirica con: fue.
puedan “ser! délerminados j 1$ind que: sé !facilitan-fanto
mas las construeciones de las sombrasiduanto mayor
sealanexactitud co que: estén hechos: los plaies!! En
tdnlo que- segdni hemos Vislo: envel sigtema de:luz;ee-
nital, ;por muchad exactilud queise empleey o nos ievita
el iver confundidos los ebjelas deiopuestas formas. :Pero
aun. ‘prescindiendoide tan.desfavorable: circunstanéia ' la
aplicacion ode) este- sislgma - exige: uina . exaclitud cen las -
construcciones: que-soloen eiertps:casosi(1) podrin rea-
lizarse; y-Hastp cierlo: punto fuera: de:estos -casosi: se;
ria supérfluo, si atendemos al objeto y uso paralque
son destinados estos planos..'A/un- lagenieno: de-cami-
nos; y canales, le;es ! de-abselulaonecesidadoel apreciar
lasvirregularidades -del taordnos pdri-cenlésimos ¢! vmien~
trag-que aoun-General 16l bastdl cdnocer hastarqué!punto
la irregulasidad | del terreno de permite hacer uso dé- las
diferentepraomasy =oljdo «ol zobo! sl no= sanot 2l
-1 /Esla diferencia;que «depende «deluso: para que/se
destinaniles planos, -dacd|conoeersqueidebe existir)tan-
biencen los medios ‘de condeguirlos; com tapla:mds ra-
zon, cuanto que los planos militaresigei-ejecitan:-por
bo: general jen-tiempo limilado,iynque, la-falla-deiexac-
ditud es el (trazado dedamcmuq-da nmil »rocasiond eb-
rores de -suhnia dnshcunqar + 0 gizolone sl 1sts9)in
-auq sup sh zesitldm 97 40 .|| 1o '....’ o9 Le6o01 ab 29

' -.? 5eD oloo 9led n0.) .zobG7rieh '—'I.il'r[lirlll'l nah
(A): Enlasmnslnmolqsdenbmh oo 010 28 pain
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Creo haber dicho lo suficiente para probar la insu-
ficiencia del sistema de luz cenital, para la represen-
tacion de los planos lopograficos. En cuanto al sistema
de luz oblicua, no se puede ver con indiferencia el de-
plorable error de emplear la proyeccion vertical del rayo
de luz, para iluminar los planos horizontales. Esto prue-
ba hasta qué punto ha sido descuidado este ramo de
ensefianza, y por qué es tan escaso ¢l namero de di-
bujantes.

En la imprescindible uecealdad de adaptar un sistema
de sombras para los planos geométricos, no se concibe
por qué este sistema ha de variar para los topograficos
que no son ofra cosa que proyecciones horuontales de
cuerpos irregulares.
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Trazar un plano tangente & una superﬁcle cénlca pnr un
punto fuera de ella.

Hallar un plano que sea tangente i’l un cono y parnielo a

upa recta dada. . 3 .

Por una recta dada trazar un plauo tangenle é nna supcrﬁc:e
esférica. . .

Ofra solucion del mismo prohlcma

104
106
107

108

110

124
128
129

150
154
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Por una recta dada trazar un plano que forme con el hori-
zontal un angulo determinado. .
Trazar 4 un cilindro un plano tangente cu va. mclmacmn so-

~ bre el.plano horizontal sea dada. ;

Por un punto dado trazar una recta que sea tangente a una
superficie conica y paralela & un plano dado.

Dadas las proyecciones de cuatro puntos, encontrar el radlo
de la esfera que pasa por ellos, 6 sea circunscribir una es-
fera & un tetaedro. . . S

CAPITULO V.

De los planos tangentes & las superficies de revolucion,
cuando el punto de contaclo es dado. . . . .

Por un punto dado sobre una superficie de retolucmn, cayo
meridiano es conocido, trazar un plano que sea tangente
a esta superficie, y la normal en el plml.o de contacto..

Del plano tangente al toro. . i

LIBRO III.

CAPITULO UNICO.

De las superficies desarrollables. . .

Una superficie cilindrica es siempre desarrolla.ble propleda-
des que se verifican despues del desarrollo, asi en la su-
perficie como en las curvas trazadas sobre ella; propieda-
des de la hélice. S

Una superficie conica es desarrollable, propledades que se
verifican en esta trasformacion; forma de la linea mas
corta que puede trazarse en la superficie.

Superficies desarrollables cualquiera; arista de retrocesu
condiciones para el desarrollo de estas superficies.

Resimen de las condiciones para que una superficie cual-
quiera sea desarrollable, y modo de engendrarlas, .

135
136

138

139

140

142

150

154

163
168

173



"LIBRO 1V.

CAPITULO I
Interseccion de mporﬁcles

Principios genenlea para determinar la mtersecclon v la
tangente 4 la curva interseccion. . . . . . . <

CAPITULO 1L
Secciones planas.

Hallar: 4. la interseccion de un cilindro recto y de un plano;
2.° la superposicion de-esta interseccion y su 'tangente;
3.° el desarrollo del ellindro y la lrasforma.da de la mter-
seccion con su tangente. . AR ol oK :

Interseccion de uw cilindro reelo por un plano cua}qmm

Interseccion de un plano cualquiera con una curva. . . .

Dado un cilindro oblicuo de base cualquiera, hallar: 1.° las
proyecciones de la seccion recta de este cilindro; 2.° el
giro de esta seccion; 3.° el desarrollo de la superficie v la,
trasformada de la curva que sirve de base con las langou-
tes & eslas diversas curvas. . .

Dado un cono recto y un plnno, hallar l X Ias proyecclones
de la interseccion; 2.° el giro de esta curva; 3.° el desar-

rollo del cono y la trasformada de la intemocion, con las

o4

tangentes 4 las diversas curvas.

Caso en que la seccion conica sea una Inpérbo!a

Hallar la interseccion de un cono cualquiera por un plano;
el desarrollo de la superﬁcie y la trasformada de la inter-
seccion. . .

Construir la mterseecmn de un plano con una superﬁcle de
révolugion. ::i% =, by m390 . Sl

CAPIYULO 111,

Interseccion de dos superficies cilindricas; determinar los
puntos notables, y la tangente & la curva de interseccion.

178

197
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Interseccion de dos superficies conicas; puntos notables de la
curva interseccion y su tangente. . . . i KINEY
Determinar: 1.° la interseccion de una lu:ea con un cilindro;
2.° la interseccion de una linea con un cono, y 3.° la in-
terseccion de una linea con una esfera. .
Dadas las proyecciones de un prisma triangular, oorl.arle por
un plano, de manera que las intersecciones de este plano

con dos caras contiguas, formen angulo recto. .

LIBRO V.

De las superficies gauchas.

CAPITULO I.
Nociones generales; definicion de las superficies gauclm y
dwersos modos de construirlas. .. . Lo do. o
: CAPITULO 1.

De la hiperboloide de una hoja; medio de engendrarla.

Lema 1.°—Si en un tridngulo trazamos una trasyersal que

257

% -

corte los tres lados 6 sus prolongaciones, forma seis seg- ;

mentos; el producto de tres segmentos no contiguos es
igual al producto de los otros tres. . . .

Lema 2.°—Si en un coadrilatero gaucho’ lmamus dos rectas
que cada una se apoye sobre dos lados opuestos 6 sobre
sus prolongaciones, se cortan en un cierto punto, el pro-
ducto de cnatro segmentos no contiguos, serd siempre igual

al producto de los otros cuatro segmentos. . . . .
Del plano tangente & la hiperboloide. . . . . . . . .
Del centro de la h:porhalmde Ja yuy sain

Restimen de las proposiciones precedemes sobre la genen-
cion de la hiperboloide; del centro de la hlperbololde y
“seccion de una linea con la superficie. . .

Identidad de la superficie engendrada por una recta qne res-
bala sobre otras tres rectas fijas, no paralelas & un mismo
plano, con la descrita al (nimero 97). . .

E

"Eﬁﬁ

g



=286=
Dos generatrices de un sistema no estin en un plano; cada
generalriz de un sistema corta todas las rectas del 2.°.
Del plano tangente. oo comil i gh winpisgaist & 9,

CAPITOLO THI.

Del paraboloide hiperbilico.

Qué se entiende por paraboloide hiperbélico; diversos modos
de engendrar esta superficie. . .

Propiedades que se deducen de los dwersos modos de gene-
rar la superficie hiperbélica. . . . . . . . .

Del plano tangente al paraboloide. . . TR

Secciones planas del paraboloide htperhéhco A%

Problema: representar un paraboloide engendrado por una
recta movible que resbala sobre dos rectas fijas, siendo
‘paralelas 4 un plano director, y construir el plano tan-
gente de esla superficie por un punto conocido.

Aplicacion de la construccion del paraboloide 4 las cafione-
ras gauchas. . . .

De la rosca de filete tmugular. B0 RS BE o A o

De la rosca de filete cuadrado, . . . . . . . . . .

LIBRO VL.

Sistema de acolaciones.

Diferencias que hacen distinguir el sistema de acotaciones
del de la Geometria Descripnva, repreaentacmu del punlo
y la linea recta. . . ;

Del plano v 5 i e amnGr sl soes sl amsak

Linoas onrvas.:: . 1o anitJofy sdenleite e ibien e wliak

Superficies curvas. . . . . . .

Superficies ircegulares. . . . . . . . . . .. .

271
275
276
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oEe . . Problcmas
Dadas dos pumos, ﬂelermmar la longltud de la. lmea que

lﬂﬁnnet.-._- AR £ snaeng opsle oy wxe! ebind 505’:
Dada la proyeccion de un punto determinar la- pmgwcmde

una linea que pasando por dicho Punto tenga la incli-

s oom {1V ( H:‘ -
- e R S S e M)
n

Por tres puntos dados, hacer pasar un plano 6 sea construir

la escala del plano que pasé por tres'puitos dados. . . 308
Por un punto trazar una recta paralela 4 otra dada. . . 309
_ Por un punto dado, hacer pasar un plano paralelo 4 una recta

idada., . .. .. 4 A Y [1 X
Determinar la mas coria dlstanc:a de un punlo a una hnea 311
Encontrar la proyeccion acotada de una linea perpendicular

@an plano dado, en un punto del plano tambien dado, .: 312
Bajar una perpendicular & un plano de un punto fuera deél. 3513
Por dos rectas dadas hacer 'pasar dos planos paralelos. . . 314
Por un punto dado hacer pasar un plano, paralelo 4 otro dado 315
Dados dos planos, por sus esca!as delerminar su comun sec-

cion. J¢ sdslgreyy Al ob =4 oliug b 2 sencionsy | 316
Determindr-el dngulo: que: fonm an plano con el da campna-

mmll.- L ||'§ Mo e ’-H Wil MRID5STI. O & r3ig
Determindr la interseccion de;una lmea con tn planos .- 520
Dadas dos lineas contenidas en un planu vertical, delermmar

sicomun seccion. .. .. + .sondl gap ob sbsjnas 510802
Por una recta dada hacer pasar un phno perpendncnlar as

otro plano dadoy o e e wnmelh eidal 322
Determinar la mlerseccmn de una cuKva con na superﬁue shine

irregular, . . . 3 b shaiony co88
Determinar la. mlersecmn de un plano dada con una supu- piclmos

ﬁcle 06!1!3&1 £ 0 =lilie Eilik - R . “ e '.524'
Por un punto dado sobre una ﬂuperﬁcle rénma tmaria un -

plano langente, 4 v ilab sheiors maBGH
Poraun punto dado fuera de una superﬁcie cﬂmca trazarla un

plano tangente.. . . . 326

Por una recta dada trazar un plano que I'orme con el hon-
zontal un éngulodado.. . . . . . . . . . . . 3|
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Trazar un plano tangente 4 una superﬁcle irregular por una

recta cualquiera. . . . . e 09
Trazar un plano tangente poruna rectahomontal &una su-
perficie dadau. &' ob Loy wloeny Lol o 330
Por'an punto dade trazar un plauo mngenle a una supsrﬁ--
clecommamﬁnhbmnmmm g o ¢h goiPeo £388
-ilsm Bl szaat o oh 3] Wip B9 i
LIBRO Vll
B, e phe i Dclas sombrq: i
inghsot ) Oty ONGORE Tt 5Ll scbal g ag 109
Pl*elrimnares.m
r ;Y e £ oloog s f s iadl
dlibia  CAPITULO IL. ¢ ol wugosicd
Teonadelassombus '. gl [oh oJnoy oy iy ousl onsly aggy
Pibasgrag fan 16{al
niﬂno B wiond anbeb a9t 200 104
o Ty Atk Sl

Dadas Ias proyecmones de un punto y las de la para.leh. a.l

rayo de luz, determinar su sombra arrojada: 4.° sobre lom AREIEY

planos de proyeccion; 2.° sobre un plano cualquiera; 3.%:
sobre un cilindro; 4.° sobre una superﬁue oénma, y B
sobre la esfera. . . . i, : 301y

Smnbraarroladadeuna.lmea it oo Loe e o (00100 .
Sombra arrojada de un cirealo. v . ow 0wl ElaL Lo [

Dado-un cilindro, determinar su sombra propia y arrolada
Sombra del interior de un semi-cilindro. .. .U L 0w
Sombra arrojada del cono. .
Sombra producida por ua circulo mbre un' c:lmdro
Sembra producida en el interior de una semi-esfera por su
circunferencia. ... 350y :
Sombra arrojada de la base de un cono en Io mtenor deesta
superficie. . . . 20 g gty o
Sombra propia y arrojada de la esfcra oo e HROY
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ERUVATAS.

PAGINAS. LINEAS. DICE. DEBE DECIR.
11 1 conivenciones convenciones
38 28 unda funda
150 13 generatrices- tangentes
173 21 plano punto
188 27 (oim. 8y (mim. 293)
292 1 tiendo ten

226 26 determinard determinarin
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