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S a'd?35'77 * - eiro 81 llno Q m s ^^ inos de la 
«quación tuviesen U inGÓgnita ce lineal en el de­
nominador, y otro ó mas términos la tuviesen en 
el numerador , siguiendo er mismo método se lle­
garía á una equacion del segundo grado , cuya re-
splucion se dará en su lugar: como por cxemplo 

si es = — y , reduciendo á una común 
, . . , at>e -H cex dx2 -h efx j j i 

denominación sera ,—- = — , de donde 
ex [ . . . e x 

resulta ser a h e, + c e x = i a:a 4- 1 0 % W cs 
una equacion del segundo grado. 

P R O P O S I C I O N Y I L 

393, Dadas dos equaciones indeterminadas del . 
primer grado, en las que se hallen 4os incógnitas, 
determinar los valores de éstas. 

6ean las equaciones dadas a x A- b y ~ c d , e % 
4 - / y = f ^ , e n quienes las cantidades conocidas 
son qualesquiera. 

M E T O D O t 

Si se quiere determinar antes el valor de la 
incógnita x 5 en las dos equaciones propuestas há­
ganse idénticos los términos que contienen la otra 
incógnita y , multiplicando la primera equacion 

0 0 



( 2 9 0 ) 
por el coeScienfce que tiene la y en la segunda; 
y multiplicando ésta por el coeficiente que tiene 
la misma y en la primera equacion; con lo qual 
se tienen las equacioncs * a f % ~ l r b f y ~ c c L f , h e $ 
- f frfy = h ghx ahora restada la segunda equa­
cion de la primera, resultara la equacion determi­
nada lineal a f x — h e x = z c d f ~ ~ h g k , ó bien 
( a f — h e) % x = c d f ~ ~ h g h i y partiendo por 

íel fa^or que multiplica a será % — — 
af- h e 

Con el mismo método se hallará el valor de la 
incógnita y : pues multiplicando la primera equa­
cion por el coeficiente que x tiene en la segunda, 
y multiplicando ésta por el coeficiente que la mis­
ma x tiene en la primera , se tendrán idénticos 
los términos, donde se halle la incógnita esto 
es, será e a x + e b y ~ c d e ^ a e x - \ ~ a f y = a g /2; 
y restando ahora la segunda de la primera , se ten­
drá la equacion lineal determinada Í> e y — ¿ f f 
G = c d e ~ ~ a g h , ó bien { h c~~ af)y<>y~ c d e 

íva g h ; Y dividiendo por & e~~a/, será y == ^f'* 

M E T O D O 11. 

Sí se quiere determinar antes el valor de la 
incógnita x 5 hállese ( 3 8 9 ) en cada lina de las 



(api) 
equaciones a x A~ h y ^ c d , ex + / J = ^ el va­
lor de la incógnita y , tratando ía cantidad x del 
mismo modo como si fuese conocida , y se tendrá 

de la primera y = c J ^ - — , y de la segunda y 

«5= i J L L U L , Comparados ahora los dos valores 

hallados de. y , se tendrá la equacion c ̂  " * 

c= s h g ^ que contiene la segunda incógnita xt 

reduciendo esta equacion á un común denomina-
. / cí//*- a/Ir - ehx 1 , 

dor , sera — r - ? — == — r - z — , como también 

c d f ~~ a f x = g b k e h x : trasponiendo los 
términos -~ & ex , - t - c i / , resultará h ex ~~ d f x 
G = b g k ~ ~ c d f í y partiendo por b e — a f , se tea-̂  

drá x = h3h ' c ^ . Con el mismo método se po-
he-af 

drá determinar el valor de la incógnita y : pues de 
las equaciones propuestas ax-^-hy — cd^ ex 4 - / y 
~ g h hallados los valores de x , se tendrá z 

c ¿L ~ h y S h ~ f If * n i 

c= — , x = — , los quales comparados 

entre si dan la equacion — _ _ i _ = U L ^ por 

medio de ésta se hallará y =s. cdt'as^ ^ 
" be-af 



( 2 9 * ) 

M E T O D O I I X 

Si se quiere determinar antes el valor de la 

incógnita x; hállese en qualquiera de las equacío-

nes propuestas ax~)rhy = c d i ex -\- f y = g 

por exemplo en la primera, el valor de la incóg­

nita y , y se tendrá y = C J ' * X ; y substituyen­

do en la segunda cquacion este valor en lugar 

de y , resultará £ # 4 - / X - — t ^ t - = g h->ó bien 

ex- lr c *x =ag h i reduciendo esta equacion 

á un comim denominador v será 
h 

~ , como también b ex-%- f e d~~af x = h g K : 

trasponiendo el término f c d , resultará b e x—a f x 
e=b g k— f c d y partiendo por b e— a f \ será z 

= * Substituyendo ahora en la equacion 

ax h y = í c d , 6 bien b y = c d — a x , en lugar 
de x el valor hallado , se tendrá by = c d-~ a 

X - ^ / ^ - l^a f ~ 5 y Partlendo por ^ am­

bos miembros, será y= i ede - agh 
U-af 

? E X E M P L O L 

394. Sean las dos equaciones 11 a: -{- 4 y = 128, 



(^93) 
a$ x — s y ~ 144 v y se pide hallar los: valores 
de las incógnitas x , y. 

Para hallar ;el valor de x ( M é t o d o I . ) , mul­
tipliqúese la primera por 3 , y la, segunda por 4, , 
y resultarán las dos equacíones 33 J -4- 12 y == 384, 
100 x — 12 y = 576 : luego sumando éstas, será 
133 o: = 960; y partiendo por 133 se tendrán . 

a== ^ .Para hallar el valor de la y , en las equa- " 

cipnes dadas 11 o: 4- 4 y = 128 , 25 x — 3 y=i44r 
multipliqúese la primera por 25 y la segunda por n , 
y resultarán las equaciones 275 x 4-100 y = 3200,, 
2175^—33 y ̂  15 ̂ 4 > restando la segunda de la 
primera , se tendrá 133 y == 1616 ; y partiendo por 

133 , será y = ^6^6- .Por tanto quedan determi* 

naíjos los valores de las dos incógnitas que se piden, 

E X E M P L G I I . 

395 ,̂ Se ha de determinarlos valores que tíe-

nen las incógnitas en las equaciones —. — ^ 

X } — — , - X.M4- x y = • 
^ ia 6 3 9 
Redúzcase cada una de dichas equaciones á un 

común* denominador, y se tendrá 18 J —20y 
= 7 , 3a: — 24 y = — 4. Para determinar el va­
lor de la incógnita x ( Método I I . ) despéjese en 



( ^ 4 ) 
sambas la otra incógnita y , como se figura 

18 é m 20 y =3 7 ; 1S i — 7 = 26 y , . J7». y* 

30: —34 3 = - 4 , 3 ^ + 4 = 2 4 } ' , ~ ~ l l = y: 

lüego se tendrá la equacion l8^o 7. . 3 ̂ "̂  4, ^ q 

bien —L== .3 * 4 ; reduciendo á una co-5 6 
mun denominación , será 108 x — 4 2 = i ^ ^ - f - 20; 
y trasponiendo se tendrá 93 a: == 6 2 , de donde a¡ 

sr- £2 =1 — , Para determinar el valor de y , en 
93 3 

las mismas dos equaciones 18 re —20 y = 7 , 3 « 
— 24 y = — 4 , hágase 18 a: = 2oy -4-7, 3o:=24y 

4 , de donde resulta ser x = ao y "H T „ . 3; =a 

a 4 y - 4 : luego será * 0 ^ 7 = i ü l i , ó bien 

^ 7 = 24 y — 4 ; multiplicando por 6 , será 

20 y + 7 = 144 y — 24; y trasponiendo los térmi* 
nos 2 0 y , — 2 4 , será 124y « = 3 1 , de donde y 

E X E M P L O I I I . 

396. Se proponen las dos equaciones * -£ f =3 
< 4 y 

7 17 4y 16 



( m ) 
Reduciendo dichas equaciones d uña común de­

nominación, se tendrán las dos a i y — 2 § ¿ ~ 7, 

j j x~~ 20 y = — 26: Para determinar la incógnita 

a: ( M é t o d o I I I . ) , despéjese la otra incógnita y 

de la misma equacion como se figura 

a i y~28 j = 7 ,217 =28 x + j , y = - — = " , 

y substituyase este valor de y en la segunda equa-
A.X -1-1 

cion , con lo que se tendrá 17 0: — 2.0 X 

= — 26 ; quitando quebrados 51 n: — 80 ^ — 20 
= — 78 ; reduciendo y trasponiendo el término 

20 , —• 29 ^ = — 78 -H 20 = — 58 ; partiendo . 

p ó r 2 9 , será ^ = —- =r 2. Substituyase este var-

lor de á: en lá equacion y — -4 7 , y será y = 

— ~ — ~ ^ "~ ^ 3* ypr, tanto quedan de termina-'-

dos los . valores de las dos incógnitas ^ , j , esto 
es:a:==2, y 3. 

P R O P O S I C I O N V I H . 

3917. Dadas tres equaciones indeterminadas deF 
primer grado , en las que se hallen tres incógnitas, 
hallar el valor de cada una de éstas. 

Sean las equaciones propuestas, I . , ax ~{- b y 
J r m z ~ c dy I I . . .e x - \-fy -h n 2=g h , l í í . < . l x ~ 



(2g6 ) 
p y + r z = t q , en quienes las cantidades conocí* 
das 5on qualesquiera. Háganse idénticos los tér­
minos que contienen una de las incogaitas , como 
o: ^ en las equacioncs primera y segunda , esto es 
multipliqúese la primera equacion por ^, y la se-* 
gunda por a , y resultarán las equaciones a e x -¡rbey 
-+rem2 = dcex a ex -{-a / y + a n z = a g ¡ i: res­
tando ésta de aquellá, se tendrá la equacion I V - . . 
{ i e - a f ) X y - ¿ r i c m - a n ) y, z = d c e — a gh^ 
que contiene .solo dos incógnitas y , ¿. .Asimismo 
háganse idénticos los términos que contienen la x 
cñ la segunda y tercera equacion propuesta, esto 
es multipliqúese la segunda por / , y la tercera por 
¿ , y se tendrán las equacioncs e I x ^ r f l y4- n I z , 
e = g h l y el% + epy + z r z ~ e t q i restada ésta 
de aquella , resultará la equacion V . . ( / / — ) 
X y + { n l ~ - e r ) y > z = g h l ~ ~ e t q , que contie­
ne solo dos incógnitas y , z. Por tanto se lian re­
ducido las tres equaciones propuestas á la quarta 
y quinta equacion, en las que solo se hallan dos 
incógnitas. Manejadas dichas dos equaciones con 
el mismo método ( 3 9 3 ) , se tendrán los valores 
de las incógnitas y , ^ ; esto es 

(c d e - a g h *n L~ e ry—* { g fi l - e t q x e m - a i ^ 
y = - — — 

( h e - a f * u í - e — { f l ' e P * e m ' a n*) 
(< d e ~ a g h .<f l - e p) — { g h l - e q t k h e - a f } 
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Ahora haciendo idénticos los términos que con­

tienen una de las incógnitas y , ^ , por exemplo 
z , eh las equaciones primera y segunda, y tam­
bién haciendo idénticos los términos que contie­
nen la misma incógnita z en las equaciones segun­
da y tercera y con el mismo método arriba expues­
to ; se tendrán dos equaciones, en las ĉ ue se ha­
llarán solo las dos incógnitas £ , y , y por medio 
de ellas se determinará del inismo modo; el valor 
de x , esto es • 

d n - g h m x f r ^ n p ) - — (g h r ~ t q h x b n ~ f 

F ( « - m e * f r - n p ' ) ~ - ' ( e r - l u x h n- f ra ) 

Igualmente se resolverá este Problema por el mé­
todo segundo de la Proposición V i l : pues hallado 
en cada una de las tres equaciones propuestas el va­
lor de una de las incógnitas, como x , y compa­
rado el'primer valor de x con el segundo, y clse-

•gundoí con el tercero , se tendrán dos equaciones 
]en las que se hallarán solo las dos incógnitas y , z\ 
luego por medio de estas equaciones se determi­
narán los valores de y , z. Asimismo hallando en 
cada una de las tres equaciones propuestas el va­
lor de otra incógnita y , y comparando el primer 
valor de y con el segundo, y el segundo con el 
tercero, se tendrán dos equaciones, en las que 
se hallarán solo las dos incógnitas x ¡ z i luego 
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por medio de estas equaciones se determinara el 
valor de 

Finalmente se resolverá el mismo Problema por 
el método tercero de la Proposición ^11 ; pues 
hallado en una de las equaciones propuestas el va­
lor de una de las incógnitas, como £ , y substi­
tuido este valor en las otras dos equaciones, se 
tendrán dos equaciones, en las que se hallarán solo 
las dos incógnitas y , 2 : luego por medio de éstas 
se determinarán los valores de las mismas incóg­
nitas y , los que substituidos en qualquiera de 
las equaciones propuestas darán otra equacion de­
terminada que contendrá la sola incógnita # , cuyo 
valor se hallará por el método dado (389) . 

C O R O L A R I O % 

398, Si fuesen quatro las equaciones propues­
tas-> y también quatro las incógnitas, se reduci­
rían del mismo modo dichas "quatro equaciones á 
tres, en las quales faltaría una de las incógnitas, y 
se hallarían por el problema antecedente los valo­
res de las tres incógnitas de las equaciones resul­
tantes : luego substituidos dichos valores en qual­
quiera de las equaciones propuestas, se tendría el 
valor de la quarta incógnita.. 



(299) 

C O R O L A R I O I I . 

399 En general si el número de las equacío 
nes es igual á él de las incógnitas, se determi­
narán sus valores con el mismo método. Pero sí 
el número de las equadones es menor que él dé 
las incógnitas , no se podrán determinar sus va­
lores , y solo en fuerza de dicho método se lle­
gará á algunas equaciones que tendrán menos in­
cógnitas que las propuestas. 

E S C O L I O . 

400. El método primero de la Proposición 
antecedente tiene lugar en las equaciones indeter­
minadas de qnalquler grado ^ siempre que el nú­
mero de las incógnitas sea el mismo que él de las 
equaciones; pero en este caso las equaciones de­
terminadas que contienen separadamente dichas in­
cógnitas resultan del segundo , tercero , &:c. grado. 
También el referido método sirve para quitar qua-
lesquiera cantidades radicales de las equaciones, 
suponiendo dichas cantidades iguales á otras incóg­
nitas. 

E X E M P L O 1. 

401. Sean las tres equaciones L . 33: — 4 y 
5 z =55 , 11. . 7 ^ 4 - 6 y — 2 ^ = 3 2 , I I I . . x 
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— 8 y 4- 3 r = — 2 i ; y se pide determinar los va­
lores délas incógnitas y%l¿. 

Multipliqúese la primera equacion por 3 , y la 
segunda* por 2 , con lo que resultarán las dos 93: 
—- 12 y H- 15 £ = 15 , .14 z 12 y—-4 2 = 64 ; y 
sumada la una con la otra , se tendrá la equacion 
I V . . 23 o: -f- 112: = 79. También multiplicada la 
secunda equacion por 4 , y la tercera por 3 , re­
sultarán las dos 28 £ 4- 24 y — 8 2 = 128 , 3 re 

^^r^ 24 y -f- 9 2" == — 63 , las que sumadas dán la eqiia-
Cion T . . 31 x z===6$. For tanto las tres equa-

•
;s propuestas se han reducido á las equacio-
quarta y quinta, que. contienen solo las dos 

incpgnitas. x z . Ahora multipliqúese la equacion 
quinfa por 11 , y resultará la equacion 341 x 4- 11 z 
= 715 ; restada de ésta la quarta, se tendrá 318 x 

= 636, de donde a: = ~ } = 2. También por 

medio de las equaciones quarta y quintase deter-
rninará*con el mismo método el valor de z ; pero 
mas fácilmente se hallará dicho valor, si se subs­
tituye él de x en la equacion quinta : pues será 
31 X 2 - j -£ = 65 , de donde 2 = 65—62 = 3. 
Asimismo si se substituyen los valores de x9 z en 
qualquiera de las -equaciones propuestas, por exem-
plo en la tercera , será 2 5—-8y + 3 X 3 = — 21; 
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y trasponiendo los términos — 21 , — 8 j , resul-

tara 2 4 - 9 + 21 = 8} ' , de donde y = = 4 . 

E X E M P L O I I . 

402. Sean las equaciones I . . x^-k-ax1 y-h&x y* 
4- c 3/3 -f- i = í7 , I I . . a:3 4. e ^ y -í-/*3/a 4-^ y? 
4- ^ == a ; y se pide hallar una equacion que conten­
ga solo una de las incógnitas como y. 

Réstese la segunda equacion de la primera, y 
se tendrá* la equacion ( a — e) X ^a y 4- ( ^ — / ) 
X ^ ya 4- ( £ — g ) X'y3 -¡r d — h — o , ó bien x^y 

l - f • . c-g , . d-h t 
4- — X * Ta + — X r3 •+•— == f ; y nombra-

a-e J a-a * a~& * 
dos los coeficientes constantes z, ^ , / » resultará la 
equacion I I I . . a:a y - i - ¿ x ya - i - ^ y3 4- / = , en 
quien la incógnita x está elevada á un grado me­
nos que en las propuestas. Ahora multipliqúese 
esta equacion por a:, y la primera por y ; y se ten­
drán las dos equaciones x̂  y -k- i OÍ'1 ya 4- £ ¿'y34-/.£ 
= í? , o:3 y 4- 7̂ ̂  y2 4- ^ a: y3 4- c y* -\- dy =• o \ 
restada ésta de aquella , resultará la equacion 
( i ^ . ^ ) X ^ a y a 4 - {k — h) X ^y3 4-/a:— ey*. 

i y = ¿7 , o bien x* y^ 4- --^ X o; y^ 4- — x x 
c d 

*>~ - r - X y * — ~ X T = í?5 Y nombrados los coe-
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ficientes w , n , p , q , será la equacíon I V . . a:a y9, 

m x y* + n x — p y* — q y =z o ^ en quien la in­
cógnita x está elevada á un grado menos que en 
las propuestas. Tratadas del mismo modo las equa-
ciones tercera y quarta , se tendrán otras dos, en 
las que la incógnita x estará elevada á un grado 
menos que en aquellas. Por tanto multipliqúese la 
tercera equacion por j , y se tendrá a-a y* 4- ¿ ory3 
4- ^ 3^ 4- / y = í> , que restada de la quarta, dá 
la equacion ( m ~ ~ í ) X x y t - t - n x — í p + k ) X 

y+ — ( ^ 4 r / ) X y = , ó bien a* y5 + A X z 

— X y4 — X y = ; y nombrados los coe­
ficientes 7*,Í,Í, resultará la equacion V . . (y34-r) X x 
—s y4~~t y o. Ahora multiplicando ésta por x yav 
y la quarta por 3/54-r,resultarán las dos (y^-¥r )X x* 
y*~~s y6 x — t y3 x=:c>, ( 3^ _|- r ) X ̂ a ya 4- (yt+r) 
X m x y l + ( y l -± .r )y<n x~~(py* + q y ) X (y3 
4- / • ) = £ ) ; y restada ésta de aquella , se tendrá la 
equacion Y I . , ~~ s y6 x — t y l x — {y3 r ) X tn 
^ y 3 — (y 3 4- /•) x 7Z ^ 4- (/^ y4 4- ^ y ) X ( y3 -h ) 
= o. De las equaciones quinta y sexta resulta ser 
^ sy* ty (?y4 + gy)x ( y3 + O . 

, sy*+fy (^•J,fy)x(y3+r) . 
lueoo será —•—~———— ———» 

0 y -i- r sy*-i-ty 5.+ (y ̂ 4 /*)* «y 54 (y 34-f)*a 
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por consiguiente (s y* -\- t y) y. (s y6 -\- t -f- m y6 
-\- mr y* n y l n r ) = ( p y * - \ -qy) X ( y 3 
-\~ r)12 equacion en que se halla solo la incógnita y. 
Con el mismo método se hallará otra equacion 
que contenga solo la incógnita x. 

E X E M P L O I I I . 

403. Se pide.convertir la equacion V a y 
3 

— V(í2a — a-y ) = 2 a Ya y* en otra que no tenga 
términos radicales. 

Supóngase V a y — x , y {a11 ~~ a y ) = z , Vay11 
ts=v , y se tendrán las equaciones, I . . ^ — z — 2. a 
-̂ - v , I I . . x^—a y , I I I . . a1—a y = 2 a , I V . . a y*' 
r= , esto es quatro equaciones y quatro inde­
terminadas y , ?M y quitando de ellas rr, 
z ^ v por el método primero, resultará la equacion 
que se pide. Multiplicando la primera equacion por 
x , resultará x* x z — 2. ax -\-v x de quien res­
tada la segunda, dá — x z — i ax -{-v x— a y , 6 
bien V . . {2, aA- v z ) X ^ =^a y* Multiplican­
do la primera equacion por 2 ^ + ^ + 2 , se tendrá 
{ z a + v + z ) y<.x~~2. a z — v z -~ z* •== 4^* 
-4 -4^y4 -ya + 2¿zrH-i72:> ó bien V I . . ( 2 a 
-hv + z ) X x ~~ z* — 4 a z — z v z = 4 a* 
•4-4 <«y -f- ya : restada ésta de la quinta, será 2a 
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+ ( 4 ^ + 2 ^ ) X 2 = ^ y — 4 ^ — 4 ^ — z;a; 
pero por la cquacion tercera es = ¿ 7 a - — y : 
luego restando ésta de aquella , se tendrá la equa-
cion YÍI . . { 4 a 2.v) X z=2. a y— 5 í2a — q a v 
— va : multiplicando ésta por z , será ( 4 ^ 4 - 2 ^ ) 
X z- = 2. a y z — s a ^ z - ^ q a v z — v z z , ó bien 
YIIÍ . . (4^-1-22;) X ( a* - ~ a y ) = { 2 . a y ~ - s a * 
— 4 <? r — ya ) X Por medio de las equadones 
séptima y oílava se hallará ser ( 2 ¿7 y — 5 4 ^ v 
_ 2;a )a = (4^7 - { - 2 y ) a X — ) , ó biehi* 
-1- S a v * -4- ( 26 j a — 4 y ) X ya M ( 40 ¿z3 
— 16 ^a y ) X v + z$ a* — 2.0 al y 4- 4 ¿za ya = 
(4¿2a —4 ^ y ) Xy2 4- ( i 6 ^ 3 _ i6¿za.y > X ^ — 
16 ÍÍ 5 y 4. 16 4 ; y trasponiendo al primét miem­
bro los términos que contienen la f , y los demás 
al otro , será 8 a 2,2 a? vz 4- 24 5 i ; 
— _ y2 4- 4 ¿z 3 y — 9 í?̂  , ó bien ( por ser u} 
= j y2,, v ^ ^ a y ^ v ) 22, a* v7, {2,4 a*. -\- a y*2 ) 
X ^ = — 12 ¿2 ya 4- 4 ¿z5 y — 9 ^+ que partida por 
¿7, da la equacion DL . 22¿2 ^a4- (24 ¿7a 4*y3O 
X z; = — 12 ¿7 y2 4- 4 ¿2a y 9^3 : multiplicando 
ésta por y , y la quarta por 22^7 , resultarán las 
equaciones 22 ¿z ^3 -f- (24 íz2 4- y2) X ^2 = (—12 
^ Ja + 4 y ^ 9 ) 22 ¿z z;? c=a 2 2 4 a ya : 

restando ésta de aquella, se tendrá (24<2a4^y2) 
Xya = (— i24y2 4 - 4 a 2 y - - 9 a 3 ) ^ a a ^ * 



( 3 0 0 
f , ó bien X. . ( 24 ^ - h }'a ) X + (12 ^ ys 
r~ 4 ^a y 9 ) X ^ ——• 22 ^a y2 : multiplican­
do ésta por 22 ¿? , y la novena por 2,4 a* + y*, 
se tendrán las dos ( 2,4 a- y* ) X 22 ¿7 y2 - I - ( 12 

:í2ya — 4 2̂ 3/4-9 ^3) x 2 2 £ ? ? ; = — 4 8 4 ^ j / % 
( 24 íz'-2 4- y* ) X 22 d 2t? ¡H- ( 24 ^a 4- y2 )a x ^ #» 
(24 áa -h ya) X (— 12̂ 2 ya + 4 . ^ y — 9^3) : res­
tando la segunda de la primera , resultará (— } + 
4- 2 T 6 á a y12 — 8.8 43 y—178 í ^ X ^==12 a y^—4.1* 
y3 _ i S j a i ya — 96 ¿i4 y -4- 216 a* , ó bien X I . . 
P z; = Q , llamado (J el segundo miembro , y i3 
el fador de la v en el primero : multiplicando esta 
equacion por 22 ^ , y la novena por P , se ten­
drán las dos 22 a P v* = 22, a Q v , 22 a P 
( 2 4 4 a P - h y^ i7 ) X ^ = = — i2<2yaP + 4 í2 í lyP 
— 9 p ^ de quien restada la primera , resultará 
( 24 áa P 4- y12 P ) X y = — 12 ^ ya P + 4 y P 
*~ g a"* P — 22 a Qv , ó bien la equacion X I I . . 
( 2 4 < í a P 4 - y a P - 4 - 2 2 ^ C ) X ^ = — i 2 t r y a P 
4- 4 ^a y P— 9 a"* P . Por medio de las equaciones 
undécima y duodécima se hallará la equacion 24 
a* P Q - \ - ya P Q +22 a Q2 = — 12 a ya Pa + 4 ¿ia 
y p2—9^3 cuyos términos son todos racionales. 

P R O P O S I C I O N I X . 
404. , Construir las equaciones determinadas del 

primer grado. 



(3o6) 
I . Si la incógnita x es iéual á la sdma ó di-

ferencia de las redas expresadas por las letras ¿7, 
¿ , c , &-C. como rr = í2 - f ^ -4- , o: = ¿z 4- ^ — c; 
tomada en el primer caso una reda igual á las 
a ,b , c juntas , y en el segundo quitada una re£la 
igual a £ de otra igual á ¿ 4- #, se tendrá deter­
minado el valor de la incógnita 

I I . Si la incógnita x es igual á una fracción, 

como o: = _ , en quien c ̂  a , h expresan rectas 

conocidas ; se tirarán dos redas indefinidas ( Fig.i .) 
uí E y A D con qualquier ángulo ; en una de ellas 
se tomará A C = c , A E = a , y en la otra A B 
. = &'•, después se unirán los puntos B y C con la 
reda i? C , á quien se tirará por el punto i i la 
paralela E D : será A D ~ x. Siendo pues B C y 
D E paralelas , será A C v A E = A B : A D , 

esto es c : a = b : A D : lucao A D = ~ ~ x\ 

También si la incógnita 3: es igual á la fracción 

^ ; se hallará una quarta proporcional á las redas 

c , a , b con el método antecedente; y llamada m lá 

reda "que se ha determinado , será x = x-4-
c a 

m e . « / t i . 

= ~ j que se construirá del mismo modo. 



JIL Si la incógnita o: es igual á la suma ó di­

ferencia de fracciones , como n: = ™ - f — , ^ = 
c f 

a h d e 
• ~r ; hallados los valores de las fracciones 
ab d e ' . . , ' 

, y Por el caso antecedente v se determinara 

el valor de la x por el caso primero. 

E X E M P L O S . 

405. Si se ha de construir la equacion x == 

~ ~ ^ r ^ ~ -i se observará que a h + c b es lo mis­

mo que ( ^ + ¿ ) X ^ ; y ^sí hallada una quarta 

proporcional á las realas d-]r e ¡ ¿z + c , ^ , se ten­

drá el valor dé la incógnita x. 
Si se propone construir la equacion x =5 

— . hasase ~ am, o bien •— — m cuvo 
d -h e G a 1 

valor se determinará , hallando una quarta pro­
porcional á las realas a , h , b , por ser a: b = b: 
m. Hecha dicha substitución en la equacion pro-

a* a. vi (a-\-*n) x a 

puesta , será x = — j ^ — — ^ - ^ j — 5 por consi­
guiente hallada una quarta proporcional á las rec­
tas ^ 4- ¿ , <2 - f tfz, , se tendrá construida la equa­
cion propuesta. 

Sea J =5 - ' ^ ' V : hágase b? =0.* m ^ ó bien 



(3o8) 
, a'̂ mc tac 

— - r i y sera z = • „ ^ = — : luego por 

medio de las tres proporciones a i h = h x —, Í? : 

h == — :•—- = 7 7 z , ^ - í - ^ 2 : / w = ¿ : : ^ , se tendrá la 

reda igual á la incógnita x. 

Si se pide construir la equacion a: = 

hágase = ¿za/, c* = ajp ^ y será ^ 

f -h a + p 

P R O P O S I C I O N X. f 

406. Hallarla linea que pertenece á las equa-
clones indeterminadas del primer grado y = 

~ , y = — - y , en quienes — expresa el agre­

gado de todas las cantidades conocidas que multi­

plican á la abscisa x, Fig. 3. 
En la reda J B prolongada de una y otra par­

te tómese J C = b , y tírese C D = a que haga 
con J C qualquier ángulo; la reda indefinida F / 
que pasa por los puntos A , D , será la linea de 
las equaciones dadas. Pues tomada qualquier abs­
cisa A B^=x y y tirada la ordenada B G paralela 
á C D , será A C : C D = J B : B G \ esto es^: 



(309) 
a = x : B G ; por consiguiente B G = - j = y. 

También tomada qualquier abscisa Ah en parte 
contraria á las positivas, y tirada la ordenada h g 
paralela a C J) , será A C i C D = A h : h g , esto 
ts h \ a •= — x h g i por consiguiente bg = 

ax 

P R O P O S I C I O N X I . 

407. Hallar la línea que pertenece á las equa-
ciones indeterminadas del primer grado y—^— + ^ 

y»s=: — -̂ - — cy en quienes — expresa el agrega­
do de 'todas las cantidades conocidas que muhi-
plican á la abscisa x , y además c expresa el agre­
gado de todas las cantidades constantes. Fig .^ 

Supuesta la referida ( 4 0 6 ) construcción del 
triángulo A C D , tírese por el punto A la reda 
E h paralela a C D , y tómese A 1 1 = A h — c , 
tiradas por los puntos / / , k las redas H L , h l 
paralelas á i 7 / , será H L la linea de la equacion 

y z=z -1-\~ c) y k¿ la de la equacion y = — 
c. Pues tomada qualquier abscisa A B = x , y 

tirada la ordenada B L paralela á C D , será por 

lo demostrado ( 406) B G = ~ v pero en elpa-



ralelográmo J J I L F es F L ~ A H = c : lne^o 

será B L j -4- t: = y. igualmente tomada qual-

quier abscisa A b — — x en pírte contraria á 
las positivas , y tirada la ordenada h l paralela á 

C D , será ( 406 ) hg = ~~> ^ ; pero es g l = J k 

= -*~.c : luego se tendrá b 1 = — — ^ = y. 

P R O P O S I C I O N X I I . 

408. Hallar la línea que pertenece á las equa^ 

ciones indeterminadas del primer grado y = ~ 

Supuesta la referida ( 406) construcción del 
triángulo A C D , tírense las redas A h , A H pa­
ralelas á C D , é iguales á c, y también las rec­
tas A i l f , i/xV paralelas á ; será la reda 

la línea de la equacion y = ^ — c ( Fig. 4 . ) , y 

la recia / / i V la de la equacion y = c — 5.)* 

I . Tomada qualquier abscisa J B = ^ (F/^. 4.), 
y tirada la ordenada B M que se prolongará hasta 
encontrar á la reda A D también prolongada en £, 

será ( 4 0 6 ) ^ G ^ ~ i pero A h ~ M G = t c i 



(31)0 
luego será B M = -̂ - — c =y. Obsérvese que quán-

do b abscisa A B = x es mayor que ^ 0 , la or­
denada y = B M c s positiva ; quando la abscisa x 
es igual á J 0 ^ la ordenada y es cero ; y final­
mente quando la abscisa x es menor que Jt 0 , la 
ordenada j correspondiente á dicha abscisa es ne­
gativa. 

I I . Asimismo tomada qualquier abscisa A h ^ 
— ^ ( Flg. 5«) , y tirada la ordenada h N que se 
prolongará hasta encontrar á la reda D A también 

ÍIX 

prolongada en , será (406 ) h g =: > pero 

A H — N g c : luego será 'b N = c — ==, y. 

Obsérvese que quando la abscisa Ab = — x es 
menor que A P , la ordenada h N — y es positiva; 
quando dicha abscisa es igual i A P , la ordena­
da es cero ; y finalmente siempre que la abscisa 
Ah=- — % es mayor que A P^ la ordenada que 
le corresponde es negativa. 

C O R O L A R I O . 

409. Infiérese de lo demostrado (408 , 407 , 
406) que la línea recia es la linea á las equacio­
nes indeterminadas del primer grado que contienen 
las variables x ̂  y. 



E S C O L I O . 

410. Quando sucede que á qualquier abscisa 
^ corresponde una ordenada constante , como y 

cih 

= —en.talcaso la línea de la equacion será una 

recia paralela á la línea de las abscisas. También si 
sucede que á qualquier ordenada y corresponde una 

abscisa constante, como a: = — , la linca de la 

equacion será una re¿la perpendicular á dicha 
abscisa. 

De la Resolución y Construcción de las Equa* 
clones del segando grado, 

P R O P O S I C I O N S X I I I . 

411. Hallar las raíces, de la equacion del se­
gundo grado x ^ - S r a x — b c , en quien las canti­
dades conocidas a , h , c pueden ser indistintamen­
te positivas ó negativas. 

Añádase á los. dos miembros de dicha equacion 
el quadrado del semicoeíiciente del segundo tér-

mino, esto es — , con el que se completará el 
4 , , , 

quadrado de los términos que contienen la incog-

nita, y se tendrá x ^ ^ - a x - i ~ ¿ - j - — : extra-
4 4 



yendo la raíz quadrada de ambos miembros, seri 
^ ~ = ±:V(b c -k- — ) , de donde x == % 

V{hc-\~ —) Juego las raíces de la equacíon 
4 I | Q ] r- "Í ••• TÍ y TJ 

propuesta serán oc = — 4- v ( ̂  c 4- — ) , •t = — 

t/( ^ £• 4- —) , las que son reales ^ si las dos 
i 4 

cantidades h y c son positivas ó negativas ; y si 
qualquíéra de estas es negativa , y ademas <; 
h dichas raíces serán irhagináhas. 

f C O R O L A R I O . 

412. Si es ¿2 = Í? , la eqüacion propuesta ven­
drá á ser x1 & c , y sus raíces serán x = z V k C y 
x = — Vb e. Pero si las cantidades ^ y c , ó una de 
ellas es igual á cero, dicha eqüacion vendrá á ser 
a:a 4- ^ o: = o, y sus raíces serán x = o ¡ x = — a. 

E X E M P L O I . 

413. Se pide hallar las raíces de la eqüacion 
3;a — 2X = 2,4. 

Háganse idénticas las equaclones a:a 4- a x=b cy 
x1 — 2 o; = 24 , por medio de las suposiciones a = 
— 2 , ^ = 2 4 ; y substituyanse estos valores en 

ks raíces 2 == ~ — =h / ( ^ c 4- — ) de la fórmu-

n 



(3T4) 
lia de ;t©da'?eqiiacron quadrada : con lo que! se ten-
drirt^lafc íajceside la, pcoptiesta ^ = i d i ^(24^1); 

^ 1 zh S •> Qsii0 es' x ~ § i x " — 4« 

E X E M P L O 

414. Sé propone determinar, las raíces de la 
equacfon ' - 4 ^ ' 10 '-r¿ 27. Para'tesolvér esta 
equacíon segun-el método general, añádase a am* 
Ix̂ s mienibros el,qua,draído de 5. semi^oeficiente de xA 
y resultará •fa.jaxi-h 25 2,5 — 37 — — 2 ; sá-
quese la raíz quadrada de ambos miembros , y se 
tendrá x 4- 5 = - 4^ — a : luego "a:== — 5 -/—2, 
esto es, 2 == —• c ^ - Y - - Zp * ==-7-5 - « y — 2. 

' • ^ E Y E M F k Q r l l l ; - Í3 ^ 

415. Se ha de resolver la equacion ¡?\x — a~ x 
a * b * 

Trasponiendo los tres primeros términos de la 
3 ¿ * 

equacion. propuesta al otro miembro , será — 

== ¿- a:a 4- (^a — â ) X ^ ; partiendo por c , a:a -4-

í — X ^ ^ — — ' > añadiendo a ambos 
, <T 3 - J * • 

miembros el quadrado de —-—— semicoeíicientc 

dtl segundo término , se teqdrá %a 4~ - - - ' 



3-. ^ ; sacando- la raiz quaarada , x 

^ rs -f- - v ^ — g . t j . T I f f i i ^ ± — - ; y 

tfaspdniendo el término conocido " ̂  . > resultará 

K = -h , esto es, = — , = — -

P R O P O S I C I O N XÍV. 

416. Toda cquacion determinada x*1* -\-a*1* 
=• b que consta de tres términos, de modo que 
el exponente de x en eí primero es número ente­
ro y positivo , y además duplo del exponente de 
x en el "segundo término , se reduce al segundo 
grado». • j 

1 , Hágase xm — z , y la equacion propuesta se re­
ducirá a la del segundo grado a z = h. 

C O R O L A R I O 

1 417. Teniendo (411) la equacion z^-^-a z=b las 

raices z = — — db (— zt , será también x™ 

~ de 1̂  ( + ^ ) ; y extrayendo la raíz 

de ambos miembros, será x —V(-^- ^ + y \ -k- h)* 



si /7z es numero impar; y si es par, será a; = ^ V 

4 

E X E M P L O I . 

418, Se pide resolver la equacíon — X ^ * 

I Ó * 

Hágase a;a = 2 ; y la cquacion propuesta se re­

ducirá á la del segundo grado — - X 2 = — ~ <i 

cuyas raíces son z = ^ zfc 1 ; pero ^ t=*'x¿: luego 

será a:a = dz 1 ; y extrayendo la raíz quadra-

da, se tendrá r r = j ± / ( — ± : 1) , esto es, xss 
4 

= - / 1 = 1, : r = / c ¿ _ 1 ) = / i . 
v 4 4 3 4 : 4 

= * = 1 + 1 ) = - I , ! = : - • / ( i 
a 4 2 4 

i ) — i , que son las quatro raíces .de la 

equacion propuesta. 

E X E M P L O I I . 

419. Se propone resolver la equacion x* — (5^ 
ca 4- a ¿a) X *a ~ ^ 57^ + 4B ¿a d*. 



Tómese la fbrmuLi«general x11* -^ 'a xm = h , y 
háganse las suposiciones /72 = 2 , a = — 52 —2. ¿P, 
h =.~~ $j6~c4 + 48 ca í/a — A . Substituyanse estos 

valores en la fórmula a; í=dr1^(~ - ú z y b-̂ 0—)'-, 

y será = / ( 2 6 ca •+• ia ± / ^ i o o B - M o o c ^ ) 

= H- ^ ( 26 ca -f- i a r t 10 c ¡K'^ i - ) . Sin em­
bargo de que no se pueda extraer la raíz quadra-
da de -4-¿f1, se podrá extraer la de toda la can­
tidad ( ^ ) s6 ca - f ia i t 10 Í / ( 6 A 4- H > que es 
^ c ±, V{c2, -̂ - d12). Por tanto se tendrá z = - H (5c 

^ ¡ f c ^ r J * ) ^ esto es, 3; == 5 Í + / ^ M T Í ^ ^ 

# = — 5 ^ - 4 - "/(Í:2 4- ^ ) , que son los quatro valo­
res de 2 en la equacíon propuesta. 

E S C O L I O , 
420. En el exemplo antecedente fácilmente 

se reconoce la raíz quadrada de la cantidad (^ í ) 
compuesta de la parte racional 26 -f- i2 , y del 
radical del segundo grado 10c 4- ^a ) ; pero 
quando esto no suceda , se hará uso del método 
general que se dá en la Propósicion siguiente, 

P R O P O S I C I O N X Y . 

421. Extraer la raíz quadrada de una cantidad 



compuesta de una parte raeioñal y de un raáical 
del segando grado. 

I . Sea dicha cantidad JÍ -\~ V.B ^ en quien Á' 
es la parte racional, y V B la parte radical del 
segundo grado. Supóngase V { 'A + 1 ^ ¥ x -H ^ 
en quien x, 3/ son cantidades indeterminadas, pero 
racionales : quadrando ambos miembros de dicha 
equacion, será Jt ^ V B x -̂ - y z Vx y. Como 
las cantidades Xp y son indeterminadas, se podrá 
igualar la ,parte racional x-\-y á la parte racional 
A •> y \z parte radical i ^ í á la parte radical 
^ B ; por lo que se tendrán las dos cquaciones x 
-f- r = A, 2 Vx y — l^ i? : elevando al quadradó una 
y otra equacíón , será xa + ¿ o: y 4-y2'== , 
^ a: y = 5 ; y restando ésta de aquella, resultará 
a-2 — 2 a- y -f- ya £= I?, de: ¡dondd" sé infiéíé 
que si A ^ r ^ B es un quadrado perfefto, lo de­
berá ser también A*- — B ahora extrayendo la 
raíz quadrada de uno y otramiembro , será a—-y 
= d- / ( A^-rB ) \ pero x - i - y = A : luego suman­
do la primera equacion con la segunda , se tendrá 
i x ^ A ^ A i - B y M dónde fe^ i t : \t (A* - B ) 
y restando dicha primera equacion de la segunda, 
será 2 y = A / ( 2 — ^ ) , • de donde y = 

— T v _ 1 ; y porque x + y debe ser igual a 



(3T9) 

s-era x = *• , y ~ ; 

por consiguiente V x = ^ r s-*—• , 

V'y— ± V — ¿ ; pero V { A- \ - V B ) 
=fei-/n¿ 4- / y : luego será / ( y/ 4- / B ) = 

v é ± d S J l z J l l + v á ^ A l z l ± , 6 bieil 
a • a 

/y . r^x ^ + V ( -̂ 3 - B ) • rA-^ÍA^-B) 

Ypt-Wrfe) = — T V — . 
Si en estas, expresiones es — B un quadrado 
perfecto ( lo que debe fu :cder siempre que A -k -VB 
lo sea ) ; U raíz quadrada de A H - / B se, tendrá 
por do§ radicales del segundo grado ; ó por una 
cantidad racional y por un - radical del segundo v si 
uno de dichos dos radicales es un quadrado perfeílo. 

I I . Si la cantidad dada es A — V B , se supon­
drá V^ A— 4 B J ~ Vx ~- Vy , y se hallará con 
el 'mismo método V { A - ^ ^ B ) V é "" 

^ f J k ^ l í S X ;.• 6-bien V ( J - V B ) = 

"a _ *• ' a 
IÍL También si la cantidad dada es A-^- V—B, 

la que está compuesta de la parte racional A, y del 
radical imaginario 'V^-i?; se demostrará con el mis-



mo método ser J { A + V-~B) = V d ^ k 4 l l Z l 

en cuyas expresiones V —; es un ra-

dical real , y Y ^ ~ imininano. 
I V . Finalmente si la cantidad dada es ^ — V 

~~ B , se demostrará del mismo modo ser 

y también V { A ~ ~ V B ) = ~ V A + ^ f * B > 
, x r ¿ - J j A * 

a 

C O R O L A R I O . 

422. Si en el caso tercera de la Proposición 

antecedente se supone v - ^ = m t 
r 'A-f- */ (A* , f . . , . 

Y —^ j = ^ ; la raíz quadrada de A 
-t- V— B se podrá representar siempre por esta fór­
mula m -J- « / — 1 , en quien m y n son cantidades 
reales. Hechas las mismas suposiciones en el caso 
quarto , la raíz quadrada de ^ — 2? se podrá 
representar por la fórmula m-^n V 1 , en la que 
m y n son cantidades icaíes. 



( 3 ^ ) 

É X E M P L O I . ^ 

423. Se pide extraer la raíz quadfada de la can* 
tidad 7 + / 4 8 . 

Tómese :la; fprmula V { J ^ B ) ^y4íV( ; ^ 
4_ V-^—^~L' í—l í l ^ y háganse en ella las subs­

tituciones ^ = 7 , j5 = 48; con lo que será 

/ lÉ-l ( 4 9 - 4 8 ) _^ ^ 7 - V ( 49 - __ 

•4- V — = 2 + / / 3 . También por ser V ( ^ 4-

_ _ ^ •- V C ^ - Z ? ) ^ { J * - B ) - ^ 

será / ( 7 + V48) == — 2 — ' /3 . Por tanto la raíz 
quadrada de la cantidad propuesta es 2 4- ^ 3 , ó 

E X E M P X O^ I I . 

424. Se propone extraer la raíz quadrada de 
5 4 - - / 24. 

En la fórmula V{A + V B ) ^ é ^ j L L é L l l l 

y é ' ^ ^ ^ .'B>L háganselas substituciones^ 

5 , == 34 ; y se tendrá V ( 5 4- / 24 ) = 

/ f - v c ^ ? - H ) , TA ? - v \a? - ^ 4 ) _ y±r .L 
ss 



( 3 2 2 ) 

- I - / = 4- / 2 . Igualmente será / (5+ /24) 

E X E M P L O I I L 

42?;. Se Ha de extraer la raíz Cuadrada de 3 
+ V 4 0 . 

Tómese la fórmula ^(^+1^-^)= j ^ ^ f - ^ 
R A - j ( AZ + 7i' ) : ; "' , . 

-h v . """a-—"^' 7 substituyanse enfi la 4 

= 3 , ~ 4 0 ; con lo que será / ( 3 + '/— 4 0 ) 
y 3 + V C 9. -^ 4 ° ) , ^ 3 - V ( .9 + 40 ) 

— -h V ^ =i 1̂ 5 4- / ^ . También- se Cendra 

^( 3 - f / ^ . 4 0 ) = — / 5 V — 2 . ' 

E X E M P L O I V . 

426. Se propone extraer Ta raíz quadrada de 
2 0 - / 6 . 

Tómese la fórmula V{A-~VB)=V A ^ f ' B ) ' 

4» d£ — — — , y háganse en ella las subs­

tituciones ^^=20 , 1̂ —6 : respedo de qué A* — B 
z= 400 — 6 ¿= 394 no es un quadrado perfeélo, 
tampoco lo será la cantidad propuesta ; por con^ 
siguiente la raíz quadrada que se pide no se po­
drá sacar sino por apróximacion. 



(323) 

P R O P O S I C I O N X Y I . 

427, Extraer la raíz quadrada de una cantir 
dad compuesta de una parte racional , y de. tres 
radicales del segundo grado. 

Sea ía cantidad dada A + ' $ 3 4- V*C 4- / í > . 
Supóngase la raíz que se busca igual á /o : 4- / y 
- i - / 2 , estp esVV( 4 + V ] j - i r i ! C - * r V D ) = / x 
4- y 4- Vz y quadrando ambos miembros de 
esta equacion ; resultará A - k - V B - ^ V C ^ r V D 
= x -*r y ~*r z + 2, V x y 2 Vv B 4 2. Vy z. Aho­
ra supóngase x 4 y 4 z ~ J , zVx y === V-B, x z 
= VC , z V y z == y I ) ; quadranJo estas tres 
últimas, equaciones, se tendrá 4 x y = B, 4 x z = 
4 y 2 = Z>; y despejando las incógnitas y , 2 de 

las dos primeras, será y = — , 2== —: luego subs-

tituyendo los valores de y , 2 en la equacion & 

4-1/42 = . / / , resultará x-A—— 4 — = A 6 

bien a-2 4- — T = A X ^ que .resuelta ( 411) di 
4 

3. ^ ¿ # §1 ia cantidad dada 
«•w Oíí p ; ,.. a - - • ü •**»-• Y'5 —•-̂ —- í l-1—is. ^ : -
^VB-^VC+VD es un quadrado perfecto, se podrá 
extraer exádamente la rab quadrada de A^-^B^C} 
jorque siendo J ? ~ B ~ C ^ i x . + y *z )Vr» .é?y 



(324) 
— 4 ^ 2 , jserá A * — JB—C— ^ + 3'a + ^ — 2fl:y 
— 2^2:Hh22y = (o: — y — 2 : luego V (^a 
— B — C) — y — D e t e r m i n a d o el valor de 
a:, se hallaran los de y , [z por las equaciones y 

= — , r ^= — ; pero por la equacion 4 y ¿ = 1}, 

es a = — ; luego deberá ser — = — , ó bien B 

á D como el valor de £ á él de 2, siempre que 
la cantidad dada es un quadrado perfe&o. 

E X E M P L O. 

428. Se pide extraer la raíz quadrada de lá 
cantidad 9 H-V 24 4- V 32 4- V48. 

Tómese la fórmula V { J 1 - \ - V B - ^ V C - ^ V D ) 

= V -4- V y + v j?, en quien o; = -> 
í? c 

y — , r = ~ , y las condiciones para que 
sea posible la extracción de la ra íz , son que A% 
~- B — C sea un quadrado perfedo, y que ade-

más sea ^ — . En dicha fórmula háganse las 
suposiciones ^ ^= 9 ^ = 24 , C = 32 v X) = 48; 
y será A0, — B — C = 81 — 24 — 32—2.5 que es 
un número quadrado; con lo qual queda verifi­
cada la pririiera condición , para que se pueda ex* 
traer la raíz quadrada de la cantidad propuesta^ 



Ahora substituyanse los valores de B , C en 
las expresiones de a: , y , r ; y se tendrá 

A - y íA*-B-c') 9-5: B 14 
SCS ~ ~ ~ 3= 2- , ? = — — r , 

a a ^ 4̂ : 8 

2 = .— = V " 4- Hallados los valores de ^ . 
t̂ x o 7 

2: L verifiqúese la otra condición — = — v re„ 

sultará ser -2-=:24 = 12 , = 4 - = 12: lúe-

go será / ( 9 4 - / 2 4 4 ^ / 3 2 + / 4 8 ) = / ^ - f Vy 
- f / ^ = / 2 4 - / 3 ó bien igual á — / 2 

— / 3 — 2. Si se toma *== , 

hecho el cálculo se hallará que no se verifica U 
B T> 

condición - = —. 
X 2 

P R O P O S I C I O N X V I I . 

429. Construirlas equaciones determinadas del 
segundo grado x1 - f a x = h c , x1 — = he, 
ax-*- x^ — b c , x* -\- a x = ~~ B c. Fig. 6 , 7. 

Tómese A B = a , y en sus extremos levánten­
se las perpendiculares A T > = h , B C = c 1 tírese 
D C , y sobre ella como diámetro describase el cír­
culo D G C. En la Fig, 6 » dicho círculo cortará 
á la reila ^ j5 prolongada en los puntos G y F : 
y en la Fig' 7 , el mismo círculo cortará á la reda 



( ) 
A B en los puntos <9 y F , si es f c < t d ; tocará k 

4 
dicha recia en un puntó , si es h c = — ; y final-

mente si es ^ <: > - , dicho círculo no encontrará 

á la re6la Jl B , como se ha demostrado en la Geo­
metría (332). * 

I . La equacion xa a x = h c tiene sus raices 
CFig. 6.) iguales i B F y 3 G , la una positiva 
y la otra negativa. Siendo pues yí F x F B = A D 
y> B C , llamada B F = x será {x -\- a) X x===h r, 
de donde resulta ser x* ax = hc. Igualmente 
por ser B G X G J = A D X B C , llamada B G 
l = — x será — x X (— ^ — a ) = k de donde xP 

¿i x = h c, 

I I . Con el mismo método se demostrará que 
la equacion. a*— a x = b c tiene sas raices {F¿g.6.) 
¡iguales á A F y A G , de las. quales A F es posi­
tiva , y J G es negativa. Asimismo la equacion 
a x — x * ==bc tiene las raíces ( ivg-. 7. ) iguales a 
A F y. A G , y,ambas positivas. Finalmente la equa­
cion ^a 4 -^ -^.^ ̂  tiene la§ raíces iguales á 
B F y B G i y ambas negativas. En estos dos úl­
timos casos serán iguales las raíces , si es 

= -—5 y si es h o ~~ , serán imasinanas,: 
4 , 7 4 & 



O ? ) 

C O R O L A R I O . 

430. Si se supone ¿ 0 en bs eqnaciones 
4-¿2 3: = ¿ ^ , a:a — a x = b c \ se reducirán éstas á 

= h c , y la construcción á la siguiente. Pues­
tas di reclamen te 8. ) las redas D B ~ h , 
$ C = c , y sobre D G como diámetro descrito 
el :circúlo -P^C-F, las perpendiculares B G y JBF 
aí mfsmó diMnétro serán las dos raíces iguales de 
diefia eqtiacion ce* = & c , una de ellas positiva , y 
la otra negativa ; lo qual consta también por la 

Geometría, por ^er V B C — B F * ~ B G * . 

E X E M P L O S . 
431. Se propone construir la equacion d x11 

-4- ¿ f x =±zg h l . Pártase ésta por d , y será x a 

+ tJ -X x == ; hállese ( 404 ) una reda igual á 

y otra kual á '^-f ; y llamadas dichas redas 
d j J ... A 

a^h y%t tendrá la equacion propuesta reducida á 
la x? ~\- a x = b ¿ que se construirá, como se ha 
ensenado en el caso primero de la Proposición an­
tecedente. 

Se ha de construir la equacion ^ - - 3 ¿a z a b 
= — a m 9 que contiene solo el quadrado de la in-



cógnita. Trasponiendo los términos conocidos at 
segundo^ miembro , será Ja = 3 ^A — ̂  4 ^ — a m 
= a X {3 a — zb — m ) , equacion que se construirá 
según el método explicado en el Corolario antef-, 
ceden te,;:-.1 r r'n;?^ /J n nol^mimoD 1$ rz x 

Si la equacion propuesta es = ^ a + i 2 ; há­
gase = a m , y será â = ¿7a -4- a m-̂ = a X ( ¿ 
-h ra ) . También dicha equacion se construirá mas, 
fácilmente , si se toma la reíla { F l g . ^ ) ' A^B 'f¿f 4^ 
y sobre ella se levanta la perpendicular ^ ==? 

tirada J G , será AG* = a*1 = por con­

siguiente A G = Va~ -i- i?a = z. 

P R O P O S I C I O N X V I I I . 

432. Hallar la equacion á la Parábola G A E 
referida á qualquiera de sus diámetros , ó á quaU 
quiera de sus tangentes. Ftg, 9. 

Sea el diámetro ó exe A F , y el parámetro 
perteneciente al mismo diámetro sea / . Tómese en 
dicho diámetro qualquier abscisa A B = x , y t í­
rese su correspondiente ordenada ^ C = y. Sien-' 
do pues el quadrado de la ordenada B C igual al 
redángulo hecho del parámetro, y de la abscisa 
A B , será y* x equacion á la Parábola. Quan-
do las abscisas x se toman en la tangente A H , y las 
ordenadas se tiran paralelas al diámetro A F ' , por 



( ? A 9 ) 
ser la abscisa A T> = C B ,1*. ordenada D C — A B , 

íerá A D * — p X D C , esto es = j ? y cquacion 
á la Parábola referida á la tangente. 

P R O P O S I C I O N X I X . 

433. Hallar la equacion a la Elipse A D B M 
referida á qualesquiera dos diámetros conjuga­
dos , ó á qualquiera de sus tangenres. Fíg. w . 

Sean A B y D JE dos diámetros conjugados; el 
semidiámetro A C = a , el otro C D ~ b. Tóme­
se desde el vértice A qualquier abscisa A F = x, 
y tírese su correspondiente ordenada F 1 1 = y. Por 

ser A F X F B : F H * = ACa : C D * , será ^ X 
( a a - ~ x ) : ya = a* i b * , ó bien 2. ax~~ 1 y* 

= ¿2a : h11; por consiguiente y = X { 2. a x 

^-rr2) equacion á la Elipse. Quando las abscisas 
x se toman desde el centro C , esto es Q F = x, 
g T B — y , será A F== a —x , F B = a- \ ' x : luego 
( a — x ) X ( a x ) :y'2 = a11 : b* 1 ó bien íza— x*: 

b* 
y i - ^ a 1 h*1por consiguiente ya = — X ( ^a 
— a;a) equacion á la Elipse. Finalmente si las 
abscisas x se toman en la tangente A I , y las or­
denadas se tiran paralelas al diámetro A B , como 
A G = x , £ # = y ; porser G H = A F , y A G 

t t 
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= F H , será F B — z a — y, F J I = x ; pero J F 

X F B ; F H * — JC0- : : luego y X ( y): 

= : ¿2 ; por consiguiente xa = p X ( 2 í 7 y 

y2 ) cquacion á la Elipse referida á la tangente. 

P R O P O S I C I O N X X . 
434. Hallar la equacion á la Hipérbola K A H 

referida á qualesquiera dos, diámetros conjugados, 
O á qualquiera de sus tangentes, Fig, 11. 

Sean dos diámetros conjugados A B y D E , 
el semidiámetro transverso C A = ^ a \ y el otro 
C E = b. Tómese, desde el vértice A qualquier abs­
cisa A G = x , y tírese su correspondiente orde­
nada G I I = y . Siendo pues B G X G A 1 G Í P 

= C A * : C E * , s e ráX^^ + a:) X ^ : y2 = ^ : 
ó bien x11-\-2 a x : y ^ ^ a1 :. ; por consiguien-

te ya = — X (^® - f 2 ^ ̂  ) equacion á la Hipér­
bola. Quando las abscisas se toman en el mismo 
diámetro, pero desde el centro C, esto es C G 
— x , G I I = y , será i? = j -f- a:, ^ = 5̂ 

pero B G y . G A : G H * = CA* : : lUego ( a 

4 - i ) X ( ^ — y 2 = í 2 a : ¿a , oblen a:a — ^2: 

j a = ^ : ^a ; por consiguiente y2 = ~ X(^a— 
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cquacion á la Hipérbola. Igualmente si las abscisas 
se toman en el diámetro transverso desde el vér­
tice B , esto es B G = x , G I I = j ; se hallará otra 
expresión de la equacion á la Hipérbola, que es j / * 

~ -p X { x — z a x ) . También si las abscisas se 

toman en la tangente J l , y las ordenadas son pa­
ralelas al diámetro transverso , esto es A I = x , I H 

= y ; , se rá la equacion á la Hipérbola = : 

X ( 2 ^ y + 3/a ) . Pero si las abscisas se toman en 
la tangente B L , siendo las ordenadas paralelas al 
diámetro transverso como antes, esto es B L = x y 
i j H = y ' , la equacion á la Hipérbola será x* 

= r-- X ( y a — 2 ¿ 7 y ) . Finalmente si las abscisas 

se tornan en el segundo diámetro D E desde el 

centro C, y las ordenadas son. paralelas al prime­

ro , estoes C F = x , F I I ~ y ; por ser C F * 
4- CE3' : F H * = CE1 i CJa , será rta + ¿a : y*. 

a* 
Z=Í h* a1 '•> por consiguiente ya = ^ X (^2 + 

P R O P O S I C I O N X X I . 

435, Hallar la equacion á la Hipérbola G H 
referida á sus asíntotas G C y C H . Fig. 12,, 

En la asíntota C H tómese qualquier abscisa 



C E , y tírese su correspondiente ordenada E F 
= y. Siendo C A t\ lado de la potencia de la Hi­
pérbola , será C E X E F = CA'1 : luego llamada 
C A = a , será x y = a11 equacion á la Hipérbola 
referida á sus asíntotas. 

E S C O L I O . 

436. En la tabla siguiente se expondrán las 
eqnaciones de las Secciones Cónicas halladas an­
tecedentemente , cuyo uso será el conocer a djual 
de ellas se reduce , por los métodos que se darán, 
qualquier equacion indeterminada del segundo 
grado que contenga dos variables. Adviértase que 
la coluna A de la misma tabla contiene la denomi­
nación de las coordenadas, y la coluna B las equa-
ciones á las mismas curbas expresadas por las res­
petivas coordenadas y las cantidades constantes. 

I . Equaciones á la Parábola G A E { Fig, 9 . ) , 
cuyo diámetro es A F , su parámetro y A H 
tangente en el vértice A* 

A B • 

A B = i - , B C = y f = p x 

A D = x , J ) C = * y z ^ — P y 

I I . Equaciones á la Elipse A D B E {Fig.io.)^ 
que tiene los diámetros conjugados A B = 2. a ^ 
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D B = 2 h i y A I tangente en el vértice A . 

A B 
J F = x , F E ~ y 

C F = x , F I I = y 

A G = x \ G H = y 

y2 = — X a x — 

Si se supone a = b, dichas tres equaciones perte­
necen al círculo. 

I I I . Equaciones á la Hipérbola , que tiene los 
diámetros conjugados A B = z a , D E = z b , y 
las reótas A I y ^ i tangentes en los vértices A 
y B del diámetro transverso. Fig, n . 

J G = x , G H = y 

C G = x , G H = y 

B G = x , G H = y 

A I = x , I H = y 

B L = x, L H = y 

C F = x , F H = y 

B 

y * = ^ X ( ^ - ^ ) 

a:1 

re2 

,4 

75 X ( * — 2 1')//^ 

a" 
f = 71 X ( ^ - f ¿ a ) 

I V . Equacion a la Hipérbola G B H referida á 

las asíntotas C £ y C/f, en quien la potencia C^ía 
es igual á j a . i 7^ . 12. 
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A B 

C E = = x , F E = y \ x y = éi'í. 

P R O P O S I C I O N X X I I . 
437. Hallar las líneas que pertenecen á la equacion 

general indeterminada del segundo grado j a -4- l.x y 
-^-mx^-^-ny-^-px + r — o, en quien los coefi­
cientes Src. pueden tener valor positivo ó 
negativo. Fig. 14. 

Sea A D B qualquier curba expresada por la 
equacion propuesta , en quien la abscisa M N =1= x, 

y la ordenada N JB = y. Supóngase y -h 
a 

l * x = v ; quadrando será y13, - ^ l x y ^ n y - h 

-¡r I n x - = #a, de donde j a - 4 - / a : y - f « y 
4 

l * x * = va — • — l n x — — : luego substitu-
4 4 

yendo este valor en la equacion general, se ten­

drá ( ^ ) — " f - { -mx^—ln .x -hpx— ~ 

4- ^ == £?. Para determinar el valor de y que por la 

suposición es y -1 — , tírese por el punto M 

la reda M K paralela z J B é igual á -^-, y por 

el punto K la reda K 0 paralela á J f i V ; 
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y se tendrá B O = y ~ , y K O = x : 

ahora tirada por qualquier punto R de la reda 
K 0 la R Q paralela k J B , hágase K R : 
R Q = 2 : l , y por los puntos K y Q t í­
rese la reda K P • y por ser K R : R Q = K 0' 

0 P , ó bien 2.1 l = x : O P y será 0 P = l í : 
a " 

luego se tendrá ^ P = y-1-— - f - - — z;. Llámese 

K P = = z , y supóngase la razón de A " ^ á K Q 
(conocida por la construcción del triángulo K R Q ) 
"igual ála de 2 á y por ser K R : K Q = K O : 

K P i será 2 : ^ ^ ñ i f f z , de donde o: = ^ : luego 

substituybndo el valor de r en ( ^ ) , se tendrá la 

equacion y2, X 2A + — X ^ — •— 4- — 

LZ í - ' + l r i l a ' , ó bien { B ) ra— ¿ x 22 + 
4 3 

4-t X 2A ̂  ^ 2 — ¿; == a (haciendo 3/?z = h * 

r _?-!— = — c ) que pertenece á las mismas líneas 
4.. 4 
expresadas por la equacion general dada , respedo 
de que por medio de las referidas substituciónes 
no se ha variado sino la posición de la reda , donde 
se toman las abscisas. Por tanto supuesto m igual. 
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; -i 

mayor, y menor que"—, se tendrán tres equa-
4 

ciones , esto es, 1. . v* — h z — c — o , l í . . 

4 - íZ^a — — c = a, supuesta — —- = ^ 

I l í . . z;2 — 2a — ̂ 2 — c = a, supuesta — — 

= : en estas cquaciones las cantidades ^ y c pue­
den ser positivas ó negativas. , , 

En la primera equaciori — h z — c — o tras­
pónganse los términos segundo y tercero ; y se 

tendrá v'1 = 1 z -\- c=zh Y, \ z ~ ) , Supóngase 

z -flr : ^ = * r ¿ 1 Y resultará v11 = h t equacion á la 

Parábola, que será real, si b j t son ambas posi­
tivas ó negativas ; y si una de ellas es negativa, 
será dicha curba imaginária. 

En la segunda equacion a — b z — c 

= 0 , 0 bien h^3 — o , hágase z 

— — = í ; v se tendrá h t — — — - = a , 
•xa • J & 4a a 

de donde — = —1 4- — — £a : haciendo + 

c > \ mz , m 2 y * 
^ = /?2a , — = — , sera — = — ía ; y 

7t ti " 

multiplicando por — , resultará v'1 = — X ( w! 



L a r r v l 
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í - í * ) equacíon á la Elipse. SI c tiene valor ne-

cativo , y es — < - , dicha curba será imaginaria» 

Finalmente la tercera equación v 0- a z 0 , 
~~bz — c ==• o se reduce por medio de la substitu-

. h , ..... v* „ t* c 
cion 2 + — = Í a la — ~ £a 4- — — — = : 0 . 

a« a. 4a* a ' 
v* c h* c íx 

de donde — = - •—• + ía : haciendo — • 
a a 4a a 4a* 

„ 1 in* , m2v* « 1 » 
= - b ^ , — = — , sera —— =z-h 4- í 4 ; v 

n* 
multiplicando por — , resultarán las equaciones 

que pertenecen á la Hipérbola. 

C O R O L A R I O h 

438, Infiérese que si el trinomio y* 4* I x f 
m a:a de la equacion general se puede resolveí 

en dos radores iguales ( en cuyo caso m = —)» dicha 
4 

equacion pertenece á la Parábola: si dicho trino­
mio no se puede resolver en dos fadores reales» 
la misma equacion es á la Elipse : en fin si el tri-
nómio y* t x y + m se puede sesolver en fac* 
tores reales, la equacion general pertenece á la Hi­
pérbola. 
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C O R O L A R I O I I . 

439. Si en la equacion general falta el qua-
drado de una de las coordenadas, y además el rec­
tángulo de ellas ; se reducirá á la expresión ya: 
rt- n y-~\~p x 4- r=¿ú , y la equacion { A ) de la Pro-

posición antecedente i \ z v%+p x — * 4 - r = 0, 

ó bien v* = r— v x=ip X (— — — — x ) r 
4 4/ ^ 

en quien ^ == y 4 - — : ahora suponiendo ^ — 
— x = zy se tendrá v11 =J? z equacion á la Para­
noia.. . . ; 

C O R O L A R I O t í I? 

440* Pero si en la equacion general falta sola 
el quadrado de una de las, coordenadas , coma 
m se reducirá á la expresión y3". -]r l x y + /z y 
4 - / ^ 4-r..==;._a , y la .equacion { B ) de laPropo-

sicion antecedente á la^a — -5 X 2a —^0 — € = 0 

que pertenece á Ja Hipérbola por lo demostrada 
en la tercera equacion de la proposición antece­
dente.. En este caso , como también en él de fal­
tar los dos quadrados de las coordenadas, se redu­
cirá mas fácilmente la equacion á la de la Hipérbo­
la referida á las asíntotas con el método que sé dará, 
en los exemplos siguie^^s,. * 
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E X E M P L O L 

441, Se pide hallar lacurba que pertenece á la 
equación indeterminada, del segundo grado a; y 
~h ax + hy = h e. Fíg. 13. 

Supóngase iq. y a v-¡ WÁy&n^fmb 4% ¿¡̂  
y substituyendo el valor de y en dkha equacion, 
se tendrá v x + h v ~~ h a = ¿ e':i ó bien y X (x-k-h) 

y la equacion hallada se transformará en zv = h 
X ( ^ + ^ ) , qüe pertenece á la Hipérbola referi­
da á las asíntotas, cuya potencia es igual á ¿ X (¿ 
-4- a ) . Para construir esta curba tómese la reda 
J . C = h, y tírese A B que sea igual & a-\-c, y 
haga con A C un ángulo igual á él de las coor­
denadas , y , si es dado ; después hágase C M 
paralela á -Afr* -y - €tóerksNra$tocrim:/^,M:'y;^^ 
descríbase la .Hipérbola:.-- M B i N r 4w^-p3sep|«5í el 
punto I ? ; y se tendrá la curba que se pide :• pues 
tirada qualquier ordenada F G , y llamada la absci­
sa C P = z , y la ordenada F G = y , será por la 
propiedad de esta^aifba ¿ i^ v ^ h X (¿ -4- á). Aho­
ra para determinar en la misma curba las coorde-
cadas x̂  y déla equacion dada, se tiene que por 
la segunda suposición es #-4- í = 2 , y por la cons-
tmccion es C A — h : luego será A F = x : y como 
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por la primera suposición es y -f- a ~ v ~ F G ^ 
tomada A D a , y tirada la reítá D I paralela á 
C N , será H G ~ y ; pero D H = A F = x : luego 
la Hipérbola descrita será la linca de la equacion 
propuesta , cuyas coordenadas x=z JD H , y ~ HG^ 
,y el ángulo X) H G .formado por ellas es igual á 
C A B. Gon el mismo método se tratará qualqüier 
equacion indeterminada del segundo grado, á quien 
falten los quádrados de las coordenadas. 

E X E M P L O I I . 

442. Se propone hallar la curba que pertenece 
á la equacion indeterminada del segundo grado ¿* 

+ i d ít - f - j Xí} '2 + 2 ^ } ' ) = ^ 14. 

Añádase 4a -4 -3 i ,á cada miembro de dicha 
equacion , para completar los quádrados délos tér­
minos que contienen las coordenadas x , y ; y se 

tendrá *a -4- 2 ¿ * -f- 4- - j - X - f ¿ / y 4 - i a ) 

= ca -í- ¿2a -f- ̂  Supóngase 10. .r 4- ^ = z , 20. y 

•4- i = s y , 30. ca-f ¿a == w a ; y será 

•4- "T" X ^ = /72a ; por consiguiente ^ a ^ ^ ^ ^ a 

— 2A ) equacion á la Elipse, cuyos semidiámetros 

conjugajos son V - ^ - . Para construir estacara 



(m) 
f)a tómese la re^a J C = m, y tírese C B que sea 

igual áV-y- , y haga con A C un ángulo igual 

á él de las coordenadas a:, y , si es dado; después 
con los semidiámetros A C y C D descríbase la 
Elipse ^ Z ) I * , y se tendrá laCurbaque se pide: 
pues tirada qualquier ordenada H E aX diámetro 
A B , y llamada la abscisa C E = Zy la ordenada 
E H = V i será por la propiedad de esta curba 

{ m + z ) X (m — 2 ) : v̂  — ni1: - j ; por con­
siguiente v'2 = -^-% — 2 a ) . Ahora para de­
terminar en la misma curba las coordenadas o:, y 
de la equación propuesta , se tiene que por la pri­
mera suposición es, x ~\- a = z : luego tomada C F 
= a , será F E = z : y como por la segunda supo­
sición es y 4 - ¿ f = z ; ; tirada F G paralela a C D é 
igual á d\ y también G L paralela á C B , seráX H 
^= y ; pero G L = F E = x i latao la Elipse des­
crita será la linea de la equacion propuesta y cu­
yas coordenadas G L = x r L H== y % y el ángulo 
formado por ellas es igual al ángulo A C D . Con 
el mismo método se tratarán todas las equacio-
nes indeterminadas del segundo grado, á quienes 
falte el redángulo de las coordenadas. 5í además 
de dicho rectángulo falta el quadrado de una de 



las coordcnadaá , como en h tq^telon z a $ 

•+• - j X (7a -t- 2 ) = , sé completará el qua-

drado de la y , añadiendo h d z ambos miembroá^ 

y será 2 ^ ^ + - ^ - X (ya 4 -2 i y + ia) ¿a + 3 i . 

Ahora supóngase 1°. y -4- i = ^ , y se tendrá z a x 

4 - X ^ a = c a - f ^ i , de donde 2;a r s — ^ x t * 

-hbd—2,ax) = X ( w — o: ) , haciendo 

-í- b d = 2 a m. También supóngase 2,°. 7̂-— a: = : 

y será ra = ^ X ^ equacíon á la Parábola refe­

rida á uno de sus diámetros , cuyo parámetro 

B X E M P L O I I I . 

443. Se ha de determinar la curba que perte-
h 

1 nece á la equacion y o: — - r X ^a -t- a o; + i i . 

Supóngase 10. y — ' J — v •* ® bien y = v 

4- ^ ; y substituyendo el valor de y en la equa­

cion propuesta , se tendrá vx-\~a.x-\-dv-+-hx 
= c i . Ahora supóngase 20. 4- a 4- ^ = r , y se 

transformara la equacion liallada en z x -fc dz-^-da 
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d h=c d i de donde z x~\~ dz=d ¿ 4 - d h-\-c d. F i ­

nalmente supóngase 30. x -\- d = t , y ¿2 4- ¿ -4- ¿ 
= /z; con lo que scvá t z = d h equacion á la H i ­
pérbola referida i las asíntotas, que para su cons­
trucción se pondrá baxo esta forma m t X 2 = mdky 
siendo m una cantidad indeterminada cuyo valor 
se hallará después^ Supóngase descrita la Hipérbo­
la H I L entre las asíntotas. C H y C L con una 
potencia igual k m d y. h , y tírese qnalquier or­
denada F I i luego suponiendo la abscisa C F== m t% 
Y 1̂  ordenada F I — z , será por la propiedad de 
dicha curba mt X z = m d h. Por la tercera supo­
sición es x d = t; y multiplicando por m , será 
m x 4- m d == m t±=C F t luego tomada C A = m d̂  
será A F ~ m También por la segunda suposición 
es v ~\- a b = z = - F I : luego tomada F D a 
(Jrb r será D I ~ v, Finalmente por la primera su-

posición es y = y 4. ^ : luego tirada D E para­

lela é igual á A F , y además la refta , de 

modo que corte á D G , será / í ? ^ . Aho­

ra supóngase E G = x r y el ángulo ir / igual 

á él- que deben formar las coordenadas a:, y , si 
• . hx 

es d^do.. Siendo pues E G = x r D í ? = ^ - , será 

^ C ' l &X> = i : ^ : tomado el triángulo ü f a i V 
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con los lados M 0 ~ d , O N ^ h \ y el ángulo 
M O N t = z E G D , quedará conocido el tercer lado 
M N que se supondrá igual á y será semejante 
al triángulo E G D : luego se tendrá E G : E D 

M 0 : M N H ó bien x : m x = d: ^, de cuya 
proporción resulta el valor <Íe la indeterminada 

m = ~ . Por tanto el supuesto redangulo md 

X ¿ de la Hipérbola será igual a el ángulo 
H C L formado por las asíntotas igual á M N 0, 
en fin la reéla C A , supuesta m d, será igual 
á Discurrase del mismo modo respedo á qual-
quier otra equacion del segundo grado, á quien 
falte el quadrado de una de sus coordenadas. 

E X E M P L O I V . 

444. Se pide hallar la curba que pertenece áíft 
equacion indeterminada del segundo grado y^-^zay 

+ ~ X * y = ^ X *a -4- X * + f*. 16. 

Complétese el quadrado de los términos que 
contienen la j , añadiendo á uno y otro miembro 

¿a 4. X ^ -5- ¿1 ; y se tendrá (uí) y^+zay 

X * - i - ^a + Supóngase Io. la raíz de dicho 
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qnadrado , esto es y + ^4- — = Í; , y para la 

comódidad del cálculo hágase c d = d h , a f 

a b — l h , a"1 e11 = h n con lo que se trans­

formará la equacion ( ^ ) en la ^ = 4 X ^a - f 

X ^ + ^ « , de donde resulta ser X = 

-b-zlz-'tdn, §upófigase 2P. x^-l=z^ y substituyendo 
el valor de 2 en la equacion antecedente , será 

X ¿?a=í z*~~P+dn. Supóngase 30. dn—P—r0', y 

se tendrá ^-X^a==^a4-ra, ó bien X (2a+r2) 

equacion *,Ja Hipérbola referida al segundo diá­
metro, y que se prepara para su construcción de 

este modo — — , X ( rrf -4- »2a r$ ) , siendo ^ 

tina cantidad indeterminada, cuyo valor se halla­
rá después. Con los semidiámetros C A=m r ̂  C B 

'hi 

'd 
al segundo diámetro qualquier ordenada Z) E : lla­
mada la abscisa C D = mz , y la ordenada D JB 
5= z;, será por la propiedad de esta c u r b a 2 * 

/ir* 
-í- ra : Va == wa ra * -y 5 Por consiguiente 2;a 

h 

es ^rj^ X (^s 2a + z 3 ) . Siendo por la suposi­

ción segunda a: 4- / = z , será mx-h m l = m z t 
xx 

V - j describase la Hipérbola B E , y tírese 
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luego tomada C F—-m l , será m x ~ F V . Tam­

bién siendo por la suposición primera y + + 
V i r 

==.v , cortada D G = ¿ a % será (í . E ^ y + —-.lue­

go si se completa el paralelógramo ¿ F i / G , y 

desde H se supone tirada H I de modo que seâ  
h X 

G / = — r se. tendrá. I E = y. Ahora supóngase 

J í l = z x , y el ángulo . 07£ igual á áí que deben for­

mar las coordenadas 3 * s i es dado; por consiguiente 

será también dado el ángulo B I G , Por ser H J=xr IG 
h x 

= — , será H I : J G = z ( i : b 5. y formado él trián^ 
guio N P 0 coa los lados N P ~ d , P Ó — b, y 
con el ángulos N P O = ^ H I G r se conocerá su 
tercer lado. N 0 r que se expresará por q,. y será 
semejante al triángulo, H I G 1 por consiguiente se 
tendrá H I : H G = ^ N P 1 N 0 \ 6 bien x 1 m x = di 
q , de cuya proporción resulta el yalor de la in­
determinada m ^ Por tanto el semldiáme^ 
tro C A que se ha supuesto mr será igual i 

el ángulo B C D igual al ángulo. i^OQ ; y 

finalmente será. C F = m l = i ¿ - E n la., tercera-

Suposición se hizo d n > P j pero si es d-n <£¿*i 
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. Síipomcndo i « — /a == — r3 , la equacion propues­

ta se reducirá á la = - y X ( ^ — ) que 
pertenece á la Hipérbola referida al diámetro trans­
verso , y que debe tratarse con el mismo método 
que anteriormente se ha explicado. Finalmente si 
es d n = P , la equacion propuesta se reducirá á 

•'- • '' h í*i E.¡>Jtfl¿ n^'MÍf'lÉá • :, • 'f* • 
la = - X 2a ; y extrayendo la raíz quadra-
4a de ambos miembros, será ^ = - t ^ X ^ " j » equa­
cion que pertenece á la línea reda. 

De l a Resolución y Construcción cíe las 
Equactones del tercer grado. 

P R O P O S I C I O N X X 1 I Í . 

44g. Si qualquier equacion determinada del 
tercero ó de otro qualquiet grado no tiene coefi­
ciente en su primer término, ni quebrados en los 
demás; dicha equacion no podrá tener raíces ra­
cionales quebradas. 

Sea la. equacion, x t a -\- b x c = o , en 
quien a, h j c expresan qualesquiera cantidades en­
teras, positivas ó negativas. Supóngase, si es posible, \ 

Ja incógnita x igual á la fracción — , cuyos térmi­

nos no tengan algún divisor común ; y substitu-
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yendo en la equacion dada la fracción — en lu-

gar de o:, se tendrá p + ~r + 7- + c~o : mul­

tiplicando todos los términos por e2 , y traspo-
d3 

niendo, s e r á ~ =1 ~ ~ { a d!1 h de + c e2-) ; pero 
este miembro es una cantidad entera : luego el 
primero será también una cantidad entera, loque 
es imposible : luego &c. Con el mismo método se 
demostrará que qualquier equacion en las mismas 
hipótesis de la Proposición no puede tener raices 
racionales quebradas, 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

446, Determinar, si una equacion numérica del 
tercero u otro qualquier grado, tiene algún fac­
tor racional del primero. 

M E T O D O I . 

Hállense los divisores ó fadores (109 ) del úl­
timo término de la equacion dada ; en ésta subs­
tituyanse sucesivamente los mismos fadores tanto 
positivos como negativos en lugar de la incógni­
ta ; y aquel fador que haga toda la equacion igual 
á cero , será una de las raíces racionales de la mis­
ma equacion : luego la incógnita menos la raíz será 
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el faftor racional que se busca. Si la cquacion 
propuesta no resulta igual á cero por ninguna de 
las referidas substituciones de los favores del últi­
mo término en lugar de la incógnita ; dicha equa-
cion no tendrá tactor racional : pues el último tér­
mino de una equacion es ( 364)^1 produdo de 
todas sus raíces, lasque no pueden ser (445 ) ra­
cionales y quebradas , porque se supone ( 387 ) que 
el primer término no tiene coeficiente y los de­
más no son fracciones, 

M E T O D O I I . 

Hállense los divisores 6 favores del ultimo tér­
mino de la equacion dada ; divídase ésta sucesiva­
mente por la incógnita x dz uno de dichos faélorcs; 
y aquel divisor que parte cxáítamente la equa­
cion propuesta , será el fador racional que se bus­
ca. Si dicha equacion no se puede partir nunca 
exádamente por la incógnita zh qualquiera de los 
fadores del último término, no tendrá fador ra­
cional del primer grado. 

M E T O D O I I I . 

En la equacion dada substitúyanse sucesivamen­
te en lugar de la incógnita tres ó mas términos de 
la série aritmética 1 , 0 , - 1 , &c. hállense los di-
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v̂isores de los mimeros que res^ltin , y p6ngah> 

se á lado de las í-espeiftivas sabstitucionés; entre 
estos divisores considerados tanto positivos como 
negativos búsquense los que forman séries aritmé­
ticas cuya diferencia es la unidad, de modo que el 
primer término sea lino délos divisores correspon­
dientes á la suposición mas alta , como por exem-
plo ^ = 2 ; el segunjo término sea uno de los divi­
sores correspondientes á la suposición próxima­
mente menor i ^ y asi sticésivamentc : halladas 
dichas séries , pártase sucesivamente la equacion 
por un binomio compuesto de la incógnita y de 
amo de los términos de las mismas séries correspon­
diente á la suposición a: = Í) ; y se tendrá el fador 
racional que se busca en aquel divisor que parte 
exactamente la equacion propuesta. Si no se halla 
ninguna de las referidas séries, ó bien si la equa­
cion no se puede partir exaélamente por ninguno 
de dichos binomios ^ la misma equacion no tendrá 
fa&or racional del primer grado. Pues suponiendo 
a un numero positivo ó negativo, de suerte que 
la equacion propuesta tenga ««I faélor racional x 
-4- ¿z, ó bien pueda partirsé por éste , si en la equa­
cion y en el fador racional se substituyen sucesi­
vamente en lugar de x los números de la série arit­
mética 2, , i , o , — i , — 2 , &:c. los números en 
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qidenes se convierte la equacíon por dichas subs-
tituqioncs, se podrán partir respe^livamente por 
2, -\r a i - i - ^ , i? , — i -4- ^ , — :2. -K ¿ , &c. pero 
estos divisores, forman una serie aritmética cuya 
diferencia; es la unidad, y además' el número a 
correspondiente a la suposición x = o es divisor 
del último, término.de la equaciort dada:, luego &c. 

C O R O L A R I O , 

'447.. Luego por los métodos; segundo y terce­
ra quedarán; determinados los dos fadores de toda, 
equacion numérica del tercer grado ( esto es un fac­
tor racional del primero y otro del segundo ) siem­
pre que dicha equacion tenga un fador racional; 
por consiguiente comparando dichos fadores coa 
cero , y resolviendo estas dos equaciones, se ten­
drán los tres valores de la incógnita dje dichas equa-
dones. 

E S C O L I O ; 

448.. Los métodos primero y segundo de la 
Proposición antecedente se aplican igualmente 1 
las equacipnes literales „ y en general son útiles^ si. 
el último término de ellas tiene pocos fadores; pera 
si son muchos , se usará del tercero en las equacio­
nes numéricas v y en las literales del método que 
S¿daráfcn/lá;Pfoposkion siguiente. 11 referido mé-



todo tercero se aplica igualmente á las cq'naciones 
numéricas que tienen coeficiente en sií primer tér­
mino , con tal que se tomen todas aquellas séries 
cuya diferencia es igual á qualquiera de los diviso­
res del primer término , y se multiplique la incóg­
nita ir de cada binómio divisor por la diíei'ericia de 
la respectiva serie : pues en qualquiera de di­
chas equaciones suponiendo el faólor racional m x 

Í? , en quien m es uno de los divisores del pri­
mer término ^ y ^ qualquier húmero cnlera posi­
tivo ó negativo; y substituyendo sucesivamente 
en la equacion y en el fa£lor los números de la série 
aritmética i , ^ , — i , 5ccv los números en quienes? 
se convierte la equacion por dichas substituciones^ 
se podrán partir por 2 /72 4- ^ , m-\-a, a , — m -\~ a, 
—2w4-^,&c. los que forman una série aritmética cu­
ya diferencia es w , y además a correspondiente á 
la suposición x=^o QS divisor del último término, 
de la equacion. 

E X E M P L O L 

449. Se pide hallar ^ si la, equacion n:5 8 x̂ . 
JJ x — 4 = o tiene algún faélor racional del pri­

mer grado. 
Como el último término de la equacion pro­

puesta tiene pocos divisores, esto es 1, 2» 



¿ 4» ôS substitdyo en lugar de ar, y hallo que ha­
c e n d ó sucesivamente a'===i, afe; ^•1, =̂̂ =2, ^=—2, 
se = — 4 nunca resulta a:3 — 8 a:a -4- 17 ̂  — 4 igual 
á cero , pero si haciendo a; = 4 : pues en esta su­
posición es s:3 — 8 a:a 4- 17 a:— 4 =3= 64— 128 
-f- 68 — 4 = o : luego la equacion propuesta ten­
drá una de sus raices x = 4 , y por consiguiente 
el fador racional o; — 4. Ahora parto la equacion 
propuesta por a: — 4 = a, y hallo el otro faélor 
de, ella a:a — 4 .t* + 1 = 0, cuyas raíces son x = z 
d= "/3. Por tanto las tres raíces de la equacion 
dada son o: = 4 , « = 2 4 - / 3 , ^ = 2 — / 3 . 

E X E M P L O I I . 

450. Se propone determinar, si la equacion 
i— 14 a:a 4- 37 a; 4- 30 = a tiene algún fador racio­
nal del primer grado. 

Siendo muchos los divisores de 30 , busco, el 
fa¿k>r racional de la equacion propuesta por el 
método tercero. 

A B C D 
1V 2 , 3 , 6 , 9 , 18 , 2 7 , 54! 3 - - 9 

3^ 10 , 15 ,30 

54 

30 
22 2 , 11, 22 

-^o 

Escribo en la coluna A los valores que quie-
yy 
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io áix á x correspondientes, á la sérk ariimética 
j , a, — i : en la coluna B escribo los numeros,eíi 
quienes se convierte sucesivamente la equacbn ^or 
las correspondientes suposiciones de x , dexándo 
los signos de dichos nútneros ; esto es , supuesta 
2 = 1 , la cantidad zS-f 14 sa + 37 o; - I - 30 es igual 
á 54 ; supuesta a: dicha cantidad es igual á 
30 , y así sucesivamente : después escribo en la co­
luna C los divisores de ios números puestos en la 
coluna y constdéro aquellos tanto" positivo^ 
como negativos : finalmente observo si entre los di ­
visores correspondientes á la suposición x = o sa 
hallan algunos, á quienes añadiendo una unidad es­
tén los números qüe resultan entre los divisores 
Correspondientes á la suposición # = ; 1 , y restaña­
do una unidad queden los números que resultan en­
tre los divisores de la suposición a: = — 1 ; con 
lo que hallo las dos séries escritas en D : luego 
los números 2 , 10 de estas séries correspon­
dientes á la suposición x = o son los únicos d i ­
visores de 30 último término de la equ?.cion , que 
sirven para determinar si esta tiene algún faclor ra# 
cional del primer grado. Por tanto parto dicha 
equacion por 2 + 2 5 y respecto de que no hallo 
un quociente exádo , la p.?rto de nuevo por x—ioa 
con lo que resulta el quociente exádo a:*—4« 



(3*57 
31 lueB0 los favores componentes de la equa4 

cion propuesta son a: — i o = í7, íi:a — 40: — 3=^; 
por consiguiente I Ó , x = 2ds: ^ J * 

E X É M V L Ó l í í . 

451. Se ha de determinar, si la equacion 92:^ 
66 a:4 - l - 49 a: -4-138 = a tiene algún fador racio­

nal del primer grado» 
A 

« = I 

« = -1 

B 

44 
130 

138 

D 

- 4 

—6 

1, 2 , 4, 11, 22, 44 

1 ,2 , 5, 10, 13, 26, 65, 130 
1, 2 , 3,; 6, 2$,, 46, 69, I38 

1411, 2 , 7 , 14 1—7'—i 
Escribo en ^ las suposiciones de x: en la co­

luna JS escribo los números, en quienes se convier­
te suce&ivamente la -equactoií por las correspon­
dientes suposiciones* de x : en l'a coluna C colóeo 
los divisores de los niimerós puestos en con­
siderándolos tanto positivos'como negativos; fi­
nalmente observo, si entre los divisores corres­
pondientes 4 la suposición x=zo st hallan algunos, 
á quienes añadiendo, y después restando qualquiera 
de los divisores 1, 31 9 del coeficiente del primer 
término de la equacion dada , estén los números 
que resultan entre los divisores correspondientes á 
las suposiciones x ~ i 9 x=z~m 1 j con lo que hallo 
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las dos series escritas en la coluna D : luego los mV 
meros —• 6 , 2 de estas séries correspondientes á 
la suposición x ~ o son los únicos divisores del 
número 138 último término de la cquacion pro­
puesta, que pueden ser útiles para determinar el 
fador racional que se busca;pero continuando las su­
posiciones de a: == 2, hállo el resultado 44 , en cuyos 
divisores se halla solo el número ~ 4 que es la con­
tinuación de la primera serie , y no se halla el nú­
mero 8 que es la continuación de la segunda : luego 
el número —6 de la primera serie correspondiente 
á la suposición x = o es el único divisor de 138 úl­
timo término de la equacion dada , el qual sirve 
para determinar el factor racional que se busca. Por 
tanto parto dicha equacion por o: 6 , y hállo el 
quociente exádlo 9 o:*— 12 x — 23 ; por consiguien­
te los dos fadores de la equacion dada son a: — 6=0 , 

9 a;a — 1 2 « — 23 = a : luego a:=s6, x ±:V 

E X E M P L O I V . 

452. Se pide hallar, si la equacion óx* — ** 
>—21 ^a + 3 a: 4- 2 0 = o tiene algún factor racional. 



* = 2 
a:= i 
a: = o 
x— - i 

B 

3 ° 

7 

3 

34-

( 3 5 7 ) 
C 

1,2, 3, 5,6,io5 15, 30 

1, 2, 4, 5, 10, 20 

— 1 1 

3 - 3 

D 

7 

5 
/•» 

¿> 

1 

10 

7 

4 
1 

—2 1, 2, 17, 34 
Hechas las suposiciones de £ = 1, a: = í}, n: = 

1 , con el método del exemplo antecedente biísco 
entre los divisores C los que forman séries aritmé­
ticas , cuyas diferencias son los divisores x, 2, 3, 6 
del coeficiente del primer término ; y hallo las qua-
troséries escritas en la colüría Z>. Prosigo, supo­
niendo a: = 2 , a: = — 2 ; yfHállo que solo la série 
quarta continúa : luego el número 4 de esta séric 
correspondiente á la suposición x = o es el único 
divisor de 20 último término déla equacion dada, 
el qual puede servir para determinar el fador ra­
cional que se busca ; pero la diferencia de dicha se­
rie es 3 : luego la fórmula del fador racional m x 

a será en este caso 3^-4-4, Ahora parto la equa­
cion propuesta por 3^-4-4 , y hallo el quociente 
exáflo 2*3 — 3^a-,"3:,:: + 5> en conseqüencia 
dicha equacion tiene efedivamente el faélor racio» 

nal 3 a: 4- 4 = a , y la raíz a; = — 
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P R O P O S I C I O N X X T . 

453. Determinar, si una equacion literal del 
tercero 11 otro qualquier grado tiene algún fador ra­
cional complexo del primero. 

I . Tenga la equacion propuesta dos letras, esto 
es la incógnita y otra cantidad conocida ; y todos 
los términos de ella sean de igual dimensión. Su­
póngase la cantidad conocida igual á la unidad, 
con lo que se tendrá una equacion numérica; 
hállese (446 ) el faclor racional de ésta ; y si 
lo tiene , mul t ip l ique $u segundo, término , esto 
es el número anadidp^la incógnita, por dicha can-* 
tidad conocida, y el binomio que resulta será el 
fador racional que se busca. 

I I . Tenga la equacion dada tres letras, estoes 
la incógnita # , y otras dos cantidades conocidas/% 
q ; y todos los términos de ella sean de igual di­
mensión. En la equacion propuesta háganse sucesi­
vamente x = o i p = o 1 q=-o i y nótense, las tres 
fórmulas que resultan , las que contendrán solo dos 
letras; en estas fórmulas búsquense por el caso an­
tecedente todos los fadores racionales compléxós 
del primer grado , como también los faclores mo-
nómios lineales, considerando ditíios fadores tan­
to positivos como negativos ; y si resulta que entre 
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los fadlores correspondientes á las snposicionés x 
= o , p — e, q ~ o se hallen tres, de suerte que 
los dos términos de cada fa¿lor se hallen separada­
mente en los otros dos; ó bien si resulta quedos 
fadores..monomios compongan el tercero, será la 
semisuma délos tres el factor racional que se bus­
ca. Siendo pues la equacion dada compuesta de 
las tres letras x , p , q ̂  será la fórmula del fador 
racional a x hpA~ c q en quien a¡byC expresan los 
coeficientes numéricos. Ahora si en la equacion 
propuesta se supone sucesivamente .r == o , /? = ^ 
g = o ,rlas tres fórmulas que resultan se podrán par­
tir exáíframente por los respetivos facieres i p 

c q, ax cq , ax-^r hp ^ en quienes se obser-» 
va que los dos términos de cada íador se hallan 
separadamente en los otros dos fadores, y que ade­
más la semisuma de los tres factores restituye el fac­
tor racional ax-^bp-^rcq. Quando el fa¿tor ra­
cional de la equacion dada está compuesto de dos 
letras, será su fórmula ax~\-hp: luego haciendo 
suceávamente en dicha equacion £ = 0, p = oy q 
= o, las tres fórmulas que resultan se podrán par­
tir por los respetivos favores hp, a x , ax h p. 

I I L Si la equacion dada tiene dos letras, y los 
términos de ella no tienen igual dimensión ; se com­
pletarán las dimensiones que faltan por las de qual-



quier otra letra, y se hallará por el caso antecederi-
te el fador racional, en quien se quitará dicha le-f 
tra para tener el fa¿lor de la equacion dada. 

I V . Finalmente si la equacion dada tiene qua-
tro ó mas letras; se argüirá de un modo semê  
jante á él expuesto en los casos segundo y tercero^ 
para determinar el fador racional del primer gra­
do de dicha equacion, 

E S C O L I O . 

454. En los métodos generales que se darán en 
adelante para la resolución de las equaciones, se su­
pondrá que éstas están libres de dichos faélores 
racionales del primer grado. 

E X E M P L O L 

455. Se pide hallar, si tiene algún fa^or ra­
cional la equacion — i j a x* -h a* x -~~ 133 a* 
=(?, que contiene solo dos letras, y todos sus térmi­
nos sonde una misma dimensión. 

Supóngase = 1 , y resultará la equacion nu­
mérica — IJ x0, -i- Sg x ~~ 133 = o. Por las re­
glas dadas (446) se hallará que esta equacion tie­
ne el fador racional a: — y : luego él de la propues­
ta será x — j a . Ahora partiendo la equacion dada 
por x — 7 , se tendrá la del segundo grado x* 



io ¿ # 4 - 1 9 = : <v cuyas raíces son ^=5 5 ^ + ÍZ 
V 6 , ^ = 5 Í 7 — a ^ í 6 , For tanto las raíces de la 
equacion propuesta serán Í I : = 5 ^ - { - Í Z / 6 , 
x = $ a a V6. 

E X E M P L O 11. 

456. Se propone determinar , si tiene algún fac­
tor racional la equacion 6 — 13 a:a 6 ¿ a:a 
-h 2, x -\- 6 a* x — 4 a b x — 3 ab11 - i - 2. b̂  = a, 
que contiene tres letras, y todos sus términos son 
de una misma dimensión. 

A B C D 

2.x-\-2.b zx+zb 
Sx-xa^ix-^W —34: 

a=o exl+ebx^+zb^x-^zbl 
b=o 6x1—i2)ax'1-̂ r6a1!'x 

Escribo en A las suposiciones , y los resultados 
en B ; esto es haciendo sucesivamente x = o , a = o, 
b = o en la equacion propuesta , resultan las tres 
cantidades — 3 a b* 2 b? , 6 x* -h 6 b xa + 2 b*x 
4- 2 ¿ 3 , 6 x? — 13 a x* + 6 aa x. Como cada una 
de estas cantidades está compuesta de dos letras, 
determino sus fadtores por el caso primero de la 
Proposición antecedente , los que están escritos en 
C. Entre estos faéíores correspondientes á las tres 
suposiciones busco. los que tienen la condición que 
los términos de cada uno se hallen en los otros dos; 

zz 



y tengo los escritos en D : luego la semisuma de 
estos, esto es 20: — 3 < 2 - 4 - 2 Í , será el fador ra­
cional que se busca. En efedo partiendo la equa-
cion propuesta por 23;—3¿2-4-2¿, se hallará el 
quociente exádo 3 a:4 — 2 ¿1 a; 4- ^a ; por consi­
guiente las raices de ella serán x = 1^—í-^-, a: =s 

3 9 3. 

E X E M P L O I I I . 

457. Se propone determinar, si la equacion 
J2 x 3—38 ¿J 2A -t-14 £ xa—30 a* x —21 ab x — 6 #a 
x 4- 56 ¿2 3—98 a* b + 2.1 a ba = o tiene algún fador 
racional. 

B c 

^•^1 ^x-h^ix^h 
'7* 
nx nx+ib 

9.x -aa 

Escribo en A las suposiciones, en j5 los resulta­
dos , y en C los divisores , en quienes los números 
notados con el asterisco pueden multiplicar los fac­
tores que quedan en la misma linea. Ultimamente 
escribo en D las tres séries que tiénen las condiciones 
necesarias 'r esto es la primera série tiene sus dos tér­
minos primeros en el último , y las séries según* 



(3*3) 
da y tercera tienen la condición yá expresada en el 
exemplo antecedente. Por tanto la equacion pro­
puesta tendrá los favores racionales 22 — 7 ¿, 3 £ 
4- 4ÍZ—3 , zx -\- 3 b — 2 a : luego las raíces x = 
7a - 4 ^ -H J 2, a ~ 1 ír 
r - ^ T — — ^ = - — . 

P R O P O S I C I O N X X V I . 

458. Hallar las raíces de la equacion determi­
nada del tercer grado x̂  a === o. 

Supóngase ¿ = $ 3 , y será + partiendo 
esta equacion por o: + ^ , se tendrá x * — b x + 

= o, cuyas raíces son (411) x — ~ + % 

s= - L ^ j / * — ^ — l u e g o la equacion x* + 

e s o tiene las tres raices x = — 0, a: = m = 
a i 

estas dos últimas imaginarias. Por ser <2 = ^ s e r á 
3 

y V : = £ ; y substituyendo el valor de h en las tres 
3 

raíces antecedentes ^ resultará ÍJ;==—v ^ , x == 
3. - 1 - V - 1-f-V-3 



13^4) 

E X E M P L O 1. 

459. Se propone hallar las raíces de la equa-
cion —j = o. 

Compárese esta equacion con la de la fórmu­
la ; r 3 - l - ¿ i = 0 , y será ^ = — 1 : substituyendo el 
valor de a en las tres raíces halladas de la fórmula, 

3 

se tendrán las de la propuesta, esto es, x== — Y~~i 

= 1 , 0 : = — - / — I X — = ~— 1 % 
- i V-3 - i -t- V-3 

— / — 1 X 

E X E M P L O I I . 

460. Se pide hallar las raíces de la equacion 
a;3 4- 5 = a. 

Haciendo idéntica la equacion general x1*-\~ a 
= o con la propuesta , será = 5 ; y substituyen­
do el valor de a en las tres raíces halladas de dicha 
equacion general, se tendrán las de la propuesta, 

8 5 - 1 - ^-3 

esto es, £ = — V5, a; = — Y 5 X 2 i--x=» 
V - 1+ V-3 

^^5 X — 7 — ^ 

P R O P O S I C I O N X X V I Í . 

461. Hallar las> raíces de la equacion determi-



(365) 
nada del tercer grado -\- p x + g=:o, en quien 
las cantidades conocidas py q pueden ser quales-
quiera positivas ó negativas. 

Supóngase n: = y -f- 2:; elevando ambos miem­
bros al cubo, será a;3 = 3/54-3 3 ' A 2 + 3 y r a 4 - 2 : 3 ; 
pero por ser a: = y + 2:, es 3 3^ 2 -f- 3 y 2:A = 3 y 
z x : luego se tendrá x̂  ~ -\- z x -*r * ó 
bien x̂  — 33^2:1: —y3 — = o $ y debiendo ser 
esta equacion idéntica á la propuesta , será 10. —3 
y z = p , 2o.— y5 — z? = q : hallando por medio 
de la primera equacion el valor de r , se tendrá 

z = — — ; y substituyendo este valor en la segun-

da, resultará la equacion — y5 4- y3 = ^ , ó 

bkn y 6 - j - ^ y 3 = _ . . Ahora tratando esta equa­

cion según el método dado (416) se hallará yl = ~ ~ 

~ r f v (— 4-— ) ; pero por la segunda equacion 

cs — y3 — ̂ 3 = ^ , ó bien 23 — — j3 ^ : luego 

s e r á ^ 3 . ^ - X ^ f C ^ ),:luego (458) los 

valores de yy z serán los que se manifiestan en la 
siguiente tabla. 



valores de y 
(366) 

- 1 - V -3 
a 4 2? 

a 4 27 7 

- 1 - V -3 
a 4 27/ 

valores de 2; 

a 4 a7 / 

1 - V -3 
^ a 4 27 

- 1 + V -3 
1 4 »7 

a 4 27 ' 

-1 4- V-3 
a 4 a 7 ' 

1 + V -3 
2 4 27 'I 2 v a 4 27' 

Porque debe ser por la primera equacion y r = 
, y solamente dan este resultado los valores 

que se oponen uno á otro en la tabla antecedente; 
y también porque debe ser por la suposición a: = y 
- l - r , serán las raíces de la equacion propuesta 

v a 4 27 / N 2 4 ^ 7 ' 

a v a 4 27' a N2 4 27 

1 - V- 3 
v a 4 27 ' a * a 4 a7' 



( 3 6 7 ) 

En estas expresiones, si p es positiva, será real 

la cantidad / ^ — + ^ - ) ; pero si p tiene valor 
4 *7 

negativo , v es 2- — , será dicha cantidad ima-

sinária. 
C O R O L A R I O . 

462. Si es q=e=o, la equación de la Proposi­
ción antecedente vendrá á ser o : 3 i r == Í? , y 
sus raices serán # == 0, z ==V— / 7 , —V̂ — ̂ ?» Tam­
bién estas raices se hallarán, reflexionando que la 
cquacion -hp x =-0 es el producto de los fado-
res o: = Í? , o:* -h = o ; esta equacion resuelta d i 
x — V —p, x — ̂ -V—p* 

P R O P O S I C I O K X X V I I L 

i 463» E l primer valor de x hallado en la solu­
ción del antecedente Problema es siempre real: 
pero los otros dos serán reales, si el radical del 

segundo grado, esto es f^C-—í"^*) es imaginá-

rio; y al contrario* 
En los tres valores de x substituyase para ra a-

yor facilidad del cálculo t en lugar de — 
4 

+ —) ? y además s en lugar de — -~ ;con lo que 



( 3 6 8 ) 

será x = } ( s + V t ) + ¿ O - V t ) tx 

I . Extraída la raíz tercera de las cantidades 
s '+Vt ¡ s — V t según el método dado, se tendrá 

3 3 3 

- / í W ; 3— -! X ^ Ví" 4 • " 3 í * T • ' 4¿ Ví-&C 

3 3 - ^ 
luego será V( s + V t ) + V { s ~ ~ V t ) ó bien re 

i ? i i 
= 2 X ^ 3 - - r X ^ 3 Í - — r - ^ X * 3 ¿ a - &c. 

3 3f 
en cuya série no se hallan los términos que con­
tienen V t ; por consiguiente aunque esta raíz sea 
imaginária , siempre será real el primer valor de x. 

I I . Para tener el segundo valor de x , será ne­
cesario multiplicar la primera de las séries antece-

den tes por , y la segunda por -,vv 
sumar estos produdos. Multiplicando la primera 

serie por , y la segunda por ~ , será 

siempre real la suma de estos produdos, como en 



(5^9) 

él caso antecedente: ahora multiplicando la prime­
ra serie por ^ , y la segunda por ""^A y sumando 
estos produdos, quedarán solamente los términos 
en quienes se halla V t / — 3 5 por consiguien­
te si la •/£ es real , será dicha suma imaginária , y 
al contrario : luego será imaginario el segundo va­
lor de , si la cantidad V í es real; y si esta es 
imaginaria, será real dicho valor. Con el mismo 
método se demostrará que el tercer valor de x es 
real, q u a n d o l a / í es imagináría, y al contrario. 

C O R O L A R I O . 

464: Infiérese que la equacion -i-j? # -f- f 
fc= o tiene solo una raíz real, si la cantidad p es 
positiva , sea q positiva ó negativa ; porque la 

3 

• / ( í * ) es real. Pero si la cantidad p tiene 

valor negativo, y además es --- *g&l5 dicha equa­

cion tendrá sus tres raices reales. 

E S C O L I O . 

465. También se puede demostrar que en una 
equacion del tercer grado , á quien falta el segun­
do término, y que tiene tres raices reales y des­
iguales , siempre es — < — , esto es el quadrado 

aaa 



de la mitad del último término menor que el cubo 
de la tercera parte del coeficiente del tercer ter* 
mino tomado positivamente. Pues debiendo faltar 
en dicha equacion el segundo término , tendrá (365) 
una raíz positiva igual a las otras dos negativas, ó 
bien dos raíces positivas iguales á la otra negativa; 
por consiguiente nombradas dichas raices , — 
~~cl ó bien — a , -¿rb, + c, serán los fadores 
componentes de la misma equacion x^z a = o ̂  x 
~±-h = o r x zt c = o , y la equacion 

— ca x • 
— cb X; • 

Porque b , c son cantidades reales, será ( b—c)11 
cantidad positiva, que se expresará por d : luego 
b*-\-bc + c*=d + 3 b c , y (k + c)*=b* -h 2, b c 

4- £ a = i 4- 4 ^ £ • por consisuiente ^ ——¿ =á 

— -— -4-¿/¿a cs 4-^3 ¿:3 S—i_ = . 
«7 3 4 4 
+ b> c* ; pero es ——> -í- b> c3 < j f-

4 »7 3 
luegq **** * ( * )* < C ^ ^ ^ : ) : 

4. »7 

E X E M P L O I . 
466.. Sea la equacion — 9 ^ 10 = Í? , de 

quien se piden las tres raíces, 
Hágase idéntica la equacion general - f p x-f 



£ ss o con la propueitíM y se tendrá p 5=5 — 9 v ̂  =» 
-^ io» A t e a substituyanse los valores dep, q en 
las raíces de dicha cquacion general, con lo que 
serán las de la propuesta 

3 '3 3 3 

* x ^ 5 + ^ - 2 ) - x V (5-y-2) 

ouyos tres valores de x son todos reales, por ser 
VMjz imaginaria, 

E X E M P L O I I . 

467. Se propone resolver la equacion j ^ - f ^ y * 

Para reducir dicha equacion á la fórmula 0 . 
^ p x + q — Oy transfórmese (379 ) en otra á quien 
falte el segundo término , haciendo y = ; x — 1 ; y 
se tendrá la equacion ( J ) x"* — 6 x -i-'30 = o v 
la que comparada con dicha fórmula dará p = 
^69.^=^o. Ahora substituidos los valores de /7, 
q en las tres fórmulas de resolucioh ó valores de 
se tendrán las tres raices de la equacion ( ^e s to es, 

^ V [ . 15+/(225- 8 ) ] + V [-15 - V(225-8)>. 

Vi—15 + /217)4- / (—15- /217) 



(372) 

pero por la transformación es y = ^ — i : luego 

las tres raíces de la equacion propuesta serán 

fr-iH-r(-i54-r2i7)4-/(-i5.V2i7) 

P R O P O S I C I O N X X I X . 

468. La equacion determinada x̂ 1* ¿2 
-f- ¿ a:"1 + t* = Í> v que consta de quatro términos, 
de modo q̂ue los exponentes de la incógnita x en 
los tres primeros son como 3 , 2 , 1 , se reduce 
á una del tercer grado. 

Hágase am = r , siendo 2 una nueva incógnita; 
y la equacion propuesta se transformará en z \ 
•4- ¿ 2a - i - ¿ 2 + c =̂= 0 equacion del tercer grado, 

C O R O L A R I O . 

469. Luego determinando las raices de *la equa­
cion z*-*r a z 1 ^ IzAr c = a, se coñocerán los va-



(373) 
lores de en la e.qnacion xlm -ha x*1* -hh xM -h 2 

= 0 4 por ser = z ó bien x — ztn. 

E X E M P L O . 

470. Se pide resolver la equacion x G + ó x * 
'~2>x\~-2>4 = o. 
' Hágase a* = 2 ; y la equacion propuesta se 
convertirá en la 4- 6 — 3 2 24 = o. Trans­
fórmese ésta en otra á quien falte el segundo tér­
mino , haciendo z == y — 2 ; cón lo que se tendrá 
la equacion — 1$ y — 2 = o y cuyas raíces son 
las siguientes 
í 3 •• ' rp • . ' ' -3̂  í (¿B'b'fi 1 Bffxl • ' 

y - — . í r - ^ x n i + ^—124)- — - — i x V ( W - 1 2 4 5 

^ " l l ^ ^ X A i + / - 1 2 4 ) - l l ± í x k ^ ' 124) 

pero por la transformación es 2: = y — 2 : luego las 

raic.es de la equacion -h 6 2*^-3 2—24= o será» 

2 : r-2+V(l + V-I24)4-V(l-y- 124) 

g^2-l" 3 X ^ I ^ - I ^ ) - 1 ^ ^ " ? X V t i ' / - 124) 

r=-2 -Ll -^ l ix^( i4 -V' -124) -1" V " ^ x V t i - / - ^ ) 

http://raic.es


(374) 
y como eis ^ ^ z á bien %s# ± <fz, los valorei 
de % en la equacion propuesta serán los siguientes 

% 3 • 

P R O P O S I C I O N X X X . 

471. Extraer la raíz cúbica de una cantidad 
compuesta de una parte racional y de un radical 
del segundo grado. 

I . Sea dicha cantidad A á z V B , en. quien A 
es la parte racional ¡ y V B dicho radical, Supon* 

gase Y (-4 zb Y 2> ) = — , en quien a:, y son 
3 

cantidades racionales indeterminadas, y ra es otra 
que se determinará después según convenga*: ele­
vando uno y otro miembro al cubo, será 

>— ^ 3 . ; y por consiguiente 

m A±L m VB—xt dz^x^Vy+3 ^ y rt: y V j . Como 
las cantidades x , y son indeterminadas, se podrá 
igualar la parte racional £3 -K3 xy i Ja parte ra­
cional m J!, y la parte radical ^ 3 ^a / y ±: y v y 



(375 3 
á la parte radical ~t m V B ; por lo que se tendrán 
las dos equaciones zS-f 3 x y=m J , (3 o:2 + y) X 
= m V B relevando al quadrado una y otra equa-
cion, será + 6 y -í- 9 y* == m'1 A * , 9̂ + 3/ 
- i - 6 x* ya -4- yt—m'1 j5; y restando ésta de aquella, 
resultará 7/2a X ( A'1~~JB ) = o:6 — 3 2* y 4- 3 :̂2 y2 

y3 ( a:a — y )3 : luego extrayendo la raíz cu­

bica será "V ( m'1 X A* — 3 ) = a:a — y de donde 
se infiere que si ^ es un cubo perfecto, 
lo deberá ser también m0, X {A* — B ) , cuya raíz 
ié* — y : quando ^a — 5 resulta un cubo perfec^ 
to , se supondrá m = i \ pero si no resulta, se 
podrá hacer m'1 X ( A11'— B ) un cubo perfecto á 
lo menos en el caso de suponer m = A* — B. Para 

3 , 
brevedad del cálculo llamada tf ( /7za X ^ a ) 
==rc cantidad racional, será x * — y = c ; por con­
siguiente y = a:a—¿ : substituyendo este valor en 
la equacion a:3 -4- 3 y a; = m -¿í, se tendrá #3 -4-3̂ 3 
— 3 cx = m A ¡ ó bien ( M ) qx"* —%.cx~~m A=o. 
Ahora si por medio de esta equacion se determi­
na un valor racional de x , se hallará también el 
de y por medio de la equacion y = a:2-~c; y 
llamados / 7 , f los respetivos valores racionales de 

x • 1 Í p .D a 3- 3 

^ y , se t ^ d } , | : ^ ^ y ^ ) ^ ^ i r f e 



l a que se reduce á la forma r t n ^ y h % V 

haciendo — = r , a = h ma, m*1 = n : luego si es 
jf1 ~~3 un cubo perfeélo ( en cuyo caso i 
como se ha demostrado ) , la raíz cúbica de A 
^ V B tendrá la forma del binomio / V # ; y 
y si es ma X ( ^ — un cubo perfedo, la raíz 
cúbica de A ^ z V B tendrá la forma del binomio 

3 3 
TVn±i ' t fh%Vij" La raíz que se busca puede solo 
tener estas dos formas , para que su cubo esté com­
puesto de una parte racional, y de un radical del 
segundo grado. 

I I . Si la cantidad dada es A ^ z V ^ B ^ se su** 

pondrá V { A ± u V~~ B ) = - - " ^ y , y €c hallarán 

los valores de x ^ y ^ m con el mismo método ex* 
puesto en el caso antecedente. 

C O R O L A R I O . 

472. Infiérese que las raíces cúbicas de A - h V 
— 5 , A — i ? s e podrán expresar siemprebaxo 
esta forma ¿2 4-^ V.— i , a ~~ b V ^ ~ i , en las que 
a , b son cantidades reales. 

E S C O L I O . 

473. Quando el binomio de quien se ha de 



( 377) 
extraer la raíz cúbica , está compuesto de dos ra­
dicales del segundo grado, como V J[ + V B ; mul­
tiplicando y dividiendo este binomio por el cubo 
de una de las partes, como por J V s e ú V A 

^ ~ ^ A 3 " : a^ora extrayencio la raíz cú­

bica de J[a -4- B por el método de la Pro­
posición antecedente, y dividiéndola por V 
se tendrá la raíz cúbica V A -¥ V B, También 
imitando el método de la misma Proposición para 
la extracción de la raíz cúbica , se extraerán quan-
do sea posible las raíces impares quinta , sépti­
ma , &c. del binomio A + V B , pero en estos 
casos la equacion { M ) será del quinto, sépti­
mo, &c. grado. Respeto á las raíces pares, se ex­
traerá como se ha enseñado ( 421 ) la raíz qua-
drada de A ^ z V B , y de la cantidad que resulta 
se extraerá de nuevo, si es posible, la raíz qua-
drada , y asi sucesivamente. 

E X E M P L O 1. 

474. Se pide extraer, si es posible , la raíz cú­
bica de la cantidad 20 -f- Yr 392. 

Supóngase A -\- V B == 2.0 -k- ̂ 3 9 2 , esto es A 
= 20 , B = 392 ; y será A1 — B — 400 — 392 
= 8 que es un cubo perfedo ; por consiguiente 

bbb 



será 772 = i , V (A'1 — B ) ~ c — z* Por tanto la 
equacion { M ) $ ~~ 3 c x ~~ mA ~ o se conver­
tirá en la 4 0:3 — 6 — 20 = a , que partida por 
2 di 2 x> — 33; — IO = Í7, equacion que tiene la 
raíz racional =s 2,; y substituyendo este valor de 
x en la equacion y = x<2 — c=^xa —2. ^ resulta y 

= 2 ; pero V { J V B ) x V y ^ por ser m=ji 

luego será Y ( 20 4- V 392) = 2 + ' / a . 

E X E M P L O I I . 

475. Se propone extraer ^ si es posible , la raíz 
cúbica de la cantidad a"* ~~ 18 a 2>a — (14 a0, 
— 3 / ^ ) X / í 2.2^ — 3 ¿ a ) . 

Supóngase A—VB = 20 — 18 ̂  3a — ( 1 4 4 a 
— 3 P ) X ^ ^ A — 3 Â ) •> esfco es = 20 ¿2̂  
— 18 ^ ¿A , / J5 = (14 a11 — 3 ¿A) X / ( 2 ^ — 3 ^ ) ; 
y será ^ = 4 0 0 Í26 — 720^4 3 a + 3 2 4 ^a 
— 392 a6 756 ¿2^ ¿a — 270 ¿2a ¿4 -4- 27 ¿*6 = 8 a6 
- i - 36 ^a+54 ^a B+'-h-zJ 1$ que es un cubo per-
feclo , cuya raíz 2 a2 4- 3^a ; por consiguiente 

772=1 , y / ( JA — ^ ) = 2 £ 2 a 4 - 3 ¿a = c. Por 
tanto la equacion ( M) 4 x* ~-3 c x — m A = o se 
convertirá en la 4 x? — (6 ¿a-4- 9 P) X ^ —- 20 ¿i3 
H- 18 4 Â = Í? , que tiene la raíz racional x = 2 a y 



(379) 
y substituyendo este valor de x en la eqnacion y 
= — c = a;a — 2 ^a — 3 h* ^ resulta y — z a1 
r • 3 

3¿2; pero / ( ^ — V ^ ) — V y , p o r ser w = i : luego 
3 , ' 

será V (20^3 — 18 ̂  — 14,^—3 â . V ^ ^ ^ ) 

E X E M P L O 111 

476. Se pide extraer , si es posible, la raíz cd-
bica de la cantidad 135 — 27 / 2 7 . 

Supóngase ^ — Vi? ~ 135 — 27 ^27 , esto es 
^=135 , = 27 / 2 7 ; y será ^=18225 
•-««*i9683=^ —145S q^e no es un cubo perfedo;pero 
si se multiplica por 4 , resulta—5832 cuya raíz 
cúbica es — 18; por consiguiente será 2̂ = 2 , 

V{ m* X A^ — B ) = ¿ — iS.Por tanto la equa-
cion ( M ) 4 a;3 —3 ex —m A — o se convertirá en 
la 4 rr 3 4-54 o; — 270 = a que partida por 2 dá 
2 a:3 4- 27 o; — 135 = o, equacion que tiene la raíz 
racional o; = 3. Substituyendo este valor de x en 
la equacion y = a;a ~ . c = x'í + 18 , resulta ̂ =27; 

pero V { A ~ - V B ) = z x'^ y ¡ luego será y ( 135 

¿i 27 V 2 7 ) =s 3"v "7.. 



P R O P O S I C I O N X X X I . 

477. Construir, las equaciones determinadas del 
tercer grado a b x — j / a = o , -\- a b x 
•4- a f a = o , x̂  — a h x a f3, = o y xt ~~ a b x 

a f* = o. Fig. i j i 18 , 19 ,20. 
I . Para construir la equacion xl -)r ab x — a/* 

= o , supóngase {j í )x'1 = ay, con que dicha equa­
cion se mudará en h a y x -̂ - a b x — = 0 , 
que partida por a dá (B) y x b x — / a = o. La 
equacion ( A ) pertenece á la Parábola ; y la equa­
cion ( B ) á la Hipérbola referida á las asíntotas: 
pues supuesta y ~\- b = v , será v x — f^ — o , 5̂' 
bien ¿ ; j = / a . Por tanto la equacion determina­
da del tercer grado x̂  a b x — J / 2 = 0 se ha 
dividido en dos indeterminadas del segundo per­
tenecientes á la Parábola y á la Hipérbola , las 
que se deben describir de modo que ambas ten­
gan la misma línea de las abscisas, empezando estas 
desde un mismo punto. Entre las asíntotas B G 
y H M puestas en ángulo redo .{Fíg. 1 7 . ) , con 
la potencia igual á / a , descríbanse las Hipérbo­
las opuestas M I , HGh y tomada qualquier abs­
cisa C A = x , será su correspondiente ordenada 
J i F = v . Córtese la reda C J)=zb * y por el 
punto D tírese la reda D E paralela á Q B i 



con lo que será C D = A E = h , C A — JD E = x j 
pero J F ~ v = h - f y : luego i 7 ^ y. Por tan­
to las cooráenadas de la cquadon ( B ) son D E 
=̂ x , E F = y . Ahora cerca del exe D M y con 
el p a r á m e t r o = descríbase la Parábola L D N, 
á quien será tangente la reíta D i i en el punto 
D : luego las coordenadas de la equncion ( ^ ) 
serán D E = x , E F = y. Como una y otra equa-
cion , esto es (j5 ) y x ~\- b x — / 2 = { A ) x* 
= ¿ y , no pueden tener lugar, sino en aquellos 
puntos que son comunes á la Hipérbola y á la Pa­
rábola , y en el solo punto F se cortan estas cur-
bas; será la rc6la F E el valor de y , y D E será 
el" valor de x ó la raíz real que tiene la equacion 
xl + ab x — af^ — o, siendo las demás imagiT 
narias. 

11. Con el mismo método se hallará que para 
construir la equacion x? -\- a b x d f * = o , se 
ha de tomar ( Fig. 18. ) la reda C D de la, parte 
opuesta , y por esta parte se ha de describir la 
parábola L D N refiriéndose esta posición á la de 
la Fig. 17. con lo que será D i i la raíz real y 
negativa de dicha equacion. 

IÍL También se hallará que para construir la 
equacion x? ~~ a b x -\- a f'2, = o , debe describirse 
( 1%. 19.) % Parábola L D N de ía parte opues-



^ayrfefirieiyose; siainpre la f o ú d o ñ á la Fíg. 17. 
y si dicha parábola corta los dos ramos hiperbó­
licos en los puntos ^,2 i7 , 3 la equacion pro­
puesta tendrá tres raices reales , esto es. D i ? , 
P 2, E \ J ) 3 E , de las quales las dos primeras son 
positivas, y la "otra negativa. 

I V . Finalmente se hallará que pata construir 
la equacion —ab x — af1 ~ o , debe tomarse 
la reda C J). (Fig. 2.0.) de la parte opuesta , re-
^riéndose; sienapre, la posición á la Fig. 17. y si la 
Parábola L D Ncoxtz. los dos ramos hiperbólicos 
en los puntos i7, 2 F , 3 i7, la equacion x̂  ~~ahx 
— a f * = o tendrá tres raíces reales, esto es, D i i , 
D 2 i i , i> 3 i? , de las quales la primera es posi­
tiva , y las otras dos negativas. 

E S C O L I O I . 

478. Para la construcción de las equaciones 
determinadas del tercer grado se ha considerado 
que éstas están libres del segundo término ; porque 
se puede reducir á esta forma qualquier equacion 
que lo tenga. Sin embargo con el mismo método se 
podrá dividir en dos equaciones indeterminadas del 
segundo grado qualquier equacion determinada del 
tercero x** -¡r a x* - s r a b X ' r ~ a b f ~ o , en quien 
j , ^,/pueden ser positivas ó.negativas: pues ha-



(3^3) 
ciendo ( A ) x11 a x=a y , será 4- a x'í=a x y; 
pero x̂  Ar ax'2' ah x — a h f = o : luego será a xy 
A- a h x — a h f = o,r y partiendo por a se tendrá 
{ B ) x y 4- b x — h f = o. Por tanto la equacion 
propuesta quedará dividida en las dos indetermi­
nadas { A ) y ( i? ) , dalas quales la primera per­
tenece á la Parábola , y la segunda á la Hipér­
bola ; y descritas estas curbas, con el mismo mé­
todo de la Proposición antecedente se determina­
rán las raices de la equacion propuesta, 

E S C O L I O 11 . 

479. Si en el caso tercero de la Proposición 

antecedente es = ó lo que es lo mis-
27 4 

mo a = , - , y se toma Jj P ——• — — 5 tira-

da la ordenada P (J {Fíg.19.} el ramo parabólico 
J) N tocará al hiperbólico M I en el punto (7. 
Siendo pues en la Parábola la ordenada P R 

= V ( ^ x — ) == , y en la Hipérbola la or­

denada p d = ~ L = £erá pR—PQ.'* Por consi-

guíente dichos dos ramos se encontrarán en el punto 
Q, Ahora tírese la tangente (2 5 al punto C ^ la 
Hipérbola, y será la subtangente PS=PC 5 pero PC 



(384) 
¿ = z P I> : luego 5 JP = 2 P D ; por consigitiente 
la reda S Q será también tangente de la Parábo-

la en el punto Q : luego si es ¿2 = — 1 ± — ^ la 

Parábola X>iV y la Hipérbola M I . se tocarán en 

el punto (J ; de donde resulta que si es íj > ^ys^ ĉ  

ramo parabólico D i V cortará á él hiperbólico M / ; 

y al Contrario si es < ^—^p^-, dichos dos ramos 

no se encontrarán. Por tanto la equacíon — ah x 
¿if* =z o tendrá una raíz real y dos imaginá-

2 7 / * . . . a3 hs a*f* . 
rías , si es Í7 < s— o bien < ? 

. 4̂ *' -7 4 

pero tendrá tres raíces reales, siendo a igual ó 

mayor que ~-^p— • todo lo qual conviene con 
lo demostrado antes (464). Lo mismo se demos­
trará con igual método respcdo al quarto caso de 
la Proposición antecedente. 

P R O P O S I C I O N X X X I I . 

4S0. Si las redas L C , C G forman ángulo 
redo, y la esquadra L O G tiene el lado 0 i in­
determinado, y el otro GO iguala C i está di­
vidido por medio en M ; y si se mueve dicha es­
quadra de modo que el punto G vaya siempre sobre 



C G , y el íad^ O.Jy pAse libremente por el punto 
fixo el punto ¿T/ Hese rl'üirá una Cu iba llama­
da la Cisoide de Dioeles, cuya equacion> se ha de 
hallar. Fi§, Él. 
í: i Dividáse C ü ^ófí medio en tp^nese C B 

== C A , y. háxeser.á, la reda A S \ a perpendicular 
Los triángulos G 0 L , L C G tienen la reda 

G L común ., y el lado 0 Q = C X : luego serán 
iguales, y tirada la reda C O será paralela á G L% 
pero es L J h 4 0,̂ = G M j M 0 A l^ego la reda 
A M será paralela á í Ó , y el triángulo G C Ase­
mejante al triángulo Af P Llámense G M ~ 'AC 
s-a ' i la abscisa A P = x, la ordenada P M ' ^ C F 

; ; y será; C P = ti±= x - a ^ G F ^ 7 ( t W . 
_ ) = / ( ¿* - ) = / ( 2 a x — x ^ 

y G C =~.:G. F Ó ±=;/ ( í'" ax'-^x*) + 7 ; Ahbrá 
jqr^la n^.njprj^za.. de r dichos tHangulosu será ,C L : 
C G ~ A P : P ^ ; esto eM | ^ x f í R & « P | # ¿Vy; 
por coñsigiiíente "¿^ y—'rtV^ 2^ r - ^ - f ^ ' ) * f S ~ó 
bien 2¿2 y — y — f V ( 2^ x — o:4): quadrarido am­
bos miembros será ( i - ¿z — xf- X y25'̂  ¿3 X (2 ¿z— 

y partiendo por (^^--^^se tendrá y.a=_ , que 

es la equaeion á la Cisoide. 

ecc 



(386) 

C O R O L A R I O ?! 

3 481. Siendo en Hí Cisoide y* — - , será }'== 

-4- /^—— t lüeso esta curba te¿idrá dos ramos 

za-x G.. 

perfedlamentc iguales, uno a cada lado de la rec­
ta J B que será el cxe: y como á x'= o corres­
ponde y = Í ? , será el punto A vértice dé la mis­
ma curba, 

C O É O L A R X O I I . 
482. Descrito sobre J[ B como diámetro el 

círculo J I B N , y prolongada la reda A M hasta 
qufi encuentre, á perpendicular B l í levanta­
da sobre dichq diámetro.en su extremó ^ ; será la 

cuerda J I=MQ : porque siendo ya r r f ^ ^ » será 

también y* = | 5 por consiguiente 2, a x 

¿~ x11 : x'2, = xa : ya , de donde y ( 2 Í2 — a:2): 
o: = ^ : y , esto es, P iV :̂ P J = P J : P M : lue­
go será el ángulo 3 f ^ iVrefto , y la reda Nldlk-
metro del círculo ; por consiguiente siendo en los 
triángulos equiángulos C P N , el lado C I 
= C N , será C D ~ C P , y J D = P B ^ M E : 
luego en los triángulos A D I y M E Q será 
= MQ , propiedad principal de esta curba. 



C O R O L A R I O 1 Í V 

4S3. Por ser A D = M E (482 ) resulta que 
quanto mayor es el ángulo Q A B , tanto menor 
será la re£ta A D ó bien üf ^ ; por consiguiente 
la curba üf 'prolongada se acercará continua y 
constantemente á la reda indefinida B H , de suer­
te que solo la encontrará á una distancia infinita, 
esto es la curba A i l f tendrá por asíntota á la reda 

B H . Lo mismo se infiere de laequacion } ' = / 
la-x 

pues haciendo la abscisa x = x a = A B ^ será y 

= / _ ; por consiguiente la ordenada B U 

correspondiente á dicha abscisa será infinita. Igual­
mente el otro ramo de la Cisoide tendrá por asín­
tota á la refta i í J5 prolongada desde el punto B . 

P R O P O S I C I O N X X X I I L 

4S4. Si la esquadra i i vi i/se mueve libremen­
te al rededor del punto ^puesto en la reda A F 
perpendicular á la i i l f , y además si el punto C 
común siempre al lado de la esquadra y á la reda 
£ i l f se mueve sobre la curba parabólica C ^ 
moviéndose la reda í> i l f paralelamente á sí mis­
ma ; hallar' la equacioa á la curba A D I descrié 



1388;) 
ta por e! punta D común al háo A E de la es-
quadfa y á la reda X M". Fig\ 22. 

Supónganse las ré^as A B=x , B D — y-̂  B C 
:==¿v' Siendo pues el ángiilb- i ) i / : C'i'tcío , y la ©ech 
ta ^ ^ perpendicüíar á la Í ) C, será C B . B A 
= B A : B D 1 esto es, ÍFÍ.; 3r=;{:: yVde donde re-

sulta ser. r = 7 ^ - , y quadrando será 2A = ; 
^fijifírini KiDn.í.jsílí -.«VÍ UJ inn*.; trico E ! o lo? DIJD t-t 

|)ero supuesto a el parámetro de la Parábola J -C G} 

su equacion es z^—a x : luego sera ¿z z = ~ ; por 
consiguiént.e Q 3/̂  == .̂ t:3 r equacion a la curba A D i 
que e's Ja segunda Parábola cúbica. 

C O R O L A R I O I . 

4854 -Sitse supone la curba una Hipérbola 
(Mg. 23.) referida á las asíntotas j F / , (?^, ciiya 
potencia = ¿2a , y las coordenadas A B = x, B C 
= 2 , se tendrá 2̂  ^ = ÍÍ'2 , y por consiguiente z 

== ^ ; pero por lo arriba demostrado es 2:=; i - : 

luego será — = — , de donde a* y = x3 , equa­

cion á la curba ^ Í D / q u e es la primera Parábo­

la cúbica. .r 
C O R O L A R I O I I . ? 

486. Si se supone la curba ^ C una-Hiper-



(3^9) 
bola equilátera (Rf. . 22.) cuyos cxes iguales á 2M 
se tendrá £2 = 2, Í? 2 -í- x 11; pero por lo demos-

trado es 23 = - j - : lueco será — = 2^H-^a ; por 

consiguiente y2-= — , Es evidente por la 

construcción ó por la equacion de las curbas J D I 
que cada una de éstas tendrá otro ramo b i z q u e 
le sera perfectamente igual ^ cuya posición será la 
que se manifiesta en las Figuras. Con el mismo méto­
do se describirán otras curbas , por medio de 
otras tantas distintas curbas A C G . 

P R O P O S I C I O N X X X I V . 

487. Si la esquadra A B E tiene el lado B E 
indeterminado, y la regla A F también indeter-
ipainada se mueve al rededor del punto A '-, y to­
mado un hilo A C D igual á i? se fixa uno de 
sus extremos en y el otro en el extremo D de 
una regla D C que se ha de mantener siempre per­
pendicular á la A F j y en esta disposición se mue­
ven las dos reglas A D ^ D C , de suerte que la 
parte A C del hilo se ajuste sobre el lado A B 
de la esquadra , y la otra parte con la regla C D j 
hallar la equacion á la curba descrita por el pun­
to D: Z%. 24. x 

1 Tírese la; perpendicular D ilf- a la refta A B. 



(39o) 
Supónganse las re^as A B = a, A M = x , M D 
= 3/5 será B M = a ~ ~ x , y A D = V{x'z + y* ), 
Siendo pues el ángulo A D C redo, y la reíla 
D i l f perpendicular á ^ C oserá A M : M D = M D : 

M C , estoes, a:: y = y : i l f C = — : luego C B 

= C D = a — x j - ; pero por la semejanza de 
los triángulos, J D M , D C M es A D : DM=DC: 

C M, esto es, tf^Q fty y = ¿z •— z — : 2-: lue-

; y* * ( x * -1- y* ) / r ¿v 
go sera — = y X (<*~~x — ) ; par-
tiendo por y , y reduciendo, se tendrá y y, V {x* 
Jir y* ) = a x — x11 — ya ; quadrando ambos miem­
bros resultará a"3-x11 — 2. a x* + o:̂  — z a x y * 

2.xa y* -¡-yl—x* ya 4- y4, ó bien ¿ a — ' 2 , a o:5 
a;4 — zaxy0, x^y* ==01 luego partiendo por 

¡c, y trasponiendo los términos que contienen la 
y , será x? ~~ 2 a x* + a* x = 2 a y* ~~ x y* ; de 

donde resulta ser 7A = • . 

C O R O L A R I O I . 

_ _ x 3 - <2 a x3 -h a2 x ^ / >v 
488. Por ser ya == — , sera (J) 

rX" " I d X 4- <Z X . . 1 , 1 0 
^ss-jh y — i : lueso la curba tendrá 
dos ramos períedaménte iguales respeclo á la recia 



( 3 9 0 
A B que será su exe , y dichos ramos conatrrirán 
en el punto B : lo qiial es manifiesto por la cons­
trucción de la Figura , ó por la equacion á la Cur-
ba : pues suponiendo en ella x = a y será y = o, 

C O R O L A R I O I I . 

4S9. También se deduce de la equacion ( A ) 
que la ordenada y tendrá dos valores reales é igua­
les, uno positivo y otro negativo, hasta tanto que 
la abscisa x no sea mayor que 2 a. Para describir 
con el instrumento el ramo B F correspondiente 
á dichas abscisas , en qualquicr punto G de la reda 
& H = B A levántese una perpendicular indefini­
da G F ^ y tomado un hilo igual i A H colóque-
íe uno de sus extremos en el punto G y ajústese^ 
con la reda A G hasta que llegue al punto A \ 
dóblese el hilo desde este punto , y vuélvase á 
a justar sobre A B hasta donde alcance como en 
el punto y haciendo girar la regla A F CQTCZ 

del punto A hasta que pase por el punto D ex­
tremo de la ordenada M D correspondiente á la 
abscisa A Ai y se tendrá en el punto F en que 
corta la regla á la perpendicular G F , uno de 
los puntos de la curba B K Siendo pues G A M 
= A H , quitada A G será A M = G H por 
consiguiente M B = B G 9 pero es M B : B G 



(392) 
= = D E : E F : luego será Z ) ' ^ == ^ i ? : ycomo es 
C D = 'C B , y los ángulos C D E , C B E igualen 
por rectos, seiá D E == E B ; por consiguiente 
las tres rectns D E , E B , E F serán iguales , y 
por medio de eSjta propiedad .se hallará que el ramo 
B F tiene la misma equacion de la Curba. Dis­
cúrrase del mismo modo respédo al rámo B f . 

C O R O L A R I O I I Í . 

490. Levantada sobre la refta j í I£ en el pun-. 
to H la perpendicular I H L ; y tirada F N pará­
lela ai exe ^ / / , se demostrará con el mismo ra­
ciocinio expuesto antes ( 483 ) que -la recta I L es 
asíntota de los ramas Ĵ  jP; B f , ••K 

R R O P O S I C I O N X X X Y . 

491. Describir por puntos qualquier línea al­
gébrica del tercer orden, cuya equacion sea dada. 
Fig*2,$, X t xK bitwq /3 

Dénse á la abscisa x tomada tanto positiva 
como negativa muchos valores sucesivés desde el 
cero al infinito , con lo que se tendrá siempre 
una equacion determinada del tercer grado dada 
por la incógnita y , y cantidades conocidas, la que 
resuelta ó construida determinará los valores de 
la y correspondientes á qualquier abscisa determi-
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(393) 
nada x. Ahora en la reéla indefinida M L tómese 
un punto yí por origen de las abscisas , como 
también las abscisas A B , A C , 8cc. iguales á los 
valores positivos dados antes á la o;, y las abscisas 
AQy AN, &c. iguales á los valores negativos dados 

, á la misma x ; y por los puntos I?, C, &c. (2, MMs* 
tírense con un ángulo común las rectas B X), 
C E , Scc. Q R , N O , Sed correspondientes á los 
valores reales y positivos de la y que se han de­
terminado, y tírense además las retías B F , CG,8cc, 
Q I , N P , &c. correspondientes á los valores rea­
les y negativos de la y que también se han deter­
minado ; y de esta suerte se tendrá descrita por 
mfinitos puntos la curba de la equacion propuesta. 

E S C O L I O . 

492. i2uando la ordenada y es igual auna frac­
ción , cuyo numerador y denominador son fun­
ciones de la abscisa x y puede suceder que dando 
un valor á dicha abscisa resulte la ordenada y = 0> 
aunque ésta sea igual á una cantidad finita ó in­
finita : en este caso pártanse el numerador y deno­
minador de la fracción dada por la abscisa x me­
nos el valor que tiene , y esta operación repítase 
si es menester , hasta que se halle una fracción, 
en quien substituyendo por la x su valor, resulten 

ddd 



(394) 
rambos términos ó uno de ellos iguales a una cah-
' tidad finita ; y en el valor de ésta fracción se ten­
drá él de dicha orden.ida p Este método suele ser 
imitil ó sumamente difícil para aquellas fracciones 
que tienen raüthos términos radicales : en los Cál­
culos Diferencial é integral se dará otro método 
que se extiende igualmente á dichas fracciones. 
También es de advertir que si en la equacion dada 
se supone la abscisa x infinita , y se halla su corres­
pondiente ordenada j =Í7 , ó igual á una cantidad 
finita; la curba de dicha equacion tendrá por asín­
tota la misma linea de las abscisas, ó una paralela 4 
ella con una distancia igual al valor hallado de la 

•ordenada y. Igualmente si en la equacion dada se 
supone la ordenada y infinita, y se halla su cor-» 
respondiente abscisa z=z=o, ó igual á una cantidad 
finita ; la curba de dicha equacion tendrá por asín­
tota ía ordenada que sale del origen de las abscisas, 
ó aquella ordenada que parte del extremo de dicha 
abscisa determinada. 

Finalmente en los exemplos siguientes se mani­
festarán otros artificios que hay para construir las 
líneas del tercer orden, yá sea por medio de las 
del segundo,ya sea por medio de las del tercero cuya 
construcción se conoce. 



(395) 
E X E M P L O I . 

493. Se pvde describir por puntos la. curba de 
la equacion ay'1 = x .̂ Fig.26* 

Saqúese de la equacion dada el valor de la y , 

se tendrá y = rfc V — . Jin la revfla B b fixesc 

el punto A para origen de las abscisas, positivas 
sobre la ^ y negativas; sobre A b. También 
determínese colocar las ordeñadas positivas hacia la 
parte H de la línea de las abscisas 3 b , y las or­
denadas negativas hacia la "parte 2?, dé suerte que 
todas ellas hagan con B ^ ángulos iguales, los qua-
les se suponíjrán recios, mientras que no sean dados. 

Examinando la equacion y = zh V ~ « Sc ver* 

Io. que siendo la x positiva , la y tiene dos va­
lores iguales , uno positivo y otro negativo: 2.0* que 
siendo x = o , es y — o : 30. que siendo ¿ = co , 
es y = -i- 00 : 40. que siendo la x negativa , se­
rán imaginarios ambos valores de la y : de donde 
resulta Io. que la curba expresada por dicha equa­
cion tiene dos ramos perfe(5i;amente iguales, uno 
á cada lado del exe : 2.0. que ambos ramos nacen del 
origen A dé las abscisas, y se extienden uniforme­
mente hacia la parte QS: 30. que sé ván ap.irtando' 
dé- la reaa A Í hasta una distancia infinita -: ̂ /Vquei 



(3?<5) 
á las abscisas A h negativas no corresponde ningim 
ramo de la Curba. Esto supuesto, dense a la o: valo­
res positivos, y sean en partes de la constante a 
tomada por unidad ; de lo que resultarán los cor­
respondientes valores positivos y negativos de la y 
en partes de la misma constante: la construcción será 
mas exácla, quanto menores sean estos valores de 
la j ; para la idéa de la operación bastan los siguien-

a • . a a ra3, 
tes: x ^ - y y ^ + ^ ^ x ^ ^ ^ ^ — ^ T ' 

En la recia indefinida A B córtense desde el punto 

A las partes ^ C = - , A D = ~ , J L = ^ J O 
4 a 4 

s= a , 8cc, y en los puntos C, P , X, 0 , &c. leván­
tense sobre la reda ^ las perpendiculares C P = 

0 R = 0 N = a, Scc. y se tendrán los puntos ^ P , 
G , 8cc. del ramo A Q , como también los 
puntos v^, i i , i 7 , / , Stc. del ramo ^f5. Aunque 
solo se hubiesen determinado qualesquiera dos absci­
sas A D , J fO, ysus correspondientes ordenadas 
J) G , 0 R i se averiguaría si esta curba es cóncava 
ó convexa al exe A B i pues tirada la reda A i?, 
por la semejanza de los triángulos A D 0 A R 



( 3 9 7 ) 
será AO'. O R = J D : DII , esto es, ¿ : ^ = t . J) fí 

= — l pero es D G = V — : luego será D H > B 

; por.consiguiente entre los puntos ^4, JR la cur-
ba se retira de la recia A R hacia el exe A B r j en 
conseqüencia es convexa respecto al mismo exe.Dis­
cúrrase del mismo modo de todas las curbas que tie­
nen todos sus puntos en curbatura continua: pues 
si tienen algún punto de Inflexión ó de Regreso 
(cuya determinación se verá en los Cálculos Dife­
rencial é Integral) en este caso podrá ser parte de 
la curba cóncava al exe y parte convexa, 

E X E M P L O I I . 

494. Sea la equacion x y* -\- h y* — = o que 
se quiere describir por puntos. Fig. 27. 

Hállese en la equacion propuesta el valor de la 
. • . t . a3 

ordenada y, y se tendrá y = r — , de cuya equa­
cion resulta 10. que siendo x = o , la y tiene dos 
valores iguales,uno positivo y otro negativo: 2°.que 
siendo la x positiva , la y tiene siempre dos valores 
iguales , ano positivo y otro negativo , los quales 
se van disminuyendo á proporción que la x se aumen­
ta : 30. que siendo la x negativa y menor que ¿ , la y 
tiene dos valores iguales, los que se van aumentando 
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á prppor-Gion queja — rr crece : 40. que quandp llega 
á ser — T = h , es y = rb 00 : 50. que siendo — re 
> los valores de la y son imaginarios. Por tanto 
suponleDdp^jS ^ la linea de las abscisas, , el punto A 
origen de ellas, sobre i? positivas, y.sobre 
negativas,y suponiendo además recio el a.ngulo de las 
coordenadas, se tendrá 10. que la curba no pasa por 
el origen y/de las abscisas : 2.0. que tiene dos ramos 
iguales,y semejantemente puestos respeclo á ía i? b ?. 
con.ve gentes hacia. Ü y .divergentes hacia 30. que 
la recia yllt es .asíntota de ambos ramos : 4o. que so­
bre el puntó y recta A R continúan ambos uni-, 
tormemente : 5°. que cortando la recia A R = — x 
= h , y tirando - por R la recia E F perpendicular a 
ella, estárcela es también asíntota de ambos ra­
mos: 6O. que sobre el punto R y re61a E F X\Q 
hay curba. Ahora dénse á la abscisa dr x valores, 

como por exemplo , x — o , z = — = A MR &:Q, 

~~x = -—.= A H~ 8cc. y substituidos estos en la 

cquacion á la curba , se tendrán los correspondien­
tes- valores ,de his ordenadas, , esto es v y ==-f-; 

Constrúyaíiíe,,estas .equaciones determinadas (430) 
na-
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H I = R G = / ^ - ^ r , &c. con lo que se tendrán los 

plintos D , C, iV, i , &:c. /, G, &c. de los dos ramos 
de la curba de la equación propuesta. 

E X É M P L O I I L 

9̂5.. Se propone describir la Hiperboloide de 
la cquacion a'a y = a^. Fig. 28. 

Hágase rr2 a 2 ;; y substituyendo el valor de 
a;a en la equacion propuesta será z X y = f 3 , P 
bienry=4A. Entre las asíntotas y ^Opuestas 
en ángulo re¿to descríbase la Hipérbola GO , cuya 
equacion r y = ¿za ; por consiguiente tomada -qpal-
quier abscisa A C •= z , será su correspondientfe or­
denada C G = y : y tirada C I de modo que forme 
con ^ C un ángulo semiredo será úémm A C = z. 
Ahora cerca del exe A M descrita la Parábola iV^^Í 
cuya equacion x" ==s:az , será la;ordenada J E — a--: 
luego tirada la re¿la H 0 , paralela á, la B M:, y la 
recia G D paralela, á la A 0 , será A E = / / / = .T, 
y £ jp| =i= C = J ; con lo que queda determinado 
el punto D del ramo D F - y tomada A e = A £ , y 
completo el paralelógramo D e ̂  será A e = — x ^ 
e d=,y ; por consiguiente se tendrá el punto d del 
otro ramo i / d e la Hiperboloide. Con el mismo 
método se hallarán otros infinitos puntos de esta cur­
ba, que tendrá dós ramos iguales y semejantemente 
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puertos respeto á.las reaas A B y L O , que serán 
sus asíntotas ; lo qual se deduce también de la equa-

cion a:a3/ = ¿z3 ó bien y ^ p j : pues tomada la 

abscisa x tanto positiva como negativa, corres­
ponde á la ordenada j el mismo valor positivo ; y 
"'"•> folocH'ií . ( / • '.iri''i'"í£)*> DfioGü^'tt s8 .•'Pre­
supuesta a; = <?, es y = —- cantidad infinita ; y 

también supuesta 3 / = Í? , es x ̂  V — cantidad 
infinita. 

E X E M P L O 1 ^ . 

496». Se pide describir la Curba de la equacion 
vet .á-,a= í2a y. 'BlgSzg, _ - : ^ ' > 

Hágase 3/ — ? bíí ?', en quien \z , z; son cantida­
des indeterminadas; y substituyendo el valor de y 
en la equacion propuesta se tendrá a 
= a'1 z -4- ¿2a v. Supóngase ahora x̂  =a'2 2 , a x* 
= a1 v ó bien == a v. Descríbase ( 485 ) cerca 
del exe B F la. Parábola cúbica C J L de la equa­
cion ¿-3 = ¿ 3 ; y tirada por el punto A la per­
pendicular U £ sobre la recia JEF, y supuesta la 
abscisa A B = x , será la ordenada B C = z . Des­
crita ahora cerca del exe A F la Parábola H A D 
de la equacion x11 —ctv, y supuesta como antes 
A B=x , será B H = v °, pero es y = 2 4- z; : luego 
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.será y B C B H respecto á la abscisa A B 
z=x', de donde resulta que prolongada B C hasta 
.que sea C I== B H , será B í== y siendo A B — .t; 
por consiguiente el punto / estará en la curba de 
-la equacion propuesta. Con el mismo método se 
podrán determinar quantos puntos se quieran del 
-ramo A L Respedo al ramo A M N de. la curba de 
la equacion propuesta , se determinará qualquier 
punto M de é l , si se toma la ordenada G M = G D 
~~ G L . Por tanto la curba de la equacion propues­
ta tendrá la figura L A M N , cuyos ramos J I , J 
M N ván al infinito. 

E X E M P L O V . 

497. Se ha de construir la equacion a 
+ b x^- c = } 3. 

• Hágase y'$ = aaz', y será x^-^ax^-^-hx-^-c 
= a1 z. La cu i ba expresada por esta equacion se des­
cribirá según el método enseñado en el exemplo an­
tecedente ; después descrita la Parábola de la equa­
cion yt z= a'2 z , se tendrá la relación entre las coor­
denadas x , y de la equacion propuesta. 

E S C O L I O . 

498. Hasta ahora se ha supuesto que las ordena­
das , y no están mezcladas entre si : quando ésto 

eec 
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suceda, se separarán conforme se pueda por la di­
visión , por la extracción de raíces, por las conve­
nientes substituciones , ó por qualquier otro arti­
ficio. Finalmente imitando los métodos expuestos 
antes para la descripción de las lineas del tercer or­
den , se describirán las del quarto : también se apli­
carán los mismos métodos con utilidad para la des­
cripción de las lineas de los grados superiores. 

De la Resolución j / Construcción de las Equa-
dones del quarto grado. 

P R O P O S I C I O N X X X V I . 

499. Determinar , si una equacion numérica del 
quarto ú otro qualquier grado tiene algún fador 
racional del segundo. 

En la equacion dada substituyanse sucesiva*» 
mente en lugar de la incógnita tres, o mas térmi­
nos de la série aritmética 1 , 0 , — 1 , $cc. hállen­
se los divisores de los números que resultan, y 
pónganse á lado de las respe<£Uvas substitucio­
nes ; de estos divisores considerados tanto po­
sitivos como negativos réstense los quadrados 
de dichas substituciones ; entre los números que 
resultan búsquense los que forman séries arit­
méticas , de modo que el primer término sea uno 
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de dichos números correspondientes á la suposi­
ción mas alta, como por exemplo ^ = 2 ; el se­
gundo término sea uno de los mismos números cor­
respondientes á la suposición próximamente menor 
a; = 1 , y asi sucesivamente : halladas dichas sé-
ries, pártase sucesivamente, la equacion propuesta 
por una función de la incógnita , cuyo primer tér­
mino es el quadrado de la misma incógnita , el se­
gundo término es la incógnita multiplicada por la 
diferencia de la série , y el tercero es aquel térmi­
no de la misma série correspondiente á la suposi­
ción x = o j y se tendrá el fa¿lor racional que se 
busca en aquel divisor que parte exáélamente la 
equacion propuesta. Si no se halla ninguna de las 
referidas séries, ó bien si la equacion no se puede 
partir exactamente ; la misma equacion no tendrá 
fador racional del segundo grado. Pues suponiendo 
a y h números positivos ó negativos, de suerte que 
la equacion propuesta tenga el faélor racional o;2 

h x + a , ó bien pueda partirse por éste, si en 
la equacion y en el fa&or racional se substituyen 
sucesivamente en lugar de x los números de la série 
aritmética 2 , 1 , 0 , — 1, — 2 , tkc. los números en 
quienes se convierte la equacion por dichas substi­
tuciones, se podrán partir respectivamente por 4 
-4-2^ 4- t í , i - H + í t , Í?, i—b + Í?, 4—2 b 4- ¿7,&c. Por 
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tanto quitando de éstos el quadrado del valor res­
petivo de n:, se forma la série aritmética 2 b a, 

-h Í2 , ¿z, — ^ + ^ , — 2, b -\~ a, 8cc. luego el coe­
ficiente ^ del segundo término del fador racional es 
igual a la diferencia de dicha série , y el último tér­
mino es aquel término de la misma série corres­
pondiente á la suposición x = o. 

C O R O L A R I O . 

500. Luego quedarán determinados los dos fac­
tores racionales del segundo grado de toda equacion 
numérica del quarto, siempre que esta tenga uno 
de ellos ; por consiguiente comparando dichos fac­
tores con cero, y resolviendo estas dos equacio-
nes del segundo grado , se tendrán los quatro valo­
res de la incógnita de dichas equaciones. 

E S C O L I O . 

501. El método explicado en la Proposición an­
tecedente se aplica igualmente á las equaciones nu­
méricas que tienen coeficiente en su primer térmi­
no , con tal que se resten de los divisores de los nú­
meros en quienes se convierte sucesivamente la equa­
cion por las respetivas suposiciones de ^,los quadra-
dos de éstas multiplicados por qualquiera de los di­
visores del coeficiente del primer término,y se multi-
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pliqne el quadrado de la incógnita x de cada fad'or 
racional por el correspondiente divisor de dicho coe­
ficiente : pues en qualqniera de dichas equaciones 
suponiendo el fa¿ior racional m x11 -Jr h x -4- a , en; 
quien m es uno dejos divisores del primer término, 
y las cantidades b , a expresan números enteros po­
sitivos o negativos ; y substituyendo sucesivamen­
te en la equación y en el fa&or los números de la 
série aritmética 2 , 1 ,0,^—1, — 2 , &c. los núme­
ros en quienes se convierte la cquacion por dichas 
substituciones, se podrán partir por 4 /^4-2 b-k-a, 
m + b a , a , m — b -\- a , 402 — zb -)r a , &cc. 
luego restando de éstos los quadrados de las respec­
tivas suposiciones multiplicados por m, se tendrá 
la séric 2,b-\-a^b-[-a^a, — b -í- a, — 2 b + a, 8cc, 

E X E M P L O 1. 

502. Se pide hallar , si la cquacion x* — 5 x* 
4-153:—^p — í» se puede resolver en dos faérores 
racionales del segundo grado. 

A B 
^=4 
x~ 3 

x- 1 
X— o 
X--I^ i b 

1 , 1 3 

1 , 2 , 3 ^ 6 , 9 , 1 8 

^3 
al»-

1 , 3 , 9 

1 , 0 , 3 , 6 , 9 , 1 8 

^ 7 

D 

9 
4 
1 
o 
I 

E 
- i M i - 1 7 ^ 9 \-'I7\-3 
- 8 , - 7 , - 6 , - 3 , o , 9 , - i o , - i i , - i ' 2 , - i j , - i 8 , - a / - i Q - 3 

o, 1 ^ , - 3 

1 , 3 , 9 , - 1 , - 3 , - 9 

o , i , a , 5 , 8 , i 7 , - c i , - 3 , - 4 , - 7 , - i a , - i 9 

- 3 , 1 3 , - 5 , - a i 

7-3 
a | - 3 

"3 
-3 
-3 



(4o6) 
Escribo en la colima A los valores que quiero dar á 
x correspondientes á la série aritmética 4, 3, 2, &:c. 
en la coluna B escribo los números , en quienes se 
convierte sucesivamente la equacion por las cor­
respondientes suposiciones de a:, dexando los sig­
nos de dichos números : después escribo en la co­
luna C los divisores de los números puestos en la 
coluna 5, considerándolos tanto positivos como 
negativos: además escribo en la coluna Z) los qua-
drados de las suposiciones de x puestas en la : 
ahora resto dichos quadrados de los correspondien­
tes divisores puestos en C , y escribo los números 
que resultan en la coluna i i : finalmente noto en i? 
las dos series aritméticas que resultan , tomando 
sus términos en la coluna E de modo que corres­
pondan sucesivamente á las suposiciones A. Por 
tanto las cantidades b, a de la fórmula del fa¿lor 
racional a:a 4- ^ o: -4- ¿z serán en fuerza de la prime­
ra série respectivamente iguales á— 5 , 3 > por ser 
— 5 la diferencia de la misma série, y 3 aquel tér­
mino de la série correspondiente á la suposición 
o: = 0 : luego a:a — 5 a: 4- 3 será el fador racional 
del segundo grado, por quien se deberá tentar la 
división de la equacion propuesta : y como sucede 
efeélivamente la partición , resultando el quociente 
exáélo a;a — 3 , serán a;a—5 £-{-3=0, 22 3 = * 
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los dos faflores, que se buscan ; por consiguiente 

las raíces de la equacion dada serán x=? ~~ ̂ 13, x = 

- t / 3 . Adviértase que el faclor — 3 se tendrá 
igualmente por medio de la segunda série : pues 
en virtud de ésta, las cantidades b,a de la fór­
mula x'2 -k- h x a serán respedivamente iguales á 
0 v — 3 , por ser o la diferencia de la misma $érie, 
y —3 aquel término de la série correspondiente á 
la suposición x = o, 

E X E M P L O \ \ t 

503. Se propone determinar , si la equacion 
2, x* % icl + 9 x- x — 5 »== o se puede resol­
ver en dos faélores racionales del segundo grado. 

A B E 

ve- o 

34 
7 
5 

1,2,17 

^ - - a j u ^ 1,7,17,11¡ 

-8,-7,8,-10,-11,-36 

0,1,-2,-3 

"0,1,4,9,-4,-3,-6,-11 

(-ai-ia3 

-i7,-i6,-i,.i9,-ao,-3f: 

-1,0,-3,-4 

-1,0,3,8,-4,-7,-12,-3 

(-127 

-3 
1 
5 
9* 

F 

3i 3r 

Escribo en .4 las suposiciones de x , en ^ l ó s núme­
ros en quienes se convierte sucesivamente la equa­
cion propuesta por dichas suposiciones, en C los di­
visores de los mismos números , en D los quadrados 
de dichas suposiciones, en E los números que resul-



tan, restando de. los,diviso res. C tomados tanto po­
sitivos como negativos los quadrados de dichas supo­
siciones multipUcados primero por i , de. pues por 
a , porqué estos dos números son los divisores del 
coeficiente del p imer término de la equacion dada: 
finalmente escribo en F las progresiones aritméti­
cas que se hallan entre los residuos E tomados con 
sus propios signos. Por tanto las cantidades m¿'b, a 
del factor racional del segundo grado m b x 
-í- a serán respetivamente iguales en virtud de la 
primera série i , — 4 , , 5 , en .fuerza de la segunda 
á 1,— 2,—-1, y por la tercera a 2,Í7,—1: luego los fac­
tores racionales, por quienes se debe tentar la di­
visión de la equacion^propuesta, serán x9, —q x - j - 5, 
x* -~ 2x í— 1, 2:ra—-í ¡ y como sucede efeélivamente 
la partición por a:2 — 42 4- 5, ^,ar*rf, serán éstos los 
fadores racionales que se buscan;7y resueltas las dos 
cquacionés a:a 4 a: 4- 5 = o , — 1 = 0 , se 
tendrán las qu a tro raices de la equacion propuesta, 

esto es , x = 2zt V — 1 i x ~ - i z V —- . 

P R O POS I C LO N X X X Y I I . 

504. Determinar, si una equacion literal del 
quarto ü otro qualquier grado tiene algún fador 
racional complexo del segundo. 
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I . Tenga lacquíícion propuesta dos letras, esto 

es la incógnita y otra cantidad conocida; y todos 
los términos de ella sean de igual dimensión. Supón­
gase la cantidad conocida igual á la unidad, y se 
tendrá una equacion numérica ; hállese (499 ) el 
fadlor racional de ésta ; y si lo tiene , multipliqúe­
se su segundo término por dicha cantidad conocida, 
y el tercero por el quadrado de ésta : luego la can­
tidad que resulta será el faélor racional que se 
busca. 

I I . Tenga la equacion dada tres letras, esto es 
la incógnita, y otras dos cantidades conocidasp , q\ 
y todos los términos de ella sean de igual dimen­
sión. En la equacion propuesta háganse sucesiva­
mente x=o,p=Oi q=o, y nótense las fórmulas que 
resultan , las que contendrán solo dos letras ; en 
estas fórmulas búsquense por el caso antecedente 
todos los faélores racionales compléxós del segundo 
grado, y los factores monómios de dos dimensio­
nes , que se han de considerar tanto positivos como 
negativos; y sí resulta que entre los faélores corres­
pondientes á las suposiciones x = o, p = d , q — 0, 
se hallen tres, de suerte que estando el quadrado 
de alguna de las cantidades x , p , q en uno de ellos. 
Se halle el mismo quadrado en otro fador , y estan­
do el produélo dedos de dichas cantidades en al-

fff 
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guno délos fadores, nosehalk el mismo produc­
to repetido en otro fador; la suma de estos product 
tos y la semisuma de dichos quadrados será el fac­
tor racional que se busca. Siendo pues la equacion 
dada compuesta de las tres letras, a:,/?, f , será la 
fórmula del fádor racional a + h p x c q x + d 
/7 a - f ¿ p q H-/^a , en quien a ,h , d , e , f ex­
presan los coeficientes numéricos. Ahora si en la 
equacion propuesta se suponen sucesivamente £=0, 
¿7 = 0,^ = 0, las tres fórmulas que resultan se po* 
drán partir exádamente por d f f á t k q - ^ r f a x* 
~±-cq x - \-f q*, ax--srhpx:-\-dp'x * en quienes se obser­
va que los quadrados de las cantidades x ,p , q se ha­
llan repetidos en dos fadores y no los produ¿los dft 
cada dos de ellas, y que además la semisuma de di­
chos quadrados, esto es dp* + f q* -b- ax** junta 
con la suma de los produdos epq-^-cqx-^rh p x, 
restituye el fador racional ax~- \ - i )px- \ -cqx- \ -d 
p'1 -*r e p q •+•/ q*. Qua.ndo el factor racional está 
compuesto de dos letras , será su fórmula ¿7 a;a - f ¿ 
p x-k-dp"1: luego haciendo sucesivamente en la equa­
cion propuesta o: = 0 , /7 = 0, ^ == 0 , las tres fór-? 

• muías que resultan se podrán partir por los respec­
tivos factores dp* , a a:a , a •^rhp x -̂ r dp11. 

I I L Si la equacion dada tiene dos letras , y los 
términos de ella no tienen, igual dimensión; se com-



jrtctaraii las «Jinfiensiooes que faltan por ías de qiisi­
quier otra letra, y se hallará por el caso ante^derí-
te el fador racional, en quien se quitará dicha letra 
para tener el factor de la equacion dada. 

l Y - Finalmente si la equacion dada tiene quatro 
ó mas letras ; se argüirá de un modo semejante á 
él expuesto en los casos segundo y tercero, para de­
terminar el factor racional del segundo grado de 
dicha equacion* 

E X E M P L O I . 

505. Se pide determinar , si puede resolverse 
en dos favores racionales del segundo grado la equa­
cion x^-rj a za* a:a 4-¿8 ¿z3 x-~% a* = 0 , que 
contiene solo dos letras, y todos sus términos son 
de una misma dimensión. 

Supóngase ¿2 = 1 , y resultará la equacion nu­
mérica a:* + 7 + 2 3:a + 2,8 a: 8 = 0. Por las 
reglas dadas (499) se hallará que esta equacion se 
resuelve en dos fadlores racionales del segundo gra­
do , esto es, x12 -h 7 — 2 = Í? , a:a 4- 4 — 0 : lue­
go los de la propuesta serán x* j a x — 2, ¿ ==0, 

E X E M P L O I I . 

506. Se propone determinar , si puede resol-
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verse en dos favores racionales del segundo grado 

la equacion — 3 a ̂  ~~ a* ̂  a ̂  ^ ~~ ^ x'2 
•^-^a^x-h^ab^x — a^b — ab^=o^ que contie­
ne tres letras, y todos sus términos son de una misma 
dimensión. 

A B C D 
x-d -a^b-ab^ 
a-ox -̂b^x0-
h-dí x*-3Jx'í-a*xrí-h2>a3xl 

ab^A-b11 
x .̂x -̂b^ 
x^sax^-a'1 

ab 
x0, 
x -̂̂ ax 

'f-b* 
xi-b* 

Escribo en^í las suposiciones, y los resultados en 
2?; esto es haciendo sucesivamente # = 0, 0 =5=0, 
^ = 0 en la equacion propuesta, resultan las tres 
cantidades — efib — J , a:4 — ^a a:a , x* — 3 a x? 
<— a'1 x* 3 a? x : de estas tres cantidades hallo los 
factores monomios y polinomios de dos dimensio­
nes , y los escribo en C , con5Íderandolos tanto po­
sitivos como negativos : finalmente pongo en !a co­
luna D aquellos fadores que tienen las condiciones 
expresadas en la Proposición antecedente respedo 
á los quadrados y productos de las cantidades a:, a,b. 
Ahora tomada la semisuma de los quadrados y la 
suma de los producios en la primera série D , hallo 
el faílor racional del segundo grado x2 — 3a x di 
ñh', también tomada la semisuma de los quadrados 
de la segunda serie escrita en D , hallo otro fador 
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racional re1 ^ a1-^-¿a; y tentada la división de la 
cqr.acion propuesta por x12 — a12 — h12 , resulta el 
quociente exádo x̂  — s a x + ah. Por tanto dicha 
cquacion se resuelve en los dos factores racionales 

— a0, — = o i x12 —2> a % + a b = o ; por con­
siguiente tendrá las raíces x = ± , V ( a2 -\- é 

a v 4 ' 

P R O P O S I C I O N X X X V I I L 

5 0 7 . Determinar los fadores del segundo gra­
do de qualquier equacion convertible del quarto x* 
-\- z b x̂  + x* + z a* h x + a* — o. 

Supónganse los fadores que se buscan x̂  + h x 
a* = o 1 x* + f x -\- a11 = o 1 en quienes las can­

tidades A, f se han de determinar. Multiplicados en­
tre sí dichos fadores, resulta la equacion converti­
ble ( ^ ) + 4-2^n:a-4-^ /a : + ^ = a 

- f / ^ 3 + f h x3, + &1 h x 
que será idéntica á la propuesta : luego se tendrán 
las equaciones / 4 - ^ = 2 ^ , 2. a1 - \ - f h = c11 , por 
cuyo medio se hallarán los valores de las indeter­
minadas ¿ = ¿ i V (2 - f b% f = hT- V(2a* 
— í:a 4- ) ; por consiguiente los factores del se­
gundo grado de la equacion propuesta serán x* 
4- [ ^ -h / (2d*~~c* 4- ] X ^ + ^ = 0 , x2 4- L h 



(4T4) 
^ ( 2 ^ a — ^ 4 - ^ ) ] X ^ + ^a = (?. 

E X E M P L O. 

50S. Se pide hallar los favores del segundo gra­
do de la equacion convertible + 4 + 64 x 

Hágase idéntica la equacion propuesta con la de 
la fórmula x* 2. b x? + c* x* + 2. a* hx a*=oi 
y se tendrá ¿ = 2 , c = 0 , ¿ = 4 : y como los fac­
tores de la fórmula son x13, -H [_ B -\~ V ( 2, a* — ca 

-1- â ) ] X ^ 4- í2a == 0 , los de la equacion propues­
ta serán aa -h 8 £ 4- 16 = 0 , a:a — 40: 16 = a. 
Por tanto las raíces de la equacion convertible x* 
4- 4 ir5 4- 64 a; 4- 256 = o son x = —4 , o: = — 4, 
¡c = 2 - / — 12. 

E S C O L I O . 

509. Con el mismo método se tratarán las equa-
ciones convertibles de qualquier otro grado. Sea 
propuesta, por exemplo, la equacion del sexto 
grado { J ) x6~-b xt 4-^3 a:̂ — a* b x + a6 = o. 
Tómese la equacion convertible o;̂  4-/n;3 4- Aa xz 
4- a* f x -\- a* = o inferior en dos grados réspedo 
á la propuesta ; y multiplicándola por el trinomio 
^a 4- g x + a1 = 0, se tendrá la equacion (2J) 



x6+fx*A-h~x*+2a*fxl+a'1fgx'1±a*gx+atí 
- ^ g ^ + § f ^ ^ § x ^ -4- a+x* +a*fx J = í> 

Comparando como antes ( 5 0 7 ) los términos cor­
respondientes de las equaciones {A) y ( B ) se de­
rivan las equaciones f g=.~-h , fi1-\-g f-\-
z=o , 2 ^ / 4- h* g = ¿5 , las que manejadas 
con los métodos ensenados ( 400 ) din la equacion 
g3 -\- b g* — ̂  ¿2* g—2 a* b — ¿3 = 0; resuelta ésta 
( 461 ) se tendrá el valor de ^ , y por medio de las 
equaciones antecedentes se hallarán los valores de 
Us indeterminadas / , 

P R O P O S I C I O N X X X I X . 

510. Si una equacion del quarto grado ó de 
qualquier otro tiene dos ó mas raíces iguales, y 
se multiplican sus términos por los de una série 
aritmética > la suma de los producios será igual á 
cero , y en esta equacion quedará excluida una 
de las raíces iguales. 

Supónganse las raíces x = a , cuyo numero 
sea m : también supóngase xr -*(- b x + c x 
-4-&c. 0 la equacion que da las demás raices 
desiguales : luego la equacion {x-~a}m X ( 
-1- b r r ^ - K z r'a -l-&c.) = (? será idéntica á la pro-
puesta; y por ser (x — a )m = x"1 — m ax. m'1 4r 



X 

(4 i6 ) 

será {x—a)'n x'(^ + í Í'-1 + Í Í '•-a + & c . ) = (^i) 

+hxm+r~l — / « ^ X xm+>-* + ^ ^ " T X a^hx^^ — SccÁ 

+ C X ^ a — 772 í2 C X * + & C . C ' 

Multiplicando ahora los términos de esta equacion 
por los de la série aritmética e , e -\- d, e + 2, 
e 3 d i 8cc. se tendrá un produjo igual á la suma 
de los producios 10. de los términos de la prime­
ra série horizontal de dicha equacion multiplicados 
por los de la série e , ¿ 4 - i , ¿ + 2 i , ^-4-3 i , &c. 
2,0. de los términos de la segunda série horizontal 
multiplicados por los de la série ¿ + i , ¿ - f 2, i / , 
¿ -4- 3 ¿/ , &c. 30. de los términos de la tercera sé­
rie horizontal multiplicados por los de la série £ 
- i - 2 i , ^ + 3 i , Scc. y así sucesivamente ; pero el 
producto de los términos de la série 

. x*~n*xtt + r W . » ? ^ . ? ± — ^ - y . a l x n - l + & c . 

. ^ « - ^ « • ' H ^^Maqx*-*--±-^--ta1qxn~l-{-8cc. 



p bien igual a q%{x~~ a)n — n a d%{ x-~a)' 
= C ^ X { x ~ ~ a ) —na d~\ X ( a r - r ^ ) ^ 1 : lue­
go el produdo de los términos de dicha primera 
série horizontal por los de la séric aritmética c, 

&c. será igual a 3 / X [ ^ 
X ( * - - ^ ) — w ^ ] X ( : c —íO'"-1 ; elprodudo 
de los términos de dicha segunda série horizontal 
por los de la série' aritmética c- \-d, ¿ •+• z d» ¿ 
- f - 3 Í , &c. sera ^a;^1 <̂ [ ( ¿ 4 - i ) X (a: — ^ 
a d~\y. — a)™'11 t\ produélo de los términos de 
dicha tercera série horizontal por los de la série arit­
mética ?¿ -h 2, /•„ ^ íihi5i4;3 se:r4 jgMal á ¿ a:,,"af 
X [ C t + 2, i ) x (^ — ^) — ̂  ^ i J X (£ -7 ^ ) 13 

y así sucesivamente. Por tanto los términos de la 
cquacion { A ) multiplicados por los de la série 
aritmética ¿, ¿ , e + 2, i , ̂  - I - 3 ¿f, Scc. dan unos 
produdos tales , que su suma es igual á rrr X Ce 

X ( ^ — - - w X (^ —^)"1"1 - ^ c x ^ x lifi 

^ ' ' X C ^ X C ^ — — / w < 2 i ] n 

^ X ^ ¿ + 2 ^ ̂  '¿(¿-dí-mad ] J x ^ ^ • 

pero es a;—Í?=Í? : luego dicha suma será igual á cero, 
y en esta equacion habrá una menos de las raices 
iguales, que en la propuesta : y si todas las raíces 



áe la eqtiatlori propuesta son iguales ala cantidad a, 
y el numero de ellas es w ; la suma de los produc­
tos de los términos de la misma equacion %m 

X Í?3 7̂""5 &c, = : o por los de la s&ie aritmética 
^ , ^ H - i , e - f - 2 Í , ^ 4 - 3 ¿ / , ^c . será igual á [ ^ X 
( o; — ̂ ) w </ ] X (^ — ^ );,^•, ^ 0. 

C O R O L A R I O. 

5 1 1 . Infiérese que si el primer término e de la 
referida serie aritmética es igual á o ; será la suma 
de dichos producios igual á 0 , y en esta equacion la 
incógnita z estará elevada á un grado menos que en 
la propuesta, 

P R O P O S I C I O N X L . 

51Í . Determinar , si una equacion del quartó 
ú otro qualquier grado tiene raíces iguales, 

I . Si la equacion dada contiene solo dos raí* 
ees iguales, multipliqúense los términos de ella por 
los de una serie aritmética; y la suma de los produc­
tos contendrá (510) solo una de dichas raices iguales. 
Ahora hállese el mayor común divisor de la equa­
cion propuesta y de la que ha resultado por la opera­
ción antecedente, y por medio de dicho divisor 



(4I9) 
comparado con ecro se hallará una de dichas raí­
ces iguales. A l contrario , si dichas dos equaciones 
no tienen divisor comun, la cquaclon propuesta 
no tendrá raíces iguales. 

I I . Si la equacion dada contiene tres raíces 
iguales , con el mismo método del caso antece­
dente se formará otra segunda equacion que con­
tendrá solo dos de dichas raices iguales. Tratada 
esta equacion del mismo modo que la propuesta, 
se formará otra tercera equacion que contendrá 
solo una de dichas raices iguales -. luego esta raíz 
se tendrá por medio del mayor comun divisor de 
las equaciones segunda y tercera. 

I I I , FinaUnente si la equacion dada contiene 
quatro, cinco ó mas raíces iguales, se-formarán 
con el referido 'método tres, quatro ó mas equacio­
nes; y el mayor comun divisor de las dos últimas 
contendrá una de dichas raíces iguales. 

C O R O L A R I O . 

513. Luego si una equacion del quarto grado 
tiene dos ó tres raíces iguales, yidetetminacks éstas 
por medio de la Proposición antecedente se parte 
dicha equacion por el quadrado ó cubo de sus fac­
tores iguales; se tendrá en el qnociente el otro 
fador de la misma equacion , el qual comparado 



(42o) 
con eero dará tina equacion del segundo ó primer 
grado y cuyas raíces serán las desigudés de la pro­
puesta. Respedo á qualqiüer otra equacion de gra­
do superior que tiene dos ó mas raíces iguales, se 
determinará con el mismo método aquella equacion 
que contiene las demás raíces desiguales, la que será 
inferior á la propuesta en tantos grados , quantas 
yaíces iguales ésta tenga, 

E X E M P L O I . 

514. Se pide determinar, si la equacion 2*—-yarS 
4- l y ^ * — 17 rr -h 6 =3 0 tiene raíces iguales ; y en 
la suposición que las tenga , se pide resolverla» 

Iir4—7rr5-fiy:L-a—17^4-6=0 
A . . 4 , 5, 2, T, o 

B . . á, 2, í\ h 

I I I . , 6x*—2ix-\-J'j*z®. ' ~ 

12^ a—21^=0 

I V . . 43:—7=0 

Multipliqúese la equacion propuesta I por la serie 



aritmética A formada de los exponentes de x en la 
misma equaeion y y se tendrá 4 — 21 3̂ 4- 34 ^a 
—17 que partida por a: se. deprimirá de un 
grado, y resultará la equaeion I I . Después multi­
pliqúese ésta por la série aritmética B formada de 
los exponentes de x en la misma equaeion ; y resul­
tará 12 :£3 — 42 a:a -h 34 .i: = a que partida por 2- x, 
dará la equaeion I I I . Finalmente multipliqúese ésta 
por la séric aritmética C ; y se tendrá i2,a;a — 2.1$ 
= 0 que partida por 30:, subministrará la equa­
eion I V . Esto supuesto , si la equaeion dada tu-
biese sus quatro raíces iguales, las equaciones I I I 
y I V tendrían un divisor común : y como hecho 
el cálculo no se halla, dicha equaeion no podrá 
tener sus quatro raíces iguales. Prosigo diciendo: 
si la equaeion propuesta tubiese tres raíces iguales, 
las equaciones I I y I I I tendrían un divisor común: 
y como hecho el cálculo no se halla , dicha equa­
eion no podrá tener tres raíces iguales. Finalmen­
te si la equaeion dada tubiese dos raíces iguales^ 
las equaciones I y 11 tendrían un divisor común: 
y como lo tienen efectivamente, y es ^ — 1 , la 
equaeion dada tendrá dos raíces iguales , ó dos 
favores iguales x — 1 = o y x — 1 = o : luego divi­
diendo dicha equaeion* por el produdo de estos 
faCtpies, esto es por x"2, — 2.x -i- 1 = o % jesuíta-



(422 ) 
ra por quociente el otro fador ^a — $ x + 6 = o 
de la misma equacioru Por tanto las raíces que se 
buscan son x = i , :r = i , ^ — 3 , x = 2.. 

E X E M P L O I I . 

515. Se propone determinar , si la eqnacion 
2+ — sqx'2 — 216a; — 243 = o tiene raices iguales; 
y si las tiene, se propone resolverla. 

I . . a:4*—54:ra—216a:—243=0 
A . . 4,3, 2, 1 , o 

4a:4 *—1 o8a:a—216x=o 
I I . . a: 3 ̂ —¿yo;—54=0 
B . . 3 , 2 , 1, o 

33:3$.—272=^ 
I I I . . a:a*—9=a 
C . . 2, 1, o 

I V . 
Hecha la operación arriba figurada con el mismo" 
método del exemplo antecedente , resulta que las 
equaciones 111 y I V no tienen divisor común : lue­
go la equacion propuesta no podrá tenef quatro raí­
ces iguales ; lo que se deduce también de la misma 
equacion,por faltarle el segundo término.Pero hecho 



el cálculo se hallará que las cquacicnes I I y I I I 
tienen el divisor común £ + 3; por consiguiente 
la equacion propuesta tendrá tres raíces iguales á 
— 3. Ahora dividiendo la misma equacion por x* 
4" 9 xa -h 27 z + 27 , que es el cubo del fador x 
- f ^ = Í ? , resultará en el quociente el otro fadoír 
% — 9 = 0 de la misma equacion ; por consiguiente 
las quatro raíces, de ella serán x ~ — 3 , x = — 3, 
a; = — 3, o: = 9. 

E S C O L I O . 

\ 516» Las dos Proposiciones antecedentes se ex­
tienden á las equaciones que tienen dos ó mas raí­
ces iguales de una especie ^ dos ó mas raíces igua­
les de otra ̂  y así sucesivamente» mezcladas ó no 
con otras raíces desiguales; esto es ^ si una equa­
cion contiene dichas raíces, y se multiplican sus 
términos por los de una séde aritmética, la suma 
de estos produ&os será igual á c e r o , y esta equa­
cion contendrá una menos de dichas raíces iguales, 
de donde resulta la regla para determinarlas. Como, 
por exemplo , si una equacion contiene dos raíces 
iguales de una especie, y desraices iguales de otra, 
y se multiplican los términos de la misma equacion 
por los de una série aritmética; la suma de estos pro-
dudos sera igual á cero > y esta equacion contendrá 



( 424 ) 
solo una vez cada una de dichas raíces iguales; por 
consiguiente buscando el mayor común divisor de 
la equacion propuesta y de la que ha resultado por 
dicha operación , se tendrá una equacion del segun­
do grado que contendrá solo una vez cada una de 
dichas raíces iguales, la que resuelta dará las raí­
ces qué se buscan. También si una equacion con­
tiene dos raíces iguales de una especie , y tres raíces 
iguales de otra especie, y se hace con esta equacion 
la misma operación que antes; la equacion que re­
sulta contendrá una de las raíces iguales de la pri­
mera especie, y dos raíces iguales dé la segunda': y 
si con esta equacion se repite dicha operación, la 
equacion que resulta contendrá solouna de las raíces 
iguales de la segunda especie ; por consiguiente bus­
cando el mayor común divisor de las equaciones se* 
gunda y tercera, se tendrá una de las raíces de la se­
gunda especie : ahora partiendo por ella la segunda 
equacion, y buscando el mayor común divisor entre 
el quociente que resulta y la equacion propuesta, se 
tendrá una equacion del segundo grado que conten­
drá solo una raíz de cada especie : luego dividiendo 
esta equacion por la raíz hallada , se tendrá la otra. 

E X E M P L O I I I . 

5 1 7 . Se pide hallar, si la equacion a ; * 4 ;r5 



(4^5) 
2.6 x* ~~ 6o x 22$ = o tiene raíces iguales. 

A . .4, 3, 2, 1 , o 

4X*-)r 12% 3— 5 2x'1-̂ 6ox=^o 
I I . . a:34-3^a—.13a:—15=^ 
B . . 3 , 2, 1, o 

3a;5+6a:a—132:==^ 
I I I ..3^a+6^—i3=í? 
C . . 2, i , o 

6xa-\-6x~o 
I V . . X-{-J==O 

Hecho el cálculo arriba figurado , hallo que las 
equaciones tercera y quarta no tienen un común 
divisor , y que lo mismo sucede con las equaciones 
segunda y tercera ; pero hallo que las equacio­
nes primera y segunda tienen el divisor común x* 
-4-22 — i 5 = ( 7 , cuyas raíces son 2 = 3 , 0 : = — 5 ; 

de donde resulta que la equacion propuesta tiene 
dos raíces iguales á 3, y otras dos iguales á—5, esto 
es, 2 = 3 , 2 = 3 , 2 = — 5 , 2 = — 5 . 

E X E M P L O I V . 

518. Se ha de determinar, si la equacion s1* 
4-2^—5 2 3-<ca4-8 2—4 = a tiene raices iguales, 

hhh 



(4^6) 

A . . 5, 4, 3, 2, 1, 

5 a: ̂ +42:+— 15 a: ̂ --̂ a:3 -h 8a:=a 
I I . . 5 a ; ^ 4 - 4 x 3 — 1 ^ - | - 8 = a 
B . . 4, 3, 2, 1, 0 

2» 03:4+12x Ir—opx^—ix—o 
I I I . . IOXI+SX*1—15a:—i=a 
C . . 3, 2, i , Í? 

30^3-l-i2a:a—I53:=a 
I V . . loa^-Kp—5=a 
D . . 2, I , í? 

HOX^+^X—Q 

Las equaciones quarta y quinta , tercera y quar-
ta , no tienen ningún divisor común ; pero las equa^ 
cioncs segunda y tercera tienen el divisor común 
x — 1 , de donde resulta que la equacion pro­
puesta tendrá tres raices iguales á í . Ahora para 
determinar, si dicha equacion tiene raíces iguales 
de otra especie ; parto por a: — 1 la segunda, y 
hallo el quociente 5 ^ - 4 - 9 ^ . — 6 a : — 8 = 0 : en­
tre esta equacion y la propuesta determino el ma­
yor común divisor que es x* - f a: — 2 = 0 , cu­
yas raices son a; •= 1 , a; = — 2 , de las quales la pri-



mera está contenida tres veces en la cquacion pro­
puesta , y la segunda dos veces. 

P R O P O S I C I O N X L I . 

519. Determinar los favores del segando gra­
do de la equacion ÍC4 -t- ^ a:a -4- a: 4- í = o , en 
quien las cantidades conocidas q , r , t pueden ser 
qualesquiera , positivas ó negativas. 

Prepárese la equacion dada en esta forma {A) x* 

4- + ^ ) X + )-=zmx'1~rx~t+ 11 -
4 4 

= 7?2 X T xa H ̂ 1-—- 1 , en quien 

es m una cantidad que se ha de determinar. Sien­
do el primer miembro de esta equacion un qua-

drado perfedo , supongo —, = r-:—,para 

que la cantidad x* * h -̂1 sea tam-
-*- m m Afta 

bien un quadrado perfe¿lo,y se pueda extraer la raíz 
quadrada de los dos miembros. Hecha esta supo­
sición, y multiplicándola por 4 ??2a , será ra = — 
m + m % {q -\- m = — 4 t m + m-k-2. q m1 
4 - ; y ordenando se tendrá la equacion { B ) 

^/72a-f ( ^ — 4 0 X ^ — = Í?. Pof ser 
el último término de ésta siempre negativo , sea 
r positiva ó negativa , ( 371 ) a lo menos una de las 



(4^8) 
raíces de la misma equacion será real y positiva , la 
que se hallará por el método enseñado (461) y 
ahora se supondrá conocida. Extraída la raíz qua-

drada de la equacion preparada { A ) será x1 4-

= - t V^/zXCz — ) ; de donde resulta x'1 ̂  Vm 

% x —- =±:^^ = o , equacion que incluye los 

dos faflores del segundo grado 

(C) *W/rcX*-í- — ) (D) x'1+Vm'Xx+ q~~ 

4—-) 

en quienes se resuelve la equacion propuesta. 

C O R O L A R I O I , 

520. Si en la equacion x* + q xa -k- r x-^-1 
= ¿) es r = ( ? , la referida equacion (.S) se redu­
cirá á l a / w ^ ^ - i ^ / ^ a ^ . ^ a ^ ^ ^ ^ ^ . . . ^ ^ cu_ 

yas raíces son m — 0 ̂  m = -~ q-h 2. V t , m = — q 
—2 V í . Tomada la raíz m=o , serán los dos prime­
ros términos de dicha equacion { B ) evanescentes 
respedo al tercero , y por consiguiente {q* — 4 f) 

— ra~o'-, de donde resulta ser V{q'1—4Í) 
r 

= — : substituyendo este valor en los trinomios 

( C) y ( I > ) hallados antes, la equacion x* ~\-q 



( 4^9 ) 
± 1 = 0 tendrá los fadores ¿r2 - f — 4- <q*'^ = ^ 

^ + J . _ - < Í ^ ) = ( , 

y substituyendo en dichos trinomios los otros dos 
valores de #2, la misma equacion se resolverá en los 
trinomios 

C O R O L A R I O 1 1 . 

521. Si en la equacion q x* 1 o, y 
en los favores en quienes ésta se resuelve ^ se supo­
ne q = 0 y la equacion -í- í = tendrá los fac­
tores 
x^+V-t-o I x^—VizAfy.x-hVt-o [ x^—Vi-zV^.x-Vt^o 
x^—V't-o I x*-{-V(2.Vt).x-hVtzzo I xZ+VtzVtyx-Vt-a 
Adviértase que si t es positiva, los segundos trino­
mios son reales; y si t es negativa, lo son los dos 
primeros binomios.. 

C O R O L A R I O I I L 

522. Luego qualquier equacion del quarto gra­
do se resuelve siempre en dos fadores reales del 
segundo : y qualquiera raíz imaginaria del quarto 
grado se podrá siempre expresar por otra imagi­
naria del segundo; porque supuesta dicha raíz igual 
á a;, y quadrando dos veces r resultará una equaciorii 



(43o> 
del qiiarto grado , la que se puede resolver en dos 
trinómios reales del segundo, cuyas raíces tendrán 
esta forma a + b V-~ i , siendo a , b cantidades 
reales. 

E X E M P L O. 

523. Sea la equacion — 15 a;a + 10 ̂  - f 24 
= a , que se quiere resolver en dos fadores del segun­
do grado. 

Hágase idéntica la equacion propuesta con la 
de la fórmula q xa r x 1 = o , y se ten­
drá 1^ , ; - = i o , í = 2 4 ; substituyanse 
estos valores tn ( É ) + 2 q'm* + (^—4 t) X 
m — == a , y resultará la equacion numérica 
~~ 30 77ía 4- 129 m — 100 = 0 ^ cuyas tres raices son 
?;2!=25, ^==4, m— 1. Ahora si en los referi­
dos trinómios { C) y (P) en quienes se resuelve la 
equacion de la fórmula, se substituyen los valo­
res de las cantidades ^ , r , í ; se hallará que toma­
da sucesivamente m — 25, 772 = 4, #2 = 1 , la equa­
cion propuesta tendrá los factores del segundo 
grado, esto es, 

^^^-4-6=0 I rcs—20:—3=a I - a ; 2 — 2 = 0 

E S C O L I O . 

524. Después de haber enseñado la resolución 



(431) 
general de las equaclones del quarto grado en dos 
fadores del segundo , se expondrá un método que 
es útil algunas veces para la determinaGion de ellos 
en las equaciones particulares del mismo grado. Sea 
propuesta , por exemplo la equacion 

^ - a b x ^ a ' X ^ X — ^ b = o ^ la qual no tenga di­
visor lineal. Supongo que los trinómios x'x y x 
-\. u = o r x̂  + s x - t - z ^ o son los fadores de di­
cha equacion , en quienes las cantidades u ^ SyZ 
se han de determinar» Multiplicados entre sí dichos 
faclores resulta la equacion 

x^-\-yx '$-\-ux'1~irU5XJrZU=zí> 

^rsx^^rsyx^-^zyx. 
-k-zx1 

idéntica á la propuesta ; con que comparando los 
términos de la una con los correspondientes déla 
otra r resultarán las ecuaciones I . . y - W = ¿7, 
I I . . u -*r s y -¿r z =- a1 — ah , I I I . . u s -^zy = 
-ra? \ Y . * zu=z — a* b : tratadas las equicio-
nes primera, tercera y quarta según las reglas 

dadas ( 4 0 0 ) se hallará V . . y = ^ > y por 

ser i¿ un fador de dos dimensiones del último ter­
mino— b de la equacion propuesta , hállense 
los fado res de dos, dimensiones de dicho término, 
que son dz , zb a2 , ázürf ab ^ y substituido 
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uno de ellos , como — í , en la quinta equacion, 
se hallará y = o ; pero y ^ - s = a \ zu = -~ a* bi 
luego será s = a , z — cí1. Determinados los valo­
res de las cantidades y , / , 2 mediante la suposi­
ción de u = — ab , se substituirán todos ellos en 
la equacion segunda y s + u -h z = aa -~ a b ; y si 
ésta resulta idéntica como sucede en este caso, 
los valores hallados serán los que se buscan ; pero 
si dicha equacion no se verifica, se experimenta­
rá si esto sucede con algún otro de los valores de 
u : ahora supuestas las cantidades u = — ab, y = o, 
5 = 0.) 2: = tf1, resulta ser efeélivamente y Í -h M 
4- Z = ¿A —a b. Por tanto los trinomios -\-y x 
—1- u = o , 4- ^ '̂ H- ¿ = se reducen á los a;a 
~~ ab zzzo , x'2 a x a~ ~ o , que son los fac­
tores de la equacion propuesta. 

El mismo método se puede aplicar para en­
contrar los fadores de las equaciones de superior 
grado : como por exemplo , si la equacion dada 
fuese del quisto grado, se supondría que ésta re­
sultase de la multiplicación de los dos fadores x* 
j ^ y x J h u = o r xl -i-tx* -\- s x + 2 = 0, en quie­
nes los valores de las indeterminadas y , z¿ , í , ^, 
^ se hallanan del mismo modo. 
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P R O F O S Í C í p N X L Í L 

5^5. Hallar las raíces de la equacion del quar-
to grado -\- q r x + t = 0 ; y determinar, 
quando dichas raíces son, reales ó imagináriaSi 

Consta (519) qne la equadoa propuesta sCi 
compone de los dos factores ó equaciones del se-

gundo grado :ca—//wXa:+-— 7̂  ^ ^ * 

4- t^m X ^ -H — = = fl , las qualés resuel-

tas darán las quatro raíces que se buscan , esto 

es, a: = — + V ( — — — ) , rr = — 

^ ) en quienes es TTT íaííz -de la equacion 7?z5-4-

í% /?2a 4- ( ^ a — 4 í ) X ^ —• 7'A ̂  o. Para abreviar 

el calculo , basase — — ¿z, V ( » — T - ) 

SK^ h ^— ) — c ; y si éstos dos 
x a 4 o.j m * 1 

últimos valores son imaginarios, será el primero 
-/ — 1 , y el segundo c f̂ — 1 ; por consiguiente^A^ 

pbdrán suceder los5 quatro casos siguientes résped* 

iii 
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á Lis quatro raíces de la equacíon propuesta,6sto es,' 

x = a—b j x = a—bV• rj x=..7—b x=aa—bV-i 
x=~a+c\ x=-a^-c^rrí\x=¡ra+cV-i x—-a+c 
x = - a—c i x=r a—cV-1' a?=-¿2—cV--1! x==-a—c 

En el primer caso los fadores componentes de 
la eqnacion dada serán x — a-~- b = o, x — a b 
^=o^x-\-a^c=.o^x-{-a-{ 'C=o^ y el produc­
to de éstos dará, la eqnacioa del quarto grada 

xl—za^x^—zab^x+a* 
~~ b^x^+zac^x—a^b* I 

qne ha de ser idéntica á la propuesta x* -¡r q x*-
4- /• + í = e : luego, «e tendrá q = — 2 í2a — ¿a 

ca--f P c^; y substituidos, estos valores, en la 
cquacion del tercer grado, 2. q ma (̂ a— 4í) 
X ^ — ra == Í? , resultará, la equacioa 

cuyas raíces, son m~%a*,mdíjj^)%,m-{b-c)*\ Ahora, 
substituyendo sucesivamente estos, valores de ;^ en 

las cqnaciones a - — , b ~ i i - - — —- — \ c - V( 

~ 4 "^ i v ^ ) se ^a^ar^ siempre que: los quatro 
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tralores de « sort = <2 4- b \ x = * h , wssm. a 

a: = — (2 — c : luego si la eqiucion a;̂  ^ 
-t- r ^ 4- í = Í? tiene quatro raíces reales, la equa-
eion m3 + a q m* 4- ^ — 4 í ) X m — ra == ¿) tie­
ne tres raices reales y positivas ; y al contrario^ 
si esta equacion tiene tres raices reales y positi­
vas ( en cuyo caso ( 3 7 0 ) el valor ds q será ne­
gativo y él de — 4Í positivo) la del quarto 
-grado tendrá todas sus quatro raices reales. 

En el segundo caso serán los faflores .t — ¿z 
— I V— 1 — j , x-~ a + 1 = o, x + a — cV 
— 1 = <?, o: 4T ¿7 4- c 1 = Í? , de los quales re­
sulta la equacion del quarto grado 

4- bix^—zjczx+a^b* \ 

Comparados, como en el caso antéchente , los 
términos de esta equacion con ÍQS de la propues» 
ta, y substituidos los valores hallados en la del ter­
cero , se transformará ésta en la 

cuyas raíces son m = 4 ¿z4 , m =s — (^ 4- ^ )2 ,m = 
— c ) a : luego si la equacion x* A-q x*-h r x 
+ 1 = 0 tiene quatro raíces imaginarias, la equa-



clon m* 4- 2, q m0, 4- ( $2—4 í ) X íM — /'^ = f ten­
drá una raíz real y positiva , y las otras dos rea­
les y negativas; y al contrario , si esta equacion 
tiene una raíz real, y positiva , y otras dos rea­
les y negativas, la equacion propuesta tendrá to­
das sus raíces imaginarias. 

En el tercer caso serán los fadores x ~~ a —h 
~ o , $ ~ a + b — o , x a ~- c V ~~ 1 == o , x ~\r a 
4- c V ~ 1 = 0 , y el produdo de éstos dará la 
equacion del quarto grado 

y haciendo las operaciones explicadas antes , se 
tendrá la del tercero 

-i-QiC^m* ['ti ; D rtS CV.HO •' ' • ) 

cuyas raíces son m = 4 4* , »2 = — -f- ^ V—i)a5 
m = ~ ( ¿ ~ - c t f ~ ~ 1 )a. 

En el quarto caso serán los fadores x — a 
— h V~~ 1 = 0 , x — a - h h V — i — OTX + a—c 

o , a: 4- ¿2 4- c = 0 , de los quales resulta la equa­
cion del quarto grado 

a4.~2¿a2a4-2¿¿íI£4-<24 1 
4- ¿'e^24-2í7caa:4-^a/'a I _ 
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luego se tendrá k del tercero 

cuyas raíces son m = 4 a1 , m — ~~ (c b V — i)a, 
m = — (c — b V — 1 )Ci. Por tanto en el tercero y 
quarto caso si la equacion -\- g x"2 -\- r x-\- t 
= 0 tiene desraices reales, y, las otras dos íma-
ginárias, la equacion 2 q -\- ( 4 í ) X w 
— r2 = o tendrá una raíz real y positiva , y las otras 
dos imaginarias ; y al contrario , quando esta últi­
ma equacion tenga una raíz real y positiva, y las 
otras dos imaginarias, la equacion propuesta ten­
drá dos raíces reales, é imaginarias las otras. 

E X E M P L O 1. 

526. Se propone resolverla equacion x^^i^x1 
4-4^-4-2 = o. 

Hágase idéntica la equacion propuesta con Ta 
de la fórmula x*~*rqx2-¥rx-srt = o, y será /7= 
¿*- í j - r = 4 , 2/; substituyanse estos valores 
en la equacion del tercer grado - f 2 q -\- {q3, 
— 4 í ) y: m— = 0 s y resultará rn 3 —- 26 TK* 
H- 161 ra 16 = o , cuyas raíces son m = 16 , m 
= 5 4-1^24, m =- 5 — "/24 : y siendo éstas reates 
y positivas, las de la propuesta serán todas reales. 



Ahora haciendo ^ ¡ = — 13, / = 4 , í = 2 ,w==: i6 
en las raíces de la equacion -\- q xa r x t==Oy 
se tendrán las de la equacion dada i " * - 13 x* +4^ 
-4- 2 = , esto es, 

x = 4- V ( - J - ^ - — r ^ r ) = 2 4- ^ 
a a 4 a r6 ' 

^ - i . ^ ^ ( I L ^ l l ± — s í 2. 
** % v a 4 « V 7 

*J\6 , at. 16 4 . / + V i ~ + ~-1 — ) = _ 2 4- / 3 

a N a 4 a v ^ ' * 

E X E M P L O l h 

527. Se pide hallar las raíces de la equacion 
4̂ 4. 8 ¿;3 4- 92A - 70 2 - 30 = o. 

Para reducir la equacion propuesta á la fór* 
muía x * q x* 4 - + f = o,transfórmesc (379) 
en otra á quien falte el segundo término , por me­
dio de la substitución z == x - 2.1 y se tendrá la 
equacion { J ) - 1$ x* - 42 x 4- 98=Í? que com-
parada con dicha fórmula dará q - - 15 , r = -42, 
£ = 98. Ahora substituyanse estos valores en la 
equacion del tercer grado ra 5 4- 2 ^ raa 4- ( ^a - 4í) 
X ra - /,a = ¿?, y resultará ra^ - 30 /72* - 167 m - 1764 
=»a , cuyas raíces son ra = 36 , ra = - 3 -4- / - 40, 
ra =: - 3 - r - 40 j de donde resulta que la equacion 
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{ J ) tendrá dos raíces- reales, f otras dos imagina­
rias. Por tanto haciendo q - - 15 ,7* = - 4 2 , í - 98, 
m - 36 en las raíces de la equacion x* + q x'2 r x 
-í- í r o , se tendrán las de la equacion - 15 íi:a 
— 42 a' 4- 98 = o , esto es\ 

s/ 3 ^ , .A/ ü : _ O 4- — ^ 
a y a V 

9 + 7 
a, a V 

_ ) 4^ 
a , ^ V 

x s — _ Y ( — — 9 — — V T * ) - - 3 - ^ - 5 

pero por la transformación es z = x - 2 : luego será 
£ 1 4- ^ 2 , ¿ = 1 - / 2 , r = - 5 4- 5 ^ 2 — 
- 5 - 5, que son las quatro raices de la equa­
cion propuesta.. 

P R O P O S I C I O N X L I I I . 

528. Construir la equacion determinada del 
quarto grado x* 4- a h x* a* c x~~a $ e = o , en 
quien las cantidades ^ , £ , e pueden ser positivas ó 
negativas, y además la cantidad^ puede tomarse ar« 
bitráriamente. i % . 30.. 

Supóngase XA = a y ( para mayor comodidad se 
toma por parámetro la cantidad a que se halla en 
la equacion dada.; pero se podrá tomar qualqiüer 
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otra cantidad según acurra) y será i& = a'1 y* : subs-' 
tituyendo este valor en U equacion propuesta, se 
tendrá a* y* a b x* + a* c x •— al e = o que par-

tida por a* dk y* -{ X ^a + c .1: — a e = o $ y 

haciendo -~- = « , será ( ^ i ) y'z n x* -i~ c x~- a c 

=*= o. También siendo por la suposición x2". = ¿ y, 
será m rra ~~ m a.y o, qualquiera que sea k can­
tidad m : luego rcstad^csta última equacion de la., 
(yi) , se tendrá (B) ya + n x* 4- c x-\r m a y—a e=o, 

equacion general , en quien dando á /72 dos va­
lores diferentes, resultarán dos equaciones, y por 
medio de sus correspondientes curbas se tendrán 
las raices de la equacion propuesta. Por tanto su­
póngase en la equacion ( j5 ) la cant idad m = n '-, y 
se tendrá la equacion I . . ya c x -k- m a y ̂  a e 
= o que se reduce á la de la Parábola 2a ±= ¿ //, ppr 

medio de las substituciones y H = z , — x -\ 

- 1 - - - - = z¿: supóngase después en la misma equa-, 

cion ( i>) la cantidad m = co * y se tendrá la equa­
cion — 772 xz m ay = o ^ ó bien I I . . x'1 == ¿ y. 
La construcción déla equacion / es según las reglas 
dadas la siguiente. 'Descríbase la Parábola J G F 
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cerca del exe A B , y con el parámetro =±a; por el 

vértice A tírese la tangente A h ^ ~ ; por el 
punto E hágase pasar la re¿la E D paralela á la 

A B ; en fin córtese E C = ! ; y to-

madas desde el punto C qualesquiera abscisas C H 
= x , C h = — x , las normales H G ^ hg darán los 
correspondientes valores de la y de la equacion ^a 
+ cx-í- m ay — ae = 0. Descrita ahora la Parábo­
la L C M con el parámetro === a cerca del exe C / 
perpendicular á la reda E D en el punto y lla­
madas qualesquiera abscisas C H = x , £ /z = — x, 
las normales H G , hg darán los correspondientes 
valores de la y de la equacion a:a — ¿2 y = 0 . Lue­
go cortándose las Parábolas A G F , L C M en los 
puntos G , g , serán las redas C H y Ch las raí­
ces reales de la equacion propuesta , de las qua-
les una es positiva , y negativa la . otra. Con el 
mismo método se hallará la construcción de la equa­
cion propuesta, quando las cantidades ¿ 7 , byC%e 
sean todas ó algunas negativas. 

E S C O L I O I . 

529. Para construir las equaciones determina­
das del quarto grado , se ha considerado que 
éstas no tienen el segundo término , porque se pue-

kkk 
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de reducir á esta forma qualquier equacíon que lo. 
tenga. Sin embargo con el mismo método se podrá 
dividir en dos equaciones indeterminadas del se­
gundo grado qualquier equacíon indeterminada del 
quarto x*'-\-a A- ab -¡r a'1 ex 4- d = o, en 
quien las cantidades a , b , c , ¿/pueden ser positivas 

ó negativas: pues suponiendo or2 ~ = b y , será. a 
x' 

también -\- ax"* = ¿a ya — —-— ; y substitu­

yendo este valor en la equacíon propuesta se ten-

drá b* y* — + ah + a* c x + a? d = o r 
4 

o bien i J ) y» - - . — + - j — + - j — = 0 

a v 
+ T 

También siendo por la suposición a:a+ — será. 

m x ~{- — - ¿ - m b y = o : luego restada esta u l ­

tima equacíon de h ( 4 } se; tendrá, la. ( B ) 

I -_ â x2 a2 c x * as d 
•y3 — 4- w Y - i - — 

ax* max 

b a. • • 
— w ^a 

que se tratará con el mismo método explicado értí 
la proposición antecedente.. 
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E S C O L I O U? 

530. . La equacion propuesta en la Proposición 
antecedente se ha construido por medio de dos Pa­
rábolas ; pero se podrá construir por medio de 
otras dos Secciones Cónicas , que se sacarán 
de la referida equacion general ( B ) : pues si en 
ésta se toma m> n , se tendrá (437 ) que la equa­
cion que resulta pertenece á la Hipérbola; y si se 
toma m<.n, la equacion que resulta pertenecerá 
á la Elipse : luego dando á la cantidad m dos 
valores ambos mayores ó menores que « se ten­
drán las equaciones á dos Hipérbolas , ó á dos Elip­
ses ; y dando á dicha cantidad m dos valores , de 
modo que uno de ellos sea mayor y otro menor 
que n , se tendrán dos equaciones, una á la Hi ­
pérbola y otra á la Elipse. 

P R O P O S I C I O N X L I T . 

531. Si la reda C A B D mueve al rededor 
del punto A , y el punto B camina siempre por 
la reda 1 L dada de posición , de suerte que la rec­
ta i? D se conserve siempre la misma ; hallar la 
equacion á la Curba G D G descrita por el punto 
P , la qual se llama Concoide deNicomedes. Fig.3,1. 

Sea la recta A D perpendicular á l a / Z , y 
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báxesc a ella desde qualquier punto N de la curba 
la perpendiculat N M ', tírese la re¿la J N que cor­
tará la I L en el punto .F. Llámense las redas A 
B = a , B D = F N = b , J M = x , M N = y ' J 
será ^ i V = / ( ^ + }'a) , M B ^ s^mn. Siendo 
pues la reda ^ F paralela al lado M.M del trián­
gulo A M N , será ^ i V : N F = A M : M B , esto 
es, ( a;a + ^a ) • pt&MÍ % — ¿ ; donde resul­
ta ser (x — a) X V C xa + y0,) = h x $ quadrando 
ambos miembros de esta equacion se tendrá ( x 
— ^)2 X ( ^ a 4-3/a ) = ¿ a 2 2 ; partiendo por^—j)2 

será ^ 4- = x̂ _ a y'-> trasponiendo el términos*, 

, . , , ,i / « ~x4-+aax3-a*xu+'b*x:x 
y reduciéndole hallara ya-————— , cqua^ 
cion á la Concoide superior G D G. Esta misma 
equacion expresa la naturaleza de la Concoide in­
ferior 0 E P descrita al mismo tiempo por el pun­
to i í , siendo B E = B I ) , 

C O R O L A R I O . 

532. De la cquacion ó de la construcción de las 
referidas curbas se infiere que los ramos D G y D G 
de la Concoide superior , y también los E P y E O 
de la inferior, son iguales y semejantemente pues­
tos respedlo á la reda A D que es el exe ; y que la 
recta I L es asíntota de una y otra Concoide* 



(445) 

E S C O L I O . 

533. Es de notar que en la Concoide superior 
1 D L se hallan dos puntos G y G de Inflexión , de 
modo que la parte G D G de ella presenta la con­
cavidad al exe J D , y las partes G í , G L pre­
sentan la convexidad al mismo exe» Rcspedo á ia 
Concoide inferior se han de distinguir tres casos: 
Io . si es ¿ <c¿z , esta curba guarda la misma posi­
ción respedo al exe que la Concoide su­
perior : si es b = a , la. Concoide inferior 0 E P 
( ffig' S2, ) es siempre convexa al exe E D : 30. si 
es b > a , la Concoide 0 A P { Flg. 33.) formará 
el anillo A H E A , y los dos ramos ^ 0 , A P se­
rán siempre convexos al exe ^ 

P R O P O S I C I O N X L V . 

534. Hallar la equacion á la Curba A N L 
G A descrita por el punto G puesto en la circun-

'ferencia del circulo F ^ í ? que rueda sobre la del 
circulo B C A, que está inmobil y es igual á F G B . 
Dicha curba se llama Epicicloide. Fig. 34. 

Esté el punto G al principio del movimiento en 
^f,y después de algún movimiento del círculo Fpase 
á la posición representada en laFigura;y por ser igua­
les los círculos AC B y G F B , será el arco A 3 
= G i?. Tírense los radios A C y F G , que, se pro^ 
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longarán hasta encontrarse en 2 ) ; únanse los cen­
tres C y Fcon la reda C F que pasará por el pun­
to del contado i ? ; en fin tírense las redas ̂ (7 , 
y G B perpendicular a la C D . Siendo pues los arcos 
A B y B G iguales, serán también iguales los ángu­
los D C F Y D FO i por consiguiente el lado D F 
= Í > C ; pero es C ̂ = i? jP: luego será la reda 
D IT perpendicular á la C JF: y por ser la reda D F 
~ D C , y el radio C A = F G , será C D : D A 
= F D i D G , Y Por consiguiente la reda C F pa­
ralela &lzAG. Llámense los radios de los círculos r, 

/ / £ = y ; será A H = x - ~ r , Y A G 
= V [ (o:—r)a + y* ] . Por ser las redas J G Y C F 
paralelas será C F : A G = C D : D J , Y convir­
tiendo C F : C F ~ - J G = C D : C A , esto es, 2 r : 
2 r — — r ) a - 4 - 3 / a ] = C X > : r ; de donde 

ir-resulta ser C D = -̂ — , Ahora por la 

semejanza de los triángulos A H G ^ C B D , que 
tienen los ángulos en H , B iguales por redos, y 
los ángulos D A G , D C B también iguales por 
las paralelas A G , C F , será H A : A G = C B i 
C D , esto es, n; —r : Y [ ( ^ — r ) a - f j a ] ==r: 

— = 2 r — V [ ( a : — r )4 - f y " ] : 

2 r ; por consiguiente 2 . r x ~ ~ 2 . r * ~ 2 . r V { _ ( x 
- r)a + ya ] - (o; - r ) a - ya = » 2 / • / [ ( ^ - r )2 
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- f y*! — x12 -hz r x ~~ r" — y4 ; trasponiendo .la 
cantidad — xú -h z r x — ra — } a , y reduciendo, 
se tendrá x2 4- y a — ra = 2 r Y [ ( r )a - f y* ] ; 
elevando al quadrado uno y otro miembro, resulta­
ra ÍC4 4- 2 x* y* j4 2 a:a — 2 ra y'1 4- Z"4 = - f 
ra a.a — 8 r3- ^ -4-4 z 4 - f 4 ra 3/a ; en fin ordenando 
por xySQ tendíala equacion á la Epicicloide, esto es, 

P R O P O S I C I O N X L V I . 

535. Si los extremos I f , / de la reda dada M I 
se mueven en la circunferencia del circulo A E ' M 
I A y y desde qualquier punto determinado ^ de 
ella se baxa la perpendicular A R á dicha reda M I 
prolongada si es necesario ; hallar la equacion a la 
curba B A H N A B dtscnta por el punto / / . Elgíffi. 

Por el punto ^ hágase pasar el radio ^ C, que 
se prolongará hasta encontrar la reda / M prolon­
gada, si es necesario , en ; báxense las perpendi­
culares á M I , y I I P á AG. Llámense C A 
z=d r M í = z h . y A P = x: P H = y 5 y será 
C JL*=z a* ~ l"1. Siendo pues el ángulo A H G rec­
to , y la reda M P perpendicular á la A G , será 
A P P I I = P H : P G, esto es , x : y = y : P G 
= ; J - : luego ^ = 0 ; = : , y 0 0 

r 0 X X 
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¡ a s — — a = — ; pero cs G H* = 5 

J G X G P : luego será GÜ* == -** + y.l v — 

^ —^.^' " • Por ser el ángulo G común á los 
triángulos C L G , H P G , y los ángulos en £ , 
P iguales por redos, será G H : H P = C G : G L y 

de donde resulta ser G H * : H P ^ — C G * ; CL*y 
EST0ES, Í V Z Ü : = c*' + r r ~ y : a * . ^ 

por consiguiente se tendrá (a'i-~}>'2) X ^ - ^ T ~ ^ 

«= }'* X — r*—1—n ; partiendo esta equa-
cion por y'1 , y multiplicándola por , será ( 

X ( a : a 4 - j a ) = ( ^ + 3 / 2 — , 2 ^ ) ^ , ó bien 
¿2a a:1 -ha2- y* -~ b x̂̂ —b* y* == x* + z x11 y* 
— i ¿7 ^3 a í2 r + . ortienan({0 p0r ^ 
resultará 

( J ) x*~'2axl+2y*x0'~~2ay'1x-{-y* ^ 

cquacion á la curba que se busca. Los ramos de 
ésta curba tienen la posición que se manifiesta en 
la Figura ; pero si es = , esto es, la reda dada 
M I igual al diámetro del referido circulo , la cur­
ba descrita será en este caso el círculo que tiene por 
diámetro yi C : pues substituyendo en la equácion 
( J ) la cantidad a en lugar de la , y extrayendo 
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la raíz qiiadrada de la que resulta, scñ ya + x* 
i— a x = o equacion al círculo cuyo diámetro =<?. 

P R O P O S I C I O N X L V I L 

536. Si los lados j i B , B3Í de un ángulo A B M 
pueden abrirse y cerrarse libremente, y el lado A B 
se mueve libremente al rededor del punto fixo A, y 
además el punto £,que divide por medio el lado BAf̂  
corre siempre por la reda A G \ determinar la equa­
cion á la Curba descrita por el punto M. Fíg.36. 

Desde los puntos B , M báxense las perpen­
diculares B F , M E á la TQSLAAG. Llámense las 
redas A B = a , B C = C M = b , A É = X \ E M 
= y ; y será C E = V{b*~~ y*1). Los triángulos 
B F C , M E O tienen los ángulos tn F , E iguales 
porredos , el ángulo B C F = M C E , y el lado 
B C = C M i luego será F C = C E = V{h* — y*) , 
j B F = M E = y; por consiguiente A F — V {a'1 

— y'1), y la abscisa a: = / ( ^ a — ya ) -f- 2 / ( ^ a 
— ya ) ; quadrando ambos miembros de esta equa­
cion se tendrá = ¿2a — y* - f 4 / [ (¿za — ya) X 
( y« ̂  + qb<x ^ y i . trasponiendo los tér­
minos racionales , resultará x* ~ a* -\- $ ya — 4 ¿a 
= 4 / [ ( í 2 a — 3^ ) X (V—*ya) ] ; quadrando de 
nuevo , será —2 a*2 :ra -h ¿+ 4- 10 x* y2 — 10 a* 
ya — 8 ^ íi:a 4- S a* + 25 y*~~Ao b* y* 4- 16 b* 
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= 16 P 16 £a 3/'A — 16 y a 4. i 5 y * ; orde­
nando esta equacion por x , y reduciendo, se ten­
drá la equacion i la Curba que se busca , esto es, 

-f-ioyA3;a4-6¿jaya / 

4- gy* 
~~2.4ib0"}l'1 
-+•16 b* 

E S C O L I O . 

537. Las Curbas descritas por el punto 3 f , 
como se ha explicado en la Proposición antecedente^ 
son distintas segun las diferentes relaciones de B Cs 
con B A i es á saber 10. quando es BC mayor que 
B A , y menor que 2 B A y la curba T M S descrita 
por el punto M será en parte cóncava , y en parte 
convexa al exe E S , , como se manifiesta en la Figu­
ra 37, en quien tomadas las redas A E , A D igua­
les á la A B , y D S = B M = zh , s e r á ^ f = 
BMs=2Í>i y AT=='2.b~~a : 2.°. quando es BC igual ó 
mayor que 2 .BA , la curba TMS (Fig.^S.) será siem­
pre cóncava al exe TS : 30. quando es BC=BA,tsto 
es h=a , la equacion hallada en la Proposición an­
tecedente se convertirá en la 

a:4-4-ioy2a;a-h ga* ^ 
'—locfx'2-3!- 9̂ 4 ^=0 



que resuelta d;ilas dos equaciones ra 9 <3A 4- 9 y* 

= ' Í), ó bien ^7 X = 9 ¿z2 —- rr4 , y xa ŷ —a1 

= 0 , de las quales la primera pertenece á la Elip^ 
se T M S {Fig, 2)9-) y ^ segunda al,círculo Z>/Ar 
que se describe , quando está el punto C en A , y 
la reda B C M se mueve al rededor de este punto: 
4o. quando es B C < B A (Fig.40.) descrito con 
el radio A B c\ arco D B G cuyo seno G K = B C, 
y tomadas las redas D S = B M , J T = B M 
~~ Jt D y y K L = K G , mientras que el vértice B 
corre desde D á £ , describirá el punto M del lado 
B M \ i parte S M L de la curba ; y mientras que 
h2m dc G á 2> , describirá dicho punto M í a otra 
parte* X Es evidente-que las referidas curbas ten^ 
drárí dbs ramos T M S , T F S iguales y semejante­
mente puestos rcspeéto al exe ^ 5 . 

De la Suma y Término general d& algunas 
Serles» 

P R O P O S I C I O N X L V I I I . 

538. Si en la Suma general de una serie se subs­
tituye ( 361 ) n —1 en lugar de y la cantidad que 
resulta se resta de dicha suma ; el residuo será el 
Término general de la. misma serie. 



(452) 
Pues substituyendo n — i en lugar de n en la 

suma general dada , resultará la suma de los térmi­
nos n — i de la série : luego restando esta suma de 
la de los términos n de la série , quedará el término 
general de ella* 

E S C O L I O . 

539. Si se llaman , 5 la suma de qualquier nu^ 
mero « de términos de qualquier série, s la del 
número fl—1 , y T el término general; será T = S 
— J siempre que 5 sea la verdadera suma de. la série; 
pero quando se supone que alguna función de n sez 
la suma general de una serie , y por medio del Teo­
rema antecedente se halla su término general , po­
drá suceder que dicha suma difiera de la verdade­
ra en una cantidad constante, que se determinará, 
substituyendo la unidad en lugar de ra tanto en la 
suma como en, el término general :: pues si resulta la 
suma igual al término general , la suma supuesta 
será exáclamentc la de la série , cuyo término gene­
ral se haya determinado ; y si resulta la suma mayor 
ó menor que el término general, se deberá restar ó 
añadir la diferencia á dicha suma : como por exem-
plo si se supone 6 72a + 3 la suma de una série, será 
su término general 6 r¿a -K3 6 X — 1 )a — 3 
= izn — 65 pero haciendo n == 1 , será la suma 6/za 
4-3 = 9, y el término 12 ra—- 6 = 6 ; por consi-



(453) 
guknte la suma excede ai termina general en 3: 
luego la verdadera suma de la serie , cuyo término 
generales 12. it — 6? será 6 «2. También es de ad­
vertir que a la expresión 5 — x igual al término ge­
neral conviene dar muchas veces otra forma , para 
que substituyendo en él sucesivamente en lugar de n 
los números naturales 1, 2, 3, 4, 5, &:c. no se destru­
yan mutuamente los términos de las dos séries que 
resultan : como por excmplo si se supone —- la su­
ma general de una serie , será su término general 
¿— — —1 : ahora haciendo sucesivamente /z igual 
á los números naturales 1, 2, 3, 4, 5» &c. dicho tér­
mino dará las dos séries 

Por tanto quedan destruídos,los |:érminps de la pri-, 
mera série por los de la segunda , y en conseqliencia 
ninguna série se deriva del término general haHado; 
pero si se reducen á un común denominador las dos 
fracciones que componen dicho termino r se hallará 
ser. = : 7-7——: ; y haciendo en 

esta nueva forma del término general las dichas subs-
titucLones de n:, se tendrá la série — , ~ , —~ 



(454) 

P R O P O S I C I O N X L I X . 

540. Siendo 4 n B Suma general de una 
série , hallar su Término general, y la ley de la série 
que le pertenece. 

J. En la suma dada J n ± 3 % * substitúyase-n~ 1 
en lugar de n , y se tendrá J X (n •— 1) 4- / i X ( n 
4-i)a , que se reduce á la expresión -~A+Jn~\-Bn*: 

+B-r2Bn 
ahora restando esta cantidad de la suma ^ 4 - 5 « a , 
quedará A+zBn , que será ( 538 ) el término gene» 

—B 
i i \ que se pide , en quien la función de TÍ es inferior 
de un grado respeto á la.de lar suma. 

I I . Para KállaF la leylde'ta sériFqiíe'lesulta del 
término general ̂ -í-2Í?/z, pónganse sucesivamente 

dPlüghr le7z los números naturales T , ¿ , 3 , 4, Scc. 
t-hechala'bpeVScfcfn"se tódr'á la série aritmética A 
-1-B, J + 3 i ? , 4- 5 B , ^ 4- 7 ¿ , &c. cuyas 
diferencias primeras son constantes. 

C O R O L A R I O . 

541. Se infiere que es A n 4- B na la fórmula de 
la Suma general de qualquier série aritmética cuyas 
diferencias primeras son constantes, y que la fór­
mula del Término general de dicha sélie es ^-j-^/z» 

http://la.de


(455) 
én quien los coeficientes J ^ B tknzn diferente va­

lor que en la suma, 

E X E M P L O . 

542. Se pide hallar el Término y la Suma gene­
ral de lasérie aritmética 5, 8, i r , 14, 17, &c., , 

En la fórmula del término general A-^r Bn ha^ 
ganse sucesivamente 7zri,^:2,y se tendrán los dos pri­
meros términos A 4- B y A 4- 2 5 de qualquier série 
aritmética ; compárense estos dos términos con los 
correspondientes de la série dada,haciendo A+Bz.$y 
A-{-2B=8\ y tratadas estas dos equaciones según las 
reglas dadas, se hallará B—3 , A—z : luego substi­
tuyendo estos valores en el término general A + B nr 
se tendrá el término general 2 3 72 áo, la serie pro­
puesta. 

Para hallar la suma general de la série propuesta, 
háganse sucesivamente « = 1, TZ = 2 en la fórmula 
dé la suma y/72+ i?/za, y se tendrá que el primer 
término y la suma de los dos primeros de qualquier. 
série aritmética son respetivamente A + B r 2. A 
-4-4 5 ; compárense estas dos cantidades con las 
corre5pondientes de la série propuesta , haciendo A 
- 4 - í > = 5 , 2 ^ 4 - 4 5 = 5 + 8 = 13; y tratadas 
estas dos equaciones según las reglas dadas, se halla-
ra A = — , B = -^-: luego substituyendo los 



(456) 
valorés de A , B en la fórmula de la suma general 

An + B n11, se tendrá la suma general - — h de 
la série propuesta, 

P R O P O S I C I O N L . 

543. Si A n-k- B n11 -\- C «5 Suma general de 
una série ; hallar su Término general, y la ley de la 
série qúe resulta. 

X. En la suma dada A n-k- B C ni substi-
túyasé n.~-i en lugar de ^ , y se tendrá A X (^—1) 
4- ^ X ( w — 1 )a + C X ( « — 1 )3 , que se reduce 
ála expresión — ^ + ^/2-f^«a4-C/z3; restando esta 

-irB—zBn—sCn2 

cantidad de la suma A11+ 2? 72a .4- C 725, quedará 
A+zBn+zCn1 

~-Br~2,Cn 
' - t - c : !':í": : 

que será ( 538 ) el término general que se pide, en 
quien la función de n es inferior en un grado á la 
de la suma. 

I I . Para hallar la ley de la série que resulta del 
término general A+zB/i+sCn'2 ^ pónganse suecsi-

vamente en lugar de « los números naturales 1 , 2, 
3 , 4, &c. y hecha la operación se tendrá la série A 
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7 i? - i - 37 C , &c. cuyas segundas diferencias son 
constantes. 

C O R O L A R I O P.1 

5 44. Se infiere que es ^ « + /2a -4- C TZ Ma fór-
muía de la Suma de qualquier sévie , cuyas segundas 
diferencias son constantes; y que la fórmula de su 
Término general es + I? 72 -f- £ 72a , en quien los 
coeficientes A , B tienen diferente valor que 
en la suma. 

C O R O L A R I O I I . 

545. Con el mismo método se hallará que es 
A n B -̂ - C -\- D la suma de qualquier 
série , cuyas diferencias terceras son constantes 5 y 
que la fórmula de su Término general es A -4- i i n 
-f- Cn* -h D , en quien los coeficientes B , Q; 
D , tienen diferente valor que en la suma. 

C O R O L A R I O M í . 

546. En general la función A n -\- B n1 + C 
- h D n ^ ^ E n ^ . . , + Qn es la fórmula de la 
Suma general de qualquier serie , cuyas diferen-í 
cías constantes son del orden r : y la función 
A - [ - B n - \ - Cn* + D n t + E n * . . . + Q nr es la 
fórmula del Término general de qualqtuer séríe, cu-

mmm 



(458) 
yas diferenciás constantes son del orden /-. Las can­
tidades J , B ^ C , B , &c. del termino general tie­
nen diferente valor , que las de la suma, como ya 
se ha advertido : y unas y otras se determinan con 
el mismo método que se ha pra&icado antes ( 5 4 2 ) 
esto es , haciendo tantas equaciones , como indeter­
minadas^ r ^ , C, ScC' hay que hallar. 

E X E M P L O; 

5 4 7 . Se propone hallar el.Téirmíno y la Suma ge­
neral de la séríe 14 , 1 0 4 , 4 6 4 , 1 4 0 6 , 3 3 6 2 , 6 8 8 4 , &c.. 
cuyas diferencias quartas son constantes. 

Para hallar el término general, tómese la fór­
mula A-k- B n + C D ni 4- E.n* , cuyo grado 
es igual al órden de las diferencias constantes de la 
série propuesta. En dicha fórmula pónganse sucesi­
vamente en lugar de n los números naturales 1 , 2 f 
3 , 4 , 5, y se tendrán los cinco primeros términos de 
la série general, cuyas diferencias quartas son cons­
tantes , esto es , J -h B -4- £ -4- J> 4 - B \ A -h z B 
-H 4 C -4- 8 D -4- I6J5' , ^ + 3 ^ + 9 C 4 - 2 7 I> 

-f- 81 £ , ^ 4 - 4 ^ 4 - 1 6 C 4 - 6 4 1 ) 4 - 2 5 6 

4 - 5 ̂  4 - 2 5 C 4 - 1 2 5 D 4~ 6 2 5 £ ; compárense es­
tos términos con los correspondientes de la série 
propuesta , y resultarán las equaciones A-*r B 4 - C 
4 - D 4 - i í = i 4 v ^ 4 - 2 ^ 4 - 4 C 4 - 8 D 4 - 16 
= IO± , A ~\- 3 B 4 - 9 C 4 - 2 7 I>; 4 " 81 £ = 4 6 4 , , 



(459) 
l/í 4- 4 4* Í6 C-hóq D -h 2 5 6 ^ = = 1 4 0 6 , J + ^ B 
4- 25 C -h 125 D -4- 6 2 5 i? = 3 3 ^ 2 , las qiules tra­
tadas según las reglas dadas dan los siguientes valo­
res de las indeterminadas .¿í = 2 , , 2? = 7 , C = — 2 , 
P = 2, , E = $* Substituidos estos valores en la 
fórmula 4- ^ TZ 4- C n'1 4- D «3 + , resulta 
ser 2 4 - 7 w — 2 7za 4- 2 TZ5 4- 5 7Z+ el término gene­
ral de la série propuesta. 

Para halíar la suma general, tómese la fóímu-
U J n -\- B n2" Cnl -\- D n* + E n * , cuyo grado 
es mayor en una unidad que el orden de las diferen­
cias constantes de la série propuesta. En esta fór­
mula pónganse sucesivamente los números 1 , 2 , 3 , 
• 4 , 5 en lugar de /z, y se tendrá el primer término 
y las sumas de los dos, tres , quatro y cinco pri­
meros términos de la série general cuyas diferencias 
quartas son constantes, esto es, A - ^ ̂  4 - C 4 - D 
4 - ^ , 2 ^ 4 - 4 ^ 4 - 8 C 4 - i 6 X > 4 - 3 2 ^ , 3 ^ 4 - 9 ^ 

4 - 2 7 C 4 - 8 1 X) 4 - 2 4 3 J& V 4 ^ 4 - 16 4 - 6 4 C 

4 - 2 5 6 1 ) 4 - 1 0 2 4 ^ , 5 ^ 4 - 2 5 ^ 4 - 1 2 5 C 4 - 6 2 5 1 ) 

4 - 3 1 2 5 i? ; compárense estas, cantidades con las 
correspondientes de la série propuesta , y resultarán 
las equaciones ^ 4 - i ? 4 - C 4 - D 4 - i í = i 4 , 2, A 
4- 4 4 - 8 C 4 - 16 X) 4 - 3 2 .E^r 14 4-, 1 0 4 = 1 1 8 , 

3 A 9 B -\- C Si D 4 - 2 4 3 J? = 14 4 - 1 0 4 

4- 4 6 4 = 5 8 2 , 4 ^ 4 - 1 6 ^ 4 - 6 4 C 4 - 2 5 6 D 4- 1024JS 



( 4 6 o ) 
= 14 -í- 104 + 464 - f 1406 = 1988 , 5 ̂ 4 - 25 B 
4- 125 C 4- 625 X) + 31^5 ^ = 14 io4 + 464 
4 1406 4- 3362 == 5350. Tratadas estas equaciones 
según las reglas dadas, se hallarán los valores de las 
indeterminadas ^ = 5 , = 3 , C = 2 , I> = 3 , 
^ = 1 : luego será 5 /z 4 3 /za 4- 2 TZ^ 4- 3 «4 4- flí* 
la suma general de la séric propuesta. 

P R O P O S I C I O N L I . 

548, Supuesta ^ ^ g g' â Suma general de una 

serie , hallar su Término general, y la ley de la séric 
que resulta. 

í. En la suma dada substitiiyase n — 1 en lugar 

de « , y se tendrá ~ - — ~ - ~ — ~ ; réstese esta 

cantidad de la suma , ^^— , v será — 
B tt 

í- x ( /2 - I ) 
; y como la diferencia , hecha la .A B x ( ' « '- i ) 

resta efectiva, es igual á •— --—— ^ 
(̂ -f-JB/z) *{A -v B * 

se tendrá ( 538 ) en esta fracción el término gene­
ral que se pide. 

I I . Para hallar la ley de la série cuya suma es 
*¡btm v • • • 1 •'"' • 1 : i ' H ' '"̂  

%ji n—S en su termino general yá determinado 
substituyanse sucesivamente en lugar de n los nú-



(46 i ) 
meros naturales i r 2 , 3 , 4 , 5 , &c. y hecha la 

operación se encontrará la série A X ^ H J3 ) ' 
^ ^ L AL 
{A+B) xIA+zB} \ A + * B ) x (A^B^CA+sB) x (A-^B) ' 
&c. que es una série compuesta de quebrados, cu­
yos numeradores son constantes, y los denomina­
dores están compuestos de dos factores, de suerte 
que los primeros forman la série aritmética ^ , A 
- Í - J? , A + z B , A A - ^ B y A - h ^ B , 8cc. y los 
segundos la série también aritmética .^-l- i?, A + z B , 
A+s ^ + 4 B,8cc. la que empieza por el segundo 
término de la primera con la misma diferencia B , 

C O R O L A R I O . 

549. Se infiere que ^ h -g n es â fórmula de 

la suma general de qualquier série de quebrados, 
en la qiial los numeradores sean constantes, y los 
denominadores estén compuestos de dos favores, 
los que formen dos series aritméticas, empezando 
la segunda por el segundo término de la primera, y 
hiendo una misma la diferencia de estas dos séries; 
y que la fórmula del término general de la misma sé^ 

AL 
rie de quebrados es 7̂—— , en quien 

(A-i-Bxn-i^A-i-B^ 
las cantidades A , B , L son las mismas que en la 
fórmula de la suma. 



E X E M P L O. 

550. Se pide hallar el Término y la Suma ge-

neral de la série — , —- , — , —- , &c. en la 
2-3 3-4 4-5 

qiial los numeradores son constantes, y los deno­
minadores forman las dos séries aritméticas 2 , 3, 
4 , 5 , &c. 3 , 4 , 5 , 6 , 8cc. que tienen todas las 
condiciones expresadas anteriormente. 

Comparando el término general 
.(ví+Sx/~i) x (A+Bn) 

con la série propuesta , resulta que es X = 4 , y 
que A -\- B n es la fórmula del término general que 
pertenece ala série 3 , 4 , 5 , 6 , &c. con lo que se 
hallará A = 2 , B = i ; pero J . L = 4 : luego será 
L = 2 . Substituyendo estos valores en el término 

general —z~~ y en la suma gcne-
(A -i- JS x n - 1) *.(A - h Bx) 

ra| — Lu - resulta ser ; : el térmi-
A + B 3i ( 1 -H « } x ( a -h 72) 

no general de la série propuesta, y su suma gene­

ral - ^ - . Si se busca la suma de los infinitos térmi-
nos de esta série , deberá suponerse n infinita , en 
cuyo caso 2 H- TZ será lo mismo que n -. luego la suma 
de los infinitos términos de la série propuesta será 
m 
n 



( 4 6 3 ) 

P R O P O S I C I O N t i l . 

apuesta la Suma 
(A -y- B x n ~ i) x (A-hBny % 

general de una serie, hallar su Término general, y 
la ley de la série que resulta. 

I . En la suma dada substituyase n—1 en lugar 
de. n y y se tendrá ^—y- ^ _¿_ . restese 

(A+B xn-z) x (A+B x n~i ). 

esta cantidad de dicha suma, y sera 
CA+B.n-i).(A-i-Bji) 

Z x (n - 1) -f- Mx (n - l)a 
. . T, —̂  , . "Z = " - y como la diferencia, 
(A+B x n-zyx (A+B x u-i) f 

hecha la resta efediva , es igual 
J L — B L n 

— A M — B M n 
¿ ( B ) ziz — , se 

(A + B x.n - a) x QA+- B x n - 1 ) >< (A + B >i) 

tendrá en esta fracción él termino general que se 
busca V en quien el exponente de n en el numerador 
es menor en dos unidades que el número de los fac­
tores del denominador.. 

I I . Consta ( 5 4 1 ) que el numerador de ( B ) 
es el término general de una série cuyas diferencias 
primeras son constantes; por consiguiente queda 
determinada la ley de los numeradores de la íérie 
procedente del término general ( 2?,). Ahora para. 



(464) 
determinar la ley de los denommadores de este tér­
mino , pónganse sucesivamente en lugar de n los 
húmeros naturales 1 , 2 , 3 , 4 , &c. y hecha la ope­
ración se hallarán los denominadores {A — B ) ^ A 
X ( A + B ) , A x { A + B ) X ( A + 2 .B) , ( A 
+ B ) X Í A + 2 B ) X ( A + 3 B ) , Scc, los qua-
les están compuestos de tres factores , de suerte que 
forman las tres series aritméticas A — B , A , A 
' ± - B , & c . A , A + B , A + 2 B , Scc. A - ¥ B , 
A 2, B , A 3 B , 8cc. de las qualcs la segun­
da empieza por el segundo término de la primera, 
y la tercera por el segundo término de la segunda, 
teniendo todas la misma diferencia B . 

552. Se infiere que es 

C O R O L A R I O L 

Xn+Mn' _̂ 

{A+B x /Ti ) x ( -1-JB» ) 

la fórmula de la Suma general de qualquier série 
de quebrados, en la qual los numeradores formen 
una série aritmética , y los denominadores sean com­
puestos de tres fadores que formen tres séries arit­
méticas, de suerte que la segunda empiece por el 
segundo término de la primera , y la tercera em­
piece por el segundo término de la segunda, sien­
do una misma la diferencia de estas tres series: y 
también se infiere que el Término general de dicha 



(465) 
série es AL~~BLn 

- A M - B M n 

{ A + B . n~~2.) . { A + B . n - i ) . {A+Bn} 

C O R O L A R I O I I . 

553. Con el mismo método se hallará que 

es la formula de la 
(A+B x «-a) x (A+B K U - Í ) x^A+Bii) 

Suma general de aquellas series compuestas de que­
brados , cuyos numeradores compongan una série 
de segundas diferencias constantes, y los denomina­
dores estén compuestos de quatro favores, de suer­
te que formen quatro sérics aritméticas, de las qua-
les la segunda empiece por el segundo término de la 
primera, la tercera por el segundo de la segunda, y 
la quarta por el segundo de la tercera , siendo igua­
les las diferencias de estas quatro séries: y además 
se hallará que la fórmula del Término general cor­
respondiente á la misma série de quebrados es 

— — , en quien 
( A + B . n - ^ A + B . n~i).(A+B.n-iy(A+Bn) 
las cantidades L ^ M , iNT tienen diferente valor que 
las correspondientes en la suma general. 

nnn 
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C O R O L A R I O I I I . 

554. En general 

(A+B . n-r) x . . . (A+B . n-i) , (A+B . n-l) . ( A + Bn ) 
es la fórmula de la Suma general de las séries com­
puestas de quebrados, en las quales los numerado­
res formen una série que tengan constantes las di­
ferencias del orden /*, y los denominadores estén 
compuestos del número r 4- 2 de favores, que for­
men otras tantas séries aritméticas, de suerte que 
la segunda empiece por el segundo término de la 
primera , la tercera por el segundo término de la 
segunda , y asi sucesivamente , siendo siempre una 
mistna la diferencia de todas estas séries: y la fór­
mula del Término general correspondiente á dicha 
série de quebrados será 

I , M n -t- N n* -f- 0 n5 . . .. -i- 7í nr 

{ A + B ^ í ^ i ) x . , . (^4-^.~3). jB./^a). (A+B.7-1). (A+Ba} 

en la qual las cantidades i , M , 2V, &:c. del nume­
rador tienen diferente valor que en la suma general. 

E X E M P L O L 

5 55. Se pide hallar el término y la suma gene-
, , . , . ü 60 JÚO 31a 0 

laldelasenc -? — — T - J —•>—-—¿,OÍC. 
o.*'$*4x$ fx4x5xo 4XSX^X7 5xo>-7 o 



( 4 ^ 7 ) 
en la qual los ríumeradores tienen las segundas di­
ferencias constantes , esto es/• = 2 , y los denomi­
nadores están compuestos del número r4-2 de fado-
res, esto es de 4 , los que tienen las condiciones 
anteriormente expresadas.. 

La fórmula del término general correspondien­
te á la séric propuesta es 

— — : __ . ^ en 
{A+B x H-3) . (A B x «-2) . (A+B * n-i) . (A+Bn) 
quien L-\-Mn-+-Nn* es la fórmula del término general 
correspondiente á la séric 12 , 60 , 160 , 312, &c. 
que forman los numeradores de las fracciones pro­
puestas , y A-k- B n es también lá fórmula del tér­
mino general correspondiente á la série 5, 6 , 7 , 
8 , &c. que forman los quartos fádores de los deno­
minadores de la série propuesta. Ahora haciendo 
/ 2 = 1 , 72 = 2 , ^ = 3 , se tendrán las tres equacio-
nes L ^ r M - ^ N•= 12, L + zM-*- ^ N = - 60 , L 
4- 3 i l f - h 9 N = 160 , y por medio de ellas se ha­
llarán los valores de las indeterminadas i =s 16, 
M = — 30, N = 2.6 : asimismo haciendo n=i, /7=2, 
se tendrán las dos equaciones + 5 = 5, A-\-2.B 
= 6 , de donde se sacarán los valores de las indeter­
minadas ^ = 4 , JS== I . Por tanto el término ge­
neral de la série propuesta será 

ió - 30 « -t- a6 ti* 
( i + « ) x ( a - i - » ) ) < ( 3 - i - » ) x ( 4 4 . « ) 



U68) 
La fórmula de la suma general de4á serie pro-

Ln -f- 31 a3 - i - 'N n3 
puesta es — en quien 

{ A vB x n-a) x x /7-1) x 4 - » « ) 

las cantidades A , B tienen el mismo valor que en 
el término general hallado anteriormente ; por 
consiguiente dicha fórmula se reducirá á 

L n -4- M -4- K n* 
"7 v—7 ; 7" r-. Ahora para deter-
minar los valores de las cantidades i , Tlf, iV, que 
son diferentes de los del término general , substi­
tuyanse en lugar de u los números i , 2 , 3 , y 

resultaran las tres equaciones - — = 9 

4^.6 3.5.4.5 5-4-5*6 5-6.7 
ia 60 160 

se hallarán L = 2. , M = 1 , iV = 3 : luego la suma 

general de la série propuesta será a/z-h»"-^/*" 

(24-«}.(3+«).(4^) 

E X E M P L O I I . 

556. Dado el Término general 7 - 4 ^ 6 « + 0 » 

hallar la suma general que le corresponde. 
En el término general' propuesto el exponente 

de n en el numerador es m.iyor que el número de 
los fadores del denominador , y asi parece por lo 



(4^9) 
dicho anteriormente (554) que no puede hallarse 
la suma de la séi ie que resulta de é l ; pero si se 
multiplican los dos factores 1 -f- 7 2 , 2 + TZ del de­
nominador , y por su produíio 2 - f 3 « 4-^a se 
pai te el numerador , se tendrá el quociente 2 n 

4- — ; , ó bien 272-4- — ~— . Por 

tanto el término general propuesto se ha dividido 

en un entero , y en un quebrado que tiene las 

condiciones expresadas antes : y como las sumas 

de las séries correspondientes á los términos gene­

rales 271 , Y T T ^ T T ^ son resP^ivamentea 

- f n% — x^ , será la iuma que se busca n -f-

7 n 
a-i-a 

P R O P O S I C I O N L U I . 

^ 7 . Siendo A X K * ~~ 4 la Suma general de 
ona série, y A" >• r , hallar el Término general, y 
la ley de la série que resulta. 

I . En la suma dada póngase n—i en lugar de T?, 
y resulta: á J X K n~l J ; réstese esta cantidad 
de dicha suma , y se tendrá A X K" K 

6 bien — ¿ 7 — X K* qué es ( 538 ) el Término ge-

neral que se pide. 



( 4 7 0 ) 

I I . Para hallar la ley de la série que resulta 
de dicho término general , substituyanse sucesi­
vamente en lugar de n los números naturales i , 
2, 3 , 4 , &c. y hecha la operación se hallará A X 

^ X ( i r ^ i ) x X , ( A ' - i ) X 
iT*, J x { K - ~ i ) x K l r 4 X ( A"— i ) X K \ 
&c. que es una série geométrica crecente por ser 

C O R O L A R I O . 

558. Se infiere que A X K" — A es la fórmu­
la de la Suma general de las séries geométricas ere-

centes, y que — — — X Kn es la fórmula del 

Término general de las mismas séries. Las canti* 
dades A , K tienen el mismo valor en la suma que 
en el término general. 

P R O P O S I C I O N L I V . 

5:59. Supuesta A — A % Kn la Suma general de 
una série , y A' < 1 , hallar el Término general, y 
la ley de la série que resulta. 

I . En la suma propuesta substitiíyase « — 1 en 
lusar de n , y se tendrá A — A % KH~X ; réstese 
esta cantidad de dicha suma, y resultará A X A71"1 

— A % K n ,6 bien X que es ( 538 ) el 

término geneial que se pide. 



(471) 
11. Para bailar la ley de la série que resulta de 

dicho término general, substituyanse sucesivamen­
te en lugar de n los números naturales 1 , 2 , 3 , 4 , 
5, &c. y se tendrá la série geométrica (1 — A"), 
^ x ( i - ^ ) x i : , ^ x ( i - J r ) x ^ a , ^ x ( i 
- A') x A: 3 , x (1 - i r ) x , ^ x (1 - A") 

X j &c- ̂  1̂12 es decrecente por ser A" < 1. 

C O R O ' L A R I O . 

560. De aquí se sigue que A — A x Ku es la 
fórmula de la Suma general de las series geométri­
cas decrecen tes, y que ^ — ¡ ¡ ^ X A** es la fórmula 
del Término general de las mismas séries. Las canti­
dades A , K tienen el mismo valor en la suma que 
en el término general. 

E X E M P L O . 

561. Se pide hallar el Término y la Suma gene-

ral de la série geométrica 2, 7 ,24 ~ , 85 ~ , &c. 

Siendo crecente la série propuesta, le corres-

pondera ( 558) la fórmula — ^ , — X Kn para el 

término general , y la fórmula A X K;i-~A para la 
suma. En dicho término pónganse sucesivamente en 
lugar de n los números 1, 2 , y resultarán los dos 
primeros términos de la série general, esto e s A X 



(472) 
( J T — i ) , ^ X C ^ — O X ^ ; compárense estos 
dos términos con los correspondientes de la séric 
propuesta, y se tendrán las dos equaciones A X 
(/C — i ) = 2 , X i ) X J t ^ y , y por me­
dio de éstas se hallará K = —, ̂  =3 —. Substituí-

2 5 
dos dichos valores át A , K en el término y suma 
general , será término general de la série pro-

puesta, y — X a"Zr~ s"m3 general de la misma. 

P R O P O S I C I O N L V . 

562. Hallar la ley de la série que resulta del Tér­
mino general A Kn -\- B Ln , en quien A Kn , B L * 
son Términos generales de séries geométricas. 

En el término general propuesto substituyanse 
sucesivamente en lugar de n los números naturales 
1, 2, 3, 4, &c. y resultará la série A K B L , A 
K * - ¥ B L * , J Í K J ^ R L ) , A K * - h B L * , S c c . 
en la qual se observa que multiplicando el segundo 
término p o r i T - l - L , y el primero por — K L ^ l z 
suma de los dos produélos dá el tercer término ; y 
asimismo que multiplicando el tercer término por 
A'-t-X, y el segundo p o r — , la suma de estos dos 
produélos dá el quarto término ; y así sucesiva­
mente , esto es, que cada término de dicha série es 



(473) 
ía suma de los prodiiiflos del primer término antece­
dente multiplicado por /C- f L \ y.dcl segundo tér­
mino antecedente multiplicado por — K L . 

C O R O L A R I O . 

563. Consta de la Teoría de la Formación de 
Has equaciones que si se supone A' - I - L — t , y — K L 
í= s , serán ( 364) ÜT, L las raíces desiguales de la 
equacion o:2—í x—s= o : luego si se dá una serie tal 
que cada uno de sus términos sea la^uma de los pro-
duíífos del primer término antecedente multiplicado 
por el número dado t,y del segundo término antece­
dente multiplicado por el número dado 5,y la equa­
cion re2—í x—s=9 tiene raíces desiguales;éstas darán 
los valores de iT, L del término general A K'l-\- BLn 
de dicha serie. Las cantidades A y B SQ determinan 
por el método ordinario , esto es, haciendo sucesin 
vamente « == 1 , w = 2 , y comparando los térmi­
nos que resultan con los correspondientes de la séric 
propuesta. 

E X E M P L O . 

564. Se pide hallar el Término general de la séi ie 
^7 , 93 , 327 , 1173 , &:c. en la qual cada término 
es la suma de los produétos del primer término an­
tecedente multiplicado por 7 , y del segundo tér­
mino antecedente multiplicado por —12. 

000 



(474) 
La fórmula del término general de la série pro­

puesta es J Kn -\- B Ln. Para determinar las canti­
dades K , L , tómese la equacion x"1 — t x-— s =o, 
y substituyanse en ella los valores de í , Í , que son 
y , — 12 ; con que se convertirá en la :ra 7 z 
" - i - i 2 = í 7 , cuyas raíces desiguales ^ = 3 , a: = 4 
son los valores de JT, i , esto es, = 3 , X = 4; 
por consiguiente la dicha fórmula JÍ KN - í-B LN- será 
en el exemplo propuesto ./í X 3W -4- X 4^ Aho­
ra para determinar las cantidades A , B ^ pónganse 
sucesivamente en lugar de n los números 1 , 2 , y 
se tendrán las dos cantidades 3 ^ 4 - 4 ^ , 9^-4-
J6B ; comparando estas con las correspondientes 
de la série propuesta, resultarán las equaciones 3 A 
•4- 4 J5 = 27 , 9 ./í 4- 16 i? = 93 , por las quales 
se hallará A = 5 , J5 = 3. Por tanto el término ge* 
neral de la série propuesta es 5 X 3" 4- 3 X 4*« 

P R O P O S I C I O N L V I . 

565. Hallar la ley de la série que resulta del Tér­
mino general A K n B Ln + C P«,en quien A K \ 
B L n , C Pn son términos generales de series geo­
métricas. 

En el término general propuesto substituyanse 
en lugar de n los números naturales 1 , 2 , 3 , 4 , 
y resultará la série A K + B L+C P , A K*+BL% 



(475) 

+ C , &c. en la qual se observa que cada térmi­
no es la suma de los producios del primer término 
antecedente multiplicado por K L -h P , del se­
gundo término antecedente multiplicado por — K L 
~~PL-~KP , y del tercer término antecedente mul­
tiplicado por K L P, 

C O R O L A R I O I . 

566. Consta de la Teoría de la Formación de 
las cquaciones que siendo K - \ - L -+* P = t , — K L 
~~P L ~ K P = s , K L P = r , serán(364) K , 
i , P í a s raíces desiguales de la equacion —tx* 
U. }•£ — r = o ; luego si se dá una série tal que 
cada término sea la suma de los productos del pri­
mer término antecedente multiplicado por el nú­
mero dado í , del segundo término antecedente mul­
tiplicado por el número dado Í , y del tercer tér­
mino antecedente multiplicado por el número dado 
r , y la equacion — £ xa — s x — r = o tiene sus 
raices desiguales; estas serán los valores de Á", 
P del término general A Kn + B L l + C Pa de 
la série dada. 

C O R O L A R I O I I . 

567. En general las séries en quienes cada tér-



(47^) 
mino es la suma de los produdos del primer tér­
mino antecedente multiplicado por t , del segundo 
término antecedente multiplicado por J , del tercer 
término antecedente multiplicado por r , del quar-
to término antecedente multiplicado por p , &:c. y 
llamando m el número de dichos términos antece­
dentes , la equacion xm — t xm~x — $ x™'* —r xm~'i 
— p xm~4 —Scc. = o tiene sus raíces desiguales ; se­
rán éstas los valores K , L , P , R , &c. del térmi­
no general A Kn + B L * -i- C P114- D R" -4-&c. 
de dicha serie. 

P R O P O S I C I O N L V I I . 

568. Supuesta { A + B n ) y K K n - ~ A la Suma 
general de una série, y j r > 1 , hallar el Término 
general. 

En la suma propuesta póngase n — i t n lugar 
de w , y resultará [ ^ + J 5 X ( / Z — 1 ) ] X Kn'1 
— A ; réstese esta cantidad de dicha suma , y que­
dará ( ^ 4 - ^ / z ) X ^ — [ ^ - 4 - ^ x ( « — i ) ] X 
K*-1 ó bien 

A + Bn ^ 
( - A - B n ) l X K* 

B ) ) 
K 

que es el término general que se pide , y se expresa 
generalmente p o r ( ^ + ^ ) X ^ en la inteligencia que 



(477) 
cantidades A , B tienen diferente valor que 

las correspondientes de la suma. 

C O R O L A R I O I . 

569. Se infiere que las séries, cuyo Término ge­
neral es {A-*rBn) X K l , tienen por Suma gene­
ral la fórmula { A + B n) % K* — A , en quien 
los valores de ^ , B son diferentes dé los del tér­
mino general. 

C O R O L A R I O I I . 

5*70. Del mismo modo se hallará que las séries, 
que tienen por Término general { A + B n-\~ C rí1) 

tienen por fórmula de la Suma general {A 
+ Bn-\- Cn*) x W — J , siendo X > 1. 

C O R O L A R I O I I I . 

571. En general las series, que tienen por Tér­
mino general {A + Bn-hCn'2 + D n l . . , ~ { - Un*') 
X siendo K > i tendrán por fórmula de la Suma 
general {A-\- Bn + C n* D . . . + H ñy) X 
— A , en quien las cantidades A , B , C ) D , . . * 1 I 
tienen diferente valor que en el término general. 

C O R O L A R I O I V . 

572. Asimismo se encontrará que las séries> que 



(47«) 
tienen por Término general {J+Bn~fCn*~hI>n1.. j 
-4- Hn' ) X y -K* < i * tendrán por Suma gene­
ral la fórmula A-~{A+Bn -í- Cn1 + D « 3 . . . + Jinr) 
X , en quien los valores de .¿ , 2?, C , . , , H 
•sOn diferentes que en el término general. 

E X E M P L O . 

573. Dado el Término general ( 3 -4- 2 7; 4- na ) 
X 2" , se pide hallar la Suma general que le corres¿ 
ponde. 

La fórmula de la suma perteneciente al térmn 
no general propuesto es {A + B n + Cn3') Xzn ~~Ay 
cuyo término general se hallará ser 

A + Bn-lr C n ^ 
( ~- J - ~ B n ) J 

í ) 

en quien las cantidades A, B, C son las mismas de ja 
suma. Comparando los términos de esta fórmula con 
los correspondientes del término general dado,resul-

. B - C - A „ . z C ' B 
tan las equaeiones A - h ^ 3 V B-t-

= 2 , C — — = i , y por medio de ellas se tie­

nen los valores de las indeterminadas C = 2 , B=o, 

^ = = 8 : poniendo estos valores en la fórmula 



( 479) 
-4- i?/2-4-C/2a)X^ — ^ f , se tendrá (8 -f2;z» ) X 
2« _^ 8 , que es la suma general correspondiente al 
término general dado. 

P R O P O S I C I O N L V I I I . 

574. Dado el Término general ( J - h B n ) X 
K* , hallar la ley de la sérieque de él resulta. 

En el término general propuesto substituyan­
se sucesivamente en lugar de n los números natura­
les 1, 2, 3, 4, 5, &c. y se tendrá la série { A B ) 

4- 4 j9) X A*4 , 5^) X X* , &c. en la qual 
se observa que multiplicando el segundo ténnino 
por 2 iT , y el primero por — » la suma de los 
dos productos dá el tercer término; y que multi­
plicando el tercer término por z K y y el segundo 
por -~ y la suma de estos dos productos dá el 
quarto término , y así sucesivamente ; esto es r que 
cada término es la suma de los prodinftos del primer 
término antecedente multiplicado por 2 A", y del 
segundo término antecedente multiplicado por - iT*. 

C O R O L A R I O . 

575. Consta de la Teoría de la Formación de 
las equaciones que suponiendo 2 K = t, — A'a = 
será K una de las raíces iguales de la equacion a:a 

£ x-~ s = o : luego si se dá una série , de suerte 



C 4 M 
que cada término sea la suma de los produces del 
primer término antecedente multiplicado por un 
número dado í , y del segundo término anteceden-I 
te multiplicado por un número dado y la equa-
cion n:a — t x — s = o tiene las raíces iguales; una 
de éstas dará el valor de K en la fórmula { A - h Bn) 
X A"* del término general de dicha série, 

E X E M P L O . 

576. Se pide hallar el Término general de la 
série 2.0 , 128 \ 704 , 3584, &:c. en la qual cada tér­
mino es la suma de los producios del primer térmi­
no antecedente multiplicado por 8, y del segun­
do término antecedente multiplicado por— 16. 

Tomada la eqnacion x12 — t x — s = o , háganse 
en ella las substituciones í = 8, * = — 16 , y se 
convertirá en la x* — 8 x -1- 16 = 0 : y como esta 
cquacion tiene sus dos raíces iguales á 4 , será ( A 
-h ito ) X Kn la fórmula del término general perte­
neciente ala série propuesta, y en dicha fórmula será 
K = 4 ' Para determinar las cantidades A \ B , há­
ganse las substituciones TZ = 1, TZ = 2 ; y comparan­
do los resultados con los correspondientes térmi- " 
nos de la série dada, se tendrán las equaciones {A 
+ B ) X 4 = 2 o , ( A + 2 . B ) X i 6 = = 128 , y por 
medio de éstas se hallará B = 3 > A = 2, Por tan-



(481 ) 
to el término general de la serie propuesta es (% 

P R O P O S I C I O N L I X . 

577. Dado el Término general ( ^ - f - ^ 4- C/za) 
X Kn , hallar la ley de la série que de él resulta. 

En el término general propuesto substituyanse 
sucesivamente en lugar de n los números naturales 
1, 2, 3, 4, 5, &c. y resultará la série { A + B- \ - C) 
X ( J + z B + i C ) X K * , i J + 3 B - h 9 C ) 
y<Kl \ U - f 4 £ 4 - 1 6 C ) X K * , ( J + sB + ^ C ) 
X & , &c. en la qual se observa que multiplican­
do el tercer término por 3Í^re^ segundo por — 3A'a, 
y el tercero por , la suma de estos tres produc­
tos da el quarto término ; y que multiplicando el 
quarto término por 3 A*, el tercero por —3 K~ , y 
el segundo por j n , la suma de estos tres producios 
dá el quinto término , y asi sucesivamente ; esto es, 
que cada término de dicha série es la suma de los 
produdds del primer término antecedente multi-
jjlicado por 3 ^ , del segundo término anteceden-
té multiplicado p o r — 3 ^ , y del tercer término an­
tecedente multiplicado por j n . 

C O R O L A R I O I . 

578. Consta de la Teoría de la Formación de 

PPP 



las equaciones que suponiendo 3 K = í , — 3 i ta 
= Í , y i H = r , será iT una de las tres raíces 
iguales de la equacion cúbica — t x* — s x 
— r = o : luego si se dá una série tal que cada uno 
de sus términos sea la suma de los producios del 
primer término antecedente multiplicado por un 
número dado f , del segundo término anteceden­
te multiplicado por un número dado J , y del ter­
cer término antecedente multiplicado por un nú­
mero dado r , y la equacion x? — t x2 — s x — r 
= 9 tiene sus tres raíces iguales; será una de ellas 
el valor de Kcn la fórmula ( J - h Bn ~\- C n* ) X K* 
del término general de la expresada série. 

C O R O L A R I O I I . 

579. En general las séries en quienes.cada tér­
mino es la suma de los produdlos del primer tér­
mino antecedente multiplicado por t , del segundo 
tér/nino antecedente multiplicado po r / , del tercer 
término antecedente multiplicado por del quar-
to término antecedente multiplicado por q , y así 
sucesivamente, y suponiendo m el número de dn 
chos términos antecedentes, la equacion xm—txm~l 
— s x m~' — r x — q x m'4 — &:c. = o tiene sus 
raíces iguales; será una de ellas el valor de, K en 
la fórmula B n + Cn* + D $ + & c . ) XCK* 



( 4 % ) 
del término general de dichas serles, el qual tendrá 
el número de los términos J , B n , Cnz, &c. igual 
á m. 

P R O P O S I C I O N L X . 

580. Dada una série , en quien cada término sea 
la suma de los produdos del primer término ante­
cedente multiplicado por un número dado í , del 
segundo término antecedente multiplicado por un 
número dado del tercer término antecedente mul­
tiplicado por un número dado r , y así sucesivamen­
te, hallar su Término general. 

Supóngase m el número de los términos ante­
cedentes multiplicados por í , í , r , & : c . de cuya 
suma de produélos se compone cada término de la 
série, y fórmese la equacion ( A ) xm — t x m~l 
<— s x w ~ a — r x m~ 1 — 8cc. = o , en quien el último 
término contendrá la o: elevada á la potestad cero. 

I . Si la equacion ( J ) tiene todas sus raices des­
iguales , la série propuesta tendrá ( 567) 'por tér­
mino general A K* + B L * + C P" 4- &:c. siendo 
el número de estos términos igual al número m , y 
los valores de i T , JL , P , &c. serán los de las raices 
de dicha equacion. 

I I . Si la equacion ( A ) tiene todas sus raíces 
iguales, la serie propuesta tendrá (579) por tér­
mino general (A + Bn + C n'2 + & c . ) X Kny sien-
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do m el número de estos términos, y el valor de 
K será una de las raíces iguales de dicha equacion. 

IIÍ. Finalmente si la expresada equacion { A ) 
tiene raices iguales y desiguales , la serie propues­
ta tendrá por término general A K* + B Ln 
C P" -{- &:c, + ( ÍÍ 4- hn-hcn11 4- &c.) X esto 
es, tantos términos A K*, B Ln, C Pn , &c. quan-
tas son las raíces desiguales , cuyos valores deter­
minarán los de JT, L , P , &c. y tantos a , hn̂  cri*, 
Scc. qnantas son las raíces iguales, y una de ellas 
dará el valor de L Determinados los valores de JT, 
X, P, &c, y ^ , para hallar los de los coeficientes 
indeterminados A , B , C , Scc. a ¡ h , c , &c. pón­
ganse sucesivamente en lugar de « los números na­
turales 1 , 2 , 3 , 4 , &:c. y compárense los resulta­
dos con los correspondientes términos de la serie 
dada, formando tantas equaciones quantos son los 
dichos coeficientes ; y resolviéndolas, se tendrán 
los valores de estos coeficientes. 

E X E M P L O. 

581. Se pide hallar el Término general de la série 
3, 5,4, 6, 8, 6, 28 , — 22 , &:c. en la qual el sexto 
término es la suma de los produélos del primer 
término antecedente multiplicado por 1, del segun­
do multiplicado por 9 , del tercero multiplicado 
por —13 del quarto por — 8 , y del quinto por 
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1 2 , y así sucesivamente cada término se compone 
de otros tantos produdos formados con el mismo 
método. 

Para ésto ^ en la equacion general x** — t x m*1 
— s x **'* - ~ r % m - ' * — p x — q x ~~ 8cc. === o 
se harán las substituciones m = 5 , f = i , í = ^ = 9 r r 
= — 13, /? = 8 , <7 = 12 r y se tendrá la equa­
cion del quinto grado x* — x*—gx* 4- 13 x* -h % x 
— 12 = a , cuyas raíces son x = — 3, x — — 1, 
x = 1 , x = 2,, x=2. Como en esta equacion se han 
hallado tres raíces desiguales y dos iguales, el tér* 
mino general correspondiente á la série propuesta 
será A K " + B Ln 4- C P* + ( b n) y%krt, en 
quien será K — — 3 , i = - — i , / , = i , ^ = 2 ; y 
substituyendo estos valores en dicho término, re­
sultará {M) ^ X ( — 3 )* + 5 X ( - 1)" 4- C X 1« 
- } - ( ^ - 4 - ^ « ) X 2 * . Para hallar los valores de las 
cantidades A , B > a, h , pónganse sucesivamen­
te en lugar de n los mimeros 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ; y 
comparando los cinco resultados con los correspon­
dientes cinco primeros términos de la serie dadaí, 
se tendrán las equaciones •— 3 A ~~ B + C ~\- 2, a 
-h2.i> = r! , ,gA-{-B + C + 4a-{-S¿? = $, — z j j 
~~ B + CH¿ Sa 4- 24 ^=^4, %j A - \ - B + C + i&a 
+ 64 ¿ = 6 , — 243 — 5 -f- C -h 32 ¿z -4- 160 Ir 
= 8 , y por medio de ellas se hallará ser A ~ ~ ~ 
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^ f m ^ c = - L , B = i-0. Portan-

to el término general de la serie propuesta es — w~. 

N * 4 j * 7 a ^00 6 0 / 

Zte / a Resolución de tas Ecuaciones 
en general. 

P R O P O S I C I O N L X I . 

582. Hallar las raíces de la equacion general 

x ,3 , r-6 X ^ A E M l i ^ l l t j L Í l x , 4 ¿ - 8 
2X3X4 

^ x ( r - 6 ) x (r-7) x ( r - 8 ) x (r-9) >< ^ r . io 
a x 3 x 4 x j 

— b = o , en quien los exponentes de a; son to­
dos positivos. 

Supóngase x ~ m -\- n ^ y se tendrán las equa-
ciones siguientes: 

a:a=^24-2/w/z+«a;por consiguiente x0, - zmn-m'1) 
- « ) 

a:3=^23^-a f72 /zx ( / / 24 - / z )4 -«5 , . . . . . x̂ -̂ ^mnx-m )̂ 

x*=m*+4mnX(ni+ny+n*>..x*-4mnx*+2m*n*'Jn*)~<> 



x6~m6~\-6mn.{m+n)4-{-n6̂ .x6-6mnx* >gmin^x -̂zmlnl-m6) 

xT-mt+jmn.im^T^S+nT^.xf-jmnxt+lqm^n^xl-ymlnlx-m?)^ 
— i4WA72aX(m+7z)3 ,n7)-0 

Con el mismo método se hallará que la equaciori 
del grado noveno es x9 — g m 'n x7 + 2 , 7 /72a n1 x1* 
— 30/725 /2 5 a;5+9772^ 72̂  x-~m9 —nt—O', y así siguien­
do se observará en todas ellas que IO. los coeficien­
tes de 772 77 forman una série aritmética , cuyo térmi­
no general es r , con tal que r exprese el grado 
de la cquacion: 2 ° . los coeficientes de 772a 72a for­
man una série , en quien son constantes las segun­
das diferencias, y el término general de ella se 

hallará ( 544 ) ser — : 30. los coeficientes de 

772 5/2 5 formán una serie, en quien las terceras di-
fereheias son constantes ̂  ^ sp .térmna0 gfiflflc^lues 
r x ( r - 4 ) x ( r - { ; ) _ 

— — 1 - . X)el mismo modo se observará 
que los coeficientes de los sucesivos térmiíios for­
man sérles que tichen-ks difeiifencias qú^rtas ^q9B^[ 



(4S8 y 
tas, &c. constantes , y sus términos generales son 
respetivamente 

2 X 3 X 4 
r X ( r - 6 ) X ( ^ 7 ) X ( r - 8 ) x f r - 9 ) 

2 X 3 X 4 X 5 
r X ( / ' - 7 ) X ( ^ 8 ) X ( r - 9 ) X ( r - i o ) X ( r - i i ) 

2 X 3 X 4 X 5 X 6 
r X C r ^ X C / ^ X C / — • i o ) X ( ^ - i i ) X ( r - ~ i 2 ) X ( r - i 3 ) 

2 X 3 X 4 X 5 X 6 X 7 
y así sucesivamente : luego la equacion general será 

— r w w -4- — — - X m ^ x ' 1 - * ±-±LS^U 
a 2x3 

0 x 3 x 4 x 5 • " l . ^ r ^ i 

cuya raíz es a: = 4- w, siendo número impar^ 
y también ^ = — /« — / 2 , quando > es número par. 
Ahora supuesta esta equacion idéntica a la pro­
puesta, será mn = a 1 — mr — nr =^ — h i y sien­
do K húmero impar , ^ tendrán por medio de estas 

é\\¿i<&&w® k ŝ valores? de Ias cantidades m .== / ^ ». 

perpr;^ .•=?= m rkin^ y R TZ = ¿z, :. luego serí.-.a:, =? 



US;?) 

en quien ar tendrá valor positivo ó negativo , se­
gún lo tenga a. Pero si r es número par , y Í? es 
positiva , por medio de, dichas dos equaciones se 

tendrá /W = ± / / ^ [ ~ H F V ( — — ^ ) ] , y n = ± 

y Z ~ - db V ( —- - pero las equaciones de grado 

par tienen las raíces x—m-hn , £==—#2—;z, y además 

ha de ser mn==a: luego será a: = [ h '/(— 

mente si es número par, y es negativa , será 

mn == —í?, y — mr — ̂  a= —3, y por medio de estas 

equaciones se hallará m == dr | / [ ~ ± — - ^ 0 ] * 

n s= ±: j / L ~ ^ ( — — ^ 0 1 : Y poique son x=m 

<4- /z, x=z~~ m-- n en las equaciones de grado par, 

g debe ser w Í2 , será x — 4- V ( 
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) ] - / / ' [ í - . V { ^ - a - ) ' ] , y también * 

— i?r ) ] . Para determinar las demás raíces de la 
equacion propuesta, será preciso conocer lasraí^ 
ees r de la unidad; y multiplicadas éstas asi por 

comopor ^ t - V i j 

— ar)~] se tendrán las otras raíces que se quieren 
determinar , con tal que la suma de los dos pro­
ducios sea igual á la cantidad a positiva ó negativa 
según las condiciones arriba expresadas. 

E X E M P L O . 

583. Se pide hallar las raíces de la equacion del 
quinto grado — 15 o;3 4- 45 — 36 = o. 

Comparando la equacion general con la pro­
puesta, se hallará ser r = 5 , ^ = 3 , ^ = 36; pero 
dicha equacion general tiene una de sus raices a: 

por ser r número impar y el valor de a positivo: 
... n , . . p ' { • s.. 

íuegtí la propuesta tendrá la raíz z = 18 
? r 1 

^ ( 3 2 4 - 2 4 3 ) ] + / [ 1 8 - - / ( 3 2 4 - 2 4 3 ) ] = 



( 4 9 0 
$ ? i , s 

^ ( T 8 4- / 8 1 ) + / ( 1 8 - / 8 1 ) = / 2 7 + ^ 9 ; y 
como las raíces quintas de la unidad son 1, 

1 ' ¿ » 
' "4 ~~ Í se hallara que las raíces de la 

cquacíon dada son las siguientes 4 

í = 4 7 x v;-.-v(-.o.avO VM-^C-.O-WO 
4 4 

4 4 

4 4 

4 4 
xespedo de que los dos términos del segundo miem­
bro de cada una de estas equaciones multiplicados 
rntre sí dan un producto igual á 3 = ¿z. 

P R O P O S I C I O N L X I I . Lema. 

584. Dados el coseno y el seno de qualquier 
arco de círculo, hallar los cosenos y los senos del 
duplo, t r iplo, quadruplo, &c. de dicho arco ; y al 
contrario. 

3ca el arco dado Jí menor que un quadrante del 



círculo cuyo radio R , y además sea B otro arco 
del mismo quadrantc. 

L Siendo R X Ce, {A+B)=Cc. A X Ce B — Se, 
A X S c . B , y R X S c , { Í + B ) ^ S c . A X C e . B 

Se. B X Cc. A , sera también { M ) z R x Ce. {A 
+ B ) = {Ce.A+ScAxV-i) X iCc,B + Se.By.V~i) 
-h {Cc. l -Se .A X i ) X {Cc.B — Sc.B xV—i), y 
(iV) 2.R X Se.{A+B) X /— i ^{C*.A+St¿A^f**r*) 
X{Ce.B+Se.BxV-~i)-{Ce.A—Se.AxV-~-i)X(Ce,B 
—Se.BxV~j) : añadiendo y después restando esta 
equacion de la anterior , se tendrán las dos equa-
ciones (0) RX Ce.{A+B)+ RxSe.(A+B) X V - l 
={CeA+Se.AxV-~i)X (Ce.B-^Se.BxV^-i) , y (P) 
R X Ce. iJ+B) - R x S e . (A+B) X V ~ i '¿¿(Ce. 
A — Se. A x V ~ i ) X ( Ce. B—Se. B X V~-i) . 

Suponiendo ahora ^ = . 5 , se tendrá 
(Q) RXCe.2A-\-R.Se.2,A.V-i=iCe.A-hSe.A. V-i )* 
{Kj RXCe.2,J-RXSe.2JxV'i=(Ce,A-Se,AxV-i)*: 
añadiendo y después restando esta equacion dé la 
anterior , será 
2,RXCe.2A-{Ce.A-hSe.A.V-i)'1^(Ce.A-Se.A,V-i)cl 
2^}Se^'J.V;J'(Ól 
También resulta de las cqU2ciones((2) y ( ^ ) que será 
re v f oois crhlh oh Júo ,o'rt¡:fh&iin olohi - olnob 
(RXCc.zJ+RxSe.zAxV—i^^Ce.A+foAxV-T, 

f „ ir r. 
XRXCc.zA^RxSe.zAxV-iy^Ce.A—Sc.Axfa' ' 

http://Se.By.V~i
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añadiendo y después restando esta equacion de la 

antenor,scrá 2Cc.J-(RxCc.2,A+RxSc-2JxV'~iy' 

={Ry<Cc.zJ + i? X 5¿:.24X { R K C c z A 

~ # X 5 £ . 2 ^ x V ^ - i ) 
I I . En virtud de las equaciones {0) y (P) será 

RXCc. (J+B+C)±RXSc. (J-{ -B+C)xV-- i==[ Cc. 
( J + B ) ± S: . tJ±B)xV~i^X[Cc£+Sc .CxV-~i ' ] í 
y R X Cc.{A+B+C) —R X Sc.{J+B-hC) X V - i 
= [Ce. ( J ± B ) ~ ~ S c . ( J + B ) X V - i ] X I C c X S c . C 
X^—i].Substituyendo ahora en estas equaciones los 
valores áe Ce ( JÍ + B) ± Se. ( ^ + B ) X t — i 
que se tienen por medio de las equaciones ( 0 ) y 
( P ) , resultarán las equaciones R11 X Cr. {A-^B 
HrC) + i?2 X St- iA 4- X / - i = (C^. ^ 
4- 5c. ̂  X i ) X + % 5 X V—i) X (Cc.C 
4- 5 c X x V ~ i ) , y i2a X Ce. ( ^ + 5 -4- C) - R* X Se, 
( 4 -4- 5 + C ) X / - 1 = ( Ce. A ~ S e . A X V - 1 ) 
X (Cc.B—Se.Bxy-*) X (Cc.C—Se. C XI7—i): y su­
puesto J = B = C i con el mismo método expuesto an­
tecedentemente se hallarán las equaciones, a.R'1 XCe, 
3A~iCe.A+SeJ x V - i ^ + i C e . A - S c . A A ^ i ) * , 
ÜE* X Se. s A % < ~ i ^ { C c . : A ->t:Sc.:A X -v- í )3 
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- (fr.cutivt Se A X zCc A = {R* X Ce. 

i 

X 5 ^ 3 ^ X V - i p - f X Cc .zAr-R* 

X Se. §A X i)T, zSe.A x / - i = ( Rx X Ce. 

3 ^ + i?^ X 3 ^ X i ) ^ - (i2a X Ce 3 J 

—i?2 X 5r. 3^ X /—1)3*. 

111. Continuando del mismo modo las referir 
das operaciones, se hallarán las equaciones, sii3 
X Cc ,^A= {Ce. A ^ r S c . A x V - i)4 H- (Ce. ^ - 5e. 
^ X / - i ) ^ , 2i?3.x 5e .4^xV-i=(Ce.^-f -5e .^xV-i ) f 
- ( C r . ^ ^ r . ^ X V - O V C e . ^ ^ S x Ce.4^+JR3 x 5e. 

4 J x V - i ) ? 4- (#3 X Ce.4^ - 123 x5e.4^ X V- i 
25r. X V - 1 = ( E3 X Ce. 4^ -4- # 3 x 5e. 4 J X 

1 _ i 
V - i )*" - (1^3 X Ce. 4 ^ - .R3 x 5e. 4^ X V - 1 )4, y 
así sucesivamente ; de donde resulta que en gene­
ral sera ¿ i ^ - 1 X Ce. mA =(Ce. A + Se. A xV-i)51 
-4- ( Ce.^ - 5e. ^ X i)OT, a^^"1 X 5e. 7 ^ X ^ H 1 
= (Ce. A + Se. A X V-i)m - {fie.A - 5e .^ X V - i ) ^ 

2Ce. A—iR1*-1 X Ce. T ^ - f - i ^ " 1 X X V-i¡r 
1 

+ ( ^ - i ^ Cc.mA~Rm-1 X 5e.?w^ X V - ij5*, 25e .^ 
X Y - ^ C ^ - 1 y. Ce. m A -\- R™'1 %Se.mA% 

1 i 
lA- i)3 - ( iT -1 y> Cc,mA' Rm'1 X Se. mAx faM-
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Elevando los binomios Ce, A + Sc, A ) > i V ' j , Ce 
A • Se. Ay>rf- í á la potestad m, y los Ce. mA 

Se. m A x V - i , Cc.mA-Se.m A x V ' i á la 

potestad — . se hallará ser 
A tn 

1 ° . R™-1 X Ce. m A = { Ce. A )** - ^ ¿ ^ Ü x a 

^ 3*4 5x6 v 
en quien las cantidades ¿r, &c. ex-̂  

presan los términos antecedentes, y es ^ = íll™, . 

' O 1 O ^ Q - O V/7 .a - 3 ) x ( ^ - 4 ) ^ í ¿ 

T ^ . ^ p icr{ — n r - r — : > < ^ 
( m ~ t } * ( m - 6 } rt , , 

— — X c í a — Scc. expresando las 

cantidades ¿, ¿, &c. los términos antecedentes, y 

siendo í == . 

! I. ' — i-m 
3° . Ce A = R m XKCe.mA) m ~ - ~ ; X ¿ q * 

- Scc] en quien es^ = c^^A ' ^ ías cant^a^es ̂  ^ 

¿ , &c. expresan los términos antecedentes. / 

4 ° . Se. A = R ^ r X l—XiCe.mA)"1 "x Se.mA 



— ^ — — — - X t q - occ. ] siendo <7 = — r 

y las cantidades c, &c. respeiflivamente iguales 
á los términos antecedentes. 

Qnando el arco dado A es mayor que el qua-
drante Q hasta los dos, de suerte que sea zQ = A 
4- B , será Se. A = 5c. ( zQ- B) = Se B , y Ce A 
Zsz-Cc: ( zQ ~ B ) = - Ce. B : quarido el arco dado A 
es inayor que dos qnadrantes hasta los tres , d^ 
suerte que sea 3Q = A B , será Se. A = Se ( 3Q 
- B ) = - Se B , y Ce A == Ce (3^ - B ) = - CeB: 
quando el arco dado A es mayor que tres qua-
drantes hasta los quatro , de suerte qüe sea 4 Q 
s = A - \ - B , será Se A=Se (4^ - B) = - Sc.B, y Ce 
A=Ce ( 4(2 * B ) = Ce. 5 : finalmente si el arco ^ 
es igual á toda la circunferencia , ó á q5ualquier 
multíplice de la circunferencia , y á una parte de 
ésta, el seno y el coseno de dicho arco serán res-
pedivamente iguales al seno y al coseno de dicha 
parte de la circunferencia. L -

C O R O L A R I O 1. 

585. Si en la equacion(i0.) hallada antes se subs­
tituyen sucesivamente en lugar de n los números 
naturales 2 , 3 , 4 , 5 , Scc. resultarán las cquaciones 
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R*Qc&Arn*(Cc. A ) t—R* 

R3*Cc.4A~r<i*(Cc.Ay~~%R*y(Cc.Ay+R* 
R**Cc.i;A-i6><(Cc.Ay-~'2oR*.(Cc.Ay+<iR*xCc.A 
R ^ C c . 6 A - ^ x ( C c . Ay~.4BR*>(Cc.Ay+i8R**(Cc.Ay-R* 
R6'Cc,7A-64>(Cc.Ay~l i*R*. lcc .A)r+s6R*.(Cc,A)3-?R*Xc.A 

JkQ, &C. 

C O R O L A R I O l t 

586. Luego el Ce, A tendrá tantos valores, 
como unidades hay en el múltiplo del arco A\ y 
así Ce, A tiene seis valores en la equacion x C c 
6A = 32. (Ce. A ^ — i S R U C c , A y - { - 18/2+ (Ce. 
A)11—R6< Para hallar estos valores, describase 
( Fíg. 41 . ) con el radio M A = R el círculo M A 
/ X ; tómense los arcos A B = A , A C = 6A i y 
divídase la circunferencia desde el punto B en seis 
.partes iguales B E , E D , D F , F G , G H y H B ; 
los cosenos de los arcos A E , A E D , A D F % A 
F G , A G H darán los otros valores del Ce, A de 
dicha equacion. Pues llamada C la circunferencia 
,del círculo , y el arco A C = 6 A = B , el coseno 
del? no solo pertenece á este arco, sino también á 
los arcos ^ + C, É -{- iiC¡ B- l r sC , &c. luego la 
raíz Ce, A deberá expresar el coseno de la sexta 
parte de qualquiera de estos arcos, esto es. Ce. 
B re B + C Ce. BA 'lC CC B ^ C CC 

Y 6 ' ^ ' 6 ' U ' 6 5 ^ • 
rrr 
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B + 4 C „ B + $ C • B 6 C — , Cc, ~ — ; y como los arcos — ~ — ? 

B • 7 C , Scc. tienen los mismos cosenos que los 
ó 

•5-, , Src. dicha raíz Ce. A tendrá solo los seis 

valores hallados que corresponden á los cosenos de 
los arcos A B , A B E , A E B , A D F , A F G , 
A G H. También los valores de Ce. A podrán ex-

. , . C - B zC-B presarse por los cosenos de los arcos —;— , --—-> 
1 6 6 

1 C - B 4 C - B $ C - B 6 C - B 
— , — , — j — , — j — , por ser 

estos cosenos los mismos que los hallados ante­

riormente : pues el coseno del arco ^ es el 
B 

mismo que él del arco - - - , porque estos dos jun­

tos forman la circunferencia C 5 y asimismo el co-
t C ~ B 

seno del arco 6 ' es el mismo que él del arco 

—-—, y así sucesivamente. Entiéndase lo mismo 
para determinar las raices de la equacion general 
á los cosenos, de suerte que llamado el arco mA 
= B , las raíces de dicha equacion serán los cose-

B C - 1 B a C ~v- B ? C-i- B a 
nos de los arcos — . , — , ,&c, 

m ^ tn m m 
, , . C-B 1 C - B % C - B 
o bien , , , &c. y estos 

m m m * 
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arcos se hallarán dividiendo la circunferencia desde 
el punto B en tantas partes iguales como unidades 
hay en /72, supuesto el arco A 3 — ^ * 

C O R O L A R I O I I Í . 

587. Por tanto suponiendo que las cantidades 
g , /¿, £ , &:c. son las raíces de la equacion general 
á los cosenos , se compondrá ésta del produdo de 

los fadores Ce. £ = o , Ce. —— — h — o * 

Ce.——-— 4 - ¿ = 0 , & c . Estos cosenos tendrán valo-
m 

res positivos ó negativos, según queden los extremos 
desús arcos en el semicírculo I A L ó en I T L . 

C O R O L A R I O I T . 

58S. También si en la equacion (2,0.) hallada en 
la Proposición antecedente se substituyen sucesi­
vamente en lugar de n los números naturales z , 3, 
4 ,5 v&:c. resultarán las equaciones 
RXSe .2j=s2Ce .AxSe.A 
R^XSe.sA^ii iCe.A^—R^XSe.A 
RlXSe.4A=lS(Ce.A)t~4R*Cc.A2xSe.J 
jR4x5c.5^=[i6(a.^)4.i2^2(Cí: .^)i-i- i¿+]X5£:.^ 
RtXSe.6A^2{Ce.A)t-2,2,R*(iCe.A)l+6R*Ce.A2xSe.A 
R6XSe.jA=l64(Ce.A)6-8oR*(jCe.J)*+24R^ 

8cc. Scc. 
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P R O P O S I C I O N L X I I L 

589. Supuesta la división de un arco de círcu­
lo en partes iguales cuyo número m , determinar 
todos los fadores trinomios del segundo grado de 
la equación x'lm 2p r xm r111"̂  o en quien 
p expresa el coseno de dicho arco, y r es el radio 
del circulo. Fig. 43. 

Con el radio C J = ¡ r describase el círculo A 
G S 0 , y tírense los diámetros A S , G 0 perpen­
diculares entre sí. Supóngase el arco A L que 

AL 
tensa su coseno = p , y el arco A B — x diví-

v 1 J m 
dase la circunferencia del círculo desde el punto B 
en el n ú m e r o s departes iguales B F , j F / , / P , 
&c. llámense los arcos A L== B r A B = A , la. 
circunferencia del círculo igual a C , y los cosenos 
de los arcos A B , A B F , A F I , A I P , 8cc, 
, . . , B C + B <x C h B i C + B 
o bien de — , , - — — ~ , 2 , &:c. 
exprésense por g , h , k ,1 , Scc, Finalmente supón­
gase C K?=x , y tírense las redas K B , K F , KIy 
K P , &c. y B N perpendicular al diámetro A S* 
Siendo pues el triangulo ^ A" rectángulo en 2V, 
será ( B K Y = {BN)'1 + { N K )a ; pero el qua-
drado del seno B N es igual á íasdiferencia de los 
quadrados del radio r y del coseno C N = g , y 
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además es NK*= C N — C K = g ~~ x : luego será 
( B K f = r* (¿g~x )a ¿ - ^ + ra. 
Con el mismo método se hallará ser 
— z h x + r * , ( I K ) * =:x* + 2 . k x + r* , (P K ) * 
= x* 2, ¿ x -\- , 8cc. Supónganse ahora x* — 2 
^ n- + ra = £? , x* — 2. h x -\- r'2 = o , x0- -\- 2 k x 
-I-ra , ^a + 2 / a; 4 - = ^ , &c. y se tendrán 
los valores de los cosenos g ^ h, k , l , 8cc. esto es, 

<ix c.f a.c 
, &c. de modo que será en general 

•——— la expresión del coseno de qualquiera de 

los arcos A 3 , A B F , A P I , J I P , 8cc, VOT 
tanto si en las equaciones halladas á los cosenos 
( 585 ) se substituyen los valores de Ce, ^ , se ten­
drán las equaciones siguientes: 

xa-~2Cc.J'Xx+r'1=o 
x^^rCc^Ay^x^+r^o 
x6~~2r'3'Cc.3JXx3+r 6=o 
x^—2r^Cc,^Ayix^-{'rs=ú 

x ^ ^ r t C c . ó A X x t + r 1 * ^ 
de donde resulta que será en general xam2rm-1 
Ce. mA X xm + ^ = 0 , si es el arco A L < A G \ 
y quando el arco A L es mayor que A G ¡y menor 



( 
que A G S , sera xlm 4- 2 rm'1 Cc, m J X xm+ r*™ 
= 0 ; pero Cc, m A = Cc. A L = p : luego será x*m 
Z!~2. rm~l p xm ~\- r'2m = 0 ; pero las equaciones álos 
cosenos se componen (587) del produdo de los 
f n n B C+B i C + B 
factores Cc, # =¿7 , Cc, — h =0, Cc, 

tu 0 m m 
« _ j _ jg 

4- ^ = Cc. [- / = (7 &c. y dichos cose-

nos son iguales á — — — : luego será a:aw qp 2 r^" 
p xm~{- r*™ = {x'1—zgx-\-r':L) X {x^—zhx+r'1) X (a:a 
^kx+r12) X (^2-{-2/^+r2) X &:c. . 

C O R O L A R I O í, 

590. Si se supone Cc. A L = r , esto es, el arco 
A L = A S J = C (^.43.) será ram—2rm xm + x*m 
^=(/-A—21 o: + j-)X(/-d—2 ^ o; -f- X 4- 2 ^ ̂  
- f a;a)X(^A+2 / i + 3:a)X &c. y extrayendo la raíz 
quadrada de ambos miembros, se tendrá rm — xm = 
V(r2—2gx +X12) x V { r ^ — zh x-ir x*) X / ( r 2 + 
z k x + x*) x - / ( r^ + a / ^ + a:2 ) X & c En este 

caso tomando el arco A B — — ( Flg, 43.) y di­
vidiendo la circunferencia desde el punto B en un 
número m de partes iguales A B , B F , F / , / P , 
&c. los cosenos de los arcos A B , A B F , A FIy 
A I P , &c. serán respetivamente iguales á las can­
tidades § , h , k , l , &c. 
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C O R O L A R I O U . 

591. Si se supone Ce. A L = — r , esto es, el 

arco A L = A 5 = — ( Flg, 44. ) será + 2.rm 

X ( ra 4- 2 ^ o: + a'a) X (ra -4- 2 / a; + a:a ) X &c. 
y extrayendo la raíz quadrada de ambos miem­
bros , se tendrá rCT -f- a:w = V ( ra — 2 ̂  -f-
a:a) X- / ( r2—2^3: + X V{r'1 + 2, k x + x*) 
XV^('<a-i-2 /a: + a:a)X &c. En este caso toman-

~ x c 
do el arco A b = ^ , y dividiendo la circunferen-
cia desde el punto h en un número m de partes 
iguales Ah , h B , B f , f F , 8cc. los cosenos dé 
los arcos A b , h B , B f ^ / F , Scc. serán respec­
tivamente los valores de las cantidades /z, A:, / ,&c . 

C O R O L A R I O I I I . 

592. Infiérese de la Proposición y de los Corola­
rios antecedentes que será 10. {CAfm +2,(CA)m-1 
X C c . A L * (CK)m + (CKf™ = (B K ) * * { F K f 
X i l K y x i P K)*>iScc. (Fig.42..) 
s P . i C A)M~- (CK)m = K B x F K X l K x 8cc. 
X A K . (Fig.44.) 3o. {CAf1 + {CK)m = z K b K K f 
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E S C O L I O . 

593. En la Proposición antecedente , como 
también en sus Corolarios, se ha supuesto que el 
punto K queda en el diámetro del círculo ; pero 
si "dicho punto está en la prolongación del diámetro, 
con el mismo método se demostrará ser ( C — 

E X E M P L O. 

594. Se pide hallar los favores del binomio 
-±1 x1*. Fig. 45. 

Divídase la circunferencia A13 E A tn las cin­
co partes iguales A B , B F , F P , P F , E J - , y 
será ~ = K B % K F x K P X K E X K A¡ 
pero K B = K E , y K F = K P : luego se tendrá 

- x * = Í K B ) Z X ( < K F f x K A ^ t r ^ - z g x 
- h x a ) X ( r ' z - h z h x 4- x* ) X (r — x ) suponien­
do los senos de los arcos A B , ^JP respetivamente 
iguales á las cantidades k. Para hallar los fadores 
del binómlo x*, tómese el zxco A h igual á 
la quinta parte de la semicircunferencia A B S , y 
desde el punto ^ divídase»toda la circunferencia en 
ias cinco partes iguales / 5 , 'S"p \ p e, e b^y 
stYÁ r ^ x ^ K b y c T f X ^ S x K p X K e ^ peíó 
K b = Ke 1 y K f = K p : luego se tendrá-r ^ 4- a? 
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X ( ra + 2 hx + x,2)X (r - \ - x ) , siendo los cose­
nos de los arcos Jby A f respetivamente iguales 
á las cantidades g , h. 

P R O P O S I C I O N L X I V . 

595. Si en una equacion de qualquier grado m 
Se substituyen sucesivamente los números naturales 
0, 1 , 2 , 3 , &c- en luSar ^ la incógnita o:, y se 
hallan los resultados correspondientes á las substi­
tuciones * == 0 i 1 , 2 , 3 , ^0 , has^ ê  número m : 
digo que se podrán hallar todos los resultados si­
guientes por la sola adición. 
Í Búsquense las diferencias de los resultados ha­
llados, y su número será m ; búsquense después las 
diferencias de estas diferencias, y su número será 
m — 1 ; y así sucesivamente hasta la diferencia m 
que será constante : pues la equacion dada puede 
considerarse como término general de una serie(546) 
cuyas diferencias m son constantes. Por tanto se 
podrá continuar la serie de las diferencias constan­
tes m tanto como se quiera ; después por medio de 
esta série se podrá continuar por la sola adición la 
série de las diferencias 7^—1 ; y asi sucesivamente,, 
hasta que se llegue á la série de los resultados. 

SS5 
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C O R O L A R I O I . 

596. Con el rnismo método se demostrará que 
si en la eqnacion del grado m se substituyen sucesi­
vamente los números naturales — 1 , — 2 4 — 3 , 
&c. en lugar de rr , y se hallan los resultados corres­
pondientes á las substituciones £ 5=0 , — 1 , - 2 , 
— 3 , Scc. hasta el número — , se podrán hallar 
todos los demás resultados por la sola adición. 

C O R O L A R I O I I . 

597, Luego si los términos correspondientes en 
las diferentes séries son todos positivos ó negativos, 
los términos siguientes de cada série serán también 
positivos ó negativos, y por consiguiente los de 
la série de los resultados, 

J E X E M P L O . 

59S. Sea la equación %̂  ~~ 3 x — 7 = 0, 
Piferencias quartas (ii) :24, 24, 24 
Diferencias terceras(l))36, 60, $4,108 
Diferencias segundas(C) 14, 50,110,194^302 
Diferencias primeras(J?)-2t i2r ^2,172,366,668 
Resultados (uí) — 7, —9," 3, 65,237,603,1271 
Suposiciones # = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 

En la equacion propuesta substituyanse sucesiva­
mente en lugar de a? los números 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 



y se tendrán los resultados escritos en { A ) ; en la 
séríe que forman estos resultados busquénse las di­
ferencias primeras, segundas , terceras y quartas, 
y resultarán las series ( 5 ) , ( C ) , (X>) , y ( - B ) 
qite será constante por ser la equacion propuesta del 
quarto grado. Porque la ley que guardan estas sé-
ries es que cada término es igual á la suma del tér­
mino antecedente de la misma série , y del superior 
á él en la série antecedente, se podrán continuar di­
chas séries por la adición : y asi para determinar el 
resultado correspondiente á la suposición ;r = 5 , se 
añadirá un término á dichas séries empezando desde 
l a ( i i ) que es la de las diferencias constantes, y 
^erá IO. 60 4-24 , ó bien 84 , el tercer término de 
la série ( D ) : 2 ° . r i o 4- 845 ó bien 194, el quar­
to término de la série ( C ) : 30. 172 - f 194, ó bien 
366 r el quinto término de la série { B ) : 40. .237 
-1- 366, ó bien 603 , el sexto término de la série 
( A ) que es el resultado que se busca. Con e! mis­
mo método se hallará que los resultados corres­
pondientes á las suposiciones 31;= 6 , 7 ,&;c. son 
respetivamente 1271, 2373 , &c. 

Haciendo ahora en la equacion propuesta tas su­
posiciones de # =5 a , 1 , — 2 , — 3 , — 4 , se 
tendrán los resultados — 7 ^ —3 , 15 , 83 , 261 , y 
se hallarán los demás con el mismo método arriba 
explicado, como se manifiesta en la siguiente tabla. 
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Diferencias quartas (E) 24, 24 
Piterencias terceras(X)) 36, 60, 84 
Diferencias segundas (C)i4, 50, 110, 194 
Diferencias primeras (^) 4, 18, 68, 178,372 
Resultados ( J ) . . . . — 7 , - 3 , 15, 83, 261, 633 
Suposiciones . . . . . a: = a,—1, —2, —3, —4, — 5 

P R O P O S I C I O N L X V . 

599. Determinar las raices de una equacíon nu­
mérica de qualqnier grado por aproximación. 

I . Tenga la equacion propuesta sus raíces rea­
les y desiguales. Háganse sucesivamente en esta 
equacion las suposiciones de a: = 0 , 1, 2, 3, &c. y 
hállese (595 ) la série de los resultados, hasta que 
todos hayan de tener un mismo signo. Hecho esto, 
obsérvense los resultados que alternan sus signos 
de en — , ó bien de — en + , y entre cada dos 
suposiciones correspondientes á resultados semejan­
tes habrá siempre (369 ) una de las raices de la 
equacion; por consiguiente llamadas en general a 
y u "-JT I dos suposiciones de a:, á quienes corres­
pondan dos resultados con signos contrarios, será 
ír>7z, y x < n - \ - i . Determinados los limites a 
y H- 1 , entre quienes está una de las raices de la 
equacion , estréchense mas estos límites , hasta que 
difieran solo en una décima ; lo qual se tendrá pot 
la alternación de los signos de los resultados , subs* 



t í tuyendo sucesivamente en la eqnación TZ-f-

n -4- — , 7 Z + — , / 7 - } - — , &:c. en luoar de J ; y 
lO1 J O 7 I O 0 ^ 

teniendo así la raíz 3; entre dos límites que solo di­

fieran en — , como 2 > 772 y x <m~\- — , há^a-
I o 7 J 1 o ' 0 

se x = m-hp y y substituyanse en la equacion los 
valores de x y de sus potestades; en la equacion 
transformada quítense los términos donde se hallan 
las segundas , terceras, Scc. potestades de p , por­
que siendo el valor de p menor que ^ las potes­
tades /7a, ^3 ? Scc. se podrán despreciar por muy 
pequeñas; por medio de la equacion resultante que 
llamo ( J Í ) hállese el valor de / ; y sumado éste 
con él de TTZ , se tendrá otro valor mas próximo 
de la raíz x. Con el mismo método se determina­
rán próximamente las raíces negativas, suponien­
do = 0 , — 1 , — 2, — 3 , &c. 

I I . Tenga la equacion dada todas sus raíces ima­
ginarias. Supóngase ésta formada del produflo de 
los favores x a h V-~ 1 , x + a b V— 1, 
x + € + d • 1, x + c>~~ d V'~~ 1 , &c. los quales 
serán (374) en número par é igual al grado de la 
equacion. Multipliqúense dichos faélores entre sí, 
y los coeficientes de los términos segundo, terce­
r o , &c. compárense con sus correspondientes en 



la equacion : luego por medio de las equaciones 
resultantes se determinarán los valores reales de a9 
^ , c , i , &c. 

I I I . Si las raíces de la equacíon propuesta son 
en parte reales y desiguales, y en parte imagina­
rias ; sé determinarán las primeras según el méto­
do dado en el casó primero , y será , por exem-
plo, .T = ^ , x = B , x = C , 8cc. en quien A , B , 
C, 8cc. expresan números tanto positivos, comone-
gativos. Ahora pártase la equacion - por; él-produiflo 
de los-factores x — A , x ~~ B , x — C r Scc. y re­
sultará otra equacíon que tendrá ŝolo raices ima­
ginarias, las quales se hallarán por el método dado en 
el caso segundo. 

E S G O L I O . 

600. En la resolución del Problema anteceden­
te no se ha examinado el caso , en que la equacion 
dada contenga raíces reales é iguales: pues si las 
tubiese , se hallarían éstas por el método dado (512) 
y se deprimiría la equacion de grado , de suerte 
que la nueva , equacion quedaría libre de dichas 
raíces. Es claro que el método dado en el caso pr i ­
mero no es útil para determinar aquellas raíces de 
una equacion que son reales é iguales y en número 
par , como la equacion {x — a)a X ( ̂  ¿ )4 X ( ̂  
—• c)6 X Scc. = o, porque los resultados tendrán 



( 5 i i y 
siempre el mismo signo, qnalesquiera que sean los 
valores substituíJos por x. Entiéndase lo mismo 
respeélo á las equaaones que tienen solamente raí­
ces imagináriaí, como la eqnacion (x + a + b V—i) 
X (x -\-a~~b V — i ) x i^=H ¿4- d V— i ) X (x -h e 
—d V-r.i) X =(1, ó que tienen dos, quatro, Scc. 
raíces iguales, y también nices imaginarias, 

E X E M P L O I , 

6OT. Se propone determinar por aproximación 
las raíces de la equacion x̂  -~ $ x + 6 = o. 

Antes de resolver la equacion propuesta por 
aproximación , examino si ésta contiene raíces rea­
les é iguales , ó raíces racionales ; y encuentro que 
no tiene ni unas ni otras. Por tanto la equacion 
dada contendrá tres raíces reales é irracionales, ó 
una raíz real y otras dos imaginárias, no pudien-
do tener todas sus raíces imaginárias por ser de grado 
impar. Ahora si se substituyen en dicha equacion los 
números naturales o y 1 , 2 , 3 , 4 , &C.. en lugar de 
a: , se tendrá siempre una série crecente de resulta­
dos positivos; pero si se substituyen los números 
0 , — 1, — 2 , —3 , —4 , &c. en lugar de x , s« ten­
drán resultados positivos y negativoscomo se ma­
nifiesta en el cálculo siguiente ; 

file://-/-a~~b


Diferencííis terceras (D)—6, —6 
Diferencias segundas(C) —6, —12, —iS 
Diferencias primeras (^) 4, —2,—14,,—^2 
Resultados (^) . . . . . . . . 6, 10, 8, —6, — 38 
Suposiciones , ,x=Oy — i , —2, —3, —4 

Por tanto consta que las dos suposiciones x = -^2/ 
^ = —- 3 dan los dos resultados -4- 8 , — 6 con sig­
nos contrarios, y que todos los demás resultados 
tendrán los signos negativos y crecerán continua­
mente; por consiguiente una de las raíces de la 
equacion propuesta estará entre los limites — 2 y 
— 3. Para estrechar mas los límites — 2 y — 3, 
hágsse x 2 ,05 ; y substituyendo este valor en 
la equacion propuesta, se hallará et resultado po­
sitivo 4- 2 , 875 : • y ĉomo á la suposición o: ~ •— 3 
corresponde el resultado negativo — 6 , estará la 
raíz de la equacion entre—2, 5 y—3. Continúese 
estrechando mas estos límites ; y se hallará que á 
la suposición x = — 2, 7 corresponde el resultado 
negativo — o, 183, y que á la suposición x = —2, 6 
corresponde el resultado positivo 4- 1,424 : luego la 
raíz real de la equacion propuesta estará entre los 
dos límites —2, 6 y —2, 7. Hágase ahora x =m + 
y substituyase el valor de x y sus potestades en la 
equacion propuesta ; por lo que se transformará en 

. la mi 4- 3 tf*V + 3 mP2 — 5 ̂ 2 — 5p + 6=o'. 



( 
y omitiendo en ésta los términos en quienes se ha­
llan las potestades segunda y tercera de , se ten­
drá la equacion 4- 3 w a / — 5 /;z — 5^ -f- 6 =E= 

de donde resulta p = -ó; pero es ^ = /72 -h 

lueso sera x = !- /«=—: •. Por tanto 

si en esta equacion se substituye —2 ,6 en lugar 
de w , se tendrá a: = — 2 , 69 valor que se apro­
xima mas al verdadero de la raíz: y si se substituye 
en la misma equacion — 2 , 6 9 en lugar de w , se 
tendrá x ==• — 2 , 689095 valor mas próximo al ver­
dadero de la raíz • y continuando con el mismo mé­
todo , se podrá aproximar mas la raíz que se busca. 

Ahora para determinar las otras dos raíces ima­
ginarias , pártase la equacion a;3 •— 5 re -4- 6 = 0 pér 
el fador hallado a; -4- 2 , 689095 ; y se téndra la 
equacion {A) 0^—2,689095 X ^4-2, 231231919025 
= 0. Supóngase que ésta se compone del produjo 
de los favores x + a h V ~~ J , . r 4 - ¿ — ¿ V — 1; 
y multiplicándolos entre si , se tendrá la equacion 
te*-¡r 2. a x-k-a* + b* = o idéntica á l a ( ^ ) . Por 
tanto será 2 ¿ = — 2 , 689095 , y 4a 4- ^ = 2» 
331231919025 ; y por medio de estas equacioiie» 
se hallará ser ¿2= — 1, 3445475, í =10, 6583505: 
luego los tres fadores de la equacion propuesta se^ 
íán próximamente orrh^ , 689095 = a., ? T,** 
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;3445475 + o, 6583505 V— 1 = 0, x — i , 3445475 
trrto ^ 6583505 1 = Í> ; de donde = 2 , 
€89095 , a: == 1, 3445475 — ^ 6583505 V~~ 1, x 
^ 1 . 3445475 + b 6583505 1. 

E X E M P L O I I . 

602. Se pide resolver la cquacion ru* 4- 12 #3 
4 - 6 5 ^ 4 - 1 8 4 a:4- 260 = 0. 

Si en la equacion propuesta se substituyen qua-
lesquiera números positivos ó negativos en lugar 
de x , nunca se encontrarán resultados con signos 
contrarios; por consiguiente dicha equacion no ten­
drá raíces reales y desiguales: y respeto de que 
tampoco tiene raíces reales é iguales, se supondrá 
formada de los fadores a ; 4 - ^ 4 - 3 / — i , í r 4 -^ 
— ¿ / .— 1 * x + c + e'V-¿-'i , a:4-£ — 1* 
los quales multiplicados entre sí dán el produdo 

^zcx^h^x^^ac^x 4 - j a 2 a f 

^rc^x^+zh^cx -¿rcH^Í 

Siendo esta equacion idéntica á la propuesta, se 
tendrá 2̂ 2 4--2 c = 12, a* 4 - ia 4- 4 ^ c 4- c* e* 
= 6 s , 2 , c X ( b * + a*) -h 2 a X (¿a 4- ¿a) == 184, 
( 4- ¿a ) X ( ^a 4* ̂ a)3=5 260 , de las quales rc-

sulta sef 4 =^ ó —c , C1 = ^ 9 ( 92 



-~ 6$ c ~\~ 2$ c* ~~ 4 ) X ( 298 — 209 c + 48 c* 
— ^ 3̂ ) = 260 X ( 36 — 24 c - f 4 <:a ) ó bien 16 
— 288^ + 2248^4 — gógócl + 24113^* — 32358c 

18056 = a. Para determinar el valor de subs­
tituyanse en lugar de c los números naturales ; y 
se hallará que en la suposición de £: = 4 el resul­
tado es = Í? , y por consiguiente será 4 una de las 
raíces de la equacion anterior ; pero a = 6 — c: 
1 . . . _ gz-c x (ót-iac-c*") 
luego ÍJ=2, y en conscquencia e = — 
= 4 , y ¿ = 2 ; y substituidos los valores hallados 
de las cantidades ¿?, c, e en la equacion a12 + b* 
- 4 - 4 ^ ^ 4 - ^ - 4 - ^ =* 6f> * se tendrá b'1 = g, y ^ 
= 3. Por tanto los fadorcs componentes de la 
equacion propuesta serán 0 :4-2-4-3' / — 1 = 0,a: 
-4-2 — 3 - /— 1 = a, a:-4-4 4 - 2 ^ — 1 = 0 , 0:4-4 
— 2 y — 1 = 0: luego las raices de la misma equa­
cion serán a: = — 2 — 3 V— iv a: = — 2 4- 3 /—1# 
^ = » — . 4 — 2 V — 1 , « = — 4 4 - 2 V —1. 

E X E M P L O I I I . 

• 603. Se pide hallar las raíces de la equacion 
4- 12 0;3 4- 43 o:a 4- 4 2 ^ 4- 12 = 0 por aproxi­
mación. 

Es claró que síibsfeituyfendó: efí lít'equacferPpro­
puesta qúalesquiera- números positivos, los resul-
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tidos serán todos positivos. Substituyanse , pues, 
los números negativos o , — i , 2, — 3, -̂ . 4, &c. 
como se figura 
Diferencias quartas (E) 24, 24, 24 
Diferencias terceras (D)—36,—12, 12, 36 
Diferencias segundas (C) 28,..—8,—20,—8, 28 
Diferencias primeras (i?) —-10, 18, 10,-10, -18, 10 
Resultados { J ) 12, 2, 20, 30, 20, 2 
Suposiciones x = 6»,—1, —^—31 ~4, -5-
y siendo positivos todos los términos de la coluna 
sexta , los resultados siguientes á la suposición 
— 5 serán positivos, y además la serie será cre­
cente. Sin embargo de que todos los resultados cor* 
respondientes á las suposiciones £ = 0 . — 1 , &c. 
sean todos positivos, no se puede inferir que la 
equacion propuesta no tiene raíces reales y desigua-
íes ; porque puede suceder que los límites de estas 
raíces se diferencien éri una fráccion y no en una 
unidad. En efecto, substituyendo sucesivamente lina, 
dos, tres, &c. décimas , se hallará que los resulta­
dos correspondientes á las suposiciones x == — o9 
6 y x ^ r r r o , 8 son negativos, y que todos los 
demás resultados , son positivos: luego dos raíces de 

Ja equacion propuesta estarán entre los límites —0,6 
yr-~r Oj 7 ; rrr- a , 8 , y — Í? , 9, Asimismo se encon­
trará que las otras dos ralees 4e la equacion propucs-



( 5 1 7 ) 
ta están entre los límites — 5 , 2 y — 5 , 3 ' • ~ 5 ' 4 / 
y — 5 , 5. Hágase ahora o: = ^ - f ; y substituyen­
do el valor de rr y sus potestades en la equacion pro­
puesta , se tendrá 4 /7 4- 6 m* -h qmp* 
^ . ^ 4 -4- 12 7̂ 3 + 3 6 ^ ^ 4- 36/«^* -4-12/73 -4-43^a 
4- 86 ^ /7 4- 46 /7a 4- 42 /^4-42^4- 12 == 0; y omi­
tiendo en ésta los términos en que se hallan las po­
testades ^a , /73 ,/74 v se tendrá m*-h 4 mtp-h 12. 
mi 4- 36 wa/7 4- 43 TW'2 4- B6 « /7 4- 42 2̂ 4- 42/7 

4-i2=£7,dedonde resulta ser/7=- 1 ara 43 «? -4aíw-12 

. , , 5W*+a4/,«"?-4-43»2*-ia 
y por consiguiente a'=m 4-/^ = —;—7~T~Z7 * 

Por tanto substituyendo sucesivamente en lugar 
de m los quatro límites inferiores hallados antes, 
se determinarán los quatro valores mas próximos á 
las quatro raíces de la equacion propuesta. 

É X E M P L O I T . 

604. Extraer la raíz quinta de 15 por aproxi­
mación. 

Llamada' dicha raíz x , será ^ = 15 , de donde 
2? 1 $ := 0. En esta equacion substituyanse los 
números naturales 0 , 1 , 2 , &c. en lugar den*, y se 
hallará que la raíz % está entre 1 y 2 : estrechando 
mas estos límites , como se ha ensenado , se tendrá 
que el valor de x está entre 1 , 7 y 1 , 8. Ahora 



transfórmese la eqnacion —15 = 0 por medio 
dé la substitución x=m-\-p 1 y se tendrá m +̂̂ m p̂ 
-í- 10 /7a 4- 10 #2̂ /7 3 4- 5 m 4 . ^ 7 ? — = 0 en 

quien omitiéndolas potestades segunda,tercera,&c. 
dep , será m'> + $ p — 15 = (?; de donde resulta 

p = — ^ — ; pero o: = m H-^; : luego sera x = m 

4- H -CTf l ^ L l i , < por tanto substituyendo 

1, 7 en lugar de /TZ , se tendrá ^ = 1 , 7 1 : y subs­
tituyendo este valor en lugar de m en la misma 
equacion, se tendrá ^=1,718 que es otro valor mas 
próximo á él de la raíz quinta del número propuesto. 

P R O P O S I C I O N L X Y I . 

605. Hallar las raíces de qualquier equacion, 
que solo contiene una incógnita y otra cantidad, 
conocida , y sus términos tienen una misma di­
mensión. 

Hágase dicha cantidad conocida igual á la uni­
dad , y se tendrá una equacion numérica; hállense 
las raices de ésta-según el método dado ( 5 9 9 ) y 
multiplieándolas por la cantidad dada , se tendrán 
las de la equacion propuesta. 

E X E M P L O . 

606. Sea? la equacion literal a -{-za^x 
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— {j ¿3 = 0 que tiene bs condiciones expresadas en 
la Proposición antecedente. 

Hágase ¿7 = 1; y se tendrá la eqnacion numéri­
ca a:3 + a:a-|-2a:—5 = 0. Ahora para determi­
nar las raíces reales y desiguales contenidas en esta 
equacion , háganse sucesivamente las suposiciones de 
2 ;== 0 , 1, 2, ^ &c. y búsquense los resultados, como 
se manifiesta. 

Diferencias terceras 6, 6 
Diferencias segundas 8, 14, 20 
Diferencias primeras 4, 12, 26, 46 
•Resultados. —5,—1, 11, 37, 83 
Suposiciones)o: = 0, 1, 2, 3, 4 

Por ser positivos todos los términos de la tercera 
coluna, serán positivos ( 597 ) todos los resultados 
correspondientes á las demás suposiciones; y por 
tener solo signos contrarios los resultados corres­
pondientes á las suposiciones a; == 1 , o: == 2 , estará 
entre estos dos números una de las raíces de la equa­
cion propuesta. Estrechando mas estos límites, se 
tendrá que x está entre 1 , 1 y 1, 2. Hágase x = m 

p ; y la equacion propuesta se transformará en la 
m3 -4- 3 rri1 p 4- 3 mp a -t-/?3 -4- - i - zmp 4-p11 
-í-am4-2/7 — 5 = 0 : despreciando las potestades 
segunda y tercera de p, se tendrá /723 + 3 4-#za 
4-51 w/? Hh a w + 5 = : * , de donde resulta 
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-m3 •mi '<im -u ^ 

scr P 5=3 s ^ ^ i ^ ; Pero ^ = ^ + / : luego 
, <l m3 ~<- - 4 - ^ 

^ r a ^ = = — . Si en esti eqnacion se 
gubstituye i , i en lugar de m, se hallará x ~ i , 
13 , valor mas próximo al verdadero de la raíz real 
de la eqnacion numérica ; por consiguiente una 
de las raíces de la equacion propuesta será X 1, 

W'- 3-2 
13 o bien a -{ . Ahora si en la referida cqua^ • 

1 0 0 ^ 

clon x"* -h 2, x — $ ~ o se substituyen sucesi­
vamente los números, naturales negativos en lu-
gar de x, nunca se tendrán resultados con sig­
nos contrarios, y se hallará que ellos forman una 
série crecente de términos negativos : y como dicha 
equacion no tiene las otras dos raíces reales é igua­
les, se supondrá que éstas resultan de los favores 
imaginarios x -\- b c V — 1 =̂  o, x b -~ c V~~ 1 
= o , cuyo produdo es x*1 -\- 2. b x + b0, -b- ccl = o. 
Comparando esta equacion con la rr̂  + 2 , 13 
X « + 4 ^ 40^9 —0 •> q112 resulta partiendo x̂  4 ^ 

.5 ±=a por.el fador re—1, 13 , se halla­
rá ser h = i , 065 , 1, S0905; por consiguien­
te dichos fadores imaginarios serán re 4-1 , 065 
4- 1 , 80905 X 1 = ^ 4- 1 , 065 — I , 80905 
X / — 1 == (?, de donde resulta ser a: == — 1 , 965 
t i 1, 80905 X 1 , a; — 1 , 065 + 1 , 80905 



X V— i . Por tanto las tres raíces de la equacion 
propuesta son == ̂  X i , 13 , a: = X (— I , 065 
— 1, 80905 X 1 ) , a: = X (— 1 , 065 + 1, 
80905 X 1) . 

P R O P O S I C I O N L X V I I . 

607. Si en una equacion compuesta de dos va­
riables a:, y , y de constantes, se suponen dos tér­
minos iguales; hallar todos los demás que tienen 
igual, mayor ó menor dimensión que dichos dos tér­
minos , refiriendo solo las dimensiones de ellos á la 
suma de los exponentes de las mismas variables, 
Fig. 46. 

Tírense las redas ^ y A L en ángulo re¿lo^ 
y complétese el rcdángulo K L que se dividirá en 
iguales quadrados como la figura representa. En 
los quadrados insistentes sobre la reda A K escrí­
banse las potestades de x desde A hácia iT , y en 
los quadrados insistentes sobre la reda A L nótense 
las potestades de y desde ^hác ia X , y en quales-
quiera otros quadrados escríbase el produdo de 
las potestades de re , y , que tienen en los quadra­
dos que diredamente les corresponden así en la rec­
ta ^ como en la A L . De esta construcción re­
sulta que no solo estarán en progresión geométrica 
ios términos que quedan en las colunas horizontales 

vvv 
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ó verticales, sino también los que quedan en qual-
quiera reda oblíqua que pasa por los centros de los 
quadrados, donde están escritos dichos términos: 
luego si quaíesquiera dos términos se suponen igua­
les , lo serán también todos los que estén en la mis­
ma refla con ellos, ó lo que es lo misma todos estos 
términos tendrán una misma dimensión r de suerte 
que substituyendo en ellos el valor de x dado por 
y (que se sacará por medio de la equacion forma­
da por dichos dos términos) las dimensiones de y re­
sultarán iguales; y serán mayores las dimensiones de 
y en. todos los términos que quedan sobre dicha reda, 
y menores las de los términos que quedan baxo la 
misma reéta. Por tanto nótense en el redángulo 
K L los quadrados , en quienes se hallan los térmi­
nos, de la. equacion propuesta; y tírese una reda 
por los centros de aquellos quadrados , que contie­
nen, los dos términos que se suponen iguales en la 
misma equacion : se tendrá que los términos que 
quedan en la dicha reda son de igual dimensión , y 
los que quedan sobre ó baxo de ella son de mayor 
ó menor dimensión. 

C O R O L A R I O L 

608. Luego si en la equacion se supone la va­
riable y. infinitamente pequeña , serán máximos 
aquellos términos de la misma equacion que están 



( r a ) 
en el paralelógramo en una misma re¿la tirada de 
tal modo que dexen todos los demás sobre ella. 
Entiéndase lo mismo , quando SQ suponen las do* 
variables infinitamente pequeñas, 

C O R O L A R I O V t 

609. Asimismo si en la equacion se supone la 
variable y infinita, serán máximos aquellos térmi­
nos de la misma equacion, que quedan en el para-
lelógramo en una misma reíta tirada de tal modo 
que dexen todos los demás baxo de ella. Entiénda­
se lo mismo, quando se suponen las dos variables 
infinitas. 

E S C O L I O. 

610. La Proposición antecedente puede exten­
derse al caso, en que las potestades de s:, y sean 
quebradas, con tal que se pongan en las colunas 

ilA LfiA K las potestades de y, o; proporcionales 
- eón las de los términos de la equacion dada. En 
los Corolarios antecedentes se ha supuesto que la 
vamble y ó las dos x^y eran infinitamente peque­
ñas ó infinitas; pero suponiendo la sola variable z 
infinitamente pequeña ó infinita , se deberán colo­
car en la coluna vertical A L las potestades de la 
misma variable, jeomo repiÉesenta la Mg, 47, 
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E X E M P L O 1. 

611. Sea la equacion y-k-a y*—a^x^o. 
I . Supóngase y infinitamente pequeña {Fig.46.). 

Notados los términos de la equacion propuesta en 
el paralelógramo , se tendrá que la re&a , que pasa 
por los dos términos x, xa y, tiene superior el otro 
término y* de la equacion ; por consiguiente su­
poniendo los dos primeros iguales, se podrá des­
preciar el tercero en comparación de ellos. Tam­
bién en la misma hipótesis se tendrá que la refta, 
que pasa por los dos términos 3/*, a:, tiene supe­
rior el otro término n:3 y; por consiguiente supues­
tos los dos primeros iguales, se podrá despreciar el 
tercero. Por tanto en la suposición de y infinita» 
mente pequeña, la equacion propuesta se reduce 
^ las equaciones x y — a * = 0 , y* — a x = o, 

I I . Supóngase y infinita ; y se tendrá que la 
xefta , que pasa por los dos términos y x* , y2 , tie­
ne por debaxo al otro término x ; por consiguien­
te se podrá éste despreciar en comparación de los 
dos primeros. Por tanto en la suposición de y infi­
nita se reduce la equacion propuesta á la x* y 

>f- ay* = o. 
I I I . Supóngase x infinitamente pequeña(^,47); 

y se tendrá que la reda, que pusa por los dos tér-



minos y*, x , tiene supeiior á ella el otro térmi­
no x0, y ; por consiguiente se podrá éste despreciar 
en comparación de los dos primeros. Per tanto en 
dicha suposición se reduce la equacion propuesta á 
la ay* -~ a1 x = o, 

I V . Finalmente supóngase a: infinita; y consi­
derando como antes la situación del paralelógra-
mo , se tendrá en virtud del método expresado 
en la suposición segunda que la equacion propuesta 
se reduce á las equaciones x0, y a*1 x =̂ o , x* y 
4- a ya = o. 

E X E M F L O 11. 

612. Sea la equacion y? — ay* x — y* x* a* 
y x* — a x6 = o, 

I . Supóngase la variable y infinitésima. Nota­
dos los términos de la equacion propuesta en el pa-
ralelógramo K L {Fig.46.) se tendrá que la reda, 
que pasa por los términos x6 , y x* , dexa todos los 
demás superiores á ella;por consiguiente la equacion 
propuesta se reduce a la 3/ x*~a x6=o. Por igual 
razón se hallará y?-~4 y* x=o, — ay*x a* y x*==o. 

I I . Si se supone la variable y infinita ; la re<5ki 
que pasa por los términos 3,?, y* dexa todos 
los demás inferiores á ella; por consiguiente la 
equacion propuesta se reducirá a la 3̂  — y4 a: 3 == 0. 
Con el mismo método se h a l l a r á y ^ a:3 —4 x6 ^ 0 , 



( p f l 
I I I . Si se supone la variable x infinitésima 

( Fig, 47 ) se tendrá que la reda , que pasa por 
los términos y7 , a:, dexa todos los demás su­
periores á ella ; por consiguiente la equacion pro­
puesta se reduce á la y? — x = o. Asimismo 
se encontrará ser ~'üySx-*ra1y X*==Q9 a*y$4~~ax6=o. 

l Y . Finalmente supóngase la variable x infini­
ta ; y se tendrá que la reda, que pasa por los 
términos o;6 , y* ^ dexa todos los demás inferio­
res á ella; por consiguiente la equacion propuesta 
se reduce á la a x6 y* x? = 0. También valdrá 
la equacion y^—:j4 ^3 — ^ 

E X E M P L O I I I . 

613. Sea la equaGÍon ya a x y* -t- h x* y 
.4- c:r5 -4- xy + e2 x"2 4- /3 y == Í?, 

í . Si se supone y infinitésima ; notados los tér­
minos de la equacion dada en el paralelógramo K 
L ( Fig* 46 ) se tendrá que la reda , que pasa por 
los dos términos z"1, y ? dexa todos los demás su­
periores á ella : lo mismo sucede respedo á la reda 
que pasa por los dos términos x5, x12. Por tanto la 
equacion dada se reduce á las ¿a ^ y. = <?, 

,c x^-k- ê  x'== £>. ; R nn 
I I . Si se supone y infinita; se tendrá que la 

reda , que pasa por los términos y , x ya , dexa 
todos, los demás inferiores á ella : lo mismo sucede 
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respeto á la reJla qne pasa por los dos términos 
a: , a:a ]/a , como t¡unbien á la que pasa por los 
dos a:a ya , a:5 : luego la equacion propuesta se re­
duce á las tres siguientes d xy"2 -4-/5 y — o , 
4 - y 2 == í?, ai?/^-^ â:-3 

I I I . Supóngase x infinitésima ; y mudada la si­
tuación del paralelógramo K L como se representa 
en la JF%.47. se hallará qne la equacion propuesta 
se reduce á las a x ̂ . - f / 3 }—e^x* 4-/3 y = o. 

I V . Finalmente supuesta x infinita , se reduce 
la equacion propuesta á la a:a ya 4~a;3 

P R O P O S I C I O N L X Y I I I . 

614. Dada una equacion compuesta de dos va­
riables a*, y , y constantes , determinar el valor de 
una de ellas por una série compuesta de la otra 
variable y de las constantes. 

Es claro que la fórmula general del valor de una 
de las variables, como y ̂  dado por una série forma­
da déla otra rr, y constantes, tendrá esta expre­
sión y = a xm -4- h x* -h cxh -hd xr -h &c. en quien 
los exponentes crecen ó decrecen según sea la sé­
rie crecente ó decrecente , y las cantidades a , by 
c, dr Scc. expresan los coeficientes de los respecti­
vos términos., 

I . Si se pide hallar el valor de la incógnita y 
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por una serie crecente ; supóngase x infinitamente 
pequeña , y en esta suposición se reducirá la refe­
rida série al solo primer término a xm ; por consi­
guiente será y === a xm* Para hallar C-ste término, 
coloqúese la equacion dada en paralelógramo, cuya 
coluna vertical (Fig. 47.) contenga las potestades 
de x; después hállense los términos máximos de la 
misma equacion en la hipótesis de x infinitésima, 
los quales serán iguales á cero , y por medio de esta 
equacion determínese el valor de la variable y por 
la otra x ; y se tendrá el primer término de la série 
que se busca. 

Para determinar el segundo término b xn de la 
referida série, supóngase que z expresa la suma 
de los términos b xn c xh -\- dxr &c. y se ten­
drá y = axm -k- z: substituido este valor de y en 
la equacion dada , se transformará en otra { B ) 
compuesta de las variables x , z. Coloqúese esta 
equacion en el paraielógramo, y en la hipótesis de x 
infinitésima hállese según el método expresado an­
tes el valor de z dado por rr; y se tendrá el se­
gundo término ^ o:'* de la. série,. 

Para determinar el tercer término ex11 de la 
série, supóngase que u expresa la suma de los tér­
minos c xh -h d xr 4- &c. por consiguiente será 
z ^ b xn -̂ r u : substituido este valor de 2 en la 
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cquacion ( B ) se tendrá otra compuesta de -as va­
riables x, u. Coloqúese esta equacion en el para-
lelógramo, y en la hipótesis de x infinitésima há­
llese el valor de u dado por x ; y este valor dará 
el tercer término c xk. Del mismo modo se deter­
minarán el quarto y los siguientes términos de la 
série hasta el úl t imo, si la série es finita; y si 
la serie es infinita , se aproximará el valor de y tan­
to quanto se quisiese. 

I I . Si se pide hallar el valor de la incógnita y 
por una série decrccente ; se supondrá x infinita, 
y se harán las mismas operaciones indicadas en el 
caso anterior para hallar los términos de la serie, 

E S C O L I O . 

615. Si las referidas equaciones que se colocan 
eñ el páralelógramo se reducen á dos ó mas equa­
ciones , por las quales se determinan dos ó mas va­
lores de y , z ; #, Scc. se tendrá el valor de y ex­
presado por dos ó mas séries. También es de ad-
vertir que después de haber determinado el prime­
ro , ó los primeros términos de las referidas séries, 
se considerarán aquellas equaciones reducidas que 
dan tales valores de ¿ , ü/tkc. que los exponen-
ires de a: crescan sucesivamente, sí las séries son cre­
centes , ó disminuyan siendo las séries decrecentes: 

XXX 
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ahorn si sucede qre no se encuentren tales valoresi 
las séries serán finitas. 

E X E M P L O I . 

()i6, Dada la equacion ¿ y? y a xt = o, 
se pide hallar el valor de y dado por x en una 
série crecente. 

Coloqúese la cquacion propuesta en el parale-
lógramo que tenga las potestades de x en la coluna 
vertical 47O ; y se hallará que la misma equa-
cion en la hipótesis de x infinitésima se reduce 4 
la a yl — a x"* = o , de donde resulta ser y = * 
primer término de la série que se busca. Para te­
ner el segundo término de esta série, substituyase 
x + z en lugar de y en la equacion dada ; por lo 
que se transformará ésta en la (B) 3 a z x^+zy2** 
-¡r a — a4 — x̂ z = o. Ahora dispuesta esta equa­
cion en el psrJelógramo (en quien se, considerará 
la y como si fuese la se hallará que se reduce 
á las dos equacicnes a 3.a z* x a z x'2==;o, 
3 a z x* x* == o ? la primera de éstas, es inútil, 
porque dá el v.ilor de z por x , de suerte quei el 
expenen te de éste no es mayor que él hallado en 
la sitpcsiciqn antecedente : por la segunda equacion 
se tiene z = :— , que será el segundo término de 

la série. Para determinar el tercero, se substituirá 
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— + ¿¿ en lugar de z en la equacion ( ^ ) ; 

por lo que se tendrá h ( C ) 3 a u u 

-h rLau* x + 7 + — - f 4- Z¿3 -== o. 

Dispuesta ésta en el paralelógramo (en quien se 

considerará la y como si fuese la M ) se hallará que 

§e reduce á las doscquaciones «3 -4- ^au^x+s™** 

= 0 , 3 ^ w a;a 4- — ; = Í? : la primera de éstas es 

inúti l , porque se tiene la u por la x lineal; pero 

la segunda da ^ = — -̂ —7 , que será el tercer 

término déla série. Ahora si la equacíon ( C ) se 
X* 

transforma por medio de la substitución u = — ~—: 

4- /?, con el mismo método se hallará ser 2 ? = - — > 

que será el quarto término de la série ; y así su-
t x* 

cesivamente. Por tanto siendo y = ^ + 2 , ^ = — 
^ • • • 3« 

4- , K = TT, 4- , &c. será y = * 4- -— 
X ' 

3*«^ •* ' 3^ 3*̂ ^ 

4- &c. Es evidente que esta série será tanto mas 
convergente , quanto # sea menor que £ ; y que 
por medio de la misma série se tendrá por aproxi­
mación el valor de una de las raíces y de la equa-
cion dada compuesta de tres letras, con tal que 
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la cantidad x que puede expresar qualquier canti­
dad conocida sea menor que la otra a. 

E X E M P L O I I . 

617. Sea propuesta la equacion y^ — z x y 
- i - v ^ — z a y + a x + a i — o ; hallar el valor de y 

dado por x en una série crecente. 
Coloqúese la equacion propuesta en el parale-

lógramo , que tenga las potestades de x ( jFz^.47.) 
en la coluna vertical ; y se hallará que la- misma 
equacion en la hipótesis de x infinitésima se redu­
ce ala ^ — 2 ¿zy-h ^ == o , de donde resulta ser 
y ==¿7 primer término de la série que se busca. Para 
determinar el segundo, substituyase a- \ - z en lugar 
de y en la equacion propuesta , que se transforma­
rá en ( 2?) 2a ~ a x -~ 2, z x -\- x11 o. Colocada 
esta equacion en el paralelógramo, se hallará que 
en la hipótesis de x infinitésima se reduce á la z* 
*— a x * * o , de donde resulta ser £ == ^ = 

1 1 
/7 a a; a segundo término de la série. Substituyase 
Zkm B'ii í4 úiht ÍIIÍÍÜ X]-*,'i:r 4« 
ahora en la equacion ( B ) ± : a a x ^ + u en lugar 

1 1 
de ^ , y se transformará en ( C) db ^ ^ ^ u 

J 3_ 
- j - u1 2 a '2 x ^ 2, u x x'3, ^ 0* Colóquesc esta: 
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equacion en el paralelógramo construido del modo 
que se ha indicado ( 610) y se hallará que en la hi ­
pótesis de x infinitésima se reduce á las dos equa-

i 
ciones u'1 2, a 

i I I 
X * U 

x~z=oi la primera de éstas es inútil , y la segunda 
dá u Pf x tercer término de la serie. Para tener el 
quarto término , substituyase en la equacion (C) la 
cantidad x 1 en lugar de u ; por lo que se trans-

i i 
formará en h ^ 2 a a x ^ t + t* = o : esta equa­
cion es inútil, porque dá el valor de í por la x 
elevada á una potestad menor que la antecedente; 
por consiguiente se terminará la série. Por tanto 

siendo y = a-{ 'Z^z==^zaax 
I X 

4- K, u = x, será 

a 4- x. 

E X E M P L O I I I . 

618. Propuesta la equacion x"* x* y + a y* 
*~ 2, a* y + a"* = o, se pide hallar el valor de y por 
una série crecente formada de las potestades de x. 

Coloqúese la equacion propuesta en el parale-
lógramo ( Fi^. 47. ) cuya coluna vertical conten­
ga las potestades de a; ; y en la hipótesis de x infi-
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nitesima se hallará que dicha equacion se reduce a 
la a y'2 ~~ 2, a* y a ? = o p o r consiguiente será 
y = a primer término de la série que se busca. Há­
gase ahora y = a -{-z por lo que se transformará 
la equacion propuesta en la -\- a x1 -}- x11 z-haz* 
== o. Colocada ésta en el paralelógramo , se hallará 
que en la hipótesis de o; infinitésima se reduce i la 
j 2 A + ¿2 o:2 = Í? , de donde resulta z = V— x* 
Valor siempre imaginario, sea x positiva ó negati­
va. Por tanto no puede expresarse el valor de la 
.y por una série real. 

E X E M P L O I V . 

, 619. Dada la equacion x^y + ay^ — z a x y 
+ ax12 = 0 , se pide hallar el valor de la y poruña 
sjérie crecente formada de las potestades de x. 

Coloqúese la equacion dada en el paralelógra­
mo, cuya coluna vertical (Fig.qy.) contenga las 
potestades de x ; y se hallará que en la suposición 
de x infinitésima se reduce á la a ya—2, a x y+ax2 
=±=> , de donde resulta ser ys&£ primer término 
de la série que se busca. Hágase ahora y = # 
y substituido el valor de y en la equacion propues­
ta r se tendrá la transformada (^) a'3 + a;a z-\~a 2a 
= é?. Coloqúese ésta en el paralelógramo ; y se ha­
llará que se reduce á la az* + ^3 = o ; de donde 
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resulta ser ¡ j f ' /Cj dzb valor real ó ímagináno, 

según sea x neja ti va ó positiva. Para determinar el 

tercer término de la serie, substituyase u f/— 

en lugar de ^ en la equación (jp), y se tendíá la ti 

4- ¿i wa r t a X ( — ^ ) ^ * ^ J 2 z¿X(—a:)'1 =Í?. Co­
loqúese esta equacion en el paralelógramo ; y se 
hallará que en la hipótesis de x infiñitésima se re-
-rf-—^ 5Óq \ YÍOÍ) . i # á d 98 or/p t̂ -o.- nf fl9 ü^n^r 
duce á las dos siguientes a ±_2, a 11 u y( (— 
H • - _ 3 .- i - v; ri'J 

2 ^ a z¿ X ( — A - ± a A X (—a:) a = Í 7 : la prime­
ra de estas equaciones es inútil, y la segunda da u 

W * ísAftr «"iíbtíW arvf- fft ^arftíxft'f,^-tai-i;«%a .̂nSt v -^^^ • 

= — tercer término de la serie. Por tanto será y 
la * 

f , x 3 x * 

= x H- f / — ^ -r1 -4- &c. como también y == a: 
—. 1 / — T J^*'*' ^0 , Estas series son imagina­
rias, si # es positiva; pero siendo a: negativa, se­
rán reales;̂  

E S C O L I O . 
620. El método explicado en la Proposición 

antecedente es útil para resolver los Problemas que 
dependen del Retorno de las series; esto es, quan-
do se dá el valor de una variable por una serie for-



mada ¡ de la§ potestades de la otra , ó bien qnan-
do se dá una equacion ,. cuyo primer miembro con­
siste en una série compuesta de una variable , y el 
segundo en otra sárie compuesta de otra variable, 
y se pide hallar el valor de una de dichas variables 
por una série formada de la otra variable. Asimis­
mo es útil el referido método para reducir á séries 
las cantidades así racionales como irracionales. 
Es de advertir que hallada la ley de los expo­
nentes en la série que se busca , como por exem-
plo y = Axm -h Bxn + Cxd D é + Bxr 
4- &c. en quien m , n ¡ d, h , r \ 8cc. son números 
conocidos que forman una determinada série ó des­
de el primero , ó desde el segundo , ó desde el ter­
cero , &c. se determinarán los coeficientes \ á , i?, 
C , D i E , &c. substituyendo en la equacion dada 
la referida! série en lugar de j , y- en la equacion 
transformada suponiendo igual a cero la suma de 
todos los términos que contienen una misma dimen­
sión de y ; con lo que se tendrán particulares equa-
ciones, de quienes la primera dará el vajpr de ^v 
la segunda él de B y y asi sucesivamente. 

E X E M P L O % 

" 621/ Séa la variable y-igual áu r t a sé r i^ con ver-
gente formada de las potestades de x , como f*=®k 
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+ hx12 -^-cx 34- in:44- Scc. y se pida hallar el va­
lor de x en una serie crecente compuesta de las po­
testades de y. 

Supuesta y infinitamente pequeña, y hechas las 
operaciones indicadas en la Proposición antece­
dente , se hallará que las dimensiones de y en los 
términos de la série que se busca serán 1,2,3,4, &c. 
Por tanto se deberá suponer x = Jt y -\- B ya+Cy 3 
r{- D y* 8cc, y substituido el valor de x en la 
série propuesta , se tendrá 

ax =ajy^- aBya-{~ a C y? - f &:c. 
4 . ^ * = -{-bA^y^+tibJByl+Scc. 

Por ser ax + hx^-hcxt- l - 8cc. — y — ox el se­
gundo miembro será igual á cero : y como las can­
tidades A , B , C , &c. son indeterminadas , sê  po­
drá suponer a A~~ 1 ~ o, a B- í -h A*== o , a C 

.4- 2 ¿ A B -4- c A* == <?, &:c. y por medio de estas 

-cquaciones se .hallará A== B=z — ~ , C = 

— f — , &:c. luego sera x = - i - ——- x a/a 4. 

Xy3 —&€. 

yyy 



E X E M P L O 11. 

622. Dada una cquacion formada de dos séries 
convergentes iguales, como ax+b -±-cx3 -\-dx* 
4- &c. = ^ 3/ 4-/j/a 4- ^ y3 4. ¿ 3/4 4. &:c., se pide 
hallar el valor de y por x en una série crecente. 

Supuesta x infinitamente pequeña , y hechas las 
operaciones indicadas en la Proposición anteceden­
te, se hallará que las dimensiones de x en los térmi­
nos de la série que se busca son 1,2,3,4, &c. Ahora 
supóngase y^=u4x^-Bxa^-Cx^^-£x^ -h &c. y substi­
tuido el valor de y en la equacion dada , se tendrá 

ey ^=cAx+eB -\- e C 4- &c, 
4 ^ 2 = - irfAW+zfABxt 4- &c. 
4 - ^ 3 = J 3 + &c. 
4- &c. 4-&c. 
— ax=~^ax 
t - h x ^ —hx* 
—cx^= -¿ícx* 
— & c . = — &c. 

Por sér el primer miembro de esta equacion ígüal 
á cero , lo será también el segundo : y como las can­
tidades JL| 5 , C , &c. son indeterminadas, se po­
drá suponer e A ~~ a=t o , e B ^ - f A12 -— b — ô  
t C - ¥ 2 f A B - ) r g A ' $ - - c = o/) 8cc, y por medio 

de estas equaciones se tendrá ^ = - ^ , i? = Í L - ^ L ? 
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C = , &c. lueso sera y = — 

X^H a— ^klT'A : X 
4- &c. 

E X E M P L O I I I . 

623. Se pide transformar la cantidad en 
série crecente formada de las potestades de x , su­
puesta x menor que a. 

Hágase = y , y se tendrá Í? y 4- ^ y—I=Í? . 

Colocada esta equacion en el paralelógramo, y he­
chas las demás operaciones indicadas en la Propo­
sición antecedente, se hallará que en la hipótesis 
de x infinitésima las dimensiones de ésta en los tér­
minos de la série que se busca son Í?, 1, 2 , 3 , 4)&c. 

Por tanto se supondrá ~ =A-\~B x + C x^+Dx* 

4- &:c. luego multiplicando esta equacion por Í24-#, 
y trasponiendo la unidad al otro miembro, será 

^(aJ+aBx+aCx^+aDxl 4- &c. 
{—i+Ax+Bx^ + C x l 4 -&c . 

Hágase a J - ~ i = o , a B + J = O i a C + B = 

a i ) 4- &c. y por medio de estas equaciones 

se tendrá J = — , B = ^ — ~ , C = - : , D =3 

I « I ' 1 1 X X* x s 
- r —: , &c. luego sera — = T4—^ z 
4-&:c.; ' . c . , -
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E X E M P L O I V . 
- i 

624. Se propone reducir la cantidad (¿z-f 2) a 
á serie , en quien es x < a. 

AJA'1 Q - A ^ l ñ M ^ K '' 
Hágase ( ¿ z - f ^ ) a = y ; elevando ambos miem­

bros al quadrado , se tendrá a x = y0,, de don­
de resulta ser a x~~ ya = o. Colocada esta equa-
cion en el paralelógramo en la hipotésis de x infini­
tésima , y hechas las demás operaciones referidas en 
la Proposición antecedente , se hallará que las po­
testades de x en los términos de la série que se busca 
son a, 1 , ía ,3^4, &c. Por tanto se deberá supo-

ner + ^ ) i r = ^ 4 - ^ a: + Co: a + D xl + Scc. 
quadrando ambos miembros de esta equacion será 

a + x ^ A ^ - h z J B x + z J C x ^ + z J D x l . « 
-4-i?2 xz+zBCxl + ^0' 

y trasponiendo todos los términos en el segundo 
miembro se tendrá 

. _ ( J t + z J B x + z J C x z - h z J D x l , 
a — ( ^ _ . x 4. B W + z E C x ^ * * 0 ' 

luego será ^a — a = a, a A B - ~ i = 0 , 2 C 
- i - j B * ^ ^ , a ^ f I > - 4 - 2 j 5 C = = ( 7 , &:c. y por medio 
de estas equaciones se hallará A ~ V a , B — 
¡P" **"" ^ ^ ™~ =^ iis^ ogdiJi f rr' "T1 



= J 4- B x + Cx*+D &:c. luego será ( a ^ ) f 

= / . 2 + — X ^ — [— X a:a — X 

E X E M P L O V, 

625. Se ha de reducir la cantidad—^Éfiá—• 

á série , siendo o: menor que cada una de las can­
tidades a , b , ¿/. 

Supóngase — — - ' = A -\- B x + C x* 

-f- X)^3 + &c. quadrando ambos miembros, será 

= J*+2JBx- ¡ -2 ,JCx*+2jDx 3 
• 4', B^x^+zB C x ^ 

multiplicando toda la equacion por b+cx+dx*1, será 
a+x—A^b+zJBbx+zJCbxZ+zBax 3 -4 -&c . 

+ j * ex - ^ B * b x* -¡rzADbxt 
- ¡ r z A B c x * ' B * ex* 
-hA^dx^ + zACcxl 

-\-2ABdx* 
y trasponiendo los términos del primer miembro 
al segundo , será 

lb+zABhx-±2.AC bx^+zB Cbxl+ 8cc. 
A* cx + B* b x*+2ADbxl 

o — x '\'2ABcx'2+ B *cxl 
+ A'1dx'x ^ A C c x ^ 

+ 2 A Bdx* 

CA*b+: 

1 " 

file://-/-2ABdx*
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Por tanto se podrá suponer A0- h.— a = o , l A B b 
+ A*c~~i = o, z A C h + B^b-k- IABC + A*d 
= o,2.BCl> + 2 A D h - l - B * c + 2 , A C c + 2 , J B d 
= o , &c. y por medio de estas equaciones se ha-

llari J = ^ , S ~ -pP$ C = - 3B V - f 1 ^ 
V¿ * h a b S a b * ^ a h 

cx(b'ac) ad ^ + n c r ' a c)¿ 
0.b2*/<lb Z b *J a b"* qab* 4 a b *Jah 

cy(b-ac) ad _ (b -/reY* c db-aed I i ¿. JL, 1 ^ ¿~ N/ -y 
by/ab V«¿J 4¿*<í iby/ab zb* jab 

&c. luego sera—; 7-7: = —A ; 
D ( b c x •+d x*) *jb % b j a h 

P (b-ac)1 c *(b-ac) ad -x a r 5 -t-a c Sab^jab o.b*Jub i h j a b ^ L 4. a bz 
'(b ~ acY . cx(b-ac) ad (b-ac)* 

^ V 4*b*Jab b*lab V « ¿ / 4 ¿ 3 « 
c db-aed — . _ 
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L I B R O I I I . 
D E F I N I C I O N E S. 

626. 'rT' OS Problemas son del primer gra-
•^LA do , segundo, &c. según sea la equa-

cion que los resuelve. 
627. Los Problemas se llaman Determinados, 

quando el número de las equaciones, que expre­
san las condiciones de ellos, es igual al número de 
las incógnitas que contienen : y si el número de 
dichas equaciones es menor ó mayor que él de las 
incógnitas , los Problemas se llaman Indetermina­
dos ó mas que determinados. 

628. Los Problemas se dicen Aritméticos ó 
Geométricos, según que se refieren á la Aritmé­
tica ó á la Geometría. 

E S C O L I O . 

62,9. Para resolver qualquier Problema aritmé­
tico ó geométrico, se nombrarán antes las cantida­
des incógnitas que contiene con las últimas letras 
del alfabéto, y las conocidas, si fuere menester, 
con las primeras ; y considerando las cantidades 
incógnitas como conocidas , se expresarán todas 
las condiciones del Pxoblema con otras tantas 
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equacioncs. Sucede particularmente en las qüestío-
nes pertenecientes á números ó á cantidades abs­
t ra ías que expresando el sentido de ellas en idio­
ma algébrico, se presentan por sí las equaciones 
que conducen á la resolución de las mismas qües-
tiones : pero en los Problemas geométricos mu-
chisimas veces se necesitan algunos artificios; y res­
pecto á que no pueden darse reglas ciertas para lle­
gar á las equaciones por medio de las condiciones 
de los Problemas , se darán bastantes exemplos en 
este libro. 

Del uso del Cálculo para resolver los Pro~ 
blemas Aritméticos. 

P R O B L E M A I . 

630. Un trén de Artillería ha hecho 21 leguas 
de camino en 5 dias '̂quantos dias tardará en 127 
leguas ? 

Suponiendo la dificultad del camino, y todas 
4as demás cosas %ñáles , es evidente qüé1 si «S-tíén 
•hahecho 2 1 leguas en 5 dias, haíá 42 en 10 días, 
63 en 1 5 , y así sucesivamente-; por consiguiente 
las leguas tendrán entre si la misma razón de la qué 
tienen los correspondientes dias , esto es , 21 : 42 

; = 5 : F JO , 21 : 63-= 5 : 15 , y résjieét'o á la qlies-
tion propuesta serán 21 leguas á 127 como 5 dias 



al nilmero que se busca : luego por ser este mime-
ro un quarto proporcional á 21 , 127 y 5 , se ten­
drá que es igual ( 2 8 8 ) al produdo de 127 por 5 

partido por 21 , cuyo quociente es 30 — . Por tan­

to el número de días, que empleará el trén para 

caminar 127 leguas, sera 30 —. 

P R O B L E M A I I . 

631. Quarenta y dos hombres han hecho 91 
varas de excavación en un cierto tiempo < quántos 
serán necesarios para 468 varas en un tiempo igual? 

Suponiendo igual la calidad de las tierras y todo 
lo demás, es claro que si 42 hombres han hecho 91 
varas de excavación, 84 hombres harán 182 varas, y 
asi sucesivamente se aumentará el número de los hom­
bres á proporción de las varas de excavación : luego 
serán 91 varas de excavación 3468 como42 hombres 
al número de hombres que se necesitan para la exca­
vación de 468 varas; por consiguiente siendo este 
número el quárto proporcional á los tres dados 91, 
468 y 42 , se tendrá multiplicando 468 por 4 2 , y 
partiendo el produdo por 91 , de lo que resulta el 
quociente 216. Por tanto el número de los honv 
bres que se busca será 216* 

zzz 
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P R O B L E M A I I I . 

632. A razón de 3 por 100 , quánto darán de 
ganancia 3591 pesos? 

Consta por la naturaleza de la qüestion que si 
100 pesos dán 3 de rédito , 200 darán 6 , y así su­
cesivamente : luego serán 100 pesos á 3591 como 3 
al rédito que darán los 3591. Por tanto siendo este 
rédito el. quarto proporcional á los tres números 

100, 3591 y 3,será igual a 3 = 1 0 7 . 73 » 

esto es 3591 pesos darán de ganancia 107 pesos 
y 73 centésimas de peso. 

E S C O L I O . 

633. Los tres Problemas antecedentes se redu­
cen á buscar un número que sea quarto proporcio­
nal á tres dados. La operación que se hace para 
resolver semejantes Problemas se llama Regla de 
Tres direéla y simple. 

P R O B L E M A I V . 

634. Ochenta hombres en 7 meses han hecho la 
séptima parte de una Fortificación ; se pide hallar 
la parte que harán 197 hombres en 18 meses. 

Porque ochenta hombres en 7 meses han hécho 
la séptima parte de una Foxtificacion, claro está 
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que la misma pártese hubiera hecho por 7 veces 80 
hombres, esto es 560 , en un mes, si todos ellos 
hubieran trabajado igualmente. Por igual razón 197 
hombres en 18 meses harán la misma parte de Forti­
ficación que 18 veces 197 , esto es 3546, en un mes. 
Por tanto la qüestion propuesta se reduce á la regla 
de Tres dire<5la y simple; es á saber que si 560 
hombres han hecho la séptima parte de una forti­
ficación 1 qué parte harán de ella 3546 hombres en 
un mismo tiempo ? luego la parte que se busca será 
quarta proporcional á 560, 3546 y *fe>5 y hecho 

el cálculo se hallará ser igual á —- de toda la 
0 1960 

fortificación. 
P R O B L E M A T . 

635. Un trén de Artillería ha hecho 54 leguas 
cn iS dias; se pidehallar las que hará en 26 dias, 
suponiendo que en los 18 dias anduvo á 6 horas por 
diá, y que en estos 26 ha de andar 8 horas por dia. 

E l trén de Artillería andando 6 horas por cada 
-dia , hará en 18 diás el mismo camino que haría en 
6 veces 18, esto es en 108 dias, caminando una hora 
por dia: igualmente el trén de Artillería andando 8 
horas en 26 dias hari el mismo camino que haría en 8 
veces 2,6, esto es en 208 dias, caminando una hora 
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por día.Por tanto la qliestion propuesta se reduce á 
la regla de Tres directa y simple ; esto es , que si el 
trén de Artillería ha hecho 5 4 leguas en 108 dias,ca-
minando una hora por dia ^quántas hará en 208 días 
caminando la misma hora? Luego el número de le­
guas que se busca será quarto proporcional á los 
tres 108 , 208 y 54 ; por consiguiente será igual a 
ao8xf4 
l o s ^ i o 4 ' 

E S C O L I O . 

636. Obsérvese que en los dos Problemas an­
tecedentes se dán mas de tres números, y estos 
por la naturaleza de la qüestion se reducen a tresj 
y se busca otro número que también por la naturar 
leza de la qüestion debe ser quarto proporcional á 
los tres reducidos: la operación que se hace para 
resolver semejantes Problemas se llama Regla de 
Tres di reda y compuesta. A esta clase de Proble­
mas se reducen también las qüestiones, en quienes 
se dáe mas de tres números y éstos por la naturale­
za dé la qüestion se reducen á quatro, como A , B , 
C, G , y se busca otro arque también por la na­
turaleza de la' qüestion debe ser multiplicado por 

de suerte que las cantidades A, J5, £ X x sean 

proporcionales : en este caso el número que se bus­

ca # será igual á ? , esto es \ igual al pro» 
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dinflo de los dos medios dados partido por el pro-
dnclo de los dos extremos también dados ; por­
qué siendo A : B = C : G X x , será A x G 
X z — B X C , y partiendo por A x G* se ten-

Bx c drá x = 

P R O B L E M A V I . 

637. Siete Regimientos tienen víveres para qua-
tro meses, si se aumentan otros dos Regimientos 
^quántos meses durarán los víveres ? 

Es evidente que siendo los víveres los mismos.á 
proporción que se aumentan los Regimientos,scdis­
minuirá el tiempo en que se gastarán dichos víveres; 
esto es , si 7 Regimientos tienen víveres para quatro 
meses, 14 Regimientos tendrán víveres para dos me­
ses , y así será 7 : 14 = 2 : 4 : luego respeelo á la 
qikstion propuesta serán proporcionales los núme­
ros , esto es, 7 * 9 , el tiempo en que durarán los 
víveres para los nueve Regimientos , y 4 meses ; 
por consiguiente el tiempo que se busca será (288 ) 
igual al produjo de 4 por 7 partido por 9 , cuyo 

quociente es 5 ~ • ^or t211*0 íos víveres , que 

tenían los siete Regimientos para quatro meses, du­
rarán á los nueve Regimientos tres meses y una no­
vena parte de mes. 
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P R O B L E M A V I L 

638. Sesenta obreros han hecho cierta obra 
en 9 dias ; se pide hallar el mimero de dias que ne­
cesitarán 18 obreros para hacer la misma obra. 

Mientras menor sea el número de obreros, ma­
yor ha de ser el número de dias para hacer una mis­
ma obra : luego será 60 á 18 , como el número de 
dias que necesitan estos 18 obreros a 9 dias ; por 
consiguiente dicho número será iguaí al producto de 
5o por 9 partido por 18^ cuyo quociente es 30. 
Por tanto los 18 ebreros necesitan 30 dias para ha­
cer aquella misma obra que hicieron los 60 obrero* 
en 9 dias. 

E S C O L I O . 

6O»Q. Con el mismo método se resolverán todas 
aquellas questienes, en quienes, se dán tres números, 
y se busca otro que debe ser el tercero ó el segundo 
término proporcional entre los tres dados. La ope* 
ración que se hace para resolver tales qüestiones se 
llama Regla de Tres inversa y simple. 

P R O B L E M A V I I L 

640. Veinte hombres trabajando 8 horas por día 
han hecho cierta obra en 15 días; t rabajándolo 
dias á 10 horas cada día , para hacer la misma obra 
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^qnantos hombres serán necesarios? 

Es claro que un trabnjo de 15 dias á 8 horas cada 
dia es el mismo que un trabajo de 8 veces 15 , esto 
es 120 dias, á hora por dia : igualmente un trabajo 
de 30 días á 10 horas por dia es el mismo que un tra­
bajo de 10 veces 30, esto es 300 dias, á hora por dia. 
Por tanto la qliestion propuesta está reducida á la 
siguiente : si 20 hombres han hecho en 120 dias una 
cierta obra ; para hacer la misma obra en 300 dias 
¿quántos serán necesarios ? Como á proporción que 
se aumenta el número de dias , se ha de disminuir 
él de los hombres, la qliestion reducida pertene­
cerá á la Regla de Tres inverna y simple , y se ten­
drá el número de hombres que se busca , multipli­
cando 120 por 20 , y partiendo el produjo 2400 
por 300 , cuyo quociente es 8. Por tanto si 8 hom­
bres trabajan 30 dias á 10 horas cada dia , harán 
la misma obra que 20 hombres, trabajando 15 dias 
á 8 horas por dia. 

P R O B L E M A I X . 

641. Con 4 Cañones se han hecho 320 tiros 
en 5 minutos; se pide hallar el tiempo en que se 
harán 700 tiros con 7 cañones. 

Obsérvese que 4 cañones en 5 minutos harán 
los 320 tiros, como harían 5 veces 4 cañones, esto 



es 20 , en un minuto : igualmente 7 cañones en el 
tiempo x que se busca harán los 700 tiros , como 
harían x veces 7 cañones , esto es 7 a:, en un mi­
nuto : luego serán proporcionales los números 20: 
7 x ^ 320 : 700 , de donde resiilta ser 7 X ^ 

IO x TOO I4OO 
= — ; y partiendo por 7 , se ten-320 3a 

dra ^ ^ ~ ^ ^ "̂ 7 • "or tanfco el tiempo que 

se busca será 6 minutos y 15 segundos. 

E S C O L I O. 

642. Del mismo modo se resolverán todos los 
Problemas semejantes á los dos antecedentes ; esto 
es, quando en una qlíestion se dán mas de tres nú­
meros , y por la naturaleza de la misma qlíestion se 
reducen á tres , y se busca otro número que debe 
ser segundo ó tercero proporcional entre los redu­
cidos : ó bien quando en una qüestion se dán mas 
de tres números, y por la naturaleza de la misma 
qlíestion se reducen á quatro , y se busca otro nú­
mero que multiplicado por uno de ellos, deba ser 
segundo ó tercero proporcional entre los tres re* 
ducidos. La operación que se hace para resolver esta 
especie de Problemas se llama Regla de Tres inver­
sa y compuesta. 
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P R O B L E M A X. 

643. Tres hicieron Compañía, el primero puso 
520 Pesos, el segundo 360 , y el tercero 400 ; al 
cabo de un cierto tiempo hubo de ganancia 8 i Pe­
sos ^ quántos Pesos tocarán.á cada uno ? 

Si se considerase que uno solo había puesto á 
ganancia la suma de los caudales , ganaría éste los 
81 pesos; pero siendo tres , deberá ganar cada uno 
de ellos á proporción del caudal que puso : luego 
las razones del caudal total á él de cada uno son 
iguales á las razones de la ganancia total á la ga­
nancia respediva. Por tanto sumando el caudal de 
todos, será 1080 pesos; y hallando el quarto pro­
porcional á 1080 pesos, al caudal del primero 320, y 
á la ganancia total 81 pesos, se tendrá en él la ga­
nancia que corresponde al primero, esto es 24 pesos: 
del mismo modo hallando el quarto proporcional 
al caudal total 1080 pesos, al caudal del segundo 
360 , y a la ganancia total 81 , se tendrá la ganan­
cia correspondiente al segundo , esto es 27 pesos: 
finalmente restando la suma de las dos ganancias 
halladas de la to ta l , se tendrá en la diferencia que 
es 30 pesos la ganancia correspondiente al tercero 
cuyo caudal era 400 Pesos. 

aaaa 
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P R O B L E M A X I . 

644. E l Parque de Artillería perteneciente a 
cierta Armada tiene 2040 piezas de Canon ; divi­
diéndose esta Armada en tres divisiones, de modo 
q ne la fuerza de la primera división á la de la segun­
da sea como 14 a 9 , y que la de la primera á la de 
la tercera sea cornos á 1 , se pide repartir dicha 
Artillería proporcionalmente á las fuerzas que tie­
nen las tres divisiones. 

Como la fuerza de la primera división está ex­
presada por 14 en la primera razón , y por 1 en la 
segunda, convendrá reducirlas á una misma ex­
presión multiplicando la primera razón por 3 , y 
la segunda por 14 ; por consiguiente las fuerzas de 
la primera división , segunda y tercera estarán ex­
presadas por 2 8 , 1 8 , 14 , y la fuerza de las tres por 
60 : luego será 60 : 28 = 2040 al quarto propor­
cional 952 quedará el numero de cañones para la 
primera división : asimismo será 60 : 18 — 2040 al 
quarto proporcional 612, en quien se tendrá el 
número de cañones para la segunda división : en 
fin la tercera división deberá tener 476 cañones, 

P R O B L E M A X I I . 
645. Tres hicieron Compañía, el primero puso 

540 Pesos por espacio de 6 meses, el segundo 56S 
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por espacio de 8 meses, y el tercero 346 por uti 
a ñ o ; la ganancia que llegaron á tener fue 128 Pe­
sos ¿ quántos Pesos tocarán á cada uno? 

Suponiendo constante la ganancia en qualqnicr 
tiempo , 540 pesos por espacio de 6 meses darán 
la misma ganancia que 6 veces 540 , esto es 3240 
pesos, en un mes: igualmente 568 pesos en 8 meses 
darán la misma ganancia que 8 veces 568 , esto es 
4544 pesos, en un mes: en fin 346 pesos en un ano 
ó 12 meses darán la misma ganancia que 12 veces 
346 , esto es 4152 pesos, en un mes. Es evidente 
que si uno solo hubiera puesto la suma de los cau­
dales 3240, 4544 y 4152, hubiera tenido la ga­
nancia total de 128 pesos; pero siendo tres, de­
berá ganar cada uno á proporción del caudal que 
puso : luego el caudal total tendrá á los caudales 
particulares las mismas ó iguales razones que la 
ganancia total á las ganancias respetivas. Por tan­
to hallando el quarto proporcional al caudal to­
tal reducido 11936 pesos, al caudal del primero 
reducido 3240 , á la ganancia total 128 , se tendrá 

la ganancia del primero,esto es 34 pesos y — ^ ^ : 

asimismo el quarto proporcional á 11936 , 34544 

caudal reducido del segundo, y á 128, dará la 

ganancia del segundo , esto es 48 pesos y ~ : 
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en fin sumidas estas dos ganancias, y restadas de la 

total , la diferencia 44 pesos y — Í Í H ^ ser4 u pa-
* • * J 11930 45 

nancia del tercero, 

E S C O L I O . 

646. Con el mismo método explicado en los dos 
Problemas antecedentes se resolverán todos aque­
llos , en quienes se ha de dividir un número dado 
en la razón que tiene la suma de otros dados á 
cada uno de ellos, ó bien en la razón que tiene la 
suma de los produdos de otros números dados á cada 
uno de estos. La operación que se hace parala re­
solución de tales Problemas,se llama Regla de Com­
pañías simple ó compuesta. 

P R O B L E M A X I I I . 

647. Se toma á rédito una cantidad, que uni­
da al rédito de 3 por 100 en un a ñ o , sube á 
2743 Pesos ; se pide determinar la suma que se 
ha de\restituir al cabo de 8 meses. 

Porque 100 de caudal dan 3 de rédito en un año, 
103 contendrá el caudal y el rédito respetivamen­
te á 100; luego hallando un quarto proporcional 
a 103 , 3 , 2743 , se tendrá el rédito* de un año 
que entra en la suma propuesta, y será igual á 
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I, * a^43. . p0r consisuiente la tercera parte de este 

1 0 5 r D 

rédito , esto es - ^ ^ - ó bien 26 — , dnrá él de 4 103 103- ~ 

meses. Ahora quitando este rédito de la suma total 

2743, el residuo 2716 pesos y — sera la suma 

que deberá restituirse al cabo de 8 meses, -

P R O B L E M A X I V . 

648. Se pide determinar el rédito de 7385 Pe­
sos de caudal en 25 meses, suponiendo que 100 
Pesos de caudal dán 3 de rédito en un año. 

Es evidente que 100 pesos en un año , ó en 12 
meses , dán el mismo rédito que 12 veces ioo¡ 
ó 1200 pesos, en un mes; y que asimismo 73S5 pesos 
en 25 meses dán el mismo rédito que 25 veces 7385, 
ó bien 184625 pesos, en un mes : luego el ré­
dito que se ha de determinar será un quarto propor­
cional á 1200, 184625 y 3 , y se halará igual 

á 461 pesos y — . 

E S C O L I O . 

649. Quando en una qüestion se dá el rédito 
que una cierta suma tiene en un tiempo dado , se 
hallará con el mismo método explicado en los dos 
Problemas antecedentes el rédito, que otra qual-



quíer suma debe tener proporcionalmente respeto 
á un tiempo también dado. La operación que se hace 
para resolver estas qüestiones , se llama Regla de 
Interés: hay alguna otra Regla de Interés mas com­
plicada , como se verá en lo sucesivo. 

• P R O B L E M A X Y . 

650. Se pide determinar un número , de quien 
la mitad, tercera yqnartaparte hagan 65. 

M E T O D O I . 

Supóngase que 12 es el número que se busca, 
y su mitad será 6 , la tercera parte 4, y la quarta 
3 ; por consiguiente la suma de estas partes será 13: 
luego la suposición de que 12 sea el número que se 
busca será falsa, porque la suma de dichas partes 
debe ser igual á 65 por la condición del Problema, 
Sin embargo por medio de dicha suposición se ha­
llará el número verdadero ; porque siendo 12 al 
número que se busca t como la mitad del primero a 
la del segundo,como la tercera parte á la tercera par­
te, y como la quarta á la quarta , será la suma de la 
mitad del número 12 , su tercera y quarta parte, 
á la suma de la mitad del número que se busca , su 
tercera y quarta parte, como 12 al número que 
se.busca, esto es 1 3 : 6 5 = 1 2 al quarto propor-



cional que se halla ser 6o. Pof tanto el niimero 
que se pide §erá 6o. 

M E T O D O 11. 

Se pide determinar un niimero x 
de quien la mitad , tercera y 

X "X 
cuarta parte hagan 65. . . . . i - — = 65: 

a 3 4 

Por tanto la question propuesta se expresa por la 

equacion -—• -|- - — h —- = 65 ; reduciendo á una 
común denominación, sera — = 65 ; mul-
tiplicando por 12 , se tendrá 13 0:= 780; y par­
tiendo por 13 , será o: = 60. 

P R O B L E M A X V I . 

651. Con un Mortero se tiraron algunas bom­
bas cuyo número se ignoraron otro se tiró un doble 
número de bombas que con el primero , y 40 mas, 
y con un tercer Mortero se hito igual número de 
tiros que con el primero y segundo, y 50 mas , y 
con los tres Morteros se tiraron 250 bombas; se 
pide determinar el número de bombas que se tira­
ron con cada uno de los tres. 

M E T O D O L 

Supóngase que 2. es el número de bombas que 
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se tiraron con el primer mortero : luego 44 bombas 
se tiraron con el segundo , y 96 con el tercero. Es 
evidente que la suma de las bombas tiradas con los 
tres morteros es 142 , y no 250 como se pide ; por 
consiguiente la suposición, de que el primer mor­
tero haya tirado 2 bombas, será falsa. Supóngase 
dé nuevo que con el primer mortero se han tirado 
3 2 bombas; y resultará que con el segundo morte­
ro se han tirado 84 bombas, y con el tercero 156, 
y que la suma de las bombas tiradas con los tres 
morteros es 262 , que excede á la verdadera en 12; 
por consiguiente la segunda suposición será tam­
bién falsa. Ahora escríbanse á parte las dos suposi* 
ciones, y baxo ellas los errores que han resultado 
con sus signos correspondientes: 

Suposiciones 2 22 
Errores —108 -4-12 

Multipliqúese el primer error por la segunda supo­
sición , y el segundo error por la primera suposi­
ción ; la suma de estos producios que es 2400 pár­
tase por la suma de los errores, esto es por 120, 
respecto á que tienen signos contrarios ; y el quo-
ciente 20 dará el numero de tiros del primer mor­
tero. Si los errores hubiesen tenido unos mismos 
signos, se hubiera partido la diferencia de los pro-
dudos por la diferencia de los errores. 
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M E T O D O I T . 

Con un mortero se tiraron algunas 
bombas cuyo número se ignora. . x 
Con otro se tiró un número doble de 
bombas que con el pnmero,y 40 mas 2^+40 
Con un tercer mortero se hizo igual 
número de tiros que con el primero 
y segundo , y 50 mas ^+2^-4-40+5o 
y con los tres morteros se tiraron 
250 bombas. 6^+130=250 

Por tanto la qüestion propuesta se expresa por 
la equacion S x - ^ 130 = 250 ; restando 130 de 
ambas partes, será 6 x =120; y partiendo por 6 > 
se tendrá x = xo. Por tanto el número de tiros del 
primer mortero será 20 , él del segundo 80 , y fi­
nalmente 150 será el número de tiros del tercer 
mortero. 

E S C O L I O . 

652. La primera solución de los Problemas an­
tecedentes manifiesta el método aritmético para ha­
llar un número incógnito por medio de otro supues­
to , ó bien por medio de dos supuestos, quando 
uno solo no basta. La operación que se hace en el 
primer caso se llama Regla de falsa posición simple; 
y la que se hace en el segundo , se llama Regla de 

bbbb 
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falsa posición compuesta. Sin embargo de que esta 
regla esté sujeta á tanteo , no dexa de tener mu­
cho uso especialmente en Tos Cálculos Astronó-
rnicos, 

P R O B L E M A X Y 1 I , 

653. Hallar dos números, cuya suma sea 20, 
y entre quienes sea medio geométrico el nurnero 8, 

Hallar dos n ú m e r o s . . . . x,y 
cuya suma sea 20 . . . . . x+y=2Q 
y entre quienes sea me­
dio geométrico el nu­
mero 8 f rr:8—8:y, ó bien xy = 64. 

Por tanto la qüestion propuesta se expresa por las 
cquaciones x y ̂ = 20 y x y == 64 , por medio de 
las quáles se determinarán los valores de las incóg­
nitas x, y i y el cálculo será como sigue. Qua-
drando la primera de dichas equaciones, y multi­
plicando la segunda por 4 , se tendrán las dos 
-4- 2 x y 4- y* == 4̂00 , 4 a: y ==256 ^ restando la se­
gunda equacton de la primera , se tendrá x2 2 x y 
-4- ya=z 144 ; y extrayendo la raíz; quadrada de am­
bos miembros y será x \—y = -jt. 12 5 pero ts x - ¥ y 
=; 20 : luego sumadas estas dos equaciones , y des­
pués restadas , será 2 0 : = zt. 12 4- 20, 2;/y= 12 
-4- 20 ; de donde resulta ser x = 16, y = 4 , ó bien 
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2 = 4 » y = 16. Por tanto los dos números que se 
buscan son 16 , 4. 

P R O B L E M A X Y I I I . 

654. . U n Comerciante aumenta su caudal todos 
lósanos en la tercera parte, exceptuados 100 do­
blones que él gasta en sus usos propios , y al cabo 
de tres años ha juntado un caudal doble ; se pide 
determinar el caudal con que empezó al principio. 

Para resolver esta qüestion , se necesita expli­
car algunas proposiciones que en ella están em-
bueltas. 
Un Comerciante tiene cierto cau­
d a l . . . . . . . . V 
de que gasta anualmente 100 do­
blones , por lo que quedan . . . 2—100 
aumenta el sobrante de la ter-

x - loo /' . .í 4 ¿ ' - 4 0 0 

cera parte. . . . a:—100 — o bien • 

En él segundo año gasta de nue­
vo 100 doblones , por lo que 

' j , 4 ^ - 4 0 0 t 4 ^ * 7 0 0 

tendrá —^--:L- -100 o bien —• 
3 3 

aumenta el sobranrte de la tercera 
4v - 7 0 0 A X - 7 0 0 , . . ió^t-aSoo 

parte . . . . . . . - - 1 — - — - i - — o bien ——;—-
r 3 9 9 
En el tercer año gasta otros 
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loo doblones , per lo que 
. , / 16.1-2.800 . , . 1 6 * - ' ! 7 0 0 

tendrá — IOO o bien ^ 
9 9 

aumenta el sobrante en la tercera 

parte . . . + — - o bien -^1—1— 
r 9 27 S7 
Finalmente se halla con un caudal 
doble de él que tenia al p' incipio (^í) —-^^00=2a: 

Por tanto se reduce la qüestion á la equacion (A) de 
donde resulta ser z = 1480. 

P R O B L E M A X I X . 

655. Se quería distribuir un cierto número de 
cartuchos a un cierto número de soldados, y se ob­
servó que faltaban c^cartuchos para dar 3 á cada uno, 
y que distribuyéndose solo 2 cartuchos á cada uno 
sobraban 5 ; se pide determinar el número de los 
soldados, y él de los cartuchos. 

Sea y el número de los soldados , a: él de los 
cartuchos. Porque faltaron 9 cartuchos para dár 3 
á cada uno de los soldados, será 3 y — g = x: asi­
mismo porque sobraron 5 cartuchos dando 2, á cada 
nno de los soldados, será 2, y + 5 = a:: luego será 
3 y — 9 3 = 2 y -1- 5 , de donde resulta ser y == 14 ; y 
substituido el valor de y en la equacion 2 y + 5= x, 
se hallará x = 33. 
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P R O B L E M A X X . 

656. Se tienen tres obreros, de los quales el 
primero hace 5 tocsas de obra por día, el segun­
do 7 , y el tercero 8; se pide determinar el tiem-
po,en que los tres juntos habrán acabado 100 toesas. 

Llámese a: el tiempo que se busca. Es claro que 
en este tiempo los tres obreros juntos tendrán he-; 
cha la obra 5 a: -f- 7 .t-f- 8 ^ ; pero ésta debe ser 
igual á 100 toesas por la condición del Problema : 
luego será 5 rr -4- 7 ÍT - f 8 a:=ioo, ó bien 20 3:= 10o; 
y partiendo por 20 , se tendrá el tiempo x—$ dias. 
Adviértase que si los números propuestos 5 , 7 , 8, 
100 son diferentes, el Problema se resuelve siem­
pre del mismo modo : y así para resolver las qlies-
tiones, en quienes se trata de hacer una obra de 
un número dado a de toesas, empleando en ella 
tres obreros , los quales hagan cada dia respefliva-
mente los números dados de toesas i , d ; se lla­
mará como antes x el tiempo en que los tres obre­
ros juntos tendrán acabada la obra; por consiguiente 
será bx + cx- \ -dx\a obra que habrán hecho al fin 
del tiempo a:; pero esta obra debe ser igual á la can­
tidad a : luego se tendrá b x-i- dx+c de donde 

Tesulta ser a: =7-—-—Hal lada la resolución del 
h -i- c + d ' T 

Problema en general, se resolverá qualquicr caso 
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suyo , substituyendo en lugar de ¿7 , ^ , c, i los va­
lores dados : como por exemplo si debe ser a = 200, 

<10Q 6, 9 , d = 10, será el tiempo x m* 
- 6 + 9 + 1 0 

= 8 días. 
P R O B L E M A X X L 

657. Hallar un número , cuya mitad , tercera 

y -^- partes juntas excedan á dicho número en 7. 

Llámese x el número que se busca ; y será por 
x x r 

la condición del Problema h - — } — + 7 5 
^ 3 r ' 

quitando quebrados, se tendrá 15 # H- 10 rr + iÍ2 £ 
== 30 x 4- 210 , de donde resulta ser 7 a* = 210 , y 
a; = 3 0 . 

P R O B L E M A X X I L 

658. Un obrero perezoso tiene 24 quartos de 
sueldo al dia, con la condición de descontar 6 
quartos todos los dias que no trabaja , y al cabo 
de 30 dias no ha ganado nada; se pide determinar 
el número de dias en qife trabajó. 

Llámese o:,el número de dias que el obrero ha 
trabajado, y será 30 — ^ el número de diasque ha 
dexado de trabajar : luego por la condición del Pro-, 
blema se tendrá 24 X £ = 6 >< ( 30 — i ), ó bien 
2.4 x s= 180— 6̂ x ; de donde resulta ser 30 a: == iSov 

iSo ^ 
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P R O B L E M A X X I I I . 

659. Sale de Madrid una partida de Artilleros 
^ára Barcelona v los quales andan 5 leguas al día, 
dos días después sale otra partida de Artilleros de 
Segovia hacia la misma parte , que andan 4 leguas 
al dia ; supüest'a la distancia entre los dos Pueblos 
de 15 leguas , sé pide determinar el tiempo que ne­
cesita esta segunda partida para encontrar la pri­
mera. 

Llámese x el número de dias que andu vo la par­
ótida de, Segovia antes de pncontrar la de Madrid: 
luego será 4 x el numero de leguas que habrá ca­
minado , y 3 X ( £ 4- 2 ) será el número de leguas 
que habrá caminado la primera partida. Ahora por 
la condición del Problema se tendrá la equacion 
4^ = 3 X X ^ - ^ 2 ) - ^ 1 1 ^ ^ ^en 4 3^-1-6 
4- 15 , de donde resulta ser o; = 21. Por tanto lá 
partida de Segovia ha andado 21 dias antes de en­
contrar la de Madrid, 

Si se quiere resolver generalmente este proble­
ma, llámense 5 las leguas que anda cada dia la par­
tida de-Segovia , M las leguas que anda la de Ma­
drid , Z) la distancia entre las dos partidas , y fi­
nalmente T la diferencia del tiempo entre la salida 
de la partida de Madrid y la de Segovia. Esto su-



puesto , se hallará del mismo modo que es S x = M 
X O + r y - f - D , ó bien S x = Mx + M T + D i 
de donde resulta SQT S x — Mx = M T - h D , y x 

= s M— ; por consiguiente el numero de leguas, 
que caminará la partida de Segovia antes de en­
contrar la deMadrid^sera igual á S X ~ ~ ^ ¡ p ~ ' Aho­
ra si se quiere resolver generalmente el Problema 
en la suposición que la partida de Madrid marche 
hacia Segovia , se mudará el signo á la cantidad M 
en las dos expresiones anteriores ; y se tendrá x 

•==='— , y el numero de leguas, que andará 

la partida de Segovia antes de encontrar la deMa-

dnd , será igual á 5 X — % — . En este caso 

siendo como antes D = 15 , M = 3, r = 2 , 5 = 4, 

resultara x t=* =; 1 — , y el, numero de di-
7 7 J 

chai leguas será igual i 4 1 = ^ T " * 

E S C O L I O . 

660. El Problema antecedente manifiesta el 
adelantamiento que ha tenido la Algebra , des­
pués que se han introducido en ella las letras del 
Alfabeto en lugar de los números; pues resuelta 
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una questíon con las letras, se tiene la regla gene­
ral para resolver todas las qüestiones de la misma 
especie , aun quando las cantidades que entren en 
la qüestion quieran tomarse en un sentido total­
mente opuesto ó bien en direcciones contrarias. 

P R O B L E M A X X I V . 

661. Distribuir medio doblón de á 8 en 24 
monedas, de suerte que algunas de ellas valgan 5 
reales, y las demás 10. 

Llámese x el número de las pesetas, colunarias, 
y será 24 — x el número de las monedas de á 10 
reales : luego por la condición del Problema será 
$ x -h JO y. (24 — x)^= 160 , ó bien 5 a: -h ^46 
— lo x — i5o ; de donde resulta ser So = $ x , y 
x — 16. Por tanto el número de las pesetas colu­
narias es 16 ̂  y él de las monedas de á 10 reales es 8. 

Si se quiere distribuir medio doblón de á 8 en 
24 monedas, de suerte que algunas de ellas valgan 
4 reales , y las demás 5 , será la equacion 4 a: 5 
X (2,4 — x) =160, ó bien 4 x -h 120 — $ x = 160; 
de donde resulta x = — 40 , . lo que indica ser el 
Problema imposible. Pero en este caso se resuelve 
otra qliestion ; esto es ^distribuir medio doblón 
de á 8 en unas monedas de á 4 Reales, y en otras de 
á 5 , de suerte que el número de éstas exceda á él 
de aquellas en 24 , y que la diferencia de sus valo-* 

cccc 
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res sea igual á un medio doblón de á 8. 

P R O B L E M A X X V . 

6 6 2 . Se tiene un caudal a que se dá á rédito 
á 5 por 100, y se añaden todos los años los réditos 
al caudal; se pide determinar , qual será el cau­
dal después de qualquier número dado n de años. 

Llámese x el caudal al cabo de un número dado 
n de años. Porque un caudal de 100 pesos vale 105 
al cabo de un año , ó bien un caudal de 20 pesos 

vale 21 , el caudal ^ valdrá 0,1 x a al fin de un año: 

asimismo si 20 da 21, — d a r á (— )* X ^1 que - — dará (— 
ÍO ao 

será el caudal al cabo de dos años. Del mismo modo 
se hallará que el caudal a al cabo de 3 , 4 , 5 , &c. 
años ascenderá á ( — )3 X ̂ »(—- )4 X ̂ s ( —- ) í 

v ao ' v 20 7 7 v ao 7 
X , Scc, luego al cabo de un número n de años se 

ai . 
tendrá n: = ( —- X rf. Sí se quiere determinar en 

ao ' x 

los casos particulares el valor de x por medio de 

las Tablas, será i . o; =¿= L . ( ~ ) a ~h L . a = n X L* 

j ~ 4- X . == 7z X ( X . 21 — X . 20) Hh X. 
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663. Se tiene un caudal a que se da á rédito 
á 5 por 100 , y se añaden todos los años los réditos 
al caudal y además la cantidad b ; se pide determi­
nar , quál será el caudal después de qualquier nú­
mero dado n de años. 

Con el mismo método explicado en el Proble­
ma antecedente se hallarán los aumentos del caudal 
a como sigue: 

después de 1 ano . . —— -f- b 

después de 2 anos.,(—) .a-\ +'£' 

después desaños . . ( ^ S . ^ - f ( ^ l ) ^ x ^ + ( ^ - ) X ^ 

después de 4 años. )4^-h(^ )3X ^ ( ^ ^ x ^ Q . ^ + ^ 

después de n a ñ o s . ^ . ^ ( l i ) ^ 1 . ^ ^ ) - ^ i - l . . ( l i ) ^ 4 . í 

Como la suma general de la série geométrica ( i - Y~x 

%h •¥ C~)n'"1 X ^ + . . . ( ^ ) X ¿ 4 - ^ es 20 
ao , v ao 7 

n 1 

X ( — X ^ — 2 0 ^ , será el caudal que se busca 

al cabo de un número m de años, esto es ( A ) x 

F» )« X a + 20 X )a X ¿'—20 Ü == ( — X (3 
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-Jr 20 h ) -~ 20 h. Sí se quiere determinar el va'or 
de x por medio de las Tablas en los casos particu-
lares, se tendrá Z • ̂  = i . [ ( — );í X ( ̂  + 20 b ) 

— 20 ^ ] : ahora haciendo w =; ( — )K X (^+20^) 

será L . m = L . l C ~ T * {*+*oh) ] = i . (3J ) « 

4- l . 4- 20 ¿ ) = 7z x i . ( - ) 4- X. (¿z -4- 20^), y 

por medio de esta expresión se calculará por me­

dio délas Tablas el valor de m ó bien de ( — 
y ao. 

X(<24-2o^). Hallado el valor de esta cantidad, 
se tendrá igualmente por medio de las Tablas el 
valor de x por str L . x = L , (m— 20 b). 

Si en lugar de aumentar el caudal todos los 
años en la cantidad se disminuye en la misma can­
tidad ; en la equacion (JÍ) se mudará el signo á ¿r9 
y se tendrá que el caudal que se busca al cabo de 
un número n de años queda reducido á x = ( — ) a 

0 1 

X (^ — 20 # ) +20^. 

P R O B L E M A X X Y I L 

664. Se tienen 9 libras de un mixto de una 
libra de azufre , y de 8 de salitre ; se pide deter­
minar el número de libras de salitre que convie­
ne añadir á dicho mixto, para que 9 libras de él 
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contengan solo 4 onzas de azufre. 

Llámese se el número de libras de salitre que se ̂  
busca. Estando la libra dividida en 16 onzas ^ será 
por la condición del Problema 9-4-a:: 1 6 = 9 : 4 ; 
por consiguiente se tendrá la equacion 36 4- 4 ce 
= 144 , de donde resulta ser x = 27. Por tanto á 
las 9 libras del mixto dado se deben añadir 27 libras 
de salitre, para que este mixto contenga 4 onzas de 
azufre en cada nueve libras. 

P R O B L E M A X X Y I I I . 

665. Dadas las cantidades de azufre , carbón 
y salitre que componen cierta pólvora , y dados los 
valores de dichas cantidades, determinar el valor de 
la misma pólvora. 

Supóngase que b, c son las respetivas canti­
dades dadas del azufre, carbón y salitre, y que los 
valores de éstas por cada arroba son d.,e,f. Llá­
mese x el valor de una arroba de pólvora. Hágan­
se las proporciones siguientes 1: a=d : a 1: ĥ =ei 
h e , J : c = f : c f i y se tendrá que ad,l>e,fc son 
los respetivos valores de las cantidades ¿z, c ; por 
consiguiente a d + b e + f c será la suma de ellos; 
pero i - .a+b + c — x i a d + be + f c : luego re-

sultara x = ~ — r — . 
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E S C O L I O . 

666. Con el mismo método se resolverán todas 
aquellas qüestiones, en quienes se ha de determinar 
el precio medio de un mixto formado de diferentes 
ingredientes, cuyas cantidades y precios son dados; 
esto es , se multiplicará cada.parte de la mezcla por 
su precio respetivo, y dividiendo la suma de los 
produdlos por la de las cantidades mezcladas, se ten­
drá en el quociente el precio medio que se busca.Esta 
operación pertenece á la Regla de Aligación , que 
tiene otros casos que se darán en los seis Problemas 
siguientes, 

P R O B L E M A X X I X . 

667. Dados los valores ó precios del cobre y 
del estaño, determinar qué porción de cobre se ha 
de mezclar con la de estaño , para que la mezcla sal­
ga á un precio medio dado. 

Supóngase que una arroba de cobre vale 150 rea­
les, una de estaño 125, y que una arroba de la mez­
cla ha de valer 140. Llámense 2, y las respectivas 
cantidades del cobre y del estaño , que se necesitan 
para dicha mezcla ; y se tendrá que 150 X 125 X 
3̂, (J 4- y) X 140 son los respetivos precios de las 
cantidades # , y , # 4-y : tego por la-concHciofí 
del Problema será 150 a: 12 $ y = (o: - f X 140, 
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ó bien 150 x 4- 125 }' = 140 x 4- 140 y , de don.ie 
resulta ser TO o: = 15 y , y #: y = 15 ; 10. Por 
tanto el Problema propuesto es indeterminado, y 
es capaz de un número intinito de soluciones aun 

en números enteros. Por exempio , si es y== — 

de arroba , será a; = —- = ^ de arroba , esto 
10 a 

es, si se mezcla un — de arroba de estaño con — de 

arroba de cobre, la mezcla que resulta valdrá á ra­

zón de 140 reales la arroba : si es y = de ar-

roba, será x = -~—L = — , y así sucesivamen-
7 1 0 1 0 ^ 

te : y respecto á los números enteros, si es y 
= 10 arrobas, será 0:== 15 , esto es, mezclando 
10 arrobas de estaño con 15 de cobre, la mezcla 
que resulta valdrá 140 reales por arroba : £Í es y 
= 20 , será a: = 30 : si es y = ; 30 , será = 45 : si 
es y ==40, será x = 60 , de modo que los valores 
de y , a; en números enteros forman las dos series 
siguientes; 

y — 10, 20, 30, 40, 50, 60, &c. 
o; = 15, 30, 45, 60, 75, 90, &c. 
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E S C O L I O . 

668. Si á los Problemas indeterminados del 
primer grado se añade alguna condición , como por 
exemplo que los Riimeros que se buscan sean positi­
vos y enteros, se limitará el número de las resolu­
ciones , de suerte que podrá suceder en estos casos 
que dicho número sea determinado ó también nin­
guno. Obsérvese que si en la equacion general y 

= ( en quien m ,p ,n expresan núme­
ros enteros) se puede partir exa£bmente m por 
y nó p por n ; no poirá tener y valor entero : pero 
si p puede partirse exádamente por /z, y nó m por 
# ; dando á x qualquier valor multíplice de ff, 
se tendrán los correspondientes valores de y en 
números enteros, con la advertencia át que si los 
números ?n , n nó son primeros entre sí , será pre­
ciso reducir la fracción — á los mínimos térmi-

nos para tener todos los valores posibles enteros 
de x , y. También obsérvese que si en dicha equa­
cion general es s positiva , tendrá y valor posi­
tivo , IO. quando los números //?, p-, n son todos 
positivos ó negativos : 2 ° . qaando siendo p nega-

t ivo , y m , w positivos, es a: > — : 30. quando 
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siendo los números p , n positivos , y m nega-

^ P 
tivo , es ^ < — . 

Examinando el método que se ha seguido en el 
Problema antecedente, severa fácilmente en qué 
consiste el método general para la resolución de se­
mejantes Problemas que se llaman Semidetermina-

dos : esto es, se dá á la equacion la forma { A ) y 

^ _±iL±JL . de esta fracción se sacan todos los 

enteros , y si la fracción resídua tiene algún fa^or 
que la multiplique , éste también se pondrá á par­
te ; la nueva fracción que resulta se supone igual 
a 2 , y por medio de ésta equacion se saca el va­
lor de x por y si resulta una nueva fracción, 
se tratará ésta como se ha dicho respeto á la ( ^ ) , 
y asi sucesivamente hasta que resulte la fracción 

que tenga la forma = ^ , de donde u = b q—a* 

Ahora dando a # qualquíer valor entero y positi* 
vo , empezando aún por cero quando —^ es nu­
mero positivo , se tendrán los correspondientes va­
lores de u : substituyendo sucesivamente estos va­
lores de w en la equacion anterior, que sea por 
exemplo la que dá el valor de z por se tendrán 
los correspondientes de 2*, asimismo substituyen­
do sucesivamente estos valores en la equacion que 

dddd 



d i ÍP valor de x por ^ , se tendrán los de fi­
nalmente sub titnyendo éstos snceslvaments en la 
equacion { J ) ge tendrán los de y. 

P R O B L E M A X X X . 

669. Dados los valores de tres ingredientes que 
se han de mezclar , determinar las partes de cada 
uno de ellos, para que la mezcla valga á un precio 
medio dado. 

Supóngase que una arroba del primer ingrediente 
vale 150 reales,una del segundo 125, una del tercero 
165, y que una arroba de la mezcla ha de valer 140. 
Llámenle ir, y, z las cantidades de los tres ingredien­
tes que se necesitan para dicha mezcla , y con el 
mismo método del Problema antecedente se halla­
rá la equacion 150 :r + 12,5 y - f 165 z = {x 4- y-h^) 
X 1 4 0 , ó bien 150 ¿'-4- 125 y -H 165 z = 140 x 
^ 140 y + 140 z , de donde resulta ser 10^ + 25 z 

c= 15 y , y a: == — r j — . Por tanto el Proble­
ma propuesto es indeterminado, y se resuelve de 
infinitos modos , aunque xr y , z hayan de ser 
números enteros. Por exemplo , si se supone z 

= 1 , r = 2 , sera x = = — , esto es, si 
' ^ 1 1 0 a 7 

se mezclan — arroba del primer ingrediente , 2 

del segundo , y 1 del tercero, la mezcla que resul-
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ta valdrá á razón de 140 por arrqlba : si se supone 

z = 2 , -y =5 4 , sera x — — • = 1 : si se su-
. . . 10 

pone 2: = 3 , y = 5 , sera a: = —7^ = o : si se 

supone 2 = A , T = 7 , sera a:=-2-£—— =3— ? 
rf 1 0 a 

y así sucesivamcnte.Pero si se quiere que los tres nú­
meros x , y, z sean enteros y positivos, se determi­
narán éstos con el método siguiente. Porque es x 
= — , sera también x ==y — 2 2 + — ; y 

1 0 ^ % J 

respeto á que x debe ser número entero y posi-

t lvo , lo dejbérá ser igualmente la fracción — . Su-

póngase p número entero é igual a esta fracción, 

esto es 7̂ = ^ ; y será 2,p = y —z , de donde y 
= é f z. Ahora dando á las cantidades p , z y 
valores enteros y posi t ivosse determiaarán los 

1 correspondientes valoras enteros y positivos de y, 
, » por medió de las equaciones y ,= xp -h 2 , — y 

— 2 z y serán como se -signepo1 

^ — i , 2, 3, 4, 6, S ĉ. 
5 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, &c, 

7 = 3' ^ 9̂  - I ^ ? Si í 3t,S:Q. 
a- = 2, 4, 6, 8, ior 12, &c. 



E S C O L I O . 

670. Con método semejante á él que se ha ex­
plicado en los dos Problemas antecedentes, se re-
so'; verán todas aquellas qiiestiones , en quienes se 
proponen mezclar quatro ó mas ingredientes cuyos 
valores son dados, y determinar las partes de ellos, 
para que la mezcla salga á un precio medio dado. 

P R O B L E M A X X X I . 

671- Se tienen 8 arrobas de cobre, cuyo pre­
cio es de 150 reales por arroba , y se tiene además 
estaño á 125 reales por arroba ; se pide determinar 
que parte de éstese deberá mezclar con dicho co­
bre , para que la mezcla salga á 140 reales por 
arroba* 

Ll.-mese J la cantidad de estaño que-se ha de 
mezclar con lis 8 arrobas de cobre , para que sal­
ga la mezcla que se busca ; y será pordaícondicion 
del Problema 8 X 150-f- rrX i 2 5=(8s4- x) X 140, 
ó bien 120Q 4- 125 i== i i2o-hi4oa: ,;de donde re­
sulta ser 8 0 = 15 a:; y partiendo por 15 , se ten-

drá o: = — = 5 - . Por tanto si se mezclan 5 
' ícftS^O $5 ff f£; fi-: fi = '̂2. 

arrobas y — de estaño con 8 arrobas de cobre, 
3 

la mezcla que resulta será la que se pide. 


