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P R O L O G O . 

L Tomo tercero del présente; Cursó Maté-n 

mático; contiene los Cálculos: Diferen é I n - r 

tegral ^ que van distribuidos en quatrp Libros;^ 

En el primero se exponen los fundamentos:: 

géoníétricds de.; los mismos eálculoáí, las dife* 

renciales de las cantidades algébrkás; , logarít^i 

micas, exponenciales, senos1, cosenos:, ^cc. cir^; 

Guiares é hüperb#ieos v las diferenciales de idlaS) 

áreas. así en. las curvas referidas á los exes ó 

diámetros , .como en Jas referidas á los focus, 

arcos de las mismas curvas , sólidos descríp-

tós por dichas áreas , . y superficies de los mis¿ 

mos; sólidos, y las expresiones diferenciales, qué 

corresponden en las dichas curvas á la sub-

tangente , tangente , normal , subnormal % *adío 

át \ ósculo, evoluta, máximas y mínimas- órde* 



nadas : y en fin se exponen al mismo tiempo 

los teoremas que resultan del cálculo diferen­

cial para el integral. En el Libro segundo se 

dan los métodos para integrar las fórmulas di­

ferenciales del primer orden que contienen una 

sola. , variable." En el ' Libró tercero: se trata de 

las integrales de las principales fórmulas diferen­

ciales que ^ coiitieríeñ ; dos- ó i Mm as variables!, y ) 

slis- diferenciales del primer orden,: Y finálmen-

te en el I^ibro quarto sé preséntán las princi-i 

pales fórmulas diferencialesi de los órdenes su-.' 

periores j , ^ -las que se; > señalan las integraiesii 

ó la separación de sus variables ^ ó lá re^iiíc^ 

cion á diferencialesi de siórdeiies niinferiores. ? Ert 

cadao'iLibro: heBipfocurado ndisttóbmr (las; reférií-

das teorías con método, geométrico , asi como 

lo ;habiá exeeutádo en las. :de la .Algebra;, he 

feufcado :ilass demostraciones; mas; sencillas; ode?.das 

mifma^I teorías ,; ' f particularmente Í por do te 

Qáinte iiílasífeqüacipries homogéneas tratadas poí 

el ^abio J . fiBernoulli , habiendo hallado iun 



mddó'^bi'evé y; fácil ^ a f á r reducir olas indeter-

minadas, qué se eontiehéh :en{ las.-.: muchas e!qiiar 

ciones que sé necesitan^ á: las raicesf^de runa 

sc)la equacion parao tcada í equacion Ihoniogenea ; 

he extendido dicho método á las ecuaciones 

del ¿primer gradot que ño . son. homogéneas ; y 

he; hallaido ©tro para estas equaciones del según?» 

dor grado ; yJ íinálmcínte • he ilustrado las mis­

mas teorías con bastantes exemplos4 á fin dé 

que; los ífcmenes puedan comprehender mas 

Bien; los Cálculos >í]Difetenciál é Integral ^ que 

son la base: fundamental de, la Mecánica, cien­

cia útil á los Oíiciales\(de Artillería , como, lo 

manifiestan; las Obras de los «Señores, Tempe-

I h o f R o b i n s y su Comentador L ; Eü l e r , jpâ -

pacino dr -Antoni , y otros. Además , de los 

adelantamientos dé los mismos cálculos depen­

den los de la Mecánica , Astronomía , y en 

general dê  las otras partes de las Matemáticas» 

Y á ;todo eso no se "ciñe solamenté la utilidad 

del estudio dé los Cálculos § éste dispone el 



espíritu para las meditaciones profundas; éste 

le da extensión y solidez; éste le exercita á 

seguir la verdad sin apartarse del camino: rec^ 

to en >los ¡laberintos más* tortuosos : de donde 

íesulta que dicho estudio se hace útil también 

% los que quieran dedicarse a qualquicra otra 

facultad qué no tenga conexión con las Mate­

máticas. En fin si las ciencias exactas- forman 

la base \ las práctkas^e^án íentendidas con ra^ 

pidez , y rio solo errtfeádidas v;3Ín§ peaifeccio^ 

nadas , mediándo la!;: apiicacion r y ¡ él fbrhentbl 

Los doctoá Académicos , que escribieron la 

grandeaObra vde Artes y Oficios , ^ se ^enteraron 

prontamente de tales facultades, las que por 

ellos tuvieron considerables adelantamientos.-Tam­

bién las Actas dê̂ ^ te mismos manifiestan sus 

trabajosútiles á las? Sociedades enífasüntósuáge* 

nos de las ciencias. Los prácticos , puramente 

prácticos , harán lo que aprendieron de sus 

Padres" y ' Abuelos ; y" si por cierta éombma-

cion regular en tantos millones de hombres re-



sultán 7 nuevos i mptñmeútos '4 á observacloñes ̂  

sé deberá , i los ^científicos que :éstas tengan 1 la 

extensión correspondientei La invención del ara-

teójo : pasada. :áí.dos: Astiónoraos ha producido 

eonseqüencias d é la íniayor utilidad: bien cono 

cidas ;des: toáosw.'.O. M taínpoconvunai tinÉum4^ 

niuctvasjsfacultades- ese da |áan /de: educación de 

la juventud í producé aunoslbombreá capaces de 

adelantar , sina:; unm^Tbombres' sujier^cM£s!t)lf" 

á-.-ryescesL |5eji}udíeialesíiiippu&s eseoiCon ê̂ Qe|iocS?-

cilmente de qu alquiler a idea, que hallaní^n:0bras 

proporcionadas á sus alcances, y se creen en 

estado de decidir en todas materias. • • . • Mo­

vido de las referidas razones he dado la cor­

respondiente extensión á este Tratado , y á los 

demás anteriores , y lo mismo executaré en él 

de la Mecánica : mientras evidentemente me hu­

biera sido mucho menos laborioso • de reducir­

los á uno ó dos volúmenes. Asimismo en los 

referidos Tratados no me he parado en digre-

' siones propias de otras facultades ; porque te-



niendo éstas sus principios, es menester estu­

diarlas en las Obras correspondientes, y además, 

porque díchasf digresiones son impropias del mé­

todo matemático. „ . . . Ultimamente debo ad» 

vertir que en la composición del presente Tra­

tado' me he. valido de las Obras de diferentes 

Autores- indicados. yá en el:. Tomo anterior , y 

además de las de los Señores , Marques del 

Hospital , Le Seur y Jacquier , Bougainville, 

Cousin , y otros , de quienes se hará mención 

m sus lugares correspondientes. 
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( I ) 

I N T R Ó D U C C I O N , 

en ta quat se exponen i í ilustran con exem* 
píos y escollos tos Lemas Ñewtonmnos de las 
Sazones primeras y últimas ^ que contienen 

los principios geométricos de los Cálculos 
Diferencial e Integral. 

L E M A I . 

: i . Las magnitudes, y las razones de las magni­
tudes , que continua y constantemente se acercan á 
la igualdad, de suerte que su diferencia venga á ser 
menor que qualquiera diferencia dada j finalmente 
son iguales^ 

La demostración de este Lema se ha dado en el 
Tratado de Geometría ( I . 430.) 

L E M A IT . 

3. Si en qualquiera Figura A a c E contenida 
por las rectas Aa^ A E , y la curva a c E ¡ se ins­
criben los paralelográmoís A b, 3 c r C d , &c, en 
qúalqüier número, cuyas bases ̂ JP, BCrQÍ>H8cQ* 
sean igualesvy sus lados 2? $, Cc^ D i , &c^ para--



(2) , ' 
lelos al lado de la Figura, y se completan los 
paralelogramos i T / , L m , M n , 8cc. y en esta dis­
posición se disminuyen las bases de los paralelogra­
mos, y se aumenta su número al infinito: digo que 
las razones últimas, qué tienen entre si la Figura 
inscripta, la circunscripta, y la curvilinea, son ra­
zones de igualdad. ízg;. î c r; %̂ m\ 

Tírese la perpendiculai\ á l a . r e c t a , ^ L a 
diferencia de las Figuras inscripta y circunscripta 
es la suma de los paralelogramos JT/, %m, Mn, D o; 
pero por tener todos jguales- ba^es, y ser aG su­
ma de las alturas, es el paralelogramo A l igual á 
la suma de los paralelogramos Ki% L m, Mn, D o : 
luego el paralelogramo JÍ l es la diferencia de las 
Figuras inscripta y circunscripta; pero este paraleloi 
gramo, disminuyéndose su base A B al infinito, re­
sulta menor que qualquier dado: luego ( i ) la figu­
ra inscripta y la circunscripta , y con mucha mas 
razón la curvilinea intermedia, son últimamente igua­
les. Que es &c, . ..: T 

^ ^ ' E X E MsP L : 0 . ^ 

3. Sea la curva E c a una Parábola Apoloniana 
referida á la --tangente-E A*- i % i • m' • > : i ; * 
" Llamadas, la abscisa E A=?x, la ordenada 
Aa = '}¡, y el parámetro =¿2 , por la naturaleza de 



(3) 
la curva será ^a ^ ^ y . Bividasei la abscisa en 
las partes iguales -DC, C B rScc. cuyo núme­
ro n, y será ra X = h. Tírense las ordenadas D ^ , 
Ce, Bh, 8cc. las que serán respectivamente iguales 

, B I X A E B QED T6ED 0. . ... . . 
| ±L±: ± £ ± L — , - , &c. luegolos rec-
tángulos circunscriptos ̂ i , I > ^ C ^ & c . serán respec-

. f 4^i>3 9 ^ IÓ/ÍO5, 
tivamente iguales a - — , — — , — - — , — - — 

& c , cuya suma resultará igual á la Cantidad 

ET) 

~ — multiplicada por la suma de la serie algébri-
Ca; del segundo orden i , 4, 9> 16, Src. qué es igual 
(II.544) á — 4- h — luego la suma de dichos 

3 3*a . -3 
rectángulos circunscriptos será igual a x \ ^ " ^ ' 

¿ j , ^ 1 ^ = — - 4 - ^ — t - - ^ — r , por sel' n X E D 

= a:, por consiguiente dicha suma de los rectángu­

los circunscriptos al área parabólica A a h E es ma­

yor que - í— en la diferencia ——\- — — ; pero 

aumentado el número n al infinito, dicha diferencia 
queda menor que qualquiera dada, y la suma últi^ 



(4) 
ma de los rectángulos circunscriptos es igual (2) al 

área parabólica: luego será ^ ¿ ¿ i i ==-11-, de 
3a 3 ' . 

donde resulta que el área parabólica A a b E conv-
prehendida entre la abscisa E A tomada en la tan­
gente, la ordenada correspondiente A a , y la cur­
va ií ^ , es igual á la tercera parte del rectángulo 
contenido por la abscisa y por la ordenada, 

L E M A 111. 

4. Aunque las bases A B , B C , C D , &c. de los 
paralegramos circunscriptos é inscriptos en la Figura 
A a c E se supongan desiguales, con tal que se con­
sideren disminuidas al infinito; siempre las razones 
últimas, que tienen entre sí la Figura inscripta, la 
circunscripta, y la curvilinea intermedia , son ra­
zones de igualdad. Fig, 3. 

Sea A B Xa mayor base de dichos paralelogramos. 
Tírese la perpendicular ¿zí? a la recta A E . La di­
ferencia de las Figuras inscripta y circunscripta es 
la suma de los paralelogramos K l , L m , Mn, D 0$ 
pero esta suma es menor que el paralelogramo Al^ 
por tener la mayor base A B , y ser aG la suma de 
las alturas: luego el paralelogramo A l es mayor 
que la diferencia de las Figuras inscripta y cir­
cunscripta 5 pero este paralelogramo, disminuyén-



(5) 
dose su base A B d. infinito, resulta menor que 
qualquier dado: luego ( i ) la Figura inscripta, la 
circunscripta, y con mucha mas razón la curvilínea 
intermedia, son últimamente iguales» 

C O R O L A R I O t 

5. Luego la suma última de los paralelogramos 
A h \ B e , C d , &c. evanecentes ó menores que 
qualquiera dado, coincide con la Figura curvilí­
nea : lo mismo se diga de la suma última de los pa­
ralelogramos A l y B m , C n , &c. evanecentes que 
forman la circunscripta. 

C O R O L A R I O I I . 

6. Con mas razón la Figura rectilínea conteni­
da por las cuerdas de los arcos evanecentes a 
he, cd, &c. y por los lados A E y A a , coincidirá 
con la Figura curvilínea, 

C O R O L A R I O I I I . 

7. También la Figura rectilínea circunscripta 
contenida por los tangentes de dichos arcos, y por 
los lados A E y Aa^ coincidirá con la Figura cur­
vilínea. 

• • . 

-



XS) 

C O R O L A R I O I Y , 

. 8. Luego estas •iPigurás'jlí.timas^ ^^"7;)'- respecto 
de los perímeti'os a c E no son rectilíneas , sino li¿ 
mites curviiineos 4e las rectilineas (5). 

E S C O L I O . ; ... 

' 9» Adviértase que el paralelogramo Lm tiene 
cón el? paralelogramo i ; ^ evanecente una razón 
menor que qualquicra dada, ó que es lo mismo, el 
paralelogramo L m es evanecente respecto al pa­
ralelogramo evanecente XC inscripto-f f órquer el 
L m : L C = mc; C c, y m c tiene con C c una razón 
menor que qualquiera dada. Dígase lo mismo del 
paralelogramo Mn respecto al paralelogramo eva-
necente M D inscripto, y así) suííesivamente.' Por 
tanto serán, las superficies evanecentes B c ^ B m ^ 
BbcC, C d = C n = C c d D , 8c. 

- ' L E M A I Ye - ' 

10. Si en dos Figuras A a c E , P p r T se ins­
criben , eomO antes, dos series de paralelogramos^ 
de suerte, que sea en ambas igual el número, y que 
disminuidas sus bases al infinito , las razones últi­
mas de cada término de una serie á su correspon­
diente en la otra sean iguales: digo que las dos Fi-



m 
guras estarán también en la misma razón. Fig. 3 'y 4. 

- Porque estando cada uno de los paralelogramos 
ó términos de uná serie con su correspondiente en 
la otra en la misma razón , estarán componiendo 
las sumas de las dos series en la misma razón; pero 
estas sumas últimas son (4) respectivamente iguales 
á sus Figuras : lúego; como'ún paraíelograrhcr qüafé 
quiera .en una serie á( su correspondiente en la otra* 
así una Figura á la otra. Que es &c, 

G O R O t A R I O . ; 

11.1 (LoJq:uef4écimQ.s d .̂ ;ksr.-Figur^s ly.̂ paTalel.o,-
gramos inscriptos en ellas, se extiende á quales-
quiera cantidades divididas en igual número de par­
tes, eri las que ^ mientras éste: se--aitmenta al infini-
nito , disminuyéndóse igualmente cada part^:, tie­
nen todas entre sí la misma razón, primera á pri­
mera , segunda á segunda, y asi las demás por su 
orden : porque en esta hipótesis la última razón 
que tenga unav parte á su correspondiente, esa mis­
ma tendrá el todo al todo. 

E X E M P L O . 

12. La Figura a E sea un quadrante de cír­
culo, y la Figura J.p E un quadrante de Elipse, 
de modo que uno de sus semiexes A E sea igual al 



(?) 
radio de dicho círculo. Fig. 

Divídase el radio J E ep quaíquier ndmero de 
partes iguales ^ C , C I > i 8cc. é inscribañse 
en las dos Figuras los rectángulos "^¿^ S c y C dr 8cc¿ 
y J q , B r ^ C s , & c . P o r la naturaleza de la Elip-

es E D y i D E : D s ^ J M : pero por la 

propiedad del círculo es É D %Í)É'=¿D d : luego 
-—a •——a 

será D d : D s ~ A E ,: ^ , y por consiguiente 
JDÍ: D s = A É : Apr, pero D d : J D s ^ C d : Cs: 
luego será C ¿?:: C Í == 'ÁE: Bel mismo modo 
se demostrará que todos los demás rectángulos ins-̂  
críptos en el quadranté circular están con sus cor-
respondierites inscriptos en el quadranté elíptico 
en la razón constante de A E a Ajt i por cpnsh* 
guíente disminuidas las bases de dichos rectángulos,: 
y aumentado su número al infinito, las fazónes úl­
timas de cada rectángulo inscripto-en el quadranté 
circular á su correspondiente inscripto en el qua^ 
drante elíptico son iguales : luego será (IÓ) el qua­
dranté A a E i Ap E =: A E x A p , de donde se in­
fiere el Teorema que el Círculo es á la Elipse, que 
titóve uno dé sus exes igual al diámetro del círcu­
l o , como este exe ó diámetro al otro de la Elipse, 
esto A E a Hm E i A E p Hn E H E i p n* x 



m 

^ • • • p E F Í N I G I O N ; 

13. SI jen la hipótesis del Lema antecedente los 
paralelogramos inscriptos ó circunscriptos a las F i ­
guras son también semejantes, cada uno á su cor­
respondiente , las Figuras iAa^Ex P p T st llaman 
semejantes. Fig, 3 y 4. . 

:: [ ' : ' L E M A y . ; 

- 14.. En las Figuras •semejantes tanto los lados 
rectilíneos y eomp los curvilineos f iiomólogoSy, son 
proporcionales, ;y las áreas; tienen la razón dupllr 
cada de dichos lados. Fig, 3^4. . 
¿•m Siéndolas Figuras ^ P / ¡ r semejantes ̂ -se-
rán J[ l ; Pin ^ B m y además semejantes A l 
á P w v Y B ™ ^ •.luego 4 ñ - Fp==Bh: (lqv, de 
donde iT: p F = A a: P/?; pero por la semeja nza de 
los paralelogramos A l y P u es A a : P p = z A B t 
P Q === it^V Fq -, luego será a K : p F=z K b : F q -, y 
siendo; además los ángulos a K b , p F q iguales v sierá 
a h i p ' q ^ K b i F q ^ AcL\ Pp. Del mismo modo se 
demostrará^ser así 
sucesivamente de las demás cuerdas: luego será ah í 
pq-=íhc:qr = cd:rs ==&c, m componiendo se ten­
drá ah -^bc-trcd-^ 8cc,: pq^-qr-^rs -k- &c. =3 
a'h tp q == ^ ¿ r P ^ ; pero las sumas últimas de las 

b 



(10) 
cuerdas evanecentes (8) coinciden con las respec­
tivas curvas a b E , p q T : 1 uego será a b E : p f r = 
A a : Pp. Finalmente por ser lós" paralelbgramos 
A l ^ P u , B m , (22 proporcionales y semejantes, 
será J B : PQ = B C i Q R . j por igual razón B C : 
QRzzs C D : R S y y asi sucesivamente; pior-cpn^ 
siguiente se tendrá J B : P £ = s B C i-Q*R:^ C D i 
R S=8cc. y . componiendo.será^ J? B C - \ -CD 
-+-&C. : P Q + QR-lr RS*+-8cc, ~ J B : P Q , es« 
to es, A E ' . P T = * A B : P Q = A a : P p ; y habién­
dose demostrado antes ser ab E \ p qT ~ A a: P p , 
será abE:pqT = A a : P p = A E : P que es 1Q 
primero, .;. 

2,°. Siendo las Figuras A a E , P p T semejantes, 
las razones de los parálelogramos A l á P u ^ Bm á 
Q z , &Ci serán iguales: luego será (10) la Figura 
A a E : P p T = A I : P u ; pero por la semejanza de 
los parálelogramos A i y P u es A l : Pu=~A a 2s 
p ^ 2: luego será la Figura AaE: PpT:==~4ra11- F ^ 2: 

y habiéndose demostrado en el-, caso .anterior ser 
Aa:Pp = A E : P T, será Z T 2 : T F 2 — T E ' 1 : T T ' H 
luego se tendrá .^¿z^: PpT=~FI"2'/. 'FJ"1= AM^^ 

Que J\ • í -A i • ; 

; ' ' 1 E á É M F L Ó e ' ' ' > 

S5@ Sean las Figuras A H G ^ a H g dos qym. 



dtáíites xfe cítculcís^r ^ sis centros en el 

Divídase el radio en,cjijialqiiier número de 
partes iguales ¿ Í S , B C , (¿Í> , &c . y tiradas las 
ordenadas i ^ i ^ / i ? , í>«f, ScC.-' complétense los 
rectángulos ^ E Í ^ , &c . insé el qua--
dranfe ^ M m ^ l k m ^ l m m á i ^ P M ^ B B , SE: -
8cc. y desde los pünto^ p , / , / , Scc. báxcnsc las per­
pendiculares ph , fe i,) d , &c . al radio a y cbniTi 
plétense los rectángulos ^ ci:;, í&c. inscriptos en> 
ele segundo quadrante a l í g . Siendo , pues:, las rec­
tas P.S y para le lé , & v h H ^ M m p m - -
péropor las paraleíás^F^ y f c e s C H : ÚH^=Í¥H\ 
f M = P H i p H : Pliego ^er^nB H : k B ^ Ü M ^ f í ^ j 
de donde B C vhc ^ B H : b . H = P H : p R ; pero 
&>W-:&: P¿Evf.M* kego setz-B.Qtfrc~?:BP: 
bp \ y por consiguiente los rectángulos B E . y ' 
serán semejantes: luego se tendrá el rectángulo 
fre = B PA: h ^=^"p H12: p H * . í)el mismo modo 
se^dtóoslrará que el rectángulo Oi^ es semejante? al 
rectángulo ck , y qué es C K : ck = H F%:^Jí^; y 
así sucesivamente : luego los quadrantes ,circulares 
^ J T í ^ y ^ J ^ semejantes; por consiguiente (14) el 
qütófaute circular ¿ÍHG;: a Hg = 'A H* :\ a i i * y 
ék w w d G i á g ^ A H i a H i f de donde resulta el 
Teorema^ que los círculos son entre sí como 



(12)) 
los quadrados de sus radios, y que su5'circun* 
fercncias son entre sí como los radios, 

L E M A • V I . ; " 

16. Si á un arco qualquiera A C B dado de pó* / 
sicion se le subtende la recta , y en un punto 
A de su curvatura continua es tangente Ja erecta ^ 
- ^ D prolongada por ámbps lados.; enrfin Jsi el pqn-? 
to J5 se acerca continuamente al punto y coin­
ciden: digo que el ángulo . 5 ^ 1 ) formadp por la 
cuerda y la tangente se disminuirá al injfinitq , y 
últimamente se desvanecerá. i%« 7. • 

Pues, si dicho ángulo B AJD no se desvanece, 
el arco A C B y la tangente > ^ I ) contendrán un 
ángulo igual íi un ángulo rectilineo ^ y \por consk 
gniente la curvatura m A no será continua contra ^ 
la hipótesis. Luego &c. • c 

:'; ,ES,C:O;LI O: ;; 

" i7.;r;Si ía curva F A G C A E referida al diáme­
tro MN{-Fig. 8. ) tiene dos ramos que se cortan 
en eí punto A , este punto no estará en cürvatura 
continua, y la curva tendrá dos tangentes, esto es, 
la recta ^:Z> tangente del ramo ^ C ^ ^ en el pun­
to y la recta A D ' tangente del ramo G A F e n 
el mismo punto -¿. Ahora mientras el punto B se 



; (*3) 
acerca ai punto ^ v moviéndose haciia la parte Cr 
el ángulo B J D se disminuye, y al contrarío se 
aumenta el ángulo JS-^D' , de modo que coinci­
diendo el punto 1? con el punto ¿ , el ángulo B J D 
se desvanece, y al contrario él ángulo j ^ i f D ' vie­
ne á ser el ángulo J D ^ D ' . Discurrase del mismo 
modo respecto á los púnaos triplos^quádruplos-
&:e.r ^ue pertenecen á tres r quatro^ ÍJSCC^ ra-; 
mos-de una curva. ^ - 'Jvwy VAT'J (yj'-.s lo p:::* 

^ÍMI ' X E M A Y l h 
18. En la hipótesis del Lema antecedente , di­

go que la última razón mutua del arco, la cuerda 
y la* tangente és rázoñ de igualdad. Fig. 
w . . . - e l arcó C B concíbase que acercándose el 

puntó i J í a D p t m t b - ^ .«kmpfé. lasí;dke,Gcioi3és-de la 
cuerda y tangente A D se prolongan á dist^ní-i 
cía .finita -en -ĥ /cty. y. :á l-a'; secante- B D tírese la pa­
ralela hd: concíbase también el arco j ícb siempre 
semejante al arco A C B , Coincidiendo los puntos 
B y A , el ángulo b A d se desvanece ( 1 6 ) p o r 
consiguiente las rectas finitas ^ , i , y el arco 
intermedio Ach coincidirán, y serán por consi­
guiente iguales : luego también las rectas A B ^ 
A D y el arco intermedio A C B (que son siem­
pre proporcionales á las Ab \ A d \ y arcó Acb) 



§f: desfane^rto ^ y . tod íá r i la, última rázon * de 
Ígualdad^Q;«e !es &c . : . M. , ' \ > \ |¿ 

:Í9.x(IStf!orí?el;|mñfcO( ^.se tira ( i % . .9.) una pa^ 
mMirBWá la tahgénta ^Ique ^órta á qual-
quiera"éejcan^ü^í^ quer^ase Q! punto J^ ; dicha: 
pa^salda^B i?íte«drá últiníamente la razon de igual-: 
dad con el arco evanecente ^ i? 5 porque coiuple-
to el paralelogramo A F B D , tieue siempre A D 
la razón de igualdad con A B . 

' ' ti Ó R O I . A R I O I I " ' " : 

20. Si ppr los extremos ^ , ; ^ del arco sejticán{ 
- qualesquiera. secantes .SüD^ >^ 'E ̂  ̂ A'Fy A Í G ^ V I Q 
corten;;k?4angeábe^ Jíqyiosu j a r á t e l a q B r ^ todas; 
las abscisas ^2>r, ^BIF,. ^ G ,r la cüerda 'y ar­
co A B tienen entrei sí la última; rázomde igualdad»? 

; ; CÓRÓLARIO T I L "•^:;;'' 
^ SÍS C (Bu^go^todas estas lineas v siempre ^ue , se 

arguya de lásv razones últimas, se podrán tomar 
unas ipoa.* otras-

s e o í i Ó. : : : ; - J Í ' - • • ; ."r7 

32. PGÍ tanto queda demostrado (J%, 10.) que 



(*5) 
en el círculo el arco evanecente J . B , la cuerdü, 
el seno B F y y ía tangente ^ f D de dicho arco son 
iguales py^eri ésta s^osicionJseaán) reGfoQs'lbs ángu­
los BOÍC , C B d , 'qnQ forton los radidiJG^, 6 ^ 
ton la cuerda eyañecente uí B:^ p con el arcoeva^ 
necente iA B ; \y Í ,el i sector í eyane.cénte. será 

igual á f B K ^ B : pero e! seno verso. del rniár 

mo arco será evanecente respecto á dichas ilineas 
evanecentesis porque tirada éla recta ^ ¿ f ^ r ^ o r / t a 
semejapza r l o s triSngulas. qS 4:+vM. MJfr-+Iseirí, 
E A i A B ^ & B '.\AE 'i y&ío A B & m mn H A 
una razón itienor que quajqulera:dada : luégó ví.J? 
tendrá con A B xiqa razón; menor q u e n ^ a í q ^ i e ^ 
dada , esto es, ^crá A F evanecente respecto á AB-, 
poruconsiguiénte «í, cdseno de uu ar^o eyañecente 
es igual al radio; Además , tirada ^ JT paralela; al 
radío A C , será D A* evanecente respecto al. seno 
verso A B , vcmse^AÚ : A I > J = * B M ::JCD =¿.AF; 

^inalmente -^tirada qualquiéi»| secante:/J^JS^ 
pase ó no por. el centro , la parte I > 5 de ella^ 
comprehendida entre el arco evanecente y su tan­
gente, será evánecénté respecto á la tangente eva--
necente, porque siendó.: JD^ Y> D B ^= aárJ>a .^^será 
J ) E : D A ^ D A : D B * 



U 6 ) 

-u-̂ gk Si las xecte dadas L M v jBi? hacen cón el 
á r c o - ^ C . B c u e r d a ^ , y tangente ^ i > r ios 
triángulos i ? . ^ ^ R A C B , R A D , y el punto i? 
¿e-aceréa ^coñfeinuajtiente at purtto úí: digo que los 
tres triángulos últimamente serán semejantes, y su 
ultima razón de igualdad, 7. 

Mientras el punto \S se va acercando al punto 
1^ ,?concíbáie • que las rectas--^D , i A B q JtR so. 
I^rolongari liast^ los'puntos distantes ^^.Tvppjcios 
quales pasa la d hr paralela á D 5 i? , y que el ar-r 

-cd ^ c ^ siempre es semejante al ateo AC B . Quan-
dtíicoüiciidan los p u n t o s ^ y el ángulo hM;%-sd. 
jdesvahecteráf (16)1, -y •: rpor • consiguiente 1OÍ> ntres 
triángulos r ^ ^ , r Acb i¿rAd>¿queísiémpre.>son;.f¡* 
nitos , coincidirán, y por lo tanto serán semejantes 
é iguales * luego los triángulos 72 ̂ i ? , R y 
22 ̂ JX ^ que; siempre són semejantes y prbporcior 
nales ctín los primeros 9 últimamente serán seme?? 
jantes é iguales entre sí. Que es &c . 

« • • i ^ •í-uego estos/ triángulos (siempre que se ar­
guya de las razones ul t imas)^ podrán tomar unos 
por otros. 



(t7) r. 
ÉXEMPLO I. 

'• 25. -Si:ien la Tecfea indefínidá MiV'desde iun putv 
tó feó F se-toman tas rectas F J , JPCf 
F I C , F P , 8cc¿ en progresión aritmética, comb 
también las F h r jPy , JFV , &c , en la misma pro­
gresión , y por lois puntos F , H y 5 , C T A^ r &c. 
¿V/S c v & c i se levantan perpendiculares sobre la 
recta. M i V , y se cortan de modo qué las F F , 
H A \ ' J B i C M \ •&€.•• formen una prbgrésion geo^ 
inétrica c r e c e n t é y las F Y i ha^Jb | c^q^&c. la 
dffi'stna prógreMon ^ecrécente ; la curian que pasa 
|)0r los infinitos puntóá ¡F^ ^^, B r E ) SecÁ-a^M^ 
¿ , &c^áái determinados ^ seilama ILoigarítmicar^ >y 
jdigo qu^eéta: burvar tiene :1a subtangénte constantei 

ni Sean las rectas ? 7 ^ 2 ) ^ 5^,iyi tangentes ; á la 
curva en qualesquiera puntos j í , E , Tírense tas 
oírdenadas A JÍ £ tómense las abscisas FIf% 
F J y F C , jf^iT aritméticamente próporcionales, y 
tiradas las ordenadas J B ^JCG i ipox, \£ naturaleza 
dé la curva las ordenadas A H , B Sy E C , G K 
estarán. en. proporción, geométrica; en fin tíreri^ 
•se filas rectas A R ^ E O paralelas á la recta J1£ÍVF 
asíntota de la misma curva. Siendo, pues, ^ i T s 
B G — B J i A I I i sera dividiendo 6 ? : ECs=*BR¿ 

Q 



( i B ) 
A H , y alternando (70 : B R ^ E C ^ A R ^ pero es­
tando las rectas A* , JPC , F J , F H en propor­
ción aritmética, CK=z H J Y ác donde BQ=r 
A R : luego ^mbien será E C i A:H=~ G 0 X A R % 
E O X B R , esto es, en razón com|mesta dé las 
razones GQ ; E 0 , y A R i B R - r pero las razones 
últimas (23) $e G&:f iO, y A R , B R son respec» 
tivamente jgüales á las de - i í? : ^ y A R ; RJP^ 
luego SQYÍ E C 1' A J I Qn rázon compuesta dé las j ^ 
zones L O : E 0 , y A R : R D ; y siendo estas res­
pectivamente iguales á las de E C : C S , y T U : IIA^ 
por la* semejanza ideólos triángulos E O L y SC'E^ 
M R D , j f \ ¿ H A l sé tendrá E C i A H én razón 
compuerta de. las razones J&C : C5, y TI IyMA* 
^:pot «onsiguientéc:^ 411: A B — E Q ^ U ^ A M ^ k 
C S : luego serán iguales las subtangentes MT^ 
sperteneeientes^ á qííálesqülérai puntos A \ E de la 

.. Es evidente que tomando) distintas pifogrésio?* 
Ties ̂ ser describirán :ótras: ;tántas logarítmicas: p<ar 
exemplo>, lallo^rítmica^^ri , édnde 5 se tcÉnaáíii^s 
logaritmos tabulares^tiene la ^mgresion ¿aritmética 
de las abscisas F / / , F J , F C s F K , F P , &c. 
correspondiente á.laiserie áritmeEáa deHos mime-
írds^na|:uraíes.1 r 2^3 ,.4^7&c.ry la progresión -géa^ 
:naétrica xie. .lasordenadas.JPJ'^ A H ^ B J r 



(19) 
8cc. • corresppndiéhte'-á la ^erie geométrica i v iP¿ 
IOO , : ióao-f 'esto ŝ-, ^¿1=^0 , 1 , . ió== r, 

E X E M P L O I L 

>íá6; Í Si dos logarítmicas"rJCB<^&P-(Í tienen en 
clbodgen í" de las abscisas ^tiria común órdehada 
iPF; las abscisas F J , jPF correspondientes á igna-
les ordenadas J B , F Q serán como las subtangeri-
tes*de dichas logarítmicas i ésto es, en razón cons­
tante* Ftg, 12, ' lícioymU^ >i 

^Tírense las ordenadas J I í , 0 Z iguales; sean 
C J Í D ,,'MQS,.,, tangentes, á dichas curvas en los 
puntos-^ ,0 ; en fin tírense las rectas J Í R ; 0 T 
paralelas á la asíntota MiV, Por tanto se demostra­
rá , como en el Exemplo antecedente , que la ulti­
ma razori de A R : R B es igual á la de G H : H A , 
y qbe la última. razón dé Q T : JTO es igual á la de 
O Z i ZM t pero R B ^ Q T , y también H A ~ 0 Z ' 
(supi ) : luego será por igualdad ordenada .^i^V' 
e T ± = H G i Z E ^ 6 bien H J : Z V ~ H G ¡ Z E , Si se 
tiran otras dos ordeñadas W-M^ Z /X iguales, se de­
mostrará del; mlsmó' modo ser la parte evanécente 

de la magnitud JP^ á la parte evanécente Z L 
de la magnitud F F , cómo la subtangente constan­
te H G de la lo'garitmica A C B á la subtangente 



m 
constante Z E de la logarítmica OPQ, y asi sucesi­
vamente : luego ( n ) será F J : F F — J I G : Z E . 

( Si se suponen , J Í C B la logarítmica, en la que 
se toman los logaritmos hiperbólicos con la subtan­
gente G E = i s 0PCl la logarítmica en la que se 
toman los logaritmos tabulares, y finalmente las 
ordenadas B J = Q F = io ; será por lo demostrado 
el logaritmo hiperbólico de 10 al logaritmo tabu­
lar del mismo número como la unidad á Z B ; esto 
es ( I I . 337) 2 , 3 0 2 5 8 5 0 9 : 1 = 1 : Z E , y por 
consiguiente la subtangente de la logarítmica en la 
que se toman los logaritmos tabulares será igual 

á a ^ o a t f w ^ i 43429448 próximamente. 

E S C O L I O I . 

27. Hasta aquí hemos supuesto que el ángulo 
del contacto ni es infinitamente mayor, ni infinita­
mente menor que los ángulos de los contactos que 
las circunferencias de los círculos forman con sus 
tangentes. Pues, si las curvas J Í B , AC i y la rec» 
ta A D se tocan mutuamente en ^ , y tirada la 
recta D B C r sean siempre ó en el punto de la 
evanecencia, JDB como Aj}m, y C D como A D n r 
y finalmente sea my>n: digo que el ángulo del con­
tacto B A B será infinitamente menor que el ángu-



\o C A D + y por consiguiente no;podrá pasar entre 
la curva A B y su tangente A D otra curva del 
mismo género de la AC* Fig. 13« 

Supuestas/7 y ^ cantidades finitas y constantes, 

sean B D ^ ̂ - ~ , C2} ^ ' - ^ r y se tendrá ^ 

^Psss- • - : *~*=z AI> í — : pero siendo 
F $ í 

evanecente , lo es también U í í ^ " 0 : luego 
será -SD á CD como la cantidad evanecente 

á la cantidad finita —, ó como una finita á una in» 

finita 5 por consiguiente la ordenada evanecente 
D B será infinitamente menor que la ordenada eva-
necente 2> C; y por lo tanto el ángulo B A D infi­
nitamente menor que el ángulo CADm 

Por medio de las infinitas Parábolas , cuya 
equacion es p™'* X ^ = ^ &m •> se tendrá una se­
rie infinita de los ángulos del contacto, que for­
man dichas; curvas conilas tangentes rtiradas ^oíí su& 
vértices primarios ̂  esto es, suponiendo^ m sucesi­
vamente igual á los términos de la serie 2 ^ 5 , 4̂  
5^ 6 , 3¿c. se tendrán las equaciones p X B D z=s 
T B * . p i y . B D — WA'* , p t X B D — DTA*,Scc. 
que son á las lineas parabólicas de los órdenes se­
gundo , tercero, quarto , &c . luego el ángulo del 



cotítaceo^eñ él Vértice p d m t ó o de la linea paírabó-
lléaP áel^-^um^ó? éláen ifífotfíííitamenk «menoti 
que el ángulo del^c&ntácto ^n 6Í vértice primario 
dé^á^ i f fé i^a r tó l tóa ' delí'tércer, orden, y ésifce<ím-
finifcamente menpr qtie el .ángulo del contacto en 
el vértice primario He la Parábola Apoloniana. 
D4^gdpa^e1.del .iilismD' modo .respecto á.la equacion 
de otras infinitas - Parábolas expresada por p X 

m~ i Wñ™-1 =z'j~Dm., ó b i e n p ^ x B B — J D 
Por tanto se .refieren las curvaturas . de tpdos los 
infinitos géneros de curvas á las que tienen en el 
^e r&ce" to in im^ pot ejem­
plo íi, sí encuna durv^ (ktdzi^Eúñ^íB^int^l ^se^MllA 
ser la ̂ oMe^adi^etanecenlev^É? eoipo js .^f ,'.se:Tef; 
ferirá la c u r v á I á r a ^ M 4 r ^ kmvp:m®'~)áLll(Fig;z%)i 
de: íá parábola" cubica^íe^presada ̂  por' la nequáéion 

X B D = A D 5 , y el ángulo :del contacto que 
fóriiia tâ  curva ^ *cbn lá. t a n g e n t e n i será 
infinitamente^ mayor., ni infinitamente meáor que 
ei ángulo del' contacto en .el vértice primario de 
dicbaí ;paÉábbla^: por l a misma aíazon; la curvatura 
H K (Ptg.,'¿S) del: círculo 5 5e referirá á la curva­
tura A C 13) de la Parábola Apoloníana, por-
que es ía ordenada evanecente como Ji 1 ^ 
¿olmo facilment^sedemuestm. Tírense, pue^ per* 



pendicwla^i^ aWiámetro y las caerdas JCM^ 
K H ; y poi- ser-los triángulos - M K H , H L K se-̂  
mejantes, será üf//-: H K = ^ H K : H L , de donde 
JÍK^ — M H K H L ; pero lá' cuerda evanecenté 
/ / i T es igual (21) á / / / , y además H L = 1 K ; lue­
go será M H y i K I ~ H I S 5 por consiguiente i ^ / ; 
F T S = 1 : J f / / cantidad constantec 

Finalmente obsérvense los infinitos órdenes 
( Flg. 13) de las ordenadas evanecentes B E r D B \ 
D C , &c . de las quales-unas son infinitamente, me­
nores que1 otras,' & bien -queatienen entre si .una 
razón i menor qaié. qaab|uiera dada. » 

r : ' ' ' f " V B S G O L I O ' I I O " / . ' ' . ' ' 

28. Tambienilo.que- se. ha. demostrado: en los 
Lemasvantecedientes'-réspecto'á las curvas, y ,;á- las 
superficies comprchendidas por ellas, y sus coor­
denadas.̂  se aplica, fácilmente á la superficie de los 
sólidos.,: y á los. mismos sólidos*r '.\t - ,, 

Io Si en, la. Figura curvilinea E ^ a A se - inscri­
ben los rectángulos v^; . Be , Ci¿ Sc-Co y se circuns­
criben los ^ / , Bm,' .Cn , &c0 .y, en-esta disposi­
ción dicha figura da una revolución ;al rededor del 
exe i i ̂ ; es evidente, que la :figura E c a A , formará 
un sólido , y los «rectángulos inscriptos, y los cir­
cunscriptos describirán SÜS. correspondieres ciiin-



dios íi-rscriptos y circunscriptos al sólido:; y con* 
sidc/ando. disminuidas;: las bases í-^fi? , • B C , • CD% 
Bcc* de 'dichas rectáiigu-los, y .-aumentado su mime-
ro al infinito ; la suma de los cilindros evanecen-
tes Q menores que qualquicra dado , inscriptos cu 
el sólido coincidirá con dicho sólido, y lo mismo 
sucederá con la: suma- de los cilindros evancecntes 
circunscriptos al sólido ( Fig. 16). Pues, supo­
niendo las bases A B , BC% Scc, iguales, y prolon­
gando las paralelas nL.y'O.M- hasta encontrar el h -
á o A a en los ¿puntos JP , G ̂  el cilindro formado 
por el rectángulo D o será igual al cilindro formar-
do por el rectán^ulp A l f } , la diferencia entre los 
cilindros formados por los rectángulos Crr y se­
rá igual á lá diferencia entre;ipsícilindros formados 
p¿r lo§ rectángulos A L y A H , la diferencia entré 
los cilindros formados por los rectángulos B m y 
B c será igual á la diferencia entre los cilindros 
formados por Ab y A L ; y la diferencia entre los 
cilindros formados por los rectángulos A l y Ab 
será ella misma i luego la diferencia entre los ci­
lindros circunscriptos al sólido formados por los 
rectángulos jPc^ Cn% B my Al% y los cilindros ios-» 
criptos en el sólido formados por los rectángulos 
C d , B é i Ab % será el cilindró formado por el 
rectángulo A l \ pero "este cilindro disminuyéndose 



altura A B al 7 Infinito f resulta ménor que qual-
quier dado : luego la %üra inscripta en el sólido, 
jr; la circunscripta iá ̂ él r y con mucha mas razón 
el sólido intermedio V-son últimamente .iguales¿; KD 
| 'Nótese que el cilindro evanecente descripto por.; 
el rectángulo circunscripto CTZ , el cilindro evane-. 
¿ente: descripto: por el correspondiente rectángulo 
itiscripto; C ¿ , T con nmcha mas razón el; sólido 
evanecente formado por el areá C e d D , serán igua­
les entre s í : porque dichos cilindros están entre sí 
cómo los1 círculos descriptós por los radios Dny 
D d y Y ̂ a diferencia entre estos círculos es menor 
que qualquiera dada¿ 

Si las bases AB^ B C , tkc. de los referidos rec­
tángulos no son igualesr, se supondrá ser. A B la 
í ^^^á^ - i tqdas^o ík , okfM'i^hk^Q »5 "oliikv b íg 
j;Í 2̂ .Í Si la figura curvilínea ^ ¿ z ^ da una revoliw 
eion al rededor del exe JE A , la curva B e a des­
cribirá la superficie del sólido formado por dicha 
íevoluciónv y los puntos ¿z, éyj c , &c. de dicha 
curva" describirán respectivamente las Gircünferen-
cias circulares a ha í-frgfri efe , &cv cuyos radios 
son ids $ci^tvMctiltte$f A ^ 
S l ^ f y tc^siderando las J ^ J ^ ' ; B C , 8cc. evane-: 
cehtes ̂  lo serán l^rbbieh -los arcos ^ ¿ p b c ̂  &c . 
en esta disposición v la superficie descripta por lai 

d 



m 
curva Mit será Igu^i á la s u t ó xJé los prodüetos 
de cada arco) evanecente; de la mispia curva; Lmulti-; 
plicado por la circun>ferencia)dél círculoyícuyoi^ra-* 
dio esí la perpendicular laxada; i desde eí extrsmei 
de dicho arco al exe J I E , esto es ^ será igual á 

Mieiitras: la curva -a h E Ha una, revolución 
redectorr del exe A E , el arco ^fedfscriBirá'sucesirí 
vamente las superficies a d V h , d d' b" bT\ &c. hasta 
volver al lugar de donde salió, las circunferenciasl 
a k a , bgb queda rán? divididas en igual • número - de> 
partes ^ , ^ - ^ ^ 8cc. y -tb*^ ¿,f, .&CV y la stínía. 
de dichas superficies será, la superficie desGripta pop 
el arco ¿7 í : entiéndase ío mismo respecto á las su­
perficies descriptas por los parcosr̂ c ^ cdy &c* hasV; 
ta el vértice ^..Considerando ahor^/la-^tre^aL^íffí 
ev^necente y será^tambien! íéímnecente la ! diferencia 
entre los radios ¿ í a y B b r y por consiguiente eva-
necénte la;diferencia entre'las circunferencias ák.a^ 
j - tg^b: luego si se consideran evane tren tes ios áreos 
ad., dd'' ,S¿c, .b b \ b''br\ Scc* se tendrán ^ J=^ ;K^ 
á V * ^ ^ ^ , &c» pero ( 18 ) los arcos evanecentes 
coroeideas GOn sus respectivas cuerdas: luego -la su-
perficie adb'k será un quadrilátero, que ^ tiene' IOS: 
l^dOs jopuestos iguales r entMndase nlo mismo res­
pecto á las demás superficies d dr bn V , d' d" b"' V \ 



8cc, en las que s^-corisi^xa 4Mdida toda la suféjíT 
fieié ídescripta; poríielme© dvanecente ¿i . Y; iien-

será/&i^mofaE&q xpeí !pasa por dicho exe v per» 
pendiciñar á dicho circulo ¿T Í̂Í ; pero ( ¿ 2 ) el; ar--
eo aaT menor que qualquiera dado eŝ  perpeii* 
dibular íal >diámefcro , que es la común rsecr 
ción de dichos planos ¿ẑ ¿z y <aE / i : luego será ^ ^ 
perpendicular al plano h a E y j por consiguiente al 
arco evanecente a h , esto es, ( el ángulo d ab- será 
recto;. pero el quadriláteto \a U ^ofiene ;sus lados 
opuestos iguales por lo demostrado :4 luegó la su-; 
^erficie evanecente ad b' b será un rectángulo igual 
á Í2 ¿ X bíM Con el mismo método se demostrará 
servía süperficie évanpcéhte WM- WMr=s.diU^V.hv^ 
4brÍ(M'b". % y ásí.sücésivamente respecto á lásidema^ 
súpérfícies s evanecérítes, en las que se considera di­
vidida la superficie descripta por el arco evanecen-
té ! ^ ̂  t !lüego la'superficie descripta por el arco 
eVáhe'cénte^ b- será" igtíal ̂ ' 'ahxbg b:-. Bel mismo 
modo^se demostrará que la superficie dcscripta por 
el arco evanecente be es igual á bey^efe^ y asi 
de todas las superficies descriptas por los demás 
arcos évanecentes de la curva propuesta. Luego la 
superficie descripta por la curva E a , que da una 
revolución al rededor del exe E Ay será igual á 



(28) 
üh X% ̂  A-tc % cfc 4- c i X ^+ &:c, :;.: f^ 

Es evidente que si la curva ^ i ^ se refiere al fo-
cus y se mueve al rededor de la ordenada I? 
como.exe , la superficie descripta por dicha curva 
será la misma que anteriormente se ha considerado, 
y en conseqüencia será igual á :1a suma de los. re­
feridos productos. Adviértase que son distintas las 
expresiones de las áreas, y de los sólidos déscrip-
tos por ellas , respecto á. las curvas referidas á los 
focus; pero de un modo semejante se aplican los 
mismos principios á dichas áreas y sólidos, eomó 
se vera á continuación^ • n H;' ; 
' 3°. Si en qualquiera Figura curvilínea 
contenida por la curva A $ referida al focus; 'F v y 
por 4as<ordenadas 'W.id y'J^tf, se inscriben los isee-
toresb circuí ares semejantes A F a , E Fp ̂ x JZyFmy. 
&c. y Se circunscriben: los E'FiD., B F G r C F H , 
&c. y en esta disposición se disminuyen Unos y 
otros \ sy se aumenta su: 'número al infinito 5 la$ 
razones ultimas que tienen; entre siJatjFigur^ rins-: 
cripta , la circunscripta y; la curvilinea, son ran­
zones de igualdad., î zg-̂  18. 

: jProlónguense los arcos circulares Í̂ ^TK, 2 ) ^ , 
hasta encontrar la ordenada F $ en los puntos 

i l f , Mí\ 0, La diferencia que hay entre el sector 
circunscripto L F ú r y el inscripto C F K ¡ es la su-



(*9) • 
petjicic L C K f i la diferancia entre el-sector cir-
Gunscripto H F C *= C F K , y el inscripto j5 jFw==s 
m F M , es la superficie CmMK* la diferencia en^ 
tré el sector Circunscripto ' F B =sm<FM ,r, y el 
inscripto E F p ^ F F N y es la superficie JRmilCIVí 
y la diferencia entre el sector circunscriptoDjF^ 

FN'pycéí Í inscripto A F a = QFO Í -es;, la 1 sv̂  
perficieüP (2 £W> tógoila diferencia qiier ípasa íervr 
tre los sectores circunscriptos' y los inscriptos les 
igual á la suma de las superficies L C K J yCm MKy 
mP N M ^WQQM^ésto es, igual á ría ^superficie 
IJ Q ú pero estarisifperficie , disrninuyéndios§li^l 
ángulo ^ i ^ ali infiríito í ^ s t Í t ^ n | ® S f e W é i ^ K 
quié ra dada : í luego la figura inscripta , la cirGunsr 
cripta^'ip-cdníi n^chá mas: razona la curvilinea in­
termedia ^ son últimamente iguales. . , i 

/ Nótele i que la i superficie i ^ t f ess ̂ ^^ecei^l^ 
respecto al sector evariecente i^CiT, porque es 
&C K J í F a K ^ 2 j m : JCF, y 2 A tiene con A"i? 
unai razón menorique: qu^quiiera dajda,: Por tarito 
será el séctby:eváfciecenfé^'FQM^F&'S^'FCtfz 
y por la misma razón el sector eyaneicente FBm, 
=s 'FHC'.=z F..B. C , y así sucesivamente, 

4°. Si larfiguía:.-^ FM::• contenida•..•-:poj-:i/la/ • .CUÍX»/ 
á.B • referida alrfocws-F, y por. l^s;prdena<|as ̂ jR^. 
F E 3 da una revolvicion al rededor de la ordena-



da E F , como exe r supuesto lo que se dixo 
aa^«Qim©BM|e^ sei tiíian JájS. QídeBaidas Fb., Fc y Fd, 

lu,ctpn? Mr^mal=£.l!a^uma;.^e io^.pxoduetos de los 
tMal^ulis ^anecente^ ^ ^ V ^ - ^ - » ^ . ' m u l ­
tiplicados respectivamente, por dos terceras partes 
de-las! circv^nlek^eks. b g í h fi'fc -i dt&tvScf, ci^es 
radiosisonil^s pérpeixdjculáres ^J5-, c C \ d D , r&c. 
áola oríÍGnada MF^rFigicT^ 
/>. Mientras lá figura curvilínea: 
volucic?rt al? rededor de la ordenada el trian-
g%lQ¿í¿v^neeeñte^2^:: idescribkáí áucesivarnpnte Jos 
s M ^ s ^ ^ ^ ^ p ^ ^ ^ V ^ í&e^'^ volver al 
lugar d̂c donde salió"; pero (.2°.) lámbase '̂¿z b bife 
diclio sólido es un recténgulol, y í ad como,. tam-̂  
bien h bT son perpendiéul^res f a l r ^ ^ n a ^ ^ ^ i y 4« 
ééMigúférftesal íBiáhgulró: i¿ ̂ ri»)lufego jdicbo sólido 
áerá: una pirámide Igual á :4 F b y í ^ h ¥ : con el 
mismo rríetodo sé demostrará el. «olido tpíramidal 
V ' W l ' a ' F ^ d F V X ^ & h" — * F k K ^ UMUelsó^ 
Mdo piramidal ^ ' V " W F = aFby^V'V" , y así 
sucesivamente í luego el sólido formado por el 
triángulo evanecenfee aFb será igual á'¿iBh-% 
I>el rnísmo ^nod^ el sólido 
descriptd» por él triángulo evañecente /'/c es igual 
&-Vfc%%-¿f¿\ y-así sucesivamente de los sólidos 



(3íT 
formados por los demás triángulos éváneceñtes V ^ 
los que se Goñsideraí dividida la figura "\a.'F-M. P e í 
tanto êl -sólido descriptó por lá ' figürái curvííiríea 
a F É , ' que da una revolución al rededor de 1* 
ordenada E F , . como exe y sérái igual á a F h % 
^ í g h ^ F c ^ l c f c ^ c F d X l d e d ^ ^ . • < > 

Z I ' " ÉXÉMPLQ Í* V' 
¡129. Se-pídS hallar la Superficie discripta poí 

la revolución del; áréo" "circular ' ^ ^ >átv¿'e^e:d^^^ 
déíDrádi6'rSÍiR : j ^ : / í j ^ , r..if:.)•..oc'i.. [o .rmir/r: icb 
U ^ n s t ^ j^i^^lo^^ d^ que la su-̂  
períicie propuesta es1 ígrfal(á la serie C J y i C P C 
4 - J^C^ J?. J ' í ? X B ' W E - ^ S t ó s eiir la qliiat 
se consideran evanecentes loá^arcés í ^ t ^ j 5 ^ 
&c . Tírense lo^ ra^ioi J^C^ -F*^,, y la C ̂  paralela 
al radio A F : y siendo el arco C S evanecente, se-
rá (22) el ángulo F C J recto ; ' pé ro el ángíilo 
WC lT S ~ i W & * t á é ^ m i & F & J ^ N & ¥ ! ? yniqu% 
tando el cdmlm ángulá- Fí> ÍF^ resultará N:C F =i 
Y C 3 y ^é^o'lós^nguIoéíOV", F son iguales poK féc-r 
tos; luego los triángulos C F ^ , CÍVJP serán se» 
mentes%i y fC-p 'éfim ófiáftatetoál^dbfe^sésfeci 
es•, C S \ C Y =zCF1 C N i por consigúlénte C X 
m = C ¥ % & F t = ¿ F A ! K MN'; pero C.á' 
X C P C = C N : C F C = A F t A P G C A : l u e ^ 



K M W Z ''J*P:G&MX ilf^ívgD^-consiguiente, Gr&K 
C P C ^ = A F . G C J % MN, Del mismo modo se dc-
mostrará que son, B C ^ B T B ^ A P G C J x N R , 
B : E : % £ D E =~ A P G Q A % RS , j , ^ s i sucesiva-, 
mente ; peÉ>';-la/isij{i!^T^te;fQrpada pG>r:jeÍ arco cir­
cular es igual á C J ^ C P C ^ - B C ^ B T B - i r 
B E y > E D E - \ - 'écc. luego dicha superficie será 
igual; á ^ P ^ C ^ X M ^ ^ r Q V A % + 
d m ü A % RS.A- s-SíG.\ == A P G C A x A M , : de; 
donde resulta el Teorema, que la superficie des-, 
criptaipor la revolución del arco circular ^ al 
ípdédor del rádio A F , como exe , es igual al seno-
verso ^i^iÍQlrii^israo .arco multiplicado por la cir-. 
cmnferencia 'yí^F^^A»)i <o: : ' „ ' - . - r : / 3 r r - • -.rí/-: 

¿ C O R O L A R I O I . 

^ 3 0 4 , I^ega4aíSupfrf¿íe4de la Esfera: descripta 
porla revoliicion de la semicircunferencia v/^í? 
al rededor: del diámetro A Q será igual al:diámetro 
A G multiplicado gorila c;ireunferencia(^P(^üU^ 
praro .e lx i fcúId^PC^s igual ( I . 435 ) á la quarta 
parte del diámetro la cir^wn*í 
ferencia A P G Q A Í luego; la superficie ide ; la Esíe» 
ra será «qiíádrupla dé la de su círculo máximo, 
F P C íí : ' - : V 



rrt3i,^rPor tantajas supefficie%- las Esferas estar 
rán entre sí como los^Wdraaos '* ge'sus "díáriiétras; 
porque los círculos , que son iguales- á dichas su­
perficies , están entre si en lá;i'azon de los quadra-
dos de sus diámetros. ( I. ^Jgr)f^ '{ v/ 

32, Se pide Hallar el sector esférico producido 
por la i^vblübioñ d d seetof circular uáFtfsá v& 
dedor del radio ^ F como exe. Fíg. 19. 

Consta por lo demostrado (28) que el sólido 
propuesto es 'iguál á la serie C F 3 P C i r 
QECx&ffTB~jti,&í!AX&F.$:A-M:&^ en la 
qoial sje, c ^ s i d e í a n - e v a n ^ los sectores C\FJ .̂ 
B'.FO-,'EFB , &ei pero en el circulo (29 ) es 

CJxCF 
C J K C P C ~ A F G C A ) < M M , á i í A o n á Q 
^CPC , ó bietf (22 ) CF$%$CPC =* A P G & M 
<̂ MNyr-^-j y por la misma razón es B F C X | 

B T B ^ J P G Q A X NR X - ^ r , 7 así de los demás 

términos de dicha serie : luegó:f el sector' esférico* 

formado por el sector circular J Í F J será igual á 
APGCA%MNK~+APGCJKNR%I1L+ 



(34) 

J P G C J y i R S x — + &c. ~ J P ü C J y . C F x 

•=— 5 y por ser el cono, que tiene por base el 

círculo máximo ^ P ^ <Íe la esfera, y por altura el 
senói verao ^ i l f del;aíGO; ^ / , v > igual á A F G C A 

X - ^ - X - - j - i se téhira q̂ue el sector esférica 

formado por el sfectóf "úrtúlk^JtF'J^ que da una 
revolución aí rededor del radio ^ i 7 ,' es duplo 4el 
cono que tiene , por base el círculo máximo de la 
esfera, y por altura el seno verso A M del arco AJ* 

. / C O R O L A R I O L 

33. Sé infiere que la ísblidez dé la esfera e& du­
pla de la del cono , que tiene por basê  el! círculo 
Máximo de la esferâ  y por altura él diáraétro AGI. 

C O R O L A R I O I L 
34* 'Por tanto las esferas estarán entre sí como 

los £ubps de sus diámetros ; porque? Ips conqs 
iguales á dichas esferas resultan semejantes , ^ 
(rl. 456) están entre eli la mzbfr triplicada? de loS; 
diámetros de sus haseŝ  ; , - , . 



N ü C f o N E S GÉ 

35* Láá cantidades ^ariabiks sé notan con las 
illtimas letras r , í , tu, x ^ yr, r del alfabeto , y las 
constantes con las primeras # , ^, c, 8cc. 

36. Función de una cantidad variable es toda 
expresión en la que se i halla dicha variable v de 
qnálquier modo, mezcládaró> no con constantes: asi 
ax'Jrix*"{-cx '* , {a¿¥bx? ¿\-cxi)r,&:c. son fun­
ciones de la variable. ¿. f 

37. ^Eas/diíereñcias menores que qualquiecá 
d̂ada róelas diferencias cvanecentes de las 'cantida­

des variables , se llaman Diferenciales , Elementos, 
Infinitésimos , y también Fluxiones de las mismas 
cantidades variables 5 y; dibhas cantidades variables 
se llaman Sumasf, ; Integrales , y también Fltientes, 
respecto á sus diferencias evanecentes. 

38. Las diferencias que tienen con las cantida-
des variables finitas , á quienes pertenecen, uña 
razón menor que qualquiera dada , se llaman Di^ 
ferenciales del primer orden, ó primeras. Las dife* 
rencias que tienen con las diferenciales del primer 
orden una razón menor; que qualquiera dada r se 
llaman Diferenciales del segundo orden , ó segun­
das respecto á las cantidades variables finitas á 
quienes pertenecen: así la diferencial del tercer 

file://�/-cxi


orden , ó tercera , es la que tiene con la diferen­
cial segunda una razón menor que qualquiera da­
da. Discúrrase del mismo modb de las diferenciales 
del quarto órden, y así sucesivamente»; í -mü-lns 

E S C O L Í G . 

ol ffiíúsñz'Shéníla .cfectá A M ^Fig. 2 0 ) se toma 
qualquiera serie de cantidades- • AS.^^¡AiQ.^rúii -¡B, 
A E , A U , 8cc, expresadas respectivamente con 
las letras x , x , x" ̂  xr", ̂  z&c . es evidente que 
4ásidjfáxcpciisipB &4<eil>^ ME^vMiW^Mc. .-serán 
respectivamerite iguales 
jt'"—-a;'v, &Ci Por tanto considerando dichas dife>-
rencias evanecentes ó menores que qualquicr can­
tidad finita , serán xe&Mffyx!:~x' ^ Scc. diferencia-
JiÉS'' ráfeftigríí̂ é-f •óí'defiíréspecto'- á la variable a: <, y 
estas diferenciales serán iguales ó;constantes , si la 
serle de las cantidades''írv-^ d^x"''-, Síci iei aritmé­
tica.^ i)ígase ife mismo respecto á lá serie crecente 
( ü % v 2 i ^ dé las Cantidades r AC^ A D ii AE^ 
£cc.> cuyas diferencias príitieras son £ ~ x ^ x ' ^ x \ 
^^^'h^^^x' ' '^ 8cc, Adviértase que en el pri-
tíier cá^o la di^renicial primera a : s e r á : la dimi­
nución ^vañecénte dé % variable x ̂  y ' que en el 
segundo la diferencial primera ^f-^ a: será el au­
mento evanécente de la misma variable x: luego 



(37) . .. ; . ; 
á la diférfenelal íprimeíra îe la variable ^ se dáíá el 
signo -4- ó —; seguti se considera aumentada ó dis­
minuida dicha variable. . ; ; , 

Si . .dichas diíei^ncias1 ípriráerakv esío es^ 
x — x \ x' — x" , x'—x" , &c . no son" iguales y las 
diferenciasi de esta serie serán — ácr'-t-2^'— ^ , 
— x"-l~2x" — x', 8cc, Por tanto si dichas diferen­
cias primeras son diferenciales de^ primer^íérd^n?, y 
las diferencias seguras se consideran 
respecto á aquellas , se tendrán en las' inismas diíe^-
rencias segundas e-las diferenciales segundas • ó las 
difere^cialel d̂e las diferenéiaíes >de íláiisariable^ prd-
puesta ¿r̂  ©igafeê  l o misnio respecto ^rtó serie-ere^ 
cente r(Fig, 2,1) de las cantidades JÜB ̂  A 0 , A J } , 
A E , &c. cuyas diferencias segundas son. a:"— iza:' 
•4- x , x"— 2 x"~ -f-x' , &C. Adviértase que á. las.di­
ferenciales segundas sé ^deberá dar el signo 4^ ó --•, 
según las diferencialesl primeras se aumentan ó dis­
minuyen. Con MíHmfemón! método sé manifestarán 
por medio de las diferencias terceras^ quartas, &c , 
las diferenciales terceras, quartas , &c, de la va­
riable propuesta a:. 

39..Elnalmenfe obsérvese que el quadrado de la 
diferencial primera de la variable x y y el produc­
to de las diferenciales, primeras de dos variables, 
seráti diferenciales del segundo orden : pues, Ha-



imaiáalm la diferencM.primei^ , se-
J L * ; m—m ̂ mzrjvip&oxm tiene con .1 him razón 
menor que qualquiera dada^liMego //?a téndraircon 
,m difet^actal^h^riméy-m'deti una razoh níeuor 
qti^ qüa lq^ ie^dada í |>Qr consiguiente se 
tn* dífere^i^jl.4elt segundo ordenasimisróo-ljtñriá^ 
das»¿^sidifereí ísyiesf)pr im!^^ 

y VSCF4ÍJ":Í^4=^ ;;m^;!per6 m;tiene qon . I uña 
dcazon-menor;quj3^í qualquiera dada. 5 luego m /z! ten-
*Ít.$.icont:n.;difefeíjeial. del /primer :orden iuria razón 
']ríeik>r^ii6/^al^úl^Fa:.da^; íp0rf consiguiente ^será 
• { ' ^ ) - d i í e r e f t c i a l del segundo órden. Con el 
vmismóímétodo se:hará ver .que-'/» 5 , ma» , /»»,* 
son -diferencialiss del tercer órdeu, y que /»*, 
mZ-a* ¿mn ) ^onudiferoiciales del; quarto,, y. así 
síicssivaraepte. ^Ldértá^L de diphosí-óxdenes de can-
tidade^-evanecéntes [ubas infinitamente menores que 
otras, hay otros órdenesl intermedios , que resuc­

itan Iquando la diíerencial primera estál elevada á 
MÚk potestad quebrada ípósitiva:x:omó,por MxemplQi 
€rí l ^ serie 4e^las diferenciales m':, / n ^ mf, /^ 
8cc. el segundo término será evanecente respecto 
al primero , el ¡tercero; respecto al segundó y así 
sucesivaáiente ^ péroí dichás difierencialekdseráa de 

oíos respectivos -órdenes | , | , I , Sx.-• 
4^1 contrario^ supuesta m cantidad infinita, es-



to es, mayor que qualq^íer cantidad dada^ se ten^ 
dráii en la-série' w * k ^ ¿ f n $ ¡ Saz. Aoé iotámñs ^sói 
giíñdo, tefceró , & G p ^ ^ ^ c y i :cafíüda4 irifihitá^ 
de modo que el'primero tiene con el segundo una 
razón menor que, qualquiefa ? dad« ,oy del mism© 
modo el segurído con el-;terceíbr^xy ' asi ngucesiva^ 
túkmci Ademán ¡dé ^dichó^ ^ordéneshay , ^tros / im 
termediós, cbmO se ha hecho observan ^ntes r iela* 
tivámérite á láé cántidád^is éváneeehtes/í: if = •zokl&ri 

ijol- <Ba di^é^riéiál ^ m e r a de xm&bsátMxái vafe 

letra i á la mísSia #é^ablé§-as^^a:0si^tíiq# lác clfe 
ferencial primer^de- la variable a: ( dé modo que 
la letra d se debe considerar como un signo, y 
itó^cérnó Wa^^aMtidadi muItipMcada ̂ o t í x)£^ y 
dx fé^á * Jindica el producta de la Cantidad 
finita s— x *) ̂  y? de la diferencial d x* La 
díféreneial prÉiierade: una cantidad! variable mo-* 
homiaí de dds p iTnas dhflei^onis^iQ ^ptíñomia , sé 
nota anteponieádor la íetrar Z)* á la n^sma variable^ 
y la variable polinomia entre un paréntesis ó baxo 
de una raya : así D.xm ^ J) .{ax + xa) indican 
las?ítespWfiv^S>.idi£bíeiíqales .primeras dé ¡ l^ Y^ria-
brés - a x ^ r ^ l \ ' l vájííf.o i Vi.- ;vt 

41. La diferencialtkgunda^ésto es, la;diferen^ 
eiál de la áiítt*hdkhép;ún&wtM&%M%^ 



re, se nota anteponiendo las dos letras dd 6 d* k 
h, misma variable ;,así d d ^ ó d^x expresa' la dife­
rencial segunda de k Variable .x. Se usará de las 
dos letras Z)Z>, ó D a . para las cantidades mono-
mias de dos ó. nías .dimensiones, y para las poli-
nomias que se pondrán entre un paréntesis ó baxo 
de una raya : ' así i>2. i-f3 ya , J9A. (¿2 a: ^s ). indi­
can las respectivas diferenciales segundas de las va­
riables 3/% dLr-í-n:*. Discúrrase del mismo mo­
do para indicar; las diferenciales terceras, quar-
t á s , .&c. por -medio de las respectivas expresiones 
¿3 , ¿* , &cc ó bien Z>3., m . , S c Q . • ' 

' C O R O L A R I O ^ ' " 

\ 4^Buega: ise^ifetórán las equaciones ( 1 ) x*z 
¿ix rhd^x^f&tc, = x i ±zd'x ?t d % x ~í~8cc. ~ r h d x̂  
±z d* x±z d% x ~\~ 8cc, = ± z i * a:, y así sucesivamen­
te. Dígase lo mismo relativamente á las equaciones 
x ±: dx ± l ^ a ± d ¿ ' 3 + &cs — 3;̂  i ^ ztdT® 
áz &c. = dt i a : , y asi sucesivamente0 

E S C O L I O » ' : • • 

43/ En lo sucesivo , así por el uso , como pol­
la comodidad , se omitirá la raya para indicar las 
potestades de la diferencial de una variable simple: 
j asi se escribirá dx* en lugar de 7 T a 9 dsm m 
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lugar á&lTxVt Pero es mcnestei- hacer la disfcin^ 
cion corresporidienté y 'pót- exemplo , entre".i 
y- ¿faa:^-porqué- áuhqiié^ ambas' sean diferenciales 

ségvtndi^ órdetiv^á pritnera expresa él quadradó 
de la diferencial ^ rr, 5 la segunda indica la difê -
rfencial de la diférenéiál dx: ; 
; ^ í - ' É n qualquicía^^cn^ un éxe ó 

diámetro, se notarán con las respectivas variables 
a:, y , Í la abscisa,'lá brdehada y el arco de la Cur­
va, qíie se corresponden mutuamente. En el cír­
culo cuyo radio 7*4 se llamarán respectivamente 
qy ü y\a periferia y)eL quádrante ,;y; qualquiera"ai> 
co variable que se considerará tomado en el mis-

mo quádrante ; y así expresará la razón cons­
tante de la périferia de qualquier círculo al semi­
diámetro que le corresponde. Finalmente en qual-
quiera curva referida al focus se notarán con las 
réspéctiva¿ variables 3/, s , qualquiéra ordenada 
que sale desde el focus ^ y: el arco de la curva que 
corresponde á dicha ordenada; y además expresa­
rá dx el arco infinitésimo del círculo descripto 
cort el radio iguabáilá7 preferida y. ^ 
fy- 45¿r:;;Ladetrav5¿:puestar4elante de. un^^iferepp-
tcial jqualqulera, simple á reomplexa denota la virítCr 
gral de la -mism^dlfetejaeial .•:.. .a^t d. -x, • (=== ^ ) 4 



S* (pa dx^r x i ^ } indican las re^ectivas integrales 
de las diferenciales irr ̂ jiadx^-xdx. 
.46. Cálculo. Dif^encjalj se I k ^ de 

hallar las diferenciales de: las cantidades variables 
propuestas.:. ;/ -; • '. 

47. Cálculo Integral se llama leí método de fea? 
Mar lasrSumas 4 teegrales;4e; l ^ difer^ 
puestas* ' • r - . i -v - . c 

. . E S C O L I O . 

48. Hay muchísimas; expresiones diferenciales^ 
de las quales hasta ahora nO se ^abeñfelas cintegEaleŝ  
y de otras solo imperfectamente y por aprpxima-
cion. Adviértase en general? que r por ser el méto­
do del Calculo Integral un método inverso del D i ­
ferencial, conviene hacer mucha atención á los pa­
sos y resultados del Cálculo-diferencial para Uegal: 
á los del Integral. 

De tas Diferenciales xle í<xs cmú&aies 
algébricas* 

P R O P O S I C I O N í . 

49. Si en la c a n t i ^ é ^rMHd;X;coálpue^aide 
las váytaTOs slrnpile's' k v f y ' - ^ * ^consíantef. se 
^ubítitüyeñ respectivamente $^é&^y$ridf%s%*)r iz* 
ScQ* m luiár^de d k h ^ v ^ lo que ;re^ 



(43) 
sülta que Hamo ^ se resta la cantidad propuesta 
X ; el residuo será la diferencial ó el aumento eva-
necente de la cantidad .variable X ; esto es, d X 
= X ' - . X * 

Expresando la X una cantidad compuesta de 
las variables x , y , z i 8cc. y constantes, y la Xr 
tina cantidad compuesta de las mismas variables 
aumentadas en sus diferenciales, y de las mismas 
constantes, será X 7 — X l a diferencia que hay en­
tre los dos valores de la cantidad variable propues­
ta ; pero los aumentos dx^ dy, dz, &c . son eva1 
necentes ó menores que qualquiera dado : luego 
dicha diferencia X'-— X será evanecente ó menor 
que qualquiera dada, esto es, será la diferencial 
de la cantidad variable propuesta X , ó bien el au­
mento evanecente que tiene dicha cantidad X re­
lativamente á los aumentos dx7 dy, dz, 8cc» Que es 
3¿;C 

C O R O L A R I O L 
50. Gon el mismo método se demostrará que, 

si mientras unas variables como x , y , 8cc, se au­
mentan , otras como 2 , &c. se disminuyen, se­
rá ¿ X = X ' — X , con tal que en X se substituyan 
dichas primeras variables aumentadas en sus dife­
renciales , esto es, x + dx , y + dy, &e. en lugar 
de las variables ÍU , y , &c. y las otras disminuidas 



(44) 
de sus diferencíales, esto es, z ^ d z ^ ñ f i u , Scc* 
en hig^E de las variables r , w, 

C O R O L A R I O I I . 

51. Del mismo modo se demostrará que, si en 
la cantidad variable se substituyen respectivaf 
mente o:-^^a:, y—dy , z~~dz , Scc. en lugar de 
las variables a:, y , zr 8cc. en la suposición que to­
das se disminuyan , y lo que resulta que llamo X ' 
se resta de la cantidad X ; el residuo X — X ' se ra 
la diferencial, elemento ó diminución evanecente 
de la cantidad variable propuesta Jf, esto es, d X 
= = X ^ - X ' . Adviértase que, si mientras unas yariar 
bles corrió x , y , 8cc, se disminuyen;, otras como 
r , &c . se aumentan, en la cantidad X se deber 
rán substituir x ̂  dx , y ~ dy , 8cc* en lugzx de x7 
y, &c . y z~±- dz, u ^ dUy Scc» m lugar de z¿, 8cce 

C O R O L A R I O I I I . 

52. Si la diferencia evanecente X ' — X contie­
ne algunos términos, con quienes estén los demás 
en una razón menor que qualquiera dada; será 
( 42 ) X ' — X ó bien d X igual á dichos términos. 
Dígase lo mismo respecto á la diferencia evane-



(45> 

E X B M P L O I. 

53. Se pide hallar la dlfeixnclal de la cantidad 
variable hy0, -^axyA-x^» 

En la cantidad propuesta substituyanse, y + í ^ 
en lugar de 3/ ,. x Hn d-x-̂ n lugar ..de. 5. • y : se ;tendí4 

a x y -\- a y dx -̂ r a dx dy , } ^ v>-i- > 
4- o: 3-4- a x dy + 2, x dx3 ^ 

Dev ésta; cantidad que ha resultado v íéstese la 
propuesta; yfél residuo, esto es ^ - ' ^ 

' zh y dy -4-r\, i» 2 4- ia: 3 - >~ '; r r - ^ 
-4f ay d x + a dx dy ' t v . i V T ^ 

. 0 J a: ¿fy -f 3 o; a« ./ ^ Vs "\ . i . ^ s. •• í r . ,f. 

será ( 49) la diferencial completa de la variable 
propuesta , y dicha diferencial se reducirá (4^ ) rá 
los términos zhydy-^-aydx-^-axdy-^r^x \d'x 
contenidos en-la primera colaina , porque- los tér­
minos de la segunda son (39. 30.). diferenciales del 
segundo orden ó ev.anecentes respeetQ á/los de íá 
primera, y el término de latt^rcera coluna es. di­
ferencial del tercer orden ó .evaneí^^Pte respecto , á 
los de la segunda: luego será p..[ i y*-\- aje y jr&f.) 
^ z h y d y ^ a y d x ^ a x J y r ^ ^ . x a ' . J x » . 



m 
bs^pj Dadai la iúkc lóh *erf¿ré;íás cantidades varia­
bles ^ , y , expresada porfía equacion y 4 — 8 y 5 
^ r s i z ^ y a 4--i6^a ja -í- 4B£a * 3/4- 4 á a ̂  a — ̂ 4 ̂ 3^ 
= ; hallar lá rélacion de sus diferenciales,. 

En la equacibn" propuesta substituyanse 
y-hdy en lugar de lias variables x, y i y de íó que 
resulta ^ réstese la dichá equacion : hechas estas 
operaciones se tendrá la equaidión diferencial 

—2445^ * dy—2.fyfcy*df*-~¿í''X'&i$dy}~{ ': Rl'i!ft-..'iq 
— 24 ^ x y dy—iz h ^ dy * a dx dy* 
—12 a y a —24 4 j dy dx ':a- • 
-J- 32 4 * y iy+i<6 ̂  a .íj •* " u - € 4-

48 <2 a y ¿6:-4-48 a * dx dy 
4- 48 £ * x-dp^ 4 a & a 

''—.'fa^af d í " " 4 
^;;JSicndo%yfef"min6s que formiart las colimas sé-
gunda , tefcéí'a y quarta, evanecentes respecto de 
los cié la primera , será 4 y 3 —i 24 a 'f* dy 
"~~24cixydy~T.zay*dx-4-32^ayiy 4- 48^: *#¿¿y 

4 y ¿ f e ¡ « ^ á r d x — ¿ 4 0 $dx*=o- la ' diferén^ 
cial de la equacion propuesta. Ahora si en dicha 
diferencial se trasponen todos los términos qué 



contienen dx , aL jsegundo míenibro , se tendrá 
4-y 3 — 24 a y* dy — z q a x y ¿fy 4- 3 2 aty i/y 

4B *x dy = 12 ¿r-y2 -rrl^S ¿z a ydx'*-. %a 
# 6 4 ^ 5 ' ^ de-donde írésüitír lafo prppbrcioin ^-ésti? 
es , i 2 ^ y s ^ 4 ? ^ y ^ ^ ^ * ^ H ^ 4 ^ 3-
4y 3 — ^ ^ ^ y a_24¿za:y+32^a^4-48¿za a:; que 
es lo que se pedía. 
: :A-h©ra-. sírenríar'^jliadíón d3&$&m''MJfpi£ x^fM, 
se hallará .-se-r-.ys^íz: luego en esta Dlu^skion; serl 
¿/y ::dx == o ; por, consiguiente se ;dés\^aneGen >las 

i^fem^ rs^p@§|ciogiqiiédtól^í'; §ega.ft#^ ^Bpie r e d ^ 
cidas^son 8;^5 —^c^spa ^ serán ésta'Si l^s djferenr 
cíales de la?; eqnacion propii*esta en la. sup.osicion dp 
ser:, x=2.a % ^ « . ^ : ^ ^.siendo. 3 ^ c b r ^ ^^5?;̂ » ser 

rá también <fy » í P í ^ , J n ' ^ ^ f . ^ é ^ í 5 Por cons^ 

guíente dy -. dx === ̂ ^ g - ^ ^ j f j b ^ ^ e n d q a: ===2 
y^ssa^^c. ^ d f t p ^ Q ^ ^ f e i i P ñ i ^ ^ ^ ^ - i r j * esto 
es , iy : -̂== JÜ̂ JZ dy \ d x ^ r ~ 1 : 2 / ^ , 
Mste misjjnolresuljfcado S^d^^íffej^igfp-f^ equ^c^p 
pi^puestá seíisubsfci^u^eii ^^4?^r y 2 í í-^^y^ea ,liu-
gaf de las variablé? ^ ^^JSna^ngi^I .^^a^equa-
cion formada dp las variables a:, y , y constantes se 
aiferencía , y resulta ' se r^ i~dxe=¿ó 5 éit'liríiii'|i^-
j k i o n que; las; wiafok^ ^ S0H íg^ks*^ cantida-



m 
des constantes, como £ = #, y = ^ , se hallará del 
iMs|iio rnodo la ¿i^retaciál ^ie ;ía equacíon propues-

. t^,r,sf en: esta se áub'^it-uyénw^dx^zn'higbz He #¥ 
y ^+^yren'lugar de y,.'ó bien a~~dx en.lugar de 
jr ^ y ¿w¿/y én lugar de y, -

^ E S C O L i O 1. 

•-55. ^ 'Adyiértase fqüe si la,diferencial segunda es 
la diferencial de riina eqitacion: propuesta , dy ten­
drá con dx dos razones , por ser dicha diferencial 
del segundo- ó'rdcn que constituye una equacion 
del segundo grado : asimismo si la diferencial ter-
•cera es lar diferencial de una equacion dada, dy 
1irídrá-Gdtiri^í:ré^ fazOnp > f.|)or¿ser .-estafáiféiencial 

• del tercer grado; y asi sucesivamente. 

r^. Obsérvese en el Exemplo antecedente que 
la diferenciar primera de la equacion propuesta se 
tendrá igualmente §i- dicha equacion . se ordena 
primero porgas dimensiones de una de las varia-
'blescomo y , y sus términos se multiplican res­
pectivamente por ios- de- la- serié aritmética que 
' ' - - " ' • \ • v . %" iorman.lps exponientes de y., y ademas por — j 

'después si esta, oferagion se hace separadamente 



i m ) 
con la otra vadabte x de la mtsma equacion, el 
ágregado de dtehoi ^ródlíctos jantos será la dife:-
réncial primera d^ M fe^uaitidn ^m^üestav -Tatn-
•Bieh -ii e^k-Hffeíeiidkl'f tfetóf^ sfe - trata del mismo 
niodo, y el resultido se parte por 2 , se tendrá la 
diferencial segundá; y así sucesivamente, con tal 
que se parta la diferencial tercera por 3 , y la 
qliartapor4¿ 

Equacion del Exéríípio aiitecédertté ordenada '-

por ,;; por 

-h i6a*y * ^ m~>64¿i3x 

. 4 ^ 3̂ y ; 
Senes - 5 — * - > 

oxdx 
x 

Productos 4y'?¿y—a4ííy * ¿ y — a 4 ^ y í í y + ^a^xdy 8tf*^^ + 48¿i;?y^ 

—54rt'7<¿jí 

Es evidente que la suma de estos productoá^ 
ésto es , 4 y 3 dy—z^ay* dy—24 a a* y a a y ¿fjf 
*f- 48<2S^¿^ ^r %a%xdx^ ^¿i'3"ydx ~ 64a 3 ¿£ 
—12. a y * dx , restituye la diferencial primera qué 
se halló en el exemplo antecedente. 

Ahora para hallar la diferencial segunda de la equa­
cion propuesta, ordénese la diferencial primera 



(50) 
por y 

484*^^-—64«^ dx 

f. pm x 
— á^ayxdy 4- 4 'y3dj 

-H 48 <i3 xdy -—a^ay 3 dy 

-t- üa^xdx-i- ^ia^ydy 

^.^Za2ydx 

• 64a ^ « 

Multipliqúense los términos respectivamente 
por los de las series aritméticas 
3^ a ¿¿y 

y y v y y 

y se tendrán los productos 
ji¿y*dy*~~4&ay dy *—i^axdyA 

—•a^aydxdy-{-•$<ia:tdy* 

, i -^a^dxdy 

dx 

-"ii^aydydx 

f^üa^dydx 

+ Sa^dx* 

o* dx 

cuya suma partida por 2 restituye la diferencial 
segunda 6y* dy a — zqa jdy a — 24a.y dx dy + ¿fi a a 
dx dy—izaxdy'2 lóa^dy* - f 4,̂  a ia: a , que se 
halló en el Exemplo antecedente. Del mismo mo­
do se hallarán las diferenciales tercera y quarta de 
la equacion propuesta, con tal .que se" parta la ter^ 
cera por 3 , y la quarta por 4 : como se figura á 
continuación. 

Diferencial segunda ordenada por y , y por a:, 



( s i ) 

Seríes f ̂ :?' > 

uaxdif* +6y*dya 

v ,- ^-^x^aydyds 

+ 4%a2dxdf 

•f i6azdy* 

• « 
4f 

Productos iay¿y5--a4<t<íy5--'á4<i¿^y* I — i z a d x d y * 

Luego partida la suma de dichos productos por 3, 
se tendrá 4y iy 3 — 8¿2 dy 5 -T ízadxdy * , que és la 
diferencial tercera. -

Diferencial tercera ordenada por ^ 
qydyl— Sadyl 

Serie 

'—izadxdy* 
dy ' oxdyi31 

Producto 4 ¿/y f , que partido por 4 , da laj difer 
rencial quarta ¿/ŷ - de la equacion propuesta. EL 
mismo método vale para hallar qualquiera diferen­
cial de toda equacion algébrica; luego por lo de­
mostrado ( I I . 510) si la equacion tiene dos raices 
iguales, su diferencial primera tendrá una de di­
chas raices; si la misma equacion tiene tres raices 
iguales , su diferencial segunda tendrá una de di­
chas raices; y así sucesivamente,; < : ; 



P R O P O S I C I O N I L 

57. Hallar la diferenciarde una cantidad varia­
ble aúnientada ó dismihüídá de una cantidad cons­
tante ; como a: i 4 

En la cantidad propuesta 2 ̂  a substituyase 
(¿•̂ r dx enjugar dq x ; y de la cantidad a-̂ r 'dx^á' 
que resulta i réstese x — a i perpj. restada, % — a <te 
Xf'-hdx^a ^ él residuo 4$ lluego ( 49) la difo 
xencial de x̂ =-a c$ dx , esto es , i?.{x3=-a)~dxM 
Que es &c . 

C O R O L A R I O I . 

58, Luego una cantidad variable tiene la mis­
ma diferencial por sí sola que estando aumentada 
ó disminuida de una cantidad constante: como rr, y 
3££& tienen la misma diferencial ¿a:, pue&2>w (x̂ Ma) 
é=í.dx^ y D . x = dx ( 40 ) . : \ ^ ' • -« 

\ " • C O R O L A R I O I I . 

59> Por tanto la integral de la diferencial: *J© 
puede ser ó ít — e s t o QS.)S,dx=-Xy&&dx 
igual; áí x mas la constante cuyo val-or puede 
ser positivo ó negativo. El valor de la constante A 
se determinará por las condiciones de ios Proble­
mas , de los quales ha resultado la diferencial» y 



(53) 
svr integral. Por exenxplo, si debe ser & ¿r igual á 
cero , siendo a: = ^ 9 sé rtendrá la constante ̂ ===0̂  
esto es r 5. i ^ = a:; si debe ser S.dx==o ^ siendo, 
a: = , se tendrá 0 = a -k- A , de donde j í = ~ ~ a , 
esto es, 5.dx = x* -a ; y si debe se* 5 . i g u a l é 
cero , siendo a: = — será 0 ~ -—• £ - 4 - ^ de donde 
A~a i luego 5. ̂  = 0: + ¿z. 

\ . , • E S C O L I O , 

60. En la exposición de los métoiios generales 
para la integración de las Fórmulas diferenciales se 
omitirá ( qiiando te hay precisión ) dichar constan­
te para abíevte , éá la inteligencia qüe es menester 
añadirla y determinarla en los casos particulares^ 
como se verá en lo sucesivo* _ 

P R O P O S I C I O N I I I . 

6í . Hallar la diferenciál de un producto de una 
cantidad constante y de una. variable, como tam­
bién la diferencial de una fracción, que tiene* el: nu^ 
merador variable^ y el denominador constante^ co» 

mo ax~ y •—. ; , . . - j . 

En la caiftidad propuesta ¿y ír substituyase ír-4-¿K 
en lugar de ^ , y de la cantidad ax^-a dx que re­
sulta réstese ax y pero restada de ax^-adx^ el 



(54) 
residuo es adx : luego (495) i a diferencial á ¿ a x 
es adx , esto es -, D,ax.~d4x* Con el mismo mé­
todo se hallará qiie la diferenciad de ^ es es-

to es , D . ^ ^ Á r , Qnt es &c. • . 

C O R Ó I * A R I O I . 

62. Luego la diferencial de un producto de 
una cantidad constante y de una variable es igual 
á la constante multiplicada por la diferencial de la 
variable 5 y la diferencial de uha|fraccion que tie­
ne el numerador variable, y. él denominador Cóns^ 
tante, es igual á la diferencial del numerador par--
tida por el denominador constante; esto es, P »ax 

zzzadx * y I).-~~ = ~^~ . 

C O R O L A R I O I I . 

f 63. Luego pára hallar la integral de .una diíe-
ífeílciat multiplicada ó partida por una constante, 
se integrará la diferencial, y la integral se_ multi­
plicará ó partirá por la constante ; esto es, S.adx 

j c S. dx x 



(55) 

P R O P O S I C I O N I V . 

64. Hallar la diferencial de una cantidad com­
puesta de términos^ variables unidos con los signos 
mafc y menos; como or-f-^ — y + & c . ' , 

En; la cantidad propuesta a: 4- 2—y -h ^ . subs­
tituyanse .̂4- en jugar de x , z -f- dz en lugar de 
2 r y 4. dy en jugar de y , &c . y de la cantidad que 
resulta x -4- dx -{-z + dz — y—dy &c. réstese la 
propuesta x-F2— j - f - Src. pero hecha dicha resta, 
el residuo es d x d z — dy-l- &c . luego (49) la 
diferencial de x -t- z y 4- & c . es dx-\- dz-~dy-\~ 
&c. quando todas las variables se aumentan; esto 
es y D . ( x + z ~ y + 8cc.) ==dx-hdz-~dy ~{' &c. 
Pero si mientras se aumentan las variables ^ por 
exemplo , x y y , se disminuye la z , de suerte que 
vengan á ser x ~h dx , 2 —• dz , y 4- ¿/y , se hallará 
del mismo modo que la diferencial de la cantidad 
ír4- 2 y 4- &c. es Jx -~ dz — ¿/3/ 4- &c . Que es & c . 

C O R O L A R I O t 

. 65. Luego la diferencial de una cantidad com­
puesta de términos variables unidos con los signos 
mas y menos es igual á la suma de las diferenciales 
de cada término unidas con sus respectivos signos; 
esto eŝ  Z>. (a: 4- 2 — j 4- &c.) = i l t 4- dz — dy 4- &c , 



( 

G O R O L A R I O I I . ^ 

66i, Pox tañtó lá intégrM 4e ün "agregado de di-
feretiéialek pidáis cóh Ms sigiíüs iñas y menos ^se­
rán las integrales de tadá diferencial unidas con sus 
respectivos signoV^sfeo eŝ  Si{ dx + dz~ d y 8 c c . ) 

P R O í Ó S I C í Ó Ñ V . 

6j , Hallar la diferencial del producto a;^ &c . 
de qual^uier numeró de variables x , z ^ y ̂  8cc, 

Io." Hallar lá diferencial del producto k z de 
dos variables. 

En la cáritidád propuesta x z substituyanse 
en lugar de x , y 2:-í̂  ̂ fe ¿n lugar dé 2 , y de ía 
cantidad & z-^xdz ••+• zdx^- dx dz qiie resulta rés¿ 
tese x z ; pero el residuo de dicha resta és xdz 
•4- z dx dx dz=xdz + zdx^ por ser ¿¿r i r infíhité-
limo respecto á los demás términos: luego ( 5 
la diferencial del producto xz sttk x dz + z dx. 

En la suposición que la variable x se aumente, 
y la otrá variáble z se disminuya, y vengan á ser 
x-^dx, z~dz, del mismo modo se hallará qué lá 
diferencial de x z es x X -~*dz H- z. X dx. 
2O. Hallar la diferencial del producto xzy át 

tres factores variables. 



Hágase xz fsu^y s?rá x^zy^uyi de donde re-' 
sulta ser JD,xzyz=¿D*üfy y du — D.xz-, pero 1>. 
yySzzudy+ydUiY I}^x z == % dz-h z dx^^ox la^de-
rnOstrado en el caso primero: luego será D .xzy 
3=sudy -{-yju — xzdy-\-fX dz + y z dx, si en la dfe 
fereneial udy + yidujt substituyen x z.. en lugar 
U ̂  y ,x dz z dx tn AugSLí: de du^ > i > > 

Si se supone que las variables x , 2 se aumen­
tan, y se disminuye la variable 5 , se hallará del 
mismo modo qué es Í J . x z y ^ x z X — + xyyidz 
'^z%yidx=:~-rxzdy~-í-xydz-t-z;ydx. 

30. Del mismo modo se hallará -ser J&.xzyu 
sszx.z'yy^du -\- x zu% dy -f- ̂  y uXdz-^ zy u%dxy en 
la suposición que todas las variables-se aumenten; yí 
así sucesivamente ^on el mismo orden. Que escScĉ  

C O R O L A R I O I . 

- .68. ,L Luego la diferencial del'producto T̂j?,y 8cc* 
de qualquier número de factores variables a:̂  2:, y,, 
&c . es igual á la suma de los productos de la diferente 
cial de cada factor variable multiplicada por todos 
los demás ; esto esi, U . x z ^ x d z + z dx , D» xzit: 
= xzdy+xydz+zydx, D .xzyu=xzydu+xzudf 
-^xyudz^-zy udx , &c . 



(58) 

C O R O L A R I O I I . 

69. Por tanto sí la§ variables ^ T ^ , jy , u , ^¿cíí 
Son iguales entre s í , serán , X>. á: a = 2 a: ¿/rr ^ 
J&l % 3 ==33; ^ ^ ^ ^ f " &c. de doná@ 
f esult^ que supuesto «feié^o^éntero^ y positivo! 
será D,xm = mxm''1'dx- , y por la nüsma razoií 
D i X m r = (/72 4- 1) X ̂  ~ 

^ . C O R O L A R I O n i , 

70. Se infiere ser 5, (a:;^ 4 ^ dx)=z x z , 5«v( ̂  s'iy 
- f n ry&^ yzdx)~xzy; 5, (o; 2 3/ ¿/u ce 2 -f- o: i¿ y 2̂ 
•4-wy^¿¿rs)'i===a:'2y z/, y a.sl suGesivamente GOMel-mis-
n^O^érdenU-Eŝ  de advertir que, sí en'^ü 
mino de mi diferenccomplexa a; ¿/¿ 4- z dx se süb's* 
tituye en lugar de la difereneial su integral, el re­
sultado, es la integral de dicha diferencial comple­
xa Y Y ^ substituiífe ^ en Mgar^de' ¿/óí eni el 1;ér-
iriinó*2 ̂ ^ ^ se tendrá ¿ ^ q ü ^ ê  igual á-la intégráí5 
dé -dicha difereneial complexa - asimismo substitui--
da î̂ éní 4;ugar de dz éh'-' el t&múxm &áz | tendtá> 
t¡BZ*ñJkrafemo^kicede^en la^dernas^eqaiapioHeSé •.:n 

71. También se infiere ser S»{m^r 1) xmdx ó 
bien (163 ) (w-i-1) ^ ^ ^ ^ -̂4"1 5 y par-



( # ) 

tiendo -por m 4* seráMSí i x s ^ , -gn . fe 

^uaj el^^posifinte,?^ es numero entero y positiva. -

P R O P a s I C I p N Y 1. 

72. Hallar la diferencial de una fracción -^-, en 

Ja qual el numerador es constante, y variable el 
denominador , como también la diferencial de una 

fracción ^ , ;en l a^ua té l -nume^ 

dor son variables, 

Io . En la cantidad propuesta — substituyase 

z-\-dz en lugar de z , y de la cantidad que resulta 

'¿^¿z réstese la propuesta—; pero hecha- .dicha 

resta , el residuo es - — - - = = — _ _ : luego 

(49) ía diferencial de -1 será — ̂ 4 - ^ esto es; 

20íf, ..•p.n la., cantidad ̂ — . siib 

z '^- dz en lugar de las variables J , ¿ , y de lo que 



resulta * ^ • réstese U propuesta-^ 5 pero hecha 

dicha resta , el residuo es f^""^^ — *¿*~r*¿* . |uer 

go (49) la diferencial de —-será **x~*a'z ^ eŝ 0 

es , JP, = — - — 4 

En la suposición que la variable x se aumente^ 

y se disniinuya la z , s e r á — = ' ;:. ¿ 

C O R O L A R I O I . : 

7a. Luego la diferencial de una fracción —.en 
í¿vf.̂ 'U•;: . t 1 ' : ' ' ' ^ . ^ r Í i.sii ,-.31 SÍJ '-̂  ' rr:) . 

la qual el numerador ;es constante , y variable el 
denoñiinadoír , es igual ¡al producto del numerado! 
tomado, con signo contrario multiplicado por la 
diferencial del denominador , partido dicho pro­
ducto por el quadrado del denominador de la frac­
ción propuesta , esto es , D * ~ = — , Y la di-

ferenciat de una fracción —, en la quál el núme-

rador y denominador son variables, es igual al de-
aomiMd^r raultipliGadQ por la i diferencial • ̂ dê , nu» 



(6 i ) 
mérádor,(menos elmumerádOT mtiltiplibadó pot¡\% 
diferencial del denominador , partida esta diferen­
cia por el quadrado #1denominado^ de la frac-

cion propuesta; esto rest,. 1 / . F= ^ ei> la 

suposición que Ias;:do& variables se aumenten, , 

/ : " e P E o L A R i Q; I I. ;" 

74. Por tanto será 5. — ~ r - = ~ , como tara-

bien sera 5» ————= • 
J I O I 51 k ¿í O K O C) 

P R O P O S I C I O N T I L 
. 75. HallarÍla diferencial'de qualquier potencia 
a:^ cuyo exponenterepresenta qualquier cantidad 
constante éntóra o quebrada , positiva^ó negativa. 

En la cantidad propuesta xm substituyase x 4 - dx 
en lugar de la variable ̂ ,.y se tendrá {x-b-dx) m que es 

igual á la serie xm̂ -mxm''1 d%->r ™' X x m ' * dx a 

-í X ^ * * " 3 & 3 4 - Scc. réstese de e ta 

seirie la. cantidad propuesta y el residuo m ^ ' V . » 

^ X ^ - V ^ - i - — X ^ " ^ - ^ &ca 



. r a í • \ 

7§. ^Lueg© la- -SifeterKiárSé^ qúaíqüler^poíencía 
xm , que-itlena" M 3ekp¿«ente;lxQ!Ístar|taienléro 
quebrado, positiva A neg^tko sprá igual al mismo 
exponente multiplicado por la variable elevada á 
una ^inidad monos, ^ p o r l̂ a ^iferencial. de Ja mis­
ma variable ; esto es%• Í>,xm = my<,xm~1 X d x ^ j 
D.x***1 = (/w + 1 ) X x*dx._ Á-s.~ ".'iit 7 s fí. }oítf 

C Q R O L A k l G I I. 
' j I T n o i o Í a o f i o sici 

77. Por tanto será 5. (tfz -í-1) X ^ ̂  ¿£ ^ ó bien 
(^3)'(/^ 4 - i ) ¿(jS. x m'dx'==xtnH't ^ y partiendo am-
bos;miem%(^ por j z + ^ se t e ^ 

esto es, para dééérmihar lá' integral del producto 
de una potencia variable ( que 'tiene su? ekpoueñte 
c^ns^afitea, ^i?j;^0w§ye^r^49TitB^ivD^ó pegati-. 
YO) y de la diferencial de su fáiz váriábíé , se áu" 
mentaré el capónente de la. potencia^ en una uni­
dad , y se partirá la potencia que 'resulta -por sú 
exponérltéi1^ fexteptüíaí: él ^east» de ser! M--=¿ — 1,' 

"Moiibes ^:bfcti-—^' fiene ;^ó€ inlegralr 



(63) 
el logaritmo hiperbqlipq de ^ ^ í^mo se demostra­
rá por medio de la Proposición siguiente, 

'\ / . j s X E M P L O S . / ' ^ 

5=;Z)v(a — a: ? — s-X k$ém%§ "^X — zxdx 

= - - é X ( ^ a ± = ^ a ) " ^ X 2 0: —T-^J—¿ ; 

= i X Xcízdv\ D'.'(a~x) ^ X ^ ^ - f ^ ) ^ 
== (¿2 — a-) 5 x I>. (¿z - l - 2 ) ̂  - f ( ^ - f 2-) ̂  X I>« (^—x )'3' 
por lo demostrado (68) ; pero Z). ( tó-f -^)^ 
= i X ( ^ H X ^ , y I ) . ( ^ ^ y 3 = ^ x t ^ 2 X--^:Í; 
luego sea i ) J ^ ^ 3 K ( ^ 4 . 2 ) ' 5 ^ 



; B S C O L I O * : ' 
79. Apliqúense los |>riiici|iios expuestos en las 

Proposiciones antecedentes ¡' páiá" hallar las Üifc-
íéjitiáles>5egró4asQ.te^tas;^c*.de las panti^ides 
fáriables ^ ée^n ^ i ^ 'elerpentos ^ , Í/J , &:c» <jonfe 
tantes ó variables, , 

Io. Si dichos elementos ^ r , ¿fy , .&c. son Gpns-
tantes; la diferencial segunda de una cantidad va­
riablepropuesta se tendrá , si se diferencia la pri­
mera por las «reglas éuseñadas en la ̂ suposición q^e, 
dx\ dy, iScc. son cónstautes, y el resultado se 
parte por i ; la ̂ diferencial tercera1 se tendrá 7 si se 
dlfeirénjciatla segvtnda-por lás , mismas, reglas en la: 
suposición que dx , df, 8cc* son constantes , y el, 
réSutt^o se parte por 3 ; la ^diferencial quarta ,se 
tendrá4 si se diferencia la tercera .según las misma^ 
reglas , ;eu /la suposición que dx, dy ̂  Scĉ . son cons­
tantes , y el resultado se parte por 4; y así suce­
sivamente. Por tanto las, diferenciales primera , se­
gunda, .t;jércer.^, &c,.de una función de la variable 
a:.,.la qual función llamo en general F . x , estarán 
expresadas por los correspondientes términos de la 

serie dxXF'.x-h ^ ( ^ . - ^ -: 4-; &:c. pues la. 

diferencial primera de la función propuesta será 



^ múltiplícadá -oM'iunoléb cte.dicHaívanaWe 

ganda seí-áiigudljániárfd^enciaildto^ K'Mlx^ i f 
^mlsQrldk cpnsfeanferjKK tesixpoSicion ^será) igusal: 

á - pero D . F ' a es & multiplicada pot 

ptra, ív|ndpn ^ Ja,{gji^ jse ̂ Í ^ C Q I ^ ^ J ^ ^ • 
& dífereiícíal ¿^pihda sera^ ": ^ { : la díferéncíál 

tercera serl igual á-la diferencial de —• ' . par? 
tida por;3 , y por ser cóhstanfee , será tambieá 

igual á fx ^'^s*. 5 pero D . F " , x es igual á 

multipli$adar§oiio||g |ra^i€|rp¿¿ lar^ual ^gse-
ñala con F"' . x : luego será diê ha diferencial ,t^rce-

ra igual á ^ ^ , y así sucesivamente. Por 
tanto si en vina función dé la, variable x expresada 
en general por F . x , se aumenta rr en dx, se tendrá 

Féfa+dx) — F* X-^^dx^Fh XA r-^-^-?:—I —r^-
- - - e j - r.; • ' *3 
4r g. ^ , Scc. Adviértase que siempre que sq 
trata de suponer dichas, d cer 
foV'-es stiperflub de partirlas, segUn se ha? dicho 
anteriormente. , . r -! 

a0. Si dichos elementos dx , ify, &c. se supo-
I 



m 
nen variableá , la diferencial segunda de iina can* 
tidad variabde prbpvtestá se tendrá, si se diferencia 
fa ptitikti •%>t^lásíare^áiknséñad^!^énVla^supos^ 
c i w qtLQ dx^ df Bcc^ soú .variables; deltmismo 
modo se procederá sucesivamente para hallar las 
diferenciales tercera , quartá, &c. Adviértase qué 
'es ̂ tbit^arW y maHffflif ^ f ^ ^ c o i i l t á t t ^ ^ n o ^ 
los elementos 5 y variable el . otro , quando bay 
precisipn de las diferenciales segundas day ó dax^ 
eoiio7 -pgjr eximpfe tfst' 'íé&aéxhtt: jtf. 3ymmsMe$ 
&M;CiQnttam> ¿ ^ i e $ m & ® t e nj-dx variable» 

: ?'> E,X#MPL;Q : i . ; / " r ' :: _ 

" D 8ol Hallar^ lá :difer¿nciái ^dé lá ^qúacion ^ír y 

4 - ( ^ — ^ y ) X i ^ ^ y * — 7 ^ ra-

zpn que tiene ¿fj, con ¿¿r. 
Xa diferencial í e la • equáclón'.propüésfa'séíá' íá 

misma que la diferencial de sus dos términos pri­
meros, respecto á -que. el tercero es cantidad cons­
tante ; y la diferencial de dichos dos términos será 
fá diFéreíicial del primero é x y r mas lá diferenciál 

j r í segundo { — ar y ) X s + y ^ | pera 

P . <J a: y==ax$/ -hayttx, - ^ ' i i > < ( f * + | a ^ 



+ / / i a H - y i X ( - - - ^ ^ y - ~ y ^ ) : llieg0 diferen­
cial de la equacion propuesta será ax dy + 4 ^ d$ 

y trasponiendo los térniinos que contienen la dx 
al otro miembro , se tendrá la equacion a x df 

donde resulta la proporción , esto es , dy: dx 

« - ¿ q H y) X v x7+ r + té** y*Xyvax 

Si se supone la variable a : = — ~ , se hallará 

ysss—^ 5 y substituidos estos valores en la pro­
porción antecedente , resultará dy: dx=o\o. Aho­
ra si la-.diferencial, primera de la -equacion pro­
puesta se diferencia en la suposición que dx, díj 
son constantes ? y en el resultado se substituyen 



Jos4ipho| valores de y , se tendrá la equacion 

~ ~ X d x ^ ^ a ^ d y d x ^ 1 ^ Y , d f = o% la qual re­

suelta -da ¿fj;s= -^3 dx 5 ij/ssa— - ^ - : luego tie­

ne .con ^ dos razones, en la suposición que sean 

Vio Vio ' 

! ' E X E M P L o i i . ; : 

Si^ Sc pide hallar el valor de,la ordenada y =2 

—i„ j — - , siendo la abscisa 0:==^ , en 
, . a—vi**3} • \ 

cuy'a suposición resulta, ^ ^ g , 
Quando el valor de la ordenada de una curva 

respecto á una abscisa determinada resulte igual ,á 
I , no se puede.argüir que di^ha ordenada será 05 
porque puede suceder que el numerador y deno 
minador de la fracción tengan algunas raices igua­
les, en cuyo caso se tendrá el valor de'la ordenada 
con el mismo método con que se halla el valor 

de la fracción - j j = = § . Por lo que en el exemplq 

propuesto se deben' diferenciarel nvurierádoir ^ 
denominador 5 y se tendrá 



luego divídiendó el numerador y denominador por 
i x , y substituyendo en lugar de ac, se hallará Id 

ordenada y ==-^-~ * 

E X E M P L O I I L 

82. Se propone hallar el valor de la ordenada 

y — , sr se supone-a; = ÍÍ , en cu­

ya-caso es y = 3 i • : : > y - : r 
11 Si se diferencian, el numerador y denominado» 

de la fracción propuesta , como en el exemplo an« 
tecedenter nuríca 'se llegará á determinar el valor def: 

' li;^fsn*t;fraccipii^ pOR ser la diferencial del orden 
I - , esto es, ¿fa: Por. tanto substituyase:,en la frac­
ción, propuesta a-^dx en- lugar de x\ y se tendrá 

= 'luego' será' y = ¿ y en la süpor 
sicion que sea ¡rs—dv • 

E X E M P L Q I T . RI 
83, ̂  Se . pidt haílar las diferencíales primera y 

segunda de la variable / ^ 2 — y 2 ) , en la suposición 



2.0 Para hallar la diferencial segunda de la va+ 
riable propuesta en la suposición que dx, dy sean 

variables, se deterá diferenciar la primera ^ffT^x 

en la misma suposición ; pero es I>, 

xdx~~ydy , V xdx~~ydy 
- ^ p ~ r ) ; l u ^ 0 sera v R ^ - ) ^ 

. ^•_y»)5_ ., 

Si se supone ¿fa; constante^ la diferencial segun­
da se reducirá st fa expresión 

~x*dy*~xiyd3y~y*.dx*+y3d''y+a.xy4*dy ' 



J)c las Difercndcdcs de las cantidades 
. / \ \ ' logarítmicas. -

P R O P O S I C I O N V I I I . 

84. En todo sistema hallar la diferencial del lo« 
garitmo de una cantidad variable y positiva ó ne­
gativa ^ supuesto el logaritmo de la únidad igual á 
cero. 

En la cantidad propuesta i . y substitdyasé 
y 4-^ en; lugar de y+y dz lo que resulta L,(y+dy) 
réstese dicha cantidad X.y; pero hecha esta res* 

fa , el residuo es £ . ó bien X. (1 + -^-1 • 

luego será JD* X, y ==Z. (i + ) • Por lo demos­

trado (11. 335 ) consta ser X. ( i -haO = -^K 

i *¡*~ ^ ¥ ^ * " ^ + ) en quien A es el módu^ 

tb* y por ¿onsiguíehte ' se tendrá X. ( i - F ^ J 

' ^ i/ 3y 4y * / 

( j 2 );: lue^, sê rá ^ X^3^==:í~^ . C^n el mismp; 

método se hallará 2>»X» -^ y = - - ^ r 



(72) 

Tírense las ordenadas ^ ^ já/T ( J % . n ) á la 
asíntota M ^ de -la logantmica JTQ, cuja subtan-
gente constante sea -¿áf , de suerte que supuesta la 
Ĵ cta"5JE.'Í*' .tamgénté á dic&a eitrvacen el punto 
será ^ 5 = = ^ : en fiñ ítírese l a recta -paralela 4 
la asíntota ilfiV^, y nómbrense las coordenadas 
FC = x , C ^ = y. Si se considera evanecente la di-
ferericia CiT entre las abscisas variables FK* FC-, 
será { 38 ) C IC hL diferencial primera deíl«*; abscisa! 
FCz=:x , esto es, (40) -C K = E 0 =ss y .-en. dich4 
suposición será también evanecente la diferencia 
0 G entre las ordenadas KG, CE, esto es, ÓG=dy: 
luego 123 ) los triángulos GQR • L QE serán se-* 
mejantes é iguales , y por consiguiente GO == Í 0 
= dy V pero por la semejanza de los triángulos 
LOE, ECS es LQ 0 ^ ' ^ ^ ^ W é ¿ á v ^ . 5erá 

dy'i djc ==j '. A, de donde dx 5= j perp por la. 

propiedad de la curva es x=:L.y ¡ y dx-sD.L.yi 

luego será D. L.y — ̂ —' . Si al otro lado de la 

asíntota M'Wsé describe el segundo ramo ^ y t8^ 
talmente igual al primero GY de la misma loga­
rítmica , se hairaiá con el ráciocinio a 



(75) 
expuesto que es ^ ^ • T - ^ ; — - . , Q u e es &c . 

C O R O L A R I O I . . : 

85, Luego la diferencial del logaritmo de una 
entidad variable positiva^ ó negativa es igual al 
módulo multiplicado^por la fdiferencial de la va? 
riable , partido este producto por la misma varia-

ble ; esto es v I > . X . r t y = - ^ - • 01 es - 4 = i , en 
cuyo caso los logaritmos son hiperbólicos, la dife­
rencial del logaritmo hiperbólico de uná^ cantidad 
variable positiva ó negativa será igual á la diferen­
cial de la variable partida por la misma variable. 
En el sistema de los logaritmos tabulares es ( I I .33 5) 
el módulo ^ = Í ? , 43429448 próximamente. 

(S Ó R Ó L A R I O I I . 

86. Por tanto será 5. -^—=L.±z.y en qual-

qüier sistema de logaritmos: y en el sistema de los 

logaritmos hiperbólicos será 5. ~ s=\L. zt^ , esto 

es, la integral de una fracción , cuyo numerador 
es la diferencial ideí denominador , es igual al lo­
garitmo hiperbólico del denominador. En lo suce­
sivo , por evitar la confusión de signos, se omití-



rán los i á la variable y , esto es, 5 . — ^ = £ . y , 

y 
E S C O L I O . 

87. Adviértase qué en los Exemplos síguiéhtés 
y en lo demás de esta Obra sé entenderá ( &iemprü 
que no sé exprese lo contrario ) qüe se trata de los 
logaritmos hiperból icosen quienes JB¿ i = 0 , y el 
módulo ^ = s i : luego se tendrán (85 , 86) las 

equaciones, esto es \ í>. L. y==:~ , y 5. — = X. yi 

E X E M P L O 

88. Se pide la diferencial de L.—Siendo X.— 
r .1 . U í >l A J 0 i-.C S y 

= X. i — X. y , será X ) v X . — = I ^ . (X»i — X. j ) = » 

P*~~L.y (58); pero Z)»X.y===^: Luego será . D . L J -

^ • ?or tanto se tendrán 5 ¿ í ==? X. ~ r 

Hallar la diferencial de X . x y» .Siendo X.̂ a? 3? 
X. ^ rf- X-. y ? será X). X ,̂ n:y==Í)f (X.rc.-f- X. y) == 

2>. X. Í C X . y (6$) 5 pero D^L* x ^ — ̂  y 



3 . 

.A G ̂ ¿ S E A. 3 C D E A GB C D Í; 

B C D 

cun. I 





V. L . y ^ : luego será D. L . x y = é* + d l 
' - -7 _ ( . ) .J. - y 

Por tanto se tendrá5. ~ L—jr ^ 

Determinar la difereficial de X, — * Siendo 

X . ~ == 2 ^ X . y , s e r á Á X . ^ == Í>, ( i ¿ - ^ X . y ) 

ssP^X.a: — X ) . X . ^ (65 ) ; pero I > . X . a ; = — , y 

D.éL.Y'^i^ : Juem>: será, X L X . — = ± s ^ — ^ -a 

. Por tanto se tendrá 5. ̂ = f £ = L . í . , 

< . p . L . t a + j ) * = 2 Í £ 2 i pero 2>.(í? + y) = ^ 

(58): luego será I>. X . (¿z+y) =s Ppr tanto 

se tfeifdrá ^ . ; ^ ^ , ^ . ^ 4 ~ y ) . —; . s r L 

5 o-

, r D . L, { a - y ) - — ^ S p e r o ^ { ^ ¿ w ^ 

( 58 ) : luego será . Por 

tanto se tendrá 5. ̂  - ^ ~ = L. (^—y k • " ;: 

\ 



(76) 
6°. / i 

DX.(a+yy~D.L.(a~yy, pero-2), Z . ( ^ + y ) , 

y Í > . L . ( a ~ y ) ^ ~ - ^ ~ : luego será D . L . ^ l 
. ' ¿1/ aady ^ , , 

— r T ^ J - ^ ^ " ^ — r » • JpC)r taní:0 se tendrá 
•,- • ' " - • • " *^ •;^ r v,vl ̂ ^ í a ~-
C riaal/ j a -h y' i3« v a — x/. ——— • 

... , ' 7o. • 
... X,. ,. i " r 

( 5̂  ) t pero D . L . (á + y ) == ̂ : luego será 

JD.L.~-~= T^-; por consiguiente 5.—-4^"== 

a + y 

8Q. 

s=:D.ya=2ydy ( 69): íuego será D . L, (¿P-hy*) 

= JJ^T 5 por consiguiente 5. ^ — - «sX. (áa-fc3/̂ 9 

X X . (^a + }la) ; pero ( 62 ) 2>. i X X; ( + . ^ ) ^ 



k X A I " ( f h T D , L . { * + f ) = ^ H ^ . : 

luego será D . L . + f ) = 1 X ^ 

por consiguiente $• j f y * ^ Í . ^ « a ^ a ) i 
+7 

10°. 

pero j > . X . * = — i d1£. MX *± .r*) ^ ^ t — x 

luego .sera X . ^ i ^ ^ - T ^ T 

j ; por consiguiente ¿ ^ ^ y = = ~ ^ 

X 5 . 

E S C O L I O L 

89. Para que se comprehendan desde ahora el 
uso y la utilidad de los principios expuestos, paso 
á deterrninar por medio de ellos -la integral de la 

diferencial 

La fórmula gj^T^i es equivalente á la e x p ^ 

s l o n ^ ^ i y X ( ^ - r ^ ) " 1 : Juzgase ahora el bino-
mió (¿za — ̂ a) en serie por la fórmula Newtd-



aiam , y será. {a**¿f }>* d== 4 + — -f- H - f XÍ 

^:c. nuiltipliquense ^^rahas ^iembfps de .-esta 
eqüácion por 2 ¿ i j , y se tendrá 2,̂  ¿/y X (a1—y12)'1 

ó bien # 5 = S ( l + ^ l + ^ í ^ ¿ c V j 

luego integrando será ^ . ^ r ^ = 2 X ^ 

D4--^^4--^7'-í- S¿:c.) que por lo demostrado ( 66) 

es igual á la suma de las integrales dé cada térmi­

no de la serle ; pero 5. ̂ ^ - f - (63) / == 

sucesivamente; lueso*será S,-X*^s =2*X ( — 4-

: ^ r ^ ^ ^ Í " r ^ + ^ u e es ^ misma serie 

que en el tratado de Algebra {II . 335 ) se halló 

igual á X i - j — ^ d d mismo modo que ha iiallá^ 

do anteriormente en el Exempío 6°« ser S » - ^ — 

s== Í/. . Aiiora queda sólo la determinación de 

la constante que se debe añadir { 59 ) á toda inte» 
gral, y determinar por la condición del Problema 



(79) 

que en el caso pésente es X» i = o:: luégp supo*», 

niendo = i l a serie hallada mas la constante 

que líamo ^ s e r á iguaráx^^ ser ^ | 

= í , , es ¿ -fy^-íT— y , de donde y = o : luego 
constante ^ s e á igual á cero*: Por tanto de la 
condición del Eroblema resulta que no se debe 
añadir la constante á la íntegra! de la sede que da 

el valor del X. . Se ha manifestado en dicho 
a—l} 

tratado el método para calcular los logaritmos hi^ 
perhóHcps correspondientes a números dados, co-y 
mo también los logaritmos tabulares ó los de; qualr 
quiera1 otro sistema. 

' • ' IBSC O L I O I I . 

90. Igualmente para manifestar el uso y la u t i ­
lidad, des los principios expuestos, se rjesolverá r el 
Problema invéeso del anterior, esto es, dado qual^ 
quier logaritmo hiperbólico , determinar el núme^ 
ro que le corresponde^ 

Sea el logaritmo hiperbólica g^x^ •% ú^x}ámt~ 
ro que se busca i r - f - d e suerte que sea L , a=:g$ 
y será X. ( ^ - f j ) = ^ -4-a;y en cuya équiafeíonr supo-
niendO- % será y=o^- Hágase^ a - ^ - j ^ j i ^ - B x 



(8o) 
jfiCx* ~hJEx1-¥ F x 4 + ScCi siendo J Í , B , C , Ey 
j p , 8cc, cantidades constantes que se han de deter­
minar ; y diferenciando se tendrá dy = Bdx^-zCxdx 
-4-§Ex ^dx-hqFtfdx-b ^&c. pero i L . ^ + ^ ^ + j , 

^diferenciando, esta equaeion, será ( 85 , 58 ) -—^ 

= i * : luego dx=~ A ±BX + C X ^ E X ^ F * * * UC. m 
quitando el quebrado se tendrá 
Adx^Bxdx-JrQx^dx-^Exldx-SrFx^dx-k- Scc.==, 
Bdx+2Cxdx^'2>FxQ,dx^^Fx3dx^r^Gx^dx-^- 8cc. 
equacion que subsistirá supuestos iguales los eOefi-
cientes de los términos del primer miembro á los 
Coeficientes^ de los respectivos términos del segun­
do , esto es , el coeficiente del •primer término del 
primer miembro igual al coeficiente del primer 
término del segundo, el coeficiente del segundo 
término del primer miembro igual al coeficiente 
del1 segundo téíminó del segundo , y así i sucesiva­
mente^ Por medio de dichas suposlcionésíise déteü 
minarán los valores de las cantidades B ^ E \ F^ 
G i 8cc9 como se figurad :yi 

A=x:B \ . y . . B = r J 

3 7 a.3 



(Si ) 

E * = 4 F , .... • F = > ~ , F = 

.. &c . , ; ̂  . • „ . : ^cc. 
ÍSub^tituidbs ios valores tiallados'dé dichas can­

tidades en la equacion a + y == .*4 + B x C x* 
•4-E -h F x * G x * + Scc. se tendrá ía equa-

qion a + y = J + A x + ^ + — + ' - ^ ^ + 

¿j- &c . pero qwando es a; = o , también 3/ = o: lue­
go será == 1̂  5 por consíguWte:el número que ŝ  

busca í z 4 - y ~ ^ X ( i + ^ + ^ 1 ~ + m ' + T T 7 7 

•4- & c . ) que es la misma serie que se ha hallado 
en el tratado del Algebra ( I I . 340 ) si se „supone. 
a— 1. Adviértase que en el mismo tratado se ha 
manifestado el'método para calcular los números 
correspondientes á qualesquiera logaritmos hiper­
bólicos dados, cómo también los números que cor­
responden á qualesquiera logaritmos tabulares, 

P R 0 P O £ I C I O N I X. 
•. > * 

- 91 ¿- Hallar la diferencial dé w , süpiiesto 
el exponente m cantidad constante entera ó que­
brada , positiva ó negativa, ' 

1 



(82) 
Hágase X. = y ; y valdrán las jequaciones 

( L . x)m~yln , J>; ( X . i ) ^ = Pfy ^ ; pero 176 ) 
m = my ̂ *1 ¿/y : luego será Z>. { L ^ ^ ^ m ^ - 1 dyy 

pero siendo L . x ~ y , son* ( i . i ) 1 = j»»-1 t 

~ = (87): luego se tendrá D,(L,x)m=m{L,x)m'-i 

X — . Que es 8cĉ  

C O R O L A R I O I . 

92. Luego la diferencial de la potencia { L , x ) ^ 
es igual al producto delr exponente TW constante, de • 
la potencia. ( X . o: ) ^ 1 , y de la diferencial del 
logaritmo de la variable, esto es, Z>.(X.z)™ — 

m. ( X . ^ ^ - ^ x ^ , y por la misma xzzon D,{L.x)m*1 

&ifh 4-1 y X (X . x j * ^ ¿ f • 

C O R O L A R I O I L 

93. Por tanto se tendrá 5. (/w+i) X (^a),w X ^ 

ó bien (m + 1) X5. ( L . x ) m y < ^ = ( 1 . x)™* 1 5 y 

partiendo ambos miembros por w-^i^ será S,{L.x)m 
¿ d * (L.x)m+* ' . L. t £.:t. 
X — == — . oe exceptúa el caso de ser 

m==~~ 1 , ó que la diferencial sea (X.x)"*2 X ^ 



que equivale 4 la expresión t cuya integral 

^ como consta de la Proposición siguiente indepen­
diente de ésta) es el logaritmo del logaiitmo de 
la variable ^ , que se expresa para abreviar L^.x 6 
JJ L x 

P R O P O S I C I O N X. 

94. Hallar la -diferpnrial del L n . x , en cuya 
expresión es n número entero y positivo. 

i V Sea , y será I/3?ÍI: la cantidad , cuya 
diferencial se pide determinad. Supóngase L.x = y; 
^ se ftendrán las ecuaciones X . i . o: ó bien & 

_ " Av. s= i . y , D . LP.x — D . L . y ; pero D , L . y = -~- , 

(87) 1 luego será 3* L ® * x ~ ~ ; pero siendo 

3 /= X8 # ? es d y = - j (87) : luego se tendrá 

2,0. Sea ?z = 3<, y será X^.o: la cantidad cuya . 
diferencial se busca. Supóngase L ^ . x — y ; y se 
tendrán las equaciones L * . x = L , y - ^ D , L ^ . x = 

JD.L.y, pero (87) D * L . y = ~ : luego será D . L h x 

s s ~ 5 y por ser y — L1* x^ se tendrá por • el caso 



(84) 

anterior dy=s-~—: luego será D.X5.£ = — - — 

r Con el mismo método se hallará ser D , L * . x == 

a:X .rxi,^ ^^.v , y así siempre con el mismo orden; 

de lo qual resulta ser D*Ln.a — —-—— 

Que es &c. 

C O R O L A R I O » 

95. Por tanto siendo D . L n . x = — — — — --r—, 

será 5 . — — — - ; =¿%.a : , en cuya ex-

presión es 72 número entero y positivo^ 

P R O P O S I C I O N X I . : 

, 96. La diferencial ^ X ( Z » ^ ) ^ X ^ es igual á 
la diferencial del producto, cuyos factores son a; 

. (L.x)* v X i L . x ) * - 1 t n.(n-r).{L.x)tí~* y la sene - — . • L —h1 / ; % ~ " ^ t * 

^ (7/24-i)4 

Tómese la fórmula n:^ X ( ^ ' ^ - > en quien* los 
exponéntes / v ^ pueden tener qualesquicra valores 
constantes; y diferenciando dicha expresión, se 
tendrá (68 , 92 ) D.xP X {L.x)l = ^ " V ^ X 



(85) 

+ qxFX{L.x)V''t % - j , de donde resulta la equá-

cion general r ^ ^ . .. 

$i en esta equacion se hacen sucesivamente las 
s i g u i e n t e s , | ,. ... r .., 

substituciones, se tendrán las equaciones 

xM.^.x)"-1 .dx= 71 í/t-hi ( j „v«-i n̂ -.x 
m + i 711 

y así sucesivamente : luego será , 

X ( X. g ' > ^ r ^ S ^ X i>. ^ « 1 X (X . a: ) « - ? /. 

pero el complexo de estas diferenciales es igual 
.( 65 ) a la diferencial del complexo de las cantida­
des finitas con sus signos correspondientes, y ade­
más én dichas cantidades se halla el factor común 
&m+l : luego s^rá ÔT X ( ^ • ^ ) ' Z X ^ = 



. . . ^ . ^ + ^ — 4 \ & c , j , Que es &:c. 

C O R O L A I Q I . 

97« Luego será la integral de xmyi { ^ x)n X dx, 

esto es, (^)5. rtX ( i ^ ^ X ^ — ^ + I . X 

{L.x) n7̂ .̂ r &c*),;ry._skadQr/z.número enteroj y po­
sitivo , se tendrá dicha Integral en utt número f i* 
nito de términos por los logaritmos ; como , por , 
exemplb, 'vsi es -n s=¿2, será S,xmX(L.x)*xdx==¿m+1 

el exponente m puede tener qualquier valor. Ex­

ceptuase el jcásó: áe-s4í-/^^w-^^;:p6rig[ii% éfntoncés 

la diferencial propuesta rxm X ( * X ^ se redu­

ce á ( X . 3 : ) « X ^ , cuya integral (93) es n 

y si además es n = — 1 , ^ diferencial propuesta sé 

reducirá á , cuya integral ( 95 ) es L * . x : pero 

en las demás suposiciones que se hagan respecto al 



exponente 7z., será infinita la serie hallada ; y en­
tonces tomando en ella :un > numero ,conveniente de 
términos, : se tendrá por aproximación la integral 
de la diferencial propuesta. 

C OR O L A RI O I I. -
98. Si en la equacioñ se supone 7z,=-« 1, se 

' xmdx f i ,. - ""j • 
tendrá S.-j-¿ = xm̂ % X + 1)«x.*"*" J 

^ 7 - — . ^ .y + &c . \ . Si debe ser S f e dx=o, 

supuesta a: = í7, será también iguará cero la cons­
tante que se debe añadir á la integral; pero esta 

constante será infinita , si debe ser 5.—^ = 0 , 

, supuesta x = r . b 

; ; COROLARÍÓ i r r . 
99. Se ha demostrado (96). que es (L,x)n.dx 

^ . . ^ x ' , — - ^ X ^ X ( X . . ) « - 1 x 

luego integrando se tendrá 5. m X (X. a:) » x 

- r a g " " . 4 . x * ^ ^ ^ 

Si en esta equacion se supone que w tiene valor 

negativo , como n=~~p y será también 5.- , — ' 



m 

consiguiente 5, — y X ̂  + — 

- xmdx xmdx 
^^'"{L xf^ y.b^c^á<JI/^iN^,t^é.:téiidrá 5. ^ ^ 

qual resulta, gue serán , 
x™dx. _ i vy or^t1 rn-f i c > 

c XmdX: I ; r: r , / - 772-4-1 - ; r i : ' "^ '! 

y así sucesivamente : luego si r es niimero entero 
/ , • • ! • • ^'xMdx1 - * ' ^ -! 
^positivo , la integral de dependerá última-

mente de la integral de : por exemplo, si es 

?_3, sera ^ ^ ^ 3 . X - ~ X - ^ -

4 - ^ - — X ^ « — 7 , mientras continuando las 

substituciones , resultan cantidades infinitas* - u 

E S C O L I O ; 

loo* El método que se ha seguido en la PropO" 



siclon antecedente , es muy út i l , y se skven de él 
los mas grandes Matemáticos , para reducir las fór-
initlas diferertcíaks á series; con cuya :operación 
se logra ó de reducir dichas fórmulas a otra$ mas 
simples de las quales se conocen las integrales, ó de 
tener próximamente las integrales, que se buscan, 
tomando un número conveniente de términos de 
l^s series que han resultado^ 

E X E M P L O I . 

101. Se propone reducir la diferencial 
^ X (^3H-^3)a á serie.- ; 

Tómese la fórmula a:^X(^3 4 - y será 

X (¿z 3 -f. a; 3 ) í?-1 y por consiguiente x? - 1 dx X 

{at+x*) * = ~ X D. WX;(Í3 4-^5)?—H x,xr^dx 

X(^3-4-a;3)?-1en esta equacion háganse las siguientes 
substituciones, y se tendrán las equaciones 

dx*(a3 x3y- =D.x>t(a3 4- x5)2—ixix3dxx(as +• 
xsdxy(<a3 + x3)z=:l D.x**(a3 + x s ) — | x^Jx 

Luego se ha reducido la diferencial propuesta á 
otra simple — l ^^iíc , de quien se tiene la integral 
(77)» ^or tanto será la diferencial propuesta 

dx X (̂ 3 + x ^ ^ & v ' l í 3 - • X 



X (̂ 5 - f ^3) + Xx6Mx i por consiguiente 5. dx 

4*7 

E X É M P L O 11 . 

102* Se pide reduchrladiféférídal^ 

( ^ 3 4 . ^ 3 ) ? ^ Y sera Tómese la fórmula 

D . pxP'̂ dx' '̂̂ '"̂ ĝ xP d̂x'- \ •'•í'y 

xT-ldx' i 
consiguiente - . . »^ = — X J?? 

X 

"(4-3^3)? | 

^ Va: 

3̂  
(í2 3H-.r3)í V. 

j - , Ahora si en esta equacion general 

se hacen las siguientes 
substituciones, se tendrán las equaciones 

x3dx 

/ = 7 ví=3 

J7=::IO,^=Í/ 

a3 \ x3 '^3 ^ (a3 + x3)' 

x3dx - — s e n — 3 x a «íy?^ 
4 ^ {á3 + x 3 y 
3 x x9 dx 

x9 d 3^4 

y así sucesivamente;; luego será 



y por lo tanto^ la integral de - t - ^ será Igual á la 

&c . la qual serie podrá continuarse al infinito por 
§er evidente la ley que sigue, 

JDe. las Diferenciales de las cantidades 
exponenciales* 

P R O P O S I C I O N X I L 

1-03. Hallar la diíerénGial de la cantidad éxpcN 
•iierícial xm \ cuyo exponente es húmero irra^-
cional, 

- Hágase xm:~¿y ; . y. se tendrán las: eqüacíonés 
T X . y = ' L . xm=m L . x i y D , X . y = D . T/Z i , o :pe-

« o (87) 2>. L . y = ~ , D . m L , x = ^ - ¿ ^ : luego se-

j dy • mdx 1, • t • 1 • * 

ra — = ——-; y multiplicando ambos miembros 

por y , se tendrá dysz m X ~ ~ : y por ser y=a:w. 



(92) 

$erá !>• o ; » ^ w X - ^ — T " ^ ^ A'1"'1 i ^ . Que es, &c8 : 

' C O R O L A R I O . 

i- 104. , Luego la diferencial de la can^ eixpcn 
neneial es la misma que la de la potencia ir*, 
cuyo exponénte m es número racional (76). Díga­
se lo mismo respecto á la l integral de lar formula 

ir? ^ , esto es r S.x™ dx 
m-\~i 

r , E S C Ó L Í O , " " ""^ '^ ^ 

105. Por las diferenciales de las cantidades lo­
garítmicas , y de las . exponenciales, se demues­
tra generalmente la fórmiü del bino­
mio , aun *qúando su cxponcnte sea numero irra-
xionar positivo ó negativo. Pties , si es (3: H- ̂ ) m 
.== xm é- m 1 5 • m. — 1 ) . ¿z? xm~* -4- &c . se-
ra también i . (x4-^) ^ = X . (^^-TW^^-1 . -^^ /» , 

\Xm~i )ra*$m' '* ^ Seo,) + y mX Lf ( x - f ^ ) ^ 
X . ^ r ^ ^ ^ ^ ^"1 ^ i - ^ . (/w — i ) .^3 ^ -3 4- &c.)# 

jSi estauequácions se diferencia se tendrá ^ 5 = « 

»2^«:1 dx-hm, {m-i)axm' *dxA^*(m~j).(m-2^a^x,n~ l.dx -̂ &c. 
xm+maxm~l-f -m, Qn-i). a*xm'* 4-'&:c. 

y quitando quebrados, será 



(93) 
m * ^ * ^ ^ &c. = 

mxpldx̂ rm.{m-i)axm'1 dxA- lm.{ni~i).{m~2).a'1xm-*dx~{- 8fc, 
~ - + m a x m - 1 dx -\-m.(m-i).a*xm-'2dx+ Scc, 
Si se suman los términos semejantes del segundo 
miembro, se hallarán los del primero; por consi­
guiente siendo idéntica y verdadera la equacion 
que ha resultado, subsistirá generalmente la fór­
mula newtoniana del binomio, aun quando su ex­
ponente sea número irracional positivo ó negativo, 

; P R O P O S I C I O N X I I I , 

TO6. Hallar la diferencial de la cantidad expo­
nencial ^ vque tiene la raiz a constante , y el ex­
ponente re variable. 5; 
-" Supóngase ax = y y y valdrán las equaciones 
'XÍ; y: 's=¿ L . áx=: x L , a , D . L . y D* x L , a ; pero ̂  

J ) r L , y ~ ~ ~ { f y ) , ? J ) .xL.a~dxL*a (62) : lúe-

¿til i • - -"• • 

go será — ^ d x L t a ^ y multiplicando ambos miem­

bros por y , se tendrá dy — y d x L . a ; pero j s s ^ ; 

luego será D . ax~ax d 'x L . a, Que es Scc. > 
C O R Ó l i A R I Ó W c 

c 107. Luego la diferencial de la cantidad expo­
nencial ax ¡ que tiene la raiz 0 constante, y el 



exponente. # variable será igual al prcKincto del 
logaritmo de la raíz constante , de % tóantida4 ex­
ponencial , y dé lá diferencial del exponerte- va­
riable , esto es, Z>, ax = L.a %ax dx, 'Si se jlama; ¿ 
el número, cuyo logaritmo , es igual á la unidad^ 
esto es e = a , 718 2,81 83 próximamente (II*34x)f 
será D.ex = ex dx. ; 

C O R O L A R I O 11. 

108. Por tanto será, StL.a X axdx ->Á bien (62) 
Z.a X 5. d* dx == ax 5 y partiendo ambos miembros 

por i . ¿z, se tendrá 5, dx ̂ = y—- , esto és ¿Ik in-

tegral de la cantidad exponencial 4* .multiplicad^ 
por la.diferencial , del exponetite variable es igual 
á la misma cantidad e^dnencial par^ por el lo­
garitmo de la raiz constante. Igualmente en la re-
fe rida suposición (107) de la cantidad c , será 
5. ex dx /t 

P R O P O S I C I O N X I Y . 

109. Hallar la difereheial de la. cantidad expo? 
nencial x^, que tiene 1̂  raiz y eL exponente va­
riables. 

Supóngase : ry=£ ^ y se tendrán las équaciones 
X . z ==X,^y = : y a : , J3.L*zt=D,yL.x 5 perQ 



( 87) P . L . z = ~ ~ : luego será :Y== 2>. y X.a:; y 

muttiplicandó ámbos iriiembros por 2 , se tendrá 
ife == z X I>i y L . x ; y substituyendo en lugar de 2 
&u valor será i ) . ^ ^ y X - Z > . y ^ - ^ . Que es &c . 

, C O R O L A R I Q 1̂  

l i o . Luego la diferencial de la cantidad expo­
nencial será igual á la misma cantidad exponen­
cial multiplicada por la diferencial del producto 
del exponente variable y del logaritmo de la raiz 
variable , esto es ^ D,xy ==xy X ^ ' J L , x : y hecha 
laHiferencial efectiva del producto yX L . x , será 

también j ^ ^ == í dy L . o: 4- - ^ - y = xy dyL.x 

C O R O L A R I O 11 . 
z z 

i n . Se infiere ser I } .xu ^ x u y iD.u L , x i 
pues se ha demostrado ser D , xy = x? % D . y L , x̂  
y si se supone y = uz , también será D i x u == x u-, 
'X-Z?»^2^^.a:: hecha la diferencial efectiva del 
producto u * L . x , se tendrá JD.ÍI;" =:Xu X 

u*dzLlxykL,u+zuf''1 duL.x+ ^—-J ==xu u*dzLnt C 
^1 ' >¿é \r T r \ XM U* dx 
y>L*u+x zu > d u L , X '1r• x 



m 

C O R O L A R I O I I I . 

i r sv Por tanto será 5. x * X B . y L . x 
(xfL, x X ¿ y 4-xy'1 >iydx)S5=xy^ como también se 
tendrá S,xw*y>D,usL.xa=r:5.(*"" WdzL.xyíL.u 
. • ' • v xu Xuzdx , „« 

4- X 2 1 i M Í . ^ + ^ — — ~ — ) ~ x . 
X 

De las Diferencíales de los senos, cosenoŝ  
tangentes, secantes, cotangentesy ij cosecan* 

tes clrcularesj i^c* y de tas mismas fér* 
: , mutas con distintos signos* 

P R O P O S I C I Ó N ^ : Y. ; 
113, Hallar las diferenciales del seno y del co­

seno de un arco circular w, esto es, Sc.u , y Ccu* 
: tP En la cantidad propuesta Sc.U substituyase 
y. 4- du en lugar de ú ; de la cantidad que resulta 
ScXu^-du) réstese la propuesta ; y el residuo 
5c. ( u 4- du) — Se. u será (49 ) la diferencial del se­
no del arco circular 1/5 pero ( I * 499) Sĉ  íu-f-du) 

a-, ' — — ! — ; luego sera D.Sc. u==a 
. . .. . ., .i , 1 ' \ •'• - - !i / 

S c u x Cc.clu-i-Sc. du * C c u „ , y. * 

t ^ — 5Í;. M; pero (22,) el cose­

no del arco evanecente ¿fa es igual al radio, esto 



$s; Cc du.zsr ., y el seno del arco remanecente du -es 
igual al ipi§mo arco ^ esto es, .5c.. : luego 

é Q ñ D , S c . ü ¿ = ~ — — K = . 

.. 2°. Por la propiedad del círculo es (CC.M)2=;-® 
— {Sc.u) a : luego diferenciando esta equacion , se 
tendrá aCc.w X B Ce. u ^ — zSc. u X I>. Se. u y pero 
P£. St.u = Cc. w X iIÍ :?V Por: Io demostrado en el 
caso anterior : luego será ^ Ce. u %D, Cc. u = 
— 2 Se.u X Ce. z¿ X : r i Y partiendo ambos miem-

A -r* /̂» duxSc.u 
bros por ZCC.M/, se tendrá x/. Ce. M==——-—• 

. C otro modo. 

: Sea -^JF (Big. 22) un arco M del círculo , cu­
yo radio es ^ C = r . Tírense las perpendiculares 
Jf D , f d k dicho radio , la recta Fe paralela á 
AC, la tangente JF'Jf al punto P y el radio CP-, y 
prolongúense dicha tangente y la perpendicular dfr 
hasta que concurran en el punto M. Ahora si se 
considera evanecente la diferencia X);i entre los 
cosenos CZ) y correspondientes á los arcos A F 
y A / , se tendrán I> <f =? = X). Ce. w, Ff^dw^ 
y / e = = J>. 5e. M ; y por ser los triángulos M e F r 
fe F iguales . y semejantes ,(22 ) , serán también 
M ¿ ~ / e = D.Se. f F M = F f = d u . Luego sién­
dolos ángulos D Fe , C F M ' iguales por rectos, 

n 



(98) 
resultará el ángulo DFC = e F M ; pero los ángulos 
tn D y e son iguales por rectos : luego los trián­
gulos C D J P , jP^Jf serán semejantes , y tendrán 
proporcionales los lados C D : C F = M e : M F ^ esto 
es, Cc.u:rs=:I>.Sc.u''du-y por consiguiente será D.Sc.u 
== < ~ ~ i , Igualmente por la semejanza de dichos 

triángulos será F D :C F = F e : F M , esto es, 
Sc,u :r=s — D.Cc .u : duj por consiguiente se ten-

ara D,Cc.us= *% Oue es &c . / -

C O R O L A R I O I . 

114. Se infiere que la diferencial del seno de 
un arco u del círculo, cuyo radio es r , es igual al 
coseno del mismo arco multiplicado por la difeí 
rencial del arco , partido este producto por el ra^ 
d io ; y que la diferencial del coseno de un arco n 
es igual al seno del mismo afeo mültiplicádo por 
la diferencial del arco , partido este producto to­
mado con él signo negativo por el radio , esto es, 
_ _ Cc.undu „ Sc.nxdu 

Jj .Sc ,u=z—— -¡ y I/.CÍ. z ¿ = — — . 

C O R O L A R I O I I . 115^ Luego también serán , du sss Cc,n 



(99 > 
¿uz&r ' - . / C t ^ \ e integrando se tendrán las equa-

C O R O L A R I O I I I . 

116. Si se supone 5c.z¿55=3: , serán Ccurss 

tfr*~x'2), y DÍSc,U3*dx: luego será ^ S ^ ~ 

„ rclx 
= 5 . 

,( - ^ C O R O h-A R I O I V . • j 

117. Si se supone Ce. z¿ = n; , serán Sc.uss 
P \ r a — a:*)^ y Z).Cc.UBsdx i luego será Í¿S=S 

G O R O L A R I O Y . 

118. También si se supone el seno verso ^/17=0:., 
vserán Cc.ii==f~x , ScM—J^zrx-^x'1)) I).€c.u==:~-dx: 

luego se tendrá z/=5. = =5.—- —. 

& : S c u V(ar«—«».)••• 

r C O R O L A R I O V I . 

119. Siendo D . x ¡ ^ { r ^ ^ ^ d x / ^ ( r ^ x ^ ) 

• i • 



( i d o ) 

1 uego integrando se' tendrá 5. ••' f * * ^ = 

." ~ -4- — X J. ^ ¿ Z ^ J ' Por consiguiente 

la integral de la fórmula ^Q,*__x*y depende de un 
arco de círculo , que tiene el radio r , y el seno xm 

C O R O L A R I O V I L 

120 De la equacion anterior Í>.á:/^(/*2—o:*) 

^ d z / ^ r ^ x * ) - - vC,* J ^ y , resulta quedes 

dx r * - x* ) = D.xjtSirt-x*) * - v(f̂ a) 5 por 
consiguiente 5. dx / / r ( r*~~xa) = x / ^ ( r * ^ a ) 

• v ^ l ^ l "^" 7" T x ' v p - x * ) 
(119 ) : luego también la integral de dx//<(r*—a'2) 
depende de un arco de círculo , que tiene el radio 
r 4 y el seno x, 

^ C O R O L A R I O V I I I . 

tüti Be un modo semejante se demostrarán las 
H ÍOTmulas siguientes:^ . i ; , ; r 

xJx j y . aV_i_ C r^x 



(IOI) 

E S C O L I O , 

- 122. El valor del arco circular se hallará 
próximamente por su seno a: con el método si­
guiente. Se ha demostrado antes {116 ) ser du=z 

• 4(1* 1-x *) ^ r^x ̂  (; a" )" * : ^ueg0 reduciendo á se­
rie por la fórmula newtoniana el binomio (t^-x^ 5 , 
y multiplicando sus términos por r d x s e tendrá 

du = dx^ — r + "V ^4--2T2-i 

&c. é integrando; será 4-^—TÍ^ 

a ^ 3 x 7 ^ ^ : ^ ^ > ^ r + &c- Y porque sien-
do el seno x==o , también lo ̂  será el , arco , K , es 
claro que la constante , que se debe añadir á la 
integrál halíáda , será cero. Óbséryese que la serie 
ántecederite es muy convergente , y de consiguien­
te-útil para: hallar los arcos circulares hasta el qua-
drante. Si se busca éste y se tendrá el seno x = r̂  

y por consiguiente el quadrante q ==r X (̂ m~k 



(102,) 

^ P ^ + ^ ) . Con el X, 

t. m^mo método $p trataráa Jas 4emas fórmulas .di-
féYetícíkles pért'eñecieñtes a los- cosenos y senos 
versos; pero como se tienpn, ya, calculadas las Ta­
blas de los senos, &c. por medió de ellas se deter-
ftiinarán-en lqé casos partíeüláres por aproxima' 
ciónf laŝ  iñtegralesode las fórmulas expresadas en 
fos éoídtarios aíitecédentes. 

También del mismo modo se podrá hallar pro-

ximamente la integral de la fórmula ^ , ^ ^ . ^ ? pe-

ró se tendrá mas expeditamente por los logaritmos 
hiperbólicos , como se hará ver en la Proposi­
ción siguiente. ' : ' ^ c ; 

P R O P O S I C I O N X Y I . 

r i23¿ Si se supone * ) , sera 

Siendo z = rj: — J^i x*A- , también será x~~z 
sz/^x^-far*); y quadrando se tendrá x°'.~~2.xz 
'/ " " " f . Í . . 2*-. r« -

¿ a * , de dbhdé ' R e s u l t a ' ¿ i 



. ' f e - - — — ' Por tanto sé tendrá """ as a« . - VC*"-*-^-)-

= s — D e l mismo modo se d e m o s t r a r á ^ ^ • 

- s ^ l i l , si se supone ^ - ^ V ^ - Q ^ e es &c . 

C O R O L A K I O 1« 

124. Luego la integral de. v^^Hj/^raJgu^l 

á la integraLde ^ - ^ ^ .la q ^ í ^ s a ? 1 - ^7) 
0 bien>--r>C i>. ( , f ^ ^ ^ / ? ) ) , sUf 

substituye en lugar de z su valor o: —/^a:* i í :? ,a ) : 

esto es, 5. y ( j / X ^ ) = - r X ¿ - ( x ~ J f f y ± r * ) ) . 

C O R O L A R Í O I L 

125. Con el mismo método expresado antes 
( 119 , 120) se demostrará ser . 

j H C O R O L A R I O I I I . 

126, Finalmente lás formulas ^ ' ^íy—. 



cen á las anteriores por medio de la lubstilucion 

P R O P O S I C I O N X V I I . 

*'~ -l&ji Hallar la diferencial de la fángente ^ ití¥ 
arco u del círcwlp.c^uyo.radio es,./'.A 

Siendo r j ^ e s J C c , u : Sc.u==zr : Tc.u , será 

^ ^ K — ^ ^ : .luego, diferenciando ésta expresión, 

se tendrá x/é ic . M = • - — — ^ — ^ — • 

to; (n^.):r5<2>.ScU~Cc. u%dui, y ^ r D . C c . u ^ 

SctKdH :iuego será I ^ . ^ ^ ^ j ^ ' ^ M : 

= ( ¿ ^ 3 , por ser (&r. a)a + (5c. M) a ==/• a; pero 
r : Cc.ü==Sec¿ü : r , de donde 2:== (5^.i¿)2 : 
i==r a 4- ( r ^ a) a ; r a ; luego será 1>. r ^ K=s 

- i #' • 

Tírense ( 1 % . 23 ) la tangente J E al punto 
de la circunferencia del circulo Su^o radio CA=r^ 
y las secantes C JT , C í j y? haciendo centro, en 
con el intervalo C r descríbase él arco T i J . Si se 
Considera el arco F f evánecente', y se llama el 



(lo? ) 
arco J F = u y serán Ff=:du, Tt = D.Tc.M , ' Y 
el radio C i? formará ( 22) con el arco evanecente 
E T el ángulo C-ñr recto , de suerte que el án­
gulo M í será igualmente recto. En el triángulo 
C T í , que tiene el lado T í prolongado , será el 
ángulo externo A T C — TtC + T C t , pero el án­
gulo TCí es evanecente : luego ( 1) será ^ r c = 
T í i? ; pero los ángulos T A C , T R t son iguales 
por rectos : luego los triángulos T R t , T A C 
serán semejantes , y en ellos proporcionales los la­
dos , esto es, Tt : T R = C T : CA ; pero por la se­
mejanza de los sectores T C R \ F C f es T R i F f 
^ C T i C F ó hizn C A : luego será Tt:Ffi={CT)*: 

esto es, D . T c . u : du—r (Tc.u)* ir12', 

por consiguiente se tendrá lJuc ,u= ? rA—r-» 

Que es &c , ; . 

C O R O L A R I O I . 
128. Se infiere que la diferencial de la tangen­

te de qualquiera arco de circulo es igual á la di­
ferencial del mismo arco multiplicada por la suma 
de los quadrádos del radio y de la tangente de di­
cho arco , partido este producto por el quadrado 

del radio f esto es, D . Te. u*? ^ ^ c ' f > d t . 



( i o 6 ) 

C O R O L A R I O I I . 

, 129. Por tanto será 2)^^^ 

pero 7 z X Z > > ^ ^ = r ; — : luego siendo 

w> 1 , será D . Tc.nu-^n X D * T c u ^ y por consi­
guiente Tc,nuy>nxTc.u , de donde resulta ser 
Tc.nü: T c u ^ n : 1 , ó bien en mayor razón que 
nu: n , esto es, la tangente de un ángulo mayor á 
la tangente de un ángulo menor en mayor razón 
que dicho ángulo mayor al menor, ? 

C O R O L A R I O I I I . 

130. Siendo J). Tg. z¿==' ^ 9 tam-

bien será d u ^ ^ — ~ £ ^ ~ ; por consiguiente z¿=, 

^+^rJy • También será Tc,u==S^- -

131. Si se supone Tctu=sx , será zfe5. - ^ , 



E S C O L I O I . 

132. Si; se pide redueir la diferencial 

serie infinita , se diferenciará la fórmula 
x"-!~r 

y se tendrá V* 

; por consiguiente será 

a^-1^ 1 

en esta equacion háganse sucesivamente las siguientes 
substituciones , y se tendrán las equaciónes 

x^dx 
x-1 + r -1-2 X 

x^dx 

- = i D • 
axa x4dx 

y así sucesivamente : luego será 

:3dx 

dx - j ~ / a? , ct'xi. 

" *̂ 3x5x7" ̂  (a - ' + r 3 ) * 3x5x7x3 (x^-i-r ̂ r T" ̂ 0 ' ^ ' 

por consiguiente será 

a^xOXlx^; 



(io8) 

*^Cx*J.ri\3'T' "77777" X TT̂ TT̂ Y* T77^777"X 

"4- &c.^» Por medio de esta serie se hallará próxi­
mamente el arco circular que corresponde á una 
tangente dada; por exemplo, si se supone la tangen­
te o; = /•, se tendrá el arco de 45 grados ó bien la 
octava parte de la circunferencia igual á la serie 

por consiguiente la circunferencia sera igual á la 

serie20<í 2 - H H -4>- 3~ 4- ~ & c . ) 
\ 1^5 3X5X7 3X5X7X9 / 

« 2 ^ X 3 , 1 4 1 592.6505 próximamente, si se re­
ducen las fracciones, de la serie hallada á decimales 
edn- diez notas , como se manifiesta en el cálculo 
siguiente ( ^ , en quien í expresa siempre el término 
anterior de la misma serie. Adviértase que dicha 
aproximación es uniforme hasta la novena Cifra con 
las que tienen mayor námero de notas; como es 
la de 3 , I4i592653589793238462643383279502884 
1971693993751o582097494459230781640628620899 
862803^53421 x7o67982i48og6 51^72306^0^3? 
44̂ * ' <• • " " ' ' ' ' ' • '* ~ 



a , oooooooooo 
66,6666.6666 
26Ó6666666; 
1142857142! 
507936507 

: 2308802^0 
106560106 
49728049 

V 11084889 
5278518 
2524508 
1211763 
583441 
28l661 

= í X é 
?;íX.é 
= ÍX/T 
~ ̂  X s? 
- £ X19 
^ f x V 
5 ^ X 53 
" ̂  X 2? 
= í X l f 
- í X i 
r i X f E 

Q , 0000066078 = 
32095± 

- -15613= 
7606 = 

3710= 

885: 

212: 
' 103 

50 
24: 
I I : 

5 
/, 2 . i 

O; 

ÍX37 
¿ x r 
¿ x ^ l 

••fX^i 
: í X I | 
= í X ^ 
= í X ^ 
= í X l f 
:= í X ?§ 
= í X I I 

= í X f ? 
^ X T I 
= t X f l 
= ^ x 1̂ 

. » Suma total 3^ 1415926505 
- : Si se pide hallar el v^^^ de la circun­
ferencia circular con mayor número de cifras; pa­
la facilitar el cálculo , se dividirá el arco de quá-
renta y cinco grados ien dos arcos, cuyas tangentes 
sean racionales ,v con: el método siguiente» Si 
irombrain 4 y ^ídosíareoís del drculo , cuyo radio 
es r j serán r.;Tc*a=zCe*ax&c a^ y tiTc* fa=~Ctfi b,i 



Sc.ht, por consiguiente se tendrá r* :Tc. ay^Tcb 
=s ; Cc.fo Se. a X Sck, y r*^-T^a:.K.Tc.h:r* 
==pe. Qte Ccikr- Se, aycSc.h: Ce a X Ce. i j pero 
( S ^ C c . a^.Qc^^Sc. a-X-Sea^r X (¿4-¿), 

( I.. 499,); Juego será k a — Te. a X Te. h vr^ — r 
' Sc. axCcj.h ± Sc.lxCc.a \ v ^ .. - •r^Sca rxSch 

X ^ ^ 1 ——:Ce. aY£e.bi=í ,, ' • 4.̂  .: 
T Í . ( ^ ^ | = = TÍ.^ + Te.^ : Te. ( J - M ) , de donde 
resulta ser Te. {a + b ).==/;a X ( ^ 4- Te. ^ ) : 
(/;A — Í 2 X ^ . ^ ) . Ahora si se supone Tc.{a^'b)=rJ 
esto es, el arco J 4- ^=4 50. se tendrá r2 — Te. X 

^ = r X (fe# ¿? + Te. ^) 1 y por medio de esta 

equacion se hallará Te.h==-r ^Tc .̂ 'a :/luego si se 

supone , por exemplo , Te. a—lr , será 2^, ^ = i r ; 
y por consiguiente el arco de 45°^ se ha dividido 
en dos arcos, cuyas tangentes racionales s o n , i r . 
Si en? la serie hallada antes se substituyen sucesiva-
naante | r y 4rven ^ § a r ^e â tangente ÍC , resulta-» 
rán dos SCTÍCS racionales , y muy ConYergerites , y 
en, la suma de ellas se tendrá; róas expeditamente 
el valor próximo xlel arco de 45o». ^ ; aim 
^ ' Pinalmente ád^fértase quef si'sóbre let diániebro 
'A B ( F i f . 24̂ ) en sus extremos A j B se' kvantan 



( i n ) 
las perpendiculares, BE=.^AC radio, y AT—Tc.^p0* 
la recta F E será próximamente igual a la semicir­
cunferencia AJ). B : piies , suponiendo el radio 

= i , ooooooo, la recta F E se halla entre los 
límites 3 , 1415833 7 3 , 1415834; pero en la mis­
ma suposición la semicircunferencia A D B queda 
entre los limites 3 , 1415926 y 3 ,141^927': luego 
la diferencia entre la semicircunferencia ^2>^ y 
la recta F E será menor que p , ooopi del radio. 

Con el mismo método se hallará por una serie 
infinita la integral'de la fórmula M : (r2—a:a) ; pe­
ro mas fácilmente se tendrá por los logaritmos hi­
perbólicos , como se ha dicho (88), 

E S C O L I O I L 

133. Consta por el Escolio antecedente , como 
por medio del seno , ó del coseno, ó de la tangen-; 
te de un arco circular se determina próximarhenteí 
el arco. A l contrario , dado el arco ; se podrá de­
terminar próximamente el seno, coseno, y tangen­
te que le corresponde ^ con el método siguiente. 

Se ha demostrado (116) que es dji 

y si se supol^e..l&^r® ~*lx%)z¿:z ^.¿Cratendrán' las 

cquaciones a u = — - 9 y az=*~ - — 5 pero por 



( 112) 

ser es — = — ; luego será d z ~ ~ — 

b* ; pero siendo d uz=. —— % sera 

: lueg0 se tendra y muí-

tiplicando ambos miembros por — , será d x ~ ~ 

X 5 . — - , Supóngase ahora a: = ^/-f-Bu + C u * 
«4- ̂  3 -f. i7z¿ 4 (7 ̂  ? 4- 6 en CUya se­

rle las cantidades A , B ^ C ^ E , F , G , Scc. son 
constantes que se han de determinar. Si esta equa-
cion se diferencia, se tendrá dx=zB du-k-zCudn 
-\r2>Eu* du + qFiL'i du+$GiL*du + 6HiL ? du + 

8cc. pero d x ^ — ^ S , —duyiS. j - : lúe-

go será 5. — í~ -==¿B-4-2CH - f -3Eu^-h^Fu^-i -
I G u4 -%- 6 H u S Jr Scc. Si esta equacion se diferen-

cia , será — --i— ~2C¿/K«4-2 X 3 Eudu^-^X^Fu^du 

•4^4X sGut du-k $ K &Hu* du-\- 8cc. por consí-: 
guiente 3:=r-2/*aC — 2 X3 '*a^w —3 X4ra í w -
— 4 x 5 >*a O 5 X Hifi — &c. y como esta 
serie debe :sier>idéntica ástfeJÍ-^pS ÍÍ -HX- í£a ^ J? z¿5 
4- Fíí* -4- ir u 5 &c . =f a:, se hallará por la com­
paración de los respectivos términos 



luego será ^== 

También se llegará á esta equacion , si se supone 
la diferencial del arco dada por el coseno x , esto 

es v ( 117) .dii==-~ ^ . i ^ . ^ ^ -.. Resta, ahora cieter-

minar los valores de las cantidades A , B zn los 
dos casos; para lo que es preciso notar en el pri­
mer caso las dos condiciones: IA. que siendo el ar­
co u — o, será el seno x = o : luego ^ / = 0 ; pojt 

/ 'consiguiente el seno x=sBu-~ X ̂  3 4- &c# 

2a. que siendo el arco w évanecente , éevi dx~=¿t:u 
(22) : luego J 5 = 1 ; por consiguiente el seno x=u 

nv',vAxír>+ — ' n v o v . w *h ©¿c. Y res-ax3r cix3x4x5r+ ax^x^x^^ó^yr^ 

pecto al segundo caso , en quicen x expresa el cose­
no del arco u , es preciso notar las dos condició-
ires: i - , que siendo el arco w evanccente, será (22) 
^a: evanecente respecto á du: luego B = o'7 pos 

P 



jeptisiguiente el coseno ^ = : ^ — ) < :Wa-4* & ^ 

3a. que siendo el are©' u ~ o y;;;será „el -poŝ eno x ~ r i 
luegd será -^=sr; por consigüiente eí coseno ÍÍ:=> 

^ — I — ; — — - — r - r -4- &c. Y finalmente 

siendo la tangente igual al radio multiplicado por 
el seno , partido este producto por : el coseno , s® 
tendrá la tangente x 

- s r / ^< ; ' - ~— ^ 

- ^ - r + & c , 
exa/») ai* ax^x í̂"* flx^x^xjx&r 

P R O P O S I C I O N X V I I L 

"7,1134. Hallar la diferenciar de la cotangente de 
un arco u del círculo cuyo radio es r . 

Consta ser ( I . 488) Sc .u 'Suu~r : Ctc, u ; por 

consiguiente será Cu, u = • : luego diferen* 
^ _ . Sc.ux?T}.Cc.u*rCc\t>xD.Sc.ú 

ciando se tendrá D.Ctc.u= ( S c u y — — 
pero (114) ryiD.Ccussi-r-Sc.uXdu 1 ryiDSc.xíz=£c.u 

X ^ •* luego será Ctc,u== ~—~— {Scti)* 

• {Sen)-1 ^ 



( i i 5 Í 

C O R O L A R I O I . 

13^. Se infiere que la diferencial de la cotan­
gente de un arco # del círculo , cuyo radio /• r es 
igual á la diferencial del mismo arco multiplicada 
por el quadrado del radio, partido este producto 
tomado con el signo negativo por el quadrado del 

seno del mismo arco , esto es , lJXtcai=*~ ( S c u y * 

C O R O L A R I O I L 

• 136. Luego sera ¿3fM = — ~ — 5 e 1 inf 

legrando se tendrá K = ^ —-— -e Tam-

bien será 5. — ^ C t ^ ̂  = Ctc, u ; y partiendo por 

- r a , se tendrá S . ~ ^ = = ~ - ^ ~ . 

C O R O L A R I O I I I . 
137. Si se supone Ctc. u = xy serán D.Ccc.u==dx, 

P R O P O S I C I O N X I X . 

138. Hallar la diferencial de la secante de ua 
arco M del círculo cuyo radio es r. j 



Consta ( I . 486) seiCc.jf:r=sr:Sec.u; por con-

siguiente.será Sec.uss-— : lue«o diferenciando se 

lendrá i j ^ f e . K ^ — ; pero (114) 2 ) ^ . « 

Sc.uxdu * -rx c ~ rSc .vxdu w 

- > ' • : luego sera M*oec. u ~ ĈCfUy . Que 
és'&C* ÍJ R ' ^ : í3 • 

C O R O L A R I O L ON. 

139. Se infiere que la diferenciaUde la secante 
de un arco u del círculo cuyo radio r , es igual al 
p-roductó del radio y del señó, efe dicho â co ^y-s de-
la diferencial del mismo arco , partido dicho pro-
ducto por el quadrado del eoseno, esto es, DJic.it 

rSc .u^du, _ .rN . .... • 

C O R O L A R I O I T . 

140 • Por tanto sera au = ; e m* 

tegrando será u=S.K - ^ u ¿ ... También será 

XC Ó ^ O L A R í Ó 11 í . 

f ;;J4Íé Si se supone Sec.u=Xy seíán 'D.SecMssdx, 

Ce. u=>ri, y 5 r . « ^ / ^ / i - ^ ) = f x ^ W * > : 



luego será u=S. 

C O R O L A R I O I V . 

- 142. La integral de la diferencial l^K*^~*'*}m 

se reduce á la antecedente : pues siendo - ^ % g J ^ | 

e s — ^ se tendrá r - = —77-3 j r -

— rr ; é integrando sera o. ~ = 

P R O P O S I C I O N X. 

X43. Hallar la diferencial de la cosecante de un 
arco del círculo cuyo radio es/*, . . . ,' 

Consta ( I . 488) ser Sc.u:r=:r:Csc,u; por con-

siguiente será Csc, u = : luego diferenciando se 

tendrá I > V C ^ . m = — ; pero (114) D Sc.u 

~ — — í luego sera D X s c . u z = ~ ~ — . Que 

íes Bcc* • 

C O R O L A R I O I . 

Í 144. J'or tanto la diferencial de la cosecante de 



( " 8 ) 
un arco u del círculo cuyo radio es r , es igual al 
producto , del radio , del coseno de dicho arco , y 
de la diferencial del mismo arco, partido dicho 
producto tomado con el signo negativo por el qua-
drado del serio del arco, esto es, 22. Csc. z¿ = — 
rCc.uxdu 
(Scu)* • : 

C O R O L A R I O I I . 

- v ,! i ( S c . u Y * D . C s e , * 

145. Luego sera au = ~- ; e inte­

grando se tendrá u = 5. — * D'Csc'ul También 

seva Csc.u = S . -—77—Tjjé 

C O R O L A R I O I I I . 
146. Si se supone Csc. ü = x , se tendrán 5r. a 

= C < : . u = f ( r * - £ ) = - ~ x f / r ( x * - r * ) : 

luego sera M = 5. ^ , — . 

P R O P O S I C I O N X X T . 

147. Si se supone r'1±zx'í) = rdtz % serán 

> Siendo ra-|" x^—r-^z, también será ra4-*s. 



(i i9> 
=3ra-1-2rr + 2av^e donde a:2 = z r z - f z * ; y di­
ferenciando y partiendo por 2y SQTÍ xdx==rdz-̂ zdzi 

luego se tendrá r r v ^ . ^ ^ ?^T~TW---^Ñ 

. Gori el mismo -método se demostrarán las 

equaciones, ̂ . - ¿ p y supuesta / ^ ~ ^ ) 

— ̂  - ^ 5 _ — - = dz + — — , supuesta 

siendo (;a—xa)=r — z. Que es &c . 

C O R O L A R I O I . 

148. Por ser -——1 = — X ( — -r- —7 ) r se 

5=^- X ^71^ ; y substituyendo en lugar de r su 

valor — r - I - ( r * 4 - o:2 ) , será 



(120)' 

C O R O L A R I O I L 

•- -149. También siendo 3 = ^ X ( 4 - — \ 

^ 7 ^ = ^ ) = = - ^ ( a t r ^ T ) ' e i r í teg i :^o , 

ŝe tendrá ^ ^ ^ ^ ^ = = ¿ X ( i . 2 - X. ( a r - ^ ) ) 

^ — X Z . ̂ —^: luego substituyendo en lugar de ^ 

su valor —- r * o:2) ̂  será : 

C O R O L A R I O 111. 

150. Finalmente por ser v ^ =& dz 

Y < == _ r — — 1 , . se ten-

drán las eqUaciones 5. --^ ' ^ = 

y 5 . - ^ ^ - - . + ^ X 5 . - ^ : luego 

serán 



(12.1) 

P R O P O S I C I O N X X I I . 

151. Hallar la diferencial del logaritmo de la 
tangente de un arco circular cuyo radio es r. 

Diferenciese ( 87) el logaritmo de Tcu \ y se 

tendrá D . Lf Tc ,u= ¿ . ; pero (128) D , Tc.u == 

p — — ; luego sera D . L . I c . u — - — J T ^ — 

= ^ l ' J ^ " ^ - ; pero (fc 486 ) Se, u : Te, u : See,u9 

y Ce, uir = r : Sec, u , de donde ( ^ . w ) 1 === Sc,u*Cc*tt. 

luego sera 2>. Z . rc.M = ? - — — ^ — . 
-Que-és &G, •'• ¿ql p k i s i r ^ ? ; :: ^ 

C O R O L A R I O I . 
152. Se infiere <jue la diferencial del logaritmo 

de la tangente de un arco u de círculo, es igual al 
íadio muítiplicado por la diferéiicial de dicho arr 
co , partido este producto, por él del seno y del 
cosetio del mismo arco 9 esto es + D , ¿ . Tc¿ u « 

C O R O L A R I O 11 . 

153. Luego integrando se tendrá 5. ¿g axgc n^s 
L.Tc.u* 



{122.) 

C O R O L A R I O I I L 

154. Si se supone 5r.w==^, serán Cc.z/^/^/ ft-ri:4)^ 

P R O F O S I C Í O Ñ X X I I Ie 

155. Hallar la diferencial del logaritmo de la. 
tangente de la mitad del arco circular M.. 

Consta ser ( I . 494) r + Ce. M : 5c..iz = r ; Te. 
s 

ti ti 
Y Sc. u i r — Cc,u = r : Te.—luego será (Tc. ' ^ ) * 

r—Cc.u 
r + Cc.u ==:ra X ~—TT-- y y tomando los logaritmos de an^ 

bos miembros , se tendrá 2 Í .T Í : . . - ^= :2 Z . r - f -

X. ( / • — ^ w ) — - í - Ce. w) :. luego- diferencian-
> -pv T m u D X c . u : JD.Cc.tt 

áo sera n D . L . l c , , — - = ^ 
a r D . C c u fit rJj.Cc.ü 

W < Z ^ ^ 1 ^ F ' pero (114 ^ P , C e v ^ . 

s±^Í l l luego; será:, a D..L, Tc. ~z=:—'¡Jf^y X: 

* ; por consiguiente se tendrá D . L» Te* 

* es &c.. 
bC.tl 



(^3) 
C O R O L A R I O I . 

156, Se infiere que la diferencial del logaritmo 
de la tangente de la mitad del arco circular u es 
igual á la diferencial de dicho arco partida por el 

seno del mismo arco , esto es, V . L , l c , ^ == 

C O R O L A R I O ! 

157, Luego será 5. '== L* Te, ~ 1 y si se su­

pone SC9ÜZ=X , se tendrá d u = ^ ^ / j p y | por 

consiguiente 5. 'Xy/̂ rí'_,x^ = ^ ^ « • 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

158, Hallar la diferencial del logaritmo de la 
tangente de la mitad del arco circular compuesto 
del quadrátite ̂  y de un arco u. 

Consta ( I . 508) ser.Ce, u:r+Sc. M.== r : Te. 

y r—Se.u:Cc,u=r:Tc. 1 luego será (Zc.^—)* 

= ra X ll^sl,! ' y tomando los logaritmos de am-

los miembros, será ¿L.Tc,1—- =2Z.74-i.(r-|-5í:.M) 



(124) 
X. (/'—5(f. z¿) rluego difercnciaqcio se tendrá 

pero (' 114) D . K S S ' .yi ' ! luego sexÍ 3.DéL, 

% | " ^ t | g ^ p X ; — — 5 por consiguiente 

Je. = •——. Que es &:c. 

C O R O L A R I O I . 

15:9. Se infiere que la diferencial del logaritmo 
de la tangente de la mitad del? arco, compuesto de| 
quadrante ^ y de un arco M,. es igual á la diferea-
cial del arco" u partida por el coseno déi jtnismQí 

arco, e s t a - e s i > . S . ^ 2 1 ^ - - ^ - ^ : ^ v -J 

C O R O Í L A R I O I I . 

160, Luego será 5 . - ^ - = L.Tc, 5 y si se. 

supone t í . í í s ^ ^ ^ será d u = - ~ ^ p z ^ T ' Por Con­

siguiente ^ ^ T ^ r ^ p y rc.-£j4*. f 

^ 5 Ó F Q S r e 1 0 N X X V , 

^ Lar' diferencial ^5¿. ^ ) - X es-- igual á 



( ^ 5 ) / 

Xduy y la diferencial ( C r . ^ ^ X ^ ^ X ^ - C C r ^ ) ^ 1 6 

Diferénciese la expresión (Se. u)™-* x C c u , y 
se tendrá' D . (Sc.u) y.Cc. u = {Sc.u)m-*KDXC.IL 
- f ( ^ — I ) x ( w ) ^-* X Ce, u X i>» Se, u ; pero 

(114) I ) . Cc. ^ = — — , l J , Se+ iíJ== ~ — : lúe-

' - : • 7 ' •" (Sc.ii\m ̂  du 
go será JP.^.a)*8"1 X & . a = = ^ - 4-

~ - — i - — ^ : y por ser {Cc,u)% 

s^r^ — i S c u ) * T será- D , { S c , u ) m ' T x C c , u = 

r r. r 
m X {SÓ.Ü) « X du = — — X (Se,.u)mdu + ( m - ~ i ) X 

•r (5(CvU-) ^ t t X ^ a ; por consiguiente (5J. u)m X 

— f x i> . e ^ . ^ - 1 x c c . w + x c^^ )^4 
%4u * Que es lo primero* 

Con el mismo método por medio de la diferen­
cial de la expresión (Cea.u)m~1 X Se.u se demostra­
rá la segunda fórmula propuesta. Que es &c„ 

http://DXc.il


(126) 

C O R O L A R I O í . 

162. Luego integrando será ( A) 5. {Scm)myi dii 

= — X (ZÍ )« - - I %Cc.u 4- X5.(5c.r/)^* 

X : de lo qual resulta que serán 
(m 

5 . ( 5 c . M ) w - a X f c - ^ X ( ^ 

y así sucesivamente. Por tanto si TH es número po­
sitivo y par, la integral de (5Í:. M)^X ^ se tendrá 
en un número finito de términos , y dependerá 
timamente de la S.du = u:: y si m es número posi­
tivo é impar, la integral de (Sc'ui ^ X du se. ten­
drá también en un número finito de términos , y 
dependerá últimamente de la S,Sc,uy>dw=~~ryjOc*u 

C O R O L A R I O I L 

163. También por ser (Ce, u)m X d ü ^ ~ X ^ 

(Ce. u) m'1 X Se, u - ^ - ^ — X (Ce,.u) * -* X dit̂  

será { B ) S^Cem)* x du=— %{Cc.u):n*1 %Sch 
m 

m 

V (ot — KS.{Cc,u) X du% de lo qual resul-
ta 

ta que serán 



5 . ( C c . i O w ^ X ^ = = ^ X ( ^ ^ w - í X ^ 4 - ^ ^ x 5 . ^ 

y así sucesivamente: luego si m es número positi­
vo y par, la integral de la fórmula ( B ) depende­
rá de la 5, du = u i y si tri/ es número positivo é im­
par , la integral de la misma- fórmula dependerá de 
la S.Cc.u y ,du~r y>.Scvu {114), 

C O R O L A R I O I I L 

164. Si en la fórmula { A ) se supone que el 
número w tiene valor negativo, como 772=:— 
hecha esta substitución en dicha fórmula, se tendrá 
c du Cc.u , (/7-4-1)Xr^g 

por consiguiente será 5. /c = — - 7 — \ ^ -

X ^ ^ ^ ^ f ) X ^ X ^ C f e ^ ; 7 haciendo 

j? - f 2 = f , se tendrá ( C ) 5. 
$CfU$ (í—1) X r 

^ ( ^ ^ 1 ^ ( ^ i ) x ^ ^ ^ ^ a f ?or tanto si 

es ^ número positivo y par, la integral de la fór­
mula ( C ) se tendrá algébricamente j y si q es nú-



( 128 ) , 

mero positivo c impar , dicha integral dependerá 

líltimaraente de la 5. ~ - = z L . T c . , ^ i \ ^ n \ 

C O R O L A R I O 1 Y . 

165. Con el mismo método que se ha seguido 
en el Corolario antecedente , se demostrará que si 
ts m = —p en la fórmula ( ^ ) , ésta se transforma 

, / _ v „ ẑ¿- 1 V> Scu 

X S, j ¡ r — ' • ^eg0 51 es f numero po-

sitivD y par, la integral de la fórmula ( D ) se ten» 
drá algébricamente; y si ^ es número positivo é im­
par , la integral de dicha fórmula dependerá álti-

mámente de la 5« = L . Te. (160)0 

C O R O L A R I O T . 

266. Si en las fórmulas anteriores A , B , C, D 
se supone &.K== ̂  ^ dichas fórmulas se transforma-

rári en las r X'°;f/ o , ( ra —a:a) 8 y^rdxí 

V ^ ^ ^ ' ~~ 17-7 ' 7 si 56 suPone ^ d 

seno Terso del arco K , se transformarán dichas for-



(129) 
«5—1 

muías en las r X p ^ ^ ^ ^ x d . x . ^ (r~~x)mXr^ 

r J x * ( 2 r x - x ' y — , ^ f i ^ r — p r y ^ c g o to-

das ellas se integrarán del mismo modo, con que se 
integraron las correspondientes fórmulas ^ i , JB, C, 

E X E M P L O 1. 

167. Se proponen las diferenciales {Sc.il)* y, dû  

I o , En la fórmula ( A ) háganse sucesivamente 
las substituciones = 4 , w = .2 ; y se tendrán las 
cquaciones, 

luego será 5.̂  (Se. u)* X ^¿ = — X ( ^ . ¿0 3 K 

- — — yiSc.u'XCc.u+ ~— X Uo 

2°o En dicha fórmula ( ) háganse sucesiva™ 
mente las substituciones ?«=s 5 , ^ = 3^ y se ten­
drán las equaciones , 
S . iScALYKdi i^ -^Sc .u^KC^ 
S.{Sc,u) 3 X ^ = - 7 ?'X(&^)* xC^fc-f XS.Sc.uXdui 
luego será 5. (5co M)^ x ^ ^ = ~ | r X i¿)4x 

r - X g X u -h ^ x - r CC.K , por. ser 

http://%7bSc.il)*


'¿•Se*,11. J< ¿ií ==—r Cc.u* .y-* . 

E X E M P L O 11. 

X ^ « . • . r- r f _ t . 

* I o . En la fórmula ( 5 ) háganse sucesivamente 
las substituciones 7?z== 4 ,7?z== i 5 y se tendrán las 
equaciones, aA í ; ? ^ -1 

5.(C<:.K)2X^==?=5:^X^.MK&.K4- ir^xS.M* hieg'o* será 

En la referida formula ( 5 ) háganse^sucesiva^ 
jiiénte las su^stitucjlonel w — 5 V ^ r513 ? y se ten^ 
drán la^ equaciones-*, . .;<;^- - - ' 

J x ^ i z - X C ^ . ^ X Í ^ ^ § xS.CcuXdu: 
luego será 5. ^XVÍ¿ == \rX{Cc.u)4 xSc.ü 

^ ^ X i C c , u ) * X S c : u + * — XrSceu,$ot ser 

S.Ce*üX dUr^rSe*u* c - re" 

E X E M P L O I I L 

i 6 ^ . Se proponen las difcrénciales ^ u y , £¿~~~7* 

1 ° , En lá fórmula ( C ) háganse sucesivamente 



tas sübstituciónés ^=¿(5 , f = 4 ^ ^ = s ¿ 5 y se fíe(i-
drán las equacioncs, . \r¿áu< 

c ^ = ~ - i X ^ 4 - - ^ - V 5 ^ f G b l i i i ; 9 

- dil l Ce.tí • • > ' "i ; ' ̂ '-/v-.-; 
^>c = X c^-• lueS0 sera 

.2.0¿ En dieha: formula^ );-hágansgíi^uefesitaT 
mente las substituciones q = j , q=z$ itZ-F^Si J 
tendrán las ecuaciones;, r 

5 = 1 C c ' n 1 L_vcv . l£ l__ 

dü ' : 1 Ce.» " , I du 
(5c.«)^ •-" ar ^^5c.«)* ^ ^.IÍ f 

luego sera ^ ^ - - ^ X ^ - ^ X p ^ r 

,^flx4x6r.f ^(5c;«)^+.^x4xar*- ^ £ í » P0r Seí 

E X E M F L O I T . " 

470« Sean las diferenciales TP^^T^—^ ' 



.u^V^En |% íprniula 4 - ^ ) háganse sucesivameiifc^ 
las substituciones ^=r 4 ^ ^ = ^ 5 y se tendrán l^s 
equacione^ , « V ' ' T > v 

luego, sera ^ ^ « - X ^ S + ^ X ^ , 

2°; En dicha formula háganse sucesÍTamenté las' 
súl^títuc iones - f 5 ; - y se tendrán las 
équaciones 

luego.sera S . ^ y = = = - X ^ ^ + ^ X ; ( - ^ 

^ ^ X X . ^ ^ , por ser 

P R O P O S I C I O N X X V L 

TJT. 3La diferencial ——ft . ^ es igual- k 

• — ^ r - — - ^ H ^ — — - X ^ X-TT-O—av.* y la-

7?2 . , 7/2. V(a:2d:7 7 7 

difeiencial (^i±-raX a. % d x ^ ^Df(x^±?f): a 



tn—3 

•...•.;< m \ 
íi^. Diferénciese; la fórmuia x*:.}- % y.(«4r!frrft):.f 

Y'serl D . rc^"1 X ^ (*~ — ̂ ) ^ (?;2— 1 ) X a ^ - ^ i r 
X V ( x ^ + z r * ) -4- y / ^ ^ . r ^ y multipiicando y par­
tiendo el priñíer término del segundo miembro por 
* / : { x * ± z r 0 ' ) r se tendrá. . 

/ „ ^ ( ^ - i ) X ^ " a ^ X ( ^ d = r a ) 4 - ^ a : 

2 o . Tómese la fórmula (ÍI:0"±: r * ) a X ^ 5 y di? 

^ferenciando sera D . (x^+r*) * ,y<kx=(x*dzr*)~l~' 
»2—1 

rXdx^rlm—j ) X ( ± r») a. X̂EX ^ 2 io: lluego 
»2—1 »2—1 

»2—-I - ' '• ,J< 

. X ^ a ^ : / ^ ) ^ " r í : X ( ^ =fc ̂ a) X + 7-a X (m—i) 

X ( ^ a i - r * ) a X dx ; por cbnsiguiente será 
......... m—l ' »2-̂ .1 • 

' - • ! w i 
litt • 

, • • : m i 



i m ) 

X ( a : a ± . r a ) ~ x ^ Que es & c . ^ : ^ 

^ C O R O L A R I O I . : 

172, Luego integrando la primera' éxpfesib^ 
•íe' tendrá-.-la fórmula siguiente ( ^ ) 

de la qual resulta que serán. 

sitivo y par, la integral de se tendrá en 

y asi sucesivamente. Por tanto si m es número "po-
M)?d&: 

un número finito de-términos , y dependerá' de la 

integral de "^^^ j - r¿ j que ŝ  rédúce á los logaritmos 

1124 ) : y:si m m ijúmero positi^fe impar:, "djc^a 
integral se tendrá igualmente en un número finito de 

términos, y dependerá de la integral de 



; ^35) 
que se tiene algébricamente, 

C O R O L A R I O I T . 

173« E integrando la segunda expresión de 
la Proposición antecedente , &e tendrá ( B )< 

m—>í I m—1 
^ ( . i : a ± r a ) ~ X ^ = = — X ( ^ a ± . ' , a ) ~ ^ Xa: 

±.-1 ;A X ^ ( ^ s ± . ^ ) a X ^ : luego si »a 

es número positivo 7 par ^ la integral de dicha ex­
presión dependerá últimamente de la S.dxJ^+z/ *) 
que se tiene por los logaritmos- ( 125 ) 5 y si m es 
número positivo é impar, dependerá de la S,dx^Xo 

C O R O L A R I O I I L 

174, Si en la fórmula ( ^ ) se supone que el 
número tiene valor negativo , como m = '^p; 
hecha esta substitución en la misma expresión , se 

tendrá^ 5. _ _ ^ a _ _ - ^ _ — ^ f — ^ 

( Z + T ^ X ^ ^ c ds • 
^ - 7 — x 5o T ^ x ^ i ^ ) ; ^ de :dondf, 

5. 

dx ' ' 



Xr̂ » : n aw, ^ ^ ' :iuego si J es nümeix) ppéiti-

t o y paî v la ihtégral de la fórmula (C) se tendrái 
algébricamente ; y sl q es número positivo é impar,. 

dependerá de la 5.1 ' ¿ ¿ ^ ^ r ^ ' i (lue ŝ  ^ene PPr 

Xo demostrado (14^ ,141) . ' ' ' 

C O R O L A R I O I T . 

" i j ^ . p Con'el mismd'método sé demostrará (Jntí 
sapüestá m = —p en Ta íórmulá ( i 5 ' ) , se tendrá ía£ 

( D ) 5 . : ^ i ^ ^ H / i w i ^ 

— 7— vv^ a X ^« — : mego si es nume-
(íi:a+ra) a 

ro. positivo y par , se integrará algébricaiíienM) l# 
fórmula ( 2> )r; y si # es número positivo é impar% 

• •"• - # ' '' dx -' " " ' • • 

dependerá su ihtegral de la 5. — q u e se^tiene 

por lo demostrado (131., 88), 

C O R O L A R I O Y , 

176« Si en las quátro fórmulas anteriores ^ JSJ 



C, D tomadas con los signos inferiores" se supone 

%=z2± r , SQ tendrán las siguientes.-^ , - ' - J ^ - ^ l 

dz * ¿z' 

iz*±*rz) * X ^ , p ^ 5 ^ ^ - r — ^7, 

qiie se integrarán del mismo raodo^ 

E X E M P L Ó L 

177. Sean las diferenciales propuestas ^p-r1^» 

Io. En la fórmula ( A ) substituyanse sucesiva­
mente en lugar de m los números 4 , 2 ; y se ten­
drán las equaciones, 

limgo:;:será(í 5. = i X ^ 3 / ^ ( * * H=r a ) 

por ser 5. ̂ ¡ : ^ j = - X. ^ - v ( ^ ± L r») )e 

a0. En dicha fórmula- substituyanse súcesiva-
mente en lugar de m los números 5 , 3 ; y se ten-

s 



(138) 
dránr las cquacioñes , 

luego-sera 5 . ^ ^ 

X .ra V (a'a ± ^ ) 4- X V ( d z r a ) p o r ser 

E X E M P L O I L 

,178. Se propone- la diferencial ( ^ ± r 2 ) f X 
. i, En la fórmula ( B ) substituyanse sucesivamente 

en lugar de m. los números "6 , 4 ; y se tendrán las 
equaciones r 

5.(^a±tra) ^ X ^ = i X ( ^ 1 X i ^ l *aX£ (*a± ra) i 

luego será 5. (a :a±ra)= X ^ ^ ^ s X r a ) 5 XÍC 

^ ~ X ( ^ a ^ X * X £ zt ra) . 

• E X E M ^ E L O I I I . ' 

170,; Seáh las; diferenciales^ r Av; r/a -L i W ^ ^ íí4xv(^a±.ra) 



i ** . En 4a fórmulá (C) sulystitiiyansei sucesivas 
mente en lugar de q los números 4 , 2 y y; ^sq^ien^ 
drán las eqyaciones j _ \ v w ^ 

c dx ^ g ± ^ ) ; • ;:, ^ '.;!„ 

2° . En dicha fórmula substituyanse sucesiva­
mente en lugar de q los números 5̂ 73 ; sé Ctenf 
drán las equaciones, r esto es , 

C ^ v/(^tfir^ í w i 

luego será S. f 3 • ^ = = P " , • 4- • 7"* ~ 

V ' ^ E X ' E M P L Ó :-f V r " ' 

180. Se proponen las diferenciales — — Í L _ . . 

:i0. JEn k fórmula ^ sucesiva-



mente en higar de f los ntoeíQs 4, y. se tendían 
ks. equacionejs, esto es, 

C^ + ^ s , - y (x^zt-r*)* y * ' ( x t + r ^ 

2 X * 

20., En dicha fórmula substituyanse' sucesiva-
f mente los,números 5 ,3 , en lugar de ^ 5 y se tea* 

dránias equaciones ^ esto es ^ ; , > 

luego será ^ ^ f f ^ i r ^ ^ 

P R O P O S I C I O N x x v u r 

181. Xa diferencial (5c. w) »-1 X {Cc.u)1*** % duf 

fs igual á — X1?.(&.K)«X — X(&.B)S-« 



( H 1 ) 

XÍ&.K)0-1 . . . . . , . 
IO. Diferénciese la expresión (^i.z/)" x (CC.H)̂ ; 

y será X). ( M / X (^.W),w=^.(5C.W)« X (CC.M)^2 
. XÍ> . Cc. K + n(Cc. u)m X{Sc .u) 1 XD.Sc . u ; pe-

io.( 114) D . C c - u * ^ — —— * D.Sc.u== — — » : 

luego se tendrá 2?.(5r.K)«X ~ (5c^)«-i-2 

.substituyendo {Sc.u)11-* X(r*~(fic.v)0-) en lugar de 

Í$cM*0¡Ív> será D . {Sc.u)n %{Cc.u)'"z=~ ~ X r * 

(Se. u)rx '%(f c,.u)m-1%du+~y¿^ 

X ^ 4 - -^-X {Cc. u)m*T X (Í¿-u) n l X d u = * — — 

X {Se. u)"'1 % du; por consiguiente será {Cc.u)*1*1 

x (fe x ^ m m ^ x1*- i u)n>< (Ce- u ) » 

~ a0. Si se diferencia la expresión ( C ^ ^ ^ X C ^ ^ ) ^ 



y siguiendo el método arriba expresado r se substl-
tuye sucesivamente M )w-1 X (/*2-r (Se. w)a) en 
lugar de (¿c .w)»^ , se demostrará que es (C^w)»-* 

• 4 - - ~ ~ X ( ^ . z ¿ ) ' w - 1 X (^.M)^» Xitó. Que éá &c . 

C O R O L A R I O I. 

182. Luego integrando la primera expresión 
diferencial de la Proposición antecedente, se tenr 
drá la fórmula (JÍ) ¿.{Sen)*-1 X {Cc.u)m-hl y> du 

X dú; por consiguiente la integral de (Se. u)11' i 
X {C c. rO m * ^ X depende - de la Inftegral de 
(Scu)*'* XiCc.u)"*"1^^ y por H misma razón la 
integral de esta depende de la integral de {Scu}*'1 
:y<, (Cc,u)m'̂  X^u , y así sucesivamente : lueg6 si 
es numero positivo y par , la integrar de lá fórmu­
la ( ^ ) dependerá dé la S,(§c,u)a-i~xCc, u %:du 

= 5. (5r.K)«-1 X r X l > * ^ . M ^ ^ X(á/K)» (104)? 

y si es número positivo é impar, la integral de 
dicha fórmula dependerá de Ja 5,, (5£.z¿)?"1 X ̂ , de 
cuya integral se ha tratado (162, 164). Adviértase 
que , si en la referida fórmula ( -^) el número R .es 



(i43) 
iijegativo é Igualíal^número positivo comq #==-"5, 
2̂ = 3; dicha fórmula quedará inútil por contener 

cantidades infinitas : en este caso por medio de la 

equacion D.(Sc.u)n X (Cc.ii)m=—•^rX(Sc.uy+í x 

X ^ + - 7 " X X (5c.w)«^ x ¿fo, 

se tendrá la fórmula S.(Sc,ii)n-* X X ^ = 

^ X ( C ^ I ¿ ) ^ X ( ^ . W ) w + - ^ - X ^ ( 5 ¿ 9 E ) « - Í - Í X 

{Cc,u)m-1 x , de la qual se hará uso en dicho 
.easoe 

C O R O L A R I O I I . 

iB3¿ E integrando la segunda expresión dife­
rencial, de la Proposición antecedente, se tendrá la 
fórmula ( B ) S.{Cc.ii)'n- * •X{Sc,u)n + * K d u ^ 

X ( Ce. u )« X (Sc.uY + — X 5 . ( ^ . z ¿ ' X 

(Sc.u)n~1Xiw; y con el raciocinio expuesto en el Co­
rolario antecedente se demostrará que si n es número 
positivo y par , la integ-ral ( j5 ) dependerá de la 
S.(Cc.u)m'* xSc.uXdu=S.{Cc,u)m'* X — rDXc.u— 

-~—í~y>{Cc.u)m ( 104) s y si ra es número positi­

vo é impar , dicha integral { B ) dependerá de la 
S,(.Cc,u)m~l X ? que se tiene por io demostrada 



(144) ; 
(163«, )• Es de advertir que, si en la referida 
fórmula.( 5 ) el numero m es negativo 6 igual al 
mímero positivo n ; dicha fórmula será inútil, y en 

te caso se hará uso de la S .^c^u^^^ScM^^dm 

C O R O L A R I O I I I . 

184. Si en la fórmula ( J ) se supone que 
los números m y « tienen valores negativos, como 
m — '—p , y 71==^q y hechas estas substituciones 

en dicha fórmula, se tendrá S.-r?—WXT^T?-"—r^ri355 

por consiguiente se tendrá ( 0 ) 5 . ^ ^ ^ — ^ ^ ^ 

1 v í . ¿ ± Í X 5 . ^ 

luego si /4-1 es número positivo y par , la inte­

gral (C) dependerá últimamente de la 5. /5 , z/)^1' 

que se tiene por lo demostrado ( 164) ; y si / - f i ­
es número positivo é impar, dicha integral depen-

ácrá de h S - ^ y t ^ C c * ' h ^ mcdÍQ 



de la fórmula^iguietite (D) se reducirá a la 5... < ^ — 

que se tiene por lo demostrado ( i 5 3 ) , :V v 

C O R O L A R I O I V , 

i % . Cori el ntismo métodb que se ha seguido 
€n; el Corolario antecedente , se haUara que siendo 
m~-~p y n = ~~ ̂  en la fórmula (2?)» ^sta sé 

_ . — - du •-\- . i • 
transforma la (D) ^ . ( C ^ . ^ 1 X ( s Z u ^ ^ ' J ? * 

luego si es ^4-1 número positivo y par, la inte­

gral (D) dependerá de la S. v^+i se tie-

ne por lo demostrado (165 ) ; y si es ^ -f-1 nume­

ro positivo é impar r dicha fórmula ( depen­

derá últimamente de la / r \ p+Í <> c V la qual 

por medio; 4^ la formula (C) se reduce á la 

5. j-c u"Cc - qtie se tiene por lo demostrado (153). 

C O R Ó L A R I O 1 

186. Si en las fórmulas anteriores 

se sup6ne 5f. u^zx ^ se tendrán las ( ra — a:a)"*" ^ 
t 



(146) 

^ / t f á rV ( r a — ^ * ) ; X ^ 1 X r ¿ ¿ ¿ , 

1 > • ~; y si sé supone él séno verso 
a ^ ' X C ^ — ^ 
cdel gircq Í¿ , se tendrán las fórmulas siguientes, 

(2^—3:a) * X r d x , .: lúe-

' ( 2 ^ — * X(r-.a:)^+1 
^o.„.todas- e^as, diferertciaícs se integrarán del modo 
referido éri los Corolarios antecedentes, 

E X E M P L O I . 

187. Se próponGn ías diferenciales (5c.M)"8 X 
XCcuY X diL,{Sc.v)-7 X(Cc.u)* X 

I o . En la referida fórmula ( ^ ) substituyanse 
sucesivamente en lugar de #2 los números 4 , 2 , y 
hágase w=?=—7 ; y se téjidrán lasv eqiiaciones, 

S.(Sc.üf* A(Sc.üf7 :(thaip-íf* S.(Sc.ifr*(CcA¡)%dü, 
S.(Sc.u)'$ ( e c ^ d v ^ ^ c ^ X C c ^ - ^ S.{Sc.uy* Caux du: 

luego será 5. ^ M ) - f X(^-w)JX^==v--,^ X ( ^ . ^ ' 7 X 

2o. En .dicha fórmula substituyanse sucesiva­
mente éri lugar de m los números 3 , 1 , y hágase : 



—6; y se tendrán las equaciones, 
5.(5C.M)-7 (Cc.u)*du=z-y\{Sc.uy6 (Cc.u)i~r* S.(Sc.uyt (Ccu^ du* 

luego será' 5 , ( S c . u ) ^ . X ( X i ú á s ~ i r X " 
(Se. u) X -4- T''3 X XfGc.M + «/ 4 ^ 1 

5. ^7^7, cuya integral se ha determinado (169), t 

E X E M P L O I I . 1 

188. Sean las diferenciales (Ccu)'^ X ( ^ ^ ) r X ^ « 
X(5C.M)+X^. Í ̂  . "̂ ;̂ . . ^ 

I o . En la fórmula ( 2?) substitúyañse sucesiva­
mente; en lugar ?de /z los números 4^ 2 '^y hágase ' 
m = 7 ; y se tendrán las equaciones v 

s.(Cc.uy* {ScM)Uu=\r . {Cmy^{S^^ 

lúego sera 5 . ( ^ . ^ 8 x (Sc.ú)FX^—j^ X ( ^ " f ^ X ^ ^ v 

20. v ^ ^ : d i c h a ; : í i ó ^ ^ a ^ t ) s t 
mente en lugar de n los números 3, 1 ^ y hágase 
m = 6 ; y se tendrán las equaciones, 

S'.(Cc.uy7 { S $ f ) * d u ^ ^ ( C ^ 
S.(Cc.uy7x(Sc.ü)*xdué=pX& 

luego será 5. ( C ¿:. M ) " 7 x ( 5 Í . + X ^ « = ^ r X ^ 
{Ce.K)-«X (5c .w)3- | r 3 x X & . t + 1 / 4 X 



'(cc.uy ' cuya integral se detexminará por el mé­
todo, dado (165 

Adviértase que , si en ambos casos el exponen­
te del coseno es positivo r por medio de la misma 
fórmula ( B ) ó. bien de la { A ) se hallarán las in­
tegrales de las diferenciales propuestas» 

E X E M P L O 11 h 

189. Sean las diferenciales propuesta! 

{Sc.u)3*(Cc.u)* 9 (Sc.u)3><(Cc,u}f c 

I o . En la fórmula ( C) substituyanse sucesiva*-
mente: los números 3 , 1 en lugar: de p y hágas§ -

y-y SQ tendrán las equaciones, 

' da 1 1 % _ du 

luego será <>• (.5c.„)5x(Cc.«)* —" ¡7 x (^.^^(Cc.i*)^' ' 

^ {169) que es ^ p ^ — ^ ¿ X p ^ + " ~ r X 



2O. En dicha fórmula substituyanse sucesiva­
mente los números 4 , 2 en lugar de p , y hágase 
1 ^ 2 ; y se tendrán las equaciones, 

c ^ v_ 3 , 6 v Q 

luego sera 5. / c ^ . ^ r = T~ X 

6 1 ^^4' c 

' . - E X E M P L O I V . 

190« Sea la diferencial propuesta "JSTÎ x̂Cc a * 

En la fórmula ( Z ) ) háganse las substituciones 
f = 3 , p=iO 5 y se tendrá 

' ^ a > * I . . i . I ' 

Pero S- cc.u*Sc.u = — — ( ^ a ) " . ^ego sera 
du 1 1 1 

¿a Cc.a<i5c.a)- ^ ( ^ . a ) * + ^ ^ 9 

P R O P O S I C I O N X X V I I L 

191. La diferencial (a:s.±. 7,ft) a X ^ es 



X x1*'1 dx : y l z diferencial x**'1 X (^* ± L r ^ ^ X ¿2 
n—1 

I o , Diferénciese la fórmula (a:a,±.ra) * X ^ y 
n 

».4 X** " 1 se tendrá D . ( x * = t r * ) * x ^W==«X ( ^ * ^ ^ ) 

X 1 io: + mxmml d x % { x * 3 ¿ r ' í ) ' T ; pero 
ffl ' /J' . j 

m ̂ 1 X (ífa±: ra )"* =sm 1 ¿fe X (^a±.ra) * " 

X (^a± i ra ) = ,̂a:n?-í-1 ¿/̂ x ( a : a± . r a )T '1 i^mr2 X 

^ X (s* d ^ ^ ) " ^ ' 1 : luego será D . ( ^ i r ^ ) * 
X ^ = c ( ^ + w) X (^* ±.ra) ^*'1 X ^ 1 ^ ± / w r 2 X 
( 2 ±: r * ) * X^TO' * ^ ; por consiguienté 

«—q " • • ' ¿ 
( ^ i r « X ^ == — — y i D . i x * ± L r*TÍ 

2 ° , " Si sé diferencia la fórmula ( a : « i ra ) ~ X ^ 

y se substituye en lugar de n y i ^ ^ r ^ ) ^ *-ytxm'hl dx, 

su e q ü i v á l e n t é ' n x ( ^ ^ ± ^ ) ^ x ^ ^ ' X 

t « * ^ r * ) l * Z X x m - * d $ i se hallará ser «»>».>4 



C O R O L A R I O I . 

. 192... Lgego integrando larprimera expresión di? 
ferencial de la Proposición antecedente , se tendrá 

X ^ ~ — X £ ± . r a ) A X %m'1 Por tan-. 

to si ^z-Fi es número positivo y par , la integral 
de la fórmula ( ^ ) dependerá últimamente de la 

S - . ( x * ± r * ) * y>dx , que se ha determinado 
(173 , 175 ) 5 y si TO-I- I es numero positivo é im­
par, la integral de dicha fórmula dependerá de la 

.. • n—«a n 

5. { ^ ~ X ^ ̂  = ~ X ( ^ ^ r ) ~ . Excep­

túase el caso de ser n~o: pues entonces 5. (o:3 ±:7,a)"1 

X ^ ^ = 5 . ^ ^ 7 = i . ^ ( a : 3 ± r 2 ) (88 ) . Adviér­

tase que , si en la fórmula ( A ) el número n es ne­

gativo é igual a! número positivo »2, como m=z~~ql 

m=*41 díchá iprmulá quedará expresada por can-



tidades infinitas: en este caso por medio de la equa-

cion Z>. (a;4 ± r a ) ~ X ^ ^ = ny>(x*± r*)^'1, X 

^m+i x ¿& - f * ^ X ^ X f ^ ± r a ) ~ , se ten­

drá la fórmulí|]5.!f^±ra) ^ X ^ ^ ' ^ — ^ - X 

(ir* ±.r^)"^X ^ — - X5 . (re4 ±Lr*) * X*w4 1 ^ % 

de la qual se hará uso. z iZ 

C O R O L A R I O I I . 

193. E infcegrándo la segunda expresión dife­
rencial de la Proposición antecedente , se tendrá 
m .C'-D 3i{̂iTu»íf{.?.iíiíí á-'f!>j>{i.̂q'.-.̂  (V... ). c.'iionoi m-ifHt 

n es niimero^positivo y par, la integral cíe la fór­
mula { B ) dependerá últimamente de la 5,x™'1 X 

^ s s - — : y si7z es número positivo é impar, la 

integral de la fórmula ( B ) dependerá últimamente 

de la que se tiene por lo deraos-

irado (172 ^ 174 ) . Es de advertir que , si en 1« 



(*53) 
fórmula ( i ? ) el número m es negativo é igual al 
número positivo ra ; dicha fórmula quedará inútil, y 

enaste caso se hará uso de' la 5. ' a r ^ ^ X X ^ á t ^ ) ^ 

"X d x = — (x a i r * ̂  X * ̂  - ^ X ¿ ¿ w +1 X 
f r • » i j : ' " • ' ' '; 

C O R O L Á R Í Ó I I I . 

194. Si en la fórmula/^ ^^los:exp¡onentes «,7» 
tienen valores negativos , como /z=--^,/72=—.^- di­
cha fórmula se transforjnará en ía 5. 

p 4 a • 

( ^ J h ^ ) . X ( ^ - t o a ) " X * f 

5. . ' t——% , de donde resulta ser (C) 

5. 

p 4- a 
( x* ±. r* >'rJ~X a f t l . . 

^ p -Ir.» \ . . .. p 
{x*^r^y^Xx*** gr^Xi** ±1 r*) *' x ^ 

l - /j cíx 
X 5 - — — — — — : luego si es ^ - f - i 

número positivo y par , la integral de la fórmula 
u 



_ ' - , -

(C) dependerá últimamente de la5. 

qüe se tiene1 por 1Q ídemostráda ( 175 ) 5 y si es 
^-f-1 número positivo é impar ^ la integral de di-

' ' - dx • " 
cha fórmula dependerá de la 5.-— F+<2 ^ 

qual integral se tendrá por medio de la siguiente 
fórmula ( D )• 

195. Con el mismo método que se ha expues­
to en el Corolario antecedente se determinará 
que , si los exponentes ?Í , m tienen valores negati­
vos en la fórmu 1 a ( Jf..i.>y.j^sMT.s^t£aoisfoma.. en la 

t m s ^ — — ^ ^ ^ 1 

^ — X ! lueso si es p nu-
. ! ^ - f - I . X ( ^ ± ; ^ ) - i ^ ;? 

mero positivo é impar , la fórmula (2)) dependerá 
dx 

últimamente de la S . ^ ^ ^ ^ ^ qüe' se 
tiene por lo demostrado ( 174 ) ; y si y es número 
positivo y par, dicha fórmula dependerá de la 



(*55) 

S. ^-hi X ( ^ H-. r ^ \ M qual inteSríl % j ien4^ P9R 
medio .de la: fórimla- anterior ( C ).: 

C O R O L A R I O T . 

196. $i en las referidas fórmulas ^ , jg ^ j X) 
se substituye ^ ± r en lugar de en ellas se to­
ma ra con el signo negativo , se tendrán otras fór­

mulas, esto es, 5. ( ¿ » . ^ 2 ^ ) ><,(2+ r)J'/+I X ^?,, 

5, • 2 r - — — , las q nales se ten-

d|cán por los métodos expresa^O ,̂ RferBioi • nll 

•-2^' X c ̂  ^ E X ; E M ; P : L Ó I . ' 

' 197. Se p^opoi^n Jas diferenda^ 

Io. En la fórmula { A ) substituyanse sucesiva-
mente en lugar de m los números 3 , i * y Hágase 
ra——5 ; y, se tendrán las equaciones, ,1 h 

S . i x * ^ ra)- ^ x^dx^- \ \ ( x * ± r * ) ' * x ± : I ra S ^ d o i ra)" ^ 

La integral de ( a:adz7'a )" = X ̂  se determinará 
for el método dado (175 ) ; luego & c . 

http://medio
http://de


20. En la misma fórmula ( ^ ) substituyanse 
sucesivamente en lugar de m los números 4 , 2. r y 
hágase == — 7 ; y sé tendrán las equaciones, 

La integral de ( ita zb/•a)"2 X ̂  ̂  es igual á 

Adviértase que, si en las diferenciales propues­
tas el exponente del binomio. ^a -f-?;a es. positivo;., 
las integrales de las diferenciales que • resultan se 

_ tendrán igualmente por la fórmula ( A ) 6 bien por 

E X E M P L O I I . 

198. Sea la diferencial x'6 X(a:adr ra) ^ X 
En la referida fórmula ( i ? ) substituyanse suce­

sivamente en lugar de TZ los números 3 , 1 , y hága­
se 5 9 y se tendrán las equaciones, 

La integral de ¿ ;, ^ ; -y^- se determinará. 0: x6 V ( ar - í - r -) 
j o r el método dado ( 174 ) : luego &Cr. 

E X E M P L O I J L 

9̂9« Sean" las diferenciales -



Ioo. En la referida fórmula (C) substituyanse 
suGesivamente en lugar de q los números 3, 1 , y 

: hágase ̂  = 3 ; y se tendrán las equaciones y 

S.. ^ = = F i — ^ - á - X 5 . - & 

luego &c. 
2o* En la misma fórmula (C ) substituyanse su­

cesivamente en lugar de q los números 4, 2 , y há­
gase 7̂ ==3 ; y se tendrán las equaciones, 

^ - ^ r r — ^ ^ x - ^ 5 - ; • = F ^ X 5 . ^ 

S.— — "-a X - ~ — - T — =P - d a X ^ 

luego &€„ 
E X E M P L O I T * 

•¿oo9. Sean las- diferenciales 
1 - • ^ 

1°. En la fórmula ( D ) substituyanse sucesiva­
mente en lugar de p los números 3, 1 , y hágase: 



g=o', y se tendrán las ecuaciones.,. 

_ " ; • f ' I ; I ¿/i 
5. • ~==dz::^aX • : ' • v ; r b ^ X ^ ' ^**: 

a: Xfead t^ ) s . 7 A (a:azhraX3 " a; X(xadzra) 2 
luego &C'« , ' ^ - ; .' 

-.'\ v ;:go..; En dícha fotfhúia ^ J^s f t túyanse iucé-
: ^sixameiite'An ílig^r jde^i.losLnáme4;0s 4va , y há- -

r' gase ^-4:2 y se tend^á&; to^fiáciGmes, ' - < 

Íuego;|a^ integral .de laldiJEeré^^ali p x p p ^ s ^ 

pende de la integral de 3 , V . ^ •> se 

por rnédió de la fórmula ( £ ) , si en- la misma fór­
mula se hacen las substituciones p~o^%mtk*l 
pues se tendrá. . ! -

cufa ihtégraysé lía determinado (88 ) . Luego &c^ 

^ r. 



De las Diferenciales de tas arcas en las ¿ur* 
vas referída&M los {e%es9 diámetros % é focusi, 
de los arcos de las mismas curvas, de los 
Solidos descrlptos por dichas áreas, y de 

. las superficies de los mismos 
solidos» 

P R O P O S I C I O N X X T X . 

201. En qualquiera curva A M N referida al 
exe ó diámetro A G ^ hallar la diferencial de un 
^fea como J £ ccírítenida por las coordenadas 
A B y B M , y el arcos.AM* Mgy 25 j . t :.zi 

I o * Supóngase la curva ^ J / y referida aí exe 
A G ( Fíg. 25 )• Tírense , la ordenada ¿m? y, la 
recta M:E paralela al exe A G , Si se considera Bfr 
infinitésima la diferencial del ^ será el 
área évanécente m M ; pero ( 9 ) eí área BhmM 
es igual al rectángulo evanecente B E inscripto: 
luego será A B M==sB E f Q̂VO el rectángulo 
B E ^ B M X B B , llamadas A B = x , B M = 3 / l u e ­
go será D . A B M = y dx* 

2% Si lá curva ^ ü f i V é e refiere ( Fzjv 26) al 
diámetro í ? , con la misma preparaeiofi y racio-



:(i6o) 
cinio se hallará que la diferencial del área ABJbfc 
es el paralelógramó evanécente B E . Para détériiii-
nar éste , refiérase el ángulo constante ^ . S i l f . que 
Hamo ^ , á un radio constante B C = r tomado en 
la ordenada ^5 i l f , y tírense las .perpendiculares 
C D , M'F al diámetro A G ^ y por los triángulos 
B C D , ÍÎ JP1 qué resultan semejantes , será B C i 
C I ) = B M : M F i esto es, r : JF̂  por 

consiguiente se tendrá .M£=~ ^ ;^pero el pa­

ralelógramó B E = = B h y , M F ; luego el paraleló-

gramo cvariéceíite i ? i í que es la diferencial^del 

área ^ l f sera igual á ~ ^ > < y ^ , esto es D . J B M 

« s s — ^ - X ^ ^ ; Que e é - 8 c c : ' '::'"'!";y ''^' 

* \ \ \ C O R O L A R I O L [ 

j"3 202* Se iníiere que en qualquiera G u r y a ^ ^ . i 2 
uíMN referida al exe ^ í r , la diferencial del área 
variable ^ ^ Jí" será igual á la ordenada multipli-* 
cada por , la diferencial de: la abscisa, esto es, 
D , A S M ~ y d % ; y que en . qualquiera curva 
^ l í P referida al diámetro ^ í ? ( i % . 2,6 ) , la di­
ferencial del área variable A B Msexi igual al pro-
4ucto del^ seno del ángulo constante que íprniaa 



las coordenadas^- de la ordenada ^ y de la diferen­
cial de la abscisa, .partido dicho praducto por el 
radio constante á que se renére dicho ángulo , esto 

es r D . J B M p = ~ ^ ><ydx* Las mismas formulas 

valen para las diferenciales de las áreas H J M B 
(Figi y 2.6 ) que empiezan á contarse desde 

-una ordenada dada i í X ; esto es, que será en el 
4aso . primero D . H J M B ~ y dx , y en el segundo 

C O R O L A R I O I T . 

gíTi^B'Si Luegp..>integrando-, respecto á las curvas 
Referidas :á los exes, será el atea ¿ÍB Ms= S,y dx^ 
„y respecto á las curvas referidas á los diámetros 
se tendrá la superficie i? igual a la expresión 
Sch 

Ü S. y d xji Las mismas fórmulas valen para 

las áreas Jy^M-S con la advertencia que varían 
las condiciones para determinar en los casos par-
íticulares la constante que se debe añadir á toda 
integral;[ puessupuesta • el .̂ arca • AB.Msstp. %} -s&t 

•••ia-r-abscisá Jf JB.ssî f=:.o.t,__y; la ordenada B M 
fi=;y =3 <?; y supuesta el .arca H.J.MB serán la 
abscisa o: s^^ZT -caRtidadJ dada , y la orde-



dada ^ l f = y cantidad dada. 

C O R O L A R I O I I I . 

204. Por tanto si en una curva dada AMN 
se determina el valor de la ordenada y por la rr, ó 
bien el valor de dx por y, dy, y qualquiera de d i ­
chos dos valores se substituye en íz S. ydx^ se ten­
drá el valor exacto ó próximo del área ÁBM 
la curva dada L según que dicha integral se detéí?-
mine exacta ó próximamente. 

C O R O L A R I O I V . 

205. Y por el contrario, dada el área AB M 
de una curva , se hallará la equacion á la misma 
curva , comparando la cantidad que expresa él 
área dada con la S.y dx , y diferenciando la equá-
cion que resulta. 

C O R O L A R I O Y . 

206. Finalmente si qualquiera diferencial Xñ& 
compuesta de una sola variable no se puede inte­
grar algébricamente , sé podrá construir por 14 
Quadratura ó aréa de uña cúrvá referida al éxé^ 
cuya equacion é'é X ^ y , eh lá qtial expresa JTunk 
función de la abscisâ  pues, será Xdx^y'drr, 
é integrando se tórídrá'' 5. '^¿tx ^'S. ̂ dü-t ^ue es e5! 



(163) 
aret de unr curva expresada por la equacion J f e j , 
éuyas c'dDrdenádaá' son , y. Si en la fórmula dife-
fehdar dádá la variable X no es lineal, se reduci-1' 
M mÁiplicándolá ó partiéndola po las dimensio-
ñés cdrrespóñdierites de alguna cantidad conocida; 
f en este casó la 5. y dx , ó bien el área , ^ quedará 
múftiplicadá ó partida por la misma constante. 

E X E M P L O I . . ,, ' -.¡li,. 

' 20^. Séá la' ciírva AMN qualquiera de las in­
finitas Parábolas contenidas en la equacion y™*11 
z=±am%xn , si se suponen las coordenadas A B ~ x r 

u í Siendo, pues fl^n=d11 X ŵ r se tendrá /y—/ 

o; : luego suponiendo el ángulo A BM.fte­
to , será S.ydx ó bien (203) el área A S M , 

^ ,>-tWt..\ ,% ^ .̂-f - s,i 

^ A , La cantidad ^ es lá cbristañte qué se debe 
añadir á toda integral , y; cuyo valor s&. determina 
^6r ta condición del Frotkma : en el casó presen­
te , si es el aixa ^ ^ i l f = = í ? , lo será también la 
abscisa AB =sx'~==Oj por .consiguiente; -será• dicha^ 
constante A=?=o, Por tanto se tendrá el área varia» 

m 

n 



m 
m+iT porque ( como hemos visto ) es y=sam+l1 

Si es m=in=.i r se tendrá y0=^a : , y el are^ 
Jt JB M de esta Parábola Apoloniana será igual á 
s X x y , Si se suponen w = i , 72 = i , se tendrá 
^3 s—^ ^ • y el área . ¿Oi í f de esta Parábola cúbL-. 
ca será igual á %%xy.. Si se suponen /K= i , /¿=2, 
se tendrá j3 = ¿2a:a ; y el área A B M de esta se­
gunda Parábola ciibica será igual á | X ^y. Con el 
mismo método se determinarán las áreas de tpdas 
las demás Parábolas. 

Pero si se pide determinar el área J ^ t f - M i ^ su­
puesta la abscisa J H = h r se tendrá (203) H 3 M B 

n m , n . 
I s= 5. y dx=5. a "l+n X ^ w+" X = <* m+" Xv 

(—— -4-IOH--^ constante: en este caso si es HJMJfr 
m 

= 0, será , y por consiguiente o = a w+t 

¿ ^ + : ( - ¿ 7 -1- í ) + -4r de donde resulta ^/=3 
«a K 

a ^ ^ ¿ : ( - — Hh 1) . Por tanto será e l 

VíXtiíHJMBza-— — ——• 
-——WTL 



I X E M P L O I L 

208. Sea la curva N M F qmlqmew de las in­
finitas Hipérbolas referidas á sus asíntotas ^ í ? , 
J F contenidas en la equacion ^ f ^ f f 5 ^ ? , , . su­
puestas las coordenadas -dB — x , B M = y. Fig. ^t 

Siendo a:Mr ^ ^ + % se tendrá ^ = — 5 7 

extrayendo la raiz m de ambos miembros r será 

I = —^—== ÍZ /" . - X > ^ : luego suponiendo el áh* 

guio - ^ ^ J f recto,, será 5. 3f ó bien el área infi-

Bitamente larga ^ B M F — SKÓ 'TI X . X^'í^ 

i=a~-. X * " > ,: C— í 1 ) + ¿ constante. 

En está expresión hay quei hacer tres notables di­
ferencias r según sea w mayor v menor ó igual á w, 

Ia.. Si es ^>7z, será una fracción propfai 

por cousigUiénte el éxpbnente — —--4̂  1 de la V 

en la integral hallada sera pósitivo. Para determi-
nar la constante en el caso presente, adviértase que 



m es A B M F = z o , será la abscisa -«áLFsssx =sso, CQ* 
rno su potencia de exponente positivo: luego será 

' n 
Q=sa 111 X ^ • (— h i ) 4 - - ^ i de donde ^ == m 

Por tanto siendo ^>7z, será el áréa infínitámenté 

^ ^ K y ^ í por ^ei* y?==[¿ "f ;^ ^Se intoes 

que siendo la abscisa A B ^ x ^ s c ^ el área ínfíni-
tamente larga cóntenida :por ICUTVÉ :%iperbolfea¿ 

• i¿ '¡'. - • 
y sus asíntotas será infinita del orden —— -$-1. 

Si se suponen ?z=s i , m = s 2 , será t c y - ^ ^ ^ ; y 
el a rea A B M F do eŝ a Kjpé¿bolá; inferida á suŝ  
asíntotas será igual á z^x. -, . 

Si se suponen n ^ T\ m^/^-^ será x^tsscfi \ f' 
el ârea A B M F esta Hipérbola referida á sus 
asíntotas, será igual á | X ^ y«-

2A. Si es m < « ^ será: - i - una fracción írtfproplaj 

por consiguiente el exppnente — ™ 4-1 de la ^ .en 

la integral hallada será negativo : luego en este ca­

so será el área infinitamente larga ABMF^z—a 
m-htt 



í~ — i ) X ^ ^ "1 ) 4- 4 constante. Para defcermi-

m í el valor de dicha constante r valen las mismas 
cdndicíoneá arriba exprésádás , ésf6^ er,>: quattío 
es el área ^ i í i l f i ^ ^ vS^án la abscisa ^ y sii po­
tencia de,exponente positivo iguales á cero: luego 

m n ^ -. 
n se tértárá £> = — ¿i m : ( 1 ) X 0 + , de don-

de =̂==00 . Por tanto si "es 'in^«^^eráréV-árcá • in-
fimtamente, l a r g a - ^ ^ ^ i ^ - o ^ * ^ = r ;^ l l l Vl> ufe 
,.-3i 5 i se pide en este ĉ aŝ ; el área $ H B M .> sw-
puesta la abscisa ^ ^ ^ = 3; = i i set pendra como an-

tés y U B M ^ s - c T ^ : ( - — 1) X ^ " ^ " ' 4-^cons* 

tante; pero siendo S E M B L O y scxi x —P ^ u ^ 

go sera ^ = = á "r ; 1) X ^ " . Por tiañtó 

el área J H B M s t t i igual á — 
1 ( - ^ i y x ^ 

—,———— ^ , De aquí se infiere que si es 

^ ==o€> , sera ^1 a ra infinitaifiente Uígz M J N ú 



. Si,ts^ suponen n = 2 y m = t , mM x ^ y ^ a i $ f 
en esta hipérbola referida á sus asíntotas se tendráli 

J B M F ^ o o , H J M B ^ ~ ~ ~ - ¥ a ~ , y el áreaia-

Hnltam^te íarga. ^ ^ ^ í ? ^ 

^ ^ 5 ^ — - T = ^ i . o; 4 - ^ constante-; pero v.sieiir 

do ^ 5 M F = v , es' ^ == o , y ademas por fe nátu^ 
raleza de la Logarítmica es L,o = — oo : luego se­
rá dicha constante ^==oo. Por tahto si es m = rir 
será el arera" infinitamente larga A B MF=zoo . En 
este caso, si se pide el área « ^ i í ^ J f , supuesta 
AH=b, se tendrá , como antes, ¿HBM—d1 L.x-^A 
^constante; pero siendo J H B M = o , es x=zh: lue­
go será 0 = 0?' L , h -{- A , de donde A^—a2, X X.^, 
Por tanto |erá elrarea J H B M^d1 X # — ̂ a X 

^ a ¿ ^ ^ X X 9 ^ infiere que si es 

#===00, será el área infinitamente larga «fMrifeoo. 
4 Adviértase qü es el séctór hiperbólico J^f^M" 

z=sJ j íBM ; porque son J A M + M B A z = A H J 
•J^JÍÍBM, y M B A = A H J . Por tanto será 

SAM=z ¿?a X -T- » Y slendo^i^iguat al lado d@ 



( i69) 

la potencia de la Hipérbola r y el semiexe A ú = r , 

se tendrá el sector hiperbólico ^ 
a v 'Va 

• E X E M P L O I I I . 

.209, Sea la curva ¥ A R la Hipérbola Apolo-
niana referida á los exes 5-¿f , P f i ^ ¿ufa eqüácioii 

1„, \)% •. - • - ' 
es ya=— X ( ^ a ) i suponiendo C B ~ x , BM=y% 

C j í = r ¡ y C Q = b .F¿g. 2%. 

• '.Siendo yas=^-X(a:a—ra), se tendrá y = ~ X 

fS^x1 — r11) : luego será S.ydx ó bien el área 

pero (125 ) 5.^/^(^a^/-a )== ^ ^ g ) X 

X . ^ - / ^ ^ 4 - ra ) ) : luego, será ^ i l f e ~ C ~ ^ 

<4- ̂  X (£ í ^ x 1 — ra ) ) -4- ̂  constante : y sien­

do el aixsí . .A B M = o-, es a; = r ; por consiguiente 

será o ^ — X - ^ » ^ 4 - , de donde — — xX. r . 

Luego será el área A B M = ~ ^ ^ ~ ¿ — ^ 4 - — X 

i . ( x - A ^ C - ra ) ) - 1 X £ . r = ^ X /1 x 1 - r'-) 

• ~ y , 



(170) 

Si es ^s=r , el WZÜ Á B M la Hipérbola 

equilátera: será igual á ~ X ^ ^ ~ r a ) — ~ x 

^ P Z ^ J " ' Por coñsigúiéhtef se tendrá el sfc-

toT C A M = O B M ~ A B M ~ ~ % L . 

Ahora si se supone u~rr % L . : • ^: v ^¿.v • , >ser4.ei 

sector ^71f==— á imftaeion de los lectores3cir-

cularejs; y si se tiran las rectas-MB. ^erpendíftí*-
lar al exe 5 ^ , tangente de la Hipérbola en el 
vértice y "QD' perpendicular M séniíexe , se 
llaman; :MB==Sk.u-, C B ^ O h . u iv A:L=^Th.,u, 
QD = Cth.ü, y CA stno, total = r , á imitación 
también de los senos , cosenosC, ; circulates, 
con quienes los hiperbólicos tienen suma analogía, 
Cómo se verá á c o ñ t i h u á c i b n V " • p 

Io.. por ser u=.r X. ^«—"77-1—diferenc ian-

do esta expresión % en: quien a: = C .̂M , se tendrá 

i == ~ a x — L_?_£J5 . ¿g, donde D C ¿ . z¿ 

Sh.uxdie . . 



¿'V. siendo S h v ^ f ^ - f * ) , s.e tendrá 2).5^» 

y substituyendo en lugar de —~x 

suvalQí - halladq antes: , se.íá n,.Sk.û  ch'uxdu ; 
luego será ^ s s ^ ^ ^ ^ r y suponieadQ Sá. •tt==.xt 

§€ tendrá i-w»; v C ^ + ^ - * ' 

3°. por la semejanza: de los triángulos C A L , 
C F W s^% C L ^ Sk, u ̂  r : T h , u , y por . consi­
guiente se tendrá Tk.ú X Ch, u = r X SA* u :. luego 
diferenciando será C .̂w X Th.u -f- TLU^DÍ.QKM 
= r X D ' Sh.U) y substituyendo en lugar de D . C h . u , 

y ÍDi S h , M , sus valores hallados antes, se tendrá 

X i ^ . ^ t ó ^ X . r r ^ ^ — ̂ K X pero 

M = = . r •^^" ; iuego sera CA* u% D * T h . u 
:;^(m«)^x(^.«xi«: : ^ . ^ - J \ , • ^ - -̂ • ti 
ri?̂ .;.- „ •:. ^ •:, - == C #.^rX ^ ^ de donde resulta 

^ w . i.'*-* y * - , * 5 V j i A * Í-VIS-.V. ••*> . - < • » . j y i J - i ! í -Vt r ^ 

V U h.u~ ~ : l u ^ g o s e r ^ i ^ - ^ ^ . . ^ ^ 

"y- si se- supAnê  'Th, M:== ¿K , sé tendrá-du ^ ~ - ^ ^ 

• 4°, con método, semejante á, el de la Proposi­

ción X V H L sé hallará ser D ,Cth .u=" , c .dt'-: , de 



donde resulta du = ffl-^ xD.ctti.u ^ ^ SUp0njen(j0 

Ctk, u = x , será du = — - ~ r í 

5°. con el mismo método de la Proposición 

XXHi se hallará ser D . L . T h . u = 

y substituyendo en lugar de T L u su valor -c/¡ y 

será I?. £ r . L ^ ^ ( ( ^ ' w ) a ^ ( ^ " ) 2 > ^ v ^ y 

suponiendo S k , u = x , se tendrá D . L , T k , u 
_ r*dx 

6o» si en la diferencial se substituye en 

t j •» , rxD.Ch.u . i , rdu 
¿ug&r au su valor ^ .... - 9, se^tendra 

— s T ^ = = i c h . ! í r ~ - r * -> cuya Negral depende de 
un sector de la Hipérbola equilátera; que tiene la 
'cotangente igual al C L u , Ahora si se supone Sh.u=x, 

- • , v&u' r^dx ' ; - ,. 

7°» y finalmente si en la diferencial se subs­

tituye en lugar de du su valor , se tendrá 

qual se integra 



por un arco de circulo, cuya ingente (131) es 
igual al SL u. Ahora si se supone Ch. Ü = X , será 

r d u \ } • .', "\ i U - í ) Jiür&tJiVÚ's fil 

E X E M P L O I T . 

21 ó. Sea la curva 'A'M~Ñ un arco de círculov 
cuya é^u^íon- yP=»^^p«- suponiéndocel radio 

¿ := r , ; í y las - c(>ordermdas^i^sS= a::, B y . 

: ; : 'S íéndó^= 2 r ^ ¡ - - ^ - ^ • ^ r á Af^f^lzrx - - x^: 
•luego sefl 'S;yd$'-ó bien e l ^ e á ^ 5 J / d S f ^ V ( ^ ^ ? ) ; 

pero ( 121) SJx*!{2, rx~~ ^2) =? X r a: — 

Hh~ X w 9 siendo u un arco de circulo , cuyo seno 

verso es igual á luego sera wlrM—-^--^ X 

^ ^ ¡ ^ a ^ ^ ? }.;rí¿J^ ^ es 

cero : pues, siendo A . B M ^ o, serán 3:7= o, M=i=a» 

211. Se pide hallar % ~ equacfon á la curva 
que tiene su área igual al rectángulo ¿X ( y — ^ ) , 
de suerte que dicha^ aréa sea cero^ mientras que su 
'Ordenada Figi ^Oi l SIHJTIÍOÍ id zi-d: 



( 
: En q^ialquierat eiirva referida: al: la eirpre^ 
fian del área es 203) igual tú S. y dx > |)elio poc 
la condición del Problema ¿ X ( j — es el 
de la curva , cuya equacion se busca: luego sera 
S»y dx = c X (y ^ ) ; y - diferenciando se tendrá 

jdxt=zc aj- , por consúmente ax^-—™ : luego in-» 

tegra-nd'o'ierál ÍC« J/^/v: ^quadon á la logarítmica, 
^uya mbtangentéS^c.EBor tón^ en l ^ logarifemica 
i^iífZr descripta con la subtangente = c , cerca 
de la asíntota ÍÉ6!, si :sc t i f^nordenaba J . D = . 
y otra qu-alquiera ordenada B M ^ $ . , s$tk £\ 

E X E M P L O V I , 

# 212* Se propone integrar la .diferencial 

Fórmese la equacion —y 5 y describase 

( Fig.' gi ) la curva .¿Ofí? de ía ' mismá "equacion, 
cuyas coordenadas son A P — x^lPM—y: luego 

t l x * j x ; 5.y^ ^ APM 
será 

• . De otro modo. 

Divídase la fórmula proguesta |&tóip|ifiada por 



5 _ \ ,4 - ( Í75) 

I ^ en dos factores de.ínodo^qae tm dé ellos se 

pueda integrar , esto es, en los, factores —-'1 K/a % 

Jf̂ ax 5 hágase el p r^er factor iguál i ¿2 , y: lel ser' 

gundo igual4 f -, ^sto ^ s , — ^ ^ , y ^ a x ^ i 
intégrese: la primera; de estas equaciones, y se ten­
drá d ~ / ^ a a i ~ a x ) = = z \ en la qual suponiendo 
b (¿órist^nfé l==¿fr séicá { a — z ) 0 , — ¡ a ^ a x , de 
¿onde-resúfe !ger?á ̂  — 
y df^rsry*"': Itiego- será z-az — z^^y* , equáción al 
círculo que tiene (Fig, 29) el radio A C = a , la 
abscisa ¿í;^ , y la ordenada BM^=y, Por tan­
to será el área ABcM=zS.y~dz~~ X $ . "J^xy y P0 '̂ 

• .• .• , d r - J x ' a A i J M - ' ^ K J K'J 

consisuiente: 5. - 7 7 - — = — • * 

F R O F O S I C 1 0 N X X 

a i j . ; En qualquiera curva; :MlV"feferida al fo-
cus Í7, hallar la diferencial de un área A F M con-
%enida por ks. ordenadas A F y F M ^ y la curva 
¿ÍM. Fig,. -32: ~ . ^ - ; , , ' \ , ^ . r : _ 

Tírese la ordenada r y hácíerído centro 
ÍF , Con el intervalo ^^¡===3/ describase el arco 

M E , Considerando, pues r el ángulo M F m eva-



(176) 
necente , lá diferencial del axea J F M stri M-Fm\ • 
pero (28) M F t n — M F E : luego será D . A F M 
s==:M F E ; y siendo el sector evanecente (22) 
M F E ~ i X F M K M E > FM=zf , ME*=z dx- (44), 

se tendrá D . A F M = z ^ . Que es &c , 

C O R O L A R I O í ; | 

214. Se infiere que lá diferencial de qualquie-
rá figura contenida por las ordenadas .4i7, 
F ü f y la curva referida; al focus F^ es igual 
á la mitad del producto de la ordenada variable 
iTM—y, y del arco evanecente ME== ^descrip-
to con el radio = y , esto es x p .AFM=iy.ydx, 

C O R O L A R I O , I I . 

21^. E integrando , se tendrá el área A F M 

C O R O L A R I O I I I . 

216. Luego dada qualquiera. curva A M N re­
ferida al fpcus i ? y expresada por una equacion 

formada por y , dxy si en la fórmula S, se 

substituye en lugar de dx su equivalente en y, dy, 
y se integra exacta 4 próximamente la expresión 



que tesultó dada por j , dy; se tendrá el valor 
exacto ó próximo del área vamble AF-M* 

i 2/17. Adviértase que ; en dicha diferencial 

no se puede substituir x , dx eu lugar de 'f\ dp 
pues dx no tiene integral por ser un arco infinité­
simo del círculo descripto cbn el radió Variable 
& M = y . 'En este caso si se quiere ráiucir dicha 
diferencial á la de un arco w del círculo cuyb,-:ra-

dio constante es r , se substituirá <~r m lugar de 

dx ; por xonsiguíente la diferencial del área A F M 

será iguM á : i '«it'esíáhío se tendrá el área 

'AFM^~:%:S.y'1 du. Ahora si; por la equacíón 

de la curva dada :se halla y-por w , y-se substituye 

en ta diferencial — r " \ se tendrá dicha diferenGial 

dada por :«^'-^«V:l:a<^^l;degrada •' '-si ;es?.̂ 'posible-, 
dará el área AFMipox un arco del circulo, cuyo 

radio es igual a r. Se ha supuesto antes dx^-^-— -. 

pues si con el radio .FPí=s=r se describe el arcó 
P H J^ j se llama el a r c ó - l f = Í¿ , será el ^rco 



ev^necente //3 =di i ; y por semejanza de te 
sectores I f i 7 ^ ^ H F J sexi F:H±EM==i. H J i M E , 

esto es, r :y ==durrf% ^ypo^coi^siguiente: dx^-~~*. 

Esta advertencia es general á las curvas xeferidas á 
los focus.. > 

218., Se pide hallar el área i ^ M dev l ^ Espi­
ral F J M Q P l i de Archímedes , cuya, equacion es 

3 / s u p o n i e n d o la^ordenada; F M ^ f ^ é í xzáiQ 

'4?Jí^$-fU: el:área Pü^Üel circulo) désctiplx» con; 
dicho radio;, y la periferia; P H P = Fig.. 33.. 

r Siendo y =p.— r será í¿ = ^ 5 y diferenciando^ 

^se-tendrá M = . ~ T - : luego s e r á ; ^ - ^ ^ ó bien el 

areai FJ.:M=s:S, r att*. '••== X j í s ^ ^nadir cons. 

tánte^pO^ser^el a r e a i ^ i ? ^ ^ es m: 

iQrdenada y.: Si én la ; ' - - :~^ expresión: del; areai 

F A M , se substituye: en lugar de y su valor y , se; 

tendrá el á r e a - F A M ~ S. A: = - — r X ~ 

c Se infiere que el área ^ ^ f i j ^ contenida, eni 



el círciilp es igual á — r X 7 = 3 X - , esto es, 

igual á la ̂ rcem p^fee ü e l róistoí^ 7 

P R O P O S I C I O N X X X L 

219. Hallar la diferencial dé un" arco d& 
<íuáÍquiéT^ curva '-MMN referida lantó^ ál exe ó 
diámetro A G , como al focus F9 Fig, 25, 26 y 32. 

I o . Supónganse, la curva A M N ( Fig. 25 y 32) 
i^íefída ahe^e ^íí? ó al focus F , y las ¿ons|;ru§-
éioneá interiores^(201, 213) $ y ademis %ír&se la 
^uerda Si se considera infinitésima Ó di ­
ferencial de lâ  abscisa-yí i? == aren la curvar A MM 
referida al exe,. y en la ̂ M í V ' r e í e r i d á al focus 
i*'se considera evanecente el arco J f ^ de círculo 
descripto con el radío F'M-=y 5 serán Mm y m E 
las respectivas diferenciales del arco A M = s \ y 
de la ordenada y ; 'ésifa'.t^?, ̂ Mut&t W s mEt=dy, 
y ê  arso 2 í fe^a t í eeen íe seirá- igual (18 )Í á su 
éuerda ; pero en- el triangulo rectángulo M E m es 
{ M m ^ . é ¿ ^ M E ^ ^ { E m )a r luego sera ^ i ^ i x * : 

, y |)'oi- consiguiente ds—/^ dx1 4- Í3?a)« 
: :2P/ _f^%tíngtósé , la^ curva A M N (¿Mg*¡3é}:m¿ 
ferida aí diámetro , y la construcción con las 
dencárttnaciónes anteriores (201) j y además tíren­
se la- cuerda Mm f y 1^ íecia « / / perpendicular á 



la prolongad^ ^ si,es necesario ; y, se tentóns 
lt>s triángülos^ WÍ> ^ j^^T semejantes,, y en ellos^ 
^roporci||nalesBos4aci<>s ,r',ésto.res-, mMvM 

B.I)~=r i/Ct, hy¿ pox c0nsiguiéníe ^ ' E i H ^ x ^ ^ ^ - , 

S.Í.. se;;consideíar^ %ini|íi^jésim^tó élfeftpviz^ fá^^ 
^bscisa A B = x , serán Mm. y ' m E las respectivas, 
diferenciales.del arco A M y de la ordenada B.M\ 
esto es-, Mm==ds\ mE<z=:dy, y. el.arco i t e eyane-
cente será igual ( i8)-á vsü cuerda; pero en el trián^ 
gulQ : J f ^ ^ f c ( Í l m P f = ( ^ 

(se. usai^l;;|igno-rrnenos:,; siOekángulo 2? es' agudo^ y 
si es, obtuso del signo roas):-.luego sera 'ds'Jr=zd 

zpz dx % '* y 4- ^ y a ' y por consiguiente;" ¿O 

^ j x ^ l é ¿ £ í ± ¿ l ^ dfi). Que es Sec. 

" - / , C O R O L A R I O L , - /-

2 2 0 . "Se infiere que la diferencial de un arco $ 
de qualquiera curva, referida , al exe es igual á lá 
íaiz «Jrtadrada de: lá suma, de los; qüadfadós dé, la 
diferencial de la abscisas , y dé:1a diferencial dé lá 
ordenada esto es , ds^fS(¿fo* 4* ¿fya ) ; que 
en qualquiera curva referida al focus la diferencial 
de un arco 5 es igual a la raiz quadrada de la suma • 
áe los quadrados. del m m MnitesiTO dx del .cír-



( i B i ) 
culo descripto con el radio ú ordenada =3/, y de 
la" dife re ricial dé dicha ordenada , esto es, d 
ÍT^dx^ ̂ á f y ^ j que la diferencial de1 úrí arco s} 
de qnalquiera curva, referida al diámetro , esto es, 

ds=zf(\ dx^rt- dya ' . . r . ' ) r, en quien K es 

el ángulo constaínfee que forman las coordenadas y 
de la, curva , y que se refiere al radio r, 

-•; Q O R O L A R Í O I I , 5̂-

:.. 221. Luego integrando será s = S.f^dx^-l-dy*) 
' en las curvas.referidas á los exes ó á los focus ; y 

en las curvas referidas á los diámetros será s = 

5./r(^j:a4^i|a=F _ . r .. : ) .en cuya expresión se 

usi del signo menos, si el ángulo ^ es agudo , y si 
es obtuso, del signo mas. Es de notar que para, hallar 
un arco de una.curva dada, se harán las substitu­
ciones que antecedentementíe se han dicho r tanto 
en las curvas referidas á los exes ó á los diámetros 
(^04), como eníasireferidal á los focus-(216, 217)? 

C O R O L A R I O I I L 

222». Siendo en las curvas referidas á los focus 

¿£~~ í i lL s e r á . ^ f ' s s ^ - ^ - : luego en dichas cur^ 



âs será también ~ " + Ay* j % y * = 

E X E M P L O L 

223. Sea la curva A M N la Parábola Apoío-
ríiana referida al exe, cuya equacion es y0, =±=2,0X1 
supuestas las coordenadas AB==x , B M—y 4% el 
parámetro = %at Fíg, 25. - -

Diferénciese la equacion propuesta y13, ==2axr 
y se tendrá 2 ydy ^ 2 a dx y por consiguiente dx 

, y d x 2 ^ — — ; pero el arco AM=z.s 

== 5. ffî dx1 dy3,): luego será el arco, parabélico 

^ i l f = 5 . / f ( I ^ l + ^ ) = : 5 . W ^ - ^ , ; pe­

ro ( I2S ) 5 . ^ > K ( f + ^ ) ^ M 2 l i ¿ ! i _ l í > < -

X. (y— f 4̂  ) : luégó será ^ J f ^ ! ^ í l l L £ | 

— — X ( y — V ( ̂  ^a ) ) Para determinar 

la constante A , adviértase q̂ue siendo el ^arco 
Af == a , también la jordenada y = 0 : luego será 

o = —— X X. — ̂  + ^ , y = — X L . -~a . Por 

tanto se tendrá el arco parabólico A M = s - ^ *a 



E X E M P L O 11 . 

»24.. Sea la; curva ^ i l T i V la> Hipérbola Apolo-
niana referida:á los exes ^ 5 , rcuya; equacion 

: es = j7 X ( ̂  ^ ^s ' ) v suPonien^0; el exe trans-

-verso; S A^=i ^;, el conjugado P (2 = 2 Vr la abscisa 
C B = i x , y la. ordenada, ^ M = y.. Fig. 28,. 

Siendo , pues , y'1 = X ( ^ a — ̂ ) vser^ y—5 

~- X / ' ^ ( ^ a — ) ; y diferencian4o se tendrá dy 

= 7 X y^a j^a^ ? por consiguiente: ^ a = ~ X 

X T ~ r ; pero el arco - ^ i l f = i = 5. /^{dx^dy0-)- , 

luego será: ( ^ > A M ^ S . 

Por ser, y a = Í ¡ X ( ^ a — s e tendrá ^ V ' + 

• f d e : donde ^ ^ ^ X ( f + f ) , y K 



( 1 8 4 ) , 

4- ya ) : luego difereneiando será 1 

¿¡J-TrJ 5 P0r consiguiente dx = ^ X - j r ^ : ; pe­

ro el arco 4 M 7 = s = r (dx^^-dy11): luego se­

rá ( B ) A M ^ S . / \ p X ^ + d y - ) = . 

5.- 7 o . r ->x . Esta integral se tendrá 

por una serie Infinita con el método siguiente. Su-

póngase por facilidad del cálculo ———=n , y 

Sy» 4- Cy* + Ey<¡ + Fy» + & c . 

en la qual las J5 , C \ E , &c . son cantidades 
constantes que se han de determinan. RediizganseTá 
series los radicales anteriores por la fórmula new-
toniana del binomio ^ y serán 

luego será 



(I85V 

quebrado será . . , , 

Hr " ^ r - T a& ^ a& ^ • a¿ ^ 

<9 & 

4- &c . • 
Siendo las cantidades ^ , B , C , E , i? , §cc. inde­
terminadas,, se podrán^ suponer iguales-los términos 
del un miembro á los correspondientes en el otro^ 
esto: es;,, . : ,._ _;;: ^ „ _ ^ ! • :;, y * , ^ _' 
XK b = Ah 9 . 

íia. —7—- ==± ¿f--

" aZ.o.^bf • o.2.ib* iS . i . ' ibf yi 

y así sucesivamente9 



( ) Í 6 ) 

De la píimera equaciori h=»Jb, resii'ta ser tój; 

por la será 5 = ^ = - ^ ; por ser tí^, 

por la 3a. será £==-' 

por la 4% será Í = 4 T ? = # 4 J3 

por la 5% será F = 3 V - r r — r r 4- s 

^wc'^^c—^171 —'y asi Slice" 
sivamente; luego será 4 + Bf" 4- Cy* + -Ey6 
•4- &ci. ó bien 

X + y multiplicando por ^ b o ^ mien^-

» I 7,2 

bros, é integrando , será 5. y T ^ X T o j — — 

que se debe añadir ala integral es ¿éroVpofque sien^ 



( i87) 
do el arco JM=s o ; 1Q es también la ordenada y. 

Si en la expresión ( ̂ )Bdel arco J M SQ supone 

^ - X ^ a - ^ - ^ , se hallarán dx-~ ( * * ~ „ 

Y f Í x * ~ a * ) - ^ g - : luego será (C) el ar­

co A M = S . .. . . Por tanto si 

es: , esto eŝ . en el casa de. k Hipéíb^k equi-

tótem será ( I > ) el arco A M ~ S* ^ ^ : _ a ^ * Ob^ 

seryesé que el segundo termino deí trinomio z* 

— ^ 2 : — ^ será positivó ó negativo , según 

fuere ¿ > #, ó ¿ K ^ ' ' • > . -
Finalmente si la Hipérbola J M N ( Fíg, Z'j ); es­

tá referida á sus asíntotas A G , JÍF^ sé hallará ĉon 
f l ^ i s m o m#od|? jqu^lquier, arco de' ella ,. eóíno 
$M.% pues que suponiendo las coordenadas-áf^és^, 

denadas, será x y ^ a h , jde donde ^ == —: luego di-

ferenciando se tendrá aŷ  ̂ : • y^:^-^, 

Por tanto será 5 » / ^ ^ - f 4 > a ) ó bien ( i i ) el arco 

J , V = 5. / ^ A - 4- ̂ - ^ * ) - 5. . 



' S'̂ en Irexpresioíi { E ) ¿el arco J M se supone 

tĉ  — az , se tendrá el mismo arco ( F ) J M = ¡ ~ X 

E X E M P L O T I L 

225..' Sea' la cmysi ̂ d&M' la Elipse Apoíoniana 

leferida 4 los exes, cuya equación es y11 = - — X 

( ^2 ^ ) , suponiendo las coordenadas C B = x*, 
j§M^jr% y 16̂  semiexes, ^ ^ — ^ ? C^b=h, Fig. 

^ Siendo .ya==^^< ( ^ a - . ^ 0 ) , será^ f ^ 4 X 

¿í1 —x1}: luego diferenciando ĉ e. pendra ^ 1 

— v __íí'v—, , y por consiguiente será ,3 

== - X ^ v . Por tanto se tendrá ^./^? dx^+dy12) 

ó bien el arco elíptico ( J ) J M ^ S . / / í d x * + ~ l X 

Si en la expresión del.arco 5 . / / ( 4- ̂  ) se 
substituye en lugar de .r su valor expresado por 
^ también se hallará ser. ( Ü ) el arco D M 



1^9) 

Si en la fórmula { J ) se supone - l " r f l x ^ 

/ ^ ^ ^ > = - - T - ^ ^ - ' X V ' ^ - ^ ) . : luego, será 

( C ) AM=S. 

Con el mismo método expuesto en el Exemplo 

~6at anteGedente se hallará ser el arco ^ + -r-r X 

• áf6aS , \ ' - .. liaa ~ . :,. , ; .„.,•,= Í 

+ J S T S ^ 1 — X ^ + &c . 

226. Sea. la e u i ^ ^ I i ^ M la Espiral de Archi-

Hiedes cuya equación es y== ~ " i jFzg. ¿g," 

Siendo y== — , será-M = r V X y : luego; 4líeíeí^ 

ciando se tendrá d u ^ t ~ x d y -> y du3, — r— X ŷ'2'* 

Por tanto será 5, ) ó bien el arco 



r 

pero (125) S ^ f i f + J ) - í y j f % * 4 p F ^ X r 

Z . ( y - „ ^ / ( y » ! + ! _ ) ) : luego será el arco í L Í M 

4--^. Para determinar la constante obsérvese 
que siendo el arco F A M ^ o ^ l o es también la or-

denada y; por ^onskuieni^ Jerf X -̂ * 1 

4 - ^ , de donde JÍ=— X L . - ~ ~ . Por tanto se 

tendrá el arco ^ Í r ¿ ^ ^ y * + ^ ^ 

P R O P O S I C I O N X X X I I . 

22,7. Qualquiera fórmula diferencial, que cons­
ta de una sola variable , y no se integra algébrica­
mente , se puede reducir á la diferencial de diferen­
tes curvas algébrica^ referidas ^sus^ 

jSeâ  la diferencial^ropufsta ^ quê ŝ̂  



f( i 9 i ) 
fie lineal, y en ella expresa X q u al quiera función 

¿3 Xo t 
algébrica de x \ digo que será Xdx — B.-z,— & ' r Tt~~Xv 
q ^ i í , siendo x el arco de las curvas algébricas/ 
cuyas coordenadas puestas en ángulo recto son 

•preSa X ' quálquiera función de n* tomada á arbi­
t r i o , y t , v son también funciones algébricas 
de x que resultan de las respectivas equaciones 

~~ dx dx ^ dx * 
., '"^ • v: a x ' - ;' . ^ 
Supóngase ^Q-^XX) ' ^ se ^en^r^n las 

equaciones , esto es , p^aa-^zz) = "^J^^XX) 9 

. iÉ : ' tr i ztdx zdX' -
X = ~ 7 — r-, X i a : = 

,^ . í £ ^ í ^ £ aTttdx — aXtvdx 
{ t t — XX)* ' ( í £ — X X ) 3 

aTtdX* ̂ —üXvdX1 m, t*r , , sss- i;— - , por ser Tdx—aX, vdx~dt* 

j ^ ; ^ i - ^ ( ^ X X ) I j dX' = í i a ; : luego serán , ^ — ^ . ^ ^ ^ 

- ^ — X ' = ^ ^ — X ' ; por consiguiente 



{ ) 

— 7 — , — — , x 1 serán las coordenadas de las 

mismas curvas algébricas expresadas de otro modo, 
cuyas diferenciales en la hipótesis de -¿fe consíante 

serán — ^ — , —^— : luego la suma de los cua­

drados de dichas diferenciales será igual al qüadfl^ 

do de la diferencial del arco * de las mismas c u ^ 

vas r esto es, v ^ a X (^4:2ay= ií2', y pof cbn-

siguiente - X / _ ( ^ a . ^ : ^a y ^ . ^ t : ? Peíp 

_£ d X ' ^ + z * ) / a X V ^ a - f ^ ) , 

y se ha demostrado • . a a - = X ^ , -

^ x v r ^ - f ^ ) ti~-xat , 
= = i z ^ , —; = t/ • ̂  luego sera 

2?¿ -JP--==^-±: 4- X i ^ ; 5 por consiguiente Xííc 

= 1?. -TJ,—=^-^P^. Oue es Scc. 

C O R O L A R I O I . 

228. Luego integrando la expresión anteceden-

te r se.'tendrá 5. J ^ ^ . - ^ - ^ ^ ^ ^ • y respecto 



I que las variables t , ^pueden tener sucesivamen­
te'diferentes váldres á |)rbp^ se señalen 
distintos valeos á 1^ función arbitraria X' con tal 
^ e iesulte siempre í > X , es evidente que í a 5 . K i 
se podrá reducir á la rectificación de diferentes 
feurvás—a%ébricas. V I ( ^ w ^ ^ jXLS. V,; ' 

.1( a t ^ „<lp:R Q A- R I Q I I . j ^X"- ni. 

' 2^9. Si se supone X ' ^ x , serán, í ~ . i ,2; = ^ 

por ser -̂ ™- ? V=="J^' : ^ueS0 en eŝ a suposl" 

pipn se ra 5. = —^— ¿ , , y las coordenadas 

acl areo y se^redüqirgn a — , - — — a : , 

siendo T^=- . Adviértase que la primera de di­

chas coordenadas es imaginaria en el caso que sea 

E X E M P L O , I . . 

^30» Sea la diferencial propuesta -—f^f^^ * 

Gomparándó dicha diferencial con la fórmula 

se tendrá*X==:~ --7-——.r̂ :por •corísiguiente sé-

bb 



< 194) 

póngase X,=z ~ ^ X ^ L luegQ se ten.r 

aran las equaciones, í ^ - T — = = 

« - - • r ^ i f í f c ^ , y r £ _ T t ; = - — 4 ^ - . Por 
a* 7 J ax^x—a) 

tanto .crá ( . /) 5 . _ J ^ _ f c 2 f H t ó M £ S 2 í ) 

H-^,y las coordenadas serán 
/ C) — — — j A ¿- * Para determinar el sig-

río que se debe dar al arco s-h búsqüese '{{ 220 ) la 
diferencial del mismo arco , cuyas coordenadas soii 
las' variables ( B J y (C ) ; y se llalíará dicha difé-

rencial isual a ^ a 3 \ — Ahora 

si se diferencia dieba equacion ('Jt}r será —'^^I) 

PvcPTZ^.) " . equacion idéntica, 

si se da. el signo menos á la diferencial del arco: 
luego &G* 



(195) 

E X E M P L O I I . 

, 231^ Se préseme ia^ diferencial, ~.Xsf(x*'~'{l*>> p 

Í ^ ^ Í £ j ¿ i i j M en^síe /casq X = - ^ - ;•' : luego 

1̂ —̂== J f^x1-*-^) ;f substituidos estoa 

valones ep las fórmulas i 4 ^ Corolario antecedente^ 

se • tendrá 5, ^ ^ ^ ^ L . — - ^ L f - ^ W : ' * f 

las coordenadas 4el arco Í se hallarán iguales á 

-— , . .Ahora si, se nombran eitas coor-

dénadáa y;.j j r ^ ^ e tendrán, las equapiones ^a 

" . — - s=; ̂  — , 2a == — ; por consiguiente 

será ya = í2a—2:a cquacion al círculo,, que tiene 

el radio === ¿2, y las c^brdénkdaS C JP 5== £ , 

Fi> = 3/ =3= ^ • : lu^go ^tirando la ^tangente 
JBIE y la secante Ci? del arco i>/> , se tendrá 
B E = f^^x1 — ¿za); por consiguiente será { A ) 

£ i í ^ Z ^ l I ^ ^ & r B ^ . ; : B u : a d e t e ^ ^ el 



(196) 
signo que se debe dar al arco B D y busquese (220) 
la diferencial del mismo arco, suponiendo las coor-

denadas^CJF= ~ , V D = ^ S g g 2 \ y Se hallará 

dicha diferencial igual á ^ ^ ^ ^ . Ahora si se 

dilerencia la equacion ( ^ / ) , sera J =± 

HF • ^ , equacion idéntica, si se da 

el signo menos á la diferencial del arco : luego sé* 

r i S . = B E - T ¡ D . 

P R O P O S I C I O N X X X I I L 1 

232. Si una superficie A M B áe qualquíera 
curva AM'N referida al exe ó diámetro A Q 
una revolución al rededor de A G ; -hallar la dife^ 
renciardel sólido descripto por dicha superficie. 

1.0.. Supóngase la curva A M N ( 25.) re­
ferida al exe ^/í?. Tírense T otra ordenada ¿'/w, y la 
lecta M'-B'paralela á AG* Si se considera i tó infi­
nitésima' , la diferencial del sólido formado por el 
área ^ . f i M será el sólido formado por el área evar 
necente 5 ¿ ; pero ( 28 ) el sólido evanecente 
descripto por d área* i? Üf/K^ es igual al cilindro 



rj) 
descripto por el rectángulo • Uie^.lia-diíieréJ^ 
ciál del sólido descriptp por ol\ arca J B M será 
ign^ral icilindco ide$cripto;ipor( el rectóngjilo B B 
al rededor del lado Síppuestai.jp. lia grifería 
del círculo cuyo radio es r ^ se tendía que la peri­
feria del círculo de&cripto con el radio BMz=y es 
do k iíy i :/^> íl ' i^ ^ ^ V ^ B te. w n o.bup-tol.v^i igual á ~ , v por consiguiente el área de dicho 

dfcíílo será igual á 4T" ' PERO llamada ^ = ^ 0 : , es 

B h = . dx: luego el cilindro formado por .el xec-
36< • 5 IfS C . , , , FQ*jn3ftioq 

tángulo B E ^ 6 bjen la diferencial del, solido Jor-i 
v - • " o. ̂  84fi>€ o á̂ jL •• L : 
mado por la revolución del área ApMdX redeoor 

del exe de la curva A M Ñ será igual á — X 
f.•j^?' ¿aslS-'Q. . ¿i* 5=2 '̂Q. fii/ioa P;\ dándsnoD oibr/i fe 

r-ü.0 ; Si 1 a' • curva I f íMNj se jéñ&té al diámetro 
A G (Fig. 36.) tírense, otra ordenada ^w, las rec­
tas m n y o M E paralelas al diámetro AXh% y las 
tectas M D , m d , n r , y E-e- pérpcndicblares (á' di-r 
chodiámetro. Siendo, pues, el sólido, formado 
por el área A M & , que da una revolución al reT 
dedor de A G , igual á la suma ó'diferettcia de los 
sólidos descriptpsrpqnlas areâ  AMJj) , M D B ^ l z 
diferencial del primer sólido será igual á la suma 
ó diferencia de las.diférenciáles dallos otros dos; 
pero la diferencial jdel sólido descriptQ.pojr el área 



(i! 
ADM Q% igual al cilindro des cristo por el rccfcan-
guio evá¿ecentefojO^,,^ c^qr.toimismáp'raym:!^ 
diferencial del-sólido d^soripto pór el área MDIf 
es .igual al dliíA<^ cid¡<^cripto 6|>or ith. reetáfagul^ 
eiranec^nte :iJ <?:r ó -alíxidiadro foim^ ex 
Eectángülo- © ^^ iuégo i a HtféjDenéial^l^^^^ 
lido forípado pqr el área ^ 3fi? será igual. a} ci-
ílndiró áescrlpto por él féc ta ngiilo%va«lceníe' ÍDS 
que tiene por base el círculo descripto con el ra­
dio M D , y PPr altura la ME = B b* Ahora su­
poniendo/' la periferia deF circulo cuyo radio es 
igual á /\, Jas coordenadas \AB=^x , BMz=y , y 
íinalmeñte ¿ el "áríguíb coñstahée 
al radio constante r , serán Bh~dx, DM=z- ' : ^ 
fíélccMbaÍQ descHpto con el radio il/sD será igual 

á ••rxíSi"h} xy : luego la diferencial del sólido for-

ttkdo por efcíiaixa^cSA vfqrie da una revolución 
al rededor del diáqietro ^c la curva, será 

Igual á Z ^ P ^ X f Que es &ce 

C O R O L A R I O L 

233. Por itanto si qualquierá curva AMN se; 
refiere al exe A G y la diferencial del sólido for-



mado por la revol^pipn de ui> área A M B al rer 
dedoí: de dicho CXQ ¿áG kra iguál ál producto áé 

( que es la raioKí)cMstafi® M í a periferia del 

circulo á süLdiametro) Vldá ^iadí-aáOr^ la. orde­
nada y , j . de. la .difer^ncialride:^ 
cualquiera curva J M N s e refiere al diámetro 
la diferencial del sólido descripto por }a revolví-. 
p¡on de un área A'MJB al rededor de será 

(̂ qoie res la razón constante de> Ja periferia; aix dia^ 
nietro (W^tipllcadar por elíqu^^ad^y del ' seno deL 
ángulo constante, ¿ -que forman las coordenadas %% 
y de la curva, partido este prcdwcto pOr el quâ -
drádo del raciio constante ) , del quadrado de la or^ 
denada y v y de- la diferencial de la abscisa x*-

C O R O L A R i p ' ; i i e i ; : : - : / : 

: a34e. Luego si qualquier^t curva. AMN' se' re­
fiere al e;xe r el splido descripto por la% revo-
liición "de üi* área A MJB al ledeibr det exé AG 

será igual á ~ X ^ . y ^ i ^ / s i quálqiticra cmva AMN: 

se refiere al diámetro AC r eí sólido descripto por 
k^xevcteáorsb de ^ U ^ ^ M M ^'x^ásépt del 



á'úmzíto A G . s z ú igual á ^S .y^d^ 

mafia 5 étty-a-^quatííbiií "¿Sí^^=f:>i i ^ supé'kén 
las c o e r d ^ ñ a á ^ s ^ i ? ^ ^ ^ 7 y. .̂ 1 <paránlfetfo 
= 2^; 25* 0' • 

Por lo demostrado el sólido pi'oducido por el 

área A B M z l -rededor del exe 'JG es igual á — X 

5.5̂  d% í^rb'^efí-tí;éÉrvánpí5ptesfcá:7e^ == z-ati 
luego el Paraboloide formado por el área parabó­
lica J M B al rededor del 'exé ^ í ? - será igual, á 

— X5¿^íZ^í^rs==—^ Xka-'E$ eyidente-jque, el yalor 

de la-constante que se» defee- aüadir á la. íntég-ral, 
es igual á ceroT Ecro si se pide..determinar el só-
lido formado por el área H J M B , supuesta la 
a-bsci'sa 'All-^£'zzib\ se- tendrá , como antes di­
cho sólido igual á ~ X 5; ya /a: ^ ^ y ^ S . 2 axJ, x 

adviértase que .̂ iê dQ dicho sólido4Jgutal á ^ero^ 

será .T=;^ : lüesó X ^ a 4 - ^ ¿c donde ^=a 



(20I ) 

^ f i ^ ^ * ^01 tání:Q el sóri^0 descrípto por el 

atea M3MB al reáedor del exe ^ í í de la Pará­

bola es igual á £ x ^ - ^ X ^ = ^ X ( ^ - P ) : 

y &i el punto E es el focus de la Parábola , y las 
rectas H3 y son iguales á una cantidad dada 
¿Ven este caso el parámetro 2ÍJ de la Parábola que 

tiene dichas condiciones, será igual á -——• , de 
et . : • - .. • 

- ^ - ^ - o í f ' - » ^ •'• i-. . - . .^ : v ; • ' ' • • p v N v, ;> 

donde ^a 4-2^ ¿ = c a , y <2a 4 - c - 4 - ca == 2^: lue^ 
go ^-4-c=//!2ca, y por consiguiente en la fórmu^ 
la ( A ) será ¿z=c X ( — 1) : igualmente en la 

misma fórmula se tendrán, ¿ == I \ x=z*^* ^ 

j>|-g= v ̂  ; por consiguiente • ^ / ^ 

4 ^ 
si el punto üTes el focus de la Parábola A M N , y 
H R es igual á la ordenada .BM"— c; dicha Parábo­
la tendrá su parámetro 2^==2£:X ( / ^ —1), y el 
sólido formado por el área H J M B al rededor del 

exe A G será igual á | - x { i a — ^ a ~ X £ X 



(202) 
Si la curva J M N es qualquiera de las infinitas 

Parábolas contenidas en la equacion y™-**1 = ^ ^ 5 

seTan, j ^ ~ ^ ~ , ^ = = = ^ ~ a : ~ ,.: luego t x 

S.y'1 dx ó bien el sólido formado por el área J . B M 

\u&um 'ltn Q« "̂ "-H* 'njTfF' ^ 

«erá igual á - í -X5^ x m+i T 
a/' • • a r a» -

i - I 
• . ... • . m * ft 

= —* -.X^'T . La constante que se debe añadir a la 
integral, es igual á cero. Si se suponen,7^=2, n = i , ó 
bien la Parábola de la equacion j^sr^"2^ será el sólido 

que levCoiTesponde igual á ^ — ^ X ^ . Si se suponen, 

. m==i 7 n==2,, ó bien la Parábola de la equacion 
^ 3 = - ^ ^ ^ ^ será el sólido que le corresponde iguái 

t M - x ^ S ^ X - \. - -^-

236. Sea la curva D iNTilíf la Elipse Apolonianá¡ 

cuya eqoiacáon es y a = = — X Í ^ Í C —ít:a) , si se SÍU-

ponen -laa coordenadas Z) 5==^ , U M = y ^ , y :lp§ 
semiexes CD = a , C A = h . Fig, 

Siendo y* = X (2 A: — ^a ) v sé tendrá — X 



(¿o3) 
5. y* dx, ó bieii el sólido formado por el MQZ D B M 

- ~ t> * 3. • 

al rededordel.exe.I?^ v i g 1 ^ ^ ~ X ^ . - X&axdx 

d x ) ~ - ^ y < ( a x q ' ~ ^ ) . Es evidente que la 

constante que se debe añadir á la integral es igual 
á cero. 

Si se supone x = 2a ^ el esferoide formado por 
la semielipse D J E al rededor del exe £>E = 2A 

¿erá igual á 8 

E X E M P L O I I I . 

237. Sea la curva A M N la Hipérbola Apolo» 

niana referida á los exes, cuya equacion es y5s=—X 

( 2 ^ ^ + a; a ) , si suponen las: coordenadas JÍB. = ^ 
B M = y , y los semiexes C J Í = a , C P = i % . 28. 

Siendo ya = — X ( 2 rr ^ ) , se tendrá — X 

S.y0, dx , ó bien el sólido formado por la revolu­
ción del área J Í B M al rededor del exe AG, igual 

á ^ x 5- ̂  x C2 ̂  ^ + = ^ x ( ^ + 7 )• 
Es evidente que la constante que se debe añadir á 
la integral, es igual á cero? 



E X E M P L O I Y . 

23B, Sea la curva N M F \& Hipérbola Apoló-
nlana referida á las asíntotas ^ F , ^ í ? , cuya equa-
cion es ^ j== ¿7̂  , si se suponen las coordenadas 
A B ^ x , BM=;y, y a b el producto constante de 
las fnísmas coordenadas. i%» 27. 

Siendo ± 3/=̂  Í2 ^ , diferenciándó se tendrá f ítx 
—~x dy = o , porque mientras se aumenta la absci^ 
sa x , se disminuye la ordenada y j luego será y 

= # dy y de donde d x ^ ~ - ~ * Por tanto será — X 

S*y*dx, ó bien el sólido formado por la revotu-
cion del área, ^ ^ i í f i? al rededor de la asíntota 

3rj==^ : luego será dicho sólido igual á —yi S.ábdf 
jfah 

X—y-K/constante. Es evidente que la cons­
tante - ^ , que se debe añadir á la integral, es igual 
á 00 , porque siendo dicho sólido igual á cero, es 
y =3 oa ^ Por tanto et sólido fíírmado por él área* 
infinitamente larga ^ ^ M ^ la v asín-, 
tota -¿^^ tiene valor mfínitó, ó mayor que qual-
quíera dádóC pn este casó , si se pide elr sólido for­
mado por el arem MáMMik rededor dé la asintotáJ 

l 



(205) 

j l Q , supuesta la ordenada i y j = = c , se tendrá co­

rno antes dicho sólido igual á — - X —y + A : y 

siendo este sólido igüal á cero ^ quando es la orde-: 
-vf •• •: paíb. /V'... C • 

cada 3/ = c , se tendrá o = " ^ 7 " X — ^ + ^ , de don­

de ^ = X Por tanto el sólido descripto por 

el área H Ú M B al rededor de la asíntota ^íí? será 
i g ^ á ^ x - y ^ ^ X ^ ~ r X ( ^ y ) . Si 
se su^ne^ ^ a^/el^sóljdo^íÓrraádd por el área in­
finitamente larga. J H G N al rededor de la asíntota 

A G será igualá ~ ~ X f 5 $zxo ahT=zAH%HJ% 

luego será dicho solido igual á ^ X ^ X ( ^ ) a 5 

y siendo esta expresión igual al cilindro formado 
por el rectángulo ^ <f al rededor de A H , se ten-
draque el sólido foriúado por el área infinitaraén^ 
te larga J H G M al rededor de la asíntota. A & ¿i 
igual al cilindro formado por el r e c t á n g u l a s ^ al 
rededor de la misma asíntota, 
f Si se pide determinar el sólido formado por el 

área C D E J al rededor de la asíntofea , llámá-
áas A x , 2> E^s-y ^ ¿ ' V se'hallará'-coa el 
Biismo método expuesto anteriormente que dicho 



í m é ) 

sólido es igual & , ~ > ( ( c ~ - y ) , 7 que el solido 

formado por el área infinitamente larga C F É J al1 
rededor1 de la' asáiatota ^^efe igiial alxiUn^ro rdesk 
cripto por e l rectángulo al rededor de la mis­
ma asíntota, " ' ^ _ ' 

239. Se pide hallar lá equacion á la curva, cu­
ya área dande^una reyolucloh al rededor de su exet 

^ródttc^ ún ^oUdo ign^jáí - ^ f ^ T^p ^ 

Hásase — X 5. y* ̂  = - ^ - — . £ ~ ' * r . y diferen-

ciando esta equacion , se tendrá ^-yiy'2' dx—pxcíx. 

^ px ~d*t=_ ifrxú*^-*—f_. ^e ¿onde resulta ser V8, 

s==.2r x.— x*' v eguacion al círculo que tiene el diá­
metro j í F = 2 . r , y las coordenadas A B =~ x ̂  

P R O P Ó S I C Í Ó N X X i l Y . 

; 240* Si el área ^ i7 i l f de qu^lquiera curva 
'AM-N referida al £ocus i?1 da una revolución al re­
dedor de la ordenadaí J5 /̂ como exe; hallar la dife­
rencial del sólido descripto por dicha área. i % . 32« 



(207) 
Tírese la ordenada Fm, y haciendo centro en i? 

con el intervalo JPP—r descíñase fel aíxd P Í Í Í , y 
báxense las p e r p e n d i c u l a r e s r Ĵ C á la recta 
AF, LlámensV/la ordenada ~ y ^ el arco 

H P = U¡Y será MB_ '= Sc'^ y pór consiguiente 
la .círeünferencia del circulo deacripto con el radio 

MMsexá ^ 0 ^ 0 ^ : } i M m r ! L si selcoñsideral .el 

ángulo M i ^ w infinitésimo , la diferencial .del s^ido 
formado^ portel área AFM. al rededor de J í F será 
el sólido íormado-por d^riángülo t^neQtiikkr-MFhí 
al rededor -deja misma ^ impero este sólidp.;(,28) 
es iguál al triángulo evanecente MFm multiplica­
do por dos tercios de la ciixufSferenídiá ik4 X í ^ u -
lo cuyo radio es : luego la diferencial del 
sólido que se*busca Será igtíal ál triángulo evane­
cente J^i^m^multipliGado ppr dosjterciosyde la cir-
CTuíerencia-del; círculo cuyo radio es MJJ ; y por 

ser ( 214) el triángulo eivaneceute M.Fm1=s~-7^ ^ 

los dos tercios de dicha circunferencia,, iguales a 

~pSe-iî l ge £encjr£ la diferencial del sólido des-

cripto.por la revolución del área ^ i ^ J Í aí rede*-

dor de la ordenada .4i? , como exe, igual á - ^ - >< 



(2o8) 

• ^ X v ^ ^ X j Que es &qf 

O R Q L A R I O L 

241. Si en la expresión - ^ - %Sc,u'%'f,<lx de ia 

í S ^ í t e t e M ^ ^ ^ l i d ^ t ó i ^ d p por el área A F M al 

iededor de -df jRse substituye ( 217 ) — ~ en lugar 

de dx , se tendrá dicha diferencial igual á " ^ " X 

••^ ; pero ( 1^4) D . Ce.«=== — 5 ? rpi . : luego 

la diferencial de dicho sólido será también igual á 

C O R ó í< A k i o 11; 

242. Luego el sólido formado por la revolu* 
t ion del aréa ^ F M al rededor de la ordenada AF^ 

domo exév será igúal-' a;i^3- X S.f'Sc.u^dx, ó bieii 

igual á -—r X y3 D-Ccu. 

E X E M P L O . 
243. Sea la curva ^iif^ün arco del círculo, cu-



{209) 

. t í rese el radio C M ; y el sólido formado por 

el área J C M al rededor de J C será - ~ - X ^ 
;:~.y*B.C£.u ; pero en.el círculo qualquiera orde-
nada Ci l f , que sale del focus ó centro C , es igual 
;al radio que se nombra r i luego será dicho sólido 

igual á ^pr X S . ~ r l B . C c u = ~ ? ~ x C c - "A- ^ 

Para determinar la constante ^ se tiene que sien­
do el área ACM=z o, será su sólido igual á cero, 
y el Ce. u será igual al. radio r : luego será a = 

— — % r 4- , de donde A s= . Por tanto el 

sector esférico fórmado por la revolución del sec­
tor circular J C M al rededor del radio C-i es igual 

1 : ; P R O P O S I C 1 O N X X X V . 

244. Si qualquiera curva .¿íilfiSr da una revo­
lución al rededor de su exe ó diámetro AQ i hallar 
la diferencial de la superficie descripta por un ar̂  
co de la misma curva. Fig, 25 y 26. 

Io. Supóngase que la curva ^ J f i V se refiere al 
exe ^ ( / . Tírense las ordenadas MB^mb á dicho 
exe 5 y si se considera B b infinitésima ó diferencial 

dd 



( 2 I O ) 

de la abscisa J I B = x rlz diferencial de la superfi­
cie descripta, por el arco) ^ / J f al, rededor del exe 
JÍG será la superficie descripta por el arco evane-
cente Mm al rededor del mismo exe ; pero ( 28 ) 
esta superficie es igual á Mm multiplicado por la 
circunferencia del circulo/, cuyo radio es MB-=ss-y:-
luego la diferencial de lav superficie descripta. por 
el arco ^ i í f al rededor át AG será igual al arco 
eyaneceñte Mm. multiplicado; por la circunferencia 
4el circulo r cuyo radio es == 3/ ; y por sei* 

Mm =. ds , y ™ la circunferencia del circulo cuyo 

radio es B'M=: y , se tendrá la diferencial de la 
superficie; dcscripta por el arco;^^ al rededor del 

exe A G igual á ~ y. y as.. _ . 

2 ° . Supóngase la curva A M N reférida al diá­
metro Tirense las ordenadas JfJ?, mh al mis­
mo diámetro ; y tomado el radio constante 3 C = ^ 
desde los: puntos C y i l f báxense las perpendiciilares 
CD y M F á AG: y con el mismo raciocinio expues­
to en el rcaso antecedente se demostrara, que la dife­
rencial de la superficie descripta por el arcó ^Jf^ 
que da una revolución al rededor del diámetro 
AG de la curva , es igual al arco evanecente Mm 
multiplicado por la circunferencia del círculo, cu* 



" ( 211 ) 
yo radio es i l f F : y suponiendo h el ángulo cons­
tante ^ j 5 M de las coordenadas referido al radio 
B C = r , B J f . = y ,/ J M ~ s , i serán Mm = ¿ / , 

M F = — y - rZ la circunferencia del cir­
culo cuyo radio es J f F : luego la diferencial de U 
superficie descripta por el arco ^íilf, que da una 
revolución al rededor del diámetro ¿ÍG de la cur-

ya , será igual á - ^ X Que es &c . 

{ n 1 C O R O L A R I O I . ; ; 

245. Por tanto si un arco Jf i l f de qualquiera 
curva A M N una revolución al rededor del exe 
de la misma curva, la diferencial de la superficie 
descripta por dichó arco es igual al producto de 

— ( que es la razón constante de la circunferencia 

del círculo al radio) , de la ordenada y , y de ds 
diferencial de dicho arcó : y si la curva Á M N se 
refiere al diámetro AG , la diferencial de la super­
ficie descripta por un arco será igual al pro-

ducto de la cantidad constante — j — , de la orde-

nada y , y de i ; diferencial del mismo arco A M . 



(212) 

C O R O L A R I O I I . 

, 246. Luego si una curva- A-MK BQ refiere al 
exe AG {Fig. ^5.) , la expresión de la superficie 
producida por la revolución de un árco i ^ M al re-

- , • * > . . t 

aedor de JG sQiá igual á y> : y si una curva 

záiMM. seliéfieje.- ( i ^ . ^óv ) al diámetro ^ í ? , í& 
expresión de la superficie producida por la. revolur* 
cibn de un arco al redédoi" de será iguál á 

•'• p»' '• %S. y ds*, si se supone el ángulo ^ i 5 i a = ^ f f 

referido al radio constante r;. r 

E X E M P L O t . 

247. Scâ  la curva ^ 7 ^ ^ una Parábola ApO4? 
loniana referida al exe. AG , cuya equacion es ya 
¡ésfd'&x,, si se suponen las coordenadas AB==x^ 
B.Msssy/s y él parámetro;^ 2/?. 25.. 

Siendo la equacion ya == 2 í2 ̂  r;se tendrá (.223 ). 

tp-Év -iM^Si v a ^ : luego y(:S.y'íÍs'l>& bien -la - s'u¿ 

perficie descripta por el arco parabólico ^ - M al re-

dedbr del exe ÁG, será igual a X^y^y^(ya+^a) 

X (y0, -4- ^ ) ^ 4- Dicha superficie es ce-



(^3) 
ÍO , quando la ordenada y es cero ; de donde re-

sulta í? = -—- X ( ̂ a ) 2 + r y por consiguiente la 

Gon^tarité ^ = — - ^ 1 — . Por tanto la superficie deŝ  

cripta por el arco parabólico ^ i í f al rededor del 

exe ^TÍ; será igual * ~~><(y* '*a*)* -1— 

E X E M P L O I L ' / 

248. Sea la cnxirz DJÍÉ una Élipse Apoíoriia-

na referida á los M e s c u y a eqüacióú es ^ = X 
(á!a — x11 )^ si se suponen; las coor^eñada^ CB"*± % 
J j M = y ¿y los serrtiexes CD'==zay CJ==~f» F/g. 34, 

Siendo la equáciori á la Elipse" y^== ^^<(^a-í¿ ) , 

s é ^ e n d r á , - ^ ^ ^ ^ Í ^ V . ^ V - Í ^ ^ - g ^ - ^ r t 

do fr^a.^ será £f=== - : X TTIT -:>lue-' 

go "J- X 5. y , ó bien la superficie producida por 
la revolución del arco J I M al rededor del exe I J E , 



será en el primer caso de ser ¿>¿ igual i ^ i ^ S f l t o 

S J x ^ + ^ — ^ . pero (125.) ¿ M * * 

-f-.^rz^F?) i * -4. i : luegp será dicha superficie igual 

X. ^a: — x2, + p ¿ - r ) ) ; y porque siendo 

el arco AW=~.o % la. dicha -superficie y la abscisa ac 

son cero , se tendrá la constante ^ = = —TT^ r r - V 

JS; — - ^ - 3 ^ ta^ superficie 

descripta por el arco ^füf al rededor del exe DJE* 

gundo caso , esto es, quando sea h<.a, —ycS.ydSi 

ó bien la superficie descripta por él aireo A M al 



* (ai?) 

fe4dor ctd exé M ^ s e í á igualiá * f f j f * } x S . l - X 

= Í / ^ C ^ - * 1 ) + X « + ^ , sien-

do u un arco del círculo,, que tiene el seno a:, y el 

radio = _h* j luego siendo ¿z > la1 superfi­

cie descripte por el arcó á l ^ del ^xe 

^ f i será 1 ^ 1 / ^ £ 3 ^ w T í ^ - ^ 
+ T ^ T ^ ^ J X w r 4 - ; y porque si es.el^rco 

A M = o , taiubien la; dicha superficie ía re , y el 
árco clrcívílár Í¿ sOn cero ,1 se 'tei\drá la constante 
A=ÍO^ ^ . ^ :, - . > ^ ' ,f M • -.;.:;v.^ 

E X E M P L O I I I . 

' 249.. Seai la curva AM'N 1^ Hipérbola Apolos 
niana referida á los exes SA-i P.Q^/cuya equacion 

es }'a = X ( - ^ ^ ' — s i se suponen Jas coorden a-

• das = BM=z y , y los semiexes C ^í =s ¿7, 



(2J£) 

X Siendo la equacion á la Hipérbola ya = ^ x 

= = = - L - ~ x — ^ í ) — : lueg0 Í K S ^ 

ó bien la superficie déscripta por el arcó J I M al 

rededor del exe Co será igual á ^ - 4 ~ ~ ^ < ^ > C 

S Í a : ^ x 4 ^ — - ^ ) ' ; pero (125) 5 ;^>$ '2 ' - r .~^-Fí 

P^ix1— a*A_b* ) ^ : luego dicha superficie será igual 

í v ( : ^ ^ ( ^ : y porgue si 

es el arco A M ^ o ^ >a dicha superficie es cero y 

la abscisa a: === será la constante y^-
7 *• " avía -{-0 ^ 

— • f I , X ¿ . (¿z — ~7~7^77^ ) • ^01 tanto la su-



pédide ^ e ^ G ^ A M al íededpr, del 

250. Sé pide hallar la superfici^df l Qom BliDC* 
37 7 38. \ • oh r^ú v 

í-a 1°. Í: Supóngase ^ ^ ^ C tin (^na fécto ( 3 7 . ) 
q\te tiene su e¿e ^ l ^ perpendieular á la b>ase JPÍ/* 
Considérese "elílado -¿B Bh ddLutrtángilot fecMngüIo 

en las posiciones B E y ^ D y siendó el 
arct) D ^ evanecente , será el triángulo j » ! ^ rect 
tángulo en Z> igual á Í J ^ X ^ P bien á é l ? ^ ^ C 
Í € : luego si se considera' i a ""stipérfícié "' de;,'ráí<5H¿ 
cono dividida en triángulos evaneéentes^ cuyas ba­
ses son los arcos evanecentés de la periferia Z) / 1 
se tendrá qvie la superficie del cono recto es igual 
á é B C x i ) ' / circunferencia cíe la baseJ 5 0 

2P. Sea el cono B A D C escaleno ( Fig, 38. ) 
cuyo exe B L es obtiqüO á la base D I . Córtese 
dicho cono con el plano triangular A B C ¿ que pa­
se por el exe B L ,Y sea perpendicular á la base 
D L Tírense , la perpendiGülar B G al plano D I 

ee 



prolóhgaáo , si és hedé^árió, la tangente ffDF í 
qiraliquieíai gpntp, 2> lá)e-.í- ía ^li^inferencia Pof r Iz 
r&ttf'G F ^er^dícular**^. ÍTJF., las rectas BJD j 
B £ r t l radio Z i ) , y la P i T perpendicular al 
^diámetro Nórñ.bi'ense , 'el. radio = ^ 
Lfí == b , -la ártüra BG=£ ĉ , y t K=± x,' Siérido, 
pues , B G perp€íi4icAlaf al plano (7 F , será tam­
bién el plano P ^ í ? perpendicular á dicho plano 

B pero M F es perpendicular" á G F común 
sección de dichos dos planos: luego será / / F per­
pendicular fá F B en el ¡punto F . Por tanto ,sfc se 
cónáidera ell irco> D E evanecente, el triángulo Q.mY 
ftetenté I> B :E elemento de la superficie cónica se­
rá igual á % D E x B F . Por lá . semejanza de los 
triángulos I> K L , H D L son proporcionales faiKíi 

L D L D : L / / , esto es , x : a = a : L H = - ~ a-

y por la semejanza de los triángulos L D H , G F H 
son proporcionales H L : L D = H G : G F , esto 

es , -~ : ^ r = — : G F = * ''0% ; luego será B Í 

= ( B e y - + G F r ) = / ^ ' c - + f c ^ ) - 5 

pero (117) el arco evanecente D E — — — - ~ — » 

hiego el «triángulo evanecente I ) «kmeHtp. de 



la superficie- cónica será igual á — ^s 

/ ^ 4 - — ) r é Integrando,, .se.Mndrá la su-

perfície comea igual a,a«.—•- o ^ ^ ^ j g ^ - ^ = 

5a„ — - ' T - ^ - ' v ^ ' Adviértase q̂ue. esta mÁ 
; - ^ :-

tegraí no se ha podido reducir ni á las quadratur 
rgs, ni á las rectificaciones de las Secciones, cónicas^ 

: E X É M . P L O ' To 

251. Se pide hallar la superficie del Cilindro 
A K C , Fig* 39 y 40. 

IOs Supóngase ^iTC un cilindro recto {Fíg. 39 . ) 
que tiene su exe HG perpendicular á la base BKC* 
Considérese el lado D C del rectángulo HC en las 
posiciones P X y 0 A ' , mientras dicho lado descri­
be la superficie cilindrica; luego serán las rectas 
Ú K , P ¿ pérpéñdículáres; á la base A Í | del cilin­
dro ; y considerando el arco K L evanecente , re­
sultará el rectángulo* 0 M. Igual á P L % Z K , 6 
bien á ^ C >^X Ppr tanto si se considera la 
superficie de dicho cilindro dividida en rectán­
gulos evanecentes , cuyas bases son los arcos eva-
necentes de la periferia del círculo B R C K y se. 
tendrá qvie la superficie del cilindro recto es igual 



l ^ j C ^ la base» 

2o. Seá 'JtKC.-m-eilmáió-- escak-nq í i % -
ctiyó ^ ( í - e s éBf íp^ la base t ó r t e s ^ 
dicho cilindro- con. mi plano ilfQ perpendicular á 
dicho exe; y la linea E M F Q , común sección del 
plano i l f ;y de la superficie cilindrica , será una 
Elipse , lo qual se demuestra con el mismo méto­
do expuesto ( I . 613.) relativamente al cono. Abo­
fa cónsíderése íá recta D C , que describe la • sü-
perficie cilíndricá, en las posiciones P L y OiT , las 
quales serán perpendiculares á la Elipse M Q , por 
ser paralelas al exe ZTíí: luego si se considera el 
arco iWTiNT evanecente % será el paralelógramo O L 
evanecentc igual á P L x M N ó bien á DC X MNt 
y así dividida la superficie de dicho cilindro en pa-
ralelógraraos evaqecentes cuyas aíturas son los ar­
cos evanecentes de la Elipse iffQ , será la süperfi^ 
cíe del cilindro escaleno igual á D C y i MQ perí­
metro de la referida Elipse0 

E X E M P L O V I . 

252, Se pide determinar la equacion á la curva 
que , dando una revolución al rededor de su exc9 

produce una superficie igual á — X {a^^ayjo 

".Fórmese la equacion — X ̂  y ̂  — — X í ^ ^ j } ' 



(221) 
luego seírá y ̂ í ^ : ^ ^ v pero (220 ) : ^ = = Í a ; a 
+ ^ a ) ^ u e g o j / ^ ^ ^ y l e ­
vando ambos miembros al quadrado, ^e tendrá 

^ d f + f d ^ ^ i f , de donde ^ y i ^ ^ p ^ ^ ^ 

y ^ = ± — — — equacion a la curva llama­

da Tratoria , de la qual se hablará en lo sucesivo» 

P R O P O S I C I O N X X X Y L 

253. Si q u a l q u ^ 
cus P da una revolución al rededor de la ordenada 
- ^ F como exe^ hallar la diíereñciaí de la superficie 
désCripta por üh arco de dicha Curvá. 32. 

Supónganse , la construcción y las denominacio­
nes dadas ántes (240) , esto zs, FP==r , el arco 
circular P H = u , la ordenada i^ i l f^sy : y conside­
rando él, ángulo AfJF/w infinitésimo , la diferencial 
de la superficie descripta por el ZÍCO A M al rede-
dor de A F será la superficie descripta por el ar­
co evanecente Mm al rededor de la misma uí F ; 
pero (28 ), esta superficie es igual al arco evane-
cente Mm multiplicado por la circunferencia del 
circulo cuyo radio es IT: luego la diferGnciaí 
dje 1% superficie descripta por el arcp ^ Ü f al rede­
dor dé J ' í ' s e r á : igual aí arco evanecehte Üfwrmul-



(222.)} 

típiícado-por la xifeiinfei^eiieia-det ^ífcfufe cai^d 

radio es M B ; y siendo Mm ?= ¿ , y P^^"*?' ia 

circiinferencia del círculo cuyo rradió, ês 

se tendrá que la diferencial 4 f la superficie 

descripta por el arco ¿ Ó f al rededor de A F es 

igual á X Scu x y i / . Que es &€• 

C O R O L A R I O L 

^54. Si en la expresión — X Se. u%yds de U 

diferencial de la superficie descripta por el are© 
A M 2i\ rededor de ^jPse substituye (222) en lugar 

de ¿fí su valor -^-p H df') = — -¿ ? 

se tendrá la diferencial igual á X ySc*uX f^y^du^ 

C O R O L A R I O I h 

255. Luego la superficie descripta por un arco 
A M de qualquiera curva A M N referida al focus 

I 

F a l rededor, de la ordenada A F sevá igual á X 

S. S c . u X y d s , ó bien igual á ~ %§,yScM%jK{fdii% 



356. Sea la curva ^ J l f un arco de círculo , cu­
yo radio es igual á r^ J ^ . 29. 

Por lo demostrado la superficie descripta por 

el arco 4; rededor de es igual á x 

5. Sc.uyty pe;ro; en el - cifcn\ovC-jíMN qual-
quiera ordenada y , que sale del focus ó centro C, 
es igual al radio, / y ademas es 4 í ^ ^M ;- luego 

será la superficie que se.pide igual á —g^S.rScu 

XwM — ^ X ^ . ;y ; pero (114) " *—^— =1J,CC.ÜI 

luego la superficie descripta por el arco JÍM.-TX, re-? 
d^dor del radio ^¿vserá igual á X —• *P«. Cc,u =~ 
! r r # X ^ * ¿.a' constante.,^res igual á /7.;'; 
porque es CC.M = r , siendo dicha superficie igual 
á p e r o í ^ o ^ tánto^laisuperficie esférica descripta 
por el arco circular A M al rededor del radio JÍC 
se;rá igu^l á. X Qc' V + i? r =J7.X — Cc*ú}, és­
to es,, igual á ja periferia del circulo máximo mul­
tiplicada por ^4 seno ver so del arco AMs~ w. 
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De tas Formulas dtfennüatéSy con las qua* 
les se determnart las Suhtmgentes ̂ Tcmgen* 
¿es, Nórmale^ Subrtórínáles 7 Rádios dd 
Os culo y Evolutas, J/ las Máximas 6 Mínimas 

Ordeñad as y entásturi?¿ís¡reférídás U tós 
exes7 diáfnetíros9 & focas* ^ " - j 

P R Ó P O S I C I O N X X X V i l . 

257. Si en un punto ilf de qualquléra curva 
A M N referida al exe ó diámetró es tangente 
la recta Q M T prolongada hasta encontrar A G en 
7% y la' récta^:MB' es ordeiiáda';á díchp"• !éxé' &'má~ 
metro : digo que- 'Uá'tiiadas' Apsss'^^JS'Mssiiy^. 
A M = s , la sühtangentQ B T ts igual á la expre­
sión diferencial , y la tangente. iífX== * 

Fig. i i y 42. ¡J : í 1 
Tírense, la ordenada hm prolóngada , si es '¡ne­

cesario, hasta encontrar la tángénte en y la rec­
ta M E paralela á A'G. Si se considera ¿ ¿ étane-
cente ó diferencial de la abscisa A B , serán, M E 
s= B h = dx , E m=sdy , Mm = ds^y (24) la ra­
zón de m E : M E iguálala de Q E : E M ; pero 
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( ¿ 5 ) 
por la semejápza de. los triángulos : Q E M , M B T 
es d E : E M ~ MÍB i B T i A ^ ^ t i m E : M E 
^ i l£^.r j5r^esta?esr ,^j>: ^ ~ y r : ' - i 5 ^ : p o r con-

siguiente se tendrá B T = en ^ suposición que 

se aumentán las variables a; , 3/; y si mientras se au­
menta la variable z , se disminuye la y , será 

SK ~ J ~~ ̂  j i f . Con el mismo método se de-

mostrará ser i?/72: w = B M : M T , esto es, dp 

ds=:y 

es &cs 

ds = y : i í f r , y por consiguiente M T =-~j~; Que 

C O R O L A R I O L 

258. Luego dada la curva A M N , se determi­
nará la subtangente B T , si por medio de la equa-
cion á la curva se halla el valor de la fracción 

— por las variables x , y , y dicho valor se substi­

tuye en la expresión de la subtangente , Igual­

mente si se determina el valor de ~ por las varia­

bles finitas o:, y , y se substituye en la expresión 

, se tendrá la tangente MT* 



C O R O L A R I O I L 

259., En una curva dada r hallada la razón de 
d'f ; i ^ : , .que llamo en general X : se determina­
rá- la posición de; la tangente; JO7 en; qualquier pun­
to i l l" de: la: misma: curva , esto es, los; ángulos 
BlMí^Y ^TTIF^ quê  forman: Inordenada; y el diár 
metro) con la tangente ;; porque siendo, dy :• dx = 
X'. Z , y por lo demostrado ( 257 ); dy vdx ^MJSx 
B T , s t r £ J : : Z ^ M : B : : : : B T i l m ^ si se forma el 
triángulo. CD-Fcon el ángulo C D F ~ T B M , y 
'con los \z<fa$-1}:F'^--X^^ resultará el 
triángulo i7 semejante1 al triángulo; T B . M \ f: 
en dicho triángulo' se determinarán los senos de los. 
ángulos C F D , D C F , que son respectivamente, 
iguales á los; B M T , B TM. . 

C O R O L A R I O I I I . 

26b. Si se pide' hallar la posición de la tangen­
te M T respecto á un punto deteTminado en ima 
curva dada;,, en; la; razón que tiene ¿fy: i r , y que 
se ha;llamado; antes;X:-^, se- substituirán; los;valo­
res de las coordenadas # , y , que tienen respecto 
de dicho punto ; y si hechas estas substituciones, 
resulta, ; / 

Io. iy : dx=za : h , esto es, como qualquier 



(227) 
cantidad finita á otra, se determinará la posición 
de la tangente ; y siendo finito el valor de la orde­
nada ^ será finita ía subtangente que pertenece al 
punto dado en la curva propuesta : 

2o. dy : dxz=:.o : a , será infinita dicha subtan­
gente , y por consiguiente la tangente será paralela 
al diámetro de la curva , ó este diámetro será tan­
gente á la curva , si la ordenada y es cero : 

3° . dy : dx == a : o , la subtangente será cero, y 
por consiguiente la ordenada dada será tangente 
á la curva , ó la tangente será paralela á las orde­
nadas , si la ordenada dada es cero : 

4°, dy : da:= 0 : o , se hallarán por el método 
dado ( 54 ) la^ razones que tiene dy : dx , y se de­
terminarán las subtangentes al punto que pertene­
ce á dos , tres, 8cc. ramos de la curva propuesta, 
si dy : dx tiene dos, tres, 8cca xazones, 

C O R O L A R I O I V . 

261, Del segundo caso del Corolario antece^ 
dente se infiere el método para determinar en una 
curva dada el punto que tiene la tangente parale­
la al diámetro; esto es, se diferenciará la equacion 
á la curva , y se supondrá d y = í O , y después por 
medio de la equacion que resulta, y de la equa­
cion á la curva, se determinarán los valores de 



(^28) 
% abscisa y de la ordenada corféspondienks a! 
punta que se busca en la curva propuesta. Si él 
Yalor de la ordenada ha resultado igual á cero, el 
mismo diámetro será tangente á la curva* 

C O R O L A R I O Y* 

262. También del caso tercero del Corólarid 
I I Í . se . infiere el método para determinar en, una 
curva dada el punto: del que ess tangente la Orde­
nada que le-corresponde , ó bien el punto que tie--
ne su tangente paralela á las ordenadas 5 esto eSj 
se diferenciará la equacion á la curva , y se su­
pondrá dx=so, y. después por medio de la equa?-
cion que resulta , y de la equacion á la curva» 
se determinarán los valores de la ordenada y de la 
abscisa, correspondientes \al puntó que se busca en 
la curva propuesta. Si el valor de la ordersada es 
cero, el valor de la abscisa x. dará el punto de la; 
curva que tiene la tangente paralela á las ordenadas.. 

E S C O L I O , ' ; JF/" , 
"r 263; Obsérvese que, determinada la subtangen-
te 3 T en términos finitos, se determinará el valor 
de la tangente MI7 por la resolución del triángu­
lo M B ' T : pues en él rson dados los lados M^B^ 
^ T , y el ángulo B. formado por las coordenadas 



(229) 
de la cuTva.. Si dicho á n g u l o e s recto r será MI1 

en obsérvese que, 
si se llaman ¿ la sübtangente , y T la tangente s sé, 

tendrán las equaeipnes - ^ - = í , = J : luego 

serán y dx=~ t ay r dst=~ —~ ; por consiguiente 

S.ydx ^ S.tdy, 5 = 5. , cuyas fórmulas pue­
den ser útiles en los casos particulares para detér-
minar el área y el arco de una- curva dada , ert 
quien las cantidades i y í ' están dadas por 3/̂  ó bien 
son iguales á cantidades constantes*f ^ - ^ 

, • É X E M P L O Í ' 

264*. uí Sea la curva la Parábola Apolo-
niana reférida al diámetro c¿& -, cuyá equacion es 
^ ==•2^,'si se suponen la abscisa ^ H 5 > = ^ , la orde-
nada ^ . M " = y , y la quadrupla distancia del vér­
tice J[ al focus F j esto es v 4 ̂  JP = 2 ¿. i7/^. 43. 
- Siendo y^ = 2¿zx , será 2 y ̂ 3/ ===.2 a J x ;.. por 

consiguiente se tendrá — = — . Por tanto si se 

substituye — en íu 'áárde ^ éh la expresión de la 
i a 0 dy . u . . v 

subtansente -r-^A se tendrá ía subtaneente i J r = — 
s=2 3:, por ser ya s?= 2dra;:. luego, la subtangente en 



la Parábola siempre es Jupia de la abscisa. 
Por se r fdf== adx ^ será dy, : dx == ̂ ; y; pefe 

d y i d x - ^ B - M - i ^ T i luego ^serác^ílf:^r===^:^ 
Ahora si se forma el triángulo 1^5^ de suerte que 
sean 5 F = \$5== JSM'== y , y el ángulo 
^ M B T ^ resultará el triángulo. '•¥S-Z^^ttñ^mtt 
al triángulo M B T , y en él será 5.£:.5T5 = 

Sc.kXy 5J 5 5 1 ^ 
- ^ — x y-^y^) V(^^ — r - X y+j") 

si se llama § el ángulo formado por las coordena­
das : luego en qualquier punto M de la curva pro­
puesta , quedarán determinados los ángulos BMTy 
B T M , por ser estos respectivamente iguales á los 
ángulos S Y Z , S Z Y , Por exemplo, si se piden los 
ángulos ^ i l f 2*, ^ r J W , supuesta la ordenada ^ i k f 

==y^ai será S c . B M T = 

Y S c . B T M = 
[ 2 + — — ) v ( ^ + — - +a*) 

r 
Scb 

• i C c b 
; por consiguiente en dicha supo­

sición se rán iguales los ángulos B M T , B T M , 
Finalmente poi: la semejanza de los triángulos 



Y S Z \ M % T s e r z S Y : Y Z ^ B M : M T , esto es, 

a \ 4- ̂ ^ - X f + ya ) = rJfcír.;' por con­

siguiente; se tendrá! l^: tangente M X ^ — f ^ ^ 

E X E M P L O I L 

265. Séa^ k curva ^ M i V la Elipse Apoloniana 
referida á los diámetros, conjugados . ^ , cuya 

• s. , 

equacion es y^s=i. — X ( 2 Í2 o: — ) , si se suponen 
la abscisa ^ S = a;vla ordenada B M ^ y AG^za^ 
H S . ^ z h . Fíg, 44.. > : • . 

Difereñciándo lai equacion dada, se tendrá 

^ ^ . X i z a d x ^ z x a x ) ^ por consiguiente = 

p X ^ — • Por tanto si se; substituye el valor ha­

llado' de ~ én ia formula se tendrá la sub¿ 

tangente; ̂ r = p . X — = - > por ser f == 

— X:('2¿¿r¿ — a:a ) : luego, será ¿z>—^ : 2¿2 —.T = .T: 

J T , esto es, B C . B G — A B : B T . 
Si se pide; determinar en la curva propuesta el 



punto que tiene la tangente pafaleíá; al diámetío 
¿tG , en la ecuación diferenciada da. dicha^.um-
se' supóridrá dy == 0 f por consiguiente r se teñdijá 
r '~—$>* t- • ^ i l ;r '. ••, r- , : . ; • • , ¿3 • 
0=== — X ( 2 < 2 Í í i : —zxdx) v donde ^s=a; 5 y 

substituyendo a en lugar de ^ en la equacion á la 
curva, será y = db#.: luego á las coordenadas x^a^ 
y = - 4 - ¿ corresponde el puntó que se busca , esto 
es, las tangentes en los puntos y ,5 son̂  paralelas 
al diámetro ¿ÍG, 

rv^o-pi EOíiMmVfcO I I L 

266. Sea la Hipérbola ^ ü f TV referida á los diár 
metros conjugados ¿ ÍG, H E , cuya equacion; es 

T/a = —; y ^ í z a x - t - x ' 2 ' ) , si se suponen ¿ Í B = x9 

B M ~ y , AG==i>2a, H E ~ 2 . h . Fig. 45. 
Diferenciando la equacion á la curva propues­

ta 
ta r se tendrá 2 y i y = — X ( 2 ^ ^ ^ 4 - 2 ^ i ^ ) ; por 

consiguiente ^ = — X • luego substituyendo 

, t .... . , , este. valor en la e x p r e s i ó n - ^ - , se tendrá -JJ o 

bien la subtangente ^ r = ^ r X T^r == 

por ser ya = — X ( 2 ¿ # - l - # a ) ? Por consiguiente 
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a - k x i z a + x ^ x : 5 ^ , esto es, C B i G B ^ A B i 
B T . 
r Si en la equacíon diferenciada de la,curva se 
supQne.ia: ^^?y Resultará y = a: y .siendo,^ == a, SkC--
í:án.?;=7 q̂ , ^ == ~-2^ : luego los puntos A y ^ de 
las: Hipérbolas opuestas tendrán sus tangentes para­
lelas á las ordenadas, 

E X E M P L O I V . 

. 2670 Sea la curva i O f i ? la Hipérbola Applo-
tiiana referida á las asíntotas ^ Í F , A G , cuya equa-
cion e.s ah ^ si se suponen las coordenadas 
•AB¿s=í. x , B y , y ^ ̂  el producto constante 
de éllas. Fig. 46. 

[Diferenciando la equacion á la curva- propues­
ta , se tendrá x X—dy -\~y dx== o : se pone el sig­
no menos á la ¿fy; porque creciendo la abscisa se 
disminuye la ordenada y : luego será ydx =** xdy ^ y 

. . ' dx $ 
por consiguiente ^ ~ ^luegó substituyendo es~ 

te valor en la expresión — , se tendrá — -~— 

6 bien la subtangente BT=:~~x^ esto es, dicha 
subtangente será igual á la abscisa , pero tomada 
en parte contrarias 



, - , ( m ) 

E X E M P L O Y \ 

Sea la' curva MANAúAm &Q la equacion! 
V* — a 'fx11 '•̂ r í y ̂  = a ,1 la qvíal ctrrVa tienev tres rá^ 
mos MA:Ña mÁn, nANy que se cortan eti el pun* 
toA'^Y sea (Tg- el éxe de la misma* curva, en quien 
las abscisas x positivas empiezaa ̂ esde él punto ^ 
hácia; G. Fig. 4.7. 

Diferenciándo la equacion propuesta, será 42 Va; 
z a y x dx — ax1 $h f^dy = o , de dónde: 

resulta-;^(^.--777^^ ; y- substituido, este; valoi: 

en la expresión; , se tendrá la subtangente igual 

a "7 v""-' • '"̂  • ^ 5 - * < ' ' - l ' ! ' : - 1-
Ahora .si se pide; déterminár la posición fe tai; 

tangente, en. el puntó, ̂ áí, el valor hallado de la frac-

cion será igual á §, porque; e% el punta -4' son 

^ == a , y = . a; luegq para aeterntinar ea este, casa 
dx , . ' > 

el valor de J SQ diferenciara (54 ) la. equacioa 

41-3 dx-—.% ay xdx — ax0, dy-\~ ^hy^ dy = o en la 
suposición que irc., son constantes^ por lo que 
se tendrá la. equacioa izx'1 dx? ~ ' y dx1 — 
4 £ # i # iy 4- 6 # y iya === a , de la. ^ual. se. deduce. 
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tambieri — = I , en lá misma suposición que x , 
r-f ¿y ' . i • 
Son igualesjá cero. Finalmente si se diferencia esí^ 
ultima equacion en la suposición que dx ^ dy son 
constantes, W tendrá 2 4 ^ 5 — 6 ^ X ̂ a 4-6^-? 
= (?, en la qual supuesta == a , se jdesvariece el 
primer término, y queda la equacion ~6ady x 
dx1 + 6h ¿ ^ = 0,6 bien ¿ d y l ^ á dyX d 3? : liíe-

go será dy = o, y i y — v por cpnsiguién-

te :_dx tiene tres razones, por las quales se de­
termina la posición dé1 lásHtres tangentes corres­
pondientes al puntó JÍ: pues , siendo dy =s o, el 
exe Gg será (261) tangente del ramo n A N en el 
-punto ^ ; y pbr' sér dy: i x = */a\ V^ , tomada 
A P — ^h^ y sobre levantada la perpendicular 
P T = ^ á \ y la recta tirada por los puntos 
A y Tserá tangente del ramo nAm en el punto 
uí ; y finalmente por ser \db¡'ird^<s= V ; v.^, her 
cha la dicha construcción hacia la parte de las 
abscisas negativas , se tendrá la, tangente ^ £ del ra­
mo M A N en el punto 

E X E M P L O V I . 

: 269. Se pide hallar la equacion á las curvas 
referidas á los exes, que tienen la tangente cons-



(236) 
tan te , ó la subtangente constante. $¡gy.J$» >; 

Io , Si se llaman , y ías coordenadas, y ¿ la 
tangente constante de la curva que se busca , será 

por la condición,del Problema •~~-==za'J pero. (220) 

ds== ^r(d'x'2' 4- ̂ 3/a ) : luego se tendrá ^ j ^ ^ ^ 
= a; ^ elevando ambos miembros al quadrado, se* 
rá y^dx^-'+y* dyq ss^dy* , de donde .y3, kx1 == 

(^—ya) X : luego — ± equai 

cion 4, la Tratoria ¿CM.y fque tiene. ( 48. ) los 
dos ramos Ce, CJ? perfectamente iguales, las tan­
gentes al punto C y á qualquicra otro punto i l f 
iguales á esto e?, AC~=MJD=~a^ y las coorde« 
nadas ^ ^ = a;, 3 ' i l / = y . • : , . . 

2P. Si se llaman a;, y las coordenadas, y ^ la 
siibtangente constante de la curva quf. se busê ? 

será por la condición del Problema - ~ - = / 7 ^ de 

donde d x ~ ^ ~ : luego integrando se tendrá x—Lsj^ 

equacion á la Logarítmica. - ; ' 

' P R O F © S í C I Q H X X X V I L 

"270. Sien un punto M de qual quiera curva 
^ J f iV"-referida al exe d diámetro wíG'cs la -recta 



- ; ^ ( m ) • 
fflB ^ei^endicular á la tangente M T $n el punto 
Seí contacto Áf, y la recta itTS es ordenada á ¿í-
cho exe ó diámetro: digo que en el caso de la cur­
va referida al exe, serán ía Normal M R ^ ^ L ^ y 

la Subnormal B R ~ ~ ¿ ~ ~ , y que en el otro caso 

serán la Normal M R ~ Hx—ic.b*^ ^ Y ̂  Subnor-

m ^ B R = 7 d ^ j h r y + si se suponen ^ 5 

= x , ^BM=~.f:i - J íM^s ' r" j : h el ángulo agudo 
A B M referido al radio constante B D = r . i%¿ 
49 y so-

I o . Tírense ( 49; :);,la tordenada £#2 pro­
longada , si es necesario , hasta encontrar la tan­
gente en (2, y la recta M E paralela á ¿íG; y; si se 
considera; 2^- evanecente ó diferencial de la absci-
sa ^ i? , serán MíE—B h — d'X yEm — df^ j M m 
szsJy. Ahora siendo en la curva A M N ' referid^ 
al exe A G los ángulos R M Q , B M E iguales por 
rectos , será el ángulo E MQ = R M B $ pero . los 
ángulos E y B son .rectos : luego los triángulos 
M E Q ^ R B T d serán semeja-rites,, y tcndrnn pro­
porcionales los lados , esto es , M E : MQ—^BM: 
M R ^ pero ( 2 3 ) M E : MQ = M E : M n i i luego 
será M E 1 Mm =*-B M : M R , esto es 9-



M R , Y por consiguiente se ten¿xz M R ^ ^ ~ * 

Con el mismo método se dehlostE^ 
z=BM: B R ~ M E : E m , esto e s y : B R ^ d x ; 

dy, y por consiguiente la subnormal j 5 / 2 = 5 , 

2O. Suponiendo la construcción del caso ante­
rior , tírense además ( F i ^ / 5 0 0 las rectas ilfC y-
D F perpendiculares al diámetro ^ i / , y la 
perpendicular á M E , Considérese que B h es eva-
neeente ó la diferericial del abscisa A B , y serán 
los triángulos M E Q^ Jifjí m iguales y semejantes: 
luego se tendrán, MQ = M m = ds, EQ==:Em == dyr 
M E = B b = d x . Y por ser las rectas £ ^ r ^ ^ 
j-espectivamente paralelas á las D B , B F y será el 
ángulo Q E J I z = D B F i pero los ángulos en y i? 
son iguales por rectos: luego serán semejantes los 
triángulos Q E JI+ D B F-, y en ellos proporciona­
les los lados, esto es, D B : D F ^ Q E : Qff-
D B : B F = Q E : E H , y dando valores, serán 

r : S c J = dy : Q f f = t ± í l ^ r:Cc.b = dy : É É = ¿ 

— - ^ , de donde MI i~dx~ ' • i-, 
Asimismo por la semejanza de los triángulos 1>^F, 

M B C , serán r : S c . b ^ y l i M C ^ Í f ± L ; y r:cc.b 
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e-y ; B C ~ Cc'rxy « Y finalmente por la semejanza 

de los triángulos Q H M ^ M C R serán proporcio­
nales , esta es , M H : i l f 2 = MC : M R , M E i f í Q 

=sMC : CR y y dando v a l o r e s — — ~ ^ : ¿fi 
rxvds rdx—Cchxdy Sclxdy 

- ' ' V; rdx.—Ccbxdy * v r 

y : - . ... ,; , • v de donde Í I / L = . ,. , ,̂  

-£íi^I.. Si el ángulo ^ es obtuso , valen las mis-

mas fórmulas de la normal y subnormal ̂  cott tal 
que se mude en ellas el signo del coseno del án­
gulo h. Que es &cw 

E S C O L I O . 

271«. Adviértase; que determinada la subtangeit-
te B T en términos finitos respecto á una curva da­
da ^seudáferminaráa deL uioda la subnor­
mal y la normal: pues, si el ángulo ^ es recta 

49» ) será la. subnormal 5 i t tercera; propor­
cional á la subtangente B T j i la ordenada Mt 
y la normár M R será1 i gua í á / ^C { B R f +BMy1)^ 
y si el ángulo na es recta ( 50. ) , por la 
resolución^ del triángula B M T so: hallará el ángu­
lo. B M T , y por consiguiente ángulo ^ J f ^ ; 



que con B M T forma un recto: luego por la fé-
solución del triángulo M B R , en el qual el lado" 
M B y los ángulos adyacentes .á dicho lado son da­
dos, se determinarán la subnormal ^ i? y la nor­
mal MR, También adviértase que , si en las cur­
vas referidas á sus exes se supone la normal = , 

será v-^-- = A , y por consiguiente ^ = - j - : lue-

gó integrando será s == 5. fórmula que puede 

ser útil para la rectificación de las curvas referidas 
á los exes, en las quales está dada Xpor £ ó po^ J* 

E X E M P L O I . 

272. Sea la curva A M N la Parábola Apoio» 
niana referida al exe , cuya equacion es y* 
== s.aX'* Fig» 49. ;, ^ • -

diferenciando la e^ propuesta, sexá zydf̂  

. s=:2adx , Y por consiguiente dx = ; pero 

C ^ 3 ) ^ = H • luego, sera ^ = F .U. > 

y substituyendo este valor en la expresión - ^ - , se 

t end rá . , ^ - o. Bien la; normal M R — f ^ f 4- a* % 

-Asimismo 'por s$r ¡¿y- íty 2 '4a t% "gera ^.=r:.~;5;.j 



substifcuyendQ este valor en la expresid»rt -57" vs^ 

tendrá Xj j - ó bien la s.úb^Tm'al.BjJí^.a^ «stp es, 
igual á la mitad del parámetro^ de la Parábola. 

E X E M P L Ó I L 

273. Sea la curva ^ M i V la Elipse Apoloniana 

referida á sus exes, cuya equacion es y = — X 

( ¿ a x — x11) , s¡ se suponen ^ ^ = 0:, B M = y , 
JÍC = a r C.E = k Fig, 51. 

Diferenciando la equacion propuesta , será ¿yiy 
.. 

s= — X (2adx¿~!2:x d x f i ^ o í éoñsiguiente se ten­

drá — = = = — X — ~ •* luego substituyendo este valoc 
- :....4^r...r-.. '. f: . ....... í' ' -; r : 

en la expresión^^:v;sc tiendrá - ^ - ó bien la sub-

normal = — X (^—^)» Ahora para determi-
nar la normal MR-got, medio de su fórmula ~ ¿ j - , 
tenemos que en las curvas referidas á los exes eŝ  
¿s = P^̂ dx'x -4- ) , y substituyendo en esta en 
lugar de dy* su valor X ^ ••>, será en la 

curva propuesta ds ̂  /y^dx^-j- ^ X ^ — ^ - ^ ' ) ==» 
- hh 



- M 

'— — : luego sera - ^ - o bien la fior-

mal i ^ ^ ^ ^ ' - ^ - ^ ¿ ^ x ^ - ^ J 

• f ^ ' X ( ^ ) a ) e 
Cc«i el misinp métoda se hallará que len la H i -

pérbola referida á los cxes de la equacion y — X 

{iáx 4- a:a) son (jFz^V 5 2 . l a subnormal 'É'É= — yi 

(a^-x), y la normal MR =.-7 K / A í 2 a X ( ^ 4 - a : a ) 
, # ^ ; X < ^ ^ ^ ) ^ ^ q nc di l . r . - J i ^ : 

• — — E X E M c i M / a - s) ><' 

2,74. Se pide hallar la equacioñ á las curvas re^ 
feriáas á los e^es, que tienen la formal constante, 
ó la subnormal, ó la suma tfe la subtangcñte y de 
la subnormal» - \ 

i0^ se expresáli las cdprdenadas pér ^ , y , y 

- ^ lt"norm^:€0nst^nle; j ^ - j ^ - S=¿Í; 

TO ¿ = = X ( ^ a 4- %a ) : luego- seH Í ^ ^ 2 : 

ss aj y elevando ambos mierpbros al q^gdrado, 
. íehára ^Ésc2, 4- i1 df1 á= ^dx* , de donde já ¿/ja 

• ^ (aa — ^s) X ^ a : luego '¿t ^ ' ^ ^ 1 ^ ' 



jrajido será a? a » — y . - r . y * , ) tpor consiguien­
te =5= ̂  — Í£ =?= z ; y elevando ambos 

cion al círculo.; 
2^. Si se llaman x , y las coordenadasy a la 

subnormal constante , se tendrg por la condición 

del Problema - y - ^ s ¿ z , y mulfciplicando ambos 

miembros por dx, será ydy&zadx: luego integran-

do se tendrá — 5s= ̂  a: + 2̂ constante ; por consi-
i ; rú ;"IC: ^ •; - • -̂ V •• ' 1 1 /• -J 
guíente y12 5= 2 ̂  X ( + —. ) ^ 2¿z 2,, equacion á la 
Parábola Ápoloniana* 
; 30. Finalmente si se pide hallar la. equacion á 
la curva que tiene la suma de la subnormal y de 
la subtangente igual á una cantidad constante a , se 

supondrá ~j¡~? ass^ Hágase í/a: ^= í i y , y se-

ra - ^ - - i - - ^ s = ^ , de donde íy4--y , y ( ^ ) 

y j r ^ : luego diferenciando esta expresión, será 

^ = ^ ^ ' ^ i , y por consiguiente ^ ^ - ^ — ^ . 
at3 i t • t3dt t* :'x 

"i-Ta. .-: luego se tendrá d x ^ j ~ ~ + ~ y J D . ~ - ~ 



(244) 

i é integrando será ^ » ^ - 7 ^ - ^ ^ - %• 

ahora si en esta equacion se substituye en lugar de 
t su valor dado por y , cuyo valor se determina por 
medio de la equacion ( ^ ) , se tendrá la equacion 
•a la curva qué: se' pide;- fji — m 

P R O P O S I C I O N X X X Í X , 

275. Si en un punto. M de qü al quiera curva 
yfiifiV' referida al fócus # es -tangente ,1a recta 
TMQ t y en dicho punto la recta es: |)erpen^ 
j)endicular) i lla irriga- ifcangehte ; tirada la «recta 
T F R perpendiGiilár á Ja ordenada .Filíí en el pun­
to F , y prolongada hasta qué concurra coni lal 
M T j XR en Ips puntos T y i ? , serán la subtan­
gente F T = f la tangente - M T — — ^ , la nor­
mal M R ~ ~ j ~ , y la subnormaLií'ií = , su­
poniendo la Ordenada y, el arco JÍM—S , y 
¿ix el arco evanecente del círculo descripto con la-
ordenada y v i % . 53. ̂  

. Tírese ía "Ordenada Fm^ y prblÓngüese,^si esi ne­
cesario,, hasta encontrar la tangente TMQ en Y-



-h'aciend'ó centro en F con el intefvdp F J f descri­
base el arco MJ?. Ahora si se considera el ángulo 
MFm evanecente , serán ME=.dx^ E m ^ - dy, 
Mm == ds, y el triángulo Q E M será ( 23 ) seme­
jante é igual al triángulo ?72 JS'M. Y siendo los án­
gulos RMQ y F M E (22) iguales por rectos, se­
rá E MQ = F M R ; pero los ángulos E , M F R son 
iguales por rectos : luego los triángulos Q E M , 

M F R serán semejantes; y por ser los ángulos TMR, 
M F R rectos v será el triángulo T M F semejante al 

"trián'gülo"'"MFR'f luego todos lós referidos trián-
gulps serán semejantes entre sí j rpor lo que se ten--
drán las proporciones, esto es, mE: EM==-QE : E M 
% M F : W ; : ú W i M r t ± ^ : ' Q M ^ M F : WT, ME: 

W:Q_^=F-M-:FR^ y ;dandO-:'valorés},i serán' ¿íy : v/á: 

^ y : M R ^ - l ~ . , d x : * d y ~ y : F R = = = - ^ - V Que 'es 
Scc .C I 1 í] i • 

C O R O L A R I O I » 

276*7Siendo en las- cürvas referidas á los focus 

(5̂ 17 ) & = = — — , será también la siibtangé'nte' i^I* 

P= • asimismo se determinaran« si es menester^ 



ks demás expreslonejs relativas á ta tangente v oar-
mal y subnormal , advlrtknáo i^ua &fi las eurvás 

referidas I los focus ..(zü. )hs'ds X P^Úf 

C O R O L A R I O I I . 

277. Dada la curva ^ H F / s e determinará la 
subtangente i ? r perteneciénte á qualquiera punto 
3 f de dicha curva, si por medio de su equacion 

se halla el valor de — ó bien él de ~ por la varia-

ble y , y dicho valor se substituye en la fórmura 

, ó bien en la ^-7^. Con el mismo método se 
dy 1 , rdy 

determinarán los valores de la tangente v normal 
y subnormal ; pero determinada la subtangente 
en términos finitos, se hallarán las demás rectas por 
el método dado (263, 271) relativamente á las 
curvas referidas á los cxesv 

E S C O L I O . 

27S. Repítanse a q u i s e g ú n corresponda , los 
métodos enseñados ( 260 ) respecto á las curvas re­
feridas á los exes para determinar la posición dé la 
tangente i qualquiera punto , ó á un punto deter­
minado en una curva dada referida al focus ¡ como^ 



(*47) 
si stiponkndo la ordenada y = ^ q\te expresa qual-
quiera cantidad finita , resulta que ¿/y : dx tiene una 
razón menor que qual^ukra dada , el punto en la 
curva correspóndiente á dicha ordenada tendrá la 
subtangente y tangente infinitas ; y por ser la sub-
tangente perjpéndiculár á la ordenada , lo será tam­
bién % tangente : pero si en dicha suposición de la 
Ordenada y== a , resulta que dx i dy tiene una ra­
zón menor que qualquiera dada, dicha ordenada 
será tangente á la curva* V 

E X E M P L O . > : S ¡M: 

279. Sea la curva FJ. MNP.S la Espiral de Ar -

chimedes^ cuya equacion es 3/== — , suponiendo la 

ordeñádá:F'M= y , el areb;cireulíir-/,#3±ru, el ra* 
dio FP = r\) y la periferia PffP ==p, Fig. 54. 

-Diferenciando la éqúación propuesta, será dy 

s== — , y .por consiguiente = A : luego, substi? 

iuyehdo esté valbr eh la fórmulá , se tendrá 

- j - - a bien la subtangente i ? J ^ ^ x̂ ŷ̂  luego 

serán , la tangente M T ^ íf^{ { F M y - % ( F T ) * ) 



(248) 

normal F R = - ^ — ^ = ya : - ^ j - ^ cantidad c 

tante , y la nórmal iíf i f ss / ^y14- - i )^ ' « ^ i 

: Finalmente si por medio de la equacion á la cur­
va se pide determinar la razón de ¿/y : dx y adviér­
tase rfiue en las curvas referidas á los focus es dx. 

= -̂ —- , y que por la diferencial de la equacion é 

la curva propuesta es == - ^ - : luego se tendrá 

PROPOSICIÓN X L ; 

280. Determinar v si una curva Á M N referida 
al exe ó diámetro J^ G tiene máxima ó mínima orD 
denada* Fig. y 56. 

Si la curva A M N tiene una ordenada B Mmk-
xima ó mínima , esta ordenada tendrá precisamen­
te dos propiedades, es á saber , ia. que la tangen­
te, en el puntoüf" ( 55. ) será, paralela al exe 
ó diámetro ^ ¿ , ó bien la misma ordenada B M 
{Flg, 56.) será tangente á la curva en i l f : luego 
en el caso de ser la ordenada j ? i l f máxima ó mir 
nimá, ó será ( Fig, dy== o (260. bPr) { ó se­
rá ( Flg, 56. ) ^0^=^ a (260, 30.) .va1, que las ar^ 



denadas hm, lm infímtamente próximas á la orde­
nada serán ambas-menóres ^ue la ordenada 
máxima iZ? M intermedia , ó ambas - mayores qué lá: 
ordenada ¿íhima-intefmédiaV:-L%ega pára deéérnii-
nar la máxima ó mínima ordenada en iiña cuíva dsr-
da referida al exe ó d i á m e t r o m diferenciará la 
equacion á la cury^ x p . supondrá i | ==(?; por me­
dio de la equacion que resulta y de la equacion a 
la curva se déteíminarán los valores de las coorde­
nadas :£ , y , y sean , por exemplo, x = a , y = 
en la equacion á l^^ürva sé: síibstituirá :<j -f- ¿& éh 
lugar d^ y ŝe determinará el valor-de la orde­
nada f correspondiente á dicha abscisa-a+dx; des­
pués en la misma equacion á la curva se substitui­
rá a—dx en lugar de o;, y se determinará el valor 
de la ordenada y *corfespóndiente á la abscisa a—dx; 
ahora si los valores de las dos ordenadas correspon­
dientes á las abscisas a-^-dx, a—dx , resultan am­
bos menores que la ordenada y = ^ , la curva ten­
drá una ordenada máxima-i': eqrrespondiente á la 
abscisa :r = ¿z; y si los valores de dichas dos ordena-
das resultan ambos mayores que la ordenada y = &) 
la curva tendrá una ordenada mínima ^ correspon­
diente á la abscisa x = a i y finalmente si el valor de 
una de dichas dos ordenadas es mayor que £ , y él 
de la otra es menor que # , la curva no tendrá ni 

ii 



(a5o)) 
piáxí^na ni mínima ordenada» 

5* en la. diférenciál de la equacion i la curva sei 
supone ^ « í ? í :se determinará con ̂ ê mismo méto­
do, si un^ curva dada referida al- exe ó diámetro 
tiene, ord^ada máxima ó mínima tangente á la mis-

281. Se infiere el-método para determinar el 
máximo ó mínimo en una luncipn dada por tina! 
variable a?: ^nes ^supuesta idíieliaj funqion igual :h 
% y tratada-la equa^oftjfuejresu^^ el,méto-{ 
dp dado antes , se tendrá el máximo ó mínimo que; 
tiene dicha función. 

E X E M P L O I. 

285. Se pide hallar, si la curva de la equa^ 

eion —-^ — = — tiene máxima ó mínima ordenada» 

r̂  [Diferenciando líi équacion propuesta se tendrá 
dx adx ' dy • ; , - • L '•• RT" ' . 

— — - == —; yt si en esta equacion se supone 

4fy = o , será — —-^^- = 0 , de donde x12,'— a0, = 0? 

por: consiguiente x = d - á . Siendo x=:a , se halla-
xá por la equacion á la curva la ordenada y = 2 ̂ « 
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Ahora para detérminat si esta ordenada es máxima 
é míriima» será preGÍso hallar sl i la abscisas a+dx% 
a¿~dx corresponden ordenadas mayores ó menores 
q[ue la intermedia Para esto, en la equácion- á 

la curva — 4 - — == ~ se substituirán sucesivamente 

a + dx 5 Í2— dx en lugar de ; y por la primera 

substitución sé tendrá la equacion - <i a t dx 

por la substitución segunda se hallará del misma 

modo = y : luego âs ordenadas corres^ 

pondientes á las abscisas a -h dx , a — dx son am­
bas mayores- qué la 'ordenada Intermedia ; por 
consiguiente esta ordenada, que corresponde á la 
abscisa a: = ¿1, sera mínima. Del mismo modo se 
hallará que á la abscisa "% = — a corresponde la or­
denada mínima —2ÍZ entre las negativas. 

E X E M P L O I I . 

2830 Si la recta dada A B se divide en dos par­
tes qualesquiera Á D ^ D B , y éstas se elevan á las 
respectivas potestades dadas w , TZ , y se forman los 
productos X ( D ^ / ; se pide determinar el 



(252) 
má^tno mtm. todos élos . Figi ^ j , . : 
r Llgm êftse 0 J S = = a i ^ l ? ^ ; y será^SD.¿=s ^ 
r r ^ y luegose tendrá { J D f1 % ( B E ) * = 
f ^ — ̂  )& ^- y si esta función, de x se supine igual 
á y , se tendrá a:̂  X (^ —^)K = ^ equacion á una 
curva , en la qual se determinarán por el método 
dadoilqs ívalores^de la ordenada y Krtáxirha ^ y ' d é 
la # que le 'corresponde ; y .así determinado el va­
lor de la a:, se cortará tx\ A B una' parte AR igual 
á dicho valor, y se .tendrá que { A R ) m X ( R B j * 
es el producto máximo entre los Infinitos produc-
íos ( A É y 1 x ( ¿ ^ j ^ . Para esto , 'díferéncíese la 
equacion que ha resultado a:'" X (^ — ^ )'z = y •> Y sig 
tendrá" w'af-1 X^x^(a^x)tt,^nxmK{a.r:^)TZ^t 

=idy ; supóngase ahora í/y , y será mx™"1 
X X (a~~x)n — nx™ X (a ~xy~x X dx,== Í?; y fí-
nalmente partiendo esta equacion por ( ^ i " ^ 1 X 
a:"2"1 ^ , resultará mX (a — x) — n a = a , de, éion-* 

de ,r = — . Por tanto quéda; deteriniriado el va-

lor de la recta J/Ü , que es quarta proporcional á 
las cantidades dadas m-j-n, m, a? y si se pide el 
Valor del producto (^i^)^ X . será éste 

Sí es'ff2 = 7 z = i , será a;=-~, y ei rectángulo mí^ 



ximó ehtíe todos los rectángulos J D x D será' 

iguál á ¿ , esto es, a l qüadrado de la mitad de la 

recta-dada^ : :: 

Si se suponen 772 = 1 , n-~=2 r sera x—-^-, y el 

producto máximo entre todo3 los píód^ictos uáfDX 

( D i5)a será igual a • 

E X E M P L O I I L 

2S4. Entre todos los triángulos, que tienen 
iguales bases, y constante la suma de los otros dos 
lados, se pide determinar el máximo triángulo. 

^ir TH-ése ría perpendicular CJT á la base uíBy y 
A\*mtnse, AB=r .a , AC-\-CB==zh, B K = x , y 
C K — z ; por consiguiente serán , A K = a -~ x, AC 

/ i ; 2 a -+• ( a - ) , C B = V { 3 * 4 2a) ; \p^rb 
^ A ^ ^ r C T B ^ h x luego será / ^ ( ^ ^ - ( ̂ —a:)^.) 

- f 2a) = ^ ; y diferenciando esta equacion 

.se t endrá ; í ^> ' . + • ^ a1 = o ; y 

por ser el área del triángulo - ¿ t B igual á — » será 

en el caso de la máxima área 'M^*és?bxi de donde 



(^54) 
d& == <?: luego en dicho caso la equacipn ( ) se 

. . , A —•adx+xdx xdx 

de ^ x / ^ 2 a 4 - ( ^ ~ r r ) a ) = ( ^ —o:) x/^a:a:-4-^)í 
y elevapdo al quadrado ambos miembros y multi-
plicando , será x*z*+alíx*--'zax34-a:^==¿aa:a4-^a2:a 

r-2^5:^a + x^+x1?* , deja' qual resulta 

a: = — : luego el triángulo máximo que se búsca 

será el triángulo isósceles AC B que tiene los lados 

Se infiere que entre todos los triángulos que 
tienen igual perímetro , el triángulo équilátero 
contiene la máxima área: pues si se niega, será má­
ximo ( 59. ) otro tnangulo A B C , que tenga 
dos lados, como A B y B C , desiguales; y cons­
truido sobre el tercer lado-^C el triángulo isó^-
c;eles , de modo ;que sea A D + f i C p = ] A B 
^ B C r setá por lo demostrado A D C ^ A B C cqn-' 
tra la hipótesis: luego &c? xr . ,\ / r c w 

También se infiere que entre todas las figuras 
jrectilineas contenidas ppr un mismo^ número de la­
dos, y por igual perímetro la figura equilátera es 
mayor que'la no" é^üllatcfa':'' püés si'se niega , será 
mayor entre las figuras pentágonas, {Fig. 60.), por 



exemplo, la AJtQJDE que tenga los lados des­
iguales, como A j í y B C y tirada la recta ^ C , 
y, sotare ésta construido el triángulo isósceles - ^ K ^ . 
de modo que sea A F ^ F C i ~ A B + B C , s<tx& 
por lo demostrado A F C > A B C , Y añadiendo 
A E D C , será A F C D E > A B C D E contra la hi­
pótesis: luego 

É X E M P L O I Y . 

c Sobré las bases A B , C JD dadas formar los 
triángulos ^J5ÍÍ, CD JPv d6 suerte que la suma 
de ellos sea rháxima , siipuesta la suma de los lados 
A E Y C ̂  igual á una cantidad dada. Fíg, 61. 

lilámertse, A B = a, C D — b, A E + e F — c , 
B E ^ x , y - D F = = z i y serán A E ~ + 
f;:C'F=== V { - ± 2 ? ) : luego se tendrá / ^ ¿ẑ  - f x1) 
-h/^C^ a-4-2a ) = c ; y diferenciando será ( -^ ) 

fjf ^ , a : P o r ser el .triangulo 

A B E = ™ , y él triángulo C'D F = ~ , será 

la:suma de dichos triángulos; y como esta sitma 

debe ser máxima v sera = CJ , de donde re« 

sulta ¿fa:==«-^- . 'Por tanto si en la equacion ( ^ ) 



(256) 

se substituye — i -^— en lugar de ¿ r , s¿ tendrá 

^ c ^ t » ^ ' ^ y'pQt CQnsigi¿i^ 

teserá a ; h ~ i ^ ^ f m p ^ ês & . 

E J B : S c . F C D = , * ' • : ^ / " . ^ : luego.; será 

5c. j5 : 5c. F C D = a : ^; por consiguiente la su­
ma de los triángulos A B E , C D F seta máxima^ 
quando los senos de los ángulos ^ ^ i^CI? sean 
como los lados , CD. - m¡ 

Por tanto si se prolongan los lados JÍB , C D 
de dichos triángulos cuya suma es máxima, de.suer­
te que sean B P ~ A B , DQ — CD , y se tiran 
las rectas EP , (Jí7; la suma de los triángulos AEP^ 
C FQ será máxima entre la de los triángulos forma­
dos sobre las bases A P , C Q, y que tienen la suma 
de los demás lados igual á A É - h E P + C F + F Q . 
Por tanto si es A P = C Q , será el ángulo EAP 
= i?CQ; y si es ^ P > C í 2 , será el ángulo EAP 
> F C Q . 

Infiérese que entre las figuras rectilineas equilá­
teras contenidas por igual número de lados é igual 
perímetro , la figura equiángula contiene la máxi­
ma área: pues si se niega, será máxima entre las 
figuras hexágonas equiláteras (Fig, 62.) , por exem-



plo , ía B A C D E qiw tenga dos. ángulos y 
j p ^ l í desiguales; y si se supone el ángulo B A ü 
• ^ F E D , tiradas las rectas y F D , será el án­
gulo ABC'CD F E , Y por ío tanto el lado .SC 
^ F D : luego construyendo sobre las bases BCy 
F D los triángulos isósceles BaC , F b D , de suer­
te que ̂ sean Bü + aC + JOb -^ bF*= B A -k-A C+DE 
4- É F , y 5c. aBC : 5c. D F b = BC : F D , será pol­
lo demostrado BaC ^ - E b D ^ - B A C + F E D , y 
por consiguiente B a C D b F ^ B A C D E F contra 
la hipótesis: luego entre las figuras equiláteras que 
tienen el mismo número de lados é igual períme­
tro , la figura equilátera y equiángula contiene la 
máxima área ; pero se ha demostrado -( 284) que 
entre las figuras rectilíneas contenidas por igual 
número de lados é igual perímetro, la equilátera 
contiene la mayor área: luego entre todas las figu­
ras rectilíneas contenidas por igual número de la­
dos é igual perímetro , la figura equilátera y equi­
ángula contendrá la máxima área: y respecto á qUe 
entré los polígonos regulares que tienen igual perí­
metro, el polígono que tiene un mayor número de 
lados contiene la mayor área , como se demostrará 
á continuación, el círculo que es últimamente igual 
al polígono-equilátero y equiángulo inscripto en 
él , y contenido pou un infinito número de lados, 

kk 



cótítendrá k máxima área entre los polígonos que 
tienen su perímetro igual á la cireunferencia del 
círculo, 

3i los polígonos i l f p , i iTson regulares, y tie­
nen igual perímetro (i7/^» 63 ) , el polígono MB 
de mayor número de lados contendrá mayor área 
que el polígono XÜT de menor número de lados* 
Supónganse en los puntos i? y ^ los centros de los 
Círculos circunscriptos á dichos polígonos; y tí^ 
tense las rectas SJ! , £ G » E D ^ EQ ,. y además 
las BC- j respectivamente perpendiculares á las 
A G y D Q , Shnáá+ipms^ JÍGÍJÍGEK:L: como 
el ingulQ á quatro rectos, y D Q P O N M i 
Q ̂  ^omo Giiatro rectos al ángulo JD ̂  Q , será por 
Igiialdad ordenada ^ i ? : D Q = z = 4 B G : D E Q , y to­
mando sus mitades se tendrá A C i D F A B C x 
D í ' i 7 ; pero cortada en la recta la parte CR 
==#1), y tirada la recta B R , es (129) CA. CR 
> A B C : R B C : luego será A B C : D E F > A B C ; 
RBCy de donde R B C > D E F : luego cortada CS 
= F E y y tirada RS, estará él punto S en la pro­
longación de la perpendicular C B , y por consi­
guiente €S ó bien su igual E F será mayor que 
C B 'y pero el -4>olígono"lf P Q P 0 N M % 

' , y el polígono L H = A G H K L X : lúe-



(^591 
go sera M P > L E . ; 

\ E X E M P L O V , 

' 286. En un círculo dado -^Ci?, cuyo centro 
es C, inscribir un triángulo A I ) B que sea el má­
ximo de los que se pueden inscribir en el mismo 
círculo. Fíg, 64. 

Siendo el triángulo isósceles mayor que 
qualquiera de los triángulos inscriptos A M B \\ór 
cia una misma parte, y sobre la misma base ^ i ? , 
el Problema propuesto se reducirá á buscar un 
triángulo isósceles -^.D inscripto que sea el má­
ximo de los isósceles que se pueden inscribir en 
el círculo dado. Para esto tírese el diámetro D F E \ 
que dividirá por medio la cuerda A B - , y le será 
perpendicular ; y llamadas C D ~ r , C F = x ^ so. 
tendrán F D = r + x , y A F ~ f̂ r̂'1 — x1) : luego 
será el triángulo A D B = {7-4-j) X i^t t'~ — ) ; y 

diferenciando se tendrá ^ r a — • — - T ~ X 

( rA-x) = o en el caso del máximo triángulo, de 
donde ra— x*2 = x X (r -1- %) i por consiguiente r—rc 

= y ^==—, Por tanto si se divide el radio C E 

por medio en i7, y por este punto se tira la cuer­
da A B perpendicular al diámetro D E i tiradas 



las cuerdas J D y D 5 , el triángulo A D B cpxz 
resulta será el máximo que se pedia. Adviértase 
que dicho triángulo A D B es Equilátero^ porque 
siendo A B ^ f ^ ^ E D X D F ) ^ ^ ^ ^ J A B 
r ^ z f i D F x F E ) ^ ^ " 1 , sera A B = A D = D B , 

E X E M P L O Y I. 

, 2.87. Entre todos los rectángulos A M inscrip­
tos en un círculo dado ACMy determinar el má­
ximo. Fíg. 65. 
^ Tírese el diámetro Z ) i i perpendicular al lado 

que quedará dividido en dos partes iguales 
en F,, Llámense , el i*adio C r , C F . = x; por 
consiguiente será F ^ ^ / ^ r ^ - r ^ f O : luego se ten-> 
drá el rectángulo -JIM—* 2 ' / ^ r 1 x * . ) . X « > p 

diferenciando será \ ACÍX P^i ra — x11)'— *J.—o 

en el caso, del máximo rectánguíp* I)e la equacion 
anterior resulta ser r12 —^a=s:^a 5 por consiguien-

te 3:a=ss — , y x=i*J —: luego s^xi C F ^ F B \ co-

mo;también sus duplos P F y AB: serm iguales^ 
Por tanto el quadrado A M es el máximo entre 
los 'rectángulos que se pueden inscribir en el círcu'-"" 
l o .CABB*. . ' • 



E X E M B L r ^ O ^ H . r 1 

í ;288. , Entre todbs'lósr paralelepípedos FJÍ ígntt 
les á una cantidad'dada ^hallar él que tiene la -mí^ 
riima superficie convexa. ^ . 66* ^ 

Entre los paralelepípedos que insisten sob ê uná 
misma base y entre pknofí paralelos y eln parálele^ 
pípedo recto tiene la'menor :'superficie Vpor cofti 
siguiente el: Problema propuesto se fredueirá á bus­
car entre .los páralelepípedos rectos iguales á una 
cántidád daía el5 que liene 1̂  mínima superficie ; y 
para^eg:Q Vse oOTsiderarán primero los' pa-raletepí* 
pedos rectos que tienen iguales alturas. SupónganT 
se, el paralelepípedo dado F J [ = a ^ \ su altura J[B 
s=rh , y B C==XÍ por consiguteñí-e :se- teffdiíiríf;;los 

rectángulos , esto es, J.C"= h x , B F. =̂  ~ ^ X ) 

í^luega sera tic^a l ^ superficiie: diel pa|"akíep:k 

pedo ^ i ? igual á z'hx-l—7—\—~r-/y y diferen-

ciando se tendrá zbd'x — - ^ - ^ - — o en el'caso- de 

la mínima superficie. Be la equaeion anterior re-

sulta ser x* == ~ , de donde x = V^-=BC j gero 

4 . xectánguló ^ ^ = ^ : luega ser£ i t 6 ' = = ^ - : y M 



(262) 

— V y , esto es ¡ F C s s C B ; por consiguiente en­
tre tódds los paralelepípedos iguales que tienen 
iguales alturas > el paralelepípédo que tiene la ba­
se quadrada tendrá la mínima superficie. Supues­
to ester Teorema', se pasa á determinar; entre to­
dos los {paralelepípedos que tienen bases quadradas 
él que tiene la mínima superficie. Ahora supóngan­
se , j t F = a* 1 y M altura JÍB == x ; por consi-

guíente" serárel quadr^do"B. F = -¿'^ el lado B D 

== BC- 's=V^ yrel reetán:guló:JÍC==¿x i í ^ '==V¿5x¿ 

luego toda la superficie del paralelepípedo A F será 

igüar á- -£: K4 ; y diferenciando, se tendrá la 
x 
-f-2 / ^ 3 x = Í? en el caso de la mí-

nima superficie : de esta equacion resulta ser re* 
= /^5 , de donde a:3 = 5̂ ^ y 3; = ^. Por tanto 
él cubó tiene la mínima superficie entre todos los 
paralelepípedos iguales. 

289. Entre todos los conos rectos j í E B D 
iguales á una cantidad dada, determinar él que 



tiene la mínima superficie convexa. Fig. 67. 

Supónganse , el cono recto A E B D = a^ ^ 

la razón consfante de la periferia al radio, y el 
radio de la base de dicho cono r esto es , CJ = x; 
por consiguiente se tendrán, la circunferencia EAFB 

=.F—, j el círculo E C F z = -—r lueg0 sera 

de donde C D ^ y ( W k ^ ; 

por consiguiente B D == J ^ i ( C D ) * + (C B)12) 

== f^Q6^^- ^ '•> pero S # l multiplicado por 

la circunferencia del círculo E A F B es igual (250) 
á la superficie del cono : luego esta superficie será 

igual á é * V ( # i * * ) X f ^ xW(Í í 
H - ^ ) . Supóngase f X / ^ ^ r - i - ^ ) V 7 

quadrando esta expresión , será \ X ^ - ^ - 4 - ^ r r -^ 

5 = ^ : luego diferenciando se tendrá ^ X ^ — ̂ - ^ ~ 

4- ^ ) = 2 3/ ¿= a en el caso de la míniiTiá 

superficie convexa del cono : de la equacion ante-

ñor resulta — - = -JJ- , o bien ÍK6 = — ^ — ; por 



consiguiente a; a f ^ ( ^ ~ ^ . 

E X E M P L , 0 I X , 

290. i ^ t r e •los infinitos ^ inserirte 
en una esfera dada, determinar-él que tiene la má­
xima superficie convexa. 64. 

• 'Sea el semicírculo JDBÉ ^ cuyo radio ¿ i ? c*s 
igual á él de la esfera dada. Tírense , qualquiera 
c u e r d a D ^ , y la perpendicular B F z \ diámetro 
D E ; y dando el semicírculo Z) J S £ una revolu­
ción al rededor del diámetro .Di? , el triángulo 
rectángulo D F B producirá un cono recto inscrip­
to en la esfera dada. Llámense , = ? , j) la cir­
cunferencia A D B , C F = x ; y se tendrán , F B 

s=fj^r*-—a:*), ~ X —• a:a ) la circunferencia 

del círculo descripto con el radio F B , y final­
mente D B = J ^ i z r X ( r + n : ) ) ; pero la superfi­
cie convexa del cono formado por dicho triángu-

.. J O B 
lo D F B es (250) igual á — m u l t i p l i c a d a por 
la circunferencia del círculo cuyo radio es B F z 
luego dicha superíiGie convexa . será igual , á é X 

J ^ m ( r 4- x) ) X X Y i t - r z 1 ) , ó bien á 



(26$) 
rrj.-l-jK} X v y diferenciando se» tendrá 

én eí caso áe la máxima superficie qiie sé busca: : cié 
esta, eguacipn resulta ser a X ( ^ ^ ^ ) ^ r + ^ ) ==^, 

de donde a:=— : luego para que la superficie con-

vexá del cono inscripto en la esfera dada ¡sea már 
xima, lia de ser C i7 igual á la ^rcer j parte del ra-
dio ¿?¿f^ 7 4 ' 'h ' 0 ' { " ~ * ^ ^ 135 

E X E M P L O X. 

291. Entre todps los cilindros rectos inscriptos 
en una esfera dada , hallar él que tiene la máxima 
superficie convexa. i % . 65. * ' 

Sea el semicírculo D B E , cuyo radio C E es 
igual á él de la esfera dada. Tírese qualquiera orde­
nada B F perpendicular al diámetro J? , y fór­
mese el rectángulo ^ M i^cripto en! dic^ semi­
círculo : y dando el sen^icirculp l ^ -Ŝ E' u¿na revo-
.lucipn al rededor, del diámetro JPJE, el ^rectángulo 
.jFikí describirá un cilindro recto inscripto en la es-
•fera dada. Llámenle i ) =f:r , ^ la circunferencia 
^ t N D M B , y . C : F = x; y s^m.r m ± = ^ ; ^ ^ ) , 

— X / ^ r ^ — a:a ) ía circunferencia del círcuío cu-

yo radio es P B ¡ y fínaltbeWe ^ P s ^ t & J í f » ^ 
11 . 



(266) 
luego & süperficié convexa del cilindro formado 
.-por el. rectángulo F M $ \ rededor del diámetíp J5^ 

será. (251) :igual:.á ^ X / ^ C ^ V ^ ' ) X^a: ^ ^ di-

fferenciándo^ se t e n d r á ^ X ( ^ r ^ + i x % t ^ f 

— a;a}^==o en el caso de la máxima superficie 
Gonvexá que se busca : de esta equacbdi íresulta. 

ser — x3, ra — a;a = a , o bien 'ar = — ,de donde 

% ^ f^!L : luego será ¿ - F = , y el rectángulo 

F i l f será la mitad del quadrado ^ /M" inscripto en 
el circulo NC * ; ^ 

P R O P O S I C I Ó N X L i / f " 

292* Determinar^ si una curva dada referida ai 
focus tiéhe máxima ó mínima ordenada^ •7 

.En la eqUacion á iá curva supóngase cero lá' di-
ferenciál dé la ordenada , ésto es , ^^==Í?; por la 
equacion que resulta determínese :el valor de la 
ordénada f y seá, por exemplo, y = ¿ ; después 
trausfiérase la equacion á la curva á un arco circu­
lar • descripta-, con el radio; constante r , substitu-

*y £ n 
yenda (217 ) — j - en lugar de dx $ por la equâ -
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clon cu te resalta hállese el valor de 4 u por y , fyr 
y dicho valor intégrese algébrkam , si se pue-r 
de, sino por las quadraturas o por las rectifipacip-j 
nes; en la equacion integrada substituyase en, lugar 
de la y su valor hallado i ' v y determínese el valor 
de la u, que llamo d y después en dicha equacion 
integrada substituyanse sucesivamente a+du, ü~du 
en lugar de y determínense por constantes y du 
los valores de las dos ordenadas infinitamente pró­
ximas á la ordenada y = b correspondiente al arco 
u = a : ahora si los valores de las dos ordenadas 
Correspondientes á los arcos a + du Y a ~ d i i , re­
sultan ambos menores que la ordenada y = # , la 
curva tendrá una ordenada máxima b correspon­
diente al arco # = ¿25 y si los valores de dichas dos 
ordenadas resultan ambos mayores que la ordena­
da y = ¿ , la curva tendrá una ordenada mínima b 
correspondiente al arco í/==¿z; y finalmente si el 
valor de una de dichas dos ordenadas es mayor que 
I , y él de la otra es menor que bJ> la curva no 
tendrá ni máxima ni mínima ordenada^ La suposi­
ción de dy = o da la ordenada máxima ó mínima 
y = b, correspondiente (278 ) al punto de la cur­
va que tiene la tangente perpendicular á dicha or­
denada : pero si en la diferencial de la equacion a 
la curva se supone = 0, y el valor de la orde-



nada f es finito , se determinará con el mismó mé­
todo, si una curva dada referida al fbcus tiene or^ 
denáda má^má ó>míñima tangente á la misíria c u ^ 
va. (¿ú^' e'sr̂ cc, ^ - - ' - > ' ^ 1 - ^—' p - 'r f5 ̂ : 

É X E M P L O, "'! 

293, Sea ¿fa: = ¿jjz îy*') la equación áíúna cur­

va referida al focus. 
Si en la cquácion propuésta se supone ify == 

se hallará que la tangente es perpendicular á la 
ordenada , quando sea y = -f - r . Para determinar si 
dicha ordenada es máxima ó mínima, substituyase 

en lugar de dx^ j sc tendrá la equacion;t~p~ 

= • , N̂ , de donde resulta ^ ^ = s X v; a . 

luego integrando será Miigual ( i r 6 ) la mita€i de 
un arco circular , que tiene el r̂adio r , y el seno 
igual á j ; |>or consiguiente en ?la"hipótesis de yas^r^ 
será Í¿ igtíal á la mitad del quadrante f -, ó á la mi­
tad de los 'tres quad rantes, &c l pero aumentato Ó 
disminuido ei quadrante ^ en -una1 cantidad infini­
tésima i, -su seno igual á y siempre se disminuye 
luego la ̂ ordenada/3/=5 r será máxima. Dígase lo 
mismo , si fuese « = 5̂  , lq , &c," 



P R O P O S I C l Ó N X L J I . 

: 294. :Beterminár : siuita cur^a^Bilf;jreferida' al? 
e¿€ ó diámetro ^ ^ tidib^'síntot^í I%41681̂ /69̂ ^ 

Por ser las asíntotas tangentes4á la Curva en 
tina distancia, infinita ,J résiíltán^ Tas-'propiedades; si­
guientes en los tres casos; es*á saber, 10. si'lá asirk 
t o t á ^ f í ^ i ^ ^ ) í e s ^ - r e e í í á ' F 'M-pWálelá .a l ' tó^ 
tro de la curva , ó eá el mismo ^diámetro !Í^^,^é? 
rán la abscisa r'infinita ^ (260. 2.0) , y la 
ordenada y finita ó cero ; 20. si la .' asíntota es 
( 6 9 , ) la rc¿ta T M paralela'á las * ordenadas 
de la curva , o lá ckdenada ^ i V ̂ que sale := del- mis^ 
mo origen A de las abscisas , serán la ordenada y 
infinita^ ^ r s í ? (260. 3 . 0 ) l a abscisa o:iinita:"ó 
cero; 30. si la asíntota ( Fig. yo.)-es larecta T M 
inclinada á las coordenadas de la curva , ó su pa­
ralela A R que pasa por el origen A de las absci^ 
sás , será ¿/y á â: en -una'razOñ'finitas esto es co­
mo á A T , en la suposicioní¿de^laiabscisa^-to 
finita , y la diftrencia entl^é la^ubtangente; iniinitá 
y la- abscisa- ̂  infinita será finita 'ó cero. Luego pa-̂  
ra determinar las asíntotas de una curva referida 
al exe ó diámetro , se supondrá ~*-x infinita, y se 
Sallará por medio de la equacioh á la curva el va-



lor de la correspondiente ordenada y : después se 
diferenciará la équacion á la curva, y en la razón 
^ue tiene d i . á..^y, se supondrá •% infinita, y par Ja 
y se substituirá su.A^lprrh^lIado : y si la razón d^ 
dx a dy es como la unidad á cero, esto es dy== Qr. 
§erá a^íntotá de la curva? ( Í7g¿ 6 8 » ) el mismo diá-
metro , si' el valor hallado de la y es cero , y 
si; dicho ^alor^es,-finito:, ser%asin^ota}jde0la cnrya 
una parálela, al niismp diántetro ^ u n a distan-» 
cía -¿¿r igual :allválor de la y? pero si/la razón de dx 
3i .dy e!5 finita v'Msquese la diferencia entre la subtan-
gente jmfínita¿y la abscisa ̂  infinifca .ísy será-asíntota 
de la ctirva (. Fig.^o*) la recta uíR tirada desde el 
origen de^as abscisas eu aquel ángulo determinado 
por la razón hallada de ¿fy á dx, si dicha diferen­
cia .és cero ; y si es finita , será asíntota de la cur­
va una. paralela T M á la referida recta u4R; tira­
dapor él éxtrerno de la ir determinada por dicha 
diferencia. 
• v , En la equacion de la misma curva referida al 
exe jó. diámetro $ - supóngase también d= y infini tâ  y 
del mismo modo se determinarán las asíntotas dé 
la curva en esta nueva suposición. Que es &c8 

.^05, : Se: pide hallar las asíntotas de la curya 



expresada por la ccjiiacróñ ^ + ^ ^ y — 
•^r:Hállese primero e l vate ^eüla ordenadaiyípor 

¿ , y1 se teñdrá J = - — > áespues Jj supóngase 

o; = oo , por lo qual resulta la' ordenada y = —.« 
Ahora diferénciese la eqnacion-á:,la exirva , y se 

==2 x -4- 3y : —'3 > pero'en la süpoilcMi que sea 
a: =;op es. y ==M¿^: ¡luego en dicha :suposicion será 
'dfiJdx^züQ ' - f g-x ^ ^ : . ^ 3^" r^0^: Por: tam 
to si son las abscisas, I> £ las ordenadas, pot 
silivas dé la curva propuesta ^̂y áácia la. párfe df 
las ordenadas negativas se tira la rectaJ parale^ 
la á ellas ; y se corta de modo que sea B C : B JÍ 
ssx 13, la recta ^ tirada por! los printos ^ jy 
C y o será asíntota de la curva, ó:paralela á la asín­
tota* Para determinar ., si la recta JÍCM es asín­
tota de la curva paralelia á la asíntota , hállese 

el válor de ía subtangente , y se ; t é n d r á : ' s = i 

T de este valor réstese r , y séra la difer 

r enc ia^ - ^ v la-qual-difereneía.es ecto. sien-
do x — oo, 3/ = — f : luego la recta será: asín» 
tota de la curva; pio^ueStái Bet misino modo ^ 
liará que si se supone 3:=— 00, la íecta pro-



í o n g a i | ^ M H a ^ ; s e r a - t ^ de íá curvat 
. } :Supóngaséiah©i:a:Ia oídenáda y infinita ; y sien­

do la: ecuación | la -curva 3 f y = â , será 

^ ^ ^ ^ i ' v C"^---!-^*): luego en dicha suposi­
ción se ! tQmhámíxh=í^$& pxé^o* E i ^ 
derla ^ esoblshniisnioí ^ue rse- hállsé :ante¿: r; y dá la 
asíntota J f : del segundo valor de la ÍC resulta 
que siendo ¿íy : d x ^ z x - ^ ^ f : ?—3^ v será dy : dx 
esz:y: : :o r y por corisiguíente :ia;== <? iiJuego-^la rec--
ta A P tirada desde el, origen de las abscisas y 
paralelará las brdena^as será asíntota ;der la curva» 
Del m|smo: modo se hallará que prolongada la rec­
ta P:^ hacía Q, será también asíntota .de k 
curva propuesta. 

P R O P O S I C I O N X L I I I . 

- Determinar , si una curvaii referida t al fb-
cus tiene alguna ordenada que 1c sea asíntoti. 
. En la equacion á ía curva" supóngase, la orde­
nada f infinita ,f y en esta suposición búsquese la 
razón de dx á dy : si esta razón resulta igual á la de 
cero á la unidad, y la snbtangentc de la curva en 
ia misma suposición de y infinita-es-cero^ ó^-finita^ 
la k:urvá tendrá por' asíntota^la ordenada y infinita^ 
ó uha ^arakla ú la; misma ordenada eu la; distan-


