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iz PRl T

EL ~‘Tomo: tercero del! présente’ Curso: Mate--
mitico’ contiene los Cilculos: Diferencial -é In-!
tegral:;  que. van distribuidos -er.;j 'quatre. Libros.
En el primero ' se rexponen:ilos/  fundamentos:
géométricos de: los: - mismos cilculos:, las dife-
renciales. 'dé las' cantidades algébricas ;" logarits:
midas 3o exponenciales’ 32 senoso) icosenosy, &, ocit=
culares é! hiperbélicos:y las diferenciales de:las
areas. asiiennilasccurvas o referidas 4 los exes &
ditmetros/, scomozien clas: ireferidasi d-10s focusy
arcos de lasomismas :curvas iy sélidos ' descrip-
tos por dichas ' areas 4§ supetficies de los mis=
moso56lidosy 'y lasiexpresiones diférenciales;: ‘qxué.
corresponden “en las ""dichas curvasii 4>t lassubs
tangente , “tangente , normal , subnormal’, radio

del odsculo, evoluta,, maximas 'y minimas' orde-
*



nadas : y en fin se exponen_'__a_l__ mismo tiempo
los teoremas que resultan del cilculo diferen-
cial para el integral. En el Libro segundo se
dan los métodos para integrar las férmulas di-
ferenciales del primer o6rden que contienen una
solas varizble.) Eniel:Libro tercero) setrita. 'de.
las -"infegrale's- ‘de’ laseprincipales ! férmulas diferen~:
cialés que’ ‘contienen” dos! "6+ imas: variables/; i
sus!‘diferenciales 'del - primer 6rden.. Y findlmen<
te en el Libro quartorse presentan las'princi-;
pales _f6rmulas - diferenciales/'de los o6rdenes  su-:
periores’, derlas que se: sehalan las <integrales;
6 1a“separacion: de’ sus' variablesi; 6! la reduc=
cion: -4 diferenciales .de :6rdenes:.linferiores. . En -
cada-iLibroi hehiprocurado rdistribuir las: referis
das, teorias. ‘con: método;ogeométricos] asi como
lo~habia executado en las -de:-la:Algebras ‘he
buscado las: demostraciones smas  sencillas/*de:las
mismas;| teprias-y: iy particularmente - por.do- to-
cante ildasicequiaciories homogeneas tratadas por
el -Sabio . J. s Bernoullii; habiendo hallado .un



modo: ;brevé 'y facih' paracreducirlas indeter-
minadas ;-qué se-contienen -en; las  muchas equa-
ciones  que se | necesitans, ai:las-‘raices:’de’i una
sola “equacion - paraicada: equacion 'homogenea
he extendido dicho método -4 las equaciones
.del-'--,p_t'imer_-:-_'grado_ que: no- son homogeneas , y
he shallado etro para -estas equaciones. del .segun-
do grado ; 'y findlmente - e ilustrado las miis-
mas - teorias' | con - bastantes: éxemplos:), A :fin’ de
ques los: Jovenes:puedam  comprehender - mas
bien ‘los Cilculos-Diférencial € Integral ; que
son:la base:fundamental de: 'la: Mecénica , cien-
cia1til -4 tos, Oficialesyde 'Axtilleriar,’ como lo
manifiestan: -las, Obras :de los. Sefiores ;- Tempe=
lhof’, Robins-y su Comentador L. Eiler, Pa-
pacino:d’Antoniy y: otros. Ademis ; delos
adelantamientos de :los" mismos cilculos depen=
denvrlos de la. Mecanica', Astronomia’, y ‘en
general de:las otras partes delas  Matematicas.
Y -4 todo reso-no se ‘cing solamenite la; utilidad
del estudio’ dé los Calculos 3 éste - dispone ~ el



-

espiritu pa’fa las ‘meditaciones profundas; 'éste
le da extension 'y -solidez'; ~éste le exercita 4
seguir -la:“verdad:'sin apartarse” del: camino’ rec-
to  en-los ilaberintos mas tortuosos : de ‘donde
resulta que ‘dicho ‘estudio se hace 1til “tambien
4 los  que “quieran  dedicarse> 4o/qualquierac otra
facultad qué Ao “teriga “conexion tcon tasi Matel
miticas. Enfin si-lasc'ciencias exictas forman
la base la's:-‘pricticxfiis'efr'ﬁ-n:}entendidas ccon: ra-
pidez o'y 'no solo 'entendidasyissing perfeccio
nadas , mediando la-aplicacion /y: i€l forhentol
Los: doctos:Académicos:; ique escribieron la
grande .-Obrﬁ?"édé'; ‘Astesy:Oficios ,:cse ‘enteraron
prontamente de-“tales facultades , i lasiique  por
ellos tuvieron considerables adelantamientos. Tam-
bien.'las -Actas . declos: mismos manifiestan: sus
trabajos «1itiles “4 *las* Sociedades en’asuntos:age-
nos de las ciencias.. Los pricticos’, .’pu‘réinenéé
pricticos i /L hardn ‘lovique -aprendieroh de :‘..-'sﬁ;
Padies: yi! Abueloks wiisi sporricierta ocombina-

cion:regular sen tantosiomillones de hombires ¥es



sultan ‘nuevos' experimentos y 4 observaciones
se deb'er_gi,‘;i los .,ci_én_tiﬁcos que’ éstas ‘tengan:la
extension: :correspondientes La ‘invencion del an-
teojo pasada <ar:los: | Astronomos i*ha:: producido
‘conseqiiencias dé: la:'mayor ‘utilidad: bien ‘cono-
cidas de. todosisan Ni tainpdcosmina: tintura de
muchas “facultades’ ey els plan sdenseducacion :de
la: juventud’ produce viinos; hombres capaces..de
adelantar ; (sino: - unos.  hombures” su ﬁerﬁcﬁgieg 5 4
4 ‘veces perjudicialesizppues cst—:c‘iéﬁnv;{eqqgn“(fih
cilmente de qualquiera rideasque hallan;en Obras
proporcionadas 4 sus alcances, y se cteen en
estado de decidir en todas materias..... Mo-
vido de las referidas razones he dado la cor-
respondiente extension a4 este Tratado , y 4 los

demas anteriores , y lo mismo executaré en él

de la Meécinica : mientras evidentemente me hu-
biera sido mucho menos laborioso* de reducir-
los 4 uno 6 dos volimenes. Asimismo en los
referidos Tratados no me he parado en digre-

“siones propias de otras facultades : porque te-



niendo - éstas’ sus principios. es. menester restu-
diarlas ‘en las:!Obras cortéspdndientes”:, y ademis,
porque. dichas digresionesrson: impropias:del: més
todo: matemético ooy » Ultimamente - deboo ads
vertir que’ en 12’ composicion dél presente - Tra-
tado ume: helvalido: «de! 1as Obraszode! diferentes
Autores sindicados -ya; eiv els Tomo! anterior -y
ademss ~de las<delos :Senores.; Marques ' del
Hospital 4 1:Le? Seur 1y Jacquie n':s;;g-'Bqugainv'ille;,-
Cousiny sy "otrosz, e '{quienés?:g@f:hmé mencion

en 'sus lugates correspondientess i o sinsd
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(1)
LIBRO PRIMERO.

INTRODUCCION,
en la qual sc exponen , é ilustran con ezem-
plos yescolios los Lemas Nevvtonianos de las
Razones primeras y ltimas, que contienen
 los principios geometricos de los Cilculos

Diferencial ¢ Integral.

LEMA I

- 1. Las magnitudes, y las razones de las magni-
tudes, que continua y constantemente se acercan a
la igualdad , de suerte que su diferencia venga 4 ser
menor que qualqulera d:ferenma dada; finalmente
son iguales.- -

La demostracion de este Lema se ha dado en el
Tratado de Geometria (I. 430.)

LEMA II.

2. Sien qualqulera Flgura AdacE contemda
por las rectas da, AE, y lacurva acE, se¢ ins-
criben los paralelogramos. 45, Bc, Cd, &c. en
qualquier niimero,-cuyas bases 4 B, BC, CD, &c.
sean iguales, y sus lados B&, Cc, D d, &c. para-

a



(2)

lelos al lado- 4 z-de la Figura, y se completan los
paralelogramos K1, Lm, Mn, &c. y en esta dis-
posicion se disminuyen lasbases de los paralelogra-
mos, y se aumenta su nimero al mﬁmto digo que
Ias razones ulflmas , que tienen entre si la Figura
inscripta; la circunscripta, y 1a culvdmea, son ra-
zones de igualdad., Fig. ¥o; o . - .

_Tirese la per pendlculal a G a Ia 1e.cta AE La
diferencia de las Fzguras mscnpta y cucunscrlpta
es la suma de los paralelogramos K/, Lm, Mn, D o5
pero por tener todos.iguales bases, y ser a G la su-
ma de las alturas, es el paralelogramo 47 igual 4
la suma de los paralelogramos K7, Lmy M, Do: -
luego el paralelogramo £/ es la diferencia de las
Figuras inscripta y circunscripta; pero este paralelo-
gramo , disminuyéndose ‘su’ base .4 B al infinito, re=
sulta menor que qualquier dado: luego (1) la figu-
ra inscripta y la circunscripta, 'y’ con mucha mas
razon la curvilinea intermedia, son dltimamente igna-

les. Que es &c. T T

2 AR U U L Y

EXEMPLO.

~a. 'Seala curva E¢a una Pambola Apolomana
referida 4 la-tangeénte! E AoBig 2ol nee 20l wadicy
+ - Llamadas'; -1a ‘abscisa ‘B A==, la or‘den’ada _
Aa=vy,y el parametro =a, por la naturaleza de



(3)
fa curva seri x2=0ay. Dividase 1a abscisa. 'E 4 en
las partes Iguales ED, DC, CB, &c. cuyo nime-
IO n > seran W ED::E Tnense las Oldena({as D({
Cc Bb &c. las.que serdn respectwamente lguales

. v 3,

ED 4.ED 91:;0 16ED

2 2

J8e luego los tec-

g . a
tangulos c1rcunscr1_ptos Ed, Dc, _Cb, &_c. senan Irespec-_

3 Y 3 3
i i ;ED: 4E ED 16ED
tivamente iguales -4 Ea B 4ED 9 1 !

&¢, cuya suma' resultard -igual’ 4 la; cantidad
Stk of : i

‘Ei—D— multiplicada por la suma de la serie-algébri-
ca del segundo orden I 4., 9, 165 &c. que es Ioual

(II 54.4.) a — + + = luego la suma dc dlchos

—

'EDSX(”—“:-i-
&L = 3
3 23 . 3

n® 'n'=x 2 k2 .'.'-"
;‘+ '3_'5 3a T 2an +g.x3a e pOl‘ it RXED
=z, por con51gu1ente dicha suma de los rectangu-

Ios cncunscnptos al area palabolica AabE es ma-

33 &3
r que —— en Ia diferencia .
YO q ' a oait gx‘;aﬂ“ 2 PCI‘O

aumentado el nimero 7 al infinito , dicha diferencia
queda menor que qualquiera dada, y la suma dlti-




(4)

ma de los rectingulos circunscriptos es igual (2) al

area parabdlica: luego serd dabE=— &

donde resulta que el area parabohca AabE com-
prehendida entre la abscisa E 4 tomada en la tan-
gente ,'la ordenada correspondiente 4a, 'y la cur-
va E a, es igual 4 la tercera parte del rectingulo
contenido por la abscisa y por la ordenada.

"LEMA IIL

' 4. Aunque las bases 4B, BC,CD, &c. dc los
paralegramos circunscriptos é inscriptos en la Figura
A acE se supongan desiguales, con tal que se con-
sideren disminuidas al infinito ; siempre las razones
iltimas, que tienen entre‘si\ la Figura inscripta, la
circunscripta, y la curvnlmea mtermedm , son fa-

zones de igualdad. Fig. 3.
" Sea 4B 1a mayor base de dichos paralelogramos.

Tirese la perpendicular ¢G a la recta 4E. La di-
ferencia de las Figuras inscripta y circunscripta es
la suma de los paralelogramos K7, Lm, Mn, D o;
pero esta swma es menor que el paralelogramo 4/,
por tener la mayor base 4B, y ser aG la suma de
las alturas: luego el paralelogramo A4/ es mayor
que la diferencia de las Figuras inscripta y cir-
cunscripta ; pero: este paralelogramo, disminuyén-



(5)
dose su base 4B al infinito , resulta menor que
qualquier dado: luego (1) la Figura inscripta, |
circunscripta, y con mucha mas razon la curvmnea
intermedia , son dltimamente iguales, : y

'COROLARIO L

5. Luego la suma dltima de los paralelogramos
4b, Be, Cd, &c. evanecentes 6 menores .que
qualquiera dado, coincide con la Figura curvili-
nea: lo mismo se diga de 1a suma dltima de los pa-
ralelogramos .4 /; Bm, € n, &c. evanecentés que
forman la circunscripta. :

COROLARIO 11

6 Con mas razon la anura rectilinea conteni-
cla por las cuerdas: de los arcos evanecentes-a b,
be,cd, &c.y por los lados 4E y 4a, coincidird
con la Figura curvilinea. '

COROLARIO IIL

7. Tambien la Figura rectilinea circunscripta
contenida por los tangentes de dichos arcos, y por
loslados 4Ey da, commdua con Ja Fi igura cur-
vilinea.



(6)
COROLARIO AX.

Luego estas ELguras ultrmas (6 7) rcspecto
de los perimetrosac E no son-rectilineas |- sinov 1i-
‘mites curvilineos _dc.las rectilineas (5)-

ESCOLIO

9. Advxéltase; quevel” pamleloglamo Lm tiehe
con el paralelogramo’ L Cevanecente una razon
menor que:qualquiera dada, 6:que-es’lo mismoj; ¢l
paralelogranio” L m es evanecente | tespectorial “pas
ralelogramo evanecente LC"ihsCriptd"';’ pbrqile"' es
Lm: LC=mc¢;Cc, y me tiene con-Cc una razon
menor que qualquiera dada. Digase lo mismo del
paralelogramo M n irespectol al-paralelogramo eva-
necente MD:imscripto, -y’ ash sucesivamente. Por
tanto serin las superficies evanecentes B c*-_B m=
BbceC,Cd=Cn=Ccd D, &. uhl sl

I1T DEMA AVE O

. “Sien dos Figuras dacE, PprT se ins-
cnben como antes, dos series de paralelooramos,
de suerte que sea en ambas igual el nimero, y que
disminuidas sus bases al infinito , las razones ilti-
mas de cada término de una serie 4 su correspon-
diente en la otra sean iguales: digo que las dos Fi-



(7)

gums estardn tambien en 1a misma razon. Fig.3 4.

. Porque estando cada uno de los paralelogramos
6 términos de una serie con su correspondiente en
la otia en la misma razon, estaran, Cpr_nponiendd
las sumias de las dos series en la misma razon; pero
estas sumas Gltimas son (4) 1espect1vamente lguales
* & sus Figuras: 1ut:go coOmo "un P'lnleloetamo quals
quicra.en una serie 4 su correspondiente en la otra,
asi una Flgma 4 la otra. Que es &c,

COROLARIO

Lo que dec:lmos de }laa Flgmas e palalelo—
gxamos inscriptos’ en ellas , se extiende 4. quales-
qu.ié-.ra cantidades divididas en igual nimero de par-
tes ,;-en-las qué ;. imientras éste se;aumenta al -inﬁni—_
nito ,-disminuyéndose igualmente-cada parte,:tie-
nen todas entre si la- misma'razon ) primera 4 pri-
mera, segunda 4 segiinda), y asi las,demids por su
6rden : porque-en: esta: hipotesis la; dltima razon
que tenga unaiparte d su- cOrr-éspond;iente;, esa mis-
ma tendri el todo al todo.

EXEMPLO

124 La Flgura AaE sea un quadrante de cir-
culo, y la Figura 4 p E un quadrante de Elipse,
de modo que uno de sus semiexes 4 £ sea igual al



(8)
radio de dicho circulo., Fig. s,

Dividase el radio 4 E en qualquier nimero de
partes iguales 4 By, B C, C:D; &c. ¢ inscribanse
en las dos Figuras los rectingulos dd, B, Cd, &e.
y Adq, Br, Cs, &c. Por la naturaleza de la Ehp—-

I pem—Y et mgmmnl],

se es IID)(DL‘ Ds-—AE Ap. s pero por la |
plopledad del cuculo es H D){DE Dd : luego

1 2

sera Dd D s ...-AE Ap y por consiguiente
Dd: Ds=AE: dp; pero Dd: Ds=Cd: Cs:

huego seta C4:Cs =4 E: Ap. Del mismo modo
se demostrard que todos los demis rectingulos. ins-
criptos eii el quadrante circular estin con sus cor-
respondientes inscriptos en' el (quadrante eliptico
en la.fazon constante de 4 E 4 Ap; por’ consix
guienée disminuidas las bases de dichos rectingulos,
y aumentado su mimero al infinito , las razones dl-
timas de cada rectingulo inscriptosen el quadrante
circular 4 su correspondiente 'inscripto en el iquas
drante eliptico son iguales : luego serd (10) el qua-
drante 4aE: Ap E=AE: dp, de donde se in-
fiere el Teorema que el Circulo es 4 la Elipse, que
tiene ‘uno 'de sus exes igual al didmetro’ del circu-

lo, como este exe 6 didmetro al otro de la Elipse;
estoes, AEaHmE: AEpHnE=HE: pn,




(2
Jie D E F I N I CI 0 N.
2 13 81 en la hlPOtCSIS del Lema antecedente 195
paralelogramos -inscriptos 6 circuinscriptos 4 las Fi-
guras son tambien semejantes, cada uno 4 su cor-
respondiente ; las Figuras A aE, P p Tise) llaman
scme]antes. Fzg By 1 ¢ £F ,

LEMA V.

i 7 K% En las Flgums 'semejantes tanto ios 1ados
rectilineos,;: coma los: curvilineos homélogos, , - son
proporcionales, :y . las-areas: tienen la razon duph—
cada de dichos lados. Fg. 39 4. o

< 'Siendo:1as Figuras 4a By P pT semelantes se~
ran..dl‘ Piu==B m:Q 2,y ademis scmejantes 4 [
4 Puy y:BimdQz:: lueéo darPp==Bb:Qq,de
donde @ K': p F==.d a: P p;pero por lasemejanza de
os: paralelogramos Al y Pues da: Pp=A4AB:
PQ=Kb: Fg:luegosseri aK: pF=Kb: Fgs5y
siendo/ademis los angulos a K b, p Fy iguales sera
atipg=Kb+Fg=4da: Pp. Del'mismo modo se
demostrard seribeigr=Bb:Qq=4da:Pp; y ast
sucesivamente de las demas cuerdas? luego serd a5
peg=beigr=cd:rs=&c. y compomendo se ten-
dra a5+bc+cd+ &c. pg+gr+r:+ &c, =
abip g= 4a:P p; perolas sumas:iiltimis de las

b



(10)

_cuerdas evanecentes (8) coinciden con las respec- .
tivas curvas abE,pqT': luego serd abE:pgT=
Aa : Pp. Finalmente por :ser 10§ paralelogramos
Al ;Pu g Bin, Qz proporcionales y .:sgméjahtcs,
serd 4 B: PQ=2DBC:Q R,y porigual razon BC:
QR=CD: RS, yuasi sucesivamente; por cons
siguiente se tendri 4 B: PQ=BC:1QR=CD:
R §= &c. y_componiendo, serded. B+BC+CD
"+ &c.:PQ+QR+ RS+ &c. =4B:PQ, es-
to es, AE:1PT=4B:PQ=da:Pp’; y! habién-
dose - demostrado antesiser b E :pgl =uda: Py
se¥a. ab B pq‘T‘-—Ad Pp—-th P T, que es-lo
primero. ik b alnn
g il Siendo las’ Flgmas .A aE P p T ‘seme;antes
las- razones de’ los' paralelogramos U4 Py \ Bmia
Qz & scra!’r rcrualésr livcgé setd, (10)" lai Figura
AdE T PpT="4l:Puly pero por-la semejanza’ic de
los paralemgramos Al y¢ Pu escdiés P u-A e
Pp uego serd la Figura s E: ByT-—‘A P 3 TR
v habiéndose dffmostradm /enit el caso - ‘antérior sei
'Japr*-AE P seti AT 7P Y =T E2TP? is
Tuego se'tendri- #aE: PPT"—;Aa; LD = AR
P\’B%\..Qm asl 8achroiso zumsb 2al 96 sinsrnsvissnne

w,\.__.,

--if_?fi‘ 92 i brairioc :E;X ﬁ MP"L O .. %29 1 s

= .r,

Sean ‘Ias Fxouras A I—!G aﬂ'g dos qua-
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drantes de’ circulos que ‘tiehen sus centros én el
punto H. Fzg BLaT ol einod 1z (15 sniBLs

Dividase el radlo AH, en.a%lalqmex nimero de
partes iguales 4B, "BC,CD, &c. y tiradas las
ordenadas B P, CF, DJ, &c. complétense los
rectingulos B E , C K, &c, iinscriptos en el quas
drante 14 HG. Tivenseslos 'radios ' P H y FH, JH
ey desde los puntos!py f, j; &c: bixense las per-
pendiculares p b, f¢5 jdy &c. al radio 2 H, y com-:
plétense los rectangulos be', ¢k, &c. inscriptos .em
el; segundo quadrante  Hg. Siendo ;-puesi, las'rec-
tas P B y pb parilelas', serd' B H b H=PH:p 5
pero pot las paralelas  FC y fey es CH:c H=FH:
JSH=PHipH: Tegoserd B H': b H=C H:cH s
de donde1BC ibesd i BH b= P: H { p H;operoi
es B : bip=PoH1p He tuego serd BC:bc=B.P:.
bp, y por consiguiente los rectingulos BE y' be
serdn semejantes: luego se tendra el rectingulo BE:
be=BP* % P‘=P H_* P Del mismo modo
secdemostrara que'el réctingulo C.K es semejanteral
réctangulo ¢k, yqué esCK:ck=HP* 7/ H?; v
~ asi sucesivamente : luego los quadrantes circulares:
AHG, aHg semejantes ; por. consir:uiénte (14)el.
quadrante circular 4HG: aHg="AH*aH%;y'
el atco 4G:ag=AH:aH; de donde: resulta el
Teorema ; que los circulos son entre si como




(12))
los quadrados de sus radios,y que sus ciccun-
ferencias son entre si como los radios. g

LEMAJVI ”f”*

: 16 Sl 4 un arco qualqmela ACB dado de po- )
sicion se le subtende la recta. 4B, y en un punto-
4 de su' curvatura continua- es tangente la recta,
A D prolongada por anibos:lados; en:fin. E_si-e'l pun-?
to B se acerca continnamerite al punto 4,y (fqin—--
ciden: digo que el dngulo B 4D formado por la
cuerda y la tangente: se dis"minui-'ré---’al- inﬁn._itgq_._, Y-
tiltimamente-se. desvanecerés Bigieeqg S 8

Pues , si dicho dngulo B 4D no se desvancce,
el arco 4CB 'y la tangente 4D contendrin.un’,
4ngulo igual 4 un -4nigulo tectilineo ; y: poi consi-:
guiente-la curvatura en-4 no sera contmua contra
la hxpotesxs. Litego 8¢ 20! ‘sixi ;__ AOAOG

i ESCOLIO

17 S] la curva’ FAG c AE Ieferlda al dlame-
tro M N (.Fig. 8.) tiene dos ramos que s¢ cortan:
en ¢l punto 4, este punto no estard en: curvatura
continua, yla curva tendra dos tangentes , esto'es,
la recta 4D tangente del ramo 6C 4 E-en el pun-.
to 4,y la recta 4D’ tangente del ramo G 4 F en
el mismo. punto 4. Ahora mientras ¢l punto B se.
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acerca al punto 4, moviéndose hacia la parte C,’
el dngulo B 4D se disminuye, y ‘al contrario se
aumenta el 4ngulo B4 D', de modo, que coinci-
diendo el punto B con el punto 4, el angulo BAD
se desvanece , y al contrario ¢l dngulo “BAD vie-
ne 4 ser el éngulo'DAD' Disciirrase 'del mismo:
modo respecto; 4 los: puntos: triplos, quadluplos )
&eu que pcrtenecen Aritres!y quatm (& lmas;
mos’ de una curva. HGOERRYD 0otE I o™

LEMA VII

'18. Enla h;potems del Lema antccedente di-
go que la dltima razon mutua del : arco, la cuerda
y:laitangente és‘razon de igualdad. Fzg.. 7
-2 En‘el arco:4 € B'concibase que-acercandose el
punto Bial punto 4, siempre las:direccionés de la:
cuerda A By tangente 4D s¢ prolongan 4 distans|
cia finita en & d, ys4'la secante: BD tirese la pa-
ralela bd: concxbase tambien el arco Acb siempre
semejante al‘arco 4C B. Coincidiendo los puntos
By 4, el dngulo b.4'd se desvanece  (16) ;. por
consiguiente las rectds finitas 445 4d, yoek arco:
intermedio 4cb coincidirdn, y serin:por consi-
guiente iguales : luego. tambien las rectas 4 B,
AD, vy el arco intermedio 4CB (que son siem-
pre proporcionales - las 44, Ady y'arco Adcb)

WS FBORRT
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se' desvanecerdn ; 'y t&ndrén 1a_ltima ra’zon ~de:
1gua.lda€inQue les &eoypnaimab sz QW & olumul |
~i3010D  onp -I
i t)f”‘”f‘ﬂ? t?iRPrLa__;A RI ey 9 a’:-?)-;;' ih
-19.'(i8ipor ‘el puntoc Bse tira (Fzg 9.) una pa=
ralela B F'a latangénte. 4D que corta 4 qual-
qui¢r a-secanteofdiques pase por el punto 4 dicha:
paralelavB F gendry gltimamentelarrazon derigual
dad con el arco evanecente 4 B ; porque: comple~:
- to el paralelogramo 4 FBD , tiene siempre 4 D
la razon de igualdad con 4 B g -
j;! ﬁ@RQFARIQTf
20. Sx por los extremos' 4B del atco se:tican
qualesquierassecantes::BiDyo B E N4 K, A G y'que
cortenslatangente: o/ Doyiosu paralelaqBeFs todas;
lasrabscisas i D!y 4 E:, ‘B'F ;BG ylacuerdaiyars
co ./1 B txenen ‘entrei s la tltimas razon'.de: 1gualdad ;

CORdLARIO ’III 5 and glolnt

SAHp aStrn] 209

PR

!r"' .:(’;L

i ol SEELEO

Duggo stodas estas lineas , swmpre que;se
arguya ‘de las. razones ultlmas 3086 podxan tomat

i

unas’ 4_301‘ ol:ras.‘- ¢ rhniBionino: Sl sothommn!
| ““f ESCOLIO,_W'“' """

12 FIOR

 Por tanto queda demostrado ( Fig. 10.) que
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en el circulo el arco evanecente 4B, la cuerda,
el seno BF, y la tangente 4D de dlcho arco son
iguales ; iy en €sta suposicion sexdn rectésitos Angu-
los BiAC , CBd,:que forman:los radics. C4, C B
con la cuérda evanecente A4.Bj, §icon el-arco evas
necente 4 B ; vy celi sector -:eevanece;nte-':C'Bﬁ sera
SiBeghte: ﬁéfb” el seno verso A F dei mxs—

L B

igual 4

mo arco: serd cvanecente respecto a dmhas hneas
evanecentesis porque:tirada :1a reeta-B.H ,-por, la
sefejanza \dgs los: tridngules B K 4;nd BBy 'serd
Hd: 4B = 4B 4Fsperg AB tieneicon H.4
una’ razon menor que ‘qualquiera: dada«:-luego 4 F
tendrd conii4:B lupa.razon menor ques qualquiera
dada ; estoies jisera .4 Fievanecente respecto d. 4 B;
poriconsiguiénte el ¢dseno ‘dé un arco-evanecente
es“igual al ‘radio. !Ademis , tirada. B.K paralela: al
radio A, setd D K.evanecente | respecto - al.;seno
verso A4'E , porsser| 4 Cr A:D==BK : KD = 4F;
~ K D.: Finalmente;tirada qualquierg secante; D.Er;
" pase 6 no por.el: centrof) la parte :D B de ella;

comprehendida ent,rc el arco evanecente y su tan-
gente , serd evanccente respec%o 4la tangente eva-
“necente’; porque’ siendoi BE XDPB —-T ﬁ_-aera

DE: DA =Dk D Bl evcioxsi zal ob £y
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oh LEM:A VIII

% AFHOR o .

= 23 Sz las rectascdadas AR“ B R hacen con el
arco. 4C B .cuerdat 4B , 'y tangente . A D", lo
tridngulos RYBG RACB ;RAD , y el puni:_d-‘B
secacerca continuamente al punto A : digo que-los
tres tnangulos ult1mamente seran seme;antes ysu
tiltima razon dc 1gualdad Eg 7e

ooiMientras el punto B se vaacercando- al spunto
A ,'3:-:con_;_:'ibi§e sque las srectassd Dy 4By AR se
- prolongan 'hasta los puntos distantes 452, -, porlos
quiales pasa 1a 457 paralela 3 D BR ;y'que elar-
‘co..4ch siempre: essemejante al arco-4CB. Quan-
do'coincidan los: puntos: 4 By el dnguloud dd:se.
desvanecerir (16)1, “ypor - consigu iente -los ‘studs
tridngulos rid b, ridch yrdd, que :SiémP-re:_ son iz
nitos ;' icoincidirin ; y ‘por lo tantorséran semejantes
& igualaes v luego: los tridngulos. RAB.; RACE. 1y
R A D-, que siempre son sémejantesoy proporcm-
nales- conslos primerfos ; dGltimamente seran seme=
1antes 1guales entre si. Que s & :

Rl COROLARI O

ey el LD
PR .-..'..-’ " 138t FHT

Lueca estas; trxangulos (s:empre que se ar=
guya de las razones tltimas) se podrin-tomar:unos

por otros.
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EXEMPLOI

=25, ‘Si‘en la recta mdeﬁmda DN desdein un pun-
to fixo 'F 'se: toman-las rectas- FH, FJ, . FC,
FK, FP, &c.en .progr'esi_on aritmética’, como
tambien las Fi, Fj , Fc, &c. en’la misma pro-
gres:on y por Ios puntos Bo Hy I, €5 1Ky &e,
'3 ¢y &ci sé levantan - perpendiculares sobre /la
rectal! M N, y:se cortan de modo que las £V,
HA;IB, CE; &c.formén una.progrésion ‘geo-
méfrica recente:, iy las Y, hiy jbycesi&o.ta
aisma ‘progresion decrecente!; “lascurvai que pasa
por lostinfinitos puntos ¥+ 44 B', E; 8&c.la', ',
¢, &c.'asi determinadosyse llama Logaritmicary-y
digo-qué'esta curva: tiene 1a subtangﬂnte eonstantc.
"Eg. IT, .:.:'.:?;...-.'.':'.s.z_:r:.’-";_ff_-':_. 25| ;z-nu':'-:'w';:r HR1DE o F e

2Sean las rectasa T 4D, SE. L tanaentes a Ia,

curva en qualesquiera puntos 4, E. Tirense las
oidenadas A H, E C} témense las abscisas: F-H,
FJ ;. BC, FK aritméticamente ' proporcionales ;- ¥y
tiradas las ordenadas 4B ,K'G, por la paturaleza
«de lacurva las ordenadas: 4 H,; BJ, EC, GK

estardn.. en. proporcion. geométricas: en-fin: tircn-‘

selas rectas AR EO p;tralelas i la recta M N

* asintota de la-‘misma .cirva., Siendo, puesc_,.GK :

EC=BJ:AH, sera dividiendo GQ:: EC=BR:
: S

b
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AH,yalternando GO: BR=EC: AH; peroes-
tando las rectas FX , FC, FJ FH en propor-
cion aritmética , ‘es C.K =HJ,-de donde E0=
AR : luego tambien serd EC: AH=G0xX AR
E£O0XBR, esto es, en razon compuesta dé las
razones GO : EQ,y AR : BR; pero las razones
tdltimas.(23) de G0.: EO, y 4R, BR son respec-
tivamente iguales:4 las de LO:EOQ; y AR: RD%
luego-serd EC.:' 4 H en razon .t:ompues.EQT de lasra=
zones L0t EO, y.AR: RD ; y siendo @éstas ‘res-
pectivamente digualés d'las de! EC:CS -y T H: H A,
por laisemejanza de ;los: triangulos . \E0.L. 'y :SCE,
ARD. .y THA; se tendra EC ‘A H --@h-.-.;-:tazqgl
- ‘compuestarde ilas-razones: EC:CS, y TH:H A,
y por:consiguiente: B Gl: 4 H=FECXTH: AHX
CS: luego serdn iguales las subtangentes HZ ;0S -
pexteneqentcs*a qdalesqﬁxera ptmtas 4, E de la
cdrvaaonil R Wesednng sigpwlais s mi
. "Es-evidénte quc tomando dlstmt‘as pmgresm;-
nes 5o$endescribirdn «otras: tantas: logaritmicas ;. por
exemplo.; lallogaritmica ; eri, donde se toman:los
logaritmos tabulares; tiene la progresion aritmética
detlas nabscisas: FH RS o BEC.oFK ,«F B &c.
‘correspondiente 4:lajserie aritmética dei-los mime-
x0s naturales.r; 243 ,.44:&c.ry:1arprogrésionigéo-
:métrica .de lascordenadas FY , 4H., - BJEC,
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&c. - correspondiente 4 la serie’ géométrica 1, 104
100, : T000§ &c. ‘esto- es, 'L.I-—o, I 10-—1,
L. 100—2 &cs ol Bl 3 oG

EXEMPLO II

af 26 n8i dos logaritmicas ‘4 C B, OPQ tienen en
ellorigen - B de las: abscisas=ana. comun ordenada
FY;las abscisas FJ, F¥ correspondientes 4 igua-~
les ordenadas J B ; 7 serin como las subtangen~
teside ‘dichas 1ogantmxcas esto es, en razon cons-
tante Fg g B Sb vluonaec s '
“Tirense las ‘'ordenadas A H', 02 lguales, sean
GA' D, EOS. tangentes 4 dichas curvas_en los
puntos A 0 en fin tirense las rectas 4R, 0T
paralelas 4 la asintota M N, Por tanto se demostra-
14, como en el Exemplo antecedente , que la dlti-
ma 'razon'de 4R:RB es igual 1a'de GH: HA,
y'que la dltima razon'de QT:TOes igual'a'la de
0Z:ZE s pero RB=QT, y tambien HA=02
(sup.)'# luego''serd por igualdad ordenada™ 4R=
OT=HG:ZE ,6bien HI:ZV=HG:ZE. Si se
tiran otras dos ordenadas 7K', L°X iguales, se de-’
mostrard deli mismo' modo ser la parte evanecente
V H de 1a magnitud FJ 4 la'parte evanecente 2L
de'la magnitud FZ7, como la subtangen‘té constan-
te HG de la logaritmica 4CB 4 la subtangente’
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constante 2 E de la logaritmica O P Q, y ast sucesi-,
vamente : luego (11) serd. FI: F¥=HG : ZE.
. Sise suponen , 4C B la logaritmica, en la que
se toman los logaritmos hiperbélicos con Ia subtan-
gente GH=1,0PQ1la logaritmica en la que se
toman los logaritmos, tabulares, y finalmente: las
ordenadas B J=Q ¥/ =10 ; seri por lo demostrado:
el logaritmo hiper;béliéo de 10'al logaritmo ‘tabu-~
lar del mismo niimero como la unidad-4 ZE ;5 esto
‘es:(H..337) 2,302585091=1tZE, iy por:
consiguiente la subtangente de la logaritmica enla;:
que se toman los logaritmas. tabulares serd 1gual

-~ 3 1
e % 30353 3“9

o 4 3 4‘ = 9 4 & 8 PlOXImamente.g | b5

ESCOLIO L

29; . Hasta aqul hemos supuesto que el angulo'
del contacto ni es, infinitamente mayor’, ni infinita-
mentf_::menor que los angulos de los, contactos que.
las circunferencias de los circulos forman con sus
tangentes. Pues , si las curvas 4B, 4C,y la-rec-
ta 4D se tocan mutuamente en A'., y tirada la
recta D BC, sean siempre 6 en el punto de. la
evanecencia, D B como 4D ", y €D como AD%
y finalmente séa m> n: digo que el dngulo del con-
‘tacto B 4D seri infinitamente menor que el dngu-;
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lo CAD, y por consiguiente no.podri pasar entre.
la curva A By su tangente. AD otra curva del
mismoigénero de la 4C. Fig. 33! s engiin
Supuestas piy g cantxdadesfﬁmtas y constantes,

i3 ¢ D= 4 D" - }r se tendra BD- :

"_ -”_L TP

_4 D evanecente i 10 es tamb1en AD”’ n, luego
scrﬁ ‘BD-4€D ¢omo'1a cantldad ev,anecente:A qADpTE

i pero snendo

:.f.l 8 }

W3 7'

o

z’; la cantldad ﬁmta TI-’ o como una ﬁmta a una m-

i e 8 4,

finita 5 por consxgulente Ia ordenada evanecente
DB sera infinitamente ‘mehor que 1 ordenada eva-
necente DiC3 y:por lo'tanto el dngulo . B.4D infi-
nitamenté'menor:que: el anguloiC.A Dy 115 5] i+t
~Pormedio- deslas  infinitas: M:Earabolas ol Qﬂ}’a
equacion;es p” X B.Di= 4 D™, s¢ tendrd unase=
rie infinita‘de: los: angulos: del ‘contacto:; que.for-;
man dichas:curvas conilas tangentes tiradas por sus
vértices primarios 5 estores , suponiendo, m sucesi-
vamente: igual @ los términos de da:serie 2 5.;-1-§;,‘ 4y
561y &cide “tendrin das .equacionesip X' B D ==
A0 p2 X BD=D4%] p3 X BD =D a*, &o:
qite son 4 las lineas parabdlicas de los«6rdenes ‘ses
gundo , tercero ; ‘quarto , &ec. luegorel dngitlo del
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contacto e ¢l vértice primario-de la linea parabé-!
licy deliqusite Skden sergoinfinitamente smenor!
que el angulo del-gbnticto'en 6l vértice primacior
deﬂﬁiqirﬁaaparﬁb’é{rea "i:fel Fféi‘é‘@r“c’n:‘déﬂ' 3y éstefin-

el vertlce prunano He 1a Pambola Apolomana.

Disgtirrase, del aiisma-medo res pécto a Taf e@mcmn
de otras infinitas - Parabolas expresada por px

5 \

Qb eeoiden (9 anevy %%
WI’ =4 oD%, 16k blenrp T )(chll:Al’”“
Por tanto sc refieren las c.urvatmgs de. tpdos los
infinitos céneros de curvas % as 'f:[{ie fonilheatof
vértice/lay infinitas - Paribolasi;i como; por exem=
plo si:enslina Curva dadarE Gri( Figinigi ) se-halla
serila‘didéhaddievantearte: G comg EHB pseores
ferird la curvAbixa)BG:4 M curvaturad B (Figuag)
de 1a paribola clibicai’ekpresada - por larequdcion
P2XBD=TD3., el ngilo del ‘contacto .que
forha 1@ curva &G |con-1a; tangenteh - Finiserd
infinitamente: mayory rmi infinitamentesmenor, que!
el’ angulo délicontacto encel vértice ‘primario de
dicha’ patibola:: < pot la'misma razon!la curvatura
K (Fig.sx5)idelreirculo rsefreferitd 4014 curvas
turd 4 € (Fiz G3) d¢ 1a PiizbolaAipolontana, por-
que “¢s“la‘ordénada evanccente " LK como HT?y
¢omo facilmente se demuestra. Tirense, pues,la per=



o
pendlcular KL aldidmetro: HM,; y tascuerdas KM
K H .y por Seilos tridngulos M K H |y H LK sex
me]antes soserd Ml H K=HilK« H Lvj>dedonde
AR r=MHXHL ; perb i ‘euerda’ievanedente
}-I K es igual (21)4 HL , y:adema‘s HL=1TK : lue-
gci-'serﬁ MHXKI=HT?® ;pot consiguiente K I
HT =1 o M:H cantidad constantes! n1os iiofoi
~ooRinalhente | Obseryeénses los infinitos ordenes

- (Flgiay) delasiordenadas evanecentes DE« DB,

D¢y &cidelas iqualesiunasison infinitamente imes
notes'que otratiy & bien qherdienen entre k. una
mfmntmzemﬂr [igue: qualguiera dadasingniiooy (500
z«*“ 2 ;,rr}mlﬁxsboj‘:réﬂ .,,-.,;_,'z iy »
=02 i eclugnRlssy 106G & Lfsml zo1hbailio
4 2‘8.f.mTamBmmlo«qucm€J hay dﬂm@stmdq; en: los
Lemas*antccﬁtﬂiel};ﬁeﬁ‘—i;ﬁ‘ﬁpeptb \a laﬁ@ums,q ¥ 3‘1:!315'
supeificies’ comprehendidas. pos .s:.l,ulas}; Y $uS | /CO01F |
denadas,, se aplica; féé:ilmeg&e 4 la superficie de los
5011@*@5“# yiddostisnios, 591‘1@05“ VY Hog 2obrraicE
Shrey Siem la‘thura,@urwlgn 1Ecad sg,pﬁqrg—
benlos rectangulos: A, By Cd; &c. ¥ s€ circuns-
criben los 4l Bm!ly Cn &n.hy:enr,e,&ta disposi-
cion:dichalfigura da unassévolucion @l rededor del |
exie; B2 id 5 esevidentecque daifigara Epa 4 fmma& 4.
i s6lidoi 4y 110s aestangules finscriptos , y! los_cir-
cunscriptos:describisan - sus «correspondientes. @lm-

2. 40Y OH
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dros. inscriptos: ¥ cir¢unscriptosi‘alssdlidos y con«
sidéfaido disminuidas!lasiibases:| A B ;0B C,:CD,
oo de dichds Fectangules), 'y aumentado su nime-
1o alqinfinites:1a suma de Jos cilindrosievanécen:
.tes; '6'“1§1Gmré%s"§uﬁ q1131quiéia 'dadb insc1iptos en
su_cedera con la.ﬁuma;dc 10,&._¢Jlmd=ms\.__eva&acente*s-
circtinscriptosial sélidos( Fige-16 )« Puesis  Sipo-
niendpilas bases 4B ; BC; &eiigualess; y; prolons
“gandoilas panalelas mL_,ioM hasta encontrar el la-
do: 4a entios puntoss By, (G5! el cilindro formade
por el rectingulo:Dio serd: iguab aligilindro:formar
do por el 1ectangulce 4 {[ 5, la dif irencxa entre los
cilindros formados porilbs ‘Hre-étangulos Cny Cd se-
Th 1gt1al':5”lh~ diferencia eritrelpscéilindvos forntados
: ﬁbr‘ 108 wtftﬁﬁgﬂlﬁé ATy d-Hyladiferenciz -entré
Tos eilindras farmadﬂg’pér i{og ‘tectingulos -B m:y
Bcsera iglial “4& la’ diferencia’ entre los cilindrds
formados por Ab y:4 Liyycla-diferencia entréilos
€ilindres fe‘i*ma‘déé”por los ‘rectingulos: A1 y idb
“serd élla‘misma’y luego-Ta diferencia entre 1os cit
lindros é1reuﬂscr1ptas ‘al sélido: formados ‘porlos
lrectangules Doy Cny Bmydl 'y los: ¢ilindibs:ings
criptos én tel “sélido’ formados’ por’ los rectingulos
€d ,“Bé; 4b, sera “el cilindro formado ipor rel
”tectétrgulo Aty @ero “este:cilindro disminuyéndose
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su altira /4B al’infinito ; résulta menor giie quals
quierrdado:: luegola figura inscripta en el sélidoy
y:laccirounscripta 45617,y con ‘mucha mas razon
els6lido intermedio jison dltimamente iguales, b

'Nétese que el cilindro evanecente descripto'por;
el rectangulo circunscripto Cn, el cilindro: evane-,
dente descriptospor €l correspondiente rectingulo
inscriptoiC'd 'y con cmucha mas razon. el solido
evanecente formado por el-area Ccd D, serdn igua-
les entre si : porqiie. dichos cilindros estan entre si
como los icirculos descriptos por- los: radios Dy
D d; y:lazdiferencia entre’ estos cuculos es menoy
que qualqmera dada; - - '

i+ Si las bases, 4B, BC, &c. de Ios refendos rec-
tangulos» noison xgualcm, s€ supondra seft AB la:

maYor deitaedasaodds. obegaebianold T oo I9 5
Sila figura: curvﬂmea AaE da una: revolu--

cion al rededor del-exe E 4, la'curva:Eca des~
cribire’t--l;awsuperﬁcie-'dﬁl-séolido formado' por: ‘dichar
revolucions) 'y losspuntosia’y &y ¢, 8c.-de -dichar
curva-describiran’ respectivamente. las- cxrcunfe-r_en—j
cids circulares aha jbgh,icfc, &ci cuyos radios
son las perpendiculares: 4@y Bb - Ccy &c. alexe:
E4 -‘;‘-"y%'_éo’_l-fsi‘glei;an'cl‘di las: 4 By BC ; &c: evanes
centesj lo'serdn tambieh losarcos a'd, be), “&ci!
en'esta disposicion  la superficie descripta por la:
d



(26)

curva Ea sera igual 4 la suma: de los: productos
de cada arcos evanecente de lamisma: curvaimulti-
plicado:por la circunferencia.del circuleyicuyo:fa~
dio esvla:perpendiculat: baxadaidesde el extremo
de dicho! arco al exe .4 E , esto es; sera igual 4
abbgbibeXcfekedRded &e. Frgiiage Io
‘’Mientras la: curvaoa b E da unactevolucion:ab
rededor!del exe 4B, el ‘arco ab desctibird syicesi-
vamente las superficies a &b b a’a"#"b", &c. hasta
volver al lugar de donde salié ,las: circunferencias
aka, bgb quedarin divididas'en-igualinimeérode
partes ad ;7 a'a” § &y bbb b o &cyila; suindd,
de dichas 311perﬁc1es sera la superficie descripta pop
el arco ab: entiéndase'lo mismo respecto 4:las su-
perficies descriptas por los arcos bc ycdy &cl has-
ta el vértice E. Considerando ahora:lairectacd B
evanecente y serd ‘tambienévanecente la [diferencia
entfe los radios £a'y. B b, y por consigniente eva-
necénte la diferencia entteslasicircinferencias ddiay
y. bgh: lhegosi se consideran-evanetentesdos drcog
aasyaalyi&cab bbbt i 8&cyse tendrinad == bibly
aat=b'b"; &ci pero (18 los satcos evanecentds
coipciden; con sus, i‘:eépqi_;ithas:m@?dﬁs cduege da su-
perficie aa't’ b Setd i mladkiiﬁterméq:ten tiengylos
lados opuestos, 1guales :oentiéndase rlo- mismo - res-, -
pecto 4 las demas saperficies o ¢4 4!y.a” a" b by

&
el



&y -
&c. en las qué se-considera dividida toda 1a supés-
ficie idescripta porsel arco €vanecente b, Y Sien-
do’el exe B 4 perpendicalar 2l planoicircular afay
serd’ eliplanoi 2 E#  ‘que'pasa Por dicho -exe ; per=
pendicular 4 dicho circulo a/as pero(22) ¢l ar-
co a4 thenor -que ‘qualquiera :dado es. perpen=
dicular al" didmetro ‘e’ , ique. es'la comun Isecs
cion de dichos planosata yaE#: luego serd ad
perpendicular al plano 2z E, y por consiguiente al
arco evanecente ab ., esto esy el dngulo 4'ab: sera
recto;. peto’ el \quadriliterola o' b b tiene sus-lados
opuestos iguales por lo demostrado:: luego la su=
perficie evianecente wa' 5’5 serd un rectingulo igual
% abx bb. Con'el mismo método se demostrara
serda superﬁae evangcente @ &' b0 =a' b X b b= -
ab™X b y asi.sucesivamente: respecto alas demas
superficies’ evanecéntes), en'las que se considera di-
vidida 1a superficie'descripta por el arco evanecen=
té!a®: luego lavsuperficie: descripta por-el arco
evanecente ab serd igual "aab X b g b, Del ‘mismo
modose demostrara que la‘superficie descripta ' por
el arco evanecente ¢ esigual 4 beXcfcs y asi
de todas las superficies descriptas por' los demas
arcos ‘evanecentes de la curva propuesta. Luegola
superficie descripta por la'curva Ea, que da una
revolucion al rededor del exe E 4, serd igual ‘4

-
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abXbgb¥beXcfetedXdedt &cy =0 v
-~ Es'evidente que si/la curva 2 E se refiere al fo-
cus F, 'y se. mueve al rededor de-la ofdenada -E F
como. exe , 12 superficie descripta por dicha’curva
serd!la misma que anteriormente se ha considerado,
y eniconseqiiencia serd igual - a suma:de los re-
feridos productos. Adviértase «que son: distintas las
expresiones de las areas ; y de;los solidos descrip-
tos por ellas, respecto 4 las curvas referidas 4 los
focus'; pero’de un modo semejante se aplican  los
mismos' principios 2 ‘dichas 'areas y sohdos »: €OMO
seiyera 4 contimiacionissh of 1og 2olpust rotabnty
fumel o Siven qmlqlllera Figura: curvllmea AFJ
contenida por la curva 4 J referida al focus F, y
porlas<ordenadas: F A y:EJ, se inscriben los sec~
tores circulares isemejantes: 4 Fa , EFp ;. B:Fmn,
&c.:y $e circunscriben!los EF D, B FG, 0 il
. &c.yien esta disposicion: se/! ‘disminuyen ‘unost y:
otros ,.y:se aumenta. sus niimero: al. mhmto, las.
razones tiltimas que tiengn; entre st la~ Figura ins-
cripta ; la:circunscripta: y- la curvll,lnef_g,"son-_raq
zones de igualdad. Fig. 18. .
Prolonguense los arcos cn'culares G' Bm, .DEp,_
A a l_"_l_a.s_ta_ encontrar la ordenada _.E_J en los puntos
M, N, 0. La diferencia que hay entre el sector
¢ircunscripto. L FJ, y el inscripto € EX, es la su-



perficie LC K J; la diferencia entre elisector’ cir=
cunscripto HFC=CFK, y el inscripto B Fm==
mFM es'la supetficie Cm MK 5 la diferencia en-
tre "el 'seé'tdr 't‘:ircurisci'ip'to""G :F B--*-:::-FM ya eI
yla dlfcrencm entre el sector c1rcunscnpto DFE
=P FNy-el: mscrlpto AFa=QF0y es laisy
perficiel.P Q ON : luego la:diferencia quenpasaens
tre los sectores circunscriptos' y'10s dnscriptos:es
igual 4712 'suma de las'superficies LCKIy CmM K,
mPNM ,PQON esto es ;iigual - d-lasuperficie
. LQ0J5rpeto cesta: Superﬁme 1 disminuyéndose | el
' angulo 7 FJ all infinito | resulta-imenar: qiie: qpal-.
quiera ‘dada ! luego 1a figura dnscripta , 1a circunss
cripta y “coni mucha cmas: razon la_curvilinea in-
termedla Juson dltimamente iguales.oo no: 04 nuid
i Noétese! | que Jal superﬁc,leJLCK Jes: evgnﬁceute
respiecto al ‘sector: “evanecente FCK _.por_q__ue es
LCKI«FCK=2JK:KF,y2JK tiene.con KF
una.razon’ menor. que: qualquiera“dada.. 'Por ‘tanto
setd el sector:evanecente 'FCK=2=FLI="FCI3
y- porla misma’ razon' el, sector evanecente FBun
=}__?:H C=FBC,y asi sucesivamente.
0'4° - Si lafigura,-a FE-contenida -por. la. curva
aE teferida al focus . F, y por las; prdenadas a By
EFE, da una revolucion al rededor de’ Ia ordena~
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da B F5:c0moy exe ,niyasupuesto 1o quer se dixe
anteriokmente, sei tims 143 ardenadas Fb, Fe, Fd,
&e.:digorgile el s0lidé piodicide por dichaticion
lucion, ¥ igual= A1 Ta ‘suma ide:los: productos de los
tiidgulds evanecentes a )y b Fesc Fdy &ciimuls
tiplicados respectivamente: por dos terceras i:@r'tcs
de:las! circunféreneias b g 4 ¢ 2fesded, &en 'ct'gyeé
-fadios sonclas péspendiéuldres, bB cC G AD; -,u&c. i
a la ordenada EFy Bigicigeounio eotdng 2
' Mientras 1a' figura ‘curyilinea - &FE da una. re:
volucltm alorededor de 1a ordenada’ yEE, el tnan—
gulozevanceente @ Fbodescribird: sucesivamente |10s
sotidos Fadit' by Fa b a! 8¢ Hasta! volver al
tagar ‘de ‘dondersalié’s pero (2°0) laibase. aa'b' 4. de
dicho 'sélido ses! uni rectongulol, i aa’ .como. tams
bien 5 %' son perpéndiculares-al-plano;a.4 Ei} -y de
ééﬁaigﬁi'en"te:’al"'"at;iéi;‘ingul;dziEz: :1nego.dicho s6lido
serd’'unia piramide igual 42 FbX 3D :con . el

mismo ‘método se ‘demostrari el s6lido ipiramidal

Vit B F=="d Fb' w3 b =a Fbxs bh s elisés
lido' plrmﬁlcial P A R=a Bb X 365" )y ast
sucesivamente's luégo el 'solido’ formado « por el
tridngulo evanecente o Fb serd igual 4 a Fb X 3bg b
Del ‘mismo modo ‘se'demostrard 'que el sélido
descriptopor el tridngulo evanecente 5 fc es igual
abfeXicfe, y asi sucesivamente de los sélidos



(31)
formados por los demas-tridngulos evanecentes ) en
los que se- considera (dividida. la figuraia F.E. Por
tanto el ‘solido’ descripto - por I ‘figural eurvilinea
aFE 3 que da una revolucion alorededor de la
otdenada E F ., como exe s serd:.igual‘a o Fpx
;'ﬁgﬁ#&ﬁ’c‘ efc+6Fd><rd€d+ ‘&0- ¢ sdiom

CEXEMPLOL [0 0

L)

29 Se pxde hallar 1a supeérficie: descrlpta por
12 revolucion>del’ ach---:-'fcucuIar .4 J ‘*él rededor,
det bridi6 AR, Figig. smnoslilo mlueo shrok

. Consta’ pdr'? lo “demostrado (: 28 ) rque Ia su-
petﬁcié ‘propuiesta és ignal 4 'la serie 'CIXCPC
HBERBPBIUBE ) BD Eqi&dolenl ba cqual
se consideran evanecentes los arces'C B C|“BE; |
&c. Tirense log radios HC 5 Fd, yla CY paralela
al radio 4 F: y siendo el arco CJ evanecente , ‘se-
- r84(22Y)° el 4nould BCIrectonspero el dngulo

NC ¥ o¥-receor liegoisers | BO == NOY 5 vl quis
tande’ el-comum angulo) E O ¥yrresultdrd NC F ==
¥C I3 pero losidngulos N ;2 ¥ soriguales por fec~
tos z:luego los:iteidngulos € ¥ILCNF. isefinses
miejantes |y en ellosproporcionales dos: ladob sesto
esi Cd: OV 22T R€ Nopor comdiiiente €
EN=CYROF=F 4x MN} pero CIRCN:CI
KXCPC=CN:CPC=A4dF: APGCA: luego se=
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1 AEXMNCIRCPCmAR: APGC A= AT

XM NAPGCA R MN poryconsiguiente, € J X!
CPC-*TAHGG.A’X MN. Bel: mismo 'modose, de-
 mostkard, quiesson; BC)(BTBEA’PGCAX NR
BEXEDE= =APGCAXRS y asi sucesiva,
mente ; petd l,a superfici¢ formada por el arco, cir-
cular 47 es igual 4 CJ)§ CPCH+BCX BT B+
BEXEDE+ &c Tuego dicha superficie sers
igual & APIGCAXMN+ AL GCAXNRA
APGCC AXRS +1:&csi =APGCCAXAM . de;
donde resulta el Teorema ,-que;la .§.qg,§rﬁ,g;g,_ld¢§“
criptalporla fevolucion;:del; arco | circular. .4 al
tededor del radio -4 F, como exe ;. es. igual al seno:
verso A M del, mismoiarco. muj,tlphcado ppr:la Cir=
: C“nfel'ejlﬁla YP G Codol zasnonsnsye priskizned oz

st f {0 rC O R O LJA R(I 0 I- : ~‘ ‘ ;5

3 G s e Eu e
o! 30.; Luegafla superficie’ de la Esd’erar descnpt:a
pomla; revoliciont det la;: semmtrcunfercqcla AIG,
al- rededor del didmetro) 4 G serd figual al.didmetro
AG multiplicado:porila Clrcunferencm APGC4H;
pero-elcircilo) EPC es igual (1.:435) 4 la quarta
parte del didmetro:4 Gomultiplicada por; la-circiin=,
ferericia 4P.GC 4 : luego; 1a superficie ide ;Ia Esfe-
ta’ sefd: quadmpla de 1a de su- cxrculo maximo;
:EPG okl s Y OM e o Mbe w5 Bem X
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s SQROLARIO 1T, |
Iy 31, Por tanto, las superficies Q\e 1as Esferas osta-

59, S5p
tin entle sx ‘como Ios quadtaaos Ele sus dmmétms, i
porque 1o ciréulos que son ’1guales 4’ dichas ‘su=
perficies'; estdn’entre’si-er’lirazon de los quadra<

dos,de sus didmetros. (1. 438):; ..
e oh o YEXEMPLEO TL8

33.18e plde hallar el sector esfenco producxdo
porlh revolut:lon ‘el seetorcireular 4 FJ ab re-
dedor dél’ 2adio "4 Ficomoiextr Figlligoy v .nisies
Consta por lo demostrado (28) que el sélido
propuesto es 1cual 4'la serie CFIX:CPC+
BFCx,BTB-I-EFBx,LEDE 4 &cs en la
qual se, consideran., evanecentes lps secto,req C FJ
BFCi; EE B &g pero;en el, circulo; (29). es'

3 BITIEOL

; CIxCF P e

CIXCPC=APGCAXMN, dedonde S

RJCPC oblen’(m) (6 CPC=APGCJ;£
: : S

)(M N X—-—, y por la 'rlmsm'é razon s BF (0] x:tﬁ%h_‘_ 3=
BTB—*APG C4A¥% NR X—-—— -y asi de 105 demas,

términos de dicha serie : _luego_ el zsector .esfenco:
formado por el sector circular 4 FJ serd igual 2

APGCAxMNxf;_'-:-APG CAxNRx-%.;.
: _ e
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APGCAxRSx - + &c. _..APGCAX CFx

prreeet | y pm' ser cl cono que tlene por base el_

cuculo méiximo FPC de la esfera y por altura el
seno: verso 4 M del ArCO- AJ, jigual 4 APGCA

xﬁf.x__“."_‘ , S tenﬁiﬁ que ‘el “sector esfricd

;-a,-,.———.;

formado por el sector circular: AFJ que da una
revolucion al rededor del radio/ 4F ; es duplo del
cono que. tiene (poribase; el circulo : mz’wkimo de. 'la
Esfel a,y pm- altura p:l 1SeN0; V,BISO AM, delarco, ,d.?‘.

Ty

COROLARIO I

Branls i8gH infiere’ que 1a so‘hdez de la esfera s du-
pla de la dtl cono- que 't-lene por base el c1rcul|

CORO'LA‘RIO II~" XD

' 34~ “Por-tanto las esferas estarin entre si « ‘como
los cubos de sus d1§metros 3 porque 1ps conos
lgnales a élChaS esfe:as resultan semc)a’ntes ¥
(1. 456) estin entre sien la razontuplicadw de’los
dlﬁmetms decsus basesen! :ivar gib sh so

e T

rRigotin 1otos: Is “oq r;_'.-'..,rﬂ;g\«-- i
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NocmNEs GENERALES

sigges Las cantlﬂadhs wariables 's¢ notan-.con :las
altimas letras soyc, wyx, 5% z del alfabeto , y las
constantes con las primeras a, &, ¢ ; &c. -

36. Funcion de una cantidad variable es toda
rexpresion en la'que’ se shalla rdicha ‘variable:; de
qualquier modo', mezclada:d no con constantes : ast
artbx24cx3, (a-l-bx’ +c9:9)" &c. son fun-~
‘ciones de la variable. 2.0 . ¢ .. _ 16

137..oLas. "diferencias menores 'que: qnalqulera
dada-} 6 1as diferericias evanecentes de -las icantida-
-des vanables ise Haman Diferenciales', Elementos,
Infinitésimos , y tambien Fluxiones de las mismas
-cantidades variables ;- y: dichas ‘cantidades variables
's¢ llaman: Sumas/,’ Integrales , y ‘tambjen Fluentes,
Tespecto 4 sus diferencias ' evanecentes.

- a8, Las diferencias que tienen con las cantida-
des variables: finitas, -4 quienes pertenecen , una
razon menor que qualquietra ‘dada , se l_la-ma_n_'-_]:_)i:_
ferenciales del primer 6rden, 6 primeras. Las dife-
rencias que tienen: con las diferenciales del primer
-6rden;una razon menor que qualquiera dada,. se
llaman Diferenciales del segundo 6rden., 6, segun-
das respecto- 4 las: cantidades variables finitas 2
quienes pertenecen :- ast la’ diferencial del tercer


file://�/-cxi

(36)
orden 6 tercera es 1a que, tlene con Ia dlfercn-
da. Disctirrase del ‘mismo modo-de las diférenciales
del guarto’ mden , Yy asi suceszvamentc, [ et iy

_ ESCOLIO. SRR

b agsic 1“ Sl enila récta A M (Fzg. 20) S8 toma
‘qualquiera‘ serie“de cantidades: 4B ;o 4:Cjind D),
AE , AF., &c. expresadas :tespectivamente’-.con
las letras z , 2’ , 27, 2™, 2, :&c. es evidéente que
las'diferencias \B CyC:D, DEE F "';J&C. serin
-téspectivamente iguales 4 x =z’ a2’ 27!, a2,
" — 1" &ci Por tanto ‘considerando dichas dife-
‘rencias ‘¢vanecentes 6 menores que qualquier - can-
tidad finita) serdn w =2!i) o — 2" &c. diferéncia-
les ;-M Eﬁri’nﬁé'ﬁ é;rd en.,respecto a.la: 'var'iaeb.i‘e'r al, 5y
estas diferenciales serdn-iguales 6! constantes, sila
serie*de las cantidadesiz; 2!, 72", &ciies aritmé-
tica.. Digaselomismo ‘respecto:4la seri¢:crecente
(Fig.21) de las cantidades: 4B ;A Cy AD ;- AE,
' &c'-"*cuj;as“dife'rencihs primerasson o' — x ;2" =2,
alti g Soa =g  &c. Adviértase que en ‘el “pri-
“thericaso la ~d1fcre-n;-:1al-- primera g <x"serd la-dimi-
ficion ‘evariécente dela variablésiz oy ! queten el
segundo 1a° diferencial ‘primeraa’— zoserd~el au-
mento evanecente de 1a'misma variable ‘z : luego
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4 la diferencial ;primera: de lavariable ¢ se dara el
signo 46 = jsegunise considera aumentada 6 dis-
minuida-dicha variablesbrt #19i0pliup onp el

Si rdichas -difer’encias?'iprinieras cesto) esy
e i e ! 1t g™, &cs o son! 1gua1es las
-d-i‘fe'rénci-as?- de. esta sel-xe---sc_l‘-a-n--—-- i

ol ' e Bor tanto st idichas diferen-
‘cias primeras'son diferenciales dek primeri6rden,y
las diferencias segundasse: considerani‘evanecentes
respecto d aquellasyse tendran en lasimismas- dife~
rencias segundas ,1das : diferenciales rsegundas: 06 olas
diferencialeside tasidiferenéialesdetaivariable pra-
‘."i)u'esta s Diga%@ild mismo respectod-la seriericre-
~ cente.(Fig: 21) delas cantidadeés 4 By:4C, AD,
4 Ev; &ciicuyasadifererniciast segundas Som 2" =20
xS &”’f—h-'sz Ll i &eh Adviértase iquerdr las ’dk-
ferenciales: segundasasﬁvdebera ‘dar’ el signos— & =
segun las diferenciates: primeras se aumentan 6 _dlS-
minuyeis Gon elomiismérimétodd sé mianifestarin
pon_lmecho de.las«diferencias tercérasy quartas., &c.
las diferenciales tercerds’; quartas 8 &c. de la va-
‘Ilable ‘propuestaivs. Live oplmidd obu -

2532, Fimalmente abséxvesee que: el =q1mdradﬁ de; la
dlfele*ncmh primeraide-la variable; z 5y el produc-
to de las diferenciales. primerash de:dos svariables,
seran diferenciales:del segundo érden : pues; lla-
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madaim la diferencial;primera d¢-la variablé iz , se-
TA1G WA= 5 opeioan tiene ;con - aina. razon
menor que qualquiera dadas! ihego m? tendricon
me diferenciat del- iprimernordén. una. razoh nfenor
que qua{q}ues,ae, dada 5 por'consiguiente. sera ( 38 )
m? diferencial -del;segundg: érdens asimismo-llama-
-das m  nlasidiferenciales firimeras'de. 1as cvariables
X o b SCId @i i <=y i 5 pero m tiene .con ¥ miha
xazon-menor qué iqualquiera dada : luego mn!ten-
-drd,conz difetencial del primer;6rden una-razon
-nienorgue;qualguiera:dadd;; por, consiguiente serd
(238 ): [t rdifierencial - dels-ségiindo -6rdeni- Con el

-mismo: método:se-hard ver queyim 3.5 m*n 5 mn?
san difetenciales delitercer 6rden, y: que-m*., m3n,
'm2 a2z mn3 sonudiferencialesi del . quartosy y ast
-sucesivamente:-Ademas de dichos.6rdenes 'de can-
tidades-evanecéntes: uhas-infinitamente ‘menotes que
.otras , ‘hay otros -6rdenes! intermedios } ique resul-
an iquando la diferéncial primera estd elevada-a
aina potestad quebrada positivat cnmo, poraéxemplo,
eit 14 setie de’las diferenciales m#, m%, m%, m, mi,
&c. el segundo término serd evanecente.respecfo
-al-primerory el tercerosrespecto al segundo .y asi
"'S'irées‘i\'faéiéﬁtc s péa:'o"“dichds cdiferenciales: serdin |de
dos’ respectrvas Grdemes % ;5,35 &ear ;
Al contrario supuesta m cantidad infinita, es-
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to es, mayor ‘que qua.lqzu:ie-r 'cantidad'dada',' se'tens.
dritben! lazsetieons S ® jm 8 28k, Nos1 \brdenes se--
gund‘o tercero’, &C.J"c'lef dxwha cantidad - inﬁmté 4
de 'modo ‘que el jprimero tiene ‘con el'segundo 'una
razon menor que . qualquiera’dada ,0y del: mismo
modo el segundeccon el’tercerorycy sashusucesivas
mente.( Adémiss dé dichds ‘ordéniesiy: hay | otros' inb
termedios ,*cono ‘se ‘ha hechio observar’ fantes- 1ela-
t;vafnénte 4 1as cantidades' evanecentes, ! [l
4o Tia'diférericial primera de wnal oﬁntrd“ad{ vas
riable’ sifiiple §Peomol 27, #¢ “notal anteponiendo da
letra d 4 la mistha variablé SaspdzOsignifica’ 1a. dis
ferencial primera,de la variable 2 (de modo que-
la letra d se-debe consxcierar como un signo, y
no “como iin@icantidad! multiplicadaypori x )z v
dx P a2 ~33yqindica el producto. de la :¢antidad
finita # (22 —4%)., y' de la diferencial -4z La
d1ferenc1al primerardeisuna /cantiddd variable : mo~
nomia~de ‘dos 6 mas dirdensiones ; 0*pohnom1a 56
nota anteponiéndoilaletrarD. 4 1a misma: varlable,
y la variable polinomia;entre un paréntesis 6 baxo
de una raya: asi D.x™, D.(az<2x?) indican
las ‘tespectivas chfé:enc;ales ,pnmera& de das varia-
blesaé"’ ax—l—-.fc" 1 & Bridfmo 98 . bahil ;
'S I8 7 diferent:lal‘ segunda.,.esto es, la dlfcren-
cial de la diferencial de iina: vasiable; rsmﬁp;eﬁ,c_g__‘r'nq
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xy:se:nota.anteponiendo.las, dos: ketras dd 6 Wit

( 1a m;&m,vanahlf:f;ﬁs; ddzx, & é’ ziexpresallas dlfﬂ-)
 rehtiaksesunda:de 4 variable s Seusard dei das,
dos letras; DD, 6. D% para las-cantidades imonok
miasi:de|dos 6, masi.dimensiones , -y para las poli=
nomigs iqueé.se ~pondrin:entfe un-paréntesis (6 baxo
deiuna wayacd ask D3 y84o D% ainHa? ). sindi=
can las 1£spectwas diferenciales segundas de las; va~
nables 2392 ; ax 422, Discirrase del; mismo, mox

or patasindicar; k% diferenciales, tercerass, quar-

t;is »i&ecipor-medig.de las respethgas ﬁﬁpxesxones

d3 1*d+ 1’\&c' ‘D b-‘ent D3, (AR D*' 3 r&r"& Bl &% nassl

e CORUL ARTON
‘{' o OfiZT2 N OMOS “tshisndoiadel ve N pidael &l

v 42, v Lmegoises tendran las: equgglorles (u?r} ﬂiim 3
Ar i dPa A &evs=rydin T d 2 x +&c. =+ 7,
+ider=d3x +'&'c. = d? Z25(Y asLsuceEi{rémeh-'
tey ingase 1o/ mismo: relativamente las; equagiones,
;cq*- Jie T p o= gz v &y =ns wida :';I:«i,-}‘wr

42 &c, ;. - d z 4 yasit suceswamente. $iR Yo
. 3 ™ e ESCOLIOI it :‘; 2 ' -1'"
fothny (T e an} AR N AR e Bt ok

-5 43*’ En lo Sucesisro.g:,' asiipor el 1sor gcqmaJ POL;
1a comodidad , se omitira la raya‘para -indiear :las;
potestades de 1a diferencial de’una var,lable simple:
y ast’ SE."ESCTIblIa :{:c#’emlugar de‘dz?i, da™ en,
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lugar ‘de: 7= ™, 'Per'O“és-'-mc'heéte'x hacér1a distin-
cion correspondlente 5 por exmnplo , entre dz?,
¥ a’ix, porque ‘gunguérambas.  sean ‘diferenciales
dél segiindo- 6rdeiiyla ‘primera’expresa €l quadrado
de la diferencial dz, y la scgunda indica la dife-
rencial ‘de la-diféerencial dx. - '

-4y 2o Eat qualquiera’ curva refenda 4 un:exe:'$
didmetro , se notamn con las’ respectwas variables
Ty Y55 la abscisa,’ Ia oi'denada y el arco de la cur-
va 'y que se corresponden nutuamente. En el cir-
culoicuyo radiocr; se llamaran: respectivamente p,
¢ 5wy la periferia yiel quadrante ; y: qualquiera’ar-
co variable que; & conmcleram tomado ‘en el mis-

mo quadmnte y asi Lz expresar.a la razon cons—

tante de:la peufgua dc qualquier cuculo al semi-
didmetro que le corresponde. Finalmente en qual-
quiera, curva referida_al focus se notarin con las
respectivas “variables ¥,°5, ‘qualquiera ° ordenada
que sale desde el focus, y el arco de la curva que
corresponde 4 dicha mdenada 5 ¥ ademds expresa-

vi dz el arco mﬁmtemmé del’ circulo descripto
coni el radioigualdllacordenada y, . o 2 -

2 45insLadetra.Siipuesta delante- de, una;, dzferen_
@lal ‘qualquiera, simple 6 .rc.omchxa. denota: la -inte-
gralode ld misma:diferencial : ast. S.4 2 ( = z.);,
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S. (2adr <z dzx) indican las respectivas integrales
de las diferenciales dz ;2adz+2xdz. :
- 46. Cilculo Diferencial se llama, el metodo de
hallar las diferenciales dé las canf:xdades vanable,s
plopuestas. izl
47 Cilculo Integral se liama el método de ha-
Har1as:Sumas 6 lntegrales de; 1@6 dlferenpiales pro-
puf:stas. ET i se . otdsrniib
A ESCOLIQ : ;
48. Hay muchisimas expresrones diferencmles,
de las ‘quales-hasta ahorana se saben las dntegrales;
y de’otras'solo‘imperfectamente -y -por-apioxima-
cion. Adviértase en general que, por ser’el méto-
do del Cilculo Integral un método inverso del Di-
fclenmal conviene hacer mucha atencion 4 los pa-
so8'y resultados del Calculc} d:ferencml para. Hegar
é los del Tritegraly 1 obnogeorios of o il

Dc la.s D;ferenczales de Za.s' cant:dades
a.?gebv’ma& o shisb -slse oup

oy PR OPOSICION 1

49. Sienla camt:dad variablel X cmnpuesta dg

145 variables simples o', y)2 4 &c.yiconstantes se

substituyen respectivamente a+dw ,ydylz - dz,

&y en lugar-de dichas variables ; yde lo que.xe-
4
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sulta que lamo '¥* se resta la cantidad propuesta
X; el residuo serd la diferencial: 6-el aumento eva-
necente de la cantldad vznlable ; esto es, dX
S Xy
Expresando 1a~ X una cantidad compuesta, de
las variables z, y/; 'z ;' &c. y constantes; 'y la. X"
una ‘cantidad. compuesta: de las- mismas. variables
aumentadas en sus diferenciales , y de las ‘mismas
constantes , serd X'— X la diferencia que hay en-
tre* los dos valores de 1a cantidad variable propues-
ta; "15{31‘0'_ -10‘55' émﬁe'nl:bs dzidy s dz, &c. son ‘eva-
necentes 6’ menores ‘que qualqmcra dado : luego
dicha diferencia- X'— X serd evanecente 6 menor
que qualquiera“dada‘; esto es, serd la diferencial
de'la cantidad variable propuesta X, 6 bien el au-
mento’ evanecente’ quie’ tiene dicha  cantidad X re-
lativamente 4 los aumentos dz; dy, dz ; &c. Que es
~ "COROLARIO L~
0.  Con'el mismo método se demostrars. ‘que,
si’ mientras'unas variables como x ; vy, &c. se au-
mentan', otras como z , #,; &c. se dlsmmuyen s@-
Ta dX.-X X, con'tal que en X se s-ubst:tuyan
dichas pnmeras ~variables aumentadas en’sus dife-
renciales , esto es, t+4dx, y+4dy, &c.en lugar
de las variables 2, v, &c. y las otras disminuidas
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de sus diferenciales , esto es , z==dz, u==du, &c.
en Iugax\ de las varlables 255 s &ew nuski

COROLARIO 1L

“51. ' Del 'mismo modo se demostrari que, si en
la cantidad wvariable X se”substituyen respectivas
mente 2 —dz , y—dy., z—dz ; &c. enlugar.de
las variables z, y, z, &c. en la suposicion que to-
das se disminuyan , y lo que resulta. que llamo X'
se resta de la cantidad: X ;- el Tesiduo X—= X' serd
1a diferencial , €lemento 6 diminucion evanecente
de 1a cantidad variable propuesta X, esto es, d X
= X— X'. Adviértase que, si mientras unas varia-
bles como =z, y, &c. se disminuyen, , otras .como
=i, uy &c.'se aumentany en la ‘cantidad X se d_gbé;-
14n substituir  —dx ; y—dy , &c. en lugar de z,
y, &c. y z4+dz, u4-du, &c. en lugar de z, u, &ec,

COROLARIO IIIL

‘52, 8i la diferencia evanecente X'— X contie-
:ne algum}s términos -, con quienes estén los demas
en una  rdzon’ mcnor que. qualquiera ;dada;. sera
(42,) X'— X 6'bien X igual. 4 dichos; ‘términos,
Digase 1o mismo respccto 4 la diferencia evane-
cente X --X' i
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EXEMPLO L.

53. Se pide hallar la diferencial de la,'cantldad
variable 592 4-azxy+23. '

En la cantidad pmpuesta substltuyanse, y 4 dyﬂ
en lugar dei v z4daenlugar de #5 vy se tend;g:
by 2 by dyck body b de 3, 1

Yazry+ aydeadedy
+ z3+4 azxdy+3ade?
+3x’dxw e 1 3 :
De[ esta cantidad que ha. rCSuItado >l'ési:ese la
propueésta ; ytel residuo-, esto es 5. AN S
‘2bydy i body2A-da 3

-+ aydr+ adxdy B & o ‘_ o
bk a2 dy 4+ 3248206 20 e by 0 ot
+3xzdx _,.\ " SN

serd ('49) la dlfelem:laL completa de Ia vauable
plopuesta y dicha diferencial se redueua (42)

los términos 2bydy+aydz +ax dy +32 L d:c
contemdos en la primera coluna , quue los tér-
mmos de la segunda son (39 ) _...) dnferencmles del
segundo ‘Grden, O evanecentes rcspccto a 105 de. la
primera , y el. térmmo de 1a tf;zcera coluna es. d;-
ferencial del tercer or&en 6 evaneeente. respecfo 4
los de la segunda luego serd D. (6y’+axy+x?;)
=abydytaydstazdy+3ads, 1. -

Vi FD
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EXEMPLO II.

Piggy Dada la velacion erre 1as cantidadeés varia-
bles z , y, expresada por-Ja equacion y 4+ —8'2y 3
- Iza:xy G 16a=y2 +48a22y+4a% 2z -—64::33:
255! ‘'hallar1a rélacmn de'suis dlfcrcncmles. ik 13

En la equacion plopue;»h subshtuyanse wtdz,
y-+dy en lugar de las varrables 595 y de 1o que
resulta, réstese la ‘dicha equaaon hechas estas
oPeracmnes se tendra la. equaﬂxon diferencial

Y3 dyt 6y:2idy ® oo Iqlyedydpdyt

—24ay? dy—24 2y dy? — '8 a dy3y l :
—24ax ydy—124 z dy2 —xzadxdyz gl
—12ay’dx—-24aydydx ' S
+32t=" yAy+16 a2 dy 3" shug kit =0

+48a% ydr448a2dx :z'y AR l j
+48a=xdy+ 44"41::,

+. 8a® :ra‘:t: I.l'.-i ' g 5
_64‘13335: S w N B S B ednion b

: Slcndo ios tcr‘mmos que forman 14s colunas se-
gunda tercera y quarta evanecentes respecto de
los de'1a” prlmem , Serd’'4y3 dy—24 ay’*dy '
'—24amydy—12ay”'dx 432a%ydy +48a? xdy
' 484 ya’:: +8ardr—6423dr=0 la diféren-
cial de Ia’ equacion propuesta. Ahora si en dicha
diferencial se¢ trasponen todos los términos ‘que
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contienen 'dx , ‘al. sggu_ndo mien}t-)_ro.)_,;\. -se tendri
4y 3dy—24ay?dy—24a2ydy + 32a%ydy
+48a%xdy=124y2 dr=48a2 ydrim 8 q .z da
o 6443 dr; de dondeiresulta; ki proporcion ;-esto
es,dy: dr=12ay 2—48a%y=~8a2x4+64 a 3%
4y3=24ay °—z4fa:cy+;;7,2a 3+48a x5 que
es lo que se pedia.

- :Ahora si€nrla éqhacion «dadazse-supone 25a,
se: hal{a ri ser y=2a : luego en esta -suposicion :serd
dy ;«dx =0 xd; por.consiguiente se -deésvanecen :las
primeras diferengiales,oy - respecter dern que ensla
mismz, 'supoesicionquiedanlas. segundas  jque reduy
cidas-son, Scfy“-r-dx“# 0} seran éstds, las dﬁfe.re.ll'
ciales deila- equacion propuesta en,la suposicion de
ser x=24 , y==2dv ¥osiendo, 8dy Apmdr A5=0, ser.

ra tambien dy ﬁ,:{:}_i‘;:é,; yi afy;j;gtg%; por consi-

- guiente. dy o dz = dm ¥ 2‘]/’3'{],ueuqsicnfiﬁ r=2a,
y=2a: dy; tendsipcon -dr,dos §A7900s ) €5t0
esyiidy tadys= mp Kﬂb, &y dx ik 2 (2.
Este mismo resultado smt@hdrasfﬂaen ul@ equnggp
- propuesta e substituyen 2@ 4z v zd-{-d}g en Ju-
gar de.las variablés.x ,.y. Engg@nﬁsgl S na, equa-
cion formacla de las variables z, v, y constantes se
diferencia , 'y resulta‘ser 53; ?fxr LGy éff! 145po-
sicion Que,.l__asﬂ variables &,y son. iguales:2 cantida-



(48)
des constantes -i,'-«’C@‘ﬂ.-‘l'_ﬁ r==a 5y =5 - se hallard’ del
misifo'miodola diferenciil de la equacion-propues-

t s'\'k-sf__efg esta'se Substitwycn “wrcdasen ‘lugar de 45
5’“"5’9—1- dyenduogay dd ;6 hlema-,-da; c:i Lugar de
£ ‘Y Z"'-'ﬁ’y én: 1u6ar de & gr B B TR

ESCOLIOE e m [

e sgioz vnprol 29
BT iA»dwertasa:hpie sbilazdiferencial scgumda es
la:diferénciatide nina equacioh : propuesta | 1dyinten=
dra Corv'de dos vazores y por serodicha diferencial
del sesundeb Srden gite constituye uha equdcion
del: segutido g’lado s9asintismoosiplacdiferencial tters
<era les 1al diferenciale de -umasequacion dada ; Ldy
‘teridrd con/dastres rdzones |poriser: esta‘dlferencxal
~del- fe?fée“ri‘érzdo 1 N)r» asbeuicesfvamente, . © s==1 100

~lzoo 10g E”“E:SG*@\HIO*{:I:“ vo moidied §1

3%" Obséi‘vﬁéé' énel ‘Exerﬁplo =antecedente’ que
qa “diferénicial® prﬁﬁéra» de 2 eqiracion propuesta=se
'tenélra 1gha'1men€e gk d:icl'?a fequacion’se ‘ordena
I;ﬁ’lfﬁéﬁf ﬁ*orflﬁslﬂﬂnéﬁé}i‘onés desiina derlasivaria-
Bles'Zconid y § y sus-téfminos 's¢:multiplican: res
“pectivafiiénte por lqsude la- serié! arrtmétncw que
SR EsInRIAROD A AN, ReEs ST 00 25-
Sormanlos expgnentcs ct y., y ademas —Po_l_.. —
“desplies sitesta opex_'acmn se “hace: scparaql-amgnte
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con la otra variable # de la misma equacion, el
agregado de dichos proditctos jantos serd 1a dife-
réncial priméra db 12 efuacionr propuesta, -Tam-
‘bien si esta di‘fereﬂcml ptimera se trata del mismo
‘modo, y el resnltddo se parte por 2, se tendri la
“diferencial segundé y asf sucesivamente , con tal
‘que se parta la dlferencml terccla Por 3, ¥ la
quarta por 4. RECH B At

Equacmn del Exemplo antecedentc or&enada

" * por y S .
 yt—Bay—12ary® + 480Ky + 44727 | 4a2® +48a%yx + |yt
+16a*yt  —b4ad — 64a’x— Bay?
; ' et —12ay?zx +162%y*
Sexi 4dy 3dy “edy . dy o exdy | ade dzx oxdx
€ries Ty 3 ? 9 ¥ % 9 = b ) s

Y CIRE T

Productos 4y?dy—24ay* dy—mq.a.—rg&y +48a*zdy| 8a*£dx + 48a* yJ.t
~+32a*ydy —64adx
3 ' | —12ay*dz -
Es evidente que la 'suma de estos productos;
esto es, 4y3dy—24ay?dy—24axydy+324a2y4dy
4+ 48a%xdy +8a2xdr 4+ 48a%ydr = 6442342
— 124y *dz , restituye la diferencial . prinera que
se hallé en el exemplo antecedente.
Ahora para hallar la diferencial segunda de la equa-
cion propuesta, ordénese la diferencial primera

g
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pory, - y por
4y°dy—=042y* dy—agaiydy+ 48a°xdy | —s4ayidy + 4y3dy
m=x2ay?dz+30a*ydy+ 8a*xdx | 4 48a*xdy—agay’dy
-+484*ydx—64a1dx | + 8a”xdx 4 32a°ydy
' : +48a’yi3
e 64;:333

= nay" dx

Multnphquense los te{rmmos respectwamente
por los de las series aritméticas

y se tendran los productos
13y?dy?—48ay dy ’-—-:4:::&3;‘;‘ ’ —a4aydyde
. —a4aydxdy +32a*dy? : +48a*dydx
+ 48a*dxdy + 8a*dx?

cuya suma partida por 2 restituye la diferencial -
segunda 6y2dy?® —24aydy2—24aydedy-+48a2
drdy—i2axdy?+416a2dy?+4a2dx? , que se
hallé en el Exemplo antecedente. Del mismo mo-
do se hallarin las diferenciales tercera y quarta de
1a equacion propuesta, con tal que se’ parta la- ter-
cera por 3, y la quarta por 4 como se ﬁgura
continuacion.

Diferencial segunda ordenada por y, y por z,
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. 6y*dy*—m4aydy ® +48a%dxdy | —r2axdy® +6y*dy®

: amn4ayddy—ri2azdy * —24aydy®
' i St SR  readaydyde
i 4 4a’dzt } '-Fq.%l::’dxdf

i el iR

- Y Iy 4 4—4;:221:"

Series %,-i;", 2%?' d: i f?‘

Productos :ngdy’—c4ady3—n4adxdy | =~readzdy®
' Luego partida la suma de dichos productos por'3,
se tendra 4ydy3—8ady3—12adrdy?, que es la
diferencial tercera. .
Diferencial tercera.ordenada, por 7
aydyd— 8ady3

=

' '—-Izadxdyﬂ
3gd & ) 26y d b vy i
Sene ?, ox_y,__ HIw LR R
31' > 1 y 1] y

Producto 4.dy4 , que: partldo por 4 da la: dlfc-
rencial quarta dy4 de la .equacion- propucsta. ElL
mismo método vale para hallar’ qualquiera diferen-
cial de toda eéquacion algébrica: luego por lo de-
mostrado ( IL 510) si la equacion tiene dos raices
iguales , su-diferencial primera tendri -una de di-
chas raices; si la misma equacion tiene tres raices
iguales , su diferencial segunda tendri una de di-
chas raices ; y asi sucesivamente,;.
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PROPOSICION IL

57. “Hallar 1a difér’en'cml'de una cantidad varia-
‘ble aumentada o dlsmmurda ‘de una cantidad cons-
tante como z* a.

En Ia cantxdad propuesta z £ a substitiyase
@+ dx enugar dg z;y de la cantldad o daFp
que resylta , réstese x ¥4 ; pero, restada . 2*a de
z-dr=ta, el resxduo es dx :luego (49} la dife-
zencial de z3=q ¢s dz , esto s, D.(a:'*‘zz)——d:r.
Que es &e. id Taine '

COROLARIO 1.

58. Luego una cantidad vanable tiene 1a mis-
ma diferencial por si sola que estando aumentada
6 disminuida de una cantidad constante: como z, y
274 tienen la'misma d:;ferqncxal dz, pues D. (:r-—ﬂa)
-»dx ny dx (40). ' ;

COROLARIO II

-' 59 Por tanto la mtegral de'la dlferenmal de z
“puede'ser 2 6 =4, esto es, S.dr=z,6 5 dz
igual ‘4 ‘'z mas la constanté 4 cuyo valor: puede
ser positivo 6'negativo. El valor de la:constante 4
se determinara por‘las condiciones de los Proble-
mas , de los quales ha resultado la diferencial , y
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su integral. Por exemplo , si debe ser S. dr igual 4
cero , siendo.x =0, se tendrd la constante .4=0;
esto es, S.dr=uz; si debe ser. S. dzz=0, siendo.
x=a, se tendri o—a+A de donde A.___a,
estoes, S.dr=z—a;y si debe ser S.dx igual 4
cero, siendo 2 =—a, serd o._--a-}-.d de donde
A'—a luego 3. dx-—x-}-a. [ANARG

' ESCOLIO.

‘60. En la exposicion de los metost generalea
pata laintegracion de las Formulas diferenciales se
omiitird' ( quando: nol hay precision ). dicha- constan-
té para abreviar, en la inteligencia ‘que es menester
afiadirla'y determinarlacen los casos pattieulares,
como se verad en lo suceswo. :

PROPOSICION III.

61. Hallar la dxfexencxal de un producto de una
cantidad constante yide unaivariabley, ‘coimo . tam-
bien 1a diferencial de wnafraccion que tiene ¢bnus
meraclor vanabie y ely dcnommador constante, (o<

_mo az, y G pee _

En la cantldad propuesta ar substmiyase ¥z
en lugar de z, y de la cantidad a2 4-2dz que re-
sulta réstese ax ; pero restada ¢z de ax4adzx, el
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tesiduo es adg: luégo: (49))1a diferencial de: ax
es ddx -esto es., D.a:r_-adx. Con el mismo mé-

todo se hallara quc la d[fcrencxal de = les j't—, es=

to es,D — = V.Quc es &c.

COROLARIO I

62. Luego la dlfcrencml de un producto dc
una cantidad constante y de una variable es igual
a la constante multiplicada por la diferencial de la

~variable 5 y-la diferencial de una! fraccmn que tie-
ne.elinumeradof wvariable, y. €l denommador cons=
tante , es igual 4.1a diferencial del numerador par-
tida: por: ‘et denominador constante «esto es, D ax
4 FAZRER O el 82 OiiaD

=adz, yD:—=—}."_ '

T4 Ty

CORQLARIO II

63 Luego pam hallar lIa mtegral de Juna dlfe-
rencial multiplicada: 6 partida. por una- constante;
se-intégrari‘la diferencial , y: la integral se multi-
plicard 6 partir por la constante ; esto es, S ad:r
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PROPOSICION 1V,

64. Hallar la diferencial de una cantidad com-
puesta de términos variables unidos con los signos
mas y menos ; como z'+4z—7y -+ &c.
~ En la cantidad propuesta z <+ z—y 4+ &c. subs-
tittyanse x4+ dz en-lugar deé 2, z-+dz en lugar de
z, y-+dy en lugar de y, &c. y de la cantidad que
resulta x4drz+dz—y—dy + &c. réstese la
propuesta x +z—y -+ &c. pero hecha dicha resta,
el residuo es dx 4 dz—dy- &c. luego (49) la
diferencial de 2 4 z—y+ &c. es dz4dz—dy +
&c. quando todas las variables se aumentan; esto
esy D.(z4+z—y+ &c.) =dr+dz—dy+ &c.
Pero si. mientras se aumentan las variables, por
exemplo , x , ¥, se disminuye la z, de suerte que
vengan i ser z-dz, :z_—é’z', y+4dy , se hallari
del mismo modo que la diferencial de la cantidad
x4 z—y -+ &c. es dr — dz— dy+&c. Que es &c.

~ COROLARIO I
.- 65. . Luego la diferencial de una cantidad com-
puesta de términos variables unidos con los signos
mas y menos es igual 4 la suma de las: diferenciales

* de cada término unidas con sus. respectivos signos;

esto es, D, (2 42—y + &c.) =dz + dz— dy + &c.
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-COROLARIO I
66. Por tanta la intégral-de unagregado de di-
ferenciales winidas con 1os sigifos ‘mas y menos ; se=
rdn las integrales dé cada diferencial unidas con sus
respectivos signos, lesto es, S. (dx 4 dz—dy 4 &c.)
=S.dx+S. a’z -S. :dy-‘i— &, =g ey &c.

PROPOSICION Y.

67 Hallar 1a diferencial del’ producto zzy &ec.
de qualqmer ntiméro de variables z , 2, ¥s &e.
Hallat ‘14 -diferencial del” producto iz de
dos variablcs.

En la cantidad propuesta 2z substitiyanse z--dz2
en-lugar de 2, y'z+dz en lugar dée z, y de la
cantidad 224 xdz + zdx + dx dz° qiie tesulta rést
tese xz; pero el residiio de dicha resta es 24z
+zdy'+ dvdz=2xdz 4z dz, por ser dx dz infinité-
sinio “respecto’ 4 los demas - términos : Tuégo (499
la diferencial del producto zz serd xdz 4z dx.

En la suposicion que la variable x se aumente,
v la otra varidble z se disminuya, y vengan 4 ser
a4-dx , z—dz;, del mismo modo se hallard qué la-
diférencia[ de 2z es X —dz+ 2% dx.

~ Hallar la diferencial del producto :rzy de
tres factores variables. e -
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Higase xzz=u, y serd %zy=uy; de donde re-
sulta ser D, :czi;._-D. uy;y du=D.zz; pero D.
wys=udy+yduyy Dorz=xdz42dz, por lo de-
mostrado-en el caso primero :. luego serd D.xz ¥
=udy+ydu=zzdy+yxdz+yzdrsien la dic
. ferencial udy 4y a’u se substituyen x 2. en. lugar de
#, y xdz+4zdx enlugar de dus: X% b

Si se supone que las variables z, z se -aumen-
tan, y se dlsmmuye la variable y, se hallara del
mismo modo que es D. rry=1xzX—dy+2yXdz

FzyXdr=—azdy+iydz+4zydr.

.:3°%. . Del mismo. modo se hallard ser D.xzyn
=zxzyXdu+tzzlU X dy+xyuXdz4zyuX -dx.,“en
la suposicion que todas las _irar_-iébles’fsc aume’ntén;.y;
asi'sucesivamente con el mismo 6rden. Que es &c.

COROLARIO I.

68 Luego la diferenmal del: producto a,zy &c.
de qualquier nimero de factores variables 'z, 2, Vst
&c. es igual 4 1a suma de los productosde la diferens,
cial de cada factor variable multiplicada por todos
los demass estoiesy Dizxz=xdz4z dx yiDaxzy
=xzdy+rydz4zydx, D. xzyu-—xzydu—l-xzudy
+xyudz+zyud9: &ec.
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COROLARIO T

Por tanto si las vanables 2,2, u, &
son 1guales entre si, serdn , D. z °— 2xde
Diri=ge%de; Digti=igladdy,&e. de donde
resulta'que supuesto’ 1 wimératentera’y p@Slth’Gf
serd D x®=mz™5% dp ; 0 ‘por 1a misma razon
.D:cf’”" (m+1)><:r“d£ ;.

COROLARIO III

70.  Se mﬁele ser'S. (xidz +zdry=zxz, S«(x za‘y
‘ayde 4 yzda)=uxzy, Si (rzyduazudy~xuydz
“+uyzdx)=2zy u,y asi sucesivamente contel mis=
ma''6rdenl Es de advertir que, si eniqualquier tér- -
minode 12, diferencial complexa & dz 4z drs¢ sabs<
tituye en lugar.de la diferencial su integral, el re-
sultado es la integral de dicha diferencial comple-
¥y ¥ ast 'su-bs-tiﬁiiéra‘ 2 enlugar'de’ 4z%en’ el Br-
minG zd 7, se tendrd z ¥ qiie esigual 4°la integral
d¢ ‘dicha dlferencml coniplexa :'asimismo substituis
daiz:en bugar de. dz entel términotzdz § se tendsd

14

wziLo mxsm@ “ucede-en la& de.rnmr esqmamxmcs. 70l
b ORO‘LARIO e ey

71. Tambien se infiere ser S (m+1)x’”a’x 6
bien (63) (m4+1)XS.a?dz=x™*"'; y par-



($9)

tlemdo por; m -l- ry serdtl; o dpas X i

Y sen

ML =

qual cl expomntgmes;numero ?nteru y posntwq.

PROPOSICION VI

..... Pof i £n

72. Hallar la dlferencml dc una fmccxon — cn

la qual el numerador es constante y vanable el
denoiminador ¢omo tambien’la’ dlferencxal Ide¢ una

fraccion ‘;:' ,';c'ri la=qual el ‘numetador’y denominal

dor son variablesey s or ¢ vy 0y

1°. En la cantldad propucsta—"—substltuyase
S‘v

z-l-dz en lugar de &, y deTa cantldad que resuita

O’ G205 29510 sup &1
z.{-d restese la pwpuesl':a =15 pcro heg:ha dlcha,
: R COTIRTggR (00 '&d'
1esta, el res1duo es — ,_Mdg =—

luega |

S e A
¥ 208 OIS

3 d
(4,9) la dlfexencual de --sexa— » esto es,
1 0 ACH -T;j s (8 8-l % fevngoig 1ol
a'” ‘'ade g
RN e PR a0 ¥
z

B En la captld.ad _.\ substltuyanse :r-l—d:r
25 delen Iugan dc las variablesiz, 2,y de lomquef
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- J L » i .
resulta :+ d: réstese la propuesta = ; pero hecha

éd:r—-:rd:z' ; s&-.r—T.t‘ds

dicha resta , el tééidué' es = lue-

go (49) la dxfercncml de - sel" fix?-iz- ) €sto

Tim

i . oz edx—:cdz
es,,l).l R

Z

E
§

En la suposicion, que la varlable r se aumcnte,

y se disminuya la z ; serd D.-— =TT

COROLARIOL =~
7. _- Luegci la diferencial de una _f,'-'a'cgion ;’?n

Ia qual el numerador €s constimte 24 variable cI

pa'rti&b“ dicho j:'ro-i
ducto por e1 quadrado dcl denommador de la frac-

25 3D 5 &l

ad...

cion propuesta , €sto es , D.—-.——_-—- e la dl-

ferencial de una fraccmn —,enla qual cl nume-
L - r s

rador” y * déhominador son vanables, es' 1gual al de-
nominador -multiplicado por ladiferencial del. nu-



(61)
merador ,(menos:elznumerador muttiplicado por:la
diferencial del denominador , partida esta 'diferen=
cia por el quadrado, del, denominador de la frac-

edx—zxdy

i .
cion p)ro;;mesta“I esto s ,. D,’;{FT,; P en la

snposxcmn que Tas-dos variables se aumentcn'

COROLARfO 11

. !.‘. BirG:3 T 'I { “}f ] T “
‘r il 'dJ! @) SIpET {. r' x
74 PQI‘ fanto sem 3. = ==z S pomo tam..
bien seri S. ";x—”"“__‘,.?‘_’ "" B L o B

O’éf Wil fee
PROPOSICION VII

o oy T— T
AT

o TFS HalIar la dlferencml de qnalqmer potencna
:t!" ‘cuyo cxpm}ente m representa qualquier cantidad
constante ‘¢ntera’ & quebrada , ‘positiva’ 6 negativay

-En la cantidad propuesta a™ substitiyase r + dz
en lugar de la variahle :r,-y se tendra (x+dx) -~ " que _eﬁ

i :"‘"x p @2 a’:c Az

ra

1gual ala serlc :r'”—!—nh.”“"af:p-l-

--!-'—m?-"—"::T]%»m—_'J )( .1: ’“‘3 a’:; 3 + &c. reatese de e ta

serie la.cantidad pxopucsta " ,y ;} 1esxduo ma”"dx

— —— i ——

e, M— ,'m m—1 . —2

+——-r,.—}<x""“da:“+~ TR o T XJE‘{&J’;T?&S‘




)
gheces igualGa430)d ek Xdy séri o 491) lal dlfe-s
rencialideda pofiengin 25Queies &dol, [Lionie b

AETE u;. gh- LCORU‘I:”AR)IOO I {:.f.-

shr——rhe
oju $4291001G 1057

“72 Tuegs | 1a_d‘1fet1enC1§1 “a¢’qualquier ‘potencia

a™ , quelitiene: su zeiponente Lcoristante entéro] 6
quebrado, pos;[tivq )olr}:gg%tlgt)u 5161,:} Jgual al mismo
exponente multiplicado por la variable elevada 3
una _turgldad menos , '.32\ por ],a dlfcrenc:lal dela mis-
ma variable 5 esto es? > D. x”’-—mx:r”" )(dx, Y

D.am+i = (m41)X2™ dx. st o

—- s f152 Hoid

COROLARIO II
IV VOIDIZ0TO09T
=7. Por tanto serd . (m+1))<x"’dx 6 bien

(635 (B 1):}(3 :r"’iix—!c”"‘“ by partiendo am-
brbitasoaotuplnup ritodrgen wma (420001 ruq—i

bes; mmn;lpos POI "?H'i(f S :ccndra S dx Y
dstoes | pm‘a 'def:efmmax 14 ‘integral ‘del- }pmd{mto
dé una p@tenua variable: (‘que 'tiene su’ eixponente
constantc, eqtelre 0 guebmdp pq@.two 6 pegatl-
vo)y de la ‘diferencial de su raiz variable 5 S€ au=
mentard f.;l _exponente de la, Po;gnc1a ‘en- iina _u_r_u-
dad , y se partlra la potencm que ‘resulta -por su
c-{poneﬂte’."*Se- excepi:uaf vel ueaso de setn m‘—- oF 8

pueé erﬂ:o&'lbcs »z,uﬂx"o*b’ren“—* fiene “por 'lthﬁgrai~

g,
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el 10‘3311':[110 Inperbthof dﬂ X, gaomo se demostra..
1a por medio de la Proposmlon siguiente,

e e Fiva

i EXEMPLOS'“““

LT . - b : p g
_IJ

5;&1 D a0 7==s_7¢>w8cdm4m¢%ﬂ xa:%-ldgg
_*'*X:BEII’IE;B x‘**:ﬂ.-b-‘ixm '2V€bﬂ€‘$r=-—-}7f éa“f‘,
D. (a+y)4=4X (@+)3X D. (@+yy=54%: (“a+3f)3dsf '
D@ =D, (@2=a™) P =X @ )0

v brbizone sede 9b sbnunge IH\JUJ_M;.... &l s 2930
-szdxf— Py DJ{ (xrza )-‘—_D (SC_’,—I—;zﬁlE
2 Qx_}_ JL2E S, £h50 ;«:rd}r 61 \_,L gak tooInTan
f?‘“ = ?52,."55‘ = !

D. (43 mrd)sdbss x&giﬁ-’.x%l) ﬁxt-rwd@

‘_xd_x T ot e a o 2 ==
(:ii i S ;.._aéjﬁomk(“ﬁ iy
faliie, wodfis 2009 602 ,::-,»",- itk dhilemp 11()‘% Sieoqus

=—-w5X(:r g4} )“‘szdxﬁ.“ (x“-i"*‘zg*)é”

D! (ﬂﬁ+éﬁ)§—“x<b= LGBy SR DI 430y

=¥ (%’=+z"*w><zz“d% o (a4 ) 3 (a-t2)3"
__.(.:z—-x)f)(l)ﬁ ’(‘j +ta+£) XD (?z x)‘3'
por ‘1o demostrado (68), pero D (ar+z)E

._gx(a—l-z) eI "fé-‘afﬁ——w&(‘d )2 (= dx.
oy r; silin }l “rfj
lueg? sela D (ja—xj’?«:(i&;j _r;(a?: 4331?;& +2) “w{z
+(a+z) )( '?,x(a—x)ﬂx-:-—ci'z x(a—fcﬁ 3‘(a+zj Sz
-—3d:r><(d+zj“-"§§fa'—w:z-)4* s S TGS T

dise nlesugoiq noidanl &l ob gromilg Isisnoisdik
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~HIJe0H0 92 OiT htsb OLIO. il iITER0L i3

K2 Tt flfi 12 H0I~ b vihom 44 {4}

79. Aplfquensr: los glmcqnms expuestos en las
Proposncmncs aritecede entes, para hallar las dife-
Bentialﬁs‘xscgumdasﬁ tercetas ;&c.. de las cantidades
variables.,. sea. sus | elgmt:ntm da: dy 5 &c; cons=
tantes O vanahlﬁy DL AT 3 s Bpaia) €1

< ¥ B dlCh@S elementos dx, z!y " &c. son’ m;uns-
tantes : la diferencial sqgunda de una cantldad va-
nz{blc*pmplieé’fg Yetendrs | , 'si(se diferéncia 1a “pri-
mera’por las: rcg%as énsenadas en l;: suposmlon que.
dr’, dyy “&c. son constantes , y el resultado se
parte poi(s ; 14 diferencial -tereeralse ‘tendri, si se
difeféncia-l# segunda-- -por. las.. mxsmas reglas en la
'suposicion que dx dy, &c. son constantes, y el
résarttado ,s’e"pzfte por 3 la diferencial’ quarta se
tendra §1 se. dlferencm la tercer;—; segun Ias mlsmasl
tantes 2> y el resultado se parte por 4. y 351 suce-
sivamente, Por tanto las, dlferencxales prlmera se-
gundg, t)ercqu, &c. de una fum:lon de ]a vanabie

17 ety

Ty la qual fun,cmim llamp en gene1a1 Wi estaran

expresadas por los correspondlenﬁes i:érmmos dc la
i et xF" . dx3xF"' '

serie dx X F' ..'c+ o T

diferencial primera de la funcion. propuesta sers

‘ot &c. pues la
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dz-multiplicada:por otri-funcion de dichaivariable
_wylarqualiseidenotaiscor Bloreda; diferencidlsser
gunda-sei4iigualh 4 landifekencial deody i Blixy, if
poriser'dx constante’ por la supoﬁlmon shserd Lgual

sl plreasa 93 b
J
—— 3, Per F Z s (Ia. mu1t1 hcada
a.m TN b ff&; A BIRID  B199194 g i?"‘

oira, fyncion, de 7 1a.gual seiindica con F ;ﬂm&%?
ke c‘hfc cicial égind séi4 M_‘_ ‘Ia“difeéncial

n P hft:i--:" r
s F"' i
x

t:ewera, scrﬁ Iguai aJaqdlfcrtnplai de -'-:—.-\-;ﬂ pars
tida pot'3i iy por ser d:fwahsﬁante., (§¢£4? tambien

‘Fu_ [ T
gD IED ‘pero DRz es igual 4 dx

S

igual 4

maultiplicada poriotfa funcionide «,.la;gual sease-
fiala con F”. z : luego. aexi..quha diferencial terce-
& ’. & "f’«: x—;;}-‘@?“"‘“{“r“ . L g :'mw*" e
ra igual 4 ——2Li oy asi suceswament_e. Por
tanto si en una funcion dé la, vanable x g;gprega'da

i LIBR 3 e 3

en genelal Eor F Z , S aurfl(:nta xe eP 'dx, se tendra
&) (s 3l njn" Bipipiony
dqr x " .:-’x.EWa:

F.(:r+b'x) Ex*{dxxF et u.m-:-; - 53'3

‘h{: ’;E;‘-’ e Adv:értqse que s1empxc qug s

trata _@e wpeﬂgr\dsxchas dlferene;al.es iguales 4 ce-
10, €8 stiperfluo éc pag‘tera;, ?&mghlfn e HEaidis
antcnormente. ok S i

29, . 8i dichos élﬁmentos cfx dy, &c. se' sup?}-'

i

wERd

h



(66) .
nen variabléé., fa diferencial segunda: de una can.
" tidad variable propuesta se tendrd ;isi se/diferencia
fa primerd spor:lasioreglas iensénadasi, en.la:suposis
tion' quezdy (dp&ecy son wvariabless 64 del mismo
modo, se. procedera suceswamente ‘para hallar. las
diferencialés tercera quartd, “&e. Adviértase que
€s dtbitrario’y’ ias “ﬁﬁP sﬁpdhéf- Conistiite anc 'de
los .elementos , “y “variable. ek otro , quando hay
precision de las diferenciales segundas 4%y 6 42z,
t'dﬁao*':,'“-p;pr:éxéihplti y'dr-constante.yy dyswvariable;
6-al .contiario %rnj_ygcqnst,agﬁg ¥ d&’.‘_rvﬁfi.abl?\w{ ubit
_i'-jr_-‘__*.j{ 5¢) EXEMPLO I

-85, " Falldr. 1a “diferencial de: la Qquacxon a:ry

-] Ipionandlibh g sdlb_.i- G2 5t 11 34000 oy pihi
-H’m -Iy))(’/:)c9+y=-— - =Y la ra-

\ ) ' “ R \‘_('._ ..‘-g
Zon que | t:ene Jy ccm ,%r RS
ILa dxferencxal de 1a equacién p;oPuesta serd 11

1 r‘ ['5"'! 85 I ™ f, -
mlsma gue Ia dlfcrencmi de sus 305 términos pn—-

meros; rdspeetcr&—qua el'tercero es antidad cons=
tante 5 y la diferencial de dichos dos términos serd
Ia éxferehcnal del’ ptimero a:ry , mas k- drferent:m}

i 1rf"w1 3] Bk '\;;; o 1y sl o

-3% ka1 ﬂ-;a b iend %di)ij,{
l se ndb —— er
de gu. rgm /;.f%!” K‘m :}f;% er 0

D.asy=azdy+ayds, D. (o —2) X6 yF

L



&)
—(L-—xy)xn (s* +y‘-‘) +Vx +]

: S \-. RSN —y
et ‘u 0 S fé%"q—
XD ( "'"'x‘.'f)_'am —x'T)X—"“ YJT

‘V'x"—l- 1
z "H’d (_rdj-—y aiys ‘Tiego 12 Qiferens
dg la equacmn propuesta serd ax dy4aydg

M + ¥zt +;y‘3(_ ;-(-.H-.xdy?-fds_r)za;

y traspomendo ]os termmos que_contienen la dx
al otro miembro , se tendri Ia~ equamon a:cdy'

- o —--'f:v)x = sz - +1’-‘r-’+y-°>5ﬂx, de

donde resulta la proporclon 3, s:sto s dg 'dz

ey (Ue At e :x=+y=\><5r saz

4 +1 3 _
+(3m .-”y)xvx I/:'r=+;y p(x. _ |

Sn se supone la vamable :r“ 52 5."- ‘haIIara.

2 MkO

y=-3?;, 'y substitnidos ‘estos v’ﬁlpres- en 1a ‘pro¢
ﬁérc”ieﬁ"an’tetedentc ; resultard-dy : de==010. Ahos
xa si la diferencial primera-de la -equacion_ Bro- :

| puesta se dlferencxa en la suposmon que dx dy
son constantes , y en el ‘resultado ‘se substltuyen
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Ios dlChOS val,ares de % y , 5e tendra la equacmn

m’ ,de"'-l-d’dydx Xdy —-0, la qua1 re-

{ Bl i
’\'{.’u‘? ‘L SN

su,elta da a’y_.—-:v, da d.’l"‘""""" luego dy itie-

ne condz: dos razories; ‘en la suposzcxon que sean

&‘-:“w’o ,L? RN 08 ;"»

dlo ’

L .3_.:. FEO Fp Ty

__ "EXEMP P L 0 1 1 i

81. Swpnie*hallar el valor de l;l ordenada yﬂ

na’x—it) —a g,
v( o) ”’(a Jf) 5 s%endo la abscxsa :c—a, en

$a h—«{a‘ﬂ) e AT SRR SRS o T
cuya, suposmon resulta y—-a-. i ‘
Q’uando elValof dé T oidenada e una Turva
ne:specmé una. ‘.‘fbsmsa, desermtr@adaqxesulte -igual-4
s, NO se puede _argmr que dlcha ordenada seré o,

.
,_I.\’r,.‘_.

OoF

mmadqr de la: f‘rqg_gg‘on tpnoan algunas raices Jgua-
fes en cuyo da‘so se tencm el valor de'la ordénada
con, el mismo. metodo <on. que  se; halla el valox,

dy e ;

de -'la\- fraecmn'-;zé =3, Por.lo que en-el, exemglg-

préSuesfo g de‘ben "dxférencnar & 1ril:[merzu:fcn' y‘
Etnbminader y se tendrﬁ 2

'if‘.JJ‘. 9 Rlaesn
P A:A_ ¥ o - P . P bs Wigat .-



(69) |
¢ (2a32—1H)"3 R(203dr—423dr)= 32 (a%2)"F Xadz |

Y=t

_zx(aa:"') §X3ax‘-‘dx _ _
luego dividiendo el numerador y denominador por'
dx , y substituyendo @ en lugar de 2, se hallari la-
16a

ordenada y=

L3

.EXEMPLOIH

82, Se propone hallar el va101 de la or&enada
JHaa® —q a*xtax?).

Y C=
yo caso es y=g&. :
- 8i se diferencian el numerador y. denominadox

. SF s% supone z=a, en cu-

de fa fraccion propuesta como en el exemplo an-

la mxsm fraccmn po; ser la diferencial del mdcn
£, esto es, dz? .Por. tanto substltuyase en Ia frac-
cion.propuesta a=—dx e lugar de z3 Y se tendrd
I At =3a% 3«*3; %-a*"—s.a"'dx adx"\ “d(:r‘d:c-;-udx”)ﬁ
o . (a—axdx) YT
_.#fa’+adsr)-—a luego serd y-—a .en la supos
sncmn q_uc sea r=a. '

——

\

EXEMPLO IV

83._ Se_pide hallar las dlferencxales ‘primera y
scgunda de la vanable F(a?=y?), en la suposicion



..que dx , dy sean tambien variables. :
- 1.9 Siendo F(:rh—}r’) = (:rﬁ-—y‘)! wr
D. Vx -—y’)n x(x"-—y’) fx(zxdx—zya'y)

:rd:r-pydg

=3 "

2.° Para hallar 1a diferencial segunda de la va-
riable propuesta enla suposicion que dz, dy sean

zdz—yd
variables, se chera dlferencnar la primera — T ?J’;

: 18, &l : - :;Z.t-—ydy

en la misma suposnczon 3 pero es: D 4(; =y e e .

S='—y* ) xD.( xe—ny)—( xdx-—ydﬂxn d(x =)
z2—y*

B (xdx—ydy)'-—dx“+:rd’-‘:t—dy —yd’y,y D. -J(:c -y’)

xdx —-ydy .
Y‘P J’) “(I—H.__ :;) i

xd:-—ny
TETD
J ( a:'l—-yﬁ) x(dx’-l—-a:d’:r — a’y
: Ty ‘

(z -—‘! ) (dx +=d‘r——33f —?3‘?)—(=dx-ydr)’

i e (,p__g,s);_ AR S 0

311'.:—-:’31 —_— yd‘y«-—y’d:’—xy’d’x+gr3d’gr+s.:grdxdy
(z"—3*)3 :
Si se supone dz constante, la dlferchIaI scgun-

da se reduciri 4 la expresion " -
- emz? dy? ez yd?y—y2ide* 1y A yraxydxdy

(=*=y")i .

lucgo sera D
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De las Diferenciales de las cantidades
-y logarftmicas.
PROPOSICION VIIL _
'84. En todessistema hallar la diferencial del 10+
garitmo de una cantidad variable y positiva 6 ne-
gativa , supuesto el logaritmo de la unidad xgual a
CEro. -

En la cantidad -propuesta L.y substitdyase

y-+dy enilugar dey 4y delo que résulta L.(y4dy)
réstese dicha ' cantidad L. y;- pero hecha esta ress -

ta el resxduo es L, ;. blen L (1+—__) '

luego serd D, L y-—-L (:-I--——-) Por lo demos-
trado (II 335) consta ser L.(I +x)--4x
(:r-——+-—f-'-'——- -i- &C.) en qulen A es el médu=
o, y‘ por Cousxgmcnte e eniis LT 3 dy)

dy*
yf

+ & ) ==Ajy

(42)- luego sqri 1? L. y=—-. Cen el mismo

método se hallariD L.-y--fé—:;-_ ¥
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S o Deotea'midow, U 0

Tirense las ordenadas EC, G (Fig. 11) 41a
asintota MN de la logantrmca > # Q,, cuya subtan-
gente constante sea .4, de suerte que supuesta la
recta 'S E Lo tangente 4:dicha curvasen el punto’E,
serd 5=+ en fin'tirese ‘la’ recta ‘EQ° Pa-mlei a3
1a ‘asintota | M N, y - némbrense las- coordenadas.
FC=z, CE=y.Si se considera evanecente la di-
feredcia C.K entre las abscisas variables F Ky FC,
sera( 38') € K la diferencial priméra ‘de | la>abscisd
FO=x , esto es , (40) C K=E 0=dx, y ‘en dicha
supomcmn serd tambien evanecente la dlfer,enc@
0'G entre las ordenadas KG., CE, esto es, 06'=dy
luego (23 ) los trmnoulos GOE LOZE :seran. se~
me]antes é 1gua1es 'y por consiguiente G0 = Lo
__dy pero por 1a seme;anza' dc los* tnangulos
luego serd

dy r=y: td, de dondc dx=——- perq RO la

pmpicdad de la curya.es :r=L _1; & y dx—D L y.

luego serd °D. L. y—ﬁi— Si al otro lado de la

*

asintota MV se describe’ el' stgundo ramo’ g y tod
talmente igual al prlmero GY de la IHISlTla loga-
ritmica , se hallard con el ‘taciocinio anteriormente
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expuesto que es p-f_,l;.-'{-_—y'—_*"-{if—i. Que es &c.

COROLARIO I,

85. Luego la éfifgréhéi'al"'del' logaritmo de una
" cantidad variable positiva. 6 negativa es: igual al
moddulo m_ulti'pl_icagiq__, por:la diferencial de la va-
riable , partido este producto por la ‘misma varia-
ble ;-esto es, D. L. :-_!:y=£?-' . Sies Ad=1, en
cuyo caso los logaritmos son hiperbélicos , la dife-
rencial del logaritmo hiperbdlico de una cantidad
variable positiva 6 negativa ser4 igual 4 la diferen-
cial de la variable partida por la misma variable.
En el sistema de los logaritmos tabulares es (11.335)
el modulo A =0, 4. 3429448 proxxmamente.

.-.L (0} i St

@OROLARIO 1L

86 Por tanto serd- S -——= L.__.y en qual-

'quler 51stema de ”logantmos y' en el sistema de los
logarttmos hlperbohcos sera S. —y—-—\L 7 ,-esto

s, la integral de una flaccxon » cuyo numerador
_es 1a dlferenmal del denommador 5 €5 1gual al lo-

sivo , ) p01 evitar la confusion de signos:, se. omiti~
| k



| (74)
-rdn los 2= 4 la variable ¥, esto es, S. Ady ~—==L.y,

d
5- ;1=L'°3'. LR A T A
ESCOLIO.
| 87 .Adwertase que en los Exemplos' srgmentes
y en'lo demas de esta ‘Obra'se enteniders (ﬂempre
que no sé ‘exprese lo contrario ¥ qiie se tfata de los
logaritmos hiperbélicos , en quienes L.1=0, y el
m(’)dulb A-—_—. 1: luego se tendrin. (85 86) las

equacmnes > esto es, 13 I y—d? ’ Y 5.2 m —-’I-_L-f"

EXEMPLOS.

i) 22D E b Pl

.L.""-

5 r . :
P R G e

88 Se plde la dlfé;enc;ql de L, o Sxendo L —t-
——L.I—L Y , sera .D.L —= D (L I-—L y):-_r
D.—L.y (58); pero. D L. y—*r—- Lucgo scré D L —

d dy
= —f Por tanto se tendri S—?...L 7 b i3]

2%
. Hallar Ia dlfcrencxal de L :ny. Slendo L' 3 y
g--,L :c+L Vs sem .D L a:y-—D (Z a:-[-L y)_..

‘D.L.24D.L,y (65), pero: Dy .x:?, y









{75
DLy_-—- luego seraDny—-_..l__._
.grdx-t-:rdy ' .. ydrxdy

a e endraS -—-__3'_..._
o Por tanto s t o xy

3 A
Detelmmal la dlferencml de L -—-. SIEndO

i —-=r S S BT —_D (Ix-—L;y)

=D. L.:r—-D.L.y (65_); pero D-Ll§$="—-+'v

D, L. y= = 1_11&’30 serd D, L = ffj—-;—';z__

ydx—zd d —xd
?—I——'r—? . Por tanto se tendra S.M.,—_L. .
it N e i LR RS .

D L (a+y) 4” ), peroD (a-H/J d?
Ppr tanto |
se ',tmd_ra- 53’1‘—?=L£4+3’7 =5 o1
: oo X X feen ':spo: ] ==
)

S DeL.(a=~ y)—- 3 pero D. (4—-y) —dy

. Por

(58): luego serd

tanto se tendra . ﬁ-;-__—-y=L. (a-y)._ '



(76)
60

DL“’:D, (L. (a+yJ--L (a_y))...

D L (cz+y)=—-D L. (cz--y) pero D. L (a+y)-———"::

y D. L (a—y)_...-—i luego serd. D L

y
3? © dy a.aa’,y
S Ve e Por tanto e tendri
nady a4y
=g Fayt .

1 -‘-7 ‘ A

T DL =D. (1.1~ DiL. (e+)

(‘58), ‘pero . D ) (a—l—y)-—-L luego sera

4 d
=——; pQr COnSlgulente S. ——-_I-_%—

Ly

D1
T ¢+y

. “+ y .- » \ 1T E :
' . = 80.
D.L.(a3-+y?)= 25 ) pero (58) D (a29%)

=D.y*=2ydy (69): --1ueg0 sera D L.(a*49?*)

d
a‘—“'"‘gi :, 5 por consngulente 5 ~==L, (¢4+ya)
) g

D.L".f/(a5+y2)=D.L.(aﬁ+*y'-")'ﬁ'—.=D.;
R L.(a*+y2); pero (62) DuyX Ls(a?+32)=



(77).
3XD.L(a*+3%), ¥ D.Lo(a® 432 )==3 cr L S0

a+‘y

luego sera 1) L }/(aﬂ +y=)_2x a’:s‘f: o y:;;s;

por COIISIgUlCntﬁ 5. ,—.— _-L /(a" 412 )

10°.

D L. WT-T—D L:r—D L. /(:r’—-i-r")

pero D L :r--—-— D.L. Vx""“rﬂ)—*—%t?-:
x x d
luego sera .D L. .;(x*—iFa“:J?—‘?i_';—ﬁ"'—'-'
R:;%ﬂj- por conswumntc L. d(x’:—r Y =re
dx

>($_. xx(x‘+a’)

& ESCOLIOI

89 ' Para que se comp;ehendan desde ahora el
uso y 1a utilidad de los principios expuestos , paso
4 determinar por medio de ellos -la integral de la

oady

. La férmula ——5- es equivalente 4 la expie:

sion.2 adyX (a*—y?%) "' : rediizgase ahora el bino-
mio (a2*—y2)-* en. serie por la formuia Newtd-



(78)
mana, y serd (a’--y )*-I-:-ﬂ’q_ _I_S“_I_?‘

&c. ;- mxﬂhphquense ‘ambes wiembros -de. esta
equacnon por 2ad] y se tendra 2ady X (a “) <
’Ey vty | '

6 blen -—-zx( Y R 1 +
d
luego mteg@ndo sera S y. = XS ( +17 J’
v*dy 3' d’v ' 5
-.+. _at
s 1gua1 a la suma de las mtegnles de cada terml—
e 5
no de la serlc ; pelo 5. ?——— (63), .S' y y
ik y‘?!y Ty dy 5 yidy ?’
a’ 330 (71) S a¥l Saf ? Y qs"
sucesivamente' luego sera .S' d; -—-2'X(

(\

H _+ af + a, + &c.) que es la misma serie
que en el tratado de Algebm (1L 335) se hallq
1gual a 1} del mismo modo que ¢ Ha' Halla

aady
do antermrmcnte en el Exemp1o 6°. ser S _———5-;

_.L e Ahora queda solo la determmacxcm de

13 constante que se. debe anadnr (59) 4 toda inte-
oral , v determinar por la condicion del Problema



(79)
que en el caso presente.es Lix==o::luego supo-

wusdat Ayl o SUn Ll 2% i ) '
niendo _:3: 1, la‘serie hallada mas la constante

que llamo 4 ser igual 4 cero’; pero por ser ——'::3

=1, es "zz-'-i-y '--'."Ei‘i‘—'y'; de donde y=0: luego la
constante - 4 ser4 igual .4 cero.. Por tanto de la
condicion del Problema resulta que no se- ‘debe
anadir la constante a-.la mtegr-al de la serie que da

tratado el metodo parz calculal los looarltmos hl—
perbdlicos cmrespandlcntcs 4 mameros. dados , cos
mo tamblen los: logaritmos tabulales 6 los de qual~
qulexa otro 51stema. ; ;

ESCOLIO I1.

Ig;talm&nte para mszestar el uso y. Ia utl-
hdad, de:los- principios -expuestos 5 se resolverd; el
Problema: invesso, del anterior » esto es ; dado qual-
quier: logaritmo hiperbdlico 4 dc.ter_mi_na; el nime- -
ro que le corresponde. M

Sea el logaritmo’ hlpgrbohca g+a: y el nume-
ro que s¢ busca’ 2ty de suerte que sea L.a=g;
y sera E. (o y)== g+x., en cuya équacion supo-
mendo T=0 , sera y=0¢. Higase, 5 b A+ Bz



(80)
4Ca?* +Ex3+Fat 4 &c, siendo 4, B, C, E,
F, &c. cantidqdes constantes que s¢ han de deter-
| minar ; y diferenciando se tendrd dy*-de-i—szdr
+3 E z2dx + ¢ F23di+ &c. pero L, (a.-l-y,._.g-}-x,

y dlferencmndo esta equacu)n , Sera (85 58) 7 +y

d 1 a,. BJx+aCxe+3E.r’Jz+4F1: Fdry&c.
T uego T i Br+Cr + Bz + Fat ¢ &a 2V,

qmtando el quebrado se tendri -
Adr4-Brdz+-Ca?dr+-Ex3datFrdde+ &c.=,
de+2€xdx+ 3Ex2dz+4Fx3dr 56 x4da+ &e.
equacion que subsistira supuestos iguales los coefi-
cientes de los términos del primer miembro 4 los
coeficientes' de los Tespectivos términos del segun-
do, esto es, el coeficiente del -ptimer término dek
primer miembro igual: al -coeficiente del primer
término -del seoundo, el coeﬁcwnte del segundo
‘término del primer miembro igual al coeficiente
del segundo término del segundo’, y ash'succsivas
mente. Por medio’ dé dichas suposicionesise:déteit
minaran los valores de las cantldades B€, B, F
G &c. como se ﬁgura -
V=BGl i "_B'='-;4'

e 1

C=3 B = E=%, E=



Lol E 4.1
E$4F v = . e F"'--_--Z', F#Q'é.4
=56, s e i PP

"Siibstituidos 1o valores hallados de dichas can-
tidades en la equacion a+4y=A+Bzr+C 2
G E 23+ Fx 4'+Gx § -+ &C. se tendra la equa-

' A .13 Azt Azxs
Qlon a-!—y—-A—l—A:r-l— + ey -!-_-2.3.4 T 23
4 &ec. péro quando es #=0 , tambien y=0o:lue=
gd-sc“l"é a=d'; por cOnsioui‘e‘ri‘te..el'=.nﬁ1nero ‘que se
2F 5
busca cz+y--cz><(1+x+ + +?34+9 :4 3 '
-I- &C.) que 63 1a misma serie quc se” ha hallado
en el tratado del Algg:bra.(II..gz_;o ). si'se_supone
a= 1. Adviértase que en el mismo tratado se ha .
manifestado elimétodo  para calcular los nimeros
'corrcspondmntcs a qualesquiera looaritmos lupel-
bélicos dados’, como tambien los niimeros que cor-

responden 4 q_uale._sqmela logaritmos tabulares. -

/PROPOSICIONIX.

*
. 91." Hallar Ia diférencial dé ( L :r) supucsto
; el exponentc m cantidad constante entexa 0 que-
brada , positiva 6 negativa, '
1



(82)

Higase L.z =y; y valdrin las equaciones
(L.2)"=y™, D:(L.z)"=D.y"™; pero (76)
Dym=my met dy: luego serd D. (L.x) =my=-1 dy;
pero siendo L.z=y , son (L.z)%-t=ym-1
— =dy (87): luego se tendra D.(L.z)"=m(L.z)"™"*

)(-- Que es &c.

COROLARIO I

. .02, Luego la diferencial de la potencia (L.z)® .

es igual-al producto del-exponente m constante; de -
la potencia. (L.z)™*, y de la diferencial de}
_ logaritmo de la variable esto es, D, (L.:r)”'—

m (L x)”" x— y por Ia misma razon D.(L. -4 i
..——_(m-i-_I)x(L.:x'_)’“X“j;-
| COROLARIO IL

93 Por tanto se tendra S. (m+1) )( (L.:r)"" i

‘0 bien (m-]- 1) )(S, (-L,_g;) X _; — (L._ z)m+1yy
partiendo ambos miembtos por m4-1; sérd S.(L.z)™
(L x)m+l

e 'exceptua. el caso de. S
m+i’ + 8 P Er

x—_

m=—1,6que la diferencial sea (L:t)' _)( ,?}



(83)
~que equivale 4 la explesmn ix y cuya integral

{como consta-de la Proposicion siguiente indepen-
diente de ésta) es el logaritmo del logaritmo de
1a variable x, que se expresa para abreviar L2,z §
L.L.x. S AR e
3 - . PROPOSICION X.
94. Hallar la diferencial del L*.z, en- cuya
expresion es 7 niimero entero y positivo.
1% Sean=2,yserd L*, z la cantidad, cuya
diferencial se ‘pide detelmmar. Supongase Lx=y;
y se tendran las. equaciones L L.z 6 bien L2.z
=L.y, D.L%2=D. L.y ; pero D.L. y——‘?—?-
(87) : luego. serd -.D.i#.x:if ; pero siendo

Sr'=' L.z, es dy=§f (87) : luego ‘se tendrd

Jx
2 g = 3
:D 1} :c_'__ e

-~ Sea/ rz....3 y‘ serd L3.x la cantxdad cuya
dlferencxal se busca. S“uponrrase Lon=y; y se

tendran las equacmnes L3 :c—L y 4 ]_) L3 z=

D. L y, 5;16:0 (87) D L y=-—. luego sera D, L3,a:

d
=i y por ser y =L? 2., tendu por. el caso



(84)
g d st _dax
anterior dy== ?1—‘”—; luego serd D.L3.0 =——7—,

Con el mismo método se hallard ser D. L4, x =

2 dx
afL.:n:xL‘.x xL%.x? y

asi siempx_‘e con _el mismo 6rden;
 dzx ;
xxLoaxL? . xx., .Lﬂ"l..t

de lo qual resulta ser D.L".a= .
Que es &, _
COROLARIO.

~

dx.
A
Por tanto siendo D. L o A~ XL,,_, P
: de
serd S T __L”..x 5 en-cuya:ex=-
axL.xx L3 xx..x LA~ ' :

- presion es'z nimero en_l:_er_o y po_s_ititro.' ¥ el wm

06, La diferencial 27 X ( L.:r) % dx es Igual a
a diferencial del producto, cuyos fac_tores son zm+1,
(L.2)2  nX(L.a)* o (n=v)(Lix) 72

¥ 13 5?1'i€ ML . (m-l-1)° ¢ ne—w (BX) 30 ol
. (IZ—-I) (2—=2). (L. x) a2
i (m+1)4 s &c.

Témese la formula 22 X (L :r)i’ , en qulen Ios
.':cxponentes 7,-q pueden’tener qualesquicra ‘valores
constantes ; y diferenciando dicha expresion, se
Ctendrd (68, 92) DX (L)l = pal~"dx K (L.x)?



(85)
: L} d 5 " " .
+ g2 X (L-x)g-‘f_;X'f ’ d_e_ donde resulta la equa-

c10n general

2?1 3u% (L. :r)"-—D z X;f‘ ") ——?f-xﬂ’-‘xw x)‘l’")(dx.

Si en esta equacion se hacen sucesivamente las

sxgmentes _ el ;
substituciones , se tendran las equacmnes

m+1L '
el x)”" dx

m— 1 m}-l

p—1=m,é=rz 1=, (L :r)” a’x—-

e D. xm-a— (Lx}”’ i rz—;-r
o S P e
p-1=m,q=n-12".(L; x)” da. o “mii

:r”‘ (L x)"" dz

4 D ‘M.—!-! L rz-—ﬂ._l n__;-_.'
pr=mgmnalem, Loyt de=D oy AR

D27+ (Ea)T 3o t—3t
n-4
T m*Ix‘ (La)r4.dx

p—l—m,g—-n—g o (L :r)"‘3 dx
y asi sucesxvamcnte luegb serd

D_.‘:I’.' +‘x LI‘" '.ﬁ”"-'
= ' )3)(_D,xm+1

me(L x)ﬂxa;xh— ' m+1 . (m+1
-.)((L x)“ '-!-%’E%XD :c"'““x(L :r)" -

D pame (T b e,

‘pero el complexo " de estas diferenciales es igual .
(.65.).4 la diferencial del - complexo de las. cantida-
des finitas con sus sngnos cmrespondlcntes » ¥ ade- '
mis en’ dichas cantidades sé halla el factor comun
am+! ; luego serd a” X (L.z)" X dz= '




(86)
7 et /(L2 ax(L.e)e! #e{r—t)x (L.2)""?
il X( mtr T (my) # (me)s

tx( et Y=Y x (L. 2)"" 3 {REafan nois
45 ; ) .En +21))‘.‘.(L ) -'fi'\_&?,' ) ‘ Que &5 &C'.

COROLARIO I.

97 Luego serd la integral de 2™ X (L. x)"' % a’x,

(Lx)"
mi X

esto s, (A)S :L"'X(L x)")(d'x"—x”“" x(

n*(L-x)’.‘“ mr(n—-;) (L, r)" A mf(”—'l) (7—2)

x “(m-l-'l)‘ -~ (m+ l_)) e I (ﬂl«f-‘l)“ > x T T )

" (L.x) 3 4 &c. ) y siendo.n nimero entero 'y po-
sitivo , se tendra dicha mtegra’l en un munew fi~

_ nito de términos por los Iogantmos ; €Omo , por . .

t:xemplo 5l esn -*2, seza S, :r”'x(L x)ﬂxd:r—x”""
L.x)*  axL.x : :
X\ (m+: _ (m“) +(m+r) ) en cuya exprcsxon
el exponente m puedc tcner qualquler valor Ex-
ceptuase ‘el caso deser /=== 1 , porque entonces

la dlferencml propuesta am x (L.:a;) X da: se redu-
x)ﬂ-i-l.

ce & (L z)* x-— y cuya mtegral (93) es ST

y si ademis es n==1,la diferencial propuesta se

e E

A8 ’. dx‘. - o _I' v 4 I, : ..
reducird 4 -7—, cuya integral (95 ). es L2.z: pero

en las demas suposiciones que se hagan respecto al



(37)
exponente 7., serd infinita la serie hallada; y en-
tonces tomando en ella un nimero conveniente de
términos , 'se tendra por aprﬁxlmacmn la integral
de la diferencial propuesta.

_COROLARIO I1.

98 Sx enla equac1on A se suponc ne=—1, e

i £
tendra So—'T_ = xm-'. x ((m'l' I)XL x+(m+ij’x L. A’)
i ot &c.) §i debe ser S+
supuesta x =0, serd tambicn igual’a cero la cons=
tante que se debe anadlr a la mtegral, pero esta

{

. L
constante sera mﬁml;a, si debe ser S =

=0
= LH 1i 6 ,L-Pzﬁi'--"'} v

.supuesta r=1.
COROLARIO L '

99; . Sé ha demostrado. (96) que es'am,  (La2)?odx:
L Damr i (Las £ !
b m+1 Lo X(LI)’”Xa'x

luego mtcglando se tendra S: x’“x(L.:r) Xdzx
_ (L

m=1 o _m+

Sl en esta equacwn se supone que 7 tiene vilor

mSCdr
(L La)?

X5 I”’X(L ) #T % dr,

negatwo , COMO rz—-—p, sera tamblcn g i s



("88 )

sy v gkl o P L gm g
@HaJxLL@f*' xS(L )FH, wn
cafPdeicn 107 hiogmeet sty
cmsq,mente S ﬁ-——;)—m—-— —-X( L) P—l—
X S .ﬂ’f_ haciendo p+ 1=z, s¢ tendra S.——— < dx
-(L )t’" Y F T (L )ﬂ
A Lo EM+X B3 4T . @y i ":'_
e X(L Z)r T + xs (T )"" £ 10,

qual’ 1esulta__,que. serdn ,

"M% . I gt m+r ¢ :rﬂ'a’:;:
S o o ¢ 4 4 :
h.% "“* P2

S m S
:r"’d:r s ot aBhTac b s g nafde
S(L e r—3x(L 3)’*3+ T3 XS (L) ¥
y ast suceswamente Iuego si 7. es nimero entero
192 9dsh i m__.- e

y pcsnttvc la mtegral de - s d) dependcra ult1ma-

e
mente de la mtcgral de % xx - por exemplo si es

ol Pyt .r:.n_zl—#-r "
r-—-g,seraS (.L )3_ X(L x)“ X(.L-x)

w+n=

254
xS < mlentras contmuando las '
511bst1tuc10nes 3 resultan cantxdades mﬁnxtas:

ESCOLIO s

L

Ioo._ El metodo que se ha seguxdo enla Propo—

FIREGETL3 ’ GRS .o &
A



(89)

sicion antecedente , es muy iitil , y'se sirven de él
los mas grandes Matemiticos, para reducir las fér-
mulas dlfcrenciales 4-s€ries 3 “con cuya “operacion
se logra 6 de reduci dichas formulas 4 otras mas
simples de las quales se conocen las mtcgnales 6 de
tener proxlmamente las_integrales que se buscan,
tomando un nimero convemente de términos de
las series que: han resultado. -

EXEMPLO I.

ror.. Se pmnone reducxr la diferencial
dr'X (a34-13)2 4 serie.
. Témese la férmula :rf’)((a'n’-l—:r?)f $ y serd
D.2? K (a3 + 33)?—}!3}"‘4& X (@34-23)T 4 3g2F*2dx
)( (a 3 +:r 3)?' > ¥ por conmgmentc a?-Tdr ¥

(d3+x3) I=— X .D. :rFX (.:z3 23— X :zf"*"dx

X(a34x 3)‘1" en esta equacion higanse Ias sxgulentes
substituciones , y se tendrin las equaciones
=1, ¢=2|dxx(a? + #*)° =D.ax(a® + 27)* —pardix(a’® +.2)
=%, g—1 x’d:c_{a»’—q—-x-’):i D.x*x(a® + x%)—3} 26dx
: Luego se ha reducido la diferencial propuesta 4
otra 51mple —326 dr , de quien se tiene la mtegml
(77) Por tanto” serd la chferenmal propuesta

dxx(a3+xs)=—v X (@3Fad) 2 =
=35 i m



'(90)

% (zz3 + x3) + P a6 3 por con51gu1ente .5' d:::

K@i trd)h =z >< (a3+x3)“- o xa‘fx (a3+x3)

'+——><:£.

Ay

I102.

=

9]

EXEMPLO II.

: T D o R Nl
Se plde reducn“'ladl-ferEncnaI—‘-—f-»-!a serie.
4P

Tomese la formula (a3+x3)9’ y sera

x? (ko .,'.- px?"'dx | qq){x}"'"a’:r Ty

« D

conswulente

@) @)t T @ P

3

e Rt A i
TRy @EE Ty

L, :r?’""a’:r 5
e Bir 3r_,_ 2 Ahora si en cqta equacxon general

se hacen las 51gu1entes '
substltucmnes se tendran Ias equacwnes

=t Ty
- i

V=42
=7 -4=3|

P=10,0==4}|

dx ¥ 1‘:3({.2
';3_:;=D as+ 33+3X(43 3‘}3
- x3dx z* gxa = xbde
(4 +_,_..a)4 4XD (a" 4 'x.,);"'l' X(a~5+x3)’
x6dx z7 3x3 x%dx
(a.j_l_x-?).? X D Qaﬁ .{.13).:! X (as 4~ x‘)’
_x%dxr i 3x4. 2% 2dx

(@Fr T ""SXD (et x)* "7 10 "X e e

y asi sucesivamente;; luego sera



(C13)
e a7
PERSE e (ag'-i-x" +%x(“3"‘”)‘ + X(“ Sl

3 5%ax 3 at® 3¥xax3 4 1"’
e IOX(‘I a+_,;3)++ 477510413 X,(a-" +z ) + &ec.

-+

dx
:f por lo tanto la mtegral de =575 se1a1g1131 ila
i 2SR EPN 1,:3;:,,.2 £ U Ligzi 0
Sﬂl’le x3+ x (43*1-") + ? x:' (‘¢3 +'.t3§?.
&l 33xax3 gk ' '3‘“’3*?" 3 g ®id of
4x7%10 -x (43.1.._3:3)* + 4x7xmx13 X (43+xa)f =
&ec. la qual serie poﬂla continnarse al mﬁmto por

ser evidente la 1ey qge 51gue. i

De las Dgﬁ:rencm!es de Z as cantidades
crametiali’ 52 e EIPOHG&C!C!ZJES. o EROS i;

Sl 9 ¢

PROPOSICION XII. G

' 103." Hallar la diferencial de la cantidad cxpo—
nencial x’”., cuyo exponentc n'-es numem irra-
cional, Vol a= B (o) & tnsideais by
= [ Hagase) g ™==y 57y se tendr;in Tas’ ‘equaciongs
Loy=Litm=m Loz, y D.Liy=D.m L.z} pe-

! d dx i
%0, (87) DiL.y=" i DimLia =""Zptuepo o

dx :
¥4 —-—m—- y multxplmando ambos mxembms".::

ydzx
pory, se tendra dy==m X-;—' : y'por ser y:—.'-h:":’,
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x™dx
==m 2= dx, Que es &c. -

serd D, x”‘—-mx

';Gbnorlnraa;ﬁﬂ?fp

T04. Luégo la diferencial de la cantidad expo=
nencial 27 es la misma que la de la potenma %,

cuyo exponente m és mimero racional (76 ). Diga-
se lo mismo respecto’ a'la, integral de la- formula

5 m+1
1 = . = ”
k. a’:r “esto es,S zn d:r T _-I,- 2 Lo of 3
gsCoLlo © e

‘ro5. Por las dife'renc'iales‘de' las. cantidades  10-
garitmicas , y de las exponenciales, se demues-
tra generalmente la férmula newtoniana del bino-
mio , aun‘quando si exponente sea nimero irra-

_cional positivo -6 negativo. Pues, si'es (z4a)™
=g e max™ e g oM (me—1) L a% 2% 4 &c. se-
14 tambien L. (z+4a) ™ = L. (2™ + maz™* 3% .m.
Am—=1 )Hﬂ 2gmn% 4 &) 50 Y W-X"JL. (z +a)=
L.@™+max™ +5.m.(m—1).a227% 4 &c),

Y 4 e ¥ , md
Si esta; equacion: se.. diferencia ,--se . tendrd —+—‘§’-—-

mx”’"dx-l—m (m-1)azx™ 2dx4-im, (m-I) (m-2)a*a™3dx- &c,
Cxmar™ - im. (m—l) agx"""z 4 &c.
'y quitando g}le,_bra(}cs €14 ;
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mamdr-m2ax™ " et ym*(m—1).q22" 2 dx 4 &c.=

ma™dx4-m.(m-1)az™* dx+t 3 m.(m-1).(m-2).a22m-2dz4 &c.
+maz™- dr +m(m-1).a>2m2dr 4+ &c.

Si'se suman los términos semejantes del segundo

miembro , se hallardn los del primero; por consi-

guiente siendo idéntica y verdadera la equacion

'que ha resultado , subsistiri generalmente. la fér-

mula newtoniana del binomio, aun quando su ex-
ponente sea nimero irracional positivo 6 negativo,

'PROPOSICION XIIL

_. 106. Hallar la dlfercnmal de la canhdad expo-
nenc1al a* , que tiene la raiz a constantc , ¥ el ex-
ponente z variable.

:Supéngase "=y y -valdrin las equaciones
Liy=L a’—'-xL'-'a: D.L.y=D.z L, a3 pero

:D.__L.y-——- (87 Y. D :rL a=dx L.a (62): lue-

go seri ‘—l; =dzx Lea; ¥ multiphcmdo ambos miem-

bros por y , se tendra dy yd'xL a; pero Y=a"3
luega serd D.a*=a"dx L,a. Que es &c.

COROLARIO I

. 107. Luegola difé-ren_cial de la cantidad expo-
nencial 4*, que tiene la raiz ¢ constante, y el
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exponente x variable , serd igual al producto ‘del
- logaritmo'de la raiz’ constante., de la cantidad ex<;«
ponencial , y de 1a diferencial del ‘exponente va-
riable , esto es,; D, a* = L.a X a*dx.’ Si se llama' ¢
el ndmero, cuyo logaritmo es igual 4 la unidad,
estores e==2, 71828183 pmxxmamente (LE 341)?
serd D.ef=¢"dzivy i - 2

COROLARIO I1.

108 Por tanto sera, S L.aX a”dx (6] b1cn (62)
chxs dtdr=a";y partlendo ambos mlembros

por L.a,se tendm S fdx_;L—é esto es la m—

tegral de la cantldad exponencjal g* multlphcada
por-la diferencial’ del -exponente “variable "es _1gual
4 la misma cantidad qxpﬂncnc}él partida por el lo-
garitmo de la raiz constante. Igualmentc en la re-
ferida suposicion (107) ‘de la'cantidad ¢, serd
Sexd:c-—e_.___ -

PROPOSICION XIV

109. Hallar la _;hfc.rencxal de la. cantldad £Xpo-
nencial 27 , que tiene la raiz y cl_.__gxponente va-
riables. e R

Supéngase 2¥=2 | y se tendrin<las equaciones
Lz=L.2¥=yLl.x, D.Liz=D.yL,z; pero
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(87) D.L.s=": luego sers £—D.yL.25 y

multiplicando ambos miembros por z, se tendra
dz=z% D.y L.z ; y substituyendo en lugar de z
su valor 27, sera D.x'=2? X D.y L. z. Que es &c,

.. COROLARIO L

110. Luego la diferencial de la cantidad expo-
nencial 27 serd'igual 4 la misma cantidad exponen-
cial ‘multiplicada por la diferencial -del producto
del exponente variable y. del logaritmo de la raiz
variable , esto es, D.a¥=2YX D.yL.z: y hecha
la*"diferencial efectiva del producto yX L.z, serd

. dx
tambien D. 2¥=2% X ( dy L.z~ 1_;-—) =aldyL.x
spyadidy, s s i o
Ay COROLARIOIL

111. Se infiere ser D.‘:r“z=x"¢>< DauL.z:
:pli'e's se ha demostrado (ser D.a¥=2" X D.yﬂ s
y sise supone y=u~®, tambien sera D.x“ =z" “y

% D.u®L.z: hecha 1a diferencial efettwa deI
producto u* Loz, -se tendla D.z* =z %

( fclsz :r)(L R, "duL x+ ——) =1 1" dzLix

¥ gt u’dx

xL.u+x“ zu""’ duL :c-l-———x-—.
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COROLARIO HIL

112, Por tanto seri S.x Y% D.y L.z'=S,
(«*L. dey+:r3'" Xydx)=2¥, como tambien se

tendrd S, 2% XD,u*L. x-—-—S(x“ Xu'dzL.aXLas '

% Xu®dzx w?
—_—) =2z .,

-+ z* )(zu""‘duL x4+

De las D fercncmks de Zos senos , cosenos,
tangentcs secantes , cotangenies, y cosecans-
tes circulares, &'c. y de las mismas for- |
mulas con distintos szgnos. &

PROPOSI .C,IDN X W0 i

113. Hallar las diferenciales del seno 'y del co-
seno de un arco circular z, esto es, Sc.u , y Ce.u.
1.2 Enla cantidad propuesta Sc.u substltuyase
u4du en lugar de u; de la cantidad® que resulta
Sc. (u+ du) réstese la propuesta ;. y el residuo
S.:.(u+du)——5c u serd ( 49 ) la diferencial del se-
no del arco circular u; pero (L. 499) Sc, (u 4 du)
Sc,u x Ce.du + Sc_.-.dfgx F'-‘-‘-"_; _luggq _sqré. _.D. .SC., 14 ==

e o "
=N

. du x Ce.
Se. a»CC-J"":S‘ e Seou; pero (22) el cose-

no del arco evanecente d es 1gua1 al radxo , esto
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es, Ce,du==r, y el seno del arco evanecente du es
igua-l al ‘mismo arco , esto es, Scedu=du: lnego

_pxSe.u + duxCei - duxCc.u
scra D.Scau= — S u= :

= OC U =
2 & Por la p1op1cdad del circulo es (Ce. u)ﬁ—-,.a.
— (Sc.u) 2 : luego diferenciando esta equacion 398
tcndra 2Cc.u X D.Cc. u==—28.uXD.S.u; pero
D.Se.u=Cc.uXdu:r, por lo demostrado en el
¢aso anterior : luego sera 2 Ce.u X' D.Cc.u==
—2Scau X CeouXdu:rs;y particndo ambos miem-
bros por 2Cc.uy se tendrd D, Ce,u==— it

r

_ De otro modo.
.. Sea 4F ( Fig. 22) un arco u del circulo, cu-
yo radio .es 4C=r. Tirense las perpendiculares
ED, fd i dicho radio, la recta Fe paralela 4
AC, 1a tangente FM al punto F y el radio CF; y
f}rolénguense dicha tangente y la perpendicular 4/,
hasta que concurran en el punto 2. Ahora si se
cons1dera evanecente la diferencia Dd entre los
cosenos CDycC d correspcmdlentes 4 los arcos 4 F
y 4f, se tendtin D d= Fe—=—D.Cc.u s Bf=du,
y fe=D.S.u; y por ser los tri-:'mgulos MeF,
SeF iguales .y semejantes ((122') | serin tambien
Me=fe=D.S.u, y FM=Ff=du. Luego sien-
:do16s dngulos DFe, CFM iguales por rectos,
n
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resultar el angulo DFC=¢ FM; pero los 4ngulos
en D y ¢ son'iguales por rectos : luego los triin-
gulos CDF, FeM serin semejantes, y -tendrin
propmcnonales los lados CD : C F=Mz: MF | esto

es, Ccau:r=D.Sc.u:du; por consxgmente sera D. Sc.u
Cc.uxdi

amarn
R

Igualmente por la seme;anza de dichos

trl:mgulos seti FD:C F=Fe: EM, esto. es,
Scaw:r=—=D.Cc.u: du; por consiguiente se ten-

: Se. il
dri D. Ceon==—""", Que es &ci .

c'o-R'OLA-R PO T332 107 2014

114. Se infiere que la diferencial del seno de
un arco u del circulo, cuyo radio es r es-iguél al
coseno del mismo arco multiplicado por ‘la dife=
rencial del arco , partido este producto por el ra—
dio; y que la dlfcrencml del coseno de un arco u
es igual al seno del mismo arco multiplicado por -
1a diferencial del arco , partido este producto to--
mado con el signo negatwo por el radio , esto ES,

Ceé.uxdic Sc.uxdu
D SC.H-— % ?YD CC-E—"_ P e

COROLARIO II

rxD.Sc.w
115. Luego tambxen serdn , du—. s

e
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. rxD.Ce.u
du e = — 5.& mtegmndo se tendlan las equa-

rx D.Sc.e rD. Cc: @
u::S ——e

e e
3 Ceotr : Sc @

CORO-LARIO ITL

116. Si se supone Sc.u—-x » serdn Ce.u=

]/(rn__,}) 24 D Sc.u-—dx luego serd u==S.- — S: -

ciones u=3_.

rdr

- COROLARIO 1YV,

., 117, Si se supone Ce.u==zx , serin Sc.u==
H(r?—=22), y D.Ceou=dx : luego seri u=

=J.

= »D.Ceu - rdx

GOROLARIO V.

118. Tambien si se supone el seno verso-AD=rz,
serin Ccou=r—z, Sc. = 27:::—--3:"}1i D.Cc u-_—d:r

rD.Cec.u _ ) "jnd;i«' o
Sa:u T d(a.r.t—-q;“)'

luego se tendra u-S -

COROLARIO VL

119. Siendo D.xl/(rﬁ—.r’) e I/(r'-‘-x#)
T j, o R AE e Vasdde
Q(r"‘-x’) 4@-’-—.: ) (13—

=y ", serd tant
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blen S 1 e 7Y P

‘,(',a__x )—--'-D 5 + X '\f(" ""_'):

; x*dax . s Iy

lucgo mtegrando se tendrd S, — «!(r ey
I_:':f\)(r —zx?) + XS. rdx

Y —) 3 por consrgmcnte-

la mtegral de la formula et oy depende de un

v(r
arco de circulo , que tiene el radior, y eI seno z.

COROLARIO VIL

120 De la equacmn antetior D.x X{r*—22)

. i
y_-zi’xl/(r‘l_;rn) x xx) A resulta_quel\ﬁg‘s

| d:r/(r’-—:r“)—D :rﬂ'(:'-‘—xﬁ)-!’-T(;-'@—a)“ por
consiguiente S. a’x}f(z gl—x“‘)"‘ﬂ-'l/(?" —xﬁ)

x*dr - xJ(r —x?) rd.‘.r
+5' -\/(r“—.‘l’:‘) = a + 5‘{ (’, -—-.!:‘)

(119) : luego tambien la mtegral de: dxl/(rﬁ—xg)
,depende de un arco de circulo, que tiene el radio
Facy E:l seno .

COROLARIO VIII

121. De-un modo semejante se demostrardn las
formulas 'siguientes . ;
2dz

s W—--—V?J‘xﬂx )+s,‘l—h_{-1r:—-x )-']' 4ol




(xor)

. x2ds - rdx
5. Sy = xlf(m )+ xS, T
Coeprdx
S a':r/(-:zr:c----:rg Ta;fﬁ_’s

ESCOLIO.

-+122. El valor. del arco circular . se, hallaré
préximamente porisu seno- x-con el método: si-
‘guiente, Se ha demostrado antes (116) ser dus==
.__-d.a'
rie por 1a férmula newtomanael ‘binomio (f’-ft"‘)'
y multlphcando sus términos por rdz;, se- _ten_dl_a_

mrdxx(: -x") luego reduc1cndo 4 se~

x dx . -3’:*;13: o gxgxédr s axsxzxfdzi

du dx + atxanf 27x243r6 ° atxax3x4rs
] 2 '" x3 3.-:!'
&c. é mtqgf@ndp 2 SCra U=z + ; ax3r? + a2 xaxgrt

3xsx? o gxgxTx?
29%223%7r6 " 1 aFxaxgxqxgrd

o+ + &c. Y porque sien-
do el seno x=o, tambien lo seri el arco. u, es
- claro que la constante, que se debe anadir 4 la
integral hallada , sérd cero. Obsérvese que'la serie
antecedentc es muy convergente , y de consiguien=
te—utll para; hallar los arcos, circulares hasta el - ‘qua-

drante. Si se busca éste , se tendra el seno x—z,

y por -consxgulente«el quadl.ant.c_ q _=‘.-.F X (1+ ol

axy
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¥

P, _+__;3."‘f e SN &c.) Con el. :

2*x2x5, © 2¥xax3xg U afxaxgxikg .

_mismo matodo_se tratardn las demas fmmulas dl- ,

o

- ferenciales pértenccientes 4 os: cosenos y senos

VErsos 5 pero como se tienen, ya. calculadas las Ta-
blas de los senos, &c. por medio de ellas se deter-
niinatdn Sen 1os!icasos particiilares: por aproxima-
cionlas ‘integrales: de las-férmulas expresadas en
Tos Cotolarios ‘antecedentes. !

Tamblen del mlSﬂlO modo se. podra hallar pro-
xunamente la mtegral de 1a formula ,—(TE%,—)-, pe
o se tendrd ‘mas expeditamente por los logaritmas
hlperbohcos , como-se hard ver en la Proposx—
cmn smmente. sien s

s PROPOSICION X'V'I,

-"123'.-'--Si se- supone”-z-z'-x--#'-__ (z*=£rs), serd
rdx :’ 4 AR T U TN

«&(x“‘“" ) S

_.]/'('xﬁ_l.r':) y quadrando se tendra :c‘-'f-—zxz

’ l",
o
e

+z°-—-x=r+r5 de donde resulta a:'m

£y

' luego sera dx—-. zﬁ, - x dz Y ]/(x’+r=)_.x_ z



(x03)

22?204t P wostretvedan dtpdenon
— e D - Portan A ————
=2 — tose tendra @D,
dz ¥ P
et Del m1smo modo se demostrara 4( '; ”,T)_

._—-::-:f- sn se supone. Z“x-,/(:c -r“) Que es. &c.'

COROLARIO I

Dt a L.[-:'-
#H15%

IR e
124. Luego la integral de V_C;-—‘"_‘“-)" sera lgual

a la mtegral de -—-—f—- ‘la qual. mtegp,al es, (87)

subst;tuyc en lugal de z su valm :r—-i/f :r""'+r=).

ﬁ_—rxz (x-i’w =))

COROLARIO II

12 5 Con el mismo metodo exprcsado antes
_(119 , 120) se demostrard ser
a?dx a:J(x'—k-r‘)
S. (2* +r?) T Py L (-’f-—]/x’-*-r’))

yS dxl@""rﬁ) "( - 2)—“ XL, (x—v(x'-‘ 2))

esto es, S

2 t) *fO(DRGLARI@ III

itk 126. Fmalmente las formulas i "??

‘_'———v--——

. o e
3'33* ; y’dy- oy

dyVy +2r3’) s Q"(?J +ﬂ’°}’) 9 ‘V'(J’z"" ﬂl"y) Se' I'Edll'-
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cen-d 1as anterjares por. med10 dc la substltucmn
y-'-r#:r. IR

PROPOSICION XVII

! 127 - Hallai 1a -dif‘ere"r’icial- dela t"ﬁnirenté;. de-
arco u del cuCuIQ cuyo, radm €S Tus _
Siendo , pues , Cou:Sciu=r:Te.u , Seri

nSe.
Tc.u._?c—- 1uego diferenciando ésta” expresmn

Ce.uzrD, Sé u—rSc.uxD. Con .| :
se tendra P, Td.u-— : Cony? -5 ‘pet

to (:14) r'xD .S'r u—-Cc u)(du, y —rD. Cc u—-

(Cc a)‘xdﬂ-n—(.fc u)* xJa
(Cc a) %

Sc ux du luego sera .ZJ Tc U=

(cZi)’ 5 por ser (Cc.u) —I—(Sc u)°=r=, pero
r:Ceou=Sec.i: r ‘de donde r*: (Ce. u)’—-— (Sec.)? :r
= (Tau )ﬂ r'-". iuego serd’ D.Tr.u=
(r? + (Teu)?*)xde 192 hiaidig w92 (BRE oLt

.

¥ st W sh % L g 4. e P it (AN | ittt il a3

De ono moda.

Txrense (F‘ ig. 23) la tangente A’ E al punto jl :
de la circunferencia del circulo uye radio CA=r,
y las'secantes CT, Ct; y haciendo centro_en C,
con el mtervalo CT desciibase €l arco T' R.'Si se
considera el arco Ff evanecente, y se Hama -el

-y
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arco AF=u, seran Ef=du, Tt=D.Tc.u, y
el radio C R formara (22) con el arco evanecente
RT el gngulo CRT recto, de suerte que el 4n-
gulo TR¢ sera ignalmente recto. En el tridngulo
CTt, que tiene el lado 7'¢ prolongado, seri el
ingulo externo AT C=TtC4TCt; pero el in-
gulo 7TCt es evanecente : luego (1) 'serd ATC=
Tt R; pero los 4ngulos 7T 4C, TRe son iguales
por rectos : luego los tridngulos TRt T'4C
serdn seme;ant?s , ¥ en ellos proporcionales los la-
dos ; esto es,, Tt :TR=CT:CA4; pero por la se-
mejanza de los sectoress TCR, FCf es TR: Ff
=CT:CF 6 bien C 4 : luego serd T't: Ff=(CT)2:
(C4)?, estoes, D.Tcou:du=r2+ (Teaw)2:1?;
por conslgmente se tendrd D.Z¢.ii= +(Tc:) S
Que es &c.

“COROLARIO I,

128. Se infiere que la diferencial de la tangen- -
te de qualquiera arco de circulo es igual 4 la di-
ferencial del mismo arco multiplicada por la suma
de los quadrados del radio y de la tangente de di-
cho arco , partido este producto por el quadrado
(#* + (Te.u)* )xda

,;3

dcl radio , esto es y D.Tc, u==

O
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COROLARIOJL'

(r® + (Tc nu)? )xm!u

f e

120, Por tanto serd D.Tcomu=

¥ £ : 2 (Tea)) xndu -,
pero nxD Iz, u-'-(_ ( r)) d luego smndo

n>1, serd: D.Te.nu>n X D.Tecu , y por consi-
guiente Tt.num>nX Te.u , de donde resulta  ser
Tecnu: Teou>n: 1, 6 bien en.mayor razon que
nu:u, estoes, la tangente de un ;i?igulb mayor -4
la tangente de-un 4ngulo menor en mayor razon
que.dicho 4ngulo mayor al menor.

COROLARIO III

(r' +(Tc rz) )xdﬂ

: 3 Slendo DoTciu= = » tam-
bien serd du= 4:?1‘32); 3 por consiguiente =
S. -—-—-—: 1?%%; 'i‘amblen sera Tc u-—S soh (2:; ) s)dﬂ,
B s s st e

Wit CORozAnloivli__
s ride |

131. : 81 se supone Tc.u_x , Seri u..-—S (e,
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ESCOLIO 1. :
132. Si_sc p_ic_le reducir la diferencial ﬁ;,z a
-
sene mﬁmta z se dlferencma la formula —(-—T——?)T,

o) x? pxp"tdx -
y se tendra D @ “-—i—r‘)f = @)L T 29X

Eitd - i

'G&%E(;%ﬁ' ; por c’qn'mgmg:_ntet serd
2P-Y Ja P o 2 el v
@y = P X

en esta equa___c_;qn hagansc sucesivamente las 'sig_u_ien_tes
substituciones , y se tendrin las equacic‘mes :
i dx ' x*dx

L e g 1 "“'X(x T
| a*de : 513 xtdx
p=31 g=2 (_‘: g )Z—TD (:l'zrbi‘“)“_l- x(r T )"
. :r“'d.t . : x5 : cxg ! .rfd.r
_P=5,g_=3 (_x—r;m'—.‘rx-l)-.@,#g}m e o g Y
cigl cEfde AT T Rl Tipsdatl

P=71 | (.1.' - )ﬁ ‘XD (J-';-H’ )1:—: 7 )S_(xé*.r.a}f
y asi suceswamcnte : luego serd :

1dx. 2% 8%xa  , &f
& +r" D ( +v" + X(x “+1 )"‘+ X(.r —w’)"
1 aZxaxy, 7 t!."xax3x4.

* 3x5%7 >((:r‘w")“"" 3x§X7X9 X(-'c +f‘)"+&c)

por consiguiente sera
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ridx a3 a%xn

S.m—u'—'i‘ﬂ)((z +r3+ X(I _H,.a)z'l"'

af a8 3xax afxaxqx 29
X T 3x5ngx(x +r 3*5*73*: (e n)
-+ &c. ) ‘Por medio de esta serie se hallard proxi-
mamente el arco circular que corresponde 4 una
tangente dada: por exemplo, si se supone la tangen-
te x=r, se tendra el arco de 45 grados 0 bien la

4

octava parte de la circunferencia igual 4 la serie
I3 2 2 ! 2XX
?”X’ (1+ e ‘ax3x§ _'+9.x3»;3x7 i ﬁxgxzx:xg+&c )
por con31gu1ente la circunferencia ‘serd igual 4 la
axax AXIMYIx
i 2rx(2 o + 3*5:; i 3xsx;x; o &C’)
=27 X3, 141 ;9z2.6 505 p10x1mament: s S1 se re-
ducen las fracciones de la serie-hallada 4 decimales
con diez notas, como se manifiesta en el cilculo
siguiente (A), enquien £ expresa siempre el término
anterior de la misma serie, Adviértase que dicha
aproximacion es uniforme hasta la novena €ifra con
las que tienen mayor nimero de notas; como’es
ha de 5, 141592653580793238462643383270502884
19716939937510582097494459230781640628620899
86280548253421170679821480865132723066470938

J); +
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T (4): 58N
‘2., 0000000000=2" .| 0, 0000066078—t>(
6666666666=3: | $2008 2= ¥ 37
2666666666 =1X3 R x.gg
1142857142=¢t X } 7606=t% 3
507936507 =t X § 37I0=tX 3
: 230886§.30‘=i}(’;‘; ' : ‘“'flgllll#ﬁ X_‘%i
* 106560T06=t X & | . 8Bg=1rX5
49728049 =t X5 | . . 433=IX3
agporgag=tXA | T 2m=cxi
' 11::)84889_.-1‘><s;:,T bl e "__'I.'Iog_..t)(

. sssis ey | 50—r><n
2524508—-Z><“ - P4ESEX
1211763—0('5 =t X#

cx83gqreme et i gy

281601 =1 X % | LRt 5 32

. 136287 = ¥ 0=¢X3
- Suma total:

35 1415926505 -

_ .81 se pide hallar el valor préximo de. la circun=
ferencia circular con mayor mimero de cifras; pa=
ra facilitar el cilculo, se dividird el arco ‘de ‘qua=
rentar y: cmce grados .en. dos arcos cuyas tangentes_
sean racionales ,. conv el método siguiente. Si de
nombran 4y &dosiarcos del: circulo, cuyo radio
es 1y sexan rileca==CeiasSca, y r:Le.b=Cc.b:

”



(rx0)
Sc.b 5 por consiguiente ‘se. tendrd r2:7t.aX Tr.b
=Ce.aXCc.b:Sc.ax Scb,yre=TLeyaxle.b:r2
=Ce.a Ceib=—Sc. a X Sc. b: Ceva ¥ Ce, 5"; pero
(1. 5ox)- Cc.a.ch.b .S'c aXScib=r X Cc.(a+0),
PRI el e e
(I...499.) + Iuego sers z] 3 Tc. e X FeibsrF=r

s ScoaxCe.b+ Sc.bxCe.a _rxSc.a . . rxSc.b

Toat3) Cc.aXCc.Zi-—" Cea T e

7. (a+5)_7'c a+Tc.b: Ic. (.:z+b) 5 de donde
resulta ser 7. (zz—i—b),-—r*x(Tc.d-}—Tc b):

&P --Tc axTc b). Ahora si se supone Ic.(a+b)=r,
esto es, el arco a+ b=45°. se tendrd r* — Tz 2 X
Ie. 6—r>{(Tc.a+Tc.b) Y por medlo de esta

” -—~rxTc a’
equacion se hallar4 Tc.b_—-h-;:ﬁ—;—; luego si se

supbhé '"_"'15'()1 exemplo 7. &;:-Qf ; sera Tc b_..-p,
en dos ¢ arcos, cuyas tangeptgs mclonales son £7 ,_gr.
Sienla série hallada antes se’substitiyen sucesiva-
mente 57 y “r.enlugar de la tangentex'; resulta:
rin dos series racionales, 'y miry convergentes’, y
enla: suma de ellas :se :tendra:mas: expemtamente
cl valor: proximo cdel arcoldeigs®,. ealnacinn e

" Finalmente adviértase que si‘sobrevel dmmetro
A.B (‘Fig.:24) en sus.extremos 4.y B se'levantan



(1171)

las perpendiculares, BE=3AC radio,y AF=1¢.30°.
la recta FE seri proximamente igual 4 la semicir-
cunferencia . 4D B : pues , suponiendo el radio
AC=1 , 0000000, la recta FE se halla entre los
limites 3, 1415833 ¥ 3> 14158345 pero en la mis- -
ma suposxcmn la semicircunferencia 4D B queda
entre los limites 3, 1415926 ¥ 3 , 1415927 luego
la diferencia entre la_semicircunferencia ' 4 D B y
la recta FE seri menor que 0, 00001 del radlo.
Con el mismo método se hallala pm una serle
mﬁmta 1a integral’ de la formuh di: (12— x“) pe-
ro mas facilmente se tendra por los 1ogar1i:mos hl-
perbohcos > c01n0 se ha chcho (88)
ESCOLIO II osigl

133 Consta por el Escoho antecedcnte como
por medio del seno, 6 del coseno, 6 de la tangen—
te'de un:arcoicircular: se determma ‘préximamente
el arco. Al contrario , dado el arco; se podra de-
terminar p10x1mamente el seno , coseno ytangen»-
te que le corresponde § con el metodo siguiente, -

s

ka1

Se ha demostrado ( 116) gue es d U= v(:ﬁ;,'),
y si. se supcme i’fr‘*-—x’):z bseiitendrin- las

Ipdxs ' rde i
Pl y dz——-—- - pe1o por

i

cquacwnes di u...-



(112)

: rde d d % '
ser du==—r, es —“-:::—f: 1uego serd dz.—-_-—d—“,

: " £ | ey

! xdu rd.
y z=S§, ——T-; pero siendo du=%£-,- sera
__rdx 1 s rdx s

z-_— 7 uego se tendra "EE_" Gt y mul-
du : de

tlpllCﬂndO ambos l‘l‘llCmblOS por = ST d:r-——;

xS —-f-di- Supéngase ahora =4+ Bu+Cu?

: +Eu3+Fu4+Guf+Hu6+ &c.en cuya se-
 rie las cantldades 4. B CoE R G, &c. son
constantes que se han de determlna-r. Si esta equa-
cion se diferencia, se tendrd dx=Bdu-+2Cudu
+3Euadu+4Fu3du+5Gu+du+61{u5d U=

&c. ;..éu)(S-——;—-.lue-

go sérs. .S'. = ——B+2.Cu+3Eu’+4-Fu3+
;Gu‘*-{-él[ us =4 &c. 81 esta equacxon se d1fercn-

cia, sera — i --2.C d u +2 % 3 Eudu+3)(4Fu@du

+ 4% ;Gu3-du+5x6ﬂu4ra‘u+ &c. pot consi~
guiente r==272C—2 ><3r“Eu—3 x4r°Fu »
—4X 5r=Gu3-—;x6:‘*Hu4—— &c. y como esta
serie’debe semidéntical 4:la- A4 Bu4<C u? 4 Eu3
+ Fut +GuS+ &c.=z, se hallari por la. com-
paracion dc los respectlvos términos



tixsf

C-—--—*-"-m,,—, F;""'ax'g“,.f“a = c__—_-x3x4x or6? &c.
‘E=— gxgr‘ ) G nxgaq.x;r* 2 K— : ﬁxaké*ixéxzr“ & '
lucoo serd 2= B E St
o ‘4, _A' &
A————Xu’+uw><u. PR >< :-!- c.,_
.B,
+Bu___._fx I e ;.-*X —Wx +&c.

Tambien se llegard 4 esta equacion, si se supone
Ia dlferencml del arco dada por el coseno ‘z'! > esto

es, (117) d”““-ﬁ?)—
minar los valores de las cantidades 4, B en los
dos casos ; para lo que es preciso notar en el pri-
mer caso las dos condiciones : 1%, que siendo ¢l ar-
co u==0, sera el seno x—-a. luego Ad=o0; por

Resta ahara de te r-

- consiguiente el seno r=Bu— Xud4 &c.

ax3rs
2%, que siendo el arco u evanecente , serd’ di=du
(22): luego B=1; por consiguiente el seno a=u |
u’ uf u” )
= axge? +nx3x4.x,r‘ 2Xx4KR5<6 705 h &C. Y res-
‘pecto al segundo'caso, en quien z expresa el cose-
no del arcou, es pxecnso notar las dos condicio-
nes: 1", que siendo el arco u evanecente , serd (22)

dz evanccente respecto 4 du: luego B=o; por
P




(114)

sonslgunente el coseno z= A-— r. b, & u"+ &,

2%,.que siendo el arco u=o, seri el coseno x...r'
luego serd A=r por consiguiente el coseno :c—r
C ut u? ub

i + &c. Y ﬁh;ilmcnte

ar = 2x3< .q.r-"’ ax3x4xExOr”

siendo la tangentc igual al radio multlplicado pcu
el-seno partldo este: producto por cel coseno , se
tendri la tangente x

u? o o

M + &,

2x3x4x5r¥ = ax <4 GxOx7r6

ol OO T i us

e ar Beiin ng;:q.r-’ {FIT §x3x+x5x{arf +&C.

PROPOSICION XVIII.

134 Hallar 1a diferencial de' la ‘cotangente de
un arco # del circulo cuyo radio es 7. :
C_onsta ser (1. 488) Scou:Ce.u==r:Ctc.u; por

rCe.u
-consxvmente serd Cre.u==r——=——1 luego diferen-

i e Se uxr D.Ce.i~rCe.ux D.Sec. “
c1ando se tendrd D.Cteu= ey 3

pero (114) 7XD.Ceau=—Sc.uXdu ,rXD.Sc.u=Cc.u

wgae I . Se.a)? du—(Ce.u)’xd
X.dﬂ-.{. luego serd DfC:_c.u-_.——-_-_-{ = (S:.u)g .

(Sc ); . Que es &c,



(rx5)
COROLARIOI

'- 13; Sc mﬁerc que 1a dlferenmal de la cotan-
gente de un arco u del cilculo cuyo radio;r; -es
igual 4 la diferencial del mismo arco multiplicada
por el quadrado del radlo partldo leste producto:

tomado con el signo negativo por el quadrado del

r?du
seno del mismo arco esto es D.Cteu=— W'

v - Lo

COROL.ARIO II b

= 136.- Luego serid’ du—- (SL ﬂ) * D th iy

- $7€ ins

o i

S (Sc :a)’xD C’tc a

kegrando se. tendra u== T o kams

3

bien serd §. — (.s* ), = th. us y parttendo “por

th b -

2 L)

-—r?, se tendla S (SJ )J_.....

r

COROLARIO III

B LU Sl s¢ supone th u=2z, seran D.Ctc.u=dx,

i r*dx
Se.u= CN ) : luego sem H_S'“Tx_*'

PROPOSICION -‘X'I;.X

138, Hallar la diferencial de la secante de un
arco.u del circulo cuyo. radio es 7, :



(116)
Consta (1. 486) ger Ce. uir=r: Sec.u por con-

T
s1gu1ente se;é Sec. s Iueao dtferencxando se

tendra D Seciu H_f_{’_‘f}"‘” ; pero (114) D. Cc.

Sc axdﬂ. rSc.u xflu :
==---—-;- : luego sexd D. Sep.u—. (L e Que

éss&c. ..i.-.-.. ;x';'lJ LEVEE i
COROLARIO I.

139 Se infiere gue la diferencial de 1a secante
~ de un arco # del c1rculo cuyo radio r , es igual al
producto del radlo “del seno. de dicho afco ; 2y de
la diferencial del mismo arco , partido dicho pro-
ducto porel quadlado del® eoseno., esto es, D.Secin

r'Sc uxda,

(Ccaj‘ -SSR (RS PR MR g A

' COROLARIO II

(Ce. n)’xD Sec.u

140. Por tanto serd, d,u——;, B 3 € in-
c x1D. Sec.
tegrando serd u--S.(.-.‘.: u)r e —— Tamblen ser§
o rSciuxdu
ey i (Cc Pk

COROLARIO HL'
A4t SL se supone Seé. u=x, serin D.Sec.u=dz,

€e. u=-—_‘, y Sc l&—-;’f?"c 34 )""""X y(xg""d)



(r17)
#*dx

luego serd u=S$. ———y

COROLARIO 1YV,

- 142. La integral de la diferencial —‘?-’f-‘-‘f%i'l‘_’."_’.

/(22 p7y
se reduce 3 la antcccdente - pues snendo ——J‘ (__x —

dr xfxz__’. t d J"t —"'?‘2) e
_—';:,—:;— ) 5 sC cn la % — (.\."a-—-r‘)
dx dr J(vi—p?
——.—r-.,—f-;-—, é mtegrando serd S “( e
Faf(21r) x

i;’fi‘" _?"")—-Ha ;
PROPOSICION XX.

143. Hallar la diferencial de 1a cosecante de un
arco u del circulo cuyo .radio es 7. . .

Consta (1. 488) ser Sc.u:r = C.cc.u por con-

51gmcnte serh Csc. u—-fc—-* luego dxfexencxando se

tendra D. C:c.u_-;-"(—slif;,“ 3 pelo (114) D. .S'c U

Ce.uxdu rCeiuxdu
s € RS ey
= luego serd D,Cscou=— (Sc TR Que

es &ci -

 COROLAR 1____0 _I._ i

¢ 144. Por tanto la diferencial de la xcos;c;_inte.d.c



(x18)
un arco u del circulo cuyo radio es 7, es igual al
producto , del radio , del coseno de dicho arco, Vi
de la diferencial del mismo arco, partido dicho
producto tomado con el signo negativo por el qua-
drado del seno del arco, esto es, D. Cscott=m

rCe.uxdu
(SC'.I{'): L] AT - 1
C 0] R OLARIOIIL

(Sc #)*xD.Cse.n

145. Luego serd du=— S ; € inte-
Sr: @ xDCscu : .-, :
grando se tendri u=5.-—( )’ . Tambien
fLG:? fal ‘-‘-.‘

rCc.uxdn

(Seay*™
.COROLARIO IIIL
'146. Si se supone Csc. -i£'=:r, se'‘tendrdn Sc.z
=-—“:;1 Ccu—/(rﬂ—-—)*"-—-xr(xQ—rﬁ)

r’d.t

:v(a: —-r‘)

serd Cscouu= =8, ———

luego ser;’l U= S, —

PROPOSICION XXI.

147. S1 se -supone I/(r =2*)=rzz, serin
4 AL ("'dz_ 1y d;’,(”a_hzal__.*_dz_*. ridz

N (rt£z*) arzts®? x orz -z

Siendo //(z"-l- x2)=r--z , tambien serd 73412

2 @



(119) y
=r24-2rz+42%, de donde 22 =27z} 22; y di-
ferenciando y partiendo por 2, seri zdr==rdz-4-2dz:
dx edz Yzde B

lllelg(), S.C tcndlé -Iv'(?‘ +x") = (ﬂ.ri:{-z ) (r-]-z).

dz

arztz*"°

Cori. €1 imismo .mé.todo se demostrarin las

: 2 dx dz
equaciones, —=r=my = supuesta I/(r -22)

drJy(r® L 2*) ride-,
=g dz aree s » Supuesta
Es dxJ(r>—x*) r?dz
. ) 2\ — P AR
it +a?)=rdz; — =tz

siendo ]/ (r”‘-—::r.c )'=_'z"--'z. Que‘ es &c.
COROLARIO L

dz 1 dz dz
148 Por ser - g e X = ?--_g.r_l_z) » 58
dz dz v 3 ]
_tend:_ém";?‘j “X .*;—-gm_g), é integran-

dr
do serid S.w(r Pt X (L z=L. (:zr—l-z))

xL. e 0 subst‘xtuyendo en lugar de z su

lvalor —r+,/(r‘°+x°) , seri

de —rra(r?2?)
S xof(r? ¢ x‘) X L r+~f(r +x%)°



(120)

COROLARIO II.

dz
1:49. Tamblen siendo — z_g,-—-——-x ;_—_—--{--—
dx _ dz el
sera = ppyTe —--——,-_-M)( ;;_—-_;-1—-—/_ sie mtecrlando-,

; y dx

se tendra S.;——(——‘— = X(L z—L (2r—z))
L§

ST X‘L’nr

su valor 7 -—Vr’ —22), serd: .

5'

dr A r—a/(r*—z*)
v s b OB o e B

COROLARIO 111

.\)(r +a?y
x

; 150. - Fmalmentc por ser ==dz =

»°d. de r?—p?
=3 ¢ it dz+ 5 5B ten-

. arzig* ? x 2

drinlas e ﬁéc’ioness ——"M z-]-rﬂxS
ran q TR nrz-m"

drdelmit) ey + re X S,

x nrz x‘ :

y S. luego

seran
S dxa(r? 4—:')

x

r+J(r L x?)

r+ v’u"“ |—.r‘)’

dxJ(rt-x P Piey?
S. ——i\-—-—zz_r—"y(! 9.)+_:_x L."Ti((\r;:‘;%o

r‘+1/(r”+x°)+ : b & e




(121)
PROPOSICION XXII.

. 151.° « Hallar la diferencial del logaritmo dc l1a
tangente de un arco circular cuyo radio es 7.
Diferenciese (87) el logaritmo de Tc.u, -y 'se

tendra D L. Tc U= D Tc 2

-5 pero (128) D.Teau=
(r*+ (Tc u)*)xde

(" 4 (Tc ::)’)xdﬂ
: per . 1uego serd D L. Tcau=——5—
S e
=t :ixi__l)cx -~ 3 pero (1- 436) Seou: re=Te.usSee.,
A g FxTec.u
Y c" ﬂ ?=f Sec It dc donde (Sg(; u) S—-___uchbu.
r3xTeiuxdu - pwda

lleo __,
1ego serh D L Tecau= P Teax Seow CrtSenCo
Que s &egiitszol RIS Y Ty

COROLARIOI :

I;'i Sc mﬁere que la dlferencml del logaut:mo
de la tangentc de un arco u de circulo, es igual al
radio- mulblphcado per-la diferencial 'de dicho ar-
co , partido este producto por ¢l del seno y del

coseno ' del ‘mismo” afco ; esto es y=Dy L. Tc'uﬂ
rde
Sc.ukCeaw, == T

COROLARIO II

ol

S du

; 153. Luego mtegrando se tendxa S. m.—:a
LO TCQ He . LR o

q



(122)
COROLARIO IIL

154. Si se supone Se.u=1, seran Cc.u=, (r2-z2),

du—- i : luego. serd L. Te.u==S5. xa(::é.f}ij'

J(i—z¥) ©
PROPOSICION XXIIIL

-15; Hallar la’diferencial del logarltmo de 11
tangente de la mltad del arco c1rcular Yo -

Consta ser (I 494) r+Cc u: Sc.u.—r Tc
fSc, .-r__—Cc u=r-"-Tc luego scra (Tc.--“)"

_ a I F—Cc w i
=T X,,-—-——~+ L y tomando los. Iogarltmos de am
bos miembros 5 S8 endra 2L Tc —_=2L r 4

L.(r —Cc.u)-—L (r+Cc u) 4 luego dlfcrenuan—-
D.Cc « - "D.Ce. u,

_do serd 22D LiTe. — i _ r__w e Fro =
arD. Ccu % g,-Dc |
= Cea T (Scay D P‘fm (114) D. Cc.u—--
Sc.uxdu At
bsacsse lucgoJ serd 2D L Tc. = (_sFT)‘ X
d oy s
s 5 por canmgu:cnte 5& tendra .D L. Tc.

l!




- (323)
CORQLARIO L

: 156 Se 1nﬁere que 1a dxferenmal del 1ocar1tmo
de la: tangente de;la. n:utad del .arco - circular, z es
1gua1 i 1a d1fe1enc1al dc dxcho arco parttda por el

e i &
ceho del mxsmo arco esto e, D. L. Tc./’— =g

COROLARIO I'I """
157, Luego =e;ﬁ S. -;-_L Ie. _% Py s se su-
fone SC.’ZZ"""J: o ;c.‘tlfc;l.ldt.a d u——*i;—;ét _:) , ﬁots
con51gu1ente .S‘m J(rfx .‘_).—-L_ T&——.'

PRGPOSiC].N XD Vodeo . win

158. Hallar la difetencial del logaritmo de la
tangente de Ia mltad del .arco cuculal c0mpuesto.
del ‘quidrante ¢y desun arco o2 Dutml  Lobn

+Consta (1. -5'0_8;-)_---scr :-Ec.-.‘az_x 74 Scaus=r s Tou t =

' PN Dl g+ g g g+ u e
y r—Sc.u:Ce u-—-r..Tc.....gl‘\ --i-_-ggggg__:sera (Te—)%

' r+ 8
=r2X ,._,5: : 3y tomando,les-logaritmos de am-

bos mi¢mbros, scr.’a zL.Tq;quzL.t—hL_.(rﬂ-Sq,u)



(124)
= L. (r=S8c.u) : luego dlferenclando se tendri

‘I-}-rx D. Se.u DS::,,
2D. L T 2Tk Sea T rSes - a)&xD.Sc-.u;

pero (11*4;} D. . u;_cc AL

luego serd 2D L,

Le ar  Coaxds
Tc q (c‘, “)4 X couxdu , Po; COHSIgumnte _D L

Tc.“n Que es &c. o

2

COROLARIO I

159 Se mﬁere que la dlferencml del loaarltmo
dela tangente defa mitad'del arco,compuesto: del
quadrante ¢ y de un arco u,.es igual 4 la diferen-
cial del arco’ u partida por el coseno del mismo
!H' “ _ﬁ“_

.i-—

“Cc.u®
COROLARIO II

arco , esto; esy D. L.dci

60 Luego serd . S -——-:-;.-L Tc. , Y. 51 'se
ndx

supone-« Ceou==zseri du=— -;7——,)- s por con-
rdx g + u
Slgﬂlﬁﬂtﬁ Sr ;W_—j"; —-L TC. T e

©h PROPOSTCTON x-x_v_;.f:-'_
363, La' diferencial (Ssiw) % dw es igual 4



(125)
o= T;e % D.(Sc.a)?* X Ce. -—(fa:;?—’i R ST

sedus yla diferencial '-(CC‘. )™ Y du= —r_.x D.(Ceun)m-*

R Sttt 4 - (”'“'7"" % (Ceyu)™2 X du. |
leerenmese la expresion (Se.u) ™ ¥ X Ceou, y

. se tendrd D. (Sc.u) ™! XCc,u-—(Sc u)"-1% D. Cc u
--i-(m—-I)X(SC.u)" 2% Ce.uX D. Sc. u 3 pero.
Se. axdi Ce.uxdin

(114) D.Ceouw=— 5 DG U= : lue-
4 b
gp seri D (8- u)’"" ch u--—-'gc——u)—» oS 5 o

T
(m—I))((Sc u)“"")((Cc W)X du, .
Ry e 1
-—r’-—(Sc,u)z > . serh D (Sc u)”’“)(Cc u._..
(Sc.u) xdu (m——I)Xrﬂ(Sc il ﬁxdu L Im—T,

?? l : [

X('S}c.u)"'x du::-—T ) e (Sau)mdu-l—(m—x)x .

Ly por ser (Cc.u)’-

r (‘Sc..u) m2 s dit 5 por th‘siéu‘iéﬂte i(' Se. u)™ X du=

....-—- )(D (Sca)™* X Ceow (o ')”

)(du. Que es lo primero.. : _

" Con el mismo método por medio de la diferen=

cial de la:expresion (Ceo.u)™* X Sc,u se demostra=
1a la segunda formula propuesta. Que es &c.

X (Seluym-2 _


http://DXc.il

(126)
COROLARIO L.~
162. Lu-e&o integrando serd ( 4) S. '(Sc.:u)-”‘ X a’zz

=—— )( (Sc. u)""" )(Cr:.u + Soss I)xr %S, (Sc u)m‘
X du: dc lo qual resulta que serin:
S. (Sc 1) ™2 dy=m— ——-)((5: u)""'3)<Cc u+ )(S (Sc.u)”"'!-)(c{u,

(m

S.(Se.u)m4 X du=— ———x(Sc )™ 5 XCeaut* ——><5 (Se.u)™-6 X du,

b asi sucesivamente. Por tanto si m es nimero po-
sitivo y par, la mtegral de (Sc u)’*‘“x du se tendri
en un niimero finito de términos , y dependers il
timamente de la S. du=u: y si m s nimero posi-
tivo é impar , 1a mteglal de (Sciu)™ X duse ten-
dri tambien en un nimero finito. de términos Sl
dependers dltimamente de la S.Sc.u xdu -erc.

(114)s
_C.,O._R_ OLA R-I O.IL. ..

163 ';_I‘amb-ie_-n por-ser { Ce: )™ X dzz:-rl,x-D

(rm—-i)xr

(Cc w0 ‘)(Sc.u-}— X(Cc.u)‘“'!xd'u,

serd (B) S.(Gc.zz)’”xdu_;-—}((Cc.u)’“" X.S'c.

-(ﬁ—')i—xs.(& u)®=2 X du; de 10 qual resul-

ta que SE ran



(127)
S.(Ce.u ”"ﬂxdu——-——- x(Cc 1)m-3%Se. u+(""_?’j s XS. (Cc.u "”"*Xffu,

S.(Cc. u)”“4xdu——><(Cc A 3 u-l-( )’" D 8. (Ce.tiy™ 6 du,

y asi sucesivamenite : luego si m es nimero positi-
vO y par, la integral de la férmula ( B) depende-
ride la S.du=u; y si m es nimero positivo ¢ im-
par, la integral de la misma férmula dependerd de
la §. Cc.uxdu 7 X Scau (114 ).

COROLARIO III

164. Si en la férmula (4) se supone que el
niimero m tiene valor negativo, como m=—p;
hecha esta substitucion en dicha formula, se tendri

Bt i, A (pHOXra o du
(SC u)P x (Sc. u)P+1 75 o e 2 % X (Sc u);+n’
por consiguiente serd. S. —fy———,- = _._.__I__.
(8¢ u)"’ o (P+1)X1
\Cesu du RS

X (Sc.u)P—T_‘- (p—i-I)Xr“ XS (S WP’ y Iha_‘(_:len‘;‘?

3 _

p-l-z_g,se tendra(C)S.(SC u)‘i' -

B ok T —2 du

X Gea)™ + R XS (S R Por tanto. si

€s ¢ nimero. p051t1vo y par , la mtegral de Ia for-
mula (C) se tendrd algébricamente ; y si ¢ es nd--



(128)

mero positivo é itnpar dicha integral dependeri. -

Itunamente de. Ia S. —-—=L TC-— (157 )~ g

=C OROLA R LO- TV

- 165. Con el mismo método que se ha'-' '*sé"guidb
en cl Corolario antecedente , se demostrard’ que si
esm=—p en la férmula (B ), ésta se transforma
du- I K Soveil B
((,c u)‘l (q-—-x)xr X (Cc.u‘f" 23

~enla(D)S.

—2
(g—ql)xrﬁ . (Cc )5 — : luego si es g numero po-
sitivo y par , la integral de la fcnmula {D) se tcn—
deh algébricamente ; .y si g es niimero positivo ¢ im-

par »1a integral de dICha formula dependera 111121-

mamente de la S ._-L Te. == 160 ).

*'\C'O'RO-LARIO s

. 166.. ;Si en lis formulas anteriores 4,'B, C, D
se supone Sc.u=%; dichas férmulas se transforma-

; ‘{ . n—1
ran e las rx?—(%-é—x:},(r —-.1:'-‘*) xra’x,

'ff'}'ﬂ: SR -_-‘_—‘-;-I-.. .7;dxl Y I A }
;ﬂxv(: -x*)" gHiYSHe supone ¢l
Lg?) T

seno verso del arco @ , se transformaran dichas for-




miulas en a7 P (arxt-xm) )idf;a, (’Z;?:f;ixa

ol TR, S ;
M”x(ﬂx""‘x’}\ ey WX«J(zrx :r") 1uegb to-
das ellas se mtegraran del mismo modo, con que prd
_mtecraron ds conespbnd‘xenbes forn‘iula?xf B C D_

7 e g \.. . -*‘. =l n as ‘f‘l 213 i;cf.

FEXEMBLO L | onoion

Wip7 /. 8. propenen 1as dlférancmtes (Sc.u}* xdg’_
(Sc, Y Ao A 5C T L i) WE 0 dal (T 0 R
___,j‘;_r-_;‘i.m 4 E.nxla formu}a ( JIIJ) h@gamf% suceswamgptc,
tas SubstltuCIOHCS ‘:7‘2-—4!,'”5— iy e fendran 148
equdcmnes ks () plmadY ebivster gho¥ O
S-(Sc.u)A Rdu==r'X (Sc. u)SXC'c et 12 81 (Seanl)* xdu,
S.(Se. u) X du=— 51 XSc. uCe.u-45roxaSidn ¢5l ninh

VAt

I3

i

ltiego sef:’i S./(.S‘c.u%*%dfz” -;:ax ey )3 xcﬂ.ﬂ,
3 aay {s )31z ==t (00
'----——-XSc. S '

" 1
Carx el

92215 En, dxchg\ fm:mu{g (A'l l}agansg suceswa,—

mente Ias suhstltucqtﬁlcs m-.-_—sg m seq Y s¢ tene
drin las equaciones , nalevesadh, 3G SR

o o ]\'..---ﬁ\(-.

So(Se.u) 5)(»!:1_-- i x(Sc.u)‘FxCr ut-4r ){S (Sc.u) 3 du,
S.(Se.u) 3K du=~3 r’)((‘S'c.u)*‘xtc.&z-t- 3 XS ScauX diss
luegm sera S (Sc.,u)'-’ X d“";‘r?f‘ X (.S'c. u}‘l;x Gg},

L lk

— 3-”5 )((Sc u)“ XCca}t—I-«"i;s— Rk Cf-un ‘por: sex

¥


http://%7bSc.il)*

(130)
S. Sc. uxd’u=-—r6c Meomss S|l

d 1‘ ;—-::I 3 a EX EMPLO II:"-Z.". el s onlibm

-UT68y: JsSemlﬂ&diferﬁnc—fales (rCc - V4% (Cead

{g:’i \;Er}ﬁl‘gfo{mul(,ﬁ b ,éggngtﬁ 'uceslvamente
las substituciones m =4, m=2
equaciones, -+ OJIMELH
Si(Cead) b Aus=t R (Coa) AX Selust-3r2XS. (ﬁ?,‘.u)_?:xx_a’u,
Su(Ce)® R du== £ rXCe.uXSc.ut 12 X S. di: luego, 5e’r:’1
SIareyizscy? m;‘ d %) siedn

S (Ccﬁjzfl..} ;__Fr-?:( : 3.5 g{‘f{:}'—j 2x4 F;E{;m%ff'gfl: EW
2% Enla refenda férmula ( B ) higanse sucesivas

mente las‘substituciones m== 55 m=3 3 y ise_ten>

drin lag eqitagioness A5 2 & —mmih 30 ¢ 020 7,
S (Cosw)bix diz==ipX (Co)d K Se: w&m‘:ﬂ? XS (Ceout) 3R du;
S.(Cc.n) 3){du_--_;r>((Cc.u}*x\Sc.u+ rﬂ)(S Ce.uXdu:

luego sera S.(Cc. u)?k = "{If'x (Ce: iz)‘i XSe i

£ QL e g e
3“5” Wf o8 =20 g e earidoudidedue IRl odnsiy
S.Cc. xdu=r5c.u. 2900008155 581 rith
R A R = P 8. Gk el B e i e

5 35“‘:'5'5'3-“'-;;-"- ; EXE%, fI"ﬁq II_* x‘.,_,‘{‘:f'{a\z,','E'.L.'.«i.
231’6“93" Se' pr‘é)i)%%en"Tas diféréné‘lzles @ sﬂm;:s; ‘ (f': , 2 ]

Famx

JHEn’ li‘formulac CC J haganse suée%xvamgnfe

TRTe 4y o e
§ o 7 y

Kits

e R CpE Y 2




_ e |
dran laé’-’EQhééidﬁe‘s-} =0 =) sonoiomiitadie 26!

- Ce.n g& S0GIDG HpS
S-Gewye (Sc.u)é n)‘ X(Sc w) Sr‘Fm:XS (Sc )n &
du : Z‘c PR J o _;. by
_s' (Sc.n)f x " (Se. :;)3 + 3r" X (Sc u)s? ‘.__
c TR
S. ng:}—; : =X Scﬁ 1uecro sela ‘R
. ¥ - - 2 Rige ovayd
du i’ Cc‘ % ‘ 4 Cc @) ax4. Ce.e
(50 If'ﬂ)*’ X(Sc u)f : 3x;r3 X(SC-I#J‘_? A ->__<Sc.s‘

en 2% En -du;ha—vformula;; (.C )--haganse, i sucesiva-
mente las substxtucwnes §=17,9=5 ,{grgj yrsg
tendran las equacmnes., wah il

ook B L

Gehl BT NES § i o) - : ) ),
S Seay (Sc ﬂ)’ \‘rér X(Sc ar)‘ 2 6!‘\? XS (Sc u)f 'u i
fosreeeygeyas . -T"- s y: o "" ""‘: oL

du LRSS | bc ! ;
Sy ?T 4r < Gy "24*" sz‘?{_(‘ﬂ-@..’ :

A v oY P
2 du o § ‘Ceupn K ,2:: j
Sf(Sq.a),-? X,(Sc u)“ =+ gn“ !>¥< S_.,_Sc..m ATy ,
.,___‘--L.H_"L_,_ af -’.-\;E i B ST .,...__..\_,;

Ge.u ¢ Mok
v X (Sc "‘)‘ : txﬁr‘gx(ngc.u)

3x% s Gc.rz 7L\ fx’"_:, 4 */

_nx4x6rf (Sc u)“ +§x4xsri XL TC' » por set

i’_: A 3 rore gl

. lucgo serd 5. (—‘i:—-

tainneiall ;‘.; £

TaE

) r-u..'zj_ f"\ + [ \‘r\fl»\u

Bi W Lo e e b M e 3 = ;'“ e & §
EXEMPLO IV \
- " die Inda 219116

B 3i76. ‘Sean’tas d;ferencmles

(Ce )" ) (Cc u)f®



(132)
272 En la f6rmula .( D) higanse sucesivamente
las substituciones 4=4, 4“2, ¥.is€; tendran las
equacnones‘, -

du " % n‘l" b X
S (Cc ;;)4 X(CL‘ u)3+ 3,,:& X (Cc 3)3 o

dut “Sc.n i ¥R A
-——-—L_ B Vi
S. (Cdn)t™ i n Ao Cc w ;

__ luﬁgo serd S. rm—ss (c R)* -

X (Cca)3+ 3:'3-._ X CC-!&-.“ T

P s O WA S RS SR 1R

29, < En dicha fmmula haganse sucesivamenté las'
substituciones: g- =5, gE=gisiyedsel tenalan las

gquaciones, . 2= « TSt avaoibutisadis aslndnom
Jﬂ' Sg 1 i aé‘ § _ ,'ﬁ'
S..c6 (Cc u )f X(g,; u)f + .1 XS (,CC.::)J‘."' :

[
|

du® % if-_ BT

(Cr.‘ ::a‘

e

LC‘: [‘)3 - L .‘
AT
-

TSR R (
luegcu sera S. (Cc u),— _—,'. X_(c,,_.,“)f_'!':‘ oo __e_.X_._ Ceay?

R " : q;.‘.} a ¥

xL Tc. = por ser.S‘ i =LTc—§:—.

nh4"* - & e
PROPQSICmN XXVI |
171.. La dlferencml 3-(%?%-2_) ' e?lgual 5
0 et o ok &yt
B o .r~- m X Xm yla

Lm'-"-';f'! - e m__.[ .

dlferenc;al (28r?) 2 2 % dx-- —-D (:cﬂ—t-r") 2 x z

-t‘r\‘-.



Vo

e

-(133')
.'-t )(r°>((:r’-1+?'°) 3. )(dx.

leerénmese la férmula a®-1y \g(xg 4= g)
y serﬁD :c”’")(«f(x"-**r )= (m—l)xxm ndm

Dl
XV (2* __rﬂ).;- JE; :- ok 5 mulf.lphcando y par-
‘tiendo el prlmer “término del segundo miembro Pog
Ni(r2a=1 )55 tendrdtosy ottt onend
m—r))(:r”"’dx)((x’+r"‘)+x“da:
_Z)Jm»x XJ(IQ._,.Q)__( - ,\;sz.._ra.)
=m;x”’dx+ fm—I)X?‘%:’”“"xdx lueoo Box S
(AR
x”‘({x e m-l g A “(m I)sz
m—-—xl’ ! ><~'(x e
S A xﬂ-edx oy
"x“‘“ (:r“+ r"‘) i S 41 e

129 Tomese la férmula (:r’-*- 72) a Xz;ydi-

ferencxando: scra D (x=+ rﬁ)m:lx;r—(:r"‘* r’*)m:t_

B4 dz 4. (m—1 ) )( (:c° +72) a2 m—_rt“ S EE d;x:z luego

D. (xz+rrz)m:Ix r=. (:r°+ r"')m:I}( dx(m—1)

X.(a:“‘ s r‘)iﬂ;-l 1574 (:rx‘—f* r") 4 al:r... z"‘ ¥ (m—-l)

)( ( 2 2 xra ;”:3 ¥ d T :;\ por conswmente serd
T — ! me1

D (x-z—i-f.ﬂ) = xx__mx(xc+;a) a dx+r°){(ma- @aﬁa
f :




(134)
m—y
K(z2+r2)T2 )(*dx‘luego-seré (:&'—l— f’j e xdx
ML T it
_-_-——-XD (x"‘+r=j 2 Xa:?-v- ?QX(m'_I)

m = —3 I B R

)((:c“-h r’)l 2 xdx. Quc es; &c.

i il GRS s

s

COROLARIQ_‘

i L5 Il B

CAar e RS e g bl 1 8

172. Luego integrando' la primera’ ex‘pfesfbn,
se'tendr4il .la formula sngmentc (4) .

ki S SO _.(m—-ﬂw D ameady :
S Tars J(x9+,2) X:l:’“ X‘V’(x +ré? T = S v‘{‘x”*r“)

de 1a qual resulta que serén,

:rm-ﬂdx i - m— x? 2 xm'q’ iﬂ:
S. _“(1-:.+,.a}' o= 2)(.1:“ 3><~'(r°+r’)‘7"'{ 3—_')2 9(5 F—d(x 2
4 (=2 ards
SI@=ra) g XI“"X“(I’“"?’) ( = XS = roy
y asi suceswaniente. Por tanto si m s niimero po-
W A o

sitivo a par ar mtt‘.gral de fe te‘ndr‘a eh

(x2+ ’)

un' niiiicro finito de‘términos § 'yv depe‘ndera 3 Ta

integral de -_t_‘{"'“‘_‘T quese rediice 4 los logaritmos

I =1y
(124:) 3. y7si m€s nimero positive &: impar:,” dicha
mtegral se tendra 1gualmente en un numero finito de
5 .tdx
w'(.t”"f'rf

térmmos y dcpendem de la mtegta‘lde:



(235))
que se tlene algébncamente.

COROLARIO 8 & i

“4987 ‘B ihtegrando 12" ‘ségiinda’ expresion” de
12, Proposicion - antecedente, ,. se tendra | (B-).
m—t m"—'l

S(x"—l-r’} 2 Xd’x-—::—X(x +7=) 2 X-’ﬂ[

(m I)Xr .
n
es nimero positivo y par, la mtegral de dicha ex-
presion depeider tltimamente de 1a S.dvv(z2+72)
que, se;tiene por los Jogaritmos { 125.)3 ¥ si m-es -
nlimgro: p‘osit ivo€ impardependeri de-la S.dazsze

\T?MWMCOROLARIOIH.

)(S (:r°+ z'—') 2 xdx luego 51 -

174 . “Si“en Ta férmula (4 ) el _suporie que el
niimero. m_tiene valor ‘negativo , (;omo m=—p;
hecha esta ‘substitucion en la misma expresmn 5/ 5€

g (xS
tendm S. va (.x ﬁ_;_i:.b__r“_,_,)‘:__,l.l,_ g:rf’ e =

OO Lo aenT 2 O { k tx } ‘:-:ff:-"“r.-}'

w..---__}?, 1 h o B ) xP'l‘*x ‘V'(I ’;z) e de d(l‘l’]lder

ot I LR J(xg_.ﬂ N 5 P'
f’”x«f(x'-‘-*-r"‘) "'(P+1)x:4xf’+ (1) Xr2

‘; { €9 \,".'1 3
x..S 2% ‘,d:% s y hacmndo p+2-—-g, se. tcndra




U%J

' e olouiiaggiyeenl gsen
C) S. =
(€)S XA G E), =D ;(r;izi; (g-l)xl’ :
: dx ;
b TRy : luego si 4,53 nimero p951$1—

vo'y par'ylaintegral de la’ forrtula (C) se téndral.

:algebucamente y si g es numem posxtlvo ¢ unpar.JL

afx

»dependera de la So ——; 2_{_?3) A quc s¢ tlene por

e
',lo demostrado (148 141 )

COROLARIOIVHJ;;“i"

L .

/ L e .T.'I.:_-_._.. AR

AY

17; 2 Con'el tismo‘método se demﬁstfara que’

- stiptiesta /==~ penla-f6rmmla i B, se tendrar lar
dery - myre & 103 x

(B S s "”“(q-x)xﬁx =t

150 oo @REET) oA 1Y ) 2l sl {xaﬂ_rn) TF

> 0% ——?—2 {2 d-‘r CrExry

s (g-—I)XI" R 95

lhegoi §i g es nume-
i (xﬂ- +r2) ---n Y S 5

10; pamtwo y par s-5€: mtegrala algébraeamcntc ﬂ‘ar

dependerﬁ su lntééréi de Iﬁ. S i porsrap 4 que se, tiene

por o, demostrado (131‘ 88 ); T J.'*'é} TR :
C OROL A R I O V

: 176. SI en las quatro fmmulas anteriores 4, B,



: (,137|) |
c,D tomadas con los signos inferiores “se’ supone:

3:.“_..2-1- r-, se tendran 1as “siguichtesy—— o2 ;%;
bl AT G, SN
(z°+2rz) xd“ fz-'* r)‘?xv‘(z°+ 27 z)’ qe1?
B, SR 5 S (2’*'2:2) %
q_uc se mtegrarﬁn del m15m0 fnodo.
s EXEMPLOI o
¥dh

177. Seanlas d1ferenc:1a1es p1opue<tas v’{ Exapey

SR B0 ; dF OIS
d(x“+ r“)
En 1a formula (A ) snbstltuyansc S11<:e51va..

mentc en lugal de nr’10§ numexos 4_, 23 ‘}r se “ten-

£ e D RQEDSC 20l 3 parl e
drin'las’ equacwnes §

‘.‘““:

RS e S el
2ide

Xx3l”:'c°+'r ----- -e-.,'r’xS S

357

xfde

«\fc.‘t' +r") 4/(‘::"’-‘- r‘"’) g

24 —-: T i
% «(xz.._,usy-ﬂ?“m £12) (4520, XS EICE TN
x‘ﬂx

VE ey AN 1/ (23skr2),
=3 s ﬁ?ﬁ+ﬂ%+——x—L(&4@qu)

-

4.x9. 2x4
go: ser. S v'( ,+ oy e m=— . (:r_q(xa-i— ,z))

2°. En dxcha formula’ substltuyanse suceswa-

mente en lugar de m los ndmeros 5 ,.35"y ‘se tén-
s



(138)
drin: las equaciones , -

ot Ay § , : x5dx
5_.-:"“G?ij"‘;-vx-*w&(m’ﬂ'—r’)a IRy

x3dx e zdz

2 2 e e S

R EA AT «ft:r’-'-r JF317 X S EETOh
t xfdr : 4r*
uego sera S. —--———-(x —|—:-*) = x4 )( «f(:c +rc) =2 g

Xr2v (2 £r2) e

xdx

S, \/La"—i- r‘)
AT

3*5 xv(:c"-hr’*) por ser

....«.!(:x:’*r’) :

EXEMPLO Il

:178.. Se propone la diferencial (2®+ r") 5)( dz.
En Ia formula (B) substltuyanse suceswamente
en lugar de m los nimeros 6 2 43.Y 5 se tenérm 1as
eqnacmnes 5
S. (x&"“? )z xdﬁ""s > ik +rg)§ )(1”"' XS, (x"H']a) XKdz,
3. (x“-l-r"} x:fx—- iX(z °+r=))(x+§r’x5.dxv(x°—!- 2) 5
luego seraS.(:r'-‘-*-rﬁ) de'— NG ET NS

x.S‘ dxd(x°+r=) {

: 4x6 x(x=~+r”)}(x+

EXEMPLO TIL

1': - Sean’ Ias- dlferenclales 4X v,éi.,. ra.) "'y

3§x4(x“ir°) . ISR




(x39)
Li19, Enta formula’ (€) ‘substitiyanse! sucesivas
mente en lugar de ¢ los ndmeros -4 , 25 yrsextens

_dran las cq_uacxones =4 ._f;__ﬁ VB S ¥ 1
ordy G Wit r’) XS (el 5 9
x‘xd(x’ Hip%) "'" 3r’x.:3 3:‘“ x xy(ﬂ... r*) ]

dx J(x“‘*‘r“)"" W g e e

So———— = - i
¥ xof(x?Er?) #* R i/ o e !

. 1 da | A(x2=r?) nd(x"" ')

Iuegc.*"sfra"-" 7 J(xs—l-r"} 7 0y 3rixzs S

2°. En dicha formula substituyanse sucesiva-
mente en lugar de g los niimeros 55 _3 Y se ’1:15:1‘1-7
drin las equacxones ,.esto es,

=Rl aricyniitediss ol il -; .';;E'.:-if‘.r 'y ’F o <
J.r (.t’-l-p-’) S dx
x"lx\f(x‘ _|..rx) --h 4’, P "B 4,,.» eX 3’3’¢Q’(I”“+?‘z) v
i dx '\11 ST .. “ ] dx » f

.1‘3x\/(x —-+-p*) RAVEIL S xd(a e el .
P e, _; . '\,k _1-&—-]- o 3‘4(‘?3* ’3})
lueoo s s =
er1 S 4r* xx* + axqrtz*

....... Jx”"_'l" e

180. Se proponen las diferenm:ﬂew——-———q—
S . x'l-l—-r':. z
JI SAIVIE MOl i X £ -")( 99 )
——-—_—'—'—-ﬁ-'g %
(xﬂ*}-rz)n SN 1me [ P '; frisnorstih o

En Ia £ormula (D) substntuyanse suceswa-

AR el T £ 20
i 4 ‘5,\\--" 2D



(140)
mente en Ingar de ¢ los niimeros 41 25 Y se’tendran
tas equaciones , esto-esy.. e g 2 TR

s, dx B 2., noRsuns 6l
@l T grmend
~dE ___+ | SN
@2 =)t T T rmpyt s et e
£2, Qe ; ,__. ‘z{_ .. j Tk S e =
.._‘it[eo-o...._sera. S.. ==y ‘;5 ‘:‘“iz:-j_:“l rg- x e 1+,,
(ke LI (Ga s p)a
Fx‘a;"mg ariiiit. 2ol 5 TRUIL 1D Sinom
EE 9 Ofac oiosups enl piib

2%, En dicha formula substltuyanse sucesiva-
' mente los:niimeros 5 53, en lugar de q5Y, se ten=.’

d1 4n las equacxonc;s estﬁ £3iat s _

(= TR '-w S T_ (P e gt
dx + X -3 3 xs' - 229

(:r“+r“)3 41“1 (.r“*r)’- (:rﬂ-f-r )

el vy & 4
i (% r“)“ =t X e o

luego sera S. @_;g-?'t r’)a ST
e > 3 i
z?<4r4xx=+ T +2><4r*x. { T b1y

'PROPOSICION xxv:r
181. La dlferencml (.S'c. )’f" x (Cc u)”""' x du

8s 1gua1 i o XD.



g {141)
x(CC u)m Ak dusy (Coan)™1 K (S Uyt i di=

Tmta, (CC u)m)‘((s" u)”'l"mhzx(Cc u)"" -
X(Scu)” lxd'u =

1% lecrencmsé Ia expresion (Sc u)" v (Cf H)m
y. sera D. (Sc 1) X (Cei)™ =m.(Se.u)™ X (Ce.n)m-1
X D. Ce: u+n(Cc u)mX(Sc u)’* 1)(1) Scous pe- '

Se. J i c
ro.(114) D. Cewm— = 2D, Sc O it

luego se tendra D. (Sc u)”x (Cc u)"’ =—— (Sc w1

(C-c u)”"xa'u-l- X (Cc u)“'”x (Sc u)’f"x du y
substituyendo (Sc u)"' (r -(Cc u)“) en lugar de
(Sc u)"” 5 sera D. (Sc u)"x (Cc UY== —X? 3
(Se. u)'“ x(CC Wt Xt 2 ><c5c u)***x(cc u)"'*‘

){dzz-{- X(Cc u)’”"“x(Sc u)"'l )(dy,__... ‘: :
wr(Se. u) nox X (Ce. 1) du--2 X (Cc u)m-&-!

x (Sc )% X du; por CQDSIgluentf: serd (Cc u)""“

X-D (Scou)n }((Cc u)‘“'Ee

)( (Sc u)"" Xdu——_

+ e (S u>*‘*><<6cu)m-rxdu. e

.20, Sise diferencia la expresion (Cc: u)'”}((&: mﬂ



(142)
y siguiendo el método arriba expresado, se substi-
tuye sucesivamente (Cc. 1)1 X ( 7% e (Sc. u)?®) en
lugar de (Cc. u)’“‘"l se demostrara que es (Ce. zz)”"

K (Se.u)’ . (Cc u)’”x(Sc u)"
-+ ::“ (Cc u)ﬂ"'Ir X (Sc u)"" xdu. Que es &c.

COROLARIO I

182 I_."ueoo mtegrando la prlmera expresion
diferencial de la Propos:cxon antecedente , se ten-
dra Ia formula (A) S (Sc u)"“‘ x (Cc u)"""‘ )( du

x(.S'c u)"X(Cc u)"+——-—-—x5 (Sc u)""X(CC )""

X du; por conmgmcnte fa mtegral de (Sc u)“ 44
X (Ceu)™+ 1 du depende - de’ la integral. de
(Sc.u)*:v X (Ce.u)™ *Xdu, y por la misma razon la
integral de esta depende’ de la integr al de (Sr w)R-1

X (Ce.r)™ 3 X du , y asi sucesivamente : luegd si m
¢s niimero positivo y par, la integral de 4 f6rmu=
la (4) -dtpehd'e'r-é- de la-Si(Scu )t X Coiu X du

g

. m-!-.?l

by | (Sc u Y1 XX D. §. = X(fc u)" {(rog)i

y si es'm ‘niimero’ pocltwo 2 u;np;n ;1 ‘integral /dé¢
dicha férmula dependera de la S, (Se.w)m~t Xdu, de
cuya integral se ha ‘tratado (162, 164). Adviértase
que;, si-en la referida férmula-('4) el ndmero n:es
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negativo ¢ igualal niimero positivo m, como 7===13;
m=33 dicha férmula quedard imitil por contener
cantidades infinitas : en este; caso por ‘medio de la
cquamon D.(Sc ) ¥ (Cc.'u)"”—-—b——-—?—“x'(& i 8¢

(Cc u)m"l x dn+—— )( (Ce. u)’“"‘! X (Sc u)’" X du,
se tendri la formula S.(Se.u)=? X (Cea)™* ¥ X du==
'-—-X(Cc.u)”')((Sc u) "+—><S (Sc u)”"“ %

(Ce)™- v du, de Ia qual; se:hard uso en dicho
€asQy . 1o '

COROLARIO IL

183 “E) mtegrando la segunda expresion dife-
; -Tencial de 1a Proposicion antecedenté , se tendri la
~ férmula (B ) i (Ceu)m T X (Scau)r+ixdu=

)((Cc u)"’x(Sc u)’*+—x5 (Ceu)m1 %

M+ﬂ n-+i

- (Sc.)? 1% dus y con el raciocinio expucsto enel Co-
rolario antecedente se demostrara que st n es nimero
pOSlthO y par, la integral ( B) dependeri de la
S (_C'c-.u-)m"-'-x Sc.ukdu=S.(Cc):¥ X.=1D.Cc.u=

.——-—-x (Ce. u)"' (104.) y sines niimero positi-

vo ¢ impar , dicha mtegral (B) dependers de la
Si(Ceu )™t X du ;-que.se tiene por-lo demostrado



: - (r44)

(163, 165 ). Es de advertir que , sien la referida’
formula ( B') el niiméro m ‘es’ negativo’ € 'iguat-al
riimero positivo 7 5 dicha férmula serd indtil ) y env
gste. caso se hara uso de la .S (Cc‘u)’”‘ : X(Sc u)""‘! )-;a’u__

= ———)( (Cc u)“' x(Sc u)"+ —-—XS (CC u)m“X_

.-"

_{Sc u)"’ X du _ /

..j,-:‘

COROLARIO III

j 184. 8iéa Ta formula (A ) se supone que
los.nimeros m y m.tienen valofes negativos,'como
m=—p,y n._.—-q, hechas estas substituciones

ez_l dlcha fcnmula ‘sc tcndn .S' e 5 )q;’*du(u u)z'—
—P-:*f?x (Sc. Hﬁ;(cﬁ N)P +Pp—:; XSis (-5*c u)q“f?(cc HJ? "'“
por conmgmente se tendla (C)S.- (S u)q’”;i(u(cc u) s

+P+4X e

X 3 u)‘?x (Lc u)? TR u)f’x(cc u)z’-*-
lneao si p41 es numcro posxtno Yy, par, la mte—

al (€) degend&ra llitlmamente de la S. (S )q-n

que se tiene por-lo.demostrado (164); y.6i p+1.
es nimero positivo &, imp_:zr , dicha integral depen-

du
derd de 1a'S.. i .u)f*"xcf:

»la qual por media,
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de la fm:mula s:guleﬂtﬁ (D) o ‘-'ed“C“'—"a a8,z uxsc %
que se tiene EO}T:.:;.C’, demostrado ( 153 VBB

COROLARIOTIYV.

“13% “Con €' mismo método’ que se ha' seguidd
en, ¢l Corolario anteccdcnt;e 5 S€ hallam que’ siendo
m——p y rz=-'-g en la férmula’ (B), ésta se
du L 29

transforma cn la (D) S. WW .;,TF"‘
{ 1- : Ly p+t;3'>< el
(Lc u)f’ X (5: u)g grac (Cc H)P'*'IX(Sc.u)?'

luego si es g+ 1 nimero posﬂ:wa Y par, la inte-

g1a1 (D) dependera dc la .S' ,( Co d) TR g = tte-

ne por 10 demostrado ( 16; )5 y s es 9-1- 1 nime-
_ro pOSItIVO é xmpar i d1c11a formula (D) depcn-_

du

dera ultlmamente de la S (C ) 2 X K yla qual

+ 57, POLG. medlo dé la Ecumula(C) se rcduce ;1 la Lt

: S

Sc uch @

COROLARu)vfw,_wr

F W

o

' 186 “Sien las f5tnmilas ant’errores .d B,C

m
se supone .Sc. U=2x, se tcndran las (rnl - a:"‘) %

t

que se tlene por lo demostrado [ - 1) PO
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1P o e L e M m-—:’ FHLAT AR Py
RSN Ay ('r-z _xz)—?-' 'X-f u--c--'r‘x- rdz,
rdx, (0%t )

- y si se supone z el seno verso
2T+ (r2m s)'-—- b ¢

gel arcQ , se tendrin las formulas siguientes,

(e :z-—ra.
,(m—f) x(r-—x) mi e rdr, (r—x)”‘" x
(@x—xa) | )(rdx ) q:df . Iu;}-

- (ﬁrﬁs-x“) 2 x(r—-:r)f"*“
go-todas eﬁtas dlfe:e.rfcmicé se integraran del modo
refendo cn 105 Corolanos antecedentes.

EXEMPLO |

187. Se proponein Tas dlferencmles (Sc u)'3 x

(Cc.u)5 Xdu, (Se.t)? X (Cc u ) X dit.

"1°. En la referida férmula ( 4) substlttiyanse
Suceswamente en dugar. de m 10s nimeres 4, 2, y
higase n-,-—'y ¥y se tendran las equacnones,

S.(Sc.u)8 (Coau)S dum-37.(Scou)"? (Ceou)t-4r% S.(Scu)8 (Ce.w)ddu,
S.(Sc.u) 8 (Ceu)3du==-3r.(Se.u) 7 (Ceri)?=37* S.(Sc.u) 8 Coaux du:
luego serd 5. (Seu) $X(Ce)F X a’u=--lr><(5¢.u)-7x

(Cc u)4+-—x(sc.u ) 7X(Ceu)? — ‘* 2 X(Sear) 7,
2°. En dicha férmula substltu}fanse sucesiva-
mente en lugar de m los nimeros 3, 1, y higase -
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n===6; y se tendrin las equaciones ,
S.(Sc.w)? (Ce.u)tdu=-3r. (S::.u) =6 (Ccu)3-r® S. (5;,- u) ? (Cg_u)‘-" du,
Su(Scau)? (Ce.u)2du=- r.(Sc.u)” =6 Cc. u- 31 X S.(8eu)? e du ‘
luego 'serd'’S. (Seu)* 7><(Cc.u)4>(du _-..._,-x
(Sc.u)-6 x(Cc.u)3 +ir3 X (. u)'ﬁch U414 X

S. (Sd 27> Cuya integral se ha determinado. (169)..

EXEMPLO 4

188. 'Sean las diferenciales (Cc. u)8 )((5c.u)5 xdu,

(Cen)? X (St Xdute oo el R S

1°. En la férmula ( B ) substltuyaﬁse sucesnra-"'
mentesen lugar ‘de 7' 1os ‘mimeros’ 4 AR y hagase?".-'

m=-=175y se tendran las equaciones, 5y .
S.(Ceu)8 (Scou)sdu=%r.(Ccin)n? (Som)4-4r* Si(Cean)=8 (Sc: u)3 au,

S.(Ce. u)"8 (Sc.u)3du $6(Ceau)? (.S‘c.u)g i .S' (Cc.u) 8 Scu X‘ n'u.

.....

luego serd’s. (Cc.u) 8% (56 u)fxa'u 37X (CC-H) s
-(sc.u)4———-x (Ceal) 7% (et ;:’;: : x(éé.uj?-'-r'.-:f?-’

2°. wEn: thcha forfnula*—sﬂbstffu?ansé *suceswa il
mente en lugar de 7 los ntimeros 3 s Tig ¥ hagase
m=-_-67 'y se tendrin Tas ‘equaciones ,

S.(Ce.u) 7 (Sgs)*du==13r(Ce.uy 6  (Se)3—r SCeup)?, (Sc.u)'-‘

S.(Ccu)? x(SC u)"xdu—?rx(Cc ) 6X St 1 ra xS, (Cc.u) 7Xdu .
luego serd S.(Ce.u) 7 X (Se.u)4Xdu=3r%"
(Cean) =6 X (Scau)d=ir3 X (Cott)™6 X Sco 1 4 14
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Slmemnr e H}, , Cuya mtegnl se dete,lmmala por el mé-
todo dado (165 ). i A ik Vi
Advlertase que , si, cn ambos casos: el exponen-.,_ St
te del coseno es; positivo ; por medio de la misma

f6rmula ( B), 6 bien de la (A ) se hallardn las in-
tegrales de las diferenciales propuestas..

EXEMPLO HL

189. - S_gan _las_ difer_epcigles propuestas. -

;ffe Codi
(Sc u)ﬁx(cc u)“‘ ? (.S'c a)-’x(&'c u)f L

B En la formula (C) substltuyanse sucesiva=:
mente los ntimeros 3.,  en lugar de g,y hagase---- 6o
g=25Y se tendran las: equacmnes s

‘dﬂ-’ v ’.‘. par i o L
S. (Sc ;4)5;:(0; u)“‘ 3,.7( (Sc u)“x(Cc.u)a + 31" XS (Sr: u)’zq(Cc y)‘-‘ !
du :
(Sc.u)-"x(,_qc,.-g)*__ x (Sc :a)‘ch % AL e XS (Sc )3 N

“du
Tuego sera S. (Sca ﬂ)-’x(ﬂc u)‘ o '—T x (Sc' u)“x(Cc u)"

e el 3,“ rtaen
i ;_s X — u),w” 3"4 )(S (Sc “),. Consta

Y 67,00 SR
(169) que CS S (5‘ g)a-—' I_X(Squ)“_l- Gl'“ x

L. Ta.

Radanty V().
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2°. En dicha férmula subqntuyanse sucesiva-
mente los niimeros 4, 2 en lugar de p | 'y haoase
g..-z Y se tendr:m las equacmnes W X

(zl‘ A N | JI- T
S. (Sc.u)ix(Ce. u)f X(Sc ﬂ)‘ "Cr: ﬂ)‘ + r‘ XS (SL :r.) x(Ces u)" ?
i du
S. (Sc u)-?x((,c u)';_" X(.S‘c zs)’x(Cc u)"' -+ m""’ XS (Sc u)3x£,c u

Ja' : i :
Iuego sera 5 (S PR TI =4r X e “}ax(cc ,1)4
6 I ; du

+ axqr’d X (Seiu)?(Cowu)? + a.xq.r"' X T (Sc.n)xCe.u™

CYEXEMPLO'IV.
| 190.  Seala diferencial propucsta _(5'c .‘S;"C‘.’ i

“En la férmula (D) higanse las substituciones
g-—-z SP=; y se tendla G bl
il de

S Ce. ux(Sc 3)3 X(Sc ﬂ)“ +f'“ Xs Cc ﬂxm'q ;
pero S. — :‘“Sc .= Lt ( 153) lnego s’era'l'
i W | s
] s,zrlgg_.ax(Sc-.a)S ==t~ X (Sc u)“ + r3. X L TC- He o i
° _'PR'O..POS-IC'-I-ON. XXVIIL
. =
<+ TQTn - La dsferencml (:!:24* i) P xm’*’ dr es

(St

zguala )(D (a.' +r°) TR by nx(x"-*-r"’)



-

(150)

Xa®tde: y 1a dlferenmal 2™t X (z2 = rﬁ) 2 X dz

D ™% (22 22 il % W=
:;r(z+n ). _ xzm x(x°+r=} ;
lecrénmesc la férmula (x‘ £ty X x"'mY

se tendna D (:::’ *r’) Xx"’ HX(x“*r‘) = -
X .1:"’*‘ dx + mx"' ‘dxx(xz-n- rz)z '. per§
fna™:1 d:r)( (xa-l- r"-)f —rhamt dr X (x"-+ r"‘)r: x
X (2 =r?)=mna™ ! dp ¥ (22512 )'1:-- +mr? R
:_r""l.dx'x.l(xﬁ =7? ):;_! : 1'ueg0 sera D.'(:c"ir!)—g‘"

Xa?=(mn)¥X (22£p2) 2’ ){:t:"“"‘I dx*‘mr’x
n—=o .
(z2=72) @ xXem-Tds por conmgmente

: n—a Aok b :
(x's-c-yc) ximdﬂ dx:-n

ﬂ
2= H_ﬂ)(D(a:‘-*—r )s
':1 '.- ﬂ—-".’. _; alf}

X Im-t dxu s

m + n 3

R ricimn i
"'Si sé dlfercnma la formula (:c':l = r’) i )(x" :
yse suhstLtuye en Iugar de nx(a:* *r“) + aggmet gy
su eqmvalentenx(x"+r=)%’>(sr’” ‘dx FArE Y

(za+,c) Ke® -2y se. hallara ser x”’")@
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.:t"')((x!-i—r‘:) 2 +
?!-—-'5. i

IX(xg'f-"—"g) = X.dx- Que es &C. :

mn
; c.o;R OLARIO'L

.192. Luego integrando la primera eXPI'CSlon di-

ferencial de la Proposicion antecedente se tendla
7n—ae 72

(A) - (x-:._... 7‘2) 2 ,.Xxm-l-! dx—-—x(x"‘-'-r"‘)“

X:r’“+m+ XS(:c’+r Yty X:c"‘”d'x. Portan—.

to si m+1 es mimero p051t1v0 y par; la mtegral
--de la formula (4) dt:pendera dltimamente de la

3\

S (:rﬂ- +r") el ‘que “s¢ ha'determinado
(173, 175); y si m-+1 es mimero positivo é im-
par, la'integral de dicha férmula dependerd. de la
o=z 7
S(x’*zﬂ-) = }(xdx:—x(x +r ) Excep-
tiiase el caso de Ser n==0: pues entonces S. (x2 =0 )-1

-—1; l/(x +-r”) (88) Advnér-

tase que , sienla formula (.d) el nimero 7 es ne-
gativo é igual al niimero positivo m ., como n=—y
m==43 dicha formula quedard expresada por can:

}(xdx——s.

3-!- Ll
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tldades mﬁmtas en este caso por mcdlo de la equa- :
. i S e )
cion D. (a:"-i-r’)* xx”‘--nx(rn-l-rn) x

xm+=xdr+mxa,m-l xd::x(x“*-z“) z‘ , se ten—

drd la férmulaiSe( 2> 272 ) "'1_- INgp+ T d:L—-——x
ﬂ ﬂ

(12+r'2) xx‘”-—— XS (:t:""'f") x:r”“"da:

de Ia qual se h;ua uso.

COROLARIO II

wir )

193 E mtegrando 1a scgunda expresxon dxfe—
rencial: de la Propos;czon .anteccdente , s¢ ‘tendrd

gl gl ofitsrminmitly Brsk ._.:5 S % o slemtl 5l b
”m 2 g2 _:

(B)S xm-!x{x=+r=) Xdw= ”""“fnq_;j Lo

= X I”’"X (I“ +r'=) 5 2L xdx luego si

m+n
n es numeu‘posntwo y’ par ). la mtegral dc 14 fox-

d:r _ag‘_ y sinmes numero posxtlvo é 1mpar, Ia

inteoral de la formula (B ) dependera ultlmamentc
1 S 2 tds 1 d

de 2 4(::’ =72y que se txenc por o emos-

trado (1725174 )¢ Bs de ,advertu‘. ‘que’, si _en._. 1a
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formula (B) el nimero m es negativo ¢ igual al

'm’lmero posxtwn n; dicha formula qued;ua inatil, y
1 b3
-enieste caso sc hatd uso: d: a8, a7 (xz 4 12T

.de*__ (x"‘il“)‘ xxm____xj xm-i-z x
Bl g ey wE ESSEhp

(x°+r=) Lz )(dx.
COROLARIO IIL

194. Sienda férmul‘h;( 1 ):1os exponentes 7, m
tienen valores nefratwos » como n—-p, m=~—g; di-

cha formula se transfor,maxa en IaS : :ﬁg
skt oot -.(ﬁ.* i
___:: rosrstaiy g o T SR N ;"_;_:_'_::!q_?:;inf';
5 ! Sl T g
(_p.+..g.)_x.,(:z:.“_--;;;_?.).4. SR L ()
Sinsn sa ji-‘_; "'ae donde resulta ser ©)
(x'z -+ rﬁ) “ x xi“*‘t e e s b ' }". s
dl‘: : whefe TS | ol
(8% =r3) 2 Ralt? gr""}((:r'-"-t- r’-) s ad
:ng*f )(-"-S' e fi' . luego si es g-!-r'
Gopote 4 (XL TE ) Kl itOms b §aLi

nume.1-o positivo y par, la integral de la férmuly
u



. . (154) R
2 (C) dePendera ﬁltxmamente dc la S. ors d::-;'+n 3
' (x'zé; ey B

_que= se ‘tiene por .lo demostrado: (‘175 )5 “ysi o

f_g-!—: nimero pomtwo é ] xmpar la mtearal dc di-

cha férmula dependela de la S. da; = a___ .., la

(xz-l-r") P8 2
qual integral se tendrd por medio de la 51gmente
formula (D).

CORO%?A*RIO IV

198, Con ol 1msmo método que se ha expues-
to en el ‘Corolario ‘antecedente se determinari
que , si los exponentes 7z, m tienen valores negati-
vos en la formula (B 1,;;5&:1. ss:_mansfarma,en 1a -

_ _I:r‘ff"?_)(‘(:r“-"_-.r?)‘?: Hlat 10 .?.xi:?xgx?,—_v-;_ps.)“i;'_
=t PF_:;q I L ;, luego it es p nt-
Loalnd sola2a )2 :

mero positivo € impar , la formula (D) dependera
- Jx

T X d(:r“ N 2.

tiene por lo demostrado (174) 5y si p es mimero

positivo y par, dicha férmula dependeri de la

ultlmamente de la 5 ‘que’ se
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.S;. LG la qual mte Lal s¢ tcndla or,
x?+lx(x°+ ;~)" 5 P

med1o de-la férmulal anterior (C )

COROLARIO V

196., Sl en las reffndas fmmulas A B C; D
se substltuye z+ 7 en lugar de Z5-Y €n ellas se’ to=
ma % con el signo negativo,, se tendrin otras f6r-

l—2
mulas esto es, S (z'-" = 2rz) ¥ )< (z + r) I’”‘“ X d z,

2 .

'Si(z r)”“‘“x(z"-l-zrz)zxdz,

S. (L ,las quales se ten—
p+e

(22 2rg), 2 Ryfear JIEdinb sl 508 Bor

dxan por los metodos tx/plesados, el ; isiateel o

EXEMPLO {

7 199 Se propnntn las dxferencxalrcs {2 r1)'= X' ) B,
L@t dp s fe8 T e ddr. )iy, . ) oy
. Enla férmula (4) substxtuyansc sucesiva-
- mefite en ‘tugar dé m los nfimeros e hagase
R=—55 7,58 ‘tendsin las equacmnf.s S5 9 104
S.(22==r2) % atdr= (x“-—%—-r") 3 g34-3p2 S (x4 r"") “dx,
S.(x22=1?) % 2P de=-1 (22 a=12) =:r—l— ir? S.(a%=12)"% da.
La integral de (2*—4=7 )i X dx se determinara
p‘or el método dado (175): Iuego &c. ;


http://medio
http://de

(156)
2°, En la misma férmula ( A ) substltuyanse
sucesivamente en 1uoa1 de m los numeros 452, -y
hagase n=-—1757Y se tendrin las equaciones,
S(’IQ-F'I'“) 3 :r5dx..._— (:cg-—I»-rQ)"z‘ xt-=4r? S(x”-—l—rg) x3d'x.,_
S.(x%2=12)F 23dr==-: e r”)‘%f "‘-l— r* S.(x*= r”)"*‘ xdx,
. La mteglal de (:r ir ) xdx €s Jgual a
TR 2 ) E HELER S Gk ;
Adviértase que, s en las diferencialés propues--‘
tas el exponente del binomio 2= es positivo;
las integrales de las diferenciales que resultan se
tendrin igualmente por la formula (4) 6 bien por: -
la (B )m _
. EXEMPL 0---1’1‘. ;
198. Sea la diferericial 276 X(#2==r%)3 X dr.
En la referida férmula (B ~s"‘ﬁ1‘>*-sff£ﬁ}?an'se ‘Sice-’
sivamente en lugas de 7 los. MHNEros 3, X, Y haga-

se m=—75 , y se tendrin las cquacxones 3
.26 (:r"-—l—:’) idt= g (x°+r") 17218,476 (aF2E r"")2 dz,
S.x76 (rc“'~+- 12y dr=-}. 2 ‘(x“-%—r“’“)i‘"”r\""s 26 (:c*--i—-z!"’“)'5 dx.,

_____ 2 (Y sl
La mtegml de 64 @) se detexmmara

por el método ﬁado ( 174.) luego &C. el i
EXEMPLO 111 Lo TR IR

-dfe--' _
(x 1%)E a4

'-'-:;‘99- Sean las diferencxales



| x5z

di _
(x ket )E Xa 5 |

S de Bndat referxda formula (C) subsntuyanﬂ
suceswamente en lugar de q os nimeros 3 A L

-y

- hagase p=73;'y se tendran las eqUATiones 5~ -l
& - R 6 e PR
3. == T —=%S.
Ger)ixat gt oty (B @) e
& dr . __$ SRR AU ..mi xs affbic__,
(z2r%) xx R b (x“;j:r“)ﬁ Keas of (x --l—r")3
luego &:c. :

293 “En 12’ &uSma formﬂl;,( cy substltuyanse Sl g -
ccswamente en lugar de q los numeyas 4 5 2% y h@-
~-gase pr= 3 5.y se tendran las equkmones ey Y
d-'r- . ik I:‘_’ I S e ol dx
@i xw—w 2)ixat b <xﬂ+r*)* =2

2 NEET g g ey

o g
S -l" . o QX‘S s
ety 220 @R Xz e g ) e

luego 8ees =

iﬂXEMPLO Iv.ﬁ G

f. i ,_‘-\ ﬂ “‘?b S0 1 '._- ‘ Ao dw __ ‘"‘Ih;“;\ -;\'
't1200. Sean as® diferenciales ——i— s
5 1.2 82 oheatisieh o X(x + rn ) D

t 5 L] i._'.=:';3¢.-.1 a5 f_;-.,-
23 X (2% == r“') z

1°. En la férmula (D) substitdyanse sucesiva~
mente en lugar de p los nfimeros 3, 1, y-hagase




(158))

g=0;y se tendrin las equaciones, .. ="
il
" i i-;ax R 2 AR
o X2 E () z X(#7=r7)3
it hIe'go &'C‘ el S e e S i
TR e s AL SRR SR e e biay ol )

B ._'k‘. ¥ En ditha for’muia \(Df'su‘bslﬁtuyanse suce-
i ,slszamente“g,q f‘uggr .da.p_las_numws_q.,,«z, _y--ha- s

| gase g=)=2 iy Se tendrah las: cquacxones,
dx ; da:*

Sx3 x(x""—l—iﬁja" I E&ﬁﬁﬂgﬁ_ﬂiﬁ"t)"“’* gfo .*a:'»’)((a;“‘—»—r“)1 ’
a‘j:‘ Te& o aDr"fzr.Jf' 20l o sb 1agul m airion r.;{"'
S \_—b—h-—% — x £
xgx( '2._|_ ) ] ....QJ—_..-_'I xgx(x d:r'}.)
i 'luego 1a; mj;egral d&l&d;ferenOlalr prapﬂﬂsta« de~' 2,
Lt d de la _int i IKd (‘——-ﬂijju% ue 52:;1: .
',-'Ren e ??’-ajlf:hfgra c ng(x'z;t:rq_) '1“?__ i mf?.&_ -

mula se hacen ias substltucmnes p—oa ,gm& 3l
pues se tendri. I C RS E MG T G '
dx ' :
S
(3'-—_1—?-2))&';593 Fm %y "'h "‘">§S e 7*‘)?@::’-

cuya mtegralase ha determinado (88) Lquo &c.




(x59) i
'.De Zas Dgfsrencmles de las areas en las cur..
was. i'.qfemdw i Zm* exeg, dlamet:r&._s 6 facus,

solzdos descmpto.s‘ pgr dzcha.s' a{*eas y Jg

Zas superﬁcws dc los ,mrmo.s‘

A0 . wlidoss: |

PROPOSICION ;;XIX. A

~G 19 .:.,4 W) > 1% 55 CERETSOLIS LT
5[ 2Q¥s1 En qualqmera curva AM N refenda al
exe 6 dxametro 4G haHar Ia diferencial de un
aréa como A‘B M cdﬁtemda por las coordenadas ‘

AB 'y BM, y el arco 4M. Fig 25 Y@&
1°. Supongase la curva AMN referida al exe
‘AG ( Fig. 25 ). Tirense , la ordenada dm, y.la
recta M E paraleIa al exe A4G. Si s consn:lem Bb
infinitésima ) lasdiferencialidel area £ BM serd- el
area évanécente Bbm'M 5 ‘pero’ (9 Yeliarea BoimM
- es'digual ‘al rectiangulo evanecente B E inscripto:
luego serd D. ABM=DBE 3 pero el rectingulo
BE=BMxBb ', latmadas AB——x BM—-y,,Iue- -

go serd D. ABM—ny. :

2°." Si la curva 4MN se refiere ( Fig. 26) al
didmetro 4G , con la misma preparacion y tacio=
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cinio se hallard que la diferencial del area 4B M
es el p11alelog1amo évanecente B E. Para détermi-
nar ‘éste , refiétase el ‘angulo ‘constante A .BM qiie
llamo &, 4 un radio constante BC=r tomado ¢n
la mdenada BM y tirense las. perpendlculares
CD; MF al dlametro AG* ¥ por los tuans{ulos
‘BCD "BMFE queé resultan seme;:}utes ,*sefa BC:
CD= BM.MF, esto sty riSe.b=y: MF por
Sc.bxy

cons:guxent? se tendra M F— ; pero el pa-
RO T 038089

ralelooramo BE—=Bb )(M' F luego el paralels-
gramo- evanecenfe BE que es' lav dlfcrencml odel

arpa ABM selg Igual a —}(ydx esto es D .JBM

's 3 R s TR A
_'L*Xyarfc. Que es*&c. “— SR &y AN

SHOGIY

COROLARIO] " 1

. 2024 Se mﬁere que en’ qualqmera curva (F’ g.a:z;)
AMN referidg al exe. AG, la diferencial- del area
variable 4 B M seri igﬁ;\_l 4 la ordenada mul.!:i_plie-.'
cada por la diferencial de ‘la abscisa, esto es,
D, I%BMM yd z 5.y 'que en  qualquiera:curva
AMN referida al didmetro 4G ( Fig, 26) , 1a.di-
ferencial del.area variable 4 B M serj igual al pro-
ducto del’ seno del dngulo, constante que forman
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fas coordenadas., de la ordenada ;y de la diferen=
cial de la abscisa , par tido dicho producto por el
radlo CQnstante 4 que se reﬁerc d1cho angulo esto
E o BB

es, D jBM ———xydx. as mlsmas fmmulas
rvalen para las: dlferenmales de las areas HIMB
A Fig. 25y 26) 'que empiezan, 4 ‘contarse desde
<unal ordenada. dada- HJ; esto es, que serd-en ‘el
caso primero D. HIM B =ydz, y en: el segundo

DHVMB=£ix¢m””

& ;

COROLARIO II

203 Luego mtegrando respecto 4 las curvas
referldas 4 los exes, serd el area ABM=S.ydx,
Y. respecto 4 las curvas referidas 4 los didmetros
se tendri la superficie ABM igual 4 la expresion
'ic—a-xs ydz. Las  mismas  formulas wvalen para
das  areas HIM B con la advertencia que warfan
las condiciones para determinar en los casos par-
ticulares la  constante que se debe; afiadir - 'tgda
integral :i pues, supuesta. el area AB M=o, se-
xin la abscisa; A B=g=0, 7 la ondenada B M
=Y =05 Y supuesta el area IIJMB-—O seran la
abscisa A B, —-:c-d]:[ cantldad dada, y la orde-
X
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dada B M=y=HJ cantidad dada, '

COROLARIO 111. il

204. Por tanto si en um cutva dada AMN
se determina el valor de la ordenada y por la z, 6
bién el valor de dx por'y,dy, y qualquiera de di-
.chos dos valores se 'sub'stit-uye en la S.ydz se ten-
'dri el valor exicto 6 préximo’ del area 4 BM de
la curva dada | segun que dicha mteglal se  detes-
mine exicta 6 p10x1mamcnte. :

COROLARIO IV

205. Y por el contrario , dada el atea 4BM
.-de una curva , se hallari Ia equacion 4 la misma
curva , comparando la cantidad que expresa’ ¢l
area dada con la S.ydzr, y- dlferencmndo Ta equa-
cion que resulta.
COROLARIO V.

" 206." Finalmente si- qualquiera diferencial Xk
compuesta de una sola 'variable no se- puede inte-
‘grar algébncamente it podra construir ‘por la
'Quadmtura ‘6area’ ‘de ufia ciirva refenda al exe,
'Ecvaya equacion és X= ..a.y » en’ Ta qual expresa X unh

funcnon de 1a absc:lsﬁ &' ‘pues’, “serd Xdz=ydz,
€ mtegiando se teéndra' S, X d 2 =5, ydz; que es'‘el

&
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arex de uni curva Expresada por 13 equacion X=y,
éuyas co‘ordenadas' son :x , 3. Si en la formula dlfc—
fa multlphcandola 6 partléndola pm 1as dmens:()-
fies’ conespond' entes de alguna cantldad conocida;
¥ en’este’ caso la S. yd‘x 0 bien eI ale‘a ‘quedar
muTtlp‘hcada 6 partxda por la nusma constante.

XEMPLO I

y -265 “Sex 't clirva AMN qlial'qui'cra de las in—
finitas Paribolas contenidas en " equacmn 3{
=a”“x 2", i §¢ suponen las coordenadas A B=az, '
y B M= =y, F 7 N A :

1 &endo pﬂe& gt —-a’” 0 at 'y se teneha y--a L

)(:c”“r” luego 5upcpmendo el ingule 4B M iec-
to,h_sela S.ydz 6 bien (203) el area ABM

F L R m

o g T T
=S, g )(x & )(“d:t—-a % ){:E ‘+ .(m+ﬂ+ )

-F-A‘" La éantiaad Aoes ‘la constarite qué ‘se debe
anadir 4 toda mtegral Y, cuyo valor se. detelmma
por Ta ‘condicion del Problema : en el caso presen-
te , sies el area ABM—O, 1o serid tambien la
abscnsa JIB:x_.o, por’ consxgmente serd - dicha,
constante A.-o. Por tanto se tendri el area varia-

ble 4BM=a™" Xz™ "t (i +1)=T Xay,
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por que (como ‘hemos wsto) es y=a*“+“ )( x = .
Si es m=n=1, se tendri V=az,.y el area
ABM de esta Parshola. Apolomanase;a igual 4
23Xy Si se suponen m=2 , n=1, se tendrd
Y3=az; y el area 4B M de esta Pardbola ciibi-
ca serd igual 4 3X zye Si se suponen m= 1, n=2,
se tendrd y3=az1%; y clarea ABM de esta se~
gunda Paribola cibica serd igual 4 X zy. Con el
misma método se determinaran las a:egs..;de_'_tgc_las-
“las demds Parabolas. : )
~ Pero si se pide determinar el area a HJI M .B su=
puesta la abscisa AH=5, se tendré (203) HIM B

m n 3
— e T
=S§. yd.‘r-S A 90 g T )( dx — gy
_ ( Py +1)+A constante en este caso si. es HJM’B
m
=0, serq z== b,y por. consagmente o==ghr X

3

Za”‘*‘ ’f’.( — + I)-l-.d de, donde resulta .4=1'
’ m Py : .

- )_(_b; g (m +n+ I) Por tanto sera el
: e S e
iy L I _'(ZMM x._!'{l+,s —IZW b'ﬁr . 7
ars HANE P e f PG - IR o

n +I.

@
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S el iy EXEMPLO 11.

208 Sea la curva N M F qualqulera de las in-
finitas: Hipérbolas referidas '4- sus’ asintotas £G;
AF contenidas en la, equacion a%y" = g"m » SU-
puestas 1as coordenadas AB-.—:c, BM =7. Fzg 27,
| A Gmendn

Siendo 2’ ym"dm*”e se tendra i’m-— ~ oy

e'xtta,yendo-,_la raiz m de----:ar;nbos ‘miembros , sgré‘"

mt 7 i
HERESS I bnir s e B ibads 1 oh
y= f;.r.—- =a 7 x A luego supomendo el 4o~
P 3
gula AB M recto > seré .S' ydx 6 blen el area mﬁ-'
S peen ﬂ'
nitamente- larga .JB MF—S v RUEY xx T x d @

x x m (.....-—- + I ) -]— A COI’lStﬂI’ltC.f

En esta expresion hay que! hacer tres notables di-
ferencias , segun sea m mayor ; menor'6 igual 4'n,

b SRR L ’ oo 0 e el Ny s
a ' & i P ke — L E A - 4 e -4 -
.. Si- esm>n, 'serd — una’ fraccion ‘propia;

por- ccmmgmentc el exponente --'-—-'-I- r'de la. 2

en Ia integral hallada serd posﬂ:lvo. Para determx—'

~
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sies ABMF=yp, serd la abscisa AB=3==0, co-
mo su potencm de exponentc posxtwo luego seré
m-l-:r. Eraiynels .'IJ_F' e {3 11

0=a rr; Ko (_ﬁ.+1)+A de: dOﬂde A#Oc

Por tanto mendo m>n, _sera ‘el area mﬁmtamente
il s IR e B I 3_-._'7'.','._:1
Iarga ABMF-.——a Wit (—--—+ 1)

="—:-—Xy.‘u par set y==a . Xz (7 «Seinfiere:

que siendo la abscisa 4 B=1x=00 5 el area infini-
tamente larga ‘contenida ‘porilacurva ‘hlpﬂbdi@a,,

y sus asmtotas sera mﬁmta del orden -— A+ 1. i

Si se suponen n-.-I, m-*z serd :ry"'—-'a3 y‘
el'area ABMF de c’&tﬂ"lﬂp&l‘bolx referldz & sugl
asintotas sera lgual d2yxs T, W :
-'Si se suponen n=T", m?;'cg serd xy3f==;;4 v
el-area 4B MFE de esta. HlpétbOl@ Iréfﬂr»ldi} A sus

asintotas, sera Lgual a A% o, spope 0ot st nriagal

ks

a . '~_.h_ L L3 .
2. Sies m<iny serf = una Pl impropias

por. comlgulente el cxponentg = + I, dc lazen

la. mtegral hallada serd ncgatnro luego en este ca-

m-{-ﬂ

s0 serd el area mﬁmtamsnte taz‘ga AEMF-—?-:: o
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(_ —I)Xx m )-I-A c0nstante. Para dete_rm:-

il 4 o
nar el valor de dlcha constante 2 valen Ias m1smas
condiciones arriba expresadas , esto s, quando
es el area 4B M F=o, serin la abscisa 2 y su po-

tencm de. exponente positivo 1guales 4 cero: luego
- T S m--:-.ﬂ. ~

se terdrs o (%ﬁ--—?)-‘){‘d +!_4, de don-
de' <55 Por tanto & 6 'e;n‘;:}}i-,'—'s"efa_r-é1f~a"rea‘- it~
ﬁmtamente larga A BM F=00.0 it 11

. Si-se pide en. este caso;el area JH B M oo 511-

puesta la abscisa. AH...xT_-ﬁi se, pcndr;,a como an-
m+ n

tes[’)’HBM:——-—a'_’“ ' (—-I)Xx"‘ B +Acons«-

‘t;mte 3 pero ‘siendo JHMB;:o sera x—b Iue-

; m+n 1 = ?3
: go sera A-—-a i (-—-"-‘a-:x))(Z:”‘ . Pot” tanto
T Tman

el area JH BM sera 1gua1 i—

_?Hﬂ
N o g De aqm se mﬁexe que s: es

\ (——II)Xb m: -: ¥ ST "t
H==0p ,:sCId, 'EI arga mﬁmtarﬁ&nte larga H J’ N G

ﬂi—h?g n
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Si se suponen p=2, m=1 , set} z’ Ty==adsy
en esta hlpérbola referlda a sus asxntotas se ten&ran'

,A.BMF_oo II.’:’M.B-——-—-+ yel ateam-
Binitainénte 1arga HJNG T e

("“ e
m*rs 3 rs‘
ﬂ.l

- 8i es 2 =10y SELA ABMF— S " )(x

X a’x—- d -—-a L.;r+.d constante:; pero. sx:;n-

do AB MF—o es#==0,y ademis por lainatus
Tileza 'de l'.i Lorgantmlca es Li b-f—éo lﬁege se~
T4 dicha® coﬁstzinté‘d:‘oo Por ‘tanto st es s,
sera el a,reil lnﬁmtamente larga AB ME=c.. En
este caso., sise pxde el area J HBM, supuesta

AH--b SE“ tendra ' Eomo antes,’ JHBM__-anL R
‘ onstante Pero sxcnda JHBM_-. 0, €5 & =P Iue-
00 serd o—a" L.b+ A de donde A--—a’ )( L b

Por tanto ,sera clarea JHBM-—a X L. ;1:—'-4!2 X

Lt i P y

L Z?_na“xL.—-\. De aqm se mﬁere que si es

x=c0, serd el area infinitamente larga JHGN-—-oo .

Advicltasc que es el sector hl_perbohco J4 )4
=JHBM ; _porque son TAM~+ MBA=AHI
WIHBM; y M BA=AHI. Por tanto: serd

JAM=a* X L. -5- 5.y siendod }[ﬂgt{al- al Iado dg
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la potencia de la Hlperbola »Y el semiexe AJ —-r,

se tendra el sector hlperbohco JAM____X L (:r _)

EXEMPLO LI T

.209. .Sea la, curva . NAR la Hlpelbola Apolm
niana referlda 4 los exes 'S4, PQ , Cuya equacnon

és 2= Lo (:r —r"),supomendo cB==3 » BM—]/,
CA‘—r y'y CQ==b. Fig. 28

¢ .Siendo y* .=-Z-—: X (’":&‘.-.-‘.-"ng' )., se tendra y='—:l-"' %
}f(:r" —r") luego serd S.ydx 6 bien el area
ABM_S _xl/(x _.r’z)xdx-——xs dex —-r”’),

peio (12;) S.d:r]/ (2> = )= Lttt i Zx

2

L. (x—V (:c —r"" )) luego serd ABM—&;}%"_—'-)

+—><L (:r—V:r —r ))+A constante y 51en- '
do el area ABM=o,es z=r; por consxgmente
sera o-———xL r+A de donded_-—-— er.

Luego scra el area ABM —‘fi‘-x—:—)+ x
Z. (x—]/(:t: -r"))-—xL.r——X]/x _..r=)

y



-(__1:7,05_) “
L #EL e
—— )( . 3,_‘/(33_,2)

S: es Zv::p , ¢l area ABM & la Hlperbola'
equilatera sers igual 4 —Xﬁx'—ﬁ)——“ X

L ‘-f_—v‘_(T‘__‘)-’ por consxgmente, se te‘ndra el sec-‘I

tor CAM=CBM—ABM="- X L.t ey

Ahora si se supone ?XL; serd el

.u.-.h-,,—
I_'_,V(&A_ﬁrza 3
Sector CAM:= =~— A 1mr£ac10n\ de- 1es ‘Seatores: cu‘--

culares ; y si se tiran las rectas s MB (perpen&xtu«-
lar al exe. S B, 4L tangente de la. Hipérbola en el
vértice 4, y QD pcrpen&mular al semiexe CQ ,
llaman ‘MB=S5k.u- o CB= Ch.u 5 AL= Tﬁ._u
QD=Cth.u,y CA seno total _..r., 4 1m1tac10n_
tambien ~de los senos., cosenos, &e.: c1rc:ulates,_ )
con quienes los, hiperbélicos tlenen suma analogia,,
Comiose verd 4 continmacions =0T e L
i
£— -\I(x‘ 2) ,
do esta: exprcsmn., en quxen x-Cb.u, “se, tendra
du-—:‘ r[z't : =@ﬁﬁu
‘Sh. uxd'tz 4'- ol

a— 5

»

1°. por ser =7 )( ) s dlferencmn-

de donde D Ciz §7%
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2%, siendo S}lmu"" “(x* "'?"") se tendra D. Slz ¥

FeLglatanty

o da
—— —_— t d 1
== y substituyeado en Lugar de -2
siL VQIO.I — hauadq .antes;-,_‘sej:_a, D.Sh.ux ._(-k.uxda:

r

rx D.Sh.e

Iuego sera du-— oy

_C.._“ » Y suponiendo Sk u=z,

se. terndia du:::w _

- 3% por la semejanza de Ios tridngules €4 L,
CBMSeraC&u Shou=r:Th.u,y y por. consi—
guiente se tendra ThaX Chou=1rX Sh.u: luego -
diferenciando serd Ch.uX D.Th. u+ TfE.uXD Ch.u
=rX D. Sh.us y substituyendo en lugar de D.Ch.u,
¥ D S hou, sus val.ores hallados antes , se tendrd

*sz.u -_Cf{.npd}'ﬁd& g

Ciz uxdu pmo

lucgo scra sz u X D. Thou
(Tf! z:)"‘:—ch! axd’t&

TS T Clz 87 }g d zg oy de donde resulta
(f' ---(Tf! w)* xdu 5 x,\{).TfLu
D Thau=—————= luegoscr dum-iz—sos

v . --T J L L ‘_I . 3 : xS 2
¥ i sesupone Th. w=x, s¢ tgnd-ra-:du:;;’—_%:;
. 4}’. con rﬁétod’o 'semcjant,e d.el de la Proposi-

_gion XVIIL sé hallaxd ser D.Crhu= (;hd’;‘, de



(172)
(Sft a)’xD Ctﬁ.a

i .

donde resuIta du= = y supomendo
i > e 'r’d ‘ gl R b -
Cthou=z 4 serd a’u——-—-;,é-;

5%, "con el mismo método de la Proposxcmn

XXIL. se hallarh ser D, L Thu=""=Cr00nde

y substituyendo en luga‘-r-:de 'Tﬁl.u-"-su:vaalor x"? i

((Ch.e)? -—-(Sfl w)?* )xr!a pl woreda

z Sela D L T;l u—' rCft.u_xSk b S!: axCh.e o Y
supomendo S k. u =12, se tendra .D L i ﬁ u
il LA S st ;

Ix(r“ .1.‘3)' . i = ARG ODIRICHRAT ._:f 3

'_.6° -__ si en la dnfelenmal ; s_e_';iité_sﬁ'{;py@_ en

G
Jugar de: Ay su_ valor “se. tendra g,-—— ==

....... .“.._Sb.él\
#2xD.Ch-w r*xD.Ch.e

(Sheu)? 5 (bfr u)?—
un sector de la Hlpérbola equildtera , que tiene la
cotangente Lgual al Ch.us Ahora si's€ sugone Shai=%,

i 6 rd'u t '_ »2dy _ : Y- gn ep
sera Sfi_.'u"- x‘/(x +r“)‘ 3 Sl s

5 , cuya mtegrat depende de

7 yﬁnalmente si en la.diferencial -~ Gin.Se subs-.

D.Sh.u

3 = ._", 1_'.-
CM , se tend 3

tltuye en lugar de dit'su valor

“pdu r"x D:Shia . r"xDoSfi u: 1 1 t
Ch.a = (Cﬁ.ﬂ)z l" ¥ (Sfl IJ)"‘ 5 i3 qua Se lrl eg‘ra
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porun arcode: circulo; cuya tangente (131)) es
igual<al® Sk, u.. Ahora si se supone sz.u—-x 5 serd
Cwdw 5 e - Y OO fit '

Chou xd(a; ---r")

EXEMPLO IV

210 Sea la curva AM N un arco’ de cxrculo
cliya'¢ equacmn yP==2irixs~ 270 Suponiendocel radio
HC=jy y las coordenad’as \».ALB-—-:r, BM—]’-
zg 29, ¢ DRaBIgyz. Bl
~Siendo 42 Pemog plrigtil weid = ]/(.2”5"‘37 )
1’ue>go serd S.ydz=6 bien el area ABM_S.de(arx-x ),

pero ( 121) S.dxd(z rg— x”) s X V(zr z -—x")

-]- x u, swncio % un 21co de cu‘culo cuyo seno

verSO es 1gua1 iz Iuégo sera A’B’Zl

Knra:—x’)-t—— >('i2-.!—d La constante A es

ogoiil. Ty E-XE M’PLO —V-

2113, Se. pide . hallm‘ Ta- equacmn x Ia curva
que tiene su area igual al rectangulo cX ( y—25b),
de suerte que dicha ‘aréa séa cero, zmentxas que su
‘érdenada y==b, Figig0i sl ol cenl
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En, ‘qualquiera’ curva referida al’ exe Ia expres
sion del-area es:(203) igual & S.ydx; peio pos
la condicion del Problema cx(y--&) es el area
de la curva , Clya equacion .se busca Iuego seti
S. ydx——cx(y-e,é) Lk dife,lencmndo se tendri
y4 dr=cd ¥ 5 por c{pps;gwcnte dx Z. =3 luego in-
tegrandocserii me=E. 5. @quacien & la logantmlcap'
- cuya subtangentéi==c.:Por:tanto-en la logaritmica
DMH descrrpta con la subtangente =c; cerca
de la- as.tntotm.RG sisse titan.la ordﬁnnda AD="0,
¥ otra. qua[qumakm&wmdk BM= y, seth-ek: area
ADMB-ncx(‘y—b)

= EXEMPLO VI

. 212. S
Fzg 31 y 29.
" Férmese la eqttacm-n :@:*;';_x_) jy, y d'escribase

(Fig. 31 ) Ta ‘curva M.D Tl equé&cxon,

cuyas coordenadas sonf W P=2,"P M=y : luego
dxa). B S.ydx APM el i

serd S. J(a-:r) -ri: F’r‘-“"";;""‘- goud” alih T 1L

.Z_)e gtro pgod'a.,‘_j_i;;z,

94 B2 oo B b

.'t.,,‘,_

Dmdase la formula pxoguesta mukbphcada pm :
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34 en dos ‘factorsesﬂ, de: mudo que ano’ de ellos se:
: 4t .'&r;\{d
2 (a k)2 %
F %z 5 hiagase €l primet fagl:or igual 4 dz, -y el se<
gundo iguala v, est_-p es,%: dz, Y dax==ys,
intégrese: 1a primera de estas, equacmnes, y se ten-
drs A=K o> —éx)nz en la qual supomendo
ta constante” 4==u, serd (a=z)*=ia?=az ; de
donde’ restiltal ser 2 dipa-23ie=nn; pero Fax=y,
yrad=>y?"s luegol sérat2iaz == 2% =9%; equacion al
éitcilo” que tiene (Figi29) el radid 4 C=a ; la-
absmsa A B _...zt !y ‘la ordenada . B M —y Por tan-

dx
to sera el area ABM_.S ydz_. “.x 5 d(: 55 por

21207 1 Laby 100D
conmgmente S ‘7

h192, O3
pueda mtcclar esto gs en 105, factmes

M@= T b CobneEnoing

PROPOSICION XXX

T.-"\."

213. En qu:ﬂqmera cilrva A M N feferida al fo-
<us F, hallar 1a diferencial de:an area 4 F M con-
tenida 'por las ordenadas 4 F EM, y la curva
A’MFggg,z.,._- N
 Tirese la ordenada Fm y hadiendo’ céntis
en &, con el intervalo F-Mf-y describase el arco
M E. Considerando , pues’, el dngulo :MEm eva-



(176)
necente , la diferencial de’{ acea A FM serd M Fm;:
pero. (28) MFUL:MFE luego serd D, AFM
=MFE; y 51end0 el sector evanecente (22)
MFE-—E)(FMX ME, FM.-y, ME = dz (43),

se tendra D. AFM ‘ 2 i Que es &c.

COROLARIO I

214, Se infiere que la diferencial de: qualquxe- -
ra figura 4 F M contenida-por. _lasprdena__das_ 4 F,
EM yla curva A M referida: al- focus' F es-igual
4'la mitad del ‘producto de la  ordenada variable
F M=y, y del arco evanecente M E=dx descnp-—
to con el rad;o =1, esto es , D AFM yd:c.

COROLARIO 11

215. E mtegmndo, se tendrd cl arca AFM
XS ydﬂq e lidieo VO ST

COROLARIO III

216, Luego dada qualquiera.‘curva AM N re-
ferida al focus. F, y expresada por una equacion

forlhada_ por .y, dy, dx, si en la férmula S. -%r- se

substituye en lugar-de dz su equivalente en v, dy,
y se integra exicta 6 proximamente la expresion



Ui

que resulté dada ' por ¥, 'dy 3 se-tendri el “valor
Iexacto 263 promma “del ‘area variable 4 FM,

.. YES CIOIL TOY
217, Adviértase. que en .dicha diferencial 2= 'y‘{r

no se puede substituir <, da: en lugar de 'y, y
pues 4z no txene mtegral por ser un arco infinité-
simo del’ ‘circulo descupto ccm el radio variable
)FM*“y En este caso si' s quiere reducir dicta
diferencial a-la de un arco udel; cu'culo cuyo ra-

dio constante es 7, se’ substituxca <= en lugar, de

d.r por cons1gu1ente la dlferencml del ared AFM

yd

sera 1gua1 é

AFM_— X.S' y” s Ahara si por i equacxcm
de la curva dacla sehalla y-por. u, y-se substituye
en la dxfercncnal ? = se tendrd “dicha difelencml

dada por u, du’y 1a<qua1 mtegrada si es .posible,

dara el area A F M pm- un arco del cu‘culo » Cuyo

radlo es 1gual ar. Se ha supues‘to antes a':; = yf“ :

pues si‘con el 1ad10 FP--? s descrlbe el A1co

PHJ “y' se- llama ‘el ‘arce P H=u/, ‘sérd ‘el arco
Z



(178) :
evanecente H J=du ;. y por.la semejanza-de los
sectores M FE , HFJ sexa FH:HM=HJ: ME,

d
esto. es, r:y=durds; por consiguiente: dx =-— 3: ~..

--Esta advertencia es general 4 las cuivas; refenda_s
los chus._

EXEMPLO

o 2.18 Se plde hallar el area, FA M de la Espl--
ral FA M QPR de, A1c111medes cuya equacmn es

j_/=;;.f 2 _--_supcs'menao-. la'otdenada. FM =y, i--el;-ra_dm;

‘FH=r 'n el arco P'H/del circulo, descripto, con:
dicho radio, y la pe,_r_iferia__ PHP= P2 Fz‘g 33-

. Siendo. y_.. 5, SCIA U= —.-—, < dee1enc,1and0;

Syld'n

se- teudx,é dy—-—i—— el Iuego SCIH blﬁﬂ el )
2d '3 .' i
area FAM=S. L =L x--g;.,..sm anadir cons-

‘tante zpbr--ser'-e‘l"-area-—AsEM-—-";""o;,‘- quando, lo, és s
*du
ordenada: y. Si -én-la: -—H"Lr—-u expmsmn del area:

FAM se substxtuye en lugar de y su valor 7> se:

,'i'- u . 'rl 3
tendra el area FAM-—S.." o > Xu—

A -:rp(

$e mﬁere que.. el area, FAMQP.F oontemda em




elz;ll'CulO - és igual By X o —-,5- x est;o es;,'.
1gua1 & 1a tercera parte d;el ‘Mmising’ ci}culo.
" 'PROPOSICION XXXL

219, "Halar'la ‘diferencial de: un“arco A M dc
qualqitiera’ curva 4 M N'eferida. tanfér al ‘exe
d;ametmut G ;como al foeus F. Fig. 2 96y 32.

32, Supénganse ,1ascueya LM N Fig. 25y 32)
réfé’fida alexe 4G 6 al focus F, 'y-las construé~
cionesanteriores (2014, 213 )5 ¥ ademds tirese Ta
cuerda M. Sicse ‘considera Bb infinitésima ‘6 di+
ferencial de la abscisa: 4 B==wzenlla curva 4 M N
referida.aljexe , y enla A MN referida .al focus
F se considera evanecente el arco ME de “circulo
descripto con’el radio FM-PrHsemn Mt ¥ mE
las respectivas dlfelencmles del arco AM=s,y
de la ordenada y, esto’ E§ Mm_ds, mE= dy,
y ebiarco Mm watteaenté sepacigual (38 )ca
etierda y spero ensel tridngulo: vectangulo MEm €s
(M) >==( M E)*f ¢ E m)*= huiego serd dsP=dz?
d,-dy“" 'y Y POt cmﬁsigumnte ds= Y dn® i dy*).
2Py (Supénganse ,Uaevrvad M N (Figi'26) re
feridaial'didmistro’ A£G )y 1a construccion lcon las
denoniinaciones ‘anteriores ( 2017)5 y-ademss tiren-
s¢.la/cuerda M) 'y ¥a secta m H perpendiculdr &



(18o)
la ME prolongada ; si.es necesario s y se: tendrai
los tridngulosCB D, mEH semejantcs, y en-ellos’
proporcienalesilos: ladas Jeéstoress mE 1B H=CB;

B D =r ;:Ce. b’ por consiguiente EH = fﬁi::c—ll ;

Si se;considera,,B b, infinitésima 6 diferencial' de-la-
abscisa 4 B=a , sexan-Mmn y mE, las, respecﬁvas, /
dlferenclalesﬁdel arco AM:y de la,ordenada; B.M:
esto-es; Mm—.- dsymE==dy .y, el:arco.Min eyane-
cente.serd lgual (18):4 s cuerda; perosen el tridn-
gule M Ein es:(Mm)* = (M-E)ze2 M EX EH+(Em)®
(se, usa del-signonmefios; si el-dngulo B es'agndo;. y
si es obtuso:;del: signe- mas) ::luego, serd d st==d 2%

:F d ch IWI?“ dy s y p01 conmgmehte d:z

kf ﬁqm_?d?qu;_?xf?d-a'y") Que €s &C. Gigiiozst ;

U s
. [ »
=GN ol

COROLARIOI .
2.201 g Se infieie;que la diﬁefen(»:lal dg UMareo -$-
de qiialquiera: curva referidd:ali-exe eszigual 4 1a
saiz quadiada de-14-suma; de los quadtados deila.
diferencial“de la‘abscisa «:; y:dé:la diferencial de 1a.
ordénada ., esto ‘esy ds,-l/ (d2? 4 dy?) 5. que-
en qualqui¢racunva: rcfemdi“ai focus 1aidiferencial
de un arcols:es 1gua1 4 la:raiz: quadradaide Ja suma-
de1os quadrados. del arco infinitésimo :dz- del:cir-

4
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cula descnpto con el radio ordenada =957 de
12" diferericial de 'dicha ordenada , esto es, ds=

l/(dx 4 dy* )5 y que la dlfcrencml deun arco
de-qualquiera curva.referida al dmmf‘tro “esto es,

c.bxdydx
ds-‘Vd;r +d’y +,c 2

el angulo constante que: forman las coordcnadas Xy
de la curva,'y gueise refiere -al. radio 7. -

COROLARIO II.‘

)9 en quien 4 es

3522 Euego mtegﬂndo serd: s=3. I/(dx°+iy’)
en las curyas. referidas 4 los exes 6 4 los focus ; y
en las curvas referidas 4 los. didmetros ‘sers s—=

. dCebrdax
SV dx"‘—}-dy 2—-:::”Ig) en cuya. expresmn se

usa del sngpu ‘mends, sivel’ angulo b es agudo y si
es obtuso, dél signo mas, Es de notar que para hallar
un arco.de una curva dada, se haran las substitu-
C‘IGHCS que antecedentemente: se*han dicho ,. tanto
en las curvas referidas 4 los exes 6 4 los dlamctros

(;204) , como en las’ 1eferrdas 4105 focus’ (216, 217)
GOROLARIO III

b.;z S:endo en las curvas refeudas a los focus.

d
d:r — serd. dx 1ucgo en d1chas cur-



“(1'82‘)

51/(—-—" - +a’*) L s
EXEMPLO I

223 Sea la curva 4MN la Palabofa Apolo—
niana referida“al exesy cuya equacion es y* =242,
supuestas las coordenadas 4 B==1 . BM_-»y y el
pardmetro ==2a4. Fig. 25. e

Diferénciese la equacion propuesta y*=2a21;
¥ se tcndra 2ydy=:zza dx, por consxgmenm dz

vl Ay
—? 4 : y dx 3 3 pcro el arco AM-:

=3, V dz? +a’y ) luego serd'el arco, panabehco
AM—S VL.__._..]..‘{ =) S_M, pe-

£0 ( 125 ) 5 a'yV(y +aw)__,M .; %
?’la’)

y—f’(y -*P-a‘)) tuegdsem,dMﬂ—fW(.

2z

h_,_:r oo

...—><L (y—d(y +a ))+A Para detcrmmax

la constante 4 , adyiértase que siendo el arco
AM =0, tqmblen la mdcnada y-—-a luego serd

-r:"'\

o-———XL -a-!-A y A=:—XL --a Por
W(w Ty

tanto se tendra el arco parabolico /IM_... ==



- (183)
= F XL (=3P 40 ) A XL —a=20TED)

2a

-'—“—'XL ?‘*'v'(? "““2)

“a. _
"EXEMPLO II.

224. Sea'la bur-vagiA M N lai Hipérbola: Apolo-
niana. referida 4 los exes 45, PQ', cuya: equacion
i esyR =='.:z—§_-><_-'(:'r?'-s AR5 suﬁohiendo:- el .e-xe;l. trans-
-verso; § A=2a’, el conjugado P Q=25 la abscisa

_ICB=:r 3 y Ta. ordenada BM=y. Fzg 28

Siendo, _ pues, y? -——é—x(:c —-a’),sela Y=

-ZXI/(:" —a%); y dlferenc:lando,,‘ se tendra dy

__5 .1 xdx; 52-.
i .-7(;?_—;)_ 5 por consiguiente: a‘y F

zd 2
——=; pero el arco 4 M=s=3, l/( dx®4-dy*):

X
5 luego sera*(.d) AM=s. ]/(dmn-lr-“z!)( z‘fn)

dxl/(g:‘;_b X zr=—0a?)
=S5.- :

(2 -—a“) Ll

Par ger’y>= x(:: --;z"), se tendm aﬁy’.[-bﬂ

-b”x », de: donde z? -*—x(bﬂ-l-yﬁ), y :r-—--- x
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’/ibﬂ. . y'!-) . luegO 'diferencianda ser4 dx:ix

SAPD [ i b
pITILEET por consiguiente a':c —-6, R rEd pe-

ro el arco AM«—I—M({x —l—dy ): luego se-
i (B)AM.—S TR mr +a’y )==

dy (L g 8 sy
S. ) . Esta integral -se -tendri

“por una serie infinita con el método siguiente. Su-

péngase por facilidad del cilculo i?;:—-6:-=n', v
"Ery ::ﬁ; A4 By'*‘ 4 Cy# +Ey5 + Fy® + &c.
en la qual las 4, B c, B, &c. son  cantidades
constantes que se han de dctermmaf Redtizganse 4
series los radicales anteriores por la férmula new-
toniana del binomio ;°y serin

1o {ooasog o BIN 2%yt 3n%y8 3x;n‘yv 1
‘J(b +"? )"”b‘i' Y Q‘a.gbs— ,1,,‘—'““"""2 307 ""‘QW &ec.

TV I TN e gl Al e e s Sk i
'\’(bm"!"y )—b+ﬁb 33+ 23 a, 35,’ 24934b7+ &c'

luego serad

A ;rzz'rs 4 "?3” 3’133" e 3’55?“9‘3'.
bt ab” T a2%.ab5 T g3 5,957 —"2'4.9'.3.467 - &c.

4% 7 WEET L M gye Tl haesytnn L e lhes
b+ ab | a*.ab? + Q_s_,:3,t,r 24, 3 4_57+ &eo s




(185)
A== By® + Cy4+ Ey6 s Fya * &c, i ‘quitandoel
‘qﬁuebrado sera

i — " Eev

] ‘- S
o X § Bt t. % ;L.}:. a fak B

+&7?I, 3

Ab-j-Bby + Cb;y4 +. Ebys + Fby3 4 8cc., '

£ 2 B,y - .-:= e Cj‘;f i \ ‘:—
+ 2b +_ e + &c. a8
Ayt 'By«f __?"é:ge e

o Y " 1 i ot e it 333( Datiori
DRYAY @ ,q_.__ng 232355 + &C‘

n v‘ __3n”1f"__ _ ____'j 3*<n4y3

5-&**—- a»—wj“‘

i <, {3

Siendo las cantldades.zf B,C,E, F &c. mde,-

terminadas , se podran, suponer qgin}w l’oﬂérmmﬁs
delun: rmembm 4 los—qm resperrd’mntes crr‘CJ. “otro,
cstoes G eae i

- SV U i o LY R

=15t i S | £t pSk oy e o e e J |.';-r. r,._
23 Qb _—th+be i Hy r.."i;.ln.,”l\; '........’:1_ ¥ o250 .-.!-.a. s B

(8 af % 3 ) ,B 4

—
i “"'-”'n“-'.’ --\—-..-w— e ﬂ‘b s 3 21‘23 1 ety b ped 3 i
(Sgi™ g 5 7] €3 o a CLFENZ

3n3 - Lhle B

i_;:in.f-fa_.-&bf‘--f Bl _g"_h J' 55"3 r_l_'




(126)
De la primera equacion b= ,~-;1:e-'su"ta ser A==1:
?I-A a® 4+ ﬂ

porlazs, seré B= 257 — a7 3 porser n= Z_l,
""" 7 i B" ~.41. 2 :l
Or 13 a = —-——=~ a 4“ B
P 3 ECra C"'— a?.ab® " ab* T 2?,b8  *
3 Ay B e
or la . o 37 .
. 4 serd E (372,356 + a%.ab® Trigp
ab £ 4atb* 1 847+ Ao TR |k
ﬂ.* btz T - By 5
A—-—-rx“) B g b
or la ARE 3 ‘f"‘( 3
P £ 5- “Sel'a F 5 ,2.;. '1 3 4bg g‘3 a. 3b6 + Q.*.J.ba“
E R ga3$a4aﬁ“b’L4{}u*b*+64a’bﬁ

Ve —_—— e » ¥ asi suce-

swamente Iuego serd 4+ By* 4+ Cy* 4 Ey6 4-Fy8
<+ &c. o blen

» .l' z' 54 = X

EK& 53‘ . Xyﬂ_l_b‘Z) a’ ihar a: 2 ‘.;.-_4 3 gi;.'ﬁi':{'_ T
1 - af & 4a2l?

el B _\[(ﬂa;"_yu) """'r}-“ab" qu' = ‘2_3_1-'9_ ;m

afr4atb?48a?b¥ §a3+n4a55‘+43a‘6“ + 6 a“lv‘
& G 4
ﬂ4 Z,t 2 xy u’xb‘ S, ==l “

Xy8 4+ &c. y multlphcando por: dx ambns mxeny
| dy«(“’ X{45)

bros , é mtegrando sera S. - — (bg +y"') =

g 3" a*-F 4& 2. gf‘“ B + 8a?l#

e e Tl
‘?7 ;33_-.9,4‘163;3 uﬁa’f:’:bﬁza"ﬁf g %o ;
§( —— K— s . La constante

que se debe anadx: a la integral es cero; porque siens



(187)
do el arco 4 M= 09 {10 esitambien la -ordenada y.

Sl en la expxesmn (4)del arco AM se supone
di‘ -h:b‘ i . QIR Onais 19 Bilbin Lh=m Y

Tor e U
_ x:c -a*zaz, se hallarin f" (et b )xy(ardat) )

Y ]/:r —a? E‘%ﬂ% luego sera (C) el ar-

co A M=S.— dz#az
N
es a.—_-& ; €5to @s:; en; cl, caso e, la Hipéebiola equix

Vet

e

Por tanto si

litera seraf("l)s)neimmwﬂ M;:gs- e

_‘..;_ s =

sérvese que el ségundo termmo dei trmomlo 27

*Ca-—{ﬁ

- X iy LA posxtivo Fd neg:ﬁ:wo , se segun
ﬁléré 8Ly S5 gupionsrsiib-ogonl i { fe =] N
. Finalmente sila ,I-;npﬁlbol,a J M N( Fig. 27) es=

té refeuda 4 sus asintotas 4G, )fF“‘ s hallari ‘con
¢k mismo. métod? qualquier arco., de “ella . COMO
J M ; pues que ‘suponiendo las coordenadas AB:rr-x,
B;Mah yhabel productd. constante: dsgmhgs R Jolo) et

denadas , sera xy—,ab .de dm_:de y-—- L} luego di-

'-a.{\\

ferenciando se tendri dyﬁf-i&%—’“ ¥ Ay = _%%f;_!;

Poﬁ tdﬁta séra 3 I?fﬁd&&-p-éy"f‘) ’d’biw—(ﬂ Yielis @rco

O ﬂ_,

e RS zf z;’rlédr““ 55 J.m'(fx?@q"ﬁ’*)
-&M=§-J((fix“ BT R b e ~ T e LI




(188).
- Siren Vifa%fpré%mﬁ’ (‘E') det ﬁrce J M s¢ suponex
“.i'x.-“’ ‘Jfﬁax Yol R uu (8 ‘ fi

22 =az s¢ tendra el ml:.mo arcd (F) J M = __-—;-X__,

\2 36?2%’(%‘2 +b—2) “’ f‘—‘-_ : J' h \
(D) 102 ononi ' TN ” § o
i EXEMPLO I“II
-rz UJI r.% L\r't Bt ee————— *:z)__ﬁm,.-..- ‘? i ‘t\ 1D

225. Seala cxuyazéMM‘ﬂl‘aé_E§p§_g Apolomana

b
referida’d los ‘exes’ cwyaa equaciom es:yF===
a?

(a7 &’“5 -—'_ 1} ¢ niendo! las. coofdenadas: € B==2,]
BM= :fv,}’{ g gemIexes C’ D-—*a Cf(—b. Fzg. 34

[ LJU J:Jl.‘ (\h ! 3 K "”l B Sediviid

b
Slend '3‘_ 2 erd = -— ¥
i 0 nmaa ?<( 3 f"}) 23 se .a\.y _______ &%

f/ (a* — a:"") luego dxferenmqqgg se. te,ndra Ay
_:_:‘Eg_ o % RN plodaaily tiauxs

? ;;9 s);f.- 11’,-.47(632 -"ﬂ: ) . ‘2'-,‘-:____‘ ‘-I,.f_l-gi--,]_rj_‘.'-l-.:_ ZIf 2 e ‘-‘:-'v; b
ot Pdat o a o

Zm— T2 FUPER tan’co se fpnﬂrﬁ & V dx +d’y )

. 2
,.-'_:ﬂ?:n_l.:af'f?‘fxiu o1 i‘f“J eht Q JI SIBOGLR 94

v :
[‘, g}"u\,li '_ -'---_ £ 7 \ r [T T i o] f-3.','_

i % dxv( Xx“+a“)‘= _
a“-—xﬂ")_‘“s W(g”'.ﬁﬁ,“" ) BIEAT 08, G oa0e]

Stien h~exg¢es1qn—d¢lqamoﬁ81/ A% 4,442 ), ¢
substltuyc en Iugar de dzisn valor exprcsado por
y,'dy , tambien se” liallard ser (B) ‘el arco =D M
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aw( - LYy __
?ﬁ%“ g e SO

: : I;ﬂ__;_ 2 f
- Sien la erm_ul-a (A4) & supone -_‘_;_’_"_. W

3

dz
+a°' =azs se hallaran dx— 4{4& )

\fkn ‘Z‘— 2—)3

;/' az__ 2 )_ v’(‘b"-——a’”) )(v'(b"--az) lu,ego sera

(C)AM S - dmzz ’
= X = :w(uz"«i- Xz LBy

N er A
\: e

_Con sel mlsmc's metqdq expuesto en el _Exemplo

-antecede,nte se hallara ser el ;pco ./IM = 'r-l— M* pd
L we | ( ) e ‘r [ (3% ':.i

2 a__,;,»s i bz_— 2p# 55
x3+ﬁ¥wwx G T

S U mga” LR e §
: 1.5 ey A

%‘-t:dﬁb‘-—&l-ga’\lv;;'.ufa’M—-rZ:Q“ Ty
1153a*0 i me‘l‘&‘:'

+

EXE“PLO IV
rAtdt

226. Sea la curva FAM la Esplral de Archi-
medcs » cuya equ-acmn es y _};- . Fzg. 33

g 2
Stendo y_—% 5 Ser&i u-—-—f x 3{ 1ucg0 dlfcrena

vu.,—- o
e B

' cnando séj';‘.eggm JH-.—.»!T'—X d}b, Y 'tfu -'-',‘-—- X a’y o

Por tafito serd 5. yrEts ﬂ“ +a’y Y6 ‘bien ¢f ‘arco



(199)
FAM=S.V (% Xy“dy“+dy’)-—;:§ X3. d}’*(‘,yf-+;;);

pero (129) SAPLy + 59 =43P P+ B L5
z ( y = Py 22))¢ luego'sef el'arco 1%} M
e TS B A

4. Pata determmar da- constante A, obséwes&
que siendo el arco FA M =0, Io es tamblen la or-

A EEThan s A [
(!

et

denada y; por COmJgulente serd o.,-p-— X L.— o
+A i1 Adkae A.—..z- S(L ! M 1Po:“tmf:o se
tendra el arco FAM._. e V 2-]-“':) peay
9 -':~-- 4 fnn
LGHy y*+ 5y _ XL. ——j— ﬂ(:,v’-%- “
& | —)’-l—f}‘ +_~"~—*-—- R {
—u X mETT * 45!
L Al e T

PROPOSICION XXXII

227, Qualqulera formula dlferenc:la} que cons-
ta-de una sola vatiable ¥ no se mtegfa algébtica-
mente , se puede reducir 4.la dlferencml de diferen-
tes curvas algébricas referidas 4 sus'exas, 2 Ohrsiz

~ Sea Xdx la diferencial propuesta , que se supos



f(191)
ne lineal , y en ella expresa X qualquiera funcion
: R
, Tt—Xov
=i=d s, siendo s el arco de las curvas algébricas,
cuyas coordenadas puestas en dngulo recto son
(t—XX): Xe*—X3 |
D t=Xy " Ti—=Xv
Presa X' qualquiera funcion de z tomada 4 arbi-
Lo,y 7T,t, v son tambien funciones algébricas
de # que resultan de las respectlvas equaciones
p X i sed W 2 i S sy :

T= T ,t—_dl‘ ,.?)=—£_—.

= Tk 1 e LISl I
_ Sup(?ngasg z=m_—_—m-; y se ?endran las

y algéb_xica_de x: digo que serd Xdy=D,

— X', en las. quales ex-

..“-..I ._..._ ; =3 X - . of ;
equaciones , esto es_, K_aa+zz?§m 2
2 Ognige 1 s ztdx 2d X - o
e '«/(déZ+zz) 7 de__ N(aa+zz) ~ J(aat-zz) ’
Iaz _at*dX—aXtdt _ aTttdz—aXtvdz
(tt=XX):  (rt=XX)E

aTrdX — aXvdX , por ser Tdx=dX , vdx=dt,

(t—XX) T : XX)
; X tt—
'Y' AX'=1tdz: _l_uegp seran , -47 e ( [z—XZ) 2
de -— X = X_______.tg;"'Xlg |
dz Tt—Xv

=X'; por consiguienté -



(192)

'a‘{’wf, Sy e coordenadas de las
dze?, 8& . ey TRE

mismas curvas algébricas expresadas de otro modo,

cuyas diferenciales en la'hipc')tesi‘s_" de fdz-- constante

sepan 2LXL 28X !
de7 7 " dz

drados de dichas diferenciales serd Igual al quadra—

do de la, diferencial del, arco s de las mismas. cus~

'1 2 .
( ) )((.:z"'-{-z”) ds?, y por con-

Iuego la suma de los qua-—

_ vas, esto es ,
g 2 Y

XV(Q —[—z”)-——i—ds, pero

dX’d(cz“-i—z") d“X’J(a"'_{-z"“) + za’X’
T dz " - dz _4(&?’—{-.29'),
3 2 ! 2 2
y se hademostrado Q(ZJ_}E =y =Xdz, d Xﬁ: +2)
S dxw(aﬂ_l-zﬁ) _ =X
e e ey 5
D -—l-d.¢+de t de
B 5l 5 por COﬂSlgulen e

23X T -
Quc es &c. :

siguiente

D.

3 11.160‘0 scri

COROLARIO I

228. Luego mtegrando la expresion antgceden-

—X% _
te , se tendrd S, de—— Tz—-— > -—t--.L, y respecto
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4 que las varjables Z , v. pueden tener sucesivamen-
@ dlferentes valotes 4 pr0p0r.cton que se sefalen
distintcs valores 4 larfuncion arbitraria X’ con tal
que tesulte siempre £3>X, es evidente que Ta §. X7z
se:podré reducir 4 la- rectificacion- de: dlfcrentes

curvaSﬂlgebrlcas: i e

mga 81 € supone X’—-—~x setin Z=1, v=0,

d X! s PR
_ lueno en esta sup051-

o r.‘_. ” |':e"'l:}:-"

clon sera S de—-—-——

-__‘,,:- 5‘1?‘1(1-' 555 nﬁ £or
8 735

(-—"F 34 1as camdenadai
r : XX} X—x3 '
deliarco s sestedugirin 4 g-rT——T ) ST,
22 r’erIJLg};) 2RV,
SI%qd Efl5l n:‘} ”‘IJ A S

chas, _c_oordenadas es: 1magmarxa en el caso  que sea

2SI RIE
stk iah Rkl

se qu;: Ta, p_nmera de dl-

B ,:-‘x

i;{l’l,a . '“’-'1‘.‘"«--"5 Y oh %
Mets g EXEMPLOI

e A J..a,-' Ho¥

l\; oy X 21\)3
B e Wbl sy oy |

Comparando dicha_diferencial con’ la fcorxmfféw

Ty ¥ K I‘---_F !_H; "Y bt % I - T
_Wx §e I’l‘,end Vi .53' =— —(-“ﬂ-_a) 5 por cons;guzente se-
w0tk {sbylsions b al & zonotm capiz logn Fre0p '
‘tan.T—-_d; = ; > Y X“=_x._‘:§ ‘. .SLI.—
: 2v;r)<(x—a)'= : Rt

bb
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péngasc X"—'-—X:ﬂ xf'fx —cz) Iueéo se ‘trén;-

130 2

ga mog0 . shastidis aoi =aa)XEE D
drin las equacio s t= (M 3
s equaciones , ¢ =T = EEOE |
s el 8:@?-.-:2’4:::-1'-.34* X i r-ﬁits-?-'uai-"@?i:‘f
ik i £ T spoit@®n(Ee—a) 1Y
dx 2023 X (1—a) 2noiiet(ar—a) 110

2oy =2 1L 0§00 82 | por

ax(x-—a)

. daatx (u-aa)s(w-m’)w(’r’m)

tanto séra (J ) ks

'v’ \x—") 4 Vili 'f--.‘.“z
i 4 ( )64 =y ﬁ‘j :,{;"
nx(r—a)k r—na) 2 x
== las comdenadas seran (B‘ St »

: P "
S 4 P e O PO

. Para determmar el sig-

(C) & St —--nx}x(ﬁ.'r—a.-a)

1o- qu"e se &ebe dar al"arce wiy Ibiisquiese Y 220°)° Ta

diferencml del mlsmo arco, cuyas c’oqrdenadas scm

(m.r*—-—-er rary ﬁ’)aé(q.n—!;a)xit
— & 4/(3:“—-4.1:)

. ,Ahora

.:rdr
~/(x—a)
(3M4oa)xdx.¢(.r —ax) ( Vit Ga"')x(gx—a)ﬁdx
L A% onitih a8 SETTeRL0
(mx’—-r rar+ a’)x(a,x—ga)xdr
1ol d(x*q—-ax) S ........ i
si se da. eI signo menos ;i la dlferencml del arco:
1ueg0 &e. st R A R

A R |
" e

oy e

rencial § gu'al 4

si se d]ferencxa dlcha equacnon ( .zf ), serd ————
=

»_€quacion Jdéntlca.,
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eiten i EXE MELOTLY 0 L
231?- Se _prapone la dxfcrcncnal ?"("’.‘T “').;’

------ NE
ng 35-
Gomp:arﬁnd.o 1a d&ferencml dada con la formula

Xda;,*sg,tﬂndré en. este ©asq X = "’(x:_—":a—)- . luego
I==: —— =a33” [/{:r —a’); y subsj:ltmdos estos.

valoxcs en lgs fm mulas d,f;l Corolgr;lo ani;_cc:;;clt:m:c‘!J
las coordenadas del areo. s se. hallaran 1gua1es a
M & rAlmra 51 sc nombran f:stas coor- '

'xr, 5 o £l A By § e Rftl

denadas y, tyiBesd i:end:ran ia& equﬁpmnes y

a®x(a®wa ’) 3 Ve shaiok 4“_. i
= _,x,_! = _a__—_;; ) z-— = por COHSIguI nte -

serd y* =a* z" equacmn al circulo, que tlene

c“t ;aaio CB a y las cbordenadas CF._. z= %-

FB-—y_.f—.?’-{f—-.—) luego tlranda la tangente e
BE y la"seéante’ Cﬁ' del larco ‘B D § se itendra

BE= I/E:r? L ALY Ipore ¢@n51guiente *scm (4)
v S A

Sl _"35_1_39 Para dcl:emunar o
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signo que se debe dq: al arco BD, biisquese (220)
la dlfcrenc;al del mxsmo arco, supomendo las coor-
denadasrc F= TD erz < ,‘y se hallar%
< atdr .
d’icha?cfife.remnal igual & -;:,7—{5—)! ‘Athorasi se

diferericia Ta equation (4) ; seré -_..._..‘.__._‘-’“’(‘;-'“" N

R}tﬁ;:):F% S equacmh lﬂénhca sx. se_ﬂs

el signo metios §' ta dlfdrcntlal et arco': Tuégo sel
% S ,ﬁ”i"_ﬁ‘; g2 %‘E— n———-’*[— 2 -fabnod 92

"PROPOSICION x*xkﬁr"‘” 2!

L 26329, nntdipon .

23;1 una super - S’ de E;ualqmera
curva 4 MNireferida aliexe 6 -didmetro 4G da
una revoluc:on al rededor.de AG -hallat’ la " dife-
renena[ del séhdo descnpto ‘por “dicha supcrﬁc1c.
.Fi'g 2?*36 31 I§ l.‘.Jrir ':-—Y‘——-“;\_';,a

3“20”8"?‘11:% AMN (Fig-25), 1e,
ﬁerlda al exe A4G. Tirense , otra ordenada bm,y la
recta M Erparalela 2 4G, St se f:enﬁdera Bb- infis
-mitésimas; 1a diferencial del sélido. fpn;nado porgel
atea ABM-seri el sélido, formado, por el area eyas
necente BMmb 5 pero (28) el sélido evanecente
descripto por el aréa’ BMmb-es Jgual al cilindro
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deseripto> por; ebiréctingulo B E : Inego Ja diferen-
cial idel: sdlidordescripto \poi el asea- A BM scrd
igaalfal eilindro descriptorporoel . Qecﬁnggh BB
al rededor del lado c.Bbio8bpucstailp, 1a Wﬂa
del cirevlocuyorradio es'z ise/tendrd 'quenta peris
ferid-del circulo descriptaicon ‘el £adid. BM = yes

) {. Ipyai S0z QMW 2938 Jo Jt:t£ Qb”‘EE éut I
)

qgu{a consi ux nte el arca icho,
2 shardng mp(\'rugmn:‘ 2 104 Q3QITI0D G1Hnmid

dfdﬁ&“scr.’ri al ‘.’a’ﬂr—‘ jaerb B'a'n{acfa APy e§

""""" .J’L 8] sugdls 1 « QMK ¢
33 uego cmti 1m o:’mado por el .l'ec-

Rt O 19111
g?ngo?o, B, 6 II; 31: re; cllaJ%el sbtl%[cl))l or-
0, por. I cion h"f” rca ? al rf:dt:,ciJ
olpoq la‘\rgvo‘} (RI20102.10 :mm 9.'8! sdnsm
del exe 4G de la curva 4 MN serd igual 4 ;‘}X

—;-—-—-—h WA, =88 08192 ;Jn,.janm 0ibe1 I3
dx..

fn%f' 18 %Rimmasoi qeﬁnnb al ididmdébre
AG ( Fig. 36.) tirense trq ordegqua & nry las,tec-
tas h?f’?oMJ E ‘para é’las il diimetro 405 5y las
rectas' WD §'m & nripy, Beperpendicilares & dix
¢hior didgmetto. :Slliﬁdrdxx puesyiieb solidovformada
por ¢l areca 4 M B, que 1}a nna revolugion al re-
dedor de 4G, gual S1K siima 6 ik fowcia a1
solidos descnptpsgqrﬁagia&e@ AdMEB , MDB,]la
diferencial del primer sdlido serd igual 4 la suma
& dife¥encia” de las:diférenciales. 'de3loso@tray -dos;

pero la-diferenciali del sélido’ descripto-por el area
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ADM.esiguglal cilindeo: des criptd® por: el réctink
gulo evahecentes IV Hi ay por: lav)misma razén ! i
diferencigl del-solido: desoriptor por celidtea | IMDB
esiigual al cilindro qdéscripto opor lel redtingula
evanecente D ¢.; 6 bien al cilindro formado por el
rectingulo. AE.== D o:v-luego 1a diferencial-del is¢+
lldoiorq]ado por el area AMB{ serg{ ignal .a] ci-
findro aebCflPtD por ol rectangul Slevanecente DE
que tiene por base el circulo. descripto. con el ra-
dno MD 5 Y por altuia 1a ME Bb. Aho:a su-
pomendo z lF I?e“ifeua ;;%Jq ?rculo cuyo radio es
lcual r,, ,}qg qo%i‘ 355%1 as .sz--x 5 BM_—y ’
ﬁnalmente b ef angulo constante ABM Tefer rxdo
L L R e

al Fadio consl:ante r, selan ZBE: — DM.:_ Sc;“{,
yiebicirculo desciupto: con' eliradio: —Ma@ sera ‘igual'“ :
g; _"’ﬁ%?:i- luego la dlfClenCliﬂ, del sohdo for-
mado por'ebarea; ‘AﬁM, que: da. una - revpluptpn
als: rcdedm: 2det diamet.\rm 46 ldn la. cQUINg; . serd

= e

v SN S

;gual a P%sc 5) X\;; 3’«'* QW es 8“-"

Eisin CORGLARI‘O I

Liniifa .':L 3 3 TE i “.\ joi] _- ot als
22 A Poa“ ft.‘mto si! qunlqulesm c:uma AMN 5@
reﬁene alexe 4G5 la.diferencial dek :s6lido .f@ﬂ.'j
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mado por la revolumon de un area A MB al (o

dedot ‘de dich exe~d G serﬁ ng,ual al procfucto de
£ 5, (que es la raionﬁcblﬁtaﬁﬁ a¢lla periferia del

cm:ulo i s d;lametm) idel ,quadfasko de la.mde-
nada.y, .y de la diferencial; de - la: abscma, oy st
'quﬁlqunera cuﬁva AM: N se: rﬁﬁekmal didmetro 4G
la diferencial del s6lido descrlpto per Jarevolu~
¢ion de-un drea; AMB al tededor -de . A{? sera

p(Se.b)
381151 3l pmdnct:@ d@laacwrd@ﬁ:ﬁ@nsmtﬁ r—-f——
(.que s 1a razen: cpmtﬁnt_e d& la pgr@feLm al, dig»,

mctm«r;mﬂttphjcada; pafre!,@ura,@mé& del’ seno. deL
angng constante b que forman das, cqor@lenaiasﬁ(x,‘
v de la curva, partldo este prqducto por el qua:
dtads der’ radio constante) et quﬁar;do de 'z or-
_denad,a 4 5y de:lardiferencial dﬁ la ab&cisa Kot

2. L9 1 KICOR QL o R~I O II 5904 L:
sl sizsug A MY 5918 9 30g ebemiel. ohil
- 1234¢ iimagnm qmatqwﬁem cu*tﬁa AM N sei re=
fiere al exe 4G , el solido de\scn?to por la revo-
Tucion de un area AM B al- rededor del exe 4G

- sth fﬁlﬁfl 5 £ %S y”’éfx” ¥ i ﬁu'ﬁfﬁtnera: curva A‘W

biloe ogaib phg
se. ref-iere ai dlametro 4G, el sélido descrxpf:o por’

ka ‘revélucion’ de yn" ﬁma‘; AMB- al'rededor dek



({‘20‘0')‘
TR TN ebren

\ )3“_ £¥¢
dif‘ﬁjf‘ff’,ﬁa s igual 4 200 hans; =F KT
1”5'). ru.,iu.m B}EKEM*P’@O"JI.Q[ kl 23 sip ) ":;
--_3253--,;& ,Séaf_:far:'tuﬂa.%m Mum-':Parébbla ﬂp’-@“lé“l- '
iiana ; cuyaleqdacion! sy Sy 4k 98 & supohen
lihcaetfdefm&asmﬁﬂ’ﬁzscﬂ’ﬂm VYGL (PAEAREEED
wzawpg 2g¢ voigitozabiobiloelebadsionensiib sl
5t 5Pm oo lehebito el s6lide: pﬁ'eﬁ‘ucido poi et

area ?m Mratsededor del olohae esf-i%tfaL 3 B

Siy? da ; iperden T dﬁl’\?‘é“pi’b"ﬁwegta o8 2= a0
Iﬁaegd ek Parab@léyd’e formads poi hl‘ﬁr@é"pa@abod
liea: DB AL rededor del ‘e S 4G rsesR igudl &

o 19 10g c#ar;},g) q 9123 obitisg . aviud £l'ob ¢

Xﬁ 2o8dr =00 B8 B gridsnte que sl yalor
de la-constatite (que st debednadirod Ta. intégeal)
es igual 4 cer?.[ P(e}r? 651_§e flg }‘}d‘;} gmmar el s6-
lido formado :por'el areal , Supuesta ‘la
abscisa A WA= anex by serfendrd p come rantes *,,;‘ di—

e Ti;uﬂidf}r' {f( "r:"%’y
CﬁlO SOildO 1g1131 B I {i’ A e

.J_m_t)

?( S_.z a :c d a:ir
Xr-’rf Tk desiPara;; f}qte} n}"mf 7’1’% tonsl;antc A,

e o sohdo al 2 cero,
adv.lertase oL g“;m «R\ ot¥srat J v~ ”.9 5

sis xeboiliegs. aa%mm A5 dm&unde;-ﬂ:-'i
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gxb’. Por tanto el §6lido descripto por el
area HIMB al rededor del exe 4G de la Pari-
bola es igual 4 &2 x2* — x5* =" x (22p7):

y si el punto H es el focus de la Paribola , y las
rectas HB y BM son 1guales 4 una cantidad dada
¢3 en este caso el parimetro 2a de la Paribola que

2
.,de

tlene d1chas cond1c1ones, sera 1gual a ac

donde a* -il-zac--c , ¥ a>F2ac4c? —2.:’ lue-

£0 a-l-c—-]/;.c » Y por consiguiente en la férmu-

la ( 4 ) serd a=cX( Vao—1): igualmente en la

o é x(‘)z—l) cx(\!:.»- 1)
R

2

misma formula se tendran,

-I—c f"_(l’r-—” por consxgmente b= _f__’jQi_:__’_*_’_Q_‘
gt == 2BV o e ga 2 P50 Por tanto

4
si el punto H es el focus de la Pardbola 4MN, y

H B. es igual 4 1a ordenada BM = c; dicha Paribo-
la tendrd su parimetro 2a=2¢cX (#2—1), v el
solido formado por el area HIM B al rededor del

’ T N . pPa I s
exe AG sera 15u_§1 a ;X(-‘Cz—bz)’:ﬁx‘ﬁx
(Fa=n)xe Va=Exax(2=V2).

cC



(202)
Si 1a curva 4 M N es qualquiera de las infinitas

Paribolas contenidas en la equacion ;y”“"”-—a”‘ ;r”,
Pont 'm' wl am an 43
serdn, y—a " L yt=a"T R : luego L %

ar

5 y > dx 6 b:en el slido formado por el area ABM

' gm .
5 Rushigpo g 2k 2090 » a NTET Xx ’"-i-" +I
ﬂel"é ig_ualé%)(.s‘alm-i-n z i dx-____._.;nx - 3 : —
) a1 T LER e
I
?.f.l' 2 ?’3 +

__px(myn) xay®. La constante que se debe anad;r a Ia

Qﬁx(m+3n')
mtcglal es 1gual a cero. Sl se suponen, m_-z ?I—I 6
bienla Pariboladela equac,_;on y3=a’z,seri el sohdo

que le. cor respondc 10ua1 a -———)(:::3/’JL 81 se suponcn,
ms=1,n=2, 06 bien Ia Palabola dc 11 cquacion
3{3—-—ax ser el sélido que le «cmrespondc.* igual
arx;' x x?/ &1 % 389 e SN r_-l'“"
7, A 'EXEMPLO TL:
236 Sea la curva DN Mla Ehpse Apolomana,
cuya equacion es y*=— x(za:t—w“), si se su-

ponen. laa coordenadas DB—:r BM=y,.y los
semiexes CDI_a CA b. Fi g+ 34 :

Siendo y*= x‘(zax-—x ), se ‘tendrs Z X
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S.y*dx , 6 bien el sélido formado por el area DBM

al rledf;_dox. del_.exc_.D.E <igual ﬁ xS = x(zaxdx

"dx)-—- 3X(dx -—) Es evidente que’ la

constantc que se _debe_ anadlr a la integral es igual
4 cero. AN s

. 8ise supone :z:_.-:m el esfermde formado por
la semxehpse DAE al rededor del exe DE=2q

apab® o
: sera 1gua1 a T .

i EXEMPLO I11.
237 Sea la curva 4 M N la Hiperbola Apolo-
niana nefe-nda 3 los___l exes,’ cuya _equ—ac_uor? es—-y?:—_-z;x

(222 427 ), si suponen las coordenadas 4B =z,
BM—y y los semiexes CA._-cz, CP_..b Fg 28

Snendo y — x(z;zx+x“), se tendra -—>_(

S. y“d x,0 bmn el sélido: formado por: 1a revolu=
cion del area 4 B M al rededor del exe 4G, 1gual

4 "-xs —x(zaxdt—!-x‘dx)— )((a z.j._)

Es evidente que la coristante que se debe anadu' a
la integral; es igual'a cero, |
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EXEMPLOIV. et

© 238, Sea la curva N MF1a Hipérbola A polo-
niana referida 4 las asintotas 4F, 4G, cuya equa-
cion es xy=uab, si se suponen las coordenadas
AB=zx,BM=y,y 25 el producto constante de

las mismas coordenadas. Fig. 27.
“Siendo xy = ab', diferenciando se tendr-a yd %

—xdy== o, porque mientras se aumenta la absci-
sa x, se disminuye la ordenada y: luego serd ydz

=uxdy, de donde d'r--—j- Por tanto serd —’f— =%

S.y%dz .6 bien el slido formdo por la revolu-
cion gle___l area, 43 MF al rededor d,e la asintota

¢l -fffy

Z-G"..igual i ﬁ- = X5. x S.yzdys pero

:cy-_ab Iuego serd dlChO sohdo 1gual a —X.S' abdy

tant&' A que se debe anadlr 5Ta mtegral 5 €3 :gual
d0003 porque siendo dicho solido igual 4 cero, es
y==00. + Por tanto el sélido formado por el area
infinitamente larga 4 B M F al xededo,r de la_asin-
tota AG tiene valor ‘infinito , 6 mayor que qﬁal—
quiera dado. En- este caso , si se pide el s6lido for-

mado por el arex HJ M B al rededor de 1a asintota
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_ ,,{G , supuesta la ordcnada H J ==c, se tendri co-

mo. antes dlcho sohdo 1gua1 x_y_!_ A: y
siendo este sohdo 1cruarl i ceroy quando es la orde-
nada y.-c se tendra 0= ——-—){—c—\—A de don-

de 4=I >< ¢. Por tanto: el sélido descripto por
el area H J M B al rededor de la asintota..A4 G serd

ab
igual a.—;;-x—-y P )(c- = x(c—y).. Si

se supone y=0, e-l*sohdo"farmadd por el area” in~
ﬁmtqmente larga. J }I G N al 1ededor de la asintota

.AG sera xgual a ———-)(c, pero ab—AHx}[J’

luego serd. dtcha solxdo lgual 5 2 xAIIx(HJ)“

Yy 51end0 esta expresmn zgual al c1lmdro , formado
por el rectangulo AT al 1ededor de AH, se ten=
dra que el sélido formado’} pori el ‘area infinitamen=
te larga JHG N al rededor de la asintota 4G es
igual al cilindro. formado por el tectangula A J al
rededor de la misma asintota. ,
Si'serpider determinarel $6lido formado por-el
area C D E J al vededot 'de: la asintota 4 F; 1lama-.
das dD=zx, DE=y;CJ=cy s halldri'con el
mismo método expuesto: antetiormente: que 'dicho
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solndo es 1gua1 é )((c—y) 2 y que ‘d sohdo

« X

wb Womn N

formado por el area infifiamente larga CEEY al'
rededor’ de la asintota £-F es igual al ‘cilindro 'des-
cripto por el rectangtllo A4 J al rededor de la mis-
ma asintota, RIEEES '

1 93gionh BIREMPEOY.: ¢ 1 =)

239. Se pide hallar 1a equacion 4 la curva, cu-
ya area dando u"n':i revolucion al rededor' de SuL eXe,

9rﬁdwce un sohdo tgual“a: —f- ;-~—— ,ang 29w

51 a8 :
Hagase ;— >< S y dx.—--—— - -;;—- 3 y dlferen-

)(j{"' d:r—pxda:

¥

cxando esta equacnon se tendla P

g Spaede 256
PI 27 aprite—ieds de donde resulta ser y*

; 2 ,..,-—.-uar -

=2rr—2za”; _eguacwn al cuculo que tlene el dis-.

metm AF =21 - Y las. coordenadas AE,_-:;“

| PROPOSICION XRXIV. "
l240. Siel area AFM de qu,alqulera curva

AM N referida al focus Fida una revolucion al re-
dedor de la ordenada-F.A4 come-exe; hallar la dife-

rencial del sélido descripto por dicha area. Fig.32.
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Tirese la ordenada Fm ,y haciendo centro en F
con el intervalo FP=r describase &l ai'cb";l"jff y
baxense las pelpcnchculares MB, HC 4 la recta

AF. Llamense, la mdenada FM—-}!, el arco

: aScaax
HP = ‘u ¥y serd MB = —‘;ti—g- 5 por conmgmente

la circunferencia del circulo!des¢riptoicon ¢l radio

ny

M Biserd tgual ¥ e et xsc o Ahdra si Seliconsideral el

dngulo M Hm: mﬁmtesxmo la _diferencial del s6lido
formado _por el area AFM al rededor de ./!F serd
ebsélido-formadepor eltridngulo evanec ente-- MFm
al rededor cl,e la 1msma od F's 5 pero §ste sohdo (28)
es lcual al tnangulo evanecente M Em multlphca—
do por dos tercios de la circusiferencid del )Eﬁf'ﬁli-
lo cuyo radio es M B : luego Ia dlfe1enc1al del
solido que se *bitsca serd Igtf;ﬂ al tiléngulo evane-
cente M Em-multiplicado por dos terciosyde la cir-
cunferencia- del circulo, CuyO; radio tes ,.M D5y, pes

ser (214.) ¢l tridngulo evanecente MLE MR o ?,ﬁ, ¥

los dos tercios de dxcha c1rcunferenc1a 1guales a
apSc.uxy Y i
£ ef} A9 N 4 i X H

cupto por. la revolucmn d\l area A_FM al rede-

dor de la ordenada AF; como.exe’, igual 4 -——-— )t
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apSe.axy ,.a. xsg ux ¥ 2 d, Que es &c.

et

COROLARIO I.

..2I.4I,;j .Sl. en la QKPT?-SIOH '37' X Sc.uXy®dz de 1a
diferencialdel sélido formado por el area 4 EM al
zededor de A F se substituye ( 217) -?-‘—if- en lngar
de dx, se tendra dlCha dxfe1enc1a1 1gua1 a ——-x;

Sr: uxy du = Sc w&du
pero (1‘14) D Cc.u—-— e

luego
la dlferencml de d!ChO sohdo sera tambxen lgual i

X—}ng c-‘!- Uii

”._GOROLARIOII

242. Luego el sélido formado por la revolu-
cion del area’d F M al rededor de la‘ordenada 4F,

%)

cOmo exe’) sera lguai @ ——-xS y"”Sc.uxdx 6 bxen

1gual a ——-)(S -—y3DCc w.
"“EXEMPLO.””

i 243 Sea 1a ciirva ' AM b arco del cxrculo, Cue
yo-tadio les’ A C=r. Figs 29,1 ihsnsin.
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Tlrese el radm CM; y el sélido formado por

'el area ACM al rededor de 4C serj - — X5

-—y3 D.Ceus ; pero en el circulo qualqmela orde-
mada € M, que sale del focus 6 centro C, es igual
al radio que se nombra 7: luego sera dicho s6lido

_1gual é = )(S._-—r3D Cc. u—-'-?;—”xc.c. u-t A.

Para determmar la constante 4 se tiene que sien-
do el area ACM =0, -serd isu; solido igual 4 cero,

y el Cc.u sera 1gual al radlo i luego sera o=
i

_--xr-}—A ‘de donde A= 3 . Por tanto el

isector esférico’ formado por la revolucmn del sec-
tor circular 4C M al rededor del radio C4 es igual

_{1.——%" X.Cc.u-l-%’—-;—_-?x(r;gc.u)zf;'de.

PROPOSICION XXXV.

. 244. Si qualquiera curva. 4 M N da una revo-
lucion al rededor de su exe 6 didmetro 4 G ; hallar
la diferencial de la superficie descripta por un ar-
co 4 M de la misma curva. Fig. 25y 26.7
- 1%, Supdngase que la curva 4 M N se refiere al
exe AG. Tirense las ordenadas M B, mb 4 dicho
exe; y sise considera B & infinitésima ¢ diferencial
dd
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de la abscisa 4 B =z, la diferencial de la superfi-
cie descripta por. el arco. 4 M al rededor del exe
AG seri la superficie descripta por el arco evane-
cente Mm al rededor del mismo exes pero (28)
esta superficie es igual 4 Mm multiplicado. por la
circunferencia del «circalo, cuyoitadio es MB=1y:
luego la diferencial de la superﬁcre descripta por
el arco 4 M al rededor de 4G serd igual al arco
evanecente Mm multlphcado por la cucunferencaa
del c1rcu10 cuyo radio ‘es- MB --y 3: y por ser

Mn= d s, y s - la c1rcunfe1enc1a del c1rcu10 cuyo-

tadio es BM_-y, se tendri la dlferencml de la
Superﬁcw descri ipta por el arco AM al 1edEd0t del_

exe AG lgnal % A )(ya’;

22, Supongase la curva A MN refenda al dm-
metro 4G. Tirense las ordenadas M B, mb al mis-
mo didmetro ; y tomado, el radio constante BC=#,
desde los:puntos C y M baxense las perpendiculares
CD y MF 4 AG: y con el mismo. raciocinio expues-
to en el caso antecedente se demostrard gue la dife-
rencial de la supetficie descripta por el arco. 4 M,
que da una revolucion al rededor del didmetro
"AG de la curva ,.es igual al arco evanecente Mm
multiplicado por la circunferencia del circulo, cu-
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yo radio es M F: y suponiendo b el 4ngulo cons-
tante 4 BM de las coordenadas referido al radio
BC=r, BM=y, .AM=:,fserﬁn Mm=ds,

i “Se.bxy o pScs
MF_. c’:xy AL poc = it S c1rcunferenc1a del cxr..

culo cuyo radio es M F : luego la diferencial de 1a
superficie descripta por el arco 4 M, que da una
révolucion al rededor del didmetro A G de Ia Cur-

va , seré 1gua1 a

xyds. Que es &c.

COROLARIO. 1.

245. Por tanto si un-arco 4 M de qualquiera
curva 4 M N da una revolucion al rededor del exe
de la misma curva, la diferencial de la superficie
Hescrlpta por dlcho arco es Igual al producto‘de

? (qua es la razon constante dela c1rcunferenc1a

del circulo-al radio ), de'la ordenada Vs Y de ds
diferencial de dicho' arco : y'si la ‘curva A MN se
refiere al didmetro 4G , 13 diferencial de 1a’ super-

ficie descnpta por un arco A M serd igual al pro-
pSc.b
ducto de Ia cantxdad constante -—-——— de Ia orde-

nada Vs Y de ds dxferencml del mismo arco 4 M
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COROLARIO II
. 246. Luego si una curva, AMN se refiere al
exe 4G (Fig. 25.), la expresion de la superficie
producida por la revolucion de un arco 4 M al re-
dedor de 4G seri igual 4 -ir XS89 ds: y si una curva

AMN se refiere ( Fig. 26.) ‘al didmetro AG

expresxon de la superficie producida por la rc:volu-
cion de un arco 4M al rededot de 4G sera 1gual a
PS" b

X S.yds, si se supone ¢l dngulo 4 B M=t

Icfcrldo al radio constante.r. :

EXEMPLO bl

<F24e Sc& 1:: curva 4}!1‘]?" una,. Para,bola Apo-»
loniana referida al exe AG , cuya equacion es y*
=24z, si se suponen l1as cobrdenadas” 4 B==z,
BM:y-, y el-parimetro= 2 4. Fig. 25.. ;
Siendo la-equacion y* =242, se tendré..(z:zg)

ds = I‘IW@ taihy luego E°%s. yids )6 l:uen la sud

perﬁqe descrlpta por el arco palabollco A M al re-

dedor del exe A G sexé 1gual a o xS ydyJ( "+a“)

X(}’ +a ) +A chha superﬁcm es ce-

34:'
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ro quando 1a ordenada y es ceros de donde re-

sulla U= ———)( (d”‘) +-¢4 'Y por consngmente la

e.onstante A== -%; Pol' tanto la. superficie des=
crxpta pc:r el arco parabohco AM al redédor del

% (3" +ag)’—““‘3—;-- |

exe AG sera 1gual i 3M

<7 EXEMPLOIL

' 248 Sea 1a curva DAE una Ehpse Apoloma-
na r*eferxda 4 los-exes, “cuya equacxonts Y=

(g5 2o ) 5,51 s¢ suponen las mordenada-s C.B =z,

B M _y y los serﬁaexcs CD._& C.d -—-b Fzg 34. _

F’zt

Smndo la equacmn 4T Ehpse 3'“ =— )Z(a “2%),

A e G

=,
&

d’:c v'( X:r +a”)
se tendri (225' X Mos==00 é(a _'_x_n.)
‘ ‘;2 3 2 ‘ yfx + BJ ‘.') i fo {
:L(::L)x P Q,) sr es. 6?@ y smn—

4.
(“r—g?-x )

). lue—

do b<a, sera JJ"—M ).( e

go ——)(,S yds, 6 blen, la superﬁme produmda por
la Ievolu(:lon del arco A' M al rededor del exe DL'
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serd en eI pum er caso de ser Zv>a lgUal j pa(b?=a? )x
. i '-fa";' i

dw(xﬁ-;-w_a, ) - )
\ : d(a' ;

S. dxv‘(x +5, a;) pcro ( 12;) S dx#(x +5; )

S. xl/’(cz -:::”‘)x astbullie ’)x

=32 V(= + )_?_ m(b,, = ><1; (2= (2
+5z vl s s ) luego sera dlcha supetﬁcxe 1gual
. PW(V—«‘\ +
S (-V(x + B;gq_uf.) ,,q(;iﬁ_m 2%
1 Ri, 1hio Lat

_1”? :r”-;[- o m?,')D +A) y porque snenda

Z (x.
¥
el arco ..4 M ol la dicha. superﬁme y la abscxsa x
+
son cero , se tencha Ia constante A= —5—('!:_:""? X

Ii 4 ﬁ?_—— Paf tmtci si-esth % a5:1a superﬁcne

descnpta gar el arco 4 M al_rededor del exe DE
- pt v‘(f* —a?) ar i)
serh loual e ( VACES &’—a*)

; " : . -3-'+~f(x’+‘—r“*)
= X L.— ) Y en-el se-

nx(b"—-a”j 4 4(52._

gundo caso , estoes, quando seab<n, 4 —;x S.yds,

6 bien la superficie descripta por ¢l arco 4 M at
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tededor ‘delexe DE serd 1gua1 4 BV Pd(ﬂ

AR STV A dx#( .--x"‘) ] ]
: o \i,aé_- 2y
V(.a — )x J(a .—:t; ) e '_._......_,p ( - )X

S dx]/( — —2 ), pero—(xzo)Sd:rl/( i o )

_s)

X5><

_"-_y( x )+2#(a_z bz) Xu"l'd, SICn-

do 4 un arco. del mrculo, que tlene el seno z, y el

T Y .'. . F = S ]
< e - !...'. Fd 4

radlo -—- ( - b,) lucgo sxendo a-;-b la superﬁ-

cle descripw por el arco AM al rededor del exe
at—b* Tea 3
1’,5_ sexd Jagl 8 MX(}_’/ (*ﬁ-“

an

AT SRR T AT R R o WP PR O » IR

L (3-8 ¢ .,'\1' r" :. a 'L;

-l- M(ﬂg_‘b,) X u+A) y porque 51 es e1 Aarco
AM-_- 0, tambien 1a dlcha superﬁc1e laz » Y. el
aICO ou‘cular 150N ‘Cero L sei telidlé""la censtamte
_A == 04y N\

3 D X E MPL 0 I I 1.0

349, Sea la curva' AMN 1a H1pe.nbo;a--Agb1&._
niana. refesida; 4 los exes S, o P Q,cuya equacion

2

il
es: y’ '——X(.x'*-—ag) sise: suponen las.coordena-

das CB-—x., BM_.y, y los semlexes CA—-*a,
CQ —h-b Flg 23 ._‘_‘; =5 J Ehl "'- % e

o L ™ Rgni
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fsien.cld;:liﬁqﬁacibn'_:_.é la: -Hip.érbola; P=2x

N dxd( x:r: -a”)
(;c?'-.a?_)_.;;-seré--.(zzz}_). ‘!-f o] AR, ta az) '

28 |
\ } JIJ(':CQ' --;-—-;-) Pt s e 30
d( ¥ i
.__—) x d(x"" —a ) luego —-xs yd;‘
é blen la supexﬁme descrlpta por el arco A M al

[s .t on
tededor del exe CB sera 1gua1 a st )(

-dregue sl o

{ ‘ix‘_’(“’ -ﬁa‘ b‘) (ﬁ +5%) -
Vix ""a )X .“’(_g da) ""\ . x

3.dx]f (_i-i- = 5,), pero ( Iig) A d:r]/(:r b,)

{: 59 i3 4 .a.‘
=;_ V(xﬁ..,a +b$}+ gx(a‘-t—b“) XL;(I“

V (@==7z) )= luego, dicha superficie serj i ual
+b g

at’

4 PW(“’ +5%) /7 =
X( VG +b=)+ 2.(a" 1 %) X

s (-!.x‘-"" Va2~ W) ) + 4 ) i1y porque. si
és el'arco AM =0 . la"dicha supérficie e's"-'ééro*,f'fy

a®h. ..
la absmsa '==a, seri la constante 4= = —‘-r-n H@ )

e ,.,‘(aa ) XL_- (_d —(—;—z;‘j) Por tanto La su



{(ax7) ‘
pél:ﬁ?:i@' descmipta--"pa"r el'arco 4 M al rtededordel

b B?
exe CB sera 1gualﬁ Li(——*——’-x —-VxL T h.;)
-;*f. '_:-_=.;" ibriagiog R ':-'f."i.. as-—d(?x"’...i.-_.a_

! zb i : a* 1 b*
i n#(a’-;-b’) + nx(a"-t-b‘) XL ___—db 1/(4 +b“))

X

EXEMPLO IV

S Sy 1 G 1 A
250. Se pide hallarla: superﬁcm del Cono BADC,
s¢ 12, G Supongase BADC 1n-cono recto ( Fig 37.)
qu:e tléne swexe .B'L perpendicular 4 la base D 4
Considérese €l:lado B Cl: del:trigngiilé. fectingule
~ BLC en las posiciones BE 'y B D" y siendo el
arco D E: evanecente 5 sera‘el 'triéngult)' BDE rec+
t;’mgulo en D l_gual i DE)(BD 6 bien 4 % Dl%' X
BC: luego si se ‘Considera 12 super}ime ciemaich‘d
‘cono dividida en’tridngulos’ evanecentes:; cuyas_baf
ses son 10s arcos evanecentes 'de la: periferiaDJ
se tendrd que la superficie del cono ecto es: lgual
i ;BC Xb[ circunferencia de 1a base.™ " ¥
. Sea el cono, B ADC escaleno ( Fig. 38.)
cuyo exe BLes obhquo 4 1a base DI. Cortese
dicho:cono con el plano tuangular 4BC, que pa-
se porel-exe B L y sea pcrpendxcular 4 1a’ base _
D I. Tirense , la perpendicular BG al plano D7
ge .
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‘prolongads , i & hecasarié, ‘latangente HDFQ
(qualquiera punto, I de: I 'czmunferencla DI, la
Teécta G F perpendiculars” HF, las rectﬁé BD ¥
B gﬁ‘_,_‘él.mdlo LD, yla DK perpendicular al
,dflametfﬁ G~A Némbsense , ‘el radio. M 3 Y
L6 =5, 'la Ay Boe sy g 0 R g Siéndo,
pues, BG perpepélcmaf al PI:&:I%%EG F, sera tam-
bien el plano FB G pelpendlcular a dicho plano
HGFS 610 |7 Fiesi perpenditnlar 41 6F comun
seccion de dichos dos planos : luego seérd H F per-
perilicular & F Boenoetipiinto Fo-Porstatito 5k se
consideis el arcol DB evanegente., el tridngulo evas
fecentéoD BB :elemento, de Ta sipérficie conicases
Fa iguala $ DEX B F. ‘Porila- semejanza; de’i10s
tr}a»ngule).m *.K' Ly HD L sompmpmucmriali:s gLI{'*‘
* sid o GG o :
yfpo*f‘ laxeme}anm ﬂmlas mémgulos :LBH "G EH
son- pr@pbrcxona?}es HolioL D= HGs 6‘)Fr Vesto
isi ﬁ*cd 03288 O n& {s fp'“!h“ G Be 5 hivasd 9

s 2 ‘z"_; + 158 3 ,J?'Ju*f Ui
._.. A (“ 44”)1‘
V(;BG +Gi<‘) ) ﬂ( ‘*'-H_ S% oy

J = 5 oS f) T’uu‘}th 3 H
CIO II el arco e’van ceni:e DE__ —
P ( 75 v} ’ - \“: &L ( ?%’taa

luego. el 'tn;mﬂule evanecente .DBE elemeritg de
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ia supcrﬁcw b it ‘Sél'a “ig“ua‘[ 5 _maﬁi ; 5 )2

,'g),, DD 0 fmug o DRK a2 .

é’ S € intsgrando sse tendsd La sus

2ig Jw{a*c"~+(as ;hg)sf Yifeii
\ pAdld¢do s "-“7;_;

A’dﬂértas': qﬁe esta'i m,

perﬁme conica 1gual a 5

§i d-w.(a‘c’ﬁ '3*-:!*‘34”35&-'- b*:—“i}.
2 S _n‘.g#(a’-xs)

tegral no se ha. POdIdO feducn ni4 1as q'uadl'gitu_
1as, m a las reqtlﬁcacmnes de. las Seccmn&s; comcas.,

,‘ "EX‘EMPEO”V

el & 2eynlnsibasciag

e 2;1., Se Plde hallar Ja, su{xerﬁmé d
AKCFE.gquoq RE% &
1‘,’.____ Supdn gase'AK_:C«

ﬁn Cl‘llndl;; recto (F;g ;}9)
que tlene su;ex'e HG i):eri)éhéhcular a I‘;* has 3

1= 3 gl )

ansnd,erese r f. fagfo DC dcl rectangulo : C er ias :

- R E

pdmcxones PLy 0 K, mlentras dgcho lado descrl-

bg la supelﬁme cdlnduca _. lu,ego serdn . Las ,rcctas-_

OK.PL pérpendlculares a Ia base ‘KR del c111n-_
dro; y considerando &l arco XL e tcente , Te~
sultard el rectingulé’ O L dgual'4'PLX LK, 6
bien 4 D XLK. Por tanto si se. considera la

sugerﬁcxe de du:ho rc;lmc[ro dnndlda en rcctan—

Mz ah iobhshod v 4100

gulos evanecentes 2 cuyas i:)ases son 'los “arcos eva-
necentes de T2/ penfcrla dél”circulo BRCK | s
tendrd que la superficie del cilindro recto es igual
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DC xc KBRC cxrcunferenma de 12 base. s
2%, 'Sed AKC un mlmdro escaleno ( Fig. 4q.)
cliyo’ exe H G es 6bligiio 4 1a base: R K. Cortesé
dicho: cilindro. con, un‘ plano MQ perpendicular &
dicho exe; y- la linea E MFQ , comun seccion del
plano. MQ.y. qe la superficie »cﬂmdncaw, serdtna
EIIPSQ Io qual se demuestra con el mmsmo méto-
fa cons1de1ese Ia recta o e Que “déseribe la sti-
perficie cilindricajentJag posicionesiP L y 0 K\, las
quales s%rgn pe1pepdlculares a 1a Ehpse MQ, por
ser paralefas ‘al exe HG 'lue o sise consu:lera el
arco MN evanecente , serd. el paralelogramo oL
e’vanecfente! 1gual a PL XMN o blen a DC __X'MN*
y as: dlvui'cfa la sugerﬁc:e de d:cho cﬂf" -0’ en pa:

c:1e del. c1hpd.ro escaleno 151131 a DC xM Q pcri—
de lsi_ referlda IEhpse. : i

it de - GOIENZE ]‘nlJ % n

"EXEMRLO VL

252. : Se plde determmar ia equacnon £ Ia curva

que d'ando una revoluc;on al redcdor de su exe,'

54 SR 28

'L. DDOFIE Y n_:

pmduce una supmﬁqe 1gual 4:'1 £ X (4%= ay)

" F'(’)z'm_gﬁel;jia .g_quh’élon_ _:-' ')‘("5._ _1; ds= %’_x-.( P cy)
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luego ser yids =e=adys pero ( 220) “ds= Y (dx*
490z ego 4 F (i) =y y el

vando ambos miembros al quadrado,"" se tendra

?’Pd“ +ygdy"'—d’dy g . de dondc dx’- i{a? ‘:’)*df

* dy(at— )
o

?

dx = -+- e uacmn a la curva llama-
Y q

da Tlatona de la qual se hablara en 10 suceswo.

PROPOSICION XXXVI

i .{_} 32 ‘:; LV-L ‘. }

253. Si qualqmera curva 4 M N referlda al fo-
AF como exe halfar la d[ferencxal de la supcrﬁcne
descrlpta poriin’arco 4 M de dicha curva. Fig. 32.
5 8upéngarise ,la cotistruccion y las denominacio=
nés ‘dadas-antes (240) , esto es, HP =T, el arco
circular PH=1u, la ordenada }?'M y y cons;de-
rando €l angulo M Fm infinitésimo , la diferencial
de la superficie descripta por el arco AM al rede-
dor de 4 F seid 1a) superficie descripta por el ar-
co evanecente Mm al rededor de la misma 4 F;
pero: (28) esta superﬁc;e £s 1gual al arco evane-
- cente Mm multlphcado por la circunferencia del
clrculo cujtb i¥adio ‘es "M B tuego la - diferencial
de la superficie descripta por el arco 4 M al rede-
dor de A F ser4 igual al arco evanecente M m muI—
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mphcado “por. la: cucunfercmcm del eirculo cuyd

_px.fq uxy "i
OERY

rad:o es MB, y 51end? ZI/.":'n.---a’fT jr

cn‘cunferencm d:l, c1rcu10 £919, Jadm s M B =
Sc.uxy

'se tendra que la dlfercncml de la superﬁclc

Ir !‘ e e e L T i S

descrlpta por ell arco ./IM al redcdor de AF es

” W &l

lgual a- - xSc ux yds. Que es &c. _
1 2 ¢ f‘_}'i_‘__"i__" £
i COROLfAjRIO I
i 8 S S L e BETHD Brol o de

254. 81 gn 12 expreszpn —*)E'Sc. u}t ﬁds de ‘Ia -
chferenczal de la; snperﬁcm descnpta por. el arc@
AM al rededor: de, AF se substituye ( ;.mg,) en: lugar

de J: su valor ]/ ?‘d" -}-‘d *) = dﬂﬁd& ”"dy‘)r

r

\ re B 2 G

se tcndra Ia dzferenc1a1 1gua1 a ——XyScrux I/;-ygdu*

-l—r"‘dy) s HER il
: COROLARIO II ) 200

25; Luego la superﬁcne descripta por tn arco’
AM de qualqulera Curva A M N refenda a‘l «f0cus?

Fal rededor de la Qrdenagia .4 F sara l,gﬂﬂl é X-_-

IS ,-[

S Sc uxyd;s, ti)d
+ 1 dy).

bien igual § £ xSySeux Ppdi®
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'EXEMPLO.

i I

= 2561_ Sea fa. t:lll'va AM wn arco de: cncnlo cu-
yo radio 4€ es 1gual ar. Fig. 29.
Por 10 demostrado la superﬁme descnpta POf

el axco AM al rededor . de AC es_igual 4 ;;x

S.Sc.uXydss, pe’ro en, cl c;rculoﬁ CAM N qual-
quiera ordenada y, que sale del focus 6 centro C,
es 1gual aL radlo oY ademas €s d 5= d u: luego

sera Ia superﬁme que s€, pxde 1gual é 5 x S rSc U

xdu =pXS. = founde, 3 pero (114) s e w%a —'D Ce.u:
luego la, auperﬁc;e descrlpta por el arco A M.al re-
decLQ_r dek radio. AC Serd. Jgual a px s Cc U=
-p)(C;.u-l—-A La constante A es xgual ap7,
porque es Ceau=r, siendo dlcha superﬁcxe igual
& ceros=Por tanto. lasuperficie “esférica: descripta
por el arco circular 4 M al rededor del radio 4C
sera igual 4 —p X.Ce. u-l—pr-—px(r—Cc u)., es-
to €s, 1gu31 ila penfcrla del circulo maximo mul-
_t;pl]lcada Qor A '___,;seno ve,:;so del axco .A M =1

S
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De las Férmulas diferenciales, con las qua-~
les se determinan fas .S“ubmngmt’es Tangen-
tes , Normales, Subnormales, Radzos ‘dil
Osculo Efvofutas y las Maxmms 0 Mzmmas
Ordmadas, en'las Curvas rd’emdas a lds

- e:re.s', d‘ ametros, 6 focus. EA

&

PROPOSICION XXXVII

2;7 Sl en un punto M de’ qualqulera ‘curva
la recta Q MT prolongada hasta encontrar AG en
T y la recta M B es. ordenada 4 dlChO exe 0 dla-

A M=:s, la subtangente BT es 1gual la expre-

sion dzferencxal y la tangente M T—- yﬁ: k

S [l,.‘-_ ,'__,, N s 3 §

Fig. 41y 42. |
Tirense, 1a ordenada bm prolongada 51 &5 ne-

cesano, hasta encontrar la tangente en Q, y la rec-'
ta M E paralela 4 4G. Si se’ considera B4 évanea
cente 6 diferencial de la abscisa 4 B, serin, ME
=Bb=dz,Em=dy, Mm=ds,y (24) lara-
zon de mE : ME igual 41a de QE: E M; pero
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por la semejanza de los tridngulos QEM, MB r
es QE: EM=MB:BT: luego serda mE: ME

== MB .BT esto@s.,1dy's dx = y:::B I3 por con-
dx

sngmcnte se tendla B T —_— —%— en 1a suposmmn quc

se a_umenta-n las’ varmbles-x.,-.-;y 3 y-si/mientras se au-

menta la variable .z, se disminuye la vy, serd BT

ydie %o ydx

. Con el mismo mét_odc; se de-
mostrard ser Em : M‘m"——- BM" Mz, esto 85 ; d'y

ds.._y MT, y- por consngmente .E‘lIT._I.y—?- Qué

es &c. %
COROLARIO oA

nhim

258 ‘Luégo dada 1a curva A M N, se determl-
 nar4 la subtangente B 7, si por medio de Ia equa-
cion 4 la curva se halla el valor de la fraccion

j—: por las variables z , y, y_dicho valor se substi- -
tuye enla expﬁresion de la subtangente -?%x- . Igual.i
mente si se determina el valor de por 1as varia-

bles ﬁmtas Z .Y, y s substltuyc en la expresion

ds
—3;—5,‘— » S€ tendra la tangente M T,

'’
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COROLARIOII

1025081 Eﬂ una curva dada,” hallada'la. razon dfe:
d 'y dz, que llamo en general X:Z, se determina-
ri la posicion de la tangente M7 en qualquier pun-
to M de'la misma curva, esto-es, “los angulos
BMTy BTM, que forman la ordenada y el-dia-
metro. con la tangente ; porque: siendo dytdr =
X: 2,y por lo demostrado (257 ) dy : dx =M B:
BT, serd X: Z= M:B: BT luego si se forma el
trlanoulo CD'F con el dngulo. CI F=TBM, y
con’ los lados D F=— R D2 resultard el
tridngulo C D F' semejante: al trisngulo TBM, y
en dicho. tridngulo: se: determinarén los senos de los,
angulos; CED, DCE,, que: son: respectivamente
iguales 4 los BMI", BT M. ,

COROLARIO IIL

" 260. Si se pide hallar la posicion de 1a tangen;-
te MT respecto 4 un punto: determinado en una
curva dada , en la razon que tiene 4y :dz, y que
se ha llamado antes X £, se: substituirin los valo-
res de las coordenadas z, y, que: tienen respecto
de dicho- punto; y si 11echas estas’ substitucmnes,_ :

resulta,
SR L dx.-a v, esto= es, como qualquier
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cantidad firiita 4 otra, se determinari la posicion
de la tangente 5 y siendo finito el valor de la orde-.
nada | serd finita la- 9ubtangente que peltenece al
punto dado en'la curva propuesta : -

2°. dy:dxr=o0:a,serd infinita dicha subtan-
gente , y por consiguiente la tangente sera paralela
al difmetro de la curva, 6 este didmetro sera tan-
gente 4 la.curva, si la ordenada' y es cero: -

3% dy:dx=a:o0,la subtangente seri cero, y
por consiguiente la ordenada dada sera tangente
d la curva, 6 la tangente 'serd paralela a Ias orde-
nadas , si la ordenada dada es cero :

4°. dy:dx=o0:0, se hallarin por el métode
dado ( 54 ) las razones que tiene dy:dz , y se de-
terminardn las subtangentes al punto que:pertene-
~ ce 4 dos , tres y &c. ramos-de la curva- propuesta, s
si-dy:dz tiene dos tres, &c. razones.

CO_R_OLARIO ILv.

261. Del segundo caso del Corolario antece-
dente se infiere el método para determinar en una
curva dada el punto que tiene la tangente parale-
la al didmetro; esto es, se diferenciard la equacion
4 la curva, y se supondri dy== o, y despues por
medio de la equacion que resulta, y dela equa-
cion 4 la curva, se determinarin los valores de



®
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la abscisa y dela ordenada cottespondientes al
. punto. que se busca en la curva propuesta, Si-¢l
wvalor de la ordenada ha resnltado. igual 4 cero, €}
mismo didmetro, serd ‘tangente 4-1a curval .

" COROLARIO V. '

262 Tambien del caso tercero del Cordlario
IIL. se:infiere el método para determinar en una
curva dada el punto. del que es tangente la orde-
nada que le:corresponde , 6 bien el punto que tie-
-ne su: tangente- paralela 4 las ordenadas ;:esto es;
se diferenciara la equacion 3 la curva 5 Y 5€. 58
pondra dz =0, y despues por medio de'la equa-
cion que resulta, y de la equacion 4 la- curva;
se: determinaran los valores de-la ordenada y de:la
abscisa correspondientes:al ;punto que:se busca en
la curva propuesta..Si el valor de la ordenada es
cero, el valor de la abscisa z dari el punto de la
curva que tiene la tangente Pamlela alas ordcnadasa.

ESCOLIO

263 Obcérvese que, determmada la subtangen~
te BT en téxminos finitos , se determinari el valor
de-la tangente: M7 por la resolucion del tridngu-
lo M BT: pues en ¢l son dados los lados M B;
BT y el dngulo B formade por. las coordenadas
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de 1a curva, Si dicho éngulo B es recto, serda M. T
==]/((MB )%= (BT) ). Tambien obsérvese que,
si-se-llaman z 12" sub..tangs?n,te 'y T la tangente ; s&
& L s . ) __:'y,dx yd.r
'_tenc%-rafn‘;rljehl.s- cqg-a@-xoﬂé_ﬁ dy =L . dy -—-T lueco

A e Trfsf :
serdn ydz=tdy, ds=— 5. -por. Co.nsngmente_-
S.yd :r=S fldy", s=5 -Iia-g-, ‘cuyas féfmula:s"'p"ué."
den ser utzles en los casos pqrtlculares para deter-
minar el area y el arco de una curva dada, en
quien las’cantidades ., 7 est;m ‘dadas por y, & blen
son 1guales a cantldades constantes. 155 OYS

EXEMPLO I

e T

= 264. Sea la cutva AM N la Pa:abola Apolo-
niana’ referlda al dismetro 4G , cuya 'equacion ‘es
V> =24z, si se 'suponen la abscisa AB=z, 1a orde-
nada BM=y, y la quadrupla distancia del vér-
tice 4 al focus F, esto es, 4 AF=2a. Fzg 43

Slcndo y 2 ==2 ax 584 zydy_-zadx 5..por

con-s1gu1cntc se tendra d— = -a— . Por tanto si se
“ y -

substituye = a en hlgar e j—; enla expresmn dc Ta

3
9

vdx
subtangente T se tendri la subtangente .BT_'"-?

=2z, poriséry? = 2ax:luego la subtangente en
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la Parabola siempre es dupla de la abscisa.

Por ser ydy=adx ,serd dy:dr=a:y; pero
dy:dw=DBDM: BT : luego setai - BM: Bl =a:¥y.
Ahora si se forma el triangulo ¥'SZ,, de suerte que
sean S¥=a, SZ..-BM__-y vy el dngulo ¥SZ
=M BTy resultari el tridngulo ¥ $Z' semejante
al tuangulo MBT, y en él serd Sc. SYZ._. '

.S'c be g S SZY a)(Sc 6

e RN e
si_se llama b el angulo formado por las coordena~
das: luego en qualqu1e1 punto M de la curva pro;
puesta , quedarin determinados los Angulos BMT,
BTM, por ser estos respectivamente iguales 4 los
angulos SY.Z, §ZY. Por exemplo , si.se;piden los
angulos .BMT BTM, supuesta la ordenada BM

-‘.’Y-— a, serd Sc. B MT= . AXSC.b .
Q"( aq’ g__cc b Q,)
-—;-CL;-, v Se. BTM___ axsiz;
aa®*Ce
Jatr——) . S ey o
= -"‘S..C'fcc'b- 5 por ‘consiguiente en-dicha supo-
(24 - ) '

:_sici'on"se-rén iguales los 4ngulos BMT, BT M.
‘Finalmente por la semejanza de los tridngulos



& e
Y.SZ’ MBTseraSY Y= BM MT, esto es,

aCe.b
//( 4 4 XS""‘Z‘/ )“'3’ MT por con-

siguiente se tendri la 'tangen_te MT— ;-' V(a*
2aCle.b.

ot

'-f

—XI4y*)." ;
'“'EXEMPLOII

; 255 Sea la curva A M N la Ehpse Apolomana
referida 4 los didmetros conjugados 4G, SH , cuya

equacion es y"'..::.‘,:'.—x (24 x=—22); si se suponen

la abscisa 4B =1z",1a ordenada BM ==?/ y AG =24,
HS=20b.Fig. 44.. .

lee,rencxando la: equamon dada » S€ tendxa 2ydy
3 I?“ o b
X(zad:c—zxd:c) por: consrgmente Sy

bg X .. Por tanto: si se: substltuye el valor ha-

lado' de —y en la férmula j? , - sex tendra 1a- sub-
- tangente:.B‘T’-*_—::;;‘x 3 gar—ut » por ser 3:

a— (==X

6’3 E , i “\-; - et z i g ) - Bl BT ¥
= X(2ax—2" ) Tuego serd 2=z 30 g =y

BT, esto 65, BC:iBG= AB{BT."
Si se pide determinar en la curva propuesta el
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punto que tiené’la’ tangente ‘paralela; al diimetro
AG ,en la equacmn dlfcrencmda de. dicha . curva
se supondré dy'=="075 por conSIgulente “se' tendm

-.b:l

o prt (2adx ~2zd) ; de ‘donde a=z; y
substituyendo # en lugar de z en-la, equamoh ‘ala
curva, serd y=-t5: luego 4 las coordenadas r==a,
y__-!-b corresponde el punto que se busca , esto

, las tarigentes én, los puntos H y S som paralelas
al dlamethG 3 zotdamiih 20! & ehiTelon

310q L2 de 42 E:TX;E-\M_P.I;.O' _‘_"II:I. ¢ 89, FOISRERD
" 266." Sea la Hipérbola' 4 M N referida 4 los dia-
metros con;ugados .,4 G HE ,. cuya equacmn es
j?' - 5_ X (24:1:-{—::"') » s se suponcn A.B =4, .

BM.._y., AG—nzd HE—-Q.!: Fzg 45.
Diferenciando la equacion 4 la curva propues-

ta, se tendrd 2 v4dy —-f—-)((zadx-i-:zx dx) por

: dx. a?
' conmgutente = —;;X aix

?'Jz wdz
este. valor en la expresion —~ i o tendrd - 6

luego substituyendo

3:’ gaz-}-x‘ ’
)

'b1en la subtangente BZ’=-‘; ‘a_,_,, P

2

o B
por ser y*= — (z.:z 3 + z ’) por consngmente
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ad-z: 2a+::,_.-:r Bf esto es, CB GB=A45:
: 81 en la; equacion d{fmencmda .d¢ la,curya, se
supona dx =0, ;gsultam Y=oy, siendo. :y._-ua;’ hse-
fin2==g, x=-—=24: luego los puntos A y G de.
lag Hipérbolas opuestas tendian sus mnaentes para—

lelas. 4. lqs ‘ordenadas.. Bl ;.

EXEMPLO IV L niuh]

mana refcnda a las asmtotas AF A G cuya Equa-
Eion es iy = S a'h )i e supoaen las ‘ébmcrenadas
AB=— z, B M=y, y ab el producto constante
de éllas. Fzg. 46. i ;
Diferenciando la equacion 4 la curva propues-
ta , se tendrd 2 X — dy ygx--a se pone el sig-
no menos 4 la dy porquc cremendo la abscusa z, se
dlsmmuye la ordenada y: luego serd yd;x = xdy y
por con51gulente ‘%—" -; . luego substltuyendo es-
(1028 S P05 e s RIS S R e 15358 3 L
te valor en 1a expxeswn - -ﬁi se tcndra --I EL
dy ? dy
' 6| bien la subtangente Bl==z, esto es, dicha
§ b?:angente seraigual la absc1sa, pero tom
en parte contréna. 3

88
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EXEMPLO V; :
268, Sea la. cu!:va 807 NA Ai'de 12’ equacion
¥ a4 ik 24 by, Ta'qual clitva ‘ticne ‘tres Faz
mos MAN, mdn', nAN, que se cortan en el pun-
to 45y sea Gg el exe de Ta misma‘carva, en quien
las abscisas z posxtwas empiezan ‘desde ‘el punto’ 4

hicia G. Fig. 47z 7 TOMAY
Diferenciando. 11 equacxon propuesta, serd 4x3dx
wzayxdx—-ax dy+hby" dy =0 5 de donde

2hi107 Y|

72 AR AN
resulta 7 sl

y< m&yx. 32 s substltmda esta valor

yd!
e cxpresnon -E-, se tendra 1a subtangente 1gua1
ax? 3‘—31’3{5 i

4x3-—=43'-1= '_
Ahom si se plde determmar }Q pﬁsmi’bn de Ta

tanoente en el punto A eI valor hallado de la frac—-

dx
cmn T sera 1gua1 a 52 porque en el punto A son
A E)e s Py

b Bler{1a. 7O

r==0, y..-.-o luego para determmar en este caso,

el valor de ;—; se dxferenmara (54) la equacnon

4.:1,3dx——zaya:d:r—-a;r*‘dy+3by”‘dy—:b én la_
suposicion que dx , dy son constantes; por, 10 que
se tendri la equacion. 1227 dz® —2aydz® —
4azdzdy+6bydy*=o, de la qual se deduce
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tgmb:en g;;_. . , en la mlsma suposmon que x ), ¥

_ son 1gua1es i cero, Fmalmente si se dxferencna esta
ultima equacxon enla 5up051C10n que dz, dy son
‘constantes , se tendrd 24xdr3—6ady X dx* + 6bdy3
=0, en la qual supuesta T=0, s¢ desvanece el
pnmer telmmo y queda la equalcxon —-6 a dy X
d:r +6bdy3—a 0 bxen b&'ﬂ-—-ddyxdx‘i lue=

g sela a’y-—-o ¥ dy—--l- xdx 3 por consngmcn-

te. dy dzx tiene tres razones 2% por las quales se de-
termma la’ posxcxon de! 1as ‘tres tangentes corres-
pondlentes al punto A: pues , siendo dy'=o, el
exe Gg serd (261 ) tangente del 1amo nAN en el
punto A y- por ser dy:di=va: Vb, tomada
AP=vb,y sobre 4G levantada la perpendlcular
PT=va, yla recta AT tirada por los puntos
A 'y T sera tangente del ramo n4m en el punto
Ay finalmente por ser (dy: dax=—~a:45, he-
cha la dlcha construccion hicia la parte de las
abscisas negativas , se tendri la tangente At del ra-
mo M AN en el punto it

'EXEMPLO VI

+1269. Se: pide- hallat’ la’ equacion a las curvas
seferidas 4:losi exes, que tienen la tangente cons-
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e Sl'éé aman z y las comdenadas., y aia
‘tangente)céﬂst'tﬁte de flavfturva quie se* bus{:a ' serd

1| s
o rey T ' o4
3 | 1( T e il I’ £ 3 ——[-. j

b 48
por 1a cand;olon dcl melgma PTS -.-a, pero (220)

t?s' """ ._"’_C‘.%:_"?_'}_

;K(Zf ;r :i-a'y e Iuego se tendra
S Hps Bi_&; H
—-—a 3 y elevando ambc)& mlerpbros al quadrado, se-
1d ;y"'d:r +y°"dy -—a" dy de donde v dat L

T Ay glaFyn
(a —-y ))(dy"' luego dx—j:ﬂr—?-}— equa
cion g Ia 'J,'ratona P E ,que tiene. (Fzg 48 ) log
dos ramos Ce CE perfectamente xguales Ias tan—
gentes al punt ,,,,, Y 4 qualqmcxa otro punto M
;lguales 4 a,. estp es, AC;-.MD_.a 7 las coorde-‘

nadas_ A.B-_:r BM—}'.- b ity ?
2°. Sise llaman z,9, las coordenadas y a Ia

subtancrente constante de la culva qug se busca,

e 2 Y
TR

ydzx
serd pm Ia 'condlclon det: P*robl{*:méu-—T_-a{, de
id, naioauwtdenos gidib sl sibd

donde d’x—--;-——* : 1uego mtegr.ando se tendxa x_-L.,y,

equacion a la Lobautmma.., i 18 9 VN G et
PROPOSICION XXX VII.

* 20 -Si Ién .uh.-,pﬁn'ta.fM .:,de*iqiiaquui&ra .curva

A M N referida 2l exe d didmetro . 4Gles laiirecta
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MR perpendlcular 4 la tangente M7 en el punto
delcontacto M, yla recta M B es ordenada ‘4 di-

cho exe'6 diametro: digb que’en el caso 'de la cur-
dx ? Y

"vh"ré:’feifi&'h al exe’, 'seran 'Ih"lNo;m’aaI*M R

la Subnormal B R-— = Y que ‘en el otro caso

rxgui.f ot
serarr la Normal M.R f_mc bxdy ” y la $ubr\0r-
Se. Zucy&y [ Cabxy - i
mal BR__M!Jr “Cobxdy T i se suponen AB

= x5 B M i AM—;, ¥re b el :mgulo agndo
A B xeferido! al mcho constante’ .B D =r., Figi
49}' e s T

“Tirense (F g. 49 ) la ordEnada bm pro-
longada(- si'es “nécesario 5 Hiasta: encontrar ‘1a.tans
gente'en Q ;y la recta M E piralela.& 4G ; y si se
considera B b evanecente 6 diferencial de la, abcm-
sa AB. seran ME-—BZ: dzy Em=dy, y Mm
, =,=d.f. .Ahora slendo en la curva- AMN refenda’

xectos 5 Sera. cl anculo E M Q RM B pero los

anglﬂos E y B son :ectos Iuego los tuangnlos

porcmnaleglos lados esm es ) M IZ M Q B M :

MR; pero (23) ME "MQ=ME: Mn'" luego
sera ME : M;p—_BM MR esta es ydzz ds=y:
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MR, y por conslgmente se tendra MR._. ‘ﬁ’,;
Con el mismo método se demostrara ser, M E EQ

=BM: BR=ME:Em,esto es, y: BR=dz;

dy, ¥ por consiguiente la subnormal .BR_. 3;? X

2°. Swuponiendo la construcc:on del caso ante-
rior , tirense ademis ( Fig. 5o.) 'las''réctas MC y-
DF perpendiculares al diametro 4G, y la QH
perpendicular 4 M E. Considérese que Bb es eva-
necente 6 la diferencial del abscisa 4 B, y serin
los tridngulos- MEQ, MEm iguales y semejantes:
luego se tendrin, MQ=Mm=ds, EQ=En= dy,
ME=Bb=4z. Y por ser las rectas QE, EH
respectivamente’ paralelas 4 las D B, BF,sera el
angulo Q E H=D B F; pero'los dngulos en H y F
son iguales por rectos : luego seran semejantes los
triangulos Q£ H, D B F; 7y en ellos proporciona-
les los ' lados 5 esto'ies y DBy DF=QE: QH;
DB: BF=QE:EHj; y dando valores, serén

r:Se.b=dy: QH--S oy

, 7 e b=dy: EH::

bxd ; Cbei -d--CBa’.
Gar xy dedondeMH-"dx— i x?-.-'-rx el o 1

r
Asnmsmo por la seme;anza de los tuanoulos DBF

MBC, serén r: Se.b=y: MC= 222

» ¥ r:Ceb
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Ce. Bxy

==y BC_-

de 105-..-tr-1angulos: Q_H M, M CR serin proporcio-.
nales, esto es , MH: MQ=MC: MR, MH:HQ

- Y finalmente por l1a semejanza

'ﬂiﬂf—-—Cc.bxdy

=]iICCR, y dandq:valqr_es 2

:;Wé's ‘ ‘rdx—Cc bxdy | Sc.bxdy
=y MR“ rdx—Cc:. bxdy C AR CRSe LN R S
Se. bxv&v Sc.bxydy
¥:CR= rdx—Ce. bx.:iy de dondc BR=rmm Trdxz—Cec.bxdy
1 Ce.bx

: Y oSl anguTo b es obtuso, valen las mis=
iad Téimutas' de “1a normal’ y‘subnormal con tal

que se mude en ellas el signo- del: coseno del dn-
gnlo b Que es &c.,

200048 £8 ¥ IRIORS

ESC@LIO

i 26 e

271. Adviértase que: determinada 1a subtangen-
te BT en términos finitos J:espect0 3 una curva da-
da., se dﬁt{fnmnaran del, mlsmo modo la subnor-
mal y | Ia normal pues , si el ang_uio B es recto
( Fzg. 49:¥ serd la-subnormal-B R tercera propor-
c10nal 4 la subtangente BT yé la ordenada B M,
y la nor rmal MR serd! 1gual iV ¢ (BR)’-{-BM PR
y: si gl dngulo. B no es recto (Fzg., 50: ), por la
resolut:lon del tr;angulo B MT se hallara el ingu- '
lo: BMI‘., ¥o por consiguiente--el angulo BAM R
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que con B MT forma un recto: luego por la re-
solucu)n del tuangulo MBR, en el qual el lado’
M B y los angulos adyac_entes -4 dicho lado son da=
dos , se determinardn la subnormal BR y la nor- -
mai M R. Tambien adviértase que, si en las cur-
vas referidas 4 sus’ exes s sipone la normal=_X,
sé'r‘a —%’:X y p'or consr.gmen'te_ ds =£§~: lue-

Xdx
go mtemando serd s =S. e formula que puede

ser ttil ‘para la rectlﬁcacmn de las curvas refg ridas
4 los exes, en lasquales estd dada X por z 6 por .

E XEMPLO L~
272. Sea la curva AMN la Parabola Apolo-

niana referida al exe 4G, cuya equacion es y*
T2 AR g1 49 v} S ey
. Diferenciando la, equacxon propucsta 3 sera 23(@

o 34y,
- =24dz, y por conslgmcrite d:r: = pera

[ ¥ r;..‘.

(2’»3) ds== Mﬂ—?— luego seri “ﬂ;‘—“’),

v substltuyendo este valor en 1a e"Pfeslo n :, éé
tendsd £ 6 bien Ia hormal MR =15 44 ).

L * . S I & ¢ - d i
-Asim_ism'o ‘por sér 2ydy=2adxsetd 2—2=-5;~'- 3 ¥
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d
substntuycndo este valor en, la exp1esmn 2N 1

S._e.

tﬂ dlé _—- . 6 b1en la subneu.'mal B R= a, esto es,

1gual - la mltad del parametlo de 1a Paribola.- .
‘ EXEMPLO IL

1 273" Sea, la.l curval AMN la Elipse Apolot;iana

refeuda 4 sus. exes , «jcuya equacmn es y v

(za:c—-x ) , si se suponen AB =z, BM—y,

AC=a,CE=1%4. Fig. 51. .
leelenmando la equacion propuestay serd 2ydy

= z—: 8 (2. ad xz-i‘:-h_"'x dx); por i&dﬁsi‘fruierite se ten-
dy. .. .b? . e—x.

. dra _._= fo,_ 7 fuego substltuyendo este valor
& 4 E T e e s alir

s i ipia g
en Ia expresmnr%—yr” se tgpdr y y 16, b1en la sub=-

normal BR = 7—3,}(— (a—z). Ahora para.determx-
{ ¢ ¢ % 106G BLaditeoNgo & 8 :

pag la_nnr_mal MR por medio de su formula -%xi_,
tenemos que en las curyas, referidas 4 los exes es

d;___'V ( dx=+dy ;i y substituyendo en’ esta en

lugar dc dy su valor 5 X (d—-x)axdx

» S€rd en la

(a—x} xd.:r

curya propuesta ds—l/(dx —]- —) =

hh




NE™)

a btx 2 A
dx (. ¥ + bex(az) X, ¢ luego serg e 1é bxen 1a rior

a* k)
i et 2 st 8
+me"(ﬂ-—x) )» AR L Bl 61 3 s

Con el mismo método se hallara que en la Hi-

'Péfﬁ'ola referidaia los! ékéé de la‘equacion yg X |

\!

(2a3r—|-x9) son (F‘ g. ;2 ) la su'Bnormal BIT =-—)(

(d+x) y la normal MR — )(‘y(a x(zax+:r“)
+. 52 K(ed=2)*)3q nei gl o RIS o G,

asinEXE MP:LO I3 R’ ) ¢ =

274.Se pide hatlar la. eq,uaexon 4las carvas res
feridas 4 los exes , que. tienen l1a nor mal censfante
6 la subfiormal 5 6-1a suiaa de- 2 subﬁhgeﬁl‘eu y! deé
la subnormal.
B g b expresan Ias coord’enadas pm :c, v, y

la” norm:ﬂ éomstante por a’; s¢ i:endra ; S pei-f

gt A *yJ(Jf‘-pé‘y’)
10 J: V(dn: +dy ) Euego seré ey

=a; y elevando ambos mlembrcss al qyadrado se

tendra y” Jx + y dy° = a‘a’x", de do‘mde yé d‘y”'

==(a -j,a )Xd?:c«’““ lﬂege J’i*-— 7(};{?—:), ¢ inte-
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grando sera :r:==—~’(d T )-I-A por COn51gmen- !
te ﬁa -—y’*)-v-xf x-—z, Y “elevando * ambos
.mi¢mbras.al quach:adgx, 'serd- a*—y?=2%, equa-
cion al c1rculo., o

29, Si’se llaman z. 2y las comdenadas ,y ala
'subnoxmal constante , s¢ tendré por la condicion

del Problema yd? —=Z=a, y ‘multiplicando ' ambos

miembros p01 dx sera ydy:;:a dz; luego integran-

do se tendra Y = a:c + A constante 3 por consi-

gmente y ==2ax(x+ )aszaz equacmn a la

Paribola A poloniana,

- 3% - Finalmente si s¢ pidehallar’ la equacion 4
la curva que. tiene la suma /de la subnormal 'y de
la 'sub,tange.nte igual 4 una cantidad constante a, se

supondra + y‘z? =a. Hagase d x =td y y se-

d d
ti: + Z'd:r f:d de donde ty+——-..-¢z y (A)

;-;-- luego dlfcrenmando esta expresmn sera
(a-—nat’)xdt atdt
dy IR POl‘ cans1gu1.cntc dx == —(-;;;-_-—3—‘-
_at3de 3 A
(-‘-’ l)" PEIS ( 192) (t‘+l)‘ T X Dias t‘-z-:
gl
+'E"7I-T luego se tendri dz= @+ '), + )(D t.ﬂ



(244)
Catdt o

ek C m —
FyT tegraqdo sera :r== 2—;@-—,—_;——1) — x

rt’—-[
AT "x:z::"v—'XE-(rw-x)--
: ahora si en esta equacmn se substltuye en Iugar de
t su valor dado por y, cuyo valor se determina por
‘medio de Ia equacion (4) , s tendra la equacmn

t“-l-l e

2 la curva que se plde

PROPOSICION xxx1x =5

275 81 en un punto M dc qualqulela curva'
A MN referida® al” fochs B s ‘tahgente ta’recta
TMQ, y en dicho punto la recta MR ‘es perpen-
pendicular; &:!la misma! tangente ; tirada la .recta
"Z'FR perpendicular 4.1a ordenada F M en'el pun:
to F, y prolongada hasta’ qué ‘concurra con’las
.Ml'y TR en Ios puntos Ty Ri; seran: 1:1 subtan-

)

gente FT— = Ia tangente MT_- " La nor- '

mal MR = ——- y la subnormal FR = —fx—_ ,. su-j

pomendo la mdenada FM_ y, el arco AM.... /%% y
dz-el: arcos evariccente, del circulo descqlpto corela:
01denada 7. Fig. 53. . ! Ahisn

. Tirese'la ﬂrdehada F m, y pmlonauese siesine
C?é@_rmg,.,hasta‘_ﬁr}cqpta ar la tangente 7MQ en'Q5 y.
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-haciendo centio en F con el intervalo  FM descri-
“base el-arco' M E. Ahora si se considera el 4ngulo
.M Fm evanecente ,_ serin ME=dz, Em=: dy.,
Mm=ds, y el tnangulo QEMsera (23) seme-
jante é 1gual al tridngulo m B M. Y siendo los 4n-
gulos RMQ'y FME (22) iguales por rectos, se-
14:EMQ=FEMR; pero los angulos E ; M ER son
Jiguales- por. rectos : luego los tuangulos QEM,

MFR serin semejantes ; y, por ser los dngulos TMR,

M FR rectos s, serd el trlangulo ITMF seme;ante al
“tridngilo M FR: ‘luego ‘todos 1os reféridos 'trian-
gulos: serdn semejantes entie si; por-lo que se ten-
drin las proporciones , esto es, mk : EM=QE :EM
—=MF:FT,mE" Mm_-QE QﬂfﬂﬂlF MT; ME:
M= ME: MQ = LM MR ME Em ='ME"

EQ FM'—'FR y dando valorcs’, selan dy (i:r

1§

=y FI= 2 dyide=y: J[T..,ﬂ Sy
= MR—---r_ dx dy y FR.';”"E—- Quc es
&e. 110028,

- _COROLARIOL.

2.76 Slendo en 115 curyas 1efeud15 a los focus

_ (217 ) a‘x == % ,‘ sera tambxen Ta subtmgente FT

“du

. ] ;
g ¢ asimismo se- dctermmaranﬁ, si-es‘menester;
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las demas expresiones relativas 4 4a tangente ; ‘not-
mal y subnormal , advirtiendo que en las cutvas

‘referidas § los focus (22,2) es. a’: ='f-— X (y" du

+r"dy) .
COROLARIO II

g ' Dada'la curva AMN, se determmara la
subtangente BT pertenec:entc i qualquiera purito
M de dicha curva, si por medio de su'equacion

se halla el valor de ‘%—;-6 bien él de gi; -po;_,la varia-

‘ble y, y dicho valor se substituye en la ‘férmula
_ 3
dy daf

determinarin los valores de la. t:;mgente » normal
y subnormal; pero determinada la subtangente BT
en términos finitos , se hallardn las demas rectas por
el método dado (263, 271) relativamente 4 1as
curvas referidas 4 los exes, '

ESCOLIO.

, 6 bien en e - Con el mismo método se

L

278. Repitanse aqui, segun corresponda , los
métodos ensenados ( 260) respecto 4 1as curvas ‘re-
feridas 4 los exes para, determinar la posicion de la
tangente 4 qualquiera punto, 6 4 un punto detcr-
minado en una curva dada referida al focus:como;
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si suponmndo 12 ordenada y = a4 que expresa qual-
quiera cantidad finita , Tesulta que dy : 4z tiene una
razon mengr que qualquiera‘dada., el punto en la
curva correspondiente 4 dicha ordenada tendri la
éﬁbtangente’ y' tﬁhgente’ infinitas; y por ser 1a sub-
tangentc perpendlculax é la ordenada, lo serd tam<
bien 1a tangente : pero si en dicha suposmmu de 1a
ordenada y==a, resulta que dz:dy tiene una ra-
zon menor que qualquiera dada, dxcha ordenada
serd tangente 4 la curva: |- T li il

E XEMPLO.

279. Sea la curva FAMNPS 1a Espu‘al de Ar-

chlmedes.- , Cuya.equacion es y= ?.r—ri »,Suponiendo la
b 4

ordenada FM_-y, el'arco circulat PH==1u el ra:
dm FP=r, y la periferia PIIP =p. Fig. ggiinet
leerencmndo la’ equacxoﬂ pmpues’ta, serd dy

_’3 2L o v
—, y por consxgulent y:«—. g luego substl-
r

—

P
%ﬁj?eﬁao este ‘valor 'en 13 fc"r‘rmula ,,';;‘-, se tendrh
32 da. ;
2t dy & hzen Ia subtaﬂgente Fl= _.r—an luego

se:an la tangente MT-]/((FM)’+(FT)°')
=V?{_q¥%%y+),_—_#x/ ".-]---) la sub-
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normal FR— o i y"'_ -‘-'i- = ; cantldad cons-

o O

tante yla normal M‘R I/(y AHE 2)

Fmalmente si por medlo de la equacnon 4l cur-
va se plde detezmmar larazonde dy:dz, advner—
‘tase;que en las curvas refcndas a los focus es dzx

'-'-—'_-._yda » ¥ que por la‘diferencial de la equacmn &

la curva propuesta es dy ;-%—: luego se tendrd
dy dx——— 7.
PROPOSICION XL

280. Determmar . si'una curva AM N referida
al exe 6 diimetro A£G tiene mixima 6 minima. or,
denada. Fig. 55y 56.

Sila curva 4 M N tiene una mdenada B M mi-
xima 6 minima , esta ordenada tendrd precisamen-
te dos propiedades, es 4 saber , 1% que la-tangen-
te en el punto M .( Fig.«55.) serd paralela al exe
6 didmetro 4G , 6 bien la misma ordenada B M
( Fig. 56.) sera tangente & la curva jen M : Iuego
en el caso de ser la ordenada BM maxuna o mi-
nima, 6 serd ( Fig/ 55.) dy=o (260. Bp ), 6 se-
ri ( Fig. 56.) da =0, (260..3%) :.2'.' que lasior-
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denadas bm , bm infinitamente préximas 4 la orde-
nada ‘BM serdn’ 'ambas‘ménoi-es;i que'la'ordenada
mixima B M intermedia’; 6:ambas mayores qii¢ 14
ordenada mm1ma initermedia.” Luego pma”deéerrdl-
nar la mixima 6 minima ordenada’en una curva da-
da referida al exe 6 didmetso-y e diferenciarj ‘1a
equacion 4 la curya sse, supondla dy=o; por me-
dio de Ia equac10n que resulta y dela equa(:lon a
la ciirva se determmaran los ‘valores de las coorde-
nadas'z , ¥, y sean, porexemplo, ¥=uz, y="5;

en la'equacion‘4 la‘‘carva se- substituird ‘a4z en
lugaride #y° 3 Se ‘detérminari ‘el valortde la ‘orde~.
nada y/ correspondiente 4-dicha ‘abscisa a4 dx § des-
pues en [a misma equacion 4 la- «curva’ se substitui-
¥4 a—dx en lugar de z , y se determinara el valor
de la ordenada y° COrfespdndie“ﬁte 41a abscisa a— dr:
ahora si-los valores de las dos ordenadas correspon-
dientes 4 las abscisas ¢ 4 dx, a—dzx , resultan am-
bos menores ‘que'1a ordenada § = &, Ta curva ten-’
dra una -ordenada mixima. &, correspendiente d la
abscisa x=a; y si los valores de dichas dos.ordena-
das resultan ambos mayores que la ordenada g == 5

dxente 4 la absc1sa r=a; y ﬁnalmente si el valor de
una ‘de ‘dichas‘dos$ ordenadas es mayor qué &' Sy el
de la otra es menor que &, la curva no tendra ni’

ii
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max;ma ni minima ordenada. =k
- Sien la diferencial de 1a equacion 4 Ia curva se:
supom:: dx_ue,,se determinari.con-el mismo.méto~
do, si-una curva dada referida al exei6 dismetro
tiene ordenada maxima 6 minima- tangente ala mis-
ma curva. Qu'e es &eguicmiih O cgs In
Sl i C O R O L A R I O.

IR
L

281, Se mﬁele e metodo para determmar el'
miximo 6. minimo -en  una funcion dada por una:
variable x : pues ;.supuesta, ehcha funcion:. igual 4
¥ 51y tratada:la equacionique ;resulta,con el méto~{
do dado antes , se tendrd el miximo 6 minimo que;
ticne-di_.c;ha;,.-func-ion. R s .

EXEMPLO L s

tir s ik ..__I..

- 282. Se Plde haIIar, si- la curya de la equa--‘
cnon —-+ -——:‘_--% tlene maxlma 0 mmlma ordenada.

leerencmndo 1a equacxon pxopuesta se tendra\

dr ' ladx’! Jy
';'.— 23 -—-—, y’ Sl Cl’l esta equacxon se SUPOI‘IE

adpirinade - e
dy__o, sera — = - --o , de’ donde :r -a _o,
& 2

27BN ey

por conswmente z= —I— a. Slendo 2=a, se. halla-.
14 por la equacion 4 la curva,la_ mdengda_ Y =24
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Ahora para determinar si esta ordenada es mixima
6 mitiima, serd preciso. ‘hallar si4las abscisas a+-dx,
 g—dz corfésponden’ Qrdenadas mayores ¢ menores
que 1a intermedia 2/a. iPara esto, en lar equncmn‘ a
la curva . % __ :3:_ s subst‘ltmran suceswamente

a+dx A= dx cn,lngar dc 3 y ‘pot:la: pnmcra

a

awde! o
substltucxon se tendra la C‘lua‘"o“ z & T

'y : ga’ -l-cadr del S Jlx"'

o - 6 bien T 2a+a+d.1: —-y: Y

af

]_;;br la, -Sllbstltl]CIOI'l segunda se. hallara dcl mlsmq

da? '
modo za-l-——-w'.—_‘—- y luego las ordena'das corres*

pondlentes 1as absc;cas a -f- d 2 _a — d x son am—
bas mayores c{ueTa oraenada mtermedla 54 por
conmgﬁiéh‘te esta ordenadé : que corrcsponde 4 1a
abscisa x—-a serd. mimma. Del mismo modo se
‘allari que 4 la abscisa z = —2 corresponde la or-
denada minima —-2 a entre las negatwas. -------- X

EXEMPLO II.

283. 81 Ia recta dada A B se. dmde en dos par-
tes qualesqmera 4D, D B, Y éstas se elevan 4 las
respectivas p@tcsta&es dadas m )1’ y se formar ‘los
productos (4D)™ X(DB)"; se pllde determinar el
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maxime entre todos ellos. Fzg. 57 :

oo Lldmense ; 4 B=a, 4D =23y ser§ BD =2a
=3 luego :se tendrs’ (AD Yo (DB )r=qg"3¢
(a=—2)? 5.y 'si esta funcion de z'se supone:igual-
4y, se tendrd 2 X (a—2)" =1y equacion 4 una
curva, en la qual se determinarin por el metodo
dadeilos waloreside la-ordenada’'y mixima ; 'y 'de
la o que le correnponde 'y asi determinado el va-
lor de Ia z, se cortard en 4 B una parte AR igual
4 dicho valor, y se .tendra que (AR)" X (R B)?
es el producto miximo entre 1os _infinitos produc—
tod (AD)”‘ }'("(DB)"‘ “Para esto dlfeicncmse 1a
equacion que ha resultado 2” %X (a-—— x Y=y g yose
tendra ma™ "t Xdzx X (:z—x)’*—!—nx"’x(a—x"" )?,
—dr=— djr 5 supongase ahora Jy— 0, y. sera ma""““
Xffxx(a-—x)"‘ na™ X(a :t:)""I Xd:c——o, 7 ﬁ-
nalmente partlendo esta equacmn por (a-—:r)”' B
'r”’ ¥ dx . resultard mX (a-—p:)—n:r-—-a ) _de don—

de z —f;-—a Por tanto qieda: determmado el va-

lor de la recta AR , que es'quarta proporcional 4
las cantidades dadas m+4-n, m, a3 y si se plde el
valor del prcfducto (AR)’”)((RB )" ie sera éstc

o FIRUD
' ua""“” B

Jgual a (m+n\) x (aé m-+u) m

Sl es m=n=1, , serd o= y el rectangulo mi-
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¥imo entre todos 105"ie'Ct"éngulos ADX DB seri

igual éf'-': esto es 5 a1 quadtado de la mitad’ de la
rectd dada.. |
Si se éupqner_n m=1, n=2, seri x=% 2o é_l’

producto méximo er'itre--todb's los ptoductos 4D%

a?.

(D .B)"‘ serda 1gual a

EXEMPLO I1L.

284. Entre todos los tridngulos, que tienen
iguales bases,'y constante 1a'suma de los otros dos
Tados ; se plde determmar el miximo trlangulo.
F g £8. <5 - ‘

"Tirése da perpendlcular CK 4 1ac b\asé: AB; 'y
Mmmw AB=4a, AC+CB=b,"BK=1z,y
CK=z; - por conmgmentc seran , AK=a -x. AC
=If(z°' -I-(a- 2 3HE B= P/(a:"—l- z"‘) 5 pero
€5 ACHCB=b: ‘Tuego serd 1'/(13a H(a=2)%)
_ + ”(m + z )-...Er 5 Y d1ferenc1ando esta equacion
_ -se tendra (A ) :aj x::xi;‘;g " :;i.?_:zd:)

05y
fpor ser el alca del tnanculOJICB 1gual 4 —-,-', seré

: 52 : adz
‘enl el ¢aso de la ‘maxima area ——=0, de ‘donde
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dz=0: luego en dicho caso la equacion ( 4) se
—ady 4 xdx xdx

-\/‘224-{4 .r)’ +-\/(3 4z ) —5'01 dg *donv
de 2 X V(2% + (a—12)*)=(a—z) X[’fx:?,-l.-z-’r):,
y clevando al quadrado ambos miembros y multi-
plicando , serd 222%44%2%—2ax 34 a4=421> 4 472>
=243 =2ax2%+ p¥-Ha?2h; deda qual resulta

reduciid a::

r=2 luego el triénguld h}ﬁximo"q\le' se busca
2

serd el tridngulo 1«oscc1cs 4 C B 7 Qe tiene los lados
A C= C.B._. z 3
' Se mﬁe1e que entre todos las tnangulos que
.tienen igual perimetro , el _t_l_'__lgnguig equilitero
contiene la méixima area: pues si se niega, serd ma-
-ximo ( Fig.;59: ): otro tridngulo 4 BCj, que te;iga
dos lados , como 4By BC, desiguales 5. Y :cons-
_.celf:s A;DC de mudo que sea AD-!—-DC—‘Aﬁ
.+ BC, seri por lo demostrado ADC>ABE cqn-
_‘tra la hlpotcs;s luego &c. T e
Tambien se_infiere que entre todas las ﬁguras
“rectilineas contemdas por un mismo' niimero de 1a-
_dos , y. por Jgual pqumetro la ﬁgura equﬂatera es
~mayor que lano equatera pues si se niega , serd
,mayor entre las figuras pentagonas, ( Fig.. Go. ), por
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exemplo la ABCDE que tenga los lados des-
jguales , como 4B y BC; y tirada la recta AC,
y, sobre ésta construido.el tridngulo isésceles AFC,,
de modo que sea AF4+FC=AB+BC, serd
por lo demostrado 4 FC> A BC , y anadiendo’
AEDC , seri AFCDE? A.BCDE contxa la h1-
potesis : lucgo &€ :

EXEMPLO IV

"85, Sobre las bases 4B, CD dadas formar los
trlangulos ABE, C.DF de suelte que la suma’
de- e’llos sea mixima, su*puesta la suma de los lados
AE y € F'igual 4 una cantidad dada. Fig. 61. _
Llamense A B = a, CD=b, AE+CF=c¢,
BE=z,y DF..._'z y seran AE P’(a“—l—:rﬁ),:
y C F—-?/(b" 4 22) : luego s tendri /(a +2%)
I/(b % +z y== c' : y diferenciando serd (A)

=o0. Por ser el tridngulo

ABE = — 3 y el tnangulo C.D F—“— :erﬁ"_u:ﬁ_’.

la: suma de dichos tridngulos; y como- esta suma

! vadx ¥ bde
. debe ser mﬁxnna 3 sera L

‘_.'. 0, de donde re-
e , 55
sulta dx_—T Por tanto si en la equacion (A)
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0b gkt 2ol pide vonn DAL TR el L olemas

se substituye i~ cn‘luga:__ c_!c. tf:e_, e t:_nclr;i_‘
: vaz.iz : i d

T cw(a +x’) ke v‘(ﬁ“+==)

9% y pox conmgmen-?

X 2

(e + x’) J(b“ +z

EAB Se. FCD-- (a’i;’l) é(; luego sera{

Sc. EAB :S.FCD=a:b; por consiguiente la su-
ma de los tringulos 4 BE , C D F sera mixima,
quando los senos de los. angulos EAB,FCD sean 3
como los lados A B GD. v .- s biretiaie
Por tanto si se prolongan los lados AB CD.,
de dlChOS tridngulos cuya suma es.mixima, de suer-
te que sean. B P = 4B, DQ=CD, y se tiran
las.rectas EP , QF; 1a suma de los trlangulas AEP;
C FQ serd mamma entre la de los. tridngulos forma-,
dos sobre las bases AP CQ y que txenen la sumaf
de 1os demas lados 1gual a AE-;—EP—I—CF-]— EQ.
Por tanto si es AP =CQ, serd el angilo E4P
=FCQ; ysies AP>CQ, scra el angulo k4P
> FCQ. :
Infiérese que entre las figuras rectilineas equiild='
teras contenidas por igual mimero de lados ¢é igual
penmetro la figura equidngula contiene la ‘maxi-
ma area: pues si se niega ; seri.mdxima -entre: las
figuras hexigonas equiliteras ( Fig. 62.) , por exem-

teiserd a: b__- SR pero es Sc
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Pio 1a BACD E que tenga dos dngulos BACy
EE D desiguales ; 'y sise supone el 4ngulo BAC
— FE D, tiradas las rectas BC y FD , serd el 4n-
gilo ABC<D FE,y por lo tanto el lado' BC
>FD : luego construyendo sobre las bases BC,
FD los triangulos isoseeles BaC, FbD , de suer-
te que‘sean Ba 4 aC - Db bE= BA +A C+DE
"+ EF,y Sc.aBC:8.DFb=BC:FD,sera por
lo demostrado BaC 4+ FbD>BAC +_FED iy
por consiguiente BaCDbF>BACDEF contra
1a hipétesis : luegorentre las figuras equildteras que
tienen el mismo. nimero de lados é igual ‘perime-
tro , la figura equildtera y equidngula contiene la
mixima area ; pero se ha demostrado {284) que
entre las figuras rectilineas contenidas por. ignal
niimero de lados é igual perimetro, la: equilitera
contiene la mayor area: luego entre todas las figu-
ras rectilineas contenidas por igual nimerd de la-
dos ¢é igual perimetro , la figura equilitera y equi-
angula contendri la mixima atrea: y respecto 4 que
entre los poligonos regulares que tienen igual peri=
metro, el poligono que tiene un mayor ntimero de
lados contiene la mayor area, como se demostrari
4 continuacion, elcirculo que es Gltimaniente igual
al poligono-equilitero y equidngulo inscripto en
él , y contenido por un infinito nimero de Iados;
kk
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contendr la mixima area entre los poligonos que
tienen su perimetro igual 4 la circunferencia del
circulo. ey ;

Si los poligonos MP , L H son regulares, y tie-
nen igual perimetro ( Fig. 63), el poligono M P
de mayor nimero de lados contendrd mayor area
que el poligono L A de menor nimero de_lados.
Supbnganse en los puntos B y £ los. centros de los
circulos circunscriptos 4 dichos poligonos; y ti-
~ rense las rectas B4, BG,ED , E(Q, y ademas
las: BC y EF respectivamente perpendiculares 4 las
AGy DQ. Siendo; pues, 4G: 4G HK L como
el angulo 4 BG a quatro rectos, y DQPONM:
QD como quatro rectos al dngulo D E (), serd por
igualdad ordenada 4G:DQ=ABG:DEQ,y to-
mando sus mitades se tendrdi AC: DF=A4BC:
D E F; pero cortada en la recta C 4 la parte CR
=FD, y tirada la recta BR, es (129) CA:CR
> ABC:RBC: luego sera. ABC:DEF> A4BC:
RBC,de donde RBC> D E F: luego cortada CS
=FE, ytirada RS, estard el punto § en la pro-
longacion de la perpendicular C B, y por consi-
guiente CS 6 bien su igual EF serd mayor que
C B; pero el poligono MP=D QP ONM x

57,y el poligono LH=AGHKLX = lue-
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go seré MP;- LH _ :
i EXEMPLO o R

* 286. En'un C'i-"rcul'o dado-ACB, cuyo centro
es C, inscribir un tridngulo 4D B que sea el mi-
ximo de los que se pueden: inscribir en el mismo
circulo. Fig. 64. |

Siendo el tridngulo isésceles 4D B mayor que
qualquiera de los tridngulos inscriptos 4 M'B ha-
cia una misma parte , y sobre la misma base: 4B,
el Problema propuesto se reducird’ 4° buscar un
tridngulo-isésceles 4 D B inscripto'que sea el ma-
ximo-de los isésceles que se pueden inscribir en
el circulo dado. Para esto tirese el didgmetro DFE,
que dividiri por medioda ‘cuerda 4B ;y le serd
perpendicular 5 y llamadas CD=r, CF=z, se
tendrin FD=r+z, y AF*—'V(r —2%) : luego
seri el trlangulo ADB = (r+:r)xl/r--x iy
' oxdx
JC"’—-J’) :
(r_+x)_-o en el caso del méximo triangulo , de
donde r?—z%*=1 X (r -+ ) ; por consiguiente r—z

dlfcrenmando se tendra dx //( r ——:cg) —

=z, v #=—_. Por tanto si se divide el radio CE
; ’ o * .

por medio en F, y por este punto se tira la cuer-
da 4B perpendicular al didmetro DE; tiradas
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las cuerdas 4D y D B, el tridngulo 4D B que
resulta serd el miximo que se pedia. Adviértase
que dicho triangulo £ D B es equilitero; porque
siendo 4D = (EDXDF)= F3:>, y 4B
s=2 J/(DFx FE) = 312, seri AB = AD DB.

EXEMPLO VL

. 287, Entre todos los rectingulos AM inscrip-
tos en un circulo dado 4CM, determinar el ma-
ximo. Fig. 65. - !

. Tirese el didmetro DE pcrpendlcuTar al lado
AB, que quedard dividido en dos: partes iguales
en F. Llimense , el radio € D=r, CE=z; por
consiguiente serd FB=F(r> —22): luego se ten=

drd el 1ectangulo AM.—zl/r -—~x°)><2:r £

1o
dlferencrandb sera,4dx1/(r J:J: x;) ’

',cn el caso del miximo. reqtangulo. De la equacion. -
antenor resulta ser r —2* -—*x 5 por consrgmen—

te x = r—’ . Y x_.a.?—- luCgo serd CF-—FB co-.
moﬁtamhggn: sus duplos PF y 4B serin 1guales.
Por tanto el quadrado 4 M es el miximo entre
los rectingulos que se pueden inscribir en el circu="

1o C4D B.
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~EXEMPLO V1L

.- 288, - Entre todos: los paralelepipedos FA iguas
-Ics 4 una ..cantld-ad..da_da-,-hallar_ ¢l que tiene ld mit -
nima superficie convexa. WFigel66dirzy i priog

Entre los pa:ralel'epipedos quf:insisten sobreuna
misma base yrentre Plano& paralelos ; els paralele-
plpedo recto tiene la menor ‘superficies pot con-
siguiente el: Problema propuesto se reducird 4 bus-
car entre. los paralelepq)edos rectos, 1guales a Mna
cantidad dada ‘¢ ‘que ‘tiene 1 minima supm ficie s y
para, esto, se considerarin, pnmem 1o pazalelepi=
pedos rectos que tienen lguales alturas. Supdngan-
se el paratelepapedo dado FA=a%, su altura 4B
=b.,¥- BG.—-a: 50POL; t:ons;guiqnﬁe nSe- tendl‘én los

rectangulos _esto es, AC-——b,r, BF-‘_@* AD'

= luego seri te,da la supmﬁcle del paralelep1-=

\
- F“ o \g o
...... ,.m{SJ %

o dlferfn-

) ?ﬂ-?ér.
ciando se tendla 2bd:r - e céso “de

‘la minima superficic. Be yla equacio;g anterior re-
ﬂ.j i

"sulta sex x> 5 5

de dOnde SE'_\f'—' .BL Eiero

ql Lectanvulo .BF - hlego sera: FC =t «!
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" z 2 : 3 ; -
= f_;— , esto €s, FC=C B; por consigniente en-
tre . todos ‘los: paralelepipedos: iguales! que . tienen
iguales:alturas: el paral¢lepipédo que tiene 1a ba-
se quadrada tendri la minima superficie. Supues-
to este/Tearema’ , se pasa 4 determinar’ entre to-
dos los:paralelepipedos que tienen:bases quadradas
£l que tiene la ‘m_inima superficie. Ahora supéngan-
5e.y -.ALF= a3, ydla altura 4B =2 ; por consi-_

guxente sera el quadrado BF Pt el lado BD

=B (= 1/ iy yel lcctangulo AC—x‘tf— —da3sr:.
luego toda la superﬁcse del paralelepipedo AF serd

igu al & -w-'——-l-q. Vs y difer e_ncmn-do, se tendri

o pa? dz' R e T e T
i +2I/Ez3x—-—- =0 en el caso de la mi-

nima superﬁcne de esta: équacion resulta ser :rg‘
-—-l/3 de dopde z3=143,y z=4q. Por tanto
&1 ¢ubo tiene la minima suPerﬁcxe entre todos los
paralelepipedos iguales. -

EXEMPLO ’VIII

3 289. Entre todos los conos rectos A E BD
iguales 4-una cantidad dada , determinar él que
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tiene 1a minima superficie convex. Fi ig. 67.
Supongansc i el cono recto AE BD=a3, .E;_

l1a razon constante de la penfena al radio , y el
radio de 1a base de dicho cono, esto es, CA'=:¢,
por con51gu1entc se tendran la c1rcunferenc1a EAFB

By el circulo EC F = £Z_ i luego serd ——x

2? 6ra 6r af
_ z; =a3, de donde CD-— y (CD)* _}Ti

por COl‘lSlgUlenfe .B D /'( (CD)Q (CB )Q)
_I/(zﬁ,-s:s 45 ) ; pero _.‘E;'_f multlpllcado por

nla circunferencia del circulo EA4 F B es ignal (250)
a la superﬁc1e del cono : luego esta superficie sera

ignal a nxl/‘i;a:: + 22 )X:-‘#%X/ f:"
+?I—:4). Supdngase %X;/(ﬁ +P=:.‘)-=J{;_ Yy

. 6at Fial
_quadrando esta evcpresnon, serd 4>< 3x, -l_—%—)

=1 luego diferencmndo se tendra 3 X (-— 7“2‘{”

i -ﬁf-—-——) =2y zz’y =0 en el caso de la minima

supenﬁcne convexi del cono : de la' equacmn ante-

’13 1846 183r%as
= =-x—3-,0b1en xﬁ-—

rior resulta 2 ; por



: (264)
| conmgmentc _::: == V (3"”‘) ;

EXEMPLO o

: 2'90; Entre 1os ‘infinitos corios ‘rectos I-nscrii‘ibic':s
en una esfera dada , determinar él que itienela ma-
xima superficie .convexd.  £ig..64. e

- ‘Sea el semicirculo DBE, cu.yo ‘radio’ CD e
xgual a-¢l de la esfera dada. Tirence S qualquu:ra
cm:rda DB,y la perpendicular BF al didmetro
DE; ydando el semmrculo DBE una revolu-
‘cion al rededor del dismetro D E, el tridngulo
rectangulo D F B producird un cono recto inscrip-
to en la esfera dada. Lldmense , CD=r, pla cir-
cunfewnc:la ADB CF—-::: 'y se. tendran FB

= 2—:2:"") >< }/( " —2%) 1a cxrcunferenc:a

del circulo descrlpto con el radio FB, y ﬁnal-
mente DB = V(zr X (r=+=z)); pero la superfi-
cie convexa del cono formado por dicho tridngu-

lo D FB-es (250) xoual a -P;—g- multlphcacfa por

la circunferencia del circulo: cuyo - radio es B Fe
- luego dicha supelﬁmc convexa . serd Igual aix

Flax(r+a))xt xV(r e2); O bia g T
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{‘r ) R l/( re=2x);y dlfcrencxanda s¢; tendra

LR (40 i)
en el caso de la maxima’ superﬁcxe que se busca s de
esta equacxon 1csu1ta ser 2:X (r-— :r) (r+x)_o, _

de donde ::...—- luego para que. la superﬁcn,e con-
3

vexa deL cono inscripto‘en l1a esfera dada: sea. mi-
xima, ha dc ser CF 1gual a 1a tcrcera parte del ra-

dio CE.*
ol inabiss EXEMPLO X A
291. Entle todos los c11mdros rectos mscrlptos
en una ésfera dada ', Hallar 'él que txene Ia maxnma
superficie convexi. Fig. 65. RSN P
Sea el semicirculo DB E, cuyo radio CE es
jgual 4 ¢l de Ia esfera dada. Tirese qualqmera orde-
nada B F perpendicular al didmetro D&, y for-
mese el rectangulo FM 1p§c,r1pto cn dlCh{) sem1-=
luqnon al Lcdedm del dlametro DE el rectangulo
‘-,FM describird un c11mdr0 recto inscripto en la es-
Aera dada. Llamense , CD =1, pla. cucunfetcnma

ANDMB ,, Yi CE—-,::, ¥ serdn., . FB_./(;" '—z?),
>< FE: Jj) 12’ c1rdur1ferencxa del circulo cu-

yo! tadio es B, y finalmente “FP=B M2
1l :
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uego 1a superﬁcm convexi del cilindro formado
por el rectangulo FM al rededor dels dxamet:p DE

serd. (2;1) 1guala x/(ﬁ-x“)xzx . Y. d,l.-
x2de r10i
v (r“ )+ dx X I/Zr
—xg))_o S A mAxima’ superﬁue
‘convexa ‘que se busca: de ‘esta equacmti Tesulta

‘ferenclando se tend1 —p X (

ser =22 7% — x° =0, G bien =l d@ donde
1) eih

:r—-ﬁf Iueco serd C F-—- FB > y eI rectangulo :

_;FMselé 1a mitad del quachado AM mscrlpto en
‘el circulo NC M.

3 TRYT o R o e & 108 iy i

JPROPOSICION XLI

202.° Dcterrmnar si una curva dada Lefcnda al
focus tiene maxn‘na 0 ‘minima o1denada. bt Tane oo A8
~ Enlal equacnon 3a curva supongase cero ladi-
ferencial de la ordenada’] dsto” es’y'd y_-o pbr Ta
equacion que Tresulta’ detcrmmese ‘el valor de la
ordenada ¥, ¥ sea, por exemplo, y=b; despues -
transfiérase Ta equacmn alla’curva 4 un arco-circu-
Jlar descripto: con el radio. constante Ths substltu-

it

- .yendo (217.) —,— en lugar de das por, la_,.eq.l_la-
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cion que ‘resnlta-hillese el valor.de du por. v, @y,
y dicho valor intégrese algébricamente , si se pue-
de, sino. por las quadraturas 6 por las rectificacio=
nes; en la equacion integrada substitiyase en lugar
de la y su valor hallado 4, y determinese el valor
de la u, que llamo & despues en dicha equacion
integrada substitiyanse sucesivamente a-+du , a—du
enlugardeu,y determinense por constantes du
los valores de las dos ordenadas mﬁmtamcnte plo-
ximas 4 la ordenada y._b correspcmdxente al arco
u=a: ahora si los valores de las dos ordenadas_
correspondrentes los arcos a+du c_z——d U, Ie=
sultan ambos menores que la ordenada y=15, la
curva’tendri una ordenada mixima b correspon~
diente al arco u=a; y si los valores de dichas dos
ordenadas resultan ambos'mayores que la-ordena-
da y=25, la curva tendri una ordenada minima 3
correspondiente al arco u=a;y finalmente si el
valor de una de dichas dos ordenadas es mayor que
b,y él de la otra es ménor que &, la curva no
tendrd ni maxima ni minima ordenada. La isuposi=
cion de' ' dy=0 da la ordenada mixima 6 minima
y=1b, correspondiente (278 ) al punto de la cur-
va que ticne:la tangente perpendicular 4 dicha or-
denada : pero si enla diferencial de la_equacion 4
la curva se supone dzr=o0, y el valor de la orde-
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nada y es finito , se determinarg con el mismo mé-
todo, si una curva dada referida al focus tiene or-
denada mixima 6+ mmlma tangente a la mlsma Cur-*-
va. Que és’ &c. ' ' - .

YN P L0

203, Sea dx=—+-

ydy
v’(f"’ 7*)
va refErlda al focts, 7o HHEEE

Sienla equacmn pmpuesta se” supone a’y-—a,
se hallard que la tangente es perpend1cu1ar 4l
ordcnada quando sea y=-=r. Para determmar si
dicha ordenada es max:ma 6 mlmma ) substltu)*ase
"yJ:i ; Al O
y se tendra la cquacwn;--—

i '-ytf?l { § MmO 48 rdy
:—W—a—ja de d"—’“de fesult - dus ﬁxv(r o7y

r

luego mtecf'ando serd’u'igual (116 ) 4 la' mitad’ de
un arco circular , que tiene elrradio 7, 'y el seno
igual 4 y; por consiguiente enda hipGtesis de y==a-r
serd u igual 4 la mitad:del quadrante ¢, 6 4 la'mi-
tad de-lostres quadrantes, &c. pero aumentado' '
disminuido el quadrante 4 en wna’cantidad infini-
tésima, :su seno igual 4 y siempre se disminuye:
luego 'la ordenada 'y=r'-seré -méxima.“Digase lo
mxsmo ; 51 fuese uss q : ﬂq y e : shanob
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PROPOSICION XL]I

b 129' 1 *Determmar 151 una cmv;.slp M: x&ferlda al
exe 'd drametfo A6 vidheastntotas: Fig.:68] .;69 T

70. . avofen o o1e fubskbifun al.omas, 2

f

i

" Por ser las atmtotas tafigentes 4 lacurva’en
Wina distancid infinita ) ‘Testiltan’taspropiedades: six
giiierites efi'los ties éasoss evaisaber 1% sicldvasin:
tota (Figi:68: yesolaiivecta Fidrpdraleliv ab didme-

tro'de 1a carva ; ¢ €§ el mismo [didmetro . 4G, se-
rén la’abscisa 'z infinita ;) dy==0(260:2.9) 5.y 1a
ordenada - finitd 6! deraro2% si daasintotares
( Figi 69.) laireeta LM pdralela. 4" 13s vordenddas

- de 1a cutva’, 6 taordenadai A NV-ique: saledel ‘mis-.
no origen A4 de las abscisas’y serdnilaiordendda g
infinita ;) dr=l0' (2606.°3.27) 1y la dbscisaw finita:'o
cet6 530, ‘¢i 1a' asintotar (Fig. jol Jesllarrectad M
inclinada 4 las coordenadas de'lacurva;, 6 su: pa-
ralela 4R que pasa por el origen 4 de.las absci'-
s §serd “dy adz entunarazon finitary esto es’;. co-
mor AB 4 4T vén la supos;c:i@h deJaiabscisa‘a fins
finita | y'la diferencia’ entie'lassubtangente infinita
y la-abscisa 2 infinita serd‘finita 6 cero. Luego pa-
ra determinar las @su%tetas die -una curva referida
al exe 6 dismetro , se supondra — 2 infinita , y se

- hallara ‘pormedio de‘larequiation 4'1a; cutva.el va-
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lor de la corrccgondlente ordenada y: despues se
diferenciar la equacion 4 la curva, y en la razon
que tiene s 3. 4y, se-supondri-z- guﬁn_xtg 2’y por.la
y:se substitnird sw.valorshalladasny si-la, razon de
dx a dy es como la unidad 4 cero, esto es dy=po,
serd -asintota de la curva (-Fig: 68. ) el mismo-dii-
metro, A G 5 si-el valor hallado.dela y..es cero, y
si- dicho! val@r es finito, serd;asintota s de_la curva
una paralela. T M aliniismo, didmetro enuna distans
‘cia AT igual:al valor de la 33 pero si la razon de dz
4 'dy es finita ; bisquese la dltc,rencl_a entre la subtan-
genté_infinita.y la aﬁscisa,-x:_.inﬁnit;a 5} sera.asintota
de laichirva( iFig.jo.):1a recta 4R tirada desde el
origen de-las abscisas'en aquel 4ngulo ,__d;te_rminadd
por la razon hallada de dy:4 dx, si dicha diferen-
cia:€siceros y«si ed finita?, serd, aﬁintﬁta{de la cur=
va ‘una-paralela/ M 4'1a) referlda .recta AR tira-
da por el extremo: dc la 2 dctelmmada ‘por dicha
diferencia. - ! oo '

»Ena equacion: de la 'misma curva refeuda at
exe O didmetro ;! supdngase; tambien ==y infinita, ¥
del 'mismo -modo . se- determinarin las asintotas de
la curva €n esta nueva suposicion. Que es &c.

Sefforhiat EXEMPLO - 7

:.9 Se~ pxde hallar las asmtotas de la ‘curva
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exprcsad:i por la‘equacion: a4 g2y =22, <Fig. 71,
_ ,,fHallcseimmerauei.waLm de: lar mdzenadaryfpor

s M B '-L' LogFLIHIx S a BOIDLID i
:c, y se tendré y—--—-—-— eSqus Supongase

1=, por To qual® resulta 13 “ordenada y___"; >
Ahora: __.dlferpncmsg;__la.. equacion=d:lal curva .y se
tdndrd 2 2w 32 ldy 5 yda =wo:jrdeldomde dy:dz
=214y :—73%; perocen la siposicion que sea
¥==00, €57y ====3:luego en dicha suposicion seri
| dyidis= e iR sy aies gieg re= 1t 3y Por: tane
to si‘son WY T¥ 1as abscisas ,/ D Exlas ordenadas. po?
sitivas de lalciirva propuesta |y hicia:Ta’ parte-de
Tas ordenadas negativas se'tird la récta: BiC- parale-
12 4ellas yise-corta deimodo: que seaiBC: B4
‘=1:5, la recta 4C M tirada por:los:puntos. 41y
C, 6 serd asintota de la curva, 6 paralela 4 la asin-
‘tota. Para determmar, si 1a recta 4CM es asin-
tota'de la curva ;6 paralela 4 la asintota , hallese

‘ydx
eml yalor de 1*.1 subt?:‘ng(efltse‘: \-_.-_ : 'y se’ tendra ay

1R RS e 5 A S

oL
PG e s
"'_"ax T dc este valor restese %, y ‘serad la dife=

' : 6xy+a.x I 1
_mnc_;za FE a qug; dlfexencut es cero, slen-

doizizooy y=gin luego 1a }'ﬂﬂt&ﬂ@M serd asin*
tota de la curva propuesta: Del mismo modo se-ha-
llard que' si-se 'supone z=m 00, la recta:CA pro-
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longada hacia=-N sera-tambienrasintota de 1a curva.
1oSupdngase:ahotaila ofdenida. y-infinitas 'y sien-
do la equacmn g la curva x"+3-}'y—gz i sela

A1 )

e 1/( gy +a°') Iuego en dlcha supost—

cion se ftendran e 360 40 =04 El ‘prinier;valotr
de:la zlesoklsismo: que ;se- hallér antes ;i y ida:la
asintota A4C M+ del ségundo:-valorde- la; z. 1esulta
que siendo dy: dr=22x 43y — 325 slerai‘_dy s dx
&=y 10,y por: consiguiente dz =0y luego.da rec-
ta:; AP tirada desde ‘¢l origen: de lasiabscisas ._Y*
paralelaid las-ordenadas serd asintota der la curva.
Del misino modo se hallars que prolongada la rec-
ta P-4 hicia Qs> se,ra tamblcn AQ asintota dg la

- .

T e

curva propuesta. 7 whodn A A% niaegl ‘;;_; P oL

PROPOSICION XLIII .

20y I

96. Determinar ; si una:curvasreferida-al: fo-
cus tiene, algqm Qrdenada que le sea asintota. ..

En la equacion 4 la curva suponoase la orde-
nada y infinita,. y en:estarsuposicion lI;r:us'quese la
razon de dx 4 dy : si esta razon resulta 1gual a Ia de
cero 4'Ta unidad "y T sm‘bta’ngéntc gle I3 curva e
1a'thisma ‘suposicion dé g¢ Wl‘ﬁﬂl!:—&--&&d:@lpwﬂzﬁﬂlfﬁi
1a cirrva tendrd p'"m.':'a"éiintc)ta;;}g;:ol;dcnada ¥ irifinita,
6 upa-paralela 4 Ja: misma ordenada-en laidistan-



