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cia dc dlcha subtang-ente finita. Que es &c. .

b T XEMPLo. =

297. Sea 1a Esplral hxperbollca CDGN cuya
-equacion’ es uy—-r’ﬁ ‘sl 'se suponcn b-un arco -
constante: 4R del  circulo [ 4CR descripto con. el
radio/CAd=r, la] ordenada CG =y, y qualquier
arco A F=u contado desde el punto fixo 4 hasta
el punto , donde la ordenada corta la circunferen-
cia del circulo. Fig.72. . - %8 In

- Siendo uy=rb, sera dlferenmando ux dy

. id
-]-ydu—o de dondc du _“ ; r& L pero (217)
vdu
en'las curvas refendas i los focus es d —_—;-“— , 6
rdx ___:'E:dy Lhiae bd L
blen . a’u Iuego sers — o el »ydz bR o3

por consxgulcr:te dz: a’y-—b y: luego supuesta y
lnﬁmta, serd ‘dx=0. La ordenada y es mﬁmta,
quando sea el arco AF.—u_-o , Y en este caso la
ordenada €G- coincide con la recta C M que. pasa
por el p:u'n,to A. Para determinar , sila recta CM
es _aé__intota _ch la _ct__i_rva, 6 bien otra recta parale-

la A CM hallese el valor de la subtangente -—'3;—*

?

3«11 % A 2
y por ser d:c =y serd "..-“g;#-.’? - 1_ucgo ‘tn-ads;t

mm
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la recta CE=1J perpendicular 4 CM y por -él
punta E tirada EN paralela CM serd la recta
EN asmtota de la curva.

= r
i JSnn

PROPOSICION XLIV

298 ‘Determinar, i una ciirva’ refendafalr'éxé
6 dlametm tiene algun punto singuldrsen'el ‘qual
la curvatura sea diferente de la del fcirculm Fig: 73%

- La equacion i qualquiera curva MN refetida
al exe 6 didmetro 4G seay_F x4 €n Ta quai F:
indica 1a fithcion' de’'1a abscisa’ a.‘-———uiB Cque’‘cor-
responde 4 la ordenada B M=y, Si en dicha fun-
cmn se substltuye r4+dzx en lugar de z, serd

t79) F(‘”"'“Tf)—z"-x—l-dxxzc'f“i 2 vdeh xlF“'

x'ixF’ T
+-2—>'<-§-—
AB=zxenel eIemento B Jid aT 2% tirada Ia or-
denada ﬁm ‘que llama Y sela ¥y —F (fr-]—dx)

S S 2t
..-F.:r:-l;-d':rXF X — = - X3 o
&e. en 1:1 qual serie los términos pnmero : segun—
do, tercero., quarto, &c. corresponden 4 los de 1a
serie yy dyydy, A3y, &coesto esy(y="F.%; dy

—-d‘xxF‘x # y=de*XF".x, dSy=dx3 X F".z,

y asi ‘sucesivamente, Y tirando las rectas’; TMQ

4 &c. Iuego aumentada Ta abscnsa

£
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tangente 4 la curva en el punto M, y ME para-
lela al didmetro 4G, se tendri que el primer
miembrory"de la refetida equacion es rigual 4 4 E
A+ EQ+Qm, y que 1a suma 'de los dos primeros
términos del segundo miembro es igual 4 4 B 4 EQ:
Juego la parte evanecente Qm ébmprchendida en-
“tre la'tangente y--la curva serd igaafl'at tercer \tér-

d:r")(F x

m no de la refenda sene con todos los

demas. Ahora si la-equacion y= F.z es al circulo,
"COMo -F.x=i/('2ax'-i-_:r?'), se hallard que en el
tercer término de la referida serie lacantidad F”.x
es-finita; por consiguiente dicha parte evanecente
comprehendida entre la tangente y la periferia es
infinitésima del segundo orden , lo qual tambien se
ha demostrado con otro método { 22 ). Por tanto
si en una curva dada la cantidad F". z es finita res-
pecto 4 un punto determinado, la curvatura en
este no seri dxferente de la del circulo; pero si
F'i2=0,6 F".2 = 00,6 bien d*y=0, 6. d*y=x,
respecto 4 un punto determinado enla curva, én-
tonces la curvatura en dicho punto seri diferente
de la del circulo, y el punto serj smuular en la
curva. Que es &c.- RSB S mm
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C O R (o} L A R I O iy

200. Lucgo para: deterrmnar en’ uha curia da:-
da C M N referida:al didmetro 4G el punto’ M de
inflexion visible, en donde la curva de céncava pa-
sa 4 ser.convexa al didmetro, 6:al contrario ( Fig.
74+) 5:6 bien el punto M de regreso ( Fig.75:) ; se
hallard la diferencial segunda de la'equacion 4 la
curva en la hipétesis de dx constante 5 _despues se
determinar el valor de d*y; el qual s¢ supondrd
igual 4 cero 4 al infinitos y.por medio de la equa~
cion que resulta, y de la equacion dada, se ha-
Harin las coordenadas 4B, B M correspondien~
tes al punto de inflexion 6 de regreso. -,

_’ EXEMPLO. _ |
300. Seala curva .JM N Ia Concmde de Ni-

a“-}-gaa:ﬂ—-vzax SRR o
Xt PR

si se-suponen & A=GP=ay GE--x y.EM=y,
Fig. 76. '

eomedes, cuya equacmn es y

a* L na%r—naxr®—g?
ry , serd tambien

'Slendol =

: (a+x)w(a = luego dlferencmndo serd dy==

x5dx+a3dx 5 e =
- T Y diferenciando de nuevo en Ia hip6-
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t‘e's‘is E!e‘ dx'cctnétahte, seré' a’ %y ==

¢ & Ux%xba? —x’)= i &

2af—8a%12~—ats?

ﬁdz st Ahoxa sise supane d“:y-—o., seitendriola
equacion 2z 5—3a32*—a’ g 3=%0, de-donde
23434022 —2a3=0; cuyas raices con r=—g
+I/(3d°')-¢ $="'“'—F(3ag)a r==a. To-
‘mada Ia abscisa' GE—*J:—--—a—!-I/(?,d’), se ha-
Mari por la equacion 4 la curva la, ordenada. E M

1= D)y gt dtr

minado el punto M de la inflexion. El segundo va-
lorde laz da la ordenada ¥y 1magmarla, por
consiguiente no sirve. En fin el tercer va101 de la
':r da el punto P del regreso._

PROPOSICION XLT’r

“1g0%., ‘Sien qu:ﬂqmera cutva ACD referida al
exe 6 didmetro 4G son las rectas. C Q, D (Q per-
pendiculares 4 las respectivas tangentes 7C K, ¥' D
en los puntos €, D del contacto, y si consideran~
do el dngulo €Q D evanecente, coincide el arco
evanecente C.D_con él descripto._con el radio QC;
determinar la expresion diferencial de la recta QC
que se llama. Radio del ésculo, y el circulo des-
cripto com este radio se dice Circulo osculador,
Fig. 77 y 78 -
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" Tirense las rectas  esto es, 7.2 perpendicular
4 la  tangente DY, las ordenadas C L y DR,y
:por el punto.C la ME Soparalelad 4 G. Llimense,
A L=x, LC=y, 4C=3s,y T¥=dz; y serin,
LR=(5= MS_- dzy BS-—a'y, CD= DM._d;,

la tangente TC —TK' = ? : .257) 1a s,ubtanrxentc

dx .,

LT= -g-——- AT—“—-—y——-:t y ﬁnalmcnte TY_- dz

| g drd?
D ( ?Jr )._.. oy '1;, dedy) en 5 supo-

swmn que dx o Jy sean vanables. !
“"y0. ‘Si'1a curva ACD se rcﬁere al exe JIG
( Fig. 77.), serdn Tos tridngulos ¥'Z T MSD, se-
mejantes , y en ellos propormonales 10s 1ados , €s=
toes, MD:DS=¥YT:1Z,06 biends: dy=dz:
yxdz

72,y por conugmente TZ= : En el qua-

drilitero QCKD., que tiene rectos los 4ngulos
QCK,QDK, seri la suma de los 4ngulos CQD,
-€ KD igual 2 dos rectos; 'pero la'suma:de los 4n-
gulos ZKT, CKD es tambien igual ‘4 dos rectos:
luego serd CQD+CKD=ZKT+CKD, y qui-
tado ‘el "'comun angulo C KD, s¢ tendri el 4ngulo
ZKT=CQDj; y siendo ademds “los 4ngulos " Z,
QDC iguales por Tectos , ‘serdn semejantes los
tridngulos KZ7', CQD, v en ellos proporcionales
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1@ lﬁdos,\EStO €5 TZ; KT=C D:CQ: 6 -bien,
% d xds3
._i_.’;-‘fﬁ :’;*___- dss €Q3 “:y Tda 5 Y=substituyendo:

rrr ugar, dg dz S valor ‘hallado - antes 4 5€ tcndra

: “ds? ) 7
e; radw del osculo C Q W e
2.2 Sila ciirva £CD ¢ 'Téfiere (“Fig. 78 ) al'
didmetro 4G 5 baxese la, perpendicular DE 4 la
M S y llamese b el ﬁngulo formado por las coor-
£ ~ Se. bxd
. denadas; AL LG, Y s;ra HE-—- — 2.
coit el ‘étodo exp”resafdo»-’en @'caso anterior por
medio ' de- las- propotciones ,-esto, es,.MD.: D E.
-—-YT .TZ 1Z: KT=CD:CQ,se hallam ser el ra
== SRR R
die del oéculo CQ-----&c 3 X dydzjidw Que es

Sl 0 eolngr i
&_C.-_ ) 7

iuegm

'COROLARIO'L - -

Baxada‘ Ta: perpend;aﬁar Q:NﬁeF'g. 77 ):
a la mdenada CL plolongada , serd CF: CL -CQ:
CN; vy dando los valores correspondlentes i los
tres pnmeros télmmos de dlcha proporclon > se

L= Jﬁ
tend'fa (270) ﬁ} = d}} Feian d??\_CN por

dxxds®

conmgmente serta CN = W. : Tambmn
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por Iasemejanza - d'e~'los- triingulos"CL F-CNQ;!

b T
sérd’ ClF: FD fCQ QN ‘esto’ es, - "7}1"'”
;.I, _:. -Szk'ﬂ nyxd.r 3 '" Y .('-_i.: 1643 ;’,; 19
dyd‘:c—dxd‘ QN d' yd"‘x-—-d.rd‘ +Por tanto-aqué
dan determinadas 1as form111as de'1as” fectas CN ]r
QN que seisuelem llamar Couadms,. qi v

AT

5

303 Tlradas las perpendxculares, C B al dli-
metic 4G (- Fig+78%), y QP 4 dicha. LB prolon- .
gada, sera CF: CB=CQ:CP; pero (270) CF

! ryd: Sc..bx ryds-

= rh—ceody B=—L luego T P
Se. bxy S B IaE 93;3 CP (er—Cc bxdy)xds®
22Ty Sw”*td.’f&‘* Aed?Y) o €y By a s dpdi ),
Tambzen por 12 semejanza de los tridngulos C B F
Se.b:
yCPQseraCB”FB CP:QP, esto es, —~ xy
, Sc. bxzdg 5 (rd.:—Cc bxdy)xds dyd:

rJ.l: —Ce. 3xd3f X, Jyd‘.t—-cf.rd’ ) QP dy‘d” —'dxd’*g
81 se. prolonga la mdenada L hasta encontiar la
QP en H', seran los trlangulos Ly CH P se-
me;antes » Yy en cllos propmmonales los lados CB:

ody 2 c p C ¥ esto T v ¥ fa (.-dr_cc.sxdy)xd;

'rx(dyd’.r—-dxd‘y)
" (rdr—Cc, Erxdy)xds
Se. bx(d]rd’.t -dzd*y)*

CH

: tambien por Ia semejanza
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de 105 mismos tridngulossera CL: L B=CH: HP,

; (rdz—Ce.budy)uds®

eStO €S 4 r CL'. b - S¢, 5x(d1{d‘x dld"y)

P =

Ce. E-x(rd.r—Cc Bxdy)xds ! :
eI —dr ) ; ¥ restada HP de QP, se

' tendrj la expresion diferencial de Q H,

COROLARIO IIL

404.. Sise supone dx constante , seri en las cur-
vas referidas 4 los exes ( Fig. 77.) el radio del 6scu-
ds? ds*

lo C Q== W’* y los corradios CN= 'Fy’
37 dyxds*
QN=— W' ; pero en Ias curvas refeudas 4 los
didmetros ( Fig. 78.) seri el radio del osculo Q=
. rxds3 _ (rdz—Ce.bxdy)xds® -
S bxdxd®y o Gl =t rdrd?®y P Q oot
Jgd: i (rdx—Ce.bxdy)xds*
= dxdPy CH=— Scoxdzd®y  °

- ESCOLIO.

305. Silacurva £CD se refiere al exe 4G, se
determinarj el radio del ésculo CQ ( Fig. 79.) por
medio de las férmulas siguientes ; que evitan las
diferenciales segundas. Supomendo pues, la cons-
truccion de la Flcura , ¥ las denominaciones ante-
riores , témese ¢ B==4; desde el punto B bixese la

nn



(282)

perpendicular BN 4 CQ, y por el punto b tiresé
la recta 2 E ‘perpendicular 4 D Q: en fin némbrese
CN=z, y seri Nn=dz. Por ser los dngulos BCs,
QCD iguales por rectos, seri el dngulo BCN.
= D Cs; pero los 4ngulos en N y $ son 1guaIes por
rectos: luego serin semejantes los trisngulos B NC,
CsD, y en ellos proporcionales: los lados, es-
toes, Ds: DC=BN:CB;y por ser el tridngu-
lo 5 Nn semejante al tridngnlo 7EQ 6 bien ‘al
tridngulo CDQ, serd DC:Nn=CQ:5N 6 bien
B N: luego por igualdad. pesturbada serd. P s:Nn
=CQ:CB, estoes, dy:dz=CQ :d, y por con-

siguiente el radlo del dsculo: CQ—-d—J- Finalmen-

te por la semejanza de los trisngulos D'sC, CN B
serd C D Cs-—CB CN, esto es 5, dl,d::q_a_ z
_—:% ¥ poﬁr"‘ medio de esta ‘expresion facilmente
se determinari el valor de la variable z. R
Para determinar las expresionés de los corradios
€S, 8Q; adviértase querpor la semejanza de los
tridngulos CN B, CSQ son proporcionales los la-
dos, estoes 5 CB:CN=CQ:CS,CB:BN=CQ:

aJy zdyy o0l
:C 5—-———__ 2 @

G, -;_,_-a‘d?-‘ . dy«i(a"-—z‘)
L Gt e

QS:luego serdn'a: z =
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EXEMPLOI

306. Sea Ia curva ..4 CD 1a Paribola A poloma—
na referida al exe 4G, cuya equacion es y* =24z,
si se suponen las coordenadas A L=z, LC=y,y
¢l parimetro = 2.a. Fig: 77 &

Diferenciando la equagion propuesta ., se ten—-
drd 2ydy=2adz, 6 bien ydy=adz; y si esta
equacion se diferencia-en la suposicion de 4z cons-
tante y dy variable , sera dy +yd? y.... 03 de don-

3dy.
pero dx-— =

dy
de resulta ser d’y-—— i ;

_ 4 ? &3 oy,
ds —-ﬁ%—ti-)— (223) luego serd = dx‘;,y 6
, SR T Loy}
bien el radio del Ssculo QC..—_f.-_ i -
: e ydy dy
a e Y

u ,de donde resu‘lta 1a proporcnon ‘ese

to es, a? .y +4a '--_-I./(y +a“)-:CQ. Siendo
en la Parabola la subnormal L F=2 mitad del pa-
rimetro, seri CF= #(vy* ¥% 4+ a?): luego seri
(LF)*:(CF)*=CF:CQ; pero (LF)*:(CF)*
=LF:TF: luego setd LFE:TF=CF:C(, es-
to es; el radio del 6sculo CQ seri el quarto tér-
mino proporcional 4 las rectas LF, TF, CF.
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Ahora si se substituyen los referidos valores de
a'.f, rtfay, da: en las férmulas de los cmradzos , 5e

'ds’ TR dvAx(y® +a=) .jy&’;
tendrén C_N—— - T P e
(y‘ 4 a?)xy Q N— S fod&* mel - dﬂxdiax@a + “’.)
a* 2 ; e d‘rdzy g S o ‘3 r i ;‘_.1

dyz }‘3 3 a*

¥
x— y N a -

De otro modos

qh v didees 5 g
En la férmuta z=—‘;—.ﬂ"Ti substitiyanse los valo-

res de Jx ds, esto es, dx_ldl df=ﬁ%_wa-
dyy(s* +a*) ay
a s ../(y'-‘+a=)

y serd z—y dy: : Inego

e addy
dmferenm_ando se tendrs dz = 3 pero (Fzg

@ + "’)“

79.). el radxo del 6sculo CQ _ luego serd
3 z

‘CQ=a:Zy addy > o +f ) . Ahora"n se
(y>+a°)? -
plde hallar los valores de' los. COII'ﬂleB por medm
de sus respectlvas fo1 mulas se tendrdn CS-— —2%—5
d a3d % +a"" _
ayay .. i Y (y Lo 8 =

_v.(fy‘l..k-avz) I (yg_}_a"l)i O
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V(ﬂ A :v +a'1) x d’}’
__,,y“+a’ A C SRS X T X

aEz{y
(y —ka°)

M

Por tanto si en la expresion-hallada del radio
del 6sculo para qualquiera punto de la Paribola
Apoloniana se substituye y=o, se” tendri el ra-
dio del ésculo perteneciente al punto 4 vértice
primario de la misma curva iguald a, esto es, igual
_a la m1tad del parametro. Ch

EXEMPLO II

307 Sea la curva ACD una Ehpse 6 una Hlper-
‘bola referida 4.los exes, 4 quienes pertenece laequa-

cion 3’='§ X H (202722 )., siendo el exé trans-
verso igual 4 24, el conjugado igual 4 25, la abs-
cisa AL=z,y. la ordenada LC=y. Fig.77. _.

leerenmando la eqmcxon propuesta serd dy

‘—— X s B 3 Y csta e cion d fcren -
————— e * 1 -
2a :r%) si qL acio se 1

cia en la-suposicion de- dr constante % ai'y vanable,
E?d)(dx

se tendra Ary=— ' ; pero(220) ds
(2ax52%)} W
dxf(aﬁx(zax+x“)+6’><(a+x)°)

ay(2ax7-x%)

=V (d*+dy") =
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lucga dd;!iy - bien el radio .del osculo

c Q J dx3><(a x(zdx—a—x"“)-l-b’)((zz—f—i‘)"")
23X (20xF2")*

'dxx—badx ‘ (a'*’*)((:za:r-¢—x“)+?7’x(a+x)“)

(M:I:—I—-'Ca)ﬂ x TU gD RN 2 4o

I0 (270) la normal CF;. ?J:

I .—17 Ea“;;{(z}'z'xixgl)
+5%X(a -1-x) ): luego sera eel radlo del dscu-

Por tanto en el vertxce ‘A, en

Al AR
dqnde es x=ol,_§era dlcho radio igual 4 —

: J
© Finalmente serinlos corradios , C Ne=— d:y Feed
Az (2P (202E22) 4 Px(cz—s-x)") L _badx®

a* X(2ax=2x7%)

w_':_

(2ax—|—x9)=
V(zax+x“)x(a ><(:z.sz:r:¢:t:g)-4-bg (a== x)ﬂ)
,. bad - 2
' B 5 adx+:ra'x
Q N= = d:f:{'d'f-y e m 1/(2.52.13—-{-—2?2) _
- dx X(a"x(zax$x2)+ﬁa><(a—+—x)“) dx)(—bczdx
' e = e (2&‘3:—{-—;1: ot
(a$x)><(a x(zax$x’)+b x(dq@)'—‘-) _
a4 iz
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XEMPLO III.

b 308. /Si la recta AG'es tangzente al circulo 47Y
en el punto A, y este circulo’sé hace rodar so=
bre ‘la recta 4G5 el punto .4 tomado fixo en la
circunferencia-de dicho circulo describira 1a cur-
va ACG que se llama Cicloide, cuyoradio del. 6s-
culo se pide, dctelmmal. Fzg._So y:81.

" Considérese que dicho ' circulo ( Fig. 80.) ha
pasado 4 la posicion X/ Z, y el referido punto 4
4 Ds y se tendra la recta 4 X igpal al arco .DX
por haberse aphcado todos Tos puntos de este ar-
co 4 los de dicha recta« asimismo considérese que
dicho circulo ‘ha pasado 4 la posicion BEC, y
el referido:punto 44 C, de modo que el didme=
troC B sea perpendlculal 4. 4G5y se tendii la
recta 4 B igual 4 la semicircunferencia BEC, y
la curva 4C serd la mitad de la cicloide 4CG.
Tirense las rectas, esto es, D F perpendicular al
didmetro BC, las cuerdas DX y EB |y el dijs
metro XZ al punto del contacto X, de donde re-
sulta ser: X 4 perpendlcular 446G luego en el rec-
cnculos X DZ BE C xguales serdn tamblen lgua-
les las ordenadas -DJ, EFs5 por consiguiente la
«<uerda D X=EB, yelarco DX=BE, y DE
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=JF=B X; pero la recta AB=BEC, v 1a rec-
ta AX=D X ¢ igual al arco BE: luegoseri BX
0.bien D E:igual-al arco CE,' que es la propledad
principal dela’ cicloide. - -

».Ahora si se suponen (F ig.81.) las coordenadas CF
=z, FD=y, y el radio CR=r, por ser el arco CE
=E D porla propnedad de la curva, serd y =CE

+EF ‘S'.N'@wr 1,) +V(2rx——x ), y dife-

renciando esta equacmn se tendré (A) dy ==
J(nr—-x)ndx :
‘afx; o
J(2rz— x“) 0% Iuego supuesta la recta DM tan-
gente 4 la curva en el punto D, serd la-ordenada -
D F 3 la subtangente FM como E F:4-EC; por
consiguiente:la tangente DM es paralela-4 Ta cuer=
d'a E C: y diferenciando la equacic?m ;(.zi)}e'n.la. su=

ordr®
posmlon de dx constante serd d*y =— e w,,;‘—““__xs) 3

¥ por ser (220) ds= I/(a'x +idy* ) iserd ds =

V(s ("‘—""'—-”’“‘3—)_.4 vz 'de A

2rv'2r‘>< dz3 d.s‘ :

1ueg0 serd — _J_ATy_ 6 bien el ra-

; i R A
_2r_,_~f2r_><dx S

de ~donde . resulta ser dy d:r =

jm—

N .
dlo del 6sculo D Q
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= i .',3 :—2X,/(21><(zr-;r)), esto es,r

“ :4(@#:-—-;
el radio delidsculo I1Q igual al duplo de rla_. cuer-:
da-BE ; pero:la tangeénte DM es paralela 4 la-
cuerda EC; y.los-dngules QD'M, BEC son-igua-,
les' por :cctbs luego serd:tambien el xadm del’
‘Gscula DQ palalelo i-la cucrda E B. Se infiere. que,
el radio-del ésculo en el -punto, €, en;donde es
x =0, sera igual 4 475 por’ c0n51gulente prolon~
gado el dismetro C B ,,hasta que, sea, B H = BCT
serd la recta HC el radio, dcl osculo p-ertenemcnt:

al punto C, Tamb1e,n por scr d: d:c 1/ o

]/27 =& 'éd:r, sera. - J—%?X:c“ ok —-zl/zrx,_
esto es el arcoCD de la: cicloide. duplo de la
cuerda CE; por conmgulente la semicicloide AC
sex4 dupla del diametro 'C B del circulo.:

PROPOSICION XLVI

i I 10 i
309. 81 en qualqulera curva B CD referzda al
focus F son las rectas CQ, DQ perpendiculares 4
“las respectivas tangentes TC, YD en los puntos
C, D del contacto, y 'si - onsidérdndo el dngulo
€CQ D evanecente, COi,nclli;de“, el azco evaaecente. CD
con él descriptor con fd’; radio- ;QC; dj.etexjmi}ra;‘ ',la
expresion diferencial del radio del 6sculo QC, Fig.82.

: 00
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Tn'ense las qm{flenadas FG FD _con el radzo
focus Fbaxseﬁs’allhslpérpendlculare&, ‘FM @ CQ,
y Ft 4’ D Q. Llaménse , FC=Yy, Cme==dzx,;:BC =y,
CM =z5yserin { Dm=dy;CD=ds}, y Mu==dz,
Siendo yrpuies §ilos angulos QCD ; FCm iguales!
Porréctos) sera tambienel Angule ' mC D =FC M;
pero 1osh4 angulos’ en’ "My m son 1guales por<réctoss
luego Tos tridngulos FMC , ‘Crn D sétan semc;antes,
ylen ellos proporcmnaies "los lados’; éstoes’y FCy
FM=0D"< Dm% pero pén‘ ser ¢l ‘triangulo FuM
semejantesal _tr xangu_lo__,Quz_o bien.4 QCD, sera
FM': Mu=QC:CD: luego por igualdad pertur-
bada seraFC-: Mz}:*-QCHBm,“eéto esy 2 dz=QC:
d y, de dOride resulta ser %1 .‘radio< del Bsculo QC

\

“ydy
= -2——. Fmalante por Ia seme;anza de los tnan-

gulos FMC CmD,?e,r:[l .FC CM-,-CD Cm, es-
to es, y z.--d: dzs por consmmentc se tendra

é. Quees&c. FHis s

"COROLARIO.

Ugrelt Desde el centro-\-Q‘dc‘I czrculo osculador

baxada 1a ‘perpendicular’ QN4 la ‘ordenada CF
prolongada ;' 'si-es nccesario, se tendrdn los:tridn=
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gulos QNC,.F MC semejantcsmy en elloa propor
cionales los lados , esto es , QC C N CF:CM,

e hebre—nfh faky ‘: o S e by

QC* QN_- CF: 'FM"“Tueg’o 3: z7= ;‘i—c"N' T
jV (¥ —z‘) e g} ? QN por c_c,;-;i;;gtllie;\é\e{ s‘e’}?{ﬁ
los. cprradxos 1.¢ N,-D-q y Pl O =

ydx -
cuyas expresxones e8 2=y 3y, ».COMO 36 hj{ d.lCho _
antes ( 309 ) G55 ;R - \‘_ . 3°

ey o R B et et~ I T

E S C O L I O U

ab 7 oibsc ddh eenoiiedng almiotesle stnglzaons

- 811, Seha de@gstnado:.-zntes ser-(-lel--radlo del

& o

vd
6sculo QC__ d:’gy z= -+ 4{ = )5' si se ﬁnde excluir

la dz de la expresmn de dxcho radio , se diferen-

/ vtiged el GO svino slgse: .g1g

ciari Ia cquacxon z= -L B A el valor correspon—

dlente a dz se ,substltulrafel} la, fqrmy&gnwg—— qc.

A
Por tanto -51--- se diferencia la equacioniz= %ﬁ,"—‘en

la suposxcmn de dx; ds \ganable&”} Se14, dz ==

dy&xds 2 yd’ rds—-ydxd’ :
o] 2@ 5 ';““‘"d}“ ““, ,\ﬁLlIstaer]ng(-zzoP d‘f J(dx +dy }

e dxd*s + dyd*y
-y diferenciando d? s = T . Iucgo sera-dz
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2 2
""(dyd:t d:-byd’:qd’ ydxx(dxdg:+dy£ ay)) d 9
‘ Jydrds*+ A2z ds* -—yd.t’J‘x— drdydry
v ‘ﬂ__..__'f._. Tds 00" ? SR ,gr*substxtu-

yenda en el segundo ter,mmo en lugar de ds®

e T

valor dz %' % dy ) S€ tendré dz =
- Ay didi®aydr s ) dadydy

=% Por’ tantd" ‘ser Q fogL)

n ded )
adsil noyds® 3 i CN « = rydrds® -
drds* % yd‘xdy—y&xd’y T d:d.s + 'yd’:dy-—ydxd‘y ’

ydyds®
Y Q N= dxds* + ‘gd’xdy.,.gd;\dﬁy .....

constante , las férmulas anteriores del radio y de
1os corifaﬂ{os - tendrin el denommador dads?
_ydxafﬂy‘ '..-_,—- '\J».?

. Si se supone dz

™~ S
o b€} HEAS
syl ]

EXEMPLO. .
a3tk oz o oiba1 odoib
312. Sea Ia curva B CD la Espxral de Alchi-
mec:lésw,:‘é‘ﬁy; :equﬁéldn el L il

Bxfcmnciand&la‘ eqiiacion propuesta L seth” a’y

rdu
= T s=peroc( 2ry )y en las curvas ‘referidas® 4' los

) A\ e . d‘ TRy | b e £ rdf 51 !
j‘f‘ocus es dx =.---1,,i de donde"du'_. % at- Iuego se~

TS
7y
_“demostrado (226') queé en1a* curva ‘propuesta es

‘14 dy g y por conSIgulente d:r _gyﬂy Se ha
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=EXy V7 + D)=L Xy + )

‘Hamada : =—..-m‘”". Por tanto sise substltuyen tos
1’ :

B

valores hal]ados de da: ds en Ia fmmula _":i__ %

d ;
se tendra =T ?xdyl/- y"+m*)-—- T "?F)'s
y3dyt-am® ydy

@+ m*)

“serd Ty bien el radio del dsculo C Q._ydy

'y difefenciando seri dz= ltlEgo

- y3dyfam>ydy (y""-l-m
(Pm)d Y2
‘dos de 2z, dz: se substltuyen en las expreswnes

B il
!d? E JW(L P , Se tendrin los valores de Ios

=3 Yy si los valores haIla_

corradios de la curva propuesta, esto-es, CN=
v?dy y?dy-l—zm ‘ydy ol ‘yx(y‘-l—m'*)"
e el ol £l : el
; . VdydamPydy  mx(y* 4 m?)
i}’V(j'f ’.'.f -1-m“) (yg—l-mq)’ 27 3"2"+-:.m‘---'1 ]

i
E

PROPOSICION XLVII

313 Dada la curva AMN refer;da al exe AG'
determinar la equacion 4 1a Evoluta 7', esto es,
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4 la curva que pasa por los centros P de los infi-
nitos circulos ‘osculadores 4 la curva dada. ig. 83.

- Desde qualquier centro P"bixese la perpendi-
cular P'R al exe AG, y tirese la recta P'Q per-
pendicular 4 la ordenada "M" B 'prolongada. Sien-
do, pues, la abscisa AB =1, ¥ 1a ordenada BM™ '
==y, se tendra 1a" equacmn “entre Jas coordenadas
59, Y ‘porz,yse determinardn (:302 ,,304) los
valores de los corradxos M Q P'Q. Llamense, la
.abscisa de 1a evoluta,estores, 4 R=2; y'la orde-
‘mada RP"=u; y se tendran las equacmnes z==2
P, u-*'M"” Q —3. Ahora si por medie-de’es- )
tas dos equaciones , y de 1a- equacion 4 la curva
.dada , se despe¢jan las cantidades-z,- y, quedard la

~equacion entre las c001denadas 2ol de la evoluta
4 Que ‘g8 &e. - 92" e

- "CORGLAATH T, T

314 Se infiere que el r—adxq del oscﬁlo es 1gual

al arco de la eyoluta que le cmresponde 6 difie-

«¥e de él emuna cantidad constante . ‘pues , , P
es igual 4 la suma ultima de las cuerdas evanecen-

tes SP +PP’ + &c. k- A Sy v siendo la suma dl-

tima de dichas cuerdas igual al arco SP P, serd

el radio’ P’ M"—-SP Pyt AS. Si én ‘el punto 4

“ el radios del ‘6sculo fiere cero, esto es, AS=o,


http://arco.de
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serfa el radio del. ésculo. P" M = SPP.

-.C OR-O‘-L A RI‘U'- II

315« . Luego sila curva AMN es algébuca 5 SIL
evoluta ST sera tambxen algebnca 2 ¥'se podra'

réctificar, {
- E S C 0 L I O

"316. 81 un hilo. bien extenso se envuelve en
.ASPT siendo la parte 4S5 tangente 4 la curva ST en
el _punto S, y se aparta dicho hilo de la . posicion
ASPT sucesivamente por su extremo A; el pun-
to A describird Ia curva 4 MN que se llama Cur=
va de évolucion, siendo SP.T la evoluta. Y res-
pecto 4 que el hilo 4S5 se puede aumentar 6 dis-
minuir. al infinito , de una misma evoluta ST re-
sultaran infinitas curvas de evolucion , pero no al

contrario.
“rABEXE M PL O I.

317. Sea la curva 4 M N 'la Paribola Apo]o-
niana referida al exe 4G, cuya equacion es y*
=2azx, si se suponen las.coordenadas A B=z,
BM" =y, y.el parimetro =2a. Fig. 83.

Siendo en la Paribola Apoloniana (306) 103

ta - 'yx(y +a’)

corladlos . Q == L— QM”’

se tendrd que las dos equacxoncs z=z+4+QP",
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y u=M"Q =1y serin en el caso/propuesto z =1z

v* & a® L ®pa% .
+—= :a-l-—?— 6 bien’ '2“z=33’2’+24:
s 'x""-riq.’) ¢
Y'“=u?71?‘_— I=E-;, () blen d u——y3 de

donde y* = (atu “') Ahora substltuyendo el-_
valor hallado de y“ en la’ prlmera equacion 2az
—3y 2424, se tendrd 2az_3}/(a4u2) +242 %

6 bien aX (z—a) =31 s X I"/(‘:z‘1L u“), Yy eIevando am-
bos mlemblos al cubo ) sera a3 x(z--a) 3—’,@2:5()

a¥u?

luego 1a
eiroluta ST de la parabola apolomana AN refe-
rida al exe 4G es la Paribola segunda cibica des~
cripta con el parimetro %—'éerca ‘de la tangenté
56 , tomada AS=a valor del tadio del “ésculo
(306) correspondiente al vértice; primai:io”A de
- 1a .paribola apoloniana. Obsénese que 1 la parabola
S”glmda ctibica se puede 1ectlﬁcal ) de modo que
(y’—l— zz’)
z

el arco SPP" es igual 4 — —.a ;:pues,:
P”M”’—AS-{— S PP pero AS_-a, PrM" =

2 o= Al a2
(T + = % lucgo (—L+ ol

¢

de SPP!= L‘za)g

= +5PP"‘ de don-

.
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EXEMPLO 11

318 Sea laccurva“ AM’N la Hlpérbola 6 la
Ehpsa refendaa sus\exes a qulenes pertencce la

B
equaczon y = i (2:29:4' 2%), si se suponen las

coordenadas AB =15 BM #3‘ )4 105 semiéxes
b, Fig, 83.: A REVE e F

-En las equacnone,s é la evoluta z——x-}-QP"
u—-M' "Quwy, substltuyanse los valores (307) de
los corradtos Qe M’”Q, como. tambxen en lugal:
de. ¥, sw valor dado por z; y se tendrin las equa-
ciones ,

(ai:.))((a"’)((za:c-—!—-a:‘)-i—b" (a+:r)’)

[F1a®) 19 18 ]

1/ (2az=22)X(a* )( tzax—ka:")ﬁ’ x(a—l—:r) ’) b

bas ] ; XJtmxj:xn) e

6 bien (4). a4z—a4x+(a+x)x(aﬂx(mx+xﬂ)+5ﬂx(d+x)n)1

badu==v (2022 X (0" X (20222202 X (az2)*—42 2% ;
pero a*X(2azx-=x?)+52 X (a2)2=05%a?
=(a?2=b%) X (2azx==22): luego seri ha3 u
--(a -’-l—"b“) % (2&::-4—9:*") 3 ¥ por consiguiente,
b:daius s=(a%as b"‘)’? X(,zax =2 %)y 6 bien,
bia®ud = —=(a%2=5%)8 x(+2ax+x°),
anadlendo +a ¥ (a* —+—b“)‘a’ a ‘ambos mlembros
sé tendrd+ a”*}(((a":[:&"‘P 265 43 =t (aP b)) T R

pp
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(et=x)*:1uego extrayendo 1a raiz quadxada de ambos
miembros , serd 4 x ((a i B b® 33 = b?ud)z—-
(@ ¥ ==b )3 K(ad=¢) ;] ‘de-donde s(a 225 %)3 X%

S r==a X (a2 b2)F bind Y Ee dne@ras?) iy
Ahma si se substituyen los valores; hallados de X,
a+:r a x(zaa: —l-x")+2:“ X (a-}—*xjﬁ en 1a
equacion v /) , se tendri cia? )(1( z -ﬂ*ﬁ'&j"ﬂ
([;/(c"bﬂ = e (c!-hV(b""‘{&"')) en'
qmcn ¢*' =102 - b?. Téngase’ prcsenéa que $10s" sig-
nos superaores dan la’ relamon de! Ias cﬁcﬁ'denaa’as
2z, u de?a’ evolita’ correspbnd’iente*a IdJH’ pérb’ofé’
y'que los signos inferiores” correqpondeh i !a evo-
luta de la Ehpse. = R

\ Iu{‘:‘-" L S .‘1\.':'7."\.l|--;.__-'_--. )
L o l_,‘-, "Jr-,'\ SRRl ER L y

- EXEMPLO IIJ

. 319, Sea la curva. ACG la Czclq_l_g!_é;;{___ég'_-_ p‘ijd_q—'
hallar su Evoluta AHG, F’g. 8r.

L7 Se’ha demostrado’ 308) que el radlﬁ'*&el ost:u-i
(ol CH ct}rrespondrenﬁe al wértice prlmauo “C'es
duplo del didmétroC'B ;esto’es, CB=05 H: lue=
go si se’completa el ré"&:tén’gu‘lo ‘BK, y sobre 4K
como" diametro se” forma vel ~¢itculo< SN K, serd
ésteligual al ccirtculo R EC. (Tambien: se= ha demoss
trado®(:308) que €l 'radic’ del ésculo! D-Q es ‘para=
lelo 4 la cuerda B E-, § ‘que es duplo de-la:misma
cuerda o Tuegossera DL = =LQ5:.y y¢irada, por el

ry
"’-'f
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punto'Q la recta QQP paralela’'da 4 B, se tendrd
FB=DBP=40,y 10s arcos 4N, BE serin igua-
tes,, y sus cierdas B E' y AN serdn iiguales y pas
talelas; pero 7'Q y E B son igualesy paralelas: lue=
go'serdntambien -las rectas- 4Ny TQ iguales y
paralelas; y por ‘consiguiente: 4 T=NQ; pero 4T
& igual ‘al arco ' B-E), 'por ser laisemicircunferens
¢ia BEC=4B,Yy ¢l arco. CE=ED=B8BT:lue-
go'seri el arco A’N..-.NQ ‘en-qualquiéra punto Q
de’la evoluta 4 H. Por tanto ‘dicha evoluta 4 H
de 12 semicicloide’ 4C serd tambien una semiciclois
de 'igifal' 4 ella, peroren sitnacion inversa; Digase lo
mismo: de:la evoluta/HG de'la semicicloide CG.

PROPOSICION XLVIIL

320. Dadala curva' AMN referida al focus F,
determinar la-equacion’ 4 la evoluta S7', esto.es,
4'la curva que pasa por los centros P de los infi-
nitos circulos osculadores 4 la curva dada. Fig. 84.
o2 Tirense las ordenadas FP'; FP"; y haciendo
‘centro en’F:conel intervalo. E P! desér-i.bas,_e -el--ag-
co P'Q; desde el punto P’ bixese la perpendicu-
~ lar P04 la ordenada FM ! Ll;’lmense la ordena-
te- P Q=1dz; la; ordenada‘ F M ! de_. _I_a curva dada
igual 4y, y finalmente dz el arco evanecente des-
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cripto con el radio =y: luego se determinarin

(309, 310) los valores del radio del 6sculo M' P,
¥ de-los.corradios M/ 0, @ P’ por la variable 75 pes -
ro FP\= I/((FO)"‘”-!—(P’O) ):iluego sexd (A4)
t=F((y=M'0)*+(P0)*). Y siendo. el arco
evanecente P'P” igual 4 su cuerda evanecente que
es la diferencial del radio del Gsculo M" P".6 bien
M'P', se tendri -dicho arco P'P"dado-poriy, dys
pero (220) PP = I/((P'Q)9+(P”Q) )i lues
go serd (B) D.M'P'= J(dz*4-dt?). Ahora
si de las equaciones haltadas 4 y !B se despeja -la
incégnita y, se tendri la equacion entre £.y. 4z,
esto es, la equacion 4la evoluta ST referida al fo-

cus F, Que es &c. _ : :
EXEMPLO.__ BalE (g

321 Sea fa curva A‘M Nila: Esplraf logantmlda '

Lo Seoaxdy
refenda al focus F cuya equacnon es d = 2:’; y'_:

siiponiendo y la ordenadasy: 4z el arco -._ev_anecente
~dél circulo descripto‘con dicha ordenadas; y a el
ahgﬁlo"échstante que forma la tangente -tirada 4
qualquicra: punto - de dicha curva con‘la ordenada
‘flra&:f ‘a’l~ mismo punta. Fzg. 84.. hoob Q% gl

‘curva referida -al focus es' la .formula del radx,o, c!gl
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: d
ésculo M'P' = %f—, supuesta z=—ijx; pero (220)

ds=Pldz>+dy®),y dy* =22 jyego

(8c.a)?
(¢ xda? ! c.a
sera z=ydz: ]/( z:)“)z +dz?)= ?i‘ 5y

dySc.a

diferenciando se tendrd dz= : luego seri

dy ., .. . p ry
ld_}' 6 bien el radio del 6sculo M'P'=——; y

substituyendo los valores hallados de z, dz en las

férmulas (310) de los corradios , resultard ser

M'O=y=M'F,0P = i,cc'a . Ahora si los va-
Cail

lores hallados del radio y de los corradios se subs-

tituyen en las equaciones 4 y, B de la Proposicion

- ) yCc.a
antecedente , se tendrin las equaciones ¢ =5

rdy

5o I/( dz* 4 dt*) 5 y diferenciando la prime-

- de d '
ra, seri F;'='.§Z%:1“ go-——— JV(dz —]—dtg),_
y elevando al quadrado ambos miembros, y redu-

Sec.axdt

ciendo, se hallard dz=——, equacion 4 la evo-

luta que es la misma Espiral logaritmica propues- '
ta, pero con distinta posicion.
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LIBR@ SEGUNDO.
ks DEFFNIEIO‘J\T‘ ki

. - . il de. =
322, La Fraccxon —é— se llama racnonal » quan=

a)o {as ca)ntlaadés I.""» Q -§€. ‘G‘Qlﬁpmﬂ} de Constantes
45 de potestades perfecta‘s”de la varlable . Asi la

f T azllg bx'+ c.rn” + &c.
raccion - e +fx4+&c

Icsdﬁfq:y;—a que sean 108 1 Hciented: 2, & e, f 2
con tal que los exporlentes Mayly Py qs§s &c.
sean enteros. _
BRI % C’bRO’L’ARIO I
L egnt el §R0i % 00GRI1T
1323 | 81 el numerador P d z esta con la dxfcren—
_c;al,dQ_de_I -denominador en una-razon dada , por
E:xe:mplo- enda dead b yda ihtegral- de-fla ifrac-

5 da: sera racmnal qua-

&101‘1 _'Q_ dependera de[ Iogarltmo l11pe1bohco de :

Q pues swndoPd:r dQ—a b, se tendri de.
sz ;

_....—-x

= —X a’Q y partlendo por Q a sera
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COROLARIOTL |
324. Es evidclnt_e_ que ._qualquicra fraccion ra~

ax™dx
cional se dmde en las fraccxones g
1o "'""Iy :'\;....... f +j;r§+ &C.

bxﬂdx 55 T ‘};x?dx
2o st “’w o e 5 &e, lug-

Pdx
go en general la mtegral de 1a fraccxon %-- se tendra,

o h
JORTE

S gamdy :
exd +f$§li_-|9m &ei!

ofp st noo

sl se halla la mtegral de la formula

L

Y RSCOL1O.

325. Adviértase que los emponentes de Ia va-
riable x se pueden consxderar todos positivos : pues
si no 1o son ;se réducirin multiplicando el nume-
rador y denominador de 1a'fraccion racional dada
por la z elevada’d una potestad positivacigual 4
1a mayor de las negatwas. Advxerl;ase ta,mbwn que,
si el mayor exponente ‘de 1a  en el numerador es
mayor que ¢l del denominador , ‘por la “particion
se podri reducir la fracmon 1aC1onaI propqesta a
otra, en la qual el mayor exponehte de la z del
numerador sea menor que él del denommador. ;
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PROPOSICION I

' 426, La- diferencial 27 d# %X (a+ b 22 35 = inte-

gra algebrlcamente 6 por los logaritmos ,:si el ex-

_.+r f0 mpntpyog
poncnte my o ? y O = '_—_——?--——-- son nu-

meros enteros y posxtlvos 6. cero.

1°. - Si el exponente m es'nfimero entero y po-
sitivo , elévese el binomio a4 527 4 la potestad m;
y'los tcrmmos de la serie finita que resulta mul-
tipliquense por z7d4z. Por tanto la diferencial
propuesta se transformard -en la suma. de muchas
diferenciales monomias , cada una de las quales se
mtegrara algébncamente (77 ) » 6 por los logarit=
mos ( 87 ) si resulta la diferencial partida por su -
mtegral luego-en la syma. de, dichas. integrales se
tendri la de la propuesta, 5

Si el exponente m es cero, la dlferencml pro-

(1

2t

puesta se 1cducu‘a a :c"d x, cuya mteoral es A
: Y v AT
r & N

o

3
L x 51endo n=_ I.

o) Sila cantldad

—p4 13 13
€5 numero entero Y

po:;itivfo : \hé-gase atbaf =z; y'se tendran , 22
. CE . A

r':._ _; 10y ! X 4 F
ki g ok 62 a) gz a)

I_I %
b ? : i ? Y dx=_‘x
1 E A 3o I b ; - . P\
0 3 —— b ? v gty b P 3 a8

99
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(z—a)? iz

R ; por ‘consiguiente serd 2"dz ¥
b Ml
: -
7

(2 a)

. : b |

e - —_— _I . e
—a) P

(a-l-b;xf')"' x(z a)” . Xdzxzm

LA 1 A - n-—}’-#-l wl Ay g _:

= £5) % (z-a) s )(z”'-d.z;'.—pe-‘ro esta

dlferencml se integra algebncamente 6 por los. 10-

H—p+I
gantmos,_ﬂ ;’ es nﬁmeio entero Y posntwo,

6 cero, como se ha dcmostiado en' el caso ante-
rior : luego en las referidas hipdtesis se mtegrara
del mismo modo Ia formula dlferencml propuesta.

n—p &+ 1
PX1 —o, 6 bien rz=p—:,seréla

) 81 es
diferencial propuesta z Pt dx x(cz+f: xi" )"‘ : Y la

transformada se reducird 4 — )<z”‘dz, por consi-
pb :

guiente serd S. 2" dx X (a+b2P) "‘=‘Pbx(m o ¥

mat __
27t =

Pg,x(m ey X(a+b:rf’)”""‘, por. ser z== 4.}.5;;1’,
30.' Si la cantidad M Mgt oA
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entero y positivo ', higase a4-b1?7=z2?; y serd
> s Ry 1ok it § ) I . I

—y

a?

éa_—_-é (z"....bj ¥ a2, de donde z? - g:b, ¥ = =
(=57

¥ -
a’l

. ey
dimm 2 X X (D) 7 Nz, 4=

(z—B)7F
luego la diferencial propuesta a7dx X (a4-ba?)®
7 I

4_1" a? ...1..
S X R(e=0) *
e BE .
#t14pm
a

I

se transformari en la

| aﬂ.l
MmNy ]
KdzXzmX o
mptnikptr
(z—17) ? 5 pero esta diferencial se in-
5 3 : -MP+ﬂ+P+l

Xz”‘dz:x

y

tegra por el caso primero, si — esnt-

mero entero y positivo , 6 bien cero: luego en es-
tas suposiciones se integrard del mismo modo la
diferencial propuesta. Que es &c.

COROLARIOTI,.

327, Se infiere que siendo p =1, la diferencial
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a®dr X (a+bx)™ se integrard algébricamente 6:
por los logaritmos , quando m, 6 bien », é bien
— = n=—2, sean nimeros- enteros y posmtwos 2.0

CClO.

COROLARIO 11.

328.. Si es p=2, la diferencial :L"dxx(a+éx§)’”

se mteglaxa algébricamente. 6 por- los logantmos '

am 4 7 +3
i)

con tal que m, 6 bien —:—, 6 bien — sean

nimeros enteros y positivos , 6 cero.
© PROPOSICION IL
329. Hallar la integral de la fraccion racional
x"dx :
W » €0 quien 10_5 exponentes z y i son ente-
Tos ¥ positi;ros. _ Slal
Higase z +a=2z; y serin, a=z=—a, dr=dz,
y an=(z—a)": Iuego la diferencial propuesta’
::”

z—a)’x dz - 0
ey s transformara en la —(—-—;2,,——- que’ es

igual 4 la serie 2"-"dz—=naz™"* dz 4 m(“—l)
a2 Ken=M=2 7 &c, 4 a"2* ™7, Fs ewden-"‘
te que todos los términos de esta serie se integran
(77 ) algébricamente , si es m>n- 13 pero siendo
m=n-1,0m<n- 1, alguno delos términos de
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dicha serie tendrd 1a forma 2= 4z, cuya integral
(87) depende de Tos logaritmos ; y los demas tér-
minos. se integratin! algébricamente ::luégo en - la
suma de las 1nteglales de todos los términos.de la
referida serie’ se “tendra’ Ta’ mtegral de 1a t'raccmn

ramonal propuesta. Que es &c.  eovitiacy v woung

rienty CGOROE ARTO; 1.

i PPN sl =T -
‘3‘,3’0; Se‘ 'ih‘ﬁe‘re‘que.'la 'c:hﬁﬂf_-f.nCla‘l'E:_F‘-.‘—)-w se if-
te,gra aloébracamente “siendo m>n - 1, y en los
demas casos depende su integral de los logaritmos,
con tal que los exponentes n'y m sean enteros y
p051t1vos. I zol 5} ] secsiby i) 4G
COROLARIOII.,._- ¥

331. Sise propone la dlferenc1a1 L +%)i:i—x, en

quien los exponentes m y 7 se c0n51de1an enteros
y positivos; hecha como antes la substitucion z4-a
; LI ﬂldz v
=2z, se transformari en la Ge=ay > bero esta se in-
tegra algébricamente , siendo #>m-+1, y en los.
demas casos depende de los logaritmos : luego la,
diferencial propuesta se integrard del mismo modo.’
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PROPOSICION III

1953, | Hallar 1a mtegral de la fraccu:m racmnal.—
d .
= x(;,“)m 5 en qmen Ios exponentes nYy i son en-

teros y positivos, «o3% o i) WRThge

7, T e i 24 ! a®"
Hagase x=‘—;-y serin da=rm ?,g, a:"_..-T,

zta=: + (y ). : Iuego la diferencial pro-

a“d'y. a*" a’"x(q-py)’"

£ T i 3 ,ym

¥

puestase transformara enla =

1 ,yn-l-m "J}'
— S R Cargy IV integral (330 ) se tiene

por lo demostrado, y depcnde de los logaritmos,
porque m no puede ser mayor‘que z -+ m—1. Que
s &c.

COROLARIO I.

' J.'é J.r. : s
333 Siendo x"x(x"+bx)"‘ =y py o Tesulta

“dx .
que la diferencial Frraer i integra siempre

por los logaritmos , con tal que los exponentes n
y m sean enteros y p051t1vos.

COROLARIO IL -~

: 2"dx ::"""’J:c
234. Tamblen PO].' Ser (.t’-[--bx)'" T (x—}-ﬁ)"' =




(3r1).

x"dx
-_”-':"x_(_-i_:'g)_"'— 4 resulta que la dxferencnal TTT)-”’

mtegra 6 algebncamentea 6 por los logaritmoss

Bisn 0l i 47 Wil AR g

ESCOLTO

335 Tengase presente que-las mtegrales de Ias

1 v wBdxc ol atdx
fracc;ones racxona es s Pﬁrg()mﬁ P ,)m en qule-

Iz

-

nes los expcmentes n'y mson niimeros enteros , po-
sitivos 6 negatlvos, ‘se' tienen por lo demostrado
- (192,194 , 186) ya sea algébricamente, ya por
los arcos cn‘culales o  ya por los logaritmos,

A PROPOSICION Fre

236, Hallar la mtegral de la fraccxon racwnal
2 A A, Fediaa
1 r,;_gzz_ f;)’"‘ » €N quxen Ios exponentes n y m son
enteros y posntwos. '
Higase 2+-b=23 y serdn v=z—10, dx=dz,
1 -—-(z —b)", x +;2.b:r—z —-b", 2 +2bz
4 fa=2% +ga, hecha la substitucion fa— b2
=ga, en quien g expresard segun las circunstan-
cias una cantidad positiva & negativa s luego la dife-
(z—b)"xdz
( 2, )m 2

por la féormula newtoniana del binomio se convier-

rencial propuesta se transforma en la qual
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'qdl abxs"* J‘ "H'!fﬂ-—l
te en la serie ( @m (:':;aﬁ_ _..._). ®:
BAeb s RS O) 20! Brdeiiagisol
('-"+ga)‘ L Cz'+ )"Pt?r 10 demostrado

'...sm,:

(192) los términos de-esta serie se integran ya sea al-
gébricamente, ya>por:los-logaritmos, 6 ya por los
arcos circulares: luegordel mismo modo se mte-

grala la fraccion raciorial pfqpucs'tii; Que es &c.

TR '\rr"

PROPOSICION V..

" 837-- Hallar 1“-1 mtegral @ 13 ([ikeion? raaonat
I 10q By G , 201fu01id 20218 0f

T'x(2? + abx ¥ f )nn e_n cuya exp_xes;ofri l?s;_iexponentes
y

n y m sou cnteros y posn:wos. |
f iR 1073 {',{ Ilﬁtfflz] f‘f"l

Hagase :r--——, y seran, a’x=-— T A=
&m- it AOHOYT 201 ABLID MY o memr— e

= IPET g )

(= +2bz —+ fa) luego Ia formula propuesta s

Sl ® t'h-]-rw ‘Jz

A

¥ a* +2bx+fa_.

trafnsformara en Ia — .-( f)"’f"‘" x s fa){'--;'-

cuya mtegral se ‘tiene por-lo:demostrado (336):
luego del mismo' modo se ‘integrafd la.férmula
propuesta. Que ¢s &c,
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PROPOSICION VI

338 Hallar 1a mtegral de la ﬁaccmn racional

+ et 3 & '
(a—l-f):-(i:" z):(:; x; = Xdz,enla qual el denomx—_

nador estd cornpuesto de factores binomios reales
del primer grado , y primeros. ‘entre si, y el expo-
nente mayor de la z en, el numerador 'es menot
que el mimero de los factores del denominador.

Método 1°.

f—l-lgx#-ﬁx + &c. Y A B
(a+ x)x(b+x)x(ctax)x & ~ atax + b—{-:c

-+ c_f — -+ &ec. swndo 4, B, C, &c. numexado—

* Higase

res constantes que se han de determinar. Rediiz-
canse estas fracciones 4 un comun denominador , y
se tendrd la equacion

Abc +Acx_+ Ax>4 &c.
+Bac-Abx+ B 2
' + Cab4+Bax+4Cz?
f—l—ga:—]—ﬁx”-i— &c. _1. -+ &c. +Beczx 4+ &c,
: . : ﬁ +Chzx
L +Cax
-+ &c.
Comparense Ios términos del primer miembro con
B
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los correspondientes del segundo , y se tendrin
tantas equaciones , como son las cantidades 4, B,
C, &c. es dsaber, f= Adbc+ Bac+Cab 4 &c.
g=Adc+ AZ’+Ba+Bc+Cl7+Ca+ &c. h=A
—+ B4 C+ &c. y asi sucesivamente , y par medio
de estas equaciones se determinardn los valores de
las cantidades 4, B, €, &cs luEgo se -tendra

erd=hi® L &c. Adr 5t aCdE
(a -[-itLb-.::.r)x(c-{-.t)x &, de:_' a+tx + b—l—x + e+,
-+ &c. é integrando seri S.- G +‘C§iz:f;x(:+8;;x T
dx——-AxL (a+a.)+13><L (b+x)+CxL (e+2)
+ &c.

Método 2°. - - sare Al
v 2 By eda pete SHerthz? - &c SN
Supuesta como anteslafraccion 7 TG ernn &c.

s =t 'bf-x = e &c se podra tambien ha-.

—
—_

a-

B i
Ilar eI valm de ]a constante A hac:endo T

- &c = esto es, N igual 4 la suma

+ c+.t ’
de los numeradores de las’ fracciones ‘del primer
miembro reducidas'4 un comun denominador , y
M ignal al producto de todos los denominadores
de las mismas fracciones, es decir, ignal 4 (b42) X
(c+ 2) X &c, de lo que se infiere ‘que Niy M son’



P
fanciones racionales y’enteras de la z. Por tanto-
=1 f.}.gz+kx = &C. A i
T T L By + =

se- tenéra

AM—!—Nx(a{‘_) 3 w4 i
Mx(a+x) d donde f+gx + ZEI + &Co
—AM-&-NX(a-!—x) y N__f:}'tgx+hxa::cc—z{}l{t’

pero N es funcion racional y entera de la x: lue-
gr+ha* 4 &ec.—MA
a4 x 3 Y
por consiguiente el numerador se podrd partir por
a4 2,6 bien 'sera a4z factor del numerador:
luego- 'si-én el ‘mism6 ‘numerador F-gr' 4 hz?
+ &c.— M4 se. substlbuye — a en lugar de la z,
ser4 dicho numerador Igual 4 cero, esto es, S+gx

o 7P &= M A= 6y por conmgmentc A=

+hx® 4 &ec. : :
({j_i;(; s el luego si en esta fraccion se ‘subs-
T s

go lo sera ta'mbi'en-sil i'gual-f+

t-ituye —a en‘lugar de la z, se tendrd el valor del

A
numerador A de la fraccmn s g .esto €s s A.._.,_

{;f:;(if‘-_;)‘x&;;_- . Del mismo modo se hallatdn,
p o frgn b ket d B o Nfbaehe + B '
e (a+ x)x(c+x)x &ec. > (a+x)x(b+ )x&e. ? 4 ast
sucesivamente , si-se substituyen, —& en'lugar de-
la z en la primera equacion, —¢ en lugar de la #'
en la segunda, y asi siempre con el mismo érden.’
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Hallados los valores de Ias cantidades 4, B, C

Srextha*q &e.,
&ec. se tendri como antes S PR x)x &c.

M de 's=id5t L (a+:r)+B)<L.(ZJ+x)+C>¢
L. (c+x)+&c Que es &c.

COROLARIO

339. Luego la fraccion racional —g- se integra

siempre por los métodos antecedentes , si'el deno-
minador Q se puede resolver en binomios reales,
del primer grado ; y todos primeros-entreist..

EXEMPLO L

. 340... Se pide -int_egrgr' -la. fraccion”, r;_ac*io'riah
Jtgx

GFomora) e 5 gTeTS
- Supongo como en el método pnmero E__!_{)i%jgi

A ‘B: q f : :
a_'_x—{- 5y a0 B0 uzco estas racciones 4 una
misma denominacion, por lo que. resulta

j'+g:c-‘-{+§zi§- 5 suponbo prlmem fﬂ_.Ab_

+Ba, iy en scoundo lugar: g__-z1+B 5Ly por: |
medio de estas dos-equaciones determino los va-!
lores de las cantidades 4 y B, de donde resuls:
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8 =2, S\ fgr
ta ser A= (a+ ey O
A 53 g fased 1 . g
*—‘:'jr;‘-i“- X a-[l-a:+ J;—i- X b':;-.-e »'Y por: consiguiente
o SEex _._f:._g_d A | f—ib ) dx
(a+:)x(b+x) X d.‘t X a+x #* Fra v S v bt +lue=

-go integrando -serd .5. = G 14': *f(b-lj:-) )( dr = _f-—g‘z 2

L, (a+x)+ ><L (b-l-a:)

SEXEMPLOIT, iciinid
Se propone mtegrar Ia fraccxon _racxonali

...‘I 3
f+g'r+ hx? :
AT et X Gebmiunuot 57 1eip Tw! s
f—!—gr-q-hx“ F oy piiiony earops
Supongo (a+x)x(b+ 2)x(c -I-.r) T aoF = +.,5+,;_+_Z—x.?

o '____ Srext-ha?
Consta del metodosegundoserl o A= ST’

si en lugar de la z se substltuye - a3 2° B=

ff 3
(:{: i;?c:.x) s 81 en 1ugar de la x se subst1tuye — b3

3% C—(“‘:_tf::s{—)-, sien 'lugar de 1a z'se substx-.

tuye--—-c luego serdn, ff-#”%———_jﬁ—t’:;—i%, B=

f—s’%"’+775_°_'- e C f-—-gc.fs;_g;é'i. & obasiz -
(a—b)x(e—=b}) ¢ (“""'E)xkb—f) por cons;amen-__
f+ §x+fns '\ f—ga+ha?

te setendrs - P s ;)de "(z,':'a_x(c_.a)



(?3'18-)-

dx . f—pbi hb? S—gethe®r . é'a:
atx + ( —b)x(c=b)- X 6+.;r.v ok (a—c)x(b—c) x $
. ifhag ket o sy
1“60'0 lntﬁgrand() seldj tg (d‘-{-‘#)*(ﬁ-l-f)x(b +x) x #
L f'-—ga-]—fm : ot b WA
(b-——-a) (.»,_ay X IT (4 ‘1‘*"') = (4—~b)x(c,—~b) Y -
—gc - fie?
L (bt w1t L B8 mlnrgatal op

Gty @y
PROPOST e 1"0' N“V 1"
342. Hallar Jajintegral de:la fraccion racional
ok je ket lxd ¥ mat Lonal  pab d qx7 4 e N
(e -I-x )x(b + 2% )x &ce x(e + =x+x*)x(f+§a:+ ;\:’)x &C
en lIa qual el denominador Jésti- compuesto de

factores lg.momxos y tunomlqs nreducﬂ)les del se-
o*unilo grado’, yel ‘exponente mayor de'la z en el
numeradof ‘es menor que. la potest,ad mas alta de la
zenel denommadm ) hecha la multnphcacxon de
sus factores, — -

R S S By

Metodo 1° R

‘ ] b | - .
ﬁ + ;x + tat § Zx-’ + m::‘-]-mrf +px‘+qx"+ &c.
(a+ 22 (b & .:r.“‘)x&c x(c+ex -1- 4’)x(f+gx+:c’)x&c. ;

A+Bx C+ Ex .F’-{-Gx "H+ K=
T g 22 _T'I-—b-l-ra: k. & +c+s,t+x L frgr4ia®
-+ &c. smndo A,ByCyE3F,G,H;K, &
cantidades constantes que se han de determinar,

Redizcanse dichas fracciones 4 una comun deno-

Higase
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minacion 5 y'hechas las demias operaciones-que se
explicaron en-el Método. primeroide-la-Proposi=
cion antecedente , se determinarin- 1os: Nald‘rag._;;d@
las referidas cantldades constantes : luego serd

hyijrska®+ !:3-'~m.r" +rm-" + pr‘ +ax7 4 &e.
(2 +22)x(b + 2*)x&ex(c +ex +2? p(fit g -l-.a:")x&c._ * dz

R 7 A LEII oF £ A S
="'E=A:-xa :‘?‘jﬁ-z‘ *?j‘_-¢“+x-*.-.ﬂ?a;bé+.ai“
R 5.7 BxdE ), oHdp %% Kaxdi-
""m"k Shratizt 'ﬂ'm Fo gt
=+ &c.opor cgmigmenEc ise téndirdtac 'mteg:ral‘&dedl-a'
fraccion racional plQPTlCSt?I toman\do Ia,“sunq}g -de,
las mtcgra;es de cada unade las fraccnones separa-~
das del segundo miembro’de la eqv,tacmﬂ antece-
dente segun Ios metodos bnsenados ( 1313, 323§ 336) :

ML R A ol 3R ARl Jj Hobarodiam
== X s rsus:ndo

ash- S, = o
y + 'J.« I3 d+x
% un arco del circulo’y’ o:uyo radm €s 1gua1 a ]/a,
' --',}'ji,,'_—".l?::'f RO '}-‘a’x A
TR e
9. [ 't;,.-.),"im; a+ex+:t:

T £ r{ e :-"_" i

—-—'_2'+ -;—.', ;51end6 'x L =
G1 a'x zdz—%edz . zdz
'l— G \S‘- 3 fi-;_-» WL '::".
-r.“-l— e -x—-wﬁr_ir-_’g =G X Sar 7 _‘_;zr;
u?fz‘ W) (a8 2 1R
=206 X5, TR A elﬂflg&_}ﬂs~ mrsmas substl-
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tuciones anteriores. Adviértase que siendo el tri-
nomio ! del:isegundo grqdo x“+ex+c 'zrredumble
Esups ),seréc:-qz"';'” 92 93036299

ftee  Onanl 1 z9tnnd hidran
- Mezodo 2. .

]

Hagase como- antes ) ;
B jx 4 kx* 4-Iud #ne® 4 na¥'y pab -I-vgx"-l- &, 4h3
(@ + 2% )x(b q-‘x"‘j'x &c:;x(c?ﬁx-}:— #2)<(f Fgrta*)x cu = J
.AJ-‘BJ: C+E:r ﬂ.,‘.f. FY G H¥Kx
&Ci SE 58 pidg »ahbﬂa:-hal}ar( el, Valﬁrwde las.constan=
mubmire sl oby 'f:rulj CrE’.Eﬂ-', [t F+Gx
fé YB_ spp g Jf +& +c+ex+a:

H+Kx L"N", ‘representando N el

+f+gﬂf+§5‘ Tl- fff fo:d¥ 2oboisa 20 g oifis
nﬁme1 ador dc todas las, fraccnonas del aner miem-
producto: de sus denommadores 5 por consnguxente

N pA M seran funmones racmnales y_ enteras de la
~ #. Tambien- para, abréwar ol calculo supéngase. 2
igual al factor que multiplica 4z en el numerador
de la fraccion 1ac1cmal p1opuesta y ¥ igual al

z
dgnq_m;l_'t_x_adox der:rla~-~1_g1sma&_-fr-acclon> .-::sem pues F

A+B: N MK(A+B;)+N><(¢+¢¢)
“-_i_xz + M - e Mx(a-k'-ts) s df: donde




(aar).
g = Mx(d+3x) “+ NX(a+ %), Y N=

B -
z‘_ji";(-fj- )’ pero N i funclon 1acmnal y entera

.‘f. - ;/

de Ia i luego lo sera’l:»ambien st lgual __.‘_‘f‘f,f_!___(*:f_f_’i)

y por conmguzente el numerador se podra partit’
por a2, 6 bien seri a + 2% factor del numera-
dor : luego se tendra el mismo numerador Z—M-%
(4+ Bz)=0,sienél se substltuye asi + F—a
como —F—2 en lugar de laz; y hechas dichas
'substifucimnes -resultaran-dos equaciones ‘con las
;dosrmdatermmadas d . B, cuyos. valores se deter-
._mlnaran por | los métqdos ensenados. chl mlsmo mo-
do se hallarn los valores de las constantes C y E

(C-—I—E:r)—-o, sxendo :c.._f/-a—b :r-——.f/ b
%y asi disciirrase de las demas constantes. Hallados
los valores de las 4, B ¢, E, &c. se hall;ua la
integral detla fracc:lon racmnal pmpuesta segun se
ha mamfestado en el Metodo primero. Que e &c.

EXEMPLO

343. Se propone integrar la fraccxon racional
44 2zva® Jz3)

-(‘fi"ri)l"(3*—2x+x’) x dx-

8s
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W Fary a4 a3 444- Bzx CYyEe

: .IHagase G : P L - 3—:;”"
Consta por el Método 2°. de la Proposmon ante~
rior que en general es- Z—=M X (A + Bzx)=o,si-
poniendo 2+ 2% =0, de donde x=-- V' —a: con
que en el caso presente serd (4) 4+2z+42% + 23
- (3— 27 4+ 2*) X (4 + B:c)....o., supomendo
!I -+ 2% —-.a, o blen :r—-l—f/-- Ty cuyos valores
_'nombm n, —n para facnlltar el calculb. De Ia equa-

4+«e.x+.1’4-x-’ $
cion 4 resulta ser A-}-B:r—- = v Y

substntu;dos en esta succswamente los dOS valmes
oy =n de laz,  se. tendrén las dos equacxones si-
guientes & :

ol Gtandn®ial e
.tf—!—ﬁn— 3___.2"_*_” . e . fery
: 4—-—-:::4-!: 2__p®
’l_ BJI i 34anta* 0 :
y sumando la primera con la seounda % serﬁ
e 4¥onn®itn¥ 4—anyn® 3 il
24= 3—an+ n> 3+nfz+n’ A
‘ax(4 4 n*)x(3 +n2) + gnx(an + n3)
GEy—4n® 1y restando Ia segun..
da equacion de la primera, se tendrd
4%ongn®en®  g—antnt—nd

2Bn= e=2n4-n% i 3tondn®

G o i 23 Yx - 2y A p £y
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W B : Q{f(4+ﬂ’)+(3~'c*ﬂ‘)x(n+ﬂ’) M OPRLLI N
] (3'[7“1)4""“4“‘ s : SR b

En las des equacjongs antenores que, expresan
los valores de 4 y B, Substltuyase V=1 en lugar
de n5y hechas las corre‘spondxentes operacnones ¢
hallaré ser A_- % B=1. Ahora para determinat
1os/ valores de C yE, seiformara la equacion (B)
442242 +x3—(1+xG)X(C+Ex)_0a Su-
Ponlendo 3.....23-.!_3:9' =0, O bien x-—-I—i"V—Z
==Iin para faC111tar el célculo. De la _equacion

442t 2® 27
:-|-.r‘
tltuyendo eh ésta sucesivamente los dos -valores

I+7, I=nen lugar de la z, .se tcnd:ran las dos
‘equac;lones - esto es ,, 53 LI S

B resulta ser C + E 1=

3 ¥ subs-

: o 8pgndgn®nd o

C+(I+ﬂ)XE Z_].gf{-n"’ _ __’. A
8 7n+4n --ﬂi \ —ﬁ F-(

c+(!-sn)x.E—- 2—2ﬂ+n .,'I QIR 228 -0

restando la segunda equacxon de Ia pnmera ' se
tendri
8+7n+4n"'+n3 §—int4n>=n3
e En qoRchRnhn® o i ';.‘~ j22n-n? |
--4nx(8+4rz“)+z><(7n +n3)x(2-!:n‘)
B o .
y partiendo ambos miembros por 27 , ser,




P i

e a

E== 2)((8—!-42:22'_-!;2()'72—!-:@_ )*(24—” 2 Iuego sub‘s-

txtuyendo en esta’ expresmn en Tugar ¢ 7 n? su va-

lor =2, 'se tendrs E=o;y por medio de qual-

qmcla de Tas dos equacwnes anteriores se halhlé
Hipdeb, £1s = 42 ey

(In-l-:cﬂ)x 3—-2:c+:r“)

ser C__g. Por tanto scra

4""L—I—x :}: ’ d;.
x'?.

T+
bros’ por d :c se tendra

3_2n+ i

e 14-{-2:1‘4—‘{'214—333 %

t = (e +x“)><(3 .z.:r+xl) Xdz
'{x d“" Fdy' T F4 dr “tdr

d
S h—f 1'hécha “Ta substitucion'z L2 1= 2. luego

integrando serd S.

4.-!—-2:&?—l‘-:lcg—l-—:n:gJ X d'x -

T +x*)x(3—zx+z=)
FXu42XL. (1-1-:;")-1—“—)(0, siendo u un ar-
co del circulo que-ticne- el radla 4. Y Ja tangente
2,y v un arco del circulo que txene el radxo 1&,
y la tangente z 6 bien z—1. LS ¥

PROPO&ICJON 'V_'III.

344- Hallar la mteglal de 1:{ ‘fraccmn racional
Fs-l-}x B 4 !33-]- e, b
(a+x) x(b-{- x)"x(c 4 x)#x&c..
minador” esté ‘compuesto de binomios- del - primer

)( dx @ la’ qual el=deno~
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grado elevados 4 qualesquicra potestades enteras y
positivas , y el exponente de 1a x en el numerador
es menor que la:suma de los exponentes m, ny P
&c. de Tos- bmomlos del denommador,

Métoz?a % e

f!-l-}x-!-k.x’i-fx-’-l L
Supéngase G e i =
A+Bx+C 2 +Ex3.....+G gmel
._4;_') ; (a+x)rn {5 ke, ;
e - A’+B‘x+C’x°’+E"r 3.....-3—(;" Pt
ot b ap ] (f?-l—:c) 345 VD >
./1”+ B”:r O Bl 30 oo G"x?' 7 0
(c—l-s.)? s

+

—!-&'C-_:,-. ok £ pricd
Reduzcanse estas fracc:ones a un comun dcnomn—
nador; y hechas'las demas operaciones que se han
explicado en ¢l Método primero de la Proposicion
V1. se determinarin los valores de las cantidades
constantes: 4 ; B ,,C, E, G;:&c. determinadas’ és~
tas., se tendrd la integral de la fraccion racnonal
- propuesta, tomando la suma de Tas mtegrales de

Adx *+ Bardx " Catde
‘.d+ )Jr C'a_"_‘)fr (a+.t)"'

Ias fr-accmng:s separadas

= &g, cuyas mtegrales se. tendran (330) en par~
T te a:géBucamcnte, y.en - paste por los logaritmos,
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Mezada 2 .

f!-{-]x%?cx’-{-fx’-l- &ec.

(24 2)"5(bA) x(e d 2)x Bec.. o
P Q R T
A N

Pl Qi R.f-_. Tl
T (o+x)" . + (b+x)”“ + (EJ+x Zoal i i oy btx

Pa’f Q}l 4 [ RH .' : . Tﬂ

T 7+ (c+x)1“‘ T (c+:t)f""" b otz

+&c.o- -
en cuya expresmn Tos numeradores P Q, R i
&c. son cantidades. que se han de determinar. Su-
péngase ahora la suma de las fracciones de las co-
lunas horizontales segunda , tercera, &c.-igual 4

Supongase

NECHH gy neig e o b
:_‘—j—l,'_x__'_epr:q:se_ntando N el numerador de todas ellas
reducidas 4 un comun denominador, y- M el pro-
ducto de sus denominadores 5 -por consiguiente N
\y M serdn funcmnes raclonales ¥ enteras’ de- Ia %

B e ket T2 4 &l
+:)"‘a<(b-{-x)”x(c+.c)i'x&c.

luego se tendra la equamon G
— (a+x77r + (a-[-.t)"'" +’(“+x)m ’n—n P .+4+3+M

PM+ QMx('a + .ﬂ+ RMx(’a+ x)* 8o 4 I‘Mx(a-{«x)”" % -l-rNx(a -[-:r)"'
it : Sigsd 17 Jﬂ*(ﬁ"f’#)m




(327) :
de donde k+}:r R L8 £ 5 TN WOy e
PM4QMx(a+ z)+ RMx(ark )" + &e. ¢ TMﬁ(a R Nx(c )%
y en conseqiiencia s tendrd -

byjrdka? x5 48c. - PM—QM"("'I"‘)'RM*(“*?)’-&C —TMx(a+x)"’ .

N= SERT (a4x)" 5
pero N es funcion. racional y ‘entera‘de 1a z: lue:
go el numerador del segundo miembro ‘se podré
partir por los factores”del ‘denominador , esto es,
por a+z, (a+12)* , &c. 6 bien estos serin fac-
tores de dicho numerador. Por tanto si en el mis-
mo numerador (4) A+jz + kEx?4123 4+ &c.
—PM—=QMy(at+z)=~RMX (a+z)*~ &c,
—TMX(a+x)""" se substituye —a en'lugar de
la z, se tendrd .6+;x+kx + /234 &c. =P M

“h Lk 13
=o, de donde resulta I‘— +” - J:-I __+ =

ﬁ+;x+ k2 + P &e. fr-—;a+i:a —fa-’-l— 8cc. ])_etef-
(b-l- x)"x(c 4 x)Fx&ce (b—a)" (c-—-a)i’ x &c..
‘minado el valor de la constante P, se hallarj él
.de Q con el. método sngunente; En la, formula (4)
substitdyanse el valor de P, y- (b+x)" X(cH2)? %
&c, en lugar de M; pirtase dicha férmula por a-+-z,

h¥jx+ ka* +1:~+&c-——PM
Wy —QM-- o, de

1D ﬁ-!-;x-{-kz’—l—fx”-!—&c —-"M
donde Q== GEoiL % y por medio

de ‘esta equacion se determinar el valor de Ia

¥ se tendra
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constante Q. Asimismo el valor de la; constanl:e R %
. s¢ hallard por la_equacion -

hejrake® +lzi+&e. -PM—QMx(a+x) 1
' R_ (d-hx)’xjk[ i i, Sl en ella se

"""'subsﬁtuyen Ios valores d¢ P, Q, M’ ‘despues &
parte. el numerador por (44 x)..“. 2y en el quo-
ciente partido, por M se substituye —a en _lugai'
de la 2. Del mismo modoise determinarin los va-
lores de las demas constantes :‘luego &c. - ., -

EXEMPLO

13

2845, Se propone mtegrar la fraccmn ramonal
:g-—-{x-]-x’—-;;xs—?x‘ '
Gror K= a7 X &

‘a—gx +:‘“—4-v’--7x“ s
N T 0 Gt 20 i (3+x)_°_‘__ 3+x
; Q : R" ' P

+( 2+x)q, +“—2+£ (3_{_:;)5 +3g_xrl'Msxen.
do M=(~24-% )3’ Y PLQ cantidades’ constari-
tes que se han de determmar Iuego reduciendo’se
tendri 2—g2 412> =423 —724=PMFQMX
(3+2) + NX(3-2)*; por consiguiente N=

g_¢,+,=-433_7;4.—PM—QM*(3"'3) la qual frac—
. N

«cion serd funmon racxonal Y entera de la x: luego

Por lo dicho serdien el caso propuesto _ |

s iy i 251




_ (329)
si se substituye —3 en lugar de lax, serd el nu-
merador de dicha fraccion ignal 4 ceroj y tambien
si-serparte el imismo numerador:por 342, su quUO-
ciente serd [igual 4 céro. En el primer caso sc ten:
drd 2—g52 4 22 =423 =—72%— P M=o, de don;

‘a—g§z ¥ 2P ga =72 * __2—sx+t x*—4rS pa ¢

A33 |

m;
n—;x+x"—-4.:r3—7x4‘-—PM-QMx(3+x)

; e y
por '-consiguiente ' e

5y enel segundo caso serd

433 (_Z_I_T)g

QM=:

3+

-—qux"—-—ggg:r +27232% —g821x+ 3714
_—
125x(34x)

__—87523416922%—2353x4-1238
w ‘13§ 2 _
& Q_—.s;;x-"'+:69zx’-ng;gx+ 1238 47150
b R0 _ 1‘9.;x(—2+.r)3 S T

1886

e substltuyendo —3 en lugar de la z : lue-
go quedan determinadas las cantidades P Q “Aho-
ra si se pide hallar las fracciones pertenecientes al

2=y t‘-—l— .7.‘-—4.1‘"—-7,1:"

i L S AR
factor ( 2+:€) ) S€ hala (3+x32x(_2+_¥)3
SR et S SRR
e R = L e
tt

+M" siendo
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en este caso M= (3+z)*,y P, Q, R canti-
dades constantes que se han de determinar: luego
reduciendo se tendri 2 —~ g2+ 2% =423 —724=
P'M~+Q MK (—2+42)+ RMX (=242)* +NX
(=—2+42)3, de donde resulta ser
Ne=2 r;x-}-:r “4x3-7:4-P' M- Q’MX(—'x+x)—R‘Mx(-a+x)’

. (-2+x)°

luego si se substituye.2 en lugar de la z, serd el nu-
merador de la fraccion anterior igual 4 cero; y
tambien si se parte el mismo-numerador por —2+4-7,
(=24 12)*, sus quocientes serdn iguales é__‘ce;o_a:
En el primer caso se tendrd. ok

2—5 141 —-4::3-——7:c4 —~P' M=o, de donde
P= T = = s en el segundo
caso seri : o

2-§r+4 22-4x7-32*-P' M- Q’Mx(—c.-i- x)-R’Mx(—u-]—:)’

-2+ X

0y

a—gr4 :rf"——-4.x'5—-7x"‘—-P'M
—2 X

y por consiguiente M ==

2—574 2 —gad—grht — X (342)°

—_—2
o 1757t =t00z? +173x% 4 7632 41383
- g;x(-—-—ﬂ.-}-;) . ; o it >

17523 4-4501% 4 77k + 691 1069 L 1669
- IR Ly y Q== i30=
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Y ;:i‘:; y finalmente en el caso tercero serd
g,-;x+x -41‘3-73:"’ P'M-—Q’Mx(-—f}-{- a:) R'M“C'Qi'-t)’ i \'
i “(2a)r =0 4
de donde Rf M-—- “’W"‘x’-‘!—x"(?';’:j)ﬁf Q’Mx(-'z-i-x)
o5t g tget (k) 4 2205k )
— ( g . S

—37;::*-]—;69:: + §1412* 4 608x—12332
= > -
i25x(—2 + x)
__8752% 42931243083 __ o445 2489 ..
12§ ; —\.'155 . Y !Y
2489 9.489
“agM T T agxag

Por tanto sera _
433 . de~ " 1886

a—grt FmrIgat I
(3+x)**x(—242)7 X d:l:- 12§ X (3+x)* 625 x
dx 2 148 dx 1069 dx 2489

3F: X(_..g,.‘-,r)-? —_— "(—-Q-I-J-’)z — sepiee P

dx a—;x'+ 2t —gxi_gat

; € integrando sera S. T o +x)5 )(

XL (3+x)+

otk oo nsdo0o " g499 :
Ml A,

PROPOSICION IX.

L B it

: i3iin ] 1336
Jk e 433 %
4 125 ‘3+3

346. Hallar la.integral de 1a fraccion racional

fidejrt kx® + 125 4+ &ec. LSS
(a-}-a:’)"'x(b-t-ex-i—;‘) mx&c. de 3 Cn Ia qual el d'en()-
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minador estd compuesto de factores binomios 6
trinomios jrreducibles del segundo grado elevados
4 potestades enteras y-positivas, y el exponente
mayor de la z en el numerador es menor que el
duplo de la suma de Ibs'éxponentesn . 5 8ey
Metodo 1%

Represente —-‘xdx la fraccxon rac:onal pro«-

z i
Puesta y supdngase ?'—" _ 48
A+ Bxz+Ca® +Ex3.....+Gx“-‘
(a+2>)" .
A+ Br 4 C2® + B3, ... .4+ o BT
i (b+ex+x2)m

+ &c.

Redtizcanse: estas fl&CClOHBS‘"a un - comun denom;--
nador; y hechas las demas operacwnes que se han
exphcado en el Método primero de'fa Proposicion
VI ise tendran los valoreside las cantidades cons-
tantes 4, B, C, &c. determinadas’ éstas., se tendré‘
la 1:11:egra1 de ]a fmccnon racional propuesta to-
mando la suma de las mtegrales de las fracciones
sepamdas ( J:_Jla)n + (4-?‘.1‘?;:3 + & (b+ﬁj—xx3)m

Bxd
+-5 +ex::1)m =+ &c. cuyas 1nteg1a1es se. tendran
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por los Métodos ensefiados (336 ).

.Método 20
Represente Ex dzx 'la'"'.f'ra_c,ciqn racional pro-

puesta , y supongase -1-;='

AL Bx . CkTr. . FEGx +H+m §
(a+x2)n +(¢+x‘)“ - +(¢Z+12)u" s o - ' ﬁ"l“ﬂ’ {
A"+ B'z y C’-%EJ: FI+GIJ! g "H'+ XK'z

+(5+ex+x“)"'+(b-;e_x+;’)’_" W"‘ﬁ,‘:‘
4+ &c, : : £
enicuya’ expresmn Ias cantidades” 14 j2Bj2Cq &c.
son’ constantes que’se ‘han“dé deterniinar. Suponga-
se ahola la suma de las flacmones de las colunas

J0 . 28
horlzontales segunda &c 1gual 4~ replesentan-

do" NV <t numeraddt de todas: ellas teducidas & un
comun-denominador, y M el-producto-de sus de-
nominadores 3 por ‘consigniente ¥y M serin fun- _
ciones' racionales: y: ‘enteras derlaiz : luego se ten= _L;f_,_“’:"“"q
. A% B C3+Ex FY Ce- |

+ 2yi-s | !
(a.-{-x ) (a—e-.x ) “(ava? )2

 Z
-dra Ia equacxon

e e gt i
vaes -I: a:x, a _IS de donde resulta ser
2’ MX(A'+.B:£)+M><(C+E::)X(¢2+::9)

-+Mx (F+Gz)¥X (a+x°)“..,. + M X (H4+K2n)X
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(a+2%)"T+N X.(a42?)", y por: consiguiente N=
Z— MX(A—{-Bx)—Mx(C-{-Esr) X (a4 22)
MX(F+Gx)>((a+ VPeer M X(H+Kx)}<(cz+x'3)”-
e (a+xa):z =
cuyo numerador se podra paltu por los factores
del denominador , pues que N, es funcion Tacio-
nal y entera de la x: luego, supomendo a+ 2% =o,
6 bien: ;‘—_,——#]/»- 7enzel-numerador de -dicha
' -fraccmn » se- tendra Z—M )( (A'+B:r) =0, 4+ Bz

l *

-?% de donde resultan dos equauones substltu-

yendo sucesivamente #—ay —#~a en lugar
de la zpor las quales se-determinardn los valores
de las constantes 4 y B. Hallados los valores de

Ay B, se determinarin los de C y E del modo
51gu1ente Substltuy'ansc Icrs valores de 4 y B en

el numerador £—M X (A4-Bz) =M X (C4+Ex) X
(a422)=MRX(F+Gz)X(a42) o= MK
(H+Kz) X (a42*)""* de la referida fraccion;
partase el mismo numeérador por a2, y se ten- .
i Z—Mx(A+ B2)

. afa*
posicion de ser 2 +42*=o0, 6 bien :r—--l-l/—a.
De l1a equacmn antenor resulta M % (CH+Ex)
Z-——Mx(A—!— Bx )

> atax®

-MX(C+E:¢)=0 en la su-

5 y sien esta s substxtuyen suce-
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sivamente I/-d Y. -—]/— a en lugar-de la'z, se
tendrin dos equacionesy porilas quales sedeters
minarin los valores delas-constantes «C - E. Aho+
ra si en el referido numerador. se. substituyen los
valores de 4, B, C, E'; y sepatte despues por
(a42%)%, se tendrs Z_MX.(AHkBg:ﬁ;Ec*E}Mq%af)
' -—-]i[)((F+Gx)._.o ¢n'Ta Suposicion de”ser 1=
+]/ —a. De la equacion.anterior .resulta sex
Mx (F+I-Gx)—- ?f"‘x(“ < B"()Mfi’;ﬂc *?’?_f‘(_“f’_” )
y si. en esta se substituyen suceswamente 1/ —_ay
— /= d en lugar de la z, se tendrin dos equacio-
nes , por las quales se detprr_pm_a_ran los valores de
y ‘G. Con el mismo método ‘se hallarin los va-
lores de las demas constantes &c. X y K:-y aun
con el mismo método arriba expresado se deter-
minarén los valores de 4, B', &c. H'y K'; y asf

succswamente luego &e.,

PROPOSIC]ON X,

347, Hallar la integral de la fraccion 1acnonal
(h¥jx ¥ ka? +Ix o & xdax

- (a+x)xBeec.x(e+ 2* )b, x (a+fx+a,“)>c&c_§(g+ 2)'xBec.x(p+a? )'x8c.x(b+qx + 2% ) x &c.
- en la qual el denominador “esta compuesto de
factores binomios; simples, de binomios 6 trino-
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mios -irfeducibles del segundo grade ,'de potesta-
des enteras de binomios simples, y: de binomios 6
trinomios irteducibles:del segundo grado, y.el ex+
ponente mayor de: larz en el numerador les menor
-que el iexponente ‘mayor de la z. en .el. denomina+
dor.; hecha la muluphcacmn de sus factores. iy i

i e el

Represente dex la fraccwn ramonal pro-.

_C+E

puesta y’ hag’ase (A) """ A c;:_;s
1;'+ q ..... 215, i I

+& + +.f‘_+ z+&co +(g+x)rrl+(g+ )ms""

U MyNe” U 0xPe T Qi Rz
g+x+& T iprane P+=')“""+P+‘”
2oy ST sl l o P4 B :

+ &C + (b+qx+x“)" e R

U+Jx !
+ Tgsiat. + &ec. Ahora las constantes A &c.

se determinardn por la Pr op051c10n VI; las Cy E;
&ec. F, G, &c. por la Proposicion VII; las H,
Ko L,‘&c.-p__m: la Proposicion VIII; y fi-
nalmente se-hallarin los valores de las demas cons-
tantes M , N, &c.. por, la Proposicion IX: luego
se multiplicari la equacion. 4 por dz, y se inte-
_graran los téfminos. del segundo miembro por las
mismas Proposiciones ; con lo que se tendri la in-
tegral de la fraccion racional propuesta. Que es &c.
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ESCOLIO.
+-348. Si el denominador Q de 1a fraccion, racio~
nal %ii_ no- se buedé resolver enlos referidos fac-

tores, se hallarin estos por aproximacion, y se
tendrd  préximamente la integral de qualquiera
fraccion ; aproximacion que sirve con bastante
exactitud para la prictica.
PROPOSICION XL -
349. Hallar la integral de la fér_mlil'a'j{mdy)(

“ _
(27y=y*)* , en quien los ndmeros m y 7 son en=
teros , positivos 6 negativos. :

ars
Higase y =———; y se tendrin las equacmnes,

R . _4rizds el
y m’ dy (za_'_’.s)a ? (2’3 3’ ) -.

7t
alp J?ﬁxz 3
2

Gy luego seri y"‘dyx(ziy -¥?%)

MR- '3m+:a+ 2"t dy
—2 Xr 3)( (22 +rz)m+n+: 9 Cll—

ya integral se tiene por lo demostrado ( 192, 194)
luego &cs

59

vv



(538)
- PROPOSICION XIL
--'=3§.®J%;:'Ha1iﬁ'r la intégral de:la férmula yf"’d TR

L W
(y>== 379)7 , en quich Tos exponentes my nson
enteros:, pos:twos & negativose

Hagase, /(y =t y)—-;y~+~x, y ‘se. tendrin

a® ~ o cge®M

nx{ﬂ—x) '.I IY ——-nmx(r__x)m?
i n

o€y +2"?/)=_’

las equaciones, y =

(2re—a*)xdr

e

luego serd:la diferericial propuesta

d:!{=i,%)(

(re—z*)"

:‘_' 2" x(r J:)“ =

am 2\t e

YAy (P otzary) " ok S X ‘i_@)x_ 20 R
Ahora si el exponente z’es nimero entero y  posi<
tivo, se elevard el binomio 272 —2? i la potestad
}z+ 1, vy los términos de la serie finita que resulta
se multiplicardn por x*™dx, y se partird cada
uno de ellos por (7 --:r)m'*"“"" con lo que se po-
drén integrar por el método dado ( 329, 332): y si
el exponente n+1 es nimera eatero y negativo, 1a
diferencial tr ansformada serd una fraccion racional
que se integrard como se ha manifestado (3/}4) Que
es &c, -

PROPOSICION XIII.
351. Hallar la integral de la formula 2724z X
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g & o .m
(dF2bx5%2) %, o tuya expresion’se” supo-
nen los exponcntes i 1] entero *y pOSLtwo Y m en«
tero positivo 6 negatxvo. _
Higase x=5=b=2; y s¢ tendran las equaciones,
=z 'c”—-(z—l—ﬁ)" d:r::dz a-t-zlvx_Jr_m‘!
m ”
_=fz+6= 2%, (e 20 2F27). b """’4—?-5"’“""' e
Tuego la dlferenmal propuesta serd igual’ ala ex-
o4 M' .'. 5
'presxon (z-—i—b) sz(rz b E - z“) '
7
21 dz % la==b>=F z") oAbz Az R (a—r—a@ z")“
+ &c. la qual serie es finita en la suposicion que
Sea 7 nimero enérd 'y positivo , y [os términos de

1a misma sériese integran por lo: demostrado (192,
" ‘194., 186). Que es &c..

PROPOSICION XIV |
3;2. Hallar 1 mtegral delat formula

T

¥ /1] | % LS

dxx(d-l-:zba:-l—x“) 2

— , en quien son los ‘exponentes,

7 nimero « entero y positivo , ‘y m ' entero p051t1v
6 nec.«.two. i

Higase :r+f:_.-z y se tendrsn las equacmnes,
=z—b,da=dz, 2> +2bz+a=2"4a—b?
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o
e=z%4p, lIamada g=a=>b?, (:8 +25’~’¢'+‘1)T

=(z* :-].g)’ . Z .-'—_-(z-é)”: lucgo la diferen~

in

- o . 5 -;— i
dxxr_a-a-zx%:-l-x_ L sers igual 4.(4)

cial propuesta

i
2

dz X (224 g) o A s o
eapyr - Supongase uaboram_ 1/..(_:25;’_-.,-!-‘%) =
2 +t 3 y se tendrén las equaciones, zl—-—-—_—;— y dz=

m

atd — ’ (Z +g) ]
g% 22ym g-—vﬂ;t_t : ! (g—nbt—t*)"
£l g A , (=B ST,

i I A&
Juego la férmula (A)se transformat en la
th(g-p-t’) (g+t*)" (g=bt—t?)" i T T
at? /g : oltgh IR ;;‘_'.E:I.-_; x
 dtx(gg o) e :
P ey raars s BLL £ 1ntegra1 se tiene por

lo demostrado ( 344, 346) : luego del mismo modo
se integrard la diferencial propuesta. Que es &c.

& ~PROPOSICION XV.
253. Hallar la integral de la férmula
hh A ot
dxX(a-}';ix il » en quien son los exponentes,




(341)
7 nimero entero Y. pOSItwo ¥ entexo positivo
o) negatlvo.
‘Higase x = b==23y s¢ tendrin las equaciones,
g=z+b, de=dz,a+2bx—~2%=q4p2_;?

= %= 22, llamada f?=0407, L_(d"-l-«’i b"-x —~ a2 y*
=(f _",.-? 22)7?, an (z+b) n Iuego la d1ferenc1a1
; s dz: X (ﬁn__zg) =

propuesta serd 1gua1 2 14 (A ¥ ) < Su-
_‘_\.pongase ahopa ]/( f 2 -z );?f-z:_t; y se tendran

las equacmnes z= = %‘_ . d ? = 2f d(z: .f:: ;t_’_) y

AR

(l + t:&)m ?

' byaferbi? (6+aft-‘~5t’)“

V(f’—z“)—fx At iy al Sy
e

_'l-i—:-tr"( +b)n_'_(_ﬁ??)"_'1 ue-
" go la férmula (A) se transformara en la’
1nfdt><(['—tz) fm (' i z)m (54—9.f8+5t“)ﬂ 4

Gy X G o) 1gual é

2fm+1 dtx(l-—t’)’“""
(l+t’)’”‘“l x(b—t-'zft-q-bt‘)

cion racxonal se integra segun el metodo dado ( 344,
946 ) luego del mismo modo se' tendrd la integral
- de la formula diferencial propuesta, Que es &c.

by

— cuya frac~



"(342")
2X: i1 R
JuoEipiuTa Hformulac z?‘dzx(a»+b~zf+cz ?P)*‘
e mt‘egra por fos logaritrhos ; 6: por los areos-cit-

* g—p+
eroxenteo ositi -
kgl f;..,s,ns;_—},—-*mtm ro. positivo 6 ne

ﬂ?"

gatl-vo 6 bien cero.‘ '
:'Hérr‘ase Pyl -y\'se “teridran 14s° Equacmnes,

..,.l
PR o IR e 1 7, f@@-f;—"*z;-—fe;&xz_ W
i) . _ o
luego sc 'tendia z?dzx (.:z-]-bz?—{-cz'-‘}’) — i;.x
¢ Q—P'*" e i o i R

W d:cx(a-l—éx—!—cx“) 5 pero ésta se in-
ri;v::graﬁpor lo. demostmdo (3;1:...353) en la -suposl—
q—p+I

P

c1on que sea numero entero posmvo 0 ne-

_‘,. =

gatlvo o blen cera: Iuego del mlsmo deo §e in-

e

tegrara la formula dlferenmal propuesta. Quc es &:c.

COROLARIO

‘.r

=—1—rz en cuy‘a ex-

| 35; Sl se supone M;j'—

presion es z néimero «entero , 'se tendm g_.—l—rzp
~+p—1, de modo que swndo;,}g-l-z , Tesultara g
nimero impar , positivo 6 negativo : en conseqiien~



(343)
an %2 A e m
ciala formula: diferencial 274z X (a4-b 2 4 ¢ 2 4y
se integrard por los logaritmas 6,por los arcos cif=
culares, si ¢l exponente g-es niimero - entera. é ims
par pos;two 6 negativo. Si son las cantidades
n=0,p=2, serd g="1: Iucgo 1a’ formula zdz)(
e

(a0 z"-[- ¢ z4 ) * se mtegrara como. se ha dxcho
antes. : '

"4. .

: 'PROPOSICION XVII

ik :zd
355. Hallallamtegraldelafmmula 4{5_, u)

.52__.
Hagase US=S =57 y.._sc tendran laa equaciones;

ufpy ¥, du——fa" S8 dg, ut=b4z- % Subs
tltuyanse estos valores en la diferencial propuestay

R S D
y se 'tendrd —5——+ 7o — =
@R g i L z? x«/(z_—&“) _
2%dz +b7dz 2Edy dz+b022-° dz
PR o ST
2% 4z cfz-}—b"'z"dz ,

-'l--___ﬁ )-‘chos,._.( ey -—-2'1[(2-—-5?'2"),’.

3 BB dz : '
y.S.= b B ).._-:’b (224) % s1endo s un. a1c0 de
la pr__,,abola»eqml-ateraﬂ,. ‘cuyasequacion: es: Yi==2%

dig
02,y bz 2:r *=b%: luego se tcndran—(gl—u-——)-=



(344) |
(z-bﬂn-!)-l--——::.—z/( —u)d W,’,

sxendo s un arco de 1la Hipérbola equilétera 5 que
tnene sus exes | 1gua1es a2b, y Ta® abscxsa x - tomada

5+u

oblena o XV

desde el centro_ 1gual a 1’ :
Que es &c.

PROPOSICION XVIII. e

2* de
- 357, Hallar Ia mtegml de 1a formula m
| leerénmese la expresxon %1 X(z?+02)" s N
se tendrd D.2? X (22 4 62" = 1% da X (x> 1*)"
d2mzi*idz X (22 + b%)™-T: luego serd

Tl x® 523’1
2151 de X (2> 2) " e Dy 2 . 3

al-‘tda X (a: + b))% & mteglando se ' tendri
Dyl 2 aym -
s, x‘f"“d:r)((x +5n)m 1—-.;”_(_.1‘_1_-‘1. %
Siz 157 e (x’-l-b")"" Ahora si se suponen g=~ % g;
aidr

m=%, setd S.——=— -./(:c”'+b’1) = T(z®4b a2 )
+38. 2 =dxx(x°+b’)%, cuya integral se tie-
ne por lo demostrado (224): luego se integrari
del mismo modo. la diferencial propuesta. Que es
&c, i



0 (345) _
PROPOSICION XIX.

3;8 Hallal la mtegxal de la formula z%4 x}(
riir+%y.

Diferénciese la expresu:m 2B (z* +b’)f’*, y
se tendra D.ziX (2? + 5% )" =q11"Ydrx
(2202 famal*daX(2®* 4 2%)""; pe-
ro'es 'gzl-Tda X (22 +4*)"=qb%21 " da X
(22 452) "= F 4 gp T+t da X (2% +57) ™" lue-
go serd D.zI% (22 +b2)"=gb%*z1""dzX
(22 +52)"% 4 (2mbq) X 2T+ dx X(2>+5)""5
¢ integrando seta- 21X (22 + 2P =gb2% %
S22 da X (224+02)™ - (2m—+q) X S 2+ dx
K (22 4-52)™ ", de donde S.27+"dx X (2*+57)"*

x*—’x(.t’-{-ﬁ’)”’ gl,_a
. emdgq T aomigq

X S. 2914y X(2? )™=,

Ahora si se suponen g=—%, y m=§, se tendri
S.x%dxxl/(:c°+b'-‘)=.;.xx"%x(x°+bﬂ)§

+%:X5.x”‘5d:rx(x"+b°)%; pero ésta se inte-

gra por lo demostrado (224 ) : luego se integrard
del mismo modo la férmula diferencial propuesta,
Que es &c.

PROPOSICION XX

dx

"959. Hallarla integral dela formula
o5 - xv(b“—:r“)

S

XX



(346) i
dx _ bdx—zdz-tf-2dz
x*"xu(b“-x“) ba® V(= 27)
P
= (rb-l-x) xdx, s bgdx = . La mtegral dq
bz ¥ % v(b>—2*) WE—2%) " o

: "\,(;z i ) se determina por el métode dado ( 356 ),

(5+x) X dx
br® X u‘(b"'—-:r )
modo. Higase b +x=2; Y S tendran las equacm-
nes, dx=dz, g=z—b, 2 =V(Z =b0), /(b—x)
(b+2)Xdx

Esevidente que es

y la integral de se halla .-de este

(2b=12): luego serd 6 bien
bz % X v(b2—2?)
ded(b41) 2% 4z it
brExu(p—z)  PVE—BXV@E—2) T

2% dz !
bXN(—2b* - 3hz—27) cuya integral se ha deter-

minado (225 ) : luego &c.

'PROPOSICION XXI.

360. Hallar la integral de la formula
_ dx

2 ER V(22 —b®)

2 53 .
Hagase z = —; y se tendrdn las equaciones,



(347)

T p*d z
de=——35", :c._“__=—b-;.= Vit =V (G~
o
___Xy('z,a i a.) 1uegosera L =
:x:2 XV (z?2—0%)
ﬂv’dz. dz

: zfxa(sﬂ_za) '
c-uya_mtegral_se tiene” por lo demostrado (359):
luego se integrara del mismo modo la férmula di-
ferencial propue_séa. ' Que es &C..

. PROPOSICION XXTII-':
36i. Hallar hl_a' i_nte‘gr'al de la férmula
:rﬂxv(x“+b°) : '
Hagase V(z? -l-b"‘)-y—x y se tendlan lag
i
AR
; v% 4-b* (92 +1*)xdy
V(z® +b*)—y-‘r——y— dzx ST

—b* ' dz
2% = ”'(—?———-—)- lucgo o5y =

w3y : x % XV (2®+5%)
G 4;?3) dy .3 :—: xﬂ{ﬂ; TRV, ; ._33;‘ —,
¥* Xd(@*=P%)
cuya integral se ha hallade (360) : luego se ten=
dra del mismo modo la integral de la diferencial
propuesta. Que es &c.

equacnones, 2?02 =y* —22y427, r=




(348). |
PROPOSICION XXIIL =

. 862, Hallar las ‘integrales de las férmulas

__ dzx dx(a+ta?)
xy(a i bx?)? x i

- Higase V(a-l—'&”x-?)": z.';' :y se tendrin las

2’—-4: i -:.u?z
S dye=

equaciones a4 bz 3==22, 23 = g
dz 2*dz * czdz gt—a

q(a-{-bx-‘) x34(a+bx3) 3b T

luego serj

idz.
z-“-—*-—& , cuya integral se tiene por | 10 demos-

trado ( 338, 131) : luego se tendra del mismo modo
la integral de la férmula propuesta, Con el mismo
métodol se hallard que la férmula ‘-ﬂ—d—(%:l-—éx—s) se

2 zﬁ. ;
transforma en la.~ P2 cuya mtegral se tiene por

lo demostlado ( 192) Que es &c
PROPOSICION XXIV.
- 363. Hallar la integral de la férmula
2
2> de
V(b = pr—-22)

32 : - .
Higase 2= —; y se tendridn las equaciones,
=z 4



(349)
b2de x

dr==T3 . 33?_""‘—- I/(bﬂ—'—px-— %)=
> i

VZ?"'—!-———A--,)*”_‘ )( l/(z —J—Jpz.—b“)

x4
IuEgO 1a dxferencml propuesta W

o
nl (btde
transformard en 14 -—-b——x — —=>(1/ (Z°ipz—b°-):
Z
bz gL T
22)(#(294—- z-—b“) Ykt o)
_bztdzadz _:‘. ey
«/(z—l—— p— bz '1) Nz p-b22"")
Yt dspds - z%dz
(z—+—p--»52 2 )" 53 Wz pz —b?)
: B2 s
W(z = p—b22"")
d(z“i pz—"0?)
f MR E

s€

5 pero la mte—

gral de— es 1gua1 a -21/(z—l-p b"’ z™")

6 bien 4 — 2 x
- 2Edy -,
J(z”’-—!—pz_a )
luego se tendrd la mtegral de la dlferencml pro-
puesta. Que es- e

: PROPOSICION XXV
- 864 Ha}lar la “integral de la- férmula
x ;

5 y la integral de

e tzene por lo demostrado (224)

--—;r% x ‘«(5':’ :{:px_xg) .



(350)

Resuélvase el trinomio 5%t pz —=p? en sus
factores , y se tendrd 5% Epz~z%=

(+ v (3PP b7~ -';)X(rlﬂf"l""(a‘l’ +6*)+x3,

y hacnendolas substltucmnes-l—ap+~’( 1p7+0%) =2,
b—+2p+l/(-zp?'+5 Y ,.sera’ 5°+p:r—a:’
(a=—2) X (b4 ;g,) luego la dlfeggr_)gza_l__ propuesta
dr 4% dx T
—5era 1gua1 B =
:r“)(d(b"—i-—px-—;r’) 2 x“Xd(a~x)>(4(b+x)
dx X (b+1) —zdr B “drX (5+x)’
bx?® XJ((a—x)X(b+:r)) — bx* )(d({a-:r)x(ﬁ-l-x))
2% de d:rd(b-k:r) . zidr
b‘\"((ﬂ :I:)X(5+:r)) bx“){v’(ez—x) bX‘\’(bQ"\-‘px—- 2)
pero la mtegral de esta dltima_expresion se. ha de-
terminado en la Proposmlon anterior luégo solo

resta integrar-la otra ,dw(b*{-x) -5 para lo qual
CbxER ¥ (a—12z)
supéngase b+x=2z;.y se tendrin las equaciones,
d:c..-dz, a-—-x._a+ b—z ‘T %—v(z—b), luego

vk a’x)(d(b+x) ety 2t 4
Bt XV (a—2) éd(z—b)XJ(a—l—fJ—-z)
zﬂdz* '

f’><~’(—b><(a+b)+(a+zz:)xz z=)' cuya integral se

tiene por lo demostrado (225) . Por tanto consta



(351) _
de la integral de la formula propuesta, Que es &c.

PROPOSICION XXVI

365. Hallar la integral. de la formula
dx

:c’;'xv(x‘ip_x — b_a) ;

- Higase 2= _b;._;, y se tendran las equamones

b2d=z z 5%
dx=.- oo x*

,"x'-z'_l__z_ luego Ta dife-

W=

Z.

b2d=>
rencial propuesta se txansformara en la - =

XV (5= 2 5% que es igual 4

s ae ,.cuya integral se tiene por
22 X (0> =pz—27) S

lo demostrado (364 ) : luego se tendrd del mismo

modo la integral de la féormula propuesta. Que es

&c.

PROPOSICION XXVIL
366 Hallar la integral de la férmula
dx
2 Ex (2t prtb?)
“4°, Sies b2=:p2) el trinomio 2% 4-p x4 b>
serd.un quadrado., cuya raiz es z=4p, 6 bien
3p--2. Higase 2%=z;y se tendran las equacio-




(852)
nes, :r--z° dx—zzdz luego sera 'I, gl
: O T0 L ARt pry p“)
dx ; 2zdz A 2dz .
22 X (x._y_ _P) > 2Rz -—-’}P) : EQiép'
dr gty

%XV(:rz+px+ qP”') et X("%p;—*:x)'
Ay b o BT R, ero ‘ias mte rales

X Gpee) T GpEE ) P i
[oRE e g
5—+"—-£p p+z
los arcos circulares,'6 por los logaritmos ( 141,
338 ) : luego se tendrd del mismo modo la integral
de la diferen_ciél propuesta en-la suposicion que
sea b=;p*. it ,

22, Sies 8%°% 3p 'hégase Etip=z, y se
tendrin las ‘equaciones, dx=dz, s =2z %p,

=HzFip)yaltpat+ip=22,2%tpz
b=z 4+ b*—ipr=2%4 42, hecha la subs-
titucion: 52 —p 2 = ¢ 'por facilidad ‘del cilcu-

=

asimismo seri

de las fracciones - se tienen 6 por

Bty i3 IS O :
lo: luego serdi — 53
xﬂxv(x’+px+b°)
i ‘Higase-ahora V(2 +q*)=

4(2+2p)><~’(z 4%)°
Y—2z5 y'se tendran las equacxones, z T4 gP=y?
—2y242%,9%=y%~—2yz, de donde resulta



~ (353)
2__ 'gyi '*hmgod ____3' (‘9‘?4‘9") Z:I:&P—-

._..-g’t

AEip= yf'fj_g "(z“ +€°)-—-Jc-—z»-«?

f 7-‘.'-,.}__ ; AT
) (e td Eord € AT

S..
o e SR il 1y hechas estas SﬂbStltuCkOﬂefS'

b

7y = ey
se tendra la referida. formula. tmnsformada CIm

dz L 3dyxf*yi+q’):u(y +Py\ \ga)x
'~'(Z+=p)x~f(z*+g°1) e

gargl st Ty soulinE £ 55 oy
¥+ st -, cuya mtegral sc_

s o X‘y‘%x’dﬁy " py0)
tiene por lo demastmdo (365 : luego’ smntef_,m-
ri del mismo modo Ia férmuld difereneial) propues-
ta en la suposicion. dé'ser_b 5'17 ;,v VR
3% :Y\ﬁﬁalment‘c sires A<y p 5 y: la dlferen-

cxal propuesf:i es g /TR I‘e’suélvas‘e
-slibh By b ;f:fﬁ’x-d(cr"slq}fx—i-ﬁ’) 22,03

.el-_ teifontis x?_,_.}.p.x:-}-.&";_.cn sus ifa.Ctores r4+Ep+q,
x-32p—gq, siendo -g;[/(;p 2—5? ) “yeserd Ja

dlferencmlf ' : JI2D29009

2)(«/(3: +px+£v=)
dx
“x* Xv(x+v:p+g)><«/(x+—;p-=g) :
—g=z; Y se tendran las equacmnes,"d:r.-—dz,
a=rg—dp, 3t =V 4—4p), Vs (t+g+2p)=
/Ez+2g), VC:r+gp—-g) Vz: Tuego 1a di-
Yy

i

. Hagase :r+ gp



._ (354)

ferencial propuesta —— dz 6 “bien.
- ; 5 z% R J(:r’-l—pz 4 bﬂ)

i g (088 o se ~transformars

2= xv(x+£ 24+0)X u(x+2p 9 Bl

por medio de dichas substltucmnes cn Pt

- _dz 1y AP 'a.,‘ ‘y’p(}]_'—-u'se{'
. Zﬁ ><~f(z +('54*ap)><z~4><(P—2q))

ma forma que la de la Proposmon anteuor. Tam-
‘bien se reduce a la dlcha f01ma’1a Hlferent:lal

: ataffouapl o 5 esto es ) se! transforma en la
x? X‘u'(x —px+b ) Sl o oroeio Aok B
dz.

diferencial LU £ L por
-nislib sl 22 ><~!(z’+(ép—3¢)xz-q><fp-2@)
:medlo dc Ia substltucron x+g—ip=z. Por tan.

to se tendrs tambienla: dntegral de la formula dife-

_rencial propuesta en la suposmon que sea b’*-{. : p 2
Queses: el ° -0 3\ = ohasis (b5 4%

PROPOSICION X.XVIII

367 Hallar 1a mtegral de Ia fcn mula
: S2RgidE. AT e
a’XV( 52+px_xﬂ) " SN
Rcsuelvase el trinomio —. b2 % p:r-— 22 ensus
factores z -3 p +ﬁ —:t + % p+z’z, substltuyendo




_ (355)
% en lugar: de: Hisp? = b2), ‘cuyos: factores- son
reales ; si.es & p>b1 hlego sem la dlfgmacml pro-

o) dx T |
_puesta o o - T s
‘A E X V(= 5’1+px-.-x EX - (u i deny
Colh
< Hagasc
9:=x~'(x—4aﬂp+ﬁ)><v'a(—*~x+ﬁp+ﬁ) £ Y

—:c+ap+fz-—z 3 Y se tendran las equaéxones
g

d:r._.—dz x_2p+ﬁ—z g -—d({p-}-ﬁ—z),

P (z—4p +:ﬁ)-=r-1{;(%@.-f z): luego serd

dx : _
2 IV (- i+ I XV +p+;» iy
| i ; ke, St
27 xv( 2p+ﬁ—-z) x«.’(zfz—-z)
g } e dz 7
— Ia qual

LZEXAL (pi% +2hP— (3;%+Qp) X: z+z’)
se mtegm por 1o demostrado en la Proposncmn an-
tecedente :/ luego se tendra del mismo modo la in-
tegral de la fm_mula drferencral propuesta. Que es
. AT .,-,.),/ _

Sfc,' : PROPOSICION XXIX

368 Hallar 1a mtegral de la formula
> -"-:c %dx P, 4 ¢.,_ 4
-J(x -I—px+»b“)“-"‘ i X A

'1.° Si es IJ’*"‘—-‘_’;p i el trinomio :r°+px+b’
sera un quadrado que tlene la raiz a:—l—a p, 6 bien

i e il S
T ,‘1 '-..




gptw) HégaSé“x“a:-‘i"z’; V& §e ‘tendrinlas" equacios
‘Aes; x...-zﬂ 30d 2= el Iuego da“difereneial

2% dy :r._dxﬁ-. 2885 pizona
d(xﬁipx_l_ qu) P = I 22\_&_ PE’..& ﬂSlmlsmO

F e gy zzgdz o
‘v’(x“ +zm+"‘p )r T e B i_pero se.ha
i 2 iT) i) ,_,I){ I i JFIS *J 22 ITJ .' 3 oem 5 ...f R _Zldg %

dcmostradq ( 192 }q_uq lag\ d,1fc;1:enc1ales N —4:*»:" p“’
2%dz
2p -+ 2*
por 16§ Iogantmps lucgq Se” tendra d”el‘mlsmq mo-
do la integral de la formuia p1 opuesta en la supo-
sicion que sea E,g "_‘E‘P e ey o
LR, Bites b 4p’* hagase PER wp==2 7y se
tendrin las equaciones, dr=dz , 2> p;:}-b“==
2 b— alp”‘—z""’-hq“ substltuyendo q e Lugar

Ei_e /e — 3}?‘3 luego sel‘a ( x+bn)

éé 1ntegran 6 por 105 atcos clréulites | 6

r

'dziﬁ(zq-“% p\ 14 dz‘;{(ﬁ—T—aP) Hagase ahma

’-I—q") Jtz—r-gp)xv(z“-i-q )
]/( z + 7 )—y—z "y' ‘se hﬁllar:m 1Lay~ equacxo—

— | ’xdr
nes,z‘_y q% L dz __(‘5’ '-!'”?) L5 V(zg;_l_gz)__

2y 2y?

( y'-‘* -1—}33" ‘iéj"’”) e i
P)_ o «L&y 2y id U /4
é.e-l,_: s sfzxﬁzﬂp) saoi}og dy><@’+ﬁy—q Yoz

«f(z—t-zp)xv(ﬁ-l-q“) Myxv(y“—r—py )



e (357) .
o 4 By s 3
*f?’%x'-‘-‘g’?*f'i‘*’fi’; 72 “vzxyfv’(y )
14 La pumera ¥- segun-

" v2 Xyt P:y—q )
da de estas tres. diferenciales se. mtegran por lo de-

lnostrado (224, 365,) 9o Ia tercera € transforma

|32
por medlo de 1a substltucxon y-——- ‘en la dlfemna-

qs dr~ -

i — o8 qual se mtegra
L35 x«x(——' e —— Skl ) ' :
por el método dado £1363) s Por tanto se tendra
la mtegral de la formula dlferenmal propuesta en
la suposmmn que sea bZ>ip®. "
- ~am0y <Y finalmente si_es b"«::’;p“ - los factores
del tunomlo Z —i—px-—!—é“ serdn 1ca1es, Y, se ten-
2idr FRaL T
«f(x o p:r+b°‘) V(@ dp—h) Xvia+ ap+é)
supuesta b= I/( spr—b? ) Si el trinomio es 22
Fprb hagase 2~ gp-»/r—z ~§f--5e-- tendr:m
las equaciones’, de=dz, 1 =z+h—Ep rt =

_V(Z+k_ p),;/(:r+ap-—lz)_z“ I/(x-l- P-I—ﬁ)

c1al

h 1 . dﬂ:
(z+2 ) uegosera T+ p_&)XV(x+sF+ﬁ)
a’zJ(z-P—fi— 7 e ERGAAY

2EX N (z+20) zF R(ztah) XV (eth— §P)



g 4z _ (&"ﬂf’)ﬁx dz

4(2—-!-2!2))(«’(24";1 """2}?) 22 X./{z+2fz) )(4/(2-]-}2-5}?)

‘_ ey z%dz Pt

o «/(z +(3]z—- gp)Xz——/ZXfF"ﬁ'ﬁ) _
aflr=gp)Xdzor 1o el ; y pof sér

ng(zwi}_@&_gp)xz—-ﬁ X(P“'zif))

Vip?—b2)=1, setitp=h, y p>2h: luego |

las dos diferenciales transformadas se mtegraran
por lo demostrado ( 224 , 3657, ¥ en consegiien-
cia se tendra del m15m0 modo Ia mtegral de la for-

1 - 2dx - 1 sea
mu aid(xf:/ px+5g) C«n a SupOSlCIOIl q_ue

b2 <t :p2 En fin s el trmomlo es & --p:r—l-ba'
fat :cﬂ 4z :
e E}’—ﬁ)XJ(x— i+ %)
forma por a substltucxon = 3 p+iz—-z en las
2%dz ¢
v(z +(2p 3ﬁ)><z-—»k x(p-——zﬁ)) W
e (QF = S S las quales
zE X ¢(z°“+(2p—3ftlxz-—ﬁ><(p—2ﬁ)) :
se mtegran «del mismo modo que las antecedentes.
Por tanto se tendra tamblen la mtegral de Ia dlfc-
AP 5 PRy =
4( ,,; px _I_bg) “en’ Ia suposxcmn que sea

51(3? Q\lﬁ CS &c._ Lt

‘se trans—

la diferencial ~

Iehcnal

{fF e d



- (359)
. . PROPOSICION XXX.
“359 H_allar Ia mtegral de Ia form la Jf\’€4+32°)

W(frge?)
- Higase abz2=2z;y se tendran las equacio-

. ¥d ‘\’(z‘—d) dx
nes zﬂ'-°= b 5 2= _db ! dz m,
vroay s M8 —gataz) 4 . dzxJ(atta?)
’/(-f +522) ST luego sera R TTD)
ML J(bf—-ga-'-gx) i
E i G\fbxa\/(x-—a) I
= xx‘f dx o ( o]

2v(g e (E'f—zag)xsc +ga —= f) pero ‘esta dife-
rencial se: integra. por lo. demostrado ( 368, 363,
225 ): lpego se tendra del mismo modo la mtcgral
de la formula propuesta. “Queres &eil-

PROPOSIC]ON XXXI

dz/(ad- b23)
370, Hallar’ la mtegral dela férmula ———-, EITES
. Hagase z= ::— Y se tendr4n las equaciones dz==
P iR otnt, -.
e .V(a+z»z=)—V(a+-)——' %

I

V(:z:t:"+b) I/(f+gz“)"1/(f+ %X

dzxd(a-l—ﬁz") W 'd.r
: ]/fx +8): luego sera B e G S A




(369)

(a2 B) . X, A fx2Ag) | o et dast 1 D)

NGy,

qual.se. integra por lo demostradg ep, 1a Praposi-
cion antecedente : Tiego se ‘tendra’ del ‘mismio mo-

do la mtegral de la férmula. pw]ixuesta. Que es &c, -

x

PR (’)POS‘ICIO‘N XXXTL
: T 3_7;__; -_-Hali;arr la;: mtegfﬂ- --;c_i_pw'---la- Aformula -

dz .

b PN P 72 It e R

s ;i .1_3,
.o [Hagase a== ':r,(ﬁj'——-), ysera a: = i ==—a- +b,

de donde, testlta 22 x,': 5 por cormgmente se
Isaposat st oborm omeiar 1ab e' 193 i
.tendran las eqpﬁcmnes,z-,—--T:g% dz-...?}dx % x
: C@=—pt’
I/(a—l-bz"")"—,/(ﬂ-f: I = sy PS4
Posssers f(fua s
: iy d’
formwla diferencial’ prOpuesta = ‘,(a Y T f+gz )
da)(— s‘cda; e §8 LM T i L dg)
o .-';’l-b S(xP— b) «/(-t‘ J

(22 —f?) *

mv(@—ﬁ) *.":3{““?1-‘:-' =8 o |
p-,;x,;( fx*—bftag)”. cuya mtegral se tlene p01 10

demostrado (369) : luego del mistno modo sé ten®




~ (361)
drj la integral de la formula propuesta. Que es &cy
PROPOSICION X XXPLLD ¢

972. Hallar ‘la- mtegral de la féormula
= _ _ _

T TEe)”

L (frgrt)
_ Hagase x-;l_—d(a_“b‘,)

nes, a:"" "q;—izz—, a x”'—[—b:c”'z"' = f+g z%, ( bz® —g) x

: y se tendxan las equacio-

_fmat y(f—as?)
"“f—”wz =T 5T G g)"”‘”“

S radi; : \.E'V(f—ax'l))(xdx /+ézg)

.\/(f-—ux’)x,\;(bx —-g) ()t .

o oty S iy
I« f+gf""g‘ = “j((;f—jjg luego serd
Vv(a+ bz’;:(ﬂgz’) ag i T2e JZ}Z;? . a;-bfx
dxy(fas®)

TIGE gy Suyas integrales se tienen por lo de-

mostrado (369 Y: luego se tendrd del mismo mode
la integral de la férmula propuesta.‘ Que es &c,

PROPOSICION XXXTYV.

373- Hallar la mtegral de Ia formula
e*dz
(atba* )y (f +§‘“)

2Z



* tendra

(362)
- 8i se-ml-_lltiplican-el._ numeradot y denominador

de la diferangial Zrylak b2) poif','l/fliz +'5IZ°) , se

Cf+ 2“)
wdzxal(al 522)o 0 .=, dzx(a¥ bz?) ot )
tend : 2208
A T i A
adz Bedda i d d Ps
ex W)*w’(fch*)"'vLai-bz‘)W(f-rgz‘)’ ¢ Hon-

e v dsz(a-i-Ew’)
VC +b:=’)><v(f+gz°) w(f+gz’)

de 1esulta ser
f \I o

e gdelt
54(a+bz“)x‘/( f-l-g
tas dos dlferenaales se. t1enen por io demostrado :
(369, 372.) luego se tendré del- mlsmo modo la
integral de la formula pr()puesta. Que es &c. :

= =PerQ las mtegrales de es-

PROPOSICION XXXV

374. Hallar 1a mtegral de la formula’
dzy(a+ 55’)*«/@'—{- az’)

Multipliquense el numerador y denommador
de la diferencial propuesta por V zz+bz"') y se

dza/(a +Bz°)xd( 1+ gz“) dzx(a ¥ 523) xd(f+g¢’)
z* "d(a—l- bz?)

_adexJ(fkge?). . bdzd(ftg2?) .
- w(a_{_w) + (@t b, - pero las in

tegrales de estas dos formulas dlferenmales se tie-
nen por lo demostrado (370, 369) : luego se ten-




(363)
dré:del mismo moda la mtegral ;;!e la formula pro-

puesta. Que s &, ¢ e
; "“P HD-P‘b"SI CIO‘N \xxxn

: £
375 Hallal la mtegral de la fmmula

of(s ot i ‘\

dz

N(adbz? rozt)

Sl el trmon‘uo a+bz°’+ciz‘r se puade resols
ver en-dos factores bmomlos reales del, segundo
grado , como (f—l-gz )x(/z-}-kz""), se tendri
la integral de la dxferencxal propuesta- -por el mé-
todo dado (372:). Pero si dicho trinomio no se
puede résolver en los referides dos” factmes tor

b*
que sucede quando sea a>;—. hagase 2% + Er :c?',—,—_

:rdx

T“ B0 z_+"':-:1— bz*

iy 2F -._._ s
3 <

_ #(a: ——) i

o B O J
DerREy ] S o R B
i3df ﬂsxi‘_-‘..u &L

+ a = r: :r4 + a g Iuego la d1ferenc1al propues—

:raTr - :
VD

ta se tranaformara en’ la (.14)
5 14 -J:-, i

supomenc!ou—z'- = jf_, @ — i—’s = cg para facﬂltar el
cilculos Hagase atiora 2 + f/ (¢ +x4)‘— '3y ser
tendran 145 equaciones Fg4-a4)=y>=iz2,
gHat=y4 T2 pRER L O4 gy tenay? 2%



(364)

x==’a;;g'=§ya_ 2,,a:dn:“-l -_
it e =_.k.‘:f =5
(v =+ (f242))x(y* —f— %

‘ +(f *'I_)i;_f 1 4w‘?))1.g+:.c*=4s;..-}-13r‘*
"-'_';%.;g:"l",%_ iyt +Qg+ 43"’ A V(g+x4)=

.1;“.4. .
L luego Ia diferencml A se transformara

gy
(y*—l-g)mf!f - f f’+g)3w(? -f »J(f’+£))

enla <0
e CLVE SRR
w+gwc7_'_ & ¢ axa\ SIS '
e Y PO I ¢ e s SO T T o T

pero la integral de esta diferencial se tiene por .lo

demostrado (372 ): luego se tendra del mismo mo-
do 1a 1ntcg1al de la férmula propuesta. Que es &c..

PROP O'SIC_']-O‘I\I- XXXVIL -

Catdy
.376. Hallar Ia mtegraldelaformula Tt i +cz‘)

Si el trmomlo a4-b2® & c2% se ‘puede resolver
en dos factores binomios reales del segundo grado,
- se tendri la integral de la férmula propuesta por
_ el' método’ dado (37375 y-si no se puede resol--
ver en dichos factores ,. higanse -las mismas dos
substituciones que se hicieron en la Proposxcmn

antecedente ; ¥ por la primera se_tendrd.



(365)
ﬁ’&fﬁ % 2l :td.r*;(xﬂ_f)

V@t h o) . W(BEE) .,y porlasegunda se-
oh sy VTSP vy
;Ia-d(cgd-cx‘)_ : : V2 %v2c 5
pero esta diferencial se integra por el método da- -
do (374 ) : luego se tendrd del mismo modo la in-
tegral de la férmula propuesta. Que es &c.

PROPOSICION XXXVIIIL

27dz
{a+bz? 4 cz“)’
—en cujr'._i expresion es g nﬁ_mero entero, 6 bien cero.
Si g es nimero impar , positivo 6 negativa,
consta (355 ) de la integral de la diferencial pro-
puesta’: y si es ¢ nimero par y positivo, diferén-
ciese la expresion z? )(V(:z—l—bz’—l-cz*) , y se
tendrd :

D 2RV (arb22 4 c28)=E2

" 377. Hallar laintegral de la formula

P-2dz 4 (py-1)xbeft de - (p ¥ 2)xcz 74342
J(a+bz? +ez?) .
de donde resulta la equacion (4)
- zPt3de | __ DePxy(at bz® 4 c2¥) bx(p 4 Vxelt*dz
Vla+ba? +cz®) T (p2)xe - 7 (p+2)xca/(a+bz®+cz?)
pazl-*dz :
i (7+ 2)xcaf(a¥b2? + cz*) °

Si en esta equacion ge~

2¥de
(@ b2® t c2¥)

L]

neral se hace p=1, la integral de



dalais’ J(a-l-bz +cz *)

(366) .4

dependers de las inteora CUREAE R e S
‘ penderd de a_s__mtgg;jal_q:s ‘dg TGt I,
dz
(a-}-bg"-j-cz*) 5 sl se SUPOW V4 —-Sa la mtegral de
e e s
ettt dependela de Ias mteglales de
z*dz : :‘ AT 3dz L

(a+f'z +Cg4) A (a-{-zvz +cz4) 5 Y'ﬂSl SlTG;B_SIVH,’-

mente con el mismo 6rden. Por tanto la integral

de la férmula propuesta, en quien ¢ es nimero pary
z*de

N(at bzt c2?) i

positivodepe pgle delas i@teggales de.
J(a+ Iw + ez *)
mostrado ( 376 Tagclye’

En fin si ¢ es'nimero negatlx?o y par, por me-
le de la equacmn A se tendrd 1a-equacion ge-

: g_:_f.’;‘_dé SEaliD ) ;¢ sz J(a-{-ﬁz +c9:4)
(a4 b2? 4=c2?) S 7a L
i 2 Lp-l- IZXE'Z,U-]— ‘df ’| i C‘P":E:Bjxcw F'{" 3dz
P”«h“*“sg +cz“) pa\/(a-l-?m +cz*)
equamon se hace p:—- Iy la mteg1a1 de’
.dg

5-las quale.s se. tienen por lo de-

neral

'Siten esta’

depende;a “de las- mtegrales de

g vde . = 2tdz
4[4-{—62’-}-624)- i .\/(a{-bz +cz4)

si; se supone

dependerﬁ



(367)
dz ' - dez 4

2 W(@+b2? + ce#) " ylawbe? 4oz?)
y asi sucesivamente con.el-mismo érden. Por ‘tan-
tola. mteglal de la for mula propuesta ,-en quien ¢
" es niimero par y negativq depende también de las

i de i ‘
(2 bz? 4 c2*)? y(a+. I'z_:c_z-?)_ ?
quales se tienen por lo demostrado (375 ’ 376)
Que es &c. -

PROPOSICION XXXIX

2"dz J(a - b2?
378. Hallar la mtegral de la fmmula-——:{—(%r-i,) ),

delasintegralesde

integ'rales" de -

en_ qulen cl exponente m es nimero entero , posi-
tivo 6 negativo. _
“Multipliquense los términos de la fraccion pro-
puesta por « (a4-5z%)5 y se tendra la equacmn
emde J(a¥Be?) . ad'ds

A Hs2?) T et b )(f +g2%) n1
bzm-]-adz ) :
VAR 5ty Bero llas mtegrales de estas

dos férmulas diferenciales se tienen por lo demos-
trado (377 ) : luego se tendria del mismo modo la
integral de la diferencial propuesta. Que es &c.

PROPOSICION XL.
579+ Hallzr la integ"ral de la formula 2" dz ¥



(368)
Flat+bz>+c24), en quien es m ndmero entero,
positivo 6 negativo.

Multipliquese y partase la formula propuesta
por F(a+b2%+cz4); y se tendrd la equacion
. o 3 sy et

dlef(a+bz°+cz*) Pt ARy

A R B M . ez ¥dz - K
T atberan), | datbeaeer) 2 CUYAS nte-
grales se tienen por lo demostrado (377) Que es
&ec. ;

PROPOSICION XLI.

380. Hallar las integrales de las formulas

—;‘- _ '”dz)_((a+bz")—"_"
v(itge?)
” « 1 i

z"' dz X (a +.Evz2 ) @ X( .)"+gz=)g » enr cuyas expre=- |
siones son los nimeros n y ¢ impares y positivos,
y m entero , positivo 6 negativo.

Hagase n—2p+ I, 7 se tendra la equacion

7 ap-[- 1

2”‘44)((¢z+§z’+cz4)°' = ”’d’z){ (tz-l-bz"’—l—cz‘*)
=z"dzX(a+bz* +cz8)P X (a+bz> 4cz4)%;
luego si se eleva-el trinomio a+02*+c2% 4 la
potestad entera y posxtlva 27, ¥ los términos de
la serie finita que resulta se multiplican por

"‘dz ¥ (;z-l-éz +cz4)



(369)
: “’dzlf(a-l-ﬁ 2%+ cz4), cada uno ‘de estos pro-
ductos se integrard por lo demostrado (379): lue-
~go se tendrd del mismo mode la mtegral de la for-

‘mula z”‘dz){ (a4+bz*+cz4) 2 Con. el misme -
método se hallard (378) la integral de Ja segun-
'da formula propuesta que, resulta 1gual 4 zZ"dz X
(a-{-b ) x f&f l,) -Fmalmente con ﬂl re~
ferido metodo se hallard. ( 379) la mtegral de Ia
tercera férmula que es igual 4 2" dz X (afi-lézg)f’ P4
(f+gz2)r X P(a+b2®) % F(f+g2z?), he
cha la substitucion g=27+1. Que ¢s Boay ™

H

PROPOSICION XLIL

- 381, Hallar la integral de la férmula
. ghdz ;

i , ‘eén-cuya expresion es z nimero
(b gz T I
1mpar y positivo, y mes numeio entero , posmvo
'io negativo. '

%% Si es m nlimero par y positivo , y ademis

afbz? +co* .
_1?2‘772—!-1 o rrz-n+1, higase —z;———--_'-:x“;

T a
xz =i

X se tendran las equacnones z‘P-}-

add



, (370)
PSSk o -—f:—]-;ﬁ V(b—-xi)z S %) : zd_z = xdx

(b—2%)*

ac

————) Jue-

—-:rdx)((ﬁ—x“) e X F(—=L =
: . 2"dz  Jatie xedexz™ |
go serd — . £ o o igual
(a-]--b:z”-l—cz‘i')m '
ila cantxdad (A)( d:r)((ﬁ-x’) 4c x"' X
I/(ﬁ:—:ili --—) ) multlphcada por (B)
e S e . im—=n—1I ! 1
b 2? f’«-nx - 3
—z't—.. '-l—i/( ( e ) '—)) : ;perq sien-

dom y 'ﬂ-l— I nfimeros pares, y ademﬁs m>n+41,

et e o : i
€s numero entero y positivo:

B —
el exponente

e e §

luego elevando la cantidad B 4 la potestad o

'y ‘multiplicando sus términos por -la cantidad 4,
en la suma de las integrales (377, 379, 380) de es-
tos productos se tendra la de la férmula propuesta \
en la suposicion de m>n+- 15 perosiesm=n-1,
el factor B queda igual 4 1a unidad , y la integral
(377) del factor 4 dari la integral de la férmula; y
) 51 es m==n—1, se tendrj la integral por lo dicho (377).

“2°, Sies'm niimero par y positivo,, y ademds
_ m<n+ ; g 6 bien si es m nvimero par y negativos



(371)
iif‘

hagase z "T-'l_ ]uego por las correspondlentes subs-

ﬂ'idz il
tltucmnes y rcducnones se tendra e

H ag B
(a+bz"-+c 24) %
y.m.mn.a dy _
—— . Consta por lo“demostrado en

(ayttb 3«“+r—) .

el caso. anterior que esta fmmula se mtegra L
quando 62 =+ 2n—2 mayor 0 wugl Ant1,
de donde resulta ser m menor 6 igual 4 n—3, y
con mas razon m-menor-que z-=1: luego si es e
niimero par y positivo, y ademds m <7+ 1, se ten-
dra la mtegml de la férmula propuesta. En fin si
‘€s m niimero’ par y negativo, la formula” transfoi-
mada se integrari del mismo modo por.€l-caso an-
tetior, . el T3 R W

2% Y finalmente si in es niimero 1mpar, posi-
tivo 6 negativo, la férmula propuesta se intégra-
¢ por lo demest,tado (355 ). Que es &c.

'L

S PROP@SIC'ION XLIIL
1382. 'Hallar'-las integrales _d__c las férmulas
’3 LT B T YA 25y : . ; :
”’5{2{:’<‘(;z-{..zugtljzz- R ‘ifzﬁggiﬁ:-l 0 f
3 s ﬂ g 1;" \, en Cll"

(f;|-gz"*')? (a+3’z"") X (f+gz°)‘



(372)
yas expmslones son los niimeros 7 yr 1mpares y
pomtwos, y el exponente m entero, posntwo 6 ne-
gatlvo- s

Sea rz-{-p— g, Y seri ne==2g==p: luego se tendra

”‘dzx(a-{-&z“) 2l ”’JZX(4+52“)9

) cus

(f+g2%) T (a+?’2°)° X (S 2y
ya mtegral se tiene por lo demostrado (381) Asx«
mismo siesn<p, y se supone n.—p-—zq, serd

ma'z e
Tl
3

(rr!+522)g X(f+§zn 01 s
P et
(a+bza>- 7% <a+5z*>3‘>< (f+gz2)™
”'dz ){ (a+272“)9

. : luego &c. it
(a+bz“)g )( ( f+gz’)T i
PROPOSICION XLIV.
383. Hallarlas intégrales de las formulas z > de X
e ] i e .
(a+b24 ) 22 de X (a+bz)® X(f+ge)?,
en cuyas expresiones son los niimeros m , n VP, im-
paresiy positivos - negatwos. o -

Haoase 2==22; y haciendo las correspondxen-



{373)
tes substituciones en las f6rmulas propuestas, se-
ran éstas: respectwamente !guales a las a2t da ¥
& (s G
(ez+bz"+gz4)“ 22’"*‘ dz)((a+bz=) Ee
(f+g2*)2 , cuyas mtegrales s han, determinado
{380 1 381 , 382 ). Que es &c.

PROPOSICIQN»XLV. i
384. Haliar las mtegrales dé las formulas x“dx )(°

(a-]—bx) er-]-ve:t-]-fx"")'-‘ dxx(a+bx) %

(f-!—g:r) 2 )( ( c+ e 'r) “ ' en cuyas expresmnes son
los | numeros s Py q Impares posnwos dnegatwos.,
y el numero m enl:ero y posuslvo. :

| oaea
A o Il

| Suponggs_g 'c‘z+bx—ei (de donde x.-— éxcz; II ._.

==7¢ W% (2= I) Ilamada h= + bara fac111tar el

calculo : 1uego haciendo las correspondxentes subs-
L

tltucmnes enlas formulas propuestas resultardn éstas
rtspectlvamente 1gua1es i ]as d;fel enmales a? &”““ x
: (z-:)m ’dzx(c-cfz—l-fﬁ”'-[—(efz-*zf/za)Xz-]—f/z“z“)“

f Bl .

.......... m———



(374) :
-52 2332001 ? salumrot eal ns 2ocoiomiidsdin 2ot
(c—elz+dzz)* i, teliyas mtegrales se tietien’ pos
lo demostrado ( 383) Que es &c.‘

bt}

U COROLARIOIL

¥ 0 ¥

385. Si‘es n-—p._..._g, 1‘515 formulhs propuestas /

,.;a

tendrin la férma () 2™ dp % (g+fzx+kx"+lx 37, s ‘
en cuya expresnon se contiene la fmmula dlfcren-
qu“dxxiig+kx+km +dxﬂ 138

VCGRQL'ARIQ;.,II 245 )

386. Sienla f@rmula anj:ecedente i se supong:
m=1, p_--.'t 6 blen m-—-o p-f -1, resultaran
las formulas z dz ¢ I/j +ﬁx+kx +Zg;3),

d:r ﬁf(g+&:r+kx !—F-;?:r?() en Ias que se con-
(ieh ab ,S&;ﬁ:z-\ \ SRRREOYT
tlenen las dxferenc:lales d(g-l- I 3) d Cﬁ‘l' = 52

5 smndo

Ce B30 Epiin (AR o e
Terd P DEEEL T OMHDIED

PROPOSICION XL.‘V

72—0 k.—o.

_ 387. Hallarla 1ntegral dela fgr_gmla w,

en quien el exponente m es nimero entero y posx—

two. RN SR ) s N e ety
V(g *

j'Difexénciese_—la _cxp_résiqn «—r—;—— 3.5 s tendri



_ (375)
D, ¥l | o 3ldy pJf,,}(g-]-!x5)1
By TRV N P ) e ey 5
go multiplicando los' términos de esta ltima frac-

cion por J/(g-la3)ysers D, YEXED

ol (3l—=pl)Rde! 10l gl 1 0

e 22K (g4 d 5

:rz’ nx#(g—l—Zx?) "‘P“xd(g-lﬂlx-?) », e donde re
' = ,dx_ A +zx3~) ilﬂpl

3 '_'." 92 3£ ;

luego I:L mtelgral de: d x :rf’ +1 w2

a2 w(g+zxs)
/( g-+I/x3)depende de la) mtegral de: (/I’) a’x a:?"” bd
V(g+123), y por igual razon la integral de 4
depende de Ia integral de da:2?:5 X V(g +12%);
y asi silcesivamiente con’ e1 mlsmo ‘6rden. Por tan-—
tosi p-+1, 6 bien m es igual 4 qualquier término
«de la serie 3., 6,9, 12, &c.la integral de la fér-
mula propuesta dependera ultlmamente de la mte—
gral (386) (?Ie o0 1‘12 3), y’sl m es lg‘ual a qualquler
- término de la serie 2, ;., ..._8 » 11 5 &c. dependela

ultlmamente de la integral (386) de ————; en

Ce€f+Z i)
fin'si m es. 1gua1 a qualqmer término de la serie g,
7, 10, 13, &c. de_p:t;nd\er_é ultimamente de la inte-

gral (362)de « Que es &c.

dz
FN(&* x7)



(576)

PROPGSICION XLVIL

2ragyt Hallar 14 intégral de Ia férmula x"(ﬁ:"”_j),,
en Qulen el exponente m es niiniero entero ¥ positivo.
. Multipliguense el numerador y denominador de

1a diferéncial propuesta por g (g+-lx 3), y serd dicha

diferencial igial 4 —foe LR e
i erencm 1gua A= RIPEEIE Z e V(T )

pero las mtegrales de estas dos dnferenc:lales se t1e-
‘nien por 10 demostrado” ( 387 386 326): luego se
tendra del mismo ‘modo:la! mtegral de la formula
‘Epropuesta. Que estloe, faps N LR R

PROPOSIgloN XLVIII.. i
i xxtg-l-zw?) 5!
] 389. Hallar la mtegral de Ia formula — =W T T

‘en qmen el expom‘mte n'es néimero’ positivol & im-

par .1y el-exponente m es entero X pesitivo.. ; .

: Multlphquense el numerstdor ¥ denommador

‘de l1a dxfexenmal propuesta por ( g+lx %5y se

L L s sl CHASNY ?3-]'!
o CHaRtY e dxx(g-l-!xi'?)

- K+ ad)

nET
en quien el exponente == serﬁ niimero -entero’ y

Itendra chcha d;felencxal 1gual .

positivo , perser a: nu_mem ;_mp__ar y ‘positivo; lue-



)
go elevando el binomio g4 /23 4 1a potestad en-
tera y posmva__’%_, Yy multiplicando los términos
que resultan por dz: 2™ X ¥ (g+123), se tendri
la-integral de cada uno de ellos por lo demostrado
(387, 385 ) ; por consiguiente la mtegral de la for-
mula propuesta. Que es &c.

PROPOSICION XLIX.

390. Hallarlamtegraldelatbrmula - ae ~3

: . : x x(g+lx3) B
€n cuya expresion se supone el nimero n impar y po-
sxtlvo, y el ntimero m es entero, positivo 6 negativo,

Hallese 1a dlferencml de la cantidad
I

s y resultara dlcha d1ferenc1al

- : ' l—2
2"+ X (g+123) . |
XA 3RO=2)XUr
S N il ] (oba
a3 (g+ix3) T 227"X(g+1x3)*
‘donde deriva la equécion (4) — 6 — =
' 2" K(g+13)*
2 1
3><(n—2) X1 # Rt =
o (g i)
; bbb

igual 4




o BT
a2 (mA2)Xdx

(B) Sx es =3 3

SX (H—.’Z.)X me..;-g X (g+lx3) g 131z s B X
- la integtal de la- férmula B se tiene por'lo: demos-
trado (387,385), y por consiguiente la de'la férmu-
‘1a 4: sies n==¢, la integral dela férmula B se tie-
ne por el caso anterior , y por consiguiente la de
la férmula 45y asi suceswamente con_ el mismo
. 6rden. Que es &c.

PROPOSICION La.
dxx(g-{-lﬁ)""

m+2+%’-’-

301. Hallar la inté gr’al dela férmula

. oz
€n cuya expresmn son Ios numeros 5 7L 1mpar .. po-
| _sﬂ:wo 0 ncgatwo ym entelo, pomtwo 6 negatwo.

I-Iagase Et=—3yse - tendrén las eq_uacmnes dr=
y '

n / i .
= 1~ (gy3+l)2
L (g+123)" =(g+5)° = —”——-—,
: e yin
g™ +i% = il luego la férmula pro-

ym +9'+3:i

puesta se transformara en la diferencial

%

— " dy X (gy3+1! )"" cuya mtegral se tiene por lo
demostrado (385 , 390). Que es &c.



(379)
CGROLARIO.

392, Si se suponk’ i 4] p‘ndmero par , po=

Ere el o 7%

- f Bghiain o xx(g+2x3)“'
sitive 6 negatwo: 1a formula TOTogE 5a (s B

& O

integrar con el mismo. ’xﬁéi&d’d."expfxééiﬂa- (391).

PROPOSICI ON LI
393 Hallar la mte‘gral de las formulas

m ﬂ..

dxX(f—!»—gw) x(a+b:r+cx’") Bl

¢ SRS

R RN
o

R Gpapan RS OU
p+a+
i O 18 J:..\.ry SRS L

a’x><(f+g:r) x(a+6x) x(c+ex) 3 en gt

L] ‘. 1 ."c‘l.

m+g+rz

xp-l—a -1--——r

yas e;:presmnhs somloﬁ_numﬁrds p entem .Y posi=
tivo, ym, n,q 1mpar;s PQSltIVOS 6 negatwos

Hagase =iy las formulas propuestas se trans-

formarin t:"n las ‘respet:twas dlferﬁncmles —yP dy ¥

in e i ?.ﬂ

(fi+9)* f<(c+l’y+ay‘)“ —y*"dyX(ﬂ/+g) *
Cay-2)2% X (cy —[—-e)", cuyas’ mteglzrle,s se tie<;



N

(880)
nen por lo demostrado (384 ). Que es &,

~COROLARIOL .. 17 .o

- 394. Sisesuponezp+4=r1 niimero positivo y
par, y ! no menor que’ 4, 1as formulas S Oz
m
d’”(f"*‘gx)’ >< (a+bx+c;ﬁ)4
r4mian ¥
p o 2
m

X (L0 T (BT ety ) T LT e
r+,,,.,.9+,, se mtegraran

7z
2 -

con el mismo‘método expresado antes (393)

'-} COROLARIO 11.

v

305 En la suposlcmn antecedente de la r las

5T
s ottt
i (k_l_kx)_—.— 5 A '_ o

2 2 .
C2) d” X (f+g _x). fia”:qu i gx .(.C+g x) se redus

Gllbe) et g
citén 4 Ias anteuones (394. ) por medio de la subs—
titucion A4-kx=Fy, y en conseqiiencia se inte-



(381)

grarin del mismo modo, 193 glesiaaoug; &l
COROLARIO 8 8 BRGNS

396 :Sl en Ia férmula 'antenor B‘ se sﬁp.oﬁé'
t"“"+m+g+ﬂs de modo que tenga 1a forma

dx j}( (a-}—bm) “ )( (G-l—e :r) 2 X (f -—I-g;x) 2

5 ésta“se in-

T oy

(5:!‘;;;;,5)? AIO0Z00
tegrara, con tal que sea t-—m-—g T pumero o
sitivo, y no menor que 4: pues, siendo z=7 - m
+q+n, serad t-—r,rz-n-g;-\n 73 pero 7 'es niime-
10 positivo’y par,y no menor qiie' G fuego His
—g—n deber tener'las'mismas condiciones, Disciir-
rase del misma modo respectord taformulaianterior
A, con ta[ t}ue se. to,mt; el ﬂQ%IO ,dg la g}antxdad s

YE A

PROP.OSICION LII. :

ﬂ_'.ﬂ n

3
307 Hallagldintegratdeta i Bl o
(O e 140 (4+5x2m+2+ %rz.

en quien son los numeros .,.';z 11;1par pos1tivo 6 ne—-
gativo, y m entero’ Y posltlvo. ! _. L i
¥ Sxendo pues,g+la¢3=lx( +x3), sera
g+ z 3=l)((:r—i-c) ¥ (a: ..-c:r+c"), llamada

-f— c3para facilitar: el calcu:lo Juego 1a formus



(382?’1;
la propuesta sera igual 4 .o/

T % dx % (xq:iﬁ%é(x T S
) y esta se
Fe .,(ﬁ-{-‘if)x)mr*‘?w*iff‘r af a9
reducird!arlasférmpla 'demostrada {393)' por - ia‘

substitucionsa - bx =2 i luego sev mtegmra del
mlsmo modo la; d}ferencml propuestﬁ. Quie ¢s' &¢,

COROLARIQ:,

408 81 ke supone’ zm-f-zr—r‘ Htiméro par- y’

- 1= obagia® 2ong g SUP tong 01 Y . oviil

-2 29V O18Y xﬁ%(-g,\,q:r&})\-é B192 Ry e
HDSI{I.WQJ La gom}] 7] TOUST Gl A, qk.” N SR gntegra{&;

-1i19: 1 Laanoiaibaos .“(&H—b.‘x) b it 0dvh -
coinelmétbda Bﬁp&f}adneniml}rbgosmwman‘tdrmm

o babil Hiag ﬁi ii)od{rénl c fréoﬁ:w "l“f'liﬁ_i {.lm ¢ B
I moIDisoengag
290. mallar 1 1rﬁcgral g la i%rmx?ia
S(Enn) sl

T T, SOt = Jemm;@ms& su-
(cz-!-ﬁx-{-chT)X ( f+gx o

ponen m entero v i)osﬁi'v s Tt lj" p ﬁnpéfes posxtx-
vos 6 negativos , y bﬁ-—cgi i i
o 4 (€1 r%ﬁ—i}(,mfrg.{r 9’ 2ouq obs

i Iffl%asi :t:--!—{.;2 T 1m:z:ﬁ-lj—\;-,-}(--{-z; ?r s¢, tendran_j.las

b
equACiones 5 HE= 2o Tie sr_z.- ST dr= dz,



(383)

.a—l—ba:-l—cx’-cz‘—l-a-z- ,f-{-gx—l—?zxﬂ = [ 2?

EL

f - -— luego la formula pro};uesta se tlansfm-

\.“'){' J.-‘,"

(2’;— “)m X dz

mari jen la (A)

£ -
s "?3 e =¥

(cz'l-l-.;z-— ;—j ){'(&z”-{-f h) &
\:L\..:-;’,J QF 1851 Jl ‘}f "
y echando ¢l binomio z— 2 i a la potestad entera

y positiva m , y multiplicando sus términos por la
dz partida por el depominadoride la déer;;ncxal A,
s¢ tendrd “ésta’ 1g11at a Ia'syma’de le‘s términds que
resultan , cuyas mtegrales se t1erLen p01 lo. demos-
‘trado (382 380) 3 por consx,gmentc enla suma de

las mismas mtegrales “set tendrd la” de 1a pwpues— ;
fa. Que es. &c..

i S 2%
- (L‘.‘r.

PROPOSICION LIV.

400. Hallal ‘T mtegra **devla fermula

dz o
o 7 en qmen s€ su-

(a+bx+cx’) )((f+g:r+7zx”)°'""'“ 4
—l—r

ponen 105 nimeros 7 y p impares j y —— ntimero

\
v 4

“entero’ y' pos1t1vo» e 0 b sl I pnt b W
Es evidente que la f6rmula plopuesta es 1gua1



(384)

P
FrgrhatF betigisf
. =i (a+bx+cx“ ) AR trea
;ml“ftg——)xx+f-*'
|=—-+ e x’+b:r+a lueg;o dicha f65-
mula sera tamblen 1gua1 a (A ) - ey ntp"
g S ol (a+b:r+c:r=) 3 -'
(¢ —i") N !
"(— di c:r.°'+ bx +a ) Hégase ahora
% 2 b 1
o +.6x+¢z ki de donde resul- '

T T
DR 2Rl B n,

45, 3 ¥ G s By <ha
~ tan las equaczones, es 4 saber‘,- T =——t
2c

: :;nafz
4.c.l' ( f?f: -—*—-—)XZ—I-z):
_._.+z+]/(ic+zfz+z’) llamada k-— _i:"_, 3
- = weB anipamiiig e :
2f—— ;
_ dx-_-.dz-k Zdz-l-zdz

ol o T T



('385) _
wsk S baleket)xde A, ab.
— .J(k+a!z+x*) il (g*—))(:r+f—.+=

(g--)x--;+j-——+(g—~)>< +( -")X
I/(k+2lz+z”)"‘(§"‘“)><f+(g——-)xz
+(g_—-)xl/(/c+zlz+zﬁ), cz? +bx+a

i 2cz><((g-~)><a=+f—- =y

= =2c2%

“)}

4 e AR e AR
luego serd la formula A' 1gual a C+’z~(’£ 1-.:2::%% =

‘ﬂ-l-p n+pl?z+y ﬂ-l-'?
@ % Ta ~y By )((Z+z+l/(ﬁ:+2.lz+z"‘)) 2
an% e TR
| - yoesto es, igual &
| ( cz ) R ¢
: : de gl e
3 P ; "+P_‘ L]
(a.!zs-c-g- —--)‘ x(l—l-z-bd(&-c-sluz‘)) L SR x.[(k-i- alz 4 2}

(B)

»Ia

nn
n":.‘ ;;' y
: { Rapin
Sl en esta cxpreszon es —==1, la férmula que

resulta se-integra por lo demostrado (393), qual-
_ ece '



(336)
quiera que sea el mimero p positivo é negativo;

pefo si e m’ >1, 1a férmula (B) se n;u-ltiplica-
: ip
rd y partird por (/4z—v (£ 2f2+2°) ) P

de modo _que tenga la forma
. '.': 'l"P
( 0 dzx( I+2—- J(/c+2fz+2" ))
!n on nip *

2% (k) 2 xz=x(z/zz+g- -) x«(&.—t—zlz-l—z’)

I

K et I

Ahora si se supone _:;Z =2, la formula C seri

igual 4
: . ldz

Bagan [ oo 2 e
2% ¢ X(P-k)Xz * X(2hz+g- 5;) 3 XV (k+2lz4-2%)
: -i,-.--l_ 53 } e L. ,d& i W 5 3 . T | ' 3
p _’E. .’: I b L e .
;((P-k))(z Q((zfzz+g- =) 2 k2024 22)
dz 1

P
n 7 7 -

s pr L
22 ¢% X(1P=k)R2? X (2hz4g——) * -

- cuyas tres- dxfercncmles se_integran por lo demos- |
- trado, (393,, 383) Dlscurrase del mismo: modo,

si —-3 s qualqmera otro numero entero L pOSltl-

-vo,,Qus 68 &eiisecmoh



(387)
"PROPOSICION LYV.
4 HaHar 12 mtcgral de l1a formula xﬂdx X

ha I
aEs1deaeiiob O oo P

(e + br4cz2)3, en cuya expresxon se_suponen,

los imimeros , 7 cntem y positivo, y m enterc, po-

Sltlvo 6 negativo, y que no se pueda partir por 3.
Hagase abr4cx>==cy3; yseitendrin las

a b
equaciones , z +‘;X‘.=3’3"‘?‘ X —n

-|-Vy 3_--1,+._l’:—)=—-;—+ ’/Ey 3.+g 3) lla-

mada e — +‘4 + =g} para facilitar el célculo,
» ﬂ!

ad
=il (atbater®)T =e3 Xy

Iuego 1a férmula propuesta se transformara en la

(—-—-+~’(y +g%)) X3¢ T ¥ 2 dy

(4 ©2v(y34g3)
do el binomié 4 la potestad entera y positiva 7,
y 'haciendo 1a correspondiente multiplicacion , las
diferenciales que resultan se tendrin por lo de-
mostrado (387, 385 ) luego &c.

COROLARIO.

5 y elevan-

402, Si en la formula de la Proposicion ante-



(388)
cedent; es b=0,la formula transformada 4 re-
n—1 mn
sultard igual---zé (13+83) % Xic T Xym+2dy,
cuya expresion se integrard por: lo demostrado
(385, 389, 390) , aunque 7 sea entero y hegativo:)
'luego se xntegrarﬁ del mismo modo la: formula’

”dx x (a+ cx 2) 3 -Advlertase_ qu:e en _e};_rﬁ:fe.

a : 5 b
zxido caso de Ev_-o seragh---c-.- ¢ ETITITRUDO

PROPOSICION LVI

. i
{a+b :x'-l- cz?)4%  encuya expresion son 105" nii=
meros , n.entero y posxtwo s y mn 1mpar y posn:wo
6 negativo, - !
Habase a+bx+c:r —cy’-“ y se tendran las

b gy e R
eguacxones, :r5+ )(a:-—y -—-‘-., a:——;;
"') su-

puesta g ——— + = para facnhtar el calculo,

m n m

dz= Q(—;‘ifg,),(a+bx+cx=)*==c y” :lue-

g0 12 formula propuesta se transformara en la (4)



~ (389)

"': e Lo m-{-z
BTk EY

(""""/(yg"'g )) X 4(3/ ) .

do el bmomm i'la potestad ‘entera y p051t1va r:, y“

haciendo -la correspondiente ‘multiplicacion las.

diferenciales que resultan se integrarin por lo de-

mostrado (383) : luego se integrard del mlsmo mo-
do la formula propuesta. Que es &c.. :

COROLARIO

404. ‘Sienla férmula de 1a Propaswlon ante-
cedente ¢é p=0, la'diferencial transformada 4 re~

!,._‘ L

SEBNO RN TG0 (] -'.'r"".u.i-'-'-r'l.-.'f.’.'m.:.',b!'tll'}!:':"_x_:. SRETWY R

sulta 1gua15 (y? -I-g“) B xc4 dy;en qmen

Y slewane

g°=;- :—', cuya dxferenc:ai se mtegraré por lo

demostrado , aunque sea. n. mimen;o ente1o 'y ne-
gatwo (383) Fral slimnn ol

PROPOSICION LVII

~,\ r mocrals ol i
(a + b z + ¢ x’) )6, en cuya expreswn se Suponen
los' niimeros , n entero Y- posntwo ym Posntu«o Ko
negatwo » con tal que no sea par, ni dlwsxble por 3
Higase a+br+ca?=cy3, de donde resul—



(3963%

’mn las equacwnes x: + Xx——-y?——— 7 ==
i Hc b

AR ) g 3
supuest:n’ g?is-*._:_u g L d:ﬁ il 33’ d}'
: o _‘c, =~*(y3+g3)'
- m’ FOT Sfr e

(a4 b -M ia)'ﬁ EET RS yfﬂ 2 'htégo 1a diferens
cial propuesta $&’ trafisfofmarg i la () 5 &0 b
foey ot wE g
6 v % 4
(""“ +y(3f - +g3)) Pes 3&1#(3!%‘-;-53) y, 2 ele-
vando el:binémio +aila potestad! entera y- gomtlva,
n, y haciende la «multiplicacion correspondiente,
Jas'diferenciales que  fesultan’ sesintegrarin por lo
demostrado, (391 ) : luego se mtegml‘a del mlsmo
modo ’la formula propucsta. Que e8&c. ~ T

e SOHIL e - obmins

406. Sien la férmula de la Propos’ic'fOﬁ “ante<
cedente es b==0, La f@::mulg transﬂogmada A re-

n m:[.4, n-—-:

sultard igual A1 6l w4 fdgxuﬂyr’-r- ) TS U
ya mtegral s tiene por lo demostrado (391) 5 51
el nimero 7 es par, ‘positivo onegatxvo 'y siendo
el nufnero n impar, dicha'integtal se tendra algét
bricamente , & por“fas’ quadraturas dél circulo y
de la Hchrbola. EHANRCERE IR R B LSRR

% \
AR el e 2
& (B aal !_ R AR 3 )



- (3or) |
L][BRO TVERCEROLL,:

NOCIONES G.ENERALE‘S\---uE,-?.r._._'.’:._.'T

407' Equacnones homogeneas se Ilaman Tas” que
tienen la ‘niisma’suma‘de los eéxponentes de las-vaz
riables ‘en “todos *los tériinoss lehas-iequacmnes
son de los‘grados primero ; segtindo ; tercero, &c.
si-14s ‘dichas sumas son “respectivamenter uno "dosa

“tres [ &cy 'éomo H(arby) K Az (cx - )% dy=

~(a? +5zy+0y9)xdx+ge:c +fxy+g:y°) x
dy—-a, (cz¥+ba%y + c:ry + ey3)xda:
& (fedrgaty S hzy>+ ky3) X dy=o,&: ..

408.  Si las diferenciales ¢ mtegrales de las cane
tidades dadas’ | po1 ' 1asivariables 757,275 -&6. seito-
man:, de.modo que en:ellas se. supongan , la z vas
nable 7y las demas. constante,s, se notaran dlchas

_dxferenmal@s ¢ mtegrales con las letr:a'i \d '( S s
y sise suponen, la y variable y las demas constantes,
selsehalaran con lasIctras 47", 'D” 3823 iy ast su-
_cesivamenteyi . o1 oh,

R % zaldstipy el 9bh BIr by
PROPOSI CION L2 e 2ul}
,,.{;; ?{'\L}‘fé
409. Transformar qualqmera equamon homo-
genea de ‘dos’8* 'tres variabless ent'otra’que tenga

“una’ de"sus varigbles sepiirada de lassdémas) oides



(392)
Su;}g ega,se qye 1wguac1on Xdz +Vdy=o0 es
homog y.que-€n llahas Eheledndds. XY es-
tin dadas por*lgxs vgrrlables z, y y hecha Ia substi-

-1- ~

tucmn y—-% n &8 ev1dente que en todos los tér-

1D, 26t nsmeil o8 edenanommod asti vom,
minos! dé Aaciequacion: t\lansformapla la ,varlablg 0
tendrd:upomismo exponente; y,ipor: esta, potestad
dela xse podrs rpastis da; misma; iequacion.;, Por
tanto, las cantidades: X, Y setr Jansformaran en otras
M N, »que -nax qorntlgnen laz.,de myﬁonqye seid

S TR e L Z 2 i

Mdo.’-x-\N}fy-a pefbd -ﬂ-wd't i lﬁego se"
v dz z b e .

i M d &l-m-'-‘a de donde tesul‘ta la

ot G r.. T : P :
=fi i - ..1-_ - \ 2

R mz ERias 2l

equacmn —t,--w - ,m e quﬁ con,twne 1as varia-

ble 'z, 2 con separacmn. “Con'el misrio” mctodu
'se hallara Que ) Srl ‘una ‘eqilacion’ homogenea con-
| ' blek", o m}i", y,"é‘ por medlo de

L6

-las substntucmnes;y — o znrx : , sg log”__ari sepa-

rar una de las vanables\ # de las otras dos wit
Que es &e i WOI BT dOTTE G ¥,
E SC O L I 0

410. Adwértase; q;J.e ei .refend.‘b métqdo dcl
Sabxo e Magf;ed; S8 ayhca con utilidad 4 ;...las

I‘ m



(393)

equacxones homom.neas que contignen mayor ni-
mero de ‘variables. “Adimismo adviértase’ que el
mismo: método- es1til para| separar las -variables
aun en aquellas equacmnes que contienen términos
irracionales , con tal'que la suma de los. exponen-
fes én cada ‘uno de ellos sea siempre.la misma, En
fin'es de advertu que sucede algunas veces poder-
sé transformar una equacmn -que no’es-homogenca
en otra homogenea por medio de la substitucion
‘_1/\--2!' ,‘en quien el éxponente ‘% & ‘unacantidad
constante que se ha de determinar ¢ por, exemplo,
los dos términos y 7 x”"’dx v dex que contie-
nen la dx ) S€ harin homogeneos por la substitu-

cion y-—z" si se supone ﬁ=&—_- 3 y asi 105 dos

‘térmmosy x’”dx y x"dy se halan homoceneos

com—r 1
por dlcha substltucmn ) sl se supone /z__-m

Por tanto una equamon dlferenmal que contiene
lasidz; dy lineales-,. se ‘podrd, reducxr 4-homogenea
por la substitucion y-,-z" si hccha I3 “comparacion
del~pr1mer término de. aquella con:tados.los demas
resulta constante el valor de la 7.

T EXEMPLO I ;;F %;
411, Sea la equacmn homogenea xf dx --;v?dy
,——y”xq -t ﬂx' \

*

ddd



L et
Hagase g=—; y por mecho de esta substltu-

cion se transfmmara la equacion plopuesta en'la

') il rx_r
::- X m?ﬂ Lol x._.x?__ - d_a:_;_ yt _pars

‘@ gl

:r‘fd:r_.

zdrtadz., Sk 2P dy

'tlendo Por x9 se tendra dx—zfx o R

gqxdz zq-!-l 2<"., -l
de donde 1esu1ta Ser == (

P EDE A+ I)X‘&‘;

o aa 10 gl e ggo R
por conmguxente sera FIT e ;:_ v .

EXEMPLO II

412, Sea la equacmn homogenea axa’:r+by x'% dx
-l- cx d y== Dt

o3 -r1|1- r k) T 1 F[ ";‘"

Hégase y-—-— 3 Y por med10 de esta substxtu-

cxon sc transforma.m la, equacion propuesta en la

bz xdx : A3+ xd:
PcER z—{';"ﬁ-‘i'—o y‘ pﬁrtlen-

hxd +

g piinizaiedng ‘g4
' beidy zd.trl_-xdz
do por’z’, ‘serd ad:z:-l-‘_l‘,'&"‘f. G NETY 7——'0;‘5’
19 SMISRNGS $il2aT
bz xd
(a.;_ — xcﬁr._-l- 3 por COI]SLglllcn"_

cdz cz =!Fﬁz¥ 1% »EI
L = +tz. equa-

A '3~ T
te se tendra —=——

diddd .
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clgm que: tiene sus vatxables separadas,

. EXEMPLOIIL:

5415+ Se pide hallar;-si“la  equacion y2p 3.de
+ fx“d:c+y+:c 3dy=0 se. puede ttansfonmar
en otra que sea hom()genea

~» Compéresecel término primero de-la. equacion

3 —2
propuesta con' el'segundo, y s¢ tendrd %= 3__

is5
asxmlsmo comparando el termmo pnme‘ro ‘con ¢l
3=i41
—-a-[—l
la substitucion y=izh =23, se reducura:--.la. equa-
cion propuesta 4 homogenéa ’ de mado que: la
equacmn que 'se-busca serds 23z 3 dx—l- zig2 zi.r
+zT::: 3 st ?dz--o. R R LY 2D

EXEMPLO IV

=§ Iuego por medm de

tercero sera ﬁ_.

- 414. Sea 1a equacion homogenea ay'dz + bz J ¥y
=+ czdz=0, que contiene las tres variables x,v, z.

3 o L s . _:a : B xt i f
Higanse la__s substituciones y=—, z= =5 ¥
por'medio de ellas: se transformari Ia;equa'cioh pro-

zudz xtdie 'l |
Puestaenla —a--—‘{—-]—ba:dy-l- t' --o luego

partiendo esta equacion por z, y mu]ﬂphcandO-
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1a por a, se tendrd audz+bady < ctdr =03 pe-
:l-'d'u-l-udx d _Ia:dt—i-tdx
(a:'dt'-l-z-dx)'-‘l-&x(:c'du-l-'ucfx)-'-l-‘/ctd:‘c——a de

Lioshdsligy - ﬂdt-l-fufns
donde resulta — e equacxon que

ro dy== : luego serd uX

tiene la variable z separada de las otras dos ., z.
~PROPOSICION IL

415. Transformar la equacion (a-+bxy4-cx®y*4-&c.)
Xdzt(f22+gady4haty? 4+ &) X, dy=g
en otra homogenea.

Higase y=2""; y por medio de esta substitu-
cion se transformari la diferencial propuesta en 1a
: Caepba-zt Tituciz? 2- 2d4&cp) Kidiz
G+ (fr¥Hgad3z-THhadz2p &c.)X—=Lz-2d2
=03 y multiplicando por z=?, se tendri la equa-
cion homogenea (a4bzz-"Fcx22-% 4 &c.) X
da +(f222->4galz-34hz4z" 4+ &c.)}(
—dz=0,Quees&ci .«

PROPOSICION I11L- -

74160 Hallar 1a integral del trinomio diferéncial
a:cdy+fzydx+fxd:r_o. . :

'Sies a=1%, el trinomio propuesto serd
1gua1 daxX(xdy+ydz)+4frdz==0, cuya inte-



o (88 ,

gral (70, 71) es a X2y 4%fx?==4 constante. Y-
si es a===1/, dicho trinomio seri igual 4 aX
( z dy —y dx ) = f x da: 3 ¥ partiendo ambos ‘miem-=
bros. por 2 , se tendra ax——‘—zl-;i'i’i = ""f‘{”"f
luego mtegrando (74. . 87) serd = --—-f X L.z,

2°, 8i las cantidades a y % son desiguales, mul-
tlphquese el trmomlo propuesto por z?, en quien
g es cantidad constante que se ha de’ determinar’; ¥
se tendri azi*’ dy+izyx?dx+f:rf"" dze=o.
Supongase ahora que gz7+ Yy es la integral de Tos
dos pnmeros termmos, dlferencmndo la dlCha
suposicion , serj la expresxon gx‘-"‘“ dy+g>(( g+x)>(
yx?dz idéntica 4 12,02 dy+hyaldz, 10 qual
sucede si se suponen Ias cantxdades gea, g x
(g 1 L).== .....k de, donde rasulta g=—ﬁ?-- I Por tan—-

k_

to seriiz? Y el-factor, por cuyo medio: se logra

la integral del trinomio propuesto de suerte. que
3

f; R B
ésta sera Igual a 2z 3r+ xx ++‘=A cons;
tante. Que es &c.

uff-COROLARIOI |
417, “Si‘el trinomio propuesto es @i dy +)E1;dx
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K5 fya‘y-— 0, *haﬂara con elimismo método que:
_‘4_” b5
ELa S el facl;o;' carrpspondlentc para Iogmr la
mtegral de dxcho trinomio yguya mtegral es 1gua1
T a+fl ' :
aizy*'* z+ f&xy —Aconstante._

s 2o

COROLARIO II. ¢

‘ 4.;:8 ASlmlst i, se multlphca el ’crmomm d1-
?s

ferencml a:cdyﬂ-kyd:g-l—fx"dx_o 'pora: ?,
i 2

}}l 1-—!‘< J-
sera iam‘blen a4z a’"y—i—&x“ yﬁ“x+fx . da:
: : I3 {5 s fN—ar 4
._o cuya mteg’ml és:za:‘= 'y-l- 7 af | X“z‘ -“;‘- o

-1-:::*
A constante. Fmalmente si se multlphca el trmo-
ihio “diferéncial a2’ dy A hyds 4 Fyr dy =o' por

y f'ﬁl se hall;n'a que su mtegral ‘es: fzy z + a _,4, ,.X

o d-[-,h" 2:;‘ ._.-m-.'—--
N :=Acﬂnstante.

ESCOLIO

419. El referido método de multlpllcar las ch-
ferenciales propuestas por un factor variable es
utilisimo. para. lograr _las - integrales de las mismas

.g“". L _|_ J..




(399)
diferenciales 5 pero sucede las mas. veces que no

se pueden dar reglas ace1ca de 1a forma que han de
tenérlos tales factores respecto’ 4. Ias equaclones
diferenciales de formulas generales , aunque . éstas
puedan tener uno 6 mas factores para el efecto de
su mtegracmn. El exetcicio" y ‘{2’ hddstria’ contri~
buirdn 4 la invencion delos factgres qug se: nece-

smm para los casos partlcularea.
'-- \J -[.. o

i g ] \.;\“ PR!Q\P Q S I\C I O N Iv wbi it

..\. \ - l

«zydy+izydx+gxcfb:’“="i0. |
Supongase y == y Ia dlfergnclal propuesta se

d‘a- ¥, d
transformar4 en la za:x,f f wd sz-—]—k)("m =

+g2dz

d.l:.j e

v =l oy Py +dg & equa_
c;on '%ue t1ene sus vaI 1ab1es separadas, ' tiue e m-

P BT RS RE

tegra por. 19 dqmostmdm ( 87, 36 ) ue ES &c.

pnoptswlON Wi

: 42 Hallar Ta mtegral de-1a" cquacnﬁn homOge-

nea.dal phmer .gradd {‘ra.zele by) KAz (ex=+ep)

Wi%e . [0

OIDEBIGNORSD  TINnGd L6

: ==o, ‘que: se 1edt}ce 4 Ia o —
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Metoda Y e |
Hégasef.x = ; ¥ por mCdIO de 1‘15 correspon—

dleﬁtes subst:tucmnes en la dlferenmal pmpuesta

se tendLa laJ equacmp ( 9. z 5 ;y ) X, M

+ e y) )( dy-.-o, de donde 1esulte{ (ag+czb)>(

(ydz - zdy) +(caz+ea") X dy=o' 6 blen
(Z+é)x?dz+(z°’+(b+c)><2+ae)><d3f'—0-

0 _f:_"__r‘ r !dﬂ‘ﬂ‘-z’dz .r_‘ 4R
lue b sers e ’-t-@l'-l-s)xz-i-as Eclugfsl?nr‘que
tiene sus variables separadas ) ¥ que se mtegra por

Tos metodos dados (87 333 342 )

§

Mer’béfo Gos nl ns frainrolensid
Supéngase que la mtcgral de Ja:diferencial pro-
puesta es (x+Ay)”‘><(x+By)”-M en qmen
las 4, B,m 1 son cantld'ades constantes ‘que se
han de detelmmar y jf e'xpresa 1a’ constante que
se debe anadiria‘ toda integral :liiego serd m X
LofatAdy)AnX L (2+By)=LM; y, dlfc-
mda; -l-mAdy . ndztaBdy ;.

atdy 7 a+By .'.'-' ?-__.’

y reduciendo 4 una comun denominacion , serd
((man)xx+-(mBenA)xy)xdz+((m A-+nB)xz+(men)xABy)xdy=o,

IenCIando se- tendraﬁ
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Compirense ahora los términos de esta equacion
con los cofres_pondigr’ites en la propuesta; y. se
tendran las equaciones m4-n=a, mB+nd=b,
mAtxuB=cy (m4+n)yX dB=¢; de donde re-

I’+G+P’ b-‘-c-_r
sulta .ser 4 = - s B=—— 5 =
b . 2a 2a
rmab +actam. fib ab-—ac+ar : T A
—, = , llamada r =

.2
}/(‘(Er—i- ¢)*—4ace). Por tantosi en la equacion
(x4 Ay)™ )‘((:r'-[—By)-""'- M se substituyen los
valores hallados de las cantidades 4, B, m, n, se
tendrs la infégral 'dé la equacion homogenea del
primer grado (ax 4+ by) Xdz+ (cx+ey) Xdy=o0.

Adviértase que si es (b4 €2 =4ae, serd r=o,
bsc

y enconseqiiencia d=B =—-:
2a

caso la integral que se busca serd M= (3.+Ay)”‘>(
- ' S p bgec -
(z+By)"=(z+Ay)"*"=(z -+ X"
Asimismo adviértase que si es (b4-c)*<zsae,
setd imaginario elvalor de la 7,y en conseqiien-
cia €l de las cantidades 4, B, m, n. En este caso

: luego en dicho

*+c

para facilitar el calculo 1limense f=_bm S =

at gae—(b 3 c)? it eebdee s
LA fa )),p=-———gi—;yseraM=
) e e

(x+f3/+93’1/ 1)Y=t ol (:c+ Sy- qytf 1)2v—1 3

cee
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a

a 7
=@y F 3V =1)% X (A S+ gVmry Ty
. e S <y
(x+fy-gy1f—1)“ X(?-I-f—?‘/"l) 2V =
a ?
(24132 +079°) * XG4+ gv =11V
i A | e Ok
_ (_;_ Fadn) "‘W"“.HégaSE(g-+fg+1-)_ 'afvﬁfx, :
?

(_;i +f+gv—1) VT =¥ v para facilitar el

calculo silpéngase_-i_+ S=2z: luego se tendra

e 1)(1'.(2—9&'—1)—!—gw =L, (z+g4—1)

. : v

— L. Y: v-difer AL Gl DR
= L.Y; y diferenciando sera 7 e

dz b dz P‘{x :

B RN b T, 6RO

integrando serd L. Y= -——;x u, siendo u un'ar-

co del circulo, que tiene el radio 7,y la tangente
?l‘l
23 por consiguiente ¥=¢ 4¢°, en ql.uen es L.e=r,

Por tanto si es (b+c)’:<4'ae, la mtenral de la equa—

cion homegenea propuesta sera ((:r+ fy)“-}-g”’y“) X
T Pu
e a°. Que es &c,
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ESCOLIO.

49.2. El refendo método segundo del Sabio J.
Bernoulli se aplica con utilidad 4 las demas equa-
ciones homogeneas ,.como se verd en lo sucesivo.
Entre tanto obsérvese el modo de determinar los
valores de las cantidades constantes 4, B, m, n
por medio de las, referidas quatro equaciones ,
m4n=a, a.md4+nB=c,
2mB+nd=b, g (mtn) X AB=c¢;
es 4 saber ,.si se suma la _éegunda equacion'con Ia
tercera , se tendrd m X (4+B) + nX(4d+B)=b-4-c;
pero m--n==a por la primera: lile,go sera A+ B

bte

[
—_—

. asi'mismo__si se -parte la equacion quarta

por la primera , sera A4B= -——-; “Por tanto quedan

byc

, AB

-demostradas las dos equaciones 4 —!_—,B,--
«==: luego si serforma 1a equacion ¢ * e

e . p .
+— =0, sus dos raices darin los valores de'las

cantidades 4, B ; y determinadas éstas, ficilmen-
te se hallarin los valores de los exponentes m, n
por las equaciones primera y segunda.
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PROPOSICION VI

423. Hallar. la integral de la_equacion
(ax+04 ;1)'Xdy+(fx+g+fly)'><c‘{x.—'-'_o."

Miétodo 1°.. ‘

12, /i:S1es a_.ﬁ la diferencial propuesta se re-
ducir 3 ax(yd:r+:rdy)+fxd:r+gd:r+bd'y
=+cydy=o; ¢ integrando se tendrd a X yz 4 % f2*
+gx+by+icy? =4 constante , equaCIOn ge-
neral 4 las Secciones Conicas.

2°. Sies fc=ak, higase y-—z+B:r, en qmeri
B es cantidad constante que se ha de determinar;
y por medio de dicha substitucion se transformar
‘1a diferencial propuesta en la (A4) '

artb4-cz f1+g+/}é =
+cBx } X(dz +de)+{ - }de:o;

pero fe=alk, y -‘f-'-—-%: luego si se supone

, la equacion 4 se reducird -4
c |

(bcr) R (dz =) 4 (g hz)Xdz=0, de
(b4-c2z)Xdz

donde resulta dz=- ; — ,cuya inte=
(a=h)X 2+ f; —p

gral se tiene por lo demostrado (329 ).
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2%, 81 es fo=ag, hég’isefx-l-g-{-]yz:zy ¥
se tendnn las equacxones : .x i .fl“f:;ﬁi,—i dx.__:,

_“h" +y d; _.kd_y_ L an + b + cy = -——u———-—-“y'—‘:f I8 L btoy

= ﬂ:f-j%"——ﬁi 111ego- por ti‘ncdi@ d-s:'e:t*ts s'."‘.blsti"m-

ciones, la equamon propuesta se transformard en la

(”23"“;,3?""’}03') % dy +zy:><

:de donde resulta (c:z-—ﬂk + Gf)X“’.Y'!‘Z dy

zdv-{-—- v«iz-—fa‘:fy

=0,

_+zydz-—bzdy_o, y por, c0n51gu1entc -;%3—'=
o ‘ede ..
22 —{—(a-—-h)mz—afl Fcf .
lo demostrado (87 336,
-Si-es cg-"f)fz hagase czx+¢5+cy—-:rz y

xgmmaz—b
se tendran Ias equacmnes, y-—

' ; cu'ya' integral se tiene por

, dy =

; ‘? [
_xd" ﬂdx—adx

s luego por medlo de estas substitu~

ciones 1a formula prop’uést"l ‘quedara reducida 4
xdz - zdr——ad.r haxe ——ﬂfn—lh

+(f:c+g+
“de donde *resulta la-equacion slszmente
: _,zx(xdz+zdx~—adx)+(ﬁ+&z-.:z/2) X dt =03

zdz
234 (= )%z -}-fcﬂak 2 cuya

s azX

) X ;ZA =0

dx
por consiguiente -
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integral® se tiche pcn- lo " demostrado (87 336)
5% Enlosdemas casos haganse las substitucios
nes x--z—{—ﬂ y._,u-{-B y por medio de ellas
se i:ransfoxmara ‘ta-diferencial jpropuesta en la (4)

gaztadc _ﬁz+fA+éu
e ._..u}xdu_[. +g> '}xd’z-—o,
Ntel g A _+hB 3 ]

y porser-# y B cantldadcs constantes quc se han
de determinar, se po‘chﬁ suporter a A+ b3 cB=o,

iR () o0 JegHble T g nap—fh.
fd—!—g-{—&B—o, de donde A = i —7= , B= ;.f’__ o
: 'Iuego supomendo éstos valofes il formula trans-
formada A4 'quedari reducida a (az+-cu) Xdu

+(fz4+hu)Xdz=0, equacion homagenea cu-
ya mtcgml se ha deteﬁhmado\(.«;z:)

Metodo 2 2

Supdngase que la integral que se busca es
(2 4+ B4C 1) "X (oGt Hy) s M,- en quien
las cantidades B, C, G, H, m,.n son constantes
que se han .de determinar : luego serd m X
L.(z4+B¥Cy)+¥nxX Li(z4¥G+Hy)y=L.M;
y diferenciando esta- expresion , 'se .tendrd m:X
j_r_;i% +nX -;i:é'a-f—%‘ =y, de donde’ res_ulta
la equacion siguiente,
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((mC+nH) xta mC G-+ (m+m)XCHY)xdy((man)xamGor(mHanC)xy)xda =o0.
R nBH o . F-nB
Compirense ahora los términos de esta equacion
con los corlespondlentes en la Ppropuesta; y se
tendran las equaciones,

Y. mC+nH=a oAt m-l-n.__f
2“) mCG+nHB=b £y mG-J,-nE-—g
() XCH=c .. . .. 6, mHEnC=h,-

y por medio de estas equacmnes se hallara ser,
H vt C=-=1 #adq m_'| I ffl-—af

BT AR DA a0y g Y
__.f_ ﬂ.f:_"'fk B= in‘f——gr-—-gq‘
- k) fx(a—-kmg) ?

_obf—grteq N Y
en ﬁn G-—fx(ﬂ Zi¥a) > o0 qu_lenes son r=a--1%,

g=”(a‘+ﬁ)“ — 4¢f) para facilitar el cslculo.
Por tanto si se substituyen los valores hallados
de B,'C, G, H, m, nen la referida férmula
(:r-l—B-i—Cy) X(z+G+ Hy)"=M, se tendra
la integral de, la -equacion diferencial. propuesta.
: Adviértase que. si es (a+h)>=4 [, serd g=o0, ¥.en

n=

nbf-—-gr

: Ta—fh
en dicha suposicion 1a integral de 1a férmula pro=
puesta serd M= (z+-B4CyY' X (2 + G+ Hy) =

(s+B+ Cy)*’*+f=—-(x+}i’lﬁ"+ Xy)'s Adk

_ conseqiiencia B=G= C=H= E 3 Iuego



(408)

" mismo advn&rtase eine sives’ (a+é)"'44fc, serq «

imaginario el valor de ¢; 7y en este caso se’hard
uso del método expuesto en la Proposicion arite-
cedente , para determinar la mtecral de laf fmmu-'

la chfelencxal propucsta Que'es &c.' -

ESCOLIO

424. El método que se ha segmdo para-deter-
minar los valores de las cantidades H, €, &c."por
medio de las referidas  seis equacnones, es el sx-
guiente ; es 4 saber 5 si se suma la primera- equa—
cion con la sexta, se tendla mx(C-[-H)-E—rzx-.
(C+H) = a+iz, pero m+n-—f por la qualta

k ’
: asmlsmo siose palte la

tercera equamon por la qu;uta se tenc_h:a Ol
7, : luego si se __forma la equacion o —Df—.}:- Xt
+?=o, sus dos raices dalan los valoms de lasf
cantidades H, C y detcrmmadas éstas se halIa—
ran los valores de los exponentes m, 'n por las
equaciones primera y quartas y sucesivamente los
de B, G por las equaciones segunda y quinta.
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PROPOSICION 'VII. :

|

; 425. Hallar la: mtegral de-la equacmn homo—-

| genea del segundo grade-(fz24gzy4-Ay2) %K
da=(az®*+bxy-cy %)% dy, como tambien de
las de superior grado que no tienen tcrmmos ir-
racionialesy of oo nEistups sbilzo: 2 &2

i)

b SO G SRR ) X Eibnsh
R Dentae ol Metodox. R S

il paaewies kG 3
Bl YO i . }

: Supongase que la mtegr@l de la equacnon di-
fere‘m:lal propue;éa s (244 y)’”x( 24 By)" )(—
(:r+C>3f)P—M enquiensdy By Cilmyny pson
constantes’ que’ se -han ‘d¢ determinar ; °y dlfe1en--

- ciando dicha 'integral se tendfd

det Ady' dz + Bdy dx-I-Cdy A
MRS, TR Ty +B;v ket T i
de: donde: resultac > &3 . o5 4 Sinomm
ma:’—]-mey -l-mBCy ik mAx’+mABxy+mABCgr
+ nx‘-l-mc:ry +nACy o +an*‘+mAny+rzABC'y
+ pai A Mxr +pABy: g A 22Cx £ ndBryyp ABCY?
-!-ﬂC:ry X + +nBCay Xdy:"’

Cqpdry. ] +pdCxy .. "
+P.Bx3! +pBCa:y v
3 fi€ 1 :
equacmn 1dént1ca 4 la propuesta Comparense los
t:orrespdndlentes términos’ de” dichas ‘dos equacm-

nes, y se tendran las siguientes igualaciones;es 4 saber,
ftf
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13, m-]-n-l-p_.f, _

2% mB+mC+rzA+nC—l—p4{+}?B—'gs

3 mBCHnACHp AB=hy T e
4t MA B4 pCame—ay: hunne: loh anien
: 5'?‘. : ?mAB+mAC+nAB+nBC+p.IC+pB,C=-b

6 oi(mAnp) R ABC= ¢, 10l

81 se suma la segunda equacion con la quantw, se
tendri mx(A+B+C)+ﬂX(A+B+C)+Fx
(A+B+C)__g—a pero m+n+p——f por la

prlmela lquo se:fa .4 + B -l- C =& 515111115“1‘-'0t

si..se. aumasla re{enda ter@em equaelmn «con. la
qumta ‘y 'se:tendrd mX(AB+AC+BC)+nX
. (AB+BC+AC)+F>((CA+BC+AB)_

— b luego ser £B+BC+ACA=—-f—- y finale

mente §i se parte la sexta equacmn por-la:primeraj

serd A B C__;.-— Por tanto se ha demostrado scr :

.S

--;t._-A+B+C—-g‘“'“ AB+BC+AC~ s R ik

£ J' i

.A B C == 7 luego si se forma la equacion E3
g o

,f —o,sus tres ralces darin

BUDRL i

ios valores de las cant1dades A B C, y determl-
nadas éstasse hallardn los valores de los exponens

e i

v
T
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tes m , ny pporlas -equ:ciones primera , tercera y
guarta. ©8i'"la’ equacion -homogenea es del tercer
grado®, “se’'supondrd isu ‘dntégral (x4 Ay) "%
(24 By)"X(z + Cy)PX(r+Ey)f M, de
modo que siempre el 'nimero de los factores bino-
mios exceda en_una uaidad al. grado de la equa-
cion propiiesta 5 y con el mismo método anterior-
mente expuesto se hallara la equacion del quarto

grado , cuyas raices son los valores de las constan=
tes 4, B,C, E;y. determinadas éstas , se hallaran
facnimente los valores de los exponentes My 1y P, g.
Argiyase del” misnio mﬂdo rESpecto alas eq_uacmn
-nes homogencas de superior gtado.

i :Mewzfalz #
" 'Dividase Ta equacion propuesta en las dos si-
guientes , en qulenes tes cantidad vauablc ; €5 4
saber , ]
-:({x_-l—(czl-:c-”“—{"-&-x_._'y-—hcy".“)x dt=0,
dy+ (22 +gxy+rhy?)Xdt=0;
multipliquense la primera de estas por m, y la se-
gunda por 7, siendo m'y 7 cantidades constantes
que se han de determinar, y despues adadase la pri-
meraila segunda por lo que resulta la equacion (4)
mdx 4= ndy+((ma + nf )xz? +(mb+ng_)x.1_:y+(mc+ nfl.)xy’)xdt:a.
Es evidente que se tendrd la integral de esta
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formula , si se supone la cantidad (ma<-nf) X 2
+ (mb4-ug) X 2y~ (me+nk) X y* multiplicedel.
quadrado.de la m« -+ nYy; para cuyo:efecto se, ‘_deg
ben establecer las equaciones ( B) ma+nf=m? R,
mb-4-ng=2mnR, mc + nh=n*>R; luego la formu-

mdxandy

la A se transfmmara en'la Rd r...'l"- =, cu=
: (m.r-l-ny)_ :

jra integral s Rt=34—l;m , €n quien -%'.es';l'aj
o IF8L 5, Tate
mk-{-ﬂf
si supomendo t—-b las cantidades :c, Y éon res-
pectivamente iguales 4 las £, L. Por tanto ser4 (C)

constante afiadida 4 la mE’egral ¥ seri =%

I T .
R: = Ahora para determinar los

valores de las cantidades m y 2, es de advertir-que
de las tres equaciones B supuesfas anterlormente
resultan las dos siguientes , esto es,

medtnf A8 g ibien bm® 4 (g=2a) %

mn =2 fn?=o03; de donde resultd ser
2a—g a4 '
f Xm—l—m]/(( )* -+ f) si se se=

‘nala un valor alams; y sise da 4lan, serh

><rz+n><1/((g "’) +"'f)

s
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‘H‘___z . mi;mg ”fc:n ) blen 2cm"—]— (271...5) x

M = g N — 103 3 Ao dOnde resulta _Sﬂr ,s Baf1nn

'= aﬁ 5 Xm‘+'m’/(( b ef;)g __) : Si.us;

2g

seﬁala él' 'valor---a la m-;-y'-s.l.‘_se da. é Ja nf',_ serd

n==: g.fz )(n-%-—n/(( :ﬁ_b ) Y: si-de

la prlmera equacion multnphcada por 2c¢ se’ rest;} la
segunda multiplicada por &5 se tendra la ' ;
(2cg—4m—-2bk+b") Xmn4-(bg—4c f))(ﬂ = 0,
(o] blE[l pmi-gn=o0, sise llaman p, glos respecti-
vos coeficientes para abreviar el cilculo: luego
multiplicando la tercera equacion por bm, v la
primera por p, y restando despues esta de aque-
1la, resultard la equacion
4. (—gpt2aptbg)mnt2fpn*=0,6
bien rm-4-2fpn=o: y si de la equacion tercera
‘multiplicada por 7 se resta la quarta multiplicada
por:p,se tendr4 la équacion (gr—2fp?)Xn=o,
de donde gr=2fp?; por consiguiente deberi
:subsistir esta igualacion entre los coeficientes de'la
-equacion. propuesta , para,q{lg se le pueda aplicar
el método expuesto: y si subsistiendo dicha iguala-
cion, se sefiala un valor constante 4 la m, por
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exemplo, en la primera 6 en la segunda equacmn,
fendri 7 dos valores que denoto con 7 y' 7', y en
conseqiiencia; R -tendfd tambien des valores que
expreso por R y R', Por tanto de la eq_uacmn C-
fesultarin 12{ dos swmentes, R

a3 - * X B s : L —rievis mé-{-ﬂ,l
R m-{-n* e .4; .,o.blehm--l-'vngi.]{tx(mk+nl)+ =

bhe 72 L .k +~ﬂ-'!
Ri=r Yk 1—&’3 ’Ummm*“#_ .R'tx(mk+:s'i)+1’

ahora si se restala segunda e‘qtﬁmoh de 'la prime-
ra, se hallard'y dada’ por £ 5 y-si-la seguinda ' multi-
phcada por'n-sé testa de la-primera mulﬁxphcada
por e ﬁallatﬁ x dada por'z$és 4 sabery

ke PR SR bR
("1"” )xy"‘mx(ﬁ:-i-nt}-;- x5 R’t&(mb+:¢'£)+1 A
mbral £ Al Batlinn
(mn‘—- mn}){‘x-n X_R:x(mk+ ul) + Eidh RX R’tx(mk + u'£)+1 g

Sl es n—-‘n' Io queé sucéde quando sea F (£ = e )”+ )
=..-:o faltan las dos equacmnes anteuoles 5 en. este
caso su.,pongase ~V (( b) =du,'y se

\tendra n= g 7 f K m-l—mdu = %.7'— X m-—-mdu.

2 a—-g

luego seran > n—rz"-—zmdu mk —l-nl—z-!—mldu,

mlc+n' Z—— o= mldu sl se llama i=mk- gl;gal Xm
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para f facnhtar el célculo R= ]+ f‘z" ? ;_j__ fau

eI 4

SRR R A

a+"‘(§z— y hacnendo estaé‘subs-

- f £

tltucxones y las apsr;mqpes co::nespond,lgntes en, 1as
dos equacnones anteno‘res s S€ hallgr’an los valoles
dey, z dados'por & 1916 CUOAT

i, Gon ¢l: mismg método ;&hallatan lasyintegrales
de las equaciones homggen,eas de los grados. terce-
Y0, quattos &rcf; gqrq en, estos c[asos €3 nece51tan
dos 6 mas ignalaciones, %ntr%rlqs @Qeﬁmcnte& dc d17
chas equaciones, para que se puedan hallar sus in-
tegrales por el método' éxpicsto. Que es &c.

'se llama }’-"*

& i L B

et I oT N At SCOLIO, ! @ _
9446, Respiecto al “referido ‘método ségurdd s
de advertir que para evitar ceeﬁc1entcs y exponen—
tes mﬁmtog, 9, 1g1};1_1_e& ala fracc:on S . SETE. utll
cans;deral. lq ndada T 69 halla: 1os dos valores de
la m p@;. 1, E?_ gene,l;al adwértasg fiffas b

1% que las equacmnes que resultan sa'cxsfacen
pucstas 5. pero puede sucede1 que por otros méto-
dos s¢ detemnncn«éqﬂacmnes mas generales de
modo que éstas sean las integrales completas de
las mlgmas dlfcwncmles
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_quesivlas refeudas 8quaciones. mtegrales
contLenen cantidades i xmagmarlas no se puede ar-
guu que. es. 1m9051b1ﬁ hallar Tlas 1nteg1alt;s de las
dlfel‘enClaleS propuestas pues sucede que por
otros métodos se descubran cquamones reales. Fit

Y P ROPOSICION - FILLE ot

427“ Héilar la mtegrﬂ ﬂel {rmﬂmlo’ aM dz
.+bNy"'“ da:—l-gy"ziy_a ‘en qmen ‘las - canti~
d:fdes a, 6 g., n pueded ser ﬁositlvhi“’ -negaﬁvas,
Y Ias M y N estén dadas’ por :t.‘JR Mg R T

g ERG: cADHOQIORITDDY Sadid

ﬂ[‘é;:oa'o 1° AP

e sl us g T B U
-

1°. Si en el trinomiopropuesto es ne=a= 1 , S&

tendtid ade-PﬁNdx-——;%ﬁmcaya mte gral.es
axS Mdac—l-&xSNd:t:s—ng y.

1gorSiEs M =Nen el trmomlo propuesto ‘e
tendis 14 equambn M dz b (atl— 6_'?“““‘ J)‘—' 25 ‘dy,
y paltxendo ambos mlcmbros por a+3 y’**" sera
o'y _“_'__.' s x vy

+$y‘“'¥’ s bx(rz-i—l) : é-l-l?’f"'*" &1

". W A
\1‘ ,‘_2’

de S luego

integrando se tendxa S M d :r== R ( {_I) X

I (cz+b'y”"“) B 1iR9:
3°. Silas cantldades My Nson desrguales, mul-
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tipliquese; el trinomio propuesto por: la cantidad
P que se supone dada por x; y se tendra larequa~
cion ‘a M Pdx+bNPyr+* doggPy?dy=oi
Ahora supéngase que la integral de los dos ltimos
términos es (B) AP y™*", en quien 4 es cantidad
constante que se ha de determinar; y compirese la
diferencial de la férmula B, esto es, X (n+1) X
Py"d:y 44X y”*“dP con los refcudos términos:

.AdP--éNP d:z: de d'cm—

luego seran , A== +

dpP bNdz bx(n * 1) ,:
de resulta —p—=—3 - X Ndz, cuya
bx(n +11) " bx(n+ 1)

| mtegral ol i e Sl d) }(S Ndz —'—g——- X

L. eXS Nz, supomendo L.e=1% por consi-

-_ i <k (rz-]- 1) xS, Nd.v ; E piso
' gulente seraJ I’=e 8 3 pem Ta mtemal
del “trinomio propuesto, 6 bien de a MPdx
NPy dz+gPy dy=oes aXS.MPdzx
+ A Pyt =0, de donde y "+ =~ “xs;;ipdx 3
luego substituyendo. en esta expresion los valores
hallados de 4, P, se tendrd el valor de 37T por
la 1nteg1a1 de Ia funmon de la otra vauable .,

 Método 2°
Supéngase y=2z¢; y por medio de esta subs~
£e8

[1%:
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titucion se transformara el trinomio propuesto en
(4) aMdx 4<bNzrn+* thrldx A gzt lende
+g2z7t”+ YV dz=0. Ahora por ser las cantidades
2,¢ indeterminadas, se podra suponer bNz"+1 ¢+  dy
g2zt dz=o0, de donde resulta la ; equacion

bNdx. . d. i SibNdz
EEE it 2, é mtegrando serd L z=L - T=

‘&
. _:ﬁ.ﬂ‘f i
)(Le oblen (B) z=¢ '-3_ ;_Y'si'_

“S.Ndx

de la equacion 4 se restan los dos telmmos que
se han supuesto lguales 4.cero, se. tendra. aM da
+gz"* " dt=0, de donde Lesulta&ser o )Q
Mz-"x ‘dxq-t”a"z 51 €, mtegrando esta expnes;o&
ogntE y’l +a

seri "'.__XS Mz"”“dx—"-””_l_l-;—__- W?F‘

_- ax(:;'l‘l)xzn.;.:[ xs MZ-R-IJ{‘E,

G-bien ' =

en quien se ha de substituit el’-v"a’lor de 2 ‘dado
‘por z en la equacion anterior B : luego- &c. *
Método 3° -
El tunomm pmpuesto dxspongase de esta suer-,

saxl

te csz:c+y”"" (Z;Ndx-}-——-—)—-o y héga-

se(A4)y bNdz= ? e + luego' dicho trinomio se
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transformari.en (B)aMdx 4-gy™*? X( a;?
z' . .d i
!—Iagase ahora d—- - —f“‘—t de donde zy_—ra y

pm medio de estas SlletltU.CloneS la equamon B

gxt“
se transformard en e Mdx 4+~ 9( e

rx.}-s‘; =
M x—:”dr é mtegmndo
&

se tendré' ax(;;.}. 1) x S M,.n-;-ldx ,__trH-I__ ?f-}.]x

consiguiente serd —

g%+1 - en'cnya expresion se debe substitmr-.el
wvalor'de z dado por # que sc hallard por la for-
mula 4: luego &c.

COROLARIO 1.

428. Es evidente que el trinomio aM'y":z’:L
F+bONy"+* dx+gy™dy=o se reduce 4 él de la
Proposicion antecedente : pues si se parte por 37,
se-tendrd a M d 4o Ny"+' " dx 4+ gy"="dy = o.
Digase lo mismo respecto al trinomio 2 My”"dg
+ b Ny "+ detgPy™dy=o0, en quien la can-
tidad £ esti dada por z, porque partiéndole por

sallde . DNyT*
Py 5 SCIa = I)x -+ ymP z +\gym-rdy=0'.-
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COROLARIO II

420. Por tanto-en el trinomio general a Mdz
+bNyldx +gy3’ dy=ose separarén las variables
en los tres casos, es 4 saber, 1°,g==0 yp=-—13
2% M=N; 3° LGPk T

ESCOLIO

430. Advlertase que el método secundo del
Sabio J. Bernoulli es ttil en aquellas equaciones,
que se pueden acomodar 4 la forma del trinomio
de la Proposicion anfecedente ; y que el método
tercero que su Autor el docto Conde S. Riccati
llama de la demediada separacion , tiene mucho uso
para la separacion de las variables en las equacxo-
" nes diferenciales.

PROPOSICION IX,

491, Hallar las integrales de las equaciones
adz+bdytcdz&c.4(ev 4 fyHgz 4+ &c.)Xde+Tdt=o,
dd 24V d y+d z4-&ci4-(dx + fly+g'z +&c.)Xdt+T'd t=o,
d'dx AV dy4-c"dz & e (" 2+ f"y g "2+ &) Xdt4- T " dr==0,
si se supone el ndmero de ellas igual 4 él de las
variables 2, v, z, &c. :

Multipliquense las equaciones propuestas res-
pectiv;imente por las m , m' , m" , &c. que son can-~

\
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tidades constantes que se han de -determinar; y
despues ‘stmense todas : con lo que s¢- tendra 1a
equacion (4) (ma+mad 4 m'a' 4:&c.) K dx
—|-'(mb'—l-5\m"5"'+ mp 4 &C") Xdy c
+ (me4m'c! 4 m! & ) X d2sg &e,
+ ((me 4= mle - &c.) Ko (mfHmf! ' f 14 & ey Xy
+ (mg Ain'g 4 mg! 4 8ecu) K 2l ey K de
+ (mT-I-m T i "I &ed) W dt_a Ahora
si se suponen las equaciones (B) : _
me 4 nle'+m'le 4+ &c.o=R¥X (m.:z+m’.2’+m”a”+&c ),
mf+ mf"+m’f”+&c =R X (mb +m't'+m"b"+ &c.),
mg 4+ mg’+m g"'-!— &c.=R X (mc +m’ ’+m”c”—|—&c ),
y asi sucesivamente ; es ev'dente qne si se lama
la integral-de ((ma—4-m'ad 4+ n''d! + &c.) X dx
o (mbAm! B! B &) Xdy
=+ (me—4m'c' 4 m'e" 4 &c.) Xdz+4-&c. 1a equacion 4
tendrila forma cz’v+Rva’t+(mT+m’ T T"4&c.)X
dr=o0, cuya integral se ha determinado’ (427 ).
Por medio de las equaciones B se tendrin los va-
lores de m, m', m"", &c.'y de' R ) exceptuado

el valor de una - de las ‘m que serd a1b1t1ar10.
Que es &c.

PROPOSICION X.

432 Hallar la integral del trinomio (4) ax™ dz
+by*zrdx=dy, si es m=—n—2, 6 bien



(%eg)

kT )(ﬂ-fﬁ—.-
(zg 2,)g—l-1 i—4g > ?n c'uya expresmn es g qual-

qulera niimero ‘entere. yupositivo. :

1%, Siesup=e=p-==3.lel trinomio 4 se 1edu—
cira 4 wx=""dx Fbx"y*da=dy. Supbngase
ahoray=zz~" %'y por mediode ¢sta substitucion
se. transformara-laequacion antérior en la equacion
homogenea-aa:**dx F ha®z*" > d ¥ == (n41)X
z="-%dz, en quien se-hard la separacion de:va-

-riables segun' el método dado - (409) G smpomcndo

'm-'

i
2_—_-"= por cuya substltucmn dlcha equacmn ho-

b | SR

mogenea- se - transf@rmara en la swuxente
q-n= '1 dx+ g,da.nq-l_ -ﬁ‘ 5:, -mz-a. da::-—_(:n-.!-'r ) x
a* ( g b d e +~sr:’""*‘ t.:.." ~Idx),«de.donde re~

sulta I,a eguac-lon — _E-'f'_-.z%“ TR DT e F 75

4 .J\.‘ ;

que tienesus variables separadas; y hecha t"*'=4"p,

LB a0 ettt ited v ot il c e L
sera-——;_— P+ L)x v ab? a0 e

se tiene'por lo demostrado (87, 336 ) -

3°. 8i es m=nm, el trinomio propuesto se redu-
cedax™dx+by*a™dt=dy; y partiendo am-
bos miembros poi' a-+by®, se tendri la equacion .

L dy
P dr=— Ty 2 que tiene las vanables separadas,
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y se integra por 1o demostrado (71, 131, 338).

g% ‘Por. lo demas, . higase “y= A af Fa’t; y
por medio=de. esta’ substitucion se trantformard el
trinomio “propuesto s(4)aa” dxbaty* da = dy
en la equacion siguiente!
ax’”d:r+b.:4“:r’i‘*"‘”dx+25Ax"'"'f’*"fd-’r+f’x”"'+”t"dx1
ship s pda® P L de=raptn bt 'y T ‘5.—1
Y 1espEct0 a que 1as: aantidades p, Ai'r son ‘inde-

rdt.

Sk s o B8 gt
t,ermmadas 5. suponganse p = —-n——I 2] A'-—-— =

PEmamian = patacuese desva-n_ezcam ]R-S{CDI=1Ihﬁ5'-
seguntta’ y tercera’de la equacion'anteriors on cu-
ya’ O’pérﬁ&i’d’ri quiedars dicha “equacion'reducida 4
clzl:z”"’dx-—!- ba3" 4 1%d = g y partiéndola
pdrmx)"-a n-2" e ‘tendrd la equacmn (B)

Qig ek PR qi . popd®-242 g f 7, 'AKora en el tri-
nomio, propucsto higase y=1%,y s¢ tendrila equa-
cion — b 4% de — ax™ 23 dx = dz , que se transforma-
ritpon medio declas substitucion: z=Bal-2ki e da
—batdz—alB?a ’“*"‘9:2’3'—2.:23,1:”"*9“"6::4&—_agt’“"‘”’u“dx‘a
"M;"—-gB':cf FERE v e i Pl TR
En: esta: cquacmn se-desvaneeen: las. cohmas segun«

j.--.1:"’4(’:4!.

” R W o T -.
—“_-(.- B I

g——g‘;‘;—I—, f?._.m'l-' fz=—2m—2 .yh-e.cbas

'.‘\\ e

Estas suposmmnes ) la dxcha equacmn se reduce 4
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—bekdrrenypr3fic 4-1:3 doss ot Y% Sdu'syi yast
ésta serparte ‘por-z - 27 -2, se tendrd el trinomio
(€ bz 2 AT a’-x sax i %k db=du:Por;
tanto: el trinomio (A) ardy +bx”y P d:r—-dy“
se ha transformado en los dos trinomios: il

(B )ig g™ *= 204255 ibia s VT il et
"'(C) b:rgm"‘a""”d:r B BT L, [ =du, que
tienen la misma forma 'del.$rinomio, Ao Argiyase
ahora de este modo por el caso segundo se se-
paran las variablés en el trinomio /£, si' se supone
m==n; por consiguiente se-separarin las. variables
en los trinomios B €, si se s-ﬁpOn-eﬁ'-'m +2n42=
—n—2, 2m4n42=—m— 2, de donde resul,-j

- | —fl—
tan m_---g,n-4 5 {n—- e Iuego se separar.’m

las vanables en el trmemlo .zi' -si son M=y n--4,,'

L
O m=:

81 en el trmormo A se separan las"

71 wem
vanables 5 mendo me= r——-?‘—i ‘entlos’ trmomlos B,

~Traaty, I8 e T ¥ o e § i

Cse separaran Ias vanables ) s1 .se suponen m+2n

-

F2=—" 3“4 ’2 m"-l-"rz':+2.=~—---—"'+: 4 de 'don-'
de resulta ser m == —if_;_—s, m=—§: luego se se=

" gn-8 "
pararan 1as varxables en e[trmonuo A,sx son'm= 53 S
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: o
6 bien m== —31;-—-—. Si en el trinomio 4 se separan

—tn—8
las varlables en la suposxcmn de m——sﬁ——., en

] i1
los trmomlos B C se ‘separarin ;gualmente si se

a4 6—8
suponcn m -1-2 n +2— 3—"5—

, de dondc resulta sef m=="C

3 2m+n+2==

'3!!&+6—3 ?’Pz-—:q_ PPN
————— : =0 it =2
m—G =10 (I

Iueéo se fard 12 sep:n'acwn en 4, siendo

07 lopalygh )2 1 olisSguaddo 19 |
m= = » O ‘bien. m——b?-—-: y asi ‘conti-

nuando con el mismo raciocinio ; “Se haH:ara quc
en el trinomio 4 se separan las vanabfes , S8l es m

igual 4 qualquier término de las dos series swulentES,
—§n—8 m—za—I2 -—-9::—-16

:-"'.’n —3 ?Z}d\.4hn. = ,'3 (WL § & Eoa 5 TR (A 7 S U 25 &C.
By anl .._1. ‘_qu, S_‘gﬂ,ﬂg;a ;;g;;_r_r,:-,, 4 __7,,_.;5 i
NETE . } ']_- ok sy g LA 3 & .
17 1 g- Pthe & S AT 7 ‘. 9

pero el> término- general de estas series es
.(2g~1‘“1)><—‘ﬂ-‘*4g bs
ADEITERIR D &
‘to entero y pos1two luego’se hard la separacion
-de las ‘variables en el trinomio propuesto , y éste
s integrara) sivel exponente m tiene qualquiera de
Hdos  “infinitos: valores c..ontemdos en-la -formula

(_2gl—:l_—;;>u<+t-;n—~4g Que es &c.

51 se s‘upone g qualqmela nume— :

hhh



=
" ‘COROLARIO I

0

..—-\"'."" 3 _,-_:'; o :’ ‘: {1525 i
433 Sl es g-—-oo ; se tendra m——'j—‘ag’i—“g

v
NaR ka2 =5 ViR 51

{{{{{

del tl‘ll’CmKO prcopuestmpm el caso prlmero de la
Broposicion antecedentess sy ohunk ok | il

;Q _\"C0RQLA£1QILAg$15w

- 434 Si en el trinomio proPuesto es n==0., Se-

*_ﬁ*,lmﬁN_MMJMW,-wf
P %$Iii“”i“f“fffT““
_ESCOLIO. g

43&. El referido- métadcr tercem del - Conde
S. Riccati consmte, en. que sg ﬁuponga una de las va-
* riables’, como y, igual 4 Z2Z4 2z, en. quien las
-cantidades 4 y p son constantes que se han de deter-

minar; y si es menester se puede suponery_d_a:P
FBi" 4+ &c. +G, , en ‘quién las cantidades 4,
B, &c. p,m, &c. y G son constantes que se han
de determinar oportunamente en la equacion trans-
formada dada por las.variables z , ziy de.modo que
en ella se destruyan los itérminos: que- impiden. Ja
separacion de las mismas variables, Por lo demas,
el referido método es dtil particularmente en aque-

f0
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1las eq_uacmnesl ‘% ltam .des 1ad1cale§ 2, y por su
medio ¢ Tcogm efluente—n*fei{i":‘é las scparacxon “dedas
variables; 6 bien se llega 4 uws equadiones et Iai

quc facrkmem-e sexpiieden separartlasvariables. |
' EROPOSICI.ON xr*" '

2R \.11 i ol gt 15 R

:436;1« \Hatlacr lazmﬁegml de-4 - equamgnr..--,----
(az®4brytcy® dexfy+g)Xdz

+(hy® +Ery+ zx”‘-:]-l}’“+mx+ﬂ))<di"/'=

5
)

las sup051c1ones 51g1uentes. (Bey) of ok ad
& 20lnst noe \ ;?::i'f:::;tw :r:f 12 it
bt il Metoda:" ' . _
S5 TR LE O l:( if :'iff:-..-‘f;{’lh'f: B 18D

*-8i son las ‘cantidades' =21, ﬂa_b Ly
f_.-m-.., ‘sertendri que las integraleside’.los termmea- -
bayd & il dy oyt dospk o ydy, frds 4 viady
son respectivamenteia®yy. ey a2, m by luegor la

integral’ de:ilac equacion : p‘rdpue's‘ca- serd ]
rax 343 hy3Hia? y+cy F em“—r-gly +m:ry+gx+rz3&

*—jst cangbatbed-yhipa D ok Bopdeb whog e sl

+-8i'lds cantidadds: 3 g, Lym, msen lgual-f
Les.a ‘cero’y 1a equacion -que résulta es homogenea),
y se integra por locdemostrado (42;5 ¥ )
-206%% 8i lasccantidadesiby,yf o A, i jimynison Lgua—
Ies. aicem:,;.Ia:deqmcmn._;pmpuesta :sesreduce st
ax*dr A cytdeAex de - gdr 4 kxydy + [ y-'a’yzv;;_
)n'.._supbntiéndm Y=t seltendri az®da+exdx



(428) _
Fgdztctdz== ——;—— Xdt, cuya Ant_e,g%a! se
" hal dem@strado (428).u ofl o2 nsid-& g asldsitsy
~8i las cantrdades a, 3 f, gy fc ‘mson Jgua-
les a cero,.la equacion propuesta se¢ reduce 4
brydzexda + hy*dy +in* dy+ly dy +ndy=o,
y supomendo x ,..—.._t, Isectendrd’ ﬁyﬁ dy—!—!ydy

631-}-3 £:3

+ndy+z£dy = — }(dt, _cuya mtegral se

ha determinado ( 428 ) 2 estolohibt I

5% Si las cantldades 5.l k Z son 1guales a
cero, la equacion propuesta se reduce aaxdz
+bxydx+exdx+fy.dx._+ga_’x+z:c"" dydmxdy
<+ndy=o0, de donde resulta ser az>dzx+cadz
+gds+ (br4-f) X ydv=—(i2*+mx+n) X dy;
cuya integral se ha determinado: (428). <

6°. Si las cantidades @, b e, i son iguales 4 ce-
10, la'equacion propuesta se redice 4 cy2dx
+fydetgdedhy2dy+kaydy+lydy<mady.
+ndy=o0, de donde¢ resulta:-ser zy*dy~+Iydy
Fundy 4 (ky+m) Xz dy=={(cy*+fy+g)Xdz,
cuya integral se ha determinado:(428). :
-17%: ~Tambien si la equacionpropuesta se trans-
forma por mediorde las substituciones: !z ==z 4
y==u+ B, en'quienes 4 y B son;cantidades cons=
tantes que.se. han de determinar’, resultard otra



'“(429) ay

cquaclon (A) Wit & i % ’-'.“_ ! \
- az® brudcu’ -+2an2+ bA U —I—'fih‘f1 hop AR

U +sz+2cBu+bAB N

S enTE + ez+fu+ch,{xdz‘ {
S s e el e B +ed Shia

+fB

IR S .F"‘; A 5] ‘,l

Ene s il ,' +kAu+2zAz+kAB
P lu+mz +id®
habidvas el oba —[—fB

+mA i

que tlene su forma seme;ante 4 la_equacion pro-
“puesta ; pero ‘ésta ‘se integra en las referidas seis
_suposiciones : luego la equacion transformada, 4
se integrard del mismo modo baxo las mismas Supo-
su:mnes. La pumera suposgc;on aphcada a la equa-
cu:m transformada para que ésta se pueda inte-
grar ;-da los mismeos resultados ; esto’€s; bx=21,
2c=Fk, y f=m; por consiguiente las referidas
subctﬂ:ucmnes son mutlles para tener otras condicio-
nes La segunda suposmlon aphcada a Ia equacion
transformada submmlstra seis equaciones , esto es,

.zaA+5B+e—o 2hB¥kA+I=0, bﬁ+2c.3+f-— 0,

=0
—lj—]iu‘+kzu+zz"’+2bBu+ 7632+5’-B'l 1 i
{X a’u_



| (430) "
kB42id+4+m=0, 0 4*+b AB+cB*+eA4-fB+g=0,
Bﬂ+uﬂ+mﬂ+m+mx4+n~—é, y porilas dos

r1me1as res 1ta ser _A : ”_9"‘ __ ek—nal
p ‘ T u W ETR ok 4!'1;3__3‘& 3 = 4ak_._bk o i

cuyos valores substituidos en las demas equaciones
dardn quatro condiciones, de modo que si se veri-
fican en'la équacion diferencial propuesta, ésta se
podri transformar en una equacion homogenea La
tercera suposicion aplicada 4 la equacion ‘transfor-
mada da las COfldlClOl'leS b_-o S fz__o, 1=0; B=1

=

.—{2__.#?-?.— . I‘ 5 quedando la cantldad A4 in-

determinada que se puede hacer igual 4 cero : lue-
go si la equacion diferencial p1opuesta tiene las di-

"chas cond1c1ones por Ia snbstltncmn y.-u.... ;_f. se

itlansformaré en Ia (ax + ex —{- -!- g) X dx+cu"d:t

F(kz41)X udi= 0. La quarta sup051c10n aph-
'cada a 1a equacxon trans’formada da las cond1c10nes

il 2 FlILENLD
| e
a-—-a, c—.o, lc—.a y As:-—;;_.:_ B.___.,,_;_
'quedando Ia cantidad B mdetermmada que ¢ se pue-
‘de hacer 1011;11 a cero luego se determmara Ia in-

tegral defa’ equacxon d1ferenc1a1 propuesta pm me-

le de la substltucmn x—z-—f:- ', con; tal que

Ty -



(431)
tenga las referidas condiciones. Las suposiciones
quinta ¥ sextaaplicadas 47la equacion transforma-

* dadan 1as mismas:condiciones, ¥ finalmente i la.
equacion-difefencial dada se transforma-por: medio -
de la substitucion y={4x 4248, eniquieniL iy
B son-cantidades constantes que se ‘hin =de (detérs
minar; con el mismo-método;se lograti tener otias
<condiciones distintas de las anteriores para el efec-
to de mi:egxar la dlferencml propucsta. _

ARG M’etodo 2%

Dnudase 12 eqﬂacmn ﬁl opuesta en Ias dos si-
guientes, en quienes ¢ es:cantidad variable; esa saber,
—de (D7 kry 4 iaf —[—l{y-]—mx+n) X dz.—o,
dry+ (a2 L bry+cy*+ex+fy4g) X dt==o;
ultipliquense,, 1a primera de estas porp, y la se-
‘gunda por ¢, siendo p y ¢ cantidades constantes que
“se-han de- detcrmmar ¥ despues anidase 1a prime-
equacwn SIguleni‘:é- ( B )
(pit i) Ok +<pz+ qfxs-»@mqe)xwfm 98)xde
._fdx +qdy=2o0: . )
="diego serf (A )iz r nsid o :.'-'4'-‘-;—'_-;7-"--
—pdrt qdy IIE‘_ : : i
(fs-{- qa)xx? +(pk+gb)xxy+(ph+g«.)xy +(y(+gf)xy+(pm+ge)xr+y:s +qg°
Es evxdente quc se. tendra 1’a mt‘egral dc esta f01 mu-




(432)
la, si se supone el divisor del segundo :miembro
multiplice: deli-quadrado ‘de . —paz gy <47, en
quien:g es:cantidad constante que:se ha -de ‘détes- -
minar: 51y para eldicho efecto se deben establecer
las siguientes: equaciones (C)-
pidga=p* R,hpkd-géq-—ngR pﬁ+gc=g"‘R
plagf=2pRypmpqe==e<apr R, pr4gg=rR.
Por tanto por medio de estas suposmloncs Ia‘equa-
—pdiygdy o
("‘"P xtqy+r)s’

cion 4 resultara ser -—R d t _.;

amte rales-.. I GRS S
ya nteg! R’: S M T —pEravkr)

, en qulen

_.51— ‘es la cantldad Constante anadlda 4 la mtegral
‘de modo que ) _51 supomendo t=o las canﬁdades

% b
T4 Y son- respectwament_e lguales a ], it 5 sera STl

1

luego se tendrﬁ. (D) Rf Fx:gy-bé

'—PJ+E”+"

5 _-I. P I
-—1’1+9ﬁ+r

- de las cantidades p, ¢, 7, adv1ertase que de las L

equaciones C resultan las siguientes,

. Ahora pala determmar los valores

2;}?.‘.‘. =i k’” ,oblen I 2ag°+(2z+5))<pg+kp =0,
P‘j;" = f’";f".’, e P (k20X pytalp®= oy
iph-Higd Dipliiph 58008 3?‘". :f'q“-}-&?g'—zﬁpr-"—zcgr =0,

q e B



. 5\403)
P .}.lg?b i 20 B £ ,.m
FZ 1 o fﬂ @104 Anhde e& -!—(m-hf)bw—t- p”*‘ﬂs

i g 20 L ; "
pmi-qe pn-{:qg
=T T va Wl 5N 2gpyt-2nplKemrp+-erg=o.

Por: tanto;si-se supone,, por-exemplg, ta ca,ntidad
p-dada, por medio de- qualquiera de las equaciones
anteriores primera , segunda 6 quarta » s¢ determis=
naran-dos valores de la’g4 que Hamo ¢, ¢';.v si es-
tos valores se substituyen en la equacion,tercera,
se . determinaran dos valores; de Ja -cantidad 17, que
Ilamo A R ey ﬁn si dichos: dos valores de g se
s_pbgt;tuyen-gn-- _Iapumera , por .exemplo , ._de las
equaciones. (C 5, se tendrin dos, valores de la R; que
Hamo R ;R Ahora por medio” de las cinco equas
ciones anteriores se hallarin las condiciones que han
de tener- los coeficientes de 1a equacion diferencial
propuesta para que esta se pueda mtegrar segun'
des g,7, R dos valmes como se ha manifestado
antes, resiltaran de la referida eq_uacxon D las dos
saguxentes yo@stoses;; - : ‘

1 i X 3 i

Rt:—pxq—ég-}_—r —;LM- ”g%.r,Obleﬂ——p:E-l-qy-i- —.Rtx( ﬁi‘:;r:)ﬂ 2

R?t= Xt _ . l:_ ) 24 Fangs Gy .—.}P+ﬂq +r
L = T R Sk § el U e ey et

ahorasi se resta la segunda equacion de l-a-\priinc-
ra, se hallard la y dada por 1a ¢; y si la segunda




(434)
multxphcada pot ¢ se resta de la primeta multipli-

‘cada por 7, se tendrd la's dada por lat. Que es &c.
PROPOSICION XFIs=

i Hallar'la integral de “la/férmula’ 'crb:”‘d':}:
-]-n:r"‘ yd:r+ cy“ dx-l-a’y—*o, si sei s’npone m=s.
sean-4g © g
281
y pomtxvo. ~ - : b
Multlphquese la dlfelencml propuesta por " Y
se tendri (4) cz;”’*"dx-r-?}x"' 'ydx-{—cx y“dx—l—x"dy—'o.
Supdngase 2" y=23 y por medio de esta substxtu—-
cion 1a equacibn A se tiahéfo‘r’mara en Ao tOisi Do
a."x’""""z dzg-cE-"z>d. xz -f- dz«_ 05 que se 'integra

por 10 dcmostrado (432), 51 cs m+ﬂ_.. g%;lff;_—_gs

en quien g es qualquxera numero entero

de dono,c resulta ser m—-—”-“*g Que es. &c.
& g—+-I . of

PROPOSICION XIII :
- 438. Hallar la integral de Ia-'e'quacmn adz ¥

(2" +by)+dy=o0, si'se supom‘: m*— —2L, gt

281!
en quien g es qualquiera nimero ‘entero y positivo,

Higase y=—-—%- Xal+z 5 y por medio de es-



ooyt
e (435) _
ta %ub&tiﬂ\@l()l‘t .Se'tl‘ansformaré 12 equadgn,.grg-

quetha en. la — Xx i d:r—{-ab’*" "dw+dz~..-o,

que. se Lntegra por 10 demostrado (432 ) ¢ §1 s
me— 1 =— _4_.. - de donde resulta ser' m =..—.T...£:'Z_.I.
J e SR 3 Eg . 2g+1

Que.-\e.s..,&g'..t a ks & “\ 7
LRI B A l = 101

SR i ARSI b I, S

PROEOSICLQN xw.,_ :

“439. HaLlar la mtcglal de la; f;q_ua_apn - m’”"“dx
+czy:c"dx—-éydy-—-o.

‘Hagase. =43 C+2 ] éncquien 4§ m son can-
tidades constantes que se han de determmar 5 Y se
‘tendran 1a as cquacxones 51gu1entes ) ’

zz -‘a.m‘_'_zjx Z+Z ; t k
f&:‘fﬁ* dr +-m Aza™ die 3 A" d’z + zdz'
'luego pot Thedid e estas “substitutiones 1a equa-
cion propuesta;se téansformarden la,. -

—z "y 4 azx"’dx—b.dx”‘dz—?)zd{z
o ad gy —mbflzz _-fa'x"' o ™
"}—-mbA“ "“’“dx ki bl :
“Hagase m=n413y dlcha equac:lon se reducu- i(B)
—zttr tdy +az:r”dx-bz!x"+1dz bza’z '
+4Ax"“"'*“dx mbAz:r"dx ez } =y,
with APz ‘d‘n:‘" e F:t" P ;
Supongase ahora -mb.d" +a.d-— I==0; y re-

piidid e b8

“ \

_g__

i'.“l_"‘!


http://%11.bstIiuc.ioa

(436)

suelta esta’ equacxon ,se hallara A=—1=

Im(rs + l)

+ V4-53x(n+ [)1 — bx( + )) lllego el'l esta SUPOSL-

"cnon de la cantidad 4, Ia eqnacxonB se reducua ila
(a—(rz+ ) x!-A)

P zx"d:r—z{x”"" dz—zdz, y s~

b
ta por la substitucion :r"""=y 5 88 transformari en
(@a—=(n¥) xpA)
l.a_ (k) xza‘y Ayd‘z_-za’z., cuya

“integral s tiene pot 1o demostrado (416) Que es &c.

-3 PROPOSICHJNwiwf
= 440.- Transformar Ia equacmn (x”dx+av”‘dy) x
X= (fa:dy—l—cya’x)xf en otra que tenga las va-
xiables separadas .con tal que las cantidades X, z

'esten dadas por. Las % y de qualql.uer modo eI ex- '
f+f+

ponente m sea’ 1gual dnes 3 y en cada térm:-

no asf de Ia cantidad X como de Ia Z, el exponen-
te de. Na'z multiplicado | por f menos el exponente
de la y multlphcado Por ¢ sea 51emprc 1guaI é una
‘misma cantldad posﬂ:lva 6 negativa.

D1spongase la equamon propuesta'de este modo
(A) x"dx+aymdy - (ﬁ- o “”)xx Xty

b



- (437)
hagase z°y/ = z?, de donde resultan las equaciones
Y :
x=z°.%

~ =/ A1 cdz d
g ﬂ-+——-.== fz—z: luego por me-
dio de estas substituciones la equaclon A se trans-
formari en la

A e i B e "P:f_
4 S . e i AL S SN S S
nftrof TR dy-- b=t XX’
P 8
y reducmndo el pnmer mlembro a una comun de-
f-—c

‘nominacion y multlphcandolo por v ° . se tendr4
la equacion

¥

A apEpme ﬂ?-!-p Y Rren0 ik
Bz dé—fz £y S dydacy - © dy
BB E oL fReT A N

y por ser. m-—.:__ ——~——-—~”f+f+°

”, —:-f 2y dxcha equacnon se podla dxs-

-.pont’r de esta’ suerte(B) AR

gl:ae A mprp—C ., _ :

‘sz e Sy Yafss o VR ne 0 pies
z T8y cit % dy z
: ”fh" 3 x( : np+p . '5"_ =pz dZXX-



(438)

291 ppi 5 90 o8 R0 argnind
';Xz 8 -—_)f"(*"ﬂ:')
Supdngase ahord — e ol =T
de-donde; resultﬁw Jas’ dos equahcmn:es syguacnrbes,
nptp—c el g9 Aipm
—?X‘Z w iy 7 "‘i ettt bt
St T N O e
npdp _Iy BT L b Sl
e FRY - 3t
s e
' npyp nf¥e
ke G ST S N
¢ - : luego por estas
Y gy ERbaluiianiym 0o

u oiorps &l

substitucionesla equacxon B se tlansformara en 13 (C)

3 ﬂfq—ch—-c ST SLAPRS =-..'f-  p—c -

P g" e "du.—p}{("ﬁ)‘(z ) el dz}(
y hcchas las cantidades p—c, g"'_f-T-T , S€ tendra

_ﬂf+.c Xdu__(_x2u+t a) fsf-l-fxdzxff Su_
pongase- tambich que en aIguno déTos términos de
la cantidad Z 6 de l1a-X se halla 2"y ’; y 'por ser

e i

np+p g Z JL ,
(—‘{: Xz °© _—-c_z)f".ﬁ__f%_f“) - i2¢ Xur e xb
T bt o7 d,:r_. =10 6% T

- c ?Z—l-[ -
(fxz )



(439)
AR L farlia
2% Xu . €

ﬁ_Pd-P C nfe—sc

(—ﬂxz E ST B

" se té’n&ré-:cfy:'=' : luego si en

todos los demas términos de las Cantldadcs X 2 :
que ‘tienen diferentes exponentes Py s, resulta ser
7f = sc cantidad constante, tendrd la u en todos
los términos de las cantidades X, £ un mismo ex-

ponente , y.,qn conseqilencia la c:lmtidad ; se_po=
dri resolver en dos factores , de modo que el uno
contenga solo 1a z, y el otro la u: luego se sepa-
rar4n las variables en la equacion transformada C,
y por consiguiente en la propuesta baxa las referi-
das 'suppsiéiones.. Que es &c. ' 2

' PROPOSICION XVL
441. Transformat la equacion y7d t=cz? dy %
(&2’ - ay"a")™ en otra.qu: ténga las-variables se-
paradas, si se supone p==(lg—rg=mnl—I4r+n):n.
Hagase ayr=al-rz;y se tendran las' equa~_

: 1-—-*‘ R Rt
cmnes :'/= xz: '__-Z i < a _“ & d?
b | l—-— ?‘—--.i']', Tg___’. -_“'—ﬁ . -

((14;")2575 £ " drdz 7 ZT_JZ)_:__na"‘"

luego por medio de estas substituciones se® trans-



(440)
formari la equai:i‘an"prapti‘ésta en la (4)

o

9 Ig—ﬁq 2 L f—r-ﬂ i Z-—z' o
Lt i i c}((l——r))(z" P+_ dx-{—cx P Sag >
e 2’ *(2’f5)’“ s AN ERONE L g

y por ser _p==(lg_rg-mnl—z+r+n) n., sexa
lg—rq

—ml=p + e ~: luego 1a e_qua_cpqn-_d se_-

L :
nz" dzx

red_uci-ré"é 'q_'_ L= (1) R dEER

I
ol
=it

T dzogoden donde resulta ser 9 s
b =

g G g 10 S0 40d
(z"deca 8 ><(2+-’))”‘) (n2 ™ (-l Xea ™ ><(z+b)’°‘)
equacion que txene sus vanables -separadas. Que
es &c.
- \PROPOSICION XVIL" ., .
442, Hallar la diferencial de 1208 Mdx ;'en'la
suposicion que la sola y sea variable en la funcion
de las z, y expresada por M. Figi-85.
Consta por lo demostrado _(f_;zi);_; ) que S'.Mdx
expresa el area 4 EC B de una curva BC teferida’
al exe , que tiene la abscisa # B=z, y la ordena-
da BC== M. Si se considera ahora que la sola y es
varjable en la ordenada MM, resultard otra curva ec,.



' -~ (ay1)
y.la diferencial E-HC de la superﬁcre AECDE seri
D" S.Mdz (408); pero ei elemento CofF de
dicha dlferéncmberb la* u,gosu;mn d,ﬂ_lat sola &, Vas
d" M X

dy

riable es d”Mx dzx 6 bien dyx Iuego 1
mtegrando en Ta mlsma supOsmxon de la ‘sola @ va—

d }'— Que es &c.

nable seréD” s de-dy)(&‘

COROLARIO

443 Se mﬁere que para tener la diferencial de
de 1a 8% M dx en-la suposicion de 1a sola’ y .varia-
ble ; se debe diferenciar la M en la suposicionde la
sola Y variabley, el resultado partido por dy s ha
de multiplicar por 4z, se debe integrar este pro-
ducto por la sola variable z , & finalmente esta“in=
teglal s’ ha de multiplicar por dy.

'EXEMPLO

444. Se propone dlferencmr la s ;x’dxm3+y3)
en la suposicion de la sola y variable.
~ Compirese la expresion propuesta con la fér-

mula §'.Mdz, yse tendra M=~.2x"]/(x3+y3)

x* 3( 2dy
7)) y por conmgmente

luego sera d”M'—
d!.’M zsys
AT V)

3 pero D" S Mdz=dy ¥
kkk



- (442)
SLA'MRds

7 luego se re} ?’t S ; :r"dx X (:c‘:' + y‘i)}
= d['/X ;‘gr‘; d” M. X d‘; x= dyr %0 34# _..f_l.ff__ by

V(= 3+:9""‘)

3 7’(33 = y3) ¥ y 2 4. Bsta mismia) expresion 1<
sulta, si se integra: la. formula; propuesta en la
suposmxon des la sola z vanable T la. mtegral
) )( ( xi—i-y ‘:T) ! se difefencia en la suposicion dé.
la_sola y variable.. :

of I PROPOSICION XVIIL

- 445 Si'en la. formula M d x+N dy Luen qulem
Ias, cant;dades M 'y N estin dadas por'las: varias

obaildl L
Eles y, x, y constantes Jes M_%ﬂ ; hallar Ia,.,

mfegral de bastaisms. (6EoAlst.y. 5105 o) =
Determinese la. integral de: M dz: en: Ia Suposi=-
cion de la z variable , y- de;la_y constante; y se-
tendra el valor.dé. 8" M dzs diferénciese:este-valor-
en ta supbslcnon ‘e lassvariables: 2595,y lo: que:
resulta réstese de. la: formulas propuestar, con: cuya:
operacioti:se tendrd: ¥ dy en.quieni la: ¥ estd dada.
solamenté por la variable' y 'y, constantes :; y «digo-
que (4):Ss Mdxz+4S. Y dy serd la; integral de la.
férmula propuesta. Pues, diferenciando la. integral
A en l1a suposicion de las z, y variables , se tendrd.
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, f(+443) ..
: Ma’:c+ dyS’ T de+Ydy, pero (sup )=

- i%N +de donde-St Txu e §, BN N2,

’M’

én'quienila’ constanite °Z “€st4" dada solamenite  ‘por
s duego “la integral 4 tendrd por su diferencial
Mdz 4 NidydeZdy4-¥ dyrque seireduce 4 I
- Ppropuesta M dx 4N d‘*y » 81 se el la constante
Z==Y, Que 8 WEGEA1G 17 92 {8 Bebro 8 10

EXEMPLO L.

144644 SG’{)L«denegla diferencml 43; % L, T + Lo

’ f: dx PR YRC R i ! ‘...
+ba._i_zs+ddyo,._ iy e i
Cempirese.lazdaferencial propuesfa tOn la. fots
W09 2t

muia M x+i\7a”y y se tcn&ran M=I'——'-i-‘b,.+x,,

b e et

ZEEL S oN
d}' = :m’sf :;,"WJH xdx T oz pot. consis

gu 1ente“ En el caso prbpueato se venﬁca la cond ic 1011
"N

,

_d?'—"_x_ Y -por. ser M—-— e em—— At sera
..... i A 3 x ;
S’ de=$" ﬂd : ;}%ﬁ—)—-yl x—l—u-. en

qunen 3/ (131) es, un, arco del cuculo que tiene el



((444)
Tadio b, y la tangente 2 ; y diferenciando el valor
hallado de 1a S". M d’z en a suposicion de las'z, g

variables se tendrd d;nyx A ? ; > 40 b”dx, -y
restando resta expresion de la propue-sta dlfer.enmal.,
resultard’ady ; cuya integral es ay.!Por tanto la
dntegralide da- diferencial propuestaiserd’'y L.z <'u
“+ay;:por; correspondér  este valor; 4 la: {6rmula
S Mdx+4-5.Ydy en el presente. €350} [ - =

EXEMPLO II

7 “Seaila Idifetencial tlhw?® da 42 b- ? xdy
"+by°'dx+y3a'y .
Compirese la diferencial propuesta ‘con’ la 6r-
‘mula: Mdz 4+ Ndy;y setendrin M=sa2?by2,
_N__,z b yz+ 1 3 Iuego resultarap las gquacmnm,
iz i
d;f-— 2t by, NSy g

L U U
consiguiente se venﬁea la= conghcmn .%I _-_-% en

el caso:propucsto.  Determinese ahora ¢l valox: de
S'. de y serd S'. Mdz=S$" (az*+by?)Xdz
=3ai 3+ by® zt Iucgo diferenciando -esté valor
en la suposieion_de las z,y ‘variables, se tendra
a:c“d:r+6y d:r+25yx‘dy, 4 restando la dife-
renmal hallada de 12 propuesta i queda el tesiduo
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y.3dy, cuya integral es 3y 4. Por tanto serd gazx 3

G by*x43v4 1a mtegral que se pedla.
- PROPOSICION XIX.-

448 Si en la formula Mdz 4 Ndy+pa‘z, en
quien las cantidades 2/, N, P estan dadas por las

; bl : ¢ an drN rdh e dP
vana CS 33 }', 2«', SOH dy_ a

. _dz = &
’dH}N
—=— hallar la 1ntegra1 de la misma formula.
0z dy

o Determinese la integral de Mdz+4 Ndy en la
~ ‘suposicion de’ 12 z constantes la cantidad’ que re-
sulta diferénciese en la suposicion de.las z, v, 2 va-
riables ; la diferencial hallada réstese de la formula
propuesta; y el residuo dado por z intégrese : lue-
50 esta integral junta con la referida integral de .
Mdx+Ndy serd la que se pide. Que es &c,

EXEMPLO.
449. Sea la diferencial 225 4 224030720y
.-'I‘ydg P Q,.Hz‘. I..
Comparesc la dlferencml propuesta con Ia formu—-
'la Md:r+ Ndy+sz, y se tendrin M- ,~_ N=
s L e I"—-—- Hyan lu_ego serdn L,

dy



&y v d'N _ade B JFHM g s ?
sdy 2z dp 2%x 2 4z m'='-:-'_;5_3
d-’P L= yix 3’ dfffN d”P z.
de - e e e 5. Ay TP

por consiguiente «en ¢l exemplo propuesto se verifi-
<¢an lastrescondiciones de la Proposicion:anteceden-
te. Determinese hora’ la mtegral de M d x+N a?y,
esto es, Elc yj’r + xf*gfy ., Xa’y ‘en la suposm-

c1on de Ia 2 constante ; Yy se haliara ser la Cantl-

£

-dad +¢z;y 3. «cuya dlfelenmal en la suposmlon de

g

réstese esta expreszan rde 1a dife rencxal propuesta.,
y resultaré 2?dz, cuya integral es.a >z, Por. tan-

j&ﬂx zrﬂy—-yxdz + 3::3:‘2_’313'.

E S

'las 3?, z,2 vauables, es o

to la suma de las dos integrales “halladas '-‘z.—. -:+"a'y 3;,
.a?z ser la integral de la diferencial ‘propuesta.

450. ‘Con €l mismo método se hallarin Tas-in-
tegrales de las diferenciales del ’pr’imer grado com-
puestas .de quatro 6 mas varlables » con tal que
tengan las cmrespondlentes condiciones; es 4 saber,
si la formula Mdz+N dy.—l—Pdg;i—_Qd_v contie=
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g - 3 ek 24, : : /] ]
ne las quatrovanables Z,9,2,0, ¥ son _Ey_=
di anyr JIP d”imM d ;Q dmN d"p
dx ¥ ( de "dx’ dv -~ dr. " dz. . dy ¥

dﬂfa‘N d HQ dH”P d WQ
@ T oody )idon o 4 o mtegrara Md”"‘Ndy

<+ Pdzenla: SllpOSlClOIl de la v’ constante se di--
ferenciatk la-integral hallada en la suposicion de las
2 v Y225 0 variables, se restara esta diferencial de

la’ propuesta’, y la mteglal del residuo dado por
- se-ahadird’ 4 la integral. hallada antes de Mdx
+ Ndy+ Pdz, con lo que se- tendrj la integral
que- se‘ busca.. Argiyase del mismo:modo- respecto-
- @ las diferenciales: compuestas de un nimero mayor
de. variabl-'es Péro es de'advertir' que" sucéde rﬁras-
que arnba se:han: expresado para:que-las formulas
dlferenmales se: puedan integrar;, aunque se hallen
sus: integrales  con: otros métodos. En este caso se-
procurard multiplicar- la:formula: diferencial pro-
puesta’ por un factor compuesto- de. las variables z,
v, 2, &c..que entran en- dicha: diferencial , de-
suerte: que se: verifiguen las. condicionesnecesarias -
para tener lascorrespondientes; integrales; pero has-
ta ahora no se han: podido fixar reglas acerca de los
dichos factores , y-solo con el uso y la industria se:
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pueden determmar en los casos. partlculares. b

EXEMPLOﬁ-

48Te Sea la: equacion (22%7y — ;y 3 ) % a’:c
F(23—=22y2 ))(dy_a. 5
Comparando la equacwn propuesta con la for-
mula Mdz -+ Ndy== 0, se tendrin las equaciones,
M=23y—y3, N==23 —~2279": luego serdn en
el caso propuesto e gt —_3 y s &N 3 22
dy dx
-2y %, cuyas cantxdades no son 1guales. Ahora si
se multxphca la equacion propuesta por- el factor
2zy , se tendrd (4) (423y% —22y4) X dz
F(224y—422y3)Xdy=o0: luego se tendrin
las equﬁcioﬁes 3 M=42 3y% =2z y4, N=3z4y
g

—g2%y3, dd;[ =8:r3y—8xy3, %£.=8yx3

—Sy 325 por consiguiente T y. sera
Ay 5s o b S

S.Mdz=S§".(423y>—22y %) X de'=14y>=—22y4%;
y diferenciando esta exptesion en la suposicion de
las 2, y variables, serd g4z3y2dz+2z4ydy
—22y4dz—42*y3dy,cuya cantidad restada de
la diferencial 4 no da residuo alguno : luego z#y2

. —2?y%= 4 constante seri la integral de la dife-

rencial propuesta.
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L][BRO QUART O

PROPOSICION I

~ t |' Bl

.=_1

ey i

4;2.. Dada qualqmera equacmn homogenea,
que contiene dos variables,:y sus: diferfenciales/ s«
tan eleyadas 4 grados supenores, separa1 las dichas
variables. ' : "

Si la equacmn dada contiene las dos vauables

%5 Y hagase L= 0 P% medio de, esta, substltu-\

cion tendri la equacmn propuesta en todos Ios tér-v
minos la. variable z elevada 4 una; mlsma potestad:
luego partlendo por esta potencm, resultara una
equacmn (B) dad;a por Z a’,’x dy, ¥ constantes."
leerencmndo ahora la dlcha subshtucm """ “serd’

C wdzyede ;
dy= i—z—?—— 3 Y haciendo la, segunda substltuc:lon_

kY l =\ e

:|~t':

(s z)xd:t

FdsLrds) se tendis” dy” Por tanto

~sivenla equacwn B se subst1tuve*esta ‘expresion’ e

Iugaa' de Ia d y lq_ equacmn quc resulta tendra en

tﬁst_ad,.,,,y.ahecha la patticion;, se .tegdr;a._s_uga;_.fgqua_.e__

cion.entre 145 variables finitas 25 2z :/luego-se ‘de=
' 111
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terminara el valor de la variable ¢ por laz, 6al
contrario: y smndo por l.a scgtmda LsubstltuClon :

2dz= t dz, 0 bien —= serd integrando
i T Oy ".“ {

22
e i ¥l LT : ﬁ“ O i
'L &= S. —_— ; y Po1 esta xpresxo se tendrd la va-

> T
(8L b e L Al e t
¥ 42 & LN g0 181 LS “._J i EORLE

rIa:ble dad:r.: por la 735, pehﬁy gl = ,—; hmgo 3 tcm-

:'
i

luegc &c. g
o 5 EXEMPLO g

Fera pds o

453; Sei’1a” equacmn y’ %de g 4m»y Az dy’
-“’SLEJ.%HW 80 Eal 7 2 el ..-;.,..;-.:.':v SRS
Hagas; la prlmera substltucxcm y_-—'z : y Ia'

g
S b

eg_uac‘:}gn ;iréi)uesta sg ’grauqfor:‘;}q"a en~ la 'x z”' dy

- 4;zx zdxdg; =50 a:"-a',r",; Y parth___do por x ik sera-
(B) e cdy _4azdxdy = e’ ds?, leerenue?
sévahora da’primera-substitucion) yo sre tetrdra dy =
:dz+zd

O3
tdr 4 2d &
=tdx, y:serd dy = ——M = Qi?_*_ senyo vator

- 2 ‘f #'
substltuldo eq la equacmn B dqra la _.I,_:ﬁ(t'l:)l :

ol hégase lat segunda xaubsi‘ltucxou (C) zdz

_r!—’--'

gz X (tz) )dx? -—gd’“dm“; yipartiendoper
dz® ; se tendrd 22 X(¢42)F=gaz X ()
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=ga4: anadlendo 4a% 4 ambos miembros, serd
22X+ 2)% = ga”z X (e42)+qat —\9a4-
y cextrayendosla' raiz 5 setd 2 X (td-1z) = 247 =
=32 ?l, de;idonde resultan-dos: valores-.de 1a; £,

a* 2 a2 122

§a©— P ..._-_" LHsB R e f':.’_zf
esto es, t=——, == pero por la

r’

T :
dr dx
substltucxon C es — = _r,_ Iuego serin S= e

2dz
3

! - '| -, + ¢ e
i ] FEELAEREN $l 58 J~’ 'r 5

g ok I¢a mtegnai dela P“me“ de eStas dos

x u’_‘_. Py Ll

‘:quacmnes,daL A =L, ;/(5 ““'—%ﬂ)"‘z‘&' 4,

de’ dondp resulta. 2, qlmffg .peto.por la sub)s3

titucion- pnmera o5 =Yy ‘luego: seré--- 2 -—-H =
g S A L ;1;

Q. e = Ll o &
l/( g" a ; L———-d VG5 ,,) ) de doixde f'te—ézulta
ol 2 A &) Ty ! Vs s r_ —-r
sex (sx )—_—_—-,sx -y = »H ==
522 — A“ equacxon a la Hlperbola. La 1:1t..gral

de la segundn de las referldas equaciones-da' L. g=
L. V(a +z“)+2L A5 por- conslgulcnte F=

3

J(ez ,) 3 pero por la substttucwn prlmera es

a? Iuego sera x=_42’ }"{ ;’;“3 )_,
o de donde resulta ser I/(a: _.Hyn)._

“V(x"i‘l‘
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.7

S L o
— :c&+y'-"j'._:;;.", yy? S --:t.,"'., equacmn
al circuto. Por tanto el complexd dela: Hipérbola
v del @irciilo satisfacen! completamente 4 1a equa-
c10n propuesta. g Taem

EXEMPLO II. 5

‘n- 5% o a-ReEsE
a

| 454 Se propone la equacmn dlferencml :rd z. 3
-2ydx dy® 4 3% dydz® s 6‘3{4@3 =0
‘Hagase* I3 substitacton pr“ﬁh“eta' V&aﬁm K13

..-'-'i".-'.i‘ | SOV CEDICr: e .__....._.f".,_ :
equacion propuesta se” '-E-riﬁ'sf&”nﬁari”éﬁ 1a9id 4%
azzd.rd}‘

F3rdydz®— j‘y: =03 y--~pamtwndo

Por.x, serd (B) zzdx3-—zzdxdy_.__+_3adylﬂtw
w6 za’ y3=o. Diferénciese ahora “dicha substltu-

i) doasds = bdvpeds 7))
c:on yse tendra dy-—x ,:., S PRy 5 por 1a

segunda SubStItLIClon que ¢ debe hacer AN es“to es;
(€) .2 dz=zdzPor tantola:equacion B se redu-
cird Alaatdad—2azX (E+2)¥Xdx3+3a3 X
(z+z)xd:r3—6z‘,>( (£+2) 3X d:r 3—-0 y par-
tiendo por 413, se tendrd la equacion a¥—2az %
(t+ZJ“ +3a3 X*(t +2).=62 X (t42)3 =0, que
se resuelve en los dos factores 23—2z X(z+t)°' s
a3 % (z+ £) =0 ;. por consiguiente scran t=
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-z —!;V—, t=-—sa-z, pero i: ,d-s Ipor la
: : A Hn i inghd
substitucion C: luego seran e f = <

Rk, AGTE 1 S e
* Q -
ey *a+ pero por la przmera substltucmn es

2= luego se tendran las equacmnes dadas pot
&

Lds variables 'z 'y ; ‘que satisfacen 4 la-integral de
la equaczon propuesta,

ESCOLIO.

TV 14 4% Adv1értase que: muchas veces es utll ]a
substitucion y==2%, en quienZes cahtldad constante
que se ha de determinar, para transformar las equa-
ciones que no son homogeneas en otras homoge-
neas : por exemplo, los dos términos 2" y*dz°dy/,
afyrdaxsdyt; en quienes e+ =g+ %, se harin
homogeneos por la substitucion y==2’, si se ‘supone
m—p + h—

e s

contiene las dz, dy elevadas 4 qualesquiera potes-
tades , se podra reducir 4 homogenea por la subs-

luego una equacion dlfelencml que
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titucion y= -—-z’, si hecha la comparacmn del primer

término -de aquella con todos los demas resulta
constante: el valor del exponente L.

PROPOSICION II

456. - Separai las variables en la_equacion. Mz
=czN ‘en quien las cantIdades M, N estan dadas
p,or_las, diferenciales dy , 4 elevadas 4 qualquiera
grado, con tal que la suma de sus exponentes sea
una misma .en todos los términos, .. .~ ;. .. -

tdx
"+ Hagase! dy:——— y hecha esta substltucxon enla

equacion propuesta resultari otra equamon q\ie :
tendrd en todos sus términos la dx elevada 4 una
misma potestad, y partléndola por esta potencia
deladzy se tendra una’ equacion “finita’ entre las
vanables £y%, , de donde resultara el'valor de 'z por

tdx 1o ede
x, 6al contlano pero dy--:.---—_j-_ > Y y.—S ~——i %
luego se determmara la vanable Y por laz o pm:
law Que es &c.~ :

EXEMPLO L
457. "Se propone la equacion zdzx dy¢.= a¥
(dz3 4dy3). . _
Higase dy== .d syla equacmn propuesta se,
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xdzxvt*dz® . > d
transformars en 1a .___?_*____ A (dedepotita]

L

Iuego partiéndo: por dz 3., y reduciendg, se ten-

t"
dra xr’*"-—a?-i-t? por con51gmente sera x=-—'!'-,
RS Y [ 8F aadde
Y dlferenuando esta expresmn, sera i —

. f»;. ;
s JlJI-J : ‘r

+dz pem dy-—--»‘—-—- 1ueg0 se!‘a dy___"%fi
+_
constante.- sigglanos 104

ik EXEMPLOII

458 Sea la equacmn T d:r dy P X (d:c + dy)
Hagase d y \.‘!' 5, y por medlo da esta substi-

: ‘tucu:m la equacmn propuesta se transformara en Ia

o 7 (B4
.'c ldf__--a 3 (d & + --—-), luego partlendo por dx,
a =
xt% 1.J..-._- o ; .
y reduc1endo serd — =a -+ t;--por consxgmente
‘2% ko
e tendra :z:— ot X(;' ) 5 Y dxfert:nemndo esta ex-

tz
t dt-—az 2dz

"

presion serd dx= Fax 5-pero dy=
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K (t2dr—=at % &),

é integrando sefd :;«a X (:t=+adfi)—}'+d
constante. tSE 2o royr o EaedaT n e S bl

______ PROPOSICION III

4;9. Separar 1as vanables en la equamon g =
y M +aNien quien las cantxdades M, N estin'da-
das por las dz, dy, de modo que no tengan mn-
guna dimension. - <

Higase x=S.tdy, y por consiguiente-serd. dw
=tdy: luego por medm de estas. substituciones la
equacion plopuesta tendrs la forma (4) S.tdy=
yP4aQ, en quien las cantidades P, Q estardn
dadas por la yarlable z. Diferénciese ahora la equa-
cion A,y serd tdy= ydP+de+adQ, de don-
dé resultael trinomio adQ4ydP=(t=P)X dyy
cuyas vanables v, £ se pueden separar (428) ; pes
10 2=Si¢dy: Tiego'se tendran’ separa’das“:las va-
nables z, 9. Que es &c.

EXEMPLO y

' dv dz®, . -
- 460, Sea la equacmh g 73: _|_“ LR

ol oy
Ty y

d?a.:,. = ‘.-;

Higase x= 5.‘ —:—-, yse tendrén las equaciones
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tdy | Caede o g*deigicar popil Bl
de==——,t=—7-,t __.-&-;z—-.hiego. por me-

- dio de estas substituciones 13 equacion diferencial
propuesta se transfmmara enla §. zdy—-—yg-}- t\, y
diferenciando esta equacmn seri ¢ dy =y e rdy
+2tdt, 6 bien o=ydt+ 2tdt, de donde resul="
tan las dos-equaciones ‘=2 ¥=1 , ¥ dt =0, ciiya
mtegral es ¢t == A constante. Si se substltu,ye ahora
el ‘pr zmer ‘yaldr Hallado de ‘la £° en’ la “equacion’

ydy
—S. ) s_e tendrd x_..-S PP _-A—j:— equa~

2a :
5 g i-ggx"?
cion .4 la Par_abo a Apolomana, pelo =
Lk P e A o _'y M 41 «_1;' !
+-d—,-:lueg0 sera A-—- 7 5 -1-— 9901'

consiguiente serd, ]a constante A’-— 0, de modo que
el prlmer' valor hallado -de” la £ dard 14 ‘equacion’

Fes LY El sagu-ndo-valo-r‘ delar; estores s=Ay

e

Lt oAy,

ml‘;radumd.o en la equacmn =551 q .1'.-——-'5.-—gf
x Sy 10 d X

= i + B constante pero et + ad;. - lue-

P, A o0 e i Tnsnn ahoinh ok 8 : il
serd B= ——, de suerte que el segundo valor, de

i MleBs s tap R e
" la ¢ dara la equacion 9:=-y—1'—— > ‘que pertenéce

mmim
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4 la linea recta. ' ;

EXEMPLO Ji¥sdds 29 sk of
2ydElesady®;

461. A SE proponeila eﬁu.acxon x--— _JT +-‘-{~—,_-__

Hagase :::‘“-S "-—a—- 5y se»tendran Ias equaciones:
‘gﬁ’_i f? i j? _.\ -E . Iu—ego pbr medm de e,stas
suhstltucmnts la - equacion- propuesta - se ‘transfor-
mari enla S.¢ a’y_'; —ytA-t*—ab; Y ¢ dlferenc:lan-
doésta ‘exprefion’ se tendri zdy iyl e By
+-2tde, 6 bien 2rdy+ydt-—2z a’::—o, cuyadn-
tegral ( 416 ) es2t® y—;‘te ==2A a* constante] de

1.

dan.!e"I@sul’ta: ?{ t +‘ .\M" - lecrencmnf

3i1REE

,:.,._'..! i .\‘ IR s -\. o

3

ahOw

: rg.,, =se\ tendid’ d-:g;-.——i- e g AW aX 74 dt pe_x;g

S d ..1 5 atdt Ade
uego sera x— . (‘“‘3“' ;__ ¢4axnzt)=

t\z : -Ax! —yt ¥ t*

o _——-[-aB c@nstante 8 L kS oy e :-5 =
at* - Ayt R N

_?_—+—q_.b Iuego serh o -l-B
t* Ayt

== ‘T b3 de donde resulta ser. B—-—% Y.
2= AJt

el valor. de 1a x= ;‘;t—*‘—,&——ﬁ. ;
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E SCOﬂI”O. GRLIRY elie SN2

Riccati se puede aphcar con mucha utilidad 4 otros
chstmtoa €asos-con tal ‘que laix seartineal | como se
manifiesta en los dos Exemplos s1gu1antes. (.

A ..—___.....-“ m

Tk

Rl EXEMPLOI
463. ) .’.’f>< ML, en
- qmen e supeme la M dadar de qmlqmemquo; pcn:
dzs dy,y con&tantes.l . o6 e e A -

Hagase x=35.rdy:luego por medlo de. las cor-
respondlenfes subé“t’fucmnes 12 equacion propuesta
se stransformariens la: 15::33136-'" it by % XN en
quien la N qugdaxa dada por la &y constantes; y
dlferencmndo, se tendrd tdy=yde+tdy+y"dN

W*y’*""‘a"jf “detdondet 1esu*¥fi’ sef“-w—l\,-‘—;-ﬁ-'-'g-t =

wi i i
2 -F-‘-h—"*” Higise ahﬁra y’”N’ —f=z~’ y et gm=x
e ?;'.i g m ‘,l,' FH e _», f=._:?" "‘ ."-'-.'-l w7k m_‘t S
Sl o ' e e
":*-_‘.éz ’“::i:jzg_;? 27 51};800 S¢ ten_d_{é“— X i
:, afm fgas IS T SN »»N)(z T ;;-g
. cfz 2
,y por consiguiente = T » €quacion que

N™ 'z"”
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tiene sus varlables ‘separadas,.

OV oindA i BXEMPE: o 1L

i 6 Se 1 . 3!{21: 7 ayzdxs
2 404 propone ar equacmn = 7y dgr
by?dzs -f-‘c},g.dﬁ i amoxd ¢0b 20! 09 &3 _-.:..,. {BERL

S +&".

-_._.- o Tt g g

Higase :r=.5' td’y, y por “medio de las corres-
: pondxentes suI{stntumones la equacmn propuesta se
transformard en la'(A) 5. tﬁfy vt + a:yd S by3:3
Fiy 4 A & Asimismor E}agasé wr==z;, de ‘don= \
de resulta y d‘: +tdy=dz S-.-‘-t:dy ;7='-ﬁ_rzt;; s, ,sz;-é‘g .fib'

-—S gdc --ygtn_z 1‘7353....23 &c. Iiiégo por

medxo» de éstas- SubStlbllC.loncs la equamon A se’ re—v

ducxra a z—wS i_ z+az""+52 3+cz4+ &c.

ublen‘ -35 =dz’—hbz3~+qz4+ &c..y dn—

r1

: eds 5 L ey
ferenaando..; seri - ~——==2 awz.,d_-z:- +._ b ’f’;‘& z“..?iiz

+4cz3d'z -|- &c. de dcmde resulta ser -—% =

dz+3ﬁzdrz+4cg‘ dz-i- &c. é mté&'mndo e
ré. A—-Lx—-zaz—i—%z +dcz 3 &ec.

S pp ik o St ST T O £ ne # s N ek
f’-’:" ar, S T = i 1Ll
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PROPOSICION IV

46; Hallar 1a integral de Rdy7=( T+ v xf’ ) ){
(mzdy 5 ydax ) 7, en cuya explesmn se suponen

g m-1
IasTRdadas por y,yV_-ﬂ’Ty”‘P ( 1 Y dy)

X Hag-ase m x-,d’y -l-yd r=izd y,'_: en 'quren- la va-
riable z se debe determinar sucesivamente por la y;
y multiplicando la dicha suposicion por y™=. Saeise
tendrd my” 'z dy+ y”'d:r e=ltzy®ztdy., cuya
mtegral eszy m=§, tzy™- d Yo de donde resulta

== )( 5 tz y o tdys luego substltuyendo estos

valores en Ia dxferencxal propuesta, s tendra Rdyﬂ
v—-(T+ iy X(S‘tzym-ld:y)-?)xtgzgdyg, Por

consiguiente, sefd: (\4): R—-thzg—ﬂzfX np T

(S.2297 T dy)P, Supongase ahma —-.=Tz‘i' de

donde resulta cl valor de laz dado por’ y, esto es,
‘ 3 \ e

R 7
z =—=—-;— 5 Y substxtuyendo dicho valor, en la

an

'9 Y RV
: equacwn A se tendra

XR-" a grymfx
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A L Z'fm d!f

TZyn
—=fX D--—!-y—- : luego substi-tuyendo el
valor de esta diferencial ¥ &l de v en la equa-

cion B, se tendra

Rq ’.'”"Id ? t‘I P | 01 11 P Rg m..rdv
Ss—L—Jx (‘3 ) _( ( ) ) y y

9

—

fT? t? 2Ty ftP Tﬂ

I

de dondc resulta ser la (C)y D, (.‘.z = 47 partxda

._—

; -_;t Z

! R‘l ~Tdy
1gua1 a Ia. f y s
-ﬁ?.-;._;-- qunat Tg

partlda

i 2t : :

pcr Se —y—l, equacion que tiene 1as varia-
gEEIb 2wy sld sty

bles separadas 'y el segundo: mlembm deella pre—

senta una d;ferenmal lmgautmlca. Supéngase pa-
IS I,
(dg—- t‘f)l’ 53 B
R por consi

£a facﬂltar eI calcula

guiente serd ey Tuego substituyendo el

I
(a?+u ?)T
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~valor de z en la e’quacion C, é integrando L4e ten-

i ! ; 7. ?_ f . ..... iy ¢
ds4 S: & (aP - uP) o e g L ] )
+@ L I
a1l —-u)((a?—[—u?)q 1 <
+L. A constante , esto es, el valor de u dado por

¥y, 6.al contfarlo pero z=y7" i < S.tzym-ldy luego
substltuyendo en esta. expwsmn los valores de £ z,’__ A

: i : o
q E 321 = A

seré a—y"" XS s dy « Que es &c.
e T 9><(a\f’+u3’)g wliney obirob! ob

PROPOSICION Y.

466. Transfmmar una_equacion difetencial de
qualquier grado, que tiene los elementos dz, dy
variables, en otra que tenga constante a]guno de
los mismos elementos multiplicado 6.no ‘por una
de las variables , 6 bien‘que tenga constante ‘algu-
na funcion de las variables , y sus elementos.

12, Si en'la diferencial propuesta-debe ser-coris-
tante , por-exemplo, el-elemento 4y, se quitarin
de dicha diferencial todos los términos qu'e con-
tienen 1 d?y , .d._':.’-.y-,:-&c. y-si debe ser constante el
elemento d2y, se quitarin todos los términos
que contienen 43y, &c. con.lo que se tendri la
equacion que se pide, Disctirrase del mismo mo-
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do-en 1os demas -casos. - rT g ke
1 2%::Si:en la: diferencial propuesta se ha de. su-
: Per;er constantc porcexemplo, el elemento ¥ d"g,
diferénciese esta expresiony, 'y se tendrd (.4). dy
+yd3:y..._o de donde resulta ser d‘:‘}f__._ dy; L7
Por tanto si la dxfcrencml propuesta es del tercer
6rden,; se deber substitnir.en clla el valor hallado
de d3 y, y si cl1cha d1fe1encml es del quarto 6rden,
- se debera dxferencxar la formula 4, y determinar
elovalor de 44y que se substztulra en la dicha di-
fercnc:lal y.asi suceswamente por medxo de estas
substxtucxones se tendri la equacmn que se plde.
Argiyase del ‘mismo modo enlos demas casos.

Que es. &‘;' =R AU nolostipe el s .'.":. LGon
: EXEMPL@I ﬂwﬂ

467 Se propone la equacwn ax d’ y + 24 a’y dr
Fayd’z, +2bdx"+26xd°’x =0, cuyos. ele-
- mentos, Ay, dx son varlables 5 Y. se plde transfor-
marla en otra que tenga el elemento d x constante.
L Quitense de 1a equacion’ propuesta los - térmi-
nos ayd?® xsl—zb:rd'-‘x que contienen d*x; y se
tendra lg eqqaolon az, 4% Y + 24 dy dx + 26 dr= 0,
que. tiene el elcmento dz constantc., como se pcdla.
Es evidente que la mtegral de az d 2y + ad 'y d:e: es

nnn
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axdy,y que la integral de adyd:r-—]—zzvd:r =
(ady+:zbd:r))<dx es aydr+2bxdz : luego la
mtcgral de'1a” diferencial ‘“propucsta ‘serd ax dy
H—aydr-—lazb:rd:r-f-(?dfx_—o en ‘quienCdz es'la
constante anadida 4 dicha integral ; ¢ integrando -
de nuevo, se tendra axy—l-f:x +Cx_—;4 cons-
tante.‘ SR RO UIEIGHS '-‘,-".':;,‘ &l _*- GIORT 104

As1mlsmo & & plde 1 eqﬁm:xon qﬂe ‘ticnie €1
: elemento a’y constante 5 se’ha de qmtal ‘de 1a ‘equa—
cion propuesta el término ax d“y, ¥ 'resultari 1a
cquacmn :zadya':r+ayd“m-}-zbdx“-ﬁ-zé’kd"”
-—0 que tlene el elemento d y conﬁ‘tante:

EXEMPLO II

468. Sea la equacion 2 Xz3 a’y3 = a'y3 4 ”zf“.r"‘azy
—zdyd*z +xdrd”y=io,-en quien la X es una
funcion de la variable z 5 y se pida transformarla
‘en otra que tenga el elemento x4y constante.

leerénc1ese dicho élemento’ constante 2dy, 'y
se tendra a’y d x + a: dg j/—~0';" ﬂe donde resulta ser

‘-d’ y_--—fz—y;- - Substxtuyase ahora el valor hallado

de d*y en la equacmn propuesta 3 ¥ se tendra Ta
’equacmn 2.Xx 3. dy 3= _dy £ R “dy— :rdy d*’

‘—dydz®, 6 bien 2 XY c{y 3= dy3’—:rdjyd“':r,
‘que ‘tiche el elemento :t"d y constante, Es evidente
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que si- se multiphca la equacmn anterm‘r pot’ -—jf—?a,
hde T e i, s "—‘”

se tendra Ia 2X d sr--x— — Wr,[é rmt:egxandprﬁjp
la misma suposicion de la xd ¥ constante , resulta-

s, da?
raS 2.X da:....-- bk a+A"‘constante‘.

..—'
xl’, 5 2x’dy
LiF2 : . "

swioh

EXEMPLO III

469. Se propone Ia~ equacmn ¥ 24 ya*y. +}' d 3[3
~a*dzd®z 4 ydydz?+y?drd2z =0, que
tiene sus, elementos variables ; 'y se. piﬂe transfor=.
marla: en: otra que -tehga’ constante el -elemento.’
]/fix +dy?*) igual:a la diferencial: de unarce-
s:de-qualquiera curba-referida -alexess Lol ol

+:Siendo Ppuesy rf/(m’ 2 Fikdy-%) constanteyolos
sera tambien sw*quadmdb dx? by 2 5Ly diferens, -
ciando:esta expresion’yrsestendrd 2dpd? 4 +2dyd? y.
=0, de donde resulta ser dyd®y=—=dxd?xy
Por tanto si se subsﬁtltuxe el valor hallado de dyd %y
en la diferencial propuesta , seid — Yo dad e
+ydy3 —atdzdP e+ ydyda® ¥y 2dad? a=0;
por consiguiente  se. tendrd: = a? dxd*x-fy dy >£'
(a'y3+dz’)——a’dxd“x+ydyds =000

EXEMPLO 1V,

- 4704 1 Se pide! transfarmar la equacion 22> yd ’y
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-j-2x°dy"'+8yxdxdy+2xygd"x+2y’dx
+abxd°y+2abdxdy+abyd°x_o en otra
que teniga el ‘elemento zdy -4 ydz constante. 7

- Diferénciese la. expresion ady-ydxz sy se
tendré dxdy+xd’y+dya’x+yd“x-—o, de,

R mndedyesy ds
donde resulta ser d ":r'— oy % ; , =

5 luego subs-

tituyendo el valor hallado de d®zen la equacmn
diferencial propuesta, setd 222y d >y +2x2dy>
F8yrdwdy—4xydady=six®y d? g a9? da>
+abxd®y K 2abdzdy =2abdsdy=abzd®y
=0, que se reduce 4 22> dy* 4 gay do'dy < 2 y?dz*:
=2X(zdy+ydz)*=o, de donde resulta ‘que:
la cantidad supuesta zdy 4 ydx- necesariamente:
es!constante ; y ‘de consiguiente: igual 4 cero's lue-
go integrando serd -z y = A4 'constante’; cuya equas>
_ cmn es Ia mtegral correspondlente a la dlfercncml:

ESCOLIO

133gtkh ro

471. En la P10p051c1on anteceden’ce se ha da—
do el método' general para'transformar las diferen=
ciales, -que no. tienen ningun. elemento constante,
en otras que le tengan; y en los Exemplos ante-
riores se ha manifestado que semejantes transfor-
maciones:son dtiles para integrar las. formulas: di-
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ferenmales. Por tanto en los casos  particulares se

procuraré hacer la eleccion de aquellos eleme“ntos
constantes quc reducen las diferenciales p10pues-
tas 4 otras mas simples icuyas-integrales rse pues
den hallar con mayor facilidad. Fmalmente adviér-
tase que , si una equacion diferencial se transfor-
ma sucesivamente en: 'otras 'por laspsuposicionesdé
dzyidyyyda ;o &e.lconstantes ; iy las dntegrales
de las equaciones transformadas’ pertenecen a ‘iina
misma ‘cirva , serdsefial que piiede habefse! lega-
do*’ﬁfla-"e'ciuécioni’ﬂi‘fé‘feﬁci-:il' propuests:, dée=modo
que no se- haya tomado'r nmgun ‘elemernito éohsﬁaﬂte.-
'ﬂﬁij:PROPOSIGION'VI

o

wigmb e Transformiar ‘una ‘equacion difefencial’ dcr 4
qualquier grado _que tiene algun elcmento _cons-
tante en otra que le tenga varlable. _
(1970 8ila’equacion propuesta es diferencial del
seoundo Srden, y tiene, _por exemplo , el elemen;
todz constante ; hégase (A) dy-——td:r en’ qulen
tdz expresa elverdadero valot” que puede derivar
de dicha’ equacxon. ‘Diferénciese ‘ahora 1a 61 mula
A asi en la suposicion de la 4z constante , como
en la de la dz variable ; y se tendrén las equacio-

nes a”y-—dtd:r ’ diy=dtdx+td¢:r.._dta’:r

dyd?x
+—— 3; por‘conmgulente serd dtdz 6 bien 4%y
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en lasuposicion dela i i consianteloiguslisondly)
dydte .JJ, ips oh oo
— & la sup s_1.c1or; cfe la d :z vanablc lue—
d, LOVED @Rl I IDd ER3ARiza0y

gosi en la eqﬂaczoa pmp.uesba rse aubstrkuye d?y

=

en lugar dg: d"" y, se tendra la equacnqn

28 IRt f.,..’ LD AUIRRIEPI. BT -k
transfm.mada Qe eontmedos. e:l:emeni:@s a‘m, dy
variablesi, come sepide::Sila equacion rpropuesta
es-ung diferencial del terecr Ordens; y el elemento
constantg ) por-exemplo Jjres:di« s higase (B
Sye=td % my-enpresando. £ ¢32i el vesdaderei valok
querpuede derivaide la-dicha:equacion.sDiferéns
ciese ahora la formula B asi_ en la suposmlon de
lad?z constante, como cn la“’de 1a 4> variable; y
sghtendrinslas equaciones d3ysmded 2, d3y==
did%s (€1 “{’}{‘39 mr;?fd@wu ;ﬁaj:é 5, ::p';”r”%ﬁsll-j
guiente serd, d ; d 2 %:0; bxen d3yen, la _suposicion

£ 29d3p10 0b
&e J "x constante 1gua1 443 y-gf—i———_'en Ia su-
19l ny==ypn (W) ssgkd ;%ifisdanco ok of

posxcmn de d’ g vamble. Por tanto si en la equa-:
cion propuesta del tercer. orden se \SubSEltuye d3y,
Jiﬁ? :
R
transformada 5 que: contxene los elementos %z
d*y variables,, como se pide. Argiyase de_l__m:smg

en lugar dc d 3 y ) _sc tehdra la equamon
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modo ‘tespecto 4 las equaciones de superior.grado.

2°. Si la equacion diferencial propuesta es:una
diferencial 'del segundo’ érdeni,: y: contiene;’ por
‘exemplo/, ‘el ‘elemento constante y dwsose hardila
substitucion dy=tXy42; y con el mismo méto-
do expreaado en el caso anterior se hallarj el va-.
ot de 'd 2y 'que’se ‘ha del substitiit en 1a equacion
propuesta ¢ luego 'se tendra lal cquacwn transfor-
mada que no' contiene nmgun ‘elemento- constante.
Se ha supuesto que la e‘quacmn plopuesta ‘contie-
ne solamente 1a'd >y vatiable; pero/si contiend tani-
bienla'd®x} como pue{le siicedér envel presente
caso’ seguhdo : entonces se"deberi diferenciar ‘ante
todas cosas'la” suposxcmn ‘del’ elemento constaite,
-'jr relatwameﬁte al refendo elemento pfopuesto se
"tendra dy dxq—yd" :r—-a de’ ‘donde resuTta ser d &
=— %— : luego substltuyendo eI valor hallado
de 4%z en la equacion propuesta, resultara una
equacion que contiene la sola d* y3 y en esta
'Equacxon se harén las’ aperacmnes exprtsadas ante-
riormente. Disciirrase del mlsmo modo respecto 4
las dlfercncmles de superior grado,: Que es. &c.

CEXEMR LS o
"473." Sea'la equacmn dlferencml d 2% dy-dy 3
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= dxa"y-i—:rd:cd‘ Yis quc tiene el: elemento de
Konstantesngoig (5o i ngissips sl 2. Oc

.« Parilor demostrado eng el €aso pfnmem da Ta
Proposncwn ahteccdente se ha-de; sybstituir en la
dyd £
L dax

equacu:m propuesta la cantldad dﬂy;— e.n

flugeuJ de d? vy, para qu,e la misma., cquacu)n tenga
tamblen vanable el elemento; dx; 50¥ heoha dicha
substitucion , se. tendr4 la equacion. 4 a*dy—dy: 3
=bdzd?y —bdyd®zx + 2dzxd>y — :rdyd’x,
que tiene los elementos A, Ay variables, .1 5
-Ahora si en; la.equacion anterior se supone.. d ¥
cons’tante 5 se tendrdy da 2 dy —dy 3=-—-bdy S
.—xdyd"x -0 . bien; da:"-l—:rd":t-l«-bd“x—dy
=05 cuya mteg}‘aL es, a:da:-!—bdx-—ydy = Cdg,
y _.Cy+ A constante ) cuya equaqon es la
mtegral comple‘ta de 1a diferencial propuesta. :
ARG 2.9 0 3 o o
474. Sc plde transformar la equacmn dxferenf-
'.-ual ad®x 4+ zby:r d*z+2bydz?+ abxdady
+6ydy®—3y*er dydz=0 que ticne el cle-
mento x dy constante. en otra quc tenga sus eIe-
mentos variabledt QLM 4
" Hagase da==t Xz dysy chferenczando esta ex-
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presion asi en la suposicion de lazdy constante,
como tambien de la 2 dy variable, se tendri 4%z
=dtXazdy,d*z=dtXzdy+ tdxa’y‘-_-i-t,:rd:y
=drtYx Jy + J:;jy' -+ Ii’j
6 bien'd?® x en la suposicion de la 2dy constante
dz*xdy  xdxd*y
xdy 5 xdy

2, luego serd dr X zdy

igual 4 4%z — en la suposicion de

la x dy variable. Por tanto si en la equacion pro-
dx*dy xdxd?y
ey T, SR

' ; e*dx*d 2rdxd?
gar de d %z, se tendrd a* d %z — s B L
xdy ady
sbyxdz*dy  cbx*ydxd?y A
T +2bydz
F3bxdzdy4-6ydy*—gy%x-tdyda=o0, cu-
ya equacion no tiene ningun elemento constante,

- puesta se substituye 4% x —

+2byxd®x —

ESCOLIO.

475.  Adviértase que si las diferenciales, que
tienen algun elemento constante, no se pueden in-
tegrar, sera util transformarlas en otras que ten-
gan todos los elementos variables , con-el objeto
de experimentar , si hecha en estas la suposicion
de algun otro elemento constante resultan otras.
equaciones diferenciales que se puedan integrar.

000
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PROPOSICION VII.

. 476. Transformar en diferenciales del primer-
6rden las formulas P 2™dy"+* 4 Qa™"d 2'd yr+2-n
=dz™d%y, P:L”’dy"""" +Qa™" ”d:r“dym ot
=2 4%z en quienes la suma de los exponen+
tes de la x y sus diferenciales es Ia misma en todos
los términos 'y las cantidades P, ( se suponen da-
das por ' qualesqmela funciones de la variable fi-
nita y.

2% La eqmcnon P.L’”dy’”"‘”‘+ Qz”””dx”dy’”*""‘
=ded%y. tlene el elemento 4z constante , y -la
suma de 105 exponentes de 2 y dx es la misma en
todos los términos. Higase =¢“; y se tendrén las
equaciones-dz = e“ X du; d*a =i0=¢" X,
(d2udu?); de donde rcsulta d"u#—.du
luego hechas las correspondientes substituciones en
la equacion propuesta, y«partido el resultado por
e™", se tendrd la (4) de””""“ +Qdu”dy™+2"
=du™ d’y Y finalmente" h.;gasc la’ substitucion
du_-z dysy se tendra la equacmn d”'u-*—dz dy

S das
4z cf* y-—---du » de donde- 1esu1ta d“ =i
*i‘:ﬁm- zdy? i xg l.uego por me_dl.o dé,

' estas substituciones la equaci'bn 4 se transformard
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€n la(B)de-!—QZ“dy——"”""‘*‘dy 2Tz,
que contiene las solas diferenciales primeras.

2% La equacion Pa™ dy+1 of Qu™ " dr  dy?="4"
=dxz™-1'4%z tiene 1a dy constante 5y la suma de
los exponentes de #, 42,y 42z es la misma en to-
dos los términos. Higase x=¢“; y se tendrin las
equaciones dx=e“ X dit, d* x=2¢" X (du® 4 d3u):
luego por medio de estas substituciones la equa-
cion propuesta se transformard enla (C) Pdy™+ "
-+Qdu"){a’y”""‘+ L Jym+1 +dum- 1 X d2u.
- Supéngase du=zdy, y diferenciando 'serd<d*u
=dzdy. Por tanto la equacion '€ se transforma-
r4 por dichas substituciones en la (E) Pdy
+Qz%dy=z"+"dy+42z™" " dz,'que contiene so-
lo las difefenciales primeras. Que es &c. -

ESCOLIO.

477 Adviértase que el referido método se ex=
tiende 4 las equaciones que estin compuestas. de
un nimero mayor de términos, con tal que tengan
las mismas condiciones. 'Y en general todas las
equaciones de qualquier grado, que tienen las di-
chas condiciones , se reducen al grado proximo in-
ferior por el método de la Proposicion anteceden=
te ; y asi la equacion que contiene , por exemplo,
~ d3yse reduce 4 otra que tiene la d%y: pero4
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proporcion que se aumenta el grado de la equa-
cion, el cilculo se hace siempre mas dilatado y di-
ficultoso. Digase lo mismo respecto de la férmula
contenida en la Proposicion siguiente.

EXEMPLO L

478. Sea la equacion ax”d ™™ = y"dy™=2d 2y,
Pirtase dicha equacion por §”, y se tendri la
axmy-"dg-"=dy-"-24%y, que ticne las condi-
- ciones expresadas en el caso primero de la Propo-
sicion antecedente. Compirese ahora la férmula de
dicho caso con la equacion anterior , y se tendrn
P=qay-", Q=o0: luego substituyendo estos va-
lores en la equacion general B, serd ay~"dy=
—z™+1y— z™=1 4z la equacion diferencial del
primer 6rden, 4 que se reduce la propuesta.

EXEMPLO IL

479. Sea la equacion ax™dx"+ =y dy "1 4%,
Escribanse y en lugar de z, y = en lugar de v

‘en la equacion propuesta, para que se acomode 3
1a forma del caso segundo de la Proposicion  ante-
cedente; con lo que se tendra la equai:ion ay”dy " +1
=z"dz " "d%z; y partiéndola por z7, serd -
ay"x "dy-"+*1=dz-"-1 4%z, Compirese- aho-
ra la férmula de dicho caso con la equacion ante-
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rior, y se tendrin P=ay™, Q=o0, m==n: lue-
-go substituyendo estos valores en la equacion ge=
neral E, serd ay"dy=z""*'dy4z-7-" dz equa-
cion dlferenc1a1 del primer 6rden.

PROPOSICION VIII.

480. Transformar en una dife,rencial ~del pri-
mer 6rden la férmula 2 gmy~mEl g 2P Jy2°P
S baty " tdzldy? 1=d%y, en quienla dz es
‘constante , y las variables z, y con sus diferencia-
les tienen en cada térmiro una misma dimension.

Higase 1a substitucion z==¢", en quien la cantidad
e expresa el nimero, cuyo logaritmo. hiperbdlico
es la unidad: luego diferenciando serd dx=e“¥
du; y diferenciando de nuevo en la suposicion de
la:d « [ constante | "seritendry d? x==0o =12% X
(du®4d>u); por consiguiente d*u==du>.
Asimismo higase y==e®X¢: luego diferenciando
serd dy=e“X (tdu-+dt), y diferenciando nue-
vamente, se tendrd d*y=¢“ X (¢du*+-2dtdut-td*u-4-d2c)
e=e“ Y (2dtdu—+ d’t) y-poriser d?u==—=du?.
Por tanto si se substituyen los valores de las va-
riables 2, ¥, y de sus diferenciales en la férmula
propuesta, se tendra la equacion (A4) at™* du? ¥
(tdudt)? 2 bt " 'dul X (tdu 4 de)2 1
=2dtdu+d*t. Y finalmente higase la substitu-
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cion du==2zdt, de donde resultan las equacionés
d*y=—du? dzdt+zd“t luecro serqd ttes
- dzds
—zdt*® -z—t- Por tanto 51 se <ubst1tuyen los
valores hallados de las dlferencmles duy d®tenla
equacmn A, se tendxa at ™ T2 PP K (ztdr-l—a’r) = E

+er i3 ‘zz’?d.ti’x(zrf.:fz-{—aﬁf)Q f—zdﬁ d’ft_,

y partiendo- por dt serd’ azf’t e Tyl
(2E4+T)2 2 ¢ b2dp:n de X (2t +1)2 1=

zd t—d? equacmn dlferencxal del prxmer ordens
Quees &t :
1 PROPOSICION IX

481 Transfofmzu en-una- dxferem:lal delpnmrer _
‘Grden-la=formula uz "d 2 = y”d y & "’"d >y, en’ q_ulen
la 4z es constante. e .

Higase 2 = =eh*, en -'qmen-L;;c- == 1,52y diferen-
ciando’ serd ' d :r.':-"'a-‘ﬁ‘f Xokdii's por 'mljs-i'gui'entc
A% =el* X (h2du? + hd®u); pera od 2a'==0
luego serd d2“ =~ hdu?. Asimismo higase y=
il S y se tendrin las equaciones dy=ef"'x-
(de-phtdu), d*y==et“ R (P ra-ked uokdrdut b2 edu®);
luego substituyendo 'en esta’el- valor hallado ‘de
d2u, serh-d>y==e X (Pt 2k dedu- (k> =hk) X tdu®).
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Por tanto la equacion propuesta por medio.de las
 referidas substituciones se transformari en la ( 4)
de(m—]— p)xhu % ;zp a‘fu}?:e(n -'-l-p-f-l)xfca X t2-%
(dt + Ft du)P 2 X( A2t + 2kdedu + (k> — hk) Xt du?).
Ahora si se supone (m=p) Xh=(n +p—1)XE,
0 bienm-+p=k,y Fz—?z-!-p—l la equacmn A
se podla partir por la cantidad’ exponenmal ¥ he-
cha esta division se reducirdd (B)a X (n4+p—1)2 %
du? = "X (de+ (m+p) Xedu)? 2 g
(422X (m=F-p) Kdtdu-t (m4p) X (m —nb1) X tdi®);
En fin h‘égasei.la‘ substitucion du=zdt; y diferen-
ciando esta expresion , serd d®u=dzdt+zd*t; -
pero d*u=—hdu®=(1—n—p)Xdu?: luego
serd (r-—n—p))(du°=dzdz+zd"" y por
da& L dzdt

| cons;gmcnte d"'t = (I—rz—ep) )( 6

= e a5

dzdt
bmnd“t—(r-—n-—p)){za’t” g Por tan-

to:si se substltuyen los valores de 1as d1ferenqnales
du y.d*tenla cquacmn B, se tendra aX(?z—I—-p-—I)P X
zPdt?P =" X (dr+(m+p)xzrdz)f’ * 5

(_é._._ +(2m-n,*_4p+1))<zd:"+(m kp))((m (e I)intdz ¥

y partlendo esta equacnon por dtP- , seri (C)
a X (1bpm1)? X 28 b= O X (1 (PR 2 K

(- izi +(emntp """'1)Xz'df'-l*(mﬁ-p)Xtﬁi‘-n+;-1-)-x.2?:-dr)
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equaczon diferencial del primer orden. Que es &c.

_ESCOLIO

482. En la Proposicion antecedente se ha su=
puesto: que .es (m—4p) Xh=(n+p—1) X k: lue- -
go siendo m~+p=o0, serd n-+p—1=0 , 6 al con-,
trario ; /por - consiguiente la equacion anterior C
quedari intil. En estos ‘casos. la- férmula diferen-,
~cial propuesta se convertird en las az”dz " =
y dy n - Qdﬂy axmdx ?l—;—'[____.yfldynﬂ Idzy,:
que se han :reducido’ antes (478 479) a dlferen~,'
ciales del primer 6rden, :

PROPOSICION X

483 Reducxr a d1ferencnal prlmera qualqulera
dlferencxal del segundo 6rden , que contiene la so-
la variable #, y sus funciones, y las diferenciales
dy,d®y1 mezcladas entre si de qualquier modo, y
elevadas 4 qualqmera potestad ¥ constante el ele-
mento 4z multiplicado 6 no ‘por 1a variable z, &
blen el elemento compuesto de z ; dz , dy.

- Sila equacmn -propuesta contiene la sola
varlable x, Yy sus funciones, y las dlferencmles de
1a otra vatiable , esto es dy, 2y, ‘miéz€ladas de
qualquier modo entre si , y elevadas 4 qualqu;em

potestad, iy el je];er_,rhl;n_tg_;._é_:c «constante ; hagase la



(481)
~ substitucion dy=tdz, y serd d® y=d¢dz: luego
por estas substituciones la equaciontransformada
se:partird por 1a correspondiente potencia de la dx,
¥ quedar4 una equacion ‘diferencial primera entre
x, t,dz, d. Arglyase del mismo modo, si el ele~
mento constante ‘esti compuesto de la variable » y
“dx,"como por exemplo zdx ,:¢on tal que en este
caso ég'héga 1a substitucion dy=z¢ Xz dz. :
2, Si'el elemento constante esti compuesto de
¥, dxy dy, cuya formulaPdx+Qdy, en quien
Py Q estan dadas por:la variable #; -higase dy=
td x5y diferenciandocesta expresion, se tendrd 4%y
=dtdx4td*z. Ademis, porser:dy=tdzx, se
tendrin las equaciones Qdy=Qtdzx, Qdy+Pd P
=Pdr+4Qtdx; péi" cb’héi‘gﬁiéﬁt‘é la diferencial de Pdg
S Qidxseriignal dicero; estoes, Qtd? a4+ Pd2 ¢
+Q'da: dt4tdxdQ4dzdP =0, de donde re-
sulta d 2 x—- — ?_dxdt - éfﬁdg a4 JTJP luego por las
refendas ‘substituciones. se despe;aran de 1a equa-
cion propuesta las dy, d%v, y se tendri entre ¢ y
Z una equacxon dlferenmal del primer 6rden. Que
es &c.

ESCOLIO

484 Se ha supuesto en la Proposicion antece-
dente que el elemento dz es constante en la equa-

~ Ppp



(432) kel
cion dada : pues si le tiene variable ,'se reduciri 4
-constante por:el método dado (466).-Digase- lo
mismo: respecto 4 las equaciones qué ‘tieneni ;-I_g..--d‘y
constante , porque éstas se reducirdn:(472) 4 otras
" que tengan lady variable.y la-dx :‘cqn-st\an_fe.' Por
tanto es evidente: que-el'método de la: Proposicion
antecedente sepuede. aplicar-d-las dichas | equacios
nes, con tal que tengan-lasolavariable finita 2 iy
. §us funciones: y en esta suposicion el refeﬁidofmé-
todo es ttil para-reducir nina equacion_diferencial
de qualquier otro 6rden superior:4 otra del (6rden
préximo inferior, como por-exemplo una equacion
que contiene la 43y 4 otra'que contenga la' 42 4.

0 2% v el

248k, Sea la: equacxon sdiferencial- axd':r dy
R s"d'*y_}-b'ldydx.—o i que tiene'la-sola varia-
ble finita z, y el elemento constante dz.
Higase dy.-.}:dx, v diferenciando esta equa-
cion en la suponcmn ‘del” eleménto 7z “constante;
se tendra d“y =dtdz h:ego sise substituyen los
valores de las diferenciales ‘dy, d*yien la equa-
cion propuesta, serd at:cdx +a3dtda+ BPrda?
=03 por conszgmentc se ‘tendrd arzdz—4x3de
Fb¥idi=o,quees una equacxon dlfcrencsal del
primer-érden, 29 Hh-ontnsitals  lshahn )
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(483)
EXEMPLOII

S - L )
Ll T | 22

486' °8d propcme Ia CquﬂCIOﬂ dtfezencml 2::”‘dy

pizan M2 %42 K 42y~ 822 da ? =0 ; que
tiene el elemento. -‘co.ns-tante xdzx,. y lasola varia-
blc finita- 2. .
~ Hégase - d:l/ Ly X % dx > }’ dlferenaando esta
¢qudcion en)la suposicion- del elemento @ d z cons-
tante , .se .téndrai d Py=dtXrde: hiego substi-
tuyendo los valores de las difer em:lales dy, dz y
en la equacion’ p‘ro}juésta o serd ha®t2 2 dz®
2ax? ]/“(a;"‘-rl,-&?' Y% dtdz—8a? dq:%—?, de
donde' resulta'la cquacion a21%dx -+ ax / :r“-k—c“)x
dt—4dz=0, que es una. dxfexem:lal del prlmer.

¢rden. P s
ak __.\___:*.__,_n__ E X E M P L O I I I

& 487; Sea la equacuan dlfel enc:al dxd"x+(X—]_- 1))(
dydtys=0,en quier la. cantidad X expresa qual-
quiera funcion .de la variable finita 2, Y: el elemen-
150 iconstantg, esj.gda:-{mxdy. ERTETS e :

¢ Higase dy==tda; y. dlferenmarrdo esta exp1e-
sion sg tendrd d? y=dtdx+td” x: luego serd el
elemento constante a dx -z dy igual 4 adz 4 t:ca':r,
cuya diferencial €5 ad®z 4 t2d>z Frdz® +4 2 dxdt

td.r’+u£xdt i
__adtx ’

=o., de d_o_nde Iresulta ‘ser A=
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(484

pero es d*y=dtdr+td?x: luego serd d*y=
$2dz? 4 txdrdi adtdz—i?dx? :

dtdx-—- atix _— atix

3. Y ~substitu-
yendo ahora los valores hallados de las " diferencia-
les d®*x, d*vy, dy en la equacion propuesta, se

; tdre® Y adx?de atdtdx®—t3dx5
tendra _. Jladetx (X+ )x 4y a+tx i

=0,'6 bien — tdz 4 zdr-+ (X—l— 1) x (tdt—ﬁ dx)
=0, equacxon diferencial del pnmer orden, .~

_EXEMPLO 1V, _Ufﬂ*"

o R 5

“'488.7 Se plde transformar. la equacuon diferen-
cial del quarto orden 2344 v+ a2dzd 3y+axdx°d 2y
+dx3d4,f+dy4 =0 en’otra del tercero.’ LB

Higase dy=tdzx: luego en la supOSICIOn dehla
d x constante sé tendran las equacnones, d*y=dtdx,
d3y=d*tdz, d¥y=1d%edz;"y substxtuyendo
estos valores‘en la equacion diferénéial ‘propuesta;
tesultarid la 2343¢d# + 22 d%tdx 2opgxdeded
+tdx4+t4dz4=0: hiego ‘partiendo''por 4 £}
sé tendrd #3d 3¢+ a?d tdidardtd s Fida3
+t4d :::3 =o, equacmn diferencial del te1 cer orden.

PROPOSICION XI

489 ‘Hallar la integral, de;la equacion d"y=
x M +N en quien las cantidades M, N se supo-
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nen dadas por d" =%y Oy'por el elemento d x ‘que
se considera constante.- TR, 3

Hagase d‘""‘“ 'y =pdpnet 5 é "i'rit%“gliﬁdo seri
substltuclon la equacmn propueste tendra la fmma
dzfx Sitdz = xd:c EX Prd 3% Q 5 en- ~quien
; las cantldades P Q. estan dadas por laz ¥ constan-
tes 3 Y partlendo por dx sera S td:E—P:c+Q
Por tanto si se d1ferenc1a esta equac16‘n",, setd rdx
_ =de+de+dQ, 6 bien (t—P)x dz=2dP
=R dQsren ‘quien: 1ds variables.z. e x=se. 'pueden: séx

parar por 1 lo dgmostlado (428) Ahora par@ de-
terminar ‘el valor de Ia ¥, mtegrese la expresmn A‘
¥ se tendra 485 Py 2F 3¢ S (d2¥S. tdx); é
lntegrando dg: nueyo esta expres;pn 2 s@ra ‘b y
-—-d:r )éS (afx)(.S‘ d:r)(S‘ tdx), yasi ‘conti-
ndest hiasta: determinarielvalot desla: y ,Que es &¢,

EXEMPLO I,

o e ""-.-:,x\

490. Se plde hallar la mtegral de Ia equacxon

Hagase d 5y—t d x 5 é mtegrando esta exple-
sion , 'sera d‘*y--— di¥ X S tdz: luego si se subs-
tituyen los valores ‘de d 5 ¥5-d¥y-en-la equacmn
diferencial propuesta, se tendri adz 4 XS tda=
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2t - bdx#; y partiendo pos: dxd, .serd, a

S tde=zxt+ b: luego diferenciando . .esta, equas
cxon PR tendla etdr s gdet, Atda o 6 ‘bien

J,_..'Ja 213

(m: '::‘tﬁ))( inﬁ—:}:é?p cie‘ I&Om‘f“é ﬁesuif’a"‘!éer ‘i:i
dt 2 .J, SR RO

L) .__._h- =
W’ o] :bum (tzw-H))‘C x =—~1 €integrando
i 3‘15 17 3] 20 “:3 b 2SR RIINE >
sgta r(ﬁa)—-‘xsr h o Qf ‘;Zrz . Ji)OEJCé)DSiI alen-
£T i !?;

""" .,.1.\‘ igJ(f '“1

te 35“‘ . =03 pero 4’75 --fd luego serd g{ig
-—Ax “x d:c o e 1ﬁt€étﬁjndo se. tendra 44;,;“ dty

'3
% \\ srem
i‘...-... o

Sid wds 15 qi p= —-'L:x*xsa.a.a 214 i by aB’d'aﬂﬂ‘:. sluegolinté-
' sing srod b sociali ol u-t.,sn,fr

‘.
randp ucesn,rameh e se temfr,an as_equaciones,
INInoiEStgre & 2200nsier W slien tolgr v annror el

d3qesd x%;xSIﬁk%‘*dx+‘:de)—r*4—rx .

gkl k)
:;:}l-put d& ﬁwgd%'%j-li‘.ch t*s \24 Ghi sdr‘tg_l“
eI l‘ﬁ ‘{ 3 L"/ bi‘ XTBJ‘.Jgrh.-.”P?H

S. t»ww—gj- A :taf) il s dBia iﬁyﬂ-rﬂ dia::} bz

ax(a+l)x(a+z) x a:ﬂ-'.‘ldxﬂ"l‘ % fBﬁt"‘dx'Q—}-dexg-{-E dx® 2

B, Eﬁ%%’ﬁ i3 i pr d&wxmgdx) |
A '.._ -

r.ax(«+n)x(u+=)>«(a+a)x" bt

+3 cxadx;-qwx_;-ﬁdh Y ﬁ@mcnt’e =

[ E]

axc;-[- 'r);(a ¥, :)x(a.;- 3)x(4+4) S "l"“—'““"gxsx 4 5{ Bz#
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_|. ——)(Cx3+~‘-an: +'Fx+(:' En esta equa-

"u-v""“} 1 3 =2

cion se 11a11an las sels constantes 4 , B C E g
G anadidas 4 las mtEgrales mlentras ’la d1ferenc1&1
propuesta es del: quinto 6rden: y para determinar
una desdichas.constantés s como la.segunda. B, por
la-priimera 46 por-cantidades ‘conocidas', se- debe-
ran substituir los valores hallados de d5y,.d4y en
la equacion pfdpﬂesta 'y hecha esta operacion , se
tendrd Aac“dx,4+3ea'x. = datdxAdbdat;
-pof consiguiente deberd, sef chz-— b, de J:londe B_

. Por tanto Ia mtegral de la equacxon diferéncial

. : spui et

B e ?fﬂaxca+=11xr‘+zjx(a+3)xw+4)
e :'_}?_If i , i ; g e .E_. oy
=+ ax3x4xa + + +FI +Gah € o g

EXEMPLO II

£} 5 " "
i :rdf'y
49:. Sea Ia equacmn difercncml ad 43/.__-—-;«-

"__]_l,dxap«-- - _ LG T 1 tabseladlrd
& Hagase dfy—td 2, 5' & mtegrando esta cxpre-
sion sera d‘*y-—ci:r‘*xs tda. 1uego si se subst;-
tuyen”tosr valores de-d' e 4 4y -en? la. equacion
propuesta , se tendra ad:r‘*xS tdz==zxt*dz*4
X bdzy y paﬂ:léndb por'dz4, setd aX S.tdz=
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xt*+b: Iuego dlfer.encxando estq, cquacmn ) S€
tendra atdx-t’ dx+ 2 :cta’t é bien (az—t“) x

1

fdr dE2 oD
d:r.—:zxtdt de donde 1esulta ser —.:-—-: 7 CU-

ya integral es La: =2 . (a=t) = LiA:luego
t=a—F A NG ‘%:.;: pero & y=rd x5 olhego serd
A5 y=adus <P Ax's P d25€ integrando csut
cesivamenite ', ‘se ‘tendran ‘las ‘equaciones ; A4y =
dx % XS. (adz — J VA xx'% da:) =agxdx¥
L) :-‘2"3 I/Ax e¥da ¥ L Bdrt; a3y daldK
“’Kstx:cadx=+3xdx Sl Cdasy dPy =
LEES 2NES a;r"' dx T - VA%t d v BadrCdn)
=-;:—3-ax 3da? —m——- mx-ﬂdi’ + % Bz da?
+Czxdz? +Ed:r“,|dy dx'S(u
S. (—--——-a:r dx— —fox 2 dx-n Bx°d:r+ dex+1?dx)

4 g - — % S 34 :
o az4dz e /Ax dx+ Bx z
’-Cx“d:r +Exdx+Fdx, y ﬁnalmcnte =

VAx sé+ MM Bat

—
—

- @ 5
: cxaws e, sx;xzxs'
+——-Ca:3+lEx +Fx+6‘. Ahora para de--
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terminar el valor. de la constante B por la 4 6 por
las cantidades conocidas, se han de substltmr los -
valores hallados de ‘tas dlferenc{ale’s A5y, d¥y en
la equacion propuesta; y hecha esta operacion, se
tendri a xdx*—za/d)(xﬂdx4+43dx+==
ax e % —-za}/_d)(:ridx‘* + Adx4 G bdx4:

lucgo para que ‘esta equaClon sea idéntica , debers

ser a B_- A-l- b Y por con51gu1ente B= o —‘%’f_ _

- PROPOSICION XIL* "

492.. “La’ equacxon que contlene 1a d"y de di-
mension lineal , y las' 4™ Yy, £y dx constantc
mechadas éntre st de’ qualqﬂmr modo y elevadas
a qualqulera potcstad, se reduce su’;mpre é una
equacion’ dlferencml del” pumel 01den. e
' Supongase d”*’y-—td Ty mtegrando st
d"y=d ok X'S. t dx: 1u&go por medlo de estas subs-
txtumones Ta equacnon transformada’ se podla pal-
tit’ por 1a”d%’] deé modo que quedaia Bl ella la
S.rdz de dimension - lineal, y las variables z, ¢.
Por tanto si se preparajoportunamente dicha equa-
cion: transformada 2. Y se dlferencm se_tendrd una
equacion diferencial del prlmel orden. Que es &:c.

99
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EXEMPLO I

) 3 3 ‘

. 493 Sea la equacion dlfcrencml d?y_ __“_‘dii
bdey?

Tk dx? °

. Hagase d 3 y=tdz 85 J@ mteg;ando esta expre-
s.,.lon serd d7 y=dzx? ><-.$. tdx: luego si se substi-
tuyen los valores de 47y, d8y en la equacion di-
ferencial® -'p-ropue'sta , 'se’tendri dz7 % Sitdx=

x"fi'x"; bt* dxt

S B s é;;. 5 dey dondenresuita" ser S. tdx

=ax42bt?; y diferenciando csta “equacion,
seri td:r=4c:x 3: °da:—2cza:4t 3dt4-2btde,

equacxon dlfefencral del prlmer J6rden;. y sxendo
minar por el método dado (421) el valor de Ia
variable ¢ por la z: lucgo si.se. subsmtu.ye dicho
valm en la expresion 4 Sy= td z2 , por las. sucesi-
vas mtegrales de ella se dcte.rmmara iiltimamente
el valor de la var iable Y pq,r_ la 2z, como se ha, ma-
nifesta__clo en l_a Proposici_on_ X1 y sus Exe_-_r_x_;l_pl__o__s.~._ o

E X E M PLO 1L~
494. Sea la equacmn dlferencmlld"y-—-

SRR B T L R

a‘.mznu?
Clode

Zv:r"tf”"" 2= cx-"'d”'f"}n

+ R -+ Ax2 1T 3 +'&C'
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Higase d"*'y=rtda"+" ; ¢ integrando seri
dty=dxz" X S.t dz: luego substituyendo los valo-
res derd®y; d"* 'y enla equacion propuesta ;. se
tendrd da® RS. tdr=axtidadP4bzx?t2dz?
+cx3c3dz™ + &c. y partiendo por dz™, serd
S.tdr= a:rt+5 22¢® 4 cx3t3 4 &c. cuya dife-
rencial es tdr=aXP.2t +bX D.2%t>4cX
D.z3t3 4 &cilequacion diferencial del primer
6rden, que ficilmente por la substitucion zt=z
se reduce 4 otra , que tiene sus variables sepa-

radas; pues serd ok 'gf’t'? = adz2bzdz43cz>dz

adz

+ &c. y partiendo por z, se tendri .— — =

+2bcfz+3cza?z+ &c.
PR@PQSICION XIII

'495. ' -_T‘c}da'”e'quac'ion que contiene la d”‘y lineal,
y a&érﬁ'a’fs' las=cantidades d”* 'y, d%* %y, mezy
cladas con las «, y dx constante, se reduce siem-
pres una equacioh diferencial .del “ségndo 6rdern;

Hagasc afF y-—-*td:c"“' '; y hecha esta subs-
titucion ,” y la particion por d£™, se hallari 14
8.t dz;igual & una cantidad compuesta de a, dx ,,ct,
dt: luego dlferencmndo se ‘tendra una equacxon
diferencial del segundo 6rden. Que s '&e, 7 ' H2
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"ESCOLIO.

.. 406. Ei referxdo método del Sablo Abate V.
Rlccatl se-extiende 4 las equaciones, que. conties
nen la 4"y lineal |, y las -d"+2y, d"+ 39, d'+4y,
&c. mezcladas con las 2 y 4z constante ; de-modo
que dichas equaciones se reducen 4 las diferencia-
les de los 6rdenes tercero, quarto &c.

S EXEMPLOI
7497+ - Sea la-equacion chfcrencxal d “y = Id;:?
2 ad 2
dz® .

- Hagase d"*+"y=tdxz"*", que tiene la inte-
gral d"y=dz"XS.tdz, y la diferencial 4" +2q
=dtdz"+": luego si se substituyen los valores
de %y, d"**y, d"+*yenla equagion.propueé-

ta, se tendra d:r )(5 td:t-—-xzdx +adx 2. i

paltlendo por dz", serd S.t d:r=xt+ d o cuya
dlferenclal es td:r—xdt+td:r+-———-_ , que se
P equacxon dlferencxal del
segundo orden » que facﬂmente se rednce 4 una

d?e
reduce ﬁ :cdt——f?——
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wanli e Sisely ob Jeigd19ith @
diferencial del primero: pues serd —— =—

de. ?

¢ intégi’ando- Isé tendri "iz- - X Lio=— L- ;{g-;.]'_ L' Aa’x

constante, en qulen L. e=1; por con51gu1ente se-

2 | s o 24
i e* =— ',obxen dt-—-.fldx e"“

EXEMPLO II.:. :
498 Se propone la equacwn dlferencml dtye=s

dn-{-: dﬂ-{-:l?_:
_.d;;..‘- dxars—ks

; Hagase d“"‘ 5 y-ta’x ”'?'_f 4 que tLene la mte-
gral d"y—-d:r xSrdx y la dlferencml d’“‘“
-—-dzdx“"" luego si se substituyen los valores
de d”y d"""‘ ; y J""'“y en la equacmn propues-
) X
ta jse tendré dx”xStdx—xzi:v —:?-“d;jl.-,--:y

partlendo por dz™ 5 ser4. S. td:r.-xt+ d o, lee-

rénciese ahora ‘esta expr’esmn, y se' f.endra t d z=

d d? i 2
-"d-‘-‘"rtd +M, de donde resulta :r..-“
jadid*t 5 A5
— '_ dzus-f ¥ blen el d:r 3 3 ‘z d z d 2 t Cu-ya

integral. es ladtn.—:—éxgdx“-l- Adx . Cons-
tante , 6 bien 3adt? = =2*da* 4+ Adz* , equa-
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cion dlferenmal del segundo orden que facdmen-

te se reduce 4 una diferencial primera : pues seri
Vgaxdt*zixl/(d-— z* )5 cuya-integral se tiey

e por | lo demostrado ( 12.0)

PROPOSICION XIV

499. Hallar la zntegral de las equacnones di-
ferenciales, que tiénen ‘la’ forma z 4y 4 &c.

+(dx+iy+&c IXT +(d*x+d“y+&0)x

v
Y ....+(d”x+d"y+ e )x w +1'_.o,

= il
Ismndq sq numerq 1gual al numem de las va:;nables

X a, &c en cuya.s equacnones todos los . términos
pueden tenex dlstmtqs coeﬁc;entes B dt es constarx—.
te, 7 es funcion de't , 'y siempre’ es 1a misma en
todos: 10Hi§;mmos. y -equacionesy y. 7 es funcion de
t, que.puede ser dlstmta en las dlferentes oy
ciones'dadas. * e el

= Supéngase n el nimere, de, 1a& referidas. .equa-
ciones', 6 de las vauables :c1a y &:c ¥ haganse las

substituciones, 7 ¢ ¢
_d*“’x-—zdz" I dr Iy—-ud‘af- .
df-az=dger-a | dr-sy="udit-s
RS Pt L i Ikt Lol il S

3@k oW et = Fe e
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luego las equaciones propuestas ‘se transformarin
en . atras '“cuy'o nﬁmero ?1-4- n‘x(‘z --:'1') ' qu'e‘
%3 u‘ w't, _&c. y sus dlferencmles pnmeras._ Ahom :
se multiplicarin las equaciones: que han resultado
por rcoeficientes' indeterminados segun »€1. método
dado. {425») -y -¢e:harin-las imismas! oPeracxones pa-
ra determinar las-integrales..Que es: &oq:

EXEMPLOLj;ﬂ

590. & Scan las dos: €quaciones: dlferenc:iales ad"y
-}—ad'yd.q e Zild— 2 edrde S :F-’dt“q' == i dg'y
tedydt Ffd%z 4 gdadtd(hy+T) R = =0,
en quien, La(T cxpresa qualqmem fungion de la “va-

s Ilﬂhlf{ \t. ot et 1 1 7 b7 \ ¥ -wfv-i.".':\‘- e (s 8] i Ty KRR

Haganse 135 Substif:ummles}dy =zdt;d :xi-—- vdts
y dxferencmndo estas equaciones en la suposicion
de 144 ¢ constante , s¢ tendrin 4% y=dzdt, d%x
=duvdt. Substxtuyanse ahora:los. valores de Ias di-
ferénciales” dj/ ,dzy d%y, d%% en" las eq}uacuﬁnes
propuestas; y se tendranslas dzide - azdi® 4 bdvir
dévde? deadt® =g, dzdt Yezdt® ¢ fdvde
HAgvdt> by +T)'X de? =05 § partiéndolas
~‘pordiy resultarin-las 'dze-a 2de 4B dv S v dt

+:rdt o, dz+ezdr+fdv+gvdt+(lzy+1') X

W=y , siendo por las sreferidas SlletltllClDIleS


http://valores.de
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dy—=zdt=o0,dz=vdt=0 ycuyas quatro equa-
ciones serpodrin; intggral_'; por medio: de .los ‘coefis
cientes -indeterminados. Multipliquense ; pues;-la
primera por iy la fercera porn;, vy la“quarta’ ‘por
P y simensetodas;:y:s¢ tendrid la equacion (.4)
(m 41 )X diz4 (bm—f ) Xdivitmndy Hopdg
(22X (miae=n) ~i(mcg = p) Xv=bmz =Ty +T) X
dt = 0. Supdbungase ahora.que-la cantidad (ima+e—n) X
z4(me+g=p)Xv+mz-hy es multiplice de
la (m+41) Xz-l—(bm-!-f) Xv+4ny+pz, de mo-
dotque 'séa(CB) (maios=n) X 2pi(me+g-~=p) X
vk mxAly = ()X Rz (bn4f) X R
“4nRy+pRBax;y porilacomparacion de ‘sus res
pectivos térininos se tendrdn las quatroequaciones
ma4e—n=(m+41) X R, mc +g—p = (bm+1) X'R,
fi=nRi,m= p,R -querseisredircirdn °4 Jas tres si-

_ouxentes (C) mcz+e—rz-—-(m+1)x~—_; mc+g

ﬁ -.% ¢ B T ORI S —"

'_-p—-(bm+f)xﬂ-, - y por medxo de

éstas se determmaran quatfo valores de cada una
de las cantidades.m ,.n ;. p ,.y. se llamarin por abre-
-viag; m,,mf, m c.,umL”, 1y 7 4 rz”, w3050y plt,

: p”’ Por tanto'si: se- substltuye en'la: equacmn B

‘en lugat de & su Yﬁl‘?{.f;?\.s-e ?‘?n._df@. (M ,'!'_"-.-"'f._-?‘;),x
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z+(mc+g P)Xv+m:r+ﬁy=;§'lx .

(zx@rkn+(5m+f)Xv+ﬂy+px) y tha-
ciendo ()i (m41) Xz (bm+[f)Xutny+pe
=u, se tendri-(m4 1) Xdzt(bm+f) X dv
o mfy = p dr=du: luego la equacmn A se trans« '

formara en 13 (F) du+—udt+1'dt—o, cuya

mtegral se: tiche por: o demostrados Es evidente
que los otros tres valores de las cantidades m, u, p,

daran las tres equacxones d y'- + = 'd ¢ + T d t = 0,_

-du”+ ~—-u”a’t -l- Tdt _..-o du’”+-—u’”dt

.Hl'

+ Tde =0, y dlas ottas| t1es (G)(m'4+1)X 2z
4 (bm' +f) Xvtn'ydpta=ul(m!'4+1)X 2
F (b ) Rotn yplle=u'y (w4 1) X
ze(bm'"'F )X vdn'"y4p' x=u"". Por
tanto por la equacion F.y las tressiguientes se de-
terminaran los. valorgs;.;dgz_\_u--pénj &, y;-..p.org_-_l;a,s_-_:éq.uaa
ciones: B y G -se¢determindrin del mismo rmodo
los valores de z, v, 244 luego se tienen, los Va=
lores. de Ias variables z.,'y porla.z,

3

E X E M*P L O L b en il ;-:':

(ST

oy e , i
- [ f il

501. . Se preponej la equacmn d3y + a d 2 y d t

e
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+bdyde® +cy .cfft3 +7dt3 =o, en qulen la can-
tidad 7' es qualqmera funcion de la ¢

“(Higanke: lastsubstitaciones 'd®y ,—*a! drf iy ==
:a.zi.-_f t lluego diférenciandb westast equaciones <dnicla
suposidionide 1a 4 constante ;. sei tendri>d 3y =
dxdit®;: 42 ys=mdzdt piperopor la-primera substi~
tucion es 4 ’y_, =2 d:? 5 luego serd dzdt =zde?,
& JondTesutea ser d sz dt. Pcir tanto sien la -
equacion propubstazseisubstituyen los' valdres de
las diferenciales @3y d? y3:dy., se tendriolacdrde®
+axdz 3+\qu.¢ 3}:}- ::ydc 34 7dt3=0;y par- .
fiendo por gLy , sera fx+(ax+ﬁz+cy+T)x
dt =o; 51pero dy—-z dt, dg—xdz luego valdxan
as tres equaciones sxgmentes i
drd-(avr+bz4cy +T)xdt=bo,
md\y‘-—mzdt_—o wdze=nrdt=oy [ 4w
én (quienes’m y: n-son“cantidades que ‘se- han Ide
determinars Simense ahora las referidas tres equa-
ciones ; y'se tendrd (4) dx+mdy+ndz
F (X (a=n) + (b=m)xXz4+cy+T) Xdt=0.
Supéngase:la cantidad (a=7n)Xa 4 (b —m) Xz
Hcy igual 4 un muliplice de’ la® a4-my Y nz,
esto es, (a—n)¥X &' (be=m) X'z ¥ cy =Rz
+ BRmy + Rnzsy f:Lsi:;:,T equacion sera efectivamen-
te idéntica, si se establecen las tres equaciones, es
a sabm ‘b p== Ry betj=="Rn'y 0= Rm, de don-
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de resultan las dos (B) b—m=(a—n) Xn, c¢=
(a—"n) X m. Por tanto serd (a—n) X 24 (b—m) X
z+cy=(a—n)X(x+my+nz). Higase ahora
(C) z+my+nz=u;y diferenciando esta equa-
cion, se tendri c!x+rf\2dy+ndz=du : luego in-
troduciendo las u, du en la equacion 4, resultari
(E)du+(a—n) Xudt+4Tdt=o0, cuya integral
se tiene por'lo demostrado. Y respecto a4 que las
cantidades m, n tienen tres valores que resultan de
1as equaciones B , la u tendra igualmente tres. va-
lores ; y se expresarin, por abreviar, con las letras
m,m',m" , nyn',n',u,u', u': luego las equa-
ciones C, E serdn las siguientes,
xdmy4nz=u du = (a=—n YXu dt+Tdt =0
x4+mynz=u du' A(a=n')Xu' dt4+Tdt =0
x+m'yda"z=uv"" | (a—n")X"dt +Tdt =0,
de suerte que por medio de las segundas equacio-
nes se determinardn los valores de u por ¢, y por
las tres primeras se tendrdn igualmente los valores
de z, z, y; por consiguiente resultard el valor de
y por ¢,
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