
(273) 
¿ta de dicha ̂ iibtangente finita. Que es &c. 

297. Sea la Espiral Hiperbólica C D G N , cuya 
equacion es uyí=r'Í i si se suponen , b un arco 
constante t JR^áelcírculo ^ p 4 descripto con el 
3:adio;C^==r; -U-:ordenada CG=sy , y qualqukr 
arco ^ 1 ? = « contado? desde el punto üxo A hasta 
el punto, donde la ordenada corta la circunferen­
cia del circulo. JFẑ . 72. : ;! ; : o ís 

.rr Siendo uy ==rf>i. será diferenciando uX — 4y 

~%-y du = Í? , de donde = = - ^ - ; pero (217) 

en las curvas referidas á los focus es dx ~ - ~ r - , ó 
m , rAx r 1 , r¿x rhdy - Icly 
b ien— = du: luego sera — r , y d x = — \ 
por consiguiente dx :dy = h:y: luego supuesta j 
infinita, será ^ír = £?. La ordenada y es infinita, 
quando sea el arco AFs==u.= o, y en este caso la 
ordenada C G coincide con la recta C M que pasa 
por el punto Para determinar , si la recta C M 
es asíntota de la curva, ó bien otra recta parale­
la á C J f , bállesé el valor dé la -subtangente 

y por ser ^ = = ^ - , s e r á - ^ ~ = ¿ : luego tirada 

mm 



) 
la recta £ M =s=¿ perpendicular á CMí, y por él 
punto i? tirada .E1^ paralela i ^ i l f , será la recta 
^iV" asíntota de la curva. 

; . P R O P O S I C I O N , x i l Y . 

298* Determinar ; si una ciirvá referida at éxe 
d diámetro tiene algún puntó singular™en el qüáí 
la curvatura sea diferente de la dél'circulo» 2%. 73«* 

La equacion á qiialquiera curva referida 
al exe ó diámetro ¿ÍG seaf ==K a:v en íá qual F¿ 
fnciica tó fttnciorr de la abscisa á:== 5-que cor» 
Responde ,á la ordenada ^ J ^ ^ j » Si en dicha fun­
ción se substituye en lugar de x , será 

«y .̂c^ jueg¿. atímentáda ía abscisa 

j í B = x en el elemento jBh = dxy y tirada la or­
denada »̂2 que llamo y , será / = ^ ( ^ + ¿/0:) 

8cc* en la qual serie los términos primero ̂  segun­
do, tercero, quarto, &Cc cóiréspondéñ á los dé la 
serie 3/, tiy, i a y, y , &ct esto es, y= 'F . o:, ¿fy 
= ¿ a r X F l . x , i * y ^ d x ^ x F ' ^ . d ^ ^ d x ^ X-F™.^ 
^ aá sucesivamtete* Y tirando las r e c t a s M í g 



(*75) 
tangente á la curva en el punto J f , y M E para­
lela al diámetro A G , se tendrá que el primer 
miembra^y de la referida equacion es igual á h E 
- t - E Q + Q m , y que la suma de los dos primeros 
términos del segundo miembro es igual á b E + E Q : 
luego la parte evanecénte Qm comprehendida en-
ftre la tangente y la curva será igual al-tercer tér-

tnino -———— de la referida serie con todos los 
- - • • - 2. 
demás. Ahora si la equacion y = F . x es al circulo, 
como jP. x = J^ i 2 a x — x1) , se hallará que en el 
tercer término de la referida serie la cantidad F7",̂  
es finita; por consiguiente dicha parte evanecente 
comprehendida entré la tangente y la periferia es 
infinitésima del segundo orden , lo qual también se 
ha demostrado con otro método { 22 ) . Por tanto 
si en unalcurva dada la cantidad JP77. a: es finita res­
pecto á un punto determinado r la curvatura en 
este no será diferente de la del circulo; pero si 
Fv'.xs=zo, ó JP". x == 00 , ó bien í/aj==í?, 05̂ 3/2=200 , 
respecto á un punto determinado en la curvaen­
tonces la curvatura en dicho punto será diferente 
de la del círculo, y el punto será singular en la 
curva. Que es &c. ^ 



C O R O L A R I O * 

299. Luego pára determinar en una curva dar 
da ^ MiV referida: ál diámetro el punto'ilf d^ 
inflexión visible, en donde la curva de cóncava pa­
sa á ser convexa al diámetro, ó al contrario (-Fig* 
74. )^ d bien el punto i l ^ de regreso 75»;)^ sje 
hallará la diferencial segunda de la equacion á la 
curva en la hipótesis de constante ; después se 
determinará el valor de ¿¿ay, el qual se supondrá 
Igual á cero ó al infinito| y por medio de ta equa*-
cion que resulta, j de la equacion dada, se ha­
llarán las coordenadas ¿ÍB y ^ikT correspondienr 
tes al punto de inflexión ó de regreso* 

E X E M P L O w 

300* Sea la cmvz ui'MN la Concoide de Nir 
.t 'i v , Cu.'l̂ tD - f - a c á ; - " — a : " ^ 

comedes, cuya equacion es y = .. ; •—A _ — 
si se suponen G J Í=G J? = a'rGJS=: o:, j E M = 3?. 
F$g.f&¿ 

oiendo y = — —— , sera también 

y = — — : luego diíerencia-ndo sera ay= 

' ^ diferenciaBdo de nuevo en la hipó-



tóisüe ^constante, será d*y 

'i^uM\otMyM se supone; i a ^ == 4,(;seíiteridrá 
ecuación sjz~~2>a ^x.z^.a'2 ^ 3 ==o, de-dórMe 
a: 3.4. 3 ^ ^ — 2 ¿z 3 = o; euyas raices son ^ 5= M¿2 
+ / / ( 3 f a ) | ^ ^m/^C^^aJji ^ = - ^ Tq-
máda la áBscisa G'É-=x>=s~~ a H- 3 ^ a ) , se há« 
liará por la equacion a la curva la ordenada, i5 M 

^ * * > « - ^ + ™ ^ ' » üedará deter. 
- ^ rj ría ^+VU^¿) • J •• ^.á» 

minado el punto de la inflexión. El segundo va­
lor de la x da la ordenada y imaginaria, y por 
consiguiente no sirve. En fin el tercer valor de la 
& da el. punto -P. del. regreso» 

^ P R O P O S I C I O N X L T . 

Si en qualquiera curva Á C D referida al 
exe ó diámetro ^ í? son las rectas C (2, Z) (2per^ 
pendiculares á las respectivas tangentes TC K , Y D 
en los puntos X) del contacto, y sij consideran­
do el ángulo C Q D evaneeente, coincide el arco 
evanecente C D con él descripto con el radio QC; 
determinar la expresión diferencial de la recta QC 
que se llama Radio del ósculo, y el círculo des­
cripto con este radio se dice Circulo osculador«. 



. Tírense las féqtas f ísto es, ^ perpendicalac 
á la tangente J^ jT, las ordenadas y D R , y 

ipor el punto^ la M^5"para,lelá;rá l ^ d . cLlámense^ 
: A L ~ x , Itéedy^ ̂ A&sSfiSf T ^ ^ dzi y serán, 

la tangente T C ^ Í K ^ ' — z ^ ^ XrU subtangente 

X t ó ^ ' ^ i y T finalmente T f e i g 

V ^ ^ ^ ^ ^ V 1 * en la supo^ 
sicion que ¿fo , ¿fy sean variables. , < , 

IO. Si la curva 2? se refiere al exe 
C i % . 77. ) , serán los triángulos Y É T / M S I ) se-
tnejantes., y en ellos proporcionales los ladoses­
to es, M P ^ W S ^ T T r T X y ó h'wn mj: dy = dz% 

'TZ^y ^QÍ tonú^aiexiU T Z ^ - Í J ^ Í En el qua-
idrilátero ^ ^ i T P , que tiene rectos los ángulcís 
QCK^ QD JC, será la suma de los ángulos ^ A 
í/^Ti^ igual é dos rectos; pero la suma de los án­
gulos Z^T^CiTZ) es también igual á dos rbctos: 
luego será C Q D + CKD = Z K T + C K D , y qni-
tado el común ángulo C iTi ) v sé tendrá .el ángulo 
ZKT—C Q D ; ŷ  siendo además los ángulos ZY 
QD C ¡guales por rectos , sérán semejantes los 
triángulos K Z 2 \ CQD, y en ellos proporcionales 
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tó^tío/; ^sto. es v T Z i KT=*C D : C Q , ó shimi 

etj rliigai: 4f / 2 su valor Iiallado. aateŝ  j e ;tf ndrá¡. 

4 íadio. del ósculo f Q ^ ^ j ^ ^ r • . ; ^b 

2.0 Si la c i t r ^ ^ f i ^ - V e ^ f i f e i ^ ^ ^ ^ ^ . ^ f c 
diámetro J G f báxese la perpend^ul^r á la 
I f y llámese b el ángulo formado por las coor-

denadasi A L ^ L C v r s ^ J j E = = -t ; luegoi 

con el método expresado en él caso anterior por 
medib de las - proporciones r̂ estO; es v : 2> & 
^ r T i T Z t T Z i K T ^ C I t i C & s Q hallará ser el rar 

dio del Ósculo CQ = ^ > < 7 p é j n ^ * QU{res 

."-302. Baxada'Tá perpendicular Q~N~l Fig» 77.). 
á la ordenada prolongada , será,CJP: CL==VQi 
C N * y dando los valores correspondientes á los 
tres primeros términos de dicha propdrcíoxi > se 

tendrá. (270 ) r y ^ T ^ f T I T ^ r A ^ L J P ^ 

consiguiente. será C N = '¿^^¿¡¿xj' • '-Tambieri 



^ i r ía ¿semejanza dt; lo¿ t r i á n g i á o s - F ^ C N f a l 

L =zCQ : Q N , esto e s , ^ . - ^ ¿ 

d y d ' x - d x d ' f 1 Q ̂ r = J ^ r ^ d l d ^ • Por ^nto que­
dan determiñadas las formulas iie tas rec^ y* 
C ^ ,que se suekn llamar Corradios» ^ . 

5.! : \ . . . ¿ o g Ó L Á k í 0 ^ i ^ - -"^ ' ' ^ 

303. Tiradas las perpendiculares, C B al diá­
metro A G (Fig. j % . ) , Y QP i dicha prolon­
gada , serl£^^^ ) QP 

r d x - C c p ^ P ==—7-= luego sera r ^ f M - i 

Sc.hxy ' fdss ' Qp (rdx~~Cc.l»<dy')xds* 
. r, tr'' Sc.Dx{d-yd*x~£s/i*X} ' _t,'^" r?(dyd*#~d%d2y^ * 

También por la semejanza de los triángulos CBB7 
y CPQ será C B : { F B = C p : Q P r p s p es, ~ L : 

rdx Cc.hxdy 'rx^dyd*x—djcd*yf' ^ dyd?x~dxd*y* 
Si se prolonga lá ordenada C L hasta encontrar la 

e n s e r á n los triángulos C L B , C ^ P se­
mejantes, y en ellos proporciónales los lados £ i?: 

r)t(dyd*x^-dxd*y¡) 

CH=zsZÍKÍdyd'x.dId-f) : Amblen por la semejanza 



(281) 

de los mismos triángulos será C L : L B = Cfí: MP7 

esto es, r : Ce» h s= ^—-—¿7^7—^- : H P = 
Cc.'bx(rdx-~-Cc.í>xd'y)xds:t ..... j r^y, , ^ 

r s X c d y d ^ h ^ T ^ r restada ^ de QP, se 
tendrá la expresión diferencial de QH, 

C O R O L A R I O Í I I . 

304. Si se supone dx constante , será en las cur­
vas referidas á los exes ( Fig, 77,) el radio del óscu­
lo C Q = — f j ^ , y los corradios <:iV== - - ^ j , 

g7V=— d̂xd̂ f ' Pero en âs curvas referidas á los 

diámetros 78.) será el radio del ósculo CQ==z 
rxds3 s* n (rdxr̂ Cc.hxd̂ xdŝ  TÍ n 

Sc.bxdxd*y •>' ^ rdxd*y " * 1 
: dyeLs* * rr (rdx—Cc.hxd̂ xds* 
^ dxd*y *> C H — — Sc.bxd̂ d*̂  ' 

E S C O L I O . 
305. Si la curva J C D se refiere al exe 'AG., se 

determinará el radio del ósculo CQ ( i^g. 79.) P01' 
medio de las fórmulas siguientes, que evitan las 
diferenciales segundas. Suponiendo, pues, la cons-̂  
truccioñ de la Figura , y las denominaciones ante­
riores , tómese C B s s a ; desde el punto B báxese la 

. nn . 



(282) 
perpendicular B N á C Q r y por el punto h tírese 
la recfcaji £! perpendicular á J^C: en ñ*1 nómbrese 
CN=-z:% y será Nn = dz.. Pbr ser los. ángulos 
Q C D iguales por rectos r sera él ángulo ^C-M 
«=. D Cs i pero los ángulos en N y s son iguales por 
rectos: luegô  serán semejantes los. triángulos MWC¡¡. 
C s D \ y en ellos proporcionales los lados , es­
to es „ D s:: DC==BN: C B 'r y por ser el triángu­
lo bNn semejante al triángulo n E Q ó bien al 
triángulo C D Q , será D C : Nn — C Q i b N ó bierí 
B'N:: luego: por igualdad perturbada será, j9¿:i iV^ 
= C Q : C B ^ es:to> es:r dy :; dz—CQ :ar_ y por con­
siguiente, el radio del ósculo C Q^^~~* Finalmen­
te por la semejanza de los triángulos D s Cr C N B 
será C IX 'i C s — C B z C N ^ QSÍOÍ es ,. ds:itdx.=~a : z 

s= — j — , y por medio de esta expresión fácilmente 

se determinará el valor de la variable z,. 
Para determinar las expresionés de los corradios 

C S r S Q r adviértase que; por la semejanza de los 
triángulos C N B \ , C SQ son proporcionales, los la­
dos * esto esy, C:B i C N — C Q i C S , } C B i3It=s-CQ: 

5 : lúe20? serán a: 1 z —r— : C S s= - i - ^ - V ^ : 



( ^ 3 ) 

E X E M P L O L 

Sea la eurvawí^I) la Parábola Apolonia-
m leferida al exe AG^ cuya equacion es y'1 = 2axy 
sí se suponen las coordenadas A L ~ x ^ LC±=y-;j 
€l parámÉtro = 2 ¿z. Fig^ ¿¡J* 

Diferenciando la equacion propuesta, se terb-
dxá 2.y d y = 2 ¿ i d x i ó bien ydy = adxj y si esta 
equacion se diferencia en la suposición de dx cons­
tante y dy -variable, será iíy a + y i a y = o ; de don­
de resulta ser i ay = — p e r o dx^——, y 
i s — . — — ( 2 2 3 ) : luego sera - - ^ j o 

bien €Í radio del ósculo Q C ^ ^ - • 

, de donde resulta la proporción , es« 

to es, ^a :ya + ^a = /^íy12-I-^a):CQ. Siendo 
en la Parábola la subnormal & mitad del pa­
rámetro r será C F = f l y * + a* ) : luego será 
( i : ( C F ) ^ C F : CQ; pero (XF)a. : 
= L F : T F : luego será L F : T F — C F : CQ, es­
to esj, el radio del ósculo será el quarto tér­
mino proporcional á las rectas XJP, Ti?, Ci7. 



Ahora si se substituyen los referidos valores de 
dsSi d*y •> dx en las fórmulas de los corradios, se 

tendrán CiV=— -jr—= - / . V—— :^-^--'=ss 

aa , i¿iV . «a* " 

En la fórmala z = - ~ - , substituyanse los valo­

res de dx̂  ds,. esto es. d x . = r d s = Ü ¿ k ^ ± ± ) 

y sera, z ^ y dy: ua = vCy4a.y : luego 

diferenciando se tendrá dz = a dy ^ ^ -

^9.) el radio del ósculo C í J ^ " ^ " : l^É0 ser? 

. Í C « a < í y : _ £ ! á L - . ¿ ^ ! ¿ . AhMa-si se 

^ide challar los valores de los; cor radios por medio 

ét respectivas'fófmülás, se tiéndrán .̂5== " ¿ j - ^ 



USO 

Por tanto si en la expresión hallada del radio 
del ósculo para qualquiera punto de la Parábola 
Apoloniana se substituye y = 0, se tendrá el ra­
dio del ósculo perteneciente aF punto A vértice 
primario de la misma curva igual a a , esto es, igual 
á la mitad del parámetro, - , 

E X E M P L O I L 

307. Sea la curva A C D una Elipse ó una Hipér­
bola referida á los exes, á quienes pertenece la equa-

cion y = — „X / ^ 2 ^ =p ̂ a) , siendo el exe trans­
verso igual á 2Í2, el conjugado igual a 2^ , la abs­
cisa A L — x, y A ordenada L C = y. jF%. 77., 

Diferenciando la equación propuesta, será ¿fy 
í adx'^xdx . L - — ̂ ,-• 6 

^ >< " v ^ E ^ J ' Y S1 esta eq«acion se diferen­
cia en la suposición de constante y dy variable, 
se tendrá i a y = — — — pero (220) d$ 

(lax^x11)* 
ezzVfdx'1 1 y . y ^ ^ ^ a X ( 2 ^ ^ a : a ) 4 - P X ( ^ a : ) a ) , 



(2S6) 

•luego será — ó bien el radío del ósculo 

ro (iyoXIa normal C P = z ~ ¿ == ^ / ( ^ X ^ ^ ^ ) 

+ ^a X ( ^ ^ ^ ) * ) ; luego seM el íádio áel óscu-

lo C Q =g ^ • Por tanto en el vértice A , en 

donde es a; = a v será dicho radio igual á - j • 

Finalmente serán los córradios, C N ^ : ^ . ^ — ^ 

^ X ( 2 ^ q h ^ ) ' " ( ^ q z ^ ) ! 

g ^ ^ ^ ^ l , 1 X ^ É ^ x 
> axa y a -vizax-t-x ) 

d x ^ X i ^ y . ^ a x ^ x ^ b ^ i a ^ x Y ) . ^ dxX-hadx* 
; a*x(zax-,xr) ' ( ^ ^ ) ! 



( ^ 7 ) 

E X E M P L O I I L 

í 3bg:, .Si la recta ^ £ es tangente al círculo A T T 
én el punto A y J este círculo se hace rodar so-
i ré la recta AGy el punto ^ tomado fixo erv la 
circunferencia de dicho círculo describirá lá cur-, 
va f̂C6? que se llama Cicloide, cuyo radio del ós­
culo se pide determinar* 8o y 81, 

Considérese que dicho' cirtulo ( Fig. 8o. ) ha 
pasado k la posición X F Z i , y el referido^ punto 
áZ>> y se tendrá la recta igual al arco D X 
por haberse aplicado todos los puntok de este ar­
co á los de dicha recta asimismo considérese que 
dicho circulo ha pasado a la posición: ^ ^ C , y 
el referido' punto A z C\ de modo que el diáme­
tro ¿CP sea perpendicular á AG Y j tendrá la 
recta igual á la semieireunferencia BEC^ j i 
la curva J l C será la mitad de la cicloide A C G * 
Tírense las rectasesto es , D\F perpendicular ai 
diámetro SC, las cuerdas I ) X j B . B e l diá­
metro X Z al punto del contacto X \ de donde re­
sulta ser X Z perpendicular á ̂ 6? rluego^ en el reci 
tángulo X F será 3 X ~ B F ' , y por ser los semi­
círculos X D Z r B E C iguales,, serán también igua» 
les las ordenadas D J , EF? por consiguiente la 
cuerda D X = E B , y el arco J ) X ~ B E \ y B E 



(488)) 
c=zJF=zBX', pero hL:xtQte A B z = B E C , y la rec­
ta A X = D X 6 igual al arco ^ J^ : luego será 
ólbien ^^ lgdaL ái arctí í / ^ ,!qué es lá propiedad 
principal de la cicloide. J ^ í ^ 
i: i Ahora si se suporieñ (Fíg. 8 1 . ) las coordenadas Ci? 
!=^, FD=¿y, y el radio CÍ2=r , por ser el arco C E 
ss=ED por la propiedad de la curva, será y s=CE 

irenciando esta eqüacion , se tendrá ( J Í ) , d y s=s 

^(ir x)xdx ^ donde resulta ser dy::d,x*=¡ 

V( 2 r # —- ir*) : x : luego supuesta la recta'iMf tan­
gente á la curva en el punto D , será ;la ordenada 
D F á la subtangente F M como E F k F C ), por 
consiguiente la tangente DM. es paralela á la cuer­
da EC'. y diferenciando la equacion ( ^ ) en la su-

posición íé dx constante, será d̂ y =~~ - ' . '-—— 

y.ipor ser (220 ) ds — jS'Jx1 ^4$%) será = 

y , | | a « 4 fe^ff ) v de dónde ds 3 

s= — : luego sera — •V^y-o bien el ra-
3-1 *5 -: 

, /̂ . . u rJzry idx . ?. . .• ,.>r 
dio del ósculo Z/ C ̂ 55 — - - y - : ^a:X 



{ 0 ^ 

^ ~ - I T - == 2 X ^ ^ r x (a r^ ^ ) t esto es, 

el rádib cléllósculo;LKiJ igual al duplo de,xlál cuer­
da B B i pero la tangente ? I ) itíf. es paralela á la 
cuerda ^ yvtos ánguloá QP S EC ŝ n igüa-
les por rectos: luego será también el radio del 
ósculo BQ paralelo á la cuerda Selníiere ,q.uc; 
el radio del ósculo en el punto C, en^prKie es 
« = o, será igual á 4/'; por consiguiente prolon­
gado el diámetro. ^ ^ ,,0hasta -^ue. sea ^ ^f== 
$erá la jecta jíTC el ̂ adio deli:<%culp pertenede^ 

al punto C. También por ser ds = ü V — = 

/ ^ 2 X ¿ í r , será Í SS / ^ T I X ^^ : á =~2//2.rxy 
esto es, el arco CZ? de la cicloide duplo de la 
cuerda C j?.; por consiguiente la sémícicloide 
será dupla del diámetro C ¿ del círculo. i? 

P R O P O S I G i O N X L V I . 

3 0 9 . Si en qualquiera curva Ĵ CJD referida al 
focus i? son las rectas CQ^ I>Q pér|)endifeulareá á 
las respectivas tangentes TC^ Z J ) en los puntos 
C y D del contacto, y si cónsidérándo el ángulo 
^Q/> evaneCente, coincide el arco evanecente-Ci> 
con ét deseripto conrel radio QC ; determinar la 
expresión diferencial del radio del ósculo QC, Fig.%2.. 

00 



^ Tír^nse. orderiadas x FJD 5 con el radio 
F'C descríliasé el arcó évaríecenté Cm ; y desde eT 
focus if'.báxepse las'perpendiculares , F M á 'CQ j 
y F t i ' D Q / L l ñ m i n s e . F C ^ y , Cmí==:'dx^B€=^ 
CMxsz'i y serán $ JDm = dy,CD = ds ̂  y Mii==idz. 
Siendo , pues ,"íos ángulos QC'D i FCní ígtíales^ 
por rectos, será también el ángulo mCD = FCMi 
péro! losf:ángülos en M y w son iguales por^réctbsf 
luego los triángülóá F-M5^ ,'CmD séráh séníejantes^ 
y %n ellos propbrcionales los lados ^ esto es ^ FC% 
FM== CD : D m\ iptYO ^ Q T SQT el trMrigulb FuM-
semejante, al triángulo ;Qu t ó bien 4á QCDy. sera 
FM;:: Mu = Q C: C D1 luego por igualdad pertur­
bada se ra -FC-: Mu—QCiD niy esto es, y: "dz ==z QCt 
dy ^ de dónde resulta ser % l radio- del ósculo QC 

= Finalmente por la semejanza de ios trián­
gulos FMC^ CmD>^TÍFC:qM==CDt:Cmy es­
to es, 3':2 = i í : i a ; ; por consiguiente se tendrá 

z = — ( ¿ u e . es &e. 

, _ . C O R O L A R I O . 

310.1 Desde el centro Q del circüto ósculadoi? 
baxada la perpendicular (JiV á la ordenada C i? 
prolongada ^ si es necesario, se tendrán los trian» 



gulos (JiV'C v-FMAsemejantes,.y en ellos, propor­
cionales los lados, esto es , QV: CN=== CF: C M , 

Í l C : Q N = C F : F M : \nogo .y:z ~ ^ : C N j y i 

;JJ^^^.0^) -a M L ^ Ñ ; por consiguiente .serán 

los.corradios v:£ JS,~?i —¿^, (¿iv == — - ^ r z r r ^Le i i 

cuyas expresiones es ^ S F - ^ - v como sé 'ha áÍQhox 
antes ( 3 0 9 ) . 

E S C O L I O * 

3 1 1 » Se ha demostrado antes ser el radio del 

ósculo Q 0 = , y 2 = 3 J si se spide excluir 

ía ¿fe de la expresión de dicho radio, se diferen­

ciará la equacion 2: = - ^ - ^ y el valor correspon­

diente á ¿fe se substituir! ^ í o p ^ ^ ^ ^ r& QC. 

Por tanto si se diferenciaí la equaeion ^ ==-^^, ~en 

la suposición de d x , d s variables .,, será d:z == 

——iipero. ( 2 2 0 ) é ^ ( ^ k ^ y ^ 

, . r ^ j ,4- ^xd^x^dyd^ 'V>' " , , 
y diierenciando ¡i ^ : : : luego sera -¿fe 

file:///nogo


. (292) 

~~ — • ; y substituí 

yenda en eí segunda término en lugar de ds* m 
Talór d'x a 4. d y "2, \ se tendrá dz = 

dydxds*+ydA*dy*~~íyd£dyd*.y " " . " > • r 

- ¿ J "" ' ' y > Por' táUto ;será Q C ^ 

dxds^* yd*xdy—ydxday *' ' dxds* + yd*xdy~~ydxd:iy * 

/-»-¡ir ydyds* 0.. , 

coestante,; las fórmulas anteriores del radio y de 
los Gorralios y tendrán eFdenominaddr dxús* 
~~ydxd*y* 

E X E M P L O e 

312» Sea ía curva B C D la Espiral de Archi-
inedescuya équacíórí es y = , Éig* 82* 

. ©if^^eiátidd ía1 é^uaciori propiuesta , será dy 

= 5 pero ( 217 ) en las curvas referidas á los 

focüs es & ==í--^^^ de dónde ^M === : luego sé-

rá dy =.r——% y por consiguiente d x ^ ^ i r » Se ha 

demostfado (2^6) que en lia curva propuesta es 



(293) , 

llamada— =w* . Por tanto si se substituyen los 

valores hallados de iic , en la fórmula ^— ss 
¿¿i 2, 

se tendrá , = : Z x ^ + ^ — ^ 
y'*dy-\-2m'2'ydy A 

y diferenciando sera dz = ^ ¿ ^ - f - : luego 

s e r á - ^ ó bien el radio del ósculo CQ^zydf*, 

2 l É ± ^ A ^ £ ^ , y si los valores halla-

dos de 2 , dzc se. substituyen en las expresiones 

--¿~~-> 2% ' se tendrán los valores de los 

corradios de la curva propuesta, esto es, CN=s 
y3̂ y y1dy-\-2m'2ydy yxCya4»^) 

P R O P O S I C I O N X L T I L -

313, Bada la curva A M N referida al exe AG, 
determinar la equacion á la Evoluta 52', esto es. 



a la curva que pasa por los centros .P de los infi­
nitos círculos oscúladores á la curva dada. Fig, S .̂ 
p. Desde qualquier centro P7- báxese la'perpendi­
cular P" i? al exe AG, j tírese la recta iP̂ 'Q per­
pendicular á lá ordenada ^"'-S prolongada. Sien­
do, pues, la abscisa 4B~&-> 7;la ordenada BMm 

, se tendrá Iár'equacióh entre las" coordenadas 
x , y, y por J se determinaran (-30:2 , 3 0 4 l o s 
valores de los corradios Mf" Qy PlfQ. Llámense, la 
5ahscisa de la evolutaf^íestpr es, %4U^z^ y"la orde-
n'ada i? P'7 === ?¿; y se tendrán las equacioneá z=^x. 
^ Q P " ^ u ^ M " ' . Q ~ y t Ahów si por medió dc'es-
tas dos equaciones, y de la equacion á. .la curva 

; dada , se despejan las cantidades' #, J , ^qriedará ;|a 
equacion entre las coordenadas; s ^ . u . . . . 1̂  evoluta 
ST, Que es' &c. ' ' - ' "' "!1 f " • "r" ' r 

^ ^ 1 5 C O R Ó L Aí R I Ó I V " ?0iL'rro 

3Í4. Se infiiere que el radio del ósculo es Igual 
al arco.de la evoluta que le corresponde, ó difie-

4 fe de él erí una cantidad constante : pues, P!liM't 
es igual á la suma última de las cuerdas evanecen-
tes SP + P P' 4- &:c. H- ̂ 5 ; y siendo la suma úl­
tima de dichas cuerdas igual al arco SP P", será 
el radio P^ilf" = SPP,f ^ AS. Si en el punto A 
el radiofdel 'ósculo fuere cero , esto es, AS-=o^ 

http://arco.de


( m ) 
seria el radio del o s ^ 

G OR Oll* ̂  K i m I J . 

, ^15, Luego si la curva dftfNjs* algébrica, su = 
evoluta 5 r será también algébrica ., y se podrá 
rectificar, . ( 

E S C O L I O . 
316. Si un hilo bien extenso se envuelve en 

1^5Pr, siendo la p a r t e é tangente á la curva ST en 
el punto 5, y se aparta dicho hilo de la posición 
.^5P r sucesivamente por su extremo el pun­
to describirá la curva A M N que se llama Cur­
va de evolución, siendo SP T la evóluta. Y res­
pecto á que el hilo AS se puede aumentar ó dis­
minuir al infinito , de una misma evoluta ST re-
sultarán infinitas curvas de evolución , pero no al 
contrario, 

E X E M P L O 1. 
317. Sea la curva ^/MiV la Parábola Apolo-

niana referida al exe A G , cuya equacion es y* 
=52¿2a:, si se suponen las coordenadas A B = x i 
Jj M'" = y, y el parámetro =2. a. Fig, 83. 

Siendo en la Parábola Apoloniana (306) los 

corradios , Q P" = 2 Í i £ , y g üf« _ ^ í ¿ t £ ) , 

se tendrá que las dos equaciones z = % Q F1,? 



' ( ¿ 9 6 ) 

+ , o bien 2 ^ = 3 ^ + 2 ^ 

y M = — — —y = f7, o bien ^ar¿=:y 3̂  de 

donde y a == ^ 4 a a J« Ahora substituyendo el 
valor hallado de yA en la primera equacion zaz 

«=33/a 4-2í2a , se tendrá 2 ^ = 3 / ^ 4 z ¿ a ) 4-2í2a, 

ó bien X ( 2 — ¿i) = | X )¿a)> J elevando am­
bos miembros al cubo , será al X(2 — a) 3,= |7x 

ÍZ4 Ma , de donde ( 2 —^ ) 3 = x « luego la 
evoluta 5Jr de la parábola apoloniana refe­
rida al exe ¿ÍG es la Parábola segunda cúbica des-
Cjipta con el parámetro —g— cerca de la tangente 
SG, tomada ÁS—za valor del radio del ósculo 
( 306 ) correspondiente al vértice - primario A de 
la parábola apoloniana. Gbsérvesé que la parábola 
segunda cúbica se puede rectificarV de modo q:ue 

el arco es igual á J ^ . , — p u e s , . 
V'- W " == ^ 5 4- 5PP7'; pero' A S ^ a, F'M1" 

~ a ; : lueso u a 7 ^ - f 5P P'', de don-



(¿97) 

E X E M P L O I L 

X3Í8;" Sea la curva ^ M i V la Hipéíbbk ' o" U 
Elipse referida-á süs^exes i á quienes perfcenece 1% 

equacion %ya 's». JJ, >< . (3^ . í * ) ? . s i se.suponen las 

eoof4enadas ^ « r * B M & m Y 1°* ^miexes ^ 
K JPig* 83. , :.. 1 ̂ . ; -
^ ^En, Jas equaciones á .1^ evoluta 2== z - f 
ifis^M^Q r-y , substitilyanse los valores ( 307 ) de. 
Iqs cprradios Q. E"-., M'" Q ?.:comp:también en lugar 
de y su valpr dado por x y y se. tendrán las equa-
ciones, 

z ^ x J r — : w m m W m M W m * 

2Z= — --^3 ; — — — - ~ X V(2 ^ ± a : a ) , , 

ó bien (^) 

pero ^XCa^zfc i i : a ) ¿a x ( ̂ dz ÍP) A — ¿ A ^ A 
== zfc^a) X (2 4a:±íca.) : luego stri baru 
==(^a±£a) X (^^^dta:?)2 ^ y por ̂ consiguiente/ 
hda^u ^ ^ 4 : 0 ^ ^ h ñ ^ W ^ M m ^ M ó bien 

añadiendo X (íZarfc:^a)^ á ambos miembros, 
tendrá i t ^ X C Í ^ ^ ^ ^ - M ^ ¿ i^as-fc-^^*) . ! X' 

PP 



ir* 

(298) 
(aázx)'3': luego extrayendo la raíz quadrada de ambos 
miembros, será' a X ((^a d= ± l> iu? )*=s 
fa^dzM^Í'Xíia^xjl de donde ( ^ a ± ¿ ^ ) Í x 

Ahora si se substituyen los valores! hallados ,de 
a é ^ x ^ a ^ X l ' z a x = ¿ ^ a ) + ¿ # X ( ¿ W ^ F ^ n tí 
^uaeioH 0( - ge tendrá >Ci(^ 4572) ^ ' . « 

(/^Cc a/ A M a) zfc c a)a X ( d b o / ^ ( ^ a i # ) J eif 
quien ¿a == rfc ¿a. Téngase presente que ios sig­
nos superiores dan la relación de las coordenadas 
z y U dH'-iá-'evbluta-cbTites^ndfettté1 fá)t í^éiBo^ 
y qué los signos inferiores coirrespondéíl i la evo-̂  
luta de la Elipse. ^ ' ^ ^ 

e . . _ ^ „ • ^ 

319, ^Sea la curva -̂ .C-̂  la Cicloide > se pide 
hallar su Evoluta AHG. Fig, 81. 

Se ha demostrado' ( 308 ) que el radió llél óscu» f 
lo ^ GOri^spoñdMté' áÍ; vértice 
duplo del diámetro (Ciéesto es, CB =^ 'B H'A\ÍQ* 
go si se completa el rectángulo B K , y sobre 
cómo jdíámetrb se' forma el reífculd< ^i^J^,^será 
éstejigual(ál círculo $&M>Ci ̂ Tahibiew sê ha ̂ demós4 
trado1 ( 308 ) que el íadikf del ósc^ es para4 
lelo á la Acuerda B E .¡ y opz es duplo de la misma 
cuerda : luego será Z> J = 5 Y tirada, por el 

1̂3 • • 



pxiñW (l:W-iecU QQP: ^ratelá 'á JáB v sé tendrá 
p B = B F===JÓ, y los ái-cós 4Ny BE. serán igua­
les r y sus cuerdas Í'-E y serán iguales y pa­
ralelas; pero y HJ^ son iguales y paralelas: lue¿ 
gO serán "también íaé Rectas ^ iV y TQ iguales y 
paralelas V f por consiguiente: íáT.=± NQ; pero J Í T 
és igúaí at arco Jf i ^ , • por ser laí sémicircúnferen^ 
cía BMCi~ A B , f é \ arco C E ^ E D ^ B T : liiér 
gó krá él: arbd JáíNMNQ én qualqúiéra punto Q 
de la evoluta ^^T, Pór tanto dicha evqluta ^í^f 
4ie í^semicicloide^C «erá̂  tarnhien una semicicloir 
dé 'igtíar ella, peroren situación inv&rsa. Dígase l<i 
tlaisniOM la evoluta í^{? de la semicieloide C G. 

P R O P O S I C I O N X L V Í I I . 

320. Dada la curva -^MiV referida al focus F, 
determinar la eqúación á k evoluta S3„ esto es, 
á la curva que pasa por los centros P de los infi­
nitos círculos oscuíadores á la curva dada. Fig.Stf. 
; Tírense las ordenadas F í " , FP", y haciendo 
centro en^P con el intervalo JPP7 descríbase el^arr 
co JP'Q; desde el punto P' báxese la perpendicu­
lar la ordenada jFilf', Llámense , U ordenar 
da -FP7 de la evolut^ igual é í ̂  el arco evanecenr 
te:P'(l = dz ; la ordenada F M ' de la curva dada 
igual i y ¡ y finalmente ia: el arco evanecentê  desf 



(30í>) 
cripto con el radio == y: luego se determinarán 
(309 •> 310) los valores del radio del ósculo i l f 'P ' , 
y de los corradiós Jf ' í?, por la variable y, pe­
ro F F ' ^ J ^ ( F O ) a + ( F 0 ) H :rluego será (M) 
^ ^ ^ . ^ M k ^ ^ á M ^ M - Y siendo el arco 
evanecente P'P" igual á sü cuerda evanecente: que 
es la diferencial del radio del ósculo M//!jP'tfp bien 
M ' P' l se tendrá dicho arco ^iP'^ado^p^r^, 
Í)ero (220 ) P'P" ==//((P,Q)a4-(^"(2)?), : lúe. 
go será ( B ) B . M ' F ^ / ^ d z ^ d t ^ A ^ * 
si de las equaciones halladas ^ y .B . sé despeja la 
incógnita y>. se tendrá la equacton entre r-y i / ^ 
esto es, la equacion á la évoluta 5^ referida al fo* 
cus F . Que es &c. r 

VÍ 1. , EX E M P L O. v ,.r , 

321. -Sea íá curva ^ill ' iV'la IJspiral logarítmica 

referida al focus.i7, <;uya equacion es dx ^ r - £ ~ ' * 

suponiendo y la ordenada , i ^ : el arcó evanecente 
dél circuló descriptor con dlchá ordenada^ y ¿z el 
ángulo cónstante que forma la tangente tirada á 
^ííalquiéra puntó de dicha curva con la ordenada 
tirada al mismo punto. 84, 

Se ha demostrado (309) que en qualquiera 
cürvá referida al íbcus es la ífóm del radió &1 



ósculo J f ' F = - ^ , supuesta 2 = ^ ; pero ( 2 2 0 ) 

d s ^ n ^ + ^ ) , Y i ^ J ^ g ^ - : luego 

será ^ y i ^ / n ^ ^ + ^ ) ^ ^ , y 
1 r j dySc.a 

diferenciando se tendrá dz=—-—-: luego será 

—1. ó bien el radío del ósculo M ' P ' ^ - ^ i y 

substituyendo los valores hallados de z, dz en las 
fórmulas ( 3 1 0 ) de los corradios , resultará ser 

M ' 0 = y = M ' F , 0 F = ~ ! £ ^ . Ahora si los va-
J ' Sea 

* 
lores hallados del radio y de los corradios se subs­
tituyen en las equaciones j í ytB de la Proposición 

antecedente, se tendrán las equaciones t = ""^—"9 

!!ÉL-xi f^í dz11 + dt0- ) ; y diferenciando la primé-

ra , será ~-~ =s luego —^- — f ¿fe4 4 - ̂ ) 5 
Cc.rt oca 0 C e a r v 

y elevando al quadrado ambos miembros, y redu­

ciendo , se hallará dzt~SC£*^, equacion á la evo-
luta que es la misma Espiral logarítmica propues­
ta , pero con distinta posición. 



-4 



( 3 0 3 ) 

* La F r a c c i ó n s e llama racional, quan-

^iascantidadS 1? 

y de potestades .perfectas de la variable x. Así la 

fracción ^ T i n r r S T - - X ^ sera racional, qua-
íésqwi^ra quje sean los cdeficiéhfés 4, ^'¿r, e,'f, Scc l 

con tal que los exponentes 722 , q t g , Scc , 
sean enteros. 

C O R O L A R I O L 

^ 3 2 3 , [ Sipel nwínerador ¿/íi; e&tá: con la difer-eri-
J Q (%tl 'detno'mimdot en una ra^on dada , por 

^xemplo , en la de^ á ^ , la Integral, de Ja/frac-

tioñ -^-dependerá del logaritmo hiperbólicó dé 

Q: pues siendo JP ia; : ^ (2= 4 : ^ , se tendrá Pd% 

== y partiendo por ÍJ^ será - ^ j - = -*->^ 

^ l luego 5 . ^ = = ^ X ' m ^ f j * 



n c q RO L A R r o i L ;: 

3 2 4 . Es evideiite que. qualquiera fracción ra-

cional se divide en las fracciones —z ———» 

É" ̂ 2 4 . + &c. + ^ . + / ^ 4 &c. É &c- lue~ 

go en general la integral de la fracción se tendrá, 

si se llalla la integrd de U fórmu^ ^ i ^ T ^ r ^ %c;* 

E S C O L I O , 
3 2 5 . Advié^tasetqu^lo^, ponentes de la va­

riable x se pueden considerar todos positivos: pues 
si no lo son , se rédUGÍrán mültiptiGahdo el nurtie-
rador y denominador dé la fracción racional dada 
pmft&k elevad:aM una potestad posMvaoigual a 
la mayor de las negativas. Adviértase tapibieri que, 
si el mayor exponente de la x en el numerador es 
tnayor que él del denonííñador , por la partición 
§e podrá reducir la fracción raeional propuesta á 
otra, en la qual el mayor exponehté de la # del 
numerador sea menor que él del denominador. 



(So*)/ 
P R O P O S I C I O N I . 

) : 3 2 6 . l a diferencíál o:"Í^X (^ + ^ ) W se inte­
gra algébricamente ó por los logaritmos, si el ex-
ponente m , o - ^ 1 o —• - r. son nú­
meros enteros y positivos, d cero. 

Io. Si el exponente m es número entero y po­
sitivo , elévese el binomio a-t-b á la potestad 
y los términos de la serie finita que resulta mul­
tipliqúense por xndx. Por tanto la diferencial 
pfíOpués^ ^itransformaráí en la suma de muchafs 
diferenciales i^ionomias, cada una de las quales se 
integrará algébricamente ( 7 7 ) , ó por los logarit^ 
inos (87 ) si resulta la diferencial partida por su 
Integral: luego en la suma de; dichas integrales se 
tendrá la de la propuesta. r ; j 

Si el exponente ?K es cero, la diferencial pro-

puesta se reducirá k xn dx , cuya integral es 
o L , x siendo w = — 1 . 
"1-20V> Si la cantidad n p - es número entero y 

p 
positivo , hágase a ~tr kxP = r ; y se tendrán , 

t n 

^ — % x x * = 7 y ^ - - X 

qq 



(3o6) 

— - . , i ^or consiguiente ser| a:w ií£ X 

( ^ - f ^ ^ ) ^ = ^ ' X s , X ̂ 18 

— - ^ — - x C ^ — ^ X ^ " * ^ ; pero esta 

cliferenciál se integra álgébricaménte ó por los lcH 

garitmos, si " ^** es número entero y ppsitivof 

ó cerocomo se ha demostrado en el caso ante­
rior : luego en las referidas hipótesis se integrará 
del mismo modo la fórmula diíeréncial propuesta¿ 

/ Si es - ^ ̂  1 • =3 o, ó bien H = » — i , será la 

diferencial propuesta x^1 dx'X(a-\'h xp)m ^ y la 

transformada se reducirá á ^ X z?* dz $ por consi-

guíente será ó. rr^1 dx XCa + bx?)™** f / NX 

zm±t ^ ¿ ¡ ^ T T ) x C ^ + ^ ^ 1 , por ser 

3®. Si la cantidad es número 



(30?) 
entero y positivo r Hágase a + b^xPiss-zx?; y será 
nvlfl <'> P ^ r:-:>id' o f • • ;, , Í _ - - kÍ i - -x̂  

Í rf(¿^>) de donde ^ = ^ ^ - ^ i — ; 

(z~>h)t 

^ F {z~h)T 
luego la diferencial propuesta xndxys{a"\'bxP) 

» i 

se transformará en la — X — T " Xíz—b) F 

23 

4- T + p»í 

x ^ x ^ ^ x = — — • X ¿ w ^ X 

[z~~h) % ; pero esta diferencial se in-
. . inv ± n p Ar \ 

tegra por el caso primero ^ si — es nu­
mero entero y positivo ^ ó bien cero: luego en es­
tas suposiciones se integrará del mismo modo la 
diferencial propuesta. Que es &c, 

C O R O L A R I O I . 

3 2 7 . Se infiere que siendo /> = 1 , la diferencial 



(308) 
xn dxy* {a + hx)™ se integrará algébricamente, ó 
por los logaritmos, quando m, ó bien n , ó bien 

72 — inr~ z r sean números enteros y positivos, ó 
cero. 

C O R O L A R I O 11. 
328. Si es p = 2, la diferencial xfJxXty+fo0')** 

se integrará algébricamente ó por lós 'logaritmos^ 

cpn tal que m, ó bien -^—, ó bien — r — 7 sean 

números enteros y positivos, ó cero. 

P R O P O S I C I O N I I . 

329. Hallar la integral de la fracción racional 
xn(lx . 

— —•, en quien los exponentes « y m son ente-
ros y positivos. 

Hágase 3:-4-£ = 2:; y serán, 0:̂ 2:—^^^1:===^ 
y ^ = (2 — l u e g o la diferencial propuesta' 

r~- se transformara en la ^ — que es 

igual á la serie zn'mdz~-nazn-m'x d z - f - X 
X ¿ a X * * " * " a ^ ¿ - - & c ; 2 - ̂  ¿.^Es evidén- " 
te que todos los términos de esta serie se integran 
(77 ) algébricamente , si es m^n-^ 1 ; pero siendo 
wlss /z 4- í , ó < ra + 1 , alguno de los términos de 



dicha serle i ^ í i . h f^xn^ z'^ dz^ cuya integral 
( 87 ) depende He Tos logaritmos , y los clemas tér­
minos: :se integraránl ai^éBrioamente-nluego en la 
suma de ías integrales de todos los términos de la 
referida serie se tendrl la integral de la fraccioíi 
racional propuesta. Que es .. ov j - c; ; v u. 

" 3 5 0 . Se infiere' que" la üiferéñciál ^r¡^yr"se in­
tegra algébricamente , siendo m>'n^ri i 'Y en los 
demás casos depende su integral de los logaritmos, 
con tal que los exponentés « y «2 sean enteros y 
positivos. _ 

r C O R O L A R I O I I . ,- v 

3 3 i , Si se propone la diferencial-^1—p——, en 

quien los exponentes m y n se consideran enteros 
y positivos; hecha como antes la substitución ÍC+ÍÍ 

..- z"idz 

» £ , se transformará en la ; pero esta se in­
tegra algébricamente , siendo, n> »2-4-1, y en losr 
demás casos depende de los logaritmos; luego la, 
diferencial propuesta se integrará del mismo modo. " 



^, ; p R . q p o s i c i o N n i . • : : 

^ 3 3 ^ Pallar lá int^Míbde la fracción nacional 

• ^ ^ ^ p ^ en quien los ^xponentes /z y m son en­

teros y positivos, ,z-£ Í> - i- ' . i 

Hágase a : = - ; y serán m * m ¿ $ W r ÍCWS=--^? 

a; 4-í2 == — 4- ̂ == ̂ — ^ : luego la diferencial pro-

puesta se transformara en la-——7" - —r-X— m—'̂ 3 

- — ^ - r cuya integral ( 3 3 0 ) se tiene 

por lo demostratio, y depende de los logaritmos, 
porque m no puede ser mayor que « +w— i . Que 
•es &c. 

C O R Ó t Á R I O L 

3 3 3 - S t e i c r ^ 

'"él 
que la diferencial V ^ ^ j » se integra siempre 
por los logaritmos, con tal que los exponentes n 
y m sean enteros y positivos, 

C O R O L A R I O I I , 

334, También por ser ^ r ^ y n = ~ 



f resulta que la diferencial m̂ se 

iiitegra ó algébricariientev ó por los logaritmos* 

E S C O L i a 

335. Téngase presente que las integrales de las 

fracciones racionales 7 ^ ^ ^ ? ^rü^>9r^Cíi ^uie' 
nes los exponentes /z y son números enteros, po­
sitivos ó negativos, se tienen por lo demostrado 
( ; í 9 2 , 1 9 4 1 8 6 ^ ya ¿sea algébricamente^ ya por 
los arcos circulares t ó ya por los logaritmos. 

1 P R O P O S I C I O N I V . 

336. Hallar la integral de la fracción racional 

p ^ I ^ f f l Vcn ^uie? Ios exPonentes n y m son 
enteros y positivos. * 
s2 llágase x ^ = r 5. y serán x = z—by dx~dzr 

a;w=S;(2r! ¿:)«, x* ' ¥ z h x r = z x — b*'̂  x ^ + z b x 
J\~ f a = z'1 -Ir g a, hecha la substitución f a — 5a 
= , en quien ̂  expresará según las circunstan­
cias una cantidad positiva ó negativa: luego la dife-, 

rencial propuesta se transforma en ^ F ~ ^ 1 ^ qual 

por la fórmula newtoniana del binomio se convier-



O " ) 

( 1 9 2 ) los términos áe ̂ esta serie se integran ya sea al­
gébricamente^ ya por losclogaritmos, ó' ya por ios 
arcos circulares: luegordel misr^o modo se inte? 
grará ía fraccjoñ racional prepuesta* ^ue es Scc. 

^ P R O P O 

1 337.- Hallar ?tó!mtégfalí;de la fráction" raciotial 

> < ^ + a 5 x t / ^ en.f?^ e^Presi(^ los exponentes 
n y m son enteros y positivos. 

Hágase a: = — ; y serán, dx = ~ 'L-í~^ zn==zJ— 

(2a-f. 2 ^ 2 + / ¿ z ) : luego la fórmula propuesta se 

transformará en la r - X - p ^ — j r . 

cuya integral se tiene por lo demostrado (336 
luego del mismo modo se integrará la: fórmula) 
propuesta. Qüe es &c, 4 , . 



(3i3) 

5 P R O P O S I C I O N V L 

338. - Hallar la integral de la fracción racional; 

nador está compuesto de""factores binomios realés 
del primer grado r y priméros entre sí, y el expo­
nente mayor de Ta o: en, el numerador es menor 
que el número de los factores del denominador» 

: Método iQ. _ 

r j , • •• &:c.. i ? 

x c .. -• 
4- j ^ — -4- &c. siendo B •> C, &c. numerado­
res constantes que se han de determinar. Redúz­
canse estas fracciones á un común denominador, y 
se tendrá la equacion 

Ahc + J c x + ^ ^ 4 - &c( 

-\- CaB-hBax + Cx'1 
fjrgXJthx'1+ 8cc. =|> -i- &c. +Bcx~{. 8cc. 

-hCbx 
^Cax 
- f & c . 

Compárense los términos del primer miembro con 
rr 

s 



(3*4) 
los correspondientes del segundo , y se tendrán 
tantás equaciones , como son las cantidades A , 2?, 

es á saber, f ^ A h c ̂  Bax +'0 ab 4- &cc 
^ = + ^ ¿ + J5 4- ̂  c 4- C ̂  -H£ ¿z 4- &c. /z==^ 
•+••¿•+•04- &c. y así sucesivamente, y por medio" 
de estas equaciones se determinarán los, valores de: 
las cantidades A , B , Cr' Sed Juego se- tendrá 

• fJ^er + hx* u Scc. • :, , . iddx Bdx • Cdx 

4- occ. e integrando sera 5. , • \ ^ ̂  , X 

^ = = (^+^) 4- ^><:¿.(¿'+^)^-^ x ^ . ( ^ ^ ) 
4- &c. ' -

Método 2°, !̂ 

oupuesta como antes la iraccion 7 v—^ \ V 
x , . {a-i.xjx^o-i-xjx^c-t-xjxoCC. 
¿4 JB C 

= h i—— 4—; \- Scc. se podrá también ha« 
llar el valor de la constante ^ , haciendo 7-— 

- C 2T 
4—;—4- &c. = —, esto es , iV" igual á la suma 
de los numeradores de las fracciones del primer 
miembro reducidas á un común denominador , y 
Jí" igual al producto de todos los denominadores 
de las mismas fracciones, es decir, igual á (^4-^) X 
(c4^ X de lo que se infiere ;qu¿ Nty M son: 



|¿hciónes *acibnátes Renteras de U ;x: Por tanto 

^ ¿Tx^x) ^ ide ̂ onde r - f ^ a -4- &c; 

—AM-\-Nyi (^ + y iV =̂= ~ 1 
pero 2V es función racional y entera de la a:: lúe-

go lo sera también su i g u a l — a + x - ~ — , y 

por cohsigüiente el numerador se podrá partir por 
á - i - x , ó bien será 'tí 4- Í¿ factor del riümeradorí 
luego^ si en' el mismó numerador ^4-¿"^ 4-^ i2" 
-4- &c, — M l í se substituye--r en lugar de la ar, 
será dicho numerador igual á cero, esto es, / + gx 
4- kx* + 8cc, -^ M J Í = ó, y por consiguiente- i^i=s 

T I — T - / • ̂  « — : luego si en esta fracción se subs-

tituye — t í en lugar de la ¿y se tendrá el yalor del 

numerador ^ de la fracción -r—-, esto es, 'M..==,., 
f ~ g a + ha*-~Scc. ^ ... , , 1 1 ' 

— ^ K c - a ) x 8 c c . ' ' :Dcl mismo modo se hallaran, 

(a + x)x(c + x)x écc. •* ~" ( a + ̂ K6 + Scc. , ^ 351 
sucesivamente , si se substituyen , en lugar dé" 
la x en la primera equacion , — ¿ en lugar de la ó:1 
en la segunda , y así siempre con el mismo órden^ 



(3*6) 

Hallados los valores de las cantidades ^f, ^ v ^ 

6cc, se tendrá como antes 5. / . ^ f T ^ ^ , * ^v'o ^ 
X d x = = J % L . ( a ^ x) 4- X X . ( ¿ + + ¿ x 
X, (c + o;) 4- Scc. Que es &c. 

C O R Ó L A R I Ó , 

3 3 9 . Luego la fracción racional —^e integra 

siempre por los métodos antecedentes, si el deno­
minador Q se puede resolver en binomios reales 
del primer grado, y todos primeros entre si. 

E X E M P L O I . 

de 

X 

3 4 0 . Se pide integrar la fracción; racional 

Supongo como en el método primero 7-——^——r 

- -•• B • . , rol • • 'ñ FiLob . lofcjyi; miíii = r*;— I T " 5 reduzco estas tracciones a una 
misma denominación, por lo que resulta 

/ + ^ ^ = ^ /• , -o ; supongo primero 

-WcM-lh» y en segundo lugar ^ = ^ 4 - 5 ^ y por 
medio de estas dos equaciones determino los va­
lores de las cantidades ^ y de donde resul-



(3^7) 

U s t x l ^ — ^ B ^ ~ b : luego sera ^ 7 ^ ^ ^ , 

^ x ^ " f ^ ^ ' ^ 1?or consiguiente 

go integrando áerá ^ ^ J $ T ^ X ^ ^ I ^ X 

E X E M P L O I Í . 
34T. Se propone integrar la fracción raciona! 

upongo ^d ^ j . ^ x ^ _ ^ ^ ( L - + a + ^ • & + x "^"c 4 x 

Consta del método segundo ser I o . A-= 7 T ~ ^ r - r — 

si en lugar de la x se substituye — 4; 2 ° . J5 = 

( ^ t j i ^ ^ J í si en lugar de la ^ se substituye — ¿5 

3°« ^ = ( ^ ^ n + i-) 1 ŝ  en *ugar de a: se substi­

tuye; — c :; luego;, serán" ' - 'A^~?g\thil ' , 

T ^ x - w T ^ y c : = ( í í _ c X ¿ _ c ) ' Por consiguien^ 

te se tendrá T^-WT-21^ V ^ X ^ ^ - T ^ ^ - — ^ X" 



Mego integrando sera- ^ ¿ ^ ^ x 4 ^ > < ^ ) ^ 

P R O P O S I C I O N ^ Í L 

3 4 2 . ' Hallar Jfe l i ^g la í l . á$ L-tC íracqion racional 

en la qual el denominador )está compuesto de 
factores %inomiq5 y trinomios. Irreducibles del se­
gundo grado , y el exponeMe mayor de la n: eri el 
numémdor es m^ potestad mas alta de la 
o: en el denominador , hecha la multiplicación de 
stis •factores^ - • - ' ÍL 1 ;C 

. t , Método 1 0 . . 5 rr 

•tlagaSe (a + a;;̂ ><(̂  a:¿)x&c.x(c + ex + ^+a :*)x&C. -

A + B x C + E x F ± Gx H + K x 
— «-h + ^ 4-̂ * + ^ C ' . + c-p ex + x* ^ f+gx+fx* 

8cc. sitnáo A ^ B ^ C ^ E ^ F rG r H ^ K ^ 
cantidades constantes que se han de determinare 
Redúzcanse dichas fracciones á una común deno-



( 3 i 9 ) 
rñinacion ; y i hechas las denias operaciones que se 
explicaron en el Método primero ¡de alah Proposk 
cion antecedente , se détermlnlráa:Idsx^aj(^res.,• d§ 
las referidas cantidades . constantes : luego será 

h +• a--4- kx* + lx3 ¿-mx4 \ n x t \ fx6 ^ ax7 \ &c. 

"^"c-f ea: f^3 ^ c + ¿"f ^ / f e ± x * ^ f t s x + x* 

4- &:c. por consiguiente se tendrá ta integral de la 
fracción racional propuéstaU, tomando la^sunja de 
las integrales de cada nh'a 'dé las fracciones separa­
das del segundo miembro de la equacion antece­
dente según los métodos enseñados (i¿Í4; ^2t$$Ji 

, „ Adx A • adx A . „ y asi- b._——-5-== — _X-^ .^ i r ¡ -77^ == — ,X -M, ̂ siendo: 

u un arco del círculo , cuyo radio'es igual a / 
„ JPxdx ' B " v- / x- Á ' -F¿/a: • 

' dz '\ ^ . é"" - . . . t '• -
2 , siendo x + — =r'¿ * a0- = c — i e 

Ŝ. Gxdx̂  r . c- zdz—iedz » n^,c ,zdz ... 

dz- . VIF. , '?r 
<-^'i'e£ X 5«~T"T _T s haciendo las = mismas' sübsti°: 



( 3 2 0 ) 

tucrones anteriores Aíd^iértase que siendo él trin 
ñomio i d̂efc i segunáo r ¡grf do x^+ex+c îrreducible 
| sup. ) , será ¿> |£a . 
,S1S3 0^;'ÍJi : ''Método z0* • 

* Hágase como antes , 

m i i .. i , Í ' ^ . * 1 ^ jt̂ 'i i i. .1 . i m i. un . ' ^ ". .gcgw... 

(a 4- x2)*(p$rx^* &S»T*Íc 4 - ' ex%•^gxsb- .x* ' }* , "7 

^cc. Si se pide ahora hallar el valor de las constan^ 

tes ^ y i ? , supóngase - ^ - ^ 4- &c8 4- ^ ^ ^ á 

T — — 4 - &c. = representando iV el 

n t̂merador de todas la^fraccionen del primer miem­
bro iréHúcidías á ún eoraun denominador , y i l f cr 
producto, de sus denominadores; ; por consiguiente; 
Tí YTM serán funciones racionales y enteras de la 

También para abreviar el cálculo, supóngase ¿s 
igual al factor que multiplica ¿fn; en el numerador 
de la fracción racional propuesta, y Y igual al" 

denominador de la misma fracción: será pues — 

+ _ _ _ _ _ _ _ ? de d0nde. 



—¿ 5 pero Iv es función racional y entera 

la luego 16 será:támbien sá igual ?—M>i'(A^ B*\ 

y por consiguiente el numerador se podrá partir 
por a + x'1, ó bien será a -h x3, factor del numera­
dor: luego se tendrá-el mismo numerador Zrr-M-X 
( J -h B x ) =z o, si en él se substituye ási -4- /^— a 
como — / ^ l - d en lugar de la ; y hechas dichas 
substituciones, resultarán dos equaciones con las 
.dps,indeterminadas y Jf, cuyos valores se deter-
niinarán por los métodos ensenados, I)el mismo mo­
do se hallarán los valores de las constantes C y E 

de la fracción ^ ^ f - , esto és , se tendrá 5--JI/X 

(C-^Ex)=so ^ siendo a f = - / ^ ^ , x=— jK— hi 
y asi discúrrase de las demás constantes. Hallados 
los valores de las -^, J?, 0 , E \ &c. se hallará la 
integral de"la fracción racional propuesta según se 
ha manifestado en el Método primero. Que es &c, 

EXEMPLO. 
343- s J ^ ? ^ í ^ ! # H í ^ f c la fracción racional 
4+ <IXA-X& ^-x3 X dx. 

ss 



Consta por el Método 2.0 . de la Proposición anta** 
rior que en general es Jf-X ( J 4 í B.x.) f=̂p% sü^ 
poniendo 4-a;a = í7, de donde x^z+z f^—a: con 
que en el caso presente será ( 4 + 2 # 4-£a-4-o: 5 
— ( 3 — 2 ^ - h a : a ) X ( - ^ 4 - i?a:) = ó, suponiendo 
i -í- ̂ a = ^ ? ó bien. o: =dz: i , cuyos 1 valores 
nombro n % ~-n para facilitar el cálculo. De la eqúa* 

cion -tf resulta ser -4 + ^ r c = — - , , 5 — ; y 

substituidos en esta sucesivamente los dos valores 
n y ~ TI de la %\ se tendrán las dos éqüaciones si­
guientes: 

;:. W " : " r 4 — á V z - - 4 - O : '4---lll 

y sumando la primera con la segunda , sera 
4 a/z+ 4—m + n*—ns 

• v — 7 v: r ~ 7 a : y restando la según» 
da equacíon de la primera, se tendrá 

2 X> 7Z= T — : — -%—r sss 
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^ r i las ios ^qiî ĉ Qn ŝ anteriores qwe expresan 
los valores de y ^sjibstitóyase V — i en lugar 
de n ; y hechas las correspondientes operaciones se 
hallará ser ^?==i r i . Ahora para determinar 
los valores de C y E ; se^formará la equacion ( B } 
q + ZX + X^ + x l — i I + ^ ) X ( C + E x ) = : 0 , SM-
poniendo 3—2*4-za =^9 bien ^ss i rh/—a 
^ i d z w para facilitar el cálculo. De la equacion 

^ resulta ser C + Ex— i±x* "? y subs­
tituyendo en ésta sucesivamente los dos valores 
Z + n y i r ^ n en Jugar de la fXii ̂  ^ se tendrán las do^ 
tquaciones , esto es % 

restando la segunda equacion de ía prímeríi ^ . se 
tendrá 

y partiendo ambos miembros por zn r sera t ;. 



( 3 2 4 ) 

E - - j - ^ ^ — p : luego subs-

tituyendo en esta expresión en lugar de n1 su va­
lor — 2 , se tendrá E ' ^ O j j por medio de qual-
quiera de las dos equaciones anteriores se hallará 

s e r C - i . Por tanto s e r a . — . ^ — ^ ) ^ 

1-+-X — — L . — y multiplicando ambos miem-

bros por se tendra ; ~' -as / 1 J-^-rr X ^ ^ 

#i7̂  o c d x • " idx £ dx xdx ^ 

•4-1 hecha la^substitución a: — 1 = 2 : luego 
^ 4-2 . . . . . . . n 

4 . 4 - a ; a 4 - ^ Integrando será 5. — — x ^ 
i X M 4 - 1 X X . ( . . i + a:3)4-lX v , siendo K un ar­
co del circulo que tiene -el radio 1 y la tangente 
ae, y i? un arco del circulo que tiene el radio Vz, 
y la tangente 2 ó bien a:—' lo 

P R O P O S I C I O N V I I I . 

3 4 4 . Hallar la integral de la fracción racional 

r - r ^ / m — ^ . . N >; ,g X dx en la quar el deno-

minador está compuesto de binomios del primejr 



grado elevados I qvialesquiera potestades enteras y 
positivas, y el exponerte de la x en el numerador 
es menor que la suma de los exponentes mr « , ^ 
&c. de los binomios del denominador» 

Método Io. 

_ , h * } x ± k x * h h 3 * &c. v , 

• Supóngase - f ^ ^ - y ^ c , x/*6cc. 

^ + l? x + C x ? ± B x* + 0 x^1 . 

{b+x)' • ÍV 
B"x 4- C V 4- ̂  3 -4- r-r 

( r+^F . 
Hh Scc. , • í 
Redúzcanse estas fracciones a un común denomi­
nador; y hechas las demás operaciones que se han 
explicado en el Método primero de la Proposición 
V I . se determinarán los valores dé las; cantidades 
constantes ^ , B , C, Ey G , 8cc* determinadas és­
tas , se tendrá la integral de la fracción racional 
propuesta, tomando la suma de las integrales de 

•las íracciones . separadas.. ^ r ^ . ^ ^ ̂  - r—^ 

&c. cuyas integrales se tendrán (330) en par­
te algébricamente 3 y en paite por los iogantmos5 



; ". t '" Métodos0.;;' . . 

• Supongaŝ  í á ^ x y n < b ^ y < c ^ x y K ^ ~ k, a . 

F ' .-t/Q!*? • y r . . ^ .... s T ' 
«-a 

en cuyá'expresión ^ 22, T9 
&c, son cantidades que se han de determinar. Su­
póngase ahora la suma de las fracciones de las có* 
lunas horizontales segunda , tercera , 6¿c9 4gual á 

representando 1^ el numerador de todas ellas 

reducidas á un común denominador^ y M él pr$-
ductóde sus denominadores; por consigüieñte JV 
^ M seránifoncioHes radonáles ^ enteras de la ¡e: 

Juego se tendrá la equacion ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

1 ^(«-t^)"4 



(3*7) 
de donde k A - j x ± k x i i ~ i - t x r + 8cc.=í 

y en ¡ponseqüencia sé tendrá " 

2V= (a + x j 

pero es función raeional y entera de la x: lue­
go el numerador del segundó miembro se podrá 
partir jpór los factores del denominador, ésto eŝ  
por a + x , (a + x)43,, Scc. ó bien estos serán fac­
tores de dicho numerador. Por tanto si en el mis­
mo numerador \ J Í ) Í L + j x - \ - í x* +1x* + 8cc9 

*-~TMX { a ^ - x Y 1 ' 1 se substituye ,—¿z,en-lugar de 
la se tendrá h + j x + £x* ± i x 5 + Scc. ^ P M , 

c=í7t?rde donde resulta i '== — — ^ - = 3 

minado el valor de la constante JP ̂  se: hallará -él 
, de Q, con el método siguientes Enja; fórmula ( ^ 
substituyanse el valor de P y J (b-hx)" X (¿-f-*)^ >C 
&c, en lugar de Mi pártase dicha fórmula por a-hX) 

y se tendrá ;— a — == o% de 
^ 4 . / ^ ^ - + tx3:*éie*~VM 

donde g = ( a + ^ x M . y Por medl0 
áe ésta e^uacioo sé ¿etetmiriará el Valor de la 



; ( ^ 8 ) 
constante NAdmisitio el ^alat de k\cpnsf:ante:jR t 
se hallará por la equaoion -

R = 1 . ( a ^ r . M : ~ * S l 611 6113 56 

sufesMuyeñ los valores d se 
parte el numerador;por ( 4 ^ (¡uo*-
ciente partido-por ifC se substituye — ¿1. en lugar 
de la x. Del mismo modo se determinarán los va« 
lores 4e las demás constantes: luego &c5 ; 

. • o í . EXEMPLO. 

34^i Se propone integrar; la fraeeipn racional 

Por lo dicho será en el caso propuesto 

d̂o ilfí=(-í^2 + ¿ ) 3 V 7 ^ , Q cantidades cóñstari-
íes qué se han de determinar: luego reduciéndb se 
teíídra a ~ i ; x -Jt- x3- — 4 o:3 U. 7 W4 = p J fu f g x 
| 3 -4-.^) -\- ̂ "X ( 3 „ + ^ ) a 5 por consiguiente =̂=3 

. T i T ^ r ~ ~ ^ Ia 1̂131 frac-
eion será función racional y antera de la a:: luego 



(3^9) 
si .se substituye—3 en ûgar de l?. ̂  , será el nir-
merador de dicha fracción igual á cero; y también 
si se parte el mismo numerador por 3 4- z , su quo-
Cíente; será igual á -cérb. En el primer caso se ten­
drá 5^4-a;a —4a:3—7^*— PM=o. , de. don-

•; y en el segundo caso sera 
a— +̂̂ 2—4a.-9—7 a:*—P3Í—(23íx(3+ar) 
— ;—— ' ; = a -
por eonsiguiente 

ñ üf == 3 — _ — : — M i — _ _ •í: 

vQ. 

125 ' 

1 a5x(-—a^.r)5 "~ "T 15625 
1886 , . • ' ' ' ' , 

^"605"' substituyendo 3 en lugar de la ÍT : lue­
go quedan determinadas las cantidades P /Q." Aho­
ra si se pide hallar las fracciones pertenecientes al 

factor ( - 2 ^ ) ^ ; se hará . 

Pf f ^ . R' N : ] . 

tt 



CE este caso J/== (34-a:)2 , y F , (2\ Í2' cantl* 
dades constantes que se han de determinar : luego 
reduciendo se tendrá 2—-K5 z - f o:a - - 4 a: 3 — 7 a:i== 
P ' M + Q ' M x t - z + x ) * E! $ m ( - 2-|-aOa - f iV X 
( — ̂ 2 -4- ^ ) 3 v de donde resulta ser 

V """"" " - 1- ' ~(-a + .i-)^ • ; •• -
luego si se substituye 2 en lugar de la a*, será el nu­
merador de la fracción anterior igual á cero; y 
también si se parte el mismo numerador por—2+^, 
(— 2 4-a:)a , sus quocientes serán iguales a,, cero* 
En el primer caso se tendrán . -
2 5 x -± x1'— 4 x \ — 7 — P! M = o , de donde 

^ == ~ ~ +/T ~ S = — i ^ - r : en el segundo 

caso será 

— — • —^—^- = 0 , 

y por consiguiente Q'M ==•—-— I¿"~r ~ 

—2+0;.: , ' " '\,: v 
_ ~^i7g.r^-^.foojr^4- 173x̂ 4-763x4-138̂  

i7 f̂3.4-'4;oig + 7ct7ár + (59í 1069 1069 



(331) 
— ^ :T Analmente en el caso tercera será 

ie donde, iJ' M = 2 ^ £ ± £ ^ f W ^ ^ ^ 

87^+^93 IJT3083 ia44? 4̂B9 y » / ; — 
l a j , • ,115 : -|3$ '' -

— ~7T? = — -Tr-^r • Por tanto será 

^ + * ) * ^ t ^ 5 I35 ^(3 + *)*"-" 625 A 
148 dx *o69 dx 2489 

5 e integrando sera S. ^ x ) z < _ ^ x y X 

P R O P O S I C I O N I X , 

346. Hallar la integral de la fracción racional 
M - ; > 4 - + &c. <> , . , , J 



minador está compuesto de factores binomios ó 
trinomios irreducibles del segundo grado elevados 
á potestades enteras y positivas, y el exponente 
mayor de la x en el numerador es menor qué el 
duplo de la suma de los exponentes ra, m, &c, 

' " Método t§r 

Represente -^ X ^ â ^cclon ^ 1 0 ^ P1'0̂  
"z " .̂ - ̂  ; ~ ^ — 

puesta , y supóngase ^==s 

: : -• ; {b + ex + x'1.)m • • 
-4- Scc. " ' . \ • " \ r !'J "K;7;' - ^ 
Redúzcanse estas fracciones á un común denomi­
nador; y hechas las demás operaciones que se han 
éxplicado en el Método primero de la Proposición 
V I , se tendrán los valores- de las? cantidades consr 
tantes A , B , C ^ Scc. determinaHasíéstas/ se tendrá 
la integral de la fracción racional propuesta, to­
mando la suma de las integrales dé las fracciones 

separadas- ; . - 4- r r - 4- & C , 
(a + A « •' (a-i-x*)n. J ' : (/' + e x f ^ y " 

^ ( T ^ I J J v ^ + &:c. cuyas integrales se tendrán 



(333) 
por los Métodos enseñados (336)« 

V : Método 2,0* ; i • 

Represente — la frac?^ pro-

puesta , y supóngase =3 

^ + ^ * C+Jĝ  JF+g^ JL g j l j f 

^ + B ^ g j t g ^ F^+g^ y H^X^ 

en cuya expresión laŝ  cañMcíades B ^ C &c; 
son constantes que sé han' de deteirmihar. Supónga­
se ahora la suma dé las fracases de-las colunas 

horizontales segunda , &c. igual á —, representan-

do IV él numerador de todas ; ellas reducidas á un 
bornun denominador y y J ^ elrproducto de sus dê  
dominadores 5 pór íconsigtiiente -Ni-y M serán fun-

••ciohes;-iUciónaíes^y-enteras •de>'la;:̂  se ten- ĴP™ ^ 
dra la equacton — == - . v„- -K. / ^ - - ^ - ^ ^ 

. . -4- , a - 4- « ele donde resulta ser ,:. %^a j& 
i a+x M • ^ ^ ^ ¿ ^ 
Z ~ M x ( + ^ ^) 4T i ^ X í í ' ^ ) X (*4- ̂  s) 
4-iífX ( i^- i-^o:)X (^4-^)a— 4- -MX ( i ^ - i ^ : 



( a + x ^ + N X ^ + x * ) " , Y por consiguiente N'=± 

cuyo numerador se podrá partir por los factores 
del denominador , pues que N.: es función racio­
nal y entera de la x: luego, suponiendo a + x'2 = ô  
ó bien; ̂ 7?=^/^- a 7 en; el numerador de dicha 
fracción, se tendrá Z ^ M X ^ - b & t ) = ¿, ^-i-J?x 

= —, de donde resultan dos equaciones, substitu­
yendo Dsuc^s^amente,^?^^ y rr.-fS~~.a en lugaK 
de la a:,-p.or/ji'as quales se- determinarán los valores 
4e las constantes y j?. Hallados los valores de 
A y B , se determinarán los de C y i? del modo 
siguiente. Substitiíyanse íos valores de A y B en 
el numerada f ^ M x f ^ - ^ > — M X (C+Ex) X 
( a A - x ^ ) ^ M X i F ^ G x ^ ^ ^ . - - M x 
(ZT+JTo;) X (^ + íi:a) w"1 de la referida fracción; 
pártase el mismo numerador por ¿z + a;a -> y se_ tenj ; 

posición de ser <ai + a:a = Í? , ó bien a: = dt ¿?« 
De la equacion ánterior resulta i l f X ( ^ + 

s=. y si en esta se substituyen suce-



( 3 3 5 ) 

sivamente / > - a y / ^ - <2 en lugar de la ^ , se 
tendrán;dos equadonesr; po^ ;las quaíes se deter-

i minarán los\Yalores de. laŝ constantes X?; y M. AhcH 
ra si en el referido numerador • se substituyen los 
valores de j£, B , C , E ^ y se parte después por 

i ( . + ^ ) % se tendrá ^ - ^ ^ W ^ K ^ 

~ M X ( F ^ ü x ) ~ o én ia suposición de ser;a: = 
'f- j ^ — . a . De la equaciónv anterior resulta ser 

y si,en esta se substituyen sucesivamente Y—a y 
V—-en lugar de la ^ , se tendrán dos equacio-

nes, por las quales se determinarán los valores de 
F y G. Coñ .el iíiijsmb'%étoEó'%é"-ÍíaH#án los va­
lores de las demás constantes &c. H y K : y aun 
con el mismo método arriba expresado se deter­
minarán los valores de A', B ' , &:c, H ! y K ' ̂ y así 
sucesivamente: luego &c. 

P R O P O S I C I O N X. 

3 4 7 . Hallar la integral de la fracción racional 

en la qual el denominador'-está compuesto de 
factores binomios] simples ^ de binomios ó trino-



(336) 
míos; irreducibles del segundo grado , -de potesta^ 
des ehter̂ Si de binomios fimples , y de bihomiós Q 
trinomios irfaeducibles del segundo y el ex* 
ponente maybr de la á en el numerador 'es menor 
que el; ;exp6nerite rmayor de la x en el denomina* 
4or ^ hecha te^m , ^ 

Represente - j . X <fe ^ fracción rapional pro^. 

puesta, y ; h % k s e ( ^ ) f ; ^ 77^ + ; & c ' + 
^ Scc. 4. — 4 . &C. + . . ^ 4-

4- T — — ¿ + &c. Ahora las constantes J Í \ 8¿ca . v-t-qx-hx f' < ^ • 
se determinarán por la Proposición V I ; las C , 
&c. iP, í?, &c. por la Proposición V I I j las ^T, 
iT, . . . . X , &:c. por la Proposición V I I I ; y fi­
nalmente se "hallarán los valores de las demás cons­
tantes J f , iV, &c. por, la Proposición IX : luego 
se multiplicará la equacionpor ¿/a:, y se inte­
grarán los términos del segundo miembro por las 
m^mas Proposic^nes ^ con lo qué se tendrá la in­
tegral de la fraGcíórr racional propuesta. Que es &:cw 



(337) 
n : E S C O L I O . 

3 4 8 . Si el denominador Q de la fracción racio-

nal no se puede resolver en los referidos fác* 

tores, se hallarán estos por áproximacion, y sc 
tendrá próximamente la integral de qualquiera 
fracción ; aproximación que sirve con bastante 
exactitud para la prácticav 

PROPOSICION XI. 
3 4 9 . Hallar lai integral de la fórmula Jm dy % 

n 
(ary—ya ) * , en quien los números »2 y TÍ son en­
teros , positivos ó negativos. 

Hágase 3 / ^ — 7 ^ ; Y se tendrán las equacíonest 
n. 

(¿*^r*y\ lueg0 será y^ d y X i t í r y - ^ y * } * ^ 

ya integral se tiene por lo demostrado ( 1 9 2 ^ 1 9 4 ) ; 
luego Sea 



( 3 3 8 ) 

P R O P O S I C I O N X I L 

350.:! Hallar la intégraí déila formula y f di/ ^ 

{"f1 =h2 r j/) ~ , en quien los erponentes m y TZ sóti 
enteros,,. ^sitivos o negativos* • : ; 

iHágasei / i ; ^ ) =;ydza:; y ;se tendrán 

las eqüaciones,: j - ^ ^ V J = ^ ^ 1 ^ 

^ —^¿^yn-1 luego serb ia" dífeteñ'cial propuesta 

Ahora si el exponente"/¿ es número entero y posi­
tivo,, se elevará el binomio 2 r x — a:a á la potestad 
^ - 1 - x , y los términos de la serie finita que resulta 
se multiplicarán por x12*" dx ^ y se partirá cada 
uno de ellos por (r — o:) ^ K con lo que se po­
drán integrar por el método dado ( 329, 332): y si 
el exponente /z-f-i es número entero y negativo, la 
diferencial transformada será una fracción racional 
que se integrará como se ha manifestado (344). Que 
€S &C9 ' ^ ' r 1 

P R O P O S I C I O N X I I I . 
^51. Hallar la integral de la fórmula xndx % 



3 3 9 ) 

fñ 
(¿¿^•"k^r '^x '1 ' ) ^ ' ^ ^ I C t ú f i knpr'eáoñ s T supo­
nen los exponentes, n entero yt,positivQ , y j?z en-
teto positivo ó negativo. " • 

Hágase a: =F ̂ i=?; y se tendrán las equaciones, 

»2 7̂  

íue^ó la diferencial propuesta será igual-á" la ex-

presión ± ^ ) « ^ X ± ^ a -F 2 a = 

4- &;c'. la qual serie es .finita en la suposición que 
sea n número entero y positivo , y íos términos de 
la misma serí^ se integran por lo demostrado ( i p i , 

' 394,186). Que es &c . . 

P R O P O S I C I O N X I Y , 

352. Hallar la integral de la fórmula 7 

'— ñ — • s en quien son los exponentes, 

n número-entero y positivo , y entero positivo 
ó negativo. . \úl , '" : 

Hágase x-^-h — z--, y se tendrán las equaciones. 



(340) 

^ $ * 4 - g ñ llamada g i = z a ~ b * , ( x ' l - h 2 h x + a ) T 

sas(^a+^)lr , a : c s = ( 2 - ^ ) « : luego la diferen? 

cíal propuesta ^ X ^ + ^ j ' s e r á i g u a l á W ) 

- " — ^ - ^ . Supóngase ahora ^ a r K ^ ) ^ 

vS + í r y se tendrán las equaciones, 2=s-—•, i^ss 

2 
»2 

luego la fórmula ( ^ ) sé transformará en la 7 

" " ^ + ^ : : ^ ^ ^ ^ ) " " ^ cu3ra integral se tiene por 
lo demostrado ( 3 4 4 , 3 4 6 ) : luego del mismo modo 
$e integrará la diferencial propuesta. Que es &e, 

P R O P O S I C I O N X V . 
3 5 3 . Hallar la integral de la fórmula 

- — — 5 en quien son los exponentes, 



n ndmero entero y positivo, y w enteto positivo 
.ó negativo. 

Hágase x — ¿ = ^ 5 y s6 tendrán las equaciones, 
acss^+^, dx = dz l a ^ z h x r ^ x ^ ^ a + b^ — z f 

'es/a'^-2« - llamada/a==l¿4- + a ^ ^ p 

13= 2 a..)T,: a:«= (s-fcf).^: luego la diferencial 

propuesta sera igual a la (^í) (z-^hy ^ 

póngase ahoî a t ? * ) ~ / ~ ~ zt-, y ?se tendrán 

las equaciones, z ^ - j j ^ r , d z ~ - " ^ T ^ t * ) ^ ' * 

go la fórmula ( ^ ) se transformará en la 

2t/ x ^ f ^ I ^ ^ i ^ S ^ ; .cuya írac* 
cion racional se integra según el método dado ( 3 4 4 , 
3 4 6 ) : luego del mismo modo se tendrá la integral 
de la formula diferencial propuesta. Que es &c* 



3 5 4 . :; La fóniíula £ ̂ f f /X ( ^ + ^ 2 ^ 4 - ^ 0 ^ ^*" 

cukres ...si es s ~ ? Í í número,entera #osltivo A ne« 

gativo, ó bien cero*̂  . ! i 
'^'fíágys^^^^íi1; * y '̂̂ e 'téffdrání las équacionés^ 

luego sé tendi:á P i ^ X (^4-¿2? )"*"-= !>< 
f q—y -H.» _ — ' - i-r. v ' ^ / - r . - :1» i , 

» ^ ' d i X ( ^ - f ^ r c - f ^ ^ ) * ; pero esta se ití-
tegrajp^í cien^stra^ (35i"...»353Í en la ísuposi-

cion que seá—j .— numero entero positivo ro ne-

gativoT ó bien cero: luego del niismp mpdo ê in­
tegrará la fórmula diferencial propuesta. Que*es &c, 

O ó & o L A R i o r 

3 5 5 . "pi se supone—^— = •+•# , én cuya ex­
presión es n número ̂ entero, :se tendrá g'fss - f - np 
•A-pr-i •) de modo que siendo 7̂ -= 2 , resultará q 
número impar, positivo ó negativo: en conseqüen-



tia4a fóttó^ 2 4 y * 

se integrará: por. los jlogaritmas p;por los arcos ciíf 
aullares, ŝi el expopsnte mm^0ym^txQ. é im? 
par , positivo ó negativov Si son las cantidades 
n = o , , será ^ = i : lüegó lá fórmula 

(^ + ^ ^ - h i ^ ) * se integrará como se ha dicho 
antes »i . s . f -A IU, <;> * * " ^-**• ••**. 

P R O P O S I C I O N X V11» 
'?>• • - ,: ••. - u^du 

3 5 5 ^ H Hallar la integral de la formula 

'- : Hágase u ~= se( tendrán;; la& a éqúaciones^ 

ii%==t>z-*, du=z~1?'l z-i*' dz, ^ = 3 4 2 - ^ . Subs­
tituyanse estos valores en la diferencial)propuesta^ 

Y se ; tendrá ^ - ^ - - ^ - ; ., :.. - ' - = 

22'¿fe ̂ rb '̂dz ' z* dz •• dzA-V"? ' " dz ' 
4--

. . . "- ..dzA-Vtv^dz . - irL ' 

y 5. ^ a ^ - ^ - y ===-^-^- ( 224 ), ,- siendo / un arco dft 

la Hipérbola equilátera , cuya e^üaciotíí es:r̂ .ís== ¿c^ 
~ d 

»- ^ hz^zx1^'1: luego se tendrá 5«iv^a^^a^ =s 



skndo Í un arco de la Hipérbola equilátera y que 
tiene sus éxes iguales á zb , y la abscisa tomada 

desde el centro igual á V~* n ^ ó bien á -7 v / - ^ - . 
Que es S¿:c. w 

P R O P O S Í d l O N X Y111 . 

357. Hallar la integral de la fórmula ^ ^ r p ^ • 

Diferénciese la expresión %{x'1 -kh11)**, y* 
se tendrá D.xf % ( x ^ b ^ ^ q ^ 1 dx % (^a4- b*)™ 
^ 2 . m x ' í ' h l d x X { x ' 3 ' - \ - b ' 1 ) m - 1 i luego será 

ai 

<2 

ít? - X (¿c ^ Hh- ^3 ) ^ ; é integrando se tendrá 

S . x i + ' d x * ( ̂  4- P)m-1 = ^ ¿ ^ ^ X 

S.x l'^dx X (a:a-h¿a)w. Ahora si se suponen ^ ̂ = — |.t 

, será ^ v ^ a ^ a y = a : " g X {^ a 4- ^ a ) ^ 

-4-é5.a:~5Ía:X(;i:a-í-^a)2 cuya integral se tie­
ne por lo demostrado ( 2 2 4 ) : luego se integrará 
del mismo modó; la diferenciali propuesta. Que es 
§CC • . • • ' ^ „ 



(345) 

P J R O P O S I C I O N X I X . 

358. Hallar la integral de la fórmula dx% 

Diferénciese la expresión x ? X (2^4- h 0-) m\, y 
se tendrá P.a^ X ( £a 4- b* )™ = l ^ ' 1 dx yi 
(x^ + b ^ ^ + zmxl+ 1 4*X O a + ¿a)w"1 *, pe­
ro es q x*-* dx^Xx^ + b^ '^qh^xt -1 dxK 
{xa + b'2)m'1 +q x** 1 dxyi{xQ' + b'lyn~1'A\ie.~ 
& szxk B . x * K { x * + b * ) m ^ q b * x l ~ \ d x % 
( ^ 4 . ^ ^ ) ^ i + (2^-4-^)X^?+I ¿ / ^ X f ^ + ^ ) ^ 1 ; 
é integrando será a:7 X ( a:a 4- ^ a O ** = ^ a X 
5. x*'1 dx X (a:a 4-^ a) 4- 4 - X ^ •̂1"í 
X(^a4-¿'a)OT-1, de donde S.x^dx X (ÍC +̂̂ T"1 

Ahora si se suponen # = y 7K==|, se tendrá 
5 .a :^ ixx/ / (^a4-^a) = TXA;"é X (^a4-^a)^ 

4- — X 5. ^"2 io: X (^ a 4- Aa) 2 ? Pero ésta se inte-

gra por lo demostrado ( 224) : luego se integrará 
del mismo modo la fórmula diferencial propuesta» 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N XXv 

359, Hallar la integral de la fórmula-7-—^-^—— 
x^W^-x*1) 



(34^) 
dx hdx~* xdx-̂ -xdx Es evidente que es — 

«a><V(ía—íca) hx* JiP'2~ x*) 
{i±x)Kdx xkdx T _ .", . 

= — i " : TJñ fZ^s • La ^tegral de 

X ^ ¿/^ 
^o^;—5^- se determina por el método dado (3^6); 

y la integral de •• vr—-—- se halla 4e este 

modo. Hágase ^ + a: = 2:; y se tendrán las ecuacio­
nes, dx = dzy x ~ z ~ h rx* ̂ ^ ( z ~ h ) , f^p—x) 

= / / ( 2 ^ — 2 ) ; luego será ..... ^ ^ ^ ^ ó bien 

fe/^jh^) ^ g2 ¿fe ' \ 

dz . , , . 
^ X V C - ^ ^ H ^ Z ? ) - -> CUya inteSral se ha deter-

minado ( 2 2 5 ) : luego &c. 

P R O P O S I C I O N X X I . 

3 6 0 . Hallar la integral de la fórmula 
dx 

Hágase x~—-'-) y se tendrán las equaciones. 



(347) 

s s - j X / ^ C ^ — : ^ego será dx 
*2 XV^ar -^a ) 

cuya intégral se tiene ppr lo demostrado (359) -. 
luego se integrará del mismo modo la fórmula di­
ferencial propuesta. Que es &c. ~ 3 ; 

P R O P O S I C I O N X X I L ^ 
361. Hallar la integral de la fórmula 

Hágase /S( x a + i>? )=r:y~-x '7 y se tendrán las, 
••'rJ , y* 

equaciones, rs'2 -f- â = ya — 2 n; y + ^ == • fl-
-y-' - ••• : -¡v*4.&» Cu*-̂ ^ydy 

t \ x * + i * ) = : y ~ x = - ^ - , ^ ^ = i ^ — , 

^ 2 ¿ . luego sera -—:— = 

Cuya integral se ha hallado (360): luego se ten­
drá del mismo modo la integral de la diferencial 
propuesta. Que es &c» 



(34B) 

P R O P O S I C I O N X X I I I , 

z: 3 6 2 . Hallar las integrales de las fórmulas 

• , Hágase ia + yp3) ^ z 5 y se tendrán las 

ecuaciones Í2 + ^ o:3 ^ 3 , ^ = — , â ¿f a: s=—^> 

luego sera ^ ^ p ^ j = ^ ^ j j ^ J p ) ===r̂ br:~~t̂  ^ 

g = ^ a ^ - vcuya integral se tiene por lo demos­
trado ( 3 3 8 , 1 3 1 ) : luego se tendrá del mismo modo 
la integral de la fórmula propuesta. Con el mismo 

método se hallará que la fórmula ¿MíñÉiZ 1 se 

%zadz 

transforma en la. ^ ^ t r r , cuya integral se tiene por 

lo demostrado ( 1 9 2 ) . Que es &c, 
P R O P O S I C I O N X X I V . 

¡4 3 6 3 * Hallar la integral de la fórmula 

dx 

y z ' 
Hágase a: = — ; y se tendrán las equacipneŝ  



(349) 

£ ~ ,. \ 2 ^ . . . . 

' •". - • ' • • l % • aĉ  • • 
luego la diferencial propuesta se 

transformará en 8 — - ^ • 7XVr(2adr^--¿a)3 

ĥ dz / _ h^z^dz 

l^z-^dz-^dz z* dz ; . -

de -r- v ^ ^ p ^ a ^ x y ^ ^ ] * ' ^ { ^ F ' ) 

ó bien á — 2 X -^"— 5 y la integral de 

z^ dz ••• - ' ;.. 
"T7"̂  r r r se tiene por lo demostrado (224) : 

luego se tendrá la integral de la diferencial pro­
puesta. Que es &c. ; -

P R O P O S I C I O N X X T . 
364, Hallar la integral de la fórmula 

. dx 



(35° ) 
Resuélvase el tnnomio b^dzpXTX^ en sus 

factores , y se tendrá • bfJdE'p x s=s ^ 

y haciendo las substituciones ± f^ - f v(|/a+3a) =sar 
h = =p: § ^ 4 . / ^ ^ > 4 .5* ) , é t f ^ é z p ' x — i 5 ==5 
(.¿r—a:-) X (^-f^^)* -bfeBL^.^^2^6^^^ píppwesta 

, • -... • sera igual a - 7 — r — — — — ^ 

dxyi{h~*rx)~'Xdx • ^" ^ X 0 4 - ¿ f ' ^ 
^ * X ^ ( ( ^ ^ X C ^ + ^ ) ; : ^ixv(-^—J)X(^-fít)) 

: ¿V^-^XC^a:)) ^ í x v f e - ^ ' M ^ ^ - â)? 
pero la integral de esta última, .expresión sê ha de­
terminado en la Proposición anterior 1 luego solo 

resta integrar la otra ± v w ; para lo qual 
^ 2 X V(í2— 

supóngase ^4-a: ==2:;,y se tendean las eqfuacioneŝ  
4x=dz7 a — x = a + & ~ z r x* = */:(z~b)^ luego 

hx* x v *) "7 M ^ x ^ + ^ ) - . -

¡ k v M x ( . 4 ) ^ ^ ) x ^ ^ F c u y a integral se 
tiene por lo demostrado {2515 ) • Por tanto consta 

sera 



de la integral de la fórmula propuesta. Que es &c. 

i P R O P O S I C I O N X X V I . 

: 365. Hallar la integral de la formula 
dx 

• . . Hágase xs* —_;. y. se tendrán las equaciones, 

i^=s. j - , 3 : 2 = — T - , « = = — : lueg0 la îfc™ 
• " ; * ' : ' 2 2 , z ' y '[ ' f ' 

rencial propuesta se transformará en la : 

- 4 - X d r — q u e es igual á 

, cuya integral se tiene por 

lo demostrado (364): luego se tendrá del mismo 
modo la integral de la fórmula propuesta. Que es 

P R O P O S I C I O N X X V 11. 
366. Hallar la integral de la fórmula 

x ^ X ^ i x ^ d z - p x - ^ F - ) 

Io* Si es b '2, = l p ^ el trinomio x a dbp x-^-
será un quadrado, cuya raiz es x d d k g ^ p bien 
j t g z h x * Hágase a:2 = 2 5 y se tendrán las equacio-



dx zzdz ndz 

dx • • -
asimismo sera 

5 pero las integrales 

• • dz dz " ' x 
de las fracciones —r—r~ , — — a se tienen o por 
los árcOs circulares, ó por los logaritmos (131^ 
338) : luego se tendrá del mismo modo la integral 
de la diferencial propuesta en la suposición que 
sea h aá=ij7a. , • • 

2o. Si es ^ a > a ; hágase xdtzip = z , y se 
tendrán las equaeiones ^ f / f x ^ dz , x ̂  z ^ i p , 
a:̂  = / ^ ( 2 = F i ^ ) , Xo- -̂ zp x^r\p 2 = 2 a, x^ázpx 
^ - ¿ a = = 2 : a 4 - ¿ a — i / a = £a-{-^a, hecha la subs­
titución P— ip* = por facilidad del cálcu-

lo 1 luego será ——•—— —1 53 
^ ^ { x ^ é z p x A ' b ' 2 ' ) • 

- 7 - — V̂ T; a —a\ • Hágase - ahora ra 4- ̂ a ) = 

3/ -— 2 ; y se tendrán las equaciones, 2:a + â = y2, 
— 2 y 2 4- 2 a, ^ a = ^ a — 2 ^ 2 , de donde resulta 



g a V a X — • . J - ' Cuya integral se 

g R i y . ^ ^ ^ - , - ^ ( ^ - K : | ^ . . ^ y , ^ ^ 

-"^ g±^ + ? ; y hqchas estas. svibstltUGiones, 

se tendrá la referida farmula ióftsfbrmadâ ^̂ .̂ ^̂ ^̂ .̂ ^ 

jtienc por lo demostrado ( 365 ) luego se.„ .intega-
rá del mismo modo la fórmula difereneiar^rópues-
ta en la suposición de ser „̂  ? > ^a . ; ;;". 

39. Y finalmente si es £a<~/>a, y la diferen^ 
"cía! própüesfa es ':' - ^ • J :- '-'V resüelvásie 

a: * XV(a:a4-^+¿a) 
.él trinomio ^-1-^4- â en - sus iiactores ¿t-l-f ̂ 7 -f-
ÍK + é ^ — ^ , siendo 7 = / / ( ^ a — ^ a ) ; y será .la 

diferencial — ; — • - — : 

_____________ dx -
* T-—" ~ ~ . Hágase #4- lp 

*-^ = 2; y se tendrán las equaciones, ^ — ¿/¿^ 

^ ¿ ^ ¡ ¿ V ) V 4 ^ 5 ^ ^ ) = = ^ : luego la ;:dí-
yy 



fcrencial propuesta ^ 6 bien 

$6 ttmsíútmMá 
« 2 XV(^+fi74-^)X 
rpór medio de dichas substítueiones en la 

""7— — - — — — ! ' ' ' , • • - 5 y -• por-1 ser 

i7 ^.r^ta 3iferen<iaí. transformada tiene la mis» 
ma forma que la de la Proposición anterior.-Xam-' 
bien se reduce á la dicha forma lá̂  diferencial 

-~¡ ~ .—esto es, se transforma en la 

diferencial - r -" .' "̂ "' -— :' f—- por 
d ^^ ;XV(2 :3^ ( Í^H3^^^X^1 l -2^ ) : ; ; 

medio de la substitución x -\-£~-k:.p == z. I?qr tan­
to se tendrá también lá integral de la formula dife­
rencial propuesta en la suposición gue sea ^a<|^ 
Que; es 8cc* 

P R O P d Q S L C I O Ñ X X X I I I . 

367« Hallar la integral de la fórmula 

Resuélvase el trinomio — ^ a ^ ^ ^ — j : 2 en sus 
factores x — + ^ ̂ ^ - f - i / - J - ^ , substitupnda 



í en lugar üe* a — ̂ a ^ y a s i ifocfeofes s<sn 
reales, si t s ^ p y h í Ijiego seri l^i d.iffre^eial piíOr 
.puesta. ' x • -̂ v' ——• = • 

. , „ dx - •.•í' . i 
— —— '•—— —. Hágase 

— x-^é p - ^ h ^ z ; Y se tendrán las equaclones 

f ^ x ^ é p + k) ==y^2h -r 2):,luego será 

a*f X V ( - ^ 4. /z 4- ^ ) X V (— o:-h ip+h) 

" i """̂ " : ^ ^ = : : • . -
L ^2XV(á/7rí-i--2)XV(2^--2) ; _ 

Í - U T M — 1 ' — " ^ Z ' ' " ' • • ' — ' ' ""'n v la quaí 
: ¿ 2 X ^ Hra^— (3^? / ) X ^ + ^ ) : • 

se integra por 16 aemostrado en la Proposición an­
tecedente: luego se tendrá del mismo modo la in­
tegral d.e la; fórmula diferencial propuesta.; Que es 
&c6 

P R O P O S I C I Ó N X X I X . 
368. Hallar la integral de la formula 

x̂ dx • • "' 
^{xazt:px + b*)-

1,0 Si es ¿ a = a, el trinomio x^dzpx 4-
será un quadrado que tiene la raiz XzLips 6 bien 



i ( 3 0 ) . . 
rM'̂ 'w--Hágase ^ = 4 ' ¿ ^ y- se tendráh las éq[uádic¿ 

lies. ^ = 2a , i .r = 22: i2 : luego la diferencial 

;̂ •• ;•' x 71: dx- - --- • x %dx •- ^zz^dz • 
i - LJ^f9 '.seítia 

demostrado (192) que las diferenciales ~̂J~.£.p-> 

7~ r ê ínlégrán ó" por tos Vrcós^circkíláfe^ 4 6 
%p ±1 z . & ; ...v 
por los logaritmos: luego se tendrá del mismo mo­
do la intégrafde la fórmula propuesta en la supo? 
si^ion que sea h a =̂  \p a . ' ' - - ^ 

^ 2o. Si es ¿ a >|>;aS hágase ^ i t f ^ ^ 2 ; y se 
tiendrán las .equaciones,.dx == dz,̂  x^zkip X.úzV'S¡? 
ẑ -t-b0,— ̂ /7* s=2a H-^3', substituyéndo ^^ erirlugar 
de - y , * : luego será = • í 

^ T J ^ s - ^ ^ ^ > . Hágase ahora 

2 a + ^ a) = y — 2 ; y se hallarán fes1 equacio-

nes,2 = — j — , ^2 = — . — , / ^ (2 Th2 ) — 

•Zl±íl 7 ^ ^ j . w V ( y ^ ^ l í ! I : Iu-e 0 

Sera V(2=F i ^ ) X V(2a-h^a) ^ j V 2 j X V ( f W - - ^ a ) 



•̂ -:?r.-,.r:,:,:,:.̂ ->.....̂ .:,-:!l̂ '.̂ l.l- .... «X<a pximera y segun-

da de estas tres diferenciales se integran por lo de­
mostrado (^24 r 3% ):r .y la-tercera ?e transforma 

por medio de'-la"" sübstifütion- y *=±~ en la diferen­

cial ^ ' ' ' " " ^ 1 ' , la (jual se integra 

q tj 
por -método úado (1363 ) . Por tanto se tendrá 
la integral de la fórmula diferencial propuesta en 
la suposición que sea / ' ÍZ>^2' . 

30. Y finalmente si Qs ~b-:^~fp'x J l̂os factores 
del trinomio # a z t / # ¿ a serán reales , y se tcn-
J , x * d x dx 

supuesta h-=P\^pf3' — #a). Si el trinóijiio es x12, 
^ r p x . - k - l a^ hágase 4 - : ¿ = 2^ y se tendrán 
las equaciones , d x = ~ d z , x = 2 -4- ̂  —• , 2 = 

2»'" " ' li * X ^ dx • -
== / (z+zh): luego será——--——-TÑ. . , ¡ A=s 



^ + ^ m - i ñ Z z i x v ( 2 + ^ x ^ ^ i ^ ) 

^ -_^-{^1p) )<dZ _ y p0r S-er 

— ̂  ?J ==^, stxk ^ p ^ h ^ j p > zh : luego 
las dos diferenciales transformadas se integrarán 
|>or lo demostrado ( 224^ 365), y en conseqüen-
cia se tendrá del mismo modo la integral de la fór-

^mula i ^ ^ ^ p y y p y la súposicioñ que sea 

h a < 0 ^ ' En fin si el trinomio es o:a — ̂  ^ + ^ % 

la diferenGial % / • >/ x . ZLX se trans-
forma por la substitiicióni + en las 

:- — - ; ^ • - • :: : : , las quales 
'^M* K < 2 4 + ( ^ - ^ : l x ^ X ( ? - - - 2 ^ ) : • 
se integran del mismo modo que las antecedenteŝ  
Por tanto se tendrá también la integral de la dife-

yehciáli mmmmpX ^ eíl la suposición que sea 

I * <U7a. Qu^ es 6cc. -



369« Hallar la integral de la fórmula 

. Hágase ¿ - M 2 y se tendrán las equacio-

rencial se integra por lo demostrado (368, 363, 
2 2 5 ) ; Iviego se tendrá del mismo modo la integral 
de la fórmula propuesta. Que es 8cc* 

V R O P O S I C1 O N XXX L 

^70. Hallar la integral de la fórmula Í ^ - — ^ A 

Hágase ^ = — ; y se tendrán las equaciones </J2 = 

r j x * + g ) . luego sera ^ ^ q ^ j ^ - ^ X 



qualsse , integra por \o d^mostradq en, la Proposi­
ción antecedente: lüego se tendrá dél mismo rtio-
4ó la integral (de la •fórmuk p^<î ues|a; Qiie ésí &c, 

P R O P O S I C I O N X X X I I . 

371. Hallar la integral de la fórmula 

iHagase ^ ^ . T ^ - ^ - ^ . ^ - s e r a . ^ = ~ ^ ^ » ; - = . + ^ | 

dé donde; íesúlta pór consiguiente sé 

tendrán las eqnaciones, .2=== ———7-, dz= , 

iórmiifeídíferepcíal propuesta^ ^ ' ^--T-y-—-r 

. . *3aY.~xdx a x^a. - t>j^fx2'—.lfjrdg) 

demostrado (369) ; luego del rnismo modo se ten-



(3^0 
drá la integral dé la fórmula propuesta. Que es &:c, 

P R O F O S I C I O N X X X 1 1 í . h 

3 7 2 . Hallar la integral de la fórmula 

Hágase x ^ ^ f * f 2 y j & tendrán las equacio-

n ^ « g ^ ) = ^ S - : luego será 

4(bx*~~g)", cuyas integrales se tienen por lo de­
mostrado ( 3 6 9 ) : luego se tendrá del mismo mod@ 
la integral de la fórmula propuesta. Que es &c. 

P R O P O S í C I O N; X X X I V . 

3 7 3 . Hallar la integral de la fórmula 

^2 



- . . Cafe) , ; 

. Si se multiplican el numerador y* denominador 

de la diferencial J ^ t i f ^ p o r ^ - f - t ^ ) , se 

tendrá ^ * ^ * : liz'^ <l**(a+l>za) \ ,r.— 

v(« r b l * y ^ f í S z * ) + v^ . f i ' ^>v( /+#^) ' de.don' 
de resulta g^g i í ^ í l i í f Ü 

tas dos diferenciales se tienen por to demostrado 
( 369 , 372 ) : luego se tendrá del mismo modo la 
integral de la fórmula propuesta. Que es Scc* 

P R O P O S I C I O N X X X V . 

374. Hallar la integral de la fórmula 

- Multipliqúense el numerador y denominador 
de la diferencia! propuesta por / ^ ( 4 4o ̂  2a ) ; y se 

tendrá — • — — »̂2) 

légrales de estas dos fórmulas diferenciales se tie­
nen por lo demostrado (370, 369) : luego se ten-



drá del mismo modo la integral de la fórmula pro-
puesta9 Qu'e 'es &Ce; '" • " \ ¿ 

P R"0 Th~S I C I OTTX-fX Y L :í7 

375. Hallar la integral de la fórmula - j — é ^ ^ 

Si el trinomio ^ 4-^ 2a 4-^ ¿ ^ se puede resol-* 
ver en dos factores jbinpmioŝ  reales del segundo 
grado, como (f+gz '1) X (^ + ^2a) , se tendrá 
la integral de la diferencial propuesta por el mé­
todo dado ( 372 }« Pero si dicho trinomio no se 
puede resolver en los referidos dos factores , lo 

que sucede' quando sea a > — , M^st:\z? ̂ í == ^ -» 

V se. tendrán las equaciones z =¡ /^(x1 — —) , ¿fe =3 
ar̂ o: ^ ,.. , , . , ... . , , „. . _ 

•jr a = cx4 d- K: luego la diferencial propues-

ta se transformará en la ( J ) , * — 

suponiendo — ==f^ a^- ^ ^ c g para facilitar el 

cálculo. Hágase ahora a:a • 4 - / / ( ^ + ^4) = ya; y se 
tendrán las equaciones / / ( ^ + ^4) = } ' a — n a . 



(3^4) 

+ ^ == i y 4 + ^ + S " ' ^ + * = 

• ~ i : luego la diferencial A se transformará 

pero la integral de esta diferencial se tiene por Jo 
demostrado (372): luego se tendrá del mismo mo­
do la integral de la fórmula propuesta. Q u é es &:c^ 

P R O P O S I C 1 O N X X X V I I. 

^76. Hallar la integral de la fórmula . 7-a • ^ 

Si el trinomio a-^ hz1 -4- c 2^ se puede resolver 
en dos factores binomios reales del segundo grado, 
se tendrá la integral de la fórmula propuesta por 
el método dado (373 ) > y si no se puede resol­
ver en dichos factores v hágan-se las mismas dos 
substituciones ^ue. se hicieron en la Proposición 
antecedentes y por la primera se tendrá 



(365) 

pero esta diferencial se integra por el método da­
do (374) : luego se tendrá del mismo modo la in­
tegral de la fórmula propuesta. Que es ¿kc, 

P R O P O S I C I O N X X X Y I I I . 

377. Hallar la integral de la fórmula ^ ^ . ^ ^ 

^ ^ n cuya expresión es q número entero^ ó bien cero. 
Si q es número impar , positivo ó negativo, 

consta (355 ) de la integral de la diferencial pro­
puesta ; y si es ^ número par y positivo, diferén-
ciese la expresión X r ( a + bz'2 - t e z*), y se 
tendrá 

de donde resulta la equacion ( ^ J 

~ ( f + a > v ( ^ ' - ^ ~ - Si en «ta equacion ge-

neral se hace 1, la integral de - ^ ¡ ¡ f ^ 



{S&6) \ 

dependerá de las integrales de - -r , / ^ : -

V ^ ^ ^ c ^ ^ 5 s isupone ^ = ¿ 3 , Ja iptegr^l de 

—-—- . . .A dependerá de las mtesrales de 
: . - z*dz. • • ê dz _ r . ., , .. . . } 

" , r ' , r* ," ^v ̂  " ^; , r* l v ^ 5 y asi suG5e,siva-
mente con eí mismo orden. Por tanto la integral 
de la fórmula propuesta, eñ quien ^ es número par y 

positivo depende de las.integrales de, ^a+ l j> \cz^ * 

mostrado ( 376 , 37 O* 
En fin si q es numeró riégativd y par,' por mê -

dio de la equacion se* tendrá Há̂  eíquácion ge> 
" z?-1 dz ""- - '•I)'.zV:*y{alrlz?JrCz*')' ^ 

neral 

pajj(a'±Ez*J£cz*) * pa^Qa+hz ĵ-cz4') 
equacion se hace 7̂ £=3—1, Ja integral de 

:- " d* ' •' •- ~ •". , ' ~ • 
~ dependerá de las integrales de 

p==_ 3 , la integral de ^ J * . ^ dependerá 



(3^7) 
dé las integrales de-7 

y así suceskamente con el mismo orden. Por tan­
tor la Jntegrab de la fprmuk; propuesta , en quien q 
es número par y negativo, depende también de las 

integrales de — —rr^ "77 r-¿ — , las 

quales se tienen por lo demostrado ( 375 , 376) \ 
Que es &cr 

P R O P O S I C I O N X X X I X . 

378. Hallar la integral de la formula v(/+¿g«) ^ 

en quien el exponente m es número entero, posi­
tivo ó negativo. 

Multipliqúense los términos de la fracción pro­
puesta por V(¿z + ^2:a) 5 y se tendrá la equacion 

~, .ü-yz\ Tr 7 . J pero las integrales de estas 

dos fórmulas diferenciales se tienen por lo demos­
trado (377 ) : luego se tendrá del mismo modo la 
integral de la diferencial propuesta. Que es 8cc, 

P R O P O S I C I O N X L . 

379, Hallar la integral de la fórmula zmdz X 



( 3 6 8 ) 

/ ^ 4 + ^ 2A 4- c ̂ 4) r en quien es m numero entero, 
positivo ó negativo. 

Multipliqúese y pártase la fórmula propuesta 
por ^ { a + hz*-^cz*) ! y se tendrá lá equacioñ 

+ ^ + ^ + ^ ) ; ^ v c ^ ^ + ^ ^ r ' c u y a s inte' 
grales se tienen por lo demostrado ( 3 7 7 ) . Que es 

P R O P O S I C I O N X L I . 

3 8 0 . Hallar las integrales de las fórmula^ 
te 

u 

zmdzyt(a + hz'1 y X i f + g z * ) * , en cuyas expre­
siones son los números n y q impares y positivos, 
y m entero, positivo ó negativo. 

Hágase n = 2 / + 1 , . y se tendrá la equacion 

= ^ X - 4 - ^ 2 a 4 - Í 2 * ) ( a + bz* + c z * ) * ; 
luego si se eleva el trinomio a 4- ̂  -l-cz* k \z 
potestad entera y positiva / , y los términos de 
ía serie finita que resulta se multiplican por 



( 3 ^ 9 ) 

;¿ m dz J^i a -^ l ^4- c 24) ^ cada uno dé éstos pro­
ductos se integrará por lo demostrado ( 3 7 9 ) : lue­
go se tendrá del mismo modo la integral de la fór-

n. 

•muía z^dzX {.aA-bz^ + cz*) '2' . Con el mism» 
método se hallará ( 3 7 8 ) la integral de la segun­
da fórmula propuesta que resulta igual á zm dz X 

(a+hz'1)* •_. , \ i 
( a - ¥ h z * y y > ^ p j g p - j . Finalmente con el re­
ferido método se Hallará ( 3 7 9 ) la integral de la 
tercera fórmula que es igual á zm dzy,{a+bz'1)P % 
i f + g z * ) ' * ^ a + b z * ) X ^ i f + g z * ) . he 
cha la substitución q ^ z r - k - i . Que es &c# 

P R O P O S I C I O N X L I L 

3 8 1 . Hallar la integral de la fórmula 

« — - , en cuya expresión es u número 

impar y positivo, y m es número entero , positivo 
ó negativo* 

1° . Si es m número par y positivo , y además 

j n > n + i , o m = z « ± 1 , hágase = 

y se tendrán las eguaciones 2*+'——X2a=—— » 

aaa 



(370) 

- X (¿ - ^ a): 4 c 4 X / Í ~ ^ ) : lue-

g0 sera : — 7 ^ " ^ w i • igual 
% • " ̂  : ' V'' 

á la cantidad (^) ( ^ r r - ^ X ( ^ - ^ ) ^ " ' X 

^ ( h - ^ p i - í . ) ^ multiplicada por (J?) 

^ _ ™ ^ ( _ ¡ r ^ _ _ ) j jpero sien­

do 7n y « 4 - 1 números pares, y además m>7z-l- 1 , 

el exponente ———- es número entero y positivo: 

luego elevando la cantidad B á la potestad m' 
1 "> 

y multiplicando sus términos por la cantidad A , 
en la suma de las integrales ( 3 7 7 , 3 7 9 , 3 8 0 ) de es­
tos productos se tendrá la de la fórmula propuesta 
€h la suposición de m>7z4-1; pero si es 7« = ;z-i- 1 , 
el factor B queda igual á la unidad , y ía integral 
( 3 7 7 ) del factor A dará la integral de la fórmula; y 
si; es í72=ŝ —1, se tendrá la integral por lo dicho ( 3 7 7 ) » 

2o, Si es 7/2 numero par y positivo , y además 
m < ñ : i - i , ó bien si es m número par y negativo? 



(370 

hágase i luego por las correspondientes subs-

tituciones y reduciones se tendrá — — — í l — ¿ 

^ z— # Consta por lo demostrado eñ 
72 
IT 

el caso anterior que esta fórmula sé integra 4 
quando sea — tfz 4- 2 TZ — 2 mayor ó igual á « -f- i , 
de donde resulta ser m menor ó igual á /2 — 3, y 
con mas razón m menor que « ± 1 : luego si es m 
número par y positivo, y además m < n -|- 1 ^ se ten­
drá la integral de la fórmula propuesta. En fin si 
es /̂  número par y negativo , la fórmula transfor­
mada se integrara del mismo modo porN él caso an-" 
terior. , % J(x X > S 

30. Y finalmente si m es número impar, posi­
tivo ó negativo , la fórmula propuesta se integra­
rá por lo demostrado, (355 ) . Que es &c, 

^ R O P Q S I Q J O N X L I I I , 

:g82v Hallar las integrales „<ie las fórmulas 

p n p 



fas expresiones son los números n y p impares y 
positivos, y él exponente m entero, pósitivo ó ne­
gativo,; ;_ _ ..r " - j , ^ ^ j ; 

Sea n-^vsz2qr y será n=z2q~~p: luego se tendrá 

• s—f • ...i — ———% CU-1 

ya integral se tiene por lo demostrado ( 3 8 1 ) . AsK 
mismo si es i K p , y se supone n~p~2 ,< i i ikik 

zmdz 
> •" - —". . - i . v . , * 1111 , • ) 

n p 

(a + b z ^ r X i f + g z * ) * 
MT.Txi.í«r'.'.v 'ü ír-i ; • sais. 

ia+hz*)* X ( /4-^a)^ 
: luego &c. 

P R O P O S I C I O N X L I V . 

3 8 3 . Hálíar las intégrales ide las fórmulas dxX 

en cuyas expresiones son los números w , TZ r ^ ira* 
pares, positivos ó negativos. 

Hágase. a:=-2 a 5 y haciendo las correspondieíi^ 



J 
tes substituciones en las fórmulas ^propuestas, se-
íán ésta§: respecifcivament̂  ignaks áías £z * dz % 

( á 4- ̂  2 a Hh ̂  4 ̂ a , %z ñ '+l dz >< {a + 3 z A ) V X 
z ü *• •'1 j:- u --̂  u 

( M - i * * ) * r cuyas integrales se han determinadlo 
í 3^0, 381, 382 } • Que es <&ĉ  

384* Hallar las integrales dé las íó|mulas xmJx % 
n $ n 

(a + ^ X { + j%a) H %%?X fc-f ¿*)~X 

A X Cc4-^) a 9 ^n cuyas expresiones soii 
los números « , ^ , ^ impares, positivos ó negativos, 
y el' número' m ;enterp.y^jpóisitiyp.... , 

Supóngase d 4- # # 5=5 ¿ 2, de donde x = ^ £ ¿ ¿ 1 

s=7¿ X (2*^1), llamada==: y- para facilitar el 
cálculo: luego haciendo las correspondientes subs­
tituciones en las fórmulas propuestas, resultarán éstas 

íespectlfámente iguales alas diferenciales a^h™*1^ 
- - JL ' 1 JL 

^ ? ^ I X ( 2 - J ) , R , X ^ ^ X c / w ¿ 4 - ^ r x 



if 
( ^ ^ ^ ^ M ^ ^ ^ i - f e i i y ^ Intégralés sé tietíérf pof 
lo demostrado (383 ), Que es &c. 

' C O R O L A R I O I , V ' 
385, SI es « = = ^ = ^ , las fórmulas propuestas 

' ' " " ' ' -

tendrán la forma ( ^ ) a:w ̂  X (^-f-/za:-l-^a+/a:5) a, 
en cuya expresión se contiene la fórmula diferen­
cial xftsdxY>í/r{§ + hx + kx'2' + lx'*)9 

. '.S;. ) ̂ C\p.R O li'A X I l^r 'h; ^ ^ t¡ j 

386̂  Sí -en la formula antecedente ^ se sugonf * 
m = i , p=s: —ff, ó bien w « a, I? ̂  í , resültaráá 
las fórmulas x d x i.J^ig h x k x12, 1 x^) ^ 

, eii las qué se com-

tienen las diferenciales — g ^ , , siendo 
& = 0 , fo sé?, ' t 

PROPOSICION X L Y L 
387* Hallar la integral de la fórmula ¿y^fe+j^» 

en quien el exponente m es numero entero y posi­
tivo» ' , J - • 

Difeiénciese k expreíion j se tendrá 



(375') 

- a : ^ a ^ p P ^ ^ ' ' - ' - x ^ • 1 lue", 
go multiplicaiida losr términos de esta última frac­
ción por . J ^ i g -rhi* 3.) v será. J[>. ^ \ t x 3 } == 

suIta - ^ v , « > i ^ 3 ± g ^ i ¿ ^ x 

p.J' - / , ' v : luego la integral díé ¿o:: x ^ ^ 1 % 

r (g-^hl) depende dé la intégral de (^ ) d%: 'x?-a % 
{g-htx 3) , y por igual razón- la integral de A 

depende de la integral de dx \ x¥- ? >< f^ ig -4- ^3); 
y así súcesivamente con el-mismo órden. Por tan­
to s i / 7 ^ - 1 , ó bien m es igual á qualquier término 
de la serie 3 , 6, 9, 1 2 , &c; la integral de la fór-
mula propuesta dependerá últimamente de la inte-

gral ( 3 8 6 ) de i f si m es igual á qualquier 

término de la serie 2 , 5 , 8 , 1 1 , Scc, dependerá 

últimamente de la integral ( 3 8 6 ) de xdx ; en 

fin si 7?2 es igual á qualquier término de la serie 4̂  
7 , 1 0 , 1 3 , &c, dependerá últimamente de la inte­
gral ( 3 6 2 ) de - ¡ ^ j p j . Que es &c. 



P R O P O S I C I O N X L V I L 

- ' 3 8 8 . : Hallarla iht-égral de la f ó r ^ 

en quien el expoheníe^ es hútñérb entero y positivo, 
Mulíiplígüense el numerador y denominador de 

la dlferéñciaí prQpúest^poí /f^+|^3);;y-^erá:dicha 

diferencial., igual * ^ 4 ^ ^ ) . . : ^ vSV/^ ) ? 
pero las integrales de estas dos diferenciales se tie* 
ríen por lo ''demostrado' ( "387" , 3 8 6 , 3 2 6 ) : luego se 
:téndrá del ánismb modo -la- integral de la fórmula 
propuesta. Qué es &c4 ' 

[. ' P R O E O S I C I O N X ¿ Y I I I . : 

389» Hallar la integral de la fórmula 

en quien el éxponénté^ és numero prósitivol é iníí-
par , y el .expone;nte % es enfeê b. ŷ  positivo, , , 

Multipliqúense el numerador y denominador 
de la diferencial propuesta por (^ 4- /0:3 ) ̂ ; y se 

i t -/ ' ' - \ r- .̂v,. Í ,r , '\ «•4'í 
tendrá dicha diterencial igual a ^^TTT-TP^r ̂  

en quien el expóneiite será número entero y" 
positivo, por serTZ;número impar y posjtivp: lue> 



t377) 

go elevando el binomio g-f./^ 3 á ta poíestad en-

tera y positiva — , y multiplicando los términos 
que resultan por dx.yxm (g + l x * ) , se tendrá 
la integral de cada uno de ellos por lo demostrado 
< 387, 385 ) ; por consiguiente la integral de la fór­
mula propuesta. Que es &c, 

P R O P O S I C I O N X L I X . 

3 9 0 . Hallar la integral de la fórmula — : 2» 
•z 

en cuya expresión se supone el número n impar y po­
sitivo, y el número es entero, positivo ó negativo» 

Hállese la diferencial de la cantidad 

9 y resultará dicha diferencial 
11—a 
"a 

igual á - ( ^ - H ) ^ . _ . 3 X f r ~ 0 X / & de 

donde deriva la equacion (-íí) —— —— =3 

I 

bbb 
a 



(37^) 

— — S l e s n~& 

la integral He la fórmula B se tiene por lo demos­
trado ( 387, 385), y por consiguiente la de la fórmu­
la J Í : si es ^=5, la integral de la fórmula -S se tie­
ne por el caso anterior, y por consiguiente la de 
la fórmula y asi sucesivamente con. el mismo 
orden. Que es &c. 

P R O P Ó S I G I O N L . ; 

39J:. Hallar la integral de la fórmula ^ 

en cuya expresión son los números, n impar , po­
sitivo ó negativo, y m entero, positivo ó negativo. 

Hágase a: = —; y se tendrán las equaciones dx=^ 
y ; 

y i n f i + l n — . : luego la fórmula pro-

puesta se transformará en la diferencial 

— ymdyXfey3+0 a -> cuya integral se tiene por lo 
demostrado ( 3 8 5 , 3 9 0 ) . Que es &c. 



(379) 

— ; C O R O L A R I O . 

3 9 2 , Si se €Íi{^fe>¿á-4^4¿="f Cnuáiero parvpo-

sitivo o negativo, la; íoxtnw; -TT^-^mlT-7-^- se 

integrará con el mismo método expresado " ( 3 9 1 ) . 

P R O P O S I C I O Ñ L I . 

3 9 3 . Hallar la integral de las fórmulas \ 

d x y , ( f + g x j ^ M a + h x - f ex*) 

1 
o" ^ X ) a X (^4- ̂ ) a X + g y ) \ 

'*i;ri „ ',—•,1 :....r i , . — . . • • . ". -——~—r" » en 'CU-
- : J x ? + * * ~ t ~ 

yas e^pxesloñes : ^ f L l ^ 
tivo j y nimpares^ positivos ó negativos. 

Hágase ̂ = —5 y las fórmulas propuestas se trans­

formarán en las respectivas diferenciales -~~yP dy 

(•¿?yrl-^).a. X (cy -4- 2 ) cuyas: integral^ se tie-



(38o.) 
nen por lo demostrado (384 ) . Que es &c« 

: C O R O L 4: R 1 0 I , í£pC 

394. Si se supone 2^ + 4 == r número positivo y 
par, y no menor que 4, las fórmulas 

m .n 

a ' . , 

. i se integraran 

con el mismo método expresado antes (393) • 

C O R O L A R I O I I . 

395. En la suposición antecedénte dé la f , 

fórmulas * ^ 1X fefefei^ : 

(h+kx) a ' ' T fOVíj 

( B ) á x X ( a + f a j ' X ;c redui 

cirán á las anteriorés (394) por medio de la subs­
titución h - ^ k x ^ k y 1 y ^n consequencia se inte-



(38i) 
grarán del mismo modo* l 

ICO R p L A R ló IU. 
396. Si en ía fórmula anterior ^ se suponé 

í== r f 4- K , de modo que tenga la forma: 

^ ¿ ^ ^ J - ^ 0 ^ . ... 

tigrera, con tal que fe^ í-?. w - - ^ ^ ^.pómerOj^o» 
sitivo , y no menor que 4 : pues ,* siendo t = r 4-m 
•4-^4-72, será t~m~~q'*~n *szr j pero r es núme­
ro positivo y par, y no menor que 4 : luego í—w' 
*~q-~n deberá tener las'miomas condiciones. Discúr-
i^^dé l mismo moddlreS^ 

uí, con taL-^ue ,se.-t.oiinf ^l.^pJprjd^l^ gantidacT'/?* 

P R O P O S i C I O K X I I . . 

HatíaiPláiiitegrd: de ta fórmula 

en quien son los números« impar ? ppsitivo ó ne­
gativo m entero y positivo. . ^ x . 

, Siendo , pues, gA-lx 3 « / X (¡4 4- a:3) ?„ será 
g 4 - 3 =s/X ( Í4 - ¿ ) X { i " * ~ c r - Í V 1 ) , llamada 
^ s = c 3 ;para feeilitar el cálculo :4uego la ionsu^ 



la propuesta será igual á 6< 
n 

*—: —~Tr~7"—~—— l ' ? Y ésta se 

iBá«i<j|r^ f á-ftai cfófmjila.-- rdemc«ífada. ( 393 ) pbr % i 
substitucionf54 + ^ ̂  =s ̂ : luego set: integrará del 
misrrio, moió la diferencial propuesta. Que es &ce 

C Ó R O L A;^lG) | ; i 

'39%' ' 5 i se supone1 2m'4m4 = /* numero par y 

positivo, ia.fprmula. - — . ^.^^^ • .̂se integrará 
^^>'::¿ ^uio. A: rioi .fa^hx) -J*-, - v, r ^ 
eonielímétbáa jexpmsadb>enia:LPa'bp0slefe 

^99. Hallar l a integmr de ' l a^^ 

^ /.''v.1" i ' " i 1 — ; ^ en. q.uien se.su-

ponen , 772 entero y positivo ̂ n ' j p impares, positi­
vos ó negativos, y ^ /¿ = c .̂1 

f Hágase f x -F—=3 o: 4- -~ == y sé tendrán Iks 

equaciones, x—z — — , a: = 2 : , dx z=s dz9 
S 6 



4 - / — - : luego la fórmula propuesta se traasfdr-

~ 5 mará en la .(^f) 

y etevando el binomio 2 ; — á la potestad entera 

y positiva m, y multiplicando sus términos por la 
dz partida por el denomiñador de lá diíerericialt^, 
se tendrá ésta iglial á la suma de los términds que 
resultan, cuyas integrales se tieaen por ,1o demos­
trado ( 3 8 ^ ; , 3 8 0 ) ; por consiguiente en la suma de 
las mismas integrales se tendrá lá de la própues^ 
4a. Que es 8cc». 

P R O P O S I C I O N L I Y . 

qodi''- HaIlár'-••la:,•'integral derla fórmula 

, en quien se su-

{a+b x - f ex*) a X {f+g x - f h x*) a , ' . 
ponen los números TZ y impares ^ y -̂ — número 

entero y positivo, -• . 
Es evidente que la fórmula propuesta es igual 



(3%) 

... .... V 'HNw-K** > . 5 Pero . " ¡ ^ w 

e=s -r 4. • luego dichá fór-

muía sera también igüal á { A ) — 

( ^ - h '"v1 1 c a . , t - 111, ""'.̂  , Hágase ahora Ve ex 4-vx-i-a / a 

, de donde resuí-

ca;a+ bx -J-ÍZ 

tan las equaciones, es á saber, ^ = -^--4-« 

2 / -

• X - Z J : 1 1 „ 

— ^ + 2 4- /^(^+afe-lf^^) llamada ̂ = - ~ r f 

y 2.1= - . ^ - ^ 4 - ^'Ví ' . r^ 



- 7 ) X - « + / - - + ( ^ - T) X-2+( T ) X 

7 ; 2 « x ( ( ^ - y ) x « + / - T ) 
hh '2CZ% 

luego sera la formula igual a -—-^. ^ ^ . ^ ^ — s 

^ >ft 4 ^ ^ ^ ^ 

( l + " s r " ) *est0 es> ^ i ^ - : , ; - . . 

Si en ésta expresión es ~~!== i f la fórmula que 
resulta se întegra por lo demostraEo ( á ^ ) ^ ' ^ 1 ^ 



(380 

quiera que sea el número p positivo ó negativo; 

pero si es > i , la fórmula ( i?) se multiplica-

ra y partirá por (/4-2 —vC^ + afe-f-^2)) 
de modo que tenga la forma 

iCs & X ( / - 4 - g - V ^ - f 2 f e - f ^ ) ) a ^ 
^ ' n n n + p n P " * 

Ahora si se supone 7-~-̂  = 2 , la fórmula Q será 
igual á 

1 Idz 
n n n » j ̂  

+ - — d-z-— i i 

« « « ^ ^ p "* 

. cuyas tres diferenciales se integran por lo demos-
v trado ( 393 , 383) . Discúrrase del mismo modo. 

• ** + p 

vo. Que es &c# 

si es qualquiera otro número entero y positi-



(3^7) 

P R O P O S I C I O N L V . 

401. Haílar la integral de la fórmula xn d x X 
v.t&lteiyríX$b ól ítfüq í K i ! • m iq -(i ; 1; 1 . . . 

(a + bx c x*) * , en cuya expresión se suponen 
los números, n entero y positivo, y m entero, po­
sitivo ó negativo, y que no se pueda partir por 3. 

Hágase a + bx + cx^' — cy'* í y se tendrán las 

equaciones , * * + 1 x * = ? 3 — T ' * ^ 7^ 

+ A t ^ ^ + ^ ) = - Í - - 1 - ^ ( ^ 3 + ^ ) lia-

mada - f - ^ 7 - 3 para facilitar el cálculo» 

luego la fórmula propuesta se transformará en la 

m 

( J ) ± ¡ . ~ ~ g¡ ; y elevan-
do el binomio á la potestad entera y positiva n9 
y haciendo la correspondiente multiplicación , las 
diferenciales que resultan se tendrán por lo de­
mostrado (387 , 385 ) : luego &c. 

C O R O L A R I O . 

402« Si en la fórmula de la Proposición ante-



cedente es bz=io¡ la fórmula transformada J Í re-
n—i 

sultara igual á (y ̂ + g ?)"^><l? ^ X í f ^ M y , 
cuya expresión se integrará por lo demostrado 
( S ^ v S ^ V ^ o ) , aunque n sea entero y hegátivo^ 
luego se integrará del mismo modo la fórmula 

%n:dx'% (aS-cx * )3 • Adviértase que en el refe-

sido caso de ^=(?, será ^ 3 ss — - 1 . c 

P R O P O S I C I O N L Y J . 

403, v.: Hallar la integrál de la fórmula x h d t % 

(a-\*h 2 + ¿ ¿ * ) 4 , en cuya expresión son Ips nú­
meros , n entero y positivo , y m impar ^ positivo 
ó negativo. 

Hágase á-fb x -¡- e x11 = c y a; y se tendrán las 

equaciones, a:2 - I - ~ X * m- ~~t « = — ^ 

+ # b 1 - T+T?- ) N + Ú i * * s > i ^ 

puesta ^ a = — — - ^ - para facilitar el cálculo, 
?a m m 

** == ^ l s ^ 9 ( ! a í » ^ ^ = r ÍT 3/" : lue­

go la fórmula propuesta se transformará en la ( ^ ) 



(389) 

( r h i W ^ ^ ' ^ k W h ' y elevan"; 
do el binomio á la potestad entera y positiva K,-y 
haciendo la eorréspondiente multiplicación y las¿ 
diferenciales que resultan se integrarán por lo de­
mostrado (383) ; luego se integrará del mismo njo- . 
do la formula propuesta. Que es 0 , 

C O R O L A R I O . 

404. Si en la fórmula de la Proposición ante­
cedente eíá ¡t'sst'ói la diférenciial transformada kihsfcr 

sulta iguala ( y a + g a P ~ X ^ y ñfMym quieu 

g^ssmm' i", 'cuya' ' ' «íiferenciar sé integrará por lo 

demostrado, aunque sea. « núrae^ entero y ne­
gativo (383K 

r 405. Haftar feíWfégM ^áer ík íotmiil^ i?4x % 

{ a ^ h ^ 4 » ^ ^ ) ^ ^en cuya expresión se suponen 
los números v n. entero y positivo, y w positivo ó 
negativo, con tal que no sea par ni divisibie por 3. 

Hágase a + bx + cx^xzcy 3, de donde resul-



tm las equaciones, x • a - i - X ^ ̂  y ^ ~ a: 

(a-\~bx -^c i a) <5 = c 6 x y ^ : luego la diferen­
cial propuesta1 á^tranáfbfmarf W l á (L^) - si o l 

vando el binomio ,á la potestad entera y. positiva 
n , y haciendo la multiplicación correspondiente, 
lai diferenciales que resultan se integrarán por lo 
demostrado (391): luego se integrará dél mismo 
modo ia fórñiula propuesta? Qué es *6¿c». 

' COROLARIO;1 
4 0 6 . Si en la fórmula de la Projósicíóñ ante* 

cedente es ¿ = = 0 , la fórmula transformada -¿á? re-

súltará igUal! á | cS yTT" ̂ y. X(yr3 — p ) s » cu­
ya integral se tiene por lo demostrado ( 3 9 1 ) , si 
el número «*'les'fiar,"positivo ónegativo; y siendo 
el ••núrneié «^impáif, dicfia integral se téM^a álgé¿ 
bric^ertté ^ ^^ór1 íás quádrát&as' del cíirciilo y 
de la Hipérbola*f 



NOCIONES G E N É R A L E S : ^ 

4 0 7 . Équ aciones homogéneas se llaman las que 
llenen la misma suma de los exponentes de las -va­
riables en todos "los te^min^-'i^i^tósoequ^ 
son de los grados prímerb ^ segundó^ teíeero^ i&ci 
si las rdichás sumaslsóñ- reiipeétivamente uno v dos\ 
tres, 8cc0 como {ax -4-^) X dx+{cx:^r X ¿fy ~ 0* 

dy =zo, {ax 3 4- h x^y + cxy* + e y ^ ) y i d x 
^ ( f x l + g o F y - t r h x f - J r k y ^ X d y — o , &c. , 

4 0 8 . Si las diferenciales é integrales de las can­
tidades dadas por las variables a:, 3/, 2 , &c« se tO1-
inan, de modo que en.ellas se supongan, la x va­
riable , y las demás constantes, se notarán dichas 
diferenciales é integrales con las, letras d1., !D', 5#tf 
y si se suponen, la 1/ variable y las demás constantes, 
se señalarán con las letras dn\ D " ¡ S"'i y asi su­
cesivamente 

X P R O P O S I C I O N 1*^^ -

4 0 9 . Transformar qualquiera equacion homo­
génea de dos ó tres variables en otra que tenga 
una de sus variables separada de las demas¿ 



SugQngase que l^eguacipn Xdxj^-Ydy ^ o QS 
homogénea , y-que en ella-las éantídades X , Y es­
tán dadas^or Jas ^ variables j ; y hecha la substi­

tución^ sas ^ ^ es evidente que en todos los tér­
minos. dre la equaeion transformada ía variable x 
tepfáh u^omkln^je^Mcnte ̂  y por esta potestad 
de la aLse: ;pofdrá partir la misma equaeion. Por 
garito.leas cantidades X , F se transformarán jen -otras 
Mzp 'Ni ̂ nie -no -̂jQónliersen la^^jdf, j-mocio-̂ ue ŝ ra 

Mdx 4« Ndy = a; pero i3/ « Mego se­

rá Mdx 4- ^*^*7^*, , ^ de donde resulta la 

equaeion' — - — = = ~ a M ^ ' ^ * que contiene las variar 

ble s, ¿con separación- Con el mismo método 
se hallará que , ~si una equaeion homogénea con­
tiene tres variables ? como ^ f9'Z ^ por medio de 

-las substituciones y = ~ % 2: ss ~ , se logrará sepa» 

rar una de las variables x de las otras dos u % t» 
Que es &c,? 7" i 1 . - - Z7 ' 

E S C O L I a ' " 

L 410» • - Adviértase que el referido método del 
Sabio Maiifrejii se aplica con utilidad á h i 



( 3 9 0 
equaciones homogéneas que contienen mayor nú­
mero de Variables. Asimismo adviértase <jue et 
mismo:-mátodo/ es;̂  átü para separar las variables 
aun en aquellas equaciones que contienen términos 
irracionales, con tal que la suma de los. exponen-
tés en cada uno de ellos sea siempre h misma. Erj 
fin es de advertir que sucede algunas veces poder-

transformar una equacion que no: es homogenffa 
en otra homogénea por medio de la substitución 

zk , eu quien el Oponente h es una cantidad, 
constante que se ha de determinar t por pxemplo, 
los dos términos ynxmdx, y(lxpdxy que contie­
nen la dx , se harán homogéneos por la súbstitú-

cíori y==2^ , sí se supone t'^1——-; y así los dos 
términos y71 xm dx, y xr dy se harán homogéneos 
por dicha substitución , si se supone ¿== " ¡ ^ J ^ T * 

Por tanto una eqiiación diferencial que contiene 
l^s idx, dxy lineales se podrá reducir á homogénea 
por la substitución y si hecha la comparación 
^lel primer término de aquella con todos los demás 
icsulta constante el valor de la h* ? 

• ^ ;^ EX E M P l i O í.-' ] h 
411. Sea la equacion homogénea dxssyidy 



(394) 

Í ,, fágase y y por medio de esta substitu-

ciorí se tránsfórmará lá equacion própfetacert^la 

x i d x ^ z - j p x ^ - — X « . ^ 5 y. par-

tiendo por se tendrá X ~r - íT~ 

de donde resulta ser — -77+7^ V^ST " ̂  ) 

por consiguiente será — =^i?Tr,;: -JrJ.s 

ecuación que tiene sus variables sepa-radas.̂  : ; 

.^, ^ , j ÍEXEMPLO 11. r * 
„ 412. xSea la equacion homogénea axdx+ly* ds 
^ - c x d y = o . ' ' r ' " ' 

; : r .C}rs t ) . l i< . . r*rrU-y i - l_ r ' . 'í: l-C: :~ • feo"-'! V •• ^ •• fv̂  -r. V V*"1 ^ •-V-f-. . _ ,.: 

ffigase y==.~ 5 y ppr medio de esta suhstitu-

cion se.^transformará, la equación propuesta en la 
•tó-a: í f - a : ^ ' ^ — - 4 - ^ ^ X = ó, y partien-

, hz^dx zdx Vxdz • ' 
do por ^ y :sera^ir-I- " ^ J ^ - I " \ : =í?,y 

/ h c z \ . j cx dz 
\ ^ — — ^ ^ ^ ̂  ̂  ' Por consiguien^ 
y • ' • • , dx ^ cdz / c z ' dz* v ' <' • 
te se tendrá T = 



(395) 

cipn -jqp&t tiene fus variables separadas. •.' 

:.<u E X É M P L O i j i . 
L 413^^ Se pid^ bailar ^ si la equa^óir ^a pc \d'& 
^ t y j x ^ d x - k y * x } dy = o se puede transformar 
en otra que sea homogénea. 

Compárese el tériiiinó primero ?de la. eqüacion 
3—a propuesta con̂  eí segunda, y se tendrá fe: 5 

asimismo comparando el término primero con; ̂ el 

tercero , será ^ = • - ^ —==| : lúeso por medio dé 

la sübiititucioo6y=^li;^==2^- se reducirá- la ecua­
ción propues ta :á hiomógenéa , de modo que la 
equacion g=ue se büstai será; x $ dx-fc-z? x13, dx. 

V , E X E M P X O I V . 

^414* Sea la equacion: homogénea ^ f ^ ¿ 4-̂ ^^ 
•&czdx=ss'o y que contiene ks tres variables a:,. 

Háganse fas substituciones y == ~- ^ 2 = ^ 5 y 

por Jttiedib idéí ellas; se transformará la equácioh pro-

ûestâ  en la ——- 4- ^ * 4- —7— === : luego 

parlienda esta equacion por x^ y mukiplicándci" 



(396 y 

la por a ) Se iQMti audz + ! > á d $ 4 - e t i x ^ o $ ^ 

ro ay.sss - — — , d z = — : luego será 

, . ' dx udt^r i d u . 

dond^ resulta — ~ «17^-^71 ? equacion que 

tiene la variable a: separada de las otras dos z¿., 

P R O P O S I C I O N I I . 
- 4i'5*-.Transfoí:marlá eqñácion ( ^ ^ y H ^ ^ y ^ + ^ ' ) 
X ^ + (/^a4-^^3y4-^íí:4¡y? «i- &C.) X ^ y ^ ^ 
en otra homogénea. 
- Hágase y = 2" 1; y por medio de esta sübstitu« 
eion se transformará la diferencial propuesta en la 
( a -f- # ^ ^ ' 1 - { - e x 0 - 2; - a -f. &c. ) X ^ ^ 
4-(Aa+^^35:"I-4-^^4^"a + &c . )X — 2 " s i ^ 
2= a; y multiplicando por ^ " a, se tendrá la equa-
cion homogénea (¿2 4- ^ a: 2"1 4- ^ a:4 2 ~ a -1- &c.) X 
^ - f (/rr a -h^a: 32- 3 ̂ ^ 4 ^ - 4 4 . ^c9 ) X 
f v - d z — o* Que es &c, 

P R O P O S I C I O N I I I . 

416. Hallar la integral del trinomio diferencial 
ax ~\-hy dx - \ - f x dx^=o» ~-

IO. Sí es Í2 = ^ , el trinomio propuesto será 
igual á a y , { x dy y d x ) -^-f x d xz* o 1 cuya inte-1 



gral (70, 71) es /2X as=Li constatíte. 
si es ¿z= — ¿ , dicho trinomio será igual á 
( ÍC dy<*~ydx) = —/ÍK j y partiendo ambos ^iem1 

bros por a ^ se tendrá X TT^^— = «- : 

luego integrando (74, 87) será ^ / X X . a \ ' " 
2o. Si las cantidades ^ y son defiguales, mul­

tipliqúese el trinomio propuesto por # 2 , en quien 
^ es cantidad constante que se ha dé determinar^ y 
se tendrá a x * * 1 dy k y x $ dx -j-fx * *1 dx = 0. 
Supóngase ahora que gx^*1 y és la íhtégral de Tos 
dos primeros términos 5 y diferenciando la dicha 
suposición, será la expresión gx^1 %H^Xt^+i)'X 
^'íia;'idéntica.'I laUts**1 dy*\--hy x% dx.^. lo qual 
sucede si se suponen las cantidades g a ^ g % 

{q 4 . 1 ) = ^ , de donde resulta ̂ psr—- ie Por tari-

to será a;̂  v el: factor , por cuyo, medio sq: logra 
la integral del trinomio propuesto , de suerte que 

ésta será igual á ¿ * ¿ q p ^ X * ^ cons­
tante. Que es &c. 

^̂̂̂̂  ^ h c :::: 

417» Si el 'trinomio propuesto eé " d - t d f ^ í i j M 



(393) 
^ f ydyssto i se-hallará con el mismo método que 

n//l es el factor correspondiente, para lograr la 
integral de dicho trinomio, cuya integral es igual 

á kyb x + ———r Xy ^ s= constante. ; 

• -'COROLARIO I I . ^ • 
, - 418. Asimismo si se multiplica el trinomio di-

ferencial ax dy + hy dx-±-fxr d x ~ o por x a 9 

será también a.x* dy-^hx* 1 y'dx+fx a 1 r dx 
h fi + ar "' 

,= a , cuya integral es + i ~ r X x * °=s 

constante» Finalmente si se multiplica el trino­
mio diferencial" ^ x dy + /z j¿fx + / y n dy=so por 

—- I - • .• I —— f h 
y h , se hallará que su integral es.̂ y h x + ~ | ^ X 

a^hf • • ;! 
y A A constante. 

"ESCOLIO. 
419. El referido método de multiplicar las ái-

ferenciales propuestas por un factor variable es 
útilísimo para lograr las integrales de las mismas 



C399) 
diferenciales; pero sucede laa mas veces que no 
se pueden dar reglas acerca de la forma que han de 
tener los tales factores respecto á las eqnaciones 
diferenciales de fórmulas generales, aunque éstas 
puedan tener uno ó mas factores para el efecto de 
su integración. El cxercicio y la industria contri­
buirán á la invención de los factpres que se nece­
sitan para los casos particulares. 

P R O P O S I C I O N I T . 

420, Hallar la integral"-del trinomio diferencial 

Supóngase y^s~; y la diferencial propuesta se 

transtormara en la zsc X - • • u 4-/¿ X —^gxax 

— o* que se reduce á l a ^ ^ ^ - q ^ — , equa-

cion que. tiene sus Variables separadas, y que .se in­
tegra por lo demostrado ( 87, 336 ) 0 Que es &c3 

F R O F O S I G I O N Te 
' 421. Hallar Ta integral dé la equacion homogé­

nea -del primer .grado (¿ 2 -|- £ y) X ̂  * 4- ( + ¿3'} 



(400) • 

Método IO, 

iiagase x ^ ; y por jBedio de las; corxespon» 

dientes substituciones en la diferencial propuesta 

se tendrá la cquacron ( y z + v y j X — ~ ~ 

4- - f ey) X dy=°-> de donde resulta (az+ah)X 

(y dz -\- zdy ) -f- (c¿22 4- £^ a) X ^ -> ó bien 
( 2 - f ^ ) x y ^ : 4 - ( 2 a 4 - ( ^ + ^)X2-i-¿Zíí) X^y = ^ 

luego ,sera - j = ^ ^ j ^ - ^ , equacion que 

tiene sus variables separadas, y que se integra por 
los métodos dados ( 8 7 , 3 3 8 , 3 4 2 ) « 

'Método 2 ° , > 
^ Supóngase que la integral de la diferencial pro­

testa ^ { x ^ Jy)m % { x ^ B y ) n ^ M ^ en quien 
las A , B , n son cantidades constantes que se 
lian de determinar , y M expresa la constante qué 
se debe añadir á toda integral: luego será m X 
^ . . ( ^ - l - ^ ^ r b ^ X L , i x ^ R y l ^ J J ¿ M ^ y dife-
- 1 . . . . - -•, y mdx-frmAdy.- ndv̂ nJBdy ¡ 

Jenciando se tendrá r. '4- , ^— *̂=s ¿75 

y reduciendo á una común denominación, será 



a a 

( 4 0 1 ) 
Compárense ahora los términos de esta equacion 
con los correspondientes en la propuesta ; y se 
tendrán las equaciones m 4-72 = ¿7, mB-¿rnA—h, 
m4-kn -B =r ^ (772 +72) ^ ^ = ¿; de . donde re-
sulta ser A = — — •> P = , m = 

llamada r = 
+ ^ ) ^ 4 j ¿ ), Por tanto si en la equacion 

{ x ^ Ay)m^i{X ' \ -By)n===M se substituyen los 
valores hallados de las cantidades A , B rm, n, se 
tendrá la integral de la equacion homogénea deí 
primer grado {ax + by) X -f . (cx + e y) )¿dy=io. 

Adviértase que "si es {b 4- c)'1- = 4 ¿, será r ;= ^ 
y en coriseqüencia ^ = = ^ : luego en dicho 
caso la integral- que se busca será M = { x + A y Y ^ 

(x + B y r = (x + Jy)m + " = (x + i-£-><yy. 

Asimismo adviértase que si es ( 5 + c ) a < 4 ^ ¿ , 
será imaginario el valor de la r , y en conseqiienr 
cia él de las cantidades v / , B ^ mr n. En este caso 

para facilitar el cálculo llámense , q = 

k ; y , p = -—— i y será ü f = 

• i - — . 

eee 
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± p 

( ( ^ 4-/y>a + ^ 2 X ( 7 + / + ? ̂ - ^ t " 1 X 

( 7 4 - / ^ - 1 ) ^ 1 . Hágase ( 1 4 - / ^ 1 ) s ^ 

( - + / 4 - ^ V - i ) ^ ~ ' , = r ; y para facilitar el 

cálculo supóngase . ~ -4-/== 2:: luego se tendrá 

+ ^ 1 7 X X. + q V ^ i ) 

= Z-, Y , y diferenciando será - T = —— v 

integrando será L , F = — -7 X z¿, siendo z¿ un ar-
co del círculo, que tiene el radio ^ , y la tangente 

pu 

2; por consiguiente Y = e q*, en quien es L.e=:i. 
Por tanto si es ( ¿-f c ) 2 ^ ^ , la integral de la equa-

clon homogénea propuesta será ((^-h/y)a-Haya) a X 

e 23. Que es &:c. 
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E S C O L I O . 

422. El referido método segundo del Sabio J> 
Bernoulíi se aplica con utilidad á las demás equa-
ciones homogéneas r como se verá en lo sucesivo* 
Entre tanto obsérvese el modo de determinar los 
valores de las .cantidades constantes Ay 'B , m ̂  u 
.por medióle las, referidas, qüatro equaciones, 
IA. w + 7z = ¿z, tf, mJ-k-nB^e, 
z K m B + n J ^ h , j . \ - ( m + n)X*iB==:e-7 
es á saber , si fse suma la segunda equacipn con la 
tercera , se tendrá m X {J-\-B) + 7 2 X 0 - ^ ^ ) ^ ^ 
pero m -{- nt—a por la primera: luego será ^ 4 - B 

~ ~ i r " ' asimismo si se-parte la equacion quarta 

por la primera, será A B = — . Por tanto quedan 

demostradas lassdos equaciones A + B = = — ~ , A B 

css 4-: luego si ser forma la; equacion t a„-^ X £ 

4 . — = a, sus dos raices, darán los valores de las 

cantidades A , ^ ; y determinadas éstas, fácilmen­
te se hallarán los valores de los exponentes m, n 
por las equaciones primera y segunda. 
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P R O P O S I C I O N V I . 

423. Hallar la integral de la. equacion 

• Método 10.. 

IO. Si es a~h , la diferencial propuesta se re­
ducirá á a y > ( y d x ^ x d y ^ A - f x d x ^ g i x ^ - d d ^ 
*4"cydy—oi é integrando se tendrá Í2Xy^ + 

gx-{-by-\~-kcy'2 = A constante , equacion ge­
neral á las Secciones Cónicas. 

2P. Si es f c ~ a h á g a s e y = 2 + Bí:, en quieh 
3 es cantidad constante que se ha de deterrninar; 
y por medio de dicha substitución se transformará 
la diferencial propuesta en la (^f) 

pero /<:=== ah , y í -^-: luego si se supone 

j 5 i = ; —X=s—~ . la equacion A se reducirá á 

{h + cz) X i d z — ~ ) 4- ( f - í - i ^ ) x ÍÍC=Í? :de 

donde resulta irr ^= (^4-^) X -̂g _ ^ Cuya ^^.^ 

gral se tiene por lo demostrado (329 )• 



3o. Si es f h ^ a g rh^se f x ^ g ^ Ay v ± % y 

se tendrán las equaeibnes , a: = -?l£zJ£jb y dx =* 

== ' r?~"°Jvy : luego por med';!> ds estas substitu-

ciones, la eqüaciori propuesta se transfórmala en la 

^ f • - • J 

.de donde resulta {az — /̂z .+ X4y4- 2a 
r^^^^^^lr¿/^s=.(?^ y por consiguiente —— =^ 

, cuya integral se tiene por 

lo demostrado (87 , 336 )* 
40. ^Si es cg = b h , hágase ^o: 4-^ + í y = ^ ^ ; y 

se tendrán las cquaciones , 3/ = —~~—̂  , == 

•——c luego por medio de estas substitu­

ciones la fórmula propuósta quedará reducida á 

^^X 1 fB ^(/¿M-g-^ * — X 
tic ddiíde resulta la equacion siguiente 
.z ^ z dx~a dx) A- ( f t + ñz~~ a/¿) X — 01 

dz 
por consiguiente = - T T 7 r — v , cuya 
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IhtegM se tiéhe par lo demostrado ( 87 , 336) / 
5° , En los demás, casos háganse Jas «ubsfeitucio^ 

nes x ^ z ^ y — u - í - B y por medio de ellas 
se traÉsíormará -la (difeíenciál-fpíapuesta en la (Jl) 

tazaraA-^.cu^ ̂  * X f ^ f A ^ ^ i k : 
< + h >X 3u + f -4- f X ̂  == Í? ? • 
. i , ; - ^ ^ . - - J .} X +hB . y r r \ . 
y por ser y B cantidades constantes .que se han 
He determinar, se 'pbHrá^lipoifór' "a"Jf+b %'c'S's="^ 

luego suponiendo éstos valoreVk ' fórmula trans-
formada ^f 'quedará reducida á ( t f z^cu)Xdu 
~\-(fz-\-hi¿)Xdz = o, equacion homogénea, cu­
ya integral se ha dcter^nm£do \{ ^ i y. 

Método 2,0. 

Supóngase que la integral que se busca es 
-{x + B.+Cy)**;* ( x ^ G ^ 4 E y ) n ^ M , en quien 
las cantidades B , C , G , H ^ m^ n son constantes 
que se han de determinar: luego será m X 
L . (x + ' S ' ^ C y ) ^ n ^ L : ( r - f - G >=rX< 
y diferenoiandó ésta expresión , se tendrá m ŷi 

- dxAícdl , 4.7z X ^ í r f j - = 0, de donde resulta 

la equáclon slguieñter * 



(^(mC+nJÍ)><x+MCG+(m+nyCHy)*dy+((m+n)^^^ 

Compárense ahora los términos de esta equacion 
con los correspondientes en la propuesta j y se 
tendrán las equaciones, _ 
i3. mC+nHsss¿L . 4a. m+n=~f 
z\ mCG+nHBz=zh 5a. mG±nB=g 

y por medio de estas equaciones se hallará ser, 

en fin ( y = - ^ r ~ ^ ^ ^ , en quienes son r ̂ a ^ - T t ̂  

q ~ r { { a - \ - h ) ' 2 ' — f ) para facilitar el cálculo» 
Por tanto si se substituyen los valores hallados 
de i? , C, G, H , m, TZ en la referida fórmula 
(a: + Í + ¿ y ) ^ X ( ^ + ^V^y)B===ifcr, se tendrá 
la integral de la equacion diferencial propuesta. 
Adviértase que si es (¿?4-/z)2=4/£:, será f==f, y. en 

consequerrcia ^ ^ L r s s - ^ ^ , C z = J U = z ^ j : luego 

en dicha suposición la integral de la fórmula pix> 
puesta será M— (x+B-í-Cyf* X (^ + ^ + )77 

ix + B + Cyr+* = ( x + ^ + ~ > < y ) r . Asi-



mismo adviértase' 'que si es (-̂  )a < %f% ^ será 
imaginario el valor de y en este caso se'hará 
uso del método expuesto en la Proposición ante­
cedente , para determinar la integral de la fórmu­
la diferencial propuesta. Que es &c,; -

. ESCOLIO. . ; ' ; ' / ; 
424. EÍ método que se ha seguido para deter­

minar los valores de las cantidades üT, C, &c. por 
medio de las referidas seis equaciones, es el si­
guiente ; es á saber, si se suma la primera equa-
cion con la sexta , se tendrá n XC^ + ^ ^ - ^ X 
(C - f / / ) = ¿24-/2; pero m-%-n~=f por la quarta: 

luego será C + H = : asimismo si se parte la 

tercera equacion por la quarta, se tendrá C Zr= 

: luego si se forma la equacion r a - - ^ í _ X í 

- í - = a , sus dos raices darán los valores de las 

cantidades H , Cj y determinadas éstas, se halla­
rán los valores de los exponentes m, n ipox las 
equaciones primera y quarta j y sucesivamente los 
do. B1 G por las equaciones segunda y quinta. 



P R O P O S I C I O N V I L 

425. Hallar la integral de la equacion homo­
génea del segundo grado (/xa 4-gxy -t-ky a) K 
d£^{Ü&\+'hfx y d y i como también de 
las de supenor grado vque no tienen términos ir­
racionales. ¿I nénpí 4^0 -V 

Supóngase que. la integral 4e la equacion di-
ferencíal propuesta es | V ? i - t ^ | ) ^ ^ ( ¿ 4- '^y)*X 
( i -p^ ^ )̂ ií=.?M[V! eJ,i q^ién JS:,Í C:, m , TZ , / son 
constantes qiié ¿e háñ de determinar; y diferen­
ciando dicha integral se ;tendra 

4eí donde; Resulta : : 
mx*^mBxTf^mBCy* V, , í mAx^+tnABxy+mABCy* 

+ + nACy* y J +nBx*-hmACxy-i-nABC'}¡z 

cquacion idéntica á la propuesta. Compárense los 
correspóndientes térmihos de dichas dos equacio-
nes, y se tendrán las siguientes igualacionesjes á saber, 

m 
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• -3a.: • 'krB'O^n J:C A B== h > l -:/L.: T . v ^ 
. ^..^M- n B + p C z=-~ a , • - .. 
¡ 5a. í mJB+mJC+nJB+nM+pJC+pB£¿*~*b,í 
6\ (m+ji- \ -p)xAB_C=: ~c. 

Si se suma la segunda equacion con la qjuáEta; sei 
tendrá m X ( J + B + Q + ^ X | ^ 4 - ̂  4- C ) 4- ̂  X 
{ A+B~\~C)=g~~a; pero m - | - n + p ^ f por la 

primera : Juego será ví-f- B -4- C = - y - ; asimísma, 

si se suma ̂  la refeuda téreera equacion con . 1% 
quinta ^ se r tendrá ra X B -h JC -h 5 C ) + « X 
( + 5 C + ) + / X ^ -f-JSC rlr 

¿ — ¿; luego será A B -h B C ^ A ^ : y fenal-: 

mente éi se parte la sexta equacion poria prínierav 

será A B C = = ~ - - T , Por tánto se hk demostrado ser 

A B C ŝz^ i luego si se forma la equacion í 3 

^ 7 " ^ ¿ a "7" ̂  £ "7 ̂ ^5^8 tres raices darán 

los valores de las cantidades A , B , C; y determi­
nadas éstas, se hallarán los valores.de los exponen-
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tes triy n. f ^ pór las equaGlones primera , tercera y 
quarlá. cSi 1̂  equáéioh iiómógénea'es del tercer 
g r a d ó ' l s u ' p 0 n á i € , : é̂..U;- tfítégral (x 4- ̂ 0 ^ >^ 
( ¿ x ± B y ) n X i x + VyyPXix + E y y t ^ M , de 
modo qué siempre eVhúmero de los factores binó^ 
míos exceda en una u-Fiidad t al g^do de U equa-
clon propuesta ; y con el mismo método anterior­
mente expuesto se halltó la equacion del .quaito 
grado , cuyas raices son los valores de las constan­
tes B rC , y determinadas éstas, se hallarári 
fácilmente los valores de los exponentes n, q. 
Arguyase del mismo modo respecto á lás equacio-
hes homogéneas de supeiiór grado, 

; Método* aP* 

Divídase la equacion propuesta en las dos si­
guientes, en quienes £ es cantidad variable; es á 
saber, 

dx + (ax a4-hxy4-cy '1)X dt=íOíi 
d y + ( f x ' 2 + g x y - h / ¿ y a ) X d t = o ; 

multipliqúense la primera de estas por m, y la se­
gunda por A, siendo m y n cantidades constantes 
que se han de determinar, y después añádase la pri­
mera ala segunda: por lo que resulta la equacion (A) 

Es evidente que se tendrá la integral de esta 
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fórmula ^ si se supone la cantidad ^ + « / ) 
-{-(mb + tig) X xyA- (mc + nh) Xya multíplice;del, 
quadrado de la mx -^-nyj para cuyo efecto se; de-, 
ben establecer las equaciones (i?) m a n f = : m * Rf 
mh-\~ng = 2mni?, me -f- nh~rí2 Ri luego la fórmu­
la J Í se transformará en la dt=¿~~ ^dx'^n^. cu,! 

ya integral es i 2 í = = ^ - l - ^ ^ , en quien ^ es la 

Constante añadida á la integral;y será ^jj ^ "^j^ni 

si suponiendo í=:í7, las cantidades #, y son res­
pectivamente iguales á las 7. Por tanto será (C) 

R t ~ ^ r ^ ~ v Ahora V*™ determinar los 
valores de las cantidades m y n , es de advertir que 
de las tres equaciones B supuestas anteriormente 
resultan las dos siguientes, esto es, 

m n — -z f n'1 ~ o ; de donde resulta ser 

72 = X m rfc m ( ) a 4 - ~ ) , si se se-4/ 
ñala un valor á la #2; y si se da á la ^ , será 
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•- a". — - v " " , o bien 2 .cmf3 '^{2h^h)% 

m n ^ g n * ~ o ; de donde resultad ¡ser 

seríala el valor á l a ; y si se da á la será: 

la primera equaclon multiplicada por a c se resta la 
segunda multiplicada por ¿ , se tendrá la ; 

ó bien pm-^Tqnsao^ si so llaman q los respecti­
vos coeficientes para abreviar el cálculo: luego 
multiplicando la tercera equacion por hm, y la 
primera por p , y restando después esta de aquer 
Ha, resultará la equacion 

4a. (—gp^zap + b^XmnA-zfpn^zxOi 6 
bien rm-h zfpnzsso : y si de la equacion tercera 
multiplicada por/• se resta la quarta multiplicada 
por j?, se tendrá la equacion {gr~-2,fp 2 ) X «^5 a, 
de donde ^7,=2//;a ; por consiguiente deberá 
subsistir esta igualación entre los coeficientes de la 

. equacion propuesta, para que se le pueda aplicar 
el método expuesto: y si subsistiendo dicha iguala­
ción, se señala un valor constante á la í?2 , por 
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exempla y, ea la primera ó en la segunda équacipn, 
tendrá n dos valores que denotó con TZ y n', y en 
consequeoeia^ií, tendrá tamMen des valores que 
expreso por R y R', Por tanto de la equacion C 
Multarán i^sidós siguientes ^ 

mx 
~ — ^ / • • •oíbienmtJrn%=L'^:V; u~-' ls 

ahora si se resta la seguñáá éfquáfeî m de la prime­
ra , se halk-rá'''^ Mdñ^ót '̂ -v-y-^i-lá Segunda ••rtlulti'-
plicaáa-^ór K̂ se: ^ektá d̂e primera multipMeada 
por n1, se Bailará ii: dada por í : es á saber r 

S¡ es «=«', lo qué sueede quando sea f^^-S-y1^.—) 

s = 0 , faltan las dos equaciones anteriores; en este 

caso supóngase - / ^ ( •) a =: i ^ , y Se 

tendrá 72« ^ ^m^i-mdiL^ n ' = — „ - ~ Y. m—mdui 

luego serán , n '~ ' r i == ¿ mdu, irtk 4-72 / = i 4- m ldüj 

mk-^n'issí^mldu y si se llama i = ^ 4- sl~^al x /?? 
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paráfacilítaf el cálculo, R ^ j + ^ & ^ -

SÍ se ilama ^ v ; y haciendo éstasrstfbs-H 

tituciones y las operaciones corjíespoíidientes en las 
dos equaciones anteriores , se hallarán los valores 
de y, o: dadds-'por ñKy 1 ^ Á:-' u w -

Con el^ismo m&todb^ hallarán :las integrales 
de .las.equaciones hpinpger^s de ios grados terce­
ro r quarto;, &c. pero en estos qasos se necesitan 
dos ó mas igualaci<weSr^tr^ios coeficien^ 
chas equaciones, para que se puedan hallar sus in­
tegrales por el método éif&éhko. Que es &c. 

: 246* " iRe^ecto al referido método segundó és 
de advertir que para evitar coeficientes, y exponen­
tes infinitos, ,ó iguales á la fracción %, será útil 
considerar la n. dada, y hallar los dos valores de 
la w por/z. En general adviértase 

I o . qué. las equaciones que resultan satisfacen 
slgnipré ¡á las; iiAegrales~ de las diferenciales pro­
puestas ;: pero puede suceder que por otros méto­
dos ŝ  determinen equaciones mas generales 9 dé 
modo que éstas sean las integrales completas ¿e 
las mismas diferenciales:' 



¿&, que si las referidas equacionesjntegrales^ 
corMenen cantidades imaginariasno" se "puede ar­
güir que es imposible hallar las integrales de las, 
diferenciales propuestas : pues sucede que por 
otros métodos se descubran equaciones reales, 

p'R O P O S I 6 I Q N J 1 la . 

• 4 2 7 ; HMlar la integral ̂̂  fe^ trirtófnitr aMdx 
^ f r l$yn* 1 dx-^gyndy~o 1 en quien las cantK 
dades , ^ , ^ , « pueden ser ^Osilivás • ó? negáliYas^ 
f las Jlf y Ñ' están dadas por ¿s11:''' " 

I o . Si en el trinomio propu^to es 72=5— t , se 

tendrá nz.-M^:^ hWé^rr^rn-^" m ;euya: integral es 

2o. Sir es WSÉ'IV'en el trinomio propuesto, se 
tendrá la1 fequátithí X (¡<2 H^í f^ ^grfdjfi 
y partiendo ambtíS''miembtbs'''por''^^% f11^1 ¿ será 

Integrando se tendrá S. Md.x\sa.~: ^ X,r 

30. Si las cantidades M f ^ ó n desiguales, iwul^ 



(417) 
tiplíquese el trinomio propuesto por la cantidad 
P que se supone dada por x; y se tendrá ia -equa-
clon a M P d x + bN'P-y**1 dx+gPyn::dy ¿ s r i 
Ahora supóngase que la integral de los dos últimos 
términos es (i?) JtPy"*1 , en quien ^ es cantidad 
constante que se ha de determinar; y compárese la 
diferencial de la fórmula B, esto es, J x ( n - ¥ i ) X 
Py11 dy + Ay> y**1 dP con los referidos términos; 

lueso serán , A = ^ ~ - , AdP — hNP dx, de don-

de resulta m ^ t ^ ^ ^ : ^ 

integral es Z. P = ^ J- X S ,Ndx= - - X 

i . ¿X5. iVix" , suponiendo L . e = 1 ; pór corisi-
' í '] !' ( « + , i ) x S.. N d » • 

guíente sét% P=s e 8 ; pero la integral 
del trinomio .propuesto , ó bien de aMP-dx 
^ ^ N P y ^ d x ^ g P y ' U y — o es axS .MPdx 

^ A P y W =zo+ <íe donde yn+ l = : ~ ^ J P d x ; 

luego substituyendo en esta expresión los valores 
hallados de A ^ P , se tendrá el valor de y***1 por 
la integral de la función de la otra variable x, 

:, Metvdó 2o . ; 
Supóngase y=sztyy por medio de esta subs-

ggg 
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titucion se transformará el trinomio propuesto en 
( J ) aMdx + INz*1*1111* 1 dx-h g&n& 1 tndt 
-kgz n tn+I dz =-0, Ahora por ser , las cantidades 
Zy t indeterminadas, sê  podrá suponer INz11*14rft1 dk 
^gz*^*1- dz = o, de donde resulta la equacioín 

; e integrando sera L* z 
—S.hNdx 

S.hNdr 
X L . e , óhl tn ( B ) z=zie # . Y si 

de la equacion Jl se restan los dos términos que 
se han supuesto iguales á cero , se tenáxiU-a/Md.^ 

gzn* x t11 d t ~ o , de donde ,resulta^ ser • ' r ^ ^ 

Mz~nmIdx =f t11 dt y. é. integrando es t̂aiexpi;es]o§_ 

será — — X S . M z - n ' á x ' ' = = ----- == ; 

o bien y11 + 1 == ~ * x ( " + ^ x ^ * 1 1 X & Mz * * -1 dx, 

en quien se ha de substituir el valor de z dado 
por x en lá. equacion anterior B : luego &c. 

Método 3P.; ^ . -

El trinomio propuesto dispóngase de esta suer­

te aMdx + y11* 1 K{hÑ:.dx,+ ~ ) = = o , y hága-

se ( ^ ) hN dx z= - ^ - : luego dicho trinomio se 



transformará en (JB^ aMdic '4¿§yJlW X ( " + ~ ) * 

Hágase ahora ^ H- T —7- ^ de donde z y ^ t y y 

por medio de estas substituciones la equacion B 

se transformará en aMdx-^ g.i+l % ~ t±:o; por 

consiguiente será — • = t n d t , z integrando 

se tendrá - ^ 0 ^ 0 ¿ ^ ^ ^ ¿ ^ M W ^ X 

y"-1-1 , en cuya expresión se debe substituir el 
valor de ¿ dado por x que se hallará por la fór­
mula A i luego &c. 

C O R O L A R I O L 
428. Es evidente que el trinomio a Myr dx 

Jt~bNym'*'1 dx-\-gym dy==o se reduce á él.de la 
Proposición antecedente : pues si se parte por 
se tendrá a Md-x+ hNy dx + g ym'-r dy~~ o. 
Dígase lo mismo respecto al trinomio aMy^dx 
~¡rhNy'm*'1 dx-^-g P ym dy^o., en quien la can­
tidad P está dada por a:, porque partiéndole por 

" " , aMdx , •hNym+x-rdx ' m 
$1 *•, sera - ^ j — 4- —y—p + gym-rdy 
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C O R O L A R I O I I . 

4 2 9 . Por tanto en el trinomio general aMdx 
•±-b Ny** dx + g y P dy = o se separarán las variables 
en los tres casos, es a saber, 10. q = o y p=:~~ 1 ; 

E S C O L I O . 

4 3 0 . Adviértase que el método segundo del 
Sabio J. Bernoulli es útil en aquellas equaciones, 
que se pueden acomodar á la fprma del trinomio 
de la Proposición antecedente ; y que el método 
tercero que su Autor el docto Conde S. Riccati 
llama de la demediada separación , tiene mucho uso 
para la separación de las variables en las equacio­
nes diferenciales. 

P R O P O S I C I O N I X . 

4 3 1 . Hallar las integrales de las equaciones 
adx-fb dy+c d z-h8cc. ~{-{e~x-4-fy-hg z 4-&c.) X dt+Td t=o, 
a'dx+b'dy+c'dz+Scc.-hie'x -hf 'y+g'z -h8cc.)'Xdt+T'dt=o, 
a,'dx+b"dy+c"dz+&:c.+{é,x+f,,y+gl'z+ 8cc.)xdt+T"d¿s=oz 
si se supone el número de ellas igual á él de las 
variables x , y \ z , &c. 

Multipliqúense las equaciones propuestas res­
pectivamente por las m , m', m", 8cc, que son can-



tidades constantes que se han de determinar; y 
después súmense todas: con lo que se tendrá la 
equación ( J ) (ma'+ m'ar + &c.) X 
^ m b ^ w 1 ^ h ^ M ' W ' L 4 - &c. ) ^ dy 
+ { m e + 171' c' + rn"c" + 8cc, ) . x d z + Seo. -
4- ( w ' ^ H r & c O X ^ + ( ^ / ^ ^ ^ ' + ^ T 4 - &c.) 
4-(02£.4. /72̂ ' 4- ^ " + •:) X 2" 4- ^ c.) x i £ 
4- {mT+m'T' + ní"Tn:-\- Scc.) y :dt = = - 0 . Ahora 
si se suponen las equaciones ( 7 ? ) 
7772 4- m'e[+m"e" 4- &c. = i? X (má+m'a,+m!ha"+8cc.), 
/77/4. 772y/4-/ñy//4-&c.=i? X (w^ 4^,4-7?2///'//+ &c.), 
72?̂  4- m'g'-\-m"g"'+ 8cc.=R X («2 c -í-m'c^^V^&c.), 
y asi sucesivamente f es evidente que si se llánia v 
la integral de (/72 ¿ 4- /22' a' 4- 222" ¿í" 4- &c. ) X 
•4^ ( 222̂  4̂ Í272/ ¿' 4- /22"'7 5A/ 4- Stc.) X ^ y ' • 
4- (mc-̂ rm'c'-k- m"c" + &c.)X^2:4-&c. la equacion J[ 
tendrá la forma Í2;4-^^^4-(wr4-/22T/4-^/T//4-&c.)X 
d t = o , cuya integral se ba determinado" (427V. 
Por medio de las equaciones B se tendrán los va­
lores de /22, 272', 222 / / , &c. y de i?, exceptuado 
el valor de una de las m que será arbitrario. 
Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X. 

432, Hallar la integral del trinomio (jí) axm dx 
4- bya x n dx — dy i si es m = ~~n—2, ó bien 



m — f ~ ~ ~ ± 2 ? ^ — ; ven cuya expresión es g qual-

quier^' páujero vejlt.̂ râ |̂ji@sífciya).-.' 
Io. Si e s ^ ^ ^ ^ ^ a y ^ l txiríornio se: redu­

cirá x '11' ^éx ̂  bx— f0, 'da. === d,y. Supóngase 
ahora•y:±s:-.z'k!tr-y por <medio'de/esfca substitución 
se; trañsformaará la<equacion interior en la equaeion 
homogénea fa^-i x1- zr^'^ d x ( «4-1)X 
z'1l-'x dz, en quien se hará la separación de vá-
riables según el método dado ( 4 0 9 ) , suponiendo 

; por cuya substitución dicha equaeion ho­
mogénea se transformará en la siguiente 
x-11-/2 dx + ba'1 n+ K.x^-%t-™T*. dx==-~in^ i ) K 
^ ( ^ m ^ t ^ X d $ m - t ^ * t A - V ^ , d̂e donde rer 

sultala equaeion • = aA..a / , > tzü . r^rrr» 

que tiene sus variables separadas ; y hecha £?Z+I=^z;t 

sera - — = —7=—; r — p , cuya integral 

se tiene por lo demostrado ( 87 , 336 ) . 
2,0. Si es 7n = n, el trinomio propuesto se redu­

ce á a: m i o: + ^y a a : i re = ; y partiendo am­
bos miembros por a-^-hy*, se tendrá la equaeion 

x m d x = a^yil , que tiene las variables separadas. 



y se integra por lo demostrado ( 71, 131, 338) * 
3o. Por. lo demás,, Hágale y^.Jx? -¥pcr t ; y 

por medio de está sifbstrtUGÍou se' transformará el 
trinormb propuesto { A).a xm dx^-frx'Ky'3' d.x == ¿/y 
en la eq.uaqion siguiente' . . 
a^dx+bJW^dx^zfr jáx 'W^^ ^ 

- *~pJx?"1 dx~~ r x r "T t dx 
Y respecto a qrte- láá-Cantidades , JÍ , r son inde- , 

terminadas , supónganse /7 = —72—1 , — — , 

r = -̂ 27z — 2 , paca que se desvanezcan las colimas 
^e|untta y tercera de la equaGlén( ar^efío¥^^orv cu­
ya ópferíaGiori qî edará^ dicha equacion réducida á 

^ ^ / Í C . - ^ ^ - ! . w " 4 . í a ^ ^ = C.a.w"aií o y ..partiéndola-
por a ; a w " a se tendrá la equacion ( i ? ) 
fl^a^^^^t«^fa 0xc-~¿& Ahora en el tri­
nomio propuesto hágase y = : | , y se tendrá la equa-
cion — h xn dx — axm dx = dz, que se transforma^ 
rálpox.medio, de lar substitución z^pMx^^rx^ii en- la: 

— i B x t - 1 dx~~/ixíí-J udx ' f T ^ 4 
Encesta; equaeion sesdesvaneaemks.Gblunas segun­
da y tercera^ si se suponea las indete rminadas 

q = m — 1 , ^ = , /z ==—2 T̂  — 2 ; y hechas 

estas suposiciones, la dicha equaeion se reduce á 



ésta se parte por a; ~ 2 "a, .se tendrá el trinomio 

tanto el trinomio ( J Í ) axmdx^hx"y * dx^=zdyt 
se ha transformado en los dos trinomips 
( B ) axm*'ln*'2' dx Hk h x ^ ' ^ t ^ d x ^ dt 
( O — hx*™* *:*:n dx ñ *rdx=*:du, que 
tienen la misma forma del trinomio J / ^ - ^ 
ahora de este modo : por el caso segundo se se­
paran las variables én el triñómio ^ , si se supone 
jn ==*ñi -pot consiguieíite ̂ -sepawán, las variables 
en los trinomios £ , si se suponen m + 2/2 4 -2 ==« 
— K — 2 , 2 w + ;z + 2 == — m ,j de donde resul-

tan /72=s — 372 — 4 , m=z : luego se separaran 

las variables en el jbrinomiQ -¿ív sí-.isPR W.^^Z «—4» 

ó 772 = = . Si en el trinomio A se separan las 

variables, siendo m == ^"^4-; en los trinomios j?:, 

C se separarán ías variables , si se suponen m + zn 
114- a— 4 í»-j-a—4 , , 

- 1 - 2 = —- ^— »2,7?2 72 + 2 = — ^ , de don-
V ' - i—tM -̂-8 —̂ 8 / de resulta ser 772 === — \ 772 = -——: lueso se se-
. . ? \ , „ .. :3 • ' 4 f <> _ s ; . 

pararán las variables en el trinomio A%%i sonm~~— 



( 4 * 5 ) 

ó bien 7/2 = ^ — o í en el trinomio A se separan 

las variables en la suposición de m = = - — • , en 
los trinomios B , C se separarán igualmente, si se 
suponen m-^zn + z ^ L̂  • , 2 ^ 4 - / 2 + 2 = 

• — , de donde resulta ser m ^ — ^ — , mss 

: luego se hará la separación en A , siendo 

m=s'~7n~~1'2 , ó bien m = —5n~*-~ • y así conti* 
nuando con el mismo raciocinio ^ se hallará que 
en el trinomio A se separan las variables, si es m 
igual á qualquier término de las dos series siguientes, 

' — 8 »—7«—ra —pa—*í6 
- 3 ^ 4 V -3 . — ^ — . — ^ &cv 

pero el término general de estas series es 

^ s. se gUp0ne ̂  qualquiera núme­
ro entero y positivo : luego se hará la separación 
de las variables en el trinomio propuesto , y éste 
%é integraráv sl-ei exponehte m;;tiene qualquieravde 
los infinitos valores contenidos en la fórmula 

hhh 



C O R O L A R I O L 

433., Si es ̂  = 00 , se tendrá m ^ ^ & ^ s ^ 

*~n~~ 2 ; y en este caso se separarán las variables 
del trinomio propúesto^por el caso primero de la 
Proposición antecedente o 

C O R O L A R I O I I . 

434« Si en el trinomio propuesto es 11 == 0 , se­

rá w =5— • • • ^ o 

E S C O L I O . 

"435̂  fc-;;'"íeferido'rmétQdo tercero del Conde 
S. Riccati consiste, en que. se suponga una de las va-
riáSíés ., como y , igual á Jl%¥>+ z\ en quien las 
cantidades p son constantes que se han de deter­
minar; y si es menester, se puede suponer y^Ax? 
^Hx171-^ &ce + G ^ en quién las cantidades 
B , 8cc* SCQ* y. (5 son constantes que se ihap 
tíe determinar opartunamente en la equacion transr 
formada dada por las. variables x , z, de modo que 
fen •ella se^destruyan los términos que impiden ía 
reparación de las mismas variables. Por lo demás, 
el referido método es útil particularmente en aque-



lias jequacipnes (jue ^ltart^i-e*. radicales ? y, p9f su 
medio te logra fre l̂ientemcftite la separación ííé 4ais 
variables , ó bien se llega á urtMs q4utó^e^^fi^ las! 
que fadiaisníbé ^ ^ ü e d s ^ s^árarlias ^aití^ies, 

P R O P O S I C I O N X í , 

43^^!^ HaMar; la integral fde la equación 

las suposiciones siguientes,, 

j f ^ i a i o . ; . 

" Io. Si son las cantidades h = 2 i , -2c = ^ , y--
f = m , se tendrá que las integrales de los términos-
h x y d x 4 - i ̂ a , cya ^-^ 4- ^ ^ y ̂ , fy dx =4- w o: d f 
son respectivamente ix^ y, cy0, x , mxy: luego la 
integral de la equacion propuesta será 

s=^'constante.; 
2,0. Si las cantidades e^f^g, l , //z, ñ-son igua­

les á cero , la equacion que resulta es homogénea, 
y se integra por lo demostrado (425) , 

3e01 Si las cantidades h , / , /¿, i , 7??, ^ son igua­
les á- cero-, la equacion propuesta se reduce á 
â:a dx^ay* d x - h ¿ r t ' ¿ f o ^4- ^^y + /3/dy=o% 

y suponiendo 3/a = í , se tendrá o; a i o: 4- e x ¿f x 



(428) 

^ r g d x ^ c t d x = ^ - ; a.: % dty cuya integral se 

ha demostraído (428)« B ^ ^ : ; ÍIST 

4°. Si las cantidades avc, f\> g i kV^ son igua^ 
les á cero, la equacion propuesta se reduce á 
l x y dx + exdx 4- ^j^^y 4-"ẑ 2 4-/y •+• ndy = a. 
y suponiendo ^^Í=Í, Ise^:tendrá- hf*dy-fc í fdy 

+ w t dy = >< i í , cuya integral se 

ha determinado (428 ) . • i 
5o. Si las cantidades c, ^ , £ , / son iguales á 

cero, la equacion propuesta se reduce á ax^dx 
xy dx*\- exdx+fy d x ^ g dx -\- i x3, dy + m x dy 

~±-ndy = 0, de donde resulta ser ax* éxtdrcxdx 
^ g dx-h ( hx-{~ f)yíy dxz=: — ( i a:aH- mx + X 
cuya integral se ha determinado (428 ) • 

0O, Si las cantidades Ó , i», ¿, f son iguales á ce­
ro , la equacion propuesta se reduce á cy^dx 
- ) r fydx+gdx-{-hy*dy-{-kxydy¿y dy ~{-mx dy. 
H-7z¿/y==a, .de donde; resulta ser hy? dy-^-ly^dy 
-)rndy + (ky-)rm)ysxdy = — (¿ya 4-/y + ^ ) X 
cuya integral se ha determinado (428) . 

70. También si la equacion propuestá se trans­
forma por medio de las substituciotiesir>. x. =5s- .z¿ i 
y =3z/ -f. ̂ , en quienes ^ y 5 son Gantidades cons­
tantes que se han de determinar, resultará otra 



cqnaclon ( J ) 

4 r _ : : - + f B f 
• •: ; - . - - - + g J 

:~{.huP'+lzu+iza4-2hBii-*- hBz+hB'1 \ 
+kA u +2iJz+kJB [ 

. . . ^mA 

que tiene su forma semejante á la equación pro­
puesta ; pero ésta se integra en las referidas seis 
suposiciones: luego la equacion transformada A 
se integrará del mismo modo baxo las mismas supo­
siciones. La primera suposición aplicada á la equa­
cion transformada , para que ésta se pueda inte­
grar , da los mismos resultados , esto es , ¿ 5= 2 f, 
2,c = k , y f = m ; por consiguiente las referidas 
substituciones son inútiles para tener otras condicio­
nes. La segunda suposición aplicada á la equacion 
transformada subministra seis cquaciones, esto es9 
aaA+hB+¿=o^ zhB+kA+l—o, hA+zcB+f~o, 



i B ^ ^ k J B ^ - f M r ^ ¿ B 4 - m J + n = oh y porMas dos 

primeras resulta ser ^ = - — - — T - . B ^ — , 

cuyos valores substituidos en las demás equaciones 
darán quatro condiciones, de modo que si se veri­
fican en la equación diferencial propuesta, ésta se 
podrá transformar en una equacion homogénea. La 
tercera suposición aplicada á la equacion transfór-
mada da las condiciones ^ = 0 , ^ — tf, í ~ P \ B=s 

^ a W ^ ^ ^ ^ ^ W ' ^ ^^dando la cantidad A in­
determinada que se puede hacer igual á cero : lue­
go si la equacion diferencial propuesta tiene las di­
chas condiciones, por la substitución y s s s ü ~ ~ t £ se 

fe 

transformará en la (av1 - f - ~ + g^X dx+oifdx 
-4- (^ % 4- 0 X u du = o. La quarta suposición apli­
cada á la equacion transformada da las condiciones 

' ' ' • • ' a ¿ i e ' 

quedando la cantidad B indeterminada que se pue­
de hácer igual á cero : luego se determinará la in­
tegral de la equacion diferencial propuesta por me­
dio de la substitución a: = 2 — - 7 . , con tal que 



(431) 
tenga te refeiMas condicioiKs* Las suposiciones 
quinta y sexta lafl-kadas á;la equacioñ transforma­
da .dan das stíismas cBndkáones* ¥ .ünaíjnente .-si la, 
exjuáciioa cMfetóacial dasia^ikáñsibrma por: rn^dio 
de la substitución 3 / = = 4 ^ ^ ^ ^ ^ ^ , eniquieni^ y 
B s^n-xa^it-ídades <?qtJsfeftFitê qiae,'S.e,'/kan -da vd:étérv 
minar; pon el ínismo ínétodo;^ 
coi|d)ie;ianesidistin!tas ¡de ;las interiores para el efec­
to de integrar la diferencial propuesta/ 

Divídase la equacion propuesta en las dos si­
guientes, en quienes^ es Cantidad variable; es á saber, 

d y + í a x P - ^ b x y - h cy^-hex-h/y-kg) X = o; 
^ultipli^ue^se^ ta prirnerá de estas por p , y la se­
gunda por siendo j r y ^ cantidades constantes que 
se kan de determinar; y después añádasé la prime-
mera equacion á la segunda por Jo que resulta la 
equacion siguiente ( B ) 

v.-.gdx qd-y=o: , ! 

luego será { A } - "-.y^ : ; ;; . . . . . ' 
J - —-pdxArqdy > . 

Es evidente que se tendrá la integral de esta fórmu-



(432) 
la, si se supone el divisor del segundo miembro 
multíplice del: quadradó de —px + qy -f r , en 
quien ^ es xantidád constante que se ha de detei> 
minar:; y para el dicho efecto se deben establecer 
las siguientes equaciones (C) 
p i ^ .== p*:R¿pk. ^ qh ==s ~~ TpqTí, ph-lr q c = q̂ R-, 
p l + q f — z q r R +p m^'qe^ :~2 :pr R^ pn^qg~=tr?R. 
•Por tanto por medio de éstas suposiciones la équa-

cion ^ resultará ser ^ R d t ŝ - — cu-

ya integral es —i^í = ~ — ~—;—, en quien 

^ es la cantidad constante añadida á la integral» 

dé modo que, si suponiendo í = £7 , las cantidades 

x , y son respectivamént.e iguales á / , /í , será ~ ==i 

., >. : lueso se tendrá ( D ) Rt=s-—A¿——-

' ' ., ; . - • Ahora para determinar los valores 

de las cantidades p , q , r , adviértase que de las 
equaciones C resultan las siguientes, •c^-ri^.'-j 



Por tanto, si se supone, por exemplo , la cantidad 
j? 4ada;T pQr medio de rqualquiera de laŝ equaGiones 
anteriores primera , segunda ó quarta , se determi­
narán dos valores de la ^, que llamo q, q 1 j si es­
tos valores se substituyan en la equacign tercera^ 
se determinarán dos valores de la cantidad r , que . 
llamo r , r ' : en fin si dichos dos valores de q se 
substituyen en la primera , por exemplo , de las 
equaciones C , se tendrán dos valores de la i?, que 
llamo R , R. Ahora por medio de las cinco equa- . 
ciones anteriores se hallarán las condiciones que han 
de tener los coeficientes de la cquacion diferencial 
propuesta , para que ésta se pueda integrar según 
el método expresado» Luego'por tener las cantida­
des #,7' , R dos valores como se ha manifestado 
antes, resultarán de la referida equacion D las dos 
siguientes, esto es , 

•^í=s — 7 — . , ;——, o bien — px-^-út-k-r^ • n ; ~ — - ^ — 

ahora si se resta la segunda equacion de la\piime-
ra, se hallará la y dada por la í ; y si la segunda 

Mt1 



(434) 
multiplicada por q se resta de la pnméta multipli­
cada por se tendrá la o: dadá por la í. Que es &:c8 

P R O P O S I C I O N X I I . 

:437¿ Hallar la integral dQ ^ íorr^Ti ax^dh 
^ nocT1 fdx -Ir c y0, dx-k- dy ==í:íK, ' si ise; síU'ĵ né: 7W==á 

~ ~ ~ ~ •> en quien g es qualquiera numero entero 

y positivo. 
^'^^Mtílíi^ííí^tíls'e la diferéhcial propuesta por y 
se tendrá (d) a o ^ ^ ¿ x 4 ^ ^ l y d x ^ c ^ Y ^ ^ 1 ^ ^ 
Supóngase xn y = z 5 y por medio áe esta substitu­
ción la equacion se transformará en la 
ÚX™^1 ¿fx-f xx 'nz ^ dx-^dz-tsz-o , que se intégrá 

por lo demostrado (432)r si zs.m-í~n- &B—^^J1~^§ 

de donde resulta ser m = - ^ - - . Oue es &c« 

P R O P O S I G I O N X 1 1 1 J 

438. Hallarla integral de la equacion 4! i a: X 

(a:w-|-^y)a-|-i}' = a, si se supone ^ = zg-f i "* 

en quien ^ es qu al quiera número entero y positivo. 

Hágase y = —-7-X ^ - h 2 ! y Por medio de es-



ta .%11.bstIiuc.ioa se transforngiará la .equadon ^rq-

puesta en la — X ^ - 1 Í£;4- ¿z â £a + dzf=Py 

^ue se integrav por lo demostrado (432J r si .es 

m—i=s: — ^ r - d e donde resulta ser ^és~JSz¡¡~* 

•Que- es. Scc, , rjr: ••. ; . % 

o --439«. Hallar la .integral de la equaeipn «r^2/M,I/fe 
*±-ayxndx~~by¿t y = o. 

Hágase, y = = ' ^ f í4" ̂ , en:.,qiíie,n y son can­
tidades constantes que se han de determinar 5 y se 
tendrán las equaciones siguientes, 

•j/í/y = m JP x'in-x dx -4- m Azxm~x dx 4- A w dz-*r zdz% 
luego1 ^Oi" medio dé éstas -suBstituclones la iéqiíá-
x ^ n pî Op êstarse torisfermará en̂ 1̂̂ ^̂  : • 
*~ x'ln-¥'ldx ^ a z xñ d x - r l A xmd z — hz dz 
^ a A ̂ ndx —mhAzj™-1 dx ' > = 0 . 
—mbA^'^dx 1 ; 1 ' ' ,"' ' r* 
Hágase m==n-{-i; y dicha equacion se reducirá á (i?) 
• r - 1 dx^azxndx-^hAxn+Idz^ hdz^ / ' 
~$~aAx'ln'i'1dx-~mbÁzxndx > =cv 
i - w w x ^ ^ d x y 

Supóngase ahora ~~mh A * A - a d - - i ^Qy y re« 

http://%11.bstIiuc.ioa


(436) 

suelta esia equacion , se hallará A ==- ; / 

B n / ^ ^ r . ^ * - . / V n ) : luego en está SUIDOSÍ-
cion de la cantidad X ía equacion i? se reducirá á la 

ta por la substitución ÍCw+i.=^', se transformará en 
— («4- i ^ x /'-^ ) i * t i la : x ̂ v — f = ^ i ^ , cuya 

^ ( K ^ - I ) J J ^ 

Integral se tiene por lo demostrado ( 4 1 6 ) , Que es &c* 

• - • ^ ,, PROBOS I C I O N XV,:. .,; 

440. Transformar ía equacion ^dx-^ta^df) % 
X = { f x dy cy dx) y<. 'Z en otra que tenga las ya-
xiablps separadas, con tal que las cantidades X , Z 
estén dadas por las x, y de qualquier modo, el ex-

ponente ^ sea igual a — ; , y en cada termí" 

no así de ía cantidad J^. como de la ¿, el exponen­
te de la x multiplicado por / menos el exponente 
de la y multiplicado por c êa siempre igual á una 
inisma cantidad positiva ó neg , • . 

Dispóngase la equacion propuesta de este modo 



(437) 
llágase x l y f ^ zp-y ê ^onde resultan las equaciones 

p f 
^f52 : y ' "1—K~==s T ~ : lue§0 Por rnc-
dio de estas substituciones la equaeion ^ se trans­
formará en la : 

f np+p—c np+p f-—c ^ c 

y reduciendo el primer miembro á una común de-
[ ^ . v , . , _ . : ; / , , , . j : i l ¿=1 ^ ' ^ l ; 
nominácion, y multiplicándolo por y c , se tendrá 
la equacion 

f npJrp—c np*p f-~t rf+tf 
p,y.c z c dz—fz 'C y c dy+acy e dy 

, i ^ x ^ ; y por SQX n í ^ ^ - ^ — , será 

=3 772,-1- - , c.. , y dicha equacion se podra disr 

|)oner de esta, suerte ( ^ ) ^ ^ G 

c r • 



(438) 

de donde, resilltaifi Jas: áosj eqmQtbnQs :sigmént€^ 

substituciones la equacion ^ se transformará en la (C) 

y hechas las cantidades p = c ^ q ^ ~7p£T' se fen^rá 

^ - ' • '10' •^ ._c- / : f .v/ 
• ¿ T X ^ = ( f X +1 - ' ̂  X X | . Su-
póngase tanibieñ que en aIguno? dé los términos de 
la cantidad ^ ó de la^Jf se halla %r ys h J por ser 

f 

"5 
c 



(439) 
!Z rfg—scq 

se tendrá ^ r r ' = - rf_s? \ luego si en 

todos los demás términos de las cantidades X , 5^ 
que tienen diferentes exponentes r , 5 , resulta ser 
r f ~- se cantidad constante , tendrá la u en todos 
los términos de las cantidades X r Z un mismo ex-

. • • . z ponente, y en cpnseqüencia la cantidad — se po" 
drá resolver en dos factoresde modo qiiie el uno 
contenga solo la z, y el otro la zz: luego se sepa­
rarán las variables en la equación transformada 
y por consiguiente-en la propuesta baxo las referi­
das suposiciones. Que es &ce 

P R O P O S I C I O N X V I . 

4 4 1 . Transformar la equacion ^ i^^s cx^dy X 
( 3 xl -b-a'f %r)m en otra quj tenga las variables se­
paradas, si se supone ^vq^mnl-^l-^r^n) '. ne 

Hágase ¿23/^ s s ̂  r 25 y se tendrán las equa^ 

ciones y = ^ ^ zn 1 a11 , i y = 

luego por medio de estas substituciones se trans-



( 4 # ) 
formará !á cquadon proptóia la ( J ) 

y por s e r j ? = = g ( / ^ « r ^ ^ ^ M ^ ^ 4 - ^+«):/Z v será 

—— ^ m l==p —' : luego la equación se 

íl Z*1 dX ' * ' 
reducirá á — _ I — — = (/— r) X 2 ̂  ^ + i e X 

2 dz , de ; donde resulta ser == g¿l 
„ _ •v'f • ., . -v a:. 

{Z'xdzy.ca 1l^{z+h)m)i{nz n -h(r-/)K^ w X ( ^ ) ^ ) 
equacion que tiene sus variables separadas. Que 

e i P R O P O S I C I O N X V I L 
442. Hallar la diferencial de la 5'. Mdx , en ía 

suposición que la sola y sea variable en la función 
de las a:, y expresada por Mi Fíg, 

Consta por lo demostrado ( 203 ) que 5'. Mdx 
expresa el área A E C B de una curva i i ^ referida 
al exe, que tiene la abscisa A B = x, y la ordena­
da BC = M . Si se considera ahora que la sola y es 
variable en la ordeñada M*, resultará otra curva ec. 



(44*) 
vla ^ifere^ será 
JOKÜ.Mdx (408impero M ' ' e l e m e n t o ; d e 
4icha Bifef énciaberv la\si^osl^a.Sl2:l» 

riable es d ' m ^ d x ó h h n d f x t M ^ L Í í ^ fego 

integrando en la misma suposición de la sola a: va-

r í a b l e r s e r á ^ ^ i p c ^ i ^ k - - Q ^ 

C O R O L A R I O . 

443. Se infiere que para tener la diferencial de 
de la 5̂  i l f i a: en la suposición de la sola y varia­
ble, se debe diferenciar laü^en la suposición de la 
sola j variable o, el resultado partido por dy se ha 
de muítiplicái? por dx ^ se debe integrar este pro­
ducto por la sola variable # , y finalmente esta in­
tegral se ha de multiplicar por dy» 

E X E M P L O . . 

-444« Se propone diferenciar la.5'. tX^dxp^xS-^y3) 
en la suposición de la sola y variable. 

Compárese la expresión propuesta con la fór­
mula 5'.Mdx , y se tendrá M = ^a o: 3 4.3/ 3): 

luego será d " M = ^ 3 ^ 3 ' ^ -> Y V0T consiguiente 
' d " M _ t¡ ^„ , 
^ ^ T V ^ F y ^ t o D " . S ' . M d x = : d y X 



(44^) 
S!J"MK lueg0 será: ^ p r ^ j ^ ^ 

| + y?) x y '̂dy* Ésta-misma expresión re­
sulta , si se integra la. fórmula propuesta en la 
suposición d& la sola x variable y la; integral 
"st X ( ^ ^ + y 5 ) = se diferencia en la suposición de 
la: sola 3/ variabíeo. 

, P R O P O S I C I O N : X V I I L . 

445« Si en la fórmula Mdx + Ndy, en quien 
las, cantidadesnM: y ' K estm dadas; por das varia? 

bles 3/9 sr, y constantes, es í - ~ ^ ^ - ^ ; hallar la. 

integral de la , misma fórmula;. 
Determínese la integral de Mdx: en la suposî  

clon de la;^ variable , y de la 3/ constante;- y se 
tendrá.el valor, dé i l f ; diferénciese.este-valor 
en la suposición de las variables x , y , ; y lo que;.: 
jesuíta:;réstese-de^lasfórnmfaipropuestaf^ conrcuya; 
operación se tendrá y en quien; la:. Y está dada 
solamente por la variable 3/, y constantes:. y digo 
que (./í) S'.Mdx-^rS.Ydy será la integral de la 
fórmula propuesta. .Pues, diferenciando la, integral 
A en la.suposición de las ít, y variables, se tendrá. 
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MdxAr X-dz + ^ y Peroríí ̂  ): 

^ de áqrtdel* ^ K ^ t ó ^ m * * M ^ S , 

^ien;la consfcaíífce 2 ésíá d̂ da solamente poüc 
f lüegiD la integral tendrá por su difereneial 
i i £ ^ 4 - N ñ ' f ^ Z ü ' f ^ Y & f ^ que se -reduce á: :lk 
propuesta JáTiá: ̂ Kl'y ^ isl^e -suponerla con^tantt 

44 .̂:: .Sqp^^Ue Ja ;difereneial Jjr X i'? ̂  ̂ "^¡T" 

. Ctífiipáreseila i^iieretídial |jrq^uesla cdñ la láí* 

muía iiík'ÍHh'iV'iyV y se..tendrán s s ' l - ' - f V ^ 

j¡VW¿ -¡ - X . a; 5 luego resultarán las equacíbnes, 

m—^zz—jss ^pf^3:^;.r-rj----2s:-^? -por . consí^ 
dy: , x ¿IX xdx x * 

guleníié ^ i i el icáso propuestoseverifica la condiciob 

^ n i i r - Y v™ SQt x + FT^"*SERA 
Ŝ  Mia : == 5^ + i r ^ f i ) = y i . ic M , eii 

quien w (131) es un arco del círculo que tiene el 



radio y la tangente x ; y difeíenciando el valor 
hallado de la 5VMífz en la suposición de las a: , y 

variables , se tendrá d y X L . z ,4- • — ^ r ^ p ; y 

restandoiestá expreMob de la píopvtesta idifeiî n€Íal̂  
iresultará ^ i y , cuya integral ei ay.'V.óx tanto la 
Intégral? ?d̂  ila diferencial gropuesta fs^rá .y X. # -f - M 
4 - ^ y ̂  por í eofy^spondér este, valor: á la; fórmula 
S'.Mdx-í-S.Ydy en el presente caso. 

^ÍX E ^ P|i¿ © 1 1 . 

447. Sea la diferencial ax*1 d x z f r y Xrdy 
by11 dx-\~ y 3 dy. 
Compárese la diferencial propüesta ton lá fór» 

mxúz- Mdx N J j j y se tendrán ife== ̂ 3 3 / a, 
•iVssaia ̂  y ÍM- y.3.; luego resultarán las equaciones, 
¿!"M ' íbfdy 7 d'N ahydx f 

' -, . . d"M d'N: ' consiguiente se verifica la^oriJicioh s^^ ^ .-—^ en 

el caso propuesto. Determínese ahora el valor de 
S'.Mdx y y será 5'. M d x ^ S 1 ^ a x* -^ hy a) Xdx 
¿= i ^ ¿ 3 4^ fr j 1 x i luego etiferénciándex - este valor 
en, la nsuposieion de las x^y variables, se tendrá 
axa d x -í-hy0' dx -fzh'y xdyi y restando la dife-
réncial hallada de la propuesta , queda el residuo 



0 dy, cuya integral es ¡ ^ 4 . Por tanto será 3 
4- A ÍC -f I3/ 4 la integral que se pedia. 

? ^ P R O P O S I C I Ó N X I X , 

448. Si en la fórmula Mdx + Wdy^-Pdz, en 
quien las cantidades i l f , iV", P están dadas por las 

. d"M d'N d">M d'P 
variables rr, y, son = ^ , I T ^ ^ 
Jd!"Ñ ' d'P ' 
— T - = - T — ; hallar la integral de la misma fórmula, 
¿fe ¿/y D 

Determínesela integral de Mdx + Ndy en la 
suposición de la r constante; la cantidad que re­
sulta diferénciese en la suposición de las a:, y, 2: va­
riables ; la diferencial hallada réstese de la fórmula 
propuesta; y el residuo dado por z intégrese: lue­
go esta integral junta con la referida integral de 
Mdx r^Ndy será la que se pide. Que es &c. 

E X E M P L O . 

449. Sea la diferencial 4- a;g¿?y±yy g ÍL 

~ + a dz. j t<n 

Compárese la diferencial propuesta con la Tórmü-
Wí^^á: + Ndy - f P dz, y se tendrán = ^ , iV==3 

i F = — ¡f : luego serán , - ^ - =s 



Jy r d'N m *¿* _ i J^Jf_ : - y ; 

|)or consiguiente ên él exemplo |)r0pmeslb se Verifi­
can las tres condiciones de la.Proposición anteceden­
te* Determínese .ahora la integral de ~Mdx -{- Ndy, 

esto es , de - — 4 - — ~ X ¿7 en la suposi­

ción de la 2 constante ; y se hallará ser la canti-

dad^ 3 * ícu_ya diferencial en la suposición de 

las y, ̂  , 2 variables, e s , + -—-— . 3 

réstese esta expresión de k diferencial propuesta, 
y r e s u l t a a ^Jg, . cuya- integral-es ^.^.^.^P^r.t^ 

to la suma de las dos integrales'háiiadas ^ Hh ̂ y ^ 

¿za2 será la integral de la diferencial propuesta* 

E S C O C I Ó . 

450. Con el mismo método se hállarán las in­
tegrales de las diferenciales del primer grado com­
puestas de quatrp ó mas variables , con tal que 
tengan las correspondientes condiciones; es á saber, 
si la fórmula M d x ^ N d y A - P d^^Qdp conÚQ'' 



(447) 

ne: las quatro variables * , y , 2 , t> r y son - j - = 

^ ^ ; 2̂ dv — dx . r dz ~~ dy \ 

2 en la • suposicipn de la constante , se di­
ferenciara la integral hallada en la , suposición de las 
a:, y, 2 , v variables , se restará esta diferencial de 
la propuesta , y la integral del residuo dado por 
f se añadirá á la integral hallada antes de Mdx 

N d f + P dz .> con lo que se tendrá la integral 
que se busca». Argúyase del mismo modo respecto 
á las diferenciales compuestas de un número mayor 
de variables.. Pero es de advertir que sucede raras 
veces que sea verifiquen las condiciones necesarias 
que arriba se han expresado, para que las fórmulas 
diferenciales se: puedan integrar, aunque se hallen 
sus integrales con otros métodos. Eh este caso se 
prócurará multiplicar la/fórmula: diferencial pro­
puesta por un factor compuesto de las variables 
f j z , &G. . que entran en dicha diferencial, de 
suerte que seJ verifiquen las condiciones u ĉesarias 
para tener las correspondientes integrales; pero has­
ta ahora no se han podido fixar reglas acerca de los 
dichos factores, y solo con-el uao y la industrk se 



pueden determinar en los casos particulares. • 

f E X E M P L Q, 

451. Sea la equacion ( z x ^ y - ^ y t ) x dz 
^ ( x t — zxy* ) X dy ssso. 

Comparando la equacion propuesta con la fór­
mula Mdx Ndy = o\ se tendrán las equaciones, 
M ^ zx^y -~ , N=s:x 1 ~~2xy'í : luego serán en 
. , d"M a a d'N ^ el caso propuesto - ^ - =s2a:a —37 , -^-===33:* 

23/a, cuyas cantidades no son iguales. Ahora si 
se multiplica la equacion propuesta por el factor 
axy , se tendrá ( A ) (^x^y^ ' - ' 2 x y ^ ) X dx 
Jr^zx+y—qx'1 y 5)X dy = o i luego se tendrán 
las equaciones, M==4x 3 y* --zxy*^ N—zx + y 
. " a . "iíf o , o ' , dW Q _ 
^ 4 ^ y ^ = 8^ 3 y ~ 8 ^ y ^ ===8ya:3 

— S y } x r por consiguiente —^- - ^ - : y será 

S'Mdx^SK (4^3 y a — 4 ) x ¿/3: = a : 4 ^ 3 / + ; 
y diferenciando esta expresión en la suposición de 
las y variables , szxá qx^y* d x z x + y dy 
— zxy * dx — q x ^ y t d y , cuya cantidad restada de 
la diferencial yí no da residuo alguno ; luego x + y* 
^-x^y+zzsA constante será la integral de la dife­
rencial propuesta. 



; L I B R O Q . U A R T O . 

P R O P O S I C I O N L 

452. Dada qualquiera equacíon Homogénea* 
que contiene dos variables, y sus diferencialeŝ  es-f 
tán elevadas, á grados superiores, separar las dichas 
variables. 

Si la equacíon dada contiene las dos variables 
x f ,y.,9-hágase y = y por medio de esta substitu­
ción tendrá la equacíon propuesta en todtís: los tér* 
minos la variable x elevada á una misma potestad; 
luego partiendo por esta potencia, resultará una 
equacion (É) dada por 2 , dx, dy, y constantes» 
Diferenciando ahora la dicha substitución, será 

dy = xdz^z^» y. haciendo la segunda substitución 

x dz = tdx , se tendrá dy = , Por tanto 

si en la equacion B m substitüye^esta rexpresíor.e» 
lugar de la i y , la equacion que resulta tendrá en 
todos los términos la dx elevada á una misma po­
testad ; y hecha la partición, se tendrá- una- equa­
cion entre las variables finitas. í , 2 : luego se de* 

111 ~ 



terminará el valor de la variable í por la 2 , 6 al 
contrario : y siendo pc)r: ía segunda substitución 

vt d z c=i t d x ¡ ó bien — == 4 , será integrando 

X. # ES 5 » ; y por esta expresión se tendrá la va-

riable dada por la z; pero === luego se tenr 

drá también el valor de la Variable y por la zi 
luego &e* 

E X E M P L O I . 

453. Sea la equacion ^a dy ~ '~~4xydxdy 

; -Hágase la primera substitución y = —'; y la 

equacion propuesta se transformará en la z2- df-
^¿aor-zdxJ}! = ^(rx'dx" ; y partiendo por será 

zady'%—^az dx dy = â12 dx0", Difcréncie* 
se ahora la primera substitución, y se tendrá #f==s 

— . : hágase la segunda-substitución (C) xdz 
, , i tdxj-zd'x Ct¿-z)xdx • , t 

=ííia:, y sera -iy = —. s= ,cuyo valor 

substituido en la equacion B dará la : — i - í i L 
42 X (£-f-2) X^^a:=5^a^^a? y partiendo por 

dx* , se tendrá ^ ^ x i i + ^ ) 2 — 4 ^ a 2 X ( í - i - ^ ) 



f<45*) 
5=5 5¿24: añadiendo 4¿24 á amjbos miembros, será 
z a X ( í 4- ¿ ) 4 ^ a ^ X ( ¿ 4- ¿) 4- 4 <H = 9 ^ 
y; extrayendo;; la raíz , será ^ X ( h& z)-* 
dzzSa'1, de donde resultan dos valores de la. 

esto es, í = ——^—-, í = —; g ; pero por la 

substitución C es — = —: luego serán — = rf . 

— =5 — La integral de la primera de estas dos 

equaciúnes da i , ^ + ^J^ 

de donde resulta a:=s^^a_g,ay rpero por la subs­

titución primera es zz=z~: luego será x = z j * ¿ 

— 7 — ^ . donde -resulta 

ser 

5 — —equacion á la Hipérbola* La integral 

de la segunda de las referidas equaciónes da i . 
«—• X. íza + ¿ a) 4 - z L i A\ por consiguiente x=s> 

' j ^ ^ ^ y ? pero por la substitución primera es 

^ = — : luego ^ será a: == ^ : a " ^ l ^ ^ 

j ^ ^ — , de donde resulta ser ^ a - f ya) =a 



r ^ , . ^ . j == r-a;^ equacion 

H: círciíta. í t ) f tanto él complexo áe la Hipérbola 
^ cM Cjíréülo isatisteefí^dttpletaiiiéte í clá^(|ua* 
.clon propuesta, 

, ^ : t k EXEMJPJPO I L ^ ^ v>v, 
454/ Se propone la equacion diferenGÍal xdx ^ 

^ z y d x d f a -{~3x dy d ~ ~ óydyl C=TÍHV; ' 

c' HágaTe la suB^títúcIdír- prmiefá1 f M P ^ & ^ ^ M 

equacion propuesta se transfbtmari11^ W & d W 

— *xzd*¿y ; ̂  ^ ̂  ^^ ^ ^ ^ x z ^ : . ^ . :y paftiendi© 

por ÍC, :será ^ ̂ 3 : « 2 ^ ^ ^ ^ j ^ , ^ 3 ^ < / 3 ¿ & f ' . 
* ~ 6 z d y 3 i = s o , Diferénciese ahora dicha substítu-

cion, y se tendrá ^ i / = — • — — = — — — - por la 

segunda substitución <^e^ éŝ  
(C) a: i 2 =.£ i o:. Por tanto: laieqUacion I? se redu­
cirá á la a* d x l — z a z X i t - M ) * X d x * +"3 ¿2 5 X 
l t + z } } i dx3 ~ 6 z X ( t + z) 3 X 3 = c 5 y .par­
tiendo por se tendrá la equacion 3^.2 x 

- f z ^ : ± 3 f3 X (14-2 Xr- ̂  2. X (í -f- ̂ )3 == ̂  .que 
se resuelve en los dos factores 3̂ -—22 Xí^-í-í)^ — ^ 
^ 3 X ( ̂  0 ^ ^ 5 por consiguiente serán £ =s 



(453) 

^ J f - r , tss^-la—zy pero — = — por la 

substitución C: luego serán — = —, 
•'"í i '*~ z* *t % a* 

~ , ^ cuyas integrales a: s=s —-—— -

ti; =ss -r—-K; pero por la primera substitución es 

2-ss : luego se tendrán las equaciones dadas por 

lási^adábles a: que satisfacen á la. Integral de 
Ja equacion propuesta* 

E S C O L I O . 

íd455. Adviértase que muchas veces es útil la 
substitución y = 2¿, en quien / es cantidad constante 
que se ha de determinar, para transformar las equa­
ciones que no son homogéneas en otras homogé­
neas ; por exemplo, los'dos términos xmyndxedyf^ 
ac^y^dx8dyñ, en quienes e-t-f—g^rh, se harán 
homogéneos por la substitución js=s 2% si se supone 

^ ^ ^ ^ n — f ' 1 luego una equacion diferencial que 

contiene las ÍÍJ;, dy elevadas á qualésqüierá potes­
tades i se podrá reducir á homogénea por la subs-



titucion $ = = ^ si hecha la comparación del primer 
término de aquella con todos los demás resulta 
constante el valor del exponente /• ^ 

' Is v -p R o t O S I C I O N 11. 

456. Separar! las: variables en. la equácion Mx 
^aW^ en ^uien las cantidades M , N están dadas 
por las diferenciales ^ , ' i OÍ eleva á qualquiera 
grado, con tal que la suma de sus exponentes sea 
una misma en todos los términos. ^ 

tclx 
„ • Hágaseí^y== - — ; y hecha esta substitución en; lá 
equacion propuesta, resultará otra équacion, que 
tendrá en todos sus términos la ¿rr elevada á una 
misma potestad ; y partiéndola por esta potencia 
de ía dx , se tendrá una equacion finita entre las 
variables í , x % de donde resultará el valor de t por 

s:, o al contrario; pero ¿3/=a—-yy y » . * , - — 

luego se determinará la variable $ por la a; ó poc 
la Que es &c. 

É X E M P L O I . 
457. Se propone la equacion xdxdy'1 =za)^ 

(dx} + i y 3). 
Hágase d y - s - ^ - s y la equacion propuesta sa 



(455) 

tonsfotmara en la K * - = 4 X ( ̂ 3 4- •—-j—): 

luego partiendo por i.^3- , y reduciendo, se ten­

drá xta — at+tly por consiguiente será aiesa^f^l ; 

y diferenciando esta expresión, será áa: = — 2 

Hh^í; pero <f y = ^ - - : luegO ?se^pa^«=fe 

^ - £ ¿ 1 ; é integrando se tendrá y 2 3 ^ - + ^ + ^ 

cóftskfite;----Í-^- r i , ' 
E X E M P L O TI . 

458. Sea la equacion x dx 2 2 = ^ X (1^ + iy). 

Hágase ¿fy === ——5 y por medio de esta substi-

tucion la equacion propuesta se transformará en la 

-v.-r . •.= a X (dx -k- —)? luego partiendo por ífír, 

y reduciendo, será — j - =^-4- ívpor consiguiente 

se tendrá x = .j r - ~ ; y QiierencMándo esta ex-
t% dt-^at':*dt 

presión sera a % == / - ̂  X •1 OJ. 5 pero ¿z y = 



(456) 

: luego sé tendrá X ( í * & — at~ * dt)r 

é integrando será ^ tf{0^í-k£) hsi.f^r^ 

constante* 
P R O P O S I C I O N I I I . 

45:9. Separar las variables en la equacion ^ ss 
y üf 4- íV; en quien las cantidades i j ^ ¿V" estánld^-
das por las dx, dy ¿ de modo que no tengan nin­
guna dimensión. 

Hágase x = S,t dy^ y por consiguiente será^ á ^ 
sstdy: luego por medio de estas substituciones la 
equacion propuesta tendrá la forma (Jt) S,tdys=s 
y P-4-^ (2, en quien las cantidades P , Q estarán 
dadas por la variable í. Diferénciese ahora la equar 
cion y será 'idy^ydP^Pdy^ádQ^dQ don­
de resulta el trinomio adQ + y dPs==:{t~P) Xdyj 
cuyas variables y, ¿ se pueden separar (428) 5 pe­
ro x==íS, t d y: luego se tendrán- séparMas'las va» 
riables x , y. Que es &G. 

E X E M P L O í . 

460. Sea la equacion ^ = = - ~ ^ - | i ^ ^ ^ i ^ 

Hágase a: s= 5. ; y se tendrán ías equácionei 



(457 í • ^ 

AXSST''> tss-1f ' £a = - - ^ : luego ̂  me­
dio de estas substituciones la equaeion diferencial 
propuesta:-se transformará en la 5. £ . ^ = j | y 
diferenciando esta equaclon será t dy == fctt ~\~̂ t 'dy 
•4- 2 £i£ , ó bien c = y dt zt dt , de donde resul2" 
tan las dos equaciones —-áy = £ , y ^£ = o , cuya 
integral es tsssjí constante. Si fe substituya a^ora 
el primer valor hallado de la £ en la ' equaclon' 

a :^5 r -^ , se tendió ^ = 5 . — — equa-: 

clon á la Parábola Apoloniana ; pero x =.-^-r. 

4- -7-T : luego será ^í — — = — — -I-7- ==•— — ; por 
consiguiente será la constante A ~ o , de modo que 
el primer valor hallado, de la £ dárá: lá equaclon 
xk=a.w--~ . segundo' • valor de la £, esto es £== 

.4'f 

introducido en la equaclon x=-S,-^~- da xssS,--—-

s= — - -f- i? constante ; pero a: = - ^ - - f ' - ^ r , : lue-

go sera ^ - - j - 4-.o === — j - 4 - ; por consiguiente 

será 17 = -̂ — , de suerte que el segundo valor, de 

la £ dará la equacioá ^ss, ^ ^ que pertenece 
mmm 



á la linea recta• ^ 

461» oe propone la equacion x =s j ^ - 4 . - — 

•v; "Hágase • a: ¿= 5.4^* T T -se-t endcán-las; .•eq.tíaG iones; 

441=5 -r^- • -r- sss ~ T: luego por medio . de estas 

substituciones la equacion, propuesta se transfor-
mará en la 5. t dy =Z'~y t ri-t^ — a h j j diferencian* 
do esta expresión" se tendrá £dy=z — ydt^-tdy 
-frztdt ^ o bten ztdy^ydt-r-ztd£==ioy puya in­
tegral ( 4 1 6 ) es ztzy — í tz^szJa* constante, de 

dpnde , resulta ^ = | ¿' ^?~0 • Diíércnciando alio-

rá^^se. tendía:" $i¡¿~l 'dt*rñhAj^a^ £ j dt$ pefa 

=s 5» ^-^- r; luego será % = 5* ^: 
3̂  "(Q^dx^jíj 

_.; r - ^ - . - l - t i f constanterpera x==r ~ ~ — r ¿mb =s 

v i luego sera ± -̂T-T -fe 
3« - <E1 ' ^ 1 3^ " /Ja-i 

^ ^ « - r ^ í --. ^ - de donde resulta ser 2 1 = — y 

elvalordela4:=="^^-^^.---¿* , -



E S C O L I O . 

462« El referido métodor deí'^Sabio Abate T . 
Iliccati se puede aplicar con mucha utilidad á otros 
distintos casos: con taí que la a; sea lineal y coTfíel se 
manifiesta en los dosExemplos siguientes» ^e^,^ 

E J E M P L O h y ' l 

, Sea la equácion _¡c == ~ - + 3/ ̂  X M•» en 

quien se supone la i l f dada de qualqufer'modo por 
d.Xy dy, y constantes,, 

Hágase x == S.t dy: luego„por medio de las cor­
respondientes substituciones la equacion propuesta 
se i transformará en- la t dy = y ¿ - ty m X N , en 
quien la iV quedará dada por la 4l)f constantes; y 
difereñeiandó, se tendrá t dy = 'y dt 4- tdy-$-y**d]$ 

T^f^^ayV^tHbñ(Mrresültf3 ser ^•^-£fi;¿=ái 

-F4"̂ JT""»'Hágase aíitrrá jmW=^t^y strz fm'x 

N. ™: : luego ŝe atendrá dtXN 

¿* , , . dt dz -~,y por consiguiente r = — - , equacion que 



. - (460) 

tiene sus variables separadas. • 

;T v - E X E M P L O I L 1 

•404. &e propone la- equacion x — - ^ -{- • 

Hágase a: =5 5. íiy; y por medio de las corres­
pondientes substituciones la .equacion propuesta se 
transformará en la { J,)S. tdy ~yt 4- ¿zya ía - f %5£5 
-|- ¿ y 4 ¿4 -f. &c.e Asimismo llágase y í s= z , de don­
de resulta y dt + t dy= dz , S.tdy^sz— Say dt = 2: 

^5S , y s í a s s 2 a , 3/ 3¿: 3 — 2 3 , &c. luego por 

medio de estas substituciones ia equacion A se re-, 

ducirá a 2 — 5 , - ^ = 2 + ^ 2 a 4 - ^ l-hcz*-^ &c0 

4::bieri — 5« -—^-c= + 3 4-^-2:44» &c0 y di» 

ferenciando será — - j — = - 2 z J z 4* 3:^ü?MJ¿ 

4» &c. de donde resulta ser — ^ = 

s Í2:4- 3^ z dz -4- 4 Í 0A ̂2:4- &ce é integrando se» 



(46i) 

P R O P O S I C I O N I V . 

4% .̂ Hallar la integral de Rdf=z ( j ^ J ^ ^ T ) % 
(mx dy + y dx)% i en cuya expresión se suponen 

hsT.R dadas por y/y V^PTy™*: ( ^ Í ^ J 

X Hágase mx dy -̂ - y d x ^ i z Jy , en quien la vat 
riable ¿ se debe determinar sucesivamente por la y; 
y multiplicando la dicha suposición por y™.:*, se 
tendrá n?.̂ ™ "1 x dy 4- ymji:x = i tzy m~1 r .cuy;a 
integral es xym = S\tzym' ^dy, de donde resulta 

a = —• %S,tz ym ' 1 dy : luego substituyendo estos 

valores'en la diferenciarpropuesta, sé tendrá 
^ + 1 ^ - X ( ^ y ^ - 1 d y y ) k t t & d f i por 

consiguientéí será ( ^ ) R ~ t 9 f z f ^ H 4 X - ^ " K 
.5,. ^ 

(§ . tzym-J dy)?. Supóngase ahora ~ = r ¿ ^ , de 
donde resulta el valor de la z dado por yesto es, 

¡2 = — " — ¡ - 5 y substituyendo dicho valor en la 

• equacion se tendrá —^r ' = ¿ ^ 



i \ t B J f 1 ' 1 ^ - „ c • , ' 
. — X ^ " - - t - : luego diterenciañdo esta ex-

presión.$&% t-..r : X ^ * - 1 4- X 

_ r ^ y ^ tRTym-\{y 
: j = — " ' I 1 , de' dbnde ré'sulfá 

''"r.:.,v;'v.-%^ r{í.^"^A.,r . v 2 ,; nvij^ • 7 -J> 1 : 

equacion ( B ) , ,.X^<9 ^ ̂ —r-sa —-J^™^^ 

--^—X i ^ — Y siendo ( sup.) Fss 

{S.É£ját)U t e n d r á 5 . í % ^ 
. 2 , r . . Í • 

f T ~ P ' f l ~ . . -
5= ^ ,.y diferenelando esta expresión, será 



(4*3) 

".'•>/ y" = / X - P « — p - : luego substituyendo el 

valor de esta diferencial^ y él de en la equa-
ción 9 se tendrá 

de donde resulta ser la (C) partida 
t e 

por 5» J i ^ equacion que tiene las vana» 

bles separadas ^ y el segundo miembro de ella pre­
senta una difei'enciai logarítmica. Supóngase pa-

fa facilitar el cálculo - " ^ • • s== - r ; por consi-

i - a q i guíente será t=s • ¿ luego substituyéhdo el 



valor de t en la equacion C, é integrando, se ten-

ara 3» • — ~"—~ —— ^ JU, o» - — • • — ~ — * 

4- X» J Í constante, esto es , el valor de u dado por 
y, ó al contrario; pero x = y~f~X S,tzym- 1dy: luego 
substituyendo en esta expresión los valores de f, 

será í t - s ^ x ^ . — • 1 . Que es &c. 

|: • - T ^ • - íÉéi a te* 

P R O P O S I C I O N V . 
466, Transformar una. equacion diferencial de 

qualqüiergrado, que tiene los elementos dx , dy 
variables, en otra que tenga constante alguno de 
los mismos elementos multiplicado ó no por una 
de las variables, ó bien que tenga constante algu­
na función de las variables , y sus elementos, 
-:-At9¿'"-Si en la diferencial propuesta debe ser conŝ  
tante, por exemplo , el elemento dy , se quitarán 
de dicha diferencial todos los términos que con­
tienen d^y , d?y, 8cc, y si debe ser constante el 
elemento d* y , se quitarán todos los términos 
que contienen ¿Hy, &c, con lo que se tendrá la 
equacion que se pide« Discúnase del mismo mo-



) 
do en los demás casos. ? 
rt¡ 2 ° . i Si: ep la diferencial propuesta se ha de sup 
poner constante;,-por cxemplo^iel elemento 
diferéiíciese esta e^pmsion, y se te;ndrá kA)¡A^4^t 

-l-y iSy — , de donde resulta ser ^ f ' ^ k M fe y :; 
Por tanto si la diferencial propuesta es del tercer 
orden, se deberá substituir en ella el valor hallado 
de i 3 y; y si dicha diferencial es del quarto orden, 
se deberá diferenciar la fórmula J , y determinar 
el valor de 4 y que se substituirá en la dicha di­
ferencial 5 y así sucesivamente por medio de estas 
substituciones se tendrá la equacion que sé pide. 
Argúyase del mismo modo en los demás casos. 
.Que-'es &c. ^ • r, v.. cu--^-.-- • k ^r t. p 

467. Se propone la equacion a x y - f 2/2 ¿fy ^ 
•4- ¿7 y i a a; -4- 2 h d x ̂  -̂ r z h x i a ^ == 0 , cuyos eler 
mentos ^ír son variables ; y se pide transfor­
marla en otra que tenga el elemento dx constante» 
? Quítense de la equacion propuesta ios térmi-
nosayd^Xfhzb.xd^x que contienen d^x+y se 
tendfá, la jquacion ax d* y -^-za dy dx + zh dxá= "o9 
que, ti^e,elíelemento dic constante, como se pedia. 
Es evidente que; la integral de axd^y-^-ad y dx es 

nnn 



(466) 
axdy,Y que la integral de a d y d x ^ z l d x * t á 
Xady^2Fdx)><^x ^ a y d x ^ ¿ h x d x : luego la 
ibiégral• dé1 • la•• diferénciál'-prójpuéstá..será axdy 
^ W y á ^ p z h x dx 4- € dx ^ ó y tn quien C ̂  es la 
ccmitánte^aS^dida. á .dicha integral; é integrando 
de nuevo , se tendrá ^ y + ^ 2 + ¿o; ===^ cons­
tante, i "' 23 ^Duqotq iáian^Tt)*^ rí J? oifRj 

Asimismo si se pide la •éqüatíBn'-'qíié-'?tiéné5 el 
elemento constante; se ha de quitar dé la equá-
cion propuesta el término a x da y , y resultará lá 
cqiiáciori tí a d"ydx-\- á j d * xA- z h dx^ ^ feW d 
==Í?, que tiene' el elemento ¿/y constánfei ísí^W-^* 

. E X E M P L O I L 

468. Sea la equacion 2. X x 1 d y l — dyt ^dx^dy 
'^-xdyd^x-í- xdxé*;$==s:OY en- quien la X es una 
función de la variable a:; y se pida transformarla 
en otra que tenga el elerríento xdy constante. 

Diferénciesé dicho éleménto constante x dy, y 
se tendrá dy dx + x Ía y = ^, de' dondef resulta ser 

íf ay = — . Substituyase ahora el valor hallado 

de Í a y en la equacion propuesta; y se tendrá la 
'equacion ¿ J C x i - ' d y l ^ d y ' l ^ d£* 'd 'y l~ x dy dmk 
^ d y dx0, 6j ;bién ' ± £ x ? d f í ^ d y V ~ x d y i d * % 
que tiene S elementó údy constante. Es 'evidente 



4 -
que si se multiplica la equacion anfóriór por- ^ 

se tendra-.la ^ i ^ r = S — > ^ [ - ^ é lntegrgQ(fe^ 
la misma suposición de la xdf constante ̂  résílta-

E X E M P L O l í L 

469. Se propone la equacion ya dyd^y -^y d'y% 
~ a '1 dxda x + . y y io; - -4- y11 dxd*x = , ] que 
tietíe sus, elementos variables; y se pide transfor­
marla en otra que tenga constante el elemento-
# \ : d d y |f) igual á la diferencial; de un>arco^ 
j;de qualquiera cuirba referida :al exe^ b-sMli ¡Ê  si. 
. • rSiendo ^ :pues:j¡/^d¡x?i+(d:y;ñ) -fpostanfeê -loD 

será también suiqu^daradé) ^ ? ̂ Mrygf (5'vy-; dMeíiren^ 
ciando esta expresión^se ;tendrá zdxd2: x^zdydñ y. 
= 0 , de donde resulta ser i a 3/ = —s^fci^ rr ̂  
Por tanto si se substitu^e^el yalor hallado de dyd ay 
en la diferencial propuesía , será — y* d x d* x 
+ y '¿—¿ñdx.d y ̂ 'y i r|r y ? « A ^ == Í?; 
por;•cónsiguienfcé-i:se>.:tend-j;á..--ÍT-d^x -^ry dy 

Jr-dx*) == * ¿a?iax + y dyds* =ÍO. .. - \ 

E X E M P L O I Y . 

470. Se pide transformar la equadon 2íea y $ ?y 



(468) 
-J-2¿ ft ¿fy* + 8 y xdx dy -|- 3 # y a ¿a x + 2 d x ^ 
+ ahxd^y + zahd.xdy + dhyd^x — o en otra 
que tenga el elemento xdy-^-ydx coristánte. 

Diferénciese la expresión xdy.^ y dx $ y se 
tendrá dxdy + x d *y -\- dydx + y d '2 x = o .> de, 

donde resulta ser d* x = ~ — ; luego subs­
tituyendo el valor hallado de d* x en la equacion 
diferencial propuesta , será 2 x * y i a y -f- 2 x * dy a 
•+-8y x dx diy:-~qxy dx dy •~2J.x ¡̂y d? y--4- zyf dx a-
-f-' abx d^ y -f- 2,áb dx dy :'ú a b dx d y — d: ^ x d a y i 
== 0, que se reduce á 2 rP %a-f- 4 a:y iáfMf -fs 2 yP̂ dx̂ í 
= 2 X ( ̂  -t- y ̂  ) a = 0, de donde resulta que 
la cantidad supuesta o:/y-f-y ¿/á; necesariamente 
es-constante, y '.de;consiguiente, igual á cero : lue­
go integrando será a* y = ^ constante, cuya equa*2 
ción es la integral correspondiente á la diferencial 
propuesta^- =« x ' 2 sál . . :CÍ-S=» 

c ^ f. E S C O L I O . , 

471. En la Proposición ántecedente se ha dâ  
do el método general para transformar las diferen­
ciales, .que no tienen ningün elemento constanter 
en otras que le tengan ; y en los Exemplos ante­
riores se ha manifestado que semejantes transfor­
maciones son útiles para integrar las fórmulas di-



(4^9) 
ferenciales. Por tanto en los casos párticulares se 
procurará hacer la elección de aquellos elementos 
constantes que reducen las difefeñciares prOpues» 
tas á otras mas simples, cuyas intégrale^ se pueg 
den hallar con mayor facilidad. Finalmente adviér­
tase que , si una equacion diferéncial se transfor­
ma sucesivamente en otras por laspsupbsicíonesídé 
dx , dy , y dx • 8cc. Icmstárkcs ^ intégrales 
de las equaciones transformadas pertenecen á Una 
misma curva , será señal que puede -Kábers&lléga* 
dOi^f l^equácion diferenciar pro^üé dé Rmoáo 
q ^ no be-háya:tomado riingun elcrónto C^ñ^ 

472, rTránsfbrníar'una éqtiación diferencial de 
qualquier gradó , que tiene algún elemento Gonsr 
tante, en otra que le tenga variable. 

Io. Si la eqiiación propuesta es diferencial del 
segundo órdén , y tiene, por exemplo , el elemen­
to dx constante; hágase (Ijá) dy = tdx , en quien 
t dx expresa el verdádero valor que puede derivár 
dC dicha equacion. Diferénciese ahora la fórmula 

así en la suposición de la dx constante , cómo 
en íá de \z dx variable ; y se tendrán las equacio­
nes d0, y=~ dt dx i d'2-y dt dx-^-td^x = dt dx 

•4- ^ ¿ K " '•) por consiguiente será d t d x ó bien d^y 



en k isüposkkfn -te k consí^nteí igud á ^ 

— - , en,la stipQsicio^ de la rire variable : lúe* 

go si en laLeqpácions propAiesbâ se substitoyie ;d t-y 

— ^"^1 enlugaiVdesy, se tendrá la equacion 

transfoOTad^ H -jqnef QoetknedQ$í>ekme-nt©seite$ 
variables , cómp píd^ír&bla. eqpaeiQ^ pjr©puesta 
es un^ dilergTOilídtl tocéfe^^n ^ y el elementa 
constante :v-ppr ^x^m^Q , • QS hágase { B } 

qiftLfS f̂íé^ ederíjr^r-dé la/ dkl i i ;e<papÍQri.' Diferén-^ 
cíese ahora la fórmula 5 así en la suposición de 
la d* x constahteV'cóiM en la de ía invariable; y 
Sfetfg(ir^£^ál ftqu^oiones d ty did^-x'^ dt2$.=s 

t*.x + ta^x ==Kd¿ d ̂ x -fc ' ' „ ' 1 'i por consK 

guíente será dtd-^x ó bien ¿f 3 y en la suposición 

dé i a ^ constante igual á i 3 y — ~¿T™ sn la su­

posición de variable. Por tanto si en la equa-; 

cion propuesta del tercer orden ê substituye i 3 $ 

— d*x • en lugar de ¿f 3 y 9 se tendrá la equacion 

transformada , que contiene los elementos i a % 
4*$ variables, cpmp se pide6 Arguyase del mismo 



(47i) . 
niocló íéspetto á las exjuaQiones dé superior grada. 

2o , Si la equacion diferencial propuesta es una 
^iferéneial del tegündo órden^ y contiene ; • por 
^éxempló ^ el elemento i n s t ó t e ^ ^ K ^ 
substitución dy==~ty>fdxh:j con el mismo méto­
do expresado en el caso anterior se hallará el va­
lor de i a y que se ha de substituir en la equacion 
propuesta: luego se tendrá la equacion transfor­
mada que no contiene ningún elemento constantév 
Sé ha supuesto que la équacioh propuesta contie^ 
ne solamente la i a y variable; pero si cdntiené tam­
bién la d11 x, como puede suceder en el presente 
easb segundo ^ éntoricés se deberá diferenciar ánte 
todas cosas la suposición del elemento córistañte, 

relativarrieíité al referido ¿eletóehto ^propüéstÓ sé 
teñáírá dy dx + yd0, x = d^ ^óride resulta ser d* x 

= : luego substituyendo el valor hallado 

de d*x cn la equacion.|)rop^estav resultará una 
equacion que contiene la sola d13, y; y en esta 
equacion se harán las operaciones éxpresadas ante­
riormente. Discúrrase del mismo ínódo respecto' á 
las diferenciales dé süpérior gráddí.(Que es.&c.,-

E X E M P L O I» 

473. Sea la equacion diferencial dx^dy—dy 5 



sshdxPy + xdxd%$¡i<^e:tmis el demento ^ 
constante. . , 
r: ^Earí!lk)Tdeni0s^mda;en ;él caso primero de ía 
J^roposieion ^tecedentecse hâ  de substituir ? en la 

cquacion propuesta la cantidad d* y — en 

lugar de i a y , p^ra qu^ la mismaoequacion; tenga 
.también variable el elemento dx; y hecha dicha 
substitución ^ se; tendrá la equacion, dx* dy~~ dy $ 
= h dxd^y — b dyd* x 4- x dxd^y — a; dyd^ x? 
que tiene los elementos, a:, dy variables, . ~ , 
c; ^Ahora si enj la equacion anteri(^ se supone 
constante y se tendrá ia; ^ dy -^dy 3 =-—b dy d* x 
— xdyd* x ^ ó hhndx ^ + xd^x-^bd^x — dyJ 
= a , cuya .integrajL es x dx~t-b dx — y dy^s C d^ 
constante; é integrando de nuevo , será Zx^ + bx 
— ̂  y a = Cj -f-constante , cuya equacion es la 
integral completa de la diferencial propuesta» ; 

~' É X E M Í P L O I L ' í:j : l . 

.474. Se pide transformar la equacipn difemrv 
ícial ¿z - i * « + ai'ya: i a ¡c + a^y ia;a4- 3^0:^^ 

+ 6.y * — 33( * a:" 1 d f djc==o xjue tiene el ele­
mento ^ i y constante a en otra que tenga sus ele­
mentos variables. -
c Hágase ^arsaíK^^y? y ^erenc^an<*0 esta ex» 



(473) 
presión asi en la suposición de 1$ xdy constante, 
como también de la x d y variable , se tendrá d^x 
s= dt X x d j r da x — dty^xdy -4- t d x d y J t t x d?y 

= d tXxdy + - 7 5 7 - + - 7 ^ 7 - : luego sera dt%xdy 

ó bien i e n la suposicipn de la x dy constante 

igual a ^ • en la suposición de 

la a: i y variable. Por tantp si en la equacion pro 
. _ dx*dy xdxd^y 

puesta se substituye d^x^-—^ ^ en lu-
, , „ , -i , * m <i?dxzdy a^xdxd^y 

gar de d * xi se tendrá ar d*x — :— :—r 
0 xdy xdy 

-^-Sfrxdxdy-í-óydy-* ~-3ya x~ 1 dy dx = o , cu­
ya equacion no tiene ningún elemento constante. 

E S C O L I O . 

475. Adviértase que si las diferenciales , que 
tienen algún elemento constante, no se pueden in­
tegrar , será útil transformarlas en otras que ten­
gan todos los elementos variables , con el objeto 
de experimentar, si hecha en estas la suposición 
de algún otro elemento constante resultan otras 
equaciones diferenciales que se puedan integrar. 

^ 000 



(474) 

P R O P O S I C I O N V I L 

476* Transfoimar en diferenciales del primer 
órden las fórmulas P ^ d f 1 * * +'(lxm'n/xndfl+*-n 
= dxm d* y, Pxmdym+ 1-í-Qxm-ndxndym-n*1 
= dxm'1 d* x, en quienes la suma de los exponen­
tes de la J y sus diferenciales es la misma en todos 
los términos, y las cantidades P , Q se suponen da­
das por qualesquiera funciones de la variable fi­
nita y, 

Io, . La equacion Pxmdym+'1+ Qxm'ndxndy m+'1-U 
= dx^ d^ y tiene el elemento dx constante , y la> 
suma de los exponentes de x y dx es la misma en 
todos los términos. Hágase x=:euy y se tendrán las 
equaciones dx = eu X d M , d a x == o == eu X. 
( d? u-^ dzz * ) ; de donde resulta d^ u0t ~-*du %f 
luego hechas las correspondientes substituciones en 
la equacion propuesta, y partido el resultado por 
emu, se tendrá la ( J ) Pdym*-.*-f Qdu11 dym+*-* 
s=dumd'2y. Y finalmente hágase la substitución 
du=zz dy y se tendrá la equacion d12 u = dz dy 

Jfc z d12 y=z-*- dii 0', dt donde resulta i a y =s 

^ ^ ^ ^ ÍT/• : luego por medio de 

estas substituciones la equacion ^ se transformará 



(475 ) 
en la ( ¡B ) P dy + Q 2 n d y ^ ~ d y ~ ¿ m ' l 
que contiene las solas diferencíales primeras. 

2o. La equacion Px1n dy^+Qx^dx11 dft-n^ 
==dxm- o: tiene la i y constante; y la suma de 
los exponentes de s:, dx^j d̂ x es la misma en to­
dos los términos. Hágase x = eu', y se tendrán las 
equacióhes dx = euy<dii , d0- x =¿él X (dü1 + d^n): 
luego por medio de estas substituciones la equa­
cion propuesta se transformará en la {C) P djm^ l 
+ Qdunxdym-n*1 = du™*1 + dum-1 y^d^u. 
Supóngase du = z dy ,̂ y diferenciando será d12 u 
s=:dzdy. Por tanto la equacion se transforma­
rá por dichas substituciones en la ( E ) P dy 
-l-Qz^dy = zm+ 1 dy -l-z™" 1 dz, que contiene so­
lo las diferenciales primeras. Que es 8cc. 

E S C O L I O . 

477 Adviértase que el referido método se ex­
tiende á las equaciones que están compuestas de 
un número niayor de términos, con tal que tengan 
las mismas condiciones. Y en general todas Ias 
equaciones de qualquier grado, que tienen las di­
chas condiciones, se reducen al grado próximo in­
ferior por el método de la Proposición anteceden^ 
te ; y asi la equacion que contiene, por exemplpí, 
¿Hy se reduce á otra que tiene la Í/2 j : pero á 



(476) 
píoporGion que se aumenta el grado de la equa-
cion, eF cálculo se hace siempre mas dilatado y di­
ficultoso. Dígase lo mismo respecto de la fórmula 
contenida en la Proposición siguiente. 

E X E M P L O I . 

478̂  Sea la equacion a % md x~m = yndym~*d * p 
Pártase dicha equacion por y11, y se tendrá la 

'axmy~ndx~m == áy-m~'2d*y , que tiene las condi­
ciones expresadas en el caso primero de la Propo­
sición antecedente. Compárese ahora la fórmula de 
dicho caso con la equacion anterior, y se tendrán 
P = a y n , (l=z o : luego substituyendo estos va­
lores en la equacion general ^ , será ay71 dy = 
m~ zm ^ 1 dy — z 1 dz la equacion diferencial del 
primer orden , á que se reduce la propuesta. 

E X E M P L O I I . 

479. Sea la equacion ¿z^io;"^1 == yndy 'n'1 d ay, 
Escríbanse y en lugar de o:, y x en lugar de y 

en la equacion propuesta, para que se acomode á 
la forma del caso segundo de la Proposición ante-
cedenté, co" 1° que se tendrá la equacion 
= xn dx~n" 1 d* x ; y partiéndola por x n será 
ay"1 x-n dy11*1- = dx'u~ ? dax. Compárese aho­
ra la fórmula de dicho caso con la equacion ante-



(477) 
ño r , y se tendrán P==^yOT, Q^a , .^^—^: lue­
go substituyendo estos valores en la equacion ge­
neral E, será a'f1 dy^z*11* 1 dy ~\.z~n''1 dz equa­
cion diferencial del primer orden, 

p R o P o s r e i o N y 111. 

4 8 0 . Transfprmar en una diferencial del pri­
mer orden la fórmula a x^y*™-1 d x? dy* -r 
:J^ fxny'1l ' x d x $ d ^ ' % ~ d á y , ttí quien la dx es 
constante, y las variables x, y con sus diferencia­
les tienen en cada término una misma dimensión. 

Hágase la substitución a:=g?/, en quien la cantidad 
€ expresa el número, cuyo logaritmo hiperbólico 
es la unidad: luego diferenciando será ¿/rr = ¿"X 
du'y y diferenciando de nuevo en la suposición de 
la d x constante , se tendrá d12 x o = e** X 
{du11 d* u) ; por consiguiente i a í¿=— ^M a . 
Asimismo hágase y=euy^t'. luego diferenciando 
será i y =z e u X { t d u - h d t ) , y diferenciando nue­
vamente, se tendrá day~euX (tdu^-^zdtdu^-td^u-^-d^t) 
nŝ  e^X Í z d t du -hd* t ) , por ¿er d a u = — i M A . 
Por tanto si se substituyen los valores de las va­
riables a:., y , y de sus diferenciales en la fórmula 
propuesta, se tendrá la equacion ( J ) at'm-1 d u? % 
•(tdu.+ dt)*-? + ht-n-1 dul K (td/u A ' J t ) * - ' l 
*=zzdt du '± d0, t, Y finalmente hágase la substitu-



(47B) 
cion dutsszdt, de donde resultan las equacionés 
d0-11=:— du12 = dzdt + zd0, t : luego será i a í = 

'—zdt'1 — . Por tanto si se substituyen los 

valores hallados de las diferenciales du y d0, t tn\& 
equación A , sé tendrá at'm'TzFdtP X (ztdt+dt) P 

+ i t - n ' 1 & m % i ¿ i d t 4 - ^ ) v : ? = f i t * ¿ ~ : 

y partiendo por i ¿ , será '̂  2 ^ t ' m ? 1 x 
( ¿ í 4- j ) a ' ; ' + hzU-n-1 dt X ( ¿ ¿ + r)a-? = 

z dí — — , equación diferencial del primerxórdenv 

Qué es &c.:: :. ': - •)! o 

P R O P O S í C I O N I X . 

481; = Cramformar én una diferencial del piimer 
órden la-forínula ax T d ^ yndyF'*d-*y y en quien 
la dx es constante, ; . 

Hágase x == £hu , en quien Z. ^ ¿=5: r ; y diferen­
ciando será d x =£=f e - íl y C k d ü i por consiguiente 
d^ x** d ñ ^{M-.dm% 4- ñ.d*u); pero i ^ ¿1: = a : 
luego será i 2 " = — /i du a. Asimismo hágase y = 

X í i y tendrán las equacionés, dy ^=. eh u y , 
(dt4-fodu)fd2y^ehíX(d*t^-fad*u+2kdtd 
luego substituyendo en esta el ialor hallado de 



Por tanto la equacion propuesta por medio de las 
referidas substituciones se transformará en la ( A ) 

{dt + k duy-'1 X i ^ t + 2kdtdu + (k* — hk^tdu1). 
Ahora si se supone (m-!-^)X^ = ( 7 z + ^ — i ) x ^ , 
ó bien w-f ^7==^, y ^==« 4 - ^ — i Vía equacion A 
se podrá partir por la cantidad exponencial, y he­
cha esta división se reducirá á { B ) a X (K+̂ —i)? x 
du? = tn X ( d t + (m + p) X t d u ) ? - * x 
(d*y+2X(m&p)X&du^Xm^pJ)%fa —TZ+I) ^ tdifyi 
En fin hágase la, substitución ¿/̂  = 2 ^í '; y diferen­
ciando esta expresión , será dz.u^ d2 dt~^z d12 t; 
pero d* u ~ ~ h d u * ^ { i r ^ n ^ p ^ X du0, i luego 
será ( i — n—p) Xdu* = dz dt + zd* t , y por 

. . ' r n í , \ du* ¿tzclt 

consiguiente t = ( i — T Z - ^ / J X ~ — ? 0 

bien da t = ( i —TZ-^/?) X2:^£a — • Por tan­
to si se substituyen los valores de las diferenciales 
dü y d t̂ en la equacion JB̂  se tendrá ¿zX(^+p—i)^ X 
zP d t ? ~ tn >< ( d t + ( ^ ^ y x ^ í i o ^ - 2 X 

AzAt 
^(2m-?z+£+i)X2:^-l-(^ S j7)X(^-^+i)X2íiíiía); 

y partiendo, esta equacion-por dt?'1 ¡ será (C) 
^ X ( ^ + ^ i F X U £H X ( i + ^ + ^ X ^ ) ^ " a X 

(- — + ( 2 7 K ^ 4 ^ + i ) X ^ + ( w ^ ) X ( ^ ^ ^ 



(48o); 
equacion diferencial del primer orden. Que es &c. 

E S C O L I O . 

, 482. En la Proposición antecedente se ha su­
puesto que es ( m +p); = (« 4-/? — 1) X ̂  : lue­
go siendo 7724-̂ 7 = o, será T Z I = Í? , ó al con­
trario ; por consiguiente la equacion anterior C 
quedará inútil. En estos casos la fórmula diferen­
cial propuesta se convertirá en las axmdx'm =s 
f l dy - ^ t d ^ . y , axm d x ' n 1 = y:n dy'11;1 d*y,s 
que se han reducido antes (47B, 479) á diferen­
ciales del primer orden, 

P R O P O S I C I O N X. 

483. Reducir á diferencial primera qualquiera 
diferencial del segundo órdén, que contiene la so­
la variable 3:, y sus funciones, y las diferenciales 
dy ^ d^y mezcladas entre sí de qualqüier modo, y 
elevadas á qualquiera potestad, y constante el ele­
mento dx multiplicado ó no por la variable x , ó 
bien el elemento compuesto de a:, ¿fo , dy, 

Io, Si la equacion propuesta contiene la sola 
variable x, y sus funciones, y las diferenciales de 
la otra variable , esto es , dy, d^y, mezcladas de 
qualqüier modo entre s í , y elevadas á qualquiera 
potestad, y el elemento fax constante ,̂ hágase la 



(48i) 
substitución dy = tdx , y será d12 yzsz dt dx: luego 
por estas substituciones la equacion. transformada 
se partirá por la correspondiente potencia de la dx̂  
y quedará una equacion diferencial primera entre 
xr t , ÍÍC, Í/£. Argúyase del mismo modo, si el ele­
mento constante está compuesto de la variable x y 
^ó:, como por exemplo xdx , con tal que en este 
caso se haga la substitución ¿y == t X x i x, 

2o. Si el elemento constante está compuesto de 
WpáWÍ̂  dy, cuya fórmula P i n : + (2 i y , en quien 
P y-^ están dadas por la Yarjable #5 hágase /̂)/=s 
t dx § y diferenciando: esta expresionv se tendrá d ay 
s= dtdx-^-t d0, x. Además, por ser ¿/3/ ?=zt dx , se 
tendrán las equaciones i2¿y == Qtdx^ Qdy + Pdx 
s=zFdx-\-Qtdx; por cónsiguiente la diferencial de Pdx 
¿f Q í se ra igual á cero, esto es, (2 í ̂  Isf + ^ ¿/ a a: 
-4-(2^^ J í 4 - ¿ i ^ i i 2 + ^ ^ ^ ^ == ̂  Í de donde re.-

•s * Qdxdt 4- tdxdQ + dxdP -

sulta í r= —gj^p——— : luego por las 
referidas substitiiciones se despejarán de la equa­
cion propuesta las dy r d'2 y, y se tendrá entre t y 
x una equacion diferencial del primer orden. Qué 
es .&c. 4. - i-

E S C O L I O . 
484. Se ha supuesto en la Proposición antece­

dente que el elemento dx z$ constante en la equa-
PPP 



cion dada : pues si le tiene variable , se reducifá á 
-constante por el método dado (466)'. Dígase lo 
.mismo respecto á las equaciones qué tienefí í lg-
constante, porque éstas se reducirán (472) 4 otras 
que tengan la í/y variable y la -constante. Por 
tanto es evidente que el método, de la Proposición 
antecedente se puede aplicarr á las dichas uequacio-
nes, con tal quc! tengan la sola variable finita x y 
sus funciones: y en esta suposición el referido mé­
todo es utirpara^reduCirmna equaeioa diferencial 
:de qnalquier ótrO ordeu superior á otra del órden 
próximo inferior, como por exemplb una; equaC;ion 
que contiene la d i y á otra que contenga la dtp* 

E X E M V L O L 

'¿ "4:85. Sea la éqUacion - difereiicial-; ^ ̂  i ^ . i ^ ^ 
d0, y -4- ^ a i o: = que tiene la sola varia­

ble finita x y él elemento constante dx. 
Hágase dy — t d x ^ Y diferenciando esta équa-

cion erí la suposición del elemento; ^k;3coristante, 
sé tendrá d0, y ~ d t d x : luego si.se substituyen los 
valores de las diferenciales iy , i a y en la equâ  
cion propuesta, será .4 t'x dx'1 -jr x 1 dt dx -4- h t̂Mx? 
s=£ o 5 por consiguiente se tendrá at x dx -hx 3 dt 
4-^ *'í"Íx » o 'qué es una equacion diferéncial del 
primer orden. . - b 

http://si.se


(43a) 
;-VEXRM:P IÍÓ ÍÍ .^ -

" 486« Se- propoie-ili equafcion dlfefencíat 2 ^ ^ ^ 
^ . m m ^ x ^ ó ^ ^ d ^ ^ 8̂ A dx l^-o ,, que 
tienehel; efemepto qoiistante xdx, y, la spla varia­
ble, finita a:. , t. , i ^ % ; : - / ' ̂  • • - \. • , r 
" Ifágá^e Zy ¿=:: í 'X^ í y diferencíariao"•: está 
^qtosfcioii ilar suposición del elemento ^ ¿í̂ - cons­
tante^ tse tendrá : i ^ 3̂¿== ^¿ X : l^ego substi­
tuyendo los valores de las diferenciales i y , iay 
en la equacioñ propuesta , será za1110, xa dx*2, 
A-zax"/S(x*j±rc'2)yidtdx-~&x'*dx'x~o, de 
donde resulta la' equacion cf í̂ dx - f ax f̂ ipc1-̂ c1))̂  
dt — qdx — o, que es una diferencial del primee 
ifdeñe - ̂  >/ > 
' . . = " EXEMPLO l í I . : , 

487-» Sea la equacion diferencial dxd^x-^(X+1)X 
^y Í a y = Í? , en quien la cantidad X expresa qual-
^iM^^fu^qois ^ 4a variable finita a:, y. el elemen-
t© ^op^tantg es Í2 ru -4- o: ¿/y, ' 

. .Hágase dyssstdx, y diferenciando esta expre­
sión se tendrá d" y — dt dx -\-1 d'1 x: luego será el 
elemento constante a dx + x dy igual á adx + txdx, 
cuya diferencial es ad x̂ 4- írtiaa: -\-t dx12 x dxdt 

= a« de donde resulta ser ¿f a s= - « - — — ; 

file://-/-t


pero es y = d t d x - { ~ t x : luego será d^yss 
, j tadx* ¿ r t x d x d t adtdx—t*dx* t 
a t dx — — — T T T r - — = — — - — — 5 Y substitu-
yendo ahora los valores hallados de las diféreneia-
les d*x, d^y, dy en la equacion propuesta , sé 
. , , tdxs + xdx:idt , t r . atdtdx*—13dx5 
tendrá ~ i - ( X 4 - i ) X " - T - ^ " - — 

= i?, ó bien — tdx + xdt -\- ( ̂ -4- i ) % ( t ú t ~ ú dx) 
« i ? , equacion diferencial del primer orden» 

E X E M P L O I V . 

0i488. Se pide transformar la éqüácioñ álferen* 
cial del quartó orden x i d+y ''+x*dÚty+Mdx*d*f 
-i-dx 3 dy -\- dy 4s±o en otra del tercero.- - í ' - ^ 

Hágase dy = tdx: luego en la suposición dé'^lé 
dx constante sé tendrán las equacióries, d^y^dtdx, 
d 1 y = d* t dx , d4 y = d i t dx ; y' substituyendo 
estos valores en la equacion diferénciál projjuest^ 
resultará la x 5 d3 x + d* tdx * ^ d x dt dx $ 

1 d x 4 1 * dx 4 = o i luego -partiendo por í/^f 
se tendrá x ^ d ̂  t ^ x^ d^t dx ̂ d x dt^d0 ^ í-dx^ 
4- ¿4^3;3 = o, equacion difefencial del tercer ordéíí,-

P R O P O S I C I O N X I . 

4S9. Hallar la integral de-la equacion iw y = 
x iV, en quien las cantidades i l f , iV se supo-



(485) 
nen dadas por dn'*'1y, y por el elemento dx que 
sé considera constante, 

• Hágase # - 7 ^ í' <fs í % é integrando será 
^ í ) d ^ y ^ d ^ / X S . t dx: luego» por fmedio 4e es|a 
substitución la equacion propuesta tendrá la forma 
d:xnxS-tdx = xdx11 X P . + dx^XQ , en quien 
las cantidades P , Q están dadas por la £ y constan­
tes ; y partiendo por dxu, será S,tdx=zPx~\~Q. 
Por tanto si se diferencia esta equacion, será tdx 
hsPdx + x dP - f dQ, 6 Sien (í—P) X dx = 
+ i(2', .en quie.ri-las-^riab.lés t y x se pueden se­
parar por lo demostrado (428)» Ahora para de­
terminar el valor de la y, intégrese la expresión 
y; se tendrá dir' 1 y-== dx? - l S.(dx%S.t dx ) ; é 
Integrando djeTnuevo .e t̂a, e^presiipn ^ será^^ *?^ 
s==dxn"Ci'XS'(dxXS.dxXS*tdx)» y así conti­
núese hasta determinar el" valor de la y. Que es 8cc\ 

^ < — , ; E X E M P . L O I . ± . J . : ,„• 

490« Se pide hallar la integral de la equacion 

Hágase ^ ^ | = £ d x f; é integrando está expre­
sión , será d4y = dx*y> S,tdx : luego si sé subs­
tituyen los valores de i * y , i ^ y en la equacion 
diferencial propuesta, se tendrá adx*Y,S.t dx=s 



xt + hdx* ; y partiendo por dx*, será a% 
St tdx=zx t-hhi luego diferendando esta equa-
cion , se tendrá a t dx y At -f- í áx :i - ó' bien 

(^:í: -i¿t y>< i'ít ¿¿¿'i: dt, ¿e ifoñ^^YestíífaT ser' 

ó bien (^-41 ) X ~ = ~" 5 e integra 

será (íi — i ) X ¿ . i - f L^Jf= L . t; por consiguien­
te AXa''' 1 == í ; "pero ^ 3/= luego "será i f..y 
?=zAxa' 1 é integrando se tendrá d̂ y— dx+X 

grando sucesivamente se tendrán las cquaciones, 

^ 3 j « i a : 3 - X 5 4 4 X ^ i a : + ^Ía:)===-7^--rX 

^ jr^ v ' (^ - ^ X ¿ ̂  X ̂  r» - - C " " s f* —-
S.t - . X > ^ ^ ? ̂ i r h ^ : ^ ^ 4 - ^ ^ a : > . = 

i}-i^x5.(-x^^lycTTrí) dx* '%Bx*dx+Cxdx+Edx) 

^ ax(a4. i ) x ( a : ^ á ) x ( a + 3) ^ ^ ^ + ^ ^ 

-ir i C o: ̂ r r 4- xia: -f--í^^ , • y finalmente 3/ sss 

ax(a + i)x(a +. 3)x(a+ 3)x(«+4) /N - ^ 5x3^4 ^ 



J- — X C x l - h Z X E x ^ + F x + G. En esta equa-

cion seihallan las seis constantes Ĵ  , C, ^ , 
ir añadidas á las integrales, miehtrás lá diferencial 
propuesta es del quinta orden:: y para determinar 
aína d^: dfchás^éonstantes ocomo lá,^ ¿por 
la - primera ¿i o por cantidades'cónpcidas, se: debe­
rán substituir los valores hallados de y, d^y en 
la equacion própuestiay hecha esta operación, se 
jtendrá, uá#-f ü t f ^-1} at ¿tt^dt* ¿i x? d xfA^%d^ 
^OtCQnsigukente deberá^seir = de adonde i?== 

.Jr. JPor tanto la integral 4e la equaeion diferéncial 

trópuesta será m ^ ^ ^ ^ m ^ S m ^ 

E X E M Í L Ó I L 

491. Sea la equaeion diferehcial ¿zi^ y = 
' ^ ^ í í ' t r ; -r-' 1 .* %\ ~" - ^ ' i • • • ¿ 
,. .Hágase d*y=i t dx J^ é integrando esta expre^ 
sion será d^ y = dx* >< 5. t dx : luego si se substi-
tuyen los valores de d * y , d*y en la equaeion 
propuesta, se tendrá adx J yiS.tdx — xt'1 dx 4 
4- ¿ f t * ; y páftiérído por , será a XS+t d x ^ 



(488) 
x t ? 4- ^ i : luego difei-enciando^ ̂ esta equacion, se 
tendrá ¿2íia; = í a 2i-jj-aÍCÍ2&Vo Bien (¿ ' - i£?)X 

dx — zx t dt * áe donde resulta ser — = - í ^ V cu-

ya integral es L . x ===—2X. (¿z — O 4- L » ^ - luego 
í = = ^ i - - / ^ x " pero íi *'f'=s-ré£ *: ;lüegb será 

5 y s='̂  ¿/ íj?.- * '^ptd^x^&ü^X'Sf.it integrando • sul-
cesivamente , se tendrárt tas eqUaciohes ^ ^ ̂  y 
d x * X 5« {a dx ~ ^ A y ^ x T ^ dx,) =z:a x dx * 
' ± ^ l ^ U ^ \ ^ d ' x ^ ^ 3 d % ^ d ^ f ^ z d x ^ X 
'S. ^ t r x ' & ^ ^ P^áY. x ̂ dx ̂ B dfry ̂  &áx * dx^ 

- f - C a : i ^ a + ^ i a : a , d y = . d x % 

§.(—~ax3 dx~- -?L~-A/JXx * dx+iBx'1 dx+ Cxdx+Edx) 
...^...ax.3;,.. . {^(ISISIID 30 . si r : " 
= • 1 • • • ^ ^ i ^ : — ^ J x * dx-^-^-Bx^dx 

ax3x4 3X5X7 2x3 

-f- é C o:a ia: + 5; ¿/o: + -Fia; , y finalmente; y = 
0x3x4x5 3x5x7x9 0x3x4 

4- ~ C a: 3 4. § ̂  ^ 2 4- i7^ + (?. Ahora para dé-



terminar el valor.de la constante B por la J! ó por 
las eantidades conocidas, se han de substituir los 
valores hallados de las diferenciales yy d * y en 
la equacion propuesta; y hecha esta operación, se 
tendrá aa x d x * ~ z a ^ J X x * dx* + aBdx4 ==i 
üf* x dx:*-~ X a f S l ^ x ^djc* A d i 4 4. hdx*: 
luego para que esta equacion sea idéntica , deberá 

ser a B s s J + h , y por consiguiente i ? ^ 

P R O ^ Ó S I G Í O N X i l ; 

492. La equacion que contiene \ i dny de di­
mensión lineal , y las dn '* ty, x y dx constante 
5me¿cladás;éntre sí de qualqúier modo , y elevadas 
a qualquiefá /potestad , se' reduce siempre á una 
equacion diferencial del primer ̂ orden. 

Supóngase dn+ly === tdx17*1 ; é integrando será 
dny=dxn X'5. í ^ ; luego por medid de estas sübs-
tituciones la equacion transformada se podrá par­
tir por la dx, de modo que quedará en ella la 
S.tdx de dimensión lineal, y las Variables o:, t. 
Por tanto si se preparaíoportunamente dicha equa-
cion transformajda , y se diferencia , se tendrá una 
equacion diferencial del primer orden. Que es &c. 

qqq 
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4-

( 4 9 0 ) 

E X E M P L O L 
493. Sea la equacipn diferencial = • ^ • 

^ .Hágase d ^ ^ ^ t ¿ d x \ y é integrandlo esta expre­
sión será d? y ~ Jx ? %S.tdx: luego si se substi­
tuyen los valores de i7y , i 8 3/ en la equacion di­
ferencial propuesta , se tendrá d x 7 X 5. í d x =á 

—: y 77" 4- —VT— , de donde resulta ser S.tdx 

s=iax * t 'A^.h t* ; y diferenciando• .jesta./equacipn, 
será t dx =34ax "*t~ ̂  dx.— z ax^ t " 3 d t r f zhtdt^ 
equacipn diferencial del primer orden; y siendo 
además una equacion homogénea ^ se podrá deter­
minar por el método dado ( 4 2 1 ) el valor de la 
variable í por la o:: luego si se substituye dicho 
valor en la expresión ¿i 8 3/==s £ ¿/ri: S ^ por. las sucesi­
vas integrales de ella se determinará últimamente 
el valór de la variable y por la a: , cqmofse ha, mar 
nifestado en la Proposición X I y sus Exemplos» 

E X E M P L O I L 
í ixdn** y 

4 9 4 « Sea la equacion diferéríciarÍ^^K 



(491) 
Hágase d1**1'y*=ztdxa*1 ; é integrando será 

dnf=dxnX^ ' idx:h icgo substituyendo los valo­
res ÓQídfyy dn*xy en la equacrón propuesta , se 
tendrá dx1l%S.t d:x =*ax t d x ^ ^ h k x ^ t ^ d x f 
4- ex. 3 t ^ dxn &c. y partiendo por 0S*Í$ será 
5. t dx = a x £ + & x% t11 c x * 11 8cc.- cuya dife­
rencial es r á x ' ^ á X l > . x £ -h h X It-x^t '2 -hcX 
D . x l t ? -4- Scc. equácion diferencial del primer 
orden, que fácilmente por la substitución xt = z 
se reduce á otra , que tiene sus variables sepa­
radas; p ü ^ s e r ^ — ^ 1 ^ 

+ 8cc, y partiendo por z , se tendrá ~ r=s ^¿t. 

^ ~ 2 b d z - h 3 c z d z - ^ 8 c c , 

f R G B ^ S I C I O N X I U . 

495. Toda equacion que contiene la dtl'y lineal, 
f adernás- las^^antî ades Ifc1}^ y i ^ S É a y •> mez7 
dadas cpn las a:, y dx constante, se reduce siem­
pre á uii^ eq^ácion ̂ diferencial del Segundo orden* 

Hágase d n * 1 y = = t d x n ' i ' I ' j y hecha esta subs­
titución,' y la partición por / ^ ^ , se hallará lá 
Sst ira:: igual á una ̂ cantidad compuesta- de x,r d x ^ 
dt : luego diferenciando se tendrá una equacion 
diferencial del segundo orden. Que es &c. • 



(492) 

E S C O L I O . 

. 496. El referido método del Sabio Abate V . 
Riccati se extiende á las equaciones , que contie­
nen la dny lineal , y las d^%y\ dn* l y , dn+4y, 
8cc. mezcladas con las x y dre constante, de modo 
que dichas equaciones se reducen á las diferencia­
les de los órdenes tercero, quarto , Scc, : 

E X E M P L O 1. 

•z\497* Sea la equacion diferencial dny -=> ¡ t̂ rti 

f i l i l í 

Hágase d"*1 y s = t d x " * 1 , que tiene la inte­

gral dny=sdxnXS'tdxi y la diferencial dn-*- -̂y 

5= ií¿/a:^"1"1: luego si se substituyen los valores 

de dny, d™* 1 y, dn* 1:1 y en la equacion propues­

ta, se tendrá dxny(>Sudx^xtdxn + , y 

partiendo por ia;^, será S.t d x ^ x t ̂  ¡ cuya 

diferencial es tdx = xdt'\-tdx~\r — j - , que se 

teduce á x dt=s — , equacion diferencial del 

segundo orden, que fácilmente se reduce á una 



(493) 
xclx vZ3 í 

diferencial del primero : pues será -—— = j ^ - j 

é integrando, se tendrá — x X.^ss — L J t - ^ L , Jdx 

constante , en quien L,e = i ; por consiguiente se-

r á e ^ s ^ ^ , óbien d t ~ J d x i e * a . 

EX E M P L O I L \ 
498. Se propone íá equacion diferencial dn y « 

; dx + * J r V''> s 0 •-. r -

. Hágase i ^ t 1 y — í /a: w* *, que tiene la inte­
gral y = ircw X ^^V y la diferencial d11 * a y 
s=: i í ia:w 1 ; luego si se substituyen los valores 
de i ^ y , d™*1 y i ¿P ̂ y en la equacion propues-

adt3dxn 
ta , se tendrá ctx^KS.tdx** x fd -á^ i^ ^¿y - - T 

partiendo por será 5. í ia: = a: í-l--^-7. Dife-

renciese ahora esta expresión, y se tendrá í ^rcss 

ic i ¿ 4- tdx 4- ^ad¿xf " 9 de donde, resulta » = 
%adtd*t , * ? ^ 1 S r ' 1 

— • , o bien — a; ¿1 a: 3 = 3 ¿ d ta2t r cuya 
integral es | ^ i ' ^ : * —^ * * + :k,4dx -cons-; 
tante , ó bien 3 a s= íi:a i^a - f - ^ i « a 9 equa-



cion diferencial del segundo orden, que fácilmen­
te se reduce á una diferencial primera : pues será 
P^^a y^it — d x f ^ A — x " ) ^ cuya integral se tie­
ne por lo demostrado (120). 

P R O P O S I C I O N X I Ve 

499. Hallar la~ integral de las eqÜaciones di­
ferenciales, qué-Itiéhen la forma' a:-í-y -{- &c, 

-f- (dx + Í y + & c . ) X ^ 4 - ( i a x + i ay + &c.)X 

. . . . + ( i ^ + i ^ - f - &c:) X -^7 •+ 

siendo su número igual al número de las variables 
3/, &ce en cuyas equaciooés iodos los términos 

pueden tener distintos coeficientes, dt es constan­
te , /̂ es función de í , y siempre es la misma en 
todos los términos y equaciones, y .JT es función de 
í , que puede ser distinta en las diferentes equâ  
clones"dadaSé' ;- ; - _ • 

Supóngase n el número de las referidas equa­
ciones , ó de las variables x% %A d^c y háganse las 
substituciones, • • ' ^ ' 

d ' - l x = ^ z dt r~?t , j d r ' J r y ^ uSt '* * , 
d'--*x = z( dt*--* " df-zy^u'd't**-* 
d ' - t x ^ ¿ ' d f 1 ! d ' - l y ^ u t ' d t " * 



(495) 
luego las equaciones propuestas se transfoímarán 
en otras,; cuyo número ?z-4~ « X í7*—1) •> que 
contendrán las variables a:, 3/, &c. 2, 2% 2", eic¿ 
i¿, z¿', M &c. y sus diferenciales primeras. Ahora 
se multiplicarán las equaciones que han resultado 
por coeficientes indeterminados según el método 
dado (425) , y se harán las mismas operaciones pa* 
ra determinar las integrales. Que es &c¿ 

E X E M P L O lo 

500. Sean las dos equaciones diferenciales d^y 
^ adydt h d'1 x 4- cdxdt 4- xdt'®^o , i a y 
^edydt+fd^x+gdxdt+Uiy-Jr^KdP^Oi 
«n quien la T expresa quálquiera función de la va­
riable u 

Háganse las substituciones dy = 5 i í , dx~v dt% 
y diferenciando estas equaciones en la suposición 
de lá dt constante , se tendrán d* y — dzdt, d'1 x 
*=.dv dt. Substituyanse ahora5los valores.de las di-
ferenciales d^^ix^ d*1 ŷ  d^x en las equaciones 
propuestas; y se tendrán las dzdt-^ azdt0, - f ^iyií 
• 4 - í v i í a + « i ¿ a i ^ i í + ezdt®- ~\~fdvdt 
+ gvdt'2 -h{ky + Tyx dt* =*o', f partiéndolas 
por dt , resultarán las dz^azdt + h dv-\-€V dt 
-*rxdt = o, dz-hezdt+fdv + gvdt + í h y + T ) X 
dt = o i siendo por las -referidas substituciones 
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áy ~ z dt =sz o i dx — v dt==:o, cuyas quatro equa-
eipnes sé podrán integrar: por medio de los coefis 
cientes indeterminados. Multipliquensé ^ :pues, la 
priméra poc w, la teixera por TZ , y la qüarta por 
p , y súmense todas; y se tendrá la equacion { A ) 

dtsso. Supóngase ahora.que la cantidad (^-h¿—«)X 
z + (mc+g'~p) Xv -t- mx +Jiy es multíplice de 
la («2 - f - i ) Xz4-(bm-^-f) X v-hny-hpx, de mo­
do que Ts¿an£2£)r np y a d ^ i m c ~~p) x 
vc-h n¡ x 4*fy==*: (m 4 ^ X K z4- (h m + f ) X Rv 
^ n R y A r p R x r y por la Comparacioh de sus res­
pectivos términos se tendrán las qúatro eqUaCiones 
ma + e~n=* (m+ i) X^mc^rg—p = {pm-pf) X ^ 
Jizsi nM%m z~pM\ que; Í se reducirán á las tres si-

guientes ( C ) m -í- e — ?z ==( ffz + 1 ) X — > rn c 4- f 

^ ^ ( ̂  w 4 / ) X-^ , —=r ~ ! # P?^ ^ 1 0 i l f 

éstas se determinarán quatfo valores de cada una 
de las cantidades.¿Míp ,:y. -se llamarán por abrb-
viar fíí^^f^ Tp'^mél'í ti^tffn'Wn^fiF^'i P 'h 
j?1":. ̂ ?Qr tanto si se^ui>stituyeí en la equadon B 

en lusar de2Esu vate —, se tendrá (ma + e.»* n)X 



z 4- (m c 4- § ^ B) X v m x . + ky ^ — X 

Qiendo (^)r ( /w-l -1 ) X^4*{bm&f) X y 4-«y f H ^ , 
=• u , se tendrá; ( « 2 i ^ ) X ^2 4 - { h m + f ) X 
+ «iy4-^^ÍK = ^M luego la equacion A se transé 

formará en la ( i i ) du-\- — iidt-irTdt = 0, cuya 

integral se tiene por lo demostrado;: iEs evide 
que los otrós-tres vaibre§ de las cantidades «, 

darán las tres equac iones du'-Jr—, wtdt-hTdt=s0t 

du" + ^~uudt + T d t = o, d u n r - h ~ u ' " d t 

4. T i í = Í? , y,'las otrasCtres ( £ ) (w/-!- 1 ) X ^ 
4- «2' ) Xv -±-n'y -i-p'x = u ' , (w'7 + 1 ) X « 
j ^ \ b M ' +- f ) X-v 4-n"j-^:p iKx = unv {w!" ^- % ) X 
2 ^ (bm'"- + f ) XV'4-n' l 'y + p 1 "x ,~=u ' [Por 
tanto por la equaqiOn i t y las tres siguientes se de-
te rmiMTárl los. valores de 11 por £ , y por las equa* 
clones E y 4? se<;determinarán del mismo modo 
los valores de v , a;, ^: luego se tí6!1^ los ya^ 
lores de Jas- variables iy. por la í. ; • _ \ s cj 

.Í 501, Se.propone la equacion d^y-^-ad^ydt 
rrr 



(49?); 
4-^ i y dt* -k cy dp-hTdt} = 0, en quien la can­
tidad T es quaiquiera función de la t, 
-ftíIHtgar^e. lasrsubstltúcíbáési-^ ^ddt^^- dy=s). 
£ ¿te 'Megos iíiférenciándl> ^sl^ieijuaéioEes én la 
siipoficiibn-: d .̂ iá; dt tcm^?^ V >e:. tendía; ?y =s. 
dx:dt.:%. d* fm&d&M^ipejp-¡|)oríla^prim^rá substi­
tución es d^^t-s'xdt* luego sexÁ. dz,dt =-xdt'2'̂  

"doríde resulta sér dz>t=xdt, Pbr tanto si en la 
ecuación fíiopcifesfeás-se'iísbl»£ituy:eni los1 valdres de 
las .diferenciáis a?:̂  y, -d¡? f̂ df̂ -so. ttnávi:Izc dxdfr 
~±-ax dt? bz dt. 3 -|- 3 -4- T i í 3 =5 0; y par7 
fiendo por / í 4'sera /x-.-fc^dx 4-l¿'y'+ T) X 
dt=zo pipero dy=sz dt, ^ == x r: luego valdrán 
fas tres eqüacibhes siguientes, 
áa:4-(¿75: - f ̂ ^H-cj 4-T);X ^ í < ? , ' ^ ' 
mdty — mzdt = o, ndz — nxdt?=o, 
éñ quienes' ^ y TZ sort cántidades que sé han de 
determinan Suniense ahora las referidas tres eqüa^ 
clones , y se tendrá (-^ ) d x + m d y n d z 
~h (xXia — n) + (t> - r ^ X z + cy-l-T^jXdt — o* 
Síipóngase la cantidad (a — #) X * 4- — w) X ^ 
f̂- r y ígtíal á tin multíplice- de la 0:4-772}' -f- TZ 5 , 

esto es , (¿z—7z) X ^ 4- — m) X 2 - j - cy ~ R x 
4- iÍ7?2 y 4- i? y esta equacion será eíectivamén-
te idéntica , si se establecen las tres equaciones, es 
á sabeî  ̂  i?, ^ ^ i í ' / z , c == de dón^ 



(499) 
de resultan las dos (B) h — m^^a — ?i) y^n , cs= 
{a~~*iíi) X m. Por tanto será —«) X ^ + ( ^ — X 
2 4 - = (ÍZ—TZ) X (^ + ^ y H - . Hágase ahora 
( C) o: -4- 7?2 y 4- w ^ = z/; y diferenciando esta eqna-
cion, se tendrá dx-\-mdy-\-ndz = du: luego in­
troduciendo las u, du en la equacion u ,̂ resultará 
(E) du + ( ¿ 2 — 7z) X^dt-\~ Tdt = o, cuya integral 
se tiene por lo demostrado. Y respecto á que las 
cantidades m, 72 tienen tres valores que resultan de 
las equaciones ^ , la u tendrá igualmente tres va­
lores ; y se expresarán, por abreviar, con las letras 
m , m', m", n, n1, n " , u, u1, u " : luego las equa­
ciones C, E serán las siguientes. 

x ~\ -m'yn ' z = u* 
x - f m" y-\-nn z=z u!f 

du - j - (a—n )Xw dt+Tdt = o 
du' +(¿2—«'IXM' dt+Td í = o 
du"+(a-~n")Xuf,dt +Tdt — o, 

de suerte que por medio de las segundas equacio­
nes se determinarán los valores de z¿ por í , y por 
las tres primeras se tendrán igualmente los valores 
de x, z v y; por consiguiente resultará el valor de 
y por í. 
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