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ñiadera ó metal, con cuya máquina se lé#*¿a9ÍScíí-
"mente (191 ) eí émbolo en cada una de las bombas 
con alternación , de modo que el un émbolo sube al 
mismo tiempo que eí otro baxa; algunos Físicos pa
ra dar salida al ayre interior de las bombas, colocan 
una válvula en el émbolo de ellas, que se abre quan
do el mismo émbolo se baxa; y otros Físicos usan de 
distintos artificios con el propio objeto: D D un tubo 
abierto eñ sus dos extremos . para conducir él ayré 
del recipiente á la Caxa F i ^ ; entra exáctamente d i 
cho tubo por uno "de sus extremos en la misma ca-
xa , y por el otro en la parte inferior de la cani
lla M correspondiente á su agujero: i? el recipien
te ó campaña de vidrio : X X la platináV GG ün tubo de 
vidrio abierto por süs extremos, de los quales el uno 
pasa al otro lado de la platina, y eí otro está su
mergido en una taza H llena de mercurio; sobre íá 
Superficie de este mercurio nada un pedazo de cor
cho con -un agujero de "parte á parte en su centro, 
donde está puesta verticalmente una regla de made
ra , la qual está dividida en pulgadas , lineas y quar-
•tas de linea ^ de síierte que levantándose ó báxándb-
se el^mércurío en el tubo, el corcho y la regla se 
baxan ó levantan al mismo tiempo: / , / , / , / , son 
los apoyos y la tabla: y K , K y JK, K son los apoyos 
de la platina X X i De- lo qüe sé íta • dicha antériór^ 

kk . 



(258) 
mente, respecto á la Máquina Pneumática simple-, fá
cilmente, se evidencian la maniobra y los fundamen
tos, por los que se logra el vacío en el recipiente ó 
campana de vidrio colocada encima de la platina de 
la misma máquina compuesta, 

E S C O L I O I . 

307. Nótese que la referida campana ó recipien-
Xe E de vidrio (F/gj. |: 5¡4 y 159.) tiene en la parte 
superior una pequeña 'abertura circular guarnecida 
de cuero y .fieltro .untados , cijya abertura queda cer
rada exáctamente con el grueso del cilindro ab de 
.cobre , de modo que este cilindro se pueda levantar 
ó baxar libremente sin dar paso al ayre exterior. A l 
extremo de dicho cilindro está unido un garabatillo, 
á fin de que se puedan levantar o baxar , unir ó des
unir los cuerpos colocados ert dicho recipiente; lo 
que tiene su uso para hacer en el vacío diferentes 
experimentos útiles; como por exemplo i0 , si seco-
loca el barómetro baxo del recipiente de la máqui-

ma pneumática; se observará que á proporción que 
se extrae el ayre del recipiente, se ya disminuyendo 
la altura del* mercurio en dicho barómetro ; lo qual 
confirma el principio establecido anteriormente (295): 
20. si se extrae el ayre del recipiente; á proporción 
que este ayre se dilata, sube el mercurio en el tubo 
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referMo ( 306) en la máquina pneumática com

puesta: 30. si se pone qualquier animal baxo del reci
piente ; extraído el ayre del mismo recipiente, perece 
dicho animal: dígase lo mismo respecto á los peces 
existentes en un vaso lleno de agua, que se coloque 
dentro del recipiente, con la diferencia que estos pe-
TeCen con mayor lentitud que aquéllos; de donde re
sulta que la acción del' ayre es necesaria á la con
servación de la vida de los animales : 4 ° . si se 
pone una vela encendida baxo del recipiente; extrai-
do el ayre del mismo recipiente, dicha vela se apa
ga, y el 'hiímo de élla baxá hacia la platina: tam
bién extraído el ayre del recipiente, la pólvora que 
entonces se encienda baxo del recipiente, se consume 
sin estrépito, y se exhala en- un humo espeso en que 
apenas se percibe una pequeña luz azulada; de don-
!de resulta que el ayre es necesario á la producción 
y conservación de la l lama, y que el humo es tam
bién pesado: &c. 

E S C O L I O I I . 

308. También nótese que si se comprime el ayre 
«n un vaso, y sucesivamente se hace un agujero en 
qualquiera parte del fondo, pared ó tapa del mismo 
vaso , saldrá cierta porción de ayre por dichos agu
jeros. Por tanto la fuerza elástica del ayre tiene sií 
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dirección hácia qualquiera parte, esto es, actúa de 
arriba abaxo, de abaxo arriba, y lateralmente; y 
además hace presión sobre qualquier punto de la ca
pacidad -del referido vaso. 

r l zol £ - l M í: • .(. :i:,;.:íüf] OÍ -y -j 

P R O P O S I C I O N X X . 
309. Determinar la gravedad' específica del ayre 

relativamente á la del agua de l luvia , supuesta igual 
á la unidad. 

Tómese un vaso esférico de cobre que tenga ua 
cuello, á quien esté aplicada una llave para cerrar y 
abrir la comunicación del ayre exterior con el inte
rior ; pónganse algunos pedazos de plomo en dicho 
vaso , para que sea de gravedad específica mayor 
que el agua de l luvia , y de este modo sumergido en 
dicha agua pésese por medio de la balanza hidros-
tática. Ahora extraído el ayre (306 ) de dicho vaso, 
vuélvase á pesar de nuevo del mismo modo; y la d i 
ferencia de dichos dos pesos dará él del ayre que se 
contenía en el vaso. Hecho esto, llénese perfecta
mente dicho vaso del agua en que está sumergido, y 
ciérrese después con la llave; de este modo vuélvase 
á pesar en la misma agua por medio de la balanza, 
y restando de este peso el segundo, se tendrá el pe
so del agua de lluvia en un volumen igual al del ay
re sacado del vaso; lüego dividiendo ( 234) el peso 
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del ayre sacado del vaso por el peso del agua de lluvia ea 
igual volumen, sé tendrá en el quociente la gravedad 
específica del ayre relativamente á la del agua de 
l luvia , supuesta igual á la unidad. Que es &c. 

E S C O L I O I . 

310. Con el referido método el Señor Hauksbeej 

ante la R. Sociedad de Londres, hizo ver que es la gra

vedad específica del ayre á la del agua de lluvia co

mo 1 á 885 : y las repetidas experiencias de otros há 

biles Físicos demuestran claramente que siendo el ay

re de una mediana densidad y á cortas alturas sobre 

el nivel del mar , puede fixarse su gravedad especí

fica á ~ - respecto á la del agua de l luv ia , supues

ta igual á la unidad, de suerte que la gravedad espe

cífica del ayre respecto á la del mercurio s e r á — - — , 
850x14' 

por ser la gravedad específica del agua próxima
mente la parte ^ de la del mercurio. Por tanto pe
sando un pie cúbico de agua de lluvia setenta libras 

de Par í s , pesará - ^ - un pie cúbico de ayre, esto es, 

una onza y f de ella próximamente. 
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E S C O L I O I I . 

; 311. Nótese que por ser tan corta la gravedad 
específica del ayre, se podrá considerar sin error sen
sible que el cuerpo que se sostiene sobre un fluido no tie
ne sumergida en el ayre aquella parte del mismo cuer
po que queda fuera de dicho fluido: y asi podrá ser
vir el teorema establecido antes ( 2 7 5 ) para deter
minar el volumen de la parte de dicho solidó' su
mergida en el fluido, sin hacer uso en la práctica 
del principio demostrado (294) . 

P P v O P O S I C l O N X X I . 

312. Determinar la presión del ayre sobre la ba
se A B horizontal. F¿g. i 6 r . 
. Tírense las- verticales M P l y B Q f y : considérese 
la coluna ^ B Q P del ayre dividida en las partes 
éyanecentes ^ C D J ? , C D F E , &c. siendo C D , 
E F , ' &c. horizontales. Nómbrense, qualquiera altu
ra J M == ^ , • G la gravedad específica del ayre á 
dicha altura, y ' e l elemento iS = ^ ; y se tendrá 
que el peso de .qualquiera coluna -evanecente L N O M 
éerá i g u a l ' i l £ ' % I ' y ( L N X G '6 ;bíen á A B % Gdx; 
por consiguiente^el peso dé todas las coluñaS 'eVane-
centes A C B B , C E F D , &c. será igual á A B y i 
S.Gdcc; pero la presión del ayre sobre la base ho-
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nzonidX A B es igual ( 250 ) al pesó de. dichas colu^ 
ñ a s : luego la presión del ayre sobre la base Üorizon-* 
tal ¿ 4 B será igual á A B X S.Gdx. Que es 6ÍC. 

C O R O L A R I O . 

313. Si se nombran, X la altura de la coluna del 
mercurio equilibrado en el barómetro,^ la base de dicha 
coluna, y se supone la densidad del mercurio igual á 
la unidad; será a y, X ay> S .~~Gdx, de donde 
X = S. -~Gdx, Se usa del signo menos ; porque cre
ciendo la altura ÓC del ayre, se disminuye la altura 
X del mercurio. 

E S C O L I O . 

314. Nótese que la enorme presión del ayre so
bre el cuerpo humano no le violenta en virtud dé 
la fuerza elástica del ayre cerrado en la sangre, en 
la carne, y en las cavidades del mismo cuerpo. 

P R O P O S I C I O N X X I I . 

315. Dadas, la gravedad específica del ayre aí 
nivel del mar, y la altura del mercurio en el baró
metro colocado al mismo nivel; determinar la altu
ra X del mercurio en el barómetro colocado á qual-
quiera distancia x de dicho nivel. : 

Llámense, g la gravedad específica del ayre aí 
hivel del mar, b la altura del mercurio al mismo n i -
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-veí, G la gravedad específica del ayre á qualquiera 
disíancla ^ de dicho nivel ^ y expresando la densidad 
del mercurio por la unidad, se tendrá (313) S .-~Gdx 
es X ; pero siendo las densidades del ayre ó sus gra
vedades específicas proporcionales ( 297 ) con los pe-

sos que le comprimen, será X : b = G i g , y X = = — ; 

luego S . — G d x = — ; y diferenciando esta equacion^ 

en que b y g SQ consideran constantes, se tendrá 

m~(jcdx •= ; por consiguiente — = — 5e in* 

tegrando será L . G = : - * r L , A , La cantidad cons

tante L,¿4 añadida, á la integral se determina, supo

niendo x = o , y G = : g ; por consiguiente será L . g 

e= Z.¿4* luego se tendrá Z . G = — ^ - ¡ r L . g , de don-
- .11 j ! X Vi ( 3 1 0 1 3 0 1 Ú R - \ 
de L . G - ~ L , g ' j = ~ i ~ , ó bien = = - - ^ - X ^ . ^ 

suponiendo L.e = 1 ( I I . 341.) : luego será G = g % 

^ ~ & '7 pero X = -i7. '-~ Gdx : luego se tendrá X s s s S . 
g x gx 

~~g y i e ' T X d x ^ z b ^ e ^ T (IIÍ. 108.); por con

siguiente L.X*=z L , b — ~ , . y VQt ^edio de esta equa-
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don se tendrá la altura X del mercurio respecto á 
qualquiera altura x dada sobre el nivel del mar. Pa« 
ra dar una expresión mas camoda á dicha equacion^ 

supóngase y = Z . w ; y se tendrá L>X=L,b~-* L.m 

ssz L , — , en que se podrán considerar los logaritmos 

hiperbólicos como los ordinarios de las tablas. Que es ¿kc» 

C O R O L A R I O I . 
gx 

316. Por medio de la equacion G s=s^ X ^ ¿ de
mostrada en la Proposición antecedente, se determi
nará la gravedad específica del ayre á qualquiera al
tura x dada sobre el nivel del mar. Ahora si se nom
bra a la altura á que se elevaria la atmósfera, si su 
peso conservándose el mismo, tuviera siempre la mis
ma gravedad específica g que tiene al nivel del mar, 
y si además se expresa la densidad del mercurio por 
la unidad , será 1 X ^ ^ g X ^ luego substituyendo el 
valor de £ en la equacion antecedente, será también 

X 

C O R O L A R I O I I . 

317. Si se supone la gravedad específica del ayre 

al nivel del mar , esto es, g s= ~ ^ respecto á la del 
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agua de lluvia, supuesta igual á la unidad; la altu
ra k &fth mercurio á dicho niVel corresponderá p r ó 
ximamente á la de 32 pies de agua , por ser la gra
vedad específica del mercurio casi catorce veces mas 

que la del agua; por consiguiente será T X ^ = 32 
850 

pies, y tí == 850 X 32 27200 pies: luego la grave* 
dad específica G del ayre á qualquiera altura x so

bre el nivel del mar será igual á ^ f X ^ 27200 pies, 

y jr = — 
27200 pies 

E S C O L I O . 

318. Adviértase que no se pueden considerar las 
determinaciones antecedentes como exáctas, y mucho 
mas quando se trata de alturas considerables sobre 
el nivel del mar: 10. porque la gravedad específica^ 
del ayre es variable; 2° . porque las variaciones que 
suceden en el mercurio, pueden depender en parte 
de la elasticidad del ayre condensado por el frió ó 
rarefacto por el calor: 30. porque el ayre no se com
prime exáctamente á qualquiera distanciaren razón 
del peso: 40. porque la gravedad disminuye á distan
cias considerables: 50. y por los vapores y exhala
ciones que se mezclan en el ayre. Véase la grande 
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obra de M . deLuc sobre los Barómetros y Termómetros. 

E X E M P L O 1. 

319. Se pide hallar la altura del mercurio en el 
barómetro colocado en la cima del Pico de Tenerife. 

Consta por las medidas tomadas y por las obser

vaciones hechas que la altura .de dicha montaña es 

131S& pies ó bien 157896 pulgadas , y que la altura 

del mercurio al nivel del mar es 27 pulgadas y 10 

lineas, esto es, =s 157^9^ pulgadas, y b = 2y~~ 

qpulgadas: luego substituyendo estos valores en la fór

mula L,m*pz g-~ , se tendrá L . m = ~. M78q6 -
850x14x27-^-

|sa¡ 0,476^152, por ser la gravedad específica del ayre 

^"s 5 0x14" próximamente respecto á la del mercurio; 

y multiplicando dicho logaritmo hiperbólico por 
0,4342945 ( I I . 335.), se tendrá.0^2070347 por el lar 
garitmo ordinario de m ; por consiguiente será L . X = 

Z . - ^ - = 1,2375306, cuyo valor corresponde en las 

tablas ordinarias al número 17,28, esto es, la altu
ra X del mercurio en la cima de dicha montaña de
be ser igual por el cálculo á 17,28 pulgadas, ó bien 
á 17 pulgadas y $1 lineas, mientras por las obser-



(268) 
vacíones hechas en la misma cima se halló ser 17 
pulgadas y 5 lineas. 

E X E M P L O I I . 
1 n oí m • • • ' • • 4 y ' . . • 

320, Se pide hallar la gravedad específica del ayt 
re á la altura de 1000 pies sobre el nivel del mar. 

• re : •' ah ; ¿f '¿r, Q . r^X. 
Substituyase en la fórmula (317) Z . — = 

g 2/200 pies 

el valor dado de ^ ; y se tendrá Z . — = —. -í^-: luego 

multiplicando este logaritmo hiperbólico por 0,434294$, 
se tendrá el logaritmo ordinario —0,0159667 á quien 
corresponde próximamente el número 0 ,964 que se* 

Tá igual á ; por consiguiente será ^ : G == 1:0,964 

• = 1000: 964, esto es, que á 1000 pies de altura so* 
bre el nivel del mar la gravedad específica del ayrQ 

se halla disminuida en — próximamente. 

• • . 1 

, . . . 
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D e l modo de elevar el agua con las Bombas 

atraéñte ^ impelente y compuesta ^ y de las po^ 

tencías que se necesitan para sostenerla en equi~ 

Ubrio: de la Bomba a fuego ¿y de la Maquina 

~ d e compresión, 

P R O P O S I C I O N X X I I I . 

321. Manifestar el modo con que se eleva él agua 
por medio de la Bomba atraente representada en la 
Fig. 162, que consta; del tubo vertical E F T X que 
se llama Cuerpo de la bomba ; del émbolo A C D B 
que llena exáctamente la concavidad de dicho tubo, 
estando unido á dicho émbolo la barra I P para su
birle y baxarle; del tubo vertical N K Q O , llamado 
tubo atraente, que está unido al cuerpo de la bom--
ba , y que entra en el agua, cuya superficie se su-* 
pone ser R S ; y de las válvulas L y M , que tapan 
los diafragmas del émbolo y de la base del cuerpo 
de la bomba, y que se abren de abaxo arriba. 

Sean ; C G H D el espacio en que se mueve el ém
bolo de abaxo arriba, y de arriba abaxo, por medio 
de la potencia P aplicada á la referida barra I P ; la 
distancia, que hay entre las superficies horizontales 
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Q H y R S , igual á la altura de una coluna de agua 
equivalente al peso del ayre exterior; las válvulas L 
y M cerradas; y el ayre contenido en los espacios 
R N O S y E C D F de igual densidad con el exterior, 
cuya densidad se considera uniforme en toda la altu
ra de la bomba. Esto supuesto , si con la potencia P 
se sube el émbolo áp$áe C D á G H ; el ay
re contenido en E C D F se di la tará , ocupando el es
pacio E G H F : luego el ayre exterior , que insiste 
sobre por ser mas denso, tendrá cerrada la vál
vula L ; además el ayre que se contiene en la parte 
i V i l - ^ O del tubo acraente, por su mayor densidad 
abrirá la válvula iW; y por igual razón el ayre ex
terior, que actúa sobre la superficie R S del fluido, 
hará subir el agua en el tubo atraen te R M O S ' has
ta, cierta altura r j - durante la referida subida del ém
bolo á G H , en cuya posición la válvula" X se cer
rará por sí , puesque cesa la dilatación del ayre i n 
terior de ía bomba. Ahora si se baxá el émbolo des
de G / / á C D , se comprimirá el ayre contenido en 
G E F H : luego este tendrá cerrada la válvula M , y 
abrirá la válvula L hasta equilibrarse con el ayre 
exterior, en cuyo estado la misma válvula se cerra
rá por s í , hallándose en el espacio C E F D el ayre 
de igual densidad con el exterior. Y repitiendo las 
citadas operaciones de subir y baxar el émbolo , as-



cenderá cada vez el agua en el tuT ô N R S O á ma
yor altura, entrará en el cuerpo de la bomba, y 
últimamente llegará á tocar la válvula L en la su
posición de no quedar ayre entre la superficie C D f 
la del agua, de modo que la fuerza elástica del mis
mo ayre, y el peso del agua introducida en el tubo 
atraente , ó en este y en el cuerpo de la bomba, no 
hagan equilibrio con la presión del ayre exterior so
bre la superficie R S del agua. Y en dicha suposición, 
á cada subida del émbolo desde C D á G H se for
mará un perfecto vacío en el espacio C G H D ¡ y la, 
presión del ayre exterior hará subir el agua hasta G i / : 
y entonces á cada baxada del émbolo se abrirá la 
válvula Z , por el diafragma (mientras que la super
ficie G H vuelve á C D ) saldrá toda el agua que se 
contenia en C G H D ; y cerrándose la válvula Z , i n 
sistirá dicha agua sobre A B : etí esta disposición, su
biendo el émbolo, éste acompañará la misma agua en 
su salida por la canal V , Pero en el caso del citado 
equilibrio supóngase que el agua queda á la altura 
T Z , y que se sube el émbolo desde C D á. G H . 
Nómbrense , # la altura N R del tubo atraente so
bre la superficie R S del agua, b el radio del mismo 
tubo, c el radío del cuerpo de la bomba, EC=sd9 

C G =* e, R T =s x , ~ la razón de la periferia del 
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.círculo al diámetro, y / la altura de una coluna d& 
agua equivalente á la presión del ayre exterior, ó á la 
fuerza elástica de él que se contiene en T N E C I } F O Z i 
estando el émbolo en C B v y serán, el cilindro T O 

^ C X - ' el cilindro E D ~ £ K c * d , el cí-
- •'2' • K 1 pIT 

lindro E H = t l X 4- ^ ) , el sólido T N E C D F Ü Z 

^~~-'><{ a ~ x ) J t - — , y el sólido T N E G H F O Z 
- - 4i3 b Q-0 :2r oiooVr^ .̂ h ihláui .v ; :> s 

= x ( ) 4. -^L x ( i 4. e ) . Ahora siendo 

las fuerzas que comprimen el ayre en la razón in^ 
versa de los volúmenes (297 ) en que el mismo ayre 
queda cerrado , será la fuerza elástica del ayre en el 
espacio T N E G H F O Z igual al peso de.una coluna 

TNECDFÚZ 
de agua con la altura igual á f X TNmHFOZ '•> Y aña^ 
diendo á dicha altura la altura R T del agua conte
nida en el tubo atraente sobre la superficie R S , se 
tendrá en el referido caso del equilibrio f s= R T 

TNEGiihOZ ' Y substituyendo los valores de es-
orr'í'irii í^b oíbsi lo- - íiír^n VJÜ O J I soo'tsq .'?- KÍ "'ÍÍÍ 

tas cantidades, se tendrá f ± = x 4 - / X ¡ ^ ^ 0 0 ^ 

de donde = * t r ( e t i ! ) ± < S teg ! Í É í M ) , ha-



ciendo — = m. Con el mismo método se hallará que 

el agua quedará equilibrada en el cuerpo de la bomba. 

éñtveEF y C D , siendo y±=¿^-£± ^e^d y*-~^f\ 
2 

Por tanto si el valor de x es real en uno ú otro ca
so, el agua se equilibrará en el tubo atraente ó en 
el cuerpo de la bomba entre los puntos E y C : lue
go para que dicha agua no se equilibre, y por con
siguiente pueda subir á la altura G i l , será necesa
rio que dichos valores sean imaginarios , esto es ̂  
(^ -{-^x(^4-^) )a^4me/ ' Y" (^ -h^-4-^)a<4^/ ' Que 
es 6ÍC. 

E S C O L I O . 
. . . . . . 

322. En la Proposición antecedente se ha supues
to ser la distancia que hay entre las superficies G H 
y R S igual á la altura de una coluna de agua equi
valente al peso del ayre exterior; por consiguiente 
dicha distancia será próximamente de 32 pies r si la 
altura del mercurio en el barómetro colocado en el 
nrsmo sitio de la bomba tiene 27 f pulgadas : pe
ro afin de que pueda llegar el agua á G H aun en 
las mínimas presiones del ayre exterior, se dismi
nuirá la dicha distancia de 32 pies en 1 4 , 28 s 
42 i & c . lineas, si la dicha altura del mercurio ba-
xx de 1 , 2 , 3 , lineas. Dígase lo mismo pa-

mm 
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ra el aumento de los referidos 32 pies , si la altu
ra fuese mayor de 27 f pulgadas en el mismo sitio 
de la bomba. Adviértase que en la práctica la referi
da distancia se hace menor que la que correspon
de á la expresada altura, porque-no es posible eva
cuar totalmente el ayre interior de la bomba, y que 
por otra parte el peso de la válvula M es un obs
táculo para la expulsión del ayre y la subida del agua, 
cuyo obstáculo no puede vencerse sino por la pre
sión del ayre exterior. 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

323. Determinar la potencia P, que tiene en equi
librio el émbolo sumergido en el agua introducida en 
el cuerpo de la bomba atraente. Fig. 162. 

Supóngase; que la densidad del ayre es la misma 
respecto á toda la altura de la bomba; que estando 
el agua en su mayor altura X í T , queda el émbolo 
en su menor altura C D ; y que la altura ^ corres
ponde á la altura vertical de una coluna de agua equi^-
valente á la presión del ayre sobre las superficies R S 
ó X T del agua, siendo d¿> la, distancia de las C D j 
R S . Por tanto en virtud de la presión del ayre sobre 
la superficie R S del agua actúa el agua R N E C D F O S 
sobre C D con una fuerza igual (295) á CDy^ab% 
pero por la gravedad de dicha agua se disminuye la 
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misma fuerza en la cantidad C D Y>db\ luego C D X ' 
ad será la presión que actúa de abaxo arriba sobre 
la superficie C D , Ahora en virtud de la presión del 
ayre sobre la superficie X T del agua actúa sobre C D 
de arriba abaxo una fuerza igual á C D y ^ a b , i la 
que añadiendo C D X , B T en virtud de la gravedad 
del aguase tendrá que la fuerza total que actúa de 
arriba abaxo sobre C D será igual á C D X(-#2"-H*¿); 
pero la presión que actúa de abaxo arriba sobre C D 
es igual por lo demostrado á C D X ^ : luego la fuer-

• za que actúa sobre C D de arriba abaxo será igual á 
CDy^^BT-b-db) , esto es , igual al peso de una co
luna de agua, que tiene su base igual á la del ém
bolo, y la altura igual á la distancia de las superfi
cies horizontales y R S del agua , disminuida d i 
cha distancia en la altura del émbolo ; por con
siguiente, la potencia equilibrante P será igual á d i 
cho peso sumado con el correspondiente peso del ém
bolo. Dígase lo mismo respecto á qualquiera otra po
sición del mismo émbolo sumergido en el agua. Que 
es &c . 

C O R O L A R I O . 

324. Si él émbolo C A E D no se halla sumergi
do en el agua, de suerte que ésta quede en el tubo 
atraenté ó en el cuerpo de la bomba hasta C D ; con 
el mismo método se demostrará que, mientras el ém-



i bolo pasa de C D i G H , la potencia equilibrante F 
será proporcional con el peso del émbolo aumentado 
en el peso de una coluna de agua, que tiene C D por 
base, y por altura la del agua introducida entonces 
en la bomba sobre la superficie RS» 

E S C O L I O . # 

32^. Nótese que ordinariamente se aumenta la 
potencia P hallada antes en la tercera parte de sü 
valor para poner la máquina en movimiento ̂  su
perar la resistencia del rozamiento y las demás to-
perfecciones que pueda tener la misma máquina. 

P R O P O S I C I O N X X V . 

326. Manifestar el modo, con que se eleva el agua 
á qualquiera altura por medio de la bomba impelen-
te representada en la Fig. 163, que se compone; del 
tubo vertical X E F T , que se llama Cuerpo de la 
bomba, y que entra en el agua, cuyo nivel se su
pone ser R S ; del émbolo A C D B , que llena exác-
tamente la concavidad de dicho tubo, estando unida 
á dicho émbolo lá armazón I f b a P para subirle y ba-
xarle con la potencia P ; del tubo N O Q K llamado 
tubo ascendente , que está unido al cuerpo de la bon> 
ba; y de las válvulas L y M , que tapan los dia
fragmas del émbolo y de la base del cuerpo de la 
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bomba, y qüe se abren de abaxo arriba. 

Supóngase ser; A G H B QI espacio en que se mué* 
ve el émbolo de arriba abaxo y de abaxo arriba en 
virtud de la potencia P ; G H la, primera posición 
del mismo émbolo baxo del nivel R S del agua; las 
válvulas L y M cerradas en dicha posición ; y el ay-
re contenido en G E F H de igual densidad con el 
exterior , cuya densidad se supone ser la misma en 
toda la altura de la bomba. Esto supuesto , si por 
medio de la potencia P se baxa el émbolo desde G H 
á C D , se dilatará el ayre contenido en E G H F i 
luego por la presión del ayre exterior iTOQ.S" mas 
clenso , quedará cerrada la válvula ifcf; por el peso 
del agua , y la presión del ayre exterior sobre el n i 
vel del agua , se abrirá la válvula Z ; pasará el 
agua en el cuerpo de la bomba hasta G / / ; y enton
ces se cerrará por sí la válvula Z por tener el ayre 
contenido en G E F H su primitiva densidad. Ahora 
si se sube el émbolo desde C D á G H , este émbolo 
hará subir el agua que habia entrado en el cuerpo de 
la bomba ; el ayre oprimido por dicha agua abrirá la 
válvula 31 ; y pasará agua en el tubo N O Q K , has
ta que el émbolo haya llegado á G H . En este estado 
si se baxa el émbolo; la válvula M se cerrará por sí 
en virtud del peso del agua y del ayre exterior; con 
lo que se detendrá en el. tubo N O Q K el agua que 
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en él se había introducido, hasta que jsor otra ope
ración semejante á la anterior se introduzca agua en 
el mismo tubo; y así continuando, se elevará el agua 
hasta qualquiera altura K Q donde se necesite. Que 
es &:c. 

P R O P O S I C I O N X X V I . 

327. Determinar la potencia P que tiene equili
brado el émbolo ^fCZ) 5 sumergido en el agua i n 
troducida en el tubo ascendente JVOjQíT hasta q j l ^ 
quiera altura ^ j Q . JP/̂ -. 163. 

Supóngase que la densidad del ayre es la misma 
en toda la altura de la bomba, y que el émbolo 

es inferior al nivel R S del agua» Es, evi 
dente qué en dichas suposiciones la potencia P no 
sostiene la presión del agua comprehendida entre Ja 
basé C D del émbolo y el nivel i ^ , puesque dicha 
presión está equilibrada por la del agua , que rodea la 
bomba y pasa por la abertura L del émbolo: luego la 
potencia P sostiene solamente la presión que exerce 
el agua contenida entre las superficies i l í i ' y Q K so
bre la base C D del émbolo , cuya presión es igual al 
peso de una coluna de agua, que tiene CZ? por ba
se, y por altura la distancia entredichas dos super
ficies ; por consiguiente la potencia equilibrante P 
será ígúai á dicho peso aumentado en el correspon
diente peso de la armazoíi I.f&aF, Si la bomba tiené 



su émbolo C A B D superior al nivel del agua, que 
sea por exemplo R S \ se demostrará con el mis
mo método expuesto antes (323) que la potencia equi
librante P es próximamente igual al peso de una co
luna de agua, que tiene C D por base, y por altura 
la distancia entre las superficies K Q y K S ' del agua 
y además al referido peso de la armazón. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X V I I . 

328. Manifestar el modo con que se eleva el agua 
hasta qualquiera altura X T por medio de la Bomba 
atraente é impelente représentada en la Fig. 164. 

Por medio de la potencia P aplicada al émbolo 
A C V B se introduce el agua en el espacio R N O S E F 
H G e f d c con el mismo método que se ha manifes
tado (321 ) en la bomba atraente. En esta disposi
ción , si en virtud de la potencia P se baxa el ém
bolo A C B B desde G H á CT>\ el agua no pudien-
do pasar por la válvula M que queda cerrada por 
s í , abre la válvula L , y se introduce en el tubo 
T J T X \ y asi continuando , se elevará el agua á 
qualquiera altura X T , y por la canal se condu
cirá adonde se necesite. Que es & c . 
r'Uí: i>h 1 ynl'rr-'V,. d VÚ\.LV . . . r - : \ CMifrroíf 

P R O P O S I C I O N X X V I I I . 

329. Determinar la potencia P que tiene equiH-
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brado eí émbolo en la bomba atraeníe é i mpelente 

Flg. 1^4- . . 
Si se supone que, levantado, el émbolo A C D B ^ 

el agua ha subido^ á G H en la bomba atraente; la 
potencia equilibrante P será igual ( 3 2 3 ) al peso de 
una coluna de agua, que tiene A B por baser y por 
altura la distancia entre las superficies G H y R S del 
agua, disminuida la misma distancia en la altura del 
émbolo, y además al correspondiente peso del ém
bolo. Y si se supone que, baxado el émbolo de G H 
á C D , el agua ha subido á J^Ten el tubo ascenden
te de la bomba impelente; la potencia equilibrante 
P será igual al peso de una coluna de agua, que tie
ne C D por base, y por altura la distancia vertical 
entre la misma base y la superficie X I * del agua, dismi
nuido dicho peso en él del émbolo. Dígase ,1o mismo 
respecto á qualquiera otra posición del émbolo, asi 
mientras sube el émbolo de C D á G H , como tam
bién mientras baxa de G H á CD* Que es Scc 

E S C O L 1 0 
t n:i}\:^h Í^ÍSVSÍ'J 'OZ > oh:!c?jpnto:> le,; v lr,': 

330. Las tres especies de bombas descritas ante-
xiormente ( 321 , 326, 328.) son las fundamentales,* 
porque aunque se pueda variar la disposición de sus 
partes, no- formarán éstas sino combinaciones mas ó 
menos sencillas que aquellas, y se fundarán sus efec-
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tos sobre ios mismos principios; 3- así la perfección 
de estas máquinas consistirá en la diminución del 
rozamiento , empleando; buenos émbolos y válvulas 
fieles. E l detalle de la construcción y elección de las 
materias propias para formar las piezas de una bom-
:ba se puede ver en la Arquitectura hidráulica de M . 
Belidor. Nótese que en las Figuras 162 y 164 viene 
representada una misma especie de válvulas, y otra 
en la Figura 163, por ser las que generalmente se 

-íisanv-» TÍ;'- h l'M&z •••'). o£ - r - v H'ÜV^ r -f nhr 
P R O P O S I C I O N X X I X . 

331. Manifestar el modo-, eos que se eleva el 
.agua por medio de la Bomba á fuego representada 
.en la': Fig. 165 ,, que se compone ; de una caldera ^ 5 
i que, está cerrada' en forma: de alambique con el foij-
• do convexo-, tiene las tres, quartas partes llenas de 
"agua, é insiste sobre-el hornillo C ; del vaso 
con su Ha ve de modo ̂ ue, se abra la comunica-

. clon del mismo: vaso con dieba ealdepar-por medio 
.del tubo J 1 D , y al propio tiempo quede cerrada d i 
cha comunicación con'él tubo'G 9 ó $1 contrario;.y 

r de lá bomba. QTíTlZ qjaé comunica coa el, vaso E . F 
- por^ medio del tubo-.F j ^ ^ y que^ tiene , los- dos. ém-

bolos \ L , N y P i l firmei ên ; la misma bomba con- las 
válvulas ^ y ^ que se abren de, abaxo arribat el 

^tubp:atraente T O , y i e l tubo; ascendente T Z * 

nn 
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Ciérrese con la llave H la comunicación de la 

caldera A B con el vaso E F \ enciéndase el fuego en 
el hoTnillo C; y quando se hayan producido muchos 
vapores en la caldera A B , ábrase con la llave H 
la comunicación de dicha caldera con el vaso E F 
por el tubo A D : con lo qual- dichos vapores por su 
grande elasticidad se introducirán en el expresado va
so , y, de éste al cuerpo de la bomba por el tubo F Q ^ 
de modo que tendrán cerrada la válvula K , y abri
rán la válvula por donde saldrá el ayre content-
do en E F Q J K . J L n esta disposición ábrase con la 
llave H la comunicación del tubo G con el vaso E F , 
y fórmese en él una copiosa aspersión de agua fría 
que para este fin se hace pasar por una especie 
de r a l ló : con io -qual los referidos vapores se 
condensarán; y suprimiendo su elasticidad, se for
mará un vacío, de suerte qüe^e cerrará la válvula J 
por la presión del ayre exterior^ y. se abrirá la vál 
vula K , por donde se intíóducirá el agua que pasa 
por el tubo átraente en el cuerpo de la bomba y 
en el vaso mediante la presión del ayre exte
rior sobre la superficie J^X. del agua. Y repitiendo 
la citada operación de abrir con la llave la comu
nicación de la caldera con e l vaso E F y se abri
rá la válvula ,5VPor donde pasará el agua al tubo 
ascendente T Z , y descargará ;en el vaso i&f: y .en-
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tonces repitiendo la otra operación con la llave para 
abrir la comunicación del tubo G con el vaso E F , 
y formar la aspersión del agua fria en el mismo vaso, 
se introducirá de nuevo el agua en la bomba, y des
cargará en el vaso M con el método expresado an
tes : y así continuando con el vapor del agua hirvien-
te alternativamente dilatado y condensado en el va
so -EF, se elevará el agua desde i la áítma, M , 
Que es &c. 

E S C O L I O . 

332. La acción del fuego sobre el agua hace ele
var del cuerpo de la misma agua un fluido muy su^ 
t i l y elástico, como consta por la experiencia, ha
ciendo hervir agua en Una olla sin cobertera, sin embar
go de que el agua esté compuesta de partes sensible
mente incomprimibies ; por consiguiente la fuerza 
de dicho fluido es mayor que la de la coluna del ay-
re que insiste sobre la superficie de dicha agua. E l 
Señor Desagüliers por un gran número de observa
ciones hechas en las máquinas á fuego halló que d i " 
cho vapor en el estado de poder equilibrar la pre
sión del ayre es 14000 veces menos denso que el 
agua, y 16 ó 17 veces menos denso que el ayre, y 
que es próximamente la fuerza del vapor del agua á 
la presión del ayre como 39 á 32. Por tanto en las 
bombas á fuego, que tienen los émbolos movibles, la 
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fuerza del vapor los hará elevar; y condensando el * 
mismo vapor con la aspersión del agua fria , se for
mará un vacío en el espacio que ocupaba dicho va-, 
por, y el émbolo baxará en virtud de la presión del 
ayre exterior. Las construcciones de diferentes bom- : 
bas á fuego fundadas en los principios expuestos y ^ 
combinádas de distintos modos para conseguir el mis
mo efecto, se podrán ver en el Tratado de Física de 
M . Desaguliers, en la Arquitectura hidráulica de M . 
Belidor , y en la Hidrodinámica de M . Bossut, que 
describe la bomba á fuego construida en Fresne pa
ra sacar el agua de las minas de carbón de aquél país. 

P R O P O S I C I O N X X X . 

333. Manifestar el modo con que se comprime el 
ayre por medio de la Máquina de compresioh repre
sentada en la Figura 166, que se compone; de una 
especie de cilindro vacío ^ B C D hecho de un cris
tal muy fuerte v que ésta cerrado herméticamente en 
la parte superior; de la bomba atraen te Z , que 
entra exáctamente en el vaso K M de cobre perfec
tamente cerrado, y que tiene, la válvula en Z apo
yada al resorte H T para dar paso al ayre de la 
-bomba en lo interior del vaso, el émbolo N O , y 
un agujero Q para dar paso al ayre exterior en 
d cuerpo de la bomba; y del pequeño tubo E F G 



de cobre , que está nxado en el mismo grueso de la 
tabla R X cubierta de cuero mojado, sobre que in 
sisten exácta y sólidamente el referido cilindro de 
cristal, y el vaso K*Mí 

Báxese el émbolo de O á 2"; y el ayre compri
mido en la bomba abrirá la válvula Z , baxando el 
resorte á que está apoyada , y se introducirá en el 
vaso K M y en el cilindro A B C D por el inho E F G ' , 
con lo qual el ayre de dicho cilindro quedará mas 
denso, y hallándose él émbolo en Z , cerrará el re
sorte la válvula en Z , Ahora súbase el émbolo de Z 
á O, y el ayre exterior se introducirá en la bomba 
O Z por el agujero Q : y repitiendo entonces la ope
ración anterior de baxar el émbolo de O á Z , se 
condensará mas el ayre en el cilindro s í B C D ; y, 
así sucesivamente se irá acumulando en lo interior 
de dicho cilindro una gran cantidad de ayre conden-
sado que no pueda comunicarse con el exterior. Que 
es 6cc, 

E S C O L I Ó . 

334. Adviértase que el referido cilindro ^2? CZ) 
de cristal se guarnece con planchas de metal, según 
va representado en la citada figura, para evitar los 
funestos efectos que podian originarse por la rotura 
del cristal mediante la excesiva condensación del ay
re en la capacidad de dicho cilindro. Adviértase tam-
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bien que á continuación se añade el modo de deter
minar el espesor que se debe dar á los tubos para 
que puedan sostener las presiones del agua ó de qual-
quiera otro fluido incomprimible. 

P R O P O S I C I O N X X X I . 

335. Si los tubos cilindricos A T ) y ad con bases 
horizontales contienen fluidos de distintas gravedades 
específicas, y si se supone que las resistencias que 
oponen dichos tubos á su rotura en virtud de sus es
pesores A B y ah son entre sí en la razón compues
ta de dichos espesores, y de las tenacidades de las 
materias de que se componen; determinar la razón 
de dichos espesores para equilibrar las presiones que 
sobre ellos exercen los expresados fluidos. Fig . 167. 

Nómbrense, G y ^ las gravedades específicas de 
los fluidos contenidos en A D y a d , A y a las a l 
turas y ae de los mismos fluidos sobre sus ba
ses horizontales, £ y ^ los espesores A B y ab de 
los referidos tubos, T y f sus tenacidades, D y d 
los diámetros B G y h g , y finalmente # y r las re
feridas resistencias de los tubos. Considérese que el 
espacio ^ . S i í f Z C G i V ^ r se divide en elementos, y 
que uno de ellos se representa por la circunferencia 
B M G N . Consta ( 249 ) que la presión del fluido so
bre todos los elementos de la circunferencia B M G N 



• 
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és igual á B M O N X / Í X G ; por consiguiente será 
B M G N K A y í G — R , y por igual razón bmgnX 
nXg=zr: luego se tendrá R i r ^ B M G N X ^ K G-

bmgny^a^g^Dy^Ay^G'.dy^aXg^ V^0 es 
E ^ T i e X t ( sup . ) : luego será Ey<,T: e X f = D X 
A y> G : ¿ X ^ X á" 9 Y Por consiguiente será E : e = 

?x^x(7 : i x g x f . , esto es, los espesores de dichos tu
bos en razón compuesta de la directa de los diáme
tros, de las alturas de los mismos tubos, de las gra
vedades específicas de los fluidos, y de la inversa de 
-las tenacidades de las materias de qué se componen 
los tubos. Que es &c . 

C O R O L A R í a 

3 36. Si son G=zg, y Ts=s esto-es v si Jos fluidos 
•contenidos en los dos tubos son homogéneos, como 
igualmente las materias de que se componen los mis-

' mos tubos; será £::^ =* D X ^ : ^ ^ < ^ 

E S C O L I O , 

337. Es evidente que si por la experiencia se co
nocen las tenacidades de las materias de que están 
hechos los tubos, y el espesor que debe tener cierto 
tubo para resistir al peso de un fluido dado; se de
terminará por la Proposición antecedente el espesor 
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que td de tener q o ^ ^ í ^ otro tubo, cuyas dimen-
siónes están dadas. Los Señores-Párente^; Mariotte, 
.'Noliét y otros Físicos, han hecho diferentes rexperi-
cientos; para probar las tenacidades de las materias: 
consta, por exemplo, que un tubo de plomo de 12 
pulgadas de diámétro y de 60 pies de altura estando 
Heno de agua, debe tener seis lineas de espesor; y que 
es próximamente la tenacidad del plomo á la del co
bre como 1 á 2S ; & c : luego un tubo de plomo de 8 
pulgadas de diámetro deberá tener (336) .8 lineas de 
espesor para Sostener la presión de una colima de 
agua de 120 pies de*altura, mediante que dicho eŝ -
pesor es el quarto término proporcional á. 12 X 60, 
8 X 120, y 6 lineas;.y UQ tubo de^cqbre de 10 pulga da 
de diámetro deberá tener (335) 2 f lineas de espesor 

ípáfa: sostener cia opresión dé una coluna de mercurio 
de 56 rpies de altura, por ser dicho espesor el quar-

, .- , , 12x60x1 10x56x14. ^ 
to término proporcional a — - — , — . - ^ - , y o lineas. 

íifí!?3 3L'p sb esheicm asi 5& .esMíjuoíiíre+J ed nsoon 
OTVJÍO T J L : ] sdsb Qup 102^8.3 ía ^ fz-ócul zci voclc:.:! 
T*-hi$£ c obtb €)hluñ L:S.$byczs¿i 1L úizjím r.'.nn C'.'uí 
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LIBRO TERCERO. 

N O C I O N E S G E N E R A L E S . 

Espacio corrido es la linea que describe u/t 
cuerpo con su movimiento, considerando que el mis
mo cuerpo es infinitésimo, ó que tiene reunida la ma* 
sa en su centro de gravedad. 

339. E l movimiento de un cuerpo que siempre 
anda espacios iguales en qualesquíerd tiempos igua
les , se dice Movimiento uniforme. 

C O R O L A R í a 

340. Luego en el movimiento uniforme de un 
cuerpo se multiplican igualmente los espacios corri
dos como los tiempos; por consiguiente serán los es
pacios corridos proporcionales con los tiempos que 
se han gastado para correr dichos espacios, 

341. Si dos cuerpos andan con movimiento uni^-
forme, y uno de ellos corre un espacio mayor que 
el corrido por el otro cuerpo en igual tiempo, la ve
locidad del primero se dirá mayor que la del segundo. 

342. Las velocidades son aquellas cantidades que 
son proporcionales con los espacios corridos con mo
vimiento uniforme en igual tiempo. 

00 
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243» I-a cantidad del movimiento 'de un cuerpo 

es proporcional con el producto de la masa del mis
mo cuerpo por su velocidad. 

C O R O L A R I O h 

344. Por tanto si se nombran Q y q las respec
tivas cantidades del movimiento de dos cuerpos, I / 
•y v sus velocidades, y M y m las masas de dichos 
cuerpos, será Q : q ^ U X M i v y ^ m : luego siendo 
0, = $, se tendrá £/ X = ^ X ^ ; de donde resulta 
ser U : v = m : M i esto es, las velocidades en la ra
zón inversa de las masas. 

C O R O L A R I O I I . 

345. Siendo jQ í ̂  s= r / X ^ ^ X se^á j Q X ^ X 
m ^ q ^ U ^ M ' ^ de donde resulta ser U:v = Q X w 

346. E l movimiento de un cuerpo que anda es
pacios desiguales en tiempos iguales, se dice M o v i 
miento variable. 

347. E l movimiento variable de un cuerpo que 
s anda sucesivamente espacios mayores en tiempos igua

les , se dice Movimiento acelerado; y se llama M o 
vimiento retardado, quando anda sucesivamente es
pacios menores en tiempos iguales. 
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34B. E l movimiento acelerado de un cuerpo se 

dice Movimiento uniformemente acelerado, si se au
menta la velocidad del cuerpo á proporción del tiempo, 

C O R O L A R I O . 

349. Luego en el movimiento uniformemente ace
lerado serán las velocidades proporcionales con los 
tiempos en que se adquieren. 

350. E l movimiento retardado se dice Movimien-* 
to uniformemente retardado, si se disminuye conti
nuamente la velocidad del cuerpo á proporción del 
tiempo. 

C O R O L A R I O . 

35T. Luego en el movimiento uniformemente re
tardado serán las velocidades proporcionales con los 
tiempos que ha de gastar el cuerpo para correr los 
espacios residuos hasta la extinción de la velocidad 
del mismo cuerpo, 

352. Todo cuerpo, que por un solo impulso de 
una potencia pasa desde el estado de quietud á él del 
movimiento, se mueve con movimiento uniforme se
gún la dirección de dicha potencia con una veloci
dad proporcional con la misma potencia, y perseve
ra en el estado de movimiento uniforme con la mis
ma dirección, á no ser que le saque 4e él alguna 
causa exterior. > 
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E S C O L I O . 

353. Entiéndase lo mismo respecto á las poten
cias resultantes de las potencias conspirantes, opues
tas, ó de mediana conspiración y oposición, que ac
túan sobre un mismo cuerpo á un mismo tiempo (47, 
48, 103). 

354. E l movimiento producido en un cuerpo por 
una ó mas potencias que actúan sobre él por una 
misma dirección, se dice Movimiento simple. 

355. E l movimiento producido en un cuerpo por 
dos ó mas potencias, que actúan sobre él á un mis
mo tiempo por direcciones obliqüas entre s í , se d i -
í:e Movimiento compuesto, 

356. Si el espacio corrido por un cuerpo es una 
linea recta con qualquiera dirección , el movimiento 
del cuerpo se dirá Movimiento rectilineo. 

E S C O L I O . 
• ' i • - .. -

357. Adviértase que dicho movimiento rectilineo 
puede ser simple ó compuesto. Es evidente que el 
movimiento simple es siempre rectilineo. Y en quan-
to al compuesto, se ha demostrado (102) que si las 
potencias Q y R { F i g . 168.) expresadas por las res
pectivas rectas A B y A D impelen á un mismo tiem
po con un solo impulso al cuerpo A¿^ que está en 
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quietud, según las direcciones A B y A D ; comple
to el paralelogramo B D y tirada su diagonal A C r 
dicho cuerpo estará movido por una potencia expre
sada por A C según la dirección de la misma A C ; 
por consiguiente el movimiento del cuerpo A se ha
rá por la dirección A C , y será rectilíneo aunque 
compuesto. Discúrrase del mismo modo en los demás 
casos. 

358. Si el espacio corrido por un cuerpo es una 
linea curva, el movimiento del cuerpo se dirá Mo
vimiento curvilíneo, y dicha curva se llamará Tra
yectoria. 

E S C O L I O . 
. -Z'n 

359. Adviértase que el movimiento curvilíneo es 
siempre compuesto: como por exemplo, si el cuer
po A (F¿g. 169. ) viene arrojado según la dirección 
A F , y la potencia P actúa sobre el mismo cuerpo 
según la dirección A P ; expresadas las cantidades de 
dichas fuerzas por las respectivas rectas A F y A F , 
completo el paralelogramo E F , y tirada su diago
nal A D i se moverá el cuerpo por la dirección de 
dicha diagonal, de modo que en un tiempo infinité
simo andará una parte infinitésima A G de la 
Ahora si en, el punto. G viene solicitado el cuerpo 
por la potencia P con la dirección GP paralela á la 
A P ) en virtud de esta potencia, y de la que mué-
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ve el cuerpo según la dirección G D , seguirá dicho 
cuerpo la diagonal G / del; paralelógramo, cuyos la
dos tomados en las direcciones G P y G D expresen 
las cantidades de dichas potencias, y en un tiempo 
infinitésimo andará una parte infinitésima G H de dicha 
diagonal. Asimismo si en el punto H viene solicita
do él cuerpo por la potencia P con la dirección H P 
paralela á las anteriores, en un tiempo infinitésimo 
describirá una parte infinitésima H K de la diagonal del 
paralelógramo, cuyos lados tomados en las direccio
nes I - I I y H P expresen las respectivas cantidades 
de las dos potencias que actúan sobre el cuerpo en 
H : y así sucesivamente describirá el cuerpo las par-
íes evanecentes K M , M N , &c . de las diagonales 
de los paralelógramos correspondientes: luego el cuer
po en virtud del movimiento compuesto describi
rá la curva A K O . Si se suponen las direcciones de 
la potencia P verticales; esta potencia será la gra
vedad del cuerpo arrojado. De lo dicho se ev i 
dencia que un cuerpo describirá una curva en virtud 
del movimiento compuesto, aunque la potencia que 
le solicita se dirija siempre á un punto fixo. 

360. Si los impulsos de una potencia ó fuerza, 
que actúa sobre un cuerpo en cada instante del t iem
po de su movimiento, son iguales, se llamará dicha 
Potencia constante : y si dichos impulsos son desigua-
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les, se llamará Potencia variable la que los produce. 

361. Percusión ó Choque se dice el impulso que 
exerce un cuerpo con el movimiento que tiene sobre 
otro cuerpo que encuentra : se supone que dichos 
cuerpos son esféricos y homogéneos ^ á menos que no 
se exprese lo contrario. 

362. E l choque de dos cuerpos se dice Choque 
directo, quando la recta A B que junta los centros de 
gravedad de los mismos cuerpos, es perpendicular 
al plano JDJB que les es tangente en el punto C don
de se encuentran. F ig . 170. Y si la referida recta 
no es perpendicular á dicho plano, se dirá Choque 
obliqüo. Fig , 171. 

263. Cuerpos perfectamente elásticos son aquellos. 
Cuyas partes se allegan en el choque ^ y después del 
choque vuelven á tomar su estado natural: Cuerpos 
imperfectamente elásticos son aquellos, cuyas partes 
se allegan en el choque, y después del choque no 
vuelven enteramente á tomar su estado natural. 

364. Cuerpos perfectamente duros son aquellos, 
cuyas partes no se allegan en el choque : Cuerpos 
perfectamente blandos son aquellos í cuyas partes se 
allegan solamente en el choque: Y por cuerpos i m 
perfectamente duros ó blandos se entienden los que 
no se allegan sensiblemente, á no ser que reciban 
un fuerte choque. 
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20$. Péndulo simple es una pequeña esfera de un 
metal pesado (como^lomo, coBre , l a tón , &c . ) que 
está sostenida por un hilo muy sutil , y que puede 
moverse libremente al rededor del otro extremo del 
h i lo , como centro. Se considera dicho hilo como una 
recta inflexible, y la masa del cuerpo reunida en su 
centro de gravedad. F/^. 172* 

366. Longitud del péndulo simple es la distancia 
JBC, que hay del punto B de la suspensión al cen
tro C de la gravedad de la, esfera ¿4. F ig , 172, 

367. Óscilacion ó Vibración del péndulo es cada 
arco DZ> descrito por el centro de gravedad de la 
referida esfera. Fig, 172, 

368. Se llaman Péndulos isócronos los que hacen 
sus vibraciones en un mismo tiempo. 

35p. Péndulo compuesto1 se dice la referida esfe
ra , queest^ sostenida por varillas de distintos meta-
íes (como de hierro y de cobre) unidas sólidamente 
entre sí , de modo que pueda oscilar libremente al re
dedor de un punto ó de un exe fixo. 

E S C o L í a 

370. Todos los cuerpos se dilatan por el calor, y 
se condensan por él frió : y así un péndulo, que tie
ne una sola varilla de hierro, se alarga cerca de — 

. 5 
de linea á los 30 grados del termómetro, de modo 



( 2 9 7 ) 
que estando arreglado dicho péndulo en verano, pue
de adelantar en el invierno 20 segundos por dia. Pe
ro dicha dilatación , y por lo mismo la condensación, 
son distintas en las diferentes especies de los cuerpos, 
como por exemplo la dilatación del cobre es casi du
pla de la del hierro; y sobre dicha diferencia de d i 
latación se fundan las ingeniosas invenciones de los* 
péndulos compuestos^ para que no varíen sensiblemente 
sus longitudes, y denoten él tiempo con toda la exác-
titud posible. 

371. Centro de oscilación es aquel punto en don
de se reúne la gravedad del péndulo compuesto, de 
modo que las oscilaciones de dicho centro seaniigua-
es á las de un péndulo simple que tenga su longitud 
igual á la distancia del mismo centro al punto dé la 
suspensión. 

372, Fuerza de Proyección 6 de Impulsión es 
aquella con que viene arrojado un cuerpo ¿4 por una 
dirección A B inclinada á la dirección de la 
potencia P que anima siempre al mismo cuerpo en 
su movimiento curvilíneo: dicho cuerpo se llama Pro
yectil : el punto A , de donde viene arrojado, se 
dice Punto de Proyección: el ángulo B A P , que for
ma la dirección de dicha fuerza con la dirección de 
la potencia P , se dice Angulo de proyección: la ve
locidad que el cuerpo adquiere en el mismo momet^ 

PP 



to de la impulsión, se dice Velocidad de proyección 
6 inicial: Linea de la velocidad se dice la vertical, 
par la qual deberla baxar el cuerpo para tener la ve
locidad de proyección: el ángulo B A D , que forma 
la dirección de la fuerza de proyección con la hori
zontal E D tirada por el punto A de proyección, se 
dice Angulo de elevación ó de depresión, según dicha 
dirección "./f i? se halla encima { F i g . 173.) ó baxo 
la horizontal E D { Fig. 174.): Y ŝ  se prolonga la 
horizontal A D hasta encontrar en F la curva A G F 
{Fig. 173.) descrita por el proyectil A , se dice A F 
Amplitud de la proyección. F ig . 173 y 174. 

- 373* Potencia ó Fuerza centrípeta es la potencia P 
constante ó variable , que anima siempre á un cuer
po A en su movimiento curvilineo^ con dirección á un 
punto fixo C : y por Fuerza centrífuga se entiende la po
tencia con que el mismo cuerpo se alejarla de dicho 
punto C% si cesara la fuerza centrípeta en qualquier 
punto F áe la curva ó espacio corrido A F K , se
gún la dirección de la tangente F G tirada al mismo 
punto de la curva. F/^ . 175 y 176. ; 

374. Las potencias centrípeta y centrífuga se Ua-
man Potencias ó Fuerzas centrales: el referido pun
to C se llama Centro de la potencia: la recta C F , 
que junta dicho centro C con qualquier punto donde 
se halla el cuerpo, se llama Radío vector: y si la 
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potencia centrípeta tiene siempre cierta razón con el 
radio vector , se dice que"^él centró atrae al:CUerj?6, 
ó le repele* en la misma razón dada, según dicha po
tencia actuare desde F hácia C { F i g . 175. )í ó des
de F hácia la parte opuesta Z , Fig. 176. Las mis-
mas denominaciones valen en el niovimiento rectilí
neo de un cuerpo A animado por una potencia P 
constante ó variable dirigida siempre á un punto í i -
xo C Fig . 177 y 178, 

375. Si las abscisas A B expresan los espacios cor
ridos por un cuerpo, y las correspondientes ordena
das B C expresan los referidos tiempos; ó al contra
r i o ; la linea C C , que pasa por' los extremos de di
chas ordenadas, se dice Escala de los tiempos ó de 
los espacios: Fig* 179» Entiéndase lo mismo respecto 
á las Escalas de las velocidades y de las potencias. 

376. Por resistencia del medio se entiende la re
sistencia del fluido en que el sólido se mueve. 

377. Dinámica es la ciencia que trata del movi
miento de los sólidos. 



J)e los Movimientos de los cuerpos ̂  uniformê  

acelerado y retardado; y del Movimiento com~ 

puesto , uniforme y rectilineo, 

P R O P O S Í C I O N I . 

378. Si dos cuerpos y D andan con movi
miento uniforme los espacios iguales A B y D C en 
tiempos desiguales; determinar lá rázon de sus velo
cidades. Fig . 180. 

Llámense , V la velocidad del cuerpo , T el 
tiempo en que el mismo cuerpo anda el espacio J 4 

'v la velocidad del cuerpo í ) , y r el tiempo en que 
éste anda el espacio D C . Supóngase que el cuerpo Z> 
anda el espacio D E en el mismo tiempo en que el 
cuerpo A anda el espacio A B ; y será ( 342 ) la ve
locidad del cuerpo A i la del cuerpo Z>, esto es ^ á 
y como A B á D E - , pero es ( 340 ) A B ó bien D C 
ú. D E como el tiempo en que el cuerpo D ha cor
rido el espacio D C al tiempo en que el mismo cuerpo 
ha corrido el espacio D E , esto es, como t á T ; IUQ-
$0 será v t : T . Que es &c . 

C O R O L A R I O . 

379, Se infiere que si dos cuerpos andan con mo-



vimiento uniforme espacios iguales ea tiempos des
iguales, estarán sus velocidades en razón recíproca 
de los tiempos. 

P R O P O S I C I O N I I . 

380. Si dos cuerpos y C andan con movimíert-
to uniforme los espacios desiguales A B y C D en 
tiempos desiguales; determinar la razón de sus velo
cidades. 181. 

Llámense, el espacio c o r r i d o = »5*, la ve
locidad del cuerpo A , T el tiempo en que dicho cuer
po anda el espacio A B ^ el espacio corrido CD=ss% 
v la velocidad del cuerpo C , y í el tiempo en que 
dicho cuerpo anda el espacio C D , Supóngase que el 
cuerpo E anda con movimiento uniforme el espacio 
E F S S Í A B = S en el tiempo y llámese W la. ve
locidad del cuerpo E , Andando, pues, los cuerpos-^f 
y .E los espacios A B y E F iguales, será (379) f t 
W i=st i T ; pero (342) W iv S i s por andar los 
cuerpos E y C con movimiento uniforme los espacios 
E F y C D en tiempos iguales: luego será y i, v m 
razón compuesta de las razones teSisytetiT* 
Que es &c. 

C O R O L A R I O I. 
381. Se infiere que si dos cuerpos A y C andaa 

eon movimiento uniforme espacios desiguales en tienv* 
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pos desiguales, será la velocidad del cuerpo A á k 

del cuerpo1 C en razón compuesta de la directa dé 

los espacios corridos, y de la inversa de los tiempos 

en que se han andado con movimiento uniforme: lue

go será t; X ^ ~ : 4 . , 

- • . . . . - ' ' • > 

C O R O L A R I O I I . 

382. Por ser Z7": = ^ X ^ ^ X ^ ( 381) será 

^ X ^ X ^ ^ ^ X ^ X ^ dé donde resulta ser S \ s =a 

V ^ T x v ^ t % y r i í ^ ^ X ^ ^ X ^ - p ^ - r e s -

to es, serán los espacios corridos con movimiento uni
forme en razón compuesta de las razones de los tiem
pos y de las velocidades, y serán los tiempos en la, 
razón compuesta de la directa de los espacios corr i 
dos, y de la inversa de las velocidades, 

P R O P O S I C I O N I I I . 

383» Si dos cuerpos andan con movimiento uni 
forme; serán las cantidades de dicho movimiento en 

" ía' razón compuesta de la directa de los espacios cor
ridos , de la directa de las masas de dichos cuerpos, 
y de la inversa de los tiempos en que han corrido 
los referidos espacios. 

Llámense , Q y ^ las respectivas cantidades del 
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movimiento de dichos dos cuerpos ^P" y v sus velo
cidades , y M y m las masas de los propios cuerpos; 
y será ( 344 ) fí^ — ^ X M W & m ; pero (381 ) 
V w ==• X t - . sy^T \ luego será : ̂  = ^ x ^ X 
M : s y , T y > m , esto es, como la compuesta de las 
razones 6cc. Que es & c . 

C O R O L A R I O t 

384. Si es £ ) = ^ , se tendrá i , ' X ^ X ^ ' = ^ X 7 T X ^ ; 
de donde resulta ser S:ss=s 7 X mity(,M^ T : t =3 

X X ^ 1 y ^ = ^ X X ^ 

C O R O L A R I O I L 

385. Siendo Q,:q = S y i t y , M : s K T % será 
también fíX^X^X^ — ^ X ^ X ^ X ^ r d e don
de resulta ser S : s = Q x T X m - . q X t X M > T i f e a 

P R O P O S I C I O N I V . 

386. Si el cuerpo movido con un solo impul
so por la potencia P anda con movimiento uniforme 
el espacio i? en el tiempo í , y si el mismo cuerpo 
movido del mismo modo por la potencia Q anda el 
espacio ¿4C en el mismo tiempo, y se completa el 
paralelógramo B C í digo que actuando á un mismo 
tiempo las potencias P y Q sobre el cuerpo -^f, éste 



andará la diagonal udD con movimiento uniforme en 
el referido tiempo t. Fig , 182. 

Exprésense las cantidades de las potencias P y Q 
por las respectivas rectas A P y ; complétese e l 
paralelógramo Q P ; y tírese la diagonal ¿ IR , que 
será (102) la potencia que impelerá al cuerpo - ^ se
gún la dirección ¿4Rr mientras las potencias P y Q 
actúan á un mismo tiempo sobre dicho cuerpo. Ac
tuando las potencias A P y A Q separadamente con 
un solo impulso sobre el cuerpo A , y corriendo és
te los espacios -¿^5 y A C con movimiento uniforme 
en un mismo tiempo, será ( 3 4 2 ) la velocidad del 
cuerpo A según la direepion A B i l z velocidad del 
cuerpo A según la dirección A Q como A B á A C ; 
pero ( 352) dichas velocidades tienen Ja razón de las 
potencias A P y A Q por actuar éstas con un solo 
impulso sobre el cuerpo A según las direcciones ex
presadas: luego será A P : AQz=i A B : A C \ por con
siguiente la diagonal A R estará directamente con la 
diagonal ^ D : luego el cuerpo . / f impelido á un tiem
po por las potencias A P y A Q con un solo impul
so seguirá la dirección A D E con movimiento uni
forme. Nómbrese x el espacio corrido en el referido 
tiempo t por el cuerpo según la dirección A E ; y 
será la velocidad (342 ) del cuerpo según la d i 
lección A B á la velocidad del mismo cuerpo según 
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la dirección A E como A B i x ; pero dichas velo
cidades ( 352 ) están en la razón de las potencias ¿ Í P 
y A R : luego será A P i A R z s s A B \ x , y alternan
do A P A B A R - , x \ y por la misma razón AQ-, 
A C ^ A R \ x \ pero es A P : A B * = t A R ' . A D = s 
A Q i A C : luego será A R : A D A R i x , y por 
consiguiente A D x : luego el cuerpo impelido 
con un solo impulso á un mismo tiempo por las po
tencias A P y A Q andará con movimiento uniforme 
la diagonal A D del paralelógramo B C en el mismo 
tiempo en que dicho cuerpo andaría los lados A B 
y A C y actuando separadamente dichas potencias se
gún las direcciones A B y A C , Que es ¿kc. 

C O R O L A R I O I . 
:KhoíV»f:' ^Kan-v^?. £?áíí9jor EÍ -̂ IS^1 O ^ ' O fe 

387. Siendo la velocidad del cuerpo A según la 
dirección j9 á la del mismo cuerpo según la d i 
rección A B ó A C como la diagonal ^ Z > al lado 
A B ó -/fC, será la velocidad del cuerpo ^ según la 
dirección A D k la suma de las velocidades del mis
mo cuerpo según las direcciones A B y A C como la 
diagonal -̂ -29 á la suma de los lados A B y A C - , y 
por ser A D menor que la suma de los lados A B y 
B D 6 su igual ACysQvi la velocidad del cuerpo A 
según la dirección A D menor que la suma de las ve
locidades del mismo cuerpo según las direcciones A B 

m 
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y A C , si dichas velocidades se toman separadamente. 

C O R O L A R I O I I . 

388. Y por ser la diagonal A D tanto menor que 
la suma de los lados A B y A C , quanto mayor es 
el ángulo . S ^ C , y de consiguiente menor el ángulo 
A B D , será la velocidad del cuerpo A según la d i 
rección A D tanto menor, quanto mayor es el án 
gulo B A C , 6 bien quanto menor es el ángulo A B D * 

C O R O L A R I O I I I . 

389. Asimismo siendo la potencia que impele al 
cuerpo A según la dirección A D á la, potencia que 
le impele según la dirección A B Ó ^AC cómo A D 
á A B 6 A C , será la potencia según la dirección A D 
i. la suma de las potencias según las direcciones A B 
y A C como A D á A B - \ - A C \ de donde se infie
re con el mismo raciocinio expuesto anteriormente 
(387, 388) qüe la potencia del cuerpo A según la 
dirección de la diagonal Á D del paralelógramo B O 
es menor que la suma de las potencias del mismo 
cuerpo A según las direcciones de los lados A B y 
A C de dicho paralelógramo, si se toman separada
mente, y que dicha potencia es tanto menor que la 
suma de las otras dos, quanto mayor es el ángulo 
B A C . 

\ 
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P R O P O S I C I O N V. 

390., Si los cuerpos A y D han. andado los espa
cios ¿ 4 8 r s ? S , y D C = s con movimiento acelera
do ó retardado en los respectivos tiempos J y /--se
rán las velocidades V j v adquiridas al fin de dichos 
espacios en la : r ^ c ^ c ^ f i ^ # ? d § y f e S ^ e ^ l ^ ^ 3 b «fe^ 
diferenciales de los mismos espacios cprridos> ,y derla. 
inversa de las diferenciales de los tiempos en que se 
han corrido dichos espacios, esto es, V v v d S Y* 
d t : d s % d T . F i g . 183. ; • . : 

Prolongúense .las reetas i y <X Considérese 
que los cuerpos A y T> andan los espacios B b y Ce 
con movimiento uniforme en los tiempos TJ y t*, y 
con las respectivas, velocidades y v.; y [será (381) 
/ ^ : v = B h X t i i C c % T r , pero suponiendo los espa
cios Bb y Ce infinitésimos, esto es, B b == d S y CQ 
== ds , dichos cuerpos andan estos elementos con mo
vimiento uniforítie en los tiempos dT y d t , y con 
las respectivas velocidades 7^ y v \ luego será ^ : % 
= d S X d t \ds X dT* Que es &c . 

G O R O L A R I O » 

3 9 S i e n d o V : v = d S X dt\ds X dT\ será tam

bién ^ : z ; = ^ : ± , y V Y^dT x v ^ d t dS*ds% 
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luego si un cuerpo se mueve con movimiento acele* 
rado ó retardado, la velocidad V adquirida al fin del 
espacio S corrido en el tiempo T será proporcional 

con % , como también será V y ^ d T proporcional con 

dS. En lo sucesivo se hará / ^ = - - para la como-ai 
dídad del cálculo. 

E S C O L I O. 
-

392. Si se quiere determinar la razón de P*con | ~ 

se tendrá presente que en el movimiento uniforme es 

(381) ^proporcional con — .Supóngase ahora ^ r : 

luego haciendo T'sszn ; será = ; por consiguiente 
W expresará el espacio corrido con movimiento uni
forme en el tiempo constante n que se establece igual 
á un segundo, sin embargo de que sea arbitrario el 
tomar cualquiera otra parte del tiempo; pero qual-
quiera movimiento acelerado ó retardado se puede 
considerar uniforme por el espacio d S corrido en el 

tiempo d T i luego se tfcndrá V z = n ^ ^ , en cuya ex-. 

presión es ^ aquel/espacio que andaría el cuerpo en 
el tiempo n, ú cesára su aceleración ó retardación. 

• • 
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P R O P O S I C I O N V L 

393. Si un cuerpo se mueve con movimiento uní-« 
formemente acelerado, serán los espacios corridos des-
de el principio del movimiento proporcionales con 
los quadrados de los tiempos en que se han corrido 
dichos espacios , como también proporcionales con 
los quadrados de las velocidades adquiridas al fin de 
los mismos espacios. 

IO. Supuesta V la velocidad del cuerpo al fin del 
AS 

espacio S corrido en el tiempo 2% será (391) ^ = ^ 

y por consiguiente Vy^ d T ^ d S ; pero en la hipó
tesis del movimiento uniformemente acelerado es f 
proporcional con T ( 349 ) : luego será T d T propor
cional con d S ; é integrando esta expresión, se ten
drá S proporcional con f ra : asimismo qualquiera 
otro espacio s corrido en el tiempo t por dicho cuer
po será proporcional con J í a . Por tanto se tendrá 
S : Í == | r a : § í a = ra : í a , esto es, los espacios cor
ridos serán proporcionales con los quadrados de los 
tiempos en que se han corrido los mismos espacios. 
Que es lo primero. 

a0. Siendo en el movimiento uniformemente ace
lerado de un cuerpo ^ : z; «= T : í , será =a 

: ía ; pero por lo demostrado ea ej caso anteriof 



es S : s = T a : t* : luego será S : s i v * , esto 
es, los espacidsí corridos serán proporcionales con los 
quadrados de las velocidades adquiridas al fin de lo* 
mismos espacios. Que es &;c» 

De otro modo* 
oih'ioo ncri DE tuip HD aoqfauií 30Í ab 2t..¿¿-íüj?np BCTI 

Expresen las abscisas ^ 5 (jFV^f, 184.) los tiem
pos y y las ordenadas B C perpendiculares á las A B 
expresen las correspondientes velocidades del cuerpo 
A al fin de los respectivos espacios corridos con d i 
cho movimiento uniformemente acelerado; j la esca
la de las velocidades será recta por ser (349) las 
velocidades proporcionales con los tiempos. Ahora 
considerando ser Bb los elementos de los respectivos 
tiempos , serán ( 391 ) B C y ^ B b proporcionales con 
los espacios infinitésimos corridos en los tiempos infi
nitésimos i? ^ ; por consiguiente los espacios corridos 
en los tiempos A B serán proporcionales con las áreas 
triangulares A B C ^ pero estas áreas son como los 
quadrados de las rectas A B Ó B C i luego en dicho 
movimiento uniformemente acelerado los espacios 
corridos serán proporcionales con los quadrados de las 
velocidades , ó de los tiempos en que los mismos es
pacios se-han corrido» Que es &c» r 



( S u ) 

C O R O L A R I O I . 

394. Siendo en el movimiento uniformemente ace
lerado los espacios proporcionales con los quadrados 
de los respectivos tiempos, serán los tiempos en la 
razón subduplicada de los espacios corridos: por igual 
razón serán las velocidades en la razón subduplicada 
de los espacios corridos: esto es, T i t ~ f^S : , 

C O R O L A R I O I I . 

395. Prolongadas las rectas C B hasta , de suer
te que las B E sean proporcionales con los respecti
vos espacios A B C , serán las ordenadas B E propor
cionales con los quadrados de las respectivas abscisas 
A B ; por consiguiente la escala de los espacios, que 
pasa por los puntos i? , será una Parábola, en quien 
las abscisas se toman en la tangente A F , 

C O R O L A R I O I I I . 

396. Si las abscisas ^ J D , tomadas en la recta ¿4G 
perpendicular á la A F expresan los espacios corri
dos , y las ordinadas D E las correspondientes velo
cidades adquiridas al fin de dichos espacios, serán 
los espacios corridos A D proporcionales con los qua
drados de las respectivas velocidades D E ; por consi-



( 3 ^ ) 
guíente la escala de las velocidades, que pasa por 
los puntos i? , será una Parábola referida al exe ^fZ>. 
Por la misma ra^on la escala A E los tiempos 
será una Parábola, si las coordenadas A D y D E ex
presan los espacios corridos y sus correspondientes 
tiempos, 

P R O P O S I C I O N V I L 
-; y' " 

397. Si un cuerpo se mueve con movimiento ace
lerado , de suerte que los espacios corridos sean siem
pre como los quadrados de los respectivos tiempos; 
serán las velocidades proporcionales con los corres
pondientes tiempos, esto es r el movimiento de dicho 
cuerpo será uniformemente acelerado. 

Llámese V la velocidad que tiene el cuerpo al 
fin del espacio S corrido en el tiempo T \ y será (391) 

dS 
^ s = — ; pero por ser S proporcional con , es 

d S proporcional con i T á T i luego será F propor-

cional con ó bien con 2 T : asimismo la veloci-

dad v adquirida al fin de otro espacio s corrido en 
el tiempo t por dicho cuerpo será proporcional con 
nt. Portanto será V w ~ i T i t T \ t\ por con
siguiente (349) el movimiento de dicho cuerpo será 
uniformemente acelerado. Que es 6ÍC» 



(3J3) 

De otro modo. 
Por ser los espacios proporcionales con los^qua-

drados de los respectivos tiempos, se podrán expresar 
aquellos {Fig. 184.) por los triángulos semejantes ABC, 
y dichos tiempos por las correspondientes rectas ABi 
y considerando Bb infinitésima y la recta be paralela 
á la BC, será el elemento BbcC proporcional con 
el espacio corrido en el tiempo infinitésimo Bb\ pe
ro por ser el movimiento uniforme en dicho tiempo 
infinitésimo, es (382) el espacio proporcional con el 
producto de la velocidad por el tiempo: luego ia 
recta BC expresará la velocidad, y por consiguien
te ésta será proporcional con el tiempo. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N V I I I . 

398. Si un cuerpo se mueve con movimiento uni
formemente acelerado ; serán los espacios corridos 
desde el principio del movimiento en los tiempos igua
les expresados por AB, BC, CD, DE, &c. cómo 
la serie de los números naturales impares 1 , 3 , 
7 , &c. Fig, 185. 

Siendo (sup.) el movimiento del cuerpo acelera
do, dé suerte que las velocidades sean proporciona
les con los tiempos, serán (393) los espacios corri
dos por dicho cuerpo como los quadrados de los res-

rr 



( 3 ^ 4 ) 
pectivos tiempos; por consiguiente será el espacio 
corrido en el tiempo ¿4C al espacio corrido en el 
tiempo ¿4B como ( A C ) * á ( A B ) * ; pero el qua-
drado de ^fCes quádruplo del quadrado de ¿ Í B , por 
ser -¿^C duplo de ^ 5 : luego el espacio corrido en 
el tiempo C será quádruplo del espacio corrido en 
el tiempo A B ; por consiguiente el espacio corrido 
en el tiempo C B será triplo del corrido en el tiem
po B , Con semejante raciocinio se demostrará que 
el espacio corrido en el tiempo C D es quíntuplo del 
corrido en el tiempo A B \ y así siguiendo, se deter
minará que los espacios corridos en los tiempos igua
les I o . 2o. 3° . 4 ° . &c. están en la razón de los nú
meros naturales impares i, 3 , 5 , 7 , &cc. Que es &c , 

P R O P O S I C I O N I X . 

399. Si un cuerpo anda en el primer tiempo infi
nitésimo un espacio también infinitésimo, y en el se
gundo tiempo infinitésimo anda un espacio duplo, y 
en el tercero un espacio triplo del primero, y así los 
espacios infinitésimos corridos sucesivamente en igua
les tiempos infinitésimos son como la serie de los nú
meros naturales; determinar la razón de los espacios 
corridos sucesivamente en tiempos finitos é iguales» 

Siendo ( sup.) los espacios infinitésimos corridos su
cesivamente en tieoipos infinitésimos é iguales CCH 



(315) 
mo i , 2 , 3, 4 , s, 6, 7, 8 , 9, 10, 11, 12, 13, 14, 
&c. tomados de dos en dos dichos tiempos serán los 
espacios corridos como 3, 7, 11 , i g , 19, 23, &c. y 
tomados de tres en tres, serán los espacios corridos 
como 6, 15, 24, 33, &c. tomados de quatro en qua-
tro serán los espacios corridos como 10, 26, 42, 58, 
74, &c. y así siguiendo se observará que siempre las 
series resultantes son aritméticas cuyas diferencias son 
como 1, 4, 9, 16y &c. esto es, como los quadrados 
de los números de la serie primera. Ahora redúzgan-
se dichas series de tal suerte que su primer término 
en todas sea la unidad; por lo que se tendrán las 
seríes: 

1,2 f , 3 f , 5, 6 i , & c . 

i , 2 - | - , 4 , S - | , 7 . 

• • • • • • • 

• • • • • • • 

diferencias. 

6 * 8 4 ~ 

lS •'-v,-IS 5 % 
I , 2 —, q — , í — , 6 —•> 

ai 0 21 11 41 
&C. 

Es evidente que la serie de las diferencias halladas 
f , .|_ , ~ , — , - ^ j , &c, se reduce á la serie f , | , 

4 cuy0 término general es -—^—, eñ 

quien supuesta « =5 00, será ~ « 1 . Fox tanto será 2 
n 



la diferencia de la serie aritmética que resultaría jun
tando infinitos tiempos infinitésimos : y siendo i el 
primer término de la misma serie, será 3 el segundo, 
5 el tercero, 7 el quarto, &c. luego los espacios cor
ridos en iguales tiempos finitos serán como 1 , 3 , 5 , 
7 , 9 , &c. según la progresión de los números natu^ 
rales impares. Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X. 

400. Si los espacios corridos sucesivamente por un 
cuerpo en iguales tiempos son como la serie de los 
números naturales impares; serán las velocidades pro
porcionales con los correspondientes tiempos, esto es, 
el movimiento de dicho cuerpo será uniformemente 
acelerado. 

Por ser los espacios corridos por el cuerpo en tiem
pos iguales como los números naturales impares 1, 3, 

9, 1 1 , 13, &c. serán los espacios corridos su
cesivamente en 1, 2, 3, 4 , &c. tiempos ¡guales jun
tos como 1 , 4 , 9 , 16, 25 , 36, &c. pero estos nú
meros son los quadrados de los respectivos tiempos: 
luego los espacios corridos por el cuerpo desde el 
principio de su movimiento serán como los quadra
dos de los respectivos tiempos; por consiguiente (397) 
las velocidades serán proporcionales con los corres
pondientes tiempos. Que es &c. 



(317) 

P R O P O S I C I O N X I . 

401. E l espacio corrido por un cuerpo en el tiem
po AB con movimiento uniformemente acelerado.es 
mitad del que hubiera corrido el mismo cuerpo con 
movimiento uniforme, y con la velocidad B C ad
quirida al fin del espacio corrido con dicho movw 
miento uniformemente acelerado. Fig. 186. 

Consta que el espacio corrido por el cuerpo con 
movimiento uniformemente acelerado está represen
tado (393) por el triángulo rectángulo ABC-^y que 
el espacio corrido con movimiento.uniforme está re
presentado (382) por el rectángulo BD\ pero el 
triángulo A B C es mitad del rectángulo BD\ luego 
&c. Que es ¿kc. 

P R O P O S I C I O N X I I . 

402, Si un cuerpo se mueve con movimiento uni
formemente retardado; serán los espacios corridos eii 
razón compuesta de los tiempos en que se correr), 
los mismos espacios, y de los tiempos que resultan, 
restando aquellos del duplo del tiempo total que gas
ta el cuerpo hasta la extinción de su movimiento: 
como también serán los espacios corridos proporcio
nales con las diferencias de los quadrados de la velo
cidad con que empieza á moverse el cuerpo, y de la 

http://acelerado.es


( 3 ' 8 ) 
que tiene al fin del espacio corrido. 

Xo. Llámese V la velocidad que tiene el cuerpo 
al fin del espacio S corrido en el tiempo T ; y será 

y^s. (391 )• Ahora si se nombra J ' el tiempo to

tal del movimiento del cuerpo hasta que se extinga su 

velocidad, será (351) V proporcional con J,/— JV 
d S 

luego será T ' ~ ~ T proporcional con ^ por consiguien

te T' dT ~ ~ T d T proporcional con d S ; é integrando 
ja 

será T' y>T— — proporcional con S , 6 bien 2TI% 
JT—ra proporcional con z S : asimismo nombran
do s el espacio corrido en el tiempo í , será 2 s pro
porcional con 2T' yit—t*. Por tanto se tendrá 2Si 
Z s — i T ' Y s T — T * : i T ' K t — t 0 ' , ó bien S : s ^ T * 
( 2 T ' ~ ~ T ) : t y i í i T ' — t ) . Que es lo primero. 

2o. Nombradas1, y la velocidad con que empieza 
á moverse el cuerpo con movimiento uniformemente 
retardado, la que tiene al fin del espacio S , y v 
al fin del espacio J-, se tendrán V proporcional con T1 
( 351), / ^ ' — y proporcional con T ( 350 ) , y y—1» 
proporcional con t ; pero por lo demostrado en el ca
so anterior e s S i s ^ t y C ^ T ' — T } : t K ^ T — f j i 
luego será S:ss=z{V' - F ) x l ^ + r y . ( y — v ) 
Y, i F 1 + v ) ^ j y l r ' ~ - r * i V1 V 1 — v Q u e es ^ 



(319) 

P R O P O S I C I O N X I I Í . 

403. Los espacios corridos con movimiento uni
formemente retardado en tiempos iguales son como 
la serie decrecente de los números naturales impares 
2tf2—r, 2w — 3 , 2 ;w — 5 , 2 w — 7 , 2 /72 — 9 , &c, 
en cuya expresión es m el número de los tiempos 
iguales, en que se supone dividido el tiempo total del 
movimiento del cuerpo. 

Siendo el movimiento uniformemente acelerado» 
será (402) íy:j-==rx(2r/ — r ) : í x ( 2 T ' ^ f )• y 
suponiendo el tiempo total 27 dividido en qualquier 
número m de partes iguales , y además el primer 
tiempo T de dichas partes igual á la unidad, se ten
drá S : s = 2 m — 1: í X ( 2 ^ — í) . En esta expresión si 
es t = 2 , será S : s 2 m ~~ 1 :4^ — 4; por consi
guiente si 2m ~~ 1 representa el espacio S corrido en 
el primer tiempo, será 41« —4 el espacio corrido ea 
los tiempos primero y segundo: luego el espacio cor
rido en el segundo tiempo será 2 w — 3. Asimismo si 
se hace ^ « 3 , será ^ : j- = 2 w —-1: 6 w — 9 ; por 
consiguiente el espacio corrido en los tres tiempos 
primeros será 6 w — 9 ; pero el corrido en los tiem
pos primero y segundo es 4 »1 — 4: luego el espacio 
corrido en el tercer tiempo será 2m — 5. Con el mis
mo raciociaio se demostrará «jue los espacios corrí-



dos sucesiva mente en los tiempos 40. 50. 6o. &c. son 
como im — 7 , im— 9 , im ~- 11, &c. Por tanto los 
espacios corridos con movimiento uniformemente ace
lerado en los tiempos iguales 10. 20. 3°. 40. 50. 6o. 
&c. hasta el número m son como im— 1, im — 3,' 
o.'m — 5 , lín — 7, 2 w — 9 , 11 ^ &c. que es la 
serie décrecente de ios números naturales impares. 
Que es &e, 

E X P E R I E N C I A I , 

404. Si de lo alto de una torre se dexa caer un 
cuerpo ,' y se notan los espacios corridos sucesiva
mente por el mismo cuerpo en tiempos iguales ; se 
observará que son como la serie de los números na
turales impares. 

De otro modo» 
Para observar el referido fenómeno debe tener la 

torre una altura moderada, y el cuerpo debe ser de 
mucho peso y corto volumen, á fin desque la resis
tencia del ayre no produzga efecto sensible en el l i 
bre descenso del mismo cuerpo. Pero siendo mucha 
la velocidad de un xuerpo que se mueve en direc-; 
cion vertical , y por consiguiente dificultoso de notar 
los referidos tiempos, se suele hacer el experimento 
sobre un jplan© inclinado t en donde el cuerpo está 



( m ) 
movido también por una potencia constante. Consta 
pues por la teoría del plano inclinado (132 ) que es 
la longitud del plano á su altura como la potencia 
que actúa sobre el cuerpo con dirección vertical, ó 
bien la gravedad del mismo cuerpo, á la potencia 
que actúa según la dirección de dicho plano inclina
do ; y siendo constantes los tres primeros términos 
de esta proporción, será también constante el quar-
t o , esto es la potencia que anima al cuerpo según 
la dirección del referido plano; y respecto de que la 
longitud de éste es mayor que su altura, será la gra
vedad del cuerpo mayor que la potencia que hará 
mover el cuerpo sobre dicho plano. Supuesto un pla-
tío inclinado O (Ftg. 187.) y en él Una canal DE9 
en que estén señalados sucesivamente desde el pun^ 
to D los espacios 1 , 3 , 5, &c . de la referida serie, 
se observará que dexando caer el cuerpo desde el 
punto D por dicha canal, correrá los mismos espacios 
1 ? 3 ? S ? etl tiempos iguales, 

C O R O L A R I O . 

40g. Luego las leyes de los movimientos de los 
cuerpos deducidas en la hipótesis, que los espacios 
corridos sucesivamente en iguales tiempos son como 
la serie de los números naturales impares, pertene
cen á una potencia constante; por consiguiente siea-

ss 



(322) 
do la potencia constante, serán las velocidades (400) 
como los tiempos, y los espacios corridos (393) co
mo los quadrados de los tiempos. 

E X P E R I E N C I A I I . -

406. E l espacio corrido por un cuerpo desde el 
principio de su movimiento en las proximidades de 
la Tierra según la dirección vertical es próximamen
te de 16 pies ingleses en un segundo, ó bien 15 pies 
y una pulgada de Pa r í s , ó con mas exáctitud 15, 
051$ baxo el Equador. 

C O R O L A R I O I . 

407. Se infiere que la velocidad adquirida por d i 
cho cuerpo al fin del referido segundo quedará ex
presada por 32 pies ingleses, ó bien por 30 pies y 
dos pulgadas de Par ís , porque el cuerpo andarla es
te espacio con movimiento uniforme en un segundo 
(401) en virtud de dicha velocidad adquirida. 

C O R O L A R I O I I . 

- 408. Y siendo (405) las velocidades proporciona
les con los tiempos, los espacios que andaría un cuer
po con movimiento uniforme en un segundo en v i r 
tud de las velocidades adquiridas en su descenso por 
'la vertical en dos, tres, &c. segundos, serán duplos, 



C323 ) 

triplos, &c* de 30 pies y dos pulgadas de París. 

P R O P O S I C I O N X I V . 

409. En la suposición del movimiento uniforme-* 
mente acelerado de un cuerpo determinar el espacio 
que correrá el mismo cuerpo al fin de qualquier tiempo 
dado desde el principio de su movimiento, como tam-
bien la velocidad que tendrá al fin de dicho espacio. 

I o . Nómbrense, S el espacio corrido por dicho 
cuerpo, y la velocidad que. tiene al fin del mismo es
pacio , y T el tiempo que gasta para andarlo. Siendo4 
por la suposición del movimiento uniformemente ace-

I T 
lerado f proporcional con T , se supondrá —; 

y hecha T = n , será V =.1 \ l u ^ o / será aque
lla velocidad que tiene el cuerpo adquirida al fin del 
tiempo n en dicha suposición; pero en qualquiera mo- . 

vimiento acelerado es ( 392) V I ^ ^ L : luego será 

en el movimiento propuesto — == por consiguien^ 

t e . T d T = é integrando será T a = - ~ X 

de donde S = — Q u e es lo primero, 

^ 2o. Si en la fórmula 1^= ~ i se substituye el 



(324 ) 

valor de dT dado por la equacion /^s= — diferen-
n 

ciada., se hallará ser P"2 = 2 ¡ S , de donde resulta 
V s ^ f a l S . Que es & c 
c C O R O L A R I O I . 

410. Si se supone n igual á un segundo , se ten
drán las equaciones V z=i falS , y S ~ \ I T * , de 

donde S •=-V—i, y T sz- en cuyas expresiones es 

/ igual á 32 pies (407). 

C O R O L A R I O I I . 

411. Siendo por lo demostrado (409) igual á 

i l S , y -5'== ̂  de donde r a = ^ - X ^ , la escala 

délas velocidades será una Parábola Apoloniana que tie
ne su parámetro == 2 / , y la escala de los tiempos será 

una Parábola que tiene su parámetro s= y 

E X E M P L O L 

412. Si se dexa caer libremente un cuerpo qüe 
está en quietud; se pide determinar el espacio que 
andará en seis segundos. 

En la fórmula *y c= J / r a (41 o), háganse las subs-



( 3 ^ 5 ) 
tituclones / = » 3 2 pies, y T = 6 ( sup . ) ; Y resultará 
que el espacio que se busca, esto es, ^ a= 576 pies. 

E X E M P L O I I . 

413. En la referida suposición, se pide determi
nar el tiempo que gastará un cuerpo para andar 400 
pies. 

En la fórmula (410) T s z háganse las subs

tituciones / = 32 píes, y S =1400; y resultará que 

el tiempo que se busca, esto es, r = s segundos. 

E X E M P L O I I I . 
414. En la referida suposición, se pide determi

nar el espacio que deberá correr un cuerpo, para que 
tenga la velocidad dada de 96 pies, correspondiendo es
te espacio al que correrla el cuerpo con movimiento 
uniforme en un segundo con dicha velocidad dada. 

y* 

En la fórmula ~ (410) háganse las substi

tuciones i^ss 96 , / = 32; y resultará que el espacio 

que se busca, esto es, = 144 pies. 
415. Se añaden las dos tablas siguientes fundadas 

en los principios expuestos (406. 405, 407.), por sef 
útiles en la práctica. 



T A B L A I . 

i Tiempos 
\ de los des

eemos. ' 

I segundos. 

Espacios 
corridos. 

pies.pulg. 

I 

3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 
I O 

n 
12 

l 6 

• l 8 
19 
20 

15 I 

6a , 4 

9 
241 4 
s r r 
S43 
739 
9% 

1221 
1508 
1825 
21^2 
2549 
2956 

3393 
3861 4 

4359 
4887 

5445 
6033 

1 
o 
1 
4 
9 
4 
1 
o 
1 

4 
9 

Tiempos 
délos des

censos. 

segundos 

Espacios 
corridos. 

pies.pulg. 

21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 

SO 
31 
32 
33 
34 
3S: 
36 

37 
38 
39 
40. 

6651 9 

730o 4 
7979 1 
8688 o 
9427 1 

10196 4 
10995 9 
11825 4 
12685; 1 

I3575 0 
I449S 1 
15445 4 
16425 9 

I743^ 
18477 
19548 
20649 
21780 
22941 

24133; 4 

Tiempos 
de los des

censos. 
Espacios 
corridos. 

segundos, pies.pulg. 

4r 
42 
43 
44 
45: 
46 

4 r 
48 

49 
so 
51 
52 
53 
54 
5^ 
56 

57 
.58 
59 
60 

25355 
26607 
2788^ 
29201 4 

30543 9 
3,1916 4 

333I9 1, 
34752 oj 
36215 1: 
37708 4 

392ai 9 
40785 4! 
42369 1 

43983 o 
45626 1 

473o1 4 
49005 9 
50740 4 
52505 1 
54300 o 



T A B L A I I . 

ir Tiempos] Espacios 
quegasta.corridos uni-
unquerpo 
para ad
quirir ca
da veloci

dad. 

formemente 
en un segun
do en virtud 
de la veloci
dad adquiri-' 

da. 

segundos] pies. pulg. 

I 

2 

3 
4 
S 
6 

7 

30 
60 
90 

120 

211 
8 241 
9 271 

10 301 

11 331 
12 362 
13 392 
14 422 
15 452 

2 
4 
6 
8 

150 10 
181 o 

2 
4 
6 
8 

10 
o 
2 

4 
6 
8 16 482 

17 512 10 
18 543 o 

20 603 4 

Tiempos 
que gasta 
un cuerpo 
para ad
quirir ca
da veloci 

dad. 

Espacios 
corridos uni
formemente 
en un segun
do en virtud 
de la veloci
dad adquiri

da. 

segundos pies. pulg. 

21 633 6 
22 663 8 
23 693 I O 

24 724 O 

2$ 7S4 2 
26 784 4 
27 814 6 
28 844 8 
29 874 10 
30 905 o 
31 93S 2 
32 96S 4 
33 995 6 
34 i025 8 
35 1055 10 
36 1086 o 
37 1116 2 
38 1146 4 

39 I I 7 6 6 
40 1206 8 

Tiempos 
que gasta 
un cuerpo 
para ad
quirir ca 
ddveloci-

dad. 

segundos 

Espacios, 
corridos uni
formemente 
en un segun
do en virtud 
de la veloci
dad adquiri

da. 

n 

pies. pulg. 

41 1236 ÍO 
42 1267 o 

43 I297 2 
44 i327 4 
45 1357 6 
46 1387 8 
47 1417 10 
48 1448 o 
49 1478 2 
50 igo8 4 

51 ÍSŜ  6 
52 1568 8 
53 iS98 10 
54 1629 o 
55 1659 2 
56 1689 4 

57 6 
58 1749 8 

59 1779 10 
60 1810 o 

=3 



(32S) 

Del Movimiento rectilíneo de los cuerpos, á 
quienes están aplicadas potencias constantes, 

P R O P O S I C I O N X V . 

416. Si las velocidades adquiridas por los cuer

pos i? y ^ en iguales tiempos son entre sí como 

a j j , esto es, en razón compuesta de la directa de 

las potencias constantes p y P aplicadas á los mis
mos cuerpos, y de la inversa de sus masas m y 31; 
serán los espacios s y S corridos desde el principio 
del movimiento en los tiempos t y T en. razón com
puesta de la directa de las potencias, de la directa 
de los quadrados de los tiempos, y de la inversa de 
las masas, y además serán las velocidades v y V ad
quiridas al fin de dichos espacios en razón compues
ta de la directa de las potencias, de la directa de 
los tiempos, y de la inversa de las masas5 esto es, 

s i S c ^ ^ i - l f , y v - . V ~ . Fig . 188. 

I O . Supóngase que los cuerpos B y J 4 han cor
rido los espacios B v y A W en un mismo tiempo 
y será (sup.) la velocidad del cuerpo i? en v á la 

p P 
del cuerpo A en W como — á ^ ; pero por ser 
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constante la potencia P aplicada al cuerpo A , es 
(405) la velocidad de él en W á la velocidad en 
como t i T : luego será la velocidad del cuerpo B en 
v á la del cuerpo ^ en en la razón compuesta 
de la directa de las potencias, de la directa de los 
tiempos, y de la inversa de las masas, esto es r v: 

P^ess Que es lo segundo. 

2o. Se ha dicho antes que es la velocidad del 

cuerpo B env á la del cuerpo ¿% en W como á — : 

pero Mamado el espacio corrido s í l V = S \ son (391) 

dichas velocidades como —- á -V ó como ds á dS'i 
m dt 

luego será ds: d S ' ¿~ :-~ ; por consiguiente siS* 
m m 

== : - • pero ( 405 ) : ^ == ía : r a : luego será 

s á S en razón compuesta de la directa de las po
tencias , de la directa de los quadrados de los tiemr-
p o s y de la inversa de las. masas; esto es, x : ̂ 5' s=s-

Que es &G. 
m M 

C O R O L A R Í O L 

. 417. Se infiere que si dos cuerpos son animados-
por potencias constantes proporcionales con las ma-

tt 
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sas de los mismos cuerpos; estos correrán espacios 
iguales en tiempos iguales: y al contrario., 

C O R O L A R I O l í 

41B. También se infiere que si dos cuerpos son 
animados por potencias constantes ^ y tienen las mar 
sas iguales; dichos cuerpos correrán espacios propor
cionales con las mismas potencias en tiempos igua
les : y al contrario. 

E X P E R I E N C I A I . 

419. S! en el Recipiente de la Máquina pneumáti
ca extraído el ayre se dexan caer desde una misma 
altura qualesquiera cuerpos que tie nen masas desigua-

, les ; se observará que llegan á la platina en un mis
mo tiempo. 

C O R O L A R I O . 
420. Se infiere que en todos los cuerpos serán las 

gravedades proporcionales con las masas: luego sien
do las potencias constantes como las masas de los 
cuerpos, éstos correrán espacios iguales en tiempos 
iguales. 

E X P E R I E N C I A I I . 

42-1. Si en los planos inclinados A B y D F {Fig . 
189) se toman los espacios A N y D M proporcio-
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nales con las potencias constantes que animan á los 
cuerpos iguales A y T) según las direcciones de d i 
chos planos, y se dexan caer libremente dichos cuer
pos desde los puntos A y D; observará que cor
ren los espacios A N y Z) M- en iguales tiempos. 

C O R O L A R I O . 

422. Se infiere que si dos cuerpos tienen masas 
iguales, y están animados por potencias constantes; 
los espacios corridos por. dichos cuerpos en tiempos 
iguales serán proporcionales con las mismas potencias. 

P R O P O S I C I O N X V I . 

423. Si las . masas m y M de dos cuerpos son ani
madas por las potencias constantes p y P ; serán los 
espacios CT> y A H corridos por los mismos cuerpos 

en los tiempos desiguales t y T como ~ á y ade

más serán las velocidades v y V adquiridas al fin 
pt \ PT 

de dichos tiempos como — a —. Fig, 190. 191. 

I o . Nómbrense los espacios CD=s,y AHs=S, 
Supóngase que los cuerpos m y M han andado {F¿g, 

• 190.) los espacios CD y AB en un mismo tiempo í , y 
que el cuerpo m'=m corre el espacio E F en el tiem
po í , y está animado con una potencia P', de suer-



(332) 

te que sea P;: P = m' : M , 6 bien = ^ ; por con

siguiente (420) será AB z=zEF,Y porque los cuerpos 

iguales m y m1 corren en tiempos iguales los espacios 

CD y E F , será (422) piP' — C D i E F Ó bien AB; 
y substituyendo el valor de P ' , se tendrá ¿7 : ~ = s 

CT>:AB, ó bien : — r=zs\AB', pero (405) r 2 : 
• 

i 1 = AB\ S : luego será (A) ̂ - : ^ = : s : S . Que 

es lo primero. 
2o. Descríbanse las Parábolas CiV y y£F (F/^. 191) 

cerca de los exes CD y AH\ y representando 
y A H los espacios corridos por los cuerpos m y M 
con potencias constantes, expresarán (396) las orde
nadas D N j H F los tiempos en que dichos espa
cios se corrieron. Considérense las ordenadas dn y 
^ / infinitamente próximas á las D N y H F , y Nr 
y Fo paralelas á los respectivos exes de dichas Pa
rábolas; y será (391) la velocidad deL cuerpo m en 

D á la del cuerpo M en H como — á -p*; pero 
nr J0 

(111. 257) la subtangente D K es igual á , y 

D K = 2 C D ( I I I . 264.), de donde ^ r = ^ , y por 
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la misma razón - - = » : luego será la velocidad 

del cuerpo en D i la, del cuerpo M en H como 
z C D 2 A H , \ , • 
D N '' F H ' Pero se "a demostrado en el caso an-

— • 

tenor C D : A B = ^ ; y son D N ^ t , H F 

SSÍ-T-: luego será la velocidad del cuerpo m en D á 

la del cuerpo iíf en , ó bien f B ) v : ^ = ^ : ~ . 

Que es & c 
C O R O L A R I O 1. 

' . j pt PT , mv* M V * pi* A2A, Siendo v : / / = ^1- ; — , será — ; — c = 

pr* P T * 

; pero (423) ^ = ; luego será 

C O R O L A R I O I L 

425. Asimismo siendo v \ V ^ ~ será 

C O R O L A R I O 111, 
PT* 

426. También por ser (423 ) x : ^ as= ~ : - ^ - , se 
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^ ^ ; P e= ^ : ^ , de donde resulta la razón que han 

de tener entre sí las potencias constantes aplica
das á las masas de los cuerpos, para que anden es
pacios dados en tiempos dados. 

C O R O L A R I O I V . 

427. Si el cuerpo A movido por su gravedad g 
(Fig. 192.) corre el espacio vertical C D z = s , y el 
cuerpo B en virtud de su gravedad G corre la lon
gitud E Í = s de un plano inclinado cuya altura E F 
•— H ; en las fórmulas anteriores A , C, D serán, 
la potencia p = ^ , la potencia P (con que el cuer
po B anda según la dirección del plano inclinado E I ) 

' MxCt 

qüarta proporcional de H y G , esto es, P ^r-, 

y finalmente m : M r = i g : G : luego se tendrán las pro-

porciones, s : S — ^ — , v . v = • t\ —¿r , s : S 

g= : , y t : T =zv: J~jjr , -de donde resulta ser 

C O R O L A R I O V. 

428. Y si los cuerpos A y B animados por sus 
tespectivas gravedades g J G corren las longitudes 
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,(Fig. 193.) C D x s s , y E I = S de los planos i n 
clinados que tienen las alturas C I { = ¿ , y E F = : H ; 

hechas las substituciones p , p 5= H><Gi Y fai M 
* s S 

s=:g'.G Qñ las referidas fórmulas ^ f , i ? , C , B , se 

tendrán las proporciones s: S = : H?X1 , v : 

de donde resulta ser s* : S * bt13". H T * , y v* : 

C O R O L A R I O V I . 

429. Luego si dos qualesquiera planos inclinados 
tienen iguales alturas, las velocidades finales de los 
.cuerpos A y i?.en los puntos D y / serán iguales,. 
Siendo, pues, ^a ; V 1 ~— h : H , y h - = . H (sup.), se
rá ua = P*12,, y por consiguiente se tendrá vz=z.V* 

E X E M P L O L 

430. Supónganse, la altura vertical CD—300 pies, 
y la longitud E / del plano inclinado igual á 500 pies, 
y su altura E F z = z 250 pies; se pide determinar la 
razón del tiempo t que gasta un cuerpo para correr 
dicha altura CT> al tiempo T que gasta para correr 
la longitud E l de dicho plano inclinado. Fzg. 192. 

c» 
Siendo por lo demostrado (427) t* :T'1 =zs : 



t 33^) 

substituyendo será ía : ^ « = 3 0 0 i ^ — p —3 : io;pox 

.consiguiente se tendrá í : T m -/3 : - / I Q . 

E X E M P L O I L 

431. Supónganse, la altura vertical C2) r-r 250 
pies, y la longitud E l del plano inclinado igual á 
500 pies; se.pide determinar ía altura .EFde dicho 
plano, para que un cuerpo corra en igual tiempo la 
ireférida a l t u r a y la longitud de dicho plano. Ftg. 192, 

En la proporción demostrada (427 ) fa : T a = 

, háganse í 2= T , J r=s 250, S i=¿ 500;- y se tendrá 

^50 =s-Ü°J— ;-poí* consiguiente será H zn 1000 pies. 

E X E M P L O I í I . 

432. Supóngase que dos planos inclinados tienen 
iguales los ángulos de inclinación C D K y E I F se 
pide determinar la razón de los tiempos que gastan 
"los cuerpos, A y B para correr las longitudes CD y 
2?/ de dichos planos. Fig,. 193. 

Siendo pues el ángulo CDK = E T F , y el ángu
lo K=: F por rectos, se tendrá CK:Cn = E F : E I , 

qsto es, h H : S ; pero< s : S = - y : —— (428): 

luego será s i S s ^ í * : ! * ; por consiguiente t-.T&jSs-.^S 
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EXEMPLO IV. 
ñ'.ó' tvtüaolotoqo'íii h ^ W ñ j í t m í ééí m x% ~~~S$ v 

43 S' Se pide hallar la razón de: los . tiempos que 
gastará un cuerpo para correr qualesquiera cuerdas 
¿ Í C y A D tiradas por el extremo A del diámetro 
vertical ^f i? de un círculo. Fig, 194. 

Tírense las perpendiculares D i ^ y C E al diáme
tro A B del círculo propuesto; y serán A F y A E 
las alturas de dos planos inclinados que tienen las 
longitudes AT> y A C , Nómbrense A D = s, A C ^ S , 
A F ~ h , y A E = Siendo A D * - — B A % 
A F , y AC3- = B A y > A E , será A B 0 - : A C 1 rm 
B A y i A F - . B A x A E = A F ' . A E , e s t o es, j a : 
's^ — hxH-, pero es (428 ) .s ̂  : ^ a — : / / r a : 
luego será h : Hz^ibt" : HT0"^ por consiguiente t — T . 
La misma propiedad se demostrará respecto á qua
lesquiera cuerdas B I y i?ÍT tiradas desde el Otro ex
tremo B del referido diámetro vertical; de donde re
sulta que todas las cuerdas de un círculo tiradas des-
'de los extremos de sü diámetro vertical se correrán 
:en tiempos iguales. Es evidente que el diámetro verti
cal A B debe contarse en el número de dichas cuerdas. 

"TR: Ó P O S I C Í O N X V I I . 

434. Si los cuerpos M ym corren los espacios A B = á S 
y ah = / en los respectivos tiempos T y y coa-

YV 

-
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tinuando su movimiento corren los espacios ^ 
y ^ r r = en los tiempos T ' y t' proporcionales con 
los primeros; hallar la razón de los tiempos T ' y t* 
á las velocidades WP f ^ ' adquiridas ál fin de los es
pacios B R y h r , y la. razón de estos espacios á las 
velocidades / ^ ' y v1. Fig* 195. 
*TJ I O . l l ámense V -y v lás respectivas velocidades 
de las masas M y m en los puntos B y h. Consta 

(425) ser f M ^ M § ^ ^ > ^ S ^ ) \ y 

j ^ - p - ; Pe^o (sup.) r : ^ = r : í ' , e invir-

'tiendo t i t ^ f i T ' i luego será = — 

^Que es, lo/primero., , . . j 
. 2°. . Siendo(supO ^̂ V '̂— -̂̂  será también 
^ = T - h r / : Th y ( t + t ' f : t\ = { T + T ' f : r a r pero 
(405) :̂̂ =(V-K')a : í a , y A R i A B = { T + r f :Ta; 

,luego se tendrá a r 1 ab A R \ A B % y ab-. A B 
«= h r v B K , esto es, j : J1 == ; pero ( 424 ) Jffe/: 

SArS — P ' y tarnbien ^ - ^ ^ — • * 
•íifcbiv..^ ¿sémti OÍQÍT. - % t r inco i d^ í c ¡n-* 

«El: luego será ¿ k f ^ ¿ ± í £ > : ™1IZ¿*I2D. 
Que es &Q. 

C O R O L A R I O . 
435, Luego en el raovímieato de un cuerpo ani-
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mado por una potencia constante se tendrán , t[ pro-

porcional con y íf proporcional con —»—y1 

y suponiendo s' infinitésimo, esto es sf — ds , serán 
, . • m d v • j • " n . , 2mvdv 

dt proporcional con - y - , y proporcional con——* 

en cuyas expresiones.se dará el signo positivo ó ne
gativo á la, dv i según sea el movimiento acelerado 
ó retardado» 

-Del Mavímienta de los cuerpos, á quienes están 
. aplicadas potencias variables* 

P R O P O S I C I O N X V 11 T. 

. 436. Si el cuerpo J^f animado^ por una potencia 
variable P corre el espacia A B determinar en qual-
'quíera punto Q de dicho espacio las- razones, del es-̂  
pació A Q á la. velocidad, que tiene el cuerpo al fia 
del mismo espacio, y del tiempo en qué lo corre á. 
la velocidad. r i ^ / ^ 196.. , 

Nómbrense, el espacio. A Q — S % T el tiempo en 
que el cuerpo 3T corre dicho espacio, y la velo
cidad adquirida, al fin del mismo espacio. Conside
rando Qyf infinitésimo,. será constante la potencia P 
por dicho espaciopor consiguiente serán (435) d S 

proporcional con ± - ^ 5 — % y proporcional coa 

http://expresiones.se
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• - rn- h :,:ü :h :̂:- •••• • ; ibnMoq mu tocr obsífl 

^ ^ " r luego serán , ± proporcional coa 7^% 

Y úz^ffi-- proporcional con Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

437. Se infiere que dado el valor de la potencia 
variable P por el espacio corrido S , la integral de 
la expresión P d S ' . i M t ^ d y dará una ley del mo
vimiento en el caso propuesto, y de ella se podrán 
determinar geométricamente todas las demás. Dígase 
lo mismo respecto á la expresión P d T i M d J ^ en el 
caso de estar dada la potencia P por el tiempo T1, 
cuyo caso rara vez acontece. En lo sucesivo se es
cribirán las referidas fórmulas con el signo de igual-
dad para comodidad del cálculo, esto es, i M l ^ d l ^ 

PdS, M d V = P d T , V * ^ = í ^ í , co-

mo también ^ a , , P = ^ , si se tra

ta de potencias constantes. En el caso del movimien

to retardado se dará el signo negativo á la d f ea 

dichas fórmulas. 
E S C O L I O L 

438. Si se quiere determinar la razón de P d s á 
i M f d y , se usará del método siguiente. Supóngase 
¡ P d S ^ M F ' d l ^ : luego ea qualquiera otro sistema de 



potencias será también / p i ^ ^ m ^ í / t ; . Asimismo su
póngase que el sistema ¡ P d S = M V d V es el en que 
Zas potencias son proporcionales con las masas; por 

nclS 
consiguiente setá .1 d S = f ; pero (392) /7' = — j , : 

luego será I d T = n d l / ' , é integrando se tendrá I T 
c = « / ^ = ! L | ^ ; por consiguiente I T d T = n11 d S ; é i n 

tegrando será IT"1 -rriin'1 S \ luego supuesto T ^ n 
se tendrá / = 2 ^ . Hágase /—2/?, y será k el es

pacio (401) que corre un cuerpo terrestre en el tiem

po n que se establece ser un segundo. Por tanto en 

qualquiera sistema de potencias será i k p d s =s mvdv^ 
si el movimiento del cuerpo es acelerado, y si es re

tardado , se tendrá 2kpds =z i — mvdv. Ahora si se 
substituye el valor de = — en las fórmulas ante
riores, se tendrán las i k p d t — mndv^y 2kpdt=m 
~~mndv. En dichas fórmulas 2 ^ ^ x = r h y 
zkpdt *•= ztiinndv expresan, m el peso del cuerpo 
terrestre que contiene la misma cantidad de materia 
que se halla en el cuerpo movido, p el peso de un cuer
po terrestre que hace equilibrio con la potencia, k 
el espacio que qualquiera peso p anda en el tiempo n 
que se establece ser un segundo. Finalmente si se p i 
de determinar la fórmula que compará el tiempo con 
el espacio, intégrese la fórmula 2kpds zzz mvdv ; y 
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se tendrá ^ X S . p d s ^ v * : luego. v = * ^ f \ 

pero: luego será ^ ; ; de don-» 

de resulta ser dt=s. 2 V ^ ^ ^ Si la potencia j? es. 

constante, se tendrá J¿-=a • 7suponiendo lá 

integral de esta expresión igual á cero, mientras que. 

sea x = í?, se tendrá ¿- = ^ ^ ^ , de donde resulta. 

E S C O L I O I I . 

439^ Adviértase que las referidas fórmulas ikpcTs-
• fe mvdv r 2kpdt =5: w « ^ na tienéa 1 ugar, siempre 
que se trata del movimiento inicial del cuerpo. En 
este caso se podrá considerar constante la potencia 
finita por el espacio d& en el tiempo infinitésimo dti 
luego valdrán las, fórmulas pertenecientes á la poten
cia constante , esto es%2kps = . ± m v ' 2 , 2kpt = mnVy 
con tal que en ellas se substituyan, ¿¿x en lugar de J- , 
dv en lugar de v , y dt en lugar de t'r por consi
guiente en el referido caso del movimiento iniciat 
serán 2kpds =¿%mdv'z % y 2kpdtz=z.mndv*< 
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P R O P O S I C I O N X I X . 

, 440. Si el centro C de la potencia atrae al cuerpo 
M en la razón de su distancia á dicho centro; de
terminar la razón del espacio corrido *4Q á la ve
locidad que el cuerpo tiene al fin del mismo espacio, 
como también la razón de dicho espacio-al tiempo 
que gasta el cuerpo para andarlo. Fig, 197. 

Io. Llámense, m la masa del cuerpo M , A Q = 
t el tiempo en que el cuerpo corre el espacio ^Q-, 
v la Velocidad del cuerpo en jQ, y V*4±=k'a; y será 
C Q ó bien a — s como la potencia p por ser ésta 
-proporcional con la distancia del céntro C al cuerpo; 

fpero (437) v0, = ^ ^ - : luego substituyendo el valor 

de p , será v ^ = — * ; é integrando se tendrá 

v =• —nm -^ de donde v = — 7 — ^ • Ahora hacien* 

do centro en C con el intervalo C A descríbase el se
micírculo A N B ^ y en el punto Q levántese Ja perT 
pendicular Q N sobre el diámetro A B , la que será 
-proporcional con la velocidad del cuerpo., en eLpum-
to Q , mientras el mismo cuerpo ha corrido el espar
ció A Q . Que es lo primero. 

a0. Siendo v ^ j ^ ( 391 ) > será ¿ ^ 5 = -^ ; pero 
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VvffínlD por lo demostrado eu el easo anterior: 

luego será J? = r m X ^ ; é integrandó se 

tendrá t ^ l ^ i m X ^ . — Í L ~ ^ de donde resulta que 

el tiempo gastadt» por el cuerpo en correr el espa
cio ^ j Q será proporcional con el ángulo A C N . Que 
es &c, 

C O R O L A R I O I . 
tÜ üi'''Mlf|?,3''ri OTICO OrriS2^ iC'- í f ív ;eií|rrr3:i'r;iÍ3;:^ 

441. : Si el cuerpo Víf empieza su movimiento des
de el punto úf\ y la potencia que le anima es tam
bién proporcional con la distancia del cuerpo al cen* 
tro C ; descrito con el radio aC el semicírculo anh* 
será la velocidad adquirida por el mismo cuerpo en 
el punto jQ proporcional con lá ordenada Qn ¡ y ade
más será el tiempo que gasta el cuerpo M en cor
rer el espacio aQ proporcional con el ángulo Q C n : 
luego será la velocidád adquirida al fin del espacio 
J i Q á la adquirida al fin del espacio qQ como Q N 
é Q n , y además será el tiempo que gasta el cuerpo 
M en correr el espacio A Q al tiempo que gasta en 
•correr el espacio aQ como el ángulo j Q C i ^ al án
gulo Q C n . : 

C O R O L A R I O I I . 
442, Luego el cuerpo M llegará al centro C en 
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igual tiempo, ya sea que empiece su movimiento des
de el punto A , ó ya desd^ el punto a, 

E S C O L I O . 

443. Si se quiere hacer uso de la fórmula i k p d s 
e=smvdv (438); se procederá del modo siguiente 
Nómbrense , C A = z a , y P la potencia que atrae al 
cuerpo á la distancia dada C E — b \ y será P i p — b ; 

~á~~s, y por consiguiente p ~ : luego substi^ 

luyendo el valor de p en la referida fórmula, se ten

drá 2*Px(^r—r?*l} = m v ( l v ; é integrando en la supo-

sicion de ser s = o quando ^ = 0, será ( A ) 2kP ^ 

(2as — j a ) = & mv* : luego será v === - ~ — v 

f / { ia s~~ j , a ) . Por tanto si es //2^P = / ^ w , la cir
cunferencia i V 5 será la escala de las velocidades; 
y si dichas cantidades son desiguales, se tendrá que 
Ja dicha escala será la curvatura de una Elipse que tie
ne sus semiexes en la razón de f b m á í ^ i k P . Si se 
tiene otro cuerpo con su masa = i ^ / , que se mueva 
con la dicha ley de las potencias, pero que á la dis
tancia C E = i> la potencia P7 sea distinta de la re
ferida potencia P ; se tendrá 2kPrX(2asf ~~ s's') 
~ bMv'v' 1 cuya fórmula comparada con la A da-
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t i U razón del movimiento del cuerpo m á el del 

cuerpo M. S i ^ é s ' í ^ y , será p ^ -j&pji de dondé 

resulta ser = — : — . Y sí z;a=s^, se tendrá 

].> a ü p i i i b f i - j i t ^ s í T ^ s ^ K O ' , ^£.-;-,f.d»i-;;> 1 
Para la determinación de los tiempos consta (392) 

ser dt = — i pero v** ^ ^ X ^ l ^ s — s lue-

«go será ^ ^ ^ ^ g ^ — ; ^ integrando será 

( Í I I . 11S ) f = ^ ' ' ^ . X " Í nombrando u el arco 

A M cuyo Seno verso sss s, En él movimiento de otro 

cuerpo ^f» será t* = ' lueS0 será ^ 

r = r ^ 0 X ^ - S Í f será ^ 

X ^ i donde resulta ser «: ^ = — : Y 

t i se supone será f : ^ = ^ : Siendo 

por lo demostrado ¿s== ^ - ^ - X « , será « á f como 

a f i k P á uf^bm $ ó bien en razón compuesta de 
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m y de a á u. Ahora si se supone que el 

cuerpo m haya llegado al centro C , es evidente que 
la razón de a al quadrante será la misma, qualquie-. 
ra que sea el radio C^ f , esto es, el espacio que ha 
corrido el cuerpo m desde el principio -del movimien
to: y en dicha suposición si es o-k-.b = m:P, ó bien 
Q.kP — bm, szi i n á t como el radio al quadrante; 
por consiguiente suponiendo un mismo cuerpo y una 
misma escala de las potencias, dicho cuerpo llegará 
al centro C en igual tiempo , qualquiera que sea el 
puntó de donde empieza su movimiento. 

Del Movimiento de los cuenpoŝ  en los que ac~ 
túa la potencia de los el astros ó muelles ̂  que 

median entre los mismos cuerpos. 

44.4. Se supone que en qualquiera serie ¿4 de elas-
tros son los mismos elastros R S , S D r D E , &c . 
iguales entre s í , é inmateriales, y que abriéndose ó 
cerrándose los mismos elastros , los ángulos R S D ^ 
V E F , &c . que resultan , son también iguales, aun
que se coloque un apoyo en uno de los extremos K 
de dicha serie. F ig , 198. J 

G O R O L A R I O , 

445. Luego si se dan dos series de elastros A y B 
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perfectamente iguales, pero compuestos de un núme
ro desigual de elastros , y si en el un extremo de d i 
chas series se colocan los apoyos i1 y ; abriéndose 
ó cerrándose dichos elastros , será el espacio R K al 
espacio rn como el número de los elastros de la se
rie A á él de la serie 5 , y la potencia de los elas
tros en el extremo K será igual á la potencia de los 
elastros en el extremo « , de suerte que las masas M 
y m aplicadas en dichos extremos serán impelidas 
por iguales potencias, sucediendo lo mismo con las 
potencias, que impelen las masas M y m aplicadas 
en los extremos y de qualquiera serie C de los 
referidos elastros. 

P R O P O S I C I O N X X . 

446. Si se dan dos series de elastros A y B per-
féctamente iguales, pero compuestos de un número 
desigual de elastros, y si en el un extremo de dichas 
series se colocan los apoyos T y f , y en el otro extre
mo las masas M y m \ abiertos los elastros A y B% 
determinar la razón de las velocidades de los cuer-
M y m, como también la de los tiempos en que d i 
chos cuerpos corren los espacios L G y /^- propor
cionales con los números iV" y n de los elastros A y 
B , Fig, 199. 

I o . Nómbrense, V la velocidad del cuerpo M% 
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v la del cuerpo m, L G = S , y ¡ g = s. Siendo (445) 
la potencia aplicada á la masa M igual á la poten
cia aplicada á la masa será P=sp en las fórmu
las (437) S . P d S s s M r * , y S.pds — mv'1', vzvo 

siendo (sup.) S i s — N i n , es d S = z r̂ —, : luego se 

tendrán las equaciones ^ XS.pdssss M y ^ V * , y 

S , p d s ^ m v 0 , % por consiguiente será M V * m v % 
N 

B= — x S . p d s : S , p d s , de donde resulta ser Z7^; 

í;̂  = ^ : , y / ^ : v == ^ : ^?. Que es lo primero. 

«i0. Consta que es ( 391) F y ^ d T : v X d f = s d S : 

, y por consiguiente ^ T : i r =s» -- 1 pero por 

lo demostrado en el caso anterior es Viv t ss , ^ - í : 

y ^ = — : luego SQVÍ d T i d t i z ' P W M 

/ ^ » 2 ; por consiguiente será T : t — j r N M - , jf^n m. 
Que es & c . 

P R O P O S I C I O N XXI* r a 

447. Si se dan dos series de elastros A y B per*' 
fectamente iguales, pero es la fuerza de los elastros 
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á la de B como R á r , y si en el un extremo de 

dichas series se colocan los apoyos T y í , y en el otro 
extremo las masas M y m; abiertos los elastros 
y i ? , determinar la razón de las velocidades, y la 
de los tiempos, en que las masas M y m corren 
los espacios Z G " y ¡g en cuya posición queden d i 
chos elastros igualmente abiertos, Fíg, 200, 

I O . Nómbrense, F ' la velocidad del cuerpo Tfcf, 
v la del cuerpo L G = S1, y I g ^ s , Siendo pues 
la fuerza de los elastros A á la de los elastros 5 co
mo R i r7 serán R p y rp las respectivas potencias 
aplicadas i las ifcasas . M y m : luego se tendrán las, 
equaciones (437) R X ^ - p d S M F % , r X S - p d s 
5=1 mv?, Y. por ser los elastros A y B perfecta
mente iguales en los puntos G y g , como también 
en los puntos L y / , son C G — cg, y C L = cl \ y 
de consiguiente LGz=z l g , ó bien S — s: luego se-, 
rá M F ^ — R K S - p d s , y mv* ^ i r X S . p d s p o t 
consiguiente MF"2 : mtv a r r : i¿ X pd* : ^ X ^ P 

= : r , de donde resulta ser V : v = . : ~ í 

Que es lo primero, 
2o. Consta que es ( 3 9 1 ) V ^ d T \ v % d t = d S \ 

ds\ pero S z=z s por lo demostrado en el caso ante

r ior : luego, será V % dT?= ¿1 x , y por consiguien

te dTidfsss Ú ; —: pero Vvvz=- : por ló 
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demostrado en dicho caso: luego será dT: dt = 

por consiguiente T : t m í"-©' : Vi". Que es &c. 

P R O P O S I C I O N X X I I 

449. Si es el número de los elastros ^ á el de i? 
como N i n, y si además es la fuerza de los elas
tros á ]a de los elastros É como R á r ; abiertos 
los elastros A y B que tienen los apoyos en T y 
determinar la razón de las velocidades, y la de los 
tiempos, en que los cuerpos M y m corren los espa
cios L G y ¡ g , en cuya posición queden dichos elas
tros igualmente abiertos. Fig . 199. 

Io. Nómbrense, la velocidad del cuerpo M , 
y v la del cuerpo m. Siendo pues la fuerza de los 
elastros á la de 5 como R á r i serán R p y rp 
las respectivas potencias aplicadas á las masas M y 
m: y por ser el número de los elastros A á él de los 
elastros B como ÍNT á n , llamado N)>(,s el espacio 
L G será ns éi espacio I g : luego se tendrán las equa-
ciones {$27) RNy>S.pds*=fMr*', y r n ^ S . p d s 
s= wya ; por consiguiente MP"11 mv* == N R X 
S.pds: rn X S.pds í = R N : r n , de donde resulta ser 

^ : ^ t t = "tr- : — , y t > = : 7̂—. Que es 

lo primero. 
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Consta que es (391) P r % d T \ v % d t ' = N % 

ds\n%dsz=sN'.n, y Por consiguiente será dTi dtss* 

?L .\ pero, jjor: lo 'demostrado en el caso anterior 
v 

^ , Y por consiguiente T : t = ^ - : f g : . Que 

es &c. 
P R O P O S I C I O N X X I I L 

í • • -
449. Si al un extremo de una serie ¿4 de elastnté 

se aplica la masa M , y al otro extremo la masa wJ; 
abiertos los elastros, determinar la razón de las ve
locidades de los cuerpos M y m al fin de los espá-
cios L G y Ig corridos en tiempos iguales, y la ra
zan de los mismos espacios. F¿g. 20 r. 
: I o , Consta que es (437) MdVz=z P d T , y mdv 
*~pdt; pero (sup.) F m í , y la potencia P aplica
da á la masa iíf igual (445) á la potencia^? aplicada á la 
masa m : luego stxi Mdl^^rzpdir^y mdus^pdf; pot 
consiguiente se tendrá MdJS = m d u , y MJ^z=zm% 

de donde resulta ser V ' . v ^=1 ~r : . 1 . Que es lo 

primero, 

2o. Siendo por lo demostrado (437) P ^ r s i i í / X 
V d V , y pdszsziXmvdv, y además p = P por lo 



(353) 

dicho en el caso anterior, será d S : dsss dy-, 

mvdv ; pero M d f = mdv, y = ~ : -^-, por 

lo demostrado en el caso anterior: luego será d S i 
i 1 1 . . „ i i ^ tíj =z ~ : — : por consiguiente S :s = s ~ : — . vjue 

es &c. 
C O R O L A R I O . 

450. Se infiere que, dividido el espacio Z / en la 
razón inversa de las masas M y m, ó bien hallado 
el punto K centro de la gravedad de las mismas ma
sas , quedará dicho punto K en equilibrio, mientras 
los elasífos se mueven de una y otra parte. 

P R O P O S I C I O N X X I V . 

451. Si las masas M y m van á cerrar la serie 
de los elastros i? á un mismo tiempo con las veloci
dades recíprocamente proporcionales con dichas ma
sas; determinar la razón de las velocidades, con que 
se moverán dichos cuerpos mientras cierran los mis
mos elastros, y también la razón de los espacios cor-
ndos en tiempos iguales. F¿g. 202. 

I o . Supóngase que lo^ spacios infinitésimos L ¿ 4 
y la se corren en igual tiempo. Llámense, L A s s * d S , 
l a = : d s , V la velocidad del cuerpo J f , y ^ la de 
m. Consta ser (437) MdV*=i P d T , y mdv z=zpdt\ pe-

yy 
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Jo (sup.) d T ~ d t , y (445) la potencia P aplicada á la 
masa i í / igual á la potencia p aplicada á la masa 
Juego será M d V =^mdv\ por consiguiente dVxdv 

s=j^: — , esto es, las velocidades, que pierden los 

cuerpos 31 y m en iguales tiempos infinitésimos, serán 
en la razón inversa de las masas de los mismos cuer
pos: luego las velocidades residuas tendrán entre sí 
la misma razón. Con el mismo raciocinio se demostra
rá que, corriendo los cuerpos M y m otros espacios 
en iguales tiempos infinitésimos, estarán sus veloci
dades residuas en la misma razón inversa de las ma
sas : luego las velocidades, con que se moverán los 
cuerpos M y m para cerrar los elastros, tendrán la 
razón inversa de las masas de los mismos cuerpos. 
Que es lo primero. 

2o. Consta ser (437) P d S = 2 M V d V , y pds 
sszimvdv'.y siendo P = p 1 se tendrá d S \ d s = M V d V i 

1 1 
tnvdv, pero : •y = — : — por lo demostrado en el 

caso anterior: luego será d S : ¿/j = ~ : ; por con-

. . . _ . 1 1 ^ 
siguiente S :s = j j i - ~ <)ue es &c. 
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C O R O L A R I O . 

452. Si se divide el espacio L l en IC en la ra
zón recíproca de las masas M y m\ el punto K que
dará en equilibrio» 
- . . 

P R O P O S I C I O N X X V . 

453. Si los cuerpos A y B que tienen el centro 
de la gravedad en C , cierran las series de los elas-
tros colocados en A F y B F con velocidades pro
porcionales á las mismas rectas ¿ 4 F y B F , y si son 
las fuerzas de los elástros como los lados F D y F E 
del paralelógramo D E ; digo que colocada una serie 
de elastros en con la fuerza F C , y cerrada d i 
cha serie por una masa C e s s A -±-B con velocidad 
proporcional con F(7, perderán los cuerpos C , B 
en el mismo tiempo velocidades proporcionales con 
¿ 4 F , CFñ ^ ^ mientras corren espacios proporcior 
nales con las mismas rectas A F , CFy B F * Fig , 203. 
ireftf'O Supóngase; que los elementos. A d , C e , B b 
son proporcionales con las respectivas rectas A F , 
P F ^ B F . Nómbrense , Z7̂  la velocidad de la masa A r 
v la de la masa ZT, y W la de la masa C ; y se ten
drá (437 ) ^ ™ z = ~ F-dV-, VevoA como C B , A a 

2 A 

proporcional con y ^ luego será — ^ pro-
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porcional con — d V . Con el mismo raciocinio se de-
mostrará ser -—^ proporcional con — Í/Z;, y ~ ^ pro
porcional c o n — d J V , por consiguiente serán, 
como — d y , B F como —dv ^ y C F como — dW\ 
luego las velocidades perdidas en los primeros elemen
tos A a , B b , Ce serán como las totales, y por con
siguiente las residuas tendrán la misma razón. Asimi s-
mo se demostrará que las velocidades perdidas en 
los segundos, terceros, &c. elementos son como las 
totales velocidades: luego las velocidades perdidas por 
ios cuerpos A , B , A - ^ - B en qualesquiera espacios 
proporcionales zon A F , B F , C F serán como las 
velocidades totales, ó bien como las mismas rectas 
A F , B F , C F , 
VA 2°. Nómbrense T , ¿ ̂  T* los tiempos en que los 
cuerpos A , B , C corren los respectivos elementos 

¿ t a , B b , C e : luego será (391) ^ s = y por con-
uí. 

^úí . - i - . 

siguiente ¿ / r = ~ ; pero es A a como -^JF1 ó bien 

como / ^ : luego será d T como —. Con el mismo ra

ciocinio se demostrará ser dt como ~ , y dT} co-
V 

w v 
mo ^ , : luego será d T - ^ d t ^ d T ^ y lo mismo se 
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demostrará ser en los segundos, terceros, &c. ele
mentos. Por tanto son iguales los tiempos, que los 
cuerpos A , B , C gastan para correr espacios pro
porcionales con A F , B F , C F . Que es 6cc. 

C O R O L A R I O . 

454. Luego las velocidades 4e los cuerpos B , 
C se extinguen en F á un mismo tiempo, y á las 
potencias de los elastros, que cierran los cuerpos A 
y B , equivale la potencia del elastro cerrado por el 
cuerpo C — A + B , 

P R O P O S I C I O N X X V I . 

455. Si se consideran en A F , B F , G F tres se
ries de elastros, y prolongada la recta GJPhasta en
contrar la A B en C , y formado el paralelógramo 
D E cerca, de la ¡diagonal F C \ son las fuerzas de 
dichos elastros como D F , E F , C F ¡ y si las masas 
G , A , B , que tienen el centro de la gravedad en 
F , se mueven con las respectivas velocidades G F , 
A F , B F \ digo que el punto F estará en equilibrio. 
Fig. 204. 

Siendo el punto F centro de la gravedad de las 
masas G , A , B , será el punto C centro de la gra
vedad de las masas A , B , Considérese colocada en 
C-F una serie de elastros, que tenga la fuerza C F , y 
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esté cerrada, por la masa C z = ^ - | - 5 con velocidad 
proporcional con C F , y dicha fuerza será equiva
lente á las fuerzas de los elastros cerrados por las 
masas ¿4 y B ; pero la serie de los elastros colocada 
en está cerrada por la masa G con velocidad 
proporcional con G F y siendo F C la fuerza de los 
mismos elastros ( sup. ) , y además C F : G F = G : C: 
luego ( 450 ) el punto F centro de gravedad de las 
masas G y C estará en equilibrio; por consiguiente 
siendo el punto F centro de la gravedad de las mar 
sas G , , B , y moviéndose éstas con las • re^pec^ 
tivas velocidades G F , ^ f F , B F , estará el punto F 
en equilibrio. Que es &c» 

E S C O L I O . 

456. La teórica de los elastros expuesta anterior^ 
mente suministra los principios aptos para determi
nar las leyes de la comunicación del movimiento en 
el choque de los cuerpos* Pues , si: dos cuerpos van 
á cerrar una serie de elastros con, velocidades recL 
procamente proporcionales con las masas;de los mis
mos cuerpos; el centro de la gravedad de.ellas que
dará en equilibrio (452)^ y los cuerpos en tiempos 
iguales perderán sus velocidades en la misma razón 
(451). Por tanto si los elastros no se restituyen á su 
primer estado, quedarán equilibrados dichos cuerpos 
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en el referido centro; lo qual conviene á los cuerpos 
duros, y á los blandos, cuyas partes se allegan en el 
choque sin volver á su primitivo estado. Y si los re
feridos elastros se restituyen á su primer estado, vol
verán igualmente á adquirir los cuerpos sus corres
pondientes velocidades (449) en direcciones contra
rias ; lo qual conviene á los cuerpos perfectamente 
elásticos, cuyas partes se allegan en el choque, y 
después del choque vuelven á tomar su primitivo es
tado. 

Del Movimienta de los cuerpos que- se chocan. 

P R O P O S I C I O N X X V I I . 

457. Si los cuerpos A y B blandos ó duros se 
mueven con movimiento uniforme según la misma d i 
rección A D 1 siendo la velocidad del primer cuerpo 
mayor que la del segundo, y si se dan las masas y 
las velocidades de dichos cuerpos antes del choque 
directo; determinar la velocidad con que se moverán 
después del choque. Fig, 205. 

Supóngase que los cuerpos A y B se encuentran 
en D ; y serán , ¿ 4 D la, velocidad del cuerpo A , y 
B D la, del cuerpo D , Exprésense las masas de losí 
cuerpos A y B pov A y B ; divídase la recta A B , 
de modo que sea. A : B s=s B C : C A ; y considérese. 
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que los cuerpos A y B andan sobre un plano COH 
direcciones opuestas , y con velocidades recíproca
mente proporcionales con sus masas, ó bien con las 
velocidades A C y C B , mientras que dicho plano 
anda desde A i D con la velocidad C D , Es eviden
te que los cuerpos A y B adquirirán las velocidades 
A D y B D , y que se chocarán luego que hayan lle
gado en D ; pero moviéndose los dichos cuerpos A 
y B sobre el referido plano con velocidades recípro
camente proporcionales con las masas de los propios 
cuerpos, en el choque quedan equilibrados (456): luego 
dichos cuerpos se moverán después del choque con 
la velocidad C D del referido plano. Nómbrense , y 
la velocidad A D del cuerpo ^ f , v la velocidad B D 
del cuerpo B , A C = y C B y sexá x : s = B : A : 
de donde x+y . j? ~=z B + A : A , y x i x + y ~ B i 

B + A : luego serán y = A ^ B , x = s ; por 

consiguiente se tendrá CZ? = : A D -~ A C zzz 

- ^ + 2 J = - 2 + S - - Q u e e s & c -

C O R O L A R I O I . 

458. Siendo C D — é l + l " , será A r + B v r z z 

í ^ + i ? ) X^v-P 1 por consiguiente la suma de las can* 
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tidades del movimiento de los cuerpos A y B antes 
del choque directo será igual á la cantidad del mo~ 
vimiento después del choque* 

C O R O L A R I O IT. 

4S9. Se infiere que el centro C de la gravedad de 
las masas A y B se mueve con la misma velocidad 
antes y después del choque de dichas masas. 

C O R O L A R I O I I I . 

450. Silos-tvtétposAy B blandos-^ dürWse-mtie» 
ven en direcciones contrarias con dichas velocidades i ^ " 
y -y;, se demostrará con el mismo raciocinio de la Pro
posición antecedente que la velocidad después del cño-

•tpk és igiíáLá ^ y ^ J ^ , de modo que en dicho caso 

tienen tómbien lugar los dos corolarios anteriores,, to
mando en eí pitimero de ellos la diferencia de las can
tidades del movim^nto de los cuerpos A y B , segua 
corresponde á las direcciones contrarias que tienen.. 

P R O P O S I C I O N X X V I I L 

461. Si los cuerpos A y B perfectamente eíásti-
. eos se mueven con movimiento uniforme según? la mis
ma dirección ^/),siendo la velocídád del primer cuer
po mayor que la del segundo, y si se dan las" masas 

zz 
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y velocidades de dichos cuerpos antes del choque d i 
recto; determinar la velocidad con que se moverán 
después del choque. Fig, 205. hh 

Supóngase que los cuerpos A y B perfectamen
te elásticos se encuentran en Z ) ; y supuestas también 
las denominaciones y preparación de la Proposición 
iartterior, andarán los mismos cuerpos sbbre el citado 
plano después del choque (456) en direcciones con
trarias con las velocidades C A y C B ; por consi
guiente será C D C A la velocidad del cuerpo A 
diespues del'choque ^ y CJQ H- C B será ilá velocidad 

"del cuerpo B después del-mismo choque; |)ero son 

por lo demostrado (457) CZ> — — 

7 C B = é ^ j É : luego será C D ~ C A ^ 

(A~B)*r+2Bv^ C D + C B ^ * - ^ ^ 1 ' . . Que es 

> , a C O R O L A R I O I . 

462. Se infiere que la cantidad del movimiento 

del cuerpo es ^ f ^ ^ f i ^ % y que la del cuer

po 5 es luego la suma de las can

tidades del movimiento de los cuerpos A y B será 



igual á y f / ^ + ^ - z ; ; por consiguiente la cantidad del 
movimiento de los cuerpos A yf É antes y después 
del choque será la misma. 

C O R O L A R I O 11. 

463. Siendo por lo demostrado (4^1) {4~B)*v±2Bv 

feu velocidad' del cuerpo A , y ( J - ^ ^ J i i T la del 

cuerpo 5 , la diferencia de las velocidades de los cuer-. 
pos A y B después del choque será V-i-/7": luego la 
diferencia de dichas velocidades antes y después del 
choque se conservará la misma. 

C O R O L A R I O I I I , 

464. También se infiere dé la Proposición ante
cedente que el centro de la gravedad de las masas A 
y B se mueve con la misma velocidad antes y después 
del choque. 

C O R O L A R I O I V . 

465. Asimismo la suma de los productos de cada 
masa multiplicada por el quadrado de su velocidad 
antes del choque es igual i una semejante suma des
pués del mismo choque, esto es r AF''1 -fr-.Bv'x 
A X { C D - C A ) * + B X { C D + C B ) * . 
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C O R O L A R I O V. 

466. Si los cuerpos A y B perfectamente elásti
cos se mueven en direcciones opuestas con las velo
cidades y ^ ; se demostrará con el mismo racio
cinio de la Proposición antecedente que la velocidad 

del cuerpo ^ es (•/4~~B)* v~~2Bv ? y qUe la del cues^ 

po 5 es 

P R O P O S I C I O N X X I X . 

467. Si los cuerpos A y B imperfectamente elás* 
ticos se mueven con movimiento uniforme según la 
misma dirección A D , siendo la velocidad del p r i 
mero mayor que la del segundo, y si se dan las ma
sas y velocidades de dichos cuerpos antes del choque 
directo, y la razón de las mismas velocidades con 
las que tienen después del choque; determinar las ve
locidades con que se moverán después del choque. 
Fig. 205. 

Supóngase que en los cuerpos A y B imperfec
tamente elásticos es la velocidad de cada uno de ellos 
después del choqué en I> á la antes del choque co
mo ;» á « ; y supuestas también las denominaciones 
y preparacioa de la Proposición X X V U , andarán los 
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mismos cuerpos sobre el citado plano en direcciones 

contrarias con las velocidades - * r - ~ , y después 

del choque; por consiguiente atendiendo al movimien
to de dicho plano, la velocidad total del cuerpo s í 

seiá C D y la del cuerpo B será C D + ^ f ? ; 

pero por lo demostrado (457) C D = - ^ - ^ B - , s í C 

""¿qra » 7 B C = A + B i : luego la velocidad 

total del cuerpo después del choque será igual á 

{nA~mB)><V+(in±n)><Bv ¿ velocidad del CUCrpO B 

después del mismo choque será te^É^Osfe^fe 

Que es & c 
C O R O L A R I O . 

468. Se infiere que la cantidad del movimiento 

del cuerpo ¿4 es C ^ > ^ 4 ^ | ± ^ ^ ) ^ . y que la 

cantidad del movimiento del cuerpo 5 es igual á 

fa^^^ . poj. consiguiente la canti

dad del movimiento de los cuerpos A y B antes y 

después del choque será ^ f ^ H h ^ ^ 
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P R O P O S I C I O N X X X . 

469. Si los cuerpos Z , A , B ya sean blandos ó 
duros, ó ya perfectamente elásticos, que tienen su ceh-> 
tro de gravedad en F , se mueven según las respectivas 
direcciones L H r A H , B H , con movimiento uni
forme , y con las velocidades proporcionales con L H , 
A H , B H ; determinar las velocidades, con . que se. 
moverán dichos cuerpos después del choque obliqüo. 
Fig. 206. . . . 

Tírense las rectas L F , A F , B F , y H F ; com
plétense los paralelógramos H F L G , H F B K f 
H F A I ; y tírense las diagonales F G , F K y F L , 
Supóngase que los cuerpos Z , A , B se hallan colo
cados encima de un plano,, y que andan sobre el mis
mo plano con velocidades proporcionales con Z F , 
A F , B F \ mientras que el plano anda Con la velo
cidad F H \ por consiguiente (386) dichos cuerpos Z , 
A , i?''ándaráa- ton -las- vel tódiadbr ' L H ^ A H , B H ; 
pero siendo los cuerpos Z , A , B blandos ó duros, 
se equilibran después del choque en el punto F de 
dicho plano (456): luego se moverán después del cho
que con la velocidad F H del plano. Pero si los cuerpos. 
Z , A , B son perfectamente elásticos, andarán después 
del choque (456) con las mismas velocidades Z F , A F , 
B F , respecto al mismo plano: luego considerado el 



(367) 
movimiento de este plano, andarán con las veloci
dades F G . F I , F K . Que es & c . 

C O R O L A R I O 1. 

470. Se infiere que si los cuerpos L , A , B son 
blandos ó duros, su centro F de gravedad antes y 
después del choque andará con la misma velocidad 
F H del plano. También se ha demostrado antes que los 
cuerpos 2), A , 5 perfectamente elásticos andan después 
del choque con las velocidades F G , F I , F K : lue
go el centro de la gravedad F de dichos cuerpos an
dará, después del choque con la misma velocidad FH% 
con que caminaba ahtes. 

C O R O L A R I O I I . 

471. Y si los referidos cuerpos son dos, como A 
y B que tienen {Fíg , 207.) su centro de gravedad en 
F \ completos los paralelógramos A F H I , H F B K , 
y tirádas las diagonales F I y F K , se demostrará con 
el mismo raciocinio que en el caso de ser dichos cuer
pos blandos ó duros se moverán después del choque 
con la velocidad F H , que siendo los cuerpos A y B 
.perfectamente elásticos, se moverán después del cho
que con las respectivas velocidades y F K , y que 
en uno y otro caso el centro F de gravedad antes y 
después del choque andará con la misma velocidad i7"//. 
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P R O P O S I C I O N X X X I . 

472. Si los cuerpos A , B , K imperfectamente 
elásticos que tienen su centro de gravedad en i ? , se 
mueven con movimiento uniforme según las direccio
nes A D , B D , K D , y con las velocidades ADy B D ¡ 
K D , y se da la razón de dichas velocidades antes 
del choque con las que tienen los cuerpos, después del 
choque; determinar las velocidades con que dichos 
cuerpos se moverán después, del choque, Fig. 208.^ 
. Tírense las rectas A E , B E , K E y DEiQotte-
plétetíse los paralelógramos A L D E \ B N D E , y 
K M D E ; y tírense las diagonales E L % E N y y E M * 
Ahora considérese que los cuerpos A , B , K están co
locados sobre4in plano» y qué se.mueven sobre el 
mismo plano con las velocidades i?, i? , K E , mien-
tras que el plano se mueve con la velocidad E D ; 

•por consiguiente dichos cuerpos en virtud del movi^ 
miento del plano andarán^ (g86) con las» veloeidades 
A D y B D , K D * Suponiendo ahora que son las ve
locidades de los cuerpos A , B , K imperfectamente 
elásticos después del choque 4 las velocidades antes 
del choque como #2 á y haciendo D O i D L = m : 
Z^O' : D.N=s m : n , y l í o :rjDJfs=s;» : « , serán las,ve
locidades de los mismos cuerpos después del choque 
íespecto al citado plano proporcionales con D O , D O , 



D o : luego en virtud de la velocidad E D del plano 
andarán los cuerpos -^ , i? , K con las respectivas 
velocidades E O y E O \ Eo . Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

473. Por ser iguales las razones D L á D O , Di\7 
á D O ' , y D M á D o , y las rectas A L , B N , K M ^ 
£ 2 ) iguales y paralelas, será el punto D centro de 
la gravedad de las masas A , B y K colocadas en O, 
C , o. Por tanto si dichas masas pasan desde los pun
tos O , O', o á los P , P', p con las velocidades OJS, 
O'Ey o E , el centro de dichas masas se moverá con 
la velocidad D i ? ; luego si dichas masas tienen las 
mismas velocidades en direcciones contrarias, su cen^ 
tro de gravedad se moverá también con la velocidad 
E D en dirección contraria^ pero se ha demostrado 
que después del choque se mueven las masas A r B^ 
K con las velocidades E O , E O ' , E o : luego el cen
tro E de gravedad de los cuerpos A , B , K so. mo
verá después del choque con la misma velocidad coa 
que andaba antes. 

P R O P O S I C I O N X X X I T . LSMA, 

474. Si el punto C es centró de la gravedad de 
las masas A , B , y se toma qualquiera punto D ; t i -
tada la recta #C% s e r i % % ^ D * ~ y 4 G * j ~ D C * ) 

aaa 



Tírense las rectas y perpendiculares á 
la recta V Q prolongada. Siendo pues el punto C 
centro de la gravedad de las masas A y B , será ($9) 
¿Í-.B •=! B C \ C A \ pero por la semejanza de los 
triángulos ^ C G y A C F B C \ C A ~ C a \ C F . 
líiego será'- ''A: B es C G ::CF¿ por consiguiente A X 
CFs=#X C G , y A X C F X z D C ^ B x C G X z D C ; 
^pero C # X 2 Z ) C — ^ C a + C B a — ^ D a , y C G y i 
QDC*=t B D ^ — D C * ~ B C 2 : luego será A * 
{ A C 1 + C m ~ ~ A I ) ^ * z B X ( B D*— BC1—i?Ca) ; 

por coñsigüiéfíté-^X C^©a - ^ A C * ~* CJDa) 4-^ X 
Ü C * - ^ ^ ) " ^ Que es &c. 

P R O P OS I C I Ó M X X X I 1 1 . LBMJI : 

c 47^ ¡Si el punto es centro de la gravedad de 
las masas A y i ? , y se toman dos qualesquiera pun
tos I? y tiradas las rectas C D , C E , D E , B E , BT)% 

"AE^f A D ^ i i A + B) X {"BC* — C E * — ED12) 
A x { A m — A m — D E * } + # X (B DA~~ D E * 

— B E ' ) . F ig . 110. 
Tírenselas rectas A G , C F , B I perpendicula

res á la recta D É prolongada. Siendo pues el punto 
3& ééiitro de la gravedad de las masas i ^ f y J5f será 

A : B z¿ B C : C A * pero B C : C A ^ I F \ FGz 
luego será AxBz-z . I F : F G - , por consiguiente A % 



(37* > 

( E I ~ E F ) , y ( A ^ B ) i < E F ^ = J % E G ^ B x E I J 
donde +11) x ^ i ^ X 2 D E ^ ^ % E G x ^ D E 

+ B x E I y t 2 D E ; pero E F X z D E ^ z D C ^ — C E * 
^ B E 0 ' , E G y i ' 2 D E = * j í D ' x - ~ ¿ [ E ' : L ~ E D * , y 
E I X 2 D E = B D * ^ I ) E ? ^ E B * i hiQgp será. 

x . ( -DCa— C E * ~ ~ E D a ) ~ ^ x ( s í D ' 2 — 
^ £ a — D E * ) + B x (BD0—D E * ~ BE0-), Que es &c , 

P R O P O S I C I O N X X X I V . LEMA, 

476. Si el punto e§ centro de gravedadndé las 
masas ^ f , K , B , y se toma qualquiera punto t i 
radas las rectas A E r B E , K E , A D , B D , K D 

y D E , sexi A % { A P * ~ A E * ~ E D * ) + B K 
[ m ^ D E * ~ B E * ) + K x ( D K * ~ D E * ~ ^ ^ 
Fig, 2 i r . 

Prolongúese la recta K E hasta encontrar la ^ 5 
en C , y será el puntq C centro de la gravedad de 
las masas A y B; por consiguiente será (475) X 
(CZ>* — C E * ~ D E i ) — A Y . { A B ^ - A E ^ — E D * ) 
+ B X ( B D * — D E * - B E * ) ; pero siendo el punto 
E centro de la gravedad de las masas Csss.ff 4 - ^ y 
K , es (474) { ^ + B ) X { C D * ~ C E * ~ P E ~ ) + K % 
{ D K ^ ^ D E ^ — E K ^ ^ o x luego será A X { A m 
^ A E ^ ^ E D ^ + B x i B D ^ D E ^ B E ^ + K X 
( D K * - D E ^ - E K * ) = <?. Que es &c. 



(372) 

C O R O L A R I O . 

477. Se infiere que siendo el punto E centro de 
las masas ¿4, K , j 5 , será también j f ^ A D ^ + B x 
B D ^ + K x K D * { A J f B + iST) X 2>£E + ^ H 

P R O P O S I C I O N X X X V . 

'47B. En los cuerpos blandos ó duros la suma de lo» 
productos de cada masa por el quadrado de su velo
cidad antes del choque es igual á la sunia de las ma
sas multiplicadas por el quadrado de la común ve
locidad que tienen después del choque, y á la su
ma de los productos de cada masa por el quadra
do de su velocidad en el mismo momento del cho
que. Fig. 208. 

Sean los tres cuerpos B , K ^ que andan se
gún las direcciones v i / > , B T ) , K D con las veloci
dades proporcionales con dichas rectas. Consta (470) 
que siendo E el centro de la gravedad de los refe
ridos cuerpos, será E D la, común velocidad que tie
nen déspues del choque, y que en el mismo momen
to del choque tendrán las velocidades proporcionales 
con las respectivas rectas i ? , B E , K E : luego 
será (477) A x A D * + B K B D * D K * =a 

{ A + B + ^ K B E ^ + A K A E ^ + B K B E t A - K K 
K E * . Que es &c . 
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P R O P O S I C I O N X X X V I . 

479. E a los cuerpos perfectamente elásticos la su* 
ma de los productos de cada masa por el quadrado 
de la velocidad que tiene antes del choque es igual 
á la suma de los productos de cada masa por el qua
drado de la velocidad que tiene después del choque. 
Fig* 208. 

Sean los tres cuerpos ¿4 , J£, perfectamente 
elásticos, y anden estos según las direcciones 
B D , K D con las velocidades proporcionales con 
dichas rectas; supóngase que el punto E es el cen
tro de gravedad de los mismos cuerpos; constru
yanse los paralelógramos A E D L , B E D N , E K M D ; 
y considerando los cuerpos A r B ^ A" en los puntos X , 
iV, M , estará su centró de gravedad en D , Por tan
to se tendrá (477) A y í A D ^ + B x B D ^ + K K 
K D * =2 { A + B + K ) X E D * + ^ X ^ a -t- i? X 
B E * - l - Ky%KE'í % pero por ser el punto D centro 
de gravedad de los mismos cuerpos colocados en 

M es (477) A % L E * + B K N E * + K % M E * ' 
t=z{AJhB^K)xED'1 + A X £ ' D ' Í + B X N D * + I C X 
M D * : luego será ^ X ^ ^ + ^ X ^ 4 ^ ^ ^ ^ * : 
i r z A X L E ^ + B X N E z + K X M E * *, pero AD7 
D B , D K son las velocidades de los cuerpos A , B 
K antes del choque, y (469) L E , N E , M E son las 



(374) 
velocidades que tienen los mismos cuergos después 
del choque: luego &c. Que es &c. 

P R O P O S I C 1 0 N X X X V I I . 

480, Si los cuerpos 5 ^ i r imperfectamente 
elásticos, que tienen su centro de gravedad en 
corren los espacios v i D , K D con las velocida
des proporcionales con dichas rectas, y si cons t ru í 
dos los paralelógramos A E D L , E B N D , E K M D , los 
mismos cuerpos después del choque andan con las ve
locidades proporcionales con D O , D p ' ^ D o i sQti 

K D - ^ K X o E ' 1 = ^ X A E ^ ^ - A X 0Z>a 4- -B X -B^* 
Xo'^a 4- ^ X ^^-^ — Ky.oB'2, Fig, 208. 

Consta (477) que es Ay^ AD'2 +BXBD'3' -í- iT X 
/TD2 == ( ^ 4 - 5 - f - / g x ^ a 4 - ^ X ^ a -t- B X B E * 
-t-KXKE7,1 Y Ql,e Por & niisma razón es A XOE'X 
+ B x O ' E ' t + K X o E ^ ^ A ^ B J r K ^ j X E D ^ + A X 
OI)* + B X O ' D * + K X o b l - l u e g o restando esta se
gunda equacion de la primera, se tendrá A x ^ ^ 

^ A X Q E ' 1 ^ • B X B D ^ ^ B X O ^ ' 1 J r K X ^ P ' 1 
— K X o E ' x ~ A X ^ E ' 3 ' ' ~ ^ % O D ' 1 + B X Z Z * 
" B X O ' D ^ + K K K E ^ ^ K X o D * , esto es, que 
dirigiéndose los cuerpos A , B , K al punto D con 
las expresadas direcciones y velocidades, la diferen
cia que pasa entre la suma de los productos de cada 
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masa por el quadrado de su velocidad antes del cho
que , y la suma de los productos de cada masa por el 
quadrado de su velocidad después del choque, será 
igual á la diferencia que pasa entre unos prodlictos 
hechos del mismo modo, con tal que se considere que 
los mismos cuerpos A , B •> .AT se dirigen al punto E 
centro de gravedad de ellos con las velocidades pro
porcionales con las A E , B E r K E antes del cho
que , y después del choque con las velocidades pro
porcionales con las O Z ) , O'JD, oD» Que es &C, 

"Del Movimiento de los Péndulos, 

P R O P O S I C I O N X X X V I I I . 

481. Si el cuerpo m animado por una potencia 
constante g , que actúa en dirección vertical, des
cribe qualquiera curba A B ; determinar ¡a velocidad 
que tendrá en qualquier punto del espacio corrido. 
Fig. 212/ 

Tírese la horizontal A G r y báxese á ella 4a per
pendicular JBC que se prolongará hasta que sea 5 Z> 
s=g. Considérese que.la recta B E es tangente á la 
Curva en el punto B , y por éste tírese la perpendi
cular D E á la recta B E , que será la potencia con 
que el cuerpo anda el elemento Bb. Llámense, B C 
s= # , y u la velocidad del cuerpo en el punto 2?, y 



( 
se tendrá (437) S E X B ¿ — imvdv. Tíiense las 

rectas ¿>c y B d respectivamente paralelas á las 

y A C - ^ y por la semejanza de los triángulos B E V , 

B b d , será B D : B E z=z B b 1 bd^y por consiguiente 

B E y l B b = B D y > b d ~ gdx : luego será g d x s s 

ü m v d v i é integrando se tendrá gx ss mv* , de don

de resulta ser v m - ^ ^ . Que es &G, 

C O R O L A R I O . 

482. Si se supone g igual á m como sucede en 
los cuerpos terrestres (420) será dicha velocidad igual 

y por consiguiente (394) igual 1 la velocidad 
que dicho cuerpo adquiriría en B , si corriera el es~ 
pació CÍ?. Baxada la perpendicular-í^Caís^ á la ho
rizontal s í G , la velocidad de! cuerpo en el punto H 
será igual á f a , 

P R O P O S I C I O N X X X I X . 

483. Si los péndulos A K y A L hacen sus osci
laciones por arcos semejantes; determinar la razón 
de los tiempos de dichas oscilaciones. Fig . 213. 

Supóngase que dichos péndulos han llegado á 
y A C , ó bien que los cuerpos m y M han corrido 
los arcos K B y L C semejantes; y exprésense las po
tencias constantes, que actúan sobre dichos cuerpo^ 
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por la$ respectivas verticales B D y Tírense las 
rectas D E y Q H perpendiculares á las tangentes B E 
y C H $ y llámense dT y dt los tiempos en que los 
cuerpos M y m han corrido los arcos infinitésimos Ce y 
Bb ,17 y f las velocidades que dichos cuerpos tienen 
en los puntos C y 5 , C Q — G , B D ~ g y A C ~ R , y 

\ ¿ B =z r. Consta ser (436) d T i d t = pe

ro por la semejanza de los triángulos C H Q y B E D . 

es C H : B E = i G : g: luego será d T i d t ^ ü ^ : — , 
ir g 

Ahora si se prolongan las verticales Q C y D B has
ta encontrar las horizontales L l y K F en O y iV; 
será (481) 

la semejanza de los triángulos L O C y K N B es CO: 

B N = L C i K B ~ R : r : luego será z; = ^ c*p: 

5fer ) ; por consiguiente d r i d v — ^ Z ? ) : ^ ^ J - p e -

ro se ha demostrado ser rfr: rfí =s ^ l ^ : ^ í ü l u e g o 

será rfr:^ « i ^ ) : ^ f e á , y por consiguiente r : f 

— ; ^ — J . Que es &c. 
Vi» Vé" 

bbb 
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C O R O L A R I O . 

484. Infiérese que siendo M =. m, y G = : g , 6 
bien M : m s = i G : g , será T : f = A^R: J ^ r : luego 
conociendo el tiempo de una oscilación de un péndu^ 
lo simple de una longitud dada, se conocerá el tiem
po de una oscilación de otro péndulo cuya longitud 
sea dada, ó la longitud de este péndulo, quando sea 
dado el tiempo de una de sus oscilaciones. Consta 
por las experiencias de M . Bouguer en París (hechas 
las correcciones correspondientes relativamente al ca
lor , á la resistencia del ayre, y á la altura sobre el 
nivel del mar) que un péndulo simple, que tiene la 
longitud igual á 3 pies y 8,67 lineas, hace una osci
lación en un segundo. 

P R O P O S I C I O N X L . 

485. Si se suponen los péndulos y í L y igua
les , como también los arcos L I = K F , y L C ~ K B , 
que andan los cuerpos M y m9y son desiguales las po
nencias constantes que actúan sobre dichos cuerpos; 
determinar la razón de los tiempos i en que correrán 
dichos arcos iguales» JFig. 214. 

Suponiendo la misma preparación en la Figura que 
se ha expresado en la Proposición antecedente, y las 
mismas denominaciones dadas á las cantidades, será 
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(436) dTi.dt === ~ ; pero por la semejanza de 

los triángulos C H Q y B E D es C H : B E = G:gi 

luego será dTidt s ^ — ^ r ^ ^ . Consta ser (481) f-.v =B 

^ M 0 ) : J i ~ ^ ' Pero las perpendiculares CO=*BKíi 

luego será F ' tv as — y por consiguiente d V : 

Í̂ Í; = — J : ^ ; y habiéndose demostrado antes í / r ; 

^ w . e tendrá. dT. . ̂ , de dHK! 

de resulta ser T :t = ^-^ : —- . Qüe es &c. 

C O R O L A R I O I . 

486,. Infiérese que si es ^s= .w,se rá yr:í=== 4=r; J... 

C O R O L A R I O I I . 

487. En la hipótesis de la Proposición anteceden
te , serán los números de las oscilaciones, que hagan 
dichos dos péndulos en un tiempo dado, en la razón 
inversa de los tiempos en que hagan dichas oscila
ciones : pues siendo AT y « los números de las osci
laciones que hagan los péndulos u4L y ¿1K en uhi 



tiempo dado T1 , serán T «2= •--, y ^ sas por con-. 
vi n 

J V J V 

siguiente T : í = : , de donde T i t z z z n x N , é 

invirtiendo N : n = t : T . 
C O R O L A R I O I I I . 

488. Por tanto siendo (486) los tiempos en la razón 
inversa subduplicada de las potencias, esto es, T :t 

«= -^ - : - L , serán (487) los números de las oscilacio-

nes en un tiempo dado de dos péndulos perfectamen
te iguales que corren arcos iguales en la razón d i 
recta subduplicada de dichas potencias, esto es, «¡iV 
^ : / ^ G ; por consiguiente g : G = n0,1 N * . 

P R O P O S I C I O N X L I . 

489. Si los péndulos A B y C D de una misma 
longitud K hacen sus oscilaciones por los arcos igua
les i? i? y D G en los tiempos desiguales T y t ^ cu
ya razón es dada; determinar la longitud del péndu
lo A que teniendo la. masa y la potencia respectiva
mente iguales á las del péndulo A B , haga, las osci
laciones isócronas al péndulo C D por un arco F L se
mejante al arco D G ó B E , Ftg, 215. 

Porque los péndulos A B y A F corren arcos se-
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mejantes, y tienen las masas y las potencias iguales, 
será (484) T : ? pero la razón de los 
tiempos T á t ,y R son dados por la suposición: luego 
se tendrá la longitud del péndulo ¿4F que se busca. 
Que es &c. 

C O R O L A R I O . 
490. Si á los péndulos A B y C D iguales están 

aplicadas masas iguales animadas por las respectivas 

potencias G y g; será (486) T:t-=z pero 

es (489) T:tz=z ^ A B : I ^ A F - , luego será ^ A B : 

f ^ A F e= - i - ! ~ , y por consiguiente A B = C D : 

¿4F=s: g : G : luego si dos péndulos desiguales y f i ^ 
y C D que tienen masas iguales animadas por las po
tencias constantes G y g hacen sus oscilaciones isó
cronas por arcos semejantes, serán las longitudes de 
dichos péndulos como las potencias aplicadas á sus 
masas. 

E S C O L I O . 

491. De lo expuesto resultan dos métodos para 
determinar la razón de la gravedad en distantes Re
giones ^ y JB de la Tierra. 

I o . Los Observadores en las regiones A y B pro
veídos de péndulos perfectamente iguales en el tiem
po de una revolución de una Estrella íixa hagan os-
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cílar sus péndulos eri arcos iguales , y noten el nú
mero de las oscilaciones; y será (488) la gravedad 
en A á la en i5 en la razón duplicada del número de, 
las oscilaciones notadas en A á él de las oscilaciones; 
en B , 

1°, E l Observador situado en A note el número 
de las oscilaciones de su péndulo hechas en el tiem
po de la revolución de una Estrella fixa; y el otro 
observador en B varíe la longitud de su péndulo, á 
quien está aplicada una masa igual á la del primero, 
básta <|ue en el tiempo de dicha revolución complete 
el número de las oscilaciones que notó el Observador 
en ^ ; y será (490) la gravedad en á la en i? en la 
razón de las longitudes de los péndulos que tienen 
los Observadores en A y B , 

P R O P O S I C I O N X L I I . 

. 492. Si el péndulo C D compuesto de las dos ma
sas M y m. proporcionales con sus; gravedades oscila 
por arcos semejantes F B y D A ; determinar la lon
gitud del péndulo simple K E movido por la masa M ' 
proporcional con su gravedad, de modo que oscile en 
el mismo, tiempo por un arco E H semejante á gtí^ 
chos arcos, i ^ / ^ . 216^ 

Considérese qúz A a , B b, H h son los respectivos 
elementos de los arcos D A , F B , E H ; sean A f , 

x 
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B e , H g las verticales que pasan por los puntos ^ 
B , H , y desde estos puntos báxense á ellas las per
pendiculares ¿Í/, be, hg \ y nómbrense / ^ , v^lVlas 
respectivas velocidades de las masas ^ f , H \ en los 
mismos puntos A , B , i / . Expresando la gravedad de 
la masa por la recta B O , y baxando desde el 
punto O la perpendicular O N á la tangente -5iV', se
rá (437) B N y ^ Bb = 27?/X vdv , pero por la se
mejanza de los triángulos Beb y B N O es B N i B O 
T=zBevBb, de donde B N X Bb == B O X Be — 
M y i B e i luego será M X Be 55a 2 M X vd vr Con 
el mismo raciocinio se demostrará ser w X - ^ f ~ 
i m K V d r , y (C) M ' X H g ^ z M ' K WdW-. ôt, 
consiguiente será (D) M x B e + m X A f = i M x v d v 
^ - 2 m X ^ d y , Por la semejanza de los triángulos Afit 
y / /¿ ' /^ es á H g como ^f/? á ó bien como 
j 4 C é. H K por la semejanza de los sectores A C a 

y H K h , y por consiguiente A f — X H g - f 

con el mismo raciocinio se demostrará ser Be zr-
CU 

^ j ^ - X ^áf* Y su^stituyen^0 0̂8 valores hallados de 

A f y Be en la equacion anterior D se tendrá ( E ) 

M.BC+n^AC x H g z = i 2 M X v d v + 2 m X V d F : y 
ti jtC 

por estar corridos los elementos A a y H h con moví-



íhientó uniforme en un mismo tiempo con las velo
cidades y TV, será V ' W z = z A a \ H h ~ A C \ K H , 
y d V : dWe= A C - , K H , de donde V d y : W d F * * 

^ C a : A r H a , y F d r ^ ^ l K W d W ' . y con el 

mismo raciocinio se demostrará ser vdv rrr r „ X 

WdWi luego: substituyendo los valores hallados de 

V d V y vdv en la equacion E se tendrá x 

j ^ J ^ ^ x B C ^ g g g ^ ^ f ^ r ^ p e r o por la equacion 

C es H g = 2 WdW: luego sera K H - = ^ ^ t g • 

Que es &c» 
C O R O L A R I O I . 

493. Si en el péndulo compuesto C^í (iFV^. 216.) 
hay tres masas B , I , A , se hallará con el mismo 
método la longitud del péndulo simple UCH igual á 

m m * + W € ^ A ^ c r A ^ - asi 5UCesivamente con ei 

mismo orden, de donde resulta que la longitud del 
péndulo simple K H es igual á la suma de los pro
ductos de cada masa multiplicada por eí quadrado 
de su distancia al centro C , partida dicha suma por 
la suma de los productos de cada masa multiplicada 
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jfbr su distancia al mismo centro C 

C O R O L A R I O IT. 

' 494. Por tanto si es A B una barrar inflexible 
{Figi, 217.) colocada en la dirección del péndulo C B \ 
se podrá determinar por lo demostrado en el Coro
lario antecedente la longitud del péndulo- simple K H : 
pues haciendo C / = s, y el elemento / / = Ski se 

tendrá K H — ^ ¿ j ^ ^ f e ^ . Para la deter-

irrinacion de las constantes adviértase que las integra
les -Ly. d z ^ z * y S . d z X * son cero, quando sea z == C B 
tjue nombro £*; por consiguiente s e í i n r M z=z — f ^ 5̂  

y N ^ — í c * : luegp será K H — f X ^ ¡ ¿ r = f X 

t ^ y f ; y siendo z * = C u i ~ a r se tendrá j^TH 

e = f X ^ t y f ^ ^ y tomada CjP == K H ' será (370 
fil punto P centro de oscil.acion del péndulo propuesto^ 

P R O P O S I C I O N X L I I I . 

495.- Si las masas' A y B del péndulo compuesto* 
A C B se hallan én. el mismo plano en que oscila 
dicho péndulo, pero no directamente con el pun1-
to C , y si' son dichas masas proporcionales con sus> 

ccc 
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gravedades; determinar la longitud del péndulo sim
ple C D que haga sus oscilaciones en el mismo tiem
po que el compuesto. Fig, 218, 219. 

Es evidente que el péndulo compuesto A C B ha
brá hecho una semioscilacion, hallándose en la pô ? 
sicion aC& ea que la linea vertical Cd pasa por el 
punto e centro de la gravedad de dichas masas : de 
donde resulta que siendo, A C B la primera posición 
del péndulo compuesto , la posición del péndulo sim
ple que se busca se hallará en la dirección C D que 
pasa por el centro de gravedad de las masas A y B% 
6 bien en una linea paralela á dicha C D , Ahora su
póngase que el péndulo compuesto ¿ 4 C B ha baxado 
á la posición F C G , y el simple C D á la C H que 
pasa por el centro K de las masas A y i? existentes 
en los puntos F y G, Por los puntos F , H , G h á 
ganse pasar las verticales M m , V p , Ñ n , que en
cuentran la horizontal C X en los puntos M , P , iV; 
y desde los extremos de los arcos evanecentes y se
mejantes F a , H h , G h báxense las perpendiculares 
am , hp, hn á dichas verticales: luego (492 ) se 
tendrán las equaciones ( C ) J^X£^ = 2 / / X 
i P ) A y , F m ^ r B y s G n = i A % V d V ^ r 2 B Y h v d v y 
llamadas W, V , v las velocidades de las masas A , 
B en los puntos / / , F \ G, Y siendo Fm á H p como 
la compuesta de las razones F m i F a r F a i Hb% 
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y H h i H p , ó bien de las razones C M i C F por 
ía semejanza de los triángulos F m a y F M C , C F 
á C H por la semejanza de los sectores C F a y 
C H h , y C H á C P por la semejanza de los tr ián
gulos / / p ^ y H P C , será F m á H p como C M á 

C P ; por consiguiente F m ^ ™ y , H p : con el mis-

mo raciocinio se demostrará ser G« = — X Hp\ lue

go substituyendo los valores hallados de F m y Gn 

en la equacion B , se tendrá ¿ & y i H p + £ ^ X 

í í p = z y í X Vd-PW 2.BX vdv ; pero son , f ; W-=^ 
C F : C H , d V dW ~ C F ' ,C H , V d V \WdW — 

C F i - . C H * , ^ donde P d P ^ — ^ y i W d W ^ y por 

igual razón vdv^=z^¡iZ y^WdW: luego será cp X 

H^? 4 - - C p - % H p =~ — — K W d W + Cjrx* X 

IVdlV; pero pór la equacion C es Hp?=iiWdW: lúe-

go será é 2 2 ^ # ^ = = ± £ ^ t ^ 5 £ : . Desde el cen-

tro de gravedad K báxese la perpendicular K O á la 
horizontal C X ; y por la semejanza de ios triángulos 
C H P y C K O será C P x C M — C O x C K , y $01 QQK-
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siguiente C P ^ £ ^ : luego será ^ ^ * ™ * 

K C = A * c A - + z * m ^ b b¡en j M m * m % C K 

h ¿ é £ £ ^ S £ t ; pero es (63, 54) A % C M + B y . C N 

^ { A ^ B ) % C O . luego será S á ± 3 ^ £ J L = 

C H , rp0r cons,gUiente L H [ A ^ B ) * C K 

Que es &c . 
C O R O L A R I O I . 

496. Se infiere que siendo F G perpendicular á CíÍ9 

y las masas J Í y B iguales, será C / / = = s 

'JBxCF* V 

C O R O L A R I O 11. 
497. Luego si en el péndulo compuesto la barra 

F G queda dividida por medio en su centro K de 
gravedad, y es perpendicular á C H , y se nombran 
K R " , el elemento R r — dx , y CHC = ; será 
(496) la longitud del referido péndulo simple Cfí==* 

h d — ^ %a ' y suponiendo v ~ K Q sa % 

se tendrá s= I f l + Ü . 
3« 
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P R O P O S I C I O N X L I V , 

. 49$. Si las masas y JB del péndulo compuesto 
r A C B no se hallan en el plano Vertical que pasa por 
el punto C ; determiiiar la longitud del péndulo sim
ple C H , que haga sus oscilaciones al mismo tiempo 
«gue el compuesto. F/£f. 220. ^ * ^ H Í 
' Supóngase que el péndulo compuesto ha baxado á 
r A C B , y el simple á O H : es evidente que la posi
ción de dicho péndulo simple debe quedar en la rec
ta C H que pasa por el punto centro de la gra
vedad de las masas A y B . Tírese E C F perpendicu
lar al plano vertical que pasa por C H ; por la rec
ta i? hágase pasar el plano horizontal D i ? . F G ; 
por los puntos ^ y i2 . jráxense las. perpendicular 
res A R y B S á la recta ÍÍS; poT los puntos A ^ H , B 
háganse pasar las verticales A m , H p , B n , que se 
prolongarán hasta encontrar el referido plano hor i 
zontal en los puntos ifcf ̂  P , i V ; tírense las rectas 
K M , C V , S N \ y finalmente sobre dichas vertica-* 
les báxense las perpendiculares am , hp, hn, desde 
los extremos de los arcos infinitésimos semejantes Ac^ 
J i h , JB^ descritos por los radios R A , C H , S B : lue
go se tendrán (492) las equaciones (C) ¿ / X Hp-=i 
o.HyCNdW,{Ty) A y ^ A m + B x B n = * 2AX K A K 
^ r i B %vdv* Y siendo A m i B p como la compues^ 
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ta de las razones ¿ím i s í a , A a á H h , U b i Hp, 
que son respectivamente iguales á las R M á i l y f , 

á C H , € H i C P , ^ofilk^élii^ahzá^de los' trián
gulos Ama y R A M , R A a y C H h , t í p H y H P C , 
sé tendrá A m : H p == R M : C P , de donde A m t=L 

— X í^f : y por igual razón será Rn = X 

luego substituyendo los Valores hallados de A m y R n 

en la equacion D se tendrá —^p- X H p -4—gte X 

fíp = 2 A K V d V -4- 2Í? X •v^v; pero son W = 
R A i C H , á V ^ m ^ : R A ^ C H % V d V x W d W 

R A ' í : C H ' i , de donde ^ ^ á = ^ ) < ^ í f , y por 

igual razón vVv = = - £ ? ¿ X ^ « ^ : luego será - ^ ^ - X 

J f ^ í F i pero por -la equacion .•H^._s« ^ . ÍF^ íF i 

luego será ^ pero t M -

da la perpendicular iTO i la recta C P , es C P - . C H 

esCOiCK, y CPs= CK : luego será—C/JJC0 — X 

C K ~ ± 2 ^ + ^ ; por consiguiente á ^ c + B i H x 
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g ^ ^ m ^ M ^ J y por ser el punto ^ centra 

de las m^sas v^ y $ es (63, 54) ^ x 4 . ^ . 4 : 4 . X ¿T^T 
c= ( ^ ^ ^ ) X ^ O ; luego se^á ( ^ - f i? J x C ^ = = 

'é^M^ML ,..y .iK)r: ̂ iisiguieat^ ^ igual 4 ^ 

C O R O L A R I O , 

. 499. Se infiere que , siendo ¿4*ssBr y per
pendicular "á C/^T, será A K =s B K ^ y K A ^ Q Í t 

x* B S ; por consiguiente e H = zA*ClC*- C K , es-. 

to es, será el péndulo simple C K isócrono al com
puesto A C B qii dichas suposiciones, -

P R O P O S I C I O N X L V . 

500. Si el arco circular -¿fP es mayor que el ar^ 
co B D del mismo círculo; será él tiempo de la os
cilación por dicho primer arcó mayot que el tiempo 
de la oscilación por el segundo. F¡g, 221, 

Supóngase que el péndulo ha baxado de 4, 
C B ; y por los puntos y O t í i ^nse i i ^pé rpe r ídx i 
culares ^AE y G F al rádio C D . Nómbrense, D E 
Ü V , r la longitud del péndulo CI>? el arco 



ess , g te gravedad del cuerpo^ aplicado ai péndulo^ 
v la velocidad del cuerpo en G , d i ét tiempo inf i-
riitésimo qiie gasta el péndulo para correr el elemen
to ds del arco ¿ 4 G , y finalmente Z^Fzr: Conáti 

ser ($9^) , y por; consiguiente dts=s ~ pero 

d s = -~ ~¡r~ t { - mega sera- dt = *̂. — — — — - ¿ * -

y por ser ^ = ^ M ^ & í p (481), se tendrá dt=z — 

^ X v ^ ^ g ^ ¿ Ahora desde el punta 5; 

báxese la perpendicular i? ^ al rádlo C D ; hágase 
J K : y D y = E F : E D -, en el punto i f levintese sor-
bfe CZ? la perpendicular ^ / ^ ; y nómbrense, J D 
e=5 ̂ , DUC = , di' el tiempo infinitésimo que el pén
dulo engas ta para correr el elemento del arco B I T : 
y con el mismo raciocinio expuesto antériormente se 

íendrá d i t i ^ — ^ X . A > , ,0 es 
'-í-o 3] áí) oqfíiuh B : oluo".-3 oíüf'ra B-B .Í v i 09 

Xtx'ssskc, de d o n d e ^ ' = y : luego será d t ' ^ ~ ^ ^ X 

^ - 7 — — ^ > , 3xr P?J &er ^ ^ ^ ^ luego 
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será d t > d t \ y así siempre: luego en los péndulos 
iguales C A y C B r que hacen sus semioscilaciones por 
lós arcos ¿4D y D B 7 será el tiempo de la semios*-
cilacion por el mayor arco ¿4D mayor que el tiem
po de la semioscilacion por el menor arco B D . Que 
es 

E S C O L I O . 

cor. La integral de la fórmula — ^ — r r 

depende de los arcos elípticos é hiperbólicos: pues 

.haciendo # = — , se transforma dicha fórmula en la 
2r 

( M ) / / 8 r K ~ ~ ^ b r - ^ y ^ r * - - * * ) ' ^ se reduce á 

cuyas integrales se tienen por lo demostrado ( I I I . 369). 
Adviértase que siendo los arcos y B D muy pe
queños en comparación de la circunferencia del cír
culo , las semioscilaciones en dichos arcos se p o d r í a 
tomar por isócronas. 

P R O P O S I C I O N X L V E 

§02. Determinar la curva ¿4B Cren que el cuer
po ^ que se dexe caer desde qualquiera punto B de 
ella, llegue en igual tiempo á su punto inferior CV 
F¿g, 222,. 

ddd 
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Tírese por el punto B la recta B G perpendicular 

i la vertical C F \ sea B E tangente á dicha curva 
en el punto B ; exprésese la gravedad del cuerpo por 
la vertical B B j tirada la recta D E perpendicu
lar á la. B E , será B E la potencia con que se mo
verá el cuerpo por el elemento B ¿> de la referida cur
va. Además tírese perpendicular á la ordenada B G ; 
y nómbrense, C G = x, B G = j / , B C = s B D ==:g. 
Supóngase la potencia proporcional ¿on el espacio que 
ha de correr el cuerpo, esto es B E -=zn X B C r pa
ra que el mismo cuerpo ande el espacio i? C en igual 
tiempo, qualquiera que sea el punto B de la cur
va de donde empieza á moverse. Ahora por la se
mejanza de los triángulos B E D y Beb es Bb:be 
B D : B E , esto es, ds : d# i=zg '.BE,y por consi
guiente será BEs=z —[f-i Pero B E = n y , B C : luego 

.será ^¡p ^ de donde resulta szt gdx = n% 

s d s , g x ^ n % i s * , s = ^ l y S J C = ^ X ~ 

pero ( I I I . 219,) ds = f//{dx'1-Vdy'1)'. luego será 

M d x ^ A - d y 1 1 ) — : ^ - X — , ele donde resulta ser 

dy ==;— x equacion á la Cicloide, cuyo exe 
V i 
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CFssz 1. ( I I I . 308.): y respecto de que ñ puede ser 

qualquiera número , también qualquiera Cicloide go
zará de la propiedad que se pedia. Que es &:c. 

C O R O L A R I O . 

503. Por tanto si se desgriben (F/^f. 223.) las se-
micicloides iguales B Q A y B q a cerca del exe co
mún B H * y si se hace oscilar el péndulo B G en
tre dichas dos semicicloides; las oscilaciones de él 
serán isócronas, ya describa el cuerpo mayores , ya 
menores arcos de la curva ^ G Í Í , por ser (in.319) 
las curvas de evolución A G y a G otras semicicloi-
des iguales á las B Q A y Bqa7 pero colocadas i n 
versamente» 

P R O P O S I C I O N X L V I f . 

504. Determinar la razón del tiempo que gasta 
un cuerpo para correr la semicicloide A C , al tiem
po que gastaría el'mismo cuerpo para andar el exe 
.FC de la misma curva. Fig». 222* 

Supóngase que el cuerpo empezando su movi
miento desde A lia corrido el espacio A B , Tírese la 
ordenada B G al exe CF^por el punto ^ infinitamen
te próximo al punto Z? báxese la perpendicular á 
dicha ordenada; sobre CJP como diámetro describan 
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se el semicírculo C H F , y finalmente tírense las cuer

das C H y H F , Nómbrense, A B 3 = s , C G = a x , C F 

= 2 r , t el tiempo que emplea el cuerpo para cor

rer el arco A B , y v su velocidad en el punto 7?. Cons

ta ser d s ^ ~ Í ~ j ~ ( I I I . 3oB);pero (391) Í; = ~Í 

ñs 
v 

6 bien dt = — , y v — f a / X r ^ r x ) (410, 482): 

luego será d t = . dx^2r ;.é integrando se ten-

drá t ^ ^ ~ ^ ~ ' , por consiguiente el tiempo de la 

caida del cuerpo por la semicicloide será igual 
á la semicircunferencia F H C partida por V r l ; pero 
(410) el tiempo de la caida del mismo cuerpo por 
el diámetro F C = : V(4r) : ^1: luego será el tiempo 
de la caida por la semicicloide A C , 6 bien por qual-
quier arco B C (502) , al tiempo de la caida por F C 

como la semicircunferencia — — á V 4 r , ó bien co

mo la semicircunferencia F H C á 2r. Que es &cv 

P R O P O S I C I O N X L V I I L 

505. Determinar la Curva Isócrona B M N ^ e n 
ía que ande un cuerpo B movido por la fuerza de 
la gravedad, de modo que en tiempos iguales se acer-



M J o TÍ r 

Fie/, alo 
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que igualmente á la horizontal JFJÍ , F i g . 224. 

Supóngase ser la altura, por la qual deseen-
de el cuerpo á la horizontal F N . Llámense, APsszXy 
P M = y , v l a velocidad del cuerpo en M , Mms=ds, 
y d i el tiempo en que anda el elemento Mm; y se 

tendrá (391) ^ s s ^ , de donde dts=s = ^ ¿ ^ dy * 

(Jíí, 219.); pero (482) vr== V x , y dt = dx porque 
las alturas verticales Pp son como los tiempos por 

los arcos Mm: luego será dx = de don-

de resulta ser, d x i í x - = . V { d x ' 1 -k-dy*)-, quadrando 
y trasponiendo, dy*=xdxrL—ijea; extrayendo la raíz 
quadrada, d y = i d x V { x — 1); integrando, y = f X 

i ) I " ; quadrando y*1 = ~ y , ( x — i ) 3 — - I x 2^" 
hecha — 1 = 2 ; ; y finalmente 2; 3 == — Xj'2^ equa-
cion á la Parábola, cúbica , que tiene la abscisa =2?, 
la ordenada z s y , y el parámetro = —. Siendo x la 

altura que anda el cuerpo , y — 1 = 2, la parábo
la cábica B M N empezará desde el punto i?, toma
da A B ^ t ; y si se llama p el parámetro de la d i 
cha curva, será p = ; — A B , de donde A B s z ^ L p i 
luego el cuerpo deberá correr la altura A B igual á 
— del parámetro de la referida Parábola , antes que 
empiece su movimieüto en la misma curva. Que es &:c. 
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P R O P O S I C I O N X L I X . 

5o5. Determinar la Curva Brachistócrona 
por la qual un cuerpo A movido por la gravedad 
descende desde un punto dado A i otro dado B en 
el mínimo tiempo. Fig, 225. 
• Tírense las ordenadas PM7 pm, Q?i á la verti

cal A Z , y considérense infinitamente próximas, de 
modo que sea Pp = p Q , y báxense las perpendicu^ 
lares M R , mOr nS á dichas ordenadas; y serán, 
M R = 1 mO n S , y RS1 constante respecto al arco 
Mn. Llámense, A ,P=z x, P M = y , R S ~ dz, C 
y c las respectivas velocidades constantes, con las 
que el cuerpo anda los arcos evanecentes y mn, 
% finalmente dt el tiempo del descenso por el arco, 
M n ; y,serán Pp ^ p Q ^ M R = z n S = dx, mR 
zrz dy, y r?tS = On — dz ~~ djy; por consiguiente mn 

Vidx* -\~{dz — dy)11) , y Mm = V{dxQ'+dy':í), 
Siendo (391) ía velocidad C igual ál espacio par-
t i i o por el tiempo en que el cuerpo anda el mismo 

espacio, será dicho tiempo-igual ̂ Y^. * ¿V^Wl Y P0^ 

la misma razón el tiempo en que el cuerpo aínda el 

elemento m^. será igual á , i f e s l ^ ^ ^ ^ ^ : luego se* 

rá el tiempo del descenso por M n , esto es, dt=2 
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+ ^ m ^ m i ; pero 4t debe ser 

mín imo, d xay d z son constantes, y ^ v a r i a 

ble : luego diferenciando se tendrá - T r - ^ f * ' ^ - ^ 4-

^ ^ S ^ I S í S S)] ^ d o - d e re-

sulta ser = . - ^ ( g + ( ¿ ^ y 0 ^en 

7 ^ - ~ ; pero (482 ) C = f j t á l m 

.V4p; luego será v ^ P x i ^ = ' 0 biei1 ^ Z r ^ 

gx ^P***"» p0r consiguiente el producto de la raíz 

'de la abscisa por el elemento del arco correspondien

te partido por la diferencial de la ordenada, será 

siempre igual á una cantidad constante que se supon

drá igual á V^dedonde V ^ ^ ^ ^ ^ p b á ^ ± É Ú % 

d j V a ^ V x y i V ^ d x ^ ^ - d y ^ . a d y ^ ^ x d x ^ ^ - x d j ^ 

dy* = , y dy=r -f^H— equacion á la Cicloide 

( I I I . 308) que tiene el diámetro del círculo genera
dor igual á a. Por tanto la Cicloide es la curva de la 
caida mas veloz. Que es 6ÍC, 
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E S C O L I O . 

507. Para determinar con método mecánico el 
diámetro L T = a del círculo generador de la semi-
cicloide A B T { F i g . 226.) qüe pasa por los puntos 
dados A j B% báxese la perpendicular 5 / á la ho-
"rízontál A ^ L , - sobre A l descríbale Ta semicícloide 
Ahy, que quedará cortada por la recta ̂ 5 en un pun-
'to tírese la recta b l , por el punto B hágase pa
sar la recta i? Z paralela á dicha h l ^ j prolongúe
se hasta encontrar la horizontal A L en Z , y ünal-
mente tírese la vertical L T igual á la quarta pro^ 
porcional de las recías A l , A L y ¡ y ; con lo quál 
se tendrá el diámetro del círculo generador de la se-
micicloide A B T , Fúndase esta construcción en la 
semejanza de las Cicloides A b y r A B T r como fá
cilmente se puede probar.. 

P R O P O S I C I O N L . 

§08. Si el péndulo A D describe la superficie del 
cono recto udí^í?; determinar la velocidad que tiene 
en qualquier punto B del espacio corrido, y el tiem
po que emplea para andar el mismo espacio. Fig* 
227. 

Tírense las rectas j B C 2L\ centro C de la 
basê  d§ dicho cono 5 exprésese la gravedad del cuerpo, 
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D con la recta vertical B K \ y tirada la recta K N 
paralela á la B A , será B N la potencia del cuerpo 
dirigida al centro C del círculo B D E , Nómbrense, 
B K = g , B C s = r , s í C = & , v la velocidad del cuer
po en B , D B = s , y ir el tiempo que gasta el cuer
po para correr el arco s. Y por la semejanza de los: 
triángulos B K N y B A C A C : B C = B K : B N , 
esto es, b : r = g : B N ; por consiguiente será B N 

= j ; pero la potencia i ?cons t an t e dirigida al cen

tro C del círculo y capaz de detenerle- en la circun

ferencia del mismo círculo , es igual á —^ por lo 
2Kr * 

• 

que se demostrará á continuación: luego será ^ =sa 

de donde resulta ser v = Y por ser (391) 

V s s - f 6 bkn Ú?ÍS=—, será = ^7™*^- - é inte-

grando se tendrá t = K'hnj*.I. QUe, es &c . 

Z ) ^ / Movimiento libre curvilíneo de los cuerpos. 

P R O P O S I C I O N L I . 

§09. Si el cuerp® m corre con movimiento uni-
eee 
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forme la circunferencia del círculo A R A - , determi
nar la potencia con que se mueve en dicha circunfe
rencia. F ig , 228. 

Supóngase que el cuerpo m se halla en el punto 
A del espacio corrido, y que tiene la velocidad da
da v. Tí rense , el diámetro A C E , la tangente A T 
en el punto A , y las rectas R T y R B perpendicu
lares á las respectivas rectas A T y A C \ y consi
dérese el arco A R evanecente. Si dicho cuerpo no 
estuviera animado por una potencia, seguirla su mo
vimiento uniforme (352) según la dirección de la tan
gente A T i y en un tiempo infinitésimo dt andarla el 
elemáSto A T : y considerando que la potencia, que 
actúa en A sobre el cuerpo, le haría andar el espacio 
A B con movimiento uniforme en el tiempo dt; dicho 
cuerpo andaría (386) el arco evanecente A R con mo
vimiento uniforme en el mismo tiempo; y respecto dé 
que el cuerpo ,corre uniformemente la circunferencia 
del círculo, y la variación de su dirección es siem
pre la misma, es evidente que en qualquiera punto A 
del espacio corrido estará animado el cuerpo por 
una potencia centrípeta constante dirigida hacia el 
centro C del círculo. Llámense, m la masa del cuer
po ^ , el radio A C z = z r , y / d i cha potencia centrí-

peta. Consta ser (438) — = : - - , de donde — X — 
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tés s: luego en el caso presente será — X — = ¿ 4 B ; 
0 4 m n 

pero A B - z = . - - ~ ~ - — : luego será ~ X — = 

pero siendo la velocidad v constante es (392) hidt 

s s v i ^ T , y n* : dt* ^zv* : ¿IT* : luego será — X 
- tn 

A T * ATX . . , ' . mv* 

~ ~ ~ ' Por consiguiente se tendrá / = 

Que es & c . 
C O R O L A R I O . 

g io . Si el cuerpo que anda (F/gf. 229.) por la 
curva A T ) llegado á un punto i? de ella, y con
tinua su movimiento en el elemento i? ̂ ; la poten
cia aplicada al cuerpo en la dirección i? C perpendi
cular á la curva en B será igual á - ^ 1 , ó bien nom-

2A:/C 
brada / dicha potencia como antes deberá valer la 
cquacion i k R f — mv* » en cuya expresión es R el 
radio B C del ósculo. 

P R O P O S I C I O N L I L 

g i l . Si el cuerpo m animado por una potencia 
constante igual á la centrípeta,, que le detiene en la 
eircunferencia ^ f i i ^ f ^ anda el espacio rectilineo A C \ 
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determinar el punto I> , en donde tenga su velocidad 
igual á la de rotación, esto es, igual á la velocidad 
con que se mueve el cuerpo m en dicha circunferen
cia. Fig . 228. 

Llámese x el espacio corrido A D que se busca» 
y supónganse las denominaciones antecedentes. Sien
do pues la potencia /constante, será (438) ^ k f x = : 

mv0,; pero ( 509 ) f = "^7*9 ó bien 2 k r f = mv*1: 

luego será ^ k f x ^ n i k r f ; por consiguiente se ten
drá # = Jr . Por tanto el cuerpo m animado por la 
potencia constante, que le detiene en la circunferen
cia del círculo, debe correr la mitad del radio del 
mismo círculo, para que tenga una velocidad igual 
á la de rotación. Que es &c . 

P R O P O S I C I O N L U Í . 

512. Si dos cuerpos que tienen las masas respec
tivamente iguales á M y m, y éstas animadas por 
las respectivas potencias centrípetas F y f dadas, an
dan las circunferencias circulares C y c , cuyos ra
dios son ü y r ; determinar las velocidades V y 
con que se moverán en dichas circunferencias, y los 
tiempos periódicos T y t que emplearán para cor
rerlas : y al contrario. 

i 0 . Se ha demostrado (509) ser ^ 5 * ^ ^ ' » / 5 3 1 
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~ : luego serÁ F : f = . ^ ^ — : t ~ r , de donde resul-

ta ser ^ a : t;a = ; ~ , y por consiguiente / ^ : 9 

es i f * ^ ^7^~" i est0 esí serán las velocidades que 

se buscan en razón compuesta de la subduplicada de 
las potencias, de la subduplicada de los radios, y de 
la inversa subduplicada de las masas. Que es lo p r i 
mero. 

2o. Siendo uniforme el movimiento de los cuerpos M 
í."*'.'c i ',• - - i- *\ ĵn .¿ pr/;....Ú'.i.£A «jte'T i ^Ü*"* 
y w , será (382) r : í = ; pero es Cie r ra :^ : r : 

luego será T : t=s : — ; pero se ha demostrado 

en el caso anterior ser V w __— : -: luego 

será T -.t— ' ~ p ~ • —f-, esto es, los tiempos que em
plean los cuerpos M y m para correr las circunferen
cias C y c estarán entre sí en la razón compuesta de la 
directa subduplicada de los radios, de la directa sub
duplicada de las masas, y de la inversa subduplica
da de las potencias. Que es lo segundo, 

30. Consta por lo demostrado anteriormente (20.) 

ser T : í = ^ F Í : luego será r a ; í 2 = ~ p - \ ~-p 
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por consiguiente F : f = = : l ^ : ~ t Asimismo consta 

( i 0 . ) ser F : f = ~ : ; luego será i v a = : 

^ : ^ ; por consiguiente JCíifha W £ i ^ . Que 

es &c* 
C O R O L A R I O . 

§13. Se infiere que si es F = i f \ será T . - f — 
j f^RM: J^rm. También si es F ' : / = £ ü : r , será TÍ 

r ^ V M i t f m . Asimismo si es 2 ^ ; / = : - 5 , será 

P R O P O S I C I O N L I V . 

5^4. Si el cuerpo sale desde el punto ¿4 segutx 
la dirección s í Z con la velocidad dada y estan
do animado por potencias perpendiculares al plano 
B L describe la curva dada ; determinar la ve
locidad que tendrá dicho cuerpo en qualquiera punto 
C del espacio corrido^ las potencias de que estará 
animado , y el tiempo que empleará para andar et 
arco Fig* 2̂30» 

Tírense las rectas A B , C L r D R perpendícuTa-
res al e x e - S ü , como también las / y C Q perpen
diculares á las respectivas tangentes A Z y C T , Cor-* 
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tense las rectas A H = C K = b , y tírense las per
pendiculares H I y K M á las ¿41 y C Q . Finalmen
te llámense, A I*=z Q , A B = a , F la fuerza que 
anima al cuerpo en el punto A , C M s=z q ,v la ve
locidad del mismo cuerpo en C , / la potencia que 
actúa en C según la dirección C L , y que se expre
sa por C iV , B L = x i C L = z y , y el radio del ós
culo Cj2 = i ^ ; y se tendrán ( I I I . 305) R s = ^ , y 

hdx 

I o . Tírense las rectas N S y N T perpendiculares 
á las respectivas rectas C Q y C T . Consta (438) ser 
( I . ) i k f d y — — m v d v : pues siendo dy positi
v a , el aumento de la velocidad será negativo apor
que la potencia C T equivalente á la C N según la d i 
rección de la tangente actúa sobre el cuerpo en par
te contraria á la dirección que sigue, y de consiguien
te disminuye su velocidad; y lo contrario sucede, si 
dy es negativa. Por la semejanza de los triángulos 
C K M y C N S es C K - , C M = C N i C S , ó bien 

t = i f i C S = & \ pero es ( $ i a ) C S = í l l v luego 

valdrá la equacion ( I I ) f = = . Por tan-

to dividiendo la equacion primera por la segundarse 
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tendrá la ( I I I ) ^ v = — . " f ; é integrando de modo 

que siendo v = Z7", sea jQ s= ^ , se ^ = : íL_ % de don-

. de resulta la equaclon ( I V ) ü r r : — - l ó bien V\v^=? 

fiQ* Por tanto se determinará, por medio de esta 
equacion la velocidad del cuerpo en una curva dada. 

o.0. En la equacion (11) ^ = substituyale 

el valor hallado de v , y se tendrá la equacion (V) 

z k f d y ~ q3 d'q-> se podrá expresar muchas 

veces con utilidad de este modo /¿ jy — i£íi5-_ÍÍ su-

q3 
-puesto L aquel espacio , al fin del qual el cuerpo m 
animado por la potencia constante G adquiérela ve
locidad ¿5$ de modo que es (43S) 4 ^ G Z = w/^a : y 
si no es F — o , se supondrá G ~ F , Por tanto se 
determinará por medio de la referida equacion la 
potencia que anima al cuerpo en una curva dada, 

3P., Siendo (392) 1? = : » ó bien dt === 
n y 

y por lo demostrado en la equacion ( I V ) v —r, 
* 

será dt =s pero ^ = luego será d i zzz 



(409) 

dê  donde resulta la equacion ( V I ) - = Por 
— •TIO i H A vi O >I (•) !3' 

tanto los tiempos, en que el cuerpo m corre los ar
cos de qualquiera curva , están entre sí como las abs
cisas correspondientes á los mismos arcos. Ahora si 

nxS 

se supone / ^ r s ~ , siendo S el espacio ^ ^ ^ qu^ 

es tangente á la curva en v f , y J* el tiempo que em-
-plea para correr el mismo espacio , se tendrá tj~s 

pero por la semejanza de los triángulos A H I y A V Z 
es A H ' . A I ~ A Z : A V , ó bien ^ i f i r = S . A V 

£== =5 X i luego será tz=i—\ y Por consiguiente 
tJtógi r-,f ' >«» -<.tí\^ nv,? • if . . . 

2": í — X ; ¿r. Que es &c. 

C O R O L A R I O I . 

515. Siendo, por la equacion ( I V ) vzrz í^S , y 

tendrá ~ — - , de donde resulta ^ 

t v, * j ' v - f i w j ^ ^ ^ E t ísDiiiD' £ 3 £ í ^ .'12 . O C f ^ ^ Ó ' (<*' "K-i.t ••|<4{/.^irs|f •,^k»» 

7 Q * r * d y * = ¿>*v*dx* ~ ty*Q*dx*: luego se-

(̂¿̂ Í1-—F ĵg7) ^ "^? 7 Por medio de esta equa

cion se hallará la curva descrita por el cuerpo,si 
fff 
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está dada su velocidad v por j^ 

C O R O L A R I O I I . 

516. Y siendo 2 ^ / ^ = ^ - ^ — por la equa-

<;ion<V), se tendrá S . * k f d y ~ - ? ¥ ^ Es

ta integral es igual á cero, quando sea iQ = ^ ; y por 

ser qsss—-^ será también iS*. 2 ^ / 4 y = — w / ^ a j Q a X 

~ p ^ - 4- í ^ , de donde resulta ser 2 ¿ a i ¿ r a X 

por consiguiente d * — - ^ ^ ^ — ^ la qual 

se puede expresar de este modo ^ ^ ^ . ^ f / ^ j 

suponiendo 4^GZ = w ( 514. 20), y Pa = jQa, 
y si no es F = : o , se supondrá G = z F , Luego por 
medio de la equacion hallada se determinará la cur
va descrita por el cuerpo, si está dada la potencia / ¡ 
que le anima, por y . 

E S C O L I O . 

517. Las fórmulas halladas antes valen igualmen
te en el caso de ser las potencias repelentes, con tal 
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que en las mistnas fórmulas se mude el signo á las 
cantidades F y f. Se añaden los exemplos siguientes 
para exercicio de las fórmulas dadas anteriormente; 
y-se aplican las mismas fórmulas al movimiento de 
los Proyectiles , ó cuerpos arrojados por morteros, 
cañones, &c. en las Proposiciones siguientes, con tal 
que se prescinda de la resistencia del medio. 

E X E M P L O í. 

518. Supóngase que la Trayectoria, que descri
be el cuerpo w, es la Elipse dada A C E con la velo
cidad inicial en el punto A de proyección, y que 
las direcciones de la potencia, que anima al mismo 
cuerpo, son perpendiculares al exe P E de dicha cur
va ; se pide determinar la velocidad que tendrá dicho 
cuerpo en qualquiera pumo C del espacio corrido^ 
y las potencias, con que estará animado en su movi
miento. Fig. 231. 

Nómbrense, el semiexe F P = : £•, el parámetro 
= r , la abscisa F L = z , la ordenada C L — j ; ; y 
supónganse las denominaciones y la construcción de 
la figura expresadas antes (514). 

I o . Por la propiedad de la Elipse es 2^: r = ra 
a;a :j;a : luego diferenciando será 2c i r ~ ~^zdz: 

ydy, de donde resulta ser ^ ^ ^ & ^ I ^ s z s i f r X ^ ^ - t . 
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pero es la subnormal ( I I I . 270) L W ~ ~ ~ ~ : luego 

será X í f ^ / f r X — " ^ - ) ; y por ser L W ^ + L C * 

= C I F a , se tendrá C W ^ V { ^ = = ^ f ± ^ ~ ; pero 
4c 

es C W i C L = C K ' . C M , 6 bien / ^ 4 C ~ 2 r > ^ + ^ : 
4^ 

j ; , == ^ : CT^f: luego será Cy7f=r 
v — ^ — — 

Con semejante raciocinio se demostrará ser AI^=z 

- r — : luego será C M i A l ^ ó bien 

^ _: p — - — v - - -
(514. Io.) q-.Q — V x v i luego serán las velocidades 
en razón compuesta de la directa de, las normales, 
y de la inversa de las ordenadas. 

2.0 Por medio de los,valores hallados de las can

tidades jQ y ^ se hallará ser ~ — { ^ ^ - ^ j \ ~ r c. y 

' ^ « ^ — — i cuya expresión diferenciada dá 

la equacion ~p = ; pero (514. 2.0) fdy = _ 



f 4 * 3 ) 

kego será = F Z f í a X i p p ' , y por consigulen-

te / = = - j - 7 p r - ; pero siendo / = F , es ^ = A B ^ a i 

luego será L r12 = 2 ¿ a r t 3 ; por consiguiente 

/ = V • Y por ser L Q ^ r * = l a l b * , será = 

' Per0 r ^ " ^ ¿ ^ ^ 1 lUeZ0 56 tendrá 

^ L r _ ^ U c ~ ^ ™ * ^ , de dónde resulta ser Z = 

ar c 
E X E M P L O 11. 

gip. Si las direcciones de las potencias que ac
túan sobre un cüerpo son perpendiculares al exe dé 
la Trayectoria que describe, y si las velocidades del 
mismo cuerpo están como la inversa de las ordena
das al mismo exe; se pide determinar la naturaleza 
de dicha Trayectoria, y las potencias de que estará 
animado el cuerpo en su movimiento. 

I T . . 
I o . Sea y : v = ~ : -^-, y por cons-guíente será 

aV 
* = P e r o ( s i s ) dx — ̂ p - l y r g í j : luego se-
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tegrando se tendrá x = ^ - / ^ ^ ^ —J'4)? y C^— 

t —y* i equacion al círculo. 

2o. Siendo (sup.) = - 1 : i _ , y = ^ : Q 

•x 
(514. I o . ) será ^ : i 2 = : - i : ; por consiguiente se 

t endrán , ^ S , 1 = ^ , = fepew 

(514. 2o.) f d y ^ l £ M * Í L luego será / ¿ > = 

2 F L Q * X j r p p ' i Por consiguiente / = = - ¡ p - S pero 

siendo / = es = ^ : luego será Z = — ; por 

consiguiente se tendrá / — . 

E X E M P L O I I L 

520. Siendo las direcciones dé las potencias ¡que 
actúan sobre el cuerpo m perpendiculares al exe de 
ía Trayectoria ¿ ÍEG que describe, y las velocida
des del mismo cuerpo como la inversa subduplica-
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da de las ordenadas al mismo exe, se pide determi
nar la equacion á dicha curva, y las potencias de 
las que estará animado el cuerpo en su movimiento. 

. F ig . 232. 

I o . Sea V \ v = L - , i - : luego será — 

í e r o (515) dx=z luego será d x ^ 

• r S P 3 ^ 9 Por consiguiente d x = z I ^ h i Í L 

r \r j~ ' -v 2 ) K i r ^ 
equacion ( I I I . 308) á la Cicloide ordinaria O E G que 

al tiene el exe E F = - j p , F X = A B ~ a , B L = xr 

C L = z y . 

2o. Siendo ^ : Í ; = — : ~ Csup.), V F i y — 

q-Q ( S H . i ^ s e r á ^ i f i r r : ^ : ¿ ; por consi-

guíente ^ = ^ 7 , ^7 , = g^r;perb (S 14.2°]) 

« j zPT,0Adq , > ~ ! FLQ*ady 

f d y = — p — : luego será / t í? j ;= — ^ » ~ , y por 

consiguiente/=: — i - ; pero siendo f z = . F , esyz=z ai 

luego será / i zzr ; por consiguiente / = 
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E X E M P L O I V . 

Siendo las direcciones de las potencias que 
actúan sobre un cuerpo perpendiculares al exe de la 
Trayectoria que describe, y las velocidades del mis
mo cuerpo como las ordenadas al mismo exe, se p i 
de determinar la equacion á dicha curva, y las po
tencias de que estará animado el cuerpo en su mo
vimiento. 

I o . Sea : v z=z a : y , y por consiguiente v r r : 

-~ ; pero i ^ i Q dx z=z ̂ ^ ^ ^ - y . luego sera i f 

= ^ M L _ _ . $ de donde d x =z ^ K 

j y equacign á la curva de los cosenos 

hiperbólicos./ o 
2o. Siendo l ^ i v ^ n a i y (sup.), y V \ v ~ = q\ Q 

(514. Io ) , será q : Q = 1 a : j r ; por consiguiente ^ ~ : 

/ , 0 . = ^ - ' : luego s e r á / ^ = X - ^ 

por consiguiente / z m — i ^ J l , en cuya expresión 



L A 

Y Z 

Fáf.231 \ a i 
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el signo negativo indica ser la potencia / repelente, 

y el espacio Z es igual á — ~ tí, porque siendo/ 

— F \ QSJ? = tí. 
c E X E M P L O V. 

% 522. Siendo las direcciones de las potencias que 
actúan sobre un cuerpo perpendiculares al exe de la* 
Trayectoria que describe, y las velocidades del mis-, 
mo cuerpo como; la subduplicada jde las ordenadas 
al mismo exe, se pide determinar la equacion á d i 
cha curva» y las potencias de las que estará ani l la
do el cuerpo en su movimiento. 

A S e a > : v = / ^ : / £ ; , y será S t í í f l j 
ya * 

g » s e r á = X ' ' **• j 

é •integrándole tendrá y - a = s ^ 4 - 2 X ^ t ^ — 

de donde resulta ser x ~ A = 

y { * r T / * y ^ f T F ^ X ^ ) equacion á la 
Farábolajt... ' 4 ~ ' temol & . ' 1 Q& 



2°. Siendo V w — 4 a i ' S Í y (sup.) y ^'.v = q:Q 
(514. 10,) será q : Q = z V a : iíy ; por consiguiente q==. 

(514.2o): luego será/¿j;===-- - ~ S _ ^ > ^ ¿onde / = 

— r esto es, la fuerza en dicha suposición será 

repelente y constante. 

E X É M P L O V I -

^23. ^ean las potencias en la razpa directa de las 
ordenadas de la Trayectoria descrita por un cuerpo: 
se pide determinar la equacion de dicha curva. F ig , 
233^ 234. 

, Supóngase F r ^ r ^ j z : ^ : luego se tendrán , 

E y ^ f d y ^ ^ / s , f d j z = z ^ ^ e n cuya ex-a .. . a 

presión es — ~ F a el Valor de la cantidad constan

te que se de ve añadir á l l " integral, porque siendo 

^ == 0, SQXÍ S ' f dy ~ o. Ahora si en la equacion (516) 

^ ^ t Z s . f d y ) se SÛ Û7e el valor halla-
áo de S.fdy, se tendrá dx = : ' A ^ ^ E ^ d É l A 
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I o , Sea i Q A 2 ^ Z = ^ V ( 2 ^ ^ 4 - í i « ) : y en esta 

suposición ( i ^ / ^ . 233.) la equacion hallada anterior
mente eorrespónderá á la curva ¿4CP de los senos 
circulares, en quien las abscisas O L son iguales á 
los respectivos arcos circulares, y las ordenadas X C 
= j / á los correspondientes senos de los mismos ar-

f ^ Y siendo Q V i a L =¿>VtfjuJj- + ^a)> sê  ha-: 
^ \ • 

liará ser el espacio L — —^^—p-y Adviértase que 

siendo ¿z =s o , será .F = o: en este caso hágase G: 

f = i c : y ; por consiguiente serán , — , /Wj/ -^» 

, S.fdy — ( ~ , ; á quien nô  se añade constanter 

porque Riendo S . / d y — o, será j ; as o : luego en la 

equacion ( S16 ) ¿ # = — ^ - ^ ^ — Se substítui-

rá el valor:,hallado de S.fdjy, y. se t e n d r á « ^ — 
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2o. Si es Q V i a L á 4.^^) en una 

razón dáda , Te ftáflará la qnarta proporclonáí á d i 
chos dos términos, y al valor de la referida inte
gral , con : lo que se podía trazar la curva que se 
busca. 

3o, Si la cantidad Z es negativa , y por consi
guiente son las fqerzas repelentes j la équacion á la 
curva k r á d x = Q ^ ^ L ^ i y donde ^ 

2t ' • 

tiene-dBtingüir los; Tres casos que son ~-p~ fcs^i 

y <a , Y siendo ~ ~ = a * dicha 

equacion vendrá á ser A A T » 1—̂— X —» que cor

responde (Fig. 234.) á la Logarítmica -/fü? , siendo 

la velocidad., con que viene arrojado el cuerpo por 

la tangente tirada al punto ¿ 4 , igual á la que ten

dría al fin del espacio Z = animado el mismo 

cuerpo con la fuerza F . Y en el segundo caso de 

ser — y í >£Í , se dispondrá la équacion hallada de esté 
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equacion que pertenece á la curva de los senos hi

perbólicos siendo QV2aLz=zhV[7a^L — . ^ * ) , en 

oh* 
cuyo caso es Z = - — — c o n la advertencia que 

siendo ¿3! = o, para tener la equacion á la curva que 
se busca se deverá seguir el método indicado en el 
taso I o . de esta Proposición: pero si es Q V 2 a L á 

en una razón dada, se describirá 

la curva por medio de la de los senos hiperbólicos 
con el método señalado en el caso 2o. Y finalmente 

si es -Cíi, la equacion á la curva que se busca 

corresponderá á la de los cosenos hiperbólicos, sien

do fi/^Z^X/^--^): 7 si es < 2 / 2 a Z 

á ¿ - / ( ^ ^ — ¿1«) en una razón dada, por medio 

de la curva de dichos cosenos se describirá la qúé 
se busca , conforme se ha dicho en el referido ca^ 
so 2°, 

E X E M P L O V I L 

$«4. Sean las potencias en la razón inversa du
plicada de las ordenadas de la curva descrita por ug 
cuerpo: se pide determinar la equacion de dicha 
éurva. 
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Sea F i f s s s i : - L ; por consiguiente se tendrán, 

ÜJ Fa* n , Fa*dy a ^ , F a * , rr 

en cuya expresión es F a el valor de la constan
te que se deve añadir á la integral, porque siendo 
S*fdy — o, es y ^ a . Ahora si en la equacion ($16) 

d x ~ ^ í p i ^ ^ S j ¿ - ^ -se substituye el valor hallado 

de S.fdy, se tendrá ^ V F L ^ Q A y V 
y ^ F L + ^ ^ - ^ F a ) : 

6 bien y —_ equacion á la cur-

va que se busca. 
Io.5 Sea P a Z = ¿a f l : y en esta suposición se ten-

X 
drá ¿/^2= 9L^*y~y-'r por consiguiente x ^ ^ f Q r l * 

v / i L _ - t ^ La constante se debe determinar de 

^ ab • . f - X. : „ r • Í 
modo t^e supuesta ^ == fl[ sea ^«Bf̂ ^ por. consiguien-

3 
2 fe se tendrá - ^ f j g / ^ Z X ~ " : luego será 

-ÍÍÍ Bnavni aos j t jg i ng 3_ ( , Edg . . . , 
f & p X ( ^ 2 ^ ? ) r ^e donde resulta ser 

iu^pib c-b potarse el fr.aiüi'isjíj'i. s^ig c- : ot|i3?j» 

^ 3 ^ ¿ S i ^ ^ + ^ ^ í ' e(luacIon á ^ se^nda 



Parábola ciibica.. 

2°. Sea P a Z < ^ a í 7 ; y en esta suposición dis
póngase la equacion hallada de este modo dx = 

^ F ^ m x y f*a*dy ; • Y siendo 

• ^ - . y .. • « i . - f . . , i , 

V ( & * a - . P ' 1 L ) i se tendrá ^ - 2 ^ 

equacion á la Cicloide ordinaria ¿4CP {Fig, 235.) 
siendo lá velocidad, con que viene, arrojado el cuerpo 
por la tangente tirada al punto igual á la qu^ 
tendría al fin del espacio L = a , animado el mismo 
cuerpo con la fuerza F . Y si es Q ^ L á V\b'xa~~P'2L) 
en una razón dada, la equacion á la curva que se 
busca, corresponderá á las Cicloides prolongadas ó 
acortadas. 

30. Sea P * L ^ h * a \ y en esta suposición disponga* 

se la equacion hallada de este modo, dx = ^ ¡ ^ ¿ ^ r ^ 

St Í ! S g — ® *}cIj * O * haciendo 
X h*a% - ^ . v — ^ duendo 

WL^-b^a ^ c Para facilitar el cálculo. Ahora supón-

§aSe V É S ^ T ' d e ^ n d e ^ s : p ^ i ? 7 diferea^ 
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ciando se tendrá dy-zzz ~ % %~: luego será dxsst 

X T^lz*)3- i ^ integrando se tendrá x = 0 
2 •tí? 

X ( j í ~ 7 — » í • " - ^ ~ ¡ ) v Sí las fuerzas son repe

lentes, convendrá mudar el signo á la. ; y en. este 

caso la equacion á la curva, supuesta cz=z Wh+Pa 

$erá i ^ = = ^ ^ ^ : X v § w ) í que se transformará por 

medio de la substitución -i?^—^ = — en la d x ^ z 

S^Jii X —' » que difiere solo de la anteripr 

en el signo» 

P R O P O S I C I O N L I L 

«525;. Si el cuerpo m viene arrojado desde ¿4 con 
la velocidad dada y estando animado por poten
cias que actúan en direcciones perpendiculares á fe 
horizontal B L describe la curva parabólica ^ C , cu-* 
yo exe T F \ determinar la velocidad que tendrá d i 
cho cuerpo en 'quálqüiera punto.nC* , de} espado cor
rido , y las potencias con que estará animado en su 
movimiento. Fig, 236» / 

Sean, F el focus, y la d i rec t rk de dicha 
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parábola. Desde el punto C tírense las perpendicula
res, C E al exe , C W i la tangente T D en el 
pumo C , F G á CPF, y K C P y H ^ Q á la direc-
trlx Q/^. Supónganse las denominaciones y la cons
trucción como en la Proposición antecedente. 

I o . Por la propiedad de la Parábola es ( I . 545.) 
el ángulo K C T = F C D ; por consiguiente el ángu
lo M C K = s G C F pero M C K = C W F , por ser 
las rectas C K y E W paralelas: luego será el ángu
lo C W F = z W C F ; por consiguiente se tendrá C F 
z = F J V , y C G = : G W . Ahora por la semejanza de 
los triángulos C W E y G W F es C W W E = W F : W G , 
y CW: i W E = W F : C W , de donde C W ^ — i E W 
X W F : luego será f ^ W E : 1/2 W F = W E : C W « 
C M \ C K \ y supuesto el parámetro de la Parábola 
igual á !2¿?, será ( I . $49) V a : V z V / F =1 q:b, 6 bien 
Vcti'SÍ2CPz=*q'-h, por ser W F = F C = C P . Con 
el mismo raciocinio se demostrará ser V a i V i ¿4Q 
z=:Q:h: luego será Q:qi=:VCP:V^Q', pero (514.10.) 
es I T i v — q i Q : luego será l^:v Z=L f ^ A Q : / "CP , 
Que es lo primero. 

2o. Llámense, C P ̂ =1% , y AQ-r=i Z . Consta por 
lo demostrado anteriormente que son, f ^ a i f á i A Ú 

C P z=iq\h\ luego se tendrán las 

ecuaciones = -^p- v 7 p — ^ ? 7 diferenciando 

hhh 
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esta segunda equacion, se tendrá — ~ i ^ —r?- ? ó bien 

1̂ = - ^ - , por ser Í/2; = —Í/J;; pero se ha demos-

trado ( s 1 ^ 2o.) ser fdy = zFL® dq : luego será 
• • • • ' " . ^ • •• + * • j 9. - * • "í 

fdy = y por consiguiente f = ab* : y 

por ser ~ = -^7- , sera también / = : — "̂ i esto es, 

la potencia / que se busca será constante , y el pa-

r A.O*Z 
rámetro 2<í = —pr- : y siendo en el movimiento de 
los proyectiles ó cuerpos arrojados / = F% será 2/ = Z 
s = s í Q , Que es &c . 

P R O P O S I C I O N L V Í . ' 

526., Si en el movimiento de un proyectil ó cuer
da arrojado -^f según la dirección y^Z inclinada á la 
horizontal y f X , la potencia que anima al cuerpo 
en es igual á la potencia / que le anima en qual-
quiera punto C del espacio, corrido , y si además son 
las diréccioñes de dicha potencia perpendiculares ^ 
la misiria horizontal ^ J T ; determinadla Trayectoria 

Ftg. 237. 

4 l í ^ ^ ^ i k í ^ Y e ^ ^ r f r i í Q . ' % ,BP.i y O T V poí 

íjuil 
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el punto O que divide por medio á la horizontal J4X\ 
córtense A H — b, y ^ iQ = Z; tírese la recta Q P f pa
ralela a la y íX; considérense s i l perpendicular i A Z , 
y H I perpendicular k A I \ y nómbrense A L == 
L C = j / , A I = Q , y H I = z P según las denomina
ciones dadas ( 514). Si se substituye F en lugar d e / 

en la fórmula ( 5x6 ) ^ = ^ f ^ f ^ se ten-

drá dx = Q V j - X d y , . ¿ integrando será x = B 

«Mk i S ^ y ^ ^ — " J ' ) ? donde resulta la equa-

cion ( j ^ ) ( 5 — jp)a = - ^ j ^ X (^t1 — J'), equacion á 

la Parábola Apoloniana A T X . ha constante B se de
termina , suponiendo x = o y j ; = í ? , d e lo qual resul-

ta 5 = ^ x V ^ Í = Por tanto será 

( ^ - *)a = ^ X í ^ - y ) • de donde resul

ta ser ~ i & ™ X x + X * t = - y.y, y { P ) 3 % £ $ 

y s= * z ^ L X * — **• Y si se llama el ángulo Q A Z 

~ C c , A H I — C c . ¿ í ; por consiguiente serán, r : ^ . ^ 
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^ j , , ^ ^ ^ r - . C c . A - h - . P - 1 - ^ - . luego 

substituyendo los valores hallados de P y jg en la 

equacion se tendrá ( G ) - — ~ — - ~ » — 

ytx~~xn'. Si en esta equacion se supone y — o * será 

la amplitud ¿ ÍX á e \ a proyección igual á ^ f f ^ ^ - t ^ 

Y si se difersncia la dicha equacion , 7 se supone 

tíjF — o , se hallará x — — — ; y substitu

yendo el valor de ^ en la equacion G , se tendrá 

y s-s M ^ ^ ) „ = QT. Por tanto el parámetro de la 

Parábola A T X será igual á ^ ^ - z r : • ^ ^ ^ • ^ ; pe

ro / ^ r = : ^ 0 — 0 T = L * ( s ^ y . lueg0 será ^ r i 3 

quarta parte de dicho parámetro , y por consiguien
te Q F I B . directrix de la misma Parábola. Que es &c« 

C O R O L A R I O I . 

_ 527. r Se infiere que la linea L de la velocidad cor
respondiente al punto y í de proyección es igual á la 
distancia (F¿g. 237) s í Q del mismo punto á la d i -
xectrix < 2 ^ ^ e Ia parábola. 
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COROLARIO I I . 

528. Siendo ( I I . $88.) r c . i A - = 1 i C c , A % 
S c . A , será {F ig , 237.) la amplitud A X ó bien 

4 L x r x S c . 2 A j j j ytjr. LxSc .zA 2 A O — ^ , de donde A O = — , y 

S c z A i r = A O : L . Por tanto en el movimient0 dé 
los proyectiles ó cuerpos arrojados se determinará por 
medio de la proporción anterior la linea de la velo
cidad, ó la mitad A O de la amplitud de la proyec
ción ó bien de la longitud horizontal del t i r o , ó el 
ángulo Q A Z , si se dan los demás términos de la 
misma proporción. 

COROLARIO I I I . 

329. Si la longitud A X del tiro no es horizon
tal { F i g . 238. ) , tírense las rectas X F " y X T res*-
pectivamente paralelas á la vertical Q A T y á la tan
gente A Z V» Nómbrense , A X Z=Í h, y los ángulos 
Q A I S — A , y r A X z = z B ; y serán, S c . Q A r 
= S c . A T X = S e . A , S c . V A X ^ S c .B , y 
S c . V X A ^ S c . { A + B ) . En el triángulo A V X es 
S c . A \ Se, ( A + B ) — h : A V \ por consiguiente A V 

— X T — j ^ ^ ^ ^ ^ ^ : y en el mismo triángulo es 

Se, A : S c B = ^ : F X ¡ por consiguiente V X z r z A T 
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^ ^ g f ; pero ( I . 552.) 4 ^ . Q X ^ r = r ^ : l u ^ 

go sera — 5 ^ — ^ " ~ ^ 5 7 ^ j * ~ ^ ^ í "e d-oa&Q resul
ta ser 4 Z X ^ . ^ X ^ . ^ = ^ X ( ^ . ( ^ + ^ ) ) a ; y 
S c ^ x S c . B : ( S c . { ^ B ) ) * = l A X \ L , ó bien 
( I . 506.) \ r Ci{A — B ) - ~ ± r c , { A + B ) ; 
{ S c i A + B ) ) 0 - = £ ^ X : Z . Por tanto se determinará 
por medio de una ú otra de las proporciones halla
das la linea de la velocidad Z , ó la longitud A X 
del t i ro , ó el ángulo Q A V , dadas las demás cany 
tidades de la misma proporción. Adviértase que en 
el tercer caso por medio de la segunda de dichas pro^ 
porciones se determinará el ángulo A ^ B y res
pecto á que se'supone dado el ángulo A + B , se ha
llarán los ángulos A y 5 , esto es, Q A V y V A X , 

C O R O L A R I O I V . 

530. Si se diferencia la equacion {Fig* 237.) A X 

4 . L x S c . A x C c . A 1 . . j 1 • , 
— __ ,— en la suposición del ángulo A va-
riable, y su diferencial se supone igual á cero, se 
tendrá ¿V. A X Cc\ A + C c . A y ^ B . S c .A — o-. y 

por ser (IÍL 114.) D . Ce . A cz —' Se'A*áA ? y D . S c A 

_ C c . A * d A ^ será ^ ( ^ ^ a ^ ^ ^ a ^ ^ ^ de 
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donde resulta ser Se ,A — Ce, A , y el ángulo Q A Z 
— Z A X , Por tanto la máxima amplitud A X ve
rifica, quando el ángulo Q d Z es semirecto : luego 

el valor áe A X será igual á ——p.— — i L , esto es, 

la máxima amplitud será dupla de la linea de la ve^ 
locidad. Asimismo si se diferencia {Fig, 238.) la equa-r 

cion A X z z en la suposición de los án

gulos A y B variables, y su diferencial se supone 

igual á cero , se tendrá S e . B X D ^ e , A S e , A X 

D . S e , B — o; pero D . S e . A z z : — - * ^ , y D . S e , B 

^ C c J h O A , luego ser, Se.ByiCe,A-\-Se,A^Ce,B ~ o\ 

de donde resulta ser — ó bien Te,Ar=z 

•r-Te.B, y en conseqüencia el ángulo Q A Z z s s Z A X , 
Por tanto la máxima longitud A X á ú tiro se. veri
fica, quando el ángulo Q A Z es mitad del ánguloQ^fX. 

C O R O L A R I O V. 

S3'i. Si en el caso del tiro máximo A X horizon-
ital ú obliqüo al horizonte { F j g . 237, 238.) con el 
radio A Q se describe el arco QO que corta á la 
recta A X en. O; será el punto O focus de la para-
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bola s í T X , porque son, el ángulo Q A Z z=: Z A X , 
y AQ,-=. A O l u e g o baxada ia perpendicular X N 
á la directrix jQiV, será . X N ^ z X O . En general los 
focus de las infinitas Parábolas, que tienen la común 
directrix Q N , y que pasan por el punto A , debe
rán quedar en la circunferencia del círculo descrito 
con el referido radio. 

C O R O L A R I O V I . 

532. Si la longitud del tiro {F íg . 239.) ho
rizontal ú obliqüo al horizonte es menor que el tiro 
máximo A X ; el proyectil con la misma linea A Q 
de la velocidad podrá llegar desde A á R por dos 
distintas Parábolas A K R y A K ' R , con tal que los 
dos ángulos Q ^ Z y Q A Z ' , que forma la vertical 
A Q con las direcciones y de la* fuerza 
de proyección correspondientes al tiro A R , tengan 
iguales diferencias con el ángulo Q¿4L que forma la 
vertical A Q con la dirección A L de la fuerza de 
proyección correspondiente al tiro máximo A X , T í 
rense las rectas X N y R S perpendiculares á la d i 
rectrix jQ i V ; y haciendo centro en A con el inter
valo ^f j2 descríbase el semicírculo Q O T , Siendo pues 
N X = X O (531) , será R S y* R O ; por consiguien* 
te la circunferencia del círculo descrito con el radio 
R S cortará el arco Q F F * zn dos puntos F y F ' , 
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que serán los focus de dichas Parábolas. Ahora tíren^ 
se los radios A F y A F 1 : y por ser los ángulos F A Ú 
sss F ' A O , serán iguales las diferencias , que pasan 
entre los ángulos Q A F , Q A F ' , y el ángulo Q A O , 
y por consiguiente iguales las diferencias entre sus 
mitades, esto es, entre los ángulos Q A Z , Q A Z ' 7 
y el ángulo Q A L mitad del ángulo QAJC* 

P R O P O S I C I O N h V U . 

S33' Si el cuerpo m sale del punto A según la 
dirección A Z , y atraído del centro F de la potencia 
describe la Trayectoria dada A B ; determinar la velo
cidad que tendrá dicho cuerpo en qualquiera punto C 
del espacio corrido,. las potencias de que estará ani
mado, y el tiempo que empleará para andar el arca 
A C . Fig, 240, 241» 

Sean, la oirdenada FT> infinitamente próxima á 
la F C y el arco C E evanecente descrito con el radia 
F C , C G el radio R del ósculo correspondiente al 
punto C , C N la potencia en C dirigida al centro F r 
N S y F O perpendiculares á C G , A I perpendicu
lar á la curva en el punto A , y F/perpendicular á 
A I . Nómbrense, C F — y , C O — q, C N = f , A l , 
~ Q , F I — P , C D — ds elemento del arco A i 
C E z ~ dx, y t el tiempo en que el cuerpo corre el eŝ  

tu m 
\ 4\, • M / > 
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pació A C - , y será CG = = siendo 

( I I I . 309). 
I o . Por la semejanza de los triángulos C F O y 

C N S es C F ' . C O — C N : C S , esto z s , y : q z i i f : C S 

= - ; Pero ( s i o ) C J = ^ f S f a ^ 1 lueg0 será 

ro ( 438 ) 2kfdy as — mvdv : luego será — mvdv 

= W7; , de donde resulta ser — == ~ , é inte-

grando se tendrá •Q~ — q, y por consiguiente la 

equacíoñ v — ~ ~ 6 bien / ^ : = ^ : jQ. Por tanto se 

determinará por medio de dicha equacion la veloci
dad del cuerpo en una curva dada. Dicha integral se 
hace de modo que supuesta v — V , sea q —Q. 

2°. En la equacion hallada antes fdy = 

substitúyase en lugar de v ; y se tendrá la equa-

cion fdyssa ^S_p-£^1 qUe se podrá expresar muchas 

veces con utilidad de este moda/a^ == qGL® dq y su-
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puesto L aquel espacio, al fin del qual el cuerpo m 
animado por la potencia constante G adquiere la ve
locidad V , de modo que es (438) ^ k G L — mV0", 
y si no es F =• o, se supondrá G — F , Por tanto se 
determinará por medio de dicha equacion la poten
cia que anima al cuerpo en una curva dada. 

3o. Siendo (392) ^ s = ó bien dt ~ ~ f ~, y 

por lo demostrado ( 10.) ^ = = » se ten-

dra rfí = -^7- - por consiguiente t sst — ^ — ; pero 

( I I I . 215.) ^yiS .ydx A F C : luego el tiempo que 
emplea el cuerpo para correr el arco ^ fC será propor
cional con el área A F C r de; suerte que los tiempos 
para andar los espacios A C y ^ - f í tendrán la razón 
de las áreas, A F C y A F B descritas por el radio 
"vector, esto es, por la recta que junta el centro de las 
fuerzas con el punto que describe dichos espacios. Y 

suponiendo í^z=i - j r , sera t z = z — p o r consir 

guíente t :T — S.ydx: Q S . Que es &ÍC^ 

C O R O L A R I O L 
r • » 

534. Por, ser v = ( 533- io0 r ^ = ^ , se 
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tendrá ĝp = , de donde resulta ser Q ^ F * x 

descrito el arco circular H Q q con el radio i ^ / / = ¿y9 
y llamado el elemento Qq = du, s& tendrá ( I I I . 217) 

, ydu t , ydu VQdy 

lueg0 serav— = ^ 3 ^ ^ ; por con

siguiente y z= — ^ ^ t — . ^ y por medio de esta 

equacion se determinará la naturaleza de la Trayec
toria que describe un cuerpo, si está dada su velocidad. 

C O R O L A R I O I I . 

535. Si la equacion hallada ( 533. 2°*) f djy 

se integra, será S.fdjy ^ ^ ^ - + F L , 

El valor F L de la constante añadida á la integral re
sulta de que siendo Q ~ q , será S.fdy m o. Ahora 

si en la referida equacion S.fdy zz ~~- * F L 
J 

se substituye ~ - en lugar de se tendrá S.fdy = 

F- - " ^ T T - Í — h F L r de donde resulta ser dx = 

g ^ £ ^ . ¿ v:' J ^ L • lueeo se-
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RÁ T = y ^ L - f m ^ m r y P01- MED10 DE ES-
L ta equacion se determinará la curva que describe un 

cuerpo atraído de un centro con una potencia dada. 

E S C O L I O . 

536. Adviértase que ( 533. 10.) la equacion 2 & X 
fdy = — mvdv es la misma, asi respecto á la F i 
gura 24o,donde aumentándose laj^, se disminuye la ve
locidad del cuerpo por ser la dirección de la potencia 
C T contraria á dicha velocidad, como también res
pecto á la Figura 241, donde disminuyéndose la or
denada y , se aumenta la velocidad del cuerpo por 
ser la dirección de la potencia C T conspirante con 
la velocidad del propio cuerpo, y por consiguiente 
»— i k f d y ±2: mvdv» Se añaden los exemplos siguien
tes para exercicio de las fórmulas dadas anteriormen
te , y en las Proposiciones siguientes se aplican las 
mismas fórmulas al movimiento de los cuerpos en las 
curvas cónicas. 

E X E M P L O L 

537. Supóngase que el espacio corrido por el cuer
po m sea la circunferencia circular A C D , y que 
el centro de la potencia que atrae al mismo cuer
po sea el punto F colocado en dicha circunferen-



(438) 
cía; se pide determinar la velocidad que tendrá d i 
cho cuerpo en qualquier punto C del espacio corri
do , y las potencias de que estará animado. Fig, 242. 

I o . Tírese el radio C G , que será el radio del ós
culo en el punto C; y á dicho radio báxese la per
pendicular F O prolongada hasta encontrar la c i r 
cunferencia en P ; y finalmente tírense el diámetro 
F G W y la cuerda CW. Nómbrense, CG==^ , A F 
= b. Por la semejanza de los triángulos rectángu
los F O C y F C W son proporcionales F W : F C 
= F C : CO ó bien 2c:y r r : j ; : C O , y por consiguien-

te CO — — : luego será ^ = ^ , y zzz —, de don

de resulta ser g : -^-¿» : -#^^%; pero ( 533. 10.) S : í 

= : / ^ : luego será v . Z=L b11 '.y*1, ó bien V \ v =a 

1 r 

2o» Siendo por lo demostrado en el caso anterior 

~ » será p ~ -yf2 5 Pero ( 533-2 .° ) / i ^ = 

^ f i í : luego será fdy = * F L Q * y por 

i6FZOaí?a ^a consiguiente/— j-? ; pero jQ — — : luego 

será / = ; pero siendo F » / r es j s s ^ ; lúe-
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go será Z = ~ ; por consiguiente se tendrá f z = . 

E X E M P L O I I . 

¡538. Sean , el espacio corrido por el cuerpo m la 
curva elíptica P T , y el centro F d e la misma El ip
se el centro de las potencias que atraen á dicho cuer
po: se pide determinar la velocidad que tendrá el 
propio cuerpo en qualquiera punto C del espacio cor
rido, y las potencias de que estará animado. Fig, 243. 

Io . Su póngase, que F / ^ es el semidiámetro conju
gado i. A F , y 1̂16 1° es de tírense las per
pendiculares A I á F V , y CO á JPT; y serán A I 
= fí , CO = q. Nómbrense, A F = b , F V •=. c. 
Consta ser ( I . 611 ) A F ^ + F V * = C F ^ 4- iFTa; 
por consiguiente será F r a — A F * + F y ^ — CF'1 , 
y F T — ^ A F * + FV*~CF*)^f '{b'1+c'2 ' - -y ' iy , 
pero ( I . 608) i ^ X C O ^ i ^ X ^ / ó bien / f ^ + ^ 
— j ^ ) X ^ / — ^ X f i : luego será fi:4-¿«—^ 
Pero (533- l0-) Q'.q — v . V : luego será V w — c, 

2o. Siendo por demostrado en el caso anterior j g : 

donde resulta ser ^ = ' j = ^ pero 



(44o) 

(533-20-) f d y =* 2 F L ^ d q : luego será f<ty = 

2 F L Q ? X ~¿srm , Y por consiguiente/= pe-

ro siendo f z==. F , es y ŝs ¿ : luego será Z = ~ ; por 

consiguiente se tendrá / = -y . Adviértv^se que se ha

llan las mismas propiedades en la Hipérbola con la 

diferencia que su centro no atrae al cuerpo, sino le 
. * - * • 

repele. 
E X E M P L O I I T . 

539. Sean las velocidades en la razón inversa de 
las distancias del cuerpo al centro de la potencia ; se 
pide determinar la equacion á la Trayectoria que des
cribe, y las potencias que detienen en ella á dich® 
cuerpo» 

i a . Supóngase ser Í; s= y : — ; y por ser 

(533- IO.) f i v ^ i q ' . Q , será q i Q = = por 

• • Q 9' ydx 

consiguiente — s= — ; pero es ^ = ^ : luego, será 

— equacion á la Espiral logarítmica* Si es rec

to el ángulo de proyección , será g = ^ ; por con-
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siguiente ds = dx, esto es, la curva que se busca será 
la circunferencia del círculo cuyo radio es 

2°. Siendo por lo demostrado en el caso anterior 

n _ L _ L < Qy _ i h* & t>s¿y. 

pero es (533. 20.) fdy = : - ^ í ^ ? — ? : luego será / i j r 

= x - 0 , y por consiguiente / = 

pero siendo / = i7 , esj; = luego será Z = J ^ , y 

por consiguiente / = — p ~ • 

E X E M P L O I V -

540. Supónganse las velocidades en la razón i n 
versa de las distancias» elevadas á la potestad « , del 
cuerpo al centro F de la potencia; se pide determi
nar la equacion á la Trayectoria, y la potencia que 
detiene en ella á dicho cuerpo. Fig* 244 „ 245 , 246. 

I o . • Sea V : v = - ~ : : y por ser (533. i a . ) 

v — será q :Q — jn : ^ ; por consiguiente-

¥ = f ? Pero í r = - : V : lueg0, sera T ? 5 7 ' de 
donde resulta ser Q * ? * ' * - ? X ( d x ^ + dy *) — 

kkk 
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y = zfc Q ^ k * ) ' P^r0 » 5 luego 

será du " ^ ^ ¿ - ^ = — , y ( ^ ) 7 

Jip^—Q^y'11 ' ) * ̂ 110^ en â e(luacion halada supón

gase í(y = Í? ; y se tendrá ^ a w — fí V a * ~a de 

donde resulta ser = -—;—: luego la máxima ó mí-

tilma, ordeñada de la curva expresada por dicha equa-
n 

cion será ( I I I . ¡281.) igual á — , cuya cantidad 

se supone igual al radio a , y por consiguiente será 
¿ a « = ^ a « - a (2a; y substituyendo el valor en 

la equacion A , se tendrá " f = tfc j p r í ^ - ^ . H á -

gase la substitución / = , con lo que resultarán 

las equaciones —7" f rv = ^ y 7 

cz: 4 « ! luego integrando la primera de dichas dos 
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equaciones en el caso de ser i {Fig, 244.), se ten
drá que {n — 1) X + ? ó bien ( « — 1) X es 
igual al arco'que tiene el radio y el coseno tr esto 
es r CÍ-, — 1) X — en cuya expresión es por la 

substitución t = , de donde resulta ser .y = : í 
1 

n — i 
n — 2 
n—• i 

X ^ . Para determinar la constante A adviértase 
que siendo w = 0 , será y z=z b , y Por consiguiente 

hn'1 

t z i - — j - . Con el radío F S - = . a descríbase el círcu-

lo PtS 'a í" ; córtese en qualquiera radio FJB la parte 
hn~ ^ 

F N = 7̂—̂  ; levántese la perpendicular iVTfcT sobre 
dicho radio JF1^ ; y haciendo M B ; M K = n~~ 1:1, 
se tendrá i ^ i " ^ m Supóngase que el cuerpo m vie
ne arrojado' desde según la dirección s í Z , y que 
es « > 2 : y tomado el arco S P zz i í f s e r á el ar
co P T = u + ¿ 4 = z s : luego tomado el arco P T z = : 
( « — i ) X PST— ( » — 1) X / , y tirada la perpendi
cular r/7" al radio F P , será F V — t ; por consi
guiente en el punto P será t =z a , de donde resulta 

ser j ; = í"""1 X 1 — a, de modo que por el punto 
P pasará la Trayectoria que tendrá la ordenada máxi
ma P F por ser en los demás puntos el coseno t <a : 
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y si en el radio F T se corta la parte FCza F V * 1X 

an~'1, estará el punto C en la curva. Adviértase que 
siendo — i ) X P22* = P2Tquadrante, será í = £?, 
y por consiguiente JJ; = o; y que siendo dx — — 

^{b^—Qty-1"-*)1 en â suPoŝ ĉ on de j — o será dx: 
dy = o;bn, y por consiguiente la recta i T F k será 
tangente á la curva en F , de modo que llegando el 
cuerpo al punto F seguirá la dirección F k por estar 
su velocidad y la potencia en la misma recta; y fi
nalmente que si se arroja el cuerpo por la dirección 
contraria A z , describirá la curva A V F , y el ramo 
V c F será igual y semejante al ramo P C F . Y en la 
suposición que sea n menor que 2 , y mayor que t , 
se tendrá la equacion { n — 1) X ( u + A ) igual al ar
co que tiene el radio ¿í, y el coseno í=#a—nY>$n —S 

de donde y = . Por tanto la construcción del 2—n 
«—i 

a 
presente caso difiere de la anterior, en que el arco P2* 
(jF%. 245.) que se hace igual á ( « — i ) X ^ ^ es 
menor que PÍT: luego la tangente F z T á l a curva 
en F cortará el arco P 2 ^ mayor que el quadrante 
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• P i T , de modo que el ramo A C F autos de llegar 
al centro F da mas vuelta al rededor de él á pro
porción que se disminuye el número « —r. Y finalmen
te en la suposición que sea « < r , se tendrá la equa-
cion ( í — x (« + ) igual al arco que tiene el ra-

2—» 
2-« 1 n 

dio y el coseno t— £¿ra, de donde y = f : y 

en este caso se hallará con el raciocinio expuesto en 
los dos casos anteriores, que la curva P A C {Fig, 246.) 
tiene la mínima ordenada F P = a, de modo que que
da toda fuera del círculo. Por lo demás, si es w — 1 
número entero y positivo, se determinará la equa-
cion á la curva P C F {Fig* 244.) del modo siguien
te. Nómbrense, F F * = x, V C el arco P T = s, 
F C — y —fS^x11 + ísa), y tírese la perpendicular T R 
al radio P F , Consta ( I I . 584.) que es Cc . {n— 1) X 

s = i ^ ñ h • ; pero 

t s y : x = z a : F R , de donde F R = : C c . s = y , y T R 

= Sc.s = /^"(^a - f ! ^ ) « luego CV.(«- i ) X s 

= ^ - x ( ( * + « ^ - l ) " - , + ( * - « / ^ : • I r - , ) ; 
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pero Ce, {n ~ i ) % s=*f=z : luego {D)y*n - a 

equacion á la curva. Si es « = 2 , s e r á ^ ó bien x -̂̂ -z2, 

rzzax equacion al círculo, en cuya periferia se halla el 

centro F de la potencia. Y si « es número entero y 

negativo, se dispondrá la equacion D del modo siguien

te , Jr+ST == i ^ í T » ^ ( ( J C ^ v—i*»}'1 + * (x—V—ixz)^*)' 

de donde resulta ser -pr^z = 2JU„ X 

^ + ̂ r . i — ? pero x" + « a = ^ a , 

y y,2« + a = 4-2a)'z+1 : luego será 2 X ^ n + I 
^ \ X - J / - r X ^ + 1 + H- / ^ - 1 X + I . 
Además, si « es una fracción positiva, se substituirá 

— en lugar de n\ y se tendrán, el arco 

72-—W 
m 

«, x í r = ( « - « ) x i r , C f t P r = - ? ! ^ , ^ . p r 
2«—im an-—2t» m 

f m m \ & 
~ y ) 

: luego será Cc.m X V T — n~—2m 
m 

a 
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/ TV̂Tn 

r X ^ O ^ + ^ - J X ^ B - y m ) ) 

CA (« ~ X = ^ X ( ( ^ Hh « / ^ - i ^ 

^ ^ ^ / d ) « ; pero O-.mX PT=:Cc.{n—m)% 
n—m 

P T : luego será { E ) y n ~ m x f ( y m i x 

an—am 2«—-sw n—w 

x { g ) ) + \ y — v — i x 
m—2W zn—swz 

4- ( p— 2 / ^ - 1 ) a Y si « es menor que 

la equacion E se dispondrá de este modo, X 

( ( — , + r - I x ^ - í — + 
V V w — \ 2 m — 2 » 2 m — 2 « / / 

(_L_ ^ _ I X ^ ( _ L _ _ 
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= ^rr, X + ^ _ w _ , | » - d o n d e 

2m—~ 2 n 2w—2» 
x . ( / m r r m 

im—2n 2tw—.2« 

^ = g ^ ^ ^ ; pero es » 

m—~n im—-2n zm—zn 

luego sera ftf -|-/,—.JX/^/J^ —^ \ j 

(x — z y ~ - i ) m - n - h ( x + z f < ~ i ) m - n . Cori el mis
mo método se hallará la equacion á la curva, si se 
supone que el número n es. fracción negativa» 

aQ. Siendo ( sup.) ^ == ~ : — y ( 533. 10.) 

^ : v = : ^ : jQ, se tendrá q : jg = : ~ : 7̂ ; por consi

guiente ? = - ^ . F p ^ g ^ r ; Pero ( s33 ;^) 

= ^ ^ i : luego s e r á / # = 2 F L Q ^ ^ l T % 
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y por consiguiente / = : - ^ p + y - - ; pero siendo 

z s y i z b t luego será Z = — ; por consiguiente / = : 

E X E M P L O V . 

S41, Si el centro C atrae á un cuerpo en razón 
directa de las distancias, y dicho cuerpo sale desde 
A por qualquier dirección A Z obliqüa al radio vec
tor A C con una velocidad dada ; se pide determinar 
la Trayectoria A L G E que describe dicho cuerpo. 
Fig. 147. 

Sea F : f — ¿> : j t , y por consiguiente / = — v 

fdy =±S — ; é integrando será S . f d y = . -¡¡j- — — . 

La cantidad — %F¿> e» el valor de la constante que 
se debe añadir á la integral ̂  para que ésta se desva
nezca siendo y = b. Ahora substituyase el valor de 

dicha integral en la. fórmula general (535 ) ~ ir: 

^ ^ ^ ^ la equacion - = S : 

y ^ ^ ^ L ^ x y ' - ^ L Q ' - y * ) ' HagaSe la Substitución 

m ' 
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f ^ A + B p * ) — y z , en quien ¿4 y B son cantidades 

arbitrarías y constantes, y se transformará en ~ — 
a 

V(^(2L+¿)*{%:l~.B)~:zbLi¿*x{%*~-Bf~~Ai) ' í>ienao 

cantidad arbitraria supóngase igual á 2 b L , j 
partiendo los dos términos del segundo miembro de 

la equacion antecedente por Q f ^ ^ i b L ) será % — , 

También por ser ,2 cantidad arbitraria, supóngase 
m~ bB y(t{2L-{-b)~~jB '1-~2bLQ,1sso, y resuelta esta 

equacion será Bz=z—^ '—^——y 

cuyo valor siempre es real, porque el seno Q no pue
de ser mayor que el radio b. Luego supuesta B igual al 

valor hallado, será ^ = V ( H 3 L + ^ ^ , ^ W J 

= = ^ ( Í L T * ) * ^ - » ' ) ; V0* consiguiente ^ = 

«-rt— , —5-TY • Como es un radio qualquiera. 

hágase « = f l b X ( 2 Z + + 2B) = f \ b b X 
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( í í i + ^ - W X f í » ) , y será d u - ^ ^ ;p»r 

consiguiente z = CV.(w-4-C), siendo C la constan
te que se debe añadir á la integral. Por ser z y = z 

^ { A + B y * ) , será z zz. ^A*By j igual á la expresión 

c¡on v í ' ^ e ' - f ^ ^ ^ - ^ H ^ M tí C c , { u + C ) . La 

constante C se determinará suponiendo Í/IÍIO, quan-

do y — por consiguiente C ^ C — (-—y- — 

§•( 2 ¿ Z + ^a — ^ ^ ) » Esto supuesto , hágase cen
tro en C y con el intervalo C M s=í a descríbase 

el semicírculo i f j g i V ' ; témese C B = / ( — — 

J (2bL + h11 — a 1 ) ) ; y tirada la perpendicular i ? / / , 
será el arco — C. Tomando ahora qualquier 
otro arco Q / / = «, y baxando la perpendicular «gA* 
sobre C M , será CKZ=L CC.{U - f C)=sz. Siendo 2 = 

y 2 ̂ Z j a a ^ | (2 ^ Z ̂  ^ a ~ aa) XJF , será y » 

^ T l p ^ ^ ^ - ^ ) ) ; p0r consiSuiente prolongada 

C f í de suerte que C Z = - ( _ ^ ^ _ ^ ^ 



el punto L en la curva. Báxese la perpendicular L T 
al radio € M prolongado por ambas partes; y llámen
se la abscisa € T zz p , la ordenada T L = Por la 
semejanza de los triángulos C K Q , C T L son propor
cionales las cantidades C Q : C K = i C L : C r , esto es ai 

• \ . . . -

^ — ^ zz j / : p ; de donde /t p =3 

/ / ( 2 ^ Z i Q a - i ( 2 ^ Z + ^ - f l a ) X t y a ) ; p e r o esjKa== 

^ + ^ : luego se tendrá S * - . ^ * ! ^ X 

( ^ z + § ^ ¿ ""-^a) ^E P61̂ 11606 á la EliPse' cuyos 

semiexes C D = ^ l M ^ _ C G = 

luego la curva descrita por el cuerpo es una Elipse 
Apoloniana, qualquiera que sea el ángulo C A Z , 

E X E M P L O V L 

542. Sea la potencia en la razón inversa t r i 
plicada de las distancias del cuerpo al centro de la 
misma potencia; se pide determinar la Trayectoria 
que describirá dicho cuerpo. Fig. 248 . . . 251. 

Supóngase F : / = ^ : ~ : luego se tendrán las 

* Fb* Fb3dy c n j F h * 
equaciones/= -pr, f d y s= - p ^ , y S. fdy = — ^ j r 
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Fb 

+ —: esta integral se toma de modo que desvanezca 

mientras sea y Ahora substituyase en la fórmu-

IA 7 s ^ F I ~ ¿ w X ' ^ f d y ) ^35) el valor halla- • 

do de la S , fdy; y se tendrá que la equacion á la cur

va que se busca es — • = ^ f a ¿ M X — . 

Hágase dy—o para determinar la máxima ó mínima 
ordenada y de dicha curva; con lo que se tendrá 

^ + H g g = o, de dondej; — / ; y 

substituyendo este valor en lugar de ÍÍ, se tendrá que 

la equacion á dicha curva es duzz g ^ ^ i , ^ X 

WCy^--^*) * ^ âS Potenc^as son rePeíentes en la 

misma razón, se tendrá la equacion á la curva mu* 

dando el signo á la cantidad L en la expresión an

terior, de modo que será du = - S ~ r ^ r r \ X — f y 

luego para el uno y el otro caso de las referidas po

tencias valdrá la equacion ( A ) d u z=—Q^2^— v> 

• • * -^rs , siendo a — y a y J _ , . 
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Io . Sea ^3<2 iQa /< , y b<.%L en el caso de tas 

potencias atraentes: y por ser a = r i L ^ b — ' 

se tendrá que respecto á las potencias atraentes es 

a '%y{f íL — h ) < , Q í ' \ í i L , y que respecto á las po

tencias repelentes es ÚÍX r \ z L + Fj-p* z L . Cons

ta que ( n i . 141.) la integral de — ^ r — f i — r ? es un ar-

co de círculo,que tiene la secante y el radio a: luego 

0 V 2 L 
será u - f C = = — ~ r \ . X siendo See, j = v y 
el radio = Por tanto si con el radio FjQ === ¿i se 
describe (Fi^f. 248.) el círculo L P H E , , y tomada 
¡a secante F É = ^ se tira la tangente B H i. d i 
cho círculo, y si se forma la proporción a f^{ zL^pb)-. 
Q f z L — H m : HM% será el arco H M igual á la 
constante C que se debe añadir á la integral de la 
cquacion A , advirtiendo que será H m <. H M en , 
el caso de las potencias atraentes r y que en él de 
las repelentes se tendrá H m y* H M. Ahora si el cuer
po viene arrojado desde á la distancia A F = h 
del centro F de la potencia \ se tomarán los arcos 
K L = H M , se tirarán las rectas P r y L e perpen-
diculaies al radio Z F , se tomará qualquier arco L Q 
s= w-f-C, y se formará la proporción H M i Hm = 
L Q : L q que será menor que L Q , en el caso de las 
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potencias atraentes, se tirará la secante F q c del arco 
Lq%y tirada entonces por los puntos F y (Q la rec
ta F C z=i F c , estará el punto C en la curva que se 
busca. Es evidente que. el punto A se halla en la 
misma curva, porque son, L K = H M , y F A ~ b 
= F B , Adviértase que si es H M \ Hm — L R : L r 
quadrante; la recta F r irá al infinito por ser infini
ta la secante de dicho quadrante; y tiradas las rec
tas , F T perpendicular i F R é igual á -^¿^, y 

T S paralela á F R , será (111. 296) T S la asíntota 
de dicha curva. 

2o. En la suposición de las potencias atraentes sea 
¿ 3 = i Q ^ L {Fig , 249.); y por ser fía < ^a , será 

2 Z > ^ : luego la equacion general á la curva ~ =3 

r * L/A X — se convertirá en la ~ 

= ^ ^ ^1113^0 el ra^^0 ^ = ^ ; é integran

do se tendrá u = - X 7 /de don

de resulta ser bb f^b z=z{b^b ~uJ* l { ' iL~-b) )Ysy \ 

y haciendo bVb — u ^ { 2 L — b ) = V{2L—b)y>x, 

se tendrá que la equacion á la curva que se busca en 
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la referida suposición xy =s -J^^^ <iue correspoa-

de á la Espiral Hiperbólica. Con el radio F A z=. b 
descríbase el círculo R Q , A ; tómese el arco ¿4R = 

i{2L~~b) ' ^ Ŝ en̂ 0 — «» será -RQ =z Ar. Prolón-
guese el radio F Q hasta C , de modo que sea F C % 
R Q = F R X R A ; y el punto C así determinado 
estará en dicha curva, como también el punto A de 
proyección. Y levantada la perpendicular F H sobre 
el radio F R en el punto F , cortada F H = s í R , y 
tirada H K paralela á F R , será ü/iSTasíntota de la 
misma curva ( IJI . 296), 

30. En la referida suposición de las potencias 
atraentes sea ¿ 3 ̂  2 .Q11Z; lo qual puede suceder, 
ya sea b =z 21*, ya sea ¿ :> 2 £ , ó ya & <C 2L, 

Si es /5 =3 2 Z , la equacion general á 1^ curva —-

= -^——n X se convertirá en la 

— n ^ ^ r ^ y ; pero es ÚTW =» - : luego sera dx 

n V ^ ? J ^ ^ equacion á la Espiral logarítmica. 

Si es ^ > 2 Z , la equacion general á la curva se 
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dispondrá de este modo - j = v ¿ J ^ 

i ? ; y haciendo ^!~2^r - = » a , 
^ ( r p L ) 

V ^ T ; se tendrá T ^ M ^ Í P T * Ah0ra 

hágase la substitución í = nyJ{n ~~y ) ^ ¿e ¿onde re-

«ulta ser 2 = - ^ ^ dj, == , y 

y*I{n* — y * ) = p r^ fa ; y por medio de estas expre

siones se transformará la equacion á la curva en la 

— = ! — gJ,,a^ ? o bien au-=z -r . -—— 

supuesto a — n' , é integrando se tendrá A — u = : 

X ^ r j r ^ ; por consiguiente será — X (A—u): 

^ T T ^ T ^ ) —m:n' Con el radio F B ~ n i&¿'*$o.) 
descríbanse el círculo B Q B y la hipérbola equilá
tera B M ; báxese la recta H M perpendicular al exe 
de dicha hipérbola; y nombrada H M s s t , será el 

sector B F M ^ S , T : ^ ~ ) ( I I I . 209. 2.0): luego 

mmxn 
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si se forma la proporción « : w = B F M i B F Q , se-

rá ^ i ^ j Q =Í -|- X ( - ^ — 5 y tirada la tangente 

al punto Tíf de dicha hipérbola, será i^Xs=. ^ r r - r x , 

y cortada JPC=== F Z , será FCZZJ; , esto es, el pun
tó C estará en la curva que se busca. Es evidente que 
el radio F B es la máxima ordenada de la misma cur
va , y que ésta da infinitas vueltas a l rededor del cen
tro F . Téngase presente que la determinación de la 
cónstaníe ¿4 añadida á la integral debe hacerse de 
modo que siendo uzzo , sea j ; = y por consiguien
te t n*t{n ~t'*)t 3| es ^ ^ ^ Z , en la equacion á la 

curva - ~ X hágan-

se las substituciones = « a, = ^ ? 

y r = ^ í £ i 2 j L , de donde resulta ser i ; = 

y por medio de dichas substituciones se logrará tener 
la equacion á la curva, cuya equacion reducida á 

proporción dará ^ X — w): ̂  2^{t*^n3) — ^ : w» 

Por tanto con el semidiámetro F B =» n {Fig . 251.) 
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descríbanse él CÍTCUIO^BQB y la hipérbola equilátera 
B M - , tírese la ordenada M H al exe 2rH de dicha 
hipérbola ; y .nombiada• FJd-s^ t,;será (íí í . 209. 1.0.) 

el sector hiperbólico B F M — S , - — ^ — ^ : luego 

.haciendo n: m — B F M : BF^Q. sevá B F Q z — ^ Y , 

. {A—u)- , y tirada la tangente M T al punto M de 
dicha hipérbola, la recta F T perpendicular á F H 

^será JguaLá - r y por consiguiente cortada P C 

FT*, estará el punto Cen la curva, que tiene.por 
asíntota la recta H K paralela al exe F H con la dis-

i tancia F H — m , y que da infinitas vueltas al rede
dor del centro .F: de la potencia, , 

P R O P O S I C I O N L V I I I . 

543. Supóngase que la sección cónica ^ C , que 
tiene el vértice ^ y el focus F , es el espacio corri
do por el cuerpo «2,-y que dicho focus F es el cen
tro de la potencia que atrae al mismo cuerpo; se p i 
de determinar la -velocidad que tendrá en qualquier 
punto C del espacio corrido, y la potencia de que 

; estará animado, i ^ . 252. 
1°, Sean, X W la directrix (.548) de la referida 

sección cónica, C X tangente á ella en el punto C9 
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C 0 perpendicular á CJT, C Z perpetidicular al exe 
F P , F l f P y C W perpendiculares á X W , F 0 per
pendicular á C 0 \ y tírense las rectas F J£ y F W . 
Nómbrense, F V = g , y =z e. Por la propiedad 
de dicha directrix es F F : F P = F C : CJV, ó bien 

g ie z = i y : C W i á e donde resulta ser C W — ~ — hyy 

haciendo — = ¿ para facilitar el cálculo, F Z z z z g 
s 

Z C * o bien P í P * = j ; * — ¿ V * + 2 ^ x ( i H - ^ y X 
y ^ ' ( ^ 4 . e ) * , y F W f^Xya — ^a^a -K 2^ X 
( ^ + e ) X j ; ) ' Asimismo por otra propiedad de la 
referida directrix será el ángulo X W F = X C F ; 
pero el ángulo X C F s s s C F O : luego se tendrá 
X W F = C F O , y por consiguiente los triángulos 
rectángulos F P W y F O C serán semejantes, y en 
ellos será F W : F P = F C : CO, ó bien a — | V 
4- 2/& X ( g+e y X y ) ' g + e — y - q, de donde resul-

tan las equaciones ^ r r — g ^ y 1 — , fí = : 
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ÍJÍ ; pero (533. i0.) es Q : q s s v : P": lúe-

go será F i v * * ^ : - ¡ j . Si es 

r = e, en cuyo caso la sección cónica es una Pará

bola , será ^7": t; = - ~ : ~ , pues que las cantidades 

h \ y se desvanecen respecto á la cantidad i n -

finita. Si es ¿ • > e , la sección cónica ^ f C será una 

Hipérbola, cuyo exe igual á — ; por consiguiente 

la recta tirada desde el otro fbcus al punto C será 

( I . 626) igual á j ; + — ^ : luego en la hipérbola se

rán las velocidades en razón compuesta de la direc* 

ta subduplicada de las ordenadas tiradas desde el otro 

focus de la misma curva , y de la inversa subdupli

cada de las ordenadas tiradas desde el focus que es 

el centro de la potencia. Y finalmente si es £ < e , se-

rá y : v z z ^ : ~ ; y por ser 

ê  exe ^e â Elipse, será ( I . 568) ~~r —^ la or-
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denada tirada al punto C desde el otro focu§ -de la 

'misma 'curva: luego en la Elipse serán las velocida
des en razón compuesta de la directa subduplicadía 
de las ordenadas tiradas desde el otro focus, y de la 
inversa subduplicada de las ordenadas tiradas desde 
el focus , que es el centro de i a potencia. 

2o. Siendo por lo demostrado en el caso antece-

dente ? = irv(¿r + g) * ̂  , Será = — g e 

+ ¿ ^ f T 7 - ) ' ^ = i r T ^ y PERO (S33.20-)/^ 

— Y3 : Ueg0 S e r a 2 F L & X J y ' ^ + e f 

y por consiguiente/—: r** , * v-; pero siendo/zzF, 

.es y - z h i luego será L 3= á i . ' ^ + i ) . • por consiguieir-

te s?rá / = - i - . Y por ser en la Elipse Q, = : 

: ^ x Y ( ^ - f g) será 0 a ^ _ j £ l K £ ± i . L -

pero L - é M f + É . luego será Z = ¿ - í 1 X 

Con el mismo método se hallará que en la Hipérbola es 

Z = ¿ -1 -¿a Que es &c* 
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C O R O L A R I O I . 

544. Por tanto será en la Elipse ^a X ^1?=^-— 

de donde resulta ser el exe de la misma curva 

't-^L y 4?1 mismo modo se hallará ser el exe de 

la Hipérbola = L—b : ^ueS0 dadas las canti

dades h y L SQ determinará el exe de la Elipse ó él 
de la Hipérbola. Ahora si el cuerpo sale desde el 
punto C {Fig . 253.) vértice del semiexe segundo C Z 
de la Elipse, por ser F C igual al semiexe primero 

se tendrá ^ = - ^ L : luego - r — ~ b — es y _ , 
e—g V~~JU e—g 1—L 

= de donde resulta ser L — %b. Pero si e»! cuer
po sale desde el punto 2 C que queda en la semieíip-
se donde se halla el referido focus i ^ , por ser F 2 C 

< , F C se tendrá b < , y por consiguiente 

Y finalmente si el cuerpo sale desde el punto 3 C , 
que queda en la otra semielipse donde no se halla el 
citado focus/ -F, será \ b > L , 

C O R O L A R I O I I . 

§45. Dadas, la dirección C X {Fíg. 254.) por la 
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qual se arroja el cuerpo, y la distancia al centro F 
de la potencia, esto es CFz=zb, y supuesta la velo
cidad de la proyección igual á la que en virtud de la 
fuerza F adquirirla al fin del espacio C F \ se deter
minará la curva parabólica que describe el cuerpo del 
modo siguiente. Sobre C F en el punto F levántese 
la perpendicular F X \ sobre C X como diámetro des
críbase el semicírculo X W C ; y en éste acomodada 
la cuerda C W zz C F , tírese la recta X W que será 
la directrix de la parábola. Ahora tírese F P perpen
dicular á X W prolongada; divídase F P por medio 
en W que será el vértice primario de la Parábola, de 
suerte que descrita ésta pasará por el punto C, y la 
recta X C E le será tangente en el mismo punto. A d 
viértase que si el ángulo F C X Q$ recto, en este caso 
el punto C será el vértice primario de la Parábola 
que fácilmente se describe. 

C O R O L A R I O l U . 

546, En las mismas suposiciones del Corolario 
antecedente se determinará también { F i g . 255.) la 
curva hiperbólica que describe el cuerpo del modo 
siguiente. Se ha demostrado (543) que en la Hipér-

bola es jQ = — ^ v . — ^ — , y por consi-
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guíente fí^/^X^^^); fao^i^ 

- i S r = : : lueg0 se tendrá i8 

^ K b ^ x J ^ g * ~ de donde resulta ser 

g'.e*=sb: — — r — •. Sobre C F e n el fb-

'cus F levántese la perpendicular F X ; sobre C X c o ^ 
mo diámetro construyase el semicírculo CWX-, tómese 

la cuerda C W = — ; y tirada la 

recta í F X P , será ésta la directrix de la Hipérbola. 
Ahora tírese la recta F P perpendicular á la W X P * 
y divídase en F de modo que sea F V \ VJ? = g : ^; 
:y el punto V será vértice de la Hipérbola que pasa 
por el punto C , y tiene la tangente C X ea el misr 

nnn 



mo'punto. Si en el ©tro semicíroulb X Z F X se toma 
Cw¡=^ C W \ será C w < . C F por ser e < g , y ade
más será w X la directrix dé otra hipérbola, que tie-
íie en su segundo ramo el punto C. Adviértase que 
esta (determinación tiene su uso en el caso dé las po
tencias repelentes, 

C O R O L A R I O I V . 

547. En las mismas suposiciones del Corolario I I . 

se determinará igualmente la Elipse descrita por el 

cuerpo del modo siguiente. Consta (543) que en d i 

cha curvaos & — g ^ x V ^ •+<?) . y con 

el método expuesto atiteriormente ( 546) se hallará 

¿* 
ser ¿ : ^ sss ^ : -—- - - — _ — S o b r e C F 

*í^b * — 8Miri¿}?á¿) 
en el punto ^ levántese la perpendicular F X (Fíg.2^6); 
sobre C X cotíio éiámétro descríbase el círculo C W X ; 

tómese la cuerda QW*=z— — — ; y t i -

Wsüfa fa recta JffiXP, será ésta la diréctrix de la Elip
se. Ahora tírese la recta F P perpendicular á la W X ; 
y divídase F P ca F de moda que sea F f : F P = 
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e; y ser^ el punto V vértice de la Elipse que par. 

sa por el punto C , y tiene la tangente C X en el mis
mo punto. Y si en el otro semicírculo se. toma Cv^ 
ES C W , y se tira la recta X w p s e r á ésta la direc-
trix de otra Elipse. Es evidente que por quedar la 
tangente Q X entre las ordenadas C W y F P á la 
dir«:trÍK W P , el punto- C del cootaLCtOj se M } % f 
l á @h aquella parte de la semielipse que tiene el fb-
cus F \ pero en este caso ( $44) es mayor que 
el semiexe de la misma, curva: luego la directrix W % 
servirá .para describir la elipse qíifí â nda. el cu^rpo^ 
qüanda sea s i mayor que el semiene de- M tW^S^ 
Elipse. Asimismo por quedar la tangente CXi sugQ4-
rior á las ordenadas Ciü y F p á l¡a d;ir^ctrix ^1 
punto C del contactQ se hallará aquella; part^ 
la semielipse que no t¡erb& el focua ó centro atraerte Fv 
luego ( $44) 1^ directrix JT'Wp-servirá paja, descri
bir la elipse que anda el, cuerpo* quande seajji> mer-
ñor que el semiexe de 1^ misma í£lipset Adviértase 
que si el ángulo de proyección FCXes recto (^^.257.), 
en este caso el punto € será el vii 'tice de la EUpser 
y por consiguiente ¿ zz ^ , Q = ^ ; pero es ^ : e =3 

p : —— — — - : luego será e sas • r . Por 

t^nto dados, el focus el vértice C , y la posición 
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de la directrix se podrá describir la Elipse en la su
posición del referido ángulo recto. Dígase lo mismo 
respecto á la Hipérbola. 

E S C O L I O . 

548. Adviértase que en la Elipse y en la Hipérbola 
la distancia F P del focus F (F íg . 252.) á la directrix 
Pifies la tercera proporcional á la distancia del mismo 
focus al centro de la curva, y al semiexe transverso de 
la misma curva: como si el punto E es el centro de la 
Elipse f C , y se nombran sus semiexes a y c , será 
E F i E V * = i E V : E P donde V F x V P ^ E F i 
E V v s s f^a'1 ~~c'x): a. Esto supuesto se van á de
mostrar las dos propiedades de la dicha directrix, que 
se han señalado en la Proposición antecedente. 
: • 1.0 Siendo, pues, F Z « E Z - ~ E F , se tendrá 
F Z es x*~ ¿^{d0, — c'3'), y por consiguiente F Z * 
t&x* '~ ' i xV{a<1~~c ' í )+a '1~~c '1 i y por ser C Z * 

f=* % X ( a * ~ - x * ) , será C F a = F Z * + C Z * a * 

Z—¿f* fivig—az — , y por consiguiente C F 

m ' ^ f = £ ; pero C W = P E ~ E Z = 

- x ^ r * * ' * - ; * } . luego será CF-.CW^7ía^J.c'ly.^ 

pero se ha demostrado anteriormente ser F F ; /^P 
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^ ( m ^ t y m luego será F ^ i r P i ^ n F C : C W . 
Discurrase del mismo modo respecto á la directrix 
de la Hipérbola. 

2o. Siendo por la propiedad de la subtangente 
( I I I . 257.) la diferencial de la ordenada Z C & la de la 
abscisa F Z como C Z á Z M , se hallará ser 

/ — T J ^ - T , Ñ; pero F M ^ F Z + ZM'Ayizzo subs-

tituyendo los valores de estas cantidades, se tendrá F M 

« — 1 | ± 4 ^ ...: y por ser M C ^ f S i M Z ^ + Z C * } 

será ^ C = CTxf'-r^^f^t'^; Por'consi-

guíente a - ^ ^ Z F — r r ^ ^ r r - J T ^ • 

Consta ( I I . 734.) que es C c , F , C M = . r 

yendo los valores de estas cantidades, se hallará ser 

AY, j^nt j i f rxCZ r x V J V 

K,C. £ ¿VI F ^ + r ^ ( ^ + e)x<y) — " íTF ? P6' 
' r x P J V 

ro C^. F I F P = - p ^ r - : luego será el ángulo F C ^ 

= F Í F P , ó bien el ángulo F C X z z F W X . Se i n 
fiere que circunscrito al triángulo J C W F un círculo, 
su circunferencia pasará por el punto C ; y por seí 
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el ángulo X W € recto, sera también recto el ángu-
Ip X F C . 

P R O P O S I C I O N L I X . 
sía^fifiídoa m eí> fiea^ci^tf .«t, lee, bbnM¿ %̂ 

Sea la potencia en la razón inversa duplica
da- d& Ijg, iist^ncia de s.u centro atraen te; se pide de
terminar la Trayectoria qiie describirá el cuerpx) ani-
m a d ó ^ ^ d i c h a pótenciá. JPV̂ f. 258. . •. •• 

I I 
Supóngase F : f z=i — : ; por consiguiente será 

cuya integral se hace de modo que. desvanezca, mien« 
du 

tras sea = 5 i ; luego si en la eqnacion ( S3S ) T ^ 

M f t f y , , - se substituye el valor halla-
do de S . fdy r se tendrá que la equacion que se bus-

&u dv T A , y ca es — = , Ahora hagan-

se laS substituciones | ^ = í ^ ) , ^ = ^ ± 4 

y dicha equacion se reducirá a lia expresión ~ =» 
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, que por medio 

de la substitución y — - ^ 4 " ^ se transformará en la 

$u*=z~~ ^^3_^?3y hecha ^ = « . Con el radio F V = n 

descríbase el quadrante V B i , tómese qualquiera abs
cisa F T — y tirada la ordenada TjQ, será (IIL117) 
f Q ^ z u , Prolongúese ahora la recta . F g v hasta q115 

sea F C — n*(n*"*\ — y ; desde el punto C báxese 

la perpendicular C Z al radio FJ7", y nómbrese FZs=x, 
Por la semejanza de los triángulos F C Z y F Q T es 
F C : F j g = F Z : F T , ó bien y'.nz=zx'.t; pero por 

ser ^ = : — ^ / " ¿ , es í = - ' / • — f»: luego será 

y : n '=z x : in*'ni)xn ¿e donde resulta ser 

n : « a -f- nm — my , y mj; ~ « X 4- m — ^ ) ; por 
consiguiente w: m —:y : n + m*-~ x. Prolongúese el ra
dio F ^ , hasta que sea J^P = y completo el rec
tángulo Z W , será C J V = n + m~-x: luego se ten
drá F P ' : J^P — F C : C W , cuya propiedad pértene-
ce ( 54^) a las secciones cónicas. Que es & c . 
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iyel Movimiento de los cuerpos en nn medio re* 
(1 sisteme. 

P R O P O S I C I O N L X . 

ggp. Si un cuerpo tiene una velocidad dada en 
el principio de su movimiento rectilíneo en un medio 
resistente, y esta resistencia es la única fuerza que 
actúa en el mismo cuerpo ; siendo la resistencia del 
medio proporcional con la velocidad del cuerpo, de
terminar las razones, de la velocidad al espacio cor
r ido, y del tiempo á la velocidad. Fig. 259, 260* 

Siendo la resistencia una potencia que hace dis
minuir la,velocidad del cuerpo, valdrán las fórmu
las ( 437 ) rds = — imvdv , y r dt =• — mdv , con 
tal que expresen, r la resistencia, s el espacio cor
rido en el medio resistente , t el tiempo en que se cor
re , y Í; la velocidad adquirida por el cuerpo al fin 
del mismo espacio. Y en la suposición de la Propo
sición hágase r =* ny>v, llamada n la razón de la 

. resistencia á la velocidad. Finalmente llámese ^ l a ve
locidad con que erppieza el cuerpo su movimiento en 
el medio resistente. 

Xo. En la fórmula rds — imv dvi- substitúyase 
dicho valor de r ; y se tendrá nvds 2,f%vdy, de 
donde «ífo ~ — 2^ JÍ;, é integrando se tendrá # . i -= 
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— 2«2 v -4- -^. La constante A se determina, suponien
do J = o, mientras que szz. v = . V ; por consiguien
te será A ^ i m V , Por tanto se tendrá ns ~ ^ 2 m v 
'^~2mFr = 2WJX(^—^). En la recta A D {Fig,2^gt) 
córtese A B zz 2m\ sobre la misma A B en el punto 
B levántese la perpendicular B C z=zn\ tírese la rec
ta que se prolongará indefinidamente ; sobre la 
recta A B en el punto A levántese la perpendicular 
A E sss y é. la recta A D tírese la paralela E F , 
que encontrará la A C prolongada en F . Nómbrese 
E G =s s , y tírese la recta G2> perpendicular á la 
A D , Y por la semejanza de los triángulos A B C y 
A D H será A B \ B O = . A D : D H , ó bien i m i n 
s= s : D H , y por consiguiente ns = 2my>{DG~r-GH) 
= 2 w X (/^— G H ) ; pero ns zz im X ( ^ — f ) : lue
go será G H =z v : de donde resulta que en el pun
to F del espacio corrido E F habrá perdido el cuer
po toda su velocidad. 

2o. En la íótrnulz rdt szs ~~ mdv y substituyase 
n y , v en lugar de y se tendrá nvdt = — mdv, y 

por consiguiente será y í =s X — ; e integrando 

se tendrá * supuesta la subtangente de la lo

garítmica igual á — . La constante se determina 

ooo 
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suponiendo í ? s s ¿?, mientras que sea V 1=1 v\ por con-

siguiente será ¿?=:X. — , de donde resulta ser A — V . 

Por tanto se tendrá t s= Z . Z . t;. Sobre la recta 
E l ) {Fig. 260.) en el punto C leváiitese la perpen

dicular C A z=z V \ y con la subtangente Í= — des
críbase la logarítmica A B , que pase por el punto A , 
y tenga C D por asíntota: luego nombrada la orde-
Bada B t ) v , será la abscisa C D m í , de donde 
resulta que siendo v ^ z ó ^ será t ẑzoo . Que es &c. 

C O R O L A R I O . 

§51. Se infiere que en la referida hipótesis de las 
resistencias necesita el cuerpo un tiempo infinito pa
ra correr un espacio finito: pues que se ha demos
trado que siendo # z=: o, el espacio corrido por el 
cuerpo será finito >, y el tiempo será infinito. 

P R O P á S l C I O N L X I . 

552. Si en las referidas suposiciones (550) la re
sistencia del medio, en ^úe se mueve el cuerpo, eŝ  
proporcional con el quadrado de la velocidad del mis
mo cuerpo; determinar las razones, dé la velocidad 
al espacio corrido, y del tiempo á la velocidad. Fig, 
260, 261. 
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I o . Supónganse las denominaciones dadas (ggo)* 

y r = « v a , expresando n la razón de la resistencia 
al quadrado de la velocidad: luego la fórmula r ds 
s=£~m2mvdv (437) se convertirá en la nv^ds^a 

2m imvdv, por consiguiente se tendrá. ds ^=z~~~ % 

~ y é integrando será s • = L* A - ~ £ . v. Para deter
minar la constante A se debe suponer s — o, mien
tras que sea v = /^, de donde resulta A *=íV. Por 
tanto será j = L . V — L . v. Descrita como antes 
( 55,0. 2.0 ) {¿Fig* 160.) la logarítmica A B \ y llama
da C D — s y será la ordenada D B = : J : de donde , 
resulta que en la referida hipótesis de las resistencias 
perderá el cuerpo toda su velocidad al fin de un es
pacio infinito que haya corrido. 

2o. En la fórmula rd t ^ — mdv (437) substi
tuyanse nv^' en lugar de r ; y se tendrá nv^dt — 

t - - J m dv , m 
— mctVy por consiguiente dt = — — X " ^ , é inte-

grando se tendrá t ~ A + ~ . Para determinar la 

constante A se debe suponer t = o r mientras que 

sea v — V'. de donde resulta ser A =. ~ , Por 

tanto se tendrá t — ^ r - f - — , y t + - ~ —.• 



luego haciendo 14-——==^, será x v ~ - ^ - equacion 

á la Hipérbola entre las asíntotas. Ahora si con la po

tencia to-^ se describe (JFV̂ . a6i . ) la hipérbola 

entre sus asíntotas, y se nombra la ordenada D B 

será JSD c= ; y tomada la ordenada C ^ i =» se

rá C E cs= y por consiguiente CJD s=s f , de don

de resulta que siendo vzno, será = os, Que es &c . 

P R O P O S I C I O N L X I I . 

SS3. Si en las referidas suposiciones (sgo) la re
sistencia del medio, en que se mueve el cuerpo, es 
proporcional con su velocidad elevada á la potestad 
q ; determinar las razones, de la velocidad al espa
cio , y del tiempo á la velocidad. Fig. 261, 262. 

I o . Supónganse las denominaciones dadas antes 
(550), y r = nv^, en quien n expresa la razón de 
la resistencia á la velocidad elevada á la potestad 
y substituyendo el valor de r en la fórmula rds zzz 
— 2mvdv ( 437 ) sé tendrá nv^ds 2mvdv; por 

consiguiente ds *=* — — X ~^fT ; e integrando será 

x = C H — 7 — . La constante C se determi-

na, suponiendo J zz mientras que sea v z z z f ; por 
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consiguiente será C = — ¡¡¡¡Tf^ñTpF* : ^ueS0 ser^ 

(u4)s = ~ " ^ — + 2m . Ahora si es 

q > 2 , hágase s + - - ^ - ^ - ^ — n AT; luego la equa-

cion se transformará en la xv*''1 zzz • *m N> Por 

tanto si se describe la Hipérbola F A B {Fig, 261.) 
entre las asíntotas correspondiente á la equacion 

xv1'* rz —?~™—~ serán la ordenada D B = y la 

abscisa E D = t x ; y siendo la ordenada C A ^ V ^ 

será £ : C = ^ ™ ) ^ - * ^ Por consiguiente se ten

drá C D — s, Y si es < 2, en dicha equacion A há -

gase — J- + w ^ 2 ^ ^ = ^ : luego la misma equacion 

se transformará en la = — ^ — r - X Por tan-

to si se describe la parábola E D A {Fig. 262.) cor-

tespondiente á dicha equacion transformada, y se to

ma en el exe de la misma curva la abscisa E F 

será la ordenada D F i z v \ y tomada la abs

cisa E G s=s *'nV*"[~, será G F s s s » Finalmente el 

caso de ser ^ = ; 2 se ha exáminado antes (552). 
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2a. En la fórmula rdt = . — mdv (437) substi-

túyase el referida valor de r ; y se tendrá, la equa-

m eion nvtdt =— — mdv, por consiguiente dt=s— - j^X 

í , é integrando se tendrá ^ = : ^ + . W N ; t» La 

constante .sí se determina, suponiendo t = : o, mientras 

que sea vzz P": luego se tendrá ; — ^ T - T ^ ~ 9 

por consiguiente será 7 N - í t ^ + r ~ ^ T 

^quacion á las. Hipérbolas referidas á sus asíntotas, 
siendo ^ > 1 , y si es ^ < 1, la dicha equacion cor* 
responderá á las Parábolas. E l caso de ser ^ = 1, se. 
ha tratado antes ( 550 ).. Que es &:c.. 

P R O P O S I C I O N L X I I I . 

454. Si el cuerpo m atraída de un centro con poten
cia constante- anda en un medio, cuya resistencia es 
proporcional con la velocidad de dicho; cuerpo; en la 
suposición del movimiento rectilíneo determinar las 
razones de la velocidád al espacio, y del tiempo á. 
la velocidad." Ftg. 263, 264., 

Sean, la resistencia r = n y C v , , y p la referida 
potencia constante: luego valdrán (437) las fórmu
las (p — X ds~~~2.mvdvr (p — 0 X w ^ 
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I o . En la fórmula (p — r ) X ds 2mvdv subs

tituyase « X ^ en lugar de r ; y se tendrá la equaciorx 
(^j — « Í;) X ds—i-mimvdv, de donde resulta ser ¿ ĵ—n 

— = ~-— — — X z — - • Hágase s = %; 

t y será (A) dz X ^ = — , é ¡n-

tegrando se tendrá 2 j = v f + — v ) . La constan-
n -

te se debe determinar, de modo, que hecha J,=(?, 
sea v z r r /^"; por consiguiente se tendrán z — 

Luego será (^f) z — ~ ~ ~ 4 - X . ( ~ — v ) lomado el 

i* 
protonúmero = -^- — 7̂". Para construir la equacion 

A en la suposición de ser i ; , sobre la recta i n 

definida B C {Fig, 263.) en él punto / levántese la 

perpendicular / 5 = — ; córtese en ésta la recta 
n 

K H — J f , y será el protonúmero 1 H ^ z ^ - ^ P " ; 
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con la subtangente ~ £ descríbase la logarítmica R H T , 

que pase por el punto H , y tenga la asíntota C B ; á 

ésta tírense las paralelas, K D M y E H — por 

el punto E hágase pasar la recta -D i? . / f paralela a la 

É L Y siendo NMZZLV, serán B N s s —— v ^ I B - á 

£ . ( ^ l 4 B = - = ! f + L . & , ~ v ) = z z , Y l a P O N = 

= s : y desvaneciéndose PiV, se tendrá v=zV. 

p 
Pero en la suposición de ser -^- <<y, la equacion A 

se dispondrá de este modo d% == —r- X » q^e 
Í ; — -

tratada con el método anterior suministra la cons
trucción expresada por la Figura 264, donde las rec
tas tienen las denominaciones que antes se les han 

P 
dado. Y ünalmente si es -^- = , los puntos H j N 

coincidirán con los respectivos puntos / y i ? , y por 
consiguiente la logarítmica pasará á ser la recta I A B 
en dicha suposición: luego las velocidades serán cons
tantes é iguales á ^7, como debe ser evidentemente 
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en la hipótesis de la .resistencia igual á la potencia. 

2o. Para determinar los tiempos en la fórmula 
(p T r ) % dt — ~~mdv substituyase el referido valor 
de r ; y se tendrá (p — nv) % dt z=.~~ mdv , y por-

consiguiente Í/Í = — X • Sobre la recta inde-
n p 

. ; • — — Í ; 
finida en un punto I {Fig. 263, 264.) íevánte-

p 
se la perpendicular I K = — ; tómese K H =s V ; 

con la subtaneente = —- descríbase la logarítmica 

R H T , que pase por el punto / / , y tenga la asínto
ta CJB ; tírese la ordenada B N que se prolongará 
hasta encontrar en M á la recta K M paralela á la 
J Í B - , y llamada N M = v , será K M ~ t , de mo
do que siendo í = 0, resulta ser v = l^ . Es eviden
te que la primera de dichas figuras tiene su uso en 

:el caso de ser „ > ^1 y la segunda quando sea 

Que es &c. 

P R O P O S I C I O N L X I V . 

555. Si un cuerpo f» atraido de un centro con po
tencia constante anda en un medio, cuya resistencia 
es proporcional con el quadrado de la velocidad de 
dicho cuerpo; en la suposición del movimiento rec-

PPP 
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tilineo determinar las razones, de la velocidad a] es
pacio , y del tiempo á la velocidad. Fíg , 265. .".267. 

Supóngase la resistencia r ~ : n v * \ expresando n 
la razón de la resistencia al quadrado de la velocidad. 

I o . En la fórmula (437) (p — X d s ~ ~ ~ imvdv 
substituyase dicho valor der ; y se tendrá [p — nv^Y, 
ds ~ ~~ 2mvdv , y por consiguiente será ds =: —-

?mvd" , Hágase ahora la substitución — : y se 

transformará la equacion hallada en la d s ~ X 

^ - , é integrando se tendrá j r ~ Z . ( j p r — 2;)-4-yf P 

supuesta la subtangente de la logarítmica igual á — , 

La constante s í se debe determinar, de modo, que 
hecha s zn o, sea v ~ por consiguiente será 

y A — -~ L . ( - — — ) . lluego se tendrá s te 

- Z . ( 4 - — ) 4- L . ( ¿ - * ) , y tomado 4 - — 

por protonúmero de la logarítmica, será s z z L . ^ — z ) . 

Sobre la recta indefinida^f^ en el punto (i5V¿p.265,:) 

levántese la perpendicular ¿ i G z z f ; 5 tómese G F z = 
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— , y será A F z z . — —; con la subtangente = — 

descríbase la logarítmica F C , que pase por el punto 
F , y tenga la asíntota A B , tírese la ordenada C B 
que se prolongará hasta encontrar la recta G D pa
ralela á A B en Z>; por el punto C hágase pasar la 
recta C E I paralela á la s í B ; y siendo C D — 

será B C — ~ — y por consiguiente ¿4B ó bien 
n 

C E — L . — z ) — s* Ahora con el parámetro =ra 

cerca del exe G¿4 descríbase la parábola Apoloniana 
G I K ; y siendo G E = : z ^ será i £ Z ~ i > . Por tanto 
si es E C el espacio corrido por el cuerpo m, expre
sará la recta E I la velocidad que tiene al fin de d i 
cho espacio. Quando sea el espacio E C == o en el 
punto F , la velocidad M F del cuerpo será igual á 

^ por ser G F — — -̂ por la propiedad de la Pará 

bola Apoloniana. Adviértase que si es ~ < s , con 

el mismo método se hallará ser C R ^ = i s , y E I s = s v 
en la figura 266 % donde las rectas tienen las deno-̂  
minaciones que antes se les han dado. 

2°. Para determinar los tiempos en la equacion 
{p — r ) X ^ i = — mdv substituyase el referido valor 
de r \ y se tendrá {p—nv'x)yidt — -~mdv¡ de don-
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de resulta ser ( A ) d t = ~ ~ x ~ z . En la supo-

sicion de ser ^ < ^ a ( / ^ - 267.) será i 1 . — 
n 

F C H 

e= i ^ p r ( i n . 209, 4P.) siendo F C H sector de la H i 

pérbola equilátera G i7"// , que tiene los semiexes 

y C B iguales á , las asíntotas C R y C / , y la 
cotangente B E = v. Ahora tírese la recta F s í per
pendicular á la 6 / ; con la subtangente = C F des
críbase la logarítmica ¿4D que pase por el punto ^ 
y tenga la asíntota C Ü ; tírese la recta H 1 D per-
pendicular á la C / ; y se tendrá también I D ~ -^-^ 

( I I I . 208.3o.) en Ja suposición de dicha logarítmica 
descrita con la subtangente igual á C F , y con el 

protonúmero C : luego será í 4- — x / I > i 

La constante se determina de modo que suponien
do v 2=2 Z7", sea í s» o: luego siendo la cotangente 
m /^, y tirando la recta C b e ^ y l z h i d perpendicu-

lar á C / , será A ^ - * - j ^ i d * Por tanto se tendrá 

r a » j x ( ^ — ^ X - ^ A tirada d L para-
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P 

lela á C L Y en la suposición de ser ~ > z ; a , se dis-

pondrá la equacion A de esta forma at = ~~ X 

, cuya integral ( I I I . 209.3o.) es ^gual ^ T X 
-fe v * 
n 
FCh 

- ^ p r , supuesta la tangente hiperbólica F k z z v : y 
siendo la tangente F K - = . V , el valor de la constan
te , que se debe añadir á dicha integral, será igual á 

j X F C H . Por tanto se tendrá ^ = y X ^ f g ^ 

P R O P O S I C I O N L X V . 

§56. Si la potencia, con que e l \ en t ro atrae al 
cuerpo m , tiene la razón de la distancia de éste al 
mismo centro, y si la resistencia del medio es pro
porcional con la velocidad con que anda el cuerpo; 
determinar las leyes del movimiento rectilíneo de d i 
cho cuerpo. Fig, 268 . . . . 273. 

Sean, s la distancia del cuerpo al centro, y la re
sistencia r á la. velocidad v como 2 b á 1, y por con
siguiente r Bsi 2 b v i luego considerando el movimien
to de un mismo cuerpo, valdrá (437) la equacion 
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( j ^ 2^^) X d s — ~~ vdv, de donde resulta ser (^f) 

vdv ibvds ~~ sds =z o* 
I o . Sea i <¿7. En la referida equacion A hágase 

v z=z ns z , en la que n es una cantidad que se de
termina sucesivamente; y se tendrá la equacion si
guiente (£"): 

~~sds -Ir n s d z'-~ zdz 
-̂ r 2bnsds i b z d s > — g 

na s d s nzds v 
Ahora para que desvanezca la primera coluna de la 
equacion transformada^ supóngase r -4-2^« — wa 

t n <?, y por consiguiente será. 2 ¿ :=: w 4- 9 y d. va^ 

lor de n será real en la suposición de 1 -c^, y ade
más será «a < 1. Por tanto la equacion i? se reduce 
á la { F ) - ~ n13, sdz -h zds =:~r-nzdz ; y multiplica-

da esta por - ,̂t/¿ , se tendrá — z— 

fe, cuya integral es (G) yfs:"^ + J = Q -̂:, 

Para la determinación de la constante ¿4 supóngase 
ysssoy mientras que sea j ~ tí; y por la substitución 

sss« j — « será z=^nai luego será = 

y substituyendo el valor de A en la equacion G, se 

tendrá la { H ) s ~ ~ + ^ r ¿ ^ ' Pero Por 
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la substitución es v ^ s n s — z : luego será ( I )v^rz 

• na*-n"xznn 
f- n t+ i . Ahora háganse las substitucio

nes 
«25 

= » y ^ W ' H - = y en la equacion / / , y 

en la ^^T-^" ' 7 ^n^nn+t , y se tendrán las 

equaciones s = j y — x ~ y } —. La equacion^ =a 

¿m^m+f pertenece (Fzg, 270.) á las Parábolas 

referidas al exe C D , siendo CDs=*z y D F = y . 
Tírese la recta C M de modo que sea C N : N M saa 
1 ; y por ser C D — x , será D E =Í x: lue
go será E F z r z y — x -̂ z s. Si con el mismo método 
se construye la equacion v—jy'<—xf por medio de 
las Parábolas C W , y de la recta Cm, se tendrá e f 
—y1 — #' = v. Adviértase que si desde el punto m, 
en que la recta Ce corta la curva Cmh SQ tira la or
denada m N , y se prolonga hasta encontrar la cur
va C F B en será M L = tí, pues que siendo v s=s or 
debe ser J = tí. Se infiere que en el centro de la po
tencia se extingue la velocidad del cuerpo: pues que 
siendo E F = s — o, será e f z= v = o» Para la deter
minación de ios tiempos substituyanse en la fórmula 

dt = — los valores de fi^ y ^ ; y se hallará ser dt 
V 
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t^t^S: luego integrando se tendrá í n z Z . ^ - f . ^ , su
puesta la subtangente de la Logarítmica igual á «. 
La constante se determina suponiendo/=o, mien
tras que sean s ~ a, v = o, y de consiguiente z = na 
por ser -z; zz: « j — 2;: luego será o = L . na -\- ¿4, y 
A ~ — L . n a =1 o, supuesto el protonúmero de d i 
cha logarítmica igual á «¿Í; por consiguiente será 
t — L . 2. Se infiere que el cuerpo gastará un tiem
po infinito para llegar al centro C de la potencia. 

2o. Supóngase 1 = En la referida equacion A 
hágase v = s — 2, con lo que se transformará en la 
*~~zds 4- sdz — zdz^zo, ó bien %ds — sdz sss — 

y partiendo por za, se tendrá lds~~íTd% — ^ : luego 

integrando será ^ - f - - — L . z* La constante A se 

determina suponiendo ss=sa, mientras que sea v=o, 
de donde resulta z — tí : luego será ¿4 — >— 1 L . a; 

por consiguiente se tendrá - = 1 L . a L . z =̂z 

i — L , z suponiendo a el protonúmero de la lagarít-
mica , y s — z — 2 X ^« 2; pero J- — 2 — •y por la 
substitución : luego será v ~ — z X L . z , siendo el es
pacio s =• z — z X ¿" Descríbase (Fig. 269.) la 
logarítmica D B , que tiene la subtangente r = 1 , el 
protonúmero C D — tí, y la asíntota C ^ ; tírese la 
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ordenada B A i dicha asíntota, á quien se tirará la 
paralela B E \ prolongúese ésta", hasta que sea E G =s 
B E % E C \ sobre la recta D C e n el punto D leván
tese la perpendicular D F = D C t í r e s e C F ; y 
nombrada — z, serán E G — v , G H = s . Siendo 
pues y4B — z, será C A = — Z . 2 ; por consiguiente 
E G — C E x E B = - - z y > L z = : v ; pero J1 = 2 — 
¿L. z : luego será s = C E 4- E G — E H -h E G T = I 
G H . Adviértase que en el caso de la máxima orde
nada de la Escala C G D de las velocidades es C A 
igual á la subtangente de la logarítmica , y que la 
velocidad del, cuerpo se extingue en el centro C, por
que siendo s = o , es v = o. Para la determinación 

de los tiempos substituyanse en la fórmula di rz 

los valores hallados de ds y v; y se tendrá dt—~~-í^~i 

luego integrando será t = A ~~ L . z. La constante Ai 
se determina suponiendo í = o, mientras que sean 
s ni a , v — o, y de consiguiente z ~ s — v = a: lue
go será o — A ~ - L t a , y A s s s L . a m o ^ supues
to el protonúmero = a ; por consiguiente será í = 
— L . z. Se infiere que el cuerpo gastará un tiempo 
infinito para llegar al centro C de la potencia* 

30, Finalmente supóngase i > ^ , . E n la equa-

cion ^ hágase la substitución Í ; z= — , con la qual se 
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transformará en la ~ — ^ ^ - - ^ — , que por la 

substitución z — h r r r v se reduce á — — rz — ^ — 

i u y 6 bien á la — - = ^ 1 

kecha a ^ z z i — p o r consiguiente se tendrá ~ ~ y ^ x 

U* d i O? yjy J 

y X — + x ^ p + P : ^ueS0 integrando en la su

posición % que los logaritmos se toman en la logarít

mica , que tiene la subtangente = — , y el protonú-
mero = y que G expresa el arco de círculo que 
tiene la tangente = , y el radio n : , se tendrá la 
equacion (C) ^ — G = Z . x 4- L - f i y * + a*). Su
póngase ahora que siendo > == ó , sea v -m o para la 
determinación dé la constante A ; y en virtud de las 
referidas substituciones se tendrá y = — b, y el arco 
G el que tiene su tangente —-~b, cuyo arco nombro 
— B \ luego será A ^ B = Z . / ^ ( ¿ ^ H- ̂ 4 ) , de don-
áe" resulta ser la constante ^ = — 5 -4- L . f S ^ i ^a1)^ 
y substituyendo el valor de A en la equacion C, se 
tendrá — £ + ¿ . / ^ a - M a > = ¿ . J + X . 
ó bien ^ ~ B a f r a + L . y i ^ + d x y * L * V ^ + a 1 ) - . 

luego haciendo Q - ^ B == « , y j X ^ p - ~ r y -
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será u = — X . x equacion á la espiral logarítmica* 
Con el radio C B — a {Fig. 270.) descríbase el cír
culo B E K \ tírese la tangente indefinida A B T > al 
punto B \ córtese B A — h ' , tírese C A que será igual 
á ^ / ( « a - t - ¿ ' a ) ; tómese B T ) * = y \ tírese C B que 
será igual á / ^ j ^ a -4- aa ) ; por consiguiente serán 
los arcos B E — B , B F — G , y E F = z B + G ~ u . 
Ahora descríbase la espiral logarítmica E H O con el 
ángulo constante igual al complemento del arco B E 
al quadrante; y será la ordenada C H — x r toman
do las ordenadas decrecientes por ser negativo el L . x i 
luego tirada la recta H G paralela á la D ^ f , será 
C D i C A — CHiCG%Qsto es / ( ^ - h / 1 ) : Y ( í z a - H ^ ) 

= x : C G , y por consiguiente C G == ¥ ^ f ^ ^'—sz 

pero v es igual al producto de J por z partido por 
la unidad lineal que se toma igual á V(da+^a) por 

ser 1 — ̂ 12 =: aa : luego será v - ^ ^ p K 1 y por 

consiguiente V : J ~ y -*rb: v , ó bien C ^ r 
C G — A D ' , v \ pero por ser las rectas ^ Z ) y G H 
paralelas es C A : C G = A D : G H : luego será G H 
r = por consiguiente á los espacios corridos E G cor
responden las velocidades G / f paralelas á la tangen
te Z>. Se infiere que en el centro C de la potencia 
no se extingue la velocidad del cuerpo: y si el ángu*-
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\o C H N formado por la ordenada C H y la tangen
te H N en el punto N de la curva es igual al ángu
lo iü lCF, la ordenada H G al diámetro E i E será 
máxima, y. por consiguiente la velocidad del cuerpo 
desde E á G se va aumentando de modo que en el 
punto G es la máxima, y se va disminuyendo desde 
G á i E , de modo que en i E se extingue. Discúrra
se del mismo modo respecto á la velocidad del cuerpo 
que sucesivamente corre despacio 2 E ^ E ; y así con 
el mismo orden sucesivo en los espacios 3 E 4 E , &c . 

Considérese ahora lo que resulta de la distinta 
magnitud del ángulo E C I complemento del ángulo 
E C B al recto, ó bien igual al ángulo constante que 
forma la tangente tirada á qualquiera punto de la 
logarítmica con la correspondiente ordenada , para 
cxáminar la relación que tienen entre sí los movi-
míen tos de un cuerpo en distintos medios resisten
tes. Llámese dicho ángulo E C I ~ C , y considére
se quefel mismo ángulo se aumenta. En esta supo
sición teniendo el punto E fixo^ y variable el pun
to i? ? pasará el radio C B {Flg . 271.) á la posi
ción C é , y la logarítmica i ? / / 2 i? O será inte
rior á la logarítmica i?/62^0; por consiguiente las 
-ordenadas Gi» en esta serán mayores que las ordenar 
das G H en aquella, con tal que correspondan á una 
oomun abscisa: luego aumentándose el ángulo C se 
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aumentan las velocidades del cuerpo; y siendo el án 
gulo C recto, y de consiguiente O.C=s=0, la loga
rítmica E H O se convertirá en la circunferencia E F I * 
y en este caso las ordenadas tiradas al diámetro E C R 
del mismo círculo expresarán ias velocidades del cuer
po. Y al contrario, si el referido ángulo C se dismi
nuye, las velocidades del cuerpo {Fig* 27a.) se dis
minuirán; y siendo 0 ,C := r esto es el ángulo C 
== o, la logarítmica se convertirá en una linea recta. 

Para la determinación de los tiempos llámense, 
t el tiempo del descenso del cuerpo por el espacio 
JBG, v su velocidad en G ( Fig. 273.) y C G = s\ 

y en la fórmula (391) dt = — — substitúyase el va

lor hallado de í;.Por tanto se tendrá a f c - z z — t ? 

pero por la equacion B es ~ ~ ~ = - ^ ^ f y : luego 

sera dt ~ - K ^ — ; X y r ^ * - '•> e integrando sera / = 

¿4 v tf¿—i OH. 137) supuesta la tangen

te B D del arco i ? F igual á j ; : y para que sea t—o, 

quando es s = a y de consiguiente y — — b — B A 

tangente del arco B E , será o = y ^ * * ^ x ~ - B B 
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4-^ ,de donde resulta ser A —^í f l ^^ l ) % B E i lúe-

go ser^ ^ = —^—^—• X ; por consiguiente sien
do la recta C/perpenclicular á la C B , el tiempo í 
será igual al producto de la cosecante del ángulo I C E 
por el ángulo E C F partido por el radio C E — a, Y 
respecto á los tiempos del descenso del cuerpo por 
el espacio E C en distintos medios resistentes, se ha 
dicho antes que si el ángulo E C T se aumenta,, los 
radios C B y C E pasan á las respectivas posiciones 
Cb y C f \ 7 la tangente B A en el punto B de la 
circunferencia circular á la tangente B a de la mis
ma circunferencia en el punto por consiguiente en 
la suposición de que el ángulo E C T se aumenta, la 
cosecante C A y el ángulo E C F disminuyen, pues 
vienen á ser Ca y E C f \ pero el tiempo, del descen
so del cuerpo por el espacio. E G es igual al producto 
de la cosecante C A por el ángulo E C F partido por 
el radio BCz=za en la suposición del ángulo E C l 
6 bien de la logarítmica E H i E : luega aumentán
dose dicho ángulo E C I ó bien en la suposición de 
la logarítmica E k i e ^ z l tiempo del descenso del cuer
po por el espacio E G se disminuirá, y por consi
guiente el tiempo de la caida del cuerpo por el es
pacio JSCen la primera suposición será mayor que 
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el tiempo de la caída del mismo cuerpo por dicho 
espacio E C e a la. segunda suposición. Es evidente que 
sucederá lo contrario en la suposición de que el án 
gulo E C I se disminuye. 

E S C O L I O . 

557. Adviértase que si en las referidas suposicio
nes de la Proposición antecedente se pide determi
nar la velocidad del cuerpo m en un punto del es
pacio corrido, se deberá suponer que en el mismo 
punto la resistencia es igual á la potencia. Llámese 
la velocidad del cuerpo en dicho punto. Consta (409) 
que para tener un cuerpo terrestre la velocidad f^al 
fin del espacio corrido S , será l^z=zV2lS; pero 
(sup.) es la resistencia á la velocidad como 2^ á 1: 
luego será la resistencia igual á z h ^ i l S , por con
siguiente la potencia $ en el referido punto será igual: 
á Q.h'^ilS \ de donde resulta la equacion ( ^ ) 

S — en cuya expresión debe ser ^ < 1 , pues 

que se ha demostrado en dicha Proposición que 
si no es ¿'-c 1, la velocidad del cuerpo se extingue 
en el tentro de la potencia, lo que es contrario á la 
experiencia de los péndulos que reciprocan sus osci
laciones en un medio resistente. Por tanto determi
nado el valor de la magnitud ¿ según corresponde. 
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se hallará pór la equacion A el espacio que debe an
dar un cuerpo terrestre para adquirir la velocidad V , 
Asimismo adviértase en el movimiento de los cuer
pos animados por potencias en un medio resistente, 
que la velocidad de ellos se aumenta , si la potencia 
es mayor que la resistencia: y que siendo la poten
cia menor que la resistencia, dicha velocidad se dis
minuye. Por tanto en el primer caso valdrán las, fór
mulas P%ds zmvjdv, y Py>dt z=. mdv, y en el 
segundo caso dichas fórmulas serán P^ds—^-^mvdvy 
y P ^ d t = — mdv: y en los casos particulares se 
substituirá en ellas en lugar de P la diferencia que 
pasa entre los valores dados de la potencia y de la 
resistencia. Y respecto de que en las Proposiciones 
anteriores L X I I I y L X I V , se ha considerado que el 
cuerpo movido por potencia constante empezaba su 
movimiento en el medio resistente con una velocidad 
dada , ésta debía disminuirse ̂  en dicho movinúento; 
por consiguiente debian valer las referidas segundas 
fórmulas: pero en la Proposición LXV con respecto 
á la suposición de que el cuerpo empezaba su mo
vimiento desde el punto E sin ninguna velocidad, y 
en virtud de la potencia (F¿g. 270.) andaba el espacio 
E G , siendo CG = s , debia valer la fórmula P X 
mf ds = imvdv, 6 bien P yids tmmr vdv, conside
rando el movimiento de un mismo cuerpo. 
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