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Prologo de la tercera edicion

«Pocas son las reformas que hemos introducido en esta edi-
cién. Atendiendo a indicaciones muy atinadas de algtin compa-
nero nuestro, incluimos la teorfa del minimo comitn miiltiplo,
fundado en el maximo comiin divisor, ya que por descomposi-
cién de los niimeros en factores simples no es posible formarle
sin gran trabajo, cuando los factores primos no son nimeros
muy pequenios. También hemos completado las demostraciones
de 1as reglas de las raices cuadrada y cibica suponiendo el ni-
mero determinado, con lo cunal el profesor podrad elegir de las
dos demostraciones la que le parezca mds conveniente. Hemos
quitado todos los ejemplos de operaciones de niimeros concretos
del antiguo sistema de pesas, medidas y monedas de Castilla,
que es ya hora de que pasen a la Historia, v en cambio hemos
ampliado el capitulo que trata del sistema métrico decimal, in
cluyendo muchas noticias histéricas de su adopcién y dando la
nueva definicién del litro, adoptada por la Comisién internacio-
nal de pesas y medidas. Es claro que los alumnos no tendrdn
necesidad de aprender para decirlas en el examen las noticias a
que nos referimos; pero leyéndolas se formardn una idea de la
importancia que tiene el sistema métrico y de los delicados tra-
bajos cientificos que se han llevado y se estdn llevando a cabo
para perfeccionarle. Hemos agregado también en esta edicién
algunas cuestiones relativas a fondos publicos y 1a regla de ali-
gacién, que habiamos suprimido en la segunda ediciény,

En esta sexta edicién conservamos todo lo dicho en la cuartas
con tan insignificantes variaciones, que no tenemos necesidad
de enumerarlas.
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NOMENCLATURA ESCOLASTICA

DE LAS

PROPOSICIONES MATEMATICAS

Axioma es una proposicion evidente por si misma, y que, por
consiguiente, no necesita demostracion.

Trorema es una verdad demostrable. El teorema consta de un
enunciado y una demostiracidn. El Bxunciapo €s la proposi-
cion que se anuncia como verdadera; tiene dos partes: una
hipdlesis o suposicidn, que aflrma lo que se supone cierto; y
una fesis o conclusion, cuya verdad se ha de probar. La pe-
MOSTRACION es el raciocinio que se hace para patentizar la ver-
dad de la tesis.

Un teorema es rREciproco de otro, cuando liene por hipitesis
la conclusion, y por conclusion la hipétesis de este otro; y con-
TRARIO cuando tiene una hipdtesis y una conclusién contraria a
las de este otro.

LEVA es un teorema de poca importancia por si mismo, pero
necesario para demostrar otros mas importantes.

CoroLario es un teorema cuya verdad se deduce inmediata-
mente de un teorema conocido.

PosTurLADO €s un teorema que no se puede demostrar, y que por
tanto debe admitirse como axioma en la formacién de la Ciencia.

EscoLio es una advertencia o nota que se hace sobre uno o
muchos teoremas relatives al mismo asunto, o que forman una
teoria.

PROBLEMA €$ una cuestién en que nos proponemos determinar
una o muchas cosas desconocidas o incdgnitas, por medio de
otras conocidas o datos.
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ALFABETO GRIEGO

La proposicion en que se declara el objeto del problema se
llama enunciado: el procedimiento para determinar las incégni-
tas de modo que satisfagan al enunciado, se llama resolucidn.:
el resultado obtenido después de resolverle, se llama Solucidsn.
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PRELIMINARES

1. Varias cosas que tienen uno o muchos caracteres comu-
nes, se dicen homogéneas por relaciéon a dichos caracteres co-
munes, y Sitienen otros caracteres diferentes, hefereogéneas
por relacién a éstos.

Deos dados, uno de plomo y otro de marfil, son homogéneos
por relacidn a su figura, y hetereogéneos por la materia de que
estdn construidos. Pueden, ademads, ser iguales o distintos, el
peso o el tamano, por ejemplo.

Si varias cosas tienen todos sus caracteres comunes, se dicen
idénticas.

2. Varias cosas, por relacién a sus caracteres comunes, o en
cuanto son homogéneas, forman un conjnnto que se puede con-
siderar obtenido por la repeticién de cualguiera de ellas. LLa
cosa repetida se llama unidad, el conjunto formado por la repe-
ticion de la unidad constituye una pluralidad. La expresién de-
terminada de cxanias veces se ha repetido la unidad se llama
numMero,

El nutmero es, pues) una pluralidad determinada de cosas
% objetos homogéneosjcualquiera de las cosas u objetos, es
la unidad.

3. Como la unidad generatriz del nimero puede ser un obje-
to cualquiera, podemos hacer abstraccién de la naturaleza de la
unidad y expresar solamente cuantas veces estd repetida para
formar el nimero.

El niimero que expresa la naturaleza de la unidad generatriz
se llama concreto, y €l que no la expresa absta'acmj

4. Por lo que hasta ahora llevamos dicho, se comprende que
el nimero es un conjunto de partes separables unas de otras, o
disgregables, es decir, que el nlimero es discreto.

5. Launidad puede ser un todo formando un individuo que
no se puede descomponer en partes sin destruirle; esto sucede
si, por ejemplo, 1a unidad es un hombre, un arbol, ete. Pero
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también puede ser una cosa descomponible en partes iguales y
homogéneas: esto sucederd si la unidad es una distancia, un
peso, eteétera.

En el primer caso, la unidad se impone en la formacién del
nimero: asi, para numerar un conjunto de drboles, tomamos
por unidad un drbol. Lo que podremos hacer, si la distribucién
de los drboles lo permite, es tomar por unidad una coleccién de
Arboles, una fila, por ejemplo, si estan distribuidos en filas.

La unidad compuesta de varias unidades, se llama unidad
compuesta, o colectiva.

En el segundo caso, es decir, cuando la unidad se puede des-
componer en partes homogéneas, queda completamente libre la
eleccion de su tamarnio, resultando tanto mayor el nimero, cuan-
to menor es la unidad elegida.

6. El concepto de tamaiio, o limitacién de los seres finitos,
constituye su magnitud,; el cardcter esencial de 1a magnitud es
ser susceptible de aumento y disminucién. Las palabras magni-
tud v cantidad se suelen emplear como sinénimas; pero es mejor
aplicar el nombre de cantidad solamente a las magnitudes deter-
minables, o numerables por medio de una unidad de su misma
naturaleza y excluir las magnitudes gue no sean determinables,
como, por qemplo, las facultades intelectuales, afectos, elc.

7. La cantidad es continua, es decir, que se puede descom-
poner en partes homogéneas, tun pequenas como se quiera, e
inversamente se puede formar una cantidad por la repeticién
sucesiva de una parte cualquiera. De un modo mds general, l1a
cantidad puede aumentar o disminuir por grados insensibles.

8. Cuando se determina o mide una cantidad fija, o come
suele llamarse constante,por medio de una #nidadq) de su misma
naturaleza, consiazite también, puede suceder: 1.9/Que la canti-
dad contenga un nimero exacto de veces a la unidad, y enton-
ces 5e origina un nimero formado por una pluralidad de unida-
des y se llama nimero entero. 2.° Que la cantidad no contenga
exactamente a la unidad, pero si a una de las paries alicuotas
que resultan de dividirla en cierto nimero de partes iguales, y
entonces se origina un numero que se llama fraccionario.
3. Que la cantidad no contenga exactamente a la unidad ni a
ninguna de sus partes alicuotas, ¥ entonces se origina el nime-
ro inconmensurable)

En los dos primeros casos, la unidad y la cantidad sen con-
mensurables entre si, o tienen una medida canitin, que es, o la
unidad misma, o una de sus partes alicuotas: los numeros que

-
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expresan la relacién de la cantidad a la unidad, o sea la medida
de la eantidad, son conmensurables. En el tercer caso la unidad
¥ la cantidad, son inconmensurables entre si, puesto que ningu-
na parte alicuota de la unidad estd exactamente contenida en la
cantidad, M4s adelante encontraremos ejemplos de nimeros in-
conmensurables, y veremos que no se pueden expresar exacta-
mente, pero si con toda la aproximacion que se guiera.

9. No se deben confundir las cantidades inconmensurables
con las inmensurables, pues las primeras nose pueden medir
con la unidad elegida, pero se pueden medir con otras unidades,
y las inmensurables no se pueden medir con ninguna unidad.

10. La ciencia de la cantidad en geneval se llama Ma-
temddtica.

La ciencia de los nitmeros en general ha recibido distintos
nombres, Aritmologia y Algoritinia. La parte elemental en
que nos ocuparemos nosotros, se llama Ariimélica.

11. Se llama igualdad la relacion que existe entre dos canti-
dades homogéneas idénticas, o entre los niimeros que las miden.

La igualdad se expresa colocando el signo =, que se lee
igual a, entre las cantidades o nimeros iguales.

Asi, si las cantidades representadas por los simbolos, A y B,
son iguales, escribiremos, A = B, y leeremos A, igual a B.

Todo lo que antecede al signo = se llama primer miembro de
la igualdad, y lo que le sigue, segundo mienbro.

Se llama desigualdad la relacién que existe entre dos canti-
dades homogéneas, tales que una de ellas es mayor que la otra,
o entre los niimeros que las miden

Para expresar la designaldad, de emplea uno de los signos
= ¥ <, que se leen repectivamente, mayor que v menoy que,
colocados entre las cantidades que se comparan,

Asi, si las cantidades, A y B, que se comparan, son tales que
A, es mayor que B, escribiremos, A > B, y leeremos, A mayor
que B Si A, fuese menor que B, la desigunaldad seria, A < B,

Lo mismo que en las igualdades, todo lo que hay escrito antes
del signo > o <, se llama primer miembro, y todo lo que hay
después segundo miembro de la desigualdad.

Es evidente que en una ignaldad se puede cambiar el orden
de los miembros; asi se tiene, A = B, también es cierto
que, B = A,

En una desigualdad se puede cambiar el orden de los miem-
bros, pero cambiando el signo de la deisgualdad: asi, si A > B,
se tendrd, B << A.
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12. Entre cantidades hetereogéneas no existe igualdad, pero
puede existir equivalencia, es decir, icualdad en los valores, ya
sea €sta natural, ya sea convencional (1),

13. Los axiomas fundamentales de la Matem4tica son verda-
des conocidas por el sentido comiin, y apenas se necesita enu-
merarlos.

Una cosa es idéntica a ella misma. Dos cosas iguales a
una lercera, son iguales entre si, o mas generalmente: si en-
ire muchas cosas la primera es igual a la segunda, ésta a la
tercera y ast sucesivamente, dos cualesquierva de estas cosas
serdn iguales. El todo es mayor que una de sus partes, e{(:.

14, "D:vid:remos la Aritmética en dos partes: la primera Lra~
tara de los niimeros abstractos, y 1a segunda de los concy elos,
considerando esta iltima como una simple aplicacién de la
primera. /

La primera parte la dividiremos en dos secciones: calculo
aritmético y comparacién aritmética; y el caleulo aritmético en
tres libros, que tratardn, respectivamente, de los nimeros ente-
ros, de los fraccionarios y de los inconmensurables,

(1) Eltrabajo necesario parn elevar un kilogramo de agua destiladn dela temperatura cero
grados a un grade, que es aproximadamente 425 kilogrametros, se llams equivalents mevanico
del calor, ¥ es iguala lo qua los fisivos llaman una caloria: Inago cierta cantidad de trabajo ten-
drd su equivalente en calor, ¥ reciprocimente; estn es, pues, una equivalenecid natural, La
equivalencia entre una mercancin y su coste es convencionnl entro ol comprador y el vendedor:
depends de muchas cirounstancias ajonas, a veees, & uno y atro.
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PRIMERA PARTE

ARITMETICA DE L.OS NUMEROS ABSTRACTOS

SECCION PRIMERA
CALCULO ARITMETICO

LIBRO PRIMERO

T.os nimeros enteros

CAPITULO I

LA NUMERACION

156, La numeracién es la parie de la Aritmética que se
ocupa en la formacién y expresién de los niimeros.

Los nimeros enteros se forman por medio de l1a unidad, que
se va repitiendo y agregdndose a si misma. Si a cualquier nii-
mero, ya formado, se le agrega la unidad, se formard el niimero
siguiente: como esta operacion se puede verificar siempre, por
grande que sea el ntimero, 1a serie natural de los niimeros es
indefinida.

16. De aqui la necesidad de un medio convencional y siste-
madtico para poder expresar los nimeros; este medio conven-
cional comprende dos partes: una,fla numeracién verbal o
expresion de los nimeros por medio de palabras, y otra; la nz-
meracién escrvita o expresién de los nimeros por medio de
signos,”

Nosotros expondremos el sistema de numeracién decimal, que
es el adoptado por todos. '

17, La unidad se expresa porla palabra ##no,y se llama el
numero #7o,; la reunién de uno y uno se llama dos; la de dos y
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uno, fres; la de tres y uno, cuatro; la de cuatro y uno, cinco; la
de cinco y uno, seis; la de seis y uno siefe; la de siete y uno,
ocho;’la de ocho y uno, nueve; 1a de nueve y uno, dies,

La reunién de diez unidades se considera como una nueva
unidad, que se dice de segundo orden o decena (la unidad sim-
ple se dice también de primer orden),la decena es una unidad
colectiva, y se puede contar peor decenas como se ha contado
por unidades.

Asi, la reunion de dos decenas se llama weinte; la de tres,
treinta; la de cuatro, cuarenta,; y, sucesivamente, cincuenta,
sesenta, setenta, ochenta y noventa.

La reunidn de diez decenas forma el nimero ciento, que se
considera como una nueva unidad, que se llama centena o uni-
dad, de lercer orden, y se cuenta por centenas, como por dece-
nas y unidades. La reunién de dos centenas es doscientos, 1a de
tres trescientos, y, sucesivamente, cualvocienios, quinienios,
seiscientos, setecientos, ochocientos v novecientos.

La reunién de diez centenas forma el nimero mil, que se con-
sidera como una nueva unidad, que se llama millar, o unidad de
cuarto orden. Se cuenta por millares, como por las anteriores
unidades. Asi tendremos los numeros: dos mil, ires mil...
nueve mil, dies mil. El nimero diez mil se considera como una
nueva unidad, que se llama decena de millar, o unidad de quinto
orden, con lo cual se cuentan los nimeros veinte mil, treinta
mil... noventa mil y cierr mil. El nimero cien mil forma una
nueva unidad, la centena de millar, o unidad de sexto orden, y
con ella se cuentan los nlimeros, descienios mil, trescienios
mil... novecientos mil.

La reunién de diez centenas de millar, forma un #2167, que
es la unidad de sépitinmo orden.

Con los millones se forman, como con las unidades simples, de-
cenas, centenas, millares, decenas de millar y centenas de mi-
llar, todas ellas de mill6n; y son los 6rdenes octavo, noveno.., y
duodécimo de unidades, y se cuenta con ellas como con los 6r-
denes anteriores,

Mil millares de millén, o sea un millén de millones, se llama
billon. E1billén es la unidad de orden décimo tercio, y se forman
con ella decenas, centenas, millares, decenas de millar y cente-
nas de millar de billén, con las que se cuenta como con las
anteriores.

Un millén de billones forma el {#illén, y asi sucesivamente.
18. Desde diez hasta veinte se cuentan los niimeros interme-

»
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dios agregando a la palabra diez las de los nueve primeros ni-
meros, y diciendo por consiguiente: diez v uno, once (1); diez y
dos, doce; diez y tres, trece; diez y cuatro, catorce; diez y cinco,
quince; diez y seis, diez y siete, diez y ocho, diez y nueve. Des-
de veinte hasta treinta se cuentan los ntimeros intermedios afia-
diendo a la palabra veinte, los nombres de los nueve primeros
nimeros; asi se contard; veintiunoe, veintidés... veintinueve. Del
mismo modo se cuenta de treinta a cuarenta, de cuarenta a cin-
cuenta... de noventa a ciento.

Desde ciento a doscientos se cuentan los niimeros intermedios
agregando a la palabra ciento los nombres de los noventa y nue-
ve primeros nimeros, y se dird: ciento uno, ciento dos .. ciento
diez, ciento veinte... ciento noventa y nueve. Del mismo modo
se contard entre doscientos y trescientos y asi sucesivamente
hasta novecientos noventa y nueve,

Entre mil y dos mil se contard agregando a 1a palabra mil los
nombres de los novecientos noventa y nueve primeres niimeros,
y lo mismo entre dos mil y tres mil, y asi sucesivamente hasta
llegar a nueve mil novecientos noventa y nueve.

De modo andlogo se cuentan los niimeros intermedios entre
diez mil y veinte mil, entre veinte mil y treinta mil... entre cien
mil y doscientos mil, y asi sucesivamente.

19. De todo lo expuesto se deduce que diez unidades simples
o de primer orden forman una decena ounidad desegundo orden:
diez decenas forman una centena o unidad de tercer orden, y
siempre diez unidades de un orden forman la del inmediato
superior. v

En virtud de estofse llama base del sistema de numeracién
decimal el nimero diez, que expresa cuantas unidades de un or-
den se necesitan para formar la del orden inmediato superior

Debemos observar que las unidades de cada orden en un nu-
mero son menos de diez, y por consiguiente, nueve a lo sumo:
ademds, en un nimero pueden faltar ciertos 6rdenes de unida-
des, que serdn precisamente las que no se nombran; Asi, el ni-
mero trescientos siete contiene centenas y unidades, pero care-
ce de decenas.

También conviene observar que se cuenta por unidades, de-

(1) Elnso ha sustitnido las palabras diez y uno, diez y dos, ete., por las once, does. tre-
¢, catorce § quinee, por evitar la eacofonia de Ins primerns.
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cenas y centenas simples, o de millar, o de millén, o de millar de
millén, ete., de suerte que deltres en tres 6rdenes se forma una
unidad que podemos considerar como principal/
20. \E’am la escritura de los nimeros se han adoptado los
signos:
1,2,38,4,5,6,78,9,

que representan, respectivamente, los nueve primeros niimeros,
y se llaman cifras significativas del sistemaj Como hemos visto
que en todo nimero las unidades de cada orden son menos de
diez, las cifras anteriores servirdn para expresar cuantas unida-
des de cada orden contiene un ntiimero. lP'u a expresar la falta de
unidades de cualquier orden se usa el signo 0 que se llama cevro
y también ¢ifra no significativa, para distinguirla de las dem4s.
El cero, por consiguiente, no tiene valor

21, Se conviene en qué: toda cifra escrita a la isquierda de
otra, vepresenta unidades de orden inmediato superior o diez
veces mayores: de este modo el primer lugar de la derecha
corresponde a las unidades, el segundo (contando hacia la iz-
quierda), a las decenas, o unidades de segundo orden; el tercero,
a las centenas, o unidades, de tercer orden, y, en general, cada
orden de unidades ocupa el lugar marcado por su nimero de
orden,

De aqui resulta que cada cifra tiene dos valores: uno absoluto,
que, como su nombre indica, es invariable y depende de su figu-
ra, y otro relativo que es accidental y depende del lugar que
ocupa en el niimero,

De esto se deduce ¢ue las unidades de diferentes 6rdenes se
escribirdn por medio de la unidad seguida de un nimero con-
veniente de ceros. Asi{

1, 10, 100, 1000, 10000...

serdn los nimeros u#no, diez, cienio, mil, diez mil..,

22. Para escribir un niimero cuyo enunciado o expresién ver-
bal conocemos, consideraremos tres casos: 1.9 Que el niimero
sea inferior a mil, 2.° Que sea superior a mil e inferior a un
milldn. 3.° Que sea mayor que un milldn.

1.2 Si el nGmero que se quiere escribir es inferior a mil, se
escribivdn primero sus cenienas, a la devecha de ésias las
decenas v a la devecha de las decenas las unidades. Asi, para
escribir el niimero trescientos veintisiele escribiremos primero

-
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un 3, por ser (res las centenas; a su derecha un 2, por ser dos
las decenas; y a la derecha de éstas un 7, por ser siete 1as unida-
des, de modo gue escribiremos 327.

Si el nimero carece de decenas o unidades, se ocupardn sus
lugares con ceros; si no llegase a ciento, o a diez, bastarian dos,
o una cifra para escribirle.

2.9 Sjel namero que se quiere escribir es mayor que mil y
menor que un mill6n, se supondrd formado por dos grupos de
unidades principales: uno de unidades simples, y otro de milla-
res: se escribivd el grupo de millaves, que a lo sumo lendrd
tres cifras (unidades, decenas y centenas de millar), como se ha
dicho en el caso anteriov, vy a su devecha, dejando un pequeso
hineco, o separdndole por una coma, escrita en la parte supe-
vior el grupo de unidades, que también tendrd a lo sumo tres
cifras (unidades, decenas y centenas simples). Por ejemplo, €l
numero doscientos cuarenta y cinco mil setecientos lrveinia y
nueve se escribira:

245 739 6 245739

Si faltan algunos 6rdenes de unidades, se ocupardn sus luga-
res con ceros, cuya situacion es muy facil de determinar en
cada grupo. Asi, el nimero doscientos cuarenta mil treinta y
nueve, se escribira:

240039

30 Sj el niimero es mayor que un millén, se tendrd presente
que los dos grupos de tres cifras de la derecha corresponden a
los dos 6rdenes principales, unidades y millares; los dos siguien-
tes, a la izquierda, unidades y millares de millén; los otros dos
més a la izquierda, unidades y millares de billon, y asi sucesiva-
mente. Por consiguiente, para escribir un niuniero mayor que
wn millén, se escriben primero los grupos de millares y uni-
dades mds elevados; a la devecha de éstos los grupos de mi-
llaves v unidades siguientes descendiendo, y ast hasta llegar
a los grupos de millares vy unidades simples.

Cuando el nimero sea muy grande, conviene escribir a la de-
recha y a la parte superior de la cifra de unidades de mill6n un
1 pequenito; en el mismo lugar y a la derecha de las unidades de
billon un 2, ete., y separar por comas cada grupo de millares
del de unidades, o sea los grupos de tres cifras.

Sea, por ejemplo, el nimero: doce billones, doscienltos cin-
cuenta v seis mil cuatrocienlos dies y siete millones, sele-

2
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cientas veintitvés mil doscientas ochenta v siete unidades, se
escribird:
122956'417 1 7231987

Si faltasen algunos 6rdenes de unidades, se ocupardn sus lu-
gares con ceros: el niimero sefecientos dos mil siete millones,
veinticuatro unidades, se escribird:

702'007 1 0007024

Conviene observar que si se escriben ceros a la izquierda de
un nimero, éste no varia, porque todas sus cifras conservan los
mismos valores absolutos y relativos,

Asi, por ejemplo:

0012416 y 12416

tienen el mismo valor,

Pero si se afiaden ceros a la derecha de un niimero, o se su-
primen en otro que los tenga, cambian los valores relativos de
sus cifras, sufriendo los niimeros variaciones que explicaremos
mds adelante.

23. Para leer un numero cualquiera, se divide en grupos
de seis cifras, poniendo a la izquierda del primero un 1, cono
hemos indicado para la escritura; a laisquierda del segundo
un 2, ete . se divide cada uno de estos grupos en dos de tres
cifras por medio de comas; se comienza la lectura por los
grupos superiores, leyendo sus centenas, decenas v unidades,
aniadiendo las palabras mil a los situados a la isquierda de
cada coma, y las palabras millones, billones, etc., a la termi-
nacion de los grupos que tienen a su devecha un 1, un 2, eic.
Asi el nimero

423216101 012685

se leerd: cuatro billones, trescientos veinticuatyo mil seiscien-
tos dies millones, doce mil seiscientas ochenta » cinco
unidades.

La base de un sistema de numeracién puede ser un mimero
cualquiera distinto de Ia unidad: los principios establecidos para
la numeracidn de base dies subsisten siempre y pueden efectuar-
se operaciones con numeros escritos en los sistemas binario,
ternario, etc.

r.
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CAPITULO II

LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES
I. La adicion

24. _J.Se da el nombre de operacién al acto por el cual se
verifica una lransformacidn en un objelo, o combinacion de
objetos,

Las operaciones matemdticas pueden ser de cdlculo, cons-
truccion, combinatorias, etc.(Per ahora nos limitaremos a las
operaciones del cdlculo, que son: las que tienen por objelo ha-
llar uno o muchos numeros, que se llaman resultado, por
medio de ofvos que se llaman datos.

Dos o mds operaciones combinadas forman una operacién
compuesta;fmando una operacidn indicada se considera conio
dato para someterie a olrva operacion ultevior, se encierra la
operacion indicada en un paréntesis)

Las operaciones fundamenta]es del edleulo aritmético son:

a,substmcméﬂ y d1v1510n de descomposwléy?

Una operacién es #nversa de otra cuando tiene por datos el
resultado y uno de los datos de la primera, y por resultado el
otro dato) Mds adelante veremos que la substraccién es inversa
de la adicién, y la divisi6n, en su acepcién mds general, inversa
de la multiplicacién.

[L.a adicién y substraccién también se dicen operacmnes de
pnmer grado, y la multiplicacién y divisién de segundo grado. }

%5, La adicién es una operacion que tiene por objeto veunir
en un solo numero las unidades de otvos varios (10.

Los datos de la adicién se llaman sumandoes, el resultado
Suma y la practica de la operacion sumar,

Se indica la operacién escribiendo un signo -, que se lee mzds,

(1) Damos una definicitn que solo comprende la adieion de nimeros entoros, pero iremes
generalizando cada operacion a medida gue sea necesario, teniendo presente gue una operacidn
generalizada contiens la operacitn particnlar; pero como puade perder alpunas da sus propieda-
des, ge deben revisar éstns, para conserver solaments las (ue correspondan u la operacion gene-
ralizada,

4

10, subsa'}: on, mul cacidn y division. WC’&W
?Qé‘ﬁ"‘zié% % on operaciones de composicién;
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entre cada dos sumandos, y separando los datos del resultado
por el signo =.
Asi, siendo los sumandos 4, 7 y 3, escribiremos:

44+74+3=14

26. El procedimiento primitivo de la adicion es afadir al pri-
mer sumando las unidades del segundo, conidndolas una a una,
como se ha explicado en la numeracién; al resultado que se ob-
tenga se afiaden las del tercer sumando, contadas del mismo
modo, y asi sucesivamente, hasta el dltimo sumando.

Este procedimiento no es bueno mas que cuando los sumandos
son de una cifra o digitos (1), y se llega a hacer de memoria
cuando se tiene alguna prictica en la operacion; pero para con-
siderar mds de dos sumandos, se necesita aprender la fabla de
sumar, que contiene todas las sumas posibles de dos numeros
digitos.

Antes de formarla debemos tener presente, que si uno de los

sumandos es cero, la suma es igual al otvo sumando,; propie-
dad que se deduce inmediatamente de la definicion de la
operacion.

Esto supuesto, escribamos en una linea horizontal el cero y
los nueve primeros nimeros, debajo, correspondiéndose con los

0|t1|2|8|4a|5|6|7|8|9
TQ?I?E?F@E
ol3(al5]6|7|89]10/1
3lals5lo|7|8 0 00|12
4156|789 |w0f1n]i2|3
516 718|910 12131
67|89 10]1112]13|14]15
7?”5“3‘]6(3‘1513 14(15] 16 \
g?mﬁggmﬁgﬁ
?WF&E@EEE@

(1)  Se laman digitos los niumerog de uni cifin, porqoe se pueden contar con los dedos,

+
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de la primera linea, 1os mismos numeros aumentados cada uno
en una unidad, y se tendrd la suma de los ntimeros de la prime-
ra linea, con 1; debajo se escriben los numeros de la segunda
linea aumentados en una unidad, y se formard una terceralinea,
que contiene los de la primera aumentados en dos unidades; se
sigue del mismo modo hasta formar la décima linea, que con-
tendr4 la suma de los nimeros de la primera con 9.

De lo dicho resulta que cada linea horizontal contiene la suma
de los niimeros de la primera linea con el niimero que la co-
mienza; y cada linea vertical contiene la suma del nimero que
la comienza con los numeros de la primera vertical.

La suma 5 -+ 7, por ejemplo, estard en la vertical que comien-
za por 5y en la horizontal que comienza por 7; serd por consi-
guiente, el nimero 12, comun a las dos lineas.

97. Pasemos ya al caso general de la adicion, que consiste en
sumar numeros cualesquiera; estd fundado en las siguienles
propiedades de la adicion:

1.5 Una swma no se altera, aunque se alterc el orden de
4 los sumandos. Porque 14 suma es el conjunto de unidades que
contienen los sumandos,/y no varia este ntimero de unidades
‘zon el orden de los sumandos;

F 93 Dos o mds sumandos se pueden sustituiy por su suind
efectuada. Para esto basta suponer que se colocan los primeros
(1.%), y que, por consiguiente, por ellos comienza la suma.

Es claro, que inversaniente se puede suponer cualquier su-
mando descompuesto en dos o mds partes, que sumadas com-

| pongan el sumando,

. 28. En virtud de estas propiedades, para sumar nimeros
| cualesquiera, se les puede suponer descompuestos, cada uno de
| ellos, en unidades, decenas, centenas, millares, etc, Suponer

después alterado el orden de estos nuevos sumandos y sumar
\unidades con unidades, decenas con decenas, centenas con cen-

‘tenas, etcétera, y reunir los resultados en un solo numero.

Para hacer mas ficil la aplicacién préctica del principio ante-
ri seguiremos la siguiente:
ﬁ{sam. Para sumar nikmeros cualesquiera se escriben los
sumandos unos debajo de otros, de modo que se correspon-
dan unidades con unidades, decenas con decenas, centenas
con centenas, e¢tc.; se traza una raya debajo de los sumandos

y se suman los nimeros de cada columna, comensando por

la derecha, sila swma no liega a dies, se escribe debajo de

la raya, correspondiéndose con la columna sumada,y st llega




0 pasa de dies, se escribe la cifra de las unidades, de la suma
V. se veservan las decenas parva agregavias a la siguienle co-
lumna de la izquierda. El mimero que asi vesulte serd la
suma pedida.

Sea sumar los niimeros 14675, 8344, 24803, 586, se escribirdn en
columna del modo siguiente:

14675
5344
24803
586
18408

La columna de las unidades da por suma parcial 18; escribi-
mos, por consiguiente un 8, que esla cifra de las unidades, y
reservamos una decena para sumarla con las decenas (1).

La columna delas decenas da 19y 1 dela suma anterior 20,
escribiremos el 0 y reservaremos el 2, que expresa centenus,
para sumarle con las centenas, del mismo modo, de la suma de
las centenas, que es 24, s6lo escribimos el 4. De la suma de los
millares que es 18, escribimos el 8; y, por tltimo, escribiremos
el 4, que es la suma de las decenas de millar,

La suma buscada serd, pues, 48408.

29, Esfécil observar que si no sumdsemos las columnas pro-
cediendo de derecha a izquierda, no se podria escribir de una
sola vez el resultado, sino en el caso de ser todas las sumas
parciales inferiores a 10,

La suma de las unidades mds elevadas se escribird completa,
aunque seaigunal o mayor que 10, porque ya no se tienen que
reservar las decenas que resulten para agregarlas a otra suma
parcial,

# [30. Prucba de una operacion es otra operacion que tiene
por objeto comprobar la exactitud del vesultado obtenido en
la primera.f

Si la prueba y la operacion estdn conformes, tendremos cast

(1} Cuandose sume cada columna, eonviene al seguirla con la pluma, nombrar solamenta
las sumas parciales que so obtengan, sin nombrar los sumandos. Asi, no ditemes 5 y 4son 9y
dson 12 y 6, 18; sino b, U, 12, 18, De esto modo &e hace més rapidamente la’ oparacion y hasta
50 evitan equivocaciones,
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' certezn de que la operacion estd bien hecha por ser bastante di-
_l. ficil cometer los mismos errores en la operacién y en la prueba:
si no estdn conformes, habra equivocacién en la prueba o en la
operacion, y se deben repetir ambas con todo cuidado hasta que
resulten conformes.

I.a prueba mas sencilla de la adicién consiste en repetir la
operacién sumando de abajo a arriba, si la primera vez se ha
sumado de arriba a abajo.

También se puede comprobar la suma dividiendo los suman-
- dos en grupos, que se suman separadamente, y sumando des-

pués las sumas parciales obtenidas.
Este. procedimiento se suele emplear como operacion y no
como prueba, cuando los sumandos son muchos.

| 31./ Para sumar sumas indicadas, se forina una suma
dicada con todos los sumandos de las sumas parciule

Sean las sumas 5+-74+3 y 449,

Si formamos la suma b4+ 7434449, compuesta de los su-
mandos de ambas sumas, podemos sustituir los sumandos 5,
7 y 3y los 4 y 9 por su suma efectuada (27, 2.7 propiedad); luego
podremos escribir,

11~

64743+ @49 =5+7+3+4+9.

32. [ Si varios snwmandos aumentan en numeros cualesquic-
ra, ta suma awinenta en la suma de los awmentos de los su-

nandos/ e A G

Seala suma 57+ 3, v supongamos que el primer sumando
aumente en 4 y el tercero en 9 unidades, se tendrd:

6+ 4+ 7+ @+ 9,
que se podrad escribir (31) sin los paréntesis, y sera:
<+ St i g
sustituyendo ahora los sumandos 5, 7 y 3 por su suma, y los 4 y
l: 9 por la suya (27, 2.* propiedad), se tendr4 finalmente,
| G+74+3)+E+9),
que demuestra la propiedad enunciada, puesto que la suma 5+
| 743 ha aumentado en 4+ 9.

(1) Fs evidente quo también se pusden efoctaar las sumas parciales y sumarlas despuss,
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En particular, ér.' sdlo aumenta wit swmando, la Suma au-
menta en el mismo niimero que el .sum:md;y
33. (i se suman miembro a miembro varias igualdades, el
vesultado es yna igualdadAfl).
D45 7 Es endmt_/qne constando del mismo nimero de unidades los
, ,.dos miembros de cada igualdad, las dos sumas efectuadas cons-
=4 “tardn también del mismo niimero de unidades,
» Delas igualdades 8 ~ 9 =12y 4 + 5 = 2 + 7, obtendremos:
o 673

. 3+9+4+5=12+-2 4+ 7. -
24 h*0 : :
Como caso particular resultaf que si a los dos miembros de

/ una igualdad se les aumenta en el mismo nitmero, los resul-
tados forman una igualdad.
47 S & 34, [Sz’ se suman miembro @ miembro varias designaldades
_ ' que se vevifican en un mismo sentido (todas el signo > o Lo-
' 7 das del signo <), el resultado es una desigualdad que tiene
J {dugax en el mismo sentido que las prop::-:’.b.’as

SP tenemos 12> 9 y 18 = 15, la suma 12 + 18 se compone de
dos grupos de unidades mayores, ICprLll\"dl’I]EﬂT_E, que los de
la suma 9 -+ 15 de los segundos miembros, luego es evidente que

se tendra:

1218 =9 + 15.

’fl Si sumamos una desigualdad con una igualdad, el resulla-

do es una desigualdad en el mismo sentido, o del mismo signo
{ =S+% que la propuesta,)/
e "_, = §1 a los dos miembros de la desigualdad 12 > 9 les agregamos
dsdeTa igualdad 7 = 7, se formardn las sumas 12+ 7y 9 + 7,y
como es evidente que la primera tiene mds unidades que la se-
gunda, se tendra:

12+7>9 + 7.

II. La substraccion

35.( Lasubstraccidn es una operacion que tiene por objeto,
dados dos numeyos, averiguar en cudntas unidades el ymayor
excede al menor{/

El mayor de 165 nimeros dados se lama minuendo, y ¢l me-

(1) Bumar miembro a miembro, se dice tambiéy sumair ordenadaments,
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nor substraendo, €l resultado resto o diferencia y la practica de la
operacion resiar, :

Se indica la subs{raccién escribiendo el minuendo, después el
signo —, que se lee menos, ¥ a continuacion el substraendo, se-
parando los dates del resultado por el signo =,

Asi: siendo 7 el minuendo y 4 el substraendo, escribiremos:

36, L De la definicion de la substraccion se deduce: que la suma
del substraendo y del veslo es tgual al minuendo, y por consiguiente
podemos dar también la siguiente definicién: subslraccion es wna
operacion que tiene por objeto, dados la swma y uno de los sumandos,
hallor el ut'rrJ./

La substraccién es, pues, una operacion inversa de la adicion,
No puede la adicién tener otra operacién inversa que la subs-
traccion, porque €l orden de los sumandos no altera la suma.

Si de la igualdad, 844 =12, resulta: 12—8—=4; de laigual-
dad, 4+ 8 = 12, resultard andlogamente, 12 — 4 =8; lo cual
prueba que la misma operacién hay que efectuar para hallar el
primero o el segundo sumando, cuando se conoce la suma y uno
cualgyiera de ellos.

37. I El procedimiento elemental primitive de la substraccion
es restar del minuendo las unidades del substraendo, descontdn-
dola una a una.|

Este procedimiento es practicable cuando el substraendo es
un nimero digito.

Si el substraendo es digito y el minuendo le excede en menos
de 10 unidades, se puede hallar €l resto por medio de la tabla de
sumar (26). Sea, por ejemplo, restar 8 del mimero 15. Si recorre-
mos descendiendo la linea vertical que comienza por 8 hasta en-
contrar el niimero 15, vemos que se halla en la linea herizontal
que comienza por 7; luego la suma de los nimeros 7y 8 es 15;
entonces si 15 es el minuendo y 8 el substraendo, el resto serd 7.

Aunque el minuendo sea un nimero cualquiera, si el subs-
traendo es digito, se adquiere pronto suficiente prdctica para
hacer mentalmente la substraccién, por lo cual pasaremos a ocu-
parnos del caso general

38. La substraccién de dos ntimeros cualesquiera se funda
en que es una operacion inyersa de la adicién, y en el siguiente
principio;
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Kl resto de dos nilineros no varia cuando se aumentan am-
bos en igual iminero de unidades.

Sea, por ejemplo: 7— 4 =3, de donde 7 = 4 + 3.

Si aumentamos los dos miembros de la tltima igualdad en 5
unidades, se tendra:

74+5=4+3+5

que se puede escribir (27, 2.* propiedad)

745=(4+5+3;

de donde, considerando las sumas (74-05) y (4 4+ 5) como mi-
nuendo y substraendo, se tElldl‘g, en virtud de la definicion de
substraccion,

(745 — (4 +5)=3;

como se queria demostrar.

Para restar niimeros cualesquiera, supondremos descompues-
tos el minuendo y el substraendo en sus diferentes 6rdenes
de unidades, y restaremos de las unidades de cada orden del
minuendo las correspondientes del substraendo.

Estd fundado este procedimiento en que, siendo el minuendo
la suma de substraendo y resto, cada uno de sus 6rdenes de uni-
dades debe provenir de la suma de los correspondientes en
substraendo y resto.

Puede ocurrir que alguna de las cifras del minuendo sea
menor que la correspondiente del substraendo: porque ya vimos
(28) que cuando la suma parcial de las unidades de algin
orden era mayor que 10, sélo se escribia la cifra de las unida-
des y se reservaba la de las decenas para agregarla a la suma
siguiente; luego es claro que, de la cifra de las unidades de una
suma parcial no se puede restar ninguno de los dos sumandos
cyya suma era de dos cifras.

En estecaso, para poder efectuar la substraccion parcial co-
rrespondiente; se agregan a la cifra del minuendo 10 unidades
de su orden, rebajando luego una unidad la cifru del orden si-
guiente en el minuendo, para que haya gompensacion.

El principio demostrado arriba, permite modificar este proce-
dimiento, Cuando una substraccién parcial no es posible, se
anaden 10 unidades de su orden ala cifra del minuendo; pero

en vez de suponer rebajada en una unidad la cifra siguiente del |
minuendo, se supone aumentada en dicha unidad la cifra si-/
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guiente del substraendo, y como el minuendo y substraendo han
aumentado en nimeros iguales, el resto no varia.

39. De estos razonamientos se deduce la siguiente:

Recra. Para restar dos nitmmeros cualesquiera, se escribe
el substraendo debajo del minuendo, de modo que se corres-
pondan las unidades de todos los drdenes: se trasa debajo de
ambos una raya,; se resta de cada cifra del minuendo la co-
rvrespondiente del substraendo, comensando por la devecha,
Y seescriben los vesultados debajo de la rayva, de modo que se
corvespondan con las cifras vestadas.Si alguna cifra del subs-
traendo no se puede restar de la corvespondiente del mi-
nuendo, se anaden a ésta 10 unidades y en la siguienie subs-
traccion parcial se anade una unidad a la cifra del subs-
traendo. El niimero que asi se forme es el resto que se busca.

Ejemplo: Restar los ntimeros 16427 y 9546, se escribirdn del”
modo siguiente:

16497
9546

H581

De la cifra 7 del minuendo se resta la 6 del substraendo y es-
cribiremos debajo la diferencia 1, que serd la cifra de las unida-
des del resto. De la cifra 2, decenas del minuendo, no se puede
restar la cifra 4, decenas del substraendo; afiadiendo a aquélla’
10 serdn 12, y restando 4, quedan 8; escribiremos, pues, un 8,
que serd la cifra de las decenas del resto.

Para compensar el aumento de 10 decenas que ha recibido el
minuendo, aumentaremos el substraendo en una centena: por
consiguiente, la cifra de las centenas, en vez de b serd 6, que
no se puede restar de 4, que es la cifra de las centenas del mi-
nuendo; entonces se restard de 14, y la diferencia 8, que esla
cifra delas centenas del resto, la escribiremos en el lugar que
le corresponde. Por compensacion la cifra 9 de los millares del
substraendo se aumenta en una unidad, y serd 10, y restando de
16 millares que quedan en el minuendo, la diferencia 6 esla cifra
de los millares del resto, y se escribird en el lugar que le corres-
ponde. Luego el resto total serd 6881,

40. La prueba mds sencilla de la substraccién consiste en su-
mar el substraendo y el resto, y la suma debe ser igual al
minuendo.




=on=

También se puede comprobar restando del minuendo el resto,
v la diferencia debe ser igual al substraendo.

Debe advertirse que ninguna de estas dos pruebas exigen es-
cribir nada nuevo.

5 41 f Para restar de wn nimero una swna tndicadn, se resta del nime-
ro dado el primer swmando; del reslo que resulle, el segundo, 1y asi suce-
siwamente hasta restar el dltimo. ;

Sea el niimero 48, del cual ‘queremos restar la suma.

4454+9=18 .
Es evidente que: Lr T4

48 — (4454 9) = 48 — 18,

también es evidente que al mismo resultado se llegard restando
del nimero 48, de una vez las 18 unidades, o restdndolas sucesi-
vamente por los grupos parciales contenidos en los sumandos
4, 5y 9, cuya suma es 18, Entonces tendremos:

48 - 1+5+4+9 =48—4-5—9.
42, i-'/I’m'a, restar de un ?'.*.z?,mm(gQ-ﬁmﬁﬁ?ﬁ(ﬁfﬁgt%a, 86 SUMT coN

el witmero el substraendeo \de la diferencia y se resta del resullado el mi-
nwendo de dicha d-ifsre?mﬁ\?

Sea el nimero 20 del cual queremaos restar la diferencia 24—
13, siendo 20 el minuendo y 24 — 13 el substraendo: como a los
dos nlimeros los podemos aumentar el mismo numero de unida-
des sin que el resto varie (38), aumentando a ambos en 13 unida-
des, tendremos)

20 — (24 —13) = (204-13) — (24 — 13+ 13)
=20 + 13— 24,

a4

como se queria d
o) SR 2 & v =3 - 5 .
Pait . “ferefieig indicadd un Timero, se suma este 1

e, Con el-minuendo de la diferencia, y del resullado se vesta el subs-

= traendo.

Asi: (8 —5)+3=(8+3) —5.

Para restar de una diferencia indicada un niomereo, se suma ésie con el
substraendo de la diferencia y el resultado se vesta del minuendo.

Asi:(8—5)—2=8—(5+2).
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43. (Para hallar el resultado de una operacion compuesta de adiciones
y substracciones, reuniremos en una suma todos los sumandos: en otra
todos los substraendos, y restaremos de la primera suma la segunda.
Si queremos efectuar la operacion compuesm}'-;/

449—546—3—2

vemos que el resultado debe formarse reuniendo todas las uni-
dades de los sumandos y descontando después las de los subs-
traendos: luego tendremos: = *

44+9—5+6—-3—2=4+4+946—5—3—2

pero si restamos la suma 53 4 2 deg]a?ifnidadc-s contenidas
en los substraendos, se obtiene el mismo resultado que si resta-
mos primero 5, después 3 y luego 2 (40): por consiguiente se ten-
drd finalmente:

449 -54+6—3—-2=1+9+60—(B+3+2).

EscoLrio. ~De lo dicho en este pdrrafo y los anteriores se de-
duce: queﬁun paréntesis precedido del signo —, o sea un subs-
traendo, dontiene operaciones indicadas de sumar o restar, o
ambas; se pueden sacar los términos del paréniesis cambiando los signos
-+ en — y los — en +, entendiéndose que si en el primer térmi-
no interior al payéngesis no lleva signo, se debe suponer que
tiene €l signo |-l el paréntesis estuviera precedido del signo
-Eypuede suprimirse aquél conservando todos los signog’

Asi: 45— (44-7—8)=45—4 —T7+4-8.
17 544478 =454+4+47—8.

Es claro que ﬂieciprocamente, para introducir dentro de un
paréntesis, precedido del signo §- o — variog términos enl:a'ﬁa—
dos con los signos + y —, se deben escribir%uﬁ"”?%fﬁ;nos en
el primer caso y cambidndoles en el segundo.

44, { 8i se restan maembro o miembro dos igualdades, los restos forman
una igualdad.

Sean las dos igualdades 34+9=12, y 4+5=2-}7, decimos
que: 34+9) —145)=12 — 24 7).

(Los restos (34+9)— (@ +5) y 12— (2+47) son iguales, porque
sumados con los substraendos iguales, Aer ef e 7

@45y 2+7),




producen los minuendos, 39 y 12,
iguales.

En particular resulta: que de los dos miembros de und igual-
dad se puede restar un mismo nimero, y €l resultado serd una
igualdad.

45. S de los dos miembros de una desigualdad se resta un mismio
niomero, los restos forman una desigualdad en el wmismo sentido, o del
mismo signo que la propuesia.

que por hipotesis son

f ? Sea la desigualdad 12 > 9: si de los dos miembros restamos el

imero 7, los restos 12 —7 y 9 — 7, sumados con un mismo
umem, el 7, dan sumas desiguales; nyomo uno de los suman-
dos es comin y el otro diferente,;la suma mayor tiene que ser
la producida por el mayor de lds sum'mdcs d11ercm§) luego se
tendra:

St se restan miembro g‘?ih‘,{fﬂb?(; dos desigunldades de signos con-
trarios, los restos forman rina desigualdad del mismo signo que la de los
minuendos.

Sean las dos desigunaldades,

21>17y 9< 13,
decimos que:
21 - 9>17 —13.

D= la definicion de la substraccidn se deduce que:
1 (21 —9)4-9=21 v (17 —13) + 13 =17,

pero siendo la suma 21 mayor que 17, y el sumando, 9, de 1a pri-
mera,-menor que el sumando, 13, de la segunda, el otro suman-
do, 21 — 9, de la primera, tiene que ser necesariamente mayor
que el sumando, 17 — 13, de 1a segunda.

47, Escorio I. Lasuma de cero con cualquier niimero es el
mismo nlimero: por consiguiente, si restamos eero de cualguier
numero, la diferencia es el mismo nitmero: y si dos niimeros son
iguales, su diferencia es cero.

Escorio II. Hemos supuesto siempre que el minuendo es ma-
yvor que el substraendo; pero si quisiéramos efectuar una dile-
rencia cuando el substraendo es mayor que el minuendo, la ope-
racion seria aritméticamente imposible. En el Algebra interpre-
taremos el resultado por medio de las cantidades y ntimeros
negativos.

=)
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ITII. La multiplieacidén

49 (La mudtiplicacion es una operacién que tiene por objeto repetir
wn mamero, que se loma muliiplicando, tantas veces por sumando como
wnidades tiene otro, gue se llama multipl u.adag

Elresultado de la multiplicacién se llama productoy el multi-
plicando y multiplicador reciben también el nombre de factores
del product(l))

Se indica Ta multiplicacién escribiendo ¢l multiplicando; a con-
tinuacion el signo X o . , que se lee multiplicado por, y después el
multiplicador, separando los datos del resultado por medio del
signo =.

De la definicién de la multiplicacién se deduce: que se puede
efectuar la operacién como una suma. Asi:

?=12+12+12)

de donde,

f De la definicién de la multiplicacién se deduce también: que el
B wodurlo es tantas veces mayor que el mulliplicando, eomo unidades tiene
el mulliplicador.

En términos m4s generales podremos definir la operacién di-
cienduﬁa mulbiplicacion es wia operacién que liene por objeto, dados
dos mivmeros que se Uaman multiplicando y multiplicador, hallar wn
tercer mitmero, que se Hama producto, que esté formado con respeeto al
multiplicando como el multiplicador estd formado con respecto a la wni-
dad 1).7 L

Si el multiplicador es la unidad, el producto es igual al multipli-
cando; porque sélo entra una vez porsumando Si el multiplican-
do es igual a la unidad, el producto es igual al mulliplicador; por: que
el sumando que serepite tantas veces como unidades tiene el
maultiplicador es igual a la unidad. Si el multiplicador es cero, el
producto también es eero; porque no se puede tomar el multipli-
cando ninguna vez por sumando. Si el. multiplicando es cero, el
producto es cero; porque el sumando que se repite es cem)

Si el multiplicador tiene muchas unidades, es muy penoso
formar el producto por medio dé la suma, como en el ejemplo

(1} A[{ta udelants veremos (ne esta Gltinu definicitn es la finien aplicable a los nfimeros
que no son enterogl
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anterior por lo cual, para el estudio de esta opéracién, conside-
ramos tres casos:

1. { Multiplicar dos witmeros digilos

2.0 JMultiplicar un nimero de varias cifras por un digito.

3° %lfutt:ipf jear dos mipmeros de varias eifras.

149. PRIMER cASO. Multiplicacion de dos nivmeros digitos.
LEI producto de dos niimeros digitos se halla por la tabla de
niultiplicar, que es un cuadro que contiene todos los productos
posibles de dos niimeros digito:?

Para formar dicha tabla, se €scriben en una linea horizontal
los nueve primeros nimeros; debajo se escriben las sumas de
cada uno de ellos consigo mismo, y se tendrdn los productos de
los nueve primeros niimeros por 2; sumando 10s nimeros corres-
pondientes de estas dos lineas, se formard una tercera linea que
contiene los nueve primeros nimeros tres veces, 0 sea sus pro-
ductos por 3; sumando los niimeros correspondientes ala pri-
mera y la tercera lineas, se obtiene una cuarta linea, que con-
tendra los nimeros de la primera cuatre veces, y por tanto
serd su producto por cuatro; continuando del mismo modo, su-

tl2|slals{e]7|8]9

2
214|6|8|10]12(14/16|18
6

9 |12 |15 |18 |21 (24 | 27

3
4|8 l12]16/20]24]28)32|36
B

1015201253035 (40|45

6 (1218|2430 (36| 42|48 |54
42149 |56 | 63

|

7 |14]21198135
8 | 16|24 324048 |56 | 64|72

9 |18|27|36 45'|54 6317281

mando cada linea que se obtenga con la primera hasta formar
la novena, resultardn lineas que contendrdn sucesivamente los
productos de 10s nueve primeros niimeros por 5, 6,7, 8¥9,

De lo dicho se infiere que cada linea horizontal contiene los
productos de los nueve primeros nimeros por €l que comienza
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la linea, siendo este tiltimo el multiplicador; y cada linea verti-
cal contiene los productos del nimero que la comienza por los
nueve primeros nimeros, siendo aquél el multiplicando.

El producto 5 X 7, por ejemplo, estar4 en la linea vertical que
comienza por 5 y en la horizontal que comienza por 7; sera,
pues, €l nimero 35, comiin a las dos lineas,

50. SeGuNDO caso. Mulliplicacién de un numero de varias
cifras por un digito.

Supongamos que se trata de multiplicar 6527 por 4.

l Segiin la definicion de la operacion, se debe repetir éﬁ'ﬁf cua-
tro veces por sumando; luego se podrd hacer del mado si-
guientey~ -

3
3 6527
P 6527
6527
J 6527
3

&
4
4
4
\flg‘ﬁ‘ 26108

L N N

2

De aqui se deduce: que cada cifra del multiplicando se repite
d:‘!m‘f /<]w4’ 101 ¥ _ Sl o

4 veces, dmultiplica pot luego podremos evitar las sumas for-
mando los productos de cada cifra, o productos parciales, por

At 4f3 % bla de multiplicar.

Sabemos también, que las decenas de cada suma parcial se
agregan a la suma siguiente: en consecuencia, comenzaremos la
operacién por la derecha del multiplicando: escribiremos sola-
mente la cifra de las unidades de cada producto parcial, y reser-
varemos la de las decenas para agregarla al producto siguiente.

En la préctica se procedera del modo que se indica en la si-
guiente regla, fundada en los principios anteriores./

Para multiplicar un nitmero de varvias cifras por otro de
una sola, se escribe el multiplicador corvespondiéndose con
la cifra de las unidades del multiplicando v debajo de amibos
una raya pava separayvlos del producto: se multiplica cada
cifra del multiplicando por el multiplicadoy, comensando por
la devecha, se escriben las unidades de cada producio par-
cial debajo de la cifra corvespondiente en el multiplicando v
se afiaden las decenas que resulten al producto siguiente. Bl
ndamero asi formado sera el producto pedido.

;écej, 7

7 — - x / . e - e
T36x5z 6wty d XGTH+ 4o R =30 ur/S A

NO bz Ouvr3cd+ Sad+T1e L AL Yy g

=g
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En el ejemplo auterior tendremos:

6527
4

26108

La cifra, 8, del producto, resulta de multiplicar, 7, por 4, que
son 28; se escribe, §, en el sitio de las unidades y se reservan las
2 decenas. Después 2 X 4 son §, y las 2 decenas reservadas,
10, se escribe, el 0, en el lugar de las decenas y se reserva ell,
que expresa centenas, para agregarle al producto siguiente. En
seguida, 5 X 4 =20, y 1, del producto anterior, 21; se escribe el
1, y se reserva €l 2. Por ultimo, 6x4=24, y 2, del producto
anterior, 26, que se escribe ocupando el lugar de los millares,

51. TERCER CAso. Multiplicacion de dos ndmeros de varias cifras.

ILa regla general se obtiene considerando antes el producto
de un nimero cualquiera por la unidad, u otra cifra significati-

¢eb&g:1£.va seguida de ceros.gr-

i, . e . » . :
Y 77 1.9f Para mudtiplicar un nimero por la unidad seguida de ceros,

basta eseribir o la devecha del winero lanlos ceros eomo siguen a la wii-
dad

/En efecto:ssea multiplicar 6323 por 100. El multiplicando ex-
presa 6823 unidades simples, o de primer orden; pero si eseribi-
mos dos ceros a su derecha se formara el nimero 682300, que se
puede leer 6823 centenas, es decir, 6823 unidades 100 veces ma-
yores que las unidades simples; luego el namero, 682300, sera
100 veces mayor que el propuesto,

No est4d demds advertir, que cada una de sus cifras ha con-
servado su valor absoluto, pero ha adquirido un valor relativo

f2x2 vé, 100 veces mayor.

) [ ‘Pam multiplicar un enlero eualquiera por una cifra stgnificati-
va seguida dé ceros, se multiplica el névmero por la cifray se agregan a
la derecha del producto tanlos ceres como siguer: a la eifra stgnificativa.

Sea, multiplicar 6823 por 400. Para efectuar la operacién se
debe tomar 6823, cuatrocientas veces por sumando, y esto se
consigue, formando 100 grupos.de 4 sumandos cada uno; pero
un grupo de 4 sumandos es 6873 X 4 = 97292, luego debemos re-
petir 100 veces este dltimo nimero y el producto serd (primero)
2729200.
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Consideremos va el caso general, y sea multiplicar 6823 por
435: tendremos que repetir 6823, cuatrocientas treinta ¥y cinco
veces por sumando; lo cual equivale a formar tres grupos, uno
de 400, otro de 30 y otro de 5 sumandos, o sea a multiplicar 6823,
por 400, por 30 y por 5, y sumar los productos.

La prictica de la operacién se funda en los principios anterio-
res, y se hace por la siguiente:

Recra. Para multiplicar dos niimeros cualesquiera se es-
cribe el multiplicando y después el multiplicador, de modo
que se corvespondan sus diversos drdenes de unidades, y de-
bajo de ambos se traza una raya para separarlos de los pro-
ductos; se multiplica todo el multiplicando por cada una de
las cifrqs del multiplicador (como se dijo en el 2.° caso), se es-
cribedln primera cifra de la dervecha de cada Producte parcialls
debujo del multiplicador correspondiente, se suman los pro-
duclos parciales que havan vesultado, v la suma seri el pro-
ditcto total.

6823 | 6823
4355 435 A
34115 279292
20169 \ 90469 .
97299 31115
2968005 2968005

Los productos del multiplicando por las cifras, 4 v 3, del mul-
tiplicador, que expresan centenas y decenas, respectivamente,
debian estar seguidos de dos Y un cero, pere no hay necesidad
de escribirlos, sujetdndose a la regla dada arriba, porque las ci-
fras de los productos ocupan los lugares que les corresponden y
los ceros no alteran la suma,

En el multiplicando se debe proceder de derecha a izquierda;
en el multiplicador se puede proceder de izquierda a derecha y
aun en cualquier orden; pero la costumbre es proceder como en
el multiplicando.

52 El producto de dos factores no varia tomando el multi-
plicadoy por multiplicando, v al contrario.

Sea el producto 4 X 3: subemos que este producto significa,
que 4, se ha de repetir 3 veces./Ahora, si descomponemos el 4,
en sus unidades, y escribimos un cuadro que tenga 3 lineas hori-

22>
—h s
<275




Ltom il
zontales de 4 unidades cada una, es evidente que este cuadro
contendra tantas unidades como4 + 4 + 4, que es el producto
de 4 < 3.

TRl SRRl S
e OERLS
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Si en vez de considerar el cuadro por lineas horizontales, Su-
mamos por verticales, como son 4 lineas de 3 unidades cada una,
es decir, 3 +3+ 3+ 3, el resultado sera el producto 3. X 4, lue-
go se tendrd finalmente.

4x3=3X4

53! De aqui se deduce la prueba de la multiplicacion, que
consiste en repetir la operacién tomando el multiplicando por
multiplicador, y al contrario.

El mismo teorema permite también elegir como multiplicador
el ntimero menor, o el que tenga menos cifras significativas, y
justifica la denominacion de faclores que se da al multiplicando
y multiplicader reunidos. :

yadbl Sise multiplican, niiembro a miembro, dos igualdades,
los productos forinan una igualdad.

Porque siendo los multiplicandos y los multiplicadores igua-
les, se forman los dos productos por medio de sumandos iguales

. repetidos las mismas veces.

Como caso particular restlta: que los dos miembros de una

ignaldad se pueden multiplicar por un mismo nmero y los

roductos serdn iguales.

jz’ﬁ Si se multiplican, mienbro a wiembro, una desigual-
dad’ o una igualdad, los productos forman una desigualdad
del misino signo que la propuesia,
_ Sean, lad€sigualdad, 12>9y la igualdad, 7 = 7. En los pro-
ductos 12X 7y 9 X 7, entran los sumandos, 12 y 9, siete veces
cada uno; luego el primer producto serd el mayor, porque el su-
mando 12, es mayor que 9, v se tendra:
] 12X7>9X%7.

Este teorema se puede enunciar diciendo: Si se multiplican
por un mismo numero los dos miembros de una desigualdad,
los productos forman una desigualdad del misnio signo que
la propuesta.

56. [ Si se multiplican miembro a miembro dos desigualda-
des del mismo signo, los productos formardn una desigual-
dad del misnto signo que las propuestas.

Sean las desigualdades, 12> 9 y 7 > 5. Los productos serdmn,
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127 y 9 X 5 pero en el producte 12 X 7, esta contenido 12 mas
de b veces, que son las que 9 estd contenido en el producto 9 X 5;
luego hay dos molivos para que 12X 7 sea mayor que 9 X5
uno, que el sumando 12 es mayor que 9, y otro, que esta repeti-
do mds veces: entonces se tendra:

ST == MG

87. El producto de dos niimeros liene tanlas cifras como entre los dos
faetores, 0 una menos.

Sean los dos niimeros 4379 y 821. Por estar comprendido el 821
entre 100 y 1C00, tendremos (54):

4372 X 621 << 4372 3 10C0
4372 X 821 = 4372 < 100;

pero el producto 4372 X 1000 se obtiene agregando a 4372 tres ce-
ros, luego tiene tantas cifras como entre los niimeros 4372 y 821
y el produclo 4372 X 100 una cifra menos; luego el de los niime-
ros plOpue:‘:tD‘a que es intérmedio entre estos dos, tendrd nece-
sariamente tantis'cifras como uno de ello.s‘

B8, Para ?;m!i.’hﬁ{m WHE_SUTNG rﬁo ot 0T UN nwuew, se multi-
plican todos lo¥sumandos y-5¢ Sitmdit Yos pr s Iy et

Sea multiplicar A gqma 4 +5 +.6 por 3. Mull.lplzuu‘ por 3 es
repetic 3 vecg_&. por surmndo ]1.1090 tendremos:

[

4+ B 6))(3 = (4 =5 +06) + (4 + 5+ 6)- (4 + 5+ 6)
=4+ 4+ +B+D 'r_))+(l’)—.—l).+[)}"‘-1>(.3+.)>(3+bx3

Conviene observar, que como el producto no se altera aungue
se altere el orden de los factores, también se tendra:

X@4+5+6)=3X4+3X5+3X6

89, Paramultiplicar una difevencia indicada por wi nimero, semul-

liplican el minuwendo y el substraendo y se+estan. los produstos.

(1) Sitenemos que efectuar una operacion compuesta, podamos, si asi nos convieno, redu-
vir los datos y operar después de simplificades: ahorn, por ejemplo, podrinmos efectuar la suma
¥ multiplicar el resultado por el nimere; pero conviene estudiar las operaciones compuestas
porque, aparte de su bnportancia, tisnen aplicaciones ulteriores de qne no so puede prescindiy.
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Sea multiplicar la diferencia 12 — 7 por 4. Tenemos;
12—7=5. dedonde, 12=7+45
y multiplicando por 4 los dos miembros de la 1iltima igualdad,
12X 4 =(7 +5)4()

(T454=7X445X,
12X4=7X4+5%4,
restando de ambos miembros 7 X 4, resulta:

12X 4—TX4=5X41,

y poniendo en vez de 5 su igual, la diferencia 12 — 7, resullara
finalmente:

pero (H8),

luego también,

I red — FaAN— (13— 7} 4

Conviene observar, como en el ntimero anterior, que también
se tendra: :
4127 =412 -4 X7,

60. En virtud de los dos teoremas anteriores, si varios si-
mandos, 0 un sumando y un substraendo tienen un factor co-
mitn, se pueden encerrvar en un paréntesis, prescindiendo
del factor comiin, que se colocard fueva como multiplicador.
Asi:

4X3+5X534+6X3=4-1+-546)3
127 —-0X%T=(12—9) 7.
len

61, {Para multiplicar dos sumas indicadas, se multiplican
todos los sumandos de la primera por cada uno de los de la
segunda y se suman los productos.

Sean las dos sumas 54447 v 246, Efectuando la primera
tendremos:

G447 24 6)=16(246)
= 1662166,
poniendo ahora en vez de 16 su igual 54447, se tendra;

G+A+7)Q+6)=6+4472+ 644476

(1)  En lo sucesivo, siempre que un factor esté encerrado en un pardntesis, prescindiromog
el signo de multiplicar.
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y efectuando las operaciones indicadas en el segundo miembro,
resultard finalmente:

Dt =0 X 2+ A X2+ 7T <246 X6 F+4 X6+ 7 X6,
Producto de varios factores

62¢ Para indicar que un producto de dos numeros se ha de
mulliplicar por un tercer factor, lo que resulte por otro y asi
sucesivamente, se escriben los factores por su orden en una li-
nea horizontal separdndolos por medio d2l signo X o un, .

Asi: 1235 X6, o bien 12.3,5.6, sienifica gue se debe
multiplicar 12 por 3, el producto gue resulte por 5 y lo que resul-
te por 6.

63. [ producto de varios faclores no se allera, aunque se. cambie el
orden de sus factores,/

Para demostrar este teorema, antepondremos los siguientes
lemas:

Lima priMERO. Un produclo de varios faclores no se altera cuando
se permudan los dos wliimos factores.

Sea el prodacto, 3.5.4. 2, decimos que esigual a, 3 5.2.4,
que es el producto que resulta cambiando el orden de los dos
tltimos factores.

Para efectuar un producto, se comienza multiplicando los dos
primeros factores, Juego por ser, 15=3. 5, tendremos;

] S D — i =
Pero, S 15 4=15. 4154155415,
y muILiplic;n;dlo ambos miembros por 2,
15 4.2=15.2415 2415 24-15.2,

el segundo miembro se compone de, 15. 2, repetido 4 veces: luego
serd 15. 2. 4, y como es igual al primer miembro,

IHad 22— 24,
o suslituyendo 15 por su igual, 3.5,
Mosth s =i R

LeEma secunpo. Un producto de varios factores no seallera euando
se permutan dos faclores conseculivos.
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Sea el producto; 3.5.4.2.8.7. Si queremos permutar los
factores, 4 y 2, prescindiremos de los factores, 8 y 7, v tendre-
mos (Lema primero):

Fab A2 =238 152 4:

y multiplicando los dos miembros de esta igualdad, primero por
8 y luego por 7, se tendra:

Subdn 28 Fo=3 52 48070,

De estos dos lemas se deduce [Acilmente el teorema general. >
Supongamos que en el producto, 3.5.4.2.8.7, se quiere
que el 4, ocupe el primer lugar. Permutdndole sucesivamente
con los que le anteceden, formariamos los productos ignales al
propuesto.
ket 2SNy AR LG 2087

Del mismoe modo hariamos ocupar el segundo lugar a otro
factor, al 7, por ejemplo, y asi de los demas.
61 [ Para mueltiplicar un nitnmero por un producto de varios
\9 JSactores, se forma un producto que conlenga el niimero v los
demds faclores del primer producto.
Sea, multiplicar el niimero 12, por el producto, 4.7.5; la ope-
racién se indica asi: 12 (4. 7.5.); pero considerando efectuado el
producto, 4.7.5, se puede cambiar el orden vy tendremos:

124 7:8) =0 7 05)12,
En el segundo miembro es iniitil el paréntesis, porque para
efectuar la operacidn, se multiplica, 4 por 7, lo que resulta, por

5 y el producto obtenido, por 12; suprimiendo, pues, el parénte-
sis, resulta:

12 oy =i 25 12=112 4 Fih:

60. En un producto indicado se pueden sustituiv dos o mds
factores, por su praduf!u efectuado.
Sea el producto, 4, 7.5. 12, Si queremos sustituir los factores
4 y 12, por su pr oducto efectuado, los colocaremos los primeros,
y se tendra:
AT 05 2= T

(1) Silos factores que se quleren permutar son los dos primaeios, tambidn es cierto el {eore-
ma, puesto que d.h=2>5., yno tendriames mAas que multiplicar ambes miembros sucesiva- -
mente ]10!' 4. &8y

e A e ¥
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Si se quiere, el dltimo producto se puede dejar-asi:
(4.12)7.5.

66, Para mulliplicar un producto por wn nitmero, se multiplica uno
cualquicra de los factores.
En efecto; sea multiplicar el producto, 4.7.5, por €l nimero
12, tendremos:
[ ST A= s i

pero los factores, 7 y 12, por ejemplo, se pueden sustituir por su
producto efectuado (64); luego,

4.

2—=4.(7. 12)5;
0 bien (4. B

) 2=4.(7.12)

--.‘I "-al

67. Para multiplicar dos produclos de varios facloves, se forma un
solo producto que contenga todos los faclores.

Sea multiplicar el producto, 4.5.9, por, 7.8. Efectuando el
primer producto se tendr::

(4.5.9)(7.8) =180 (7.8)=180. 7.8 (Nim. 63),
y poniendo en vez de, 180, su igual, 4.5.9, se tendrd finalmente
(4.5.9)(7.8=4.5.97.8=4.,5.9.7.8.

68 De los teoremas anteriores se deduce, que un productode
varios factores se puede efectuar de muchos modos, que podran
servir de comprobacién unos a otros.

Asi:

"..J'l

4. =209 F=—20.63—1260
4. ) 7T=43 +.7=180, 7= 1260, etc.

Jl

De estos modos se elige el que la prdctica sugiera como mas
breve.

69 Los teoremas anleriores permiten simplificar la opera-
cién de multiplicar cuando uno o los dos factores terminan en
ceros. e

Sea, por ejemplo, multiplicar, 127000, por, 6400; como se tiene
127000 = 127 < 1000, y 6400 = 64 > 100; se tendra: ]'?70(]0)( 6100 =
127 3 1000 X 64 > 100, o bien (64), 127000 > 6400 = 19; X 64
100000.

La dltima forma permite efectuar el producto de los nimeros
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propuestos, multiplicando los nitneros que resullan—prescin- ‘

diendo de !ox’_{.‘_qggs.yﬂrgﬂ*—gau.m—-dmelm—dd—jbmduciy ——
tantos ceros conio tiencn entre los dos fuclores.
Asi: o o , \
.+ % AT 197000 )
Eo e = WALl L 600 -
E B \-‘.
T O
SO e e 'S
o oee T e e oLl 812800000

' " Sisole und delos factores termina en cerus.{ée multiplican
los nutmeros, prescindiendo de los ceros y se agregan éstos a
la dervecha del producio

70. En virtud de lps teoremas sobre producto de varios fac-

2 . tores, es evidente: q})eﬁ't produclo que resulla de multiplicar

miembro a micmbro tres o mds igualdades ¢s una ignaldad

A yrel producto de tres o mids desigualdades del mismo signo,

/ N oton alguna igualdad, es una desigualdad del mismo qrguo_}

W/« - quelas propuestas: quedando asi generalizados los teoremas de
w - “los hiimeros 53, 54 y-55.

.

* 32 S S ) 1V. Las potencias

| R ' o 71 Se Hamapo!enc:u de un pumero el producm que resul-
- e m de parivs factorés iguales a dicho nitmebo.
G?’ﬂdo de la potencia es el nimero ordinal que indica cué'nlo's
o factores la producen. Se clasifican por grados: en segusnda po-
Yigte tencia o cuadrado, cuando los factores son dos; fercera polen-
E cia o cubo, cuando son tres; cuaria poiencia, cuando son cua-
Phgi: tro, y asi sucesivamente,
fTodo niimero se considera como su primera potfencia.
= LLa operacién de formar potencias recibe el nombre de eleva-
' cion a polencia o polenciacidn, y el niimero que se eleva reci-
be diversos nombres, base, rais, dignando. Elltimo nombre
es el menos usado, a pesar de ser el mas apropiado, porque no
, liene otra aplicacion en las Matemadticas.
Una potencia se indica escribiendo a la derecha y en la parte
i+ superior del dignando, o base, otro niimero de menor tamano, o
que expresa las unidades de su grado, y se llama exponente.

-
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Asi, la cuarta potencia de 5, se indica, 54, y se lee, 5 elevado
a la cuarta potencia.

El exponente de la primera potencia es la unidad y no se
escribe. —

72. De la definicion de potencia se deduce:

1.2 Que las potencias de la unidad son la unidad.

2.9 Que las potencias de 10, son la unidad seguida de tan-
10s ceros cono unidades liene el exponente.

Asi: 102 = 100; 103 = 1000; 10 ¢ = 10000, etc.

73. Si se elevan a una misma polencia los dos miembros de
una tgualdad, el resuliado es otva igualdad.,

Es un caso particular del teorema nimero 70 sobre el produc-
to de }'gualdades,

74. ) Si se elevan a una misma potencia los dos micmbros de
una desigualdad, el rvesullado es otra desigualdad del mnis-
mo signo que la primera.) .

Es un caso particular del producto de desigualdades del mis-
mo signo (70).

75 & El producto de dos potencias de un misyio niiero es
otra potencia de dicho nutimero cuyo exponente es la suma de
los exponentes

Sea multiplicar, 54, por 5% En, 5%, entra el factor, 5, cuatro
veces, ¥ en, 53 entra tres veces, luego en el producto, 54 X 59
entrard, cuatro veces, mds tres veces, v se tendrd:

DEGHA = hist=d (1}

76.X Para elevar una potencia a olra poiencia, se mullipli-

can los exponenies, defando la misna base dzgumzdo)

Sea elevar alcubo: 54, El factor, 54, se debe repetir tres ve-
ces: I{xego se tendra:
s e
m (-_‘-,4}3:5-:X“,dxfﬂ-_a;_i_i_'_-:‘
o bien, por ser, 4 +444=1.3,
(B3 =D549,
77. Para elevar un producto a una potencia, se elevan to-

dos sus factorves a dicha potencia.
Sea elevar al cubo el preducto, 5 X 2 X 7, se tendra:

(5 2R =3 25 MBS (oS

(1) El teoremy es cierto, aungue sean fres o mis Ias potencins (ue so multiplican, Asi:

5‘}(5-")(55'——;"]"+“>{5'5:5*+3-|-5
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pero en virtud de los teoremas numeros 62 y siguientes, el se-
gundo miembro es igual a,
5052 2 2UTRTy  vorSeas Al Dy 28

luego se tendrd: (5.2.7)3=53%.23 . 7%

Si los factores estuvieran elevados a alguna potencia, el teo-
rema se verificaria lo mismo. Asi:

(52.2.743=(%9324(799,

v como el segundo miembro es igual .l Hresga a3 (75), tam-
bien setiene, (62, L7 s =5t =310 1T &

V. La divisién

A1 T8, (ch divisidn es una operacién que tiene por objeto hallay
cuantas veces, un numero dado, que se llamua dividendo, con-

e

M tiene a olro nitinero, también dado, que se llama divisor)
{El niimero de veces que el dividendo contiene al divisor s
bién términos de la a'wistdnj
La division se indica con el signo : , que se lee dividido por,
Si el dividendo es 12 y el divisor, 4, escribiremos, 12: 4.
Se indica también la division escribiendo el divisor debajo del
dividendo y separdndolos por una raya honzqmal Asi:—
z Aeimteme Ef T 4) o} e e L g ,f}{/wﬁ.
efectuar por substracciones sucesiva )
Sea dividir, 22, por, 4
. 14; restando, 4 de 14, quedan 10; restando, 4 de 10, quedan
6; y por iltimo, restando, 4 de 6, quedan 2. Como este ul-
tracciones.
Hemos hecho, 5 substracciones; entonces el dividendo,
5. El ultimo resto recibe el nombre de resto o vesiduo de
la divisi6n,
el divisor, deducimos que-¢l cardcter del resfo o residuo
es ser menor que el divisor.
ErelCz {3{,6%&,?/6‘{/‘;& R z" ,5..;-»";%{,{.-{ By
AL o xﬁcf?;c ﬂdw’?'r/ " FFrLFeT R Cerreins LT

llama cociente. Al dividendo y divisor se les suele llamar tam-
colocado entre el dividendo v el divisor,
12

79=Bela—definicidn- deﬁa—{hvmun sq-g-pjﬁﬁ:quyge puede
22 « Restando, 4 de 22, quedan, 18; restando, 4 de 18, quedan
. timo resto es menor que 4, no se pueden efectuar mas subs-
232, contiene al divisor, 4, cinco veces; luego el cociente es
Como al residuo se llega cuando ya no se puede restar

‘gs T priteirre ;‘;;/Wa/( .s?f&//ﬂ-zf? Lo f v

“f‘f‘ﬂ"/ﬂ’f-ﬁf
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El anterior andlisis demuestra que si tcma cinco veces por si-

mando el divisor, 4, o lo que es lo mismo, si se multiplica, 4 por

> 5, y al producto se agrega el residuo, 2, el resultado serd igual
al dividendo, 22.

De suerte: que ¢l dividendo es igual al producto del divisor por el co-
ciente, mis el residuo.

No se necesita modificar este enunciado cuando el residuo sea
cero (como hubiera sucedido, por ejemplo, si el dividendo, en
vez de 22, hubiese sido, 20); pero entonces, como €l sumando

> cero no altera la suma, se verificard en este caso: que el dividendo
es igual al producto del divisor por el cociente.

Cuando el residuo es cero, la division se dice exaeta; cuando
no s cero inexacta A b pemecaf
(La divisi6n exacta se puéde definir diciendo: que es una opera-
cion que tiene por objeto, dados un producto y unoe de los factores, hallar

o el otro (1),
Un nmimero se dice divisible por otro cuando el cociente de su
: division es exacto, como el dividendo resulta entonces de multi-
plicar el divisor por el cociente, se llama también, miultiplo. El
ntimero que divide a otro exactamente se dice, respecto a este
otro, divisor, submaltiplo, factor y parte alicuota.

Los miiltiplos que resultan de multiplicar por 2, 3, 4, etcétera,
se llamai, '%Io, triplo, cuddruplo, ete,

Cuando los divisores son, 2, 3, 4, ete., los cocientes se llaman,
milad, lereio, eunrto, ete.

80. Al efectuar la divisién por substracciones vemos que, si
es exacta, el divisor hace el papel de multiplicando y el cociente de mul-
tiplicador. Pero si ;/meden invertir los papeles de uno y otro; se-
alin esto, la ?J{r §ibn exacta se puede definir diciendo: que tiene
por objeto dividir un ngomero en tantas paries iguales como unidades tie-
ne ofre; cada una de estas partes es igual al coefenle; luego éste

i{ hace el papel de multiplicando. Bisies
> (La division(exaeta2) es una operacion i

pue—fwli fryr Gt
dacler Lot Lo e oo bbloe L e
!1{14}' 4;’,'{_—)’. 4.“'?’(;

(1) Mg adelants \'aréﬁws que esta doiinicif:ﬁ- es aplicable a todos los casos de ln divisiin,
aungne no se trate de nimeros enteros. No In hemos fomado como punio de partula, porque sn
esta eapitulo no podemns ocuparnos del cociente complito de la diyision, gue on general es
fraceionario; y ol producto del cociente entero por el divisor en lat divigion inexacta es monor
que ¢l dividendo.

(2)  TRefiriéndose al cocionta comploto, Ia divisién siempre os nna cperaciin inversa de la
multiplicacion, Fre
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cacion, puesto que se halla un factor cuando se conocen el pro-
ducto y el otro tactor.)

La observacion que acabamos de hacer sobre el cambio de
papeles de divisor y cocieénte, nos hace presumir que la multi-
plicacién no tiene mas que wna operacién inversa; pero el teore-
ma que dice que el producto no se altera cuando ge toma el
multiplicande por multiplicador y éste por multiplicando, lo de-
muestra,

Si de la operacién directa,

4 X 8 =232, se deduce la inversa 32:4—=8
como se tiene, SR
4 X 8=8x 4=32; también se tendra: 32:8=4
F

ﬂ' 81. De la definicién de la division sé deduce:
g’/‘ A 1% Siel divisor es igual a la unidad, el cociente es igual al divi-

: & dendo.

A6 = 1 20° Siel divisor es sgual al dividendo, el cociente es igual a la uni-
@ . ‘;' = 2 dad.
s . p o 3° 8iedividendo es eero, el cociente lambién es eero (I).}

Supondremos en todo este capitulo que el dividendo es igual
o0 mayor que el divisor, pues en el caso contrario no le conten-
dria una vez cuando menos.

82. Cuando el dividendo contiene al divisor muchas veces, la
divisién no se efectiia por substracciones del modo indicado en
el niimero 78; para evitar aquel procedimiento, que seria muy
largo, estudiaremos en la operacién los casos sicuientes:
jo €- 'fg‘ L% Que el dimsor y el eociente tengan una sola cifra.

, 2.2 Que el divisor tenga varias eifras y el eociente wna sol

24 . f5= "_ 3.2 Que el divisor y el cociente tengan varias eifras.

342 U _’J; PRIMER cAs0. Queel divisor y el cociente tengan una sola cifra
- En este caso el divisor multiplicado por 10, o sea seguido d

' i cero, debe ser mayor que el dividendo; luego este ntmero

tiene que ser inferior a 90, que es el producto del mayor niime-|

ro de una cifra por 10.

Sea, dividir, 48 por 6.- El cociente es menor que 10, porqud,
6 > 10 = 60. Ahnra bien; sien la tabla de multiplicar (48) recorre-

(1)  En el Algelra estudiaremos los cnsos en que el divisor, 0 el dividendo y el divisor a
un tismpo, son igusles a cero.

P
’
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mos, descendiendo, la linea vertical, que comienza por 6, en
contraremos en la octava linea horizomgl el nimero, 48, que pot

a formacion de la tabla sabemos que es el producte, 6 X 8, 1u
Yo el cociente de la division, serd, 8}

Si tenemos que dividir, 53, por 6, descendiendo en la vertical
que comienza por 6, vemos que, 53, estd comprendido entre, 48
y b4, que son los productos de 6, por 8 y por 9; luego la divisién
es inexacta, el cociente es, 8 y el resto es, b, porgue este niime-
ro es la diferencia entre, 53 y 48.

Esta operacion se llega a efectuar mentalmente al cabo de
cierta pracrica.

81. # Secunpo cAso.  Que el divisor tenga varias eifras y el eaeienle
una sol.y
| Para que el cociente tenga una sola cifra, se necesita que,
afiadiendo un cero al divisor, el resultado sea mayor que el di-
videndo

Sea dividir, 2537, por, 692. El numero 6920, producto del divi-
sor por 10, es mayor que el dividendo, 2537; luego €l cociente
serd menor que, 10, y por consiguiente no tendrd mas que una
cilra.

El dividendo es igual o mayor que el producte del divisor por
el cociente; luego también serd igual o mayor que el producto
de la cifra de orden m4s elevado en el divisor, por el cociente
entonces si dividimos, 2537, que es el dividendo, por 6 céntenas
que es el nimero de unidades de orden mds elevado en el divi-
sor, el cociente que se obtenga serd igual o mayor que el verda-
dero.

El producto d=, 600, por una cifra de nunidades termina en dos
ceros, es decir, es un niimero exacto de centenas; luego debe
estar contenido en las centenas del dividendo, v por tanto, para
hallar la cifra del cociente, bastara dividir, 2500, por 600, o sea,
25 centenas por, 6 centenas, esta division da el mismo cociente
que, 25 unidades por, 6 unidades; porgue es evidente que, 25
centenas contienen a, 6 centenas, las mismas veces que, 25 uni-
dades, a, 6 unidades. Ahora, por lo dicho en el caso anterior, sa-
bemos hallar el cociente de 25, entre 6, que es, 4; como este co-
ciente puede ser mayor que el verdadero, para comprobarle se
multiplica el divisor, 692, por 4, y resulta el producto, 2768, que
no se puede restar del dividendo, que es, 2537; entonces la cifra
4, es grande.

Rebajando una unidad, el cociente ser4, 3; el producto de, 692,
por 3, es, 2076, que ya es menor que el dividendo, 2537; luego la
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cifra, 3, es buena. El residuo de esta divisidn, es 461, y se halla
restando, 2076, de, 2537,

De lo expuesto se deduce la sicuiente:

Recra. Para dividir dos nitmervos de varias cifras, cuan-
do el cociente tiene una sola cifra, se dividen, por la cifra de
orden mds elevado en el divisor, las unidades de igual orden
del dividendo (la primera o las dos primeras cilras de la iz-
quierda), v se obliene un cociente 1gual o mayor que el verda-
dero. Se multiplica el cociente abtenido por el divisor, v si el
producto se puede vestar del dividendo, se hace la subsirac-
cidm; v el vesto serd el residuo de la divisidn: si el producio
del divisor por la cifra del cociente es mayor que el dividen-
do, se rebaja el cociente una unidad; st todavia fuese mayor
dicho producto, se vebaja nuevamente olva unidad, y asi se
conlinya vebajando, hasta que el producto del divisor por el
cociente sea menor que el dividendo, v la substraccion se pue-
da e;’ectuarq{\

Se acostumbra a escribir los datos y el resultado de la opera-
ci6n del modo siguiente (1).

25637 | 692
2076
461

85, Ordinariamente se efecttian la multiplicacién y la subs-
traccién al mismo tiempo; para esto se agrega a cada cifra del
dividendo tantas veces, 10, como se necesite para poder efectuar
la substraceion del producto parcial correspondiente, y al obte-
ner el producto parcial siguiente se le afiaden, para que haya
compensacion, otras tantas unidades.

En el ejemplo anterior tendremos:

2537 | 692
|3

Diremos: 3 por 2son 6, a 7, va 1, que escribiremos; 3 por 9 son
27, que no se puede restar de 3; afiadiremos a esta cifra, 30, para
que de la suma, que es, 33, se pueda restar 27, y diremos, de 27

(1) Elconjunto de las dos l{uens que sppara el dividendo y divisor y el divisor ¥ el coclen-
te, 8o llama caja de division,
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a 33, van 6; escribiremos el 6, y para compensar el aumento de
30 decenas, que ha recibido el dividendo, que es un minuendo,
tendremos que anadir 3 centenas al producto parcial siguiente,
que expresa centenas, y diremos: 3 por 6 son 18 y 3 son 21, a 25,
van 4; y escribiendo esta cifra, el residuo que queda es 461.

86.4 Lacifradel cociente no se debe escribir sintener seguridad
de que es buena, y por tanto se deben efectuar los productos y
substracciones parciales mentalmente, pero teniendo presente
que la ultima substraccién se ha de poder hacer sin afiadir nada
al dividendo,/

Por evitar la operacién mental completa se suele comenzar
por la izquierda.

En nuestro ejemplo podremos decir: 25 entre 6 a 4; 4 por 6 son
24,a 25, va 1: con el 3 siguiente, 13; 4 por 9 son 36, que no se
puede restar de 13, luego la cifra J es grande. Rebajdndola una
unidad, diremos: 25 entre 6 a 3: 3 por 6 son 18, a 25 van 7, que
son centenas, o 70 decenas, y como €l producto parcial siguien-
te no puede llegar a 30 decenas (por ser 3 la cifra del cociente),
la-cifra, 3, no puede ser grande, La cifra, 4, era grande y, 3, no
lo es; luego esta cifra es buena

Esta operacién mental se llama fanteo; se puede suspender y
dar por buena la cifra del cociente (si la inmediata superior es
grande), cuando en una substraccion parcial se obtenga un res-
to igual o mayor que la cifra tanteada (1).

87. TRERCER caSO. Que el divisor y el cocienie tengan varias cifras.

Se sabe que el cociente tiene varias cifras, cuando el dividen-
do es igual o mayor que el divisor seguido de un CEero, porque en-
tonces el cociente serd igual o mayor que 10, y por consiguiente
tendrd dos cifras, cuando menos.

Sea el dividendo 224617, y el divisor, 583. Se ve inmediatamen-
te que el dividendo es mayor, que, 5330; luego el cociente es ma-
yor que, 10, y por consiguiente tendra varias cifras,

(L) Sila cifra tanteada os nn 8, por ejemplo, y sa tloga al resto, 3, colociindonos en «l
caso mis desfavorable, que es que todas las cifras signientes en el dividendo sean ceros v en

el divisor nueves, el producta, 9 3 3=27 se podri restar de 50, ¥ volverd a dejar el resto
31 luego Ia cifra, &, no puede ser grands,
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Si afiadimos ahora ala derecha del divisor dos y tres ceros
sucesivamente tendremos:

924617>>58300, y 224617 < 583000

lo que patentiza que el cociente es mayor que, 100, y menor
que, 1000; tendr4, pues, tres cifras, que serdn centenas, decenas
y u#nidades.

La primera de las dos designaldades anteriores nos hace ver
que el dividendo es mayor que, 583 centenas: para que se veri-
fique, se necesita y basta que las 2246 centenas del dividendo for-
men un nimero igual o mayor que, 583 centenas; perque si fuese
menor para igualar a, 583 centenas, habria que anadirle cuando
menos, una centena, .y basta aumentarle en 17 unidades, para
que forme un nimero mayor que, 583 centenas, 0, 58300 unidades.

La segunda de las dos desigualdades indica que el dividendo
es menor que, 5830 centenas, y se verifica; con mds motivo, si
prescindimos de las, 17 unidades del dividendo, y se tendréd,
224600 << 583000,

De estas consideraciones se deduce: gue si sepavamos de la
isquierda del dividendo un nimero de cifras suficiente para
Sormar un niimero que contenga al divisor, pero sin llegar
a contenerlo 10 veces, el oyden marcado por la cifra de la de-
vecha en la parle separada del dividendo, es el mismo que el
de la cifra de orden supevior en el cociente.

88. Si separamos de la izquierda del dividendo lantas ci-
fruas conto se necesitan para conteney al divisor, pero stn lle-
gar a contenerlo 10 veces, el cociente del nitmero asi forma-
do, por el divisor, es la cifra de ovden superior del cocienie,

Sea el dividendo, 224617 y el divisor, 583. Separaremos de la
izquierda del dividendo el TGmero, 2246, que contiene al divisor,
pero menos de 10 veces; como la cifra de la derecha expresa
centenas, la cifra de orden superior del cociente también expre-
sa centenas (86). Si dividimos, 2216, por 583 (por la regla 83), se
halla el cociente, 3, y vamos a demostrar que esta cifra esla de
las centenas del cociente pedido.

El producto de, 583, por, 3, se puede restar de, 2246; luego del
mismo modo se podra restar el producto de, 583 unidades, por, 3
centenas de, 2246 centenas, y con mds motivo de, 2246 centenas,
mas, 17 unidades, o sea de todo €l dividendo; luego el cociente
es, cuando menos, igual a, 300.

El producto de, 583, por, 4, es mayor que, 2246, y del mismo
modo, 583, por, 4 centenas, es mayor que, 2246 centenas; luego
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dicho producto excede a este nimero, cuando menos en una cef-
tend; entonces es también mayor que, 2246 centenas, mds 17 uni-
dades, que es todo el dividendo; luego el cociente no llega a, 400.

De lo cual resulta que, estando comprendido el cociente entre,
300 y 400, su cifra de las centenas es necesariamente un 3. Con-
forme con el enunciado.

89. Pasemos ya a efectuar la divisién de, 224617, por, 583, Dis-
pongamos la operacién como en el segundo caso (83;:

224617 | 583
1749 —
= I 38D
19717
4664
3077
2915.

162

Si separamos de la izquierda del dividendo el niimero, 2246, y
le dividimos por, 583, hallamos, el cociente 3, que serd la cifra
de las centenas del cociente (87).

Multipliquemos ahora; 583, por, 3 centenas, y el producto ex-
presard centenas; luego restando este nimero de las centenas
del dividendo, la diferencia, que es, 497, también expresar4 cen-
tenas; y si le afiadimos las 17 unidades del dividendo, el mimero,
49717, es el exceso del dividendo sobre el producto del divisor
por, 300,

El dividendo, segiin ésto, se compone de, 300 veces el divisor,
mas, 49717; de suerte que para concluir de determinar el cocien-
te necesitamos hallar cudntas veces, 49717, contiene a, 583, o sea
dividir, 49717, por, 583.

Aplicando los razonamientos anteriores, se deduce que para
dividir estos nlimeros se debe separar de la izquierda del divi-
dendo el nimero 4971, y como expresa decenas, sile dividemos
por, 583, el cociente, 8, serd la cifra de las decenas; multiplican-
dola por el divisor, y restando el producto, 4664 decenas, de 4971,
el resto serd, 307 decenas.,
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Anadiendo a este numero las 7 unidades del dividendo, se ob-
tienen, 3077 unidades, que serdn el exceso de 49717, sobre 80 ve-
ces el divisor; el problema gueda ya reducido a hallar el cocien-
te de, 3077, por, 583.

Hecha la divisién, resulta que el cociente, b, es la cifra de las
unidades: multiplicAndola por el divisor y restando el producto
de, 3077, queda un resto de, 162 unidades.

Resumiendo lo que hemos dicho, resulta que el dividendo con-
tiene al divisor, 300 mas 80, mds cinco veces, o sea, 383 veces, Vv
ademds un exceso de 162 unidades; luego el cociente serd, 385, ¥
el resto, 162.

Los numeros, 2246, 4971 y 3077, que han sido los dividendos
para determinar cada una de las cifras del cociente, se llaman
dividendos parciales; cada una de las operaciones de dividir,
divisién parcial, y los nimeros, 497, 307 y 162, son los restos de
las divisiones parciales; el dltimo también se llama residuo.

924617 | 583
4971 | —
3077 | 385
162

La multiplicacién y substraccion, que se efecttian en cada di-
vision parcial pueden hacerse al mismo tiemjo, segin se in-
dicd (84).

A la derecha de cada resto hemos escrito antes todas las ci-
{ras no consideradas ain en el dividendo; pero no hace falta es-
cribir m4s que la siguiente, por ser la que con el resto forma el
dividendo parcial.

De e: tas consideraciones deducimos la siguiente:

ReGLAY Para dividiv dos mitimeros, cuando el cociente tiene
varias cifras,se separan de la izquievda del dividendo las
cifras, que se necesiten pava contener al divisor, sin llegar a
contenerlo 10 veces (tantas cifras como tiene el divisor, o una
mads si, consideradas como unidades simples, forman un nimero
menor que el divisor): el nzinero formado serd el primer divi-
dendo parcial; se divide por el divisor y se tendrd la cifra
mds elevada del cociente; se multiplica esta cifra por el divi-
sor y el producto se vesta del dividendo parcial; a la derecha
del vesto se escribe la cifra siguiente del dividendo v se ob-
tendrd el segundo dividendo parcial; se divide por el divisor
9y se lendrd la segunda cifra del cociente, que se escribe a la
devecha de la primera; se multiplica esta cifra por el divisor
v el producto se resta del segundo dividendo parcial; con el
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segundo resto se procede como con el primero, continuando
la operacion hasta obtener la tiltima ctfra del cociente v el
tiltimo resto, que en el caso de sey la divisidén exacta es cero,

El divisor excede a cada resto, cuando menos, en una unidad:
luego afadiendo una cifra a la derecha de cada resto. resulta un
dividendo parcial que necesariamente es menor que 10 veces el
diviser: pero puede suceder que sea también MENor que una vez
el divisor, y entonces se escribe, cero, en el cociente v se forma
el siguiente dividendo parcial, afiadiendo al precedente la cifra
que sigue en ¢l dividendo

90. Si el divisor no tiene mas que una cifra se abrevia la di-
vision haciendo las operaciones mentalmente, sin escribir los
restos y dividendos parciales, pero colocando las cifras del co-
ciente en los lugares que les correspondan.

Sea dividir, 43169 entre 8 Dispondremos la operacion del modo
siguiente:

43169 | 8
{ |

| 539 _
a

Diremos: 43 entre 8 a b y sobran 3; 31 entre8a 3 v sobran 7,
76entre 8a 9y sobran 4; 49 entre 8 a 6 y sobra 1.

91./ La prueba de la divisién consiste en multiplicar el cocien-
te por el divisor y sumar el residuo con el producto, y el resul-
tado debe ser igual al diviclendgvf?S).

Si el residuo es cero, el dividendo es igual al producto del di-
visor por el cociente: luego cuando la divisién es exacta, tam-
bién se puede comprobar tomando el cociente por divisor, y debe
resultar para cociente el divisor primitivo.

92. El nimero de cifras del cociente es igual al de dividendos
parciales; el primer dividendo parcial se forma tomando de la
izquierda del dividendo tantas cifras como se necesiten para
contener al divisor, pero menos de 10 veces, y cada uno de los
demds dividendos, anadiendo a cada resto una de Ias cifras que
quedaron ala derecha del primer dividendo parcial; luego el
nimero de cifras del cociente es una mds que las que quedan a
la derecha del primer dividendo parcial.

Ahora, si el primer dividendo parcial tiene tantas cifras como
el divisor, a su derecha quedan tantas cifras como indique la di-
ferencia entre los niimeros de cifras del dividendo y divisor: en
este caso el cociente tiene una cifra mas gue dicha diferencia,
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Si el primer dividendo parcial tiene una cifra mds que el di-
visor, el nimero de cifras que quedan a su derecha es igual a
la diferencia antes citada menos una, y como el cociente tiene
una cifra mas, tendrd tantas como dicha diferencia.
| Resumiendo lo dicho: El nitmero de cifras del cocienle es igual a
I diferencin de los nitmeros de eifras del dividendo y divisor, o na
mds.

[93. La division se puede abreviar, cuando el dividendo y el divisor
terminan en ceros, suprinviendo de la devecha de ambos el mismo ni-
mero de ceros y dividiendo los nitmeros que quedan; pero afadiendo
al rvesidue tantos ceros como se han suprinmido de la derecha del dividen-
de y del divisor.

USea, dividir 24700 por 1600. I.os nimeros que nos proponemos
dividir son iguales a 247 centenas y 16 centenas; pero es eviden-
te que las mismas veces contiene 247 centenas a 16 centenas,
que 247 unidades a 16 unidades, y como en este ltimo caso el
cociente es 15 unidades, también lo serd en el primeroy

En la primera division, el producto del divisor, 16 centenas,
por el cociente, 15 unidades, expresa centenas; luego el resto,
7, expresard tambi€én centenas o, Serd, 700; es decir, que el resto
es el mismo que resulta de dividir los nameros, 247 y 16, pero
seguidos de los dos ceros que se habian suprimido.

También se puede abreviar la division aungue sélo termine en
ceros el divisor: en este caso se separan los ceros del divisor y de I dere-
cha del dividendo otras tantas cifras: se diziden los nimeros que quedan
a la ixquierda, y o la derecha del vesiduo se agregan las cifras separadas
de la derecha del dividendo. '

Sea, dividir los numeros 24785 y 1600. Si se tratara, como en
el ejemplo anterior, de dividir 24700 por 1600, el cociente seria
15 y el resto 700; pero el numero, 24785, excede a, 24700, en me-
nos de 100 unidades, o sea de una centena; luego no llega a con-
tener al divisor, 1600, o sea, 16 centenas, una vez mis que 24700;
entonces el cociente es el mismo que si el dividendo terminase
en dos ceros: pero el residuo, en vez de ser 700, tendrd eviden-
temente 85 unidades mads, y por consiguiente serd 785. Confor-
nie con el enunciado.

94, Un caso particular que ocurre muy a menudo, es la divi-

ion de un niimero por la unidad seguida de ceros.

Si separamos de la derecha del dividendo tantas cifras como
ceros siguen a la unidad, el nimero que queda a la izquierda
serd el cociente; porque entonces el divisor es l: el resto sera el
nimero formado por las cifras separadas. Luego si el dividendo

»




terning en lanlos ceros como siguen o e wnidad, la division serd
exeela.

Ejemrros: El cociente de 25071 por 100 es 286, y el resto 71.

El cociente de 28600 por 100 es 286, v el resto cero.

95 En algunas aplicaciones de la divisién conviene conside-
rar el cociente aumentado en una unidad, a lo cual se llama
forzar la unidad, y al cociente aumentado se le llama cociente por
exeeso. Cuando se habla de este cociente y del ordinario, este ul-
timo recibe el nombre de cociente por defecto.

El preducto del divisor por el cociente por exceso, €5 mayor
que el dividendo; la diferencia entre dicho producto y el dividen-
do, tomando éste por substraendo, recibe el nombre de reslo por
exeeso, o resto suwbstraclive; el resto ordinario se llama entonces res-
o por defecto o aditivo.

Si representamos por D, el dividendo, por d, el divisor por e,
el cociente por defecto y por », el resto aditlivo, el cociente por
exceso serd ¢+ 1, y si designamos por ¢/, el resto substractivo,
se tendrd segtin las condiciones establecidas (1).

D =d.ec+r, y D=dfe4-1)—1".
96. TeorEMA. Lasuma de los reslos aditivo y substraelivo es igual
al devisor.
Adoptando la notacion del nimero anterior, tenemos:

D=d.c+r, y D =d-41)—7.

Puesto que estas igualdades tienen el mismo primer miembro,
los segundos miembros serdn iguales, y tendremos:

d.et+r=de+1)—,
v efectuando la multiplicacién indicada en el segundo miembro,

d.et+r=d.et+d—1,

(1} Representaremos los numeros por letras siompro qive son necesario para 14 mayor elari_
dad en las demostraviones; pero no abusaramos deestn notacion en la Aritmética.
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restando de ambos miembros d .¢ vy sumande ', resul-
tara:
' =d, -

igualdad que demuestra el teorema.
/ A 97. Sise dividen miembro a miau'gbm dos tgualdades, los cocienles y
{y estos serdn tguales (1). i
Es una consecuencia mnwdiah de la definicion de la division.
98. Si los dos miembros de una desigualdad se dividen por nitmeros |
iguales, al mayor dividendo coumponde n general muym' cociente, 1 st P
los eocienles son iguales, mayor resto. 7 =3 ¥
Es evidente, porla definicidn de ladivision, que cuando se
trata de un mismo divisor, o divisores iguales, el mayor dividen-
do, contiene en general, mds veces al divisor: pero si esto no
sucediese, decimos que, cuando menos, el resto correspondiente
al mayor dividendo serd mayor.
En efecto: siendo el dividendo igual al producto del divisor
por el cociente, mas el resto, silos factores del producto son
guales, la mayor'suma corresponderd al mayor de los suman-
dos desiguales, es decir, el mayor dividendo al mayor de los
restos.
99, Si se dividen miembre a miembro dos desigunlidades de signos
eonlrarios, el resultado Bs una desigualdad del nasmo signo que la de los
dividendos.
Sean las desigualdades,

JA0>32, y 10<l6.
decimos que,
40:10>32:6.

Si los divisores fuesen iguales, ¢l primer cociente seria mayor
que el segundo por tener mayor dividendo, y si los dividendos >
fuesen iguales, el primer cociente seria también mayor que el
segundo, por corresponder al menor divisor; luego a fortiori el
primer cociente serd mayor que el segundo.

(1)  Cnando podamos referirnos ladefinicién general do Ia division, osta proposicion os: 8§
se dividen miembro a miembro dos igualdades, los cocientes son tguales, La misma oligervacion
go puede hacer sobre el (eorems siguiente del texto,
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Si las diferencias entre los dividendos y entre los divisores
son tan pequenas (que no alcanzan a los cocientes enteros, y és-
tos son iguales, el mayor resto corresponderd al cociente del
mayor dividendo por el menor divisor. Se razona como en el
parrafo anterior.

Teoremas relativos a la division

100. Para dividir un producto por uno de sus fuclores, basta supri-
mirle. y

Sea, dividir el producto, 8.7. 3, por su facter, 7. El cociente
serd, 8.3, porque el producte,8.7.3, se puede considerar
como el resultado de multiplicar 7, por 8.3 (63); es decir, que
tendremos:

igualdad que demuestra el enunciado,

101, Para dividiv un producto, por wn divisor exacto de uno de sus
factores, basta dividir dicho factor por el divisor.

Sea, dividir el producto, 8.30.4, por el ntimero 5, que es di-
visor de 30. 5i descomponemos el 30, en los factores 6 y 5, pues-
to que los factores 6 y 5, se pueden sustituir por su producto
efectuado (64), se podrd inversamente sustituir por sus factores,

y tendremes:
£.30.4=8.6.5.4.
y dividiendo por 5 los dos miembros de la igualdad, como el co-
ciente del segundo miembro es 8.6. 4, resultard:
60.9:3=8564
102, Para dividir wn nimero por un producto de varios factores, se
dwvide ol nivmere por el primer factor, el coctente que resulle por el se-
gundo, el cociente que resulle por el fercero, y asi sucesivamenie hasta
dividir por el wllimo.
Pueden suceder dos casos:
1.9 Supongamos que la division sea exacla.
Sea dividir 360, por el producte, 9+ 4 = 36. Siendo 10.el co-
ciente de 360 por 36, tendremos:

360=36% 10

o poniendo, en vez de 36, su igual 94,

30=2.4.10,
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dividiendo los dos miembros de la igualdad por 9, se tendra (100):

360: 9 = 4% 10, -
dividiendo nuevamente por 4, resultard:

(360:9):4 = 10.

Es decir, el mismo cociente que cuando se dividié el namero,
360, directamente por 36, que era el producto, 9 X 4.
2.9 Supongamos que la division no sea exacto!
Sea, dividir 378, por el producto, 9 X 4=235. Siendo 10 el co- x>
ciente por defecto, el cociente por exceso serd, 1041, v como
el dividendo de una division inexacta es mayor que el producto
del divisor por el cociente por defecto y menor que el divisor
por el cociente por exceso, tendremos la doble desigualdad (1):

36. 10 378 <36 (10+1),

9 p,gniemlo en vez de 36 suigual, 9 x4,
Roarny,  9:490<3758<9.4(10+1).
Si se divideti por 9 iy‘ﬁrbr 4, el primero y el tercer miembro,
los cocientes exactos son, 10 y 104-1; pero el segundo miembro
es intermedio entre ambos; luego dividido por9 y por 4, dard
un cociente gque no es menor que 10 (98) y no puede llegar a
10 -4 1; luego sera 10.
En el primer caso que hemos considerado, los restos son igua-
les a cero.
En el segundo caso, los restos, generalmente no son iguales
porque cuando se divide sucesivamente por los factores, el res-
to final es menor que el @ltimo fuctor, y cuando se divide por el
producto efectuado, el resto es menor que el producio, pero puede
ser igual o mayor que alguno o que todos los factores.
En nuestro ejemplo: dividiendo 378 por 36, el resto es 18 y di-
vidiendo primero por 9 y despu<£s el cociente 42 por 4, el resto | 2
es 2.
103, /Ef! cociente de dos potencias de un nitnero es olva polencia
del mismo niwmero, cuyo exponente es la diferencia de los c;;pwmnlcs?
Sea, dividir 57 por 54, decimos gque el cociente es 57 —*4,

-

-,
11} Ladoble desigunldad que: se verilica en ol mismo sentido se liamnlagestem.
L bl e g SR RIS BRI
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De la regla del producto de dos potencias (79) se deduce:
HT=54%57T—1
y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 54, resulta:
i B =y it

Si los exponentes de las potencias son iguales, la aplicacién de
la regla conduce a considerar cantidades con exponente cero.
Asi:

il

BT: 51 —=5T—1=50.

Por otra parte, el cociente de dividir un niimero por si mismo
es la unidad; luego se debe admitir que la potencia de grado
cero, 0 con exponente cero de cualquier nimero, es la unidad.
En particular, se tendrd 10°= 1. Resultado que €5td conforme
con el enunciado en el nimero 71, donde se dijo que las poten-
cias de 10 son la unidad segnida de tantos ceros como unidades
tiene el exponente de la potencia,

104. Si el dividendo v el divisor se multiplican por wn nis-
mo nimero, el cociente no varia, y el vesto queda multiplica-
do por dicho numero.

Sean, D, el dividendo 4, el divisor, ¢, el cociente y 7, el resto;
se tendra:

D=d.c+vr,

Si multiplicamos los dos miembros de esta igualdad por un
nimero cualquiera, », resulta:
D.n=(d.ct+rin,

pero para multiplicar la suma, d ¢ », por 2, hay que multi-
plicar por #, los dos sumandos, d.cy #, y para multiplicar el
producto, @, ¢, basta maltiplicar uno de los factores, que aqui
es d, por hipétesis; luego tendremos:

D.n=({d.nlct+r.n
En la division de D.#n, por d.#n, el cociente es ¢, y el resto
serd, ».n, siempre que este nimero sea menor que el divisor,
d . #; pero por ser, ¥ < d, también sera:
ron<d.n;

luego el cociente no ha variado y el resto queda multiplicade
por .




VI. La numernciéon romana

=

105. El sistema de numeracién gue hemos expuesto se llama
decimal, porque su base es 10; se debe alos drabes y estd en
uso en Europa desde hace algunos siglos; es muy perfecto, 1o
solo por la facilidad que ofrece para enunciar, escribir y leer los
nimeros, sino por lo bien que se presta a las operaciones del
cdlculo aritmético,

Podriamos adoptar por base del sistema de numeracién otro
nimero cualquiera y modificar los principios de la numeracion y
establecer la teoria de las operaciones y propiedades de los ni-
meros con arreglo a dicha base; asi como estudiar el modo de
transformar un nimero escrito en un sistema a otro cualquiera;
pero siendo ésta una obra muy elemental, no creemos necesario
hacer aqui dicho estudio

De lo tinico que diremos algo es de la numeracion llamada ro-
mana, por no haber desaparecido totalmente.

En la numeracién romana se representan los nimeros por va-
rias letras, cuyos valores indicamos a continuacion:

1 A% X L e D M
1 5 10 50 100 500 1000,

Con estas letras las unidades se escriben asi:

I, II, 111, 1V, W VI, VH, VIIIL, X,
1 2 3 4 5 6 7 8 9.
I.as decenas,

Ky XX RIS X L X EXNXK. XXX XC
10 20 30 0 50 60 70 80 90,
LLas centenas,
EWIEE, ECC, Ehy D, P&, DEEC, DECE, €M
100 200 300 400 500 600 700 800 900.
Los millares, :

L . M, MM, MMM,

=) 1000 2000 3000.

Para escribir un ntimero en la numeracion romana, se hacen
los convenios siguientes;

‘I_.nr
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1.0 Una letra esevita ala dervecha de olra, le afiade su va-
lar si es igual o menor que la otra.
Asi:
=2, HI=3, NI="6, NIE =7 VIIL =38,
NS =20 XX =21, XXV =23, XXXII=33.,,

Se debe advertir que las letreas, I, X, C y M, se pueden repetir
hasta tres veces seguidas y no se pueden repetir las V, L y D.

2.2 Una letra escrita ala isquierda de otva de mds valor,
le resta ec‘ Suyo, . .

-

1Abl - /(/ {_, z‘\ e <& v l,/u.-fv.r/_:»_

1\’*4 1{9 XL =40, XC =90, Lj:‘fu_.mo “ %

También se debe saber, para aplicar esta 1eg a, que lal, sélo
se puede colocar a la izquierda de 1a V y de la X; la X, sélo se
puede colocar a la izquierda de la LL y de 1a C; la C se puede co-
locar a la izquierda de la D y de la M. Las letras, V, L y D, no
se pueden colocar a la izquieida de otras de mds valor,

En virtud de estos principios, una decena, por ejemplo, del 41
al 50, se escribe asi:

XLI, XL, XLIII, XLIV, XLV, XLVI, XLVII,
XLVII, XLIX y L

y de ninguna manera se eseribird VL, para representar 45, ni 1L
para representar 49,

3.2 Los numeros se escriben comenzando por las unidades
de orden supervior y siguiendo los demds drdenes descen-
diendo.

Ejemplos:

1.° Escribir en la numeracién romana el nimero 516,

Se escribe primero una D, gue vale 500; después XL, que vale
40 y por 1ltimo VI, que vale 6.

Luego tendremos:

546=DXLVIL

2. Escribir en la numeracién romana el niimero 2728.

Se escribe primero, MM, que vale 2000; después, DCC, que
vale 700; luego XX, que vale 20; y por ultimo, VIII, que vale 8,
resultando,

2728 = MMDCCXXVTIIIL.

Si el nuimero pasa de 3000, se escriben los miillares como si




fuesen unidades, se coloca encima una raya y @ la derecha se eseriben las
cenlenas, decenas y unidades, cono se ha explicado anftes.

Fjemplos:

1. Eseribir en caracteres romanos el niimero, 135417, serd:

CXXXVCDXVII.
2. Escribir el niimero, 2186512, ser4:
MMCLXXXVIDXII.

Si el nitmero pasara de 3000000 se escriben los millones, como si fie-
sen unidades, luego dos vayas eneima. después los millares y wna raya
encima, y por itltimo los unidades.

Fjemplo:

Eseribir el numero, 52233536, serd:

LIICCXXXIIDXXX VI,

4.% Laos nitmeros eseritos en la nuwmerdeidn romana, se leen comein-
zando por las unidades de orden superior y siguiendo los demds 6rdenes
descendiendo.

Ejemplos:

1. Leer el niimero MDCCCXCIX, serd:
la M, mil; 1a D y las CCC, ochocientos; 1a X C, noventa y la 1X, nue-
ve; luego el nimero es: mil ochoeientos novenla y nueve.

2.° Leer el nimero, IVDCXXXIV.,

1V, se lee cuatro mil: DC, seiscientos: XXX, #reinla; y IV, euatro;
luego este nimero es: eualro mil seiscientos treinta y cuatro.

Conviene conocer 1a notacién siguiente, aunque es menos usual
y mds complicada que la anterior.

Los signos 1D, 12D, I23D,... representan los ntimeros 500,
5000, 50000,...: y los CID, CCIDD, CCCIDDD... son los niimeros
1000, 10000, 100000,...

En virtud de esto el nimero 1899 se escribira:

CIDIDECECXCIX.

L= 3

>
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LAS PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NUMEROS ENTEROS
I. Meorin de la divisibilidad

106. Los miltiplos de un niimero se obtienen multiplicdindole

-~ por 1, 2, 3, 4, 5... y asi sucesivamente: luego la serie de los miil-

| tiplos de wn nitmero es ilimitada. El producto de cualquier niime-

rO por cero es cero, de aqui que se considere el eero como nvidlF
plo de todos los nivmeros.

Todo niimero entero es el mayor divisor de si mismo, y la
unidad es divisor de todo ntimero entero; luego el numero de di-
visores de eualguier enlero es limilado, porque el menor es la unidad
y el mayor el mismo niimero.

A% */Cuando un nimero es divisible, o miiltiplo de otros varios, se
dice, un malliplo comim de éstos/
+ ¢ Cuando varios nimeros son divisibles por un mismo niimero,
este se llama divisor comin.
(Para indicar que un nimero es mu]tlplq, o divisible por otro,
escribiremos, siguiendo 1a notacién“de [eibnilz, un punto enci-
ma del submiltiplo o divisor.

Asi: 20 =5; b =a, indican que 20 es un multiplo de 5 y b un
miltiplo de a.
7es 5 EOREMA.['.\’E un namero es divisor comun de olros varios,
es divisor de su sum&'
I Sea el ntimero 5, divisor comitn de 20, 30 v 35, tendremos las

igualdades:
. 20="5%4, \
i 30=516,
T 35—547,
|._ Sumando ordenadamente,
L e T e e
204+304+35=5.4+5.645.7,= £F[ T H6 TLEA
y sacando a 5 como factor comtn en el segundo miembro,
: 204+30+35=5@+4+6+7)=5.17,
Al que se podrd escribir, . -
b ind 20+ 30+ 35=0. _ >
7 o L ¥ e e iy
b d. .-,-5 X e 44 : : Vi y thoirg “ : f:
»
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[108. Corovario. Si un nitmero es divisor de otro, es divisor de
5u :milh'ploa‘f

Si el nimero, 5, es divisor de 20, dividird a cualguier miltiplo
de 20 (107), porque los miiltiplos de 20 son sumas de sumandos
iguales a 20,/

109. TreoreEMA. Si un ninero es divisor de otvos dos, es divisor
de su diferencia,

Sea el niimero 5, divisor de 35 y de 20, tendremos:

35 =5.7,
20=5.4,

@tando ordenadamente y sacando en el segundo miembro 5
como factor comiin.

3B—20=5(7—4)=5.3,
que se podri escribir, = 4 35— 20 =5.
110, CoroLarto. Sien una suma de dos swmandos un nivmero es
wvisor de uno de ellos y del otro no, lampoeo es divisor de la suma.
Si la suma fuese divisible por el nimero, considerindola

como un minuendo y al sumando divisible como substraendo, el
minuendo _y el substraendo tendrdn un divisor comin; liego

4% también Ig.ﬂ&gdna el resto (108), lo cual es contra la hipotesis.)
& 4 111. TEoOREMA' Si un nimero es divisor, o factor de otros dos, lo
# es del resto de su division.

ﬁ ?l dividendo, el divisor, ¢, el cociente r, el resto y
n, & factor comtn a D (L/tendremos

e,

y restande d.c de los dos miembros de esta igualdad:

D-dne = q/fdf( dxcs+t= Z D—dee=r,

por tener d, el dw150r , Ie tiene también su miltiplo d. ¢ lue-
g0 n, e§ un divisor comiin al minuendo y substraendo de la di-
ferencz . luego serd divisor del resto ¢ (109).
112, Trerema. Si un nimero es factor eomimn del divisor y de
resto (,(a una division, es factor del dividendo. .
Sighiendo la notacién de antes, tendremos:

D=d.c+tr.

Tedo factor de d es ﬂxctupdemmtiplo’d‘ ¢; luego si n, es un
-l factor com también lo serd de, d.ey 1 luego serd
facterdeé su suma, d ¢+ 7 (108)y-gue-es igual a D,

dfr"t?’-" /ﬂ:—f'& ..-"54'5;_/ 4’;&% e /f;-; "'P“C'-C

/‘_’{
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113. De estos dos teoremas resulta el siguiente importante.

Cororario. Todos los factores comunes del dividendo y divisor son
fuctores del vesto; luego serin factores comunes del divisor y del resto,
REeciPROCAMENTE: todus los faclores comunes del divisor y del resto
son faclores del dividendo; Tuego sevdn fuelores conunes del dividendo
y del divisor.

114. Otra consecuencia importante se deduce del teorema
(111},

St el dividendo y divisor sedividen por uno de sus faclores, el cocienie
no varia y el vesto queda dividido por dicho factor.

Adoptando la notacién del niimero 110, tendremos, como alli,
la igualdad:

D—d.e=vy,

suponiendo ahora que = sea el factor comin por quien se divide,
¥ que por ser exactos los cocientes de D, d. y », por s, tengamos
las igualdades:

D=D wid=d .n:r =2 n,

sustituyendo estos valores en la primera, resultara:
Don—d . n.e=2r".n

sacando n, como factor comtiin en el primer miembro,
)

- n(D'—d.e) =" ..
y suprimiendo el factor™eamun »,
y sup .

D' — 4 o=y, —

o bien sumando a los dos miembros de la iguatded, d'.c =

Di=d e+, T e

que demuestra el enunciado,

c;'//f'-'f § L /( §
/’ = - -
II. Caracteres de divisibilidad

por 2,5,0,3y 1l

115. Hay casos en que es muy fdcil conocer si un niimero es
divisor de otro sin practicar la divisién, y por la utilidad que re-
sulta para las aplicaciones deduciremos las reglas para conocer

a
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si los referidos niimeros son divisores de otros, o hallaremos sus
earacteres de divisibilidad.

Se ha visto (93) que para dividir un nimero por la unidad se-
guida de ceros, se separan de la derecha del dividendo tantas
cifras como ceros siguen a la unidad; lo que queda a la izquier-
da es el cociente, v lo que queda a la derecha el resto. Para que
la division sea exacta, se necesita que las cifras separadas a la
derecha sean todas ceros. ;

@ De aqui deducimos: gue un witmero es divisible por lo unidad se-
quida de ceros, ewando termina en lanios ceros, lo menos como siguen a
I unidad.

Como la unidad seguida de ceros es una potencia de 10, cuyo
exponente es igual al nimero de ceros que siguen a la unidad,
la regla anterior se pucde enunciar asi;

Ve C ehcia LA n nimero es divisible por una potencia de 10 cuando termina en fan-
——70  los ceros, por lo menos, como unidades tiene el exponente de la pofencia

116. El niumero, 10, es igual al producto, 2 X 5; por consi-
guiente, como 2 y 5, son divisores de 10, lo serdn de sus multi-
plos (108); luego todo wivmero terminado en cero es divisible por 2 y
por b.

Sea ahora cualquier ntimero, 2457; descomponiéndole en dece-
nas y unidades, se tendr4: '

2457 = 2450 7.

El primer sumando del segundo migmbro es divisible por 2y
por b; luego para que lo sea lg g Se necesita y basta que lo
sea el otro s‘_,ulw?_};}lﬁj.

—19€ aqui deducimos: que un nimero es divisible por 2 6 por 5, cuan-

do la c:"?'a de las unidades es divistble por 2 6 por 5 (1). 2
-&+==1_05 cifras 2, 4, 6 y 8, divisibles por 2, se llaman cifras pares, y

los nlimeros terminados en cero, o cifra par, se llaman niimeros
pares.
En virtud de esto se puede enunciar asi los caracteres de di-
visibilidad por 2 y 5.
Pn 117, Un witmero es divisible por 2, ouande—res=pe <-=sea cuando ler-
WANL en cero, o cufra par.

|

(1) No hay yne modifiear estn regla enando el ndmero termine en coro, porque ya liemos
dicho (105) que cero as miltipls o divisible por todos los nimeros,




P 5 Un numero es divisible por 5, cuando termina en cero o
£1 D,
118. Si elevamos a la potencia mz, los dos miembros de la
igualdad, 10 = 2 X 5, tendremos: 3

10m:2m><5'm_ --‘_

Si dﬂ la derecha de un niimero separamos 2 cifras, la parte
que queda a la izquierda terminitrd en # ceros, y por consi-
guiente serd un multiplo de 10m(115), luego también lo sera de,
D9 X Bm

Si el nimero formado por las m cifras de la devecha es
miltiplo de 2mo debmn, también lo serd el nitmero propues-
to; v no lo sevd en el caso contrario (107 y 110).

En particular, para que un nimero sea divisible por 4 (que
es igual a 22), se necesita y basta que termine en dos ceros, o
las dos cifras de la dervecha formen un multiplo de 4.

Parva que un nmibmero sea divisible por 25 (que es 5%, se ne-
cesita v basia que termine en dos ceros, o las dos cifras de la
derecha formen un multiplo de 25.

119/ Lema. La unidad seguida de ceros es un-mulliplo de
9 mds 1./

Dividamos por 9, la unidad seguida de cualquier nimero de
ceros o tomemos por dividendos sucesivos 10, 100, 1000, 10000.,,

10000....9
— 10 | ——
10 ~H11...
(e =

—

},: siempre hallaremos por cociente 1 y por resto 1. —
En virtud de esto podemos escribir 1a igualdad,

10000 .. =94 1.

120./’ Leva. Toda cifrasignificativa seguida de ceros es un
maltiplo de 9, mds dicha cifra.
Sea, 4000, 1a cifra seguida de ceros, se tendra:

4000 = 1000 X 4 = O+ 1) 4,

y efectuando la multiplicacién indicada por el paréntesis

4000 =9 X 4 44,
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pero, 9% 4, es también un miiltiplo de 9 (108): Iuedo se podrd es-
cribir:

4000 =9 - 4.

/191. Sea ya un ntimero cualquiera, 54726; descomponiéndole
en sus diversos ordenes de unidades, s= tendra:

54726 = 50000 - 4000 +- 700 -+ 20 + 6,

y en virtud del lema anterior, tendremos las siguientes igualda-
des:

50000 =9 -+ 5,
4000 =9 + 4,
700 = 9 + 7,
20=9 + 2,
vl ’ . b= 6: T e
g 2262(7+4)+ 0+ 4) NP+ 7 + frdtbs Posegslr-Tris

Como la suma de los miltiplos de 9 es un multiplo de 9 (107),
si sumamos ordenadamente las ioualdades anteriores, resul-

%f?+é,Jw<-%*%ﬂrfﬂf%.f}9*%r“'

54726 =9 + (544 + 7 4 2+ 6).

Considerando el segundo miembro como la suma de los dos su-

mandos uno el 9 y otro el paréntesis, (5 + 4 +7 + 2 + 6) se com-

pone dicha suma de dos partes, una de [as cuales es divisible por

9; luego para que la suma sea ta:nbién divisible por 9, se necesi-

a y basta que el sumando (®+ 4 +7+ 2+ 6), sea divisible por
9 (107 y 110).

—EI paréntesis encierra la suma de los valores absolutos de las

cifras del ntumero; luego:fpara que un numiero sea divisible
por 9, se necesita y basta que la sunia de losvalorves absolutos
de sus cifras sea un miltiplo de 9

122. Por ser 9 un miiltiplo de 3, todo muiltiplo de 910 es de 3
(108), de consiguiente: para que un niimero sea divisible por 3,
se necesita y basta que la suma de los valores absolutos de
sus cifras sea un wtliiplo de 3.

Asi teniamos: 54726 =9 + (5 + 4 7 + 2 L 6), de donde deduci-
remos.

54726 =3+ 5+ 4 <7 + 2 4 6).

T - w Y
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123. LEM;\.{ La unidad seguida de un numero par de ceros
es un muliiplo de 11 mids 1: la unidad seguida de un numero
impar de cevos es un multiplo de 11 menos 1, A

Dividiremos por 11, la unidad seguida de un nimero par e
impar de ceros; considerando por consiguiente los dividendos,
10, 100, 1000, 10000,

100000... | 11
100 |
10 09090

se observa desde luego que los cocientes son, 0,9,0,9... y los res-
tos, 1,10,1,10... siendo 1 los restos que corresponden a los divi-
dendos lormados por la unidad seguida de un numero par de
ceros, y 10 los que corresponden a la unidad seguida de un nu-
mero impar de ceros.

Pero si el dividendo es la unidad seguida de un mimero impar
de ceros, podemos forzar la unidad en el cociente y el resto
substractivo serd, — 1 (97); luego en virtud de esto, tendremos
igualdades de la forma: :

10000 = 11 -+ 1, 100000 =11 = 1.

124. Lemk. ZToda cifra Significativa seguida de un nrimnero
par de ceros es un maltiplo de 11 mds el valor absolulo de di-
cha cifra; todu cifra significativa seguida de wn numero im-
par de ceros es un multiplo de 11, menos el valor absoluto de
dicha cifra.

1.2 Sea 40000, 1a cifra seguida de un niimero par de ceros, se
tendra: !

40000 = 10000 3¢ 4 — (11 + 1) 4,

y efectuando la multiplicacién indicada,
40000 = TT 3¢ 4 + 4,

o bien, por, ser li X 4 un multiplo de 11,

40000 = T14- 4.

2.9 Sea,4000, la cifra significativa seguida de un niimero impar
de ceros, se tendra:

4000 = 1000 X 4 = (11 — 1) 4,
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efectuando la multiplicacién v teniendo presente i1 x4 es un
miiltiplo de 11

40000 — 11 — 4,

125. Sea un nimero cualquiera, 46837; descomponiéndole en
sus diversos ordenes de unidades, se tendra:

4000 = 11 + 4,
6000 =TT — 6,
800 =11 -+ 8,
N=T1=—3,
g e

Sumando ordenadamente y teniendo presente que la suma de
los miltiplos de 11 es multiplo de 11, resulta:

46837 =TT+ (@ +8+7) — 643)

Como el primer paréntesis encierra la suma de las cifras que
ocupan lugares impares en el ntimero, y el segundo la suma de
las que ocupan lugares pares, si representamos la primera suma
por I y la segunda por P, podemos escribir asi la anterior ignal-
dad:

46837 =TI+ (I — P),

y considerando en el segundo miembro la suma de dos suman-

dos, uno el 11 y otro (I — P), si este segundo es divisible por 11,
también lo serd la suma (107).

Luego: para que un numero sea divisible por W, se necesita
¥ basta que la suma de los valoves absolutos de las cifras de
lugar impar, menos la suma de los valores absolutos de las
cifras de lugar par, sea un mutltiplo dg)‘l (1.

Puede suceder que la suma de las cifras de lugar par sea
mayor que la de las cifras de lugar impar, y entonces no se pue-
de efectuar la substraccion, [ — P.

En este caso del primer sumando, gue es un miltiplo de 11, se
toman tantas veces 11 unidades, comose necesiten para que, suma-

(1) Nose debe olvidar, por si la diferoneia de aubas sumas es cevo, gue eory 8 midlliplo oo
toddg los witmeros. (1061,
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el T el S s =
das con I, den una suma mayor que P, con lo cual el 11 no deja-
rd de serlo y se podrd efectuar la substraccion.

Asi: 829389 = 11+ (2+3+9) — (8+9+8),
como la primera suma es 14 y la segunda 25, no se puede efec-

tuar la substraccién y necesitamos tomar del 11, una vez 11 ¥
tendremos:

820899 — I - (M4 Hy— 25— I

126. Los caracteres de divisibilidad que hemos hallado son
muy itiles por ser. muy sencillos, y el método que hemos segui-
do para hallar el de 9 y 11 se puede aplicar a cualquier numero;
pero es mds fécil hacer las divisiones directamente que aplicar
los caracteres de divisibilidad que se hallarian (1).

LS
“

AII. Maxime comin divisor

Mazimo comtn diviger de dos nimeros

127. Dos ntumeros tienen siempre la unidad por divisor co-
main: si no tienen mds divisor comin que la unidad, se llaman
primos entre si. . b
/"f (Cu'md S Gmeros tienen varios divisores comunes, el mad
yor de todos se llama mdximo comun divisor: se suele repre
sentar por la notacién m. c. df
Los nimeros 8 y 12 tienen los divisores comunes 1, 2 y 4; lue
oo 4 serd el m, ¢. d.
[ >3 198) Trorema, Si un ntimero es divisible por otro, el me-
nor es el m, c. d. 'de ambos,
Sea el niumero 130, divisible por 26: decimos que 26 es el 2. c.
d.de 130y 26. (=¥
En efecto: puesto que 26 es divisor de si mismo y, por hipédte-
sis, también de 130, es un divisor comin a los dos nimeros; pero
96 no puede tener otro divisor mayor que el mismo; luego serd
el m. ¢, d. de los dos niimeros propuestos.

(1) Si estudigssmos otros sistomas do numeracion distintos del decimal, yverinmos que los
caraclerss anilogos a los que hemos estudindo, serian los de los factores de la base y sus po-
tencias, v los de la base mds ¥ menos la unidad y sus factores,

A

e

o
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129. Teorema. ZEL m. c. d. de dos uskmeros es el misnio que
el del menor vy el resto de su division./

Sean los ntimeros 420 y 156: si hacemos la division, se halla 2
de cociente y 108 de resto. Hemos visto (113) que todos los facto-
res comunes al dividendo y al divisor son factores comunes al
divisor y al resto, y reciprocamente que todos los factores co-
munes al divisor y al resto, son factores comunes al dividendo y
al divisor; luego los numeros 420 y 156 (dividendo y divisor)
por una parte, y los niimeros 156 y 108 (divisor y vesto) por otra,
admiten Ja misma serie de divisores comunes, y como uno de
ellos serd el mayor de todos, adnuien el mismo mdximo comiin
divisor.

130. En virtud del teorema anterior, la investigacion del .
¢. d. de dos nimeros queda reducida a la de otros dos mis pe-
guernos, porque el divisor y el resto son respectivamente meno-
res que el dividendo y el divisor.

En nuestro ejemplo, después de dividir, 420 por 156, la opera-
cion queda reducida a hallar el m. ¢. 4. de 1566 y 108 Haciendo
la division de estos dos ntiimeros se halla el cociente, 1, y el res-
to, 48; lnego el m. ¢. d. de 156 y 108 es el mismo que ¢l de 108 y
43 (129), Dividiendo 108 por 48, se obtiene el cociente, 2, y €l res-
to, 12: entonces la operacion estard ya reducida a hallar el .
¢, d. de 48 y 12, que serd el mismo que el 108 y 48: pero 48 es di-
visible por 12; luego el 12 es el m. c. 4. de estos iltimos nii-
meros, v retrocediendo en la serie de oper:lcioncs efectuadas,
se ve que en virtud del teorema (129) el m. ¢. d. de 420 y 156 es
12. De estos razonamientos se deduce la sxgmcnte.

Recra. Para hallarel m. c d. de dos ntimeros se divide ¢l
mayor por el menor; st la division es exacta, el menor es el
m. c. d.; en el caso contrario se divide el menor por el vesto
que se halle, este primer rvesto porv el segundo, y asl sucesi-
vainenle hasta llegar a un resio cevo; el wltimo divisor serd
el mdximo comun divisor pedido.

L.a operacién se dispone como se indica en el siguiente cua-
dro:

2
s
b3
=

490_ 136 108 |4b 12

108i_h‘ 12|

Conviene escribir los cocientes encima de los divisores co-
rrespondientes, para que no se confundan con los reslos,
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131 Lasdivisiones que sepractican terminan necesariamente,
porque siendo cada resto menor que el divisor correspondiente,
los restos irdn disminuyendo: y atin en el caso mas desfavorable
se llega al resto 1, que necesariamente divide al resto anterior.

132, TL{ORF,M:\,/ Todo divisor comiin a dos mitmeros divide
exactamente a sy m. c. d

Todo divisor comiin a dos numeros divide al resto de su divi-
sion (111) y aplicando este teorema a las divisiones sucesivas que
se hacen para hallar el m. ¢. d., se ve que, siendo este mimero
el peniiltimo resto, tiene necesariamente dicho diviser.

Refiriéndonos al ejemplo anterior, sea, 3, el divisor comiin a
420 y 156, dividird al resto, 108; dividiendo a 156 y 108, dividira
al resto 48, y dividiendo a 108 y 48, dividira al resto 12, que es el
maximo comiin divisor.

Reciprocamente, como los dos nimeros son mt’llliplos de su
1. €. d., todo divisor del i ¢. d. divide a los dos ntumeros.

De esto se deduce que, si queremos hallar todos los divisores
comunes a dos nimeros, tenemos que hallar todos los divisores
de su mdximo comiin divisor.

133. TroreEMA./ Sidos numeros semultiplican odividen por
otro, su m. c. d. queda multiplicado o dividido por esle otro.

Multiplicando o dividiendo dos nimeros por otro, el resto dé
su divisién queda multiplicade o dividido por este otro (104 y 114),
Apliquemos este teorema a las divisiones sucesivas que se ha-
cen para hallar el m. ¢. d., y sea 3 el numero por el eual se mul-
tiplican o dividen los niimeros dades, que supondremos son 420
y 156 Puesto que el dividendo, 420, y el divisor 156, se multipli-
can o dividen por, 3, el resto, 108, quedard multiplicado o dividi-
do por, 3; en la segunda division, el dividendo, 156, y el divisor,
108, estdn multiplicados o dividides por, 3; luego el resto, 48 que-
dard multiplicado o dividido por, 3; por ultimo, el dividendo, 108,
v el divisor, 48, estdn multiplicados o dividides por, 3; luego el
resto, 12, quedard multiplicado o dividido por 3. Lo cual demues-
tra el teorema, porque, 12, es el 1. €. d. de 420 y 156.

134. En virtud de este teorema se puede simplificar la opera-
cién de hallar el mdximo comtin divisor de dos niimeros, supri-
miendo los factores comunes que Se vean a primera vista y se
puedan suprimir por una divisién muy ficil,

Si tuviéramos que hallar el m. ¢. d. de 42000 y 15600, se podria
suprimir el factor, 100, hallar el »z. ¢. d. de 420 y 156, que es, 12,
y multiplicarle después por 100. EI maximo comun divisor de
42000 y 15600 serd, pues, 1200
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135.7 CoroLARIO. Si dos nitimeros se dividen por su mdximo
coniin divisor, los cocientes son prinios entre si,

El mdximo comiin divisor quedard dividido per si mismo (133);
luego serd la unidad, lo cual demuestra el enunciado.

136. TEOREMA./SI’ un nitinero divide a un producio de dos

Jactores y es prino con uno de ellos, es divisor del otvo factor
Sea, P, el producto de los dos factores A y B; N, un mimero

que divide a, P, y es primo con, A, decimos que es divisor de B,
Por ser, A y N, dos niimeros primos entre si, se tendr4:

A
N }m.cd.:l.

Si multiplicamos los nimeros, A y N, por B, su m. c. d. que-
dard multiplicado por{ B (133), y tendremos:

r‘.n:'-.;

A B
N>><<B m.c.d.=1XB=B

RS

N, divide al producto, A X B, porque este producto es igual a I;
también divide, N, al producto, N X B, porque es uno de sus [ac-
tor es, luego dividira al mdximo comin divisor de estos produc—
tos (132), que es B, lo cual demuestra el teorema.

Maximo comun divisor de varios numeros

= o y — e

137%’65&1{{*‘05"}%1’:%%% tienen si"gr?npfﬂla unidad pordivisoreo-
miin: 5i'ng tienen-etro, se dicen prinios entre 5) Cuando, toma-
dos de dos en dos, no tienen m4s divisor comtin que la unidad,

dicen primos enlre si dos a dos,
?gi varios niimeros tienen mas de un divisor comin, el mayor
se llama mdximo comuin divisor de varios nimeros

138. TEOREM.-\./E! mdximo comun divisor de varios nime-
ros no se allera 'sustituyendo dos de ellos por su mdximo co:
nen dfw'so%ean varios numeros, A, B, C, D, y sea, &, el ma-
ximo comin divisor de dos de ellos, A y B, por ejemplo: deci-
mos que el mdximo comun divisor de los numeros A, B, C,
D, es el mismo que el de los nitineros, dgC, D.

2
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Por ser, d, el mdximo comun divisor de A v B, todos los divi-
sores comungs de, A-y B, son divisores de 4 (132); luego todos
los divisoresComunes a los niimeros A, B, C, D, son divisores
de los numeros, d, C, D; reciprocamente, todos los divisores de,
d, son divisores de, A y B; lnego todos los divisores comunes a
los numeros, 4, C, D, son divisores de los numeros, A, B, C, D;
entonceslas dos lineas de niimeros:

A B CD
G

tienen los mismos divisores comunes, y por tanto tendrdn el
misme maximo comtin divisor.
139. De] teorema anterior se deduce la siguiente:
I{Er;r,;\.HPm'a hallar el m. c. d. de varios nimeros se halla
el de dos de ellos, después el del nmidximo conuin divisor ha-
llado y otro de los nitmeros dados, continuando del misnto
modo hasta considervar el wltimo de los nineros.
( La operacién se puede indicar como estd en el adjnnto cua-
dro:

A B

v =

Q6
= =l )

o

d..

d, es el mdximo comun divisor de A y B: la segunda linea denu-
meros tendrd el mismo #z. ¢. d. que la primera. El mdximo comun
divisorde, dy C, es d’, luego, d’ v D lienen el mismo mt. c. d. que
los ntimeros de la segunda linea. El mdaximo comiin divisor de,
A’ y D, es,d’, luego también lo serd de d, C, D, y por consiguien-
te de los niimeros propuestos, A, B, C, D.

Se puede comenzar la operacién por dos nimeros cualesquie-
ra; pero, generalmente, se llega mas pronto al resultado comen-
zando por los menores.

Ejemplo: Hallar el »2. ¢. d. de 330, 462, 770 y 1155

El m. c. d. de 330 y 462 es 66; el m c¢. d. de 66 y 770 es 22: y por
tltimo, el . ¢. d. de 22 y 1155 es 11: luego este niimero serd el
maximo comun divisor que se buscaba,
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El cuadro de los resultados es el siguiente:

330 462 770 1155 &
66 7700 1156
— % 1115
el i ,]:—"’_""!-—_ —

140. TI-ZOREJ':I:\#/TS/J' varios numeros se mulliplican o dividen !
por olro, su mdximo gonuin divisor queda multiplicado o di- '5';_&
vidido por este or;-'o./

Refiriéndonos al cuadro del nimero anterior se tendra que si

A, B, C, D, se multiplican por un nimero, N, el 2. ¢. d. de A y
B, quedara multiplicado por N (133), v serd: dN; luego los niime-
ros de la segunda linea estardn multiplicados por N, y el #2. ¢.
d. de dN y CN, serd: d’N y por tanto los nimeros de la tercera
linea estardn multiplicados por N, vy lo mismo sucederad con su
m. c. d.; que serd: d'N que demuestra una parte del teorema, y
cambiando las palabras wmultiplicado por, en dividido por, se
demuestra la otra parte.

141, CororLaRI0. Siwvarios nitmeros se dividen por sum. c.
d , los cocientes son primos entre si.

Se demuestran como €l teorema (135).

142. | TEoreMA. Todo divisor comin a varios niimeros divi-
de exaclamente a sy m. c. d,/

Adoptando la notacién del nimero anterior, tendremos que
todo divisor comiin de A, B, C, D, es divisor de d, C, D (138); del
mismo modo todo divisor comtinde d, C, D, lo esde d’, D, y por
consiguiente de d", que es el mdximo comin divisor. e

ReciprocamenteE. Todo divisor del m. ¢. d. de varios nime-
ros es divisor de los numeros (108), porque todos son miltiplos
de su . c. d. ;

IV. Minimo comun mualtiplo

143 Un numero divisible por otros varios es un miiltiplo co-
mun de todos ellos.
Se sabe-que-los miltiplos de un numero se forman multipli-
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candole por 1, 2, 3, 4...: luego el menor de todos los miiltiplos de
un nimero es el mismo nuimero (1). Entre los miltiplos comunes
a.varios ntiimeros hay uno menor que todos los demds, y se lla-
ma minimo coman midtiplo, cuyo valor es, por lo menos, tan gran-
de como. el mayor de los nimeros. El minimo comiin miiltiplo
se suele designar por la notacién . ¢.

144, Teorema. FEl minimo eomim milltiplo de dos niimeros es el

producto que se obtiene multiplicando wno de ellos, por ol cociente de di-

vidir el olvo por su mdrimo comitn divisor.
Sean, A y B, dos niimeros; 4, su maximo comtin divisor, a y b,
los cocientes de dividir, A y B, por d. Tendremos las igualdades,

A =da, v B = db, (2)

Designemos, por M, un multiplo cualquiera de A, tendrd”la
forma M = Agq, siendo ¢, un namero entero, y poniendo en vez
de A, suigunal da,

M = dug.

Si M, ha de ser también maltiplo de B, o de su igual db, el co-
ciente de M, o de su igual, dag, por db, ha de ser exacto.

Para dividir, dag, por el producto db, se divide primero por d
(101), y el cociente que resulte por b. Para dividir dag, por d, bas-
ta suprimir el factor, d. luego €l cociente serd, ag, y por consi-
guiente, ag, tiene que ser divisible por b; pero ), es primo con «
(135), luego b, tiene que ser divisor de g (136); y designando- por
¢’ el cociente se tendra:

AAAAAAA At q= bq'

Sustituyendo este valor en la igualdad, M = dag, resultara:
M = abdy’

de cuya igualdad se deduce: que todo miiltiplo comun de dos
nimeros, A y B, es un producto de cuatro factores que son: el
madximo comun divisor de dichos niimeros, los cocientes de di-
vidirlos por dicho m. ¢. d. y un factor indeterminado,

(1) Se prescinde de que cero sea miltiplo de todos los niimeros,
(2) En lo sueesivo, ctiando representemos los nimeros por letras y haya que indiear que
se multiplican, prescindiremos, sewin es costumbre, dal sitno de multiplicsr.
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El menor de todos los miltiplos corresponde al menor valor
que se puede atribuir al factor indeterminado, ¢’; y como éste
ha de ser entero, haremos; ¢ =1. B o
En virtud de esto designando por #z, el minimo comtan multi-
plo, tendremos:
m = abd.
O poniendo en vez de ad, su igual A; o en vez de bd, su
igual B,
m=ADb, obien #nt=Ba,
como se queria demostrar. 4l
Ejempro. Sean los niimeros, 420 y 156, su mdximo comin di- FL
visor es 12, y el cociente de dividir 156 por 12, es 13, entonces el |
minimo comun multiplo sera: |

420 > 13 = 5460

145. | TroreEMa, ZTodo muiltiplo de dos numeros es multiplo
de si'minimo comyn multiplo y veciprocamente]

En efecto: si d, es el maximo comin divisor de dos niimeros,
A y B, y los cocientes de dividirlos por él son a y b, todo milti-
plo de A y B, se puede poner bajo Ia forma

M =abdq’,

que demuestra el Leoreﬁl,_a. pues es evidente que el producto in-
dicado en el segundo miembro de esta igualdad es multiplo del
minimo comtin miltiplo, abd, de A y B.

146. Para dividir un producto por un divisor de uno de sus
factores, basta dividir dicho factor por el divisor (100), luggo se
tendra:

(AB):d=aB=0bA, {
de donde se deduce que,
m=(AB):d, ;
cuya igualdad se puede enunciar del modo siguiente: |

TEorEMA. El minimo comun mutliiplo de dos nimeros es L
igual al cociente de dividiv sw producto por sw nudximo co-
myn divisor. _

147. Trorema¥ El producto de dos mimeros es igual al
producto de su mdximo comun divisoy poy su 1wininio comin
maziltiplo.

En efecto: de la igualdad, m = (AB) : d, se deduce,

md = AB, B
que demuestra el teorema,
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148. Cororarios 1.° Siel mayor de dos numeros es mitl-
tiplo del menor, aquél serd el minimo comun multiplo de
ambos numeros.

Porque en esta hipétesis, el menor es el mdaximo comun divi-
sor (128), y si en la igualdad md = AB, hacemos, por ejemplo,
d =B, resultard: m = A.

2.° St dos numeros son primos enire si, su minino comain
multiplo es su producto.

Porque si dos niimeros son primos entrdsi, su maximo comiin
divisor es la unidad, y haciendo d = 1, en laighaldad, md = AB,
resulta, m = AB. )

149. / Teorema. Si dos maimeros se mpltiplican o dividen
por otro su minimo conuin mailtiplo, queda multiplicado o
dividido por este olro. /

Sean, A y B, los dos ’ﬁﬁmeras, y N, el nimero por el cual se
multiplican, como el mdximo comin divisoriqueda t:]mlji{én mul-
tiplicado (133), se tendra:

/
s

3 ; /S

: ;:] m. -d'=dN,
luego los cocientes de dividir, AN y BN, por su maximo comin
divisor, continuardn siendo, @ y &; entonces la expresion del
nuevo minime comin miltiplo serd: ANS, o BNa; o abdN, igua-
les, todas, a mN, siendo 72, el minimo comin miltiplo de A y B,
lo cual demuestra una parte del teorema.

Del mismo modo se demuestra la otra.

150{ TeoreMA. Los cocienles de dividiv el minimo comiin
mauiltiplo de dos nimeros por cada uno de ellos, son prinos
entre si.

Puest6 que siendo, mz, igual a Ab y a Ba, los cocientes de di-
vidir por A y B, son respectivamente & y @, que son niimeros
primos entre si,

Miinimo edmiun miultiplo de varies nimeros

o~

15]!{' El mitnimo conuin multiplo devf;;s nimeros no se al-
tera, sustituvendo dos de ellos por su minimo comiin mal-
tiplo.

Sean los mimeros A, B, C, D, ¥ m, el minimo comtin miltiplo
de dos de ellos, A y B; decimos que el minimo comiin muiltiplo
de A, B, C, D, es el mismo que el de, 2, C, D, Por ser m, el mi.
nimo comin miltiplo de A y B, todos los miltiplos comunes de
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estos nimeros serdn maltiplos de m (114); luego todos los multi-
plos.comunes de A, B,-C, D, lo serdn de m, C, D. Reciproca-
mente, todos los miultiplos de 2z, son miultiplos comunes de A y
B; y por consiguiente, todos los miltiplos comunes de m, C, D,
lo son de A, B, C, D, segtin lo cual las dos lineas de numeros;

A B € Db,

71| Cc . b,

tienen los mismos miultiplos comunes y en particular, el mismo
minimo comun miltiplo,

152. Del teorema anterior se deduce la siguiente:

Recra. [Para hallar el minino comun miltiplo de varios nivmeros
se halla el de dos de ellos, después el del minimo eonvitn midtiplo hallado
o otro de los mineros, continuando asi hasta operar con el @ltimo.g

La operacion se puede indicar del modo siguiente:

A B 'E€E D
ar:- (& D)
S—

m’ D
n'

m,eselm.e.m.de Ay B;m elde m yC,ym"elde m"y D,y
por consiguiente el de A, B, C, D.

Ejempro, Hallar el minimo comin multiplo de 114, 154, 170
y 193,

El méximo comin divisor de 114 y 154 es 2, y el cociente de
dividir 154 por 2, es 77; lnego el minimo comtin miltiplo de 114 y
154 es: 114 X 77 = 8778. Seglin la notacion anterior,

m = 8778.

El m. ¢. d. de 170 y 8778 es 2, y el cociente de dividir 170 por 2,
es 85; luego el mie, m, de 170 y 8778 serd: B778 x 85 = 746130, si-
guiendo la notacién de arriba,

' m’ = T46130.

Elm. e. d. de 195 y 746130 es 15, €l cociente de dividir 195 por 15,
es 13; el m. ¢. m. serd, pues,

746130 X413 =9699690, o sea, m"=9699690.

163. TeoremA.. Thdos los multiplos comunes de warios nimeros son’

miadliplos de sw minimo comin maltiplo y reciprocamente.
La demostracién no es mds que la repeticion de los razona-
mientos hechos en el niimero 142,
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154. {'rl:sonmm‘ Si varios niineros se multiplican o dividen
por otro,su minimo comiin multiplo quedu multiplicado o di-
vidido por este otro,

Se demuestra como su andloge del mdximo comiin divisor
(140).

TeEOREMA. Si se divide por varios niimeros el mininio co-
mun multiplo de todos ellos, los cocientes oblenidos serdn
Prinos enlre si.

Sean los nimeros A, B, C y D; w2 su m. ¢. m y llamando a,
b, ¢, y d, respectivamente a los cocientes de dividir mz, por A,
B, C y D, podremos escribir: 7.

m=Aa=Bb=Cc=Dd

Silos niimeros a, b, ¢y d, no fuesen primos entre si, tendrian
un divisor comiin que designariamos por » y dividiendo los mi-
meros anteriores por €l, se verificaria:

m a b ¢ d
—=A.—=B.—=C.—=D, —
”n »n i n "

es decir que se tendria la siguiente igualdad:+
min=A=B=C=D
que prueba que 2 no seria el . ¢. m., lo cual es contrario a la
hipé6tesis,
V. Teoriadelos nimeros primos
Teoremas sobre los niimeros primos

155. Todo nuimero es divisible por si mismo y por la unidad;
niimero primo es el que no tiene otros divisores; los niimeros 2,
3, 7, son niimeros primos.

Si un niimero primo no es divisor de otro cualquiera, es pri-
mo con él: porque los dos tnicos divisores comunes que podrian
tener son la unidad y el niimero primo, ¥ este Gltimo por hip6-
tesis, no es divisor comtin,

Los nimeros primos son primos entre si dos a dos: pero evi-
dentemente la reciproca no es cierta, Por ejemplo, 8 y 9, son
primos entre si y no lo son separadamente.

156. Todo miimero que no es primo admite un divisor
primo. 1

Sea N, un mimero que no es primo, admitird un divisor, N’,
por ejemplo, y tendremos, designando por, ¢, €l cociente de N
por N', N=N'X ¢. Si N’ es un nimero primo, el teorema estd

G
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demostrado: si no lo es, admitird un divisor; sea N, este divisor
y q’, €l cociente que se obtiene, de donde; N’ =N"X ¢’; si N,
es niimero primo, el teorema estd demostrado, porque, N” es
divisor también de N. por ser este nimero multiplo de N”. Si N",
no es primo, admitird un divisor N, que también serd divisor
de N; pero los divisores obtenidos van disminuyendo, y como
su niimero no es ilimitado, porque todos son enteros mayores
gue la unidad, se llegard necesariamente a un nimero primo,
que sera divisor de N.

157. Dos niimeros que no son primos entre st, admiten un
Sactoy primo comun.

Porque si no son primos entre si, su #2. c. d. es distinto de la
unidad, y es un nimero primo, 0 admite un factor primo (156).

158. La serie de niimervos primos es ilimilada.

Admitamos que no lo sea y que p, sea el mayor de todos los
niimeros primos.

Si formamos el producto de todos los niimeros primos hasta
P, tendremos:

P2 B B e =

Si afiadimos a este niimero una unidad, se tendra:
1.2.3.5.7.11...p+1=N+1

Si el ntimero, N 41, es primo, el teorema estd demostrado,
porque, N+1=>p; si N+1 no es primo, admitir4 un factor
primo, que no puede ser ninguno de los nimeros primos, hasta
p inclusive, porque si lo fuera, la diferencia,

N4+1)—N

gue es 1, admitiria también dicho factor (108). Entonces el fac-
tor primo de N -1 tiene que ser mayor que p, y por consiguien-
te, no es p el mayor de todos los nimeros primos,

159. Para formar una tabla de ntimeros primos, comprendi-
dos entre 1 y un limite dado, 100 por ejemplo, se escriben los
ntimeros por su orden natural hasta el limite dado.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 _40 11 12 13 M 15
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 3 36 37 38 39 40 41 42 43 4 B
A6 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
GL 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 T
76 77 78 79 80 81 82 83 84 8 86 87 88 89 90
9] 92 93 94 95 9% 97 98 99 100.




Los nimeros 1 y 2 evidentemente son primos.

Se tachan los nimeros de dos en dos, a partir del 2, y todos
los ntmeros tachados serdn miiltiplos de 2: luego no serdn
primaos,

El primer nimero »o tachado es 3, que serd numero primo,
porque no es divisible por 2, iinico nimero inferior a él ademas
de la unidad.

Se tachan en seguida, contdndolos de fres en tves, a partir del
3, v los nimeros tachados serdn miultiplos de 3.

El primer nimero que queda sin tachar es 5; luego serd pri-
mo, porque no admite los factores primos inferiores a él, que
son 2y 3.

Se tachan ahora, contdndolos de cinco en cinco, a partir del
5, y los niimeros tachados serdn miltiplos de 5. El primer nt-
mero no tachado es 7, que por consiguiente serd niimero primo.

A partir del 7, se cuentan de siete en Siete, y los nlimeros ta-
chados serdn miltiplos de 7.

Se continuard del mismo modo hasta que solo queden nimeros
primos en la tabla,

Se puede observar que cuando tachamos los miiltiplos de 3,
ya estaban tachados los que a la vez son miiltiplos de 2, cuando
se tachan los miiltiplos de 5, estdn ya tachados los que han sido
multiplos de 2 y 3; cuando se tachan los multiplos de 7, ya estdn
tachados los que a la vez lo son de 2,36 5, y asi de los demads.

Decimos: que cuando se tachan los mitltiplos de un nime-
ro primo cualquiera, el primero, que no estaba tachado antes,
es el cuadrado del nilmero primo.

Supongamos, para fijar ideas, que se trata del 13; los multi-
plos de 13, inferiores a 18 X 13, admiten un factor inferior a 13;
entonces, o ese factor es primo o admite un factor primo, que
también serd inferior a 13; luego en ambos casos se habra tacha-
do antes el muiltiplo de que se trata.

Sila tabla de nimeros primos no ha de llegar mas que hasta
100, el dltimo nimero primo cuyos multiplos se tachan es 7,
porque el cuadrado 11 es 121 (1).

160. Si se tiene una tabla de ntimeros primos (2), se averigua

(1) En la prctica dela formacidn de una tabla ds nameros primos, solo se-eseriben loa
imparesy el 2, pera los teoremas anteriores se demnestran mis sencillaments escrilifendo todos
los nimaros, '

(2) En las tablas de logaritmos de Sanchoz Ramos, cuarta edicion, hay ona tabla, la
XXIV, de los namorcs primos infariores a GUGH.
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inmediatamente si un nimero dado, inferior al mayor de la ta-
bla, es primo; pero si se trata de un nimero a que no alcance la
tabla, se necesita efectuar algunas operaciones, fundadas en el
siguiente:

161. Trorema. Zodo nitmero, que no es divisible por nin-
Ziin nikmero primo cuyo cuadvado no le exceda, es nuMero
primo,

Sea el nimero N, que no es divisible por ninglin nimero pri-
mo cuyo cuadrado no le exceda, y admitamos que es divisible
por un nimero primo, p, cuyo cuadrado, p X p=> N, tendremos:
N = p X g, siendo ¢, un cociente €ntero, pero menor que p; lue-
oo evidentemente,

N>gX4q.

es decir, que N es mayor que el cuadrado de ¢, luego N admiti-
r4 un factor primo igual o menor que ¢, lo cual es contra la hi-
potesis.

Entonces no podemos admitir que N tenga un divisor primo
cuyo cuadrado le exceda, y por consiguiente serd niimero primo.

162. Hscorio. Se conoce que se llega a un nimero primo
cuyo cuadrado excede a N, en que cuando esto sucede el cocien-
te es menor que el divisor.

163, TEeOREMA. Si um nirmervo primo divide a un produclo
de vavios factores, divide, cuando nenos, a uno de ellos.

1.° Supongamos que los factores son dos,a v b, yseap, el
nimero primo que divide a su producto ab. Sip divide a a, el
teorema es cierto, y si no divide al factor @, es primo con €l
luego dividird a b (136).

2.9 Supongamos que los factores son varios a,0,¢y d,yseap
el nimero primo que divide al producto, abed: este producto se
puede considerar compuesto de los factores, a y bed, v escribir-
se asi: @ (bed); si p divide a a, el teorema estd demostrado; si
no, es primo con €l y dividird a bed (136); el producto bed se
puede escribir asi b (ed); si p divide a b, el teorema estd demos-
trado; si no, es primo con b y dividird al producto, ¢d,; luego di-
vidird a uno, cuando menos, de su factores (1.9)

164, Cororario 1.° Siun nitmero primo divide a una po-
lencia de otro uniniero, divide también al nimero.

Sea 5 un divisor de 304, serd divisor del producto
30 3 30 % 30 X 30, que es igual a 304 luego dividird a cualguiera
de los factores.




CoroLArI0 2.° St dos numneros son primos entre si, sus po-.

tencias también lo son.

Sean 8 y 15 dos niimeros primos entre si; dos potencias suyas
8¢ y 15% por ejemplo, serdn niimeros primos entre si, porque si
admitieran un divisor primo (163), tambifn seria divisor de 8y
15 (1.9

165. TEOREMA. Si un miimero es primo con cada uno de los
factoves de un producto, es primo con el producto, reciproca-
mente: st un niimnero es primo con un producto, es primo con

cada :mo de sus rcs

Sea R = abc y%{ nimero primo con cada uno de los facto-
res a, b, ¢, del producto, decimos que serd primo con ﬁ En
efecto; si ﬂyzadmme:an un divisor primo comtn (157), este
divisor lo seria también de uno, cuando menos, de los factores
a, b, c (163710 que es contra la hipétesis

Reciprocamente, si #es primo con A, lo serd con sus facto-
res, a, b, cq);z;rque si uno de ellos, a, por ejemplo, admitiera un
factor primo comun conﬂ,.ﬁ? que es un multiplo de a, también
le admitiria,(108), contra 14 hipdtesis,

166. TrEorEMA. Si un numero es divisible por parios pri-
mos entre si dos a dos, es divisible por su producto.

Sea N un ntimero divisible por a, b y ¢, que suponemos son
numeros primos entre si dos a dos. Efectuemos la divisién de N
por a, y sea g el cociente, tendremos: =

N =agq,

N es divisible por &:luego su igual, el producto ag, también
debe serlo; pero & es primo con a, entonces serd divisor de ¢
(136), y llamando ¢ al cociente de 1a division, se tendrd: g = bg’,
y sustituyendo en la igualdad anterior este valor de ¢, se
tiene:

N = abg’.
N es divisible por ¢, suigualdad abg’ también lo serd, peroa y
b son primos con ¢; luego su producto, ab, es primo con ¢ (165),
entonces ¢ es divisor de ¢’ (136), y llamando ¢* al cociente, se ten-
drd ¢’ = ¢q', y sustituyendo ¢’ por su valor en la anterior igual-
dad, resulta:

N =abeq’, >
que demuestra el teorema.

167. CoroLARI0. Si un nitmero es divisible por varios n-

ineros primos, es divisible por su producto.

~
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~ Porque los niimeros primos son primos entre si dos a dos. Un
niimero divisible por 2 y por 3 1o es por 6. En virtud de esto, un
numero es divisible por 6 cuando es par v la suina de sus ci-
fras es un mulliplo de 3.

Descomposicion de un niimero

en factores primos

/‘%y 168. TeorEmA. Todo numevo gue 10 es prinio, es un pro-

ducto de factores primos.

Sea N. un ndmero que no es primo, admitird un divisor primo
(156); si designamos por a el divisor primo y por N’ el cociente,
tendremos: N =aN’, 5i N’ es primo, el teorema estd demostra-
do; si no lo es, admitird un divisor primo; designando por & el
divisor primo y por N el cociente, se tendrd: N’ = &N"; sustitu-
vendo el valor de N’ en la anterior igualdad, resulta, N = abN";
si N” es primo, el teorema estd demostrado; si no lo es, admitira

“un divisor primo, ¢, quedarad un cociente, N, de donde, N* = ¢N",

y sustituyendo en la anterior igualdad N =abeN", Si N" es pri-
mo, el teorema estd demostrado, si no lo es, admitird un divisor
primo y continuaremos las operaciones del mismo modo hasta
llegar a un cociente primo. Esto tiene que suceder necesariamen-
te, porque los cocientes, N, N*, N“... son enteros y van disminu-
yendo.

169. Nada de lo dicho en el teorema anterior indica que entre
los factores primos del nimero N no puedan algunos ser iguales.

Asi, 530=2.2.3.3.3.5, que se puede escribir de un modo
mas sencillo, porque 2.2 =22 y 3 .3 .3=33% de modo que
540 =223 315,

Descomiponer un nimero en sus factores primos es hallar
un producto de nibmeros primos que sea igual al numero
dado.

170. TeoreEma. Un miimero cualquiera no admite mds que
una descomposicidin en fauctores primos.

Supongamos que el nimero, N, admita dos descomposiciones
en factores primos y se tenga a la vez, N = abcc{ y N=a'b'c'd¢.
Por ser el mismo el primer miembro de estas igualdades, los se-
gundos miembros serdn iguales, de modo que:

abed=a’bic'd e

a es un factor del primer miembro, luego debe dividir también
al segundo; pero siendo @ un nimero primo, debe dividir a uno

<>
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de los faclores del segundo miembro (163), y como estos son

también niimeros primos, cada uno no es divisible mds que por

si mismo; luego @ debe ser igual a uno de los factores del se-

gundo miembro. Supongamos a=a’, y dividamos el primer

miembro, por a y el segundo por a’ (99), y resultard la igualdad,
bed =b'c’'d'e’.

Se puede repetir el razonamiento anterior para el factor b, y
se hallard b =10’. Después para ¢, y hallaremos ¢ =c¢’ y sucesi-
vamente d =d’, 1 =¢&’.

Si en el primer miembro estuviese repetido algin factor, su
igual en el segundo miembro estaria repetido las mismas veces,
porque en el razonamiento que hemos hecho para demostrar el
teorema no excluye el caso de que a y b, por ejemplo, sean igua-
les entre si, en cuyo caso también lo serdn a’, y 0".

De suerte, que dos productos de factores prinios iguales a
un numero dado, tienen iguales factores y repetidos las mis-
mas veces, es decix, que son idénticos.

171. ‘Apliquemos ya los teoremas anteriores a la descomposi-
cion de un nimero en factores primos.

Sea el ntimero 3300,

Por ser un nimero terminado en cero, es divisible por 2 y se
tendra:

3300 = 2. 1650.
1 e

Si el cociente 1650 fuese el nlimero primo, estaria hecha la des-
composicién; pero como no lo es, le dividiremos por su factor
primo, 2, y resulta,

16560 = 2. 825, ’
y sustituyendo en la igualdad anterior el valor de 1650,

3300 =2.2.85.

El niimero 825 admite el factor 3, porque"iz\ suma de sus cilras
es 15, o sea un multiplo de 3, y tendremos:

826 =3.275,
cuyo valor sustituido en la anterior igualdad da
3300 =2, 2 3 275.
A su vez, 275, es divisible por 5; porque termina en 5, de

donde:
275 ="5.55,
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¥ poniendo este valor de 275 en la anterior igualdad,

3300=2.2.3.5.55, -

95 es divisible por 5, y el cociente 11 es ya nimero primo.

sustituyendo en el valor anterior de 3300 se tiene finalmente:
3200=2 235, b1l

Como los factores 2 y 5 estdn repetidos, se puede escribir m4s =
sencillamente,

3300=202. 3,52, 11,

Debemos advertir que como un niimero no admite dos des- |
composiciones distintas en factores primos, se puede proceder
dividiendo el nimero y los cocientes que resultan por cualquie-
ra de sus factores primos, pero lo més f4cil y cémodo es dividir .
siempre por el menor factor primo (1). De lo expuesto se deduce *
la siguiente:

Recrna, Para hallar los factores primos de un nitnero se
le divide por su menor factor primo, distinio de 1; el cociente
que vesulte de esta divisidn, se divide por su menor factor
primo, y se contimia opervando del mismo modo con los co-
cientes sucesivos hasta llegar al cociente 1. El producto de
todos los divisorves empleados serd igual al nibnero dado.

3300 | 2 ) '
1650‘2
8% | 3
2?5‘5
55 | &
11 | 11 /
1 = !

La operacion se dispone como se indica arriba, escribiendo

(1) Enlos ejemplos yue se ponen en las cluses; los niimoros suelen tener divisores primog
ficiles de obtener; pero cnando no admiten los divisores primog 2, 8,5 ¥ 11, la operacion es
larga si no se dispone de tablas donde estén hechas las operaciones, o indicado el menor divi- |
sor primo, Las tablas de Burckhardf tienen los niimeros primos y divisores de todes los niime- |
ros del 1.° 2.9y 3.or millon. Estas tablas han sido continuadas por Glaisher y por Duse: el
primaro halld los niimeros primos y divisores de los 4.°, £.° ¥ 6.2 millén, 3 | segundo los do los -
7.9, 8.° ¥ 9.2 millon.
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los cocientes debajo de los dividendos, y los divisores a la dere-
cha de sus dividendos, de los cuales estdn separados por una
raya vertical.

En las divisiones, cuando los divisores son muy pequefios, se
emplea la nomenclatura de los niimeros partitivos. Asi, se dice
la mitad de 3 es 1, 1a mitad de 13 es 6, la mitad de 10 es 5y la de
0 es 0.

A72. Cuando un niimero es potencia de cierto grado de otro
wiimero, los exponentes de sus factores primos son los maulli-
plos del exponente que indica el grado de la potencia,

Sea el nuimero N = 3300%, siendo 3300 =2?,3.5%. 11, se ten-
dra:

N =—{(22.3 . 5%},
y aplicando al segundo miembro la regla de la potencia de un
producto (75), _
N'= 22338 GF8 113

173. ReciprocAMENTE. Si los exponenies de los factorves
primos de un niumero admiten un divisor comun, el nimero
es una potencia cuyo exponente es igual al divisor conin,

Sea N =28.3.58. 113, cuyos exponentes admiten el factor co-
mun 3, se tendra:

N=28=-331_5k -8 113,
cuyo segundo miembro proviene de elevar al cubo 2*.3,5%, 11
(75), entonces se tendra:

N=(2.3.5.11)5,

Como consecuencia de esto, resulta: que la condicién necesa-
ria y suficiente para que un ntimero sea cuadrado perfecto es
que los exponentes de sus factores primos sean pares; y para
que sea cubo perfecto, que sean multiplos de fres.

Formaciéon de todos los divisores de un ntumero

174. Teorema Para gque un nutmero sea divisible por otro
se necesita y basta que el dividendo contenga todos los facto-
ves primos del divisor con un exponente, cuando menos, igual
al que tienen en el divisor.

Sea N un miiltiplo de N' y ¢ el cociente de la divisi6n, se ten-
drd;
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Esta igualdad exige que todos los factores primos del segun-
do miembro entren con iguales exponentes en el primero (170);
luego los factores primos no comunes a N' y g, tendrdn en estos
nuameros el mismo exponente que en-N: y los factores primos
comunes a N' y g, tendrdn en g, un exponente igual a la diferen-
cia de los que tengan en N y N’ (103), de lo cual se deduce, que
todos los factores primos de N’, los contiene N, con un expo-
nente ignal o mayor que en N,

EjempPro: Sea N=24,32.5.7.11, N' =23, 32, 11,

El cociente se obtiene dividiendo sucesivamente por los facto-
res del divisor (102), aplicando a cada uno la regla de divisién
de potencias (103), y se hallara:

Gi="2D0 75

175. El teorema que acabamos de demostrar se aplica a la
determinacion de todos los divisores de un ntimero dado.
Sea el nimero,
360= 23 .32 5

Este niimero no admite otros divisores primos que 2,3 y b, con
exponentes, a lo sumo, iguales a 3, 2 y 1, respectivamente; lue-
go si formamos las lineas,

1 2 22 O3
1 3 32
1. B

o bien,
I 2°4 8
1 3 9
1085

v multiplicamos los niimeros de la primera linea por los de la
segunda, como si fueran términos de dos sumas, y los productos
que nos resulten por los de la tercera, todos los nimeros obte-
nidos serdn divisores del nimero 360.
El primero de estos productos es la unidad, y el tdltimo serd
8.9.5, que es igual a 360.
La operacién se dispone en un cuadro del modo siguiente:
; 1 o4 8
3 6 12 24
9 18 36 72

5 10 20 40
5 30 60 120
5 90 180 360




Composicion del maximo comniun
divisor y del minimo comuan miualtiple
por los factores primos

176. E!l mdximo comun divisor de dos o mds mitmeros es el
producto de los factores primos comunes, afectados de los
menores exponentes.

El producto de los factores primos comunes afectados de los
menores exponentes es divisor de los nimeros propuestos (174),
porque sélo contiene los factores comunes con un exponente, a
lo mas, igual al que tienen en dichos nimeros. Es el mayor de
todos los divisores comunes, porque si tuviese algun factor no
comiin a todos los niimeros, dejaria de ser divisor de todos; y
si alguno de los factores comunes no estuviese afectado del
menor exponente, también dejaria de ser divisor comun.

EjempLo: Sean los nimeros

360 —2%, 3%, 5:420=2%.8.5.7,1980=22.32,5 11,

El m. c. d, serd 22,3, 5=060; porque los factores comunes son
2, 3y5, ylos menores exponentes de que estdn afectados son
25 (i T

117. El minimo comuin nuiltiplo de dos o mds nineros es
el producto de todos sus factoves primos, afectados de los ma-

yores exponentes.

El producto de todos los factores prlmos afectados de los ma-
yores exponentes es miiltiplo de los niimeros propuestos (174),
porque contiene todos sus factores primos con un exponente,
cuando menos, igual al que tienen en los niimeros. Es el menor
de todos los muiltiplos comunes, porque para ser multiplo no se
le puede quitar ningtin factor, ni rebajar ningilin exponente.

Ejemrro: Sean los nimeros

360=28 /32 b 490—23 3.5, 71980 =28 . 3* 5,11,

El m.jc. m, serd 28.32.5_7.,11 —"7720 porque contiene todos
los factores de los nimeros dados, con los mayores exponentes
de que estan afectados (1).

(1) El métode de hallar el méximo comin divisor y el minimo comin maltiplo por los fae-
tores primos o8 muy expedito cuando los factores son pequedios; pero en el caso contrario, ha-
et que racurrir on el . o d. al método expuesto en los nfimeros 127 y siguientes yenel nw
5 i al expuesto en los nlimeros. 143 y siguientes.

Para rosolvor este problomn sirven Ins tablas citadas en la nots del nim, 171. Para niimeros
infariores & §338 sirve la pegneiia tabla XXTIT de las Tablas de logaritmos ds Sanchez Ramos:
Contiena la citada tabla los nimeros compuestos hasta 83567, no divisibles por 2, 3, b u 11, con
indicacion, para cada nimero, de su menor factor primo,







LIBRO II

L.os nimeros fraccionarios

CAPITULO 1

LA NUMERACION, PROPIEDADES Y TRANSFORMACIONES
DE LOS FRACCIONARIOS

1. La numeracién de los fraccionarios

178. Hemos dicho (8) que cuando se trata de medir una canti-
dad por medio de otra de su misma naturaleza que se toma por
unidad, puede suceder que la cantidad no contenga exactamen-
te a la unidad, pero si a una parte alicuota suya, y el numero
que entonces resulta es fraccionario.

VNiimero fraccionario esypues, un conjunto de partes igua-
les de la unidad.)JCada una de las partes iguales de la unidad
se llama unidad fraccionaria. Las unidades fraccionarias reci-
ben los nombres de medios, tercios, cuarios, quintos, sextos,
séptimos, octavos, novenos y décimos, seglin que resulten de
dividir 1a unidad entera en 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 partes respec-
tivamente/ Pero en general, se designa la unidad fraccionaria
enunciando el nimero de partes en qug, se v1g§ la, unidad en-
tera y afiadiendo la terminacién aves. §1—vcuan idad-se
divide en-27 partes;-se-llaman veintisiete G00s.

LEI ntimero fraccionario se suele llamar también fraccidn y
quebmdo}([)e la definicién de ntmero fraccionario se deduce,
que para su expresion se necesitan dos nliimeros; uno, que se
llama nwumerador, indica cudntas unidades fraccionarias le
forman, y otro, que se llama denominador, indica en cudntas
partes se divide la unidad.

(El numerador y denominador se suelen llamar términos del
quebrado/

Para escribir un niimero fraccionario se escribe el numerador




— e

y debajo el denominador, separdndolos por una raya horizontal.

| 12

{'Asi. — es un quebrado, formado, por 12 unidades iguales a un e
17 -

diesz v siete avo cada una.
( Para leer un quebrado, se lee el numerador v después el de-

12 .. * .
x = . ; Wy L Se frada st 4,
nominador, anadiendo la terminacién avos. Asi, —, séh]ee, doce

17
dies y siele avos. Si el denominador es menor que 10, se lee €l

3
numerador y después el denominador como partitivo. Asi —, se J
i

lee tres cuartos.

179. Si el denominador de un quebrado es la unidad, l1a unidad
fraccionaria es igual a la unidad entera; luego el valor del que-
brado es igual al numerador,

= R
Asi—, - son quebrados iguales a 3 y a b unidades respecti-
1
vamente.

Luego: todo miumero entero se puede considerar o escribir
como un fraccionario, cuyo numeradoy es el entero v cuvo de-
nominador es la unidad.

180. Si con un mismo denominador formamos una serie de
quebrados, de numeradores crecientes, por ejemplo:

GRS e S

g @ 3. gliz et
es evidente que el valor de la unidad fraccionaria se conserva

1
constantemente igual a g, pero que el ntimero de unidades frac-

cionarias crece con los numeradores, y que, por consiguiente,
los quebrados anteriores forman una :serie creciente. Luego; -
cuando se conserva constante el denominador, los quebrados |
awmentan, o disminuyen, cuando aumenta o disminuye sy
numerador. -

Si con un mismo numerador formamos una setie de quebrados
de denominadores crecientes, por ejemplo: |

38 338 g3 g |
1 1 2 1 3 ¥ 4 1 5 L) (_" 1 7 el
es evidente que aumentando el niimero de partes en que se di-




vide la unidad, el valor de cada parte disminuye; pero la serie
anterior estd formada con quebrados que, por tener el mismo
numerador, cada uno comprende tres unidades fraccionarias,
cuyo valor va disminuyendo; luego forman una serie decrecien-
te. Entonces, cuando se conserva constante el numerador, los
quebrados disminuyen, o aumentan, cuando aumenia o dis-
nunuye el denominador,

Si el numervador y denominador son iguales, el quebrado
es igual a la unidad.

Si el nuumeradoy es mayor que el denominador, el quebrado
es mayor que la unidad, y si el numerador es menor que el
denominador, el quebrado es menoy que la unidad.

Estas propiedades son consecuencia inmediata de la definicién
de quebrado y de lo demostrado anteriormente.

Se suele llamar quebrado propio, o fraccién pura, al que es
menor que la unidad, y quebrados tmpropios a los demas.

1I. Las propiedades y transformaciones

de los numeros fraccionarios

181, Si se multiplica el numevadoy de un quebrado por un
nitmero entero o se divide por uno de sus factores, el quebra-
do queda multiplicado o dividido por dicho nitmero.

8
1.° Sea el quebrado, 1—: si multiplicamos su numerador por 4,
2
! 84
se formar4 el quebrado, ——: como el valor de la unidad frac-
12

cionaria contintia siendo —, y el niimero de unidades fracciona-
12
rias es cuatro veces mayor, el quebrado se habra hecho cuatro
veces mayor o habrd quedado multiplicado por 4.
90 8idividimos el numerador por su factor 4, se formard el
1

§:4
quebrado, —E-. El valor de la unidad fraccionaria es 1—-), como en
ll U

=

el quebrado primitivo; pero ahora el niimero de unidades frac-
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cionarias es cuatro veces menor, luego el quebrado se habra
hecho cuatro veces menor o habrd quedado dividido por 4.

1B2. Si se multiplica el denominador de un quebrado por
un neimevo entero o se divide por uno de sus factores, el que-
brado queda dividido o multiplicado por dicho nitmero.

8
1.2 Sea el quebrado, TQ si multiplicamos su denominador por

i, 8
4, se feymard el quebrado, ———: ahora de las unidades fraccio-
3 124
1 -
narias, T se necesitan cuatro veces mds para formar una
2X A

1
unidad entera, que de las unidades fraccionarias, —; luego aqué-
12

llas son cuatro veces menores que éstas, y como los dos quebra-
8 8

0s, —y
1201234
des fraccionarias, el segundo serd cuatro veces menor que el pri-
mero, o serd igual al primero dividido per 4.
2. Si dividimos el denominador por su factor, 4, se formara

, estdn formados por el mismo niimero de unida-

el quebrado, ——, y como en este la unidad fraccionaria es
0

8
cuatro veces mayor que en 1—2, y en ambos quebrados hay el

8
mismo ntimero de unidades fraccionarias, el quebrado, S 1aT
12:4

& .

8 8
cuatro veces mayor que —2, 0 ser4 igual al producto de R por 4.
1z 12

183. Escorio 1.° Para multiplicar un quebrado por un en-
tero se multiplica el numerador por el entero, dejando el
mismo denominador: y si el enlevo es factor del denomina-
dor, se puede dividir el denominador por el entero, dejando '
el mismo nunieradoyr,

Para dividir un quebrado por un entero se multiplica el
denominadoy por el entero, dejando el mismo numerador, v !
si el entervo es factor del numerador, se puede dividir el nii-
merador por el entevo, dejando el mismo denominador.




S ppeyl

184. Escorio 2." Como easo particular conviene notar, que el pro-
ducto de un quebrado por su denoninador es igual @ su numerador.
Porque para hacer la multiplicacién, podemos dividir el denomi-
nador por sf mismo y quedard por denominador la unidad.

4 4 4

AST, —X9=—— |

9 Qliee )RS

185.  Si los dos términos deun quebrado se multiplican porun nimero

entero, o se dividen por un factor comin a ambos, el quebrado no varia,

1. Sea el quebrado, —: si multiplicamos por 4 el numerador,
12

84
se tendra: —2, que es cuatro veces mayor que el propuesto, y
1

multiplicando el denominador de este tiltimo por 4, se forma el
84 84

quebrado, ST que es cuatro veces menor que ———, y por
I 12

consiguiente serd igual a —
12

8
2.° Sidividimos el numerador del quebrado, = por 4, se ten-
1

8:4
drd: ——2—. que es cuatro veces menor que el propuesto, y divi-
1

8:4
diendo el denominador de éste por 4, resultara: T' que es
4

§:4
cuatro veces mayor que — 1_—, ¥y por consiguiente, serd igual
2

8
a—,

12 € tep . }

186." Todo mitmero entero se puede poner bajo la forma de una frac-
cidn de denominador dado,

Sea un niimero cualquiera 8, por ejemplo, el que se quiere
reducir a la forma fraceionaria de un denominador dado, 5, por
ejemplo:

A todo niimero entero, se le puede suponer por denominador
la unidad (179); luego tendremos:




N

8
pero si multiplicamos por 5 los dos términos del quebrado, —, el
1

quebrado no varia (185); luego:

S Bl 855
— —=_— objen, 8= ;
1 5 3

187. {Se llama n2intero mixto un nimero compuesto de un en-
tero y una fraccién menor que la unidad,

5
Asi: 12+ —, es un nimero mixto. Generalmente se suprime

Fi
5
el signo -+ y sélo se escribe, 12—,
7

Una expresion compuesia de un entero ¥ una fraccion se
puede transformay en un quebrado equivalente; pava eslo se
multiplica el entero por el denominador de la Sfraccién y al
producto se aitade el numerador, poniendo el vesultado por
numerador v dejando por denominador el mismo de la frac-
cion.

1950

-

)

|uego el nimero de séplinios contenidos en el entero, es 12X 7,
y como en el mixto hay ademds otros 5 séptimos, el numero to-
tal de séptimos sera: 12X 745, y tendremos:

b 12x7-+5 89

5
Sea: 12 ; El entero, 12, reducido a séptimos, €5, (187);

2

7 7

188.7 Para reducir un quebvado mayor que la unidad a ni-
mevo mixto, se divide el numerador por el denominador: el
cociente serd la parte entera,y la fraccion serd, un quebra-
do, cuyo numerador es el restoy el denominador el divisord

89
Sea el quebrado, —. Como cada unidad contiene T séplimos,
7

89
el mimero de unidades contenidas en —, es igual al nimero de
7

veces que 89 séptimos contiene a 7 séptimos, o sea el nimero de
veces que 89 contiene a 7. Dividiendo 89 por 7 se halla el cociente
12 y el resto 5; luego 89 séptimos contiene 12 veces a 7 séptimos, ¥




e
quedan ademds otros 5 séptimos; entonces, 89 séptimos es ignal
a 12 unidades y 5 séptimos, se tendra, pues:

%
~3| o

Si el cociente del numerador por €l denominador fuese exac-
to, el quebrado seria igual a un nimero entero, De aqui se de-
duce que: para gue un quebrado sea equivalente a un nitmero
entero, se necesita que el numerador del quebrado sea divisi-
ble por el denominador

189. Sabemos, que si una divisién es inexacta, el dividendo
es igual al producto del divisor por el cociente m4s el residuo.
Ahora bien: si formamos un quebrado, cuyo numerador sea el
residuo y cuyo denominador sea el divisor, v le multiplicamos
por el divisor, dard de producto el residuo (184), que es su nu-
merador: luego este quebrado, unido al cociente entero, formard
un numero mixto que, multiplicado por el divisor reproducird
el dividendo,

En virtud de esto, sillamamos cociente completo de la divi-
sion al numero mixto tormado por el cociente entero yuna [rac-
ci6n, cuyo numerador sea el resto y el denominador el divisor,
podremos adoptar para definicién de la divisién la siguiente: d/-
visidn es una operacidn que tiene por objeto, dados un pro-
ducto y uno de los factores hallar el otro. Esta definicién gene-
ral sé6lo la pudimos aplicar al caso de la divisidn exacta (78) en la
teoria de los niimeros enteros. o M

190. Un quebrado cualquiera se puede considerar como un
cociente de su numerador por su denominador; porque si
multiplicamos el quebrado por el denominador, el producto es
el numerador,

Podremos, por consiguiente, considerar divisiones, en que el
dividendo sea menor que el divisor, y enunciar como propieda-
des de la division todas las propiedades de las fracciones, sin
mas que cambiar las palabras numerador, denominadoy y
quebrado, o fraccion en las de dividendo, divisor y cociente,

Por ejémplo: la propiedad, num. 181 serd: si se multiplica el
dividendo por un nimero entero o se divide por uno de sus
factores, el cociente queda multiplicado o dividido por dicho
nuero.




Simplificacién de las fracciones

191. Hemos visto (183), que una fraccién no varia si se multi-
plican sus dos términos por un mismo niimero, 0 se dividen por
un factor comtin a ambos; luego hay muchas fracciones iguales y
que tienen términos distintos, y por consiguiente podemos pro-
ponernos hallar cudl es, entre todas las fracciones iguales, la de
términos menores. :
/ La fraccién de términos menores entre todas las ignales s

llama fraccidn ?Trreduc-ibffe,’(la operacién de convertir una fraccién

en otra igual e irreducible se llama simplificacién de una fraccion,
192./ Si una fraceion tiene su nwmerador y denominador prinos en-
tre si, toda fraceion igual a ella tendrd sus términos equimiltiplos de los

de la primera (1), )

Sea la fraccién, —, cuyos términos son primos entre si, igual a
3

a
— Si multiplicamos ambas fracciones por b, los productos serdn

2Xb axXb axXb
(192), —'3— y ——— fracciones todavia iguales: pero, — = @,

2Xb
=g

i)

luego tendremos:

como el segundo miembro de esta igualdad es un niimero ente
ro, el primero también lo serd; luego el producto 23X serda di-
visible por 3; pero 2 y 3 son primos entre &i; luego b serd divisi-
ble por 3 (136), y llamando ¢ al cociente de la divisién tendre-
maos:

b=—3>c;
sustituyendo este valor de b en la igualdad anterior:
253 e
— —q. obien 2Xe=a,
3

luego los niimeros, « y b, son los productos de 2 y 3, por un mis.
mo nimero, ¢, 0 son equimiltiplos de 2 y 3.

1_1}‘{ Das niimeros son equimiltiplos de otros dos, cuando resultan de mulfiplicar fatos por un
mismo nimero, Asi, 24 y 23, son equimiltiplos de 8 y 11, porgna son respectivamente, 8 X 2
¥ 11 X 8.2

o i
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193,  Toda fraccion cuyos iérminos son primos entre si es irreducible,

Porque cualquiera otra igual a ella tendrd sus términos mayo-
res (192).

ReciPROCAMENTE: Los términos de una fraceidn irreductble son pri-
mos enlre si. Porque si no lo fueran, dividiéndolos por su maximo
comun divisor se obtendria otra fraccién irreducible igual a la
primera y de términos menores; luego la primera no seria irre-
ducible, lo que es contra la hipétesis.

1941° De lo expuesto en los nimeros anteriores se deduce: que
para simplificar wna fraceion basta hallar el mdximo comin divisor de
sus dos términos y dividirlos por él.

Porque siendo los cocientes que se obtienen primos entre si
(133), la fraccién que resulta serd irreducible,

1690
Ejempro: Simplificar la fraccion, 5 El . ¢. d. de sus dos
297
términos es 280, y los cocientes de dividir, 1890 y 2970 por 270,
son respectivamente, 7 y 11; luego tendremos:
1890 7
2970 11
J'I'umbi(':n se puede simplificar una fraccion dividiendo sus dos
tdrminos por los factores comunes que se aperciban a primera
vista,
1890
Asi:los términos de 1a fraccién —— tienenel factor comuin10: su-
2970
189

297

primiéndole, resultara: Los dos términos tienen todavia el

21
factor comun 9: suprimiéndole, queda, 3—3, v suprimiendo ahora

7
el factor comiin 3, resultard, —; luego tendremos:
11

1890 189 21 7

2970 297 33 11 3
Si no se viera, a primera vista, que la fraccion, -i. es irredu-

cible, hallariamos el m. ¢. d. de sus dos términos y dividiriamos
por €l para acabar la simplificacién.
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195. Para formar las fracciones iguales a una fraccién irre-
ducible dada, se multiplican sus dos términos por la serie natu:
ral de los nlimeros enteros.

Dos fracciones iyrreducibles iguales, tienen sus lérminos
iguales.

Porque los términos de cada una tienen que ser al mismo
tiempo miiltiplos y divisores de los de la otra (192).

Reduceion de fraceiones a un comnun

denominador

196. Reducir fracciones a un comun denominador, es
transformarlas en otras iguales v que tengan todas el misino
denominador.

Supondremos que las fracciones que se trata de reducir a un
comun denominador, son irreducibles; si no lo son, se comienza
por simplificarlas,

197, Como el denominador de una fraceién igual a otra irre-
ducible es multiplo del de ésta (192), el denominador comntn de
varias fracciones iguales a otras irreducibles deber ser nuilti-
plo de todos los denominadores de las fracciones irreducibles;
y para que los valores de las fracciones no se alteren, se tendra
que multiplicar el numerador y denominador de cada una por
el mismo niimero.

Si ademads queremos que el denominadoer comiin sea el menor
posible, deberd ser igual al minimo comin miltiple de los deno-
minadores de las fracciones irreducibles.

198. De estas consideraciones se deduce la siguiente:

Recra. Para reduciv al minimo denominador conitin va-
rias fracciones, después de simplificadas, se multiplican los
dos términos decada una por el cociente de dividir por su
denominador, el minimo comun nuiltiplo de los denomina-
dores.

EjempLo: Sean las fracciones irreducibles,

o) A B

8 1215 20 53
El minimo comin miltiplo de los denominadores se puede ha-
llar descomponiéndolos en factores simples y formando el pro-
ducto de las mayores potencias de todos los factores (177).
Pfocte soe. ¢ crn
N T P et B O
TS hvi_f- Clxs L% ¥x3 2¢

L 0, pgar - L 5.‘-_‘ 5 X -




| e
Asi; 8=2¢ Il et e i — i
HY=2 > BB =37
luego el minimo comin multiplo serd:
28 3¢ 3 % 5 X 7T=2520.
Dividiéndole por los denominadores, 8, 12, 15, 20 y 63, se hallan
los cocientes (100)

3 X 5X7 =315 2X3X5X7=210;
2 X BKT = 168;2 X 3 X 7 =126, y 22X 5=40

v multiplicando respectivamente por estos nimeros los dos tér-
minos de las fracciones propuestas se tendra:

5 5x315 1575 7  7X210 1470

8 8x315 2520 12 12x210 2520

S  BX168 1314 9  9x1% 1134

15 15X 168 2520 20 20x12% 92520 -
29 99% 40 1160

63 63X 40 2520

199, Otra regla para reducir fracciones a un comin denomi-
nador. Parva rveduciv varvias jfracciones a un comun denonii-
nador,se conienza por simplificarlas, si no son trrveducibles,
y se multiplican los dos términos de cada fraccién por el pro-
ducto de los denomminadores de las dema's.},x

Las fracciones que asi se formen serdn iguales a las propues-
tas, porque resultan de multiplicar los dos términos de cada una
por el producto de los denominadores de las demds, y tendrdn
todas por denominador comiin el producto de los denominado-
Tes:

_ Ejempro: Sean las fracciones irreducibles,

5 7 29
8 12 63

serdn iguales a las fracciones,
D XC12¢63 T8 X063 2930812
8Xx12x63" 12X8X63 63X8X12'
v efectuando las multiplicaciones, resultara:
3780 3528 2784

6018 6018~ 6048




CAPITULO 11
LAS FRACCIONES DECIMALES

rd
20(}.1r LLa unidad se puede dividir en 10, 100, 1000... partes igua-
les que reciben los nombres de décimas, centésimas, milésimas... To-
das ellas se llaman unidades ,ﬁ-m,.-cJ’urmlaaaf}fecinmles; siendo de pii-
mer orden las décimas; de segundo orden, 1as centésimas; de fercero,
las milésimas, etc. \Defé_gtas-d%'ﬁliciones se deduce/que una uni-
dad tiene 10 décimas; una décima, 10 centésimas; una centésimd,
10 milésimas, y en general juna unidad decimal ewalquiera vale 10
wnidades del orden siguiente.
wr dccom. Numeroidecimales wn-jiemend formaded por varias unidades 1 paries
~ decimales de ln unidad: 0 sdlo por unidades decimales. El nimero de-
cimal tiene menos de 10 unidades de cada orden, porque 10 uni-
dades de un orden forman una del orden inmediatamente mayor-
201. En los nimeros decimales se pueden considerar como
unidades principales las milésimas, 1as millonésimas, las milmillo-
nésimas, etc.
Para pasar de una unidad principal a la siguiente, se necesitan
tres 6rdenes de unidades decimales que expresan centenas, de-
cenas y unidades, de la unidad principal, asi:

las,
. déeimas, cenlésimuas, iy milésimas,
son, !
centenas, decenas y unidades de wilésimas;
las,
diexmilésimas, cien milésimas, y millonésimas,
son,

centenas  decenas i unidades de millonésimas.

En virtud de esto, se puede expresar ﬂ?‘ numero decimal, enunciando
primero su pavle enterd, sila tiene, yaspuds lo parte decimal, proce-
diendo por grupos de unidades prineipales, de superior a inferior.

{ g

.

“p
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Ejempro:
Expresar el nimero formado por:
seis unidades, parte entera;
¢inco déeimas,
ocho eenlésvmas, | grupo decimal. -
stete milésimas, h
Sera: Seis unidades y quinientas echenla y stete milésimas.
Si el grupo inferior de unidades decimales solo conliene cenlenas y de-
cenas de lo unidad principal, se enuneia como wn nimero de decenas y
unidades con la denonvinacion de su @ltima orden decimal,

EjEMPLO;
Expresar el nimero formado por:

=

Jeualro déeimas,

| einco milésimas,

" siele dieamilésimas,
ocho cienmilésimas,

} primer grupo decimal,

‘ segundo grupo decimal.

Serd: cuatrocientas ¢ineo milésimas y selenta y ocho clenntilésimas.

Si el wltimo grupo de wnidades decimales solo contiene centenas de la
unidad principal, se enuncia como wnidades de su ullimo orden dect-
mal.

EjempLO:
Expresar el nimero formado por:

lreinta y siele unidades,  parte enlera,

walro e 150 § 5
TS c.euz'u.zmas. primer grupo decimal,
stele milésimas,

tho dicxmilésimas, .
ocho diexmilésimas { segundo grupoe decimal,

cuatro eienmilésinas, |
nueve diexmillonésimas,  iercer grupo decimal.

Setd: treinta y siete unidades cuarenla y siete milésimas ochocientas
cuarenta millonésimas y nueve diexmillonésimas.

202, Para escribir los niimeros decimales se conviene en que
el primer lugar, a la derecha de las unidades, le ocupen las déci-
mas;: €l segundo, 1as centésimas: €l tereero, 1as milésimas; €l cuarto, 1as
diexmilésimas; y asi sucesivamente: para distinguir donde termi-
na la parte entera y comienza la decimal se separan las unida-
des de las décimas por una coma. Si el decimal no tiene parte
entera, se ocupa el lugar de las unidades con un cero. /
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Lot 1203, Para escribir un nimero decimal, cuvo enunciado o ex-

presién verbal se conoce, se escribe la parie entera o wn cero
St no la liene, después la coma, v a laderecha de ésta, el gru-
po correspondiente a las décimas, centésinas y milésimas; a
la derecha de éste, el corvrespondiente a las diezmilésimas,
crenmilésimas y millonésimas; y asi sucesivamente hasta lle-
gar al wltimo orden de unidades decimales

Eliiltimo grupo de unidades decimales, podrd ser de una o
dos cifras, lo cual se conocerd en el enunciado.

EjempLos:

1 Escribir el nimero cuarenta y una unidades quinientas
veintiocho milésimuas y veintisiele millonésimas.

Se escribird, primero, el nimero 41, que es la parte entera, a
su derecha una coma, luego 528, que es el grupo de milésimas,
y por ultimo, 027, que es el grupo de millonésimas, y se tendra:

41,528027.

2.° Escribir el nimero treinta y siete milésinias doscientas
cinco millonésimas y doce cienmillonésimas,

Como este nimero no tiene parte entera, se escribe un cero y
después la coma, a la derecha de ésta, 037, que es el grupo de las
milésimas, a la derecha de éste, 203, que es el grupo de las mi-
llonésimas y a la derecha de éste, 12, que es el grupo de las
cienmillonésimas, y resultara:

003720512

204, (Pm'a leer un wtniero decimal se lee primervo la parte
enlerva, si la tiene, después el grupo corvespondiente a las
milésimas, luego el de las millonésimas y asi sucesivamente
hasta el #ltimo grupof

EJEMPLOS: '

1. Leer el namero: 49,21531.

Serd: cuarenta y nueve unidades doscientas quince milést-
mas y treinta v una cienmilésimas.

2.° Leer el nlimero; 0,00002713.

Sera: veintisiete millonésimas ¥ trece cienmillonésimas.

205. Un himero decimal se puede enunciar como si fuese en-
tero, ddndole la denominacion correspondiente a su tltima cifra
decimal: en este caso, se escribe como si fuese entero v se se-
parvan, de su devecha, tantas cifras decimales, como corres-
pondan a la denominacion de la wlltima.
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EjenpLo:

Escribir el nimero: dos muillones cuatvociesnnlas quince mil
dies y siele diesmilésimas.

Se escribe el numero 2415017 v se separan cuatro decimales,
por expresar diezmilésimas la ultima; por consiguiente resul-
tara:

241,5017.

206. Un nimero decimal se puede leer como si fuese ente-
vo, ddndole la denominacion que corvesponda a su wllima ci-
fra decimal.

EJEMPLO;

Leer el nimero 0,0472161.

Por ser de diezmillonésimas la altima cifra leeremos: cualvo-
ctentas selenta v dos mil ciento sesenia y una diezsmillonési-
MaSs.

207. Otro modo hay de enunciar, escribir y leer los nimeros

decimales: para expresarlos verbalmente se enuncia la parte
entera y después la decimal, como si fuese entera, afadiendo la
denominacién correpondiente a su tultima cilra decimal; para
escribirlos, se escribe la parte entera, luego la coma y después
la decimal, haciendo que la ultima cifra ocupe el lugar que le
corresponde por la denominacion que se le da: para leerlos, se
hace lo mismo que para enunciarles.
1 208. Todo nitmero decimal es una fraccidn, cuyo denomni-
nador es la unidad seguida de tantos ceros como cifras deci-
males tienen el nitmero, vy cuvo numerador es el decimal sin
la coma. |

En efecto, sea el ntimero, 24.2307, Hemos visto que este nime-
ro se puede leer como un nimero entero dandole la denomina-
ci6n de su dltima cifra decimal, y sera: 242307 diesmnilésinmas;
luego esta lectura es la de un quebrado, cuyo numerador es
242307 y cuyo denominador es 10000, y tendremos:

24230

209. En virtud de esto, todas las propiedades de los quebra-
dos son aplicables a los niimeros decimales; por esta razon se
les llama también fracciones decimuales, v a las demds fraccio-
nes, para distinguirlas de éstas, fracciones ordinarias,
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Aunque podriamos dar a las fracciones decimales la forma de
fracciones ordinarias, les conservaremos la forma enlera y es-
tudiaremos algunas otras propiedades importantes que les co-
rresponden.

210. | Tlua fraceion decimal no cambia de valor cuando se anaden o
suprimen ceros de su derecha.|(1).

Sea el ntimero, 32,45. Afadiendo dos ceros a su derecha, ten-
dremos: 32,4500; que es igual al anterior, porque Se compone,
como el primero, de 32 unidades y 45 centésimas;fpues la parte
afiadida no tiene valor ningune, ni hacer variar el valor relativo
de las demds cifras)

Del mismo modo se demuestra que la fraccién decimal no va-
ria suprimiendo ceros de su derecha, §i_l_c_rs.tiene/'

211 /Si en una fraccion decimal se corve la eoma 1, 2, 3., lugares a
I derecha o a lo ixquierda, queda multiplicada o dividida por 10, 100,
1000..., es decir, queda multiplicada o dividida por la unidad seguida de
tantos ceros como lugares se ha corrido la coma.

Sea la fraccion, 385,2471. Si corremos la coma dos lugares a la
derecha, tendremos: 38524,71. La primera fraccién tiene 3852471
diexmilésimas, y 1a segunda, 3852471 centésimas, es decir, el mismo
niimero de unidades decimales, pero cien veces mayores; luego
serd cien veces mayor, o sea el producto de la primera por 100.

Se debe observar que el valor relativo de cada una de las ci-
fras se ha hecho cien veces mayor.

Si en la misma fraccién corremos la coma dos lugares a la
izquierda, se tendrd: 3,852471, es decir, 3852471 millonésimas, o
sea el mismo nimero de unidades decimales que primitivamen-
te, pero cien veces menores; luego la fraccion habrd quedado
dividida por 100.

Si no hubiese bastantes lugares a la derecha o a la izquierda
para correr la coma, se suplen con un nimero suficiente de ce-
ros. Asi:

32,25 ¢ 10000 = 322500
32,25 ¢+ 10000 = 0,003225.

De lo expuesto se deduce que: para multiplicar o dividir un -m?,?
mero decimal por la wnidad segiida de eevos, se corre la coma a la dere
cha o a la txquicerda tantos lugares como ceros siguen o la unidad.

(1) 'Es claro que tampoco varia sise afaden o quitan ceros de ladzguisrda de so parte en-
tera.

<»



<

— 101 —

CAPITULO III

REDUCCIGN DE LAS FRACCIONES ORDINARIAS
A DECIMALES Y VICEVERSA

T. Reduccién de las fracciones
ordinarias n decimales

212, Si queremos convertir una fraccién ordinaria irreduci-
ble en una fraccién decimal equivalente, el denominador de la
fracci6n decimal debe ser multiplo del denominador de la frac-
ci6n irreducible (192).

Como el denominador de la fraccién decimal es la unidad se-
guida de ceros (208), y la unidad seguida de ceros es una poten-
cia de 10, la podremos expresar en general por 10, siendo #n el
exponente de la potencia, igual al nimero de ceros que siguen
a la unidad,

a p
Sea, pues, ; una fraccion irreducicible y, _16_* la fracion deci-
f

mal equivalente, tendremos:
({4 x

b 10w
y muitiplicando las dos fracciones por 10n |
a 10 »
— =, (1)
b
De esta igualdad se deduce que: para converiir una Sfraccidn
lordinaria en decimal equivalente, se mulliplica el numera-
dor de la fraccion por la unidad seguida de lantos ceros como
cifras decimales se han de oblener; el producto se divide por
el denominador, y el cociente que resulte serd el numerador
de la fraccion decinial. Después, para obtener la fraccion de-
cimal, bastard separar de la devecha del cociente tanias ci-
Jfras decimales como ceros se asniadieron al numerador de la
Jraccion ordinarvia. ~
No se necesita afiadir los ceros al numerador de la fraccion
ordinaria al comenzar la divisién, sino que se obtendra el cocien-
te entero de la divisién de @ por b, y a la derecha de las unida-
des se colocar4 la coma, escribiendo después los cocientes que
se obtengan, afiadiendo un cero a cada uno de los restos hasta
terminar la operacién.
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13
Asi, para convertir en decimal la fraccién, —, tendremos:
16 -?
130 |16 '
9 e O
40 | 0,8125
80
0 |
|
42 <>

213  Siendo irreducible Ia fraccién, — a y b, son primos entre
b

si; luego para que el cociente indicado en el primer miembro de
la igualdad (1) sea un nimero entero, se necesita que 107 sea un
multiplo de & (136). Ahora, como 107 es igual a 2n X 5n ‘para
que una fraccidn irveducible se pueda convertir exactamente
en deciimal, % necesita que su denominador no conlenga mds
Jactores primos que 2y 5.

Si el denominador de la fraccién irreducible contiene algtn
factor primo distinto de 2 y 5, ninguna potencia de 10 podrd ser
divisible por el denominador (174), y la fraccién no se podra re-
ducir exactamente a decimal, En este caso se puede hallar el
valor de la fraccién con menor error de una unidad decimal
dada, continuando la divisidn hasta obtener en el cociente la cifra
de dicho orden,

EjempLo: Hallar con menor error de una diegmilésima el va-

2
lor de la fraccion, ;, tendremos:

50 | 7
10 e

30 |0,7142
20 |

6 '

| N ‘
El cociente, 0,7142, expresa con menos error de —, por de-
1

5

fecto, el valor de —; el niumero, 0,7142, expresard la [raccion
]

!

~1| o

1
10000 i

€on un error por exceso, menor que
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214, En toda divisién inexacta se puede obtener el cociente
con menor error de una unidad decimal dada, siguiendo el pro-
cedimiento que hemos expuesto en los parrafos anteriores. Por-
que el cociente se puede considerar como una fraccién cuyo nu-
merador es el dividendo y cuyo denominador es el divisor (189).

Se debe advertir, gue como el dividendo y el divisor pueden
no ser primos enive si, algunas veces se llegavd a coctenle
exacto aunque el divisor contenga facloves prinmos distintos
de 2 y 5. Para esto bastar4 evidentemente que dichos factores
primos sean también [actores del dividendo.

Ejenpro: Hallar el cociente de los niimeros 2583 y 72. Estos
nimeros son divisibles por 9 (121), y como el cociente de 72 en-
tre 9 es 8 y este 1ltimo niimero no tiene mas factor primo que
2, aproximando el cociente con decimales se llegard al resto
CETO0.

2583 '« ‘ 72
423 i1 S
630 35,875
540
260
o I

215. rSi el denominador de una fraccién ivveducible 1o con-

tieme mds factorves primos que, 2 y b, la fraccidn decimal

exacta a que se pugde veduciv tendrd tantas cifras decimales
como unidades el mayor de los exponentes de dichos facto-
ves,
21
Sea la fracci6n irreducible, — —— Multiplicando sus dos tér-
D
minos por 5, se tendrd:

21 21.58 5%
= = (,5%.
2055 21,5 1000
216.{Una fraceién decimal de ,i]ffniLadortn'ﬁmero de cifras es
periddica cuando a partir de cierto lugar un grupo de cifras se
repite en el mismo orden, periddica e indefinidamente: el grupo
de cifras repetidas se llama perfodo. Si el periodo comienza enla
primera decimal, la fraccién se llama periddica pura, y sl co-
mienza en otra cifra decimal cualquiera? periddica mixia: en
este tiltimo caso las cifras decimales anteriores al periodo se lla-
man parte irregular o no periddican

féjjf r"rﬁ

!
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La fraceién, 0,341341341..., es una fraccién periédica pura cuyo
periodo es 311.

La fraccidn, 4,172152152154., es una fraccion periédica mixta
cuyo periodo es 215, y cuya parte no periddica es 17.

Se pueden escribir abreviadamente las {racciones periédicas
poniendo un solo periodo en un paréntesis.

Asi, las fracciones anteriores serdn 0,(341) y 4,17(215).

217. Cuando una fraceion ordinaria no se puede convertiy exaelumen-
te en decimal, origina una fraceion decimal periodica.

f
En efecto sea: F_ una fraceién que no se puede reducir exac-
)
tamente a decimal. .

En la divisién que se practica para la reduccién no se podra
llegar al resto cero, porque entonces la fracecién se reduciria
exactamente a decimal; pero los restos son todos menores que
el divisor b, luego al cabo de cierto ntimero de divisiones parcia-
les, a lo sumo b — 1, se repitird algiin resto, y por consiguiente
se repetirdn los dividendos parciales y cocientes siguientes (1).

129 . 23

Ejempro: Reducir a decimales las fracciones = v 4—4

129 37 230 )| 44
180 = = 100 e
320 | 3,486486 .. 120 | 0,522727...
240 320 |
180 120
129 23

de donde resulta

— 3,(486) — = 0,52(27).
44

:

(1) Silaoperacion noht do prolongarse demasiado, conviene qte los denominadores no
tengan mis factores primoes distintos de 2 ¥ 5, que los niimeros 3, 7, 11, 13, 47, 41, 101 ¥ 271,
El motivo de esto es que:

O —ghi00— 3t 11=999 —a¥ 37 - 8980 — St L1110
99999 = 32, 41.271, v 999999 =33, 7, 11, 13. 37.
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II. Reducciin de las frracciones
decimales a ordinarias

218. En la reduccién de fracciones decimales a ordinarias
consideraremos tres casos,

1% Que la decimal senexaeta, 2.° Que sea pericdica pra. 3° Que
seq periddica mixio,

219.  PriMeR caso. Para reducir a ordinaria una fraecion decimal
exacta, se pone por numerador la fraecion sin la coma i por denomina-
dor la unidad sequida de tanios eeros como cifras decimales tiene la
[raceion.

Esta regla no es mds que una consecuencia de lo qie estable-
cimos en el niimero 208. =

Puesto que la fraccion generalriz de wna desimal evacta tiene por
denominador la wnidad seguida de ceros, no contendrd en su denomina-
dor mds faclores primos que 2 y 5. Si se puede simplificar, podr4
perder uno de ellos y no puede perder los dos porque el nume-
rador no termina en cero.

EjemprLo: Reducir a ordinaria la fracctén decimal 0,275,

275 DE LT

Se tendrd: 0,275 = —— = = —

1000 "00 40

220. SecunDO caso. Puaraveducir o ordindria une fraceion deci-
mal periédiea pura, menor que la unidad, se pone por numerador el pe-
riado y por denominador tantos nueves como cifras tiene el periodo.

Sea la fraccién periédica pura 0,(126). Designando por f, Id
fraceion generatriz que la origina, tendremos:

1f=0,(126).
Si corremos la coma a la derecha del primer periodo habre-
mos multiplicado por 1000, y tendremos:
1000 £ = 126,(126),
restando estas dos igualdades (1) resultar4:
999 =126,
y dividiendo por 999, quedar4 finalmente,

126 126
f=-— obien 0,(126)=—.
999 999

(1)) La parte decimal estd en las dos fraceiones compuesta de un nimero ilimitado de perio-
dos ¥ por consiguiente se puede suponer lu misiu,
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Si la fraccién decimal es mayor que la unidad, se convertird
en un ntimero mixto cuya parte entera es la de la traccién deci-
mal.
243
Asi: 41,(243) =41 —.
999

il denomanador de la fraceion generalyiz de una pericdica pura es pri-
mo con 10, por ser wun namero compuesio de nueves: por consigiiente,
aungue se pueda simplificar. eontinuard siendo primo con 10,

1268 =Ll

Asii0,(126) = —=—

999 111

221, TeRcCER caso. Fara reducir a ovdinaria una fraceion decimal
periddica mixzta menor que la wnidad, se pone por numerador la parte
no periodica, sequida del primer peviodo menos la parle no periddica,
y por denonvinador tantos nueves coma cifras tiene el ‘periodo, seguidos
de tanitos eeros como cifras tiene la parte no periddica.

Sea la fraccion periddica mixta 0,12(324). Designando por f la
traccién generatriz, tendremos:

=0,12(324),
corriendo la coma a la derecha del periodo,
100000 £ = 12324,(324),
corriéndola a la derecha de la parte no periddica,

100 f= 12,(324),
restando las dos tltimas igualdades,
99900 /= 12324 — 12,
y dividiendo por 99900.
12324 — 12 12324 — 12
f=——, obien 012324 =————"—
99900 - 93900
Si la fraceién decimal es mayor que la unidad, se convertird

en un numero mixto que tendrd la misma parte entera que la
fraccion decimal.

40101 — 40
Asi, 26,40(101)=26——————.
99900
El denominador de la fraccion genevalriz de una periddica
niixta conliene los factorves 2 y by otros distintos: por simpli-
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ficacion puede perder el 2.0 el 5; pero no los dos a un tiempo,
porque para esto se necesitaria que el numerador terminase en
un cero cuando menos, y en este caso la dltima cifra del periodo
y la de la parte no periddica serian iguales y el periodo comen-
zaria un lugar antes: tampoco puede el denominador perder por
simplificacion todos los factores, distintos de 2 y 5, porque en
este caso después de simplificada la fraccién no contendria en
su denominador mds factores primos que 2y 5, o uno de ellos,
y seria generatriz de una decimal exacta (213),

222, Los teoremas de los ntimeros 213 y 219 sobre las fraccio-
nes decimales exactas son reciprocos. Los teoremas de los nti-
meros 220 y 221 también tienen sus reciprocos, que se demues-
tran ficilmente por un método llamado por reduccién al ab-
surdo.

223. Reciproco del teorema del ntimero 220, S¢ una fraccidn
trreducible tiene su denominador primo con 10, es generatriz
de una fraccion decimal peri dica pura.

Si no originase una fraccién decimal periGdica pura, origina.
ria una fraccién decimal exacta, o periédica mixta, En el primer
caso convertida otra vez en ordinaria, su denominador no con-
tendria mds [actores primos que 2 y 5 (219), lo cual es contra la
hipétesis. En el segundo case convertida otra vez en ordinaria,
su denominador contendria uno cuando menos, de los factores
primos 2 y 5y otros distintos (221), lo cual es también contra la
hipétesis, luego si no puede originar una fraccién decimal exac-
ta, ni periédica mixta, originard una periédica pura, como se
queria demostrar,

224. Reciproco del teorema del nimero 221, Si una Sraccion
irveducible tiene en su denominador los Jactores, 2. y 5, o
uno de ellos y otros facloves prinios distinios, es generatrie
de una fraccion decimal periddica mixta.

Porque si originase una fraccién decimal exacta, o periGdica
pura convertida otra vez en ordinaria, su denominador, o no
contendria mds factores primos que 2 y 5, o seria primo con 10:
ambas cosas contra la hip6tesis, luego serd generatriz de una
fraccion decimal periddica mixta (1),

(1) Be pueden demostrar directamente estos teoremns nl tratar de la conversion de una frac.
cibn ordinaein en decimal 3 no o hemos lecho por ser este libro muy elomental y las demostra-
tiones alzo eomplicadas,




CAPITULO IV

LAS OPERACIONES CON LAS FRACCIONES

I. L.na adicién de las firracciones

995,  Sumar nimeros fraceionarias es rewnir en un solo nimero las
wnidades y partes de la wnidad contenidas en olros varios que se llaman
sumandos.

El resultado se llama suma, v la operacion se indica, como en
los enteros, por el signo .

2%. Para swumar quebrados delamisnio denonunador se suman los
nwmeradores y a la suma se le pone el denominador comitn.

4 5 3
Sean las fracciones, —, — y —.Lasuma se compondrd de fan-
7 7

esto que

tos séptimos como tienen entre los tres sumandos, y pu
-+ 3 séptimos,

éstos tienen, 4, 5 v 3 séptimos, la suma tendrd: 4 4
entonces:

y
5)

4 5 3 44543 12 5
7 7 7

997,  Para sumar quebrados de distinto denominador, se veducen ayn
conviin denominadeor y se suman después como en el caso anterior.

4 7
Sean las fracciones, —, — y —. Reduciendo a un comiin deno-
B 15

minador (198), tendremos:

3 4 s 97 20 21 20427421 ©8 25
o=t = = —=
5 9 15 4 4 45 45 45 45

998.  Para sumar nimeros que conlengan enteros iy fraceiones, se su-
man primero las fraceiones y despuds los enleros, afladiendo a la suma
de éstos las wunidades quee resullen de suniar las fraeciones.
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4 4
Sumar los nameros, =2 3,5? }'2-_~. Tendremos:
5
4 . 4 1 84 ) 60 3H 844+604-3 179 74
Sl o, s e T e s = :
) 7 3 105 105 105 105 105 105
luego:
4 4 1 74 74
—4+34+5-+2—=104+1—"=11 —,
) 7 5 105 105

299. Para suwmar fracciones decimales Se escriben unas de-
bajo de otvas, de modo que se coyrespondan las comas,y se
suman cono si fuesen nitmeros enteros, v en la suma obteni-
da se coloca la coma corvrvespondiéndose con las de los suman-
dos.

En los niimeros decimales se verifica como en los enteros, que
10 unidades de un orden forman una del orden inmediato supe-
rior; luego si suponemos los sumandos descompuestos en sus di-
ferentes 6rdenes de unidades enteras y decimales, podremos su-
mar décimas con décimas, centésimas con centésimas, etc , uni-
dades con unidades, decenas con decenas, etc,, comenzando por
la derecha y escribiendo las unidades de cada suma parcial deba-
jo de las cifras que la han producido, y reservando las decenas
para agregarlas a la suma siguiente.

Sea sumar las fracciones decimales 21,45, 1,3184 y 0,786, Es-
cribiremos los sumandos del modo siguiente, correspondiéndose

las comas:
21,45
1.3484
A 0,786

93,5844

LLa suma de las 10 milésimas es 4: la escribiremos, porque no
llega a 10;1a de las milésimas es 14: escribimos 4 y reservamos,
1, para agregarla a la suma de las centésimas; la suma de las
centésimas es 17 y 1, de.1a suma anterior, 18: escribimos el 8; la
suma de las décimas es 14 y 1 de la suma anterior, 15, etc.

Si quisiéramos que todos los sumandes expresasen unidades
decimales del mismo orden, completariamos con ceros a su de-
recha los que tuvieran menos, pero es initil esta operacion.
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230. Si ocurre sumar fracciones ordinarias con decimales.
se reducen todas a ordinarias o a decimales para hacer la suma.

IY. Lasubstraccidon de las fracciones

231f Restar niineros fraccionarios es disminuiy un iibie-
rvo dado, que se llama minuendo, en tantas unidades v paries
de la unidad como liene olvo nimero dado que se llama subs-
traendo, o bien, dados la suwma de dos sumandos y uno de
¢llos hallar el olro)

La operacién se indica, como en los enteros, por el signo —y
el resultado se llama resto, exceso o difervencia.

232. {Para wvestar quebrados del mismo denominador, se
rvestan los numeradores y a la difervencia se le pone el deno-
minador c.'omzh:i)

(6} 2
Sea restar las fracciones, — y —. Segiin la definigién, la ope-
7 7 '
racién es disminuir el niimero 6 séplimos; en 2 séplinios; luego
quedardn 6 — 2 séptimos, y se tendra:
6 2 6—2 4

¥ 7 7

233. rPam restar quebrados de distinfo denonunador, se

reducen a un comun denominador y se restan después cono
en el caso rmtem'm';)

7

6

Sean las fracciones, — y
-
minador (200), se tendra:

6 3 30 21 9

‘/ 7 b 3D - 3 BB

234. \ Para restar nitmeros mixilos,\o nitneeros en los cuales
eniren enlevos v fraccionesy se vestan primero las [racciones
v después los enteros, reunlendo en un nmero mixio los ve-
su!!r{doﬂ

. Reduciéndolas a un comiin deno-

ov |

l 9
Sea restar los niimeros, 48 y 2 —. Tendremos;

b
s

§-
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4 3 12 12 12

de donde,
3 2 1 .
4 — e 2 = = —d
4 3 12
(Si la fraccion del substraendo es mayor que la del minuen-
do, se reduce a fraceidn -una unidad del nmiinuendo para que
la subtraccidon pueda verificarsey
2 4 7 4 3
6 ——3—=5——3—=2—.
5 5 5 5 5
255, (Pam restay fracciones decimales, se escriben una de-
bajo de otra de modo que se correspondan las comas, se restan
conto st fuesen niinieros enteros y en ¢l resto se coloca la
coma corvespondiéndose con la de los dato
Sea restar los nlimeros 412,65 y 3""6 49 Tcndrcmoa
ﬂc{"a.— .jfjﬂ ’&(D'ﬁz’i 4’ Fa /@ ﬁ,ﬂ@
c::é‘a’ W Gd%g-
a2 2 Apded e tl Az,

z; e Prix e m%’/'dz zer

Lﬁa ﬁ’o”?,@ = E/Z e /M

i\nco ce;"f;am?gﬁ' ‘{1 ﬁléfnmab}i

ades @%le 1
an ?ﬂu ot 1 a 2 anida Qz;C)i T de"’ﬁs "t;l)sd‘c”"maf T ‘?"
del substraenc oy la restaremos de 6, etc.

Si el minuendo y el substraendo no tienen el mismo nfimero de
eifras decimales, se puede completar con ceros el que tenga me-
nos cifras, o supenerie completado, ¥ restar conforme hemos
dicho.

i tenemos que restar una fraccién decimal de otra ordinaria
o al contrario, se reducen ambas a decimales o a ordinarias
para efectuar la op'eraciény

IIX. L.amultiplicacién de las fracciones

236, ( Para Ia multiplicacién de nimeros fraccionarios adopta-
remos la definicién general que ya enunciamos en el niimero 47,
diciendo: multiplicacidn es una operacion que tiene por obje-
to, dados dos numeros, que se llaman multiplicando vy miuliz-
plicador, hallar un tercer nitmere, que se llama producto,
que esté formado con respecto al multiplicando, como el mul-
tiplicadoy esta formado con respecto a la mz:‘dn.:i/

)
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Para la multiplicacién se emplea siempre el signo < y el mul-
tiplicando v multiplicador se llaman factores del producto,

237. APara multiplicar dos fracciones, se multiplican los wwmeradores
y el producto se parte por el de los denom :'raadn'rk’s‘.}

5) 4
Sea multiplicar, — por —. Puesto que el multiplicador es las
(& {

4 séptimas partes de la unidad, el producto deber4 ser las 4 sépti-
mas partes del multiplicando, segtin la definicién; luego si supié-
5
ramos formar la séptima parte de —, no tendriamos mas que
[ L
multiplicarla por 4. Pero la séptima parte de un nimero se obtie-
ne dividiéndole por 7, y como para dividir un quebrado por un
entero, se multiplica su denominador por el entero, dejando el
5] 5
mismo numerador (183) la séptima parte de — serd ———. El pro-
8 B X7
ducto de este niimero por 4, se ebtiene multiplicaird® el numera-

5 X 4

dor por 4 y dejando el mismo denominador (183)luego sera i
BT

entonces tendremos:

(5]

b X 4

4
X ==
7 8X7

@ |

238. Siel maultiplicando o multiplicador fuesen enteros, para
aplicar la regla anterior, se supone que el factor entero tiene
por denominador la unidad; pero como el producte de un nime-
ro por la unidad es el mismo numero, resultard quefhara mulli-
plicar un entero por un quebrado, o un quebrado por un entero. se niul-
tiplica el entero por el numerador del quebrado. dejando el mismo deno-
minador,

Asiz b y T X —=

5 7 XD
3 8 B

ol &)

239, QS.': uno, o los dos faclores fuesen mixtos, se veducen a quebrados
3 se mudtiplican como éslos,
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240  Para mulliplicar una fraceion decimal por wn nitniero enlero,
se preseinde de la coma en el niomero decimal y se multiplican como dos
pnteros, separando despuis en el produelo tanlas cifras decimales como
haya en el multiplicando.

Sea multiplicar la fraccién, 27,354, por 26, El multiplicando se
compone de 27354 milésimas; luego el producto serd 26 veces
27354 milésimas. De donde se deduce que se debe multiplicar los
ntimeros. 27354 y 26, y separar de la derecha tres decimales, para
que el proG&eto exprese milésimas, como el multiplicando; segiin
se manifiesta en la operacion adjunta:

97,334
2%

164 124
547 08

711,204

~. Para mulliplicar dos fracciones decimales, se prescinde de las
comas y se mulliplican como nitmeros enleros, separando despucs en el
producto tantas eifras deeimales como tengan entre los dos factores,
Ejempro: Multiplicar las fracciones, 3,114 y 2,31. El multiplica-
. 231
dor, 2,31, es igual a la fraccion ordinaria, 366 luego el producto

se podrd obtener hallando la centésima parte del multiplicando,
que es 0,03114 (211), y multiplicindola despues por 231, segiin la
regla del nimero anterior; pero el multiplicando tiene ahora
tantas cifras decimales como entre los dos factores; luego el

producto estard formado conforme a la regla enunciada,
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0,03114
231
3114
9342
6 228

7,19334

242, Si tenemos que multiplicar una fraccién ordinaria por
una decimal, o al contrario, se reducen ambas a ordinarias, o a
decimales, y se efectiia la operacion.

Conviene advertir que si alguna de las fracciones es periddi-
ca, efectuaremos el cdleulo reduciéndola a fraccion ordinaria, y
si el resultado se ha de expresar en fraccion decimal, haremos
después la transformacién inversa (1).

Producto de varios factores

243.%Un producto de tres o mas [actores [Faccionarios signifi-
ca, que se debe de multiplicar el primero por el segundo, el pro-
ducto que resulte por el tercero; y asi sucesivamente hasta el
ultimo,

Asi:

2 4 7 3 24
—X—X=X—=——X
375

7
S
8 7 35 8

~1 | e

Al Dl s 23¢4 3T

T3X5X8 7  3X5XEXT/

El numerador del producto es el producto de todos los nu-
meradoves, y el denominador, el producto de los denomina-
dores.

Si alguno de los factores es mixto o decimal, se reduce a que-
brado, y si es entero, se le supone por denominador la unidad.

244, Como el numerador y el denominador del producto de

(1) La multiplivacion de fracciones periodicas so puede hacer bajo la forma decimal, sabion-
do qué aproximacion ha de tener ¢l resultado; pero no creemos propio da un libro de segundp
ensenanza, ni la teorin de errores y aproximaciones, ni las operaciones abroviadas,

s

. —
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varias fracciones son productos de nimeros enteros, no varia
su valor aunque se altere el orden de los factores, de donde re-
sulta que:

245, Un produclo de varvios factores [raccionarios no se al-
tera aunque se cambie el ovden de los faclores,

Todas las consecuencias que de este teorema dedujimos en la
teoria de los enteros (62 a 67), son aplicables a los fraccionarios.

IV. Las potencins de las fracciones

246. Se llama potencia de un fraccionavio, el producto de
varios factores iguales a dicho niimero fraccionario.

Todas las definiciones de grado, exponente, etcétera, dadas
en el nimero 70 en la teoria de niimeros enteros, son aplicables
a los [raccionarios.

W7F Parva elevar una fraccion a una potencia se elevan sus
dos términos a dicha polencia.

s 3
Sea, elevar al cubo la fraccién, —. Tendremos por definicion;
5
38 3 3 3 <343 23
(—):—_ e et g
5 L0} 5 7 . ~

pero el segundo miembro, segin la regla del nimero 243, es,
3X3x3 39
= —; luego tendremos:

5535 39
3y 3
(.

248. £ Para elevar un ntimiero mixto a una potencia, se ve-
duce antes a quebrado vy se efectuia la operacidn como en el
- A"
caso m-z!-erm:/-,x‘

A T AL O
EjeMpPLO: (2_) = (_) o
3 5 34

249, / Para elevar una fraccion decimal a una potencia, se
eleva como si fuera un wnumero entero, prescindiendo de la
coma, Vv se sepavan del vesultado tantas cifras decimales
como indique el producto del exponente por el nmigmero de ci-
Jras deciinales de la fraccidn.
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Esta regla es una consecuencia de la multiplicacién de frac-
ciones decimales (241)

EjempLo: Elevar al cubo, 2,71. Se forma el cubo de 271, que es
19902511, y separemos 6 cifras decimales del resultado, porque
la fraccion tiene 2 decimales y el exponente, 3, y el producto

'Luegb, 2,713 =19,902511.

260. ¥ Las potencias de una fraccion drrveducible son fraceiones trredu-
cibles

LA

Si la fraccion, —, es irreducible, los nimeros 3 y 5, son primos

15

entre si. Una potencia cualquiera de —, la cuarta, por ejemplo,
=
O

4

(4%

sera:

|

» ¥ como las potencias de los nlimeros primos entre si,
i

o

3(
son también nimeros primos entre si (164), la fraceién, —, serd
. 54

irreducible (193).

251. Los teoremas sobre producto de potencias, potencia de
potencia y potencia de un producto que demostramos en los n-
meros 74 a 76, son aplicables a los {raccionarios, y no los demos-
tramos aqui porque la demostracién se hace como en la teoria
de los nimeros enteros.

L

-

V. La divigion de las fracciones

252. Sabemos (78 y 1891}(}1!& la division en general es una aperacion
que tiene por objeln, dados wn producto y wio de los factores, hallar el
olro.

Los datos y el resultado reciben, como en los enteros, los
nombres de dividendo, divisor y cociente, y €l signo de: operacidn
es todavia : colocados entre el dividendo y el divisor{

253. De la definicion de la division se deduce que es una ope-
racién inversa de la multiplicacién; por tanto, si consideramos
el divisor como un multiplicador, el cociente serd el multipli-
cando, y entonces el dividendo debe ser, vespecto del cociente, lo que el
divisor respecto de la wnidad (236). :
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Asi, dividir el nimero, E por —, es formar un numero tal,
7

5
que, —, Sea sus cuatro séptimas partes.

254, / Para dividir dos fracciones, se multiplica el dividendo por la
fraceion divisor invertida. |

=

]
Sea, dividir, — por —. Tendremos que formar un nimero cu-
8 . 7
4 5 : 5 SEERE
vas, —, sea —. Ahora bien: —, es la séptima parte de — =
i 7 8 8 8

(183): luego este niimero serd cuatro veces mayor que €l cocien-

te que buscamos; entonces para obtenerle bastard dividir por 4
B 7

la fraceién, — = -, lo cual se consigue multiplicando su denomi-

[

dor, por 4 (183).

DT
El cociente serd, pues, ——, ¥ tendremos:
7X4
B 4 5XT
8 7 8x4

conforme a la regla enunciada,

El producto del cociente por el divisor contiene en sus dos tér-
minos, como factores, el numerador y denominador del divisor;
por consiguiente, suprimiéndolos, resultar4 el dividendo:

BiDGH 4 3X7X4 b

8 x4 2 i G N
955, Si el dividendo es un niimero entero se le supone por de-
nominador la unidad, y como el producto de la unidad por cual-
quier nimero es el mismo nimero, la regla anterior se puede
enunciar asi: Para dividir un entero por una fraccion, se multiplica el
entero por el denominador de la fraceion y el producto se parte por el nu-
merador.

5 8x11 88 3
EjeMPLO: B —=——=—= 17 —.
11 5 5 5
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Si el divisor es entero, se le supone por denominador la uni-
dad y se obtiene la regla conocida (183): para dividir una frac-
cidn por un entero, se multiplica el denominador por el en-
tero dejando el mismo nunerador,

256.4 Cuando los tévininos del dividendo son divisibles por
los del divisor, se puede efectuar la division de dos Jraccio-
nes dividiendo los términos del dividendo por los del divisor,

12 4
Si tenemos que dividir, = por —, siendo12=3 X 4y 25=5 X 5,
o) £ |

tendremos (254):
12

12X5 8X4X5
%

%34 5XOHX4

4
‘5

v suprimiendo en el numerador y denominador los factores,
4y 5,
12 4 3 12 : 4

25 b 5] T bl

257. Siuno o los dos términos de la divisién son nimeros
nuxtos, se reducen a guebrados y se dividen como £slos.
EjEMPLOS:

1 RN A o L ) e

58. Para dividiv una fraccidn decimal por un nimero en-
tero, se prescinde de la coma en el dividendo y se dividen
como dos enteros, separvando después en el cociente tantas ci-
Sras decimales como tiene el dividendo,

Sea dividir el nimero decimal, 27,854 por 15, El problema es
tomar la quinceava parte de 27854 milésimas. Entonces podre-
mos dividir 27854 por 15 y separar tres cifras decimales en el co-
ciente para que exprese milésimas. Se hard, pues, la operacién
del modo siguiente:

27,851 | 15

128 |—
85 | 1,856
104

14

.J_ﬂ{k - 5

A -
wrE
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El cociente pedido es 1,856 por defecto, con menos error de
una milésiia. El cociente completo se obtendria afiadiendo al
14
cociente anterior l_" de milesima.
2
Se puede expresar el cociente con mayor aproximacién afia-
diendo ceros a la derecha del dividendo o a la derecha del tlti-
mo resto, segin la regla anterior, y de los restos sucesivos has-
ta obtener el niimero de cifras que se desea en cociente.
EjenprLo: Hallar con menos de una milésima de error el co-
ciente de, 21,2, por 7;

60 | 3,028
;.;

21,2 7
20

El cociente se puede obtener por exceso anadiendo una uni-
dad del dltimo orden decimal al cociente por defecto. Asi, en el
primer ejemplo, el cociente por exceso es 1,857 y en el segundo
3,028.

Cuando el iiltimo resto es mayor que la mitad del divisor, la
parte despreciada en el cociente por defecto vale mas de media
unidad del tltimo orden decimal que se aprecia; por consi-
guiente, es mds aproximado el cociente por exceso. De suerte
que si queremos tener el cociente con menos error de media
unidad decimal del 1iltimo orden que se aprecia, tomaremos el
cociente por defecto cuando el resto sea wienor que la mitad
del divisor,y por exceso cuando sea mayor que dicha milad.

289. Parva dividiv un entero o un decimal poy otro decimal,
se suprime la coma en el divisor v se multiplica el dividendo
por la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales
tiene el divisor, v quedard reducida la division a la de dos
enlevos, o de un decinal por un entero.

Sea dividir, 41,217, por 13,4. El divisor es igual a la fraccién

134
ordinaria, E; luego se obtendra el cociente multiplicando el di-

10
videndo por — que es €l divisor invertido (254),
134
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Entonces, tendremos que multiplicar el dividendo 41,217 por
10 v dividirle por 134:
41217 | 134
10,17 ——
79| 3,07

El dividendo serd, pues, 412,17, y la operacién se efectuard
como se indica, y el cociente sera: 3,07.

Si se desea el cociente con mayor aproximacién, se afade al
dividendo suficiente nimero de ceros para obtenerla.

La observacién hecha sobre los cocientes por defecto y por
exceso en el caso anterior es aplicable a éste.

260. Si tenemos que dividir una fraccién ordinaria por una
decimal, o al contrario, se reducen ambas a ordinarias o a deci-
males.

Si el divisor es una fraccidn decimal periddiea, conviene re-
ducirla a ordinaria.

L
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LIBRO III

Raices de los niimeros en teros, fracecionarios

L =] illﬂ()n]lll‘.‘llﬁll 1‘1!')1(.‘9.4
CAPITULO I
LAS RAICES EN GENERAL
I. Definiciones

261 Cantidad o nitimero variable es una cantidad o niine-
Yo que puede tomar diferentes valores.

La cantidad puede ser una variable conlinua: para esto se
necesita que no pueda pasar de un valor a otro sin pasar por to-
dos los valores intermedios.

Siun punto se mueve en linea recta, su distancia al punto de
partida es una cantidad que no puede pasar de un valer a otro
sin pasar por todos los intermedios: luego es una variable con-
tinua. En cualquiera posicién del punto movil se puede medir su
distancia al punto de partida por medio de una unidad lineal;
pero es imposible medir las distancias de todas las posiciones del
punto mévil al de partida, porque son infinitas; luego el nunero
variable que rvepresenia la distancia del punto mdvil al de
partida, no es continuo, sino discreto,

Se puede decir, sin embargo, que cuando se mide una serie
de valores, de una cantidad variable continua, y cada dos valo-
res se diferencian tan poco como se quiera, el ntimero variable,
que expresa dichos valores, tiende hacia la continuidad, sin lo-
grar alcanzarla.

Como ejemplos de niimeros variables discontinuos podemos
citar las fracciones decimales periédicas.

Asi, la fracci6n, 0,5555... es un nimero variable que pasa por
los valores, 0,5; 0,55; 0,555, etc., que difieren del verdadero ¢alor
de la fraccion periédica: el primero en menos de, 0,1; el segundo
en menos de, 0,01; el tercero en menos de, 0,001, ete. En general,
si se aprecian, #, cifras decimales, se comete un error menor
que una unidad decimal del orden, #ésimo.
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962 Linite de wna cantidad o nitmero variable es olra cantidad o
nimero constanle, @ euyo valor puede acevearse la variable andefinida-
mente. pero sin igualarle namea.

[.a fraccion ordinaria generatriz de una fraccién decimal pe-
riodica es limite de la [raccién periddica, porque, bajo la forma
decimal, por grande que sea ¢l niimero de cifras decimales que
consideremos, no consiguiremos nunca expresarla exactamente:

5
Asi, la fraccién periédica, 0,5555 . tiene por limite, 5 que es

su fraccion generatriz (231)

Bl limite de una variable continua puede ser superior o inferior a la
variable.

El limite es superior a la variable, cuande todos sus valores
son menores que ¢l limite; para esto se necesita que Ia variable
sea ereciente. Bl limite es inferior, cuando todos los valores de la
variable son mayor que el limite: para esto es necesario que la
rariable sea deereciente.

Cuando la variable es discontinua, puede tomar en muchos ca-
sos valores superiores e inferiores a su limite,

o

Ejempro: La fraccién, 0,5555... que tiene por limite, —, puede
9

tomar los valores, 0.5; 053, 0,555, etc , inferiores al limite, y, 0,6;
0,56; 0,556, etc., superiores a su limite

Cuando una cantidad o numero variable disminuye indefinida-
mente, pudiendo tomar valores menores que cualquiera cantidad
o numero dados, por pequeilos que sean, el limile de la variable es
cero.

1
La unidad fraccionaria, —, tiene por limite cero, cuando, i,
%
crece indefinidamente.

La diferencin entre una variable y sw limite tiene por limile cero;
porque ¢l valor de la variable puede acercarse indefinidamente
al de su limite, segtin se deduce de la definicion de limite dada
arriba.

363. Hemos dicho (8 gue cuando una cantidad no contiene
exactamente a la unidad, ni 2 ninguna parte alicuota suya, el
resultado de la comparacidn de la cantidad con la unidad se lla-
ma namero inconmenswrable: por consiguiente, los nimeraos incon-
mensurables no se pueden expresar exactamente ni por la uni-

e
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dad entera ni por ninguna unidad [raccionaria, por lo cual tra-
taremos de hallar su expresién aproximada, para utilizarla en
el calculo.

La diferencia entre el valor exacto y el valor aproximado de
un nimero conmensurable o inconmensurable, se llama error ab-
soluto del nimero. El error puede ser por defecto o por exceso,
seguin que el valor aproximado sea menor o mayor que el valor
exacto.

264.  Tudo nivmern inconmensirable se puede expresar por un nimes
10 enfero con un ervor, por defeclo, o por exceso menor que la unidad.

Sea el niimero inconmensurable, 4: por grande que sea Su va-
lor, como la serie de los niimeros,

0, 1,2, 8740,

es ilimitada, se llegard a un nlimero mayor que, 4. Supongamos
que, m 4+ 1, es el primer niimero mayor que, A: entonces el ni-
mero, m, anterior a, m -+ 1, serda menor que, 4, y tendremos:

m<Ad<m+1

Por estar, 4, comprendido entre dos niimeros que se diferen-
cian en una unidad, difiere de cualguiera de ellos en menos de
una unidad, siendo, m, su expresién aproximada por defecto, v,
m -+ 1, por exceso.

205,  Todo nitmero inconmensurable se puede expresar por un witme-
ro fraceionario con wn evror, por defeclo o por exceso, menor que la wii-
dad fraceionaria mareada por el denominador del quebyado.

Sea el nimero inconmensurable, 4, y sea, n, ¢l denominador
de la unidad fraccionaria de aproximacion; si formamaos la serie,

TR

1 1 ¥ L] LA |
non NN

cuyo denominador es constante y cuyvos numerddores pueden
crecer indefinidaments, se verificard que, a partir de cierto tér-
mino, los niimeros de esta serie serdn mayores que, A: supon-
=1
gamos, pues, que, ——, es el primer niimero mayor que, 4, el
7

an
término anterior, serd, —, y tendremos:
"




-

1 m -1
—= = =
7 H
n -1 m 1
I.a diferencia entre, — ,¥. —, €5, —,y como, A, estd com-
bl i n

prendido entre ambos nimeros, difiere de cualquiera de ellos

I m
en menos de, —. Luego, —, es una expresion aproximada de A4,
¥ 7

w41
con menor error de, —, por delecto, y,
1 n
1
con menos error de, — por exceso,
n

, otra expresion

II. Teoremas Mmndamentales para ln

extraceion de raices

066, 1 Se llama rals del grado n de wn jitintero, olro nimero
que, elevado a la potencia de gradon, reproduce el niimero
dado.,

La operacién que se efectiia para hallar las raices de un nu
mero dado se llama extraccion de raices.

Por definicidn, el grado de una raiz es el mismo que €l de la
potencia a que se debe elevar para reproducir el nimero dado,
y recibe el nombre de {ndice.

y Las raices se clasifican por grados: en vaiz de segundo gra-
do o raiz cuadrada, raiz de tevcer grvado o rais cubica, raiz
de cuarto grado, etc.

Por la definicion de raiz se comprende que todo numero es
su raiz de primer grado.

¥

La extraccién de raices se indica por medio del signo, \/ -
que se llama radical, escribiendo el nimero del cual se ha de
extraer la raiz debajo de €l, y en el dngulo que queda a la iz-
guierda el indice.l Asi, la raiz del grado, u, del nimero, 4, se
escribird, \/ A, vse lee, raiz ndsima de A, o raizdel gradon
de A.)

=

__F,;, 2
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Cuando el indice es 2, 0 sea cuando se trala de ll.l%d raiz cua- °
drada, se suprime. ;

Asi, \/ A, es la raiz cuadrada de A ;

267. -Las raices de cualquier grado de la unidad son la
wunrdad.

Se deduce de la definicion de raiz, puesto gue las potencias
de cualquier grado de la unidad son la unidad.

265 S5iun numero entero se eleva a la potencia del grado 7,
el resultado es otro nimero entero que se dice polencia perfec-
ta, del grado 7. En este caso el mimero uene rais del grado n
exacta. Por ejemplo, siendo, 3%= 9‘ el 111';;11&1‘0. 81, tiene por

riaiz de cuarto grado ¢xacta el nimero, 5 1

Pero se comprende [Acilmente que no todos }us nt mm 05 ente-
ros tendrdn raiz del grado 7z exacta, y I}.mmua.mnh)nfu enteru
del grado n de un mitmero entero, la raiz del gradeo n-de la
mayor polencia entera del grado n, contenida en c."u,lw nat-
mero.

Asi, siendo, 3* =81, v, 4' =256, la vaiz de cuarto grado ente-
ra de 145, serd, 3, porque la mayor potencia de cuarto grado con-
tenida en 145, es 81, y su raiz es, 3.

269. La raiz de grado n, de un nimero entero es incom-
mensurable si su rais enleva no es exacta.

"
En efecto; sea, \/.—\. Puesto que no es igual a ningin nime-

ro entero, tendrd que ser, o fraccionaria o inconmensurable;
pero si fuese fraccionaria, podriamos convertirla en un quebra-

a
do irreducible (192), y representdndole por, — tendriamos:
L - s [)
VA=
1] o Hi
v como por definicion, (\/ A) — % y ademads,
a I AL
(—) —, (247), se dehiera tener:
\ b b
ar
A=—
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pero las potencias de un quebrado irreducible son quebrades
irreducibles (250); luego la igualdad anterior es absurda, porque
un ntimero entero no puede ser igual a un quebrado irreducible.

"

Entonces, puesto que, \/ A, no puede ser fraccionaria serd

inconmensurable.
270.  Un quebrado irreducible tiene raix del grado n exacla, cuando sw
nwmerador i denoninador la {iene.

"

: /A A _ )
Sed, \; —, siendo, —, un quebrado irreducible. La raiz no
B B

puede ser un niimero entero, porgue las potencias de los nime-
ros enleros son enteras, y por consiguiente no pueden Ser igua-
les a ningiin quebrado irreducible.
Ahora bien; si hacemos,
H

!f A tt
Vv

siendo, —, un quebrado irreducible y elevamos los dos miem-
)

bros de la igualdad anterior a la potencia de grado », tendremos
(247):
A agn

B b

y como las dos fracciones son irreducibles, se deberd tener,
Ad=an, v, B=0n»,(193), de donde se deduce,

i

\/ o el ) \J/ =

271, Silos dos terminos dewn quebrado irreducible no son polencias
perfeetas del grado n, In ravx del grado v del quelrado es inconmenswrabile.

Porque si la raiz fuese conmensurable, seria una, fraccidn
cuvo numerador y denominador serian las raices del numera-
dor y denominador de la fraccién dada (270) y por consiguiente
sus términos tendrian que ser potencias perfectas del grado »,
lo que es contra la hipotesis

272, Laraix del grado n de wn wiemero ineconmensurable es incon-
mensurable.

3
-
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S=URUA) s
Porque si la raiz fuese conmensurable (entera o fraccionaria),
su potencia del grado » seria conmensurable, lo que es coutra la
hipotesis., -
273, Si de los dos miembros de una igualdad se exirae lo raia de
girado, n, el resullado es wna wgualdad.

n n

Si se liene, A = DB, decimos que, '\,’r il \/ L. Porque

n " 1 n
siendo, (\/ ,-1) = A, v, = B también se verifica, (V ,-I) — 1,

n n

cuya igualdad prueba que, \f A, es igual a. '\/" B.

074, Side los dos miicmbros de una desigualdad se extrae la raiz del -
grado n, el resultadeo es wna desigualdad del wdsmo signo que la pro-

puesta.
" g 'H-. L
Si tenemos, . > U, decimas que, v > \ B Porque sien-

1

t 1 i
"lr I - . r'r J
de; 4= \a‘ Al , un producto de » factores iguales y | \ B

1

otro producto de p factores también iguales, para que el primer

producto sea mayor que el segundo, se necesita que el factor,
" /] =
V -, sea mayor que el factor, V 13,

975, Lavraix del grado v de wn producto, es igual al produclo de las

raices del grado n de los factores.

" M W

it
[Decimos que, V i.Blc=¥V a-V B: V o
Sielevamos a la potencia del grado » el segundo miembro,
tendremos:

(Vi vE Ve -

:(V |) (1/7) (1/7)1 =A.B.C,
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y extrayendo la raiz del grado » del primero y tercer miembro,
resulta:

I n I I L]
SR 3 =l 1
V a4/ B.y/ c=yA.B.C.
276, Laraisdel gradon de un quebrado es ignal a la rais
del gradon del numerador, partida por la yais del gradon
del denontinador,
3 A y I
Sea el quebrado; — = C, de donde, A = B. C. Extrayendo la -
3

n " "
raiz del grado n tendremos (274, \/ A= \/ b‘.\/ C,dedonde,

e M

= \/ C y poniendo en vez de C, su igual, resultara:

i [,’
\/ 5
i
\ ?-}_ u-.__l
. V B
CAPITULO II |
LA RAIZ CUADRADA
I IRaiz cuadrada de an namero con menor ln

error de nna nnidad

LB
277. En la definicidon general de raiz de un grado cualquiera,
hemos dicho gue vaiz cuadrada de wn nimero es otro niiniero
cuyo cuadrado es el propuesto. Asi, 8, es la raiz cuadrada, de 64.
‘Rms cuadrada entera es la raiz cuadrada del mayor ¢ rmr{radu
entero contenidoen un nitmerd, Asi, laraiz cuadrada entera de .
70, es 8, porque el mayor cuadrado entero contenido, en, 70, es 64, £
NI La diferencia enfre un mimero yel cuadrado de sy rm‘z,




=
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euadradn enlera se llama resto de la ’x: Lramrh'ach El resto de la raiz
cuadrada de, 70, es, 6, porque la diferencia entre 70, y 64, que es,
el cuadrado de la raiz cuadrada entera, es, 6.

278. La raiv cuadvada entern de ww witnere eualquiera (entero,
Iraccionario e inconmensurable) es la raix cuadrada entera de si
parie entere,.

Sea un niimero cualquiera, A, comprendido entre des niime-
ros enteros, Ny NN, 4 1, es degir, tal, que se tenga, N < . < N+ 1
¥ sea, a. la raiz cuadrada cnﬁet de, N, tendremos:

N1,

[ A v (o -+ 1) %

de donde se deduce,
a® < ¥ (@—=1)2> 2,

£ «* ] - : -
luego la raiz entera de, A, es @, conforme queriamos demos-
trar.

'fEl_l_v’f‘rlud de este teoremaf para extracr la raiy cuadrada entera de
wi amero cualquiera con nienor error de wie wnidad, bastarid extraer
la raix cuadrada entera de su parte enleva. Por consiguiente, s6lo nes
ocuparemos ahora en las raices cuadradas de los nlimeros en-
teros.

Antes de comenzar # extraccién de la raiz cuadrada entera
de un nimero entero, demostraremos algunos teoremas necesa-
rios para efectnar esta operacion,

279 Bl cuadrado de la suma de dos mimeros es igual al cuwadrado
del primero, mnds el duplo del privmern por el st@mdu. nicis el cuadrado
del segundo.

Sean los niimeros « y 0, tendremos, por definicién:

e+t *=(a+bi(@at+b)
pero aplicando al segundo miembro la regla de la multiplica-
cion de dos sumas indicadas (60)), se tendra:
a0 (e +0=(at+b)at@t+b)b
v efectuando en el segundo miembro, segtin la regla (57), de
multiplicar una suma por un nimero.

fat+hat+@+bb=a.at+a.b+a.i+b.0=
= a4+ 2ab 4+ by
Y por consiguiente,
(a+M*=qw*4+2ab+ 10"

EjenpLo: (44-8)2=4*42.4X 8482




e

280 Silos sumandos expresan, uno decenas y otro unidades,
se tendrd: Bl cundrado de la suma de decenas y unidades es igual, al
cuadrado de las decenas, mds el duplo de las decenas por las unidades,
miis el cuadrado de las unidades.

Sea el nimero, 347, que es igual a 310 - 7, tendremos:

(31047;2=34024-2. .30 X 7+ 7%=
= 115600 4 4760 - 49

Si en general representamos el numero descompuesto en de-
cenas y unidades por d . 10 4 u, se tendra:

(d.104u)2=(d.10)2 424 .10 . o0 0 ¥,
y teniendo presente que (d . 10) 2 = d 2 . 100 (76),
@d. 10+uw)*=d?, 100 +2d.10. u +u*

El cuadrado de decenas es un nimero que contiene siempre
el factor, 100, y el duplo de decenas por unidades el factor, 10;
luego el primero es siempre un nunera cxacto de centenas y €l se-
gundo, un numere exacto de decenas.

281. La diferencia de los euadrados de dos nitmeros conseculivos es
igual, al duplo del menor, mds uno.

Sean, a v @ + 1, los dos niimeros consecutivos, tendremos
279):

fe- 113 =a?—24 .1 =13 = g?—-2a1,

y restando, a ?, del primero y tercer miembro,

a+1)2—a?=2+1,

cuya igualdad demuestra el teorema.

282,  Fl resto de la raix cuadrada entera de un nitmero es menor que
el doble de la raix, mads la unidad.

Sea el niimero, JV; a, suraiz cuadrada entera, v, I, el resto,
tendremos:

N=qag?+ 1L,

pero siendo a® el mayor cuadrado entero contenido en,
N, se tendrda: N << (@ 4+ 1) * y como, segin lo dicho (281),
fa+1*=a*+ 2a 4 1, se verilicara también,

a4+ R<a?4+ 2+ 1,

y restando, a 2, de los dos miembros resultara:

R<2 -+ 1.

<
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Conviene advertir que la raiz entera a, es la raiz por defeclo,
con un ervor nenor que la unidad y, a 4- 1, €s 1a raiz por cxceso. con
wn ervor menor tanbién que la unidad, porgue entre ambas raices
estd comprendida la raiz inconmensurable del numero.

983. Los cuadrados de la wnided seguida de ceros son lo wiidad
seguida de doble nitmero de ceros (50, 1.°)

Asi: 102 = 100; 1002 = 10000; 1000 * = 1000000...

De esto se deduce, que la raiz cuadrada entera de un numero
menor que 100, serd menor que 10, v, por consiguiente, tendra una
eifra; 1a de un niimero mayor que 100 y menor que 10000, serd ma-
yor que 10 y menor que 100; luego tendrd dos cifras, etc

En la extraccion de la raiz cuadrada entera consideraremos
dos casos; 1., que el namero sew menor que 100; 2.%, que sea mayor
que 100.

981. PRIMER caso. [Euxtraer laraiz cuadrada contera de wn namiero
menor que 100,

Escribamos la tabla de los cuadrados de los diez primeros nil-
meros;

1 2 3 4 5 6 T 8 9 10,
1 4 G 16 25 36 49 61 81 100,

Si se trata de hallar la raiz cuadrada de un mimero contenido
en la segunda fila, el resultado serd su correspondiente en la

primera. Asi, V 61=28. Si se trata de otro niimero cualquie-

ra, 73, por ejemplo, la raiz entera serd, 8, porque, 64, es el ma-
yor cuadrado contenido en, 73, y el resto serd, 9, por ser la di-
ferencia entre, 64 y 73.

La raiz entera de que hablamos tiene un error por defeclo me-
nor que una unidad: afiadiéndola una unidad, se tendrd la raiz
CON un error por exceso Menor que una unidad,

Asi: de la limitacidn, 64 <73 <81, deducimos, extrayendo la
raiz cuadrada.

s<V 73 <09

995, SkGuNDO caso. Fuelraer la vais cuadrada entera de wn nime-
ro mayor que 100,

Consideremos en primer lugar un nimero mayor que 100
y menor que 10000, y tendrd por raiz cuadrada un nimero ma-
yor que 10 y menor que 100, porque el cuadrado de 10 es 100, y
el de 100 es 10000.
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Sea, pues, el niimero 3216 Por tener dos cifras su raiz cuadra-
da, se compondra de decenas y unidades; luego si, 3216, es cua-
drado perfecto, contienc las tres partes que forman el cuadrado
de su raiz, que son (250): el cuadrado de las decenas, el duple de
las decenas por las unidades vy el cuadrado de las unidades, y si
3216, no es cuadrado perfecto, contendrd adem4s un resto, que
serd la diferencia entre dicho niimero y el cuadrado de su raiz
entera.

Para hallar la cifra de las decenas de la raiz, debemos re-
cordar que el cuadrado de las decenas es un ntimero exacto de
centenas (250); luego debe estar contenido en las centenas de
3216, o sea en, 3200: la raiz entera de 32, es 5(283); entonces el
cuadrado de 5, que es 25, se puede restar de 32, y, por consi-
guiente, el cuadrado de 50, que es 2500, se podrd restar de 3200,
¥, con mds motivo, del niimero propuesto, 3216; luego la raiz
pedida es mayor que 50. Por otra parte, siendo 5 la raiz entera
de 32, este nlimero serd menor que el cuadrado de 6: luego
3200, serd menor que el cuadrado de 60, y la diferencia seri,
euando menos, una centena: entonces también, 3216, serd menor
que el cuadrado de 60, y por consiguiente, la raiz cuadrada que
buscamos estard comprendida entre, 50 y 60; luego su cifra de
decenas serd, 5.

Lo dicho se resume en las limitaciones:

5< V 32 <6,
de donde, 50 < V 3200 < 60,

y también, 50 << V 3216 << 60,

De aqui se deduce: que para hallar la cifra de las decenas de lo rais
basta extraer la raiz cuadrada entera de las centenas del iwfmero.

Restando de 3216, el cuadrado de las decenas de la raiz, que es,
2500, 1a diterencia, que es, 716, contendra: el duplo de las decenas de
l raiz por las wnidades, el cuadrado de las unidades, ¥y si el nimero
dado no es cuadrado perfecto, el vesfo de la raix. Como el duplo de
las decenas por las unidades de la raiz es un ntimero exacto de
decenas (280), tiene que estar contenido en las 71 decenas de 716.
Ahora, dividiendo 71 decenas, por 10 decenas, que es el duplo de
las decenas de la raiz, el cociente seri I eifra de las unidades, o un

<»
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nimero mayor; porque en las 71 decenas de 716 puede haber de-
cenas que hayan resultado del cuadrado de las unidades de la
raiz y del resto, sile hay. El cociente de 71 entre 10, es, 7; pero
como puede ser mayor que la cifra de las unidades, és preciso
comprobarle: para esto se le une a la cifra de las decenas y se
forma el niimero, 57; siel cuadrado de este nimero se puede
restar de 3216, la cifra, 7, es buena, y si no serd grande y se re-
petird la comprobacién, rebajindola unﬁg@ad. El cuadrado
de 57 es, 3249, que no se puede restar de 3216: entonces la cifra
7, es grande; sustituyamos la cifra, 7, por la, 6. y veremos que,
el cnadrado de 56, es, 3136, y como este nimero es menor que,
3216, la cifra, 6, es buena; efectuando la substraccion, segin esti
indicada a continuacion, el resto sera, 80.

32'16 i a6

!—)0‘!.. 25 | —
716 10
07,. 31°36
50 |

Il método de comprobacion de 1a cifra de las unidades se pue-
de simplificar, porque después de restar del nimero propuesto
el cuadrado de las decenas de su raiz, s6lo nos falta restar de la
diferencia obtenida el duplo de las decenas por las unidades y
el cuadrado de las unidades de la raiz, es decir, 2. 80 X b 6 *.
’ero estos dos ntimeros se pueden restar de una vez, porque se
tiene:

9.50 % 64 62=1{2.50+6)6= (100 + 6) 6 = 106 X 6.

Luego la cifra de las unidades se comprueba sumindola con el
duplo de las decenas de laraiz y mulliplicando por ella. o sea eseribién-
dola a lo devecha del divisor, 10, y aultiplicando el vesuliado, 106, por
dicha cifra.

3216 | 63
i i e
7% | 106
63'6 b
80

Si el producto obtenido es grande, se repite la comprobacién
rebajando, de una enuna unidad, el cociente, o sea la cilra de
las unidades de la raiz. :
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De lo expuesto se deduce, gue para hallar la cifra de las uni-
dades de la raiz (cuando ya se ha hallado la cifra de las dece-
nas y se ha restado su cuadrado del nimero dado) se separa la
ctfra de la derecha del vesito, v lo que queda a la izquierda se
divide por el duplo de la cifra de las decenas de la watay el
coctente serd la cifre de las unidades o un nimero mayor:
para comprobarle se escribe a la derecha del divisor, vy el ni-
mero que se forma se multiplica por el cociente y el producto se
resta del dividendo y la cifra separada; si la substraceion no es
posible, 1a cifra comprobada es grande y habrd que rebajaria,
una o mdAs unidades, hasta que el producto, formado segiin he-
mos dicho, se pueda restar del dividendo y la cifra separada (1).

286. Sea en general, N, un nimero cualquiera, euya raiz cua-
drada contenga decenas y unidades; si designamos por d, las
decenas de la raig, se tendra:

(A - 5
V NSa .10, oy \/’ N < (d + 1) 10;

elevando al cuadrade ambas desioualdades,

VI

N=d?2.100, ¥ Ni< (d -4 1) * 100,

y como 100, vale una centena, resultard, que el ntimero de cen-

tenas contenidas en N, es igual o mayor que 4 2, y menor que
(d + 1) *, representando por C, dichas centenas, se tendra:

CSdy y C<(@+13

y extrayende la raiz cuadrada,

\/_cid, y \/_C<d—{—1.

(1) Teniendo presente lo que hemos diche on ln division sobre al tanton de ln cifra del co-
civnta (86), no necesitames eseribic Ia cifta dolas unidades ia la raiz hasta tener. seguridad de
fque os bmena; para esto, basta supaner qua el dividendo es 1a diforencia fue resultn despnds de
restar el cuadrado, de lus decenns de la vaiz, ol divisor el d uplo de las deconas sumado: con la
cifra de las unidades que 8o vin comprobar, ¥ el cociento dicha cifrs de nnidades, Asi, en el ejem-
plo del texto, para comprobar Ia eifra, 7. ol dividendo serd, T16: el divisor, 107 ¥ el cocients, 7,
¥ podremos Lacor mentalmente ln comprobacion diciendo: 71 entre 10, & 7, ¥ sobrn 1, yue con el
6y Bon 16, pera T por 7 son 49; lnego I cifra 7, es gtande. Ln comprobaciin de 6, se hace, sien-
do el dividendo el mismo, 716, ¢| divisor, 106, v el cociente, 6,

<n
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De lo cual se infiere que: las decenas de la raig citadrada de
un ndmero cualquiera, se oblienen extrayendo la vaiz cua-
drada de las centenas de dicho nimero,

Designando ahora por #, lasunidades de la raiz de N, y por
I}, el resto si le hay, se tiene:

N=(d 104u)?4+R=d2.10042d.10 2+ u?+R;
restando, ¢ %, 100,
N—d2. 100=2d.10 u+u*+R.

El ntimero, 2d.10.2, vale, 2.d ., decenas, luego suma-
do eon n°-+ R, puede contener mas de “du decenas; llame-
mos, pues, D, al numero de decenas contenidas en el resto,
24 .10 w4 u?+ R, y se verificard:

— D—
D = 2du, ¥y por tanto, —>u,
2d
de donde se deduce que: si se exirae la rais cuadvada de las
centenas de un nimero v el cuadrado de la rais oblenida se.
vesta de dicho nimervo y se dividen las decenas del resio por
el doblede la raiz hallada, el cociente entero es la cifra de
las unidades de la rais del niimero o mayor que dicha cifra.

Se comprueba el cociente elevando al cuadrado, 4. 10+ 2. si
el resultado se puede restar de N, la cifra, %, es buena; sino, se
le rebaja de unidad en unidad, hasta que se pueda hacer la subs-
traccion.

En vez de formar el cuadrado ded .10+ %, para restarlo de
N, se puede restar, 24 . 10. « 4« ?, del residuo obtenido cuando
se restd el cuadrado de las decenas, y por ser,

24 .10, -+ u=(2d .10 4-1)'%,

bastard, para formar esta expresién, escribir el cociente, %, ala
derecha del divisor, 2d, y multiplicar el resultado por #, confor-
me dijimos en el ejemplo analitico del niimero anterior (1).

987. Sea ya extraer la raiz cuadrada de un nimero cualquie-
ra mayor que 10000; por ejemplo, 41624378.

(1) EI profesor priedo clegir, segiin ln capacidad de sns alumnos, este ejemplo literal o
uno numérico, para demostrar 1a regla de la raiz cuadradi.
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Si suponemos la raiz cuadrada descompuesta en decenas v
unidades, las decenas se obtendrdn extrayendo la raiz cuadrada
de las 416243 centenas del nlimero propuesto Pero el nimero,
416243 es mayor que 100; por tanto su raiz cuadrada se compon-
drd de decenas y unidades; luego por igual razén que anterior-
mente hallaremos las decenas extrayendo la raiz cuadrada de
las 4162 centenas del nimero 416243,

Como el nimero 4162 es mayor que 100, pero menor gue 10000,
se hallard su raiz cuadrada como en el ejemplo anterior.

La raiz cuadrada de 4162 es 64;: por consiguiente, las decenas
de la raiz de 416243 son 64; l1a diferencia entre el cuadrado de 64
decenas y 416243 es 6643; dividiendo, pues, este ntimero por el
duplo de 64 decenas, que son 128 decenas, y procediendo como

-hemos explicado anteriormente, se halla la cifra 5, que unida a
las dos anteriores; forma el mimero 645, que serdn las decenas
de la raiz de 41624378: la diferencia entre este ntimero y el cua-
drado de las 645 decenas de su raiz es 21878; por consiguiente,
dividiendo este niimero por el duplo de 645 decenas, que son 1290
decenas, y procediendo como anteriormente, se halla la cifra 1,
que unida a las anteriores, forma el nimero 6451, que es la raiz
cuadrada entera del nimero propuesto, con un error, por defec-
to, menor gue la unidad, siendo 8977 el resto de la operacion.

Las operaciones se disponen como estdn indicadas en el ejem
plo siguiente;

41'6 2137 8 | 6451

36 | —
Hor2 1 b el
496 _

bbb 43 1285 H
6425 |
21878 | 12901 < 1
12901

8977 |

De los razonamientos anteriores se deduce la signiente:
ReGra: Para extraer la vais cuadvada de un wdonero entero con mie-
nos de una unidad de error, se le divide en seceiones de dos cifras, co-

f
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menszando por la derecha, de modo que la wliima seccidn que
es la primera de la isquierda, puede tener una o dos cifras.
Se extrae la vaiz cuadvada de la primera seccion de la is-
quievda, v se tendrvd la primera cifra de la vaiz: el cuadrado
de esla cifra se vesta de esta misma seccion, v a la dervecha
del vesto se baja la seccidn siguiente: del nitmero que se ob-
tenga se separa la cifra de la derecha, v lo que queda a la iz-
quierda se divide por el duplo de la rarz hallada,; el cociente
se escribe a la devecha del divisor v se muliiplica todo por el
cociente v el producto que resulte se vesta del dividendo v la
cifra separvada; si la substraccidn no es posible, la cifra del
cociente es grande, ¥ se le rebaja, de unidad en unidad, hasta
que la substraccidon sea posible v se oblenga el segundo ves-
to: entonces la cifra ensavada servd la segunda de la raiz y se
escribivd a la devecha de la primera, A la devecha del segun-
do resto se baja la tercera seccidn, se separva la cifra de la de-
recha v lo que queda a la isquierda se divide pov el duplo del
numero formado por las dos cifras halladas de la vaiz, v el
cociente sevd la tercera cifra de la raiz o un numero mayor,
¥ se comprobavd como anteriormente. Se continuard del
mismo modo hasia bajar la ullima seccidn, que davd la wlii-
ma cifra de la vais,y el vesto de la opervacidin, st el nitmero
propuesto no es cuadrado pevfecto,

288. Cuando un dividendo no contenga al divisor correspon-
diente, 1a cifra de la raiz es cero y se pasard a determinar la ei-
fra siguiente considerando este dividendo como un resto.

67'289269 | 5203
328 =
049289 | 162x 2
080 | 16403 3¢ 3

La operacion se simplifica efectuando, como en la divisién or-
dinaria, los productos y substracciones simultineamente, como
en el ejemplo anterior.

989. El nfimero de cifras de la raiz es evidentemente igual al
nimero de secciones; luego serd la milad, o la mitad mas una
que las que tengan nimero.

290. No se puede conocer a primera vista si un nimero cual-
quiera tendrd raiz exacta; pero existen algunos caracteres, lla-
mados de exclusidn, por los cuales se conoce gue un niimero
dado no puede tener raiz exacta.

De la inspeccién de la tabla de cuadrados de los niimetos di-

10
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gitos se deduce: que ningiin wiinero tervminado en 2,3,7, u 8
puede tener raiz cuadrada exacla, porque ningtin cuadrade
termina en estas cifras. '

I.os cuadrados de los niimeros terminados en ceros terminan
en doble ntimero de ceros, es decir, siempre en un niimero par
de ceros; luego ningun ntmero terminado en cevos podrd ie-
ner rais cuadrada exacia, si el numero de cevos que le termi-
namn es impur.

Cuando se eleva al cuadrado un ntimero terminado en 5, ¢l
duplo de las decenas por las unidades que siempre es un nime-
ro exacto de decenas (280), contiene en este caso el producto de
2 por 5, luego sérd un niimero exacto de centenas, y por consi-
guiente el cuadrado terminard en 25.

Asii (@ .104+5)=d?.1004+2 .4 .10.54+52=
=d?, 10+4d . 100 4 25

Luego ningun nimero lerniinado en 5, puede tenev rvaiz
cuadrada éxacta si la cifra de las decenas 1o es un 2.

291. 57 un numero se desconmpone en facloves primosy los
exponentes de todos los factores son pares, tendrd rais cua-
drada exacta, ¥y no la tendrd en ¢l caso contrario (172).

Cuando los exponentes de todos los factores son pares, la
raiz cuadrada es el producto de los factoves prinos con ex-
ponentes mitades de los del nimero.

£

Asi: V 24, 32 52—092 3 5

202  La prueba de la raiz cuadrada consiste en elevar al cua-
drado la raiz y sumar el resultado con el resto, debiendo obte-
nerse el nimero dado.

Tambien se debe tener presente que si por miedo a ensayar
alguna cifra grande, se pone en la raiz una cifra menor que la
verdadera, el resto correspondiente serd igual o mayor que el
duplo de la raiz hallada m4s uno (282), v habrd que aumentar di-
cha cifra.

IT, Raiz cuadrada de un niimero con menor
error de nna unidad fracecionaria dada
293, Hallar la raiz cuadrada de un nitmero entero, frac-
1
cionario o inconmensurable, con menos error de — es hallar

n
el inayoy minero de n ésimus contenidos en su vais cuadrada.
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Asi, si designamos por N, un niimero cualquiera (entero, frac-
cionario o inconmensurable), v por x, el mayor niimero de 72-ési-
1os contenidos en su raiz cuadrada, se debe verificar:

2 - i §
—<V n< ;
n n

elevando al cuadrado los tres miembros,
x 2 (x—+1)2
7= 2

multiplicando por n ® resultara,
2PN, nt<(x-+ 1)

de donde se deduce que x? es el mayor cuadrado entero con-
tenido en V. 2%, y por consiguiente x, serd la raiz cnadrada en-
tera, de la parte entera, del producto . 7 2(278).

Luego: para extraer la vais cuadrada de un nitnero, N, en-
tevo, fraccionario o inconmensurable, con menor ervor de
1
—, Se extrae la vaig cuadrvada entera de la parte entera del

n
producto N . n?, v se divide el vesultado por n.
EJEMPLOS:
1

1. Hallar la raiz cuadrada de 23 con menos error de ﬁ}

Como el cuadrado de 100 es 10000, se hallard la raiz cua-
drada entera de 230000 y se dividird por 100. La raiz entera de
1

230000 es 479; entonces la raiz de 23, con menos error de —

100
479

serq, —=4"7%
100

3
2.° Hallar la raiz cuadrada de —, con menos de —1 de error.
5 6

El cuadrado de 61, es 3721, luego tendremos que hallar la raiz
entera de la parte entera de,

32X 3721 11163

o) 0
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47 i
[.a raiz entera de 2232, es 47; luego, — es la raiz cuadrada de —
1 61 5

con menor error de —,
61
991 Conviene advertiv que generalmente se piden las rai-

ces aproxtniadas de los niIneros cor N erroy MeHor qgue ——

107
o sea conn cifras decimales exactas; y por consiguienle la
regla anterior estd reducida a multiplicar los nrimeros por
10 2 , extraer la vaiz enteva de la parte entera, del producto
y separar n cifras decimales en la yaiz.

La operaci6n de multiplicar un nimero por 1020 , se hace: si
el niimero es entero, anadiendo 2x ceros; sies decimal de nu-
mero limitado o ilimitado de cifras, corriendo la coma 2 luga-
res: y si es fraccién ordinaria, antadiendo al numerador, 27 ceros
y hallando el cociente entero que resulta de dividir por el deno-

minador. '

EjEMPLOS:

1.0 Hallar con menos error de 0,001, 1a raiz cuadrada del ni-
mero inconmensurable, = = 3,14159265...

Corriendo la coma 6lugares a la derecha resulta el nimero,
3141592,65... v extrayendo la raiz cuadrada de la parte entera se
obtiene, 1772; luego, 1,772, serd la raiz con menos error de 0,001.

)

90 Hallar con menos error de 0,01, la raiz cuadrada de j.

7

Se multiplica 22 por 10000 y se halla la raiz de la parte entera
220000

del quebrado, ——— = 31428,5... La raiz de 31428 es 177, luego la

'}
raiz pedida serd, 1,77.
005, La vaiz cuadrade deun quebrado esigual ala rais
cuadrada del numerador partida por la del denominador.
Es un caso particular del teorvema (276).
/'a Va
Asi: \f — =
4 V b
296, Para que un quebrado irveducible tenga rais cuadra-
da exacta, se necesita que su nunierador y denominador sean
cuadrados perfectos (270).
6 Vie 4

Asi: \.,’r —_— ==
25 ]/ 035 7]

=i
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297, Para gue una fraccion decimal lenga ratz cuadrada
exacta, se necesita v basta que el numero de cifras decimales
sea par y que, prescindiendo de la coma, el nitmero que resul-
te sea cuadrado perfecio,

Asi: \/ﬁ 10,5625 = 3,25

~ Porque el numerador 105625 y ¢l denominador 10000, son cua-
drados perlectos.

CAPITULO 111

LA RAIZ CUBICA

I, IZaiz cnbicnde nn namero Con Menos

cerror de nna nnidad

208. Raiz citbica de un nimero es otro mimero cuyo cubo es
el propuesto, Asi, 3 es la raiz cibica de 27, porque el cubo de 3
es 27. Raiz citbica entera es la rais citbica del mayor cubo en-
tero contenido en wn nnero.

La diferencia enlre un niinero ¥ el cubo de sy vais clibica
entera se llama resto de la raiz ciitbica,

999 Laraiz cribica enteva de un niiniero cualquiera (entero,
{raccionario o inconmensurable) es la raizs citbica enlera de su
parite enlera,

La misma demostracién que en la raiz cuadrada.

lin virtud de este teorema sélo nos ocuparemos, por ahora en
las raices ciibicas de los nimeros enteros.

300. B! cubo de la suma de dos inimeros es igual al cubo
del primero, mds el triplo del cuadrado del primervo por el
segundo, mds el triplo del primero por el cuadrado del se-
gundo, mds el cubo del segundo.

Sean los niimeros, @ v 0, tendremos:

(a4 )% = (a4 b)* (a4 b) = (@* 4 2ab + b2)(a + b),
pero, segun reglas conocidas:

(@ +2ab+ b @by —=a*+2ab+ab*4+a*b42ab2 467
v por ser 2ab4-ua®b=3a2b y ab?242ab*=3ab?, tendre-
mos finalmente: (a -+ =a’ 32204 3ab*+4-b*.

EjunprLo: (4-4+8)3=4943 .42 843.4X 8% 4 8%
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301. Silos sumandos expresan, uno decenas y otro unidades,
se tendrd: Kl cabo de la suna de decenas iy unidades es igual al cubo de
las decenas, mds el triplo del cwadrado de las decenas por las unidades, —tpe
muis el triplo de las decenas por el euadrvado de las unidades, mis el eubo

deunidades.
Asi:

3479 = (340 + 7)*=3103 43,3402, 7 4+ 3.340./72 473,
in general,
{d . Id +a)d=d%, 1000 -+ 3d %, 100w 4+ 3d . 10442 + 4,

El cubo de decenas tiene el fuctor 1000, v, por consiguiente,
es un puamero exacto de millares, y el triplo del cuadrado de dece-
nas por unidades es un wimero ezacio de centenas.

302, La diferencia de los cubos de dos nitmeros consecutivos es igual
al triplo del cuadrado del menor, mds el triplo del menor, mds uno.

Sean, a y a-+1, los dos nlimeros consecutivos, tendremos:

fa+1)*=a?+3a2 1+ 3a.12+1¥=¢¥+3a%+3a+1,
y restando a®, del primero y tercer miembro:
- 1)%—ad=312 + 3 + 1.

303 B resto de la raiz citbica entera de un nitmero es menor que el
triplo del evadrado de la raiz mds el triplo de la raix, mds la unidad.

Sea el nimero N, ¢, su raiz clbica entera, y R, el resto ten-
dremos: N=a® + R pero siendo «?, el mayor cubo contenido,
en N, se tendrd: N<(a¢+ 1)?, y como, (@ +1)*=a?+3a2+ 3a l
+1, se debe verificar, a® + R<<a®-+32?-+ 3¢+ 1, y restando -ﬁh
@ de los dos miembros, R<-3¢? + 3a -+~ 1. |

Los nimeros, a y a4 1 son las raices ciibicas por defecto v por
exceso de N, con menor error cada una de ellas de una unidad.

304. Los cubos de la unidad seguida de ceros son la unidad segquidn

de briplo nimero de ceros.
Asi:

109 = 1000; 100 * = 1000000; 1000 * = 1000000000... Lt
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De esto se deduce gque la raiz cabica de un niimero menor que
1000, serd menor que 10 y por consiguiente, tendrd una cifra; la
de un ntimere mayor que 1000 y menor que 1000000, serd mayor
que 10 y menor que 100: luego tendra dos cilras, etc.

En la extracecién de la raiz cubica entera consideraremos dos
casos: 1.7 que el nimero sea menor que 1000; 2.° que sea mayor
que 1600,

305, Privmer caso. Extraer la raig cubica entera de un nii-
mevo menor gue 1000,

La tabla de los cubos de los 10 primeros nimeros €s:

L 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 -8 27 64 125 216 343 512 729 1000

Si se trata de hallar la raiz ctibica de un nimero contenido en

la segunda fila, el resultado sevd su correspondiente en la pri-

mera. Asi: V729 = 9. Si se trata de otro nimero cualquiera,
814, por ejemplo, la raiz entera serd 9, porque 729, es el mayor
cubo contenido en S14. El resto serd la diferencia entre §14 y 729,
es decir, 85,

306. . SEGuUxNDO caso. Fylraer la vaiz citbica enterva de un
nmatiero mavor que 1000,

Consideremos primero un nimero mayor gue 1000 y menor
que 1000000; su raiz cribica tendrd dos cifras, perque estard com-
prendida entre 10 y 100.

Sea, pues, el nimero, 76423. Como la raiz de este mimero se
compone de decenas y unidades, si, 76423 es cubo perfecto, se
compondrd de las cuatro partes enunciadas (301), y si no es cubo
perfecto, contendrd ademas un resto, que serd la diferencia en-
tre dicho nimero y el cubo de su raiz cubica entera.

Para hallar las cifras de las decenas de la raiz, recordaremos
que el cubo de las decenas es un nimero exacto de millares
(301); luego debe estar contenido en los millares de 76423, o sea
en 76000: la raiz ctibica entera de 76 es 4 (303); entonces el cubo
de 4, que es 64, se puede restar de 76, y por tanto el cubo de 40,
que es 64000, se puede restar de 76000, y con mas motivo del
nimero 76423; luego la raiz pedida es mayor que 40, Por otra
parte, siendo 4 la raiz entera de 76, este nimero serd menor gque
e] cubo de 5; luego 76000, serd menor que el cubo de 50 y la dife-
rencia serd, cuando menos, un millar; entonces también el ni-
mero, 76423, serd menor que el cubo de 50, y, por consiguientes
la raiz ciibica que buscamos estard comprendida entre 40 y 50, de
donde se deduce que la cifra de las decenas de la raiz es 4.
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Es decir, que se verifican las limitaciones siguientes:
4 < l/ 76 <3, de donde a0 < V 76000 < 50

y también 10 <V 76423 <50.

fEn virtud de esto: para hallar la cifra de las decenas de la
vaiz cubica, se extrae la raiz ctibica entera de los millaves
del numero.

Restando de, 76423, el cubo de las decenas de la raiz que es
64000, la diferencia, que es 12423, contendra: el triplo del cua-
drado de las decenas por las unidades de la raiz, el triplo de
las decenas por el cuadrado de las unidades, el cubo de las
untdades, y si el nimero no es cubo perfecto, el resto de la
raiz. Como el triplo del cuadrado de las decenas por las unida-
des de la raiz es un niimero exacto de centenas (301) tiene que
estar contenide en las 124 centenas de 12423, Ahora, divitiendo,
124 centenas por 48 centenas, que es el triplo del cuadrado de
las decenas de la raiz, el cociente serd la cifra de las unidades
0w ninero mayor, porque en las 124 centenas de 12423, puede
haber centenas que hayan rvesultado del triplo de las decenas
por el cuadrado de las unidades de la raiz, del cubo de unidades
v del resto sile hay. Efectuando la division de 124 entre 48, el
cociente es 2, y como puede ser mayor que la cifra de las unida-
des, tenemos que comprobarle: para esto se une a la cifra de
las decenas y se [forma el nitmero 42: si el cubo de este nunie-
ro se puede vestayr de 76123, la cifra 2, es buena, si no sevd
grande v se rvepelivd la comprobacién, rebajdndola una uni-
dad, El cubo de 42 es 74088, y como este numero €s menor gue
76423, la cifra 2 es buena; efectuando la substraccion segiin se
indica a continuacién, el resto sera 2335:

76'423 | 42
10%..64 |

12404 | 4800 =3 . 402
424, 74088 |

9335 |

avf=—
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307 Sea, N. un ntimero y d, las decenas de su raiz cibica, se
tendra:

Y o
] i

VNSd.10, y VN<@+nio,
y elevando al cubo,

NS¢g?.1000, y N <(d-41)31000,

pero, por ser 1000 un millar, resulta que el niimero de millares
contenido en' N, es igual o mayor que d? y menor que (d-+1)%
representindole por M, se tiene:

MSd’, y M<@+D3
i

y también V M ; d, y VM <ut—+1,

Luego: Las decenas de la vavx citbica de wn aimero se oblienen exlra-
yendo lo raix eibiea de los millares de dicho nitniero,

Representemos por #, las unidades de la raiz clibica de N, y
por R, el resto si le hay, y se verifica:

N=(d.104+u)?*4+R=d*%. 10004372, 100, 5 +3d 10 w*-t+wu?
v si restamos, d?. 1000,
N —d3.1000=3d2.100.u-4-3/. 10. w2 tu?-+R.

El nimero, 342.100. %, es ignal a 3d*, u centenas; sumado
con 3{.10. u*+u*+ R, puede contener nuevas centenas y
por consiguiente un nimero mayor que 34 ° . %, de modo que si
designamos por C, el ntimero de centenas contenidas en,
3d2.10 . w+34.10 . w?fu®+ R, se verifica,

C>3duu y por tanto, — =

Entonces; si se exlrae la raix eitbica de los millares de wun nitniero, y
se dividen las eentenas del resto por el triplo del cvadrado. de ln raiz ha-
llada, el cociente entero es igual o mayor que la cifra de las wiidades de
la raix.

Para comprobarlo, se elava al cubo d , 10+ si el resultado
se puede restar de N, la cifra, u, es buena; en el caso contrario
se la rebaja, de unidad en unidad, hasta que se pueda hacer la
substraccion.
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308 Pasemos ya a la extraccién de la raiz ciibica de un ni-
mero mayor que 1000000: por ejemplo, hallar la raiz cibica de
336671608,

Si suponemos la raiz clibica descompuesta en decenas y uni-
dades, las decenas se obtendrdn extrayendo la raiz ctibica de
los 386671 millares del nmimero propuesto. Pero el nimero,
386671, es mayor que 1000 y menor que 1000000; por tanto, su
raiz cibica se compondrd de decenas y unidades, que se deter-
minardn como en el ejemplo anterior,

[La raiz cibica de 386671, es 72; por consiguiente, las decenas
de la raiz de 386671608 son 72: 1a diferencia entre el cubo de 72
decenas v el niimero 386671608 es 13423608; por consiguiente, di-
vidiendo esle nimero por el triplo del cuadrado de 72 decenas,
que es 1550200, se obtendrd el cociente, 8, que se comprobard
escribiéndole a la derecha de 72, formando el nimero, 728, y
elevdndole al cubo: como el resultado es 385828352, ntimero me-
nor que €l propuesto, la cifra, 8, es buena, la raiz entera por de-
fecto es 728 y el resto es 813236,

LLas operaciones se disponen del modo siguiente:

798
72 798
3R[' ' 3 | 72 TP - -
ﬁ§\716%| 728 =t/ 5324
| 144 1456
43671 147—73 ‘74 504 509
37321 =
SR 5184 529984
13423608 | 15552=3. 722 72 728
385898352 - —
LR I0§68 4939872
843256 30288 1059968
: = 3709888
373248 =i
385828352

De todo lo expuesto se deduce la siguiente:

REGLA.  Para extraer la vaby eibica de wn nitniero entero con wienor
error de una unidad, se le divide en seceiones de tres cifras, comenzando
por la devecha, de suerte que la iltimo seceidn o sea la primera de la ix-
quierda, puede tener wna, dos o lres cifras. Se extrae la raixs cibica de I
primera seccion de la txquierda y se tendrd la primera cifia de lo rais: el
eubo de esta cifra se resta de dieha seccion y a la devecha del vesto se baja
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I seceion siguiente; del wimero que se obtenga se separvan lus dos vifiras
de laderecha; y lo que queds a la txquierda se divide por el triplo del
cuadrado de ln ravy hallada; el cociente se une a le primera cifra de la raix
u el niemera que se forme se eleva al eubo, y si el resullado se puede res-
lar del namero formado por las dos primeras seeeiones de la {xquierda, el
cociente serd la segundg eifra de la vaiz y se eseribivd a la devecha de la
primera; st el eubo formado no se puede vestar de las dos primeras sec-
ciones de la izquierds, se vebaja el cociente, de unidad en wnidad, hasto
que dicha substraceion sea posible. Después de vestar el cubo del nivmero
formado por las dos pinieras cifras de la vaiz de las dos prineras sec-
ciones de la ixquierda, a la derecha del veslo se baja la seceion siguiente,
se separan las dos cifras de la derecha y lo que queda a la izquierda se
divide por el triplo del cuadrado del niwmere formado  por las dos cifras
halladas de la vaiz; el cociente serd la tercera eifia de la rats, o wn wime:
ro mayor, y se comprobard como anleriormente. Se eontinuard del mis-
mo modo hasta bajar la llima seccidn, que dard la wltima cifra de la

raiz g el vesto de la aperacion si el nitniero no s cubo perfeclo.

309. Cuando un dividendo no contenga al divisor correspon-
diente, la cifra de la raiz es cero y se pasard a determinar la ci-
fra siguiente, considerando este dividendo como un resto,

El niimero de cifras de la raiz es igual al nimero de seccio-
nes, luego serd el lercio o el fercio mds wna, que las que tenga el
numero.

310.  Si wn nivmero se descompone en faclores primos, y los exponen-
ies de dichos factores son todos maltiplos de 3, el niamero tendrd vais
cithiea exacta y no la tendrd en el easo contrario.

Cuando los exponentes de los facloves privos son maltiplos de 3, la
raia cithica es el produeto de los factores con exponentes iguales a la ter-
cera parle de los que lienen en ol niimero.

Asi: ‘/23.3”.53=2,3'-'.5.
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IXI. IRaiz eubica de nun numero con

menor ecrror de una unidad fi-accionaria dada

31, Hallar la raix ctibica de wn nitmero entero, fraceionario o ineon-

mensurable, con menoy ervor de —, es hallar el mayor nitmere de n-€si-
n
mos conlentdos en su raix ciibica.
Asi, si designamos por N, un nimero cualquiera (entero, frac-
cionario o inconmensurable) y por #, el mayor nimero de n ésimos
contenidos en su raiz ciibica, se debe verificar:

3 8 z+ 1

— < |/ y<—— elevando al cubo los tres miembros,
I 1

il (x+1)3

— < N<< — multiplicando por »n ? resultara:

i w3

ad <= N.np®*<<(r+ 1)% de donde se deduce que, 3 es ¢l mayor
cubo entero contenido en N . n* v, por consiguiente, x, la raiz
cubica de la parte entera de N . n? (298).
Luego: para ertracy la raiz cibica de un wivmero N, enlero, fraceio-
7 1
nario o inconmensurable, con nienor errvor de —, se extrae la raix eibica
n
entera de la parte entera del producto N . n 3 y se divide el vesultado
por n.

3 1
Ejempro: Hallar la raiz cilbica de —, con menos de — de
. 5 12
Error.
El cubo de 12 es 1728; luego tendremos que hallar la raiz ctubi-
3 1728 5181 o
ca entera de la parte enterade, —— = —— = 1036 —.
5] 3] )
- . ID - .
La raijz ciubica entera de 1036, es 10: luego — es la raiz ciubica
03]
3 : 1
de —, con menos error de —. 3
5 12
: 1
312,  Sise pide lo raix citbica con wn error menor que ————, se len-
10n

drd que multipliear el niimero por 109 | exlracr la vaix cabica endera,
de la parte entera, del producto y separar n cifras decimales en la raix.

-‘j&
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E JEMPLOS!

1.° Hallar, con menos de 0,001 de error la raiz cibica del nu-
mero inconmensurable, = = 3,141592653589...

Corriendo 1a coma nueve lugares a la derecha resulta el nii-
mero, 3141592653,589... y extrayendo la raiz ctibica de la parte
entera se obtiene 1464; luego 1,464 es la raiz ctibica pedida, con
menos error de 0,001.

90 Hallar la raiz ctibica de 2, con menos error de 0,0001 Se
multiplica 2 por la unidad seguida de 12 ceros, se halla la raiz
ciibica del producto, y se separan 4 decimales. El resultado es
1,2799,

313, Laraizs ciibica de un quebrado esigual a la rals crbi-
ca del mnerador pariida por la vais cibica del denomina-
dor. '

Es un caso particular del teorema nimero 276,

8 S
,‘( €t V (]
Asi: \;‘ = S S

AT

314 Para que un quebrado irreducible lenga raiz ciibica
exacla, se necesita que su numerador y su denoniinador sean
cubos perfectos (246).

3

& b
\/12-3 Viss 6
Asi: — = - _—
512 L 8
V12 -

315. En partibular: Para que una [raccion decimal lenga
vaiz cuibica exacta, se necesita y basta que el niimero de ci-
fras decimales sea multiplo de tresy que, prescindiendo de
la conta, el nitmero que resulle sea cubo perfecto.

8

Asi: V 3438195 = 3.%5.

Porque el numerador, 31328125, y el denominadaor, 1000000, son
cubos perfectos.







SECCION SEGUNDA

COMPARACION ARITMETICA

CAPITULO I

LAS RAZONES GEOMETRICAS

316, Lacomparacién de dos niimeros se puede hacer por di-
ferencia, por cociente y por rais.
( Rasén de dos numeros es el rvesullado de su comparacion
por difevencia, por cociente o por m:‘s)/l Si los niimeres son, @
24 h
v b, 1a razén podrd ser:a —b; — 10 1/ a.
b
A.a razén por diferencia recibe el nombre de ariémélica, y la
razén por cociente, de geontéivica. |
Sélo nos ocuparemos en las razones geométricas, por ser las
unicas que tienen importancia por sus aplicaciones.
317. La razén geométrica tiene la forma de un quebrade o
cociente indicado, en que el numerador o dividendo se llama
[ antecedente, el denominador o divisor, consecuente, y ambos
juntos, férminos de la rasdn. Se escribe bajo una de las formas

(14
—oa:b,y se lee: a es geoméivicamenie & b, o simplemente,
b

aesdb,/

Aunque las razones geométricas tienen la misma forma que
las fracciones o cocientes, son expresiones mucho mds genera-
les, porque sus términos pueden ser enteros, fraccionarios o
inconmensurables. Por consiguiente, aunque tienen las mismas
propiedades que las fracciones, se necesita demostrar nueva-
mente, cauando menos, los fundamentales, porque los razona-
mientos que haciamos en la teoria de los quebrados, suponian
que los términos/de las fracciones eran enteros.
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(04
318 Sidesignamos por g, el valor de la razén, —, de la igual-

h
'- »

i Ef
dad, — = ¢. se deduce, segtin la definicién de la razoén, a = . es
b
decir: el antecedente es igual al praducto del consecuente por lagaz 6.
319. [Una raxdn no varta st se multiplican o dividen sus dos @rminos
por wn nanero evalguieral

(14

Sea la razén, — = g, de donde se deduce:
3}

a = by, ¢ L
Si multiplicamos por un numero cualquiera, », losidos miem-
bros de esta igualdad, resulta:

an = hny.
y dividiende ambos miembros por .
ar [
— = =—.
bn b
Si en vez de multiplicar, dividimos por n la igualdad, ¢ = kg,
resultara: w:mn=(bh:n)q
[ S (L
de donde, — == —
Dl uit h

En virtud de esto, las razones geométricas se pueden simplifi-
car v se pueden reducir al mismo eonsecuente (denominador) como
las*fracgiones (1).

(320, / Cuando dos 6 mds raxones tienen el mismo consecuente, se si-

man y restan como las fraceiones, £
a @ =i a
Sean las razones, — = ¢; — = ¢, de donde,
] b

=D ¥ a'=hq'
sumando miembro a miembro,
a+ a =bg + q),
v dividiendo ambos miembros por &,

a -+ i (i
——— =g == —,

b b 0

(1), Como se han demostrado estas propiedades se puede demostenr gue: Si el antecedentes
do una razin se multiplien o divide por un nimere cualquiers, la razin queda multiplicada o di-
vidida pordicho nimero. 51 el consscnents de unn razén se multiplica o divide por un nimerp
etialiuiara, la razon quada dividida o moltiplicada por dicho nfimers. Los alunmnos pueden hacer
lus demostrnclones, como ejercivios.. -

»
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Del mismo moedo se demuestra el teorema de la substraccidn.
321/ El producto de dos o mds rasones es igual a la vazén
del producto de los antecedentes a los co:zsecuemes./r
a a’ a’
Sean las razones, — — 47— =g ,—=gq', tendremos:
b 7 0"
a=bq, a'=byq, a=byg,
multiplicando miembro a miembro, resulta:
aa’a" = bb'b qq'y",
y dividiendo por bbb,
aa’'a” @ (7 a"
=00 =— X=X —.
bb'b" b bt. - bt
Del mismo modo se demostraria para mayor niimero de ra.
Zones. _,
322. Dos rasones son inversas cuando el antecedente de
a b
cada una es consecuente en la otra. Asi, — y —, son dos razo-
b a
nes inversas,
El producto de dos rasones inversas es la unidad.
a b ab

—X—=_"—1
b a ba
323. Para elevar una rasén a una potencia, se elevan sus
dos términos a dicha potencia.
Es un caso particular del teorema numero 321, Asi;

(a)“ {l n
BE

324. Pava dividir dos razones se multiplica la razdn divi-
diendo por la inversa del divisor, o también se dividen tér-
mino a término,

a a’
Si tenemos —=gq,y—=g¢’,
] b b
de donde a=bg, ya =0 g

multiplicando el primer miembro de la primera igualdad por el

11
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segundo de la segunda, y el segundo de la primera por el pri-
mero de la segunda, resulta:

(!Z'i'q’ - a’b_r;.
y dividiendo ambos miembros por a'by’

ab’ Q. 4 a

a’b _q’ b v

al’ al’ :a'l’ a:a :
También se tiene (319); — = = - : 0 bien por ser,
( h a'b 2 bl
al’ a a a arn
= — 11—, setendrd: —: —=- .
a’l b b bt bl

395, Para exlraer una raix de una vaxon, se extrae dicha raix de sus

dos términos.
7

n
I’ 0
S
b
porque las potencias de grado »n de los dos miembros son igua-

les. —

CAPITULO II

LAS PROPORCIONES GEOMETRICAS

a

Es decir que tendremos: \!

326. | Proporcion geoméirica es la igualdad de dos raxones geomé-
tricas.
La proporcion geométrica se llama simplemente proporeion.
Se eseribe la proporci6én bajo una de las dos formas,
a ¢
— = —z 0 gibiiend,
b d
7| nosotros adoptaremos la primera por ser mas c6moda, La pro-

porcién anterior se lee, &, partrdo por b, igual a ¢ par tido por d,

o mejor, a, es a b, como ¢, es a d.

El primero y el tercer término se llaman antecedenies; €l segun-
do y cuarto, consecuentes, por serlo asi en las razones que forman
la proporcién. El primero y tltimo término se llaman exiremos, y
el segundo y el tercero, medios. Uno cualquiera de los cuatro se
llama cuarta proporcional entre 10s otros tres tér mmos.
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327. TroREMA FUNDAMENTAL —En toda proporcién el pro-
ducto de los extremos es igual ql producto de los nmedios.

ﬁ‘r 124 G

Sea la proporcion — = — , reduyciendo al mismo consecuente,
3 b d

ad b
— =,y como las razones son iguales y sus consecuentes
bd  bd
también lo son, se tiene que verificar, ad = be.
In virtud de esta propiedad se pusde hallar un término cual-
+ quiera de una proporcion cuando se conocen los otros tres. !
1 Dividiendo por a los dos miembros de la igualdad anterior, se
be

tiene:d = —. Luego un extremo esigual al producto de los
4

medios partido por el otro extrenio,
Dividiendo por & los dos miembros de dlcln igualdad, se

ad
tiene: ¢ = —. Luego un medio es igual al producto de los
b

extremos parviido pov el otvo medio,

4 7
EjEMPLO: — —
2 X
5 5)
o
2
(5]
5 14 ¥
Setendrd: x=—— - — ———,
4 20 10

"('3‘?8 REeciproco peL TEOREMA FUNDAMENTAL. —Si el producto
+ de dos nunieros es igual al p: oducto de otros dos, con los cua-
" tro se puede formar una pyoporcion, tomando por extremos
los factores de uno de los productos, v por wedios los

del otro.
Si tenemos, ad = be, dividiendo por b4 (un factor de cada

: ad  be
producte), los dos miembros de la igualdad, resulta, bd=a‘
y suprimiendo en cada razén el factor comiin de los dos

4 [

términos, — = —,
g 2 ' Feg=

329. En virtud de estas pr'opiedaEfes, una proporeién se puede




= g

escribir de todos los modos que no alteren la igualdad de los
productos de medios extremos Luego se puede cambiar entre
st los medios, o los extremos, y poner los medios pov extremos
4y los extremos por medios. Resulta de esto, que una proporeion
se puede escribir de los ockho modos siguientes:

a c a b d € d b
b_d’ - B c_a’
b d b a c d c @
a—;’ d_r:' a—Z' d_b'

330. /Si dos propovciones tienen una rason comun con las
olvas dos, se puede formayr una proporcion,

¢ C a 4
Sean las proporciones, — = —, y, — = —, dos cosas igua-
[} a b o
les a una tercera son iguales entre si, luego,
[ e ’
a f

331. Si dos proporciones tienen iguales antecedentes, o0
iguales consecuenies, con los otros cuatro términos se puede
formar proporcion.

a ¢ a ¢
Sean las proporciones, ; =—, y, —= —,cambiandode lu-
d e
gar los medios (329).
a b a e b e
—=—, y, —=—, dedonde (330), —=—.
c d ¢ a

332. FEwn toda proporcién, la suma o difevencia de los ante-
cedentes, es a la suma o difevencia de los consecuentes, coio
wun antecedenle es a su consecuenlte.

S 6 a (=

ea la proporcién, — = —.
proporc = 2

Si llamamos ¢ al valor de la razé6n, tendremos (318): a = bq,
y, ¢ = dg,sumando y restando ordenadamente, @ +¢ = (0 + d)g,
y, @ —c=(b—d)q, dividiendo la primera por b+-d, y la se-
gunda por b —d,

a-+c¢ a a—c a

— =g =— ——=g=—,
b+ d b b—d b




-

los medios,
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f?—l—r' a—p

?J—f—-u! b—id
ﬂ+£‘ h—[—d

a@—c b —d

El enunciado de esta dltima proporcién es: La suma de los an-
tecedentes, es a su drﬂv: encia, como la suma de los consecuentes es a su
diferencia.

333. En toda proporeion, la swma o diferencia de los términos de la
primera raxon, es a la suma o diferencia de los de la segunda, como un
antecedente es a olro, 0 como wn consecuente es a oiro.

de éstas resulta también, ——

, ¥ cambiando entre si

a4 e
Sed la proporcién, — = —, cambiando entre si los medios, se
b d

a b a-+b a b
tendrd: — = —, y en virtud del teorema anterior —— = — = —_
¢ d e ¢ d
a—2b a b
¥ e S
ce—d e d
: a—b e--d
También se obtiene: = , de donde: La suma de los

a— b e—d

dos térmvinos de ln primera.razon, es a su diferencia, como la swma de los
términos de la sequnda razon, es o su diferencia,
334, Si se multiplican término a término varias proporeiones, los
produclos forman wuna proporeion.
] i} ¢ il eE n ¢
Sean las proporciones, — = —, — = —, — — —;
b Ginib? = AN
Multiplicando miembro a miembro resulta,

r » o

a @ a e ; e"

= B A

R R S e T
aa’'a” ee ¢
y efectuando segiin la regla (321), — = -
bbb ddd’

335. Silos cuatro términos de una proporeion se elevan a una niis-
ma polencia los resullados forman proporeion,

Sea la proporcion, —=—,
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Elevando los dos miembros a la potencia n,

(L (iR

af ey Y
( —) . ( —) de donde (323) — = =
b d O od

336, Sise dividen Ermino a término dos proporeiones, los cocientes
forman proporeion.

Sean las proporciones: — = —, — = —,

- ,
[ ¢ i i

b d /g i’

y efectuando segun la regla (324), ==
b Uiz el
337.  Side los cualro térnvinos de una proporcion se extrae la misma
rais, los resultados forman proporeion.

(7 (%
Sea la proporcién — = —.
] il

Extrayendo de los dos miembros la raiz de grado #,

o=
\"r‘ b i \'I ;‘

: e

y efectuando segtin la regla (325), ——

?I' n
V b I'f ¢
338. Se llama proporcién eonfinua la que tiene los iérminos nie-
dios iguales.
a { :
Asi: — = —, esuna proporcién continua.
b ¢
El teorema fundamental (327), en la proporcion contfnua es:
el cuadvado del términoe medio es tgual al produeto de los extremos. Puesto
que el producto de los medios es un cuadrado, tendremos, pues,

h*=ae, y extrayendo la raiz cuadrada b= \/ ac; luego, el tr-

mino medio es igual a la raixy cuadrada del producto de los extremgs.
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Los términos desiguales, a o ¢, se llaman {lerceras proporeionales
entrebye o entre b y a; y el término, b, media proporcional entre
aye

339. Por extension, se llama media proporcional o media geomé-
irica. entre n cantidades o nimeros, la raiz n-ésima de su pro-
ducto. 3mbxt e

Se llama media diferencial 0 media aritmélica entre n cantidades
o numeros, la n-ésima parte de su suma.

Asi, la media diferencial entre los numeros, 7,4 12,05; 8,04;
6,12, es,

7.44-1205+48,04 46,12 33,61

4

LLas medias aritméticas tienen muchas aplicaciones en las
ciencias fisicas y sociales.

= 8,1025.

Serie de razones iguales

340. Se llama serie de raxones iguales 1a expresién de la igual-

‘dad de tres o m4s razones.

Asi: e
bl - b by
Raxén de la serie es el valor comiin de todas las razones.
341. En toda serie de razones iguales: la suma de los anleceden-
tes, es o la de los consecuentes, como un antecedente, es a su consecuente,
Sea la serie de razones iguales,

a i

Bl it L Bl
y sea g, el valor de la razén, tendremos:
a=bg, a =bqa =bq..
sumando miembro a miembro,
a-ta 4o+ . =th+b 4+ +.g
y dividiendo por b+ b+ b" - ... los dos miembros,
at-a'ta'+.. R

EETEE T e T




— 160 —

342, ProBLEMA. Dividir un witmero, A, en parles proporeiondles
a olros nuwmereos dados, a, b y c.
Sean x, y, %, 1as tres partes desconocidas en que se ha de divi- =
dir el mimero 4. \
Por ser proporcionales a a, b y ¢, se debe tener:

ey, %
&° ble
de donde (341),
¥ =z zt+gta -

y por ser x4+ y+a = 4,

% Y % A
a_b_c“a-i—b-l-r;.

De las proporciones formadas por la Wltima razén y cada una
de las otras, se deduce (327),

A B
=X — y=bxX——,
o+ b4 ¢ a+ b+ ¢
A
R ~—
a+ b4 ¢

Estos resultados se pueden enunciar en la siguiente:
REGLA. Parg dividiv un nimero. A, en partes proporcionales a
olros varios a; b, ¢ .. se divide el nignero A por la suma de los nitmeros
a, b. c... a los cuales han de ser proporcionales las partes de A, y el co-
ciente oblenido se multiplica por cada wno de dichos nizmeros. Los pro- o
ductos son las partes del nivmero A, que nos proponemos hallar (1),

(1) Debe observarse que este método no exige mas que una division, ysi a las partes r, ¥,
4 les diéramos la forma,

a : b
=4 X — == Y= X — A
a -+ b+ ¢ a—+ b4 e
la regla resultarfa de mis ficil ennneiado, pero de mis dificil aplicaciin; porque lasdivisiones h

serian tantas como parfes dabe coptener el plimeyo A,



SEGUNDA PARTE

APLICACIONES DE LA ARITMETICA

CAPITULO I

Numeraciéon y propiedades de los coneretos

343. Hemos dicho (3) quef nimero concvelo es el que expresa
la naturalesa de la unidad generalrizi Asi: 3 arrobas, 7 litros,
etc., son nimeros concretos.

Los concretos son homogéneos cuando expresan unidades
de la misma naturaleza, por ejemplo: 6 varas, 12 varas, 9 pulga-
das, etc ; son heterogéneos cuando expresan unidades de distin-
ta naturaleza, por ejemplo: 4 pesetas, 3 arrobas, 2 tinteros, etcl

La unidad se impone en los niimeros concretos cuando estdn
formados por una plularidad de objetos iguales (5), si estos obje-
tos no se pueden descomponer en partes sin destruirlos, pero
en general la magnitud que se trata de medir es continua y se
puede elegir arbitrariamente la unidad o ialdmn que ha de
servir para todas las del mismo género. Ademds de la unidad
principal dentro de cada género se consideran otras que sean
multiplos v subnuiliiplos suyos, para evitar la formacién de
nimeros muy grandes o excesivamente pequefios, porque en
uno y otro caso seria dificil formarse idea exacta de la cantidad
medida, y ademds las operaciones del cdlculo serian mas com-
plicadas,

Dentro de un mismo género, también adquirimos la nocidon de
las unidades de distinto modo, segiin es su tamafio. Asi: nos for-
mamos idea de lo que es un kilémetro, recorriéndole a pie en
una carretera, y de un decimetro o centimetro, mirando uyna es.
cala que contenga estas medidas,
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344, Las principales cantidades que se consideran en la Arit-
mética son de los géneros siguientes: de longitud, de super/fi-
cie, de volumen, de peso, de tiempo y de dinero ().

El conjunto ordenado de unidades relativas a estos géneros
de cantidades se llama, sistema de pesas, medidas, mmzeda.s
¥ cronomélrico.

345. Para reconocer como bueno un sistema de pesas, medi-
das y monedas, debe llenar varias condiciones.

1.* 'Debe ser fijo para que no se introduzcan errores con el
transcurso del tiempof que influirian no sélo en las transaccio-
nes comerciales, sino que impedirian formarse una idea de la
exactitud de nuestros trabajos cientificos a las generaciones fu-
turas, como no nos la formamoes nosotros, de muchos llevados a
cabo por las generaciones pasadas.

2. Deben relacionarse los mutlliplos v submailtiplos de la
unidad principal, como se relacionan los diversos érdenes de
unidades en nuestro sistema de numeracién: con esto consegui-
remos la brevedad en las operaciones num éricas.

3.* Deben relacionarse de una manera sencilla las unida-
des de los diversos géneros que comprende, con lo cual se sim~
plifican los cdlculos en muchos problemas de las Matematicas o
sus aplicaciones.

4.* Debe ser si es posible, universal, con lo cual se facilita-
ran las transacciones comerciales dentro de cada Estado y aun
entre todas las naciones,

El sistemma métvico decimal, cumple mejor que ninguno las
condiciones anteriores,

El antiguo sisteina de pesas y medidas de Castilla, no cum-
ple las condiciones enunciadas arriba: porque los talones no son
fijos; ni los miltiplos y submultiplos de las unidades principales
guardan relacién con los 6rdenes de unidades del sistema de

(1) Los fisicos hun estudiado el problema de reducir al menor nimero posible las unidades
fondamentales gne sirven pera valoar todo género de magnitudes, midiendo directamente las
de los génoros de unidades elegidas e indirectamente las demas. Hoy se puede considerar el
problema casi resnelto, adoptando tres unidades principalos y primitivas que son la de longi-
fid, 1n de fempo, ¥ la de mass; pero poddan adoptarse 1a de longitud, la de tiempo y 1a de
fiwrsa, o las dos primerns y Ia de cnergic.

Nosotras consideramos como unidades fundamentales In de longitud, la de fiompo, y la de
miasa: llamaremos o In unidad de mgsp, nuidad de pese, porque asi se lacs generalmente con-
fundiendo la masa con el peso, ¥ sobre todo porgue ex mis clara para los alumnos que no tienen
conocimientos de mecanica, La unidad monetarin sirve para establecer ol valor conventional de
Ing cosas, ¥
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numeracion; ni se pueden relacionar las unidades de diversos
géneros con niumeros sencillos; ni es universal, sino a lo sumo
nacional.

) Sistema métrico decimal

y -J’. l‘.-.
: . APty > 3

346. BN el sistema jéirico’ decimal, 1a unidad principal de
longitud se llama metro v es la diexmillonésima parte del cuadrante
del meridiano que pasa por Paris. suponiendo la medicién hecha al
nivel del mar. Se designa abreviadamente por el simbolo 7.

La definicién del metro no es exacta, porque el cuarto del me-
ridiano terrestre es mayor que diez millones de metros: segiin
Clarle, tiéne 10001869 metros; este niimero se rectificard con el
tiempo, pues las dos ultimas y quizds las tres cifras de la dere-
cha son inexactas.

Pero aunque no sea exacta, la han tomado como punto dz par-
tida para la construccion de los metros prototipos, la Comisién
internacional de Pesas y Medidas, auxiliada por el Comité eje-
cutivo, que presidia el general Jhdsiex.

El metro que ha servido de base al sistema métrico pertenece
a Francia, es el prototipo llamado de los Archivos; consiste en
una regla de platino cuya longitud, de extremo a extremo, se
crey6 igual a la diezmillonésima parte del cuadrante de me-
ridiano. En su determinacién tomaron parte muchos sabios,
principalmente Delambre, Mechain v Borda; y entre los espafioles
Cliscar.

Se hizo la entrega oficial de este metro el 4 de mesidor del
ano VII de 1a Reptiblica (22 de Junio de 1799).

Desde 1870, en que se organizdé la Oficina internacional de Pe-
sas y Medidas, hasta 1889, en que han terminado las principales
operaciones relativas al mefro y al kilogramo, se han llevado a
cabo muchos trabajos en que los mds importantes, por relacion
al metro, han sido construir 30 reglas de platino con un 10 por
100 de iridio, cuya seccidn transversal tiene la forma aproxima-
da de una X, y cuya longitud esunos 102 centimetros: estas re-

“glas tienen cerca de cada extremo tres pequefios trazos, muy

proximos entre si, a medio milimetro de distancia, y la longitud
del metro es la distancia entre los dos trozos centrales.
De las treinta reglas se eligié para talén prototipo internacio-
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nal la sefialada con el nimero 6, cuya longitud se aproximaba
mds al metro de los Archivos; en todos los documentos de la
Oficina internacional de Pesas y Medidas, se le designa con la

letra gética i,

La longitud de esta regla a cero grados es un metro, y desig-

nando por la letra griega p, la millonésima de metro y por ¢,
una temperatura cualquiera: la longitud, a esta temperatura, es:

= 1m 48,651 £+ 0,001 £2,

En Septiembre de 1889 se celebré en Paris una conferencia
general de la Convencién internacional del Metro (presidida
por M. Des Cloiseaux y en la que representd a Espafa el ge-
neral Jbdnes) en cuya conferencia se aprobaron los trabajos
que durante veinte aios se habian llevado a feliz término, y se
hizo el sorteo de los talones prototipos en platino iridiado, ad-
judicdndose a cada nacién los que habia comprado. Se acordd
que los prototipos internacionales se depositasen en la cueva

profunda del Observatorio de Breteuil, con todas las formali- -

dades y precauciones que merecia el inmenso valor de las alha-
jas que se depositaban y de cuya custodia se hacia Francia res-
ponsable, y se ley6 el acta levantada con este motivo en la
ultima sesidn de la conferencia, el dia 28 de Septiembre,

Como resultado del sorteo, le correspondieron a Espana dos
metros prototipos, en platino iridiado, sefialados con los niime
ros 17 y 24,

La expresién de la longitud de estos metros a la temperatura
t,es: Talon nim, 17 =1m- 049 + 84,653 £ 404,001 22,

Talon nim. 24 = 1 m 4 1, 8484670 7 - 0,001 /2,

La unidad principal de las medidas de peso o pesas, se llama
kilogramo fes el peso del agua destilada a 4 grados ceniigra-
dos, que puede contener un cubo cuya arista es la décima
parte de un metro: se designa con el simbolo £g.

Tampoco esta definicién es exacta, porque segtin trabajos
hechos por la Comisién internacional de Pesas y Medidas, se ha
visto que la unidad de peso es errénea probablemente 2 diez-
milésimas de kilogramo.

Cuando se construy6 el kilogramo prototipo de los Archivos,
hace ya mas de un siglo, se advertia que el peso del agua se
habia de reducir al vacio, y nada se advertia respecto de la la-
titud, y como el peso varia con la latitud, es prueba de que le
consideraron como igual a la masq,
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La Comision internacional, define el kilogramo diciendo que
es la unidad de masa y ha adoptado como prototipo interna-
cional un kilogramo de platino iridiado que pesa exactamente
igual que el de los Archivos.

Ademds del citado construyd otros 40 también de platino con
10 por 100 de iridio, que tienen la forma de un cilindro de igual
altura que el didmetro de la base y cuyas aristas estdn ligera-
mente redondeadas.

El prototipo internacional se designa con Ia letra gética k¥

estd depositado con el metro en el Observatorio de Brefeuil y
los prototipos nacionales se sortearon cuando los metros y a
Espafia le correspondieron los que llevan los niimeros 3y 24.
Designando por g, la millonésima parte del kilogramo (el
miligramo) los pesos de los prototipos o talones espafioles son:

Talén nim. 3 =1k — Qmg, 021,
Talon nim. 24 =1 kg — Qme, 191,

La unidad principal de las medidas superficiales es el metro
cuadrado, o sea, un cuadrado cuyo lado es un metro: se de-
signa por el simbolo, 7%

La unidad principal de las medidas de volumen es el meiro
cibico, o sea, un cubo cuyo lado es un metro: se designa por
el simbolo, m? (1).

La unidad principal de las medidas de capacidad es el litro, o
sea, la capacidad de un cubo que tenga por arista la décima
parie del metro: se designa por el simbolo, /.

A peticién de M. Broch, la Comisién internacional ha adopta-
do una nueva definicion del litro, diciendo quefes el volumen
ocupado por la masa de un kilogranio de agua pura a su den-
sidad mdxima y bajo la presidn de una atmdsfera normal, /

Este litro ser4 la unidad de volumen en los trabajos de gran

precision, segtin acuerdo de la Conferencia celebrada porla Co-

misién el 16 de Octubre de 1901. En todos los demds casos la
unidad de volumen serad el metro cubico.

(1) Coho esel espacio carrado por seis cusdrados iruales que se llaman caras: los |ados
de los cuadrados se llaman aristas. Un dado de jugar tiene la formi de un cubo,
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La unidad principal para medir el tiempo es el dia solar medio,
que es aproximadamente el tiempo transewrvido entre dos pasos del sol
por el meridiano o lo que tarda la lievra en verificar una rotacion com
pleta alrededor de su eje (1).

La unidad principal monetaria es la pesefa, moneda de plata
que pesa 5 gramos,

347, Las unidades de cada género en el sistema métrico deci-
mal se derivan de la unidad principal, multiplicindola v divi-
diéndola por diex. Los nombres de los miltiplos de la unidad
principal en cada fénero de unidades se forman anteponiendo
al nombre de dicha unidad pringipal (2) las palabras griegas deca
hecto, kilo y mairia, que signiﬁcn'i‘dieq:, ciento, mil y diex: mil. Se de-
signan por las abreviaturas

da. h. k. M. (3). -

Los nombres de los submultiplos o divisores de la unidad
principal, se forman anteponiendo las palabras deei, eenti, mili
que significan décima, centésima y milésima parte, se designan por
los simbolos,

d. . m.

{1) La definicitn del texto no es exacta; porque el tiempo transeurride entre dos pasos dal
eol por-el meridiano es el dia solar verdadsre, que no pusde servir dounidad por no sor medida
fijn. Lia definicion del dia solar medio se puede referir al aiio tripico o ul dia sideral. Losalum-
nos gie quisran adquiric conocimientos sobre este asunto pueden cousnltar alguna obra de Geo-
grafia astronomica o Cosmograffa: aqui nos limitaremaos & deeir que-el afa ripico os el intérva-
lo de tismpo transcurrido entre dos equinocics, que en su determinacion se cometa nn erroy
inferior & un minuto, v como se tienen ohservaciones aceplubles dosde hace més de un siglo,
este error dividido por 100 es despreciahla,

El atio tropico se compone de 365,242266 dins solares medios, o sea de 865 dias solares me-
dios; b horas, 48 minulos, 60,918 sequndos.

(2) Los nombres de los miltiples ysubmiltiplos de las unidades de peso se derivan del
gramo y no del kilogramo, que es la unidad principal.

(3) La Comisibn intarnacional adopt6 solo leteas mintiseulas, y pars distinguir deed, da deea.
desipn esta Gltima con Ins letras, da. Para la palabea miria no adopti abreviatura, y para
tonelada inélrica y quintal métrico, las letras ¢, ¥ ¢, ¥ ndemis las letras griegas que citamos mas
ndelante.




= 67—

348. L.AS UNIDADES DE LONGITUD soN (1):

@ Megdametro. (Meg. m] = 1000000 »i = 100 fm | Astronomis.

3 Miridmetro. { Mm) = LoD = 10:tm % Geografin.

8. {  Kilomateo (km) — 1000 = 10/m Med. itineraria.

] Hestdmetro (M) = 1K) = 10 dam Artilleria.

o Decametro (dam) = 10 = 10m S‘ Agrimensura.

Uniidad principal: metro (m) 1 = 10dm
decimetro () = 0,1 = 1bem l Comareio,
centimetro (em) = 0,01 = 10mm } Industria,

& milimetro (mih) = 0 001 = 1000 g Ciencia.

5

E micrén (y) = 0,00000 L = 1000 m Matralogin,

= t Espectroscopia.
mili-micyin ('m ;,:) — (000000001 Microgcopio,

349. Si, ABCD (Fig. 1.4, representa un metro cuadrado y
dividimos los lados en 10 partes iguales, cada parte represen-
tard un decimetro. Uniendo ahora los puntos de division de los
lados opuestos, AD y BC, por medio de las rectas indicadas en

Fig 1.=

A S B

la figura, queda dividido, el metro cuadrado, en 10 fajas de un
metvo de largas y un decimetro de altas: si después se unen
los puntos de divisi6n de los otros dos lados, AB y CD, cada
faja queda dividida en 10 decimelros cuadrados. De suerte que
el metro quedard dividido en 10 » 10 = 100 decimetros cua-
drados. ‘
Igualmente se verifica que cualguiera unidad superficial tiene

100 unidades del orden inmediato inferior: -

(1) Lns necesidades de la ciencia han motivado ln adopeidn de maltiples ¥ submiltiplos sn-
periores al miridmetro o inferiores al milimetro,
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ILAS UNIDADES SUPERFICIALES SON:

- Miridmetro cuadrado (Mm 2] — 100000000 m 2 = 100 km 2

:";i Kiltmetro cundrado hn 20 = 1000000 — 100 fm 2

= Hectometro cuadrado (kin2) = 100K} = 10 dam 2 =1 )
- Decametro cuadrado (dam 2) = 100 =1m2 =a
Unidad principal; metro cuadrado = 1 = 10 dm'2 = on
= ‘ Decimetro cuadrado (dm 2] — 0,01 = UM em 2

s Centimetro cundrado (em 2] — 0,0001 = 100 w2

g Milimetro cuadrado (mm 2) = 0,000001

350. LEl decdmetro cuadrado también se llama dgrea y se desig-
na por la letra, a; el hectémetro cuadrado se llama entonces hee-
tdreq (he) y el metro cuadrado eenlidrea, se designa por, (ca).

Estas unidades se emplean en la medicién de las dreas de las
propiedades risticas, por lo cual se llaman agrarias)

351, Si, ABCDEF (Fig. 2.%), representa un metro cithico yla

Fig. /2.5
D < Pd /f’ W E 6
A
/?/ 3 e
AT
Af =

cara superior, ABCD, que serd unmefyo cuadrado, se divide en
100 decimetros euadrados y para cada uno se construye un cubo
cuya arista sea un decimetro, resultard una capa que contendri
100 decimetros eiibicos. Si, AE, se divide en 10 partes iguales, cada
una sera de un decimetro y resulta que separada la primera capa
de decimetros cibicos, con lo que resta del metro ctibico, se
podrian construir otras 9, iguales a ella: por lo cual el metro cii-
bico contiene, 100 > 10 = 1000, decimelros citbicos.
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Icualmente se verifica que cualquiera unidad cubica contiene
1000 unidades del orden inferior inmediato (1).

[_AS UNIDADES CUBICAS SoN (2):

Unidad prineipal: metro otbico (m) — 1o = JOM ot
Decimetro eibico (dmd) = 0,001 ma = 1000 emd
Iivisares, Cantimetra cubieo (end) = 0,000001 — 100 mmed

!'. Milimetro eilico (mmd) = UUK000001

352, “ LLAS UNIDADES DE CAPACIDAD SON:

Kilolitra (k0 — 100007 = 100 = kma
Mtltiplos. Hectolitro () = 104 — 100l
t Decaliteo (dnl) = 1) =104
U nidadd principal: ditro ({) — 1 — 10 dl = 1.3
Dacilitro (dil) = 0,1 — 1l
Centllitre (¢ = 0,01 = 10 mil
J‘ -'I 0y, o -
ST Mililitro (md) = 0001 = 1000 & =1 emd
Microlitro (€ = 0,000001 — 1 gmn®

353. IL.AS UNIDADES DE PESO SoN (3):

Tonelada mitrica (f) = 1000 kg —i Ui
Quintal métrico (7)) = 100 = 10 kg
Miltiplos. Kilogramo (&) = 1000 g = 1)'hy p
Heotogramo (hg) = S0 = ') dag
Decagramo (dog) =10 =10
Unidad principal: gramo (g) = 1 = 10/dg
Decigramo (dy) = 0,1 = 10¢y
Uentizramo (cg) = 0,01 = 10my
Higisaiss. Miligramo (1) = 0,001 = 1000 4
Migragramo 41 = (00001

334 Para medir las longitudes se emplean muchas medidas;
las principales son:

Un doble decimetro de boj o de marfil, dividido en centimetros
v milimetros: dobles mietros, metros o niedios metros, de me-
tal 0 de madera con remates metdlicas, o articulades para que
se puedan plegar: cintas mélricas, de metal o con trama meta-
lica, o sin trama alguna, que se arrollan dentro de cajas apro-

(1) Es convenients tener en la clase un decimetro cubico cuyas carss estén divididas en
confimetros cuadrados; ademéis debe cerrig

s o it ftltura de un centimetio, para que los alumnos
se convenzan e qua, conteniendn la capr separads cien centimetros, el decimetro clibica con-
tendrd mil,

(2] No se suslenawplear log maltiplos del metro cdbico.

1) Los nombres de tonelads métrica yiintal métrica no signen ln regln de los mltiplos.

12
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piadas y suelen tener de 5 a 50 metros de largas: eadenas de 10
metros con eslabones de dos decimetros, etc.

ILas dreas v los volimenes se miden con las unidades lineales,
pero para hacerlo es preciso tener conocimientos de (Geometria.

3356, Las medidas mds usuales para medir la capacidad son
las sigunientes:

Medio heetolitro, doble decalitro, deealilyo, medio decalitro, doble litro,
litro, medio litro, doble decilitro, decilitro, medio decilitvo y doble centi-
litro.

Se construyen estas medidas en madera o metal, segin el
uso a que se destinen.

356. Las pesas mds usuales son las siguientes:

Cincuenta kilogramos, veinte kilogramos, diex kilogramaos, cinco kilo-
gramos, dos kilogramos, yun Lilogramo, medio lilogramo, dos hectogra-
mos, un heetogramo, nedio hectogramo, dos decagramos, un decayramo,
eineo gramos, dos gramos, wn gramo, cinco decigramos, dos declgramos,
wh decrigranio, cineo centigramos, dos cenligramos, un centigramo, medio
centigramo v dos miligranos.

357. Los dobles metros, metros y medios metros sélidos y las
medidas de capacidad y peso que se havan de emplear en el
comercio, deben estar autorizadas con el sello del fiel contraste,
segiin lo dispone el reglamento del 5 de Septiembre de 1895.

358. L.AS UNIDADES DE TIEMPO SON:

El siglo, qua vale 100 afios.

Tl lustro b Anos.

Ll afio hisiestd 606 ding o 12 meses.

El aiio comtin 260 dias 0.12 meses.

El mes 28, 6:20 680 6,21 ding,
El dia 24 horas,

L hora 60 minutos.

El minuto 60 segundos,

Los meses de 3! dias son Enero, Marzo, Mayo, Julio, Agosto,
Octubre y Diciembre; los de 30 dias, Abril, Junio, Septiembre y
Noviembre. Febrero tiene 28 dias los afios comunes, v 29 los bi-
siestos (1),

(1) Son bisiestos los afios divisibles por 4, excepto log terminados en dos cercs, i el nfimero
que queda a la izquierdy suprimiendo los dos ¢eros no es divisible por 4. Asi: 1700, 1800 ¥ 1900
no Son bisiestos, porque 17, 18 ¥ 19 no son divisibles por 4 paro el afio 2000 serd bisiesto por-
que 20 es miltiplo de 4.

Hemes ineluido en el sistema métrico decimal las unidades do tiempo, porqueno se ha adop-
tado ln division decimal del dia.
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Ademds de estas unidades hay la semana, que es un periodo
de siete dias. '

Yara medir el Liempo se emplean los relojes y 1os cronGmetros.

359, Monedas son los objelos que sirven para dar valor convencional
a las cosas.

Las monedas se acunan en Espafia con tres metales: oro, plata
y ecobre (1),

Ley o titulp de la pasta con que se acufia una moneda, es la
cantidad de metal fino que contiene, expresada en milésimas del
peso total de la pasta, - '

Talla 0 pie es el nimero de monedas que se pueden sacar de
una barra cilindrica del mismo didAmetro que las monedas y de
un kilogramo de peso.

La unidad principal monetaria es la pesela, moneda de plata
que pesd 5 gramos.

MONEDAS DR (RO | MONEDAS DE PLATA
s 100 pesetas Dhiro B pesetas 40 plezas en ky. — 25 g,
De no s Ioble pezeta 2 » 100 s — 10 s
De 80 » Pusota 1 v 2N > — b s
Da 1) 3 Media pesota 0,60 . 400 ¥ e &
De 5 o | Dobla décima 0,20 = 10000 » S [

MONEDAS DE COBRE .

Diécima 510 posetas 100 piezas en kg, — 10 g
Media décima 0,06 200 s =15

Doble eéntinio (0,02 A00 S =
Céntimo 0,01 1000 A LR

360. En el Congreso de electricistas celebrado en Paris en
1881, Sir . Thomsem (Lord Kelvin), propuso las unidades siguien -
tes: Unidad de longitud, €l centimetro; wnidad de masa, €l gramo;
unidad de tiempo, €l segundo; y para consignarle la notacién o sim-
bolo € G. S.; habiendo side aprobada esta proposicidn.

(1)) Sehan acufiado monedas de 100 pesetasdel Gobierno provisional en 1870 y en 1871,
con el busto de D). Amades T. No se lian acufiado monedas de oro de 50, ni de 20, ni de 5 pese-
tas. Por Real Orden de Marzo de 1571 sehan acufiado monedas de oro de 23 pesetas de 124 pie-
zas on kilogramo con el busto de Il Amuden I. Pero ni éstas ni las de 100 pesetas han circalado
apenas. En varias épocas se han acofisdo monedas de 25 y de 10 pesetas ¢on el busto de don
Alfonso X1, En la época del Gobiermo provisional se neniid el sistema complato de monodas da
plata y de cobre, Enla Gpoed de D. Amades I no s6 acuiid monedn de cobre, ¥ de las de plata
solamenta el duro. En la époea de I, Alfongo XII se han acuiindo todas las monedas do plata
excepto ln de 20 céntimos, ¥ de lnsale vobre lus de 10 y 3 céntimos: Actualmente se néufia moy
poco oro y nada de cobrs,
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En la prdctica, para expresar las unidades eléctricas ha resul-
tado muy pequeiia la unidad dé longitud y muy grande la de
masa, v se han adoptado estas otras:

Unidad de longitud: el cuadrante de meridiano o sea 109 cen-
timelros.

Unidad de masa: 1,00000000001 gramos.

Unidad de tiempo: el segundo.

b) Sistemn de pesas y medidas de Castilla

361. En el sistema de Castilla, las principales medidas, pesas
y monedas, son:
o
Unidades de longitud. La legua — 6666 — varas, la varda =

3 pies, el pie =12 pulgadas, la pulgada = 12 lineas y la linea
= 12 puntos:

L

/
La legua marina = 3 millas, 1a milla =9 — cables, el cable

— 120 brazas, la braza = 6 pies; el codo de ribera = 2pies y 9
lineas

El patrén o unidad principal de longitud es la vara de Burgos.

Unidades superficiales. Son cuadrados que tienen por lados
las unidades lineales: por consiguiente, la razén de dos unidades
superficiales de-distinto orden es la de los cuadrados de las uni-
dades lineales correspondientes, Asi una vara cuadrada tiene 9
pies cuadrados, una pulgada cuadrada 144 lineas cuadradas, etcé-
tera Ademds existen las siguientes unidades llamadas agra-
rias.,

La fanega de tierra — 576 estadales cuadrados. La aranzada
— 400 estadales cuadrados. El estadal cuadrado es un cuadrado
cuyo lado es 4 varas, por consiguiente, tiene 16 varas cuadradas,
o 144 pies cuadrados.

Unidades de volumen. Son cubos cuyos lados son las unida-'

des lineales: por consiguiente, 1a razén de dos unidades de volu-
men de distinto orden es la de los cubos de las unidadés lineales
correspondientes. Asi, una vara clibica tiene 27 pies cuibicos, un
pie etibico 1728 pulgadas cubicas, ctc.

Ademas se emplean distintas medidas ctbicas llamadas de ca-
pacidad para dridos, para liquidos y para acetle.
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Medidas de capacidad para dridos. El cahiz = 12 fanegas,
la fanega = 12 celemines, el celemin = 4 cuartillos.

La unidad principal es 1a media fanega de Avila.

Medidas de capacidad para liguidos. Kl moyo = 16 cantaras,
la cdntara =8 azumbres, la asumbre =4 cuartillos, el cuarti.
ilo =4 copas.

La unidad principal es la cdntara de Toledo.

Medidas de capacidad para el aceite. La arroba = 25 libras,
la libra = 4 panillas.

Pesas. La tonelada de peso = 20 quintales, el quintal—4
arrobas, la arroba = 25 libras, la libra = 16 onzas, la onsa =
16 adarmes, el adarme — 3 tomines, el lomin = 12 granos.

La unidad principal es el marco (media libra del Consejo de
Castilla).

Mownedas del sistema antiguo (1).

De oro. La onza = 320 reales, la media onsa = 160 reales, el
dobldn = 80 reales, la doblilla = 40 reales, el escudito = 20
reales, el doblén de a ciento = 100 reales.

De plata. El duro = 20 reales, el medio duro = 10 reales, la
peseta — 4 reales, [a media peseta = 2 reales, el veal, que era
la unidad principal.

De cobre. Piezs1 de doscuarios =8 maravedises, piesa de un
cuarto = 4 maravedises, piesa de un ochavo — 2 maravedises.
Posteriormente. Pieza de niedio real = 0,50 de real, piesa de
cuartillo = 0,25 de real, décima de real = 0,10 de real, y media
déctma = 0,05 de real.

362, Los niimeros concretos del sistema métrico decimal se
expresan por las iniciales de sus nombres, seguin hemos indica-
do en los nimeros 347 y siguientes Los concretos del sistema
antiguo de Castilla se expresan, o con las iniciales, colocadas a
continuacion de los numeros, o con abreviaturas del nombre de
las unidades que se quiere expresar (2).

(1) Hoyno eizenln ningnna do las monedns de cobre do este sistema, porque Jas ha recogido
el Gobierno; tampoco cirenln la plate acuiada antes dol afio 1568, por la mismad razén. En
cuntite a las monedas da or, tanpoeo circulan, porijue el oro tlene por rolacién a ln plata ma-
yor vilor que el monetario legal,

2y Sblo a tiiuls de doenmonto higtirico incluinios en este libro el sistemn de.pesas, medi-
das y monedas e Castilla, pera-no creemos que se debe ineluir on. ol programy, de examen,
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IT. Transformacion de lox nitmeros concretos

363 Los concretos se clasifican en nimeros uuomph’}os v
complejos,
! Naimero incomplejo es el que consta de unidades de wn s6lo
orden,; por ejemplo: 4 kin, 8 dal.

Niimero complejo es el que consta de unidades de distintos
Ordenes, pevolel mmismo génzro; por ejemplo:

dkgbhgbdagdgSdg. 8247 dmn® 35 cn®

/ En los nimeros complejos, las unidades de cada orden deben
Ser menos que las que se necesitan para componer una unidad
del erden inmediato superior.” !

364. Los nmimeros concretos pueden transformarse en otros
equivalentes, ya sea del mismo sistema, va sea de otro sistema.
Las transformaciones en cada sistema comprenden los tres ca-
so0s principales siguientes: 1.°, convertiy wmn nitierve tncomplejo
en olro incomplejo; 2°, convertiv un complejo en un incon-
p!e_;o 3 %, converlir un incomplejo en un complejo.

/ 3657 Pmmhl{ caso. Conwvertir un nmero incomplejo de dis-
nm’.o ara’em(f

Siay b, son dos incomplejos, homogéneos equivalentes, que
expresan unidades de distinto orden, siendo a, el ntimero de uni-
dades superiores, y 2, las veces que la unidad superior contie-
ne a la del inferior, se tendra:

b
atm =10, dedonde, a=—.
m

De la primera igualdad se deduce la siguiente:

Recra 1.8 Para convertiv un nitneero incomplejo en otro
incomplejo de orden inferior, se multiplica el nihinero dado
por el mitinevo de wveces que la unidad supevior contiene a la
inferior.

Ejempros: 1.° Reducir 16 horas a minutos. Se multiplica el
niimero 16 por 60 que son los minutos que tiene una hora, y el
producto, 720, expresa los minutos que contienen 16 horas,

2.° Reducir 17 2g a gramos. Se multiplica 17 por 100, que son
los gramos que vale un Ag, el producto 1700 expresa los gramos
equivalentes a 17 i g.

De la segunda de las igualdades se deduce la siguiente:

1) Bolo pondremos ejemplos del sistema métrico decimnl y eronométiico,
I 1 ;
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ReGLa 2% Para convertiv un niwmero incomplejo en oiro
incomplejo de ovden superior, se divide el miimero dado por
el numero de veces que la unidad inferior estd conlenida en
la superior. *

Ejempros: 1.0 Convertir 268 gramosen kilogramos. Se divi-
de 268 por 1000, que es el nimero de gramos que tiene el kilo-
gramo, y el cociente serd el nimero de gramos que se pide.

268
2680 =—=———— kg = 0,268 kgl
1000

2.0 Convertir 26152 m en £m. Dividiendo por 1000, que son los
metros que tiene un ki, 0 sea separando tres decimales, ten-
dremos:

26152 ne = 26,152 k.

366. 2.° Caso. Convertir un complejo en incomplejo.

Como un nimero complejo se compone de varios incomplejos
de distintos 6rdenes, cuya suma es el complejo, es evidente que
este problema tiene su fundamento en el problema del niimero
anterior, cuya resolucién habrd que repetir varias veces. De
estas consideraciones se deducen las siguientes:

Recra 1.* Para convertiv un complejo en un tncomplejo
de su ovden inferior, se convierten las unidades de orden su-
perior en las del orden inmediato inferior, al resultado se le
anaden las unidades que de este ovden tenga el nmitmero coni-
plejo,; se rveduce esla suma al orden inmedialo infevior, se
agrvegan al vesuliado las unidades que haya de este orden v
se continva del mismo modo hasta habey operado con las uni-
dades de orden inferior.

Ejempros: 1.2 Convertir, 12 dias 16 Iis y 9 2 en minutos. Se
tendra:

12d 4 16 i = (12 X 24 + 16) 1 = 304 A.
301 /2 49 2 = (304 X 60 - 9) 12 — 18249 i,
2.9 Convertir, 2 za 78 a y 35 ca en centidreas, Se tendréa:
24 ha 478 a = (24 X 100 4- 78y a = 2478 a.
2478 a 4 35 ca = (2478 X 100 - 35) ca = 247835 ca.

Observacién.—Cuando el nimero complejo es métrico deci-
mal, no se necesita efectuar multiplicaciones. Si el nztmero mé-
trico es un complejo de unidades de longitud, de capacidad
o de peso, se colocan las unidades de diferenies drdenes,
unas a continuacion de otrvas, poniendo un cero en el lugar
de cada orden intervinedio que falle. Sy el nymero métrico
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complejo expresa unidades de superficie o volunen, se proce:
derd del misino modo, pero teniendo presente gue cada orvden
de unidades superficiales debe ocupar dos lugares; la falla
de unidades de algrin ovden se debe supliv con dos ceros, ¥ ld
carencia de decenas con uno; v cada ovden de wndades de
volumen debe ocupar tves lugares; la fulta de unidades de
algun orden se debe supliv con tves cevos, v la carencia de
centenas, o cenlenas y decenas de algun orden, con uno o dos
ceros.

Ejemrros: 1.° Convertir, 1 knt* 24 him? 7 dam? vy 20 m? en
metros cuadrados.

Se tendra:

1 Zem? 24 e ? = (100 4 29) hm 2 =124 hin 2.
124 A2 7 dam® = (12400 4 7) danz ® = 12407 dain®
12407 dame 2 4 20 70 = (1240700 - 20) 2 ® = 1240720 12 ®
o de una vez, segin la observacion,
1 2ne224 hm® 7 dam® 20 m & = 1240720 e .
2.0 Convertir 18 m* 75 dm® y 6 can?, en centimetros cibicos.
18 w3 75 dm ? 6 cny? = 18,075006 12 3.
32 Convertir 24 Jun3125 m?® y 14 ¢m®, en centimetros cithi-
cos. -
24 Jor 7 125 e 14 em ¥ = 24000125000004 e ®,

RecLa 2.0 Para convertiv uncomplejoen incomplejo de cual-
quier ovden distinto del infevior, se convievte primero en el
inferior, v el vesultado se convierte en incomplejo del ovden
que se desea por la regla del problemma anterior (305, regla 2.7),

St el numero es mélrvico, la conversion del incomplejo de
orden infervior a otre ovden estd reducida a colocar la cona
a la devecha de lus unidades del orden pedido,

Ejempros: 1," Convertir 8 horas, 16 minutos v 3 segundos

en horas. Se tendra:

8 horas - 16 minutos = (8 X 60 + 16) minulos = 496 minulos,

490 minutos + 3 segundos =
= (496 < 60 4 3) segundos = 29763 segundos;

y como la hora tiene 3600 segundos,

«'y
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99763 segundos=——- horas.

90 EConvertir 16 k.7 il y 91, en hectolitros. Se tendra:
16 k17 1l 9= 16709 | = 167,09 kL
3.0 Convertir, 24 hm? y 6 w2 en hectémetros cuadrados:
24 Jum® 6 m® = 240006 72 = 24,0006 fine®
4. Convertir, 1256 m?® 285 dm® y 75 em® en metros ciibicos

1256 n® 285 dm® 756 em? = 1256285075 em® =
= 1256,285075 m?.

367. TERCER caso. Conwertir un incomplejo en un complejo.

Cuando un incomplejo, de un orden gue no es el superior a
todos, contiene mas unidades que las necesarias para formar una
del orden inmediato superior, se puede transformar en complejo
de 6rdenes superiores. Para hallar las unidades del orden inme-
diato superior, se divide el incomplejo dado por el nimero de
veces que la unidad inferior cstd contenida en la superior (365);
el resto expresard unidades del orden dado, y el cociente unida-
des del orden inmediato superior. Con el cociente entero se pro:
cede como con el numero dado, y asi se contintia con los cocien-
tes enteros sucesivos hasta llegar a un cociente del orden
superior a todos, 0 a un cociente que no contenga ninguna uni-
dad del orden inmediato superior, De todo esto se deduce la si-
guiente.

REcLA. Para converliy wn incomplejo. en conmplejo de drdenes supe-
viores, se veduce @ sw orden tnmediato superior (365, regla 2.%), el co-
ciente entero al tnmediato superior, u asi sucesivamente hasta llegar a
las wnidades superiores, o a un cociente que no contenga ninguna unidad
superior: el wltimo cociente y los restos de las divisiones forman el com-
pleio pedido.

Observaciones.—Si el incomplejo es métrico decimal de longitud,
capaeidad o peso, se separan sus cifras, de una en una, y se da a cada una
la denominacion que le correspenda Si el incomplejo métrico decimal
capresa wnidades superficiales o de volumen, se separan sus eifras de dos
en dos, 0 lres en tres, a devecha e ixquicrda de la coma, siel nimero
no- es entero, y se da g cade grupo de dos o tres cifras la denominacion
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que le corvesponda. Antes de hacer la transformacion en las medidas su-
perficiales, se afiade wn cero a la parte decimal, si el nitmero de cifras no
es par, y en las de volwmen, uno o dos eeros, &1 el nivmero de difras deci-
males no es maltiplo de tres.

Ejempros: 1.° Convertir en complejo el incomplejo 102347
segundos.
La operacion se dispone asi:

102347 segundos| 60 | |

—_— 00
423 1705 minutos =1 B9
347 [ 505 | 28 horas —
47 segundos | 25 minutos | 4 horas | 1 dia

lusgo, 102347 segundos =1 dia 4 koras 25 minutos y 47 sequndos.
2.2 Convertir en complejo, 5126007 exq.
Separando sus cifras en grupos de dos, a partir de la derecha,
y teniendo presente que en las unidades agrarias no hay mds
que tres 6rdenes (350), resulta:

5126007 ¢ =512 i 60 & 7 e

3.° Convertir en complejo 2636441,12 m . El nimero de cifras
decimales debeser miiltiplo de tres, por tratarse de unidades
de volumen; luego escribiremos 2636411,190 o ? y aplicando la
regla .
2636441,120 m % = 2 Jun.* 636 dam * 441 m ® 120 dim .

Si se trata de reducir un incomplejo a complejo de 6rdenes in-
feriores, el incomplejo deberd ser una fraceién v 1a operacidn se
llama ezaluar una fraceién. De lo dicho en los casos anteriores se
deduce la siguiente:

RecLA.  Para reduciy un incomplejo a complejo de Grdenes inferiores.
0 para valuar una fraceion, se divide el wmumerador por el denominador
u el eociente enforo es el niimero de unidades del orden del wmeomplejo: se
reduce el vesto al orden tnihediato inferior, el vesultado se divide por el
mismo denomanador y el eoziente entero expresard wiidades del orden de
sw dividendo; con el resto se procede como. eon el anlerior y asi se conti-
nia hasta llegar al 4ltimo orden, o al que se haya marcado, si antes no
se obtiene el resto cero.

15
Ejempros: 1.° Reducir a complejo i—ldel dic.
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La operacidn se dispone del modo siguiente:

e i
] 15 dias | 11
4 » .
96 horas {1 dta 8 horas 43 minutos 38,18 segundos
8. %
: . 15
4{}3 fertzikos Este cociente es el complejo equivalente a —1
1
Vowr=2
420 segundos | dias.
9 |
- % '
90 ’
2
4
2. Reducir a incomplejo o complejo decimal — i 2
7
qeaprs Ay
40 | _— R
500 0, (571428) et =57 dme® 14 con® 28 mm 2
1 L
30 .
20
60 |
Al

368 La transformacién de concretos de un sistema a otro se
electia con el auxilio de igualdades o equivalencias entre las
unidades de ambos sistemas: y se funda en el siguiente:

TroreEMA, Sisemultiplican varias equivalencias tales que
el segundo miembro de cada una sea homogéneo y del misnio
orden que el primer miembro de la siguiente, el producto es
una equivalencia cuyo primer nienbro es homogénco v del
mismo ovden que el primer miembro de la primera, ¥ cuyo

5{’ segundo mienibro es homogéneo y del mismo orvden que el se-
gundo miiembro de la sllinia.

Supongamos primero que las equivalencias son dos y que los
A = B, | subindices, m, #,p, marguen la especie de unida-
Cy = D, | des a que se refieren los niimeros A, B, D.

Multiplicando la primera equivalencia por C y la segunda por
B; se tendra:

{A ¢ Clli—(B= €) u} de donde se deduce:
e (B.CYa=(B. @) (A.Clmn=(B.D)y.




Sea ahora cualquier nimero de equivalencias. Multiplicando
A 5 =B ,| como hemos dicho antes las dos primeras; la equi-
C» = 1) | valencia obtenida por la tercera, lo que resulte por

Lp = F o | 1a cuarta y asi sncesivamente hasta la tiltima, llega-
Ge=Hr | remos a la equivalencia.

A E G = (B B H)

conforme se queria demostrar.
Si A fuese un nimero desconocido, dividiendo los dos miem-
bros de la equivalencia anterior por C . E . G, tendriamos:

C.E. It
de cuya igualdad se deduce la siguiente:

Recra. Para transformar uin concreto exn olvo equivalente
de distinto sistema cuando ambos sistemas estdan ligados por
equivalencias intermedias, se disponen ¢slas de niodo que
el primer miembro de la primera sea el nitmero que se bus-
ca, que designarenos por, x, y el segundo el concreto conoci-
do equivalente con él; v debajo de esta equivalencia las de-
miis equivalencias dadas, dispuestas de modo que el primer
miembro de cada una sea homogéneo v del misnio ovden que
el segundo miembro de la anterior (1); se multiplican miem-
bro a miembro, el producto de los segundos miembros se divi-
de por el producto de todos los fuctores del primero a excep-
cidn de x, y el cociente obtenido serd el nimero desconocido
que se busca (2).

Cuando sélo se trata de pasar del sistema antiguo de Castilla
al métrico decimal o viceversa, el problema es muy sencillo,
porque para resolverle bastan dos equivaleneias.

Lus principales equivalencias entre los dos sistemas son (3),

m=(8.u.ﬁ.ﬁl

(1) El segundo miembro de la altimn resultard homoséneo y del mismo orden que el-primers
de la primera.

(2) Esta regia se lama ¢myintn; ¥ si tiepe por objeto la conversion de moncdas o valores
comerciales se llama regla de cambio o de arbit

(#) Ponemos estas oquivalencias con las cifras decimales que se acostumbz v porgue #si
gon legales; pero advertinios que en easi todas son ilusorias las cifins desde Iaensea on aio-
lante. S6lo merecen fe las refaciones determinadas enfre 1as tnidados (do langitud ¥ anisa)
francesas, ingledas ¥ rusas, con el metro y kilogtamo, porque las ha halladg la Comisitn in-
ternacional de pesas ¥ medidas.

>



1 legun = 0170446 leguias

1 vara = = 1,186307 paras

1 o 2 - 1,431163 varas 2

1 fanign,  — = 1,60628901 funegas
1 vara 3 = (),pB4OTE m 5 L3 —  1,712100 daras 8

L euartillo. = 0016 | L — 1,988512 suartidlos
1 fapege = (),66601L Al 10 1 80176% fonsgas

1 lilra = 0.460088 Ly 1 ky — 2173474 libras

1 arrali — 11502825 kg 1 kg = 0,086930 arrolas

También se suelen emplear las siguientes equivalencias, aun-
que son menos aproximadas.

ol m —  GLlyaras; | a9 ke T leguns:
Tm 2 — Wearas2; ha = 14 fanegas;
Tmd 12 woras &, GO/ — 1% cwartilios:
bkl 1 fanegas; | Bk = 4 arrobas:

Ejempros: 1.2 Convertir 165 varas en metros.
De las primeras equivalencias se deduce:

x m = 16bvaras } Bedany xmt = 165 3 0,835905 m
1 vr. =0,833905 m | 9 “ONCE, = 137,924 m.

Empleando las segundas equivalencias:
X Wi =10Di0% l 165 X bl
de donde, x m = ——— m = 137,95 m.
61 vr. = 5lm ) 61
2.9 Convertir 214 fanegas de tierra en kecldreas.
En virtud de las primeras equivalencias:

X ha = 214 faneg
1 faneg = 0 643936 i

de donde, =x ha = 214 < 0,613956 ha = 137,8066 /a.
Empleando las segundas equivalencias:
x ha = 214 faneg
14 faneg = 9 ha
214 X9
de donde, X Ha = —IJ,_ ha = 137,5414 ha.

CAPITULO II
LAS OPERACIONES CON LOS NUMEROS CONCRETOS

369 La definicion general de la adicion (225) es aplicable a los
nimeros concretos, De dicha definicién se deduce que los su-
mandos deben ser homogéneos.
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Para sumar nrineros concretos se pueden reducir a incom-
plejos del mnismo orvden, sumarlos como abstractos v dar a la
suma la denominacién de los suinandos.
Ejempros: 1. Sumar 6 ka 12 a y 45 ca, con 9 ha 7 a y 2 ca.
6 ha 12 a 45 ca = 61245 ca
LI W g U

151947 ca = 15 ha 19 @ 47 ca.
2.° Sumar 4 dias 16 728 w2, con 9 dias 21 h 19 1.

4 dias 16 1 28 m = 6748 me.
9 219 L == 14939

n

20957 mr. = 14 dias 13 7 47 me.

Los nimeros complejos se pueden sumar también sin reducir-
los a incomplejos, por la siguiente:

REGLA. Para sumar niimeros complejos se escriben unos
debajo de otros de modo que se corvespondan las unidades de
todos los drdenes, se suman separadamente las unidades de
cada orden, comenzandeo poy las del orden inferior v se de-
ducen de cada suma parcial las unidades que contenga del
orden inmediatlo superior para agregarlas a la suma de este
orden.

Ejempro: Sumar los niimeros siguientes:

8 horas 16 minutos 42 segundos
S 34 94

n n n
" n n 51 n

L
&

13 fioras 51 minutos 56 segundos

370. La definicién general de substraccion (231) es aplicable a
los nimeros concretos, y supone que el minuendo y el subs-
traendo son hkomogéneos.

Para restar nikmeros concretos se puede veducivios a incon-
plejos del mismo orden, restarlos conio los abstractos yvdarv a
la diferencia la denominacion comiiin a minuendo vy subs-
traendo.

EjempLos: 1.° Restar de

S6kgdheg ybeg;, 29ks6hegddag v8g.

86 kg 4 hgOdagh g = 86405 g
29, 6,4 . 8, =290648

56757 g =56 kg The bdag 7 g.
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2.0 Restar de

9 dias 18 horas 39 minutos 5 dias 20 i 24 m.

9 dias 18 h 39 m = 14079 m.
5 v 20524 » = B424 5

5655 m. = 3 dias 22 1 15 m.

Los nimeros complejos se pueden restar sin reducirles a in-
complejos por la siguiente:

Recra. Para restar miimeros eomplejos se eseribe el substraendo de-
bajo del minuendo de modo que se corvespondan las unidades de todos
los drdenes: se vesta de las unidades de eada orden del minuendo las eo-
rrespondientes del substraendo, eomenxzando por las de orden inferior: si
algiin minyendo es menor que el substraendo corvespandienle, se le afade
una wnidad del orden inmedinto superior descompuesta en unidades de
sw ovden, i en la substraceion parcial siguiente se aiade al substracndo
wuna wiidad para compensar la que se afiadio al minwendo. .

Ejemero: Restar los nimeros siguientes:

8 horas 16 minuios 22 segundos
5 n "IS " 3’3 "

2 horas 27 minutos 49 segundos

371. Laregla delas equivalencias, explicada en el niimero
331, nos proporciona medios de resolver multitud de cuestiones
sencillas que se conocen con los nombres de multiplicacion y di-
vision de conecretos. L

Las cuestiones a que nos referimos se reducen a tres pro-
blemas. ;

372. ProBrLiEMa. 1.° Dado el valor de una unidad concrela por su
equivalencia con un nimero conerelo, expresado por olras unidades ho-
mogéneas o heterogéneas con agquéllas, hallor un nivmero concreto homo-
géneo eon estas wltimas wnidades, conociendo su equivalencia en unidades
homogéneas con la primera (1).

(1) Este probloma es el lamado multiplicacién de nfimeros concratos. Pierden I dificnltad
yue offecian para los principiuntes las operaciones con los niimeros eonoretos, siendo éstos mé-
trico decimales, como lo deben ser en lo sucesivo. pues todos debemos - contribiuir a desechnr de
una vez para sienipre el antigno sistemn de pesas y medidas,
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Se puede expresar de un modo general las equivalencias que
resuelven este problema, con arreglo a lo dicho en el nimeroe
368, del modo siguiente:

T = adn ‘ ({1 h
de donde, = [ —— = (ah) m
1 == b n 1 i

Ejenpros. 1.2 Siun franco cuesta 1 peseta y 33 céntimos, iqué

cantidad en pesetas necesitaremos para pagar b839 firancos?

X plas. = 5839 fis.
1fr. = 1,35 plas.
X plas. = 6839 X 1,35 plas. =7909,65 plas.

2.,% Si una libra esterlina cuesta 30 pesefas v 10 eéntinos, icudnto
costara 295 lilras esterlinas? (1)

X ptas. = 295 libras esterlinas
1 lib. ester.* = 30,10 pilas.
x pias. = 2935 X 30,10 ptas. = 8879,50 pias.

3. Un heelolitro de trigo cuesta 19 pesefas y 45 edntinios, cendnto
costaran 65 bl y 7 dal?

X plas. = 65,7 heetolitros
1 heclolitro = 19,45 pigs.

de-donde,
X plas. = 65,7 3 19,45 plas. = 1277,865 plas.

4.2 Un metro de tela cuesta 8 peselas v 15 eéntimos, icudnto
constardn 17 mefros y 75 centimelros?

x plas. = 17,75 m.
1 m. = 8,15 plas.
x plas. = 17,75 X 8,15 ptas. = 152,8125 plas.

En este resultado sélo se necesitan dos cifras decimales, por-
que la menor parte monetaria de la peseta es el céntimo, por lo
cual lo dejaremos reducido a 152 plas. y 81 ednts.

Observaecion.—Cuando no se hayan de apreciar todas las cifras
decimales se copian sélo las que se hayan de apreciar, tal como

(1) Nuestra moneda de plata no tiene en el extranjero todo su valor, principalments porque
en Espaiin no eirculn el oro; por este motive, adnguelos francos en plata tienen el wismeo valor
intrinseco que las pesetas, nuestyit pesetn vale menos de un franco, La libva esterlina (unidad
monetaria (le Tnglaterra) deberia valer 25 pesetas.
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estdn si la parte despreciada vale menos de media unidad del
lltimo orden que queda y afiadiendo a la dltima una unidad si
vale mds.

En el ejemplo anterior hemos formado, para resultado, 152,81
pias,; pero si el decimal con mas de dos cifras hubiese sido,
1528174, hubiésemos dicho quelos 17,75 m de tela costaban 152,82
ptas.; anadiendo una unidad a la cifra de las centésimas.

La regla practica es: Si la primera cifra que se desprecia es
menoy que 5, se copian las otras cifras como estdn, y si es 5 0
mayor que 5 se aumenta a la tltima cifra gue se aprecia una
unidad.

373. FProBrEma 2,° Dado el valor de una unidad concreta
pov su equivalencia con un minmero concrele, expresado poy
otras unidades, homogéneas o heterogéneas con ella, hallar
un nmero concrelo homogéneo con la primera unidad, cono-
ciendo su equivalencia en unidades homogéneas con las se-
gundas (1).

Se expresan de un modo general las equivalencius que resuel-
ven este problema del modo siguiente (368);

Xwm= @n | il (44
de donde xwm = ( ) = (—)
b £ [ :l m I b " b .

Ejempros: 1. (Cudntas acciones de una mina se podrdn com-
prar con 8290 pesefas, costando una accidn 165 pesetas?
X acciones = 8290 peseias
165 pesetas = 1 accidn.

8290 40
de donde x acciones — —— acciones = 50 acciones, luego se
163 165
40
podrdn comprar 50 acciones y una participacién de ; en otra
65

accidn, o reservarse el sobrante de 40 pesetas en metdlico,
2.9 Una fuente arroja 1 metro cihico de agua en 48 minulos,
icudnta agua arrojard en 9 horas y 37 minutos?

X ned = 9 horas 37 mints.
48 mints. = 1m?
o bien, x m = 5§77 mints.
48 miinls, =1 ?
77
de donde, x m? = —an? = 12,020833 12 %,

(1) Este problema es el que'se considera como una divisidn de concretos iomoréions,

13




— 186 —
374, PropremaA 3.° Dado el valor de un nitmero concreto por
su equivalencia con otrvo concreto, homogéneo o heterogéneo
con él, hallar, en unidades homogéneas con uno de los dos
concretos, el valor de una unidad homogénea con el otro (1)
Se expresan de un modo general ]as equivalencias que resuel.
ven este problema del modo siguiente (368):

xm=1n I 1hgess) b
de donde, x = (—) = (_) .
an=>0bmnm l a " alm

Ejempros: 1.° Sipor un selar de 2722 mefrvos cuadrados se
han pagado 37450 pesefas, ccudl es el valor del pie cuadrado?
x pesetas =1 m?
2722 m ® = 37450 pesetas.
37450 ‘
— peselas = 13,76 peseias, con me-

de donde, x pesefas —- =

nor error de % céntimo por exceso (2)
2.9 Siun coche ha recorrido 105 knz y 390 12 en 9 horas y 45
wminufos, ;cudnto habra recorrido por hiova?

x kin=1 hora
9 horas 45 minutos = 105 ke 390

o reduciendo a incomplejos de horas y kilémetros.

x km =1 hora
585

60

hora = 105,390 ki,
de donde,
585
x Jeme = 103,390 ; _60 v = 10,809 Lkne,

es decir, 10 kmz 809 m.

(1) Este problema ez el que e considera como divisidn de conerelos heterogdneos,

{2} Cnando ol rosto es monor que la mitad del divisor, afindiéndole un coro forma un nfimarg
nue contiene menes de cineo veces al divisor, y 81 el rosto es jgnal o mayor qus el divisor; ana-
diéndole un cero contiene cineo o mas veces al divisor: por o enal =i el resto es menor que el
divisor ge toma el coeiente por defecto, y si o igual ‘o mayor quo ol divisor, por exeeso. En nues-
tro ejemplo, el resto correspondienta a los céntimos de peseta fué 2200, muyor que la mitad del
divigor, 2722, por lo cunl & I gifen, 5, do los eéntimos la hemos aijndidg una midad y en vez de
1375 poeotns, hemos tomadi 13'76 pesatas.

J{s._________ - “!f“"““‘ -
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3.° Si por 2437 pesetas se cambian 2360L frances, icudntos

[fraincos se cambian por una pesela’?

x francos = 1 peseta
2487 pesetas = 2365 francos
2365

2487
4° Sipor 5249 pesetas se han comprado 125 hld dal y 8 I de
vino, Ja como cuesta el hectolitro?
x peselas =1 hl
125,48 Jil = 5249 pesetas
5249
de donde, X pesetas = ——= 41 83 peselas.
125,48

de donde x francos — Srancos = 0,97 francos.
¥ u

CAPITULO 111

COMPARACION DE LOS NUMEROS CONCRETOS

I. IL.a proporcionalidad de los nameros

concretos en general

375, La relucidn de dos cantidades homogéneas es igual
a la velacidn de los nitmeros que las miden, con una unidad
arbitraria, homogénea con las cantidades.

Secan, 4 y 4’, las cantidades; U, la unidad adoptada, y, «, a’,
los ntimeros que las miden con dicha unidad. Tendremos:

A A’
—=a, —=1a,
U (44

de donde, A==Ua, A =TUa;

dividiendo miembro a miembro y suprimiendo el factor comun,

U, resulta:
A a

7z N
376, Dos magnitudes variables pueden depender una de otra
de tal modo que a cada valoy de una de ellas corresponda un
valoy y solo uno de la otra.
Dos magnitudes, asi enlazadas, son dirvectamente proporcio-
nales cuando la rasén de dos valoves de la primera es igual
@ la razén de los valores correspondientes de la segunda,
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Si, 4y B, son dos magnitudes directamente proporeionales v, i,
Ay y By, By, dos pares de valores correspondientes, se tendra por
definicidn, 1

Ay~ B |
Si se miden las magnitudes, 4 vy [, con unidades arbitrarias, |I
pero homogéneas con ellas, y designamos por iy, ¢y v by, by, 108
numeros que miden los valores correspondientes: de la propor- |
cién anterior, resultara (375); drp

@ by “] i

{Ia J'IJ'Q
y cambiando de lugar los medios en la proporcion [l

y o

b ba

377. De la proporcién [2] se deduce: qgue lo velacion de dos va-
lores eorrespondicnies o de los nimeros que los wviden, en dos cantidades
directamente proporcionales, es constanie (1).

Como consecuencia de esta propiedad, si multiplicamos wn valor,
Ay, por un wimero eualquiera, el correspondiente. by, quedard multipli-
ecado por el mismo niimero.

Porque sila razdn, = ha de permanecer constante, cuando se
Uy
multiplique el antecedente, a;, por un nimero m, el consecuente
se debe multiplicar por el mismo nimero para que la razén no !
varie, Asi: i
1y ay
by  bym I
378. ReciPROCAMENTE. Si mudliplicando wn valor, av, por wn -

niero. cualguiera, m, el correspondiente, by, queda multiplicado por el
mismo numero, las cantidades son divectamente proporeionales (2).

(1) Enlosacesivo Hlamuremos proporeionales a las eanfidades directamonte. proporeionalés,
(2) Enla peactica, el multiplicador, wi; es siompre entero y adin suele sor el mimers 2, Se
puede demostrar que si el teorema es cierto cunndo'w és entero, tambitn lo es enando es frag-
rionario’ o fneonmensuralila. ‘h




O el

Supongamos que a, 1t = d., y designemos por b, el valor co-
rrespondiente a «.,; tendremaos en virtud de la hipéGtesis, by 1t = by
y dividiendo ordenadamente las dos igualdades:

a, m a, a, e
f — = — o — =
— b, b b b.
y cambiando de lugar los medios,
75 i M 5
s b.

379. La demostracién de la proporcionalidad de las magnitu-
des pertenece a la ciencia en gque se las estudia y no a la arit-
meética; pero en muchos casos el sentido comun nos indica esta
proporcionalidad ayudédndonos de la regla que. contiene el teo-
rema del nimero 378.

Asi: Hl camino recorrido por un cuerpo que se mueve con una
velocidad constante es proporcional al tiempo gque dura el mo-
vimiento. El valor de una partida de trigo es proporcional a la
cantidad de trigo, etc.

380, Dos magnitudes son inversamente proporcionales
cuando la vasdn de dos valores de la primera magnitnd es
fgnal ala h’{sdn inversa de los valores correspondientes de
la segunda.y

Si, A;; A, son dos valores de la primera magnitud y, B; By,
los correspondientes de la segunda, se tendra:

A, B
T
Ay B,
o bien, entre los nuimeros que los miden (375):
oy U, _
e ) [+3]
il b|
de donde se deduce,
ay by = as b, [4]

381, Dela igualdad [4] se deduce: que el producto de dos
valores correspondientes o de los nwimneros que los niiden, en
dos cantidades inversamente proporcionales, es consiante (1).

(1) Entre las cantidades se tiene Ia jgualdad A, B, = A, B., y midién=-
.=\1 ]"r: :\-_‘ B_'
dolas con nnidades U y V se tendrd —. — = — . —; 0 bien ay by = au by,
BRI u '
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Como consecuencia de esta propiedad: S multiplicamos un va-
lor, ay, por wn nimero. cualquiera, el correspondiente, by, guedard divi-
dido por el mismo nitmero.

En efecto: si el producto a; by, ha de ser constante cuando a;,
se multiplique por m, el factor, b, habrd que dividirle por el
mismo nlimero para que el producto no varie. Asi;

' }Jl
ay by = (ay m) —.
i

382. Recirrocamente. S multiplicando wn valor, ay, por wn nii-
mero ewalquicra, m, el correspondiente by queda dividido por el mismo
nimere, my las cantidades son inversamente proporeionales (1),

Supongamos que, a; m = s, y sea by, el valor correspondiente

hl
a a;, tendremos: — =/, y multiplicando ordenadamente las
9
dos igualdades,
by
ay e — = dgbs 0 @by = dghs.
m

383. La proposicion anterior se ufiliza muchas veces para
averiguar si dos magnitudes son inversamente proporcionales.

Asi: El tiempo empleado, por un cuerpo gue se mueve unifor-
memente, en recorrer una distancia dada, es inversamente pro-
porcional a su velocidad. El tiempo necesario para que varios
operarios concluyan una obra es inversamente proporcional al
niimero de operarios, etc.

381, Cuando una magnitud, M, depende de otras varias,
A, B, C, D, para saber con cudles es directa y con cudles inver-
samente proporcional, se supone que varia una de las magnitu-
des A, B, C, D, y que las demds permanecen constantes. A y M,
serdn directamente proporcionales si variando sélo A, la razdn
de dos valores suyos es igual a la de sus correspondientes de
M; y serdn inversamente proporcionales si la razén de dos valo-
res de A, es igunal a la razén inversa de los correspondientes
de M.

(1} Enla practicn, el multiplicador, m, suela\gor el nimero 2. Poro so puede demostrar que
&i ol teorema o3 ciorto cyando pi es enfero, tambidn 1o es coando m es fraccionirio o ingoymen-
surable.
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385. Sea M, una magnitud directamente proporcional con A

y B, ¢ inversamente proporcional con C y D, y sean,
my o byoey d,
s e ba sy

dos series de valores correspondientes (1),

Designemos por m’, m’, m”, los valores que toma M cuando
A, B, C, pasan sucesivamente de los valores ay, by, g3, a los valo-
res gs, bs, es, tendremos, entre los wvalores correspondientes
(376 y 380):

vy oar by er di N omm M

m’ s

m’ ma by ey dy e h
»

0 = 7 i

" as b e d; “ =

i s

1
w

m” as b e dy W0, O
e t'jﬂ
ey by o5 s } 1y ly
y multiplicande ordenadamente y simplificando el primer
) my ay by Ca o
miembro, —=—, — | —, —,
me g ba e h
Esta igunaldad manifiesta: que la raxén de dos valores de una mag-
witwd que depende de ofras varias, es igual al producto de las raxones di-
reetas de los valores correspondientes de las magnitudes eon las que es
directamente proporcional, multiplicado por el producto de las razones
tnversas de los valores correspondientes de las magnitudes eon las que es
tnversamente proporcional.

I¥. BHeglas de tres simple y compuesta

Regla de tres simple

356. El problema de la regla de tres simple se puede enunciar
del modo siguiente:

Conacidos dos valores correspondientes de dos cantidades direeta o in-
versamendte proporeionales, hallar el valor de una de ellas, correspondien-
te. a un nuevo valor dado a la olra.

(1) Podemos desde Inego suponer que son valores numéricos; pero la propiedad que vamos
a damostrar tiene Iugar también entre Ins magnitudes, sin referir a unidad alruna,
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La regla de tres simple es diresla. cuando las cantidades a que.

se refiere la cuestién son directamente proporcionales, € inversa
cuando son inversamente proporcionales.

387. Recra pE TRES DiRECTA, Si, A y B, son dos cantidades
proporcionales, y ny, by, dos valores correspondientes, nos pro-
ponemos hallar el valor @, de A, correspondiente al valor, b, de
B. Se tendra (375);

3 IJ.A l{.l'g
— = —, de donde, 2 = a; > —.
by by

Luego: en laregla detres simple directa el valor de la inedgnita, X,
se obtiene multiplicando el valor conocrdo del yismo género gor la razén
directa del nuevo valor de la otra cantidad al que antes .I.’me-ic?j

Ejemero: Siun cuerpo, que se mueve uniformemente, reco-
rre en 48 minutos 17 kilémetros, ;cudnto recorrerd en 2 horas y
26 minutos, suponiendo que lleva la misma velocidad?

En deble tiempo recorrerd doble espacio; luego el espacio re-
corrido y el tiempo tardado en recorrerle son directamente pro-
porcionales (376); entonces tendremos, reduciendo a minutos las
2 horas y 26 minutos.

146
x bm =17 km X — = 51,708 km.
48

388. RecrLA DE TRES INVERSA. Si, A y B, son dos cantidades
inversamente proporcionales, y, @y, Iy, dos valores correspon-
dientes, nos proponemos hallar el valor, «, de A, correspondien-
te al valor, b, de B. Se tendra (350):

@ by by
— — —, de donde, z = a; X —.
@ ] by

Luego: en la vegla de tres simple tnversa, el valor de la inedgnita x,
se obtiene mulliplicando el valor eonocido del mismo génevo por la razén
inversa del nuevo valor de la otva cantidad al que tenia antes.

Ejemero:  Si un tren, con la velocidad de 36 lon por hora, ha
tardado en recorrer cierta distancia 27 minutos, scudnto tardard
en recorrer la misma distancia cuando su velocidad sea 53
por hora?

A doble velocidad corresponde la mitad del tiempo para re-
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correr la misma distancia; luego el tiempo y la velocidad son
inversamente proporcionales (382); entonces tendremos:
am =27 m X — = 18 20,38 seg.
53

Regla de tres compuesta

3589. El problema de la regla de tres compuesta se puede
enunciar del modo siguiente: Siwuna cantidad M, depende de olrus
varias, A, B, C, D, yconocemos un valor my, de la primera, corres-
pondiente a los valores, a;, by, ¢y, dy , de las olras, hallar un nuevo
valor #, de M, que torresponda a los valores ay , bs , ¢s, do , de las
otras unidades.

Supongamos que la cantidad M, es directamente proporcional
con A y B, e inversamente proporcional con C y D, tendre-
mos (385):

w da 1 By - e d;
— e
m, ay b s tla
de donde,
g ?Jg G f."1
g=m X — X —X =X —.
(2} 1 g s

Luego: en la regla de lres computesta. el valor de la incégnile < se 0b-
tiene multiplicando el valor conoeido del mismo género por las raxones
diresctas. de los nuevos valores a los antiguas, para las cantidades direcia-
mente proporeionales con la del mismo género que la incognita, y por las
ragones inversas, de los valoves nueves a los anliguos, para las eantida-
des inversamente proporeionales con las del mismo géneroque la incégnita.

Ejempro: Sien 124 horas, 65 obreros han abierto una zanja de
815 metros de larga, 2m de ancha, 0,75m de profundidad, en un te-
I'TENO cuya jesistencia estd representada por 4, siendo 3 el nime-
ro que representa la fuersa de cada obrero, jcudntas hores tar-
dardn 82 obreres, en abrir otra zanja de 1000m de larga, 250 m de
ancha, 1m de profunda, siendo 3 la resistencia del terreno y 3,5 la
fuerza de cada obrero?

Dispondremos el ejemplo del modo siguiente:

i d d d d i
Ioras Olireros Latrgo Aneho Profunds Resistencia  Fuersa
124 B 845 2 0,75 | 3
& 82 100K 2.50 1 ' i 85




s ) S

Comparando con las horas cada una de las demds cantidades,
se ve que el nimero de horas necesarias para abrir la zanja es
inversamente proporcional al niimero de obreros y a la fuerza
de cada uno, y directamente proporcional al largo, ancho y pro-
fundidad de la zanja y ala resistencia que opone el terreno;
luego: ;

65 1000 2,50 1 3 3
whors. =124 X — X — X — X —X —X—=
§2 845 2 0,75 4 315
= 124 irs. 38 1m1.
con un error menor de medio minuto por exceso.
Al hacer las operaciones se deben suprimir los factores co-

munes del numerador y denominador, para simplificar todo lo
posible el cdlculo.

~

JII. Reglas de interés y descuento
Regla de interés simple

390. Cuando se presta un capifal durante cierto tiempo el
prestamista se indemniza recibiendo ademds del capital presta-
do, una cierta cantidad que se llama inferds o renta.

El interés se regula por comparacién con un capital de 100 pe-
setas, que se supone prestado durante un afio en las mismas
condiciones que el capital que se considera. El interés de 100
pesetas en un ano se llama »édito o tanlo por ciento. Bl interés es
propoveional al capilal prestado.

Se puede admitir: que el interés es proporeional al tiempo que
dura el préstamo, 0 sea que el capital es invariable durante este
tiempo, y entonces se llama nferés simple: 0 que por intervalos
iguales (generalmente de un afio) se acumulan al capital para
producir a su vez otro interés, en este caso se llama inlerés com-
puesto.

En los casos de interés simple, generalmente el prestatario
paga por intervalos iguales (de un afio, de un semestre, etc,) el
interés del capital que ha recibido y al terminar el tiempo esti-
pulado devuelve también el capital.

Por ahora sélo nos ocuparemos en cuestiones de interés
simple.

391. Designemos por ¢, €l capital que se presta; por ¢, el tiem-
po que dura el préstamo: por 7, el interés que produce, y por
la renta, o tanto por 100, que es, como hemos dicho, el interés
del capital 100 en un afno.
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Por ser el interés proporeional al capital y al tiempo, tendremos que
resolver un problema de regla de tres compuesta, que dispon-
dremos del modo siguiente:

9 1 100 l l e
de donde, (389) i =9 X — X —,
. 7t e i 1 10
o bien,
el
t=— [0
100

La férmula [1] se ha obtenido en la hipotesis de que la unidad
de tiempo es un afio, por consiguiente, si el tiempo ¢ se expresa

1
en meses, se tendrd preserite que cada mes es — de afio, y por
10

tanto si { = p meses, serd,
»

t = —, luego la férmula (1) se convertird.en,
12
i
C— F
12 epr
?. —_— = Sl
100 1200
- ?i J'?_J
y si i se expresa en dias, serd, —, 6 ——, segin que se admita,
360 365

como se hace muchas veces en el comercio, que el afio tiene
360 dias 6 365, de donde,

epr epr
e — 3
36000 36500

Ejempro: Hallar el interés de un capital de 3428 pesefas al 6
por U/, (se lee al 6 por 100) en 7 meses.

==

7
Haremos: ¢ = 3428; { = —)_v r =6, de donde,

12

3128 X7 X6
1=— " =119.98 peselas.
1200
392. De la férmula [T] se deduce multiplicando por 100 los
dos miembros:

(1) Farmula es una expresion donde estén indicadns las operaciones que se deben efec-
tunr parn resolver un problema,
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100 i=elr |\ v dividiendo sucesivamente por #, cr ¥ c¢f, se

1007 hallan otras tres [drmulas que sirven para resol-
7 ver las cuestiones en que se trate de hallar el
100 ¢ capital e, o el tiempo /, o el rédito ». El numera-
=—— dor 100/, se cambiard en 1200:, si el tiempo estd
NFJ{{ expresado en meses, y en 36000, o en 36500, si

!

estd expresado en dias,

et
Ejempro: 1.0 ;Qué capital se habra prestado al 5 por Y/, para
producir 340 pesetas en 80 dias?
36000 % 340 )
e — = 30600 pesetas.
80 XH
90 ;Cuénto tiempo habra estado prestado un capital de 3000

pesetas para producir al 6 % por %, un interés de 8b pesetas?
| 100585 100X 85X 4 34
| F— — = — = — fio.
1 3000 < 25 75
3000 > 6 —
4

Si se supone el afio de 360 dias, esta fraccién de afio serd 163
dias aproximadamente, y si se supone el afo de 365 dias, serd
165 dias también aproximadamente.

303. Cuando el tiempo que dura el préstamo es un afio, la
férmula [I] es mds sencilla porque se hace { = 1, y se tendra:

il 100+ 1007
= dedondeid=—— Y r=—
100 r [

En este caso es cuando el interés suele tomar el nombre de
renta, sobre todo si se recibe o paga anualmente hasta la devo-
lucion del capital prestado.

Regla de desenento

391, Tagaré es un documenio de evédite por el cual wna persona se
obliya o pagar a otra cierta cantidad en una fecha, designade en el docu-
mento, que se llama su vencimiento.

Letra de cambio es wn documento de erédito por el ewal una persont
manda a olva que se strva pogar a sw orden 0 @ una fercera persond,
eierta cantidad en wn plazo o fecha designado en el docuniento,

A
Y
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Valer nontinal de una letra o pagaré, es el valor que estd
consignado en el documento Valor actual o efeclivo es un va-
lor variable que liene antes de su vencimiento,

1 valor actual es menor que el valer nominal, y la diferencia
entre ambos valores se llama descuento.

Si el tenedor de un pagaré o de una letra quiere cobrarla an-
tes de su vencimiento, tiene que pagar al que la toma el interés
del valor nominal o del valor efectivo del documento. En el pri-
mer caso, el interés se llama descuento comercial, en el segun-
do, descuento matemdlico o ractonal (1).

Si designamos por, d, el descuento y @, el valor nominal, sién-
do #, el tanto por 100 y #, el tiempo que falta para el vencimien-
to, tendremos, segiin la férmula [1] (391):

vty

100
Generalmente el tiempo se expresa en dias, y-supeniendo que
sea igual a p, y el ano de 360 dias,
vpr
d=——.
36000
Ejempro. (Qué descuento liene una letra de 1247,32 peselas
que vence dentro de 35 dias al b por %/
124760 X 35 X 6
d=—————="7.728 peselas.
36000
Luego el tenedor de la letra deberd recibir 1340’82 pesetas,
que es la diferencia entre 1247,60 pesetas, valor nominal y 7,28
pesetas qle importa el descuento,

IV. Fondos phublicos

895, Se llaman fondes piiblices los titulos de renlas sobre
el Estado, debiendo éste satisfacer al que los posee el interés
o renta que corrvesponda al capital que representan.

(1) Noexplicamos mis que el desenento comereitl, powque es ol inico qne estd en uso, ex-
capto enando el plazo del vencimiento es mfs do qn aiy, en cuyo ciso =9 descnents a interés
pompuesto el valor efective.
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lvaior nominal de un titulo de la Deuda es el que estd consig-
nado con el titulo; valor efectivo o cambio es el que tiene en el
mercado, que se llama Bolsa, donde se compra o vende.)

En Espafia hay muchas clases de papel del Estado vy nosotros
ni hemos de enumerarlos, ni decir cudles son las causas que in-
fluyen en el alea y baja de un valor; pero vamos a indicar edmo
se resuelven los principales problemas que pueden ccurrir en la
compra y venta, como si se hiciesen directamente, es decir, sin
la intervencion del agente o corredor de Bolsa.

En los problemas nos referimos al papel llamado 4 por ¥/, 272-
terior, cuyos titulos producen una renta que el Gobierno paga
en pesetas,

ProsrLEmAs: 1.° 57100 pesetas nominales producen 8, ;qué
tanto por ciento v, producen 100 pesetas efectivas al 72 por 9,
de cambio? 5

El problema es hallar qué renta producen 100 pesetas, si 72
pesetas producen 4. Dispondremos la operacién del modo si-
guiente:

o L w100 [ y como entre la renta y el capital existe propor-
A0 5.0 72 | cionalidad directa, se tendrd (377):
100
P —— = 5BBD i o
T2

2.° 57100 pesetas producen el tanto por ciento, v, ;qué pro-
ducird un capital de c, pesetas?

Tendremos:
W s 100 [ 2
de donde, x =% X ;
R c 100

3.% 20ué capital nominal en titulos del 4 por "/, se puede
adquiviv con un capital de c, peselas?
Llamando, x, al valor nominal, y suponiendo el cambio a 72
por ciento, tendremos:
x,..._.IUO! 100
de donde, x =¢ X —.
Bl o0 72 | 72
4.9 20ué capital en peselas se necesita para comprar una
canlidad determinada, n, de titulos del 4 por ciento al 72 por
ctento de cambio?
Tendremos:
Lt vt 72 [ 72
de donde, x — X —.
| 100
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EEn todos estos problemas hay que tener presente que la renta
del 4 por U/, estd sujeta a pagar un impuesto de 20 por %, es
decir, que hay que rebajar la renta en la quinta parte de su valor.
t decey 7 /tﬂﬁo{q:, 3 2o ‘/’g'

' V. Regla de compania

396. La regla de compaiiia es el procedimiento qiie se si-
gue para rvepariiy enlre varios socios la ganancia o pérdida
de una sociedad que han fundado con un fin industrvial o
mievcantil cualquiera.

Las ganancias o pérdidas sociales se reparten entre los
socios proporcionalmente, también, u los lienipos que esldn
1mpuestos.

Si dos socios aportan los capitales, ¢ y ¢, durante los tiempos,
t y ', designando por, g y g’, las ganancias o pérdidas que les
corresponden, tendremos:

&, 65 & l g ¢ ¢
de donde, (383) —=— X -,
: g?} cl’) !) I g? {.l !t
0 bien,
Z ct
g! E-I t’

Luego las ganancias o pérdidas de cada socio son propor-
cionales a los productos de los capitales por los tiempos.

Designando por G, la ganancia o pérdida social, por g, g%, &',
las ganancias o pérdidas de los socios, por ¢, ¢/, ¢, los capita-
les, y por £, ¢, ¢", los tiempos que estdn impuestos, tendremos
que dividir G en partes proporcionales a los productos ¢t, ¢'t/,
c't". El problema de dividir en nimero en partes proporcionales
a otros nlimeros dados, le resolvimos en el nimero 342, y apli-
cando al caso actual la regla que hallamos entonces, tendremos:

G G
Bt e S A e
= i A | i Sl e B
& G
gl ——
d + ¢’ J' —+c”

Si los tiempos o los capitales son iguales, las formulas se sim-
plifican por la supresion de un factor comiin; pero se podrian
obtener directamente en virtud de lo dicho en el nimero ante-
rior. '

EjemprLo: Tres personas se asocian para una empresa: la pri-
mera con 6000 pesefas durante 2 meses, la. segunda con 5000
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pesetas durante 16 meses, y la tercera con un capital de 7000 pe-
setas durante 9 meses.;Qué ganancia corresponde a cada socio,
siendo la gananecia total 8000 pesetas?
5000
12 g =— - X

16 9
6000 X 2 - 5000 X — —}-'OUO >< —
}(hOOOX“-—«If}l ‘_H plas.

5000
2° g/ = — e
16 9
6000 3¢ 2 -+ 5000 3¢ — - 7000 —
12 12
16
> B000 X — = 2299 96,
12
8000
3‘0 g-f!= J o o _.__ i _><

16 9
6000 X 2 5000 X — -+ 7000 X =
12 . 12
¥ 7600 X — = 1756,10.
12
VI. Regla de aligaciéon

397, Regla de aligacidn es el procedimiento que se sigue
para resolver los dos problemas siguientes:

1.° Dadas las cantidades de varias subsiancias que se mez-
clan v los precios de sus unidades, hallay la cantidad y precio
de la mezcla.

2.9 Dados los precios de la unidad de la mescla y de las
unidades de las substancias que se han de mesclay, hallay
las cantidades que hay que mezclar.

El primer problema se llama: regla de aligacion d:rect:r
el segundo: regla de aligacidn inversa.

En ambos problemas suponemos que las substancias que se
mezclan no pierden su valor ni propiedades al mezclarse, ©

Regla de aligacién directa

398. Designemos por ¢, ¢, ¢', las cantidades que se mgzclan,
por p, p’, ", sus precios, y por C, la cantidad total de mezcla, y
se tendra;

C=c+c'+¢,
y ¢l valor total de la mezcla serd,

cptep +cp,

—
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porque, ey, ¢, ¢'p’, son los valores de las cantidades mez-
cladas.

Para obtener el precio de la mezcla, es decir, el valor de la
unidad de mezcla, basta evidentemente dividir el valor total de
la mezcla, por su cantidad: designando, pues, por P, dicho precio.

ep—e'p' e

(i o,

De dende resulta la siguiente:

Recra. Para hallar el precio de la mexela se mulliplica cada una de
las eantidades mexcladas por su precio, se suman los produetos, y el rve-
sultado se divide por lo suma de las canlidades mexcladas,

Erjempro. Se mezclan 7 fg. de café moka, de 5,50 pesefas el ki-
logramo, con 10 de Puerto Rico de b pts., y con 8 de caracolillo
de 4,75 pis., se desea saber el precio de la mezcla.

Se tendra:

I.) ==

7% 5,50 410 X 5 48X 4,75
74+10-+8 :

pts.= 5,06 pts.

Regla de aligacidn inversa

399. Supongamos que son dos las substancias que se mezclan
y que sus precios y el de la mezcla son respectivamente p, p". P.
Siel problema ha de ser posible, el precio de la mezcla ha de
ser inlermedio entre los de las substancias que se mezclan. Si
p >y, se debe tener:

\ \' p=>P=p.

“Fn cada unidad de la substancia cuyo precio es p, se perderd,
p— P, luego en ¢ unidades se perderace (p —P); y en¢’ unidades

®de Ia substancia cuyo precio es p’, se ganard: ¢/(P — p); igualan-

do 1o que se pierde v lo gue se gana se tendra:
eip—PRi=¢ (P —pl),

de la cual se deduce la proporeion (327):
e P—p

]

¢ p=P
luezo las cantidades que se han de niexelar son inversamente proporeio-
nales @ las difevencias endre sus precios respectivos y el de ln mesela,




=

El problema de la regla de aligacion inversa es indetermina-
do porque no se halla mas qus la relacién entre las cantidades
que se han de mezclar. Para hacerle determinado vamos a su-
poner que la suma de las cantidades mezeladas es igual a la
unidad, es decir, que tendremos:

oot =1,

Ahora de la proporcion anterior se puede deducir, segin la
propiedad de las proporciones demostradas en el niimero 333,

¢4 e ¢

p—yp P—yp j)—P‘

y poniendo en vez de ¢+¢’, su igual, 1

¢ 1 2 : P—p

/S

= (ih—!

7S o S A
Fawitl P—2"Y dedonde T

¢ 1 8 I
— = A=
p—P p—yp p—n

Ejempro: Se desean mezclar dos vinos: uno de 75 y otro de
60 pesetas el hectolitro. iQué cantidad se debe mezclar de cada uno,
para que €l precio de la mezcla Sea de 72 pis. por hi?

En cada &l entrardn: '

72 — 60
e=——— il = 0,80 Al
75 — 60
7 — 78
e — Il =0,20"hL
75 — 60

400. Silas substancias que se han de mezclar son mds de dos
aumenta la indeterminacion del problema.

Para hallar una solucion, se opera primero con dos substancias que
comprendan el precio de la mezela (éste siempre debe ser interme-
dio entre los precios superior e inferior), después con olras dos, y
asi sucesivamente hasta operar con lodas.

Lo suma de las contidades mexeladas sera lo cantidad total de mexcla.
Se puede operar dos o mds veces con cada substancia, cosa que
hasta puede ser indispensable para resolver el problema.
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Ejemero: Con trigos de 22,21 v 16 peselas el heclolilro, se quie-

re obtener una mezcla de 20 pis. el hl. ¢Qué cantidad se debe
1 ¢ mezclar de cada uno?
— Operando primero con les trigos de 22 v 16 pesetas, en cada

JQil de la mezcla entrardn, segiin lo dicho en el caso anterior,

22— 116 2
e e=———hl= — I = 67 ], aproximadamente.
A (o -
> 92 — 90 l
! gl =t- — il = — il = 33 [, aproximadamente.
22— 16 :

Operando con los trigos de 21 y 16 pesetas, se tendra:

20 — 16 4

o= - — Rl — — =80T
21 — 16 5
21 —-20 1

e " hE— P
21 — 16 b

En cada 2 hectolitros de mezcla entrardn: 67 lifros del trigo de
22 pesclas; 80 litros, del de 21 pesetas, y 33 mds 20 o sea 53 lilros del
trigo de 16 pesetas.

{} FIN DEL CURSO DE ARITMETICA
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